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Einfiihrung zum
Magnetotransport im lateralen
Halbleiter-Ubergitter

Der Fortschritt in der Halbleitertechnologie ist die Grundlage fiir die Ent-
wicklung der elektronischen Datenverarbeitung mit immer schnelleren und
kleineren Computern. Neben der Verwendung von Halbleitern fiir integrierte
Schaltkreise (Nobelpreis 2000) werden mit der verbesserten Herstellung und
Strukturierung von Halbleitern auch fiir die Grundlagenforschung interes-
sante Systeme realisiert. So wurden an hochbeweglichen zweidimensionalen
Elektronensystemen in Halbleiter-Heterostrukturen der Quanten-Hall-Effekt
(Nobelpreis 1985) sowie der gebrochenzahlige Quanten-Hall-Effekt (Nobel-
preis 1998) entdeckt, und ein weites Feld fiir die Erforschung der Physik in
niedrigdimensionalen Systemen gedffnet. Bei der Entwicklung von Compu-
tern geht es inzwischen nicht nur um die weitere Miniaturisierung, sondern
auch um neue Funktionalitédt in den Schaltelementen. Der Spin als zusétzli-
cher Freiheitsgrad des Elektrons verspricht dafiir auf dem Gebiet der Elektro-
nik die Realisierung neuartiger Bauelemente. Unter dem Begriff Spintronik
werden heute alle Anwendungen von magnetischen Speichern bis zu Spin-
Transistoren zusammengefaf3t, die sich in ihrer Funktionalitdt auf den Spin
der Elektronen beziehen [Wolf01, Awsch(2].

Der Vorschlag von Das und Datta [Datt90] zur Realisierung eines Spin-
FET (Feld-Effekt-Transistor) mit einem zweidimensionalen Elektronensy-
stem (2DES) entfachte ein reges Interesse an Spin-Effekten in Halbleiter-
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2 Einfithrung zum Magnetotransport im lateralen Halbleiter-Ubergitter

Heterostrukturen. Bei diesem Konzept des Spin-FET sollen Elektronen durch
ferromagnetische Kontakte Spin-polarisiert in ein 2DES injiziert werden, die
Spin-Polarisation iiber eine Spin-Bahn-Wechselwirkung im 2DES manipuliert
und durch einen weiteren ferromagnetischen Kontakt wiederum detektiert
werden.

Die Spin-Bahn-Wechselwirkung iiber den Rashba-Effekt [Rash60] im 2DES
spielt dabei eine tragende Rolle und begriindete ein eigenes Forschungsgebiet,
da sie die Manipulation des Spins iiber ein elektrisches Feld erlaubt.

Zur Untersuchung der elektronischen Eigenschaften von Halbleiter-Hetero-
strukturen haben sich Widerstandsmessungen in Abhéngigkeit eines angeleg-
ten duleren Magnetfeldes unter dem Namen Magnetotransportmessung eta-
bliert. Aus ihnen lassen sich Informationen iiber das Energiespektrum und
die elektronischen Eigenschaften des Systems gewinnen. Zur Interpretation
dieser Daten sind theoretische Modelle nétig, die sich mit dem Ladungstrans-
port in zweidimensionalen Ladungstrigersystemen befassen.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem Magnetotransport in late-
ralen Halbleiter-Ubergittern. Das sind 2DES in Halbleiter-Heterostrukturen,
denen in der Ebene der freien Bewegung ein periodisches Potential aufgepragt
wird. Ein 2DES wird in Halbleiter-Heterostrukturen realisiert, indem durch
Kombination verschiedener Halbleitermaterialien ein Potentialtopf im Lei-
tungsband erzeugt wird, worin sich Ladungstriger sammeln, die nicht mehr
an ein Kristallatom gebunden sind. Ist der Quantentopf schmal genug, sind
die Energieniveaus energetisch weit getrennt, und ist nur das unterste Niveau
besetzt, so erhélt man ein zweidimensionales Elektronengas. Diese Situation
ist in Abbildung [I(a) schematisch dargestellt. Wihrend die Elektronen in
z-Richtung gebunden sind, kénnen sie sich in der xy-Ebene frei bewegen.
Ein rdumlich periodisches elektrisches oder magnetisches Feld, das kiinst-
lich préapariert wird, prégt den Elektronen in der Ebene der freien Bewegung
ein periodisches Potential auf. Dies wird als laterales Ubergitter bezeichnet.
Ubergitter, da die Gitterkonstante der periodischen Struktur gréfer als die des
zugrundeliegenden Halbleitermaterials ist, und lateral spezifiziert, dafl es sich
um ein Gitter in der Ebene eines 2DES handelt. Nach Art, Amplitude und
Gittertyp der Modulation werden verschiedene Formen des lateralen Uber-
gitters unterschieden. In Abbildung [1[(b) ist die Potentiallandschaft fiir eine
schwache Modulation in einer Raumrichtung (1D) skizziert. Die Gitterkon-
stante a von realisierbaren lateralen Ubergittern liegt im Nanometerbereich.
Mit kurzperiodischen Ubergittern werden momentan Ubergitter mit einer
Gitterkonstanten von etwa a ~ 100 nm bezeichnet.

Wie fiir Bloch-Elektronen im Kristallgitter, deren Energiespektrum durch
die periodische Anordnung der Atome bestimmt wird und sich durch eine
Bandstruktur beschreiben 1a8t, werden die elektrischen Eigenschaften der
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Abbildung 1: (a) Schematischer Bandkantenverlauf in Wachstums-
richtung (z-Richtung) von Leitungsband (LB) und Valenzband (VB)
einer Halbleiter-Heterostruktur (HL1 und HL2) mit Potentialtopf an
der Grenzfliche. Mit F; und E5 sind zwei Energieniveaus angedeu-
tet, von denen nur F; unterhalb der Fermi-Energie Er liegt, welches
so das zweidimensionale Elektronensystem (2DES) tréagt. (b) Poten-
tiallandschaft im lateralen Halbleiter-Ubergitter in der zy-Ebene fiir
schwache 1D-Modulation in z-Richtung mit Gitterkonstante a.

lateralen Halbleiter-Ubergitter durch die Gitterkonstante sowie die Modula-
tionsstarke bestimmt und durch eine Minibandstruktur beschrieben. Es ist
mit diesen Systemen ein kiinstlicher zweidimensionaler “Kristall” realisiert,
der ein weites Feld fiir experimentelle und theoretische Untersuchungen zur
Physik von Elektronen in einem periodischen Potential erdffnet.

Durch die im Vergleich zum natiirlichen Kristall groflere Gitterkonstante
und durch die zu freien Elektronen kleinere effektive Masse m* der Leitungs-
bandelektronen reichen die im Labor erreichbaren Magnetfelder aus, den Zy-
klotronradius in die Groéflenordnung der Gitterkonstante zu zwingen. Den
fiir den Ladungstransport relevanten Ladungstrdgern an der Fermi-Energie
Er ist eine Fermi-Wellenldange A\p = h/+/2m* Er zugeordnet. Im klassischen
Grenzfall A\p < a, d.h. die Wellennatur der Ladungstriager spielt noch keine
Rolle, sind Kommensurabilitétseffekte [Weis89, Weis91] zwischen Gitterkon-
stante und Zyklotronradius als Magnetowiderstandsoszillationen zu beobach-
ten.
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Durch die Herstellung von lateralen Halbleiter-Ubergittern mit immer
kiirzeren Gitterperioden werden quantenmechanische Effekte wichtig. So bil-
det sich durch das periodische Potential eine Minibandstruktur aus, die sich
als Quantenoszillationen im Magnetowiderstand beobachten 1a8t [Albr99,
Deut01].

Weiter kann im Ubergang von schwacher zu starker zweidimensionaler
Modulation (Antidot-Array) die Entwicklung von integrablen zu chaotischen
Systemen studiert werden [F1ei92, Silb95] und es wird die Hoffnung genéhrt,
mit diesen Systemen das fraktale Energiespektrum des Hofstadter-Schmet-
terlings [Hofs76] experimentell nachzuweisen [Albr01], um nur einige der ak-
tuellsten Forschungsfelder an lateralen Ubergittern anzusprechen.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der quantenmechanischen Be-
schreibung des Magnetotransports in lateralen Halbleiter-Ubergittern, um
insbesondere die Quantenoszillationen auf Grund der Minibandstruktur zu
untersuchen. Hierbei kann die quantenmechanische Beschreibung neben der
Periodizitat auch iiber die Phasenlage der Oszillationen Auskunft geben, wo-
mit verschiedene Leitfdhigkeitsmechanismen unterschieden werden. Weiter
wird der Einflul des Spins als quantenmechanischer Freiheitsgrad des Elek-
trons zusammen mit der Spin-Bahn-Wechselwirkung in der quantenmecha-
nischen Rechnung untersucht. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung manifestiert
sich bereits im homogenen System iiber die Streuung an Storstellen und be-
einflult ebenfalls die Magnetowiderstandsoszillationen im Magnetotransport
des lateralen Halbleiter-Ubergitters.

Grundlage der quantenmechanischen Berechnung ist die Beschreibung der
Leitfahigkeit als lineare Antwort des Systems auf ein externes elektrisches
Feld. Dies beinhaltet die Auswertung der Kubo-Formel nach Beriicksichti-
gung der Storstellen in der selbstkonsistenten Bornschen Néherung (SCBA).
Dieser Formalismus wurde bereits sehr frith entwickelt. Fiir das zweidimensio-
nale Elektronensystem ist er im Reviewartikel iiber die elektronischen Eigen-
schaften der 2DES [Ando82] ausfiihrlich dargestellt.

Diese quantenmechanische Beschreibung wurde fiir die Berechnung des
Magnetotransports in lateralen Halbleiter-Ubergitter eingesetzt, denn obwohl
die Periodizitdt der Kommensurabilitats-Oszillationen im Magnetotransport
noch in einem klassischen Bild erkliart werden kann [Been89], konnte erst
diese quantenmechanische Beschreibung die Phasenlage der Kommensura-
bilitats-Oszillationen in den verschiedenen Widerstandskomponenten eines
eindimensional modulierten Ubergitters erfolgreich erkliren [Gerh89]. Wei-
tere Untersuchungen fiir laterale Ubergitter mit schwacher eindimensiona-
ler Modulation [Vasi89, Zhan90] und mit schwacher zweidimensionaler Mo-
dulation [Pfan92], die auf der Auswertung der Kubo-Formel beruhen, folg-
ten. Einhergehend mit der experimentellen Untersuchung von Antidot-Arrays



[Weis91, Weis93] wurde das Verfahren auch auf starke zweidimensionale Mo-
dulation [Silb94] mit den unterschiedlichsten Gittertypen [Rott97] verallge-
meinert. Der Einfluf der Storstellenstreuung auf den Magnetotransport wur-
de mit der Beriicksichtigung von anisotroper Streuung [Mano01, Gros01] un-
tersucht.

Da durch die periodische Modulation die Bewegung der Elektronen be-
einfluflt wird und die Spin-Bahn-Wechselwirkung den Spin-Freiheitsgrad mit
der Bewegung der Elektronen koppelt, ist es von groflem Interesse, latera-
le Halbleiter-Ubergitter und Spin-Bahn-Wechselwirkung in einer Rechnung
zu vereinen. Dazu wird in dieser Arbeit die theoretische Beschreibung des
Magnetotransports, insbesondere die Behandlung der Storstellenstreuung,
fiir ein unmoduliertes 2DES mit Spin-Bahn-Wechselwirkung erweitert und
anschlieend der Einflul der Spin-Bahn-Wechselwirkung auf den Magne-
totransport in lateralen Halbleiter-Ubergittern untersucht. Der EinfluB der
Spin-Bahn-Wechselwirkung auf die Kommensurabilitats-Oszillationen kann
innerhalb einer semiklassischen Naherung abgeschétzt werden [Maga94].

Die Arbeit ist folgendermaflen gegliedert.

Im ersten Kapitel werden zunéchst die Grundlagen fiir die Beschrei-
bung von Heterostrukturen dargestellt. Dies ist im Rahmen der Envelope-
Funktions-Naherung moglich. Mit der k-p-Theorie 148t sich die Spin-Bahn-
Wechselwirkung in zweidimensionalen Elektronensystemen aus der Band-
struktur des zugrundeliegenden Halbleiters ableiten. Aulerdem wird die Ver-
anderung der elektronischen Eigenschaften im Magnetfeld besprochen.

Das zweite Kapitel befafit sich mit der theoretischen Beschreibung des
Magnetotransports in zweidimensionalen Elektronensystemen, insbesonde-
re mit der Beriicksichtigung von Streuung, und stellt die klassische Drude-
Theorie der quantenmechanischen Beschreibung mit der Kubo-Formel ge-
geniiber.

Im dritten Kapitel werden Quantenoszillationen auf Grund der Mi-
nibandstruktur fiir das laterale 1D Halbleiter-Ubergitter mittels Berechnung
der Minibandstruktur und quantenmechanischer Transportrechnung studiert.
Der Unterschied zwischen verschiedenen Leitfahigkeitsmechanismen, der die
Phase der Oszillationen bestimmt, wird herausgearbeitet.

Das vierte Kapitel behandelt die quantenmechanische Beschreibung des
Magnetotransports mit Spin-Bahn-Wechselwirkung eines homogenen zwei-
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dimensionalen Elektronensystems. Insbesondere wird die selbstkonsistente
Bornsche Néherung fiir das zweidimensionale Elektronensystem mit Spin-
Bahn-Wechselwirkung erweitert.

Das fiinfte Kapitel untersucht das Zusammenspiel von Spin-Bahn-Wech-
selwirkung und periodischer elektrostatischer Modulation anhand der Mini-
bandstruktur und der quantenmechanischen Transportrechnung. Damit wird
der Einflufl der Spin-Bahn-Wechselwirkung auf die Magnetowiderstandsoszil-
lationen studiert.

Die Zusammenfassung gibt nochmal einen Uberblick iiber die wesentli-
chen Ergebnisse.



KAPITEL 1

Elektronen in Kristallen und
Halbleiter-Heterostrukturen

Die in dieser Arbeit beschriebenen Systeme sind Ladungstriger
eines Halbleiters, denen durch verschiedene Materialien oder elek-
trische Felder Bewegungsebenen vorgegeben werden. Es gilt zu
bedenken, daf} diese Ladungstriger letztendlich Kristallelektro-
nen sind, welche mit der elektronischen Bandstruktur des Halblei-
ters beschrieben werden. Die Energiedispersion fiir Bandkanten-
nahe Zustdnde im Halbleiter wird in der k-p-Theorie aus we-
nigen Parametern der elektronischen Bandstruktur entwickelt,
was in einem einfachen Zwei-Band-Modell zur Effektiv-Massen-
Néherung fiithrt. Heterostrukturen zerstéren die der elektroni-
schen Bandstruktur zugrundeliegende Translationsinvarianz des
Kristallgitters. In der Envelope-Funktions-Néherung 148t sich mit
einem Vier-Band-Modell fiir die Ladungstréiger in einem Quan-
tentrog ein effektiver Hamiltonian ableiten, der eine Spin-Bahn-
Wechselwirkung enthélt, die neben den Materialparametern des
Halbleiters von der Form des Quantentrogs abhéngt. Wenn die
Bewegung der Elektronen vornehmlich durch das periodische Po-
tential des Kristallgitters bestimmt ist, so kann der Einflu} eines
auferen Magnetfeldes als Storung in der elektronischen Band-
struktur behandelt werden. Dies fiihrt iiber eine semiklassische
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Argumentation zu Magnetfeld-abhingigen Oszillationen in der
Zustandsdichte an der fiir die Transporteigenschaften des elek-
tronischen Systems relevanten Fermi-Kante. Die Modifikation der
Bandstruktur durch das Magnetfeld kann ndherungsweise iiber
eine Magnetfeld-abhéngige Wahrscheinlichkeit fiir das Tunneln
durch Energieliicken, den magnetischen Durchbruch, beschrieben
werden. Erst mit der magnetischen Bandstruktur werden Ma-
gnetfeld und periodisches Potential auf dem selben Niveau im
Systemhamiltonian beriicksichtigt.

1.1 Die elektronische Bandstruktur

In einem Festkorper befinden sich circa 10%* Atome pro cm® und jedes Atom
besitzt Elektronen entsprechend seiner Ordnungszahl. Ordnen sich die Ato-
me, wie es fiir Metalle und Halbleiter der Fall ist, regelméfig an und bilden ein
translationsinvariantes Kristallgitter, lassen sich die elektronischen Zustdnde
mit einer Bandstruktur beschreiben.

Die Schrodingergleichung fiir nicht wechselwirkende Elektronen mit der
Elektronenmasse m, in einem periodischen Potential U(r) lautet

(;:Le +U(r) — E) U(r) =0, (1.1)

wobei p den Impulsoperator bezeichnet. Die Losungen ¥(r) sind nach dem
Bloch-Theorem sogenannte Bloch-Funktionen, die aus einer ebenen Welle
multipliziert mit einer gitterperiodischen Funktion u,k(r) (z.B. [Ashc76]),

U(r) = (rink) = ™ u,(r) (1.2)

bestehen. Der Wellenvektor k liegt in der ersten Brillouin-Zone des Kri-
stallgitters. Jeder Zustand kann eindeutig {iber k und die Quantenzahl n,
den Bandindex, bezeichnet werden, wobei hier, noch ohne Beriicksichtigung
des Spins, jeder Zustand zweifach Spin-entartet ist. Die Abbildungen 1.1/
und 1.2 zeigen die elektronische Bandstruktur bzw. das Energiespektrum der
Valenz- und Leitungsbandelektronen aufgetragen iiber der ersten Brillouin-
Zone, fir die Halbleiter Gallium-Arsenid (GaAs), bzw. Indium-Arsenid (In-
As) aus [Chel76], wie es mit der Pseudopotential-Methode berechnet wur-
de. Halbleiter besitzen am Temperaturnullpunkt (7" = 0) nur voll besetzte
Valenzbiander, die durch eine Energieliicke E;, von freien Zusténden im Lei-
tungsband getrennt sind. Bei endlichen Temperaturen oder durch Dotierung
mit Donatoren werden Elektronen ins Leitungsband gebracht, wo sie zum
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Abbildung 1.1: Elektronische Bandstruktur fiir GaAs. Die
Bénder sind mit den irreduziblen Darstellungen der Zink-Blende-
Symmetriegruppe T, bezeichnet (aus [Chel76]).

Ladungstransport beitragen. Fiir die Energiedispersion der Elektronen nahe
der Bandkanten laft sich aus wenigen Groflen der Bandstruktur eine ana-
lytische Funktion mit der k-p-Theorie [Kane82] ableiten. Eine verstiandliche
Zusammenfassung findet sich z.B. in [Yu96]. So gilt mit dem Blochansatz aus
der Schrodingergleichung fiir die gitterperiodischen Funktionen w,(7):

+—k-p+

B2 R p?
2m. Mg 2me

+U(r) — Enk) Ung(r) =0, (1.3)

und speziell fiir k = 0, den F—Punk‘lﬂ,

( P ) — En0> tno(r) = 0. (1.4)

2me

Wenn die Groflen FE,o und u,o(7) bekannt sind, lassen sich die Terme %

und %kz - p als Storung behandeln. Fiir nichtentartete Bander 148t sich die

!Die in dieser Arbeit zur Rechnung verwendeten Halbleiter, GaAs und InAs, sind di-
rekte Halbleiter, d.h. das Leitungsbandminimum bzw. Valenzbandmaximum liegt am I'-
Punkt. Im Prinzip 148t sich fiir jeden Punkt der Brillouinzone eine analoge Gleichung
aufstellen.
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™
\

conduction band

valence band

Abbildung 1.2: Elektronische Bandstruktur fiir InAs. Die Band-
struktur (links) ist mit den irreduziblen Darstellungen der Zink-
Blende-Symmetriegruppe 7, bezeichnet (aus [Chel76]). Rechts ist die
Region um das Leitungsband-Minimum skizziert. Das Leitungsband
(conduction band) mit Elektronenzustdnden (e) ist durch die Ener-
gieliicke E, vom Valenzband (valence band) getrennt, welches aus
den am I'-Punkt entarteten Béndern der leichten (lh) und schweren
Locher (hh) und einem um die Energie Ag durch die Spin-Bahn-
Wechselwirkung abgespaltenen Spin-split-off-Band (so) besteht.

Energiedispersion um F, zu

BB (00 k- plwO)f
2m5 mz niZn EnO - ETL/O

R (1.5)

entwickeln. Wird der Einflufl des Kristallgitters im Band n nun durch die
effektive Masse m beschrieben,

h2k2

x 7
2ms,

B = (1.6)
ergibt sich diese mit der Definition der Kaneschen Matrixelemente P, als

h
Pnn’ = 0 1.7
—(n0 |p| n'0) (1.7)

e



1.1 Die elektronische Bandstruktur 11

E, [eV] | Ag [eV] | P [eV A] g* m* [me] | m* [m.] G1.(1.9])

GaAs | 1.519 0.341 10.493 -0.44 | 0.0665 0.050
InAs 0.418 0.380 9.197 -14.90 | 0.0229 0.018

Tabelle 1.1: Bandstruktur-Parameter fiir GaAs und InAs aus
[Land82], und m* nach Gleichung (1.9).

zu

1 1 2| P’
= + (1.8)
n H/Z?én h2 (EnO - En’O)

Der Energieabstand F,g — F,o bestimmt den Beitrag des Bandes n’ zur
effektiven Masse von n. Das Band n’ triagt zur effektiven Masse des Bandes n
aber nur bei, wenn das Kanesche Matrixelement nicht verschwindet. Mit der
Symmetrie der Béander lassen sich die relevanten Kaneschen Matrixelemente
iiber gruppentheoretische Uberlegungen benennen.

Damit 148t sich aus einem einfachen Zwei-Band-Modell mit Leitungsband
und Valenzband, die durch die Energieliicke F, getrennt und tiber das Kane-
sche Matrixelement P gekoppelt sind, die effektive Masse fiir Leitungsband-

Elektronen zu
\ L 2P2\ (1.9
m* = — .
me  HWE,)

berechnen.

In der Tabelle1'sind die fiir die Arbeit relevanten Werte aus der elektroni-
schen Bandstruktur zusammengestellt, wie sie aus dem Experiment bestimmt
werden konnen. Der g-Faktor des freien Elektrons wird fiir Kristallelektronen
durch den effektiven g-Faktor ¢g* ersetzt. Die aus Gleichung (1.9) berechnete
effektive Masse liegt bereits sehr nahe der experimentell bestimmten Grofe,
obwohl ein sehr einfaches Modell aus Leitungs- und Valenzband zugrunde
liegt. Die Werte in Tabelle [1 sind fiir das Volumenmaterial ermittelt und
konnen fiir Heterostrukturen abweichen. In dieser Arbeit dienen sie als An-
haltspunkt, an denen sich die Parameter der Rechnungen orientieren. Um
der Nichtparabolizitdt der Energiedispersion an der Leitungsbandkante, die
fiir InAs eine nicht unbedeutende Rolle spielt [Hiro86], Rechnung zu tragen,
miiiten weitere Bander und héhere Terme der kp-Entwicklung beriicksichtigt
werden.
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1.2 Die Envelope-Funktions-Niherung und
das Vier-Band-Modell

Die Beschreibung der Elektronen in einem translationsinvarianten Kristall
mufl nun fiir Strukturen erweitert werden, in denen die Translationsinva-
rianz gebrochen ist. Dazu wird die Envelope-Funktions-Ndherung [Lutt55]
verwendet. Verschiedene Halbleitermaterialien konnen durch ortsabhéngige
Bandkanten erfafit werden, wihrend Bandverbiegungen durch ein Potenti-
al V(r), das sich im Vergleich zum Kristallpotential nur langsam &ndert,
beschrieben werden. Die Schrodingergleichung lautet nun:

2
( P, Ulr)+V(r)— E) U(r)=0. (1.10)
2me

Wieder wird um den I'-Punkt (k = 0) entwickelt, allerdings diesmal nach
den Luttinger-Funktionen

ik

Xnk(T) 1= €™ tno(T), (1.11)

so dal die Wellenfunktion geschrieben werden kann als
W(r) =3 [ b a (k) xou(r) (112)

mit den Entwicklungskoeffizienten a, (k). Die Envelope-Funktionen ,(r)
sind nun definiert mit

Yp(r) == /dk e* T a, (k). (1.13)
Aus den Envelope-Funktionen 148t sich nun wiederum die Wellenfunktion als

U(r) =) tno(r)vn(r) (1.14)

ausdriicken. Es wird deutlich, dafi die Wellenfunktionen der Kristallelek-
tronen W(r) aus Produkten von im Ort schnell verdnderlichen, gitterperi-
odischen Anteilen u,o(r) und langsam veréinderlichen Anteilen v, (7), den
Envelope-Funktionen, bestehen, wie es in Abbildung (1.3 schematisch skiz-
ziert ist.

Fiir die Envelope-Funktionen 148t sich die Differentialgleichung (1.10) mit
der Definition des Impulses p = —ih'V vereinfachen, indem Gleichung (1.10)
von links mit w), multipliziert und iiber die Einheitszelle integriert wird.
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Abbildung 1.3: Der Realteil der Wellenfunktionen schematisch fiir
ein Gitter (mit Kreisen angedeutet) iiber der Raumkoordinate = auf-
getragen. Die Wellenfunktion W(z) (gestrichelt) besteht aus einem
schnell verénderlichen gitterperiodischen Anteil und einem langsam
verdnderlichen Anteil ¥, (z) (durchgezogen), der Envelope-Funktion.

Zur Integration besinnt man sich darauf, daf§ das Potential V(r) und die
Envelope-Funktion ), (r) sich im Ort nur langsam &dndern und deshalb in-
nerhalb einer Einheitszelle des Kristallgitters als konstant angesehen werden
kénnen. Daher konnen die Envelope-Funktionen ), (r) sowie die Ableitung
der Envelope-Funktion aus diesem Integral herausgezogen werden. Aus

h ) . h
— kY, (Uno|plune) wird — iV, — (uno|P|tno) (1.15)
m m

€ €

und es ergibt sich ein Gleichungssystem fiir die Envelope-Funktionen ,,(7)

(p2 +V—E+En0) Uu(r) = S 0P - Vi (1) = 0, (1.16)

2m,

n/

Mit dieser Gleichung ist man in der Lage, die Envelope-Funktionen auszu-
rechnen, wenn die Energien FE,q, das Potential V', und die Kaneschen Ma-
trixelemente P, bekannt sind, wobei all diese Grolen vom Ort abhéngen
konnen.

Fir Elektronen im Leitungsband eines Halbleiters wurde in [Darn93,
Ohka74] aus einem Vier-Band-Modell der effektive Hamiltonian fiir das Lei-
tungsband abgeleitet. Es wurden acht Envelope-Funktionen, ndamlich je zwei
Spin-Komponenten des I'§ Leitungsbandes, des I'§ Valenzbandes mit schwe-
ren und leichten Lochern, sowie des I'Y Spin-Bahn-split-off-Bandes bertick-
sichtigt, wobei nur das Kanesche Matrixelement P zwischen dem s-artigen
Leitungsband und den p-artigen Valenzbéndern koppelt. Das Magnetfeld
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B = V x A wird im Hamiltonian iiber ein Vektorpotential A im kineti-
schen Impuls w = p + eA beriicksichtigt. Der Vier-Band-Hamiltonian wird
zu einem effektiven Leitungsband-Hamiltonian reduziert und die Schrodin-
gergleichung fiir den zweikomponentigen Spinor fiir Elektronen des Leitungs-
bandes [Darn93] lautet dann:

2
(” FV - Bt
2m*

+%g*uBaB +ao (VVxm) — iy (VV-ﬂ')) (£;§:§> =0. (1.17)

Der kinetische Impuls 7 ist ohne Magnetfeld (B = 0) identisch mit dem
kanonischen Impuls p. In Gleichung (1.17) sind folgenden Abkiirzungen ver-

wendet:
1 2P 2 N 1 (1.18)
m* 32 \E-V+E, E-V+E+A)’ ‘
_ P2 1 1 (1.19)
Q= —— — .
3h \(E—V+E,+A)2 (E-V+E,)?)’
und
i ! + 2 (1.20)
TT B \E-V+E, +2  (E-V+E,)2) ‘

Der effektive g-Faktor wird ausgedriickt durch

*_2P26 1 B 1 (1.21)
S T S \E—-V+E,+0y E-V+E,)’ ‘

mit dem Bohrschen Magneton pp = eh/(2m.). In der Definition o := (0, 0y, 0>)
sind die Pauli-Spinmatrizen

01 0 —i 1 0
Jx:<10),ay:(i O)’UZ:<O _1>, (1.22)

in einem Vektor zusammengefafit.

Die Reduktion des Multiband-Hamiltonian auf den effektiven Leitungs-
band-Hamiltonian wurde damit erkauft, daf} der Energieeigenwert nun im
Nenner der Vorfaktoren auftritt. Solange aber die Differenz E — V' klein
gegeniiber B, 4 A ist, kann die Energieabhéngigkeit vernachléssigt werden.
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Der Term ao(VV x ) stellt eine Spin-Bahn-Kopplung dar, die neben
Materialparametern vom Gradienten des langsam verdnderlichen Potentials
V', mit dem die Bandverbiegung modelliert wird, abhéngt. Diese Art der
Spin-Bahn-Wechselwirkung, die entsteht, da die Inversionssymmetrie durch
die Bandverbiegung gebrochen wurde, wird Rashba-Term [Rash60] genannt.
Die Bandverbiegung entspricht der Situation in einem asymmetrischen Quan-
tentrog.

Die Inversionssymmetrie kann bereits durch die Kristallstruktur des Halb-
leitermaterials gebrochen werden, wie es zum Beispiel fiir Zink-Blende-Struk-
turen der Fall ist. Dies fithrt zum Dresselhaus-Term [Dres55], der eine Spin-
Aufspaltung proportional zu k3 verursacht und im beschriebenen Vier-Band-
Modell, das zu Gleichung (1.17) fiihrt, nicht abgeleitet werden kann?.

Aus dem Vorfaktor (1.19) ist abzulesen, dafi die Kopplung des Spin-
Freiheitsgrades an die Bewegung der Elektronen durch den Rashba-Term fiir
Halbleitermaterialien relevant wird, in denen die Energieliicke £, mit dem
Abstand des Spin-split-off-Bandes zur Valenzbandkante A vergleichbar ist,
wie es z.B. in InAs der Fall ist.

Beschrianken wir die Betrachtung nun auf ein 2DES in einer Heterostruk-
tur, in der die Elektronen in z-Richtung gefangen sind, wéhrend sie sich in der
xy-Ebene im Halbleiterkristall frei bewegen. Mit dem langsam verédnderlichen
Potential V' (7) kann ein asymmetrischer Quantentrog modelliert werden. Da
die Elektronen sich nur in der xy-Ebene bewegen, wird der Gradient des Po-
tentials in z-Richtung V,V () in guter Ndhrerung durch den Erwartungswert
des Gradienten ersetzt.

Nun kann der Rashba-Term vom Dresselhaus-Term unterschieden werden,
zum einen, da die Inversionssymmetrie im Quantentrog auf die der Rashba-
Term sensitiv ist, von auflen durch ein Gate veréndert werden kann, wahrend
der Beitrag des BIA-Terms unveréndert bleibt, und zum anderen, da der SIA-
Term isotrop in der Ebene des 2DES ist, wiahrend der Dresselhaus-Term von
der Kristallrichtung abhéngt. Die Unterscheidung des dominierenden Terms
ist fiir die richtige Interpretation der Mefldaten aus Magnetotransportexpe-
rimenten wichtig [Tara02].

In schmalen asymmetrischen Quantentrégen dominiert nach [Lomm88,
Luo90, Silv94] der Rashba-Term. In vielen Experimenten wurde versucht,
den Vorfaktor des Rashba-Terms experimentell zu bestimmen. Die verwen-
deten Systeme sind im Aufbau der Heterostuktur verschieden. In auf InAs-
basierenden Systemen wurde «, = @hV,V(r) in der GroSenordnung von
107" eVm in [Das89, Luo90] bestimmt. In [Nitt97, Heid98, Hu99] wurde diese

2Der Rashba-Term wird oft auch mit SIA-Term (structur inversion asymmetry) und
der Dresselhaus-Term mit BIA-Term (bulk inversion asymmetry) bezeichnet
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Groflenordnung bestétigt und es konnte nachgewiesen werden, dafl die Stérke
der Spin-Bahn-Wechselwirkung durch ein Gate veréndert werden kann.

Der Term —iy (VV.7), der sogenannte Darwin-Term, beschreibt eine
Wechselwirkung zwischen Impuls und Potentialgradienten, die vom Spin un-
abhéngig ist.

Die Envelope-Funktions-Nidherung ermoglicht, das Kristallgitter in der
Beschreibung des 2DES mit effektiven Groflen zu erfassen. Aus dem vor-
gestellten Vier-Band-Modell wird deutlich, dafl fiir die Elektronen im Lei-
tungsband neben der effektiven Masse und dem effektiven g-Faktor in asym-
metrischen Potentialtopfen eine Spin-Bahn-Wechselwirkung existiert. Die-
se kommt dadurch zustande, dal durch die Brechung der Translationssym-
metrie in der Halbleiter-Heterostruktur Elektronen- und Lochzusténde ver-
mischt werden. Hierbei besteht eine Analogie zur Ableitung der Spin-Bahn-
Wechselwirkung fiir geladene Teilchen im elektrischen Feld aus der Dirac-
Gleichung [ZawaT70].

Im lateralen Halbleiter-Ubergitter wird den Kristallelektronen im 2DES
in der Ebene der freien Bewegung ein kiinstliches periodische Potential aufge-
préagt, was wiederum zu einer Bandstruktur fiithrt. Im Vergleich zum periodi-
schen Potential des Kristallgitters, das durch die Atomriimpfe gebildet wird,
ist das Ubergitterpotential schwach und fithrt zu Energieliicken im meV-
Bereich anstatt im eV-Bereich. Weiter ist die Brillouin-Zone des Ubergitters
kleiner als die des zugrundeliegenden Halbleiterkristalls. Die Bandstruktur
zur Beschreibung des Ubergitters wird deshalb Minibandstruktur genannt.
Bei der Beschreibung des Magnetotransports in lateralen Halbleiter-Ubergit-
tern wird in den folgenden Kapiteln der Einflufl des Halbleiterkristalls durch
die Effektiv-Massen-Néaherung beschrieben und fiir die Beriicksichtigung des
Ubergitter die Minibandstruktur verwendet.

Der Ladungstransport im Halbleiter-Ubergitter findet nicht ausschlief-
lich in Zustdnden nahe der Minibandkanten statt und in den spéter betrach-
teten Halbleiter-Ubergittern sind mehrere Minibénder beteiligt, so daf8 die
Beschreibung der Minibandstruktur des lateralen Ubergitters mit einer ef-
fektiven Miniband-Masse nicht mdoglich ist. Nur fiir extrem kurzperiodische
Ubergitter [Deut0Ola], wenn der Ladungstransport im untersten Miniband
stattfindet, wird die Effektiv-Massen-Naherung auch zur Beschreibung des
Ubergitters wieder moglich.

1.3 Kristallelektronen und Magnetfeld

Bei der Beschreibung des Magnetotransports im néchsten Kapitel wird der
Einflufl des Magnetfeldes B im Hamiltonian durch die Peierls-Ersetzung
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7w — p+ eA iiber das Vektorpotential A = V x B beriicksichtigt und die
Elektronendispersion wird direkt abhéingig vom Magnetfeld. Die Zustands-
dichte freier Elektronen spaltet im Magnetfeld in diskrete Landau-Niveaus
auf. Durch die periodische Modulation wird die Entartung der Landau-Niveaus
aufgehoben und es entstehen Landau-Bénder, die magnetische Bandstruktur.
Dieses Konzept der magnetischen Bandstruktur eignet sich fiir den Fall, wenn
periodisches Potential und Magnetfeld fiir die Bewegung der Elektronen von
vergleichbarer Bedeutung sind.

Geht man aber davon aus, dafl die Bewegung der Elektronen im Kristall
hauptséichlich durch das periodische Potential des Kristallgitters gepragt ist
so kann das Magnetfeld zunéchst nur als Stérung betrachtet werden.

Fiir Elektronen im Kristall 148t sich die Verdnderung der Zustandsdich-
te durch das Magnetfeld iiber folgende Betrachtung erfassen [Ashc76]. Das
periodische Potential ist in der Energiedispersion F(k) beriicksichtigt. Die
klassischen Bewegungsgleichungen

h% = —e(v(k) x B) (1.23)
und
T~ o(k) = § ViE(k) (1.24)

machen deutlich, dafl sich die Elektronen im k-Raum in Ebenen senkrecht
zum Magnetfeld auf Aquipotentiallinien der Energiedispersion bewegen. Da
die Komponente des Wellenvektors parallel zur Magnetfeldrichtung konstant
bleibt, ist die nachfolgende Argumentation fiir ein zweidimensionales System
ausgefiihrt. Sie léasst sich aber auf dreidimensionale Systeme iibertragen. Im
3D-Fall sind die Aquipotentiallinien auf denen sich die Elektronen im k-
Raum bewegen durch die Schnittlinien von Ebenen senkrecht zum Magnet-
feld mit der Fermi-Flédche definiert. Die fiir die nachfolgende Argumentation
wichtigen Flachen im k-Raum sind dann die Extremalflichen die von Schnitt-
linien umfafit werden.

Im zweidimensionalen System sind die Aquipotentiallinien auf denen sich
die Elektronen durch das Magnetfeld bewegen bereits eindeutig definiert. Die
Bahnen im Ortsraum erhélt man durch Drehung um 90° bzw. /2 und Skalie-
rung mit \? = %. Die Wirkung der Bahn kann gemé&fl der Bohr-Sommerfeld-
Quantisierungsbedingung nur diskrete Werte annehmen. Diese Quantisierung
der Wirkung fiihrt zu einem energetischen Abstand zweier Energieniveaus
E,.1 und E, von

EV+1 —-FE, =

T (1.25)
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Aus den Bewegungsgleichungen und (1.24) 148t sich die Umlauffre-

quenz zu

W DA(E)

(B) = =5~ (1.26)

errechnen, wobei A(F) die im k-Raum umschlossene Fliche der Bahn ei-
nes Teilchens mit der Energie E ist. Fiir hohe Quantenzahlen 148t sich die
Ableitung der Fliche in Gleichung (1.26) als Differenzenquotient ausdriicken.

aA(E) ~ A(EV-H) B A(EV)

~ 1.2
OE Ey1 — E, (1.27)

Fiir die Differenz der Flichen AA die von Bahnen umschlossen werden, die
zu benachbarten Energien gehoren, gilt

2meB

AA = -

. (1.28)

Damit 148t sich die Flédche im k-Raum bei einer erlaubten Energie ausdriicken
geméf

A(E,) = (v + N AA (1.29)

mit v = 1,2,..., wobei die Konstante A dabei unabhéngig von v ist. Jetzt
konnen die erlaubten Energieniveaus aus Gleichung (1.25) mit der im k-
Raum umschlossenen Fléiche verkniipft werden.

Viele physikalische Eigenschaften des Elektronensystems hdngen von der
Zustandsdichte an der Fermi-Energie Er ab. Ein Magnetfeld fithrt nun dazu
daf die Zustandsdichte an der Fermi-Kante mit 1/B oszilliert, und zwar mit
der Frequenz [Onsab2]

2me 1
A/pg=— )
VBT TR A(ER)

(1.30)

Die Oszillation in der Zustandsdichte fithrt zum Beispiel in der Leitfahigkeit
zu Shubnikov-de Haas-Oszillationen oder in der Magnetisierung zum de Haas-
van Alphen-Effekt. Die Frequenz der Oszillation gibt nach der Beziehung
(1.30) Auskunft iiber die Fermi-Fliche und somit iiber die Bandstruktur.
Das semiklassische Bild von Elektronen, die durch das Magnetfeld ent-
lang von Aquipotentiallinien der Bandstruktur im k-Raum getrieben werden,
trifft fiir den Grenzfall sehr kleiner Magnetfelder zu. Die Landau-Aufspaltung
muf} gegeniiber den Energieliicken in der Bandstruktur durch das periodi-
sche Potential vernachléssigbar sein [Cohe61]. Fiir hohere Magnetfelder wird
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die Verdnderung der Bandstruktur durch das Magnetfeld relevant. Diese
Veranderung der Energiedispersion durch das Magnetfeld kann wiederum
niherungsweise beschrieben werden, indem mit steigendem Magnetfeld das
Tunneln der Elektronen zwischen verschiedenen Béndern in der Theorie be-
riicksichtigt wird. Das vom Magnetfeld induzierte Tunneln wird magnetischer
Durchbruch genannt.

Durch ein periodisches Potential reilen an den Brillouin-Zonenrandern
Liicken in der Energiedispersion auf, die darauf beruhen, daf§ die Elektronen
in einem periodischen Potential Bragg-reflektiert werden konnen. Dies fiihrt
zur Bandstruktur. Fiir die Wahrscheinlichkeit P fiir fast freie Elektronen
mit der Fermi-Energie Fr am Brillouin-Zonenrand nicht Bragg-reflektiertzu
werden, sondern eine Energieliicke A zu durchtunneln, wurde zu

TA?
P = — 1.31
P ( dhw.Er sin(20)> (1.31)

aus verschiedenen Modellen [Star67] abgeleitet. Der Winkel 6 definiert den
k-Vektor des Elektrons und entspricht dem Winkel, unter dem das Elektron
am Brillouin-Zonenrand Bragg-reflektiert wiirde. Mit der Zyklotronfrequenz
W, = % steigt die Tunnel-Wahrscheinlichkeit mit dem Magnetfeld exponen-
tiell an.

In Abbildung(1.4 sind die Fermi-Konturen fiir ein zweidimensionales Elek-
tronengas in einem schwachen periodischen Potential skizziert. Das zugrun-
deliegende Energiespektrum wurde mit zwei Béndern, die energetisch um
die Energie A getrennt sind, beschrieben. Ohne die Moglichkeit des Tun-
nelns kéonnen die Elektronen vom Magnetfeld nur entlang der geschlosse-
nen Konturen C oder der offenen Konturen O und O’ getrieben werden.
Der magnetische Durchbruch erlaubt, daf§ die Elektronen von den offenen
Bahnen O und O’ in die geschlossenen Bahnen C und umgekehrt mit der
Wahrscheinlichkeit P am Brillouin-Zonenrand tunneln. Damit sind fiir die
Elektronen abhéngig vom Magnetfeld verschiedene Bahnen moglich und die
Abhéngigkeit der Periodizitét der Zustandsdichte-Oszillationen vom Magnet-
feldbereich wird versténdlich.

Fiir den Magnetotransport in lateralen Halbleiter-Ubergittern liegen die
Energieaufspaltung durch das Magnetfeld und die Energieaufspaltung durch
das periodische Potential in der gleichen Groflenordnung. Um beides gleich-
wertig zu beriicksichtigen erfolgt die Beschreibung des Energiespektrums in
Kapitel 3| mit der magnetischen Minibandstruktur. Dabei wird sowohl das
Magnetfeld als auch das periodische Potential des Ubergitters direkt im
Systemhamiltonian beriicksichtigt. In der magnetischen Minibandstruktur
ist damit sowohl die Quantisierung der Wirkung gemé&fl Bohr-Sommerfeld,
als auch der magnetische Durchbruch enthalten. Fiir schwache Magnetfelder
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Abbildung 1.4: Energickonturen an der Fermi-Energie fiir ein mo-
duliertes zweidimensionales Elektronensystem. Die offenen Trakjek-
torien mit O und O’ bezeichnet, die im realen Raum in y-Richtung
laufen, entstehen durch Bragg-Reflexion unter dem Winkel 6. Die
geschlossenen Bahnen sind mit C bezeichnet. (aus [Stre90])

kann das laterale Halbleiter-Ubergitter allerdings ebenfalls im vorgestellten
semiklassischen Bild beschrieben werden, das auf der Bandstruktur im Null-
magnetfeld aufbaut und das Magnetfeld als Storung behandelt. In Kapitel 3|
werden beide Bilder miteinander verkniipft.



KAPITEL 2

Theorie des Magnetotransports

In diesem Kapitel soll zunéchst die klassische Beschreibung des
Elektronentransports nach Drude fiir ein zweidimensionales Elek-
tronensystem erldutert werden, die bereits den prinzipiellen Ver-
lauf der Leitfahigkeits- und Widerstandskomponenten in Abhéngig-
keit vom Magnetfeld wiedergibt. Hier wird deutlich, dal Streuung
wesentlich zur Modellierung der Leitfdhigkeit gehort. Anschlie-
Bend wird die Kubo-Formel behandelt, mit der aus den Gleich-
gewichtseigenschaften des Systems die lineare Antwort auf ein
auBeres Feld berechnet werden kann. In der quantenmechanischen
Beschreibung wird die Streuung mittels Storstellen-gemittelter
Greenscher Funktionen beriicksichtigt. Ein Vergleich zwischen
Drude-Resultat und quantenmechanischem Resultat rundet das
Kapitel ab.

2.1 Klassische Beschreibung (Drude-Theorie)

Die Drude-Theorie [Drud1900] ist eine klassische Transporttheorie, in der
die kinetische Gastheorie auf die Leitfahigkeit in Metallen angewandt wur-
de. Mit diesem Modell konnte das Ohmsche Gesetz erkléirt werden, nachdem
J.J. Thompson drei Jahre zuvor 1897 das Elektron entdeckt hatte. Die Elek-
tronen werden in diesem Modell als geladene Billiardkugeln betrachtet, die

21
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Abbildung 2.1: Bahn eines Elektrons in gekreutztem elektrischen
(hier F,) und magnetischen Feld (hier B). Abbildung (a) zeigt die
Bewegung ohne Streuung an Storstellen, wihrend in (b) das Elektron
an Storstellen, die durch Kreuze angedeutet sind, gestreut wird. Erst
durch die Streuung an diesen Storstellen bewegt sich das Elektron
entlang des elektrischen Feldes (aus [Aoki87]).

sich getrieben durch angelegte elektromagnetische Felder geméfl den klassi-
schen Bewegungsgleichungen bewegen und nur von Stoflen an Storstellen des
Kristalls, wo sie instantan ihre Geschwindigkeit éndern, aus der Bahn gewor-
fen werden. Auf Ladungstriger mit der Ladung (Q = —e und der Geschwin-
digkeit v wirkt im Magnetfeld B und elektrischem Feld E die Lorentz-Kraft
K, und es gilt die Newtonschen Bewegungsgleichung

Z—ZZ:KL:—e(E—I—vXB). (2.1)
Aus dieser Bewegungsgleichung folgt fiir ein 2DES, dafl ein Magnetfeld B =
(0,0, B) senkrecht zur Bewegungsebene die Elektronen auf Kreisbahnen zwingt.
Diese geschlossenen Trajektorien im Magnetfeld werden Zyklotronbahnen ge-
nannt. Ein in z-Richtung angelegtes elektrisches Feld E = (E,,0,0) treibt
den Mittelpunkt dieser Zyklotronbewegung mit der Geschwindigkeit vp =
E,/B senkrecht zum angelegten elektrischen Feld. Dies wird E x B-Drift
genannt und fithrt zur Hallspannung. Abbildung 2.1(a) skizziert im klassi-
schen Bild eine Elektronentrajektorie in gekreuztem elektrischen und ma-
gnetischen Feld. Erst durch Streuung an Storstellen, siehe Abbildung[2.1(b),
entsteht auch Ladungstransport entlang der Richtung des angelegten elektri-
schen Feldes.

In der klassischen Beschreibung wirkt die Streuung als Démpfung, die ver-
hindert, daf§ das Elektron unbeschréinkt beschleunigt wird. Mit der mittleren
freien Flugzeit 7 der Elektronen zwischen zwei Stéfen folgt der Dampfungs-
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term

dp mu

() =—" (2.2)

und im Gleichgewicht (Z—i’) = 0 gilt nun fiir die Elektronen im System:

mv

— = —¢(E+v x B). (2.3)

-
Fiir den Fall des 2DES in der xy-Ebene und Magnetfeld senkrecht dazu er-
geben sich daraus fiir den Zusammenhang zwischen Stromdichte! J = —enw,

die von der Elektronendichte n abhéngt, und dem elektrischen Feld folgende
Beziehungen:

B

E, = r+ —J 2.4
nezr” + ne? (24)

B m
B == 4+ 2.5
Y nej + n€27— .7y ( )

Mit Magnetfeld mufl der Widerstand demnach als Tensor geschrieben werden

(0w Qxy)
Q - 9 2 .6
(Qyz Oyy ( )

um den Zusammenhang zwischen Strom und Spannung bzw. elektrischem

Feld
E=0j (2.7)

zu beschreiben.

Die Diagonalelemente o, 0,, heilen Longitudinalwiderstand und die Nicht-
diagonalelemente g, 0,, heiflen Transversalwiderstand. Aus den Gleichun-
gen (2.4) und (2.5) ist leicht zu ersehen, dafi die Onsager-Casimir Relationen
[Onsa3l, Casid5| o, (B) = 0,.(—B) erfiillt sind. Die Widerstandskomponen-
ten lauten:

m B

und Oy = —Oys = —. (2.8)

Ozx = Oyy =
YW pelr en

Die Leitfahigkeitsmatrix erhélt man durch Tensorinversion

o <%: %y> _ ! ( 0wy —Qw) | (2.9)
Oyz  Oyy Ozx0yy — OzyOyx —Ozy Oza

1Fiir den hier behandelten Fall des 2DES sind die Einheiten der Stromdichte % Die
zweidimensionale Elektronendichte wird in ﬁ angegeben.




24 2. Theorie des Magnetotransports

Fiir das homogene System, in dem - und y-Richtung dquivalent sind, erge-
ben sich die Leitfahigkeitskomponenten zu:

. (o)) o OoW,eT
1+ (wer)?’ 1+ (wer)”

ny - _Uyw

(2.10)

Ozx = Oyy

mit der Leitfdhigkeit o¢p = enu, der Zyklotronfrequenz w, = % und der Be-
weglichkeit der Ladungstréger 1 = 7=. Tm einfachsten Fall wird angenommen,
daf die mittlere Stozeit 7 unabhéngig vom Magnetfeld ist und sie sich so aus
der Nullfeldbeweglichkeit berechnen 1a8t. Fiir w.r > 1 vollendet das Elek-
tron bereits einen ganzen Zyklotronradius bevor es gestreut wird. Fiir diesen
Fall wird die quantenmechanische Quantisierung der geschlossenen Bahn re-
levant. Dies fiihrt zu Shubnikov-de Haas (SdH) Oszillationen, die erst in der
quantenmechanischen Beschreibung erfaf3t sind.

Im klassischen Bild werden zwei Aspekte der Streuung deutlich. Ohne
Magnetfeld (B = 0), wenn die Richtung des Ladungstransports sich mit der
Richtung des angelegten elektrischen Feldes deckt, fiihrt Streuung zu einer
Begrenzung der Leitfahigkeit. Mit Magnetfeld allerdings, wenn die Leitfahig-
keit durch einen Tensor beschrieben ist, ermdglicht Streuung erst einen La-
dungstransport entlang des elektrischen Feldes.

Im néchsten Abschnitt wird die Leitfidhigkeit quantenmechanisch iiber die
Auswertung der Kubo-Formel beschrieben. Dazu ist es somit notwendig die
Streuung an Storstellen zu beriicksichtigen, um eine endliche Leitfahigkeit zu
erhalten.

2.2 Quantenmechanische Beschreibung

2.2.1 Kubo-Formel

Unter Kubo-Formel [Kubo57] versteht man allgemein die Beschreibung der
linearen Antwort eines Systems auf die Storung durch eine duflere Kraft
[Maha81]. Dazu werden die Gleichgewichtseigenschaften des ungestorten Sy-
stems bestimmt und die duflere Kraft in Storungstheorie beriicksichtigt. Hier
geht es speziell um die Leitfahigkeit, also um die Proportionalitit zwischen
angelegtem elektrischen Feld und Strom. Wahrend in der klassischen Be-
schreibung der von den Ladungstrigern getragene Strom berechnet wird, lie-
fert die Kubo-Formel tatséachlich den Proportionalitatsfaktor zwischen elek-
trischem Feld E und Stromdichte j. Zunéchst ist der nichtlokale Leitfdhig-
keitstensor eines zweidimensionalen Systems durch die Beziehung

Ju(T) :/dr'ow(r,'r') E,(r") (2.11)
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definiert. Die Indizes bezeichnen die Raumrichtungen p, v € {z, y}. Die quan-
tenmechanische Kubo-Formel beschreibt den makroskopischen Leitfahigkeit-
stensor, der die rdaumlich gemittelte Stromdichte als Response auf ein raum-
lich konstantes mittleres elektrisches Feld angibt. Mit dem ortsabhéngigen
Leitfahigkeitstensor aus Gleichung (2.11) héngt er fiir eine Probe mit den
Abmessungen L, und L, iiber

. 1 ’ /
O = LI, /dr dr’ o, (r,r’") (2.12)

zusaminen.

Die Kubo-Greenwood-Formel fiir den makroskopischen Leitfahigkeitsten-
sor eines zweidimensionalen Elektronensystems bei Streuung an Storstellen
lautet (vergleiche z.B. [Stre75])

2 dg* g~
Oy = IZZLy /dEfo(E) <Sp {U#EUV(;(E —H)—v,0(E — H)UVM<}>1;
2.13

wobei v, die Komponenten des Geschwindigkeitsoperators sind und G* die
retardierte (4) bzw. avancierte (-) Greensche Funktion fiir das System mit
einer speziellen Storstellenkonfiguration, beschrieben durch den Hamiltonian
H. Die Klammern (...); bedeuten, daf fiir die Leitfihigkeit, die unabhéngig
von der speziellen Storstellenkonfiguration sein soll, iiber alle Konfigurationen
gemittelt werden muf. Die Beriicksichtigung der Storstellen hat sich bereits
in der klassischen Beschreibung als wesentlich herausgestellt. Erst die Mitte-
lung tiber alle Storstellenkonfigurationen fithrt in der quantenmechanischen
Beschreibung zur Irreversibilitéit und zu einer Art Dissipation, d.h. Energie-
eigenzustdnde bekommen eine endliche Lebensdauer. Von der Storstellenmit-
telung separiert ist die Temperaturmittelung, die in der Verteilungsfunktion

fol(B) =~ (2.14)
e kT +1
d.h. der Fermi-Funktion mit Fr als Fermi-Energie, der Temperatur 7" und
der Boltzmann-Konstante kg, beinhaltet ist.
Die Greensche Funktion (zum Formalismus siehe [Abri63, Econ83, Doni98])
ist in Energiedarstellung G(F) definiert iiber die Resolvente

(E—H)G(E) = 1. (2.15)

Daraus ldsst sich die retardierte Greensche Funktion G*(F) und avancierte



26 2. Theorie des Magnetotransports

Greensche Funktion G~ (F) tiber
1

GHE)=G(E+i0) = gy (2.16)
G (E)=G(E—1id) = ﬁ (2.17)

mit 6 — 0T ableiten. Der Imaginérteil fithrt dazu, daf$ in der Zeitentwicklung
die retardierte Greensche Funktion G+ kausal und die avancierte G~ akau-
sal ist. Die Spektralfunktion ergibt sich aus den so definierten Greenschen
Funktionen iiber

) 1
AE) = = (6"(B) - G7(B)) = ——Im{G"(B)},  (218)
und die Zustandsdichte D(F) als Spur iiber die Spektralfunktion,

D(E) =Sp{A(E)}. (2.19)

Die Leitfdhigkeit aus Gleichung 148t sich durch einen symmetrischen

®°, = ®;, und antisymmetrischen Teil @7, = —®; [Gerh75] ausdriicken
als:

2 dfy
, = dE (-9 s (B E)oe (E)), 2.2

o= [ (- B AELE). 2
mit

&, =Sp{v, 2F " —Ff"—F;7)} (2.21)

@9, =Sp{v. (D, — D)} (2.22)

Hierbei werden mit F;*(E, E') die Vertexfunktionen? als
Fio/(E’ El) = <gcr(E) v, gU/(E/>>I (223)

definiert, die nun die Storstellenmittelung enthalten und fo besteht aus
Ableitungen der Vertexfunktionen,

3 — 35 (2.24)

DU:{(B 8)FSU(E,EI)}

E'=E"

Nun miissen die Greenschen Funktionen berechnet und die Storstellenmit-
telung ausgefiihrt werden. Die Streuung an Storstellen wird dabei genéhert,
was im néchsten Unterabschnitt ausgefiihrt ist.

2Vertexfunktionen mit identischem Energieargument F " o’ (E, E) sind mit Fy 7" bezeich-
net
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2.2.2 Selbstkonsistente Bornsche Niherung (SCBA)

Es ist aufwendig, die Greensche Funktion jeweils fiir unterschiedliche Storstel-
lenkonfigurationen zu berechnen und anschlieBend dariiber zu mitteln. Da die
Leitfahigkeit nicht von der speziellen Storstellenkonfiguration abhéngt und
man nur an den mittleren Eigenschaften des Systems interessiert ist, bietet
es sich in erster Ndaherung an, anstatt der nachtriglichen Storstellenmitte-
lung die Greensche Funktion G durch die Storstellen-gemittelte Greensche
Funktion G = (G); zu ersetzen. Diese kann in der selbstkonsistenten Born-
schen Naherung (SCBA) berechnet werden. Die Indices fiir die retardierte
oder avancierte Funktion werden im folgenden unterdriickt.

Der Hamiltonoperator H fiir eine bestimmte Storstellenkonfiguration setzt
sich zusammen aus Hamiltonoperator Hy, der das System ohne Storstellen
beschreibt, und dem Storstellenpotential Vi. Wird das Storstellenpotential
von identischen Storstellen mit dem Potential vi(r) an den zufélligen Orten
R; gebildet, ergibt sich V; zu:

Vi(r) =Y u(r — R)) (2.25)
Mit der Greenschen Funktion Go(E) des Systems ohne Storstellen, defi-
niert iiber
(E — Hy)Go =1, (2.26)
148t sich Gleichung (2.15) umschreiben zur Dyson-Gleichung [Doni98|
G=Go+ Gy G. (2.27)

Dies ist eine Integralgleichung fiir die Greensche Funktion G, die iterativ
gelost werden kann. Mit der Interpretation der Greenschen Funktionen als
Propagatoren beschreibt die Dyson-Gleichung die Ausbreitung von Partial-
wellen von Streuzentrum zu Streuzentrum. Mittelt man in dieser Gleichung
iiber die Storstellenkonfigurationen

(G)1 = Go + Go(Vig)r (2.28)

und ersetzt das reelle Potential V; durch eine komplexe Selbstenergie X, so
erhélt man

G =Go+GyXG, (2.29)

wobei G = (G)1 die gemittelte Greensche Funktion ist. In Diagrammen 148t
sich diese Gleichung schreiben als
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—_ = = —_— + ==A+

Der einfache Pfeil stellt den Propagator des Systems ohne Stérstellen dar, der
doppelte Pfeil bezeichnet den Storstellen-gemittelten Propagator im System
und die Selbstenergie ist mit ¥ gekennzeichnet.

Bislang werden die Storstellen in den Greenschen Funktionen noch ex-
akt behandelt. Um einen Ausdruck zu erhalten, mit dem konkret gerechnet
werden kann, wird die Storstellenstreuung genédhert. Die Selbstenergie 1483t
sich nach verschiedenen Streuprozessen aufteilen. Die Streuung wird dabei
mit den gestrichelten Linien dargestellt, die von den mit Kreuzen markierten
Storstellen ausgehen.

‘ X X RATEEY
_ : . . .

Alle ungekreuzten Diagramme kénnen aufsummiert werden bis auf die Mehr-
fachstreuung an einer Storstelle. Die selbstkonsistente Bornsche Néherung
enthélt folgende Graphen:

SCBA

Diese Nédherung heifit selbstkonsistent, da in die Selbstenergie die Storstellen-
gemittelte Greensche Funktion eingeht, in der wiederum die Selbstenergie
beinhaltet ist. Bei Entwicklung nach einem vollstédndigen Satz von Eigen-
funktionen, die mit «, 3 bezeichnet sind, 148t sich somit die Selbstenergie in
dieser Naherung schreiben als

Soor = 3 Tapgar Gp (2.30)
88
mit
2 ~ igr —igr
Lapgrar = / o |or(q)|* (o] €97 B) (B 77" |} . (2.31)

Mit oy(q) ist die Fourier-Transformation des Storstellenpotentials bezeichnet.
Aus den Gleichungen (2.29) und (2.30) kann die Selbstenergie bestimmt,
sowie anschlieflend die gemittelte Greensche Funktion angegeben werden.
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In der Leitfdhigkeit treten die Greenschen Funktionen aber nicht sepa-
rat auf, sondern das Storstellenmittel wird in den Vertexfunktionen {iber das
Produkt zweier Greenscher Funktionen gebildet. Die Mittelung iiber ein Pro-
dukt zweier Groflen ist im allgemeinen nicht gleich dem Produkt der gemit-
telten GroBlen. Analog zur Dyson-Gleichung 148t sich fiir die Vertexfunktio-
nen, markiert mit F, die Bethe-Salpeter-Gleichung anhand von Diagrammen

iiberlegen |Econ&83

<<

wobei I einen Integraloperator symbolisiert und die Schlangenlinie den Ge-
scwindigkeitsoperator bezeichnet. Dies 143t sich folgendermaflen als Integral-
gleichung formulieren:

F7 =G7v,G” + G I[F°|G” (2.32)

Der zweite Term wird Vertexkorrektur genannt, worin /|...] den Integralope-
rator darstellt. Wird der Integraloperator konsistent zur SCBA in Gleichung
(2.30) behandelt, miissen folgende Diagramme beriicksichtigt werden:

4 <

Die Vertexkorrekturen werden z.B. bei der Beschreibung der schwachen Lo-
kalisierung ([Ande58] und z.B. [Naga82]) im 2DES wichtig, da die Streuung
iiber die Nidherung der SCBA hinaus beriicksichtigt werden muf} [Alts85].

Bei der Losung der Gleichungen (2.29) und (2.30) sind in rédumlich ho-
mogenen Systemen ohne Magnetfeld die Zustdnde {a} ebene Wellen und
sowohl Selbstenergie als auch Greensche Funktionen sind somit gleichzeitig
in den selben Quantenzahlen diagonal. Dies gilt auch fiir das System im Ma-
gnetfeld, bei Rotationssymmetrie des Storstellenpotentials [Keit67, Wagn90)|.
Fiir kurzreichweitige Storstellenpotentiale (J-Streuer) wird die Selbstenergie
dariiber hinaus Quantenzahl-unabhéngig. Fiir eine Quantenzahl-unabhéngi-
ge Selbstenergie a8t sich das Verschwinden der Vertexkorrekturen in (2.32)
beweisen [Gerh75|, wenn die Vertexkorrektur aus den fiir die SCBA angege-
benen Diagrammen besteht.

Fiir das zweidimensionale Elektronengas im senkrechten Magnetfeld mit
den Energieeigenwerten E,, = hw.(n + %) berechnet sich die Selbstenergie aus

Sh=T2) "G (2.33)
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und
GF = ; (2.34)
" E—-FE,—X+ ’
mit
1 h
I? = —hw.—, (2.35)
27 T

wobei 7 die Relaxationszeit fiir SCBA ohne magnetisches Feld ist. Fiir kurz-
reichweitige Storstellen ist diese Relaxationszeit 7 identisch mit der mittleren
Streuzeit aus der Drude Theorie in Gleichung (2.10) und kann iiber die Null-
feldbeweglichkeit berechnet werden. Fiir B — 0 geht so das SCBA Resultat
in das Drude Resultat iber [Ando82]. Damit der Realteil der Selbstenergie,
die aus den Gleichungen (2.33) und (2.34) selbstkonsistent bestimmt wird,
nicht divergiert, mufl eine Cut-off-Energie eingefiihrt werden, die aber so
gewihlt werden kann, dafl sie das Ergebnis nicht beeinfluf3t.

Innerhalb der SCBA 48t sich die Zustandsdichte nach Gleichung

durch die Selbstenergie ausdriicken:

D(E)=) AdE)=)_ %Im {GL(B)} = - (mtrﬂ »t. (2.36)

«

Die beschriebene Behandlung der Storstellenstreuung gilt fiir das homo-
gene 2DES. Fiir die lateral modulierten Ubergitter veréindern sich die Eigen-
funktionen und die Selbstenergie ist nicht langer Quantenzahl-unabhéngig.
Man findet keine Basis mehr, in der Selbstenergie und Greensche Funktionen
gleichzeitig diagonal in den selben Quantenzahlen sind. Allerdings hat sich
die N&herung der Selbstenergie als Quantenzahl-unabhéngig auch fiir modu-
lierte Systeme bewihrt [Zhan90, Pfan92, Silb94, Rott97] und wird dort unter
dem Namen C-Zahl-Néherung (complex number approximation) verwandt.

Ebenso wird fiir realistischere Storstellenpotentiale als die d-Streuer die
Selbstenergie Quantenzahl-abhéngig und Vertexkorrekturen miissen beriick-
sichtigt werden. Dies wurde in [Mano01, Gros01] untersucht. Es zeigt sich,
daB dadurch die quantitative Ubereinstimmung des berechneten Magneto-
widerstandes im Vergleich zum Experiment verbessert werden kann. So war
aus klassischen Rechnungen [Menn97] schon bekannt, dafi die Berticksichti-
gung von anisotroper Streuung wesentlich fiir die Amplitude der Magneto-
widerstandsoszillationen ist. Allerdings werden Phasenlage oder Periodizitét
von Oszillationen, die in dieser Arbeit in der Hauptsache untersucht werden,
kaum beeinflufit.

In den Eigenfunktionen des 2DES im Magnetfeld, die {iber den Landau-
Index n abzdhlbar sind, werden nun die Leitfdhigkeiten ausgedriickt. Zur
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longitudinalen Leitfdhigkeit tragt nur der symmetrische Teil bei und zur Hall-
Leitfdhigkeit nur der asymmetrische. Es gilt:

e’mh df;
T = TLL /dE(_d_é) > Hnfvulnz)|* An, An, (2.37)
zty

nin2

und

2€2h G;i,_z
O = LI, /dEfo Z Im {(n1|v,|n2) (nalvy|ni) } An, Re{ 7B oo (2.38)

nin2

Die Geschwindigkeitsmatrixelemente sind in Anhang B fiir das zweidi-
mensionale Elektronengas beschrieben. Es treten fiir das homogene System
nur Matrixelemente auf, deren Landau-Index verschieden ist. Dieser Leitfahig-
keitsbeitrag zur Longitudinalleitfihigkeit aus Gleichung (2.37) der durch
inter-Miniband-Streuung (n; # ny) getragen ist, ist ndherungsweise propor-
tional dem Quadrat der Zustandsdichte und wird Streuleitfahigkeit genannt.
Im homogenen 2DES ist er der einzige Leitfahigkeitsmechanismus.

Fiir die spéter behandelten modulierten Systeme werden die Landau-
Niveaus zu Landau-Minibdndern, in denen bei starker Modulation verschie-
dene Landau-Niveaus gemischt sind. Abgezéhlt wird dann nicht mehr der
Landau-Index sondern der Landau-Minibandindex. Da in den Zustdnden
der magnetischen Minibdnder Zustdnde aus verschiedenen Landau-Niveaus
des homogenen Systems gemischt sind, kénnen Bandbeitrage entstehen, die
durch die Gruppengeschwindigkeit in den Béndern bestimmt sind. Die Leit-
fahigkeit mit n; = ny aus Gleichung wird dann Bandleitfahigkeit oder
intra-Miniband-Leitfahigkeit genannt.

Bei der Berechnung der Hall-Leitfihigkeit ist die Ableitung der Green-
schen Funktion wegen der nicht stetigen Ableitung der Selbstenergie in der
Implementierung problematisch. Die Ableitung der Greenschen Funktion 148t
sich folgendermaflen in ein Integral umschreiben:

dGs  d 1 1 2 A%
dE_d_E(E—Ea—E‘T)__(E—Ea—E”) (1_dE)' (2.39)

Die Ableitung der Selbstenergie 1483t sich iiber die Selbstkonsistenzgleichung
(2.33) ausdriicken, wobei die Summation iiber die Zustdnde mit der Zustands-
dichte in ein Integral iiber die Energie umgewandelt wurde:

axe D(E') axe
= -T? | dF’ 1— 2.40
dE / (E— E' — X0)2 ( dE ) (2.40)
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1— C?Eo = (1 — PQ/dE’(E _DE(;E_/)ZUP)_l (2.41)

Damit 148t sich die Ableitung der Greenschen Funktion darstellen zu

Diese Formel wird in der Implementierung verwendet, da die Integration
problemloser berechnet werden kann als die Ableitung der Greenschen Funk-
tionen direkt zu bilden.

Die Fermi-Energie wird so bestimmt, daf§ die Zustandsdichte nach Glei-
chung gefaltet mit der Verteilungsfunktion (2.14) gleich der Elektro-
nendichte n ist.

Jetzt konnen die Leitfahigkeitskomponenten aus den Gleichgewichtseigen-
schaften des 2DES unter Auswertung der Kubo-Formel gewonnen werden.

2.3 Vergleich von Drude-Theorie und Kubo-
Formel mit SCBA

Bei Entkopplung der Landau-Niveaus (I' < hw,.) lafit sich die komplexe
Selbstenergie fiir einen Zustand n bei der Energie E,, angeben zu:

St = Ay +ily, (2.43)

mit

E—-FE,

Ay =

— Sg{E — (E, — 2T")} Re \/(E;E")Q—W (2.44)

b= E”>2 (2.45)

'y = =Sg{FE — (E, —2I")} Re \/F2— < 5

Der Imaginérteil der Selbstenergie ist also in SCBA in diesem Grenzfall eine
Halbellipse mit der Breite 4I" und der Hohe I'. Abbildung 2.2 zeigt die Selbst-
energie fiir ein separates Niveau bei der Energie E,, = 0. In dieser Ndherung
kann die longitudinale Leitfahigkeit analytisch mit den Formeln von Argyres
[Argy60] berechnet und fiir den Grenzfall hw,./I" > 1 ergibt sich das Drude-
Resultat, wenn die Relaxationszeit 7 = i/ (2I") gesetzt wird. Fiir die SCBA ist
nach Gleichung die Streuverbreiterung I' Magnetfeld-abhangig. Wird
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Re{z}
Im{Z}

Abbildung 2.2: Realteil (gestrichelt) und Imaginérteil (durchge-
zogen) der Selbstenergie X7 fiir isoliertes Landauniveau in SCBA.

die Magnetfeld-abhéngige Streuzeit der SCBA in der Drude-Formel (2.10)
verwandt, reproduziert sie die quantenmechanische Rechnung fiir hohe Ma-
gnetfelder und hohe Temperaturen bis auf einen geometrischen Faktor (app.
SCBA).

In Abbildung(2.3/sind die verschiedenen Leitfahigkeits- und Widerstands-
komponenten fiir das Drude-Modell und die quantenmechanische Rechung
in SCBA fiir typische Parameter von GaAs verglichen. In der Longitudinal-
leitfahigkeit sind in der quantenmechanischen Rechnung die SAH-Oszillationen
mit den Maxima bei den Magnetfeldern

By="" L0, (2.46)

e 2

zu erkennen. Die quantenmechanische Rechnung kann mit Gleichung (2.37)
und (2.38) nicht ab B = 0 rechnen, da die Zahl der zu beriicksichtigenden
Landau-Niveaus zu grofl wird. Fiir den Hochtemperaturfall 148t sich das SC-
BA Resultat mit der Drude-Leitfdhigkeit und Magnetfeld-abhéngiger Rela-
xationszeit (app. SCBA) gut beschreiben. Die dargestellte Fermi-Energie ist
fiir kleine Magnetfelder konstant und beginnt bei hohen Magnetfeldern zwi-
schen den Landau-Niveaus zu springen. Diese Oszillation verschwindet, wenn
die diskreten Landau-Niveaus bei hoher Temperatur ausgeschmiert sind.

Die Hall-Leitfdhigkeit o,, spiegelt den erwarteten Verlauf wieder und
zeigt keine bemerkenswerten Strukturen. Aus den Leitfahigkeitskomponenten
lassen sich die Widerstandskomponenten aus Gleichung (2.9) berechnen.

In der Auftragung des longitunalen Widerstandes wird deutlich, dafl das
SCBA Resultat erst fiir den Grenzfall B — 0 das Drude-Resultat erreicht.
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Abbildung 2.3: Vergleich der Leitfahigkeiten o und Widersténde p
des Drude-Modells mit konstanter (Drude) und Magnetfeld-abhéangi-
ger (app. SCBA) Streuzeit mit der quantenmechanischen Berechung
der Leitfahigkeit fiir zwei Temperaturen iiber die Kubo-formel in SC-
BA fiir GaAs (m*= 0.0665 m,.) mit einer Nullfeldbeweglichkeit von
p = 50m?/Vs und Elektronendichte n, = 2.0-10' m~2. Rechts oben
ist die Fermi-Energie fiir die quantenmechanische Rechnung abgebil-
det. Die berechneten Maxima der SAH-Oszillationen nach Gleichung
(2.46) sind mit Punkten markiert.

Der Hall-Widerstand reproduziert die Hall-Gerade. Die Girlanden-artigen
Abweichungen von der Hall-Geraden bei niedrigen Temperaturen entspre-
chen Quantenkorrekturen [Suhr96|, die im Experiment allerdings von der
Quantisierung des Hall-Effekts, der in der theoretischen Beschreibung hier
nicht abgeleitet werden kann, verdréangt werden.

Schwache Lokalisierung 148t sich in dieser quantenmechanischen Rech-
nung nicht beobachten, da nur Streuung an einer Storstelle beriicksichtigt
wurde. Um Korrelationen zwischen Streuakten zu erfassen, miifiten z.B. ma-
ximal gekreuzte Diagramme bei der Berechnung der Selbstenergie beriick-
sichtigt werden [Suhr96]. Ebenso findet sich keine Quantisierung des Hall-
Widerstandes (z.B. [Hajd94]) durch den Quanten-Hall-Effekt, da hierfiir Un-
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ordnung auch in den Eigenzustdnden des Systems beriicksichtigt werden
miifite. Auch der gebrochenzahlige Quanten-Hall-Effekt (z.B. [Chak88]) liegt
auflerhalb der Beschreibung, da keine Wechselwirkung zwischen den Elektro-
nen einbezogen wurde.

Im folgenden wird die quantenmechanische Berechnung der Leitfahigkeit
in SCBA auf modulierte Systeme zur Untersuchung der Quantenoszillationen
angewandt und in Kapitel |4 fiir Systeme mit Spin-Bahn-Wechselwirkung
erweitert.
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2. Theorie des Magnetotransports




KAPITEL 3

Quantenoszillationen im
Magnetotransport in lateralen

1D Halbleiter-Ubergittern

Magnetotransportmessungen an schwach modulierten lateralen
Halbleiter-Ubergittern zeigen abgesehen von Shubnikov-de Haas
Oszillationen, die auch im unmodulierten 2DES auftreten, noch
andere 1/B-periodische Oszillationen, deren Periodizitdt neben
der Elektronendichte von der Gitterkonstante abhéngt. Die Kom-
mensurabilitéits- oder Weiss-Ostzillationen werden in einem klas-
sischen Bild durch die Kommensurabilitdt zwischen Gitterkon-
stante und Zyklotronradius erklart. Bei sehr kleinen Magnetfel-
dern und niedrigen Temperaturen treten Quantenoszillationen
auf Grund der Minibandstruktur auf. Diese 1/B-periodischen Os-
zillationen werden im folgenden besonders untersucht. Ihre Peri-
odizitét 148t sich in einem semiklassischen Bild durch die von der
periodischen Modulation verdnderten Fermi-Konturen erkléren.
Die Beriicksichtigung des Magnetfeldes zusammen mit dem pe-
riodischen Potential im Hamiltonian fiihrt fiir das Energiespek-
trum zur magnetischen Minibandstruktur. Daraus wird mit der
Auswertung der Kubo-Formel die Magnetoleitfahigkeit bestimmt.
Das Energiespektrum aus iiberlappenden magnetischen Minib&n-
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dern manifestiert sich im Magnetotransport in den Quantenoszil-
lationen auf Grund der Minibandstruktur. Hierbei wird die Pha-
senlage dieser Magnetowiderstandsoszillationen durch den Leitfa-
higkeitsmechanismus bestimmt.

3.1 Experimentelle Beobachtung und quasiklas-
sische Interpretation

Magnetotransportmessungen an lateralen Halbleiter-Ubergittern geben Auf-
schluB {iber die elektronischen Eigenschaften des Systems. Schon ohne Uber-
gitter sind im Magnetowiderstand des 2DES die Shubnikov-de Haas (SdH)
Oszillationen mit der Periodizitét

e

ASdH o

1B = (3.1)

hmng
zu beobachten, mit denen die Elektronendichte im besetzten Subband ng,
die mit dem Fermi-Wellenvektor kp iiber die Beziehung ki = 27mng zu-
sammenhéngt, bestimmt werden kann. Sie treten auf, wenn die Landau-
Niveaus aufgelost werden. Die diskreten Energieniveaus der Elektronen im
Magnetfeld verlieren an Bedeutung, wenn sie entweder durch die Tempera-
turverbreiterung oder durch die Streuverbreiterung ausgeschmiert werden.
Die SdH-Oszillationen werden gedampft, bis sie schliellich fiir die Grenzfille
kg T > hw, oder w.T < 1 ganz verschwinden.

In periodisch modulierten Elektronensystemen werden dariiber hinaus
Kommensurabilitits-Oszillationen (commensurability oscillations, CO) be-
obachtet [Weis89], die neben der Elektronendichte von der Gitterkonstante
a abhéngen. Sie werden auch Weiss-Oszillationen genannt. Diese konnen in
einem klassischen Bild [Been89] verstanden werden. Im Magnetfeld bewegen
sich die Elektronen auf Kreisbahnen mit dem Radius R, = A2kp. Durch die
periodische Modulation kénnen die Elektronen auf ihrem Umlauf ein mitt-
leres elektrisches Feld erfahren und der Mittelpunkt der Zyklotronbahnen
beginnt sich auf Grund der E x B-Drift senkrecht zur Modulationsrichtung
zu bewegen. Daraus resultiert ein zusétzlicher Leitfahigkeitsbeitrag. Ist die
Kommensurabilitdtsbedingung

1
2R. = a(v — 1) (3.2)
erfiillt, v = 1,2, ..., verschwindet das mittlere elektrische Feld, das die Elek-
tronen mit der Zyklotronbewegung in der Modulation spiiren, und die Zy-
klotronbahnen sind stationér. In Abbildung ist links die Situation der
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Abbildung 3.1: (a) Potentiallandschaft mit einer Zyklotronbahn;
(b) Zyklotronbahnen entfernt von (resonant) und bei der Kommensu-
rabilitits-Bedingung (non-resonant); Horizontale Striche in (b) mar-
kieren die Potentiallandschaft (aus [Been89]).

driftenden Zyklotronbahnen skizziert und rechts die Situation bei der Kom-
mensurabilitdtsbedingung. Der Magnetfeld-abhangige Leitfahigkeitsmecha-
nismus fithrt zu Oszillationen mit der Periodizitat

- ea
AV = P (3.3)
In der quantenmechanischen Beschreibung [Gerh89, Vasi89, Zhan90], die das
Modulationspotential in erster Ordnung Stérungstheorie beriicksichtigt und
die Kubo-Formel auswertet, lassen sich zwei verschiedene Leitfahigkeitsme-
chanismen unterscheiden. Die Streuleitfdhigkeit (Inter-Miniband-Leitfahig-
keit), die durch Streuung zwischen verschiedenen Landau-Niveaus getragen
wird, und die Bandleitfihigkeit (Intra-Miniband-Leitfahigkeit), die durch
Beitrdge innerhalb eines Landau-Niveaus getragen wird und den driften-
den Orbits im klassischen Bild entspricht. Der Beitrag der Bandleitfdhig-
keit verschwindet fiir die Kommensurabilitdtsbedingung, wiahrend die Streu-
leitfahigkeit ebenda maximal wird. Im eindimensional modulierten 2DES,
in dem die Bandleitfdhigkeit nur zu einer Richtung beitrdgt, konnen da-
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mit die Gegenphasigkeit der Kommensurabilitdts-Oszillationen in den bei-
den Leitfahigkeitskomponenten parallel und senkrecht zu Modulationstélern
erklart werden. Fiir die Aussagen zum Widerstand muf3 die Tensorinversion
(vgl. Gleichung (2.9)) beriicksichtigt werden. So wird fiir ein uni-direktionales
in z-Richtung moduliertes Elektronensystem, in dem die Band-Leitfdhig-
keit dominiert, das Minimum fiir die Kommensurabilitdtsbedingung in der
Leitfahigkeit o,, unter Beachtung der Tensorinversion zu einem Minimum
im Widerstand o,.. Da die Gegenphasigkeit im klassischen Bild nicht erklart
werden kann, ist der Aufwand fiir die quantenmechanische Rechnung ge-
rechtfertigt, obwohl die Landau-Quantisierung fiir die Kommensurabilitéts-
Oszillationen, als klassisch erklarbarer Effekt, keine Rolle spielt.

Fiir niedrige Temperaturen wurden in Experimenten [Albr99] an einem
kurz-periodischen 2D Halbleiter-Ubergitter Oszillationen gefunden, deren Pe-
riodizitdt sowohl von der Elektronendichte als auch von der Gitterkonstante
abhéngt, aber nicht mit der der Weiss-Oszillationen {ibereinstimmt. In Ab-
bildung 3.2 ist eine typische Mefkurve fiir eine Gitterkonstante a = 120 nm
abgebildet. In der Region (1) sind SdH-Oszillationen zu erkennen, die in Re-
gion (2) den Weiss-Oszillationen iiberlagert sind. In Region (3) sind bei nied-
riger Temperatur 7" = 50 mK sehr deutlich Oszillationen zu erkennen, deren
Periodizitét sich von SdH- und Weiss-Oszillationen unterscheidet. Sie sollen
im folgenden untersucht werden. Die Beobachtung, dafl sie bei Erhéhung der
Temperatur schneller geddmpft werden als die klassisch erkldarbaren Weiss-
Oszillationen, ist ein erster Hinweis, sie einem quantenmechanischen Effekt
zuzuschreiben.

Berechnet man die Bandstruktur, indem das Ubergitter mit

V(z,y) = Vycos®(2z) - cos*(Zy) (3.4)

modelliert, der Hamiltonian in ebene Wellen entwickelt und die Energieeigen-
werte iiber der Brillouin-Zone aufgetragen werden, erhélt man die in Abbil-
dung 3.3(a) gezeigte Minibandstruktur. Die Brillouin-Zone ist in Abbildung
3.3(b) gezeigt. In der Minibandstruktur reifit die Parabel der Energiedisper-
sion fiir freie Elektronen an Brillouin-Zonenréndern auf, und es bilden sich
Energieliicken. Mit dem Potential, entwickelt in ebene Wellen

V(ir)=) Vge'€, (3.5)
G

wobei G die reziproken Gittervektoren sind, kénnen die beiden prominen-
testen Liicken den entsprechenden Fourier-Koeffizienten Vg zuordnet wer-
den. Fiir erste Ordnung Storungstheorie ist die zu G gehorige Energieliicke
AFE =~ 2Vg. Die grofere Liicke AFE; wird durch den Satz ‘7@:1,0) und ‘7(0,11)
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Abbildung 3.2: MefBlkurve bei zwei Temperaturen (77 = 1.5K
und 77 = 50mK) des Magnetowiderstandes als Funktion des in-
versen Magnetfeldes fiir ein zweidimensional moduliertes Halbleiter-
Ubergitter mit Gitterkonstante ¢ = 120 nm, Elektronendichte ng =
2.84 x 10 m™2 und einer Beweglichkeit vor der Strukturierung
von 210m?/Vs. Die Dreiecke markieren die Kommensurabilitiits-
bedingung. Die Minima der Quantenoszillationen durch die Mini-
bandstruktur sind einem Index zugeordnet und die Periodizitét

A(1/B)Novel angegeben. (Aus [Albr99]).

bestimmt, wahrend AFE, mit \Zil,il) verkniipft ist. Fiir die hier verwen-
dete Amplitude Vy = 2meV erhélt man die Werte AF; = 0.5meV und
AF; = 0.25meV. Schneidet man das Energiespektrum an der Fermi-Kante,
so erhédlt man die Fermi-Konturen in Abbildung [3.4. Fiir ein unmodulier-
tes 2DES ist die Fermi-Kontur durch einen Kreis mit dem Radius kp ge-
geben, der in Abbildung mit der hellgrauen Flache markiert ist. Die
durch das Ubergitter-Potential bedingten Energieliicken in der Miniband-
struktur fithren dazu, da der Fermi-Kreis aufreifit. Die Energieliicken AE}
und AFE5 manifestieren sich im k-Raum in den Liicken A; bzw. A,. Zu-
sammenhéngende Fermi-Konturen umschliefen nun kleinere Flachen, die in
Abbildung dunkelgrau hinterlegt sind. Wahrend fiir die 2D-Modulation
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Abbildung 3.3: (a) Minibandstruktur fiir ein schwach modulier-
tes 2DES in GaAs (m* = 0.0665 m,) mit der Modulationsamplitude
Vo = 2meV und Gitterkonstante ¢ = 100nm Die gestrichelte Li-
nie markiert die Position des Fermi-Schnitts fiir Abbildung 3.4. AF;
und AF, sind die prominentesten Energieliicken an der Fermi-Kante
durch die Modulation. (aus [Albr99]). (b) Brillouin-Zone fiir quadra-
tisches Ubergitter.

x- und y-Richtung dquivalent sind (Abb. 3.4 (links)), entstehen fiir eine 1D-
Modulation in z-Richtung keine Liicken in der Energieabhéngigkeit von k,,
d.h. keine Liicken in der Fermi-Kontur an den Brillouin-Zonengrenzen senk-
recht zu k, (Abb. (rechts)). So entstehen fiir 1D- und 2D-Modulation
verschieden Flachen.

Da die Kanten dieser kleinen Flidchen sich aus um 27 /a versetzten Para-
boloiden der freien Energiedispersion entwickelt haben, lassen sie sich so in
guter Ndherung berechnen. Fiir die 2D-Modulation ergibt sich die Schnitt-
flache von vier Paraboloiden mit der Fermi-Energie zu

AP — k2 44 (2)2 4 <5> k2 — (5)2 — 4J2 arcsin % (3.6)

a a akp

und fiir 1D-Modulation fiir die Schnittflache von zwei Paraboloiden und der
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Abbildung 3.4: Fermi-Konturen bei EFr = 9meV im wiederholten
Zonenschema fiir 2D- (links) und 1D-Modulation (rechts) fiir die Pa-
rameter aus Abbildung 3.3. Die kleinen dunkelgrauen Flachen und
die groflen hellgrauen Flachen bestimmen iiber Gleichung die
Periodizitédt der Quantenoszillationen auf Grund der Minibandstruk-
tur und der SdH-Oszillationen. Die erste und zweite Brillouin-Zone
ist mit grauen Quadraten markiert. Die Liicken der Fermi-Konturen
im k-Raum A; und A, entsprechen den Energieliicken AFE; bzw.
AFE, in Abbildung 3.3] (nach [Lang00]).

Fermi-Energie zu:

AP =7k -2 (g) k2 — (2)2 — 2k} arcsin aWTF' (3.7)

Mit der Vorstellung, da8 die Elektronen durch das Magnetfeld auf Aquipo-
tentiallinien der Energiedispersion entlanggetrieben werden, bestimmen diese
Flachen zusammen mit der Beziehung (1.30) die 1/B-Periodizitdt der Os-
zillationen im Magnetowiderstand [Lang99]. Abbildung zeigt, daf die
Abhéngigkeit der 1/B-Periodizitit von der Fermi-Energie und der Gitter-
konstante vorziiglich mit den experimentellen Daten iibereinstimmt.

Der Magnetfeldbereich, in dem die Miniband-Quantenoszillationen beob-
achtbar sind, ist dadurch bestimmt, dafl die Elektronen abhéngig vom Ma-
gnetfeld durch die Liicken zwischen verschiedenen Fermi-Konturen tunneln
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Abbildung 3.5: 1/B-Periodizitdt der Miniband-Oszillationen als
Funktion der Fermi-Energie Fr fiir ein 2D laterales Ubergitter mit
Gitterkonstanten a. Experimentelle Daten (Dreiecke und Punkte)
aus [Albr98] sind verglichen mit der Theorie (durchgezogene Linie)
Gleichung (1.30) fiir die Fliche Asp aus Gleichung (3.6) und effekti-
ver Masse m* = 0.0665 m.. (Aus [Albr99]).

konnen [Albr99, Stre90]. Dieser magnetische Durchbruch findet statt, wenn
die Zyklotron-Energie hw, vergleichbar zur zugehorigen Gap-Energie in der
Miniband-Struktur wird. Demnach tauchen die neuartigen Oszillationen auf,
wenn das Magnetfeld ausreicht, das schmalere Gap AFE5 zu durchtunneln und
verschwinden wieder, sobald die Elektronen auch AFE; iiberwinden konnen.
Fiir 1D modulierte Systeme wurden inzwischen die Miniband-Oszillationen in
[Deut01] nachgewiesen und noch mehr Oszillationsperioden beobachtet, die
zu weiteren Fldchen korrespondieren. Auch an den 2D modulierten Systemen
lassen sich bei genauerer Analyse der experimentellen Daten weitere Oszil-
lationen erahnen [Albr00]. So ergibt sich ein konsistentes Bild, dafl in diesen
1/B-periodischen Oszillationen die Minibandstruktur ausgemessen werden
kann.

In Abbildung ist die Abhéingigkeit der 1/B-Periode von der Fermi-
Energie fiir die verschiedenen Typen der Magnetowiderstandsoszillationen
verglichen. Die Dichteabhéngigkeit der 1/B-Periodizitit der Miniband-Oszil-
lationen unterscheidet sich signifikant von den Weiss-Oszillationen. Aufler-
dem verdndert sich die 1/B-Periodizitdt der Miniband-Oszillationen mit der
Dimensionalitit der Modulation, was fiir die Weiss-Oszillationen nicht zu-
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Abbildung 3.6: Abhingigkeit der 1/B-Periodizitit der Miniband-
Ozillationen fiir 1D- und 2D-Modulation, der klassischen Kom-
mensurabilitidts-Oszillationen (Weiss-Oszillationen) und der SdH-
Oszillationen von der Fermi-Energie. Das 2DES befindet sich in GaAs
(m* = 0.0665m.) und die Gitterkonstante ist a = 100nm. (nach
[Lang00))

trifft. Fiir steigende Elektronendichte néhert sich die 1/B-Periode der Mini-
band-Oszillationen den SdH-Oszillationen an, da fiir das Verhéltnis der modi-
fizierten Flache zur vollen SAH Kreisflache A1p/Asqn — 1 und Aop/Agan — 1
gilt. Fiir die experimentelle Beobachtung der Quantenoszillationen muf} die
Fermi-Energie und damit die Elektronendichte so gewéhlt werden, dafl die
1/ B-Periode sich ausreichend von anderen Oszillationen unterscheidet.

In Abbildung(3.7list die 1/B-Periodizitat in Abhéngigkeit von der Gitter-
konstante aufgetragen. Die 1/B-Periode der Miniband-Oszillationen geht mit
groflen Gitterkonstanten in die SAH-Oszillationen iiber, da mit Verkleinerung
der Brillouinzone die Parabeln n&her zusammenriicken und die Differenz-
flachen verschwinden. Die 1/B-Periode der Weiss-Oszillationen, denen die
Kommensurabilitéit zwischen Gitterkonstante und Zyklotronradius zugrunde
liegt, nimmt dagegen mit groflerer Gitterkonstante zu.

In einem semiklassischen Bild kann also die Periodizitdt der Quanten-
oszillationen auf Grund der Minibandstruktur verstanden werden. Die von
den Fermi-Konturen eingeschlossenen Flachen bestimmen die 1/B-Periode
und mit dem magnetischen Durchbruch 148t sich das Auftreten bzw. Ver-
schwinden der Oszillationen mit dem Magnetfeld erklédren. Im folgenden wird
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Abbildung 3.7: 1/B-Periode der Miniband-Oszillationen fiir 1D-
und 2D-Modulation sowie der Kommensurabilitdts- und SdH-
Oszillationen in Abhéngigkeit der Gitterkonstante a fiir 2DES in
GaAs (m* = 0.0665m.) und die Fermi-Energie Fr = 9meV.

nun sowohl die periodische Modulation als auch das Magnetfeld im Systemha-
miltonian beriicksichtigt. Dies fiithrt zur magnetischen Minibandstruktur, die
im Unterschied zur bisher betrachteten Minibandstruktur nun explizit vom
Magnetfeld abhéangt. Darauf baut dann die quantenmechanische Berechnung
des Magnetotransportes mit Auswertung der Kubo-Formel auf.
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3.2 Magnetische Minibandstruktur

Bislang wurde das Magnetfeld nur als Storung betrachtet, welche die Elek-
tronen entlang den fiir B = 0 berechneten Fermi-Konturen treibt. Wei-
ter konnten die Elektronen mit dem Magnetfeld Liicken in der Miniband-
struktur iiberwinden und so waren abhéngig vom Magnetfeld verschiedene
Fermi-Konturen méglich. Nun wird das Magnetfeld iiber das Vektorpoten-
tial in Landau-Eichung A = Bzxe, direkt im Hamiltonian beriicksichtigt.
Die Entartung der Landau-Niveaus wird durch die Modulation aufgehoben.
Fiir eindimensionale Modulation in x-Richtung bleibt die Zentrumskoordi-
nate Xo = —A\?k, eine gute Quantenzahl, da die Translationsinvarianz in
y-Richtung nicht gebrochen wird. Die Energieeigenwerte E, x, bilden die
magnetische Minibandstruktur. Zur Berechnung der magnetischen Miniband-
struktur wird der Hamiltonian in die Eigenfunktionen fiir das homogene Elek-
tronensystem mit Magnetfeld, wie im Anhang Bl angegeben, entwickelt und
das Gleichungssystem numerisch gelost.

Fiir den Fall der Modulation in zwei Raumrichtungen kommt das frak-
tale Energiespektrum (Hofstadter-Schmetterling) [Hofs76] zum Tragen. Der
Hamiltonian kann zwar in die Ferrari-Funktionen [Ferr90] entwickelt werden,
die aber nur fiir rationale Vielfache eines Flulquantums pro Elementarzelle
definiert sind. Um die Miniband-Oszillationen an einem moglichst einfachen
System zu verstehen, beschrinken wir uns deshalb auf die 1D-Modulation.
AuBlerdem bietet dieses System den Vorteil, dal durch das zu den beiden Mef3-
richtungen x und y unsymmetrische Potential Streu- und Band-Leitfahigkeit
getrennt werden konnen.

Fiir das einfache Potential

o 27
V(z) = 5 COS < - x) (3.8)
148t sich die Schrodingergleichung ohne Magnetfeld (B = 0T) wie im Anhang
A beschrieben auf die Mathieusche Differentialgleichung abbilden und ana-
lytisch l6sen. In Abbildung 3.8 ist die Minibandstruktur fiir B = 0 (rechts)
der magnetischen Minibandstruktur (links) gegeniiber gestellt.

In der Minibandstruktur fiir B = 0T bewirkt das Magnetfeld, daf} sich
die Elektronen im k-Raum auf Aquipotentiallinien, wie sie in Abbildung 3.8
(Mitte) zu zwei Energien gezeigt sind, bewegen. Mit diesen Fermi-Konturen
und der semiklassischen Argumentation lassen sich die Minibandstruktur bei
B = 0T und die magnetische Minibandstruktur verkniipfen. Die Fermi-
Konturen bestehen aus offenen und geschlossenen Konturen. Es ist zu er-
kennen, dal die magnetische Bandstruktur sich aus einem Wechselspiel von
gebundene Zustédnden, die in der magnetischen Bandstruktur zu quantisierten



48 3. Quantenoszillationen im Magnetotransport

a=100 nm
B=0.1T
o =
—
F)\
s B SN
£,
"”1.0 ky E =1meV
0
Ky
0 Xo al2

Abbildung 3.8: Gegeniiberstellung der magnetischen Miniband-
struktur (links) fir B = 0.1 T und der Minibandstruktur fiir B =0T
(rechts) eines 2DES in GaAs (m* = 0.0665m,) fiir einfaches cos-
Potential nach Gleichung mit Vy = 2meV und Gitterkonstante
a = 100 nm. In der Mitte sind die Fermi-Konturen aus der Miniband-
struktur fiir B = 0T bei den genannten Energien abgebildet.

Energieniveaus fithren, und ungebundenen Zustédnden, die sich als Parabel in
der magnetischen Bandstruktur wiederfinden, besteht. Fiir die gewéhlten Pa-
rameter liegt nur ein Subband im Potentialgraben. Fiir die niedrige Energie
Er = 1.0meV finden sich nur offene Fermi-Konturen und die magnetische Mi-
nibandstruktur wird durch einen kontinuierlichen Zweig gebildet. Fiir hohere
Energien EFr = 3.0meV existieren sowohl geschlossene als auch offene Fermi-
Konturen und die magnetische Minibandstruktur bildet sich aus flachen und
dispersiven Zweigen unter Vermeidung von Niveaukreuzungen.

Fiir groere Gitterkonstanten ebenso wie fiir hhere Modulationsamplitu-
den [Yagi92] gibt es mehrere dispersive Energiezweige bzw. offene Trajekto-
rien. Abbildung 3.9 zeigt die Gegeniiberstellung der magnetischen Miniband-
struktur und der Minibandstruktur fiir B = 0T fiir die gleichen Parameter
wie in Abbildung 3.8/ allerdings fiir eine groflere Gitterkonstante a = 200 nm.
Jetzt befinden sich zwei Minibdnder im Potentialgraben, wodurch in den
Fermi-Konturen deutlich zwei offene Bahnen entstehen, die sich in der ma-
gnetischen Minibandstruktur auch als zwei dispersive Zweige wiederfinden
bzw. andeuten.

In Abbildung ist die Entwicklung der Minibandstruktur fiir stei-
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Abbildung 3.9: Gegeniiberstellung der magnetischen Miniband-
struktur (links) fiir B = 0.1 T und der Minibandstruktur fir B =0T
(rechts) eines 2DES in GaAs (m* = 0.0665m,) fiir einfaches cos-
Potential nach Gleichung(3.8) mit Vj = 2meV und Gitterkonstante
a = 200 nm. In der Mitte sind die Fermi-Konturen aus der Miniband-
struktur fiir B = 0T bei den genannten Energien abgebildet.

gende Modulationsamplitude untersucht (links und rechts). Die Zustands-
dichte D(F) (Mitte) ist mit der magnetischen Minibandstruktur aus den
Storstellen-gemittelten Greenschen Funktionen nach Gleichung (2.36) be-
rechnet. Fiir schwache Modulation Vy = 0.5meV ist das Energiespektrum
durch die Landau-Niveaus bestimmt. Die leichte Dispersion verschwindet an
den Flachbandbedingungen, die sich aus der Kommensurabilitdtsbedingung
mit dem Zyklotronradius R. = A2v2m*E/L ergibt. Sie ist durch die
Dreiecke markiert. Fiir starke Modulation koppeln die Landau-Niveaus stark
und dispersive Bandstiicke wechseln sich mit flachen Stiicken in einem ma-
gnetischen Miniband ab. Die magnetischen Minibédnder iiberlappen und bil-
den in der Storstellen-verbreiterten Zustandsdichte eine neue Periodizitét,
die sich von den Landau-Niveaus unterscheidet, wie es durch die Punkte in
den Tafeln fiir die Zustandsdichte zu Vy = 0.5meV und V; = 2.0meV ver-
deutlicht ist. Dies ist ein erster Hinweis, dafl durch die Modulation eine neue
1/B-Periodizitiat im Magnetowiderstand entsteht.

Versuchen wir das Zustandekommen der magnetischen Minibandstruktur
tiefer zu verstehen. Fiir den Fall, da3 die Modulation eine Liicke zwischen
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Abbildung 3.10: Ausschnitt der magnetischen Minibandstruktur
(links und rechts) und Zustandsdichte D (Mitte) fiir verschiedene
Modulationsamplituden Vy bei einem Magnetfeld von B = 0.1T.
Die Periodizitat in der Zustandsdichte ist fiir Vj = 0.5meV und
Vo = 2.0 meV markiert. Folgende Parameter wurden verwendet: Git-
terkonstante @ = 100nm, Beweglichkeit y = 50m?/Vs und effek-
tive Masse m* = 0.0665m,. Die gestrichelten Linien markieren die
Dispersion von Elektronen, die in y-Richtung propagieren (hellgrau
nach Gleichung (3.10); vergleiche Abbildung[3.11 (b)) und besténdig
Bragg-reflektiert (dunkelgrau nach Gleichung (3.9); vergleiche Ab-
bildung[3.11) (a)) werden. Die Dreiecke markieren die Flachbandbe-
dingung.

erstem und zweitem Miniband im Energiespektrum o6ffnet, 1488t sich der di-
spersive Anteil der Bander einordnen zwischen die Dispersion eines Wellen-
pakets, das in y-Richtung lduft und besténdig bei k, = 7/a Bragg-reflektiert
wird,

B2k2 1 hip? k2a?
- - In(1+6
2m* 12 m*a n( +

E(k) ) (3.9)

und der Energiedispersion eines Wellenpaket, das sich geradlinig in y-Richtung
fortbewegt

2

PR

2m*’

E(k) (3.10)
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Abbildung 3.11: Elektronenbahnen im lateralen Ubergitter. Tra-
jektorie (a) beschreibt ein Elektron, das im Magnetfeld auf einer
Kreisbahn mit dem Radius R, sich bewegend bestdndig unter dem
Winkel © Bragg-reflektiert wird. Trajektorie (b) beschreibt dagegen
ein Elektron, das vom Magnetfeld nicht mehr beeinflufit wird und
sich geradlinig in y-Richtung bewegt.

Die zugrundeliegenden Pfade, die aus den Fermikonturen abgeleitet sind,
finden sich in Abbildung Die Geschwindigkeit v in y-Richtung wurde
mit der Beziehung
d E(k)=nh 3.11
L E(k) = ho (3.11)
und der Randbedingung F(k = 0) = 0, sowie der Definition Xy = —A\?k in
die in Abbildung 3.10 (rechts) eingezeichnete Energiedispersion umgerechnet.
In [Zwer99] wurde die Minibandstruktur fiir groflere Gitterkonstanten,
mit klassischen Bahnen in Verbindung gebracht. Fiir den allgemeineren Fall,
wenn mehrere Minibdnder im Potentialgraben gebunden sind, d.h. mehrer
dispersive Energiezweige vorhanden sind, pafit diese vorgeschlagene Identi-
fikation der Region der dispersiven Minibédnder mit dem Bereich, in dem
gebundene Zusténde vorliegen konnen. Allerdings geben diese rein klassi-
schen Bahnen keinen Hinweis darauf, wo sich im Bereich der gebundenen
Zustdnde die dispersiven Bandstiicke befinden. Dariiber gibt die Dispersion
der Bragg-reflektierten Elektronen Auskunft, wobei die Bragg-Reflektion an
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Abbildung 3.12: Betragsquadrat der Wellenfunktion der in Abbil-
dung/3.10 markierten Zusténde mit effektiven Potential in Abhéngig-
keit vom Ort X. Die graue Parabel markiert den Beitrag des Magnet-
feldes zum effektiven Potential.

den Wellencharakter der Elektronen gekniipft ist und von den klassischen
Bewegungsgleichungen nicht erfafit wird.

Die Untersuchung der Wellenfunktion unterstiitzt die Beschreibung der
Bandstruktur mit dem Wechselspiel von gebundenen und ungebundenen
Zustdnden. In Abbildung [3.12 ist in dem effektiven Potential (durchgezo-
gene Linie) in z-Richtung, das durch das Vektorpotential der Modulation
(grau) und das Modulationspotential gebildet wird, die Wellenfunktion der
in Abbildung 3.10 markierten Zustédnde eingezeichnet. Die Wellenfunktionen
an den stark dispersiven Teilstiicken eines magnetischen Minibandes sind in
z-Richtung in einem lokalen Minimum des effektiven Potentials lokalisiert
(Xo = ¢), wihrend sie an flachen Teilstiicken (X, = ;) iiber das ganze
effektive Potential ausgedehnt sind.

Unter der Annahme, dafl die Geschwindigkeitsmatrixelemente in Glei-
chung (2.37) unabhingig von den Quantenzahlen sind, ist die Leitfahig-
keit proportional dem Quadrat der Zustandsdichte an der Fermi-Kante. Mit
steigendem Magnetfeld spreizen die Landau-Niveaus auf und passieren die
Fermi-Energie. Auf diesem Wege iibersetzt sich die Energieabhéngigkeit der
Zustandsdichte in die Magnetoleitfahigkeit. Dabei wird aber nicht beachtet,
dafl zwischen Zustédnden von dispersiven Minibandstiicken und Zustdnden
von flachen Minibandstiicken sich die Eigenzusténde in der Lokalisierung un-
terscheiden, was sich ebenfalls auf die Leitfahigkeit auswirkt. Im néchsten
Abschnitt wird nun die Kubo-Formel ausgewertet, welche die Beschaffenheit
der zur Leitfahigkeit beitragenden Eigenfunktionen mit den Geschwindig-
keitsmatrixelementen beriicksichtigt.
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3.3 Magnetotransportrechnung

Aufbauend auf der magnetischen Minibandstruktur wird mit Auswertung der
Kubo-Formel die Leitfihigkeit berechnet. Die Streuung wird in der C-Zahl-
Néherung beriicksichtigt. Die Selbstenergie ergibt sich analog zu Gleichung

(2.33) aus

a/2 d)(
»t = 1‘22/ —— Gy, (3.12)

Die Quantenzahl n bezeichnet jetzt nicht mehr den Landau-Index, sondern
den magnetischen Minibandindex oder Landau-Bandindex. In Gleichung (2.37)
muf} nun auch iiber die Zentrumskoordinate integriert werden, und die Eigen-
zustinde werden durch den Landau-Bandindex und die Zentrumskoordinate
bezeichnet. Es gilt:

e?rh dfo 2 dX,
Opp = L. L / Z/ — K n1X0|Uu|n2X0>|2An1X0 AnsXo-
My a/2

nin2

(3.13)

Hier gibt es nun im Unterschied zum homogenen 2DES auch Beitrége fiir
ny = ng, die Intra-Miniband-Leitfahigkeit oder Bandleitfahigkeit genannt
werden, und solche fiir ny # no, die Inter-Miniband-Leitfahigkeit oder Streu-
leitfahigkeit heiflen. Fiir eindimensionale Modulation in z-Richtung verschwin-
det das Matrixelement (nXg|v,|nXo), so dal zur Leitfdhigkeit in z-Richtung
nur die Inter-Miniband-Leitfdhigkeit beitragt.

In Abbildung [3.13/ist die Leitfahigkeit in z-Richtung fiir zwei verschie-
dene Temperaturen dargestellt. Das System in einer GaAs-Heterostruktur
(m* = 0.0665m,) ist mit der Gitterkonstante a = 100nm und der Mo-
dulationsamplitude Vy = 2.0meV beschrieben. Die Elektronendichte von
ns = 2.0 x 10 m~2 entspricht einer Fermi-Energie von Fr = 7.2meV und
als Nullfeldbeweglichkeit wurde x4 = 50m?/Vs angesetzt. Die Leitfihigkeit
ist iiber das inverse Magnetfeld 1/B dargestellt, um die charakteristische
Periodizitat der Oszillationen hervorzuheben. Fiir hohe Magnetfelder, also
kleine 1/B-Werte, reproduzieren die Rechnungen die SdH-Oszillationen mit
A??g = 0.24T~!. Fiir kleine Magnetfelder entspricht die 1/B-Periodizitit
All\/;% = 0.37T7! den, durch die semiklassische Argumentation in den vor-
hergehenden Abschnitten erklirten, Miniband-Oszillationen. Bei Erhohung
der Temperatur verschwinden diese Oszillationen schnell, wie es auch im
Experiment [Albr99] beobachtet wurde. Es bleiben die Kommensurabilitéts-
Oszillationen mit A?/% = 0.68 T~ {ibrig, wie sie in der gestrichelten Kurve zu
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Abbildung 3.13: Berechnete Streuleitfihigkeit o,, = o
(schwarz) und o} (grau) fiir zwei Temperaturen 7' = 0.25K

(durchgezogen) und 7' = 2.0 K (gestrichelt) in einem 2DES in GaAs
(m* = 0.0665m,) fiir eine Beweglichkeit von 50m?/Vs, Gitter-
konstante ¢ = 100nm und V, = 2.0meV. Die Elektronendichte
ns = 2.0 x 10 m™2 entspricht der Fermi-Energie Er = 7.2meV. Die
Flachbandbedingungen (FC) der CO sind markiert durch Dreiecke.
Desweiteren sind die 1/B-Periodizitéten der SAH- und der Miniband-
Oszillationen (MB) markiert.

erkennen sind. Zusétzlich ist in Abbildung(3.13 der Inter-Miniband-Leitf&hig-
keitsbeitrag agg‘fer der Leitfahigkeit in y-Richtung abgebildet, der sich in Am-
plitude und Phase kaum von o, unterscheidet.

In Abbildung3.14/ist die Leitfahigkeitskomponente senkrecht zur Modu-
lationsrichtung o, abgebildet, die nun auch Intra-Miniband-Beitrdge bein-
haltet. Fiir die gewédhlten Parameter zeigt sich beim Vergleich der Skalen
von Abbildung [3.13 und [3.14/ eine Dominanz der Bandleitfidhigkeit. Wieder
lassen sich SdH-, Weiss- und Miniband-Oszillationen erkennen. Einen wei-
teren Hinweis fiir die Dominanz der Bandleitfahigkeit gibt die Phasenlage
der Weiss-Ostzillationen. In der Rechnung zu 2.0 K sind die Maxima in o,
fiir hohe Magnetfelder an der Kommensurabilitdtsbedingung, wéhrend o,
dazwischen maximal wird.

Um die Quantenoszillationen vom Untergrund zu trennen, ist in Abbil-
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Abbildung 3.14: Berechnete Leitfahigkeit o, fiir die gleichen Pa-
rameter wie in Abbildung3.13. Neben der 1/B-Periodizitiat von SAH
und MB sind die Kommensurabilitéits-Oszillationen (CO) markiert.

dung [3.15 die Differenz Ao = ¢(0.25K) — ¢(2.0K) der Leitfihigkeiten bei
der Temperatur T' = 0.25K, wenn die Quantenoszillationen beobachtbar
sind, und bei T" = 2.0K, wenn die Quantenoszillationen nicht mehr auf-
gelost werden, abgebildet. Es wird deutlich, dafl die beiden Leitfahigkeiten
parallel und senkrecht zur Modulationsrichtung genau gegenphasig oszillie-
ren. Dies 143t sich anhand der verschiedenen dominierenden Leitfahigkeits-
mechanismen verstehen. Wahrend die Inter-Miniband-Leitfdhigkeit, die den
einzigen Beitrag zu o,, bildet, mit der Zustandsdichte an der Fermi-Kante
korreliert und genau dann maximal wird, wenn die Zustandsdichte maximal
wird, besteht fiir die Intra-Miniband-Leitfahigkeit, die in der Komponente
o,y dominiert, der umgekehrte Zusammenhang. Immer dann, wenn ein stark
dispersives Teilstiick des magnetischen Minibandes die Fermi-Kante passiert,
wird die Zustandsdichte minimal.

Waéhrend fiir die Kommensurabilitéits-Oszillationen der experimentelle
Nachweis der Gegenphasigkeit der Magnetowiderstandsoszillationen in den
unterschiedlichen Widerstandskomponenten geliefert wurde [Weis92]|, steht
der experimentelle Nachweis fiir die gegenphasigen Quantenoszillationen auf
Grund der Minibandstruktur momentan noch aus. Er wird aber weiteres



56 3. Quantenoszillationen im Magnetotransport

= 60'7 v \4 \4 v \4
NE, 40 | — D0y
o | A%y
© 20t
o [
@) [
SV AVAVAYAVAVAVAYAVAYAVS
4 i
o)
N 20|
=) i
o) e 00000 00QOOOOOEO®EO®EOEO®
—40 | | |
14 15 16 17 18

1/B [L/T]

Abbildung 3.15: Differenz der Leitfahigkeiten bei den Termpera-
turen T' = 0.25 K und 7" = 2.0 K mit den Parametern von Abbildung
3.13. Die Magnetfelder der SdAH-Maximas sind durch Kreise markiert.

Versténdnis fiir das Zusammenspiel von Streu- und Band-Leitfahigkeit geben.
Das Auftreten von gegenphasigen Quantenoszillationen wiirde aufzeigen, dafl
die einfache Naherung, die Leitfahigkeit sei proportional zum Zustandsdichte-
quadrat an der Fermi-Kante, nicht mehr stimmt, wenn der Ladungstransport
im Magnetfeld von offenen Elektronenbahnen getragen wird. Dariiberhinaus
wére der Nachweis fiir die magnetische Minibandstruktur erbracht.

Fiir 2D-Ubergitter ist die Phasenlage der Miniband-Oszillationen eben-
so durch den dominierenden Leitfdhigkeitsmechanismus gegeben. Allerdings
lassen sich die Mechanismen nicht wie beim 1D modulierten 2DES in den
verschiedenen Leitfihigkeitkomponenten separieren, und so ist der direkte
experimentelle Nachweis der magnetischen Minibandstruktur nur fiir das 1D-
Ubergitter moglich.

Die Miniband-Oszillationen treten auch in Systemen mit einer magneti-
schen Modulation auf. Dies wurde durch die Berechnungen dieser Quante-
noszillationen fiir den Fall einer magnetischen 1D-Modulation [Lech02] nach-
gewiesen.



KAPITEL 4

Spin-Bahn-Wechselwirkung im
2DES

In diesem Kapitel wird die Spin-Bahn-Wechselwirkung in ihrem
Einfluf auf die Leitfdhigkeit fiir ein homogenes 2DES im Magnet-
feld studiert. Dazu werden zunéchst das Energiespektrum und die
Eigenfunktionen der Elektronen mit Spin-Bahn-Wechselwirkung
beschrieben. Durch die Spin-Bahn-Kopplung ist die Spin-Quanten-
zahl der Elektronen keine Erhaltungsgrofie mehr. Im Magnetfeld
konnen die Eigenzustinde durch einen Landau-Index und die He-
lizitat charakterisiert werden. Mit Variation des externen Magnet-
feldes kommt es durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung zu einem
Uberkreuzen von Landau-Niveaus verschiedener Helizitédt. Zur
Berechnung der Leitfahigkeit wird die Behandlung der Storstellen
in der selbstkonsistenten Bornschen Néherung fiir das Elektro-
nensystem mit Spin-Bahn-Wechselwirkung durch die Einfiihrung
einer Helizitédt-abhéngigen Selbstenergie erweitert. Die Beriick-
sichtigung des Spin-Freiheitsgrades in der Streuung zeigt, dafl
bei Spin-erhaltender Streuung die Streuverbreiterung fiir Spin-
Bahn-gekoppelte Zustdnde vermindert wird, wenn die Landau-
Niveaus mit unterschiedlicher Helizitdt nicht entartet sind. An
den Kreuzungspunkten der Landau-Niveaus dagegen hybridisiert
die Selbstenergie und der unterschiedliche Einflul der Streuung

27
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zwischen Spin-Bahn-gekoppelten Zusténden zu Spin-Eigenzustan-
den verschwindet. Uber diesen Mechanismus schlégt sich das Uber-
kreuzen der Landau-Niveaus in der Leitfahigkeit nieder.

4.1 Energiespektrum und Eigenfunktionen

Durch die Halbleiter-Heterostruktur, mit der das 2DES erzeugt wird, ist die
Translationssymmetrie des Kristalls zerstort. Fiir die im Confinement ein-
geschlossenen Ladungstriger 148t sich wie in Kapitel [1/ beschrieben in der
Envelope-Funktions-Néherung aus der Bandstruktur des Halbleiters ein ef-
fektiver Hamiltonian entwickeln. Die k- p-Entwicklung liefert unter Beriick-
sichtigung von Leitungsband, Lochband (schwere und leichte Locher) und
dem Spin-split-off-Band einen Term, der wie der Spin-Bahn-Term der rela-
tivistischen Theorie ein Kreuzprodukt aus Spin und Impuls der Elektronen
beinhaltet. Er fiihrt zu einer Kopplung der Bewegung im Spin-Raum an
die Bewegung im Orts-Raum und wird durch die Asymmetrie des Confi-
nementpotentials bestimmt, welche eventuell extern reguliert werden kann
INitt97]. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung, die durch Auszeichnung einer Ach-
se entsteht, wird Rashba-Term [Rash60] genannt. Im Fall der Halbleiter-
Heterostruktur ist die ausgezeichnete Achse die Wachstumsrichtung.

Bereits ohne Magnetfeld fiithrt dieser Term zu einer Aufspaltung der Spin-
Zustinde E“(k) # FE%(k). Die Spin-Zustinde sind mit der z-Richtung als
Quantisierungsachse mit up (u) und down (d) bezeichnet. Da durch das elek-
trische Feld nur die Rauminversions-Symmetrie nicht aber die Zeitumkehr-
Symmetrie gebrochen wird, liegt die Kramers-Entartung [Hell94] E*(k) =
E?(—k) allerdings noch vor, welche erst im Magnetfeld gebrochen ist.

Der effektive Hamiltonian fiir die Ladungstrager im Leitungsband ist in
Gleichung (1.17) nach [Darn93] angegeben. Da der Darwin-Term nicht mit
dem Spin zusammenhéngt, wird er im Folgenden nicht mehr beriicksichtigt.
Der Hamiltonian besteht nun aus dem kinetischen Anteil (7 bezeichnet den
kinetischen Impuls), dem Rashba-Term und dem Zeeman-Term,

H = #7‘&'2 +ao (VV xm)+ %g*,uBaB, (4.1)
wobei o wieder den Vektor der Pauli-Spinmatrizen aus Gleichung (1.22) dar-
stellt. Der Vorfaktor & des Rashba-Terms nach Gleichung ist vom
Halbleitermaterial abhéngig. Im folgenden orientieren sich die Parameter an
InAs. Fiir InAs ist die Energieliicke zwischen Leitungsband und Valenzband
in der gleichen Groflenordnung mit der Abspaltung des Spin-split-off-Bandes
von der Valenzbandkante und der Rashba-Term ist somit nicht mehr, wie z.B.
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in GaAs, vernachléssigbar klein. Fiir die Elektronen im 2DES, die sich in der
xy-Ebene bewegen, ist fiir einen asymmetrischen Quantentrog die Inversions-
symmetrie in z-Richtung gebrochen. Wird die Ableitung des Potentials nach
dem Ort in den Vorfaktor o = ahVV eingearbeitet, so gilt, wenn nur die
Ableitung nach der z-Komponente des Potentials V() nicht verschwindet,
a = (ag, a0y, a;) = (0,0,,). Da die z-Richtung weiter nicht mehr beriick-
sichtigt wird, sei der Erwartungswert der Ableitung des Potentials nach dem
Ort (VV) fiur die Elektronen des 2DES verwendet. Jetzt sind sowohl die
Materialparameter als auch der Potentialgradient, die beide die Stérke der
Spin-Bahn-Kopplung bestimmen, im Vorfaktor o, zusammengefafit . Fiir das
Magnetfeld senkrecht zur Bewegungsebene der Elektronen B = Be, 1af3t sich
der Hamiltonian aus Gleichung (4.1) durch

H =

5 + (0pmy — 0yTy) + ig o, B = (4.2)

1, a0 mtim) 1, 10
_Qm*(ﬂﬁﬂy)_%(wy—m 0 )*59“33(0 —1)

ausdriicken. Wihrend die Spin-Aufspaltung durch den Zeeman-Term fiir den
Grenzfall B — 0 verschwindet, bleibt die Aufspaltung durch den Spin-Bahn-
Term erhalten. Fiir verschwindendes Magnetfeld B = 0 lautet die Energie-
dispersion

(7?3 + 7T§) —

R’k

E
k 2m*

+ o, |k|. (4.3)

Sie besteht fiir ein eindimensionales System, z.B. k, = 0, aus zwei Parabeln,
deren Ursprung gegeneinander verschoben ist. Fiir das zweidimensionale Sy-
stem wird diese Figur um den Ursprung des k-Raumes rotiert.

Die Spin-Bahn-Wechselwirkung fiihrt zu einer Spin-Aufspaltung des Lei-
tungsbandes von

ASO = 20éz|k| (44)

fiir Zustédnde mit gleichem Wellenvektor k! Diese Spin-Aufspaltung wur-
de in verschiedenen Experimenten an den unterschiedlichsten Materialsyste-
men untersucht. Im Experiment besteht die Schwierigkeit, dafl die Spinauf-
spaltung gewohnlich an der Fermi-Energie bestimmt wird und somit auch
von der Elektronendichte abhéngt. Auflerdem sind in dem einfachen Mo-
dell aus Gleichung weder die Nichtparabolizitdt der Energiedispersion

!Der Parameter a, hat die Einheiten einer Energie mal Linge (eVm fiir Elektronenvolt
Meter), wihrend der spiiter eingefiithrte Parameter @, fiir eine k-unabhéingige Spin-Bahn-
Kopplung die Einheit einer Energie hat (meV fiir Millielektronenvolt).
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noch andere Effekte der Kristall-Struktur, wie z.B. der BIA-Term, beriick-
sichtigt. Wie in [Wink94| anhand selbstkonsistenter Bandstrukturrechnun-
gen fiir Heterostrukturen gezeigt wurde, fithren diese Effekte dazu, daf die
Spin-Aufspaltung nicht mehr linear von k£ abhéngt und anisotrop wird. Im
Experiment lassen sich die verschiedenen Effekte schwer diskriminieren. In
INitt97, Heid98, Schd98, Hu99] wurde die Aufspaltung des Leitungsbandes
in Magnetotransportexperimenten durch Analyse der Frequenzen der SdH-
Oszillationen fiir 2DES in InAs-basierten Heterostrukturen bestimmt. Daraus
wurde mit verschiedenen Modellen die Spin-Bahn-Kopplungskonstante o, in
der GroBenordnung von 10~ eVm ermittelt und nachgewiesen, daf sich o,
itber die Spannung an einem flichigen Gate, das die Asymmetrie des Quan-
tentrogs bestimmt, beeinflussen 1at. Damit wurde auch ausgeschlossen, dafl
der Ursprung der Spin-Aufspaltung im BIA-Term liegt.

Fithrt man das Magnetfeld iiber die Peierls-Ersetzung ein und formuliert
den Hamiltonian aus Gleichung (4.2) fiir das 2DES mit Magnetfeld in den
Leiteroperatoren, wie sie im Anhang B beschrieben sind, erhélt man

H = hw, (GT“ ZG%T“L b e f‘g B B) . (4.5)

mit
ot

und
oo 022 (4.7)

C NAw,

In Abbildung4.1(a) ist das Energiespektrum fiir B = 0 und B # 0 zunéchst
ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung nur mit Zeeman-Term fiir in InAs typi-
sche Parameter aufgetragen. Wahrend fiir B = 0 keine Spin-Aufspaltung
vorhanden ist, fithrt der Zeeman-Term zu einer proportional zur Landau-
Aufspaltung mit steigendem Magnetfeld zunehmenden Spin-Aufspaltung. Da-
gegen zeigt Abbildung[4.1(b) das Energiespektrum mit Spin-Bahn-Wechsel-
wirkung, wobei o, = 2.0 - 10~ eVm beriicksichtigt wurde. Es ist deutlich
zu ersehen, daB die Spin-Bahn-Wechselwirkung zu einem Uberkreuzen von
Landau-Niveaus fiihrt. Verkniipft man die SdH-Oszillationen im Magneto-
transport mit der Zustandsdichte an der Fermi-Energie, wird deutlich, dafl
die Spin-Bahn-Wechselwirkung zu einer Schwebung fiihrt, wie sie zur Be-
stimmung von «, in den oben angefiihrten Experimenten verwendet wur-
de. Analysiert man die Eigenfunktionen [Rash60], ergibt sich, daf} sie nicht
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Abbildung 4.1: Energiedispersion ohne Magnetfeld B = 0 (links)
und Energiespektrum in Abhéngigkeit vom Magnetfeld B (rechts)
fir Elektronen in InAs (m* = 0.0229m., ¢* = —14.9) (a) oh-
ne Spin-Bahn-Wechselwirkung «, = 0eVm; (b) mit Spin-Bahn-
Wechselwirkung o, = 2.0-107! eVm; (c) mit konstanter Spin-Bahn-
Wechselwirkung &, = 2.5 meV. Im Landau-Fécher von (b) markieren
die Kreise die Kreuzungspunkte von Landau-Niveaus und in(c) sind
die Magnetfelder nach Gleichung (4.27) mit gestrichelten Linien mar-
kiert. Der Inset in der Mitte verdeutlicht jeweils die Energiedispersion
ohne Magnetfeld in der Ndhe von k = 0.
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mehr in Spin-up/Spin-down Zustinde eingeteilt werden koénnen. Die Spin-
Quantenzahl wird ersetzt durch die Helizitdt und die Elektronen lassen sich
einteilen nach rechts-(r)- und links-(1)-Zustéinden. Fiir [3| < % lauten die
Eigenzustinde nun

_ sznq)n _ c’lunq)nfl

|\I/rn> - <anq)n+1) und |\I/ln> = < C;inq)n ) y (48)
wobei die Komponenten des Spinors weiterhin up/down-Zusténde in Bezug
auf die Magnetfeldachse senkrecht zum zweidimensionalen Elektronengas be-
zeichnen und ®,, die Eigenzustidnde der Elektronen im Magnetfeld nach An-

hang Bl sind. Die Koeffizienten lauten fiir die rechts-Zusténde

V 1
i = o 2, (19)
Vit Do + (5 - 8) - V)

= G ) , (4.10)

(4.11)

und fir links-Zustande

oy = , (4.12)
Vo + (3= 9) + V)’
d _ (% — B+ m)

nl_\/na/2+((%—ﬂ)—}—\/d_l)27

¢ (4.13)

(4.14)

mit d, = \/(n+1)a2—|—(

Energiewerte lauten

By = hw, (1—|—n— \/(n+1)a2+ (1 —5)2>, (4.15)
Eu = hw, (n + \/na2+ (2 —5)2). (4.16)

Die Quantenzahl n = 0,1, 2, ... zdhlt die Zusténde durch. Die Eigenzusténde
aus der Gleichung (4.8) lassen sich mit dem Landau-Index n und der Helizitéat
7 elegant ausdriicken mit

’n77—> :ZCZT‘n_ %7O‘>7 (417)

% — B)2und d; = \/na2 + (% — [3)%. Die zugehorigen
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wobei die Helizitdt 7 die Zustédnde nach rechts: 7 = 1 und links: 7 = —1
klassifiziert. Die Spin-Quantenzahl ¢ nimmt die Werte up: ¢ = 1 und down:
o = —1 an. Die Quantenzahlen rechts und links sind so konstruiert, dafl die
rechts-Zusténde sich fiir verschwindende Spin-Bahn-Wechselwirkung in up-
Zustande entwickeln und links in down. Fur || > % miifte den Zusténden
ein anderer Landau-Index passend zugewiesen werden.

Die Koeffizienten cf_ héngen neben o und 3 auch von der Quanten-
zahl n ab, was sie fiir die Durchfithrung der SCBA im Hinblick auf eine
Quantenzahl-unabhéngige Selbstenergie ungeeignet macht. In der Leitfdhig-
keit sind hauptséchlich die Zustédnde an der Fermi-Kante relevant, fiir die bei
kleinen Magnetfeldern B der Landau-Index grofl gegen eins ist (n > 1). Da-
mit ist es naheliegend, die n-Abhéngigkeit der Koeffizienten zu vernachléssi-

gen und eine konstante Spin-Bahn-Aufspaltung anzunehmen. Dies wird mit

der Ersetzung
1 _
oq/n+§—>oz (4.18)

a= 2= (4.19)

2hwe

mit

erreicht. Unter Beibehaltung des Charakters der Eigenzustédnde als Kombi-
nation von up und down Zustéinden und der Naherung ”TH — 1, die fiir grofle
Quantenzahlen gerechtfertigt ist, lauten die Quantenzahl-unabhéngigen Ent-
wicklungskoeffizienten nun:

Qi

oy = , (4.20)

= (4.21)

(4.22)
und
o — e 2, (4.23)
\/2+ (-5 +Vd)
BRI
o — (4.24)
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mit d = /a2 + (5 — 3)2. Die zugehorigen Eigenenergien sind iiber

By = haw, (1 +n—ya+ (L - 5)2> , (4.25)

E, = huo, (n +y/ar+ (4 —6)2> (4.26)

gegeben, mit n : ganzzahlig. Fiir verschwindende Spin-Bahn-Wechselwirkung
gehen die rechts-Zustédnde wieder in up und die links-Zusténde in down iiber.
Das Energiespektrum fiir die konstante Spin-Aufspaltung durch Spin-Bahn-
Wechselwirkung ist in Abbildung/4.1(c) gezeigt. Das Uberkreuzen der Landau-
Niveaus findet nun fiir alle Niveaus gleichzeitig bei den Magnetfeldern

a,m*

B; = - (4.27)
ohey/ 372 = ( — 4
mit j = 1,2,... statt. Die Magnetfelder sind in Abbildung [4.1(c) (rechts)
markiert. Fiir verschwindendes Magnetfeld lautet die Energiedispersion

nk?
By = +a, 4.28
T o “ ( )
und die Spin-Aufspaltung betrigt
Aso = 2. (4.29)

Sie ist unabhéngig vom Wellenvektor der Elektronen. In [Luo90] wurde be-
reits iiber ein solches Modell nachgedacht, allerdings ohne die Eigenzusténde
zu betrachten. Realistische Berechnungen der Spin-Aufspaltung ergeben ei-
ne Séttigung der Spin-Aufspaltung fiir wachsenden Wellenvektor [Wink94]
auf Grund der Nichtparabolizitéit des Leitungsbandes. In Experimenten wur-
de mit Bestimmung der Spin-Aufspaltung bei Verédnderung der Elektronen-
dichte dieser Sachverhalt bestétigt [Hu99]. Das Modell fiir die Spin-Bahn-
Wechselwirkung mit konstanter Spin-Aufspaltung ist deshalb nicht nur eine
gute Naherung fiir den Hamiltonian , wenn nur die fiir den Transport
relevanten Zustédnde an der Fermi-Energie betrachtet werden, sondern be-
schreibt auch phdnomenologisch die experimentelle Situation. Es beinhal-
tet die zwei wesentlichen Aspekte der Spin-Bahn-Wechselwirkung, namlich
das Uberkreuzen der Landau-Niveaus und die Form der Eigenzustinde als
Uberlagerung von up und down Spin-Zustinden mit verschiedener Landau-
Quantenzahl des Systems ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung. Fiir dieses Mo-
dell der konstanten Spin-Bahn-Wechselwirkung werden im folgenden die SCBA-
Niaherung mit einer Spin-abhéngigen Selbstenergie erweitert und die Trans-
portgréflen berechnet.
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4.2 Erweiterung der SCBA fiir Spin-Bahn-
Wechselwirkung

Fiir das 2DES mit Spin-Bahn-Wechselwirkung werden in einem ersten Schritt
zur Berechnung der Leitfdhigkeit nun in den Greenschen Funktionen, durch
welche die Bewegung der Elektronen im System charakterisiert ist, Storstellen
im Rahmen der SCBA beriicksichtigt.

Die Spin-Quantenzahl ist beim Streuakt, der im Ortsraum eine Impulsdnde-
rung verursacht, eine Erhaltungsgrofie. Eine Ausnahme bilden hierbei die
Félle der magnetischen Storstellen oder Spin-Bahn-Wechselwirkung mit dem
Storstellenpotential, die hier aber nicht betrachtet werden. Somit sei das
Potential der Storstellen Vi(r) diagonal in up/down-Zusténden, womit si-
chergestellt ist, dal bei einem Streuakt der Spin-Zustand (up/down) nicht
beeinflufit wird.

Da aber im System mit Spin-Bahn-Kopplung der Impuls der Elektronen
mit dem Spin verbunden ist, besteht die Mo6glichkeit, durch Impulsstreu-
ung die Helizitdt zu &ndern und von einem rechts-Zustand in einen links-
Zustand und umgekehrt zu streuen. Das Streupotential ist also nicht diago-
nal in der Helizitdt der Zusténde rechts/links des Systems mit Spin-Bahn-
Wechselwirkung.

Fiir die Berechung der Storstellen-Mittelung wird nun Gleichung (2.31)
mit den Eigenfunktionen des Systems mit Spin-Bahn-Wechselwirkung aus-
gewertet. Die Eigenzustinde, iiber die in Gleichung @ summiert wird,
sind jetzt durch o = {n, 7} und 8 = {m, 7} charakterisiert?, wobei n, m den
Landauindex bezeichnen und 7,7 die Helizitat. Wieder wird ein kurzreich-
weitiges Storstellenpotential verwendet, so dafl die Fourier-Transformierte
des Storstellenpotentials eine Konstante ist. Man erhélt

Fa,@ﬁ’a’ = F2 Z (CZT)* C?rﬁ (Cg,;/f./)* CZ:T/ X (430)
oo’
% AR R (4.31)
T T T2 Mg

Die Streuverbreiterung I' ist iiber Gleichung (2.35) mit der Nullfeldbeweg-
lichkeit verbunden. Die beiden Kronecker-Symbole haben die Form

I mit 0=%ic—0 —7+7)=-2,-10,1,2 (4.32)

Somt mit p=3(c—0o —7+7)=-2-1,01,2. (4.33)

?Die griechischen Buchstaben o und 3 werden hier fiir die Indizierung der Zustinde
verwendet. Wenn « bzw. § als Index auftauchen, ist immer ein Zustand und nicht der
Spin-Bahn-Kopplungsparameter bzw. nicht der Zeeman-Parameter gemeint. Somit besteht
keine Verwechslungsgefahr.
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Mit den Gleichungen der SCBA fiir die Selbstenergie und die Greenschen
Funktionen (2.33) bzw. (2.34) folgt daraus, dafl die Selbstenergie ¥ und die
Greensche Funktion GG in den Orts-Quantenzahlen die Diagonalelemente n =
n’, m = m/, sowie Elemente in der ersten n’ = n+1, m’ = m £ 1 und
zweiten Nebendiagonalen n’ = n £ 2, m’ = m =+ 2 haben. Auflerdem héingen
die Groéflen nun von der Helizitat ab.

Um ein einfaches Gleichungssystem zur Bestimmung der Selbstenergie zu
erhalten, werden die Nichtdiagonalelemente in den Ortsquantenzahlen mit
6 = p = 0 in den Gleichungen (4.32) und (4.33) vernachléssigt. Damit gilt
oc—o =71 —17 =7 — 7. Diese Niherung wird hier als Diagonalndherung
in den Orts-Quantenzahlen bezeichnet. Sie ist fiir hohe Magnetfelder, wenn
die Landau-Niveaus entkoppeln, gerechtfertigt, wird jedoch auch fiir kleine
Magnetfelder beibehalten. So vereinfachen sich die Gleichungssysteme, und
Selbstenergie sowie Greensche Funktion lassen sich schreiben als

DRSS SLERY M und G = G S (4.34)

wobei G und ¥ hier und im folgenden, um eine Uberfiille an Indices zu vermei-
den, die retardierte Greensche Funktion G bzw. Selbstenergie X1 bezeich-
nen. Desweiteren wird das Modell der konstanten Spin-Aufspaltung durch die
Spin-Bahn-Wechselwirkung verwendet, wodurch die Abhéngigkeit der Koef-
fizienten cf _ von der Ortsquantenzahl n entféllt. Fiir die Spin-Komponenten
der Selbstenergie und der Greenschen Funktion gelten nun die Gleichungen:

2 =T2) ) LGy (4.35)

mit
oL = (1) (L) L Gomgtirmr Oogr iz (4.36)

und
(G = (Gh) 8 — 577 (4.37)

Die Diagonalelemente der Selbstenergie in der Helizitét ergeben sich mit
YT =Y"und G =G, zu:

T =T") .G, (4.38)

wobei gilt

all, = a;:0:  und gy = Z |CZ\2 |cg\2 . (4.39)
o
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Abbildung 4.2: Abhéngigkeit des Mischungskoeffizienten «..,» aus
Gleichung (4.39) von & bei 3 = 0.

Fiir die Nicht-Diagonalelemente gilt

2 =12y g6 (4.40)
mit
oS = B 6ebrry und B = |l (D)2 = G, (4.41)

Die Nicht-Diagonalelemente der Selbstenergie in der Helizitdt werden
wiederum vernachléssigt. Fiir das im néchsten Abschnitt behandelte Zwei-
Niveau-System stellt sich heraus, dafl auch ohne Vernachléassigung der Nicht-
Diagonalelemente apriori, also Tensorinversion von Gleichung (4.37), fiir die
Nicht-Diagonalelemente ¥7(-7) = 0 eine Losung ist. Da dies aber nicht die
einzige Losung sein und nicht im allgemeinen Fall mit allen Landau-Niveaus
gelten mufl, wird im folgenden von der Diagonalndherung der Selbstenergie
in der Helizitdt gesprochen.

Fiir die Zustandsdichte der rechts/links-Zusténde analog zu Gleichung
(2.36) besteht der Zusammenhang:

D7(E) = %LySp{AT} - —m > (@) Im {ET'(E)} . (4.42)

7—/

Die Abhéngigkeit des Mischungsfaktors o~ von & ist in Abbildung 4.2
dargestellt. Wie aus Gleichung sofort zu ersehen ist, gilt:

Orr + Qr(—7) = 1. (4.43)



68 4. Spin-Bahn-Wechselwirkung im 2DES

Fiir kleine &, d.h. wenn die Landau-Aufspaltung die Spin-Aufspaltung iiber-
wiegt, ist die von der Helizitat abhéingige Selbstenergie hauptsachlich durch
die Zustdnde mit der gleichen Helizitdt bestimmt, d.h. der Mischungsfaktor
o wird zu einem Kronecker-Delta o, — d,,-. Wenn die Spin-Aufspaltung
die Landau-Aufspaltung iiberwiegt, also fiir & > 1, setzt sich die Selbst-
energie aus beiden Spinkomponenten der Greenschen Funktionen zusammen
und im Grenzfall & — oo gilt a, . — % Die Zeeman-Aufspaltung vergroflert
oder verkleinert je nach Vorzeichen das Gewicht der Landau-Aufspaltung. Da
die Landau-Aufspaltung proportional mit dem Magnetfeld wichst und die
Aufspaltung durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung dagegen konstant bleibt,
nimmt mit steigendem Magnetfeld a ab, wie es auch Gleichung (4.19) zu
entnehmen ist, und fiir den Mischungskoeffizienten gilt wieder a..., — 6.

Die Erweiterung der SCBA unterscheidet sich von der Quantenzahl-un-
abhéngigen Selbstenergie insofern als die Selbstenergie von der Helizitét-
Quantenzahl abhiangt und die Selbstenergie fiir die beiden Helizitdten nicht
separat berechnet werden kann, da sie im Gleichungssystem (4.34) und (4.37)
gekoppelt sind. Fiir verschwindende Spin-Bahn-Wechselwirkung geht die hier
entwickelte Berechnung der Selbstenergie wieder in die iibliche SCBA mit
Quantenzahl-unabhéngiger Selbstenergie {iber.

4.3 Zwei-Niveau-System mit Spin-Bahn-Kopp-
lung

Bevor wir uns der Berechnung der Leitfdhigkeit zuwenden, untersuchen wir
die Auswirkung der Spin-Bahn-Wechselwirkung auf die Helizitét-abhéngige
Selbstenergie an einem System aus zwei Zustédnden. Die zwei Niveaus un-
terscheiden sich durch ihre Helizitét, die fiir den Fall verschwindender Spin-
Bahn-Kopplung in die Spin-Quantenzahl {ibergeht. Die zwei Niveaus liegen
bei den Energien E, und Ey bzw. E, und E;. Fiir dieses System ist die
Diagonalndherung in den Orts-Quantenzahlen noch eine Losung des Glei-
chungssystems.

In Abbildung 4.3(a) ist die jeweilige Selbstenergie mit Real- und Ima-
ginérteil zusammen mit der Zustandsdichte fiir zwei reine Spin-Zustédnde
(up/down) dargestellt. Zur Berechnung der Selbstenergie aus Gleichung (4.38)
gilt o,z = 6,2 Spin-erhaltende Storstellen konnen nicht zwischen diesen
Zusténden streuen. Bei Verdnderung des energetischen Abstandes (AE) der
Niveaus wird die Form der Selbstenergie und der Zustandsdichte des up-
Zustandes (schwarz), bzw. des down-Zustandes (grau) nicht verdndert. An-
ders, wenn die Zustinde keine reinen Spin-Zusténde sind. In Abbildung
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Abbildung 4.3 (a): Selbstenergie ¥(FE) mit Realteil (gestrichelt)
und Imaginérteil (durchgezogen) sowie Zustandsdichte D7(E) nach
Gleichung (4.42) fiir zwei Spin-Eigenzustinde (up bzw. down) an der
Energie E, (schwarz) und E, (grau). Die Niveaus nidhern sich von
links nach rechts in der Energie an. Fiir den Fall der Entartung in
der dritten Spalte liegen die Linien der beiden Zusténde (schwarz
und grau) iibereinander.

4.3(b), wird die Entwicklung fiir zwei Niveaus unterschiedlicher Helizitét, d.h.
rechts und links dargestellt. Fiir dieses System konnen die Spin-erhaltenden
Streuzentren zwischen den Niveaus streuen. Fiir die Mischungsmatrix oz,
fiir deren Eintrage im Grenzfall dominierender Spin-Bahn-Wechselwirkung
arz — 0.5 gilt, wurde a,, = 0.6 gewahlt, womit die iibrigen Eintrége
nach Gleichung (4.43) ebenfalls festgelegt sind. Die Selbstenergie des rechts-
Zustandes (schwarze Linie) bekommt nun neben dem Imaginérteil bei der
Energie E, auch bei der Energie E; einen nicht-verschwindenden Imaginéarteil.
Das gleiche gilt fiir die Selbstenergie des links-Zustandes (graue Linie). Die
Hybridisierung der Selbstenergie kommt dadurch zustande, daf§ die Streu-
ung nun zwischen den beiden Niveaus mit unterschiedlicher Helizitét ver-
mittelt. Im gleichen Zuge werden die Hohe, die umgekehrt proportional zur
Lebenszeit ist, und die Breite der Halbellipse des Imaginéarteils kleiner, wenn
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Abbildung 4.3 (b): Entwicklung der Selbstenergie ¥(E) mit Real-
teil (gestrichelt) und Imaginérteil (durchgezogen) und Entwicklung
der Zustandsdichte D7(FE) nach Gleichung (4.42) fiir zwei Eigen-
zustiande in der Helizitét (rechts und links) an der Energie E, und
E;, analog Abbildung 4.3(a). Hier in Abbildung (b) sind die Nive-
aus Spin-Bahn-gekoppelte Zustinde und der Mischungskoeffizient ist
o, = 0.6. Die schwarzen Linien beschreiben den rechts- und die
grauen Linien den links-Zustand. Fiir den Fall der Entartung in der
dritten Spalte liegen die Linien (schwarz und grau) wieder {iberein-
ander.

die Niveaus nicht entartet sind AF > T'. Der Einflufl der Spin-erhaltenden
Streuung unterscheidet sich also je nachdem ob Spin-Eigenzusténde vorliegen
oder nicht.

Dieses Ergebnis, dafl die Spin-Bahn-Wechselwirkung die Streuung beein-
fluBt, 148t sich vom Zwei-Niveau-System auf die Landau-Niveaus im Magnet-
feld iibertragen.

Davor sei noch der Dyakonov-Perel-Mechanismus [Dyak72| erwéhnt, der
fiir die Spin-Streuung relevant ist und ebenfalls auf der Spin-Bahn-Wechsel-
wirkung beruht. Uber diesen Mechanismus wird die Spin-Streuung in einem
System mit Spin-Bahn-Kopplung unterdriickt, da der Spin durch die Spin-
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Bahn-Kopplung um eine Achse prazediert, die sich bei jeder Impuls-Streuung
verdndert. So bleibt eine anfingliche Spin-Polarisation bei hdufiger Streuung
lénger erhalten.

Hier geht es nun nicht um Spin-, sondern um Impuls-Streuung. Es stellt
sich mit der Beriicksichtigung des Spin-Freiheitsgrades bei der Streuung her-
aus, daf fiir ein zweidimensionales Elektronensystem im Magnetfeld, wenn
das Energiespektrum in diskrete Landau-Niveaus aufspaltet, durch die Spin-
Bahn-Wechselwirkung die Impuls-Streuung unterdriickt wird. Dies gilt, wenn
die Landau-Niveaus mit verschiedener Helizitdt nicht entartet sind. Diese
Verminderung der Effizienz der Streuung kommt dadurch zustande, dafl ein
Teil der Zusténde, in die gestreut werden kann, durch eine Energieliicke ge-
trennt sind.

Dies wird nur durch eine Spin-Aufspaltung mit Spin-Bahn-Wechselwirkung
erreicht. Durch die Zeemann-Aufspaltung wird zwar die Energieentartung
zwischen up- und down-Niveaus ebenfalls aufgehoben, aber eine Spin-erhal-
tende Streuung kann sowieso nicht zwischen up und down streuen, so dafl
diese Aufspaltung die Streueffizienz nicht beeinflufit.

Sind die Niveaus energetisch entartet, £, = F; und E, = E;, so 1at sich
nicht mehr unterscheiden, ob Spin-Eigenzusténde oder Spin-Bahn-gekoppelte
Zusténde zugrunde liegen. In der Zustandsdichte, die nach Gleichung (4.42)
berechnet ist, wirkt sich die Streuung in einer Verbreiterung aus, die fiir
Spin-Bahn-gekoppelte Zustédnde, wenn sie nicht entartet sind, kleiner ist als
fiir Spin-Eigenzustdnde. Sind die beiden Niveaus entartet, ist auch die Ver-
breiterung der Zustandsdichte fiir beide Félle identisch.

Fiir maximal Spin-Bahn-gekoppelte Zusténde, wenn o, = a;—.) = %
gilt, sind die Hohe und Breite der Halbellipsen der Selbstenergie mit \/LE redu-
ziert, wenn die rechts-/links-Niveaus nicht energetisch entartet sind (AE >
I'). Da sowohl die Hohe als auch die Breite proportional zur Streuverbreite-
rung I sind, entspricht die Reduzierung der Halbellipse in der Selbstenergie
mit der Naherung I' = %, wobei 7, hier die Transportstreuzeit bezeich-

net, einer Verlingerung der Streuzeit um /2, d.h. T, — V27,. Wenn die
Niveaus energetisch entartet sind, verbreitert die Streuung die Niveaus in
gleicher Weise unabhéngig ob sie zu up-/down- oder rechts-/links-Zustéinden
gehoren. Die Selbstenergie der Spin-Bahn-gekoppelten Zustéande hybridisiert.
Bei der energetischen Entartung der Niveaus wird also die Transportrelaxati-
onszeit, die man aus dem Imaginérteil der Selbstenergie gewinnen kann, von
der Spin-Bahn-Wechselwirkung nicht beeinflufit. Die Verdnderung der Streu-
effizienz wird sich auf die Leitfdhigkeit niederschlagen, wie es im néchsten
Abschnitt gezeigt ist.
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4.4 Auswertung der Kubo-Formel

Fiir die Berechnung der Leitfdhigkeit wird nun die Kubo-Formel nach Glei-
chung (2.37) und (2.38) ausgewertet. Hierin ist die Storstellenmittelung be-
reits ausgefithrt, indem die Greenschen Funktionen durch die Storstellen-
gemittelten Funktionen ersetzt sind. Fiir die sogenannte c-Zahl Nédherung,
die fiir das homogene System und kurzreichweitige Storstellen eigentlich in
SCBA gar keine Niaherung ist, verschwinden die Vertexkorrekturen in der
Bethe-Salpeter-Gleichung (2.32) [Gerh75]. Die Erweiterung der SCBA fiir
den Fall mit Spin-Bahn-Wechselwirkung geht nun iiber die Darstellung der
Selbstenergie als komplexe Zahl insofern hinaus, als die Selbstenergie von der
Helizitét abhéngig ist. Dennoch kann gezeigt werden, dafl die Vertexkorrek-
turen ebenfalls verschwinden. Der Beweis ist im Anhang D! gefiihrt und geht
analog zu dem Beweis fiir die Selbstenergie als komplexe Zahl, nachdem die
Nicht-Diagonalelemente der Selbstenergie vernachléssigt wurden.

Weiter werden fiir die Auswertung der Kubo-Formel die Geschwindig-
keitsmatrixelemente bendtigt. In [Mole01] ist der Geschwindigkeitsoperator
fiir verschwindendes Magnetfeld diskutiert. Fiir das 2DES lassen sich die
Komponenten aus der Bewegungsgleichung

d
ihafr = [r, H] (4.44)
berechnen, wobei der Hamiltonian H das System mit Spin-Bahn-Wechsel-
wirkung beschreibt. Fiir die Spin-up/- down Spinoren ergeben sich so die
Komponenten des Geschwindigkeitsoperators zu

- (70 + %0y) (4.45)

1
vy = L (1, — Lo,) (4.46)

Im Magnetfeld lassen sich die kinetischen Impulse mit den Leiteroperatoren
ausdriicken. Um in einer einheitlichen Notation zu bleiben, werden allerdings
hier die Leiteroperatoren nicht wie in [Rash60] umdefiniert, sondern mit Er-
zeugern a' und Vernichtern a des Systems ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung
ausgedriickt iiber

Uy = % )\;n* [i(aT —a) — aoy) (4.47)
vy = \%)\;n* [(a" +a) + ao,] . (4.48)

Die Geschwindigkeitsmatrixelemente besitzen nun Nicht-Diagonalelemente.
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Fiir den Fall der konstanten Spin-Bahn-Aufspaltung miissen diese Ge-
schwindigkeitsmatrixelemente mit der Ersetzung a4 /n + % — & modifiziert

werden und lauten:

h 1 a
Vp = — i(ah —a) — ———0 (4.49)
V2 A \/ata+ 3 ’
h 1 1o
_ T
Vy = — a'+a)+ ——o, | . 4.50
v | .
L 2

Fiir beide Modelle sind fiir hohe Quantenzahlen die Nicht-Diagonalelemente
gegeniiber den Diagonalelementen vernachlissigbar klein. In Anhang C sind
die Geschwindigkeitsmatrixelemente in der rechts/links Basis angegeben.

Fiir die Hall-Leitfahigkeit wird fiir die Energieableitung der Greenschen
Funktion der Zusammenhang nach Gleichung

@GT() (G <1—%27> (451)

verwendet, wobei der Faktor mit der Ableitung der Selbstenergie nach der
Energie nun aus dem Gleichungssystem

NJ'(E") dxr
1——— =141 o | dE' 0 11— — 4.52
" Za / E—E’—ZT')_Q( dE) (4.52)

bestimmt wird. N (E) bezeichnet die Zahl der Zusténde verschiedener Heli-
zitét und ist mit der Zustandsdichte Dj ohne Streuverbreiterung {iber

N§(E) = Dj(E) L, L, (4.53)

verkniipft.

Der Einflufl der Spin-Bahn-Kopplung soll nun im Vergleich zu dem Sy-
stem ohne Spin-Bahn-Kopplung erértert werden. Abbildung4.4/stellt die Wi-
derstandskomponenten des Systems mit Spin-Bahn-Wechselwirkung (a) fir
Parameter, die typisch fiir das Materialsystem InAs sind, den Widerstands-
komponenten ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung (b) gegeniiber. Die Wider-
standskomponenten sind {iber 1/B angetragen. Der Longitudinalwiderstand
Pz in Abbildung [4.4(a) zeigt im Vergleich zu p,, in Abbildung [4.4(b) eine
Schwebung in den SdH-Oszillationen. Die ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung
erwarteten Maxima, die durch die grauen Punkte markiert sind und die in
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Abbildung 4.4 (a): Berechneter longitudinaler Widerstand (p,.)
und Hall-Widerstand (p,,) fiir InAs (m* = 0.0229m,, ¢* = —14.9)
bei einer Elektronendichte von n, = 3.0 x 10"m™2 und Null-
feldbeweglichkeit 4 = 50m?/Vs fiir zwei Temperaturen T = 1K
(schwarz) und 3K (grau) (a) mit Spin-Bahn-Wechselwirkung von
&, = 2.5meV. und (b) ohne Die Punkte markieren die erwarteten
Maxima der SdH-Oszillationen ohne Spin-Aufspaltung und die Sym-
bole mit Kreuzen das Magnetfeld, nach Gleichung an denen
die Landau-Niveaus verschiedener Helizitaten iiberkreuzen. Im Gra-
phen fiir den Hall-Widerstand ist die Fermi-Energie aufgenommen.
Die gestrichelte Linie stellt den klassischen Grenzfall der SCBA bei
Entkopplung der Landau-Niveaus dar.

Abbildung [4.4(b) mit den Maxima der berechneten Leitféhigkeit {iberein-
stimmen, fallen in Abbildung [4.4(a) von Knoten zu Knoten abwechselnd
mit den Maxima und mit den Minima der berechneten Leitfdhigkeit zusam-
men. Daneben ist der longitudinale Widerstand im Zusammenhang mit dem
Uberkreuzen der Landau-Niveaus unterschiedlicher Helizitét, welches durch
die Kreuze markiert ist, moduliert. Er geht zwischen den Kreuzungspunk-
ten der Landau-Niveaus zuriick. Dies tritt bei Erhohung der Temperatur auf
T = 3 K, wenn die SdH-Oszillationen gedampft sind, deutlich zu Tage. Die
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Abbildung 4.4 (b): Berechneter longitudinaler Widerstand (p,.)
und Hall-Widerstand (p,,) fir die selben Parameter wie Abbildung
4.4(a) hier ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung.

gestrichelte Linie markiert zum Vergleich den klassischen Grenzfall der SC-
BA bei vollstandiger Entkopplung der Landau-Niveaus, wie er in Kapitel 2
erlautert wurde. Im Hall-Widerstand, der iiber B aufgetragen eine Gerade
ergabe, und in der Auftragung der Fermi-Energie, die bei hohen Magnetfel-
dern zwischen den Landau-Niveaus springt, sind keine Besonderheiten, die
iiber das verdnderte Energiespektrum durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung
hinausgehen, zu erkennen.

Da der Widerstand durch Tensorinversion aus der Leitfahigkeit gebil-
det wird, wodurch die longitudinale mit der transversalen Leitfahigkeits-
Komponente vermischt wird, betrachten wir im folgenden direkt die berech-
nete longitudinale Leitfahigkeit. Fir o,, > 0., gilt 0, ~ o0,,. Abbildung
4.5(a) zeigt die Leitfahigkeit o,, und die thermodynamische Zustandsdichte
an der Fermi-Kante Dp, die zu den Widerstinden in Abbildung 4.4 fiihren.
Die thermodynamische Zustandsdichte an der Fermi-Kante wird analog zur
Leitfahigkeit iiber

Dp = / dE ( ZJ;S ) D(E) (4.54)
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Abbildung 4.5 (a): Berechnete Zustandsdichte an der Fermi-
kante Dp und longitudinale Leitfdhigkeit mit den gleichen Para-
metern wie in Abbildung 4.4 bei zwei Temperaturen 7' = 1K
(schwarz) und T' = 3K (grau) (a) mit Spin-Bahn-Wechselwirkung
von @, = 2.5meV Die Punkte markieren die erwarteten Maxima
der SAH-Oszillationen ohne Spin-Aufspaltung und die Symbole mit
Kreuzen in (a) die Magnetfelder, nach Gleichung (4.27), bei denen
die Landau-Niveaus verschiedener Helizitét iiberkreuzen. Die gestri-
chelte Linie in der Leitfdhigkeit stellt den klassischen Grenzfall der
SCBA bei Entkopplung der Landau-Niveaus dar.

berechnet, mit D(E) = D"(E) + DY(E).

Die Leitfihigkeit sowie die Zustandsdichte oszillieren 1/B-periodisch, wo-
bei die Spin-Bahn-Wechselwirkung sich in dem typischen Schwebungsmuster
niederschligt. Bei Erhchung der Temperatur schmieren die SAH-Oszillationen
sowohl in der Zustandsdichte als auch in der Leitfahigkeit aus. Wahrend
aber die Zustandsdichte strukturlos wird und sich fiir die Systeme mit Spin-
Bahn-Wechselwirkung (a) und ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung (b) nicht un-
terscheidet, bleibt in der Leitfahigkeit in Abbildung [4.5(a) die Modulation
im Zusammenhang mit dem Uberkreuzen der Landau-Niveaus bestehen. Im



4.4 Auswertung der Kubo-Formel 7

;‘pfff'Aﬁﬁ“ﬁ”"ﬁ#ﬁ#ﬁ######eﬁﬁﬁﬁﬁ#ﬁﬁﬁfﬁ
* 5 6 1/B [I/T] é é w0

JuAt
il ik

Oy [67]
w
o
T T T T
JI—
T —
g
R —
[ —
—_— |
J—
J—

iz&ﬁﬁkk.;.l{“.LLL[hh[[................

1/B [L/T]

Abbildung 4.5 (b): Berechnete Zustandsdichte an der Fermikante
Dp und longitudinale Leitfahigkeit analog Abbildung [4.5(a). Hier
ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung &, = 0.0 meV zum Vergleich.

Vergleich zum klassischen Grenzfall bei Entkopplung der Landau-Niveaus
(gestrichelte Linie) wird deutlich, daf§ die Leitfahigkeit zwischen den Kreu-
zungspunkten der Landau-Niveaus durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung ver-
ringert ist. Die Leitfahigkeit wird ndmlich von der Streuleitfdhigkeit, die pro-
portional zur Streuverbreiterung ist (~ I'), gebildet. Wie im vorherigen Ab-
schnitt an Hand des Zwei-Niveau-Systems erldutert wurde, ist die Effizienz
der Streuung zwischen den Kreuzungspunkten der Landau-Niveaus verklei-
nert. Die Leitfdhigkeit wird maximal um 1/ V/2 unterdriickt. Die Modulation
auf Grund des Uberkreuzens der Landau-Niveaus ist nur in der Leitfahig-
keit zu beobachten, die als Korrelationsfunktion die Summe iiber Produkte
von Spektralfunktionen der verschiedenen Zustédnde enthélt, wahrend die Zu-
standsdichte nur die einfache Summe der Spektralfunktionen abbildet.

Der Einflufl der Streuung ist durch den Mischungskoeffizienten o, bei
der Berechnung der Selbstenergie gegeben. In den Leitfdhigkeitsrechnun-
gen ist er abhingig von den Entwicklungskoeffizienten ¢Z der rechts/links
Zusténde und damit vom Magnetfeld. Um den Einfluf der Erweiterung der
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Abbildung 4.6: (a) Die Situationen bei Entartung der Landau-
Niveaus mit unterschiedlicher Helizitét A und ohne Entartung B sind
schematisch dargestellt, wie sie in der Leitfahigkeit markiert sind. (b)
Longitudinale Leitfahigkeit o, fiir verschiedene «.,. bei T'= 3 K fiir
die gleichen Parameter wie in Abbildung Die Kreuze markie-
ren das Uberkreuzen der Landauniveaus unterschiedlicher Helizitét
und die gestrichelte Linie den klassischen Grenzfall der SCBA bei
Entkopplung der Landau-Niveaus.

SCBA auf die Leitfdhigkeit zu untersuchen, wollen wir die Mischungskoeffi-
zienten jetzt losgelost von dem Energiespektrum verdndern. Im Energiespek-
trum wird die Spin-Bahn-Kopplung beriicksichtigt, aber indem «,,» variiert
wird, ist die Streuung entweder zwischen rechts- und links-Niveaus moglich
(arrr — %) oder nicht (e, = d,./). Letzterer Fall stellt die Situation dar,
daf die Helizitédt mit verschwindender Spin-Bahn-Wechselwirkung in die rei-

ne Spin-Quantenzahl {ibergeht.
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Abbildung 4.7: Longitudinale Leitfahigkeit o, fiir die gleichen Pa-
rameter wie in Abbildung 4.4 mit festem ., = 0.6 und verschiedene
I'y bei T'= 3 K. Die gestrichelten Linien markieren jeweils den klas-
sischen Grenzfall der SCBA bei Entkopplung der Landau-Niveaus.

In Abbildung [4.6(b) ist die Abhéingigkeit der Leitfahigkeit von a,, ge-
zeigt. Dartiber in Abbildung [4.6(a) sind zur Erklarung des Ergebnisses zwei
Situationen A und B schematisch dargestellt. In Situation A sind die Energie-
niveaus energetisch entartet. So wird die Streuverbreiterung auch bei Beritick-
sichtigung der Tatsache, dafl zwischen Niveaus unterschiedlicher Helizitéat
gestreut werden kann «,., — 0.5, nicht verindert. Anders im Fall B, wenn
die Landau-Leitern der r/l-Zusténde nicht entartet sind. Wird hier in der
Streuung beriicksichtigt, dafl zwischen den Landau-Leitern rechts und links
gestreut werden kann o, — 0.5, sinkt die Effizienz der Streuung und damit
die Leitfahigkeit.

Abbildung 4.7/ zeigt die Abhéngigkeit der Leitfihigkeitsanderung von T'.
Hier erkennt man, daf} fiir wachsende Streuverbreiterung die Oszillationen
in der Leitfdhigkeit verschwinden. Wenn die Streuverbreiterung so grof3 ist,
dafl die Landau-Niveaus nicht mehr aufgelost werden, so ist der Effekt der
Erniedrigung der Leitfahigkeit nicht mehr zu beobachten.

Abschlieflend 148t sich bemerken, dafl die Nicht-Diagonalelemente im Ge-
schwindigkeitsoperator in den Rechnungen zwar beriicksichtigt wurden, al-
lerdings fiithren sie zu keiner ausgepréagten Verdnderung der Leitfahigkeit so-
lange die Fermi-Energie wie in dem hier betrachteten System grof3 gegen die
Landau-Aufspaltung sowie die Spin-Bahn-Aufspaltung ist, d.h. der Transport
in Zustdnden mit hohem Landau-Index stattfindet.

Wenn sich der Transport nur in den Zustidnden mit groflem Landau-
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Abbildung 4.8: Longitudinaler Magnetowiderstand p,, bei zwei
Temperaturen 7' = 1 K(schwarz) und 7' = 3K(grau) fiir InAs mit
m* = 0.0229m.,g = —14.9 mit Spin-Bahn-Wechselwirkung o, =
2.0 x 107" eVm. Die Nullfeldbeweglichkeit betrigt u = 50m?/Vs.
Im Inset ist das Amplitudenquadrat der Fourier-Transformierten der
Leitfdhigkeit iiber der Frequenz fi,5 und der Periode A;,p abgebil-
det.

Index an der Fermi-Kante abspielt, ist die verwendete konstante Spin-Bahn-
Wechselwirkung eine gute Naherung. Wird die urspriingliche Spin-Bahn-
Wechselwirkung proportional zum Impuls der Ladungstriger verwendet, wird
o, Quantenzahl-abhéngig. Um dennoch eine Quantenzahl-unabhéingige
Selbstenergie zu erhalten mufl der Mischungskoeffizient mit o, = % kiinst-
lich festgelegt werden. Eine solche Rechnung ist in Abbildung 4.8| gezeigt,
und in den wesentlichen Aspekten ergibt sich kein Unterschied zu den Rech-
nungen mit konstanter Spin-Bahn-Wechselwirkung.

In der Fourier-Analyse sind verschiedene Frequenzen zu erkennen. Die
zwei benachbarten Peaks bei f1,p ~ 6 bilden die zwei Frequenzen der SdH-
Oszillationen ab, wihrend der Peak bei fi/p =~ 1 von der Modulation durch
das Uberkreuzen der Landau-Niveaus verursacht wird.

Damit konnte nun der EinfluB der Spin-Bahn-Wechselwirkung auf die
Leitfahigkeit, wie sie mit der Kubo Formel in SCBA berechnet wird, ver-
standen werden. Interessant ist, dal sich neben den Schwebungen in den
SdH-Oszillationen das Uberkreuzen der Landau-Niveaus durch Spin-Bahn-
Wechselwirkung {iber die Streuung im Widerstand manifestiert. Die Mo-
dulation ist zu beobachten solange die Streuverbreiterung klein genug ist,
daf} die diskreten Landau-Niveaus aufgelost werden konnen. Die Tempera-
tur kann die SdH-Oszillationen aber bereits vollstdndig unterdriickt haben.
Dieses Ergebnis wurde bislang noch nicht theoretisch abgeleitet, allerdings
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erhélt es Unterstiitzung, da ein dhnlicher Effekt in den SAH-Oszillationen fiir
zwei besetzte Subbénder vorhergesagt wurde [Aver01]. Die Beobachtung der
iiberkreuzenden Landau-Niveaus ermoglicht Schwebungen, die auch durch In-
homogenitéten in der Elektronendichte zustande kommen [Bros99] konnen,
von den Schwebungen auf Grund der Spin-Bahn-Wechselwirkung zu unter-
scheiden.

Im néchsten Kapitel wird dem System ein laterales Ubergitter hinzugefiigt
und das Augenmerk auf die Verdnderung des Energiespektrums gelegt. Dabei
sollen die Effekte der Streuung eine untergeordnete Rolle spielen.
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KAPITEL 5

Laterale Modulation und
Spin-Bahn-Wechselwirkung

Nachdem die Spin-Bahn-Wechselwirkung im homogenen 2DES
untersucht wurde, kann nun eine laterale periodische Modulati-
on in die Rechnung mitaufgenommen werden. Die zwei Aste des
durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung bereits bei verschwinden-
dem Magnetfeld aufgespaltenen Energiespektrums manifestieren
sich zusammen mit der periodischen Modulation in zwei gegen-
einander verstimmten Frequenzen der fiir das laterale Ubergitter
typischen 1/B-periodischen Oszillationen im Magnetotransport.
Dies wird mit Hilfe der Minibandstruktur fiir B = 0 erlautert und
anschliefend durch Berechnung der Leitfahigkeitskomponenten
nachgewiesen. Wahrend fiir das homogene System im Magnet-
feld die Helizitat eine Erhaltungsgrofie ist, mischt das periodische
Potential diese Zustédnde.

5.1 Minibandstruktur mit Spin-Bahn-Wech-
selwirkung

Das Energiespektrum der Elektronen des lateralen Halbleiter-Ubergitters ist
mit der Minibandstruktur wiedergegeben. Die Minibédnder bilden sich, in-

83
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dem die parabolische Energiedispersion des homogenen Systems durch die
laterale Modulation aufreifit. In Kapitel |3 wurde der Einflul des Halblei-
termaterials im Energiespektrum des lateralen Halbleiter-Ubergitters allein
durch die effektive Masse beriicksichtigt. Nun wird fiir die Beschreibung der
Halbleiter-Heterostruktur eine Spin-Bahn-Kopplung auf Grund des Rashba-
Effekts hinzugenommen. Der Hamiltonian fiir die Spinzustédnde, quantisiert
entlang der z-Achse, lautet jetzt

H:(%?(ngLﬂj) %:(wﬁmy)) +(v(rg,y) V(g)y))_ (5.1)

7 (7 — m'y) Dy (Wi + 7;)

Der erste Term trégt der Heterostruktur mit Elektronen der effektiven Masse
m* und Spin-Bahn-Kopplung «, Rechnung. Dies fiihrt fiir V(z,y) = 0 zu
dem in Kapitel 4 diskutierten Energiespektrum aus zwei Energieésten. Das
Potential V (z,y), diagonal in den Zustédnden up/down, fithrt nun weiter zu
einem Aufspalten des Energiespektrums in Minibédnder. Im linken Teil der
Abbildung 5.1list das Energiespektrum fiir ein eindimensionales Potential
Viz,y)=V(z) = %cos(%rx) (5.2)
mit der Ubergitterkonstante & = 75nm und der Modulationshéhe V; =
6meV entlang der k,- und k,-Achse der Brillouin-Zone gezeigt. Zur Be-
rechnung wurde der Hamiltonian (5.1) in der ersten Brillouin-Zone in ebe-
ne Wellen entwickelt und die resultierende Matrix diagonalisiert. Die iiber
der Brillouin-Zone aufgetragen Eigenwerte bilden die Minibandstruktur. Ob-
wohl das betrachtete System nur in z-Richtung periodisch moduliert ist,
wurde fiir die Rechnung und die Darstellung in y-Richtung eine kiinstli-
che Periodizitéit angenommen (sogenanntes leeres Gitter), so dafi sich eine
quadratische Brillouin-Zone ergibt. In der Abhéngigkeit der Energiedisper-
sion von k, ist die zum Betrag des Wellenvektors k proportionale Aufspal-
tung durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung Ago = 2a,k zu erkennen. Die
Riickfaltung erfolgt an der kiinstlichen Brillouin-Zonengrenze. In der Ener-
giedispersion auf der k,-Achse findet sich die Energieliicke zwischen erstem
und zweiten Miniband fiir den inneren Ast der Energiedispersion innerhalb
der ersten Brillouin-Zone und fiir den &ufleren Ast auflerhalb. Genau auf
der Brillouin-Zonengrenze senkrecht zur Modulationsrichtung sind die Ener-
giediste entartet. Diese Entartung ist intuitiv zu verstehen, da am Brillouin-
Zonenrand ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung die Energiedispersion flach wird,
d.h. die Gruppengeschwindigkeit verschwindet. Damit verschwindet ebenfalls
die Aufspaltung durch die Spin-Bahn-Kopplung.
Im vorangegangenen Kapitel wurde das Modell der konstanten Spin-
Bahn-Wechselwirkung verwendet, da fiir den Magnetotransport hauptsachlich
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Abbildung 5.1: Minibandstruktur im wiederholten Zonensche-
ma fiir Leitungsbandelektronen von InAs (m* = 0.0229m,.) un-
ter Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung a, = 2.0 x
107" eVm in einem eindimensionalen Kosinus-Potential in -
Richtung nach Gleichung (5.2) mit Gitterkonstante ¢ = 75nm und
Modulationsamplitude Vy; = 6meV. Links ist die Minibandstruk-
tur entlang der k.- und £,-Richtung abgebildet. In k,-Richtung ist
eine kiinstliche Periodizitdt (leeres Gitter) mit der Gitterkonstan-
te a eingefiihrt. Rechts sind die Fermi-Konturen bei der Energie
Er = 35meV im wiederholten Zonenschema abgebildet. Der dunke-1
bzw. hellgraue Kreis markiert die Spin-aufgespaltenen Fermi-Kreise
ohne Modulation. Der Inset zeigt die Fermi-Konturen des markierten
Ausschnitts in der Vergréflerung.

die Zusténde an der Fermi-Kante relevant sind. In Abbildung|5.2/ist das Ener-
giespektrum analog zu Abbildung 5.1 gezeigt, allerdings nun mit konstanter
Spin-Aufspaltung Ago = 2a, und a, = 2.5meV. Bei kleinen k-Werten be-
ruht der Unterschied in der Minibandstruktur zwischen den beiden Model-
len fiir die Spin-Bahn-Wechselwirkung auf dem unterschiedlichen Betrag der
Spin-Aufspaltung. Die Energieentartung an der Brillouin-Zonengrenze oder
die verschobenen Energieliicken bleiben als wesentliche Merkmale im Ener-
giespektrum erhalten. Die Entartung am I'-Punkt (k = 0) an der Leitungs-
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Abbildung 5.2: Minibandstruktur analog zu Abbildung/5.1 fiir Lei-
tungsbandelektronen von InAs (m* = 0.0229m.) unter Beriicksich-
tigung einer jetzt konstanten Spin-Bahn-Wechselwirkung mit a, =
2.5meV in einem eindimensionalen Kosinus-Potential in z-Richtung
nach Gleichung (5.2) mit Gitterkonstante a = 75nm und Modula-
tionsamplitude Vy = 6 meV. Links ist die Minibandstruktur entlang
der k,- und k,-Achse abgebildet. In k,-Richtung ist eine kiinstli-
che Periodizitit (leeres Gitter) mit der Gitterkonstante a eingefiihrt.
Rechts sind die Fermi-Konturen bei der Energie Fr = 35meV im
wiederholten Zonenschema abgebildet. Der dunkel- bzw. hellgraue
Kreis markiert die Spin-aufgespaltenen Fermi-Kreise ohne Modula-
tion. Der Inset zeigt die Fermi-Konturen des markierten Ausschnitts
in der Vergroferung.

bandkante entfillt. Die Energiedispersion an der Fermi-Kante, die in den
Fermi-Konturen bei Fr = 35 meV abgebildet ist, bleibt wie erwartet nahezu
unverandert.

Werden nun die Fermi-Konturen analysiert, wie sie in Abbildung
(rechts) oder Abbildung 5.2 (rechts) fiir Fr = 35meV abgebildet sind, fallt
zunachst auf, dal sich die Fermi-Konturen durch die Spin-Bahn-Kopplung
und die damit verbundene Aufspaltung des Energiespektrums in zwei Aste
verdoppeln. Die zwei Fermi-Kreise, die wie Eisenbahnschienen nebeneinan-
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der liegen, werden weiter durch die Modulation an der Brillouin-Zonengrenze
aufgebrochen, so daf} sich fiir beide Kreise eigene Ellipsen bilden, die so wie-
derum paarweise auftreten.

Wird senkrecht zum 2DES ein Magnetfeld angelegt, lassen sich die Fermi-
Konturen, wie in Kapitel 1/ und 3| erlautert, durch eine Drehung um den
Winkel 7/2 und Skalierung mit dem Quadrat der magnetischen Linge A? in
einem semiklassischen Bild in Trajektorien im Orts-Raum {ibersetzen, ent-
lang derer die Elektronen durch das externe Magnetfeld getrieben werden.
Fiir schwache Magnetfelder laufen die Elektronen demnach entlang der durch
die Spin-Bahn-Wechselwirkung unterschiedlich groflen Ellipsen, bis das Ma-
gnetfeld ausreicht, die Energieliicken zu durchtunneln und die Elektronen
wieder den markierten Fermi-Kreisen folgen. Aufgrund der unterschiedlichen
Flachen, die umrundet werden, je nachdem ob das Elektron auf der rech-
ten oder auf der linken Schiene lauft, resultieren die paarweise auftreten-
den Fermi-Konturen in gegeneinander verstimmten Frequenzen der Magneto-
widerstandsoszillationen und sowohl in den neuartigen Quantenoszillationen
als auch fiir die SAH-Oszillationen wird ein Schwebungsmuster erwartet. Die
semiklassische Argumentation, welche die Fermi-Konturen in Magnetowider-
standsoszillationen iibersetzt, beriicksichtigt zwar den Spinfreiheitsgrad nicht
explizit, allerdings beruht sie auf dem Energiespektrum, in dem sich die
Spin-Bahn-Kopplung in einer Energieaufspaltung manifestiert. So ist fiir alle
Zustéande auf den Fermi-Kreisen der Betrag der Ableitung der Energiedisper-
sion nach dem Wellenvektor k senkrecht zur Energiekontur bei fester Energie
gleich, woraus folgt, dal die Gruppengeschwindigkeit ohne angelegtes Ma-
gnetfeld identisch ist. Indem die Elektronen vom Magnetfeld im semiklassi-
schen Bild dennoch entlang zweier unterschiedlich grofier Fermi-Kreise - je
nach Schiene - getrieben werden, ist die Beeinflussung der Bahn-Bewegung
durch die Spin-Bahn-Kopplung iiber das Energiespektrum beriicksichtigt.

Die Periodizitéiten der SdH-Oszillationen A??ELH ~ ergeben sich, wenn
man in Gleichung (3.1) die Spin-Aufspaltung als zwei Bander mit verschiede-
ner Elektronendichte und somit unterschiedlicher Fermi-Energie betrachtet,
zu

o h
ASdH.Jr/ _ € 53

wobei Ago die Spin-Aufspaltung an der Fermi-Energie ist. Die Periodizitaten
der neuartigen Quantenoszillationen auf Grund der Minibandstruktur be-
stimmen sich fiir ein 1D-Ubergitter iiber die Beziehung (1.30), wobei durch
die Spin-Aufspaltung zwei Flichen moglich sind. Aus der Fliche ergibt
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sich mit der Spin-Aufspaltung Ago

1Dt/ 2mi(Bp £ TAso)T T 2m*(Ep £ $As0) ™\ 2
v ISR g () [ S ()
h h

a
4m*(EF + %ASO) . 7Th
— arcsin

hQ a\/Qm*(EF + %Aso).
(5.4)

a

Fiir das 2D-Ubergitter ergeben sich die Frequenzen analog aus der Fliche
(3.6) mit der Beziehung (1.30).

Neben den reinen Quantenoszillationen, die aus der Minibandstruktur
und dem Energiespektrum folgen, hat die Spin-Bahn-Wechselwirkung eben-
falls Einflufl auf die Kommensurabilitéits-Oszillationen. Aus den Spin-aufge-
spaltenen Fermi-Kreisen folgen zwei unterschiedliche Zyklotronradien, was
sich in einer Schwebung der Kommensurabilitéts-Oszillationen niederschlagt
[Maga94]. Die Periodizitdt der sich iiberlagernden Oszillationen ist tiber die
Beziehung

CO:+/— ca
Ay = —. (5.5)
2\/2m*(EF + 1 Ago)

aus der Gleichung (3.3) abzuleiten, wenn die verschiedenen Zyklotronradien
mit der Kommensurabilidtsbedingung in Beziehung gesetzt werden.

Bevor wir nun die magnetische Minibandstruktur mit Spin-Bahn-Wech-
selwirkung untersuchen, betrachten wir die Vergréfierung der Energiekontu-
ren in Abbildung 5.1 oder 5.2. Ohne die Modulation (V5 = 0) wére die inne-
re Fermi-Kontur von der dufleren getrennt. Stellt man sich das Magnetfeld
vor, wie es die Elektronen auf den Aquipotentiallinien der Energiedispersion
entlangtreibt, werden ohne Modulation Elektronen nicht von der inneren
Kontur auf die duflere wechseln. Deshalb konnen die Elektronen mit Spin-
Bahn-Wechselwirkung im homogenen System, wie in Kapitel |4 ausgefiihrt,
anhand ihrer Helizitdt unterschieden werden. Nur die Streuung macht den
Ubergang zwischen Zustinden mit verschiedener Helizitit moglich. Eine an-
dere Situation ergibt sich mit Modulation, welche die Helizitédten vermischt.
Eine Analyse der Fermi-Konturen zeigt, dal dann zwischen den inneren und
auleren Teilstiicken mit dem Durchtunneln schon kleiner Energieliicken ge-
wechselt werden kann.

Anstatt dem Magnetfeld nur die Rolle zuzuweisen, die Elektronen entlang
der Fermi-Konturen zu treiben, soll nun die magnetische Minibandstruktur
diskutiert werden. Zu deren Berechnung wird, wie bereits in Kapitel |3 durch-
gefithrt, im Hamiltonian explizit das externe magnetische Feld beriicksichtigt.
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Abbildung 5.3: Ausschnitt aus der magnetische Minibandstruktur
fiir Elektronen mit m* = 0.0229m, und ¢* = —14.9 fiir Kosinus-
Potential nach Gleichung (5.2). (a) mit V5 = 3meV und ohne Spin-
Bahn-Wechselwirkung; (b) mit Spin-Bahn-Wechselwirkung o, =
0.5x 107" eVm (c) mit V5 = 9meV und Spin-Bahn-Wechselwirkung;
(d) gleiche Situation wie in (c) allerdings Modulationspotential nur
mit Diagonalelementen in der Helizitét beriicksichtigt. Die Dreiecke
an den Energieachsen markieren die Flachbandbedingungen.

Mit dem Magnetfeld quantisiert das Energiespektrum in Landau-Niveaus,
deren Entartung wiederum durch die Modulation aufgehoben wird. Der Ha-
miltonian [5.1, der das 2DES mit Spin-Bahn-Kopplung und Modulation be-
schreibt, wird nun nach den Eigenfunktionen des homogenen 2DES mit Spin-
Bahn-Wechselwirkung entwickelt und diagonalisiert. Wahrend das homogene
System (Vy = 0) Eigenfunktionen mit definierter Helizitéat 7 € {rechts/links}
besitzt, ist die Helizitét, wie oben bereits in der semiklassischen Argumen-
tation angedeutet, im lateralen Ubergitter keine gute Quantenzahl mehr.
Die Matrixelemente des Modulationspotentials (n'X}7’'|e®|nX,7) , wie im
Anhang [C angegeben, verschwinden nicht allgemein fiir 7/ # 7, so dafl in
der magnetischen Minibandstruktur die Landau-Béander nicht nach der He-
lizitdt unterschieden werden kénnen. In Abbildung 5.3 sind einige Beispiele
zur magnetischen Minibandstruktur des lateralen Halbleiter-Ubergitters mit
der Gitterkonstante a = 75nm in InAs abgebildet.

Ohne Spin-Bahn-Aufspaltung, wenn nur die Zeemann-Aufspaltung mit
g" = —14.9 beriicksichtigt wird, sind die Spin-aufgespaltenen magnetischen
Minibénder fiir ein 1D-Ubergitter mit einer Modulationsamplitude von V) =
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3meV in Abbildung [5.3(a) parallel. Die Flachbandbedingung stimmt nicht
mehr exakt mit den flachen magnetischen Minibéndern iiberein, da die Uber-
gitterkonstante a = 75 nm so kurz und die Modulationsamplitude so grof} ist,
dafl die Storungsrechnung, aus der die Flachbandbedingung abgeleitet wird,
nicht mehr zutrifft. Mit Hinzunahme einer schwachen Spin-Bahn-Wechsel-
wirkung o, = 0.5 x 107" eVm in Abbildung [5.3(b) koénnen dispersive und
flache Bander zusammenfallen. Bei Erhohung der Modulationsstérke auf V) =
9meV in Abbildung 5.3(c) und (d) bilden sich zwei stark dispersive Aste aus.
In Abbildung [5.3(d) ist das Modulationspotential nur durch die Diagonal-
elemente in der Helizitdt beriicksichtigt, d.h. die magnetischen Minibédnder
besitzen noch eine definierte Helizitét. Die Bander {iberkreuzen sich nun und
die vermiedenen Bandkreuzungen verschwinden. Im Vergleich von Abbildung
5.3(c) und (d) wird deutlich, da die Struktur des magnetischen Miniband-
schemas auch ohne Diagonalelemente erhalten bleibt. Dies pafit mit den Er-
kenntnissen aus der Analyse der Fermi-Konturen zusammen, da auch mit
Modulationen innere und duflere Schienen anndhernd unterschieden werden
koénnen.

Im Magnetotransport werden die Verdnderungen in der Minibandstruk-
tur zwischen Abbildung [5.3(c) und (d) nicht auffallen, da die durch Nicht-
Diagonalelemente der Modulation verursachten Energieliicken so klein sind,
daf sie von der Storstellen-Verbreiterung iiberdeckt werden. Die in Kapitel
eingefithrte Erweiterung der Theorie mit einer Helizitédt-abhidngigen Selbst-
energie braucht aber eine definierte Helizitéit der Greenschen Funktion. Dafiir
wére die Minibandstruktur in Abbildung 5.3(d) geeignet, da die Modulation
die Helizitédten nicht mischt. Es besteht fiir die folgenden Magnetotransport-
rechnungen also der Zwiespalt, ob auf die korrekte Behandlung der Spin-
erhaltenden Streuung in SCBA oder auf die vollstdndige Beschreibung der
Modulation bestanden werden soll.

In Kapitel 4 wurde die korrekte Beschreibung der Spin-erhaltenden Streu-
ung in SCBA ausfiihrlich diskutiert. Da die Auswirkung der Streuung auf den
Magnetotransport am homogenen System verstanden wurde, bietet es sich
nun an Abstriche in der Behandlung der Streuung zu machen und dafiir aber
die Modulation vollstédndig einzuschlieen. Im folgenden wird also die SC-
BA fiir das laterale Halbleiter-Ubergitter weitergefiihrt, obwohl die Helizitét
keine gute Quantenzahl mehr ist. Dafiir werden die Mischungskoeffizienten
Zu Oz = % gesetzt. Damit ist nun die Selbstenergie fiir rechts- und links-
Zusténde identisch. Fiir den Grenzfall verschwindender Spin-Bahn-Kopplung
gelangt man damit aber nicht mehr zur SCBA ohne Beriicksichtigung des
Spin-Freiheitsgrades zuriick, wo o,z — 0,7 gilt.
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5.2 Magnetowiderstandsoszillationen

Aufbauend auf der magnetischen Minibandstruktur werden nun unter Aus-
wertung der Kubo-Formel die Magnetotransportgréfien berechnet. Im vor-
ausgegangenen Abschnitt wurde eine Aufspaltung der verschiedenen 1/B-
periodischen Magnetowiderstandsoszillationen vorhergesagt.

In der quantenmechanischen Rechnung mischt das Modulationspotenti-
al die Zustinde unterschiedlicher Helizitdt. Damit ist die Helizitdt anders
als beim homogenen System keine Erhaltungsgrofie. Zur Beriicksichtigung
der Streuung werden nun in Gleichung (4.38) zur Bestimmung der Selbst-
energie die Mischungskoeffizienten o,z = % gesetzt und die Berechnung der
Selbstenergie von den Koeffizienten der Eigenzusténde in der up/down-Basis
getrennt. Damit sind wir auch nicht mehr auf die Unabhéngigkeit der Koeffi-
zienten von der Quantenzahl n angewiesen und es kann jetzt die k-abhéngige
Spin-Bahn-Wechselwirkung verwendet werden. Im folgenden wollen wir unser
Augenmerk auf die Magnetowiderstandsoszillationen richten, die tatséchlich
durch die Verédnderung des Energiespektrums zustandekommen, nachdem wir
die Spin-Bahn-Wechselwirkung im Zusammenhang mit der Streuung in Ka-
pitel [4] verstanden haben.

In Abbildung ist die longitudinale Leitfdhigkeit fiir ein System in In-
As (m* = 0.0229m.) dargestellt, wobei diesmal fiir die Modulation nach
Gleichung (5.2) mit Gitterkonstante ¢ = 75nm eine Modulationsamplitude
Vo = 3.0meV gewéhlt wurde. Anstatt die Elektronendichte festzulegen, wur-
de diesmal aus numerischen Griinden die Fermi-Energie bei Fr = 30 meV
fixiert, was einer Elektronendichte von ng = 2.9 x 10 m~2 entspricht. Die
Nullfeldbeweglichkeit liegt bei p = 50m?/Vs.

In Abbildung 5.4(a) ist die Leitfihigkeit fiir das laterale Ubergitter ohne
Spin-Bahn-Wechselwirkung (o, = 0) dargestellt. Bei der tiefen Temperatur
von T' = 1.0K sind die SdH-Oszillationen zu erkennen, deren Einhiillen-
de von den Kommensurabilitéits-Oszillationen bestimmt ist. Mit Erhéhung
der Temperatur verschwinden die SAH-Oszillationen und die Kommensurabi-
litdats-Oszillationen bleiben iibrig. Die Kommensurabilitéts-Oszillationen sind
in den beiden Leitfdhigkeitskomponenten gegenphasig. Da in der SCBA der
Mischungskoeffizient o,z = % gesetzt ist, was fiir verschwindende Spin-Bahn-
Kopplung zum falschen Grenzfall fiihrt, bleibt die Leitfahigkeit deutlich un-
ter dem Grenzfall der SCBA fiir entkoppelte Landau-Niveaus (gestrichelte
Linie), obwohl in oy, als zusétzlicher Term die Band-Leitfihigkeit beitrégt.

Weiter markieren die Kommensurabilitdtsbedingungen nicht mehr exakt
die Position der Maxima in 0,, oder Minima in o,,, was auf die kleine Gitter-
konstante zuriickzufiihren ist. Dies wurde bereits in der magnetischen Mini-
bandstruktur deutlich und auch im Experiment bereits beobachtet [Albr00].
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Abbildung 5.4 (a): Longitudinale Leitfahigkeiten o,, und o, fir
ein 2DES in InAs (m* = 0.0229m,) mit einer Nullfeldbeweglichkeit
1 = 50 m?/Vs bei zwei Temperaturen. Das laterale Ubergitter ist mit
einer Kosinus-Modulation nach Gleichung (5.2) mit V5 = 3.0 meV
und ¢ = 75nm modelliert. Die Fermi-Energie wurde bei Fp =
30meV fixiert, was einer Elektronendichte von ng = 2.9 x 10'® m~2
entspricht. Es ist keine Spin-Bahn-Wechselwirkung beriicksichtigt
(a, = 0.0eVm), allerdings wurde o,z = % gesetzt. Die Dreiecke mar-
kieren die Kommensurabilitéits-Bedingung und die Kreise die Ma-
xima der SdH-Oszillationen ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung. Die
gestrichelte Kurve gibt das SCBA-Resultat bei Entkopplung der
Landau-Niveaus wieder.

In Abbildung(5.4(b) sind die Leitfahigkeitskomponenten o,, und o, fir
das 2DES mit Spin-Bahn-Wechselwirkung o, = 2.0 x 107'* eVm dargestellt.
In den SdH-Oszillationen der Tieftemperatur-Kurve (T = 1.0K) schldgt
sich die Spin-Bahn-Wechselwirkung deutlich in einer Schwebung nieder. Bei
hoherer Temperatur 7' = 3.0 K sind die SdH-Oszillationen ausgedédmpft. Es
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Abbildung 5.5 (b): Longitudinale Leitfshigkeiten o,, und o, fir
die gleichen Parameter wie in Abbildung [5.4(a), aber hier ist eine
Spin-Bahn-Wechselwirkung von a, = 2.0 x 10~ eVm beriicksichtigt.

bleibt eine langsame Oszillation iibrig, die mit dem Uberkreuzen der Landau-
Niveaus durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung korreliert. Dieser Modulation
iiberlagert sind die Kommensurabilidts-Oszillationen, deren genaue Periodi-
zitdat aber aus der Abbildung nicht ersichtlich wird.

Um die Perioden der verschiedenen Oszillationen genau zu untersuchen
wurden die berechneten Leitfihigkeiten Fourier-transformiert. Im Intervall
des inversen Magnetfeldes 1/B von 6 T~! bis 1/B = 11 T~! wurde der oszil-
latorische Anteil der Leitfihigkeiten separiert, indem die Differenz der Daten
bei zwei Temperaturen 7' = 1.0K und 7" = 8.0 K gebildet wurde. Artefakte
durch die Fourier-Transformation eines endlichen Datensatzes sind durch die
Verwendung eines Hanning-Fensters [Pres92| unterdriickt.

In Abbildung (5.6 ist das Betragsquadrat des Fourier-Spektrums fiir ver-
schiedene Stérken der Spin-Bahn-Wechselwirkung aufgetragen. Man erkennt
das Aufspalten der verschiedenen 1/B-periodischen Oszillationen mit wach-
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Abbildung 5.6: Betragsquadrat des Fourier-Spektrums der
Leitfahigkeiten o,, und o, fiir Parameter wie in Abbildung 5.4 und
verschiedene Stérken der Spin-Bahn-Wechselwirkung a,. Die Aufbe-
reitung der Daten ist im Text beschrieben. Die Periode der Kommen-
surabilitéits-Oszillationen (Weiss) nach Gleichung (5.5), der Quante-
noszillationen auf Grund der Minibandstruktur (1D) nach Gleichung
(1.30) mit (5.4) und die SdH-Oszillationen (SdH) nach Gleichung
(5.3) sind eingetragen. Die Pfeile weisen auf den Beitrag durch das
Uberkreuzen der Landau-Niveaus.

sender Spin-Bahn-Kopplung. Die Periode der Kommensurabilitats-Oszilla-
tionen nach Gleichung (5.5), der Quantenoszillationen auf Grund der Mi-
nibandstruktur nach Gleichung mit und die SdH-Oszillationen
nach Gleichung (5.3) sind eingetragen und sagen die Maxima des Fourier-
Spektrum der quantenmechanischen Rechnung genau vorher. Fiir o, > 2.0 X
107" eVm ist fiir kleinere Frequenzen f,5 neben dem Kommensurabilitéts-
Gewicht der Beitrag durch die iiberkreuzenden Landau-Niveaus, markiert
mit Pfeilen, zu erkennen.
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Abbildung 5.7: Betragsquadrat des Fourier-Spektrums der
Leitfdhigkeiten o,, und o,, fiir Parameter wie in Abbildung /5.4
und verschiedene Fermi-Energien. Die Aufbereitung der Daten ist im
Text beschrieben. Die Periode der Kommensurabilitéits-Oszillationen
(Weiss) nach Gleichung (5.5), der Quantenoszillationen auf Grund
der Minibandstruktur (1D) nach Gleichung mit (5.4) und die
SdH-Oszillationen (SdH) nach Gleichung (5.3)) sind eingetragen. Die
Pfeile weisen auf den Beitrag durch das Uberkreuzen der Landau-
Niveaus.
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In Abbildung ist die Abhéngigkeit der Periodizitdt der Magneto-
widerstandsoszillationen von der Fermi-Energie untersucht. Fiir kleine Fermi-
Energien Fr = 10meV ist das Gewicht der Oszillationen in der Band-
leitfahigkeits-dominierten Leitfdhigkeitskomponente oy, deutlich héher. Al-
lerdings lassen sich die verschiedenen 1/B-Perioden noch nicht trennen. Fiir
hohe Fermi-Energie Fr sind sie klar unterscheidbar und alle beobachtba-
ren Frequenzen stimmen gut mit den Vorhersagen iiberein. Wieder 148t sich
neben den Kommensurabilitéits-Oszillationen bei kleineren Frequenzen die
Signatur der durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung iiberkreuzenden Landau-
Niveaus erkennen, worauf die Pfeile verweisen.

Bei den hier untersuchten Systemen findet der Magnetotransport in Mi-
nibdndern mit hohem Minibandindex statt. Beim Transport in niedrigen
Minibédndern sind auch Effekte der Nichtdiagonalelemente der Geschwindig-
keitsmatrixelemente zu erwarten, die hier fiir hohe Minibénder keine Rolle
spielen. Sie sind in der numerischen Rechnung zwar beriicksichtigt, ihr Bei-
trag zur Leitfahigkeit ist aber vernachléssigbar klein.

Die quantenmechanische Rechnung kann als Leitfaden fiir die wachsende
Zahl von Rechnungen dienen, die den Spin in semiklassischen Naherungen
[Aman01] beriicksichtigen.

Die Spin-Bahn-Wechselwirkung wirkt sich in der quantenmechanischen
Beschreibung also iiber zweierlei Effekte im Magnetotransport von lateralen
Halbleiter-Ubergittern aus. Einerseits fithrt die Spin-Bahn-Wechselwirkung
zu einer Modulation der Streueffizienz. Dieser Effekt, mit dem das Uber-
kreuzen der Landau-Niveaus im Magnetowiderstand zu beobachten ist, tritt
auch ohne Modulation auf. Andrerseits verdndert die Spin-BahnWechsel-
wirkung das Energiespektrum im lateralen Ubergitter. Dies duBert sich, wie
in der quantenmechnanischen Rechnung gezeigt wurde, in einer Schwebung in
den Magnetowiderstandsoszillationen. Dabei werden sowohl die klassischen
d.h. die Kommensurabilitats-Oszillationen als auch die Quantenoszillationen
verdndert.



Zusammenfassung

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die quantenmechanische Rech-
nung zum Magnetotransport in lateralen Halbleiter-Ubergittern und der Ein-
flul der Spin-Bahn-Wechselwirkung in zweidimensionalen Elektronensyste-
men ohne und mit Modulation.

Laterale Halbleiter-Ubergitter eignen sich hervorragend fiir das Studi-
um der Physik von Elektronen im periodischen Potential. Diese Systeme
werden in Halbleiter-Heterostrukturen realisiert, indem einem zweidimen-
sionalen Elektronensystem in der Ebene der freien Bewegung ein periodi-
sches Potential aufgepréigt wird. Fiir das Elektronensystem in der Halbleiter-
Heterostruktur existiert eine Spin- Bahn- Wechselwirkung (Rashba-Term), die
neben den Materialparametern des Halbleiters von der Asymmetrie des Con-
finementpotentials bestimmt wird. Mit dieser Wechselwirkung kann der Spin-
Freiheitsgrad der Elektronen durch ein externes elektrisches Feld manipuliert
werden, wodurch sie fiir den Einsatz in der Spintronik von groflem Interesse
ist.

In der experimentell zugénglichen Mefigrofle des Magnetowiderstandes,
d.h. der Abhéngigkeit des Widerstandes des Systems von einem externen
Magnetfeld, spiegeln sich das Energiespektrum und die elektronischen Eigen-
schaften des Ladungstriagersystems in verschiedenen 1/B-periodischen Oszil-
lationen wieder. Fiir die Interpretation solcher Mefidaten zeigt die durch-
gefithrte quantenmechanische Berechnung des Magnetotransports grundle-
gende Zusammenhénge auf, indem sie zum einen die physikalischen Mecha-
nismen der im Experiment beobachteten Phénomene offenlegt, als auch neue,
noch nicht beobachtete Effekte voraussagt.
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98 Zusammenfassung

Es wurde gezeigt, dafl die vollstédndige quantenmechanische Berechnung
der Magnetoleitfahigkeit fiir ein Elektronensystem mit eindimensionaler elek-
trostatischer Modulation neben den Shubnikov-de Haas-Oszillationen und
den Kommensurabilitdts-Oszillationen auch die im Experiment beobachteten
Quantenoszillationen auf Grund der durch das periodische Potential gebilde-
ten Minibandstruktur reproduziert. Die Periodizitét dieser Oszillationen war
bisher in einem semiklassischen Bild mit den von Elektronenbahnen einge-
schlossenen Flachen im k-Raum erklért.

Die quantenmechanische Berechnung des Magnetotransports, welche so-
wohl die periodische Modulation als auch das externe Magnetfeld im Sy-
stemhamiltonian beriicksichtigt, konnte diese Oszillationen auf die Ausbil-
dung einer charakteristischen magnetischen Minibandstruktur aus {iberlap-
penden magnetischen Minibdndern zuriickfithren. Diese magnetische Mini-
bandstruktur entsteht unter Vermeidung von Niveaukreuzungen aus einem
kontinuierlichen Energiedispersionszweig, der mit offenen Bahnen in einem
semiklassischen Bild in Verbindung steht, und flachen Landau-Béandern, die
den Zyklotronbahnen entsprechen.

Mit der Auswertung der Kubo-Formel iibersetzt sich die magnetische Mi-
nibandstruktur iiber verschiedene Leitfdhigkeitsmechanismen in den Magne-
totransport. Die Inter-Miniband-Leitfahigkeit ist durch die Zustandsdichte
bestimmt, wahrend die Intra-Miniband-Leitfdhigkeit von der Dispersion der
magnetischen Minibéander getragen ist. Wahrend das semiklassische Bild nur
die Periodizitat der Quantenoszillationen erklaren konnte, stellte sich mit der
quantenmechanischen Rechnung heraus, dafl die Phasenlage der Minibandos-
zillationen vom dominierenden Leitfdhigkeitsmechanismus abhéngt. Fiir ein
in einer Raumrichtung moduliertes, laterales Halbleiter-Ubergitter sagt so die
quantenmechanischen Rechnung voraus, dafl eine Gegenphasigkeit der Quan-
tenoszillationen in den Leitfahigkeitskomponenten senkrecht und parallel zur
Modulationsrichtung beobachtbar sein sollte. Damit kénnte die Ausbildung
einer magnetischen Minibandstruktur, die sich iiber verschiedene Leitfdahig-
keitsmechanismen im Magnetotransport niederschliagt, im Experiment nach-
gewiesen werden.

Neben den Quantenoszillationen auf Grund der Minibandstruktur wur-
de der Einflu der Spin-Bahn-Wechselwirkung auf den Magnetotransport in
lateralen Halbleiter-Ubergittern durch quantenmechanische Berechnung un-
tersucht. Diese Rechnung zum Magnetotransport fiir zweidimensionale Elek-
tronensysteme mit Spin-Bahn-Wechselwirkung erfordert die Erweiterung der
selbstkonsistenten Bornschen Naherung zur Beriicksichtigung der Storstellen
bei der Auswertung der Kubo-Formel um den Spin-Freiheitsgrad. Die Spin-
Bahn-Wechselwirkung fiithrt dazu, dafl der Spin keine gute Quantenzahl mehr
ist. Fiir die Eigenzusténde des Elektronensystems ohne laterale Modulation
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wird die Helizitat, die hier mit rechts und links bezeichnet wurde, bestim-
mend. Im Rahmen dieser erweiterten SCBA zeigt sich durch die Berech-
nung des Magnetowiderstandes fiir ein homogenes zweidimensionales Elek-
tronensystem, daf§ sich die Spin-Bahn-Wechselwirkung neben Schwebungen
in den Shubnikov-de Haas-Oszillationen in einer Modulation der Leitf&dhig-
keit niederschligt, die mit dem Uberkreuzen der Landau-Niveaus zusam-
menhéngt. Diese vorhergesagte Modulation auf Grund der Kreuzungen der
Landau-Niveaus kann ausgenutzt werden, die Spin-Bahn-Wechselwirkung in
den Magnetotransportmessungen zu identifizieren.

Aufbauend auf dem Verstindnis, wie sich das Uberkreuzen der Landau-
Niveaus durch Streuung im Magnetowiderstand auswirkt, wurde der Einfluf3
der Spin-Bahn-Wechselwirkung in 2DES im Zusammenhang mit einer peri-
odischen Modulation, die das Energiespektrum veréndert, studiert. Die quan-
tenmechanische Rechnung zeigt, daf sich die Spin-Bahn-Wechselwirkung in
einer Schwebung in den Magnetowiderstandsoszillationen des lateralen Halb-
leiter-Ubergitters niederschligt. Die Frequenzen der Shubnikov-de Haas Os-
zillationen, der Kommensurabilitits-Oszillationen und der neuartigen Quan-
tenoszillationen spalten durch die Spin-Bahn-Wechselwirkung auf. Die aus
der quantenmechanischen Rechnung bestimmte Aufspaltung ist dabei in Uber-
einstimmung mit klassischen und semiklassischen Modellen.

Die Rechnungen fiir die modulierten Systeme mit Spin-Bahn-Wechsel-
wirkung greifen den experimentellen Moglichkeiten voraus, da momentan
die Technologie fiir Indium-Arsenid noch nicht vorhanden ist, Proben mit
ausreichender Beweglichkeit herzustellen, um die beschriebenen Magneto-
widerstandsoszillationen iiber mehrere Perioden zu beobachten. Neben der
Funktion als Wegweiser fiir die Experimente kénnen die quantenmechani-
schen Rechnungen aber auch herangezogen werden, um die wachsende Zahl
von semiklassischen Ndherungen zur Beschreibung des Spin-Freiheitsgrades
an diesen Systemen zu iiberpriifen.

Im Hinblick auf die Untersuchung der Miniband-Oszillationen wurden
weiterfithrende Rechnungen bereits begonnen, in denen die Quantenoszil-
lationen fiir den Fall einer magnetischen Modulation untersucht werden.
Dariiber hinaus kénnten analoge Untersuchungen der magnetischen Mini-
bandstruktur fiir laterale Ubergitter mit Modulation in beiden Raumrich-
tungen sowie komplexer Einheitszelle in Angriff genommen werden, um so
das Verstidndnis der Physik von Elektronen im periodischen Potential noch
weiter zu vertiefen.
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ANHANG A

Energiedispersion fiir
1D-Modulation

Ausgehend von der Schrodingergleichung fiir ein Elektron, das sich in der
xy-Ebene in einer Potentiallandschaft gegeben durch V(zx,y) = % coS (%”x)
bewegt,

1 , 2, Vo (27 _
(% (—ihV,.)" + 5 cos ( - x) E> U(x,y) =0, (A1)
ermoglicht der Ansatz
U(z,y) =™ ¢(x) (A.2)

die Separation der Raumkoordinaten. Somit sind die Energieeigenwerte ge-
geben durch £ = I, + E, mit

2
R

2m

E

Y

(A.3)

und der Bestimmungsgleichung fir F,,

(2mEx ol (2_%» o) + d_; (@) =0. (A4

K2 K22 a
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102 A. Energiedispersion fiir 1D-Modulation

Diese a3t sich nun [Suhr94] mit der Substitution z = x7 auf die Mathieusche
Differentialgleichung zuriickfiihren .

y" 4+ (a—2qcos(22))y =0 (A.5)
mit
a\22mkE, a2 ml

Fiir reelles ¢ hat die Differentialgleichung Eigenwerte «, die zu periodischen
Losungen, den Mathieu-Funktionen [Grad80, Wolfr96], fithren. Da der Hamil-
tonian gerade ist, interessieren jetzt auch nur die geraden Losungen, ndmlich

Clon(z,q) sowie Clo,11(2,q), (A.7)

in der Notation von [Grad80]. Nach dem Floquet’schen Theorem [Wolfr96|
kann jede Mathieu-Funktion durch e f(z) ausgedriickt werden, wobei f(z) =
f(z + 2m). Der charakteristische Exponent r, von dem die Eigenwerte o
abhéngen, 1483t sich als Wellenvektor in der ersten Brillouin-Zone interpretie-
ren. Als Losung fiir E, ergibt sich

T\2 h? a
E, = (-) 2 MathieuCharA (k,—, q). A8
) 5, - MathieuChar ( o q) (A.8)
Die Funktion MathieuCharA(r, q) liefert gerade die Eigenwerte, zu denen die
Mathieusche Differentialgleichung durch die periodischen Funktionen
gelost wird. Die Eigenwerte lassen sich aus einem linearen Gleichungssystem
|Grad80] berechnen.



ANHANG B

Elektronen im Magnetfeld

Die Schrodingergleichung fiir ein Elektron im 2DES mit einem Magnetfeld
senkrecht zur Bewegungsrichtung lautet

1 2
(Qm (p+eA) E) U(r)=0. (B.1)
Der kinetische Impuls @ = p + e A ergibt sich durch die Erweiterung des ka-
nonischen Impulse p durch das Vektorpotential A. Mit der Landau-Eichung
A = B-(0,2,0) hingt der Hamiltonian nicht von y ab, und diese Translati-
onssymmetrie in y-Richtung bleibt auch erhalten, wenn noch ein zusétzliches
Potential in x-Richtung hinzukommt. Mit dem Ansatz:

(r) = Li . §(a) (B.2)

ergibt sich fiir die z-Abhéngigkeit der Wellenfunktion ein harmonischer Os-
zillator

1, mw? 5
— C(r— X = E) U(z,y) = B.

mit der Zentrumskoordinate

Xo = —X\2k,, (B.4)
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104 B. Elektronen im Magnetfeld

der magnetischen Léange

2= — B.
c €B7 ( 5)
und der Zyklotronfrequenz,
eB
.= —. B.
we=2 (B.6)
Die Losung zu Gleichung 148t sich nun schreiben als
Wi, (@, y) = X, (Y) - Gryn (@) (B.7)
mit
1 ikyy
iy (9) = 7™ (B3
y
und
Ok, (1) = Ou(t — Xo) = dula + Nky). (B.9)

Die Funktionen ¢,(§), n = 0,1,2, ... stellen die Losungen des Harmonischen
Oszillators dar, die normiert lauten:

2

z_

1 _%Ag 2
0u(6) = = () (B.10)

mit h, als normiertes Hermite-Poynom [Grad80], das iiber
(=)™ 2 d" 2
v * B.11
@R At (B.11)
definiert ist. Die Wellenfunktionen im Ortsraum nach Gleichung (B.7) sind
durch den Landau-Index n und die Zentrumskoordinate X charakterisiert

und lassen sich als [nX() bezeichnen. Die Energie hiangt nicht von X, ab und
lautet

hn(x) =

1
E, = hw.(n + 5) (B.12)
Werden die energetisch entarteten Zusténde [nXo) , Xo € [—%, L] mit |n)

bezeichnet, so ist jeder Zustand bei Beriicksichtigung der zweifachen Spin-

Entartung mit L;'/\L;’ entartet. Die Geschwindigkeitsmatrixelemente lauten

v=m/m:

ho1
(0 Xl Xo) = g (\/ﬁ Somret — vV 1 5n7n_1> (B.13)
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und

n
N

Ein periodisches Potential in z-Richtung kann in Fourier-Komponenten
mit q als reziproken Gittervektor zerlegt werden. Die Matrixelemente lauten:

. - 1 242 1 '
(X1 Xom) = Gy @401 2300 )\/% x
X M (gA)M T LM m( *\2). (B.15)

/ 1
(' Xy |nXo) = 550y (VI Bt VAT Lont)  (B14)

Mit L& sind die Laguerre-Polynome [Grad80] bezeichnet.
Mit den Leiteroperatoren

a'|ln) =vn+1|n+1) (B.16)

aln) =+vn|n—1) (B.17)

168t sich der Hamiltonian Darstellungs-frei schreiben und die Matrixelemente
fiir den kinetischen Impuls lauten

h 1
Ty = Pz =

=py, +eBx =

Gt (B.18)
h 1
o —(a" +a). (B.19)

Von X, wird der Hamiltonian erst durch das Ubergitterpotential abhéngig.
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ANHANG C

Matrixelemente mit Helizitat

Die Komponenten des Geschwindigkeitsoperators nach Gleichung (4.47) las-
sen sich aus dem Operator b definiert als

bt = (‘g C‘;) (C.1)

zusammensetzen iiber

ho1
Vg Z\/i)\cm* (b" — ) (C.2)
L1

(b" + b). (C.3)

Uy

- ﬁ Acm*

Die Matrixelemente von b' lauten in der rechts-/links-Basis bezeichnet nach

Gleichung (4.17)

(e ey = (at) (@) /n—
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Die Matrixelemente des Modulationspotentials lauten

(' X{7'|e" " InXoT) =

o—1 o—T

+ Zajln,gamg(n’— 5 X}, ole"|n —
g

X0,0'>.
(C.5)

An den Matrixelementen ist zu ersehen, dafl das Potential rechts und links-
Zustidnde vermischt.



ANHANG D

Vertexkorrekturen

Im folgenden wird gezeigt, dal die Vertexkorrekturen fiir die erweiterte SC-
BA mit Beriicksichtigung des Spin-Freiheitsgrades in der Néhrung, dafl die
Selbstenergie diagonal in der Helizitdt und in den Orts-Quantenzahlen ist,
verschwinden. Der Beweis geht analog zu dem der C-Zahl-Ndherung [Gerh75].

Mit der in Vergleich zu Gleichung (2.23) etwas allgemeineren Definition
der Vertexfunktion

Fowr (2,255 04) = (Gal2) v ga(zl»l (D.1)
1aBt sich in der Bethe-Salpeter-Gleichung, die analog zu lautet
Fma/(z, ZI; ’U,u) = GQUMGO/ + Golpw [Fﬁﬂ/(zﬂ, Z/”; 'UM)] Gy (DZ)

ein Ausdruck fiir den Integralkern ableiten, mit den konsistenten Naherungen
zur Selbstenergie:

Iaa/ (Z, Z/; U”) = Fagg/anggf(Z, Z/; U“) (D3)

mit ' aus Gleichung (4.30). Mit den Diagonalnéherungen in den Quanten-
zahlen (sowohl Orts- als auch Spinquantenzahlen) gilt mit o = {, } wenn 7
die Spinquantenzahl des Spin-Bahn-Systems 7 € {r,[} und n die Ortsquan-
tenzahl bezeichnet.

Fr(z, 2" v,) = G (2) <Uu + I (2,7 Uu)) Gr(2). (D.4)

n
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110 D. Vertexkorrekturen

mit

(z,2"50,) Zaan 2,25 0,) (D.5)

In diese Gleichung wird (D.4) eingesetzt und fiir den Integralkern gilt nun
das Gleichungsystem:

Y e GrlrGr = b dr ==Y g Gru,Gr. (D.6)

m m

Die Argumente der Greenschen Funktion und des Integralkerns sind nicht
mehr angegeben. Die rechte Seite des Gleichungssystems lésst sich unter Ver-
wendung der Bewegungsgleichung

U = __[TWH] (D.7)

umschreiben zu

Zz’

T
m

cr (G;UHG& - G%HTMG%> (D.8)

S|

nun vertauschen H und G, da beide diagonal in allen Quantenzahlen sind.
Unter Ausnutzen, dafl unter der Spur zyklisches Vertauschen am Ergebnis
nichts dndert, zeigt man, dafl beide Summanden sich gegenseitig wegheben
und der Ausdruck (D.8) verschwindet. Damit folgt, daf§ Gleichung (D.6) nur

erfiillt werden kann, wenn die Vertexkorrekturen verschwinden.
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