Die scheingeometrische étale
Fundamentalgruppe

Dissertation zur Erlangung des Doktorgrades
der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.)
der mathematischen Fakultét
der Universitat Regensburg

vorgelegt von Stefanie Wolfrath aus Weiden
2008



Promotionsgesuch eingereicht am 11.11.2008
Die Arbeit wurde angeleitet von Prof. Dr. Alexander Schmidt.

Priifungsausschuss:

Prof. Dr. Uwe Jannsen (Vorsitzender)

Prof. Dr. Alexander Schmidt (Erstgutachter)
Prof. Dr. Klaus Kiinnemann (Zweitgutachter)
Prof. Dr. Wolfgang Hackenbroch



Inhaltsverzeichnis

1 Grundlagen 12
1.1 Etale Morphismen . . . . . . . ... 12
1.2 Die étale Fundamentalgruppe . . . . .. .. .. ... ... ... 13

2 Die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe 17
2.1 Definition der scheingeometrischen étalen

Fundamentalgruppe . . . . . . . . . ... oo 18
2.2 Exakte Folgen . . . . . . . . ... 26
2.2.1 Faserdicken . . . . ... ... oo 26
2.2.2  Bewertungstheorie . . . . ... ... ... .. ... 29
2.2.3 Faserdicken und die scheingeometrische Fundamentalgruppe 34

3 Beispiele 41
3.1 Modelle . . . . . . 42
3.2 Beispiel 1 . . . . . 45

3.2.1 Hauptfaserbiindel . . . . . . ... ... ... .. .. .... 46
3.2.2 Faserdicken regularer Modelle . . . . . ... .. ... ... 48
3.2.3 Konstruktion des Beispiels . . . . .. ... ... 50
3.3 Beispiel 2 . . . .o 54
3.3.1 Die Dicke der speziellen Faser . . . . . .. ... ... ... 54
3.3.2 Konstruktion eines reguldren Modells . . . . . . .. .. .. 5Y)
3.3.3 Eine nicht-triviale scheingeometrische Fundamentalgruppe 59
3.4 Bemerkung zur wahren geometrischen Fundamentalgruppe . . . . 60



Einleitung

Um 1960 entwickelte Grothendieck die Theorie der étalen Fundamentalgruppe
eines Schemas X in [SGA1], Exposé V und X. Im Blickpunkt stehen dabei die
endlichen étalen Morphismen Y — X. Ist Z: Spec(f2) — X ein geometrischer
Punkt von X und FEt/ X die Kategorie der endlichen étalen Morphismen nach X,
dann ist die étale Fundamentalgruppe (X, Z) des Schemas X zum Basispunkt
Z definiert als die Automorphismengruppe des Funktors

F;: FE/X — Sets
(Y - X) — Homx(Spec(f2),Y).

Ist X ein normales zusammenhéngendes Schema mit Funktionenkorper K und
Z: Spec(f)) — X ein geometrischer Punkt von X, wobei €2 den Korper K enthiilt,
so ist die étale Fundamentalgruppe (X, ) isomorph zur Galoisgruppe

Gal(L/K),

wobei L die Vereinigung aller endlichen separablen Korpererweiterungen L; von
K in € ist, so dass die Normalisierung von X in L; étale iiber X ist.

Fiir einen Schemamorphismus ¥ — X und einen geometrischen Punkt ¢ von
Y bezeichnen wir das Bild von y in X ebenfalls mit y und wir erhalten einen
natiirlichen Homomorphismus der étalen Fundamentalgruppen

m(Y,y) — m(X, 7).

Ist X ein Schema iiber einem Korper K, K ein algebraischer Abschluss von K
und z ein geometrischer Punkt von X X K, so kénnen wir die Folge étaler
Fundamentalgruppen betrachten:

(%) 1 —m(X xg K,2) — m(X,2) - m(K,7) — 1.

Ist die geometrische generische Faser X x g K des Morphismus X — K zusam-
menhéngend, so wird in [SGA1], IX, Théoreme 6.1 gezeigt, dass (x) exakt ist.



Das Augenmerk dieser Arbeit liegt ebenfalls auf einer Folge étaler Fundamental-
gruppen in folgender Grundsituation:

Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkommenen Rest-
klassenkorpern und Funktionenkorper k£ und X ein zusammenhéngendes reguléres
S-Schema. Sei K der Funktionenkérper von X und K ein algebraischer Abschluss
von K. Den algebraischen Abschluss von k in K bezeichnen wir mit k. Wir neh-
men auflerdem an, dass der Strukturmorphismus f: X — S surjektiv und von
endlichem Typ mit zusammenhéngender geometrischer generischer Faser X x g k
ist. Sei 5 ein geometrischer Punkt von ¥ xg k.

In dieser Situation gilt unser Interesse der Folge étaler Fundamentalgruppen

(xx) (%X x5 k,5) L m(%,5) KA m(S,s) — L.

Stellen wir zusitzliche Bedingungen an den Morphismus f: X — S, so sind
bereits folgende Ergebnisse bekannt:

e ([SGA1], Exposé X, Cor. 1.4) Ist der Strukturmorphismus f: X — S ei-
gentlich und sind alle Fasern von f geometrisch reduziert, so ist die Folge
(x) exakt.

e ([KL], Lemma 2) Ist der Strukturmorphismus f: X — S glatt, so ist die
Folge (#x*) exakt.

Die Resultate in [SGA1], Exposé X, Cor. 1.4 und [KL], Lemma 2 werden in dieser
Arbeit verschérft:

Satz 1. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkomme-
nen Restklassenkdorpern und Funktionenkorper k und X ein zusammenhdngendes
requldres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv und von endli-
chem Typ mit zusammenhingender geometrischer generischer Faser X xg k ist.
Sei 5 ein geometrischer Punkt von X xg k. Sind alle Fasern von f reduziert, so
st die Folge étaler Fundamentalgruppen

(X x5k, 8) — m(X,5) — m(9,5) — 1

exakt.

Das bedeutet also, dass in Satz 1 fiir die Exaktheit der Folge (**) in der Grundsi-
tuation weder die Eigenschaft glatt (wie in [KL], Lemma 2) noch die Eigenschaft
eigentlich (wie in [SGA1], Exposé X, Cor. 1.4) des Morphismus X — S gefordert
wird.



Im allgemeinen kénnen wir nicht die Exaktheit der Folge (xx) erwarten, jedoch ist
in der Grundsituation die Folge (%) ein Komplex, das bedeutet im(g) C ker(h).
Dies ist der Ausgangspunkt fiir die Definition der scheingeometrischen étalen
Fundamentalgruppe:

Definition. Die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe des Schemas X
zum Basispunkt s ist definiert als

mih90(%,5) := ker(h)/im(g).

Sei p # 3 eine Primzahl. Ein Beispiel fiir ein Schema mit nicht-trivialer schein-
geometrischer étaler Fundamentalgruppe ist ein reguldres Modell fiir die Kurve

C = Proj (Q,[z,y, z]/(z* + py® + p*2*)) — Spec(Q,)
tiber Spec(Z,).

Die scheingeometrische ¢tale Fundamentalgruppe eines Schemas X kann durch
Uberlagerungen (das heit durch endliche étale Morphismen %) — X) beschrie-
ben werden:

Die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe von X ist genau dann nicht-
trivial, wenn es eine endliche separable Erweiterung [ C k von k gibt, so dass

1. die Normalisierung S' von S in [ iiber S verzweigt ist und

2. die Normalisierung X%’ von X im Kompositum K1 innerhalb K étale iiber
X ist.

Wie wir hier erkennen, ist es beim Studium der scheingeometrischen étalen Fun-
damentalgruppe von X von grofier Bedeutung nachzuweisen, ob Morphismen der
Art XK' — X verzweigen oder étale sind. Einen Zugang zu solchen Aussagen
finden wir durch die Reinheit des Verzweigungsortes fiir das regulidre Schema X.
Das bedeutet, dass wir uns bei Fragen zur Verzweigung auf die Punkte von Ko-
dimension Eins beschranken kénnen. In der Grundsituation X — S konnen wir
die Punkte von Kodimension Eins in X bzw. von X%! (auBerhalb der generischen
Faser) charakterisieren:

Sei s € S ein abgeschlossener Punkt und X, bzw. XX! die Faser von X bzw. XX!
iiber dem Punkt s. Die Punkte in Kodimension Eins in X bzw. X*! (aulerhalb
der generischen Faser) sind genau die generischen Punkte der irreduziblen Kom-
ponenten der Fasern X, bzw. X&' Die lokalen Ringe in genau diesen Punkten
von Kodimension Eins sind diskrete Bewertungsringe. Das bedeutet, dass wir
Aussagen iiber die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe auf bewertungs-
theoretische Aussagen zuriickfithren konnen. In diesem Zusammenhang definieren
wir die Dicke einer Faser X, fiir einen abgeschlossenen Punkt s € S:



Definition. Sei s € S ein abgeschlossener Punkt und 7 ein uniformisierendes
Element des diskreten Bewertungsringes Og . Seien (F;);—1,. , die generischen
Punkte der irreduziblen Komponenten (C;);=1,. , der Faser X, von X iiber s.
Jeder diskrete Bewertungsring Ox p, dominiert den diskreten Bewertungsring Og s
und wir fassen das uniformisierende Element 7 von Og, iiber die Abbildung
Ogs — Oxp, auch als ein Element in Ox p, auf. Wir definieren die Dicke der
Faser von X iiber s als

D(X,) = QQT((lox,pi (Ox,Pi/70%,P¢)>i:{1,...,n})7
wobei loy . (Ox,p,/mOx p,) die Lénge des Ox p-Moduls Ox p, /7Ox p, bezeichnet.

Die Faserdicke von X, ist eine ganze Zahl > 1. Zwei Ergebnisse, die durch Be-
wertungstheorie in dieser Arbeit erzielt werden, lauten:

Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkommenen Rest-
klassenkorpern und Funktionenkorper k£ und X ein zusammenhéngendes reguléres
S-Schema, so dass der Strukturmorphismus f: X — S surjektiv und von endli-
chem Typ mit zusammenhéngender geometrischer generischer Faser X x g k ist.
Sei 5 ein geometrischer Punkt von ¥ x g k.

Satz 2. Sind alle Faserdicken des Morphismus f: X — S gleich Fins, so ist die
Folge B
m(X xsk,§) = m(X,5) — m(S,5) — 1

exakt; das heifit, dass die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe von X
trivial ist.

Satz 3. Sind alle Faserdicken des Morphismus f: X — S teilerfremd zu einer
Primzahl p, so ist die Folge der mazimalen pro-p-Faktorgruppen

m(X x5 k,5)(p) = m(X,5)(p) — m(S,5)(p) — 1
exakt.

Der Ausgangspunkt des Studiums der étalen Fundamentalgruppe war das In-
teresse an abelschen unverzweigten Erweiterungen des Ringes der ganzen Zahlen
eines Zahlkorpers. Sei k ein Zahlkérper und Oy der Ring der ganzen Zahlen von
k. In diesem Fall ist die maximal abelsche Faktorgruppe 7% (Spec(O}),5) von
m1(Spec(Og), §) isomorph zur Idealklassengruppe von k und damit endlich.

Sei nun X ein flaches O,-Schema von endlichem Typ, dessen geometrische gene-
rische Faser X x o, k zusammenhingend ist. Sei X normal und der Strukturmor-
phismus

X — S := Spec(Oy)

surjektiv. Dann hat A. Schmidt in [Sch], Theorem 3.1 gezeigt, dass 7{°(X, 5) end-
lich ist.



Gehen wir in dieser Situation von

7"—1(% Xg k7‘§) - 71—l(xa §) - 7Tl(Su 5)

zur Folge der maximal abelschen Faktorgruppen

70X x5k, 5) L 70X, 5) 2 198, 5)

iiber, so impliziert die Endlichkeit von 7{*(%, 5) die Endlichkeit von ker(h)/im(g).
Die Endlichkeit von ker(h)/im(g) wird in dieser Arbeit in folgender Situation
gezeigt:

Satz 4. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkomme-
nen Restklassenkdrpern und Funktionenkorper k und X ein zusammenhdngendes
requldres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus von endlichem Typ mit zu-
sammenhdngender geometrischer generischer Faser X xg k ist. Sei U C S das
Bild von X in S und 5 ein geometrischer Punkt von X x g k. Betrachten wir die
Folge der maximal abelschen Faktorgruppen

(X xg k,5) L 1%, 5) 5 71U, 5),

so ist ker(1)/im(g) endlich.

Diese Arbeit ist in drei Kapitel unterteilt und wie folgt gegliedert:

Im ersten Kapitel werden grundlegende Definitionen und Sétze im Zusammen-
hang mit der étalen Fundamentalgruppe wiederholt. Es werden die in den fol-
genden Kapiteln bendtigten Ergebnisse aus [SGA1] und [Mi] zusammengefasst.
Wir erinnern an die Definition eines étalen Morphismus sowie der étalen Fun-
damentalgruppe. Fiir einen Schemamorphismus X — Y und einen geometri-
schen Punkt z von X werden die Eigenschaften des induzierten Homomorphis-
mus 71 (X, Z) — 7, (Y, Z) der étalen Fundamentalgruppen durch Uberlagerungen
von X und Y beschrieben.

Das zweite Kapitel ist das Herzstiick dieser Arbeit. Es definiert und studiert
die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe eines Schemas X in folgender
Grundsituation:

Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkommenen Rest-
klassenkorpern. Sei X ein zusammenhédngendes regulédres S-Schema, so dass der
Strukturmorphismus X — S ein surjektiver Morphismus von endlichem Typ mit
zusammenhéangender geometrischer generischer Faser ist.




Im ersten Abschnitt des Kapitels erkliren wir durch Uberlagerungen den Effekt,
der zur Existenz der scheingeometrischen étalen Fundamentalgruppe eines Sche-
mas fithrt. Es wird aulerdem der Beweis der Trivialitdt der scheingeometrischen
étalen Fundamentalgruppe nach [KL] in dem Fall wiederholt, dass der Morphis-
mus X — S glatt ist.

Sei k der Funktionenkérper von S, K der Funktionenkérper von ¥ und K ein al-
gebraischer Abschluss von K. Der zweite Abschnitt behandelt das Verzweigungs-
verhalten von X%!/X, wobei [ eine endliche separable Erweiterung von k und X*!
die Normalisierung von ¥ im Kompositum K1 innerhalb K ist. Das Schema X ist
regulér und damit konnen wir uns nach der Reinheit des Verzweigungsortes auf
die Punkte von Kodimension Eins beschréanken, um Aussagen iiber das Verzwei-
gungsverhalten zu erhalten. Die lokalen Ringe in den Punkten von Kodimension
Eins sind diskrete Bewertungsringe. So fithren wir Aussagen iiber die scheingeo-
metrische Fundamentalgruppe auf bewertungstheoretische Aussagen zuriick. In
diesem Zusammenhang definieren wir die Dicke einer Faser X des Morphismus
f: X — § iiber einem abgeschlossenen Punkt s € S und beweisen Satz 1 und
Satz 2. Als Korollar des Studiums der scheingeometrischen Fundamentalgruppe
erhalten wir Satz 3 und Satz 4.

Das dritte Kapitel beinhaltet die Konstruktion zweier Schemata mit nicht-trivialer
scheingeometrischer étaler Fundamentalgruppe. Dazu benétigen wir die Theorie
der Modelle von Kurven. In diesem Zusammenhang wiederholen wir die Sétze und
Definitionen aus [Liu], die in den folgenden Abschnitten von Bedeutung sind. Das
erste Beispiel erhalten wir in folgender Situation:

Sei E eine elliptische Kurve iiber einem lokalen Korper k& mit guter Reduktion
und p die Charakteristik des Restklassenkorpers des Ringes der ganzen Zahlen
O, von k. Wir fixieren einen algebraischen Abschluss k& von k und setzen k"
fiir die maximal zahm verzweigte Erweiterung von k in k. Sei C' ein Twist der
elliptischen Kurve E/k, der nicht isomorph zu E iiber k', jedoch iiber einer wild
verzweigten Erweiterung [/k vom Grad p ist. Das bedeutet insbesondere, dass C'
keinen k' -rationalen Punkt hat.

Sei C ein regulidres Modell von C'/k iiber Spec(Oy) und K der Funktionenkorper
von C. Wir beweisen den folgenden Satz:

Satz 5. Hat die Kurve C keinen k'"-rationalen Punkt, so ist die Dicke der spe-
ziellen Faser des regquldren Modells C durch p teilbar.

Somit erhalten wir ein Schema mit einer von Eins verschiedenen Faserdicke. Beim
Ubergang zur wild verzweigten Erweiterung [ hat die spezielle Faser eines re-
guldren Modells von E/I = C/I die Faserdicke Eins. Dieses Kriterium ist hinrei-
chend dafiir, dass die Normalisierung von C in Kl étale iiber C ist und somit C
ein Schema mit nicht-trivialer scheingeometrischer étaler Fundamentalgruppe.



Sei p # 3 eine Primzahl. Ein Beispiel fiir ein Schema, dessen scheingeometrische
étale Fundamentalgruppe isomorph zu Z/37Z ist, ist ein regulires Modell fiir die
Kurve

C = Proj (Qlz,y, 2]/ («* + py® + p*2”)) — Spec(Qy)

tiber Spec(Z,). Im dritten Abschnitt des Kapitels wird ein regulidres Modell fiir
C durch sukzessive Aufblasungen und Normalisierung konstruiert. Nach einem
Hinweis von J.-L. Colliot-Thélene hat die spezielle Faser eines regulédren Modells
von C' iiber Spec(Z,,) eine durch drei teilbare Faserdicke. Sei C ein regulidres Modell
von C' iiber Spec(Z,) und K der Funktionenkorper von C. Die Nicht-Trivialitét
der scheingeometrischen étalen Fundamentalgruppe von C kann beim Ubergang
von Spec(Z,) bzw. von C zur Normalisierung von Spec(Z,) in I := Q,(/p) bzw.
von C in Kl beobachtet werden:

Spec(0;)/Spec(Z,) ist verzweigt und C*'/C ist étale.

In diesem Kapitel gilt das Interesse in den beiden Beispielen der scheingeome-
trischen étalen Fundamentalgruppe. Als abschlieBende Bemerkung betrachten wir
die wahre geometrische Fundamentalgruppe eines Schemas, die wie folgt definiert
ist:

Definition. Sei k ein Zahlkorper und X eine gefaserte Fliache iiber Spec(QOy), so
dass das arithmetische Geschlecht der generischen Faser gréfier als Eins und die
Fundamentalgruppe von Spec(Oy) trivial ist. Fiir einen geometrischen Punkt 5

von X Xgpec(0,) k ist die wahre geometrische Fundamentalgruppe m"?%°(%,5) von
X definiert als das Bild des Morphismus

71 (X Xspec(0y) k,3) — m (X, 3).
Im vierten Abschnitt zeigen wir den folgenden Satz:

Satz 6. Sei k ein Zahlkérper und Oy der Ring der ganzen Zahlen von k. Sei X
eine gefaserte Flache tiber Spec(Oy), so dass das arithmetische Geschlecht der ge-
nerischen Faser g := g(X Xspec(0,) k) grofer als Eins und die étale Fundamental-
gruppe von Spec(Oy) trivial ist. Sei 5 ein geometrischer Punkt von X Xgpec(oy) k.
Angenommen es existiert ein p € Spec(Oy) (mit Absolutnorm q := MN(p)), so

dass Folgendes gilt:
e Der Morphismus f, : X, oy Xspec(0y) Fq — g st glatt.

e [s dehnen sich mehr als (2,/q + 1)(g — 1) F-rationale Punkte von X, zu
Schnitten von Spec(Oy) aus.

Dann ist 7" 9°(X,3) endlich.
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Terminologie und Konventionen

Alle Ringe in dieser Arbeit sind noethersch und kommutativ mit 1. Ein Schema
ist stets separiert und noethersch.

Sei R ein Ring, so schreiben wir auch kurz R fiir das affine Schema Spec(R). Ist
p C R ein Primideal, so bezeichnen wir die Lokalisierung von R in p mit R,.
Ein geometrischer Punkt eines Schemas S ist ein Morphismus 5 : Spec(€Q2) — S,
wobei €2 ein separabel abgeschlossener Korper ist. Ein Dedekindschema ist ein
normales Schema der Dimension Eins oder Null. Die Galoisgruppe einer Galois-
schen Korpererweiterung [/k bezeichnen wir mit Gal(l/k).

Es werden auBlerdem die folgenden Bezeichnungen vereinbart, die wiahrend der
gesamten Arbeit beibehalten werden:

P Primzahl

F, endlicher Kérper mit p Elementen
Q, Korper der p-adischen Zahlen

Z,, Ring der ganzen p-adischen Zahlen.

Sei S ein Schema und s € S.

P

Qg der lokale Ring von S in s
mg das maximale Ideal von Og ,
k(s) der Restklassenkorper von S in s (= Og/m).
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Definitionen und Sétze wiederholt,
die in den folgenden Kapiteln benttigt werden.

Als Erstes wird an den Begriff des étalen Morphismus erinnert sowie wichti-
ge Sétze in diesem Zusammenhang angegeben. Der zweite Abschnitt in diesem
Kapitel behandelt die étale Fundamentalgruppe eines Schemas X nach [SGA1],
Exposé V. Dazu wird die Definition der étalen Fundamentalgruppe (X, z) von
X zum Basispunkt z als Automorphismengruppe des Faserfunktors zum geome-
trischen Punkt z wiederholt. Ist f: X — Y ein Morphismus zusammenhéngender
Schemata, so erhalten wir eine induzierte Abbildung der étalen Fundamentalgrup-
pen f: m (X, %) — m (Y, ). Es werden Kriterien rekapituliert, die verschiedene
Eigenschaften der Abbildung f implizieren.

1.1 Etale Morphismen

Dieser Abschnitt erinnert an die Definition eines étalen Morphismus sowie an
grundlegende Sétze in Zusammenhang mit étalen Morphismen nach [Mi], 1.3.

Definition 1.1.1. Sei f: X — Y ein Schemamorphismus, der lokal von endli-
chem Typ ist.

e Sei z € X und y := f(x). Der Morphismus f heifit unverzweigt in z, falls
Ox . /myOx, eine endliche separable Kérpererweiterung von Oy,,/m, ist.
Ist der Morphismus f bei allen Punkten = € X unverzweigt, so heifit f
unverzweigt.

e Der Morphismus f heifit étale, falls er unverzweigt und flach ist.
Satz 1.1.2. ([Mi], Prop. 1.3.3)

1. Jede offene Immersion ist étale.

12



2. Die Komposition von zwei étalen Morphismen ist étale.
3. Jeder Basiswechsel eines étalen Morphismus ist étale.

Satz 1.1.3. ([Mi], Prop. 3.17) Sei f: X — Y ein étaler Morphismus. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

1. dim(Ox ) = dim(Oy,s(z)) fiir alle x € X.
2. Ist' Y normal, dann ist auch X normal.
3. Ist'Y requldr, dann ist auch X requldr.

Satz 1.1.4. ([EGA IV*], Corollaire 17.7.3) Fpqc-Abstieg

Set f: X — Y ein treuflacher und quasikompakter Morphismus, g: Y — Y ein
Morphismus und ¢': X xy Y' — X der basisgewechselte Morphismus. Ist der
Morphismus g' étale, so auch der Morphismus g.

1.2 Die étale Fundamentalgruppe

Beim Begriff ,,Fundamentalgruppe” denkt man zuerst an die Gruppe der Homo-
topieklassen von Schleifen in einem zusammenhéngenden topologischen Raum X
zu einem Basispunkt. Mdchte man dieses Konzept der Fundamentalgruppe auf
Schemata iibertragen, so muss man feststellen, dass fiir Schemata im allgemeinen
keine Schleifen zur Verfiigung stehen. Man kann jedoch die Fundamentalgruppe
(X, Z) eines zusammenhéngenden topologischen Raumes X zum Basispunkt z
auch durch Uberlagerungen beschreiben:

Eine stetige Abbildung f: Y — X heifit Uberlagerungsraum von X, falls jeder
Punkt P € X eine offene Umgebung U hat, so dass f~1(U) eine disjunkte Ver-
einigung von offenen Mengen U; ist, wovon jede homoomorph auf U abgebildet
werden kann.

Sei Cov(X) die Kategorie der Uberlagerungsraume von X mit nur endlich vielen
Zusammenhangskomponenten und Sets die Kategorie der Mengen. Dann haben
wir einen Funktor

F;: Cou(X) —  Sets

Y —=X) — f(2)

Der Funktor kann dargestellt werden durch ein Objekt X aus C'ov(X). Insbeson-
dere erhalten wir einen Isomorphismus

Autx(X) — 7T1(X, {Z‘)
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In diesem Abschnitt rekapitulieren wir die Definition und Eigenschaften der étalen
Fundamentalgruppe eines Schemas nach [SGA1], Exposé V.

Fiir ein Schema S bezeichne FEt/S die Kategorie, deren Objekte die endlichen
étalen S-Schemata sind und die Morphismen sind Schemamorphismen tiber S.
Unter einer Uberlagerung verstehen wir einen endlichen étalen Morphismus.

Sei §: Spec(€2) — S ein fixierter geometrischer Punkt von S. Der Faserfunktor
der Kategorie FEt/S bei 5 ist definiert durch

F;:  FEt)S — Sets
(T'— S) +— Homg(Spec(Q2),T).
Definition 1.2.1. Die étale Fundamentalgruppe 7 (S,5) des Schemas S zum
Basispunkt 5 ist definiert als die Automorphismengruppe des Faserfunktors Fj
bei 5.
Es gibt eine natiirliche Linksoperation von m(S,35) auf F5(T) fir alle T €

FEt/S. Nach Grothendieck ([SGA1], Exposé V, Theorem 4.1) gilt das folgende
Theorem.

Theorem 1.2.2. Sei S ein zusammenhingendes Schema und s: Spec(§2) — S
ein geometrischer Punkt von S.

1. Die étale Fundamentalgruppe m (S, S) ist proendlich und die Operation von
m1(S,8) auf F5(T) ist fir alle T € FEt/S stetig.

2. Der Funktor Fs definiert eine Kategoriendiquivalenz zwischen FEt/S und
der Kategorie der endlichen diskreten (S, s)-Mengen.

Satz 1.2.3. Der Faserfunktor Fs ist strikt prodarstellbar, d.h. es gibt eine ge-
richtete Menge I, ein projektives System T = (T;, ¢ij)icr in FEL/S, in denen die
Ubergangsmorphismen
G Ty — T; (i < j)

Epimorphismen sind und Elemente f; € F5(T;), so dass

1. fi=¢ijof;

2. die natirliche Abbildung lim, Hom(T;,T) — F5(T), die durch die f; in-

duziert ist, fir jedes T € FEt/S ein Isomorphismus ist.

Wir nennen 7' den universellen Uberlagerungsraum von S. Fiir jedes T € FEt /S
operiert die Automorphismengruppe Autg(7") von T von rechts auf F3(7T). Ein
zusammenhéingendes Objekt T € FEt/S heifit Galoissch, falls fiir jedes g € F5(T)
die Abbildung
Autg(T) — Fy(T)
o — 0oy

bijektiv ist.
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Bemerkung 1.2.4. ([SGA1], V, §4 g) Die T; im projektiven System konnen
Galoissch gewihlt werden.

Seien also die 7; Galoissch. Eine AbbildungNTj — T, 1 < Js induziert einen
Homomorphismus Autg(7;) — Autg(7;). Sei T' die universelle Uberlagerung von
S. Dann haben wir einen Isomorphismus

m1(S,5) = Auts(T) < lim Auts(T5).
il
Beispiel 1.2.5. 1. ([SGA1], Exposé V, Prop. 8.1) Ist K ein Korper, X =
Spec(K) und s: Spec(§2) — X ein geometrischer Punkt von X. Dann ist
m1(X, 5) isomorph zur Galoisgruppe Gal(K*?/K), wobei K*% den separa-
blen Abschluss von K in ) bezeichne.

2. ([SGA1], Exposé V, Prop. 8.2) Sei S ein normales und zusammenhéngendes
Schema und § ein geometrischer Punkt, der iiber dem generischen Punkt
n € S liegt. Sei k der Funktionenkérper von S und k der Funktionenkérper
von 5. Dann gilt:
m(S,s) = Gal(l/k),
wobei [ die Vereinigung aller endlichen separablen Korpererweiterungen I;
von k in k ist, so dass die Normalisierung von S in [; étale iiber S ist.

Satz 1.2.6. ([SGA1], Exposé V, Corollaire 5.7) Sei S ein zusammenhingendes
Schema und 5: Spec(§2) — S wund §': Spec(§Y) — S zwei geometrische Punkte.
Dann gibt es einen Isomorphismus der Faserfunktoren zu s und zu §':

F.>Fy
Insbesondere existiert ein Isomorphismus proendlicher Gruppen
7T1<S, 5) = 71(5, gl).

Seien S” und S zusammenhingende Schemata, f: S’ — S ein Morphismus und
§': Spec(§2) — S’ ein geometrischer Punkt von S’. Das direkte Bild von § in S
soll ebenfalls mit 5" bezeichnet werden. Diese Notation werden wir im Folgenden
fiir direkte Bilder von geometrischen Punkten beibehalten. Der Morphismus f
induziert einen Funktor
FEt/S — FEt)S’
(X —=8) —» (X xg58—=9).

Jeder Automorphismus des Faserfunktors zum geometrischen Punkt § fiir S’
induziert einen Automorphismus des Faserfunktors zum geometrischen Punkt &
fiir S, so dass wir einen stetigen Homomorphismus

w: m(S',5) — m(S,§)

proendlicher Gruppen erhalten.
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Bemerkung 1.2.7. Die Eigenschaften des Homomorphismus u kénnen nach
[SGA1], Exposé V, Kapitel 6 in Termen von Uberlagerungen der Schemata an-
gegeben werden.

1. Der Homomorphismus u ist genau dann trivial, falls fiir alle zusammen-
hiangenden Objekte X € FFEt/S der Basiswechsel X xg S’ iiber S’ total
zerfallt.

2. Der Homomorphismus u ist genau dann surjektiv, falls X x ¢S’ iiber S’ fiir
alle zusammenhéngenden Objekte X € FEt/S ebenfalls zusammenhéngend
ist.

3. Der Homomorphismus w ist genau dann injektiv, falls es fiir jedes zusam-
menhingende Objekt X’ € FEt/S" eine Uberlagerung X von S und einen
S’-Morphismus einer Zusammenhangskomponente von X Xg S’ nach X’
gibt.

Ist jede zusammenhingende Uberlagerung X’ von S’ von der Form X x g5’
fiir eine zusammenhéngende Uberlagerung X von S, so ist insbesondere u
injektiv.
Bemerkung 1.2.8. Sei S ein zusammenhingendes normales Schema, K der
Funktionenkorper von S und §: Spec(£2) — Spec(K) ein geometrischer Punkt
von Spec(K). Dann ist mit Beispiel 1.2.5.2 der Homomorphismus

m1(Spec(K), 5) — m1(S5, 5)
surjektiv.

Satz 1.2.9. ([SGA1], Exposé V, Prop. 6.11) Seien f': 8" — S" und f: S' — S
Morphismen zusammenhdngender Schemata und §": Spec(§2) — S” ein geome-
trischer Punkt von S”. Wir betrachten die induzierten Homomorphismen auf den
Fundamentalgruppen:

m(S",5") % (S5 5 m(S, 5).

Dann ist uou’ genau dann trivial, falls fiir alle zusammenhdngenden Objekte X €
FEt/S der Basiswechsel X xg S" total zerfdllt. Die Inklusion ker(u) C im(u’)
erhalten wir genau dann, wenn fir jedes zusammenhingende Objekt X' € FEt/S’,
so dass X' xg S" einen Schnitt iber S" erlaubt, ein Objekt X € FEt/S existiert
und ein Morphismus einer Zusammenhangskomponente von X xg S" nach X'.

Satz 1.2.10. ([SGA1], IX, Théoreme 6.1) Sei X ein geometrisch zusammen-
hingendes Schema diber einem Korper K (d.h. X x g K ist zusammenhingend,
wobei K einen algebraischen Abschluss von K bezeichne) und T ein geometrischer
Punkt von X Xy K. Dann ist die Folge étaler Fundamentalgruppen

1— m(X X K,Z) = m(X,7) — m(K,Z) — 1

exakt.
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Kapitel 2

Die scheingeometrische étale
Fundamentalgruppe

Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkommenen Rest-
klassenkorpern und k der Funktionenkorper von S. Sei X ein zusammenhéngen-
des regulires S-Schema, so dass der Strukturmorphismus f: X — S von endli-
chem Typ und surjektiv mit zusammenhéngender geometrischer generischer Faser
X xg k ist. Wir fixieren einen geometrischen Punkt 5: Spec(2) — X x5 k und
bezeichnen das direkte Bild von § in X (bzw. S) ebenfalls mit s.

In diesem Kapitel fithren wir die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe
von X ein und beschreiben durch Uberlagerungen von X bzw. S den Effekt, der
zu deren Existenz fiithrt. Beispiele fiir Schemata mit nicht-trivialer scheingeome-
trischer étaler Fundamentalgruppe werden im dritten Kapitel konstruiert.

In diesem Kapitel bezeichne S ein exzellentes eindimensionales Dedekindsche-
ma mit vollkommenen Restklassenkorpern. Der Funktionenkorper von S werde
mit k bezeichnet.

Wir betrachten stets die folgende

Grundsituation: Sei X ein zusammenhéngendes regulires S-Schema. Als reguléres
und zusammenhéngendes Schema ist X integer. Der Funktionenkorper von X wird
mit K bezeichnet. Wir fixieren einen algebraischen Abschluss K von K und setzen
k fiir den algebraischen Abschluss von k in K. Der Strukturmorphismus f: ¥ — S
sei ein surjektiver Morphismus von endlichem Typ mit zusammenhéngender geo-
metrischer generischer Faser X x g k.

Fiir ein integres Schema A mit Funktionenkorper M bezeichne A" die Normali-
sierung von A in einer Erweiterung N/M.
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Fiir eine Erweiterung [ C k von k vereinbaren wir folgende Bezeichnungen:

X := X Xg k, die generische Faser

Xl =X Xk )

X% = Normalisierung von X im Kompositum K1 innerhalb K
X=X Xg St

2.1 Definition der scheingeometrischen étalen
Fundamentalgruppe

Sei f: X — S wie in der Grundsituation. In diesem Abschnitt definieren wie die
scheingeometrische étale Fundamentalgruppe von X und erkléren den Effekt, der
zu deren Existenz fithrt. AnschlieBend werden Bedingungen an den Morphismus
f wiederholt, die zur Trivialitdt der scheingeometrischen étalen Fundamental-
gruppe von X fiithren.

Bevor wir uns jedoch der scheingeometrischen Fundamentalgruppe widmen, ge-
ben wir Bemerkungen zur Grundsituation an:

Bemerkung 2.1.1. 1. Die geometrische generische Faser X xg k ist normal
und zusammenhéngend und damit integer. Dies ist nach [Liu], 3, Cor. 2.14
dquivalent dazu, dass K/k eine regulidre Korpererweiterung ist; das heift,
dass die Korper K und k linear disjunkt iiber % sind.

2. Da das Schema X regulér ist, ist auch die generische Faser X x g k regulér.
Das Schema X xg k ist auflerdem ein Schema iiber dem vollkommenen
Korper k. Uber einem vollkommenen Koérper sind glatt und regulir dqui-
valent ([Liu], 4, Cor. 3.33) und damit ist die generische Faser glatt iiber
k.

3. Der Morphismus f in der Grundsituation ist flach, da f surjektiv und X
ein integres Schema iiber einem Dedekindschema ist.

In der Grundsituation ist nach Voraussetzung die geometrische generische Faser
zusammenhéangend. Ist der Morphismus f eigentlich, so konnen wir die Aussage
verschéarfen:
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Lemma 2.1.2. Ist der Morphismus f: X — S in der Grundsituation eigentlich,
so sind bereits alle Fasern geometrisch zusammenhdngend.

Beweis. Der eigentliche Morphismus f: X — S erlaubt nach [Mu], 6.2 und 6.3.1.1

die Steinfaktorisierung:
L s
N
Y

Der Morphismus f faktorisiert iiber Y, wobei

X

e der Morphismus ¢ endlich ist.

e der Morphismus f’ eigentlich ist und fiir alle y € Y die Faser f'~!(y) nicht
leer und geometrisch zusammenhéngend ist.

Sei | der Restklassenkorper des generischen Punktes von Y. Dann ist I/k eine
endliche separable Korpererweiterung. Da K/k eine reguldre Korpererweiterung
ist, kann jedoch K nur eine Kérpererweiterung von [ sein, falls [ = k gilt. Damit
folgt Y = S und insbesondere, dass f = f’ geometrisch zusammenhéingende
Fasern hat. O

In der Grundsituation f: X — S ist das Basisschema S ein exzellentes eindi-
mensionales Dedekindschema mit perfekten Restklassenkérpern. Wire das Basis-
schema das Spektrum eines Korpers M und Y ein Spec(M)-Schema mit zusam-
menhingender geometrischer generischer Faser Y x ; M und 7 ein geometrischer
Punkt von Y x,; M, so wissen wir nach Satz 1.2.10, dass die Folge étaler Fun-
damentalgruppen

1 — (Y xp M,m) — 7 (Y,m) — 7 (Spec(M),m) — 1

exakt ist. In unserer Grundsituation kénnen wir im allgemeinen nicht die Exakt-
heit der Folge

(%) (X5, 5) L m(%,3) 2, m(S,8) — 1

erwarten. Folgende Aussagen iiber die Folge (x) erhalten wir jedoch stets in der
Grundsituation:

e Sei S' die Normalisierung von S in einer endlichen Erweiterung [ C kvonk,
so dass S' — S étale ist. Da ein étaler Morphismus stabil unter Basiswechsel
ist, ist X xg S eine Uberlagerung von X und X xg S' x g k zerfillt iiber Xz
total. Es folgt mit Bemerkung 1.2.7, dass im(g) C ker(h) gilt, (x) also ein
Komplex ist.

e Der Homomorphismus h: w1 (X, 5) — m1(S, 8) ist surjektiv.
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Dies fiithrt nun zu folgenden Definitionen:

geo

o (X, 5) := ker(h) heifit die geometrische Fundamentalgruppe von X.

o 1, 9°X,5) = g(m (X}, 5)) C m(%,35) heiit die wahre geometrische Funda-
mentalgruppe von X.

o 9% 5) = ker(h)/im(g) heiBt die scheingeometrische étale Funda-
mentalgruppe von X (kurz: scheingeometrische Fundamentalgruppe).

o T (X,5) :=m(X,S)/ker(h) heiBt die arithmetische Fundamentalgruppe von
X.

Alle Schemata, die wir betrachten, sind normal und zusammenhéngend. Damit
sind die étalen Fundamentalgruppen dieser Schemata isomorph zu Galoisgrup-
pen bestimmter Koérpererweiterungen. In dieser Terminologie kénnen wir ein Dia-
gramm konstruieren, das einen Uberblick iiber die eben definierten Fundamen-
talgruppen ermoglicht:

Dazu fiihren wir folgende Bezeichnungen ein:

Sei | die maximale Erweiterung von £ in l;i, so dass S'/S étale ist.
Sei I’ die maximale Erweiterung von k in £, so dass XKV /% étale ist.
Sei L die maximale Erweiterung von K in K, so dass X¥/X étale ist.

Sei L' die maximale Erweiterung von Kk in K, so dass X,/ X} étale ist.

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir folgendes Diagramm:




Sei | C [ eine endliche Erweiterung von & und X' die Normalisierung von X in
KI. Das Schema XX heiBt eine arithmetische Uberlagerung von X.

Ist 9 — X eine Uberlagerung, so dass 9 xg k zusammenhéngend ist, so nennen
wir Q) eine wahre geometrische Uberlagerung von X.

Unser Ziel ist es nun, die Fundamentalgruppe von X und insbesondere die schein-
geometrische Fundamentalgruppe von X zu verstehen. Dies werden wir mit Hilfe
zusammenhingender Uberlagerungen von ¥ bzw. S. In diesem Zusammenhang
spielt der Normalisierungsmorphismus eines integren Schemas eine Rolle, der an
dieser Stelle wiederholt wird:

Bemerkung 2.1.3. Sei Y ein integres Schema. Ein Morphismus
n:Y' —-Y

heilt Normalisierungsmorphismus, falls Y’ normal ist und jeder dominante Mor-
phismus ¢ : Z — Y, wobei Z ein normales Schema ist, eindeutig iiber n faktori-
siert:

Z—=Y'

VA

Y

Nach [Liu], 4.1, Prop. 1.22 existiert fiir jedes integre Schema Y ein Normalisie-
rungsmorphismus n: Y’ — Y. Ist das integre Schema Y exzellent, so ist nach
[Liu], 8.2, Theorem 2.39 der Normalisierungsmorphismus n endlich.

Sei nun f: X — S wie in der Grundsituation und S' die Normalisierung von
S in einer endlichen separablen Korpererweiterung [ C k von k, so dass S' — S
étale ist. Das basisgewechselte Schema X xg S’ ist dann ebenfalls étale iiber X,
da nach Satz 1.1.2 étale stabil unter Basiswechsel ist. AuBerdem ist X x g S* als
étales Schema iiber dem reguldren Schema X nach Satz 1.1.3 ebenfalls regulér,
also insbesondere normal. In diesem Fall ist dann X x g S' bereits seine eigene Nor-
malisierung im Funktionenkorper K [ von X xg S und damit die Normalisierung
von X in Kl:

XK =% xg Sl —=gl

\L étale l étale

X S
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Die Schemata X x g Sl wobei S! die Normalisierung von S in einer endlichen se-
parablen Erweiterung l von k ist und S' — S étale ist, bilden den arithmetischen
Teil der Fundamentalgruppe von X.

Nun beschreiben wir den Effekt, der zur Existenz der scheingeometrischen étalen
Fundamentalgruppe fiihrt:

Sei S' die Normalisierung von S in einer endlichen separablen Erweiterung [ von
k, so dass S! — S verzweigt. Wir kénnen nun den Basiswechsel X x g S — X wie
eben betrachten. Der fpqc-Abstieg fiir die Eigenschaft étale (Satz 1.1.4) liefert,
dass der Morphismus X x5 S' — X ebenfalls verzweigt. Damit kénnen wir das
Argument aus Satz 1.1.3, um die Normalitit des Schemas X x5 S' zu erhalten,
nicht anwenden. Im allgemeinen ist das Schema X x ¢S nicht normal und X x ¢ S*
ist im allgemeinen nicht die Normalisierung von X im Kompositum K L.

Normalis.

%K[%%XSS’[HS@

\ J/ verzweigt J{ verzweigt

X S

In diesem Fall besteht die Moglichkeit, dass der Morphismus X*! — X étale ist,
obwohl X x ¢ S" — X verzweigt. Ein Beispiel fiir die Existenz einer solchen Situa-
tion geben wir im dritten Kapitel dieser Arbeit. Sei also in diesem Fall X 5 x
étale. Das Schema XX ist also nicht von der Form X Xg Sl wobei S! die Nor-
malisierung von S in einer endlichen separablen Erweiterung [ von k ist. Damit
ist X% keine arithmetische Uberlagprung von X. Desweiteren zerfillt X% xq k
vollstéandig iiber Xz. Somit ist X%! auch keine wahre geometrische Uberlage-
rung von X. Die Existenz genau solcher Uberlagerungen eines Schemas X fiihrt
zur Nicht-Trivialitdt der scheingeometrischen Fundamentalgruppe von X. Diese
Uberlagerungen nennen wir scheingeometrische Uberlagerungen von X.

Bemerkung 2.1.4. Nach [Liu], 8, Theorem 2.39 ist ein Schema von endlichem
Typ iiber einem exzellenten Schema ebenfalls exzellent. Damit ist das Schema
X in der Grundsituation iiber dem exzellenten Schema S exzellent. Sei [ C k&
eine endliche separable Erweiterung von £ und St die Normalisierung von S in
[. Da das Schema X xg S” von endlichem Typ iiber X ist, ist X xg S' und nach
Bemerkung 2.1.3 der Normalisierungsmorphismus

:{K[HxXSSZ

endlich.
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Zusammenfassend kénnen die entsprechenden Fundamentalgruppen von X wie
folgt charakterisiert werden:

Bemerkung 2.1.5. 1. Die arithmetische Fundamentalgruppe 7{(X, s) klas-
sifiziert die zusammenhéngenden Uberlagerungqn von X, die durch einen
Basiswechsel von X — S zur Normalisierung S! von S in einer endlichen
Erweiterung [ von k in k entstehen, so dass S /S étale ist.

2. Die geometrische Fundamentalgruppe 7{“°(%, 5) ist genau dann trivial, falls

alle zusammenhéngenden Qberlagerupgen von X isomorph sind zu Uberla-
gerungen der Form X x g S!, wobei S! eine Uberlagerung von S ist.

3. Die wahre geometrische Fundamentalgruppe 7"?’(X, 5) ist genau dann tri-

vial, falls alle zusammenhéngenden Uberlagerungen von X isomorph sind
zur Normalisierung von X im Kompositum K[, wobei [ eine endliche sepa-
rable Korpererweiterung von k ist.

4. Die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe 7i"9(%,5) von X¥ ist
genau dann trivial, falls XX!/X verzweigt fiir alle endlichen separablen
Korpererweiterungen [ von k, sobald die Normalisierung von S in [ iiber
S verzweigt.

Nach Katz-Lang ([KL], Lemma 2) haben wir das folgende Theorem, welches die
Trivialitdt der scheingeometrischen Fundamentalgruppe von X in der Grundsi-
tuation liefert, falls der Morphismus f: X — S glatt ist, genauer:

Theorem 2.1.6. Sei T ein normales und zusammenhdngendes Schema mit Funk-
tionenkdrper k. Sei f:Y) — T ein glatter surjektiver Morphismus von endlichem
Typ, dessen geometrische generische Faser i zusammenhdingend ist. Dann ist
fiir jeden geometrischen Punkt t von Q); die Folge étaler Fundamentalgruppen

(D, 1) = m (Y, 1) — m(T,1) — 1
exakt.

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass ) normal und zusammenhingend ist. Da f
glatt und S normal ist, folgt bereits die Normalitit von ).

Nach [EGA TV?], Théoreéme 2.4.6 ist ein flacher Morphismus von endlichem Typ
offen. Weil T integer ist, folgt daraus fiir alle nicht-leeren offenen Teilmengen
UCD: UNYr # 0. Angenommen 2 wire nicht zusammenhingend, dann
existieren zwei offene Umgebungen Uy, Uy C Q) mit Uy UUy; = Q) und U;NU; = 0.
Es folgt

(U1 NYy) U (U N D) = Vs

das heifit, Q) ist nicht zusammenhéngend. Das aber steht im Widerspruch dazu,
dass die geometrische generische Faser )z zusammenhéngend ist.
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Als normales und zusammenhéngendes Schema ist ) integer. Der Funktionen-
korper von %) soll mit F' bezeichnet werden. Nun betrachten wir das folgende
kommutative Diagramm:

1 Hﬂl(@l}va Hﬂ-l(@k’a Hﬂ-l(k?tv —1

i l |

T (Dp, 8) — 2= m (D, 1) —=m (T, 1) — 1.
Es gilt:

e Das Schema %); ist ein k-Schema mit zusammenhéngender geometrischer
generischer Faser ;. Mit Satz 1.2.10 ist dann die Folge

1 ——=m(Yp, ) —= (D, ) —=m(k, 1) —=1
exakt.

e Die generische Faser ), ist zusammenhédngend und regulédr und damit inte-
ger. Der Funktionenkorper von ), stimmt mit dem Funktionenkdrper von
) iiberein.

e Das kommutative Diagramm

Wl(fylﬁﬂ

e

Gal(F/F)

S

T (S;D’ E)
liefert die Surjektivitit der Abbildung (D, t) — m1(2), 1).
e Die Abbildung m;(k,t) — m (T, t) ist nach Bemerkung 1.2.8 surjektiv.

Insgesamt erhalten wir folgendes kommutative Diagramm:

1 ——m(Dp )1 ( Dk, t) —>mi(k, 1) —1

: i

0 (Dg, 1) —2—> (Y, ) L 7y (T, ) — 1.

Eine Diagrammjagd liefert die Surjektivitdt von h sowie h o g = 0. Fiir die Ex-
aktheit der Folge bleibt also noch ker(h) C im(g) zu zeigen. Dies ist nach Satz
1.2.9 dquivalent dazu, dass jede zusammenhingende Uberlagerung 3 von %), die
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einen Schnitt iiber 9 hat, isomorph ist zu einem Schema ) X+ T”, wobei T eine
zusammenhingende Uberlagerung von 7 ist. Sei also 3 eine zusammenhingende
Uberlagerung von 9), die einen Schnitt iiber 9); erlaubt. Die Surjektivitéit der
Abbildung m (Yk,t) — m(Y,t) und Bemerkung 1.2.7 liefern, dass 3; zusam-
menhéngend ist. Das bedeutet, dass 3 eine zusammenhingende Uberlagerung
von 9y, ist. Da 3 einen Schnitt iiber 9); hat, folgt mit der Exaktheit der Folge

1L — m(Yg, 1) = 1Dk, 1) — mi(k, 1) — 1

und mit Bemerkung 1.2.7 und Satz 1.2.9, dass 3, die Normalisierung von ), in
einer Erweiterung F1 ist, wobei [ eine endliche separable Erweiterung von k ist.
Damit erhalten wir ebenfalls, dass 3 die Normalisierung von ) in FI ist und der
Funktionenkérper von 3 ist F [. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Normalisierung
S von S in [ iiber S étale ist. Dies erhalten wir mit Satz 1.1.4 fiir den treuflachen
und quasikompakten Morphismus f: Q) — T. O

Die Trivialitéit von 7{“"9°*(%,5) erhalten wir also in der Grundsituation, falls der

Morphismus f glatt ist. Ist der Morphismus f nicht notwendig glatt, so wird

in [SGA1], Exposé X, Cor. 1.4 die Trivialitdt der scheingeometrischen Funda-

mentalgruppe in einer weiteren Situation gezeigt. Dazu wiederholen wir zunéchst

eine

Definition 2.1.7. e Ein Schema X iiber einem Korper k heifit separabel iiber
k, falls fiir jede Erweiterung K von k gilt, dass

X Xk K
reduziert ist.

e Ist f: X — Y ein Schemamorphismus, dann heifit X separabel iiber Y,
falls f flach ist und fiir alle y € Y mit Restklassenkorper k(y) die Faser
X Xy k(y) separabel iiber x(y) ist.

Seien X, Y Schemata mit Strukturgarben Ox und Oy. Sei f: X — Y ein Sche-
mamorphismus und

f #: OY - f *OX
der zugehorige Morphismus von Ringgarben. Ist der Morphismus f eigentlich
und gilt Oy = f,Ox, so sind nach [EGA IIT'|, ITI, Rem. 4.3.4. alle Fasern von f

geometrisch zusammenhéngend.

Theorem 2.1.8. ([SGA1], Exposé X, Cor. 1.4) Sei Y ein zusammenhdingendes
Schema und f: X — Y ein eigentlicher und separabler Morphismus. Sei y €
Y, k(y) der Restklassenkorper von Y in y und T ein geometrischer Punkt von
X Xy k(y). Gilt f.(Ox) = Oy, so ist die Folge étaler Fundamentalgruppen

(X Xy k(y),z) - m(X,z) > m(Y,2) — 1

exakt.
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2.2 Exakte Folgen

Sei f: X — S der Morphismus in der Grundsituation. In diesem Abschnitt defi-
nieren wir die Dicke einer Faser des Morphismus f und studieren die Verénderung
der Faserdicke beim Ubergang zu f: x5 — St wobei [ eine endliche separable
Erweiterung von £ ist. Wir zeigen:

e Beim Ubergang zu einer arithmetischen Uberlagerung veréndern sich die
Faserdicken nicht.

e Beim Ubergang zu einer scheingeometrischen Uberlagerung verkleinern sich
die Faserdicken.

Diese Beobachtungen erméglichen die Beweise der folgenden Sétze:
1. Sind alle Faserdicken von f gleich Eins, so ist
m (X5, 5) — m(X,8) — m(S,5) — 1
exakt.

2. Sei p eine Primzahl und

(%) ™ (X7, 8)(p) = m(X, 8)(p) — m(S;5)(p) — 1

die Folge der maximalen pro-p-Faktorgruppen. Sind alle Faserdicken von f
teilerfremd zu p, dann ist (%) exakt.

2.2.1 Faserdicken

Beim Studium der scheingeometrischen Fundamentalgruppe ist ein entscheiden-
der Punkt nachzuweisen, ob Erweiterungen von Schemata unverzweigt sind. In
diesem Zusammenhang greifen wir beim reguléren Schema X auf die Reinheit des
Verzweigungsortes zuriick, die wir an dieser Stelle rekapitulieren:

Theorem 2.2.1. (Zariski-Nagata) Reinheit des Verzweigungsortes

([SGA1], Exposé X, Théoreme de pureté 3.1)

Sei ¢: X — 'Y ein quasi-endlicher und dominanter Morphismus integrer Schema-
ta. Das Schema X sei normal und das Schema 'Y set reguldr und lokal noethersch.
Sei Z C X der Verzweigungsort von ¢. Ist Z # X, dann ist Z rein von Kodi-
mension Eins in X ; das heifst, dass fiir jede irreduzible Komponente Z' von Z
mit generischem Punkt z die Dimension von Ox , gleich Eins ist.

Sei nun [ /k eine endliche separable Kérpererweiterung von & und xXT die Nor-
malisierung von X in K. Die generische Faser X x g k des Morphismus f: X — S
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in der Grundsituation ist nach Bemerkung 2.1.1 glatt. Damit ist auch die gene-
rische Faser von X! glatt und unverzweigt iiber der generischen Faser von X.
Um zu entscheiden, ob X%!/X unverzweigt ist, geniigt es also, die Punkte der
Kodimension Eins (auerhalb der generischen Faser) in X! zu betrachten, da
nach Theorem 2.2.1 der Verzweigungsort rein von Kodimension Eins ist.

Fiir den flachen Morphismus i

) XK 8
erhalten wir nach [Liu], 4, Theorem 3.12 fiir y € X%7 und s := () die Gleichheit
von Dimensionen:

Ist y € XK ! ein Punkt von Kodimension Eins in XX! , der nicht in der generischen
Faser liegt, so gilt dim (Oyxr,) = 1 und dim (Og;) = 1. Daraus folgt

Ein Punkt y € X*! von Kodimension Eins in X*! mit Bild s € S, der nicht in der
generischen Faser liegt, ist also generischer Punkt einer irreduziblen Komponente
der Faser XX! {iber s. So ein Punkt wird durch die Abbildung X*! — X auf den
generischen Punkt einer irreduziblen Komponente von X, abgebildet. Es geniigt
also, die Unverzweigtheit an den generischen Punkten der irreduziblen Kompo-
nenten der Fasern iiber den abgeschlossenen Punkten nachzupriifen.

Aus diesem Grund betrachten wir nun die lokalen Ringe von XKl , X und S bei
den Punkten von Kodimension Eins:

Sei s € S ein abgeschlossener Punkt von S.

Da S ein eindimensionales Dedekindschema ist, ist Og, ein diskreter Bewer-
tungsring. Sei P der generische Punkt einer irreduziblen Komponente von X
(bzw. XX"). Dann ist der lokale Ring Ox, p (bzw. Oyxi p) ebenfalls ein diskreter
Bewertungsring. o

Definition 2.2.2. Sei s € S ein abgeschlossener Punkt und 7 ein uniformisieren-
des Element des diskreten Bewertungsringes Og . Seien (F;);—1, ., die generischen
Punkte der irreduziblen Komponenten (C;);=1,. , der Faser X von X iiber s. Je-
der diskrete Bewertungsring Ox p, dominiert den diskreten Bewertungsring Og s
und wir fassen das Element 7 € Og iiber die Abbildung Ogs — Ox p, auch als
ein Element in Ox p, auf. Fiir ¢ € {1,...,n} heifit die Lange

log p,(Ox,p,/7Ox,p,)

des Ox p,- Moduls Ox p,/1Ox p, die Vielfachheit der irreduziblen Komponente C;
m X,.
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Lemma 2.2.3. Die Vielfachheit einer irreduziblen Komponente C; von X, ist
endlich.

Beweis. Sei P; € X der generische Punkt von C;. Der lokale Ring Og; ist ein
diskreter Bewertungsring. Wir bezeichnen ein uniformisierendes Element fiir Og ¢
mit 7. Dann hat nach [Liu], 7, Lemma 1.26 der Ox p,-Modul O p, /7Ox p, endliche
Lénge, da 7 Nicht-Nullteiler im eindimensionalen noetherschen lokalen Ring Ox p,
ist. 0

Definition 2.2.4. Seien die Notationen wie in Definition 2.2.2. Wir definieren
die Dicke der Faser X, von X iiber s als

D(:{s) = ggT((logpi (O%,Pi/WO%,Pi))i:{l,‘..,n})-

Bemerkung 2.2.5. 1. Eine irreduzible Komponente C; von X, mit generi-
schem Punkt P, hat genau dann die Vielfachheit Eins, wenn Ox p, /7Ox p,
reduziert ist.

2. Ist eine irreduzible Komponente von X, reduziert, so ist die Dicke von X,
gleich Eins.

3. Ist A ein diskreter Bewertungsring mit uniformisierendem Element ¢, so gilt
fir alle n > 1:
lA<A/tnA) = n.

Lemma 2.2.6. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit voll-
kommenen Restklassenkdrpern und Funktionenkorper k und X ein zusammenhdn-
gendes requldres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv und von
endlichem Typ mit zusammenhingender geometrischer generischer Faser X x gk
1st. Dann gibt es nur endlich viele Fasern des Morphismus f, deren Faserdicken

von Fins verschieden sind.

Beweis. Die Abbildung f: X — S ist nach Voraussetzung flach und von endli-
chem Typ und damit offen. Der glatte Ort U C X von f ist nach [Liu], Cor. 6.2.12
offen. Weil X regulédr und k ein vollkommener Korper ist, ist die generische Faser
des Morphismus f glatt und damit der glatte Ort U nicht leer. Es gilt also, dass
@ # f(U) C S offen ist. Das Komplement von U besteht also aus nur endlich
vielen Punkten in S. Nur iiber diesen endlich vielen Stellen konnen die Fasern
nicht reduziert sein und damit die Faserdicken von Eins verschieden. O]
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2.2.2 Bewertungstheorie

Sei | C k eine endliche separable Erweiterung von k. Wie wir im letzten Abschnitt
gesehen haben, geniigt es, uns in der Grundsituation f: X — S mit den Punkten
von Kodimension Eins auflerhalb der generischen Faser zu befassen, um festzu-
stellen, ob die Normalisierung von X in K [ iiber ¥ verzweigt oder unverzweigt
ist. Die Punkte von Kodimension Eins in S, X oder X! (auflerhalb der generi-
schen Faser) sind diskrete Bewertungsringe. In diesem Zusammenhang studieren
wir in diesem Abschnitt diskrete Bewertungsringe und deren Normalisierung in
endlichen separablen Erweiterungen des Quotientenkdrpers. So kénnen wir in
verschiedenen Situationen entscheiden, ob X! /X unverzweigt ist oder Aussagen
iiber die Vielfachheiten von irreduziblen Komponenten einer Faser X, machen.

In diesem Abschnitt betrachten wir stets die folgende Situation:

Sei A ein diskreter Bewertungsring mit vollkommenem Quotientenkorper £ und
vollkommenem Restklassenkérper. Sei K'/k eine reguldre Korpererweiterung und
B C K ein diskreter Bewertungsring, der A dominiert. Sei [ eine endliche se-
parable Erweiterung von k. Sei A" die Normalisierung von A in { und BET die

Normalisierung von B in K. Uber die natiirlichen Abbildungen fassen wir die
Elemente von A auch als Elemente von A', B oder BX! auf.

/\
\/

Wir vereinbaren auflerdem die folgenden Bezeichnungen:

Fiir ein Element 7 aus einem Ring R sei (r) das von r erzeugte Ideal in R. Ist
M/ R eine Ringerweiterung, so bezeichnet rM das von r erzeugte Ideal in M.

T uniformisierendes Element des maximalen Ideals von A
T uniformisierendes Element des maximalen Ideals von B
p1,...,ps die maximalen Ideale von A’

q1,...,q, die maximalen Ideale von BX!

Da die Ringe A’ und BX! semilokale Dedekindringe sind, gibt es nur eine endliche
Anzahl von Primidealen in A! und BX',
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Satz 2.2.7. Sei | eine endliche Galoissche Erweiterung von k und BKZ/B ei-

ne unverzweigte Erweiterung. Dann ist Al unverzweigt tber A, falls die Ldinge
Ip(B/mB) und [l : k| teilerfremd sind.

Beweis. Sei e die Lange des B-Moduls (B/7B). Dann gilt:
B = (7°).
Da BX1/B unverzweigt ist, gilt
7~TBKZ:CI1"'CI7~

und damit
BKZ (Ch qr)e'

Fassen wir andererseits 7 als ein Element von A! auf, so erhalten wir

7Al = (py-p)"

fiir ein m € N, das den Grad der Kérpererweiterung [I : k] =: n teilt.
Sei piBKl =qy" g fiiri =1,...,s, dann gilt

7_{_B](l H qel K3 . qirl
Zusammenfassend erhalten wir fiir das Element 7 das folgende Diagramm:

BKl ’L 1 q(131 LA qir’i)m = (ql . qT)e

/ T
\ /

Daraus folgt m|e und weil m auch den Grad der Kérpererweiterung I/k teilt,
auch m|ggT'(n,e). Nach Voraussetzung gilt (n,e) = 1. Also muss bereits m = 1

B =

gelten, woraus folgt, dass A'/A unverzweigt ist.
O

Bemerkung 2.2.8. Ist in der Situation von Satz 2.2.7 die Liange [p(B/7 B) gleich
Eins, so ist A'/A unverzweigt.
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Sei p; C Al ein maximales Ideal. Die Lokalisierung von Ai bei p; ist ein diskreter
Bewertungsring. Ein uniformisierendes Element von Aéi bezeichnen wir mit ;.

Seien q;1,...,qu C BXL die maximalen Ideale in BX! die iiber p; liegen. Dann
sind die Lokalisierungen von B*! bei den Primidealen q;;, j € {1,...,t} dis-

krete Bewertungsringe, die den diskreten Bewertungsring Aiji dominieren. Wir

definieren die Dicke von BXU iiber p; als
D(BI) = 09T (1 (B /B )

Sei p eine Primzahl und v, die p-adische Bewertung von Q. Der folgende Satz
beschreibt die Verinderung der p-Bewertung der Faserdicke beim Ubergang zu
einer Galoisschen Erweiterung vom Grad p.

Satz 2.2.9. Sei die Galoissche Erweiterung Z/k; vom Primzahlgrad p und B&l
iiber B unverzweigt. Ist A/ A verzweigt und v,(lg(B/7B)) > 0, dann gilt fir das
Primideal p, von Al, das diber (1) liegt:

v(D(BEY) = 1,(1g(B/7B)) — 1.

Beweis. Da die Erweiterung AZ/A verzweigt ist, liegt nur ein Primideal p; C Al
iiber dem Primideal (7) C A. Fassen wir 7 als ein Element in A’ auf, so gilt

ﬂ-Ai = (pl)p7

weil [/k eine Erweiterung vom Grad p ist. Sei (p(B/7B) = ep® mit (e,p) = 1
und n € N mit n > 1. Dann gilt

‘s

B = (7%")

und i
BN = (q1--- q?“)epn7

da BEl /B nach Voraussetzung unverzweigt ist. Fassen wir das Primideal p; als
Ideal in BX! auf, so erhalten wir damit

n—1

PlBKl =(q1---q,.)7

Also ist
ZB£Z<B£SZ/P13£§I) =ep"!

fiir alle 7 € {1,...,r}. Damit folgt die Behauptung. O
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Satz 2.2.10. Seil C k eine (nicht notwendig Galoissche) endliche Erweiterung
von k und Ai/A unverzweigt sowie BK[/B unverzweigt. Sei p; ein maximales
Ideal von AL. Dann gilt )

D(B}") = 1p(B/7B).

Beweis. Sei lg(B/mB) = e. Dann gilt
B = (7°).
Da A'/A und BX'/B unverzweigt sind, gilt
Al =p, - p,
und -
7B* =q;---q,.

Fassen wir 7 als ein Element in BX! auf, so gilt wegen 7B = (7°):
TB = (41 90)"

Sei p; € {p1,...,ps}. Dann gilt fiir jedes Primideal q; € {q,...,q,}, das iiber p;
liegt

Lpri(By! /piBy!) = e

BEI
und damit )
D(B) =e.

]

Bemerkung 2.2.11. 1. In Satz 2.2.9 wurde die Situation, in der AZ/A ver-
zweigt ist und v,(Ip(B/mB)) = 0 gilt, nicht betrachtet. Dies liegt daran,

dass nach Satz 2.2.7 die Erweiterung A'/A bereits unverzweigt ist, falls
BX!/B unverzweigt ist und vp(lp(B/mB)) = 0 gilt. Der Fall, in dem BX/B
unverzweigt ist, Al/A verzweigt und vp(lg(B/mB)) = 0 ist, kann also gar
nicht auftreten.

2. Sei | /k eine Galoissche Erweiterung vom Primzahlgrad p und p; C Al ein
Primideal, das tiber () C A liegt. Dann gilt fiir alle Primzahlen ¢ # p:

v(D(BEY) = v,(ip(B/nB)).

3. Sei [ /k eine Galoissche Erweiterung vom Primzahlgrad p und AZ//} ver-
zweigt sowie BE!/B verzweigt. Dann gilt fiir jedes Primideal p; in A’

D(BEY) = i13(B/7B).
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Lemma 2.2.12. Se: [ C k eine endliche Galoissche Erweiterung von k vom
Grad n. Sei p; C Al ein maximales Ideal. Dann gilt fiir alle zu n teilerfremden
Primzahlen p:

vy(D(BEY) = v,(13(B/7B)).

Beweis. Sei e := lg(B/mB) und e; der Verzweigungsindex von p; iiber (7). Dann
gilt i
B* = (q;---q,)""
fiir ein m € N mit m | n. )
Seien g1, . . . , gi die Primideale in BX!, die iiber p; liegen, so gilt

Pz’BKl = (i1 Qiw) 0 -

Damit erhalten wir
KIy _ €m

D(B,;") =

und die Behauptung folgt, da e; ein Teiler von n ist und (e;, p) = 1 nach Voraus-
setzung gilt. O

€;

Lemma 2.2.13. Sei | C k eine endliche Erweiterung von k, so dass AZ/A ver-

zweigt und BK[/B unverzweigt ist. Sei p; ein mazximales Ideal in Al und e; der
Verzweigungsindex von p; tiber (7). Dann gilt

D(BEY) = i5(B/7B) : e..

Beweis. Sei Ty, der Trigheitskorper von p; iiber k und p := p;N A% das Primideal
in A% das unter p; liegt. Da das Primideal (7) in AT /A unverzweigt ist, gilt
mit Satz 2.2.10
D(By ™) = I5(B/xB).
Seien g;1, - . . , 4;» die maximalen Ideale von BX!, die iiber p liegen. Wir betrachten
das Primideal p in den Ringerweiterungen A' und B%! von A% Es gilt, dass das
Primideal p; in der Produktzerlegung von pA! die Vielfachheit e; hat. AuBerdem
erhalten wir i
PBT = (g~ q) 27

da BX1/B unverzweigt ist. Fassen wir p; als Ideal in BX! auf, so treten also alle
Primideale in der Produktzerlegung von p; BX! mit Vielfachheit lz(B/7B) : e;
auf. Damit folgt )

D(BX") =15(B/7B) : ¢;.
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2.2.3 Faserdicken und die scheingeometrische Fundamen-
talgruppe

Bevor wir uns mit der scheingeometrischen Fundamentalgruppe befassen, geben

wir an, welche Folgen die Berechnungen des letzten Abschnitts auf die Verénde-

rung der Faserdicken von f: X — S beim Ubergang zu X%l — S haben, wobei

[ C k eine endliche separable Korpererweiterung von k ist. Die folgenden Lem-
mata erhalten wir direkt mit den Berechnungen in Abschnitt 2.2.2.

Lemma 2.2.14. Sei | C k eine endliche Erweiterung von k, so dass SZ/S étale
ist. Sei s € S ein abgeschlossener Punkt und § € S' ein Punkt iiber s. Dann gilt

D(xE) = D(x,).

Mit anderen Worten: Beim Ubergang zu einer étalen Erweiterung von S dndert
sich die Faserdicke nicht.

Nach Bemerkung 2.1.5 ist die scheingeometrische Fundamentalgruppe von X ge-
nau dann nicht trivial, wenn es eine endliche Erweiterung [ C k von k gibt, so
dass S'/S verzweigt und X% /X étale ist. Inwiefern sich die Faserdicken in genau
dieser Situation von X — S zu X%! — S veriindern, wird nun angegeben:

Lemma 2.2.15. Sei | C ];: eine endliche Galoissche Erweiterung von k vom
Primzahlgrad p, so dass S'/S verzweigt und XK'/X étale ist. Sei 5, € S' ein
abgeschlossener Punkt im Verzweigungsort von S'/S und s, € S der Punkt, der
unterhalb §, liegt. Dann gilt

vp(D(X5)) = vp(D(Xs,)) — 1
und fir alle Primzahlen q # p erhalten wir:
vy(D(X5)) = vy(D(X,))-

Sei Sy € St ein abgeschlossener Punkt, der nicht im Verzweigungsort von S[/S
liegt und s € S der Punkt, der unterhalb Sy liegt. Dann gilt

D(XEN = D(X,,).
Die Faserdicke verdndert sich also nur beir den Punkten im Verzweigungsort.

Lemma 2.2.16. Seil C k eine endliche Erweiterung von k, so dass %KZ/% étale

ist. Sei 5 € S' ein abgeschlossener Punkt und s € S der Punkt, der unter § liegt.
Sei B das mazimale Ideal von Osf,g und e der Verzweigungsindex von B idiber k.
Dann gilt )

D(XEY = D(x,) :e.
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Lemma 2.2.17. Sei | die mazimale Erweiterung von k in k, so dass S'/S un-
verzweigt ist. Gehen wir von der Grundsituation f: X — S zu f: X5 — S diber,
so erhalten wir fiir einen Punkt § € S' und sein Bild s € S:

D(x§l> = D(%S)

Nun haben wir alle Vorbereitungen getroffen, um die Trivialitit der scheingeo-
metrischen Fundamentalgruppe in dem Fall zu beweisen, wenn alle Faserdicken
in der Grundsituation gleich Eins sind.

Satz 2.2.18. Se: S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit voll-
kommenen Restklassenkorpern und Funktionenkérper k und X ein zusammenhdn-
gendes requldres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv und von

endlichem Typ mit zusammenhdngender geometrischer generischer Faser X X g k
ist. Sei 5 ein geometrischer Punkt von X X g k. Sind alle Faserdicken von X diber
S gleich Fins, dann ist die Folge étaler Fundamentalgruppen

7T1(Xl;:a‘§) - ﬂ-l(%) §) - 7T1(37 §) —1
exakt.

Beweis. Nach Definition ist die Folge (*) genau dann exakt, wenn die scheingeo-
metrische Fundamentalgruppe von X trivial ist. Dies ist nach Bemerkung 2.1.5
dquivalent dazu, dass X%!/X fiir alle endlichen separablen Koérpererweiterungen

[ C k von k verzweigt sobald Sz/ S verzweigt.

Angenommen 79 (%, 5) wire nicht trivial. Dann gibt es eine endliche Galois-

sche Erweiterung [ C k von k, so dass S/ verzweigt und X5 /% étale ist.

Sei k C [ die maximale Erweiterung von k, so dass S k /S étale ist. Gehen wir von
der Grundsituation f: X — S zu f: X% — S* i{iber, so erhalten wir die folgende
Situation:

e SF ist ein eindimensionales Dedekindschema.
e Das Schema XX* ist ein regulires Schema.

e Der Morphismus f ist surjektiv, flach und von endlichem Typ mit zusam-
menhéngender geometrischer generischer Faser.

e Sei s € S* ein abgeschlossener Punkt und s € S der darunterliegen-
de Punkt. Dann gilt mit Lemma 2.2.14, dass sich die Faserdicken nicht
verandern, das heif3t )

D(EEF) = D(,).
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Sei nun ky C [ eine nicht-triviale (nach Voraussetzung verzweigte) Erweiterung
von k. Sei € S* ein Punkt im Verzweigungsort der Erweiterung Gk / Sk und
t der unterliegende Punkt in S*. Der lokale Ring von Sk2 bei { ist ein diskreter
Bewertungsring, der den lokalen Ring von S* bei ¢t dominiert. Sei e der Verzwei-
gungsindex des maximalen Ideals von Oska _iiber k. Da f ein Punkt im Verzwei-
gungsort ist, gilt e # 1. Mit Lemma 2.2.16 erhalten wir dann

D(xER) = D(xEF) ;e

Insbesondere muss die Faserdicke von %f( k2 ain Vielfaches von e sein.

Dies aber steht im Widerspruch zur Annahme, dass die Faserdicken von XKk fiber
S* (= Faserdicken von X iiber S) gleich Eins sind. O

Lemma 2.2.19. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit
vollkommenen Restklassenkorpern und Funktionenkérper k und X ein zusam-
menhdngendes requlires S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv
und von endlichem Typ mit zusammenhdngender geometrischer generischer Fa-
ser X xg k ist. Sei 5 ein geometrischer Punkt von X xg k. Sind alle Fasern des
Morphismus [ reduziert, dann ist die Folge

7T1(X]_€,§) - 7T1<%7 §> - 7T1(S7 5) —1
exakt.

Beweis. Dies folgt mit Satz 2.2.18 sofort aus der Tatsache, dass alle Faserdicken
nach Bemerkung 2.2.5 gleich Eins sind, falls alle Fasern reduziert sind. O]

Satz 2.2.20. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit voll-
kommenen Restklassenkérpern und Funktionenkdrper k und X ein zusammen-
hingendes requldres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv und
von endlichem Typ mit zusammenhdngender geometrischer generischer Faser
X xg k ist. Sei 5 ein geometrischer Punkt von X xg k. Sind alle Fasern von
X diber S teilerfremd zu einer Primzahl p, dann ist die Folge der mazimalen
pro-p-Faktorgruppen

() (X%, 8)(p) — (X, 8)(p) — m(S,35)(p) — 1
exakt.

Beweis. Sei [ C k eine endliche Galoissche Erweiterung von & vom p-Potenzgrad,
so dass XK!/X étale ist. Es geniigt zu zeigen, dass S'/S étale ist.

Angenommen S'/S wire verzweigt. Gehen wir von f: X — S zu f: X5l — &
iber, so erhalten wir mit Lemma 2.2.15 und Lemma 2.2.13, dass die Faserdicke
von XX* iiber einem Verzweigungspunkt durch eine p-Potenz geteilt wird. Insbe-
sondere muss die Faserdicke auf Niveau f: X — S ein Vielfaches von p sein. Dies
aber widerspricht der Annahme, dass die Faserdicken teilerfremd zu p sind. [
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Satz 2.2.21. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit voll-
kommenen Restklassenkdérpern und Funktionenkdrper k und X ein zusammenhdn-
gendes requldres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv und von
endlichem Typ mit zusammenhdingender geometrischer generischer Faser X X s k
ist. Sei I die mazimale Erweiterung von k in k, so dass XX'/X étale ist. Dann
existiert eine endliche Erweiterung Lvonk inl', so dass

Wl(X]-ﬁd, 5) — Wl(:{K[, 5) — 7r1(SZ, 5) —1
exakt ist, wobei § einen geometrischen Punkt von X]{d bezeichne.

Beweis. Angenommen es existiert keine Galoiserweiterung 1/k, so dass st /S ver-
zweigt und XK' /X étale ist, so ist bereits die Folge

71'1()(1575) - 7]-1(%7 §> - 7T1(S7 5) —1

exakt und wir sind fertig.

Sei ansonsten k C k eine Galoissche Erweiterung von k, so dass S* /S verzweigt
und X5* /% étale ist. Gehen wir von f: X — S zu f: X% — SF iiber, so erhalten
wir fiir die Faserdicken folgende Verdnderungen:

Sei § € S* ein Punkt, der nicht im Verzweigungsort des Morphismus Sk g
liegt und sei s € S der unterliegende Punkt. Dann gilt mit Lemma 2.2.16

Sei 5 € S* ein Punkt, der im Verzweigungsort des Morphismus S* — S liegt und
sei s € S der unterliegende Punkt. Sei ‘B das maximale Ideal des lokalen Ringes
von S* bei § und e := pf' - - - p¢» die Zerlegung des Trigheitsgrades von B iiber k&
in Primfaktoren. Dann gilt mit Lemma 2.2.16

VPZ(D(%{GC» - Vpl(D(%s)) — €

S

firi € {1,...,n} und ~
vp(D(X5)) = 1(D(X))

fiir alle Primzahlen p & {p1,...,pn}
Bei allen Punkten im Verzweigungsort verringert sich also die Faserdicke. Liegt

ein Punkt nicht im Verzweigungsort, so bleibt die Faserdicke beim Ubergang kon-
stant.

Nun kénnen wir erneut fragen, ob die scheingeometrische Fundamentalgruppe von

XKF trivial ist. Falls ja, dann sind wir fertig. Ansonsten fithren wir obigen Schritt
erneut aus und erhalten bei jedem Ubergang zu einer nicht-trivialen Erweiterung
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k wie oben Faserdicken im Verzweigungsort, die sich verringern. Alle anderen
Faserdicken bleiben konstant. Da nach Lemma 2.2.6 nur endlich viele Faserdicken
von Eins verschieden und die Faserdicken endlich sind, kénnen wir nach endlich
vielen Iterationsschritten annehmen, dass es keine Erweiterung Iy von [ gibt, so
dass Sh /S verzweigt und XKL / x! unverzweigt ist.

Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Die Faserdicken sind nach endlich vielen Schritten alle gleich Eins.

2. Nach Ubergang zu XE*F 5 Sk ist die scheingeometrische Fundamentalgrup-
pe von X% trivial, obwohl die Faserdicken nicht alle gleich Eins sind.

Beide Moglichkeiten liefern das gewiinschte Ergebnis. O]

Bemerkung 2.2.22. Der Satz 2.2.21 liefert nicht die Endlichkeit der scheingeo-
metrischen Fundamentalgruppe von X, denn:

Der Ubergang von f: X — S zu f: XK1 — S wie im Beweis von Satz 2.2.21 lie-
fert ,nur” die Trivialitit der scheingeometrischen Fundamentalgruppe von X%!,
macht jedoch keine Aussagen iiber die arithmetische Fundamentalgruppe von
XK' Genau das ist der Punkt: Auch die arithmetische Fundamentalgruppe von
X5 kann ein ,, Teil” der scheingeometrischen Fundamentalgruppe von X sein.

Lemma 2.2.23. Sei s’ € S¥ ein abgeschlossener Punkt und B das mazimale
Ideal von Ogv . Dann ist die Trigheitsgruppe von B iber k endlich.

Beweis. Sei s das Bild von s’ in S. Liegt s" nicht im Verzweigungsort von S* /S,
so ist die Trigheitsgruppe von P iiber k trivial. Sei nun s’ € S' ein Punkt
im Verzweigungsort von S*/S. Sei [ C I eine endliche Erweiterung von k. Wir
bezeichnen das Bild von ¢ in S! mit 3. Angenommen s wiirde im Verzweigungsort
von S'/S liegen. Beim Ubergang von f: X — S zu f: XX — ST verringert sich
nach Satz 2.2.9 die Faserdicke von XX {iber 3. Da die Faserdicke endlich ist, muss
der Prozess nach endlich vielen Schritten abbrechen. Damit folgt die Endlichkeit
der Tragheitsgruppe von ‘B iiber k. O]

Lemma 2.2.24. Es gibt nur endlich viele Punkte s),...,s. € S', so dass die
Tragheitsgruppe des mazimalen Ideals ; von Ogv o, i € {1,...,n} tber k nicht
trivial ist.

/
»S;7

Beweis. Sei s € S ein Punkt, so dass die Faserdicke von X, gleich Eins ist.
Sei s € S” ein Punkt, der iiber s € S liegt. Dann ist die Triigheitsgruppe des
maximalen Ideals von Ogv . trivial. Es konnen also nur die maximalen Ideale
der lokalen Ringe bei den endlich vielen Punkten s’ € S’ iiber den endlich vielen
Punkten s € S, so dass die Faserdicke von X, von Eins verschieden ist, eine
nicht-triviale Tragheitsgruppe haben. O]
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Korollar 2.2.25. Gal(l'/l) ist in Gal(I'/k) als Normalteiler von endlich vielen
endlichen Trdagheitsgruppen erzeugt.

Fordern wir in der Grundsituation zusétzlich, dass das Schema S das Spektrum
eines henselschen lokalen Ringes ist, so konnen wir die scheingeometrische étale
Fundamentalgruppe besser charakterisieren:

Definition 2.2.26. ([INSW], Def. 1.1.5 und Def. 1.1.6)

1. Eine dbernatiirliche Zahl ist ein formales Produkt
I
p

wobei p alle Primzahlen durchlduft und fiir jedes p ist der Exponent n,, eine
nicht-negative ganze Zahl oder das Symbol oo.

2. Sei G eine proendliche Gruppe. Die Ordnung von G ist definiert als

#G = kgV(#(G/U))u,
wobei U alle offenen normalen Untergruppen von G durchléuft.

Lemma 2.2.27. Sei A ein henselscher diskreter Bewertungsring mit perfektem
Restklassenkdrper und perfektem Quotientenkorper k. Sei S := Spec(A) und X ein
zusammenhdngendes requldres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus sur-
jektiv und von endlichem Typ mit zusammenhdngender geometrischer generischer
Faser X x gk ist. Sein die Faserdicke von X tiber dem abgeschlossenen Punkt von
S. Dann st die Ordnung der scheingeometrischen étalen Fundamentalgruppe ein
Teiler von n.

Beweis. Sei | C k eine endliche separable Erweiterung von k, so dass st /S ver-
zweigt und xKl /X étale ist; das heifit, dass X [ eine scheingeometrische Uberlage-
rung von X ist. Sei p das maximale Ideal des lokalen Ringes von St im abgeschlos-
senen Punkt von S'. Nach Lemma 2.2.16 ist die Ordnung e der Trigheitsgruppe
von p iiber £ ein Teiler von n. Sei T}, der Tragheitskorper von p iiber k. Dann ist

XKT eine arithmetische Uberlagerung von X und e ein Teiler der Gruppenord-
nung von w9 (%, 3). O

Sei nun S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkomme-
nen Restklassenkorpern und Funktionenkérper £ und X ein zusammenhéngendes
regulires S-Schema, so dass der Strukturmorphismus von endlichem Typ mit zu-
sammenh#ngender geometrischer generischer Faser X x gk ist. Sei U C S das Bild
von X in S und 5 ein geometrischer Punkt von X xg k.
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Wir kénnen von der Folge
(X5, 5) 5 m(X,5) 5 m(S.5)
zur Folge der maximal abelschen Faktorgruppen
mi(Xi,5) L 7 (X, 5) B wit(S,5)
iibergehen.

Korollar 2.2.28. Die Faktorgruppe ker(h)/im(g) ist endlich.

Beweis. Sei 1% die maximale abelsche Erweiterung von k, so dass U™ /U étale

ist und /'* die maximale abelsche Erweiterung von k, so dass XU /X étale ist.
Analog zum nicht-abelschen Fall wird die Galoisgruppe Gal(l'®/1%) in Gal(I'®® /k)
von endlich vielen endlichen Tragheitsgruppen erzeugt. Da die Trégheitsgruppen
abelsch sind, folgt die Endlichkeit von Gal(l'®/[). O

Bemerkung 2.2.29. Ist der Morphismus f: X — S surjektiv und S das Spek-
trum des Ringes der ganzen Zahlen eines Zahlkorpers, so folgt die Endlichkeit von
ker(h)/im(g) sofort aus der Endlichkeit von 7% (%, 5), die A. Schmidt in [Sch],
Theorem 3.1 gezeigt hat.
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Kapitel 3
Beispiele

Das Basisschema S im zweiten Kapitel ist ein exzellentes eindimensionales Dede-
kindschema mit vollkommenen Restklassenkorpern. Der Funktionenkorper von
S wird mit k bezeichnet. Fiir ein zusammenhéngendes regulidres S-Schema X,
so dass der Strukturmorphismus surjektiv und von endlichem Typ mit zusam-
menhéngender geometrischer generischer Faser ist, haben wir die scheingeometri-
sche Fundamentalgruppe eingefiihrt. Es wurden Voraussetzungen angefiihrt und
herausgearbeitet, in denen die scheingeometrische Fundamentalgruppe trivial ist,
was dquivalent dazu war, dass fiir einen geometrischen Punkt § der geometrischen
generischen Faser ¥ x g k die Folge étaler Fundamentalgruppen

7Tl<% Xg ];:75) - ﬂ-l(%u 5) - 7Tl(Sv 5) — 1

exakt ist.

In diesem Kapitel sollen nun Schemata X wie in der Grundsituation mit nicht-
trivialer scheingeometrischer Fundamentalgruppe konstruiert werden. Wie wir
bereits in Kapitel 2 gesehen haben, ist die scheingeometrische Fundamentalgrup-
pe eines S-Schemas X wie in der Grundsituation in Kapitel 2 trivial, falls alle
Faserdicken gleich Eins sind. Um ein Schema X mit nicht-trivialer scheingeometri-
scher Fundamentalgruppe zu konstruieren, ist es also notwendig, dass mindestens
eine Faserdicke von Eins verschieden ist.

Im zweiten Abschnitt (Beispiel 1) ist das Basisschema S das Spektrum des Ringes
der ganzen Zahlen eines lokalen Korpers. Sei p die Charakteristik des Restklas-
senkorpers von Q. Zur Konstruktion des gewiinschten S-Schemas mit nicht-
trivialer scheingeometrischer Fundamentalgruppe benotigen wir im ersten Bei-
spiel die Theorie elliptischer Kurven iiber einem lokalen Korper k. Das Schema X
mit nicht-trivialer scheingeometrischer Fundamentalgruppe ist dann ein reguléres
Modell eines bestimmten Twists einer elliptischen Kurve iiber k.

Die spezielle Faser von X hat nur Komponenten, deren Vielfachheiten p-
Potenzen sind.
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Fiir das zweite Beispiel in diesem Kapitel hat J.-L. Colliot-Thélene den Hinweis
gegeben, dass die Komponenten der speziellen Faser eines reguldren Modells von

Proj (Qu[z,y, 2]/(z® + py® + p*2°)) — Spec(Q,)

tiber Spec(Z,) nur Vielfachheiten haben, die durch drei teilbar sind. Ein reguléres
Modell dafiir wird im zweiten Abschnitt dieses Kapitels durch Aufblasungen und
Normalisierung konstruiert.

In den folgenden beiden Beispielen fiir Schemata mit nicht-trivialer scheingeome-
trischer Fundamentalgruppe benotigen wir die Theorie der Modelle von Kurven.
Daher werden wir im folgenden Abschnitt die Sétze und Definitionen angeben,
die fiir uns relevant sind.

3.1 Modelle

Wir fiithren die Theorie der gefaserten Fléachen und der Modelle nach [Liu|, Kapitel
8-10 ein.

Definition 3.1.1. Sei S ein Dedekindschema.

1. Ein integres, projektives, flaches zweidimensionales S-Schema C — S heif3t
eine gefaserte Fldche tiber S.

2. Die gefaserte Fliache C heifit normal, falls C normal ist.

3. Eine regulére gefaserte Flache {iber einem eindimensionalen Dedekindsche-
ma heifit eine arithmetische Fldche.

Definition 3.1.2. Sei S ein eindimensionales Dedekindschema mit Funktio-
nenkorper k£ und C' eine normale, zusammenhéngende projektive Kurve iiber k.

1. Wir nennen eine normale gefaserte Flache C — S zusammen mit einem
Isomorphismus Cj, := C xg k = C ein Modell von C' tber S.

2. Das Modell C heif3t requldr, falls C regular ist.

3. Ein Morphismus C — C' von zwei Modellen iiber C' ist ein Morphismus
von S-Schemata, der kompatibel ist mit den Isomorphismen C; = C' und

CL=C.
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Desingularisierung

Definition 3.1.3. Sei X ein reduziertes Schema. Ein eigentlicher birationaler
Morphismus f: Z — X, wobei Z ein reguléres Schema ist, heift eine Desingu-
larisierung von X. Ist f ein Isomorphismus iiber jedem reguldren Punkt von X,
so heifit Z eine Desingularisierung im starken Sinn.

Satz 3.1.4. ([Liu, 8, Cor. 3.51) Sei S ein eindimensionales Dedekindschema
und X — S eine gefaserte Fliche mit glatter generischer Faser. Dann erlaubt X
eine Desingularisierung im starken Sinn.

Das bedeutet, dass folgende Folge endlich ist:

o X1 — Xy — = Xy — X,

wober X1 die Normalisierung von X st und fir alle 1 > 1 ist X;411 — X; das
Kompositum der Aufblasung X! — X; im singuldren Ort von X; und der Norma-
lisierung X;11 — X|. Die Folge endet bei m, falls X, requldr ist.

Korollar 3.1.5. Sei S ein eindimensionales Dedekindschema und X — S eine
normale gefaserte Fliche mit glatter generischer Faser und X" eine Desingula-
risierung von X m starken Sinn. Sei s € S und X% die Faser tber s. Hat X[
nur irreduzible Komponenten der Vielfachheit Eins, so auch die Faser X,.

Minimale regulire Modelle

Definition 3.1.6. Sei X — S eine regulédre gefaserte Fléche.

1. Sei £ eine Menge von integren projektiven Kurven auf X. Eine normale
gefaserte Fliache Y — S zusammen mit einem projektiven birationalen
Morphismus f : X — Y, so dass fiir jede integre vertikale Kurve E auf
X die Menge f(E) genau dann ein Punkt ist, wenn F € & gilt, heifit eine
Kontraktion der Kurven E € £.

2. Ein Primdivisor E auf X heifit ein exzeptioneller Divisor, falls folgendes
gilt:
Es existiert eine regulire gefaserte Fliache ¥ — S und ein Morphismus
f: X — Y von S-Schemata, so dass f(F) auf einen Punkt reduziert ist
und f: X\ E — Y\ f(E) ein Isomorphismus ist. Ein exzeptioneller Divisor
FE ist also eine integre Kurve zusammen mit einer Kontraktion zu einem
reguldren Punkt f(FE).

Theorem 3.1.7. (Faktorisierungssatz, [Liu|, 9, Theorem 2.2) Sei S ein Dede-
kindschema und f: X — Y ewn birationaler Morphismus von reguldren gefaserten
Flichen diber S. Dann ist f eine endliche Folge von Aufblasungen in abgeschlos-
senen Punkten.

43



Satz 3.1.8. ([Liu], 9, Prop. 2.5) SeiY eine requldire gefaserte Fliche und f: X —
Y die Aufblasung von Y in einem abgeschlossenen Punkt y € Y. Sei E das
Schema X,,. Dann gilt B = Pi(y).

Definition 3.1.9. Sei X — S eine regulére gefaserte Fléche.

1. Die gefaserte Fliache X heifit relativ minimal, falls sie keinen exzeptionellen
Divisor enthélt.

2. Die gefaserte Fliche X heifit minimal, falls jede birationale Abbildung von
reguldren gefaserten S-Flachen Y --+ X ein birationaler Morphismus ist.

Definition 3.1.10. Sei X — S eine normale gefaserte Fléche.

1. Eine reguldre gefaserte Flache Y — S zusammen mit einer birationalen
Abbildung Y --» X heifit Modell von X iiber S.

2. Ein Morphismus von zwei Modellen Y7, Y5 von X ist ein Morphismus gefa-
serter S-Flachen Y; — Y5, der kompatibel ist mit den birationalen Abbil-
dungen Y] --» X und Y5 --» X .

3. Ein Modell Y von X heifit das minimale requldre Modell von X, falls YV
minimal ist als reguldre gefaserte Fldche iiber S. Existiert das minimale
regulidre Modell, so ist es eindeutig.

Satz 3.1.11. ([Liu], 10, Prop. 1.8) Sei S ein affines Dedekindschema mit Funk-
tionenkdrper k und C' eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht > 1 diber k.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes minimales requlires Modell von C' iiber S.

Korollar 3.1.12. Sei S ein affines Dedekindschema mit Funktionenkdrper k und
C eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht > 1 diber k. Sei C ein regulires
Modell von C idiber S und C,,;, das minimale requlire Modell von C' tiber S. Sei
s € S ein abgeschlossener Punkt und Cp s die Faser von Cp.y, tiber s. Haben alle
irreduziblen Komponenten von Cpn s die Vielfachheit Eins, so auch die irredu-
ziblen Komponenten der Faser von C iiber s.

Beweis. Dies folgt direkt aus Theorem 3.1.7 und Satz 3.1.8. m

Reduktion

Sei S ein eindimensionales Dedekindschema mit Funktionenkorper k.

Definition 3.1.13. Sei C' eine normale projektive Kurve iiber k. Wir fixieren
einen abgeschlossenen Punkt s € S.

1. Wir nennen die Faser C; eines Modells C von C' iiber S eine Reduktion von
C bei s.
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2. Die Kurve C hat gute Reduktion bei s € S, falls C' ein glattes Modell iiber
Spec(Og s) erlaubt.

3. Die Kurve C' hat gute Reduktion diber S, falls sie gute Reduktion bei allen
abgeschlossenen Punkten s € S hat.

Satz 3.1.14. ([Liul, 10, Prop. 1.21) Sei C' eine glatte projektive Kurve tiber k vom
Geschlecht g > 1. Sei das Dedekindschema S affin. Dann hat C gute Reduktion
tiber S genau dann, wenn das minimale requlire Modell von C tiber S glatt ist.

Korollar 3.1.15. Sei das Dedekindschema S affin und C' eine glatte projektive
Kurve diber k vom Geschlecht g > 1 mit guter Reduktion. Dann haben alle irredu-
ziblen Komponenten der Fasern des minimalen requldren Modells die Vielfachheit
Eins.

3.2 Beispiel 1

Zunichst geben wir die Idee und einen Uberblick der Konstruktion an:

Nach Satz 2.2.18 ist die scheingeometrische Fundamentalgruppe eines Schemas
X wie in der Grundsituation f: X — S trivial, falls alle Faserdicken gleich Eins
sind. Der erste Schritt ist also, ein Schema zu finden, das eine Faser enthélt, deren
Dicke von Eins verschieden ist.

Im zweiten Schritt benotigen wir nach Bemerkung 2.1.5 eine endliche separable
Erweiterung [ C k des Funktionenkorpers k von S, so dass st /S verzweigt und
XKl /X unverzweigt ist. In dieser Situation verkleinern sich nach Lemma 2.2.16
beim Ubergang von X — S zu XKL 5 8T die Faserdicken an den Punkten im
Verzweigungsort.

Eine entscheidende Rolle bei der Konstruktion des Beispiels spielt die folgende
Beobachtung, die wir in Abschnitt 3.2.2 beweisen werden:

Sei C' eine eigentliche, glatte und geometrisch zusammenhéingende Kurve vom
Geschlecht g(C) > 1 iiber einem lokalen Korper k& und Oy der Ring der ganzen
Zahlen von k. Sei p die Charakteristik des Restklassenkorpers von Oy und sei C
ein reguldres Modell von C' iiber Spec(Oy).

Wir fixieren einen algebraischen Abschluss k von k und setzen k' fiir die maxi-
male zahm verzweigte Erweiterung von & in k.

Hat die Kurve C' keinen k'"-rationalen Punkt, so hat die spezielle Faser C, von C

nur irreduzible Komponenten, deren Vielfachheiten durch p teilbar sind. Insbe-
sondere ist p ein Teiler der Faserdicke.
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Die Idee ist nun, eine Kurve C' iiber k zu finden, die keinen k'"-rationalen Punkt
hat. Die spezielle Faser eines reguldren Modells fiir C' iiber Spec(Oy,) hat dann nur
irreduzible Komponenten mit Vielfachheiten, die durch p teilbar sind. Die Kurve
C iiber k soll eine Kurve vom Geschlecht 1 sein, die selbst keine elliptische Kurve
ist (da sie keinen k-rationalen Punkt hat), jedoch iiber einer wild verzweigten
Erweiterung [ von k isomorph zu einer elliptischen Kurve mit guter Reduktion
sein.

Sei &€ ein regulidres Modell der elliptischen Kurve E/ [ mit guter Reduktion.
Nach Korollar 3.1.15 hat die irreduzible Komponente der speziellen Faser von &
die Vielfachheit FEins und mit Korollar 3.1.5 und Korollar 3.1.12 auch die Norma-
lisierung des reguliiren Modells C in der Erweiterung K. Insbesondere verindert
sich die Faserdicke der speziellen Faser des reguldren Modells C beim Ubergang
zu CK!. Somit haben wir ein Schema mit nicht-trivialer scheingeometrischer Fun-
damentalgruppe gefunden.

3.2.1 Hauptfaserbiindel

Wie wir eben gesehen haben, werden wir ein Schema mit nicht-trivialer schein-
geometrischer Fundamentalgruppe mit Hilfe einer Kurve konstruieren, die iiber
dem Korper k keine elliptische Kurve ist, jedoch iiber einer Erweiterung von k
isomorph zu einer elliptischen Kurve ist. Dazu benotigen wir die Theorie und Be-
zeichnungen der Hauptfaserbiindel fiir elliptische Kurven, die wir an dieser Stelle
nach [Sil], X, §2 und §3 wiederholen werden.

Definition 3.2.1. Sei £ ein vollkommener Koérper und F iiber k eine elliptische
Kurve.

1. Ein Twist der elliptischen Kurve E/k ist eine glatte Kurve C'/k, die iiber
k isomorph zu F ist. Wir identifizieren zwei Twists, falls sie isomorph iiber
k sind.

2. Ein Hauptfaserbindel fix E/k ist ein Paar (C,p), wobei C'/k eine glatte
Kurve ist und
w: Cx E—C

ein Morphismus, der iiber k definiert ist und die folgenden Eigenschaften

hat:

e u(p,O) = p fiir alle p € C und dem neutralen Element O der ellipti-
schen Kurve, wenn wir E als additive Gruppe auffassen.

o u(u(p,P),Q) = ulp, P+ Q) fiir alle p € C und P,Q € E.

e Fiir alle p,q € C gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt P € F/|
der u(p, P) = q erfiillt.
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Wir schreiben im folgenden C'/k fiir ein Hauptfaserbiindel (C, p) fiir E/k.

3. Zwei Hauptfaserbiindel C/k und C’/k fir E/k heien dquivalent, falls es
einen Isomorphismus C' — C” gibt, der iiber k definiert ist und vertraglich
ist mit der Operation von E auf C und C’. Die Aquivalenzklasse, die E
enthélt, heifit die triviale Klasse.

Satz 3.2.2. ([Sil], X, Prop. 3.2 (a)) Jedes Hauptfaserbindel C/k fiir E/k ist ein
Twist fir E/k.

Satz 3.2.3. Die Aquivalenzklassen von Hauptfaserbindeln fir eine elliptische
Kurve E/k tiber einem vollkommenen Korper k bilden eine Gruppe. Sie heifit die
Weil-Chatelet-Gruppe fir E/k und wird mit WC(E/k) bezeichnet.

Ob ein Hauptfaserbiindel C'/k fiir die elliptische Kurve E/k bereits iiber k iso-
morph zu E ist, kann mit folgendem Satz entschieden werden:

Satz 3.2.4. ([Sil], X, Prop. 3.3) Ein Hauptfaserbindel C/k liegt genau dann in
der trivialen Klasse, wenn C(k) # &.

Nach dem folgenden Theorem konnen wir ein Hauptfaserbiindel C'/k fiir eine
elliptische Kurve E/k mit einem Element aus der Gruppe H'(Gal(k/k), E(k))
identifizieren:

Theorem 3.2.5. ([Sil], X, Theorem 3.6) Sei E/k eine elliptische Kurve. Dann
gibt es eine natiirliche Bijektion

WC(E/k) — HY(Gal(k/k), BE(k)).

Ist k ein lokaler Korper, so konnen wir die Struktur der Weil-Chatelet-Gruppe
einer elliptischen Kurve E/k angeben:

Satz 3.2.6. ([Ta]) Sei E eine elliptische Kurve iber einem lokalen Kérper k.
Dann gilt
WC(E/k) = Hom(E(k),Q/Z).

Seir Oy der Ring der ganzen Zahlen von k mit mazimalem Ideal my. Wir setzen
F := O/my. Sei E die Reduktion von E modulo dem uniformisierenden Ele-
ment von Ok. Nach [Sil], VII, Prop. 2.1 gilt fir eine elliptische Kurve mit guter
Reduktion: E(k) = O @ E(F) und damit:

WC(E/k) = (Q,/Z,) "% @ (endliches).
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3.2.2 Faserdicken regulirer Modelle

Dieser Abschnitt zeigt den Zusammenhang zwischen der Existenz rationaler Punk-
te der Kurve C' und den Vielfachheiten der irreduziblen Komponenten der spezi-
ellen Faser eines reguldren Modells C von C.

In diesem Abschnitt 3.2.2 und im nichsten Abschnitt 3.2.3 betrachten wir stets
folgende Situation:

Sei C eine eigentliche, glatte und geometrisch zusammenhéingende Kurve vom
Geschlecht g(C') > 1 iiber einem lokalen Kérper & und Oy der Ring der ganzen
Zahlen von k. Sei p die Charakteristik des Restklassenkorpers von Oy und sei C
ein reguléres Modell von C' iiber Spec(Oy).

Wir fixieren wir einen algebraischen Abschluss K des Funktionenkérpers K von
C und setzen k fiir den algebraischen Abschluss von k in K. Fiir eine Kérperer-
weiterung [/k bezeichnen wir die durch Basiswechsel entstandene Kurve C' x
mit C;. Der abgeschlossene Punkt von Spec(Oy) soll mit s bezeichnet werden.

Satz 3.2.7. Sei k™ die mazimal unverzweigte Erweiterung von k in k. Die spezi-
elle Faser Cs von C hat genau dann eine irreduzible Komponente der Vielfachheit
Fins, wenn Cinr (K") # .

Beweis. Sei CK*"" die Normalisierung des reguldren Modells C im Kompositum

Kk™ innerhalb K. Der abgeschlossene Punkt von Spec(Qjnr) wird mit s’ bezeich-
net. Gilt nun Cynr (K"") # @, so folgt mit [Liu], 9, Cor. 1.32, dass die spezielle
Faser C5*"" von CK*" eine irreduzible Komponente der Vielfachheit Eins enthilt.
Da Spec(Opnr ) /Spec(Oy) unverzweigt ist, ist auch CX*"" /C unverzweigt. Damit
hat mit Lemma 2.2.17 bereits die spezielle Faser Cy; des Modells C eine irreduzible
Komponente der Vielfachheit Eins.

Angenommen die spezielle Faser C; von C hat eine irreduzible Komponente der
Vielfachheit Eins. Dann hat mit Lemma 2.2.17 die spezielle Faser der Normali-
sierung CK*"" ebenfalls eine irreduzible Komponente der Vielfachheit Eins. Sei
X eine irreduzible Komponente von C5*" der Vielfachheit Eins. Der generische
Punkt von X ist ein regulirer Punkt in C¥*"". Bezeichnen wir den Restklas-
senkorper von s’ mit k(s"), so folgt, dass der glatte Ort der speziellen Faser

CEF" — k(s)

CKkTLT‘

nicht leer ist. Damit ist auch der glatte Ort CE*"" von nicht leer.
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Da der ganze Abschluss Ognr von Oy in k™ ein henselscher lokaler Ring ist, liefert
das Henselsche Lemma ([BLR], Prop. 2.35) fiir den glatten Morphismus

CEF™ s Spec(Opnr)
die Surjektivitdt der Abbildung
¥ Cy (Opr) = Ct (K(s).

sm,s’

Der Korper k(s') ist separabel abgeschlossen und damit gilt CEF'/(k(s')) # 2.

Die Surjektivitat von ¢ impliziert die Liftung jedes x(s’ )—rationalén Punktes von
CL¥. zu einem Schnitt
Spec(Opnr) — CEF

Desweiteren setzt sich ein Schnitt Spec(Ognr) — CEF" 7u einem Schnitt
Spec(Opnr) — CEF

fort. Da der Morphismus CX*" — Spec(Oynr) eigentlich ist, erhalten wir mit
[Liu], 3, Theorem 3.25 die Bijektivitdt der Abbildung

CKknr (Oknr) — Cknr (knr) .

Damit setzt sich jeder Schnitt Spec(Opnr) — CEF™ zu einem k™ -rationalen Punkt
von Cynr fort und es folgt die Behauptung. O

Satz 3.2.8. Sei p die Charakteristik des Restklassenkorpers von Oy und k' die
maximal zahm verzweigte Erweiterung von k in k. Hat die spezielle Faser Cs von C
eine irreduzible Komponente der Vielfachheit n mit (n,p) = 1, so gilt C(k™) # @.

Beweis. Sei X eine irreduzible Komponente der Faser C, der Vielfachheit n mit
(n,p) = 1. Der lokale Ring im generischen Punkt von X ist ein diskreter Bewer-
tungsring B mit Quotientenkorper K. Sei mp das uniformisierende Element von
B und A der lokale Ring von Spec(Oy) in s mit uniformisierendem Element 4.
In diesem Fall ist B ein diskreter Bewertungsring, der A dominiert. Fassen wir m4
als ein Element in B auf, so wird das von 74 in B erzeugte Ideal von 7} erzeugt:

(TaB) = (7).

Sei nun [ eine zahm verzweigte Erweiterung von k& vom Grad m mit n | m. Dann
folgt mit Abhyankars Lemma ([SGA1], X, Lemme 3.6), dass die Normalisierung
von A in K1 iiber der Normalisierung von A in [ unverzweigt ist. Damit haben
die irreduziblen Komponenten der speziellen Faser der Normalisierung C%! von C
in K1, die iiber X liegen, die Vielfachheit Eins. Nun kénnen wir Satz 3.2.7 auf

C*' — Spec(O))

anwenden. Wir erhalten einen [""-rationalen Punkt von C; und insbesondere einen
k'"-rationalen Punkt von C. Dies zeigt die Behauptung. [
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3.2.3 Konstruktion des Beispiels

Die Idee ist nun, eine Kurve C' iiber k zu finden, die keinen k'"-rationalen Punkt
hat. Die spezielle Faser eines reguldren Modells fiir C' iiber Spec(Oy) hat mit
Satz 3.2.8 nur irreduzible Komponenten mit Vielfachheiten, die durch p teilbar
sind. Die Kurve C' iiber k soll eine Kurve vom Geschlecht Eins ohne k-rationalen
Punkt sein und ist daher keine elliptische Kurve. Uber einer Erweiterung von k
soll C' jedoch isomorph zu einer elliptischen Kurve mit guter Reduktion sein.

In diesem Abschnitt benotigen wir Kohomologiegruppen von Galoisgruppen. In
diesem Zusammenhang schreiben wir im folgenden auch kurz H'(l/k,.) fiir die
erste Kohomologiegruppe von Gal(l/k).

Satz 3.2.9. Sei E eine elliptische Kurve tiber k mit guter Reduktion. Dann gilt
HY (K™ [k, E(k™)) = 0.

Beweis. Sei 7w ein uniformisierendes Element fiir O, und m, das maximale Ideal
von Oy. Nach Wahl eines minimalen Weierstrafmodells fiir £//k konnen die Ko-
effizienten der Weierstrafigleichung modulo 7 reduziert werden. Die so erhaltene
Kurve iiber F := O, /m;, wird mit E bezeichnet. Sei E(m;) die formale Gruppe,
die zu E assoziiert ist. Fiir die elliptische Kurve E mit guter Reduktion haben
wir nach [Sil], VII, Prop. 2.1 und Prop. 2.2 eine exakte Folge abelscher Gruppen

Nun betrachten wir E als elliptische Kurve iiber der maximal unverzweigten
Erweiterung k™ von k und gehen zur langen exakten Kohomologiefolge von ()
iiber:

= HY (K™ [k, E(tgar)) — HY (K™ /k, E(K™)) — H'(K™ /k, E(F)) —

Nach [Liu], 10, Prop. 2.26 erhalten wir fiir einen vollstdndigen diskreten Bewer-
tungsring O mit endlichem Restklassenkérper und einer elliptischen Kurve F
tiber @ := Quot(O) eine Bijektion

F<mQ) =mg,

wobei mg das maximale Ideal von @ bezeichnet. Damit gilt H' (k™" /k, E(mgnr)) =
0. Da E gute Reduktion hat, ist F eine elliptische Kurve iiber einem endlichen
Korper F. In diesem Fall gilt nach [Sil], X, Exercise 10.6:

HY(F/F, E(F)) =0

und wegen Gal(k™ /k) = Gal(F/F) auch H'(k™ /k, E(F)) = 0. Damit folgt der
Satz. O
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Nun koénnen wir ein Schema iiber Spec(Oy) konstruieren, dessen spezielle Faser
nur irreduzible Komponenten hat, deren Vielfachheiten durch die Charakteristik
des Restklassenkorpers von Oy teilbar sind:

Dazu sei E eine elliptische Kurve iiber dem lokalen Koérper £ mit guter Reduktion
und p die Charakteristik des Restklassenkorpers F von Oy. Sei € € H*(k/k, E(k))
ein von 0 verschiedenes p-Torsionselement. Nach Theorem 3.2.5 konnen wir das
Element ¢ einem Hauptfaserbiindel C*¢ fiir die elliptische Kurve E/k zuordnen.

Wir zeigen nun, dass C¢ keinen k*"-rationalen Punkt hat, denn dann gilt mit Satz
3.2.8, dass die spezielle Faser eines reguliiren Modells von C* {iber Spec(Oy) nur
irreduzible Komponenten hat, deren Vielfachheiten durch p teilbar sind:

Sei k™" die maximal unverzweigte Erweiterung von k in k und k" die maximal
zahm verzweigte Erweiterung von k in k. Uber die Inflationsabbildungen erhalten
wir die folgenden Inklusionen:

H' (K™ [k, E(K™)) € H' (K" [k, E(k™)) € H'(k/k, E(k)).
Betrachten wir auflerdem die Restriktionsabbildungen
res: H'(k/k, E(k)) — H'(k/k", E(k))

und
res: Hl(k“"/k, E(k“")) — Hl(k”/knr,E(lﬂ”))

so erhalten wir exakte Folgen
() O H'K" /R B(K")) ™ H'(k/k, E()) ™ H' (k)K" E(K))

sowie

(k%) 0 — H' (K™ /k, E(™)) ™ HY (K" [k, B('T)) ™S H (K /K™, E(K™)).

Angenommen das von 0 verschiedene p-Torsionselement ¢ € H'(k/k, E(k)) wiirde
bereits in der Untergruppe H'(k' /k, E(k'")) liegen.
Dann gilt 0 = p - res(¢) € HY(K'" /™, E(k')). Wegen

HY(K" /K™, E(K')) = lim H' (K" /E"") /U, E(k™)"),
U

wobei U die offenen normalen Untergruppen von k' /k™" durchlduft, liegt res(€)
bereits in einer Gruppe H'((k'/k™) /U, E(k'")V) fiir einen offenen Normalteiler
U < Gal(k™ /k™). Die Faktorgruppe (k" /k™)/U bezeichnen wir mit V.
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Da Gal(k/k'") die p-Sylowgruppe von Gal(k/k™) ist, ist die Gruppenordnung von
V teilerfremd zu p. Sei n die Gruppenordnung der endlichen Gruppe V. Dann gilt
n- HY (V,E(k™)Y) = 0. Da p- res(£) = 0, muss entweder p die Gruppenordnung
n von V teilen oder res(§) = 0 gelten. Die Gruppenordnung von V' ist jedoch
teilerfremd zu p und damit erhalten wir res(§) = 0.

Da die Folge (%) exakt ist, muss £ # 0 im Bild von inf liegen. Dies aber steht
im Widerspruch dazu, dass nach Satz 3.2.9 H' (k™" /k, E(k™)) = 0 gilt. Also liegt
das Element ¢ nicht in der Untergruppe H' (k' /k, E(k')).

Jetzt zeigen wir, dass die Kurve C’,ftr nicht isomorph zur elliptischen Kurve Ejr
ist und damit nach Satz 3.2.7 die Kurve C¢ keinen k'"-rationalen Punkt hat:

Angenommen C’,ﬁtr wiére isomorph zu Ej:-. Dann liegt £ im Kern der Abbildung
res: H'(k/k, E(k)) — H"(k/k'", E(k)).

Aus der Exaktheit der Folge (x) folgt nun, dass £ im Bild der Abbildung
inf: H' (K" |k, E(K')) — H'(k/k, E(k))

liegt. Es wurde jedoch gerade gezeigt, dass & kein Element der Untergruppe
H (K" [k, E(k')) ist. Daraus folgt, dass C%,, nicht isomorph zu Ejer ist.

Nach Satz 3.2.8 hat nun die spezielle Faser jedes reguliren Modells von C¢ iiber
Spec(Oy) nur irreduzible Komponenten, deren Vielfachheiten durch p teilbar sind.
Sei nun [/k eine Erweiterung vom Grad p, so dass das Bild von & unter der Re-
striktionsabbildung

res: H'(k/k, E(k)) — H'(k/1, E(k))

trivial wird. Das bedeutet nach Definition der W C-Gruppe, dass die Kurve Cf
isomorph zu Fj ist. Wie wir eben gesehen haben, sind C¢ und E nicht iiber k'
isomorph. Also ist insbesondere [/k eine wild verzweigte Erweiterung. Der Iso-
morphismus Cf = [ liefert, dass C’f gute Reduktion hat. Mit Korollar 3.1.15
hat die irreduzible Komponente der speziellen Faser eines reguldren Modells von
Cf die Vielfachheit Eins. Mit Korollar 3.1.5 und Korollar 3.1.12 folgt auch, dass
die spezielle Faser der Normalisierung eines reguliren Modells C¢ von C¢ in Kl
nur irreduzible Komponenten der Vielfachheit Eins hat. Beim Ubergang zur p-
Erweiterung [ verringert sich also die p-Bewertung der Dicke der speziellen Faser
um Eins. Somit hat die spezielle Faser eines reguldren Modells von C’,f nur Kom-
ponenten der Vielfachheit p.
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Es folgt also, dass die Normalisierung eines reguliren Modells C¢ von C¢ in Kl
iiber C¢ étale bei allen Punkten der Kodimension Eins ist. Da C¢ regulir ist, er-
halten wir mit der Reinheit des Verzweigungsortes, dass (C%)5!/C¢ étale ist.

Das gesuchte Schema ist also ein regulires Modell C¢ von C* iiber Spec(O})
und der Effekt, der zur Nicht-Trivialitdt der scheingeometrischen Fundamental-
gruppe von C¢ fithrt, kann beim Ubergang von C¢ zur Normalisierung von C¢ in
K beobachtet werden:

Spec(0;)/Spec(Oy,) ist wild verzweigt

(C&)EL/CE ist unverzweigt.
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3.3 Beispiel 2

In diesem Abschnitt geben wir ein explizites Schema an, das eine nicht-triviale
scheingeometrische Fundamentalgruppe besitzt. Wie schon im ersten Beispiel be-
merkt, hat ein Schema mit nicht-trivialer scheingeometrischer Fundamentalgrup-
pe notwendigerweise eine Faser, deren Dicke von Eins verschieden ist.

In diesem Abschnitt sei p eine von 3 verschiedene Primzahl. J.-L. Colliot-
Thélene gab den Hinweis, dass die Komponenten der speziellen Faser eines re-
guldren Modells von

A = Proj (Qu[x,y, 2]/ (z* + py* + p*2*)) — Spec(Q,)

tiber Spec(Z,) nur Vielfachheiten haben, die durch drei teilbar sind. Das bedeu-
tet nach Definition der Faserdicke insbesondere, dass die Faserdicke der speziellen
Faser durch drei teilbar ist.

Zuerst werden wir einen Beweis dafiir angeben, dass die spezielle Faser eines
reguldren Modells von A nur Komponenten hat, deren Vielfachheiten durch drei
teilbar sind und im Anschluss daran ein reguldres Modell von A iiber Spec(Z,)
konstruieren. Sei C ein reguldres Modell von A und K der Funktionenkérper von
A. Der letzte Schritt dieses Abschnitts besteht darin, eine Erweiterung [ von Q,
anzugeben, deren Grad iiber @, durch drei teilbar ist, so dass die Normalisierung
von Z, in [ iiber Z, verzweigt ist und CX'/C étale ist. Dies impliziert die Nicht-
Trivialitdt der scheingeometrischen Fundamentalgruppe eines reguldren Modells
von A.

3.3.1 Die Dicke der speziellen Faser

Sei K der Funktionenkorper von A. Ist C ein reguldres Modell von A iiber Z,, so
ist der generische Punkt einer irreduziblen Komponente der speziellen Faser von
C ein diskreter Bewertungsring in K, der Z, dominiert.

Lemma 3.3.1. Sei R C K ein diskreter Bewertungsring, der Z, dominiert. Dann
qilt:
3| vr(p)-

Beweis. Angenommen vg(p) wire kongruent zu 1 modulo 3. Dann folgt
vr(23) = 3vg(z) =0 mod 3
vr(py?) = 3vr(y) + vr(p) = 1 mod 3

vr(p?2®) = 3vr(2) + 2vr(p) = 2 mod 3.
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Mit der verschérften Dreiecksungleichung erhalten wir:
vr(r® + py® + p?2°) = min {vr(2?), vr(py®), vr(p*2?)}.
Wegen vr(0) = oo = vr(x® + py? + p?z3) folgt
vr(2®) = vr(py®) = vr(p?z’?) = o0

r=y=2z=0.

Eine analoge Vorgehensweise zur Annahme vg(p) = 2 mod 3 liefert ebenfalls
x =y = z = 0 und die Behauptung folgt. O]

Damit hat also jedes regulére Modell von A iiber Spec(Z,) nur durch drei teilbare
Faserdicken. Ein solches Modell soll nun konstruiert werden.

3.3.2 Konstruktion eines regulidren Modells

Ein offensichtliches Modell von A iber Z, erhalten wir, indem wir dieselbe Glei-
chung iiber Z, betrachten. Eine Uberdeckung dieses Modells ist durch die folgen-
den affinen Umgebungen gegeben:

Ay = Spec(Zy[z,y]/(z* +py® +1p?)) — Spec(Z,)
Ay = Spec(Zyly. 2]/(1 +py® + p*2%)) — Spec(Z,)
Ag = Spec(Zy[r,2]/(x* + p+p*2*)) — Spec(Z,)

Zuerst betrachten wir die generischen Fasern der drei affinen Umgebungen A, A,
und As: Das Jacobikriterium liefert, dass die generischen Fasern von A;, A und
As glatt iiber , sind. Somit ist A ein Schema, dessen Punkte auf der generischen
Faser regulir sind. Nun werden die speziellen Fasern der affinen Uberdeckung
studiert. Im Folgenden bezeichnen A;, B;, C; sowohl das Schema eines Ringes wie
auch den Ring selbst, wenn klar ist, was in der jeweiligen Situation gemeint ist.

e Zu Ay = Spec(Zy[z, y]/(x* + py* + p?)):

Die maximalen Ideale in Z,[x,y]/(z* + py® + p?), die p enthalten, sind von
der Form M = (p,z, f(y)), wobei f(y) ein irreduzibles Polynom modulo p
ist. Gilt y ¢ 9, dann liegt auch y* + p nicht in 9. Also ist y* + p eine
Einheit in der Lokalisierung (A;)gy und

—3

RN

p

Ist also f(y) # y, so wird M in (Z,[x,y]/(2* + py® + p?))om von zwei Ele-
menten erzeugt und 9N ist damit ein reguldrer Punkt.
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Im néchsten Schritt blasen wir A; im Punkt (p,x,y) auf. Die Aufblasung
wird durch die folgenden affinen Umgebungen By, Bs, Bs iiberdeckt:

By := Spec(Z,[z',y]/(2"p + p*y? + 1))
By = Spec(Zy[a',y', p']/ (' + p'x™y” + p*, /2" — p))
By := Spec(Zy[v,y/,p/(«"y' + 'y + 1%, p = PY))

Zum Nachweis der Regularitéit geniigt es, nur die maximalen Ideale zu be-
trachten, die iiber dem Ideal (p, z,y) liegen.

In Z,[2',y']/(2"p + p*y + 1) ist p eine Einheit. B; ist somit ein reguldrer
Ring.

Die maximalen Ideale in Z,[2',y/,p']/ (2’ + p'ay" + p’*, p'a’ — p), die iiber

(p, z,y) liegen, sind von der Form M := (2/,p/, f(v')), wobei f(y') ein irre-
duzibles Polynom in der Variable ¢ und irreduzibel modulo p ist. Wegen
p € N gilt p'z’y” € M. Daraus folgt 1 + p'z’y" ¢ 9. Damit ist 1 + p'z'y
eine Einheit in der Lokalisierung (Bs)n und

12
/ -p
Xz

= 1 +p/x/y/3'

Insbesondere kann jedes maximale Ideal M in (Bs)m von zwei Elementen
erzeugt werden und damit ist auch Bj regulir.

In der affinen Umgebung Bs liegen die maximalen Ideale a = (v/,p/, f(2'))

von Zy(x',y', p'l/(a"y + p'y? + p*,p — p'y') iiber (x,y,p), wobei f(z') ein

irreduzibles Polynom modulo p ist. Ist f(2) # 2/, so ist 2”® + p'y ¢ a und
somit ist 2’3 + p'y/ eine Einheit in der Lokalisierung (Bs),. In diesem Fall
gilt dann:
. . p/2
3 + p/y/'
Fir f(2') # 2’ konnen die maximalen Ideale a in der Lokalisierung (B3)q
von zwei Elementen erzeugt werden. Diese Punkte sind damit regulidr und

im Punkt (', p,2') wird ein weiteres Mal aufgeblasen.

Die Aufblasung von Bj im Punkt (v/,p’,2") wird iiberdeckt durch die drei
affinen Umgebungen Cf, Cy, Cs:

Cl — SpeC(Zp[$//, y//’p//]/($//3y//p//2 +p//y//2 + 1’p _ p//2y//))
02 = Spec(Zp[a:”, y//’p//]/(a:l&y/l + p//x//y//Z + p//27p _ p”y”x”Q))
7, T n3, 12 1", 01 112 ", 112

C3 = Spec(Zy[z",y", p"]/(x"y" + p"y" + p"*,p — p"y")).
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"3, 1,112 11,112 "2,

In Z,[z", 4", p"]/(a"y"p"* + p"y"* + 1,p — p"*y") ist p” bereits eine Einheit
und damit ist C regulér.

Das Schema Cj ist nicht normal, da fiir das Element ii/: € Quot(Cy) gilt:

p// ) p// 2
" "
/ +(F)y +(;) Y

12, 1 "o 112

Nehmen wir das Element %,; zu Zpla" ", 0"/ (" + p"2"y"? + p"p —

p"y"x"?) hinzu, so erhalten wir

C~12 — SpeC(Zp[:L_//’ y//7 Z//]/(y// + Z//y//2 _"_ z//2,p _ Z//y//w//B)).
Das Ideal (i, 2/, p') wird in Cy zum Hauptideal (z”). Uber (2") liegt
Fp[y”7 Z//]/(y// + z”y”2 + Z//2)‘

Das Jacobikriterium liefert, dass F,[y", 2"]/(y" + 2"y"* + 2"?) regulér ist.

Das Schema Cj ist ebenfalls nicht normal. Fiir das Element % € Quot(Cs)

gilt:
1"\ 2 "
(5)'+(5) 0

/1

Durch Hinzunahme von ;’—,/ zu (3 erhalten wir:

613 = SpeC(Zp[:Jc”,y",z"]/(x"?’ + 2// + Z//ij// . z"y”3)).
Uber dem Ideal (2/,¢/,p) liegt eine elliptische Kurve

]Fp [{L’H, Z//]/(l‘ﬂg + Z” + Z”Q).
Damit ist C5 regulér.

Zu Ay: In Zyly, 2]/(1 + py® + p?z?) ist p eine Einheit und somit ist die
spezielle Faser leer. Insbesondere ist Ay ein regulédres Schema.

Zu As: Die maximalen Ideale in Zy[z, z]/(2* 4+ p + p*2®), die p enthalten,
sind von der Form b := (p,x, f(2)), wobei f(z) ein modulo p irreduzibles
Polynom ist.
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Wegen 1+ pz3 ¢ b ist 1+ pz® eine Einheit in der Lokalisierung (Asz),. Wir
erhalten, dass alle maximalen Ideale in der Lokalisierung (As), durch zwei

Elemente erzeugt werden koénnen, da
P=1 + pz3
gilt.

Insgesamt erhalten wir, dass ein reguléres Modell C von A iiber Spec(Z,) durch
die folgenden affinen Umgebungen iiberdeckt wird:

Ay = Spec(Zyly, 2]/(1 + py® + p*2%))

Az = Spec(Zylz, 2]/ (23 + p+ p*2?))

By = Spec(Zy[2',y']/(«"p + p*y® + 1))

By = Spec(Zyla’,y', ]/ (@’ + p'a 2y +p?, p'a’ — p))

C~«1 — SpeC(Zp[ //’y P ]/( //3y//p//2 +p//y//2 + 1 p— p//2y ))
QQ — Spec(Zp[ //’y  z ]/(y + Z//y//Q + 2/127 p— P ”:E”B))
Cg — Spec(Zp[x”, y//’ Z//]/<x//3 + 2 + 2/127 p// — //3)

Die speziellen Fasern der einzelnen affinen Umgebungen sind wie folgt gegeben:

e Die spezielle Faser von A, ist leer.

e Die spezielle Faser von Aj ist gegeben durch F, [z, z]/(2%).
e Die spezielle Faser von B ist leer.

o [y, i, P']/(p?) ist die spezielle Faser von Bs.

e Die spezielle Faser von (] ist leer.

e Die spezielle Faser von Cy besteht aus zwei irreduziblen Komponenten:

1

Fp[x", —, Z//]/(Z//B)
X

und ]
FP[Z//, —, y//7 I,/]/(y 4 Z//y//Z 4 Z//2 //3)'
V4

e Die zwei irreduziblen Komponenten der speziellen Faser von Cs sind
" 1 " "3
FP [y ) E) x ]/(ZL‘ )

und

"3 "2

1
Fp[z”, ?,x”,y”]/(x + Z + > yIIB).
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3.3.3 Eine nicht-triviale scheingeometrische Fundamental-
gruppe

Unser Ziel ist die Konstruktion eines Schemas mit nicht-trivialer scheingeometri-
scher Fundamentalgruppe. Dazu geniigt es zu zeigen, dass es eine endliche ver-
zweigte Erweiterung [ von Q, gibt, so dass die Normalisierung von C im Kompo-
situm K1 étale iiber C ist. Dazu betrachten wir die Erweiterung [ := Q,(¥/p)/Q,.
Dies ist eine verzweigte Erweiterung vom Grad drei. Uber [ ist die Kurve

Proj (Qplx, y, 2]/ (z® + py® + p*=”))

isomorph zu
A= Proj (Qfa' /. )/ (2 + 4% + =)

wobel x = 2/, y = y/py und 2’ = (¢/p)*z. Die Kurve A’ hat mit dem Jacobi-
kriterium gute Reduktion bei p. Mit Korollar 3.1.15 haben dann die irreduziblen
Komponenten der speziellen Faser des minimalen reguldren Modells die Vielfach-
heit Eins. Mit Korollar 3.1.12 haben dann auch die irreduziblen Komponenten der
speziellen Faser eines beliebigen regulidren Modells von C” /1 die Vielfachheit Eins.

Sei CK! die Normalisierung des reguldiren Modells C in K. Mit Korollar 3.1.5
hat die spezielle Faser von CX! ebenfalls nur irreduzible Komponenten der Viel-
fachheit Eins. Das bedeutet, dass die Faserdicke beim Ubergang zu Normalisie-
rung in K durch drei geteilt wird und die Faserdicke von C iiber (p) gleich drei
ist. Da die Erweiterung [/Q,, verzweigt ist, folgt mit Satz 2.2.10 und Bemerkung
2.2.11, dass CK!/C étale ist.

Insgesamt erhalten wir, dass die scheingeometrische Fundamentalgruppe von
C nicht-trivial ist.

Bemerkung 3.3.2. Die arithmetische Fundamentalgruppe von C ist isomorph
zu 7, denn die étale Fundamentalgruppe von Z,, ist isomorph zu Z.

Lemma 3.3.3. Die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe von C ist iso-
morph zu 7/3Z.

Beweis. Sei [/ Q, eine endliche Galoissche Erweiterung vom Grad n und O; der
Ring der ganzen Zahlen von [. Sei p das maximale Ideal von ;. Angenommen
O;/Z, ist verzweigt und CX!/C ist étale. Dann hat die Trigheitsgruppe von p
tiber Q, die Ordnung drei, da die Faserdicke von C iiber (p) C Z, gleich drei ist.
Sei T}, die maximal unverzweigte Teilerweiterung von [/Q,. Dann ist T,/Q, eine
unverzweigte Galoissche Erweiterung vom Grad n : 3 (als Teil der arithmetischen
Fundamentalgruppe von C) und [ /T, ist eine verzweigte Galoissche Erweiterung
vom Grad drei (die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe von C). O]
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3.4 Bemerkung zur wahren geometrischen Fun-
damentalgruppe

Der folgende Satz basiert auf Aufzeichnungen eines Vortrags von Yasutaka Iha-
ra iiber Fundamental groups of Arithmetic Surfaces beim Joint Number Theory
Seminar an der Universitdat von Kyoto im November 1993. Yasutaka I[hara for-
mulierte die folgende Aussage in dhnlicher Weise (ohne Beweis):

In diesem Abschnitt sei k& ein Zahlkorper und Oy der Ring der ganzen Zahlen von
k. Wir fixieren einen algebraischen Abschluss & von k.

Satz 3.4.1. Sei X eine gefaserte Fliche tiber Spec(Oy), so dass das arithmetische
Geschlecht der generischen Faser g := g(Xy) grifier als Eins und die étale Funda-
mentalgruppe von Spec(QOy) trivial ist. Sei § ein geometrischer Punkt von %x@kl_f.
Angenommen es existiert ein p € Spec(Oy) (mit Absolutnorm q := 9(p) ), so dass

Folgendes gilt:
o f: X, “x X o, Fq — Fy ist glatt,
e cs dehnen sich mehr als (2,/q + 1)(g — 1) Fy-rationale Punkte von X, zu
Schnitten von Spec(Oy) aus.

Dann ist 79 (%, 3)(:= im(m (X X0, k,5) — 71(X,3))) endlich.

Beweis. Sei p ein Primideal in Spec(O}), das die Bedingungen aus dem Satz
erfiillt. Sei ) eine Uberlagerung von X, so dass X o, k zusammenhiingend ist
und n der Grad der Korpererweiterung der Funktionenkorper K (Y)/K(X). Jeder
Schnitt €: Spec(Of) — X liefert einen étalen Morphismus Y Xx O — Og. Da
m(Spec(Oy)) = 1 ist, zerfillt ) x x Oy nach Bemerkung 1.2.7.1 total; d.h. Y xx O,
ist isomorph zu einer direkten Summe von Kopien von O. Uber dem Primideal
p liegen also n Primideale in ) x5 Of. Wir erhalten insbesondere n verschiedene
Abbildungen €1, . ..,&,: F; — YV xxOk. Damit liefert jeder Schnitt n F,-rationale
Punkte von ), = ) xo, F,. Da es mindestens (2,/g + 1)(g — 1) Schnitte gibt,
folgt
#V(F,) > (2/G+ 1)(g — D)n.

Andererseits ist X, — F, glatt und )}, — X, étale und damit auch ), — F, glatt.
Mit der Abschitzung von Hasse-Weil erhalten wir

#Vp(Fy) <14 q+29(Dp)Va,

wobei ¢g(),) das (arithmetische) Geschlecht von ), bezeichnet. Da X eine gefa-
serte Fliche ist, gilt nach [Liu] 8.3.1, Cor. 3.6.(a): g(¥X,) = ¢. Die Hurwitz-Formel
([Liu] 7.4.2, Theorem 4.16) liefert fiir die Uberlagerung ), — X, normaler pro-
jektiver Kurven folgende Gleichung:

g(Vp) =ng—n+1.
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Damit erhalten wir

n2va+1)(g—1) < #I(Fy) < T+q+2ng—n+1)yq

und somit: )
1
n < —( i \/@ .
=T,
Dies impliziert die Behauptung.
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