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Einleitung

Um 1960 entwickelte Grothendieck die Theorie der étalen Fundamentalgruppe
eines Schemas X in [SGA1], Exposé V und X. Im Blickpunkt stehen dabei die
endlichen étalen Morphismen Y → X. Ist x̄ : Spec(Ω) → X ein geometrischer
Punkt vonX und FEt/X die Kategorie der endlichen étalen Morphismen nachX,
dann ist die étale Fundamentalgruppe π1(X, x̄) des Schemas X zum Basispunkt
x̄ definiert als die Automorphismengruppe des Funktors

Fx̄ : FEt/X → Sets
(Y → X) 7→ HomX(Spec(Ω), Y ).

Ist X ein normales zusammenhängendes Schema mit Funktionenkörper K und
x̄ : Spec(Ω)→ X ein geometrischer Punkt von X, wobei Ω den Körper K enthält,
so ist die étale Fundamentalgruppe π1(X, x̄) isomorph zur Galoisgruppe

Gal(L/K),

wobei L die Vereinigung aller endlichen separablen Körpererweiterungen Li von
K in Ω ist, so dass die Normalisierung von X in Li étale über X ist.

Für einen Schemamorphismus Y → X und einen geometrischen Punkt ȳ von
Y bezeichnen wir das Bild von ȳ in X ebenfalls mit ȳ und wir erhalten einen
natürlichen Homomorphismus der étalen Fundamentalgruppen

π1(Y, ȳ)→ π1(X, ȳ).

Ist X ein Schema über einem Körper K, K̄ ein algebraischer Abschluss von K
und x̄ ein geometrischer Punkt von X ×K K̄, so können wir die Folge étaler
Fundamentalgruppen betrachten:

(∗) 1→ π1(X ×K K̄, x̄)→ π1(X, x̄)→ π1(K, x̄)→ 1.

Ist die geometrische generische Faser X ×K K̄ des Morphismus X → K zusam-
menhängend, so wird in [SGA1], IX, Théorème 6.1 gezeigt, dass (∗) exakt ist.
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Das Augenmerk dieser Arbeit liegt ebenfalls auf einer Folge étaler Fundamental-
gruppen in folgender Grundsituation:

Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkommenen Rest-
klassenkörpern und Funktionenkörper k und X ein zusammenhängendes reguläres
S-Schema. Sei K der Funktionenkörper von X und K̄ ein algebraischer Abschluss
von K. Den algebraischen Abschluss von k in K̄ bezeichnen wir mit k̄. Wir neh-
men außerdem an, dass der Strukturmorphismus f : X → S surjektiv und von
endlichem Typ mit zusammenhängender geometrischer generischer Faser X×S k̄
ist. Sei s̄ ein geometrischer Punkt von X×S k̄.

In dieser Situation gilt unser Interesse der Folge étaler Fundamentalgruppen

(∗∗) π1(X×S k̄, s̄)
g→ π1(X, s̄)

h→ π1(S, s̄)→ 1.

Stellen wir zusätzliche Bedingungen an den Morphismus f : X → S, so sind
bereits folgende Ergebnisse bekannt:

• ([SGA1], Exposé X, Cor. 1.4) Ist der Strukturmorphismus f : X → S ei-
gentlich und sind alle Fasern von f geometrisch reduziert, so ist die Folge
(∗∗) exakt.

• ([KL], Lemma 2) Ist der Strukturmorphismus f : X → S glatt, so ist die
Folge (∗∗) exakt.

Die Resultate in [SGA1], Exposé X, Cor. 1.4 und [KL], Lemma 2 werden in dieser
Arbeit verschärft:

Satz 1. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkomme-
nen Restklassenkörpern und Funktionenkörper k und X ein zusammenhängendes
reguläres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv und von endli-
chem Typ mit zusammenhängender geometrischer generischer Faser X ×S k̄ ist.
Sei s̄ ein geometrischer Punkt von X ×S k̄. Sind alle Fasern von f reduziert, so
ist die Folge étaler Fundamentalgruppen

π1(X×S k̄, s̄)→ π1(X, s̄)→ π1(S, s̄)→ 1

exakt.

Das bedeutet also, dass in Satz 1 für die Exaktheit der Folge (∗∗) in der Grundsi-
tuation weder die Eigenschaft glatt (wie in [KL], Lemma 2) noch die Eigenschaft
eigentlich (wie in [SGA1], Exposé X, Cor. 1.4) des Morphismus X→ S gefordert
wird.
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Im allgemeinen können wir nicht die Exaktheit der Folge (∗∗) erwarten, jedoch ist
in der Grundsituation die Folge (∗∗) ein Komplex, das bedeutet im(g) ⊂ ker(h).
Dies ist der Ausgangspunkt für die Definition der scheingeometrischen étalen
Fundamentalgruppe:

Definition. Die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe des Schemas X

zum Basispunkt s̄ ist definiert als

πsch.geo
1 (X, s̄) := ker(h)/im(g).

Sei p 6= 3 eine Primzahl. Ein Beispiel für ein Schema mit nicht-trivialer schein-
geometrischer étaler Fundamentalgruppe ist ein reguläres Modell für die Kurve

C := Proj (Qp[x, y, z]/(x
3 + py3 + p2z3))→ Spec(Qp)

über Spec(Zp).

Die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe eines Schemas X kann durch
Überlagerungen (das heißt durch endliche étale Morphismen Y → X) beschrie-
ben werden:

Die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe von X ist genau dann nicht-
trivial, wenn es eine endliche separable Erweiterung l ⊂ k̄ von k gibt, so dass

1. die Normalisierung Sl von S in l über S verzweigt ist und

2. die Normalisierung XKl von X im Kompositum Kl innerhalb K̄ étale über
X ist.

Wie wir hier erkennen, ist es beim Studium der scheingeometrischen étalen Fun-
damentalgruppe von X von großer Bedeutung nachzuweisen, ob Morphismen der
Art XKl → X verzweigen oder étale sind. Einen Zugang zu solchen Aussagen
finden wir durch die Reinheit des Verzweigungsortes für das reguläre Schema X.
Das bedeutet, dass wir uns bei Fragen zur Verzweigung auf die Punkte von Ko-
dimension Eins beschränken können. In der Grundsituation X → S können wir
die Punkte von Kodimension Eins in X bzw. von XKl (außerhalb der generischen
Faser) charakterisieren:

Sei s ∈ S ein abgeschlossener Punkt und Xs bzw. XKl
s die Faser von X bzw. XKl

über dem Punkt s. Die Punkte in Kodimension Eins in X bzw. XKl (außerhalb
der generischen Faser) sind genau die generischen Punkte der irreduziblen Kom-
ponenten der Fasern Xs bzw. XKl

s . Die lokalen Ringe in genau diesen Punkten
von Kodimension Eins sind diskrete Bewertungsringe. Das bedeutet, dass wir
Aussagen über die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe auf bewertungs-
theoretische Aussagen zurückführen können. In diesem Zusammenhang definieren
wir die Dicke einer Faser Xs für einen abgeschlossenen Punkt s ∈ S:
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Definition. Sei s ∈ S ein abgeschlossener Punkt und π ein uniformisierendes
Element des diskreten Bewertungsringes OS,s. Seien (Pi)i=1,...,n die generischen
Punkte der irreduziblen Komponenten (Ci)i=1,...,n der Faser Xs von X über s.
Jeder diskrete BewertungsringOX,Pi

dominiert den diskreten BewertungsringOS,s

und wir fassen das uniformisierende Element π von OS,s über die Abbildung
OS,s → OX,Pi

auch als ein Element in OX,Pi
auf. Wir definieren die Dicke der

Faser von X über s als

D(Xs) = ggT ((lOX,Pi
(OX,Pi

/πOX,Pi
))i={1,...,n}),

wobei lOX,Pi
(OX,Pi

/πOX,Pi
) die Länge des OX,Pi

-Moduls OX,Pi
/πOX,Pi

bezeichnet.

Die Faserdicke von Xs ist eine ganze Zahl ≥ 1. Zwei Ergebnisse, die durch Be-
wertungstheorie in dieser Arbeit erzielt werden, lauten:

Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkommenen Rest-
klassenkörpern und Funktionenkörper k und X ein zusammenhängendes reguläres
S-Schema, so dass der Strukturmorphismus f : X → S surjektiv und von endli-
chem Typ mit zusammenhängender geometrischer generischer Faser X ×S k̄ ist.
Sei s̄ ein geometrischer Punkt von X×S k̄.

Satz 2. Sind alle Faserdicken des Morphismus f : X→ S gleich Eins, so ist die
Folge

π1(X×S k̄, s̄)→ π1(X, s̄)→ π1(S, s̄)→ 1

exakt; das heißt, dass die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe von X

trivial ist.

Satz 3. Sind alle Faserdicken des Morphismus f : X → S teilerfremd zu einer
Primzahl p, so ist die Folge der maximalen pro-p-Faktorgruppen

π1(X×S k̄, s̄)(p)→ π1(X, s̄)(p)→ π1(S, s̄)(p)→ 1

exakt.

Der Ausgangspunkt des Studiums der étalen Fundamentalgruppe war das In-
teresse an abelschen unverzweigten Erweiterungen des Ringes der ganzen Zahlen
eines Zahlkörpers. Sei k ein Zahlkörper und Ok der Ring der ganzen Zahlen von
k. In diesem Fall ist die maximal abelsche Faktorgruppe πab

1 (Spec(Ok), s̄) von
π1(Spec(Ok), s̄) isomorph zur Idealklassengruppe von k und damit endlich.
Sei nun X ein flaches Ok-Schema von endlichem Typ, dessen geometrische gene-
rische Faser X×Ok

k̄ zusammenhängend ist. Sei X normal und der Strukturmor-
phismus

X→ S := Spec(Ok)

surjektiv. Dann hat A. Schmidt in [Sch], Theorem 3.1 gezeigt, dass πab
1 (X, s̄) end-

lich ist.
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Gehen wir in dieser Situation von

π1(X×S k̄, s̄)→ π1(X, s̄)→ π1(S, s̄)

zur Folge der maximal abelschen Faktorgruppen

πab
1 (X×S k̄, s̄)

g̃→ πab
1 (X, s̄)

h̃→ πab
1 (S, s̄)

über, so impliziert die Endlichkeit von πab
1 (X, s̄) die Endlichkeit von ker(h̃)/im(g̃).

Die Endlichkeit von ker(h̃)/im(g̃) wird in dieser Arbeit in folgender Situation
gezeigt:

Satz 4. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkomme-
nen Restklassenkörpern und Funktionenkörper k und X ein zusammenhängendes
reguläres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus von endlichem Typ mit zu-
sammenhängender geometrischer generischer Faser X ×S k̄ ist. Sei U ⊆ S das
Bild von X in S und s̄ ein geometrischer Punkt von X ×S k̄. Betrachten wir die
Folge der maximal abelschen Faktorgruppen

πab
1 (X×S k̄, s̄)

g̃→ πab
1 (X, s̄)

ĩ→ πab
1 (U, s̄),

so ist ker(̃i)/im(g̃) endlich.

Diese Arbeit ist in drei Kapitel unterteilt und wie folgt gegliedert:

Im ersten Kapitel werden grundlegende Definitionen und Sätze im Zusammen-
hang mit der étalen Fundamentalgruppe wiederholt. Es werden die in den fol-
genden Kapiteln benötigten Ergebnisse aus [SGA1] und [Mi] zusammengefasst.
Wir erinnern an die Definition eines étalen Morphismus sowie der étalen Fun-
damentalgruppe. Für einen Schemamorphismus X → Y und einen geometri-
schen Punkt x̄ von X werden die Eigenschaften des induzierten Homomorphis-
mus π1(X, x̄)→ π1(Y, x̄) der étalen Fundamentalgruppen durch Überlagerungen
von X und Y beschrieben.

Das zweite Kapitel ist das Herzstück dieser Arbeit. Es definiert und studiert
die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe eines Schemas X in folgender
Grundsituation:
Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkommenen Rest-
klassenkörpern. Sei X ein zusammenhängendes reguläres S-Schema, so dass der
Strukturmorphismus X→ S ein surjektiver Morphismus von endlichem Typ mit
zusammenhängender geometrischer generischer Faser ist.
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Im ersten Abschnitt des Kapitels erklären wir durch Überlagerungen den Effekt,
der zur Existenz der scheingeometrischen étalen Fundamentalgruppe eines Sche-
mas führt. Es wird außerdem der Beweis der Trivialität der scheingeometrischen
étalen Fundamentalgruppe nach [KL] in dem Fall wiederholt, dass der Morphis-
mus X→ S glatt ist.
Sei k der Funktionenkörper von S, K der Funktionenkörper von X und K̄ ein al-
gebraischer Abschluss von K. Der zweite Abschnitt behandelt das Verzweigungs-
verhalten von XKl/X, wobei l eine endliche separable Erweiterung von k und XKl

die Normalisierung von X im Kompositum Kl innerhalb K̄ ist. Das Schema X ist
regulär und damit können wir uns nach der Reinheit des Verzweigungsortes auf
die Punkte von Kodimension Eins beschränken, um Aussagen über das Verzwei-
gungsverhalten zu erhalten. Die lokalen Ringe in den Punkten von Kodimension
Eins sind diskrete Bewertungsringe. So führen wir Aussagen über die scheingeo-
metrische Fundamentalgruppe auf bewertungstheoretische Aussagen zurück. In
diesem Zusammenhang definieren wir die Dicke einer Faser Xs des Morphismus
f : X → S über einem abgeschlossenen Punkt s ∈ S und beweisen Satz 1 und
Satz 2. Als Korollar des Studiums der scheingeometrischen Fundamentalgruppe
erhalten wir Satz 3 und Satz 4.

Das dritte Kapitel beinhaltet die Konstruktion zweier Schemata mit nicht-trivialer
scheingeometrischer étaler Fundamentalgruppe. Dazu benötigen wir die Theorie
der Modelle von Kurven. In diesem Zusammenhang wiederholen wir die Sätze und
Definitionen aus [Liu], die in den folgenden Abschnitten von Bedeutung sind. Das
erste Beispiel erhalten wir in folgender Situation:
Sei E eine elliptische Kurve über einem lokalen Körper k mit guter Reduktion
und p die Charakteristik des Restklassenkörpers des Ringes der ganzen Zahlen
Ok von k. Wir fixieren einen algebraischen Abschluss k̄ von k und setzen ktr

für die maximal zahm verzweigte Erweiterung von k in k̄. Sei C ein Twist der
elliptischen Kurve E/k, der nicht isomorph zu E über ktr, jedoch über einer wild
verzweigten Erweiterung l/k vom Grad p ist. Das bedeutet insbesondere, dass C
keinen ktr-rationalen Punkt hat.

Sei C ein reguläres Modell von C/k über Spec(Ok) und K der Funktionenkörper
von C. Wir beweisen den folgenden Satz:

Satz 5. Hat die Kurve C keinen ktr-rationalen Punkt, so ist die Dicke der spe-
ziellen Faser des regulären Modells C durch p teilbar.

Somit erhalten wir ein Schema mit einer von Eins verschiedenen Faserdicke. Beim
Übergang zur wild verzweigten Erweiterung l hat die spezielle Faser eines re-
gulären Modells von E/l ∼= C/l die Faserdicke Eins. Dieses Kriterium ist hinrei-
chend dafür, dass die Normalisierung von C in Kl étale über C ist und somit C
ein Schema mit nicht-trivialer scheingeometrischer étaler Fundamentalgruppe.
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Sei p 6= 3 eine Primzahl. Ein Beispiel für ein Schema, dessen scheingeometrische
étale Fundamentalgruppe isomorph zu Z/3Z ist, ist ein reguläres Modell für die
Kurve

C := Proj (Qp[x, y, z]/(x
3 + py3 + p2z3))→ Spec(Qp)

über Spec(Zp). Im dritten Abschnitt des Kapitels wird ein reguläres Modell für
C durch sukzessive Aufblasungen und Normalisierung konstruiert. Nach einem
Hinweis von J.-L. Colliot-Thélène hat die spezielle Faser eines regulären Modells
von C über Spec(Zp) eine durch drei teilbare Faserdicke. Sei C ein reguläres Modell
von C über Spec(Zp) und K der Funktionenkörper von C. Die Nicht-Trivialität
der scheingeometrischen étalen Fundamentalgruppe von C kann beim Übergang
von Spec(Zp) bzw. von C zur Normalisierung von Spec(Zp) in l := Qp( 3

√
p) bzw.

von C in Kl beobachtet werden:

Spec(Ol)/Spec(Zp) ist verzweigt und CKl/C ist étale.

In diesem Kapitel gilt das Interesse in den beiden Beispielen der scheingeome-
trischen étalen Fundamentalgruppe. Als abschließende Bemerkung betrachten wir
die wahre geometrische Fundamentalgruppe eines Schemas, die wie folgt definiert
ist:

Definition. Sei k ein Zahlkörper und X eine gefaserte Fläche über Spec(Ok), so
dass das arithmetische Geschlecht der generischen Faser größer als Eins und die
Fundamentalgruppe von Spec(Ok) trivial ist. Für einen geometrischen Punkt s̄
von X×Spec(Ok) k̄ ist die wahre geometrische Fundamentalgruppe πw.geo

1 (X, s̄) von
X definiert als das Bild des Morphismus

π1(X×Spec(Ok) k̄, s̄)→ π1(X, s̄).

Im vierten Abschnitt zeigen wir den folgenden Satz:

Satz 6. Sei k ein Zahlkörper und Ok der Ring der ganzen Zahlen von k. Sei X

eine gefaserte Fläche über Spec(Ok), so dass das arithmetische Geschlecht der ge-
nerischen Faser g := g(X×Spec(Ok) k) größer als Eins und die étale Fundamental-
gruppe von Spec(Ok) trivial ist. Sei s̄ ein geometrischer Punkt von X×Spec(Ok) k̄.
Angenommen es existiert ein p ∈ Spec(Ok) (mit Absolutnorm q := N(p)), so
dass Folgendes gilt:

• Der Morphismus fp : Xp
def
= X×Spec(Ok) Fq → Fq ist glatt.

• Es dehnen sich mehr als (2
√
q + 1)(g − 1) Fq-rationale Punkte von Xp zu

Schnitten von Spec(Ok) aus.

Dann ist πw.geo
1 (X, s̄) endlich.

9



Danksagung
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Terminologie und Konventionen

Alle Ringe in dieser Arbeit sind noethersch und kommutativ mit 1. Ein Schema
ist stets separiert und noethersch.
Sei R ein Ring, so schreiben wir auch kurz R für das affine Schema Spec(R). Ist
p ⊂ R ein Primideal, so bezeichnen wir die Lokalisierung von R in p mit Rp.
Ein geometrischer Punkt eines Schemas S ist ein Morphismus s̄ : Spec(Ω) → S,
wobei Ω ein separabel abgeschlossener Körper ist. Ein Dedekindschema ist ein
normales Schema der Dimension Eins oder Null. Die Galoisgruppe einer Galois-
schen Körpererweiterung l/k bezeichnen wir mit Gal(l/k).

Es werden außerdem die folgenden Bezeichnungen vereinbart, die während der
gesamten Arbeit beibehalten werden:

p Primzahl
Fp endlicher Körper mit p Elementen
Qp Körper der p-adischen Zahlen
Zp Ring der ganzen p-adischen Zahlen.

Sei S ein Schema und s ∈ S.

OS,s der lokale Ring von S in s
ms das maximale Ideal von OS,s

κ(s) der Restklassenkörper von S in s (= OS,s/ms).
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Definitionen und Sätze wiederholt,
die in den folgenden Kapiteln benötigt werden.
Als Erstes wird an den Begriff des étalen Morphismus erinnert sowie wichti-
ge Sätze in diesem Zusammenhang angegeben. Der zweite Abschnitt in diesem
Kapitel behandelt die étale Fundamentalgruppe eines Schemas X nach [SGA1],
Exposé V. Dazu wird die Definition der étalen Fundamentalgruppe π1(X, x̄) von
X zum Basispunkt x̄ als Automorphismengruppe des Faserfunktors zum geome-
trischen Punkt x̄ wiederholt. Ist f : X → Y ein Morphismus zusammenhängender
Schemata, so erhalten wir eine induzierte Abbildung der étalen Fundamentalgrup-
pen f̃ : π1(X, x̄) → π1(Y, x̄). Es werden Kriterien rekapituliert, die verschiedene
Eigenschaften der Abbildung f̃ implizieren.

1.1 Étale Morphismen

Dieser Abschnitt erinnert an die Definition eines étalen Morphismus sowie an
grundlegende Sätze in Zusammenhang mit étalen Morphismen nach [Mi], I.3.

Definition 1.1.1. Sei f : X → Y ein Schemamorphismus, der lokal von endli-
chem Typ ist.

• Sei x ∈ X und y := f(x). Der Morphismus f heißt unverzweigt in x, falls
OX,x/myOX,x eine endliche separable Körpererweiterung von OY,y/my ist.
Ist der Morphismus f bei allen Punkten x ∈ X unverzweigt, so heißt f
unverzweigt.

• Der Morphismus f heißt étale, falls er unverzweigt und flach ist.

Satz 1.1.2. ([Mi], Prop. I.3.3)

1. Jede offene Immersion ist étale.
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2. Die Komposition von zwei étalen Morphismen ist étale.

3. Jeder Basiswechsel eines étalen Morphismus ist étale.

Satz 1.1.3. ([Mi], Prop. 3.17) Sei f : X → Y ein étaler Morphismus. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

1. dim(OX,x) = dim(OY,f(x)) für alle x ∈ X.

2. Ist Y normal, dann ist auch X normal.

3. Ist Y regulär, dann ist auch X regulär.

Satz 1.1.4. ([EGA IV4], Corollaire 17.7.3) Fpqc-Abstieg

Sei f : X → Y ein treuflacher und quasikompakter Morphismus, g : Y ′ → Y ein
Morphismus und g′ : X ×Y Y ′ → X der basisgewechselte Morphismus. Ist der
Morphismus g′ étale, so auch der Morphismus g.

1.2 Die étale Fundamentalgruppe

Beim Begriff
”
Fundamentalgruppe” denkt man zuerst an die Gruppe der Homo-

topieklassen von Schleifen in einem zusammenhängenden topologischen Raum X
zu einem Basispunkt. Möchte man dieses Konzept der Fundamentalgruppe auf
Schemata übertragen, so muss man feststellen, dass für Schemata im allgemeinen
keine Schleifen zur Verfügung stehen. Man kann jedoch die Fundamentalgruppe
π1(X, x̄) eines zusammenhängenden topologischen Raumes X zum Basispunkt x̄
auch durch Überlagerungen beschreiben:

Eine stetige Abbildung f : Y → X heißt Überlagerungsraum von X, falls jeder
Punkt P ∈ X eine offene Umgebung U hat, so dass f−1(U) eine disjunkte Ver-
einigung von offenen Mengen Ui ist, wovon jede homöomorph auf U abgebildet
werden kann.

Sei Cov(X) die Kategorie der Überlagerungsräume von X mit nur endlich vielen
Zusammenhangskomponenten und Sets die Kategorie der Mengen. Dann haben
wir einen Funktor

Fx̄ : Cov(X) → Sets
(Y → X) 7→ f−1(x̄).

Der Funktor kann dargestellt werden durch ein Objekt X̃ aus Cov(X). Insbeson-
dere erhalten wir einen Isomorphismus

AutX(X̃)→ π1(X, x̄).
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In diesem Abschnitt rekapitulieren wir die Definition und Eigenschaften der étalen
Fundamentalgruppe eines Schemas nach [SGA1], Exposé V.

Für ein Schema S bezeichne FEt/S die Kategorie, deren Objekte die endlichen
étalen S-Schemata sind und die Morphismen sind Schemamorphismen über S.
Unter einer Überlagerung verstehen wir einen endlichen étalen Morphismus.

Sei s̄ : Spec(Ω) → S ein fixierter geometrischer Punkt von S. Der Faserfunktor
der Kategorie FEt/S bei s̄ ist definiert durch

Fs̄ : FEt/S → Sets
(T → S) 7→ HomS(Spec(Ω), T ).

Definition 1.2.1. Die étale Fundamentalgruppe π1(S, s̄) des Schemas S zum
Basispunkt s̄ ist definiert als die Automorphismengruppe des Faserfunktors Fs̄

bei s̄.

Es gibt eine natürliche Linksoperation von π1(S, s̄) auf Fs̄(T ) für alle T ∈
FEt/S . Nach Grothendieck ([SGA1], Exposé V, Theorem 4.1) gilt das folgende
Theorem.

Theorem 1.2.2. Sei S ein zusammenhängendes Schema und s̄ : Spec(Ω) → S
ein geometrischer Punkt von S.

1. Die étale Fundamentalgruppe π1(S, s̄) ist proendlich und die Operation von
π1(S, s̄) auf Fs̄(T ) ist für alle T ∈ FEt/S stetig.

2. Der Funktor Fs̄ definiert eine Kategorienäquivalenz zwischen FEt/S und
der Kategorie der endlichen diskreten π1(S, s̄)-Mengen.

Satz 1.2.3. Der Faserfunktor Fs̄ ist strikt prodarstellbar, d.h. es gibt eine ge-
richtete Menge I, ein projektives System T̃ = (Ti, φij)i∈I in FEt/S, in denen die
Übergangsmorphismen

φij : Tj → Ti (i ≤ j)

Epimorphismen sind und Elemente fi ∈ Fs̄(Ti), so dass

1. fi = φij ◦ fj

2. die natürliche Abbildung lim−→i∈I
Hom(Ti, T ) → Fs̄(T ), die durch die fi in-

duziert ist, für jedes T ∈ FEt/S ein Isomorphismus ist.

Wir nennen T̃ den universellen Überlagerungsraum von S. Für jedes T ∈ FEt/S
operiert die Automorphismengruppe AutS(T ) von T von rechts auf Fs̄(T ). Ein
zusammenhängendes Objekt T ∈ FEt/S heißt Galoissch, falls für jedes g ∈ Fs̄(T )
die Abbildung

AutS(T ) → Fs̄(T )
σ 7→ σ ◦ g

bijektiv ist.
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Bemerkung 1.2.4. ([SGA1], V, §4 g) Die Ti im projektiven System können
Galoissch gewählt werden.

Seien also die Ti Galoissch. Eine Abbildung Tj → Ti, i ≤ j, induziert einen
Homomorphismus AutS(Tj)→ AutS(Ti). Sei T̃ die universelle Überlagerung von
S. Dann haben wir einen Isomorphismus

π1(S, s̄) ∼= AutS(T̃ )
def
= lim←−

i∈I

AutS(Ti).

Beispiel 1.2.5. 1. ([SGA1], Exposé V, Prop. 8.1) Ist K ein Körper, X :=
Spec(K) und s̄ : Spec(Ω) → X ein geometrischer Punkt von X. Dann ist
π1(X, s̄) isomorph zur Galoisgruppe Gal(Ksep/K), wobei Ksep den separa-
blen Abschluss von K in Ω bezeichne.

2. ([SGA1], Exposé V, Prop. 8.2) Sei S ein normales und zusammenhängendes
Schema und s̄ ein geometrischer Punkt, der über dem generischen Punkt
η ∈ S liegt. Sei k der Funktionenkörper von S und k̄ der Funktionenkörper
von s̄. Dann gilt:

π1(S, s̄) ∼= Gal(l/k),

wobei l die Vereinigung aller endlichen separablen Körpererweiterungen li
von k in k̄ ist, so dass die Normalisierung von S in li étale über S ist.

Satz 1.2.6. ([SGA1], Exposé V, Corollaire 5.7) Sei S ein zusammenhängendes
Schema und s̄ : Spec(Ω) → S und s̄′ : Spec(Ω′) → S zwei geometrische Punkte.
Dann gibt es einen Isomorphismus der Faserfunktoren zu s̄ und zu s̄′:

Fs̄
∼= Fs̄′

Insbesondere existiert ein Isomorphismus proendlicher Gruppen

π1(S, s̄) ∼= π1(S, s̄
′).

Seien S ′ und S zusammenhängende Schemata, f : S ′ → S ein Morphismus und
s̄′ : Spec(Ω) → S ′ ein geometrischer Punkt von S ′. Das direkte Bild von s̄′ in S
soll ebenfalls mit s̄′ bezeichnet werden. Diese Notation werden wir im Folgenden
für direkte Bilder von geometrischen Punkten beibehalten. Der Morphismus f
induziert einen Funktor

FEt/S → FEt/S ′

(X → S) 7→ (X ×S S
′ → S ′).

Jeder Automorphismus des Faserfunktors zum geometrischen Punkt s̄′ für S ′

induziert einen Automorphismus des Faserfunktors zum geometrischen Punkt s̄′

für S, so dass wir einen stetigen Homomorphismus

u : π1(S
′, s̄′)→ π1(S, s̄

′)

proendlicher Gruppen erhalten.
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Bemerkung 1.2.7. Die Eigenschaften des Homomorphismus u können nach
[SGA1], Exposé V, Kapitel 6 in Termen von Überlagerungen der Schemata an-
gegeben werden.

1. Der Homomorphismus u ist genau dann trivial, falls für alle zusammen-
hängenden Objekte X ∈ FEt/S der Basiswechsel X ×S S

′ über S ′ total
zerfällt.

2. Der Homomorphismus u ist genau dann surjektiv, falls X ×S S
′ über S ′ für

alle zusammenhängenden ObjekteX ∈ FEt/S ebenfalls zusammenhängend
ist.

3. Der Homomorphismus u ist genau dann injektiv, falls es für jedes zusam-
menhängende Objekt X ′ ∈ FEt/S ′ eine Überlagerung X von S und einen
S ′-Morphismus einer Zusammenhangskomponente von X ×S S

′ nach X ′

gibt.
Ist jede zusammenhängende Überlagerung X ′ von S ′ von der Form X×S S

′

für eine zusammenhängende Überlagerung X von S, so ist insbesondere u
injektiv.

Bemerkung 1.2.8. Sei S ein zusammenhängendes normales Schema, K der
Funktionenkörper von S und s̄ : Spec(Ω) → Spec(K) ein geometrischer Punkt
von Spec(K). Dann ist mit Beispiel 1.2.5.2 der Homomorphismus

π1(Spec(K), s̄)→ π1(S, s̄)

surjektiv.

Satz 1.2.9. ([SGA1], Exposé V, Prop. 6.11) Seien f ′ : S ′′ → S ′ und f : S ′ → S
Morphismen zusammenhängender Schemata und s̄′′ : Spec(Ω) → S ′′ ein geome-
trischer Punkt von S ′′. Wir betrachten die induzierten Homomorphismen auf den
Fundamentalgruppen:

π1(S
′′, s̄′′)

u′→ π1(S
′, s̄′′)

u→ π1(S, s̄
′′).

Dann ist u◦u′ genau dann trivial, falls für alle zusammenhängenden Objekte X ∈
FEt/S der Basiswechsel X ×S S

′′ total zerfällt. Die Inklusion ker(u) ⊂ im(u′)
erhalten wir genau dann, wenn für jedes zusammenhängende Objekt X ′ ∈ FEt/S ′,
so dass X ′ ×S′ S

′′ einen Schnitt über S ′′ erlaubt, ein Objekt X ∈ FEt/S existiert
und ein Morphismus einer Zusammenhangskomponente von X ×S S

′ nach X ′.

Satz 1.2.10. ([SGA1], IX, Théorème 6.1) Sei X ein geometrisch zusammen-
hängendes Schema über einem Körper K (d.h. X ×K K̄ ist zusammenhängend,
wobei K̄ einen algebraischen Abschluss von K bezeichne) und x̄ ein geometrischer
Punkt von X ×K K̄. Dann ist die Folge étaler Fundamentalgruppen

1→ π1(X ×K K̄, x̄)→ π1(X, x̄)→ π1(K, x̄)→ 1

exakt.
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Kapitel 2

Die scheingeometrische étale
Fundamentalgruppe

Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkommenen Rest-
klassenkörpern und k der Funktionenkörper von S. Sei X ein zusammenhängen-
des reguläres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus f : X → S von endli-
chem Typ und surjektiv mit zusammenhängender geometrischer generischer Faser
X ×S k̄ ist. Wir fixieren einen geometrischen Punkt s̄ : Spec(Ω) → X ×S k̄ und
bezeichnen das direkte Bild von s̄ in X (bzw. S) ebenfalls mit s̄.
In diesem Kapitel führen wir die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe
von X ein und beschreiben durch Überlagerungen von X bzw. S den Effekt, der
zu deren Existenz führt. Beispiele für Schemata mit nicht-trivialer scheingeome-
trischer étaler Fundamentalgruppe werden im dritten Kapitel konstruiert.

In diesem Kapitel bezeichne S ein exzellentes eindimensionales Dedekindsche-
ma mit vollkommenen Restklassenkörpern. Der Funktionenkörper von S werde
mit k bezeichnet.

Wir betrachten stets die folgende

Grundsituation: Sei X ein zusammenhängendes reguläres S-Schema. Als reguläres
und zusammenhängendes Schema ist X integer. Der Funktionenkörper von X wird
mitK bezeichnet. Wir fixieren einen algebraischen Abschluss K̄ vonK und setzen
k̄ für den algebraischen Abschluss von k in K̄. Der Strukturmorphismus f : X→ S
sei ein surjektiver Morphismus von endlichem Typ mit zusammenhängender geo-
metrischer generischer Faser X×S k̄.

Für ein integres Schema A mit Funktionenkörper M bezeichne AN die Normali-
sierung von A in einer Erweiterung N/M .
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Für eine Erweiterung l ⊂ k̄ von k vereinbaren wir folgende Bezeichnungen:

X := X×S k, die generische Faser
Xl := X ×k l
XKl = Normalisierung von X im Kompositum Kl innerhalb K̄
Xl := X×S S

l.

2.1 Definition der scheingeometrischen étalen

Fundamentalgruppe

Sei f : X→ S wie in der Grundsituation. In diesem Abschnitt definieren wie die
scheingeometrische étale Fundamentalgruppe von X und erklären den Effekt, der
zu deren Existenz führt. Anschließend werden Bedingungen an den Morphismus
f wiederholt, die zur Trivialität der scheingeometrischen étalen Fundamental-
gruppe von X führen.

Bevor wir uns jedoch der scheingeometrischen Fundamentalgruppe widmen, ge-
ben wir Bemerkungen zur Grundsituation an:

Bemerkung 2.1.1. 1. Die geometrische generische Faser X ×S k̄ ist normal
und zusammenhängend und damit integer. Dies ist nach [Liu], 3, Cor. 2.14
äquivalent dazu, dass K/k eine reguläre Körpererweiterung ist; das heißt,
dass die Körper K und k̄ linear disjunkt über k sind.

2. Da das Schema X regulär ist, ist auch die generische Faser X×S k regulär.
Das Schema X ×S k ist außerdem ein Schema über dem vollkommenen
Körper k. Über einem vollkommenen Körper sind glatt und regulär äqui-
valent ([Liu], 4, Cor. 3.33) und damit ist die generische Faser glatt über
k.

3. Der Morphismus f in der Grundsituation ist flach, da f surjektiv und X

ein integres Schema über einem Dedekindschema ist.

In der Grundsituation ist nach Voraussetzung die geometrische generische Faser
zusammenhängend. Ist der Morphismus f eigentlich, so können wir die Aussage
verschärfen:
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Lemma 2.1.2. Ist der Morphismus f : X→ S in der Grundsituation eigentlich,
so sind bereits alle Fasern geometrisch zusammenhängend.

Beweis. Der eigentliche Morphismus f : X→ S erlaubt nach [Mu], 6.2 und 6.3.1.1
die Steinfaktorisierung:

X
f //

f ′ ��@
@@

@@
@@

S

Y

q

??�������

Der Morphismus f faktorisiert über Y , wobei

• der Morphismus q endlich ist.

• der Morphismus f ′ eigentlich ist und für alle y ∈ Y die Faser f ′−1(y) nicht
leer und geometrisch zusammenhängend ist.

Sei l der Restklassenkörper des generischen Punktes von Y . Dann ist l/k eine
endliche separable Körpererweiterung. Da K/k eine reguläre Körpererweiterung
ist, kann jedoch K nur eine Körpererweiterung von l sein, falls l = k gilt. Damit
folgt Y = S und insbesondere, dass f = f ′ geometrisch zusammenhängende
Fasern hat.

In der Grundsituation f : X→ S ist das Basisschema S ein exzellentes eindi-
mensionales Dedekindschema mit perfekten Restklassenkörpern. Wäre das Basis-
schema das Spektrum eines Körpers M und Y ein Spec(M)-Schema mit zusam-
menhängender geometrischer generischer Faser Y ×M M̄ und m̄ ein geometrischer
Punkt von Y ×M M̄ , so wissen wir nach Satz 1.2.10, dass die Folge étaler Fun-
damentalgruppen

1→ π1(Y ×M M̄, m̄)→ π1(Y, m̄)→ π1(Spec(M), m̄)→ 1

exakt ist. In unserer Grundsituation können wir im allgemeinen nicht die Exakt-
heit der Folge

(∗) π1(Xk̄, s̄)
g→ π1(X, s̄)

h→ π1(S, s̄)→ 1

erwarten. Folgende Aussagen über die Folge (∗) erhalten wir jedoch stets in der
Grundsituation:

• Sei S l̃ die Normalisierung von S in einer endlichen Erweiterung l̃ ⊂ k̄ von k,
so dass S l̃ → S étale ist. Da ein étaler Morphismus stabil unter Basiswechsel
ist, ist X×S S

l̃ eine Überlagerung von X und X×S S
l̃×S k̄ zerfällt über Xk̄

total. Es folgt mit Bemerkung 1.2.7, dass im(g) ⊂ ker(h) gilt, (∗) also ein
Komplex ist.

• Der Homomorphismus h : π1(X, s̄)→ π1(S, s̄) ist surjektiv.
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Dies führt nun zu folgenden Definitionen:

• πgeo
1 (X, s̄) := ker(h) heißt die geometrische Fundamentalgruppe von X.

• πw.geo
1 (X, s̄) := g(π1(Xk̄, s̄)) ⊂ π1(X, s̄) heißt die wahre geometrische Funda-

mentalgruppe von X.

• πsch.geo
1 (X, s̄) := ker(h)/im(g) heißt die scheingeometrische étale Funda-

mentalgruppe von X (kurz: scheingeometrische Fundamentalgruppe).

• πa
1(X, s̄) := π1(X, s̄)/ker(h) heißt die arithmetische Fundamentalgruppe von

X.

Alle Schemata, die wir betrachten, sind normal und zusammenhängend. Damit
sind die étalen Fundamentalgruppen dieser Schemata isomorph zu Galoisgrup-
pen bestimmter Körpererweiterungen. In dieser Terminologie können wir ein Dia-
gramm konstruieren, das einen Überblick über die eben definierten Fundamen-
talgruppen ermöglicht:

Dazu führen wir folgende Bezeichnungen ein:

Sei l die maximale Erweiterung von k in k̄, so dass Sl/S étale ist.
Sei l′ die maximale Erweiterung von k in k̄, so dass XKl′/X étale ist.
Sei L die maximale Erweiterung von K in K̄, so dass XL/X étale ist.
Sei L′ die maximale Erweiterung von Kk̄ in K̄, so dass XL′/Xk̄ étale ist.

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir folgendes Diagramm:

K̄

L′

L

zzzzzzzzz
Kk̄

DDDDDDDD

Kl′

πw.geo
1 (X,s̄)CCC

CCC zzzzzzzz
k̄

AAAAAAAA

Kl

πsch.geo
1 (X,s̄)

zzz

zzz

l′

DDDDDDDDD

}}}}}}}}}

K

π1(X,s̄)

�����������������������
πa
1 (X,s̄)
|||

|||

l

DDDDDDDDD

yyyyyyyyyy

k

BBBBBBBB π1(S,s̄)

zzzzzzzzzz
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Sei l̃ ⊂ l eine endliche Erweiterung von k und XKl̃ die Normalisierung von X in
Kl̃. Das Schema XKl̃ heißt eine arithmetische Überlagerung von X.
Ist Y→ X eine Überlagerung, so dass Y×S k̄ zusammenhängend ist, so nennen
wir Y eine wahre geometrische Überlagerung von X.

Unser Ziel ist es nun, die Fundamentalgruppe von X und insbesondere die schein-
geometrische Fundamentalgruppe von X zu verstehen. Dies werden wir mit Hilfe
zusammenhängender Überlagerungen von X bzw. S. In diesem Zusammenhang
spielt der Normalisierungsmorphismus eines integren Schemas eine Rolle, der an
dieser Stelle wiederholt wird:

Bemerkung 2.1.3. Sei Y ein integres Schema. Ein Morphismus

n : Y ′ → Y

heißt Normalisierungsmorphismus, falls Y ′ normal ist und jeder dominante Mor-
phismus φ : Z → Y , wobei Z ein normales Schema ist, eindeutig über n faktori-
siert:

Z //

φ

��

Y ′

n
~~}}

}}
}}

}

Y

Nach [Liu], 4.1, Prop. 1.22 existiert für jedes integre Schema Y ein Normalisie-
rungsmorphismus n : Y ′ → Y . Ist das integre Schema Y exzellent, so ist nach
[Liu], 8.2, Theorem 2.39 der Normalisierungsmorphismus n endlich.

Sei nun f : X → S wie in der Grundsituation und S l̃ die Normalisierung von
S in einer endlichen separablen Körpererweiterung l̃ ⊂ k̄ von k, so dass S l̃ → S
étale ist. Das basisgewechselte Schema X ×S S

l̃ ist dann ebenfalls étale über X,
da nach Satz 1.1.2 étale stabil unter Basiswechsel ist. Außerdem ist X ×S S

l̃ als
étales Schema über dem regulären Schema X nach Satz 1.1.3 ebenfalls regulär,
also insbesondere normal. In diesem Fall ist dann X×SS

l̃ bereits seine eigene Nor-
malisierung im Funktionenkörper Kl̃ von X×S S

l̃ und damit die Normalisierung
von X in Kl̃:

XKl̃ = X×S S
l̃ //

étale

��

S l̃

étale

��
X // S
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Die Schemata X×S S
l̃, wobei S l̃ die Normalisierung von S in einer endlichen se-

parablen Erweiterung l̃ von k ist und S l̃ → S étale ist, bilden den arithmetischen
Teil der Fundamentalgruppe von X.

Nun beschreiben wir den Effekt, der zur Existenz der scheingeometrischen étalen
Fundamentalgruppe führt:

Sei S l̃ die Normalisierung von S in einer endlichen separablen Erweiterung l̃ von
k, so dass S l̃ → S verzweigt. Wir können nun den Basiswechsel X×S S

l̃ → X wie
eben betrachten. Der fpqc-Abstieg für die Eigenschaft étale (Satz 1.1.4) liefert,

dass der Morphismus X ×S S
l̃ → X ebenfalls verzweigt. Damit können wir das

Argument aus Satz 1.1.3, um die Normalität des Schemas X ×S S
l̃ zu erhalten,

nicht anwenden. Im allgemeinen ist das Schema X×SS
l̃ nicht normal und X×SS

l̃

ist im allgemeinen nicht die Normalisierung von X im Kompositum Kl̃.

XKl̃
Normalis. //

((PPPPPPPPPPPPPPPP X×S S
l̃ //

verzweigt

��

S l̃

verzweigt

��
X // S

In diesem Fall besteht die Möglichkeit, dass der Morphismus XKl̃ → X étale ist,
obwohl X×S S

l̃ → X verzweigt. Ein Beispiel für die Existenz einer solchen Situa-
tion geben wir im dritten Kapitel dieser Arbeit. Sei also in diesem Fall XKl̃ → X

étale. Das Schema XKl̃ ist also nicht von der Form X ×S S
l̃, wobei S l̃ die Nor-

malisierung von S in einer endlichen separablen Erweiterung l̃ von k ist. Damit
ist XKl̃ keine arithmetische Überlagerung von X. Desweiteren zerfällt XKl̃ ×S k̄
vollständig über Xk̄. Somit ist XKl̃ auch keine wahre geometrische Überlage-
rung von X. Die Existenz genau solcher Überlagerungen eines Schemas X führt
zur Nicht-Trivialität der scheingeometrischen Fundamentalgruppe von X. Diese
Überlagerungen nennen wir scheingeometrische Überlagerungen von X.

Bemerkung 2.1.4. Nach [Liu], 8, Theorem 2.39 ist ein Schema von endlichem
Typ über einem exzellenten Schema ebenfalls exzellent. Damit ist das Schema
X in der Grundsituation über dem exzellenten Schema S exzellent. Sei l̃ ⊂ k̄
eine endliche separable Erweiterung von k und S l̃ die Normalisierung von S in
l̃. Da das Schema X ×S S

l̃ von endlichem Typ über X ist, ist X ×S S
l̃ und nach

Bemerkung 2.1.3 der Normalisierungsmorphismus

XKl̃ → X×S S
l̃

endlich.

22



Zusammenfassend können die entsprechenden Fundamentalgruppen von X wie
folgt charakterisiert werden:

Bemerkung 2.1.5. 1. Die arithmetische Fundamentalgruppe πa
1(X, s̄) klas-

sifiziert die zusammenhängenden Überlagerungen von X, die durch einen
Basiswechsel von X → S zur Normalisierung S l̃ von S in einer endlichen
Erweiterung l̃ von k in k̄ entstehen, so dass S l̃/S étale ist.

2. Die geometrische Fundamentalgruppe πgeo
1 (X, s̄) ist genau dann trivial, falls

alle zusammenhängenden Überlagerungen von X isomorph sind zu Überla-
gerungen der Form X×S S

l̃, wobei S l̃ eine Überlagerung von S ist.

3. Die wahre geometrische Fundamentalgruppe πw.geo
1 (X, s̄) ist genau dann tri-

vial, falls alle zusammenhängenden Überlagerungen von X isomorph sind
zur Normalisierung von X im Kompositum Kl̃, wobei l̃ eine endliche sepa-
rable Körpererweiterung von k ist.

4. Die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe πsch.geo
1 (X, s̄) von X ist

genau dann trivial, falls XKl̃/X verzweigt für alle endlichen separablen
Körpererweiterungen l̃ von k, sobald die Normalisierung von S in l̃ über
S verzweigt.

Nach Katz-Lang ([KL], Lemma 2) haben wir das folgende Theorem, welches die
Trivialität der scheingeometrischen Fundamentalgruppe von X in der Grundsi-
tuation liefert, falls der Morphismus f : X→ S glatt ist, genauer:

Theorem 2.1.6. Sei T ein normales und zusammenhängendes Schema mit Funk-
tionenkörper k. Sei f : Y→ T ein glatter surjektiver Morphismus von endlichem
Typ, dessen geometrische generische Faser Yk̄ zusammenhängend ist. Dann ist
für jeden geometrischen Punkt t̄ von Yk̄ die Folge étaler Fundamentalgruppen

π1(Yk̄, t̄)→ π1(Y, t̄)→ π1(T, t̄)→ 1

exakt.

Beweis. Zunächst zeigen wir, dass Y normal und zusammenhängend ist. Da f
glatt und S normal ist, folgt bereits die Normalität von Y.
Nach [EGA IV2], Théorème 2.4.6 ist ein flacher Morphismus von endlichem Typ
offen. Weil T integer ist, folgt daraus für alle nicht-leeren offenen Teilmengen
U ⊆ Y: U ∩ Yk 6= ∅. Angenommen Y wäre nicht zusammenhängend, dann
existieren zwei offene Umgebungen U1, U2 ⊂ Y mit U1∪U2 = Y und U1∩U2 = ∅.
Es folgt

(U1 ∩Yk) ∪ (U2 ∩Yk) = Yk;

das heißt, Yk ist nicht zusammenhängend. Das aber steht im Widerspruch dazu,
dass die geometrische generische Faser Yk̄ zusammenhängend ist.
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Als normales und zusammenhängendes Schema ist Y integer. Der Funktionen-
körper von Y soll mit F bezeichnet werden. Nun betrachten wir das folgende
kommutative Diagramm:

1 // π1(Yk̄, t̄) //

��

π1(Yk, t̄) //

��

π1(k, t̄) //

��

1

π1(Yk̄, t̄)
g // π1(Y, t̄)

h // π1(T, t̄) // 1.

Es gilt:

• Das Schema Yk ist ein k-Schema mit zusammenhängender geometrischer
generischer Faser Yk̄. Mit Satz 1.2.10 ist dann die Folge

1 // π1(Yk̄, t̄) // π1(Yk, t̄) // π1(k, t̄) // 1

exakt.

• Die generische Faser Yk ist zusammenhängend und regulär und damit inte-
ger. Der Funktionenkörper von Yk stimmt mit dem Funktionenkörper von
Y überein.

• Das kommutative Diagramm

π1(Yk, t̄)

��

Gal(F̄ /F )

88 88ppppppppppp

&& &&NNNNNNNNNNN

π1(Y, t̄)

liefert die Surjektivität der Abbildung π1(Yk, t̄)→ π1(Y, t̄).

• Die Abbildung π1(k, t̄)→ π1(T, t̄) ist nach Bemerkung 1.2.8 surjektiv.

Insgesamt erhalten wir folgendes kommutative Diagramm:

1 // π1(Yk̄, t̄)
� � // π1(Yk, t̄) // //

����

π1(k, t̄) //

����

1

π1(Yk̄, t̄)
g // π1(Y, t̄)

h // π1(T, t̄) // 1.

Eine Diagrammjagd liefert die Surjektivität von h sowie h ◦ g = 0. Für die Ex-
aktheit der Folge bleibt also noch ker(h) ⊂ im(g) zu zeigen. Dies ist nach Satz
1.2.9 äquivalent dazu, dass jede zusammenhängende Überlagerung Z von Y, die
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einen Schnitt über Yk̄ hat, isomorph ist zu einem Schema Y×T T
′, wobei T ′ eine

zusammenhängende Überlagerung von T ist. Sei also Z eine zusammenhängende
Überlagerung von Y, die einen Schnitt über Yk̄ erlaubt. Die Surjektivität der
Abbildung π1(Yk, t̄) → π1(Y, t̄) und Bemerkung 1.2.7 liefern, dass Zk zusam-
menhängend ist. Das bedeutet, dass Zk eine zusammenhängende Überlagerung
von Yk ist. Da Zk einen Schnitt über Yk̄ hat, folgt mit der Exaktheit der Folge

1→ π1(Yk̄, t̄)→ π1(Yk, t̄)→ π1(k, t̄)→ 1

und mit Bemerkung 1.2.7 und Satz 1.2.9, dass Zk die Normalisierung von Yk in
einer Erweiterung F l̃ ist, wobei l̃ eine endliche separable Erweiterung von k ist.
Damit erhalten wir ebenfalls, dass Z die Normalisierung von Y in F l̃ ist und der
Funktionenkörper von Z ist F l̃. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Normalisierung
S l̃ von S in l̃ über S étale ist. Dies erhalten wir mit Satz 1.1.4 für den treuflachen
und quasikompakten Morphismus f : Y→ T .

Die Trivialität von πsch.geo
1 (X, s̄) erhalten wir also in der Grundsituation, falls der

Morphismus f glatt ist. Ist der Morphismus f nicht notwendig glatt, so wird
in [SGA1], Exposé X, Cor. 1.4 die Trivialität der scheingeometrischen Funda-
mentalgruppe in einer weiteren Situation gezeigt. Dazu wiederholen wir zunächst
eine

Definition 2.1.7. • Ein SchemaX über einem Körper k heißt separabel über
k, falls für jede Erweiterung K von k gilt, dass

X ×k K

reduziert ist.

• Ist f : X → Y ein Schemamorphismus, dann heißt X separabel über Y ,
falls f flach ist und für alle y ∈ Y mit Restklassenkörper κ(y) die Faser
X ×Y κ(y) separabel über κ(y) ist.

Seien X,Y Schemata mit Strukturgarben OX und OY . Sei f : X → Y ein Sche-
mamorphismus und

f# : OY → f∗OX

der zugehörige Morphismus von Ringgarben. Ist der Morphismus f eigentlich
und gilt OY

∼= f∗OX , so sind nach [EGA III1], III, Rem. 4.3.4. alle Fasern von f
geometrisch zusammenhängend.

Theorem 2.1.8. ([SGA1], Exposé X, Cor. 1.4) Sei Y ein zusammenhängendes
Schema und f : X → Y ein eigentlicher und separabler Morphismus. Sei y ∈
Y , κ(y) der Restklassenkörper von Y in y und x̄ ein geometrischer Punkt von
X ×Y κ(y). Gilt f∗(OX) = OY , so ist die Folge étaler Fundamentalgruppen

π1(X ×Y κ(y), x̄)→ π1(X, x̄)→ π1(Y, x̄)→ 1

exakt.
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2.2 Exakte Folgen

Sei f : X→ S der Morphismus in der Grundsituation. In diesem Abschnitt defi-
nieren wir die Dicke einer Faser des Morphismus f und studieren die Veränderung
der Faserdicke beim Übergang zu f̃ : XKl̃ → S l̃, wobei l̃ eine endliche separable
Erweiterung von k ist. Wir zeigen:

• Beim Übergang zu einer arithmetischen Überlagerung verändern sich die
Faserdicken nicht.

• Beim Übergang zu einer scheingeometrischen Überlagerung verkleinern sich
die Faserdicken.

Diese Beobachtungen ermöglichen die Beweise der folgenden Sätze:

1. Sind alle Faserdicken von f gleich Eins, so ist

π1(Xk̄, s̄)→ π1(X, s̄)→ π1(S, s̄)→ 1

exakt.

2. Sei p eine Primzahl und

(∗) π1(Xk̄, s̄)(p)→ π1(X, s̄)(p)→ π1(S, s̄)(p)→ 1

die Folge der maximalen pro-p-Faktorgruppen. Sind alle Faserdicken von f
teilerfremd zu p, dann ist (∗) exakt.

2.2.1 Faserdicken

Beim Studium der scheingeometrischen Fundamentalgruppe ist ein entscheiden-
der Punkt nachzuweisen, ob Erweiterungen von Schemata unverzweigt sind. In
diesem Zusammenhang greifen wir beim regulären Schema X auf die Reinheit des
Verzweigungsortes zurück, die wir an dieser Stelle rekapitulieren:

Theorem 2.2.1. (Zariski-Nagata) Reinheit des Verzweigungsortes
([SGA1], Exposé X, Théorème de pureté 3.1)
Sei φ : X → Y ein quasi-endlicher und dominanter Morphismus integrer Schema-
ta. Das Schema X sei normal und das Schema Y sei regulär und lokal noethersch.
Sei Z ⊆ X der Verzweigungsort von φ. Ist Z 6= X, dann ist Z rein von Kodi-
mension Eins in X; das heißt, dass für jede irreduzible Komponente Z ′ von Z
mit generischem Punkt z die Dimension von OX,z gleich Eins ist.

Sei nun l̃/k eine endliche separable Körpererweiterung von k und XKl̃ die Nor-
malisierung von X in Kl̃. Die generische Faser X×S k des Morphismus f : X→ S
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in der Grundsituation ist nach Bemerkung 2.1.1 glatt. Damit ist auch die gene-
rische Faser von XKl̃ glatt und unverzweigt über der generischen Faser von X.
Um zu entscheiden, ob XKl̃/X unverzweigt ist, genügt es also, die Punkte der

Kodimension Eins (außerhalb der generischen Faser) in XKl̃ zu betrachten, da
nach Theorem 2.2.1 der Verzweigungsort rein von Kodimension Eins ist.

Für den flachen Morphismus

ψ : XKl̃ → S

erhalten wir nach [Liu], 4, Theorem 3.12 für y ∈ XKl̃ und s := ψ(y) die Gleichheit
von Dimensionen:

dim (OXKl̃
s ,y) = dim (OXKl̃,y)− dim (OS,s).

Ist y ∈ XKl̃ ein Punkt von Kodimension Eins in XKl̃, der nicht in der generischen
Faser liegt, so gilt dim (OXKl̃,y) = 1 und dim (OS,s) = 1. Daraus folgt

dim (OXKl̃
s ,y) = 0.

Ein Punkt y ∈ XKl̃ von Kodimension Eins in XKl̃ mit Bild s ∈ S, der nicht in der
generischen Faser liegt, ist also generischer Punkt einer irreduziblen Komponente
der Faser XKl̃

s über s. So ein Punkt wird durch die Abbildung XKl̃ → X auf den
generischen Punkt einer irreduziblen Komponente von Xs abgebildet. Es genügt
also, die Unverzweigtheit an den generischen Punkten der irreduziblen Kompo-
nenten der Fasern über den abgeschlossenen Punkten nachzuprüfen.

Aus diesem Grund betrachten wir nun die lokalen Ringe von XKl̃,X und S bei
den Punkten von Kodimension Eins:

Sei s ∈ S ein abgeschlossener Punkt von S.
Da S ein eindimensionales Dedekindschema ist, ist OS,s ein diskreter Bewer-
tungsring. Sei P der generische Punkt einer irreduziblen Komponente von Xs

(bzw. XKl̃
s ). Dann ist der lokale Ring OXs,P (bzw. OXKl̃

s ,P ) ebenfalls ein diskreter
Bewertungsring.

Definition 2.2.2. Sei s ∈ S ein abgeschlossener Punkt und π ein uniformisieren-
des Element des diskreten BewertungsringesOS,s. Seien (Pi)i=1,...,n die generischen
Punkte der irreduziblen Komponenten (Ci)i=1,...,n der Faser Xs von X über s. Je-
der diskrete Bewertungsring OX,Pi

dominiert den diskreten Bewertungsring OS,s

und wir fassen das Element π ∈ OS,s über die Abbildung OS,s → OX,Pi
auch als

ein Element in OX,Pi
auf. Für i ∈ {1, . . . , n} heißt die Länge

lOX,Pi
(OX,Pi

/πOX,Pi
)

des OX,Pi
- Moduls OX,Pi

/πOX,Pi
die Vielfachheit der irreduziblen Komponente Ci

in Xs.
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Lemma 2.2.3. Die Vielfachheit einer irreduziblen Komponente Ci von Xs ist
endlich.

Beweis. Sei Pi ∈ X der generische Punkt von Ci. Der lokale Ring OS,s ist ein
diskreter Bewertungsring. Wir bezeichnen ein uniformisierendes Element für OS,s

mit π. Dann hat nach [Liu], 7, Lemma 1.26 derOX,Pi
-ModulOX,Pi

/πOX,Pi
endliche

Länge, da π Nicht-Nullteiler im eindimensionalen noetherschen lokalen RingOX,Pi

ist.

Definition 2.2.4. Seien die Notationen wie in Definition 2.2.2. Wir definieren
die Dicke der Faser Xs von X über s als

D(Xs) = ggT ((lOX,Pi
(OX,Pi

/πOX,Pi
))i={1,...,n}).

Bemerkung 2.2.5. 1. Eine irreduzible Komponente Ci von Xs mit generi-
schem Punkt Pi hat genau dann die Vielfachheit Eins, wenn OX,Pi

/πOX,Pi

reduziert ist.

2. Ist eine irreduzible Komponente von Xs reduziert, so ist die Dicke von Xs

gleich Eins.

3. Ist A ein diskreter Bewertungsring mit uniformisierendem Element t, so gilt
für alle n ≥ 1:

lA(A/tnA) = n.

Lemma 2.2.6. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit voll-
kommenen Restklassenkörpern und Funktionenkörper k und X ein zusammenhän-
gendes reguläres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv und von
endlichem Typ mit zusammenhängender geometrischer generischer Faser X×S k̄
ist. Dann gibt es nur endlich viele Fasern des Morphismus f , deren Faserdicken
von Eins verschieden sind.

Beweis. Die Abbildung f : X → S ist nach Voraussetzung flach und von endli-
chem Typ und damit offen. Der glatte Ort U ⊂ X von f ist nach [Liu], Cor. 6.2.12
offen. Weil X regulär und k ein vollkommener Körper ist, ist die generische Faser
des Morphismus f glatt und damit der glatte Ort U nicht leer. Es gilt also, dass
∅ 6= f(U) ⊂ S offen ist. Das Komplement von U besteht also aus nur endlich
vielen Punkten in S. Nur über diesen endlich vielen Stellen können die Fasern
nicht reduziert sein und damit die Faserdicken von Eins verschieden.
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2.2.2 Bewertungstheorie

Sei l̃ ⊂ k̄ eine endliche separable Erweiterung von k. Wie wir im letzten Abschnitt
gesehen haben, genügt es, uns in der Grundsituation f : X→ S mit den Punkten
von Kodimension Eins außerhalb der generischen Faser zu befassen, um festzu-
stellen, ob die Normalisierung von X in Kl̃ über X verzweigt oder unverzweigt
ist. Die Punkte von Kodimension Eins in S,X oder XKl̃ (außerhalb der generi-
schen Faser) sind diskrete Bewertungsringe. In diesem Zusammenhang studieren
wir in diesem Abschnitt diskrete Bewertungsringe und deren Normalisierung in
endlichen separablen Erweiterungen des Quotientenkörpers. So können wir in
verschiedenen Situationen entscheiden, ob XKl̃/X unverzweigt ist oder Aussagen
über die Vielfachheiten von irreduziblen Komponenten einer Faser Xs machen.

In diesem Abschnitt betrachten wir stets die folgende Situation:

Sei A ein diskreter Bewertungsring mit vollkommenem Quotientenkörper k und
vollkommenem Restklassenkörper. Sei K/k eine reguläre Körpererweiterung und
B ⊂ K ein diskreter Bewertungsring, der A dominiert. Sei l̃ eine endliche se-
parable Erweiterung von k. Sei Al̃ die Normalisierung von A in l̃ und BKl̃ die
Normalisierung von B in Kl̃. Über die natürlichen Abbildungen fassen wir die
Elemente von A auch als Elemente von Al̃, B oder BKl̃ auf.

BKl̃

B

>>}}}}}}}}
Al̃

aaBBBBBBBB

A

=={{{{{{{{

aaCCCCCCCC

Wir vereinbaren außerdem die folgenden Bezeichnungen:

Für ein Element r aus einem Ring R sei (r) das von r erzeugte Ideal in R. Ist
M/R eine Ringerweiterung, so bezeichnet rM das von r erzeugte Ideal in M .

π uniformisierendes Element des maximalen Ideals von A
π̃ uniformisierendes Element des maximalen Ideals von B

p1, . . . , ps die maximalen Ideale von Al̃

q1, . . . , qr die maximalen Ideale von BKl̃

Da die Ringe Al̃ und BKl̃ semilokale Dedekindringe sind, gibt es nur eine endliche
Anzahl von Primidealen in Al̃ und BKl̃.
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Satz 2.2.7. Sei l̃ eine endliche Galoissche Erweiterung von k und BKl̃/B ei-

ne unverzweigte Erweiterung. Dann ist Al̃ unverzweigt über A, falls die Länge
lB(B/πB) und [l̃ : k] teilerfremd sind.

Beweis. Sei e die Länge des B-Moduls (B/πB). Dann gilt:

πB = (π̃e).

Da BKl̃/B unverzweigt ist, gilt

π̃BKl̃ = q1 · · · qr

und damit
πBKl̃ = (q1 · · · qr)

e.

Fassen wir andererseits π als ein Element von Al̃ auf, so erhalten wir

πAl̃ = (p1 · · · ps)
m

für ein m ∈ N, das den Grad der Körpererweiterung [l̃ : k] =: n teilt.

Sei piB
Kl̃ = q

e1,i

1 · · · q
er,i
r für i = 1, . . . , s, dann gilt

πBKl̃ = (
s∏

i=1

q
e1,i

1 · · · qer,i
r )m.

Zusammenfassend erhalten wir für das Element π das folgende Diagramm:

πBKl̃ = (
∏s

i=1 q
e1,i

1 · · · qer,i
r )m = (q1 · · · qr)e

πB = (π̃e)

44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
πAl̃ = (p1 · · · ps)m

kkWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

πA

33ggggggggggggggggggggggggg

kkWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

Daraus folgt m|e und weil m auch den Grad der Körpererweiterung l̃/k teilt,
auch m|ggT (n, e). Nach Voraussetzung gilt (n, e) = 1. Also muss bereits m = 1

gelten, woraus folgt, dass Al̃/A unverzweigt ist.

Bemerkung 2.2.8. Ist in der Situation von Satz 2.2.7 die Länge lB(B/πB) gleich

Eins, so ist Al̃/A unverzweigt.
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Sei pi ⊂ Al̃ ein maximales Ideal. Die Lokalisierung von Al̃ bei pi ist ein diskreter
Bewertungsring. Ein uniformisierendes Element von Al̃

pi
bezeichnen wir mit πi.

Seien qi1, . . . , qit ⊆ BKl̃ die maximalen Ideale in BKl̃, die über pi liegen. Dann
sind die Lokalisierungen von BKl̃ bei den Primidealen qij, j ∈ {1, . . . , t} dis-

krete Bewertungsringe, die den diskreten Bewertungsring Al̃
pi

dominieren. Wir

definieren die Dicke von BKl̃ über pi als

D(BKl̃
pi

) = ggT ((l
BKl̃

qij

(BKl̃
qij
/πiB

Kl̃
qij

))j∈{1,...,t}).

Sei p eine Primzahl und νp die p-adische Bewertung von Q. Der folgende Satz
beschreibt die Veränderung der p-Bewertung der Faserdicke beim Übergang zu
einer Galoisschen Erweiterung vom Grad p.

Satz 2.2.9. Sei die Galoissche Erweiterung l̃/k vom Primzahlgrad p und BKl̃

über B unverzweigt. Ist Al̃/A verzweigt und νp(lB(B/πB)) > 0, dann gilt für das

Primideal p1 von Al̃, das über (π) liegt:

νp(D(BKl̃
p1

)) = νp(lB(B/πB))− 1.

Beweis. Da die Erweiterung Al̃/A verzweigt ist, liegt nur ein Primideal p1 ⊆ Al̃

über dem Primideal (π) ⊆ A. Fassen wir π als ein Element in Al̃ auf, so gilt

πAl̃ = (p1)
p,

weil l̃/k eine Erweiterung vom Grad p ist. Sei lB(B/πB) = epn mit (e, p) = 1
und n ∈ N mit n ≥ 1. Dann gilt

πB = (π̃epn

)

und
πBKl̃ = (q1 · · · qr)

epn

,

da BKl̃/B nach Voraussetzung unverzweigt ist. Fassen wir das Primideal p1 als

Ideal in BKl̃ auf, so erhalten wir damit

p1B
Kl̃ = (q1 · · · qr)

epn−1

.

Also ist

l
BKl̃

qi

(BKl̃
qi
/p1B

Kl̃
qi

) = epn−1

für alle i ∈ {1, . . . , r}. Damit folgt die Behauptung.
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Satz 2.2.10. Sei l̃ ⊆ k̄ eine (nicht notwendig Galoissche) endliche Erweiterung

von k und Al̃/A unverzweigt sowie BKl̃/B unverzweigt. Sei pi ein maximales

Ideal von Al̃. Dann gilt

D(BKl̃
pi

) = lB(B/πB).

Beweis. Sei lB(B/πB) = e. Dann gilt

πB = (π̃e).

Da Al̃/A und BKl̃/B unverzweigt sind, gilt

πAl̃ = p1 · · · ps

und
π̃BKl̃ = q1 · · · qr.

Fassen wir π als ein Element in BKl̃ auf, so gilt wegen πB = (π̃e):

πBKl̃ = (q1 · · · qr)
e.

Sei pi ∈ {p1, . . . , ps}. Dann gilt für jedes Primideal qj ∈ {q1, . . . , qr}, das über pi

liegt

l
BKl̃

qj

(BKl̃
qj
/piB

Kl̃
qj

) = e

und damit
D(BKl̃

pi
) = e.

Bemerkung 2.2.11. 1. In Satz 2.2.9 wurde die Situation, in der Al̃/A ver-
zweigt ist und νp(lB(B/πB)) = 0 gilt, nicht betrachtet. Dies liegt daran,

dass nach Satz 2.2.7 die Erweiterung Al̃/A bereits unverzweigt ist, falls

BKl̃/B unverzweigt ist und νp(lB(B/πB)) = 0 gilt. Der Fall, in dem BKl̃/B

unverzweigt ist, Al̃/A verzweigt und νp(lB(B/πB)) = 0 ist, kann also gar
nicht auftreten.

2. Sei l̃/k eine Galoissche Erweiterung vom Primzahlgrad p und pi ⊂ Al̃ ein
Primideal, das über (π) ⊂ A liegt. Dann gilt für alle Primzahlen q 6= p:

νq(D(BKl̃
pi

)) = νq(lB(B/πB)).

3. Sei l̃/k eine Galoissche Erweiterung vom Primzahlgrad p und Al̃/A ver-

zweigt sowie BKl̃/B verzweigt. Dann gilt für jedes Primideal pi in Al̃:

D(BKl̃
pi

) = lB(B/πB).
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Lemma 2.2.12. Sei l̃ ⊂ k̄ eine endliche Galoissche Erweiterung von k vom
Grad n. Sei pi ⊂ Al̃ ein maximales Ideal. Dann gilt für alle zu n teilerfremden
Primzahlen p:

νp(D(BKl̃
pi

)) = νp(lB(B/πB)).

Beweis. Sei e := lB(B/πB) und ei der Verzweigungsindex von pi über (π). Dann
gilt

πBKl̃ = (q1 · · · qr)
em

für ein m ∈ N mit m | n.

Seien qi1, . . . , qiu die Primideale in BKl̃, die über pi liegen, so gilt

piB
Kl̃ = (qi1 · · · qiu)

em
ei .

Damit erhalten wir
D(BKl̃

pi
) =

em

ei

und die Behauptung folgt, da ei ein Teiler von n ist und (ei, p) = 1 nach Voraus-
setzung gilt.

Lemma 2.2.13. Sei l̃ ⊂ k̄ eine endliche Erweiterung von k, so dass Al̃/A ver-

zweigt und BKl̃/B unverzweigt ist. Sei pi ein maximales Ideal in Al̃ und ei der
Verzweigungsindex von pi über (π). Dann gilt

D(BKl̃
pi

) = lB(B/πB) : ei.

Beweis. Sei Tpi
der Trägheitskörper von pi über k und p := pi∩ATpi das Primideal

in ATpi , das unter pi liegt. Da das Primideal (π) in ATpi/A unverzweigt ist, gilt
mit Satz 2.2.10

D(B
KTpi
p ) = lB(B/πB).

Seien qi1, . . . , qiv die maximalen Ideale von BKl̃, die über p liegen. Wir betrachten
das Primideal p in den Ringerweiterungen Al̃ und BKl̃ von ATpi . Es gilt, dass das
Primideal pi in der Produktzerlegung von pAl̃ die Vielfachheit ei hat. Außerdem
erhalten wir

pBKl̃ = (qi1 · · · qiv)
lB(B/πB),

da BKl̃/B unverzweigt ist. Fassen wir pi als Ideal in BKl̃ auf, so treten also alle

Primideale in der Produktzerlegung von piB
Kl̃ mit Vielfachheit lB(B/πB) : ei

auf. Damit folgt

D(BKl̃
pi

) = lB(B/πB) : ei.
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2.2.3 Faserdicken und die scheingeometrische Fundamen-
talgruppe

Bevor wir uns mit der scheingeometrischen Fundamentalgruppe befassen, geben
wir an, welche Folgen die Berechnungen des letzten Abschnitts auf die Verände-
rung der Faserdicken von f : X → S beim Übergang zu XKl̃ → S l̃ haben, wobei
l̃ ⊂ k̄ eine endliche separable Körpererweiterung von k ist. Die folgenden Lem-
mata erhalten wir direkt mit den Berechnungen in Abschnitt 2.2.2.

Lemma 2.2.14. Sei l̃ ⊂ k̄ eine endliche Erweiterung von k, so dass S l̃/S étale

ist. Sei s ∈ S ein abgeschlossener Punkt und s̃ ∈ S l̃ ein Punkt über s. Dann gilt

D(XKl̃
s̃ ) = D(Xs).

Mit anderen Worten: Beim Übergang zu einer étalen Erweiterung von S ändert
sich die Faserdicke nicht.

Nach Bemerkung 2.1.5 ist die scheingeometrische Fundamentalgruppe von X ge-
nau dann nicht trivial, wenn es eine endliche Erweiterung l̃ ⊂ k̄ von k gibt, so
dass S l̃/S verzweigt und XKl̃/X étale ist. Inwiefern sich die Faserdicken in genau

dieser Situation von X→ S zu XKl̃ → S l̃ verändern, wird nun angegeben:

Lemma 2.2.15. Sei l̃ ⊂ k̄ eine endliche Galoissche Erweiterung von k vom
Primzahlgrad p, so dass S l̃/S verzweigt und XKl̃/X étale ist. Sei s̃1 ∈ S l̃ ein

abgeschlossener Punkt im Verzweigungsort von S l̃/S und s1 ∈ S der Punkt, der
unterhalb s̃1 liegt. Dann gilt

νp(D(XKl̃
s̃1

)) = νp(D(Xs1))− 1

und für alle Primzahlen q 6= p erhalten wir:

νq(D(XKl̃
s̃1

)) = νq(D(Xs1)).

Sei s̃2 ∈ S l̃ ein abgeschlossener Punkt, der nicht im Verzweigungsort von S l̃/S
liegt und s2 ∈ S der Punkt, der unterhalb s̃2 liegt. Dann gilt

D(XKl̃
s̃2

) = D(Xs2).

Die Faserdicke verändert sich also nur bei den Punkten im Verzweigungsort.

Lemma 2.2.16. Sei l̃ ⊂ k̄ eine endliche Erweiterung von k, so dass XKl̃/X étale

ist. Sei s̃ ∈ S l̃ ein abgeschlossener Punkt und s ∈ S der Punkt, der unter s̃ liegt.
Sei P das maximale Ideal von OS l̃,s̃ und e der Verzweigungsindex von P über k.
Dann gilt

D(XKl̃
s̃ ) = D(Xs) : e.
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Lemma 2.2.17. Sei l die maximale Erweiterung von k in k̄, so dass Sl/S un-
verzweigt ist. Gehen wir von der Grundsituation f : X→ S zu f̃ : XKl → Sl über,
so erhalten wir für einen Punkt s̃ ∈ Sl und sein Bild s ∈ S:

D(XKl
s̃ ) = D(Xs).

Nun haben wir alle Vorbereitungen getroffen, um die Trivialität der scheingeo-
metrischen Fundamentalgruppe in dem Fall zu beweisen, wenn alle Faserdicken
in der Grundsituation gleich Eins sind.

Satz 2.2.18. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit voll-
kommenen Restklassenkörpern und Funktionenkörper k und X ein zusammenhän-
gendes reguläres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv und von
endlichem Typ mit zusammenhängender geometrischer generischer Faser X×S k̄
ist. Sei s̄ ein geometrischer Punkt von X×S k̄. Sind alle Faserdicken von X über
S gleich Eins, dann ist die Folge étaler Fundamentalgruppen

π1(Xk̄, s̄)→ π1(X, s̄)→ π1(S, s̄)→ 1

exakt.

Beweis. Nach Definition ist die Folge (∗) genau dann exakt, wenn die scheingeo-
metrische Fundamentalgruppe von X trivial ist. Dies ist nach Bemerkung 2.1.5
äquivalent dazu, dass XKl̃/X für alle endlichen separablen Körpererweiterungen

l̃ ⊂ k̄ von k verzweigt sobald S l̃/S verzweigt.

Angenommen πsch.geo
1 (X, s̄) wäre nicht trivial. Dann gibt es eine endliche Galois-

sche Erweiterung l̃ ⊂ k̄ von k, so dass S l̃/S verzweigt und XKl̃/X étale ist.

Sei k̃ ⊆ l̃ die maximale Erweiterung von k, so dass S k̃/S étale ist. Gehen wir von

der Grundsituation f : X→ S zu f̃ : XKk̃ → S k̃ über, so erhalten wir die folgende
Situation:

• S k̃ ist ein eindimensionales Dedekindschema.

• Das Schema XKk̃ ist ein reguläres Schema.

• Der Morphismus f̃ ist surjektiv, flach und von endlichem Typ mit zusam-
menhängender geometrischer generischer Faser.

• Sei s′ ∈ S k̃ ein abgeschlossener Punkt und s ∈ S der darunterliegen-
de Punkt. Dann gilt mit Lemma 2.2.14, dass sich die Faserdicken nicht
verändern, das heißt

D(XKk̃
s′ ) = D(Xs).
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Sei nun k̃2 ⊂ l̃ eine nicht-triviale (nach Voraussetzung verzweigte) Erweiterung

von k̃. Sei t̃ ∈ S k̃2 ein Punkt im Verzweigungsort der Erweiterung S k̃2/S k̃ und

t der unterliegende Punkt in S k̃. Der lokale Ring von S k̃2 bei t̃ ist ein diskreter
Bewertungsring, der den lokalen Ring von S k̃ bei t dominiert. Sei e der Verzwei-
gungsindex des maximalen Ideals von O

Sk̃2 ,t̃
über k̃. Da t̃ ein Punkt im Verzwei-

gungsort ist, gilt e 6= 1. Mit Lemma 2.2.16 erhalten wir dann

D(XKk̃2

t̃
) = D(XKk̃

t ) : e.

Insbesondere muss die Faserdicke von XKk̃2

t̃
ein Vielfaches von e sein.

Dies aber steht im Widerspruch zur Annahme, dass die Faserdicken von XKk̃ über
S k̃ (= Faserdicken von X über S) gleich Eins sind.

Lemma 2.2.19. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit
vollkommenen Restklassenkörpern und Funktionenkörper k und X ein zusam-
menhängendes reguläres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv
und von endlichem Typ mit zusammenhängender geometrischer generischer Fa-
ser X ×S k̄ ist. Sei s̄ ein geometrischer Punkt von X ×S k̄. Sind alle Fasern des
Morphismus f reduziert, dann ist die Folge

π1(Xk̄, s̄)→ π1(X, s̄)→ π1(S, s̄)→ 1

exakt.

Beweis. Dies folgt mit Satz 2.2.18 sofort aus der Tatsache, dass alle Faserdicken
nach Bemerkung 2.2.5 gleich Eins sind, falls alle Fasern reduziert sind.

Satz 2.2.20. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit voll-
kommenen Restklassenkörpern und Funktionenkörper k und X ein zusammen-
hängendes reguläres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv und
von endlichem Typ mit zusammenhängender geometrischer generischer Faser
X ×S k̄ ist. Sei s̄ ein geometrischer Punkt von X ×S k̄. Sind alle Fasern von
X über S teilerfremd zu einer Primzahl p, dann ist die Folge der maximalen
pro-p-Faktorgruppen

(∗) π1(Xk̄, s̄)(p)→ π1(X, s̄)(p)→ π1(S, s̄)(p)→ 1

exakt.

Beweis. Sei l̃ ⊂ k̄ eine endliche Galoissche Erweiterung von k vom p-Potenzgrad,
so dass XKl̃/X étale ist. Es genügt zu zeigen, dass S l̃/S étale ist.

Angenommen S l̃/S wäre verzweigt. Gehen wir von f : X→ S zu f̃ : XKl̃ → S l̃

über, so erhalten wir mit Lemma 2.2.15 und Lemma 2.2.13, dass die Faserdicke
von XKk̃ über einem Verzweigungspunkt durch eine p-Potenz geteilt wird. Insbe-
sondere muss die Faserdicke auf Niveau f : X→ S ein Vielfaches von p sein. Dies
aber widerspricht der Annahme, dass die Faserdicken teilerfremd zu p sind.
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Satz 2.2.21. Sei S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit voll-
kommenen Restklassenkörpern und Funktionenkörper k und X ein zusammenhän-
gendes reguläres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus surjektiv und von
endlichem Typ mit zusammenhängender geometrischer generischer Faser X×S k̄
ist. Sei l′ die maximale Erweiterung von k in k̄, so dass XKl̃/X étale ist. Dann
existiert eine endliche Erweiterung l̃ von k in l′, so dass

π1(X
Kl̃
k̄ , s̄)→ π1(X

Kl̃, s̄)→ π1(S
l̃, s̄)→ 1

exakt ist, wobei s̄ einen geometrischen Punkt von XKl̃
k̄

bezeichne.

Beweis. Angenommen es existiert keine Galoiserweiterung l̃/k, so dass S l̃/S ver-

zweigt und XKl̃/X étale ist, so ist bereits die Folge

π1(Xk̄, s̄)→ π1(X, s̄)→ π1(S, s̄)→ 1

exakt und wir sind fertig.
Sei ansonsten k̃ ⊂ k̄ eine Galoissche Erweiterung von k, so dass S k̃/S verzweigt

und XKk̃/X étale ist. Gehen wir von f : X→ S zu f̃ : XKk̃ → S k̃ über, so erhalten
wir für die Faserdicken folgende Veränderungen:

Sei s̃ ∈ S k̃ ein Punkt, der nicht im Verzweigungsort des Morphismus S k̃ → S
liegt und sei s ∈ S der unterliegende Punkt. Dann gilt mit Lemma 2.2.16

D(XKk̃
s̃ ) = D(Xs).

Sei s̃ ∈ S k̃ ein Punkt, der im Verzweigungsort des Morphismus S k̃ → S liegt und
sei s ∈ S der unterliegende Punkt. Sei P das maximale Ideal des lokalen Ringes
von S k̃ bei s̃ und e := pe1

1 · · · pen
n die Zerlegung des Trägheitsgrades von P über k

in Primfaktoren. Dann gilt mit Lemma 2.2.16

νpi
(D(XKk̃

s̃ )) = νpi
(D(Xs))− ei

für i ∈ {1, . . . , n} und

νp(D(XKk̃
s̃ )) = νp(D(Xs))

für alle Primzahlen p 6∈ {p1, . . . , pn}.

Bei allen Punkten im Verzweigungsort verringert sich also die Faserdicke. Liegt
ein Punkt nicht im Verzweigungsort, so bleibt die Faserdicke beim Übergang kon-
stant.

Nun können wir erneut fragen, ob die scheingeometrische Fundamentalgruppe von
XKk̃ trivial ist. Falls ja, dann sind wir fertig. Ansonsten führen wir obigen Schritt
erneut aus und erhalten bei jedem Übergang zu einer nicht-trivialen Erweiterung
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k̃ wie oben Faserdicken im Verzweigungsort, die sich verringern. Alle anderen
Faserdicken bleiben konstant. Da nach Lemma 2.2.6 nur endlich viele Faserdicken
von Eins verschieden und die Faserdicken endlich sind, können wir nach endlich
vielen Iterationsschritten annehmen, dass es keine Erweiterung l̃1 von l̃ gibt, so
dass S l̃1/S verzweigt und XKl̃1/Xl̃ unverzweigt ist.
Dafür gibt es zwei Möglichkeiten:

1. Die Faserdicken sind nach endlich vielen Schritten alle gleich Eins.

2. Nach Übergang zu XKk̃ → S k̃ ist die scheingeometrische Fundamentalgrup-
pe von XKk̃ trivial, obwohl die Faserdicken nicht alle gleich Eins sind.

Beide Möglichkeiten liefern das gewünschte Ergebnis.

Bemerkung 2.2.22. Der Satz 2.2.21 liefert nicht die Endlichkeit der scheingeo-
metrischen Fundamentalgruppe von X, denn:
Der Übergang von f : X→ S zu f̃ : XKl̃ → S l̃ wie im Beweis von Satz 2.2.21 lie-
fert

”
nur” die Trivialität der scheingeometrischen Fundamentalgruppe von XKl̃,

macht jedoch keine Aussagen über die arithmetische Fundamentalgruppe von
XKl̃. Genau das ist der Punkt: Auch die arithmetische Fundamentalgruppe von
XKl̃ kann ein

”
Teil” der scheingeometrischen Fundamentalgruppe von X sein.

Lemma 2.2.23. Sei s′ ∈ Sl′ ein abgeschlossener Punkt und P das maximale
Ideal von OSl′ ,s′. Dann ist die Trägheitsgruppe von P über k endlich.

Beweis. Sei s das Bild von s′ in S. Liegt s′ nicht im Verzweigungsort von Sl′/S,
so ist die Trägheitsgruppe von P über k trivial. Sei nun s′ ∈ Sl′ ein Punkt
im Verzweigungsort von Sl′/S. Sei l̃ ⊂ l′ eine endliche Erweiterung von k. Wir

bezeichnen das Bild von s′ in S l̃ mit s̃. Angenommen s̃ würde im Verzweigungsort
von S l̃/S liegen. Beim Übergang von f : X → S zu f̃ : XKl̃ → S l̃ verringert sich

nach Satz 2.2.9 die Faserdicke von XKl̃ über s̃. Da die Faserdicke endlich ist, muss
der Prozess nach endlich vielen Schritten abbrechen. Damit folgt die Endlichkeit
der Trägheitsgruppe von P über k.

Lemma 2.2.24. Es gibt nur endlich viele Punkte s′1, . . . , s
′
n ∈ Sl′, so dass die

Trägheitsgruppe des maximalen Ideals Pi von OSl′ ,s′i
, i ∈ {1, . . . , n} über k nicht

trivial ist.

Beweis. Sei s ∈ S ein Punkt, so dass die Faserdicke von Xs gleich Eins ist.
Sei s′ ∈ Sl′ ein Punkt, der über s ∈ S liegt. Dann ist die Trägheitsgruppe des
maximalen Ideals von OSl′ ,s′ trivial. Es können also nur die maximalen Ideale
der lokalen Ringe bei den endlich vielen Punkten s′ ∈ S ′ über den endlich vielen
Punkten s ∈ S, so dass die Faserdicke von Xs von Eins verschieden ist, eine
nicht-triviale Trägheitsgruppe haben.
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Korollar 2.2.25. Gal(l′/l) ist in Gal(l′/k) als Normalteiler von endlich vielen
endlichen Trägheitsgruppen erzeugt.

Fordern wir in der Grundsituation zusätzlich, dass das Schema S das Spektrum
eines henselschen lokalen Ringes ist, so können wir die scheingeometrische étale
Fundamentalgruppe besser charakterisieren:

Definition 2.2.26. ([NSW], Def. 1.1.5 und Def. 1.1.6)

1. Eine übernatürliche Zahl ist ein formales Produkt∏
p

pnp ,

wobei p alle Primzahlen durchläuft und für jedes p ist der Exponent np eine
nicht-negative ganze Zahl oder das Symbol ∞.

2. Sei G eine proendliche Gruppe. Die Ordnung von G ist definiert als

#G := kgV (#(G/U))U ,

wobei U alle offenen normalen Untergruppen von G durchläuft.

Lemma 2.2.27. Sei A ein henselscher diskreter Bewertungsring mit perfektem
Restklassenkörper und perfektem Quotientenkörper k. Sei S := Spec(A) und X ein
zusammenhängendes reguläres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus sur-
jektiv und von endlichem Typ mit zusammenhängender geometrischer generischer
Faser X×S k̄ ist. Sei n die Faserdicke von X über dem abgeschlossenen Punkt von
S. Dann ist die Ordnung der scheingeometrischen étalen Fundamentalgruppe ein
Teiler von n.

Beweis. Sei l̃ ⊂ k̄ eine endliche separable Erweiterung von k, so dass S l̃/S ver-

zweigt und XKl̃/X étale ist; das heißt, dass XKl̃ eine scheingeometrische Überlage-

rung von X ist. Sei p das maximale Ideal des lokalen Ringes von S l̃ im abgeschlos-
senen Punkt von S l̃. Nach Lemma 2.2.16 ist die Ordnung e der Trägheitsgruppe
von p über k ein Teiler von n. Sei Tp der Trägheitskörper von p über k. Dann ist
XKTp eine arithmetische Überlagerung von X und e ein Teiler der Gruppenord-
nung von πsch.geo

1 (X, s̄).

Sei nun S ein exzellentes eindimensionales Dedekindschema mit vollkomme-
nen Restklassenkörpern und Funktionenkörper k und X ein zusammenhängendes
reguläres S-Schema, so dass der Strukturmorphismus von endlichem Typ mit zu-
sammenhängender geometrischer generischer Faser X×S k̄ ist. Sei U ⊆ S das Bild
von X in S und s̄ ein geometrischer Punkt von X×S k̄.
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Wir können von der Folge

π1(Xk̄, s̄)
g→ π1(X, s̄)

h→ π1(S, s̄)

zur Folge der maximal abelschen Faktorgruppen

πab
1 (Xk̄, s̄)

g̃→ πab
1 (X, s̄)

h̃→ πab
1 (S, s̄)

übergehen.

Korollar 2.2.28. Die Faktorgruppe ker(h̃)/im(g̃) ist endlich.

Beweis. Sei lab die maximale abelsche Erweiterung von k, so dass U lab
/U étale

ist und l
′ab die maximale abelsche Erweiterung von k, so dass XKl

′ab
/X étale ist.

Analog zum nicht-abelschen Fall wird die Galoisgruppe Gal(l
′ab/lab) in Gal(l

′ab/k)
von endlich vielen endlichen Trägheitsgruppen erzeugt. Da die Trägheitsgruppen
abelsch sind, folgt die Endlichkeit von Gal(l

′ab/lab).

Bemerkung 2.2.29. Ist der Morphismus f : X → S surjektiv und S das Spek-
trum des Ringes der ganzen Zahlen eines Zahlkörpers, so folgt die Endlichkeit von
ker(h̃)/im(g̃) sofort aus der Endlichkeit von πab

1 (X, s̄), die A. Schmidt in [Sch],
Theorem 3.1 gezeigt hat.
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Kapitel 3

Beispiele

Das Basisschema S im zweiten Kapitel ist ein exzellentes eindimensionales Dede-
kindschema mit vollkommenen Restklassenkörpern. Der Funktionenkörper von
S wird mit k bezeichnet. Für ein zusammenhängendes reguläres S-Schema X,
so dass der Strukturmorphismus surjektiv und von endlichem Typ mit zusam-
menhängender geometrischer generischer Faser ist, haben wir die scheingeometri-
sche Fundamentalgruppe eingeführt. Es wurden Voraussetzungen angeführt und
herausgearbeitet, in denen die scheingeometrische Fundamentalgruppe trivial ist,
was äquivalent dazu war, dass für einen geometrischen Punkt s̄ der geometrischen
generischen Faser X×S k̄ die Folge étaler Fundamentalgruppen

π1(X×S k̄, s̄)→ π1(X, s̄)→ π1(S, s̄)→ 1

exakt ist.

In diesem Kapitel sollen nun Schemata X wie in der Grundsituation mit nicht-
trivialer scheingeometrischer Fundamentalgruppe konstruiert werden. Wie wir
bereits in Kapitel 2 gesehen haben, ist die scheingeometrische Fundamentalgrup-
pe eines S-Schemas X wie in der Grundsituation in Kapitel 2 trivial, falls alle
Faserdicken gleich Eins sind. Um ein Schema X mit nicht-trivialer scheingeometri-
scher Fundamentalgruppe zu konstruieren, ist es also notwendig, dass mindestens
eine Faserdicke von Eins verschieden ist.

Im zweiten Abschnitt (Beispiel 1) ist das Basisschema S das Spektrum des Ringes
der ganzen Zahlen eines lokalen Körpers. Sei p die Charakteristik des Restklas-
senkörpers von Ok. Zur Konstruktion des gewünschten S-Schemas mit nicht-
trivialer scheingeometrischer Fundamentalgruppe benötigen wir im ersten Bei-
spiel die Theorie elliptischer Kurven über einem lokalen Körper k. Das Schema X

mit nicht-trivialer scheingeometrischer Fundamentalgruppe ist dann ein reguläres
Modell eines bestimmten Twists einer elliptischen Kurve über k.

Die spezielle Faser von X hat nur Komponenten, deren Vielfachheiten p-
Potenzen sind.
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Für das zweite Beispiel in diesem Kapitel hat J.-L. Colliot-Thélène den Hinweis
gegeben, dass die Komponenten der speziellen Faser eines regulären Modells von

Proj (Qp[x, y, z]/(x
3 + py3 + p2z3))→ Spec(Qp)

über Spec(Zp) nur Vielfachheiten haben, die durch drei teilbar sind. Ein reguläres
Modell dafür wird im zweiten Abschnitt dieses Kapitels durch Aufblasungen und
Normalisierung konstruiert.

In den folgenden beiden Beispielen für Schemata mit nicht-trivialer scheingeome-
trischer Fundamentalgruppe benötigen wir die Theorie der Modelle von Kurven.
Daher werden wir im folgenden Abschnitt die Sätze und Definitionen angeben,
die für uns relevant sind.

3.1 Modelle

Wir führen die Theorie der gefaserten Flächen und der Modelle nach [Liu], Kapitel
8-10 ein.

Definition 3.1.1. Sei S ein Dedekindschema.

1. Ein integres, projektives, flaches zweidimensionales S-Schema C → S heißt
eine gefaserte Fläche über S.

2. Die gefaserte Fläche C heißt normal, falls C normal ist.

3. Eine reguläre gefaserte Fläche über einem eindimensionalen Dedekindsche-
ma heißt eine arithmetische Fläche.

Definition 3.1.2. Sei S ein eindimensionales Dedekindschema mit Funktio-
nenkörper k und C eine normale, zusammenhängende projektive Kurve über k.

1. Wir nennen eine normale gefaserte Fläche C → S zusammen mit einem
Isomorphismus Ck := C ×S k ∼= C ein Modell von C über S.

2. Das Modell C heißt regulär, falls C regulär ist.

3. Ein Morphismus C → C′ von zwei Modellen über C ist ein Morphismus
von S-Schemata, der kompatibel ist mit den Isomorphismen Ck ∼= C und
C ′k ∼= C.
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Desingularisierung

Definition 3.1.3. Sei X ein reduziertes Schema. Ein eigentlicher birationaler
Morphismus f : Z → X, wobei Z ein reguläres Schema ist, heißt eine Desingu-
larisierung von X. Ist f ein Isomorphismus über jedem regulären Punkt von X,
so heißt Z eine Desingularisierung im starken Sinn.

Satz 3.1.4. ([Liu], 8, Cor. 3.51) Sei S ein eindimensionales Dedekindschema
und X → S eine gefaserte Fläche mit glatter generischer Faser. Dann erlaubt X
eine Desingularisierung im starken Sinn.
Das bedeutet, dass folgende Folge endlich ist:

· · ·Xn+1 → Xn → · · · → X1 → X,

wobei X1 die Normalisierung von X ist und für alle i ≥ 1 ist Xi+1 → Xi das
Kompositum der Aufblasung X ′

i → Xi im singulären Ort von Xi und der Norma-
lisierung Xi+1 → X ′

i. Die Folge endet bei m, falls Xm regulär ist.

Korollar 3.1.5. Sei S ein eindimensionales Dedekindschema und X → S eine
normale gefaserte Fläche mit glatter generischer Faser und Xreg eine Desingula-
risierung von X im starken Sinn. Sei s ∈ S und Xreg

s die Faser über s. Hat Xreg
s

nur irreduzible Komponenten der Vielfachheit Eins, so auch die Faser Xs.

Minimale reguläre Modelle

Definition 3.1.6. Sei X → S eine reguläre gefaserte Fläche.

1. Sei E eine Menge von integren projektiven Kurven auf X. Eine normale
gefaserte Fläche Y → S zusammen mit einem projektiven birationalen
Morphismus f : X → Y , so dass für jede integre vertikale Kurve E auf
X die Menge f(E) genau dann ein Punkt ist, wenn E ∈ E gilt, heißt eine
Kontraktion der Kurven E ∈ E .

2. Ein Primdivisor E auf X heißt ein exzeptioneller Divisor, falls folgendes
gilt:
Es existiert eine reguläre gefaserte Fläche Y → S und ein Morphismus
f : X → Y von S-Schemata, so dass f(E) auf einen Punkt reduziert ist
und f : X \E → Y \f(E) ein Isomorphismus ist. Ein exzeptioneller Divisor
E ist also eine integre Kurve zusammen mit einer Kontraktion zu einem
regulären Punkt f(E).

Theorem 3.1.7. (Faktorisierungssatz, [Liu], 9, Theorem 2.2) Sei S ein Dede-
kindschema und f : X → Y ein birationaler Morphismus von regulären gefaserten
Flächen über S. Dann ist f eine endliche Folge von Aufblasungen in abgeschlos-
senen Punkten.
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Satz 3.1.8. ([Liu], 9, Prop. 2.5) Sei Y eine reguläre gefaserte Fläche und f : X →
Y die Aufblasung von Y in einem abgeschlossenen Punkt y ∈ Ys. Sei E das
Schema Xy. Dann gilt E ∼= P1

κ(y).

Definition 3.1.9. Sei X → S eine reguläre gefaserte Fläche.

1. Die gefaserte Fläche X heißt relativ minimal, falls sie keinen exzeptionellen
Divisor enthält.

2. Die gefaserte Fläche X heißt minimal, falls jede birationale Abbildung von
regulären gefaserten S-Flächen Y 99K X ein birationaler Morphismus ist.

Definition 3.1.10. Sei X → S eine normale gefaserte Fläche.

1. Eine reguläre gefaserte Fläche Y → S zusammen mit einer birationalen
Abbildung Y 99K X heißt Modell von X über S.

2. Ein Morphismus von zwei Modellen Y1, Y2 von X ist ein Morphismus gefa-
serter S-Flächen Y1 → Y2, der kompatibel ist mit den birationalen Abbil-
dungen Y1 99K X und Y2 99K X .

3. Ein Modell Y von X heißt das minimale reguläre Modell von X, falls Y
minimal ist als reguläre gefaserte Fläche über S. Existiert das minimale
reguläre Modell, so ist es eindeutig.

Satz 3.1.11. ([Liu], 10, Prop. 1.8) Sei S ein affines Dedekindschema mit Funk-
tionenkörper k und C eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht ≥ 1 über k.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes minimales reguläres Modell von C über S.

Korollar 3.1.12. Sei S ein affines Dedekindschema mit Funktionenkörper k und
C eine glatte projektive Kurve vom Geschlecht ≥ 1 über k. Sei C ein reguläres
Modell von C über S und Cmin das minimale reguläre Modell von C über S. Sei
s ∈ S ein abgeschlossener Punkt und Cmin,s die Faser von Cmin über s. Haben alle
irreduziblen Komponenten von Cmin,s die Vielfachheit Eins, so auch die irredu-
ziblen Komponenten der Faser von C über s.

Beweis. Dies folgt direkt aus Theorem 3.1.7 und Satz 3.1.8.

Reduktion

Sei S ein eindimensionales Dedekindschema mit Funktionenkörper k.

Definition 3.1.13. Sei C eine normale projektive Kurve über k. Wir fixieren
einen abgeschlossenen Punkt s ∈ S.

1. Wir nennen die Faser Cs eines Modells C von C über S eine Reduktion von
C bei s.
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2. Die Kurve C hat gute Reduktion bei s ∈ S, falls C ein glattes Modell über
Spec(OS,s) erlaubt.

3. Die Kurve C hat gute Reduktion über S, falls sie gute Reduktion bei allen
abgeschlossenen Punkten s ∈ S hat.

Satz 3.1.14. ([Liu], 10, Prop. 1.21) Sei C eine glatte projektive Kurve über k vom
Geschlecht g ≥ 1. Sei das Dedekindschema S affin. Dann hat C gute Reduktion
über S genau dann, wenn das minimale reguläre Modell von C über S glatt ist.

Korollar 3.1.15. Sei das Dedekindschema S affin und C eine glatte projektive
Kurve über k vom Geschlecht g ≥ 1 mit guter Reduktion. Dann haben alle irredu-
ziblen Komponenten der Fasern des minimalen regulären Modells die Vielfachheit
Eins.

3.2 Beispiel 1

Zunächst geben wir die Idee und einen Überblick der Konstruktion an:

Nach Satz 2.2.18 ist die scheingeometrische Fundamentalgruppe eines Schemas
X wie in der Grundsituation f : X → S trivial, falls alle Faserdicken gleich Eins
sind. Der erste Schritt ist also, ein Schema zu finden, das eine Faser enthält, deren
Dicke von Eins verschieden ist.

Im zweiten Schritt benötigen wir nach Bemerkung 2.1.5 eine endliche separable
Erweiterung l̃ ⊂ k̄ des Funktionenkörpers k von S, so dass S l̃/S verzweigt und

XKl̃/X unverzweigt ist. In dieser Situation verkleinern sich nach Lemma 2.2.16

beim Übergang von X → S zu XKl̃ → S l̃ die Faserdicken an den Punkten im
Verzweigungsort.

Eine entscheidende Rolle bei der Konstruktion des Beispiels spielt die folgende
Beobachtung, die wir in Abschnitt 3.2.2 beweisen werden:

Sei C eine eigentliche, glatte und geometrisch zusammenhängende Kurve vom
Geschlecht g(C) ≥ 1 über einem lokalen Körper k und Ok der Ring der ganzen
Zahlen von k. Sei p die Charakteristik des Restklassenkörpers von Ok und sei C
ein reguläres Modell von C über Spec(Ok).
Wir fixieren einen algebraischen Abschluss k̄ von k und setzen ktr für die maxi-
male zahm verzweigte Erweiterung von k in k̄.

Hat die Kurve C keinen ktr-rationalen Punkt, so hat die spezielle Faser Cs von C
nur irreduzible Komponenten, deren Vielfachheiten durch p teilbar sind. Insbe-
sondere ist p ein Teiler der Faserdicke.
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Die Idee ist nun, eine Kurve C über k zu finden, die keinen ktr-rationalen Punkt
hat. Die spezielle Faser eines regulären Modells für C über Spec(Ok) hat dann nur
irreduzible Komponenten mit Vielfachheiten, die durch p teilbar sind. Die Kurve
C über k soll eine Kurve vom Geschlecht 1 sein, die selbst keine elliptische Kurve
ist (da sie keinen k-rationalen Punkt hat), jedoch über einer wild verzweigten
Erweiterung l̃ von k isomorph zu einer elliptischen Kurve mit guter Reduktion
sein.

Sei E ein reguläres Modell der elliptischen Kurve E/l̃ mit guter Reduktion.
Nach Korollar 3.1.15 hat die irreduzible Komponente der speziellen Faser von E
die Vielfachheit Eins und mit Korollar 3.1.5 und Korollar 3.1.12 auch die Norma-
lisierung des regulären Modells C in der Erweiterung Kl̃. Insbesondere verändert
sich die Faserdicke der speziellen Faser des regulären Modells C beim Übergang
zu CKl̃. Somit haben wir ein Schema mit nicht-trivialer scheingeometrischer Fun-
damentalgruppe gefunden.

3.2.1 Hauptfaserbündel

Wie wir eben gesehen haben, werden wir ein Schema mit nicht-trivialer schein-
geometrischer Fundamentalgruppe mit Hilfe einer Kurve konstruieren, die über
dem Körper k keine elliptische Kurve ist, jedoch über einer Erweiterung von k
isomorph zu einer elliptischen Kurve ist. Dazu benötigen wir die Theorie und Be-
zeichnungen der Hauptfaserbündel für elliptische Kurven, die wir an dieser Stelle
nach [Si1], X, §2 und §3 wiederholen werden.

Definition 3.2.1. Sei k ein vollkommener Körper und E über k eine elliptische
Kurve.

1. Ein Twist der elliptischen Kurve E/k ist eine glatte Kurve C/k, die über
k̄ isomorph zu E ist. Wir identifizieren zwei Twists, falls sie isomorph über
k sind.

2. Ein Hauptfaserbündel für E/k ist ein Paar (C, µ), wobei C/k eine glatte
Kurve ist und

µ : C × E → C

ein Morphismus, der über k definiert ist und die folgenden Eigenschaften
hat:

• µ(p,O) = p für alle p ∈ C und dem neutralen Element O der ellipti-
schen Kurve, wenn wir E als additive Gruppe auffassen.

• µ(µ(p, P ), Q) = µ(p, P +Q) für alle p ∈ C und P,Q ∈ E.

• Für alle p, q ∈ C gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt P ∈ E,
der µ(p, P ) = q erfüllt.
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Wir schreiben im folgenden C/k für ein Hauptfaserbündel (C, µ) für E/k.

3. Zwei Hauptfaserbündel C/k und C ′/k für E/k heißen äquivalent, falls es
einen Isomorphismus C → C ′ gibt, der über k definiert ist und verträglich
ist mit der Operation von E auf C und C ′. Die Äquivalenzklasse, die E
enthält, heißt die triviale Klasse.

Satz 3.2.2. ([Si1], X, Prop. 3.2 (a)) Jedes Hauptfaserbündel C/k für E/k ist ein
Twist für E/k.

Satz 3.2.3. Die Äquivalenzklassen von Hauptfaserbündeln für eine elliptische
Kurve E/k über einem vollkommenen Körper k bilden eine Gruppe. Sie heißt die
Weil-Châtelet-Gruppe für E/k und wird mit WC(E/k) bezeichnet.

Ob ein Hauptfaserbündel C/k für die elliptische Kurve E/k bereits über k iso-
morph zu E ist, kann mit folgendem Satz entschieden werden:

Satz 3.2.4. ([Si1], X, Prop. 3.3) Ein Hauptfaserbündel C/k liegt genau dann in
der trivialen Klasse, wenn C(k) 6= ∅.

Nach dem folgenden Theorem können wir ein Hauptfaserbündel C/k für eine
elliptische Kurve E/k mit einem Element aus der Gruppe H1(Gal(k̄/k), E(k̄))
identifizieren:

Theorem 3.2.5. ([Si1], X, Theorem 3.6) Sei E/k eine elliptische Kurve. Dann
gibt es eine natürliche Bijektion

WC(E/k)→ H1(Gal(k̄/k), E(k̄)).

Ist k ein lokaler Körper, so können wir die Struktur der Weil-Châtelet-Gruppe
einer elliptischen Kurve E/k angeben:

Satz 3.2.6. ([Ta]) Sei E eine elliptische Kurve über einem lokalen Körper k.
Dann gilt

WC(E/k) ∼= Hom(E(k),Q/Z).

Sei Ok der Ring der ganzen Zahlen von k mit maximalem Ideal mk. Wir setzen
F := Ok/mk. Sei Ẽ die Reduktion von E modulo dem uniformisierenden Ele-
ment von Ok. Nach [Si1], VII, Prop. 2.1 gilt für eine elliptische Kurve mit guter
Reduktion: E(k) ∼= Ok ⊕ Ẽ(F) und damit:

WC(E/k) ∼= (Qp/Zp)
[k:Qp] ⊕ (endliches).
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3.2.2 Faserdicken regulärer Modelle

Dieser Abschnitt zeigt den Zusammenhang zwischen der Existenz rationaler Punk-
te der Kurve C und den Vielfachheiten der irreduziblen Komponenten der spezi-
ellen Faser eines regulären Modells C von C.

In diesem Abschnitt 3.2.2 und im nächsten Abschnitt 3.2.3 betrachten wir stets
folgende Situation:

Sei C eine eigentliche, glatte und geometrisch zusammenhängende Kurve vom
Geschlecht g(C) ≥ 1 über einem lokalen Körper k und Ok der Ring der ganzen
Zahlen von k. Sei p die Charakteristik des Restklassenkörpers von Ok und sei C
ein reguläres Modell von C über Spec(Ok).

Wir fixieren wir einen algebraischen Abschluss K̄ des Funktionenkörpers K von
C und setzen k̄ für den algebraischen Abschluss von k in K̄. Für eine Körperer-
weiterung l/k bezeichnen wir die durch Basiswechsel entstandene Kurve C ×k l
mit Cl. Der abgeschlossene Punkt von Spec(Ok) soll mit s bezeichnet werden.

Satz 3.2.7. Sei knr die maximal unverzweigte Erweiterung von k in k̄. Die spezi-
elle Faser Cs von C hat genau dann eine irreduzible Komponente der Vielfachheit
Eins, wenn Cknr(knr) 6= ∅.

Beweis. Sei CKknr
die Normalisierung des regulären Modells C im Kompositum

Kknr innerhalb K̄. Der abgeschlossene Punkt von Spec(Oknr) wird mit s′ bezeich-
net. Gilt nun Cknr(knr) 6= ∅, so folgt mit [Liu], 9, Cor. 1.32, dass die spezielle
Faser CKknr

s′ von CKknr
eine irreduzible Komponente der Vielfachheit Eins enthält.

Da Spec(Oknr)/Spec(Ok) unverzweigt ist, ist auch CKknr
/C unverzweigt. Damit

hat mit Lemma 2.2.17 bereits die spezielle Faser Cs des Modells C eine irreduzible
Komponente der Vielfachheit Eins.

Angenommen die spezielle Faser Cs von C hat eine irreduzible Komponente der
Vielfachheit Eins. Dann hat mit Lemma 2.2.17 die spezielle Faser der Normali-
sierung CKknr

ebenfalls eine irreduzible Komponente der Vielfachheit Eins. Sei
X eine irreduzible Komponente von CKknr

s′ der Vielfachheit Eins. Der generische
Punkt von X ist ein regulärer Punkt in CKknr

. Bezeichnen wir den Restklas-
senkörper von s′ mit κ(s′), so folgt, dass der glatte Ort der speziellen Faser

CKknr

s′ → κ(s′)

nicht leer ist. Damit ist auch der glatte Ort CKknr

sm von CKknr
nicht leer.
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Da der ganze Abschluss Oknr von Ok in knr ein henselscher lokaler Ring ist, liefert
das Henselsche Lemma ([BLR], Prop. 2.35) für den glatten Morphismus

CKknr

sm → Spec(Oknr)

die Surjektivität der Abbildung

ψ : CKknr

sm (Oknr)→ CKknr

sm,s′ (κ(s
′)).

Der Körper κ(s′) ist separabel abgeschlossen und damit gilt CKknr

sm,s′ (κ(s
′)) 6= ∅.

Die Surjektivität von ψ impliziert die Liftung jedes κ(s′)-rationalen Punktes von
CKknr

sm,s′ zu einem Schnitt

Spec(Oknr)→ CKknr

sm .

Desweiteren setzt sich ein Schnitt Spec(Oknr)→ CKknr

sm zu einem Schnitt

Spec(Oknr)→ CKknr

fort. Da der Morphismus CKknr → Spec(Oknr) eigentlich ist, erhalten wir mit
[Liu], 3, Theorem 3.25 die Bijektivität der Abbildung

CKknr

(Oknr)→ Cknr(knr).

Damit setzt sich jeder Schnitt Spec(Oknr)→ CKknr
zu einem knr-rationalen Punkt

von Cknr fort und es folgt die Behauptung.

Satz 3.2.8. Sei p die Charakteristik des Restklassenkörpers von Ok und ktr die
maximal zahm verzweigte Erweiterung von k in k̄. Hat die spezielle Faser Cs von C
eine irreduzible Komponente der Vielfachheit n mit (n, p) = 1, so gilt C(ktr) 6= ∅.

Beweis. Sei X eine irreduzible Komponente der Faser Cs der Vielfachheit n mit
(n, p) = 1. Der lokale Ring im generischen Punkt von X ist ein diskreter Bewer-
tungsring B mit Quotientenkörper K. Sei πB das uniformisierende Element von
B und A der lokale Ring von Spec(Ok) in s mit uniformisierendem Element πA.
In diesem Fall ist B ein diskreter Bewertungsring, der A dominiert. Fassen wir πA

als ein Element in B auf, so wird das von πA in B erzeugte Ideal von πn
B erzeugt:

(πAB) = (πn
B).

Sei nun l eine zahm verzweigte Erweiterung von k vom Grad m mit n | m. Dann
folgt mit Abhyankars Lemma ([SGA1], X, Lemme 3.6), dass die Normalisierung
von A in Kl über der Normalisierung von A in l unverzweigt ist. Damit haben
die irreduziblen Komponenten der speziellen Faser der Normalisierung CKl von C
in Kl, die über X liegen, die Vielfachheit Eins. Nun können wir Satz 3.2.7 auf

CKl → Spec(Ol)

anwenden. Wir erhalten einen lnr-rationalen Punkt von Cl und insbesondere einen
ktr-rationalen Punkt von C. Dies zeigt die Behauptung.
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3.2.3 Konstruktion des Beispiels

Die Idee ist nun, eine Kurve C über k zu finden, die keinen ktr-rationalen Punkt
hat. Die spezielle Faser eines regulären Modells für C über Spec(Ok) hat mit
Satz 3.2.8 nur irreduzible Komponenten mit Vielfachheiten, die durch p teilbar
sind. Die Kurve C über k soll eine Kurve vom Geschlecht Eins ohne k-rationalen
Punkt sein und ist daher keine elliptische Kurve. Über einer Erweiterung von k
soll C jedoch isomorph zu einer elliptischen Kurve mit guter Reduktion sein.

In diesem Abschnitt benötigen wir Kohomologiegruppen von Galoisgruppen. In
diesem Zusammenhang schreiben wir im folgenden auch kurz H1(l/k, .) für die
erste Kohomologiegruppe von Gal(l/k).

Satz 3.2.9. Sei E eine elliptische Kurve über k mit guter Reduktion. Dann gilt

H1(knr/k, E(knr)) = 0.

Beweis. Sei π ein uniformisierendes Element für Ok und mk das maximale Ideal
von Ok. Nach Wahl eines minimalen Weierstraßmodells für E/k können die Ko-
effizienten der Weierstraßgleichung modulo π reduziert werden. Die so erhaltene
Kurve über F := Ok/mk wird mit Ẽ bezeichnet. Sei Ê(mk) die formale Gruppe,
die zu E assoziiert ist. Für die elliptische Kurve E mit guter Reduktion haben
wir nach [Si1], VII, Prop. 2.1 und Prop. 2.2 eine exakte Folge abelscher Gruppen

(∗) 0→ Ê(mk)→ E(k)→ Ẽ(F)→ 0.

Nun betrachten wir E als elliptische Kurve über der maximal unverzweigten
Erweiterung knr von k und gehen zur langen exakten Kohomologiefolge von (∗)
über:

. . .→ H1(knr/k, Ê(mknr))→ H1(knr/k, E(knr))→ H1(knr/k, Ẽ(F))→ . . .

Nach [Liu], 10, Prop. 2.26 erhalten wir für einen vollständigen diskreten Bewer-
tungsring O mit endlichem Restklassenkörper und einer elliptischen Kurve F
über Q := Quot(O) eine Bijektion

F̂ (mQ) ' mQ,

wobei mQ das maximale Ideal von Q bezeichnet. Damit giltH1(knr/k, Ê(mknr)) =
0. Da E gute Reduktion hat, ist Ẽ eine elliptische Kurve über einem endlichen
Körper F. In diesem Fall gilt nach [Si1], X, Exercise 10.6:

H1(F̄/F, Ẽ(F̄)) = 0

und wegen Gal(knr/k) = Gal(F̄/F) auch H1(knr/k, Ẽ(F̄)) = 0. Damit folgt der
Satz.
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Nun können wir ein Schema über Spec(Ok) konstruieren, dessen spezielle Faser
nur irreduzible Komponenten hat, deren Vielfachheiten durch die Charakteristik
des Restklassenkörpers von Ok teilbar sind:

Dazu sei E eine elliptische Kurve über dem lokalen Körper k mit guter Reduktion
und p die Charakteristik des Restklassenkörpers F von Ok. Sei ξ ∈ H1(k̄/k, E(k̄))
ein von 0 verschiedenes p-Torsionselement. Nach Theorem 3.2.5 können wir das
Element ξ einem Hauptfaserbündel Cξ für die elliptische Kurve E/k zuordnen.

Wir zeigen nun, dass Cξ keinen ktr-rationalen Punkt hat, denn dann gilt mit Satz
3.2.8, dass die spezielle Faser eines regulären Modells von Cξ über Spec(Ok) nur
irreduzible Komponenten hat, deren Vielfachheiten durch p teilbar sind:

Sei knr die maximal unverzweigte Erweiterung von k in k̄ und ktr die maximal
zahm verzweigte Erweiterung von k in k̄. Über die Inflationsabbildungen erhalten
wir die folgenden Inklusionen:

H1(knr/k, E(knr)) ⊆ H1(ktr/k, E(ktr)) ⊆ H1(k̄/k, E(k̄)).

Betrachten wir außerdem die Restriktionsabbildungen

res : H1(k̄/k, E(k̄))→ H1(k̄/ktr, E(k̄))

und
res : H1(ktr/k, E(ktr))→ H1(ktr/knr, E(ktr))

so erhalten wir exakte Folgen

(∗) 0→ H1(ktr/k, E(ktr))
inf→ H1(k̄/k, E(k̄))

res→ H1(k̄/ktr, E(k̄))

sowie

(∗∗) 0→ H1(knr/k, E(knr))
inf→ H1(ktr/k, E(ktr))

res→ H1(ktr/knr, E(ktr)).

Angenommen das von 0 verschiedene p-Torsionselement ξ ∈ H1(k̄/k, E(k̄)) würde
bereits in der Untergruppe H1(ktr/k, E(ktr)) liegen.
Dann gilt 0 = p · res(ξ) ∈ H1(ktr/knr, E(ktr)). Wegen

H1(ktr/knr, E(ktr)) = lim−→
U

H1((ktr/knr)/U,E(ktr)U),

wobei U die offenen normalen Untergruppen von ktr/knr durchläuft, liegt res(ξ)
bereits in einer Gruppe H1((ktr/knr)/U,E(ktr)U) für einen offenen Normalteiler
U E Gal(ktr/knr). Die Faktorgruppe (ktr/knr)/U bezeichnen wir mit V .
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Da Gal(k̄/ktr) die p-Sylowgruppe von Gal(k̄/knr) ist, ist die Gruppenordnung von
V teilerfremd zu p. Sei n die Gruppenordnung der endlichen Gruppe V . Dann gilt
n ·H1(V,E(ktr)U) = 0. Da p · res(ξ) = 0, muss entweder p die Gruppenordnung
n von V teilen oder res(ξ) = 0 gelten. Die Gruppenordnung von V ist jedoch
teilerfremd zu p und damit erhalten wir res(ξ) = 0.

Da die Folge (∗∗) exakt ist, muss ξ 6= 0 im Bild von inf liegen. Dies aber steht
im Widerspruch dazu, dass nach Satz 3.2.9 H1(knr/k, E(knr)) = 0 gilt. Also liegt
das Element ξ nicht in der Untergruppe H1(ktr/k, E(ktr)).

Jetzt zeigen wir, dass die Kurve Cξ
ktr nicht isomorph zur elliptischen Kurve Ektr

ist und damit nach Satz 3.2.7 die Kurve Cξ keinen ktr-rationalen Punkt hat:

Angenommen Cξ
ktr wäre isomorph zu Ektr . Dann liegt ξ im Kern der Abbildung

res : H1(k̄/k, E(k̄))→ H1(k̄/ktr, E(k̄)).

Aus der Exaktheit der Folge (∗) folgt nun, dass ξ im Bild der Abbildung

inf : H1(ktr/k, E(ktr))→ H1(k̄/k, E(k̄))

liegt. Es wurde jedoch gerade gezeigt, dass ξ kein Element der Untergruppe
H1(ktr/k, E(ktr)) ist. Daraus folgt, dass Cξ

ktr nicht isomorph zu Ektr ist.

Nach Satz 3.2.8 hat nun die spezielle Faser jedes regulären Modells von Cξ über
Spec(Ok) nur irreduzible Komponenten, deren Vielfachheiten durch p teilbar sind.
Sei nun l/k eine Erweiterung vom Grad p, so dass das Bild von ξ unter der Re-
striktionsabbildung

res : H1(k̄/k, E(k̄))→ H1(k̄/l, E(k̄))

trivial wird. Das bedeutet nach Definition der WC-Gruppe, dass die Kurve Cξ
l

isomorph zu El ist. Wie wir eben gesehen haben, sind Cξ und E nicht über ktr

isomorph. Also ist insbesondere l/k eine wild verzweigte Erweiterung. Der Iso-
morphismus Cξ

l
∼= El liefert, dass Cξ

l gute Reduktion hat. Mit Korollar 3.1.15
hat die irreduzible Komponente der speziellen Faser eines regulären Modells von
Cξ

l die Vielfachheit Eins. Mit Korollar 3.1.5 und Korollar 3.1.12 folgt auch, dass
die spezielle Faser der Normalisierung eines regulären Modells Cξ von Cξ in Kl
nur irreduzible Komponenten der Vielfachheit Eins hat. Beim Übergang zur p-
Erweiterung l verringert sich also die p-Bewertung der Dicke der speziellen Faser
um Eins. Somit hat die spezielle Faser eines regulären Modells von Cξ

k nur Kom-
ponenten der Vielfachheit p.
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Es folgt also, dass die Normalisierung eines regulären Modells Cξ von Cξ in Kl
über Cξ étale bei allen Punkten der Kodimension Eins ist. Da Cξ regulär ist, er-
halten wir mit der Reinheit des Verzweigungsortes, dass (Cξ)Kl/Cξ étale ist.

Das gesuchte Schema ist also ein reguläres Modell Cξ von Cξ über Spec(Ok)
und der Effekt, der zur Nicht-Trivialität der scheingeometrischen Fundamental-
gruppe von Cξ führt, kann beim Übergang von Cξ zur Normalisierung von Cξ in
Kl beobachtet werden:

Spec(Ol)/Spec(Ok) ist wild verzweigt

(Cξ)Kl/Cξ ist unverzweigt.
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3.3 Beispiel 2

In diesem Abschnitt geben wir ein explizites Schema an, das eine nicht-triviale
scheingeometrische Fundamentalgruppe besitzt. Wie schon im ersten Beispiel be-
merkt, hat ein Schema mit nicht-trivialer scheingeometrischer Fundamentalgrup-
pe notwendigerweise eine Faser, deren Dicke von Eins verschieden ist.

In diesem Abschnitt sei p eine von 3 verschiedene Primzahl. J.-L. Colliot-
Thélène gab den Hinweis, dass die Komponenten der speziellen Faser eines re-
gulären Modells von

A := Proj (Qp[x, y, z]/(x
3 + py3 + p2z3))→ Spec(Qp)

über Spec(Zp) nur Vielfachheiten haben, die durch drei teilbar sind. Das bedeu-
tet nach Definition der Faserdicke insbesondere, dass die Faserdicke der speziellen
Faser durch drei teilbar ist.

Zuerst werden wir einen Beweis dafür angeben, dass die spezielle Faser eines
regulären Modells von A nur Komponenten hat, deren Vielfachheiten durch drei
teilbar sind und im Anschluss daran ein reguläres Modell von A über Spec(Zp)
konstruieren. Sei C ein reguläres Modell von A und K der Funktionenkörper von
A. Der letzte Schritt dieses Abschnitts besteht darin, eine Erweiterung l von Qp

anzugeben, deren Grad über Qp durch drei teilbar ist, so dass die Normalisierung
von Zp in l über Zp verzweigt ist und CKl/C étale ist. Dies impliziert die Nicht-
Trivialität der scheingeometrischen Fundamentalgruppe eines regulären Modells
von A.

3.3.1 Die Dicke der speziellen Faser

Sei K der Funktionenkörper von A. Ist C ein reguläres Modell von A über Zp, so
ist der generische Punkt einer irreduziblen Komponente der speziellen Faser von
C ein diskreter Bewertungsring in K, der Zp dominiert.

Lemma 3.3.1. Sei R ⊂ K ein diskreter Bewertungsring, der Zp dominiert. Dann
gilt:

3 | νR(p).

Beweis. Angenommen νR(p) wäre kongruent zu 1 modulo 3. Dann folgt

νR(x3) = 3νR(x) ≡ 0 mod 3

νR(py3) = 3νR(y) + νR(p) ≡ 1 mod 3

νR(p2z3) = 3νR(z) + 2νR(p) ≡ 2 mod 3.
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Mit der verschärften Dreiecksungleichung erhalten wir:

νR(x3 + py3 + p2z3) = min {νR(x3), νR(py3), νR(p2z3)}.

Wegen νR(0) =∞ = νR(x3 + py3 + p2z3) folgt

νR(x3) = νR(py3) = νR(p2z3) =∞

⇒ x = y = z = 0.

Eine analoge Vorgehensweise zur Annahme νR(p) ≡ 2 mod 3 liefert ebenfalls
x = y = z = 0 und die Behauptung folgt.

Damit hat also jedes reguläre Modell von A über Spec(Zp) nur durch drei teilbare
Faserdicken. Ein solches Modell soll nun konstruiert werden.

3.3.2 Konstruktion eines regulären Modells

Ein offensichtliches Modell von A über Zp erhalten wir, indem wir dieselbe Glei-
chung über Zp betrachten. Eine Überdeckung dieses Modells ist durch die folgen-
den affinen Umgebungen gegeben:

A1 := Spec(Zp[x, y]/(x
3 + py3 + p2)) → Spec(Zp)

A2 := Spec(Zp[y, z]/(1 + py3 + p2z3)) → Spec(Zp)
A3 := Spec(Zp[x, z]/(x

3 + p+ p2z3)) → Spec(Zp)

Zuerst betrachten wir die generischen Fasern der drei affinen Umgebungen A1, A2

und A3: Das Jacobikriterium liefert, dass die generischen Fasern von A1, A2 und
A3 glatt über Qp sind. Somit ist A ein Schema, dessen Punkte auf der generischen
Faser regulär sind. Nun werden die speziellen Fasern der affinen Überdeckung
studiert. Im Folgenden bezeichnen Ai, Bi, Ci sowohl das Schema eines Ringes wie
auch den Ring selbst, wenn klar ist, was in der jeweiligen Situation gemeint ist.

• Zu A1 = Spec(Zp[x, y]/(x
3 + py3 + p2)):

Die maximalen Ideale in Zp[x, y]/(x
3 + py3 + p2), die p enthalten, sind von

der Form M = (p, x, f(y)), wobei f(y) ein irreduzibles Polynom modulo p
ist. Gilt y /∈ M, dann liegt auch y3 + p nicht in M. Also ist y3 + p eine
Einheit in der Lokalisierung (A1)M und

p =
−x3

y3 + p
.

Ist also f(y) 6= y, so wird M in (Zp[x, y]/(x
3 + py3 + p2))M von zwei Ele-

menten erzeugt und M ist damit ein regulärer Punkt.
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Im nächsten Schritt blasen wir A1 im Punkt (p, x, y) auf. Die Aufblasung
wird durch die folgenden affinen Umgebungen B1, B2, B3 überdeckt:

B1 := Spec(Zp[x
′, y′]/(x′3p+ p2y′3 + 1))

B2 := Spec(Zp[x
′, y′, p′]/(x′ + p′x′2y′3 + p′2, p′x′ − p))

B3 := Spec(Zp[x
′, y′, p′]/(x′3y′ + p′y′2 + p′2, p− p′y′))

Zum Nachweis der Regularität genügt es, nur die maximalen Ideale zu be-
trachten, die über dem Ideal (p, x, y) liegen.

• In Zp[x
′, y′]/(x′3p + p2y′3 + 1) ist p eine Einheit. B1 ist somit ein regulärer

Ring.

• Die maximalen Ideale in Zp[x
′, y′, p′]/(x′ + p′x′2y′3 + p′2, p′x′ − p), die über

(p, x, y) liegen, sind von der Form N := (x′, p′, f(y′)), wobei f(y′) ein irre-
duzibles Polynom in der Variable y′ und irreduzibel modulo p ist. Wegen
p′ ∈ N gilt p′x′y′3 ∈ N. Daraus folgt 1 + p′x′y′3 /∈ N. Damit ist 1 + p′x′y′3

eine Einheit in der Lokalisierung (B2)N und

x′ =
−p′2

1 + p′x′y′3
.

Insbesondere kann jedes maximale Ideal N in (B2)N von zwei Elementen
erzeugt werden und damit ist auch B2 regulär.

• In der affinen Umgebung B3 liegen die maximalen Ideale a = (y′, p′, f(x′))
von Zp[x

′, y′, p′]/(x′3y′ + p′y′2 + p′2, p − p′y′) über (x, y, p), wobei f(x′) ein
irreduzibles Polynom modulo p ist. Ist f(x′) 6= x′, so ist x′3 + p′y′ /∈ a und
somit ist x′3 + p′y′ eine Einheit in der Lokalisierung (B3)a. In diesem Fall
gilt dann:

y′ =
−p′2

x′3 + p′y′
.

Für f(x′) 6= x′ können die maximalen Ideale a in der Lokalisierung (B3)a

von zwei Elementen erzeugt werden. Diese Punkte sind damit regulär und
im Punkt (y′, p′, x′) wird ein weiteres Mal aufgeblasen.

Die Aufblasung von B3 im Punkt (y′, p′, x′) wird überdeckt durch die drei
affinen Umgebungen C1, C2, C3:

C1 := Spec(Zp[x
′′, y′′, p′′]/(x′′3y′′p′′2 + p′′y′′2 + 1, p− p′′2y′′))

C2 := Spec(Zp[x
′′, y′′, p′′]/(x′′2y′′ + p′′x′′y′′2 + p′′2, p− p′′y′′x′′2))

C3 := Spec(Zp[x
′′, y′′, p′′]/(x′′3y′′2 + p′′y′′ + p′′2, p− p′′y′′2)).

56



• In Zp[x
′′, y′′, p′′]/(x′′3y′′p′′2 + p′′y′′2 + 1, p− p′′2y′′) ist p′′ bereits eine Einheit

und damit ist C1 regulär.

• Das Schema C2 ist nicht normal, da für das Element p′′

x′′
∈ Quot(C2) gilt:

y′′ +

(
p′′

x′′

)
y′′2 +

(
p′′

x′′

)2

= 0

Nehmen wir das Element p′′

x′′
zu Zp[x

′′, y′′, p′′]/(x′′2y′′ + p′′x′′y′′2 + p′′2, p −
p′′y′′x′′2) hinzu, so erhalten wir

C̃2 := Spec(Zp[x
′′, y′′, z′′]/(y′′ + z′′y′′2 + z′′2, p− z′′y′′x′′3)).

Das Ideal (y′, x′, p′) wird in C2 zum Hauptideal (x′′). Über (x′′) liegt

Fp[y
′′, z′′]/(y′′ + z′′y′′2 + z′′2).

Das Jacobikriterium liefert, dass Fp[y
′′, z′′]/(y′′ + z′′y′′2 + z′′2) regulär ist.

• Das Schema C3 ist ebenfalls nicht normal. Für das Element p′′

y′′
∈ Quot(C3)

gilt:

(
p′′

y′′

)2

+

(
p′′

y′′

)
+ x′′3 = 0.

Durch Hinzunahme von p′′

y′′
zu C3 erhalten wir:

C̃3 := Spec(Zp[x
′′, y′′, z′′]/(x′′3 + z′′ + z′′2, p′′ − z′′y′′3)).

Über dem Ideal (x′, y′, p′) liegt eine elliptische Kurve

Fp[x
′′, z′′]/(x′′3 + z′′ + z′′2).

Damit ist C̃3 regulär.

• Zu A2: In Zp[y, z]/(1 + py3 + p2z3) ist p eine Einheit und somit ist die
spezielle Faser leer. Insbesondere ist A2 ein reguläres Schema.

• Zu A3: Die maximalen Ideale in Zp[x, z]/(x
3 + p + p2z3), die p enthalten,

sind von der Form b := (p, x, f(z)), wobei f(z) ein modulo p irreduzibles
Polynom ist.
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Wegen 1 + pz3 /∈ b ist 1 + pz3 eine Einheit in der Lokalisierung (A3)b. Wir
erhalten, dass alle maximalen Ideale in der Lokalisierung (A3)b durch zwei
Elemente erzeugt werden können, da

p =
−x3

1 + pz3

gilt.

Insgesamt erhalten wir, dass ein reguläres Modell C von A über Spec(Zp) durch
die folgenden affinen Umgebungen überdeckt wird:

A2 = Spec(Zp[y, z]/(1 + py3 + p2z3))
A3 = Spec(Zp[x, z]/(x

3 + p+ p2z3))
B1 = Spec(Zp[x

′, y′]/(x′3p+ p2y′3 + 1))
B2 = Spec(Zp[x

′, y′, p′]/(x′ + p′x′2y′3 + p′2, p′x′ − p))
C1 = Spec(Zp[x

′′, y′′, p′′]/(x′′3y′′p′′2 + p′′y′′2 + 1, p− p′′2y′′))
C̃2 = Spec(Zp[x

′′, y′′, z′′]/(y′′ + z′′y′′2 + z′′2, p− z′′y′′x′′3))
C̃3 = Spec(Zp[x

′′, y′′, z′′]/(x′′3 + z′′ + z′′2, p′′ − z′′y′′3))

Die speziellen Fasern der einzelnen affinen Umgebungen sind wie folgt gegeben:

• Die spezielle Faser von A2 ist leer.

• Die spezielle Faser von A3 ist gegeben durch Fp[x, z]/(x
3).

• Die spezielle Faser von B1 ist leer.

• Fp[y
′, 1

y′
, p′]/(p′3) ist die spezielle Faser von B2.

• Die spezielle Faser von C1 ist leer.

• Die spezielle Faser von C̃2 besteht aus zwei irreduziblen Komponenten:

Fp[x
′′,

1

x′′
, z′′]/(z′′3)

und

Fp[z
′′,

1

z′′
, y′′, x′′]/(y′′ + z′′y′′2 + z′′2, x′′3).

• Die zwei irreduziblen Komponenten der speziellen Faser von C̃3 sind

Fp[y
′′,

1

y′′
, x′′]/(x′′3)

und

Fp[z
′′,

1

z′′
, x′′, y′′]/(x′′3 + z′′ + z′′2, y′′3).
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3.3.3 Eine nicht-triviale scheingeometrische Fundamental-
gruppe

Unser Ziel ist die Konstruktion eines Schemas mit nicht-trivialer scheingeometri-
scher Fundamentalgruppe. Dazu genügt es zu zeigen, dass es eine endliche ver-
zweigte Erweiterung l von Qp gibt, so dass die Normalisierung von C im Kompo-
situm Kl étale über C ist. Dazu betrachten wir die Erweiterung l := Qp( 3

√
p)/Qp.

Dies ist eine verzweigte Erweiterung vom Grad drei. Über l ist die Kurve

Proj (Qp[x, y, z]/(x
3 + py3 + p2z3))

isomorph zu
A′ := Proj (Qp[x

′, y′, z′]/(x′3 + y′3 + z′3)),

wobei x = x′, y′ = 3
√
py und z′ = ( 3

√
p)2z. Die Kurve A′ hat mit dem Jacobi-

kriterium gute Reduktion bei p. Mit Korollar 3.1.15 haben dann die irreduziblen
Komponenten der speziellen Faser des minimalen regulären Modells die Vielfach-
heit Eins. Mit Korollar 3.1.12 haben dann auch die irreduziblen Komponenten der
speziellen Faser eines beliebigen regulären Modells von C ′/l die Vielfachheit Eins.

Sei CKl die Normalisierung des regulären Modells C in Kl. Mit Korollar 3.1.5
hat die spezielle Faser von CKl ebenfalls nur irreduzible Komponenten der Viel-
fachheit Eins. Das bedeutet, dass die Faserdicke beim Übergang zu Normalisie-
rung in Kl durch drei geteilt wird und die Faserdicke von C über (p) gleich drei
ist. Da die Erweiterung l/Qp verzweigt ist, folgt mit Satz 2.2.10 und Bemerkung
2.2.11, dass CKl/C étale ist.

Insgesamt erhalten wir, dass die scheingeometrische Fundamentalgruppe von
C nicht-trivial ist.

Bemerkung 3.3.2. Die arithmetische Fundamentalgruppe von C ist isomorph
zu Ẑ, denn die étale Fundamentalgruppe von Zp ist isomorph zu Ẑ.

Lemma 3.3.3. Die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe von C ist iso-
morph zu Z/3Z.

Beweis. Sei l̃/Qp eine endliche Galoissche Erweiterung vom Grad n und Ol̃ der
Ring der ganzen Zahlen von l̃. Sei p das maximale Ideal von Ol̃. Angenommen

Ol̃/Zp ist verzweigt und CKl̃/C ist étale. Dann hat die Trägheitsgruppe von p

über Qp die Ordnung drei, da die Faserdicke von C über (p) ⊆ Zp gleich drei ist.
Sei Tp die maximal unverzweigte Teilerweiterung von l̃/Qp. Dann ist Tp/Qp eine
unverzweigte Galoissche Erweiterung vom Grad n : 3 (als Teil der arithmetischen
Fundamentalgruppe von C) und l̃/Tp ist eine verzweigte Galoissche Erweiterung
vom Grad drei (die scheingeometrische étale Fundamentalgruppe von C).
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3.4 Bemerkung zur wahren geometrischen Fun-

damentalgruppe

Der folgende Satz basiert auf Aufzeichnungen eines Vortrags von Yasutaka Iha-
ra über Fundamental groups of Arithmetic Surfaces beim Joint Number Theory
Seminar an der Universität von Kyoto im November 1993. Yasutaka Ihara for-
mulierte die folgende Aussage in ähnlicher Weise (ohne Beweis):

In diesem Abschnitt sei k ein Zahlkörper und Ok der Ring der ganzen Zahlen von
k. Wir fixieren einen algebraischen Abschluss k̄ von k.

Satz 3.4.1. Sei X eine gefaserte Fläche über Spec(Ok), so dass das arithmetische
Geschlecht der generischen Faser g := g(Xk) größer als Eins und die étale Funda-
mentalgruppe von Spec(Ok) trivial ist. Sei s̄ ein geometrischer Punkt von X×Ok

k̄.
Angenommen es existiert ein p ∈ Spec(Ok) (mit Absolutnorm q := N(p)), so dass
Folgendes gilt:

• fp : Xp
def
= X×Ok

Fq → Fq ist glatt,

• es dehnen sich mehr als (2
√
q + 1)(g − 1) Fq-rationale Punkte von Xp zu

Schnitten von Spec(Ok) aus.

Dann ist πw.geo
1 (X, s̄)(:= im(π1(X×Ok

k̄, s̄)→ π1(X, s̄))) endlich.

Beweis. Sei p ein Primideal in Spec(Ok), das die Bedingungen aus dem Satz
erfüllt. Sei Y eine Überlagerung von X, so dass Y ×Ok

k̄ zusammenhängend ist
und n der Grad der Körpererweiterung der Funktionenkörper K(Y)/K(X). Jeder
Schnitt ε : Spec(Ok) → X liefert einen étalen Morphismus Y ×X Ok → Ok. Da
π1(Spec(Ok)) = 1 ist, zerfällt Y×XOk nach Bemerkung 1.2.7.1 total; d.h. Y×XOk

ist isomorph zu einer direkten Summe von Kopien von Ok. Über dem Primideal
p liegen also n Primideale in Y ×XOk. Wir erhalten insbesondere n verschiedene
Abbildungen ε1, . . . , εn : Fq → Y×XOK . Damit liefert jeder Schnitt n Fq-rationale
Punkte von Yp = Y ×Ok

Fq. Da es mindestens (2
√
q + 1)(g − 1) Schnitte gibt,

folgt
#Yp(Fq) ≥ (2

√
q + 1)(g − 1)n.

Andererseits ist Xp → Fq glatt und Yp → Xp étale und damit auch Yp → Fq glatt.
Mit der Abschätzung von Hasse-Weil erhalten wir

#Yp(Fq) ≤ 1 + q + 2g(Yp)
√
q,

wobei g(Yp) das (arithmetische) Geschlecht von Yp bezeichnet. Da X eine gefa-
serte Fläche ist, gilt nach [Liu] 8.3.1, Cor. 3.6.(a): g(Xp) = g. Die Hurwitz-Formel
([Liu] 7.4.2, Theorem 4.16) liefert für die Überlagerung Yp → Xp normaler pro-
jektiver Kurven folgende Gleichung:

g(Yp) = ng − n+ 1.
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Damit erhalten wir

n(2
√
q + 1)(g − 1) ≤ #Yp(Fq) ≤ 1 + q + 2(ng − n+ 1)

√
q

und somit:

n ≤
(1 +

√
q)2

g − 1
.

Dies impliziert die Behauptung.
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