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Assoziierte Vektoren in maximalen Gittern
lokaler quadratischer Riume

Von
MANFRED KNEBUSCH

Einleitung

k sei kompletter diskret bewerteter Koérper einer Charakteristik 2,
A der Ring der ganzen Elemente von k. Wir betrachten iiber & einen Vektor-
raum V, versehen mit einer nicht ausgearteten quadratischen Form F, und in V
ein A-Gitter M. (x, y) sei die Bilinearform F(x+y)— F(x)— F(y). Fiir einen
Vektor e aus V bezeichnen wir als ,,Ldnge** den Wert F(e), als ,,Skala* (beziig-
lich M) das A-Ideal (e, M) in k.

Zwei Vektoren e, h aus M heiBlen assoziiert, wenn e in 4 durch eine Einheit
von M, d.h. durch eine M stabil lassende Isometrie von V, iiberfithrt werden
kann. Wie kann man entscheiden, ob zwei Vektoren aus M assoziiert sind oder
nicht?

Das folgende, jedenfalls notwendige Kriterium bietet sich an:

(A) e, h besitzen gleich Linge und Skala.

Wir werden in §1 dieser Arbeit beweisen, dafl (A) auch hinreichend ist,
falls M maximal ist, d. h. sich nicht vergréBern 14Bt, ohne daB das von den
Werten von F auf M erzeugte A-Ideal sich dndert.

Satz 1. In einem maximalen Gitter M eines nicht ausgearteten quadratischen
Raumes iiber diskret bewertetem (komplettem) Grundkirper sind Vektoren
gleicher Linge und Skala assoziiert").

Bei nicht maximalen Gittern oder allgemeineren Grundkoérpern reichen
Linge und Skala zur Festlegung einer Klasse assoziierter Vektoren gewohnlich
nicht aus. Das demonstrieren wir in §2 an Beispielen.

Zum Beweis von Satz 1 benétigen wir die Sitze 9.4 und 9.5 iiber maximale
Gitter aus dem Buch [2] von EICHLER. Die in [2] generell vorausgesetzte End-
lichkeit des Restklassenkdrpers von k wird bei diesen Sitzen nicht gebraucht.

Fiir beliebige Gitter M scheint — schon bei den hier betrachteten Grund-
korpern — die Angabe eines notwendigen und hinreichenden praktikablen
Kriteriums dafiir, daB zwei Vektoren aus M assoziiert sind, zumindest schwierig
zu sein. EICHLER gibt in [2], Satz 10.4 ein tiefliegendes hinreichendes Kriterium
(B) an. Wir zeigen in §3, daB sich aus (B) stets (A) folgern 14Bt. Fiir den Spezial-
fall maximaler Gitter 148t sich das Eichlersche Resultat aufgrund von Satz 1
verschirfen (s. §3).

1) Siehe Bemerkung am SchluB der Einleitung.
Math. Z., Bd. 89 15
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Satz 1 liefert schlieBlich, wie aus [3], §4 hervorgeht, den Schliissel zur
Klassifikation der Maximalordnungen einer einfachen lokalen Jordanalgebra
vom Grade 2. Diese Klassifikation wird in §4 der vorliegenden Arbeit explizit
durchgefiithrt. AuBerdem werden die Maximalordnungen bestimmt, die ein
vollstindiges Orthogonalsystem primitiver Idempotente enthalten.

AbschlieBend sei bemerkt, daB sich in den Sidtzen 1 bis 4 dieser Arbeit die
Voraussetzung, daB k komplett ist, streichen 148t. Es gilt ndmlich bei nicht
komplettem k: LaBt sich ee M in he M durch eine Einheit ¢ des komplettierten
Gitters M iiberfithren, so auch durch eine Einheit von M 2). Zum Beweise
approximiere man ¢ durch eine Einheito von M (vgl. [4], S.291). Liegt
e':=0(e) geniigend nahe an h, so 14Bt sich ¢’ in 4 durch eine Einheit von M
uberfithren, etwa durch ein Produkt S, S, benachbarter Spiegelungen.

(S,(x):=x—F()) " (x, 1) 1.
Man suche ein te M mit F(¢)|(¢, M), (h, t)+0 und nehme
r:=S,(e)—h=(—h)—F@) ' (h, t)t.

Liegt der erste Vektor ¢’ —h in dieser Differenz erheblich niher an Null als
der zweite, so ist auch S, eine Einheit von M.)

Weitere Bezeichnungen

OE: ,,Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit*.

Rc S: Die Menge R ist in der Menge S enthalten, eventuell ist R=S.
k*:  multiplikative Gruppe von k,

p: das Primideal von 4,

p: fest gewihltes Primelement von A4,

[p’]: nicht ndher bestimmtes Element der Ordnung v aus k.

a~pf: a=pf ¢ mit einer Einheit ¢ (o, fek),

axf: a=p &* mit einer Einheit ¢ («, fek),

Vo: ein Kernraum von V.

Das Zeichen @ bedeute nicht nur Direktheit im modultheoretischen Sinne,
sondern zugleich Orthogonalitit unter F. Ein ungeordnetes Paar {f,, f,} von
Vektoren aus V heiBe hyperbolisch, wenn F(f,)=F(f,)=0, (fy,f2)=1 ist.

§1. Beweis von Satz 1

1. Wir kénnen OE voraussetzen, dafl das maximale Gitter M die Norm A4
besitzt, da wir zu einer dhnlichen Form iibergehen diirfen. Ist ¥ anisotrop, so
ist Satz 1 trivial: Nach [2], Satz 10.1 ist jede Isometrie von V Einheit von M.
Zwei beliebige Vektoren gleicher Lange von M sind aufgrund des Satzes von
WItT (s. [7]) assoziiert.

2) Auf diesen Sachverhalt hat mich Herr Prof. M. KNESER hingewiesen.
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Sei also V isotrop. Dann 148t sich von M mindestens ein Gitter A f, + A4 f,
mit hyperbolischem Vektorpaar f,, f, als direkter Summand abspalten (s. [2];
[4], 82:20, 82:21a):

1.1 M=N®(Afi+Af).

Als Vorbereitung zum Beweis von Theorem 1 vermerken wir, daB zu beliebig
vorgegebenem ge N die Transformationen

(1.2) EQ: x=x+(x, f) g—(x, 8) i=F(&) (x, ) f;

(i=1,2; xeV) Einheiten von M sind ([6]; [2] S. 13, S. 58). E{” fiithrt e=w+
oy f1+0o, fo (WEN, oy, a,€A4) in e =w' +af f; +a5 f, mit

(1.3) w=wta;g, a=0—(w,g—a;F(g), a;=a;

iiber ((3, /)=(1, 2) oder (2, 1)).
prw bezeichne die senkrechte Projektion von V auf W:=kN

E) ist gekennzeichnet als die einzige Isometrie o von V, die f; festlaBt und fiir
die pry oo den Vektor f; in g iiberfiihrt und auf W die Identitit ist.

2. Das folgende Lemma 1.1 zeigt, dal wir fiir den Beweis von Satz 1 OE
dim V—dim V=2 voraussetzen kénnen.

Lemma 1.1. M sei Gitter der Form M@ (Afi+Af)® - ®D(Afr-1+
A f, ) mit hyperbolischen Vektorpaaren {f,,_1, f2,} (v=1, ..., 1).

2t
e=ey+ Zloc, £,
=

sei Vektor aus M mit ord oy =Min (ord «y, ..., ord a,,). Dann ist e in M assozi-
iert zu einem Vektor eg+o, f1+a5 f5.
Beweis. Sei

2t 2t
Ni=Me® Y Af,, g=—0o;'Y 0, f,eN.
v=3 v=3

Wir bilden E{® beziiglich der Zerlegung M=N@® (A f,+Af,). Unter EZ
geht e in ey +ay f1+ (0, +0a, F(g)) f, iiber (s. (1.3)).

3. Sei ab jetzt also dim ¥'=dim V,+2, M maximales Gitter der Norm 4
von V,

Lemma 1.2. e, i’ seien Vektoren gleicher Linge des maximalen Gitters M.

Behauptung. Es gibt eine Witt-Zerlegung

(1.4 M=M,®(Af1+A4f2)
von M, einen zu ' assoziierten Vektor h und einen Exponenten r=0, so daf
(1.5) e=eyt+oay fi+ayfy, h=ey+Bifi+B:/2

15*
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mit gleichem e, und

(1.6) Bi=a p's, Br=ayp"
ist.

Beweis. Wir gehen von irgendeiner, nach [7] sicher vorhandenen Iso-
metrie o von V aus, die e in A’ iiberfithrt. Aufgrund von [2], Satz 9.5 148t sich
eine Zerlegung (1.4) von M finden, so daB

(1.7) c '\ (M)=My®(Ap~" f1+A4D" f2)

wird mit geeigneter, OE positiver Primzahlpotenz r (s. auch [4], 82:23).
Sei beziiglich dieser Wittzerlegung

(1.8) e=eyta;, fi+o,f, (egeM,y, oy, a,€A).

Anwendung von ¢ auf (1.7) und (1.8) liefert:

M=c(My)®[Ap~"o(f1)+A4p o (f)],
h=a(eg)+ay o(fi)+a, a(f7).

Durch x—o~!(x) fiir xea(M,), p~" 6(f1)=f1, P" 6(f2)—f, wird eine Einheit
von M definiert, die /' in h:=ey+a, p" f;+a, p~" f, uberfiihrt. q.e.d.

4. Seien jetzt e, h Vektoren gleicher Lange / und gleicher Skala p* unseres
maximalen Gitters M. Aufgrund von Lemma 1.2 diirfen wir die durch (1.4)
bis (1.6) beschriebene Situation voraussetzen.

Ist r=0, so sind wir fertig. Sei jetzt also r>0. Es ist
1.9) (eo, Mo)+oy A+ay, A=(eq, Mo)+ By A+p, A=p’,

insbesondere also ord «,, ord «,, ord 8, ord ,=v. Aus (1.6) ergibt sich fiir
®,, B, genauer

(1.10) orda,>v, ordf;>v.
a) Sei (e, Mo)E "
Man liest aus (1.9) und (1.10) ab: ord «; =v, ord f,=v. Die durch

fl_’ﬁzal—lfza fz_’“lﬁz_lfla X—Xx, falls xeM,,
definierte Einheit von M fiihrt e in 4 iber. Es ist ndmlich

ayo,=I—F(eg)=p B, also 0‘1.32_1=515‘2—1-

b) Sei (eq, My)=p".

Wir zeigen: Es gibt ein ge M, mit (eq, g)+2; F(g)=0a,. Zunichst laBt sich
ein he M, finden mit (eq, A)=p", also w=a, p~"* h mit (e, w)=a,. Wir machen
den Ansatz g=A w mit A€ 4 und haben dann zu l8sen:

loy+ita,0d p 2 F(h)=a,,
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also ¢ A2+ A—1=0mit c:=a, a, p~2* F(h)ep (s. (1.10)). Aufgrund des Hensel-
schen Lemmas (s. z. B. [4], 13:9) 148t sich diese Gleichung mit ieA4 er-
fullen.

Mit einem so gefundenen g bilden wir beziiglich unserer Witt-Zerlegung
(1.4) die Einheit E{? (s. (1.2)).

E[? fiihrt e in den Vektor e'=by+a, f; mit by:=eo+a, g liber (s. (1.3)).

Es ist a,(g, Mo)=2Aa; a, p~"(h, My)<p** ! (s. (1.10)), also wieder (b,, M)
=p". Deshalb existiert sicherlich te M, mit (by, t)=0o,. E fithrt ¢ in b,
iiber (s. (1.3)).

Die durch (1.4) bis (1.6) und die Voraussetzung b) beschriebene Ausgangs-
situation ist in e, # symmetrisch. Daher 148t sich auch & durch eine Einheit
von M in einen Vektor ¢, von M, iiberfithren. b,, ¢, haben gleiche Liange,
sind also assoziiert. q.e.d.

§2. Beispiele
1. Sei k komplett diskret bewertet, V' der quadratische Raum

kfo®@(k fi+kfy) mit F(fo)=1, F(f)=F(f)=0, (f1.f)=L

Wir betrachten in dem nicht maximalen Gitter M:=p f,® (A f,+4f,)
die Vektoren e:=p(f,+f1), h:=p(f,+f2). e, h haben beide die Linge p*> und
beziiglich M die Skala p, sind aber nicht assoziiert, liegt doch p~! & in M,
p~!enichtin M.

2. Sei k komplett diskret bewertet, 2ep. Der Restklassenkdrper von k
bestehe aus mehr als 2 Elementen. M sei das Gitter der Form Ae; @ Ae, mit
F(e))=—F(ey)=1.

Wir betrachten die Vektoren

2.1 e=e,—e,, h=¢(e;—e,)

mit einer Einheit ¢ von A, fiir die ¢+ 1¢24 ist. Eine solche Einheit gibt es
wegen unserer Voraussetzung iiber den Restklassenkorper von k.

e, h besitzen beide die Linge 0 und die Skala 2 4. Es ist sogar
{xeM|(x, e)ea}={xe M|(x, h)ea}

fiir jedes Ideal a von 4. Wir zeigen, daB e, 4 trotzdem nicht assoziiert sind:

Man rechnet leicht nach, daB die Einheiten von M die Transformationen
e,»le +uey, e;>+(ue +4e,) mit 4, ueAd, A*—p*=1sind. Sie fithren e in
(A—p) e bzw. (A+ ) (e; +e,) liber. Also gilt: e zu h assoziiert <> 1> —(A—eg)’ =1
mit e losbar <>e2+1e€2 4, und das sollte nicht der Fall sein.

3. k sei Quotientenkdrper eines Dedekindringes 4, der mindestens zwei
Primideale besitzt. Es gibt in 4 dann teilerfremde Nichteinheiten n,, n,. Wir
betrachten die hyperbolische Ebene V=k f;+k f, (F(f1)=F(f2)=0, (f1,/2)
=1) und darin das maximale Gitter M:=A f,+Af,. e:=n, fi+n, f, und
h:=ny n, f{ +f, haben beide die Lange n, n, und die Skala 4 beziiglich M.
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Die Einheiten von M sind genau die Transformationen f,—ef,, f,—¢" 1 f,
und f, =1 f,,f,—n" ! f; mit Einheiten ¢, n von 4. Man sicht unmittelbar, daB e
nicht zu A assoziiert ist.

§3. Zusammenhang mit einem Kriterium von Eichler

k sei diskret bewerteter Korper einer Charakteristik +2. M sei beliebiges
A-Gitter eines nichtausgearteten quadratischen Raumes V iiber k und besitze
die Norm n(M)=a. Als Komplement von M bezeichnet EICHLER in [2] das
Gitter M:={xeV|(x, M)ca}, als Stufe von M das ganze A-Ideal q:=n(M) -
n(M)~!, als Differente von M das Gitter D(M):=q M. Man iiberzeugt sich
leicht, daB D(M) in M enthalten ist. Komplement, Stufe und Differente
dndern sich nicht, wenn man von der vorgegebenen Form zu einer dhnlichen
iibergeht.

EICHLER betrachtet in [2], S.60ff., Vektoren ¢, he M mit der Eigenschaft

(B) e, h sind primitiv in M und von gleicher Linge. e—h liegt in D(M).
Er beweist dariiber folgenden

Satz 2. M sei beliebiges Gitter eines nichtausgearteten quadratischen Raumes
iiber diskret bewertetem, komplettem Grundkorper k. Behauptung: Zwei der
Bedingung (B) geniigende Vektoren e, h von M sind assoziiert) (s. [2], Satz 10.4).

Bemerkung. Die in [2] auBerdem gemachte Voraussetzung, daB k endlichen
Restklassenkérper besitzt, 148t sich durch leichte Abdanderung des Eichlerschen
Beweisgedankens eliminieren.

Wir fragen, ob aus (B) die in der Einleitung formulierte Aussage (A) folgt.
Das ist in der Tat der Fall. Es gilt sogar

Satz 3. M sei beliebiges Gitter eines nichtausgearteten quadratischen Raumes
iiber einem diskret bewerteten Korper k. C(M) bezeichne das grofite in M ent-
haltene Gitter der Form b M, (M =Komplement von M, b Ideal von A). e, h
seien primitive Vektoren von M, deren Differenz in C(M) liege.

Behauptung. (e, M)=(h, M).

Bemerkung. Man rechnet sofort nach, daB C(M)=c¢ M mit c:=n(M) -
(M, M)~! ist. Ist p gerade, so kann C(M)3 D(M) sein. Sei z.B. M modular,
d.h. jeder primitive Vektor von M besitze die Skala (M, M). Die Norm von
M sei der Einfachheit halber 4. Dann ist M=(M, M)"'M, C(M)=M,
D(M)=(M, M) M. Fiir (M, M) kommen alle Ideale zwischen 4 und 24 vor.

Beweis von Satz 3. M habe OE die Norm 4. Wir kdnnen M in modulare
Gitter M, zerlegen: M=M ® --- ® M,. (Siehe [4], S.243; die in [4] gemachten
Voraussetzungen, daB & komplett ist und endlichen Restklassenkorper besitzt,
werden an dieser Stelle nicht gebraucht.) Fiir die Ideale s;:=(M;, M,) diirfen
wir OF annehmen, daB s,.,&s; (i=1, ..., t—1) ist. Man berechnet: M=
STIM, @ ®s 'M,, c=(M, M) !=s,, schlieBlich

(€RY C(M)=s;574M,® - ® s, EM]_ @ M},



Assoziierte Vektoren in maximalen Gittern 219

Nach Voraussetzung ist (e—h, M)cc. Ist (e, M)2¢, so ist daher sicherlich
(e, M)=(h, M).

Sei jetzt (e, M)<c, (h, M)c=¢, d.h. eeC(M), heC(M). Wir schreiben:
e=ey+---+e, h=hi+---+h, (e;, he M), e, h sollten primitive Vektoren von
M sein. Ein Blick auf (3.1) lehrt: e,, A, sind primitive Vektoren von M,. So-
mit ist (e, M)>(e,, M))=s,=¢, (h, M)>¢, also (e, M)=(h, M)=c, q.e.d.

Aus Satz 1 und 3 ergibt sich sofort eine Verschiarfung des Eichlerschen
Satzes im Spezialfall maximaler Gitter.

Satz 4. M sei maximales Gitter eines nichtausgearteten quadratischen Rau-
mes iiber diskret bewertetem (komplettem) Korper. e, h seien primitive Vektoren
gleicher Linge in M, deren Differenz in C(M) liegt. Dann sind e und h assoziiert*).

Die Frage, ob sich Satz4 auf beliebige Gitter ausdehnen 148t, muB bei
dyadischem Grundkorper verneint werden. Man betrachte als Gegenbeispiel
wieder das in § 2.2 definierte modulare Gitter M und die primitiven isotropen
Vektoren (2.1).

§ 4. Klassifikation der Maximalordnungen
einer einfachen lokalen Jordanalgebra vom Grade 2

Sei A einfache Jordanalgebra vom Grade 2 iiber einem diskret bewerteten
kompletten Korper k. U ist unter der Minimalnorm MN quadratischer Raum.
Wir erfassen so alle nicht ausgearteten quadratischen Riume, die Vektoren
der Lange 1 enthalten (s. []; [3], § 4). (x, y) sei die Bilinearform MN(x+y)—
MN(x)—MN(y). Die Maximalanordnungen von A sind die maximalen
Gitter der Norm A, die das Einselement e enthalten (s. [3], § 4). Wir setzen
grundsitzlich voraus, daB MN isotrop, also U reduziert ist. Anderenfalls
gibe es in A {iberhaupt nur eine Maximalordnung (s. [2], Satz 9.4; [3], § 3).

M bezeichne jetzt stets ein fest ausgewihltes maximales Gitter der Norm A
in A. Zu zwei Maximalanordnungen B; (i=1, 2) gibt es Isometrien ¢;, die
B, in M iiberfithren ([2], Satz 9.6).

Nun gilt nach [3], Satz 4.5:

(4.1) B, isomorph zu B,<>,(e), ¢,(€) in M assoziiert?).
Beachtet man noch, daB (¢;(e), M)=(e, B;) ist, so liefert Satz 1 sofort

Satz 1.a. Zwei Maximalanordnungen B,, B, einer einfachen Jordanalgebra
vom Grade 2 mit Einselement e iiber diskret bewertetem (komplettem) Korper k
sind genau dann isomorph, wenn (e, B,)= (e, B,) ist?).

Wir fragen, fiir welche Werte (e, B) eine Maximalordnung B ein Idem-
potent use, also ein vollstindiges Orthogonalsystem u, e—u absolut primi-
tiver Idempotente enthilt.

Satz 5. k sei diskret bewertet. W sei einfache reduzierte Jordanalgebra vom
Grade 2 iiber k mit Einselement e.

3) In [2], Satz 9.6 und daher auch hier 14Bt sich die Voraussetzung, daB k komplett ist,
durch ein Approximationsargument nachtréglich eliminieren (vgl. SchluB der Einleitung).
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Behauptung. Eine Maximalordnung B von U enthdlt genau dann ein Idem-
potent e, wenn (e, B)=A ist.

Beweis. Ein Idempotent u=e 148t sich charakterisieren als Element von 2,
das genau die Eigenwerte 0 und 1 besitzt, also (s.z.B. [3], (1.19), (1.20), (4.2))
den Gleichungen (v, e)=1, MN(u)=0 geniigt. Enthilt B ein solches Idem-
potent, so ist sicher (e, B)=A4.

Sei umgekehrt (e, B)=A vorausgesetzt. Weil MN isotrop ist, besitzt B
eine orthogonale Zerlegung B=B'® (A f, + A f,) mit hyperbolischem Vektor-
paar fy, f, (s. z.B. [4],82:20,82:21a). Seie=e' +a, f; +a, fr(e'eB’, ay, a,€A).
Nach Voraussetzung existiert ein x=x"+¢&, f;+&, f> (x'eB’, &, {,€A4) mit

4.2) (x,e)=(x",e)+a, & +a, & =1.

1. Fall: oy ~1.

u=aj!f, ist primitives Idempotent in M.

2. Fall: a,ep, a,ep.

Aus (4.2) folgt (x', e')~ 1. Man wihle {,, {, irgendwie in 4 so, daB {,{,=
—MN(') ist. Fir w:=x"+{; fi+{ f, ist MN(w)=0, (w, e)=(x", ')+
ay {o+oy {i~1

u:=(w, )" 'weM ist Idempotent +e.  q.e.d.

Satz 6. k sei diskret bewertet, 2 sei Einheit. Dann sind alle Maximalord-
nungen B von W isomorph und enthalten Idempotente *e.

Beweis. Wegen (e, e)=2~1 ist (e, B)=A.

Satz7. A sei beliebiger Dedekindring. W habe keinen Kernraum. Dann
enthdlt jede Maximalordnung von W ein Idempotent +e. Ist A Hauptidealring,
so sind alle Maximalordnungen von W isomorph.

Beweis. Eine Maximalordnung B besitzt eine Zerlegung

t
B=a®Y (b fric1 4671 f2)
=1

mit A-Idealen b; von k und hyperbolischen Vektorpaaren {f,;_,, f2:} (s. [4],
82:20, 82:21a). Sei

t
e=‘zl(°‘2i—1 J2i-1+%; f29).
P
Fiir

-

3

us=) 0y;-y f2;-1€B gilt MN(u)=0,
1

i1~

(u,e)= ), op;- 103, =MN(e)=1.

i=1

u ist Idempotent +e in B. Zu dem hyperbolischen Vektorpaar u, v:i=e—u
gibt es eine Zerlegung

(4.3) B=(Au+A0)®D (s [4], 82:15).
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Sei Bi=(Au,+Av,)® D, eine weitere, ebenso zerlegte Maximalordnung.
D, D, sind maximale Gitter gleicher Norm in isometrischen hyperbolischen
Réiumen. Ist 4 Hauptidealring, so sind D, D, selbst isometrisch. Es gibt dann
eine Isometrie ¢ von V auf sich mit 6(D)=D,, c(u)=u,;, c(v)=v,. o 146t
e=u+v=u,+v, fest, ist also ein Automorphismus der Algebra A« (s. z.B.
[3], § 4) und fithrt B in B, iiber. g.e.d.

Wir wollen uns abschlieBend fiir kompletten, diskret bewerteten Grund-
korper k mit endlichem Restklassenkdrper auch, falls 2 nicht Einheit ist, eine
Ubersicht iiber die Klassen isomorpher Maximalordnungen B von U ver-
schaffen, indem wir angeben, welche p* als Ideale (e, B) vorkommen.

Sei A, Kernraum von A, 4 Element der Ordnung 0 oder 1 von k, welches
die signierte Diskriminante von U reprasentiert: 4 =(—1)*¢~D/2 det(} (x;, x;))
fiir eine Basis x, ..., x; von 2. Ist dim Ay=2, so schreiben wir A den Wert
x=+1 zu, falls A, einen Vektor der Liange 1 enthalt, sonst den Wert y= —1.
Mit w bezeichnen wir eine festgewihlte Einheit der Form 1+[4] von A, fir
die k(J/w)/k unverzweigt vom Grade 2 ist.

Satz 8. U sei reduzierte einfache Jordanalgebra vom Grade 2 mit Eins-
element e iiber einem diskret bewerteten, kompletten Korper £ mit endlichem
Restklassenkorper. w:=ord 2 sei >0.

Behauptung. Die Gesamtheit der Ideale (e, B)=p" zu den Maximalord-
nungen B von U hdngt nur von dem Raumtyp von W ab. Es treten folgende
Exponenten v auf -

dim Wy =0 oder 4: v=0;

dim Ay=1: A4=1 oder w 0svzow
Ax1+[p*t*'], g<w 0<v<g
A~p v=0;

dim Ay=2: A=w v=0
Az=14[p?t*Y], g<w; y=—1 0SvZw—g—1

=+1 0=v=w-g

A~p 0<v=w;

dim A, =3: A=1 oder w 0<vzow
A=1+[p?t*!), g<ow 0<v<g+1
A~p v=0.

Beweis. Wegen (e, e)=2€(e, B) muB} stets 0<v<w sein. Die Gesamtheit
der Ideale (e, B) ist zugleich die Gesamtheit der Ideale (h, M), wobei A alle
Vektoren der Linge MN(e)=1 unseres festgewdhlten maximalen Gitters M
durchlaufe (s. [3], Satz 4.5). Sie hingt nach Lemma 1.1 nur von dem Raum-
typ von A ab. Wir nehmen OE an, daB dim A —dim A,=2 ist. Sei M=
M,® (A f;+ A f,) eine festgewdhlte Wittzerlegung von M mit hyperbolischem
Vektorpaar {fy, f,}. Mit U, sei jetzt genauer der Kernraum k M, bezeichnet.
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Wir betrachten also fiir die Vektoren h=ho+ay fi+a, fo (hoeM,, o,
o, €A) mit

4.9 MN(hg)+oya,=1
und OE mit ord a; <ord a, die Skalen
4.5) pi=(h, M)=(ho, My)+ay A+a, A.

Hat & die Skala p”, so gibt es auch zu jedem pu mit 0<u<v Vektoren der
Linge 1 und Skala p* in M, z.B. k' =hy+p" fi+a,0, p7*f5.

Insbesondere komme die Skala A4 stets vor (Beispiel: h=f; +f,). Auf der
Suche nach Vektoren 4 einer Skala —p kénnen wir von vornherein annehmen,
daB a; und «, nicht Einheiten sind (s. (4.5)). Nach (4.4) ist dann

(4.6) MN(hy)~1.

Wir gehen jetzt die verschiedenen Raumtypen durch. Wegen (4.6) (oder
Satz 7) ist der Fall %, =0 schon erledigt.

dim Ay=1. Esist My=A4 a mit MN(a)=4. (4.6) zeigt, daB der Fall A~p
schon ausgeschaltet ist. Ist 4=1, so kommt v=w vor. Beispiel: h=a. Dasselbe
gilt, falls A=w=1+4¢ (¢~1) ist. Beispiel: h=a+2f; —2¢ f,.

Sei A=1+¢p*t*l(g<w,e~1). v=g+1 kommt nicht als Exponent der
Skala eines Vektors # der betrachteten Art vor. Denn fiir den Skalar A mit
ho=A a wiirde aus (4.4) folgen: 124=1 mod p?#*2, A besitzt aber den qua-
dratischen Defekt p2¢*! (s. z.B. [4], 63:5). v=g kommt vor. Beispiel: h=
a+ptfi—epttlf,.

dim W,=2. Wir identifizieren 2, mit K:=k(}/4) unter einer quadrati-
schen Form MN(x)=2 N(x). N bedeute dabei die Norm von K beziiglich k.
A wihlen wir gleich 1, falls y= +1, als Nichtnorm méglichst kleiner positiver
Ordnung, falls y= —1 ist. M, ist dann die Maximalordnung von K.

A=w. Ist y=—1, soist A~p. Nach (4.6) ist dieser Fall schon ausgeschaltet.
Ist y=+1, so folgt aus (4.6) (ho, My)=A, weil M, eine Determinante ~ 1
besitzt. Fiir beide Rdume kommt nur v=0 vor.

A=1+[p?**'] (g<w). Esist Mo=A+Ap~t(1+)/4) (s. z.B. [2], S.37).
Fiir ho=¢+n p~8(1+]/4) berechnet man (hy, Mo)=(2E+2p En) A+(2p 5E+
2np~28(1—4))A. Nach (4.6) ist h, sicher primitiv, also ¢ oder n Einheit.
Dabher ist (hy, My)=w—g. Es mub v=w—g sein.

Ist x=+1, so tritt v=w—g auf. Beispiel: h=h,=1.

Sei y=—1. Aus einem bekannten Satz der Verzweigungstheorie (s. [5],
S.234, Cor.2) folgt: K besitzt keine Nichtnormen in 1+p2(®~®, wohl aber
eine Nichtnorm 147 p2©@~89~1(y~1); die wir als 4 wihlen. (4.4), (4.5) zeigen:
EsmuB2v<ord (o, a,)<2(w—g)—1sein,alsovSw—g—1.v=w—g—1 kommt
vor. Beispiel: h=1+p® 8~ f, —y p®~8f,.

Ad~p. Es ist Mo=A+A)/4 (s. z.B. [2], S.37). Ist xy=+1, so kommt
v=w vor, z.B. fiir h=hy=1. Sei y=—1. Wir konnen 4=w=1+4¢ (¢~1)
wihlen. v=w kommt wieder vor, z.B. fiir hi=1+2f,—2¢ f,.
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dim A,=3. K sei die unverzweigte quadratische Erweiterung k([/W) von k,
N ihre Normform. Wir konnen 2, identifizieren mit einer direkten Summe
k a® K unter der Form

24 N falls 4~1
MN(“H):{E w+pN(y) alls

EAw+N(y) falls A~p.

M ist dann das Gitter 4 a® L, wobei L die Maximalordnung von K bezeichne
(s. [2], Satz 9.7).

Ist 4~ p, so sieht man sofort, daB fiir jeden Vektor Ay aus M,,, dessen Linge
Einheit ist, (hy, My)=A ist. Es kommt nur v=0 vor.

A=1. Es kommt v=w vor. Beispiel: h=a+2f, —2¢ f,. Dabei sei ¢ die
Einheit £ (w—1).

A=w. Es kommt ebenfalls v=cw vor. Beispiel: h=h,=w"a.

A=1+[p*t* '] (g<w). Esist Aw=1+np?t*! mit n~1. Sei ho=¢a+p'z
mit primitivem zeL. Wir erhalten aus (4.4):

4.7 MN(hg)=1—0,a,=E(1+np*t* )4+ p*"* ' MN(2).

Ist t4g, so muB ord(x,;a,)<2g+1, also v=<g sein. Das liest man leicht aus
(4.7) ab, unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB &2(1+n p?s*!)=1+[p*]
ist mit u=2g+1 oder u<2g und gerade (s. [4], 63:5). Ist t=g, so muB (h,, M,)
=2A+pt*t1=p&t! sein, also v<g+1 ausfallen. v=g+1 kommt vor, wie das
Beispiel h=h,=a+ p® z mit einem zeL der Norm —n zeigt.

dim A,=4. Wir fassen U, als die nullteilerfreie Quaternionenalgebra iiber
k unter der Normform N auf. K:=k(]/w) 14Bt sich als Teilalgebra von 2,
auffassen und gibt AnlaB zu einer orthogonalen Zerlegung A,=K®v K mit
einem Element v der Norm p. Es ist My=L®v L, wobei L wieder die Maxi-
malordnung von K bezeichne (s. [2], Satz9.7). Ist hy=x+vy (xeL, yeL)
Vektor mit N(hg)=N(x)+p N(y)~1, so muB N(x)~1 sein. Daher ist (hy, M)
=A. Es kommt nur v=0 vor.
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