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1. Kapitel: Einfuhrung

Das vorliegende Lehrbuch richtet sich vor allem an Studenten
der Psychologie, Soziologie, Pddagogik sowie Politikwissen-
schaften und hat die grundlegenden mathematischen Methoden

zum Gegenstand, die filir die sozialwissenschaftliche Grund-
lagenforschung, die empirische Forschung und insbesondere

fiir das Verstdndnis der statistischen Verfahren in den Sozial-
wissenschaften unentbehrlich sind. Dabei wird die mathemati-
sche Darstellung nicht auf abstrakter Ebene vollzogen, sondern
die behandelten mathematischen Begriffe und Verfahren werden
stets im sozialwissenschaftlichen Kontext, d.h. anhand von
konkreten Problemstellungen diskutiert, so daB8 auch Mediziner,
Wirtschaftswissenschaftler sowie im Bereich der empirischen
Wirtschafts- und Sozialforschung tdtige Praktiker diesem Basis-

text Anregungen entnehmen k&nnen.

Im Einklang mit dem modernen Selbstverstédndnis der Sozial-
wissenschaften als empirische Wissenschaften wurde in zuneh-
mendem MaBe die Moglichkeit erforscht, sozialwissenschaftliche
Beziehungen in mathematischer Form auszudriicken. Dies fihrte
in vielen Bereichen naturgemdB zu einer formalisierten Dar-
stellungsweise. Dabei nehmen die "mathematischen Modelle"”

eine herausragende Stellung ein, weil sie meistens als logische
Geriliste von Theorien unentbehrlich sind. Eine grundlegende
Eigenschaft aller Modelle ist die Abbildung einiger wichtiger
Aspekte der Realitdt durch ein in h&herem MaBe abstraktes
System. Sie beschreiben schematisch die wesentlichen Gesichts-
punkte eines Forschungsfeldes oder Problemkreises. Bei der
Anwendung eines Modells ibernehmen die abstrakten Elemente

und Relationen eines mathematischen Systems die Rolle von
Objekten, Individuen und Beziehungen zwischen ihren Eigen-
schaften in der Realit&dt. Demnach wird das Modell als eine
abstrakte Darstellung der Realitdt betrachtet. Das Modell,
insbesondere ein mathematisches Modell in den Sozialwissen-
schaften, formalisiert Grundannahmen und Hypothesen einer
theoretischen Konzeption fiir sozialwissenschaftliche Prozesse
und Strukturen und deduziert aus diesen mit Hilfe formaler
Techniken gewisse Konsequenzen, Strategien oder Relationen
zwischen den involvierten Konstrukten bzw. Variablen. Meist

werden die Relationen zwischen den Variablen und sonstigen
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Elementen des Systems in Form von Gleichungen, Ungleichungen,
Abbildungen und Funktionen ausgedriickt.

Die Vorteile der Verwendung von mathematischen Modellen in

den Sozialwissenschaften bestehen darin, daf sie

- die Anzahl und Prédzision der deduzierbaren Ableitungen
wesentlich erhdhen,
- lberfllissige Annahmen in der Theorie aufdecken,

- auf der formalen Ebene leichter Widerspriiche entdecken,
- in Kombination mit empirischen Untersuchungen die Erfor-
schung sozialwissenschaftlicher Prozesse entscheidend

vorantreiben.

Zur Darstellung weiterer Vorteile von mathematischen Modellen
in den Sozialwissenschaften vergleiche man beispielsweise
APOSTEL (1961), BJORK (1973), DEPPE (1977) oder TACK (1969).

Durch den vorliegenden Basistext soll dem Studenten und
Praktiker das Verstdndnis der durch die Einfihrung mathema-
tischer Modelle bedingten formalisierten Darstellungsweise
erleichtert werden, um auch dem noch nicht mit mathematischen
Methoden vertrauten Leser die Logik der Zusammenhdnge trans-
parent zu machen und es ihm zu ermdglichen, Forschungsergeb-

nisse in diesen Bereichen mit Gewinn lesen zu k&nnen.

Da die Autoren in ihren Lehrveranstaltungen feststellen
muBten, daB die mathematischen Vorkenntnisse der Studenten
der Sozialwissenschaften recht unterschiedlich sind, werden

in Kapitel 2 die wichtigsten Grundbegriffe der Elementarmathe-
matik, soweit sie flir die Sozialwissenschaften von Bedeutung
sind, nochmals ausfiihrlich erdrtert. Dadurch soll der Versuch
unternommen werden, den unterschiedlichen Eingangsvoraus-

setzungen der Studienanfdnger Rechnung zu tragen.

Durch den einfiihrenden Charakter und durch das Streben nach
einem moglichst niedrigen Preis sind zwangsl&dufig Inhalt und
Umfang dieses Lehrbuches Grenzen gesetzt, so daB selbstver-
stdndlich nicht alle Teilgebiete der Mathematik, die fir die
Anwendung mathematischer Modelle in den Sozialwissenschaften
bedeutsam sind, behandelt werden k&nnen. So muBte beispiels-

weise auf die Darstellung wichtiger mathematischer Teilgebiete
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wie Differential- und Integralrechnung, Differentialgleichungen,
Graphentheorie, Vektordifferentiation, etc. verzichtet werden.
Es ist beabsichtigt, die genannten und weitere im Rahmen dieser
Einfihrung nicht abgedeckte Bereiche in einer erweiterten

Fassung miteinzubeziehen.

Bei der hier getroffenen Auswahl lagen die Akzente auf den-
jenigen Bereichen der Mathematik, die zum Verstdndnis der fiir
das Studium der Sozialwissenschaften wichtigen Gebiete wie
MeBtheorie und Skalierung, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Psycho-
logische Testtheorie und insbesondere der multivariaten stati-
stischen Methoden erforderlich sind. Dabei wurde darauf geachtet,
die bei den Studenten der Sozialwissenschaften meist ungeliebten
mathematischen Verfahren so verstdndlich wie mdglich zu gestal-
ten. Dariliber hinaus werden sédmtliche Begriffe und Verfahren
durch eine Reihe von Anwendungsbeispielen im sozialwissen-
schaftlichen Kontext ausfiihrlich demonstriert und erl&utert.

Aus diesem Grunde und mit Blickrichtung auf den beschrénkten
Unfang dieser Einfiihrung wurde auf die Einbeziehung weiterer
Ubungsaufgaben am Ende der einzelnen Kapitel verzichtet. Da-
gegen wird am Ende jedes Kapitels eine kleine Auswahl weiter-

fiihrender Literatur zur Vertiefung angeboten.

Definitionen, Aussagen, Sdtze und Regeln, die den Autoren
aus didaktischen Griinden fir das Verstdndnis besonders
wichtig erschienen, wurden durch Einrahmung hervorgehoben,
wobei nicht immer explizit darauf hingewiesen wurde, da8

es sich um mathematische Aussagen der genannten Art handelt.

Frau W. Biichl hat mit groBer Sorgfalt die Ubertragung des
schreibtechnisch schwierigen Manuskripts besorgt. Ihr sei

an dieser Stelle herzlich gedankt. SchlieBlich ist es den
Verfassern eine angenehme Pflicht, dem Verlag R. Oldenbourg,
insbesondere Herrn Diplom-Volkswirt M. Weigert, flir die stets

gute Zusammenarbeit zu danken.



2. Kapitel: Grundbegriffe der
Elementarmathematik

2.1 Klassifikation der Zahlen und Regeln der Arithmetik

Der Vorgang des Abz&hlens von gleichartigen Gegenstdnden
oder Begriffen fiihrt zu den natilirlichen Zahlen. Sie wer-

den in dem bei uns gebrduchlichen Zahlensystem mit Hilfe
von arabischen Ziffern 0,1,2,...,9 geschrieben:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,...

Die natiirlichen Zahlen lassen sich auf dem Zahlenstrahl
veranschaulichen:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1o 11

Aus jeder natilirlichen Zahl 1&dB8t sich durch Hinzufligen der
Einheit 1 eine neue natlirliche Zahl gewinnen, und der Zah-
lenstrahl 1&B8t sich in Pfeilrichtung unbegrenzt fortsetzen,
d.h.

Es gibt keine gr8B8te natilirliche Zahl

In einer formaleren mathematischen Darstellung werden die
natlirlichen Zahlen gewdhnlich axiomatisch oder als Aquiva-
)

*
lenzklassen eingefiihrt, etwa durch die Axiome von PEANO.
Aus diesen Axiomen (Grundannahmen, Prédmissen) lassen sich
alle Eigenschaften der natiirlichen Zahlen ableiten. Fiir
die natlirlichen Zahlen als Zahlenmenge hat sich die Be-
zeichnungsweise N eingebiirgert, d.h.

* %
N o= (1,2,3,4,...3.7%)

Die einfachste Rechenoperation mit natiirlichen Zahlen ist

die Addition. Sie charakterisiert das Zusammenfiligen bzw.

*) Beziliglich der Begriffe "Axiom" und "Aquivalenzklasse"
vergleiche man Kapitel 3, Abschnitt 3.1 bzw. 3.3.

**) Zur Darstellung einer Menge durch geschweifte Klammern
vergleiche man Abschnitt 3.2.
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Zusammenzdhlen, das aus dem Alltagsleben wohlbekannt ist.

Es handelt sich dabei um nichts anderes als abgeklirztes
Vorwdrtszdhlen, als Operationszeichen dient "+" (lies: plus).
Am Zahlenstrahl veranschaulicht bedeutet die Addition der
Zahlen 4 und 3, also

4 + 3,

daf man auf dem Zahlenstrahl zundchst den Punkt 4 aufzu-
suchen hat und von da aus um drei Einheiten nach rechts

("vorwdrtsz&dhlen") gehen muB8. Man landet bei der Zahl 7.
Diese Vorgehensweise bei der Addition ist nicht nur fir

die hier verwendeten Zahlen 4 und 3 gililtig, sondern fiir

beliebige natiirliche Zahlen.

In der Mathematik verwendet man aus diesem Grund zur all-
gemeinen Darstellung nicht bestimmte Zahlen (wie hier 4
und 3), sondern allgemeine Symbole flir die Zahlen, z.B.
kleine lateinische Buchstaben. Die Addition schreibt sich
dann in allgemeinen Symbolen:

Die beiden Zahlen a und b, die addiert werden, heiBen Sum-
manden, das Ergebnis c bezeichnet man als Summe. Die Ad-
dition von natilirlichen Zahlen ist stets durchfiihrbar und
das Ergebnis ist wieder eine natlirliche Zahl.

Bei der Addition sind die einzelnen Summanden ohne weite-

res vertauschbar, d.h. die Addition ist kommutativ.

a+ b =>b + a Kommutativgesetz
der Addition

Ferner kann die Addition auf mehr als zwei Summanden erwei-
tert werden. Dies geschieht durch sukzessives Zusammenzdh-
len von jeweils zwei Summanden. Dabei ist die Reihenfolge
der Zusammenfassung ohne EinfluB auf das Resultat. Fiir drei
Summanden gilt beispielsweise

(a+b) + c=a+ (b+ c) Assoziativgesetz
der Addition
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Eine weitere Rechenoperation, die im Bereich der natilirli-
chen Zahlen uneingeschré@nkt durchfiihrbar ist, ist die Mul-
tiplikation. Dabei handelt es sich im Grunde um eine fort-
gesetzte Additionmit demselben Summanden, z.B.

4 + 4 + 4,
fiir die abklirzend 3-4 geschrieben wird.

Der Punkt als Multiplikationszeichen wird gelegentlich auch
weggelassen, wenn man mit allgemeinen Zahlensymbolen rech-

net. So bedeutet ab dasselbe wie a . b und 3x dasselbe wie

3 . x, etc.

Auch bei der Multiplikation ist die Reihenfolge der einzel-
nen Faktoren ohne Belang, das Resultat der Mult&plikation,
das Produkt, ist stets dasselbe. Gleichfalls gilt das Asso-
ziativgesetz bei fortgesetzter Multiplikation. Allgemein

ist also
a+-b=Db:.a Kommutativgesetz der
Multiplikation
(a -b) -c=a . (b c) Assoziativgeset:z

der Multiplikation

Die Multiplikation ist eine Rechenoperation 2. Stufe, w&h-

rend es sich bei der Addition um eine Rechnungsart 1. Stufe

handelt. Dies beeinfluBt die Reihenfolge der Rechenopera-
tionen:

Die Rechenoperation hdherer Stufe ist zuerst durch-
zufithren ("Punktrechnung geht vor Strichrechnung").
Sollen die Operationen in anderer Reihenfolge aus-
geflihrt werden, so sind Klammern zu setzen. Der je-
weils in Klammern stehende Ausdruck wird zuerst aus-
gefiihrt.

Die zur Addition entgegengesetzte Rechenoperation 1. Stufe
ist die Subtraktion. Sie kann auf dem Zahlenstrahl durch
"Riickwdrtszdhlen" veranschaulicht werden.



2. Kapitel: Grundbegriffe der Elementarmathematik

Beispielsweise erhdlt man die Differenz

indem man ausgehend von der Zahl 7 auf dem Zahlenstrahl um
4 Einheiten nach links z&hlt. Man landet bei der Zahl 3.

Allerdings kann im Bereich der natilirlichen Zahlen nicht
jede Subtraktion ausgefiihrt werden, beispielsweise ist die

Differenz

keine natlirliche Zahl mehr. Soll die Subtraktion immer durch-
fihrbar sein, muB das Zahlensystem erweitert werden. Man er-
reicht dies durch Hinzunahme der Zahl O und der negativen
(ganzen) Zahlen.

Graphisch kann man dies dadurch veranschaulichen, daB8 der
Zahlenstrahl am Ausgangspunkt (Nullpunkt) gespiegelt wird,
so daB8 nun vom Nullpunkt aus nach links und rechts in glei-
chen Absté&dnden die Zahlen 1,2,3,4,... aufgetragen werden.

Die Zahlen links von O werden mit einem Minuszeichen "-

versehen und als negative Zahlen bezeichnet.

v

Das Pluszeichen bei den rechts vom Nullpunkt aufgetragenen
positiven ganzen Zahlen (natlirlichen Zahlen) wird meist weg-
gelassen (+ 3 = 3). Der Zahlenstrahl besitzt jetzt keinen
Anfangspunkt mehr und ist nach beiden Seiten unbegrenzt; man

spricht von der Zahlengeraden.

Man erhdlt auf diese Weise die Menge der ganzen Zahlen

«e.,~4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...,

die mit 7@ bezeichnet wird.



14 2. Kapitel: Grundbegriffe der Elementarmathematik

Addition,Subtraktion und Multiplikation sind im Bereich der
ganzen Zahlen uneingeschrdnkt durchfiihrbar. Flir die Addition
und die Multiplikation gelten auch in Z die Gesetze der Kom-
mutativitdt und Assoziativitdt, flir die Subtraktion hinge-

gen nicht! Beispielsweise ist

15 - 8 # 8 - 15.

Multipliziert man Zahlen mit beliebigem Vorzeichen, so gel-
ten die folgenden Regeln:

(+a) . (+b) = +(abh)
(+a) . (-b) = -(ab)
(-a) . (+b) = -(ab)
(-a) . (=b) = +(ab)

Bei der Multiplikation von Zahlen mit gleichen Vorzeichen
ist das Produkt stets positiv, bei Zahlen mit verschiede-
nen Vorzeichen ist das Produkt negativ.

Die zur Multiplikation antgegengesetzte Rechenoperation ist
die Division. Beispielsweise filihrt die Frage nach dem Faktor,
mit dem die Zahl 3 multipliziert werden muB, damit als Pro-
dukt die zahl 12 resultiert, also

?2 .3 =12,

bekanntlich zu einer Divisionsaufgabe, deren Ergebnis

12 : 3 bzw. %%
ist. Wie bereits angedeutet, ist das Operationszeichen der
Division das Teilungszeichen ":" oder ein schrédger oder ge-
rader Bruchstrich. So bedeuten die Ausdriicke
12

12 : 3, T oder 12/3
alle dasselbe, ndmlich die Division der Zahl 12 durch die
Zahl 3. Das Ergebnis ist ein Quotient.

Soll die Division in jedem Fall durchfihrbar sein, so muB
das Zahlensystem der ganzen Zahlen erneut erweitert werden,
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denn z.B. ist % keine ganze Zahl mehr. Man muB naheliegen-
derweise alle "Briiche" hinzunehmen. Fiir die "Briliche" gibt

es zwel MOglichkeiten der Darstellung:

1. Ein in der Form % geschriebener Quotient, wobei a und b

ganze Zahlen sind, heiBt gemeiner oder gewShnlicher Bruch.

Die Zahl a ist der Zdhler, die Zahl b der Nenner des Bru-

ches. Gelegentlich wird noch zwischen echten und unech-

ten Briichen unterschieden. Bei echten Brilichen ist der
Zdhler immer kleiner als der Nenner, d.h. der Wert des

Bruches ist stets kleiner als 1.
Beispiele:

oder % sind echte Briiche,

ulw

NV

= 2% ist ein unechter Bruch.

2. L8st man die im Bruch enthaltene Divisionsaufgabe, erhdlt

man einen Dezimalbruch.

Beispiele:

ool ~
(@]

"
o
o
©
N
v

[\

N
]
N
N
%]

| w
"
o
-
~
w

Besteht der Nenner eines echten Bruches lediglich aus einem
Produkt der Faktoren 2 und 5, so geht die Division auf. Sind
im Nenner noch andere Faktoren enthalten, ergibt sich ein
unendlicher periodischer Dezimalbruch, etwa

= 0,3333....

w| =

In der Praxis werden solche Dezimalbriiche auf- bzw. abgerun-
det.

Die ganzen Zahlen und die Briiche (bzw. die unendlichen Dezimal-

briche, die periodisch sind) bilden zusammen die Menge der
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rationalen Zahlen, die mit Q bezeichnet wird. Eine graphi-

sche Veranschaulichung kann ebenfalls auf der Zahlengera-
den erfolgen, wobei jetzt auch beliebige Brliche aufgetragen
werden, z.B.

-5 =47 -3 -234-1 o3} 1 2%53 4 5 6

Auch im Bereich der rationalen Zahlen gelten fiir die Addition
und die Multiplikation das kommutative und das assoziative

Gesetz. Alle vier Grundrechnungsarten, ndmlich Addition und

Subtraktion als Rechenoperationen 1. Stufe sowie Multiplika-
tion und Division als Rechenoperationen 2. Stufe (Regel
"Punkt vor Strich" bei zusammengesetzten Rechenvorschriften!)
kdnnen mit einer einzigen Ausnahme uneingeschrinkt durchge-
flihrt werden. Die Ausnahme lautet:

Durch die Zahl O darf nicht dividiert werden.

Die praktische Berechnung von Summen, Differenzen, Produk-
ten oder Quotienten wird heute zweckmédBigerweise mit Hilfe
eines Taschenrechners durchgeflihrt. Deshalb kann auf die
detaillierte Darstellung der Rechenregeln fiir Briliche z.B.
Suche des Hauptnenners bei der Addition an dieser Stelle
verzichtet werden. Hier sei nur an zwei Regeln kurz erin-
nert:

Briiche werden multipliziert, indem man jeweils die
Zdhler und die Nenner der Briliche miteinander multi-
pliziert.

Durch einen Bruch wird dividiert, indem man mit dem
Kehrwert (Z&hler und Nenner vertauscht) multipli-

ziert.
Beispiele:
3.2_6_ 4 .24, 2_8
4 "5 20° S 1 S~ 5
3.2_3,5_15 . 2.4 5_20_
15 7°2°%8 " 4ig5=73-3=3 =10
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Bei der Multiplikation und Division von Zahlen mit verschie-
denen Vorzeichen gelten in @ dieselben Regeln wie im Bereich

der ganzen Zahlen. Sie werden hier nochmals zusammengefaBt:

(+a) - (+b) = +(ab) (+a) : (+b) = +%
(-a) - (+b) = -(ab) (ma) : (+b) = - 2
(+a) - (-b) = -(ab) (+a) : (-b) = - 2
(-a) - (-b) = +(ab) (-a) : (-b) = +-§

Dabei k&nnen die Zahlen a und b beliebige rationale Zahlen

sein, mit Ausnahme der Zahl b = O bei der Division.

Das Rechnen mit Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Ebenso wie die fortgesetzte Addition mit demselben Summan-

den zu einer neuen Rechenart, der Multiplikation, filihrt,

so fiihrt auch das wiederholte Multiplizieren mit demselben

Faktor zu einer neuen Rechenart, dem Potenzieren. Im Gegen-
satz zur Additon und Multiplikation existieren fiir diese

Rechenart jedoch zwei Moglichkeiten der Umkehrung, n&mlich

das Radizieren oder Wurzelziehen und das Logarithmieren.

Das n-fache Produkt

A4

n-mal

heift n-te Potenz von a und wird a” geschrieben (lies:

a hoch n oder n-te Potenz von a). Dabei nennt man a
Basis und die Hochzahl n Exponent der Potenz. Der Ex-—
ponent n ist eine natiirliche Zahl.*) Im Spezialfall
n = 2 spricht man meistens von "a-Quadrat" statt

"a hoch 2".

Das Potenzieren ist nicht wie die Addition und die Multipli-

*) Diese Voraussetzung wird spdter auf beliebige (positive
und negative) Zahlen erweitert.



18 2. Kapitel: Grundbegriffe der Elementarmathematik

kation kommutativ beziliglich der beteiligten Gr&Ben. Bei-
spielsweise ist

32 = 9 und 23 = 8.

Da man auch negative Zahlen wiederholt mit sich selbst mul-
tiplizieren kann, darf die Basis einer Potenz auch negativ

sein. Aufgrund der Vorzeichenregeln ergibt sich:

Eine Potenz mit negativer Basis ist positiv bei ge-

radem Exponenten und negativ bei ungeradem Exponenten.

Beispiele:
-0)2 = 16
(-4)3 = - 64
(-5)2 = 25
-5)3 = - 125

Aus der Definition der Potenz lassen sich sofort einige Re-
geln fir die Multiplikation und Division von Potenzen ablei-
ten.

Betrachten wir zundchst den Fall von Potenzen mit gleicher

Basis:

Potenzen mit gleicher Basis wer-
a * a =a den multipliziert, indem die Ex-
ponenten addiert werden.

al n-m Potenzen mit gleicher Basis wer-
- = a den dividiert, indem die Exponen-
a ten subtrahiert werden.

Bei der 2. Regel muB man zundchst voraussetzen, daB n grdBer
als m ist. Aber auch fiir den Fall, daB8 m der gréBerenExpo-
nent, also n-m negativ ist, 1&B8t sich der Quotient éﬁ trotz-
dem berechnen, denn der Z&hler wird durch n-maligesaxﬁrzen
1, und im Nenner bleiben m-n Faktoren a librig, so daB man

erhdlt.
R

Aus diesem Grunde wird die Definition der Potenz entspre-

chend erweitert, wobei jedoch die bisherigen Rechenregeln
ihre Gliltigkeit behalten. Man setzt
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am oo L
n

)

Nach demselben Prinzip wird die Potenz a® neu festgelegt.

Sie entsteht beispielsweise aus

n-n

5%

o

und muB den Wert 1 haben. Also wird definiert:

a : =1 (a # 0)
(a = 0, d.h. 0°, wird ausgeschlossen.)

Ohne Schwierigkeiten 148t sich die "Potenz einer Potenz"
definieren. Es ist beispielsweise

2 .
(53 = (5+55) + (5°5-5) = 5% = 5372
Allgemein gilt:
(am)n = g™n Potenzen werden potenziert, indem
die Exponenten multipliziert werden.

Potenzen mit negativen Exponenten werden hdufig bei physi-

3 - g/cm3 flir die Dichte

kalischen MaBeinheiten, etwa gcm-
eines Korpers, verwendet. Zehnerpotenzen mit negativen Expo-
nenten werden zur ilbersichtlichen Darstellung von sehr klei-
nen Zahlen gebraucht, auch bei Taschenrechnern. Z.B. kann

die Zahl

0,0004795
dargestellt werden als

4,795 . 10°4.

SchlieBlich seien noch zwei einfache Regeln fiir den Fall der

Multiplikation bzw. Division von Potenzen mit verschiedenen

Basen und gleichen Exponenten angegeben:
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(ab) "

s')
o
|

n n
a
n 5

Allgemein ist bei der Rechenoperation des Potenzierens aus
der "Potenzgleichung"

bei bekannter Basis a und bekanntem Exponenten n der Wert

der Potenz b zu ermitteln. Dreht man nun die Fragestellung
um, und versucht aus der Potenzgleichung a” = b bei bekann-
tem n und b > O die Basis a zu bestimmen, ergibt sich eine
erste Umkehrung des Potenzierens, n&mlich die Rechenoperation
des Radizierens. Man schreibt

a = w b , a,b >0 (lies: a ist die n-te
n=1,2,... Wurzel aus b)

Die n-te Wurzel aus b ist also diejenige nicht nega-
tive Zahl a, deren n-te Potenz gerade b ergibt; b
heift Radikand und darf nicht negativ sein.

Im Spezialfall n = 2 schreibt man statt %_B gewshnlich Vb
und nennt sie "Quadratwurzel aus b".
Die n-te Wurzel aus b ist demnach die eindeutig bestimmte
nicht negative LOsung der Gleichung

Damit diese Gleichung stets eine L&sung besitzt, muB aller-
dings das Zahlensystem der rationalen Zahlen erweitert wer-

den, denn man kann leicht zeigen, daB z.B. die L®&sung der
Gleichung

ndmlich V2, keine rationale Zahl ist, sich also nicht in der
Form g (p,g ganzzahlig) darstellen 1l&Bt.

Auf der anderen Seite kann aber V2 durch eine Strecke re-
prédsentiert werden, ndmlich als Diagonale in einem Quadrat
der Lange 1,
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1

und deshalb entspricht V? auch ein Punkt auf der Zahlenge-
raden. Man nennt solche Zahlen, die sich nicht als Briiche
bzw. periodisch unendliche Dezimalzahlen darstellen lassen,

irrationale Zahlen. Die irrationalen Zahlen bilden zusammen

mit den rationalen Zahlen die Menge der reellen Zahlen, die

gewbhnlich mit R bezeichnet wird.

Es besteht die Mdglichkeit, die Wurzeln ebenfalls als Po-
tenzen zu schreiben und zwar als Potenzen mit gebrochenem
Exponenten:

3

Man zieht die n-te Wurzel einer
Potenz, indem man den Exponenten

n
a

mn
a” der Potenz durch n teilt.

Va :
v a" .

Damit lassen sich alle Rechenregeln filir Wurzeln auf die
Rechenregeln filir Potenzen zurlickflihren. Beispielsweise ist
10 1
VAVE = a . b? = (ab)2 = VAB.

Die praktische Berechnung von Wurzeln wird, ebenso wie das
Berechnen von Potenzen, zweckmédBigerweise mit einem Taschen-
rechner ausgefiihrt, da diese Rechenoperationen heute auch
schon bei einfachen und billigen Gerdten zur Verfligung ste-
hen.

Beispiele:

V2 ~ 1,4142135 (» bedeutet "ungefihr gleich")
V10 ~ 3,1622776
V3 - V10 = V30 ~ 5,4772255

3
V53 = 52 o 11,180339
V15 = 4

V0,8 ~ 0,8944271
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Eine zweite Umkehrung der Potenzbildung erh&dlt man, wenn man
aus der Potenzgleichung

bei bekannter Basis a und bekanntem Potenzwert b den Expo-

nenten n zu ermitteln versucht. Man schreibt

n = logab lies: n ist der Logarithmus von
b zur Basis a.

und nennt die zugehdrige Rechenoperation Logarithmieren.

Der Logarithmus einer Zahl b (b > 0) zur Basis a ist

derjenige Exponent, mit dem die Basis a zu potenzie-
ren ist, damit man die Zahl b erh&dlt. b heiBt Nume-
rus und a die Basis des Logarithmus. Der Numerus
darf nicht negativ sein!

Der Zusammenhang zwischen Potenzieren und Logarithmieren
wird durch die Beziehung

log_b
a a = loga(ab) =b

hergestellt, d.h. Logarithmieren und Potenzieren mit den-
selben Basen heben sich gegenseitig auf.

Aus
1

a = a bzw. a° = 1

ergeben sich die beiden Sonderfdlle

logaa =1 Der Logarithmus der Basis ist immer 1.
bzw.
log_1 =0 Der Logarithmus von 1 ist bei jeder
a . .
Basis gleich O.

Gleichfalls aus den Regeln flir das Rechnen mit Potenzen

lassen sich einfache Rechenregeln fiir Logarithmen ableiten:
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loga(b-c) = 1ogab + logac
lo b = log_b - log_c
9a ¢ Ja 9a
n =
loga(b ) =n . logab
Beispiele:
logs625 = 4, denn 5% = 625
log,1024 = 10, denn 2'° = 1024
= - -1 _ 4 -
1090,254 = 1, denn 0,2? =5,25 ° 4
2] 3 _ ¥660 =
lOgTOOO1O = 3/ denn 1000~ = {1000 = 10
1095(253) =3 . 109525 =3 - 2=6.

Die Gesamtheit aller Logarithmen zur Basis a (a > O) bilden
ein Logarithmensystem zur Basis a. Die drei wichtigsten Lo-

garithmensysteme sind:

1. Das dekadische Logarithmensystem

a = 10, Abkilirzung: lg
2. Das natilirliche Logarithmensystem

a=e=2,718... (Euler'sche Zahl), Abkiirzung:
3. Das duale Logarithmensystem

a = 2, Abklirzung: 1d.

Das dekadische Logarithmensystem, unserem Zahlensystem ent-
sprechend, diente friiher h&dufig zur numerischen Berechnung
von komplizierten Rechenausdriicken. Dazu wurden sog. Loga-
rithmentafeln verwendet. Heute wird diese Aufgabe einfacher
und zeitsparender von elektronischen Taschenrechnern iber-

nommen.

Das natlirliche Logarithmensystem spielt eine groBSe Rolle
in der hdheren Mathematik, insbesondere als Umkehrfunktion
der Exponentialfunktion e* mit der Euler'schen Zahl e als

Basis.

Das duale Logarithmensystem ist flir die elektronische Daten-
verarbeitung von grundlegender Bedeutung.

1n
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Radizieren, Potenzieren und Logarithmieren bilden
Rechnungsarten der 3. Stufe. In zusammengesetzten
Rechenausdriicken sind sie vor der Multiplikation und
der Division auszufilihren.

Die Logarithmen sind, ebenso wie die Wurzeln, im allgemei-
nen keine rationalen Zahlen, also nicht durch einen Quo-
tienten g (p,q ganzzahlig) darstellbar. Selbstversténdlich
gibt es Ausnahmen, z.B. ist

log1o100 =2,

jedoch mit Ausnahme der Potenzen von 10 gehdren die deka-
dischen Logarithmen zu den irrationalen Zahlen.

Das Zahlensystem, in dem gewthnlich gerechnet wird und das
fiir die meisten Fragestellungen der Sozialwissenschaften
v6llig ausreicht, ist die Menge R der reellen Zahlen, wel-
che alle rationalen und irrationalen Zahlen enth&dlt. Der
Vollstdndigkeit halber sei noch festgestellt, daB sich auch
im Bereich der reellen Zahlen gewissen Gleichungen nicht
186sen lassen. So gibt es beispielsweise keine reelle Zahl x,
fir die

gilt. Diese Schwierigkeit wird durch die Einflihrung der
komplexen Zahlen behoben, auf deren Darstellung hier

jedoch verzichtet wird. Im Bereich der komplexen Zahlen
kénnen dann auch Wurzeln aus negativen Radikanden und

Logarithmen mit negativen Numeri gebildet werden.

SchlieB8lich wollen wir die wichtigsten Rechenregeln flir
reelle Zahlen nochmals zusammenfassen. Je zwei reellen Zah-
len a und b ist genau eine reelle Zahl a + b als Summe und
genau eine relle Zahl a-b als Produkt zugeordnet. Dabei
gelten die folgenden Grundgesetze:
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Addition Multiplikation
Kommutatives a+b=Db+a ab = ba
Gesetz
Assoziatives a + (btc) = (a+b) + ¢ a(bc) = (ab)c
Gesetz
Distributives a(b+c) = ab + ac
Gesetz

Flir beliebige a,b aus R
wird die Gleichung

a + x b

durch genau ein x aus R
geldst; man schreibt

(eindeutige Subtraktion)

Fir beliebige a,b aus R
mit a # O wird die
Gleichung

durch genau ein x aus R
geldst; man schreibt

WO

(eindeutige Division)

Beim Gesetz ilber die eindeutige Division ist die Voraus-

setzung a # O wesentlich; anderenfalls wdre das Gesetz falsch,

denn die Gleichung

ist flir den Fall b = O unendlich vieldeutig l&sbar (O -

X o}

flir alle x aus R) und im Falle b # O ist die Gleichung un-

18sbar.

Zur Ordnungsstruktur der reellen Zahlen

Dariiber hinaus besitzen die reellen Zahlen, wie auch bereits

die natlirlichen Zahlen, eine Ordnungstruktur, die einen Gros-

senvergleich zwischen reellen Zahlen erlaubt. Von zwei ver-

schiedenen reellen Zahlen 148t sich immer entscheiden, wel-

che Zahl die kleinere von beiden und welche Zahl die gro-

Bere ist, sie stehen beziiglich der numerischen Gr&Be in

einer "Relation".

Man bezeichnet die Aussage "a ist kleiner als b" mit "a <

b"

und mit "a < b" die Aussage "a ist kleiner oder gleich b"

("a ist hochstens so groB8 wie b", "a ist nicht grdBer als

b").
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Man beachte, daB8 sowohl

12 < 19 als auch 12 < 12
richtig ist.
In Analogie dazu wird die Aussage "a ist grdBer als b" mit
"a > b" bezeichnet und mit "a > b" die Aussage "a ist grd-
Ber oder gleich b" ("a ist mindestens so groB8 wie b", "a ist
nicht kleiner als b"). Es gilt beispielsweise

7 > 3 oder 12 > 8,
aber auch

8 > 8.

Veranschaulicht man sich den Gr&Benvergleich von reellen

Zahlen auf der Zahlengeraden, so liegt die kleinere Zahl
stets links von der gr&Beren Zahl.

v

Man beachte, daB filir negative Zahlen beispielsweise gilt

-6 < -3 oder -100 < =50,
d.h. die rein zahlenmdBig gr&Bere Zahl ist, wenn beide Zah-
len mit einem Minuszeichen versehen werden, dann die klei-

nere ZzZahl.

Flir die Ordnungsstruktur der reellen Zahlen gelten die fol-
genden GesetzmdBigkeiten:

(1) Fir zwei beliebige reelle Zahlen a und b gilt stets

genau eine der drei folgenden Beziehungen (Relati-
onen) :

a < b oder a =b oder a > b
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(2) Fir a,b,c aus R folgt aus a < b und b < c stets

a < c.

Diese Eigenschaft nennt man Transitivitit. (Ist Peter
kleiner als Paul und dieser wiederum kleiner als Hans,

so muB auch Peter kleiner als Hans sein.)

(3) Aus a < b folgt a + ¢ < b + ¢ flir beliebiges c aus @]

Der GrdBenvergleich zwischen a und b bleibt unverdn-
dert, wenn zu beiden Zahlen dieselbe Zahl addiert
oder subtrahiert (c kann auch negativ sein!) wird.
(Ist Peter kleiner als Paul, so gilt dies auch noch,
wenn beide auf einem Tisch stehen.) Diese Eigenschaft
heiBRt Monotoniecesetz der Addition.

F4) Aus a < b folgt a + ¢ < b - c fiir alle ¢ aus R mit ¢ > QJ

Diese Eigenschaft heiBt Monotoniegesetz der Multipli-

kation. Hier ist die Voraussetzung c > O wesentlich.
Flir negative c muB man das Ungleichheitszeichen um-

drehen und es gilt:

lAus a <b folgta - ¢c>Db . c fir c < O

Insbesondere erhdlt man (c = -1 eingesetzt):

|Aus a < b folagt -a > —bw

Daraus ergibt sich die bereits friiher erwdhnte Tat-

sache, daB zwar z.B. 10 < 15 gilt, aber
-10 > -15.

Die Gesetze (2) bis (4) behalten ihre Gliltigkeit, wenn man

"<" durch "<" (oder durch ">" bzw. ">") ersetzt.

Die Eigenschaften (1) bis (4) der Ordnungsstruktur im Bereich
dar reellen Zahlen spielen neben der Operation der Addition
ia R in den Sozialwissenschaften eine wesentliche Rolle bei
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der Messung und Skalierung von Merkmalen. Man vergleiche
hierzu Abschnitt 3.4.1.

Zum SchluB dieses Abschnitts wird noch kurz auf den Begriff
des Absolutbetrages einer reellen Zahl eingegangen.

Unter |a| (lies: a absolut oder Absolutbetrag von a)
versteht man den rein zahlenméBigen Wert einer reel-
len Zahl unabh&ngig von ihrem Vorzeichen. Formal ist
a falls a » O,

lal = j-a falls a < o, & aus R

also die Zahl a selbst, wenn a > O ist, und die Zahl
-a, wenn a < O ist.

Beispiele:

131 =3
=51 = -(-5) =5
[-20] = 20

Flir das Rechnen mit Absolutbetrdgen von reellen Zahlen gel-
ten die folgenden Rechenregeln.

k1) |la}] = O genau dann, wenn a =A61

Der Absolutbetrag einer Zahl ist nur dann O, wenn die
Zahl selbst O ist.

[2) 1-a1 = 1al]

Beispiel:
a=3= lal] = 3 und |-al = 3
= -6 = |a| = -(-6) = 6 und -a = 6, |a| = 6.

(3) a < lai und -a < Iéﬂ

Jede reelle Zahl ist hdchstens so groB wie ihr Absolutbe-
trag. Fir positive Zahlen stimmen a und Ja| Uberein, d.h.
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a = |a|, flir negatives a ist |a| der positive Wert von a,
d.kt. a < |af.

Beispiel:

a=-7= lal] = 7 und -7 < 7
P4) la « bl = Ial-{ElJ
Beispiel:

a =10, b= -3
|ab| = [10+(-3)] = [|-30] = 30.
laj«ib] = [10] . [=3]

1}
-
@]
w

]
w
O

(5) 14| = T%T fir a + O

(6) 1a + bl < |al + ib]

Diese Ungleichung wird als "Dreiecksungleichung" bezeich-
net.

2.2 Lineare Gleichungen mit einer und zwei Unbekannten

Die Gleichung ist ein fundamentaler Begriff der Mathematik.
Werden zwei algebraische Ausdriicke durch ein Gleichheits-
zeichen verbunden, entsteht eine Gleichung. Man unterschei-

det drei verschiedene Typen von Gleichungen:

Identische Gleichungen

Funktionsgleichungen

Bestimmungsgleichungen

Ein Beispiel flr eine identische Gleichung ist

(a+b)2 = aZ + 2ab + b2.

Sie gilt fiir beliebige Werte der Zahlensymbole a und b.
Identische Gleichungen stellen h&ufig nur algebraische Um-

formungen oder andere Schreibweisen dar.
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Eine Funktionsgleichung enth&lt zwei oder mehr verdnderli-

che Gr&Ben (Variablen), die einander zugeordnet werden.
Ein Beispiel ist

<
[
»

Hier dient die Gleichung als Zuordnungsvorschrift, d.h.
jedem x-Wert wird genau ein y-Wert zugeordnet. Somit gilt
eine Funktionsgleichung nur fiir bestimmte Zahlenpaare x und
Y, Jedoch insgesamt flir unendlich viele. Funktionsgleichun-
gen sind Gegenstand der h8heren Mathematik.

Dagegen stellt die Gleichung‘
(x-2)% = 16

eine Bestimmungsgleichung dar. Sie gilt nur filir die beiden

Werte x = 6 und x = -2. In einer Bestimmungsgleichung tre-
ten unbekannte GrdB8en (Unbekannte) auf, und man hat die
Aufgabe, diese Unbekannten rechnerisch zu bestimmen. Man

hat die Gleichung nach der Unbekannten "aufzulSsen". Aller-
dings kann eine Gleichung auch mehrere "LOsungen" oder "Wur-
zeln" besitzen oder kann unldsbar sein, d.h. Uberhaupt kei-
ne L8sung haben.

Handelt es sich um eine Bestimmungsgleichung mit einer
Unbekannten und kommt die Unbekannte nur in der ersten

Potenz vor, spricht man von einer linearen Gleichung.

Bei mehreren Gleichungen mit mehreren Unbekannten, die
alle nur in der ersten Potenz vorkommen, spricht man
von einem linearen Gleichungssystem.

Die Behandlung von linearen Gleichungen mit einer und zwei
Unbekannten wird nun kurz erSrtert. Lineare Gleichungssys-
teme mit mehr als zwei Unbekannten werden in einem spidte-

ren Abschnitt im Rahmen der "Matrizenrechnung" diskutiert.
Man vergleiche dazu Kap. 6.

Zuerst wird der Fall einer Gleichung mit einer Unbekannten
betrachtet. Man 1&st eine Bestimmungsgleichung mit einer
Unbekannten nach folgender allgemeinen Regel:
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Durch geeignetes Umformen isoliert man die Unbekann-
te auf der einen Seite der Gleichung und die reinen
Zahlenwerte und bekannten Ausdriicke auf der anderen

Seite der Gleichung.

Fiir die Umformung einer Gleichung gelten die folgenden Re-
geln:

(1) Addiert oder subtrahiert man auf beiden Seiten
der Gleichung denselben Ausdruck, so bleibt die
Gleichung richtig.

(2) Multipliziert oder dividiert man beide Seiten
der Gleichung mit demselben Faktor, so bleibt
die Gleichung richtig. Ausgenommen sind die Mul+
tiplikation mit O und die Division durch O.

(3) Entsprechendes gilt fiir Rechenoperationen h&he-
rer Stufen, etwa logarithmieren, radizieren
oder potenzieren.

(4) Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man beide
Seiten der Gleichung vertauscht.

Die Umformungsregeln lassen sich folgendermaBen zusammen-
fassen:

Eine Gleichung bleibt gliltig, wenn man auf beiden
Seiten der Gleichung mit denselben Ausdriicken glei-
che Rechenoperationen durchfiihrt.

Ok das ermittelte Ergebnis auch tats&dchlich eine LO8sung
der Gleichung darstellt, zeigt die Probe durch Einsetzen
des errechneten Werts flir die Unbekannte in beide Seiten

der Ausgangsgleichung.

Beispiele:

1. 29x - 19 = 5x + 17 / Subtraktion von 5x
-5x -5x
24x - 19 = 0 + 17 / Addition von +19

+ 19 + 19
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24x = 36 / Division durch 24
x = 3 =15
- - 3 _ 49287 _38_49
Probe: Linke Seite: 29 . 5 19 = 5 5 5
. 3 _ 15 34 _ 49
Rechte Seite: 5 5 + 17 = 7 + > =3
2. 3’1“2“5 - 2’5'3 =1+ 2’1‘;5 / Multiplikation mit 36
(damit die Briiche verschwinden)
3(3x+5) - 6(2x-3) = 36 + 2(2x-5) / Ausmultiplizieren der
Klammern
9% + 15 - 12x + 18 = 36 + 4x - 10 / Zusammenfassen
- 3x + 33 = 4x + 26 / Subtraktion von 4x
- 7x + 33 = 26 / Subtraktion von 33
- 7x = -7 / Multiplikation mit -1
Ix =7 / Division durch 7
x =1
. . ., . 3145 _2-1-3 _ 8 _-1_8 2 _10 S
Probe: Linke Seite: > — =1 e =1 + = =
ite: 2-1-5 _ Bo4-1253
Rechte Seite: 1 + T8 =1 + T8 1 3 3

Zwel Gleichungen mit zwei Unbekannten

Die Unbekannten werden in der Regel mit

x und y oder X4 und Xy

bezeichnet, aber auch andere Bezeichnungsweisen sind zu-

lassig.

Beispiel:
I 3x + 7y = 19
II 2x -y =
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Die verschiedenen L&sungsmethoden filir zwei lineare
Gleichungen mit zwei Unbekannten beruhen darauf, das
man eine der Unbekannten eliminiert und gleichzeitig
die Anzahl der Gleichungen reduziert, so daB8 nur noch
eine Gleichung mit einer Unbekannten lbrig bleibt,

die dann mit Hilfe der Methoden des letzten Abschnitts

geldst werden kann.

Die beiden wichtigsten Prinzipien zur Reduktion der Glei-

chungen (und Unbekannten) sind:

Man 16st eine der Gleichungen nach einer Unbekannten
auf und setzt das Resultat in die andere Gleichung
ein. Diese Gleichung enthdlt dann nur noch eine Unbe-

kannte (Substitutionsmethode)

Durch Multiplikation jeder der Gleichungen mit einer
passenden Zahl (Erweiterungsfaktor) l&dB8t sich stets
erreichen, daB die Koeffizienten von x oder y dem
Betrage nach gleich sind. Beim Addieren oder Subtra-
hieren der Gleichungen verschwindet dann eine Unbe-
kannte (Eliminationsmethode)

Beispiel zur Substitionsmethode:

I 3x + 7y = 19
II 2x - y =
aus II: -y =17- 2x I (=1)
(*) y=-7+ 2x

in I: 3x + 7(-7+2x) = 19

3x - 49 + 14x = 19
- 49 + 17x = 19
17x = 68

x = 4

X = 4 in (*) einsetzen:

y=-7+2.4 = y =1
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Beispiel zur Eliminationsmethode:

I 3x + 7y 19

IT 2x -y

Multiplikation der Gleichung II mit 7 ergibt:

II 14x - 7y = 49

Addition von I und der neuen Gleichung II:

17x = 68

X =

Ergebnis in I eingesetzt:

34 + 7y = 19
12 + 7y = 19
1y = 7
y = 1

Welche der LOsungsmethoden bei einem gegebenen Gleichungs-
system zu verwenden ist, hdngt von den Ausgangsgleichungen
ab. Ein allgemeingliltiges Rezept, inwelchem Fall dieses
oder jenes Verfahren am vorteilhaftesten ist, kann nicht
gegeben werden.

Es besteht auch die M3glichkeit, daB ein lineares Gleichungs-
system unendlich viele LOsungen besitzt oder aber auch lber-
haupt keine L&sung besitzt. Wann dies der Fall ist, wird

in Kapitel 6 ausfiihrlich erdrtert.

Prinzipiell lassen sich die beschriebenen Verfahren auch

bei linearen Gleichungssystemen mit mehr als zwei Gleichun-
gen anwenden. Man versucht, sukzessive die Zahl der Glei-
chungen und Unbekannten durch Einsetzen oder Eliminieren zu
reduzieren, bis schlieBlich nur noch eine Gleichung mit einer
Unbekannten {ibrig bleibt. Bei zunehmender Zahl der Gleichun-
gen steigt allerdings der Rechenaufwand schnell an. Deshalb
wurden im Rahmen der Matrizenrechnung bzw. Linearen Alge-
brawirksame Algorithmen entwickelt, die in den Abschnitten
6.1 und 6.2 ausfilihrlich behandelt werden.
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2.3 Quadratische Gleichungen

Die quadratische Gleichung besitzt die allgemeine Form

ax2 + bx + ¢ = 0.

Dabei sind a,b und c reelle Zahlen, wobei a # O vorausge-
setzt wird, da es sich sonst um keine echte quadratische
Gleichung handelt. Liegt die quadratische Gleichung noch
nicht in obiger Form vor, so kann sie durch Umformungen
nach den Regeln des letzten Abschnitts stets auf diese
Form gebracht werden.

Die allgemeine L&sungsformel lautet:

_-b t Vg2—4ac.

X1,2 2a

Bei der Anwendung dieser L&sungsformel sind drei F&dlle zu
unterscheiden:

1. Fall:

b2 - 4ac > O

In diesem Fall besitzt die quadratische Gleichung zwei ver-

schiedene LOsungen, ndmlich

_ -b + V£2-4ac _ -b - v€2-4ac

S T Y und  x, = 2a

2. Fall:
b2 - 4ac =0

In diesem Fall besitzt die quadratische Gleichung nur eine
Losung, nédmlich

x=-b—
2a °
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3. Fall:

b2 - 4ac < O

In diesem Fall besitzt die quadratische Gleichung im Be-

reich der reellen Zahlen keine L&sung.

Beispiele:

1) 6% - 17x + 10 = 0
W 217.% 17240610
1,2 12
2
17° - 4.6.10 = 49, also
17 + VAT _ 17 - VAT _ 5
¥p= Tz T2 wdxy =/ — =%
2) 9% + 15x + 32 = 7 - 15x
Umformen ergibt:
2
9% + 30x + 25 = 0O
o --30% 30%4.9.25
1,2 18
302 - 4-9-25 = 0, demnach existiert nur eine LOsung
x=-39__53
T8 3
2 _
3) 6x% - 17x + 15 = 0
. _17.% 17 - 4.6.15
1,2 12
172 - 4.6.15 = 289 - 360 = - 71, also existiert

keine reelle Ldsung.
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2.4 Das Rechnen mit dem Summenzeichen

Aqr8gyeee sy seien reelle Zahlen, man schreibt
etwas kilirzer: a; aus R, i=1,...,n. Dann wird defi-
niert:

n

. = + + ... 4+

.E ay a4 a e

i=1
(man liest: "Summe iber a; von i = 1 bis n"). Manch-

mal liegt auch der allgemeinere Fall (O < k < 1 < n)

vor.

Der Index i heiBt Summationsindex, seine Benennung hat keine

1 1
Bedeutung: statt I a; kann man ebenso £ a. schreiben.
i=k j=k

k nennt man untere, 1 obere Summationsgrenze.

Die Einflihrung des griechischen Buchstabens ¥ fiir eine
Surme von Zahlen bzw. Zahlensymbolen bedeutet also ledig-
lich eine abkiirzende Schreibweise. Im Fall

hardelt es siéh um eine Summe von n Summanden, die mit

L YRR . bezeichnet sind. Man gelangt von der symboli-
scken Schreibweise zur ausfiihrlichen Schreibweise, indem
mar. den Summationsindex alle natilirlichen Zahlen von der
unteren bis zur oberen Summationsgrenze durchlaufen 1l&8t
unc die Summanden nacheinander hinschreibt.

Be.spiele:

4
1) Yy a, =a, +a, + a, +
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2) Setzt man flir die Summanden
a, = i,

1

ergibt sich

4
Ii=1+2+3+4="1

i=1
3) Fir a; = i2 erhdlt man
4 2
Ii®“=1+4+4+ 9 + 16 = 30
i=1
4) Fir a; = a resultiert
n n
z ai = Za=a+a+ ... +a=na
i=1 i=1 Vv
n-mal
5
5) L a, =a, +a, +a
j=3 © 3 4 5
5
6) Ti=3+4+5=12
i=3
Seien die reellen Zahl ajar i=1,¢e.,n, j =1,...,r

gegeben. Die Summe

n r r r n n

z Yy a,. = ¥a.t...+¥ra .= % a,.,+t...+Z a,

i=1 =1 3 5= M3 j=1 M1 o T i= iF
n Summanden r Summanden

bezeichnet man als Doppelsumme.

Beispiel:

Fir eine gezielte Planung und Durchfiihrung von MaSnahmen

zur Unfallverhlitung und Sicherheitserziehung werden von den

Trdgern der gesetzlichen Schiilerunfallversicherung im Rah-

men der Unfallanzeigen jdhrlich auf Stichprobenbasis Daten

zum Unfallgeschehen in Schulen und Kindergdrten erhoben.
Aus den "Kopfverletzungen" bei Kindergarten-Unfdllen des
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Jahres 1978 wurden die Merkmale

"Alter"

und "Geschlecht"
ausgewdhlt und eine zweidimensionale H&ufigkeitstabelle

entworfen.
Alter
drei/vier flnf sechs
Geschlecht\\\
3 H&ufigkeit der
" . "Kopfverlet-
ménnlich a9 292 243 jilé1j zungen" bei
Jungen
3
weibnlich a a a za,. Hdufigkeit der
21 22 23 j=1 23 "Kopfverlet-
zungen" bei
2 2 2 2 3 Mddchen
T a, z a, Iz a, pX T a,.
i=1 11 4= 12 5o 1350y g2 D
Hdufigkeiten der "Kopf- Gesamthdufigkeit

verletzungen" pro Alters-
stufe

Fir das Rechnen mit Summen gelten die folgenden Regeln:

fir alle ¢ aus R

Flir Doppelsummen gelten analoge Regeln:
Insbesondere ist

n r
=
i=1 j=1

2

n

a,. = L T a,.s

o= = B

d.h. es ist gleichgliltig, ob zuerst iber den Summations-
index i oder liber den Summationsindex j summiert wird.
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2.5 Der Binomische Lehrsatz

Eine in der Mathematik, insbesondere auch fiir deren Anwen-
dungen in den Sozialwissenschaften, wichtige Formel liefert
der Binomische Lehrsatz, dessen Spezialfédlle wie z.B.

2 4 2ab + b2

(a+b)2 = a
bereits aus der Schule wohlbekannt sind.

Zu seiner allgemeinen Formulierung bendtigt man sog. Bino-

mialkoeffizienten.

(a) Fir eine natiirliche Zahl m erkldrt man
m! : = 1.2.3 *++ m und setzt O! : =1
(m! liest man m Fakultdt).

(b) Fir zwei natlirliche Zahlen k und n (mit k < n)

erklédrt man den Binomialkoeffizienten

n, _ n!
%) =TT

((2) liest man "n iliber k")

Beispiele:

_ 5 5! _ 1.2.3.4.5
= 3 =3T3 92 - 1o
21 = 2

_ 6, _ 6! _ 1.2.3.4.5.6 _
3t=6 Q) =31T =T za23.a - 10
41 = 24 . .
51 = 120 () = () = 1.
61 = 720

Die Fakultdten sind grundlegende Elemente der "Kombinato-
rik" und sind insbesondere in der Wahrscheinlichtkeitstheo-
rie flir die explizite Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
von Bedeutung.
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Der Binomische Lehrsatz lautet:

(a+b)n = ) an_kbk

k

(

n
° k

[ =]

fiir beliebige reelle Zahlen a und b sowie n aus IN.

Beispiele:
0 (a+b)3 _ (3)a3b° . (3)a2b1 + (3)a1b2 . (3)a°b3 _
o 1 2 3
= a3 + 3a2b + 3ab2 + b3.
2) (a-b)? = (a+(-b))? = Gatep°+ Datem !+ hatp? +

Palepm? + (Ha®ep? =

a? - 4a% + 6a%b - 4ab> + bl.

Weiterflihrende Literatur:

Knerr (1973), Kreul u.a. (1970)
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3.1 Grundlagen der mathematischen Logik

Aus dem umfangreichen, in Zielsetzungen und Resultaten stark
expandierenden Gebiet der mathematischen Logik werden hier
lediglich einige Grundbegriffe der Aussagenlogik skizziert.
Unter Aussagen versteht man sprachliche Formulierungen und
Sdtze, flir die es sinnvoll ist zu fragen, ob sie wahr oder

*
falsch sind. ) Man legt das Zweiwertigkeitsprinzip zugrunde,

nach dem eine Aussage stets entweder wahr oder falsch, und
eine dritte Mdglichkeit ausgeschlossen ist.

So sind die Ankiindigung "Morgen werde ich Tennis spielen",
der Wunschsatz "Ich m&chte gern zu einem anderen Planeten
fliegen", der Befehlssatz "Geh nach Hause!" keine Aussage-
sdtze im Sinne der mathematischen Logik.

Beispiele fiir Aussagen:

Alle Menschen sind sterblich.

9 ist eine gerade Zahl.

Herr A ist &lter als Herr B.

Herr A wohnt in Milinchen.

Die Erde hat drei Monde.

Deutschland gewann das Finale der FuBball-Europameister-
schaft 1980.

Herr A ist Vater von Herrn C.

Es gibt keine gerade Primzahl.

Aussagen beschreiben Sachverhalte, die zutreffen
kénnen oder nicht. Trifft der beschriebene Sachver-
halt zu, handelt es sich um eine Tatsache und die
zugehdrige Aussage erh&dlt den Wahrheitswert "Wahr
(w)"; anderenfalls erh&dlt sie den Wahrheitswert
"Falsch (f)".

*) Diese Definition geht auf Aristoteles zurlick.
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Fiir die Ableitung von Gesetzen im Bereich der Aussagenlogik
ist die Verbindung von mehreren Aussagen von Bedeutung.
Solche Verbindungen oder Verkniipfungen zu groBeren Satzge-
flicen werden umgangssprachlich z.B. durch Worte wie "und",
"oéer", "entweder ... oder", "weder ... noch"”, bewirkt. Hier
werden sie mit Hilfe logischer Symbole, den logischen Kon-
stanten oder logischen Operatoren, erklért.

Im folgenden werden Aussagen formal mit lateinischen Klein-
buchstaben p,q,... bezeichnet.

Konjunktion und Disjunktion

Die beiden Aussagen p: "Herr A ist Vater von Herrn C" und
g: "Herr A wohnt in Miinchen" lassen sich zu einer neuen
Aussage verbinden. Die zusammengesetzte Aussage entsteht
durch Verkniipfung der beiden Teilaussagen und lautet: "Herr
A ist Vater von Herrn C und wohnt in Miinchen." Man bezeich-
net die zusammengesetzte Aussage "p und q" als Konjunktion
dexr Aussagen p und g. Allgemein wird definiert:

(3.1) Definition

p und g bezeichnen zwei Aussagen.
Dann wird die Aussage "p und q" (sowohl p als auch q) als

Konjunktion von p und q bezeichnet und das Symbol p A g
verwendet.

Der Wahrheitswert der zusammengesetzten Aussage hdngt von
den Wahrheitswerten der Teilaussagen ab.

Die Konjunktion p A g ist wahr, wenn beide Teilaussa-
gen p und g gleichzeitig wahr sind. Sie ist falsch,
wenn mindestens eine der beiden Teilaussagen falsch
ist.

Der Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage ldB8t sich
anhand einer Wahrheitstafel in anschaulicher Weise ver-
deutlichen. In der Wahrheitstafel werden filir die Teilaus-

sagen alle m6glichen Wahrheitswerte eingetragen und jeweils
fir die zusammengesetzte Aussage der zugehdrige Wahrheits-
wert ermittelt. Fiir die Konjunktion erhdlt man
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o}
Q
o]
>
Q

Hh H € =
rh € H =
H o H H £

Bei einer weiteren Verknlipfung, der Disjunktion, werden die
Teilaussagen p und q durch "oder" verbunden. Die beiden
Aussagen p: "Die LOsungswahrscheinlichkeit von psycholo-
gischen Testaufgaben erhdht sich mit zunehmender F&dhigkeit
der Probanden" und q: "Die L&sungswahrscheinlichkeit von
psychologischen Testaufgaben erhdht sich mit abnehmendem
Schwierigkeitsgrad der Aufgaben" kdnnen zur zusammengesetz-
ten Aussage "Die LOsungswahrscheinlichkeit von psycholo-
gischen Testaufgaben erhSht sich bei zunehmender F&higkeit
der Probanden oder mit abnehmendem Schwierigkeitsgrad der
Aufgaben" verkniipft werden. Die Erhdhung der L&sungswahr-
scheinlichkeit wird durch steigende Féhigkeit der Proban-
den oder durch abnehmende Schwierigkeit der Aufgaben - aber
auch wenn beides zutrifft - bewirkt.

(3.2) Definition

p und q bezeichnen zwei Aussagen.

Dann wird die Aussage "p oder gq" (entweder p oder g oder
beide) als Disjunktion von p und g bezeichnet und das Sym-
bol p v q verwendet.

Man beachte, daB das "oder" der Disjunktion nicht im Sinne
eines ausschlieBenden "oder" gebraucht wird wie in der For-
mulierung: "Entweder heirate ich meine Freundin Barbara

oder ich bleibe Junggeselle", bei der sich die beiden Teil-

aussagen gegenseitig ausschlieBen.

Der Wahrheitswert der Disjunktion p v g hdngt wieder von

den Wahrheitswerten der Teilaussagen ab.

Die Disjunktion p v q ist immer dann wahr, wenn min-

destens eine der beiden Teilaussagen p und g wahr ist.




3. Kapitel: Mengen und Strukturen 45

Man erhdlt die folgende Wahrheitstafel:

p d pvgdg

HhoHh
Hh £ rh £
Hh £ £ %

Necation

——

(3.3) Definition

Sei p eine Aussage.
Dann wird die Aussage "nicht p" als Negation bezeichnet
und das Symbol T1p verwendet.

Da eine Aussage nicht gleichzeitig wahr und falsch sein
kann, ergibt sich die Wahrheitstafel

P p
f
£ w

Sprachlich wird die Negation einer Aussage im allgemeinen
durch das Wort "nicht" ausgedriickt. Steht p beispielsweise
flir "Herr A ist verwandt mit Herrn C", dann bedeutet T|p

"Herr A ist nicht verwandt mit Herrn C".

Implikation und Aquivalenz

Bei der Aussage "Wenn ich Psychologie studiere, dann muB
ich dieses Mathematikbuch durcharbeiten” werden die beiden
Teilaussagen "Ich studiere Psychologie" und "Ich muB dieses
Mathematikbuch durcharbeiten" durch die sprachliche Wendung
"wenn ... dann" verknipft. Hier handelt es sich ebenfalls
um einen logischen Operator, ndmlich die Implikation.

(3.4) Definition

Seien p und q zwei Aussagen.
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Dann wird die Aussage "wenn p dann q" als Implikation be-
zeichnet und das Symbol p = g verwendet.

Bei der Implikation p = q wird die Aussage p als Voraus-
setzung (Prémisse) bezeichnet, die Aussage q heiBt Folge-
rung (Konklusion).
Andere Sprechweisen fir p = g sind:

aus p folgt q,

p ist hinreichend fir q,

g ist eine notwendige Bedingung fir p.

Inhaltlich bedeutet dies:

wenn p richtig ist, dann auch qg.

Die Implikation p = g ist nur dann falsch, wenn aus

einer wahren Prédmisse eine falsche Folgerung gezo-

gen wird. In allen anderen Fdllen ist sie wahr.

Flir die Implikation ergibt sich folgende Wahrheitstafel:

e}
o}

]
Q

th Hh £ =
Hh £ Hh =
£ £ H £

In manchen F&llen gilt die Implikation in beiden Richtun-
gen. Dann sind die beiden Aussagen p und q gleichwertig
oder &dquivalent.

(3.5) Definition

Seien p und q zwei Aussagen.
Dann wird die Aussage "(p = q) A (g = p)" als Aquivalenz
bezeichnet und das Symbol p « g verwendet.
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Andere Sprechweisen fir "p e gq" sind:

p ist &dquivalent mit q,

p ist notwendig und hinreichend fiir g,

p genau dann, wenn g,

p dann und nur dann, wenn d.
Innaltlich bedeutet dies:

wenn p richtig ist, so auch g und umgekehrt.
Der Wahrheitswert der Aquivalenz p « g l&d8t sich aus den

Wahrheitswerten von Implikation und Konjunktion ableiten.
Es ergibt sich die folgende Wahrheitstafel:

p q p=dg qg=0p peq=(p=q

A (g = p)
w W w w W
w f f w f
f w \ f f
f £ \ w ™

Weitere Beispiele fiir Implikation und Aquivalenz sind:

(a) ErhSht sich die Ldrmbeeinflussung am Arbeitsplatz, dann
sinkt die Arbeitsleistung.

(b) Die L&sungswahrscheinlichkeit fiir Testaufgabe a ist
genau dann grdBer als die Losungswahrscheinlichkeit
fiir Testaufgabe b, wenn die Testaufgabe b schwieriger
ist als Testaufgabe a.

Durch logische Operatoren wie z.B. Disjunktion und Konjunk-
tion kdnnen auch mehr als zwei Aussagen miteinander ver-
bunden werden. Der Wahrheitswert solcher komplexen Aus-
sagen kann wieder mit Hilfe einer Wahrheitstabelle er-
mittelt werden. Auf Details zu solchen mehrfach zusammen-

gesetzten Aussagen wird hier nicht eingegangen.

Unter einer Aussageform versteht man in der mathematischen

Logik eine sprachliche Formulierung, die mindestens eine
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Variable enthdlt, derart, daB filir gewisse "Werte" der
Variablen eine Aussage entsteht.

Beispiele:

X ist ein Planet
x > 5
5+ x =11

In der Aussagenlogik unterscheidet man zwischen logisch

wahren und faktisch wahren S&tzen. Ist der Wahrheitswert

einer Aussage in allen logisch m6glichen F&llen "Wahr",
spricht man von einem logisch wahren Satz oder einer Tau-
tologie. Analoges gilt fiir einen logisch falschen Satz oder
eine Kontradiktion. Eine Kontradiktion besitzt in allen

logisch m&glichen F&dllen den Wahrheitswert "Falsch".

Ein Beispiel filir eine Tautologie ist der sog. "Satz vom
ausgeschlossenen Dritten" p v Ip ("p" oder "nicht p").

Fiir diese spezielle Disjunktion ergibt sich die folgende
Wahrheitstafel:

P Ip P v7Ip

Da eine Aussage p und ihre Negation 7]p nicht denselben
Wahrheitswert besitzen kdnnen, ist die Wahrheitstafel ge-
genliber der gewthnlichen Wahrheitstafel fiir die Disjunktion
verkilirzt. Demnach ist die Aussage p v 1p in allen logisch
mdglichen F&dllen, unabhdngig vom Wahrheitswert ihrer ein-
zelnen Bestandteile, immer wahr.

In der Umgangssprache treten Tautologien h&ufig durch Wie-
derholungen von Definitionsmerkmalen auf, wie z.B.

"Alle Schimmel sind weiB"

oder "Junggesellen sind unverheiratet".
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Davon abzugrenzen sind Pleonasmen. Darunter versteht man
iberfllissige Verdoppelungen, wie z.B.

"Er ritt auf einem weiBen Schimmel”.

Handelt es sich bei einer Aussage weder um eine Tautologie
noch um eine Kontradiktion, so besitzt diese Aussage nicht
in allen logisch m&glichen F&dllen den Wahrheitswert "Wahr"
und nicht in allen logisch mdglichen F&dllen den Wahrheits-
wert "Falsch". In einer solchen Situation ist zu liberprii-
fen, ob der Sachverhalt, der durch die Aussage beschrieben
wird, zutrifft oder nicht. Entspricht der Sachverhalt den
Tatsachen, spricht man von einem faktisch wahren Satz, ande-

renfalls von einem faktisch falschen Satz.

In anderen Teilgebieten der mathematischen Logik, etwa der
Praddikatenlogik, werden neben den in Def. (3.1) bis (3.5)

eingefiihrten logischen Konstanten noch weitere eingefiihrt,
beispielsweise die Operatoren "es gibt (es existiert)" und
"flir alle". Diese sog. Quantoren grenzen den Geltungsbe-
reich von Aussagen ab und finden insbesondere bei mathe-
matischen Aussagen Verwendung. So gilt beispielsweise die
Beziehung

2

(a+b)2 = a® + 2ab + b2

fiir alle Zahlen a und b, die Beziehung
2

x* =-3x+2=0

gilt lediglich flir bestimmte x, ndmlich flir x = 1 und

x = 2, und schlieBlich sind die beiden Gleichungen
2x + y =1 A 4dx + 2y = 3
flir keine Zahlen x und y erfillt.

Die Interpretation von "es gibt" lautet: "Es gibt minde-
stens ein Element aus der betrachteten Menge (mit der in
Frage stehenden Eigenschaft)", die Interpretation des Quan-
tors "flr alle" lautet: "Fiir alle Elemente der betrachte-
ten Menge (gilt die in Frage stehende Eigenschaft)".

Univ.-RikLothek
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Besonders wichtige Aussagen in der Mathematik sind die
Definitionen, die Axiome und die S&tze (Theoreme, Gesetze).

Definitionen sind Aussagen, die der Kl&rung und Ab-
grenzung von Begriffen dienen. Oft beinhalten Defi-
nitionen auch nur abkilirzende Schreibweisen.

Axiome sind Forderungen an bestimmte "Dinge" (= Ob-
jekte einer Theorie), die gewisse Grundeigenschaf-
ten und Grundannahmen iiber die Objekte der Theorie
festlegen.

Dabei hat sich die inhaltliche Bedeutung des Begriffs
"Axiom" im Laufe der Zeit etwas gewandelt. Zur Zeit der
griechischen Mathematiker um Euklid bedeutete ein Axiom
eine selbstverstdndliche Grundtatsache, wie beispielsweise
"Gleiches zu Gleichem addiert ergibt Gleiches", "das Ganze
ist groBer als sein Teil" oder "sind zwei GroBen einer
dritten gleich, so sind sie auch einander gleich". Axiome
waren universelle Feststellungen und wurden nicht in Frage
gestellt. Daneben wurden Axiome, vor allem in der Geome-
trie, auch als Postulate verwendet. Diese allgemeinere
Verwendung von Axiomen als Postulate oder Grundannahmen
wurde in letzter Zeit in der Mathematik und in den Natur-
wissenschaften in zunehmendem MaB8e bevorzugt, insbesonde-
re seit der Entwicklung der nichteuklidischen Geometrien.
Somit k&nnen Axiome auch verletzt sein bzw. negiert werden,
ohne daB dies zu einem Widerspruch fithrt. Diese Auffassung
von Axiomen als Grundannahmen oder Pr&missen hat sich heute
weitgehend durchgesetzt.

Sdtze (Theoreme, Gesetze) schlieBlich sind Aussagen,
die durch SchluBfolgerungen nach den Regeln der mathe-

matischen Logik aus Definitionen, Axiomen und/oder be-

reits bewiesenen Sdtzen gewonnen werden.

Axiome und Definitionen bedlirfen keines Beweises, Sdtze
(Theoreme) miissen aus den Axiomen, Definitionen und/oder

schon bewiesenen Sdtzen abgeleitet werden.
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Ein Beweis ist eine Ableitung von Folges&tzen, also
Transformationen von vorgegebenen Aussagen, so daB aus
wahren Prédmissen stets wahre Folgesdtze bzw. Konklu-
sionen folcen.

Die Vorgehensweise im Beweis hdngt von der im Satz bzw.
Theorem formulierten Aussage ab. Enth&lt beispielsweise der
Satz eine All-Aussage, d.h. flir alle Elemente einer vorher
definierten Menge soll die Aussage richtig sein (sie steht
in Verbindung mit dem Quantor "fiir alle"), so ist keines-
wegs ausreichend, die Richtigkeit der Aussage anhand eines
speziellen Zahlenbeispiels nachzuweisen, d.h. die Gultig-
keit einer All-Aussage kann niemals durch ein spezielles
Beispiel bewiesen werden! Andererseits kann aber eine for-
mulierte All-Aussage durch die Angabe eines einzigen Gegen-
beispiels widerlegt werden, d.h. findet man ein Element

der vorher festgelegten Menge, filir das die Aussage nicht
wahr ist, so ist die All-Aussage falsch. Anders verhdlt es

sich bei "Es gibt-Aussagen" (sie sind mit dem Quantor "es

gibt (es existiert)" verbunden). Hier geniligt es,.ein Ele-

ment zu finden, fir das die Aussage wahr ist.

Drei verschiedene Arten, in der Mathematik Beweise zu fiih-
rer, sind:

Der direkte Beweis:

Die zu beweisende Aussage sei q. Aus bereits als richtig
erkannten oder als richtig angenommenen Aussagen (Axiome,
Definitionen und bereits bewiesene Sdtze) wird beim direk-

ter Beweis g erschlossen.

Der indirekte Beweis:

Die zu beweisende Aussage sei q. Eine Mdglichkeit besteht
darin, von der Negation von g auszugehen und von 7] und
bereits als richtig erkannten Aussagen Pq/Pyse-- auf einen
Wicerspruch zu schlieBen, der darin besteht, daB eine rich-
tice Aussage r negiert wird. Daneben stehen noch andere

Varianten des indirekten Beweises zur Verfiigung.
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Der Beweis durch vollstédndige Induktion

Diese Beweistechnik ist nur flir Aussagen g anwendbar, die
fiir alle natiirlichen Zahlen 1,2,...,n,... gelten sollen.

Dies ist insbesondere bei vielen mathematischen Formeln

und GesetzmdBigkeiten der Fall. Beispielsweise ergibt die
Summe der ersten n natlirlichen Zahlen stets den Wert %n(n+1),
etwa

1+2+ ... +9+ 10 =510 - 11 = 55.

1
2
Der allgemeine Beweis filir derartige GesetzmdBigkeiten glie-
dert sich in drei Schritte:

1. Induktionsanfang: Man zeigt, da8 g flir n = 1 richtig ist
2. Induktionsvoraussetzung: Man setzt voraus, daB q flir
eine beliebige natiirliche Zahl
n richtig ist.
3. InduktionsschluB: Man beweist unter der Voraussetzung 2.,
daB g fir die Zahl n + 1 richtig ist;
dieser Schritt wird auch SchluB von n
auf n + 1 genannt.

Hat man diese drei Schritte durchgefithrt, so gilt die Aus-
sage q fiir alle natlirlichen Zahlen.

3.2 Mengen

In Wissenschaft und Praxis werden h&ufig Gesamtheiten von
Objekten ader Individuen betrachtet, die gemeinsame Merk-
male aufweisen, z.B.

die Wdhler einer Partei,

die Versuchspersonen, die sich filir ein psychologi-
sches Experiment zur Verfiligung stellen,

die neurotischen Patienten einer Klinik,

die am 15.11.1980 eingeschriebenen Studenten der
Sozialwissenschaften,

die Testitems eines psychologischen Tests.

Es erscheint zweckmdBig, flir derartige Gesamtheiten einen
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allgemeingililtigen Begriff der Menge festzulegen. Nach dem
Mathematiker CANTOR wird definiert:

"Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter,
wchlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder

unseres Denkens zu einem Ganzen. Diese Objekte heiBen

die Elemente der Menge."

Bei dieser Beschreibung handelt es sich genaugenommen um
keine Definition, sondern lediglich um eine Charakterisie-
rung. Dariliber hinaus fiihrt dieser Definitionsversuch zu
Widerspriichen (» RUSSELsche Antinomie). Flir praktische An-
wendungen ist die oben angefiihrte Festlegung und die auf
ihr basierende "naiveMengenlehre" Cantors jedoch ausrei-

chend. Sie bildet die Grundlage des folgenden Abschnitts.

Zur Erlduterung des Mengenbegriffs: Von jedem Objekt muB

feststehen, ob es zur untersuchten Menge gehdrt oder nicht
("wohlbestimmt") und jedes Element der Menge kommt nur ein-
mal in der Menge vor ("wohlunterscheidbar"). Mengen werden
gewShnlich mit groBen lateinischen Buchstaben A,B,C,... be-
zeichnet, ihre Elemente mit kleinen Buchstaben. Ob ein be-
stimmtes Objekt X zu einer bestimmten Menge M gehdrt, also
Element von M ist oder nicht, wird durch die folgenden

formalen Bezeichnungen abgekiirzt:

(3.6) Definition

(a) x € M soll heiBen: x ist ein Element der Menge M.
(b) x € M soll heiBen: x ist nicht Element der Menge M.

Flir die allgemeine Darstellung von Mengen gibt es folgende
Moglichkeiten.

Beschreibung einer Menge durch Aufzdhlung der Elemente

Alle Elemente, die zu der Menge gehdren, werden angegeben.
Dabei spielt die Reihenfolge keine-Rolle. Zur Mengendar-
stz2llung werden geschweifte Klammern beniitzt.

M = {a,b,c,...} bedeutet: M ist die Menge, die aus den Ele-
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menten a,b,c, usw. besteht. Sind MiBverstdndnisse ausge-
schlossen, begniigt man sich oft mit der Aufz&hlung der
ersten Elemente der Menge, z.B. die Menge der natlirlichen
Zahlen

N ={1,2,3,...}.

Beschreibung einer Menge durch Angabe einer fiir die Elemen-

te charakteristischen Eigenschaft

M = {x|x hat die Eigenschaft E} bedeutet: M ist die Menge
aller Elemente x mit der Eigenschaft E.

Bei dieser Schreibweise wird vor dem Schrédgstrich ein Sym-
bol zur formalen Kennzeichnung der Elemente angegeben und

nach dem Schrédgstrich die die Elemente charakterisierende

Eigenschaft.

Beispiele:

M
M

{x|x ist Student der Psychologie}.
{x|x ist Vokal des lateinischen Alphabets} = {a,e,i,o,u}.

Eine weitere MOglichkeit ist:

M = {x € N|x hat die Eigenschaft E} bedeutet: M ist die
Menge aller Elemente aus der Menge N, welche die Eigenschaft
E aufweisen.

Beispiel:

M
M

{x e N|x < 5} = {1,2,3,4}.
{x € IN|x ist eine gerade Zahl} = {2,4,6,8,10,...}.

Weitere Beispiele fiir Mengen

1. Die 25 Testaufgaben eines psychologischen Tests bilden
eine Menge {a1,a2,...,a25}.

2. Sei N die Menge der Versuchspersonen (Vpn), die an einem
Experiment teilnehmen. Dann charakterisiert
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M = {x € N | x ist eine Frau}

alle weiblichen Vpn, die an dem geplanten Experiment
teilnehmen.

M={xeWN | 8<x< 12} ={8,9,10,11}.

Die natiirlichen Zahlen
N={1,2,3,...},

die ganzen Zahlen
zZ=1{...-2,-1,0,1,2,...},

die rationalen Zahlen (Briiche)

| x, Y€ 8 Ay # O},

%

die reellen Zahlen R (Menge aller Punkte auf der Zahlen-
geraden) .

M={xed| x>=09}=(-3,3}.

Bei diesem Beispiel handelt es sich um eine Menge, de-
ren Elemente durch eine Gleichung festgelegt werden. Die
Elemente von M sind dadurch charakterisiert, daB sie
ganze Zahlen sind und auBerdem eine quadratische Glei-
chung erfiillen. Um die Elemente von M explizit angeben
zu kdnnen, muB man die quadratische Gleichung 16sen. Man
erhdlt {-3,3}.

Wenn eine Menge endlich viele Elemente enthdlt, wird

sie als endliche Menge bezeichnet, anderenfalls als

unendliche Menge.

(3.7) Definition

Eine Menge A heiBt Teilmenge (Untermenge) der Menge B, for-

mal A < B (lies: A ist Teilmenge von B oder: A ist in B ent-
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halten), wenn jedes Element der Menge A auch in der Menge
B enthalten ist.

Mitunter ist es hilfreich, Mengen als Kreis- oder Fl&chen-
areale graphisch zu veranschaulichen, so daB man sich die
Elemente dieser Mengen als Punkte in diesen Arealen vorstel-

len kann. Man spricht von sog. "Venn-Diagrammen".

B Nebenstehendes Venn-Diagraam
reprédsentiert ACB

Anmerkung:

A ist eine echte Teilmenge von B, in Zeichen A < B, wenn es
mindestens ein x aus B gibt, das nicht in A liegt.

Beispiele:
1.a={1,3}, B= {1,2,3,4}.

Dann ist A eine echte Teilmenge von B, da die Elemente
2 und 4 der Menge B nicht in A enthalten sind.

2. Ein Intelligenztest besteht in der Regel aus mehreren
Untertests, die auf verschiedene Dimensionen der Intelli-
genz zugeschnitten sind. Der Intelligenztest HAWIE (Ham-
burg-Wechsler-Intelligenztest flir Erwachsene) besteht bei-
spielsweise aus 11 Subtests. FaBft man die Aufgaben der
Subtests und die des Gesamttests zu Mengen zusammen, dann
reprdsentieren die Aufgabenmengen der Subtests echte Un-
termengen der Aufgabenmenge des Gesamttests.
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Man beachte die unterschiedliche Bedeutung der logischen
Symbole "c<" und "e€". Flir die Menge

M = {a,b,c}

gilt beispielsweise

a € M und {a} < M.

(3.8) Definition

Zwei Mengen A und B heiBen gleich, wenn sie dieselben Ele-

mente besitzen, formal ausgedriickt:
A =B : & (AcB) A (BcA).

Um zu zeigen, daB zwei endliche Mengen A und B gleich sind,

kann man durch Vergleich der Elemente von A und B feststel-

len, ob jedes Element von A auch in B enthalten ist und um-

gekehrt auch jedes Element von B in A liegt. Handelt es sich
um unendliche Mengen, hat man die allgemeine Gliltigkeit der

Implikationen

X €A = X€ Bund x € B= x € A

nachzuweisen.

(3.9) Definition

Die Menge, die gar kein Element enthdlt, heiBt die leere
Menge und wird mit ¢ bezeichnet. Sie ist definitionsgemds
Teilmenge jeder Menge.

Aus zwei Mengen A und B lassen sich durch gewisse "Mengen-
operationen" weitere Mengen gewinnen. Die Mengenoperationen
reprdsentieren das Analogon zur Verkniipfung von Aussagen in
den Definitionen (3.1) bis (3.5) im Bereich der Aussagenlo-
gik.
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(3.10) Definition

A und B seinen zwei Mengen

(a) AnB: {x | x € A A x € B} heiBt der Durchschnitt
von A und B.
(b) AU B

{x | x € A v x € B} heiBt die Vereinigung

von A und B.

Graphische Veranschaulichung:

Die schraffierten Fldchen reprédsentieren A N B (links) und
A U B (rechts). i

Ist x ein Element aus der Vereinigungsmenge A y B, so
bedeutet dies, daB x in mindestens einer der beiden
Mengen A oder B liegt, d.h. entweder liegt x in A oder
in B oder in beiden Mengen. Ist x ein Element der
Durchschnittsmenge A n B, so bedeutet dies, daB x so-
wohl in A als auch in B enthalten sein muB.

Beispiele:

1. A= {1,3,5}, B={1,2,3,4}, dann ist A y B = {1,2,3,4,5}.
Elemente, die sowohl in A als auch in B vorkommen, wer-
den in A U B, wie auch sonst in Mengen, nur einmal aufge-
fiihrt, da sonst die Bedingung der Unterscheidbarkeit
(vgl. Definition einer Menge) verletzt wire.

2. Seien A und B wie in Beispiel 1. Dann ist A n B = {1,3}.

3. Ein Versuchsleiter will die Abhdngigkeit der L&sung von
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Aufgaben vom Schwierigkeitsgrad der Aufgaben und der
Stédrke des Ldrms, der in der Umgebung des Arbeitenden
herrscht, untersuchen. Dazu stellt er folgende Versuchs-
bedingungen auf:

Einfache Aufgaben (A1), schwierige Aufgaben (Az) und kein
Larm (L1), mittelstarker L&arm (L2), starker Larm (L3).

FaBt man die Vpn zusammen, die schwierige Aufgaben zu l&sen
haben oder unter starkem LarmeinfluB arbeiten, bildet man
A, U Lg, graphisch:

A
000

Fagt man die Vpn zusammen, die sowohl schwierige Aufgaben

zu 1l8sen haben als auch unter starkem L&rmeinfluB arbeiten,

bildet man A, N Ly, graphisch:

L.I L2 L3
Ay
7
K )
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(3.11) Definition

Seien A und B zwei Mengen

AS~NB:={x| x €A A x ¢ B} heiBt Differenzmenge

Zur Differenzmenge AN B gehdren alle Elemente von A,

die nicht in B enthalten sind.

Graphische Veranschaulichung:

Selbstverstdndlich 1dB8t sich auch die Differenzmenge B < A
bilden. Man beachte, daB8 im allgemeinen

ANB ¥ BNA

gilt.

(3.12) Definition

Sei eine Grundmenge Q gegeben und A ¢ Q. Dann heiBt
A= {x | x € Qund x ¢ A}

das Komplement (die Komplementdrmenge) von A bezliglich Q.
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Beisgiel:
Q= 1{1,2,3,4,5,6}, A = {2,4,6} = A = (1,3,5}.

Fliir die eben definierten Verkniipfungen von Mengen gelten
eine Reihe von Rechenregeln, die in den folgenden S&tzen
(3.13) bis (3.16) erdrtert werden.

(3.13) Satz

Seien A und B zwei Mengen. Dann gilt:

() AcAUBund BcAUB

(2) AnNBcAund AnBcB

(3) Aus A c B folgt AuB=Bund AnB=A4A
(3.14) Satz

Seien A,B und C Mengen. Dann gilt:

(1) AUB=BUyAund AnB=BnNA (Kommutativitdt)
(2) AU (BUC) = (AUB) U Cund A n (BNC) = (AnB) n C
(Assoziativitédt)

(3) A n (BUC) = (AnB) U (AnC) und A u (BNC) = (AUB) n (AUC)

(Distributivitdt)

Als Beispiel soll das erste Distributivgesetz von Satz (3.14)

(3) graphisch verdeutlicht werden. Das Gesetz

A n (BuC) = (AnB) u (AnC)

beinhaltet die Aussage, daB8 die zusammengesetzten Mengen-
operationen

A N (BUC) und (ANB) U (ANC)

zu derselben Menge fiihren. Beginnen wir mit A n (BUC). Die
schraffierte Fldche des linken Venn-Diagramms ist B U C
und daraus resultiert als A n (BUC) die schraffierte Fldche

im rechten Venn-Diagramm.
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Nun wird die Mengenoperation (ANB) U (AnC) durchgefiihrt.

Im folgenden Venn-Diagramm sind die beiden schraffierten
Fldchen die Mengen A N B bzw. A N C und die Vereinigung
der beiden Mengen ergibt dieselbe Menge wie die schraffier-
te Fldche im obigen rechten Venn-Diagramm.

B
C
A
(3.15) Satz
Sei A eine Menge. Dann gilt
(1) AnA=Aund Ay A =2 (Tdempotenz)
(2) An@=@undAuy @g=~A

Es f&dllt eine gewissen Ahnlichkeit der Operationen y und
n mit der Addition und Multiplikation der reellen Zahlen
auf, insbesondere beim Studium von Satz (3.14). Man beachte
jedoch, da8 fiir jede Zahl a gilt: a + a = 2a und a - a = a°
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wihrend flir jede Menge A sich A U A =A und A n A=A er-
gibt (vgl. Satz (3.15)).

(3.16) Satz
A und B seien Teilmengen einer Grundmenge (. Dann gilt:

(1) Aus A ¢ B folgt B ¢ A.

c
(2) (&) =a

(3) Apna=2¢g

(4) AU A=g

(5) AnB=2AUyB
(6) AUB=AnB

Die Gesetze (5) und (6) in Satz (3.16) werden "DeMorgan'sche
Regeln" oder das "Dualit&dtsprinzip" genannt. Verbal ausge-
drickt lauten sie:

Das Komplement des Durchschnitts zweier Mengen ist gleich
der Vereinigung der einzelnen Komplemente.
Das Komplement der Vereinigung zweier Mengen ist gleich

dem Durchschnitt der einzelnen Komplemente.

Die Mengenoperationen der Durchschnitts- und Vereinigungs-
bildung lassen sich ohne Schwierigkeiten auf mehr als zwei
Mengen verallgemeinern. Ist der Durchschnitt der Mengen

A1,A2,...,
man dafir

An, also A, N A

1 n ... n A, zu bilden, schreibt man

2

n
nNa, ={x 1| x € Ay A..A X E An}
und liest: "Durchschnitt der Mengen Ai fir i von 1 bis n".

Fir die gemeinsame Vereinigung AV A, U...U A, schreibt
man

n
UA, = {x | x € Aj V...V X € An}

und liest: "Vereinigung der Mengen A; fir i von 1 bis n".
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Die Potenzmenge

Betrachten wir nun die Menge A = {a1,a2,a3}. Welche Teil-
mengen besitzt A? Wieviele Teilmengen gibt es insgesamt?

Ordnet man die Teilmengen von A nach der Anzahl ihrer Ele-
mente, so ergibt sich:

Teilmengen mit drei Elementen: {a1,a2,a3} = A

Teilmengen mit zwei Elementen: {a1,a2}, {a1,a3}, {az,aq}
Teilmengen mit einem Element: {a1}, {az}, {a3}
Teilmengen mit keinem Element: @

Die Menge A besitzt also insgesamt 8 Teilmengen. Allgemein
gilt flir endliche Mengen:

(3.17) Satz

Sei A = {a1,a2,...,an}. Dann besitzt A genau 2" verschiede-

ne Teilmengen.

Die Teilmengen einer Menge A k&nnen wieder zu einer Menge
zusammengefaBt werden. Man beachte, daB die Elemente dieser
Menge selbst wieder Mengen sind. Es handelt sich um eine Men-
ge von Mengen und man spricht von der Potenzmenge von A.

(3.18) Definition

Ist A eine Menge, so nennt man die Menge aller Teilmengen

von A die Potenzmenge von A und bezeichnet sie mit P(A).

Beispiel:

Ist A = {a1,a2,a3}, dann erhdlt man filir die Potenzmenge
von A:

P(A) = {¢I{a1}I{az}l{a3}l{a1la2}l{a1Ia3}’{a21a3}l{a1la21a3}}‘

Zum SchluB dieses Abschnitts wird noch kurz die Verbindung
zwischen Mengenlehre und Aussagenlogik erdrtert. Kdnnen ge-
gebenen S&dtzen der Aussagenlogik Mengen zugeordnet werden,
dann lassen sich aussagenlogische Ausdriicke aus Abschnitt
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3.1 leicht iiberfiihren in Ausdriicke der Mengenlehre und um-
gelkehrt.

Dabbei entspricht z.B.

dem Ausdruck in der Ausdruck in,
der Mengenlehre der Aussagenlogik

(1) A UB pPvVva

(2) ANB PAg

(3) A Tp

(4) ANB P A lg

(5) Ac Pp=4

(6) A = pPpedq

3.3 Relationen, Abbildungen und Funktionen

Im letzten Abschnitt wurden einige M&glichkeiten der Ver-
bindung verschiedener Mengen behandelt, insbesondere wie
durch Mengenoperationen wieder neue Mengen entstehen. In
diesem Abschnitt werden nun Beziehungen zwischen den Ele-
menten einer Menge oder zwischen den Elementen verschie-
dener Mengen behandelt. Grundlegend dafiir ist der Begriff
der Relation. In sozialwissenschaftlichen Gesamtheiten von
Individuen oder Objekten sind Relationen in vielfdltiger
Weise beobachtbar. Beispielsweise stehen Personen beziig-
lich einer bestimmten Eigenschaft in Beziehung zueinander:
zwel Personen haben dieselbe oder nicht dieselbe Augenfar-
be, Herr Miiller ist grdBer als Herr Huber, Fritza geht in
dieselbe Klasse wie Paul, Hans 16st mehr Testaufgaben wie
Fritz, Paul hat im heutigen Diktat doppelt so viele Fehler
wie im letzten Diktat, Hans ist mit Michael befreundet,
etc.

Zur mathematischen Beschreibung der Beziehung zwischen den
Elementen von sozialwissenschaftlichen Gesamtheiten werden
im folgenden die grundlegenden Begriffe "Cartesisches Pro-
dukt (Produktmenge)"” und "Relation" formal prézisiert.

(3.19) Definition

Seien A und B nichtleere Mengen. Dann heift die Menge der
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geordneten Paare (a,b), wobei a € A und b € B ist, das

cartesische Produkt von A und B; es wird A x B geschrieben.

a heiBt die erste Komponente, b die zweite Komponente des
geordneten Paares (a,b).

Man beachte, daB8 die erste Komponente des Paares (a,b) stets
ein Element der Menge A und die zweite Komponente immer ein
Element der Menge B sein muB. Allerdings brauchen die Men-

gen A und B keineswegs immer verschieden sein. Man verglei-
che dazu Beispiel 2.

Beispiele:

(1) A = {a1,a2,a3}, B = {b1,b2}. Dann ist
A x B = {(a;,b1),(a;.b,y), (ay,b1), (a,,b,), (ag.b), (ag,b,) ).

2

(2) R® = R x R, die "reelle Ebene" (xy-Ebene), ist die Men-
ge der geordneten Paare (x,y) von reellen Zahlen x und
Y.

Jeder Punkt P der Ebene 188t sich auf diese Weise durch

die Angabe eines Paares (x,y) von reellen Zahlen charak-
terisieren.

Die erste Komponente x entspricht dabei dem senkrech-
ten Abstand des Punktes P zur y-Achse, die zweite Kom-

ponente y entspricht dem senkrechten Abstand des Punk-
tes P zur x-Achse.

Man beachte, daB8 die beiden Komponenten nicht vertauscht
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werden diirfen. So werden z.B. durch (1,2) und (2,1) zwei

verschiedene Punkte der Ebene festgelegt.

4

op— — — —

|
|
|
|
1

(3 M sei eine Menge von Mdnnern und F eine Menge von Frau-
en; dann ist M x F die Menge aller mbglichen Paare (m,f),
wobei m € M einen Mann und f € F eine Frau reprédsentie-

ren.

Statt "Cartesisches Produkt" wird gelegentlich auch der Be-

griff "Produktmenge

Anzahl von Mengen ausgedehnt werden.

verwendet. Es kann auf eine beliebige

(3.20) Definition

Seien A1,A2,...,An nichtleere Mengen. Das cartesische Pro-
dukt Ag x A2 X o..0X% An ist die Menge aller geordneten n-Tu-
pel (a1,a2,...,an) nit a € A1, a, € A2,...,an € An'

(3.21) Definition

(1) Eine Teilmenge R des cartesischen Produkts A x B heiBt
bindre Relation zwischen den Mengen A und B (bzw. auf
A x B).

(2) Ist die Relation R Teilmenge des cartesischen Produkts
der n Mengen A1 X eee X An' nennt man sie n-stellige
Relation auf den Mengen A1,A2,...,An.
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Die Elemente von Relationen sind also geordnete Paare
(a,b) bzw. n-Tupel (a1,...,an). Bei den Mengen, die
der cartesischen Produktbildung zugrundeliegen, mufB

es sich nicht um verschiedene Mengen handeln. So nennt
man eine Teilmenge von A x A eine bindre Relation auf
A. Ist REAXB eine bindre Relation zwischen A und B

und gilt (a,b)€R, so schreibt man hierfiir auch aRb.

Die Paare (a,b)€R sind bei praktischen Anwendungen
im allgemeinen durch eine bestimmte Eigenschaft aus-

gezeichnet, die die Relation charakterisiert.

Beispiele:

(1) Sei A die Menge der Schiiler einer Klasse. Alle Schiiler

werden gefragt, neben welchem Schiiler sie am liebsten

sitzen mSchten. Die Menge der Paare (a1,a2), bei denen
der Schiiler a, angibt, er m&chte neben Schiiler a, sit-
zen, ist eine bindre Relation auf A.

(2) Sei A eine Menge von erwachsenen Personen. Die Relation

R sei definiert durch "ist verwandt mit". R ist also
die Menge aller Paare (a1,a2), bei denen jeweils Per-
son a, in einem Verwandtschaftsverh&dltnis zu Person a,
steht.

(3) Sei A eine Menge von Personen und B die Menge der Test-

items eines psychologischen Tests. Die Relation R sei
definiert durch "Person a 16st Testaufgabe b". R ist

also die Menge aller Paare (a,b) € A x B, wobei Person

a die Testaufgabe b richtig beantwortet hat.

(4) Wichtige Relationen im Bereich der reellen Zahlen sind

die "GrdBer-" und "Kleiner-Relationen", z.B.

R={(x,y) €E R xR : x >y}

Im folgenden werden einige Eigenschaften von bindren Rela-

tionen auf A vorgestellt.
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(3.22) Definition

Eine bindre Relation ist

reflexiv
irreflexiv
symmetrisch
asymmetrisch
antisymmetrisch
transitiv

negativ transitiv

wenn gilt (a,b,c € A)

aRa fir alle a€A
JaRa fir alle a€A
aRb = bRa

aRb = TbRa

aRb A bRa = a=b
aRb A bRc = aRc
TarRb A TbRc = laRc

konnex (vollstdndig, total) aRb Vv bRa
Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation wird
Aquivalenzrelation genannt. Man stellt fest, daB diese

Relation die Elemente der Menge A so in Teilmengen zerlegt,

daf innerhalb jeder Teilmenge alle Elemente zueinander in
der Relation R stehen und kein Element einer Teilmenge in
Relation zu irgendeinem Element einer anderen Teilmenge

steht. Die so entstandenen Teilmengen heiBen Aquivalenz=-
klassen.

Jede transitive Relation ist eine Ordnungsrelation. Von

besonderer Bedeutung, insbesondere in der MeBtheorie (vgl.
ndchster Abschnitt), sind konnexe und transitive Relationen.
Man bezeichnet sie als schwache Ordnungsrelationen bzw.
schwache Ordnungen. Durch derartige Relationen k&nnen die

untersuchten Individuen oder Objekte in eine Rangordnung

gebracht werden. Ein Beispiel im numerischen Bereich ist
die ">"-Relation.

Beispiele:

(1) Sei M eine Menge von Frauen und die Relation R auf M
sei durch "ist Schwester von" definiert. R ist eine
symmetrische Relation. Erweitert man M auf eine belie-
bige Menge von Personen, dann ist R im allgemeinen nicht
symmetrisch, da zwar m1Rm2 (m1 ist Schwester von m2)
gelten mag, aber wenn m, ein Mann ist, gilt nicht

msz1.

(2) Sei die Menge M ein Mengensystem, also eine Menge von
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Mengen, und R sei definiert durch "ist Teilmenge von".
Diese Relation ist transitiv, denn

aus A c B A B c C folgt auch & ¢ C,

aber sie ist im allgemeinen nicht konnex, denn es gibt
Mengen, fir die weder

A c B noch BcA

gilt A

Solche Mengen kénnen mit der eben definierten Relation

nicht verglichen werden; man hat lediglich eine parti-
elle Ordnung vorliegen.

(3) Die ">"-Relation auf R ist reflexiv, da flir jedes a € R
gilt

a > a,

die strenge ">"-Relation hingegen ist irreflexiv.
Die durch "ist dlter als" auf einer Menge von Personen
definierte Relation ist ebenfalls irreflexiv.

(4) M sei die Menge der Schiiler einer Schule und R sei durch
"geht in dieselbe Klasse" definiert. Man priift leicht
nach, daB durch R eine Aguivalenzrelation festgelegt
ist. Durch diese Relation wird die Menge M in disjunk-
te Teilmengen zerlegt, denn alle Schiiler, die zueinan-
der in Relation stehen, gehen in dieselbe Klasse. Die
entstehenden Aquivalenzklassen sind hier die iiblichen
Schulklassen.

Im Falle von endlichen Grundmengen gibt es mehrere Mdglich-
keiten der graphischen bzw. tabellarischen Veranschaulichung

von (bindren) Relationen.
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Bei der graphentheoretischen Darstellung werden die Elemente

der in Frage stehenden Mengen durch Punkte in der Ebene dar-
gestellt. Genau dann, wenn (a,b)€R gilt, wird ein Pfeil von

Punkt a nach Punkt b eingezeichnet.

Beispiel:
Seien A={a;,a,,a;,a,} und R={(a1,a3),(a2,a2),(a3,a2),(a3,a4)}
cPxA eine bindre Relation auf A. Dann ergibt sich folgende

graphentheoretische Veranschaulichung:

®

1 2

o

kS

Eine weitere MOglichkeit der Veranschaulichung liefert die
Matrixdarstellung einer bindren Relation R. Sie wird in
Abschnitt 5.1 behandelt.

Bei einer (bin&ren) Relation zwischen den Mengen A und B
konnen einem Element a€A sehr viele Elemente b€B zugeordnet
werden. So werden beispielsweise durch die "<"-Relation im
Bereich der reellen Zahlen (A=B=R) jeder Zahl x€R unendlich
viele Zahlen zugeordnet (sie steht mit unendlich vielen
Zahlen in der "<"-Relation), denn es gibt ja unendlich viele
Zahlen gréBer als x. Ebenso werden bei der in Beispiel (4)
definierten Aquivalenzrelation jedem Schiiler mehrere Mit-
schiiler zugeordnet (d.h. er steht mit mehreren Mitschiilern

"in Relation"), né&mlich alle, die in seine Klasse gehen.

Von besonderem Interesse sind Relationen zwischen zwei
Mengen A und B, bei denen jedem Element aus A genau ein
Element aus B zugeordnet wird.

(3.23) Definition

Eine Relation f zwischen zwei Mengen A und B (die nicht

verschieden sein miissen), heift Abbildung von A in B,

wenn jedem a€A genau ein b€B zugeordnet wird, d.h. aus
(a,b;)€f und (a,b,)€f folgt stets b,=b,.
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Unm die besondere Bedeutung der Abbildung hervorzuheben,
schreibt man statt (a,b)€R nun (a,b)€f bzw. b=f(a) oder
f:A-B.

Eine Abbildung f ist also eine Zuordnungsvorschrift,
die jedem Element a€A genau ein Element b€B als Bild
zuordnet.

Dabei heiBt A der Definitionsbereich von f, B der Werte-
bereich und die Menge f(A):={f(a)|a€A} der Bildbereich
(oder die Bildmenge) von f.

Man beachte, daB ein und demselben Element aus A nicht
verschiedene Bildelemente aus B zugeordnet werden diirfen.
Dagegen ist zuldssig, daB verschiedenen Elementen aus A
dasselbe Element aus B zugeordnet wird. Ferner ist aus

der Definition ersichtlich, daB eine Abbildung erst durch
die Angabe von Definitionsbereich, Wertebereich und Zuord-
nungsvorschrift festgelegt ist.

Das folgende Bild soll den Vorgang der Abbildung graphisch
veranschaulichen:

Beispiele:

(1) Sei A die Menge der Schiiler einer Schulklasse. Jeder

Schiiler wird aufgefordert, genau einen Mitschiiler zu
benennen, mit dem er in einem geplanten Praktikum zusam-
menarbeiten méchte. Die Relation f ist die Menge aller
Paare (a1,a2), wobei Schiiler ay angibt, er méchte mit
Schiiler a, zusammenarbeiten. f ist eine Abbildung von

A in A. Diirfen die Schiiler mehr als einen Mitschiiler
benennen, ist die dadurch festgelegte Relation keine
Abbildung mehr.
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(2) Sei M die Menge der Patienten einer psychiatrischen
Klinik und D die Menge der mdglichen diagnostischen
Kategorien. Wird jeder Patient genau einer Kategorie
zugeordnet, entsteht eine Abbildung f:M~D.

(3, In einer Reihe von sozialwissenschaftlichen Experimenten
und Erhebungen werden sog. "Distanz-" oder "Bhnlichkeits-
maBe" zwischen den Objekten einer Menge A bendtigt.
Jedem Paar von Objekten wird eine "Distanz" bzw. ein
MaB fir die "Ahnlichkeit" (hinsichtlich eines Kriteriums)
zugeordnet. Dabei handelt es sich jeweils um eine Abbil-

dung von AxA in R mit bestimmten Eigenschaften.

(4) Seien A={a1,a2,a3,a4} und B={b1,b2,b3}

f.l:A—bB fZ:A—vB
a,+b a,+b
a%»bf a2+b1
asy+b S h
a3->b1 a +b3
472 a3+b2
473

f1 ist eine Abbildung, aber f2 ist keine Abbildung.

(3.24) Definition

Sei f eine Abbildung von A in B.

(1) Flir eine beliebige Teilmenge McA heiBt die Menge
f(M):={f(a) |aeM} das Bild von M (unter der Abbil-
dung f von A in B).

(2) FUr eine beliebige Teilmenge NcB heiBt die Menge
f_1(N):={a€A!f(a)€N} das Urbild von N (unter der
Abbildung f von A in B).

In den folgenden Definitionen werden einige spezielle Abbil-

dungen eingefiihrt. Dabei sei f stets eine Abbildung von A in B.

(3.25) Definition

(1) f heiBt surjektiv, wenn alle Elemente b€B Bildpunkte
sind (f(A)=B), d.h. wenn es zu jedem b€B ein a€A gibt
mit b=f(a).

(2) f heiBt injektiv, wenn die Abbildung f verschiedenen
Elementen aus A auch verschiedene Elemente von B zu-
ordnet, d.h. wenn aus ajta, folgt: f(a1)¢f(a2) fiir
alle a1,a2€A.

(3) f heiBt bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.
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Bei der Abbildung f1 von Beispiel (4) sieht man, daB der
Bildbereich den Wertebereich nicht auszuschdpfen braucht
(Element b3 ist kein Bildelement). Bei einer surjektiven Ab-
bildung ist der ganze Wertebereich auch Bildbereich.

Wie schon erwdhnt, ist es mit der Definition einer Abbildung
durchaus vertrdglich, daB zwei oder mehr Elemente des Defi-
nitionsbereichs dasselbe Element des Wertebereichs zugeordnet
erhalten. Bei einer injektiven Abbildung wird dieser Fall
nicht mehr zugelassen.

Beispiele:

(1) Seien A={a1,a2,a3,a4} und B={b1,b2,b3}.

Die Abbildung f:A-B
-+b
a,=+b
a--+b
a4+b

ist surjektiv, aber nicht injektiv.

a

wWwN =
= NN W

(2) Seien A={a1,a2,a3} und B={b1,b2,b3,b4}.
Die Abbildung f:A-B

a,»b
as+b
371

ist injektiv, aber nicht surjektiv.

Von besonderem Interesse sind Abbildungen, bei denen Defini-

tions- und Wertebereich Teilmengen der reellen Zahlen sind.

Seien A und B nichtleere Teilmengen von R. Dann heiBt
eine Abbildung f:A-B (reelle) Funktion einer reellen
Variablen.

Zum SchluB dieses Abschnitts werden noch kurz die "Umkehrabbil-

dung" und "zusammengesetzte Abbildungen' erdrtert.

Bei einer bijektiven Abbildung f:A-B existiert aufgrund
der Surjektivitédt zu jedem b€EB ein a€A mit b=f(a).

Wegen der Injektivitdt ist dieses a€A eindeutig bestimmt
(aus a,*a, = f(a1)¢f(a2)). Auf diese Weise erhdlt man
eine eindeutig bestimmte Abbildung von B in A. Sie heiBt
inverse Abbildung (Umkehrabbildung) und wird mit f"1 be-
zeichnet (nicht zu verwechseln mit den Urbild!).
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Es seien f:A-B und g:B-C zwei Abbildungen. Jedem a€A
wird durch f ein Bildpunkt f(a)€B zugeordnet. Nach
Voraussetzung ist g auf B definiert, f(a) gehdrt zum
Definitionsbereich von g. Folglich kann man jetzt f(a)

sein Bild g(f(a)) unter g zuordnen. Durch die Festsetzung
h(a) := g(f(a)) fir alle a€A

wird also in eindeutiger Weise eine Abbildung h:A-C er-
kldrt. Man nennt h die aus f und g zusammengesetzte Ab-
bildung und bezeichnet sie mit fog.

Die Anwendungsmoglichkeiten der in diesem Kapitel kurz dar-
gestellten Teilgebiete der Mathematik, die gelegentlich als
"Grundlagen der Mathematik" bezeichnet werden, in der Mathe-
matischen Psychologie und den Sozialwissenschaften sind sehr
vielfdltig. Sie reichen von der Wahrscheinlichkeitstheorie
iiber lerntheoretische Modelle bis zur Theorie der Wahlent-
scheidungen und allgemeinen soziometrischen Modellen. Im
folgenden werden zwei Anwendungsmdglichkeiten, die fiir das
Studium der Sozialwissenschaften von grundlegender Bedeutung
sind, behandelt, ndmlich ein kurzer AbriB der Grundbegriffe
und Zielsetzungen der MeBtheorie und eine knappe Einfiihrung
in die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Weiterfilhrende Literatur:

Halmos (1968), Kamke (1965), Menne (1966), Picker (1973),
Suppes (1960)

3.4 Einige Anwendungen der mengentheoretischen
Grundbegriffe in den Sozialwissenschaften

3.4.1 Grundlegende Begriffe und Zielsetzungen der MeBtheorie

Die modernen Sozialwissenschaften verstehen sich als empi-
rische Wissenschaften, deren typisches Kennzeichen darin

liegt, daB ihre Aussagen, Hypothesen und GesetzmdB8igkeiten
einer empirischen Uberpriifung unterzogen werden und prinzi-
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piell durch die Empirie widerlegbar sein miissen. Nur sol-

che Hypothesen bzw. Deduktionen eines empirisch-wissenschaft-
lichen Systems k&énnen zur Erkldrung unserer Umwelt dienen,
die nicht im Widerspruch zur Erfahrung stehen.

Die Sozialwissenschaften versuchen, ebenso wie andere Wis-
senschaften, beobachtbare Phdnomene mit mdglichst allge-
meingliltigen GesetzmdBigkeiten zu erkldren und zu progno-
stizieren. Die Teilaspekte einer sozialwissenschaftlichen
Theorie, die dann als Hypothesen und GesetzmdBigkeiten
einer empirischen Untersuchung unterzogen werden, konkre-
tisieren sich in jedem Fall auf bestimmte Eigenschaften der
zu untersuchenden Objekte oder Individuen, also auf gewisse
Untersuchungsmerkmale. Beispiele solcher Eigenschaften bzw.
Merkmale sind Ldnge, Masse, Volumen oder Geschwindigkeit in
der Physik, Angebot, Nachfrage, Einkommen oder Konsum in
der Okonomie, Pers&nlichkeitsmerkmale wie Intelligenz, Angst
oder Kreativitdt in der Psychologie. Die Betrachtung einer
Einheit, etwa die Feststellung des Gewichts einer Person,
aber auch eine Befragung, ein psychologischer Test oder

die Durchfiihrung eines Experiments, liefert jeweils einen
Wert (eine Ausprédgung oder Realisation) dieser Merkmale
oder Variablen. Die Frage, welche Ausprédgungen bei einer
Variablen unterschieden werden sollen, und was diese Aus-
sagen bezliglich der einzelnen Untersuchungseinheiten be-
sagen, ist in allen Wissenschaften, welche die Richtigkeit
ihrer theoretischen GesetzmdBigkeiten durch empirisches
Datenmaterial {iberpriifen, von zentralem Interesse. Die
Kennzeichnung der systematischen Variation einer Variab-
len und die Prédzisierung des Aussagegehalts der Ausprdgun-
gen des Merkmals sind Gegenstand eines eigenstdndigen Be-

reichs der Datenanalyse: der MeBtheorie und Skalierung.

Wenn man bestimmte Verhaltensweisen eines Individuums beob-
achtet oder eine Eigenschaft eines Objekts untersucht und
das MeBergebnis unmittelbar oder mit Hilfe von MeB8instru-
menten durch Zahlen ausdriickt, hat man eine "Messung" vor-
genommen. Dem Verhalten oder der Eigenschaft wird eine Zahl
zugeordnet, die die "Intensitdt oder Stdrke" der Verhaltens-
weise oder den "Ausprdgungsgrad" der untersuchten Eigen-
schaft charakterisieren soll. Allgemein wird der Prozes,

in dem die verschiedenen Ausprdgungen von Eigenschaften bzw.
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Untersuchungsmerkmalen durch Zahlen reprédsentiert werden,
Messung genannt.

Eimige Eigenschaften aus dem Bereich der Naturwissenschaf-
ten, wie L&dnge, Gewicht, Volumen, etc., werden mit Metho-
den gemessen, die uns seit langer Zeit vertraut sind. Uber-
haupt erscheint die Messung der meisten physikalischen
GrdBen vOllig problemlos. Anders verhdlt es sich in den So-
zialwissenschaften. Obwohl sie nach derselben Prédzision
streben wie die Naturwissenschaften, werden sie mit einer
harten Realitdt konfrontiert: menschliche Verhaltensweisen
und soziale Prozesse sind &duBerst schwer zu quantifizieren.
So erscheint uns beispielsweise die Messung der Persdnlich-
keitsmerkmale "Intelligenz" oder "Angst" im Vergleich zu
technisch-physikalischen Messungen wesentlich willkilirli-
cher und problematischer. Vielfach wurde sogar die Auffas-
sung vertreten, daB psychologische Eigenschaften liberhaupt
nicht in demselben Sinne meBbar seien wie physikalische
Eigenschaften, etwa z.B. Ldnge oder Masse. Dabei blieb die
Rechtfertigung flir die vertretenen Standpunkte meistens
recht vage. Sind psychologische und sozialwissenschaftli-
che Merkmale prinzipiell nicht "meBbar" bzw. quantifizier-
bar, oder sind sie nur nicht mit derselben Genauigkeit meB-
bar, die man bei technisch-physikalischen Merkmalen erhal-
ten kann? Die Kl&rung der durch die verschiedenen Stand-
punkte aufgeworfenen Fragestellungen ist Gegenstand der
Megtheorie.

Prinzipiell gilt, daB sowohl in den Naturwissenschaften als
auch in den Sozialwissenschaften nicht die untersuchten
Objekte bzw. Individuen selbst, sondern lediglich ihre
Eigenschaften meBSbar sind. Die MeBtheorie erforscht die
Voraussetzungen fir die MeBbarkeit der Eigenschaften. Unter
den Voraussetzungen versteht man in diesem Zusammenhang
bestimmte meist qualitative Beziehuncen, die im empirisch
beobachtbaren Bereich vorliegen miissen, damit eine "Mes-
sung" mdglich ist. Entgegen dem vielfachen Gebrauch in

der Alltagssprache korrespondiert der Begriff "Messung"
hier hauptsédchlich mit dem Vorgang der Entwicklung des
"Meterstabes" und nicht mit dem Gebrauch eines bereits
konstruierten und geeichten Meterstabes. Das Ziel der
MeBtheorie ist also, dem MeBSprozeB eine logische Grundlage
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zu geben. Die Aussagen der MeBtheorie gelten fiir alle
Wissenschaftsdisziplinen. Das Konzept der MeBtheorie, wel-
che in jlingerer Zeit ein umfassendes Theoriengeb&ude ge-
worden ist, kann hier nur kurz skizziert werden. Fir eine
detaillierte Darstellung der (algebraisch formulierten)
Theorie vergleiche man etwa das liberaus grilindliche und
entsprechend umfangreiche Buch von KRANTZ, LUCE, SUPPES
und TVERSKY (1971). Eine gleichfalls exzellente Einfihrung
in eine mehr topologisch orientierte MeBtheorie gibt
PFANZAGL (1971). AuBerdem vergleiche man SUPPES und ZINNES
(1963), CAMPBELL (1928), ELLIS (1966), ROZEBOOM (1966),
DOMOTOR (1972), ORTH (1974) und andere.

Ausgangspunkt der Messung ist eine Menge M von Objekten
bzw. Individuen, denen MeBwerte zugeordnet werden sollen.
Neben den Objekten bzw. Individuen untersucht man eine
(endliche) Anzahl empirisch feststellbarer Relationen
R1,...,Rn zwischen den Objekten bzw. Individuen. Fiir die

Definition einer Relation vergleiche man Def. (3.21).
Beispiele flir solche empirisch feststellbare Relationen sind:

Produkt a, wird Produkt a, vorgezogen,
Person a l0st Testaufgabe b,
Paul hat mehr Fehler im Diktat als Hans,

Ton a, wird als lauter empfunden als Ton a,.

Bei vielen Anwendungen, vor allem in den Sozialwissenschaf-
ten, kénnen die Objekte hinsichtlich der untersuchten Eigen-
schaft in eine Rangordnung gebracht werden. Besteht sonst
keine Beziehung zwischen den Objekten bzw. Individuen der
Grundmenge, ist lediglich eine einzige Relation empirisch
feststellbar. Vom mathematischen Standpunkt handelt es

sich dabei in der Regel um eine sog. "schwache Ordnung",
d.h. eine antisymmetrische, reflexive und transitive bi-
ndre Relation (vgl. Def. (3.22)), die durch

"ist mindestens so ... wie"

oder "ist hSchstens so ... wie"

festgelegt ist.
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(3.26) Definition

(a) Sei M eine Menge von Objekten bzw. Individuen und

R1""’Rn seien auf M definierte Relationen. Das

System <M,R1,...,Rn> heiBt empirisches relationales

System oderempirisches Relativ.

(b) Ist N eine Menge von Zahlen oder Vektoren und be-
zeichnen S1""’Sm Relationen auf dieser Menge, so

heiBt das System <N,S1,...,Sm> numerisches rela-

tionales System oder numerisches Relativ.

Voraussetzung flir die Messung ist das Vorhandensein eines
empirischen Relativs, also einer Menge empirisch beobacht-
barer Objekte oder Individuen, die in bezug auf eine be-
stimmte Eigenschaft in beobachtbaren Relationen zueinan-
der stehen. Die eigentliche Messung erfolgt dann durch Zu
ordnung von numerischen Werten zu den Objekten bzw. Indi-
viduen, d.h. das empirische Relativ wird durch das nume-
rische Relativ reprédsentiert. Allerdings ist nicht jede

Zuordnung als Messung anzusehen.

Eine Messung liegt genau dann vor, wenn die Zuordnung
durch eine homomorphe Abbildung v des empirischen Rela-
tivs in das numerische Relativ gegeben ist. Die homo-
morphe Abbildung v, zusammen mit empirischem und nume-
rischem Relativ, heiBt dann Skala. Manchmal wird auch
die homomorphe Abbildung v allein bereits als Skala
bezeichnet. Eine homomorphe Abbildung v ist dadurch
gekennzeichnet, daB8 nicht nur die (empirische) Urbild-
menge M in die (numerische) Bildmenge N abgebildet

wird, sondern daB dariber hinaus auch die bestehenden

Relationen auf der Menge M in analoge Relationen, die

%dann auf der Menge N bestehen, {ibergefiihrt werden.

Giit also beispielsweise filir zwei Elemente a, und a, aus
M c¢ie Relation

a1Ria2,
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so muB flir die zu Ri korrespondierende Relation Si auf der
Menge N

v(a1) Si v(az)

gelten.

Bezeichnet man etwa die empirische schwache Ordnungsrela-
tion "ist h&chstens so ... wie" im Unterschied zur entspre-
chenden Relation "<" im Zahlenbereich mit "5", und stehen
zwei Objekte oder Individuen in der Relation

a4 5 @y

so hat die numerische Zuordnung so zu erfolgen, daB fiir
die Skalenwerte

vi(a)) < viay)

gilt.

Die Existenz eines Homomorphismus der beschriebenen Art
ist das Kriterium dafilir, daB eine Variable als "meBSbar"
betrachtet werden kann. Die Reprdsentation eines empiri-
schen Relativs durch ein numerisches Relativ bildet die
Grundlage der meisten modernen MeBtheorien. Ist eine Vari-
able ausschlieBlich aufgrund dieser Reprdsentation meBbar,

spricht man von fundamentaler Messung. Beispiele hierfiir

sind Ldnge, Masse, Volumen, etc. Eine abgeleitete Messung

hingegen liegt vor, wenn neue MeBvariablen als Funktionen
der Variablen fundamentaler Messung festgelegt werden. Eine
abgeleitete Messung hdngt also nicht unmittelbar von einem
empirischen Relativ, sondern von weiteren numerischen Rela-
tiven ab. Als Beispiel filir eine abgeleitete Messung be-
trachte man etwa den physikalischen Begriff der Dichte, der
als Quotient von Masse und Volumen definiert ist, und somit
zwei fundamentale Messungen voraussetzt.

Ein erstes Hauptproblem der MeBtheorie ist das Représenta-
tionsproblem. Es besteht in der Angabe von Bedingungen bzw.
Eigenschaften, die ein empirisches Relativ erfiillen muS8,
damit die Existenz einer homomorphen Abbildung vom empiri-
schen Relativ in das numerische Relativ gesichert ist. In
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der Regel wird dieses Problem durch die Formulierung eines
Reprdsentationstheorems gel&st, mit welchem die Existenz
eines Homomorphismus bzw. einer Skala bewiesen wird, so-
fern das empirische Relativ bestimmte Eigenschaften erfiillt.
Diesse Eigenschaften bzw. Annahmen werden in der MeBtheorie
gew3hnlich als "Axiome" angegeben. Unter einem Axiomensystem
ver steht man einen Annahmenkatalog, d.h. eine endliche Menge
von Axiomen, aus denen das Reprdsentationstheorem abgelei-
tet wird. Die MeBtheorie bemiiht sich dariiber hinaus um kon-
straktive Beweise der Reprédsentationstheoreme: es soll nicht
nur bewiesen werden, daB eine numerische Reprdsentation még-
lich ist, sondern es soll gleichzeitig ein Weg gewiesen wer-
den, wie sie zu konstruieren ist. Insofern ist auch ein Ziel
der MeBtheorie, nicht nur die Uberpriifung der MeBbarkeit
einer Eigenschaft zu analysieren, sondern auch praktische
MeBverfahren zu liefern.

Ein zweites Hauptproblem der MeBStheorie ist das Problem der
Eindeutigkeit der erhaltenen Skala. Denn in der Regel gibt
es zu einem speziellen Reprédsentationsproblem viele Skalen,
die das angegebene Axiomensystem in gleicher Weise erfiillen,
d.h. es gibt neben v noch weitere Homomorphismen v' von
<M,R1,...,Rn> in <N,s1,...,Sn>, die dem Reprédsentationssatz
genligen. Aufgrund dieser Mehrdeutigkeit ist es moglich,
eine Skala in eine andere zu transformieren, ohne die Gilil-
tigkeit des Reprédsentationstheorems zu verletzen. Alle
Skalen mit derselben Menge zuldssiger Transformationen

faBt man zu einer Skalenart zusammen. Die Menge der zuléds-
sigen Transformationen charakterisiert grunds&tzlich den
Typ der Skala. Die vier wichtigsten Skalenarten, zusammen
mit ihren zuldssigen Transformationen, sind in Tab. 3.-1
aufgefilhrt. Die Klassifikation geht auf STEVENS (1946 bzw.
1951) zurlick.

Tab. 3.-1: Die vier wichtigsten Skalenarten mit ihren zu-

ldssigen Transformationen

Skalentyp zuldssige Transformationen Beispiele

Nominalskala eineindeutige Funktionen Kontonummerm
Geschlecht
Konfession

Augenfarbe
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Ordinalskala monoton steigende Funktionen Schulnoten
Mohssche Hirteskala
Intervallskala positiv-lineare Funktionen, Temperatur
v'=sav+B (o, BER,0>D)
Verhdltnisskala Ahnlichkeitstransformationen Linge
v'=av , >0 Masse
elektrischer
Widerstand
Preise

Gehdren die Untersuchungsvariablen zum Bereich der Natur-
wissenschaften oder der Technik, wie etwa Ldnge, Masse oder
Volumen, so ist fiir die hier gebrduchliche Messung charak-
teristisch, daB nicht nur die zu messenden Objekte bezliglich
dieser Eigenschaft qualitativ vergleichbar sind, etwa durch
eine schwache Ordnungsrelation, sondern daB liberdies im
Objektbereich eine Operation des "Zusammenfiigens" (Verket-
tungsoperation; concatenation operation) sinnvoll ist, wel-
che dann im numerischen Bereich durch die Addition der ein-
zelnen MeBSwerte vollzogen wird. So entsteht beispielsweise
durch Verkniipfen von zwei Strecken eine neue Strecke, de-
ren Linge die Summe der Lidngen der beiden urspriinglichen
Strecken ergibt, oder man kann Gewichte aufeinanderh&dufen
und erhdlt als Gesamtgewicht die Summe der Einzelgewichte.

(3.27) Definition

Unter einer (bindren) Operation "o" versteht man eine Zu-

ordnung, welche jedem Paar a1,a2€M ein Element a1oa2€M zu-
ordnet, also eine Abbildung von MxM in M.

Beispielsweise wird bei der Operation der Addition im Be-
reich der reellen Zahlen jedem Paar x,y € R die Summe der
Zahlen x + y zugeordnet.

Sei nun auf M auBer einer Vergleichsrelation < d.h. einer
schwachen Ordnung, auch eine Verkettungsoperation "o" de-
finiert. Man geht also aus vom empirischen Relativ <M,<,0>.
Das Zieli ist jetzt, eine homomorphe Abbildung von <M,<,0>
in <R,<,+> zu finden, also eine reellwertige Funktion v,
die neben

a; < a, gdw. (genau dann, wenn) v(a;) < v(a,)
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auch
v(ajoa,) = v(ay) + v(a,)

erfillt.

Eine Messung, die (neben der Vergleichsrelation) auf einer
Verkettungsoperation im Objektbereich basiert, nennt man

extensive Messung. Sie ist filir die meisten physikalischen
Merkmale typisch.

Ein wichtiger Grundgedanke der extensiven Messung besteht
darin, eine wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen auf
allgemeine empirische Relative zu libertragen. Diese Eigen-
schaft wird meist als Archimedische Eigenschaft bezeich-
net und lautet:

Sind x,y€ER und ist x>0, so gibt es ein néN mit nx>y.

Gleichgliltig, wie klein die positive Zahl x und wie groB
die Zahl y ist, endlich viele "Kopien" von x zusammenge-
nommen sind grdB8er als y. Flir eine Messung bedeutet dies
folgendes: man wdhlt x als MaBeinheit und kann diese Mag-
einheit mit jedem Element y vergleichen, indem man fest-
stellt, wieviele "Kopien" der MaBeinheit x notwendig sind,
um gerade y zu liberschreiten.

Je kleiner die MaBeinheit x gewdhlt wird, umso mehr "Kopien"
sird notwendig, um das zu messende Objekt y zu iliberschrei-
ter. Dies steht im Zusammenhang mit der Genauigkeit der
Messung und es hdngt dann von der Gilite des konstruierten
Mefinstruments ab, bei welcher MaBSeinheit x das "iber-

sctreiten von y" gerade noch exakt angezeigt wird.

Extansive MeBstrukturen wurden bereits von HOLDER (1901) untersucht.
Er jab Bedingungen an, die notwendig und hinreichend sind fir einen
Isonorphismus von <M,<,0> in <R,<,+> Darlber hinaus zeigte er, daR
die konstruierten Skalen eindeutig sind bis auf Multiplikation mit
einar positiven Konstanten, daB es sich also um Verhdltnisskalen
hanjelt. Allerdings sind die Forderungen des Reprdsentationssatzes
vor. HOLDER an das empirische Relativ zu stark, denn sie gehen aus
vor sog. "archimedisch geordneten Gruppen". Wendet man die Grup-

peraxiome beispielsweise auf die Lingenmessung an, so miBte zu je-



84 3. Kapitel: Mengen und Strukturen

der Strecke eine dazu "inverse" Strecke existieren, so daB die Ver-
knipfung der beiden Strecken die Strecke der Lénge Null ergibt. In
jlngerer Zeit wurden die Axiome auf lokale und positive Halbgruppen
abgeschwdcht, die fir Anwendungen auf empirisch beobachtbare Relative
realistischer sind. Da hier nur ein kurzer Abrifl der Meftheorie ge-
geben werden kann, muf auf Einzelheiten verzichtet werden. Man ver-
gleiche hierzu den Abschnitt 2.2 in KRANTZ et al. (1971), insbeson-
dere Theorem 4. Der grundlegende Charakter der Arbeit von HOLDER
bleibt jedoch auch bei der Modifikation des Axiomensystems erhal-
ten. Filr weitere Verallgemeinerungen des HOLDERschen Satzes verglei-
che man HOFFMAN (1963), ALIMOV (1950), HOLMAN (1969 und 1974) und
ROBERTS und LUCE (1968).

Lange Zeit erachteten MefStheoretiker eine Verkettungsopera-
tion im empirischen Bereich, wie sie eben bei extensiven
MeBstrukturen beschrieben wurde, fiir unerldglich zur Ge-
winnung metrischer Skalen, d.h. Skalen mit mindestens Inter-
vallskalenniveau . Aus diesem Grunde hielt man insbesonde-
re psychologische und sozialwissenschaftliche Eigenschaften
prinzipiell nicht flir meBbar, zumindest nicht in dem Sinne
wie etwa in der Physik, da bei psychologischen und sozial-
wissenschaftlichen Eigenschaften in der Regel keine Verket-
tungseigenschaft im empirischen Bereich vorhanden ist. So
lassen sich beispielsweise Helligkeiten, Lautstdrken oder
gar Intelligenzen nicht derart empirisch verknilipfen, das
sich die korrespondierenden numerischen Skalenwerte addie-
ren. Solange das Konzept der "émpirischen addition” nicht
libertragbar sei auf psychologische und sozialwissenschaft-
liche Variablen, so die damalige Auffassung, sei die Mes-
sung dieser Variablen durch einfache Zuordnung von Zahlen
zu den Objekten (Eigenschaftstrdgern) stets subjektiv und
empirisch nicht bedeutsam. In jlingerer Zeit wurde jedoch
gezeigt, daB die Verkettungseigenschaft keineswegs eine
zwingende Voraussetzung zur Gewinnung metrischer Skalen
ist. Es wurden eine ganze Reihe von Axiomensystemen ent-
wickelt, welche ohne die Verkettungseigenschaft im empiri-
schen Bereich auskommen und dennoch hinreichend sind fir
eine numerische Reprédsentation auf einer Intervallskala.
Man vergleiche hierzu beispielsweise PFANZAGL (1959 bzw.
1971) , KRISTOF (1969) oder KRANTZ et al. (1971), Kap. 4 ff.
Ein flr die Anwendung in Wirtschafts- und Sozialwissen-—

schaften besonders wichtiges Verfahren zur Gewinnung von
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Intervallskalen, die additiv verbundene Messung (additive
con‘joint measurement), wird in KRANTZ et al. (1971), Kap. 6,
ausfiiihrlich behandelt.

zum SchluB dieses Abschnitts wird noch die vielfach gepfleg-
te Worgehensweise der "operationalen Definition" einer nicht
direkt empirisch erfaBbaren, latenten Variablen kurz disku-
tiert. Im sozialwissenschaftlichen Sprachgebrauch wird in
diesem Kontext hdufig der etwas unscharfe Terminus "Kon-
strukt" verwendet. Bei der operationalen Definition einer
latenten Variablen bzw. eines Konstrukts wird statt der in
Frage stehenden Variablen eine andere direkt beobachtbare
und leichter erfaBbare Variable gemessen, von welcher der
Forscher annimmt, daB sie mit der fraglichen Eigenschaft
stark korreliert. So werden beispielsweise statt Angst die
Pulsfrequenzerh8hung, der psychogalvanische Hautwiderstand
oder die Punktzahl in einem dafilir konstruierten Test, statt
sozialer Schichtzugehdrigkeit die Variablen Einkommen und
Beruf oder statt Lernfdhigkeit die Punktzahldifferenz zwi-
schen Vor- und Nachtest bei einem speziellen Lehrprogramm
gemessen. In den Sozialwissenschaften galten Operationali-
sierungen von latenten Variablen (theoretischen Konstruk-
ten) und Bestimmung von geeigneten Indikatoren fir die la-
tenten Variablen als Beginn der wissenschaftlichen Behand-
lung eines vorher meist nur undeutlich definierten Konzepts.
Durch die Operationalisierung soll die abstrakte theoreti-
sche Vorstellung konkretisiert und der MeBvorgang erst még-
lich gemacht werden. Allerdings tauchte bei dieser Vorge-
hensweise eine neue Schwierigkeit auf: wird durch die in
der operationalen Definition festgelegten MeBoperationen

die nicht direkt empirisch erfaBbare Variable in ihrer in-
haltlichen Bedeutung vollstédndig erfaBt oder haben im Ex-
tremfall die operationale MeBvorschrift und die latente
Variable nichts mehr gemeinsam?

Dieses Dilemma brachte einen neuen Begriff in die wissen-
schaftliche Diskussion, nédmlich die Validit&dt oder Giiltig-

keit eines MeBverfahrens. Verbal ausgedriickt liegt Validi-
tdt eines MeBverfahrens dann vor, wenn tatsdchlich das Merk-
mal erfaBt wird, dessen Messung mit dem Verfahren beabsich-
tigt war. Wdhrend bei physikalischen Merkmalen die Giltig-
keit eines MeBverfahrens bzw. eines konstruierten MeBin-
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struments meist trivial ist, gilt dies keineswegs bei MeSB-
verfahren flir theoretische Konstrukte bzw. latente Variab-
len, die auf einer Operationalisierung beruhen. Diese be-
dirfen vielmehr einer sorgfdltigen empirischen Uberpriifung.
Definiert man Validit&dt formal als Korrelation zwischen
Konstrukt und tatsdchlich gemessener Variabler (construct
validity), was die theoretisch befriedigendste Konzeption
wire, std8t man jedoch erneut auf das Problem, daBf diese
Korrelation empirisch nicht berechnet bzw. geschdtzt wer-
den kann. Der Grund dafiir ist klar: flir die latente Vari-
able (das Konstrukt) selbst konnen eben keine direkten
MeBwerte vorliegen, sondern nur die zu der Operationali-
sierung verwendeten Variablen und ein Korrelationskoeffi-
zient kann nicht berechnet werden. In der empirischen Sozi-
alforschung und der psychologischen Testtheorie werden aus
diesem Grunde andere Konzeptionen von Validit&t eingesetzt,
wie z.B. die empirische Uberpriifung eines konstruierten
MeBverfahrens durch sog. "Expertenurteile" (expert vali-
dity). Da die Expertenurteile ihrerseits nicht valide zu
sein brauchen, sagt auch eine hohe Ubereinstimmung von
MeBinstrument und Expertenurteil wenig lber die tats&dch-
liche Validitdt der Messungen aus. Auf weitere, vorwiegend
in der klassischen psychologischen Testtheorie verwendete
Konzeptionen von Validitdt wird an spdterer Stelle einge-
gangen.

In allen Bereichen, in denen eine Messung von latenten Va-
riablen durch eine Operationalisierung versucht wird, treten
groBe Schwierigkeiten auf, wenn die Rickiibersetzung der
h&ufig mit komplizierten statistischen und mathematischen
Techniken verarbeiteten numerischen MeBwerte in den unter-
suchten Objektbereich vorgenommen werden soll. Alle derar-
tigen MeBverfahren sind Versuche, die Struktur des Objekt-
bereichs zu ermitteln, indem sie MeBverfahren aus anderen,
meist physikalisch-naturwissenschaftlichen Bereichen auf
ein unbekanntes Gebiet, n&dmlich den zu untersuchenden Ob-
jektbereich, anwenden. In vielen Fdllen wird damit nur
eine Scheinquantifizierung erreicht. Es wurde verkannt,
daB8 der MeBvorgang selbst auch Bestandteil jener Theorie
ist, welche man aufgyrund der Messungen erst zu finden oder
zu erhdrten hoffte (FISCHER, 1974, S. 128).



3. Kapitel: Mengen und Strukturen

87

Dariiber hinaus ist bei Messungen, die auf einer operatio-
nalen Definition beruhen, die Operationalisierung keines-
wegs von vornherein eindeutig festgelegt, sondern liegt
wei=-gehend im Ermessen des Forschers. So werden in der
Regel flir ein und dasselbe theoretische Konstrukt eine
Vielzahl von Operationalisierungen vorgeschlagen und es
existiert kein objektives und theoretisch befriedigendes
Kriterium, um entscheiden zu k&nnen, welche der operatio-
nalen Definitionen dem Konstrukt am besten gerecht wird.
Da der Zahlenzuordnung keine abgesicherten GesetzmédBigkei-
ten zugrundeliegen, spricht TORGERSON (1965, S. 22 ff)

in solchen Fdllen von "vereinbarter Messung" (measurement
by fiat). Hierzu sind alle Messungen zu rechnen, die an
Indikatoren vorgenommen werden, die ihrerseits wieder

fiir ein theoretisches Konstrukt stehen und dieses operatio-
nalisieren sollen. Ein grundlegendes Problem der empiri-
schen Forschung der Zukunft wird darin bestehen, statt
darauf zu vertrauen, daB die gewdhlten Indikatoren oder
Indices tatsdchlich empirische Aquivalente der theoretisch
definierten Merkmalsdimensionen sind, eine fundamentale
Messung der Konstrukte zu versuchen.

Ein prominentes und flir die Praxis folgenschweres Beispiel
flir "measurement by fiat" liefert die klassische psycholo-
gische Testtheorie. Die "Messung" von Persdnlichkeitseigen-—
schaften oder Fidhigkeiten geschieht heute in vermehrtem
MaBe durch psychologische Tests. Diese geben vor, MeBin-
strumente fiir psychische Zustdnde oder kognitive und k&r-

perliche Fdhigkeiten zu sein. Das klassische "true score"-
Modell setzt

X =T+ E bzw. T=X-E,

d.h. der "wahre" Testwert T einer Person, also beispiels-
weise die "wahre" Intelligenz einer Person zum Zeitpunkt

der Testvorgabe, wird gleich dem im Test beobachteten Punkt-
wert x gesetzt, welcher allerdings von einem "Fehlerterm"

e additiv Uberlagert sein kann. Dennoch wird im wesentlichen
der "wahre" Wert, d.h. die Ausprdgung der latenten Variab-
len, definitionsgemdB gleich dem beobachteten Testwert ge-
setzt. Die nicht direkt empirisch erfaBbare Eigenschaft "In-
telligenz" wird durch die Variable "Punktwert im Intelli-
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genztest" operationalisiert und BORINGs kritische Feststel-
lung "Intelligenz ist das, was ein Intelligenztest migft"
besitzt durchaus Gliltigkeit.

Durch die Festlegung der mdglichen Punktwerte eines Tests
wird lediglich ein numerisches Relativ festgelegt. Es fehlt
jedoch die systematische Untersuchung des empirischen Ob-
jektbereichs mit den empirischen Relationen. Somit ist kei-
neswegs klar, welche der auf dem numerischen Relativ defi-
nierten Relationen eine Entsprechung im Objektbereich, 4.h.
im empirischen Relativ, besitzen. Man weiB also nicht, ob
zwei Personen mit der gleichen Anzahl geldster Testitems
hinsichtlich ihrer Intelligenz tats&chlich als gleich anzu-
sehen sind. Durch die herkdmmlichen Intelligenztests wird
das theoretische Konstrukt lediglich operationalisiert und
man muB darauf vertrauen, daB mit dem konstruierten MefR-
instrument, dem Intelligenztest, das Konstrukt auch tatsdch-
lich gemessen wird. Eine exakte Uberpriifung der Konstrukt-
validitdt ist aus den oben genannten Griinden wiederum nicht
mSglich; die Schwierigkeiten einer wenigstens teilweisen
empirischen Uberpriifung beschreiben z.B. CRONBACH und MEEHL
(1955) oder CAMPBELL und FISKE (1959). Durch die Einfih-
rung des Konzepts der "Paralleltests" (vgl. LORD und NOVICK,
1968, S. 47-50) versuchte man, die Korrelation zwischen
theoretischem Konstrukt und Test auf die Korrelation zwi-
schen zwei beobachtbaren GrdBen, den Paralleltests, zu-
rickzufiihren. Paralleltests sind dadurch gekennzeichnet,
daB sie dasselbe theoretische Konstrukt "gleich gut" mes-
sen sollen, d.h. die Varianz der Fehlervariablen soll bei
beiden Tests gleich sein. Allerdings wird dabei das Pro-
blem nur auf eine andere Ebene verlagert, ndmlich auf die
Konstruktion von Parallelformen eines Tests. In der Praxis
wird dabei meist sorglos verfahren und allzu leichtfertig

werden zwei Testformen als Paralleltests interpretiert.

Einen partiellen Ausweg aus dem Dilemma scheint der Uber-
gang zur Kriteriums- oder Vorhersagevaliditdt zu liefern.
Darunter versteht man die Korrelation der Testwerte mit
den Werten einer Kriteriumsvariablen, etwa Schulleistung,
Berufserfolg, Vorgesetztenbeurteilung, spidter erzieltes
Einkommen, etc. Diese Vorgehensweise vermischt das theo-

retische Anliegen (Zusammenhang zwischen latenter Variab-
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ler und Testleistung) mit der Thematik der angewandten
Psychclogie, um bei praktischen Anwendungen wenigstens die
Brauchbarkeit des Tests als Vorhersageinstrument zu be-
stimmen. Sind die Kriteriumsvariablen nur unter sehr groBfem
Aufwand oder mit groBer zeitlicher Verzdgerung verfiigbar
(z.B. Studienerfolg bei Zulassungstests), kdnnen derarti-
ge als Prddiktorvariablen verwendete MeBinstrumente, etwa
in einem multiplen Regressionsansatz, durchaus ihren Zweck
erflillen. Allerdings sind geeignete Kriterien meist schwer
zu ermitteln. Sie werden in der Regel ebenfalls operatio-
nal definiert und weisen in meBtheoretischer Hinsicht
kaum weniger Mdngel als die Tests selbst auf, so daB auch

diese Strategie in vielen Fdllen wenig erfolgversprechend
ist.

Weiterfihrende Literatur:

Campbell (1927), Domotor (1972), Ellis (1966), Krantz, Luce,
Suppes, Tversky (1971), Orth (1974), Pfanzagl (1971).

3.4.2 Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung

Man kennt sowohl in der wissenschaftlichen Forschung als
auch im tdglichen Leben Vorgdnge, die wiederholt unter
einem konstanten Komplex von Bedingungen ablaufen, ohne
durch diesen bereits vollstdndig determiniert zu sein. So
regulieren wir unser Verhalten im t&dglichen Leben nicht
nach "Wahrheiten", sondern nach einem komplizierten System
von "Uberzeugungen", die wir fiir mehr oder weniger wahr-
scheinlich bzw. sicher halten. Solche Uberzeugungen sind
ein wichtiger Bestandteil unseres Alltags, wir machen uns
laufend Gedanken liber mdgliche Ereignisse und ihre poten-
tiellen Auswirkungen filir uns. "Wie gefdhrlich ist Rauchen?
Soll man Sicherheitsgurte im Auto verwenden oder nicht?
Wieviel Risiko enthalten Atomkraftwerke? Welche Nebenwir-
kungen haben bestimmte Medikamente?, etc." Wir setzen also
stets ein gewisses Vertrauen in das Eintreffen von bestimm-
ten Ereignissen, k&dnnen aber nie sicher sein, daB sie auch
tatsdchlich realisiert werden. Die Entscheidungen, die wir
im tdglichen Leben und auf sozialer und politischex Ebene
zu treffen haben, verlangen von uns immer mehr die Fdhig-
keit, unterschiedlich wahrscheinliche Vorgé&nge und Daten zu
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verstehen und Schliisse daraus ziehen zu k&nnen. Wer gelernt
hat, mit Wahrscheinlichkeiten und statistischen Daten um-
zugehen, dessen individuelles Urteilsvermtgen wird gestdrkt
und er ist in der Lage, Risiken und Konsequenzen besser
einzuschdtzen, und er kann Kosten und Nutzen von neuen
Technologien oder politischen Entscheidungen besser ab-
wdgen (NISBETT und ROSS, 1980).

Betrachten wir ein weiteres Beispiel: In einem Laborexperi-
ment wird eine Ratte mehrmals durch ein T-Labyrinth ge-
schickt und es wird jeweils registriert, welchen Gang des
T-Labyrinths die Ratte wdhlt. Auch filir diesen Laborversuch
ist typisch, daB bei Kenntnis der experimentellen Anord-
nung allein nicht eindeutig prognostiziert werden kann,
welches Ergebnis eintritt. Es l&dB8t sich lediglich angeben,
welche Resultate mdglich sind.

Ahnliche Feststellungen lassen sich auch generell bei empi-
rischen Untersuchungen im wissenschaftlichen Forschungs-
prozeB machen. Jede Erfahrungswissenschaft stellt ihrem
Wesen nach ein System von in sich und untereinander wider-
spruchsfreien Aussagen oder Theoremen iiber ihren Forschungs-
gegenstand dar, deren Gliltigkeit nach festgelegten Metho-
den am Forschungsgegenstand selbst iiberpriifbar sein muB,
sollen die Theoreme nicht "rein abstrakter" Natur sein.
Diese empirische Uberpriifung kann in der Regel nur an
Stichproben erfolgen. Dabei ist darauf zu achten, daB

keine systematischen Auswahlfaktoren die Selektion beein-
flussen, daB also reine Zufallsstichproben verwendet wer-
den. Aber auch dann kann nicht mit Sicherheit vorherge-
sagt werden, welche Individuen bzw. Objekte in die Zufalls-
auswahl gelangen. Aus diesem Grunde kann niemals absolute
Sicherheit bei Entscheidungen erreicht werden, die auf
Stichproben basieren.

Aus den vorangegangenen Ausfiihrungen erkennt man, daB bei
vielen sozialwissenschaftlichen Prozessen eine gewisse
Unsicherheit einzukalkulieren ist und deshalb lediglich
Wahrscheinlichkeitsaussagen mdglich sind. Im tdglichen
Sprachgebrauch wird der Begriff "wahrscheinlich" h&dufig
recht unqualifiziert verwendet. Die Wissenschaft versucht
den vagen Begriff "Wahrscheinlichkeit" zu konkretisieren
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und mittels eines exakten mathematischen Begriffs "Wahr-
scheinlichkeit" zu erfassen. Dabei ist die Wahrscheinlich-
keitstheorie als mathematische Disziplin ihrem Wesen nach
zun&chst nicht an einer praktischen Anwendung ihrer Resul-
tate interessiert. Vielmehr sieht sie ihr Hauptanliegen

in der Axiomatisierung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs

und den aus diesen Axiomen abgeleiteten Theoremen. Dabei
liegen die Akzente auf m8glichst einfachen Axiomen, die
darliber hinaus so gewdhlt werden, daB sie bei geeigneter
Interpretation empirische Sachverhalte wiedergeben und
ihre Ergebnisse in auBermathematischen Bereichen angewen-
det werden koénnen (SCHMETTERER, 1966, S.28).

Die Wahrscheinlichkeitstheorie bildet die Grundlage der
statistischen Sch&dtz- und Testverfahren. Wdhrend sie als
deduktive Theorie keine Aussagen dariber macht, welche
expliziten numerischen Werte ein "Wahrscheinlichkeitsmag"
flir bestimmte zuf&dllige Ereignisse annimmt, wurden in der
mathematischen Statistik Verfahren entwickelt, die es er-
mdglichen, anhand der empirisch vorliegenden Beobachtungen
unbekannte Parameter und Wahrscheinlichkeiten zu sch&dtzen

oder hypothetische Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu te-
sten.

Die erkenntnistheoretischen Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitstheorie sind bis heute umstritten. So geht die objek-
tivistische Auffassung davon aus, daB zufdllige Ereignisse
eine bestimmte Wahrscheinlichkeit "besitzen", etwa wie

ein Kérper eine bestimmte Temperatur besitzt. Es k&dnnen
nur Wehrscheinlichkeiten fiir solche Zufallsvorgdnge be-
trachtet werden, die zumindest potentiell beliebig oft
wiederholbar sind. Man versucht die Wahrscheinlichkeit
durch die relative H&dufigkeit zu "messen", mit der das

Ereigris in einer langen Versuchsreihe auftritt.

Demgecenliber wird bei der subjektivistischen Auffassung

den Ereignissen durch den jeweiligen Betrachter eine Wahr-
scheirlichkeit zugeordnet, die seinen Grad der Uberzeu-
gung tinsichtlich des Eintreffens der Ereignisse zum Aus-
druck bringt. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

wird curch sog. "Wett-Quotienten" zu messen versucht.



92 3. Kapitel: Mengen und Strukturen

Sowohl im objektivistischen als auch im subjektivistischen
Sinn werden Wahrscheinlichkeiten Ereignissen zugeordnet,
deren Eintreten nicht mit Sicherheit prognostizierbar ist.
Ob ein Ereignis eingetreten ist oder nicht, ist das Re-

sultat eines Zufallsvorgangs oder eines Zufallsexperiments.

(3.28) Definition

(1) Vorgdnge, die (real oder hypothetisch) unter einem
konstanten Komplex duBerer Bedingungen wiederholbar
sind und deren Resultat nicht prédzise vorhergesagt
werden kann, heiBen Zufallsvorgdnge.

(2) Die Zusammenfassung aller mdglichen Ergebnisse (Reali-
sationen) eines Zufallsvorgangs nennt man Ergebnis-
menge oder Ergebnisraum . Die Ergebnisse (Elementar-

ereignisse) werden mit w bezeichnet.

(3) Teilmengen der Ergebnismenge @ heiBen zufdllige Er-
eignisse oder Ereignisse. Sie werden mit lateinischen

GroBbuchstaben bezeichnet. Auch Q selbst (sicheres
Ereignis) und die leere Menge ¢ (unmdgliches Ereignis)
werden hinzugenommen.

Der Ausdruck "Zufallsvorgang" ist dabei in einem umfassen-
den Sinn zu interpretieren. Als "Experimentator" kann
nicht nur der Mensch, sondern auch die Natur bzw. die Um-
welt im weitesten Sinn auftreten. So werden z.B. auch das
Eintreten der Ereignisse "Morgen wird es regnen" oder
"Person a 18st Testaufgabe b" als vom Zufall beeinfluBt
und somit abh&ngig vom Ausgang eines "Zufallsexperiments"
betrachtet. Immer wenn UngewiBfheit liber den Ausgang eines
Geschehens herrscht, handelt es sich um einen Zufallsvor-
gang. Dabei ist es unerheblich, ob diese UngewiBheit ob-
jektiver oder subjektiver Natur ist und ob sie durch Be-
- schaffung zus&tzlicher Informationen oder Erkenntnisse
(Kenntnis von GesetzmédRigkeiten) gdnzlich oder partiell
behebbar ist. Demzufolge wird es hier mehr als eine prag-
matisch= als eine erkenntnistheoretische Frage angesehen,

ob ein Vorgang deterministisch oder stochastisch ist.

In der folgenden Definition werden die fiir Anwendungen der
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Wahrscheinlichkeitstheorie relevanten Ereignisse bzw. die

Verkniipfung von Ereignissen erdrtert.

(3.29) Definition

(1)

(3)

Tritt ein Ereignis A nicht ein, so sagt man, das kom-
plementdre Ereignis A ist eingetroffen.

A={we Q| wé A}
Das Ereignis, das genau dann eintritt, wenn sowohl A

als auch B eintreffen, heiBt der Durchschnitt der Er-
eignisse A und B.

ANB={w€ Q| w€ Ar we B}
Das Ereignis, das genau alle Ergebnisse enthdlt, die
zu irgendeinem der Ereignisse A und B gehdren, heift
Vereinigung der Ereignisse A und B
AUB={weEQ ]| weAaAv we B}
Die Verkniipfungen (2) und (3) lassen sich ohne Schwie-

rigkeiten auf beliebig viele Ereignisse erweitern. Sei
I €N eine Indexmenge, dann definiert man:

NA:={weEQ | weA, fir alle i € I}
. 1 1

i€l

UA.,: = {w € Q| w€ A, flir mindestens
ier * 1

ein i € I}

Damit ist die mathematische Behandlung der zuf&dlligen
Ereignisse gdnzlich in die Mengenlehre eingebettet.
Demnach gelten fiir die Verkniipfung von Ereignissen al-
le entsprechenden Gesetze der Mengenlehre von Abschnitt
3.2, etwa Kommutativ-, Assoziativ—- und Distributivge-
setz.
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Jedes Ereignis A eines 2ufallsvorgangs ist durch die
in A enthaltenen Elementarereignisse beschreibbar:

A tritt genau dann ein, wenn eines der in A enthal-
tenen Elementarereignisse eintritt. Damit wird die
Isomorphie zwischen Operationen mit Ereignissen und

Operationen mit Mengen vollends deutlich.

Beispiel:

Beim Ausspielen eines Wiirfels ist das Ereignis A = {2,4,6}
durch die Elementarereignisse 2,4 und 6 festgelegt. Wir-
felt man z.B. eine Sechs, so ist damit das Ereignis

A = {gerade Zahl} eingetreten.

(3.30) Definition

Existiert kein Ergebnis des Zufallsvorgangs, das sowohl
zu A als auch zu B gehdrt, so heiBen die Ereignisse A und
B disjunkt (unvereinbar; sich gegenseitig ausschlieBend) .

ANB=¢

Beispiele:

(1) Einmaliges Ausspielen eines Wiirfels
Das Zufallsexperiment besteht aus dem einmaligen Werfen
eines (symmetrischen und homogenen) Wiirfels. Die Ergeb-
nismenge @ symbolisiert die m&glichen Augenzahlen 1
bis 6, also

e =1{1,2,3,4,5,6}.
Sei A = {2,4,6} ("gerade Zahl").
Dann ist
A = {1,3,5} ("ungerade zahl").
Seien A = {21416} und
B = {4,5,6} ("2Zahl grdB8er als 3").
Dann sind

ANnNB-={4,6}) und AU B={2,4,5,6}.
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(2) Gegeben seien die drei Testaufgaben I,II und III. Es
werden die folgenden Ereignisse definiert:

A, : "Vp 18st Aufgabe I
A, : "Vp 18st Aufgabe II"
A3 : "Vp 18st Aufgabe III"

Dann ergibt sich das zusammengesetzte Ereignis B : "Vp
18st alle drei Aufgaben" in der mengentheoretischen Ter-
minologie zu

B = A1 n A2 n A3
und fiir das Ereignis C : "Vp 18st mindestens zwei Test-
aufgaben" resultiert:

C = (A1ﬂA2nA3) u (A1nAznA3) u (A1nAznA3) U (A1ﬂA20A3)
Dabei steht A, N A, N A, fiir: Vp 1&st die Aufgaben I
und II, aber nicht Aufgabe III, A, N 52 N A, bedeutet:
Vp 18st die Aufgaben I und III, aber nicht Aufgabe II,
und schlieBlich beinhaltet i1 n A2 n A3: Vp 16st die
Aufgaben II und III, aber nicht Aufgabe I. Die Vereini-
gung dieser drei Ereignisse mit B ergibt das Ereignis C.

Die Wahrscheinlichkeit soll eine quantitative Kenngrd&Be
fir den "Grad der Sicherheit" des Eintreffens eines zu-
fdlligen Ereignisses sein. Demnach versucht die Wahr-
scheinlichkeitstheorie, jedem Ereignis A eine Zahl P(a),
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, zuzuordnen.
Die Wahrscheinlichkeit ist also eine Funktion, die im
Gegensatz zu den aus der Schulmathematik bekannten Funk-
tionen jeder Menge eine Zahl zuordnet und somit auf
einem System von Mengen bzw. einem Ereignissystem de-

finiert ist. Sie ist eine Mengenfunktion.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden nur bestimmte
Mengensysteme betrachtet.

Besteht die Ergebnismenge Q! eines Zufallsvorgangs aus
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endlich vielen oder abz&dhlbar unendlich vielen*) Elementen, so
kann ohne weiteres jede Teilmenge von Q als Ereignis auf-
gefaBt werden. Der Definitonsbereich der festzulegenden Men-
genfunktion, der gesuchten Wahrscheinlichkeit, ist in einem
solchen Fall die Potenzmenge P (Q).

Im Verlauf der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie
und insbesondere ihrer Anwendungen bei statistischen Aus-
wertungen zeigte sich bald, daB es eine zu starke Ein-
schrédnkung ist, nur endliche oder abzdhlbare Ergebnismen-
gen @ zu betrachten, obwohl natiirlich jedes reale Experi-
ment mit endlicher Versuchsdauer bzw. alle realen Zufalls-
vorgdnge immer nur endlich viele Ergebnisse haben k&nnen,
da auch mit den besten MeBgerdten nur eine endliche Anzahl
von Ausprdgungen registriert werden k&nnen. Man bevorzugt
deshalb eine "idealisierende" Vorgehensweise, bei der der
Ablauf der Vorgdnge und ihrer Resultate nicht durch die
"Unzuldnglichkeit des Experimentators bzw. Beobachters

und seiner MeBgerdte" beeintrdchtigt werden soll. Dies
bringt insbesondere flir die mathematische Darstellungswei-
se erhebliche Vorteile.

Besitzt ) Uberabzihlbar viele Elemente (wie z.B. R), dann ist die
Potenzmenge gewissermaBen "zu groB", d.h. sie enthdlt "zu viele"
Elemente. In solchen Fdllen existiert nur fir ganz spezielle Falle, die
fir praktische Anwendungen nicht mehr ausreichen, eine flir jede Teilmenge
definierte Mengenfunktion mit den Eigenschaften, die man sinnvollerweise
an eine Wahrscheinlichkeit stellt (siehe Axiome 1 bis 3 in Def. (3.33)).
In der Tat 148t sich zeigen (Satz von Ulam), daB Wahrscheinlichkeiten,
die auf P(f)) erklart sind, notwendig "diskret" sind, d.h. einer ab-
zdhlbaren Menge von Ergebnissen die gesamte Wahrscheinlichkeit zuord-

nen.

Aus diesem Grunde werden in der Wahrscheinlichkeitstheorie
die betrachteten Ereignissysteme auf die Struktur von sog.

"o-Algebren" eingeschrénkt.

*) Eine Menge besitzt abz&dhlbar unendlich viele Elemente,
wenn sie umkehrbar eindeutig auf die Menge der natilir-
lichen Zahlen abgebildet werden kann. Mengen, die nicht
abzdhlbar sind, werden lUberabz&hlbar genannt.
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(3.31) Definition

Ein nichtleeres Mengensystem A < P (R) heiBt og-Algebra iber
Q, wenn gilt:

(1) Aus A € A folgt A € A.

(2) Sind A, € A, i € I < N, so ist U A, € A.
i = ieT i

Aus Definition (3.31) 1&8t sich ohne Schwierigkeit folgern,
daf auch das "sichere Ereignis" Q und das "unm&gliche Er-
eignis"” @ zu A gehdren. Ferner l&B8t sich zeigen (mit Hilfe
der deMorgan'schen Regeln), daB in dem Fall, wenn bestimm-
te Ereignisse Ai, i € I ¢ N, zum Mengensystem A gehdren,
dann auch das "gleichzeitige Ereignis" N A zuA gehdrt.
Man beachte, daB8 die Indexmenge I eine ;iiiebige Teilmenge
der natirlichen Zahlen sein kann. In Definition (3.31) wird
demnach gefordert, daB8 nicht nur Vereinigung und Durch-
schnitt von je zwei Teilmengen der Ergebnismenge (, sondern
gegebenenfalls sogar von abzdhlbar unendlich vielen Teil-
mengen wieder zu A gehdren sollen. Diese Forderung erweist
sich flir die axiomatische Definition der Wahrscheinlich-
keit als unerldBlich (Totaladdivitdt der Wahrscheinlich-
keit) .

Selbstverstdndlich ist die Potenzmenge P (Q) einer Ergebnis-
menge @ immer eine ¢-Algebra, denn sie enthdlt ja alle
Teilmengen von (. Diese o¢-Algebra kann immer dann verwen-
det werden, wenn ( nur endlich viele oder hdchstens ab-

zdhlbar unendlich viele Ergebnisse besitzt.

Beispiel: Werfen einer Minze

Q
P (Q)

{Kopf (K) , Wappen (W) }
{g,{k},{w},q}

Hingegen besteht die Potenzmenge beim Wirfelexperiment
(einmaliges Ausspielen eines Wiirfels) bereits aus 26 = 64
Elementen.

Von besonderem Interesse flir iberabz&dhlbare Ergebnismengen

ist die Menge der reellen Zahlen oder ein Teilbereich von R.
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Praktisch bedeutsam sind hier spezielle Teilmengen von R,
die Intervalle, denn man m&chte in vielen Fdllen wissen,
wie groB die Wahrscheinlichkeit ist, daB ein Ergebnis zwi-
schen zwei Grenzen a und b auftritt.

(3.32) Definition

Seien a und b zwei reelle Zahlen mit a < b. Dann erklédrt

man die endlichen Intervalle wie folgt:

la,b] : = {xeR | a < x < b} abgeschlossenes Intervall

[a,b) : = {x € R | a < x < b} nach rechts halboffenes Intervall
(a,b] : = {x € R | a < x < b} nach links halboffenes Intervall
(a,b) : = {x € R| a < x < b} offenes Intervall

und analog die entsprechenden unendlichen Intervalle

[a,=), (-=,al, (a,»), (~=,a) und (-w,=).

Intervalle sind also Teilmengen der reellen Zahlen. Durch
folgende Uberlegung gelangt man zu einer graphischen Ver-
anschaulichung der Intervalle: die reellen Zahlen lassen
sich durch die Punkte einer Geraden - der sog. Zahlengera-
den (man vergleiche Kap. 2) - derart darstellen, daB je-
dem Punkt der Geraden genau eine reelle Zahl entspricht
und umgekehrt jede reelle Zahl durch einen Punkt auf der
Geraden charakterisiert wird. Eine reelle Zahl a ist genau
dann kleiner als eine reelle Zahl b, wenn der zugehdrige
Punkt a links vom Punkt b liegt. Ein Intervall hat dann
beispielsweise folgende Form:

-
a b R
Je nachdem, ob die Randpunkte a und b noch zum Intervall

gehdren, ergeben sich abgeschlossene, offene oder halboffe-
ne Intervalle.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie betrachtet man bei

Q2 = R vor allem solche Ereignissysteme, die neben anderen
Teilmengen jeweils sdmtliche Intervalle enthalten, insbe-
sondere im Hinblick auf Anwendungen in der Statistik. Un-
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ter diesen o-Algebren, die jeweils das System der Interval-
le umfassen, gibt es eine kleinste o-Algebra. Sie wird

Borel'sche g~Algebra bzw. g-Algebra der Borel-Mengen ge-

nannt. Die Borel'sche o-Algebra ist fiir praktische Anwen-
dungen umfassend genug und andererseits sind auf ihr noch
WahrscheinlichkeitsmaBe definierbar.

Das Axiomensystem von Kolmogorowv

Betrachtet wird ein Zufallsvorgang mit einer Ergebnismen-
ge Q@ und einer o-Algebra A von Teilmengen von @, den Er-
eignissen.

(3.23) Definition

Eine Mengenfunktion P, die jedem Element A des Mengensystems
A eine reelle Zahl P(A) zuordnet, heiBt Wahrscheinlichkeits-
maB und P(A) die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, ge-

nau dann, wenn gilt:

Axiom 1: P(A) > O fir alle A € A
Axiom 2: P(Q) =1
Axiom 3: Fiir je endlich viele oder abz&hlbar unendlich

viele Ereignisse Ai’ i € T ¢ N, die paarweise

disjunkt sind (A; N A, = @ fir i + j), gilt:

J

P(UA,) = ¥ P(A;)
jer * iexr  *t

Das wahrscheinlichkeitstheoretische Modell zur Beschrei-
bung eines Zufallsvorgangs besteht also insgesamt aus
drei Bestandteilen:

1. Eine Grundmenge Q mit den Ergebnissen w € Q.

2. Eine nichtleere Gesamtheit von Teilmengen von Q, eine
oc-Algebra A, deren Elemente Ereignisse heifen.

3. Eine "totaladditive" Abbildung P : A » [O,1] mit
P(g) = O und P(Q) = 1.

Man nennt das Tripel (Q,A,P) einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Man beachte, daB durch die Axiome von Kolmogorov der Be-
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griff des WahrscheinlichkeitsmaBes lediglich implizit de-
finiert wird. Numerische Werte filir die Wahrscheinlichkei-
ten der verschiedenen Ereignisse kdnnen im allgemeinen
daraus noch nicht berechnet werden.

Das Axiom 3, den "Additionssatz der Wahrscheinlichkeit", kann man
sich folgendermaBen plausibel machen: Man geht aus von einem Zufalls-
experiment und den sich gegenseitig ausschlieBenden zufdlligen Er-
eignissen A und B. Wird nun das Zufallsexperiment n-mal "unabhangig

wiederholt” und bildet man die relativen H&aufigkeiten h(n)= nA/n

A
und h(;)= nB/n des Eintreffens der Ereignisse A und B, so scheinen
diese relativen Haufigkeiten in langen Beobachtﬁngsreihen gegen Zahlen
P(A) bzw. P(B) zu "konvergieren". Ist nun ANB = @; so ist nAUB=nA+nB
(n) (n) (n) . . . X -
= + . 3
AUB h A h B Genau dies wird in Axiom far die

zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten gefordert.

und demnach h

Die oben angesprochene Konvergenz der relativen Haufigkeiten 1&Bt sich
mit dem in Definition (3.33) eingefihrten Wahrscheinlichkeitsbegriff
auch beweisen. Es handelt sich dabei um das "Gesetz der groBen Zahl".
Allerdings gilt die Konvergenz nicht im Gblichen mathematischen Sinne,

sondern nur "nach Wahrscheinlichkeit" (bzw. "mit Wahrscheinlichkeit 1").

Aus den Axiomen der Wahrscheinlichkeitsrechnung lassen sich

einige einfache Folgerungen ableiten. Es gilt:

(3.34) P(A) =
(3.35) P(®)
(3.36) P (AUB)

1 - P(A)
o

]

P(A) + P(B) - P(ANB)

(Additionssatz fir zwei beliebige Ereignisse)
Man beachte, daB in (3.36) nicht von disjunkten Ereignissen
die Rede ist. Ist A n B = @, so gilt nach Axiom 3 der Spe-
zialfall

P(AUB) = P(A) + P(B).

Eine wichtige MOglichkeit zur konkreten Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten bilden die sog. "Laplace-Experimente".
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(3.37) Definition

Sei 2 = {w1,...,mn}, A=P(Q), P({wi}) = % fir 1,...,n,
d.h. alle Elementarereignisse sind gleichwahrscheinlich,
so heidt der Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) ein Laplace-

Experiment.
(3.38) Satz
Flir Laplace-Experimente gilt flir beliebige Ereignisse A < Q:

Anzahl der fiir A glinstigen Ergebnisse
Anzahl aller (mSglichen) Ergebnisse

P(a) =

Beispiel:

Ausspielen eines Wiirfels, Q@ = {1,2,3,4,5,6}.

Sei A = {2,4,6} ("gerade Zahl"), dann sind aus Q genau drei
Ergebnisse (Elementarereignisse) glinstig fiir A, n&mlich
gerade die Augenzahlen 2,4 und 6 und P(A) ist 1/2.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten und stochastisch unabhdngige
Ereignisse

Bisher bildete stets ein Wahrscheinlichkeitsraum mit der
Ergebnismenge @ und einem aus Teilmengen von  definierten
Ereignissystem den Ausgangspunkt. Jetzt wird das Problem
behandelt, ob eine zus&dtzliche Information iiber den Zufalls-
vorgang die Wahrscheinlichkeiten filir die Ereignisse A € A
verdndert. Dabei wird angenommen, daB ein bestimmtes Er-
eignis B < Q@ eingetreten ist (P(B) >0). Man weiB also, daB
flir die weiteren Uberlegungen die Ergebnisse w aus B ohne
Belang sind, da mit Sicherheit eines der Ergebnisse aus B
eingetreten ist oder anders ausgedriickt: auf dieser Ebene
der Betrachtung liegt ein reduzierter Wahrscheinlichkeits-

raum mit der Grundmenge B < Q zugrunde und das Problem lau-
tet:

Wie dndert sich die Wahrscheinlichkeit fiir ein beliebiges
Ereignis A, wenn das Ereignis B eingetreten ist?

Diese "neue" Wahrscheinlichkeit von A heiBt "bedingte Wahr-
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scheinlichkeit von A unter der Bedingung, daB das Ereignis
B eingetreten ist" und wird mit P(A|B) bezeichnet.

WeiB man, daB das Ereignis B eingetreten ist, so sind bei
der Ermittlung der Wahrscheinlichkeit von A nur noch die-
jenigen Ergebnisse von A in Betracht zu ziehen, die auch

in B enthalten sind. Dies ist gerade die Menge A N B. Des-
halb ist naheliegend, die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B)
als den Anteil an der Wahrscheinlichkeit P(B) zu definieren,
der durch P(ANB) reprédsentiert wird.

(3.39) Definition

Sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und P(B) > O. Dann
ist

P(A[B) : = —Péﬁ“% fir A € A

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung,

daB das Ereignis B eingetreten ist.

Beispiel:

Ein 15-kOpfiges Gremium einer Firma besteht aus 10 Ange-
stellten und 5 Arbeitern. Von den Angestellten sind

5 Midnner und 5 Frauen, von den Arbeitern sind 3 m#nnlich
und 2 weiblich. Aus dem Gremium soll eine Person zuf#llig
ausgewdhlt werden (z.B. per Losverfahren). Es werden die
folgenden Ereignisse definiert:
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A: "Die gewdhlte Person ist ein Mann".
B: "Die gewdhlte Person ist ein Angestellter bzw. eine
Angestellte™.

Wie groB8 ist P(A)?

Bei der Zufallsauswahl besitzt jedes Mitglied des Gremiums
dieselbe Chance, ausgewdhlt zu werden. Nach der Laplace'schen
Formel in Satz (3.38) gilt:

P () =?—5.

Nun erhdlt man die Zusatzinformation, daB die ausgew&dhlte
Person in einem Angestelltenverh&dltnis steht. Ver&ndert
sich aufgrund dieser zus&dtzlichen Information die Wahr-
scheinlichkeit fiir A, daB ein md&nnliches Mitglied des Gre-
miums ausgewdhlt wurde? Dazu wird die bedingte Wahrschein-
lichkeit P(AIB) ermittelt.

Von den 15 Personen des Gremiums sind 5 gleichzeitig ménn-
lichen Geschlechts und Angestellte. A n B enthdlt also
5 Resultate des Zufallsvorgangs und

3

P(ANB) = 5 -

Auf dieselbe Weise erhdlt man

P(B) =12
1
und daraus
3
15 _1
P(AlIB) —1—_0- 5.
15

In diesem Fall nimmt also die Wahrscheinlichkeit von A
(ausgewdhlte Person ist ein Mann) durch die Zusatzinforma-
tion, dald B eingetreten ist (ausgewdhlte Person steht im
Angestelltenverhdltnis), ab. Auch das Gegenteil ist mog-
lich. In einigen F&dllen bleibt die Wahrscheinlichkeit von
A unverdndert, d.h. die sichere Kenntnis des Eintreffens
des Ereignisses B besitzt keinen EinfluB8 auf das Eintref-
fen des Ereignisses A. In solchen F&dllen heiBen die Ereig-
nisse A und B stochastisch unabh&ngig. Hier ist die be-
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dingte Wahrscheinlichkeit P(AIB) gleich der unbedingten
Wahrscheinlichkeit, bei der keine Information Uber das
Ereignis B verfiligbar ist, also

P(AIB) = P(A).
Dies ist gleichbedeutend mit

P(ANB) = P(A) - P(B).
Die letzte Beziehung, der Multiplikationssatz flir unab-

hi&ngige Ereignisse, wird in der Regel als Definition der

stochastischen Unabhdngigkeit zweier Ereignisse verwendet.

(3.40) Definition

(a) Zwei Ereignisse A und B heiBen (stochastisch) unab-
hdngig, wenn gilt

P(ANB) = P(A) - P(B).

(b) Die Ereignisse A1""’An heiBen (stochastisch) unab-
hdngig, wenn fir jeweils k (2<k<n) beliebice dieser

Ereignisse, etwa Ai ,...,Ai , gilt:
1

P(A, n ...NnA, ) =P@A, ) .« ... « P(A, ).
i, iy i, iy

Auch fiir beliebige, im allgemeinen nicht stochastisch unab-

hédngige Ereignisse kann ein Multiplikationssatz abgeleitet
werden. Aus

P(AIB) = %‘%—2}?—’- bzw. P(BIA) = %1%

(P(A) ,P(B) # O) ergibt sich

(3.41) (a) P(AnB) = P(AIB) - P(B)

und

(b) P(ANB) = P(BIA) - P(A).
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Die stochastische Unabhdngigkeit von zufdlligen Ereignissen ist bei
Glucksspielen, die fir die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
eine zentrale Rolle spielten, von grofer Bedeutung. Ist z.B. beim
Roulette 15 mal hintereinander eine schwarze Zahl gefallen, neigen
viele Spieler zu der Uberzeugung, die Wahrscheinlichkeit far eine
rote Zahl misse nun sehr grof sein. Da das Roulette aber "kein Ge-
déchtnis" besitzt, wenn es einwandfrei, d.h. ohne mechanische Fehler,
arbeitet, sind die einzelnen Ausspielungen im wahrscheinlichkeits-
theoretischen Sinne voneinander unabhdngig. Demnach bleiben die ob-
jektiven Wahrscheinlichkeiten fir eine rote oder eine schwarze Zahl
unverdndert, gleichgiltig, welche Zahlen bei friheren Ausspielungen
gefallen sind. Anders hingegen verhdlt es sich bei Kartenspielen

wie z.B. "Black Jack" oder "Siebzehn und Vier". Hier ist entscheidend,
welche Karten bereits ausgespielt wurden, da sich dadurch die Zusam-
mensetzung der verbleibenden Karten &ndert und somit auch die Wahr-
scheinlichkeit, daB ein bestimmter Kartentyp (z.B. As, Konig, etc.)

gezogen wird.

Eine weitere gerade flir Anwendungen wichtige Formel ist der
sog. Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit. Den Ausgangs-—
punkt bildet eine Zerlegung der Ergebnismenge Q; darunter
versteht man ein System von paarweise disjunkten Ereignis-

sen A1,...,An, deren Vereinigung Q ergibt.

Ay

Sei nun B ein beliebiges Ereignis, dann sind die Ereignisse
BNA,
i

disjunkt und es gilt:

B = (BnA1) U ... U (BnAn)
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und nach Axiom 3:

n
P(B) = I P(BnAj).
i=1

Wendet man nun (3.41) an, so erhdlt man

n
(3.42) P(B) = ¥ P(BIAi) . P(Ai)
i=1

den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit.

Geht man noch einen Schritt weiter und ersetzt in der Defi-

nition filir bedingte Wahrscheinlichkeiten

P (A.NB)

P(AJIB) = —57F)

den Zdhler gemdB (3.41) durch P(BIAj)-P(Aj) und den Nen-
ner durch (3.42), ergibt sich das Theorem von BAYES:

P(BIAj)-P(Aj)

n
ii]P(BIAi)-P(Ai)

P(AjIB) =

Ein flir praktische Anwendungen wichtiger Spezialfall er-
gibt sich flir n=2, in dem das Theorem von BAYES folgender-
maBen lautet:

P(A|B) = P(BIA)-P(A)
P(B|A)-P(A)+P(B|A) -P(A)
Sind sich gegenseitig ausschlieBende Zustdnde A1""’An

gegeben, deren Wahrscheinlichkeiten P(Ai), die sog.
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a-priori-Wahrscheinlichkeiten, bekannt sind, sowie fiir ein
Ereignis B die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(BIAj) an-
gebbar, so lassen sich gemdB8 dem Theorem von BAYES die
sog. a—posteriori-Wahrscheinlichkeiten P(Ale) berechnen.

BeisEiel:1)

Um die Glite eines Schulreifetests zu priifen, wurden alle
schulpflichtigen Kinder einer bestimmten Population probe-
weise eingeschult, zusdtzlich wurde ihre "Schulreife"

durch einen Schulreifetest T ermittelt. Nach Beendigung
des ersten Grundschuljahres stellte man fest, daB 88 % al-
ler probeweise eingeschulten Kinder das Ziel des ersten
Grundschuljahres erreichten. 81 % dieser Schiiler hatten den
Schulreifetest bestanden, wdhrend nur 28 $ der Kinder, die
das erste Schuljahr nicht erfolgreich beendeten (d.h. nicht
schulreif waren), ein positivés Ergebnis beim Schulreife-
test T hatten.

Das zu klédrende Problem ist: Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit, daB ein einzuschulendes Kind, das den Schulreife-
test besteht (nicht besteht), das Ziel des ersten Grund-
schuljahres erreicht (nicht erreicht)?

Definiert man die Ereignisse

T : Kind besteht den Schulreifetest,

T : Kind besteht den Schulreifetest nicht,

S : Kind erreicht das Ziel des 1. Grundschuljahres (ist
schulreif),

: Kind erreicht das Ziel des 1. Grundschuljahres nicht
(ist nicht schulreif),

[21]

erhélt man:

P(s) = 0,88, P(S) = 0,12,
P(TIS) = 0,81, P(TIS) = 0,28.

1) 7gl. Kornmann, R.: Minimalisieren Schulreifetests die
zahl der Fehlentscheidungen? Zeitschrift flir Entwick-
lungspsychologie und Pddagogische Psychologie, 1972,
282-286.
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Gesucht sind die Wahrscheinlichkeiten P(SI|T) bzw. P(SIT),
da in Zukunft nur diejenigen Kinder eingeschult werden
sollen, die den Schulreifetest bestanden haben. Die Unter-
suchung soll aufzeigen, ob eine derartige Vorgehensweise
sinnvoll ist.

Nach dem BAYES-Theorem (n=2; S statt A , T statt B) er-

hdlt man:

P(TIS)-P(S)
P(SIT)

P(T|S)-P(S)+P(T|S)-P(S)

0,81.-0,88
0,81.0,88+0,28-0,12

= 0,955.

Die Wahrscheinlichkeit, daB8 ein Kind, das den Schulreife-
test bestanden hat, dann auch tatsdchlich das Ziel des
1. Grundschuljahres erreicht, liegt bei 95,5 %.

Allerdings reicht dieses (glinstige) Resultat fir die Be-
urteilung des Schulreifetests nicht aus. Eine weitere An-
wendung des BAYES-Theorems ergibt:

P(T|S)-P(S)

P(S|T)

P(TIS)-P(S)+P(T|S)-P(S)

0,19-0,88
0,19-0,88+0,72-0,12

= 0,66 .

Vergleicht man P(SIT) mit
P(S|T) = 1 - P(SIT) = 0,34 ,

so stellt man fest, daB die Wahrscheinlichkeit dafilir, daB
ein Kind das Ziel des ersten Schuljahres erreicht, wenn

es den Schulreifetest nicht bestanden hat, grdBer ist als
die Wahrscheinlichkeit, daB es das Klassenziel nicht er-
reicht. Demnach wdre es also sinnvoll, auch diejenigen
Kinder probeweise einzuschulen, die den Schulreifetest
nicht bestehen. Dies 148t Zweifel an der Glite des konstru-
ierten Schulreifetests aufkommen.
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Eine wichtige Anwendung des BAYES-Theorems, allerdings in einer allge-
meineren Form fir ZufallsgréBen, findet man im Bereich der "Signaler-
kennung" ({signal detection). So enthdlt beispielsweise eine Verdffent-
lichumgl) der Instruktionen und Prozeduren fur die Durchfihrung der am
neurcpsychologischen Labor des Indiana University Medical Center ver-
wende ten Testbatterien Daten, die zeigen, daB hirnverletzte Patienten
dazu nexgen, sich von Normalen in der Frequenz des Fingerklopfens zu
unterscheiden. Der Patient wird instruiert, seinen Arm auf den Tisch
zu legen und dann so schnell, wie er kann, mit dem Finger zu klopfen.
Hirnver_etzte neigen im Durchschnitt zu langsamerem Klopfen. In der
Praxis wird natlrlich die Diagnose nicht anhand eines einzigen Merk-
mals gezroffen, sondern anhand der Beobachtungswerte von mehreren Merk-
malen. Jeder Reizeingang x ist in solchen Fallen ein Vektor mit mehr
als einer Komponente (vgl. Kap. 4), ein Punkt in einem mehrdimensiona-

len Raum, der einer Symptomkonfiguration oder einem Symptommuster ent-

spricht.

Kennt man fir jeden solchen Punkt oder Reizeingang x die zugehdrigen
Wahrscheinlichkeiten (bzw. "Wahrscheinlichkeitsverteilungen") in der

Normalpopulation und in der Hirngeschadigtenpopulation
P(x1N) und P(x|H)

sowie die a-priori-Wahrscheinlichkeiten P(N) und P(H), so lassen sich
mit Hilfe des Theorems von BAYES die fiur die Diagnose wichtigen

a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten
P(H|x) bzw. P(N|x),

daB ein Patient bei vorliegendem Beobachtungsvektor x an einer
Hirnverletzung leidet, ermitteln. Fir weitere Details vergleiche man

z.B. COOMBS, DAWS und TVERSKY (1975) oder LEE (1877), Kap. 6.

Das Konzept der stochastischen Unabhdngigkeit spielt in der
Statistik eine groBe Rolle. Wird ein Zufallsexperiment mehr-
mals durchgefiihrt bzw. ein Zufallsvorgang mehrfach beobach-
tet und sind die Ereignisse, die eine Durchfiihrung bzw. Be-
obachtung des Zufallsvorgangs betreffen, unabhdngig von al-
len Ereignissen der anderen Durchfiihrungen, spricht man von

1) vgl. Coombs, Dawes und Tversky (1975)
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unabhidngigen Wiederholungen des Zufallsexperiments bzw.

Zufallsvorgangs. So werden bei einer Zufallsstichprobe von
Individuen die ausgewdhlten Personen als unabhdngige Reali-
sierungen der zufdlligen Auswahl interpretiert. Allerdings
interessiert man sich in erster Linie gar nicht fir die letzt-
endlich in die Stichprobe gelangten Individuen selbst, son-
dern flir gewisse an ihnen gemessene Merkmale, etwa bestimm-
te Persdnlichkeitsmerkmale, physiologische Merkmale, Ein-
stellungen, etc. Da man nicht alle Individuen einer Popula-
tion in die Untersuchung einbeziehen kann, erfolgt die Ana-
lyse anhand der MeBSwerte einer Zufallsstichprobe. Das Zu-
fallsexperiment der zuf&lligen Auswahl von Untersuchungs-
einheiten bildet lediglich die Grundlage der statistischen
Auswertung, das eigentliche Ziel sind jedoch Aussagen lber
bestimmte Untersuchungsmerkmale. Dazu bendtigt man den Be-
griff der Zufallsvariablen.

(3.43) Definition

Sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion
X s Q@ » R, die jedem Ergebnis w € Q des Zufallsvorgangs
eine reelle Zahl X(w) zuordnet, heifft Zufallsvariable.

Genaugenommen kann nicht jede auf definierte Funktion
als Zufallsvariable angesehen werden. Damit flir die Aus-
prdgungen bzw. Realisationen einer zufdlligen Variablen X
alle Wahrscheinlichkeiten P(B) fiir beliebige Borel-Mengen B
definiert werden kdnnen, miissen sdmtliche "Urbilder"

') : = (wee | X(w) € B}, B Borel-Menge,

Ereignisse, also Elemente der c-Algebra A sein, da das Wahr-
scheinlichkeitsmaB P nur auf A definiert ist. Diese Bedin-
gung heiBt "MeBbarkeit" von X. Bei praktischen Anwendungen
ist diese Bedingung stets von selbst erfiillt, so daB in
diesen Fdllen eine Zufallsvariable X immer als eine Zuord-
nung angesehen werden kann, die bei jedem Ausgang des Zu-
fallsexperiments bzw. Zufallsvorgangs einen bestimmten Zah-
lenwert annimmt.

Sind flir eine Zufallsvariable X hdchstens abzdhlbar viele
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Zahlenwerte mdglich, spricht man von einer diskreten Zu-
fallsvariablen, im Falle von Uberabzdhlbar vielen m&glichen

Realisationen von X von stetigen Zufallsvariablen.

Entsprechend der Konzeption der stochastischen Unabhdngig-
keit werden bei statistischen Untersuchungen die MeBwerte
eines Untersuchungsmerkmals, die aus einer Zufallsstichpro-
be cewonnen wurden, als unabhdngige Realisierungen einer
das Untersuchungsmerkmal charakterisierenden Zufallsvari-
ablen X interpretiert. Deshalb ist bei dieser Vorgehenswei-
se cdarauf zu achten, daB die in einer sozialwissenschaftli-
cherr Erhebung untersuchten Individuen oder Objekte zumindest
approximativ eine Zufallsauswahl aus einer iibergeordneten
Population reprédsentieren. Bei vielen psychologischen Expe-
rimenten und sozialwissenschaftlichen Erhebungen ist diese
Annahme nicht unproblematisch, da die Auswahl der Unter-
suchungseinheiten vielfach von systematischen Auswahlfak-
toren beeinfluBt wird.

Die Begriffe "Wahrscheinlichkeitsraum" und "Zufallsvariable"
bilden die theoretische Grundlage aller statistischen Unter-
suchungen. Allerdings arbeitet man bei der expliziten sta-
tistischen Auswertung in der Regel nicht mit Wahrscheinlich-
keitsmaBen, da diese als Mengenfunktionen mathematisch nur
umstdndlich zu handhaben sind. Statt dessen geht man aus

von der sog. "Wahrscheinlichkeitsverteilung" der Zufalls-
variablen X. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufalls-
variablen X kann neben der genauen Angabe des zugehdrigen
WahrscheinlichkeitsmaBes P auch durch die Verteilungsfunktion
von X oder durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X bei
diskreten Zufallsvariablen bzw. durch die Wahrscheinlichkeits-

dichtefunktion bei stetigen Zufallsvariablen charakterisiert

werden. Da an dieser Stelle nur eine kurze Einfiihrung in die

elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung gegeben werden kann,
wird auf die explizite Definition dieser flir Wahrscheinlich-
keitstheorie und Statistik zentralen Begriffe verzichtet.
Flir weitere Details, Begriffe und Verfahren sei auf die ein-
schldgigen Statistik-Lehrblicher, die fiir Sozialwissenschaft-
ler geeignet sind, verwiesen.

Weiterfiihrende Literatur:

Bamberg, Baur (1980), Basler (1977), Bortz (1977), DeGroot
(1975), Hays (1973), Schaich (1977), Stilson (1966), Winkler,
Hays (1975).
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Bisher wurden Untersuchungsmerkmale betrachtet, deren MeB-
werte durch eine reelle Zahl reprdsentiert werden, z.B.

die Merkmale Punktwert in einem Test, Einkommen, Blutdruck,
etc. Auch in den Naturwissenschaften kommen solche Gr&dBSen
vor, z.B. bei der Temperatur-, Zeit- oder Ldngenmessung.
Man nennt solche GrdBen Skalare.

Andererseits ist bereits aus dem Physikunterricht der Schu-
le bekannt, daB8 auch noch andere GrdBen existieren, zu
deren vollstédndigen Beschreibung neben dem zahlenmdBigen
Wert, dem Betrag, auch noch die Angabe ihrer Richtung er-
forderlich ist. Beispiele hierfir sind Geschwindigkeit,
Beschleunigung oder Krdfte. Solche gerichtete Grd8en nennt

man iliblicherweise Vektoren.

Diese von den Naturwissenschaften und Technik her gewohnte
Definition der Vektoren ist nicht die einzig m&gliche und
in den Sozialwissenschaften von untergeordneter Bedeutung.
In der reinen Mathematik, etwa der Linearen Algebra, wer-
den Vektoren als abstrakte mathematische Objekte einer be-
stimmten Menge, ndmlich des "Vektorraums", definiert. Die
individuellen Eigenschaften und die inhaltliche Bedeutung
der Vektoren sind dabei v6llig gleichgliltig, wichtig ist
nur, daf im Vektorraum bestimmte Operationen (Addition

und skalare Multiplikation) nach gewissen Regeln erkldrt
sind.

In den Sozialwissenschaften gelangt man zu einer Vektor-
reprdsentation, wenn statt nur einem Erhebungsmerkmal an
jedem Objekt bzw. jedem Individuum simultan mehrere Merk-
male X1,...,Xm gemessen werden. Die m MeBwerte (Scores)
fiir eine Untersuchungseinheit (Versuchsperson oder Objekt)

werden als geordnetes m-Tupel von Zahlen geschrieben, d.h.

in Klammern und durch Kommata getrennt:

X = [x1,x2,...,xm].
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Beispiele:

1)

Im Intelligenz-Struktur—-Test (IST) von Amthauer wird
angenommen, daB die tragenden Elemente der intellektu-
ellen Struktur die sprachliche und rechnerische Intelli-
genz, die rdumliche Darstellung und die Merkf&dhigkeit
sind. Sie werden erfaBt durch die 9 Subtests SE (Satz-
ergdnzung), WA (Wortauswahl), AN (Analogie), GE (Gemein-
samkeiten), ME (Merkaufgaben), RA (Rechenaufgaben), ZA
Zahlenreihen), FA (Figurenauswahl), WU (Wirfelaufgaben)
(vgl. AMTHAUER, 1955). Werden die Einzelergebnisse der
Subtests flir einen Probanden registriert, erhdlt man
einen Vektor

X = fx1,x2,...,x9],

den man in diesem Zusammenhang das "Testprofil" des

Probanden nennt.

In einem Experiment zur Untersuchung der vor Examens-

oder Testsituationen empfundenen Angst werden vor und

nach der Durchfiihrung des Experiments die physiologi-

schen Variablen Pulsfrequenz, Blutdruck, psychogalva-

nische Hautreaktion und Pupillendffnung gemessen. Die

MeBwerte eines Probanden vor dem Experiment werden zum
Vektor x = [x1,x2,x3,x4] zusammengefaBt, die MeBwerte

nach dem Experiment zum Vektor y = [y1,y2,y3,y4].

(4.1) Definition

Ein m-dimensionaler Vektor x ist ein geordnetes m-Tupel

reeller Zahlen. Vektoren k&nnen als "Spaltenvektoren"

oder als "Zeilenvektoren"

x'= [x1,x2,...,xm]
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geschrieben werden. Xy heiBt die i-te Komponente des Vek-

tors x (i = 1,...,m).

Flir die Anwendungen in den Sozialwissenschaften ist es
gleichgliltig, ob die Schreibweise als Zeilen- oder Spalten-
vektor gewdhlt wird. Da aber Vektoren auch als Spezialf&dl-
le von Matrizen aufgefaBt werden k&nnen, und dort die Un-
terscheidung zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren bedeut-
sam ist, hat es sich eingeblirgert, in der Vektor- und Ma-
trizenrechnung von Spaltenvektoren auszugehen und die Zei-
lenvektoren im Unterschied dazu mit x' zu bezeichnen. Auf
die Bedeutung des Hochkommas wird spédter noch eingegangen.
Im folgenden wird von dieser Bezeichnungsweise Gebrauch ge-
macht.

Vektoren beinhalten bei Anwendungen in den Sozialwissen-
schaften in der Regel simultane MeBSergebnisse von m Unter-
suchungsmerkmalen. Bei der konkreten Interpretation eines

"Merkmalsvektors" ist natlirlich stets anzugeben, welches

Merkmal durch die i-te Komponente gemessen wird.

Ist die Dimension h&chstens 3, kSnnen die Vektoren graphisch
veranschaulicht werden. Dazu wdhlt man gewdhnlich ein "car-
tesisches Koordinatensystem". Dies ist ein Koordinatensy-
stem mit aufeinander senkrecht stehenden Koordinatenachsen,
die sich im "Ursprung" kreuzen. Dieser erhdlt auf beiden
Koordinatenachsen den Wert O zugeordnet (Nullpunkt). Im

Fall m = 2 nennt man die waagrechte Achse Abszisse, die
senkrechte Achse Ordinate.

Die erste Mdglichkeit besteht darin, die Vektoren als Punk-
te in diesem Koordinatensystem mit den Koordinaten [x1,x2]

fir m = 2, bzw. [x1,x2,x3] fir m = 3 darzustellen.
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Die zweite Mdglichkeit besteht darin, die Vektoren als
Pfeile darzustellen, die vom Ursprung zum Punkt x gerich-
tet sind.

-1

Aus den vorangegangenen Ausfiihrungen wird bereits deutlich,
daB der hier eingefiihrte Vektorbegriff allgemeiner ist als
die in Naturwissenschaft und Technik libliche Definition
von Vektoren als gerichtete GrdB8en. Der dort zur mathema-
tischen Prédzisierung verwendete "Vektorraum" ist stets der

dreidimensionale euklidische Vektorraum, den wir spédter

mit R3 bezeichnen werden. Bei Vektoren in den Sozialwissen-
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schaften handelt es sich nicht um gerichtete GrdBen, son-
dern um m-dimensionale MeBergebnisse, deren Komponentenzahl
m auch grdfer als 3 sein kann. Die Darstellung im Koordina-
tensystem dient lediglich als geometrische Veranschaulichung.
Sie ist auch nur fir m < 3 moglich und fiir m = 1 entspricht
sie der Darstellung der reellen Zahlen auf der Zahlengera-
den.

In der reinen Mathematik wird bei der Behandlung von Vektorr&umen ge-—
wohnlich auf eine geometrische Veranschaulichung vdllig verzichtet. In
vielen Fallen ist eine solche auch gar nicht mdglich oder sinnvoll:
Beispielsweise kénnen die mathematischen Objekte, die dann auch Vek-

toren genannt werden, Funktionen f(x),g(x),... sein.

Alle m8glichen m-Tupel von reellen Zahlen werden zur Menge
r" zusammengefagt.

(4.2) Definition

Die Menge aller Vektoren mit m reellen Komponenten bildet
den Vektorraum R".

Fir m = 1 stimmt R1 mit der Menge R der reellen Zahlen iliber-
ein. Im Fall m = 2 erhdlt man die reelle Ebene RZ, die be-
reits in Abschnitt 3.3, Beispiel (2), behandelt wurde. Jeder
Punkt aus Rz kann durch die Angabe der beiden Komponenten

X4 und Xy charakterisiert werden und umgekehrt kann jeder
Vektor x = (x1,x2) durch einen Punkt in der Ebene reprédsen-
tiert werden. Der klassische physikalische Raum, der flir
Naturwissenschaften und Technik bedeutsam ist, ist durch

R3 gegeben.

Hdufig vorkommende spezielle Vektoren sind:

Der Nullvektor

[eXe}

dessen s&dmtliche Komponenten O sind,
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dexr Einsenvektor

dessen sdmtliche Komponenten gleich 1 sind und

der i-te Einheitsvektor

« i-te Stelle,

1]
]
O=0-

o

dessen i-te Komponente 1 und alle anderen Komponenten
O sind (i = 1,...,m).

Beispiele von Einheitsvektoren:

(a)

(c)

Einheitsvektoren im Rzz

€3

[0}
|
—
0=
()
N
1]
OO0 -=0
I
OoO-=00
[
>
I
-—
-00O0

Im folgenden werden die Beziehungen, die im Vektorraum r"

zwischen den Vektoren bestehen, festgelegt.
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(4.3) Definition

Zwei m-dimensionale Vektoren x und y (aus dem R™) sind

gleich, wenn sie in allen m Komponenten lbereinstimmen.

Es ist also x = y genau dann, wenn
Xy =Yy fiir alle i = 1,...,m
gilt.

Zwei Vektoren sind also nur dann vergleichbar, wenn sie ven
"gleicher Dimension" sind, also dieselbe Anzahl von Kom-
ponenten besitzen. Dariiber hinaus muB8 bei Anwendungen in
den Sozialwissenschaften sichergestellt werden, daB die
einzelnen Komponenten der Vektoren dieselben Merkmale be-
inhalten. Will man beispielsweise im Intelligenz-Struktur-
Test (vgl. Beispiel 1) die Testprofile der Probanden ver-
gleichen, so darf die Reihenfolge der Subtests nicht ver-
dndert werden.

(4.4) Definition

Bei 2wei (oder mehr) m-dimensionalen Vektoren erhdlt man

durch Addition (Subtraktion) der einzelnen Komponenten die

Summe (Differenz) der Vektoren, d.h.

X X
N -
]
N =

X X
N -
I+
L<
N

.
.
.

x
=
L}
]
%
3
I+
<
3

Beispiele:
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Im Fall m = 2 1&8Bt sich die Addition von Vektoren leicht
geometrisch veranschaulichen.

1#

i i it itk LD 4
=7
_- /|
- /7t
_- /o
- / 1
== X / 1
+ | / |
*TY, | / !
SR el S e y i
X ! ! !
2| | 1
4 !
: !
I ! ] >
— S
Yl : ]I
X1+y1 Y

Der Vektor x + y ergibt sich als Diagonale des Parallelo-
gramms, das von den Vektoren x und y gebildet wird. W&h-
rend dieser Parallelogrammkonstruktion in der Mechanik
auch eine inhaltliche Bedeutung zukommt, etwa bei der Dar-
stellung der Wirkung zweier Krdfte, die in einem Punkt an-
greifen, dient sie bei Anwendungen in den Sozialwissen-
schaften lediglich zur geometrischen Veranschaulichung.
Fir m > 3 ist, wie bereits erwdhnt, eine geometrische Ver-
anschaulichung nicht mehr méglich. Man kann aber ohne wei-
teres in hSherdimensionalen Vektorrdumen "rechnen". Die
Begriffe, die wir verwenden werden, sind Verallgemeinerun-

gen der entsprechenden Begriffe im Rz bzw. Ra.

(4.5) Definition

Man erhdlt das Produkt eines Vektors x mit einer reellen
Zahl o € R (einem Skalar), indem man alle Komponenten von
x mit o multipliziert,

ax
ox

N =

ax .

ax
L m

(Skalarmultiplikation).
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Geometrisch bedeutet die Multiplikation eines Vektors x

mit einem Skalar o eine Streckung bzw. Schrumpfung des
Vektors (a¢ > 1 bzw. O x a < 1), die im Fall o < O mit einer
Richtungsumkehr verbunden ist.

Aus den Definitionen der Addition und der Skalarmulti-
plikation von Vektoren in ®™ konnen eine Reihe von Eigen-
schaften abgeleitet werden, die im folgenden kurz zusam-
mengestellt sind:

Seien x,y,z beliebige Vektoren aus ®R™, dann gilt:
(1) Fir x und y existiert ein Summenvektor x + y € R’

(Addition)
(2) x+y =y +x
(3) x + (y+2) = (x+y) + z

(4) Es existiert genau ein Nullvektor O mit der Eigen-

schaft
X + 0= x fiir alle x € R™
(5) Zu jedem x € R gibt es einen Vektor -x mit
x + (-x) = O.

(6) Fir alle x € ®" und o€ R existiert ein Vektor
ax € R™ (Skalarmultiplikation)
(7) a(x+ty) = ax + oy
(8) (a + B)X = ax + Bx /B € R, x € R"
(9) a(Bx) = (aB)x
(10) 1 . x = x

In der Linearen Algebra werden Addition und Skalarmul-
tiplikation mit den angefiihrten Eigenschaften als konsti-
tuierende Definition eines Vektorraums verwendet. Eine
Menge V heiBt ein Vektorraum (iiber R), wenn flir ihre Ele-
mente eine Addition und eine Multiplikation mit einem
Skalar erkldrt sind, so daB die Regeln (1) bis (10) gil-
tig sind. Wir sind hier gleich von einem speziellen Vek-
torraum, ndmlich der Menge

R = {(xgrenerx)) %, €R, 1=1,...,m}
ausgegangen.
Der Vektorraum R™ und spezielle Teilmengen des R™ wie

beispielsweise Intervalle, beschrdnkte Mengen oder konvexe

Mengen werden bei der Analyse von Funktionen mehrerer
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Verdnderlicher und deren Anwendungen bendtigt. Sie spielen

z.B. bei Optimierungsproblemen (etwa in der Linearen Pro-
grammierung) eine wichtige Rolle.

Wie bereits frilher erwdhnt, kdnnen Vektoren als spezielle
"Matrizen" aufgefaBt werden, die im n&chsten Kapitel aus-
fiihrlich erdrtert werden. Aus diesem Grunde erfolgt die
Einfiihrung weiterer wichtiger Begriffe wie Skalarprodukt

von Vektoren, Orthogonalit&dt von Vektoren oder Linearkombi-
nation von Vektoren erst nach einer Einfilhrung in die elemen-
tare Matrizenrechnung in den Abschnitten 5.3 bzw. 5.6.

Weiterfiihrende Literatur:

siehe Kap. 5.
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5.1 Matrizen und einige Anwendungen in den
Sozialwissenschaften

Eine (nxm)-Matrix A ist ein rechteckiges Schema von

n-m Zahlen, bestehend aus n Zeilen und m Spalten:

819 392 *-*
831 822 -+ 82p
(5.1) A=1|-* .

a a eee A
nl "n2 nm

Flir Matrizen verwenden wir fettgedruckte GroBbuchstaben
A/B/C, etc.

(nxm) heiBt Ordnung, Typ oder Dimension der Matrix A. In
Kurzschreibweise 148t sich die Matrix A auch folgendermaBen
darstellen:

A=Tla, .l

1]
Dabei heiBt i Zeilenindex (i = 1,2,...,n), j Spaltenindex
(3 =1,2,...,m) und aij Element der Matrix A, das in Zei-

le i und Spalte j steht.

Zum Beispiel ist

eine (2x3)-Matrix, und agy = 5 das Element von A, welches
in Zeile 1 und Spalte 2 steht.



5. Kapitel: Elementare Matrizenrechnung

123

Eine (nx1)-Matrix a heiBt n-dimensionaler Spaltenvektor,

bestehend aus n Komponenten:

(5.2) a=|.

und eine (1xm)-Matrix b' heiBt m-dimensionaler Zeilen-

vektor, bestehend aus m Komponenten:

b' = [b1,b2,...,bm]

Damit sind die bereits im letzten Kapitel eingefiihrten Zei-
len- und Spaltenvektoren hier als Spezialfdlle von Matri-
zen dargestellt. Auf die Bedeutung des Hochkommas wird sp&-
ter noch eingegangen werden.

Beispielsweise ist

ein 3-dimensionaler Spaltenvektor und
b' = [4/"7r-1ror3]
ein 5-dimensionaler Zeilenvektor.

Eine (1x1)-Matrix a ist ein Skalar, also eine gewdhnliche
reelle Zahl. So kann beispielsweise die reelle Zahl 3 auch
als (1x1)-Matrix aufgefaBt werden. Diese Betrachtungsweise
ist bei den spdter noch zu behandelnden Matrizenverkniipfun-
gen von Bedeutung.
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Einige Anwendungsbeispiele fiir Matrizen im Bereich der

Sozialwissenschaften

1. Datenmatrizen

Wie bereits zu Beginn des letzten Abschnitts erwdhnt, las-
sen sich die MeBwerte von n Versuchspersonen einer Stich-

probe in Bezug auf m Merkmale in einer Datenmatrix

X11 oo x1m

x21 oo X2m

anordnen. Dabei enthdlt eine Zeile der Datenmatrix die fir
eine Untersuchungseinheit gemessenen m Ausprédgungen der

m Variablen X1,...,Xm und eine Spalte der Datenmatrix die
flir ein Merkmal erhobenen n MeBwerte der Individuen.

2. Korrelationsmatrizen

Bildet man fiir jedes der m (metrischen) Merkmale den Mit-
telwert

- 1 n
X, = = ¥ X.. j=1,...,m
J no;_413
und die Stichprobenvarianz
2 _ 1 n _ T2 A
sj = 007 51(xij xj) 3j 1,ee0,m

so kdnnen die Daten durch "Standardisierung"” auf die Form

gebracht werden. Flir die standardisierten z-Werte ist der
Mittelwert O und ihre Stichprobenvarianz gleich 1.

Auf diese Weise erhdlt man aus der Datenmatrix X eine neue
Matrix Z, die standardisierte Datenmatrix
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n
T Z,. 2,2 ,

so lassen sich die Korrelationskoeffizienten in der (mxm)-
Korrelationsmatrix R anordnen.

ceee 1

Da stets rij = rji

trisch (vgl. die Def. gegen Ende dieses Abschnitts).

gilt, ist die Korrelationsmatrix symme-

3. Prdferenzmatrizen

Auf der Menge der vier Objekte {01,02,03,04} sei eine Pri-
ferenzrelation R definiert, d4d.h. OiROjgenau dann, wenn 0i gegen-
iber Oj vorgezogen wird. Eine beliebige Préferenzstruktur
zwischen den Objekten kann durch eine (4x4)-Matrix P ausge-
drickt werden, wobei das Element pij gleich 1 ist, falls

0i gegeniiber Oj préferiert wird und O sonst. Beispielswei-

se indiziert die Matrix

o 1 0 1
p=]0 0 10
1.0 0 1
0o 1 0 0

daB das Objekt O1 gegeniiber den Objekten O2 und O4 préfe-
riert wird, das Objekt O2 gegeniiber 03, das Objekt O3 ge-
geniiber O1 und O4 und schlieBlich das Objekte O4 gegeniiber

0,.
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Auf diese Weise lassen sich generell bindre Relationen auf
einer endlichen Menge A = {a1,...,an} darstellen. In der
Matrix

steht in der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine 1 fir den
Fall aiRaj und O sonst.

4. Soziomatrizen

Die Grundlage der soziometrischen Verfahren bilden "Wahl-
handlungen" oder "Wahlen". Die Personen einer Gruppe wer-
den aufgefordert, eine oder mehrere Personen anhand eines
vorgegebenen Kriteriums auszuwdhlen. Derartige Wahlhandlun-
gen stellen einen natilirlichen Aspekt zwischenmenschlicher
Beziehungen dar.*) Werden z.B. finf Personen einer Gruppe
aufgefordert, die Frage "Mit wem m&chten Sie in den néchsten
Monaten an diesem Projekt zusammenarbeiten? Wdhlen Sie zwei
Personen aus." zu beantworten, so k&nnen diese soziometri-
schen Wahlen in einer Matrix dargestellt werden. Wihlt ein
Gruppenmitglied ein anderes, so wird diese Wahl durch eine
"1" reprédsentiert. In der folgenden "Soziomatrix" sind die
Wahlen eines hypothetischen Beispiels wiedergegeben:

1 2 3 4 5
a, (0] 1 1 0 o]
a, 1 (0] (o] 0] 1
as 1 1 (@) 0] 0]
a, 0 [¢] 1 (0] 1
ag (@) 1 1 (0] (0]

*) Vgl. dazu Kerlinger (1979), Kap. 31.
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Da jede Person zwei Gruppenmitglieder auswdhlen sollte,
stent in jeder Zeile der Matrix zweimal eine "1". Die An-
zahlen der Einsen in den Spalten kennzeichnen die Anzahl
der Wahlen, die jede Person erhielt. Fiir weitere Details
von soziometrischen Wahlen und Soziomatrizen vergleiche
man beispielsweise KERLINGER (1979), Kap. 31 oder KEMENY
et al. (1966).

S. Verwechslungsmatrizen (Konfusionsmatrizen)

In einem Erkennungsexperiment werden die Versuchspersonen
aufgefordert, aus einer vorgegebenen Reizmenge {S1,...,Sm}
denjenigen auszuwdhlen, der nach ihrer Auffassung dem dar-
gebotenen Reiz entspricht. Bezeichnet man mit

hi(Sj)
die H&ufigkeit der Nennung des Reizes si bei Darbietung von

S erhdlt man die (mxm)-Konfusionsmatrix:

j'

Dargebotener Reiz

S1 52 Sm
s, h,(84) h;(S8,) ... h (8)
von der Vb s |h,(s;) h,(S,) ... hy(S)
angegebe-
ner Reiz . . .
Sm | Pn(84) hp(S,) ... h(S])

Die aufgeflihrten fiinf Anwendungsbeispiele reprédsentieren

nur eine kleine Auswahl der Anwendungsm8glichkeiten von Ma-
trizen in den Sozialwissenschaften. Weitere Anwendungen fin-
det man beispielsweise in der Graphentheorie oder bei sto-
chastischen Prozessen, insbesondere bei Markov-Ketten, in
der Demographie, sowie in der Spieltheorie und bei den fiir
die Sozialwissenschaften wichtigen multivariaten statisti-
schen Verfahren.
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Eine (nxn)-Matrix A heiBft quadratisch, die Elemente

aqqr8y9re- a0 heiBen Hauptdiagonalelemente und bilden
die Hauptdiagonale von A.

Beispielsweise ist

7 1 3
A=1]0 -4 6
2 5

eine quadratische (3x3)-Matrix, deren Hauptdiagonale aus
den Zahlen 7,-4,1 besteht.

Werden die Zeilen und Spalten einer (nxm)-Matrix A ver-
tauscht, so entsteht die zu A transponierte Matrix oder
die Transponierte von A:

11 821 0 g
892 8 - Ay
A= | - . )
@m %2m cc° qmm

Dies bedeutet in Kurzschreibweise:

Wenn A = [aij] ist, gilt A' = la..,] (i =1,...,n; 3 =1,...,m).

ji
Insbesondere gilt fiir den Typ der beiden Matrizen:

A' ist eine (m*n)-Matrix, wenn A eine (nxm)-Matrix ist.

Beispielsweise lautet die zu

5 4 -2 51
A= transponierte Matrix A' = | 4 3
13 0 [-2 0

Ferner wird gemdB der Definition der transponierten Matrix
aus dem n-dimensionalen Spaltenvektor
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aufgefaBt als (nx1)-Matrix, durch transponieren ein n-dimen-

sionaler Zeilenvektor, ndmlich
a' = [a1,a2,...,an],
also eine (1xn)-Matrix.

Zum Beispiel lautet der

entsprechende Zeilenvektor: a' = [1,0,-2].

Da Zeilenvektoren also transponierte Spaltenvektoren sind,
werden sie mit einem Hochkomma versehen, womit dessen Be-
deutung in Definition (5.2) erkldrt ist.

Im folgenden wird auf einige spezielle Matrizen und Vekto-

ren, wie sie im Rahmen der Behandlung multivariater Ana-

lyseverfahren in den Sozialwissenschaften hdufig vorkommen,

eingegangen.

Eine quadratische Matrix A heift symmetrisch, wenn
A = A' ist, d4.h. wenn aij = aji fir alle i und j gilt.
(Der an dieser Stelle implizit verwendete Begriff der

Gleichheit zweier Matrizen wird in Abschnitt 5.2 exakt
definiert.)

Beispiel:
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Die quadratische Matrix D, deren sdmtliche Elemente
auBerhalb der Hauptdiagonalen null sind, heiBft Diago-

nalmatrix:

d; 0...0
04, ... 0
D=1 . |7 diagldy)
0 0...a4
n

Ferner definiert man, falls di > O fir alle i = 1,...,n ist:

Beispiel:

2 0 O % V2 0 O
D={0 1 0 und D =| 0 1 oOf.
0O 0 9

Die guadratischen Matrizen

aI1 O ... 0 agy a12 R a1n

a4 a22... (0] 0] LV IREE a2n
Ay = : : : und AO = : : .

an1 an2"'ann (o} o ... ann

heiBen untere bzw. obere Dreiecksmatrix. Bei einer

Dreiecksmatrix sind sdmtliche Elemente auf jeweils

einer Seite der Hauptdiagonalen Null.

Zum Beispiel ist

1 0 O 2 4 5
A =12 7 O eine untere und Ao = |0 -1 3] eine obere
U 1 -1 4 o o 7

Dreiecksmatrix.
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Die (nxn)-Einheitsmatrix In = ] ist eine Diagonalma-

trix, deren Hauptdiagonalelemente aus lauter Einsen
besteht:

1. 0...0
0 ... 0
In=1=|0 . :
0 0 ...1

Ferner heiBt eine (nxm)-Matrix O, deren Elemente alle Null

sind, Nullmatrix:

0 O0...0
0O O0...0
Opm= 0=|- - :
0O 0...0

Eine Nullmatrix braucht nicht quadratisch zu sein.

Beispielsweise ist

00O
0 = eine Nullmatrix der Ordnung (2x3) und
2,3
000
0000
_|000O0 . .
04’4 =loo0 o0 o] eine Nullmatrix der Ordnung (4%4).
0000

Wir verzichten im folgenden auf die Indizierung der Ein-
heits- und Nullmatrix, wenn der Typ durch den jeweiligen
Sachzusammenhang eindeutig festgelegt ist.
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5.2 Matrixverkniipfungen

Zwei (nxm)-Matrizen A = [aij] und B = [bij] heiBen
gleich, wenn sie elementweise Ubereinstimmen, d.h.

J ij

Insbesondere kdnnen zwei Matrizen A und B dann nicht

gleich sein, wenn sie von verschiedener Ordnung sind.

(5.3) A = B genau dann, wenn a;4 = b,. filir alle i und j.

Zum Beispiel gilt fiir die folgenden Matrizen

[1 o 1 o R _[1 o o].
A “{o 1]' B = [o 1]' c= {o 1}' D= [o 1 o]'

A =B, A ¥ cund A # D.

Zwei (nxm)-Matrizen A = [aij] und B = [bij] werden
addiert bzw. subtrahiert, indem man sie elementweise
addiert bzw. subtrahiert, d.h.

(5.4) ¢ = A + B genau dann, wenn S5 = a4 + bij flir
alle i und j.
Es konnen also nur Matrizen derselben Ordnung addiert

bzw. subtrahiert werden.

Eine (nxm)-Matrix A wird mit einem Skalar @ multipli-

ziert, indem man jedes Element von A mit @ multipli-

ziert:

(5.5) oA = [aaij] fiir alle i und j.

Beispielsweise gilt filir die beiden folgenden Matrizen
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_ 3 -1 2| _t6 -2 4
2A = 2[0 5 4} = [o 10 8]'

Die ndchste fundamentale Matrixoperation ist die Matrizen-

multiplikation.

Das Produkt einer (nxm)-Matrix A = [ail] mit einer
(mxk)-Matrix B = [blj] ist eine (nxk)-Matrix

c = [cij]’ deren Elemente €55 sich folgendermaBen
berechnen:

m
(5.6)cij = li1ailblj fir i =1,...,n; j =1,...,k.

Die Multiplikation zweier Matrizen A und B 1ist also

nur dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten von

A mit der Anzahl der Zeilen von B ilbereinstimmt.

In "symbolischer Produktnotation" gilt fiir die Typen (nxm)

und (mxk) zweier multiplizierbarer Matrizen:

(5.7) (nxm) - (mxk) = (nxk)
Beispiel:
Gegeben sind
2 2
’
A = [3 . _z} und B = [-5 2
1 5

Dann ist die Produktmatrix C gemdB (5.7) vom Typ (2x2)
und sie lautet:

1
[N
~
.
N
W —
. .
[\S N

9 37
-16 4

Im allgemeinen ist AB # BA , wie man an diesem Beispiel
sehen kann:
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8 8 10
BA = [ 18 —39} + [_12 3‘71} = AB
[16 20 -3 :

Eine quadratische (nxn)-Matrix P heiBSt orthogonal, wenn

(5.8) P'P =PP' =1

gilt.

Beispielsweise ist die Matrix

32

P=\/'1_3\/1_3=L[3-2]
2 3| vzt o3
VERRGE

orthogonal, da sie (5.8) erfiillt:

e ) B E B A R I

und
1 (3 - 1 3 2 _ 1113 o] _1[1r o
Vi3 2 3 Vi3 -2 3 13l o 13| |o 1]
Mit den in diesem Abschnitt definierten Matrizenverkniipfun-

gen
len

nur

kann man im wesentlichen so rechnen wie mit den reel-
Zahlen. Allerdings ist dabei zu beachten, daB immer

solche Matrizen verkniipft werden diirfen, die bezliglich

Zeilen- und Spaltenanzahl zueinander passen.

Es gelten dann folgende elementare Rechenregeln:
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(1) A+B=B+A
(2) A+0=A
(3) (A+B) + C = A + (B+C) =: A+ B + C
(4) a(A+B) = aA + aB
(5) (a+B)A = aA + BA
(6) a(BA) = (aB)A = (Ba)A = B(aA)
(7) (aB)c = a(BC) = ABC
(5.9) (8) A(B+C) = AB + AC
(9) (B+C)A = BA + CA
(10) a(AB) = (aA)B = A(aB) = oAB
(1) IA = Al = A
(12) OA = A0 =0
(13) (A')r =a
(14) (A+B)' = A" + B’
(15) (AB)' = B'A"
(16) (ABC)' = C'B'A’

Als erstes Anwendungsbeispiel der Matrizenrechnung in den

Sozialwissenschaften betrachten wir das Modell der Fakto-

ren—- bzw. Hauptkomponentenanalyse und zwar gehen wir von

der deskriptiv orientierten Darstellung faktorenanalyti-
scher Methoden aus.

Das Ziel der Faktorenanalyse besteht darin, viele mehr
oder weniger hoch korrelierende Merkmale durch mdglichst
wenige voneinander unabhdngige hypothetische Konstrukte,
den "Faktoren", mdglichst genau zu erfassen. Im Gegensatz
zu anderen multivariaten Verfahren wie etwa Regressions-
oder Varianzanalyse kdnnen diese EinfluBgrd8en nicht
unmittelbar gemessen werden, sondern stellen ein Resultat
des faktorenanalytischen Modells dar. Dabei erweisen sich
die beiden Ziele "m&glichst wenige Faktoren" und "mdglichst
genau" als gegenldufig, so daB8 Kompromifldsungen gefunden
werden miissen, die von subjektiven Aspekten abhdngig sind.

Ausgangspunkt des deskriptiven Modells der Faktorenanalyse
bildet cdie standardisierte Datenmatrix Z. Man vergleiche
dazu Anwendungsbeispiel (2) in Kap. 5.71. Es werden also

an n Incividuen jeweils m Merkmale gemessen, die erhalte-
nen MeBwerte x,. (i = 1,...,n; j = 1,...,m) gemdB der

1]
Transformation
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standardisiert und die standardisierten MeBwerte zij in
der (nxm)-Matrix Z angeordnet, also

211 oo Z.Im
z=1 . .
Zn,l oo an

Flir die beobachteten MeBwerte zij wird nun angenommen, daf
sie sich aus dem additiven Zusammenwirken von k hypothe-
tischen Faktoren f1""'fk ergeben, daB also

k

255 < l£1aj1f11

gilt.

Verschiedene Variablen unterscheiden sich demnach vor allem
durch das Gewicht ajl' mit dem die verschiedenen Faktoren
am Zustandekommen der Variation ihrer MeBwerte beteiligt
sind. Die Gewichtszahl a., des l-ten Faktors in der j-ten
Variablen heiBt Faktorladung. Die Faktorladungen k&nnen in
der (mxk)-Faktorladungsmatrix (Faktorenmuster)

angeordnet werden. Entsprechend konnen fiir jedes Individuum
die "MeBwerte" auf den Faktoren, ndmlich die sog. Faktoren-
werte fil (i=1,...,n; 1=1,...,k) gebildet werden. FaB8t man
diese zur (nxk)-Matrix der Faktorenwerte
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zusammen, erhdlt man den Modellansatz in Matrizenform:

(5.10) Z = FA'.

Geht man nun iber zur Korrelationsmatrix

1‘12 oo r1m

r21 1 .
R = . : ., (vgl. Anwendungs-
. . : beispiel 2 in Ab-
. schnitt 5.1)
- .o

gilt, so ldBt sich die Korrelationsmatrix R durch das Pro-
dukt %Z'Z darstellen, also

1

R =52'Z

(Wer mit Matrizenrechnung noch nicht so vertraut ist, liber-
zeuge sich durch Nachvollziehen der Matrizenmultiplikation
von der Richtigkeit der obigen Beziehung.)

Setzt man dieses Resultat in (5.10) ein, erhdlt man

(FA')'FA' = A(%F'F)A'o

Sl

-1,
R = nZ Z =
Wie eingangs erwdhnt, sollen die Faktoren unkorreliert sein.
Dies bedeutet in diesem Zusammenhang, daB die Faktorenwer-

tematrix orthogonal ist und daB insbesondere gilt:

e =1,
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so daB sich ergibt:
(5.11) R = AA'.
Diese Beziehung wird manchmal Fundamentaltheorem der deskrip-

tiven Faktorenanalyse bzw. der Hauptkomponentenanalyse ge-
nannt.

Eine andere Zielsetzung besitzt die Faktorenanalyse nach

dem (stochastischen) Modell mehrerer gemeinsamer Faktoren,

das auf THURSTONE zuriickgeht. Es wird angenommen, daf sich
die Variation eines Merkmals aus einem Anteil zusammen-
setzt, der auf die Wirkung von einem oder mehreren Faktoren
zurlickgeht (gemeinsame Varianz) und einem weiteren Anteil,
der spezifische Eigenarten des Merkmals beinhaltet (spezi-
fische Varianz). Ein Faktor kann also in allen Variablen
oder nur in einigen - mindestens aber in zweien - wirksam
sein.

Neben diesen gemeinsamen Faktoren gibt es spezifische, die
jeweils nur zur Variabilit&dt eines Merkmals beitragen. Das
Modell mehrerer gemeinsamer Faktoren wurde von THURSTONE
hauptsdchlich in der Intelligenzforschung zur Identifika-
tion allgemeiner Intelligenz- und Leistungsfaktoren ent-
wickelt. Neben den unmittelbar meB8baren Variablen, z.B. be-
stimmte Intelligenztests, wird die Existenz von "Faktoren"
angenommen, welche den Variablen zugrundeliegen und das
Zustandekommen der beobachteten MeBwerte "erkldren". Die
latenten Faktoren kdnnen nur aus den gemessenen Variablen
erschlossen werden und die Faktorenanalyse ist nach THUR-
STONE das geeignete Verfahren zur Ermittlung der "Faktoren-
struktur".

Selbstverstdndlich konnte an dieser Stelle lediglich eine
stark vereinfachte Einflihrung in einige Grundbegriffe der
Faktorenanalyse gegeben werden. Fiir weitere Details ver-
gleiche man die einschl&dgige Literatur, z.B. HARMAN (1976),
REVENSTORF (1976) oder UBERLA (1971). Die weitere Vorgehens-
weise bei der Faktoren- bzw. Hauptkomponentenanalyse wird
am Ende von Kap. 7 kurz dargestellt.
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5.3 Skalarprodukt, Norm und Orthogonalitat von Vektoren

Fiir zwel Vektoren

a b
1 1
) by
a = : und b = N
an bn

aufgefaBft als (nx1)-Matrizen, gelten als Spezialfall der
Matrizenmultiplikation die beiden folgenden Produkte:

a'b = [a1,a2,...,an]

LI o R o)

heiBt inneres Produkt oder Skalarprodukt der beiden
Vektoren a und b.

a'b ist ein Skalar, da gemdB (5.7) gilt:
(1xn) (nx1) = (1x1).
Folglich ist immer
a'b = b'a,

d.h. das Skalarprodukt zweier Vektoren ist kommutativ.

a a,b, a b, . a,b
1 1.1 7172 1 n
[az azb1 a2b2 N a2bn
ab' = : [b1'b2"‘°’bn] = : : :
a, anb1 anb2 e anbn

ab' heiBt dyadisches Produkt der Vektoren a und b.
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ab' ist eine quadratische Matrix, da nach (5.7) gilt:
(nx1) (1xn) = (nxn).

Beispielsweise gilt fiir die beiden Vektoren

0
a'b = [2,-1,31 | 5| = 2.04(=1).5 +3.(-2) = -11,
-2
2
b'a = [0,5,-2] |-1| = 0.245.(-1)+(-2) .3 = -11 und
3
2 o 10 -4
ab' = [-1| [o,5,-2]1 = |0 -5 2.
3 0 15 -6

Ein hdufig bendtigtes Vektorprodukt ist das Skalarprodukt
eines Vektors a mit sich selbst:

Sei
2y
22
a =|" |, dann ist gemdB der Definition des Skalarprodukts:
. oL n a2
a, a'a -E i -

i=1

3 2, 42 2
Zum Beispiel ist flir a = | 0O} : a'a =37+ 0" + (-1)" = 10.

Die positive Wurzel aus dem Skalarprodukt eines n-dimen-
sionalen Vektors a mit sich selbst heiBt Ldnge oder Norm
des Vektors a und wird mit llall bezeichnet:

3}
(5.12) lall = Va'a = z

2
aj -
i

1

Beispielsweise besitzt der Vektor
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I ™MW
ey

1 A
a = [-2} die Linge (Norm) Nall =V an._ = V1% & (-2)2 422 =3

L 2 i

Im RZ (oder im R3) besitzt die Norm eine einfache geometri-

sche Veranschaulichung
y?

__________ 4a=(a1 132)

‘53\
x
Qo

>

Die Norm eines Vektors ist hier nichts anderes als die
Linge des Pfeiles vom Ursprung bis zum Punkt a = (a1,a2).

Ein Vektor a besitzt die L&nge 1, wenn !lali = 1. Jeder
von O verschiedene Vektor a beliebiger Linge kann auf Ldn-
ge 1 normiert werden, indem man jede seiner Komponenten

durch seine Ldnge dividiert:

*
(5.13) a = II;II a besitzt die Lidnge 1, denn

TR 1 -/ 1T 1T _ /3 L =

fta i 'I!Iallall man @ man® = %%;TT? a'a
1 1
= a'a = —— llall = 1.
]
HaI|2 all

1
Wdhlen wir nochmals als Beispiel den Vektor a = [-2}.

2
Es ergab sich |(lali = 3. Damit besitzt gemdB (5.13)
der Vektor
1
3
* _ 1 _ -2 . -
a =3a-= 3 die Ldnge 1.
2
3

Dies kanr man auch durch direktes Einsetzen in Definition

(5.12) verifizieren:
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=V@re - 5H2 4 B

Wi WIN W=

Zwei von O verschiedene Vektoren a und b heiBen

orthogonal, wenn

(5.14) a'b =0

ist. Hat jeder der beiden Vektoren a und b die Lénge 1,
so nennt man sie mit der Eigenschaft (5.14) orthonor-
mal.

Beispielsweise sind die beiden Vektoren

2 =1
a = (@) und b = 3 orthogonal, denn a'b = O.
-1 2
Wegen |[lalf = V5 'und ||b]] = V14 sind sie nicht orthonor-

mal, wohl aber die Vektoren

a* = 1_,a und b* = _1_ b,
NS 14
da * - a'b = O und IIa*H = Ilb*|| = 1.

=1
V-V

Ergédnzend sei festgehalten, daB Jje zwei verschiedene n-di-
mensionale Einheitsvektoren e; und ej(i # j) orthonormal
sind.

Sei etwa

Dann ist eie3 = 1.0+0.0+0.1 = O und

ey = V1% + 0% + 0% = 1 una e, = V0% + 0% + 1% = 1.
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5.4 Determinanten

Jede quadratische Matrix A besitzt eine sog. "Determinante",
die mit det A oder |A| bezeichnet wird. Die Determinante ist
eine reelle Zahl und ist bei der Matrizeninversion (vgl.
Kap. 5.5), der Losung von linearen Gleichungssystemen (vgl.
Kap. 6), aber auch bei Funktionen mehrerer Variabler von
Bedeutung. Geometrisch ist sie eng mit dem Begriff des
"Volumens" verkniipft.

Wir beginnen mit dem einfachen Fall von (2x2)-Matrizen bzw.
(3x3)-Matrizen und geben dann eine allgemeine Definition

der Determinante einer quadratischen Matrix.

Sei A eine (2x2)-Matrix, d.h.

Geometrisch reprédsentiert der Absolutbetrag von [Al die
Fldche des Parallelogramms, das von den beiden Vektoren
(a11,a12) und (a21,a22) aufgespannt wird. Im dreidimen-
sionalen Fall ergibt sich entsprechend das Volumen des
durch die Vektoren aufgespannten Parallelepipeds.

»<

(a11,312)
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Beispiel:

Sei A = [; g], dann ist Al = 1.5 - 4 .2

= -3.

Sei A eine (3%3)-Matrix, d.h.

811 32 243
A a1 @2 a3
a39 a3y 433

A} + a + a

21332313
819823932

T 89982333
T821%12%33 T

dann ist die Determinante von A gegeben durch

31812823 ~

331822313

Beispiel:

Sei
1 0 O
A =12 3 -4, dann ist
7 O 5
Al = 1:3.5 + 2-0-0 + 7-0- (-4)

- 7:3.0 - 2.0:5 - 1.(-4) .0 =

Flir hSherdimensionale Matrizen werden die Formeln fiir die

Determinante recht kompliziert. Im folgenden wird eine all-

gemeine Definition und Berechnungsvorschrift fiir Determi-

nanten von quadratischen Matrizen gegeben. Selbstverstdnd-

lich k&nnen die oben aufgefiihrten Berechnungsvorschriften
fir (2x2)- und (3x3)-Matrizen als Spezialfidlle des allge-

meinen Schemas aufgefaBt werden.

148t sich wie folgt rekursiv definieren:

IAL

Al

1
I MD

j=1

Die Determinante einer quadratischen (nxn)-Matrix
A= [aij] wird mit IAl (oder detA) bezeichnet und

a flir eine (1x1)-Matrix A =
i+ . . .
(-1 aileijl fliir beliebiges i,

1 <1i<n.

[a]

15.
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Man nennt die Darstellung in (5.15) Entwicklung der Deter-

minante nach der i-ten Zeile. Die analoge Darstellung mit

demselben Ergebnis ergibt sich bei der Entwicklung nach
der i-ten Spalte.

IAijl ist die Determinante derjenigen ((n-1)x(n-1))-Matrix

AL,
1]
te von A erhilt, und heiBt Minor des Elements aij von A.

die man nach Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spal-

(-1)1+3|Aijl heiBt Kofaktor oder Adjunkte des Elements ajy
von A und wird meistens mit Aij bezeichnet.

Sei nun
2311 212
A= a a
21 22

Entwickeln wir die Determinante nach der ersten Zeile, also

i = 1, so erhdlt man gemdB8 (5.15):

[Al

I
™M
—~
|
-
-

ajqlagyl —aplayyl = a8y, - a5,

Dieses Resultat stimmt mit der oben angegebenen Formel fir

die Determinante einer (2x2)-Matrix Uberein.

Es ergibt sich fiir

[a11 252 253
A= layy ay, axf:
a31 a3z 233

3 .
_ PR E D] _ _qy 1#1 oy 142
Al = j£1( D e giag = G0 e A e A
143 a2 423 a1 223
1) TagglAgl = ayy . ap, *
32 233 a3q 233
a a
21 222 ) ) )
*ag; = ajq(azya33 = ay3a3;) = agylajgagg
a39 23

T ay3a3q) * agzlazqazy; - azazg).
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Beispiel:
1 0 O
A= [2 3 -4}:
7 0 5
Dann ist
IA|=1.|(3) -SI —ooﬁ '5| +o.|§ C3)|=15.

Fir die praktische Berechnung der Determinante einer qua-
dratischen Matrix A der Ordnung (nxn) sind folgende Regeln
von Nutzen:

(5.16) Satz

(1) 1Al = [A'|. Dies bedeutet, daB man die Determinan-
te von A, wie bereits erwidhnt, auch nach der i-ten
Spalte entwickeln kann:

13+ (AL,

[Al = .
1 Ji 31

j

M3

(2) Verwandelt man die Matrix A durch Vertauschen von
zwei Zeilen (oder Spalten) in eine Matrix B, so
gilt:

IBl = - [Al.

(3) Aus (2) folgt unmittelbar, daB [Al = O ist, wenn

zwei Zeilen (oder Spalten) von A iibereinstimmen.

(4) Verwandelt man die Matrix A durch Multiplikation

einer Zeile (oder Spalte) mit einem Skalar o in

eine Matrix B, so gilt: [B| = olAl.
Daraus folgt insbesondere: [oAl = o [Al.
(5) Ebenso ergibt sich aus (4), daB |Al = O ist, wenn

alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) von A Null
sind.
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(6) Verwandelt man die Matrix A durch Addition des
a-fachen einer Zeile (oder Spalte) zu einer ande-
ren (nicht derselben) Zeile (oder Spalte) in eine
Matrix B, so ist: IBIl = [Al.

Also dndert sich der Wert der Determinante von A
durch diese elementare Zeilen- bzw. Spaltenumfor-

mung nicht.

(7) Die Determinante einer Dreiecksmatrix AU oder AO

ist gleich dem Produkt der Hauptdiagonalelemente.

Insbesondere gilt dann fiir eine Diagonalmatrix D:

(DI = d1d2...dn

has

di’ woraus man |I| = 1 als

i=1

Spezialfall erhdlt.
(8) Flir zwei quadratische (nxn)-Matrizen A und B gilt:

IABl = [Al-IBI.

Wiederholte Anwendung von (5.16)-(6) ergibt in Verbindung
mit (5.16)-(7) eine besonders einfache M&glichkeit, die
Determinante einer Matrix A zu berechnen.

Sei zum Beispiel

11 -1
A=[1 0o 2
301 1

Addieren wir das (-1)-fache der ersten Zeile zur zweiten
Zeile, so erhalten wir:

Ferner addieren wir das (-3)-fache der ersten Zeile zur
drittea Zeile und erhalten:

2
B( )

[eXex s
N = -

-1
3
4
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SchlieBlich addieren wir das (-2)-fache der zweiten Zeile

zur dritten Zeile und erhalten:

1T 1 -1
pt? = {o -1 3}.
0 0 -2

Nach (5.16)-(7) ist IB3)1 = 1-(=1)-(-2) = 2. Da wegen

(5.16)-(6) 1A= (B = 182 = B3| gi1t, folgt daraus,
daB Al = 2 ist.

5.5 Matrixinversion

Eine quadratische Matrix A heiBt invertierbar, wenn es

eine quadratische Matrix A—1 gibt mit

Die Matrix A_1 ist, falls sie existiert, eindeutig be-

stimmt und heiBt die Inverse von A.

Eine Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn
IA] # O.

Flir invertierbare Matrizen gelten folgende Rechenregeln:

(5.18) Satz
(M A" = 377!
(2) (ABC)™! = ¢7'B71A7]
-1
3 A™YH  =a

(4) 1=t -

(5)  (A") TE

(6) (oM = % A"V fir @ 2 0
(7) Ist A symmetrisch, so ist auch A_1 symmetrisch

(8) Flr eine Diagonalmatrix D gilt:
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1
d_.] O ... 0
1
0 a; ... O
_‘]_
D = |- '
1
(¢] O ...4
dn_

falls d; > 0 fir alle i=1,...,n

(9) Ferner definiert man, falls di > 0 fir alle i=1,...,n

1 1
D 2 : = (p°)7". Damit ergibt sich gemis (8):
[ 1 1
0...0
d‘|
1 1
-1 o ——...0
p 2= Va,
:o :
(0] O veemm——
va
n|
-1 1
(o) (A™" = o -

Ein formelmdBig einfacher Weg zur konkreten Berechnung der
Inversen A-1 einer invertierbaren Matrix A ergibt sich iiber
die Kofaktoren der Elemente von A.

Bezeichnet man mit a£71) das in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte stehende Element von A_1 und analog zu den entspre-
chenden Ausftihrungen in Abschnitt 5.4 mit Ay, = (—1)j+i|Ajil
den Kofaktor des Elements aji von A, so berechnet sich

die Inverse A_1 elementweise wie folgt: .

(5.18) a£;1) - Ti% (i=1,...,0; 3=1,...,n).

Betrachten wir als Beispiel nochmals die Matrix
11 -1
A=11 o 2},
31 1

deren Determinante wir am Ende des Abschnitts 5.4 ausge-
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rechnet und als Ergebnis [A| = 2 # O erhalten hatten. Dem-
nach existiert die Inverse A_1, und es ergibt sich gemids
(5.18):

A
(=1) _ ™11, 141 =102'=_
a1 0 = =300 A 2]11 !
A
(=1) _ %21 _ 1, 241 _ 1 1—1'=_
a;; =5t =z - | 1
A
(=1) _ %31 _ 1, .,341 _11-'_
a3 = 5 = 30N 'A31"2'o 2| =7
a(—1)_A12_1(_1)1+21A T N 2'=§
21 T T2 T2 120 2 3 1 2
A
(=1) _ %22 _ 1, . 242 N S
82 =3 = 5(=1) '%2"2#3 1' 2
NI - PTE I s S SIS T
23 -T2 T2 327 © 2 1 2 2
A
(=1) _ 713 _ 1,_4,143 _111 o} _1
831 T =N Al =5 3 ) =3
A
(=1) _ 723 _ 1, _.,,2+3 AT RO & B B
afy) =22 -1, = - D }3 HIES
alzh o b = l(-1)3+3IA | =1 l1 1] =-1
33 2 p) 33 211 o 2
Damit lautet die Inverse
-1 - 1
-1 5 _ 3
ATl 2 2 73
1 1
7 ' T3
und es gilt:
[1v 1 -9 [ -1 1 -1 =1 11 11 1.0 0
5 3 5 3 _
1 0 3 2-350-13 2-5|1 o 2[=]0o 1 0
1 -1 1 -1
31 53 1 -5 7 1-3|13 1 1 0 o0 1
-1 _ -1
A A = A+ A = I

Ergdnzend sei noch festgehalten, daB sich fiir eine inver-
tierbare (2%x2) -Matrix A Formel (5.18) zu
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(5.19) A~1 = 1 82 T2 _ 1 | %22 %12
3113227892321 731 394 Al | 7331 394
vereinfacht.
Sei etwa
_ 1 O
A - [_2 3]1
dann ist |A| = 3 + O und demnach invertierbar, und man er-

hdlt mit (5.19) als Inverse

-1 _1[-3 o0
A =3 [ 2 1]'

Als Beispiel einer nicht invertierbaren Matrix geben wir

A = [-1 _2] an. Es ist |A| = O.
1 -2
Flir hSherdimensionale Matrizen ist die Berechnung der In-
versen recht aufwendig. Aus diesem Grunde verwendet man in
solchen Fdllen zweckmdBigerweise entsprechende Unterpro-
gramme, die an allen Rechenanlagen implementiert sind.
AuchH bei programmierbaren Taschenrechnern findet man in
den zur Verfiigung stehenden Programmmoduln stets Unterpro-
gramme zur Matrixinversion.

SchlieBlich werden zum SchluB dieses Abschnitts noch eini-
ge wichtige Folgerungen fiir orthogonale Matrizen erl&dutert.

GemidB Definition (5.8) ist eine Matrix P orthogonal, wenn
P'P = PP'" =1
gilt.

Wegen der Eindeutigkeit der Inversen, falls sie existiert,

ist also eine Matrix P genau dann orthogonal, wenn

P71 = pr ist.

Eine orthogonale Matrix P besitzt folgende Eigenschaften:



152 5. Kapitel: Elementare Matrizenrechnung

P ist invertierbar.

IPl = + 1 oder -1.

Die Spaltenvektoren von P sind paarweise orthonormal.
Dasselbe gilt filir die Zeilenvektoren.

5.6 Lineare Abhangigkeit von Vektoren
und der Rang einer Matrix

Ein Vektor b heift Linearkombination der Vektoren

a4s.-.,a,, Wenn es (reelle) Zahlen a1""’an gibt,
so daB
n
(5.20) b=o0,a,+...+va.a_ = I a.a

1

ist.

5
Beispielsweise ist der Vektor b = [7] eine Linearkombina-

tion der Vektoren °

1 -3 o
a, = 12|, a, = o} a, = |1|, da wegen
1 1 2 P T3 0

SHREEREERH

b = 2a1 - a, + 3a3 gilt.

..—_._._.,
oNwm
—_—
1]

Zur graphischen Veranschaulichung dient ein Beispiel aus

dem R2. Der Vektor b = g ist eine Linearkombination der
Vektoren a, = [1 und a., = 3 , ndmlich
1 12 2 1

b = 2a1 + a,
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v

Betrachten wir nun einen ganz speziellen Vektor b, nédmlich
den Nullvektor O. Man kann auf triviale Weise den Nullvek-
tor als Linearkombination von n Vektoren a8y, 0008, dar-
stellen, indem man 0 =0y = ... =@ = O setzt, dann ist
némlich O = Oa1 + Oa2 L Oan.

Wir betrachten jetzt den Fall, daB8 nicht alle oy = 0O sind.

Die Vektoren a ceerdy heiBen linear abhdngig, wenn

1ra21
es (reelle) Zahlen OqrQoyees sy gibt, die nicht alle O

sind, so das

n
(5.21) .£1aiai =0

1

gilt.
Anderenfalls heiBen sie linear unabhdngig, d.h. der Null-

vektor 1l&8t sich nur auf triviale Weise als Linearkom-
bination der Vektoren a; darstellen:
n

Aus i§1aiai = 0 folgt 0 = ey = ... = = o.

Die vier Vektoren ajray,a, und a, = b aus dem Beispiel zu
(5.20) sind linear abhédngig, da aus

a, = b = 2a1 - a, + 3a3 folgt: 2a1 - a, + 3a = 0,

37 %
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wobei sogar alle ay (a]=2, a2=-1, a3=3, a4=—1) von Null ver-
schieden sind.

DaB die obigen vier 3-dimensionalen Vektoren linear abhdn-

gig sind, folgt auch ganz allgemein aus der folgenden Regel:

Mehr als m m-dimensionale Vektoren sind stets linear
abhédngig.

Die drei Vektoren

O -

sind dagegen linear unabh&dngig, denn aus

1 BRI

folgt

a1 + =0
+ 3a3 =0
2a1 =0

und daraus ergibt sich 01 = “2 = a3 = 0, also gilt

3
= I i = = =
0] i=10iai nur fir 01 02 03 0.

Betrachten wir nun die Spaltenvektoren und Zeilenvektoren
einer Matrix A.

Dann heiBt die Maximalzahl der linear unabhédngigen
Spaltenvektoren der Spaltenrang von A und die Maximal-
zahl der linear unabhdngigen Zeilenvektoren der Zeilen-
rang von A.

Es ist nun der Spaltenrang von A gleich dem Zeilen-
rang von A. Diese eindeutig bestimmte Zahl heiBt Rang
von A und wird mit rg(A) bezeichnet.

Fir den Rang einer (nxm)-Matrix A gilt:

rg(A) < min{n,m}.
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Daraus folgt insbesondere fiir eine quadratische Matrix
der Ordnung n: rg(A) < n.
Gilt flUr eine (nxm)-Matrix A:

rg(A) = min{n,m}, so sagt man, A besitze vollen Rang.

Eine quadratische Matrix mit vollem Rang heiBft reguldr
(rg(A) = n), anderenfalls singuldr (rg(A) < n). Sie
ist genau dann reguldr, wenn |A| # O, also auch genau
dann, wenn A invertierbar ist.

Singuldre Matrizen sind folglich nicht invertierbar, d.h.
es existiert keine Inverse A-1.

Im folgenden werden einige wichtige Rechenregeln filir den
Rang von Matrizen angegeben:

(5.22) rg(A) = xg(A")

(5.23) rg(AB) < min{rg(A), rg(B)!}
(5.24) rg(A'A) = rg(A) = rg(AA'")
(5.25) rg(BA) = rg(A) = rg(AC)

flir reguldre Matrizen B und C.

Aus (5.24) folgt insbesondere, daB die aus einer (nxm)-Ma-
trix A gebildete quadratische (mxm)-Matrix A'A genau dann
reguldr und damit invertierbar ist, wenn rg(A) = m ist,
d.h. wenn A vollen Spaltenrang besitzt. Dies spielt eine
wichtige Rolle im Modell der multiplen Regression, insbe-
sondere bei der Schitzung der Regressionsparameter nach
der Methode der kleinsten Quadrate. Man vergleiche dazu
die Ausfiihrungen am Ende von Kapitel 6.

Um den Rang einer (nxm)-Matrix A explizit berechnen zu kon-

nen, bendtigt man den Begriff der "elementaren Umformung".
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Unter einer elementaren Zeilenumformung (Spaltenumfor-

mung) von A versteht man einen der drei folgenden Vor-
gdnge:

(5.26) Vertauschung zweier Zeilen (Spalten)

(5.27) Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit
einer Zahl ¢ # O

(5.28) Addition eines beliebigen Vielfachen einer
Zeile (Spalte) zu einer anderen (nicht der-
selben) Zeile (Spalte).

Mit Hilfe dieser elementaren Umformungen, durch die der
Rang der (nxm)-Matrix A nicht ge&dndert wird, 1l&B8t sich A
auf die Stufenmatrix

211"'§1r 21r+1"'b1m

T 2r| T2r+17 7" 2m
: Rl 3

N 1 [e}
0...b_|b_. ...b r
B = I rr rm bzw. kanonische Form K =
[¢] o |0 o] o} o
) : n-r

0 ...0 |0 ... ©
—_—— ——

r m-x

bringen, aus der man direkt ablesen kann:
(5.29) rg(A) = rg(B) = rg(K) = r
Betrachten wir als Beispiel die (3%3)-Matrix:
2 1 -1
A=1|1 O 2
3 1 1

Dann ergibt sich mit Hilfe der folgenden elementaren Um-

formungen von A:
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2 1 -1
A 1 O 2
311 |
Vertauschen der 1.und 2. Zei-
1 0 2 le
2 1 -1 elementare
3 1 1 Addieren des (-2)fachen der >§§;1:2umfor—
1 0 2 1.%2eile zur 2.Zeile und des g
(5.30) o 1 -5 (-3) fachen der 1.Zeile zur
O 1 -5 3.Zeile
1 0: 2 Addieren des (-1)fachen der
B O__1;-5_ 2.Zeile zur 3.Zeile
O O0: 0O
Addieren des (-2)fachen der
1 0,0 1.Spalte und des 5fachen der elementarf
K O0_.1.0 2.Spalte zur 3.Spalte Spaltenum
0 0 o - formungen
die Matrix
I
1 OiO 12 o)
K= [91.90= |0 of
0 010
womit man wegen (5.29) rg(A) = rg(B) = rg(K) = 2 erhdlt.

Die auf eine (nxm)-Matrix A angewandten elementaren Umfor-
mungen kann man auch durch Multiplikation von A mit geeig-—

neten reguldren Matrizen, sogenannten Elementarmatrizen,

erzielen; und zwar werden elementare Zeilenumformungen
durch Multiplikation von links und elementare Spaltenum-—
formungen durch Multiplikation von rechts erreicht. Dabei
bleibt wegen der Regularitdt der Elementarmatrizen der Rang
von A gemdf (5.25) erhalten.

Entsprechend den in (5.26) bis (5.28) definierten elemen-
taren Umformungen gibt es drei Typen von Elementarmatrizen,
die sich im folgenden zwar aus Griinden der Anschaulichkeit
speziell auf die 1. und 2. Zeile beziehen, aber in Verall-
gemeinerung davon auf vo6llig analoge Weise flir die i-te

und j-te Zeile definiert werden k&nnen:

o 1 0...0

1 0O 0...0

O O 1...0
E(1) oo

.0 O...1}
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[1 o o0...0]
O b 0...0
0 0 1...0
e@ -0 .
10 0 0...1]
(1 o o...o]
c 1 0...0
0O O 1...0
e = 0 T
lo o o0...1]

wobei E(1)A bewirkt, daB die 1. und 2. Zeile von A ver-
tauscht wird, E(z)A bewirkt, daB die 2. Zeile von A mit

b multipliziert wird und E(3)A bewirkt, daf das c-fache

der 1. Zeile zur 2. Zeile von A addiert wird. Multiplikation
der transponierten Elementarmatrizen mit A von rechts er-

gibt die entsprechenden elementaren Spaltenumformungen.

So lassen sich die auf A in (5.30) angewandten elementa-
ren Umformungen durch folgende sukzessive Multiplikationen

von Elementarmatrizen mit A auf dquivalente Weise darstel-
len:

1 0 Off1 0 0o]f1r o OJfO 1 O]|2 t-1||1 O=2 O O
0 1 O[{j0O 1 O0}F2 1 O||1 O Of|1T O 2{|O0 1 O|]|O 1 5|=
o-1 1/ 3 0 1/{0 0 1][0 O 1 31 110 0 1]10 0O 1
Eq Eq Ey E4 A Eg E¢
elementare Zeilenumformungen elementare Spaltenum-
in (5.30) formungen in (5.30)
1 0!0
=lo 1.0
0 0io
K

Die rangerhaltende Reduktion einer Matrix A auf kanonische
Form mit Hilfe elementarer Umformungen 1l&8t sich kurz in

folgendem Faktorisierungssatz zusammenfassen:
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(5.31) Satz

Zu jeder (nxm)-Matrix A mit rg(A) = r gibt es zwei re-
guldre Matrizen Q1 und QZ’ so daB gilt:

1, o
(5.32) Q,AQ; = ,
o] 0

wobei Q1 den elementaren Zeilenoperationen und Q2 den
elementaren Spaltenoperationen entspricht.

Zum Beispiel gilt fir die (3x3)-Matrix A in (5.30):

I, 0
_ 2 . _ =
Q1AQ2 = [ } mit Q, = E4E3E2E1 und Q2 = E5E6.

o O
Man kann nun die Inverse einer reguldren Matrix A allein
mit elementaren Zeilenumformungen einfach berechnen, denn
flir eine reguldre (nxn)-Matrix A gilt als Spezialfall von
(5.32):

Multiplikation beider Seiten der Gleichung von rechts mit

AT ergibt:

Das bedeutet aber gerade, daB dieselben durch 01 festge-

legten elementaren Zeilenoperationen, die A in die Einheits-

matrix ln iberflihren, auch die Einheitsmatrix In in die
! dadurch be-
rechnen, indem man geeignete elementare Zeilenumformungen

Inverse A_1 von A iliberfithren. Man kann also A~

auf die erweiterte Matrix [A,In] (also simultan auf A und
In) anwendet und diese in die erweiterte Matrix [In,A_1]

1

iberfiihrt, aus der man A ' direkt ablesen kann.

Betrachten wir nochmals die invertierbare Matrix

1 1 -1
A= {1 (] 2]. Dann erhdlt man unter Anwendung elementarer
3 1 1

Zeilenumformungen auf [A,I3]=
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A I3
1 1 1 0 O
o 2 0 10 Also ist
31 o 0 1
1 1-1 1 0 O -1 -1 1
-1 3 -1 1 O -1 5 3
A=z 273
0-2 4 '-3 0 1
1 4.1
1 1-1 1 0 0 2 2
o =3 1-10 ‘und stimmt natiirlich mit dem
0O 0-2 =-1-2 1 . . .
im Beispiel zu (5.18) erhal-
17 1 =1 1 0 O tenen Ergebnis iliberein.
0 1-3 1-1 0
oo 1 1 1-1
2 2
3 1
1 1 0 3 1 -3
5 3
o 1 O 5 2 -3
1 1
o 0 1 5 1 3
1 0 0 -1 -1 1
5 3
o 1 O > 2 -3
1 1
© 0 1 5 1-3
-1
I3 A

Zum SchluB dieses Kapitels wird noch eine Anwendungsmdglich-
keit der behandelten Matrizenoperationen sowie der elemen-
taren Zeilen- und Spaltenumformungen diskutiert, die bei

der Analyse sozialer Strukturen oder Kommunikationsnetze

von Nutzen ist.*

Den Ausgangspunkt bildet eine bindre Relation Rc M x M
auf einer Menge M von n Individuen Myyee.,m . Entsprechend
dem Beispiel (3) in Abschnitt 5.1 1l4Bt sich eine bindre

Relation auf einer endlichen Menge in Matrixform darstel-

len. Dabei legt man

*) Vgl. z.B. Kemeny et al. (1963), Kap. 7, Leik und Meeker
(1975) , Kap. 5 oder Rapoport (1980), S. 207 ff.
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a . = 1 gdw. (genau dann, wenn) miR mj und aij = O anderenfalls
fest und die resultierende quadratische (nxn)-Matrix A, in
der jede Person durch eine Zeile und eine Spalte reprédsen-

tiert wird, besteht nur aus Einsen und Nullen.

Beispiel:

In einer Gruppe von 10 Personen wird jede Person aufgefor-
dert, alle Mitglieder der Gruppe anzugeben, die sie als
Freund bezeichnet. Es ergibt sich die folgende Matrix A:

12 3 4 5 6 7 8 9 10
110 0 1 0 0 1 0O O O O
21 0 0 O 1 0 0O 0 O O
3|1 o o o 01 0 0O O O
410 0 0 0 0 01T 1 1 O
5f{o o1 0 0O 0O 0O O 1 1
6|1 0 1 0 0O O O O O O
7170 0 01 0 0O O 1 1 O
8o o o 1 o 0 1 O 1 O
9]0 0 0 1 o 0 1 1 O O

41 0 1 0 0 0O O 0 O O
Falls R reflexiv ist, gilt a;; = 1 (i=1,...,n), im Falle

einer symmetrischen Relation ist auch A eine symmetrische

Matrix, d.h. aij = aji’ und bei einer asymmetrischen Rela-

tion ist a;; = O und aij = 1 gdw. aji = O ist.

Bei der Analyse sozialer Strukturen aufgrund einer Freund-
schaftsrelation sind sog. "exklusive Cliquen" von Bedeu-
tung. Die Mitglieder einer exklusiven Clique nennen nur In-
dividuen in der Clique und niemanden auBerhalb der Clique
als Freunde. Die Cliquenstruktur ist in der urspriinglichen
Matrix nicht immer unmittelbar ersichtlich, sondern wird
erst durch geeignete Zeilen- und Spaltenumformungen, ins-
besondere durch entsprechende Vertauschung von Zeilen bzw.
Spalten, sichtbar.
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Beispiel:

In obigem Beispiel erhdlt man durch Zeilen- bzw. Spalten-
vertauschungen die Matrix

-
w
o))
N
(6]
-
(@]
o
~
(e}
O

!
110 1 110 0o 0 0 0 0 o
311 o 1%0 0O 0 00 O 0
6|1 1 010 0 0 0 0 0 O
21 0 o 0o 1 0o 0 0O
slo 1 0 00 1 0 0 0 1
101 1 0 0o 0o 0o 00 0 0
4o 0o 0 0 o olo 1 1 1
710 o 0 o 0o 011 0 1 1
s8lo o o o o o':1 1 0 1
9o o o o 0o ol1 1 1 o

Werden die Individuen der Gruppe auf diese Weise umgrup-
*

piert, 148t sich unschwer erkennen, daB8 die Individuen

my,my und mg sowie m, /M, , Mg und mgy jeweils eine exklusive

Clique bilden.

Cliquen k&énnen als Teilmatrizen mit ausschlieBlich positi-
ven Elementen auBerhalb der Hauptdiagonalen dargestellt
werden oder als Teilmatrizen mit hohen "Dichtigkeiten" der
positiven Elemente, falls die Kriterien der Clique nicht
so restriktiv festgelegt werden (RAPOPORT, 1980, S. 209).

Betrachten wir nun die Relation

"kann mit ... kommunizieren".
Dann bedeutet aij =1, das my eine Nachricht direkt an m.
Ubermitteln kann, anderenfalls ist aij = 0. In derartigen

"Kommunikationsmatrizen" gibt es neben der direkten Nachrich-
tenlibermittlung auch die M&glichkeit von zwei oder mehr-
stufigen Kommunikationen. Diese kdnnen auf einfache Weise
aus den Potenzen Ak der Kommunikationsmatrix ermittelt wer-
den. Bezeichhet man z.B. die Elemente von A2 mit aig), so
folgt aus der Matrizenmultiplikation
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(2) 2
a,. = I a, a, .,
ij k=1 ik "kj
das aig) nur dann positiv ist, wenn flir mindestens ein k

gilt: ik ° akj =1, d.h. g = akj = 1. Bei der Analyse
eines Kommunikationsnetzes weiB man in einem solchen Fall,
das m, iber (mindestens) ein Zwischenglied mit mj kommuni-
zieren kann. Allgemein bedeutet ai§) > 0, daB mindestens
ein "Weg" von m, nach mj unter den Kommunikationswegen der

Lidnge (r-1) existiert.

Kann m, liberhaupt mit mj kommunizieren, so muB dies entweder

direkt geschehen oder iiber héchstens (n-2) Zwischenglieder,
da die Menge M auBer m, und mj nur noch (n-2) Mitglieder
enthdlt. Demnach enth&dlt die Summe der Matrizen

A+ A2+ ...+ ARt

die vollstdndige Information dariiber, wer mit wem im Kommu-
nikationsnetz M kommunizieren kann.

Weiterfilhrende Literatur:

Bishir, Drewes (1970), Gantmacher (1970), Graybill (1969),
Green, Carroll (1976), Hadley (1961), Horst (1963), Jé&nich

(1979), Kochenddrffer (1967), Searle (1966), Zurmiihl (1964).
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In Abschnitt 2.2 hatten wir ein Beispiel fiir zwei lineare
Gleichungen mit zwei Unbekannten diskutiert, n&mlich

(6.1) 3x1 + 7x2 =19
2x1 - X, =

wobei hier die beiden Unbekannten mit X, und X, anstatt
mit x und y bezeichnet werden.

Allgemein nennt man n lineare Gleichungen

aq1%y + ay,%, + ...+ ¥ = b1
a51%y + a22x2 + ... + aHn¥m = b2
a,1% + a %) + ...+ an¥m = bn

ein lineares Gleichungssystem von n Gleichungen mit
(in) m Unbekannten.

Bildet man die (nxm)-Matrix A und die Vektoren x und b
gemasn

SRR PERRLIT X Dy
a21 P RERE- P X, b2

= . . . , X = |. , b=1. ,
241 @2 %nm Xm bn

so 148t sich das lineare Gleichungssystem in der iibersicht-
lichen Kurzform

(6.2) A X = b
(nXm) (mx1) (nx1)

schreiben. A heiBt Koeffizientenmatrix, und ein Vektor

X €Rm, der die Gleichung Ax = b erfiillt, heiBft Ldsung
(Losungsvektor) des linearen Gleichungssystems.



6. Kapitel: Lineare Gleichungssysteme 165

Das Beispiel (6.1) lautet in Matrizenschreibweise (6.2):
2 -1 X, 7
A X b

Nach Abschnitt 2.2 ist

[

eine LOsung dieses linearen Gleichungssystems.

Ganz allgemein stellt sich bei einem linearen Gleichungs-
system Ax = b die Frage, ob es iliberhaupt l6sbar ist - z.B.

existiert flir das Gleichungssystem

]
-

Xt x

1]
o

X1+X2

keine L8sung, da die Summe von zwei Zahlen nicht gleich-
zeitig 1 und O sein kann - und wenn es l&8sbar ist, wie-

viele LOsungen es gibt und wie sie konkret bestimmt werden.

Hier zeigt sich nun, daB der entscheidende Grund flr die
Verwendung von Matrizen und Vektoren bei der Behandlung

von linearen Gleichungssystemen nicht so sehr in dem daraus
sich ergebenden Vorteil der Ulbersichtlicheren optischen
Darstellung liegt, sondern darin, daB man mit Hilfe des
Ranges der Koeffizientenmatrix A bzw. der erweiterten Ma-
trix [A,b] einfache Kriterien filir die L&sbarkeit linearer
Gleichungssysteme angeben kann, wie im folgenden ausfiihr-
lich erdrtert werden wird.

Ein lineares Gleichungssystem Ax = b heiBt homogen,

falls b = O ist, und inhomogen, falls b # O ist.

Ax = b ist also genau dann inhomogen, wenn mindestens eine

der Komponenten bi (i=1,2,...,n) von b ungleich Null ist.

Zum Beispiel ist
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]
[§]

2x1 + x

]
(o]

X, = 3x2

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem, wdhrend das
Gleichungssystem

]
o

X4 + 2x2 T Xy
X, + Xg

]
o

homogen ist.

Wir wollen nun schrittweise vorgehen und zundchst die Los-
barkeit homogener linearer Gleichungssysteme untersuchen
und darauf aufbauend die allgemeine L8sung inhomogener Glei-

chungssysteme diskutieren.

6.1 Allgemeine Losung eines homogenen linearen
Gleichungssystems und deren konkrete Berechnung

Gegeben sei ein homogenes lineares Gleichungssystem
(6.3) Ax =0
mit n Gleichungen und m Umbekannten.

Wie man leicht einsieht, ist x = O eine L&sung des Glei-
chungssystems (6.3), da trivialerweise AO = O ist. Man nennt
deshalb x = O die triviale Ldsung des homogenen Gleichungs-
systems.

Uns interessiert nun, ob es auch nichttriviale Ldsungen,
d.h. ein oder mehrere x # O gibt, welche die Gleichung
Ax = O erfiillen.

Diese Frage 148t sich anhand folgender Regel einfach ent-
scheiden:
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(6.4) Satz

Ein homogenes lineares Gleichungssystem Ax = O mit
n Gleichungen und m Unbekannten besitzt genau dann
nichttriviale L&sungen, wenn

rg(A) <m

ist.

Darauas ergibt sich:

(6.5) Satz

Ist bei einem homogenen linearen Gleichungssystem
Ax =0

rg(A) = m,

so besitzt es nur die triviale L&sung x = O.

In diesem Zusammenhang sei kurz daran erinnert, daB
rg(A) < min {n,m} ist, der Fall rg(A) > m also niemals

eintreten kann.

Betrachten wir nun als Beispiel das folgende homogene lineare

Gleichungssystem Ax= O mit drei Gleichungen und finf Unbekann-

ten:

Xy oTox, + 2x, + xXg = [¢]
(6.6) X,y + 2)(2 + x3 + Xy - 4x5 = 0
X, + Xq + 3x, - 3x_. =0

Es ist n = 3, m = 5 und
-1 -1 o 2 1] 21 o
A = 1 2 1 1 -4}, x = x:; , O =10
o 1 1 3 -3 :4 o

5

Den Rang der Koeffizientenmatrix A bestimmen wir mit Hilfe der ele-

mentaren Zeilenumformungen, vgl. dazu (5.26)-(5.28):
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-1 -1 0o 2 1 Man erhdlt also gemdB (5.29):
A 1 2 1 1 -4

01 1 3-3 r9tp) = ra® = 2.

1 1 0-2-1 Daraus ergibt sich wegen m = 5:
1 2 1 1 -4 tg(A) < m,
o 1 1 3-3

so daB wir aufgrund von Regel (6.4)
schlieBen kdénnen, daB das homogene

lineare Gleichungssystem (6.6) nicht-

triviale LOsungen besitzt.

1 1 0-2-1
B 0 1,1 3-3
0 00 0 O

1

Dies ergibt sich auch allgemein aus folgender Regel, die

eine Konsequenz von (6.4) ist:

Ein homogenes lineares Gleichungssystem Ax = O mit
weniger Gleichungen als Unbekannten (n<m) besitzt

stets nichttriviale Ldsungen.

Genau dies ist bei dem aus 3 Gleichungen und 5 Unbekannten
bestehenden Gleichungssystem (6.6) erflillt. Eine weitere
Folgerung aus (6.4) ergibt sich fiir den Fall, daB die An-
zahl der Gleichungen gleich der Anzahl der Unbekannten ist:

(6.7) Satz

Ein homogenes lineares Gleichungssyvstem Ax = O mit
n Gleichungen und n Unbekannten besitzt genau dann
nichttriviale L&sungen, wenn seine (nxn)-Koeffizi-
entenmatrix singuldr ist. Dies ist genau dann der

Fall, wenn
IAl = O

ist.

Diese Bedingung spielt in der Theorie der Eigenwerte, die
im folgenden Kapitel 7 kurz gestreift wird, eine ent-
scheidende Rolle.

Nach (6.7) besitzt zum Beispiel das Gleichungssystem
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X4 + x2 - X3 = (0]

1]
(@]

X4 + 2x3

3x1 + Xy + X3

]
O

nur die triviale L&sung x = O, da die Koeffizientenmatrix

wegen rg(A) = 3 reguldr, und somit [A| #* O ist.

Zusammenfassend ist also festzuhalten, daB8 ein homoge-
nes lineares Gleichungssystem Ax = O nur flr rg(A) <m
nichttriviale LOsung besitzt. Dies ist im Falle n <m
(weniger Gleichungen als Unbekannte) nach obiger Regel
ohne konkrete Rangbestimmung sofort entscheidbar.

Wir wollen nun im einzelnen darlegen, wie man nichttrivi-
ale LOsungen von homogenen linearen Gleichungssystemen kon-

kret bestimmen kann.

Gegeben sei also ein homogenes lineares Gleichungssystem
Ax = O mit n Gleichungen und m Unbekannten, filir das
rg(A) < m erfiillt sei. Wir setzen nun rg(A) = r und

d = m~-r. Dann gilt folgende Formel:

(6.8) Satz
Sind x(1),x(2),...,x(d) d linear unabhédngige Ldsungs-
vektoren des Gleichungssystems Ax = O
(d.h. Ax(1) =0, Ax(z) = O,...,Ax(d) = 0), so lautet
*
x = a1x(1) + azx(z) +ooot adx(d) (@qrapreeesag € R)

die allgemeine L&sung des homogenen linearen Gleichungs-

systems Ax = O.
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Bemerkung:

Offensichtlich kennt man dann die allgemeine L&sung von
Ax = O, wenn man die d linear unabhdngigen L&sungsvektoren

X(1),x(2), ,x(d) gefunden hat. Dazu bringt man bei der

konkreten Berechnungsvorgehensweise die Koeffizientenma-
trix A durch elementare Zeilenumformungen auf die Stufen-
matrix B, ermittelt dabei gemdB (5.29) rg(A)=r und macht

den Ansatz:

[ (1) ] [ (2)] [ ()]
X, X4 Xy

(1) (2) (d)
) X2 Xy
am _ | (2) : @ _ | ;

(6.9) x = Xé1) , X = xéz) JeeesX = x]gd) .

1 [e] (¢]
0 1 (e}
o o K

Die jeweils ersten r Kommonenten der 4 linear unabhdngigen
Ldsungsvektoren x(1),x(2),...,x(d) sind unbekannt. Man er-
hdlt sie durch Losen der d homogenen Gleichungssysteme

(6.10) BX(1) = 0, BX(2) = O,...,Bx(d) = 0.

Diese homogenen linearen Gleichungssvsteme sind durch suk-
zessives Einsetzen direkt 1l8sbar, da es sich um Stufen-
systeme handelt (die Koeffizientenmatrix B ist eine Stufen-
matrix).

Da jede LSsung von Ax = O auch eine L&sung von Bx = O und
umgekehrt ist, erhdlt man mit (6.9), (6.10) und (6.8) auf
konkretem Wege die allgemeine L&sung des homogenen line-
aren Gleichungssystems Ax = O.

Aus (6.8) folgt insbesondere:

Wenn ein homogenes lineares Gleichungssystem Ax = O
nichttriviale L&sungen besitzt, dann sind es unend-
lich viele.
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Greifen wir nochmals Beispiel (6.6) auf:

X - X%, +2x4+ x5=0
x1+2x2+x3+ x4-4x5=
x+x3+3x4-3x=

Wir hatten dort bereits rg(A) = rg(B) = 2 < 5 = m mit

1 1 0-2-1
1 1 3-3
0O 0 0 O

B=|°
o

errechnet und demgemadB mit Hilfe von Satz (6.4) festgestellt, das die-

ses homogene lineare Gleichungssystem nichttriviale Losungen besitzt.

Aus rg(A) = 2 ergibt sich d =5 - 2 = 3, so daB wir gemdB (6.9) fol-

genden Ansatz machen:

(1) (2) (3)
*1 *1 *1
LD x;1) @ x;2) E N xé3)
1 (o] (0]
o 1 )
o 0 L1

und die 3 Stufensysteme

Bx(l) =O,Bx(2) =O,§x(3) -0
16sen. Aus x(l)
1
_ (1) (1) (1) -
1 1 0-2-1 Xy 0o x1 + x, o
o 1 1 3-3 1 = |O| erhdlt man die Gleichungen '
IO 0O 0 0 O o o xél) +1=0
° 1
0 ) w |
so daB sich X, = 1, x, " =-1 und damit x = | 1] ergibt.
' o
L O

Analog erhdlt man aus
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(2)
1 1 0-2-1]|x o x1(2)+X2(2)-2=0
o 1 1°3-3 xéz) = | 0| die Gleichungen '
O O 0 0 o o (o] x2(2)+3=0
1
o
5
) (2) (2) -3
so daB sich Xy =5, X, = -3 und damit x = O| ergibt.
1
o
SchlieBlich liefert
3] ;
1 1 0-2-1 t3) ¢} x1(3) . xé3) _1=o0
o 1 1 3-3 X, = | 0| die Gleichungen (3) ’
o o0 o0 o0 o]|o o ¥ = 3=0
o}
1
-2
3) (3) @ |2
so daf man Xy = =2 Xy = 3 und damit x =[ O| erhé&lt.
[e]
1)
Also lautet nach (6.8) die allgemeine LOsung:
1 [ 5 -2 a, + 50, - 20
* -1 -3 3 -ay - 30L2 + 3013
x =oa, 1} +a, of +a,] Oof = a (a,,0,,a, €R)
1 2 3 1 177273
o 1 [¢] (!2
o] o 1 0.3

*
Dem Leser wird empfohlen, durch Einsetzen von x in das Gleichungs-

system (6.6) die Richtigkeit der L&sung zu Uberprifen.
AbschlieBend sei noch auf folgendes hingewiesen:

Flir die Umwandlung der Koeffizientenmatrix A eines homoge-
nen linearen Gleichungssystems Ax = O in eine Stufenmatrix
B braucht man lediglich elementare Zeilenumformungen durch-
zuflihren.

Vertauscht man dennoch zwei Spalten von A miteinander,

z.B. die i-te mit der j-ten Spalte, so entspricht das
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einer Vertauschung der Variablen %y und xj' Im SchluBer-
gebnis, d.h. bei den L&sungsvektoren, muB8 diese Vertau-
schung wieder rilickgdngig gemacht werden.

6.2 Allgemeine Losung eines inhomogenen linearen
Gleichungssystems und deren konkrete Berechnung

Gegeben sei ein inhomogenes lineares Gleichungssystem
Ax = b

mit n Gleichungen und m Unbekannten.

Wie wir bereits am Beispiel

X4 + X, = 1

]
o

X1 + x2

gesehen hatten, braucht ein inhomogenes lineares Gleichungs-
system nicht 16sbar zu sein, wdhrend ein homogenes line-
ares Gleichungssystem in jedem Fall eine LOsung besitzt,

und sei es nur die triviale LOsung x = O.

Es gibt nun eine einfache Bedingung, mit der man entschei-
den kann, ob ein inhomogenes lineares Gleichungssystem

Ax = b 18sbar ist oder nicht.

Dazu bildet man die um den Vektor b erweiterte Matrix A:

319 395 -+ Ay by
ayq 235 +-- Ay Dy
[Arb] - : : . :
801 %2 % bn
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bann giit folgende Regel:

(6.11, Satz

Ein irhomogenes lineares Gleichungssystem AxX = b

ist genau dann l&sbar, wenn

rg(A) = rg(A,b)

ist.

Betrachten wir nochmals das inhomogene lineare Gleichungs-

system

]
-

X4 + Xs

]
(o]

X,|+X2

Es ist

11 1 111]
A= 1 1rb= or[Arb]= 1 1 ol

und man erh&dlt mit elementaren Zeilenumformungen

|
!

A b

1 1 1: 1

Ay (ARl 4 410
+ _p rg(A)=rg(B)=1 und . ——TTf—; rg(A,b)=rg(B,c)=2.

B ol (B.e] g ioi

B c

Damit ist rg(A) #* rg(A,b), das heiBt, das obige inhomogene
Gleichungssystem besitzt nach Regel (6.11) keine L&sung.

Wir wollen nun die allgemeine L8sung eines (l8sbaren) in-
homogenen linearen Gleichungssystems angeben und die kon-
krete Berechnungsmethode zur Ermittlung der Ldsungen er-
Srtern.

Gegeben sei ein inhomogenes lineares Gleichungssystem
Ax = b, fir das rg(A) = rg(A,b) erfiillt ist.
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Dann gilt folgende Formel:

Ist x(O)

aren Gleichungssystems Ax = b (d.h. Ax(o) = b) und
ist x* die allgemeine L8sung des dazugehdrigen homo-

eine spezielle LOsung des inhomogenen line-

*
genen linearen Gleichungssystems Ax = O (d.h. Ax = 0),
dann lautet

(6.12) X = X + x

die allgemeine Ldsung des inhomogenen linearen Glei-

chungssystems Ax = b.

Die allgemeine LOsung eines inhomogenen linearen Gleichungs-
systems ergibt sich also als Summe einer speziellen L&sung

des inhomogenen linearen Gleichungssystems und der allge-
meinen L&sung des dazugehdrigen homogenen linearen Gleichungs-
systems.

Bemerkung:

Bei der praktischen Berechnungsvorgehensweise bringt man
die Matrix [A,b] durch elementare Zeilenumformungen auf

die Gestalt [B,c]), wobei B eine Stufenmatrix ist, und stellt
fest, ob die Bedingung rg(A) = rg(A,b), d.h. rg(B) = rg(B,c)
erfillt ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn in jeder
Nullzeile von B auch die entsprechende Komponente von c
Null ist. Setzen wir wiederum rg(A) = rg(B) = r, dann ist
damit folgendes gemeint:

A b B c
] ] ;
211 2127 %n Py [Pyy ygeeeByp|Py, pay By,rs2 " Pini €y
! ]
221 %227 %0, P O Bop- Pyr|Py,re1 Po,re27 P2 %2
!
: Dol | —| o : : : T
: : l: ele- : : -
: I ) |ment. ° O --byy br,r+1 br,r+2"'brm:cr
. Do zei 1
. « | elr-
: : :: Len [¢] o ... o ... 0 :cr+1
: Do - X
: D o o . 0 ...0lc .,
. . l um- . . . N R
: : : : : : Dl
: . |form. : : : : :
1201 202" " 2nn Py ] | o o o o o -0 e, |
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Es ist rg(A) = rg(A,b) genau dann, wenn rg(B) = rg(B,c),
und dies trifft genau dann zu, wenn

ist.
Im Falle der Losbarkeit gemdB (6.11) macht man den Ansatz:

[ (o) ]
X

(o)
X2

(6.13) x(©) = 'x.(o)

um eine spezielle LYsung des Gleichungssystems Bx = c zu
erhalten.

(o)

Die ersten r Komponenten des Vektors x sind unbekannt.

Man erh&lt sie durch Ldsen des inhomogenen Gleichungssystems

(6.14) Bx(°) = ¢

Dieses Gleichungssystem ist durch sukzessives Einsetzen di-

rekt 1l6sbar, da es sich um eine Stufensystem handelt.

*
Die allgemeine Ldsung x des homogenen Gleichungssystems

Ax = O erhdlt man wie in Bemerkung zu (6.8) erdrtert.

Da jede Losung des Gleichungssystems Ax = b auch eine L&-
sung des Gleichungssystems Bx = ¢ und umgekehrt ist, er-
h&lt man mit (6.13), (6.14) und (6.8) die allgemeine L&sung
(6.12) des inhomogenen linearen Gleichungssystems Ax = b.

Man nennt die in den Bemerkungen zu (6.8) und (6.12) dar-

gestellte Losungsmethode das GauBsche Eliminationsverfahren.
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Betrachten wir als Beispiel das folgende inhomogene lineare Gleichungs-

system:
Xt ox%, + 2x4 + Xg = 3
(6.15) x1 + 2x2 + x3 + x4 - 4xS = -5
x, + xq + 3x, - 3x_ = -2

Es ist n = 3, m = 5 und

-1-1 0 2 1 3 -1-1 0 2 1 3
A= |1 21 1-4,p=|-5,[Abl=|1 2 1 1-4-5
01 1 3-3 -2 01 1 3-3-2

Elementare Zeilenumformungen ergeben:

A b
-1-1 0 2 1 3 Es ist
(Al 1 2 1 t-4-5
0 1 1 3-3-2 rg(A) = rg(A,b) = 2,
1 1 0-2-1-3 da gemdB Bemerkung zu (6.12) ¢y = 0o,
1 2 1 1-4-5 und damit
o1 1 3-3-=2
rg(B) = rg(B,c) = 2
1 1 0-2-1-3
1 1 3-3-=2 ist.
1 1 3-3-2 Also ist das inhomogene lineare Glei-

chungssystem (6.15) nach Regel (6.11)
1dsbar.
--------------- Wir machen nun gemdfB (6.13) den

Ansatz:

x(0)
1

(o) ()

x
[l el e N]
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o)

Losen des Stufensystems Bx( = c:
x(o)
1 1 0-2-1 1 -3
o 1 1 3-3 xéo) = |-2| ergibt die beiden Gleichungen
O O O o oJf o (o}
o
o
x(O) + x(0) = -3
! 2 (o) (o)
(0) + Woraus x, = -1, X, = -2 folgt, so daB man
x = =2
2
-1
@ _|72
X © = (0] als spezielle L&sung des inhomogenen Glei-

g chungssystems (6.15) erhalt.
Die allgemeine Ldsung des zu (6.15) gehdérigen homogenen linearen Glei-

chungssystems hatten wir bereits ausgerechnet und

Oy + 50, = 20.3

-a, - 3012 + 30.3

1
x = 1 (005,05 € R)

erhalten.

Damit lautet gemdf (6.12) die allgemeine Ldsung des inhomogenen line-

aren Gleichungssystems (6.15) wie folgt:

+ 3a, - 3a

1 2 3
-2 -a, = 3o, + 30,
—<°)+*— + (o, ,0,,0, € R)
X = X X = Ql 1,213
%
o3

Wie man sieht, besitzt das inhomogene Gleichungssystem (6.15) unend-

lich viele Ldsungen.

Wir wollen jetzt eine Regel angeben, wann ein l&sbares in-
homogenes lineares Gleichungssystem genau eine LOsung be-
sitzt, also eindeutig ldsbar ist.

i
:
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(6.16) Satz

Ein. inhomogenes lineares Gleichungssystem Ax = b mit

n Gleichungen und m Unbekannten ist genau dann eindeu-
tig l8sbar, wenn

rg(A) = rg(A,b) = m

ist, d.h. wenn A vollen Spaltenrang besitzt.

Folglich hat Ax = b wegen (6.5) genau eine LOsung, wenn das
zugehdrige homogene lineare Gleichungssystem Ax = O nur die

triviale L&sung x = O besitzt.

Wenn ein inhomogenes lineares Gleichungssystem zwar lOsbar,
aber nicht eindeutig l18sbar ist, dann besitzt es unendlich

viele L&sungen:

Ein inhomocenes lineares Gleichungssystem Ax = b mit

n Gleichungen und m Unbekannten, fiir das

rg(A) = rg(A,b) < m

gilt, besitzt unendlich viele L&sungen.

Daraus ergibt sich als Folgerung:

Ist die Anzahl der Gleichungen kleiner als die Anzahl
der Unbekannten (n < m), so besitzt Ax = b unendlich

viele L&sungen.

Deshalb hatten wir auch im Beispiel (6.15), bei dem 3 Glei-
chungen mit 5 Unbekannten gegeben waren, unendlich viele

Losungen erhalten.

Das in Bemerkung zu (6.12) dargestellte GauBsche Elimina-
tionsverfahren 148t sich natlirlich auch anwenden, wenn ein
inhomogenes lineares Gleichungssystem nicht unendlich vie-

le, sondern genau eine L8sung besitzt.
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Dazu betrachten wir das folgende inhomogene lineare Gleichungssystem

mit 3 Gleichungen und 2 Unbekannten:

Xy + Xy = 1
(6.17) Xy - 2x2 =0
x, + 3x, = -1

A b
1 11 Wegen
(Ap]  -1-2"0
13 -1 rg(B) = rg(B,c) = 2 ist
: rg(A) = rg(A,b) =2 =m
1 1.1
o-1"1 ca s . :
I Damit ist das inhomogene Gleichungssystem
1 -
3 -t (6.17) nach (6.16) eindeutig l6sbar. Wir
111 machen gemdB (6.13) den Ansatz:
o -
1.1 ()1
0 22 @ _ |1 (o)
—_— X o). und 18sen Bx o) c.
(o)
11 1 X
; 2
[B.c] 0 -1 1
0 0; 0
B ¢
Aus
i x1(°) 1 x1(°) + 2 =1
-1 (0) = erhalten wir die Gleichungen: () ’
o] x2 1 - %, 1
so daB sich x;o) =2, xéo) = -1 und damit
2

X =X = als eindeutige LOsung des inhomogenen linearen Glei-
-1
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chungssystems (6.17) ergibt (das dazugehdrige homogene lineare Glei-
*

chungssystem besitzt wegen (6.5) nur die triviale Lésung x = O).

Aus (6.16) erhdlt man noch eine Folgerung fiir den Fall, das

n Gleichungen und n Unbekannte vorliegen:

(6.18) Satz

Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem Ax = b mit

n Gleichungen und n Unbekannten ist genau dann eindeu-
tig l6sbar, wenn A reguldr, d.h. wenn

Al # O

ist.

In diesem Fall ist A invertierbar, und man erhdlt die ein-
deutig bestimmte L&sung von Ax = b auch auf folgendem Wege:

Multipliziert man die Gleichung Ax = b von links mit der
Inversen A-1 der Koeffizientenmatrix A, so ergibt sich

A ax = A7 Tp,

und daraus folgt wegen A™'A = In als eindeutig bestimmte

Ldsung:

(6.19) x = A1y

Sei als Beispiel das folgende inhomogene lineare Gleichungssystem von
3 Gleichungen mit 3 Unbekannten

Xy + Xyp = x4 = 3
Xy + 2x, = -3
3x1 + x, + x3 = 1

gegeben.

Es ist n=m=3, und
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1 -1 x1 3
A=l: o 2|, x = xy00 b= |-3
l: 1 1 an L1

Im Beispi=l zu (5.18) wurde bereits als Inverse

>
[}
N[ U =
)
1
= W =

errechnet.

Damit ergibt sich nach (6.19) als eindeutig bestimmte Ldésung dieses inhomo-

genen linzaren Gleichungssystems:

1ot 1] [ 3 1
x=A b = % 2 - % a3 <) o
1 1
$o-3 L -

Natlrlichk fihrt die dem Leser zur Kontrolle uberlassene Anwendung des

GauBlschern Eliminationsverfahrens zu demselben Ergebnis:

1 1-1)3 11 -1.3
i ]
10 2-3| element- 1o oy 3. liefert
301 1) g Zeltenumf.| o 51y
A b B c
(o) (o) (o) _
X1 + x2 - )(3 = 3 1
xé°) - 3x§0) = 6, woraus x(o) = O | folgt.

- 2x§o) =4 L-2

AbschlieBend betrachten wir noch eine Anwendungsméglich-
keit der Methoden dieses Kapitels im Rahmen des multiplen

linearen Regressionsmodells. Die multiple Regressionsana-

lyse ist eines der wichtigsten Verfahren der Sozialfor-

schung. Sie ist sowohl filir die beschreibende als auch filir
die inferentielle Analvse von grundlegender Bedeutuncg. In
den meisten Anwendungssituationen soll mit Hilfe der mul-
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tiplen Regressionsanalyse eine Kriteriumsvariable (abhédn-

gige Variable) Y durch eine Reihe von Pré&diktorvariablen

(unabhdngige Variablen) X1""’Xk vorhergesagt werden.

Das Modesll der multiplen Regression geht fiir eine Stich-
probe von n Beobachtuncen der Kriteriums- und Pradiktor-
variablen von dem folgenden stochastischen Ansatz aus:

y; = 80 + B1xi1 + B2x12+"'+8kxik + € i=1,...,n.
€ sind dabei Realisierungen von nicht beobachtbaren Feh-
lervariablen bzw. StdrgrdBen. Die n Regressionsgleichungen

kénnen in Matrixnotation wie folgt in Kurzform geschrieben
werden

(6.20) y = XB + €,

wobei y der n-dimensionale Vektor der Beobachtungen der ab-
hdngigen Variablen ist, X die (nx(k+1)-Matrix der MeBwerte
der unabhdngigen Variablen, B der (k+1)-dimensionale Para-
metervektor und € der n-dimensionale zuf&dllige Vektor der
Stdérgr&Ren.

Zur Schdtzung der unbekannten Parameter 80,61,...,Bk wird
die "Methode der kleinsten Quadrate" verwendet. Dabei be-
trachtet man die Differenzen zwischen den beobachteten Wer-
ten vy und den Linearkombinationen Bo+81xi1+"'+8 X,

k7ik
und minimiert die Quadratsumme

(6.21) R =

nm™M3

2
ly; - (Bo+81xi1+"'+8kxik)]

i=1

in Abhdngigkeit von 80,81,...,Bk. In Matrizenschreibweise
erhdlt man flir die obige Quadratsumme

R = (y-XB)'(y-XB).
Die Berechnung der partiellen Ableitungen %%— (§3=0,1,...,k)

und Nullsetzen dieser partiellen Ableitungenjliefert die
sog. "Normalgleichungen"
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n n n
Bon+81i§1xi1+ . +Bkii1xik = i§1yi
n n o, n n
(6.22) 80i§1xi1+81i§1xi1+ v +Bki§1xi1xik = i;x“y.l
n : n n . n
BOi§1xik+B1i§1xikxi1+ .o +8ki£1xik i§1xikyi

In Matrizenschreibweise ergeben sich die Normalgleichungen
in einfacher Weise zu:

(6.23) X'XB = X'y

(Man Uberzeuge sich durch Nachrechnen von der Identitdt
von (6.22) und (6.23)).

FaBt man die Matrix X'X als Koeffizientenmatrix A der Unbe-
kannten 80'81”"’8k auf und den Vektor X'y als Vektor b,
so ergibt sich ein inhomogenes lineares Gleichungssystem
der Form (6.2).

In der Regressionsanalyse wird nun vorausgesetzt, daf die
Matrix X der Werte der unabhdngigen Variablen den Rang
k+1, also vollen Spaltenrang, besitzt. GemdB8 Bemerkung zu
(5.24) besitzt dann die quadratische Matrix X'X den maxi-
malen Rang k+1 und ist somit invertierbar. Also liegt fir
das inhomogene lineare System (6.23) der Normalgleichungen
die Situation (6.18) vor und nach (6.19) erhdlt man die
eindeutig bestimmte L&sung

A 1y, =1
(6.24) B = (X'X)

X'y

Die aus (6.24) ermittelten @0,§1,...,@k sind die "Kleinst-
Quadrate-Schdtzungen" der unbekannten Regressionskoeffizienten.
In den beiden folgenden Ubersichten geben wir noch eine
schematische Zusammenfassung aller logisch mdglichen L&-
sungssituationen homogener und inhomogener linearer Glei-
chungssysteme. Dabei wird der Begriff GauBsches Elimina-
tionsverfahren durch die Bezeichnung GE abgekiirzt.

Weiterfilhrende Literatur: siehe Kap. 5.
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7. Kapitel: Eigenwerte, Eigenvektoren,
Diagonalisierung symmetrischer Matrizen
und Anwendungen in der Faktorenanalyse

Gegeben sei eine quadratische Matrix A der Ordnung (nxn).
Gibt es einen Vektor x und eine Zahl ), so daB die Glei-

chung
(7.1) Ax = Ax

erflillt ist, dann heiBt X Eigenwert von A und x der da-
zugehdérige Eigenvektor von A. Dabei schlieBt man trivi-
ale Losungen von (7.1), ndmlich x = O und X beliebig
aus.

Formt man (7.1) um, so erhdlt man:
(7.2) (A - kIn)x =0

(7.2) stellt bei gegebenem )X ein homogenes lineares Glei-
chungssystem in x dar und heiBt charakteristische Gleichung

der Matrix A.

Aus Satz (6.7) folgt, daB (7.2) genau dann eine nichttrivi-
ale Losung x % O besitzt, wenn

[A = a1 =0

ist.

|A - \In[ ist ein Polynom in X vom Grade n und heiBt

cherakteristisches Polynom, das zur Abkiirzung mit Pn(k)
bezeichnet wird.

Betrechzen wir als Beispiel die (2X2)-Matrix

2}
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Dann lautet das zu A gehSrige charakteristische Polynom:

SRR

(8=X) (2=-Xx) = 7 = X" - 10X + 9.

P, (M)

lA—xlzl =

1]

Die Nullstellen Ai von Pn(k) sind die gesuchten Eigenwerte
von A. Da jedes Polynom n-ten Grades n Nullstellen besitzt,
gibt es zu A genau n, nicht notwendig verschiedene, Eigen-
werte Ai‘ Die zu Xi gehdrigen Eigenvektoren von A sind

dann die L8sungen der homogenen linearen Gleichungssysteme
(7.3) (A - xiln)x =0

wobei ein beliebiges Vielfaches (auBer dem Nullfachen)
eines zu Xi gehdrigen Eigenvektors ebenfalls ein zu Ai ge-
hériger Eigenvektor ist.

Fdhrt man in obigem Beispiel fort, so erh&dlt man durch Be-
stimmen der Nullstellen von Pz(A), also durch LSsen der
Gleichung

A - 100 +9=0

die beiden Eigenwerte A1 = 9 und kz = 1.

Die zu A1 und Xz gehdrigen Eigenvektoren von A erhdlt man
gemdB (7.3) wie folgt:

Aus (A - 912)x = 0 ergibt sich:

“xXq * 7x2 =0
Xy - 7x2 =0
. [7 7
und damit x = L1]" Alle Vektoren der Form a 1] e + 0,
=9,

sind dann die Eigenvektoren zum Eigenwert A1
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Aus (A - l,)x = O ergibt sich:

7x1 + 7% 0]

=0

2
_1]. Alle Vektoren der Form afl}

sind dann die Eigenvektoren zum Eigenwert A1

und damit x = [ a ¥ 0O,

’
1.

Ganz allgemein nennt man die Aufgabe, die Eigenwerte
und Eigenvektoren einer Matrix A der Ordnung (nxn) zu

bestimmen, auch Eigenwertproblem.

Es sei erwdhnt, daB die Eigenwerte keineswegs reell zu
sein brauchen. 2.B. besitzt die Matrix

A=1l1 o
keine reellen Eigenwerte, da das dazugehOrige charakteri-
stische Polynom P, (X) = A bekanntlich keine reellen

Nullstellen besitzt, d.h. die Gleichung 12 + 1 = 0 ist
fiir kein A€ER erfiillt.

Flir die Eigenwerte Ai einer (nxn)-Matrix A gelten folgen-

de filir statistische Anwendungen nilitzliche Eigenschaften:

n n
(7.4) sp(A): = X a,, = I A, (sp(A) heiBt Spur
= = der Matrix A)

(7.6) rg(A) ist gleich der Anzahl der von Null verschie-
denen Eigenwerte von A

(7.7) Ist A ein Eigenwert einer reguldren Matrix A,
dann ist % ein Eigenwert von A_1

(7.8) Ist C eine requldre Matrix, dann besitzen A und

B = C_1AC dieselben Eigenwerte

(7.9) Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix D = diag(d,)
sind gerade die Hauptdiagonalelemente di

(i=1,...,n)
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Aus (7.5) ist unmittelbar ersichtlich, daB eine quadrati-
sche Matrix A genau dann reguldr ist, wenn alle ihre Eigen-
werte ungleich null sind. AbschlieBend sei festgehalten,
daB die Eigenwerte einer quadratischen Matrix A nicht alle

verschieden zu sein brauchen. Beispielsweise besitzt die

Matrix
A= 8—9]
1 2]

zwel gleiche Eigenwerte, ndmlich A1 = Az = 5.

Sind allgemein unter den Eigenwerten k1,X2,...,An einer
*

(nxn) -Matrix A k (k<n) verschiedene Eigenwerte X; und

*
kommt Ai (i=1,...,k) genau ry mal vor, wobei natlirlich

k

*
Ir, =n gilt, so heiBt Ai ri—facher Eigenwert oder Eigen-
i=1
wert der Vielfachheit r; von A.

*
Bei dem eben erwdhnten Beispiel ist X = 5 2~facher Eigen-

wert oder Eigenwert der Vielfachheit 2 von A.

Die flr unsere Zwecke wichtigen Aussagen filir symmetrische
Matrizen, die im folgenden Abschnitt erdrtert werden, gel-
ten aber auch fiir den Fall, daB8 nicht alle Eigenwerte ver-
schieden sind.

Symmetrische Matrizen spielen im Rahmen der multivariaten
statistischen Analyse eine herausragende Rolle. Insbeson-
dere ist die Eigenwerttheorie bei symmetrischen Matrizen
besonders einfach und bietet deshalb ein nlitzliches Hilfs-
mittel bei typischen Problemstellungen wie etwa Minimie-
rung oder Maximierung quadratischer Formen, Schdtzung von
Parametern, etc.

Im folgenden werden die wichtigsten Aussagen {liber Eigen-
werte und Eigenvektoren einer symmetrischen (nxn)-Matrix A
zusammengestellt:
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(7.10)

(7.11)

Alle Eigenwerte von A sind reell.

Die zu verschiedenen Eigenwerten geh&renden
Eigenvektoren sind paarweise orthogonal. Falls
die Eigenwerte A1,A2,...,An nicht alle ver-
schieden sind, gibt es zu AT,Az,...,An minde-
stens ein Set von n paarweise orthogonalen

Eigenvektoren XqrXgpeoe Xy

(7.12) 2u A gibt es eine orthogonale Matrix P, so daB
P'AP = A bzw. A = PAP' (7.13)
ist. Dabei ist A eine Diagonalmatrix, deren
Hauptdiagonalelemente gerade die Eigenwerte
AT,A2,...,An von A sind. Die Spaltenvektoren
von P bestehen aus paarweise orthonormalen
Eigenvektoren von A.
Man nennt (7.12) Diagonalisierung einer symmetrischen
Matrix A oder orthogonale Transformation einer symme-
trischen Matrix A auf Diagonalgestalt.
Als ‘Beispiel wdhlen wir die symmetrische Matrix

Setzt man

und A2 =

Ao [2 6]
6 -3
A = Al | = O, erhdlt man die Eigenwerte A, = 6

-7 und nach (7.3) die dazugehdrigen wegen (7.11)

orthogonalen Eigenvektoren

- Nw
- wln

X, = und Xy =

Die entsprechenden orthonormalen Eigenvektoren berechnet

man wie £

olgt:

*

:-—|

] und x; = —= ['g]

2" 5!

S
V13

iy
w
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und als orthogonale Matrix P erhdlt man

- . 1 [3 —2}
= [x,,x,] = — .
1172 Viz 12 3

Daraus ergibt sich

3 2({2 6 1 3 -2 6 O

:
Visl-2 3{le -3} Vi3|2 3 0 -7

Pl . A . P = A

Die in (7.12) beschriebene Diagonalisierungsmdglichkeit
symmetrischer Matrizen ist fiir viele Anwendungen in den
Sozialwissenschaften von grundlegender Bedeutung. Sie bil-
det beispielsweise die Basis fiir die im Rahmen der Haupt-
komponenten- und Faktorenanalyse durchzufiihrende Haupt-
achsenrotation.

Den Ausgangspunkt der Analyse bildet die Stichproben-Kor-
relationsmatrix R. Man vergleiche dazu die Ausfilhrungen
am Ende von Abschnitt 5.2.

Nach (5.11) gilt:
(7.14) R = AA'

und die Faktorladungsmatrix A ist zu ermitteln. Dazu wer-
den die in diesem Abschnitt entwickelten Verfahren der
Eigenwerttheorie verwendet.

Da die Korrelationsmatrix R symmetrisch ist, existiert
nach (7.13) eine orthogonale Matrix P mit

(7.15) R = PAP',

wobei A eine Diagonalmatrix ist, deren Hauptdiagonalelemen-
te gerade die Eigenwerte K1,A2,...,%m von R sind. Aus (7.15)
erhdlt man:

1

:
(7.16) R = PAZaZp:

1 1
= (P/\2) (PAZ) v,

N —

Mit A = PA® ist also eine Ldsung der Gleichung (7.14) er-
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mittelt. Setzt man dieses Ergebnis in das Grundmodell der
Hauptkomponentanalyse

(7.17) Z = FA'

ein, lassen sich dann die Faktorenwerte gemdfB
-1
(7.18) F = ZPp 2

berechnen.

Das Modell der Hauptkomponentenanalyse - etwa in den Ma-
trixform (7.17) bzw. (5.10) ist nicht eindeutig, denn den
nm MeBwerten steht eine wesentlich grdBere Zahl unbekann-
ter Parameter, die Faktorladungen und Faktorwerte, gegen-
liber. Es liegt ein sog. "Identifikationsproblem" vor. Man
erhdlt mit einer orthogonalen (kxk)-Matrix T eine zu (7.17)

dquivalente Darstellung (wegen TT' = [):

~N
]

FTT'A’
bzw.
(7.19) 7 = F*a™

mit A® = AT und g* = p7.

Die Matrizen F* und A* erfiillen gleichfalls sé&mtliche Vor-
aussetzungen des Hauptkomponenten-Modells. Man nennt diese
Indeterminiertheit von F bzw. A das Rotationsproblem der

Hauptkomponenten~ bzw. Faktorenanalyse. Es existieren eine
Reihe von Vorschl&dgen, z.B. die Varimax-, Equimax oder
Quartimax-Rotation, filir die Wahl der Matrix T, so daB8 die
Faktorladungsmatrix eine m8glichst einfache und inhaltlich
gut interpretierbare Gestalt erhdlt (Rotation zur "Einfach-
struktur"). Setzt man nicht voraus, daB die Faktoren ortho-
gonal sein sollen, kann T eine beliebige nichtsingulé&re
Matrix sein ("schiefwinklige" oder "oblique" Rotation). Fir
Details vergleiche man die einschldgige Literatur, z.B.
HARMAN (1976), REVENSTORF (1976) oder UBERLA (1971).

Ein weiteres Problem ergibt sich aus der Frage, wieviele
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Faktoren "extrahiert" werden sollen. Zur iibersichtlichen
Interpretation mdchte man die Anzahl der Faktoren mdglichst
gering halten. Ihre Obergrenze ist durch den Rang der
Matrix R festgelegt. Eine Moglichkeit besteht darin, die
Eigenwerte von R der GrdBe nach zu ordnen und nur diejeni-
gen Faktoren zu extrahieren, deren zugehdrige Eigenwerte
"groB genug" sind. In der Praxis wurden eine Reihe von Ab-
bruchkriterien fiir die Faktorenextraktion vorgeschlagen.
Fir Details vergleiche man wieder die einschl&dgige Litera-
tur.

Bei der Faktorenanalyse nach dem Modell mehrerer gemeinsa-
mer Faktoren wird angenommen, daB sich die Variation eines
Merkmals aus einem Anteil zusammensetzt, der auf die Wir-
kung von einem oder mehrerer Faktoren zuriickgeht (gemein-
same Varianz) und einem weiteren Anteil, der spezifischée
Eigenarten des Merkmals beinhaltet (spezifische Varianz).
Fir die beobachteten (standardisierten) MeBwerte wird
angenommen, daf sie sich aus dem additiven Zusammenwirken
der gemeinsamen Faktoren und eines flir das jeweilige Merk-

mal spezifischen Faktors ergeben, daB also

k
z,. = Za + d.s

. £, .

ij 1=1 j17il 373
gilt. Dabei sind SqreeaSp die nur jeweils eine einzelne
Variable beeinflussenden spezifischen Faktoren. Wie beim
Hauptkomponenten-Modell 148t sich auch hier wieder eine

zu (7.14) analoge Beziehung ableiten, ndmlich
R = AA' + DD,

wobei D eine (mxm)-Diagonalmatrix ist, deren Hauptdiago-
nalelemente die Anteile d1"“’dm sind. Flir die Hauptdia-

gonalelemente von R erhilt man

Der von den gemeinsamen Faktoren herriihrende Varianzanteil

+...+ a%

b 31 3k

nennt man Kommunalitdt des j-ten Merkmals.
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Bildet man die reduzierte Korrelationsmatrix

Rh = R’DD:
erhdl< man in Analogie zu (7.14):
Ry = AA'.

Die weiteren Schritte erfolgen dann wie beim Hauptkomponen-
ten-Modell. Allerdings stehen jetzt in der Hauptdiagonalen
von R‘,1 die Kommunalitdten, die unbekannt sind und erst ge-

eignet geschdtzt werden miissen (Kommunalitdtenproblem).

Im folgenden werden die einzelnen Schritte beim Modell der
Hauptkomponenten- bzw. Faktorenanalvse nochmals zusammen-
gefaBt.

(1) Aus der Datenmatrix X bildet man durch Standardisie-

rung und gemdf der Beziehung

die Korrelationsmatrix R.

(2) Gegebenenfalls wird aus R und den geschdtzten Kommu-
nalitdten h? die reduzierte Korrelationsmatrix Rh ge-
bildet.

(3) Die (der GroBe nach geordneten) Eigenwerte von R bzw.
Rh und die zugehdrigen normierten Eigenwerte werden
sukzessive berechnet. Mit einem Abbruchkriterium wird
die Anzahl r der zu extrahierenden Faktoren festgelegt.
Diese sind, moglicherweise nach Durchfiihrung einer RoO-
tation zur Einfachstruktur, geeignet zu interpretieren.

(4) Gegebenenfalls sind die Faktorenwerte gemdB (7.18) aus-
zurechnen. Die r Spalten der Faktorladungsmatrix A sind

durch die r Eigenvektoren ajr.-.,a gegeben.

r

AbschlieBend sei noch darauf hingewiesen, daB noch eine

Reihe weiterer Ldsungsmdglichkeiten existieren, die der
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Spezialliteratur zu entnehmen sind. Obwohl Computerprogram-
me zur numerischen Ldsung von Figenwertproblemenr leicht ver-
fligbar sind, ist wegen der hier nur in Kiirze angesprochenen
Probleme (z.B. Kommunalitdtenproblem, Rotationsproblem, ge-
eignetes Abbruchkriterium bei der Faktorenextraktion, unsach-
gemdRe Interpretation faktorenanalytischer Resultate, etc.)

bei der Anwendung faktorenanalytischer Methoden einige Vor-
sicht geboten.

Weiterfihrende Literatur:

siehe Kap. 5.
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Ordnungsreiation 69

— schwache 69
Ordnungsstruktur 25
orthogonale Transformation 191
Orthogonalizit von Vektoren 139

Paar

— geordnet:zs 66
paarweise d:sjunkt 99, 105
— orthogonal 142
Parallelepiped 144
Parallelogramm 144
Paralleltest 88
Parameter 183
Parametervektor 183
Pleonasmus 49
Pluszeichen 11
Polynom

— charakteristisches 187
Postulat 50

Potenz 17
Potenzgleictung 20
Potenzieren 17
Potenzmeng: 64
Pradikatenlcgik 49
Pradiktorvariable 183
Priferenzmatrix 125
Praferenzstriktur 125
Primisse 10,46, 51
Produkt 12

— dyadisches 139

— inneres 139
Produktmenze 67
Punktrechnung 12

Quadratsumme 183
Quadratwurzel 20
Quantor 49

Quartimax-Rotation 193
Quotient 14

Radikand 20

Radizieren 20

Rang 154

— voller 155

Realisation 111

Realisierungen

— unabhingige 111

Rechenoperation

— 1. Stufe 12

— 2. Stufe 12

— 3. Stufe 24

reelle Funktion einer reellen Variablen
74

Regressionsanalyse 182

Regressionskoeffizienten 184

Regressionsparameter 155, 183

Reizmenge 127

Relation

— antisymmetrische 69

— asymmetrische 69

— bindre 67

— irreflexive 69

— konnexe 69

— negativ transitive 69

— n-stellige 67

— reflexive 69

— symmetrische 69

— totale 69

— transitive 69

— vollstindige 69

Relativ

— empirisches 79

— numerisches 79

Reprisentationsproblem 80

Reprisentationstheorem 81

Richtungsumkehr eines Vektors 120

Rotation

— schiefwinklige (oblique) 193

Rotationsproblem 193

Rotation zur Einfachstruktur 193

RUSSEL’sche Antinomie 53

Satz 50

— faktisch wahrer 48

— logisch wahrer 48

— von der totalen Wahrscheinlichkeit
106

Schrumpfung eines Vektors 120

Schulreifetest 107
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‘Scores 112

Sicherheit

— Grad der 95

o-Algebra 97

— der Borel-Mengen 99

signal detection 109

Signalerkennung 109

Skala 79

Skalar 112,123

Skalarmultiplikation 112,119,132

Skalarprodukt von Vektoren 139

Skalenart 81

Skalentyp 81

Skalenwert 80

Skalierung 76

Sozialforschung

— empirische 7

Soziomatrix 126

Spalte 122

Spaltenindex 122

Spaltenrang 154

Spaltenumformung

— elementare 156

Spaltenvektor 113,123

Standardisierung 124

Stichprobe 90

Stichprobenvarianz 124

stochastisch unabhingige Ereignisse
104

Storgrofle 183

Streckung eines Vektors 120

Strichrechnung 12

Stufenmatrix 156

subjektivistische Auffassung 91

Substitutionsmethode 33

Subtest 56

Subtraktion 12

— von Matrizen 132

— von Vektoren 118

Summand 11,37

Summationsgrenze

— obere 37

— untere 37

Summationsindex 37

Summe 11

— von Vektoren 118

Summenzeichen 37

Tautologie 48
Teilmenge 55

— echte 56
Teilungszeichen 14

Teilmatrix 162

Testprofil 113

Testtheorie

— psychologische 87

Testverfahren

— statistische 91

Testwert

— beobachteter 87

— wahrer 87

Theorem 50

— von BAYES 106

Theorie der Wahlentscheidungen 126

Totaladditivitdt der Wahrscheinlich-
keit 97

Transitivitdt 27

Transponierte einer Matrix 128

triviale Losung 166

true score-Modell 87

Umformung

— elementare 155
Umkehrabbildung 74
Unbekannte 30
Ungleichheitszeichen 27
Untermenge 55
Untersuchungseinheit 76
Urbild 73

Ursprung 114

Validitit 85

Variable.

— latente 85

Variation

— systematische 76
Varimax-Rotation 193
Vektor 112,113
Vektoren

— normierte 141

— orthogonale 142

— orthonormale 142
Vektorraum 116, 120
Vektorrepriasentation 112
Venn-Diagramm 56
Vereinigung 58

— von Ereignissen 93
Vereinigungsmenge S8
Verhiltnisskala 82
Verkettungsoperation 82
Verteilungsfunktion 111
Verwechslungsmatrix 127
Vielfachheit 190
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Voraussetzung 46
Vorhersagevaliditit 88

Wahlhandlungen 126

Wahrheitstafel 43

Wahrheitswert 42

Wahrscheinlichkeit

— bedingte 102

— eines Ereignisses 95, 99

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
111

Wahrscheinlichkeitsfunktion 111

Wahrscheinlichkeitsmal 99

Wahrscheinlichkeitsraum 99

Wahrscheinlichkeitsrechnung 89

Wahrscheinlichkeitstheorie 91

Wahrscheinlichkeitsverteilung
111

Wertebereich 72

Wett-Quotient 91

Wiederholungen

— unabhingige 110

wohlbestimmt 53

wohlunterschieden 53

Wurzel 20

Wurzelziechen 20

Zihler 15
Zahlen

— ganze 13

— irrationale 21

— komplexe 24

— natiirliche 10

— rationale 16

— reelle 21
Zahlengerade 13
Zahlenmenge 10
Zahlenstrahl 10
Zahlensystem 24
Zehnerpotenz 19
Zeilenindex 122
Zeilenrang 154
Zeilenumformung

— elementare 156
Zeilenvektor 113,123
Zerlegung 105
Zufallsauswahl 111
Zufallsexperiment 92
Zufallsvariable 110

— diskrete 110,111
— stetige 111
Zufallsvorgang 92
Zuordnungsvorschrift 72
Zweiwertigkeitsprinzip 42

x-Achse 66
xy-Ebene 66
y-Achse 66

Univ.-Eibliotaek
Regenshurg




