Computersimulationen zu energetischen und
topologischen Effekten bei polymeren Netzwerken

Dissertation
zur Erlangung des Doktorgrades
der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.)
der Fakultét fiir Physik
der Universitdt Regensburg

vorgelegt von

Wolfgang Michalke

aus

Altotting

Regensburg 2002



Promotionsgesuch eingereicht am: 22.Mai 2002
Tag der miindlichen Priifung: 17. Juli 2002

Die Arbeit wurde angeleitet von Prof. Dr. D. Géritz.

Priifungsausschuss:

Vorsitzender: Prof. Dr. K. Richter
Erstgutacher: Prof. Dr. D. Goritz
Zweitgutachter: Prof. Dr. U. Krey

weiterer Priifer: Prof. Dr. Chr. Strunk



Inhaltsverzeichnis

1 Theoretische Beschreibung
1.1 Das Phantom-Netzwerk-Modell . . . . .. ... ... .. ... ... ...
1.2 Die Theorie der affinen Netzwerk-Deformation . . . . . . . .. .. .. ...
1.3 Das Constraint-Junction-Modell . . . . . . . ... ..o
1.4 Das topologische Modell von Graessley und Pearson . . . . . . ... .. ..
1.5 Rohrenmodelle . . . . . . . . .
1.6 Vergleich . . . . . . . . .

2 Simulationsalgorithmus
2.1 Modellierung von polymeren Systemen . . . . . .. ... ... ... ....
2.2 Der Bond-Fluktuations-Algorithmus . . . . . . .. .. .. ... ... ...
2.2.1 Grundlegendes Modell . . . . . .. .. ... oL,
2.2.2  Simulationsablauf . . . . . .. ..o o000
2.3 Simulierte Systeme . . . . ... ..o
2.4 Parallelisierung des Algorithmus . . . . . . .. .. ... ... ... .....
2.4.1 Distributed-Memory-Parallelisierung . . . . . ... ... ... ...
2.4.2 Shared-Memory-Parallelisierung . . . . . . . ... ... ... ....

3 Zerlegung des Netzwerks in Maschen
3.1 Bestimmung des optimalen spannenden Baumes . . . . . . .. .. ... ..
3.2 Reihenfolge des Anfiigens der Kanten zum Baum . . . . ... .. ... ..

3.3 Ergebmisse . . . ... L e

4 Mathematischer Algorithmus
4.1 Darstellung des Algorithmus . . . . . ... .. ... 0oL



INHALTSVERZEICHNIS 3

4.2 Erweiterungen des Algorithmus . . . . . . .. ... ... ... ... 46
4.3 Resultate . . . . . . . L 47
4.3.1 Vergleich mit Simulationsdaten . . . . .. .. .. .. ... ..... 47

4.3.2 Voraussagen des Modells . . . . . . .. ... ... 000, 48

5 Knotentheorie und Knotenpolynome 52
5.1 Knotentheorie und Knotenpolynome . . . . . . .. .. ... ... ..... 54
5.2 Knoten und Gruppen . . . . . . . . . ... 57
5.3 Das Homfly-Polynom . . . . .. ... ... ... o, 61

6 Ergebnisse zur Topologie der Netzwerke 64
6.1 Knoten . . . . . . . . e 66
6.2 Verschlingungen . . . . . . . . . .. Lo L 68

7 Simulationen zur Quellung 77
7.1 Theoretische Modelle . . . . . .. .. ... . oL 7
7.2 Implementation . . . . . . . ... 79
7.3 Ergebnisse . . . . . .. oL 80

8 Simulationen zur Deformation 86
8.1 Implementation der Wechselwirkung . . . . . . ... ... ... L. 86
8.2 Bestimmung der inversen Temperatur . . . . . . .. ... ... ... .. 89
8.3 Theorien zum elastischen Beitrag bei der Deformation . . . . . . . . . . .. 90
8.4 Modellierung der Deformation . . . . . . . . . ... ... L. 94
8.5 Ergebnisse . . . . . .. L 95

9 Zusammenfassung 100

Literaturverzeichnis 101



Einleitung

Die Beschreibung des Deformationsverhaltens eines polymeren Netzwerks gehort zu den
fundamentalen Problemstellungen der Polymerphysik. Seit den dreiffiger Jahren wurden
Theorien entwickelt, um die ungewthnliche Féhigkeit eines Polymers zu verstehen, rever-
sible Deformationen auf das Mehrfache der Ausgangslinge zu erlauben.

Diese Theorien berechnen der Verlauf der Deformation aus der Anderung der Entropie
einer Einzelkette und versuchen, diesen auf die Anderung des Gesamtsystems hochzurech-
nen. Sie vernachlissigen dabei im Wesentlichen zwei Gruppen von Einfliissen. Zum einen
werden topologische Effekte nicht beriicksichtigt. Die Prisenz anderer Ketten behindert
die Beweglichkeit der Ketten und dndert somit deren Entropie. Desweiteren bilden sich
Verschlaufungen zwischen den Ketten aus, die zusétzliche Netzpunkte bilden und wie die
chemischen Vernetzungspunkte zur Riickstellkraft des Netzwerks beitragen. Zum anderen
wirken energetische Effekte wie die van-der-Waals-Wechselwirkung als attraktive inter-
molekulare Kraft zwischen den Ketten und tragen so zum Deformationsverhalten bei.
Ein dehnungsabhéngiger Beitrag der van-der-Waals-Wechselwirkung wird bis heute von
den Theorien nicht beriicksichtigt, obwohl dehnungskalorimetrische Messungen auf einen
solchen Anteil hindeuten.

Hinsichtlich des entropischen Beitrags wurde eine differenziertere Betrachtung erst mit
Modellen erreicht, die durch empirische Parameter Behinderungen und Verschlaufungen
der Ketten einrechneten. Mit diesen Modellen gelang es zwar, das Verhalten des Netzwerks
bei Dehnung und Kompression qualitativ zu beschreiben, eine quantitative Anpassung
ist aber bis heute nicht gegliickt. Insbesondere zeigt es sich, dass vollig unterschiedliche
Modelle die Deformation mit vergleichbarer Giite beschreiben kénnen.

Aus diesem Grund wurden seit den siebziger Jahren Computersimulationen an polymeren
Systemen durchgefiihrt, die Aufschluss iiber Zahl und Art der Verschlaufungen (Entangle-
ments) geben sollen. Mit Hilfe von mathematischen Techniken kann deren Topologie sehr
genau bestimmt werden. Nachdem bisher in der Literatur lediglich Systeme aus polymeren
Einzelketten sowie einfache Modellnetzwerke analysiert wurden, sollen im Rahmen dieser
Arbeit endgruppenvernetzte sowie statistisch vernetzte Systeme mit bis zu einer Million
Monomeren im Computer generiert werden. Diese Netzwerke werden in einen Satz von
geschlossenen Wegen, sogenannten Maschen, zerlegt und die Entanglements der Maschen
untereinander mit Hilfe der Knotentheorie eingehend charakterisiert. Aus der Zahl der
Entanglements kann der Einfluss der Topologie auf das Quellungs- und Deformations-
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verhalten abgeschitzt werden. Simulationen zur Quellung der Netzwerke, bei denen eine
Selbstdurchdringung der Ketten ermdglicht bzw. verhindert werden kann, erlauben ei-
ne Abschitzung des Verhiltnisses zwischen der absoluten Zahl der Entanglements und
denen, die die Quellung der Ketten aktiv behindern.

In einem weiteren Schritt werden Deformationsexperimente an diesen Netzwerken im
Computer realisiert. In diesem Fall werden die Simulationen mit und ohne Beriicksich-
tigung der van-der-Waals-Wechselwirkung durchgefiihrt. Deren Stirke wird anhand von
Simulationen zur Beweglichkeit der Ketten in einen Bereich gelegt, der Experimenten an
einem Gummi oberhalb des Glaspunktes entspricht.

Der Vergleich sollte es erméglichen, den energetischen vom entropischen Anteil der riick-
treibenden Kraft zu separieren, um so das Flory’sche Postulat der Unabhingigkeit des
Einflusses der van-der-Waals-Wechselwirkung vom Dehngrad zu testen.



Kapitel 1

Theorien zur Beschreibung
polymerer Netzwerke

Die theoretischen Beschreibung des Deformationsverhaltens polymerer Netzwerke gehort
seit mehr als 50 Jahren zu den wichtigen Themen der Polymerphysik. Die grofie Kom-
plexitdt der Systeme hat zu unterschiedlichen Ansétzen zur Beschreibung gefiihrt. Zu
den klassischen Theorien der Deformation gehoren die Phantom-Netzwerk-Theorie von
James und Guth [1]-[5] sowie die Theorie der affinen Netzwerkdeformation von Wall und
Flory [6]-[10]. Eine vermittelnde Rolle zwischen diesen wird von neueren Theorien, bei-
spielsweise dem Constraint-Junction-Modell [11]-[15] oder den Réhrenmodellen [16]-[18]
eingenommen. All diesen Modellen ist gemeinsam, dass sie topologische Effekte wie Ver-
schlaufungen nur durch empirische Parameter beriicksichtigen, die die Behinderungen der
Ketten beschreiben sollen.

Ein anderer Ansatz wird von den topologischen Modellen von Graessley und Pearson [19]
sowie Vologodskii [20, 21] verfolgt, die die Topologie der Verschlaufungen aufzukliren
versuchen und aus den sich dadurch ergebenden Anderungen der Entropie der Ketten
Riickschliisse auf den Modul ziehen. Detaillierte Darstellungen dieser Theorien finden
sich in [22]-[24]. Bevor die Grundziige dieser Theorien kurz skizziert werden, werden einige
Begriffe fiir die nachfolgende Diskussion definiert.

Betrachtet man ein endgruppenvernetztes Netzwerk aus N Ketten und V' Vernetzern der
Funktionalitit ¢, so benotigt man

V =2N/¢ (1.1)

Vernetzer, um ein ideales Netzwerk zu erhalten. In dem in dieser Arbeit meistens behan-
delten Fall eines tetrafunktionalen Netzwerks sind V' = N/2 Vernetzer notwendig.

Man geht im Folgenden von einem aufspannenden Baum des Netzwerks aus, also der
gréften Untereinheit des Netzwerks, die keine geschlossenen Wege enthilt, jedoch in sich
zusammenhingt. Jede Verbindung, die dem Baum hinzugefiigt wird, schliefit eine soge-
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nannte Masche im Netzwerk. Wie in Kapitel 3 nidher ausgefiihrt wird, erhélt man fiir den
Zyklenrang & der grofiten Komponente des Netzwerks, der die Anzahl der unabhéangigen
geschlossenen Wege angibt, die Gleichung

E=N-V+12N-V, (1.2)

Lost man (1.2) nach V' auf und setzt den Ausdruck in (1.1) ein, so ergibt sich

£=(1-2/¢)N. (1.3)

Gemeinsam ist allen Modellen, dass die Subketten des polymeren Netzwerks als Gauf-
ketten beschrieben werden, d.h. die Verteilungsfunktion des Kettenendenabstandes r ist
gegeben durch

R

wobei (r?)) = Y01, r2;/N den mittleren quadratischen Kettenendenabstand und 2, den
quadratischen Kettenendenabstand der Kette v im undeformierten Zustand bezeichnen
soll. Fiir kleinere Dehngrade, die im Zusammenhang dieser Arbeit von Interesse sind, hat
sich diese Art der Beschreibung als sehr erfolgreich erwiesen. Korrekturen, die aufgrund
der endlichen Léange der Subketten erforderlich sind, sind bekannt und werden in Kapitel

8 dargestellt.

Die entropische freie Energie einer Kette mit Kettenendenabstand 7 erhilt man aus der
Beziehung

F =—kgTInW(r). (1.5)
Setzt man (1.4) in (1.5) ein, so ergibt sich fiir die freie Energie einer Gauikette

3kpT
2(r?),
Die Anderung der freie Energie eines Netzwerks aus N Subketten, bezogen auf den un-

deformierten Zustand, ist also gegeben durch die Summe der Beitrége der einzelnen Sub-
ketten:

F=( )r. (1.6)

kT X, , Ay 3 (r?)
AF = = > (r2- <7‘U>0) = 5Nk <<r2>0 - 1) (1.7)

Zu bestimmen bleibt also ein Zusammenhang, der den Kettenendenabstand (r?) im de-
formierten mit dem Abstand (r?), im undeformierten Zustand verkniipft.
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1.1 Das Phantom-Netzwerk-Modell

Die Phantom-Netzwerk-Theorie geht davon aus, dass die Subketten, wie oben dargestellt,
Gaufy’sches Verhalten aufweisen. Eine bestimmte Anzahl von Ketten seien an der Ober-
fliche des Netzwerks fixiert und deformieren sich affin mit der von auflen angelegten
Spannung. Die entscheidende Annahme ist, dass die Verschlaufungen und Vernetzungs-
stellen eines Netzwerks die Fluktuationsmdoglichkeiten der Subketten nicht beeinflussen.
Die Verschlaufungen werden von dieser Theorie also einfach vernachléssigt.

Betrachtet man den Kettenendenvektor 7; einer Subkette ¢ im deformierten Zustand, so
kann man diesen in einen mittleren Vektor 7; und dessen Fluktuationen A7; zerlegen:

i =7 + AT (1.8)
Bildet man das Skalarprodukt beider Seiten mit sich selbst, so erhilt man
(ri)? =7 + 275 - AF; + (Ar;)* (1.9)

Geht man zu den Mittelwerten iiber, so verschwindet der mittlere Ausdruck, da die Rich-
tungen der beiden Vektoren voneinander unabhéngig sind:

<7"2>0 = (T2>0 + <(AT)2>0
) = )+ (). (110

Fiir ein Phantom-Netzwerk der Vernetzerfunktionalitéit ¢ gelten fiir die Fluktuationen der
Subketten die Beziehungen [22]

(%) = <1 - %) (r?)
(ar7) = 31

In diesem Modell deformieren sich die mittleren Positionen 7 affin mit der angelegten
Spannung, wihrend die Fluktuationen von dieser nicht beeinflusst werden:

@) =X@h ) =N () =2, L12)
(A2)%) = (Ao, ((Ap)?) = (An)o, (A2 = (A2} ‘

Setzt man die Gleichungen (1.11) und (1.12) in Gleichung (1.10) ein und geht man von
einem Netzwerk aus, das im undeformierten Zustand isotrop ist, so erhélt man

() = Kl _ %) w N %1 (). . (1.13)

Setzt man (1.13) sowie (1.3) in (1.7) ein, so findet man schliefilich den gesuchten Ausdruck
fiir die freie Energie eines polymeren Netzwerks im Phantom-Netzwerk-Modell zu

(1.11)

1
AF‘lphcmtom = §€kBT()\CZU + )\Z + )\z - 3) (114)
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1.2 Die Theorie der affinen Netzwerk-Deformation

Diese Theorie nimmt die Gegenposition zum Phantom-Netzwerk-Modell ein. In jenem
wurde angenommen, dass die Behinderungen, die durch Entanglements im Netzwerk auf-
treten, so gering sind, dass man die Ketten als frei durchdringbar ansehen kann. Hier
wird angenommen, dass die Wirkung der Entanglements so stark ist, dass den Subketten
keinerlei Moglichkeiten fiir Fluktuationen bleiben. Die Ketten erscheinen als eingefroren
und dehnen sich bei angelegter Spannung affin mit dem gesamten Netzwerk. Es defor-
mieren sich also bei angelegter Spannung z = A2, ¥y = A\yyo und z = A, 2y die mittleren
Kettenabstinde im selben Verhiltnis:

() = 22 (1) (02) = R (0,0 () = (), (115

Setzt man diese Gleichung wieder in (1.7) ein, so ergibt sich bei Volumenkonstanz die
freie Energie in diesem Modell zu

1
AFyfpin = éNkBT(/\fc + A2+ A2 = 3) — Nk, T In(V/Vp). (1.16)

Leitet man Gleichung (1.16) nach A ab, so erhilt man fiir eine uniaxiale Dehnung bei
konstantem Volumen das Neo-Hookesche Gesetz fiir die Spannung o in Abhéngigkeit
vom Dehngrad A:

O(AF,ffin) 1
= ——— =Nk T()\——) 1.17
7 O 5 2 (1.17)
Die Ausdriicke fiir die freie Energie beider dargestellter Modelle unterscheiden sich ledig-
lich im Vorfaktor, ndmlich dem Zyklenrang & beim Phantom-Netzwerk-Modell bzw. der
Zahl der Subketten N im Modell der affinen Deformation. Fiir ein ideales tetrafunktionales
Netzwerk ist der Vorfaktor des ersteren halb so grofl wie der des letzteren.

Vergleicht man dies mit experimentellen Ergebnissen, so zeigt sich, dass das Phantom-
Netzwerk-Modell befriedigende Ubereinstimmungen fiir hochgequollene Netzwerke liefert,
in denen ja aufgrund der geringen Dichte die Beeinflussung der Ketten gering ist. Wie
in Abschnitt 1.6 gezeigt wird, scheinen fiir ungequollene Systeme beide Ansétze zu ein-
fach, um befriedigende Ergebnisse liefern zu kénnen. Aus diesem Grund wurden Modelle
entwickelt, die eine vermittelnde Position einnehmen. Als bekanntes Beispiel soll hier
zunéichst das Constraint-Junction-Modell kurz charakterisiert werden.

1.3 Das Constraint-Junction-Modell

In diesem Modell wird angenommen, dass die Fluktuationen eines beliebigen Vernetzers
(junction) des Netzwerks durch die Présenz der ihm benachbarten Vernetzer behindert
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wird. Die Stérke dieser Behinderung wird in einer einfachen Ndherung in einem von der
Vernetzerdichte abhiingigen Parameter x zusammengefasst. Man geht dazu vom Phantom-
Netzwerk-Modell aus und teilt die Fluktuationen auf in einen Beitrag ((Ar)?), der das
mittlere Quadrat der Fluktuationen des Vernetzers im Phantom-Netzwerk-Modell angibt,
und einen Beitrag ((As)?), der die Fluktuationen unter Einfluss der Behinderungen durch
andere Vernetzer beschreibt. Der Parameter « ist dann gegeben als deren Verhéltnis

ggigz; (1.18)

Wenn die Behinderungen vernachliissigbar sind, erhiilt man {(As)?) — oo und damit
k — 0. Dies beschreibt den Grenzfall des Phantom-Netzwerks. Sind andererseits die Be-
hinderungen so stark, dass die Vernetzer nicht mehr fluktuieren und damit ((As)?) — 0
und kK — 00, so erhilt man das Modell des affinen Netzwerks. Als Maf fiir die Behinde-
rungen der Vernetzer wird die Flory-Zahl [15, 26]

Np = %T <r2>2/2 (%) (1.19)

verwendet, wobei V; das Volumen des Netzwerks im undeformierten Zustand und p die
Zahl der topologischen und chemischen Vernetzer angibt. Um die Behinderungen quanti-
tativ zu fassen, nimmt man an, dass k proportional zur Flory-Zahl ist:

K X <r2>2/2 (%) . (1.20)

Davon ausgehend kann man fiir ein tetrafunktionales Netzwerk zeigen [23], dass zwischen
k und dem Zyklenrang £ eines Netzwerks die Beziehung

N (N;p)% <<M>> ( ¢ ) (1.21)

gilt. Hier bezeichnet N4 die Avogadrokonstante, p die Dichte des Netzwerks und M das
Molekulargewicht einer Kette, dessen Kettenendenabstand durch (r?), gegeben ist. Der
Zyklenrang ist mit dem mittleren Molekulargewicht M, aller Ketten durch die Beziehung

¢ = VoNap
2M,

(1.22)

verkniipft. Setzt man dies in (1.21) ein, so erhilt man die Proportionalitit
K o \/ M, x VL. (1.23)

k ist also proportional zur Wurzel aus dem Molekulargewicht und somit auch zur Wurzel
aus der Liange L der Subketten. Das Modell sagt daher voraus, dass der Beitrag der
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Entanglements proportional zur Wurzel der Lange der Subketten ist. Diese Voraussage
wird im weiteren Verlauf der Arbeit zu testen sein.

Die Anderung der freie Energie in diesem Modell ist gegeben durch die Summe des Beitrags
des Phantom-Netzwerks AFpantom (Gl. (1.14)) und einen Beitrag durch die Behinderun-
gen der Vernetzer AF o, siraint [12]:

AFges = AFphantom + AFconstraint (1.24)
= SERSTOL+ N+ N —3) (1.25)

+ %VkBT ;[Bt + Dy —In(B; + 1) — In(D; + 1)], mit (1.26)

B, = &\ =1\ +k)? (1.27)

D; = XNk 'B (1.28)

mit ¢ = x,y,z und \; als dem Dehngrad entlang der jeweiligen Koordinatenachse. Fiir
einen beliebigen Vernetzer ldsst sich also zum einen eine mittlere Position angeben, die
dieser rein aufgrund der Konnektivitdt des Netzwerks hétte. Diese entspricht der des
Phantom-Netzwerks. Zum anderen existiert aber auch eine mittlere Position, die dieser
Vernetzer einnehmen wiirde, wenn er nur den behindernden Kriften aufgrund der be-
nachbarten Vernetzer und Ketten unterliegen wiirde und nicht der Konnektivitdt des
Netzwerks. Die beiden Beitrége setzen sich zu AFy., zusammen.

Allen bisher dargestellten Modellen ist gemeinsam, dass sie auf die Struktur der Entan-
glements nicht eingehen, sondern diese in einem einfachen Parameter beriicksichtigen.
Ein differenzierteres Bild bieten topologische Theorien, die die lokalen Anderungen der
Entropie aufgrund der Behinderungen der anderen Ketten beschreiben und diese auf die
Gesamtentropie des Systems hochrechnen. Als Beispiel soll die Theorie von Graessley und
Pearson dargestellt werden.

1.4 Das topologische Modell von Graessley und Pear-
son

Das topologische Modell betrachtet eine grofle Anzahl von Maschenpaaren eines Netz-
werks, die nicht direkt miteinander verbunden sind, aber so nahe zueinander liegen, dass
sich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit eine Verschlaufung zwischen beiden beim Ver-
netzungsprozess ausgebildet hat. Betrachtet man das Phasenraumvolumen (2, das zwei
Maschen zur Verfiigung steht, so ist dies trivialerweise gegeben durch das Produkt der
beiden Volumina der einzelnen Maschen. Den verschiedenen Phasenraumzustinden, also
den rédumlichen Anordnungen der Maschen, entsprechen verschiedene Verschlauftheits-
klassen Q = Qg + Q1 + 25 + . . ., welche sich nicht stetig ineinander {iberfiihren lassen. Sie
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entsprechen den im Kapitel 5 dargestellten Primverschlaufungen sowie deren Zusammen-
setzungen. Beispiele sind die Klassen der unverschlauften, einfach verschlauften, zweifach
verschlauften Paare usw.

Sei K die Anzahl der verfiigbaren Klassen fiir solch ein Paar und sei
filr) == (1.29)

der Anteil der Paare, der der Klasse ¢ (i = 1,2, ..., K) zuzuordnen ist. Der Anteil f;(r)
ist eine Funktion des mittleren Abstandes r = || des Schwerpunkts der Maschen. Fiir
ein tatséchliches Netzwerk ist die Verteilung f; o der Maschen auf die einzelnen Klassen
im undeformierten Zustand am Ende des Vernetzungsprozesses festgelegt und kann sich
aufgrund der Undurchdringbarkeit der Maschen nicht mehr &ndern.

Deformiert man das Netzwerk, so dndert sich in diesem Modell der mittlere Abstand |7
der Schwerpunkte der Maschen affin mit der d&ufleren Deformation. Nimmt man weiterhin
an, dass sich die rdumliche Gestalt der Maschen im Mittel mit der Deformation nicht
dndert, kann man die Verteilung f;(|7]) der Maschen berechnen, die sich ergeben wiirde,
wenn die Maschen diesen mittleren Abstand hitten. Die Anderung der Verteilung ist dann
ein Ma8 fiir die Anderung der Entropie [16, 27]:

_ - fi(r)
AS = kBK;fi,O(T) In fi,o(’r‘) .

Graessley und Pearson nahmen weiterhin an, dass die Entropiebeitrige der Maschen von-
einander unabhingig und paarweise additiv seien. Zur Vereinfachung beschrinkten sie
sich auf zwei Klassen, die verschlauften und die unverschlauften Maschenpaare. f(r) ent-
spricht dann der Wahrscheinlichkeit fiir Verschlauftheit und (1 — f(r)) dem Beitrag der
unverschlauften Paare. In diesem Fall reduziert sich obige Gleichung zu

(1.30)

f(r) 1— f(r)

o) + (1= fo(r))In . fo(T)> i (1.31)
Das Modell macht viele Annahmen, die fiir kleine Dehnungen und kurze Subketten als
geeignet erscheinen, jedoch fiir groflere Netzwerke kaum mehr zutreffen. Zunichst ist die
Annahme, dass die Form der Maschen wihrend der Deformation konstant bleibt, sicher
nur fiir geringe Dehngrade aufrechtzuerhalten. Die Beschrinkung des Modells auf zwei
Klassen ist ebenfalls nur fiir kleine Netzwerke sinnvoll. Es wird sich in Kapitel 6 zeigen,
dass deutliche Unterschiede in der Zahl der Entanglements auftreten, je nachdem, ob man
diese Annahme macht, oder nicht. Ebenfalls ist die Annahme der affinen Deformation der
Schwerpunkte nur fiir idealisierte Netzwerke zutreffend.

AS = (fo(r) In

Die entscheidende Frage, die in diesem Modell zu klaren ist, ist der tatsichliche Verlauf
von fo(r) fiir ein Netzwerk einer bestimmten Subkettenlinge. Diese Frage analytisch zu
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kldren, stolt auf erhebliche Schwierigkeiten, wohingegen die Strukturanalyse computer-
generierter Netzwerke den gewiinschten Zusammenhang liefert. Die im Rahmen dieser
Arbeit gefundene Abhéngigkeit fiir fo(r) wird in Kapitel 6 dargestellt.

1.5 Rohrenmodelle

Neuere Modelle zur Beschreibung der Deformation sind h#ufig Ableitungen des Roh-
renmodells von Edwards [16]. In diesem Bild wird angenommen, dass die Priisenz der
Vernetzer und Entanglements eines Netzwerks die Dynamik der Ketten und Vernetzer
einschrinkt, so dass diese nur eine Bewegung entlang einer Rohre mit spezifischen Para-
metern durchfithren kénnen. Abbildung 1.1 zeigt schematisch, wie eine Rohre in einem
Netzwerk modelliert wird. Teilbild (a) zeigt eine Subkette des Netzwerks, deren Fluktua-
tionen auf die in (b) dargestellte Rohre eingeschriankt wird [28].

Abbildung 1.1: Modellierung der eingeschrinkten Beweglichkeit einer Kette durch die
Présenz anderer Ketten im Rohrenmodell.

Die Rohrenmodelle zerfallen im wesentlichen in zwei Klassen. Die Theorien, die auf dem
Modell von Warner und Edwards [17] basieren, argumentieren, dass im Netzwerk die
Fluktuationen der Vernetzer durch die Prisenz der anderen Vernetzer behindert wird. Da
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man keine konkrete Verteilungsfunktion fiir die Vernetzer kennt, stellt man sich diese zu
einer Rohrenstruktur verschmiert vor, innerhalb der sich die Vernetzer bewegen kénnen.
Die Présenz der Entanglements wird ansonsten ignoriert, als Modell dient daher das
Phantom-Netzwerk-Modell.

Der gegenteilige Ansatz wird z.B. von Heinrich und Straube [18] vertreten, die nicht die
Dynamik der Vernetzer betrachten, sondern behaupten, dass die Entanglements bewirken,
dass die Ketten und nicht die Vernetzer Behinderungen durch die anderen Ketten erfahren,
die die Bewegung der Ketten auf eine R6hre beschrinkt. Everaers [29] konnte kiirzlich ein
Doppel-Rohren-Modell angeben, das beide obigen Ansétze in einem Formalismus vereinigt
und beide Rohren mit unterschiedlichen Parametern in seiner Theorie enthilt.

Die Dynamik der Ketten im Rohrenmodell wird zumeist durch die Reptationstheorie
von de Gennes [30] beschrieben. Man betrachtet dazu die Bewegung einer Kette in einer
Umgebung aus statistisch verteilten, festen Hindernissen. Die Kette fiihrt in diesem Fall
eine Kriech- oder Reptationsbewegung entlang ihres Riickgrats durch. Da im Fall eines
Netzwerks die Kettenenden durch Vernetzer fixiert sind, kann dieses Modell nur fiir kleine
und mittlere Zeitskalen angewendet werden.

1.6 Vergleich

Gottlieb et al. [31] verglichen sowohl fiir den Kompressions- als auch fiir den Deforma-
tionsbereich die Voraussagen verschiedener theoretischer Modelle mit Experimenten an
schwefelvernetztem Naturkautschuk. Dargestellt sind in Abbildung 1.2 drei Varianten des
Réhrenmodells von Edwards (E) [32], Marrucci (M) [33] und Gaylord (G) [34, 35] sowie
das Constraint-Junction-Modell von Erman und Flory (F) [12, 13, 14]. Aufgetragen ist die
bei Experimenten hiufig verwendete reduzierte Kraft f* gegen die inverse Dehnung 1/\.
Sie wird verwendet, um Anderungen des Volumens bei der Deformation abzuseparieren.
Man erhilt sie aus der Kraft f als

f . gl/3
= 1.32
/ Ala — a™?) (132)
wobei p den Volumenanteil des Polymers wihrend der Vernetzung und A die Querschnitts-
fliche des vernetzten, undeformierten Systems bezeichnen. A erhilt man aus o durch die

Normierung auf das Volumen

A= (%)1/3 . (1.33)

Hier sind Vi und V' das Volumen vor bzw. wihrend der Deformation. o bezeichnet den
Dehngrad, normiert auf die Volumenaufweitung bei der Expansion.

Die Abbildung zeigt ein unbefriedigendes Ergebnis. Die Modelle geben im Bereich der



KAPITEL 1. THEORETISCHE BESCHREIBUNG 15

[£*](Pa x 1075)
K G F @

o
1

1 1 1 1 1 !

. 1
0.0 10 20 3.0 40 50 6.0 7.0
N

Abbildung 1.2: Vergleich der wichtigsten Modelle zur Beschreibung der Deformation
mit Experimenten an schwefelvernetztem Naturkautschuk, deren Ergebnis durch Krei-
se eingezeichnet ist. Verglichen wird dies mit den Modellrechnungen dreier Varianten des
Ré6hrenmodells von Edwards (E), Marrucci (M) und Gaylord (G), sowie dem Constraint-
Junction-Modell von Erman und Flory (F).

Kompression den Verlauf nur schlecht wieder, keine der Modelle kann den Verlauf quanti-
tativ beschreiben. Betrachtet man den Bereich der Dehnung, so beschreiben die Modelle
M, F und G die Kurve mit guter Genauigkeit. Dies ist allerdings nicht verwunderlich, da
jedes Zwei-Parameter-Modell unabhingig von der Modellannahme das Dehnungsverhal-
ten mit dieser Genauigkeit beschreiben kann. Wie Rivlin schon 1948 zeigte [36], geniigt
dazu bereits eine allgemeine mathematische Theorie der Dehnung, die als Modellannah-
men lediglich Isotropie der Probe und Volumenkonstanz wihrend der Dehnung benétigt.
In diesem Modell ergibt sich fiir den Bereich der Dehnung 0 < 1/A < 1 eine Gerade, die
die Messergebnisse ebenso gut reproduziert.

Die Modelle der affinen Deformation bzw. das Phantom-Netzwerk-Modell ergeben in
dieser Auftragung eine Konstante, die sich, wie in Abschnitt 1.2 dargestellt, um einen
Faktor zwei unterscheidet. Sie sind also offensichtlich zu einfach, um eine befriedigende
Ubereinstimmung selbst fiir den Dehnbereich zu erzielen und kénnen daher ausgeschlos-
sen werden. Betrachtet man jedoch die anderen Modelle, so lisst ein gute Beschreibung
der Dehnung allein keine Unterscheidung der Modellannahmen zu.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die derzeitigen theoretischen Modelle zwar
Zug-Dehnungskurven mit befriedigender Genauigkeit beschreiben, die verwendeten Para-
meter aber nur sehr bedingt mit der tatséchlichen Struktur der Netzwerke in Verbindung
gebracht werden konnen. Vollig gegensitzliche Modellannahmen beschreiben die experi-
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mentellen Ergebnisse mit vergleichbarer Giite.

An diesem Punkt setzt diese Arbeit an. Ziel der Simulationen wird es sein, durch die Simu-
lation und Analyse computergenerierten Netzwerke detaillierten Aufschluss insbesondere
iiber Zahl und Einfluss der Entanglements zu erhalten. Die dabei verwendeten Techniken
sollen in den folgenden Kapiteln vorgestellt werden.



Kapitel 2

Simulationsalgorithmus

2.1 Modellierung von polymeren Systemen

Bereits seit den siebziger Jahren wird versucht, topologische Eigenschaften von polymeren
Systemen, die dem Experiment nicht direkt zuginglich sind, durch Computersimulatio-
nen aufzukliren. Es zeigt sich jedoch, dass die Simulation polymerer Systeme besondere
Anforderungen hinsichtlich der verwendeten Algorithmen und Computer stellt. Geniigt
es beispielweise fiir niedermolekulare Ensembles, Simulationen mit wenigen tausend Ato-
men durchzufithren, da die Systeme oft auf Skalen von etwa 10 Angstrgm als homogen
betrachtet werden konnen, so ist dies selbst fiir einzelne Polymerketten nicht der Fall, da
deren Gyrationsradius oft im Bereich von 100 Angstrgm liegt. Charakteristische Gréfien
in Systemen aus vielen Polymeren wie etwa die Subkettenlinge in einem deformierten
Netzwerk konnen noch weit hhere Werte erreichen. Da das Molekulargewicht einer Poly-
merkette im Bereich von 103 — 107C—§F liegt, diese also typischerweise aus mehreren zehn-
bzw. hunderttausend Atomen bestehen, wéren fiir eine umfassende Simulation einige Mil-
lionen Atome notwendig. Um die Dynamik eines Polymers korrekt zu beschreiben, muss
der zugehorige Hamiltonian aus zumindest vier Komponenten bestehen, ndmlich zwei
harmonischen Potentialen, die die Oszillationen in der Linge der Bonds sowie die des
Bondwinkels beschreiben, sowie je einen Potentialterm fiir Torsionen entlang der Kette
sowie der intra- und intermolekular wirkenden van-der-Waals-Wechselwirkung.

Andererseits treten auf vielen verschiedenen Zeitskalen fiir Polymere charakteristische
Phénomene auf. Sehr schnelle Bewegungen wie die Oszillationen einer C-C-Bindung fin-
den im Bereich von 7 &~ 107!% s statt. Um diese in einer Simulation zu beriicksichtigen,
miisste also ein Zeitschritt von hdchstens 107 '* s angenommen werden. Betrachtet man an-
dererseits die aus der Reptationstheorie folgenden Zeiten, die benétigt werden, um Ketten
mit einem Polymerisationsgrad von 500 in einer verschlauften Schmelze zu relaxieren [28],
so ergibt sich eine charakteristische Zeit von 7 ~ 10~% s. Mit anderen Worten, eine Simula-
tion mit mehreren Millionen Monomeren miisste eine Laufzeit von acht Gréflenordnungen
in der Zeit iiberstreichen. Ein solches Vorgehen liegt weit jenseits der Grenzen, die in

17
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absehbarer Zeit mit Computern erreicht werden kénnen. Man kann aus diesem Grund
im Wesentlichen zwei Vereinfachungsstrategien wihlen, je nachdem fiir welche Art von
Phé&nomenen man sich interessiert.

Die eine Strategie besteht darin, die Molekiile moglichst genau zu modellieren, um Pha-
nomene auf kurzen Zeitskalen zu studieren, die abhéngig von den Eigenschaften eines
bestimmten Polymers sind oder bei denen chemische Eigenschaften der Ketten eine we-
sentliche Rolle spielen. Man bedient sich dazu héufig molekulardynamischer Verfahren.
Bei diesen werden die konstituierenden Elemente der Kette, etwa eine CHy-Einheit, z.B.
zu einer Kugel zusammengezogen, die die Eigenschaften des Molekiils besitzt. Die Dyna-
mik wird durch die numerische Integration der Newtonschen Bewegungsgleichungen unter
Einbeziehung der oben dargestellten Potentiale erreicht. Einen groflen Anwendungsbereich
findet dieses Verfahren beispielsweise im Bereich biophysikalischer Fragestellungen, bei de-
nen nur relativ wenige (z.B. DNS-)Molekiile beteiligt sind, deren Verhalten aber im Detail
verstanden werden muss.

Eine zweite Strategie, die insbesondere bei Systemen aus sehr vielen Teilchen verwen-
det wird, wird unter dem Namen Monte-Carlo-Verfahren zusammengefasst und findet im
Rahmen dieser Arbeit Verwendung. Man verzichtet in diesem Fall auf die chemischen
Eigenschaften eines Polymers weitgehend und versucht, durch statistische Bewegungen
der Monomere das Verhalten auf groflen Zeitskalen zu approximieren. Die Kette model-
liert man durch Kuhnsche Segmente. Diese fassen eine so grofle Zahl von Monomeren in
sich zusammen, dass die Bewegung dieser Segmente zueinander als frei angesehen werden
kann. Bei der Ermittlung von Messgrofien besitzen die Ergebnisse einzelner Ketten nur
noch geringe Aussagekraft — betrachtet werden dagegen Mittelwerte iiber moglichst grofie
statistische Ensembles.

Aus der statistischen Mechanik ist der Phasenmittelwert einer Grofile A(g,p) in einem
kanonischen Ensemble aus N Teilchen gegeben durch

(4) = [ J Alg, p) exp(—BH (g, p))dp dg
J Jexp(=BH (g, p))dpdg

mit # = 1/kpT und der Hamilton-Funktion

(2.1)

Hiap) = 5 1 +V(0), (2.2

wobei V(q) die gesamte potentielle Energie des System darstellt. Da der Beitrag der
kinetischen Energie nur einen konstanten Faktor liefert, 18t er sich abseparieren. Der
Phasenmittelwert 148t sich daher auf das Konfigurationsmittel reduzieren:

[ Alg) exp(—BV(q))dq'

W= Vi) (23)
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Das einfachste, simple sampling genannte Verfahren besteht darin, das Konfigurationsmit-
tel dadurch zu bestimmen, dass man mit voneinander unabhéngigen, zufillig gewahlten
Konfigurationen den Phasenraum gleichmifig abdeckt. Das Verfahren liefert zwar das
gewiinschte Ergebnis, ist allerdings ineffektiv, da viele Konfigurationen erzeugt werden,
die aufgrund des Exponentialterms nur mit geringem Gewicht in den Mittelwert eingehen.

Ein effektives Verfahren, den Mittelwert zu bestimmen, wird als importance sampling
bezeichnet. Man betrachtet dazu erneut ein /N-Teilchensystem bei gegebener Temperatur
T und gegebenem Volumen V. Jedes Teilchen des Systems ist durch einen bestimmten Satz
X von dynamischen Variablen im Phasenraum festgelegt. Wahlt man die Konfigurationen
nicht zufillig aus, sondern gewichtet diese mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P(X),
so lasst sich in diesem Verfahren der Mittelwert schneller und mit groferer Genauigkeit
angeben. Diese Gewichtung muss bei der Bestimmung des Konfigurationsmittels wieder
kompensiert werden. Nimmt man noch zusétzlich an, dass die Phasenraumpunkte diskret
verteilt sind, so ergibt sich das Konfigurationsmittel in diesem Fall zu

o S AP NX) exp(=BH (X))
St PN (X;) exp(—BH (X))

Die meist verwendete Implementation des importance sampling ist der Metropolis-Al-
gorithmus [37]. Bei diesem wird als Wahrscheinlichkeitsverteilung ein Exponentialansatz
gewihlt, der dem Gleichgewichtsfall entspricht:

(A) (2.4)

Q

P(X,) = Py(Xi) o< exp(~BH(X,)). (2.5)

Dadurch erreicht man, dass sich das arithmetische Mittel zu

_ 1 X
A= N ;A(Xi) (2.6)

vereinfacht. Realisiert wird dies durch einen Markov-Prozess, bei dem die Konfiguratio-
nen nicht unabhingig voneinander eingenommen werden, sondern Ubergiéinge zwischen
diesen mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit W realisiert werden, fiir die im Grenz-
fall N — oo die Bedingung P(X;) — P,,(X;) erfiillt ist. Hinreichend dafiir ist, dass die
Ubergangswahrscheinlichkeit das Prinzip des detaillierten Gleichgewichts erfiillt:

Peq(Xz)W(X'L — XZ/) = Peq(Xi’)W(Xi’ — Xz) (27)
Setzt man Gleichung (2.5) in diese ein, so erhilt man

WX, 5 X)) = exp(—B0H) (2.8)
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mit 0H = H(Xy) — H(X;). Die einfachste Wahl fiir W, die mit dieser Bedingung ver-
traglich ist, ist nach Metropolis gegeben durch

exp(—p0H) : 0H >0

1 : sonst. (2.9)

W(X; — Xy) = {

In der Simulation wird das Metropolis-Verfahren dadurch realisiert, dass vor jeder Be-
wegung eines Monomers die potentielle Energie vor und nach der Bewegung berechnet
wird. Ist dH < 0, d.h. ist die neue Position des Teilchens energetisch giinstiger, so wird
die Bewegung durchgefiihrt. Ist §H > 0, wird eine Zufallszahl z aus dem Intervall [0, 1]
bestimmt. Ist z < exp(—B0H), wird die Bewegung durchgefiihrt, gilt z > exp(—FiH),
wird sie verworfen und ein neues Monomer ausgewihlt.

2.2 Der Bond-Fluktuations-Algorithmus

2.2.1 Grundlegendes Modell

Im Rahmen dieser Arbeit wird der von Carmesin und Kremer [38, 39] in zwei Dimensionen
eingefiihrte und von Deutsch und Binder [40]-[42] auf drei Dimensionen erweiterte Bond-
Fluktuations-Algorithmus eingesetzt. In diesem werden die Monomere auf Elementarzellen
in einem kubischen Gitter abgebildet. Jedes Monomer besetzt also 8 Gitterpléitze. Bin-
dungen zwischen Monomeren werden représentiert durch einen Satz B von 108 Bindungs-
oder Bondvektoren:

2 2 2 2 3 3
B=P+| 0 |UPL| 1 |UPL| 1 |UPL| 2 |UPL| O |UPL]| 1 |. (2.10)
0 0 1 1 0 0

P+ bezeichnet dabei die Menge aller Permutationen und Vorzeichenkombinationen der
angegebenen Vektoren. Sie reprédsentieren die Kuhnschen Segmente der Modellkette. Der
Vektorsatz erlaubt 87 mogliche Winkeleinstellungen zwischen aufeinanderfolgenden Seg-
menten. Die Linge der Bindungsvektoren variiert zwischen 2 und v/10. Durch die Wahl
dieser Vektoren wird sichergestellt, dass aus der Selbstvermeidung der Monomere sich
automatisch ergibt, dass sich die Bindungsvektoren nicht durchschneiden konnen. Die
Bewegungen der Monomere werden in diesem Monte-Carlo-Algorithmus durch Sprungbe-
wegungen um eine Gittereinheit simuliert. In Abbildung 2.1 ist eine solche Sprungbewe-
gung dargestellt. Man erkennt die Verschiebung des Monomerwiirfels um einen Gitterplatz
sowie die beiden Bondvektoren vor und nach dem Sprung. Die neuen Vektoren miissen Teil
des oben dargestellten Vektorsatzes sein, damit der Sprung durchgefiihrt werden kann.
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Sprungbewegung eines Monomers im Bond-
Fluktuations-Algorithmus.

2.2.2 Simulationsablauf

Zu Beginn der Simulation werden die Gréfle der Simulationsbox und die Zahl der Mo-
nomere so gewahlt, dass das resultierenden Netzwerk aus etwa 5000 Subketten bei ei-
ne Belegungsdichte ¢ von etwa 0.6 besteht. Die Zahl von 5000 Ketten entspricht den
Abschitzungen von Leung et al. [43, 44], die diesen Wert als Mindestgrofie angaben, um
statistisch signifikante Aussagen iiber die Struktur polymerer Netzwerke treffen zu kénnen.
Die Ketten werden durch die Winde der Simulationsbox an der entropischen Expansion
gehindert, so dass von der Polymersation iiber die Relaxation der Schmelze bis zum Ver-
netzungsprozess die Dichte des Systems konstant gehalten wird. Simulationen mit dem
Bond-Fluktuations-Algorithmus sind lediglich bis zu einer Belegungsdichte von etwa 0.64
moglich, da die Monomere fiir h6here Dichten nur mehr eine sehr geringe Beweglichkeit
aufweisen. Die Simulationsdauer steigt daher so stark an, dass diese Simulationsmethode
nicht mehr anwendbar ist.

Fiir hohere Simulationsdichten auf dem Gitter existieren zwar Algorithmen [45, 46], die
aber das Aufbrechen und Zusammenfiigen von Ketten beinhalten. Eine korrekte Ketten-
dynamik kann mit solchen Algorithmen daher nicht wiedergegeben werden.

Da Simulationen von Kreitmeier [47] und Paul [48, 49] zeigten, dass fiir Systeme mit einer
Belegungsdichte ¢ > 0.5 die Dynamik der Polymere einer dichten Schmelze entspricht, er-
scheint die gewihlte Belegungsdichte von ¢ &~ 0.6 als ausreichend, um eine reale Schmelze
modellieren zu koénnen.

Eine fiir diese Belegungsdichte notwendige Anzahl von Wiirfeln (Monomeren) wird an
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zufillig ausgewihlten Stellen ins Gitter gesetzt. Dabei ist ein Teil der Monomere ausge-
zeichnet, die als sogenannte aktive Monomere die Fahigkeit besitzen, mit anderen Mono-
meren eine Polymerisationsreaktion durchzufiihren. Durch zufillige Bewegungen werden
Monomere in die N#he eines aktiven Monomers gebracht. Ist ein Monomer im Abstand
P.(2,0,0) von diesem, bildet es eine Bindung aus. Das neue hinzugekommene Monomer
wirkt seinerseits als aktives Ende der Kette, so dass sich an diesem weitere Monomere an-
koppeln kénnen. Diese Kettenpolymersation wird so lange fortgesetzt, bis die gewiinschte
Kettenldnge erreicht ist. Wahrend der Polymerisation findet gleichzeitig bereits eine Re-
laxation statt, die zum gewiinschten thermodynamischen Gleichgewicht fiihrt. Diese Me-
thode ist daher im Vorteil gegeniiber den bisher iiblichen Verfahren, bei denen von den
Keimen ausgehend zufillige Bondvektoren ausgewiirfelt und an deren Ende ein Monomer
angehingt wird.

Wenn die meisten Polymerketten ihre gewiinschte Linge erreicht haben, wird die Polyme-
risation beendet und die noch nicht ausreagierten Ketten aus dem System entfernt. Durch
die Tatsache, dass die entfernten Polymere artifizielle Leerstellen im Gitter erzeugen, ist
es notwendig, das System erneut einer Relaxation zu unterwerfen, um die entstandene
Schmelze ins Gleichgewicht zu bringen. Nach dieser Relaxationsphase werden dem Sy-
stem erneut ausgezeichnete Monomere zugegeben, die als Vernetzer wirken. Es sind zwei
Arten des Vernetzungsprozesses implementiert.

Bei der Endgruppenvernetzung kénnen die Vernetzer ausschliefflich an die Endmonome-
re der Ketten ankoppeln. Sie sind tetrafunktional, kénnen also Bindungen mit bis zu
vier verschiedenen Polymerketten eingehen. Dieses Vorgehen bildet die Annahme einer
monodispersen Subkettenverteilung nach, die in den meisten theoretischen Modellen vor-
ausgesetzt wird [23]. Der entscheidende Nachteil bei diesem Verfahren ist, dass ab einem
Vernetzungsgrad von etwa 90% das Netzwerk so starke topologische Behinderungen auf-
weist, dass sich freie Vernetzungsstellen und Kettenenden nur selten so nahe kommen,
dass eine Bindung zwischen ihnen ausgebildet werden kann. Die Rechenzeit, die bendtigt
wird, um den Vernetzungsgrad weiter ansteigen zu lassen, steigt sprunghaft an, so dass
Vernetzungsgrade von mehr als 94% nur fiir kurze Ketten zu erreichen sind. Da im Ex-
periment die Vernetzungsgrade ebenfalls im Bereich zwischen 87% und 94% liegen [50],
wurde die Reaktion fiir die simulierten Systeme bei etwa 93% abgebrochen.

Beim statistischen Vernetzungsprozess kénnen die Vernetzer Bindungen zu zwei beliebigen
Monomeren ausbilden. Die Zahl der Vernetzer wurde so gewahlt, dass die mittlere Linge
der entstehenden Subketten der Linge der endgruppenvernetzten Ketten entspricht. Der
Vernetzungsgrad betrigt stets 100%.

Nach Abschluss des Vernetzungsprozesses wurden die Netzwerke einem Quellungspro-
zess unterworfen, indem das Netzwerk in eine gréflere Simulationsbox gesetzt wurde. Als
Losungsmittel dienten die freien Stellen des Gitters, die in das Netzwerk eindiffundierten.
Der Quellungsprozess dndert die topologische Struktur des Netzwerkes nicht, vereinfacht
allerdings die Auswertung der Entanglements mit Hilfe der Knotentheorie. Der erreichte
Quellgrad wurde fiir verschiedene Subkettenléingen und fiir beide Arten von Netzwerken
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| Netzwerk | N1 N27 N33  N81 NI100  N200 |
Zahl der Ketten 6101 4954 5099 5144 5387 5209
Ausgangskettenldnge 11 27 38 81 100 200

Zahl der Vernetzer 3051 2477 2550 2576 2694 2605
Zahl der Monomere 70162 136235 196312 419240 541394 1044405

Zahl der Maschen 2413 1938 1950 2030 2054 1951
Netzwerk S11 S27 S38 S81  S100  S150  S200 |
Zahl der Ketten 280 288 289 257 271 281 243

Ausgangskettenlinge 239 559 779 1639 2019 3019 4019
Zahl der Vernetzer 2672 2736 2752 2440 2575 2672 2309
Zahl der Monomere 69592 163728 227883 423663 549724 851011 978926
Zahl der Maschen 2393 2449 2464 2184 2305 2392 2067

Tabelle 2.1: Uberblick iiber die Parameter der generierten Netzwerke. Die erste Tabelle
gibt die endgruppenvernetzten Systeme wieder, wihrend die zweite Tabelle die Daten der
statistisch vernetzten Systeme enthélt.

ermittelt und einer Analyse hinsichtlich des Einflusses der Entanglements auf das Quell-
verhalten unterzogen.

Schlieffilich wurde ein uniaxialer Deformationsprozess im Computer modelliert. Eine de-
taillierte Beschreibung der Simulation der Quellung und der Deformation wird in den
Kapiteln 7 und 8 gegeben.

2.3 Simulierte Systeme

Eine Ubersicht der in Rahmen dieser Arbeit generierten und analysierten Netzwerke ist
in Tabelle 2.1 gegeben. Die unimodal-endgruppenvernetzten Systeme sind durch den
Buchstaben N und die Ausgangskettenlinge, die in diesem Fall identisch mit der Sub-
kettenlinge ist, bezeichnet. Im Fall der statistisch vernetzten Systeme ist das Netzwerk
mit dem Buchstaben S und der mittleren Linge der Subketten des Netzwerks bezeich-
net. Die Ausgangskettenldnge ist um den Faktor 20 gréfler, um Effekte von dangling ends
auszuschliefen. Die Zahl der Vernetzer wurde in diesem Fall so gewihlt, dass sich die
(mittleren) Subkettenléingen fiir beide Arten von Netzwerken entsprechen. Die Zahl der
entstehenden Maschen, die hinsichtlich ihrer Entanglements charakterisiert werden sollen,
bewegt sich fiir alle Netzwerke im Bereich von 2000, so dass eine gute Statistik erreicht
werden kann. Die Systeme wurden auf unterschiedlichen Rechnerarchitekturen erzeugt.
Neben Einprozessorsimulationen auf Vektorrechnern wurde der Algorithmus auf parallele
Architekturen mit verteiltem und mit gemeinsamen Hauptspeicher portiert und Syste-
me unter diesen Architekturen erzeugt. Die Implementation der Parallelisierung wird im
nichsten Abschnitt beschrieben.
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2.4 Parallelisierung des Algorithmus

Seit Anfang der neunziger Jahre ist im Bereich des Hochleistungsrechnens eine deutliche
Tendenz zur Parallelisierung von Algorithmen festzustellen. Anstatt einzelner individuell
gefertigter Vektorrechner wie etwa den Computern von Cray versucht man heute, viele
konventionelle Computer mit einem Hochgeschwindigkeitsnetz zu verbinden und durch
die grofle Anzahl von Prozessoren die Rechenleistung von Vektorrechnern zu iibertreffen.
Insbesondere durch das Aufkommen des Betriebssystems Linux ist es méglich, auch im
PC-Bereich mit einem stabilen Betriebssystem zu arbeiten, das das Handling von vie-
len Benutzern und Prozessen auf einem Rechner moglich macht. Die Anschaffungs- und
Wartungskosten eines solchen Systems sind ungleich geringer als die eines Vektorrechners.
Betrachtet man die Liste der 500 derzeit schnellsten Rechner der Welt [51], so zeigt sich
dieser Trend deutlich. Die 10 derzeit schnellsten Rechner sind massiv parallele Computer
mit mehr als 1000 Prozessoren, und unter den 100 schnellsten Rechnern besitzen 91 minde-
stens einhundert Prozessoren. Fast 90% dieser Rechner basieren dabei auf konventioneller
PC-Technologie, wiihrend nur etwa 10% auf proprietiren Technologien aufsetzen.

Die Parallelisierung eines Algorithmus bietet zwei entscheidende Vorteile. Zum einen kann
die Geschwindigkeit des Programms (theoretisch) beliebig durch das Hinzufiigen von wei-
teren Prozessoren gesteigert werden, wihrend die Taktfrequenz eines einzelnen Prozessors
fest vorgegeben ist. Zum anderen sinkt der Bedarf an Hauptspeicher, der pro Prozessor
zur Verfiigung gestellt werden muss. Bei dem im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Pro-
grammen ist die Gréfle des benétigten Hauptspeichers z.T. im Bereich von 2 GByte, iiber
welchen nur wenige Maschinen verfiigen. Teilt man den Speicherbedarf auf z.B. acht Pro-
zessoren auf, so verringert sich dieser auf etwa 256 MByte pro Prozessor, eine Grofie, die
auf dem meisten Rechnerclustern verfiigbar ist.

Der entscheidende Nachteil der Parallelisierung ist die Tatsache, dass Teilchen, die aus
dem Zustidndigkeitsbereich eines Prozessors in den eines anderen diffundieren, dem an-
grenzenden Rechner nicht bekannt sind. Es ist also erforderlich, dass sich die Prozessoren
durch einen permanenten Datenabgleich die Verdnderungen, die sich im letzten Rechen-
schritt ergeben haben, gegenseitig mitteilen. Diese Kommunikation ist im Vergleich zum
Prozessortakt sehr langsam, so dass eine moglichst hohe Effizienz bei der Implementation
der Kommunikation erreicht werden muss.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der vorhandene Algorithmus der Simulation von Po-
lymeren auf Vektorrechnern mit einem Prozessor verworfen und ein neuer Algorithmus
programmiert. Dieser ist ebenfalls in der Lage, auf einem Vektorrechner performant zu
simulieren, aber auch auf Architekturen mit mehreren Prozessoren mit eigenem Haupt-
speicher (distributed memory) sowie mit gemeinsamen Hauptspeicher (shared memory)
zu rechnen. Die beiden Techniken der Parallelisierung sowie die Implementierung des
Bond-Fluktuations-Algorithmus auf beiden Architekturen soll im Folgenden dargestellt
werden.
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2.4.1 Distributed-Memory-Parallelisierung

Die Grundidee der distributed-memory-Parallelisierung besteht darin, statt eines Prozes-
sors eine moglichst grofle Anzahl von Prozessoren, zusammen mit ihrem jeweiligen Haupt-
speicher, iiber ein Netzwerk zusammenzuschliefen, und so das Simulationsgebiet auf die
Prozessoren aufzuteilen. Fiir den hier verwendeten Algorithmus wurde das Simulations-
gebiet gleichméfig in Kuben aufgeteilt, deren Anzahl gleich der Anzahl der Prozessoren
ist. Bewegt sich ein Monomer aus dem Zusténdigkeitsbereich des einen Prozessors hinaus,
so muss dem in dieser Richtung benachbarten Prozessor mitgeteilt werden, dass er dieses
Teilchen iibernehmen soll.

Die Leistungsfihigkeit eines parallelen Programms hingt entscheidend von der Menge
an Kommunikation ab, die dabei geleistet werden muss. Dieser Umstand wird durch das
Amdahlsche Gesetz beschrieben: Sei f; der Teil des Programms, der nicht parallel ablau-
fen kann, insbesondere also die Kommunikation und f, der Anteil, den alle Prozessoren
unabhéngig voneinander abarbeiten konnen. Dann gilt fiir die Beschleunigung S(P) der
Simulation bei Verwendung von P Prozessoren:

1
 fs+ f/P

Tragt man die Beschleunigung des Programms iiber der Anzahl der Prozessoren auf, so
erhélt man das in Abbildung 2.2 gezeigte Ergebnis. Man erkennt, dass die Beschleunigung
des Programms entscheidend davon abhéngt, dass der Zeitanteil der Kommunikation so
gering wie moglich ist. Selbst wenn nur 5% der Zeit auf Kommunikation verwendet wird,
sinkt die Beschleunigung fiir 50 Prozessoren auf ein Viertel des theoretischen Wertes ab.

S(P) (2.11)

Als Standardimplementation fiir die Kommunikation mehrerer Prozessoren hat sich das
Message Passing Interface (MPI) durchgesetzt. MPI setzt auf den Programmiersprachen
Fortran bzw. C auf und bietet eine Bibliothek von Befehlen an, mit deren Hilfe die Kom-
munikation durchgefiihrt wird. Bei dieser Schnittstelle werden Datensétze, die einem an-
deren Prozessor iibergeben werden sollen, in einem Feld zusammengefasst und dieses mit
Hilfe des Kommandos MPI_Send zu diesem geschickt. Der empfangende Prozessor muf}
durch das entsprechende MPI_Receive-Kommando einen Speicherbereich freihalten, in
dem er die zugesandten Informationen anschlieflend speichert. An dieser Stelle sind bei
der Implementation bereits Fragen zu kldren, ob bzw. wie weit der sendende Prozessor in
seinem Programmlauf fortfahren darf, bis er seinerseits die entsprechenden Informationen
vom anderen Prozessor erhélt. Es muss desweiteren darauf geachtet werden, dass zu jedem
Zeitpunkt ebenso viele MPI_Send wie MPI_Receive-Kommandos ausgefiihrt werden. Bei
einem Ungleichgewicht zwischen gesendeten und empfangenen Daten kénnen deadlocks
auftreten, in denen das Programm stillsteht.

Es muss daher ein Modell entwickelt werden, das das Simulationsgebiet nicht nur auf
eine parallele Architektur abbildet, sondern auch die Kommunikation so optimiert, dass
ein erheblicher Leistungszuwachs zu erwarten ist. Dieses Modell soll im Folgenden kurz



KAPITEL 2. SIMULATIONSALGORITHMUS 26

50 i T T T T T ]
fp=1.0
fp=0.995 -
i fp=0.95 + e
40 fp=09 = <><><><><><>O<> g
f p:0 8 x 00000000
g) ooooooooo
B 30 f .
‘& 5
8 00000%
—= &
g QQQOOOOO
o0 20 00000 ]
00000
00000 M
10 + 00%00 +++++++++++++H++HH++H+FW |
et A+
afta -
O 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50
Prozessoranzahl

Abbildung 2.2: Darstellung des Amdahlschen Gesetzes fiir parallele Programme mit bis
zu 50 Prozessoren

skizziert werden.

Verwendet wird das Verfahren des domain decompositioning, die Aufteilung des Simula-
tionsgebiets in Kuben, die je einem Prozessorgebiet entsprechen [52]. Im gegebenen Fall
wird das Simulationsgebiet entweder in acht oder in 27 Kuben zerlegt, je nachdem, ob
man pro Raumdimension zwei oder drei Prozessoren einsetzt. Da in Rahmen dieser Arbeit
zu keinem Zeitpunkt 27 Prozessoren zur eigenen Verfiigung standen, wird in den folgen-
den Betrachtungen von einer Parallelisierung mit 8 Prozessoren ausgegangen, die den im
Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Simulationen entspricht.

Wenn ein Monomer aus dem Zusténdigkeitsbereich eines Prozessors hinaus diffundiert,
so ist bei den angrenzenden sicherzustellen, dass die entsprechenden Gitterplétze frei
sind. Dazu miisste jedes Teilchen im Randbereich bei jedem Zeitschritt bis zu sieben
Kommunikationen durchfithren. Bei Systemen mit iiber einer Million Monomeren und
einigen Millionen Zeitschritten wire nach dem Amdahlschen Gesetz die Beschleunigung
fast vernachlédssigbar gering. Daher wurden die Randbereiche angrenzender Prozessoren
iiberlappend in sogenannten ghost frames gespeichert. Dies ermdglicht, dass jeder Pro-
zessor die Gebiete der angrenzenden Prozessoren soweit kennt, dass die Bewegungen aller
Monomere ohne Kommunikation ablaufen kénnen.

Das Prinzip ist in Abb. 2.3 dargestellt. Sie zeigt einen zweidimensionalen Schnitt durch
das Simulationsgebiet mit den Zustdndigkeitsbereichen von vier Prozessoren. Betrach-
tet man den Zusténdigkeitsbereich von Prozessor 1, so erkennt man grundsétzlich drei
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Ein Prozessorgebiet
K Uberlapp mit anderem Prozessor

Abbildung 2.3: Darstellung des Uberlappbereichs eines Prozessors mit seinen Nachbarn.
Die angrenzenden Auflenbereiche der Prozessoren 2, 3 und 4 werden als ghost frames bei
Prozessor 1 ebenfalls gespeichert.

verschiedene Zonen. Dunkelgrau gefirbt ist die Innenzone des Prozessors. In dieser Zo-
ne besteht kein Kontakt zu angrenzenden Prozessorgebieten. Teilchen, die sich in dieser
Zone aufhalten, kénnen von diesem Prozessor bewegt werden, ohne dass dies angren-
zenden Prozessoren mitgeteilt werden miisste. Nach auflen anschliefend erkennt man die
hellgraue Zone. Diese gehort ebenfalls zum Zusténdigkeitsbereich dieses Prozessors, d.h.
Teilchen in diesem Bereich werden von ihm ausgew&hlt und bewegt. Dieser Bereich stellt
die Rand- bzw. Kommunikationszone dar — Bewegungen, die in diesem Bereich stattfin-
den, miissen den angrenzenden Prozessoren mitgeteilt werden. Die weifle Zone schliefilich
stellt den ghost frame um Prozessor 1 dar. In dieser Zone kann er keine Teilchen bewegen,
vielmehr wird ihm in diesem Bereich von den angrenzenden Prozessoren mitgeteilt, an
welchen Positionen Teilchen sitzen. Der weifle Bereich stellt also eine exakte Kopie der
hellgrauen Bereiche der angrenzenden Prozessoren dar. Dies ist erforderlich, damit es zu
keinen Kollisionen zwischen Teilchen kommt, die aus dem hellgrauen in den weiflen Be-
reich diffundieren. In dem Rechenschritt, in dem ein Monomer aus dem hellgrauen in den
weiflen Bereich wandert, wird es von einem anderen Prozessor iibernommen. Zusétzlich
zu den Informationen iiber den Ort des Teilchen miissen noch weitere Parameter wie et-
wa die mit ihm verbundenen Monomere, die Bondvektoren etc. mitgeteilt werden. Ein
Monomer ist durch bis zu 20 verschiedene Parameter charakterisiert, die bei der Kommu-
nikation iibertragen werden miissen. Die Parameter aller Monomere, die eine Bewegung
durchgefiihrt haben, werden in einem Speicherbereich gesammelt und verschickt.

Betrachtet man den Zusténdigkeitsbereich eines Prozessors in drei Dimensionen, so er-
gibt sich fiir diesen ein Kubus. Teilchenbewegungen, die in der Seitenfliche des Kubus
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stattfinden, miissen nur einem Prozessor mitgeteilt werden. Teilchenbewegungen, die in
einer der Kanten stattfinden, miissen drei Prozessoren mitgeteilt werden. Die Teilchen,
die sich in den Ecken des Gebietes befinden, grenzen an sieben Prozessoren. Eine Bewe-
gung muss hier also zu einem Update der ghost frames bei sieben Prozessoren fiihren.
Aus diesem Grund wird der Bond-Fluktuations-Algorithmus insgesamt vier Mal durch-
laufen. Bei ersten Durchlauf werden nur Teilchen aus dem Innenbereich ausgewé&hlt. Im
zweiten Durchlauf werden nur Teilchen aus der Flichen-Randzone ausgewéhlt, im dritten
Durchlauf die Kanten- und im vierten die Eckteilchen. Nach jedem Durchlauf findet ein
Eintrag in die entsprechenden Sende-Speicherbereich statt. Eine gesonderte Betrachtung
ist fiir Teilchen erforderlich, die sich auf der Grenzfliche zweier Zonen befinden. Sie ist
im Detail in [53] dargestellt. Dort findet sich auch eine ausfiihrliche Beschreibung der
gesamten Implementation der Parallelisierung.

Ein entscheidender Punkt ist an dieser Stelle die Art der Durchfiihrung der Kommuni-
kation. Die einfachste Methode wére es, durch direktes Senden der entsprechenden Da-
tenpakete an die entsprechenden Prozessoren den Abgleich der Monomerpositionen und
Parameter durchzufiithren. Jeder Prozessor wiirde dazu 26 Speicherbereiche verschicken
miissen, ndmlich an 6 Flichennachbarn, 12 Kantennachbarn und 8 Ecknachbarn. Dies
wiirde erneut zu einem unverhéltnisméfig hohen Aufwand fiihren, der den Gewinn an
Geschwindigkeit durch die Parallelisierung zunichte machen wiirde. Daher musste eine
indirekte Methode der Kommunikation zur Anwendung kommen: Indem die Kommunika-
tion iiber die Diagonalen nicht direkt erfolgt, sondern die Monomere je nach Richtung in
entsprechende Datenpuffer fiir die £2, £y und +z-Kommunikation geschrieben werden,
kann die Zahl der Kommunikationen von 26 auf sechs gesenkt werden [54].
Y - Kommunikation
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Abbildung 2.4: Darstellung des Durchleitens der Kommunikation in x- und y-Richtung
fiir eine zweidimensionale Architektur mit periodischen Randbedingungen

X - Kommunikation

Dieses Weiterleiten (routing) der Information durch das Netzwerk ist fiir zwei Dimen-
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sionen und periodische Randbedingungen in Abb. 2.4 dargestellt. Zunichst wird jedem
Teilchen eine von 26 Kommunikationsklassen zugeordnet, je nachdem, welchen Prozes-
soren seine Bewegung mitgeteilt werden muss. Die Daten werden in die entsprechenden
Puffer fiir die +x, +y bzw.£2z Richtung eingetragen. Anschlielend erfolgt die Kommu-
nikation entlang der x-Achse. Die iibertragenen Teilchen werden bei den Prozessoren in
den ghost frames eingetragen. Die Teilchen, die weitertransferiert werden miissen, werden
nun in die Kommunikationspuffer fiir die y- bzw. z-Achse eingetragen. Danach findet die
y-Kommunikation statt. Derselbe Prozess des ghost frame update und des Eintragens in
die z-Puffer findet wieder statt. Schliellich wird noch die z-Kommunikation statt. Mit
diesen sechs Schritten sind die ghost frames aller Prozessoren synchronisiert, bevor der
néchste Rechenschritt beginnt.

2.4.2 Shared-Memory-Parallelisierung

Eine vergleichsweise einfache Moglichkeit der Parallelisierung des Algorithmus fiir Mehr-
prozessorsysteme mit gemeinsamem Hauptspeicher stellt der Standard OpenMP dar. Die
Version 1.0 wurde fiir C/C++ im Oktober 1998 verabschiedet - sie stellt also einen relativ
neuen Weg der Parallelisierung dar. Die Grundidee in diesem shared memory - Ansatz
besteht darin, diese Bereiche auf mehrere Prozessoren zu verteilen, die unabhingig von-
einander Teile des Programms bearbeiten und sich anschliefend wieder synchronisieren.

Das Programm wird auf einem Master-Prozessor gestartet. Typischerweise kommt das
Programm im weiteren Verlauf zu einer Schleife, die beispielsweise 100 Mal durchlaufen
werden muss (z.B. das Andern der Gitterpositionen von 100 unabhiingigen Monomeren
beim Sprung). OpenMP stellt in diesem Fall Compilerdirektiven zur Verfiigung, mit denen
man angeben kann, dass die Schleife auf z.B. 2 Prozessoren aufgespalten werden soll.
In diesem Fall werden die Anderungen im Gitter von Prozessor 1 fiir die Monomere
1,3,5,...99 durchgefiihrt, von Prozessor 2 fiir die Monomere 2, 4,6, . ..100. Ist die Schleife
von beiden durchlaufen, werden die beiden Stringe wieder auf dem Master-Prozessor
vereinigt und die weiteren Anweisungen nur auf diesem durchgefiihrt, bis wieder eine
OpenMP-Direktive eine Aufspaltung des Programms erméglicht. Das Programm befindet
sich also in einem permanenten Wechsel zwischen serieller und paralleler Bearbeitung. Je
héher der parallele Anteil, desto schneller ist das Programm. Im Leibniz-Rechenzentrum
in Miinchen stehen derzeit 6 OpenMP-Knoten mit je 4 Prozessoren zur Verfiigung, die
zur Simulation der Netzwerke genutzt wurden.



Kapitel 3

Zerlegung des Netzwerks in Maschen

Die Form, in der das polymere Netzwerk nach Ende des Vernetzungsprozesses vorliegt,
stellt eine stark in sich verschlungene Menge von vernetzten Ketten dar. Ziel dieses Ka-
pitels ist es, zu zeigen, wie ein solches System in einzelne Maschen zerlegt werden kann,
um jede Masche hinsichtlich ihrer Topologie zu charakterisieren. Everaers [24] vermeidet
dieses Problem, indem er sich auf idealisierte Netzwerke beschrinkt, die eine Diamant-
struktur besitzen und daher eine konstante Maschenlidnge aufweisen. Fiir reale Netzwerke
mit einer Maschenlingenverteilung ist diese Methode jedoch nicht anwendbar. Da es Ziel
der Untersuchungen zur Topologie ist, Informationen iiber die Maschen zu erhalten, die
im Deformationsprozess des Netzwerks den grofiten Einfluss besitzen, ist es sinnvoll, eine
Zerlegung in moglichst kleine Maschen zu erzielen. Der Grund ist, dass kleine Maschen
bei der Deformation wesentlich eher den Deformationsprozess durch ihre Undurchdring-
barkeit behindern als grofie Maschen. Die Summe der Maschenldnge der entstehenden
Zerlegung ist also das Kriterium fiir die Giite einer Zerlegung. Eine detaillierte Darstel-
lung der Problematik der Maschenzerlegung findet sich in [55].

Um eine Maschenzerlegung zu erreichen, wird das Netzwerk zu einem mathematischen
Graph abstrahiert wie in Abb. 3.1 dargestellt. Das Ausgangsnetzwerk ist in Teilbild (a)
gezeigt. Die Vernetzer sind durch Quadrate, die Kettenmonomere durch Kreise symboli-
siert. Die Abstraktion wird dadurch erreicht, dass Vernetzer durch Eckpunkte und Ketten
durch Kanten wiedergegeben werden. Die Monomere innerhalb einer Kette werden durch
eine Kante ersetzt, die jedoch mit der Anzahl der Monomere dieser Kette gewichtet wird
(Teilbild (b)). Dangling ends werden entfernt, da diese keine Maschen bilden kénnen
(Teilbild (c)).

Der resultierende Graph besteht aus e Eckpunkten und k£ Kanten. Die minimale Anzahl
an Maschen, die fiir eine Zerlegung notwendig ist, ist gleich dem Zyklenrang £ und in
diesem Fall gegeben durch [56]

E=k—e+1. (3.1)

30
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Abbildung 3.1: Abstraktion eines Modellnetzwerks (a) zu einem bewerteten Graph durch
Zusammenfassen der Monomere zu einer bewerteten Kante (b) und Entfernen der dangling
ends (c).

Gleichung (3.1) ist fiir Netzwerke mit Hilfe der Graphentheorie allgemein beweisbar. Die
Linge der Masche ist durch die Summe der Gewichtungen der Kanten gegeben. Fiir das
in Abb. 3.1 dargestellte Netzwerk erhilt man als Zerlegung eine Masche der Linge neun
sowie eine Masche der Linge 40. Die Masche der Linge 41 ist in den beiden anderen
bereits enthalten.

Der néichste Schritt besteht darin, einen spannenden Baum fiir diesen Graphen zu finden.
Ein Graph G heifit Baum, wenn er ein zusammenhéngender azyklischer Graph ist, also aus
einer Komponente besteht und keine geschlossenen Wege enthilt. Ein Untergraph von G
heiflit spannend, wenn die Eckpunktmenge des Untergraphen gleich der Eckpunktmenge
des Graphen ist. Die dick eingezeichneten Linien in Abb. 3.2 stellen einen spannenden
Baum des dargestellten einfachen Netzwerks dar.

Um einen Baum eines Netzwerks zu konstruieren, geht man von einem Eckpunkt des
Graphen aus und fiigt Kanten an, bis eine weitere Kante eine Masche bilden wiirde. Diese
Kante wird verworfen und der Menge der Nichtbaumkanten zugerechnet. Man versucht
anschlieend, den Baum mit einer anderen Kante weiter wachsen zu lassen und fiahrt fort,
bis schliellich alle Kanten des Graphen entweder Bestandteil des Baumes oder Bestandteil
der Menge der Nichtbaumkanten sind. Wenn alle Eckpunkte des Graphen Bestandteil des
Baumes sind, ist dieser ein spannender Baum.

Ein spannender Baum eines Graphen besteht aus der groffitméglichen Anzahl von Kanten,
die keine Masche bilden. Durch das sukzessive Hinzufiigen von Nichtbaumkanten zu dem
Baum schlieft man pro Kante eine Masche. Die Summe der dadurch gebildeten Maschen
stellt eine Zerlegung des Netzwerks in Maschen dar.

Um bei der Zerlegung tatsédchlich diejenigen Maschen zu erhalten, die wihrend der Defor-
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Abbildung 3.2: Beispiel fiir ein einfaches Modellnetzwerk. Die dick gezeichneten Linien mit
ihren Verbindungspunkten stellen ein Beispiel fiir einen spannenden Baum des Netzwerks
dar. Jede diinn gezeichnete Linie, die man dem Baum hinzufiigt, schliefit eine Masche des
Netzwerks.

mation am aktivsten sind, ist es notwendig, den Algorithmus einer Optimierung zu unter-
werfen. Die Optimierung erfolgt auf mehreren Wegen. Zunichst ist die Konstruktion eines
spannenden Baums fiir ein gegebenes Netzwerk nicht eindeutig. Die Zahl der spannenden
Biume steigt vielmehr mit der Zahl der Eckpunkte stark an. So konnte Cayley zeigen [56],
dass die Anzahl der unterschiedlichen spannenden Baume eines vollstdndigen Graphen K,
- also eines Graphen, bei dem alle n Eckpunkte untereinander direkt verbunden sind -
mit n"~? ansteigt. Fiir den Graphen Kjy erhiilt man bereits 262 144 verschiedene Béume.
Es miissen also Kriterien gefunden werden, in welcher Reihenfolge die Kanten angefiigt
werden, um den optimalen spannenden Baum zu erhalten.

Desweiteren ist die Reihenfolge, in der die Nichtbaumkanten bei fertiggestelltem spannen-
den Baum an diesen angefiigt werden, wesentlich fiir die Zerlegung. Die beiden Optimie-
rungsschritte sollen im Folgenden ndher dargestellt werden.

3.1 Bestimmung des optimalen spannenden Baumes

In der Literatur ist keine Methode bekannt, die in endlicher Zeit den optimalen spannen-
den Baum hinsichtlich der Maschenlédngensumme bestimmt. Daher wurde in dieser Arbeit
versucht, durch Gewichtungen der Kanten des Graphen ein Kriterium fiir den Aufbau des
spannenden Baums zu schaffen. Hat man eine sinnvolle Bewertung gefunden, so existie-
ren Standard-Algorithmen wie die von Prim [57] und Kruskal [58], die die Reihenfolge
des Einbaus der Kanten aufgrund von Gewichtungen festlegen. Anhand dieser Reihenfol-
ge wurde der optimale Baum mit Hilfe des von Nijenhuis [59] angegebenen Algorithmus
konstruiert.

Um eine sinnvolle Bewertung fiir die Kanten des Graphen zu finden, wurde in folgender
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Weise verfahren: Zunéchst wurden unabhingig vom Baum sidmtliche kiirzesten Maschen
des Netzwerks bestimmt. Diese ergeben zwar keine korrekte Zerlegung des Netzwerks,
kénnen aber als MaS fiir die Effizienz der Maschen bei der Deformation gelten. Die Lénge
der kiirzesten Masche, deren Bestandteil die Kante ist, sowie die Hiufigkeit, mit der eine
Kante als Bestandteil einer kiirzesten Masche im Netzwerk auftritt, wurden anschliefend
als Kriterium ermittelt. Im ersten Fall wurden die Kanten mit der Lénge der entsprechen-
den Masche gewichtet. Im zweiten Fall wurde die Gewichtung einer Kante um eins erhoht,
wenn sie Bestandteil einer kiirzesten Masche des Netzwerks war. Fiir endgruppenvernetzte
und statistisch vernetzte Systeme wurden diese Bewertungen sowie ihre Inversen syste-
matisch auf die simulierten Netzwerke angewendet und die beste Bewertung anhand der
resultierenden Summe der Lingen aller Maschen ausgewéhlt. Zusétzlich wurden mehrere
Bewertungen vorgenommen und diese relativ zueinander gewichtet. Die Ergebnisse sind
in Abschnitt 3.3 dargestellt.

3.2 Reihenfolge des Anfiigens der Kanten zum Baum

Abbildung 3.3: Einfaches Modellnetzwerk zur Illustration der Moglichkeiten des Anfiigens
von Kanten an den aufspannenden Baum.

Nachdem ein spannender Baum gefunden ist, muss noch geklért werden, in welcher Rei-
henfolge die verbleibenden Nichtbaumkanten zum Baum hinzugefiigt werden sollen, um
schliefllich das gesamte Netzwerk wieder zu rekonstruieren. Die entstehende Problematik
ist in Abb. 3.3 verdeutlicht. Sie zeigt erneut ein einfaches Netzwerk, bei dem alle Kan-
ten aus einem Monomer bestehen. Mit dicken Linien sind die Kanten markiert, die Be-
standteil des spannenden Baums sind, wihrend die Nichtbaumkanten mit diinnen Linien
bezeichnet sind. Betrachtet man zunéchst die Kante a, b und ¢ sowie die ihnen zugeord-
neten Nummern, die die Léinge der Masche angeben, die entstehen wiirden, wenn man
die entsprechende Kante als nichste zum Baum hinzufiigen wiirde. Fiir Kante a wiirde
beispielsweise eine Masche der Lénge drei geschlossen.
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Wiirde man als erstes Kante b oder ¢ zum Baum hinzufiigen, so wiirde die entstehende
Flache die grau gezeichnete Fliche einschlieflen, die links von a zu sehen ist. Fiigt man
spiter die Kante a hinzu, so wiirde die graue Fliche doppelt gezéhlt, einmal als Innenfléche
der Kanten b oder ¢ und einmal fiir die Kante a. Dies wire daher nicht nur eine ungiinstige
Reihenfolge, das Resultat wire sogar falsch, da die Fliche fiir mogliche Entanglements
doppelt gezdhlt wiirde. Fiigt man jedoch die Kante a zunéchst hinzu, so dndern sich die
moglichen Maschenldngen der Kanten b und ¢ zu fiinf bzw. sechs. Fiigt man als néchstes
die Kante ¢ hinzu, so ergibt sich mit der Masche von Kante b erneut ein Uberlappbereich
in Form des grauen Dreiecks im unteren Bereich. Die korrekte Reihenfolge fiir den Einbau
ist also a, b, c. Dies entspricht aber der Vorschrift, dass diejenige Kante zuerst in das
Netzwerk eingebaut wird, die global die kiirzestmégliche Masche schliefit. Die resultierende
Aufteilung ergibt zwei Maschen der Lénge drei sowie eine Masche der Lénge fiinf, welches
offensichtlich die richtige Aufteilung darstellt.

Analog wiirde fiir den Fall der Kanten o', b’ und ¢’ die rechte graue Fldche doppelt gezihlt,
falls die Kante ¢’ vor der Kante a’ dem Baum hinzugefiigt wiirde. Auch hier ist die ein-
zige Reihenfolge, die eine korrekte Aufteilung ermdoglicht, die nach der global kiirzesten
geschlossenen Masche: o, b, ¢’. Jede andere Reihenfolge hiitte einen Fehler in der Ana-
lyse der Verschlaufungen zur Folge. Tatséchlich kann man in Analogie zum Beweis des
Algorithmus von Prim zur Bestimmung eines minimalen Baumes zeigen [55], dass die
beschriebene Reihenfolge des Einbaus der Kanten zu einer minimalen Summe der Ma-
schenlédngen im Netzwerk fiihrt.

Mit Hilfe des dargestellten Algorithmus kann man also eine Zerlegung in eine minimale
Anzahl an Maschen fiir einen gegebenen Baum angeben, die paarweise disjunkt sind, das
gesamte Netzwerk aufspannen und eine Analyse der Entanglements ohne iiberlappende
Fliachen zulassen und bei denen die Summe der Lingen aller Maschen minimal ist.

3.3 Ergebnisse

Im Folgenden soll, aufteilt nach unimodalen und statistischen Netzwerken, der Grad der
Optimierung dargestellt werden, der durch die verschiedenen Bewertungen erreicht werden
kann.

Unimodal-endgruppenvernetzte Systeme

Die in Abschnitt 3.1 angegebenen Bewertungen wurden auf Systeme mit einer Kettenldnge
zwischen 11 und 200 Kuhnschen Segmenten angewendet. Es zeigte sich, dass die Giite ei-
ner Bewertung nicht von der Kettenlinge abhingt. Sei By,,, die Bewertung hinsichtlich
der Linge der kiirzesten Masche, in der sie vorkommt, Bj,,, die Bewertung hinsicht-
lich der Lénge der lingsten Masche, B,; die Bewertung hinsichtlich der Hiufigkeit,
Bgeitern, ihr Inverses sowie B, eine zuféllige Bewertung der Ketten als ein Mittel-
wert. Es ergab sich folgende Reihung fiir die Summe der entstehenden Maschenléngen:
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Byt < Biang < Buufai < Brurz < Bseiten- Die Unterschiede zwischen diesen betrug in
etwa 0.8%. Kombiniert man die Bewertungen, so ist es moglich, die Summe der Ma-
schenldngen weiter zu reduzieren. Die beste Kombination wurde fiir eine starke Gewich-
tung der Haufigkeit zusammen mit einer schwachen Gewichtung der langen Maschen er-
reicht. Sie konnte die Differenz der Summen der Maschenldngen bei den untersuchten
Netzwerken bis zu 5% reduzieren.
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Abbildung 3.4: Verteilung der Maschenldngen eines unimodal-endgruppenvernetzten Sy-
stems der Kettenldnge 38 fiir verschiedene Stadien des Optimierungsprozesses.

In Abb. 3.4 ist exemplarisch der Unterschied in der Maschenverteilung anhand des end-
gruppenvernetzten Netzwerks N38 dargestellt. Die mit Quadraten gekennzeichnete Kurve
zeigt die Verteilung, die man erhilt, wenn man einen zufélligen spannenden Baum bildet
und die Nichtbaumkanten zufillig an den Baum anfiigt. Die mit Kreisen gekennzeichnete
Kurve gibt den Verlauf an, den man mit einem zufilligen Baum, aber der in Abschnitt
3.2 gefundenen Reihenfolge des Anfiigens von Nichtbaumkanten zum Baum gewinnt. Die
mit Dreiecken gekennzeichnete Kurve zeigt schliefllich die durch die oben dargestellten
Bewertungen der Kanten hervorgegangenen Unterschiede. Man erkennt, dass sich im er-
sten Fall eine sehr breite Verteilung mit einem kaum ausgebildeten Maximum in den
Maschenléngen zeigt. Im zweiten Fall erhilt man eine deutlich schérfere Verteilung, die
eine Maximum bei etwa acht Ketten pro Masche erkennen ldsst. Die Maschen mit 12
und mehr Ketten sind nicht mehr Bestandteil der Zerlegung. Die Differenz in der Summe
der Maschenléngen betriagt 21%. Im voll optimierten Fall ist eine weitere Verengung der
Verteilung zu erkennen, die Summe der Maschenldngen reduziert sich um weitere 2%.
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Statistisch vernetzte Systeme

Da die Rechenzeit fiir der Optimierung bei statistischen Netzwerken sehr stark mit der
Kettenlidnge ansteigt, wurden Optimierungen nur fiir die Netzwerke S11, S27 und S38
durchgefiihrt. Fiir die Netzwerke wurde ein entscheidender Einfluss der Gewichtung hin-
sichtlich der Haufigkeit B,;; gefunden. Ketten, die hdufig Bestandteil von kiirzesten Ma-
schen waren, wurden bevorzugt in den Baum eingebaut. Die weiteren Bewertungsmoglich-

keiten hatten im Vergleich dazu keinen signifikanten Einfluss auf die resultierende Summe
der Maschenlédngen.
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Abbildung 3.5: Verteilung der Maschenléingen eines statistischen Netzwerks der Ket-
tenldnge 38 fiir verschiedene Stadien des Optimierungsprozesses.

Das Ergebnis fiir S38 in Abbildung 3.5 gezeigt. Da in diesem Fall die Linge der Ma-
schen nicht wie im unimodalen Fall eine Diskretisierung in Einheiten von 39 Segmenten
(eine Kette und ein Vernetzer) aufweist, sondern kontinuierlich verteilt ist, wurden alle

Maschenldngen bis zu 39 im ersten Datenpunkt aufsummiert, alle zwischen 40 und 78
Segmenten im zweiten Messpunkt usw.

Man erkennt eine breitere Verteilung der statistischen Netzwerke mit einem scharfen Peak
bei sehr kurzen Maschen. Auch hier fiihrt der Optimierungsprozess zu einer deutlichen
Verringerung des Summe der Maschenldngen. Ausgehend von der Zerlegung mit zufilligem
Einbau und zufilligem Baum bewirkt die Verwendung der optimierten Routine fiir den

Einbau eine Verringerung von 14%. Benutzt man noch einen optimierten Baum, so ldsst
sich die Summe um weitere 4% senken.
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Vergleich

Fiir die Netzwerke N38 und S38 werden in Abb. 3.6 die optimierten Maschenverteilungen
noch einmal im Vergleich gezeigt. Man erkennt deutliche Unterschiede in der Verteilung.
Das endgruppenvernetzte System zeigt eine lokalen Peak bei Maschen, die nur eine Kette
enthalten und anschlieffend ein deutlich ausgepriagtes Maximum bei einer Zahl von etwa
acht Ketten pro Masche. Die Verteilung fillt fiir gréere Maschen deutlich ab, so dass es
nur noch wenige Maschen gibt, die mehr als 12 Ketten enthalten.
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Abbildung 3.6: Vergleich der Verteilungen der Maschenldngen eines endgruppenvernetzten
und eines statistisch vernetzten Systems der Kettenldnge 38.

Das statistisch vernetzte System zeigt hingegen ein scharfes Maximum bei sehr kurzen
Maschen sowie eine deutlich breitere Verteilung bei gréofleren Maschenlidngen. Der Ort des
zweiten Maximums stimmt gut mit dem von N38 iiberein. Bei der Vernetzung von S38,
das sehr lange Ausgangsketten besitzt, welche eine Dynamik iiber vergleichsweise lange
Zeitskalen zeigen, ist es wahrscheinlich, dass ein Vernetzer, der sich schon an einer Stelle
der Kette angelagert hat, auf kurzen Zeitskalen immer noch dieselbe Umgebung vorfindet
und daher in der Umgebung der ersten Vernetzung eine zweite Vernetzungsstelle ausbildet.
Dieser Prozef fiihrt zu dem dargestellten scharfen Peak bei sehr kurzen Maschen. Die
Verteilungsfunktion fiir grofere Werte zeigt ein Maximum bei derselben Maschenldnge wie
im Fall von N38, die Funktion ist allerdings breiter und bildet ein schwicheres Maximum
aus, wie aufgrund des statistischen Vernetzungsprozesses zu erwarten ist.

Insgesamt zeigt sich also, dass trotz der gleichen mittleren Subkettenlinge der unterschied-
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liche Vernetzungsprozess dazu fiihrt, dass sich im statistischen Fall mehr kurze Maschen
bilden, so dass die mittlere Zahl der Ketten pro Masche sinkt.

Im néchsten Kapitel soll darauf aufbauend versucht werden, die Verteilung der Maschen-
groflen in einem rein mathematisch-statistischen Modell abzuschétzen und mit den Simu-
lationsergebnissen zu vergleichen.



Kapitel 4

Mathematische Abschitzung der
Maschenlingen

4.1 Darstellung des Algorithmus

Im Folgenden soll ein Computeralgorithmus anhand eines statistischen Modells entwickelt
werden, mit dessen Hilfe man Aussagen iiber die Auswirkungen von Parametern wie dem
Vernetzungsgrad, der Kettenlinge oder der Dichte der Schmelze auf die Maschenlidn-
genverteilung gewinnen kann. Ein Vergleich mit den vorhandenen Simulationsdaten gibt
Aufschluss iiber die Leistungsfihigkeit des Modells. Insbesondere erméglicht der Algorith-
mus, Systeme zu beschreiben, die aufgrund ihrer Grofie einer Simulation nicht zugénglich
sind.

Ziel des Algorithmus ist es, Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ma-
schenlédngen eines unimodalen polymeren Netzwerks zu gewinnen. Die Linge der Maschen
ist dabei durch die Zahl der Ketten gegeben, aus denen die Masche besteht. Das Netz-
werk wird dabei erneut zu einen Graphen abstrahiert, in dem die Polymerketten durch
die Kanten und die Vernetzer durch die Eckpunkte des Graphen représentiert sind. Eine
Kante v eines Graphen G heifit mit einer Eckpunkt e inzident, wenn e ein End-Eckpunkt
von v ist, die Kante v also in e endet. Der Grad dg(e) eines Eckpunkts e entspricht der
Anzahl der mit e inzidenten Kanten von G. Der Funktionalitdt f der Vernetzer im Po-
lymer entspricht der maximale Grad eines Eckpunkts. Bei tetrafunktionale Netzwerken,
wie sie in den Simulationen erzeugt wurden, gilt fiir alle Eckpunkte dg(e) < f = 4.

Mogliche Bindungen eines Eckpunkts zu einer Kante werden im Folgenden als freie Bin-
dungen bezeichnet. Die Anzahl der freien Bindungen eines Eckpunkts wird mit B be-
zeichnet. Ein Eckpunkt kann bis zu f Bindungen ausbilden. Das Modell stellt den Ver-
netzungsprozess nach, indem es mit einem einzelnen Eckpunkt - dem Ursprung - beginnt
und von diesem aus nacheinander Ecken und Kanten mit bestimmten Wahrscheinlichkei-
ten hinzufiigt. Fiir jede sich ergebende Gesamtléinge wird die Wahrscheinlichkeit fiir die
Ausbildung einer Bindung mit dem Ursprung berechnet, da diese die Masche schlielen

39
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wiirde.

Die Eckpunkte, die dieselbe Distanz zum Ursprung besitzen, liegen in derselben Schicht
s. Der Ursprung selbst bezeichne die Schicht s = 1. Summiert man alle Wahrscheinlich-
keiten fiir eine Bindung zum Ursprung in einer Schicht s auf, so erhilt man die gesuchte
Wahrscheinlichkeit, eine Masche einer Linge von s —1 Ketten zu bilden. Der Algorithmus
wird beendet, wenn sich die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller bisher durchlaufenen
Schichten eins annihert. Ein Schritt £ entspricht der Verkniipfung zweier freier Vernet-
zungsstellen durch eine Kette. Er entspricht einem Durchlauf des Algorithmus.

Schritt 1

In einem ersten Schritt wird der einfachste Fall einer Vernetzung angenommen, in dem
keine Bindungen zwischen Eckpunkten derselben Schicht erlaubt sind und keine zwei
Eckpunkte der Schicht s eine Bindung zu demselben Eckpunkt der Schicht s+ 1 aufbauen
koénnen.
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Abbildung 4.1: Ternérer Baum, der die ersten Schritte des Algorithmus zeigt. Ausgehend
von Startpunkt A sind die geschlossenen Verbindungen mit den Nummern £ =1,...,13
gezeigt. Die Zahlen am unteren Rand der Abbildung bezeichnen die Nummer s der jewei-
ligen Schicht.

Der zugehorige Graph mit der Funktionalitdt f = 4 - ein terndrer Baum - ist fiir die ersten
vier Schichten in Abb. 4.1 dargestellt. Die Anzahl der Schritte £ bezeichnet die Zahl der
bereits gebildeten Bindungen und ist gleich der Anzahl der Zyklen, die der Algorithmus bis
dahin durchlaufen hat. Fiir jedes k wird nach einem weiter unten beschriebenen Verfahren
die Wahrscheinlichkeit P4 (k) berechnet, dass die Bindung k£ zum Ursprung fiihrt. Mit der
inversen Wahrscheinlichkeit (1 — P4(k)) wird die Masche nicht geschlossen und man fihrt
fort, den Baum zu erweitern. Die Abhéngigkeit der Anzahl der Eckpunkte Ny (s) in der
Schicht s von der Funktionalitdt der Eckpunkte f ist gegeben durch
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Ny(s) = (f—1)"" (4.1)

mit s > 2 und Ny (1) := 1. Fiir einen Baum mit Ny, ., Eckpunkten sind Ny s —1 Schritte
notwendig, um alle Eckpunkte mit diesem zu verbinden.

Die Eckpunkte koénnen in drei Gruppen unterteilt werden: Der Ursprung A, die Eck-
punkte, die bereits mit dem Graphen verbunden sind, und die noch freien Eckpunkte F.
Jeder Eckpunkt, der eine Bindung mit dem Graphen eingeht, erh6ht die Zahl der ange-
bundenen Ecken und verringert F' um eins. Damit dndert sich auch die Zahl der freien
Bindungsmoglichkeiten nach k£ Schritten:

BF(k) = (NV,ges —1- k) : f (4.2)

Die Zahl der freien Bindungen des Ursprungs A ist konstant mit By = f—1. Bp(k) und By
bestimmen die Wahrscheinlichkeit einer Bindung zu einem Eckpunkt der entsprechenden
Gruppe.

Wenn man die Auswirkungen fritherer Schritte nicht beriicksichtigt, ist die Wahrschein-
lichkeit P (k), eine Verbindung zum Ursprung A im k-ten Schritt einzugehen, gegeben
durch das Verhiltnis der freien Bindungen des Ursprungs B, zu allen freien Bindungen:

By

PAk) = By + B

(4.3)
Dadurch, dass keine Bindungen zwischen Eckpunkten derselben Schicht erlaubt sind,
miissen die freien Bindungen der Eckpunkte, die schon mit dem Graphen verbunden
sind, nicht beriicksichtigt werden. Der Schritt & findet statt unter der Annahme, dass der
Ursprung in Schritt k£ — 1 nicht getroffen wurde. Die Wahrscheinlichkeit Py, dass der k-te
Schritt durchgefiihrt wird, ist daher gegeben durch

Po=Py-(1-Pi(k—1)) (4.4)

mit P; := 1. Die tatsidchliche Wahrscheinlichkeit P4 (k) einer Verbindung zum Ursprung
ist daher gegeben durch

By

P. (4.5)

Die Anzahl der Eckpunkte, die mit dem Baum verbunden sind, wichst unabhingig von
Py. Im Grenzfall & — (Ny,ges — 1) konvergiert diese Summe iiber alle P4(k) gegen eins:

]VV,ges_1

S Pa(k) = 1. (4.6)
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Dies bedeutet nichts anderes, als dass fiir beliebig grofle Maschenlédngen die Summe der

Wahrscheinlichkeiten, den Ursprung getroffen zu haben, gegen eins geht. Die gesuchte

Wahrscheinlichkeit Py/(s) der Bildung einer Masche der Lénge s ist also gegeben durch
a(s)+Ny (s)

Pu(s)= > Pa(k), (4.7)

k=a(s)

wobei

as) = SZINV(z') (48)

die Summe der Anzahl der Eckpunkte der vorherigen Schichten darstellt. Die Maschen-
lingenverteilung kann damit fiir diesen Fall berechnet werden.

Schritt 2
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Abbildung 4.2: Erste Schritte des Algorithmus, wenn man Verbindungen von verschiede-
nen Eckpunkten einer Schicht s zum selben Eckpunkt der Schicht s + 1 zulésst.
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Der zweite Verallgemeinerungsschritt besteht darin, zwei Eckpunkten derselben Schicht
zu erlauben, eine Bindung mit demselben Eckpunkt der néchsten Schicht einzugehen, wie
in Abb. 4.2 dargestellt. Der Graph enthilt nun zyklische Wege, ist also kein Baum mehr.
Die Zahl der Eckpunkte einer Schicht ist in diesem Fall nicht mehr konstant, sondern
hingt von der Art der Bindungen der vorigen Schicht ab. Versucht man, diesem Um-
stand durch Fallunterscheidungen Rechnung zu tragen, stellt man fest, dass die Zahl der
Fallunterscheidungen so stark ansteigt, dass selbst fiir kleine Systeme eine Berechnung
auf diesem Weg nicht moglich ist. Daher wurde ein anderer Weg gewéhlt. Die Zahl der
Schritte des Algorithmus bleibt gleich der Zahl in Schritt 1, die neuen Moglichkeiten zur
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Bildung von Bindungen werden dadurch eingerechnet, dass man durchschnittliche Wahr-
scheinlichkeiten und Erwartungswerte fiir das Auftreten der Bindungen bestimmt. Die
Wahrscheinlichkeiten aus Schritt 1 werden dadurch neu gewichtet.

Eine Mehrfachbindung zu einem Eckpunkt verindert die Zahl der Bindungen in der
nichsten Schicht in zweifacher Hinsicht: Zum einen vermindert es die Zahl der neuen
Eckpunkte, zum anderen reduziert es die Anzahl der freien Bindungen der schon angebun-
denen Eckpunkte. Fiir £ > 3 dndert sich damit der Algorithmus. Die Wahrscheinlichkeit
P, 1 (k), einen bereits an den Graphen angebundenen Eckpunkt zu treffen, héingt von der
Zahl der freien Bindungen B; (k) dieser Eckpunkte ab:

Bs+1(k)
Py (k) = B,1(k) + Ba + Bp(k) (49)

mit Bsi1(1) := 0. Die Wahrscheinlichkeit Pg(k), einen freien Eckpunkt zu treffen, ist
gegeben durch

Br(k)
Pr(k) = . 4.10
") = B+ Ba+ Be(h) 110
Die Wahrscheinlichkeit P4(k), den Ursprung zu treffen, dndert sich zu
B
Pa(k) = 4 (4.11)

B,y 1(k) + Ba+ Br(k)

Die statistisch gemittelte Anzahl der freien Bindungen an den angebundenen Eckpunkten
der néchsten Schicht ist

wiahrend die statistisch gemittelte Zahl der freien Bindungen der freien, also noch nicht
an den Baum gebundenen Eckpunkte sich zu

Bu(k+1) = Bu(k) — f - Pu(k) (4.13)

bestimmt. Das Verhéltnis zwischen der Summe aller freien Bindungen der néichsten Schicht
und der Anzahl Ny (s 4+ 1) derer ohne die Méglichkeit der Mehrfachbindung an einen
Eckpunkt wird mit P, (s + 1) bezeichnet und ist fiir das letzte k einer Schicht nach GI.
(4.1) gegeben durch

(4.14)
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Wechselt man zur néchsten Schicht s — s+ 1, setzt man By,1(k = a(s)) := 0 und nimmt
das P, (s+1) der letzten Schicht als das P, (s) der neuen Schicht. Alle Wahrscheinlichkeiten
aus Fall 1 miissen in der neuen Schicht mit dem Faktor P,(s) gewichtet werden. Er gibt
den Bruchteil der Bindungen an, die im Vergleich zum ternidren Baum tatséichlich gebildet
werden.

Schritt 3

In einem letzten Verallgemeinerungsschritt werden auch Bindungen zwischen Eckpunkten
derselben Schicht erlaubt, wie man in Abb. 4.3 erkennen kann. Damit sind alle Restriktio-
nen hinsichtlich der Bindungen der Eckpunkte aufgehoben. P, éndert sich in diesem Fall
nicht nur in jeder Schicht, sondern fiir jeden Schritt £ und wird daher im Folgenden mit
P, (s, k) bezeichnet. Eine Bindung zwischen zwei Eckpunkten derselben Schicht reduziert
die Anzahl der Eckpunkte der nichsten Schicht um zwei. Die Zahl der Schritte in der
ndchsten Schicht wiirde sich ebenfalls reduzieren. Daher berechnet man in Analogie zum
zweiten Schritt die Wahrscheinlichkeit Pr(k) einer solchen transversalen Verbindung.
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Abbildung 4.3: Zweite Verallgemeinerung des Algorithmus. In diesem Bild sind zusétzlich
Bindungen zwischen Eckpunkten derselben Schicht erlaubt.

Um die Wahrscheinlichkeiten der Gleichungen (4.9), (4.10) und (4.11) entsprechend neu
zu gewichten, betrachte man zunéichst die Anzahl der freien Bindungen BZ(k) der Eck-
punkte in derselben Schicht, die ja in diesem Fall als Mo6glichkeiten hinzukommen. Man
erhilt diese aus B;(k) durch Subtraktion von eins, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit
P,(s, k), da mit dieser Wahrscheinlichkeit der Schritt gar nicht existiert:

B(k) = By(k) — 1- Py(s, k). (4.15)

Pr(k) ergibt sich dann zu
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B; (k)

Pr(k) = Byy1(k) + B3 (k) + Ba + Br (k)

- Py (s, k). (4.16)

Gleichungen (4.9), (4.10) und (4.11) miissen nun in Analogie zu Gleichung (4.16) durch
Hinzufiigen eines additiven Terms B(k) in deren Nenner erweitert werden, da diese
Moglichkeiten neu hinzukommen.

Die Zahl der freien Bonds am Ende des Schritts einer Schicht ist gegeben durch
Bs(k+1) = B!(k) —1- Pr(k) (4.17)
und bewirkt eine Reduzierung von P, (s, k + 1) zu

B(k+1)
(f=1 =K~

Py(s,k+1) = (4.18)

wobei K die Anzahl der in dieser Schicht bereits vollendeten Schritte bezeichnet. Der Tat-
sache, dass eine transversale Verbindung die Anzahl der Eckpunkte der nichsten Schicht
beeinflusst, ist in Gleichung (4.12) durch die modifizierten Werte von Pp(k) und P4 (k)
beriicksichtigt.

Algorithmus

Die Uberlegungen sind in folgendem Algorithmus zusammengefasst:
1. Aufteilung der Eckpunkte in vier Gruppen: Ursprung, angebundene Eckpunkte in
Schicht s, angebundene Eckpunkte in Schicht s + 1, freie Eckpunkte.
2. Bestimmung der freien Bindungen jeder Gruppe.

3. Bestimmung der Wahrscheinlichkeit, eine freie Bindung der jeweiligen Gruppen zu
treffen.

4. Anpassung der Anzahl der freien Bindungen der Gruppen mit diesen Wahrschein-
lichkeiten fiir den ndchsten Schritt.

5. Aufaddieren der Wahrscheinlichkeit fiir dieselbe Anzahl von Kanten zum Ursprung
nach (4.7) und Aufaddieren der Wahrscheinlichkeiten, dass man bereits eine ge-
schlossene Masche gefunden hat.

6. Wiederholung der Schritte drei bis fiinf, bis die Summe der Wahrscheinlichkeiten
fiir die Bildung einer Masche gegen eins konvergiert.
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4.2 Erweiterungen des Algorithmus

Der bisher dargestellte Algorithmus ist bereits fihig, die Maschenverteilungen eines Netz-
werks zu beschreiben. In diesem sind jedoch zwei Idealisierungen enthalten. Zum einen
wurde bisher von einem Netzwerk mit einem Vernetzungsgrad von 100% ausgegangen.
Desweiteren wurde angenommen, dass jeder Vernetzer mit jedem anderen Vernetzer mit
gleicher Wahrscheinlichkeit iiber eine Ketten verbunden werden kann. In diesem Abschnitt
soll gezeigt werden, wie diese Idealisierungen durch realistischere Modelle im Algorithmus
ersetzt werden konnen.

Vernetzungsgrad

Ein Vernetzungsgrad von weniger als 100% bedeutet, dass es Vernetzer gibt, bei denen
noch nicht alle Bindungsmoglichkeiten ausgeschopft sind. Um im Modell nicht bestimmte
Vernetzer mit dieser Eigenschaft auszeichnen zu miissen, wird diese Eigenschaft auf alle
Vernetzer verteilt, indem man fiir alle Vernetzer eine Wahrscheinlichkeit p. einer geschlos-
senen Verbindung zwischen einer Polymerkette und einem Vernetzer einfiihrt. Sei n die
Anzahl der Bindungsprozesse, die notwendig ist, um zwei beliebige Vernetzer zu verbinden,
so ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit der Verbindung ein zusétzlicher Faktor p7. Die
Anzahl der notwendigen Bindungsprozesse héngt von der Schicht ab, in der sich die Ver-
netzer befinden. Um einen Vernetzer der Schicht s mit einem Vernetzer der Schicht s+ As
zu verkniipfen, sind n = 2 - As Prozesse notwendig. Gewichtet man die Bindungswahr-
scheinlichkeit mit diesem Faktor, konnen kleinere Vernetzungsgrade als 100% modelliert
werden. Rechnungen fiir p. < 0.8 sind allerdings schwer zu realisieren, da die Rechenzeit
deutlich ansteigt und sich sehr geringe Wahrscheinlichkeiten fiir sich bildenden langen
Maschen ergeben. Tatséchlich werden bei Netzwerken mit so geringem Vernetzungsgrad
kaum Maschen gebildet.

Vernetzungskinetik

Das bisher beschriebene Modell beschreibt einen ideal reaktionskontrollierten Vernet-
zungsprozess. Die Wahrscheinlichkeit einer Vernetzung héngt nicht von der rdumlichen
Distanz ab. Im umgekehrten Fall eines ideal diffusionskontrollierten Prozesses ist die Di-
stanz der Reaktionspartner der entscheidende Parameter der Vernetzung. In diesem Fall
findet die Vernetzung mit dem rdumlich néichstgelegenen Partner statt. Die Kette geht le-
diglich Verbindungen zu Vernetzern im Bereich ihrer eigenen Kettenldnge ein. Betrachtet
man das Volumen einer Kugel mit Radius r = Ry 2 mit einer bestimmten Belegungsdich-
te, so erhélt man ein Ma$ fiir die durchschnittliche Anzahl der moglichen Bindungen wie
in Abb. 4.4 gezeigt. Jede neue Schicht liefert neue Verbindungsmdoglichkeiten und &ndert
die Zahl der verfiigbaren freien Vernetzer.

Zu kléren bleibt in diesem Modell noch die Frage nach dem Kettenendenabstand Ry,
der dem Algorithmus zugrunde gelegt wird. In der Theorie ist die Distanz zweier Vernet-
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Abbildung 4.4: Darstellung des Anwachsens der Zahl der verfiigharen Vernetzer innerhalb
der im Text beschriebenen Kugeln fiir den diffusionskontrollierten Vernetzungsprozess.

zer, die durch eine Kette verbunden sind, gauBférmig um den Wert des mittleren Ket-
tenendenabstands (Ry.2) einer Kette mit zwei angebundenen Vernetzern verteilt (vgl.
Gl (1.4)). Da sich in der Simulation aufgrund von Inhomogenititen und Randeffekten
nicht-gauflsche Effekte zeigen, wurde im Algorithmus die Verteilung der Kettenabstinde
aus einer Netzwerksimulation mit denselben Parametern verwendet. Es wurde dabei an-
genommen, dass ein gegebener Vernetzer, der an eine Kette gebunden ist, freie Vernetzer
erreichen kann, die innerhalb einer Kugel mit dem Radius r = 2 - (Ry,2) des doppelten
mittleren Kettenendenabstands liegen. Aus der Netzwerksimulation wurden die Abstédnde
Ryyo mit der Haufigkeit ihres Auftretens gewichtet und so die Zahl der freien Vernet-
zer, die fiir diese Kette erreichbar sind, ermittelt und als Zahl der Bindungspartner im
statistischen Algorithmus verwendet.

4.3 Resultate

4.3.1 Vergleich mit Simulationsdaten

Um ein Mafl fiir die Verlésslichkeit des Modells zu erhalten, wurden die Parameter des
Modells an das Netzwerk N38 angepasst, um dessen Voraussage hinsichtlich der Verteilung
der Maschenléngen mit dem Simulationsergebnis zu vergleichen. Beide Erweiterungen des
Modells, die Beriicksichtigung des Vernetzungsgrades von 93.5% und der diffusionskon-
trollierten Vernetzung, wurden in den statistischen Algorithmus eingerechnet.

Das Ergebnis fiir die Verteilung der Maschenléngen ist in Abb. 4.5 gezeigt. Die Abbildung
zeigt die Verteilung in der Simulation sowie das Ergebnis des statistischen Algorithmus.
Angesichts der idealisierten Modellannahmen ist die Ubereinstimmung mit der Simulation
recht gut, insbesondere wird das Maximum vom Modell an der richtigen Stelle voraus-
gesagt. Allerdings zeigt sich, dass es kurze Maschen unterschiitzt sowie ein etwas stirker
ausgepragtes Maximum voraussagt.

Griinde fiir die Abweichungen bestehen darin, dass die endliche Ausdehnung der Simu-
lationsbox dazu fiihrt, dass die in Abb. 4.4 dargestellten Kugeln durch die Rinder der
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Abbildung 4.5: Vergleich der Ergebnisse zur Maschenverteilung im statistischen Modell
mit den Simulationsdaten des Netzwerks N38.

Box abgeschnitten werden, welches zu einer Verringerung der Mé&glichkeiten einer Bin-
dung fiihrt. In diesem Randbereich der Simulationsbox entstehen bevorzugt kleinere Ma-
schen, die vom statistischen Algorithmus nicht beriicksichtigt werden, da dazu eine genaue
Kenntnis der Geometrie der Simulationsbox eingerechnet werden miisste. Zusétzlich erge-
ben sich Inhomogenititen in der Struktur der Netzwerke. Dies fiihrt dazu, dass sich kleine
Maschen an den Stellen bilden, wo eine lokale Konzentration von Vernetzern auftritt. Da
die Fliache unter dem Graphen in beiden Féillen gleich grof sein muss, ist das Maximum
in der Simulation schwéicher ausgeprigt als im statistischen Algorithmus.

4.3.2 Voraussagen des Modells

Aufgrund der guten Ubereinstimmung des Modells mit dem Resultat der Simulation ist
es moglich, Abschidtzungen fiir die Auswirkungen verschiedener Parameter des Vernet-
zungsprozesses auf die Struktur der entstehenden Netzwerke anzugeben. Als erstes soll
der Unterschied zwischen einer reaktions- und einer diffusionskontrollierten Vernetzung
betrachtet werden. Als ideal reaktionskontrolliert wird eine Vernetzung bezeichnet, wenn
die Wahrscheinlichkeit einer Bindung zwischen einem Vernetzer und einer Kette so gering
ist, dass die Auswirkungen der rdumliche Distanz beider vernachlissigt werden kann. Die
Wahrscheinlichkeit einer Vernetzung ist damit fiir alle Vernetzer gleich grofi. Bei einer ide-
al diffusionskontrollierten Vernetzung hingegen findet die Vernetzung statt, sobald sich
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Kette und Vernetzer in einer geeigneten Distanz zueinander befinden. Die Wahrschein-
lichkeit der Ausbildung einer Bindung ist nahe bei eins und die rdumliche Verteilung der
Vernetzer dominiert die Kinetik des Prozesses.
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Abbildung 4.6: Vergleich der Verteilungen fiir die mittlere Anzahl der Ketten pro Masche
fiir die reaktions- und diffusionskontrollierte Vernetzung.

Berechnet man die beiden Vernetzungsarten mit dem statistischen Algorithmus, so ergibt
sich das in Abbildung 4.6 gezeigte Bild. Dem Graph zugrunde liegt eine tetrafunktio-
nale Vernetzung in einem System mit 1000000 Monomeren, einer Belegungsdichte von
100% sowie einem Vernetzungsgrad von 100%. Die Kantenléinge des Simulationswiirfels
ist konstant mit einer Liange von 200 Gittereinheiten. Aufgetragen ist die mittlere Ma-
schenlinge in Abhéngigkeit von der Ausgangskettenlinge. Man erkennt, dass aus einer
unterschiedlichen Kinetik eine deutlich abweichende Maschenléngenverteilung resultiert.
Wihrend die mittlere Maschenlénge bei reaktionskontrollierter Kinetik sinkt, steigt diese
bei diffusionskontrollierter Kinetik.

Dieses Verhalten lisst sich dadurch erkldren, dass im reaktionskontrollierten Fall allein
die absolute Anzahl der Vernetzer die Verteilung bestimmt. Geht man im Algorithmus
vom Ursprung aus, so besitzt dieser B4 = 3 freie Bindungen. Berechnet man die Wahr-
scheinlichkeit einer geschlossenen Masche, also einer Bindung zum Ursprung fiir einen
beliebigen Vernetzer, so steht diesen drei offenen Vernetzungsstellen die Gesamtzahl der
freien Bindungen aller anderen Vernetzer gegeniiber. Da bei konstanter Boxgrofle und stei-
gender Kettenlinge die fiir einen Umsatz von 100% bendotigte Zahl an Vernetzern sinkt,
wird die Wahrscheinlichkeit einer Bindung zum Ursprung gréfler und damit die mittlere
Maschenlédnge kleiner. Umgekehrt ist im Fall der diffusionskontrollierten Vernetzung die
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rdumliche Verteilung der Vernetzer entscheidend. Fiir kleine Ausgangsketten ist der mitt-
lere Kettenendenabstand geringer und damit auch die Zahl der Vernetzer kleiner, an die
sich eine Kette binden kann. Die Wahrscheinlichkeit einer Bindung zum Ursprung ist daher
hoch, die mittlere Maschenlénge klein. Steigt der Radius r, so steigt das Kugelvolumen, in
dem Vernetzer getroffen werden kénnen, mit 73 an. Daher kénnen fiir grofie Kettenlingen
deutlich mehr andere Vernetzer als der Ursprung getroffen werden, die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Bindung mit dem Ursprung sinkt und die mittlere Maschenléinge steigt an.
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Abbildung 4.7: Einfluss der Belegungsdichte der Schmelze auf die mittlere Zahl der Ketten
pro Masche im vernetzten Zustand bei diffusionskontrollierter Vernetzung.

Als zweiter Parameter wird der Einfluss der Belegungsdichte untersucht. Das Ergebnis ist
in Abb. 4.7 fiir dasselbe System wie in Abb. 4.6 gezeigt. Der Vernetzungsprozess wurde in
diesem Fall diffusionskontrolliert durchgefiihrt. Man erkennt, dass die Linge der entste-
henden Maschen mit der Belegungsdichte steigt. Dies erscheint sinnvoll, da bei geringer
Belegungsdichte die Zahl der Vernetzer geringer ist und daher die Wahrscheinlichkeit fiir
eine Vernetzung mit dem Ursprung grof} ist. Bei hoher Belegungsdichte ist die Auswahl an
Bindungspartnern wesentlich gréfier. Entsprechend steigt auch die mittlere Maschenldnge
an.

Betrachtet man zuletzt die Abhéingigkeit vom Vernetzungsgrad, so erkennt man deutliche
Unterschiede wie in Abb. 4.8 dargestellt. Die Abbildung zeigt, dass sich fiir Vernetzungs-
grade zwischen 80% und 90% nur sehr lange Maschen bilden. Fiir Vernetzungsgrade nahe
100% steigt die Zahl der kurzen Maschen deutlich an und die Verteilungsfunktion schiebt
sich nach unten. Der Grund fiir dieses Verhalten liegt darin [60], dass die Anzahl der Ma-
schen in einem Netzwerk fiir Vernetzungsgrade kleiner 80% nahe bei Null liegt, d.h. bis
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Abbildung 4.8: Einfluss des Vernetzungsgrades auf die mittlere Zahl der Ketten pro Ma-
sche im Netzwerk.

dahin bilden sich im Netzwerk verzweigte Baumstrukturen mit einem sehr geringen Anteil
an zyklischen Wegen. Erh6ht man den Vernetzungsgrad weiter, beginnt die Zahl der Ma-
schen stark anzusteigen. Die kleinen Maschen, die wesentlich fiir die Deformationsprozess
sind, bilden sich erst bei Vernetzungsgraden iiber 90%.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass dieser recht idealisierte statistische Algo-
rithmus bereits in der Lage ist, Voraussagen hinsichtlich des Einflusses von Simulations-
parametern auf die Maschengroflenverteilung zu treffen, die insbesondere fiir groflie Ma-
schenldngen nur mit sehr groBem Aufwand durch Simulationen abgedeckt werden kénnten.
Zudem kann fiir zukiinftige Simulationen die Wahl der Parameter schon im Voraus opti-
miert werden.



Kapitel 5

Knotentheorie und Knotenpolynome

Wie in Kapitel 1 dargestellt wurde, beschrianken sich die meisten theoretischen Modelle
zur Beschreibung der Deformation polymerer Netzwerke darauf, den Einfluss der Entan-
glements durch empirische Parameter zu beriicksichtigen. In diesem Kapitel sollen daher
zweikomponentige Verschlaufungen von Maschen einer detaillierten Analyse mit Hilfe der
Knotentheorie unterzogen werden. Es existieren zwar auch Verschlaufungen mit drei und
mehr Komponenten, diese leisten aber fiir die in dieser Arbeit untersuchten Systeme nur
einen geringen Beitrag [62].

Mit den Arbeiten von Edwards [16, 61], begannen Ende der sechziger Jahre Versuche,
die GauBBsche Windungszahl als Gréfle zur Charakterisierung von Verschlaufungen in po-
lymeren Einzelketten einzusetzten, um die Topologie genauer zu beschreiben. Die Win-
dungszahl ist definiert als
?{?{ (di; x dr] 7 — 775) (5.1)
T i ;— 753

w; Wj

mit zwei geschlossenen Wegen w; und w; sowie den Ortsvektoren 77, 7; entlang der Kom-
ponenten der Verschlaufung. Wie von Iwata [63] gezeigt, konnen die Verschlaufungen eines
Netzwerk dadurch charakterisiert werden kénnen, dass man das Netzwerk in Maschen zer-
legt und anschliefend die Windungszahlen aller sich iiberschneidender Paare von Maschen
berechnet.

Anschaulich kann die Windungszahl folgendermafien verstanden werden. Betrachtet man
die Innenfliche, die von einem geschlossenen Weg im Raum begrenzt wird, so gibt die
Windungszahl die Differenz an zwischen der Anzahl der Durchstéfle eines zweiten ge-
schlossenen Weges durch diese Fliche in der einen und der Anzahl der Durchst68e in der
anderen Richtung.

In Abbildung 5.1, die die einfachsten Verschlingungstypen zeigt, besitzt die Verschlingung
mit der Bezeichnung 2? die Gaufische Windungszahl eins und die Verschlingung mit der

02
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Abbildung 5.1: Die einfachsten Verschlingungstypen: Die Hopf-Verschlingung 2? besitzt
die GaufBische Windungszahl G = 1, fiir die Verschlingung mit der Bezeichnung 42 gilt
G = 2. Die Bezeichnungen werden im Text n&her erldutert.

Bezeichnung 4? die Windungszahl zwei. Bereits eine nur wenig kompliziertere Verschlin-
gung, wie die Whitehead-Verschlingung 52, besitzt die Windungszahl Null, wird also als
unverschlungen charakterisiert, obwohl eine nicht-triviale Verschlingung vorliegt.

Michels und Wiegel [64] fiihrten 1986 eine systematischen Untersuchung der Windungszahl
durch. Sie fanden, dass von den 91 einfachsten Verschlingungstypen 29 félschlicherweise
als unverschlungen charakterisiert wurden. Dennoch wurde sie als Methode der Charak-
terisierung von Entanglements eingesetzt [24],[65]-[68]. Everaers konnte bei Modellnetz-
werken mit kurzen Subketten, bei denen die Fehlerrate tolerierbar ist, einen Ausdruck fiir
die Verschlaufungswahrscheinlichkeit zweier Maschen in Abhéngigkeit vom Abstand ihrer
Schwerpunkte angeben. Er fand einen Ausdruck der Form

ard

f(r) = aexp (— 5 R%) ) (5.2)
Schon 1974 wurde Edwards’ Vorgehen zur Charakterisierung von Polymerketten mit Hilfe
der Windungszahl von Vologodskii et al. [20, 21] kritisiert. Sie wiesen neben der hohen
Fehlerrate darauf hin, dass es keine Moglichkeit gibt, die Art der Verschlingung eindeu-
tig zu charakterisieren - lediglich die Tiefe der Verschlingung kann in Grenzen ermittelt
werden. Daher wurde von Vologodskii vorgeschlagen, Verschlingungen und Knoten - also
Verschlingungen der Kette mit sich selbst - mit Hilfe der Knotentheorie zu charakterisie-
ren.

Speziell seit den zwanziger Jahren wurde von Seiten der Mathematik eine Theorie geschlos-
sener eindimensionaler verschlungener Wege entwickelt, die Knotentheorie. Diese Theorie
ermoglicht es, die Verschlaufungen von polymeren Netzwerken mit sehr viel hherer Ge-
nauigkeit zu charakterisieren. In diesem Kapitel werden die Grundlagen zum Versténdnis
der Theorie erldutert sowie eine genaue Charakterisierung der Entanglements der simu-
lierten Netzwerke mit Hilfe der Knotentheorie durchgefiihrt.
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5.1 Knotentheorie und Knotenpolynome

Ein Knoten ist mathematisch definiert als eine geschlossene eindimensionale Kurve im
Raum, die sich nirgends selbst schneidet. Die einfachsten Knotentypen sind in Abbil-
dung 5.2 dargestellt. Die Bezeichnung 0, symbolisiert den trivialen Knoten - einen Ring,
wiahrend der einfachste nichttriviale Knoten 3; als Kleeblattschlinge bezeichnet wird.

CHRVRBE OO
SOOI E O

Abbildung 5.2: Darstellung des einfachsten Knotentypen, geordnet nach der Zahl der
Kreuzungen in ihrer minimalen Projektion.

Die Benennung der Knoten und Verschlingungen geschieht iiber die Zahl der Kreuzun-
gen in der minimalen Projektion - also der Projektion des Knotens auf eine Ebene, in
der keine Kreuzungen hintereinander liegen, und in der die kleinste mogliche Anzahl an
Kreuzungen zu sehen ist. Die minimale Kreuzungszahl des trivialen Knotens betragt Null,
die der Kleeblattschlinge drei. An diese wird, hochgestellt, die Zahl der Komponenten des
Objekts bei mehr als einer Komponente geschrieben. Der tiefgestellte Index nummeriert
schliefllich die Knoten- bzw. Verschlingungstypen mit derselben Kreuzungszahl durch. Die
Verschlingung 7% bezeichnet daher eine Verschlingung mit sieben Kreuzungen, die aus zwei
Komponenten besteht, und stellt den vierten Typ in der Standardreihenfolge dar, in der
man die Verschlingungstypen nummeriert. Definiert man eine Durchlaufrichtung auf dem
Knoten, so nennt man ihn orientiert.

POLS

Abbildung 5.3: Darstellung der Zusammensetzung der Knoten 4; und 3; zum Knoten
31#4,.

Ein Knoten wird als zusammengesetzt bezeichnet, wenn er als zusammenhingende Sum-
me zweier Knoten dargestellt werden kann, von denen keiner trivial ist. Die zusam-
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menhidngende Summe zweier Knoten erhilt man, indem ein kleiner Bogen aus beiden
Knoten herausgeschnitten wird und die Enden beider Knoten anschlieBend zusammen-
gefiigt werden wie in Abb. 5.3 zu sehen ist. Die Knoten, aus denen die Zusammensetzung
besteht, heiflen Faktorknoten. Der zusammengesetzte Knoten der Faktorknoten J und K
wird durch das Symbol J#K gekennzeichnet. Alle Knoten, die nicht als Zusammenset-
zung darstellbar sind, werden als Primknoten bezeichnet.

Analog definiert man eine Verschlingung als eine Menge verknoteter Schleifen, die alle
untereinander verschlungen sein konnen. Die drei einfachsten nicht-trivialen Beispiele sind
in Abbildung 5.1 unter den Bezeichnungen 2% 42 und 5? dargestellt.

Charakterisiert man Knoten hinsichtlich ihrer minimalen Kreuzungszahl, so stellt man
fest, dass alle Knoten mit Kreuzungszahl drei topologisch dquivalent zur in Abb. 5.1
dargestellten Kleeblattschlinge 3; sind. Analog kann man die Knoten mit héheren Kreu-
zungszahlen klassifizieren und findet die in Tabelle 5.1 angegebene Zahl der Primknoten
fiir eine bestimmte Kreuzungszahl. Gleichfalls lassen sich anhand einer analogen Tabelle
simtliche Verschlaufungen eines polymeren Netzwerks eindeutig charakterisieren.

Zahl der
Kreuzungen |3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Zahl der
Knoten ‘1 1 2 3 7 21 49 166 552 2176 9988

Tabelle 5.1: Anzahl der Primknoten, die zu einer bestimmten Anzahl von Kreuzungen in
der minimalen Projektion existieren.

Benotigt wird nun eine topologische Invariante, die man fiir eine beliebige Projektion
des Knotens berechnen kann, und die dieser einen Knotentyp moglichst eindeutig zuord-
net. Als geeignete Groflen erweisen sich Laurent-Polynome. Man ordnet zunéchst dem
trivialen Knoten das triviale Polynom zu: A(O) = 1, wobei das O den trivialen Knoten
symbolisieren soll. Zum Zweiten benotigt man eine Regel, wie man einen gegebenen Kno-
ten in einen solchen mit einer geringeren Kreuzungszahl iiberfiihren kann. Jedem solchen
Auflésungsschritt werden iiber eine sog. Flechtrelation bestimmte Koeffizienten fiir das
resultierende Polynom zugeordnet. Hat man den Ausgangsknoten schliellich in lauter tri-
viale Knoten zerlegt, so charakterisieren die Koeffizienten den Ausgangsknoten eindeutig.

Ein Beispiel fiir ein solches Laurent-Polynom ist das Alexander-Polynom A(t). Es wurde
1928 von J.W. Alexander anhand von folgender Flechtrelation definiert [69]:

Man betrachte drei orientierte Knotenprojektionen L, L_ und Ly des selben Knotens.
Die drei Projektionen seien identisch bis auf eine Kreuzung. An dieser Kreuzung werden
die einlaufenden und die auslaufenden Stringe unterschiedlich verbunden wie in Abb. 5.4
dargestellt. Der Typ der Kreuzungen werde mit (-1), (+1) und (0) bezeichnet, je nachdem,
welchem Typ die Kreuzung zuzuordnen ist. Sie entsprechen der Unterscheidung zwischen
einer Kreuzung, in der der iiberkreuzende Strang von links in die Kreuzung einléuft, ihrer
Inversen, sowie der Auflésung der Kreuzung durch das Verbinden des linken ein- und
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auslaufenden Strangs sowie der entsprechenden Verbindung der rechten Stringe. Dann
gilt fiir das Alexander-Polynom der drei Knotenprojektionen die Flechtrelation

A(Ly) — A(L) + (872 —t72)A(Ly) = 0. (5.3)

QK

Abbildung 5.4: Verschiedene auftretende Kreuzungsarten bei der Charakterisierung eines
orientierten Knoten durch das Alexanderpolynom.

Beispiel: Berechnung des Alexander-Polynoms der Kleeblattschlinge [69]:

M) -A®)+ (M- a (@) =0
Darin ist
AQ) =20 =1

und

A@) -a(©)+ (1 -7 ARy =o.

Da man zeigen kann, dass das Alexander-Polynom einer zerlegbaren Verschlingung immer
gleich Null ist, gilt:

A (@) = 0. sodasssich A((p) = —t'*+171/2
nd (@) = (P =i

ergibt. Man erhilt daher als Ergebnis der Berechnung das Alexander-Polynom der Klee-
blattschlinge: A(t) = ¢ — 1 + ¢~ 1. In analoger Weise lassen sich alle Knoten durch entspre-
chende Alexander-Polynome charakterisieren.

Fiir Verschlingungen ist das Alexander-Polynom ein Polynom von zwei Variablen: A =
A(s,t). Man kann zeigen [21], dass der Betrag der Gaufischen Windungszahl G dem
Trivialfall
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G| = [A(L,1)] (5.4)
entspricht.

Um das Alexander-Polynom im Rahmen eines Computeralgorithmus fiir eine beliebige
Verschlingung berechnen zu konnen, ist es notwendig, das Alexander-Polynom auf einem
anderen Wege, ndmlich mit Hilfe gruppentheoretischer Uberlegungen abzuleiten.

5.2 Knoten und Gruppen

Neben der axiomatischen Definition einer Gruppe sowie einer Definition mit Hilfe einer
Gruppentabelle existiert die Moglichkeit, eine Gruppe durch die Angabe von Generatoren
und die Gruppe definierenden Relationen einzufiihren. Sei A eine Menge von Elementen a;
einer Gruppe G: A = aq, as, as, ... . Wenn alle Elemente von G als Produkte der Elemente
von A und deren Inversen ausgedriickt werden kénnen, so bezeichnet man die Elemente a;
als Generatoren dieser Gruppe (. Beliebige endliche Produkte der Generatoren und ihrer
Inversen werden als Wérter von G bezeichnet. Mit I wird im Folgenden das Einselement
der Gruppe bezeichnet. Beispielweise enthélt die Dihedrale Gruppe D3 in einem Dreieck
mit {a|a = Rotation um 120 Grad} und den Wortern a, a?,a® = I als einzigen Generator
das Element a.

Als Relation bezeichnet man allgemein ein Wort W der Gruppe G, fiir das gilt: W = I. Fiir
die dihedrale Gruppe wire a® = I eine solche Relation. Im Gegensatz dazu gibt es leere
Worter, bei welchen diese Relation unabhéingig von der speziellen Gruppe aufgrund der
Gruppenaxiome erfiillt ist, beispielsweise die Relation aa~! = I. Diese trivialen Relationen
sollen im Folgenden nicht betrachtet werden.

Um das Konzept eines Relators zu verstehen, betrachte man die Menge R = {rg|ry =
I}, k=1,2,3,... aller nicht-trivialen Relationen von G. Die Untermenge Rp der Relatio-
nen R fiir die gilt, dass die Relationen in Rp alle Relationen von R implizieren, heiflen
definierende Relationen oder Relatoren von G. Fiir Ds ergibt sich als Relator a® = I. Fiir
die Menge Rp gilt der

Satz

Sei Rp eine Menge von Relationen r, = I, wobei jedes rj ein nicht-triviales Wort in einer
gegebenen Menge von Generatoren darstellt. Dann existiert eine Gruppe G, fiir die Rp
eine Menge von definierenden Relationen darstellt. Die 1, werden Relatoren der Gruppe
genannt.

Durch Angabe der Generatoren und Relatoren ist eine Gruppe eindeutig definiert. Man
schreibt diese in der Form

G =<1, ., Qp|T1, e, T > . (5.5)
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Abbildung 5.5: Geschlossene Wege im Knotenkomplement, die den iiberkreuzenden sowie
den unterkreuzenden Bogen einer Kreuzung des Knotens umschliefien.

Um den Begriff der Fundamentalgruppe eines Knotens zu verstehen betrachtet man Abbil-
dung 5.5 [70]. Die Fundamentalgruppe besteht aus Pfaden im Komplement IR3\ K eines
orientierten Knotens K, die von einem beliebigen Punkt P im Komplement ausgehen.
Zwei Pfade heiflen dquivalent, wenn sie sich stetig ineinander iiberfiihren lassen, ohne
den Knoten zu durchkreuzen. Die entstehenden Aquivalenzklassen von Pfaden bilden die
Generatoren der Fundamentalgruppe. Die drei in Abb. 5.5 dargestellten Pfade die im
Knotenkomplement, die Teilstiicke £, £ + 1 und j umschlieflen, sind Beispiele fiir solche
Aquivalenzklassen. Man sieht, dass man jedem Bogen des Knotens, von einer Unterkreu-
zung bis zur nichsten, einen Generator der Gruppe zuordnen kann. Man erhélt also ebenso
viele Generatoren wie der Knoten Kreuzungen besitzt. Das Produkt zweier Pfade ist de-
finiert als die Verkettung der entsprechenden Pfade, so dass der Endpunkt des ersten
Pfades identisch mit dem Anfangspunkt des zweiten Pfades ist.

Um die definierenden Relationen der Knotengruppe anzugeben, betrachte man die in
Abbildung 5.6 gezeigten geschlossenen Wege im Bereich einer Kreuzung. Der Generator
aj’1 ergibt sich hierbei, wenn man den Bogen mit dem Generator a; in umgekehrter
Richtung durchlduft. Gesucht sind nicht-triviale Relationen, die die Bedingung W = [
erfiillen. Fiir die beiden dargestellten Kreuzungstypen ergeben sich aus der Abbildung die

Relationen:

(1) araj'agira; =1 (5.6)

bzw.

(2) akaja,;{laj_l =1 (5.7)
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Abbildung 5.6: Zwei nicht-triviale Wege im Knotenkomplement als Darstellungen der
Identitdt der Knotengruppe. Kreuzung (1) entspricht hierbei dem Typ (-), wihrend Kreu-
zung (2) den Typ (+) aus Abb. 5.4 darstellt.

Mit diesen Relationen kann man folgendes Theorem formulieren [71]:
Theorem (Wirtinger-Darstellung)

Seien ay k—1.2,..n die Generatoren der iiberkreuzenden Bogen einer regulidren Projektion
eines Knotens oder einer Verschlingung K. Dann ist die Knotengruppe durch folgende
Wirtinger-Darstellung eindeutig charakterisiert:

G =<1,y Ay, ey T > . (5.8)

Eine Kreuzung der in Abb. 5.4 dargestellten Charakteristik 7; € {1, —1} ergibt den defi-
nierenden Relator

_om 1
Tk = ara; a0, . (5.9)

Diese Darstellung der Knotengruppe gilt als klassische Methode, Knoten gruppentheore-
tisch zu charakterisieren.

Mit Hilfe des Fox-Kalkiils [72] ist es nun moglich, aus der Wirtinger-Darstellung eines
Knoten dessen Alexander-Polynom zu berechnen. Das Fox-Kalkiil stellt eine Methode dar,
mit deren Hilfe man formale partielle Ableitungen von Wértern von nicht-kommutierenden
Variablen definieren kann. Die Worter bestehen in diesem Fall aus den Relatoren r; aus
obiger Gleichung. Die Ableitungen sind wie folgt definiert:

(0/0a:)(aj) = 6ij, (8/0ai)(a;") = —a;", (9/0a;)(1) =0 (5.10)

sowie
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(0/0a;)(wz) = (0/0a;)(w) + w(0/0a;)(2), (5.11)

wobei w und z Worter in den Variablen {a;, aj_l}sind.

Die Alexander — Matrix ist definiert als die Jacobi-Matrix der Fox-Ableitungen

or1 O .. 91

o day das dan

=| o], (5.12)
Orn  Orn .., Orp
dai das danp

die aus allen partiellen Ableitungen der Relatoren nach den Generatoren besteht. Ist die
Alexander-Matrix vom Grad n, so substituiert man alle Generatoren a; einer Komponente
durch dieselbe Variable und bildet die Determinante einer beliebigen Untermatrix vom
Rang n—1. Das resultierende Laurent-Polynom heif3t das Alexander-Polynom des Knotens
K. Betrachtet man eine Verschlingung aus mehreren Komponenten, so geht man analog
vor, substituiert allerdings die Generatoren jeder Komponente durch eine eigene Variable.

Bildet man die dargestellten Ableitungen, so lisst sich daraus ein einfacher Algorithmus
gewinnen, mit dem man aus einer reguliren Projektion eines Knotens oder einer Ver-
schlingung das Alexander-Polynom gewinnen kann. Die Eintrige in die Alexander-Matrix
erfolgen in diesem Algorithmus fiir eine zweikomponentige Verschlingung nach folgendem
Schema:

Man orientiert die Komponenten und durchliuft jede von einem beliebigen Startpunkt
aus. Das Teilstiick, auf dem sich der Startpunkt befindet und das in beiden Richtungen
durch die nichste Kreuzungen begrenzt wird, bei der dieses Teilstiick der unterkreuzende
Teil ist, wird mit Eins nummeriert. AnschlieBend geht man in Richtung der Orientierung
weiter und nummeriert die Teilstiicke zwischen zwei Unterkreuzungen fortlaufend, bis
man wieder am Startpunkt angekommen ist. Danach bestimmt man den Kreuzungstyp
L, oder L_ jeder Kreuzung anhand von Abb. 5.4.

Nun werden die Eintrége in der Alexander-Matrix in folgender Weise vorgenommen: Man
betrachtet jede Kreuzung der Verschlingung. Sie werde gebildet durch die Unterkreu-
zungsbogen k und k + 1 sowie den Uberkreuzungsbogen mit der Nummer j. Dann erhal-
ten die Matrixelemente 1y, mgr+1 und my; einen von Null verschiedenen Eintrag nach
folgender Vorschrift:

e Gilt £ = 7, so ergeben sich unabhéngig vom Kreuzungstyp die Elemente

Mg = —1, Mgk+1 — 1 (513)

e Ist die Kreuzung vom Typ (-1), ergeben sich die Matrixelemente

M — 1, Mik+1 = —t, Mr; = 8 — 1 (514)
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e Ist die Kreuzung vom Typ (+41), ergeben sich die Matrixelemente

M = —t, mkk+1 = 1,mkj =s—1 (515)

Gilt £ = k + 1, so werden die Eintrége fiir die Matrixelemente my, und myr,1 an dieser
Stelle der Matrix addiert. Betrachtet man einen Knoten oder eine Kreuzung innerhalb
einer Komponente, so setzt man in diesem Schema s = t. Generell erhilt jede Komponente
einer Verschlingung eine eigene Variable im Alexander-Polynom. Da das Polynom nur
durch die Koeffizienten und die Differenzen der Exponenten charakterisiert ist, wird es in
der Standardnotation so normiert, dass es minimale nicht-negative Exponenten besitzt.

Setzt man Zahlenwerte fiir ¢ in die Alexander-Polynome ein, so kann man zeigen [55],
dass fiir Knoten die Berechnung der Polynome A(—1), A(—2) und A(—3) ausreicht, um
sie zu unterscheiden. Diese Methode ermoglicht es, die Schwierigkeiten zu umgehen, die
sich aus der notwendigen Normierung auf die Standardnotation und aus dem Auslesen ei-
nes analytischen Ausdrucks zum Vergleich durch Computeralgorithmen ergeben. Benutzt
man das Polynom lediglich dazu, nicht-triviale von trivialen Knoten bzw. Verschlingun-
gen zu unterscheiden, geniigt fiir Knoten die Berechnung von |A(—1)| [64]. Die Gleichung
|A(—1)| = 1 wird im betrachteten Bereich der Knoten mit minimaler Kreuzungszahl
Zk < 10 nur vom trivialen Knoten erfiillt. Fiir Verschlingungen gelten analoge Aussa-
gen. Berechnet man die Polynome A(—1,—1) und A(1,1), so erhdlt man eine eindeutige
Zuordnung im betrachteten Bereich der Verschlingungen mit minimaler Kreuzungszahl
Zx < 9. Dieses Kriterium wurde zur Unterscheidung der trivialen von den nicht-trivialen
Verschlingungen verwendet.

Leider ist die Zuordnung zwischen Knoten- bzw. Verschlingungstyp und zugehorigem
Alexander-Polynom nicht eindeutig. Vielmehr existieren Knoten, die dasselbe Polynom
besitzen. So sind den 275 einfachsten Knoten und Zusammensetzungen nur 222 ver-
schiedene Alexander-Polynome zugeordnet [73]. Ebenso entsprechen den 92 einfachsten
Verschlingungen lediglich 71 unterschiedliche Alexander-Polynome [64]. Es ist also nur
bedingt geeignet, genaue Charakterisierungen der Entanglements polymerer Netzwerke
anzugeben. Aufgrund der Moglichkeit, es schnell zu berechnen, wurde das Alexander-
Polynom zu einer Vorselektion in triviale und nicht-triviale Entanglements genutzt. Zur
Bestimmung des genauen topologischen Typs wurde hingegen zum sogenannten Homfly-
Polynom iibergegangen, welches im néchsten Abschnitt vorgestellt werden soll. Es besitzt
ein deutlich hoheres Auflosungsvermoégen - den 250 einfachsten Primknotentypen ent-
sprechen 246 unterschiedliche Homfly-Polynome. Das Alexander-Polynom selbst ist ein
Trivialfall dieses Polynoms.

5.3 Das Homfly-Polynom

Das Homfly-Polynom wurde erstmals 1985 von Freyd et al. [74] beschrieben. Es stellte
einen Durchbruch in der Knotentheorie dar, die sich immer noch auf das in den zwanziger
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Jahren entdeckte Alexander-Polynom stiitzte. Eine Einfiihrung in die Theorie des Poly-
noms findet sich in [75]. Wie das Alexander-Polynom, so ist auch dieses definiert durch
zwei charakteristische Gleichungen:

(I) PO)=1 (5.16)
(II) a-P(Ly)—a-P(L_) =z P(L) (5.17)

Im Gegensatz zu diesem ist es aber sowohl fiir Knoten als auch fiir Verschlingungen ein
Polynom zweier Variablen ¢ und z. Die Berechnung des Polynoms erfolgt vollig analog zu
der oben beschriebenen Berechnung des Alexander-Polynoms.

Von den Knotentypen, die in der Analyse der Netzwerke haufig auftreten, ist der einzige
Knoten ohne eindeutige Zuordnung der Knoten 5, der dasselbe Homfly-Polynom besitzt
wie der Knoten 10:32. Da die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines Knoten mit der
Kreuzungszahl sehr stark abfillt, wurde in diesem wie den weiteren analogen Fillen der
Knotentyp mit der geringeren Kreuzungszahl zugeordnet.

al+
a2- \bZ-
bl- bl+
al-
a3- b2+
b3- al

Abbildung 5.7: Darstellung der Kleeblattschlinge und der Hopf-Verschlingung mit den
Koeffizienten zur Bestimmung des Gauf3-Codes.

Im Jahr 1999 versffentlichten Gouesbet et al. [76] einen Computeralgorithmus, mit dessen
Hilfe man das Homfly-Polynom fiir computergenerierte Verschlingungen berechnen kann,
wenn man den signierten Gauf3-Code der Verschlingung kennt. Um diesen zu berechnen,
betrachte man die in Abbildung 5.7 dargestellte Kleeblattschlinge 3; sowie die Hopf-
Verschlingung 22.

Zunichst werden alle Kreuzungen des Knotens durchnummeriert. Anschlielend 1duft man
von einer beliebigen Startposition auf dem Knoten den gesamten Knoten bis zum Aus-
gangspunkt entlang und markiert die auftretenden Kreuzungen mit einem a bzw. b, je
nachdem, ob man sich auf dem obenliegenden Strang (above) oder auf dem untenliegen-
den Strang (below) befindet. Danach notiert man die Nummer der Kreuzung sowie, ob
es sich um eine Kreuzung vom Typ (+1) oder (—1) handelt. Jede Kreuzung wird also
zweimal notiert — einmal als unterkreuzender und einmal als iiberkreuzender Strang. In
Abb. 5.7 ist der GauB-Code jeweils vor der Kreuzung auf der in Durchlaufrichtung linken
Seite des Strangs notiert, der sich der Kreuzung nahert.

Lauft man also auf der dargestellten Kleeblattschlinge vom markierten Startpunkt in
der angegebenen Richtung, so erhélt man den Gau-Code bl-a2-b3-al-b2-a3-. Bei einer
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Verschlingung lduft man nacheinander alle Komponenten ab und trennt diese mit einem
senkrechten Strich. Die Notation fiir die dargestellte Hopf-Verschlingung lautet daher
al+b2+|bl+a2+. In dieser Notation wurden sémtliche Knoten und Entanglements des
Netzwerks dargestellt und anschlieffend das Homfly-Polynom mit dem von Gouesbet zur
Verfiigung gestellten Computerprogramm berechnet. Schliefilich wurden Auswertealgo-
rithmen zur Bestimmung des Verschlingungstyps programmiert, mit denen man zu jedem
Verschlingungstyp die Haufigkeit des Auftretens im gegebenen Netzwerk abzihlen kann.



Kapitel 6

Ergebnisse zur Topologie der
Netzwerke

In der Literatur wurde bisher ausschliefflich das Alexander-Polynom zur Charakterisie-
rung von Entanglements verwendet. In diesem Fall wurden stets Systeme aus wenigen
Ketten oder Modellnetzwerke mit festgelegter topologischer Struktur charakterisiert. Die
Analyse eines computergenerierten polymeren Netzwerks ohne festgelegte Struktur mit
Hilfe der Knotentheorie wurde bisher noch nicht versucht. Bereits Vologodskii [20] be-
schrieb einen Algorithmus, mit dem man geschlossene Random Walks im Computer ge-
nerieren und die sich bildenden Knoten mit dem Alexander-Polynom charakterisieren
kann. Er fand einen linearen Anstieg der Wahrscheinlichkeit fiir die Bildung eines nicht-
trivialen Knotens in Abhéngigkeit von der Ausgangskettenldnge fiir Self-Avoiding Walks
mit vernachlissigbarem Eigenvolumen. In einem weiteren Artikel [21] fand er, dass die
Wahrscheinlichkeit zweier geschlossener Ketten, eine Verschlaufung zu bilden, exponen-
tiell mit dem Abstand der Schwerpunkte abnimmt. Michels und Wiegel [64], [77]-[79]
fiihrten umfangreiche Vergleiche zur Verldsslichkeit von Gauf’scher Windungszahl und
Alexander-Polynom durch. Wie oben erwihnt, konnten sie zeigen, dass die Windungszahl
zur Klassifikation der Verschlingungen wenig geeignet ist, da zu viele der Verschlingungs-
typen als unverschlungen klassifiziert werden.

Bei den von ihnen durchgefiihrten Simulationen benutzten sie einen einfachen Algorithmus
zur Generierung von Systemen von verschlungenen Ketten. Zunéchst wurde ein geschlos-
sener Random Walk in einer Ebene simuliert. Anschliefend wurde jeder aufgetretenen
Kreuzung mit einem Zufallsalgorithmus zugewiesen, welche der beiden Stréange oberhalb
des anderen liegen solle. Mit Hilfe des Alexander-Polynoms wurden die Entanglements
analysiert und ein Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit fiir die Bildung eines trivialen
Knotens in Abhéngigkeit von der Ausgangskettenlinge N angegeben. Der gefundene Zu-
sammenhang lautet

P(N) = Cu¥N* (6.1)

mit N > 1 und den Fitparametern C = 1.026, u = 0.9964 und o = 0.088. Windwer

64
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(80, 81] fiihrte Simulationen mit Self-Avoiding Walks durch. Zur Auswertung der To-
pologie verwendete er die signierte Uberkreuzungszahl und konnte so das Potenzgesetz
von Michels und Wiegel mit den Parametern C' = 1.0485, . = 0.9945 und o = 0.065
reproduzieren.

Die umfangreichen Arbeiten von Whittington et al. zeigen sowohl theoretischen Uberle-
gungen zu Verschlaufungswahrscheinlichkeiten [82, 83| als auch Simulationen zu isolierten
Ringen [84]-[86], Systemen aus isolierten Kettenpaaren [87] und zu Kettenpaaren in einer
Schmelze [88]. In ihren theoretischen Arbeiten konnten sie fiir Algorithmen auf einem
einfachen Gitter die Giiltigkeit der Frisch-Wasserman-Delbriick-Vermutung zeigen, wel-
che besagt, dass fiir einen Self-Avoiding Walk der Linge N die Wahrscheinlichkeit fiir die
Ausbildung eines Knotens im Grenzfall N — oo gegen eins geht. In ihren Simulationen
benutzten sie einen Pivot-Algorithmus [89, 90] in einem FCC-Gitter. Sie konnten zeigen
[84], dass der Pivot-Algorithmus in diesem Gitter ergodisch und reversibel ist und un-
tersuchten die Effizienz von Reidemeister-Bewegungen, um die Zahl der Kreuzungen in
der untersuchten Projektion zu minimieren. In ihren Untersuchungen zu Verschlaufungen
von Kettenpaaren beschiftigten sie sich mit der Wahrscheinlichkeit der Ausbildung eines
Entanglements in Abhéngigkeit der Lénge der Polygonziige sowie des Volumens, in wel-
ches man sie einschlief3t. Schliellich wurden die Kettenpaare in eine Schmelze einer Dichte
p eingebettet und festgestellt, dass fiir den mittleren Betrag der Uberkreuzungszahl L
von Entanglements mit Kettenlinge N die Beziehung

(| Li [y ~ pN*/? (6.2)
gilt.

Die Arbeiten von Deguchi und Tsurusaki [91, 92] untersuchten geschlossene Random
Walks, die Gauflsche Statistik aufweisen und konnten fiir diese zeigen, dass die relative
Héaufigkeit der unterschiedlichen nicht-trivialen Knotentypen mit der Ausgangskettenlinge
steigt, durch ein Maximum geht und fiir grole Werte von N wieder exponentiell abfillt.
Die Kettenldnge N variierte dabei zwischen 30 und 1600. Sie konnten dadurch detaillierte
Aussagen iiber die relativen Wahrscheinlichkeiten der Knotentypen in Abhingigkeit von
der Kettenldnge machen.

Koniaris und Muthukumar [93] benutzten ein Perlenkettenmodell fiir ihre Simulationen
von Ringpolymeren. Sie untersuchten ebenfalls die Wahrscheinlichkeit der Bildung des
trivialen Knoten in Abhéngigkeit von der Kettenlédnge fiir verschiedene Radien der Perlen.
Sie fanden einen einfachen exponentiellen Abfall der Wahrscheinlichkeit der Form

P(N) = exp <— N?(Q)) (6.3)

wobei Ny(r) eine charakteristische Grofie darstellt, die vom Radius der Perlen r abhéngt.

Ein Hauptanwendungsgebiet dieser Untersuchungen zu isolierten Ketten und Systemen
aus zwei Ketten sind Arbeiten zur Struktur von sehr langen polymeren Einzelketten -
insbesondere von DNA-Molekiilen. In den letzten Jahren gelang es, ringférmigen DNA-
Molekiilen experimentell den entsprechenden Knotentyp zuzuordnen [94]-[96]. Shaw [95]
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konnte beispielsweise zeigen, dass bei Molekiilen einer Lénge von ca. 2 ym sich vorran-
gig Knoten des Typs 3; bilden, wihrend Molekiile einer Linge von etwa 3 um bereits
Knoten bis zum Grad 8, ausbilden. Rybenkov [96] untersuchte DNA in NaCl-Lésungen
unterschiedlicher Konzentration. Er konnte durch den Vergleich der experimentell ermit-
telten Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Knotentypen und den Ergebnisse von Monte-
Carlo-Simulationen den effektiven Durchmesser der DNA in Abhéngigkeit von der NaCl-
Konzentration bestimmen.

Bis auf die Arbeiten von Everaers an kurzen, idealisierten Modellnetzwerken existieren
bisher keine Simulationsergebnisse zur Zahl der topologischen Netzpunkte von polymeren
Netzwerken. Insbesondere gibt es keine Vergleiche zwischen endgruppenvernetzten Syste-
men, die leichter mit theoretischen Modellen zu vergleichen sind, in der Praxis jedoch
eine geringe Bedeutung besitzen, und statistisch vernetzten Systemen. Im Folgenden sol-
len die Ergebnisse zur Topologie von beiden Netzwerktypen vorgestellt und miteinander
verglichen werden.

6.1 Knoten

In Tabelle 6.1 sind fiir alle untersuchten Netzwerke die Anzahl der Maschen, die nicht-
triviale Knoten bilden, in Abhéngigkeit von ihren Knotentyp aufgelistet. Detektiert wur-
den mit dem oben angegebenen Verfahren alle Knotentypen mit einschliellich 10 Kreuzun-
gen in der Minimalprojektion. Wie in Tabelle 5.1 dargestellt, existieren fiir die Kreuzungs-
zahl zehn 166, fiir die Kreuzungszahl elf jedoch bereits 552 verschiedene Knotentypen. Da
sich zeigte, dass fiir die untersuchten Kettenldngen komplexe Knoten selten sind, wurde
die Analyse daher auf den angegebenen Bereich beschrinkt. In der Tabelle sind die Kno-
ten bis zur Kreuzungszahl sechs bei Primknoten und sieben bei den Faktorknoten separat
aufgelistet und die komplexeren Typen zusammengefasst.

Man erkennt, dass bei den kurzkettigen Systeme nur wenige nicht-triviale Knoten auf-
treten. Mit steigender Kettenldnge treten zunehmend auch komplexere Knoten auf. Be-
trachtet man aber die Gesamtzahl der Maschen, die fiir alle Netzwerke im Bereich von
2000 bis 2500 liegt, liegt die deutliche Mehrheit der Maschen nach wie vor in Form einer
einfachen Schleife vor. Vergleicht man die Héiufigkeiten des Auftretens der nicht-trivialen
Knoten, so ist die Kleeblattschlinge der eindeutig dominierende Knotentyp.

Tragt man die Wahrscheinlichkeit, als Masche den trivialen Knoten zu erhalten, gegen
die Zahl der Monomere der Masche auf, so erhélt man das in Abbildung 6.1 dargestellte
Bild. Gezeigt sind Werte des Netzwerks N200, da dieses als einziges hinreichend lan-
ge Maschen fiir einen Vergleich mit den Daten der oben dargestellten Einzelkettensi-
mulationen anderer Gruppen erméglicht. Als Fitfunktion wurde das in Gleichung (6.1)
dargestellte Potenzgesetz von Michels et al. verwendet. Die Fitparameter fiir N200 sind
C = 0.977, 1 = 0.9996 und o = 0.0118. Man erkennt eine qualitative Ubereinstimmung
der Abhéngigkeit. Tatséchlich sind aber sowohl die Maschenldngen als auch die Zahl der
Maschen der Netzwerke aufgrund der derzeit verfiigbaren Rechnerleistung zu klein, um
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Netzwerke | 31 [ 41| 51| 52| 61| 62| 65 | > 7] 31#31 | 31444 |

N11 4, 0 0 0 O O O 0 0 0
N27 137 2000 0] 0] 0] 0 0 0 0
N38 451 2|1 0] 1] 0] 0] O 0 0 0
N8lent 138132 1| 6| 2| 3| 1 4 3 2
N81dis 31 00 0 0 0 0 O 0 0 0
N100 247 13211015 2| 3| 3| 14 3 )
N200 376 164 1251291010 3| 42 43 28
S11 1, 0] 0] 0] 0] O] O 0 0 0
S27 2t 1) 0] 0] 0] O O 0 0 0
538 471 4| 1| 0] 0] 0] O 2 0 0
S81lent 92116 5| 4| 4| 2| 1 3 1 2
S81dis 0 0y Oy O O O O 0 0 0
5100 142122 9|12} 2| 2| 0 9 2 6
5150 241 |41 (13|16 3| 7| 3| 31 9 9
5200 278 150 |15 |25 5| 4| 4| 31 13 15

Tabelle 6.1: Haufigkeit des Auftretens der einfachsten Prim- und Faktorknoten. Die Be-
zeichnungen ’ent’ bzw. 'dis’ bei den Netzwerken N81 und S81 bezeichnen den verschlauften
(entangled) bzw. den entschlauften (disentangled) Zustand des Netzwerks.

genaue quantitative Angaben fiir die Fitparameter machen zu kénnen. Mit den Simula-
tionsergebnissen wiren auch die exponentiellen Ansétze von Koniaris [93] oder Deguchi
[92] vertréglich.

Vergleicht man die Ergebnisse fiir endgruppenvernetzte und statistisch vernetzte Systeme,
so stellt man fest, dass die Zahl der entstehenden Knoten in letzterem Fall fiir alle Subket-
tenldngen signifikant unter der der endgruppenvernetzten liegt. Der Vernetzungsprozess
fiihrt in diesem Fall dazu, dass Vernetzer, die sich an einem Monomer der Ketten ange-
lagert haben, bevorzugt in der niheren rdumlichen Umgebung dieser Stelle ein weiteres
Mal vernetzen und sich daher viele kurze Maschen ausbilden, die topologisch dem trivialen
Knoten entsprechen. Der in Abb. 3.6 dargestellte Riickgang der mittleren Maschenlidnge
bedingt also die geringere Anzahl von Knoten.

Schliefllich ist in Abb. 6.2 die Wahrscheinlichkeit einer Masche, einen Knoten auszubilden,
gegen die (mittlere) Subkettenlinge fiir alle untersuchten Netzwerke aufgetragen. Die
Quadrate symbolisieren in diesem Bild die endgruppenvernetzten Systeme, wihrend die
Kreise die statistisch vernetzten Systeme darstellen. Man erkennt in beiden Fillen einen
linearen Anstieg der Wahrscheinlichkeit. Allerdings ist die Steigung im ersteren Fall um
den Faktor 1.5 grofler als die Steigung im letzteren Fall.
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Abbildung 6.1: Wahrscheinlichkeit der Bildung eines trivialen Knotens als Funktion der
Lange der Maschen des Netzwerks N200.

6.2 Verschlingungen

In den Tabellen 6.2 und 6.3 ist die Anzahl der Verschlingungen fiir alle untersuchten
Netzwerke in Abhéngigkeit von ihrem Verschlingungstyp angegeben. Die Bezeichnungen
entsprechen der Standardnotation der Knotentheorie. In Tabelle 6.2 sind die Ergebnisse
der in Abb. 5.1 dargestellten Primverschlingungen zusammengefasst, wihrend Tabelle 6.3
die Ergebnisse fiir die zusammengesetzten Verschlingungen zeigt. Bei diesen bezeichnet
die Notation z.B. 3; & 0; eine Hopf-Verschlingung 22, die die Komponenten 3; und 0;
besitzt.

Man erkennt, dass die Hopf-Verschlingung der dominierende Verschlingungstyp fiir alle
Netzwerke bis zur Subkettenldnge 100 ist. Gleichzeitig zeigt sich aber auch, dass deren
Zahl fiir die Netzwerke ab Kettenlinge 81 nicht mehr steigt, sondern leicht zuriickgeht.
In diesem Bereich beginnen bereits komplexere Verschlingungstypen - insbesondere die
zusammengesetzten Verschlingungen - eine wesentliche Rolle zu {ibernehmen. Dieses Ver-
halten wurde, wie erwéhnt, von Deguchi fiir Knoten bei Einzelkettensimulationen ebenfalls
festgestellt. Fiir das Netzwerk N200 liegen bereits ein Drittel der Maschen als nicht-triviale
Knoten vor. Die Wahrscheinlichkeit der Bildung komplexer Typen steigt allerdings deut-
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Abbildung 6.2: Wahrscheinlichkeit der Bildung nicht-trivialen Knotens als Funktion der
(mittleren) Subkettenlénge fiir alle untersuchten Netzwerke.

lich starker an als im Fall der nicht-trivialen Knoten.

Vergleicht man die Zahl der Entanglements zwischen den endgruppenvernetzten und den
statistisch vernetzten Systemen, so zeigt sich, dass der Unterschied in der Anzahl der
Entanglements bei gleicher Subkettenldnge noch stirker ausgeprigt ist als im Fall der
Knoten. Ursache dieses Verhaltens ist, dass die statistischen Netzwerke, wie in Abb. 3.6
dargestellt, viele sehr kurze Maschen ausbilden. Da in diesem Fall beide Maschen einen
geringeren Querschnitt besitzen, wirkt sich dieser doppelt auf die absolute Zahl der Entan-
glements aus.

Um aus den Tabellenwerten Aussagen iiber die Zahl der gebildeten Entanglements pro
Masche zu gewinnen, ist es notwendig, die Verwendungszahl einer Masche zu bestimmen.
Man betrachte dazu die in Abb. 6.3 dargestellte Verschlaufung. Die Kettenldnge aller
dargestellten Netzbdgen sei gleich. Das dargestellte System enthélt ein Entanglement
zwischen den Ketten 3 und 4. Die linke Komponente 148t sich auf drei unterschiedliche
Arten in zwei Maschen zerlegen, ndmlich in die Maschen aus den Bogen 1-2 und 1-3,
1-2 und 2-3 sowie 1-3 und 2-3. In den ersten beiden Zerlegungen findet man ein Entan-
glement, wihrend in letzteren Fall zwei Entanglements gezdhlt werden, da der Bogen 3
Bestandteil beider Maschen ist. Damit in diesem Fall keine Uberzihlung der Maschen
auftritt, ist ist notwendig, die Zahl der Entanglements mit der Zahl der Verwendungen
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| Netzwerke | 27| 42| 52| 62| 62| 63| 72| 8] 92]
N11 3779 76 47 0] o] 1 of o] o
N27 7439 | 339 63| 2 9] 4] 10| 1] 3
N38 13226 [ 1111 ] 160 | 56 | 32| 41| 63| 21| 11
N8lent 24422 | 3269 | 874 | 223 | 167 | 241 | 491 | 269 | 118
N81dis 9521 | 196 6] 0] 3] 1 1] o] o0
N100 20807 | 2992 | 885 | 236 | 249 [ 276 | 619 | 302 | 227
N200 20276 | 4148 | 1358 | 472 | 420 | 431 | 1317 | 702 | 763
S11 2811 54 5] 1] 1] 1 21 0] 0
S27 6826 | 354 36| 9| 6| 4] 22| 1| 4
S38 o171 | 629 | 114 | 32| 27| 24| 44| 16| 6
S81lent 15237 [ 2004 | 455 | 156 | 156 | 138 | 298 | 122 | 113
S81dis 5832 | 95 1] 1] 1] 1 1] o] o
S100 18209 | 2580 | 683 | 180 | 169 [ 193 | 479 | 190 | 218
S150 17772 [ 3083 | 942 | 271 | 267 | 308 | 854 | 399 | 384
S200 17393 | 3495 [ 1089 | 377 | 360 | 379 | 1158 | 644 | 471

Tabelle 6.2: Haufigkeit der einfachsten Primverschlingungen. Alle Verschlingungen mit
einer Kreuzungszahl bis zu neun in der minimalen Projektion konnten einem Typ zuge-
ordnet werden.

(Verwendungszahl) einer Kette in einer Masche der Zerlegung zu normieren. Aus diesem
Grund wurde fiir alle Ketten des Netzwerks ermittelt, wie oft sie Bestandteil einer Masche
der Zerlegung sind. Die mittlere Verwendungszahl ist in Tabelle 6.4 fiir die untersuchten
Netzwerke aufgelistet.

Man erkennt, dass fiir beide Netzwerktypen diese mit der (mittleren) Subkettenléinge
ansteigt. Vergleicht man die mittlere Zahl der Ketten pro Masche fiir die unimodalen
Netzwerke, so findet man [55], dass diese langsam mit der Ausgangskettenléinge ansteigt.
Aus diesem Grund sind im Mittel mehr Ketten in einer Masche, wodurch sich die Ver-
wendungszahl erhoht.

Im Fall der statistischen Netzwerke kommt ein weiterer Faktor hinzu. Der in Kapitel 3
dargestellte Algorithmus wihlt eine Maschenzerlegung, die kurze Maschen bevorzugt. Da
die Gesamtlinge einer Masche beim Einbau einer weiteren Kette bei langen Subketten
stiarker steigt als bei kurzen, werden bei den groflen Netzwerken die kurzen Ketten oft
als Bestandteil einer Masche verwendet. Aus diesem Grund steigt deren Verwendungszahl
an. Der Mechanismus ist anhand von Abbildung 3.5 in Kapitel 3 zu sehen. Bei S38 bildet
sich in der Anzahl der Maschen ein scharfer Peak bei sehr kurzen Maschen sowie eine
breitere Verteilung fiir langere Maschen aus. Um die Summe der Linge aller Maschen
zu minimieren, werden in diesem Fall die kurzen Maschen aus dem Peak sehr oft fiir die
Zerlegung verwendet, welches einem Anstieg der Verwendungszahl entspricht.
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Netzwerke || 3; & 0y | 41 & 01 [ 31 & 3, [ 31 & 4, | 5, & 0y | 6, & 0y | andere |

N11 9 0 0 0 0 0 0
N27 109 b} 0 0 6 0 0
N38 652 33 6 1 7 0 25
N8lent 3510 875 122 84 184 125 414
N81dis 20 0 0 0 0 0 1
N100 6435 797 316 233 574 229 793
N200 12762 2229 2457 1486 1833 687 2919
S11 7 0 0 0 0 0 0
S27 253 6 0 0 0 0 4
538 469 48 2 1 0 0 29
S8lent 1760 381 33 38 183 112 169
S81dis 0 0 0 0 0 0 0
5100 3618 959 147 233 295 71 474
5150 6577 1040 933 443 814 420 1497
5200 9067 1729 1020 976 1121 451 2107

Tabelle 6.3: Héufigkeit der einfachsten zusammengesetzten Verschlingungen. Alle Ver-
schlingungen mit einer Kreuzungszahl bis zu elf in der minimalen Projektion wurden
einem Typ zugeordnet.

Netzwerk N11 N27 N38 N81 N100 N200
Verwendungszahl | 2.70 2.90 2.98 3.18 3.23 3.44
Netzwerk S11 S27  S38 S81  S100 S150  S200
Verwendungszahl | 3.18 3.49 3.62 3.90 4.03 4.06 4.30

Tabelle 6.4: Mittlere Verwendungszahl der endgruppenvernetzten und statistisch vernetz-
ten Systeme.

Bei den endgruppenvernetzten Systemen ist eine Gewichtung der Ketten einer Masche
untereinander nicht erforderlich, da die Lénge der Subketten fiir alle gleich ist. Bei den
statistischen Systemen hingegen ist nicht nur die Zahl der Verwendungen, sondern auch
das Verhéltnis der Linge der Subketten einer Masche von Belang. Betrachtet man etwa
eine Masche aus einer sehr kurzen und einer sehr langen Kette, so ist es wahrscheinlich,
dass das Entanglement rdumlich an der langen Kette auftritt. Daher muss die Verwen-
dungszahl noch zusitzlich mit dem Anteil gewichtet werden, die diese Subkette an der
Masche hat.

Ein letzter Gesichtspunkt muss bei der Berechnung der Zahl der Entanglements pro Ma-
sche untersucht werden. Betrachtet man beispielsweise die in Abb. 5.1 dargestellte Ver-
schlingung 62, so besitzt diese sechs Kreuzungen. Im Fall der Hopf-Verschlingung mit zwei
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Abbildung 6.3: Einfache Verschlaufung als Beispiel zur Berechnung der Verwendungszahl.

Kreuzungen bildet sich ein Entanglement. Entsprechend kann man den sechs Kreuzungen
von 62 drei physikalische Vernetzungspunkte zuordnen. In dieser Gewichtung wiirden je
zwei Kreuzungen des Entanglements als ein physikalischer Netzpunkt gezihlt. Im Gegen-
satz dazu erhdlt man eine untere Abschitzung fiir die Zahl der Entanglements, indem
man annimmt, dass auch die hoheren Verschlaufungstypen nur einem physikalischen Ver-
netzungspunkt wie im Fall von 22 entsprechen.

In Abb. 6.4 ist die Zahl der physikalischen Netzpunkte pro Masche gegen den Gyrations-
radius der Maschen der Netzwerke N200 und S200 aufgetragen. Dargestellt ist die untere
Schranke fiir die Zahl der physikalischen Netzpunkte - pro Entanglement wurde nur ein
physikalischer Netzpunkt gezihlt. Die Abbildung zeigt, dass fiir den Bereich zwischen 25
und 65 Gittereinheiten deren Zahl in beiden Fillen linear mit dem Gyrationsradius der
Maschen steigt. Die Steigung ist im Fall von N200 allerdings um einen Faktor 1.6 gréfer.

Der Bereich mit Gyrationsradien kleiner als 25 zeigt einen schwicheren Anstieg. In die-
sem Bereich machen sich die rdumlichen Behinderungen bemerkbar, die aufgrund des
Eigenvolumens der Monomerwiirfel des Bond-Fluktuations-Algorithmus entstehen. Fiir
sehr kleine Maschen liefert der Algorithmus keine genauen Aussagen fiir die Zahl der
Entanglements.

Der gefundene lineare Zusammenhang erscheint fiir Maschen, deren Topologie noch im
Wesentlichen einen einfachen Ring 0; darstellt, einleuchtend. Fiir einen Random Walk,
welcher die Konformation der Ketten in einer dichten Schmelze gut beschreibt, wichst
der Gyrationsradius mit der Wurzel der Subkettenldnge. Da aber die von diesem Ring
eingeschlossene Fliche quadratisch mit dem Radius wéchst, ergibt sich in diesem Modell
ein linearer Zusammenhang in Ubereinstimmung mit dem Simulationsergebnis.

Trégt man fiir dieselben Netzwerke die Wahrscheinlichkeit, eine Verschlaufung zu bilden,
gegen den Abstand der Schwerpunkte ., der Maschen auf, so erhélt man das in Abb. 6.5
gezeigte Resultat. Der mittlere Gyrationsradius Rg der Maschen dieser Netzwerke betrigt
23.8 im Fall von S200 und 30.1 fiir N200. Das Abfallen der Wahrscheinlichkeit kann durch
die in Gleichung (5.2) vorgestellte Abhéngigkeit



KAPITEL 6. ERGEBNISSE ZUR TOPOLOGIE DER NETZWERKE 73

5 T T T I T I T I T

4,5— m N200 endgruppenvernetzt =
- ¢ S200 statistisch vernetzt .

zusatzliche topologische Netzpunkte

10 20 30 40 50 60 70
Gyrationsradius in Gittereinheiten

Abbildung 6.4: Anzahl der physikalischen Netzpunkte pro Masche fiir die Netzwerke N200
und S200 in Abhéngigkeit vom Gyrationsradius der Maschen.

F(r) ~ aexp (%%) . (6.4)

beschrieben werden. Die gefundenen Parameter o ~ 0.4 und R;, = 40 sind in guter
Ubereinstimmung mit den Werten von Everaers, der einen Wert von o ~ 0.6 fand und
dessen Verschlaufungsradius (linking radius) R; ebenfalls im Bereich des Gyrationsra-
dius lag. Man erhilt damit einen Ausdruck fiir die funktionale Abhéingigkeit der Wahr-
scheinlichkeit in Gleichung (1.31). Die Parameter der Fits konnen allerdings nur bedingt
miteinander verglichen werden, da Everaers nicht beriicksichtigt, dass die Maschenléingen
eines Netzwerks, wie in Abb. 3.6 gezeigt, eine Verteilung aufweisen, sondern diese als
konstant annehmen. Anhand des in Abbildung 6.5 dargestellten statistisch auswertbaren
Teil des Graphen kann man folgern, dass die Wahrscheinlichkeit fiir die Ausbildung ei-
nes Entanglements fiir r.,, < Ry in etwa konstant bleibt und fiir grélere Werte von r,,
deutlich abfillt. Ry stellt also ein Maf} fiir den Abstand der Maschen dar, ab dem die
Wabhrscheinlichkeit fiir die Ausbildung eines Entanglements zu fallen beginnt.

Die Zahl der zusétzlichen physikalischen Netzpunkte pro Masche ist in Abb. 6.6 gegen
die Subkettenléinge aller untersuchten Netzwerke aufgetragen. Man erkennt deutlich die
Differenz in der Zahl der Entanglements zwischen den statistisch vernetzten und den
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Abbildung 6.5: Wahrscheinlichkeit fiir die Ausbildung eines Entanglements zweier Ma-
schen in Abhéngigkeit von Abstand ihrer Schwerpunkte, dargestellt fiir die Netzwerke
N200 und S200.

endgruppenvernetzten Systemen. Erstere zeigen iiber den gesamten Bereich einen linearen
Anstieg mit der Kettenldnge, wihrend bei letzteren bis zu Subkettenlingen im Bereich
100 ebenfalls ein linearer Anstieg zu beobachten ist, der sich im weiteren Verlauf etwas
abflacht. Die Zahl der Entanglements ist im Fall der endgruppenvernetzten Systeme um
mehr als einen Faktor zwei héher als im statistischen Fall.

Desweiteren zeigt die Abbildung den Unterschied, der sich ergibt, wenn man die kom-
plexeren topologischen Entanglements entsprechend dem oben beschriebenen Verfahren
gewichtet. Die mit Kreisen bezeichneten Werte entsprechen den endgruppenvernetzten
Systemen mit dieser Gewichtung. Betrachtet man dieselben Systeme und nimmt nur eine
einfache Gewichtung der komplexen Entanglements vor, so erhilt man die durch Qua-
drate gekennzeichneten Werte. Ebenso geben die Rauten die gewichteten Punkte der
statistischen Netzwerke wieder, wihrend die Dreiecke jedes Entanglement nur als einen
physikalischen Netzpunkt zéhlen.

Der Unterschied aufgrund der Gewichtung ist bei den statistisch vernetzten Systemen
auch fiir grofle Subkettenlingen nicht stark ausgeprigt. Betrachtet man hingegen die
endgruppenvernetzten Systeme, so zeigt sich eine deutlich groflere Diskrepanz zwischen
beiden Auftragungen. Man erkennt, dass diese Systeme, wie oben dargestellt, aufgrund
ihrer ldngeren mittleren Maschenldnge deutlich mehr komplexe Entanglements ausbilden.
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Abbildung 6.6: Mittlere Anzahl von physikalischen Netzpunkten pro Masche in Abhéingig-
keit von der Subkettenlinge der Netzwerke. Gezeigt sind sowohl die gewichtete als auch
die ungewichtete Zahl der Netzpunkte.

Vergleicht man mit der vom Constraint-Junction Modell in Gleichung (1.23) getroffenen
Vorhersage eines Anstiegs mit der Wurzel aus der Kettenléinge, so kann dieser fiir die
statistischen Netzwerke nicht bestétigt werden, da sich aus den Simulationen eindeutig
ein linearer Zusammenhang ergibt. Betrachtet man die endgruppenvernetzten Systeme,
so zeigt der Verlauf der Fitfunktion, dass das Netzwerk N200 einen schwécheren Anstieg
zeigt, als es ein lineares Verhalten erwarten lassen wiirde - der Verlauf entspricht eher dem
Waurzelverhalten des Contraint-Junction-Modells. Die Griinde fiir dieses Verhalten sollen
kurz erldutert werden.

Bei allen Netzwerken mit einer Subkettenléinge bis zu 100 konnten mehr als 95% aller Ver-
schlingungen einem Knotentyp zugeordnet werden. Bei den grifleren Systemen gelang dies
bei etwa 30% der Entanglements nicht. Ein Grund fiir diesen Umstand liegt darin, dass
die Verschlaufungen im Netzwerk nicht in ihrer minimalen Projektion vorliegen, sondern
wesentlich mehr Kreuzungen k aufweisen. Mit verschiedenen Algorithmen zur Reduktion
[55] konnte diese Zahl erheblich verringert werden. Da die Zahl der Rechenoperationen
zur Bestimmung des Homfly-Polynoms aber mit O(2%) ansteigt, zeigte sich, dass eine
Projektion mit mehr als 40 Kreuzungen nicht mehr auszuwerten war. Fiir die Netzwerke
N200 und S200 lagen etwa 10% der Entanglements mit einer Kreuzungszahl grofer als 40
vor und wurden daher nicht in die Analyse einbezogen, da sich jeder Verschlingungstyp —
auch der unverschlungene Typ 07 — fiir diese Maschenpaare ergeben kénnte.
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Fiir die verbleibenden 20% der Entanglements, denen kein Typ zugeordnet werden konn-
te, ist ein weiterer Faktor verantwortlich. Die Referenztabelle fiir die Homfly-Polynome
wurde nur fiir Primverschlingungen bis zur Kreuzungszahl neun und zusammengesetzte
Verschlingungen bis zur Kreuzungszahl elf in der minimalen Projektion aufgestellt, da
die Zahl der topologischen Typen bei komplexen Verschlaufungen deutlich ansteigt. Alle
Entanglements mit héherem Typ wurden keinem Verschlingungstyp zugeordnet. Weist
man beispielsweise allen restlichen Verschlingungen den Kreuzungstyp 102 zu, erhalten
diese verbleibenden 20% eine fiinffache Gewichtung in der Anzahl der gebildeten Entan-
glements. Daher #ndert sich die Zahl der Entanglements pro Masche zu etwa sieben pro
Masche fiir N200 und zu etwa vier fiir S200. Da diese Zahl aber nur ex negativo gewonnen
werden konnte, wurden auch diese Entanglements von der Analyse ausgenommen. Aus
diesem Grund stellen die Zahlen fiir N200 und S200 in Abb. 6.6 eine untere Schranke
dar - es ist anzunehmen, dass das Abflachen des Graphen fiir N200 auf diesen Umstand
zuriickzufiihren ist und sich auch in diesem Fall ein linearer Anstieg ergibt.

Vergleicht man abschlieend die Zahl der physikalischen Netzpunkte mit denen der che-
mischen Netzpunkte, so ergibt sich folgendes Bild. Die Zahl der chemischen Vernetzer
liegt fiir alle Netzwerke im Bereich von 2500. Da die Zahl der Maschen der Netzwerke im
Bereich von 2000 lag, sind in einem Netzwerk mit etwa 1.25 physikalischen Netzpunkten
pro Masche in etwa die gleiche Anzahl von chemischen und physikalischen Netzpunkten
vorhanden. Entnimmt man Abb. 6.6 die Subkettenlénge, die einer Zahl von 1.25 Entan-
glements pro Masche entspricht, so ergibt sich, dass dies einem endgruppenvernetzten
System einer Kettenldnge 60 bzw. einem statistischen Netzwerk der Subkettenldnge 150
entspricht - der Einflufl beider Arten von Netzpunkten wére fiir diese also gleich grof.

Die Abschitzung beruht auf der Annahme, dass alle physikalischen Netzpunkte bei einem
Quellungs- oder Deformationsprozess aktiv sind. Dies wird in der Realitét nicht der Fall
sein, da gegenseitige Abschirmungseffekte zwischen chemischen Vernetzungsstellen und
den Verschlaufungen zu erwarten sind.

Um iiber das Verhéltnis der aktiven physikalischen Netzpunkten zu den chemischen Netz-
punkten quantitative Aussagen zu erhalten, wurden Quellungsexperimente an den Netz-
werken N81, S81 und S200 durchgefiihrt. Diese Simulationen sollen im folgenden Kapitel
beschrieben werden.



Kapitel 7

Simulationen zur Quellung von
Netzwerken

7.1 Theoretische Modelle

Die Frage, welchen Beitrag Entanglements zum Quellungsverhalten polymerer Netzwerke
liefern, wird in der Forschung bis heute kontrovers diskutiert [97].

Die Annahme, dass diese bei der Dynamik des Netzwerks das selbe Verhalten aufweisen
wie chemische Vernetzungsstellen, konnte durch Nicolai et al. [98] mit Hilfe dielektri-
scher Spektroskopie gezeigt werden. Sie verglichen die Dynamik der Entanglements einer
Schmelze aus Poly(oxypropylen) (POP), welches ein Dipolmoment parallel zum Riickgrat
der Kette besitzt, mit der Dynamik der kovalent gebundenen Vernetzer des endgruppen-
vernetzten Systems. Es zeigte sich ein identisches dynamisches Verhalten in beiden Fillen.
Die Entanglements miissen daher zur Beschreibung polymerer Netzwerke als gleichberech-
tigt zu den chemischen Vernetzern angesehen werden.

Das erste und bis heute diskutierte theoretische Modell zur Beschreibung der Quellung
stammt von Flory und Rehner [99, 100]. Sie berechneten die freie Energie bei der Quellung
als Summe eines Beitrags durch die Mischung von Polymer und Lésungsmittel und eines
Beitrags, bedingt durch die als affin angenommene Quellung Gaufy’scher linearer entropi-
scher Federn, die lediglich durch die chemischen Vernetzungsstellen verbunden sind und
deren Verhalten unabhiingig von der Konzentration der Ketten ist. Sie erhielten einen
Ausdruck der Form

(L= 6,) + 0y 4303 = 50 i (% - 01, )

der als Flory-Rehner-Gleichung bezeichnet wird. Die Parameter der Gleichung sind der
Volumenanteil des Polymers ¢,, der Wechselwirkungsparameter x zwischen Losungsmittel
und Polymer, die Dichte des Polymer p, das molare Volumen des Lésungsmittels V7, sowie

7
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die relative Molekiilmasse zwischen zwei Vernetzungsstellen M,.. Betrachtet man ein idea-
les endgruppenvernetztes Netzwerk, so sollte die Netzbogendichte v = p/M,. exakt der
Anzahldichte der Ausgangsketten des Netzwerks entsprechen, da jede Kette genau einer
Gaufy’schen Feder entspricht. Fiir hochgequollene Systeme ist die in dieser Abschiitzung
verwendete affine Netzwerktheorie zur Beschreibung eher ungeeignet, da die Wechselwir-
kungen der Ketten untereinander gering sein sollten. Eine realistische Abschiatzung erhélt
man mit dem analogen Ausdruck, der mit Hilfe des Phantom-Netzwerk-Modells abgeleitet
wird:

In(1 — ¢p) + ¢ + X¢12) =-(v—p-Vi- ¢11)/3 (7.2)

wobei u die Molzahl der Netzpunkte pro Volumen im Netzwerk angibt.

Eine weitere wichtige Theorie zur Quellung, die ¢*-Theorie von de Gennes [101], ver-
sucht eine Abschitzung durch den Vergleich mit einer halbverdiinnten Polymerlésung.
Die Theorie nimmt an, dass die Konzentration des gequollenen Systems zu der Konzen-
tration c¢* proportional ist, die eine Polymerlosung einnimmt, wenn die Ketten nicht mehr
unabhéngig voneinander sind, sondern beginnen, sich zu iiberlappen. Die Ketten werden
in diesem Bild durch Blobs dargestellt, in denen die Ketten sich frei bewegen und die sich
nur an den Vernetzungspunkten beriihren wie in Abbildung 7.1 dargestellt ist.

/ \J

Abbildung 7.1: Schematische Darstellung der Struktur eines gequollenen Netzwerks im
Bild der ¢*-Theorie von de Gennes.

Beiden Theorien ist gemeinsam, dass in einem endgruppenvernetzten System die Netzbo-
genliange gleich der Ausgangskettenlénge ist. Die Tatsache, dass Entanglements die Netz-
bogenlénge verkiirzen, wird ignoriert, es wird vielmehr angefiihrt, dass die Entanglements
lediglich die Fluktuationen der Ketten einschréinken [102, 103].

Diese Argumentation wird von mehreren Autoren bestritten. Experimentelle Arbeiten
zur Quellung von PDMS-Netzwerken [104]-[107] weisen darauf hin, dass deren Quellungs-
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verhalten nicht befriedigend mit den klassischen Theorien beschrieben werden kann, son-
dern dass die zusétzlichen Netzpunkte, die durch Entanglements entstehen, wesentlich das
Quellungsverhalten beeinflussen. Patel [105] verglich beispielsweise den Elastizitétsmodul
von langkettigen PDMS-Netzwerken mit der Vorhersage des affinen Netzwerkmodells und
fand, dass dieses Modell den Modul um einen Faktor 10 unterschétzt.

Numerische Untersuchungen zur Struktur von endgruppenvernetzten Netzwerken wurden
von Duering et al. durchgefiihrt [108]. Er simulierte Systeme mit Kettenléingen zwischen
N =12 und 100. Er fand, dass der Modul fiir kleine Kettenldngen befriedigend mit dem
Phantom-Netzwerkmodell beschrieben werden kann. Andererseits zeigten die Netzwerke
mit N = 100 einen Modul, der um einen Faktor 1.9 iiber dem des affinen Netzwerkmodells
lag. Er benutzte die Definition von Kremer [28], der eine Entanglementlinge N, mit
N, =~ 35 definiert, bei der die Dynamik der Polymerketten vom Phantom-Netzwerkmodell
abweicht. Duering fand, dass etwa 2.2 Entanglementlingen notwendig sind, damit der
Beitrag der Entanglements dem Einfluss der chemischen Vernetzer vergleichbar ist.

Die Simulationen sollen zeigen, ob der Einfluss der Entanglements auch fiir die hier mo-
dellierten Netzwerke nachgewiesen werden kann.

7.2 Implementation

Die im vorigen Kapitel vorgenommene Bestimmung der Zahl der Entanglements sagte
einen deutlichen Einfluss auf das Quellungsverhalten bei Netzwerken mit Kettenléngen
grofer als etwa 150 voraus. In diesem Kapitel sollen daher Simulationen zur Quellung
von polymeren Netzwerken durchgefiihrt werden. Ziel der Simulationen ist es, zu ermit-
teln, welcher Anteil dieser Entanglements sich als aktive Netzpunkte im Quellungsprozess
nachweisen lésst.

Wie in Kapitel 2 beschrieben, wurde die Simulation bis zum Ende des Vernetzungspro-
zesses durch den Einschluss in der Simulationsbox bei einer Belegungsdichte von ¢ =~ 0.6
durchgefiihrt. Dieser Zustand wird im Folgenden als “vernetzt” bezeichnet. Bei Quellungs-
experimenten diffundiert Losungsmittel in das Polymer und bewirkt, dass die Wechsel-
wirkungen der Ketten untereinander abgeschirmt werden. Desweiteren werden temporére
Verhakungen des Netzwerks gelost, so dass die Ketten durch den entropischen Druck hin
zur Gleichgewichtskonformation expandieren.

Dieser Expansion stehen zwei Effekte gegeniiber. Zum einen bewirken die chemischen
Vernetzer, dass das Netzwerk seine topologische Struktur behélt. Andererseits wirken die
im letzten Kapitel analysierten Entanglements ebenfalls der Expansion entgegen, da die
Ketten sich nicht gegenseitig durchdringen kénnen. Im Gegensatz zum Experiment ist
es aber in Simulationen moglich, die Selbstdurchdringung der Ketten zuzulassen. Dies
geschieht durch die Erweiterung des in Kapitel 2 dargestellten Bondvektorsatzes.

Die Erweiterung erfolgt durch Hinzufiigen der Bondvektoren
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2 2
Buen =P+ | 2 [UPL]| 2 (7.3)
0 2

zu dem gegebenen Satz. Py bezeichne dabei erneut die Menge aller Permutationen und
Vorzeichenkombinationen der angegebenen Vektoren. Man erhilt insgesamt 128 Vekto-
ren. In diesem neuen Vektorsatz konnen sich zwei Ketten durchdringen, ohne dass es zu
Mehrfachbelegungen der Gitterplédtze kommt.

In der Simulation wird das Losungsmittel durch die leeren Gitterpliatze der Simulations-
box modelliert. Das Netzwerk wird dazu in einer wesentlich grofleren Box platziert, so
dass die Ketten auch im gequollenen Zustand keinen Kontakt mit der Wand haben. Die
freien Gitterpldtze der neuen Box diffundieren in das Netzwerk ein und bewirken eine
Quellung bis zu einem ersten Gleichgewichtszustand. Nachdem der Quellgrad in diesem
im Folgenden als “verschlauft” bezeichneten Zustand ermittelt worden ist, werden die
Bondvektoren B, hinzugefiigt, so dass sich die Ketten durchdringen kénnen. Der Quel-
lungsprozess startet erneut, da die topologischen Behinderungen aufgehoben sind und das
Netzwerk nun dem Phantomnetzwerk-Modell entspricht. Erneut wird ein im Folgenden
als “entschlauft” bezeichneter Zustand erreicht. Das Verhiltnis der Quellgrade wird als
MaS$ fiir den Einfluss der topologischen Behinderungen benutzt.

7.3 Ergebnisse

Wie im letzten Abschnitt beschrieben, wurde das Netzwerk einem Quellungsexperiment
unterworfen und anschliefend dessen Ausdehnung gemessen. Als Mafl wurde die Ausdeh-
nung iiber die x-, y- und z-Richtung sowie {iber mehrere zeitlich voneinander getrennte
Konfigurationen gemittelt und anschliefend die Zahl der belegten Gitterplitze relativ zur
Zahl im vernetzten, ungequollenen Zustand iiber der Ausdehnung aufgetragen.

Das Ergebnis ist fiir ein endgruppenvernetztes System der Subkettenléinge 81 in Abb. 7.2
dargestellt. Die innerste Kurve zeigt das Netzwerk in der Simulationsbox, in der es
wiahrend des Vernetzungsprozesses eingeschlossen war, um eine Belegungsdichte von 0.6
zu gewéhrleisten. Die mittlere Kurve stellt die Ausdehnung dar, die einem realen System
entsprechen wiirde, in dem sowohl die chemischen Netzpunkte als auch die Entangle-
ments die Expansion behindern. Die duflere Kurve zeigt die Expansion, die das Netzwerk
durchfiihrt, wenn durch den erweiterten Bondvektorsatz eine Durchdringung der Ketten
ermoglicht wird und nur die chemischen Netzpunkte die Quellung einschrinken. Als Maf}
fiir die Expansion wurde der Wendepunkt der Kurven in der abfallenden Flanke gewé&hlt.
Die Punkte auflerhalb dieses Bereichs wurden als fluktuierender Rand des Netzwerks nicht
zur Ausdehnung gezihlt. Vergleicht man die Ausdehnung des Netzwerks zwischen dem
vernetzten Stadium (innerste Kurve) und dem gequollen-verschlauften Stadium (mittlere
Kurve), so ergibt sich ein Verhéltnis von 1.95. Nach dem Erlauben der Kettendurch-
dringung quillt das Netzwerk um einen zusétzlichen Faktor 1.12, verglichen mit dem
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Abbildung 7.2: Profil des endgruppenvernetzten Netzwerks N81 im vernetzten, verschlauf-
ten und entschlauften Zustand.

verschlauften Zustand. Die gesamte Ausdehnung zwischen dem entschlauften und dem
vernetzten Stadium betrigt 2.18.

Die Werte zeigen, dass fiir ein Netzwerk dieser Ausgangskettenldnge die chemischen Ver-
netzer deutlich stirker den Quellungsprozess beeinflussen als die Entanglements, wobei
deren Beitrag nicht vernachléssigbar ist.

In Abb. 7.3 sind die Ergebnisse fiir das Netzwerk S81 mit gleicher mittlerer Subkettenléinge
gezeigt. Wie im ersten Fall erkennt man innen die Ausdehnung im vernetzten Zustand, in
dem mittleren Profil den gequollenen, aber noch verschlauften Zustand und im &ufleren
Profil den entschlauften Zustand. Bildet man erneut das Verhiltnis der Ausdehnungen
und vergleicht mit den Ergebnissen fiir das endgruppenvernetzte System, so erhilt man
ein iiberraschendes Resultat. Das Verhiltnis zwischen dem gequollen-verschlauften und
dem vernetzten Zustand betrdgt 1.76, das Verhiltnis zwischen dem entschlauften und
dem verschlauften Zustand 1.27 und das zwischen dem entschlauften und dem vernetzten
Zustand 2.24.

Das Ergebnis zeigt, dass das statistisch vernetzte System stirker in seiner Quellung be-
hindert wird als das endgruppenvernetzte System. Dies ist insofern erstaunlich, als man
in Abb. 6.6 erkennt, dass die Zahl der Entanglements pro Masche bei N81 etwa zwei
betriagt, wihrend diese bei S81 nur bei etwa 0.7 liegt. Die fast dreimal gréflere Zahl von
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Abbildung 7.3: Profil des statistisch versetzten Netzwerks S81 im vernetzten, verschlauften
und entschlauften Zustand.

Entanglements bei N81 sollte also auch zu einer stirkeren Einschriankung der Quellung
fithren. Tatséchlich ist aber das Gegenteil der Fall.

Eine Erkdrung dieses Verhaltens kann anhand von Abb. 7.4 gegeben werden. Die Abbil-
dung zeigt die Verteilung der Maschen in den Netzwerken N81 und S81 in Analogie zu
Abb. 3.6. Man erkennt einen groflen Anteil von sehr kurzen Maschen im Fall von S81.
Man kann daher annehmen, dass in diesem Fall Inhomogenititen im Netzwerk entstehen,
da sich lokale Cluster von sehr kurzen Ketten ausbilden. Diese kurzen Maschen formen
wenige enge Entanglements, so dass sich deren Struktur bei der Quellung kaum aufweiten
kann. Zwischen diesen Bereichen existieren stark verschlaufte Bereiche, die von den lan-
gen Maschen von S81 herriihren. Im Fall der Quellung ohne Selbstdurchdringung quellen
diese aufgrund der Entanglements ebenfalls nur in geringem Mafe.

Erlaubt man die Selbstdurchdringung, so 16sen sich die engen Entanglements der lokalen
Cluster und bewirken ein Nachquellen der mit diesen verbundenen Maschen. Zusétzlich
16sen aber die stark verschlauften Bereiche zwischen den lokalen Clustern ihre Verschlau-
fungen auf und bewirken ein deutliches Nachquellen, das den grofleren Quellgrad von S81
im entschlauften Zustand im Vergleich zu N81 erklart. Die lokale Struktur der Netzwerke
wirkt sich also stirker auf das Quellungsverhalten aus als die durchschnittliche Zahl der
Entanglements.
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Abbildung 7.4: Verteilung der Maschenldngen fiir die Netzwerke N81 und S81.

Betrachtet man die in den Tabellen 6.2 und 6.3 angegebene Zahl der Entanglements, die
trotz der erlaubten Selbstdurchdringung auch im entschlauften Zustand zu detektieren
sind, so stellt man fest, dass sich sowohl fiir N81 also auch fiir S81 72% der Entanglements
gelost haben, wihrend 28% im Netzwerk erhalten blieben. Diese 28% konnen also als eine
Untergrenze angesehen werden, welcher Anteil der Entanglements durch die chemischen
Vernetzer und andere Entanglements abgeschirmt wird. Da dieser Anteil aber fiir beide
Arten von Netzwerken gleich ist, kann unterschiedlich starke Abschirmung fiir den oben
beschriebenen Effekt nicht verantwortlich sein.

SchlieBlich soll durch den Vergleich der Ergebnisse zur Quellung von 581 und 5200 noch
eine Aussage beziiglich der Anderung des Verhéltnisses zwischen chemischen und physi-
kalischen Vernetzern bei unterschiedlichen Subkettenlingen gewonnen werden.

In Abb. 7.5 ist das Quellungsexperiment fiir das Netzwerk S200 dargestellt. Die Verhalt-
nisse der Ausdehnungen &dndern sich im Vergleich zu S81 deutlich: Das Verhiltnis zwi-
schen dem verschlauften und dem vernetzten Zustand betragt nur noch 1.6, wihrend das
Verhéltnis zwischen dem entschlauften und dem verschlauften Zustand auf 1.51 ansteigt.
Zwischen dem entschlauften und dem vernetzten Zustand steigt der Wert auf 2.42.

Das Ergebnis entspricht einem deutlich gestiegenen Einfluss der physikalischen gegeniiber
den chemischen Netzpunkten. Das Weiterquellen nach dem Ermoglichen der Kettendurch-
dringung ist etwa gleich stark wie die Expansion zwischen vernetztem und verschlauftem
Zustand. Da diese Ergebnisse fiir ein Netzwerk gewonnen wurden, das in der Natur einem
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Abbildung 7.5: Profil des statistisch versetzten Netzwerks S200 im vernetzten, verschlauf-
ten und entschlauften Zustand.

stramm vernetzten Gummi entspricht, zeigt die Simulation, dass die Zahl der aktiven phy-
sikalischen Netzpunkte die Zahl der chemischen Netzpunkte bei den in der Anwendung
iiblichen Gummis deutlich iibersteigt.

Das Ergebnis wird durch Messungen von Kawamura et al. [109] bestétigt, die Rontgen-
untersuchungen an gequollenen PDMS-Netzwerken durchfiihrten. Das Zahlenmittel M,
des Molekulargewichts der Polymere variierte dabei zwischen 2850 und 184 000, also iiber
einen sehr weiten Bereich. Sie fanden, dass schon fiir Ausgangsketten mit M,, ~ 20000 die
Struktur der Netzwerke durch die physikalischen Netzpunkte dominiert wird. Da dieser
Bereich in etwa einer Kettenldnge von 300 Monomeren entspricht, zeigt sich eine sehr
gute Ubereinstimmung, da die in den Simulationen verwendeten Kuhnschen Segmente
mehreren Monomeren einer realen Ketten entsprechen.

Die Resultate konnen ebenfalls mit den oben dargestellten Ergebnissen von Duering ver-
glichen werden. Er fand einen vergleichbaren Einfluss von chemischen und topologischen
Netzpunkten fiir Kettenlingen mit N ~ 100, welches angesichts der unterschiedlichen
Simulations- und Auswertemethoden eine gute Ubereinstimmung dargestellt.

Wie in Kapitel 1 dargestellt wurde, beschreiben die klassischen Theorien zur Quellung
und Deformation von Netzwerken Entanglements lediglich durch einen Parameter wie der
Flory-Nummer. Anhand der dargestellten Ergebnisse zeigt sich, dass dieses Vorgehen fiir
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endgruppenvernetzte Systeme, die eine vergleichsweise homogene Verteilung der Vernetzer
besitzen, eine brauchbare Niherung darstellt. Versucht man das Verfahren jedoch auf
statistisch vernetzte Systeme anzuwenden, die ja den weitaus grofiten Teil der in der
Industrie eingesetzten Gummis darstellen, und die auch hiufig zum Test der theoretischen
Modelle benutzt werden, so muss der Aussagewert dieses Parameters stark bezweifelt
werden. Er kann zwar empirisch die Stéirke des Beitrags der Entanglements beschreiben,
eine tatsdchliche Aussage iiber deren Zahl ist mit diesen theoretischen Modellen nicht
moglich.



Kapitel 8

Simulationen zur Deformation

Der in den bisherigen Kapiteln verwendete Algorithmus erlaubt lediglich die Simulation
athermischer, also rein entropischer Vorgéinge. Bei endlichen Temperaturen treten jedoch
inter- und intramolekulare Krifte auf, die bei der Simulation der Deformation des Netz-
werks Beriicksichtigung finden sollen. Die Frage, welche Rolle diese sogenannten energeti-
sche Beitrage beim Deformationsverhalten von polymeren Netzwerke spielen, ist bis heute
nicht abschliefend geklért.

Die klassischen statistischen Theorien zur Deformation von Netzwerken beschreiben diese
ausschlieBlich durch strukturelle und entropische Effekte. Vergleicht man das Ergebnis
mit experimentellen Ergebnissen von schwefelvernetztem Naturkautschuk, so erhélt man
das in Abb. 8.1 gezeigte Bild [25]. Dargestellt ist die Spannung iiber dem Dehngrad .
Wie in Kapitel 1 dargestellt, konnen diese Theorien, deren Verlauf durch die durchgezo-
gene Linie symbolisiert wird, die experimentellen Ergebnisse gut reproduzieren, allerdings
tritt fiir kleine Deformationen ein Unterschéitzen der Spannung auf, wie man in der Ab-
bildung erkennen kann. Eine mogliche Erklarung fiir diese Diskrepanz liegt darin, dass
der Einfluss intermolekularer Wechselwirkungen, also der van-der-Waals-Anziehung der
Ketten, in diesen Modellen vernachléssigt wird. Die Simulation erméglicht es, das sel-
be Zug-Dehnungsexperiment mit und ohne Beriicksichtigung dieses festkorperelastischen
Beitrags durchzufithren. Ein Vergleich sollte Hinweise darauf geben, ob die Uberhéhung
der Spannung in diesem Bereich auf energetische Effekte zuriickzufiihren sein kann.

8.1 Implementation der Wechselwirkung

Beschrieben wird die van-der-Waals-Wechselwirkung iiblicherweise durch eine empirische
Néherung, das Lennard-Jones Potential V7, ;. Es ist gegeben durch
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Abbildung 8.1: Vergleich der klassischen Theorien zur Dehnung polymerer Netzwerke
(durchgezogene Linie) mit den mit Kreisen markierten Messpunkten.

mit dem Abstand r;; der Atome ¢ und j, dem Gleichgewichsabstand 7o und dem Parameter
¢ zur Normierung der Energie.

Die Umsetzung des Metropolis-Algorithmus bedingt, dass vor jedem Sprung die potenti-
elle Energie des Monomers vor und nach dem Sprung in einem bestimmten Umfeld des
Monomers berechnet wird, und die sich ergebende Energiedifferenz 6 H in Gleichung (2.9)
eingesetzt wird. Der Algorithmus muss also mit Hilfe von Vektoren zu den benachbarten
Gitterplédtzen die Potentiallandschaft méglichst genau abrastern. Da dieses Verfahren den
Algorithmus deutlich verlangsamt, wurden in der Literatur verschiedene Vereinfachun-
gen des Potentials diskutiert. Hiufig wird der attraktive Teil des Potentials durch eine
Stufenfunktion

a @ r<rnr

Ves(r) = { B 0 sonst (8.2)
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mit den Anpassparametern 7, und « angenihert, wihrend der repulsive Anteil durch
die Selbstvermeidung der Ketten simuliert wird. Zusétzlich wird in Gitteralgorithmen die
Wechselwirkung hiufig nur entlang ausgewihlter Richtungen beriicksichtigt. So zeichnen
beispielsweise Baschnagel et al. [110], die ebenfalls den Bond-Fluktuations-Algorithmus
verwenden, den Bondvektorsatz P.[3,0,0] energetisch gegeniiber allen anderen aus, um
die Erstarrung von Schmelzen beim Glasiibergang zu simulieren. Die Beschriankung auf
sechs bevorzugte Richtungen bewirkt eine deutliche Reduzierung des Rechenaufwands, es
ist allerdings fraglich, ob diese Vereinfachung nicht zu einer artifiziellen Strukturierung
der Schmelze fiihrt.

Lay et al. [111] verwenden ebenfalls den Bond-Fluktuations-Algorithmus, betrachten die
Wechselwirkung aber mit allen Vektoren bis zu einem Monomerabstand von /6. Die
Anzahl der zu betrachtenden Vektoren steigt gegeniiber Baschnagel damit auf 24. Bei
ihren Simulationen von AB-Diblock-Copolymerschmelzen und Netzwerken wird lediglich
eine repulsive Wechselwirkung zwischen den Monomerarten A und B betrachtet. Auch
Piitz [54] und Kopf [112] betrachten ausschlielich den repulsiven Teil der van-der-Waals-
Wechselwirkung, um die Selbstvermeidung bei MD-Simulationen zu ermoglichen. Hapke
et al. [113] sowie Yamamoto [114] verwenden zur Simulation von polymeren Einzelketten
das gesamte Lennard-Jones-Potential, fiihren allerdings einen cut-off Radius von r = 2.5
zur Begrenzung der Rechenzeit ein.

Im Rahmen dieser Arbeit wird das Abrastern der Umgebung in Form des Vektorsatzes

2 2 2 2 3 2
B=P+| 0 |UPL| 1 [UPL| 1 |[UPL]| 2 |UPL]| 0O JUPL]| 2
0 0 1 1 0 0

in die Simulation eingebaut. Dieser Vektorsatz entspricht allen Gittervektoren mit einer
Liange kleiner oder gleich drei Gittereinheiten. Als Parameter werden € = 1 und ry = 1.1a
mit ¢ als Einheit des Gitters angenommen. Diese Werte erwiesen sich bei Simulationen
zum Verhalten von Polymerschmelzen bei endlicher Temperatur als gut geeignet, die phy-
sikalischen Vorgénge zu beschreiben [115, 116]. Im Gegensatz zu der Arbeit von Lay et al.
[111], die zur Modellierung lediglich 24 Vektoren zulassen, ergibt die hier vorgenommene
Wabhl einen Satz von 96 moglichen Vektoren.

Die Temperatur 7' der Simulation wird durch Angabe der dimensionslosen und auf die
Energieeinheit ¢ normierten Parameters

€

be =17

(8.3)

festgelegt. Ohne Einschrinkung kann ¢ = 1 gewéhlt werden. Die Bestimmung eines ge-
eigneten Wertes fiir § wird im folgenden Abschnitt beschrieben.
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8.2 Bestimmung der inversen Temperatur 3

Die thermischen Simulationen zur Deformation polymerer Netzwerke sollen die Bedin-
gungen nachstellen, die bei Raumtemperatur herrschen. Betrachtet man sehr hohe Tem-
peraturen, so ist die thermische Energie der Monomere wesentlich héher als die Ener-
gieabsenkung durch die van-der-Waals-Wechselwirkung. Diese ist daher im sogenannten
athermischen Grenzfall zu vernachlissigen. Bei niedrigen Temperaturen werden die Ket-
ten durch die Anziehung eingefroren - das Polymer geht in den Glaszustand iiber.

Es gilt in der Literatur als etabliert, dass Gummi bei Raumtemperatur seinen thermody-
namischen Inversionspunkt bei etwa 10% Dehnung besitzt [25]. Dies bedeutet, dass das
Polymer bei Raumtemperatur gegeniiber dem athermalen Zustand um etwa 10% kompri-
miert ist. Bei einem Dehngrad von A ~ 1.1 kompensiert sich die Dehnung gerade mit der
Kompression durch die van-der-Waals-Wechselwirkung. Um einen realistischen Wert fiir
B zu erhalten, wurde analog zu den im letzten Kapitel beschriebenen Simulationen zur
Quellung die Ausdehnung des Netzwerks bei verschiedenen Temperaturen untersucht.

Da die Deformationsexperimente an statistischen Systemen durchgefiihrt werden sollten,
wurde représentativ das Netzwerk S81 untersucht. Die Kettenldnge 81 wurde als Kompro-
miss zwischen maximaler Kettenldnge und der notwendigen Rechenzeit gewéhlt, da die
Einbindung der van-der-Waals-Wechselwirkung die Simulationsdauer etwa um den Faktor
drei verlédngert. Ausgangspunkt ist wiederum der Zustand, in dem das Netzwerk vernetzt
in den Simulationskubus eingeschlossen ist. Wie in Kapitel 7 wurde das System in ei-
ner deutlich groferen Simulationsbox platziert. In diesem Fall wurde aber das Netzwerk
bei fiinf verschiedenen Temperaturen relaxiert, die den Werten 5 = 0.0,0.1,0.15,0.2 und
B = 0.3 entsprechen. Der Wert 8 = 0.0 entspricht dem athermalen Grenzfall. Simulatio-
nen von Wittkop und Hélzl [115, 116] zeigten, dass fiir Schmelzen ein Glasiibergang im
Bereich von 0.2 < 8 < 0.3 zu erwarten ist.

Das Ergebnis der Simulation ist in Abb. 8.2 dargestellt. Aufgetragen ist die relative Beset-
zungszahl gegen die Ausdehnung des Netzwerks. Die Kurve fiir § = 0.0 ist identisch mit
der Kurve des verschlauften Zustandes in Abb. 7.3. Man erkennt, dass mit steigendem [
der entropische Druck gegeniiber der Anziehung der Ketten mehr und mehr an Wirkung
verliert. Fiir 8 = 0.3 existiert keine Ausdehnung gegeniiber der Schmelze, das Netzwerk
ist zum Glas erstarrt. Fiir diesen Wert erkennt man die Bildung eines deutlich dichter
gepackten dufleren Bereichs. Verantwortlich dafiir ist die Endlichkeit der Ausdehnung des
Netzwerks. Die Monomere im Inneren des Kubus erfahren von allen Seiten eine etwa gleich
starke anziehende Kraft, konnen sich also relativ frei bewegen. Geraten sie jedoch an den
Rand, so ist diese Symmetrie aufgehoben, und sie spiiren lediglich die starke riickhaltende
Kraft, die die Ausdehnung unterbindet.

Mit Hilfe des experimentellen Ergebnisses fiir den thermodynamischen Inversionspunkt
kann der Wert fiir 3, der in der Simulation verwendet wird, geeicht werden. Vergleich man
die Ausdehnung des Profils mit § = 0.0 mit dem fiir § = 0.1, so zeigt sich, dass dieses
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Abbildung 8.2: Profile der Ausdehnung des Netzwerks S81 fiir unterschiedliche Tempera-
turen.

eine Kontraktion von 13% erfahren hat. Simulationen mit 5 = 0.1 geben also den experi-
mentell gefundenen thermodynamischen Inversionspunkt gut wieder. Aus diesem Grund
wurden die Simulationen zur Deformation fiir 8 = 0.0 und 8 = 0.1 durchgefiihrt, um den
Unterschied im Deformationsverhalten zwischen dem athermalen Grenzfall, in dem nur
die Entropie riicktreibend wirkt, und der Dehnung bei Raumtemperatur zu ermitteln.

8.3 Theorien zum elastischen Beitrag bei der Defor-
mation

Die Frage, in welcher Form die energetische Kraft f. zur experimentell gemessenen Kraft
f bei der Deformation beitréigt, ist bis heute in der Literatur umstritten. Dass ein solcher
Beitrag existiert, ist allgemein akzeptiert, Dissens besteht aber insbesondere bei der Frage,
ob im Verhéltnis f./f der Beitrige die van-der-Waals-Wechselwirkung zu vernachlissigen
ist.

Ausgangspunkt einer thermodynamischen Beschreibung einer uniaxialen Deformation [25]
ist der erste Hauptsatz:
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dU = 6Q + 6W (8.4)

Kombiniert man diesen mit dem zweiten Hauptsatz fiir einen reversiblen Prozess:

TdS = §Q, (8.5)

so erhalt man

dU = TdS + W. (8.6)

In einer ersten Ndherung wird in dem System vorausgesetzt, dass sich das Volumen des
Netzwerks bei der Deformation nicht dndert, die Beziehung

SW = fdl — pdV (8.7)

sich also zu
oW = fdi (8.8)

mit der Liange [ der Probe in Deformationsrichtung vereinfacht.
Betrachtet man die Anderung der freien Energie F = U — T'S bei konstanter Temperatur
dF =dU —TdS (8.9)

und setzt Gl. (8.6) in diese ein, ergibt sich

dF = §W, (8.10)

die Anderung der freien Energie in einem isothermen reversiblen Prozess ist also gleich
der Arbeit, die am System geleistet wird.

Die Kraft f ist in in dieser Ndherung also gegeben durch

ow oF
(), - (&), &1

Setzt man (8.9) in diese Gleichung ein, so ldsst sich die Kraft in einen energetischen Anteil
fe und einen entropischen Anteil f, separieren:

OF oU oS
f= (ﬁ)w - (g)” - (W)nv' (8:12)

~ N\ J/
~~

fe fe
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Bildet man das totale Differential der freien Energie

dF = dU — TdS — SdT (8.13)

und setzt die Gleichungen (8.6) und (8.8) in diese Beziehung ein, so erhélt man

dF = fdl — SdT. (8.14)
Partielle Differentiation ergibt
oF oF
—) =f (5] =-S 1
(), =5 (), 519
Setzt man dies in die Maxwell-Relation
0 <8F ) 0 <8F )
— (= = — [ = (8.16)
ol \oT LV or \ ol TV
ein, erhilt man
<@> . (ﬁ) . (8.17)
o )y o),y
Setzt man schliellich dies in (8.12) ein, so ergibt sich
ou of
Je= (—) =f-T (—) : (8.18)
ol TV or LV

Das Verhéltnis f./f ldsst sich in der kompakten Form

fe_ o lwllv (8.19)

f orT

schreiben.

Gleichung (8.18) basiert ausschlieBlich auf thermodynamischen Uberlegungen und bens-
tigt keine Modellannahmen fiir das thermodynamische Potential, das die Deformation
beschreibt.

Flory stellte 1969 das Rotational-Isomeric-State-Modell vor [117], in dem er versuchte,
den energetischen Beitrag zur Riickstellkraft auf Anderungen der Verteilungen der Ket-
tenkonformationen auf die trans-, gauche- und cis-Lagen des Rotationspotentials einer
Polymerkette zuriickzufiihren. Flory postuliert in diesem Modell, dass sich die van-der-
Waals-Energie der Ketten bei der Deformation nicht &ndert. Die van-der-Waals-Anziehung
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der Ketten darf also in diesem Modell keinen Beitrag zur riicktreibenden Kraft bei der
Deformation leisten.

Bei Deformationen unter Volumenkonstanz ergibt sich in diesem Modell fiir den energe-
tischen Anteil die einfache Beziehung

(5), e
v,\r

mit dem mittleren quadratischen Kettenendenabstand (r?)o im undeformierten Zustand.
Durch die temperaturabhingigen Anderung der Wahrscheinlichkeiten, mit denen die La-
gen des Rotationspotentials eingenommen werden, ergeben sich Anderungen in (r?)q,
die fiir jedes Polymer aufgrund von Messungen des Potentialverlaufs angegeben werden
kénnen.

Die in dieser Herleitung angenommene Volumenkonstanz der Messungen ist bei realen
Experimenten nur mit grofien Aufwand zu realisieren [118]. Aus diesem Grund werden
Messungen zumeist bei konstantem Druck durchgefiihrt. In diesem Fall benétigt man
jedoch ein thermodynamisches Potential zur Herleitung der entsprechenden Beziehung.
Flory benutzte den in Gleichung (1.14) angegebenen Ausdruck fiir die freie Energie im
Phantom-Netzwerk-Modell und erhielt so fiir den energetischen Anteil [119]

fe _ dIn(r?), 29T
(?)M =T tTvtaoe (8:21)

mit dem thermischen Ausdehnungskoeffizienten ¢ = (1/V)(0V/0T),.

Fiir grofie Dehngrade gehen die Resultate fiir konstanten Druck und konstantes Volumen
ineinander iiber und betragen etwa 10% der gesamten riicktreibenden Kraft f. Der Wert
fiir den energetischen Anteil ist in diesem Fall konstant und hingt im Wesentlichen davon
ab, ob die trans-Lage, die bei hochversteckten Polymeren mit hoher Wahrscheinlichkeit
angenommen wird, energetisch héher oder niedriger als die gauche-Lage ist, die bei einem
unverstreckten Polymerknduel mit groferer Wahrscheinlichkeit angenommen wird.

Messungen mit Polyethylen bestétigen diese Tendenz [23]. Die trans-Lage ist bei diesem
Polymer energetisch gegeniiber der gauche-Lage begiinstigt, so dass sich fiir grofle A ein
negativer Beitrag fiir f./f ergibt - der energetische Beitrag unterstiitzt also die Expansion
des Polymers.

Betrachtet man andererseits Messungen, die den energetischen Anteil der Zug-Dehnungs-
kurve bei verschiedenen Temperaturen bestimmen, so zeigt sich ein deutlicher Wider-
spruch des Modells zum Experiment [120]. Wihrend das Flory-Modell eine Verringerung
des energetischen Anteils mit sinkender Temperatur voraussagt, zeigt das Experiment im
Gegensatz dazu einen deutlichen Anstieg. Dieses Verhalten deutet darauf hin, dass die
van-der-Waals-Wechselwirkung, deren Beitrag bei geringen Temperaturen steigen sollte,
nicht zu vernachléssigen ist.
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Mit Hilfe von Simulationen zur Dehnung von Polymeren soll untersucht werden, ob die
van-der-Waals-Wechselwirkung einen signifikanten Beitrag zu f, liefern kann. Die Simu-
lationen werden ohne Beriicksichtigung der Rotationspotentiale eines realen Polymers
durchgefiihrt, so dass kein Beitrag aufgrund der Rotationsisomeren vorhanden ist. Insbe-
sondere soll geklart werden, ob das Flory’sche Paradigma der Dehnungsunabhéngigkeit
des Beitrags der van-der-Waals-Wechselwirkung bestétigt oder widerlegt werden kann.

8.4 Modellierung der Deformation

Abbildung 8.3: Prinzipskizze fiir die Modellierung der Deformation im Simulationsalgo-
rithmus.

Das Konzept fiir die Modellierung der Deformation ist in Abbildung 8.3 schematisch
dargestellt. Die Deformation wird durch das Angreifen von Kriften an Monomere in der
Grenzschicht (Bereich II) realisiert. Die Krifte ziehen die Probe auf beiden Seiten nach
auflen und deformieren somit auch den inneren Teil des Netzwerks (Bereich I). Verwirklicht
wurde dies durch masselose, durchdringbare Federn, die an der Simulationsbox befestigt
sind und variable Ruheléngen besitzen. Das mit der Feder : der Ruhelénge /; o verkniipfte
harmonische Potential ist gegeben durch

V(lyy oo ) =

o [2

i(li —lip)? (8.22)

mit der Federkonstante 7, die so gew#hlt wird, dass ein genaues Ausmessen der Zug-
Dehnungskurve ermoglicht wird. Ein Deformationsschritt entspricht dann der Verschie-
bung der Federn um eine bestimmte Zahl an Gittereinheiten in Deformationsrichtung. Bei
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der Frage nach Akzeptanz oder Ablehnung des Sprungversuchs eines Monomers muss nun
zusitzlich zur van-der-Waals-Wechselwirkung das Federpotential im Metropoliskriterium
beriicksichtigt werden:

0H = AE]L.] + AE1federa (823)

wobei
AFEyp;: Differenz der van-der-Waals-Energie vor und nach dem méglichen Sprung,
AFE{eger: Differenz der Federenergie vor und nach dem méglichen Sprung.

Der Probe wird anschlieflend Zeit zur Relaxation ins Gleichgewicht gegeben, bevor der
nédchste Dehnschritt vorgenommen wird. Um die Kraft bei einem gegebenem Deforma-
tionsgrad A zu ermitteln, wird der Potentialnullpunkt der Federn auf diesen Dehngrad
gesetzt. Die energetische und entropischen Kraft versucht das Netzwerk gegen dieses Po-
tential in deren Potentialminimum zu bringen. Die dafiir aufgewendete Kraft wird jeweils
mit und ohne Beriicksichtigung der van-der-Waals-Wechselwirkung bestimmt. Auf diese
Weise konnen sukzessive Wertepaare der Spannung-Dehnungsrelation ermittelt werden.

8.5 Ergebnisse

Im Rahmen dieser Arbeit wurde das System S11 aus statistisch vernetzten Ketten einer
mittleren Subkettenldnge von 11 Monomeren im Bereich zwischen A = 1 und A = 2.7 ge-
dehnt und die riicktreibende Kraft mit und ohne van-der-Waals-Wechselwirkung ermittelt.
Das Ergebnis ist in Abb. 8.4 dargestellt. Sie zeigt die Kraft als Funktion des Dehngrades.
Die mit Quadraten gekennzeichnete Kurve gibt den Verlauf unter Beriicksichtigung der
van-der-Waals-Wechselwirkung an, wihrend der mit Kreisen gezeichnete Verlauf den rein
entropischen Anteil wiedergibt. Die Kurve kann in drei Bereiche untergliedert werden. Im
ersten Bereich 1 < A\ < 1.2 zeigt die obere Kurve einen deutlichen Anstieg mit dem Dehn-
grad. Die untere Kurve weist zunéchst Werte kleiner Null auf und besitzt bei A ~ 1.1 einen
Nulldurchgang. Diese Verhalten zeigt, dass im Anfangsbereich die entropische Kraft das
System expandieren will. Der Grund dafiir ist, dass das System in diesem Bereich durch
die van-der-Waals-Anziehung eine Ausdehnung besitzt, die kleiner ist, als es dem entropi-
schen Gleichgewicht entspricht. Die Wahl von 5 = 0.1 im letzten Kapitel wird also durch
das Resultat bei der Deformation bestétigt. Die genaue Auswertung mit Hilfe von Abb.
8.6 zeigt ein Simulationsergebnis von A = 1.09 im Vergleich zum experimentellen Ergebnis
von A = 1.07 fiir Naturkautschuk.

Im zweiten Bereich 1.2 < A < 2.2 zeigen beide Kurven einen annihernd linearen Anstieg.
Die Steigung der Gesamtkraft ist allerdings etwas schwicher als die der entropischen
Kraft, so dass sich beide in diesem Bereich annahern.

Im dritten Bereich 2.2 < A < 2.7 zeigen beiden Kurven einen geringen Abstand un-
abhéngig vom Dehngrad. Die Steigung beider Kurven steigt in diesem Bereich deutlich an.
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Abbildung 8.4: Simulation der Zug-Dehnungskurve des statistisch vernetzten Systems
S11 mit einer mittleren Subkettenlinge von 11 Monomeren. Die mit Quadraten markierte
Kurve zeigt den Verlauf der riicktreibenden Kraft unter Einschluss der van-der-Waals-
Wechselwirkung, die mit Kreisen markierte Kurve den entropischen Anteils der Kraft.
Die Kraft ist in willkiirlichen Einheiten angegeben.

Die Ketten nihern sich der Vollstreckung an, so dass ein weiteres Dehnen des Netzwerks
nur durch grofie Umlagerungen méoglich und daher mit einer groflen Kraft verbunden ist.
In der Theorie wird dieser Bereich iiblicherweise durch das Inverse der Langevin-Funktion

1
L =cothz — - (8.24)

beschrieben.
Gleichung (1.17) des affinen Netzwerkmodells wird in folgender Weise erweitert:

NkgT A ey (1

mit Z als der Zahl der Monomere pro Kette eines unimodal-endgruppenvernetzten Sy-
stems. Die inverse Langevin-Funktion kann in eine Reihe entwickelt werden:

9 297
z) = A T 8.26
L7 (z) =3z + T (8.26)
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Betrachtet man nur die ersten beiden Terme der Entwicklung, so ergibt sich die Gleichung

1 3 1
= NkgT A——) ° Nk T-Z()\3——> 8.27
o =Nks ( ) T N (8.27)
Der erste Term ist gleich dem Neo-Hookeschen Gesetz (1.17), wihrend der zweite das
Ansteigen der Kurve fiir grofle Dehngrade beschreibt.

Der Verlauf der Zug-Dehnungskurve ohne Beriicksichtigung der van-der-Waals-Wechsel-
wirkung wurde mit dieser Funktion angepasst. Man erkennt, dass der Verlauf mit die-
ser Funktion gut zu beschreiben ist. Eine quantitative Anpassung der Kurvenparameter
wiirde allerdings voraussetzen, dass Simulationsmethoden verwendet werden, die poly-
merspezifische Eigenschaften beinhalten. Dies ist im verwendeten Algorithmus noch nicht
realisiert. Deutlich erkennbar ist aber, dass die van-der-Waals-Wechselwirkung nur im
dritten Bereich einen vernachlédssigbaren Beitrag zeigt.
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Abbildung 8.5: Vergroflerte Darstellung des Bereichs 1 < A < 1.8 der Zug-Dehnungskurve.
Zusatzlich ist in dieser Abbildung der energetische Anteil der Kraft durch Kreuze darge-
stellt.

In Abbildung 8.5 ist der Bereich 1 < A < 1.8 herausvergréflert. Zusétzlich ist in dieser
Graphik die energetische Kraft eingezeichnet. Um diese zu erhalten, wurde die Differenz
der beiden Kurven von Abb. 8.4 gebildet. Da man zu diesem Zweck die Differenz zweier
grofler Zahlen bildet und daher der statistische Fehler grof ist, kann fiir diese Kurve keine
Vorhersage fiir die exakte Form, sondern lediglich fiir die Tendenz angegeben werden.
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Man erkennt, dass der Einfluss fiir sehr kleine Dehngrade am groéfiten ist, und fiir grofie
Dehnungen kontinuierlich auf vernachldssighare Werte absinkt.

4 T I T I T I T I T T
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Abbildung 8.6: Darstellung des Quotienten aus energetischer Kraft und Gesamtkraft.
Die energetische Kraft bildet bis zu Werten von A & 1.5 einen signifikanten Beitrag zur
Gesamtkraft.

Klar erkennbar ist der Einfluss dieser Kraft, wenn man das Verhéltnis zwischen energeti-
scher Kraft und Gesamtkraft gegen den Dehngrad auftriagt. Dies ist in Abb. 8.6 dargestellt.
Da im Flory’schen Modell der energetische Beitrag ausschliefllich aufgrund der Rotations-
isomeren zustande kommt, und dieser Beitrag in der Simulation gleich Null ist, sollte sich
in dieser Abbildung eine Nulllinie zeigen. Im Gegensatz dazu erkennt man aber, dass fiir
kleine Deformationen 1 < A < 1.2 der van-der-Waals-Beitrag das Deformationsverhalten
dominiert. Erst fiir Deformationen ab einem Wert von A &~ 1.5 kann dieser vernachléssigt
und der energetische Beitrag durch die Anderung der Verteilung der Rotationsisomeren
erklart werden.

Das Verhéltnis beider Beitrige kann kann direkt mit dem Experiment verglichen werden.
In Abb. 8.7 ist der von Hofmann [120] fiir Messungen an Styrol-Butadien-Kautschuk
(SBR) gefundene Verlauf wiedergegeben. In dieser Graphik ist der energetische Anteil
der Spannung o, gegen die Gesamtspannung o aufgetragen. Man erhilt die Spannung
durch die Normierung der Kraft f auf den Flicheninhalt der Fliche, an der die Kraft
senkrecht angreift. Man erkennt auch hier die Dominanz der energetischen Kraft fiir kleine
Dehngrade sowie den starken Abfall mit steigendem Dehngrad. Fiir SBR wird in der
Literatur mehrheitlich die Ansicht vertreten, dass die gestreckte Konformation energetisch
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Abbildung 8.7: Dehnungskalorimetrische Messung des Quotienten aus dem energetischen
Beitrag der Spannung und der Gesamtspannung fiir Messungen an SBR mit 15.4 Vol%
RuB bei -20°C.

gegeniiber der Knauelkonformation leicht bevorzugt ist. Das Absinken von o, unter Null
fiir A > 1.5 kann daher mit Hilfe des Rotationsisomerenmodells erklirt werden.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Simulationsergebnisse in deutlicher Wei-
se dem Flory’schen Postulat der Dehnungsunabhéngigkeit der van-der-Waals-Wechselwir-
kung widersprechen. Fiir kleine Dehngrade stellen diese den dominierenden Beitrag zur
riicktreibenden Kraft bei der Deformation dar. Erst fiir Dehngrade A > 1.5 ist deren Ein-
fluss vernachléssigbar, so dass das Flory’sche Rotationsisomerenmodell zur Anwendung
kommen kann.



Kapitel 9

Zusammenfassung

Die Arbeit untersuchte die Struktur von polymeren Netzwerken sowie den Einfluss von
topologischen und energetischen Eigenschaften auf deren Quellungs- und Deformations-
verhalten. Zunéchst wurden die wichtigsten Theorien zur Deformation von Polymeren
vorgestellt. Es zeigte sich, dass in diesen versucht wird, die komplexe Topologie der Netz-
werke durch empirische Parameter zu beschreiben. Eine Zuordnung dieser Parameter zu
strukturellen Groflen der Netzwerke gelingt dabei nur bedingt. Einander widersprechende
Modellannahmen beschreiben die Zug-Dehnungskurve eines Gummis mit vergleichbarer
Prézision. In allen Modellen werden dehnungsabhéngige energetische Beitrige zur Defor-
mation vernachléssigt.

Aus diesem Grund wurden mit Hilfe des Bond-Fluktuations-Algorithmus endgruppen-
vernetzte sowie statistisch vernetzte Polymere im Computer generiert, um detaillierte
Informationen iiber deren Struktur zu erhalten. Aufgrund des grofien Rechenzeitsauf-
wandes ergab sich die Notwendigkeit, den Algorithmus auf verschiedene Architekturen
anzupassen. Es wurden Implementationen fiir Vektorrechner und fiir Parallelrechner mit
verteiltem sowie mit gemeinsamen Hauptspeicher entworfen und programmiert.

Zur Auswertung wurden Algorithmen programmiert, mit denen das Netzwerk in Maschen
zerlegt und hinsichtlich der Entanglements charakterisiert werden konnte. Die Zerlegung
erfolgte durch Abbildung des Netzwerks auf einen gewichteten Graph, fiir dessen Gewich-
tung Kriterien ermittelt wurden, um die Zerlegung so zu optimieren, dass die Summe der
Maschenléngen minimiert wurde.

Um Einflussgrofien auf die Maschenléngenverteilung der Netzwerke besser abschétzen zu
konnen, wurde ein mathematisch-statistischer Algorithmus entwickelt, der allein aufgrund
von Wahrscheinlichkeiten fiir die Bildung einer Masche in einer zufilligen Topologie Aus-
sagen iiber die Auswirkungen von Simulationsparametern wie dem Vernetzungsgrad, der
Ausgangskettenlinge oder der Dichte der Schmelze ermdglicht, ohne zeitaufwéindige Si-
mulationen durchfiihren zu miissen.

Zur Charakterisierung der Maschen und ihrer Entanglements wurden die Maschen des
Netzwerks mit Hilfe der Knotentheorie einem topologischen Knotentyp bzw. alle Paare
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von Maschen einem Verschlaufungstyp zugeordnet. Zu diesem Zweck wurde ein Algorith-
mus entwickelt, der das Alexander- und das Homfly-Polynom der Verschlaufung ermittelt.
Aufgrund dieser Zuordnung konnte die Zahl der Entanglements der Netzwerke mit grofer
Genauigkeit angegeben werden. Es zeigte sich, dass die Wahrscheinlichkeit, dass eine Ma-
sche einen nicht-trivialen Knoten ausbildet, linear mit der Subkettenléinge ansteigt. Die
Bestimmung der Entanglements zeigte deutliche Unterschiede zwischen den statistisch
vernetzten und den endgruppenvernetzten Systemen. Fiir beide konnte ein linearer An-
stieg der Zahl der Verschlaufungen pro Masche festgestellt werden, die Steigung im Fall
der endgruppenvernetzten Systeme lag jedoch deutlich hoher - es bildeten sich in diesem
Fall mehr als doppelt so viele Entanglements pro Masche.

Vergleicht man die Zahl der chemischen mit den physikalischen Netzpunkten, so sagt die
topologische Analyse voraus, dass fiir Netzwerke mit einer Subkettenldnge von etwa 100
Monomeren ein signifikanter Einfluss der Entanglements auf das Quellungs- und Defor-
mationsverhalten sichtbar sein sollte.

Diese Voraussage wurde im folgenden Kapitel iiberpriift. Es wurden Quellungsexperimente
an Netzwerken mit einer (mittleren) Subkettenldnge von 81 bzw. 200 Monomeren durch-
gefiithrt. Eine Erweiterung des Vektorsatzes im Bond-Fluktuations-Algorithmus erlaubte,
dass der Anteil der aktiven Entanglements am Quellgrad mit und ohne Selbstdurchdrin-
gung der Ketten abgelesen werden konnte. Die Ergebnisse zeigten, dass fiir Netzwerke
mit Subkettenlinge 81 die chemischen Netzpunkte die Quellung dominieren, wéhrend bei
dem statistischen Netzwerk mit mittlerer Subkettenlinge 200 beide Anteile bereits in et-
wa gleich sind. Der Vergleich zwischen endgruppenvernetzten und statistisch vernetzten
Systemen zeigte, dass letztere zwar weniger Entanglements aufweisen, die induzierten In-
homogenitdten in der Struktur das Quellungverhalten aber stirker beeinflussen als die
absolute Zahl der Entanglements.

Schliefllich wurde der Einfluss der van-der-Waals-Wechselwirkung auf den Deformati-
onsprozess untersucht. Anhand von Simulationen zur Beweglichkeit der Ketten bei ver-
schiedenen Temperaturen wurde diese so angepasst, dass sie einem Gummi oberhalb des
Glaspunktes entsprach. Mit dieser Eichung wurden Simulationen zur Deformation eines
statistischen Netzwerk mit der mittleren Subkettenlinge 11 durchgefiihrt. Der Vergleich
der Ergebnisse fiir die Zug-Dehnungskurve mit und ohne Beriicksichtigung der van-der-
Waals-Wechselwirkung zeigte einen wesentlichen Beitrag des energetischen Anteils zur
Deformation fiir kleine Dehngrade 1 < A < 1.5. Fiir groBe Dehnungen sinkt dieser auf
vernachlissigbare Werte ab.

Die Ergebnisse zur Deformation stehen in Widerspruch zum Flory’schen Theorie, in der
die van-der-Waals-Wechselwirkung keinen Beitrag zur riicktreibenden Kraft leistet. Fiir
kleine Dehngrade stellt diese sogar den dominierenden Anteil dar. Erst fiir grofle Dehn-
grade kann dieser Anteil vernachlassigt werden, so dass die Flory’sche Theorie in diesem
Bereich als anwendbar angesehen werden kann.
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