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Vorwort

In den Lehrbtichern der Algebra, die heute tblicherweise benutzt werden — als besonders
einflufireich seien genannt die Biicher von van der Waerden [vdW], Jacobson [JBA] und
Lang [LaA] — wird reelle Algebra erst in spaten Kapiteln und dann in sehr bescheidenem
Umfang dargeboten (bei Jacobson ist es etwas mehr). Das grofie Lehrwerk Lléments de
Mathématique von Bourbaki zeigt ein dhnliches Bild: In seinem Buch Algebre kann man
immerhin ein kurzes Kapitel (Chap. 6, Groupes et corps ordonnés) der reellen Algebra
zurechnen. Hingegen wird der kommutativen Algebra ein eigenes Buch mit inzwischen
neun Kapiteln gewidmet, wobei Bourbaki durchaus im elementaren Teil der Theorie
verbleibt, nach seinen und heutigen Maflstiben nur das fiir eine Grundlegung unbedingt
Notwendige zur Sprache bringt.

Dementsprechend scheinen heute nicht allzu viele Algebraiker die reelle Algebra tber-
haupt als eigenen Zweig der Algebra wahrzunehmen. Das ist nicht immer so gewesen.
Im neunzehnten Jahrhundert erlebte die relle Algebra eine Zeit der Blite. Die Lehre von
den reellen Nullstellen eines reellen Polynoms in einer Variablen stand wahrend dieses
ganzen Jahrhunderts im Zentrum des algebraischen Interesses und war ein unverzichtbarer
Bestandteil jeder hoheren mathematischen Ausbildung.

Davon legt noch das grofie dreibandige Lehrbuch der Algebra von Heinrich Weber [W]
Zeugnis ab. Obwohl Weber in seiner Forschung vorwiegend an Zahlentheorie, insbesondere
komplexer Multiplikation und Klassenkérpertheorie, interessiert war und hierauf sein
Lehrbuch vornehmlich ausrichtete, widmete er doch gleich im ersten Band weit iiber
hundert Seiten den reellen Nullstellen reeller Polynome.

In unserem Jahrhundert ist ein drastischer Abfall des Interesses an reeller Algebra zu
verzeichnen. Dieser Trend scheint sich erst seit Ende der siebziger Jahre zu andern. Dies
ist. umso erstaunlicher, als die wesentlichen Keime einer modernen reellen Algebra, wie
wir sie heute verstehen, bereits aile in zwei Arbeiten von Artin und Schreier aus den
zwanziger Jahren ([AS], [A]) vorhanden sind.

Was also ist reelle Algebra? Wir versuchen jetzt nicht, eine formale Definition dieses
Gebietes zu geben — was schwierig ware —, sondern antworten lieber mit einer Analogie,
welche die reelle Algebra in Parallele zur kommutativen Algebra setzt. Man darfl die
kommutative Algebra als den Teil der Algebra ansehen, der die fur die algebraische
Geometrie (vornehmlich in ihrer modernen abstrakten Auspragung) typisch wichtigen
algebraischen Grundlagen enthalt; und algebraische Geometrie ist letztlich die Lehre
von den Ldésungsmengen von Systemen polynomialer Gleichungen (F(z1,...,2,) = 0)
und Nichtgleichungen (F(z1,...,2,) # 0). Dementsprechend stellt die reelle Algebra
algebraische Methoden bereit, die als Werkzeug typisch sind fur die reelle algebraische
Geometrie, insbesondere die semialgebraische Geometrie. Letztere ist die Lehre von
den Losungsmengen von Systemen polynomialer Ungleichungen (F(zy,...,2,) > 0 oder
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F(z1,...,z,) > 0), wobei als Koeffizientenbereich klassisch der Kérper der reellen Zahlen,
allgemeiner ein angeordneter Korper zugrunde gelegt wird.

Diese Analogie macht plausibel, warum in unserem Jahrhundert bisher ein so viel
starkeres Interesse an kommutativer als an reeller Algebra zu verzeichnen war. Dic
algebraische Geometrie hat ja im zwanzigsten Jahrhundert einen kontinuierlichen und
schlieBlich triumphalen Aufschwung genommen, wihrend reelle algebraische Geometrie
nur isoliert und dann meist mit transzendenten Methoden betrieben wurde. Somit war
von der geometrischen Seite her liber viele Jahrzehute kein Motor vorhanden, der die
reelle Algebra hitte vorantreiben kénnen.

Erst 1987 ist tiberhaupt ein erstes Lehrbuch [BCR] iiber reelle algebraische Geometrie
erschienen. Wir verweisen auf den letzten Abschnitt der Einleitung dieses verdienstvollen
Werkes [loc.cit., p. 4f], in dem die Autoren Bedenkenswertes iiber den merkwiirdigen
Dornroschenschlaf der reellen algebraischen Geometrie (soweit sie mit algebraischen Me-
thoden betrieben wurde) mitteilen.

Inzwischen ist dieser Schlaf einer lebhaften Entwicklung gewichen. Als wichtigstes
auslosendes Moment hierfir sehen wir die Einfihrung — oder besser: Entdeckung —
des reellen Spektrums Sper A eines kommutativen Ringes A durch Michel Coste und
Marie-Francoise Roy um das Jahr 1979 an.

Man darf Sper A in Analogie zu dem von Grothendieck eingefiihrten Zariski-Spektrum
Spec A sehen. Der Begriff des Zariski-Spektrums ist bekanntlich der Schliissel zu Grothen-
diecks abstrakter algebraischer Geometrie. Ebenso ist der Begriff des reellen Spektrums
der Schliissel zu einer abstrakten semialgebraischen Geometrie. (Ein Unterschied: Im Ge-
gensatz zu Spec A scheint Sper A (mindestens) zwei wichtige Strukturgarben zu tragen,
die von Coste und Roy eingefiihrte Garbe der abstrakten Nash-Funktionen [R] und die
von G. Brumfiel und N. Schwartz eingefihrte Garbe der abstrakten semialgebraischen

Funktionen [Bru3], [Schwl], [Schw2].)

Reelle Algebra tut not, um die jingsten Entwicklungen in der reellen algebraischen
Geometrie zu verstehen und der in der Zukunft zu erwartenden intellektuellen Herausfor-
derung auf diesem Gebiet gewachsen zu sein. Damit kommen wir zu der Zielsetzung des
vorliegenden Buches.

Unser Buch geht von zwei Einsichten aus: Reelle Algebra ist ein in ihren Grundlagen
weitgehend autonomer Zweig der Algebra mit fir diesen Zweig spezifischen Methoden.
Diese Grundlagen kénnen schon bei Vorliegen einiger Standard-Kenntnisse aus der li-
nearen Algebra, der Gruppen-, Kérper- und Ringtheorie, etwa im Umfang einer heute
tblichen einsemestrigen Algebra-Vorlesung, mit Erfolg gelehrt werden.

Genauer unterscheiden wir zwischen einer elementaren und einer héheren reellen Alge-
bra. Erstere kann ohne besondere Vorkenntnisse entwickelt und mit Nutzen in der reellen
algebraischen Geometrie angewendet werden. Letztere benutzt ernstlich Mittel aus ande-
ren Zweigen der Mathematik, insbesondere reelle algebraische Geometrie, kommutative
Algebra, algebraische Geometrie, Modelltheorie und Theorie der quadratischen Formen,
aber gelegentlich auch algebraische Topologie, reelle Analysis, komplexe Analysis. (Man
kann die Liste sicher verlingern.) Eine analoge Unterscheidung kann man bei der kom-
mutativen Algebra treffen. Dabei ist eine Abgrenzung zwischen ,elementar® und ,hoher®
auf beiden Gebieten nicht vollig objektiv méglich, sondern dem persénlichen Standpunkt
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und Geschmack unterworfen. Auflerdem, je hoher es hinaufgeht, um so flieBender und

willktirlicher wird die Grenze von beiden Arten der Algebra zu den entsprechenden Geo-
metrien.

Unser Buch ist der in obigem Sinne elementaren reellen Algebra gewidmet. Liin weiteres
Buch [HRA] iiber hohere reelle Algebra ist geplant. Im jetzigen Buch kommen wir
tatsachlich mit Vorkenntnissen in dem oben angedeuteten Umfang aus. Wir hétten
durch Hinzufigen von weiteren zwanzig bis dreiflig Seiten die Voraussetzungen weiter
herunterschrauben konnen und zum Beispiel alles, was an kommutativer Algebra und
Theorie der quadratischen Formen gebraucht wird, hier auch entwickeln kénnen. Ein
Ehrgeiz in dieser Richtung schien uns aber nicht mehr sinnvoll zu sein. Wir vermuten,
dafB ein Student, der sich fur reelle Algebra interessiert, ohnehin die in dem jetzigen Buche
notigen Voraussetzungen fast alle mitbringt und das Wenige, was ihm zuféllig fehlen mag,
leicht anderswo findet.

Auf ein Spezifikum der reellen Algebra sei besonders hingewiesen: Die grofie Rolle, die
hier allgemeine (= Krullsche) Bewertungsringe spielen. In den meisten Teilen der kom-
mutativen Algebra werden Bewertungsringe, die nicht diskret sind, nur als Hilfsmittel
angesehen, auf das man oft auch verzichten kann. Hingegen sind allgemeine Bewertungs-
ringe in der reellen Algebra ein durchweg natiirlicher und sogar zentraler Begriff. Der
Grund ist, da jeder konvexe Teilring eines angeordneten Korpers ein Bewertungsring
ist, aber nur in seltenen Fallen ein diskreter Bewertungsring. Dies hat schon Krull in
der Einleitung zu seiner Pionier-Arbeit ,Allgemeine Bewertungstheorie® [Kr] festgestellt.
(Vorgeformt, noch ohne den Begriff des Bewertungsringes, findet man es bei Artin und
Schreier [AS, p. 95].) Krull erkennt auch in der Theorie der angeordneten Kérper ein
wichtiges Anwendungsfeld der allgemeinen Bewertungstheorie, widmet den angeordneten

Kérpern aber dann doch nur einen - allerdings inhaltsreichen — Abschnitt’seiner grofien
Arbeit [Kr, §12].

Unser Buch ist in drei Kapitel gegliedert. Das erste Kapitel enthélt, neben der Artin-
Schreierschen Theorie der angeordneten Korper und den elementaren Bezichungen zwi-
schen Anordnungen und quadratischen Formen, einiges aus der reellen Algebra des neun-
zchnten Jahrhunderts. Dabei werden verschiedene Verfahren zur Bestimmung der Anzahl
der reellen Nullstellen eines reellen Polynoins behandelt (Sturmscher Algorithmus, Her-
mites Methode mittels quadratischer Formen, Satz von Hurwitz). Ein weiterer Abschnitt
ist der Beziehung zwischen dem Cauchy-Index und der Hankelform sowie der Bézoutiante
einer rationalen Funktion gewidmet.

Das zweite Kapitel handelt von reeller Bewertungstheorie. Dabei wird alles, was wir an
allgemeiner Bewertungstheorie brauchen, von Anfang an entwickelt. Das Kapitel gipfelt
in einer Darstellung von Artins Losung des 17. Hilbertschen Problems.

Das dritte Kapitel schlieflich ist dem reellen Spektrum gewidmet. Nach einem kurzen
Steilkurs tiber das Zariski-Spektrum wird das reelle Spektrum aus{thrlich aul seine Eigen-
schaften untersucht, allerdings nur als topologischer Raum. Eine Strukturgarbe wird noch
nicht eingefihrt. Dabei werden auch die verschiedenen Interpretationen der Punkte und
gewisser Teilmengen des reellen Spektrums durch Filtersatze im geometrischen Fall (affine
Algebren tber reell abgeschlossenen Kérpern) vorgestellt. In den letzten {Gnf Paragraphen
des Kapitels kommen wir dann auf einige Teile der reellen Algebra zu sprechen, in denen
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das reelle Spektrum sich als kldrend und hilfreich erweist, wie reduzierter Wittring cines
Korpers, Positivstellensitze, Praordnungen von Ringen, konvexe Ideale, Holomorphiering
eines Korpers. Dabei kommen noch einmal viele der frither entwickelten Techniken und
Begriffe zum Einsatz.

I'ar den Kenner sei angemerkt, dafi das Buch durchweg ohne das Tarski-Prinzip aus-
kommt. (Wir hoffen, daB er ein wenig iiberrascht ist, wieviel reelle Algebra man sinnvoll
darstellen kann, ohne dieses Prinzip zu benutzen.) Zwar halten wir das Tarski-Prinzip ftr
auflerst wichtig und keineswegs fiir besonders schwierig, rechnen es aber doch schon zur
héheren reellen Algebra.

Das Buch ist aus einer vierstiindigen Vorlesung des ersten Autors in Regensburg im
Wintersemester 1986/87 entstanden. Auf diese Vorlesung folgte ein ausgedehnter Kurs
iber Modelltheorie, in dem das Tarskiprinzip ziemlich bald und schmerzfrei nach dem
Vorbild von Prestel [Pr2] bewiesen wurde, sodann eine Vorlesung iiber hohere reelle
Algebra.

In dem Buch haben wir zu dem Stoff der ersten Vorlesung hier und da einzelne Ab-
schnitte hinzugefligt, so daff es jetzt mehr umfafit, als in einem Semester bewaltigt werden
kann. Da jedoch einige Abschnitte ohne Folgen fiir das weitere Verstandnis tibersprungen
werden konnen, durfte sich das Buch trotzdem gut als Anhalt fiir eine einsemestrige Vor-
lesung eignen.

Wir mochten dem Mifiverstandnis vorbeugen, dafi unser Gegensatzpaar ,elementar —
héher stark mit dem Paar ,leicht — schwer® korreliert ist. Wir halten die elementare reelle
Algebra, wie sie hier dargestellt wird, fir nicht immer leicht. Es sind fir den Anfénger
doch einige lernpsychologische Barrieren zu tiberwinden. Besonders im dritten Kapitel
mag manches auf den ersten Blick fremdartig anmuten. Auch ist unser Text durchaus
knapp gehalten und erfordert eine intensive Mitarbeit des Lesers mit Papier und Bleistilt.
Unser Ziel war, den Anfinger zu erfreuen, zu motivieren und zu aktivieren, aber nicht,
ihm durch langatmige Ausfithrungen, die ja auch ermiiden konnen, alle Steinc aus demn
Weg zu raumen.

Wir danken dem Herausgeber der Serie ,,Aufbaukurs Mathematik®, Gerd IFischer, sowie
dem Vieweg-Verlag, und hier besonders Ulrike Schmickler-Hirzebruch, fiir viel Verstindnis
und Einfihlungsvermdgen wéahrend der Vorbereitung des Manuskripts. Marina Franke
hat mit Geduld und Kompetenz zahlreiche Versionen des Manuskripts in TEX gesetzt;
Uwe Helmke, Roland Huber und Michael Prechtl haben Korrektur gelesen und uns durch
Anregungen und Verbesserungsvorschlage sehr geholfen. Thnen allen sei an dieser Stelle
herzlich gedankt.

Manfred Knebusch
Claus Scheiderer Regensburg, im Januar 1989



Kapitel I
Angeordnete Korper und ihre reellen Abschliisse

§1. Anordnungen und Praordnungen von Korpern
Sei K ein Korper.
Definition 1. Eine Anordnung (engl.: ordering) von K ist eine Teilmenge P von I,
welche
(1) P+PC P, PPCP}
(2) PN(=P)={0},
(3) PU(-P)=K

erfullt. Das Paar (K, P) bezeichnet man als einen angeordneten Korper.

Bemerkungen.
1. Unter Voraussetzung von (1) und (3) ist (2) dquivalent zu
(2" -1¢ P.

2. Ist P eine Anordnung von K, so wird durch
a<b << b-a€cP (a,b€K)

eine totale Ordnung < auf der Menge K definiert, welche fir alle a,b,c € K

(i) a<b=>a+c<b+c und

(i) a<b,c20=ac< be
erfillt (Vertraglichkeit mit + und -). Umgekehrt definiert jede (i) und (ii) erfiillende
Totalordnung < auf K wieder eine Anordnung P von K, nimlich P := {a € K : a > 0},
und man sieht sofort, daB die beiden Zuordnungen invers zueinander sind. Daher ist es

ublich, auch die Totalordnungen von K, welche (1) und (ii) erfiillen, als Anordnungen von
K zu bezeichnen.

Definition 2. Eine Prdordnung von K ist eine Teilmenge T von K, welche
) T4+1TCT,TTCT,
(2) Tn(-T) = {0},
(4) K2CT,dh. 2T firalleac K

erfullt.

Bemerkungen.
3. Setzt man (1) und (4) voraus, so ist wieder (2) dquivalent zu
(2" -1¢T.
Man beachte, dafl (4) wegen (1) eine Abschwachung von (3) ist: Jede Anordnung ist also
eine Praordnung.

4. Ist T eine Praordnung von K, so wird durch

a<b < b—aweT (a,b€K)

1P+ P:={a+b:a,be P}. Analog PP.




2 Kapitel 1

eine i.a. nur noch partielle Ordnung < auf K definiert, die mit + und - vertraglich ist.
5. Ist 7 = (Tp: € 1) eine nicht-leere Familie von Praordnungen von K, so ist auch
NaTy eine Praordnung; ist zudem 7 aufsteigend filtrierend (d.h. gibt es zu «, 3 € I stets
v € I mit T, UTg CTY), so ist auch UgTy eine Praordnung. Insbesondere gibt es in I
eine kleinste Praordnung, vorausgesetzt, dafl es iiberhaupt eine gibt!

Wir setzen stets SK2? := {a? 4+ - +a2:n € N, ay,...,a, € K}. Es ist klar, daf LK
in jeder Praordnung von K enthalten ist. Andererscits ist A2 genau dann selbst cine
Priordnung, wenn —1 ¢ LK ist.

Definition 3. Der Kérper K heift formal reell, wenn —1 ¢ $I(? ist, d.h. wenn —1in I
nicht als Summe von Quadraten geschrieben werden kann.

Die vorausgegangene I"Jberlegung zeigt, dafB ein Korper K genau dann eine Praordnung
besitzt, wenn er formal reell ist. Ist dies der Fall, so ist /K ? die kleinste Praordnung von
K. Man beachte, daf alle formal reellen Kérper die Charakteristik 0 haben!

Wir wollen nun einsehen, dafi die Priordnungen genau die Durchschnitte von Anord-
nungen sind.

Lemma 1. Sci T eine Priordnung von K und sei a € K mil a € T. Dann ist auch -
T —al ={b—ac:b,c €T} eine Prdordnung von K.

Beweis. (1) und (4) sind klar fir 7 — aT. Wir zeigen (2'): Ware —1 € T — aT, etwa
—1 =b—acmit b,c € T, so wire ¢ # 0 und daher a = ¢c™%-¢(1+0) € T, Widerspruch. O
Lemma 2. Zu jeder Prdordnung T' von K gibt es eine Anordnung P von K mit T C P.

Beweis. Sei M := {T'" C K:T' ist Praordnung und T C T'}. M ist durch Inklusion
geordnet, M # (), und das Zornsche Lemma ist anwendbar (Bemerkung 5). Daher gibt
es eine maximale Praordnung P von K mit T' C P. Dieses P ist eine Anordnung von K,
denn ist « € K,a ¢ P, so ist P = P — aP wegen Lemma 1 und der Maximalitat von P,
also —a € P. D

Theorem 1. Jede Prdordnung 1" von K ist Durchschnitt von Anordnungen von I .
Beweis. T C N{P: P ist Anordnung und 7' C P} ist trivial. Ist « € K,a € T, so ist
T — aT eine Praordnung, also in einer Anordnung P von K enthalten (Lemma 2). Wegen
—a € P und a # 0 folgt a & P. ]
Korollar 1. Genau dann hat K eine Anordnung, wenn K formal reell ist.

(Das folgt schon aus Lemma 2.)

Korollar 2 (E. Artin [A]). Sei char K # 2 und « € K. Genau dann ist a > 0 beziiglich
jeder Anordnung von K, wenn a Summe von Quadraten ist.
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Beweis. Ist K formal reell, also ©K? eine Priordnung, so folgt die Behauptung aus
Theorem 1. Ist K nicht formal reell und char K # 2, so ist SK? = K, denn

" <a;1>2+(_1)_<a;1)2

gilt fir jedes ¢ € K. D

Man muf natiirlich char K # 2 voraussetzen, da ¥K? in Charakteristik 2 ein i.a. echter
Teilkorper von K ist.

Wir werden spater noch vielen Beispielen von Anordnungen begegnen. Vorerst nur
diese:

Beispiele.
1. Der Korper IR der reellen Zahlen (und damit auch jeder Teilkorper) besitzt die Anord-
nung, die jeder kennt.
2. Sei Q(t) der rationale Funktionenkérper in einer Variablen iiber @, sei 9 € IR eine
(iber Q) transzendente Zahl. Fiir jedes f € Q(t) ist f(¥) eine wohldefinierte reelle Zahl,
und die Teilmenge :

P ={feQ@):f(¥) =0}
ist eine Anordnung von Q(t). Es handelt sich dabei um die durch die Kérpereinbettung
Q(t) = R, f — f(F), auf Q(¢) induzierte Anordnung.
3. Sei (F, <) ein angeordneter Korper, und F(t) der rationale Funktionenkoérper einer
Variablen iiber F. Fur jedes a € F ist

Pyt ={0}U{(t—a) f(t):r € Z,f € F(t) mit f(a)# co und f(a) >0} °

eine Anordnung von [7(1), ebenso

Po— = {0}y U {{a=t)"f(t):r € Z, f € F(I) mit f(a) # oo und f(a) >0}.

Beide Anordnungen setzen die Anordnung von I fort. Dic Bezeichnung der Anordnungen

erklart sich so: Beziiglich P, 4 gilt a <1 < b fur alle b € F' mit b > a. Iis wird also ()
dadurch angeordnet, dafl man die Transzendente ¢ auf der ,Geraden® /' ,unmittelbar
rechts von «“ einordnet. Analog liegt ¢ unter P, - unmittelbar links von a.

Bezeichnungen.

Ist (K, P) ein angeordneter Korper, so bezeichnen wir mit signp: K — {—1,0,1} die
Vorzeichenfunktion beziiglich P (es ist also signp(0) = 0, und fir a € K* ist signp(a) = 1
oder —1, je nachdem ob a € P oder a ¢ P ist). Wie ublich sei |- |p: K — P,
lalp = « - signp(a), der Absolutbetrag. Besteht iiber P kein Zweifel, so werden wir
den Index P auch weglassen.

?Hier und in Zukunft meinen wir mit f(a) # oo, daB f(¢) in ¢ = a keinen Pol hat. Alsdann

ist f(a) € F wohldefiniert. Insbesondere impliziert die Schreibweise f(a) = b fir a,b € F, daf§
f(a) # oo ist.
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Ebenso ist klar, was unter den verallgemeinerten Intervallen [a,b]p, [¢,bp, ]a,b]p,
la,b[p fir a,b € K U {—00,+0c0} zu verstehen ist (etwa [a,b[p= {z € K:a < 2 < b
beziglich P}, Ja,00[p= {z € K:z > a beziiglich P}, usw.). Auch hier werden wir den
Index P oft unterdricken, dafiir manchmal [a, b]x usw. schreiben, wenn mehrere Korper
im Spiel sind.
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§2. Quadratische Formen, Wittringe, Signaturen

Im Rahien dieses Kurses ist es uns unmoglich, eine tiefer gehende Einfihrung in die
algebraische Theorie der quadratischen Formen zu geben. Wir miissen uns daher in
den nichsten Abschnitten darauf beschranken, die Grundlagen dieser Theorie so weit zu
entwickeln, wic wir sie bei spateren Anwendungen in der reellen Algebra bendtigen werden.
Insbesondere wird es dabei um die Beziehungen zwischen quadratischen Formen und
Anordnungen gehen. Als Quellen sowohl zum Nachschlagen als auch fur eine intensivere
Beschiltigung mit quadratischen Formen seien die Werke von Lam [LQF] und Scharlau
[Sch] emplohlen, {erner der schmalere Band [KK] iber Wittringe.

In dicsem Abschnitt ist K stets ein Korper mit char K # 2. Alle Vektorraume sind
endlich-dimensional. Sei V' ein N-Vektorraum. FEine symmetrische Bilinearform auf V
(iber K) ist eine K-bilineare Abbildung b:V x V. — K mit b(v,w) = b(w,v) (v,w €
V). Eine quadralische Form auf V (iber K) ist eine Abbildung ¢:V — K, fiir die
qlav) = a®q(v) (¢ € K, v € V) gilt und die Abbildung b;:V x V — K, by(v,w) =
q(v 4+ w) — q(v) — q(w) eine (symmetrische) K-Bilinearform ist. Fir jede symmetrische
Bilincarform b auf V ist durch ¢p(v) := b(v,v) eine quadratische Form ¢ auf V' definiert.
Wegen 2 # 0 sind b — ¢ und ¢ — 1b, zueinander inverse Bijektionen zwischen den
symmetrischen Bilinearformen und denuquadratischen Formen auf V, weshalb man beide
Konzepte haufig identifiziert.

Die Paare ¢ = (V,b) baw. ¢ = (V,q) werden als bilineare bzw. gquadratische Rdume
bezeichnet. Zwei quadratische Raume (V,q) und (V',¢') heien isomorph (oder isome-
trisch), 1.2, (V,q) = (V',¢), wenn es einen Vektorraum-Isomorphismus ¢:V — V' mit
q = ¢ o gibt. Quadratische Raume lassen sich am einfachsten durch symmetrische Ma-
trizen beschreiben: Ist B = (b;;) € M, (K) symmetrisch, so definiert B den quadratischen
Raum ¢ép = (K™, qp), wobel

n
gp(z) = Z bijxix; (1 = (z1,...,%n) € I\f")
1,7=1
ist. v symmetrische B, B' € M, (K) ist bekanntlich ¢p = ¢ aquivalent zur Existenz
eines S € GL,(K) mit ¥ = SBSY Ist B = diag(ay,...,a,) eine Diagonalmatrix, so
schreibt man fir ¢ kurz (ay, ..., a,). Jeder quadratische Raum ist diagonalisierbar, also
zu cinem Raum (ay,...,ay,) isomorph. Mit I/ bezeichnet man den durch B = (1 6)
delinierten quadratischen Raum, die hyperbolische FEbene; in Diagonalform ist (etwa)
I = (1,-1). Talls iber den Grundkérper K Unklarheit bestehen konnte, werden wir
Notationen wie {ai,...,a,) g oder Hy verwenden.

Sind ¢ = (V,b) und ¢' = (V', ') bilineare Raume, so kann man aus ihnen neue bilden,
namlich ihre orthogonale Summe ¢ L ¢ = (V& V', b L ¢') und ihr Tensorprodukt
3¢ = (VRV',b®l'). Dabeisind b L ¥ baw. b®UV erklirt durch (b L &)(v+v',w+w') =
b(v,w) + V' (v, w') bzw. (6@ V)(v @ v, w®w') = b(v,w) ¥(v',w'). In Matrixnotation:
Werden ¢, ' durch Matrizen B, B’ beschrieben, so wird ¢ L ¢’ durch (é?BO/) und ¢ @ ¢’

durch B ® B' (Kronecker-Produkt) beschrieben. Insbesondere ist also

(a1, yam) L (b1, ,bn) = (a1,...,am,b1,...,by)
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und

(a1, s am) @ (b1,...,bn) %’iJ_j (aib;)

Die n-fache Summe ¢ 1 -+ L ¢ kiirzt man ab durch n - ¢, das n-fache Tensorprodukt
$Q - ® ¢ durch ¢@™ . Schliefilich schreiben wir —¢ fiir (V, —b), wenn ¢ = (V, b) ist.

Sei ¢ = (V,b) cin bilincarer Raum und U C V eine Teilmenge. Dann ist U+ := {v € V:
b(u,v) = 0 fiir alle w € U} cin lincarer Teilraum von V. Ist V4 = 0, so heifit ¢ (oder
b, oder ¢) nicht-ausgeartet (oder regular), andernfalls ausgeartet (oder singular). Fir
symmetrische Matrizen B ist ¢p genau dann ausgeartet, wenn det B = 0 ist. Man
bezeichnet V4 auch als das Radikal Rad(¢) und codimy (V1) als den Rang rang ()
von ¢. Tir jeden quadratischen Raum ¢ gibt es einen (bis auf Isomorphie eindeutigen)
nicht-ausgearteten quadratischen Raum ¢' mit ¢ = ¢' L Rad(4), weshalb meist nur
nicht-ausgeartete Raume betrachtet werden. Trivial, aber wichtig, ist folgende Tatsache:
Tst (V,q) ein quadratischer Raum und W C V ein Teilraum, fir den (W,q|W) nicht-
ausgeartet ist, so ist V = W L WL,

Die cinfachsten Invarianten nicht-ausgearteter quadratischer Raume sind ihre Dimen-
sion und ihre Determinante. Dabei ist det(V,q) := (det B)K** € K*/K*?, wenu
B eine ¢ beschreibende Matrix ist. s gilt det(¢ L ¢') = det(4) - det(4') und
det(¢ @ ¢') = (det ¢)P™¢" . (det ¢')4m ¢, Von fundamentaler Bedeutung ist der

Kirzungssatz von Witt: Sind ¢1,é2 und ¢ quadratische Riume und ist ¢; 1L o =
¢2 Lip, so st g1 = ¢,

Den Beweis findet man in jedem Lehrbuch tber quadratische Formen ([LQF], [Sch],
[KK]), aber auch in einigen Algebra-Lehrbiichern ([LaA], [JAA], [JBA]).

Eine quadratische Form ¢ auf V stelll ein Element a € K dar, wenn es ein 0 £ v € V
mit ¢(v) = a gibt. Nitzlich ist folgende Beobachtung: Wird a; € K* von ¢ dargestellt,
so gibt cs as,...,a, € K mit ¢ = (a1,a2,...,a,) (n = dimV). Der quadratische
Raum (V, q) heilt isolrop, wenn ¢ die Null darstellt, andernfalls anisotrop. Jeder nicht-
ausgeartete quadratische Raum ¢ hat cine orthogonale Witt-Zerlegung ¢ = ¢po L n- H
mit n > 0 und ¢ anisotrop (/I ist die hyperbolische Ebene). Nach dem Kiirzungssalz
sind dabei ¢¢ (bis auf Isomorphie) und n wohlbestimmt. Man nennt ¢ die Kernform
und n den Witl-Index von ¢. Ist ¢ = 0, also @ = n - H, so heifit ¢ hyperbolisch. Tin
quadratischer Raum ¢ = (V, ¢) ist genau dann hyperbolisch, wenn er nicht-ausgeartet ist
und ein Teilraum U von V mit U = UL existiert.

Bis auf Widerruf seien nun in diesem Abschnitt alle quadratischen Raume nicht-
ausgeartet.

Definition 1. Zwei quadratische Raume ¢, @' heifien Witt-dquivalent, i.Z. ¢ ~ @', wenn
ihre Kernformen isomorph sind. Mit [¢] wird die Klasse aller zu ¢ Witt-aquivalenten
quadratischen Réaume (die Witl-Klasse von ¢) bezeichnet, und W(K) bezeichnet die
Menge aller Witt-Klassen (nicht-ausgearteter) quadratischer Raume uber IV,
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Lemma 1. Scien é,¢',9,%' quadratische Rdume.
a) d~p = esgibtmn>0mitdg Lm - H = Ln- M.
b) ¢ @ H = ¢ L (—9) ist ein hyperbolischer Raum.
¢) Witl-Aquivalenz ist vertriglich mit L und @, d.h. aus ¢ ~ ¢ und ¢ ~ 1/ folgen
dLip~¢ L und @t ~ ¢ @',

Beweis. a) folgt aus der Eindeutigkeit der Witt-Zerlegung. — b) Wegen H = (1, —1) ist
6@ H=¢ L (—¢). Da ¢ diagonalisierbar ist, gentigt es, den Fall ¢ = (a) (a € K*) zu

behandeln. Wird ¢ ® I beztiglich einer Basis (e, f) durch die Matrix <3 8) beschrieben,

so beztiglich der Basis (e,a™f) durch (? 6) Dies zeigt ¢ @ H = H. — c) schlielich

folgt aus a) und b). o

Theorem 1. Durch

(6] + (] == [¢ L o]
und

(8] - [4] == [p @]

werden auf W(K) (wohldefinierte) Verknipfungen + und - erkldrt, die W(K) zu ei-
nem kommulativen Ring mit Eins [{1)] machen. Man nennt W(IK) den Wittring des
Korpers I{.

Beweis. Die Wohldefiniertheit von + und - folgt aus Lemma 1 ¢). Nach Lemma 1 b) ist
P el 4 [=¢] = 0 in W(K) fiur alle ¢. Die Gbrigen Ringaxiome sind trivialerweise erfiillt. O

—_—
—

U die Notation nicht GberméaBig zu befrachten, werden wir statt [(al, - .,an)] gele-
gentlich nur {a1,...,a,) schreiben. s kann also (ai,...,a,) sowohl eine quadratische
Form als auch ihre Wittklasse bezeichnen.

Wir wollen nun den Wittring von K mit den Anordnungen von [{ in Verbindung
Lringen.

Definition 2. Sci (/, P) ein angeordneter Korper und ¢ = (V, ¢) ein quadratischer Raum
iither . Dann heiBt ¢ (oder ¢) positiv definit beziglich P, wenn gq(v) > 0 (beziiglich P)
fiir alle 0 # v € V ist. Ist —¢ positiv definit, so heifit ¢ negativ definit.

Wolhlbekannt ist

Satz 2 (Sylvesterscher Tragheitssatz). Sei ¢ ein (eventuell ausgearteter) quadratischer
Rawm tber K und P eine Anordnung von K. Dann gibt es einen beziglich P positiv
definiten Rawmn ¢4 und einen negativ definiten Raum ¢—, so dafi ¢ = ¢4 L ¢ L Rad(4)
isl. Dabet hingen dim ¢4 und dim ¢ nur von ¢ (also nicht von ¢4 und ¢_) ab.

Beweis. Wir kénnen Rad (¢) = 0 annchmen. Die Existenz von ¢4 und ¢_ folgt aus der
Diagonalisierbarkeit der Form. Sei ¢ & ¢4 L ¢ =y L p_, mit ¢4, 14 positiv definit,
d—,1p_ negativ definit. Seien ¢ auf V, ¢4 auf Vi und ¢ auf Wy definiert. Wir fassen Vy
und Wy als Teilraume von V auf. Ware etwa dim V. < dim W4, so V_ N W, # 0 wegen
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dimV_ +dim W, > dimV. Aber das ist ein Widerspruch, da die Form aul V_ N 117,
positiv und negativ definit ist. O

Definition 3. Ist ¢ ein quadratischer Raum tiber K und P eine Anordnung von K, sowie
¢ = Lo L Rad(¢) eine Zerlegung wie in Satz 2, so bezeichnet man die Zahl

signp¢ := dim(¢4) — dim(o-)

als Sylvester-Signatur des Raumes ¢ bezliglich P.

Lemma 2. Sei (K, P) ein angeordneter Korper. Dann definiert (¢p] — signp¢ einen
Ringhomomorphismus signp von W(K) auf Z.

Bewets. Man prilt unmittelbar nach:
signp(¢ L ¥) = signpg + signpp,

signp(¢ @ 1)) =(signpd) - (signpy),
signpll =0.

Daraus die Behauptung. O

Entscheidend ist nun, daff auch umgekehrt jeder Ringhomomorphismus W (LK) — Z auf
diese Weise entsteht, dafl also Anordnungen von K und Homomorphismen W(K) — Z
ydasselbe® sind:

Theorem 3. Die Sylvesler-Signalur definiert eine Bijektion sign: P — signp von der
Menge der Anordnungen von K auf die Menge der Ringhomomorphismen W (K) — Z.

Beweis. sign ist injektiv wegen P = {0} U {a € K*:signp[{(a)] = 1}. Sei o: W(K) — Z
ein Homomorphismus. Definiere x: K* — Z durch x(a) := ¢[{(a)]. Wegen x(1) =1 und
x(ab) = x(a)x(b) (a,b € K*)ist x: K* — {£1} ein Gruppen-Homomorphismus. Wir
mussen zeigen, dal P := {0} U kern x eine Anordnung von K ist (dann folgt ¢ = signp
von selbst). Wegen [(1)] + [(=1)] = 0 in W(K) ist p[(=1)] = x(=1) = —1, also —1 & P.
Damit ist auch P U (=) = K klar, und PP C P folgt aus der Homomorphie von y. Um
P+ P C P 7u zeigen (und damit den Beweis abzuschlieBen), brauchen wir

Lemma 3. FIira,b € K* mit a4+ b # 0 ist
(a,d) = (a +b,(a+ b)ab).
Beenden wir zunidchst den Beweis von Theorem 3. Seien «,b € P. Wir konnen

a,b,a + b # 0 voraussetzen. Wendet man ¢ auf [(a,0)] an, so folgt nach Lemma 3:
x(a) + x(b) = x(a +0) - (1 + x(a)x(b)), und x(a) = x(b) = 1 gibt x(a +b) = 1.

Is bleibt das Lemma zu zeigen. Da a + b von (a,b) dargestellt wird, ist (a,b) =
(a+ b,c) fiir ein ¢ € K*. Vergleich der Determinanten gibt ab = (a 4 b)c mod K*?  also
¢ = (a + b)abmod K*?, und folglich die Behauptung. m]
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Die Aussage von Theorem 3 rechtfertigt
Definition 4. Einc Signatur cines Kérpers K ist ein Ringhomomorphismus W(K) — Z.

Bemerkung. Ein Korper besitzt also genau dann eine Signatur, wenn er formell reell
ist. Fir jeden Korper K (mit char K # 2) gibt es immerhin einen Ringhomomorphis-
mus ¢: W(K) — Z/2Z, definiert durch e[¢] := (dim¢) mod 2Z. Fir jede Signatur o
kommutiert dabei das Diagramm

z
r/
W(K) |
8\
7/27

Definition 5. Man bezeichnet e : W(K) — Z/2Z als Dimensions-Index und seinen Kern
als das Fundamentalideal I(K) von W(K). (I(K) besteht also aus den Witt-Klassen
gerade-dimensionaler quadratischer Raume.)

Beispiele.

1. Falls K? = {a®:a € K} eine Anordnung von K ist — das ist der Fall etwa fir K = R,

allgemeiner fiir jeden reell abgeschlossenen Kérper (§4) —, so ist es die einzige Anordnung

von K, und die Sylvester-Signatur liefert einen Isomorphismus von W (K) auf Z.

2. Ist K ein quadratisch abgeschlossener Kérper (also K? = K), so ist jede nicht-

ausgeartete quadratische Form durch ihre Dimension bestimmt, also e ein Isomorphismus

von W(K) auf Z/27Z.
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§3. Fortsetzung von Anordnungen

I set stets ein Korper mit char K # 2.

Sei L/K eine Korpererweiterung. Ist ¢ = (V,0) ein bilinearer Raum tber K, so
bezeichnet ¢7 = (Vy,b1) den aus ¢ durch Konstantenerweiterung entstehenden bilinearen
Raum iiber L (es ist also V; = V@ L und by, definiert durch by (v®a,v' @d') = b(v, v')ad’
fir a,d’ € L,v,v' € V). Ist q die zu ¢ gehdrende quadratische Form (iiber K), so
bezeichnet ¢y die zu ¢ gehorende quadratische Form (iber L). Wird ¢ durch eine
Matrix B beschrieben, so auch ¢y (nun B aufgefafit als Matrix Uber L).

Genau dann ist ¢y nicht-ausgeartet, wenn ¢ nicht-ausgeartet ist. Ist ¢ hyperbolisch,
so auch ¢, aber hier ist die Umkehrung i.a. nicht richtig (Beispiel?). Tolglich driickt
sich ¢ + ¢ aul die Wittklassen durch; die induzierte Abbildung ip/5: W(K) — W(L)
ist cin Ringhomomorphismus. Ist A7/L eine weitere Korpererweiterung, so gilt 1/ =
LA[JL Ok

Definition 1. Sei L/K eine Kdrpererweiterung.

a) Eine Anordnung @ von L heifit Fortsetzung einer Anordnung P von K, wenn P C Q
(und damit P = K N Q) ist.

b) Eine Signatur 7 von L heifit Fortsetzung einer Signatur o von K, wenn o = 7 0 LK
ist. Wir schreiben dafiir auch 7|o.

Man tberzeuge sich davon, daB fir Anordnungen P von K und @ von L gilt: Genau
dann wird P von @ fortgesetzt, wenn signp von signg fortgesetzt wird.

Satz 1. Sei L/K einc Korpererweiterung und P eine Anordnung von K. Dann sind
dquivalent:
(1) Es gibt eine Fortsetzung Q von P auf L;
(ii) der von P und £L* in L erzeugte Halbring' T enthdlt —1 nichl;
(iil) jede quadralische Form (py,...,pn) mil p1,...,pn € P* := P — {0} sl wber L
antsolrop.

Line weitere aquivalente Bedingung wird in §4 (Satz 2) angegeben werden.

Beweis. (i) = (iii). Sind by, ..., by, € L mit p,bj+---+p, b2 =0, so0folgt by = -+ = b, =0
durch Betrachtung der Anordnung Q.

(iil) = (ii). Dsist 7= {p,; b3 + -+ 4+ pbiim > 1, pi € P*,b; € L}. Wire —1 € T, etwa
=1 =pbi+ -+ ppbi,, so wire die Form (1, p1, ..., pm) iber L isotrop.

(ii) = (i). Nach Voraussetzung ist 7' cine Préordnung von L. Jede Anordnung @ von L
mit @ D T (§1, Lemma 2) setzt P fort. a

Satz 2. Sei P eine Anordnung von K, seid € K und L = K(Vd). Genau dann hat P
eine Fortsetzung auf L, wenn d € P ust.

Yalso die kleinste Teilmenge 7" von L mit PUSL>* C T und mit T+ T C T, TT C T.
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Beweis. Ist d € P, so hat P keine Fortsetzung wegen d € L*2. Sei also d € P und o.E.
N # L. Wir verifizieren (ii) aus Satz 1. Angenommen, in L gébe es eine Gleichung

m
~1=">pi(ai+ bV/d)?
=1

mit m > 1, p; € P, a;,b; € K. Dann folgt (durch Koeffizientenvergleich beziiglich der

m
K-Basis (1,v/d) von L) insbesondere —1 = Y pi(a? 4 db?), also —1 € P, Widerspruch.
=1 m]

Spater werden wir sehen, daf es im Fall d € P (und /d ¢ K) genau zwei Fortsetzungen
von P auf L = K(V/d) gibt (§11, Korollar 2).

Die folgenden Satze behandeln Korpererweiterungen, bei denen jede Anordnung fort-
setzbar ist:

Satz 3. Sci L/ K eine endliche Korpererweiterung von ungeradem Grad. Dann lifit sich
jede Anordnung von K auf L fortsetzen.

Dies folgt wegen Satz 1 aus

Satz 3a (T.A. Springer). Ist L/ K eine endliche Kérpererweiterung von ungeradem Grad,
und ist q eine anisotrope quadralische Form wber K, so ist auch qp tiber L anisotrop.

Beweis von Satz 3a. O.E. sei L = K(«) eine einfache Kérpererweiterung. Sei [ € K[t]
das Minimalpolynom von « tiber K. Wir beweisen durch Induktion nach n = [L: K] =
deg f. Sei n > 1 ungerade, und der Satz fir alle kleineren Grade schon gezeigt; sei
q = {aj,...,an) eine anisotrope Form iber K. Angenommen, gz, ist isotrop. Dann gibt
S g1y gm, h € K[t mit deggi < n(i=1,...,m), nicht alle g; = 0, so daf

ar () + -+ gm(0)* = [(1) h(1) (%)

in N{{] gilt. Man kann dabei ggT (g1,...,9m) = 1 annchmen.

Sei d das Maximum der Grade der ¢g;. Dann ist n + degh = 2d, da ¢ anisotrop ist.
Wegen d < nist somit degh < n und ungerade. Insbesondcere hat A einen irreduziblen
Faktor iy = hy{t) von ungeradem Grad. Fir den Oberkorper I = K[t]/(hq) von K
ist also [££ : K] < n und ungerade, andererseits aber ¢p isotrop wegen (x). Das ist ein
Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung. O

Satz 4. [Ist L/K eine rein transzendenle Korpererweilerung (nicht notwendig endlich
erzeugt), so lafit sich jede Anordnung von K auf L fortsetzen.

Mit dem Zornschen Lemma kann man L = K(¢) als einfach transzendent annehmen
und dann explizite Fortsetzungen angeben (siehe §1, Beispiel 3). Ein anderer Beweis
crgibt sich (wieder mit Satz 1) aus
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Satz 4a. Ist L/ rein lranszendent und q eine anisolrope quadralische Form tber K, so
ist auch qy anisolrop.

Beweis. O.I. ist L = K(t) einfach transzendent. Ist etwa ¢ = (a1,...,an) (mit
a;i € K*) und qp isotrop, so gibt es Polynome gi,...,9m € K[t], nicht alle 0, mit
a191(t) 4 -+ amgm(t)? = 0 in K[t]. Betrachtet man wieder den hichsten vorkommenden

Grad, so folgt: ¢ ist isotrop. 0O

Bemerkung. Aus den Sitzen 3a und 4a folgt insbesondere, dafi der Homomorphismus
ipyi W(K) — W(L) injektiv ist, falls L/K endlich von ungeradem Grad oder rein
transzendent ist.
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%4. Die Primideale des Wittrings

Sei K cin Koérper mit char K # 2.

Wir kennen bereits gewisse Primideale des Wittrings W (), namlich das Fundamen-
talideal I(K) sowie die Kerne der Signaturen von K. Wir werden sehen, daf dies im
wesentlichen schon alle Primideale sind. Wittringe haben also eine sehr einfache und
iiberschaubare Primidealstruktur, eine Tatsache, die erst iberraschend spat bemerkt wor-
den ist (J. Leicht, . Lorenz in [LoLe] und D.K. Harrison in [Hal, beide 1970).

Theorem 1 (Primideale von W (K)).

a) Ist K nicht formal reell, so ist I(K) das einzige Primideal von W (K).

b) Ist K formal reell, so sind die Kerne p,, der Signaluren o von I genau die minimalen
Primideale von W(K). Jedes andere Primideal p ist entweder gleich I(I), oder es
hat die Form p = py +p- W(K) fir eine Signatur o und eine Primzahl p # 2. Dabei
sind im letzteren Fall o und p durch p eindeutig bestimmdt.

Fir jede Signatur o ist also p, 42 W(K) = I(K). Dies wurde auch schon in §2 bemerkt.

Beweis. Sei p cin Primideal von W(K), sei #(p) = Quot W(K)/p und m: W(K) —
W(K)/p die Restklassenabbildung. Die Komposition ¢:Z — W(K)5SW(K)/p ist sur-
jektiv, denn die Wittklassen ¢ = [(«)] (« € K*) erzeugen W(L') als Ring, und es gilt
£ —1=0in W(K),also £ =1 oder £ = —1 mod p.

Zunachst sei char k(p) = 0. Dann ist ¢ auch injektiv, also ein Isomorphismus, und p
ist der Kern der Signatur ¢! o 7.

Iis bleibt der Fall charx(p) = p > 0. Ilier induziert ¢ einen Isomorphismus
@G L[ pZ—TW(K)/p. Sei zundchst p = 2. Dann ist p = I(K), denn es gibt nur
cinen einzigen Ringhomomorphismus W(K) — Z/2Z  (die Erzeuger [(¢)], a € K*,
sind Dinheiten in W(K)). Sei also p > 2. Dann ist +1 # —1 (in Z/pZ), und
xie ¢ lor[{a)] (a € K*) definiert einen Gruppenhomomorphismus x: K* — {£1}.
(x(K*) € {£1} gilt nach obiger Uberlegung.) Dieser erfillt x(—1) = —1. Woértlich wie
im Beweis von §2, Theorem 3 folgt nun, dal P := {0} U kern x eine Anordnung von K
1st. Sei o = signp. Da ¢ cin Isomorphismus ist, folgt aus dem kommutativen Diagramm

W(K)-"=W(K)/p
ol P/ =Ty )
7z — Z/pZ

daB p = kern(W(K)-2-Z — Z/pZ), also p = po + p- W(K) ist. Aus dem Beweis ist
ferner klar, daf o und p durch p eindentig bestimmt sind, womit Theorem 1 bewiesen ist.
O

Da in jedem (kommutativen) Ring das Nilradikal (also die Menge der nilpotenten

Elemente) der Durchschnitt aller Primideale ist ([JBA], [LaA], [Ku], siehe auch III, §1,
Satz 3), {olgt sofort
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Korollar 1. Seci ¢ ein nicht-ausgearteler quadratischer Raum tber K. Dann sind
dquivalent:

(i) ¢®™ ist hyperbolisch fiir ein n € IN;

(i1) dim ¢ ist gerade, und fir jede Anordnung P von K ist signp¢ = 0. ]

Ist K formal reell, besitzt also eine Anordnung, so kann man in (ii) die Paritétsbedin-
gung an dim ¢ nattrlich weglassen.
Anwendung von Korollar 1 auf ¢ = (1,1) =2 - (1) gibt

Korollar 2. Ist X nicht formal reell, so gibl es einn € IN mit 2" - W(K) = 0. 0

Mit der Kenntnis der Primideale von W () kénnen wir ein weiteres Kriterium fur die
Fortsetzbarkeit von Anordnungen angeben:

Satz 2. Sei L/K eine Korpererweilerung. Eine Signalur von I besilzt genau dann cine
Forisctzung auf L, wenn sic auf dem Kern von iy W(IK) — W(L) verschwindet.

Wir bendtigen eine einfache Tatsache aus der kommutativen Algebra:

Hilfssatz. Ist ¢: A — B ein injektiver Ringhomomorphismus und p ein minimales
Primideal von A, so gibt es ein Primideal q von B mit p = o~ 1(q).

Beweis. Da S := (A — p) die Null nicht enthalt, ist S™'B # 0, und fiir jedes Primideal
q von STIB st p = ! (j‘l(q')), wobei j: B — S7'B der kanonische Ilomomorphismus
ist.

Beweis von Satz 2. Wir setzen I := kerniz/g. Sei o eine Signatur von K. Hat o
eine Fortsetzung 7, so ist ¢ = 7 oiy/x, also o(f) = 0. Umgekehrt sei o(1) = 0, d.h.
I C py:=kerno. Nach Theorem 1 ist py// cin minimales Primideal von W (K)/I. Nach
dem Hilfssatz (angewandt aul W(K)/I < W(L)) gibt es ein Primideal g von W(L) mit
P = zf},\(q) Wegen Z = W(K)/ps — W(L)/q und wiederum Theorem 1 folgt, dall
W(K)/ps — W(L)/q cin Isomorphismus ist, d.h. q gibt eine Fortsetzung 7 von 0. O

In §3 haben wir dic Injektivitat von 27 fiir Erweiterungen L/ K gezeigt, die ungeraden
Grad haben oder rein transzendent sind.  Hier wollen wir nun auch fir quadratische
Erweiterungen den Kern von i/ bestimmen (und damit wegen Satz 2 einen neuen
Beweis von Satz 2 in §3 geben):

Satz 3. Seia € K*— K** und L = K(\/a). Dann ist der Kern von ip;x das von (1, —a)
in W(K) erzeugte Ideal.

Genauer gilt

Satz 3a. Sei g cine anisolrope quadratische Form tber K. Dann gibt es quadratische
Formen ¢',q" tber K mit ¢ = ¢ L (1,—a) ® ¢", so daf ¢}, anisotrop ist.
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Beweis. Induktion nach dimgq. Der Fall dimg = 1 ist klar. Sei also dimg > 2 und o.E.
qy, isotrop. Ist (V,b) der zu ¢ gehdorende bilineare Raum, so gibt es v,w € V, nicht beide
null, mit

0= qr(v+ Vaw) = q(v) + a-q(w) +Va - b(v,w).

Folglich ist q(v) + e q(w) = 0 = b(v,w). Da g anisotrop ist, sind q(v),q(w) # 0. Sei
W = Kv+ Kw C V. Dann ist dimW = 2 (wéaren v,w linear abhangig, so ware
b(v,w) # 0), und ¢|W = (—ac,c) = (1, —a) ® (c) fir ¢ := g(w). Insbesondere ist ¢|W
nicht-ausgeartet. Wegen V = W L W+ kann man daher die Induktionsvoraussetzung auf
g+ anwenden und erhilt damit die Behauptung fiir ¢. O
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§5. Reell abgeschlossene Korper und ihre kérpertheoretische
Charakterisierung

Nach dem Ausflug in die Theorie der quadratischen Formen kehren wir nun zur reellen
Algebra im engeren Sinne zurlick. Dieser Abschnitt ist grundlegend fiir alles Weitere.

Definition 1. Ein Korper K heifit reell abgeschlossen, wenn K formal reell ist, aber keine
echte formal reelle algebraische Kérpererweiterung besitzt.

Jeder kennt mit dem Korper IR der reellen Zahlen zumindest einen reell abgeschlossenen
Kérper.

Satz 1. Iur jeden Kéorper K sind dquivalent:
(1) K 1st reell abgeschlossen;
(i1) es gibt eine Anordnung P von K, die auf keine echte algebraische Erweilerung fori-
gesetzt werden kann;
(i) K2 = {a®:a € K} ist eine Anordnung von K, und jedes Polynom ungeraden Grades
dber K (in einer Variablen) hat eine Nullstelle in I .
Sind diese Bedingungen erfillt, so ist tiberdies K* die einzige Anordnung von K.

Beweis. Die Zusatzbemerkung ist klar wegen (iii) (fiir jede Anordnung P ist K% C P).
(i) = (ii) ist evident, da ein Kérper (genau dann) eine Anordnung besitzt, wenn er formal
reell ist.

(ii) = (\1}1_} Wire K2 # P, so gibe es d € P mit v/d ¢ I, und P hatte eine Fortsetzung
auf K(v/d) (83, Satz 2), Widerspruch. Wegen §3, Satz 3 hat ferner K keine echten
Erweiterungen von ungeradem Grad.

(iii) = (i). Sei L D K cine endliche echte Kérpererweiterung von K. Nach Voraussetzung
(iii) ist [L: K] eine 2-Potenz. Wie man in der elementaren Galoistheorie lernt, folgt daraus
die Existenz eines Zwischenkérpers X C ' C L mit [F: K] = 2. (Fir die galoissche Hille
Ly von L iber K ist Gal(Ly/K) eine endliche 2-Gruppe, enthalt also eine Untergruppe
vom Index 2, welche die Fixgruppe von L enthilt.) Es gibt also @ € K mit F = K(\/a).

Da K? eine Anordnung von K und a ¢ K2 ist, gibt es b € K* mit a = —b?. Folglich ist
=1 = (/a/b)? ein Quadrat in I, also I (und damit auch L) nicht formal reell. D

Bemerkung. Bedingung (iii) aus Satz 1 ist offensichtlich dquivalent zu
(iii") K ist formal reell, [t jedes a € K ist @ oder —a ein Quadrat in N, und jedes Polynom
ungeraden Grades iiber K hat eine Nullstelle in K.

Es ist in der Literatur viellach iiblich, reell abgeschlossene Kérper mit den Buchstaben
R, S, ... zu bezeichnen, eine Konvention, der wir hiufig folgen werden.

Theorem 2 (Fundamentalsatz der Algebra). Ist R ein reell abgeschlossener Korper, so
ist R(v/—1) algebraisch abgeschlossen.

Beweis (GauB). Wir benutzen Eigenschaft (iii) aus Satz 1. Jede endliche Erweiterung von
R (und daher auch jede solche von C := R(3), 1 := /—1) hat 2-Potenzgrad. Angenommen,
C = R(z) sei nicht algebraisch abgeschlossen. Wie im Beweis von Satz 1 folgt, daB C eine
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Erweiterung F' mit [F: C] = 2 hat. Es gibt also a,b € R, so daB « := a+b kein Quadrat in
C ist. Es folgt b # 0. Da R? eine Anordnung von R ist, gibt es ein ¢ € R mit a? +0* = ¢?
und ¢ > 0, sowic =,y € R mit > 0, signy = sign b und 2% = (¢ + a)/2, y% = (c — a)/2.
(¢ & a sind positiv — alle Vorzeichen verstehen sich natirlich in bezug auf die einzige
Anordnung von R!) Nun ist (z + iy)? = (2 — y?) + 2zyi, sowie 2? — y? = a und
(2z)* = b*. Wegen sign (zy) = sign b ist 22y = b, und es folgt (2 + iy)? = . Damit ist
ein Widerspruch zu \/a ¢ C herbeigefiihrt. D

Im néchsten Paragraphen werden wir sehen, daf§ dieser Satz auch eine sehr starke
Umkchrung besitzt.

Korollar. Sci R ein recll abgeschlossener Korper und K C R ein Teilkorper. Genau
dann ist K reell abgeschlossen, wenn K in R (relativ) algebraisch abgeschlossen ist.

Beweis. Sei K in R algebraisch abgeschlossen, sei 7 = v/—1. Dann ist auch K(z) in R(i)
algebraisch abgeschlossen. Denn ist @ = a + bi € R(i) algebraisch iiber K(z) (a,b € R),
so auch tiber K, und dasselbe gilt fiir @ = a — b7, also auch fir ¢ = (¢ + @)/2 und
b = i(a — a)/2. Tolglich sind a,b € K, also @ € K(z). Nach Theorem 2 ist also K(2)
algebraisch abgeschlossen, woraus die reelle Abgeschlossenheit von K sofort folgt. — Die
umgekehrte Beweisrichtung ist trivial nach Definition. ]

Eine weitere Figenart reell abgeschlossener Korper ist ihre relative Starrheit:

Satz 3. Sei R ein reell abgeschlossener Kérper.
a) Jeder (Ring-) Endomorphismus ¢ von R ist ordnungstreu, es gill also a < b =
w(a) < @(b) fir alie a,b € R.
b) Ist K C R ein Teilkorper und RJK algebraisch, so ist die Identitat der einzige K -
Automorphismus von R.

Beweis. a) folgt sofort aus B2 = {a € R:a > 0}. — b) Sei ¢ € Autg{(R) und a € R.
Da R/K algebraisch ist, ist {¢"(a) : n € IN} eine endliche Menge. Ware ¢(a) # a, etwa
@(a) > a, so folgte aus a) induktiv @ < p(a) < p*(a) < ---, Widerspruch. 0

Ist 12 veell abgeschlossen, so wird kinftig die eindeutig bestimmte Anordnung von R ohne
Kommentar mit < bezeichnet (wir haben das oben schon einige Male getan).
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§6. Galoistheoretische Kennzeichnung der reell abgeschlossenen Korper

K ist ein Korper beliebiger Charakteristik.

Inhalt dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden schénen Resultats von Artin und

Schreier [AS]:

Theorem (E. Artin, O. Schreier 1927). Sei K cin Korper beliebiger Charakteristik mit
algebraischem Abschluff K. Ist K # K und [K: K] < oo, so ist K reell abgeschlossen und

K = K(v/=1).

Der folgende elementare Beweis geht auf J. Leicht [Le] zuriick. Wir gliedern ihn in
mehrere Schritte. Es sei stets n = [/{: K].

(1) Der Kérper IX ist perfekt.

Angenommen falsch. Dann ist char ' = p > 0, und es gibt « € K mit o := a'/? ¢ K. Nun
ist aber auch a!/? ¢ K(a), denn wire a = A7 mit § € K (a), so folgte (N[((a)/]\"(ﬁ))p =
N (ay/ic(e) = (=1)""'a = a (beachte (—1)P~! = 1). Itericrt man diesen Schritt, so erhalt
man Kérpererweiterungen aller Grade p, p®, p%, ... von K, im Widerspruch zu [K: K] < co.

Folglich ist /{/K eine endliche Galois-Erweiterung. Sei L ein maximaler von K ver-
schiedener Zwischenkorper von K'/K, und sei ¢ := [K: L]. (¢ 1st prim!)

(2) char K # q.

Angenommen, char ' = p = ¢. Die Artin-Schreier-Theorie fiir Galois-Erweiterungen vom
Grad p in Charakteristik p besagt, da§ K L-isomorph ist zu L[t]/(1” —t —a), fiir eina € L
(siehe z.B. [JBA] vol. II, §8.11, oder [LaA] VIIL, §6). Wir bendtigen nur die Folgerung,
daB far die durch ¥(b) := 0P — b definierte Abbildung 1: K — K gilt: (L) # L. Man
beachte, dafi ¢ additiv ist, d.h. daB (b + ') = () + %(V') gilt. Sei tr = trg/ K — L
die Spurform (vgl. §8). Dann ist troth = (|L) otr: Ist namlich b € K und sind by,..., b,
die L-Konjugicrien von b in i, so sind 4(b), . 1,)(/)],) die L-Konjugierten von (), und
es folgt tr(7/)(b)) = Z?/) b;) = z/)(zb ) = 1p(tr [J) Us kommutiert also das Diagramm

K-S
vl LwlL
K =)
tr

Da 1) und tr surjektiv sind (letzteres wegen der Separabilitat von K /L), ist auch 9|L: [ —
L surjektiv, Widerspruch.

(3) Esist ¢ =2 (und char i # 2).
L enthalt die g-ten Einheitswurzeln, da [K: L) = ¢ ist und das g-te Kreisteilungspolynom
den Grad g — 1 hat. Wegen char A # ¢ gibt es also ein a € L mit K = L(a'/9) (siehe
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etwa [JBA] vol. I, §4.7 oder [LaA] VIII, §6). Fir 8 := a!/9 ergibt sich wie unter (1):
(N,;»/L(,B))" = (=1)?"!a. Da a in L keine ¢-te Potenz ist, muf} q gerade, also ¢ = 2 sein.

(4) K = L(v/=1).
Sei i = /=1 € K, und seien ¢ € L und § € K wie in (3). Wire i € L, so wire

(N];-/L(iﬂ))z = —(N];—/L(ﬁ))z = @ im Widerspruch zu \/a € L. Somit ist 1 ¢ L und
K = L(i).

(5) L =K, also K = K(3).

Wiare K # L, so auch K (i) # K. Man konnte nun die Schritte (1)—(4) fir K(z) statt K
durchfithren und erhiclte bei (4) einen Widerspruch.

(6) I st formal reell (und somit reell abgeschlossen).

Wegen 1 ¢ I geniigt es, zu zeigen: Die Summe zweier Quadrate in K ist ein Quadrat (85,
Satz 1). Seien also a,b € K*. Da K algebraisch abgeschlossen ist, gibt es ¢,d € K mit
a+ bt = (c+ di)% BEsfolgt a — bi = (¢ — di)? und a® 4 b = (* + d?)?, wie gewilnscht.

Damit ist das Theorem bewiesen. ]

Korollar 1 (zum Beweis). Ist K ein Korper mit char K # 0 und gilt [Ks: K] < oo fiir
den separablen algebraischen Abschlufl Ks von K, so ist K = K.

(Dic Schritte (2) - (6) kénnen genauso mit K statt K durchgefithrt werden.)

Wir geben noch cine Konsequenz des Satzes von Artin und Schreier fiir die absoluten
Galoisgruppen von Kérpern an. Dicse sind proendliche Gruppen (d.h. projektive Limites
endlicher Gruppen). Uber dic grundlegenden Fakten der unendlichen Galoistheorie kann
man sich z.B. in [JAA] (vol. 11T, §IV.2), [JBA] (vol. II, §8.6) oder [BA] (ch. V, §10)

informieren. Fir das Verstandnis des Weiteren ist dies jedoch nicht erforderlich.

Korollar 2. Sei K ein Kérper mil separablem algebraischem Abschluff Ky und ebsoluter
Galoisgruppe ' = Gal (K3/ ). Dann gill: Alle Elemente von endlicher Ordnung > 1 in
U sind Involulionen (d.h. haben Orduung 2), und die Zuordnung 7 Fix (1) (Fizkorper
von 7 in Ks = K) gibl eine Bijektion von der Menge der Involutionen in T auf die Menge
der recll abgeschlossenen Oberkérper von K in K. Insbesondere enthdll T genaw dann
Flemente endlicher Orduung > 1, wenn K formal reell ist. )
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§7. Zahlen reeller Nullstellen von Polynomen (ohne Vielfachheiten)

In diesem Paragraphen ist [2 stets ein reell abgeschlossener Korper.

Eines der altesten Probleme in der reellen Analysis ist die I'rage nach Anzahl und
Lage der reellen Nullstellen eines Polynoms f(t) mit reellen Koefflizienten. Die erste
allgemeine Antwort hierauf gab J.C.F. Sturm (1803 — 1855) in Form eines Algorithmus,
der sogenannten Sturmschen Kette. Dieser liefert fur jedes Intervall die Anzahl der
darin gelegenen Nullstellen von f, gezdhlt ohne Viellachheiten. Line andere Losung
des Problems, die auf der Betrachtung geeigneter quadratischer Tormen beruht, wurde
von Ch. Ilermite (1822.- 1901) gefunden. Beide Verfahren sollen in diesem Abschnitt
dargestellt werden.

Es sei angemerkt, daf} diese Resultate noch zur Zeit der Jahrhundertwende zum festen
Bestand eines jeden Mathematikstudiums gehdrten (man vergleiche etwa Il. Webers Lehr-
buch der Algebra [We]). Heute dagegen finden sie nur selten Eingang in Vorlesungen oder
(Pro-) Seminare.

Die von Sturm im Jahre 1829 gefundene Losung (der vollstandige Beweis wurde von
Sturm erst 1835 verdffentlicht) leitete eine historisch sehr interessante, teilweise stiirmische
Periode der reellen Algebra ein. Der Satz von Hermite (Theorem 5a in diesem Abschnitt)
wurde von C.G.J. Jacobi (1804 — 1851) und dessen Schiiler und Freund C.W. Borchardt
(1817 - 1880) vorbereitet (Theorem 5); bewiesen wurde er im Jahre 1853 von Hermite und
- weitgehend unabhangig von diesem - auch von J.J. Sylvester (1814 — 1897). Auflerdem
stellten Sylvester, A. Cayley (1821 - 1895) und Sturm interessante Querverbindungen
zwischen den Satzen von Sturm und Hermite her. Der Leser findet Naheres zu dieser
Historie, neben genauen Verweisen auf die Originalliteratur, in der grofien Arbeit [IXN]
von Krein und Naimark, ferner etwa in [[Fu] (um auch eine Arbeit jingsten Datums zu
zitieren, die das in der Gegenwart neu erwachte Interesse an Problemen tiber Nullstellen
reeller Polynome dokumentiert).

Wir beginnen mit einigen klassischen Sitzen, die aus der recllen Analysis wohlbekannt
sind, die bei Beschrankung aufl rationale Funktionen ihre Gultigkeit aber auch iber
beliebigem reell abgeschlossenem Grundkérper behalten.

Satz 1. Sei f(t) = " + ;"1 + -+ a, € R[t] ein normiertes Polynom. Dann liegen
alle reellen Nullstellen! von [ im Intervall [—M, M), wobei M := max{1,|a;|+- - +]az|}
set.

Bewets. Ist a € R* mit f{a) =0, so ist a = —(aj + aza™ ' + -+ + a,a'™"), also |a| < 1
oder |a| < |ai| + -+ - + |a,| nach der Dreiecksungleichung. ]

Satz 2 (Zwischenwertsatz). Seien f € R(t) und a,b € R mit « < b, so daf f in [a,b]
keinen Pol hat. Ist f(a)f(0) <0, so hat f in Ja,b[ ungerade viele Nullstellen, wenn man
die Vielfachheilen bericksichtigt.

Ld.h. natiirlich: alle Nullstellen von f in R.
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Beweis. Ist f = g/h mit Polynomen g, h, wobei & in [a,b] nicht null wird, so kénnen wir
f durch fh% = gh ersetzen, also 0 # f € R[t] annehmen. Seien a; < -+ < a, die mit
Vielfachheiten gezahlten reellen Wurzeln von f (r > 0). Aufgrund des Fundamentalsatzes
der Algebra (§5, Theorem 2) gibt es ein ¢ € B* und irreduzible normierte quadratische
Polynome py,...,ps (s 2 0) mit f({)=c-(t—ay) - (¢t —ar)p1(t) - ps(t). Da die pg nur
positive Werte annehmen, folgt

N T
. fla) . a—aj
—1 =sign—+= = sign = .
S F) I_I T
Die Anzahl der j mit @ < a; < b ist also ungerade. O

Lemma. Sei 0 # f € R(t) eine rationale Funklion und a« € R eine Nullstelle von f.
Dann wechselt die logarithmische Ableitung f'/f von f in t = a das Vorzeichen von

minus nach plus (in t = a hat sie einen Pol), d.h. es gibt € > 0, so daf f'[f negativ auf
la — ¢, al und positiv auf la,a + € ist.

Beweis. Es gibt g,h € R[t) mit g(a)h(a) # 0 und f(1) = (t — )* g(t)/h(t) fix ein d € IN.
Dann ist
O 4 Jw

O AR O 0N

woraus die Behauptung folgt. =

Satz 3. Sei 0 # f € R(t) cine rationale Funktion und seien a,b € R mit a < b und
fla) = f(b) =0. lat { in]a,b] weder Pole noch Nullstellen, so ist die mit Vielfachheiten
genommene Anzahl der Nullstellen von f' in Ja, b ungerade.

Korollar (Satz von Rolle). Ist f € R(t), ist [(a) = f(b) € R fir a,b € R,a <, und hat
I in [a,b] keine Pole, so hat f' in ]a,b] eine Nullstelle.

Beweis von Satz 3. Sei ¢ > 0 derart, daB [ in ]Ja,a + ] und in [0 — ¢, 8] keine Nullstellen
hat und @ + ¢ < b — ¢ ist. Nach dem Lennma ist

flate) [fi(b=¢)
flaete) J(b—e)

<0,

und nach Satz 2 ist die Zahl der Nullstellen von f'/f in Ja + €,b — €] ungerade. Diese ist
gleich der Zah! der Nullstellen von f' in }a, b[. m]

Im folgenden sei f € Rt] ein festes nichi-konstantes Polynom, und es seien a,b € R
mit ¢ < bund f(a)f(b) # 0. Bis auf Widerruf erfolgt ab jetzt die Zahlung von Nullstellen
stets ohne Bericksichtigung der Viellachheiten!

Wir formulieren die

Sturmsche Aufgabe: Bestimme die Anzahl der verschiedenen reellen Nullstellen des
Polynoms f im Intervall [a,d] !
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Definition 1. Die Sturmsche Kette zu f ist die rekursiv wie folgt definierte Folge
(fo, f1y---, fr) von Polynomen: Man setzt fo = f, fi = f' und

fo=qafi— |2,
h=awf-fi,

free=qoafron— 1oy
frei=arfr.

Dabei sei > 1, seien fo,..., fr, ¢1,---,¢ € R[t], und es gelte f; # 0 und deg f; <
deg fi—1 fur ¢ = 2,...)r. Hierdurch sind r sowie die f; (und ¢;) eindeutig bestimmt.

Verwandelt man auf den rechten Seiten die Minus- in Pluszeichen, so ergibt sich die
libliche Version des euklidischen Algorithmus fiiv das Paar f,f. Dieser Vorzeichen-
Unterschied ist fur die Losung der Sturmschen Kette entscheidend, spielt aber bei der
Berechnung des ggT keine Rolle. Insbesondere ist f, = ggT(f, /7).

Bezeichnungen: Fir (cg,...,¢,) € R sei Var(cg, ..., ¢ ) die Anzahl der Vorzeichen-
wechsel nach Streichung aller Nullen in der Folge. Man setzt Var(0,...,0) := —1. Fir
die Folge (1,0,-2,1,0,4,—1,1,0) ergibt sich beispielsweise Var = 4. Fur @ € R setzen
wir V(z) 1= Var(fo(z), fi(z),-.., fr(z)), wobei (fo, ..., fr) die Sturmsche Kette zu f sei.

Theorem 4 (Sturm 1829). Sei f € R[t] ein nicht-konstantes Polynom, und seien a,b € R
mit a < b und f(a) f(b) # 0. Dann ist die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f im
Intervall Ja,b] gleich V(a) — V(b).

Bewezs in zwel Schritten.
(1) Sei (go,--.,gr) eine Folge in R[t] — {0}, welche die folgenden Eigenschaften (a) - (d)
hat:
(2) go(a)go(b) # 0;
(b) gr(a)gs(b) # 0, und g, ist semidefinit auf [a,b] (d.h. entweder gilt g,(z) > 0 oder
gr(z) <0 fir alle z € [q,0));
(c) ist ¢ € [a,0) und go(c) = 0, so wechselt go(2)g1(2) in @ = ¢ das Vorzeichen von
minus nach plus;
(d) ist c € [a,0] und gi(c) =0, 0 < ¢ < 7, 50 ist gi—1(c)gi+1(c) < 0.
Fir z € Rsei W(2) := \/al‘(go(n;), .., 9r(2)). Wir behaupten, daB dann go in [a, b] genau
W (a) — W(b) verschiedene Nullstellen hat.

Hierzu bemerkt man zunéchst, daf fir jedes ¢ € R mit go(c) - - - gr(¢) # 0 die Funktion
IV(2) in einer Umgebung von & = ¢ konstant ist. Sei g := go---¢», und ¢ € [a,b] eine
Nullstelle von g. Wir unterscheiden drei Falle:

Ist go(c) = 0, soist @ < ¢ < b, und die Funktion z +— Va.r(go(w),gl(rc)) hat auf Je — ¢, ¢
den Wert 1 und auf ¢, ¢ + [ den Wert 0, fiir ein € > 0. Dies folgt aus (c).

Ist gi(c) =0, 0 < i < 7, so gibt es wegen (d) ein € > 0, so daf} gi—1(z) gi+1(2) negativ
ist auf Je — €,c+€[. TFolglich ist = = Var(gi—1(z), gi(x), gi+1()) konstant gleich 1 auf
le—e,c+ ¢l (fir jedes @ € R ist Var(—1,a,1) = Var(l,a,—1) = 1 !).
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Ist g;(c) = 0, und go(c) # 0 oder r > 1, so ist g,_;(c) # 0 wegen (d), und = —
Var(gr—1(z), g,(x)) ist konstant auf {2:0 < |z — ¢| < €} [ur ein € > 0, da g, semidefinit
auf [a,b] ist.

Aus der Betrachtung dieser drei Falle folgt fiir alle ¢ € [a,b]: Ist go(c)gr(c) # 0, so
ist W(z) in einer Umgebung von = = ¢ konstant; ist go(c) # 0, so ist W (z) in einer
punktierten Umgebung von & = ¢ konstant; ist go(c) = 0, so gibt es ¢ > 0 und N € Z mit
WE)=N{rc—e<z<cund W(e)=N-1firc<az<c+e — Dagyund g, in
den Randpunkten a, b nicht verschwinden, folgt hieraus die Behauptung (1).

(2) Nun sei f wie im Theorem vorausgesetzt und (fo, ..., fr) die Sturmsche Kette zu f.
Wir setzen g; := fi/fr € R{{]( = 0,...,7) und W(z) := Var (go(2),...,9:(z)) (z € R).
Dann gilt: Die Folge (go,...,9,) erfillt (a)—(d) aus (1). In der Tat, da g;—1 = hig; —
gis1(z=1,...,7 = 1) und ¢g,_; = h,g, {Ur geeignete h; € R{t] gelten, und da ¢, =1
ist, haben g;—; und ¢; keine gemeinsame Nullstelle (z = 1,...,7), und (d) folgt aus der
Rekursion. (a) und (b) sind klar, und (c) folgt aus dem Lemma, da gogy = ff'/f? ist.

Weiter haben go und fo = f dieselben Nullstellen (ist fr(¢) = 0, so auch f(c) = 0,
und die Nullstelle ¢ hat in f eine grofiere Vielfachheit als in f; !). Aus (1) folgt also,
daBl f genau W (a) — W (b) verschiedene Nullstellen in [a,b] hat. Bemerkt man noch, daf
V(a) = W(a) und V(b) = W(d) wegen fr(a) f(0) # 0 gilt, so ist der Satz bewiesen. O

Wir geben noch eine von Sturm selbst herrithrende allgemeinere Fassung des Theorems
an. Dazu dient

Definition 2. Sei f € R[] und selen a,b € R mit « < b und f(«) f(d) # 0. Eine
verallgemeinerte Sturmsche Kette zu f auf [a,b] ist eine Folge (fo,..., fr) in R[] — {0}
mit 7 > | und folgenden Eigenschalten:

() fo=1;

(2) fr(a) fr(b) # 0, und [, ist semidefinit auf [a,] ;

(3) fir 0 <7 <7 und ¢ € {¢,b] mit fi{c) = 0ist fi—1(c) fix1{c) <0 .

(Vorsicht: Die Sturmsche Kette von f ist i.a. keine verallgemeinerte Sturmsche Kette zu
Fim Sinne von Definition 2 1)

Scien [ € R[] und ¢,b wic in Definition 2, und sei (fy, ..., f») cine verallgemeinerte
Sturmsche Kette zu f auf [a, ). Wir setzen wieder V(x) := Var(fo(),. .. ,jr(x)) (z € R).

Theorem 4a (Sturm).
Via) = V(5) =
#{c € Ja,b[: f(c) =0, und ffi wechselt in ¢ das Vorzeichen von — nach +}
minus
#{c € la,b[: f(c) =0, und ff1 wechselt in c das Vorzeichen von + nach —}.
Das ist aufgrund des Beweises von Theorem 4 klar! (Man hat jetzt lediglich die Vorzei-

chenwechsel von f f1 verschieden zu zahlen.) 0O

Bemerkung. Wie man aus dem Beweis erkennt, sind Vereinfachungen des originalen
Sturmschen Algorithmus maéglich. Zum Beispiel:
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a) Die originale Sturmsche Kette fo = f, /1 = f',... darf bei fs; abgebrochen werden,
sofern fs(a) fs(b) # 0 und fs auf [a,b] semidefinit ist.

b) Beim modifizierten euklidischen Algorithmus (Definition 1) darf man bei einem Rest
fig1 solche Faktoren weglassen, die auf [a,b] semidefinit sind und in a,b nicht verschwin-
den.

Wir kommen nun zur Methode von Hermite. Sei zundchst I ein beliebiger Korper
und f(t) = t" + a1t" P + .- 4 @, € K[t] ein normiertes Polynom (n > 1). Es seien
a1,...,0an die Nullstellen von f im algebraischen Abschlufl von K. Firr =0,1,2,... sei
Sy = 8;(f) == al+ -+ . Da s,;(f) symmetrisch in den «; ist, ist s,(f) € K. In der
Tat gibt es nur von n abhangende ganzzahlige Polynome p, in den Koeffizienten von f, so
daB s,(f) = pr(ai,...,ay) ist, wie man in der Algebra-Vorlesung lernt (vgl. [LaA, V, §9]
oder [JBA vol. 1, §2.13]). So ist etwa so(f) = n, s1(f) = —a1, s2(f) = ¢} — 2az, s3(f) =
——a? + 3ajas — 3az usw.

Definition 3. Die durch die symmetrische n x n-Matrix

(Sj+k—2(f))1§j,k§n

definierte n-dimensionale quadratische Form tiber K nennen wir die Sylvesterform von f
n

und bezeichnen sie mit S(f). Es ist also S(f)(21,...,20) = 2 Sj4k—2(f) zjzi.
J,k=1

Theorem 5 (Jacobi, Borchardt, Hermite). Sei R ein reell abgeschlossener Korper und
f € R[t] ein normiertes nicht-konstantes Polynom. Dann ist der Rang von S(f) gleich der
Anzahl der verschiedenen Wurzeln von f im algebraischen Abschiuf C = R(x/—1) von R,
und die Signatur von S(f) ist gleich der Anzahl der verschiedenen recllen Wurzeln von f.

Man beachte, dafl also S(f) stets nicht-negative Signatur hat!

Beweis. s seien fy,..., [0, die paarweise verschiedenen reellen Wurzeln von [ und
V1,71 - - -5 Vs, Vs die paarweise verschiedenen nicht reellen Wurzeln von f (r,s > 0; o — @
bezeichnet den nicht-trivialen R-Automorphismus von C). Die Vielfachheit von 8; sei mj,
die von 7; sei n;. Seii = +/~1¢ C, und seien Re o, Ima fiir o € C wie {iblich definiert.
Es ist

n

S(f) (1‘1>...,l‘n) = Z Q,;?-H—’Zl_kwl: Z(Za’f—lxk)z:_—

1<7,k,1<n i=1 k=1

< nl].(z,@]k_ll'k>z . inl_[(zﬁ—lmky (D7) =
=1 k J=1 k

J

- S () +23n [(Snei ) (S mei )]
j=1 k

7=1 k ] k
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Damit ist S(f) diagonalisiert: Sctzt man

uj(x) = Zﬂf—]xk G=1,...,7),
k

vi(z) = ZR@(A/;‘f_l)mk, i(z) = Zlm k= D (G=1,...,s),
k

so ist also
S

T
_ 2 22
= E m]uj—l—‘ZE n;(v; —wj),
7=1 7=1

und die Linearformen up,....u,, v1,1071,...,vs,w, sind linear unabhangig. (Die Uber-
gangsmatrix geht durch zwei elementare Umformungen aus der Vandermonde-Matrix zu
Biy -y Bry 1,715 - - s, ¥s hervor.) Daher ist

S(fHlgr-(1) Ls-HL(n—7—2s)-(0),
und man liest direkt ab: rang S(f) =r + 2s, sign S(f) = . m]

Die folgende Modifizierung ermdglicht es, auch die reellen Nullstellen in Intervallen zu
zahlen:

Definition 4. Sei K ein Kérper, f € K[t] ein normiertes Polynom vom Grad n > 1, und
A € K. Die Sylvesterform von f zum Parameter X ist die quadratische Form

(@1,-sza) = Y (Asjwre2(f) = sjer-1(f)) i

1<5,k<n

uber X und wird mit Sy(f) bezeichnet.

Theorem 5a (Ilermite, Sylvester, 1853). Sei R reell abgeschlossen und f € R[t] normiert
vom Grad n > 1. Fur N € R isi dann

rang S)(f) = #{a € B(/=1): f(a) =0 und « # A},

sign Sx(f) = #{e € R f(a) =0, a <A} — #{a € R: f(a) = 0,a > A}.

Beweis. Wir ibernehmen die Bezeichnungen des letzten Beweises.

n

L 2

S\ @1, e = Y (A= ag)eb TR =Y (A~ a,-)(za§ lwk> =
1<7,k,1<n j=1 k

T s

:ij()\——ﬂJ u;‘) Zn] [(A =) (v; +iw)? + (A =77)(vj Lw])]
=1 i=1

Weitere Umlormung von [ - -] gibt
~
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==+ —W)(ng - w?) +2i(A =y — A+ 75 )vjw; =
2 (X = Rew;)(v?

It

2
vi —w;) +4Im(y;)vjw; =: 20;(vj,w;).

Daher ist

r

S\(f) = ij(/\ - ﬂj)ui + 2271]' @5 (vj,w;) .

7=1 1=1

Die Formen ¢; sind hyperbolisch (7 = 1,...,s), denn ist v; = a;j + b; mit a;,b; € R, so
wird ¢; beschrieben durch die Matrix

A—a; b;
( by ’ —(Aia1)>

und diese hat wegen b; # 0 negative Determinante. Somit ist

S\(HEX=F, 2 =6)L s HL(n—r—=2s)-(0). O
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§8. Begriffliche Deutung der Sylvesterform

Sei K ein Koérper mit char K # 2.

Im folgenden Abschnitt soll die Sylvesterform eines Polynoms eine konzeptionellere
Deutung erfahren, namlich als die Spurform einer geeigneten Algebra. Wir beginnen mit
Allgemeinheiten Uber solche Spurformen.

Line K-Algebra A bedeutet in diesem Paragraphen stets cine kommutative (und asso-
ziative) K-Algebra mit Eins von endlicher Dimension tiber K. Fiir a € A sei A(a) der
K -lincare Endomorphismus b — ab von A, und tra/x (a) die Spur von M) (iiber K). Die
K-Linearform trg/f: A — K heifit die Spur von A iiber K (nach englisch ,trace®).

Folgende Regeln kann man unmitteibar verifizieren:

Lemma 1.
a) Ist K'|K eine Korpererweiterung und A' = AQp K', so ist

tra/p(e) =trayp(a®1) firaleae A.

b) Sind Ay,..., A, K-Algebren und ist A= Ay x --- X A, so ist

R
tra/rlar, ... a) = Z tra, n(ai)  Jiralle (ay,...,a,) € A.
i=1

¢) tra/k(NilA) = 0 (wobei wie wblich NilA = {a € A:a" =0 fir ein n € IN} ). m]

Nun sei speziell A = K[i]/(f), wobei f € K[t] cin normiertes Polynom vom Grad n > 1
sei. Das Bild von ¢ in A bezeichnen wir mit 7. Seien ag,...,a, dic Nullstellen von f im
algebraischen Abschlul /X' von K.

n
Satz 1. Fir g e K[t] ist trayi(9(7)) = 2 glaj).

5=1
Beweis. Wegen a) aus Lemma 1 kann man K = K annchmen. Seien Bi,..., 6, die
verschiedenen Wurzeln von f und e, ..., e, ihre Vielfachheiten, also f(t) = (t = 1) ---
(t = Br). Sel A, = K[]/(t = 3) (i = 1,...,7). Nach dem Chinesischen Restsatz

ist A - A; x --- x A, ein Isomorphismus, und wegen Lemma 1b) kann man r = 1
annehmen, also f(t) = (¢t — B)°. s gibt h € K[t] mit g(t) = g(8) + (¢ — B)h(t). Wegen
(1 = B)h(7) € Nil A und Lemma lc) ist tra/g (g(m) = trayux(9(B)) = e g(B). D

Bezeichnungen.

a) Ist A eine [{-Algebra und a € A, so bezeichne [A, a] i den durch die quadratische Form
T trA/K(axz) auf A definierten quadratischen Raum tber K.

b) Fur Polynome f,g € K|[t], f # 0, sei

Sylg(f59) = [K{/(f):9(7)]
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und

Sylg(f) =Syl (f;1).

Den Index K werden wir haufig weglassen.

Aus Lemma 1 erhdlt man soflort folgende Regeln fiir das Rechnen mit diesen Formen:

Lemma 2. Seien A, A', Aq,..., A, {-Algebren.
a) Ist o: A — A’ ein K-Algebren-Isomorphismus, so ist

[A,aq] & [A',cp(a)] fir alle a € A.
b) Ist K'/K eine Korpererweiterung, so ist fir alle a € A
(Aol @ K'=[A@k K',a® 1)y (iber K').

c) [Al NEEE A,,(al,...,a,)] = [A,aq] L L[Ara;] (a; € A).
d) NilA C Rad (A, a] fir alle a € A. o

Lemma 3. Seien f,g € K[t].
a) Ist K'/K eine Kérpererweiterung, so ist

Sylic(f;9) @K K' = Sylg(f9)  (iiber K').
b) Sind fi,..., fr € K[t] paarweise teilerfremd, so ist
SyL(f1-+ - frig) = Syl(fi;9) L - L Syl(fri9)-

c) Syl(f%g) = (e) ® Syl(f;9) L (0,...,0) (e € IN).

d) Furae K* ist Syl(af;g) = Syl(f;9) und Syl(f;ag) = (a) @ Syl(f;9)-

e) Firae K ist Syl(t—a;9(t)) = (g(a)).
Beweis. a), b) folgen aus Lemma 2, und d), e) sind klar. Wir zeigen c): Sei A =
KQR)/(fe), A" = K[t)/(f), und m: A — A’ die Restklassenabbildung. Wegen Satz 1 ist
trajr(a) = e trayg(wa) fur alle a € A, woraus die Behauptung folgt. m]

Korollar. Fir f,g € K[t], f #0, sind dquivalent:

(1) Sylg(f;g) ist nicht-ausgeartet;

(i1) f ist separabel, und f und g sind teilerfremd.

Beweis. Da (i) und (ii) gegen Kérpererweiterung invariant sind, kénnen wir K = K als
algebraisch abgeschlossen annehmen. Seien ay,...,«a, die verschiedenen Nullstellen von
f, mit den Vielfachheiten e, ..., e, € IN. Nach Lemma 3 folgt

Syl(f;9) = ]él Syl ((t = ;)5 9(t))
]; [(e3) @51 (¢ = aj3.9(1)) L (5 1) (0)
= 1 [{ejgla)) L (e =1)-(0)],

.
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woraus man die Behauptung abliest. O

Satz 2. Ist f € K[t] ein normiertes Polynom vom Grad n > 1 und S(f) seine Sylve-
sterform, so ist S(f) = Syl(f). Fir die Sylvesterform Sx(f) von f zum Parameter A gilt
Sx(f) = SyI(f A — 1)

Beweis. Seien ar, ...,y die Nullstellen von f in K und sei g € K[t] beliebig. Beziiglich
der Basis 1,7,...,7"7 ! von A := K[t]/(f) wird Syl(f;g) dargestellt durch die Matrix
(bjk)1<ik<n, mit bk = tray(r7tF2g(r)). Nach Satz 1 ist bjp = Za{""k_zg(ai).

Hieraus folgen die Behauptungen mit ¢ =1 bzw. g = A —¢. =1 ]

Wir zeigen abschliefend, daf sich die im vorigen Abschnitt bereits bewiesenen Satze
von Sylvester und Hermite (§7, Satze 5 und 5a) unter Verwendung des Spurformenkalkiils
recht einfach ergeben.

Sei also X = R reell abgeschlossen, sei f € R[t] normiert vom Grad n > 1 mit den
verschiedenen reellen Wurzeln fBi,..., 3, und den verschiedenen nicht-reellen Wurzeln
Y1, 5 Ysy Ys- Ocien wieder mj bzw. n; die Vielfachheiten der §; bzw. ;. Wir setzen
qi(t) =t =)t —=7) (=1,...,s). Dann ist

T S
f@ = [Te-8)m [Tao™,

1=1 1=1

und folglich nach Lemma 3 fir alle g € R[t]

Syl(fs9) Sk ((t=B)™s9) L L Sylljs )
T §
%) L Syl(t=F59) L L Syl(gjig) L {0,....0)
¢) 1= )=
= ((B1), - 9(Br)) L L Syl{gs:9) L40,...,0) .

Dabei sind alle Formen Syl (g;; g) hyperbolisch (oder null, falls ¢;lg), denn R[t]/(g;) ist
als R-Algebra zu C = R(y/=1) isomorph, und fiir alle @ € C* ist [C;a]g = (1,-1) = H.
(Wahlt man 8 € C mit 2a8? = 7, so erhilt man fiir [C;a]p beziiglich der Basis 8, —if

die Matrix ((1) (1)) )

Semit ist Syl(f;9) = (g(B1)y.--,9(Br)) Lt - H L (n—r—2t)-(0) [irein 0 < ¢ < s.
Insbesondere ergeben sich S(f) 2 Syl (f) = Syl(f;1) =Zr-(1) Ls-H L (n—r—2s)-(0)
und Syl(f;A =0 = (A=FB1,...,A=8) L s-H 1L (n—r—2s)-(0). Daraus liest man
die Aussagen der Satze von Sylvester und Hermite direkt ab.

Neben den schon erwahnten Arbeiten [KN] und [Fu] vergleiche man zu diesem und zu
verwandten Themen auch den Artikel [BeSp], welcher interessante historische Bemerkun-
gen iber Sylvester enthalt.
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§9. Cauchy-Index einer rationalen Funktion, Bézoutiante und Hankelformen

Im weiteren Verlauf dieses Buches wird dieser Abschnitt, ebenso wic der folgende, nicht
mehr benétigt und kann daher bei der ersten Lektiire Gberschlagen werden. Andererseits
gehort sein Inhalt zum klassischen Bestand der reellen Algebra und ist fiir das Verstandnis
der historischen Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert unentbcehrlich. Daneben
hat er auch in vielen Anwendungen Bedeutung erlangt, etwa bei der Stabilitdt von
Bewegungen oder in der Kontrolltheorie.

Wir folgen der Arbeit [KN] von Krein und Naimark, kénnen jedoch aus Platzgriinden
nur einen kleinen Ausschnitt davon darstellen. Der interessierte Leser sei daher auf diese
Arbeit selbst verwiesen.

Sei stets R ein reell abgeschlossener Kérper.

Definition 1. Sei () = ¢g(¢)/f(t) € R(t) eine rationale Funktion, wobei g und f
teilerfremde Polynome tiber R seien.

a) Sei a € R eine Polstelle von ¢ (also eine Nullstelle von f). Der Cauchy-Index indq(e)
von ¢ 1n o wird wie folgt definiert: Man setzt ind,() := +1, falls der Wert von ¢(t) bei
t = a von —oo nach +oo springt, ind,(¢) := —1, falls er von 400 nach —oco springt, und
ind4(¢) := 0 sonst.

b) Der Cauchy-Index von ¢ im offenen Intervall Ja, b € R (£oo als Intervallgrenzen sind
zugelassen) ist definiert als die Summe der Cauchy-Indizes zu den in |a, b gelegenen Polen
von ¢. Wir schreiben dafiir (). Im Falle ¢ = —o0, b = 400 spricht man vom globalen
Cauchy—Indez von ¢.

Der Cauchy-Index von ¢(¢) = f(t)/g(t) im Pol ¢ = « ist also +1, —1 oder 0, je nachdem
ob das Polynom f(t) ¢g(t) in t = « das Vorzeichen von minus nach plus, von plus nach
minus oder iberhaupt nicht wechselt.

Beispiele.

1. Sei f € R[t] ein nicht konstantes Polynom, und sei ¢ = f'/f scine logarithmische
Ableitung. Sind ai,...,q, die verschiedenen reellen Nullstellen von f und my,...,m,
ihre Viellachheiten, so ist

m;

Pty =p(t) + >
1=1

b —a;’

wobei 1 eine rationale Funktion ohne reelle Pole ist. Somit hat ¢ = f'/f genau » reelle
Pole aq, ..., ar, und in jedem von diesen den Cauchy--Index +1
2. Etwas allgemeiner: Seien f,h € R[t] und sei f # 0. Fir o = hf'/f ist dann

IT2(p) = #{a€ R: f(a)=0und h(a) >0} — #{a € R: f(a)=0und h(a) <0},
wie man sich leicht iberzeugt.
Wie kann man die ganze Zahl I)(¢) aus den Koeffizienten von ¢ bestimmen? Eine

Losung wurde schon in §7 gegeben: Man fihre den Sturmschen Algorithmus mit den
Polynomen f,g (statt wie damals f, f') durch und wende das dortige Theorem 4a auf
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dic entstandene verallgemeinerte Sturmsche Kette an. Diese Prozedur wurde schon im
Jetzten Jahrhundert zu praktischen Verfahren fir die Bestimmung von I2(¢) ausgebaut.
Fir einen wichtigen Spezialfall, das sogenannte Routh-Hurwitz-Problem, verweisen wir

aufl [Ga, §16].

WWir wollen jetzt einen Zusammenhang zwischen dem globalen Cauchy-Index und ge-
wissen quadratischen Formen herstellen. Dazu miussen wir ctwas ausholen. Fir o = g/ f

kénnen wir stets degg < deg f voraussetzen, da sich die Cauchy-Indizes bei Addition
cines Polynoms nicht andern.
Seien also

ft)y=apt" +at™ P+ -4 a, und g(t) = bot" + bt 1. 4D,

zwei Polynome mit Koeffizienten in einem Kérper K (char i # 2) und sei ag # 0. Wir
ordnen dem Paar (f, g) wie {olgt zwel quadratische Formen tber K zu.

Sind z und y neue Variable, so ist das Polynom f(2)g(y) — f(y)g(z) durch x —y teilbar.
Genauer gilt

[@0) = flote) _ 52

r — 1,
y 1,7=0

wobei
1
Cij = E dk,i+j+1—k mit dij = a,.,,_]'b,,,__,j - U—n—ibn~j
x=0

ist'. Unabhansig von diesen Formeln ist klar, daf ¢;; = ¢;; firalles,7 =0,...,n—1 gilt.
o'o ) 1] 7 : 3 3

Definition 2. Die symmetrische n x n-Matrix (cj;i)o<ijgn—1 heiBt die Bézoutmatriz
zu f und ¢g und wird mit B(f, ¢) bezeichnet. Die zugehdrige quadratische Form iiber K
heifit die Bézoutiante zu f und g. Wir bezeichnen sie ebenfalls mit B(f, g), schreiben also

n—1
B(f,g)(z0,- - yTn-1) = Z Cij Tty -

1,j=0

Andererseits konnen wir wegen degg < deg [ die rationale Funktion ¢(1) = ¢{t)/f(¢)
als cine formale Potenzreihe in t7! schreiben:

e(t) =s_1 + sot Vst

Definition 3. Die symmetrische n xn-Matrix (si4;)o<i j<n—1 heiBt die Hankelmatriz zu
fund g und wird mit I (f, g) bezeichnet?. Wieder fassen wir I(f, ) auch als quadratische
Form auf,

n—1

][(f’g) (x())"',a:'n—l) = Z Si+ LTy,

1,7=0

1Wir werden diese expliziten Formeln nicht weiter benutzen.

2Allgemein nennt man jede quadratische Matrix (a;;), bei der der Eintrag a;; nur von i+ j abhangt,
eine Jankelmatrix.
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und sprechen dann von der Hankelform zu f und g. Fir 1 < p < n wird die gestutzte
Matrix ($;45)o0<i,j<p—1 mit Hy(f,g) bezeichnet.

Bemerkung. Offensichtlich hangt H(f,g) nur von n und von der rationalen Funktion
@ = g/f ab. Allgemeiner kann man zu jeder formalen Potenzreihe ¢(t) € K[[t7!]] in ¢t~}
und jedem n > 0 eine Hankelmatrix H,(¢) wie in Definition 3 bilden. Ein bekannter
(elementarer) Satz von Frobenius besagt, daB o(t) genau dann rational (d.h. ¢(t) € K(t))
1st, wenn es ein n > 0 mit det [,,() = 0 far alle m > n gibt. Ist dies der Fall,
so ist Uberdies das kleinste solche n der Grad des Nenners von ¢ in einer gekirzten
Bruchdarstellung, und jede Matrix Hpm(¢) mit m > n hat den Rang n. Siche hierzu etwa
[Ga, §16.10].

Beispiel 3. Sei f € K[t] ein nicht konstantes Polynom. Wir wollen die [Hankelform
H(f, [") berechnen. Ist f(t) = a(t — o1) - ({ — o) die Zerlegung von f iiber dem
algebraischen Abschlufl von [, so ist (geometrische Reihel!)

f’(t) n 1 0 n )

JANY E _ E —7-1 oy L ¥

f(t) = o = 85t mit  s; = g oy .
k=1

1=1 7=0

Somit ist H(f, f') gerade die in §7 betrachtete Sylvesterform S(f) zu f.

Anmerkung zur Terminologie. Wir werden gleich sehen, dafl H(f, g) zu B(f,g) isometrisch
ist. In manchen modernen Arbeiten und Buchern (etwa [BCR]) wird deshalb die Form
S(f) = H(f, f') als ,Bézoutiante von f“ bezeichnet. Wir halten diesen Sprachgebrauch
fir ungliicklich, weil er nicht mit der im 19. Jahrhundert entwickelten Terminologie
harmoniert. Damals wurde konkreter gerechnet, als es heute oft iiblich ist, und zwischen
einer quadratischen Form und ihrer Isometrieklasse scharf unterschieden. Um solchen
Kollisionen aus dem Weg zu gehen, haben wir S(f) die Sylvesterform von f genannt, was
wegen Sylvesters Pionierleistung aufl diesem Gebiet sicher gerechtfertigt ist.

Satz 1. Die Bézoutiante B(f,g) ist zur Hankelform H(f,q) isomelrisch.
Beweis. Sei wieder () = ¢(t)/f(¢). Dann gilt

n-—1 0o —i —i
> apa'y' = (20 LT = ey e T
2

T -y i=0 Y
oo 1—1
= [(2)f() sicy @l Ty ™!
=1 j=0
I
= f(2)f(y) D spar x”EHy =
k,1=0

o
= 3 sk (@™ e e ) (agg™ T 4 gy
k=0
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Da auf der linken Seite keine negativen Potenzen von z oder y vorkommen, konnen wir
auch auf der rechten Seite alle solchen Terme weglassen und erhalten

n—1 1
. L .
E cijaty! = sk (aoz™ P bt apgo1) (aoy™ T o anim).
i720 k=0

n—

Nimmt man die Variablentransformation

UQ i= AgTh-1 + A)Tp-2 F+ ° F An-1T0

Uy = aoTp—2 + " + Ap—2%0
Up—1 1= apTo
vor, so ergibt sich daraus
B(f,9)(z0,...,xn—1) = H(f,9) (ug,.. ., un-1). (1)
Wegen ag # 0 gibt dies die Behauptung. O

Korollar. Fir die Minoren
B]) = det (Cij)n—pgi,jgn—l 1<p< 77')

der Bézoutmatriz B(f,g) (die ,,Hauptminoren von rechts unten aus*) gilt

n
By = apf det Hy(f,9g). (2)
Beweis. In der Identitat (1) setze man zg =+ = ap_p—1 = 0, also up = -+ = Up—1 =0,
Jese die neuc Identitit als cine Gleichung von symmetrischen Matrizen und gehe zu den
Determinanten iiber. 0
Satz 2 (Hurwitz).
ag bo 0 0o - 0 0
ay ])1 ag bo R 0 0
By = : : : : S I (3)
azp-1 b‘Bp—l A2p-2 b'Zp—'.’ ) bp

wobet a; = b; = 0 fir i > n zu lesen tist.

Beweis. Aus der Identitat g(t) = f(¢)¢(¢) erhdlt man die Rekursionsformeln

b; = agSi—1 + a18;_2 + -+ a;8_1 (4)
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fir alle ¢ > 0. Mit ihrer Hilfe kann man die Identitdt (2) wie folgt umformen:

1 0 --- 0 0 --- 0
0 1 -+ 0 0 --- 0
o2 opyr (00 e o --- 0
ClOBp (?) ( 1) R 0 s—p - Sp—2 Sp—1 1 S2p-2
0 0 -+ sp_3 Sp_2 -0 Spo3
0 0 S—1 S0 Sp—1
1 0 0 0 0
0 s-1 s & Sap-2 !
0 1 0 0 0 “00 Z; Z a‘”ﬂl |
) ) | aop-
_ (—1p 0 O $—-1 S0 s~,f_3 0 0 a s
: : : : |
0 0 0 0 1 0 --- 0 : 5
00 0 0 0 -0 sq - sy | 1000 @ |
0 0 o o0 ---0 1 --- 0
Ausmultiplizieren der Matrizen gibt
ap ay az - azp C y
0 b[) I)] L b2p—] bO bl bzl)—l
0 ag ap - ap-—1
ag ay a2p—1
0 by -+ by
wb & 1 0 0 bo - byp2)=(=1)ag| . . :
00 0 b, 0o
0 0 0 - g P
Nach Permutation der Zeilen und Transposition erhalt man die Behauptung (3). C

Definition 4. Als Resullante R(f,g) von [ und g bezeichnen wir hier die 2n-reihige
Determinante

a @y v Qp—1 @, 0 0 - 0
0 ay -+ ap—s ap—q @ 0 --- 0
0 0 - ap a; a3 a3 - dp
I'O bl e Z)n—-l bn, 0 e

0 Z’O T b-n—'l bn,—l bn 0 T 0
0 0 - b by by by - Dy,

Ist by # 0, so ist dies die Resultante von f und g im Gblichen Sinn der Algebra (vgl.
[LaA], [vdW], [JBA]). Ist dagegen deg(g) = m < n = deg(f), so erhilt man R(f,g) aus

der tiblichen Resultante durch Multiplikation mit dem (unwesentlichen) Faktor aj=™.
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Satz 2 besagt im Falle n = p:

n(n—1)

det B(f,9) = (=1)" 2z R(f,9). (5)

Da die Resultante zweier Polynome genau dann verschwindet, wenn dicse einen gemein-
samen Teiler haben (siche [vdW], ...), erhalten wir die

Tolgerung. Die Bézoutiante von f und g ist genau dann nicht ausgeartet, wenn f und
g teilerfremd sind. O

Bezeichnen wir den quadratischen Raum (K™, B(f,g)) mit V(f,g), so gilt allgemeiner:

Satz 3. Sei D = 19+ dy17" 4 - +d, der grofte gemeinsame Teiler von f und g, und sei
f=71°D,g=¢" D. Dann hat das Radikal Rad V (f,g) von V(f,g) (§2) die Dimension
q, und der quadratische Raum V(f,g)/Rad V(f,g) ist zu V(f°,¢%) isometrisch.

Beweis. Sei (c?j) := B(f%,4¢°%). Dann gilt

n—1
- 2)g(y) — f(x)g(z
S eyl = I )J(J)‘ f()g(=)
ij=0 Ty
: F(2)9°(y) = £ (n)g°(=)
= D(z)D(y) '
T—y
n—q—1
0 i
=D()D(y) Y  day’
1,7=0
n—g—1
_ 0 Rax] 1) q+3 J
= Z ¢y (doa®™ 4 -+ dgat) (doy™™ + -+ + dyy?),
1,7=0
wobei dp := 1. Sind wxg,...,2n—1 unabhangige Variable, so bilden wir die neuen n — ¢
unabhéngigen Variablen
wy = dyzo + dyar+ -+ doxy
Uy = (lq.’E1+ oo 4 dy z4 + (10((,‘,]+1
Up—qg—1 = d(ﬂ’n—q—l’*‘ coe + dozp—1

(dp :=1). Aus der obigen Identitat liest man dann ab:
B(f,9) (20, 2n-1) = B(f°, ¢°) (ug,- - -, ttn—g-1).

Da B(f°,¢%) nach der Folgerung aus Satz 2 nicht ausgeartet ist, folgt daraus die Behaup-
tung. (]
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Von nun an sei wieder I{ = R reell abgeschlossen. Wie zuvor seien f bzw. g Polynome
vom Grad n bzw. héchstens n, und sei ¢ := g/ f.

Theorem 4. Der globale Cauchy-Index 1T () ist gleich der Signalur der Hlankelform
H(f,g), also auch gleich der Signatur der Bézoutiante B(f,g) von f und g.

Aufgrund von Satz 3 kénnen wir f und ¢ ohne Einschrankung als teilerfremd, also
H(f,g) als nicht ausgeartet, voraussetzen.

Wir fithren den Beweis jetzt im Falle R = IR mit funktionentheoretischen Mitteln,
namlich durch Berechnung der Residuen eines Differentials w = o(2)9(z)? dz. Dabei sei
z eine komplexe Variable und

V() =azo+z124+ - F 252"}

mit unabhangigen reellen Parametern 2g,...,z,—1. Um das Residuum von w in z = oo
zu berechnen, fithren wir bei co die lokale Koordinate ¢ = z7! ein. Dann ist

w=(2)(2)* (=(7?)d¢,

also —Reseo(w) der Koeflizient von ¢ in der Laurent-Entwicklung von ¢(z) 9(z)* nach (.

Aus

n—1
@(2)9(2)* = (51 + 50 +51C% + ) > wjap(TIE
5.k=0
liest man ab:
n—1
—Resoo(w) = Y sj4ke2k = H(f,9) (20, -, 2n-1)- (6)
7,k=0

Nach dem Residuensatz ist dies gleich der Summe der Residuen von w in den im Endlichen
gelegenen Polen von w, also in den Nullstellen von f.
Sei also z = « eine (komplexe) Nullstelle der Vielfachheit m von f(z). Man hat eine
Laurent-Entwicklung
plz+a)=coz ™+ ez ™ 4.

mit komplexen Koeffizienten ¢; und ¢y # 0. Ist o € IR, so sind auch die ¢j reell. Weiter

15t
-1
J(zt+a)=zo+zi(z+a)+ - +an_1(z+a)
=ugFurz + -+ up1 2",
wobel ug, ..., un—1 Linearkombinationen von zy, ..., 2,1 sind, deren Koeflizienten ganz-

zahlige (universelle) Polynome in « sind. Somit ist
2
Resq(w) = cmo1uf + 2cm—2uguy + - -+ + co(Wotm—1 + - + Up—10) -
Ist m = 2r gerade, so kénnen wir schreiben

Reso(w) = wovp + uvy + -+ + 11051 (A)
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mit geeigneten Linearkombinationen v; von o, . .., Zy—1, deren Koeffizienten ganzzahlige
Polynome in «,cg,. . ., Cm—1 sind.

Ist dagegen m = 2r + 1 ungerade, so konnen wir
92
Resa(w) = uovg + - - - + Ur—1vr—1 + CoU; (B)

schreiben, mit Linearkombinationen v; wie zuvor.

Ist o € IR, so haben alle Linearkombinationen uj, v reelle Koeffizienten. Sei jetzt o &
IR, etwa Im («) > 0. Dann ist auch & Nullstelle von f von derselben Vielfachheit wie o,
und im Residuum Resg(w) treten gerade die konjugiert komplexen Lincarkombinationen
4;,0; auf. Um die uj,v; im Real- und Imaginérteil zu zerlegen, schreiben wir fir 0 < j <
r—1

uj=p +V=1p;,  vi=q—V-1g

mit reellen Linearkombinationen p]’,p'j.,q]‘, qg von xo,...,Zn-1; im Falle m = 2r 4+ 1 sei

ur = pr+v/—1p,

mit reellen Linearkombinationen py, pi.
Dann erhilt man im Falle m = 2r

r—1

r—1
Resq(w) + Resz(w Z (ujvj + @;05) =2 Z (pja; + Pjq;) ()
]:0 ]:_-.0
dagegen im Fall m =2r + 1
r—1
Resa(w) + Resa(w) =2 Y (pjas + Pjdy) + 2c0(p? — p2). (D)
j=0

In den Identitdten (A), (B) (fir « recll) und (C), (D) (fiw a nicht reell) treten insgesamt
genau n reelle Linearformen auf, da f mit Vielfachheiten genau n Nullstellen besitzt. Mit
dem Residuensatz erhalt man aus (6) {ir [ (f, g) eine Darstellung als quadratische Form in
diesen n Linearformen. Diese missen linear unabhangig sein, da sonst H(f, g) ausgeartet
ware. Weiter ist H(f,g) die orthogonale Summe der durch (A), (B) fir « € IR und
durch (C), (D) fir Im (a) > 0 gegebenen quadratischen Formen. Offensichtlich sind die
zu (A), (C) und (D) gehorenden Formen hyperbolisch, wahrend die zu (B) gehdrende
Form orthogonale Summe einer hyperbolischen Form mit der Form cou? ist, somit als
Signatur das Vorzeichen von cp hat. Man beachte nun, daff fir @ € IR der Cauchy-Index
indy(p) = 0 ist, falls m gerade ist, dagegen indy (@) = sgncp fiir ungerades m gilt. Also

ist tatsachlich
signfI(f,9) = Y indal(p) = I*3 ().
a€RR, f(a)=0

Um Theorem 4 tber einem beliebigen reell abgeschlossenen Koérper R zu beweisen,
bieten sich nun zwei Wege an. Zum einen kann man einen rein algebraischen Residuensatz
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fiir rationale Differentialformen tber 2(y/=1) benutzen. In der Tat kann man {iwr die obige
Form w uber jedem algebraisch abgeschlossenen Kérper in allen Polen formale Laurent-
Entwicklungen finden, mit ihrer Hille die Residuen von w definieren und beweisen, daf ihre
Summe null ist. Der oben gegebene Beweis bleibt dann Wort {iir Wort giiltig. Vergleiche
dazu etwa [Se, p. 31].

Die andere Mdglichkeit besteht darin, das Tarski- Prinzip anzuwenden (siche etwa [Prl,
§5] oder [Pr2, §4.2]). Dieser modelltheoretische Satz besagt unter anderem, daB jede
»elementare Aussage® in der Sprache der angeordneten Kérper, welche tiber IR richtig ist,
auch iber jedem reell abgeschlossenen Korper gilt. Auch wenn man sich nur schr wenig
mit Modelltheorie befafit hat, erkennt man leicht, dafi sich Theorem 4 als eine solche
elementare Aussage fassen 1aBt. Das Tarski-Prinzip spielt in der hoheren reellen Algebra
cine wichtige Rolle (siehe die Einleitung), wird aber in diesem Band ansonsten vermieden.

Damit erklaren wir Theorem 4 {ir bewicsen. Aus diesem Resultat gewinnt man sofort
eine Mdglichkeit, die Cauchy-Indizes I¥() auf endlichen offenen Intervallen ], b[ durch
Signaturen von ,modifizierten® Bézoutianten auszudriicken. Ohne Beschrankung der All-
gemeinheil nehmen wir deg g < deg f an und definieren zu jedem A € R die quadratische
Form

By(f,9) := B(f,(\ —t)g) .

Thre Signatur sei mit p(A) bezeichnet. Ist A hochstens ein Pol erster Ordnung von ¢, so
ist

p(N) = IZZ (A = t)p) = Roo() = 1),

nach Theorem 4. Sind also «,b hochstens Pole erster Ordnung von ¢ und ist a < b, so

folgt ) y ,
p(0) = 125 (9) +inda() + Lo(v) — [;°()
p(a) = 1% (9) — I2(e) — indy() — I°(¢0)
und daraus

Folgerung. Hat ¢ in a und b héchstens cinfache Pole und ist a < b, so ist

21%(¢) = p(b) — pla) — indg (@) — indp(e) . ]

In unserem Beweis von Theorem 4 wurde nur mit der Hankellorm H(f,g) gearbei-
tet. Die Bézoutiante B(f,g) ging lediglich indirekt ein, indem iiber die Theorie der
Bézoutianten gezeigt wurde, daff man f und g als teilerfremd und damit H{f,g) als nicht
ausgeartet voraussetzen darf. Daher kénnte der Eindruck entstehen, daB die Hankelform
im Zentrum des Interesses steht und der Bézoutiante cher cine Hilfsfunktion zukommt.

Tatsachlich gibt es aber zwei Grinde, die dic Bézoutiante als das zentrale Objekt
erscheinen lassen. Der erste ist formaler Natur: B(f,g) 1aBt sich wie in Definition 2
fiir beliebige Polynome f und g ohne Gradbeschrankung definieren, wihrend fic H(f,g)
der natiirliche Definitionsbereich deg g < deg f (oder sogar deg g < deg f) ist. In jiingster
Zeit wurde zudem erhartet, daB die im 19. Jahrhundert so beliebte, dann weitgehend
vergessene Bézoutiante B(f,g) faszinierende Eigenschalten hat, die von H(f,g) nicht
geteilt werden. Siehe dazu [Fulle], [He] und die dort angegebene Literatur.
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Zum zweiten hat B(f,g) praktische Vorteile gegeniiber H(f, g), denn die Koeflizienten
von B(f,g) lassen sich schnell aus jenen von f und g gewinnen (siche die eingangs ange-
gebenen Formeln), wahrend die Taylorkoeflizienten von g/ f, welche in H(f, g) eingehen,
in komplizierter Weise von f und ¢ abhingen®. Daher 14Bt sich auch bei variierendem
f und ¢ die Anderung von B(f,g) besser studieren als jene von H(f,g), was etwa fir
Anwendungen in der Regelungstechnik wichtig ist.

Mit dem Satz 2 von Hurwitz hat man auBerdem die Signatur von B(f,g) gut im Griff.
Als Illustration erwihnen wir

Satz 5 (Hurwitz). Seien f,g Polynome tber R wie oben (degg < deg f = n). Dann sind

Gquivalent:

(i) Alle Wurzeln von f sind reell und einfach, und zwischen je zweien von thnen liegt
eine Wurzel von ¢g;

(ii) in der Folge der Determinanten

ap by 0 0 -0 0

ag bO (] by ap bo - 0 0

1’ I) Yyttt . . . . . .
a1 0 : :
@ap—1 bap—1 @ap—2 bap—2 - an by

sind entweder alle Glieder posiliv, oder die Glieder sind abwechselnd positiv und
negaliv.

Beweis. Bedingung (i) bedeutet 132 (g/ f) = £n, wéhrend nach Satz 2 die Bedingung an
die Determinanten sign B(f, ¢) = 4n besagt. Die Behauptung folgt daher aus Theorem 4.
O

3Andererseits hat die Matrix I7(f, g) eine einfachere Gestalt als B(f, 7).
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§10. Eine obere Abschitzung fiir die Anzahl reeller Nullstellen
(mit Vielfachheiten)

I sei stets ein reell abgeschlossener Korper. Im Gegensatz zum bisherigen Brauch werden
jetzt alle Nullstellen mit Berticksichtigung ihrer Vielfachheiten gezahlt.

Sei f € R(t) eine nicht-konstante rationale Funktion ohne Pole im Intervall [a, ]
(a,b € R, a < b). Wir fixieren ein n > 1 mit f(")(a)j‘(")(b) # 0 und bezeichnen mit
N; die Anzahl der reellen Nullstellen der i-ten Ableitung f() in Ja,b) (i = 0,1,...,n);
insbesondere sei N := Ny die Anzahl der Nullstellen von f in ]a,b]. Fir @ € [a, b] setzen

wir V(z) := Var(f(z), f/(z),..., f™(z)) (vgl. §7).
Theorem (Hurwitz). Fs gibl ein v € Ny mat

N =N, +V(a)=V(b) - 2.

Korollar 1 (Budan - Fourier). Ist f € R[t] ein Polynom vom Gradn > 1, so ist
N =V(a)-V(b)—2v
fur ein v € INg.

Bevor wir das Theorem beweisen, wollen wir noch einige interessante Folgerungen
daraus (genauer: aus Korollar 1) ableiten. Sie zeigen, daB man ohne jede Rechnung
allein aus der Vorzeichenfolge der Koeflizienten eines Polynoms bereits bemerkenswerte
Schliisse tber seine reellen Wurzeln zichen kann!

Es sei dazu f(t) = cot® + 111 + -+ + ¢, € Rt mit n > 1 und ¢y # 0. Wir fihren
folgende Bezeichnungen ein:
p := Anzahl der strikt positiven Wurzeln von f,
p' 1= Anzahl der strikt negativen Wurzeln von f,
V := Var(cg,...,cn),
V= Var(co, —c1, ¢, .., (=1)"cn) .

Korollar 2.
a) (Regel von Descartes) Es gibt v,v' € Ng mit p=V - 2v und p = V' =20,
b) Ist ¢y, # 0 und sind alle Wurzeln von f reell, so ist p =V und p' = V',
c) Istcy #0undist iy = ¢; =0 fir eini mit 1 <1 < n, so hat f nichi-reelle Wurzeln.

Bewezs.
a) V(0) = Var(cy, llcy—1,...,nlcg) = V und V() = 0 fir b > 0 geben zusammen mit
Korollar 1 die erste ormel. Fiir die zweite ersetze man f(t) durch f(—t).
b) Sei ) _
W(z) := Var(co + 2,...,en + ) und

W'(z):= Var(co + 2, —(c1 + @), ..., (=1)"(cn + 1))
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(z € R). Fir alle z € R mit 0 < z < min{|c¢;|:¢; # 0} ist dann W (z) + W'(z) = n sowie
W(z) >V und W/(z) > V'. Lsist also V + V' < n, und aus a) folgt p +p' <V 4+ V',
Andererseits ist nach Voraussetzung in b) p + p' = n, also folgt p = V,p' = V"

c) Man wiederhole das in b) gegebene Argument, indem man die Stellen 2 — 1 und ¢z in
den Folgen weglafit. m]

Fur den Beweis des Satzes von Hurwitz stellen wir zwei Hilfssatze bereit.

Hilfssatz 1 (Taylor). Sei 0 # f € R(t) und a € R eine Nullstelle der Vielfachheit m > 0
von f. Dann gibt es ein g € R(t) mit g(0) # oo und

1
fla+t) = Tﬂf(m)(a)tm F ().

Beweis. s gibt h € R(t) mit A(0) # oo, 2(0) # 0 und mit f(a+t) = t™h(t). Die Leibniz-
Regel gibt f(™)(a) = m!h(0). Es gibt ¢ € R(t) mit g(0) # oo und A(t) = h(0) + t g(t),
woraus die Behauptung folgt. O

Hilfssatz 2. Seien a,b € R, a < b, und f € R(t) ohne Pole in [a,b].

a) Ist f ohne Nullstellen in [a,b], ist f(b) = 0 und f'(a) # 0, so ist die Anzahl der
Nullstellen von f' in]a,b|

gerade  fir f(a)f'(a) <0
ungerade  fir f(a)f'(a) > 0.

b) Ist f ohne Nullstellen in ]a,b], ist f(a) = 0 und f'(b) # 0, so ist die Anzahl der
Nullstellen von f' in]a,b|

ungerade  fir f(b)f'(b) < 0
gerade  fur f(b)f'(b) > 0.

Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es, a) zu zeigen. Nach dem Lemma in §7 ist
flb—¢) ["(b—¢) < 0 fur kleines € > 0. Aus der Voraussetzung folgt f(a)f(b—¢) > 0. Ist
fla) f'(«) > 0 (bzw. < 0), so haben also f'(«) und f'(b—¢) verschiedenes (bzw. gleiches)
Vorzeichen, die Anzahl der Nullstellen von f' in [a, b — €] ist also ungerade (bzw. gerade).

O

Wir kommen jetzt zum Beweis des Theorems und ibernchmen die bei seiner Formulie-
rung eingefihrten Voraussetzungen und Bezeichnungen.
Iiir alle 2 € R mit f(z) # oo definieren wir

w(z) = %(1 —sign(f() fl(fc))>

sowie

falls f(z) # 0 und k& > 1
minimal ist mit f*)(z) #0 ;
falls f(z) =0.

(Wf)(=) = { (1= sign(£(2) ¥ (2))),

O ol
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Hilfssatz 3. Es gelte f(a) f'(a) f(b) f(b) # 0. Dann gibt es v € INg mit N — Ny =
w(a) — w(b) — 2v.

Seien ci,...,c, die verschiedenen Nullstellen von f in [a,b], mit den Vielfachheiten
mi,...,my;, sei a < ¢ < --- < ¢ < b. Nach §7, Satz 3 hat f" in Jei—1,ci[ unge-
rade viele Nullstellen (¢ = 2,...,7), aulerdem in ¢; eine genau (m; — 1)-fache Nullstelle
(:=1,...,7). In [c1,¢,] hat f' also genau

(r—=D+4+2u+(m—-1)+--+(m—-1)=N+2u-1

Nullstellen, fiir ein v € INg. Weiter ist die Zahl der Nullstellen von [’ in Ja,¢1] bzw. in
Jer, B[ gleich 1 —w(a) 4+ 2u; bzw. gleich w(b) +2us, fir uy, us € o (Iilfssatz 2). Es ergibt
sich also

Ny = (N +2u—1)+ (1 —w(a) + 2ur) + (w(b) + 2us)
d.h.

Ny =N —w(a)+w(d)+2v mit v:i=u+u;+ us. S

(Die Voraussetzung aus Hilfssatz 3 sei nun wieder aufgchoben.)

Hilfssatz 4. Fir alle 2 € R mit f(z) # oo gilt (W f)(z) = w(z + k) fur alle hinveichend
kleinen h > 0.

Wir unterscheiden drei Falle:

1. Ist f(z) =0, so ist (W f)(z) = 0, und w(x + 1) = 0 fir kleines A > 0 nach §7, Lemma.
2. Ist f(z) # 0 und f'(z) =0, so sei k > 1 minimal unter f*)(2) # 0. Nach Hilfssatz 1
gibt es g € R(t) mit g(0) # oo und

M (2)

1) L L g(h).

[z +h)=
Daraus folgt sign f'(z + h) = sign f(¥)(2) fir kleines h > 0, also w(x + k) = (W f)(z) fiir
eventuell noch kleineres & > 0.
3. Ist f(z) f'(z) # 0, so ist (W [f)(z) = w(z) = w(zx + k) fir kleines - > 0. S

Hilfssatz 5. s gibt vo € Ny mil N — Ny = (IV f)(a) — (W [)(b) — 2o .

Sei h > 0 so klein, daB f - f' keine Null- oder Polstellen in Ja,a + A] U ]b,b + k] hat, so
daf also N bzw. N; die Anzahl der Nullsteilen von f bzw. f'in [« + h,0 + R] ist. Aus
Hilfssatz 3 folgt N — N} = w(a + h) —w(b+ k) — 2vg {ur ein vg > 0, und Hilfssatz 4 gibt
die Behauptung. ©

Dieses Ergebnis kann man nun iterieren. Da die {ir f gemachten Voraussetzungen auch
far f/,..., f»=1) gelten, hat man
N = Ny = (W§H)a)— (W) = 2v0,
Ny — Ny = (W Y (a) — (W f)(b) — 2vy,

Np—q = Np = (WD) (a) = (W FP=DY(b) = 20,1
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(voy---,n—1 > 0, ganz), und somit

N — N, = W(a) — W(b) — 2v

wobei wir W= Wf+Wf 4+ -+ WS D und v = vy +v1 + - + vn_) gesetzt haben.

Nun ist aber gerade W(z) = Var(f(z), f'(z),..., [ (z)) = V(x), falls f(M(z) # 0 ist
(und damit sind wir fertig)! In der Tat: Ist & > 1 minimal unter f(*)(z) # 0, so ist nach
Definition

(W)(z) = {0 falls f(z) f*)(z) > 0,
1 sonst.

Seien 0 < k; < --- < k, = n genau die Indizes k € {0,...,n} mit f*¥)(z) # 0. Unter

den (I/Vf(i)) z) (1 =0,...,n) kénnen héchstens die (I.'Vf(kf))(x) ungleich null sein, und

es gilt (I/'Vf(kf))(x) = 1 genau dann, wenn f()(z) fE+)(2) < 0ist (j = 1,...,r — 1).

Somit ist

(Wf)(e) = Var(f*)(z), ..., f)(2)) = Var(f(z), f'(2),. .., fM(z)) = V(z). D

Bel unserem Beweis des Satzes von Budan-Fourier iiber obiges Theorem von Hurwitz
sind wir dem Buch [Ob] von N. Obreschkoff gefolgt [loc.cit. §15]. Man findet dort auch
einen wesentlich anderen Zugang zum Satz von Budan-Fourier {loc.cit. §14] sowie weitere
Untersuchungen zu diesern Thema. Wir weisen insbesondere auf einige interessante Satze
von Laguerre hin [loc.cit. §16], die die Regel von Descartes in anderer Weise verallgemei-
nern als der Satz von Budan-Tourier.
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§11. Der reelle Abschluf3 eines angeordneten Korpers

Definition 1. Sei K ein Korper.

a) Sel P eine Anordnung von K. Ein reeller Abschiufl von (I, P) ist cin reell abgeschlos-
sener Oberkorper R von K, der iiber K algebraisch ist und dessen Anordnung P fortsetzt.
b) Ein reeller Abschlufi von I ist ein Gber K algebraischer Oberkdrper von K, der reell
abgeschlossen ist.

Wegen Satz 1 in §5 (Aquivalenz von (i) und (ii)) folgt mit Hilfe des Zornschen Lemmas
die Existenz eines reellen Abschlusses fur jeden angeordneten Kérper. Dieser ist eindeutig
bestimmt (&hnlich dem algebraischen Abschluf eines Kérpers), und dies sogar bis auf
eindeutige Isomorphie (was beim algebraischen Abschlufl nicht gilt):

Theorem 1. Sei (K, P) ein angeordneter Korper, sei R ein recller Abschlufl von (K, P)
und @: ' — S ein (beziglich P) ordnungstreuer Homomorphismus in einen weileren
reell abgeschlossenen Korper S. Dann gibt es genau einen Homomorphismus ¥: R — S,
welcher @ fortsetzt.

Korollar 1. Sind R/K und R'[K reelle Abschlisse von (K, P), so gibt es genau einen
K-Isomorphismus R — R'. i

Wegen Korollar 1 werden wir in Zukunft von dem reellen Abschlufl von (K, P) sprechen.
Nun zum Beweis von Theorem 1. Der erste Schritt ist

Hilfssatz. Ist L/K eine endliche Kérpererweiterung mit K C L C R, so hat ¢ eine
ordnungstreue Fortsetzung tpp: L — S. (Hier bezieht sich ,ordnungstreu® auf die von R
auf L induzierte Anordnung).

Beweis. Sei o € L mit L = K(«a), und sei f € K[t] das Minimalpolynom von «. Nach
dem Satz von Hermite (§7, Theorem 5) hat die Sylvesterform S(f) von f positive Signatur
uber R, und damit auch uber S. Wiederum nach diesem Satz hat f also auch in S eine
Nullstelle, und somit gibt es Fortsetzungen y: L — S von ¢. Seien xi,..., X, alle solchen
(r > 1). Wire keines der x; ordnungstreu, so giabe es ay,...,a, € L mit a; > 0 (in R),
aber xi(a;) <0 (in S). Betrachten wir dann L' := L(y/a1,...,/ar) € R. Es wére auch
L'/ K endlich, aber es gibe iiberhaupt keine Fortsetzungen x': L' — S von ¢ auf L' (denn
X'|L miBte eines der x; sein, d.h. es ware x'((,/@;)?) < 0 fiir ein ¢), Widerspruch zum
Satz von Hermite. o

Das Zornsche Lemma liefert die Existenz eines Zwischenkérpers K'/K von R/K und
einer maximalen ordnungstreuen Fortsetzung ¥': K' — S von . Aus dem Hilfssatz aber
folgt X' = R, womit diec Existenz von ¢ gezeigt ist. Zur Eindeutigkeit vergleiche man die
folgende Bemerkung. D

Bemerkung. Man kann die Fortsetzung % von ¢ aus Theorem 1 ,angeben“: Ist @ € R
Nullstelle des Polynoms 0 # f € K[t], und sind a; < -+ < «, die verschiedenen
Nullstellen von f in R sowie 81 < -+ < B die verschiedenen Nullstellen von f? (dem
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durch ¢ nach S ibertragenen Polynom f) in S, so ist » = s nach Iermite, und es
muf ¥(a;) = B sein, 1 = 1,...,7. (Ein auf diese Definition gestiitzter Nachweis der
Homomorphie von ¥ ist allerdings mithsamer, vgl. [AS, p. 93].)

Theorem 2. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und ¢: K — S ein Homo-
morphismus in einen reell abgeschlossenen Korper S. Sei P die durch ¢ auf K indu-
zierte Anordnung. Dann besteht eine Bijektion zwischen den [Forisetzungen ¢:L — S
von ¢ auf L und den Fortsetzungen () der Anordnung P auf L; sie ist gegeben durch

b Q= pT1(S?).

Beweis. Fiir jede Fortsetzung 1 von ¢ ist ¢ ~1(S?) cine Fortsetzung von P. Sei umgeke}‘lrt
@ eine Anordnung von L mit P C Q, und sei R der reelle Abschlufl von (L, Q) (also auch
von (I, P)). Nach Theorem 1 gibt es eine Fortsetzung R — S von ¢, und fur deren

Restriktion 9 auf L gilt Q = v%~1(5?). Sind schlieBlich 11, s: L=3 S Fortsetzungen von
¢ mit P71(S?) = Q = ¥51(S?), so gibt es Fortsetzungen x;: R — S von ; (i = 1,2)
(Theorem 1). Wegen x1|K = ¢ = x2|K ist x1 = x2, also auch 1 = 9. ]

Korollar 2. Se: (K, P) ein angeordneter Korper mit reellem Abschiuff R, und sei
L/K eine endliche algebraische Korpererweiterung. Ist L = K(«) und f € KJ[t] das
Mnimalpolynom von « uber K, so entsprechen die Fortsetzungen von P auf L bijektiv

den Nullstellen von f in R. Insbesondere hal P auf L héchstens [L: K| verschiedene
Fortsetzungen. 0

Der nachste Satz kniipft an §6, Korollar 2 an:

Theorem 3 (Anordnungen und Involutionen in der Galoisgruppe).

Set I ein Korper (beliebiger Charakteristik) mit absoluter Galoisgruppe T = Gal (K/K).
Dann gibt es eine natirliche Bijeklion ® von der Menge aller Konjugationsklassen [1] von
Involutionen in I' auf die Menge der Anordnungen von K. Genauer: ®([r]) ist die durch
die Inklusion K — Fix (1) auf K definierte Anordnung (TFix(7) ist reell abgeschlossen
nach §6), also explizit ®([r]) = {a € K:7(3/a) = /a}.

Beweis (Skizze). @ ist wohldefiniert wegen Fix(o707!) = o(lix7) (0,7 € T). Die
Injektivitat von ¢ folgt aus Theorem 1, die Surjektivitit aus der Existenz des reellen

Abschlusses und den Ergebnissen aus §6. Die (nicht schwierigen) Details iiberlassen wir
dem Leser. 0O

Ist 7 eine Involution in I'; so ist der Zentralisator von 7 in I gleich {1,7} — das ist nur
eine andere Formulierung von Aut (Fix(7)/K) = {1} (85, Satz 3b). Folglich stehen die
Konjugierten von 7 in Bijektion zu den Elementen des homogenen Raumes I'/{1, 7}.

Abschliefend wollen wir nun die erhaltenen Resultate in der Sprache der Wittringe
und Signaturen ausdriicken. Sei K ein Koérper mit char K # 2. Nach §2 entsprechen
sich Anordnungen von K und Signaturen von K in bijektiver Weise. Jeder Homo-
morphismus ¢: I{ — R in einen reell abgeschlossenen Kérper R liefert eine Signatur
W(p) :=ipx:W(K) — W(R) = Z von K (§2, Beispiel 1), und auf diese Weise erhalt
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man alle Signaturen, sogar mit 2/@(K) algebraisch (Ixistenz des reellen Abschlusses).
Sind ¢: K — R, ¢': K — R’ Homomorphismen in reell abgeschlossene Korper 12, 12, und
ist R/o(K) algebraisch, so ist genau dann W () = 1¥(¢'), wenn ein A'-llomomorphismus
R — R existiert (Eindeutigkeit des recllen Abschlusses).

Theorem 2 ]aBt sich so formulieren: Ist L/K eine algebraische Korpererweiterung und
@: K — R ein Homomorphismus in einen reell abgeschlossenen Korper 12, sowie o = W ()
die induzierte Signatur von I, so entsprechen die Fortsetzungen +: I — I von ¢ bijektiv
den Signaturen 7 von L, welche o fortsetzen (d.h. fiir die o = 7oig/y ist), via 7 = V().
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§12. Verlagerung quadratischer Formen

Alle Kérper in diesem Abschnitt haben Charakteristik # 2.

Ist L/K eine beliebige Korpererweiterung, so erhdlt man aus der [Funktorialitat des
Wittrings einen Ringhomomorphismus ip/x: W(K) — W(L). Ist [L: K] endlich, so
definiert jede K-Linearform s auf L eine Abbildung s, in umgekehrter Richtung, die
Verlagerung mittels s. Diese freilich ist nur noch ein Homomorphisinus der additiven
Gruppen. Der Spezialfall s = trp/g fuhrt zu einer Spurformel fir die Fortsetzung von
Signaturen.

Sei im folgenden stets L/ K eine endliche Korpererweiterung und s: L — K eine von
null verschiedene Linearform auf dem K-Vektorraum L.

Definition 1. Sei ¢ = (V,b) ein bilincarer Raum tber L. Dann ist die Verlagerung
(engl.: transfer) s.¢ von ¢ (nach K, vermoge s) der bilineare Raum s,¢ = (V,s 0 b) iber
K (wobei V als K-Vektorraum aufgefafit wird).

Lemma 1. Set W C V ein L-Untervektorraum. Dann gilt fir elle v € V:
b(v,W)=0 <= (sob)(v,W)=0.

Beweis. Eine Richtung ist trivial. Fir die andere bemerken wir zunéchst, da die K-
Bilinearform 8: L x L — K, B(a,d’) := s(ad'), nicht-ausgeartet ist. (Nach Voraussetzung
gibt es ag € L mit s(ag) # 0; ist also 0 # a € L, so ist B(a,a"tag) # 0.) Ist also
(sob)(v, W) =0und w € W, soist 0 = s(b(v,aw)) = s(a-blv,w)) = B8(a,b(v,w)) fir
alle ¢ € L, und daher b(v,w) = 0. 0

Lemma 2 (Einfache Eigenschaften der Verlagerung). Seien ¢, ¢' bilineare Raume twber
L, und set s wie oben.
a) dimpy s,¢ = [L: K] -dimg ¢ ;
b) si(¢ L @) Ei sud L sud';
¢) Rad (@) = Rad(s,¢); insbesondeie ist 3,6 genaw dann nichl-ausgeartet, wenn ¢
nichl-ausgeartel ist;
d) isl ¢ hyperbolisch, so auch s,¢.

Beweis. a) und b) sind klar, ¢) folgt aus Lemma 1. Zu d): ¢ = (V, ) hyperbolisch heift,
daB ¢ nicht-ausgeartet ist und ein Teilvaum U C V mit U = U~ existiert (§2). Beides
ubertragt sich auf s,¢ wegen Lemma 1. 0

Hieraus erhalten wir sofort

Satz 1. Sei L/ K eine endliche Korpererweiterung und s: L — K eine K -Linearform # 0.
Dann induziert s, einen Homomorphismus s, W (L) — W(K) der additiven Gruppen
(der jedoch i.a. nicht multiplikativ ist). m]

Bemerkung. Die additive Untergruppe s,W (L) von W(K) hangt nicht von s ab. Ist
namlich auch s': L — K K-linear, s’ # 0, so gibt es « € L* mit s'(b) = s(ab) fur alle



48 Kapitel 1

b € L, und es folgt s\(n) = s,({a)-n) fiir n € W(L). Der folgende Satz zeigt inshesondere,
daB s, W (L) cin Ideal in W (LK) ist:

Satz 2 (Projektionsformel). [ir alle £ € W(K) und n € W(L) gill

se(iz/5(€)-m) =€ s.(n)-
Insbesondere ist die Komposilion s,0iyk gerade die Multiplikation mit s,((1)) in W (K).
Beweis. Seien ¢ bzw. n reprasentiert durch bilineare Raume (V,0) iiber A bzw. (W, c)
iiber L. Dann wird £ - s,(7) représentiert durch (V @5 W,b@ (soc)), und s, (i5/x(€) 1)
reprasentiert durch ((V ®x L) ® W,s0 ((b® 1) ® ¢))). Zur Abkiirzung schreiben wir
Vi=bQ(soc),d :=(b®1)®c;esist also b K-bilinear aufl V @5 W und ¢ L-bilinear
auf (Vg L)®r W.
Es gibt einen kanonischen I -Vektorraum-Isomorphismus ¢: (VO L)@, W V@ W,
gegeben durch ga((v QN ® w) = v ® Aw. Dieses ¢ ist eine [sometrie beziiglich s o ¢’ und
Vimitz:=(v®A)Quw,z = Q@N)®w' gilt namlich

(sod)(z,2) =s((0@1)(ve v @XN): c(w,w))
= s5(b(v,v") - AN - c(w, w"))
= b(v,v") - s 0 c(Aw, ')
= (v @ \w,v' @ Nw') = V' (pz,pa'). O

Die Aussage der Projektionsformel ist gerade, daf s, ein Homomorphismus von W (K)-
Moduln ist (wobei die W (I)-Modul-Struktur auf W(L) durch iz, definiert ist).

Korollar 1. s sei W(L/K) der Kern von iy g: W(K) — W(L). Dann gilt
s (W(L) - W(L/K) = 0. .

Ist also ¢ eine Signatur von K und gibt es ein n € W(L) mit o(s.7) # 0, so hat o eine
Fortsetzung auf L ! (§4, Satz 2).

Theorem 3 (Spurformel). Sei L/K eine endliche Korpererweiterung, tr:= trp p die
Spurform, und sei o: W(K) — Z eine Signalur von K. Dann gilt fir alle n € W(L):

oftran) = Y 7(n)

rlo

(Summe tber alle Signaturen 7 von L, welche o fortsetzen).

Beweis. Da K formal reell ist, ist char ' = 0, also tr # 0, und tr, ist definiert. Sei R der
reelle AbschluB von K beziiglich . Nach dem Satz vom primitiven Element ([JBA] vol. I,
84.14, [LaA] §VIL.6) gibt es ein @ € L mit L = K(a). Sei f € K[t] das Minimalpolynom
von « uber K, seien ai,...,qa, die Nullstellen von f in R und ¢;: L — R die durch
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@i(a) = o; definierten Einbettungen tber X (i =1,...,7). Nach §11, Korollar 2 sind die
7= W(p;) (i =1,...,7) genau die o fortsetzenden Signaturen von L.

Wegen der Additivitat von tr, geniigt es, die Behauptung fir n = (8) zu zeigen, f € L*.
Sei g € K[t] mit B = g(a). Wir halten fest: Furz=1,...,r ist

7i(n) = signg g(i) - (*)
Andererseits aber ist tr.(n) gerade die Sylvesterform Syl(f;9) (§3). Mit Lemma 3a) in

8 folgt
8 fole o(trs(n)) = o(Sylx(f;9)) = signg Sylr(f; 9) ()

r

=Y signpg(es) = > () =) 7(n).
=1

*x) =
) 1=1 Tlo

—_

Hicr folgt die Identitat (sx) aus der expliziten Berechnung der Sylvesterformen tber reell
abgeschlossenen Korpern (siehe Ende von §8). ]

Korollar 2. Unter den Vorausselzungen von Theorem 3 ist o(ir.((1)1)) gerade die
Anzahl der Fortsetzungen von o auf L. D

Hier schlieft sich der Kreis: Da tr,((1)z) = Sylg(f;1), also o(tr.((1)z)) =
signp Sylp(f;1) = signpS(f) (88, Satz 2) die Signatur der Sylvesterform von f ist, haben
wir in diesem Spezialfall wegen §11, Korollar 2 den in §7 (und erneut in §8) bewiesenen
Satz von Hermite vor uns.

Univ.-Bib|

liothek
9







Kapitel 11
Konvexe Bewertungsringe und reelle Stellen

§1. Konvexe Teilringe angeordneter Korper

Definition 1. Ist (M, 5) eine (partiell) geordnete Menge und X C A1 eine Teilmenge, so
heiit X konvez in M, wenn fur alle z,y, 2z € M gilt:

z<z<yundz,ye X = z€ X.

Beliebige Durchschnitte und aufsteigend filtrierende Vereinigungen von konvexen Teil-
mengen sind wieder konvex. Insbesondere gibt es zu jeder Teilmenge Y C M eine kleinste
konvexe Obermenge X von Y in M, die konveze Hille von Y in M.

Definition 2.
a) Eine angeordnete abelsche Gruppe ist cin Paar (I',<)!, wo T eine (meist additiv

geschriebene) abelsche Gruppe und < eine totale Ordnung auf der Menge I' derart ist,
daB fir alle o, 8,y € T gilt:

aS<B=a+y<fB+7.

b) Ein Homomorphismus p:I" — I' zwischen angeordncten abelschen Gruppen heifit
ordnungstreu, wenn fir alle « € T gilt: o > 0 = () > 0.

Definition 3. Sei I' eine angeordnete abelsche Gruppe und A < T' eine Untergruppe.
Fir o € I' setzen wir |a| := o oder —a, je nachdem ob « > 0 oder « < 0 ist.

a) Ein Element v € T heifit unendlich klein beziglich A, falls ny < |§] {iw alle 0 # 6§ € A
und alle n € Z gilt. Umgekehrt heifit v beztiglich A unendlich grof, falls § < || fir alle
§ € A gilt.

b) T' heiBt archimedisch tiber A, falls es in [ keine beziiglich A unendlich grofien Elemente
gibt. I' heiBt (schlechthin) archimedisch, [alls fir alle o, 8 € T' mit B # 0 ein n € Z mit
a < n|f] existiert (also falls T" (iber jeder von {0} verschiedenen Untergruppe archimedisch
ist).

Bemerkungen.

L. Man kann eine angeordnete abelsche Gruppe naturlich auch definieren als ein Paar
(I, 1), T eine abelsche Gruppe und IT C T cine Teilmenge mit TT4+11 C IT, TIN(-1I) = {0}
und TU (-1I) =T.

2. Fir jeden angeordneten Kérper (K, <) sind (I, +,<) und (K7,-,<) angeordnete
abelsche Gruppen. (Hier bezeichnet K} die Menge der positiven Elemente in K.)

3. Angeordnete abelsche Gruppen sind torsionsfrei (d.h. fir 0 # o € ' und 0 # n € Z ist
auch na # 0).

1Sind keine Mifiverstindnisse zu erwarten, so werden wir < meist weglassen.
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4. Sei I' eine angeordnete abelsche Gruppe. Die konvexen Hillen von Untergruppen von
I' sind wieder Untergruppen. Eine Untergruppe A ist genau dann konvex, wenn aus
veT,6 € Aund 0 <+ <6 folgt: v € A. Die konvexen Untergruppen von I' bilden eine
Kette (d.h. je zwei sind bezliglich Inklusion vergleichbar).

5. Ist ¢: ' — I ein ordnungstreuer Homomorphismus angeordneter abelscher Gruppen,
so ist kern(y) konvex in I'. Umgekehrt gibt es zu jeder konvexen Untergruppe A von
[’ genau eine Ordnung II auf T' = T'/A, die T zu einer angeordneten abelschen Gruppe
und m:T — T ordnungstreu macht, namlich II = #(II), wobei I := {a € T:ax > 0}
(Bemerkung 1). Stets wird I = I'/A mit dieser Ordnung verschen. Is besteht ein
offensichtlicher Homomorphiesatz fiir angeordnete abelsche Gruppen.

6. In der Literatur werden die konvexen Untergruppen haufig auch als die isolierten
Untergruppen bezeichnet (etwa in [BAC, chap. VI]).

Beispiele.

1. Seien T'y,...,T'; angeordnete abelsche Gruppen. Versicht man I' = I'y x --- x I'; mit
der lexikographischen Ordnung (i.e. (71,-..,7%) > 0 & es gibt einz € {0,...,r — 1} mit
1=+ = =0und y41 > 0), so wird I zu einer angeordneten abelschen Gruppe,
die wir mit (I'y X -+ x [})jex bezeichnen. Die Projektionen I' — (I't X -+ X T')jex,
1 =0,...,r, sind ordnungstreu, ihre Kerne A; also konvexe Untergruppen von I', und es
gt T=Ag D2 A; D--- DA, =0. Sind die I'; iberdies archimedisch, so sind Ag,..., A,
die einzigen konvexen Untergruppen von I'.

2. Im Spezialfall T3 = .- =T, = Z nennen wir (ey,...,¢e;) die lexikographische Basis
von Zj,, (e; := i-ter Einheitsvektor).

Im folgenden sei ([, P) ein angeordneter Kérper. Hier und auch spéater werden wir die
Anordnung P nicht immer explizit erwahnen, solange es sich von selbst versteht, worauf
sich Konvexitdt, <-Zeichen usw. bezichen.

Satz 1. Sei A ein Teilring von K.
a) Die konveze Hille von A in K ist ein Teilring von K.
b) A ist konvez in K genau dann, wenn [0,1] C A gilt. Insbesondere ist mit A auch
jeder Oberring von A in K konvez.

Beweis. a) ist klar. b) Oflenbar ist [0,1] € A notwendig fir die Konvexitiat von A. Gilt
umgekehrt [0,1] € A und sind a € A, b € K mit 0 < b < a, so ist ba™' € A und daher
b=ba"' a€ A O

Definition 4. Sei (X, P) ein angeordneter Korper und A C K ein Teilring.

a) Die konvexe Hille von A in K (beziiglich P) wird mit op(/{/A) oder auch nur o(K/A)
bezeichnet. Der kleinste beziiglich P konvexe Teilring von K ist op(K) := op(K/Z).

b) Sprechen wir von unendlich kleinen oder groflen Elementen von K in bezug auf A (und
P), so beziehen wir uns stets auf die unterliegenden additiven Gruppen. Insbesondere
heifit (K, P) dber A archimedisch, wenn op(K/A) = K ist; der angeordnete Korper
(K, P) heiBt archimedisch, wenn op(K) = K ist, also wenn K keine echten konvexen
Teilringe besitzt. (Letzteres ist dquivalent zum bekannten ,Axiom des Archimedes“,
welches besagt, daf fiir alle a € K ein n € IN mit a < n existiert.)
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Man beachte, daB ein gegebener (formal reeller) Kérper i.a. sowohl archimedische als
auch nicht-archimedische Anordnungen besitzt. (Fir die einfach-transzendente Erweite-
rung Q(t) von @ wurden in I, §1 Beispiele beider Falle angegeben.)

Wir wollen in einem (nicht-trivialen) Beispiel die konvexe Hulle eines Teilkorpers ex-
plizit bestimmen.

Beispiel 3. Sei (F,P) ein angeordneter Kérper, sei ' = F(t) der rationale Funktio-
nenkdrper in einer Variablen iber F', und sei Q := Py 4+ diein I, §1, Bespiel 3 beschriebene,
P fortsetzende Anordnung von K (unter welcher ¢ positiv und unendlich klein gegentber
Fist). Wir zeigen oq(K/F) = F[t]y). In (K,Q) gilt |at"] < [b] fix alle 7 € IN und alle
a,b € F*. Tst also g(t) = agt® 4 - - - + ag € F[t] mit g(0) = aq # 0, so gilt

l9(0)[ < lg(t)] < 2[g(0)]

v =

in (K, Q). Hieraus folgt
1)1 < 170] < 417(0)

fur alle f € F(t) mit f(0) & {0,00}. Sei nun h(t) = ¢" f(¢) € F(t)*, wobei r € Z und
f € F(t) mit f(0) & {0,00} sei. Nach dem eben Gezeigten gibt es a,b € Fmit0 <a <b
und at” < |k(t)| < bt". Hieraus folgt:

ht) € 0g(K/F) <= r >0 == A(t) € It]q).

Der folgende Klassische Satz von Holder gibt (im Prinzip) einen Uberblick iiber alle
archimedisch angeordneten abelschen Gruppen und Kérper:

Theorem 2 (O. Hélder I16] 1901).

a) Sei I’ eine archimedisch angeordnete abelsche Gruppe, und sei 0 < v € I'. Dann gibt
es genaw einen ordnungstreuven injektiven Gruppenhomomorphismus ¢: ' — IR mit
e(y) =

b) Ist (K, P) ein archimedisch angeordneler Korper und w: K — IR gemdf o) die ord-
nungsirewe Finbeltung von (K, 4, P) mit ©(1) = 1, so ist ¢ ein Ringhomomorphis-
mus.

Korollar 1. Bis auf ordnungsvertragliche Isomorphie sind die archimedisch angeordneten
abelschenGruppen genau die Untergruppen von (IR, +), und die archimedisch angeordneten
Kérper genau die Teilkérper von IR (jeweils mit der von IR induzierten Anordnung). O

Korollar 2 (Satz von Staudt). Die Identitil ist der einzige Endomorphismus des Korpers
IR der reellen Zahlen. ]

Korollar 3. Ein echter Oberkorper von IR besitzt keine archimedischen Anordnungen. O
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Beweis des Theorems. Mit etwas Heuristik sicht man rasch, wie man den Beweis {ihren
mufl. Falls namlich ein ¢ wie in a) existiert, so gilt fur alle « € I' und m € Z, n € IN:

m
— < ¢la) <= mp(y) <nela) <= my < na.
n

Daher definiert man fir o € T':

m :
—:m € Z,n € IN,my > na}.
n

Ula) := {%:m € Z,n e N,;my <naj, Ola):={
Das Paar (U(a),O(«)) bildet einen echten Dedekindschnitt von Q. Das heift (vgl. §9,
Definition 1):

(1) U(e)UO(e) = Q;
(2) U(a),O(e) sind nicht leer;
(3) fur alle a € U(a) und b € O(a) gilt a < b.
Hierbei ist (1) trivial, bei (2) braucht man die Archimedizitat und bei (3) die Torsions-
freiheit von T
In der axiomatischen Einfithrung der reellen Zahlen werden diese bekanntlich gerade
durch solche Schnitte definiert. Zu jedem o € T' gibt es also genau cin ¢(a) € IR, so
daB U(a) = ]—o00,¢(a)lr N Q und O(a) = Jo(),c0[r N Q sind. Man verifiziert fiir
alle o, f € T, daB U(a) + U(B) € U(a + B) und O(a) + O(B) C O(a + B) gelten,
woraus p(a + ) = ¢(a) + () folgt. Aus v > 0 und der Archimedizitdt von I' folgt die
Ordnungstreue von ¢, und wegen kern(p) = {a € I —y < na < 4 fir alle n € Z} ist
injektiv.
Ist im Fall b) I' = K ein angeordneter Kérper und v = 1, so ist ¢ auch multiplikativ:
Hier ist (wegen Q C K) namlich U(a) = ]—o0,a] ;N Q und O(a) = Ja, 0[N Q (a € K),
woraus die Homomorphie von ¢ folgt. 0O

Vorsicht! Nach dem Satz von Holder liegt @ in jedem archimedisch angeordneten
Kérper (K, P) dicht (beziglich der durch P auf K induzierten Topologie, vgl. §6). Die
zunachst naheliegende Vermutung, dies misse bei archimedischen Erweiterungen K/L
angeordneter Korper stets so sein, ist aber falsch! 13s gibt sogar einen angeordneten
Kérper (K, <) und einen Teilkorper L, so daB K iiber L endlich algebraisch ist, aber
Elemente a,b € K existieren mit ¢ < b und [a, b N L = §. (I3s genligt, N := F(¢) und
L := F(t*) zu nehmen, wobei I{ wie in Beispicl 3 angeordnet sci. Das Intervall [t,2t]
enthalt keine Elemente aus L.)

Als eine in bezug auf angeordnete Gruppen, Ringe und Kérper schr ausf{ihrliche Quelle
sei an dieser Stelle das Buch [PC] genannt.
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§2. Bewertungsringe

Wir beginnen hier mit den Grundlagen der Krullschen Bewertungstheorie. Diese bewegt
sich um drei Grundkonzepte: Bewertungen, Bewertungsringe und Stellen. Alle drei sind
mchr oder weniger zueinander dquivalent, aber je nach gegebener Situation kann eines
von ihnen ginstiger als die anderen sein. Daher ist es wichtig, mit allen drei Begriffen
vertraut zu werden und je nach Bedar{ von einem zum anderen tibersetzen zu konnen.
Bewertungen werden in §4 und Stellen in §8 eingefiihrt werden.

Definition 1. Ein Teilring A eines Korpers K heifit ein Bewertungsring von K, wenn fiir
jedes a € K* gilt: a € A oder «~! € A. Ein beliebiger Ring A heifit ein Bewertungsring,
wenn er nullteilerfrei ist und ein Bewertungsring seines Quotientenkorpers ist.

Definition 2. Ein Ring A heifit lokal, wenn A # 0 ist und A nur (genau) ein maximales
Ideal besitzt. Dieses wird meist mit m, oder m bezeichnet. Weiter setzen wir «(A) :=
A/m 4 und nennen k(A) den Restklassenkorper von A.

Satz 1. Jeder Bewertungsring ist ein lokaler Ring.

Beweis. Seil A ein Bewertungsring. Wir haben zu zeigen, daff m := A — A* ein Ideal in
Aist. Klar ist am C m fiir a € A. Seien also 0 # a,b € m, und o. E. ab™! € A. Dann ist
a—b=(ab~1 —1)b € m. Folglich ist m ein Ideal. O

Die folgende Tatsache ist zwar fast trivial, aber von grofier Bedeutung fir reelle Algebra
und Geometrie:

Satz 2. Ist (I, P) ein angeordneter Korper, so ist jeder beziiglich P konveze Teilring von
K ein Bewerlungsring von K.

Beweis. Sel A € K ein konvexer Teilring und @ € K™*. Ist |a| < 1, soist ¢ € A, andernfalls
ist a7l e A 0

Definition 3. Ein Bewertungsring A heit residuell reell, wenn der Korper n{A) = Afm 4
formal reell ist.

Bemerkungen.

1. Sei (K, P) ein angeordneter Kérper, A C K ein konvexer Teilring von K und 7: A —
k(A) = A/m, der Restklassenhomomorphismus. Man iiberzeugt sich sofort, dal P :=
n(ANP) eine Anordnung des Restklassenkérpers £(A4) ist; inshesondere ist A also residuell
reell. Man nennt P die von P auf &(A) induzierte Anordnung.

2. Sei (K, P) ein angeordneter Kérper und L C K ein Teilkérper. Das maximale Ideal
des Bewertungsringes op(K{/L) besteht genau aus den bezliglich L unendlich kleinen
Elementen von K (also aus den ¢ € K mit nla| < |b] fir alle n € IN und 0 # b€ L).

Satz 3. Sei (K, P) ein angeordneter Korper und A C K cin Bewertungsring von K.
Dann sind dquivalent:

(i) A ist konver in K;
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(i1) my4 st konvez in K
(iil) my ist konvez in A;
(lV) my C ]——1,1[,’

(v) 14+ my >0/

(vi) op(K) C A.

Beweis. (i) = (ii) Seien a,6 € K mit 0 < b < a und a € my. Aus a™! € A und
0<al<blfolgt b=l ¢ A, also b€ myu.

(i) = (iil) => (iv) = (v) sind trivial.

(v) = (vi) Sei 0 < a € op(K) und sei n € IN mit « < n. Ware a ¢ A, so a~! € my, und
1 — na~! < 0 gibe einen Widerspruch zu (v).

(vi) = (i) folgt aus §1, Satz 1. 0

Weitere Beispiele von Bewertungsringen erhalt man aus

Satz 4. Ist A ein faktorieller Ring und © € A ein Primelement, so ist die Lokalisierung
Axa ein Bewertungsring (genauer: ein diskreter Bewertungsring vom Rang eins, vgl. §4).

Beweis. Jedes 0 # b € Quot A hat eine Darstellung der Form b = #° - a/a' mit ¢ € Z und
a,a’ € A nicht durch 7 teilbar. Ist e > 0, so ist b € Ar4, andernfalls ist b1 € A.4. D

Wir kommen jetzt zu einem wichtigen Zusammenhang zwischen den Primidealen eines
Bewertungsringes A und seinen Oberringen in K := Quot A. Man beachte, daf} jeder
Oberring von A in K selbst ein Bewertungsring von K ist (wie sofort aus der Definition

folgt).

Satz 5. Sei A ein Bewertungsring von I .
a) Fiur jedes Primideal p von A gilt p = pAy. Es ist also p das mazimale Ideal des
Bewertungsringes B := Aj.
b) Fir jeden Oberring B von A in K ist p := mp in A enthallen, also ein Primideal
von A, und es ist B = A,.
¢) Die Menge der Oberringe von A in K ist beziiglich Inklusion total geordnet. Dasselbe
gtlt fiir die Menge der Primideale von A.

Korollar 1. Es besteht eine inklusionsumkehrende Bijektion zwischen den Primidealen p
von A und den Oberringen B von A in I, gegeben durch p — Ay, =: B. Die Inverse ist
B mp=:p. Beide Mengen sind (durch Inklusion) total geordnel. O

Korollar 2. Fur je zwet Bewertungsringe A, B von K gilt:
ACB < my2Dmgp. D

Beweis des Satzes.

a) Seien a € p,b € A—p. Wire ab™! € A, so (ab™!)™! = ba~! € A, und folglich
b= (ba!)a € p, Widerspruch. Es ist also ab™! € A, und aus a = (ab~1)b und b ¢ p folgt
ab~lep.

b) Firalle0 #b€ mp =: pist b=} ¢ B, also auch ™! & A, also b € A. Dies zeigt p C A.
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Die Inklusion Ay C B folgt aus A —p C B—p = B*. Umgekehrt sei b€ B. Ist b ¢ A, so
ist 51 € A und b7 ¢ p = mp. Folglich ist b =1/b"! € Ay.

¢) Seien B, B' Oberringe von A in K. Angenommen, es gabe b € B~ B’ und ¥ € B' — B.
Betrachte a := b7 € K*. Esist a ¢ B (sonst wére b/ = ba € B) und a~! ¢ B’ (sonst
wire b = V'a™! € B'). Insbesondere ist « ¢ A und a™! ¢ A, Widerspruch. Somit gilt
B C B' oder B' C B. 0

In §4 werden wir sehen, dafl sogar je zwei beliebige Ideale eines Bewertungsrings mit-
einander vergleichbar sind.
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§3. Ganze Elemente

Definition 1. Sei B ein Ring und A C B ein Teilring.

a) Ein Element b € B heifit ganz dber A, wenn esn € IN und aq,...,a, € A gibt mit
a4+ a, =0.

(Entscheidend ist, daf 0™ den Koeffizienten 1 hat!)

b) Ist jedes b € B ganz iber A, so heift B ganz tdber A, oder A C DB cine ganze

Ringerweiterung.

Satz 1. Ist B ein Ring und A C B ein Teilring, so bilden die uber A ganzen Llemente
von B einen Teilring von B.

Bekanntlich heift ein A-Modul M treu, wenn fiir jedes 0 # a € A gilt aAl # 0. Wir
bendtigen folgendes

Lemma. FEin Element b € B ist genau dann ganz uber A, wenn es einen lreven A[b]-
Modul M gibt, der als A-Modul endlich erzeugt ist.

Beweis des Lemmas. Ist b ganz iber A, so ist A[b] ein endlich erzeugter A-Modul.
Umgekehrt gebe es ein M wie im Lemma,; sei etwa M = Auy + --- + Au,. Es gibt
Elemente a;; € A (1 < 7,7 < n) mit by; = Ej ajjuj fur ¢ = 1,...,7n, wir haben also ein
Gleichungssystem

Z(aij—b5ij)ltj =0 (G=1,...,n)
J

(6:5 = Kronecker-Symbol). Sei f(t) € A[t] das charakteristische Polynom der Matrix (a;;).
Da fiir jede n x n-Matrix S (iber A) $§ = §5 = det(S) - 1 gilt (& := Adjungierte von
S), folgert man f(b)u; =0 firi=1,...,n,also f(b)M = 0. Da M treu ist, ist f(b) =0,
und man hat eine Ganzheitsgleichung fiir b wie in Definition la gewonnen. 0O

Beweis von Satz 1. Sind b,0' € B ganz tiber A, so ist A[b, '] als A[b]-Modul und A[b] als
A-Modul, also auch A[b, '] als A-Modul endlich erzeugt. Dieser ist ein treuer Afc]-Modul
fir jedes c € A[b,b'], und die Behauptung folgt aus dem Lemma. ]

Definition 2.

a) Ist B ein Ring und A C B ein Teilring, so heilt der Teilring der iiber A ganzen Elemente
von B der ganze Abschiufl von A in B.

b) Ein Ring A heifit ganz abgeschlossen, wenn er nullteilerfrei ist und mit seinem ganzen
AbschluB in Quot A Ubereinstimint.

Ist {Aq} eine Familie von Teilringen eines Rings B und sind alle A, ganz abgeschlossen
in B, so ist auch () A, ganz abgeschlossen in B.
o

Theorem 2 (Cohen-Seidenberg). Sei A C B eine ganze Ringerweiteruny.
a) Fir jedes Primideal p von A gibt es ein Primideal q von B mit p = AN q.
b) Fir jedes Primideal q von B gilt: q ist mazimal in B <= AN q ist mazimal in A.
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Beweis. Wir zeigen zunachst b). Hierllir genligt es, fur jede ganze Erweiterung K C L
von nullteilerfreien Ringen K, L zu zeigen: Genau dann ist K ein Korper, wenn L einer ist
(man betrachte die ganze Erweiterung AJANq C B/q). Ist K ein Korper und 0 # b € L,
so gibt es ein normiertes irreduzibles Polynom f € K [t] mit f(b) = 0, und es folgt b~! € L.
Ist L ein Kérperund 0 # a € K, so gibt es ay,...,a, € K mit a"+aja T+ Fan =0,
und Multiplikation mit a®~! zeigt a™! € K.

Nun zum Beweis von a). Sei p ein Primideal von A und sei S := A —p. Der natirliche
Homomorphismus Ay, = S™!A — S™1B ist injektiv, und Ay, € S™1B ist ebenfalls eine
ganze Ringerweiterung. Wihlt man ein maximales Ideal q' von S™!B,soist 9'NA, = pA,
nach b) (A, ist lokal), und folglich ist g N A = p fir das Urbild q von q' in B. D

Satz 3. Bewerlungsringe sind ganz abgeschlossen.

Beweis. Sei A ein Bewertungsring von I, seien b € K und aj,...,a, € A mit 0" =
ab® '+ -+ a, Wared g A, so b~! € my, und folglich 1 = a4 4 a, b € my,
Widerspruch. O

Es ist also auch jeder Durchschnitt von Bewertungsringen eines Kérpers ganz abge-
schlossen. Hiervon gilt auch die Umkehrung:

Theorem 4 (Krull [Kr]). Sei K ein Korper und A C K ein Teilring, sowie Ay der ganze
Abschluff von A in K.
a) Aj ist der Durchschnitt aller Bewertungsringe B von K mit A C B.
b) Man kann sich in a) sogar auf dicjenigen Bewertungsringe B won K mit A C B
beschranken, fir die p := AN mpg cin mazimales Ideal von A und A/p C k(B) eine
algebraische Kérpererweiterung ist.

Vor dem Beweis noch eine

Definition 3. Sind A, B lokale Teilringe eines Korpers K, so sagt man, dal A von B
dominiert wird, wenn A C B und my C mp (also my = AN mpg) gelten. Ist dies der
Iall, so induziert A C B eine Einbettung x(A) C x(B).

Man heachte, dafl die Relation des Dominierens transitiv ist, also eine partielle Ordnung
auf der Menge der lokalen Teilringe von K bildet.

Bewets von Theorem 4.
Ay € NB folgt aus Satz 3. Umgekehrt sei nun @ € K nicht ganz tiber A, d.h. z € Aj.
Dann ist ¢ ¢ A[n;_l], denn sonst bestinde eine Gleichung 2™ = a1z + - 4 ap mit
a; € A. Folglich hat A[w'l] cin maximales Idcal g mit =71 € g. Sei p := AN g. Dann ist
Alp — Alz71]/q ein Isomorphismus, inshesondere ist p ein maximales Ideal von A.
Sei A’ := A[z™!]q. Nach Zorn gibt es einen lokalen Ring B C K, der maximal ist unter
1) B dominiert A’, und
2) &(B) ist algebraisch tiber x(A’).
Wegen 27! € ¢ C my C mp ist z ¢ B. Das Theorem ist bewiesen, wenn gezeigt ist, daB
B ein Bewertungsring von K ist. Sei dazu y € K*; zu zcigen ist y € B oder y ™! € B.
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Sei zunachst y nicht ganz iber B. Indem man in der bisherigen Argumentation A durch
B und z durch y ersetzt, erhdlt man einen lokalen Ring C C K, welcher B dominiert und
fiir den y~! € C und &(C) algebraisch iiber x(B) ist. Dann erfilllt C auch 1) und 2); aus
der Maximalitit von B folgt also B = C, und somit y~! € B.

Ist dagegen y ganz Uber B, so hat B[y] nach Theorem 2 ein maximales Ideal n mit
mp = BNn. Der lokale Ring C := B[y]n dominiert also B. Die Erweiterung x(B) C &(C)
ist zudem algebraisch, da «(C) durch die Restklasse von y tber x(B) erzeugt wird, und
eine Ganzheitsgleichung fiir y die gewlnschte Relation gibt. Tolglich ist wieder B = C,
also y € B. 0

Korollar 1. Die Bewertungsringe von K sind genau diejenigen lokalen Teilringe, die von
keinem anderen lokalen Teilring echt dominiert werden.

Beweis. Aus Theorem 4 fdlgt, dafl der ganze Abschluf} eines lokalen Teilrings A C I der
Durchschnitt aller Bewertungsringe von K ist, welche A dominieren. Wird also A von
keinem lokalen Teilring echt dominiert, so mufl A ein Bewertungsring sein. Die umgekehrte
Richtung aus §2, Satz 5. O

Korollar 2. Zu jedem Teilring A eines Korpers I und jedem Primideal p von A gibt
es einen Bewertungsring B von I{ mit A C B und p = AN mp, fir den (B) tber
k(p) = Quot A/p algebraisch ist.

Beweis. Man wéhle B so, dal B den lokalen Ring Ap dominiert und «(B) tiber x(Ap) =
k(p) algebraisch ist (Theorem 4). Dannist ANmp=ANA,Nmp=ANpA,=p. O

Korollar 3. Die Korper I ohne echte (d.h. von K verschiedene) Bewerlungsringe sind
genau die algebraischen Korpererweiterungen endlicher Korper.

Beweis. Sei K tber F, algebraisch. Da jeder Teilring von K den Primkérper F,, enthalt,
ist /{ der einzige in J{ ganz abgeschlossene Teilring von K. Umgekehrt sei X ein Korper
ohne Bewertungsringe # K. Dann ist char X =: p > 0, denn sonst ware K nach
Theorem 4 ganz lber Z im Widerspruch dazu, dafi Z in @ ganz abgeschlossen ist. Gabe
es ein iiber F, transzendentes ¢ € K, so ware ¢! nicht ganz iiber F,[t], Widerspruch. O
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§4. Bewertungen, Ideale von Bewertungsringen
K sei ein Korper.

Ist T’ eine angeordnete abelsche Gruppe, so bezeichnen wir mit I'Uco stets die disjunkte
Vereinigung I' U {co} (mit einem zu T’ fremden Element co). Wir fassen I' U oo als eine
total geordnete Halbgruppe auf, indem wir fiir alle @ € T definieren: a < oo, und
a+ 00 =00+a=00+00=00.

Definition 1. Sei K ein Kérper und I' eine angeordnete abelsche Gruppe. Eine (Krull-)
Bewertung® von K mit Werten in T ist eine Abbildung v: K — T'U co mit

(1) v(a) =co & a=0;
() o(ab) = o(a) + v(b);
(3) wv(a+b) > min{v(a),v(d)}

fur alle a,b € K. Gibt es ein a € K* mit v(a) # 0, so heilt v nicht-trivial, andernfalls
irivial. Die angeordnete abelsche Gruppe v([K*) heifit die Wertegruppe von v und wird
mit I, bezeichnet.

Bemerkungen. Sei v: K — I' U oo eine Bewertung von K. :

1. v ist durch seine Restriktion auf K* festgelegt. Man kann Bewertungen von K auch
definieren als solche Homomorphismen K* — I, welche (3) fir alle a,b € K* mit a+b # 0
erfullen. _

2. I'ir alle Einheitswurzeln a € K* ist v(a) = 0, da I' torsionsfrei ist.

3. Fir alle a,b € K mit v(a) # v(b) gilt sogar v(a + b) = min{v(a),v(d)}. Denn
ist etwa o. E. v(a) < v(b), so wiirde aus v(a + b) > v(a) wegen v(—b) = v(b) folgen
v(a) = v((a + b) — b) > min{v(a + b),v(b)} > v(a), was unsinnig ist.

Beispiel 1. Ist A ein {aktorieller Ring und K := Quot A, so definiert jedes Primelement
7 von A eine Bewertung vy: K* — Z von K, die Ordnung in m: v, ist definiert durch
v (7€ ab"l) =efir e € Z und a,b € A nicht durch 7 teilbar. Der Bewertungsring Ara
von K (vgl. §2, Satz 4) ist der ,zu v, gehdrende Bewertungsring” im Sinne von

Satz 1. Ist v: i — ' Uco eine Bewertung von K, so ist 0, := {a € K:v(a) > 0} ein
Bewertungsring von K mit mazimalem Ideal m, := {a € K:v(a) > 0}. Man nennt o,
den zu v gehorenden Bewertungsring von K.

Beweis. Ist a € K und a ¢ 0, so ist v(a) < 0, also a™! € m, wegen v(a™!) = —v(a) > 0.

0

Wir wollen nun einsehen, daf auch umgekehrt jeder Bewertungsring von einer (im
wesentlichen eindeutigen) Bewertung herkommt (daher der Name).

Die hier definierten Bewertungen werden gelegentlich auch als Krull-Bewertungen bezeichnet, um
sie von den Absolutbetragen (§6) zu unterscheiden.
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Sei dazu v: K* — T eine Bewertung, die wir als surjektiv voraussetzen. Dann lassen
sich v und T' aus dem Bewertungsring o, rekonstruieren: Zunachst induziert v wegen
. . . . ~ . - .

kernv = o} einen Gruppenisomorphismus o: K*/o5—1T". Da fir a,b € K* gilt

v(a) < v(b) <= v(a7'b) >0 &= a" b€ o,,
wird o ein ordnungstreuer Isomorphismus, wenn man K */o} anordnet durch
aol<bol < alb€o,.

(Der Leser lasse sich nicht dadurch verwirren, daf} jetzt eine multiplikativ geschriebene
angeordnete abelsche Gruppe vorliegt!)

Ist nun A ein beliebiger Bewertungsring von K, so definieren wir analog
aA* <bA* <= a"lbe A (a,b€EKY),

und man iberzeugt sich sofort, daB K*/A* durch diese Definition zu einer angeordneten
abelschen Gruppe wird.

Definition 2. Sei A ein Bewertungsring von K. Die Wertegruppe von A ist die wie
oben angeordnete abelsche Gruppe Iy := K*/A*. Den kanonischen Epimorphismus
vy I{* — T4 bezeichnet man als die zu A gehdrende kanonische Bewertung von K.

Die zweite Bezeichnung wird gerechtfertigt durch

Satz 2. Sei A ein Bewertungsring von K. Dann ist vy: K — T4 U oo eine Bewertung
von K, und fir den zugehérigen Bewertungsring gilt 0,, = A.

Beweis. va|K* ist ein llomomorphismus, es bleibt also nur (3) zu prifen. Seien «,b € K*
mit a+b # 0 und v(a) < va(b). Dannist a=1b € A, und es folgt va(a+b) = (a+b)A* =
a(l +a71b)A* > aA* = v(a). Klarist 0,, = A. O

Ist umgekehrt v: ' — I' U 0o eine Bewertung mit Bewertungsring A := 0, , so existiert
genau eine ordnungstreue Einbettung i:T'y — I' mit v = 1o vy. Eine Bewertung von
K 1afit sich daher auffassen als ein Paar (A4,¢), wo A ein Bewertungsring von KX und
1:'4 — T eine ordnungstreue Einbettung angeordneter abelscher Gruppen ist.

Definition 3. Sind v und v' Bewertungen von K, so heifit v eine Vergréberung von v’,
wenn 0, C 0, ist. Ist 0, = 0,, 5o heiflen v und v' dquivalent.

Lemma. Seien v: K* — ' und v': K* — I Bewertungen von K, und sei v surjektiv.
Dann sind dquivalent:
. o . . ‘
(1) v ist Vergroberung von v';
(ii) es gibt einen ordnungstreuen Homomorphismus ¢:I' — I mitv' = p o .
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Beweis. (i) = (ii): Sei A := 0,, A’ := o0,. Bezeichnet m: K*/A* — K*/A™ den
kanonischen Epimorphismus, so hat man ein kommutatives Diagramm

r K* - T
1 T =3 ,/v,; vA/\ T 7 s
K*/A* . K* /A"

wo 7, 7 ordnungstreu sind und 4 ein Isomorphismus ist. Setze ¢ :=14' o7 oi™1,
(i) = (i) ist trivial. m]

Definition 4. Ist (K, P) ein angeordneter Kérper und v: i — I'Uoo eine Bewertung von
K, so heiflen v und P miteinander vertrdglich, wenn o0, ein bezlglich P konvexer Teilring
von K ist. Eine Reihe dquivalenter Bedingungen wird durch §2, Satz 3 gegeben.

Beispiele.

2. Jede angeordnete abelsche Gruppe I' kommt als Wertegruppe einer surjektiven Be-
wertung vor. Sei dazu k ein Korper und A := k[T;] die Halbgruppenalgebra von
I} :={a €l a>0}. (A hat also eine Vektorraumbasis {zo:a € T4} iiber k (24 # z3
fiur a # B), und die Multiplikation von A ist definiert durch zoxg = za4p (o, 8 € T'y).)
Zu0#a= Za€r+ aaZTo € A (mit an € k und fast allen a, = 0) sei

9(a) := min{a € Ty:aq # 0}.

Man verifiziert leicht fur 0 # a,b € A, daB ¥(ab) = ¥(a) + 0(b) und o(a + b) >
min{d(a), o(b)} gelten (letzteres, falls a+b # 0 ist). Sei K := Quot A (A ist nullteilerfrei).
Dann setzt sich ¥ eindeutig zu einem surjektiven Homomorphismus v: K* — T fort, und
v ist eine Bewertung von K.

3. Wir bleiben in der eben skizzierten Situation und nehmen zusatzlich an, dall k& eine
Anordnung P tragt. Dann gewinnen wir aus P eine Anordnung @ auf I, die sich wie
folgt beschreiben 1aBt: Wir definieren fiir 0 # a = Y, aa®o € A den ,Leitkoeffizienten®
von « als

L(a) := aya) (€ K7).

Dann sei @ := {0} U {$:0 # a,b € A und L(ab) € P}. Q ist tatsichlich eine Anordnung
von I{, denn fir 0 # a,b € A ist L{ab) = L(a)L(b) und, falls a + b # 0 ist,

L(a)+ L(b) falls v(a) = v(b) und L(a) + L(b) #0
Ha+b)= { L(a) falls v(a) < v(b) ’

Wir behaupten, dafl der Bewertungsring o, konvex in K bezlglich @ ist. Sei dazu
0#z€m, Esgibtabe Amitove) =v(0) =0und 0 < a €I mtz=zq-afd
Es folgt 1+ z = 672 (b + abzy) € Q, denn L(b? + abz,) = L(b)? € P. Wir haben also
1+ m, C @ gezeigt, woraus die Behauptung nach §2, Satz 3 folgt.

4. Nun sei (K, P) ein angeordneter Korper, F C K ein Teilkérper und A = op(K/F)
seine konvexe Hiulle in K. Man kann T4 und vy wie folgt beschreiben: Wir nennen
a,b € K* archimedisch dquivalent wber F, wenn es A\, € F* gibt mit |a] < A|b| und
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|6] < plal. Dann ist T4 die (multiplikative) Gruppe der entsprechenden Aquivalenzklassen,
angeordnet durch den inversen Absolutbetrag, und v, ist die Restklassenabbildung.

5. Fir jeden Bewertungsring A eines reell oder algebraisch abgeschlossenen Korpers ist die
Wertegruppe 4 dividierbar? (also ein Q-Vektorraum), da im Kérper beliebige Wurzeln
aus positiven bzw. aus beliebigen Elementen existieren.

Wir kommen nun zur Idealtheorie von Bewertungsringen. Dabei wird folgende Sprech-
weise vereinbart: Ist (M, <) eine geordnete Menge und X C M eine Teilmenge, so nennen
wir X eine obere Teilmenge von M, falls aus ¢ € X,y € M und = < y stets y € X {olgt
(X =0 ist erlaubt).

Satz 3 (Ideale von Bewertungsringen). Sei A ein Bewertungsring von K mit surjektiver
Bewertung v =v4: { > TUoco. Sei T4 :={ae€T:a>0}.

a) Durch a — v(a — {0}) wird eine inklusionserhaltende Bijeklion zwischen den Idealen
von A und den oberen Teilmengen von [y definiert. Die Inverse ist gegeben durch
M~ v (M U {c0}).

b) Durch p — v(A}) = v(A—p)U(—v(A—p)) wird eine inklusionsumkehrende Bijektion
zwischen den Primidealen von A und den konvexzen Untergruppen von I' definiert. Die
Inverse ist A — {0} Uv™} (T4 — A).

c) Die Ideale von A bilden eine Kette (sind also durch Inklusion total geordnet).

d) A ist ein Bézoutring, d.h. A ist nullteilerfrei und jedes endlich erzeugte Ideal ist
ein Hauptideal. Genauer gilt fir ay,...,a, € A und a = Aay + -+ + Aay: st
v(a1) <v(a;),1=1,...,n, so ist a = Aay.

e) Ist a# A ein Radikalideal (d.h. gilt a = \/a), so ist a ein Primideal.

Beweis. a) und b) sind elementar, c) folgt sofort aus a), und d) ist klar. e) Seien a,b € A
mit ab € a. Wir kénnen a|bin A annehmen, also b = ac mit ¢ € A. Dann ist b*> = abc € a,
also b € a. O

Satz 4. Seien A, B Bewertungsringe von I, und es gelte A C B. Sei m: B — &(B) der
Restklassenhomomorphismus von B.

a) C:=n(A) = A/mp ist ein Bewertungsring von &(B).

b) Es besteht eine nalirliche kurze exakte Sequenz®

0->Tg—-Tag—-Tp—0

aus ordnungstreuen Homomorphismen.

Beweis. a) Ist ¢ € £(B)* und b € B* mit ¢ = 7(b), so ist b € A oder b=! € A, also
c € Coder ¢! = n(b71) € C. — b) Wegen A* C B* hat man einen ordnungstreuen
Epimorphismus I'y = K*/A* — K*/B* = I'p, dessen Kern die (konvexe) Untergruppe

2Eine abelsche Gruppe G heifit dividierbar, wenn nG = G fiir alle n > 1 ist. Die torsionsfreien
dividierbaren abelschen Gruppen sind genau die Q-Vektorraume.

3Eine Sequenz - - - — Gi_lﬁ'—l—»G;LGi+l — -+ - von Homomorphismen abelscher Gruppen heifit
ezakt, wenn Bild(p;-1) = Kern(y;) fur alle ¢ gilt. Sequenzen der Form 0 - G’ — G — G’ — 0
heiflen kurz.
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B*/A* =:Tpa von Iy ist. Weiter ist 7| B*: B* — k(B)" ein Epimorphismus, und es gilt
7=1(C*) = A*. Folglich induziert 7 einen Isomorphismus ' g4 = B*/A* = «(B)*/C* =
T'c, den man sofort als ordnungstreu erkennt. O

Korollar. Sei A ein Bewertungsring von K mit natirlicher Bewertung va: K* — Ty.
Dann besteht eine kanonische inklusionstreve Bijektion von der Menge der Oberringe B
von A in K auf dic Menge der konvezen Untergruppen A von Ty, ndmlich

B T'pja:= B*/A* = vus(B").

Die Inverse ist A — {0} Uv (AUT,). Weiter hat man dabei fir jeden Oberring B von
A einen karonischen ordnungstreuen I[somorphismus

T4/Tpja — Tp.
Beweis. §2, Korollar 1 und Satze 3 und 4. a

Definition 5.
a) Sei I" eine angeordnete abelsche Gruppe. Der Rang rang [’ von I' ist die Anzahl der
von T' verschiedenen konvexen Untergruppen von I' (also eine ganze Zahl oder co).

b) Sei A ein Bewertungsring. Der Rang rang A von A ist definiert als der Rang der
Wertegruppe I'y = K*/A* (K = Quot A).

Bemerkungen.

4. Manche Autoren (z.B. Bourbaki) bezeichnen den Rang von T als die Hohe von T'.

5. Nach dem Korollar und nach §3 ist der Rang cines Bewertungsringes A auch gleich der
Anzahl der von {0} verschiedenen Primideale von A (der ,Krull-Dimension von A), oder
auch gleich der Anzahl der von K verschiedenen Oberringe von A in K.

6. Die Bewertungsringe vom Rang 0 sind die Kérper. Die angeordneten abelschen Grup-
pen vom Rang 1 sind genau die nicht-trivialen Untergruppen von (IR, +) (§1, Theorem 2).
Die einzigen ,diskreten” unter diesen sind die unendlich zyklischen Gruppen, weshalb man
definiert:

Definition 6. Ein Bewertungsring A heilt diskrel vom Rang eins, wenn die Wertegruppe
['4 unendlich zyklisch ist.

Satz 5. Sei A ein Bewertungsring, kein Kérper. Dann sind dquivalent:
(i) A ist diskret vom Rang eins;

(11) A ist noethersch;

(i) A ist ein Hauptidealring.

Beweis. (i) = (i) folgt aus Satz 3a, (i) = (iii) aus Satz 3d. (iii) = (i) Sei my4 = Am,
also insbesondere 7 cin Primelement von A. Ist 7' ein weiteres Primelement von A, so
gilt 7|7’ oder «'|r (da A ein Bewertungsring ist), und folglich sind = und =’ assoziiert,
dh. Ar = An’. Da A faktoriell ist, hat jedes 0 # « € A die Form a = ur® mit u € A*
und e > 0. Somit ist T4 zyklisch mit positivem Erzeuger v(x). D
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§5. Restklassenkérper und Teilkdrper von konvexen Bewertungsringen

Sei K ein Koérper.

Theorem 1. Sei A ein Bewertungsring von I, und x(A) = A/m4.
a) Ist K algebraisch abgeschlossen, so auch x(A).
b) Ist K reell abgeschlossen, so gill:
k(A) reell abgeschlossen <= \/—1 & k(A) <= A ist konvexr in K.

Beweis. Sei f € A[t] ein normiertes Polynom. Hat f in K eine Wurzel, so licgt diese
wegen der ganzen Abgeschlossenheit von A schon in A. Insbesondere hat dann auch das
mod m 4 reduzierte Polynom eine Wurzel in x(A). Iieraus folgt a) sofort.

Sei jetzt K reell abgeschlossen. Mit dem eben gegebenen Argument folgt, daB «(A)
keine echten Kérpererweiterungen von ungeradem Grad hat und daB P := x(A)? die
Axiome (1) und (3) einer Anordnung erfullt (I, §1). Daher ist x(A) genau dann reell
abgeschlossen, wenn —1 & x(A)? ist (I, §5, Satz 1).

Ist A in K konvex, so ist my N [1,00[ = 0§ (§2, Satz 3). Es ist also 1 + a® & my fiir
a € A, folglich —1 ¢ k(A)%. Sei umgekehrt A nicht konvex. Dann gibt cs ein a € K
mit 1 4+ a®> € my (§2, Satz 3). Es ist « € A, denn sonst wire a™! € m, und somit
1=a"%(1+a?) —a"? € my. Folglich ist —1 € x(A)% ]

Sei A ein Bewertungsring von K. Ist K angeordnet und A in K konvex, so enthalt
A Teilkérper von I{ (z.B. Q). Allgemeiner sicht man leicht, daf A genau dann einen
Teilkérper enthdlt, wenn char ' = char x(A) ist (sogenannter ,charakteristik-gleicher
Fall“; der charakteristik-ungleiche Fall tritt nur ein, wenn char K = 0 und char x(A) > 0
ist). Jeder Teilkorper F' von A ist in einem maximalen Teilkérper von A enthalten
(Zornsches Lemma). Wir betrachten F via F' < A — x(A) stets auch als Teilkérper
von k(A).

Satz 2. Sei A ein Bewertungsring von K und F ein mazimaler Teilkorper von A. Dann
ist F'in I algebraisch abgeschlossen, und die Kéorpererweilerung «(A)/F ist algebraisch.

Beweis. A ist ganz abgeschlossen in K, enthalt also den algebraischen Abschlufi von F
in K. Sei m: A — k(A) der Restklassenhomomorphismus. Gabe es ein a € A, [iir welches
7(a) Uber w(F) transzendent ist, so ware Fla] N my = {0} und folglich F ; F(a) C A,
Widerspruch zur Maximalitat von 7. D

Satz 3. Sei R ein reell abgeschlossener Korper, A ein konwexer Teilring von R und F
ein mazimaler Teilkorper von A. Dann ist die Restriktion von m: A — &(A) auf F ein
Isomorphismus von F' auf k(A).

(Im algebraisch abgeschlossenen Fall gilt die analoge Aussage fiir beliebige Bewertungs-
ringe des Korpers.)

Beweis. F ist algebraisch abgeschlossen in R (Satz 2), also selbst reell abgeschlossen (I, §5,
Korollar). Da x(A) tber n(F) algebraisch (Satz 2) und «(A) formal reell ist (Theorem 1),
ist k(A) = =(F). m]
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Satz 4. Sei (K, P) ein angeordneter Korper und A ein konvezer Teilring von K. Dann
ist A die konveze Hiille eines jeden seiner mazimalen Teilkorper.

Beweis. Sei F ein maximaler Teilkorper von A und B := op(K/F), sowie « € A. Nach
Satz 2 gibt es ein n € IN und Elemente by,...,b, € F mit a" + bia™ 1 4 -+ by
€ my C mp. Wire a ¢ B, so wire a~! € mp, und Multiplikation mit ™" ergibe
14 (b1a™! 4 -+ 4 bya™™) € mp, Widerspruch. O

Nennt man einen Teilkérper I von K archimedisch saturiert in K (beziiglich P), wenn
K keine echten Oberkérper F' von F enthalt , die iiber F archimedisch sind, so folgt:
Die in K archimedisch saturierten Teilkorper sind genau die maximalen Teilkérper der
konvexen Teilringe von K.

Satz 5. Ist A cin konvexzer Teilring eines angeordneten Kérpers K und FF C A ein
Teilkorper, so ist tr.deg.(K/F) > rang A.

Beweis. Sei A= Ag G A1 & - ; A, = K eine Kette von Oberringen von A. Sei Fy
ein maximaler Oberkorper von F in Ag, und F; ein maximaler Oberkorper von F;_y in
A i=1,...,r. Wegen A; = o(K/F;)) (: =0,...,r) sind die F; alle verschieden. Nach
Satz 2 ist tr.deg.(Fi/Fi—;) > 1 (1 =1,...,7), also tr.deg.(K/F) > r. ]

Satz 6. Sei K ein reell abgeschlossener Korper und F C K ein Teilkérper. Sind
FgFo%Fa;m;F,:K

und
FQF&;F{;---%F;:K

zwei nicht mehr verfeinerbare Ketten von archimedisch saturierten Teilkorpern Fy, F} von
N,soistr=s, und F;, 2 F! firi=0,...,r.

Beweis. Da die o(K/I;) bzw. die o(K/F]) genau die verschiedenen konvexen Oberringe
von £ in K sind (Satz 4), ist r = s = rang o(K/F) und o(K/F;) = o(K/F}) fir
1=0,...,r. Nach Satz 3 ist ['; = K(O(I"\'/’F,-)) = [ D

Beispiel (E. Artin). Fir die Isomorphie £; & F! kann man auf die reelle Abgeschlossen-
heit von K nicht verzichten!

Sei Ry der reelle Abschlufl von @ (also der relative algebraische Abschluff von @ in R)
und F der relative algebraische Abschlufl von Q(e) in IR (e = 2.71828 ... transzendent).
Sei weiter I = [(t), versehen mit der Anordnung Py 4+ (I, §1, Beispiel 3). Es ist also
0<t<afirale0 < a € F. Sei schlieBlich F' := Ry(e +t) C K. Da F’ nicht reell
abgeschlossen ist, sind 7 und F' nicht isomorph. Aber wir behaupten, dafl sowohl F als
auch F' in K archimedisch saturiert sind. Fiir F ist dies klar. Um es fiix F’ einzusehen,
missen wir einen Satz aus der Korpertheorie zitieren (siehe etwa [JAA, vol. 3, p. 199]):

Ist E/k eine Korpererweiterung, so daff k in E (relativ) algebraisch abgeschlossen ist, und

ist L(z)/E eine einfach transzendente Erweiterung, so ist auch k(z) in E(z) algebraisch
abgeschlossen.
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In obiger Situation reicht es, die algebraische Abgeschlossenheit von F” in K nachzu-
weisen, denn tr.deg.(K/F') =1 und o(K/F') = o(K/Z) # K. Dies aber ist eine direkte
Anwendung des zitierten Satzes (Ry ist in F algebraisch abgeschlossen und K = F(e+t)).

Man beachte in diesem Beispiel auch, dafi es mit Rg(e) einen zu F” ordnungsisomorphen
Teilkorper von K gibt, der in K nicht archimedisch saturiert ist (F ist archimedisch tiber
Ry(e)).
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86. Die Topologie von angeordneten und bewerteten Korpern

Sei (K, P) ein angeordneter Kérper. Dann bilden die offenen Intervalle
la,b[p = {z € K:a < = < b beziglich P}

eine offene Basis einer Topologie auf K, die wir mit 7p bezeichnen. Auch die auf
K™ (n > 1) induzierte Produkttopologie wird mit 7p bezeichnet; sie macht K™ zu einem
Hausdorffraum. Auferdem ist (K, 7p) ein topologischer Kérper (das bedeutet, daf die
Abbildungen (z,y) — z—y, (z,y) = zy von K x K in K sowie die Abbildung K* — K*,
z +— z71 stetig sind). Fir jede rationale Funktion f = g/h € K(t1,...,ts) (g, h seien
Polynome) ist daher auch die Auswertungsabbildung z +— f(z) von {z € K™: h(z) # 0}
nach K stetig. Wir bezeichnen 7p haufig als die starke Topologie auf K™ (beziiglich P),
um sie von der ,schwacheren® Zariski-Topologie zu unterscheiden (siehe III, §1).

Es gibt jedoch nur einen einzigen Fall, in dem die Topologie 7p wirklich befriedigende
Eigenschaften hat, nimlich den Fall K = IR. Dies ist einer der Griinde, welche die Verwen-
dung der semialgebraischen Topologie (siche [DK1—3] und die in [DK3] zitierte Literatur)
unentbehrlich machen, will man Geometrie tiber beliebigen reell abgeschlossenen Koérpern
treiben:

Satz 1. Sei (I, P) ein angeordneter Kérper. Ist K # IR, so ist der topologische Raum
(K, Tp) total unzusammenhangend. Fir a,b € K mit a < b ist das Iniervall [a,b] nicht
kompakt, insbesondere ist (K, Tp) nicht lokalkompakt.

Beweis. Ist (K, P) archimedisch, so gibt es eine ordnungstreue Einbettung K — IR, und
Tp ist gerade die von IR auf K induzierte Teilraum-Topologie. Ist K # IR, so priift man
die Behauptungen direkt nach.

Sei jetzt (K, P) nicht archimedisch. Dann gibt es einen echten konvexen Teilring A
von K, und A ist offen und abgeschlossen in K. Sei z € K und 0 < ¢ € K. Wahlt
man ein a € K* mit e/a & A, so ist z + aA C |z — €,z + €[, und = + aA ist eine offen-
abgeschlossene Umgebung von . Das zeigt, daB K total unzusammenhangend ist. Seien
weiter a,b € I mit @ < b. Dann gibt eseine € K, ¢ > 0, mit ne < b —a fir allen € IN
(ist b —a € my, so kann man £ = (b — a)? wihlen, andernfalls geniigt € € m4). Die
lamilie {]o — €,z + ¢[: 2 € K} enthalt keine endliche Teiliiberdeckung von [a, b]. m

Nun sei K ein beliebiger Korper und v: K — I' U oo eine surjektive Bewertung von K.
Dann bilden die Mengen

By(a) :={z € K:v(z —a)>a} (a€ K, a€Tl)

eine oflene Basis einer Topologie 7, auf K. Auch hier ist (K, 7,) ein topologischer Korper.
Genau dann ist 7, die diskrete Topologie, wenn v die triviale Bewertung (also I' = 0) ist.

Die ,verschérfte Dreiecksungleichung® (3) in §4, Definition 1 hat zur Folge, daf alle
Mengen v~ }(a) (@ € T) offen in K sind (fir jedes a € K mit v(a) = « ist Ba(a) C
v"1(a)). Wegen K —v™1(a) = B,(0)U Upca v (B) ist v™!(a) auch abgeschlossen. Alle
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Mengen Bg(a) in der 7, definicrenden Basis sind also offen-abgeschlossen, insbesondere
ist (K,7,) total unzusammenhangend. Insbesondere ist auch die vielleicht nahecliegende
Vermutung, Abschlufl bzw. Rand von B, (a) seien {z:v(z—a) > a} bzw. {z:v(z—a) = a},
falsch.

Satz 2. Sei (K, P) ein angeordneter Korper und v: K — I' U co eine mit P vertrigliche
nicht-triviale surjektive Bewertung. Dann stimmen Ordnungs- und Bewertungstopologie
auf K tberein: Tp = T,.

Beweis. Zu jedem 0 < a € K gibt es ein « € I’ mit Bo(0) C |—a,a[, etwa o = v(a).
Ist ndmlich ¢ € K und v(z) > a = v(a), so ist z/a € m, C ]-1,1[, also |z| < a.
Umgekehrt gibt es zu jedem o € T ein 0 < @ € K mit |—a,a[ € Ba(0) — man wahle
a so, dafl v(a) > a ist; ist namlich |z| < @, so |z/a| < 1, also v (z/a) > 0, und folglich
v(z) > v(a) > a. ]

Die Umkehrung dieses Satzes ist nicht richtig, d.h. es kann Bewertungen geben, die
nicht mit P vertraglich sind, aber die gleiche Topologie wie P induzieren. Dies folgt leicht
aus der folgenden Tatsache: Sind v,v' surjektive nicht-triviale Bewertungen von K und
ist v’ eine Vergroberung von v, so ist 7, = 7T,r. Der Leser mag dies als (einfache) Ubung
beweisen.

Vor allem in der Zahlentheorie braucht man neben Krull-Bewertungen auch das folgende
Konzept:

Definition. Sei K ein Kérper. Ein Absolutbetrag! auf I ist eine Abbildung f: K — IR,
so dafB fir alle a,b € K gilt:

(1) f(a) > 0,und f(a)=0& a=0

(2) f(ab) = f(a) F(B)

(3) fla+b) < f(a) + F(b).
Gilt statt (3) sogar

(4) f(a+0b) < max{f(a), f(b)} fir alle a,b € K,

so heifit f ein ultrametrischer Absolutbelrag.

Bemerkungen.

1. Ist @: K — C eine Kérpereinbettung, so ist @ = |@(a)| ein nicht ultrametrischer Ab-
solutbetrag auf K. Hiervon gilt im wesentlichen auch die Umkehrung, wie der folgende
klassische Satz von A. Ostrowski ([Os], 1918) zeigt:

Ist f: & — IR ein nicht ultrametrischer Absolutbetrag eines Korpers K, so gibt es eine
Einbettung ¢: I < C und eine reelle Zall 5, 0 < s < 1, so dab f(a) = |p(a)]® fir alle
a € K gilt. (Siehe etwa auch [JBA, vol. 11, §9.5].)

2. Ist v: K — T'U oo eine surjektive Bewertung mit archimedischer Wertegruppe T, so
erhalt man auf K einen ultrametrischen Absolutbetrag f, wie folgt: Man wahlt eine ord-
nungstreue Einbettung «:I' < IR (§1) sowie eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 und setzt

'In der Literatur findet man haufig auch die Bezeichnung ,Bewertung® fiir einen Absolutbetrag. Je
nachdem, ob dieser ultrametrisch ist oder nicht, wird diese ,Bewertung® dann ,nicht-archimedisch®
oder ,archimedisch“genannt. Dies kann natiirlich leicht zu MiBverstandnissen fiihren.
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fola) == @) (a #£ 0), f,(0) := 0. Umgekehrt gibt jeder ultrametrische Absolutbe-
trag durch ,Logarithmieren* wieder eine Bewertung vom Rang < 1. Definiert man in
naheliegender Weise einen Aquivalenzbegriff fir Absolutbetrage, so folgt, daB auf diese
Weise eine bijektive Korrespondenz zwischen den Aquivalenzklassen von Bewertungen
vom Rang < 1 und jenen von ultrametrischen Absolutbetragen hergestellt wird. Zusam-

men mit Bemerkung 1 erhalt man so also eine Ubersicht iiber alle Absolutbetrige eines
Korpers.

Jeder Absolutbetrag f auf K definiert durch (a,b) — f(a — b) eine Metrik auf K

und macht K zu einem metrischen topologischen Korper. Wir bezeichnen die zugehorige
Topologie mit 7.

Satz 3. Sei (K,P) ein angeordneter Kérper, und K sei entweder archimedisch oder
enthalte einen echten konvezen Teilring von endlichem Rang. Dann gibt es einen Abso-
lutbetrag f auf K mit Tp = T§ (insbesondere ist also Tp metrisierbar).

Beweis. Ist (K, P) archimedisch und ¢: K < IR die ordnungstreue Einbettung, so erhélt
man f wie in Bemerkung 1. Im anderen Fall hat K einen maximalen echten konvexen
Teilring A; die Bewertung v4 = v hat Rang 1, und man erhélt f wie in Bemerkung 2. Es
ist klar, da§ 7y = 7, ist, und Satz 2 gibt T; = Tp. D



72 ‘ Kapitel 11

§7. Der Satz von Baer—Krull

Wir haben gesehen, daf fir jeden konvexen Teilring A eines angeordneten Korpers (K, P)
eine Anordnung P auf dem Restklassenkérper «(A) induziert wird (§2, Bemerkung 1).
Seien umgekehrt ein Bewertungsring A eines Korpers K und eine Anordnung @) von &(A)
gegeben. Gibt es dann eine Anordnung P von I, die A konvex macht und fiir die P = Q
ist?

Hierauf gibt der Satz von Baer-Krull eine (positive) Antwort. Die Aussage ist sogar
noch wesentlich praziser, da alle solchen Anordnungen @ bestimmt werden.

Sei also v: I{* —» T eine surjektive Bewertung und A := o0,. Durch v wird ein surjektiver
Homomorphismus vg: K*/ K*? — T'/2T" induziert. Sei {y;:¢ € I} C T eine Teilmenge, fiir
die {y; + 2T € I} eine Basis des Fy-Vektorraums I'/2T ist und v; > 0 (z € I) gilt. Wir
wahlen Elemente 7; € {* mit v(m;) = v; (1 € I). Alle m; liegen in m4.

Das System {mj:¢ € I} wird im folgenden festgehalten und als ein quadratisches
Reprdsentatensystem von I bezliglich A bezeichnet. Jedes a € K* hat namlich eine
Darstellung der Form

a=uc H T (*)

jelJ
mit J C [ endlich, ¢ € K* und u € A*, wobei J durch « eindeutig bestimmt ist. (J ist

charakterisiert durch vy(a[(*?) = 2 (7 +2I'); wegen v(a II 7rj‘l) € 2" erhélt man dann
die Form (%).) jeJ jeJ

Theorem (Baer-Krull). Sei A ein Bewertungsring von K, Q eine Anordnung auf x(A)
und {7;:1 € I} ein quadratisches Reprisentantensystem wie oben. Es sei Yy die Menge
aller Anordnungen P von K, fir die A konvex und Q = P ist. Dann ist die Abbildung
P (signp(m))iel eine Bijektion von der Menge Yq auf die Menge {£1}1.

Insbesondere sagt das Theorem, dafl Yo im Falle I = ), d.h. I' = 2T", genau ein Element
enthalt.

Beweis. Wir bezeichnen den Homomorphismus A — k(A) mit a — @. Sei € = (&;)ies €
{£1}!. Dann gibt es hochstens ein P € Yg mit signp(m;) = &; (i € I), denn fiir jedes
a € K* ist das Vorzeichen von a bezliglich P durch (*) bestimmt. Um die Existenz eines
solchen P € Y( zu zeigen, koénnen wir ¢; = 1 fir alle ¢ annehmen (man ersetze m; durch
gimy, 1 € ).
. Sei a € K*, und seien

a=uc Hw,' =4/c? H?Tj

ieJd J€J

zwei Darstellungen der Form (x). Dann ist § € A*, und wegen u' = (fy)zu folgt
signg (v) = signg(w) . Somit ist o a + signg(u) eine wohldefinierte Abbildung o: K* —
{£1}. Diese ist homomorph, denn sind

a=uc Hﬂ']‘ und b:vdZHm
Jj€J lel
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Darstellungen der Form (%), so gibt es eine Darstellung

—we I]

meM
der Form (%) mit w = uv.

Wir zeigen, dal P := {0} U kern(c) eine Anordnung von K ist. Wegen o(—1) = -1
sind PP C P, PU(=P) = K und PN (—P) = {0} klar, zu zeigen bleibt P + P C P.
Seien also 0 # a,b € P mit a+ b # 0, und

a=uc2H7r]-, b:vdsz
JeJ lel
Darstellungen der Form (). Es sind w,v € Q. Wir unterscheiden zwei Falle.

1. Tall: J = L. Nach eventuellem Vertauschen von a und b ist z := £ € A, und folglich

a+b= (uc2+vd2)H7rj= (uz? 4+ v) ~d2H7rj,
JjeJ JjeJ

woraus man wegen UZ> + v € Q abliest: o(a+b) =1, also a + b € P.

2. Fall: J # L. Wieder nach etwaigem Vertauschen gilt v(a) < v(b). Es gibt also
z € my mit b = az, und es folgt

a+b=(14+2)a=(1+7z)u Hw],
j€J

also @ +b € P. Damit ist gezeigt, da P eine Anordnung von K ist. Aus der Definition
folgen unmittelbar die Konvexitat von A bezliglich P (wegen 14+my4 C P), sowie P = Q.
]

Korollar. Ist A ein residuell reeller Bewerlungsring von K (§2, Definilion 3), so gibt es
cine Anordnung von K, weiche A konvexr macht. O

Fin Spezialfall hiervon ist in §5, Theorem 1 enthalten.

Bemerkung. Die hier gegebene Formulierung des Satzes von Baer-Krull enthalt mit der
Auswahl eines Reprisentantensystems noch eine gewisse Willkiir. Wir erwahnen kurz,
wie man die Aussage des Theorems ,invarianter” fassen kann.

Sei also v: {* — I eine surjektive Bewertung mit Bewertungsring A. Sei k := x(A), sei
Y die Menge der Anordnungen P von K, welche A konvex machen, und sei X die Menge
aller Anordnungen von k. Fiir abelsche Gruppen G bezeichnen wir mit G := Hom(G, S
ihre Charaktergruppen (S = {¢ € C:|¢| = 1}). Indem wir eine Anordnung P von I mit
dem Charakter op: al{*? v signp(a) von K*/K*? identifizieren, fassen wir P als Element
von (K*/K*?)" auf. Insbesondere wird Y so zu einer "lexlmenge von (K*]K*?)".

Ein quadratisches Reprisentantensystem II = {m;:¢ € I} ist nichts anderes als
ein Homomorphismus s:T'/2I' — K*/K*? mit v; 0 s = idrjer (I korrespondiert zu
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¥ + 2I' — 7:',']\'*2). I14lt man einen solchen Schnitt s fest, so hat man eine Abbildung
Y — (I'/2l')" x X}, namlich P~ (op os, ). Diec Aussage von Bacr-Krull ist, da8 diese
eine Bijektion ist.

Um in der Formulierung nun auch die willkiirliche Auswahl cines Schnittes s zu ver-
meiden, beachten wir, daB der Epimorphismus vy: K*/IK** — TI'/2T durch Dualisieren
eine Einbettung vy: (I'/2I')" — (K*/K*?)" induziert (fiir y € (/20" ist ¥2(x) = x 0 v2).
Fafit man (I'/2')" via 9 als Untergruppe von (K*/K*?)" auf (und Y als Teilmenge von
(K*/K*?)", wie oben erklirt), so ist ([/2I')"-Y C Y, d.h. (I'/2')" operiert durch Trans-
lation auf Y. Das ist es namlich gerade, was wir im wesentlichen Schritt des Beweises des
Theorems gezeigt haben. Fir x € (I'/2I')" und P € Y ist die Anordnung @ := x - P von
K durch folgende Signatur gegeben:

ar x(v(a) +2T") -signp(a) (a€ K*).

Dabei ist die Abbildung P + P von Y nach X}, invariant unter dieser Operation von
(T/2I)" und nimmt auf verschiedenen Bahnen verschiedene Werte an. Wir haben also
das

Theorem von Baer—Krull (,Invariante* Formulierung). Sei v: K* —» I eine surjektive
Bewertung mit Bewertungsring A und Restklassenkérper k = A/my. Sei Y die Menge
aller mit v vertraglichen Anordnungen von K und Xy die Menge aller Anordnungen von
k. Dann gibt es eine natirliche freie Operation von (I'/2T')" auf Y und eine kanonische

Bijektion Y/(T'/2T)" — Xj.

VS
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68. Reelle Stellen

K, L seien stets Korper.

Mit K bezeichnen wir die disjunkte Vereinigung K = K U{oo}. Die Verkniipfungen +
und - werden auf K durch folgende Definition partiell fortgesetzt:

a+oo=00+a=00 (a€K)

a-00 = c0-a =00 (a€K,a#0).

Nicht definiert sind also oo + o0, 0 - 0o und oo - 0. Die Inversenbildung beziglich + und -
wird fortgesetzt durch
—co=00; 07!=00,007!=0.

Man schreibt wieder z — y = 2 + (—y) und £ = zy~!, sofern die rechten Seiten definiert
sind. Man kann nachprifen, dafl Assoziativ- und Distributivgesetz erfullt sind, so lange
.alles* definiert ist.

Definition 1. Eine Stelle von K mit Werten in L ist eine Abbildung \: K — L derart,
daB fir alle a,b € K gilt:

(1) A(a) + A(b) ist definiert = a + b ist definiert, und M a + b) = A(a) + A(b);

(2) A(a) A(b) ist definiert ==> ab ist definiert, und A(ab) = A(a)A(d);

(3) M(1)=1.
Ist £ C K ein Teilkorper, ist j: k < L eine feste Einbettung und gilt A(a) = j(a) fir alle
a € k, so heiit X eine Stelle tber k (bezlglich 7). Wir schreiben dafiic A: K —L—hf (beziiglich
J wird es keine Zweifel geben).

T

Beispiele.
1. Sei A ein Bewertungsring von K und L := &(A), sowie « + @ der Restklassenhomo-
morphismus A — L. Definiert man A: K — L durch A(a) = @ fiir a € A und Ma) = oo
fira e K — A, so ist X eine Stelle. Wir schreiben hdufig A =: A4 und nennen A\, die
kanonische Stelle von K zum Bewerlungsring A.
2. Jeder Kérperhomomorphismus ¢: & — L definiert eine Stelle ¢: K — L durch PlK =¢
und @(oo) = co. Solche Stellen heillen trivial.

Wir werden gleich sehen, daB diese Beispiele von Stellen im wesentlichen die einzigen
sind.

Eigenschaften von Stellen. Sei \: K — L eine Stelle.

a) A(0) =0, Moo) = 0.

b) M—a) = =A(a), Ma™?) = A(a)~! fir allea € K.

¢) Ist u: L — M eine weitere Stelle, so ist auch jo A\t K — M eine Stelle.

Beweis. a) Ware AMoo) # oo, so ware A(o0) + A(co) defliniert, also auch oo + oo,
Widerspruch zu (1). Wire A(0) # 0, so wéare A(0) - A(co) definiert, also auch 0 - oo,
Widerspruch zu (2). — b) ist klar fiir ¢ € {0,00} wegen a). Sei a € K*. Ist A(a) =
A(—a) = oo, so gilt A(—a) = —A(a). Andernfalls ist A(a) + /\(——a) definiert, und nach a)
folgt A(a) + A(—a) = AM(0) = 0, also A(—a) = —A(a). Analog sicht man A(a™1) = /\(a) -1
— ¢) ist trivial!
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Satz 1 (Zusammenhang zwischen Stellen und Bewertungsringen).

a) Ist \: K — L eine Stelle, so ist A:= A"} (L) = {a € K: \(a) # oo} ein Bewertungs-
ring von I mit mazimalem Ideal m = A\71(0). Es gibt genau einen Homomorphismus
w:k(A) — L, so daff A = @ o Xy ist (vgl. Beispiele 1 und 2).

b) Ist umgekehrt A ein Bewertungsring von K und ¢: &(A) — L ein Homomorphismus,
so gilt fiir die Stelle X := poXy: K — L, daff A= \"1(L) ist.

Kurz: Eine Stelle von K mit Werten in L ist ,dasselbe” wie ein Bewertungsring A von
K zusammen mit einem Homomorphismus «(A) — L.

Beweis. a) Klar ist, dal A ein Teilring von K und A|A: A — L ein Homomorphismus ist.
Ist « € K und ¢ € A, so ist A(a) = oo, also AM(@™!) = 0 nach Eigenschaft b). Folglich ist
A ein Bewertungsring von K und A7!(0) sein maximales Ideal, sowie ¢: (A) — L der
durch A|A induzierte Homomorphismus. — b} ist klar. O

Bezeichnungen.

a) Ist \: K — L eine Stelle, so schreiben wir dafiir in Zukunft \: K — LUco. Ist @: K — L
ein Homomorphismus, so bezeichnen wir die zugehorige triviale Stelle X' — LUoo ebenfalls
mit ¢ (statt mit @, wie bisher).

b) Sei A: K — LUco eine Stelle. Den Bewertungsring A™!(L) von K bezeichnen wir mit oy,
sein maximales Ideal mit my und seinen Restklassenkérper 0y /my mit «y. Wir schreiben
X fiir den induzierten Homomorphismus xy — L. SchlieBlich bezeichnet T'y := " [0} die
Wertegruppe von o0y und vy: {* — T’y die zugehorige kanonische Bewertung.

Mit demn Stellenbegriff steht nun eine andere Sprechweise fiir Aussagen liber Bewertun-
gen und Bewertungsringe zur Verfiigung. Hier einige Beispiele fiir die Ubersetzung bereits
bekannter Resultate:

Satz 2. Sei A C K ein Teilring. Ein Element a € K ist genau dann ganz tber A, wenn
Ma) # oo st fiir jede auf A endliche Stelle A von K.

Beweis. §3, Theorem 4a. ]

Theorem 3 (Chevalley) (Fortsetzung von Stellen). Sei A C K ein Teilring des Korpers
K und p: A — L ein Homomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Korper L.
Dann lafit sich ¢ zu einer L-wertigen Stelle von K fortsetzen, d.h. es gibt eine Stelle
MK — LUoco mit \|[A = .

Beweis. Sei p = kern o und ¢': k(p) = Ap/p Ap — L der von ¢ induzierte Homomorphis-
mus. Nach §3, Theorem 4 gibt es einen Bewertungsring B von I, welcher Ap dominiert
und fiir den &(B) liber x(p) algebraisch ist. Folglich faktorisiert ¢o' durch einen Homo-
morphismus %': k(B) — L. Die Komposition A := ¢/ o Ap leistet das Verlangte. 0

Wir betrachten nun Stellen auf angeordneten Korpern.
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Definition 2.

a) Eine Stelle A: K — L U oo heifit reell, wenn L formal reell ist.

b) Seien P bzw. @ Anordnungen von K bzw. L. Eine Stelle \: X — L U oo heifit mit P
und Q wertraglich (oder ordnungstreu beziiglich P und @), wenn A(P) C Q U {oo} gilt.

Satz 4. Seien (K, P) und (L,Q) angeordnete Kérper sowie A\: I{ — LU co eine Stelle.
Dann sind gleichwertig:

(1) A st mit P und @Q vertraglich;

(i1) oy ist ein beztglich P konvezer Teilring von K, und der Homomorphismus MKy — L

ist ordnungstreu beztglich P und Q.

Beweis. (1) = (ii) Aus A(1 +my) = {1} folgt 1 + my C P, also die Konvexitat von 0y

beziiglich P. Die Ordnungstreue von A ist klar. — (ii) = (i) Sei « € P N o) und a das
Bild von a in k). Dann ist @ € P, also A(a) = A(a) € Q. 0

Korollar 1. Sei \: K — LU oo eine Stelle. Zu jeder Anordnung @ von L gibt es eine
Anordnung P von K, so daff A mit P und Q) vertraglich ist.

Beweis. Das folgt aus dem Satz von Baer-Krull (§7) und aus Satz 4. ]

Beispiel 3. Ist K reell abgeschlossen und (L, Q) ein angeordneter Kérper, so ist jede
Stelle K — L U co ordnungstreu beziiglich Q.

Wir wollen nun einen Fortsetzungssatz fiir reelle Stellen beweisen. Zunachst zwei
Lemmata:

Lemma 1. Sei K C L eine Kérpererweiterung und B C L ein Bewertungsring von L.
Dann st A:= K N B ein Bewertungsring von K, und es ist my = K Nmp. Ist L uber
K algebraisch , so auch x(B) tber k(A).

~
4

Bewers. Es ist klar, dal A ein Bewertungsring von K ist. Fiir ¢ € K* gilt: a € my <
a''¢ A<= a' ¢ B<= ae mp Seinun L iiber K algebraisch und b € B. Es
gibl ag,...,an € K mit ag # 0 und agd™ + -+ + a,, = 0. Sei m der kleinste Index ¢ mit
vala;) <wvala;) fir 3 =0,...,n. Division durch a,, gibt

Zn.—rn + ClEn—m——l doo ot Cnm = 0
in x(B), wobei die ¢; = a;4m/an in £(A) liegen. Also ist b algebraisch iiber x(A). ]
Lemma 2. Sei I{ C L eine algebraische Korpererweiterung und seien B, C Bewertungs-

ringe von L mit KN B =KNC und BCC. Dann ist B=C.

Beweis. Sei A := KN B = KNC. Dann hat man Inklusionen x(A) = A/my —
B/mg — C/me = (C). Da B/m¢ ein Bewertungsring von &(C) ist (84, Satz 4a) und
k(C) tuber k(A) algebraisch ist nach Lemma 1, folgt B/m¢ = «(C), also B = C, denn
Bewertungsringe sind ganz abgeschlossen. ]
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Theorem 5 (Fortsetzung von reellen Stellen). Sei (K, P) ein angeordneter Korper und
A K — RUoco eine mit P vertragliche Stelle in einen reell abgeschlossenen Kérper R.
Sei L O K eine algebraische Korpererweiterung und @) eine Fortsetzung der Anordnung
P auf L. Dann gibl es genau eine mit QQ vertrdgliche Stelle p: L — R U co, welche A
fortsetzt.

Beweis. A := oy ist ein beziiglich P konvexer Teilring von K, und \:x(A) — R ist
ordnungstreu beziiglich P (Satz 4). Sei B die Q-konvexe Hiille von A in L. Nach Lemma 1
ist x(B) liber k(A) algebraisch, und @ ist eine Fortsetzung von P. Folglich gibt es (genau)
einen ordnungstreuen Homomorphismus t: £(B) — R mit 1|x(A) = X (Eindeutigkeit des
reellen Abschlusses, I, §11, Theorem 1). Die Stelle p:= 1% 0o Ap: L — RU oo erfullt also
#|K = A und ist mit Q vertraglich. — Zur Eindeutigkeit von y: Sei auch p': L — RU oo

eine @-vertragliche Fortsetzung von A, sei B' := o,s. Es geniigt, B = B’ zu zeigen. Da
B' konvex beziiglich Q und KN B = KK N B = Aist, folgt B C B', und Lemma 2 gibt
B=DRH. D

Korollar 2. Sei \: K — R U oo eine Stelle in einen reell abgeschlossenen Korper R.
Es gibt einen reellen Abschluf3 S von K, fir den eine Fortsetzung Ag: S — R U oo von
A existiert. Genauer gilt fir jeden reellen Abschiuff S von K: X hat genau dann eine
Fortsetzung Ag: S — R U oo, wenn A mit der durch S auf K induzierten Anordnung
vertrdglich ist.

Beweis. Theorem 5 und Korollar 1. O
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§9. Die Anordnungen von R(t), R((t)) und QuotIR{¢}

R sei stets ein reell abgeschlossener Kérper. Wir werden in diesem Abschnitt die Anord-
nungen der in der Uberschrift erwahnten Korper explizit bestimmen.

Zunachst betrachten wir den rationalen Funktionenkérper R(¢) in einer Variablen. Sei
¢ € R. Dann bestimmt ¢ eine Stelle A¢: R(t) — RU oo, namlich A(f) = f(c) (wobei wie
ublich f(c¢) = oo zu setzen ist, wenn f in ¢ einen Pol hat). (Dieses Beispiel erklart die
Verwendung des Wortes ,,Stelle“!) Der Bewertungsring zu A ist R[t](;_); er ist diskret
vom Rang eins, und ¢ — ¢ ist ein Erzeuger des maximalen Ideals. Nach Baer-Krull hat
R(t) genau zwei mit A. vertragliche Anordnungen P, 4 und P, _ , und diese sind durch

t—c€P,y und —({—c)=c—t€ P

charakterisiert. Es handelt sich dabei natiirlich um die in I, §1 explizit angegebenen
Anordnungen.

Es gibt noch eine weitere R-wertige Stelle von R(t), namlich Aeo: R(t) — IR U oo.
Sie ist definiert durch Ao := Ag 0 o, wobei o der R-Automorphismus von R(t) mit
o(t) = t7! sei. Bei richtiger Interpretation gilt also auch Moo (f) = f(o0), fur f € R(¢).
Der Bewertungsring von Ao ist

Rty = {gr f,g € R[t], g #0, deg f < degyg}.

Sein maximales Ideal wird von ¢t~! erzeugt, und wie oben gibt es genau zwei mit Ao
vertrigliche Anordnungen Pog 4+ und Peo — , charakterisiert durch ¢7! € Pog 4 und —t71 €
I)co,—‘ 1

Die folgende geometrische Deutung der Anordnungen ist hilfreich. Ist 0 # f € R(t),
so hat f nur endlich viele Nullstellen und Pole. Daher macht es fur jedes ¢ € R Sinn,
von dem Vorzeichen von f unmittelbar rechts oder links von ¢ zu sprechen. Es bedeutet
also etwa ,f > 0 unmittelbar rechts von ¢, daB es ein € > 0 gibt mit f(a) > 0 {ir alle
a € Je,¢+¢l. Ebenso hat f(c¢) fiw ¢ — 400 baw. ¢ — —oo wohlbestimmte Vorzeichen.
Mit diesen Bezeichnungen ist

Py ={0}U{fe (1) f >0 unmittelbar rechts (links) vonc},
Poop(=) = {0 U{f € R(1)*: f(c) >0 fiire> 0(c < 0)}.

Satz 1. Die Anordnungen Pey und Pe— (c € RU{oo}) sind genau similiche Anordnun-
gen von R(t), die iber R nichl-archimedisch sind. Ist R = IR, so sind es alle Anordnungen
von IR(t).

Beweis. Sei P eine tiber R nicht-archimedische Anordnung von R(t), und sei A :=
op(R(t)/R) die konvexe Hiille von R. Sei zunachst ¢ € A. Dann ist p := my N R[]
ein Primideal von R[t] (das Zentrum von A in R[t]). Wegen R[t], C A und A # R(¢)

In gewissem Sinne wire die umgekehrte Bezeichnung konsistenter. Vergleiche aber die nachfolgende
. © &
geometrische Deutung.
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folgt p # (0), also p = R[¢] - f fiir ein normiertes irreduzibles f € R[t]. Da x(A) formal
reell und R[t]/(f) ein Teilkbrper von x(A) ist, gibt es ¢ € R mit [ =t —c. Da R[t]_q
ein Bewertungsring von R(t) ist (§2, Satz 4) und von A dominiert wird, ist A = R[t],_
(83, Korollar 1), und es folgt P = P 4+ oder P = P, _ wie oben.

Ist dagegen ¢ ¢ A, so substituiert man u := ¢! und findet wie eben A = R[u](,), also
P =Py 4 oder P = Py _ . Der Zusatz tiber IR folgt aus §1, Korollar 3. ]

Korollar 1 (zum Beweis). Ist k (irgend) ein Kérper, so sind die k enthallenden nicht-
trivialen Bewertungsringe von k(t) genau die folgenden:

1) A= klt]y), fir f € k[t] normiert und irreduzibel;

2) A= k[t_l](l—l).
Die Wertegruppe ist jeweils Z, und der Restklassenkorper ist eine endliche einfache (d.h.
von einem Element erzeugte) Kérpererweiterung von k. O

Zur Bestimmung der tibrigen Anordnungen von R(t) setzen wir fur jede Anordnung P
von I(t)
Up:={a€Rt—a€P}und Op:={a € R:a—t € P}.

Das Paar np = (Up, Op) ist ein verallgemeinerter Dedekindschnitt von R im Sinne von
n g

Definition 1. Sei (M, <) eine total geordnete Menge. Ein (verallgemeinerter) Dedekind-
schnitt von M ist ein Paar (U,0) von Teilmengen von M mit UUO = M und u < v
fir alle w € U, v € O. Sind U und O nicht leer, so spricht man von einem echten
Dedekindschnitt.

Die bisher gefundenen Anordnungen von R(t) liefern also

fir P = P 4 bzw. Poo — : 7p = (R, 0) bzw. (0, R);
fir P = Py bzw. Pe— 0 np = (]—o00,c],]e, 00[) bzw. (J—o0,c[, [¢, 0o[).

Diese Dedekindschnitte sind nicht frei:

Definition 2. Ein Dedekindschnitt (U, 0) von M heiBt fre, wenn er echt ist und weder
U ein groBites noch O cin kleinstes Element enthélt.

I5s ist klar, daf die nicht-freien Dedekindschnitte von R genau die 5p sind, wo P die
iber R nicht-archimedischen Anordnungen von R(t) durchlault.

Sei daher £ = (U, O) ein frcier Dedekindschnitt von R. Wir konstruieren dazu eine tiber
R archimedische Anordnung P = P von R(t) mit { = np wie folgt. Sei 0 # f € R(t).
Sind —c0 < ¢1 < -++ < ¢ < oo die verschiedenen Null- und Polstellen von f in R, so
hat f auf den Intervallen Iy := |—o0,c1{, I; :=Jciyciz1[ (i = 1,...,7 = 1), I, := Jer,00[
jeweils konstante Vorzeichen g, ¢1,...,&; (I, §7, Satz 2). Es gibt genau ein z € {0,...,r}
mit ; NU # 0 # I; N O, und wir sagen, f habe bei ¢ das Vorzeichen ¢;. Setzen wir also

Pe:= {0} U {f € R(t)": f ist positiv bei £} =
= {f € R(t): es gibtu € U,v € O, so daB f in ]Ju,v[ keinen Pol hat und > 0 ist},
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so ist unmittelbar klar, daB P := P einc Anordnung von R(t) und daff { = np ist.
Tatsachlich haben wir damit alle Anordnungen gefunden:

Satz 2. Fir jede iber R archimedische Anordnung P von R(t) ist n := np ein freier
Dedekindschnitt von R, und es ist P = P,. Es besteht also eine kanonische Bijektion

{P: P ist eine tiber R archimedische Anordnung von R(t)} &

& {n:n st freier Dedekindschnitt von R},
gegeben durch P — np und 11— P.

Beweis. Sei P archimedisch iiber R und 7 := 5p = (Up,Op). Dann ist Up # 0 # Op,
und zu jedem a € Up gibt es ein 0 < b € R mit b < t — a (sonst ware ¢ — a unendlich
klein gegentiber R), also mit a + b € Up. Daher enthidlt Up kein groftes Element. Analog
sicht man, daB Op kein kleinstes Element besitzt, also np frei ist. Um P = P, zu zeigen,
geniigt es, P N R[t] = P, N R[t] zu beweisen. Sei 0 # f € R[t], etwa

F@y=a [t —a) JJ(¢ - b))* + &)
=1 7=1

mit & € R*, aj,bj,¢; € Rund ¢; #0 (i =1,...,r, 7 = 1,...,s). Die quadratischen
Faktoren sind positiv unter jeder Anordnung von R(t), und fir 2 = 1,...,r gilt nach

Definition: t —a; € P <= a; € Up <= t —a; € P,,. Somit gilt auch f € P < f € P,
w.z.b.w. 0

Korollar 2. Es besteht eine natirliche Bijektion zwischen den Anordnungen von R(1)
und den verallgemeinerten Dedekindschnitten von R. O

Nun sei A = R[[¢]] der Ring der formalen Potenzreihen (einer Variablen) iber R,
und R((t)) sein Quotientenkdrper (also der Korper der formalen Laurentreihen 3, a;tt,
n € Z,a; € R). Indem man fiir 0 # f(t) = 35, ait’ mit a, # 0 definiert v(f) := n, erhalt
man eine Bewertung v von R((t)) mit Bewertungsring A, maximalem Ideal my = tA,
Wertegruppe Z und Restklassenkorper A/my = R. Da fir jedes f € my das Element

2
1/2) i
1+ f= !
+f (Z( )y )
1>0
ein Quadrat in A ist (binomische Reihe!), ist A unter jeder Anordnung von R{(t)) konvex.
Nach Baer-Krull (§7) hat R((¢)) also genau zwei Anordnungen, namlich

Pp = {0}y U{t*f(t):n € Z,[ € A, [(0) > 0}

und

P_={0yu{(-)"f{t):n € Z, f € A, f(0) > 0}.

Abschlieend sei B := IR{t¢} der Ring der konvergenten Potenzreihen (in einer Vari-
ablen) Uber IR, also der Ring aller in Null reell-analytischen reellen Funktionskeime, und
K = Quot B C IR((t)) sein Quotientenkorper. Durch Restriktion der oben betrachteten
Bewertung von IR((¢)) auf K erhélt man eine Bewertung w von K mit Bewertungsring
B und Wertegruppe Z. Das gleiche Argument wie eben zeigt, dal K genau zwei Anord-
nungen hat, namlich die Restriktionen der beiden Anordnungen von IR((t)).
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§10. Komposition und Zerlegung von Stellen

K, L, M seien Kérper.

Satz 1 (Faktorisierung von Stellen). Seien A: K — LU oo und yu: K — M U oo Stellen,
und set p eine Vergroberung von A (also 0, C 0y). Ist A surjektiv, so gibl es genau eine
Stelle v: L — M Uoo mit = vo X, und dabei gilt 0, = Ao,).

Beweis. Seien A := 0y, B := 0, und C' := M B); nach §4, Satz 4 ist C ecin Bewertungsring
von L. Die Restriktion A|B induziert einen Isomorphismus B/m 4——C und folglich einen
Isomorphismus a: £( B)—-&(C), fir den

A DB
B 25 C
WBJ, lﬁc
K(B)—-k(C)
a
kommutiert. Sei fi: (B) — M die durch x induzierte Einbettung und ¢ 1= fio o1
&(C) — M, sowie v := ¥ o A\c: L — M U oo die durch ¢ induzierte Stelle. Dann ist
0, = C, und es gilt 4 = v o A\. Die Eindeutigkeit von v ist klar (X ist surjektiv). ]

Wir formulieren Satz 4 aus §4 flir Stellen:

Satz 2. Seien \: { — LUooc und v: L — M U oo Stellen. Ist A surjektiv, so besteht eine
kanonische exakte Sequenz
OHFV—)I‘IIO/\—)F/\—)O

aus ordnungstreuen Homomorphismen. D

In manchen Fallen kann man in dieser Situation I,y aus I'), und I’y berechnen, wenn
namlich die exakte Sequenz spaltet. (Man sagt, daB eine kurze exakte Sequenz 0 — G’ —
G-T5G" — 0 abelscher Gruppen spaltel, wenn es einen Homomorphismus s: G" — G it
mos = idgn gibt (einen Schnitt von 7). Alsdann ist G — G" x G, 2 = (72,2 — s7a),
ein Jsomorphismus.)

. 2 - . T .
Lemma. Scien I, T', 1" angeordncte abelsche Gruppen und sei 0 — [' — D—T" — 0
eine kurze exakte Sequenz aus ordnungstreuen Homomorphismen. Hat © cinen Schnilt s
(als Gruppenhomomorphismus), so ist

wra— (Ta,a — sTa)

ein ordnungstreuer Isomorphismus von T auf (T X T')jex. (Wir identifizieren hierbei I’
mit seinem Bild in I".)

Beweis. ¢ ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen. Sei 0 < o € I'. Ist o € I”, so ist
w(e) =(0,0) > 0. Ist a € I, s0 ist (@) > 0 wegen w(a) > 0. a
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Ist zum Beispiel T eine freie abelsche Gruppe, so hat 7 stets einen Schnitt. Dasselbe

gilt, wenn I' dividierbar, also ein Q-Vektorraum ist (denn dann ist auch I'" ein Q-
Vektorraum, und 7 ist Q-linear).

Seien nun wieder \: K — L U oo und v: L — M U oo Stellen, und A sei surjektiv.
Wir setzen voraus, daff vy diskret vom Rang eins, also T'y = Z ist. Nach Satz 2 und
dem Lemma gibt es dann einen (i.a. nicht eindeutigen) ordnungstreuen Isomorphismus
[por— (Tr X Tyliex = (Z x T'))lex, den wir explizit beschreiben wollen, um vy0) aus vy
und v, zu erhalten.

Dazu sei h € m) ein Erzeuger von my, also g := vy(h) der positive Erzeuger von
I'y. Nach Wahl von h erhalten wir einen Schnitt s:I'y — T',ox von m:T,0y — Iy,
via s(ag) = vyor(h). Sei cp:F,,o,\;(I‘,\ X I'))lex der wie im Lemma zu s konstruierte
Isomorphismus. Unter Identifizierung von kern (7) = o3 /0} , mit 'y (via A, vgl. 84, Satz
4) folgt

@ 0 vy0a(f) = (va(f), v 0 MIRTUD))

fur alle f € K*. Damit ist die Aufgabe gelost, die Bewertung v,ox mit Hilfe von vy,v,
und A auszudriicken. (Natirlich funktioniert dies auch ohne die spezielle Voraussetzung
an [y, doch wird dann i.a. die Angabe eines Schnittes s komplizierter sein.)

Wir wollen nun diese Uberlegungen auf Stellen von rationalen Funktionenkérpern (in
mehreren Variablen) anwenden. Sei k ein beliebiger Korper, seien ty,...,t, algebraisch
unabhéngige Variable iiber k£ und sei K; := k({1,...,%) (0 < 7 < 7). Zu gegebenem
c=(c1,...,¢) € k" konstruieren wir eine Stelle A\: ; — kU oo mit A(f) = f(c) fir alle
€ kfty,...,t:] wie folgt.

Fiir jedes ¢ = 1,...,r gibt es genau eine Stelle \;: {; — K;_1 U co tiber K;—; mit
Ailt;) = ¢; (89, Korollar 1). Wir setzen A := Ajo---0X.. Wegen 'y, =Z (i =1,...,7)
findet man mit Satz 2 und dem Lemma induktiv, daf T'y = Z],_ist. Um die Bewertung
vy explizit anzugeben, bezeichnen wir mit 27 o« die unlilezikalisch angeordnete Gruppe
Z’ (d.h. die positiven Elemente sind die (a1,...,as,0,...,0), 1 <s <7, mit ag > 0); fiir
a = (ay,...,0p) € Z" sei wie Ublich (¢t —¢)* := (L1 — 1) -+ (¢ — ¢r)* € K;. Ist nun
f e klty, ..., t;], so hat f eine cindeutige Darstellung der Form

/= Z ol =) {aq € k, Tast alle ¢y = 0).
a€Zl

Durch induktives Anwenden der oben beschriebenen Uberlegung findet man: vy(f) ist
der in Z7, ilex Kleinste Index o mit aq # 0. Inshesondere folgt

Satz 3. Zur oben beschriebenen Stelle A: k(t1,...,t,) = kU oo mit A(f) = f(c) fir alle

f € klty, ... t;] gehdrt dic Bewertung vi k(l1,...,t;)* = Z% jilex, welche durch
v((t1 =)™ (tr — er)®) = (a,...,00)
definiert ist. Insbesondere ist v(t, —c;),...,v(t; —¢1) die lexikographische Basts von T'y.

]

'Natiirlich ist Z},.x = Zl.x als angeordnete abelsche Gruppe. Wir benutzen die antilexikalische
Anordnung nur zur Vereinfachung der Notation.
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Es sei angemerkt, daf8 es natiirlich noch viele weitere Stellen A: k() — kU oo tiber k
gibt mit A'(f) = ¢. Man kann etwa cine andere Transzendenzbasis u = (u1,...,u,) mit
k[t] = k[u] wahlen und hat dann ¢ durch u(c) zu ersetzen.

Sei jetzt speziell £ = R reell abgeschlossen, K := R(t1,...,t{,) und A: £ — RU oo die
oben beschriebene Stelle. Sei P eine mit A vertragliche Anordnung von K (nach Baer-
Krull gibt es genau 2" solche!) und S der reelle Abschluf von (K, P). Nach §8, Theorem 5
hat A genau eine Fortsetzung p: S — R U co.

Satz 4. T’y ist zu Q,, isomorph.
Allgemeiner gilt namlich

Satz 5. Sei L D K eine algebraische Korpererweiterung und sei L reell oder algebraisch
abgeschlossen. Ist ji: L — FUoco eine Stelle und X := p|K, so gibt es einen ordnungstreuen
Isomorphismus Iy @ Q—T,,.

(Fir jede angeordnete abelsche Gruppe I' hat I' @ @ genau eine Anordnung, welche die
Einbettung I' — I'® Q ordnungstreu macht. Mit dieser Anordnung wird I'y ® @ in obiger
Aussage versehen.)

Beweis. Durch K* C L* wird eine ordnungstreue Einbettung I'y C I'y induziert. Dabei
ist '), /T ) eine Torsionsgruppe. Sei ndmlich b € L*, seien ag,...,an, € K mit apb™+ -+
a1b+ap =0 und a, # 0. Dann gibtesz,7 mit 0 <7< 7 <nund v#(aibi) = vu(ajbj) < o
(sonst wire v, (3 apb*) = rr%inv(akbk) < 00), und es folgt (j —7)v,(b) = v,‘(%) el'y. —
Da L recll oder algebraisch abgeschlossen ist, ist I',, dividierbar (jedes positive bzw. jedes
Element in L besitzt beliebige Wurzeln), und folglich ist T, = Q-T'y =T ® Q. O

Sei k ein Korper, sei Ko := k und I; := K;_1((¢;)) = Quot [;1[[¢:]] (¢ = 1,2,...).
(Vorsicht: Fir » > 2 ist k((t1,...,Lr)) ein echter Teilkérper von K, = k((¢1))--- ((¢:))!)
Sei A\j: I{; — Kj—; Uoco die zum Bewertungsring I;_;[[¢;]] gehorende Stelle iber K;_1,
und sei A = Ajo---0X: K — kUoco. Wiein Satz 3 folgt, daff I'y = Z  mit lexikogra-
phischer Basis vy(¢;),...,va(t1) ist. Ist also & € K C K, irgend ein Zwischenkorper mit
1, ..., tr € I{, so ist auch Typ = 2],

Unter Verwendung von mehr kommutativer Algebra gewinnt man daraus eine interes-
sante Anwendung. Diese wird jedoch im folgenden nicht weiter benutzt:

Sei A eine lokale regulire noethersche k-Algebra mit x(A) = k und A = LmA/xxxjﬁ
ihre Komplettierung, sowie (f1,..., f;) cin minimales Erzeugendensystem von my. Dann
gibt es bekanntlich einen k-Isomorphismus /i—N—,\k[[tl,..l,tT I mit fi—t; (i=1,...,n)
([Ma, p. 206] oder [BAC, ch. IX, §3, no. 3]). Sei K := Quot A. Wegen K C Quot A =
k((t1,...,t;)) € K, hat die Stelle \|K: K —k U oo ebenfalls Wertegruppe Z[,,, mit lexi-
kographischer Basis (v(f;),...,v(f1)) (v:= vaK ), und ihr Bewertungsring dominiert A.
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§11. Existenz von reellen Stellen auf Funktionenkorpern

Es sei kurz an einige Tatsachen aus der Korpertheorie erinnert. Ist L D K eine
Korpererweiterung, so haben je zwei maximale Familien von tber K algebraisch un-
abhangigen Elementen aus L dieselbe Machtigkeit. Jede solche Familie heiBt eine Trans-
zendenzbasis von L {iber K, und ihre Machtigkeit wird als Transzendenzgrad tr.deg.(L/K)
bezeichnet. Man nennt L einen d-dimensionalen Funklionenkérper iber K, wenn L tber
K endlich erzeugt und tr.deg.(L/K) = d ist. (Die Bezeichnung ruhrt daher, daf§ dies bis
auf K-Isomorphie genau die Korper der rationalen Funktionen auf irreduziblen algebrai-
schen K-Varietaten der Dimension d sind. Vgl. [Sf, T §3] oder [H].)

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis von

Theorem 1. Sei R ein reell abgeschlossener Korper und K ein r-dimensionaler formal
reeller Funktionenkorper tber R. Sei (t1,...,1,) eine feste Transzendenzbasis von K
tber R. Dann gibt es Elemente a;,b; € R mit a; < b; (1 =1,...,7), so dafi fir jeden reell
abgeschlossenen Oberkorper S 2 R gill: Zu jedem ¢ = (c1,...,¢;) € ST mit a; < ¢; < by
(1=1,...,7) gibt es eine Stelle \: K — SU oo tber R mit \(t;) =¢;,t=1,...,7.

Man beachte, da eine solche Stelle A trivial (d.h. ein Homomorphismus) sein muf,
sobald ¢j,. .., ¢ iiber R algebraisch unabhéngig sind (denn wegen R[t1,...,t,]NA71(0) =
{0} ist dann R(ty,...,%,;) C 0y, also 0y = K wegen der Ganz-Abgeschlossenheit von 0y).

Korollar (Einbettungssatz von S. Lang). Ist R recll abgeschlossen und K ein formal
reeller Funktionenkéorper dber R, so gibt es zu jedem reell abgeschlossenen Oberkérper S
von R mit tr.deg.(S/R) > tr.deg.(K/R) einen R-Homomorphismus K — S.

Beweis. Das folgt aus Theorem 1 und der anschlieBenden Bemerkung, da es Elemente
€ Smita; < ¢ <b(i=1,...,7)s0gibt,daB c1,..., ¢ liber R algebraisch unabhangig
sind — dies ist klar fir » = 1 und folgt mittels Induktion fir alle 7. m]

Zunachst werden zwei Hilfssatze bereitgestellt.

Lemma 1. Sei L 2 K einc endliche Korpererweiterung, sei B ein Bewertungsring
von L und A = K N B. Dann sind der Verzweigungsindex e = [['p:T] und der
Restklassengrad [ = [k(B): &(A)] endlich, und es gilt ef < {L: K].

Beweis. Sei v = vp, seien by,..., b € B — {0} derart, daf die Bilder der v(0;) in T'p/T"4

verschieden sind, und seien ¢y, ..., ¢s € B derart, daB die Bilder ¢ der ¢; in x(B) linear
unabhangig iber k(A) sind. Wir zeigen fiiv alle ¢;; € K (1 <7<, 1 <5 <s):

v(Z a,'jbic]‘) = min v(a;;b;) .

A %)
i)

Insbesondere sind dann also die b;c; iiber K linear unabhangig.
Man kann annehmen, daB zu jedem ¢ € {1,...,7} ein j € {1,...,s} mit a;; # 0
existiert (andernfalls kann b; weggelassen werden). Zu jedem 1 € {1,...,r} wird ein
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k(i) € {1,...,s} mit v(air@i)) = minv(a;;) gewahlt. Dann ist ey # 0, und folglich gilt
fur alle ¢ J
Za,]b c; = aik(i)bi Za,]c]

mit af; := a;;/aik(i) € A. Da die j iiber x(A) linear unabhingig sind (und ajy ;) = 1 ist),
ist Za”cJ € B*, also

v(Z aijbic]-) = v(aik(i)) +o(b;) (t=1,...,7).

J

Diese Werte sind nach Voraussetzung alle verschieden, und es folgt

v(; ]Zaijb,-c]') = miin< (@iri)) + v(b; )) = nln]n v(ai;b;) . O

Lemma 2. Sei K ein Kérper und L ein Funktionenkorper dber K, sowie n :=
tr.deg. (L/K) Sei B # L ein echter Bewertungsring von L mit K C B. Dann ist
tr.deg.(k(B)/K) < n—1, und im Falle tr.deg.(k(B)/K) =n —1 ist B diskrel vom Rang
eins und «(B) ein Funktionenkérper (d.h. endlich erzeugt) iber K.

Beweis. Seien uy,...,u, € B derart, daf§ ihre Bilder @y,..., %, in x({B) algebraisch un-
abhéangig iber K sind. Dann sind auch uy,...,u, (in L) iitber K algebraisch unabhéngig,
also ist 7 < n. Weiter ist K[uj,...,u,] N mp = {0}, somit K(uy,...,u,) C B. Ware
r = n, so ware L iber K(uy,...,u,) algebraisch, also ganz, und folglich B = L, Wi-
derspruch. Sei nun r = tr.deg.(x(B)/K) = n — 1. Setze F := K(uj,...,un—1), und
wahle t € L derart, dafl (u1,...,un—_1,t) eine Transzendenzbasis von L/ K bildet. Dann
ist A:= BN F(t) ein echter Bewertungsring von F(¢), und FF C A. Nach §9 (Korollar 1)
ist [k(A): F] < oo und I'y = Z, und nach Lemma 1 sind [x(B): £(A)] und I'/T 4 endlich.
Folglich ist «(B)/K endlich erzeugt und T'p = Z. m]

Um Theorem 1 zu beweisen, zeigen wir zunichst, daf} es genligt, fur alle » > 1 die

folgende schwichere Aussage (T,) zu zeigen:
(TT) Die Voraussetzungen seien wie in Theorem 1. Dann gibt es a;,b; € R mit
a; <b; (1=1,...,7), so daf es zu jedem reell abgeschlossenen S O R und jedem
c=(c1,...,¢) €S mita; < ¢ < by (1 =1,...,7) und tber R algebraisch
unabhéngigen 1y ..., ¢ einen Homomorphismus o: K — S mil o(t;) = ¢
(i=1,...,7) gibt.

Bezeichnen wir mit (T,) die Aussage von Theorem 1 (zu festem r > 1), so gilt

Hilfssatz 1. (T,) impliziert (T}), fir alle r > 1.

Beweis. Seic € S mit a; < ¢; < b; und nicht notwendig tiber R algebraisch unabhangigen
€1,-..,¢. Seien uj,...,u, Uber S unabhingige Variable und 7" := S(uy,...,u,) der
r- dimensionale rationale Funktionenkérper tber S. Sei y: 7" — S U oo die in §10
beschriebene Stelle iber S mit z/(u;) = 0,2 =1,...,r. Nach §8, Korollar 2 gibt es einen
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reellen AbschluB 7' von T zusammen mit einer Fortsetzung p: T — S U oo von g/. Da
die u; unendlich klein gegeniiber S sind, gilt a; < ¢; +u; < b; fiw ¢ =1,...,r, und wegen
der algebraischen Unabhangigkeit der ¢; + u; tiber R gibt (T;) einen Homomorphismus
0: K — T mit ¢(t;) = ¢ +ui. Fir die Stelle A := po@: K — SU oo ist dann p(t;) = ¢,
r=1,...,7. O

Wir beweisen nun zunachst (Tl) Dazu seien also 7 = 1 und R, K wie in Theorem 1,
sowie F' 1= R(t) (t := t;). Sei tr: K — F die Spur der endlichen Erweiterung K 2 F, und
scien g1,...,0n € F* mit tr, ((1)x) = (g1,---,9n). Man kann die g; mit den Quadraten

der Nenner multiplizieren und so 0.E. g; € R[t] annehmen. Es seien d; < --- < dy die
verschiedenen Nullstellen von gy - - - g in R, sowie dg := —o0, dy 41 := +00. Auf]d;_1,d;[

(aulgefaBt in R, oder auch in einem belichigen angeordneten Oberkdrper von R) hat jedes
gi ein [estes Vorzeichen e;; € {£1} (j =1,...,N+1,¢=1,...,n).

Da K formal reell ist, gibt es eine Anordnung @ von K. Sei P := F'N @, und sei
j €{1,...,N} bestimmt durch dj_; < t < d; (bezlglich P). Dann ist signp(g:) = €ij
(t=1,...,n),und da

n
z eij = signp tr. ((1) )
1=1

die Anzahl der Fortsetzungen von P auf K ist (I, §12, Korollar 2), ist diese Zahl > 1.
Wir zeigen, da (T)) firr jede Wahl von ay, by mit Jay, b C |dj_1, d;[ exfillt ist.

Sei S ein reell abgeschlossener Oberkérper von R und ¢ € S — R mit d;j_; < ¢ < dj,
sowie t: F' — S der R-Homomorphismus mit 1(¢) = c¢. Die Fortsetzungen ¢: K — S von
1 stehen nach I, §11, Theorem 2 in Bijektion zu den Fortsetzungen der durch ¢ auf F
induzierten Anordnung P, auf K. Ihre Anzahl ist gleich

n n

signp.tr, ((1) i) = Zsignpc(gi) = Zsi]- >1,

=1 =1

inshesondere gibt es eine solche Fortsetzung o, w.z.b.w.

Bevor wir Theorem 1 im allgemeinen Fall zeigen, ziehen wir aus dem schon bewiesenen
('T'}) einige Folgerungen. Zunachst ein Hilfssatz:

Hilfssatz 2. st \: K — L U oo eine reelle Stelle, sind 2z1,...,2, € K und ist MY 212)
# 00, so ist auch M(z;) # oo firi=1,...,n. :

Beweis. Es gibt eine mit A vertragliche Anordnung P von K (88, Korollar 1). Da o0y
konvex beziglich P und 0 < z? <2+ + 22 € oy st folgt 21‘2 € 0), also z; € 0y
(1=1,...,n). 0O

Theorem 2 (Stellensatz von Artin-Lang). Sei R reell abgeschlossen und K ein formal
recller Funktionenkorper iber R. Zu je endlich vielen zi,...,z, € K gibt es dann eine
Stelle \: K — RU oo tber R mit A(z;) # oo fiuri=1,...,n. Es gibt sogar eine solche
mit Iy =2 77, wobei r = tr.deg.(K/R).
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Beweis. Wegen Hilfssatz 2 kénnen wir n = 1 annehmen. Induktion nach r; der Beginn
r = 0 ist trivial (X = R). Im Fall » = 1 folgt die Existenz von A aus (Ty), und
hier ist Ty = Z fir jedes solches A (Lemma 2). Sei also 7 > 1 und ¢3,...,t, eine
Transzendenzbasis von K/R mit z € R(t1,...,t,—1) =: F. Sei T ein reeller Abschluf
von K und S der algebraische Abschlufl von F' in 7', sowie L := K'S (der von K und S
erzeugte Teilkérper von T'). Da L ein eindimensionaler formal reeller Funktionenkorper
liber S ist, gibt es eine Stelle L?S U oo (Fall » = 1), und per Restriktion erhalt man
eine Stelle u: K—F>5' U oco. Diese ist wegen tr.deg.(K/F) = 1 (und S/F algebraisch)
nicht-trivial und erfillt p(z) # oo. Sei A := 0, und A4: K — k(A) U oo die kanonische
Stelle zu A. Nach Lemma 2 ist [£(A): F] < oo und I'y = Z. Da auferdem x(A) formal
reell und tr.deg.(k(A)/R) = tr.deg.(F/R) = r — 1 ist, gibt es nach Induktionsannahme
eine Stelle v:£(A) — R U oo iiber R mit v(Aa(2)) # oo und T, = Z['. Setzt man
Ai=volg: KpRUOoo,soist A(z) # co und I'y = Z[, nach §10. O
Theorem 3 (Verscharfter Stellensatz von Artin-Lang). In der Situation von Theorem 2
set zusdtzlich eine Anordnung Q auf K vorgegeben. Dann gibt es eine Stelle A: Ix’wRUoo
wie dort, fir die aufferdem signg(zi) = sign A(z;) (1 = 1,...,n) gilt.

Beweis. Nach Multiplikation von z; mit signQ(z,') erreicht man o.E. z; > 0 unter @
(¢=1,...,n). Wendet man Theorem 2 an auf X' := K(,/z1,...,1/2n) und die Elemente
Z1yee ey Zn, z,_lz'; € K', so erhalt man eine Stelle \': ['\"?RU oo mit N (z;) € {0,000}, und
folglich mit X (z;) = N(y/z:)? > 0 (i = 1,...,n). Setze A := N|K. Da I'y,/T endlich ist

(Lemma 1), ist rang 'y = rang I'xs = 7, und man folgert leicht, dal auch T'y = Z], ist. O

Nun kénnen wir den Beweis von Theorem 1 vollenden, indem wir (T,) fiir r > 2
zeigen. Sei also t1,...,t, eine Transzendenzbasis von K /R und F := R(ty,...,t,). Seicn
wieder ¢1,...,9n € R[t1,...,t;] mit tr*((l)K) = (g1,..-,9n) (n = [K:F]). Es gibt
eine Anordnung @ von K. Mit Theorem 3 finden wir eine Stelle u: K— R U oo mit
p(ti) # oo (v = 1,...,7), u(g;) # oo und signu(g;) = signg(g;) (G = 1,...,n). Wir
setzen p:= (u(ty), ... ,,u(t,)) € R" und P := FNQ. Wie zuvor folgt

n n n

1 <signptr,((1)i) = Zsig‘np(gj) = Zsign wlgg) = Zsign g;(p)

i=1 i=1 i=1
(letzteres wegen p(f) = f(p) fir alle f € R[t1,...,t,]). Wir brauchen nun

Hilfssatz 3. Ist g € R[z1,...,z,] ein Polynom und p € R™ mit g(p) # 0, so gibt es
e € R, e >0, so daf fir jeden reell abgeschlossenen Qberkérper S von R und jedes ¢ € S*
mitp,—e< @ <pi+e(t=1,...,r) gl

sign g(p) = signg(q) -
Beenden wir zuerst den Beweis von Theorem 1. Sei ein 0 < ¢ € R zu p und simultan zu

g1,-..,gn wie im Hilfssatz gewahlt. Sei § D R ein reell abgeschlossener Oberkorper
und ¢ = (e1,...,¢,) € S mit Gber R algebraisch unabhangigen ci,...,c,, fir die
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pi—€<c¢ <pit+e(i=1,...,7r) gilt. Sei ¥: F — S die durch ¥(t;) = ¢; gegebene
Einbettung und P die mittels ¢ auf I” zuriickgezogene Anordnung. Wie im Beweis von
(Typ) folgt

n n

signp tr. ((1) i) = Zsignpc(g]-) = ngng] c) ngn g;(p) > 1.

1=1 1=1
GemaB I, §§ 11 und 12 hat % also eine Fortsetzung ¢: K — S, wie gewiinscht.

Nachzutragen bleibt der Beweis von Hilfssatz 3. Sei z = (z1,...,z,) und

g(p+a)—9p) =D caz®

[

die Taylorentwicklung von ¢ in p (die Summe tUber alle 0 # « € INY, fast alle ¢, = 0). Ist
a € ST mit|a;l <e <1 (e=1,...,r),sofolgt |g(p+a)—g(p)| < eZ[cal Es geniigt also,
¢ > 0 so zu wahlen, daB ¢ - 2 |ca| < |g(p)] und e < 1 ist. O
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§12. Artins Losung des 17. Hilbertschen Problems und das Zeichenwechsel
Kriterium

Ist (k, P) ein fester angeordneter Korper, so versehen wir stets ™ mit der starken Topolo-
gie Tp (§6). Im folgenden seien ty,..., 1y stets Gber k algebraisch unabhéangige Variable;
wir schreiben oft ¢ fur (¢1,...,t).

Satz 1. Sei (k, P) ein angeordneter Kérper und U C k™ eine nicht-leere offene Teilmenge,
sowie f € k[t1,...,1,] ein auf U identisch verschwindendes Polynom. Dann ist f = 0.

Beweis durch Induktion nach n. Der Satz ist klar fir n = 1 und sei fir n — 1

schon bewiesen. Sei t' := (t1,...,tn_1) und f = f(t',ta) = fo(t') - 1+ - + fo(t')

(d >0, fo,...,fa € k[t']). Man kann o.E. annehmen, da U die Form U = T[] Ja;, b
1=1

n—1
hat (ai, b; € k). Fir jedes ¢ € U' := [] Ja;, b verschwindet das Polynom f(c',,) =
=1

fo(<)td + -+« + fa(c') identisch auf ]an, by[, woraus fo(c') = --- = fy(c') = 0 folgt.
Die fj verschwinden also identisch auf U', woraus nach Induktionsvoraussetzung folgt
f0=~~=fd=0. O

Die Nullstellenmenge von Polynomen f # 0 in k™ ist also diinn in dem Sinne, daf§ ihr
Inneres leer ist.

Definition 1. Sei k ein Kérper, ¢ = (t1,...,tn).

a) Fiir ein Polynom f € k[t] sei Z;(f) (oder nur Z(f)) die Nullstellenmenge von f in
k", also Zk(f) = {a € k™: f(a) = 0}.

b) Fir eine rationale Funktion f € k(t) mit gekirzter Darstellung f = g/h (g,h € k[t],
h # 0) sei Di(f) (oder nur D(f)) der Definitionsbereich von f in k™, also Di(f) =
{a € k™ h(a) # 0}. Ferner setzen wir Zi(f) := Zi(g) N Di(f).

Ist k& angeordnet, so ist der Definitionsbereich jeder rationalen Funktion offen und dicht
in k™ unter der starken Topologie (Satz 1).

Definition 2. Sei (k, P) ein angeordneter Korper und [ € k(t).

a) Fur eine Teilmenge M C Dy (f) heiit f positiv definit aul M (bzw. posiliv semidefinil
(p.s.d.) auf M), wenn f(a) > 0 (bzw. f(a) > 0) fir alle « € M gilt. Ist M = Di(f), so
heifit f einfach positiv (semi-) definit uber k.

b) f heiit negativ (semi-) definit (auf ...), falls — f positiv (semi-) definit (auf ...) ist.
c) f heiBt indefinit (auf ...), wenn f weder positiv noch negativ semidefinit (auf ...) ist.

Satz 2. Sei (k, P) ein angeordneter Korper.
a) Ist f € k(t) p.s.d. auf einer offenen dichten Teilmenge von Di(f), so ist f p.s.d.
wber k.
b) Die dber k p.s.d. Funktionen bilden eine Praordnung von k(t).
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Beweis. a) folgt aus der Stetigkeit der Auswertungsabbildung Di(f) — k, a — f(a).
b) Seien f,g € k(t)* p.s.d. iber k. Da f + g und fg auf der dichten offenen Teilmenge
Di(f) N Dr(g) von k™ p.s.d. sind, sind sie p.s.d. iiber k nach a). Analog sieht man, daf
f? p.s.d. ist fir jedes [ € k(t). O

Bemerkung 1. Sei (k, P) ein angeordneter Kérper mit reellem AbschluB R. Aus Satz
2b) folgt, daB jede Funktion der Form a, f? + --- + a, fZ mit a; € P und f; € k(t) p.s.d.
iiber R ist. Eine iber k p.s.d. Funktion f braucht jedoch i.a. itber R nicht mehr p.s.d.
zu sein! Das liegt daran, daB k£ in R in der Regel nicht dicht liegt und f (iiber R) in den
»Licken® auch negativ werden kann. (Man konstruiere ein Beispiel zur eben aufgestellten
Behauptung — vgl. §1.)

Im Jahre 1900 hielt D. Hilbert auf dem Internationalen Mathematikerkongre§ in Paris
seinen berithmt gewordenen Vortrag, der die Formulierung von 23 ungelésten mathema-
tischen Problemen enthielt. Die Bemithungen der Mathematiker haben seither nicht nur
zur Losung vieler dieser Probleme, sondern oft auch zur Entwicklung ganzlich neuer Me-
thoden gefithrt. Dies trifft insbesondere zu fiir das siebzehnte Problem, ,Darstellung
definiter Formen durch Quadrate®, und seine Losung durch E. Artin im Jahre 1927 ([A],
[AS]). Artin fand dabei den Begriff der Anordnung eines Kdrpers und setzte ihn iberaus
elegant und erfolgreich ein. Artins Ideen gaben die Initialzlindung fiir eine Entwicklung
der reellen Algebra in unserem Jahrhundert auf neuen Bahnen (vgl. Vorwort).

Das 17. Hilbertsche Problem 1aft sich sinngemaf wie folgt formulicren:

Hilberts 17. Problem. Gegeben sei ein positiv semidefinites Polynom f =
fli1, ... tn) € R[t1,...,1n]. Gibt es ein » > 1 und rationale Funktionen g¢1,...,¢, €
R(ty,...,tp) mit f=g3+--4+g2 7

Zusatz: Falls k C IR ein Teilkorper ist, der die Koeflizienten von f enthalt, kann man
dann auch die g; in k(t1,...,t,) finden?

Bemerkungen.
2. In der Formulierung des (auch von ilbert stammenden) Zusatzes zum eigentlichen
Problem sollte man besser von Darstellungen wie in Bemerkung 1 sprechen, da sonst die
Himéglichkeit der Losung im allgemeinen Tall sofort klar ist.

3. Zunichst wird man sich fragen, ol man nicht sogar eine Darstellung f = g7 4 -+ + ¢2
mit Polynomen gi,..., g, erreichen kann. Schon 1888 hatte Hilbert gezeigt, daf dies fir
n =1 zutriflt, [Gr n > 2 aber im allgemeinen unmoglich ist. (Hilberts Beweis gab noch
genauere Informationen.) Das erste Beispiel eines p.s.d. Polynoms, welches nicht Summe
von Quadraten von Polynomen ist, wurde jedoch erst 1967 von Motzkin verdflentlicht
[Mo], und zwar (in homogener Form)

f(l',l ,z) = (c4y2 + $2y4 + ZG _ 3752]/222 )

Die positive Semidefinitheit von f folgt aus

1 )
§(m4y2 + mgy"‘ + 26) > 3/ 209826 -
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das arithmetische Mittel ist nicht kleiner als das geometrische. Ein weiteres Beispiel ist
g(z,y,2) = 2y + y*2% + 212? — 32722

In [CL] findet man eine einfache Methode fiir den Nachweis, daf§ f und g nicht Summen
von Quadraten von Polynomen sind, sowie verwandte Beispiele.

Hier nun die Losung des 17. Hilbertschen Problems:

Theorem 3 (E. Artin). Sei (k, P) ein angeordneter iorper mit reellem Abschluff R, und
set f € k(t1,...,tn) eine wber R positiv semidefinite rationale Funkiion. Dann gibt es
ein v > 1 sowie Funktionen g1,...,9, € k(t1,...,tn) und (beziiglich P) positive Elemente
ayy...,ay € k mit

f=agi+- +a,9.

Beweis. Der Bewelis ist nicht konstruktiv. Betrachte
T:={ayg} + - +a,g%r >1,ai € P, gi € k(t)}.

T ist eine Praordnung von k(t), und ist daher genau der Durchschnitt aller Anordnungen
@ von k(t) mit P C @ (I, §1, Theorem 1). Ware die Aussage falsch, so gabe es eine
Anordnung @ von k(¢) mit P C Q und f ¢ Q. Ist S der reelle Abschluf von k(¢) beziiglich
@, so kann man R als Teilkdrper von S auffassen (I, §11, Theorem 1) und inshesondere den
Teilkorper R(t) von S mit der induzierten Anordnung Q' betrachten. Wegen f ¢ Q' gibt es
eine Stelle A: R(t)— R U co mit A1) # co,..., A(ts) # 00, A(f) # oo und A(f) < 0 (811,
Theorem 3). Fiir a := (A(t1),..., Mta)) € R" ist dann f(a) = A(f) < 0, Widerspruch zu
fps.d! ]

Damit ist die von Hilbert gestellte Frage véllig beantwortet. Dennoch schlieBen sich
viele weitere Fragen an dieses Problem an, die zum Teil noch ungeklart sind. So mochte
man wissen, ob es (zu festem k, P und n) eine Zahl r gibt, so daf} jede iiber R p.s.d.
Funktion f € k(t1,...,ts) eine Darstellung f = a;¢% + -+ + a,¢7 der Lange r wie im
Theorem erlaubt, und weiter, welches das kleinste r ist. Wir bezeichnen es mit r(k,n).
(Genauer miite man rp(k,n) schreiben. Aber in den folgenden Beispiclen hat k jeweils
nur eine Anordnung.) Man weil zum Beispiel fir reell abgeschlossenes & = R, daf}
r(R,1) =2und n+1 < r(R,n) < 2" fir alle n gilt (Cassels [Ca], Pfister [Pf]), sowie
r(R,2) = 4 (Cassels, Ellison, Pfister [CEP]). Fiir den Grundkérper k£ = @ ist bekannt
r(Q,1) = 5 (Pourchet [Pou]) und r(Q,2) < 8 (Kato, Colliot-Thélene [KCT]). Aber man
weif nicht einmal, ob 7(@®,3) endlich ist.

Als eine Anwendung von Theorem 3 beweisen wir das folgende ,,Zeichenwechsel Krite-
M &«
rium®:

Theorem 4 (D. Dubois, G. Efroymson). Sei (k, P) ein angeordneter Kérper mit reellem

Abschluf8 R, und [ € k[ty,...,t,] ein nicht-konstantes irreduzibles Polynom. Dann sind

dquivalent: ]

(1) Die Anordnung P lifit sich auf den Funktionenkorper K = Quot k[t1,...,ta]/(f)
fortsetzen;

(i) f ist indefinit dber R.
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(Die Bezeichnung des Kriteriums erklart sich aus Bedingung (ii), welche besagt, daf§ f ,,in®
der Hyperflache H := {f = 0} das Vorzeichen wechselt. K ist der Korper der rationalen
Funktionen auf H, wie man in der algebraischen Geometrie lernt.)

Beweis. (i) = (ii). Es sei f semidefinit, 0.E. f > 0 auf R®. Nach Artin besteht dann eine
Gleichung

fR*=>"a;g}
i=1

mit 0 # a; € P, gi,h € k[t] und (0.E.) ggT(g1,...,9r,h) = 1. Folglich teilt f nicht alle
gi, d.h. modulo (f) verschwinden nicht alle Summanden der rechten Seite. Dann kann P
aber keine Tortsetzung auf K haben (I, §3, Satz 1).
(i) = (i). Nun sei f indefinit iiber R. Uber R braucht f nicht mehr irreduzibel zu
sein, hat aber mindestens einen indefiniten irreduziblen Teiler fi in R[t]. O.E. komme
die Variable t, in f; (also auch in f) tatsiachlich vor. Wir setzen t' := ({1,...,tn=1),
A:=k[t'], E = k(t"), B := R[t'], F := R(t') und betrachten das kommutative Diagramm

K[/(F) =Altal/(f) == Bltal/(f1)= R[]/ (/1)

i ! (*)
Elta)/(f) -5 Flta)/(f1)

in dem die Pfeile die kanonischen Homomorphismen bezeichnen.

Hilfssatz. Ist A ein faktorieller Ring, £ = QuotA und f € Alu] — A ein in Aly]
irreduzibles Polynom in einer Variablen u, so ist Alu]/(f) = Eu)/(f) injektiv, und
Eu)/(f) ist ein Kérper (also der Quotientenkorper von Alu}/(f)). (Beweis spater.)

Aus dem Hillssatz folgt, dafl in (%) 9 eine Korpereinbettung von K = Quot k[t]/(f) =
El)/(f) in L == Quot R[L)/(f1) = F[ta])/(f1) ist. Es geniigt zu zeigen, dal} L formal reell
ist, denn jede Anordnung von L gibt auf K eine Fortsetzung von P. Wir konnen also o.E.
t = R und f = f; annehmen und miissen zeigen, dal K formal reell ist.

Ist 7 =1, so ist f linear, also K = R. Sei daher n > 2, und scien p,q € R* mit f(p) <
0 < f(q) gewahlt. Nach lincarem Koordinatenwechsel kann man p = (ay, ..., an-1,0) und
g = (a1,...,an-1,c) annchmen. Sei weiter ¢ = (¢,...,t,-1), F := R({'), und @ einc
Anordnung von I, die alle t; — a; (2 = 1,...,n — 1) unendlich klein gegentiber 2 macht
(§10). Dannist f = f(t',¢,) € F[t,] indefinit Gber F bezlglich Q; denn mit o := 0g(F/R)
gilt t; =a;modm, (1 =1,...,n—1),also f(¢',b) = f(ay,...,an,b) = f(p) mod m,, also
f(',b) < 0, und analog f(t',¢) > 0. Gemaf dem Hilfssatz ist f irreduzibel in F'[t,]. Nach
dem schon erledigten Fall n = 1 hat daher F[t,]/(f) eine Anordnung, welche @ fortsetzt,
und die Einbettung X — F[t,]/(f) (siche Hilfssatz) zeigt, daB K formal reell ist. —

Beweis des Hilfssatzes: Dieser folgt unmittelbar daraus, daf mit A auch A[u] faktoriell
ist (eine Konsequenz des Gauflschen Lemmas, siehe etwa [LaA] V, §6 oder [JBA] vol. I,
§2.16): Ist g € Afu], h € Efu] mit ¢ = fh in E[u], so gibt es 0 # a € A und 2’ € A[y]
mit ag = fh' (in Alu]). Da f kein Teiler von a ist, folgt f|g in A[u]. Genauso leicht sieht
man, daf f in Efu] irreduzibel bleibt. O







Kapitel 111
Das reelle Spektrum

Das zentrale Objekt in diesem Kapitel ist das reelle Spektrum eines Rings, wie es um
1979 von M.F. Roy und M. Coste gefunden wurde, mit seinen elementaren Eigenschaften.
Dabei arbeiten wir meist mit ganz allgemeinen kommutativen Ringen. Jedoch ergeben
sich in der ,geometrischen Situation®, also fiir die Koordinatenringe afliner Varietaten
Uber reell abgeschlossenen Grundkoérpern, zum Teil spezielle Aspekte.

Da das reelle Spektrum viele Analogien zum iiblichen Zariski-Spektrum aufweist (man
betrachtet im wesentlichen Homomorphismen in reell abgeschlossene statt in algebraisch
abgeschlossene Koérper), und da wir die einfachsten Eigenschaften des letzteren verwen-
den, erschien es nicht iberflissig, in einem ersten Abschnitt einige Grundtatsachen zum
Zariski-Spektrum zusammenzustellen. Sowohl Zariski- wie auch reelles Spektrum werden
hier nur als topologische Raume betrachtet, wir gehen also nicht auf die Strukturgarben
ein. Der Begriff der affinen Varietdt wird im Sinne von A. Weil gebraucht, da Reduziert-
heitslragen keine Rolle spielen werden und so der technische Aufwand geringer gehalten
werden kann. Wir empfehlen jedoch jedem, der es noch nicht getan hat, sich mit der mo-
derneren Sprache der algebraischen Geometrie anzufreunden (wie sie etwa in dem Buch
(Ha] von Hartshorne entwickelt wird).

§1. Das Zariski-Spektrum. Affine Varietaten

Sci A ein Ring (das heifit stets: ein kommutativer Ring mit Eins). Wir erinnern daran,
daf {ir jedes Idcal a in A die Menge

Va={a€ A:a" € afiw ein n € N}
ein Ideal in A ist, das Radikal von a. Ist a = \/a, so heiBt a cin Radikalideal. Man be-
zeichnet Nil A 1= \/((l) als das Nilradikal von A, und A heiBt reduziert, wenn Nil A = (0)

ist. Ublicherweise setzt man Aeq := A/NILA.

Definition 1. Das (Zariski-) Spekirum Spec A von A ist dic Menge aller (von A ver-
schiedenen) Primideale p von A. Zu jedem p € Spec A gehdren der Restklassenkirper

ka(p) = k(p) = Quot A/p

und der Auswertungs-Homomorphismus

pap=pp: A= k(p), fr fmodp.

Dabei schreiben wir f(p) fir pp(f) = f modp.
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Bemerkungen.

1. Ist A der Nullring, so ist Spec A = §. Fiir jeden anderen Ring ist Spec A # 0.

2. Es ist oft nutzlich, die folgende Vorstellung von Spec A im Kopf zu behalten: Man denkt
sich die Elemente f € A als ,Funktionen“ auf der Menge (bzw. dem topologischen Raum,
siehe Definition 2) Spec A. Jedem Punkt p € Spec A wird unter f der Funktionswert
f(p) = fmodp € «(p) zugeordnet. (Man beachte, daBf die Funktionswerte in jedem
Punkt in einem anderen Korper liegen!) Formal gesprochen betrachtet man also den
Ringhomomorphismus

prA— H K(P), /)(f) = (f(p))pGSpecA .

pESpec A

Dieser hat den Kern [) p = Nil A (siche Satz 3), ist also genau dann injektiv, wenn
peSpec A
A reduziert ist. In diesem Fall kann man A via p als einen Teilring von [] x(p) auffassen.
p
Im allgemeinen lassen sich die Funktionswerte von f in verschiedenen Punkten p nicht

vergleichen, da sie in verschiedenen Kérpern liegen. Aber man kann z.B. sinnvoll von der
Nullstellenmenge von f sprechen (das ist also {p € Spec A: f € p}). Die Idee bei der
Definition der Zariski-Topologie ist es, diese Nullstellenmengen von Funktionen f € A als
Erzeuger flir die abgeschlossenen Mengen zu nehmen:

Definition 2. a) Fir f € A setzt man

Da(f) :={p € Spec A: f(p) # 0}= {p € Spec A: f € p},
Va(f) =={p € Spec A: f(p) = 0}= {p € SpecA: f € p},

und allgemeiner fir Teilmengen T von A

DA(T) == () Da(f), Va(T):= () Valf)

feT fer

(die Indizes A werden wir haufig weglassen).
b) Die Zariski-Topologie auf Spec A hat {D(f): f € A} als Subbasis offener Mengen.

Wir fassen Spec A stets als topologischen Raum auf. Man beachte, daf die Subbasis
{D(f): f € A} sogar eine Basis der Topologie bildet, denn fiir f,g € A ist D(f)N D(g) =
D(fg). Nach Definition sind alle Mengen V(T') (T' C A) abgeschlossen.

Satz 1. -
a) FirT C A ist V(T) = V(/a), wobei a:= Y, At das von T erzeugle Ideal ist.
b) Jede abgeschlossene Teilmenge von Spec A hat die Form V(a) fiir ein (Radikal-) Ideal
a von A.

Beweis. a) Wegen T' C \/a ist ,2 trivial. Umgekehrt sei p € V(T) und f € /a. Dann
gibtesr,n € Nund t; € T, a; € A (i =1,...,r) mit f* = azt1 + -+ + art,. Wegen
ti€p (i=1,...,r) folgt f € p,alsop € V(f). — b) folgt aus a) und daraus, daf jede
offene Teilmenge Vereinigung von Mengen D(f) mit f € A ist. ]
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Definition 3. Fir eine Teilmenge Y von Spec A bezeichnet

I(Y):={feAfly=0=(]»

pey

das (Radikal-) Ideal der auf ¥ verschwindenden Funktionen.

Satz 2. Fir jede Teilmenge Y von Spec A ist Y = V(Z(Y)).

Beweis. ,C“ wegen' Y C V(Z(Y)) und der Abgeschlossenheit von V(Z(Y)). Umgekehrt
sei a ein Ideal in A mit ¥ = V(a) (Satz 1). Dann ist a C Z(Y) C Z(Y), also Y = V(a) 2
V(Z(Y)). O

Korollar 1. Die abgeschlossenen Punkte von Spec A sind genau die mazimalen Ideale
von A. O

In der Regel ist die Zariski-Topologie also sehr schwach und nicht einmal eine T3-
Topologie. Das Ty-Trennungsaxiom ist allerdings stets erfillt (Ubung).!

Lemma. Sei S eine multiplikative Teilmenge von A (d.h. es gelte SS C S und 1 € 5).
Dann ist jedes beztiglich anNS =0 mazimale Ideal a von A ein Primideal.

Beweis: Ubung, oder ein beliebiges Buch iiber elementare kommutative Algebra. ]

Satz 3 (Abstrakter oder Schwacher Nullstellensatz). Ist a ein Ideal von A, so gilt

I(V(a)) = V.
Korollar 2. Fir je zwei Ideale a,b von A gilt:  V(a) C V(b) <= /a 2 Vb.

Beweis von Satz 3. Man muB zeigen, daB \/a = N{p € Spec A:a C p} ist, wobei C klar
ist. Sei also f € A, f € \/a. Es gibt ein a umfassendes Ideal p, welches maximal unter
pN{1,f, f% ...} = 0 ist (Zornsches Lemma). Nach dem Lemma ist p ein Primideal, und

esist f €p. O

Pir a = 0 besagt Satz 3, daB Nil A der Durchschnitt aller Primideale von A ist.
Wir sehen inshesondere, dafl A und Apeq ,dasselbe® Zariski-Spektrum besitzen (genauer:
A — Apeq induziert einen Homdomorphismus Spec A;cq — Spec A).

Definition 4. Ein topologischer Raum X heifit irreduzibel, wenn er nicht Vereinigung

von zwei echten abgeschlossenen Teilrdumen ist. Ein Punkt z € X heifit ein generischer
Punkt von X, falls X = {a} ist.

Besitzt X einen generischen Punkt, so ist X irreduzibel. Haufig interessiert man sich
fur die Umkehrung. Man beachte, dal X hochstens einen generischen Punkt haben kann,
falls X ein Tp-Raum ist (also z.B. Teilraum eines Spec A).

'Ein topologischer Raum X heifit bekanntlich ein Tp-Raum, wenn fiir je zwei verschiedene Punkte
z,y € X gilt: z & {y} oder y & {z}. Ersetzt man ,oder* durch ,und“, so erhélt man das T}-Axiom.
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Satz 4. Jeder nicht-leere abgeschlossence irreduzible Teilraum von Spec A besitzt (genau)
einen generischen Punkt. Die nicht-leercn abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von

Spec A sind also genau die V(p), p € Spec A.

Beweis. Sei §) # Y C Spec A abgeschlossen und irreduzibel, und sci a := Z(Y). Nach
Satz 2 ist zu zeigen, daBl a ein Primideal ist. Wegen Y # 0 ist a # A. Sind f,9 € A mit
fg € a,s0ist Y C V(f)UV(g), also 0.1, etwa Y C V(f) wegen der Irreduzibilitdt von
Y, und insbesondere f € a. ]

Satz 5. Fir jedes f € A ist D(f) quasikompakt.® Insbesondere ist Spec A = D(1)
quastkompakt.
Beweis. Fur jede Teilmenge T von A gilt:

D(f) < | Dla)

geT
= V() 2V(7)
—

fe «/Z Ag (Korollar 2)

geT
= fE€4/ Z Ag fiir ein endliches 7" C T
geT’
&= D(f)C |J D(g) fiir cin endliches 7' C T o
geT!

Bemerkung 3. Mit I%(Spec A) bezeichnen wir die Menge aller endlichen Vereinigungen
D(fi)U---UD(fr) (r > 1, fi € A). Wegen Satz 5 besteht I&(Spgc A) genau aus den offenen
quasikompakten Teilmengen von Spec A. Insbesondere ist K(Spec A) allein durch den
topologischen Raum Spec A bestimmt, wahrend dies fir die offenc Basis {D(f): / € A}
i.a. nicht richtig ist. (Vergleiche auch §4.)

Nun zum {unktoriellen Verhalten des Zariski-Spektrums. Sei p: A — B cin [Tomomor-
phismus von Ringen {mit 1 — 1, wie sicts). Fir jedes q € Spec B ist ¢ 7! (q) ein Primideal
in A. Daher induziert ¢ eine Abbildung

Spec B — Spec A, q— ¢ 7}(q)
der Spektren (in umgekehrter Richtung), dic mit Spec ¢ oder ¢* bezeichnet wird. Wegen

(Spec) ™ (Da(f)) = Dp(p(f)) fir f € A ist diese stetig; Spec ist also ein Funktor von
der Kategorie der kommutativen Ringe in die Kategorie der topologischen Raume.

2Wie iiblich bezeichnen wir einen topologischen Raum nur dann als kompakt, wenn er quasikompakt
ist und das Hausdorflsche Trennungsaxiom erfiillt.
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Weiter induziert ¢ Einbettungen der Restklassenkérper: Ist g € Spec B, so wird durch
die Einbettung A/ ~1(q) < B/q eine Kérpereinbettung wq: £4(¢*q) — «p(q) induziert.
Es kommutiert also

A R B
PAp*a L lpﬁ,q
cale™ ) —— rp(9)

Dies zeigt: FaBt man (wie in Bemerkung 2 erklart) die Ringe als Ringe von Funktionen
auf ihren Spektren auf, so ist ¢: A — B nichts anderes als Zuriickziehen von Funktionen

auf Spec A mittels ¢*: Spec B — Spec A und mittels der Einbettungen o4 der Restklas-
senkorper.

\Wir betrachten zwei Spezialfille etwas niaher. Sei zunachst S eine multiplikative Teil-
menge von A und i5: A — S~ A der kanonische Homomorphismus a — a/1.

Satz 6. Spec(ig) = i%:Spec S™'A — SpecA ist ein Homoomorphismus von Spec S-1A
auf den Teilraum D 4(S) von Spec A. Alle Restklassenhomomorphismen (ig)q fir q €
Spec STYA sind Isomorphismen.

Beweis. Zu 1% invers ist die Abbildung

Da(S) — Spec ST A, p S7lp = (STTA) - is(p) = {g— aEP,sE S}.

Da fir ¢ € S71A gilt: i5(Dg-14(%)) = Da(a) N Da(S), ist i% offen aufs Bild, also ein

Homdomorphismus. Fiir die zweite Behauptung sei q € Spec S™'A und p := i%(q) =
ig}(q) (also g = S~!p). Zu zeigen ist, daB die Einbettung A/p — (S~1A)/(S~!p) einen
Isomorphismus der Quotientenkdrper induziert. Aber das ist unmittelbar klar. O

Wegen Satz 6 kann man Spec S™!A mit dem Teilraum D 4(S) = {p € Spec A:pNS = B}
von Spec A identifizieren. Insbesondere kann jede basische offene Menge D 4( f) als Zariski-
Spektrum eincs Ringes interpretiert werden, namlich von [T A (wobei wir [T®A :=
STVA fiir S = {1, [, f%,...} gesetzt haben).

Nun sei a C A ein Ideal und p: A — A/a der Restklassenhomomorphismus.

Satz 7. ¢*:Spec AJa — Spec A ist ein Homoomorphismus von Spec A/a auf den ab-
geschlossenen Teilraum Va(a) von Spec A. Alle Einbettungen ¢q (q € Spec A/a) der
Restklassenkorper sind Isomorphismen.

Beweis. Analog wie bei Satz 6. Hier ist ©*(Da/a(f +8)) = Da(f) N Va(a) fix f€ A D

Fir die Ringe A/a gilt mutatis mutandis das eben fir S7'A gesagte. Auch die
abgeschlossenen Teilraume von Spec A sind also Spektren von Ringen.
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Zum Schluf soll nun noch erklart werden, was wir unter affinen Varietaten tber einem
Korper verstehen wollen. Dabei nehmen wir im wesentlichen den Weilschen Standpunkt
ein (alle Varjetiten sind also reduziert) und zeigen, wie man durch Betrachtung der
zugehdrigen Funktionenalgebren eine koordinatenfreie Darstellung gewinnt.

Sei k stets ein Kérper mit algebraischem Abschlufy k. Ist K D k ein Oberkérper, T'
eine Teilmenge von kfty,...,¢;] und V eine Teilmenge von K™, so schreiben wir

Zg(T):={z e K™ f(z)=0furalle f € T}

und
(V) :={f € klt1,...,tn]: f(z)=0Tfurallez € V}.

Definition 5. Eine affine k-Varietit ist eine Teilmenge V von k™ der Form V = Zi(a),
fir ein Ideal a C k[ty,...,t,]). Ist k € K C k ein Zwischenkdrper, so nennt man die
Elemente von V(K) := V N K™ die K-rationalen Punkte von V. Sind V C E™ und
W C k™ affine k-Varietiten, so heifit eine Abbildung ¢: V — W ein k-Morphismus von V
nach W, wenn Polynome f1,. .., fn € k[t1, ..., tm] mit (z) = (fi(z),..., fa(z)) (x € V)
existieren.

Bemerkungen.

4. Es geniigt nicht, nur die k-rationalen Punkte V(k) von V zu betrachten, da sie i.a. zu
wenig Information Uber V enthalten. Zum Beispiel kann V' (k) leer sein, ohne dafl V' die
leere Varietat ist (etwa fiir die durch 1 + ¢7 +¢3 = 0 definierte IR-Varietit in der Ebene).
5. Ist V C k™ eine k-Varietat, so ist offensichtlich I(V') das grofite Ideal a in k[t;,. .., tn]
mit V = Zz(a).

6. Die gegebene Definition ist abhangig von der Wahl von Koordinaten, was in vielfa-
cher Hinsicht unbefriedigend ist. Wir werden gleich sehen, wie man affine k-Varietiten
koordinatenfrei beschreiben kann.

Dazu sei weiterhin V C k™ eine affine k-Varietit. Wir setzen
E[V] = k[ty, ..., ta]/I(V)

und nennen k[V] die affine (k-)Algebra von’V. Offenbar ist k[V] eine affine (d.h. endlich
erzeugte) reduzierte k-Algebra, die man als die Algebra der k-Morphismen V — £
interpretieren kann. Ist ¢: V' — W ein k-Morphismus afliner k-Varietdten, so induziert ¢
einen Homomorphismus ¢*: k[W] — k[V] von k-Algebren durch ,Zuriickziehen*.

Wir wollen nun einsehen, da3 V und k[V] bis auf Isomorphie ,dasselbe® sind, genauer:
V ist dasselbe wie £[V] plus Wah! von Koordinaten. Dazu beobachten wir, dafl fur jeden
Oberkorper K von k eine kanonische Bijektion

Homk(k[V],I() =, ZK(Ik(V)), z— (x(ﬂ),,x(‘t;))

besteht? (wobei %; := t; + It(V) € k[V]), insbesondere fiir K = k also eine Bijektion
Homy, (k[V],k) — V. Daher definieren wir:

3Homy(, -) meint stets die Homomorphismen von k-Algebren.
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Definition 6. Ist A eine affine k-Algebra und K ein Oberkdrper von k, so setzen
wir Va(K) := Homg(A, K). Speziell heiBt V4 := V4(k) = Homy(A, k) die (abstrakte)
Varietdt von A. Zu jedem Homomorphismus ¢: A — B affiner k-Algebren gehdrt eine
Abbildung ¢%:Vp(K) — Va(K), namlich y — y o ¢. Insbesondere induziert ¢ eine
Abbildung ¢*: Vg — V), der Varietaten.

Ahnlich wie beim Zariski-Spektrum fassen wir die Elemente f € A als Funktionen (mit
Werten in k) auf der Varietat V4 auf, indem wir setzen f(z) := z(f) (z € Va).

Wahlt man ein System uy,...,u, von Erzeugern von A, so kann man V4 mit einer af-
finen k-Varietat im Sinn von Definition 5 identifizieren, denn die Auswertungsabbildung
Vi — k™, z— (u1(x),...,un(z)) ist eine Bijektion von V4 auf die k-Varietat Zg(a) C En
(a:= Kern des Homomorphismus k[t1, . ..,ts] — A, ¢; — u;). Ein anderes Erzeugenden-
system von A gibt eine dazu k-isomorphe k-Varietat. Wir haben der k-Algebra A also
mit V4 eine (k-) Isomorphieklasse von aflinen k-Varietdten zugeordnet; die Wahl eines
Reprasentanten dieser Isomorphieklasse entspricht der Wahl von Erzeugern von A.

Weiter ist klar, daB fir jeden Homomorphismus ¢: A — B affiner k-Algebren die
Abbildung ¢*: Vg — V4 ein k-Morphismus der k-Varietaten (Definition 5) ist (fur jede
Wahl von Koordinaten).

Wir wollen einsehen, dafi die beiden Zuordnungen V +— k[V] und A — Vj4 invers
zueinander sind, wenn wir uns bei der zweiten auf reduzierte k-Algebren beschranken.
Zunichst sei V' C k" eine affine k-Varietdt, und sei A := k[V] = k[t1,...,ta)/I(V).
Wahlt man als Erzeuger von A = k[V] gerade die ¢; = t; + I;(V) (4 = 1,...,n), so
gibt die Auswertungsabbildung von V4 = Homy(A, k) nach k™ eine Bijektion von V4 auf
Zy, (Ik(V)) = V. Die k-Varietat V4 kann daher in kancnischer Weise mit V' identifiziert
werden.

Um flir reduziertes A umgekehrt einzusehen, daf k[V4] zu A isomorph ist, braucht

man einen fundamentalen Satz der algebraischen Geometrie, den wir hier nicht beweisen
wollen:

Theorem (Hilberts Nullstellensatz). Ist A eine affine k-Algebra, so ist Nil A der Durch-

schnitt aller mazimalen Ideale m von A, und fir jedes solche m ist der Korpergrad [A/m: k]
endlich.

Die wesentliche Arbeit besteht darin, zu zeigen, dal A/m eine endliche Kérperer-
weiterung von k ist [ir jedes maximale Ideal m einer endlich erzeugten k-Algebra A.
Haufig wird auch nur diese Aussage als Hilbertscher Nullstellensatz bezeichnet. Durch
Lokalisieren folgert man daraus leicht, dafl die abgeschlossenen Punkte von Spec A in
Spec A dicht liegen, woraus wegen dem schwachen Nullstellensatz (Satz 3) das Theorem
folgt. Fur einen Beweis von Hilberts Nullstellensatz siehe z.B. [Ku], [BAC, ch. V, §3.3].

Ist nun A eine affine reduzierte k-Algebra, so besagt Hilberts Nullstellensatz gerade,
daB zu jedem 0 # f € Aein z € V4 mit f(z) # 0 existiert. Das aber heifit, daf§ der

kanonische Homomorphismus A — k[V4] = A/ (| kern(z) ein Isomorphismus ist.
€V,
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Zusammenfassung: Wir haben geschen, daB eine affine k-Varietat V C k" , dasselbe®
ist wie eine affine reduzierte k-Algebra A zusammen mit einem System von Erzeugern
von A. Wir werden daher in Zukun{t unter einer aflinen k-Varietit meist eine alline
reduzierte k-Algebra A zusammen mit der Menge V4 = Homy(A, E) verstehen, was den
Vorteil der Koordinatenfreiheit hat.

Bemerkung 7. Die Beschrankung auf reduzierte affine k-Algebren ist kunstlich, wie schon
Grothendieck erkannte. Um nicht-reduzierte k-Algebren geometrisch zu verstehen, muf
man den Standpunkt aufgeben, eine algebraische Funktion V' — k (auf einer k-Varietat
V C l_c") sei schon durch ihre Werte in den Punkten von V bestimmt. Hierfiir, sowie fiir
das Studium nicht-afliner Varietdten, ist der Garbenbegriff das geeignete Iilfsmittel. I"r
unsere Zwecke jedoch genligt die vorgestellte ,naive Interpretation von Varietaten.

Wir bemerken abschliefend, dafl die k-rationalen Punkte einer aflinen k-Varietit in
kanonischer Weise als Teilmenge des Zariski-Spektrums aufgefafit werden kénnen. Ist
namlich A eine affine k-Algebra, so ist

Va(k) — Spec A, z — kemnz

eine Bijektion von V4 (k) = Homy (A, k) auf die Menge aller maximalen Ideale m von A, fir
die k - A — A/m ein Isomorphismus (d.h. A = m+ k- 1) ist. Die von Spec A auf Vu(k)
induzierte Topologie wird auch als die Zariski-Topologie auf V4 (k) bezeichnet. Dagegen
1aBt sich (fir k # k) die Varietit V4 = V1 (k) von A i.a. nicht in Spec A hineinzwangen: Ist
m € Spec A ein abgeschlossener Punkt, so gibt es i.a. mehrere k-Einbettungen A/m < £,
und entsprechend mehrere zu m gehdrende Punkte in V4.

Ist jedoch k = k algebraisch abgeschlossen, so ist  ~— kernz eine Bijektion von
V4 auf den Raum der abgeschlossenen Punkte in Spec A. Man nennt daher die durch
Va < Spec A auf V4 induzierte Topologie auch die Zariski-Topologie der Varietat V.
Historisch gesehen war es freilich umgekehrt, denn O. Zariski studierte die nach ihm
benannte Topologie auf k-Varietaten V C k" schon lange, bevor der Begriff des Spektrums
in den 1950er Jahren gepragt wurde.
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§2. Realitat in kommutativen Ringen

A sei stets ein (kommutativer) Ring. Wie schon frither bezeichnet $A% := {a? +- - + aZ:
n > 1,a; € A} den kleinsten in A enthaltenen Halbring.

Will man den Begriff der (formalen) Realitat von Kérpern auf beliebige Ringe tibertra-
gen, so {lhren die beiden tiber Kérpern aquivalenten Bedingungen bei allgemeinen Ringen
zu verschiedenen Konzepten. Daher unterscheiden wir reelle und halbreelle Ringe.

Definition 1.

a) A heiBt halbreell, falls —1 ¢ L A? ist. Ist A nicht halbreell (d.h. gibt es ay,...,a, € A
mit 1 + a’f 4+ 4 a?l = 0), so nennen wir A unreell.

b) A heiBt reell (oder auch formal reell), falls fir ag,...,an € A gilt: a2+ +a2 =0=
a)=---=an=0.

c) Ein Ideal a C A heifit halbreell bzw. reell, falls der Ring A/a halbreell bzw. reell ist.

In der Literatur sind die Bezeichnungen fir diese Eigenschaften leider uneinheitlich.
Wir folgen einem Vorschlag von T.Y. Lam [LRA], der sich gut zu bewahren scheint.

Bemerkungen.

1. Der Nullring ist reell, aber nicht halbreell. Jeder andere reelle Ring ist auch halbreell.
Der Ring IR[2,y]/(z% + y?) ist halbreell (Bemerkung 5), aber nicht reell.
2. Ist A reell, so auch reduziert, und jeder Teilring ist auch reell.
3. Lin nullteilerfreier Ring A # {0} ist genau dann reell, wenn sein Quotientenkorper dies
ist. Ein Kérper K ist genau dann (halb-) reell, wenn er eine Anordnung besitzt (I, §1).
4. Ein Bewertungsring A ist genau dann reell, wenn er halbreell ist. Dies ist z.B. der Fall,
wenn A residuell reell ist (I1, §7), aber i.a. nicht umgekehrt. (Beweis: Sei A halbreell und
a3+ +a =0mit a; € A, a; # 0. Man kann v(a1) < -+ < v(an) < co annehmen, und
es folgt fir b; := ajfay € A (1 = 1,...,n): 1+ b3+ -+ + 0% = 0, Widerspruch. — Der
Zusatz aus Bemerkung 5.)
5. Ist o1 A — B ein Homomorphismus und ist B halbreell, so auch A.
6. It p: A — B ein Homomorphismus und b C B ein reelles bzw. halbreelles Ideal, so ist
auch ¢ 1(b) veell bzw. halbreell. Ist o surjektiv, so ist b genau dann (halb-) reell, wenn
@ 1(b) dies ist.
7. Ein direktes Produkt A = Ay x -+ x A, (mit A; # 0) ist genau dann (halb-)reell, wenn
alle Faktoren dies sind.
8. st § C A eine multiplikative Teilmenge mit 0 ¢ S, so gilt:

A reell => S71A reell = S~1A halbreell = A halbreell,
aber i.a. keine der Umkehrungen. (Beweis der ersten Implikation: Aus 3 ,(ai/s;)* = 0in
S A folgt 3-,(ait:)* = 0 in A fiir geeignete t; € S. Ist A reell, so folgt also a;jt; = 0 und
damit @;/s; = 0 fur alle 7.)

Bezeichnung. Es sei (Spec A)e die Menge aller reellen Primideale von A, d.h.
(Spec A)re := {p € Spec A: k(p) ist reell}.

Wir konnen nun die reellen Ringe auch auf andere Weise charakterisieren:
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Satz 1. Fir einen Ring A sind dquivalent:
(1) A ist reell;
(i1) A ist reduziert, und alle minimalen Primideale von A sind reell;
(i) A ist reduziert, und (Spec A)ye ist dicht in Spec A;
(iv) der Durchschniit aller p € (Spec A)re ist {0}.

Beweis. (i) = (ii) Fur jedes Primideal p von A ist Ap reell (Bemerkung 8), also auch
reduziert (Bemerkung 2). Ist p minimal, so ist pAy das einzige Primideal von Ay. Tolglich
ist pAp = 0 und somit Ap = (p), d.h. p ist reell.

(i1) = (iii) ist klar (in jedem Ring A ist die Menge der minimalen Primideale dicht in
Spec A).

(iii) = (iv) Da (Spec A),. dicht in Spec A ist, ist N{p:p € (SpecA)re} = N{p: p €
Spec A} = Nil A (§1, Satz 3), also gleich (0), da A reduziert ist.

(iv) = (i) Seien ay,...,a, € A— {0}. Nach Voraussetzung (iv) gibt es ein p € (Spec A)ye
mit a; & p. Da p reell ist, ist a? + -+ a? & p, also insbesondere # 0. ]

Korollar 1. Die reellen Ringe sind genau die Teilringe von (i.a. unendlichen) dirckten
Produkten formal reeller Korper. m]

Um auch die halbreellen Ringe zu charakterisieren, filhren wir folgende Sprechweise ein:
Ein Ideal a € A heifit mazimal reell, wenn a reell, a # A und a maximal unter diesen
Eigenschaften ist (d.h. aus a C a' und a’ reell folgt a' = a oder a’ = A). Analog wird
mazimal halbreell definiert.

Satz 2. FEin Ideal von A ist genau dann mazimal reell, wenn es mazimal halbreell ist.
Die mazimal (halb-) reellen Ideale sind genau die beziiglich p N (1 + LA?) = § mazimalen
(Prim-) Ideale p von A.

Beweis. Sei S = 1+ £ A% Die halbreellen Ideale von A sind genau die Ideale a mit
anS=0. O.E.sei 0 ¢ S, also A halbreell, da sonst nichts zu zeigen ist. Jedes echte Ideal
b von S1A st (in ST A) halbreell, denn aus 1+ (%lk)z_}. NS (%rr.)2 €b(a; € Aysi €5)
folgt b := s> + af> + -+ + & € b fiir gecignete s € S, ai € A (Ilauptnenner), ein
Widerspruch wegen b € S. Ist nun a ein maximal halbreelles Ideal von A, so ist a ein
Primideal (§1, Lemma). Da S™'a ein maximales Ideal von S™!'A ist, ist nach dem eben
Gesagten S7'A/S71a cin reeller Kérper. Aus der Einbettung A/a — S~1A4/S 1a folgt,
daB a reell ist. — Ist umgekehrt a ein maximal reelles Ideal, so ist wegen der schon
gezeigten Richtung a auch maximal halbreell. m]

Korollar 2. Ein Ideal a von A ist genau dann halbreell, wenn es ein p € (Spec A)e mit
a C p gibt. Speziell: Fin Ring A ist genau dann halbreell, wenn er ein reelles Primideal
enthdlt (also wenn Sper A # 0 ist, siche §3).

Bewets. Ist a halbreell, so ist a in einem maximal halbreellen Ideal p enthalten, und
p € (Spec A)re nach Satz 2. Die Umkehrung ist klar. ]

Auf andere — tberraschende — Weise ausgedriickt heifit das:
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Korollar 3. Ist —1 eine Summe von Quadratien in jedem Restklassenkorper von A, so
auch schon in A selbst! (]

Im reellen Kontext gibt es, analog zum klassischen Fall (§1), einen schwachen und einen
starken Nullstellensatz. Der schwache Nullstellensatz beschreibt den Durchschnitt aller
reellen Primideale in einem beliebigen Ring:

Satz 3 (Schwacher reeller Nullstellensatz). Ist a € A ein Ideal, so sind fir f € A
dquivalent:

(i) f €y fir alle reellen Primideale p 2 a;

(ii) es gibt N € IN und ay,...,a, € Amit f2V +al 4+ +d?€a.

Beweis. Indem man zu dem Ring A/a {ibergeht, kann man a = (0) annehmen.
(i) = (ii) Die Voraussetzung besagt D4(f) N (Spec A);e = 0, also (Spec f~®A). = 0.
Nach Satz 2 besteht in f~°A eine Gleichung

a1\2 Ay \2
1+ () 4+ () =
(fn) (fn)
Es folgt f2™(f* + a2 +--- +4a?) = 0in A fiir ein m > 0, also (ii).
(ii) = (i) Fir p € (Spec A)ye folgt aus (ii) f2V € p, also f € p. 0

Definition 2. Ist a C A ein Ideal, so ist das reelle Radikal /a von a definiert als der
Durchschnitt aller reellen Primideale p D a.

Bemerkungen.
9. Ein Ring ist genau dann reell, wenn %/(0) = (0) ist (Satz 1), also wenn er ,reell
reduziert® ist.
10. Nach Satz 3 ist

Va={fe A INeN,Jay,...,a, € Amit 2V + a?+-- +a? € a}.
Will man direkt einsehen, daB die rechte Seite ein Ideal bildet, so bereitet die Abgeschlos-
senheit unter der Addition Mithe. Man kann so vorgehen: s gelte M 4a? 4. +a? €,
_(/ZN + b'f +---4b2 € a. Man kann dabei M = N annchmen. Nun ist (f-i—g)’lN + (f—{/)‘lN
Summe von Elementen der Form f2™¢*® mit m+n = 2N. In jedem solchen Term ist also
m > N oder n > N. Daher ist —f?™¢** modulo a cine Summe von Quadraten, woraus
man eine Darstellung (f + ¢)*" + ¢ 4+ -+ + ¢} € a gewinnt.

Sei jetzt R ein reell abgeschlossener Korper, C = R(y/—=1), und A cine affine R-
Algebra, sowie V4 = Homp(A,C) die Varietat zu A. Wir interpretieren wieder V4 (R) =
Homp(A, R) als Teilraum von Spec A (§1), tatsachlich sogar von (Spec A);e, und geben
neue Formulierungen der in Kapitel [l bewiesenen Satze von Artin und Lang:

Theorem 4 (Stellensatz). Eimne affine R-Algebra A ist genau dann halbreell, wenn die
Varietdl V4 reelle Punkte besitzt, d.h. wenn V4(R) # 0 ist.

Beweis. Eine Richtung ist klar. Sei daher A halbreell. Dann gibt es p € (Spec A)re
(Korollar 2), und K := x(p) ist ein reeller Funktionenkérper tiber R. Seien fi,..., f;
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Erzeuger von A und fi,..., [, ihre Bilder in . Nach II, §11, Theorem 2 gibt es eine
Stelle A\: ' — RU oo iiber R mit A(f;) # 00,1 =1,...,7. Diec Komposition A o pj ist ein
Element aus V4(R). O

Tatsachlich gilt sogar die folgende starkere Aussage:

Korollar 4. Fir jede affine R-Algebra A ist V4 (R) Zariski-dicht in (Spec A)ye.

Beweis. Sei f € A mit Da(f) 0 (Spec A)re # 0. Dann ist f7*°A eine halbreelle affine
R-Algebra, also Homp(f~® A, R) # 0 nach Theorem 4. Jedes Element darin gibt (durch
Komposition mit A — f7°A) ein Element in D4(f) N V4(R). ]

Der folgende (starke) reelle Nullstellensatz ist daher eine Kombination aus schwachem
reellem Nullstellensatz und dem Satz von Artin-Lang:

Theorem 5 (Reeller Nullstellensatz, D.\V. Dubois, J.-J. Risler 1969/70).

Sei A eine affine R-Algebra und f € A. Genau dann verschwindel [ auf Vy(1?), wenn es
N € N und ay,...,a, € A gibt mit f>VN +ai+--+al=0.

Beweis. f verschwindet auf V4(R) <= f € I(Va(R)). Nach Korollar 4 ist Z(V4(R)) =
Z((Spec A)re), und die zweite Menge wird in Satz 3 beschrieben. ]
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§3. Definition des reellen Spektrums
Sei A ein Ring.

Definition 1 (M. Coste, M.-F. Roy, 1979).

a) Das reelle Spektrum! Sper A von A ist die Menge aller Paare o = (p,T'), wo p € Spec A
und T eine Anordnung des Kérpers &(p) = Quot A/p ist. Man bezeichnet p als den Trdger
von «, i.Z. p = supp a.

b) Fir @ = (p,T) € Sper A bezeichnet k() den reellen Abschlul von x(p) beziglich T'.
Es besteht ein kanonischer Homomorphismus

ro: A2 k(p) — k(a);

statt 7o(f) schreiben wir f(a) fir f € A. Relationen wie ,f(a) > 0% beziechen sich stets
auf die eindeutige Anordnung von k(«).

¢) Fir Teilmengen T von A setzen wir

Hu(T) := {a € Sper A: f(a) > 0 fiir alle f € T},
Ha(T) := {« € Sper A: f(a) > 0 fir alle f € T},
ZA(T) := {a € Sper A: f(a) = 0 fir alle f € T}

(den Index A werden wir héufig unterdriicken). Ist 7= {f,..., f;} endlich, so schreiben
wit natirlich HA(fl, ..., fr) etc. anstelle von UA({fl, . f”) etc.

d) Die Harrison-Topologie auf Sper A ist die von Hy = {HA(f) f € A} als Subbasis
offener Mengen erzeugte Topologie; HA wird als die Ilarrison-Subbasis bezeichnet. Wir
fassen Sper A stets als topologischen Raum auf.

Bemerkungen.

1. Anders als beim Zariski-Spektrum bildet die Harrison-Subbasis i.a. keine offene Basis;
eine solche ist etwa {II(fi,..., fr):r > 1,fi € A}. Man beachte Z(f) = H(—f*) und
ZU o fe) =20+ + [ = H(=f — - = f2). Alle Mengen [I(T) und Z(7)
(T C A beliebig) sind abgeschlossen.

2. Die Schreibweise f(a) fiir ro(f) signalisiert, daB wir die Elemente f/ € A wieder als
JFunktionen“ auf Sper A auflassen, analog wie beim Zariski-Spektrum erlautert (§1).
Auch hier variieren also die Wertekorper k(a) von Punkt zu Punkt. Diese Interpretation
ist ytreu“ (d.h. r = (rq): A - [[ k() ist injektiv) genau danu, wenn A reell ist (§2
Satz 1)_ a€Sper A

3. Jeder Homomorphismus ¢: A — K in einen angeordneten Korper (K, P) definiert ein
Element a, in Sper A, namlich a, := (kerny, P'), wo P' die durch P auf x(kerne)
induzierte Anordnung ist. Man kann Sper A daher auch definieren als die Menge aller
Iomomorphismen von A in angeordnete (oder: reell abgeschlossene) Kérper, modulo
einer geeigneten Aquivalenzrelation. Wir gehen nicht naher darauf ein (vgl. [BCR, §7.1]).
4. Ist speziell A = k ein Korper, so ist Sperk der Raum aller Anordnungen von k. Da

!Es sind auch die Notationen Spec,A oder SpecyA im Gebrauch. Fiir eine Motivation unserer
Bezeichnung siehe §6.
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He(f) = f]k(f) fur alle f € k* gilt, sind alle Mengen der Harrison-Subbasis offen und
abgeschlossen. Insbesondere ist Sper & ein total unzusammenhéangender Hausdor{f-Raum.
(Da Sper A stets quasikompakt ist — das wird in §4 gezeigt —, ist Sper k ein Boolescher
Raum, also kompakt und total unzusammenhangend.) 1larrison hat diese Topologie (im
Fall von Korpern) um 1970 gefunden, daher unsere Bezeichnung ,Harrison-Topologie®
auch im allgemeinen Fall.

5. Ein Ring A ist genau dann halbreell, wenn Sper A # §§ ist. Das folgt aus §2, Korollar 2.

Satz 1. Die Abbildung supp: Sper A — Spec A st stetig und hat als Bild den Tetlraum
(Spec A)re der reellen Primideale.

Beweis: supp™! (Da(f)) = f[A(fQ). Die zweite Behauptung ist klar. ]

Da eine Anordnung T' von x(p) durch TN (A/p), also durch p;*(T), bestimmt ist, kann
man die Elemente von Sper A auch als gewisse Teilmengen von A interpretieren. Filir
a=(p,T) € Sper A sei Py :=p, (T) = {f € A: f(@) > 0}. Dann gilt fir P = P, :

(1) P+ PC P, PPC P;

(2) PU(=P) =4

(3) supp P := PN (—P) ist ein Primideal von A.
Da (1) und (2) schon implizieren, dafl supp P ein Ideal in A ist, kann man (3) ersetzen
durch

(3)ag P, bg P=—abg P (a,b€ A).
Man sieht leicht, daB jede Teilmenge P C A mit (1) - (3) ein Element ap € Sper A
definiert, namlich ap = (p, P), wobei p := supp P und P die von P auf x(p) induzierte
Anordnung ist (fir a,b € A,b ¢ p gilt: pp(a)/pp(b) € P <= ab € P). Daher

Definition 2. Eine Ordnung von A (engl.: ordering, cone, prime cone) ist eine Teilmenge
P von A, welche (1) - (3) erftllt.

Wir haben also gesehen:

Satz 2. SperA kann auch als die Menge aller Ordnungen von A interpreliert werden.
Die Topologie wird durch die offene Subbasis {Ha(f): [ € A} erzeugt, wobei H4(f) die
Menge aller Ordnungen P von A mit —f &€ P 1st. O

Uns stehen daher fir die Punkte von Sper A zwei mégliche Deutungen zur Wahl. Ist
P C Aeine Ordnung, so schreiben wir wieder &(P) fiir den reellen Abschlu8 von s(supp P)

unter P, f(P) fiir das Bild von f € A in k(P), usw.

Definition 3. Sei X ein topologischer Raum und seien z,y € X. Ist y € {z}, so heilit
y eine Spezialisierung von z und z eine Generalisierung von y, i.Z. x = y. Ist X ein
To-Raum, so ist durch @ <y < 2 >y eine (partielle) Ordnung auf X definiert.

Ist X = Spec A,so gilt fir p,qg € X: p > q <= p C g, d.h. die Spezialisierungsrelation
ist die Enthaltensrelation. Ahnliches gilt auch im reellen Spektrum:
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Satz 3. Sind P,QQ € Sper A Ordnungen von A, so ist P > @ (in Sper A) dquivalent zu
PCQ.
Bewets. P>Q

e fir fe Amit Qe H(f)ist P e H(f)

< firgeAmitge PistgeQ

— PCQ. 0

Korollar 1. Sper A ist ein Tp-Raum. O

Korollar 2. Ist a € Sper A und supp (a) ein mazimales Ideal von A, so ist a ein
abgeschlossener Punkt in Sper A. O

(Die Umkehrung ist falsch, siche Beispiele 2 weiter unten.)

Bevor wir einige Beispiele ndher betrachten, kommen wir noch zum funktoriellen Ver-
halten von Sper. Hier ist die Situation ahnlich wie beim Zariski-Spektrum.

Ist ¢: A — B ein Ringhomomorphismus und @ C B eine Ordnung von B, so ist ¢~ *(Q)
eine Ordnung von A. Daher induziert ¢ eine Abbildung

Spery = ¢*: Sper B — Sper A, Q — » Q).

Sper ¢ ist stetig wegen (Sper go)‘l([f[A(f)) = fp (¢(f)). Auch Sper ist also ein Funk-
tor von kommutativen Ringen zu topologischen Riumen. (Wegen suppy o (Spery) =
{Spec ) osuppp ist tiberdies supp ein Morphismus Sper — Spec von Funktoren.) Durch
@ werden des weiteren Einbettungen der reell abgeschlossenen Kérper induziert: Fir
B € Sper B und a = p*(3) € Sper A induziert ¢ eine (beziglich e, ) ordnungstreue
Einbettung @gypp g: £(supp o) — x(supp B), also auch @g:k(a) — k(B) (I, §11). Es
kommutiert also (p := supp «, q := supp )

\Pu /‘a/‘
| ASB |
SN

B(o)——5——k(B)

Wieder kann man ¢ als Zuriickziehen der auf Sper B definierten ,[unktionen ¢ € B
mittels Sper ¢ (und mittels der Einbettungen ¢g) deuten, wie beim Zariski-Spektrum.

Satz 4. Sei S C A eine multiplikative Teilmenge und is: A — S™LA der kanonische
Homomorphismus. Dann ist Sper (is) ein Homéomorphismus von Sper STYA auf den
Teilraum {o € Sper A: S Nsupp o = 0} = (\,cg Ha (s*) von Sper A. Fiir § € Sper S~1A
und a = (Sperig)(B) ist pg: k(a) — k(B) ein Isomorphismus.
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Satz 5. Sei a C A ein Ideal und m: A — A/a die Restklassenabbildung. Dann ist
Spern ein Homdomorphismus von Sper A/a auf den abgeschlossenen Teilraum Z4(a) =
{a € SperA:a C suppa} von Sper A. Fir 3 € SperA/a und o = (Sperw)(f) ist
g k(a) = k(B) ein Isomorphismus.

Beweis von Satz 4 (Satz 5 geht ahnlich): Sei X := (s I, (s*). Die Inverse X —
Sper ST1A von Sper (ig) ist P — STIP = {f/s*:f € P,s € S} (P € X). Die

Homdomorphie folgt aus

Fr

(Sperig)}ols_m(i—i,...,s ) = XN Hu(s1f1,- - 80 fo)-

Da ¢eupp g €in Isomorphismus ist (§1) und ordnungstreu ist, ist auch @g ein Isomorphis-
mus. O

Korollar 4. Fir p € Spec A besteht ein natiirlicher Homéomorphismus Sper k(p) —
{a € Sper A: supp o = p}, induziert durch pp: A — k(p). ; m]

S e Ty

Beispiele.
1. Sei R ein reell abgeschlossener Kérper und A = R[[t]] der Ring der formalen Po-
tenzreihen iber R. In A gibt es nur die Primideale (0) und my = (¢), und es ist

k(A) = A/my = R. Nach II, §9 besteht Sper A folglich aus drei Ordnungen Py, P, Py
von A, wobei supp Py = m4 und supp P_ = supp Py = (0) ist. Wegen P_UPy C Py ist Py
abgeschlossen und hat P_ und P, als Generalisierungen (in den folgenden symbolischen
Diagrammen sind Spezialisierungen durch Pfeile dargestellt):

Py

2. Sei weiter R reell abgeschlossen und A = R[t]. Die recllen Primideale von R[] sind
(0) und alle (t — c), ¢ € R. Die Anordnungen von R(t) wurden in 11, §9 bestimmt. Die
Punkte in Sper R[t] sind daher genau die folgenden:
L. zu jedem ¢ € R ein abgeschlossener Punkt P, sowie zwei Generalisicrungen
P, _ und P, 4 von P, (wir schreiben kurz ¢, c_, ¢4 );
2. abgeschlossene Punkte P_o,, Pioo mit Trager (0) (kurz: —oo, +00);
3. zu jedem freien Dedckindschnitt { von R ein abgeschlossener Punkt Fe
(kurz: £) mit Trager (0).
Dabei existieren die Punkte vom Typ 3 nur fir 12 # IR.
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Das Bild zeigt, daB man auf Sper R[{] eine natiirliche lineare Ordnung ,<* hat, welche
die Anordnung von R fortsetzt. Die Topologie von Sper R[¢] hat alle offenen Intervalle
la, b[, sowie die [~o0,b[, Ja,00] (a,b € R) als offene Basis (wobei z.B. Ja,b[ := {a €
Sper R[t]): @ < o < b} die Punkte a4, b— enthalt, die Punkte a_, a,b, by dagegen nicht).
Man kann sich an diesem konkreten Beispiel leicht klarmachen, daB Sper R[¢] quasikom-
pakt ist und daf die auf R C Sper R[t] induzierte Teilraumtopologie gerade die starke

Topologie von R ist. Dies ist ein ganz allgemeines Phinomen, wie wir jetzt sehen werden.

Sei R ein reell abgeschlossener Korper, C = R(y/—1), A eine affine R-Algebra und
V := V4 = Hompg(A,C) ihre Varietat, sowie V(R) := V4(R) die Menge ihrer reellen
Punkte. Durch Identifikation von 2 € V(R) mit m; := kern (z) hatten wir V(R) als
Teilmenge von Spec A aufgefafit (§1). Da x(m;) = R genau eine Anordnung tragt, kann
man V(R) auch mit einer Teilmenge von Sper A identifizieren, d.h. es gibt eine kanonische
Injektion

V(R) — Sper A, z+— P :={f € A: f(z) > 0}

(deren Bild aus allen P € Sper A besteht, fiir die R — A5 k(P) ein Isomorphismus ist).
Nach Korollar 2 besteht dabei V(R) aus abgeschlossenen Punkten von Sper A.

Seien uy,...,u, Erzeuger von A und sei j: V(R) — R" die zugehdrige Einbettung, also
j(z) = (ui(z),...,un()). Die starke Topologie auf R™ (II, §6) induziert via j auf V(R)
ecine Topologie, die wir ebenfalls die starke Topologie nennen. (Wir werden sogleich sehen,
daB sie nicht von der Einbettung j abhangt.) Die folgende Tatsache ist ein Indiz fir die
Niitzlichkeit des reellen Spektrums beim Studium der Geometrie reeller Varietaten:

Satz 6. Die Relativtopologie von V4(R) in Sper A stimmt mit der starken Topologie auf

Va(R) tberein. Insbesondere ist die letztere unabhdingig von der Wahl einer Einbettung
Va(R) — R™.

Beweis. Eine Basis fiir die starke Topologie auf V(R) ist gegeben durch das System aller
Mengen {z € V(R): fi(z) > 0,...,fr(z) > 0} (r > 1,f; € A). Aber diese Menge ist
gerade V(RYNH(f1,. .., fr) (wobei V(R) mit seinem Bild in Sper A identifiziert wurde).

0

Bemerkung 6. Die reellen Punkte von V| versehen mit der starken Topologie, bilden also
einen Teilraum von Sper A, d.h. beim Ubergang zu Sper A hat man keine Information iiber
V(R) eingebufit. Zudem hat aber Sper A gegeniiber V(R) einen groBen Vorteil: Wahrend
V(R) fir R # IR topologisch schlechte Eigenschaften hat (total unzusammenhéngend,
fast nie (lokal) kompakt), ist Sper A quasikompakt und hat (das zeigen wir hier nicht,
siehe etwa [BCR, §7.5] und [HRA]) nur endlich viele Zusammenhangskomponenten, was
die Definition eines nicht-trivialen Zusammenhangsbegriffs auch fiir R # IR erméglicht?.
Durch die Hinzunahme ,idealer Punkte hat man also einen sehr viel geometrischeren
Raum gewonnen. Es 1d8t sich schon am Beispiel der affinen Geraden (A = R[t], s.0.)
sehr gut beobachten, wie die zusitzlichen Punkte in Sper A ,die Locher schliefen* (fir
R # IR) und den Raum quasikompakt machen.

2Einen anderen Zugang ohne Verwendung des reellen Spektrums findet man in [DK1].
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Tatséachlich ist V(R) als Teilraum von Sper A dicht! Das ist eine unmittelbare Folgerung
aus dem Satz von Artin - Lang:

Theorem 7. V4(R) ist ein dichter Teilraum von Sper A.
Beweis. Seien fy,...,f, € Amit H(f1,...,f;) # 0, etwamit o = (p,T) € H(f1,....fr).

Dann ist #(p) ein Funktionenkorper iiber R und T eine Anordnung von diesem, unter
welcher f1,...,fr > 0 sind (ﬁ = pp(fi) € (p)) Nach II, §11, Theorem 3 gibt es
einen R2- IIonlomorphlsmus p: Alp — R mit o(fi) > 0,7 =1,...,r. Die Komposizion

z: A — A/p—25R ist ein Punkt in V(R )ﬂH(f;,.. I m]

In §5 (Theorem 1) wird diese Aussage noch wesentlich verallgemeinert werden.



4. Konstruierbare Teilmengen und spekirale Raume 113

§4. Konstruierbare Teilmengen und spektrale Raume

A sei stets ein Ring.

Es wird jetzt auf Sper A eine zweite Topologie eingefiihrt, die sich vielfach als niitzlich
erweist. Dennoch betrachten wir die Harrison-Topologie als die ,eigentliche Topologie
von Sper A, wahrend der ,konstruierbaren Topologie“ eher eine Hilfsfunktion zukommt.
Wird daher in topologischen Aussagen tGber Sper A die Topologie nicht prazisiert, so ist
stets die Harrison-Topologie gemeint.

Definition 1.

a) Eine partiell geordnete Menge (L, <) heiBt ein Verband (mit 0 und 1), falls jede endliche
Teilmenge X C L eine grofite untere Schranke inf X und eine kleinste obere Schranke
sup X in L hat. Inshesondere existieren 0 := sup® = inf L und 1 := inf§ = sup L. Man
schreibt fur z,y € L kurz

z Ay :=inf{z,y}, zVy:=sup{z,y}.

b) Ein Boolescher Verband ist ein Verband (L, <) mit folgenden Eigenschaften:
(1) zA(yVvz)=(aAy)V(zAz) (z,y,2€ L) (Distributivitat);
(2) fiir ¢ € L existiert 2’ € Lmit zA2' =0und zVa' =1 (Komplement).

Bemerkungen (siche etwa [Gr]).

1. In Booleschen Verbanden ist das Komplement z' von = eindeutig bestimmt, und es gilt
auch die zu (1) duale Identitat (bei der die Zeichen A und V vertauscht sind).

2. Boolesche Verbande kann man auch als diejenigen Z/2Z-Algebren B definieren, welche
2

z° = z fur alle ¢ € B erfillen (Boolesche Algebren). Ein Boolescher Verband L bildet
namlich mit
z+y:=(@Ay)V(@E'Ay) und ay:=2Ay

eine solche Algebra, und umgekehrt jede Boolesche Algebra durch
TAy:=2ay, azVy=z+ytay, 2 :=1l+z

einen Booleschen Verband.

Definition 2.

a) Mit K(Sper A) wird der von der Harrison-Subbasis H 4 von Sper A in der Potenzmenge
25per 4 erzeugte Boolesche Teilverband bezeichnet. Die Elemente aus K(Sper A) heifien
die konstruierbaren Teilmengen von Sper A. Wir setzen

K(Sper A) := {Y € K(Sper A):Y ist offen},
K(Sper A) := {Y € K(Sper A):Y ist abgeschlossen}.

b) Die konstruierbare Topologie auf Sper A ist die von X(Sper A) als offener Basis erzeugte
Topologie.
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Bemerkungen. X

3. K(Sper A) ist die kleinste Teilmenge K von 25P¢*4 mit H, C K, welche unter Bildung
von endlichen Durchschnitten und von Komplementen stabil ist. X(Sper A) besteht genau
aus den endlichen Vereinigungen von Mengen der Form

Halhry o SN Halgrs- - g5)  (firgs € A),

oder aus solchen der Form

Halfty -y f)N Zalg) (firg € A),

oder aus solchen der Form
{o € Sper A: sgn fi(a) =e1,...,5gn fr(a) =&} (fi € Ajei € {—1,0,1}).

4. Die konstruierbare Topologie ist feiner als die Harrisonsche. Ist A = k ein Kérper, so
stimmen beide Giberein, da die Harrison-Subbasis komplementstabil ist ((Sper k)= Hy(f) =

Hi(=f), fir f € K*).

Wir werden jetzt sehen, daf die konstruierbare Topologie dennoch grob genug ist, um
angenehme Eigenschaften zu besitzen. Der Beweis von Theorem 1 hat primir mit reeller
Algebra gar nichts zu tun und gehdrt eigentlich in die Modelltheorie.

Theorem 1. Sper A, verschen mit der konstruierbaren Topologie, ist ein total unzu-
sammenhdngender kompakter (Hausdorff-) Raum. Die konstruierbaren Teilmengen sind
genav die darin offenen und abgeschlossenen Mengen.

Beweis. Zunéachst zur letzten Aussage: Sper A trage die konstruierbare Topologie. Nach
Definition sind alle Y € K(Sper A) offen und abgeschlossen. Ist umgekehrt ¥ C Sper A
offen und abgeschlossen, so ist ¥ wegen der (noch zu zeigenden) Kompaktheit von Sper A
Vereinigung von endlich vielen konstruierbaren Mengen und daher selbst konstruierbar.

Fiir den Kompaktheitsheweis sei Z = HIEA{()’ 1}, versehen mit der Produkttopologie.
Z ist total unzusammenhangend und, nach Tylkhonov, kompakt. Wir identifizieren ein
Element (e5) e mit der Teilmenge {f € A:ef = 1} von A, also Z mit der Potenzmenge
von A. Daher definiert j(a) := {f € A: f(a) > 0} = P, eine Injektion j:Sper A — Z,
und die durch Z (via j) auf Sper A induzierte Topologie ist genau die konstruierbare
Topologie (Bemerkung 3). Wir haben also die Abgeschlossenheit von j(Sper A) in Z
zu zeigen, bzw. die Offenheit von Z — j(Sper A). Dazu sei S C A eine Teilmenge mit
S & j(Sper A), d.h. S sei keine Ordnung von A. Eines der folgenden Axiome ist dann
verletzt (§3):

(1) S+5C85,

(2) SSCS,

(3) SU(=9) = A,

(4) ag S, b¢S=—abd S (a,be A).
Damit aber ist das betreffende Axiom auch in einer Umgebung von S in Z verletzt!
Wir zeigen dies am Beispiel von (4): Es gebe a,b € A — S mit —ab € S. Dann ist
U={TCAag¢T,b¢T,—abe T} eine Umgebung von S in Z, und fiir alle T € U ist
(4) aus demselben Grund verletzt, wie es fiir S der Fall war. ]
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Korollar 1. Die Harrison-Topologie auf Sper A ist quastkompakt.

(Denn sie ist grober als die konstruierbare.) O

Sei p: A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist Sper ¢: Sper B — Sper A auch stetig
in den konstruierbaren Topologien, denn (Sper )™ (H(f)) = Hp(e(f)) (f € A), und
Urbildnehmen vertauscht mit den Booleschen Operationen. Jedoch ist das Bild einer
konstruierbaren Menge i.a. nicht mehr konstruierbar (der Leser zeige dies fur R[t] — R(t)

und die Menge Sper R(t)). Daher ist es vielfach notwendig, allgemeinere Teilraume zu
betrachten.

Definition 3. Eine Teilmenge Y von Sper A heifit prokonstruierbar, wenn Y Durchschnitt
von (beliebig vielen) konstruierbaren Teilmengen von Sper A ist, oder dquivalent, wenn ¥
abgeschlossen in der konstruierbaren Topologie ist.

Bemerkungen.

5. Die Aquivalenz folgt daraus, daf das Komplement einer Teilmenge Y, welche abge-
schlossen in der konstruierbaren Topologie ist, Vereinigung von konstruierbaren Teilmen-
gen von Sper A ist.

6. Beispicle prokonstruierbarer Teilriume von Sper A sind Sper S™! A und Sper A/a. Sind
S (als Halbgruppe) bzw. a (als Ideal) endlich erzeugt, so sind diese konstruierbar. Je ein
weiteres Beispiel bilden die Mengen f],\(T) und H4(T) (T C A beliebig).

Satz 2. Fir jeden Homomorphismus ¢: A — B ist Sper ¢ stetig in den konstruierbaren
Topologien. Urbilder und Bilder prokonstruierbarer Teilmengen sind wieder prokonstru-
erbar.

Beweis. Die erste Aussage wurde schon bemerkt. Ist ¥ C Sper B prokonstruierbar, so
ist ¥ kompakt in der konstruierbaren Topologie. Dasselbe gilt also auch ftr (Sper)(Y),
d.h. (Sper)(Y) ist abgeschlossen in Sper A in der konstruierbaren Topologie. )

Korollar 2 (zu Theorem 1).
a) Ist Y eine prokonstruierbare Teilmenge von Sper A, so hatl jede Uberdeckung von Y
durch konstruierbare Teilmengen von Sper A eine endliche Teiliberdeckung.
b) IHat eine Familic prokonstriierbarer Teilmengen von Sper A leeren Durchschnill, so
qilt dies auch schon fir einc endliche Teilfamilie. D

7um Beispiel ist eine offene Teilmenge von Sper A genau dann prokonstruierbar, wenn
sie quasikompakt, also konstruierbar (d.h. in K(Sper A)) ist. Diese Mengen sind demnach
5
genau die endlichen Vereinigungen von Mengen der Form H(fi1,..., fr).
Eine sehr wichtige Konsequenz ist auch

Satz 3. Fir jede prokonstruierbare Teilmenge Y won Sper A ist Y = |J {T/}— (beztiglich
der Harrison-Topologie). yeY
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Korollar 3. FEine prokonstruierbare Teilmenge von Sper A ist genau dann (Harrison-)
abgeschlossen, wenn sie stabil unter Spezialisierung (in Sper A) ist. Eine konstruierbare
Teilmenge ist genau dann offen, wenn sie stabil unter Generalisierung ist.

Beweis von Satz 3. Nur ,C“ ist nicht trivial. Sei z € ¥, und sei {U;:i € [} die Familie
der offenen konstruierbaren Umgebungen von z in Sper A. Fiir alle 7 ist Y N U; # 0, und

demnach Y N () U; # 0 nach Korollar 2. Firy € Y N (N U; ist z € {y}. o
i€l €]

Wahrend der Abschlufl prokonstruierbarer Mengen trivialerweise wieder prokonstru-
ierbar ist, gibt es Falle, in denen der AbschluB einer konstruierbaren Menge nicht mehr
konstruierbar ist. Dies kann allerdings in den reellen Spektren von aflinen Algebren Uber
Kérpern (allgemeiner: von exzellenten Ringen) nicht passieren. Vergleiche hierzu [ABR,
Theorem 3.1].

Korollar 4. Ist Y eine abgeschlossene irreduzible Teilmenge von Sper A und Y # 0, so
besitzt Y (genau) einen generischen Punkt.

Beweis. Sei Z der Durchschnitt von Y mit allen U € /&(Sper/l), fur die Y NU # 0 ist.
Da Y irreduzibel ist, trifft ¥ den Durchschnitt von je endlich vielen solcher U, es ist also
Z # § nach Korollar 2. Fiir z € Z ist Y = {z}, denn gédbe es y € Y — {2z}, so hétte y eine
Umgebung V mit z ¢ V, Widerspruch. O

Bemerkungen

7. Ist A ein noetherscher Ring, etwa eine affine Algebra tber einem Koérper, so hat
X = Spec A nur endlich viele irreduzible Komponenten (d.h. A hat nur endlich viele
minimale Primideale), welche in der algebraischen Geometrie eine wichtige Rolle spielen.
Im Gegensatz dazu haben die Radume X = Sper A, auch in der ,geometrischen® Situation,
fast immer unendlich viele minimale Punkte, weshalb hier der Begriff der irreduziblen
Komponenten nicht so niitzlich sein dirfte.

Wir verlassen nun (voriibergehend) die reelle Algebra und unternehmen einen Exkurs
in die mengentheoretische Topologie. Den nun zu definierenden spektralen Raumen kom-
men alle topologischen Eigenschaften zu, die wir bisher fir Zariski-Spektrum und reelles
Spektrum fanden. Auf diese Weise wird die Grenze zwischen reell-algebraischen und rein
topologischen Argumenten verdeutlicht. AuBerdem erhilt man die gemachten Aussagen
sogleich fur einc Vielzahl neuer Raume, die beim Studium der Spektren in natiulicher
Weise auftreten (z.B. sind prokonstruierbare Teilraume selbst spektral). Neben den reel-
len Spektren sind vor allem die Zariski-Spektren die Hauptbeispiele fiir spektrale Raume;
tatsachlich sind es sogar alle Beispiele, wie Hochster [Ho| gezeigt hat.

Definition 4.
a) Ein spektraler Raum ist ein topologischer Raum X mit folgenden Eigenschaften:
(1) X ist ein quasikompakter Tp-Raum;
(2) der Durchschnitt von je zwei offenen quasikompakten Teilmengen von X ist
wieder quasikompakt;
(3) die offenen quasikompakten Mengen bilden eine Basis der Topologie von X;
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(4) jeder nicht-leere abgeschlossene irreduzible Teilraum von X hat (genau)
einen generischen Punkt.
b) Eine spektrale Abbildung f: X — Y zwischen spektralen Raumen X,Y ist eine Ab-

bildung, bei der fiir alle V. C Y gilt: Ist V offen und quasikompakt, so auch f='(V).
(Insbesondere ist f stetig.)

Definition 5. Sei X ein spektraler Raum.

a) K(X) bezeichnet den von den offenen quasikompakten Teilmengen von X (in 2%)
erzeugten Booleschen Verband. Die Elemente aus K(X) heiflen die konstruierbaren Teil-
mengen von X; K(X) bzw. K(X) bezeichnen das System der offenen bzw. der abge-
schlossenen konstruierbaren Mengen.

b) Die konstruicrbare Topologie auf X hat K(X) als offene Basis. Den mit dieser Topolo-
gie versehenen Raum X bezeichnen wir mit Xcon und nennen die originale Topologie von
X zur Unterscheidung manchmal auch die spektrale Topologie von X.

Beispiele

1. Die spektralen Abbildungen sind diejenigen stetigen Abbildungen X — Y, fir die auch
Xcon — Ycon stetig ist.

2. Sper A ist ein spektraler Raum, und die Definition der konstruierbaren Teilmengen
stimmt mit der fritheren Uberein. Sper ¢ ist eine spektrale Abbildung. Ebenso ist Spec A
ein spektraler Raum und Spec ¢ eine spektrale Abbildung (¢ ein Ringhomomorphismus).
3. Jeder Boolesche (d.h. kompakte und total unzusammenhéngende) Raum ist spektral.
Die konstruierbaren Mengen sind genau die offen-abgeschlossenen Mengen, weshalb hier

spektrale und konstruierbare Topologie Gibereinstimmen. Die Booleschen Riume sind
genau die Hausdorffschen spektralen Raume.

Satz 4. Sei X ein spektraler Raum. Dann ist Xeon kompakt und total unzusam-
menhdngend. Die identische Abbildung Xcon — X ist spekiral, und (Xcon)con = Xcon-

Beweis. Der Beweis ist komplizierter als bei Theorem 1, da uns die ,Modelltheorie fehlt.
Einzig nicht-trivial ist die Quasikompaktheit von X, d.h. die endliche Durchschnitts-
Figenschaft fitr K(X). Da jedes konstruierbare Y C X endliche Vereinigung von Mengen
der Form U —V mit U, V offen quasikompalkt ist, geniigt es, zu zeigen: Ist Y = {Y;:7 € I}
eine Familie von offen-quasikompakten oder abgeschlossenen Mengen in X mit () ¥; # 0
fir alle endlichen J C I, so ist () ¥ # 0. jed
€]

O.E. sei Y unter der angegebeenen Eigenschaft maximal (Zorn). Ist Z der Durchschnitt
der abgeschlossenen Mengen in Y, so ist Z # 0§ (da X quasikompakt ist), also auch Z € Y.
Wir zeigen, daB Z irreduzibel ist. Ware Z = Z; U Z, mit abgeschlossenen Z; G Z, so

gabe es wegen Z; ¢ Y offene Uy, Uz € Y mit U; N Z; = 0 (i = 1,2), insbesondere mit

(inUz)NZ =0. Aber Uy N U, € Y wegen der Maximalitiat von ), Widerspruch. Nun

ist klar, dafl der generische Punkt von Z in (Y] liegt. D
1

Korollar 5. K(X) besteht genau aus den offenen quasikompakten Teilmengen von X. O
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Definition 6. Sei X ein spektraler Raum. Eine Teilmenge Y von X heifit prokonstru-
terbar, wenn Y Durchschnitt konstruierbarer Teilrdume ist (aquivalent: wenn Y in X0,
abgeschlossen ist).

Wie frither ergibt sich

Korollar 6. Sei X ein spektraler Raum.
a) Jede Uberdeckung einer prokonstruierbaren Menge durch konstruierbare Mengen ha!
eine endliche Teiliberdeckung.
b) Hat eine Familie prokonstruierbarer Mengen in X leeren Durchschnilt, so gilt dies
schon fir eine endliche Teilfamilie.

c) Fir jede prokonstruierbare Teilmenge Y von X ist Y = |J {y}. ]
yeYy

Ebenso gilt Korollar 3 ganz entsprechend.

Satz 5. Sei X ein spektraler Raum und Y ein Teilraum von X.
a) Y ist genau dann prokonstruierbar in X, wenn Y selbst ein spekiraler Raum und die
Inklusion Y — X spektral ist.
b) Sei Y prokonstruierbar. Dann gelten

KY)=YnKX), KY)=YnKkX), KY)=YnK(X)
(hier schreiben wir Y N K(X) fir {Y N K: K € K(X)}, usw.). Die konsiruierbare
Topologie auf Y ist die Spurtopologie der konsiruierbaren Topologie von X.

Beweis. Dies folgt leicht mit Hilfe von Satz 4. Die Einzelheiten seien dem Leser tiberlassen.
0O

Zum Abschluf sei noch ein oft nitzliches Konzept vorgestellt:

Definition 7. Sei X ein spektraler Raum. Mit X* bezeichnen wir die Menge X, versehen
mit der durch K(X) als offener Basis erzeugten Topologie, und nennen X* den zu X
inversen spekiralen Raum.

Die Bezeichnung wird gerechtfertigt durch

Satz 6. Sei X ecin spektraler Raum. Dann ist auch X* ein spektraler Raum, und fir
z,y € X gill: o>y in X <y > in X*. Esast K(X*) = K(X), K(X*) = K(X),
K(X*) = IC(X), also auch (X*)con = Xcon und X** = X.
Beweis. Fir z,y € X gilt: = > y in X <= fir alle Y € K(X) mit 2 € Y ist
y €Y <> y > zin X*. Somit ist X* ein Tp-Raum. Weiter besteht K(X) genau
aus den in X* offenen und quasikompakten Mengen, denn jedes Y € K(X) ist wegen
der Kompaktheit von X¢o, quasikompakt in X*. Damit sind die Eigenschaften (1) - (3)
eines spektralen Raums fir X* schon klar. Zu (4): Sei § # Y C X, abgeschlossen und
irreduzibel in X*, und sei Z := {Z € K(X): Y N Z # 0}. Fiir je endlich viele Z; € Z ist
YNZiNn---NZ #0 (Irreduzibilitat), auBerdem ist Y ein Durchschnitt von Mengen aus
K(X), also prokonstruierbar in X. Nach Korollar 6b) gibt es also einy € YmmZeZ Z,und
y ist generischer Punkt fir den Teilraum Y von X*. Damit ist X* als spektral erkannt,
und die restlichen Behauptungen folgen sofort. m]
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§5. Die geometrische Situation: Semialgebraische Mengen und Filtersatze

Mit ,geometrischer Situation“ ist der Fall einer affinen Varietat (bzw. einer affinen Alge- -
bra) {iber einem reell abgeschlossenen Kérper gemeint. Hier gibt es eine recht anschauliche
gecometrische Interpretation von Sper A und seinen konstruierbaren Teilraumen durch se-
mialgebraische Teilmengen von V4(R).

Sei stets R ein reell abgeschlossener Kérper, A eine affine R-Algebra, V = V4 =
Homp(A,C) ihre Varietit und V(R) = V4(R) = Homp(A, R) deren reclle Punkte. Wir
fassen V'(R), versehen mit der starken Topologie, als Teilraum von Sper A auf, wie in §3

erklart. Fir jede Teilmenge Y von Sper A kann man dann die Teilmenge Y N V(R) von
V(R) betrachten.

Definition 1. a) Wir setzen
S(V(R)) :=V(R)NK(Sper A) = {Y NV(R):Y € K(Sper A)}

und nennen die Mengen M € G(V(R)) die semialgebraischen Teilmengen von V(R).
Allgemeiner sei fir M € 6(V(R))

S(M):= M NnK(SperA) = MNS(V(R)) ={N e &(V(R):NCM}

die Menge der semialgebraischen Teilmengen von M. Offensichtlich ist G(M) ein Boole-
scher Teilverband von 2M .

b) Fiir jede semialgebraische Teilmenge M von V(R) sei
(M) := {N € &(M): N ist offen in M},
S(M) := {N € S(M): N ist abgeschlossen in M},
bezogen jeweils auf die starke Topologie.
Bemerkung 1. Die semialgebraischen Teilmengen von V(R) sind also genau diejenigen

Teilmengen, welche sich durch endlich viele (Gleichungen und) Ungleichungen beschreiben
lassen, also die endlichen Vercinigungen von Mengen der Form

{e e V(R): f(2) =0, gi(x) >0,...,9:(z) > 0}
(r=>0,f,91,..-,9 € A) (vgl. §4). Fir A = R[t] etwa, wo also V(RR) = R ist, handelt es
sich genau um die Vereinigungen von endlich vielen (eventuell degenerierten) Intervallen.

Entscheidend ist nun, daf beim chrga.ng von einer konstruierbaren Teilmenge Y von
Sper A zur semialgebraischen Teilmenge Y N V(R) von V(R) keine Information verloren
geht, dafl man also Y auch wieder zuriickgewinnt! Der Grund ist wieder der Satz von
Artin-Lang:

Theorem 1. [Fir jede konstruierbare Teilmenge Y von Sper A ist Y N V(R) dicht in Y
beziiglich der konstruierbaren Topologie (und erst recht beziiglich der Harrison-Topologie).

Beweis. s genligt zu zeigen, daff fir Y # 0 auch Y N V(R) # 0§ ist. O.E. sei ¥V =
Za(f)N Hy(g1,---,9:) (fy9i € A). Sei B:= AJAf und W(R) := Vg(R) = Homp(B, R)
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(die reellen Punkte der Varietit von B). Zu zeigen ist W(R) N f[g(if,...,g—,) # 0
(i := Bild von g¢; in B). Nach Voraussetzung ist Hp(g1,...,9r) # 0, die Behauptung
folgt also aus der Dichtheit von W(R) in Sper B (§3, Theorem 7). a

Korollar 1. ['ir z € Sper A ist {z} genau dann konstruierbar, wenn z € V(R) ist. O

Korollar 2. Durch Y + Y N V(R) ist ein Isomorphismus K(Sper A) — &(V(R)) der
Booleschen Verbinde definiert. Allgemeiner ist fur jede konslruierbare Teilmenge Z von
Sper A und fir M := ZNV(R) die Abbildung Y — Y NV (R) ein Verbandsisomorphismus
von K(Z) auf S(M). o

Definition 2. Die zu Y — Y N V(R) inverse Abbildung &(V(R)) — K(Sper A) wird
mit ~ (tilde) bezeichnet. Fiir eine semialgebraische Teilmenge M von V(R) ist also M
die (eindeutig bestimmte) konstruierbare Teilmenge von Sper A mit M = M NV(R), und
zwar ist M der AbschluB von M in Sper A unter der konstruierbaren Topologie.

Dabei ist folgende Tatsache sehr wichtig, die wir jedoch erst im zweiten Band [IIRA]
beweisen werden:

Theorem. Seien M, N semialgebraische Teilmengen von V(R) mit N C M. Ist N
in M offen, so auch N in M (die Umkehrung gilt trivialerweise). Es gilt also auch
S(M)=MNK(Sper A) und S(M) = M NK(Sper A).

Eine dquivalente Formulierung ist

Theorem ' (Endlichkeitssatz). Seien U, M C V(R) semialgebraisch mit U C M, und sei
U offen in M. Dann ist U Vereinigung von endlich vielen Mengen der Form {x € M:
filz)>0,...,fr(z) >0} (r e N, f1,..., fr € A).

Beispiel 1. Sei A = R[t], also V(R) = R. Eine explizite Beschreibung von Sper A findet
sich in §3; wir verwenden die nattrliche totale Ordnung < auf Sper R[¢]. Die Abbildung
~:6(V(R)) — K(Sper R[t]) hat auf den Intervallen M C R folgende Gestalt:

fix M = [a,b] ist M = [a,0],

far M = [a,b] ist M =[a,b] = [a,b_],

fir M = ]a, b ist M =]a,b[ = [ay,b_]

fir M =)—o0,a] ist M =[-o0,a_]=[-00,a], usw.
(die Intervalle M beziehen sich natiirlich auf Sper R[] und die Ordnung < dort). Man
beachte, daf stets noch andere, nicht konstruierbare Teilmengen Y # M von Sper R[t]
mit M = V(R)NY existieren (z.B. ist ¥ := [a_, by] eine solche Menge fur A = [a, ],

welche sogar ebenfalls abgeschlossen ist). Eine Bijektion erhalt man also nur, wenn man
sich auf konstruierbare Teilrdume von Sper A beschrankt.

Fiir das Weitere werden einige Begrifle gebraucht. Sei X eine Menge und L ein
leilverband von 2% (d.h. es ist {@, X} C L, und L ist unter endlichen Durchschnitten
und Vereinigungen abgeschlossen).
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Definition 3. Sei L ein Teilverband von 2%.

a) Ein Filter in L ist eine nicht-leere Teilmenge F' von L mit § ¢ F, fiir die gelten:
(1) AABE F=ANB e F;
(2) Ae F,BeL,ACB= BeF.

b) Ein Filter F heit Primfilter von L, wenn fir alle A, B € L gilt:

AUB€eF = A€ FoderBeglkF

c) Die maximalen Filter von L heiflen Ultrafilter.

d) Die Mengen der Filter, Primfilter, Ultrafilter auf L bezeichnen wir mit Filt(L), Prim(L),
Ultra(L).

Bemerkungen.

2. Ist E eine Teilmenge von L mit (J,cp A # @ fir alle endlichen E' C E, so ist E in
einem Filter von L enthalten. Der kleinste solche ist

{B € L: es gibt eine endliche Teilmenge E' C E mit ﬂ AC B} .
A€L!

Ein Filter I ist also genau dann ultra, wenn fiir alle B€ L—Fein A € Fmit ANB =10
existiert. Jeder Ultrafilter ist ein Primfilter.

3. Ist L ein Boolescher Teilverband von 2% (d.h. ist mit A € L auch X — A € L), so

sind Prim- und Ultrafilter in L dasselbe. Es sind dies genau die Filter F' mit A € F oder
X —AeF, furalle A€ L.

Die folgende Bezeichnung wurde ad hoc gewahlt:

Definition 4. Ein Teilverband L von 2% heiBe kontrollierbar, wenn fiir alle Teilmengen E
von L und alle B € L mit (| A C B eine endliche Teilmenge E' von £ mit (| AC B
existiert. Mit AEE AEE
pro-1 = {Y CX:esgibt EC LmitY =) A}
A€l
bezeichnen wir den Verband der pro-L-Mengen in X.

Beispiel 2. Ist X ein spektraler Raum, etwa X = Sper A, so sind K,(X),/&(X),IC(X)
kontrollierbare Teilverbénde von 2%; zudem ist K(X) Boolesch. Wir werden gleich sehen,
daB die Filter dieser Verbande eine andere Mdglichkeit der Beschreibung von X bieten.

Lemma. Sei X eine Menge und L ein kontrollierbarer Teilverband von 2% . Dann ist die
Abbildung

Filt(L) — (pro-L) — {0}, Fw [ A,
AeF
eine inklusionsumkehrende Bijektion. Die Umkehrabbildung ist

Y- Fy:={BeL: YCB}.
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Beweis. Klar ist, da Fy ein Filter in L ist fir § # Y C X. Ist F € IllL(L) und
Y = \er A, so ist Iy = F zu zeigen, wobei ,2% trivial ist. Die umgekehrte Inklusion
folgt aus der Kontrollierbarkeit von L. O

Hieraus folgt unmittelbar
Korollar 3. Sei L ein kontrollierbarer Teilverband von 2%. Unter obiger Bijeklion
Filt(L) — (pro-L) — {0} enisprechen
a) die Primfilter von L den pro-L-Mengen 0 #Y C X mat:
A BeL,YCAUB = Y CAoderY CDB;

b) die Ultrafilter von L den minimalen nichi-leeren pro-L-Mengen. O

Sei jetzt X ein spektraler Raum. Bevor wir zur angekiindigten Beschreibung von X
durch Filter auf Verbanden konstruierbarer Teilmengen kommen, noch eine

Definition 5. Ist X ein spektraler Raum, so setzen wir

XX = freXiye{zl=>y=2}), X" :={ceXze{yl=>y=2).

Es handelt sich also um die bezlglich der Spezialisierungsrelation maximalen bzw.
minimalen Punkte. Man beachte, dal X™®* genau die Teilmenge der abgeschlossenen
Punkte von X ist, und daf X™" = (X*)™2X ynd X™** = (X*)™0 gelten (X* = zu X
inverser spektraler Raum, §4).

Satz 2. Sei X ein spekiraler Raum.
a) s besteht eine kanonische inklusionsumkehrende Bijektion

Filt K(X) = {Y C X: Y ist abgeschlossen und Y # 0},

ndmlich F— (\,ep A. Die Inverse ist Y — Iy = {A € K(X):Y C A}
b) Es besteht eine kanonische Bijekiion

X - PrimK(X), a0 F,={AcK(X):zec A}.
¢) Die Abbildung aus b) induziert eine Bijekiion

XX UltraK(X), 2~ Fy.

Beweis. a) folgt aus dem Lemma wegen pro-K(X) = {Y C X:Y abgeschlossen}. Aus
Korollar 3 folgt, daB unter der Bijektion a) PrimK(X) den abgeschlossenen irreduzi-
blen Teilmengen Y # @ von X entspricht; indem wir Y mit seinem generischen Punkt
identifizieren, erhalten wir b) und c). O
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Durch Interpretation von K(X) als £(X*) und von K(X) als K(Xcon) gewinnt man
weitere derartige Aussagen:

Satz 3. Sei X ein spekiraler Raum. Dann besteht eine Dijektion
X = PrimK(X), z+— Fy={AeK(X):z € A},
welche eine Bijektion X™™ — UltraK(X) induziert. D
Satz 4. Sei X cin spekiraler Raum. Es besteht eine Bijektion
Filt K(X) — {Y C X: Y ist prokonstruierbar und Y # 0},
namlich F— (N,cp A, mil Inverser Y — Fy = {A € K(X):Y C A}. Diese induziert
eine Bijektion X — PrimK(X) = Ultrak(X), zw— F={A€K(X):z € A}. 0

Vor allem der letzte Satz wird hiufig in der geometrischen Situation benutzt:

" Korollar 4. Sei R reell abgeschlossen, A eine affine R-Algebra und V(R) die Menge der
reellen Punkte der Varietdt V = V4 von A.
a) (Ultrafiltersatz, L. Brocker 1981) Es besteht eine Bijektion

Sper A — Ultra&(V(R)), 2= F, = {M:2€ M}

mit Inverser F' v (Y p M.

b) Es besteht eine Bijektion von Filt §(V(R)) auf die Menge der nicht-leeren prokon-
struierbaren Teilmengen von Sper A, ndmlich F — (Yyrep M. O
Sei weiterhin A eine afline Algebra {iber einem reell abgeschlossenen Kérper R und V =
Va die zugehdrige Varietat. Wir geben im folgenden einige Beispiele, die die Entsprechung
zwischen reellem Spektrum und Ultrafiltern illustrieren sollen. Fir @ € Sper A sei stets
Fr={M e S(V(R)):z € M} der zugehérige Ultrafilter. Unter Identifikation von Sper A

mit Ultra §(V(R)) ist also M = {F: M € F}, fiwr semialgebraisches M C V(R).

Beispiel 3. Sei A = R[t], also V(R) = R (siche §3, Beispiel 2). Die Korrespondenz
Sper A — Ultra G(R) sicht wie folgt aus:

fira € Sper A besteht Fy aus allen M mit

t=c€R ceM ———
r=c_(c€R) Je—e,c[ € M fir eine >0 —o——

z=cy(c€R) le,e+¢] € M fir eine > 0 —of—
T=—00 ]—o0,a[ C M fir eina € R -——

T =400 Ja,oo] € M fur eina € R —
z = ¢ (freier Schnitt) 3 «,bmitae < ¢ < bund Ja,b[ C M %
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Beispiel 4. Betrachten wir die Elemente von Sper A als Ultrafilter auf &(V(R)), so
lassen sich die zugehorigen Ordnungen von A leicht angeben. Fir 2 € Sper A und f € A

it
& fz) >0 <= esgbtM e Fpmit [|M >0,

f(z)>0 <= esgibtM € Fymit fl]M >0, usw.

Der Trager p = supp (z) von z 148t sich so beschreiben: Die zu p gehérende Untervarietat
W := Vy/p von V ist die kleinste abgeschlossene Untervarietit von V mit W(R) € Fy:
also W(R) = Ny W'(R), Durchschnitt tiber alle abgeschlossenen Untervarietaten W'
von V mit W'(R) € F;.

Beispiel 5. Fur z,y € Sper A gilt:
2>y (dh ye{z}) = FNG(V(R) CF, < F,N&(V(R)) CF,.

Ist M C V(R) semialgebraisch und z € M, so ist genau dann = € M™** wenn es fir
jedes N € (M) mit N € F; ein in M abgeschlossenes N’ € F, gibt mit N' C N.

Beispiel 6. Sei A = R[z,y]. Betrachte die Homomorphismen

wo:A— R , = £(0,0)
p1:A— R(z) , [ f(z,0)
wr:A— R(z,y), frf.

Sei R(z,y) so angeordnet, dafl z gegeniber R und y gegeniiber R(z) jeweils unendlich
klein und positiv sind; [2(z) trage die induzierte Anordnung. Sei «; € Sper A der durch
@i (und diese Anordnungen) definierte Punkt, ¢ = 0,1,2 (§3, Bemerkung 3). Es ist
supp (e2) = (0) C supp(a1) = (y) C supp(a) = (z,y), und man iberzeugt sich
leicht, dal a3 > a1 > ap in Sper A gilt. Die zugehdrigen Ultrafilter lassen sich wie
folgt beschreiben. Fiir semialgebraisches M C R? gilt

ag € M < ag=(0,0)€ M;
a1 € M < 3e>0mit 0,e[ x {0} C M;
ay € M <= 3e>0,3g € R[l) mit g(t) >0 fir L €)0,¢] ,
so daB {(a,b) € R:0<a<e 0<b<g(a)) S M.

I I

I |
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e e
I

I

=R

|

| [
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(Die Verifikation bereitet nur bei a; Mithe. Da ap € (Sper A)™Mn st gilt: ap € M <= es
gibt f1,..., fa € Amit ag € Ha(f1,..., fn) und (;{z € R% fi(z) > 0} C M. Man muB
sich nun tiberlegen, daB fir jedes f € A mit f(az) > 0 die Menge {z € R%: f(z) > 0}
eine Menge der oben angegebenen Form enthalt.)

Man kann sich also o als den Keim des positiven Astes der z-Achse im Ursprung
vorstellen, und ay als den Keim des ,oberen Ufers“ der durch die positive z-Achse
halbierten rechten Halbebene. Wir sehen daher, dafl g = (0, 0) eine Generalisierungskette
der (maximal mdglichen) Lange 2 hat. Man kann leicht zeigen (§7, Beispiel 2), dal jeder
Punkt z € R" in R eine Generalisierungskette der Linge n hat. (Allgemeiner gilt die
analoge Aussage fur glatte R-Varietdten.)

Beispiel 7. Sei A nullteilerfrei und K = Quot A. Die Anordnungen von K kann
man wie folgt in V(R) ,sichtbar* machen. Wir nennen eine semialgebraische Teilmenge
M C V(R) dinn, wenn M in Spec A nicht Zariski-dicht ist.! Fiir € Sper A ist genau
dann supp (z) = 0 (d.h. z € Sper ' C Sper A), wenn F; keine diinnen Mengen enthalt.
Man kann das auch so ausdriicken: Auf &(V/(R)) wird durch

M~N & MAN:=(M-N)U(N— M) ist dinn

cine Aquivalenzrelation definiert, und die Quotientenmenge S(V(R))/ ~ trigt eine von
S(V(R)) induzierte Verbandsstruktur. Dabei entsprechen die Ultrafilter von &(V(R))/ ~
genau den Ultrafiltern von &(V(R)), welche keine diinnen Mengen enthalten. Es gilt also

Satz (G.W. Brumfiel). Es besteht eine kanonische Bijektion
Sper K — Ultra (S(V(R))/ ~) . O

Anmerkung. Wir haben gezeigt, daf fir jeden spektralen Raum X eine natiuliche
Bijektion X — PrimA(X) existiert. Man kann also die Menge X aus dem Verband
K(X) wieder ,erkennen®. Tatsachlich geht die Beziehung viel weiter, denn da man aus
K(X) auch wieder die Topologie von X erhalt, sind (der topologische Raum) X und
(der distributive Verband) }5(1\’) im wesentlichen dasselbe. Diese Dualitét sei hier (ohne
Beweis) kurz skizziert.

Ist L ein distributiver Verband (mit 0 und 1), so tragt die Menge Prim L cine natirliche
Topologie, bei der die U, := {F € Prim L: € F'} (z € L) eine offene Basis bilden. Dieser
topologische Raum heifit der Stone-Raum St (L) von L. Er ist ein spektraler Raum, und
L ist (via z + U;) kanonisch zu )&(St(L)) isomorph. Ist umgekehrt X ein spektraler
Raum, so ist X kanonisch zu St /&(\) homoomorph (die Bijektion haben wir beschrieben).
s gilt (siche etwa [Gr, p. 103], [Jo, p. 65 1.]) die

Stone-Dualitat. Die Zuordnungen X + AO,(X) und L +— St L liefern eine Dualitit (=
Anti-Aquivalenz) zwischen der Kategorie der spekiralen Rdume (und spektralen Abbildun-
gen) und der Kategorie der distributiven Verbdnde.

'Definiert man die Dimension einer semialgebraischen Teilmenge als Dimension ihres Zariski-

Abschlusses in Spec A, so ist M genau dann diinn, wenn dim M < dim A = tr.deg. (K/R) = dimV
ist.
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§6. Der Raum der abgeschlossenen Punkte

Erstmals begegnen wir nun Eigenschaften der reellen Spektren, welche fir allgemeine
spektrale Raume ganz falsch sind. Sei A stets ein Ring.

Satz 1. Ist X ein quasikompakler To-Raum und X™** der Teilraum seiner abgeschlosse-
nen Punkte, so ist X™** quasikompakt, und fir alle z € X ist {z} N X™2* £ (.

Beweis. Es gentgt, {_xT N X% £ § fir ¢ € X zu zeigen, denn daraus folgt, dafi X
die einzige Umgebung von X™** in X ist. Sei also ¢ € X und ¥ := {z}. Dann ist Y
durch y <y’ <= y > y' geordnet. Ist M eine total geordnete Teilmenge von Y, so ist
(Myea (v} # 0, da Y quasikompakt ist. Nach Zorn enthélt ¥ ein maximales Element. O

Bemerkungen. }

1. Ist X spektral, so folgt die Aussage schon aus §5, Satz 2. Durch Ubergang zum
inversen spektralen Raum X* sieht man, daB X = |J {z} ist (aber X ™" ist i.a. nicht
quasikompakt!). TEXmin

2. Wegen §4, Korollar 6¢) ist der Teilraum X™2* eines spektralen Raums X genau dann
prokonstruierbar, wenn er abgeschlossen ist. Das braucht aber in der Regel nicht der Fall
zu sein. Ist etwa A eine affine R-Algebra mit Varietat V (R reell abgeschlossen) , so ist
nach §5 sogar schon V(R) dicht in Sper A, erst recht also (Sper A)™2*.

3. Sei R reell abgeschlossen und X = Sper R[t]. Dann besteht X™** aus RU {—o0, +00}
und allen freien Dedekindschnitten von R. Ist speziell R = IR, so ist X™** = IR U {£o0}
die natiirliche Kompaktifizierung (mit zwei Enden) von IR !

Wie schon angekindigt, kommen wir jetzt an eine Stelle, wo die reellen Spektren von
Ringen speziellere Eigenschaften als allgemeine spektrale Raume aufweisen. So einfach
das nachste Lemma ist, so weit reichen seine Konsequenzen!

Lemma. Seien P und @ Ordnungen von A. Dann sind dquivalent:

(i) PZQ und Q € P (d.h. beziiglich Spezialisierung sind P und Q unvergleichbar);
(i) es gibt f € A mit P € Hu(f) und Q € Hp(-f);
(iil) es gibt offene U,V C SperA mit UNV =P und P U, Q€ V.

Beweis. (1) = (it). Wahlea € P—Q und b € Q — P. Dann leistet f := a—b das Verlangte:
Ware namlich —f € P,so auch b =a— f € P; ware f € Q, so aucha = b+ f € Q;
beides ein Widerspruch. — (ii) = (iii) = (i) ist trivial. O

Theorem 2. Sei X ein prokonstruierbarer Teilraum von Sper A. Dann ist X™M2X
Heausdorff, also kompakt.

Beweis. Unmittelbar aus dem Lemma und Satz 1. ]

Bemerkungen.

4. Die Aussage von Theorem 2 ist fir das Zariski-Spektrum i.a. vollig falsch: Ist A eine
affine C-Algebra mit Varietat V = V(C), so tragt (Spec A)™2* = V(C) die (induzierte)
Zariski-Topologie, welche hochgradig nicht-Hausdorff ist, falls nur dim A > 0 ist.

5. Sei R reell abgeschlossen und A eine affine R-Algebra mit Varietat V = V,. Da
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V(R) in (Sper A)™2 dicht liegt, ist (Sper A)™** eine natiirliche Kompaktifizierung von
V(R). Ist 21,...,2, ein Erzeugendensystem von A und a € (Sper A)™**, so ist, wie wir
noch einsehen werden, genau dann k(a) archimedisch iber R, wenn es ein ¢ € R mit
c1(a)? 4 4 za(a)? < c gibt. (Die Bedingung ist offenbar dquivalent zur Archimedizitét
von A/supp (@) tiber R; in §7 werden wir sehen, dafl k(«) tber A/supp («) archimedisch
ist fiir alle @ € (Sper A)™**.) Die a € (Sper A)™** mit k(a)/R archimedisch nennen
wir die endlichen Punkte, alle iibrigen a € (Sper A)™** die unendlich fernen Punkte
von (Sper A)™*. Die Menge der endlichen Punkte bildet also einen offenen dichten
Teilraum von (Sper A)™** (sie ist gleich (Sper A)™** N (J,cp Halc — 2 — = a2)).
Das ist besonders im Fall R = IR interessant, da hier die Menge der endlichen Punkte
gerade V(IR) ist (II, §1). Wir sehen also, dal V(IR) als offener dichter Teilraum in seiner
Kompaktifizierung (Sper A)™* enthalten ist. Diese Tatsache ist von G.W. Brumfiel fiir
cine Interpretation der Thurstonschen Kompaktifizierung von Teichmuller-Raumen mit
Hilfe des reellen Spektrums benutzt worden [Bru4].

Eine weitere, mindestens ebenso fundamentale Konsequenz ist

Theorem 3. [Fir jedes @ € Sper A bildet _{_9,7 beztiglich Spezialisierung eine Kette, d.h.
fury,z € Sper A gilt:

x>y und z>2 = y>z oder z>y.

Korollar. Sei X C Sper A prokonstruierbar. Fir alle x € X enthilt mﬂ XM genau
ein Element. =

Beweis des Theorems. Fir jede Umgebung U von y und V von z ist € UN V. Nun das
Lemma. 0

Bemerkungen. o
6. I"tr jedes « € Sper A kann man sich {z} als ,Speer® vorstellen, mit der abgeschlossenen
Spezialisierung von a als Spitze. Die Bezeichnung Sper fiir das reelle Spektrum spielt
darauf an, ebenso auf den franzosischen Terminus ,spectre réel®.
{. Auch Theorem 3 ist fur Zariski-Spektren i.a. ganz falsch. Man sieht insbesondere,
daff nur ganz spezielle spektrale Raume zu reellen Spektren homéomorph sein konnen
(im Gegensatz zu Zariski-Spektren). Ob etwa die Eigenschaft aus Theorem 3 die reellen
Spektren unter den spektralen Rawmen charakterisiert, scheint nicht bekannt zu sein.
8. In 85 wurde erwdhnt, und in §7 wird gezeigt, daB es zu jedem Punkt zp € R"
einen Speer n > Tn—1 > -+ > 2y > 2o (i # Zi-1, ¢ = 1,...,n) der Linge n in
" = Sper R[t1,...,ts] gibt, der in zo endet. Geht man umgekehrt von einem beliebigen
Punkt o € Sper R[t1,. .., t,]) mit supp (a) = (0) aus, so folgt aus Satzen der kommutativen
Algebra und aus Theorem 3 leicht, dal o héchstens n verschiedene Spezialisierungen hat.
(Man betrachte die Tragerideale der Spezialisierungen: Sie bilden eine Kette.) In der Tat
kann aber der Speer {a} kirzer sein, und zwar aus zwei Griinden: Erstens braucht die
abgeschlossene Spezialisierung von « nicht in R® zu liegen (z.B. @ = +oo in f{) Und
zweitens kann der Speer , Liicken haben. Dies sei an folgendem Beispiel im IR? erliutert.




128 Kapitel 111

Sei P:={f € Rlz,y):T e > 0 mit f(t,e! —1) >0 fiir 0 < t < &}. Dann ist P eine
Ordnung von R{z,y] mit supp (P) = PN(—P) = (0), und es ist klar, daB (0,0) € IR? die
abgeschlossene Spezialisierung von P in Sper IR[z,y] ist. Man kann sich nun Uberlegen,
daB IR(z,y) nur einen nicht-trivialen konvexen Teilring (beziiglich der durch P induzierten
Anordnung) besitzt, namlich die konvexe Hille o(IR(z,y)/IR) von IR. Dies impliziert
(wie in §7 gezeigt wird), daB P tatsichlich nur eine echte Spezialisierung hat. Heuristisch
gesehen ist das ziemlich klar, denn héatte P eine eindimensionale Spezialisierung, so kénnte
deren Trager nur die Kurve y + 1 = € sein — aber diese ist nicht algebraisch.

Satz 4 (,Normalitat“ von Sper A). Sind Y, Z abgeschlossene disjunkte Teilmengen von
Sper A, so gibt es offene quasikompakte Umgebungen U von Y und V von Z mit UNV = {.

Beweis. Ist X C Sper A abgeschlossen und y € Sper A mit {y} N X = @, so hat jedes
z € X eine offene quasikompakte Umgebung U; mit {y} N U, = 0. Da X quasikompakt
ist, wird X von endlich vielen U, iiberdeckt, es gibt also U C Sper A, offen quasikompakt,
mit X € U und {y} NU = 0. Seien nun {U;:¢ € I} bzw. {V;:j € J} die Systeme
der offenen quasikompakten Umgebungen von Y bzw. Z. Nach dem eben Gesagten ist

(Ui = {z € Sper A:{z}NY # 0}, analog fiir die V;. Folglich ist
1

Ui n V=0,

€l I€J
denn fir z in dem Durchschnitt, mit abgeschlossener Spezialisierung Z, ware Z € Y N Z.
Nach §4 (Korollar 2) gibt es endliche I' C I, J' C J, so daB fir U := (U; und
V:i= (] Vjschon UNV =0 ist. €r O

jeJ

Bemerkung 9. Der Beweis zeigt, daf ein spektraler Raum X die Normalititseigenschaft
aus Satz 4 hat, wenn nur [{z} N X™**| = 1 fir alle z € X erfillt ist. Hiervon gilt auch
die Umkehrung [CC]. Ebenso bleiben die Satze 5 und 6 fir diese sogenannten normalen
spektralen Raume richtig. Man beachte aber, dafl die (fiir Sper A stets erfullte) Eigenschaft
aus Theorem 3 noch spezieller ist.

Definition. Sei X C Sper A prokonstruierbar. Mit p = px: X — X™* wird die durch
p(z) € {z} N X™M2X (z € X) eindeutig bestimmte Abbildung bezeichnet. Es ist p?> = p,
wir bezeichnen p als die kanonische Retraktion von X auf X ™MaX,

Satz 5. Sei X C Sper A prokonstruierbar. Die kanonische Retraktion p: X — X ™ st
eine stetige und abgeschlossene Abbildung.

Beweis. Fiur abgeschlossenes Y C X ist p(Y) = Y N X™** abgeschlossen in X™*. Zur
Stetigkeit: Sei Y C X™M2X abgeschlossen in X™% etwa Y’ = Y NX™ fir abgeschlossenes
Y C X. Dann ist L
P (Y ={z e X:{z}nY #0} = (Ui,
el
Durchschnitt uber alle quasikompakten offenen Umgebungen von Y (sieche Beweis von
Satz 4). Insbesondere ist p~!(Y") prokonstruierbar, und somit abgeschlossen, da p~!(Y")
unter Spezialisierung stabil ist. ]
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Satz 6. Seit X C Sper A prokonstruierbar. Dann ist Y +— p(Y) eine Bijeklion von der
Menge der Zusammenhangskomponenten Y von X auf die Menge der Zusammenhangs-
komponenten Y' von X™3X. Die Inverse ist Y' — p~}(Y").

Beweis. Es genigt zu zeigen, dafl jedes abgeschlossene Y C X, fir das p(Y) zusam-
menhingend ist, selbst zusammenhangend ist. Sei Y =Y; UY, mit Y3, Y, abgeschlossen,

Y1 NYy = @. Dann ist auch p(¥7) N p(Y2) = 0, und p(¥1), p(Y2) sind abgeschlossen in
X™MaxX (Satz 5). Daraus die Behauptung. O

Man erkennt also, dafi die Raume X™2* (X C Sper A prokonstruierbar) nicht nur wegen
ihrer Kompaktheit topologisch angenehm sind, sondern auch, weil sie noch einige Informa-
tionen Uber den Raum X enthalten. So kann man z.B. p dazu benutzen, die Kohomologie
von X auf jene von X™3* zuriickzufithren; beide haben isomorphe Kohomologie [CC]. In
der geometrischen Situation scheint es wichtig zu sein, M™** als natiirliche Kompaktifi-
zierung von M C V(R) zu betrachten. Trotz all dem dirfte jedoch Sper A das zentrale
Objekt und (Sper A)™** eher ein niitzlicher Hilfsraum sein.
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§7. Spezialisierungen und konvexe Ideale

A sei stets ein beliebiger Ring.

Sei P C A eine Ordnung von A und p := supp (P). Wir bezeichnen mit 7: A — A/p
den nattirlichen Homomorphismus und mit P C k(p) die durch P induzierte Anordnung
von &(p). Will man die beziiglich P konvexen Ideale von A/p studieren, gelangt man zu
folgender

Definition 1. Ein Ideal a von A heifit P-konvez, wenn fur alle f,g € P gilt:

f+g9€a= figea

Lemma 1. Durch a — 7(a) ist eine Bijektion von der Menge der P-konvexen I[deale von
A auf die Menge der (in A/p) beziiglich P konvexen Ideale von A/p gegeben. Die Inverse
ist @ 7 1(a).

Beweis. A/p sei mit der durch P induzierten totalen Anordnung verschen. Da f € P
und —f € P fir jedes f € p gilt, ist p in jedem P-konvexen Ideal enthalten, weshalb die
beiden Zuordnungen invers zueinander sind. Ist a C A ein P-konvexes Ideal, so ist #(a) in
A/p konvex, denn sind a € a, f € Amit 0 < x(f) < x(a),so f € Pund a— f € P, also
f € a nach Voraussetzung. Ist umgekehrt @ C A/p ein konvexes Ideal und sind f,g € P
mit f+¢g € a:=7"1(a),soist 0 < 7(f) < 7(f + g) € @, also auch =(f) € a. m]

Korollar 1.
a) Die P-konvezen Ideale bilden eine Kette, und p = supp (P) ist das kleinste unter
ihnen.
b) Fir jedes P-konveze Ideal a von A ist P+ a= PU a.

Beweis. a) II, §1, Bemerkung 4. — b) Seien p € P und « € a. Ist p-+a € P, so ist
—(p+a)e P,undaus —a=p—(p+a)€ afolgt p+ac€a. ]

Theorem 2. Sei P € Sper A eine Ordnung von A und p = supp (P). Dann stehen
folgende Mengen zueinander in kanonischer Bijeklion:

(1) {P} (die Menge der Spezialisierungen Q von P in Sper A);

(2) die Menge der P-konvexen Primideale q von A;

(3) die Menge der beziiglich P konvezen Primideale § von Afp.

Die Bijektion (1) — (2) ist durch Q ~— supp (Q) gegeben, die Umkehrabbildung durch
g+ P+q = PUJq. Die Bijektion zwischen (2) und (3) ist durch q — =(q) bzw.
g — 71(q) gegeben.

Beweis. Die Bijektion zwischen (2) und (3) wurde im Lemma gezeigt. Sei Q 2 P
eine Ordnung von A und q := Q N (—Q). Seien f,g € P mit f + g € q. Wegen
—f=9—-(f+g) € Qfolgt daraus f € q. Also ist q P-konvex, und es ist auch wieder
Q=PUq(C:ist feQ—q,soist —f € @, also —f &€ P, also f € P). Umgekehrt sei q
ein P-konvexes Primideal. Dann ist @ := P+ q = P U q eine Ordnung von A mit Trager
g; denn QN (—Q)=(PN—-P)U(PNq)U(qN —P)U q = q ist ein Primideal. Q.

Wir sehen erneut, da {P} stets eine Kette bildet.
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Beispiel 1. Sei A: K — L U oo eine surjektive Stelle mit Bewertungsring B = o).
Identifizieren wir Sper K bzw. Sper L mit denjenigen Punkten von Sper 33, welche Trager
(0) bzw. mp haben, so gilt fir z € Sper K: Genau dann ist A mit z vertraglich, wenn z
eine Spezialisierung y mit Trager m g hat; ist dies der Fall, so ist y die von z auf L = B/mp
induzierte Anordnung im Sinne von 11, §2. Den Satz von Baer — Krull (II, §7) konnen wir
daher so formulieren: Ist I die Wertegruppe von A und y € Sper B mit supp(y) = mp, so
operiert (I'/2T)” transitiv und frei auf der (nicht-leeren) Menge der Generalisierungen von
y mit Trager (0). Ist also etwa I' = Zj undsind (0) = po C - C pp = mp die Primideale
von B, so besitzt jedes y € Sper B mit supp(y) = mp genau 2"~ Generalisierungen mit
Trager p; (1 =0,...,n).

Definition 2. Ist B ein Bewertungsring und A ein Teilring von B, so wird das Primideal
ANmp von A als das Zenirum von B auf A bezeichnet. Analog nennt man fiir eine
Stelle \: K — L U co und einen Teilring A von K, auf dem A endlich ist, den Kern des
Homomorphismus A|A: A — L das Zentrum von A auf A.

Beispiel 2. Sei A: K — L U co eine Stelle und A ein Teilring von K, auf dem A endlich

ist und das Zentrum p hat. Induziert durch die Homomorphismen A C 0)‘—5\—>L hat man
Abbildungen Sper L — Sper 0) — Sper A; diese Komposition sei mit A* bezeichnet. Dann
folgt aus Beispiel 1: Fiir jedes z € Sper L hat das Element A\*(z) € Sper A (mit Trager p)
eine Generalisierung mit Trager (0) in Sper A.

Sei allgemeiner A = A\, 0---0A1: K — L U cc eine Komposition von Stellen, die auf
A C K endlich ist und Zentrum p hat, und sei p; das Zentrum von A; o ---0 A auf A
(t =0,...,n). Dann ist (0) = po C p1 € --- C p, = P, und fir jedes z € Sper L hat
A*(z) eine Generalisierungskette mit den p; als Tragern, d.h. es gibt yo,...,yn € Sper 4
mit supp(y;i) = p;, so daB yo = y1 > -+ > yp = A*(2) gilt.

Dies zeigt beispielsweise, dafi {iir einen reell abgeschlossenen Kérper R jeder Punkt
@ € R" in Sper R[t1,...,13] G‘encxaiislexungsl\ettcn der Lange n hat: In II, §10 wurde
namlich eine Stelle A = A, 0 -+ 0 A\y: R(ty,...,t,) = RUoco lber I konstruiert, fir die
Aio---oApaul Rty,. .. 1n) da's Zentrum (4, an, costpeigl — Ap—ip1) hat (1 =0,...,n).

Definition 3. Tin Bewertuugsring B heiBt reell abgeschlossen, wenn Quot B ein reell
abgeschlossener Korper und B residuell reell ist {zur zweiten Bedingung dquivalent ist: 3
ist. konvex in Quot B — 11, §5).

Satz 3. Ist B ein reell abgeschlossener Bewertungsring, so ist supp: Sper B — Spec B
ein Homoomorphismus, und fir alle p € Spec B ist k(p) reell abgeschlossen (fir alle
a € Sper B ist also k(a) = &(supp a)).

Beweis. Sei p € Spec B. Mit B ist auch By in R := Quot B konvex, und folglich x(p) =
By/pBy = x(Bp) reell abgeschlossen (II, 85, Theorem 1). Daraus die Bije]\tivitét von
supp. Wir zeigen, daf} supp auch offen ist. Sei f € B. Ist f <0 (in R), so ist Ifg(f) = 0.

Andernfalls gibt es g € B mit f = g%, und es folgt HB(f) = {a € Sper B: f(a) # 0}, also
supp Ip(f) = Dp(f). D
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Sei jetzt R ein reell abgeschlossener Kérper und A C R ein Teilring. Mit M€ bezeichnen
wir die konvexe Hille einer Teilmenge M C R in R; speziell seil B := A° die konvexe Hulle
von A. Sei Py := {a € A:a > 0} € Sper A; die Py-konvexen Ideale von A sind einfach die
in A (beziiglich der von R induzierten Totalordnung) konvexen Ideale.

Fiir jedes Ideal a C A ist a® ein Ideal von B, und genau dann ist a FPy-konvex, wenn
a= AN aist. Es ist also b — AN b eine Surjektion

{Ideale von B} —» {Py-konvexe Ideale von A}.

Ist p C A ein Py-konvexes Primideal, so braucht p¢ nicht prim zu sein. Trotzdem gilt
aber

Lemma 2. Die Abbildung
Spec B — {Py-konveze Primideale von A}, qr— ANq

st surjektiv.

Beweis. Ist p ein Py-konvexes Primideal von A, so ist /p¢ ein Primideal von B (11, §4,
Satz 3e), und es ist AN /P = +/p = p. D

Korollar 2. Ist C ein konvezer Oberring von A in R, so ist AN mg ein Py-konvezes
Primideal von A, und die Abbildung Spec C — Spec A hat als Bild genau die Py-konvezen
Primideale p von A mit p C AN mg.

Beweis. Klar, wegen C = Bn, (11, §2). O

Wegen Theorem 2 und Satz 3 kann man diese Tatsachen auch anders formulieren (A sei
jetzt ein beliebiger Ring):

Satz 4. Sei o: A — R ein Homomorphismus in einen reell abgeschlossenen Korper, sei BB
die konvexe Hille von p(A) in R und po: A — B der induzierte Homomorphismus. Dann
besteht das Bild von Sper @g genau aus den Spezialisierungen von «, in Sper A. Hierbei
ist o, das durch ¢ definierte Llement in Sper A (siehe §3, Bemerkung 3).

Beweis. Fir den generischen Punkt fo von Sper B ist a, = (Sperg)(fo), woraus
Bild (Sper ¢9) C m folgt. Sei P = ¢1[0,00[p die zu «, gehdrende Ordnung von A.
Nach Lemma 2 und Satz 3 gibt es zu jedem P-konvexen Primideal q von A ein 8 € Sper B
mit supp ((Sper ¢0)(8)) = q. Wegen Theorem 2 folgt die Behauptung. O

Satz 5. Sei p:A — B ein Homomorphismus in einen reell abgeschlossenen Bewer-
tungsring B, seien [y, 1 generischer und abgeschlossener Punkt von Sper B, und sei
a; = (Spero)(B) (¢ = 0,1). Dann ist das Bild unter Speryp genau das ,Inlervall®
{a €Sperd:ap = a > o}

Beweis. Das folgt mit Korollar 2 wie bei Satz 4. D
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Seien A, B beliebige Ringe. Ist ¢: A — B ein ganzer Homomorphismus (d.h. ist B iber
©(A) ganz), so ist wohlbekannt, daff Spec¢ eine abgeschlossene Abbildung ist. (Dies
ist eine Umformulierung des sogenannten ,Going-Up* Theorems von Cohen-Seidenberg,
welches aus 11, §3, Theorem 2 sofort folgt, vgl. [BAC, ch. V, §2, no. 1] oder [Ku, p. 49].)
Als Anwendung des Bisherigen zeigen wir, dafi dasselbe auch fiir Sper ¢ gilt:

Satz 6. Ist p: A — B ein ganzer Ringhomomorphismus, so ist Sper ¢ eine abgeschlossene
Abbildung.

Beweis. Sei o* := Sperp. Ist Y C Sper B abgeschlossen, so ist ¢*(Y) prokonstruierbar,
es reicht also, die Stabilitat unter Spezialisierung zu zeigen. Sei daher f € Sper B
und @ = @*(B), zu zeigen ist *{B} = {a}. Sei rg: B — k(B), b — b(B), der zu B
gehorende Auswertungshomomorphismus, sowie C die konvexe Hillle von rg¢(A) in k().
Da B uber A, also auch rg(B) iber rgp(A), ganz ist, ist auch rg(B) € C. Definiere
Y: A— C, r: B — C durch das kommutative Diagramm

A-2s B

vl L
C —k(B)

Nach Satz 4 ist r*(Sper C) = {8} und 1*(Sper C) = {a}, woraus 99*{_,3}_ = {a} folgt. O

Wir wollen die Aussage von Lemma 2 bzw. Satz 4 noch etwas prazisieren. Man kann
Lemma 2 auch so formulieren, dafl zu jedem Py-konvexen Primideal p von A ein konvexer
Oberring C von A mit Zentrum p auf A existiert. Genauer:

Satz 7. Sei R ein reell abgeschlossener Korper, A C R ein Teilring und P = AN|0, co[p.
Ist p C A ein P-konvezes Primideal, so ist C := (Ap)¢ der kleinste und C, mit ¢ := /pc,
der grafite konveze Oberring von A in R mit Zentrum p auf A.

Beweis. Sei B C R ein konvexer Oberring von A mit Zentrum p auf A. Dann ist Ay C B,
also auch C = (A;)° € B, und B = Cj fir ein Primideal q von C. Wegen p C mp = ¢
mufl auch p¢ € q und ¢ = /p¢ C q, d.h. B C C¢ sein (c ist cin Primideal in C, vgl.
Lemma 2). 0

Korollar 3. Sei A ein beliebiger Ring. Zu a,f € Sper A mit o« > [ gibt es einen
Homomorphismus ¢: A — B in einen reell abgeschlossenen Bewerlungsring B, so daf
Sper ¢ als Bild genau das , Intervall® {y € Sper A:a > v > B} hat.

Beweis. Sei q := supp 8 sowie A’ := r,(A) und q' :=r,(q). Es genligt, fiir B die konvexe
Hille von A%, in k(e) zu nehmen (und ¢ induziert durch rq: A — k(a)). O

Korollar 4. (,Konvexitat* von Sper ) Sei p: A' — A ein Homomorphismus zwischen
beliebigen Ringen, und seien o, 3 € Sper A mit o« > B. Dann ist das Bild des Intervalls
{v € SperA:a > v = B} in Sper A" wieder ein Intervall, d.h. zu ' € Sper A’ mit
(Sper¢)(a) = 7' = (Sper )(B) gibt es ein Urbild v von v' mit o = v = .




134 Kapitel 111

Beweis. Direkte Folgerung aus Korollar 3 und Satz 5. O

Korollar 5. Sei o € Sper A. Genau dann ist o abgeschlossen in Sper A, wenn k() twber
ra(A) archimedisch ist.

Beweis. Wir koénnen o.E. supp a = (0), also R := k(a) als reellen Abschluff von K :=
Quot A voraussetzen. Da R tber K archimedisch ist (I, §7, Satz 1), ist C = R fiur p = (0)
in Satz 7, d.h. jeder von R verschiedene konvexe Oberring B von A induziert cine echte
Spezialisierung von a. Genau dann also ist {a} = {a}, wenn es keinen solchen gibt. O

Da konvexe Bewertungsringe eines reell abgeschlossenen Kérpers R und reelle Stellen
R — S Uoo im wesentlichen dasselbe sind, lassen sich die vorangegangenen Aussagen
auch in der Sprache der Stellen formulieren. Wir geben ein Beispiel.

Sind R, S reell abgeschlossene Korper, ist ¢: A — R ein Homomorphismus und A\: R —
S U oo eine Stelle, die auf ¢(A) endlich ist, so ist das Element o, eine Spezialisierung
von ¢y, in Sper A, und zu jeder Spezialisierung von «, gibt es solch ein A. Genauer:

Definition 4. Ein Homomorphismus ¢: A — R in einen reell abgeschlossenen Korper
heifle straff, wenn R iber Quot ¢(A) archimedisch ist.

Satz 8. Sei ¢p: A — R ein Homomorphismus in einen reell abgeschlossenen Korper.
Zu jeder Spezialisierung § von ay, gibt es eine surjektive, auf ¢(A) endliche Stelle A =
Ag: R — SUoo in einen reell abgeschlossenen Korper S, so daff Mo straff und aye, =
ist. Ist v eine weitere Spezialisierung von «, so gilt: § > v <= X, faktorisiert durch
Ag:
? SU oo
re /!
A—25R :
M\l
TUo

Beweis. Das ist nur eine Umflormulierung der schon erzielten Ergebnisse. O
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§8. Das reelle Spektrum und der reduzierte Wittring eines Xorpers

Im vorigen Abschnitt haben wir die Spezialisierungsketten — die ,Speere* — im reellen
Spektrum eines Rings naher untersucht. Zu diesen liegen, anschaulich gesprochen, die
Fasern der Tragerabbildung supp: Sper A — Spec A transversal, da jeder Speer mit solch
einer Faser hochstens einen Punkt gemeinsam hat. Diese Fasern sind gerade die reellen
Spektren der Restklassenkorper von A (§3, Korollar 4). Um den spektralen Raum Sper A
besser zu verstehen, liegt es daher nahe, allgemein das reelle Spektrum von Korpern
eingehender zu studieren. Damit soll in diesem Abschnitt begonnen werden.

Sei im folgenden F stets ein Korper, den wir o.E. als formal reell voraussetzen. Der
Kiirze halber schreiben wir Xp statt Sper F. Der spektrale Raum Xp ist Hausdorflsch,
also kompakt und total unzusammenhangend, seine (Harrison-) Topologie stimmt mit
der konstruierbaren Topologie tberein, und die konstruierbaren Teilmengen von Xp
sind genau die offen-abgeschlossenen Teilmengen (vgl. §3, Bemerkung 4, und §4). Sind
ai,...,an Elemente von I*, so schreiben wir einfach Hp(a, ..., ay) oder H(ay,...,an)
fiicr Hp(ay,...,a,) = Hp(ay,...,an).

Als topologischer Raum ist also Xp = Sper F' ziemlich uninteressant. Durch die Ele-
mente des Koérpers bzw. die durch sie gegebenen Vorzeichenverteilungen auf Xp steht
jedoch eine starkere Struktur zur Verfigung. Um diese nutzbar zu machen, kehren wir
zu quadratischen Formen zuriick. Es hat sich gezeigt, daB die Theorie der quadratischen
Formen ein auflerst wichtiges Werkzeug fiir reelle Algebra und Geometrie darstellt. Dabei
muB man auch quadratische Formen iiber allgemeineren (kommutativen) Ringen studie-
ren, was allerdings dem zweiten Band [HRA] vorbehalten bleiben soll. Hier werden wir nur

einige elementare Gesichtspunkte im Wechselspiel von quadratischen Formen und reellem
Spektrum eines Korpers behandeln.

Es sei daran erinnert, daf jede Anordnung P von F cinen Ringhomomorphismus
signp: W(F) — Z definiert, die Signatur beziglich P (I, §2).

Definition 1. Fiir ¢ € W(F) heilit die Abbildung
signgo:'Xp = Z, P signp(e)
die totale Signatur von .

Bezeichnen wir den Ring der stetigen (= lokal konstanten) Abbildungen von Xp nach
Z mit C(Xp,Z), so gilt

Satz 1. Fur jedes o € W(F) ist die totale Signatur von ¢ eine stetige Abbildung von Xp
nach Z. Die so definierte Abbildung

sign: W(F) — C(Xp,2), ¢ signe

(die totale Signatur von F') ist ein Ringhomomorphismus und hat als Kern genau das
Nilradikal von W(F).
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Beweis. Da die signp homomorph sind, ist ¢ +— sign ¢ ein Homomorphismus von W (}')
in den Ring aller Abbildungen Xp — Z. TFur ¢ = (a) (¢ € F*) ist die Stetigkeit von
sign o offensichtlich, somit ist sign ¢ stetig {ir alle ¢ € W(F). Der Kern von sign ist der
Durchschnitt der Kerne aller signp, und diese sind genau die minimalen Primideale von
W(F) (1, §4), woraus die Behauptung folgt. o

Definition 2. Man nennt
W(F) = W(F)ed = W(F)/ NilW(F)

den reduzierten Wittring von F. Mit I(F) = I(F)/NilW(F) wird das Bild des Funda-
mentalideals I(F') in W(F) bezeichnet.

Fiir ¢ € W(F) bezeichnen wir das Bild von ¢ in W(F) mit . Nach Satz 1 kann man
W (F) kanonisch mit einem Teilring von C(Xf,Z) identifizieren, was wir auch meist tun
werden; unter dieser Identifikation wird also ¢ = sign ¢.

Fir die zweidimensionale Form ¢ = (1,a) (a € F*) etwa ist ¢ = 2 xp(a) (Wir be-
zeichnen mit yy die charakteristische Funktion einer Teilmenge Y C Xp). Da I(F') als
additive Gruppe von den Formen (1, a) erzeugt wird (es ist (1,a) L {(~1,b) ~ {a,b)!), wird
I(F) in C(XF,Z) als additive Gruppe von den Funktionen 2 - x g(s) mit a € F'* erzeugt.
Man beachte W(F) = Z + I(F'), und somit W(F)CZ +2-C(Xp,Z).

Definition 3. Eine quadratische Form der Gestalt (1,a1) ® --- ® (1, a,) (mit a; € F*)
heifit eine n-fache Pfisterform tber F.

Fir ¢ = (1,a1) ® -+~ ® (1, an) ist offensichtlich ¢ = 2" - X y(q,,....a)- Da I(F) von den
1-fachen Pfisterformen additiv erzeugt wird, wird die n-te Potenz I™(F') := I(I")" von den
n-fachen Pfisterformen additiv erzeugt, und somit I"(F) := I(F)" von den Funktionen
2" - XH(ay,...an)> Wit a1,...,ap € F*.

Lemma 1. Sei Y eine konstruierbare Teilmenge von Xp. Dann gibt es eine endliche
Folge ay, ..., ay von Llementen in F™*, so dafl Y (disjunkte) Vereinigung von Mengen der
Form H(eyai, ... enay) mil g; € {1} st

Beweis. Es gibt endliche Teilmengen Sj, ..., Sy von F*,sodall Y = H(S))U- - -UH(S,) ist.
Sei{a1,...,a,} := S1U---US;. Da die Elemente der S; auf jeder Menge H(ejay,...,enay)
konstantes Vorzeichen haben, ist jedes H(.S;) (und damit auch ¥') Vercinigung von solchen
Mengen. D

Satz 2. Die abelsche Gruppe C(Xp,Z)/W(F), also der Kokern der totalen Signatur von
F, ist eine 2-primdre Torsionsgruppe.

Beweis. Jedes Element aus C(Xp, Z) hat eine Darstellung der Form myxy, +---+m:xy,
mit » > 1, m; € Z und Y; C Xy konstruierbar. Nach Lemma 1 wird also C(Xf,Z) als
additive Gruppe von den f = Xp(a,,...a,) Mit 7 > 1, a; € F™* erzeugt. Fir solches f ist
2" f € W(F), woraus die Behauptung folgt. ]
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Definition 4. Die kleinste Zahl s > 0 mit 2° - C(Xp,Z) C W(F) (bzw. s = oo, falls es
keine solche gibt) wird Stabilitdtsinder von F genannt und mit st(F') bezeichnet.

Der Stabilitatsindex hat sich als eine in reeller Algebra und Geometrie sehr bedeutsame
Invariante eines formal reellen Kérpers erwiesen. In vielen wichtigen Féllen ist st(F")
endlich, und héufig auch gut berechenbar.

Wegen W(F) C Z +2-C(XF,Z) ist st(F) = 0 offenbar gleichwertig dazu, da§ F' nur
(genau) eine Anordnung besitzt. Wir charakterisieren nun die Kérper mit st(F) < 1.

Lemma 2. Ist Y C Xp konstruierbar, und ist 2 - xy € W(F), so gibt es ein a € F* mit
Y = H{(a).

Beweis. Sei ¢ = {aj,...,as,) eine Form mit ¢ = 2 - xy (notwendigerweise hat ¢ gerade
Dimension). Dann hat a := a; - - - as, auf Y das Vorzeichen (—1)"~! und auf Xy — Y das
Vorzeichen (—1)". Somit ist Y = H(a) oder Y = H(—a). =]

Definition 5. Der formal reelle Kérper F' heifit SAP-Kérper (SAP = strong approxima-
tion property!), wenn zu je zwei disjunkten abgeschlossenen Teilmengen Y und Y’ von
Xp ein a € F* mit alY > 0 und «|V' < 0 existiert.

Satz 3. Fur einen formal reellen Korper F' sind dquivalent:

(1) st(F) < 1;

(i1) ]ede konstrmerbme Teilmenge von Xp hat die Gestalt H{a), a € F™*;
(i) W(F) =242 -C(X,Z),

(iv) F ist ein SAP-Korper.

Beweis. (i) = (ii) Ist Y € Xf konstruierbar, so ist 2 - xy € W(F) wegen (i), also
Y = H(e) fur ein a € F* nach Lemma 2. — (ii) = (iii) Fiir jedes konstruierbare Y C Xp
ist 2+ xy € W(F), folglich 2. C(Xp,Z) € W(F). — (iii) = (i) ist trivial. — (ii) < (iv)
Sind Y, ¥Y' C Xp abgeschlossen und disjunkt, so gibt es eine konstruierbare Umgebung Z
von Y mit ZNY' = 0. Jedes @ € F* mit Z = H(a) trennt ¥ und Y'. Umgekehrt folgt
(i1) fir konstruierbares ¥ C Xp, indem man die SAP-Eigenschaft auf die Mengen Y und
Y':i= Xp —Y anwendet. 0

Um ein besseres Gefiihl fir den Stabilitatsindex zu vermitteln, seien hier zwei Satze
angefiihrt, die wir erst im zweiten Band beweisen werden:

Theorem I (Spezialfall von [Brd], Satz 4.8). Sei R ein reell abgeschlossener Korper, und
set K ein reeller n-dimensionaler Funktionenkérper dber R. Dann ist st(K) = n.

Theorem II (Spezialfall von [BeKé), Satz 15). Sei I formal reell und n € IN mat

n > st(F'). Zu jeder (n+1)-fachen Pfisterform ¢ diber I gibt es eine (n-fache) Pfisterform
o uber F' mit @ = 2.

'Wir vermeiden hier den Gebrauch des Terminus ,starke Approximation“, da dieser schon eine andere
wichtige Bedeutung in der Zahlentheorie erlangt hat.
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Aus Theorem II kann man unschwer neue Charakterisierungen von st(F') ableiten. Da
wir Theorem II hier nicht bewiesen haben und das folgende Korollar im Rest dieses Bandes
nicht verwenden werden, iberlassen wir seinen Beweis dem Leser als Ubungsaufgabe.

Korollar zu Theorem 1. Ist I formal reell, so sind fir jedes s € IN dquivalent:
(i) st(F) < s;
(i) jede Menge H(ay,...,ay) mit a; € I’* und N > 1 kann in der Form H(by, ... bs)
mit b; € F'* geschrieben werden;
(iii) fir jede (s+ 1)-fache Pfisterform o tber Fexistiert eine (s-fache) Pfisterform 1) tber
F mit = 29;
(iv) IFFYY(F) = 2 I3(F).

Die Bezeichnung Stabilititsindex fir st(F7) erklart sich aus der Charakterisierung (iv):
st(F) ist der kleinste Index, von dem an die Folge (I"(F):n =1,2,...) stabil im Sinne
von (iv) wird.?

Wir wenden uns abschlieBend endlich erzeugten Koérpererweiterungen zu. Ist [ C K
eine Korpererweiterung, so schreiben wir rg/p fir die Restriktionsabbildung von X :=
Sper K nach Xp = Sper F. Zunachst betrachten wir endliche Korpererweiterungen:

Satz 4. Sei K D F eine Korpererweiterung vom Grad n < oo. Dann gilt:

a) ri=rg/r: X — Xp ist eine offene (und abgeschlossene) Abbildung, d.h. die Bilder
konstruierbarer Mengen sind konstruierbar.

b) Die Fasern r=}(z) (z € Xf) sind endlich, und fir ihre Mdachtigkeiten t gilt t < n
und t = nmod 2.

c) Setzt man Uy := {z € Xp:#r71(z) =t} (t > 0), so ist jedes Uy konstruierbar, und
7 ist tber jedem Uy topologisch trivial (d.h. es gibt eine Zerlegung von r=(U;) in t
disjunkte offene Teilmengen Wy, ..., Wy, so daff r|W; ein Homdomorphismus von W;
auf Uy ist fir jedesi=1,...,t).

d) Die Abbildung f: Xp — Z, x — #r~1(z), liegt in W(F).

Beweis. Fir die Spurform ¢ := tr, ((1) i) zu K/F ist [ = @ nach Korollar 2 aus I, §12,
womit d) sowie die Konstruierbarkeit der U; gezcigt ist. AuBlerdem folgt sofort b) wegen
dim e = n. Wir zeigen a): Wie jede stetige Abbildung zwischen kompakten Raumen ist r
abgeschlossen. Des weiteren ist zunachst r(X ) = Uy U---UU, konstruierbar in Xp. Sind
aty .. um € K*,s0ist Hy(ay,...,am) = ryyp(Xp) fir L= K(\/ay,...,/an) (1, §3,
Satz 2), und folglich ist auch r](/p(HK(al,...,am)) = 7‘]{/1"(7'L/1"(XL)) = rpr(Xg)
konstruierbar in Xp. Da diese Hy(a1,...,an) eine Basis der Topologie von Xy bilden,
folgt a).

Es bleibt die zweite Aussage von c¢) zu zeigen. Sei dazu t > 0 und ein z € Uy fixiert.
Ist 7~Y(z) = {y1,..., 1}, s0 gibt es paarweise disjunkte konstruierbare Umgebungen W
der y; in 7= (Uy) (¢ = 1,...,t). Dann ist V(2) := #(W])N-- N r(W,) eine konstruierbare
Umgebung von z in Uy, und die Restriktion von r auf jedes Wi(z) := W/ nr=1(V(2)) ist
ein Homéomorphismus auf V(z).

2Es handelt sich hier um eine Stabilitit im Sinne der K-Theorie, siche etwa [M].
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_Nun iiberdeckt man U, durch endlich viele V(z;) (i = 1,...,N) und macht diese
Uberdeckung durch eventuelles Verkleinern der V(z;) disjunkt. Zu jedem 1 < ¢ < N
ist 71 (V(2i)) = U;:] W;(z;) (disjunkte Vereinigung), und r|Wj(z;) ist ein Homdomor-
phismus von Wj(z;) auf V(z;). Setzt man also W; := U1N=1 Wi(z;) (7 = 1,...,1), so
leisten Wy,. .., W, das Verlangte. 0

Aussage a) aus Satz 4 konnen wir mit Hille des Zeichenwechsel Kriteriums (11, §12) auf
endlich erzeugte Korpererweiterungen verallgemeinern:

Satz 5 (R. Elman, T.Y. Lam, A. Wadsworth [ELW]). Ist K D F eine endlich erzeugte
Kéorpererweiterung, so ist ricyp: Xic — Xp eine offene (und abgeschlossene) Abbildung.

Bewets. Das im Beweis von Satz 4a) verwendete Argument zeigt, daB es gentgt, ri/r(Xp)
als offen in X nachzuweisen. Sei o, ..., aq eine Transzendenzbasis von K iber F, und
sei B € K derart, dal K = F(ay,...,a4,B) ist (Satz vom primitiven Element). Ist
p € Flt1,...,ta,ta41] = F[t] ein irreduzibles Polynom mit p(ai,...,aq, f) =0, so ist der
Quotientenkérper von Ft]/(p) tiber F isomorph zu K (vgl. den Hilfssatz in II, §12).

Sei @ € rg/p(Xf) vorgegeben, sei k(z) der zugehorige reelle Abschlufl von K. Nach
dem Zeichenwechsel Kriterium (11, §12) gibt es a,b € k(z)**! mit p(a) < 0 < p(b). Sei
L = F(a,b) die von den Koordinaten von a« und b in k(z) tiber F' erzeugte endliche
Erweiterung von F, und sei 2’ die Restriktion der Anordnung von k(z) auf L. Es ist
a' € Hp(—p(a),p(b)). Nach Satz 4 ist Y := rp/pHp(—p(a),p(b)) eine konstruierbare
Umgebung von 2 in Xp. Aus dem Zeichenwechsel Kriterium folgt nun Y C rgp(Xy):
Denn ist y' € Hp(—p(a),p(b)) und y = rp/p(y'") € Y, so ist k(y) = k(y') ein Oberkérper
von L, und nach Wahl von o' ist p {iber k(y) indefinit. Dies impliziert, daB y eine
Fortsetzung auf K hat, wie gewlinscht. ]

Bemerkung. Unter Verwendung von modelltheoretischen Argumenten (Quantoreneli-
mination in der Theorie der reell abgeschlossenen Kérper) haben Coste und Roy in [CR]
cine weitreichende Verallgemeinerung von Satz 4a) bewiesen: Ist o: A — B ein Ring-
homomorphismus von endlicher Prasentation (d.h. ist B als A-Algebra endlich erzeugt
und kern ¢ ein endlich erzeugtes Ideal von A), so ist Sper : Sper B — Sper A cine offene
Abhildung heziiglich der konstruierbaren Topologien. Benutzt man dieses Resultat, so
ergibt sich auch ein weiterer Beweis von Satz 5.
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§9. Praordnungen von Ringen und Positivstellensatze

A sei stets ein Ring.

Das Ziel dieses Abschnitts ist eine Untersuchung der folgenden Frage: Sei X C Sper A
ein Durchschnitt von Mengen der Form {f > 0}, {f > 0}, {f = 0} (f € A), und als
solcher explizit beschrieben. Welches sind dann die auf X positiven (bzw. nicht-negativen,
bzw. verschwindenden) Funktionen in A?

Definition 1. Eine Prdordnung von A ist eine Teilmenge T C A mit
(1) T+T CT, TT C T (T ist Teilhalbring von A);
(2) a? € T fiir alle a € A.

Gilt zusétzlich
() -1¢T,

so heifit T eine echte, andernfalls eine unechte Praordnung von A.

Beispiele und Bemerkungen.

1. Ist A = k ein Korper, so hatten wir friher (I, §1) als Priordnungen bezeichnet, was wir
jetzt echte Praordnungen nennen. Diese Inkonsistenz sollte jedoch zu keinen Irritationen
fahren.

2. Die Urbilder von (echten) Praordnungen unter Homomorphismen sind wieder (echte)
Praordnungen; Bilder von Praordnungen unter surjektiven Homomorphismen sind wieder
Praordnungen.

3. Jede Ordnung von A ist eine echte Praordnung von A. Beliebige Durchschnitte und
aufsteigend gerichtete Vereinigungen von Pradordnungen sind wieder Praordnungen. Die
kleinste Praordnung von A ist A2, Genau dann also besitzt A eine echte Praordnung,
wenn A halbreell ist.

4. Ist 1/2 € A, so ist T = A die einzige unechte Priordnung von A (wegen 4a =
(a+1)? - (a=1)%).

5. Fir eine Teilmenge F' C A bezeichne P[F] die von I’ (in A) erzeugte Praordnung.
P[F) besteht aus den endlichen Summen von Elementen der Form a - f; - -- f,, a € £A?,
n >0, fi,...,fn € F (0.E. paarweise verschieden). Man beachte insbesondere, daf}
Hy(F) = H(P[F)]) gilt (denn D ist trivial, und C folgt aus der gegebenen Beschrei-
bung).

6. Fir Kérper k& mit chark # 2 (insbesondere fiir reelle Kérper) ist k% der Durch-
schnitt aller (An-)Ordnungen von & (I, §1). Fir Ringe gilt so etwas i.a. nicht — z.B. ist
A = Rfty,...,1,] ein recller Ring, in dem A% fiir n > 2 vom Durchschnitt aller Ord-
nungen verschieden ist. Ist nimlich K = Quot A, so kann man (Sper A)™™ mit Sper i
identifizieren (das haben wir nicht ganz gezeigt, vgl. aber §7, Beispiel 2), und der Durch-
schnitt der Ordnungen von A ist daher ANYK?, besteht also aus den positiv semidefiniten
Polynomen. Fiir n > 2 ist aber nicht jedes solche eine Summe von Quadraten in A (vgl.

II, §12).
Wie bei Kérpern gilt jedoch

Satz 1. Jede echte Praordnung von A ist in einer Ordnung enthaltem.
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Beweis. Es geniigt, von maximalen echten Praordnungen zu zeigen, daff sie Ordnungen
sind (Zornsches Lemma). Dazu dient

Lemma. Ist T C A eine echte Pradordnung und ¢ € A, so gilt
a) (@T)N(1+T)=0 oder (—eT)N(1L+T)=0;
b) ist (aT)N (1 +T) =0, soist auch T — aT eine echte Priordnung von A.

Beweis a) Ware as = 1 + b und —at = 1+ ¢ mit s,s',t,t' € T, so folgte —a’st =
145+t +51 also —1 =da?st+s" +t' +s't' €T, 'W]derspxuch
b) =1 €T —aT ist zuaT N(1+7T)# 0 dquivalent. m]

Sei also T eine maximale echte Praordnung. Aus dem Lemma folgt sofort TU(-T") =
Damit ist p := T N (—T) ein ldeal in A. Um zu zeigen, dal p ein Primideal ist, nehmen
wir an, es gebe a,b € A — p mit ab € p. Dann konnen wir auch ¢,b € T annehmen, also

a,b g —T. Nach Teil b) des Lemmas ist (aT)N (1 +7T) # 0 und (0T)N(1+T) # 0, etwa
as=1+s und bt=14+1t (s,8,t,t'€T).

Durch Multiplikation folgt
abst=1+s +t' +4t,

also =1 = (—ab)st + s’ +t' + s't' € T, Widerspruch. u]

Die folgenden Sitze beschreiben die auf Mengen der Form H4(F) positiv (semi-)
definiten Funktionen:

Satz 2. Sei F' eine Teilmenge von A und T = P[F)] die erzeugte Prdordnung. Dann sind
fir a € A dquivaleni:
(i) @ >0 auf Hy(F);!
(1) es gibt t,8' € T mitat =1+ 1';
(iii) es gibt t,t' € T mit a(1 +¢t) =1+1"

Beweis. (1) = (ii) Ist =1 € T, s0 ist [[4(F) = H,(T) @ und man kann ¢ = 0, ¢! = -1
wahlen. Daher sei —1 ¢ 7'; angenommen (a2)N(147") = . Nach dem Lemma und nach
Satz 1 gibt es dann eine Ordnung P von A mit P D 7" — aT DT, wegen a(P) <0 und
P € [14(F) ein Widerspruch.

(i) = (iii) Aus at = 1 4 ¢’ folgt a(1 + ¢') = a’t, und Addition ergibt a(1 +¢ + ¢') =
14 (a®t + ).

(ili) = (i) Fir o € Hy(F) ist t{a) > 0, U'(a) > 0, also a(a) > 0. ]

Korollar 1. Ist F' eine Teilmenge von A und T = P[F], so sind fir a € A dquivalent:
(i) a verschwindet nirgends awf Ha(F);
(ii) a tetlt ein Element aus 1+ T.

Beweis. Fir (i) = (ii) kann man « durch a? ersetzen und Satz 2 anwenden, und (ii) =
(1) ist klar. O

lgemeint ist natiirlich ,a(a) > 0 fiir alle & € H4(F)“; analog in allen weiteren Fillen.
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Korollar 2. Sei A = R[t1,...,t,] (R ein reell abgeschlossener Kérper) und B :=
{flg: f,9 € A, g(z) # 0 firalez € R*"} C Quot A der Ring der auf R™ reguliren
Funktionen. Dann ist B = S™'A, mit S := 1+ SA%. (Ein analoges Resultat besteht fiir
eine beliebige afline R-Algebra A mit V4(R) statt R™.)

Beweis (von C). Ist ¢ € A mit g(z) # 0 auf R", so verschwindet g auf Sper A nirgends,
da Za(g) konstruierbar ist (§5, Theorem 1). Nach Korollar 1 gibt es s € S und a« € A
mit ag = s, also mit % =< 0
Satz 3. Sei F eine Teilmenge von A und T := P[F]. Fir a € A sind dquivalent:

(i) @ >0 auf Hu(F);

(i) es gibt t,¢' € T und n >0 mit at = " +¢';
(iii) es gibt t,t' € T und n > 0 mit a(a2" +1) = a4t
(iv) es gibt t,t' € T und n > 0 mit a(a® +t) =1,

Beweis. (i) = (il). Sei B := a ™A und U := {t/ai"‘:n > 0,t € T} die von T"in B
erzeugte Praordnung. Wir identifizieren Sper B mit H4(a?) C Sper A (siehe §3). Da a
auf Hp(U) positiv ist, gibt es (nach Satz 2) m,n > 0 und (,t' € T mit

14 t

aaTmf‘Zl-i—ﬁl— 1nB.

Man kann o.E. m = n annehmen, und es folgt
at=ad*+1 inB,
also
a-aNt=a®NH) L 2Ny in A
fiir ein N > 0. Das ist eine Relation der Form (ii).
(i) = (iii) Aus at = a®™ 4 ' folgt wieder a(a®™ + t')

a(a®™ +t +t') = a® + (a®t + t'), eine Relation der Form (iii).
(iii) = (iv) und (iv) = (i) sind klar. 0

a’t, also durch Addition

Wir kommen nun zu Verallgemeinerungen dicser Satze, die die auf X positiv (semi-)
definiten Funktionen nicht nur fiir Mengen des Typs X = [14(F'), sondern fiir allgemeinere
prokonstruierbare Mengen X beschreiben.

Dazu seien I, G, £ C A Teilmengen und X die folgende prokonstruierbare Teilmenge
von Sper A:

X = Ha(F)N Ho(G)N Za(E),

also
X ={a€SperA: f(a)>0VfeF, gla) >0Vg € G, e(a) =0Ve € E}.

(Wegen Za(a) = Ha(—a?) = H(a)NH 4(—a) ware der Anteil Z,(E) fir die Beschreibung
von X nicht notig, macht aber natiirlich manchmal die Darstellung einfacher.) Es sei S
die von F in A erzeugte Halbgruppe (beachte 1 € S!), T = P[F U G] die von F und G

erzeugte Praordnung, a = ) Ae das von E erzeugte Ideal.
e€F
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Theorem 4 (Positivstellensatz). ['ir a € A sind dquivalent:
(1) a >0 auf X;

(i) 3s€ 5,3, €T mit at =s+t mod a;

(i) Is € S, ' e T mit a(s+1t)=s+ 1 moda.

Theorem 5 (Nichtnegativstellensatz). [ir a € A sind dquivalent:
(i) « 20 auf X;

(i) 3s€ S, t'eT,In>0 mit at =a*™s+1 moda;

(i) 3s € S, 3, € T,3In >0 mit a(a®™s +1t) =a’"s+1' moda.

Theorem 6 (Nullstellensatz). Fir a € A sind dquivalent:
(1) @ verschwindet identisch auf X; '~ itz )
(i) 3s€S,HeT,In>0 mit a*s+t€a.

Theorem 4 enthalt Satz 2, Theorem 5 enthalt Satz 3 und Theorem 6 enthalt den
schwachen reellen Nullstellensatz (§2, Satz 3) als Spezialfall.

Beweise.

Zunachst ist es eine einfache, wenn auch etwas langwierige Aufgabe, zu zeigen, dafl man
sich auf den TFall a = 0 beschranken kann. Wir Gberlassen sie dem Leser und setzen also
0.E. E =0 voraus. Sei B:= S 1Aund U = {t/s>:t € T, s € S} dic von T" in B erzeugte
Praordnung. Identifizieren wir Sper B kanonisch mit einem Teilraum von Sper A, so ist
X C Sper B, genauer X = [I3(U). Fiir alle a € A gilt also:

a>0(>0,=0)auf X CSper4A < %>0 (>0,=0) auf X C Sper B.

Man beachte, daB alle s € 5 auf X positiv und alle t € T" auf X nicht-negativ sind.
Theorem 4.

(i) = (ii) Sei @ > 0 aul X. Nach Satz 2 (angewandt auf B) gibt es s,s' € §,¢,¢' € T mit
t 1
2

a-—-:l-{-% inl3.

2
S S

Umformung gibt die Existenz eines s” € S mit

a(s's")2t = (ss's")? + (ss")?' in A, also (ii).

(i1) = (iti) folgt mit demselben Trick wie im Beweis von Satz 2, und (iii) = (i) ist klar.
Theorem 5.

(i) = (i1) Sei a > 0 auf X. Nach Satz 3 gibt es 5,8’ € S, #,¢' € T und n > 0 mit

tl

t .
—=a"+— inB.

a-
s2 52

Es gibt also s” € S mit

a(s's")t = a®(ss's")? + (ss")* in A,
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eine Identitat der Form (ii).

(i1) = (iii) folgt wie bei Satz 3, und (iii) = (i) ist klar.

Theorem 6.

(i) = (ii) Sei @ = 0 auf X. Nach dem schon bewiesenen Theorem 5 gibt es sy, s2 € S,
1,1y, 85, th € T und m,n > 0 mit

aty = a®s¥+ 1) und  —aty = a®™si + 1.
Multiplikation ergibt
—a’tyty = 02(m+n)(3132)2 +t
fir eint € T, also eine Identitat der Form (ii). Die Umkehrung ist wieder klar. D

Anmerkung. Sei R ein reell abgeschlossener Kdrper und A eine affine R-Algebra mit
Varietat V. Sind F,G,E C A und alles weitere wie zuvor, so erhalt man geometrische
Stellensitze, wenn man F und G als endlich voraussetzt. Dann namlich ist X konstruier-
bar (da A noethersch ist, spielt die Kardinalitat von E keine Rolle), und in den Theoremen
4 - 6 kann man in (i) jeweils X durch X(R) := X N V(R) ersetzen.

Beispiel. Aus Theorem 5 kann man die Losung des 17. Hilbertschen Problems ableiten:
Ist A = R[t1,...,ts) und a € A positiv semidefinit auf R®, so gibt es f,g € LA? und
m > 0 mit a = (a®™ + f)/ (a®™ + ¢) (und ¢*™ 4 g # 0). Nach Erweiterung wird

(a2™ + f)(a®™ + g)
(an + _(1)2

a =

als Summe von Quadraten in Quot A erkennbar. Man kann also zudem erreichen, daB
die Nenner der in dieser Darstellung auftretenden rationalen Funktionen héchstens in
Nullstellen von a verschwinden.

Zur Ilustration des Erreichten geben wir zwei Anwendungen von Prestels Positivstel-
lensatz (Satz 2) und eine Anwendung des Nullstellensatzes (Theorem 6).

Sei A ein beliebiger kommutativer Ring und P eine Ordnung von A. Wir geben
cine Beschreibung der maximalen Spezialisierung @ von P in Sper A (vgl. §6, Korollar).
Bezeichnet Q% das Komplement von q :=supp Q in @, so ist A die disjunkte Vereinigung
von @, —Q7F und g, insbesondere ist also Q durch Qt bestimmt.

Satz 7. Q7 ist die Menge aller a € P, die in A ein Element aus 1 + P teilen.

Beweis. Da der Speer {P} = Hy(P) aus Generalisierungen von @ besteht, ist Q% die
Menge aller a € A, die aul H,4(P) positiv sind. Die Behauptung folgt also aus Satz 2
(angewandt auf 7' = P), denn aus ap =1+ p' mit a € A, p, p' € P folgt « € P. a

Wir leiten jetzt einen Spezialfall eines Satzes von Hormander iiber das Wachstum von
Polynomen in mehreren Variablen her ([Hér], siehe auch [Sw, p. 224]). Verfeinerungen
dieses Satzes (loc.cit., [Go], [Ch], ...) sind in der Theorie der partiellen Differential-
gleichungen (insbesondere bei konstanten Koeflizienten) von Nutzen, die {iberhaupt ein
reiches Feld fir Anwendungen der reellen Algebra ist.
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Sei R ein reell abgeschlossener Kérper. Mit |[z]| bezeichnen wir die euklidische Norm
auf R, also ||z||? = 2% 4 --- + 22.

Satz 8. Seien f € R[t1,...,t,) und ein v > 0 in R gegeben, so daff f(z) # 0 fir alle
x € R™ mit ||z|| = r gilt. Dann gibt es eine Konstante C > 0 in R und eine natirliche
Zahl N, so daf

-N
F(@) = (1 + =)
fir alle z € R™ mit ||z|| > r ist.
Beweis. Wir setzen g(t1,...,t,) =13 +--- +12 —r> und M := {& € R":g(z) > 0}.

Nach Voraussetzung verschwindet f nirgends in M. Nach Korollar 1 (angewandt auf
A= R[t1,...,ta) und F = {g}) gibt es daher ein Polynom h € R[ty,..., 1], so daB

[f(@)h(z)]|>1 furalleze M (%)

gilt. Ist N der Totalgrad von h, so hat h die Gestalt

h(t)= > cal®

loj<N

mit Konstanten ¢, € R. (Hier durchlauft o = (e,..., ) € INj die Multi-Indizes mit
la| = a1+ + an < N.) Wegen [2] <1+ [|z]|? ist

k@< 3 deal (41l < (3 Teal) (14 11l

leisN JalsN
fir alle z € R™, und die Behauptung folgt aus (*). 0O
Wir kehren zu einem beliebigen kommutativen Ring A zuriick.

Satz 9. Sei X eine abgeschlossene Teilmenge von Sper A, und seien f,g € A derart, dafl
Jiir jedes © € X mit f(z) =0 auch g(x) =0 ist. Dann gibt es ein a € A und ein n € IN,
so dafl

9(2)*" < (1 4 a(2)?) f(2)?
fir alle z € X gilt.

Ist umgekehrt eine solche Ungleichung fur alle z € X erfillt, so verschwindet g natiirlich
in den Nullstellen von f in X.

Beweis. Nach Voraussetzung ist X N Z4(f) € Za(g). Da X Durchschnitt von abge-
schlossenen konstruierbaren Teilmengen von Sper A und Z4(g) koustruierbar ist, gibt es
eine konstruierbare abgeschlossene Obermenge Y von X mit Y N Z4(f) C Za(y) (84,
Korollar 2). Wir kénnen X durch Y ersetzen, also 0.E. X als konstruierbar voraussetzen.
Es gibt dann (endlich erzeugte) Praordnungen T7,...,7T; von A mit

X = ]_JA(Tl) U---UH4(T)).
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(Um dies einzusehen, stelle man das IKomplement von X als endliche Vercinigung von
Mengen der Form I?]A(fl, ..., fn) dar.) Anwendung des Nullstellensatzes (Theorem 6)
gibt uns Gleichungen

oM+ ti = aif?

mit n; € IN, ¢t; € T; und a; € A (1 = 1,...,7), und nach Multiplikation mit Potenzen von
g* erreichen wir ny = --- = n, =:n. Fir z € H(T;) ist

9(2)* < ai(e)] f(2)® < (1+ ai(2)?) f(2)” .
Daher gilt fiir jedes z € X
9(@)" < (L4 ar(2) + - + ar(2)?) f(2)2 < (14 a(z)?) f(a)?
mit @ :=1+a+-- + a2 o

Historische Bemerkungen. Der erste Nichtnegativstellensatz (unser Satz 3 im wesent-
lichen) stammt nach unserem Wissen von G. Stengle [St]. Stengle arbeitet dort in der
geometrischen Situation, beweist zunéichst einen ,semialgebraischen Nullstellensatz (un-
ser Theorem 6 mit F' = §§ und G endlich) und leitet daraus den Nichtnegativstellensatz
ab. Der hier gegebene Beweis fufit auf einer Idee von Prestel [Prl, p. 56f.], der {iber obiges
Lemma 1 seinen ,strikten“ Positivstellensatz (Satz 2 oben) gewinut. Heute findet man
in der Literatur zahlreiche Varianten und Kombinationen der Methoden von Stengle und
Prestel, um zu den Séatzen in diesem Abschnitt zu gelangen. Als historisch von Stengle
und Prestel weitgehend unabhéangige Zugange seien [Brul] und [Sw, §10] genannt.

Lojasiewicz bewies 1959 [L] in der geometrischen Situation eine zu Satz 9 ahnliche
Aussage iber semialgebraische Funktionen (das sind stetige Funktionen mit semialge-
braischem Graphen). Wir verweisen auf [BCR, §2.6] fiir eine moderne Darstellung dieser
berithmten und wichtigen Ungleichung von Lojasiewicz iiber einem beliebigen reell abge-
schlossenen Koérper R. Die Theorie der abstrakten semialgebraischen Funktionen (siehe
[Schwl] oder [Schw2]) fihrt zu der Einsicht, daf} Satz 9 mit der Lojasiewicz Ungleichung
nicht nur verwandt ist, sondern geradezu eine abstrakte Version derselben ist. (Lojasiewicz
bewies seine Ungleichung — natirlich fiir R = IR — sogar fiir semianalytische Funktionen.
Es scheint mdglich, die Ungleichung auch in diesem Tall auf Satz 9 zuriickzufithren.)
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§10. Die konvexen Radikalideale zu einer Priaordnung

Sei A stets ein Ring.

Nachdem wir in §7 die beziiglich einer Ordnung P von A konvexen Ideale studiert haben,
fihren wir jetzt allgemeiner den Begriff der Konvexitat beziiglich einer Praordnung 7' ein.
Die Stellensatze aus §9 werden ein geometrisches Verstandnis zumindest der T-konvexen
Radikalideale ermdéglichen.

Fast alle hier bewiesenen Resultate tiber T-konvexe Radikalideale gehen auf G. Brumfiel
zurtick [Bru 1], [Bru 2]. Er und sein Schiiler R. Robson haben auch erfolgreich iiber
allgemeinere T-konvexe Ideale gearbeitet (,,completely convex ideals®, [Bru 2}, [Ro]).

Sei T eine Praordnung von A. Wir definieren die Relation - < - (T') auf A durch
a<bd(T) <= b—aeTl.

Dann ist - < - (7T') reflexiv und transitiv, aber nur dann antisymmetrisch (und damit
eine Ordnungsrelation auf A), wenn TN (=T) = 0 ist. (Jedoch kann - < - (T') stets als
Anordnung der abelschen Gruppe A/T N (=T aufgefafit werden.) Fiir jede Untergruppe
G der additiven Gruppe (A, +) sind dquivalent:

(i) Aust,t' e Tund t+¢' € Glolgt t € G (und I’ € G);

(ii) aus a,b € G, c€e Aund a <c < b(T) folgt c € G;

(ili) ausa€ G, c€ Aund 0 < c < a(T) folgt c € G.
(Fir (i) = (ii) setze man t := c—a, t' == b—¢, fir (i) = (i) a ;== t + 1, c :=. L.
Hierfar spielt die multiplikative Struktur von A keine Rolle, T' braucht also auch keine
Praordnung zu sein.)

Definition 1. Sei T eine Praordnung von A. Eine Untergruppe G der additiven Gruppe
von A heilt T-konver (oder konvex beziglich T'), wenn die aquivalenten Bedingungen
(1)-(ii1) erfilllt sind.

Dies verallgemeinert Definition 1 aus §7; vgl. auch II, §1, Definition 1. In diesem
Abschmitt interessicren wir uns nur fir 7-konvexe [dcale von A, im nachsten dann fir
T-konvexe Teilringe. Da jeder Durchschnitt von T-konvexen Untergruppen von A wieder
T-konvex ist, gibt es zu jeder Untergruppe (jedem Ideal, jedem Teilring) von A eine klein-
ste T-konvexe Untergruppe (ein kleinstes 7-konvexes Ideal, einen kleinsten T-konvexen
Teilring) von A, welche(r) das gegebene Objekt enthalt.

Ist T = A die triviale (unechte) Praordnung, so ist A die einzige T-konvexe Untergruppe
von A; dieser Fall ist also uninteressant. Fiir die kleinste Praordnung Ty = L A? von A
ist ein Ideal a genau dann Ty-konvex, wenn es reell ist (also wenn der Ring A/a reell ist).
Da fur Praordnungen T C 7" jede T'-konvexe Untergruppe auch T-konvex ist, folgt aus
89, Satz 1 und aus §7, daB zu jeder echten Praordnung 7' auch ein von A verschicdenes
T-konvexes Ideal existiert.

Wir wollen zunéchst zeigen, daB jedes beziiglich der Eigenschaft pN(1+7") = @ maximale
Ideal p von A konvex beziiglich T ist. Sei stets T eine Praordnung von A. Ohne Miihe
verifiziert man die beiden ersten Lemmata:
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Lemma 1. [st a # A ein T-konvezes Ideal, so ist an(1+7T) = 0. |

Lemma 2. Ist S # 0 eine in 1 + T enthaltene multiplikative Teilmenge von A, so ist
T':={a€ A: esgibt s €S mit as € T’}

etne T umfassende echle Prdordnung von A. ]

Lemma 3. Fir alle a € A gelte ,2a € T = a € T“ (dies ist z.B. erfillt, falls 2 einc
Linheit ist). Dann ist a :=T N (=T') das kleinste T-konveze Ideal von A.

Beweis. a ist eine additive Untergruppe von A, welche ,2¢ € a = ¢ € a“ und ¢*a C a fiir
jedes ¢ € A erfillt. Dafirallea€ aundbe A

2ba = (1 4 b)%a — b*a —a

gilt und die rechte Seite in a liegt, ist auch ba € a, und folglich ist a ein Ideal. Die
T-Konvexitat von a folgt sofort (sind ¢,¢' € T mit t +1' € a, so ist t +1' € =T, also
t=(t+t)—t € —T), und es ist klar, da a in jedem T-konvexen Ideal von A enthalten
ist. )

Satz 1. Sei T' eine Prdordnung von A, und sei das Ideal p von A mazimal beztiglich der
Figenschaft pN (1 +T) = 0. Dann ist p ein T-konvexes Primideal.

Bewets. Nach dem Lemma in §1 ist p ein Primideal. Wir betrachten die echte Praordnung
U :=T+p von A und die multiplikative Teilmenge S := {2":n > 0} C 1+ U. Die
beziiglich S aus U wie in Lemma 2 gebildete Praordnung U' = {a € A : 2"a € U {ir ein
n > 0} erfillt die Eigenschaft aus Lemma 3, folglich ist p’ := U'N(—=U') ein p umfassendes
U'-konvexes, also auch T-konvexes, Ideal. Nach Lemma 1 ist insbesondere p'N(1+T) = §,
und somit p' = p. o

Aus Satz 1 folgert man wegen Lemma 1, daB die maximalen von A verschiedenen T-
konvexen Ideale von A genau die unter p N (1 + 7') = § maximalen (Prim-) Ideale p von
A sind. Man beachte, daf im Falle Tj = £A? die Bedingung an (1 4+ 7) = § gerade
die halbreellen Idcale a von A charakterisiert (§2); da die Tp-konvexen Ideale genau die
reellen Ideale sind, haben wir in diesem Spezialfall gerade Satz 2 aus §2 vor uns.

Satz 2. Sei a ein T'-konvezes Ideal von A. Dann ist auch jedes minimale Primoberideal
von a T-konvez.

Beweis. Sei p ein minimales Primoberideal von A. Dann ist U := {q% teT, se A— p}
eine echte Préordnung von Ap. Wére namlich —1 € U, so gibe es s € A — p mit
s> € TN(=T) C a, ein Widerspruch zu a C p und p prim. Das (echte) Ideal ad, ist
U-konvex in Ay, also nach Zorns Lemma und mit Satz 1 in einem U-konvexen Primideal
von Ap enthalten. Aber pAj, ist das einzige Primoberideal von aA, in Ap, und folglich
ist pAp U-konvex. Hieraus schliet man leicht, dal p T-konvex in A ist. D
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Folgerung: Sei a ein echtes Ideal von A.
a) Mit a ist auch \/a T-konvez.

b) Ist a ein Radikalideal, so ist a genau dann T-konvex, wenn alle seine minimalen
Primoberideale dies sind. 0

In §9 wurde schon bemerkt, daB eine Praordnung im allgemeinen nicht Durchschnitt
von Ordnungen ist. Wir zeigen als nachstes, dal man sich jedoch beim Studium von
T-konvexen Radikalidealen auf diesen [Fall beschranken kann; Satz 2 erlaubt dabei die
Reduktion auf Primideale.

Lemma 4 (A. Klapper, vgl. [Bru 1], p. 63). Sind T und T' Prdordnungen von A und ist
p ein (T NT")-konvexes Primideal, so ist p konvez beziiglich T' oder beziglich T".

Beweis. Wir verwenden wieder die Relation - < - (T') vom Beginn dieses Abschnitts. Sind
a,a’,b,b' € Aund gelten 0 < a < b(T) und 0 < o’ < ' (T), so ist auch 0 < aa’ < bV’ (7).
Waire p weder T- noch T”-konvex, so gabe es a,b € p und u,v € A — p mit

0<u<a(T) und 0<v<b(T).
Es folgt 0 < u? < a? (T) und 0 < v* < b* (7"), und daraus
0 < u®0? < a®0? < d®v? + b*u? ('Y und 0< wio? < <Pt + u?b? (™,

also 0 < w?v? < a®v? 4- 0% (TN T"). Wegen a%0? + b*u? € p und w?v? ¢ p ist das ein
Widerspruch zur (TN T")-Konvexitat von p. ]

Definition 2. Iir eine Préordnung T' von A bezeichnen wir mit T den Durchschnitt
aller Ordnungen P von A mit P 2 7T (fir T' = A ist also 7" = A). [st T =T, so nennen
wir T" saturiert.

Nach §9, Satz 1 ist mit 7" auch 7" eine cchte Praordnung. Nach dem Nichtnegativstel-
lensatz §9, Satz 3 gilt

T = {a€A:=d®™ €T —aT fir ein n >0}
={a€A: esgibt (,t' €7 und n > 0 mit a(a™ +¢) = ('}

(tr jede Praordnung 7" von A.

Satz 3. Sei T eine Prdordnung von A und a ein Radikalideal von A. Dann ist a genau
dann T'-konvex, wenn es T'-konvex ist.

Beweis. Wir kénnen a = p als prim voraussetzen (Folgerung b) aus Satz 2). Nur eine
Beweisrichtung ist nicht-trivial. Angenommen, p sei T-konvex, aber nicht T-konvex.
Dann gibt es a,b € T mit a + b € p und a,b € p. Es gibt u,v',v,0' € 7' und myn >0
mit au = ¢*™ +u' und bv = b** + v'. Beide Elemente liegen in 7', aber nicht in p, denn
p ist T-konvex. Folglich liegen auch ¢ := a - eubv und d := b - aubv in T, aber nicht in p.
Wegen ¢+ d = (a + b)aubv € p ist das ein Widerspruch zur 7'-Konvexitat von p. m]
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Aus Korollar 1 in §9 folgt sofort, daf 1+ 7" aus Teilern von Elementen aus 1+7" besteht.
Das erhalt man jetzt auch aus den Satzen 1 und 3. (Wére « € 7 und 1+a kein Teiler eines
Elementes aus 1 4+ T', so gibe es nach Satz 1 ein T-konvexes Primideal p mit 1 + « € p;
dieses ist natiirlich nicht T-konvex, Widerspruch.)

Definition 3. Wir nennen eine abgeschlossene Teilmenge X von Sper A basisch, wenn
sie die Gestalt X = Hy4(F) fir eine Teilmenge F von A hat. Da der Durchschnitt
von basischen abgeschlossenen Mengen wieder basisch ist, gibt es zu jeder Teilmenge
X C Sper A eine kleinste basische abgeschlossene Obermenge von X, die wir mit X
bezeichnen.

Ist X eine Teilmenge von Sper A, so schreiben wir kunftig
P(X):={a€A:a(z) >0 VaeX}.

Dies ist eine Praordnung von A, und ist gerade der Durchschnitt aller Elemente aus
X, wenn man diese als Ordnungen von A interpretiert. Die Priordnungen der Gestalt
P(X) sind also genau die saturierten Praordnungen von A. Im TFalle X = {z} ist
P(z) := P({z}) nichts anderes als = selbst, aufgefaBt als eine Ordnung von A (vgl. §3).

Man kann die Beziehung zwischen Praordnungen von A und basischen abgeschlosse-
nen Teilmengen von Sper A formal wie folgt fassen. Wir haben ordnungsumkehrende
Abbildungen

H
{Teilmengen von A} 7 {Teilmengen von Sper A}
P
zwischen den Potenzmengen von A und Sper A erklart. Iur jede Teilmenge F' C A ist
dabei -
P(I(F)) = P[F],

die Saturierung der von F in A erzeugten Praordnung, und fir jede Teilmenge X von
Sper A ist ) )
H(P(X)) =X,

die kleinste X enthaltende basische abgeschlossene Teilmenge von Sper A. Schrankt man
H bzw. P ein auf die saturierten Priordnungen von A eincrscits und die basischen abge-
schlossenen Teilraume von Sper A andererseits, so vermitteln diese Operatoren zueinan-
der inverse ordnungsumkchrende Bijektionen zwischen den jeweiligen Mengen: Saturierte
Praordnungen von A und basische abgeschlossene Teilriume von Sper A kénnen via H
und P also miteinander identifiziert werden. Wir werden im weiteren den Teilraumen
von Sper A haufig den Vorzug geben, da diese den Vorteil einer grofieren geometrischen
Anschaulichkeit besitzen.

Ist X C Sper A, so sprechen wir daher in der Folge haufig auch von X-konvezen
Untergruppen (Idealen, Teilringen) anstelle von P(X)-konvexen Untergruppen etc. (Ist
X = {a}, so sprechen wir auch von in z konvexen Untergruppen, ...) Satz 3 besagt
also fur Radikalideale a und beliebige Praordnungen T, dafl a genau dann T-konvex ist,
wenn es H(T)-konvex ist. Eine Untergruppe von A ist genau dann X -konvex, wenn sie
X -konvex ist.
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Da fir Teilmengen Y C X C Sper A trivialerweise jedes Y-konvexe Ideal auch X-
konvex ist, ist inshesondere fiir jedes z € X das Ideal supp (z) X-konvex. Wir zeigen
nun, daf} hiervon auch die Umkehrung gilt, falls X abgeschlossen ist.

Lemma 5. [zt X eine prokonstruierbare Teilmenge von Sper A und p ein Primideal von
A, welches in keinem z € X konvez ist, so gibl es eine abgeschlossene konstruierbare
Menge Y D X, so daff p nicht Y-konvez ist. Insbesondere ist p nicht X -konvez.

Beweis. Zu jedem z € X gibt es Elemente az,b; € A — p mit az(z) > 0, by(z) > 0

und @z + b, € p. Die Mengen Y (z) := H(az,b;) (z € X) bilden dann eine Uberdeckung

von X durch abgeschlossene konstruierbare Mengen. Wegen der Kompaktheit der kon-

strulerbaren Topologie (vgl. §4, Korollar 2a) gibt es endlich viele zy,...,z, € X mit

XCYiU---UY, =Y, wobei Y; := Y(z;). Fur keins € {1,...,7} ist p Yi-konvex. Aus

Lemma 4 folgt, daB p nicht Y-konvex ist, wegen P(Y) = [ P(V3). O
1

Theorem 4. Sei X eine abgeschlossene Teilmenge von Sper A. Dann sind die X-
konvexen Primideale von A genau die Trager supp (z) aller Punkte x € X.

Beweis. Die Ideale supp (z) (¢ € X) sind X-konvex, wie schon bemerkt wurde. Umge-
kehrt sei p ein X-konvexes Primideal. Nach Lemma 5 ist p konvex in einem z € X, also
p = supp (y) fiir eine Spezialisierung y von z (87, Theorem 2). Da X abgeschlossen ist,
isty e X. o

Aus Thecrem 4 138t sich eine sehr anschauliche geometrische Interpretation der X-
konvexen Radikalideale herleiten. Ist X C Sper A eine Teilmenge, so nennen wir im
folgenden eine Teilmenge Z von X algebraisch in X, wenn es ein Ideal a C A gibt mit
Z = Zx(a) ;= X NZy(a) = {o € X : az) = 0 fir alle a € a}. Schreiben wir
I(Y):= () supp(y) ={a € A:a(y) =0 fur alley € Y}, so gilt

yeYy
Theorem 5. Sei X abgeschlossen in Sper A. Dann entsprechen die X -konvexen Radikal-
ideale a von A bijektiv den in X algebraischen Teilmengen Z von X, vermdge

7 =7Zx(a) wnd a=I1(2).

Beweis. Wegen ZxoloZyx = Zyx ist Zxol(Z) = Z fir jede in X algebraische Teilmenge
7Z. Umgekehrt sei a ein X-konvexes Radikalideal; klar ist a C I(Zx(a)). Ist f & a, so
gibt es nach Satz 2 ein X-konvexes Primideal p 2 a mit f &€ p. Nach Theorem 4 ist
p = supp(z) fir ein z € X, also ¢ € Zx(p) € Zx(a). Andererseits ist f(z) # 0, also
7 ¢ 1(Zx (). o

Was bedeutet Theorem 5 im ,geometrischen Fall“? Sei V eine afline Varietat tiber
einem reell abgeschlossenen Kérper R und A := R[V] die zugehorige R-Algebra. Sei
M C V(R) eine abgeschlossene semialgebraische Teilmenge der Form

M=|J{zeV(R): fu(z) 20,..., fise(z) > 0} (%)

1=1
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mit endlich vielen fi; € A. (Nach dem (hier noch unbewiesenen) Endlichkeitssatz (§5) hat
jedes abgeschlossene semialgebraische M die Form (). Wir brauchen diese Voraussetzung
nur, um sicherzustellen, dal M abgeschlossen in V(R) ist.) Die zu M korrespondierende
(abgeschlossene) konstruierbare Teilmenge M von Sper A ist der AbschluB von M in
Sper A (beziiglich konstruierbarer oder Harrison-Topologie), somit gilt P(M) = P(M)
fiir die zugehérigen (saturierten) Praordnungen von A.

Sei a ein Radikalideal von A und W die zugehdrige abgeschlossene Untervarietdt von V.
Nach Theorem 5 ist a genau dann M-konvex, wenn a = ](ZM(Q)) = ](]\Z N Za(a)) gilt.
Nun ist aber Z4(a) = WUY), also M N Zy(a) = (M NW(R))~. Wegen I(N) = I(N)
fir semialgebraisches N C V(R) kénnen wir Theorem 5 im vorliegenden Fall also so
formulieren:

Theorem 5a. Sei V eine affine R-Varietit, sei M eine abgeschlossene semialgebraische
Teilmenge von V(R) (der Form (x)) und a ein Radikalideal von R[V], sowie W die zu a
gehorende Untervarietit von V. Genau dann ist a konvex beztglich M, wenn M O W (R)
Zariski-dicht in W ist.

Wir kehren zu einem beliebigen kommutativen Ring A zuriick und ziehen aus den
Theoremen 4 und 5 zwei Folgerungen. Sei T eine Praordnung und a ein Ideal von A.

Definition 4. cir(a) bezeichne den Durchschnitt aller T-konvexen Oberideale b von a
(also das kleinste T-konvexe Ideal b 2 a). (Hier steht ci fir ,convex ideal“.)

Satz 6. Fir jedes Ideal a von A ist

Veir(a)={a€ A: es gibtn>0undt €T mit ®™ +1t € a}.

Beweis. Zunachst ist ¢ := 4/cip(a) das kleinste T-konvexe Radikalideal 2 a (Folgerung
a) aus Satz 2). Sei X := A(T), also P(X) = T. Da ¢ nach Satz 3 auch X-konvex ist, ist
¢ erst recht das kleinste X-konvexe Radikalideal D a. Theorem 5 gibt nun ¢ = I(Zx(a)).
Nach dem Nullstellensatz §9, Theorem 6 (angewandt auf F' = @, G = T, E = a) ist
1(Zx(a)) gerade die rechte Seite in der Behauptung. o

Man beachte, dafl Satz 6 eine Verallgemeinerung des schwachen reellen Nullstellensatzes
(82, Satz 3) ist (dieser entspricht dem Fall T = £ A?); das reelle Radikal ¢/a von a ist
gerade \/ciy2(a).

Der folgende direkte Beweis von Satz 6 findet sich in [Bru 2], p. 59: Sei b = {a € A :
a +teafireinn>0und eint e T}. Offenbar ist b C y/cip(a), und es gentgt zu
zeigen, daB b + b C b ist. Seien also b0 € b und b*™ + L =a € a, b + ' = o' € a mit
t,t' € T; wir koénnen m = n annchmen. Es ist

((b-l- Z)I)2 + (1) _ 61)2)2” - (21)2 + Qb"))?n — b2y, + b”_’nul
mit u,u’ € T, also

((b+ VY2 + (b - b’)z)zn +tu+te =autdu € a.
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Da die linke Seite die Form (b + )%™ + v mit v € T hat, folgt b+ ¥ € b.

Der nachste Satz betrifft die Beziehung zwischen einer Teilmenge X von Sper A und
der von ihr erzeugten basischen abgeschlossenen Menge X:

Satz 7. Ist X C Sper A abgeschlossen, so haben X und X unter der Trdgerabbildung
supp : Sper A — Spec A dasselbe Bild.

Beweis. Das folgt sofort aus Theorem 4, denn es ist P(X) = P(X). O

Es scheint ein interessantes und wohl auch schwieriges Problem zu sein, in vernunftigen
Situationen die Bezichungen zwischen X und X zu klaren. Ist etwa

X = H(fa, - fisti))
=1

eine explizit gegebene abgeschlossene konstruierbare Teilmenge von Sper A, wie lafit sich
dann X durch die f;; beschreiben? In welchen Fallen ist X wieder konstruierbar?
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§11. Beschranktheit

In II, §1 war schon der Begrifl einer beztiglich einer festen Anordnung archimedischen
Kérpererweiterung eingefiihrt worden. Dieses Konzept wird jetzt in zweifacher Hinsicht
verallgemeinert: An die Stelle von Korpererweiterungen treten beliebige Ringerweiterun-
gen A D A, und statt einer festen (An-) Ordnung werden beliebige Teilmengen X von
Sper A betrachtet. So gelangt man zum Begriff des archimedischen Abschlusses von A
in A auf X, welcher in diesem Abschnitt verschiedene Charakterisierungen erfahren wird.
Tatséachlich 1aBt sich das Konzept des archimedischen Abschlusses auch als Bildung der
konvexen Hille eines Teilrings bezliglich einer Praordnung verstehen, wie weiter unten
erlautert wird.

Im folgenden sei stets ¢: A — A ein Ringhomomorphismus.

Definition 1. Sei X C Sper A eine Teilmenge.
a) Ein Element a € A heifit auf X beschrankt iber A (oder beziiglich ¢), wenn es ein
A€ A gibt mit

la(2)] < (pA)(2)

fir alle z € X. Die auf X {iber A beschrankten Elemente von A bilden offensichtlich einen
@(A) umfassenden Teilring von A, der mit ox(A/A) oder ox(A, ) bezeichnet wird. Ist
X = {z} einelementig, so schreiben wir 0,(A/A) := 0(,1(A/A).

b) A heilit auf X archimedisch dber A (oder beziglich @), wenn ox(A/A) = A ist. Ist
A ein Teilring von A und ¢ die Inklusion, so nennt man ox(A/A) den archimedischen
Abschlufy von A in A auf X. Ist dabei A = ox(A/A), so heit A auf X archimedisch
abgeschlossen in A.

Ersetzt man ¢ durch die Inklusion des Teilrings ¢(A) von A, so andert sich ox(A/A)
nicht. Daher kann man sich A stets als Teilring von A (und ¢ als die Inklusion) denken.
Ein Element a € A ist (schon) genau dann auf X beschridnkt bezliglich ¢, wenn ein
1 € A existiert mit

la(z)] < |(en)(z)]

fir alle z € X (man nehme etwa A = 1 + u?). Die Bezeichnung von oy(A/A) als
archimedischem Abschlufl (von A in A aul X) ist gerechtlertigt, da oy (A/A) ersichtlich
der grofite Teilring B von A ist, welcher uber A archimedisch auf dem Bild von X in
Sper B ist.

Man beachte, daf§ in Definition 1 eine (auf X) gleichmdfige Beschrankung durch Ele-
mente aus A gefordert wird, d.h. es handelt sich um eine beziiglich X globale Bedingung.
Wir werden jedoch sehen, dafl diese fiir prokonstruierbares X zur entsprechenden lokalen
Bedingung dquivalent ist (Korollar 6).

Tatsachlich handelt es sich beim Begriff des archimedischen Abschlusses eines Teilrings
von A um die Bildung einer konvexen Hiille beziiglich einer Praordnung. Sei namlich
X C Sper A, und T := P(X) die zugehérige Praordnung, vgl. §11; wie dort sprechen wir
von X-Konvexitit anstelle von T'-Konvexitit. Die Relation - < - (T') auf A interpretiert
sich als

a <b(T) < a(z) < b(z) fur alle z € X.



11. Beschranktheil 155

Ist nun A C A ein Teilring, so tiberzeugt man sich sofort, dal der Teilring ox(A/A)
nichts anderes ist als die X-konvexe Hillle von A in A (welche in der gegebenen Situation
also wieder ein Teilring ist). Daher handelt dieser Abschnitt im Grunde ber beziglich
einer Praordnung konvexe Teilringe eines Rings; so ist A genau dann in A archimedisch
abgeschlossen auf X, wenn A X-konvex in A ist.

Die Bildung des archimedischen Abschlusses ist in folgender Weise funktoriell: Ist
A A

T T
A — A

ein kommutatives Diagramm von Ringhomomorphismen und sind X C Sper A, X’ C
Sper A’ Teilmengen mit (Sper a)(X) € X', so ist a(ox:/(A'/A")) C ox(A/A). (Beweis
klar.)

Beispiele und Bemerkungen.

1. Ist A = K ein Kérper, A ein Teilring von K und besteht X = {z} aus nur einer
Anordnung von K, so haben wir den Teilring 0,(K/A) schon in II, §1, Definition 4
eingefihrt: 0, (K/A) ist die konvexe Hillle von A in K beziiglich .

2. In der allgemeinen Situation gilt fir jede Teilmenge X von Sper A

ox(A/A) = og(AJA) = 0 4 (A/A),

wobei X der von X erzeugte basische abgeschlossene Teilraum ist (§10). Denn defini-
tionsgemaf liegt ein Element a € A genau dann in 0x(A/A), wenn es ein A € A gibt
mit X C H(p(N)? — a?). (Da es sich bei den Ringen um konvexe Hiillen beziiglich
Praordnungen handelt, folgt die Identitat auch aus P(X) = P(X) = P(X).)

Definition 2. Ist X eine Teilmenge von Sper A, so setzen wir 0x(A) := 0x(A/Z) und
nennen die Elemente aus ox(A) die auf X absolut beschrinklen Elemente von A. (Dies
versteht sich natirlich in bezug auf den eindeutigen Homomorphismus Z — A.) Im
Falle X = Sper A heilen die Elemente aus 0(A) := ogper a(A) die absolut beschrinkten
Elemente von A. Ist 4 = K ein Kérper, se nennt man o(K') den (reellen) Holomorphiering
von I. In §12 werden wir diesen eingehender studieren.

Aus der oben erwahnten Funktorialitit des archimedischen Abschlusses folgt fiir jeden
Homomorphismus a: A' — A, daB a(0(A)) C o(A') gilt. Allgemeiner ist a(ox(A)) C
ox/(A") fiir alle Teilmengen X C Sper A und X' C Sper A’ mit (Sper a)(X') C X.

Beispiel 3. Sind aj,...,a, € A und ist 1 + a? 4+ --- + a? eine Einheit in A, so ist
ay(l + a2+ -+ +a2)7! € o(A), also absolut beschrankt. Insbesondere sind in einem
formal reellen Kérper F' alle Elemente a1(1+4a?+---+a2)~! (mit a1,...,a, € F) absolut
beschrankt. Allgemeiner ist fir eine Praordnung T von A jedes Element b € A absolut
beschrinkt auf H(T), zu dem es eine Gleichung b(1 + a®> 4+ t) = a mit a € A, t € T gibt.
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Beispiele von archimedischen Ringerweiterungen erhalt man aus

Satz 1. Jede ganze Ringerweiterung A 2 A ist archimedisch (auf ganz Sper A).
Beweis: Jedes a € A geniigt einer Gleichung

a4+ a4 N, =0
mit A; € A. Daraus folgt fiir jedes z € Sper A

. la(z)] < max{1, [\i(2)[+ - + ()]}
(I, §7, Satz 1), also etwa

la(z)] € (R+1+A 4+ +22)(a),
da [A] €14 )\? in jedem angeordneten Kérper gilt. D

Wir beweisen jetzt ein Resultat, welches {iber Satz 1 wesentlich hinausgeht und den
archimedischen Abschluf8 eines Teilrings A auf einer Teilmenge des reellen Spektrums
charakterisiert. Dabei konnen wir charA = 0, also Z C A voraussetzen, da sonst
Sper A = { ist und die Begriffe inhaltsleer werden.

Definition 3. Sei A ein Ring mit Z C A. Wir nennen ein Polynom f(¢) € A[t] fast
normiert, falls sein Leitkoeflizient eine natiirliche Zahl ist.

Theorem 2 (G.W. Brumfiel [Brul, ch. VI]). Se: A ein Ring mit Z C A und A ein Teilring

von A, sowie X eine Teilmenge von Sper A. Dann sind fur jedes a € A die folgenden

Aussagen gleichwertig:

(1) a € ox(A/A), d-h. a ist auf X beschrinkt iber A;

(i) es gibt ein fast normiertes nicht-konstantes Polynom f(t) € A[t] mit f(a*) < 0 auf
X;

(iii) es gibt ein fast normiertes nicht-konstantes Polynom f(t) € A[t] von geradem Grad
mit f(a) <0 auf X.

(Fir be Asoll ,,b <0 auf X“ natirlich heifien, dal b(z) < 0 fir alle z € X ist.)

Ist a € 0x(A/A) und A € A mit [a(z)] < Mz) fur alle z € X, so erfillt das Polynom
f(t) = t — A2 die Bedingung (ii). Die Implikation (ii) = (iii) ist trivial (ersetze f(t) durch
f(£2)), es bleibt also (iii) = (i) zu zeigen. Hierzu dient das folgende bemerkenswerte

Lemma (G.W. Brumfiel). Sei n € IN und seien t,ui, ..., us, unabhingige Variable iber
Q; sei u := (uy,...,u2,). Dann gibt es ein k € IN und Polynome b(u) € Q[u] sowie
Ri(u,t), ..., he(u,t) € Qlu,t] mit

k
t'.Zn + u]tzn_l 4+t ug, = b(u) + Z hi(u>t)2 .

1=1
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Ist also A ein Ring mit Z C A und f € A[t] ein fast normiertes Polynom von geradem
Grad 2n, so gibt es eine natiirliche Zahl s, ein B(f) € A und ein Polynom A(t), welches
Summe von Quadraten in A[t] ist, mit B(f) = sf(t) — h(t). Wendet man dies in der
Situation von Theorem 2, Voraussetzung (iii) auf die Polynome f(t) 4+t und f(t) —t an,
so erhdlt man eine natiitliche Zahl s, Elemente 3,3 € A mit 8 = s(f(t) +1t) — h(t) und
B = s(—f(t) +1) + 71(1), wobei h,h Summen von Quadraten in A[t] sind. Einsetzen von
i = a gibt dann B

B(z) < sa(z) < B(z)
fur alle x € X, woraus sofort (i) folgt.

Das Lemma selbst wird durch Induktion nach n bewiesen, wobei der Induktionsbeginn
aus
2
Up\2 u
12+ult+uz = (t+?l) +(u2——41—)

folgt. Ist n > 1, so nehmen wir die , Tschirnhausen-Transformation® s := ¢ — 2% vor und
erhalten

- - 2n—
t2n+uliQn 1+"'+u2n — S2n+v252n 2+vss-n 3+"'+'U2n

mit v; € Q[u]. Schreibt man die rechte Seite als

-1 2 -1
(Sn + 1)29 S11—2) + ($2n~2 + 7.)332"_3 + ('U4 _ ('U22 )2) $2n—t 4. > ,

so kann man auf den zweiten Summanden die Induktionsvoraussetzung anwenden und
erhélt so die Behauptung des Lemmas auch fiir n. 0o

Anmerkung. Brumfiel benutzt den nach Theorem 2 naheliegenden Terminus ,semi-
itegrally closed“ fur unser ,archimedisch abgeschlossen“. Zu einer wortlichen Ein-
deutschung fchlte uns hier der Mut.

Wir kommen zu einer anderen Beschreibung des archimedischen Abschlusses von A in
A auf X, bei der starker die Praordnung P(X) der auf X nicht-negativen Elemente aus
A 1n Vordergrund steht. Ist 7' eine beliebige Praordnung von A, so schreiben wir auch
op(A/A) fix 051y (A/A) (und op(A) fir op{A/Z)). Es ist also or(A/A) die T-konvexe
Iille von A in A. Aufgrund von Beispiel 2 hat jeder Ring 0x(A/A) die Gestalt op(A/A),
etwa mit T = P(X).

Satz 3. Sei A ein Teilring von A und T eine Prdordnung von A.
a) Ein Element a € A liegt genau dann in op(A/A), wenn es A € A und t € T gibt mit

U+ +a)eT und (1+t) (N —-a)eT.
b) Ein Element a € A liegt genau dann in op(A), wenn es n € IN undt € T gibt mit

(I+t)(n+a)€T und (1+t)(n—a)eT.
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Beweis: Aus der Existenz von A (bzw. n) und ¢ wie in den beiden Aussagen folgt
X <a< A (bazw. —n < a < n) auf X := H(T). Es geniigt daher, die umgekehrte
Richtung im Falle a) zu verifizieren. Ist also a € op(A/A) gegeben, so wahlen wir ein
i € A mit |a(z)]| < |u(z)] fir alle z € X und setzen A := 14 2. Wegen |a| < |u| < X < A?
auf X sind A% & a positiv auf X, und die Behauptung folgt aus Prestels Positivstellensatz
(89, Satz 2, Implikation (i) = (iii)). m]

Korollar 1. Ist jedes Flement aus 1 + T eine Einheit in A (etwa A ein Kérper und T
eine echte Prdordnung), so ist

or(A/A) ={a€ A: esgibt A€ A mit > +a €T}

und
op(A)={a€ A: esgibt n€ NmitntaeT}. i

Korollar 2. Ist jedes Element aus 1 + £ A? eine Einheit in A, so ist

o(o(A/A) [ A) = o(A/A).

Beweis: Sei B := o(A/A). Man muB zeigen, daf} jedes b € B auf ganz Sper B beschrankt
iber A ist. Anwendung von Korollar 1 (mit 7' = EAZ) gibt A € A, a,...,a, € A und
eine Gleichung

Mot =a? 4 +a2.

T

Jedes |a;| ist auf ganz Sper A durch A% beschrankt, weshalb die a; in B liegen. Somit ist
|b| auf ganz Sper B durch A? beschrinkt. ]

Im Korperfall 148t sich aus Korollar 1 eine Parametrisierung der Elemente aus o7(A/A)
gewinnen:

Satz 4. Sei K ein Korper, T eine echte Prdordnung von K und A C K ein Teilring.
Dann ist op(I[/A) die Menge aller Flemente

Aa
14 a2+
mit \e€A, a€ K undteT.

Beweis: Jedes solche Element liegt in o7 (K/A) (Beispiel 3). Ist umgekehrt ein Element

z # 0 in op(K/A) gegeben, so gibt es nach Korollar 1 ein A € A mit A\ — 2% € T, also
3

mit ¢ := (2)" — 1 € T. Setzt man @ := 2, so ist 22

5
z Pl sa= 2% =1 + a® + t, woraus man

2\a
2= ———
l4a*+1

erhalt, wie gewlinscht. O
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Korollar 3. Ist K ein Korper, X eine Teilmenge von Sper K und A ein Teilring von K,
so ist

ox(K/A)=A-ox(K)={ zX€A, z€ 0x(K)}. ]

Korollar 4. Ist K ein Korper und T eine echte Praordnung von K, so wird op(K) als
additive Gruppe von den Elementen 1/(1 +1t) mitt € T erzeugt.

Beweis: Das folgt aus Satz 4 und der Identitat

2a (a+1)2—(a—1)

T+a2+t (a+1)2+(a—1)242t"

Wir kehren zu einem beliebigen (kommutativen) Ring A zurlick und fragen jetzt bei
festgehaltenem Teilring A nach der Abhangigkeit der Ringe 0x(A/A) von der Teilmenge
X C Sper A. Da aus Y C X ganz allgemein oy (A/A) D ox(A/A) folgt, ist stets

ox(A/A) C (] ox(A/A),
T€X
aber 1.a. gilt hier keine Gleichheit:
Beispiel 4. Sei R ein reell abgeschlossener Korper, sei A = R|[t] der Polynomring in
einer Variablen und A = R. Jedes nicht-konstante Polynom f € R[t] ist in genau zwei
Punkten aus Sper R[t] unbeschrankt {iber R, ndmlich in *£co (vgl. §3, Beispiel 2). Aber

auf der offenen Teilmenge X := (Sper R[t])—{+oco} von Sper R[t] sind nur die konstanten
Polynome archimedisch iiber R, es ist also

x(RU/R) =R # Rl = () o.(Rit)/R).

zeX

Wir werden jedoch sogleich sehen, daf dies bei prokonstruierbarem X nicht passieren
kann. Zuvor

Satz 5. Set A cin Teilring von A. Fur jedes a € A ist der , Unbeschranktheilsort®
Qa/A) := {z € Sper A:a & 0.(A/A)}

von a Uber A abgeschlossen in Sper A und enthdlt mit jedem Punkl auch dessen Genera-
lisierungen.

Bewers: Es ist

Q(a/A) = {z € Sper A: VA€ A |a(z)] 2 |M2)|} = [) H(a® - A?).
AEA

Da man hierbei das > durch ein > ersetzen kann, ist auch

Qa/A) = (] H(a® - )?).

AEA
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Aus diesen beiden Darstellungen folgen die Behauptungen. O
Korollar 5. Sind z,y € Sper A mit y > x, so ist 0,(A/A) = 0,(A/A). C

Beispiel 5. Sei wieder R ein reell abgeschlossener Korper, und sei V eine affine R-Varietat
mit zugehdriger Koordinatenalgebra A = R[V]. Seien uy,...,un, Erzeuger von R[V] tiber
Rund seia:=u?+- - +u? € A Dann besteht Q(a/R) aus allen = € Sper A = V(R), fiir
die der ,,Abstand von = zum Ursprung® (bei der durch uy,...,u, gegebenen Einbettung
von V in den affinen Raum A™) unendlich grof8 gegeniiber R ist. Nach Satz 5 besteht
Q(a/R) genau aus allen Generalisierungen von Punkten aus

Q" (a/R) := Q(a/R) N (Sper A)™**.
Aus §7, Korollar 5 folgt
Q™**(a/R) = {z € (Sper A)™* : k(z) ist nicht archimedisch iiber R} .

Insbesondere ist £2(a/R) von der Wahl der Erzeuger von R[V] unabhangig und kann daher

als Menge der unendlich fernen Punkte in V(R) bezeichnet werden. Dies harmoniert auch
mit §6, Bemerkung 5.

Satz 6. Sei A ein Teilring von A und X eine prokonstruierbare Teilmenge von Sper A. Ist
a € A in jedern x € X beschrankt iber A, so gibt es eine offene konstruierbare Umgebunyg
U von X in Sper A, auf der a tber A beschrankt ist.

Beweis: Nach Satz 5 ist a auch in jedem z € X beschrankt {iber A, weshalb wir X = X
annehmen kénnen. Zu jedem z € X gibt es ein A\; € A mit |a(z)| < Az(z). Da X
quasikompakt ist, gibt es endlich viele zy,...,zxy € X mit

N
X ¢ |J{veSper A:|a@)| < ()} =:U.

=1

Die Menge U ist eine offene konstruierbare Umgebung von X = X, und mit \ :=
1+A2 4+ + A2 gilt a(y)] < A(y) fir alley € U. D

Korollar 6. Sei A ein Teilring von A und X eine prokonstruierbare Teilmenge von
Sper A. Dann ist
ox(A/A) = [ oz(A/A),
z€X
und man kann sich auf der rechten Seite sogar auf die Punkte = aus X™** oder aus X™"
beschréinken.

Beweis: Satz 6 und Korollar 5. ]

Bemerkung. Sei V eine affine Varietit tiber einem reell abgeschlossenen Korper R und
A = R[V] ihre Koordinatenalgebra. Ist M eine semialgebraische Teilmenge von V(R)
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und M die zugehdrige konstruierbare Teilmenge von Sper A, so liegt es nahe zu fragen,
ob 0 (A/A) schon der Durchschnitt der Ringe 0,(A/A) mit z € M ist, etwa fir A = R.
Dies ist jedoch im allgemeinen zu verneinen. Trivialerweise ist 0,(A/R) = A fur alle
z € V(R), wahrend nur in besonderen Fallen die R-wertige Funktion z — a(z) fir jedes
a € A auf M beschrankt ist. In allen anderen Fallen ist oy (A/R) ein echter Teilring
von A. An dieser Stelle wird in Verbindung mit Korollar 6 erneut die Nutzlichkeit ,idealer
Punkte® in M deutlich: Zu jeder auf M nicht beschrankten polynomialen Funktion f € A

gibt es einen solchen Punkt in M, in welchem f tatsichlich einen beziiglich R unendlich
groflen Funktionswert annimmt.
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§12. Priiferringe und reeller Holomorphiering eines Korpers

Dieser letzte Abschnitt ist einem naheren Studium des Holomorphieringes o(F') eines
(formal reellen) Korpers gewidmet. Die mittlerweile weit entwickelte Theorie des Holo-
morphierings — und allgemeiner der Ringe o7(F) — sowie interessante Anwendungen
auf Potenzsummen in Kérpern verdankt man vornehmlich E. Becker und seinem Schiiler
H.-W. Schilting ([Schii], [Bel], [Be2], ...). Ein Schlusselbegriff fiir diese Fragen ist das
Konzept des Priferrings (siehe unten). Wir werden hier nur die Anfangsgriinde dieser
Theorie erklaren, welche zu einem wichtigen Teil schon auf D.W. Dubois zurlickgehen
[Du]. Unsere Darstellung unterscheidet sich dabei von diesen alteren Arbeiten durch die
(starkere) Verwendung des reellen Spektrums, welches sich auch hier haufig als klarend
und hilfreich erweist.

Definition 1.

a) Ein Integritatsbereich A heit Priiferring, falls jede Lokalisierung Ap von A in einem
Primideal p ein Bewertungsring ist. Ist A dabei Teilring eines Korpers F' und ist zuséatzlich
F der Quotientenkdrper von A, so heifit A ein Priferring von F.

b) Der Priiferring A heifit residuell reeller Priferring, falls die Restklassenkorper x(p) =
Ap/pAp (p € Spec A) samtlich formal reell sind (d.h. falls die Bewertungsringe Ap
samtlich residuell reell im Sinne von II, §2 sind). Analog wird der Begriff residuell reeller
Priferring von F erklart.

Bemerkungen.

1. Jeder Bewertungsring B ist ein Priiferring. Ist dabei x(B) = B/mp formal reell, so
ist B konvex in F' := Quot(B) beziiglich einer Anordnung P von F' (II, §7, Korollar).
Dasselbe gilt dann auch fir jeden Oberring von B in F, und folglich ist Bp/pBj formal
reell fir jedes p € Spec B. Dies zeigt, dafi die beiden fir Bewertungsringe gegebenen
Definitionen von ,residuell reell“ (Definition 1b und II, §2, Definition 3) aquivalent sind.
2. Ist A ein Priferring von F, so ist auch jeder Oberring B von A in I ein Priiferring,
denn fir g € Spec B ist By ein Oberring von Agna in F. Ebenso ist jeder Oberring (in
F) eines residuell reellen Priiferrings von F wieder ein residuell reeller Priiferring (vgl.
Bemerkung 1).

3. Sei A ein nullteilerfreier Ring. Sind alle Lokalisierungen Ay nach maximalen Idealen
von A Bewertungsringe (bzw. residuell reelle Bewertungsringe), so ist A schon ein
Priferring (bzw. ein residuell reeller Priferring). Denn fiir p € Spec A mit p C m ist
Ap ein Oberring von Ay im Quotientenkorper von A.

4. Ist A nullteilerfrei und F' = QuotA, so ist A = Ny A, wobei der Durchschnitt tiber alle
maximalen Ideale m von A in I gebildet wird. (Das ist leicht zu sehen: Zu vorgegehbenem
A € N Am ist das Ideal aller Elemente ¢ von A, fiir die a) € A ist, in keinem maximalen
Ideal von A enthalten, also das Einsideal.) Daher ist jeder Priiferring von F' Durchschnitt
von Bewertungsringen von F, insbesondere also ganz abgeschlossen.

5. Ist A ein Priferring von F und K ein weiterer Korper, so besteht eine natiirliche Bijek-
tion von der Menge der auf A endlichen Stellen A\: FF — K U oo auf Hom(A, K'), namlich
A+ MA. (Hier und spater bezeichnet Hom(-,-) die Menge der Ringhomomorphismen.)
Denn jeder Homomorphismus ¢: A — I hat eine eindeutige Fortsetzung zu einem IHomo-
morphismus von einem A enthaltenden Bewertungsring (namlich Ayern () nach K, also zu
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ciner (auf A ganzen) Stelle F' — K U oo.

6. Ist A ein Pruferring von F, so ist die Abbildung p — A, eine Bijektion von Spec A
auf die Menge aller A enthaltenden Bewertungsringe B von F. Die Umkehrabbildung
ist B~ ANmp. (Klarist p = ANpA, fir p € SpecA. Sei umgekehrt B 2 A ein
Bewertungsring und p := AN mp. Dann ist B = A, zu zeigen, wobei 2D sofort klar ist.
Ist c€ F,cg Ap, soist ¢! € pA,, also cl=a/bmitaep,be A, b¢gp. Folglich ist
be B*,a € mp, also c=b/a & B.)

Die Bedeutung von Priferringen fiir die reelle Algebra ergibt sich aus dem folgenden
Satz von A. Dress [Dr] (vgl. auch [LOV, p. 86)):

Satz 1. Sei F ein Korper. Dann ist der von allen Elementen

—— (aeF d?# -1

14 a2 (e € #-1)

erzeugte Teilring A von F ein Priferring von F.

Bewets. Sei p ein Primideal von A und B := Ap, sowie ein ¢ € F* vorgegeben; zu zeigen

ist z € B oder 2~! € B. Zunichst ist 22 € B oder z~2 € B. Dies ist klar, falls 22 = —1
ist. Andernfalls folgt es aus der Identitat

Lov L =1
1422 1422 7

da nicht beide Summanden der linken Seite in p liegen, also einer von beiden in 5
invertierbar ist. Wir konnen o.E. z2 € B annehmen. Sei y := 1 +z. Ist y2 € B, so
ist 2z = 92 — 1 — 2% € B, also z € B. Andernfalls ist y # 0 und y~% € B. Wegen
(y — 1)? = 2® € B folgt auch

y iy -1 =1-2""+y %€ B,

also y™' € B. Aus 1 — 2 = y~1(1 — 2?) schlieft man nun = € B, wie gewiinscht. )

Wir erinnern daran, daff o(F) den reellen Holomorphiering von F' bezeichnet (§11,
Definition 2).

Theorem 2. Sei F' ein formal reeller Korper. Fir jeden Teilring A von F' sind dquivalent:
(i) o(F) C A;

(1) A ist ein residuell reeller Priferring von F';

(111) A ist archimedisch abgeschlossen in F', d.h. o(FJ/A) = A;

(iv) A ist ein LF%-konvezer Teilring von F;

(v) es gibt einen Teilring A von F und eine Teilmenge X von Sper F mit A = ox(F/A).
Insbesondere ist der reelle Holomorphiering o(F) von F der kleinste residuell reelle

Priiferring von F.
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Beweis.

(i) = (ii). Da o(F) alle Elemente (1 4+ a?)~! (a € F) enthilt, ist o(I) ein Priiferring
von F' wegen Satz 1. Sei B ein Bewertungsring von F mit o(F) C B. Ware B nicht
residuell reell, so gibe es by,...,b, € B mit 1 + % + --- + b2 € mp, was wegen
(146 4+ + )71 € o(F) C B nicht sein kann. Somit ist A ein residuell reeller
Priferring von F.

(i1) = (iii). Es genugt, die archimedische Abgeschlossenheit von residuell reellen Be-
wertungsringen in F' nachzuweisen, da Durchschnitte von archimedisch abgeschlossenen
Teilringen von F' wieder archimedisch abgeschlossen in F' sind. Ist B ein residuell reeller
Bewertungsring von F, so ist B konvex in F bezlglich einem z € Sper F' (II, §7). Folglich
ist 0;(F/B) = B, erst recht also o(F/B) = ogper r(F/B) = B.

Die Implikationen (iii) = (iv) = (v) = (i) sind trivial. ]

Korollar 1. Der reelle Holomorphiering o(F') ist der Durchschnitt aller residuell reellen
Bewertungsringe von F. DO

Bemerkung.

7. Dieses Korollar ist schon in fritheren Ergebnissen enthalten: Nach §11, Korollar 6 ist
namlich o(F) der Durchschnitt der residuell reellen Bewertungsringe 0,(F'), z € Sper F,
und nach II, §7 enthalt jeder residuell reelle Bewertungsring von F solch ein o(F).
Allgemeiner ist nach §11 jeder Ring ox(F/A) (mit X C Sper F und einem Teilring A C F)
Durchschnitt der residuell reellen Bewertungsringe o0, (F/A) mit z € X.

Im folgenden halten wir einen Kérper F fest, der o.E. als formal reell vorausgesetzt sei,
und untersuchen das reelle Spektrum seines Holomorphieringes o(F') etwas naher. Zur
Abkiirzung schreiben wir o := o(F).

Satz 3. Sei A ein residuell reeller Priferring von F. Faft man Sper I in der ublichen
Weise als Teilraum von Sper A auf, so ist Sper F = (Sper A)™™.

Beweis. Sei x € Sper A und p := supp(z), sowie B := Ap und Z die von z auf
k(p) = B/mp induzierte Anordnung. Nach Baer-Krull gibt cs eine Anordnung y von
F, welche B konvex macht und auf B/mp die Anordnung  induziert. Fafit man y und
z als Elemente von Sper B auf, so ist sofort klar, daf} dort y > Z gilt; die Inklusion
Sper B C Sper A zeigt also, dafl y eine Generalisierung von z in Sper A mit Trager (0) ist.

a

Wie steht es mit den maximalen (= abgeschlossenen) Punkten von Spero? Sei
z € Spero, p := supp(z) und & die induzierte Anordnung von x(p). Nach §7, Ko-
rollar 5 ist = genau dann ein abgeschlossener Punkt, wean «(p) tiber o/p archimedisch
beziiglich Z ist. Da o/p nach Definition von o6 archimedisch {iber Z beziiglich Z ist, ist
die Abgeschlossenheit von z aquivalent dazu, daf§ Z eine archimedische Anordnung von
&(p) ist, also zur Existenz einer ordnungstreuen Einbettung «(p) — IR. Da diese durch
Z eindeutig bestimmt ist, erhalt man
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Satz 4. Die kanonische Abbildung Hom(o,IR) — Sper o ist eine Bijektion von Hom(o,IR)
auf (Sper 0)™2x, ]

Korollar 2. Ist IR in F enthalten, so liefert die Trdgerabbildung supp: Sper 6 — Spec o
eine Bijektion von (Sper 0)™®* auf den Raum (Spec 0)™** der mazimalen Ideale von o.

Man beachte aber, daB diese Bijektion i.a. kein Homéomorphismus ist.

Beweis. Da der Korper IR keine echten Endomorphismen besitzt (II, §1), ist jeder
Homomorphismus ¢: 6 — IR surjektiv, und ¢ ist durch seinen Kern bestimmt. Nach Satz
4 ist supp(z) also ein maximales Ideal fir jedes z € (Sper 0)™?*. Da alle Primideale von
o reell sind, ist supp: (Sper 0)™** — (Spec 0)™?* surjektiv. Im kommutativen Diagramm

Hom(o, R)
Ve N\ kern
(Sper 0)™2* —=uBR__, (Spec 0)™M**

ist kern injektiv; wegen Satz 4 ist also supp auch injektiv. ]

Durch Identifizierung von Hom(o,IR) mit (Sper 0)™** erhdlt man also eine kompakte
(Hausdorff-) Topologie auf Hom(o, IR) (§6, Theorem 2). Diese a8t sich auch ohne Bezug-
nahme auf das reelle Spektrum einfach beschreiben:

Satz 5. Die durch Hom(o,IR) C Sper 0 auf Hom(o,IR) induzierte Topologie stimmt mit
der Teilraumtopologie von Hom(o,R) in R® = []IR wberein.

o
Beuweis. Sei T bzw. T' die Teilraumtopologie von Hom(o,IR) in Sper 0 bzw. in IR®. Eine
Subbasis offener Mengen von 7 wird gebildet von allen

S(a) = {¢ € Hom(o,IR): ¢(a) > 0}

(a € A), denn $(a) = Hom(o,IR) N H,(a). Da alle S(a) T'-offen sind, ist 7" feiner als 7.
Eine Subbasis offener Mengen von 7' wird gegeben durch alle Mengen

S(a,p,q) := {¢ € Hom(o,R): p < ¢(a) < q}

mit « € A und p,q € Q, p < ¢. Nun ist S(a,p,q) = S(a—p) N S(qg—a) (beachte Q C v),
und somit auch 7 feiner als 7. )

Wir bezeichnen im folgenden den kompakten Raum Hom(o,IR) mit ¥ und studicren
den Ringhomomorphismus

7:0 = C(Y,IR), awrsa.
Hier bezeichnet C(Y,IR) den Ring der stetigen IR-wertigen Funktionen auf Y, und fir
a € 0 ist @ definiert durch a(p) := ¢(a) (p € Y).

Unmittelbar aus der Definition folgt, daf die Funktionen & die Punkte von Y trennen.
Weiter ist Q in o enthalten. Mit dem Satz von Stone-Weierstral [BTG, chap. 10, §4, Th. 3]
erhalt man also, daf§ 7(0) ein dichter Teilring von C(Y,IR) ist, beziiglich der Topologie
der gleichmaBigen Konvergenz.

Im Ring C(Y,IR) ist die Teilmenge C*(Y,IR) der nicht-negativen Funktionen eine
Praordnung (identisch mit der Menge der Quadrate). Fir ihr Urbild unter 7 gilt
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Satz 6. Fir a € o ist genau dann & € CT(Y,IR), wenn a + 7]—1 fir jedes n € IN Summe
von Quadraten (in F oder in o) ist.

Beweis. Zunichst ist klar, dal o2 = o NS F? gilt, denn ist a% +--- +a? beschrankt tiber
Z (auf Sper F'), so auch jedes der ;. Ist nun a + 2 € £F? so ist & + + € CT(Y,IR); gilt
dies fiir alle n € IN, so folgt @ € C*(Y,R). Umgekehrt folgt aus & € C*T(Y,R), daB a als
Funktion auf (Sper 0)™2* nicht negativ ist (Satz 4). Fiir alle n € IN ist daher der Schnitt
der abgeschlossenen Menge

_ 1 1
Ho(—a—;) = {z € Spero: T—l+a(m)§0}

mit (Sper 0)™* leer, und somit H,(—a— 117) =0, also a+% > 0 auf Sper 0. Insbesondere
ist a + L positiv auf Sper F (Satz 3), also Summe von Quadraten (I, §1). ]

Korollar 3. Der Kern von 7: 0 — C(Y,IR) besteht genau aus allen a € F, fir die %:}: a
fiir alle n € IN Summen von Quadraten sind (in o oder F), also aus den auf ganz Sper F
beziiglich Q ,,infinitesimalen® Elementen von F. O

Ebenso wie fiir (Sper 0)™" gibt es auch fiir (Sper 0)™2* eine rein kérpertheoretische
Beschreibung, die auf o nicht Bezug nimmt. Hierzu definieren wir

Definition 2. Die Menge aller IR-wertigen Stellen FF — IR U co von F wird mit M (F)
bezeichnet.

Nach Korollar 1 ist jedes A € M(F) endlich auf o, man hat also eine natiirliche
Abbildung M(F) — Hom(o,IR), A — Ajo. Nach Bemerkung 5 ist diese eine Bijektion, so
daB wir die Menge M (F) im folgenden mit Y = Hom(o, R) identifizieren konnen. Man
beachte, daB somit M(F') auch zu (Sper 0)™** in natiirlicher Bijektion steht (Satz 4).

Um die (kompakte) Topologie von Hom(o,IR) bzw. (Sper 0)™** (Satz 5) auf M(F)
zu Ubertragen, fassen wir die Elemente A € M(F) auf als Abbildungen von F' in den
kompakten Raum P!(IR) (die projektive Gerade iiber IR), indem wir ¢ € IR mit dem
Punkt (c: 1) und oo mit (1 : 0) (homogene Koordinaten!) identifizieren. Fir spater sei
noch vermerkt, dafl durch (c: d) + (d : ¢) eine stetige Involution « von P!(IR) definiert
ist, welche 0 und oo vertauscht und ¢ € IR in 1/c Uberfiihrt.

Fir a € F definieren wir die Auswertungsabbildung é&: M(F) =Y — IR U o0 = PI(IR)
durch @(A) = Aa). Diese Definition stimmt fiir @ € o mit der fritheren tiberein (oo wird
dann von & als Wert nicht angenommen), und es gilt

Satz 7. Fir jedes a € I' ist die Abbildung a: M(F) =Y — PY(IR) stctig (wobei Y die
friher definierte Topologie trage). Daher ist die Topologie von M(F) auch die grobste
Topologie, welche alle & (a € ) sletig macht.

Beweis. Sei 0.E. a # 0, und sei ein A € M(F) vorgegeben; wir zeigen die Stetigkeit von
a in . Ist zunachst A(a) # oo, so gibt es b,c € 0 mit a = b/c und A(c) # 0. Auf der
offenen Umgebung {x € M(F): p(c) # 0} von A stimmt & mit der stetigen Funktion b/e
iberein, woraus die Stetigkeit von a in A folgt. Ist dagegen A(a) = oo, so beachte man,
daf @ = .o (1/a) gilt (¢ ist die oben erwihnte Involution von P!(IR)); aus dem schon
bewiesenen Fall folgt also die Stetigkeit von @ in A. )
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Bemerkung.

8. Sei p:Spero — (Sper 0)™** = M(F) die (stetige) kanonische Retraktion, die jedem
z € Sper o die Spitze des Speeres m in Sper o (also die abgeschlossene Spezialisierung von
z in Sper 0) zuordnet, vgl. §6. Es ist leicht, p(z) zu gegebenem « € Sper F' = (Sper o)min
anzugeben, ohne auf den Holomorphiering 0 Bezug zu nehmen: p(z) ist namlich die
zur Anordnung = von F gehorende sogenannte ,kanonische Stelle ' — IR U oo, also
die eindeutig bestimmte mit z vertragliche Stelle, deren Bewertungsring die konvexe
Hille 04(F) von Z in F beziiglich z ist. Die Restriktion Sper F' — M(F') von p stellt
dabei M(F) als topologischen Quotientenraum von Sper F dar (denn die Abbildung ist
abgeschlossen).

Wir miissen es uns hier versagen, zu einem tieferen geometrischen Verstandnis des Stel-
lenraums M (F') vorzudringen (etwa im Fall von Funktionenkérpern tiber reell abgeschlos-
senem Grundkérper), da dies weiter reichende Kenntnisse in algebraischer Geometrie (z.B.
Aufblasungen) erfordern und somit den Rahmen dieses Buches iberschreiten wiirde. Doch
geben wir zur Illustration zwei Beispiele. Diese sind recht speziell, weil jeindimensional.
Es sei daher betont, daB der Holomorphiering o(F) und der Raum M (F’) gerade auch fir
die mehrdimensionale Geometrie von Nutzen sind.

Beispiel 1 (Schilting [Schii, pp. 11fl.]). Sei N eine eindimensionale reell-analytische
Maunigfaltigkeit und M eine nicht-leere kompakte zusammenhéngende Teilmenge von V.
Es sei O(M) := lim O(U), wobei U die offenen Umgebungen von M durchliuft und O(U)
den Ring der reclFanalytischen Funktionen U — IR bezeichnet. Dann ist O(M) nulltei-
lerfrei. Sei F' der Quotientenkorper von O(M), also der Kérper der ,auf M meromorphen
Funktionen“. Wir setzen voraus (was de facto stets der Fall ist [Schii, p. 13]), daB die
Funktionen aus O(M) die Punkte von M trennen. Dann ist O(M) = o(F), und die kano-
nische Auswertungsabbildung M — Hom(o{F),IR) ist ein Homdomorphismus. Es findet
sich also M mit seiner Topologie als Stellenraum M (F') wieder, und der Holomorphiering
o(F) entspricht den darauf holomorphen Funktionen.

Zum Beweis: Jeder Punkt o € M lielert eine diskrete Bewertung v, von F mit Rest-
klassenkérper IR, namlich die (Nullstellen-) Ordnung in x. Dabei ist O(M) = {f € F:
v,(f) > 0 fir alle 2 € M}, woraus o(I") C O(M) lolgt. Umgekehrt ist jedes [ € O(M)
aufl M, also auch aul einer offenen Umgebung U von M, beschrankt, da M kompakt
ist. Ist etwa n € IN mit |f(z)| < n auf U gewéhlt, so sind +/n £ f analytisch auf U.
Somit sind n 4+ f Quadrate in F', woraus f € o folgt. Es gilt also o(F) = O(M). Sei
jetzt 0 := o(F) = O(M). Die Auswertungsabbildung M — Hom(o,IR) ist trivialerweise
stetig und ist nach Voraussetzung injektiv. Da beide Raume kompakt sind, geniigt es, ihre
Surjektivitat nachzuweisen. Sei also ¢: 6 — IR ein Homomorphismus, und sei p sein Kern.
Wegen R C o ist p ein maximales Ideal von 0. Zu f € o sei Z(f) := {z € M: f(z) =0}.
Ware der Durchschnitt aller Z(f) mit f € p leer, so gébe es endlich viele fi, ..., f; € p mit
Z(f)N---NZ(f,) =0, da M kompakt ist. Dann wére aber g := fZ+-- -+ fZ nullstellenfrei
auf einer Umgebung von M, also 1/g € o, was zum Widerspruch 1 = (f2+---+f2)/g € p
fohrt. Ist nun @ € M mit f(z) = 0 fiir alle f € p, so folgt aus der Maximalitat von p
sofort, dal ¢(f) = f(z) fir alle f € o gilt. D




168 Kapitel 111

Dieses Beispiel illustriert die Vorstellung, die zu dem Terminus ,Holomorphiering“
gefihrt hat: Ist F ein Korper, so denkt man sich die Elemente von F' als stetige P*(IR)-
wertige Funktionen auf dem kompakten Raum M(F) (,meromorphe Funktionen“); die
Elemente von o(F') sind dann genau diejenigen Funktionen, die nirgends unendlich wer-
den, also die ,holomorphen Funktionen®.

Beispiel 2. Hier werden ein paar elementare Tatsachen aus den Anfangsgriinden der
algebraischen Geometrie benutzt, siehe etwa [Sf], [H, chapter I]. Sei V eine glatte pro-
jektive irreduzible Kurve, welche iiber IR definiert (also durch homogene Polynome mit
Koeffizienten in IR beschrieben) ist, und sei F' = IR(V) ihr Funktionenkérper. Bekanntlich
definiert jeder Punkt £ € V(C) einen diskreten Bewertungsring O, von F' (den Ring der
in z reguldren Funktionen), wobei genau dann O, residuell reell (mit Restklassenkorper
IR) ist, wenn z € V(IR) ist. (Uberdies gilt O, = Oy genau dann, wenn z und y komplex
konjugiert sind.) Da die O (z € V(C)) samtliche nicht-trivialen Bewertungsringe von
F iber IR sind, ist o(F) = O(V(IR)), der Ring der auf ganz V(IR) reguliren Funktio-
nen, und man hat eine kanonische Bijektion ¢: V(IR) — M(F). Versieht man V(IR) wie
tiblich mit seiner starken (= klassischen) Topologie, so ist V(IR) kompakt. Die auf V(IR)
regularen Funktionen f:V(IR) — IR sind natirlich stetig. Mit Satz 5 folgert man, daf} e
stetig, also ein Homdéomorphismus ist. Wir kénnen also V(IR) mit M(F') identifizieren.

Wir wollen nun einige Aspekte des Verhaltens von Praordnungen und (residuell reellen)
Priferringen unter (reellen) Stellen diskutieren.

Sei :: F — K U oo eine surjektive Stelle und T eine Priordnung von F. Dann ist
MT N 0y) eine Praordnung von K (§9, Bemerkung 2; 0y ist der Bewertungsring zu \),
die wir — etwas nachlassig — mit A(T') bezeichnen.

Definition 3. Die Stelle A heifit mit 7" vertrdaglich, wenn —1 & M(T'), also A(T') eine echte
Praordnung von K ist.

Bemerkungen.

9. Genau dann ist A mit der Praordnung SF? von F vertriglich, wenn A reell (also K
formal reell) ist, und dann gilt A(SF?) = SK2.

10. Ist T' = P eine Anordnung von F, so ist A genau dann mit P vertraglich, wenn A(P)
eine Anordnung von K ist. Dies ist also dquivalent zur Existenz einer Anordnung Q von
K, so daB A mit P und @ vertraglich im Sinne von II, §8 ist (und dann ist notwendigerweise

Q = A(P)).

Wir werden bald eine ganze Liste von Bedingungen angeben, die samtlich zur Vertrag-
lichkeit von A mit T aquivalent sind. Gleichzeitig ergibt sich dabei eine Charakterisierung
aller Stellen A von F' mit op(F) C o) (man beachte, dal or(F) der Durchschnitt all
dieser o) ist). Zunachst jedoch einige Vorbereitungen.
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Lemma 1. Sei T eine echte Prdordnung von F und A ein Oberring von op(F) in F.

Dann ist jedes Ideal von A konvez in F bezuglich T'. Insbesondere ist A ein T-konvezer
Teilring von F.

Beweis. Seien a € Aund b€ F mit 0 <b < a(T). Ist a =0, so auch b = 0. Andernfalls
folgt 0 < ba™' < 1(T), also ba™! € op(F) C A (denn op(F) ist die T-konvexe Hiille von
Z in F), und somit b= (ba™!)a € Aa. m]

Dies zeigt insbesondere, dafi die T-konvexen Teilringe von F' genau die Oberringe der
T-konvexen Hille op(F) von Z in F sind.

Lemma 2. Sei T eine echte Prdordnung von F, sei A ein Priferring von F' und p ein
Primideal von A. Dann sind daquivalent:

(1) Ay ist konvez in F beziglich T';

(i1) p ist konvex in A beziiglich T N A.

Beweis. Aus (i) folgt nach Lemma 1 die T-Konvexitat von pAp in F', also auch die TN A-
Konvexitit von p = (pApy) N A in A. Umgekehrt gelte (ii), und seien a € Ay, b € F
mit 0 < b < a (T); angenommen, b € Ap. Dann ist b € pA,, also auch ab™! € pA,,
und 0 < 1 < ab™!(T). Es gibt ¢,s € Amit c € p, s € p und ab™! = cs7!. Dann liegt
(c—s)s = s?(ab™! — 1) in T N A, aber nicht in p, und

84+ (c—s)s = cs€P
gibt einen Widerspruch zur T'N A-Konvexitat von p. O

Lemma 3 (G. Brumfiel). Sei A ein Integritdtsbereich, p ein Primideal von A und T eine
echte Praordnung des Quotientenkorpers F von A. Dann sind dquivalent:
(i) p ist ein T'N A-konvexes Primideal von A;
(i1) es gibt eine Anordnung P von F mit P D T, so daf p ein PN A-konvezes Primideal
von A ist.

Beweis. (1) = (i1) Mit dem Zornschen Lemma erhilt man eine Priordnung U 2 T
von F, fir die p noch U N A-konvex ist und die maximal unter dieser Eigenschaft ist.
Angenommen, U sei keine Anordnung von F. Es gibt also ¢ € F, a ¢ UU (-U), und
folglich sind U; := U+4-aU und U, := U —al echte Praordnungen von F (I, §1, Lemma 1).
Wir zeigen U; N Uy = U. Dazu sei b € Uy N U, gegeben, etwa b = u + av = v’ — av' mit
u,u',v,v € U. Es folgt

blv+v)=w +u'veU,

und daraus b € U, denn ist v + v = 0, so auch v = v/ = 0. Es ist also insbesondere
UNA=(UNnA)N(U;N A). Nach dem Lemma von Klapper (§10, Lemma 4) ist p konvex
beziiglich einem der U; N A, ein Widerspruch zur Maximalitat von U. Die Implikation (ii)
= (i) ist trivial. m]

Wir kommen nun zu den angekindigten aquivalenten Beschreibungen der Vertraglich-
keit einer Stelle mit einer Praordnung. Wie frither bezeichnet o) den Bewertungsring
einer Stelle A von F und m) dessen maximales Ideal.
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Theorem 8. Sei : F' —» K U oo eine surjektive Stelle von F', und seit T eine echte
Praordnung von I'. Es bezeichne o := o(F') den Holomorphiering von F. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:
(1) X ist mit T vertrdglich;
() myn (1+T) = 0;
(i) A dst endlich auf op(F) (also op(F) C 0y);
(iv) oy ist T-konvez;
(v) es gibt eine Anordnung P 2 T wvon F, so dafl 0y P-konvex ist;
(vi) es gibt ein x € Hp(T), so daff X mit z vertrdglich ist;
(vii) es gibt eine Vergréberung p von X in M(F) (also o, C o)), welche mit T
vertraglich ist.
Fur die weiteren Aussagen sei A als reell vorausgesetzt. Dann ist 0 C oy, und fur das
Primideal p := oNmy von o gilt 0y = 0p. Zu den obigen Aussagen sind auch dquivalent:
(viil) Das Primideal p von o ist T N o-konvez;
(ix) es gibt einy € Ho(T N o) mit supp(y) = p;
x)pNn(1+Tno) =

Beweis. Die notige Beweisarbeit ist schon getan, man mufl nur die bisherigen Resultate
zusammenflgen:

Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt direkt aus Definition 3, jene von (iii) und (iv) aus
Lemma 1. Da o7(F) nach §11, Korollar 4 von allen (1 + ¢)~! mit ¢t € T erzeugt wird,
sind (ii) und (iii) 4quivalent. Die Aquivalenz von (v) und (vi) ist klar nach Bemerkung
10 (vgl. II, 88, Satz 4), und (v) = (iv) ist trivial. Umgekehrt folgt aus (iv) nach Lemma
2, daB m) konvex beziiglich T'N o) ist; nach Lemma 3 gibt es also eine Anordnung P 2 T
von F, so dafl m) konvex beziiglich P N o) ist, und nochmalige Anwendung von Lemma
2 gibt (v). (v) = (vii): Wahlt man P wie in (v) und g als Stelle mit Bewertungsring
op(F), so ist u mit T vertraglich, vergrobert A, und u € M(F). Umgekehrt folgt (vii)
= (iii) durch Anwendung der schon bewiesenen Implikation (i) = (iii) auf x. Damit ist
schon die Aquivalenz von (i)~(vii) bewiesen.

Nun sei A reell, also 0 C o0y (Theorem 2). Die Gleichheit 0y = o, wurde schon in
Bemerkung 6 gezeigt, und aus Lemma 2 folgt die Aquivalenz von (iv) und (viii). Die
Aquivalenz von (viii) und (ix) folgt aus §10, Satz 3 und Theorem 4, und (ii) = (x) ist
trivial. Umgekehrt gelte jetzt (x). Ist q ein unter g N (1 + 7°N 0) = @ maximales Ideal
von o, so ist g prim und konvex in o beztiglich 7'N o (§10, Satz 1), also 0, 7-konvex in
I nach der schon bewiesenen Implikation (viii) = (iv). Aus 04 C 0, und Lemma 1 folgt
dann die T-Konvexitat von 6, = 0y, also (iv). Damit ist das Theorem bewiesen. O

Satz 9. Sei M1 F' —» K U oo eine surjektive Stelle und T' eine Praordnung von F. Ist A
mit T' wertraglich, so gilt

Aor(F)) = oxry(K).
Inbesondere gilt A\(o(F)) = o(I), falls X reell ist.

Beweis. Nach §11, Korollar 4 wird op(F) von allen (1 +t)~! mit ¢t € T erzeugt. Die
Voraussetzung besagt, daﬁ A auf op(F) endlich ist (Theorem 8). Fiir ¢ € T ist aber

)\( )= 1/(1+)\(t)) falls t € T'N oy,
1+t 0 falls t & oy .
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Wegen A(T') = AM(T'N o) folgt daraus die erste Behauptung. Die zweite ist der Spezialfall
T = SF? (also \(T) = £K?), vgl. Bemerkung 9. D

Da sich die Primideale p von o(F) und die residuell reellen Bewertungsringe von F'
entsprechen (via p — o(F)p, siche Bemerkung 6 und Theorem 2), kann man die zweite
Aussage in Satz 9 auch so formulieren: Ist p ein Primideal von o(F), so ist o(F)/p der
Holomorphiering des Quotientenkorpers «(p) von o(F)/p.

Korollar 4. Ist A ein residuell reeller Priferring von F und A: F' — K U oo eine
surjektive Stelle, die auf A ganz ist, so ist \(A) ein residuell reeller Priferring von K.

Beweis. Nach Theorem 2 ist o(F) C A, also o(K) C A(A) nach Satz 9. Nun erneut
Theorem 2. (]

Satz 10. Sei T eine Prdordnung von F und A\: F —» I U oo eine mit T vertragliche
surjektive Stelle. Sei Q eine Anordnung von K. Genau dann ist @ 2 NT'), wenn es eine
mit A vertrdgliche Anordnung P 2D T won F mit Q = A(P) gibt.

Beweis. Fiur die nicht-triviale Richtung sei @ 2 M(T), sei Q* := @ — {0}. Ist P eine
Anordnung von F mit 7' U A~}(Q*) C P, so erfilllt P offenbar das Verlangte. Daher ist
zu zeigen, daB T U A71(Q*) eine echte Priaordnung von F' erzeugt. Ware dies falsch, so
gibees 5; € \7HQY), i ¢ T (i =1,...,N) mit

1+sity+---+syty=0.

Iir mindestens ein ¢ ist dann A(¢;) = co. Sei v die zu A gehérende Bewertung, und sei
ctwa v(t;) < --- < ov(ty). Dann erhalt man

tih st sath 4o+ sytly =0,

wobei 17! und alle ¢} = t;/ty in T'N oy liegen. Anwendung von A auf diese Identitat ergibt
einen Widerspruch. O

Korollar 5. Sei A ein residucll reeller Priiferring von I' und T' eine Praordnung von F'.
Dann ist Ha(T N A) der Abschluf von Hp(T) in Sper A (wobei Sper F' = (Sper A)™™ als
Teilraum von Sper A aufgefafit wird).

Beweis. Wegen Hp(T) C Hu(T N A) muf man zeigen, daBl jedes y € H(T N A) eine
Generalisierung in Hp(T) hat. Sei p := supp(y) und B := A,. Wir fassen y auch als
Punkt in Sper B (mit Trager mp) auf. Dann ist y € Hg(TNB). Nun folgt die Behauptung
durch Anwendung von Satz 10 auf die zu B gehdrende Stelle ' — «(B) U co. ]

AbschlieBend diskutieren wir die Beziehungen zwischen den reellen Spektren von o :=
0(F) und anderen residuell reellen Priiferringen von F.
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Satz 11. Sei A ein residuell reeller Priferring von F', also ein Qberring von o in F', und
sei Y(A) das Bild von Sper A unter der Restriktionsabbildung r 4: Sper A — Sper o.
a) Y(A) ist ein unter Generalisierung in Sper o stabiler prokonstruierbarer Teilraum
von Sper o, und r4 ist ein Homdéomorphismus von Sper A auf Y (A);
b) Y(A) besteht aus allen z € Sper 0 mit Osupp(z) 2 A, oder dquivalent, mit A-supp(z) #
A (hier bezeichnet A - supp(z) wie ublich das von supp(z) in A erzeugte Ideal);
c) Y(A) ist die Vereinigung aller Y(B), wo B die Bewertungsringe von F mit A C B
durchlauft.

Beweis. Sei p ein Primideal von A. Da aus Bemerkung 6 o0pno = Ap folgt (beide
Bewertungsringe haben dasselbe Zentrum in o), kommutiert

Spec A — { Bewertungsringe von F/A}

! N

Spec 0 — { Bewertungsringe von F/o}

wobei die horizontalen Pfeile die Bijektionen aus Bemerkung 6 (Lokalisierung) sind. Daher
ist die Restriktionsabbildung Spec A — Spec 0 injektiv und erhalt die Restklassenkérper,
woraus schon folgt, daBl 74 injektiv und Y'(A) = {z € Sper 0: A C ogypp(z)} ist. Damit ist
c) evident und auBerdem klar, dal ¥'(A) stabil unter Generalisierung ist. A priori ist Y'(A)
prokonstruierbar. Ist a = b/c € Amit 0# b, c€ 0,s0ist 74 (IIA(a)) = Ho(bc) NY(A);
folglich ist 74 ein Homdomorphismus auf Y(A) Es blelbt noch die zweite Aussage unter
b) zu zeigen. Ist q € Speco und A C o4, so folgt Aq C AN qoq # A. Ist umgekehrt
Aq C p mit p € SpecA, so folgt A C Ap = 0pne C 04. Damit ist der Satz bewiesen. O

Korollar 6. Sind A und A' residuell reelle Priferringe von F mit Y(A) =Y (A’'), so ist
A=A

Denn nach Satz 11 enthélt o4 fiir ein Primideal g von o genau dann A, wenn es A’ enthalt,
und A bzw. A’ ist der Durchschnitt all dieser 0. |

Wegen Satz 11 kann man Sper A mit dem Teilraum Y (A) von Sper o identifizieren.
Dieser 148t sich wie folgt recht anschaulich beschreiben. Sei y € Sper ' = (Sper o)™™,
Via @ = 0gpp(z) entsprechen die Spezialisierungen 2 von y in Sper o eineindeutig den
beziiglich y konvexen Teilringen B von F. (Dies folgt aus Theorem 8 und Bemerkung 6.)
Diese Entsprechung ist ordnungsumkehrend; es entspricht also y dem groften solchen
Teilring (ndmlich B = F) und die abgeschlossene Spezialisierung § von y in Sper 0 dem
kleinsten solchen Teilring (namlich B = 0,(F)). Ist nun eine Spezialisierung z von y
gegeben, so liegt = nach Satz 10b) genau dann in Y(A) = Sper A, wenn A in 0gypp(z)
enthalten ist. Insbesondere hat die in Sper A abgeschlossene Spezialisierung von y als
Tragerideal genau das Zentrum von A - 0,(F) (der y-konvexen Hiille von A) in o.

Man kann nun fir die Ringe A = op(F) zu echten Praordnungen T von F ahnliche
Resultate beweisen, wie wir sie in den Satzen 4 bis 7 fir den Holomorphiering o(F') gezeigt
haben. Wir deuten diese nur an und tberlassen die Beweise dem Leser.

Die kanonische Abbildung Hom(4,R) — Sper A ist eine Bijektion auf die Teilmenge

Sper A N (Sper 0)™#*
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von (Sper A)™**. Diese Teilmenge enthilt die Spitzen aller Speere {:L_} in Sper o fir
@ € Hp(T), ist aber im allgemeinen groBer. Weiter steht Hom (A,IR) in natiirlicher
Bijelktion zu

M(F/T) = {\ € M(F): X\ und T sind vertrglich},
einern abgeschlossenen (also kompakten) Teilraum von M(F). Satz 5 gilt entsprechend
auch fir A, und Satz 6 verallgemeinert sich wie folgt: Ist ¢ € A und bezeichnet
a:Hom (A,IR) — IR die Auswertungsabbildung, so ist genau dann a > 0, wenn

a-}—lET fur allen € IN
n

ist.
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komplexen Zahlen. Der Kérper mit ¢ Elementen (¢ eine Primzahlpotenz) wird mit F,
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Fir eine Menge X bezeichnet #X die Anzahl der Elemente von X in einem naiven
Sinne: #X € Ng U {co}. Die Potenzmenge von X wird mit 2% bezeichnet. Sind Y, Z
Teilmengen von X, so schreiben wirY —Z ={yeY:y ¢ Z}.

Ringe sind stets kommutativ und haben ein Einselement. Teilringe enthalten die Eins,
und alle Ringhomomorphismen bilden Eins auf Eins ab. Es bezeichnet A* die Ein-
heitengruppe des Rings A und A die Teilmenge {a’: @ € A} von A. Ist A nulltei-
lerfrei, so schreiben wir Quot A fir den Quotientenkoérper von A. Der Transzendenz-

grad einer Korpererweiterung L/ K (vgl. auch p. 85) wird mit tr.deg.(L/K) bezeichnet;
tr.deg.(L/K) € INgU {o0}.
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