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EINFUHRUNG

Vielteilchen-Theorie und Quantenpunkte

Die komplizierte mathematische Struktur von wechselwirkenden Vielfermionen-
Systemen, bedingt durch die vom Pauli-Prinzip geforderte Antisymmetrisierung
der Wellenfunktion sowie durch Austausch- und Korrelationseffekte, ist eine be-
deutende Herausforderung der theoretischen Physik. Seit den Anfingen der
Quantenmechanik wurden verschiedene Methoden und Né&herungen wie Mean-
field-Theorien, Quanten-Monte-Carlo-Verfahren, Greensche Funktionen oder Exakte
Diagonalisierungs-Verfahren entwickelt, um das breite Spektrum an Effekten der
Vielteilchen-Physik zu beschreiben. Als Modellsysteme stehen Quantenpunkte* und
als Vielteilchen-Methoden die Dichtefunktional-Theorie und die Exakte Diagonali-
sierung im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit.

Die Grundlagen zur Realisierung der betrachteten Quantenpunkte liefert die Nano-
technologie. Sie erlaubt die kontrollierte Herstellung von atomar genauen Struktu-
ren in Halbleitern und somit eine Einschrankung der Bewegung der Ladungstriager
in einer, zwei oder drei Raumrichtung(en) auf Bereiche in der Grofienordnung von
wenigen bis zu einigen hundert Nanometern. In diesem Regime treten quantenme-
chanische Effekte auf, die aus dem Studium der von der klassischen Physik domi-
nierten Mikrostrukturen weitgehend unbekannt sind. Erste Anwendungen, die auf
Nanostrukturen beruhen, kristallisieren sich bereits heraus. Speziell auf der Basis von
Quantenpunkten wurden Halbleiterlaser mit hoher Effizienz (Fafard et al. (1996%)),
sowie Single-electron-Transistoren (Kastner (199777)) entwickelt. Ferner sind Quan-
tendots im Gesprach zur Kodierung von Qubits von Quantencomputern (Divincenzo
et al. (2000%%)) und in Kombination mit photonischen Kristallen als Devices zur Er-
zeugung einzelner Photonen (Yuan et al. (2001'%2), Santori et al. (2002'4)). Der letzte
Aspekt ist ebenfalls interessant in Zusammenhang mit der Realisierung von Quanten-
computern: Wie Knill et al. (20017%) zeigen, sind dazu einzelne Photonen und lineare
optische Elemente ausreichend.

*Die Bezeichnungen ,Quantendots” und ,Quantenpunkte” werden im folgenden synonym ge-
braucht.
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Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden wir uns hauptsachlich mit Quantendots
auf der Basis von Halbleiter-Schichtstrukturen (Heterostrukturen) beschiftigen. Die-
se Systeme beruhen auf dem versetzungsfreien Aufwachsen von wenigen Monolagen
dicken Schichten aus unterschiedlichen Materialien. Zwei wichtige Verfahren, die die-
se Voraussetzung erfiillen, sind die Molekularstrahlepitaxie (MBE) und die metallor-
ganische chemische Gasphasenepitaxie (MOCVD). Um Verspannungen wiahrend des
Wachstumsprozesses zu vermeiden, werden Verbindungen mit nahezu identischen
Gitterkonstanten wie GaAs und AlAs verwendet.! Da dem Vergleich von Theorie und
Experiment in Kapitel 3 eine GaAs/Al,Ga;_,As-Schichtstruktur zugrunde liegt, wol-
len wir uns im folgenden auf diese Materialkombination konzentrieren. Die freien La-
dungstrédger sind Elektronen und werden durch Si-Donatoratome eingebracht, die das
dreiwertige Metall in der Verbindung ersetzen.* Da die Elektronen von den ionisier-
ten Storstellen rdumlich getrennt sind, erreicht die Beweglichkeit der Ladungstrager
Werte bis 1000m?/Vs.

Abbildung E.1 zeigt den Schichtaufbau (a) und das Bandkantenprofil (b) einer typi-
schen GaAs/Al,Ga;_,As-Heterostruktur. Da das Mischungsverhiltnis x (20 % — 30 %)
die Bandliicke von Al,Ga;_,As bestimmt, treten infolge der Schichtstruktur Unstetig-
keiten der Bandkanten in z-Richtung auf. Dieser Effekt wird zusammen mit der Wech-
selwirkung der Elektronen untereinander und mit den an festen Gitterplédtzen sitzen-
den Donatorionen selbstkonsistent in Form des effektiven Potentials V(z) berticksich-
tigt. Durch V(z) ist die Bewegung der Elektronen in z-Richtung stark eingeschrankt.
Es entsteht ein Quantenfilm, der bei tiefen Temperaturen (einige Kelvin) zum zwei-
dimensionalen Elektronengas wird. In diesem Zustand ist nur das unterste Subband
des durch V(z) definierten Systems besetzt, wahrend die Translationssymmetrie in der
Ebene senkrecht zur Wachstumsrichtung erhalten bleibt. Da die Ausdehnung der Wel-
lenfunktion (y(z) in z-Richtung auf einige wenige Nanometer beschréankt ist, kann die
Elektronendichte in z-Richtung ndherungsweise durch eine §-Funktion approximiert
werden.

Durch zusétzliche laterale Potentiale 1dfit sich eine weitere Einschrankung der Be-
wegung der Elektronen realisieren. So ist es moglich, mit Hilfe von negativ geladenen
Metall-Gates oder durch Atzen entsprechender Strukturen neue Systeme zu definieren
wie quasi-eindimensionale Quantendrdhte, Quantenringe oder auch nulldimensiona-
le Quantenpunkte.®

Die wesentliche Eigenschaft von Quantenpunkten ist ihre Nulldimensionalitét, d.h.
es existiert ein dreidimensionales Einschlufipotential, wie es auch bei Atomen vorliegt.
Im Fall von Quantenpunkten tibernimmt statt des Kernpotentials ein vergleichsweise
schwaches elektrostatisches Potential die Rolle des Confinements. Nachdem in drei

'Halbleitermaterialien mit unterschiedlichen Gitterkonstanten (z.B. GaAs und InAs) fithren zu einer
alternativen Herstellungsmethode von Quantendots, die auf selbstorganisiertem Wachstum (Stranski
& Krastanov, 1937152, Goldstein et al., 19854, Marzin et al., 19941%) beruht. Da die Gitterkonstante
von InAs grofer ist als die von GaAs, entstehen beim Aufwachsen von InAs auf einer GaAs-Schicht
Verspannungen, die die Bildung von Quantenpunkten in Form von InAs-Inseln begiinstigen.

tAlternativ kénnen auch freie Ladungstrager durch optische Anregung erzeugt werden. Allerdings
sind diese exzitonischen Systeme nicht Gegenstand dieser Arbeit.

§Quantendrihte oder Quantenpunkte lassen sich auch durch Cleaved-edge-overgrowth (Pfeiffer
et al. (19901%7), Wegscheider et al. (1996 %)) herstellen.
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(a) GaAs (b) :

-— L@

n-Al,Ga 1., As (30-100nm) /Alea 1-x As (5-50nm)
(Spacer-Schicht) ionisierte Spacer-
Donatoren Schicht

2DEG 2DEG
GaAs (1-3 um) Leitungsband-
z unterkante
Fermi-Niveau
o o o ¢ V
Substrat n-Al,Ga 1., As GaAs

ABBILDUNG E.1: Schematische Darstellung einer GaAs/Al,Gaj_,As-
Heterostruktur: (a) Schichtstruktur mit Lage des 2DEGs. (b) Bandkanten-
verlauf mit ionisierten Donatoren (o) oberhalb der Fermi-Energie. Das Sy-
stem befindet sich im elektrischen Quantenlimes, wenn nur das unterste

Subbandkontinuum mit der Enveloppe (y(z) besetzt ist. Entnommen aus
Steffens (1999 148).

unabhingigen Arbeiten von Meurer et al. (1992''%), Ashoori et al. (1992°) und McEuen
etal. (1992'%) eine entscheidende atomare Eigenschaft von Quantenpunkten, das suk-
zessive Laden von einzelnen Elektronen und damit das fiir nulldimensionale Struktu-
ren typische diskrete Niveausystem, demonstriert wurde, etablierte Kastner (19937°)
tiir Quantenpunkte die Bezeichnung , kiinstliche Atome”. Dartiiber hinaus konnten in
Quantenpunkten mit axialsymmetrischem EinschlufSpotential Schaleneffekte und die
Hundsche Regel im Energiespektrum nachgewiesen werden.™

Neben all den diskutierten Analogien existieren auch wesentliche Unterschiede zwi-
schen natiirlichen und kiinstlichen Atomen. So liegt in natiirlichen Atomen ein (drei-
dimensionales) Coulomb-Potential vor, das im Zentrum divergiert und dessen Stirke
durch die Protonenzahl im Kern definiert ist. In den hier betrachteten Quantenpunkten
setzt sich das Confinement-Potential zusammen aus einem starken Potential in Wachs-
tumsrichtung der Heterostruktur und einem vergleichsweise schwachen lateralen An-
teil, was die Behandlung als zweidimensionales System mit zusdtzlichem Confinement
in der Ebene rechtfertigt. Das laterale Potential ist in guter Ndherung im Minimum
parabolisch und seine Form kann durch die Strukturierung definiert werden. Das im
Vergleich zum Kernpotential schwache Confinement-Potential eines Quantenpunkts
hat weitere wichtige Konsequenzen. Zusammen mit der kleinen effektiven Masse der
Elektronen im Leitungsband zeigt sich, dafs die drei charakteristischen Langen des
Systems, die magnetische Lange, der Bohrsche Radius und die Bindungsldnge des Po-
tentials, in der gleichen Gréflenordnung liegen. Somit werden Niveaukreuzungen, die
in natiirlichen Atomen erst bei Magnetfeldern von einigen tausend Tesla auftreten, bei
Quantenpunkten bereits fiir B < 10T erwartet. Insbesondere das Zusammenspiel von
Coulomb-Wechselwirkung und Magnetfeld weist ein reiches Spektrum an interessan-
ten Phianomenen auf, die das Studium von Vielteilchen-Effekten in Quantenpunkten
im Magnetfeld motivieren.

Ein grundlegendes Experiment zur Untersuchung der elektronischen Eigenschaften
von Quantendots sind Coulomb-Blockade-Spektren. Tarucha et al. (1996'*) fiihrten
entsprechende Messungen an vertikalen Quantendots durch. Wie in Abbildung

IDie charakteristische Bindungsenergie liegt in der Groenordnung von einigen meV.
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E.2 (b) gezeigt, ist der Dot durch das laterale Confinement definiert, das durch das
Herausdtzen einer Sdule aus dem 2DEG entsteht. Die Sdule selbst ist von einer
ringférmigen Gate-Elektrode umgeben, die die Anderung des chemischen Potentials
des Quantenpunkts relativ zu den Niveaus von Source- und Drain-Kontakten erlaubt.
Ein Coulomb-Blockade-Spektrum wie in Abbildung E.2 (a) entsteht, indem die Stirke
des Tunnelstroms durch das Device als Funktion der Gate-Spannung gemessen
wird. Der Strom tritt dabei genau dann auf, wenn das chemische Potential und
die Niveaus von Source und Drain gleich sind!l und Elektronen resonant durch die
Barrieren tunneln konnen. Bei der Interpretation der Additionsenergien,”™ d.h. dem
Abstand zwischen zwei Strompeaks, ist zu berticksichtigen, dafs ein wechselwir-
kendes System von wenigen Teilchen vorliegt. Zusétzlich zur Energiedifferenz zum
ndchsten unbesetzten FEinteilchen-Niveau (die im Falle einer Entartung auch Null
sein kann) muf} bei der Addition eines weiteren Elektrons auch die Energie der
Coulomb-Abstofsiung aufgebracht werden. Somit werden die Elektronen einzeln in
den Quantenpunkt geladen, und die Strompeaks reflektieren das diskrete Spektrum
eines nulldimensionalen Systems.

Die Peakpositionen des Coulomb-Blockade-Spektrums als Funktion des Magnet-
felds sind in Abbildung E.2(c) dargestellt. In den Kurven manifestieren sich die Ni-
veaukreuzungen des Einteilchen-Spektrums, die allerdings durch klassische Coulomb-
Abstoflung sowie Austausch-Korrelations-Effekte modifiziert werden. Wéahrend Mil-
ler (1998'%) keine Spineffekte im Magnetfeld nachweisen kann, deuten die Ergebnisse
von Tarucha zumindest indirekt auf Spin-Polarisation im Magnetfeld hin, die im Sinne
einer verallgemeinerten Hundschen Regel beschrieben werden kann.!#

In neueren Coulomb-Blockade-Experimenten ist es hingegen auch moglich, Spin-
effekte direkt zu beobachten. Zusétzlich zur Peakposition kann der Informationsge-
halt der Peakamplituden ausgewertet werden. Ciorga et al., 2001% bzw. 20022 zei-
gen, dafd bei Coulomb-Blockade-Experimenten im Magnetfeld spin-polarisierte Injek-
tion/Detektion stattfindet, die sich auf die Amplituden auswirkt. Die entsprechen-
den Strukturen im Amplitudenspektrum weisen auf Grundzustandsiibergdnge hin,
die im Spektrum der Peakpositionen nicht sichtbar sind. Ein Ziel im Rahmen der
vorliegenden Arbeit ist die theoretische Beschreibung der damit verbundenen Phéno-
mene. Dartiber hinaus ist diese Problemstellung eine hervorragende Gelegenheit, die
Moglichkeiten der Dichtefunktional-Theorie zu demonstrieren.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit konzentrieren wir uns auf Quantenpunkte als
ideale Modellsysteme zum Studium des Wechselspiels von Coulomb-Wechselwirkung
und Magnetfeld. Die Enveloppenfunktions-Naherung®” liefert den mathematischen
Rahmen fiir die Beschreibung von strukturierten Halbleitern. Thre Anwendung auf
Quantenpunkte, die durch ein 2DEG mit einem zusétzlichen lateralen Confinement-
Potential definiert sind, zeigt, daf$ sich Quantendots in guter Ndherung als zweidimen-
sionale Systeme behandeln lassen. Voraussetzung sind allerdings tiefe Temperaturen,
so dafs nur das unterste Subband besetzt ist. Fiir die effektive Masse und den effektiven

IIBei dieser Art von Experiment ist die Spannungsdifferenz zwischen Source und Drain nur infinite-
simal, und die Elektronen tunneln nur durch Grundzustande. Wird eine endliche Spannung angelegt,
so werden auch angeregte Zustinde beriicksichtigt (vgl. z.B. Referenz®).

**Die Additionsenergien dhneln der von natiirlichen Atomen bekannten Elektronenaffinitit.
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ABBILDUNG E.2: (a) Oszillationen in der Strom-Gate-Spannungs-
Charakteristik bei B = 0 T in einem Quantenpunkt mit einem geometrischen
Durchmesser D = 0.5um. Die Gate-Spannung an den Peakpositionen
entspricht der Additionsenergie py zum Laden eines weiteren Elektrons
zu einem N-Elektronen-System. (b) Differenzen der Additionsenergien
puN — pn—1 in Abhédngigkeit der Elektronenzahl N fiir unterschiedliche
Durchmesser mit einer schematischen Zeichnung der untersuchten Struk-
tur. Charakteristisch sind die ausgeprédgten Peakabstdnde nach dem Laden
von 2, 6, 12 Elektronen, die jeweils einem System mit abgeschlossenen Scha-
len entsprechen. Fiir halbgefiillte Schalen bei N = 4 und 9 treten ebenfalls
erhchte Additionsenergien auf, da auch die durch Austauscheffekte indu-
zierte Spinausrichtung zu einer energetisch giinstigen Konfiguration fiihrt.
(c) Gate-Spannungen, d.h. Peakpositionen, als Funktion des Magnetfelds.
(Nach Tarucha et al., 1996154



12 EINFUHRUNG

¢-Faktor gelten die aus der k - p-Theorie”” bekannten Werte (GaAs: m* = 0.0670m,,
g = —0.44). Damit ist das Modellsystem, das allen Rechnungen in der vorliegenden
Arbeit zugrunde liegt, zweidimensional, umfafit N wechselwirkende Elektronen in
einem zweidimensionalen harmonischen Potential sowie ein homogenes Magnetfeld
senkrecht zur Ebene.

Fiir die Untersuchung der elektronischen Eigenschaften verwenden wir zwei von
der Konzeption her komplementdre Methoden, ndmlich die Dichtefunktional-Theorie
und die Exakte Diagonalisierung.

Die Exakte Diagonalisierung ist wohl eines der direktesten, aber auch recheninten-
sivsten Verfahren zur Bestimmung der Eigenzustidnde des Systems. Sie mufs deshalb
auf wenige Elektronen begrenzt bleiben, liefert dafiir aber in Form der Vielteilchen-
Wellenfunktion ein Maximum an Informationen mit hoher Genauigkeit.

Dagegen beschréankt sich die Dichtefunktional-Theorie auf die Kenntnis der Grund-
zustandsdichten'! und Energien. Der Wermutstropfen, der dem Verfahren Grenzen
setzt, ist die Unkenntnis des exakten Austausch-Korrelations-Funktionals. Davon sind
insbesondere zwei Aspekte betroffen: Zum einen gibt es fiir zweidimensionale Sy-
steme keine Arbeiten zu Gradientenkorrekturen, wie sie fiir dreidimensionale Syste-
me state of the art sind. Andererseits beruht die fiir die lokale Dichtendherung am
haufigsten verwendete Austausch-Korrelations-Energiedichte auf einer Parametrisie-
rung, die zwischen unpolarisierten und vollstindig polarisierten Systemen interpo-
liert (Tanatar & Ceperley (1989'%%)). In neueren Arbeiten zu Austausch-Korrelations-
Energiedichten in zwei Dimensionen (Seidl (2001'%), Attaccalite et al. (20027)) wird
dem zweiten Kritikpunkt Rechnung getragen.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir Austausch-Korrelations-Energiedichten aus
Elektronensystemen in Quantenpunkten gewinnen, deren Grundzustandseigenschaf-
ten aus Exakten Diagonalisierungen bekannt sind. Dazu werden die Kohn-Sham-
Gleichungen invertiert und die exakten Austausch-Korrelations-Potentiale berechnet.
Im Rahmen der lokalen Dichtendherung ist es in einem weiteren Schritt moglich,
Austausch-Korrelations-Energiedichten als Funktion von Grundzustandsspindich-
ten und paramagnetischer Stromdichte bzw. Vortizitit zu extrahieren. Speziell die
Beriticksichtigung der Vortizitit, also der stromabhéngigen Korrektur der Austausch-
Korrelations-Energiedichten ist ein Aspekt, der in den Arbeiten von Seidl (2001 %)
und Attaccalite et al. (20027) nicht betrachtet wurde. Somit wollen wir mit unseren
Rechnungen einen Beitrag leisten zum Verstdndnis der in die lokalen Dichtendherung
eingehenden zentralen Grofie, der Austausch-Korrelations-Energiedichte als Funktion
von Dichte, Polarisation und Stromdichte (bzw. Vortizitat).

fIn dieser Arbeit verwenden wir die Strom-Spin-Dichtefunktional-Theorie'*, die auf Grundzu-
standsspindichten und paramagnetischer Stromdichte beruht.
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Aufbau der vorliegenden Arbeit

Die Arbeit ist in sechs Kapitel gegliedert und wird von einer Zusammenfassung ab-
gerundet:

e KAPITEL 1 gibt eine Ubersicht iiber verschiedene Darstellungen des Hamilton-
Operators von N wechselwirkenden Elektronen in einem Quantenpunkt und die
Symmetrien des Systems.

o In KAPITEL 2 sind die Grundlagen der Dichtefunktional-Theorie, das Hohenberg-
Kohn-Theorem und die Kohn-Sham-Gleichungen, zusammengefafit. Insbeson-
dere diskutieren wir die Anwendbarkeit dieser Konzepte auf Quantendots.

e Das KAPITEL 3 ist durch zwei wesentliche Aspekte motiviert: Einerseits ist es eine
Demonstration des Potentials der Dichtefunktional-Theorie, die es im Gegensatz
zu anderen effektiven Einteilchen-Methoden erlaubt, die Amplitudenmodulati-
on in Coulomb-Blockade-Experimenten an Quantendots zu erkldren. Anderer-
seits offenbart es auch die zentrale Schwiache der Dichtefunktional-Theorie, die
Unkenntnis des exakten Austausch-Korrelations-Funktionals. Damit gibt KAPI-
TEL 3 Anlaf8 zu einer systematischen Untersuchung der Austausch-Korrelations-
Potentiale und -Energiedichten, ausgehend von Grundzustandswellenfunktio-
nen aus der Exakten Diagonalisierung.

e Die Exakte Diagonalisierung wird in KAPITEL 4 behandelt. Wir stellen Anséitze
zur Verbesserung der Methode vor, indem wir den Gesamtspin und die
Schwerpunktbewegung als gute Quantenzahlen nutzen, prasentieren Ergebnisse
tir Grundzustinde sowie angeregte Zustinde und zeigen die Grenzen des
Verfahrens auf.

e KAPITEL 5 widmet sich schliefllich den von uns verwendeten numerischen
Verfahren zur Berechnung von Austausch-Korrelations-Potentialen und
-Energiedichten. Zusitzlich stellen wir zwei Spezialfdlle vor, die analytisch
behandelt werden kénnen.

e KAPITEL 6 fafit die numerischen Ergebnisse fiir Austausch-Korrelations-
Potentiale und -Energiedichten von verschiedenen Systemen zusammen, die wir
nach Polarisation und Stromdichten klassifizieren. Wir diskutieren die Resultate
vor dem Hintergrund der lokalen Dichtendherung und vergleichen unsere
Austausch-Korrelations-Energiedichten mit denen aus der Literatur.
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KAPITEL 1

Modell des N-Elektronen-Quantenpunkts

In diesem Kapitel stellen wir das Modell des zweidimensionalen N-Elektronen-
Quantenpunkts vor. Ausgehend von den Eigenschaften des Einteilchen-Systems wer-
den die Symmetrien des wechselwirkenden Systems erkladrt sowie ihre Darstellungen
in zweiter Quantisierung berechnet. Damit wird insbesondere die Grundlage fiir die
Ausnutzung der Erhaltungsgrofien in der Exakten Diagonalisierung (ED) vorbereitet.
Ein weiterer Aspekt ist die Einfithrung der Notation.

1.1 Das Einteilchen-System

Wir betrachten ein Elektron mit der effektiven Masse m*, der Ladung —e und dem
gyromagnetischen Verhéltnis g, das sich in der xy-Ebene in dem isotropen, harmoni-
schen Potential V(r) = m*wir*/2 bewegt. AuBerdem sei in z-Richtung ein konstantes
homogenes Magnetfeld B = (0,0, B) angelegt, das durch das Vektorpotential A(r) be-
schrieben wird. Dann lautet der zugehorige Hamilton-Operator

N 1
H, =
"7 om

1
—(p +eA(r)) + Em*wér‘z — qupBs. /i (1.1)
Der orbitale Anteil von (1.1) wird im folgenden mit hiy bezeichnet,

hz = —gusBs. i = —guyBé. /2 (1.2)

ist die Zeeman-Energie, ug = efi/(2m.) das Bohrsche Magneton, und s, = Hi/2 bzw.
o = %1 sind die Eigenwerte der Spinoperatoren 3, bzw. 6.

Soweit nicht anders angegeben, werden allen Rechnungen dieser Arbeit GaAs-
Parameter zugrunde gelegt: m* = 0.067m,, § = —0.44 (das entspricht einer Zeeman-
Energie EZ/B = —gup= 0.0254meV/T), € =12.4,ap = 9.7937nm und Ry = 5.9286meV.
Aus Griinden der Vollstandigkeit sind auch die Dielektrizitatskonstante ¢, der effekti-
ve Bohrsche Radius 4y und die effektive Rydberg-Energie Ry mit angefiihrt, da diese
tiir das wechselwirkende System relevant sind (vgl. Abschnitt 1.2).
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1.1.1 Der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators im Ma-
gnetfeld

Unter Verwendung der symmetrischen Eichung fiir das Vektorpotential A(r) =
B/2(—y, x,0) lautet der orbitale Anteil des Hamilton-Operators (1.1)

po 1 2, 1 L0

hy = o 5 (1.3)
oder

o1 2, .2 L 22, 2y, We

ho =5 (Pt p}) + 5wl (84 7) + 5 (xpy — yps) (14)
oder

N 1 1 * 2.2 hwc 8

hy = 2m*p + S Wit + = 2 Do (1.5)
Dabei liegen die Vektoren r = (x,y,0) und p = (p., py,0) in der xy -Ebene. Die z-
Komponente des Bahndrehimpulses [, ist durch I, = xp, — yp. = ;% definiert, und

we = eB/m* bzw. w, = \/wj + w?/4 sind die Zyklotronfrequenz bzw. Hybridfrequenz
des Systems.

Die beiden letzten Darstellungen des Hamilton-Operators legen zwei verschiedene
Losungsmethoden fiir die Schrodinger-Gleichung nahe, die auf Fock (1928*) und Dar-
win (1931%) zuriickgehen: Gleichung (1.4) fithrt zur algebraischen Methode, wihrend
ausgehend von (1.5) Eigenfunktionen und Spektrum durch Lésung der partiellen Dif-
ferentialgleichungen berechnet werden. Es folgt ein kurzer Abrif$ aller fiir die vorlie-
gende Arbeit relevanten Ergebnisse.

1.1.2 Die algebraische Losung des Eigenwertproblems

Zunichst vernachlédssigen wir den letzten Term in Gleichung (1.4), d.h. wir nehmen
den magnetfeldfreien Fall B = 0 an. Dann besteht das System aus zwei unabhédngigen
harmonischen Oszillatoren in der x- und y-Richtung. Wir definieren die wohlbekann-
ten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

f_ L (x_d g (x 1
V- AV 1 T AN\ TR

1 il 1 il
=~ (Y_E -
| = \/li/(m*w,) ist die Oszillatorlinge des Systems. Mit Ausnahme der Kombinationen

[a,,d1] = [4,,a]] =1 (1.7)

>

x>
>
I

sind alle Kommutatoren zwischen Erzeugern und Vernichtern Null.
Mit Hilfe der Riicktransformation von (1.6) 1df3t sich der Hamilton-Operator (1.4)
umformulieren

hio =i, (afax+afay+1)+ (ﬁyﬁl—ﬁx@). (1.8)
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Im zweiten Schritt eliminieren wir im letzten Term von (1.8) die Kopplung zwischen
den beiden Oszillatoren in x- und y-Richtung. Die zugehorige Transformation lautet

P B N
ai:ﬁ(al—l—za;) a+:ﬁ(ax—zay)
dT:%(dl—i@) d_:%(ﬁx-l—idy). (1.9)

Unter Berticksichtigung der Kommutatoren (1.7) kann man sich leicht von der
Giltigkeit der folgenden Vertauschungsrelationen fiir die neuen Erzeuger und
Vernichter {iberzeugen

[a,al]=[a_,al]=1; (1.10)

alle anderen Kombinationen liefern Null.
Damit erhalten wir den Hamilton-Operator

ho =huw, (aLm vata + 1) i ‘; (cﬂm _ df_d_) (1.11)

bzw. mit den Zahloperatoren 7, = a4, und 7_ = a'4_ und wy = w;, £ o
. 1 1
ho :hCU+ ny + E —I—ﬁw, n_ 4+ E . (112)

Wie aus den Gleichungen (1.12) und (1.10) offensichtlich ist, liegen nun zwei un-
abhédngige harmonische Oszillatoren mit den Frequenzen w. vor. Analog zum
eindimensionalen harmonischen Oszillator 1dft sich die Wirkung von 4, und dirt auf
einen Eigenzustand |n,n_) zeigen:

ayfng,no) = /ny +1ny +1,n-) Aplng,n_) =y/ning —1,n_)

at np,n_ )y =/n_+1|ny,n_+1) A_|ny,n_)y =/n_|ny,n_—1)
ﬁ+|7’l+,7’l_> :n+|n+7n—>

A_|ng,n_)=n_|ny,n_). (1.13)

Folglich lassen sich alle Zustdnde aus dem Grundzustand (Vakuumzustand) |0, 0) kon-
struieren

e, nl) =/ m!ln! (ﬁi)’” (ﬁ*_)n_ 10,0). (1.14)

Die zugehorigen Eigenenergien lauten

Enypn. =Hwy <n+ + %) +hw_ <n_ + %) . (1.15)

Da sich die z-Komponente des Bahndrehimpulses [, in der Form I, =h(i, —71_) dar-
stellen 148t, sind die Eigenzustinde |n4,n_) von hy auch Drehimpulseigenzustinde
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mit Eigenwert im =H(n; —n_). Fiir groe Magnetfelder (w./wy — o0) konvergieren
die Zustiande |0,n_) (n- =0,1,2,3,...) zum niedrigsten Landau-Niveau.

Durch Kombination der linearen Transformationen (1.6) und (1.9) erhalten wir 4,
a_, dl und 4’ als Funktion von x, Y, px und p,

R 1 /x+i il . . 1 /x—i il .

a1=§( Zy—,g(l?x-l-lpy)) ﬂ+=§( Zy+,;(m—lr)y))

4 1 (x—iy il . L1 fx+i

a*:i( ly—,;(px—lpy)) ﬂ—=2( 7+ (Px+lpy)) (1.16)

bzw. die zugehorige inverse Transformation

x:é(d++a3+a_+af_) px:%(m—dim_—al)
y:%(m—ﬁi—ﬁ_ﬂﬁ) pyz%(mﬂﬂ—ﬁ_—ﬁ*). (1.17)

Im folgenden wird die Ortsdarstellung der Eigenfunktionen |n,n_) mit

an+,n7(r) = <1"|7’Z+,TZ_> (118)

bezeichnet.

1.1.3 Losung der partiellen Differentialgleichung

Ein alternativer Ansatz fiir die Schrodinger-Gleichung basiert auf der Losung der par-
tiellen Differentialgleichung ot = et in Zylinderkoordinaten (r, ¢)

X B (10 ( 0 1 0 1*22 hw. O
ho= = (?5(%)%3 )+‘ RN (1.19)

(Der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten lautet A = 1.2 (r2) 4 68;2 ) Auf-
grund der Axialsymmetrie des Hamilton-Operators konnen die Wellenfunktionen als
Eigenfunktionen des Drehimpulses gewihlt werden

Dum(r, 9) = Ry (1) (1.20)

mit den radialen Quantenzahlen n =0, 1,2, ... und den Drehimpulsquantenzahlen m
in z-Richtung. Die Losungen der radialen Schrédinger-Gleichung sind die Wellen-
funktionen 3044

(—1)” n! 202y (T |m| m
Ruw®) =1\ [ ore 2 () B/ (1.21)

50

mit den verallgemeinerten Laguerre-Polynomen

arn (=D (n+ o) i
L”(x)_?::o i m—a)lati (122)
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(a) 06 (b) 10
(11,m)=(0,0) 9
04 | 8
(0/1) 7 /] (11_1)
0,2) C(1,0)
0,3) 6 ©1)
= 02} —~.(0,10) g
PAVANERY 2,10 |
é ( ) § > [ —(0,-10)
= w 4
0 3
| (0,-1)
2 (0,0)
-0.2F 2.0) 1
‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0.0 2.0 4.0 6.0 0 1 2 3 4
r/l 0./ 0

ABBILDUNG 1.1: (a) FD-Wellenfunktionen R, (r) fiir ausgewdhlte n, m. (b)
Eigenwerte des Hamilton-Operators 1y (1.5) in Abhéngigkeit von w.. Die
grauen Linien markieren die Landau-Niveaus, denen sich die Eigenwerte
fiir w./wg — 0o asymptotisch ndhern.

Das Energiespektrum der Fock-Darwin-(FD)-Wellenfunktionen ist gekennzeich-
net durch

hiw,
€nm =Huwp(20 + [m| + 1) + %m (1.23)

Der Zusammenhang zwischen den Quantenzahlen (1., 7n_) aus der algebraischen Me-
thode und den Quantenzahlen (1, m) ist durch m = ny —n_ und n = min(n,n_) ge-
geben, und es gilt mit (1.18)

Qpy i (1‘) = r(wljrnin(n_,.,n_),n+—n_ (1", QO) = Rmin(n+,n,),|n+—n,|(7’) ei(n+fn_)tp. (124)

In Abbildung 1.1(a) sind einige der Wellenfunktionen R,,,(r) und in (b) die Eigen-
energien €,, als Funktion des Magnetfelds dargestellt. Die Schalenstruktur des Spek-
trums im verschwindenden Magnetfeld ist das Ergebnis von Zeitumkehr-Symmetrie
(Entartung beziiglich £m) und der Entartung von Zustinden mit gleichem 2n + |m|,
eine Besonderheit des parabolischen Potentials.

Fur grofle Magnetfelder, d.h. w./wy > 1, konvergieren die Einteilchen-Niveaus zu
den Landau-Niveaus

E,, = we(n + 1) (1.25)

mit der Landau-Quantenzahl n, = n + (|m| 4 m)/2.
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1.14 Symmetrien des Einteilchen-Systems

Wie schon in den vorangehenden Abschnitten deutlich wurde, manifestiert sich die
axiale Symmetrie des Hamilton-Operators in Form des Kommutators [/, ,] = 0, d.h.
die z-Komponente des Drehimpulses I, ist eine gute Quantenzahl. (Nur im Fall B =0
ist der mechanische Drehimpuls 7 x (p 4 eA) mit dem kanonischen Drehimpuls [ iden-
tisch, woraus folgt, dafy der mechanische Drehimpuls fiir B # 0 keine Erhaltungsgrofie
ist?.) Da der Hamilton-Operator nicht von den Spinkoordinaten abhéngt, vertauschen
auch das Gesamtspinquadrat $* und eine Spinkomponente, z.B. §,, mit dem Hamilton-
Operator. Das bleibt auch bei Beriicksichtigung der Zeeman-Energie fiir ein Magnet-
feld in z-Richtung richtig, da der Beitrag der Zeeman-Energie zum Hamiltonian pro-
portional zu $, ist. Zusammenfassend gilt also

(g, 81 = [0, -1 = [, [.] = 0. (1.26)

Eine weitere Symmetrie ist die dynamische Symmetrie (SU2) des Systems aufgrund
des harmonischen Potentials. Sie tritt bei B = 0 auf und fiihrt zu den bereits erwdhnten
charakteristischen Entartungen im Spektrum des zweidimensionalen harmonischen
Oszillators ohne Magnetfeld.

1.2 Das Vielteilchen-System

Wir betrachten jetzt ein System von N wechselwirkenden Elektronen im harmo-
nischen Potential, d.h. wir erweitern den Hamilton-Operator um die Coulomb-
Wechselwirkung. Wie zuvor verzichten wir an dieser Stelle aus Griinden der
Ubersichtlichkeit auf den Zeeman-Term; die Notation aus dem vorangegangenen
Abschnitt wird tibernommen. Dann lautet der Hamilton-Operator in Ortsdarstellung

( —|—eA(r-)> + 1m*w2r2 L i S
Pj / o)ty = 47reeo|r]—rk|

N

A 1

=1

_ i Ve Lo @i 1 i' e (1.27)
= 2 Pi T M W T o 2 = Ameeo|rj — 1] '

Die Slater-Determinanten, d.h. die antisymmetrisierten Zustdnde aus dem Produkt-
Hilbertraum der Einteilchen-Hilbertrdume, bilden ein Erzeugendensystem des Pro-
duktraums der Elektronen, wobei durch die Antisymmetrisierung dem Pauli-Prinzip
tiir Fermionen Rechnung getragen wird. Prinzipiell ist jede Einteilchen-Basis geeignet,
aber fiir die vorliegende Problematik ist die FD-Basis die beste Wahl, da sie, wie spéter
deutlich wird, konzeptionelle und numerische Vorteile (vgl. Paragraph 4.3) bietet.

Die Slater-Determinanten sind definiert durch

1 N .
Prpn_ oy snin_ay (F1; - TN) = TN Y SO T T nnoreg (rlo2) . (1.28)
- P i=1

Dabei wird tiber alle Permutationen ? von Quantenzahlen summiert, und &(P)
bezeichnet die Fehlstande der Permutation P. Offensichtlich sind alle Slater-
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Determinanten, in denen mindestens zwei Einteilchen-Quantenzahlen tiberein-
stimmen, identisch Null gemdf Pauli-Prinzip. Unterscheiden sich zwei Slater-
Determinanten nur in der Anordnung der Einteilchen-Quantenzahlen, so sind sie
linear abhidngig. Deshalb stellt die Menge aller Slater-Determinanten ein Erzeugen-
densystem, aber keine Basis dar. Diese entsteht durch eine geeignete Einschrankung;:
Man definiert eine bijektive Abbildung ¢ der Einteilchen-Quantenzahlen (n.n_o) auf
die natiirlichen Zahlen. Dann bilden z.B. alle Slater-Determinanten

{¥in_oy,inin_oyy (P15 -1N) = C((nan_o)1) < (((nyn_o)y) < ... < (((nyn_o)n)}
(1.29)

eine Basis.

Eine alternative Darstellung ist die zweite Quantisierung, die insbesondere auch fiir
die numerische Berechnung von Eigenzustdnden im Rahmen der ED von struktureller
Bedeutung ist. Wie zuvor legen wir als Einteilchen-Basis die FD-Basis zugrunde. Im
folgenden werden die Operatoren zur Erzeugung bzw. Vernichtung eines Elektrons
mit den Quantenzahlen (n,,n ,0) (ny und n_ sind die Quantenzahlen aus der al-
gebraischen Darstellung des zweidimensionalen isotropen harmonischen Oszillators,
ergdanzt um die Spin-Quantenzahl o = £1 =1|) mit ct wn_o bZW. ¢, »_, bezeichnet. Der
Zahloperator #,,, , ist durch 7,,, , = cf n_oCn,n_o definiert. Die Erzeuger und Ver-
nichter erfiillen die tiblichen Antikommutatorrelationen

[Cn+n_,aa Clg_nl_,(,l]—k = 5n+,n’+5n,,n’_5a,a’ (130)
[Cn+n_,m Cnﬁrn’,,a’]+ = [Cju,n_,m le;nL,a’]+ =0. (131)

Unter Beachtung dieser Beziehungen lassen sich die Slater-Determinanten durch wie-
derholte Anwendung der Erzeuger auf den Vakuum-Zustand |0) generieren

|(n+n_a)1, ceey (n+n—U)N>SL = H (CL+1’1_0') e |0> (132)

nyn_o

mit den Besetzungszahlen

ﬁn+n_a|(n+n—a)la ey (n+n—U)N>SL = nn+n_a|(n+n—a)la cey (n+n—G)N>SL- (133)

Offensichtlich nimmt 7, ,_, nur die Werte 1 oder 0 an, falls der entsprechende Zu-
stand (n,.n_o) in der Slater-Determinante auftritt oder nicht. Als technisches Detail
ist zu erwdhnen, daff die Erzeuger in 1.32 immer in derselben Reihenfolge auf den
Vakuumzustand angewendet werden, um z.B. die korrekten Vorzeichen von Matrix-
elementen zu erhalten.

In der Darstellung der zweiten Quantisierung lautet der Vielteilchen-Hamilton-
Operator

H = ) (n+n_a|Ho|n+n_a)éLn_aémn_a
nyn_o
1 .
+5 Z ((nen_)(nyn_),|W|(nyn_)s(nin_),) X

(nyn_) (nyn_)y(nyn_)s(nyn_),o0’

At K o o
X C(n+n_)1(7C(n+n_)20’C(”+”—)3U'C(”+”—)4U ‘ (1 34)
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Die Matrixelemente (n,n_o|Hy|n,n_o) des Einteilchen-Systems (1.1) sind die FD-
Energien (der algebraischen Darstellung) (1.15), ergdnzt um die Zeeman-Energie (1.2).
Die Matrixelemente der Coulomb-Wechselwirkung W

((nyn_)(nyn ), |W(nin_)s(nin_)y) =
= (2)<(”+”—)1| (1)<(”+”—)2|W|(”+”—)3>(1) |(”+”—)4>(2) (1.35)

konnen analytisch berechnet werden (vgl. Hawrylak (1993°) und Anhang A).

1.2.1 Symmetrien des Vielteilchen-Systems

Die Symmetrien des Einteilchen-Systems {ibertragen sich auch auf das Vielteilchen-
System. Da der Vielteilchen-Hamiltonian (1.27) ebenfalls spin-unabhéngig ist bzw. im

Fall der Zeeman-Energie einen Term proportional zu S, = Z;\’:l[sA ilz hat, sind das Ge-

. &2 . A .
samtspinquadrat S° = (Z?’Zl §)> und S, gute Quantenzahlen. Eine kurze Rechnung
liefert die Operatoren in zweiter Quantisierung

Sii=Y ¢, slwny (1.36)
nyn_

S =Y ¢, wns (1.37)
nyn_—

§z/h = Z %éL“LgéanU (138)
nyn_o

Sz/”iz = [§+ SA- + SAz(SAz _Fl)] /ﬁz = N/2 + S/E/ﬁz - Z é;t;n’_j‘él+n,¢€”ﬁr”'_¢€”+”fT'

n+n_n’+n’_
(1.39)

Ebenso weist das Vielteilchen-System Axialsymmetrie auf, d.h. [. = ):?]:1 I, j kommu-

tiert mit [. Fiir den Einteilchen-Anteil des Hamilton-Operators ist die Behauptung
trivial, fiir die Coulomb-Wechselwirkung ist sie am einfachsten anhand der Struktur
der Coulomb-Matrixelemente (A.26) einzusehen. Das Kronecker-Delta in Gleichung
(A.26) stellt sicher, dafs ein Vielteilchen-Zustand durch Coulomb-Wechselwirkung nur
in Zustdnde mit gleichem Gesamtdrehimpuls gestreut wird. Die Darstellung in zwei-
ter Quantisierung lautet
Lin="Y (ni—=n)el,, oCuno- (1.40)
nyn_o
Neben den bereits besprochenen Symmetrien existiert fiir das harmonische Potential
noch eine zusétzliche (dynamische) Symmetrie, die die Separation von Schwerpunkt-
(CM)- und Relativkoordinaten erlaubt und fiir das verallgemeinerte Kohnsche Theo-
rem®8! verantwortlich ist. (Das normale Kohnsche Theorem gilt fiir Potentiale Vey =
const.; in diesen Systemen ist ebenfalls eine Trennung von Schwerpunkt- und Rela-
tivbewegung realisierbar.) Wie von Jacak et al. (19987) fiir Quantenpunkte mit axi-
alsymmetrischem, parabolischem Potential gezeigt wurde, 1dfit sich der Hamiltoni-
an des wechselwirkenden Vielteilchen-Systems in Ortsdarstellung unter Verwendung
von Jacobi-Koordinaten folgendermafien zerlegen

H = HCM(R,' P) + Hrel(p17 ey PN-17 T, -+, 7TN_1). (141)
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Dabei sind
N
NR = Z ¥j,
j=1
N
P=Yp ; (1.42)
j=1

die CM-Koordinaten und -impulse. Fiir die Definition der Relativkoordinaten
P1,---, Py_q und -impulse 7y, ..., wy_; sei auf Jacak et al. (19987°) verwiesen. Da die
transformierten Koordinaten die iblichen Vertauschungsrelationen erfiillen

[Rv, Pi] = [Ry, P)I=1p; 7 1= p; ,m; ] =ih (1.43)

(alle anderen Kombinationen liefern Null), vertauschen die Hamilton-Operatoren fiir
die CM- und Relativbewegung

[Hem, Hretl = [Hewm, H] = 0. (1.44)

Im néchsten Schritt werden wir die Darstellung der CM-Bewegung in zweiter Quan-
tisierung ableiten. Wir fassen Hcy im Sinne eines Einteilchen-Hamilton-Operators als
Funktion des Ortes R und des Impulses P auf und formen ihn um zu

Aoy = ! P> + le*thz + %[R x P],

2Nm* 2
=hw (ALA, +1/2)+hw_(ATA_+1/2) (1.45)

unter Verwendung von Bosonerzeugern

T x y _~ ]

und Vernichtern (vgl. Gleichungen (1.17))

~ _ (R«FiR, iL ,
Ar = (T + %(Px + le)) (1.47)
(L =1/+/N ist die Hybridlinge der CM-Bewegung).

Falls wir fiir R und P in den Gleichungen (1.46) und (1.47) die Definition der CM-
Koordinaten (1.42) einsetzen

1 X (ri Eir, il .
( 2] - %(P]’x + lp]-y) (1.48)

tTUN 2 o P T ) '
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erkennen wir, dafs Al und A, die Form normaler Vielteilchen—Operatoren115 anneh-

men, da sie symmetrisch in allen N Koordinaten sind. Zur Berechnung der Matrixele-
mente von A@ niitzen wir die Bosonoperatoren des Einteilchen-Problems (1.17) und
erhalten

rotir, il .
TR G )

4 A
nma> CrporCrima

~ 1
Al =—— <n’m’a
" \/N 7’17711’1;’0'0"

= Z <n’m'a’

di‘ nma> él/m/arénma

Z vn+1¢ C(n+1)mac7’lm0 (1.50)

7’17710

und analog

1 .
= 7= L Vm+16,,0,6m0 (1.51)
nmo

Z VI, 1pCrmo (1.52)

nmo

\/— Z \/_ Crgm— 1)acnm0 (1.53)

Jetzt konnen wir die CM-Operatoren in zweiter Quantisierung schreiben

A AL o~ 1 R R R R

Cy= A]LFA+ =% Z V' + 1\/ﬁCZn’-H)m’a’C”'m'U’CInfl)mUC”mU (1.54)
n'm'o'nmo

A AL A 1 . . . .

C_= AiA_ = N Z vm!' + 1ﬂle’(m’—i-l)a’c’ﬂ'm'U'Cl(m—l)acnma' (155)
n'm'c'nmo

Da [A(T) A(T)] = 0 gilt, kommutieren auch die Operatoren C, und C_. Aus der Defini-
tion von C, und C_ als Funktionen der CM-Koordinaten R und P kénnen wir sofort
schlieBen, daB C, und C_ mit H,, vertauschen. Deshalb stellen die entsprechenden
Eigenwerte C; und C_ zwei gute Quantenzahlen des Systems dar, und es gilt

[C.,H=[C_,H]=0. (1.56)

Ferner kann man sich leicht davon tiberzeugen, dafs C+ und C_ auch mit dem Dreh-
impuls [ vertauschen.

Die Operatoren AL und A" (A, und A_) kénnen als Erzeugungs- (Vernichtungs-)
Operatoren fiir kollektive Anregungen des Vielteilchen-Systems interpretiert werden.
Sie erhohen (erniedrigen) die Energie des Systems um liw+

[A, AL] = [Acm, ALl =hw. AL (1.57)
[A,AL] = [Hom, As]l = we Ay (1.58)

Zusammenfassend halten wir fest, daf$ die Operatoren A.c,Cc., L, " und $ . paar-
weise miteinander kommutieren. Die oben nicht explizit erwdhnten Vertauschungsre-
lationen sind trivial. Damit existiert ein vollstindiges Orthonormalsystem aus Eigen-
funktionen zu den genannten Operatoren. Aus rechentechnischen Griinden resultie-
rende Einschrankungen werden in Abschnitt 4.2.1 diskutiert.
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An dieser Stelle ist noch ein kurzer Kommentar zur Vertauschungsrelation
[AL, W] = 0 angebracht. Dieser Kommutator ist in Ortsdarstellung unter Verwendung
von Jacobi-Koordinaten einfach einzusehen. Wechselt man allerdings die Darstellung
und versucht, denselben Ausdruck in zweiter Quantisierung zu berechnen, ist das
Ergebnis eine nicht-triviale Summenregel fiir die Coulomb-Matrixelemente

Vg + 1 (nymy, nogmy|W|nams, ny(my + 1))

+v/ms + 1 {nymy, nama|Winz(ms + 1), namy)

—\/m_z <n1m17 no(my — 1)|W|n3m3, ”4”14)

—/my (n1(my — 1), nymy|Wngms, nygmy) = 0. (1.59)

Ein direkter Beweis dieser Summenregel erweist sich als kompliziert, obwohl er in Spe-
zialfdllen durchfiihrbar ist.!”! Gleichung (1.59) ist tibrigens nicht nur fiir das Coulomb-
Potential richtig, sondern fiir alle Wechselwirkungs-Potentiale, die nur von |r — #/|
abhangen.

Es sei noch angemerkt, daf} die Losung der Schrédinger-Gleichung, ausgehend von
Jacobi-Koordinaten und der Ortsdarstellung der Separation in CM- und Relativbewe-
gung, durchaus moglich ist. Das CM-Problem ist zwar trivial, aber dann sind auch die
Coulomb-Matrixelemente entsprechend auf die Relativkoordinaten zu transformieren.
Auflerdem ist die Realisierung des Pauli-Prinzips nur mit Hilfe von gruppentheoreti-
schen Methoden sicherzustellen. Insbesondere die beiden zuletzt genannten Probleme
erweisen sich in der numerischen Implementierung als sehr rechenintensiv. !¢

1.2.2 Abbildung auf das magnetfeldfreie System und Zeitum-
kehrsymmetrie

Wir betrachten erneut den Vielteilchen-Hamilton-Operator in Ortsdarstellung (1.27),
aber jetzt unter Berticksichtigung der expliziten Abhédngigkeit von den Parametern N,
wo und w, (w, x B)

1 N 2

1 i
p1+2m*w’%r2+ ) 2 Z;
.k

. N/
H(wo,we, N) = Z( (1.60)

= \2mr dreeo|ri —re|

Der Hamilton-Operator (1.60) 1463t sich unter Verwendung des Gesamtdrehimpulses
[ umschreiben

A N 1
H(wO)me) = Z (

=1

(1.61)

Ein Vergleich mit (1.60) ermoglicht es, die beiden Summen auf der rechten Seite von
Gleichung (1.61) mit dem Hamilton-Operator eines Quantendots mit Confinement-

Energie /w3 + w?/4 bei B = 0 zu identifizieren

A(wp, we, N) = A(y/w? + w2 /4,0, N) + %L (1.62)
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Diese Darstellung erlaubt, aus dem Spektrum und den Eigenfunktionen des Hamilton-
Operators A(Q,0,N) die Spektren und Eigenfunktionen aller Hamilton-Operatoren
H(wo,we, N) mit Q = /w2 + w?2/4 ohne Rechnung zu erhalten. Gleichung (1.62) re-
duziert somit den Parameterraum (wg,w., N) von drei auf zwei Dimensionen (Q, N).
Eine dhnliche Umformung fiihrten Capelle & Vignale (2002'?) fiir natiirliche Atome
durch. Allerdings lassen sich aufgrund der anderen Struktur des externen Potentials
die entstehenden Terme nicht so kompakt zusammenfassen. Das Ziel der Arbeit von
Capelle & Vignale ist die Untersuchung der Eindeutigkeit der Potentiale in der Strom-
Spin-Dichtefunktional-Theorie. In diesem Kontext wird die Bedeutung der Gleichung
(1.62) in Abschnitt 5.1 noch einmal diskutiert.

Ein interessanter Aspekt an Gleichung (1.60) ist auch die Struktur des Terms %[,
die der einer Zeeman-Energie entspricht. Wie die Zeeman-Energie kann auch h“’”L
nach der eigentlichen Rechnung hinzugefiigt werden, weil die Eigenfunktionen des
Hamilton-Operators als Eigenfunktionen der Zeeman-Energie bzw. des Terms ’%ﬁ
gewdhlt werden konnen. Da die Magnetfeldabhéngigkeit des Hamilton-Operators auf
der rechten Seite in (1.62) eliminiert wurde, kann zuséatzlich die Zeitumkehrsymmetrie
ausgenutzt werden. Durch Anwendung des Zeitumkehroperators auf einen Eigenzu-
stand |¥;) mit der Energie E; erhdlt man den Eigenzustand |¥_,) mit der Eigenener-
gie E_; = E;. (Nattirlich bleiben auch bei Bertiicksichtigung der Zeeman-Energie alle
obigen Aussagen richtig.)

1.3 Dichten und Stromdichten

Die Beriihrungspunkte zwischen Dichtefunktional-Theorie und ED sind neben der
Grundzustandsenergie die Grundzustandsdichten. In einem kurzen Uberblick wer-
den die Eigenschaften dieser entscheidenden Grofien dargestellt.

Ausgangspunkt ist ein beliebiger normierter Zustand |¥) des Vielteilchen-Systems,
der als Linearkombination von Slater-Determinanten |¥) (1.32) vorliegt

W) =Yl ¥ (1.63)
k
Dann ist der Erwartungswert einer Observablen O
= (P|0|¥) = ) vivi(Pr| O ). (1.64)
Kk

Da die Slater-Determinanten |¥,) mit Hilfe der FD-Basis erzeugt wurden, ist eine Dar-
stellung der Observablen O in zweiter Quantisierung mit Hilfe derselben Einteilchen-
Basis sinnvoll. Im Fall eines Einteilchen-Operators erhalten wir

o= Y (n’+n’,a’|O(l)|n+n,a)él,+n,_a,én+n_a (1.65)
nlnl_olnygn_o
und

= (OM) =Y e Y (0l o |00 o) lel, o o).

Kk wynl_o'nyn_o

(1.66)
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Fiir die Spindichte 7i,(r) und die (Spin-)Stromdichte }'T(r) sind die Matrixelemente des
entsprechenden Einteilchen-Operators durch

(n'.n" o'l (r)V|nn_o) =y (1)nyn_(1)070/07 (1.67)

{ @ DIV ] = [V (e, (1)}

(ool im0} =

X 6101070 + %m;n'_ o'|A () Onyn_c)A(r)  (1.68)
gegeben. Dabei ist
(nno'|f O Plnin_o) =
= L OVt O] = Vet (s (9} 8,08 (1.69)

der paramagnetische Beitrag zur Stromdichte, der im Rahmen der Strom-Spin-
Dichtefunktional-Theorie eine wichtige Rolle spielt.

Wir wollen uns nun speziell auf Eigenzustinde |¥) des Hamilton-Operators (1.34)
und deren Erwartungswerte konzentrieren. Die durch (1.34) definierte Hamiltonian-
Matrix ist reell, da insbesondere die Coulomb-Matrixelemente (1.35) reell sind. Folg-
lich sind auch die Koeffizienten 7, der Linearkombinationen der Eigenzustdnde reell
und statt (1.66) gilt

0 =(%|0|¥) =
=Ywn )y R ((n' " o'l OV |nsn_a)) <\Pk’|€iﬁrn'_a'éﬂ+”—0|wk>’ (1.70)

k'k n’+n’_a’n+n_a

weil die Matrixelemente (¥ |CAL,Jr o oCnpn_a |Wx) nur die (reellen) Werte 0, £1 annehmen.

Zusitzlich kommutiert I mit dem Gesamtdrehimpuls £, und so kénnen wir oh-
ne Einschrankung annehmen, daf8 der Eigenzustand |¥) von (1.34) auch gleichzeitig
Eigenzustand von L ist |¥) = |¥;). Damit liegen auch alle an der Linearkombinati-
on beteiligten Slater-Determinanten |¥; ;) in dem entsprechenden Unterraum von L.
Unter diesen Voraussetzungen liefert die Summe tiber k', k in (1.70) nur Beitradge, falls
die Drehimpulse des vernichteten bzw. des erzeugten Zustandes iibereinstimmen, d.h.

!

n', —n’ =ny —n_ gilt. Damit folgt aus (1.70)

OL - <‘PL|O|lPL> -
= Z’Yk"Yk Z R ((n'n_o'|0V|n,n_o)) O, —nt_ny—n_ X

k'k nyn_o'nyn_o
X (VL |CAL'+n'_afCAn+n—a W) (1.71)
Unter Ausnutzung von (1.24) folgt fiir die Einteilchen-Matrixelemente der Spindichten

R (', n"o'|A,(r)Vnin_o)) =

= 5n’+—n’_,n+—n_670’670Rmin(n{'_,n’_),\n’+—n’_\(r)Rmin(n+,n,),|n+—n,|(r) (172)
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und der paramagnetischen Stromdichten

6, e R (0[], )V in o)) =

Fi(ny —n_)
= 5n’+—n’_,n+—n_570’5707 emein(n’Jr,nL),|n’+fn’7|(r)Rmin(n+,n—),\n+fn_|(r)' (173)

Als Endergebnis erhalten wir die Erwartungswerte der Spindichten

TZTL(T) = <\PL|ﬁ(T)|lPL> =
= Z’Yk”}/k Z 67'0’670671’4_711’7,71_,.711_ Rmin(n{'_,n’_),|nf'_—n’_\(r)Rmin(n+,n,),|n+—n,|(r) X
K'k n'n' o'nyn_o
X <lPL,k’|é,tgrnialén+n,o|‘PL,k> (174:)

und der (rein azimutalen) Stromdichten

jpTL(r) = <\PL|}.pT(r)|lPL> =

Filny —n_)
= ZfYk’fYk Z 570’6‘r05n;—n'_,n+—n7 ;17*7’ egoRmin(nf'_,n’_),|n’+fn’_\(r) X
kK'k n’+n’_(7’n+n_a
X Rmm(n+,n,),\n+—n,|(”(‘PL,k’|€Lr+nl_ar€n+n_a|\PL,k> (175)
. . e
Jor () = Jor (D + €2 A7 (7). (1.76)

Fiir die Gesamtstromdichte haben wir ausgenutzt, daf$ sich das Vektorpotential A(r) in
symmetrischer Eichung in der Form A(r) = e, A,(r) schreiben lafst.

Bemerkenswert ist, dafd sowohl Spindichten wie auch Stromdichten nur Funktionen
des Radius r, aber nicht des Winkels ¢ sind. Das integrierte azimutale Stromprofil
liefert den Ringstrom

I = / dre,-j (r). (1.77)

r=0
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KAPITEL 2

Grundlagen der Dichtefunktional-Theorie

Die Dichtefunktional-Theorie (DFT) ist ein vielversprechender Ansatz zur Beschrei-
bung des Grundzustands (GZs) eines wechselwirkenden N-Elektronen-Systems auf
der Grundlage eines effektiven Einteilchen-Bildes und unter Einschluf’ aller wesentli-
chen Elemente wie Coulomb-Abstofiung, Austausch- und Korrelationseffekte.

Die der DFT zugrunde liegende Idee, den GZ durch die Dichte zu beschreiben,
wurde von Thomas (1927%7) und Fermi (1928*!) entwickelt (Thomas-Fermi-Methode).
Die bestechende Vereinfachung liegt darin, daf$ fiir ein d-dimensionales System nur
noch die von d Koordinaten abhédngige Dichte berechnet werden muf3 statt eines
Vielteilchen-Zustands, der eine Funktion von N -d Koordinaten ist. Dabei wird
die kinetische Energie des inhomogenen Systems grob abgeschitzt, Austausch-
oder Korrelationseffekte werden komplett vernachlédssigt. Eine entscheidende Ver-
besserung gelang Hohenberg & Kohn (1964%), die in dem nach ihnen benannten
Theorem beweisen, dafs die GZ-Wellenfunktion (unter gewissen Voraussetzungen) ein
eindeutiges Funktional der GZ-Dichte n(r) ist. Obwohl die funktionale Abhéngigkeit
nicht bekannt ist, erlaubt die Abbildung des wechselwirkenden Systems auf ein
nicht-wechselwirkendes effektives Einteilchen-System im Rahmen des Kohn-Sham-
(KS)-Formalismus (Kohn & Sham (1965%)) und der lokalen Dichtendherung (LDA)
die Berechnung von GZ-Energie und -Dichte des Systems unter Berticksichtigung von
Austausch-Korrelations-(XC)-Effekten. Allerdings bleibt der Zugang zu detaillierteren
Informationen wie angeregten Zustidnden oder Paarkorrelationsfunktionen aufgrund
der Unkenntnis der entsprechenden Funktionale verwehrt. Zudem verletzt die LDA
die Giiltigkeit des Ritzschen Prinzips, d.h. die DFT/LDA-GZ-Energie stellt keine obere
Schranke fiir die exakte GZ-Energie dar. Dennoch zeigt die langjdhrige Erfahrung
mit DFT-Konzepten, dafs sie weit {iber den theoretisch fundierten Giiltigkeitsbereich
der LDA hinaus gute Ergebnisse liefern.34

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Dichtefunktional-Theorie vor dem
Hintergrund der Aufgabenstellung, der Extraktion von Austausch-Korrelations-
(XC)-Energiedichten aus exakten GZ-Dichten, zusammengefait. =~ Wir beginnen
mit der urspriinglichen Formulierung des Hohenberg-Kohn-(HK)-Theorems und
der Kohn-Sham-(KS)-Gleichungen fiir unpolarisierte elektronische Systeme und
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filhren die Erweiterungen auf Spin-Dichtefunktional-Theorie (SDFT) und Strom-
Spin-Dichtefunktional-Theorie (CSDFT) ein, die die Ankopplung eines externen
Magnetfelds an die Spindichten bzw. an die Spindichten und die orbitale Stromdichte
berticksichtigen. Die lokale Dichtendherung (LDA), die erst die praktische Anwen-
dung der DFT erlaubt, wird mit dem Fokus auf zweidimensionale Systeme vorgestellt,
da nur diese in der vorliegenden Arbeit von Bedeutung sind. Insbesondere werden
auch die konzeptionellen Probleme der DFT und LDA wie entartete Grundzustidnde,
n- und v-Reprdsentabilitit sowie verschiedene Parametrisierungen der XC-Energie
angesprochen, soweit sie fiir die Aufgabenstellung relevant sind.

Es ist zu betonen, daff die Neuformulierung der DFT nicht erfolgt, weil das ur-
spriingliche Konzept durch die Beriicksichtigung des Magnetfelds versagen wiirde.
Das Ziel der SDFT bzw. CSDFT ist, eine explizite Abhdngigkeit der auftretenden Funk-
tionale von externen Feldern zu vermeiden, was wiederum bei der Konstruktion von
LDAs vorteilhaft ist.3%

2.1 Dichtefunktional-Theorie fiir spin-unpolarisierte Systeme
Wir betrachten den Vielteilchen-Hamilton-Operator
H=T4+W+V (2.1)

fiir ein System aus N Elektronen. Dabei ist T die kinetische Energie, W die (interne)
Coulomb-Wechselwirkung und V das externe Potential. Mit Hilfe der Feldoperatoren
Wi (r) und W, (r) fiir die Spinrichtung o lauten die kinetische Energie, die Potentiale
und der Dichteoperator 7(r) in zweiter Quantisierung

2
T=_ 2’; -y / dr¥t (1) VAW, () 2.2)
o 1 o N o o
W=y / dr / dr WG, r) W (L (), (09, () 2.3)
V= / dr V(r)i(r) (2.4)
n@r) =) Phr) s ). (2.5)

2.1.1 Hohenberg-Kohn-Theorem

Ausgehend von Potentialen V € 9/, fiir die die stationdre Schrodinger-Gleichung
H|®) = E|®) zu einem nicht entarteten GZ |¥) € 9 mit H|W¥) = Eo|%¥) fiihrt, lassen
sich die (surjektiven) Abbildungen C: ¥ — %, V = |¥) und D : ¢ — A, |¥) — n(r)
konstruieren.* Das HK-Theorem® zeigt durch einen Widerspruchsbeweis, daf die
Abbildungen C und D auch injektiv und damit bijektiv sind. Potentiale, die sich nur
um eine additive Konstante unterscheiden, werden dabei als dquivalent aufgefafst.

*1, 1 und N sind die Rdume der Potentiale, Wellenfunktionen und GZ-Dichten.



2.1 DICHTEFUNKTIONAL-THEORIE FUR SPIN-UNPOLARISIERTE SYSTEME 31

V. -
2 —
"§\\\. - e
e o e
Vie——1—1T " & —F+—
3 E— '
g U vy, )L )

ve €y D g

ABBILDUNG 2.1: Zusammenhang zwischen externen Potentialen, Grund-
zustandswellenfunktionen und -dichten fiir den Fall entarteter Grund-
zustinde (nach Dreizler & Gross, 1990%3).

Die drei wesentlichen Schluffolgerungen® des HK-Theorems werden im folgenden
zusammengefafdt:

Aus der Existenz der Umkehrabbildung D~ : Al — 1, n(r) — |¥[n]) folgt, daB die
GZ-Wellenfunktion ein eindeutiges Funktional der GZ-Dichte ist. Damit ist der GZ-
Erwartungswert O = (¥[n]|O|¥[n]) einer beliebigen Observablen O ebenfalls ein ein-
deutiges Funktional der GZ-Dichte. Da T und W fest vorgegeben sind, bestimmt die
GZ-Dichte n(r) durch die Umkehrabbildung von (CD), (CD)™" : N = V, n(r) = V,
das externe Potential und damit den Hamilton-Operator des Systems.

Seien das externe Potential V; und die zugehorige GZ-Dichte n(r) und -Energie Eg
gegeben. Dann hat das Energiefunktional

Eq,ln] = (¥[n]| T+ W+ Vo|[n]) (2.6)

gemaf Ritzschem Prinzip die Variationseigenschaften Ey, [1n0] = Eo, Ey [n] > Eo fiir
n # np, und es gilt Eg = min, ¢ Eq [1].

Aufgrund der Unabhingigkeit der Abbildung D' vom externen Potential des
Systems wird Ey [n] = Fax[n] + JdrVy(r)n(r) als Summe des universellen HK-

Funktionals Fux[n] = (¥[n]|T + W|¥[n]) und der potentiellen Energie formuliert.
Frk[n] ist damit allein durch die interne Wechselwirkung festgelegt.

Entartete Grundzustinde

In diesem Abschnitt umfasse 4 nun auch Potentiale V, die zu entarteten GZen fiihren
(vgl. Abbildung 2.1). ¢, = {|¥) = ¥, ¢;|¥;) } bezeichne den Unterraum der GZe von V,
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der von dem Orthonormalsystem {|¥;)} aufgespannt werde. Dann gilt ¢ = Upcy 9¥p
und A = Ugey Ny mit A = {n(r) = (F|A(|¥) : [¥) € vy ).

Im Vergleich zum nicht entarteten Fall sind dann die folgenden Modifikationen er-
forderlich:

Da ein Potential zu verschiedenen GZ-Wellenfunktionen fiihren kann, ist C keine
Abbildung mehr.

Dagegen ist D : 9p — A nach wie vor eine wohldefinierte Abbildung. Auflerdem
gilt n(r) # n'(r) fiir die GZe |¥) und |¥') zweier Potentiale VV und V' (V7 # V' + const).
Damit sind zwei Untermengen A und Aj, fiir V # ¥’ 4+ const immer disjunkt, und es
existiert die Abbildung (CD)™' : N — V, n(r) — V.

Die Variationseigenschaften E VO[”O] = Ey, E VO[”] > Eqg fiir n # ny und Ey, =
min, ey Ey, [11] des Energiefunktionals Eg, [1] bleiben erhalten.

Allerdings gibt es kein eindeutiges Funktional |¥[n]) im entarteten Fall, da eine ge-
gebene Dichte nicht eindeutig einer GZ-Wellenfunktion zugeordnet werden kann und
D somit nicht invertierbar ist. Folglich ware auch das Hohenberg-Kohn-Funktional
Fik[n] nicht mehr eindeutig. Die Eindeutigkeit von Fyk[n] kann jedoch durch eine
Neudefinition iiber die GZ-Energie wiederhergestellt werden.*

Reprasentabilitit der Grundzustandsdichten

Die Funktionale F[n] und Ey [n] sind nach Konstruktion nur fiir ,pure-state
v-representable” Dichten n(r) definiert. Eine nicht-negative, normierte Funktion
n(r) heifit ,pure-state v-representable”, falls sie die Dichte eines (moglicherweise
entarteten) GZs eines Hamilton-Operators H bei fester Teilchenzahl N, fester Wechsel-
wirkung W und passend gewihltem externem Potential V ist. Die Reprasentabilitit
der Grundzustandsdichten wird deshalb zum Problem, weil sich die Hoffnung von
Hohenberg und Kohn, daf} jede ,verniinftige” Dichte ,pure-state v-representable”
sei, nicht bewahrheitete.** Somit ist bei der Implementierung des Variationsprinzips
Eo = min,¢q Ey, [11] sicherzustellen, daf$ alle Testdichten dieser Eigenschaft geniigen.
Diese Verfahrensweise ist allerdings dufiert unpraktikabel, was verschiedene Erweite-
rungen wie z.B. auf ,ensemble v-representable” Dichten® motivierte, um eine bessere
mathematische Fundierung der DFT zu erreichen.

2.1.2 Kohn-Sham-Gleichungen

Das Variationsprinzip des HK-Theorems etabliert zwar die mathematische Grund-
lage, um die exakte GZ-Dichte und -Energie eines beliebigen wechselwirkenden
Vielteilchen-Systems zu bestimmen. Aufgrund der Unkenntnis der meisten Funktio-
nale ist allerdings eine explizite Berechnung nicht moglich. Erst die KS-Gleichungen
erlauben durch eine Abbildung des wechselwirkenden Vielteilchen-Systems auf ein
effektives Einteilchen-Problem eine Losung im Rahmen einer Ndherung.

Dazu betrachten wir das nicht-wechselwirkende Hilfssystem

Hs=T+Vs. (2.7)

Die zentrale Voraussetzung in der Ableitung des KS-Formalismus ist die Annahme,
daf fiir jedes wechselwirkende System ein lokales Einteilchen-Potential Vs existiert,
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so dafs die GZ-Dichte n(r) des wechselwirkenden Systems gleich der Dichte ng(r) =
n(r) des Hilfssystems ist. Die Giiltigkeit der Annahme, dafs jede wechselwirkend v-
reprasentable Dichte auch nicht-wechselwirkend v-reprasentabel ist, wird als Arbeits-
hypothese fiir die vorliegende Arbeit vorausgesetzt, aber auch numerisch tiberpriift
(vgl. Kapitel 6).

Ziel ist somit, fiir ein spezielles wechselwirkendes System mit externem Potential
und GZ-Dichte n(r) ein Potential Vg,o des Hilfssystems zu bestimmen, das rny(r) repro-
duziert. Die KS-Wellenfunktionen |¢; o) und -Energien ¢; des Hilfssystems sind durch

Hs|90j,0> =(T+ VS,0)|90]‘,0) =¢j|pjo) (2.8)

gegeben. Mit den Besetzungszahlen f; = 1 sind die N energetisch niedrigsten Zustande
gekennzeichnet, fiir alle iibrigen Zustande gilt f; = 0 (die Quantenzahl j sei hier ein
Multiindex fiir Orts- und Spinquantenzahl). Dann ist die GZ-Dichte des KS-Systems

nso(r) = ij|90j,o(1‘)|2- 29)
j

Die Anwendung des HK-Theorems auf ein System ohne Wechselwirkung W = 0 defi-
niert das (eindeutige) Funktional der kinetischen Energie Ts[n].
Um das Einteilchen-Potential Vs,o zu berechnen, wird zunidchst das XC-Funktional

Excln] := Fux[n] — % / dr’ / dr n(#YW(r , #)n(r) — Ts[n] (2.10)

definiert. Mit Hilfe von Exc[n] last sich das Energiefunktional (2.6) als Summe des
Funktionals der kinetischen Energie (des nicht-wechselwirkenden Systems), der po-
tentiellen Energie, der klassischen Coulomb-Abstofsung und des XC-Funktionals for-
mulieren

Eg [n] = Te[n] + / drVo(r)n(r) + % / dr’ / dr n(#YW(, on(r) + Exc[n].  (.11)

Das Variationsprinzip dE, [1n] = 0 liefert dann als Ergebnis das effektive KS-Potential
und die Definition des Funktionals des XC-Potentials Vxc([n], r)

Vso(r) = Vo(r) + / dr' n(rYW(r', ) + Vxe([nl, ) (2.12)
i dExcln]
Vxe([n],r) = Sn(r) (2.13)

Die Gesamtenergie des GZs des wechselwirkenden Systems ist neben der GZ-Dichte
ein weiteres Ergebnis des KS-Formalismus

Ev=Y fie— 5 [ dr [ drnt)We, )~ [ dr Ve, nnG) + Exclal
]
(2.14)

Zusammen stellen die drei Gleichungen (2.8), (2.9) und (2.12), die aufgrund ihrer ge-
genseitigen Abhdngigkeit selbstkonsistent gelost werden miissen, die KS-Gleichungen
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der DFT dar. Insbesondere berticksichtigt der lokale(!) KS-Formalismus via Vxc([n],r)
neben Austauscheffekten auch Korrelationseffekte und ist im Falle der Giiltigkeit unse-
rer Arbeitshypothese sogar exakt, Ndherungen sind nur aufgrund der Unkenntnis des
exakten XC-Funktionals erforderlich (vgl. Abschnitt 2.3). Im KS-Schema sind allein
die GZ-Dichte und -Energie physikalisch relevant. Da die GZ-Wellenfunktion ein ein-
deutiges Funktional der GZ-Dichte ist, lassen sich alle GZ-Eigenschaften theoretisch
(d.h. falls die entsprechenden Funktionale bekannt sind) berechnen. Im Gegensatz
dazu haben die KS-Wellenfunktionen |p; o) bzw. -Energien ¢; strenggenommen keine
physikalisch Bedeutung,® obwohl sie dennoch mit der nétigen Vorsicht zu physika-
lischen Interpretationen herangezogen werden. Ebensowenig stimmen die Gesamt-
wellenfunktion oder die Einteilchen-Dichtematrizen des KS-Systems mit den entspre-
chenden Grofien des wechselwirkenden Systems iiberein oder stellen Ndherungen fiir
diese dar.®

2.1.3 Entartete Kohn-Sham-Grundzustinde und die v-Reprasentabi-
litat

Die Herleitung des KS-Formalismus beruht auf der zentralen Annahme, dafs alle
wechselwirkend v-reprdsentablen Dichten auch nicht-wechselwirkend v-reprédsenta-
bel sind. Da eine detaillierte Diskussion den Rahmen der Arbeit sprengen wiirde,
beschrianken wir uns hier auf die wichtigsten Ergebnisse.®

Die oben genannte Voraussetzung ist im nicht-entarteten Fall erfiillt: Fiir jede wech-
selwirkend v-reprédsentable Dichte n(r) existiert ein eindeutiges Einteilchen-Potential
Vs, so da die Dichte n(r) mit der GZ-Dichte ng(r) des KS-Systems iibereinstimmt.

Im Falle von g entarteten GZen |¢;) (k =1, ...,q) des KS-Systems (|¢y) ist hier eine
Slater-Determinante)

Hs|¢x) = Ecz|bx) (2.15)

mufl dagegen die GZ-Dichte mit Hilfe der Dichtematrix Ds = ¥]_, di|¢h)(¢x| (mit
Y,_,dr = 1) berechnet werden

ns = tr{ Ds7(r)}. (2.16)

Dies wiederum hat Konsequenzen fiir das KS-Schema. Statt wie im nicht-entarteten
Fall mit eindeutig definierten Besetzungszahlen f; € {0, 1} zu arbeiten, miissen fiir die
Berechnung der GZ-Dichte jetzt fraktionale Besetzungszahlen f; € [0,1] an der Fermi-
Kante, d.h. fiir die hochsten besetzten Zustdnde, zugelassen werden. (Natiirlich gilt
weiterhin ) fi = N.) Dabei existiert aber keine Vorschrift, wie die f; zu wihlen sind.

2.2 Spin- und Strom-Spin-Dichtefunktional-Theorie

In diesem Abschnitt werden die Erweiterungen der DFT, die Spin-DFT (SDFT)*!%
und die Strom-Spin-DFT (CSDFT) %1% yorgestellt. Die Notation orientiert sich an der
CSDFT, die die Kopplung eines externen Magnetfeldes sowohl an die Spindichte als
auch an die orbitale Stromdichte berticksichtigt. Formal erhidlt man die SDFT aus der
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CSDFT, indem das XC-Vektorpotential Null gesetzt wird, was auch die Abhédngigkeit
von der paramagnetischen Stromdichte eliminiert. Mit Hilfe der SDFT bzw. CSDFT
ist nun auch die Beschreibung von spin-polarisierten bzw. teilweise spin-polarisierten
Zustinden moglich, wie sie fiir Systeme im Magnetfeld, aber auch im Kontext der
Hundschen Regel bei B = 0 auftreten (fiir Quantendots vgl. z.B. Koskinen et al.
(19978%), Steffens et al. (199814%), Steffens (1999 148)).

221 Hohenberg-Kohn-Theorem

Ausgehend von der urspriinglichen Formulierung der DFT wiirde das HK-Funktional
Fik[n] in Gegenwart eines externen Vektorpotentials A parametrisch von A abhédngen,
da der Operator der kinetischen Energie T(A) = ;L ¥, [dr () [1V + eA(r)]zzAba(r)
eine Funktion von A ist.

Im Gegensatz dazu schlagen Vignale & Rasolt (1988'*) folgende Form des
Hamilton-Operators mit Magnetfeld

A=T+ W—I—za:/drVo(r)ﬁa(r)-l—e/drfp(r)-A(r)—|— %;/drﬁa(r)AZ(r)
(2.17)

als Ausgangspunkt vor (mit T wie in Gleichung (2.2)). Der Operator der paramagne-
tischen Stromdichte lautet

» h " - A -
5= 55 LA POV, 0) = VL1 (1)} (2.18)

Das externe Potential V,(r) = V(r) — gugB(r)o /2 ist eine Summe aus dem skalaren
Potential V(r) sowie der Zeeman-Energie (1.2), die die Ankopplung des Magnetfeldes
an die Spindichte beschreibt. (Wir setzten hier ein unidirektionales Magnetfeld voraus,
das auch die Quantisierungsrichtung fiir den Spin festlegt. Vignale & Rasolt (19881%%)
behandeln den allgemeinen Fall.)

In Anlehnung an die urspriingliche DFT formulieren Vignale & Rasolt (19881%) ein
verallgemeinertes Hohenberg-Kohn-Theorem fiir die Strom-Spin-Dichtefunktional-
Theorie. Wie zuvor werden fiir Potentialtupel (V,,A), die zu nicht-entarteten
GZen |P) fiithren, die (surjektiven) Abbildungen C : V — ¢, (V,,A) — |¥) und
D:p = N, |¥) — (n,(r), j,(r) konstruiert (7 und A sind jetzt im Gegensatz zu
vorher Produktraume).

Die Kernaussage des verallgemeinerten HK-Theorems'*1¢* st die Umkehrbarkeit
der Abbildung D : ¥ — N, |¥) — (n,(r), jp(r)), d.h. zwei verschiedene, nicht entar-
tete GZe |¥) und |¥') gehoren immer zu zwei verschiedenen Tupeln (1,(r), Jo(1)) #

(5, (r), j,(r). Dies ist ausreichend,* um ein Funktional der Gesamtenergie
Ey alne, jpl =hRlne, jpl + Z/drno(r)va(r)

iy / dr jo(r) - A(r) + % Z / drn, (1) A2(r) (2.19)
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aufzustellen.  Fyk[n,, jpo]l = (¥Y[n,, jp]|T + W|¥[n,, jpl) ist das universelle HK-
Funktional, das insbesondere unabhidngig vom externen Vektorpotential ist. Die
v-Représentabilitdt vorausgesetzt, gelten fiir ein vorgegebenes Potentialtupel
(VU’O,AO), das zu der GZ-Dichte (n,,jp0) fiihrt, die iiblichen Variationseigen-
schaften EVU,O,AO[”U,OJP,OI = E,, EVU,O,AO[”UJP] > Ey fiur (n,,fp) # (15,0, jpo) und
Ey = min,, j yea Ev, , 4,010, jpl- (Potentiale {V,} und {V'} mit V,(r) = V'(r) + const
werden nicht unterschieden.)

Im Gegensatz zu D ist die Abbildung C nicht umkehrbar. Fiir das einfache
Hohenberg-Kohn-Theorem folgt aus der Annahme |¥) = |¥') sofort der Widerspruch
(H—H")|¥)=(E—E"|Y¥) = V(r)— V'(r) = E — E' = const, was die Injektivitit von C
beweist. Im Falle der SDFT bzw. CSDFT lafst sich der Schluf$ aufgrund von V., bzw. V,
und A nicht {ibertragen. Erste konstruierte Gegenbeispiele’ werden in der Literatur
(z.B. Rajagopal (1980'%?)) durchaus kritisch diskutiert. Neuere Arbeiten (Capelle
& Vignale (2001'8%), Capelle & Vignale (2002')) zeigen jedoch klar eine Verletzung
der Injektivitdt, die auch im Fall von parabolischen Quantendots vorliegt, wie wir
in Abschnitt 5.1 zeigen werden. Diese Problematik spielt aber, wie schon erwéhnt,
zumindest fiir die Definition des Energiefunktionals keine Rolle.®

Neben den bereits diskutierten Beitrdagen zum Hamiltonian kann auch ein Spin-
Bahn-Kopplungsterm berticksichtigt werden. Der Formalismus der CSDFT wird in
dieser Hinsicht in der Arbeit von Vignale & Rasolt (1988'%*) verallgemeinert. Ein an-
derer interessanter Aspekt des Formalismus der DFT ist die Tatsache, daf in der vor-
liegenden Notation A(r) und B(r) als unabhédngige Grofien zu betrachten sind, d.h.
auf die (physikalische) Relation B(r) = V X A(r) wird verzichtet. Setzt man allerdings
B(r) = V x A(r) voraus, so zeigen Capelle & Gross (1997'7), dal das System schon
allein durch die unabhéngigen Grofien GZ-Dichte und Summe aus paramagnetischer
Stromdichte und Spinstromdichte beschrieben wird.

2.2.2 Kohn-Sham-Formalismus

Analog zur urspriinglichen Formulierung der DFT wird unter der Voraussetzung, daf3
jedes wechselwirkend v-représentable Dichtetupel (7, j,) auch nicht-wechselwirkend
v-reprasentabel ist (in Form einer einzigen Slater-Determinante oder ensemble-
reprasentabel”®), ein KS-Hilfssystem definiert, das fiir ein gegebenes Potentialtupel
(VU,O, Ay) die GZ-Dichten des wechselwirkenden Systems (14, jp,O) reproduziert. Die
GZ-Dichten der KS-Schrédinger-Gleichung

HS,UQOja(r) = |:2111* (P + eAS(r))z + VS,O'(r):| @jo(r) = 5ja§0jo(r) (220)
lauten
nS,O,U(r) = Zf]'a“oja(r)'z (221)
)

h
foso®) = 52X fir { 03NV, (1) = [V}, (], (1) | (222)
1,0
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Die Besetzungszahlen f;, definieren die energetisch niedrigsten besetzten Zustidnde
des KS-Systems.

Das Funktional der kinetischen Energie des nicht-wechselwirkenden Systems
Ts[ng, jpl ist durch Anwendung des HK-Theorems auf das KS-System eindeutig
definiert. Analog zu vorher ldfit sich das Energiefunktional (2.19) mit Hilfe des
XC-Funktionals

. . 1 .
EXC[naa ]p] = PHK[”O’) ]p] - E /drl/drn(rl)w(rla 1’)7‘!(1‘) - TS[nrfa ]p] (223)
umschreiben zu

Eq alng, jol =Tslns, jol + % / dr’ / drn( YW, () + Y / drn, (1)V, (r)

dri.(r)- A & d A*r)+E j 2.24
—|—e/ rjp(r)- (r)—l—%;/ rng(r)A=(r) + Exclns, jol ~ (2.24)

Aus dem Variationsprinzip 6Ey, 4 [115, j,] = 0 lassen sich die effektiven Einteilchen-
Potentiale
2

Vao(r) = Volr) 4 Vaa(r) + Vxeor) + 5— (4%(r) — AY(1) (2.25)
As(r) = A(r) + Axc(r) (2.26)

berechnen. Die selbstkonsistenten Potentiale (Hartree-Potential Vy(r), XC-Potential
Vxco(r) und XC-Vektorpotential Axc(r)) sind definiert durch

Vi) = 5 [ @)W, ) 227)
eal) = Vil o) = LI 228)
eAxc(r) = eAxcln,, jol(r) = % . (229)
Die KS-Schrodinger-Gleichung
[2;* DY s eta0) + e} + 5 {40140+ asctP)
+ Vo(r) + Vu(r) + Vxco(r) | 0jo(r) = €j5pjo (1), (2.30)

stellt zusammen mit den Gleichungen (2.21), (2.22) die Verallgemeinerung der KS-
Gleichungen® dar. Es ist insbesondere bemerkenswert, daff As = A + Axc in die
KS-Gleichung nur linear eingeht.

Die Grundzustandsenergie des wechselwirkenden Systems ist somit gegeben durch

E=Y fueir — 5 [ drvane)
jo

- Z/dfna(V)VXCa(T) —e/dffp(f) - Axc(r) + Exclno, jpl. (2.31)
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2.2.3 Eichinvarianz

Aus der Konstruktion der Abbildungen C und D im Zuge des HK-Theorems fiir Sy-
steme im Magnetfeld wird die Relevanz der paramagnetischen Stromdichte j, offen-
sichtlich. Wahrend die physikalische Stromdichte j(r) unter einer Eichtransformation
des Vektorpotentials A(r) =+ A(r) — VA(r) mit einer beliebigen skalaren Funktion A
invariant bleibt, modifiziert sich j,(r) geméafd Definition zu jy(r) + -=n(r)VA(r). Bei
Verwendung der physikalischen Stromdichte j(r) wiirde eine ganze Klasse von Poten-
tialtupeln und GZ-Wellenfunktionen auftreten, die sich nur um eine Eichtransforma-
tion unterscheiden, aber zu gleichen GZ-Dichten fithren. Dies wiirde die Injektivitat
der Abbildung D verletzen.!

Die Eichinvarianz der CSDFT iiberpriifen Vignale & Rasolt (1988'%), indem sie die
Eigenschaften aller Funktionale unter der Transformation j,(r) — ju(r) + -=n(r) VA(r)
untersuchen. Fiir die Vielteilchen-Wellenfunktionen ist damit die folgende Pha-
sendnderung verbunden

Py, jp + —=nVAI{r}) = exp ¥y, j,1({r}). (232)

N
ie
7 ;A(l’z‘)

Aus dem Transformationsverhalten des HK-Funktionals schliefSen Vignale & Rasolt
(19881%%) auf das des XC-Funktionals

. e .
Excln,, jp + %”V/\] = Exclnq, jpl- (2.33)

Diese Gleichung ist der Ausgangspunkt fiir einen Beweis der Eichinvarianz der
CSDFT. Ein weiterer entscheidender Punkt ist die Beobachtung, dafs das Austausch-
Korrelations-Funktional nicht explizit von j, abhéngt, sondern nur iiber die sog. Vor-
tizitat v(r) = V x (jp(r)/n(r)). Somit liegt die Definition eines neuen Funktionals

EXC[”U, '(J] = EXC[”U) ]p] (234)

nahe, wobei auf die Tilde tiber Exc in den folgenden Kapiteln verzichtet wird. Auf-
grund der gednderten funktionalen Abhéngigkeit gilt fiir die XC-Potentiale 8 (2.28),
(2.29)

5EXC 1 5EXC
eAxc(r) = — = _—_Vx 2.35
xc(r) 8jp g, n) " vy, (2.35)
_ SExc _ SExc 75(7)
Vxco(r) = 51, (r) . = o1, (7) o €AXC(")—n(T)- (2.36)

fAllerdings existiert auch eine auf Diener (1991%') zuriickgehende Formulierung der CSDFT, der
statt der paramagnetischen Stromdichte j,(r) die physikalische Stromdichte j(r) zugrunde liegt und die
Potentiale, die sich nur um eine Eichtransformation unterscheiden, als dquivalent betrachtet. Dieser
Ansatz eignet sich allerdings weniger fiir lokale Naherungen, da nicht-lokale Effekte der Stromdichte
ausgesprochen wichtig werden. 162
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2.3 Lokale Dichtendherungen

Durch die Abbildung auf ein effektives Einteilchen-Problem mit Hilfe der KS-
Gleichungen kommt das XC-Funktional Exc[n,,v] ins Spiel, das alle Austausch-
und Korrelationseffekte des wechselwirkenden Systems umfafst. In Hinblick auf die
praktische Durchfithrung von DFT-Rechnungen ist eine zuverldssige Approximation
fiir diese GrofSe unerldfilich. Der am weitesten verbreitete Ansatz ist die lokale Dich-
tendherung (LDA). Dazu zerlegt man das inhomogene System in Subsysteme gleicher
Dichte und nimmt an, daf$ die XC-Energie der Subsysteme durch die XC-Energie eines
homogenen Systems gleicher Dichte beschrieben werden kann®

Exc[n] ~ / dr n(r) exc(n(r)). 2.37)

exc(n) ist die Austausch-Korrelations-Energie pro Teilchen eines homogenen Systems
mit der vorgegebenen Dichte n.

Der Giiltigkeitsbereich der LDA sollte gemdfs ihrer Definition auf inhomogene
Systeme beschrédnkt sein, deren GZ-Dichte nur schwach auf der Lingenskala der
Vielteilchen-Korrelationen variiert. Erfahrungsgemafs geht das Anwendungsspek-
trum dieser Ndherung aber weit dariiber hinaus. So zeigen Dreizler & Gross (1990%)
mit Hilfe der Technik der Integration der Kopplungskonstanten, dafs das XC-Loch
in der DFT nicht ein entsprechendes Gegenstiick zum echten XC-Loch sein muf3. Es
ist vielmehr ausreichend, dafy das sphdrische Mittel des echten XC-Lochs durch das
der DFT addquat beschrieben wird.3>*!

Fiir die Verallgemeinerung der LDA zur lokalen Vortizitdts-Spin-Dichtendherung
(LVSDA) innerhalb der CSDFT (Vignale et al. (1990'%)) ist eine spin- und vortizitéts-
abhingige Beschreibung der Austausch-Korrelations-Energie notwendig

Exclito, 0] % [ drin() exclng (r), o) (2.38)

Dagegen ist eine lokale Ndherung unter Verwendung der paramagnetischen Strom-
dichte j,(r) statt v(r) wenig hilfreich, da das entsprechende homogene Referenzsystem
aufgrund der Translationsinvarianz Vortizitdt Null aufweist.'®* Der Zusammenhang
zum homogenen Referenzsystem wird wie folgt konstruiert: Aus der Stromerhaltung
und der Translationsinvarianz fiir ein abgeschlossenes homogenes System folgt fiir die
physikalische Stromdichte jpom = 0. Dann gilt fiir die paramagnetische Stromdichte

: e
]phorn(r) = _%n(r)Ahom(r) (2.39)
und fiir das Magnetfeld des homogenen Systems

jphom(r) _ _m_* _
nn e v = const. (2.40)

m*
Bpom =V X Apon(r) = —7V X

Somit ist das Magnetfeld Byom des homogenen Referenzsystems durch die Vortizitat
des inhomogenen Systems festgelegt. Beschrankt man sich dagegen auf die Abhéangig-
keit des XC-Funktionals von den Spindichten 7, und vernachléssigt die Vortizitats-
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abhingigkeit, so reduziert sich die CSDFT zur SDFT und die LVSDA zur lokalen Spin-
Dichtendherung (LSDA)’

Exclro] ~ / drn(r) exc(n(r)). (2.41)

Wie schon in Abschnitt 2.2.1 erwédhnt, ist die Abhédngigkeit des XC-Funktionals auf-
grund der Beziehung B = V X A fiir reale Felder redundant, d.h. Exc hdngt nur von
der Dichte und der Summe aus paramagnetischen Stromdichten und Spinstromdich-
ten ab bzw. aufgrund der Eichinvarianz von der Dichte und der Rotation der Summe
der Stromdichten iiber der Dichte. Fiir ein homogenes System folgern Capelle & Gross
(199717), da8 die Spinstromdichte konstant und somit Exc nur ein Funktional von n
und v ist. Dies bedeutet mit anderen Worten, daf das (fiktive) Magnetfeld By, auch
die Spinaufspaltung des homogenen Systems festlegt.

2.4 Austausch-Korrelation homogener zweidimensionaler Systeme

Der Schwerpunkt der Untersuchungen von XC-Energien homogener Systeme liegt
zweifelsohne bei dreidimensionalen Systemen. Ein Uberblick {iber die wichtigsten
Arbeiten findet sich z.B. bei Dreizler & Gross (1990%). Erst mit der wachsenden Be-
deutung von nieder-dimensionalen Systemen speziell in der Halbleiterphysik fanden
auch zweidimensionale Systeme zunehmende Beachtung. Dennoch ist die Zahl der
Arbeiten erheblich geringer als fiir den dreidimensionalen Fall, insbesondere fehlen
Ansitze zu Gradientenkorrekturen in 2D. Es folgt eine Zusammenfassung von Para-
metrisierungen fiir 2D-XC-Energien. Die zugrunde liegenden Methoden orientieren
sich hdufig an den 3D-Problemen.

24.1 Austausch-Korrelations-Energiedichten in lokaler Spin-Dich-
tendherung

Fir 2D- bzw. Quasi-2D-Systeme erweist sich die Random-Phase-Approximation
(RPA)'? als schlechtere Nédherung als fiir 3D.”? Dies trifft auch fiir die zuverlassi-
gere STLS-Approximation'¥ zu. Insbesondere sind die Abweichungen zwischen
RPA und STLS fiir Quasi-2DEGs nur gering, da aufgrund der abgeschwichten
kurzreichweitigen Coulomb-Wechselwirkung Korrelationen fiir diese Systeme an
Bedeutung verlieren.”? Eine neuere Arbeit zu XC-Energien fiir Quasi-2DEGs wurde
von Betbeder-Matibet et al. (1996'°) veroffentlicht.

Das Konzept der Ring-Diagramm-Summation* iibertrugen Rajagopal & Kimball
(197713%) auf den 2D-Fall. Der Ausdruck fiir die Gesamtenergie pro Teilchen eines
2DEG als Funktion des dimensionslosen Dichteparameters ry = 1/(y/mnag) und der
Polarisation § = (ny — ny)/n ist

cu/Ry = 51+ € - 2 “late -] +IED + Eln, O/N. 242)
Dabei beschreibt der erste Term die kinetische Energie der nicht wechselwirkenden
Teilchen, der zweite den Hartree-Fock-Beitrag und der dritte, konstante Term E @ einen
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ag aq [75) as
—0.3568 1.1300 0.9052 0.4165
—0.0515 340.5813 75.2293 37.0170

£
3
TABELLE I: Parameter der Padé-Approximation (2.44) fiir ein unpolarisier-
tes (¢ = 0) und ein vollstandig polarisiertes (¢ = 1) 2D-Elektronengas. 1>

Austausch-Beitrag. E! setzt sich aus der Summation aller Ring-Diagramme* zusam-
men und stellt eine Korrektur des Korrelationsanteils dar. Fiir den Spezialfall £ = 0
liefert die Methode

1 1.20
€tot/RY == —

—0.38 = 0.172r,log 7, + O(rs). (2.43)
B
Im Gegensatz zum 3D Fall tritt der Term mit dem Logarithmus in einem Produkt mit
rs auf. Somit gewinnen die konstanten Beitrdge aus der zweiten Ordnung der direkten
Coulomb-Wechselwirkung sowie diejenigen aus dem Austauschterm E im Grenzfall
rs — 0 an Relevanz. Nach Berticksichtigung weiterer Austausch-Graphen zweiter Ord-
nung erhalten Isihara & Ioratti (1980) einen verbesserten Wert von —0.2287 fiir E5 @
Tanatar & Ceperley (1989'%%) (TC) berechneten XC-Energien numerisch unter Ver-
wendung von Variational Monte Carlo und Fixed-Node Green’s-Function Monte Car-
lo. Fiir die r,-Werte 1, 5, 10, 15, 20 etc. liegen die Ergebnisse in parametrisierter Form
vor

1+ax 1/2)

elC(rs, &) /Ry = - (mitx =7

(2.44)

In Tabelle I sind die gefitteten Parameter der Padé-Approximation zusammengefafst.

3/2

Fiir r; — 0 ist das asymptotische Verhalten durch g, [1 +brs+ 0O (r ] gekennzeich-

net, wobei der Term 7, Inr; aus Gleichung (2.43) unberiicksichtigt bleibt. Die Polarisa-
tionsabhingigkeit der XC-Energie wird analog zum 3D Fall® mit Hilfe der Interpola-
tionsformel fiir die Austauschenergie f(£) = [(1+ £)¥2+ (1 — £)%2 —23/2] /(2 — 25/2)
konstruiert

4f

e O/Ry = 2[4+ (1 -9+l = /Ry

+[e E%f =0) — el°(rs, € = 1)] f(€)/Ry. (2.45)

Einen &hnlichen Ansatz verfolgen Attaccalite, Moroni, Gori-Giorgi & Bachalet
(20027) (AMBG). Sie berechnen die GZ-Energie eines 2DEG als Funktion von 7,
und ¢ mit Fixed-Node Diffusion Monte Carlo-Methoden, wobei auch Back-Flow-
Korrelationen” berticksichtigt werden. Thre Parametrisierung der XC-Energie

exc o(rs, ) /Ry = ex(rs, §) /Ry +ec(rs, §) /Ry (2.46)
setzt sich zusammen aus dem aus der Ring-Diagramm-Methode bekannten Resultat
fiir den Austauschanteil

ex(rs, €)/Ry = M

Slaveorra-ov] (247)
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i=0 i=1 i=2
A; —0.1925* 0.117331* 0.0234188*
B; 0.0863136* —3.394 x 102 —0.037093
Ci 0.057234 —7.66765 x 107" 0.0163618*
E; 1.0022 0.4133 1.424301
F —0.02069 0* 0*
Gi 0.340 6.68467 x 1072 0*
H; 1.747 x 102 7.799 x 10~*  1.163099

TABELLE II: Parameter der Interpolation (2.48), (2.50) fiir ein 2D-
Elektronengas.” Mit * versehene Werte wurden aus exakten Bedingungen
berechnet. Der Parameter D; = — A;H,; ist nicht aufgefiihrt, 8 = 1.3386.

und dem Korrelationsanteil
ec(rs, &) /Ry = (€77 — 1) e (rs, &) /Ry + 2x0(rs) + 201 () €% + 20(r5)E*, (2.48)

wobei

00 = ex €)= (14 56+ 1206 ex0,0 249

die Taylor-Entwicklung der Austauschenergie nach £ der Ordnung 6 und hoher ist.
Diese Art der Darstellung der XC-Energie erlaubt Attaccalite, Moroni, Gori-Giorgi &
Bachalet die Identifizierung des Terms 2c(r;) mit der Korrelationsenergie ec(rs,0) und
des Terms 2a;(rs) mit der Spinsteifigkeit. Fiir die Parametrisierung der «;(r;) wahlen
die Autoren die Verallgemeinerung der Perdew-Wang-Form'® fiir den 2D-Fall

1
ai(r) = Ai+ (Birs + Cir> + Dir) log | 1+ . (2.50)
( o+ Dird)leg Eirs + Frd* + G 4+ Hyr?
Die an die numerischen Ergebnisse angepafsten Parameter sind in Tabelle II zusam-
mengefafdt.
Einen rein analytischen Zugang wihlt Seidl (2001 '*°) auf Grundlage der Interaction-
strength-Interpolation (ISI) und der Behandlung der Grenzfille eines schwach und

stark wechselwirkenden 2DEGs. Das Ergebnis fiir die XC-Energie lautet

X(r.,€)
Y 8)

Exc(rs, /Ry =272 +4
(14 Y(rs, )2+ Z(6)

12_1_
X |4 Y0, €)' =1 = Z@log 1P (251)
Die in die Interpolation eingehenden Funktionen und Parameter sind durch

—bo(§)
X(rs,€) = , 2.52
08 = e© — ol 252

4b0(§ )2},5
Y(rs, ) = ————, 2.53
9 e — aul’ .
26=——" 259

[c(€) —asl’
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(@)

0.008
0.006
0.004
0.002

—0.002

ABBILDUNG 2.2: Relative Abweichungen der Parametrisierungen der XC-
Energien untereinander. (a) und (b) zeigen die relativen Abweichungen der
AMGB- von der TC-Parametrisierung (M8 /X< — 1) fiir die rs-Intervalle
10,10] und ]0, 100] bei Polarisationen & € [0,1]. In (c) ist der relative Unter-
schied zwischen ISI- und TC-Version dargestellt (5;5& / e}é —1)und in (d) der

zwischen ISI- und AMGB-Formel (e5% /efMCB — 1).

und
1o = —(2 — 8/(3T)), (2.55)
bo(€) = 0.1125¢° — 0.1495¢° 4 0.083¢* + 0.107¢% — 0.192, (2.56)
0@ = -22 [a+ 6+ - " 57)
7!'
gegeben.

Abbildung 2.2 zeigt die relativen Abweichungen der Parametrisierungen, d.h.
5% / fsg(z% — 1. (a) und (b) vergleichen die AMGB-Formel mit der TC-XC-Energie. Einer-
seits ist die gute Ubereinstimmung bis auf 0.008 zwischen beiden Parametrisierungen
nicht tiberraschend, da beide auf derselben Methode basieren. Andererseits ist sie
doch bemerkenswert, da AMGB explizite Rechnungen fiir Polarisationen 0 < £ < 1
durchgefiihrt haben, wéahrend TC tiiber diesen Bereich interpolieren. Grofsere Ab-
weichungen sind dagegen beim Vergleich von el /IS — 1 in (c) bzw. el /efMCB — 1
in (d) festzustellen. Die relativen Differenzen betragen dort bis zu 0.04, speziell
tir vollstindige Polarisation. Diese Abweichung ist wohl auf die unterschiedlichen

Ansitze (ISI analytisch, TC und AMGB numerisch) zuriickzufiihren.
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2.4.2 Korrekturen durch Strome bzw. Vortizitit

Gleichung (2.40) gestattet, jeder Vortizitat, die per definitionem von der paramagneti-
schen Stromdichte abhéngt, ein fiktives Magnetfeld fiir ein homogenes System zuzu-
ordnen. Von dieser Eigenschaft machen die in der Literatur skizzierten Korrekturen
durch Strome bzw. Vortizitit Gebrauch. Sie werden als Funktion von By, oder vom
lokalen Fiillfaktor f = 27rnl3 angegeben. Der lokale Fiillfaktor definiert die Zahl besetz-
ter Landau-Niveaus im Magnetfeld B fiir ein 2D-System der Dichte n; Iy = Vi /(€Brom)
ist die mit dem Magnetfeld By, verkniipfte magnetische Lange.

Fiir kleine Magnetfelder berechnen Isihara et al. (1979%) die Anderung der GZ-

Energie eines unpolarisierten 2DEG in Abhdngigkeit vom Parameter o = [ﬁwc /(4 Ry)} 2
zu

1
A€ot /Ry =ar? [ (5 — gz) + (—5.540 x 107> — 0.1125¢%) r, 4+ 0.037 51 7, In 7,

+(1.184 x 1072¢* — 0.1071)r> +1.689 x 107272 Inr, | . (2.58)

Im Limes hoher Magnetfelder wéachst die Inter-Landau-Level-(LL)-Energie fiw, an,
und der Beitrag hoherer LL zu den Korrelationseffekten des GZs wird vernachléssig-
bar. Zusétzlich sorgt die Zeeman-Energie fiir eine Spin-Polarisation des Systems. In
diesem Regime gilt die von Laughlin (1983) fiir die Fiillfaktoren f = m~! < 1 (m un-
gerade Zahl) postulierte Beziehung?

62

ZB\/ 2m

Fiir diskrete Fillfaktoren f = %, % berechnen Levesque, Weis & MacDonald® (LWM)
die XC-Energie mit Hilfe der Paarkorrelationsfunktionen g¢(r) des klassischen
2D-Plasmas mit der Dichte n = f/(27l3) unter Verwendung statistischer Metho-
den.'® Durch Interpolation erhalten sie als Ergebnis eine gegléttete Formel fiir die

Abhangigkeit der XC-Energie vom Fiillfaktor f, die fiir f < 1 giiltig ist,

2v/2

Ts

exc(f =m™") =

/0 " dx[gs(xls) — 1]. (2.59)

ey £)/Ry = —0.782133 (1—0.211 £ 4 0.012 f7) . (2.60)

Obwohl Vignale (1995'6?) die Befiirchtung duflert, daB die exakte XC-Energie irregulér
und nicht differenzierbar sein kénnte, wird die Parametrisierung (2.60) in einer Viel-
zahl von Arbeiten®4013814881% yerwendet, da man annimmt, daf sie einen wichtigen
Anteil der XC-Effekte in hohen Magnetfeldern reproduziert.

Fano & Ortolani (FO) (1988%) verfolgen einen alternativen Ansatz zur Parametrisie-
rung von Korrekturen durch Strome: Sie lassen sich von der Teilchen-Loch-Symmetrie
fiir Elektronen im untersten Landau-Niveau bei sehr grofien Magnetfeldern leiten und

{Der Limes B — oo entspricht bei endlichem f dem Grenzfall hoher Dichten (r; — 0).
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ABBILDUNG 2.3: Interpolation der Austausch-Korrelations-Energie eines
spin-polarisierten 2DEG (¢ = 1) nach Gleichung (2.62) fiir verschiedene
Dichteparameter r, jeweils unter Verwendung der Parametrisierungen von
Fano-Ortolani®® und Levesque—Weis—MacDonald %. Die Kreise markieren

die exakten Ergebnisse fiir f = 5, 3 L und 1 im Limes r; — 0 (die Abbildung
ist aus Referenz 148 entnommen).

konstruieren eine Interpolation, die das analytisch bekannte Ergebnis fiir f =1 (Yos-
hioka & Lee, 1983'8!) exakt reproduziert

€XC(r5’f)/Ry f3/2 [ \/7f2 0.782 133f3/2 ( f)3/2

+0.683 2 (1— £)* —0.806 5% (1— £)**|. (2.61)

Zur Berechnung von GZen von 2D-Systemen wird eine XC-Energie exc(rs, &, f) als

Funktion beliebiger Tupel (r;,&, f) vorausgesetzt. Dies geschieht wiederum in Form
einer Interpolation!®

LWM/FO( re, f) + fre TC/AMBG/ISI( ro, £)

exc(rs, &, f) 1+fp

(2.62)

Die Padé-Approximation liefert fiir grofie Fiillfaktoren f (d.h. kleine B) das bekann-
te Ergebnis £1&(r5, &) der LSDA, im Grenzfall hoher Magnetfelder und f < 1 werden
Korrekturen durch Strome berticksichtigt. Als Exponent p schlagen Rasolt & Perrot
(1992%°) p = 4 vor, wobei aber prinzipiell keine starke Abhingigkeit von diesem Pa-
rameter zu existieren scheint.®>!* Die Verwendung von Gleichung (2.62) wird in den
Arbeiten von Ferconi & Vignale (1994%), Steffens (1999%%) und Reimann et al. (2000'%)
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ap a] bl a; X 1073 bz x 1073
f=2 —0.8642 —0.3883 0.4221 —19.85 18.97
f=1 —0.8882 —0.7518 0.8281 —41.28 39.52
f=1/3 —-1.0041 —0.01561 0.01466
f=1/5 —1.03558 —0.007768 0.007241
f=1/7 —1.05075 —0.004958 0.004602

TABELLE III: Parameter der Padé-Approximation (2.64) fiir ein spin-
polarisiertes 2D-Elektronengas im FQHE-Regime. 130

durch iibereinstimmende Ergebnisse von (C)SDFT und exakten Methoden wie Exak-
ter Diagonalisierung oder Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen gerechtfertigt. Wie je-
doch in Kapitel 6 gezeigt wird, treten sehr wohl signifikante Unterschiede in den GZ-
Energien und Dichten zwischen ED und CSDFT auf. Diese sind Anlaf3, die verwende-
ten Interpolationen kritisch zu hinterfragen.

Abbildung 2.3 zeigt die Interpolationen der XC-Energien fiir verschiedene r,. Al-
lerdings sei angemerkt, dafs die LWM- und FO-Parametrisierungen genaugenommen
nur im Grenzfall r; — 0 korrekt sind.

Ein weiterer Ansatz zur Beschreibung von XC-Energien im Fractional-Quantum-
Hall-Effect(FQHE)-Regime wurde von Price & Das Sarma (1996'%°) entwickelt. Seine
spezielle Form berticksichtigt insbesondere die Unstetigkeiten der Ableitung bei den
Fiillfaktoren f = 2,1, 1, £ und 1, deren Ursache die Energieliicke E, zwischen GZ und
angeregten Zustdnden ist.

Price & Das Sarma (PD) erhalten e,(f) = E,(f)/N aus Variational Monte Carlo-
Rechnungen. Mit Hilfe des Ausdrucks®

8EXC

eg(f) = f* ( oF f_f) (2.63)

ist exc(f) durch kubische Splines'® zu interpolieren, so daf die Knicke bei den ent-
sprechenden Fiillfaktoren gemdfd Gleichung (2.63) reproduziert werden. Die Padé-
Interpolation fiir die r;-Abhéngigkeit von exc(rs, f) und 4(rs, f) zu den Fiillfaktoren
sind durch

_ Oexc
f=f* 3f

2 ag+ arrs + aor?
ts 14 byrs + bor?

exe(rs, f)/Ry = (2.64)

und die Parameter aus Tabelle III gegeben. Somit erlaubt Gleichung (2.64), XC-Effekte
des FQHE-Regimes in CSDFT-Rechnungen zu integrieren. Allerdings wird dieser An-
satz in Hinblick auf seine Anwendung auf inhomogene, endliche Systeme auch durch-
aus kritisch gesehen. Die Struktur der Korrelationseffekte konnte sich signifikant von
der homogener Systeme unterscheiden.

Abbildung 2.4 (aus Steffens (1999'%%)) zeigt die Unterschiede der verschiedenen
Ansdtze zur Parametrisierung der XC-Energie. Die Unstetigkeiten der Ableitung
0eX2(rs, f)/Of paite Steffens (1999'%) unter Verwendung der Teilchen-Loch-
Symmetrie im untersten Landau-Niveau und der Spline-Interpolation an die
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ABBILDUNG 2.4: Vergleich der Interpolationsformeln e xc(rs, f) fiir ein spin-
polarisiertes 2DEG in Abhédngigkeit des Fiillfaktors f fiir r¢ — 0. Gezeigt
werden die Formeln von Levesque et al. (LWM)®° (- - -) und Fano-Ortolani
(FO)38 (—) im Regime f < 1 neben einer kubischen Spline-Interpolation
nach Price-Das Sarma (PD)'* (—). Die Spline-Interpolation hat unstetige
Ableitungen (Kuspen) bei den Fiillfaktoren f = %, %, % bzw. %, %, %. Im klei-
nen Bild ist die Ableitung r;0ex2/0f dargestellt. Die gestrichelte Gerade
gibt die Austausch-Korrelation nach TC 153 an, die in der Interpolationsfor-
mel (2.62) im Limes grofler Fiillfaktoren dominiert (die Abbildung ist aus
Referenz 48 entnommen).

Monte-Carlo-Ergebnisse von Price-Das Sarma an. Wéahrend die glatten Interpolatio-
nen von Levesque et al. sowie von Fano & Ortolani mit den Monte-Carlo-Werten von
Price-Das Sarma tiibereinstimmen, zeigt die Spline-Interpolation starke Diskrepanzen
in den dazwischenliegenden Bereichen.

Am Ende dieses Abschnitts mochten wir darauf hinweisen, daf$ es moglich ist, die in
Gleichung (2.62) fehlende Polarisationsabhédngigkeit der XC-Energie im Limes f < 1
durch die Korrektur

8;?8“)(75) g)f) = €XC(rSa€ = 1,f) + f(f)Agxc(Vs,f) (265)

zu ergénzen. Die Interpolationsfunktion f(€) ist dieselbe wie in Gleichung (2.44).'° Al-
lerdings ist Aexc(rs, f) = [exc(rs,£ =0, f) — exc(rs, € = 1, f)] nicht exakt bekannt. Lubin
et al. (1997%) schlagen eine aufwendige Spline-Interpolation zwischen speziellen Fiill-
faktoren vor, die auf Exakten Diagonalisierungen von Chakraborty & Zhang (19842!)
basieren. Von Steffens (1999'%%) durchgefiihrte Testrechnungen unter Beriicksichtigung
dieser Korrektur zeigen zwar Abweichungen in der magnetfeldabhingigen Gesamt-
energie, allerdings ist die Ubereinstimmung zwischen Rechnungen mit Korrektur und
Exakten Diagonalisierungen nicht entscheidend besser, so daf$ er sich i.a. auf die Pa-
rametrisierung (2.62) beschrankt.
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2.5 Kohn-Sham-Formalismus fiir Quantenpunkte

In Abschnitt 1.2.1 wurden die Symmetrien des durch den Hamilton-Operator (1.27)
bzw. (1.34) beschriebenen wechselwirkenden Vielteilchen-Systems diskutiert. Wahlt
man Basiszustdnde, die gleichzeitig Eigenfunktionen des Hamilton-Operators und der
Symmetrieoperatoren sind, so gilt insbesondere fiir die GZ-Dichten n,(r) = n,(r) und
jp(r) = jp(r) ey, d.h. sie hdngen nur vom Radius, aber nicht vom Winkel ab. Aufierdem
hat die paramagnetische Stromdichte nur eine Azimutalkomponente (vgl. Paragraph
1.3). Daraus folgt, daf8 auch die Vortizitdt v(r)

o(r) = V x (e jp(r)) _ 10 (r]p—(r)) (2.66)

“n()) o\ n()

nur eine Funktion von r ist. Damit vereinfachen sich auch die Darstellungen
des Hartree-Potentials (2.27) zu Vy(r) = Vu(r) (vgl. auch Anhang B), des XC-
Vektorpotentials (2.35) und der XC-Potentiale (2.36) (in lokaler Dichtendherung) zu

. 1 0 85XC
eAxc(r) = —ew%a (n(r) g (r) {na}> (2.67)
Vaco) = excln) m(0), o) +10) 250 =S, ED 2

Unter Berticksichtigung von (2.67) und (2.68) lautet der effektive KS-Hamilton-
Operator der CSDFT® fiir Quantendots (QDs) mit isotropem parabolischem
Confinement-Potential

B [10 [ 0 101 1, ,, 0 (hw. He Axcy(r)
HKS__%[?E<rE>+ﬁa—¢2] MY +%<21 +im*f)

+ Vu() + Y (=8" B0 /24 Vxco (1) |o){o]. (2.69)

Offensichtlich erlaubt die Struktur von (2.69) die Separation der Wellenfunktionen in
einen Radial- und einen Winkelanteil 1,,,,5(¥) = &0 (r)e™¢. Mit Hilfe der Besetzungs-
zahlen f,,,, folgt fiir GZ-Dichten, -Drehimpuls und -Spin

(1) = Y fumo |Eamo ([} (2.70)
jp(r) = T:*V Z fnmam |£nma(r)|2 (2.71)
L= fumom (2.72)

nmao

S: /=Y fumeo /2. (2.73)

nmao

Wie fiir die exakten Eigenzustinde des wechselwirkenden Hamilton-Operators
(1.27) bzw. (1.34) sind auch fiir die KS-Wellenfunktion L und S, gute Quantenzahlen

$Um das entsprechende KS-Schema der SDFT zu erhalten, wird (formal) Axc,,(r) = 0 gesetzt.



2.5 KOHN-SHAM-FORMALISMUS FUR QUANTENPUNKTE 49

sowie die Dichten nicht winkelabhingig. Wie von Wensauer (199917) gezeigt wird,
tritt eine ¢-Abhédngigkeit der Dichten nur dann auf, falls der zugrunde liegende
Zustand eine Superposition von zwei Zustdnden mit unterschiedlichen Drehimpulsen
ist. Diese Situation liegt fiir den GZ eines QDs in zwei verschiedenen Féllen vor:
Die Zeitumkehrsymmetrie fiir B = 0 fithrt bei GZen mit endlichem Drehimpuls zu
Entartungen der GZe mit £, oder im wachsenden Magnetfeld wird ein GZ-Zustand
mit Drehimpuls L durch einen weiteren GZ mit Drehimpuls L' verdrdangt, was eine
zuféllige Entartung an der Niveaukreuzung zur Folge hat. D.h. aufgrund des dis-
kreten Spektrums eines QDs konnen GZe als Superposition von zwei Zustanden mit
verschiedenen Drehimpulsen nur fiir diskrete Magnetfelder auftreten, wohingegen
fiir fast alle B der GZ eindeutige Quantenzahlen L und S, aufweist."

Im Gegensatz zu den Arbeiten von Koskinen et al. (1997%), Reimann et al. (1999'%),
Heinonen et al. (1999%%) stellen wir uns hier auf den Standpunkt, daf die Erhaltung
der Symmetrie wahrend der selbstkonsistenten, iterativen Losung der KS-Gleichungen
sinnvoll ist, da das (nicht bekannte) exakte XC-Funktional fiir fast alle B (d.h. aufser
wo GZ-Entartung vorliegt) axialsymmetrische GZ-Dichten liefern muf8. Folglich sollte
auch eine Naherung des XC-Funktionals diese Eigenschaft weitestgehend reproduzie-
ren. Umgekehrt konnte dieses Charakteristikum sogar als Maf? fiir die Qualitét einer
Approximation des XC-Funktionals betrachtet werden.

Ein dhnlich geartetes Problem finden wir im Kontext von HF-Rechnungen.'*! Dort
tithren Wellenfunktionen mit gebrochener Symmetrie aufgrund der Erweiterung des
Variationsraums immer zu niedrigeren oder zumindest gleichen GZ-Energien im Ver-
gleich zu nicht-symmetriegebrochenen Zustdnden. In einer nachfolgenden Rechnung
ist es aber moglich, die Symmetrien durch entsprechende Projektionsmethoden zu
rekonstruieren.'*! Damit ist der GZ wieder Eigenfunktion des Symmetrieoperators
und seine Energie ist hochstens so hoch wie die der symmetriegebrochenen Slater-
Determinante (vgl. Kainz (20007%)). Zusétzlich erhilt man eine Reihe von energetisch
tief liegenden Zustanden, die hadufig als niedrigste kollektive Anregungen interpretiert
werden (bei Kernen: Rotationsspektrum).!*! Ein vergleichbares Konzept ist bisher fiir
die DFT/LDA nicht entwickelt worden. Ein Grund ist das Fehlen des Ritzschen Prin-
zips in der DFT, d.h. die Energie des DFT/LDA-GZs ist keine obere Schranke fiir die
tatsdchliche GZ-Energie des Systems.

Ein weiterer Aspekt ist die Rolle, die der Gesamtspin fiir die KS-Wellenfunktion
spielt. Wahrend fiir unpolarisierte (S = S; = 0) und voll polarisierte (S = £S5, =
N /2) Zustinde die Slater-Determinante des KS-Systems gleichzeitig eine Eigenfunkti-
on des Gesamtspinoperators S* darstellt, ist dies fiir teilpolarisierte Zustande nicht der
Fall. Zun&chst wird zwar grundsétzlich S = £S5, vorausgesetzt, um Austauscheffekte
moglichst korrekt zu erfassen.! Allerdings bleibt die Frage, ob die von Gunnarsson &
Lundqvist (1976°%) vorgeschlagene Projektion der KS-Slater-Determinante auf den Un-

9Im Falle einer zufilligen Entartung oder einer Entartung bei B = 0 kann die Symmetrie im KS-
Schema durch eine explizite Kontrolle des Gesamtdrehimpulses sichergestellt werden. Durch die Ein-
schrankung auf einen Unterraum wird gleichzeitig die in Abschnitt 2.1.3 diskutierte Problematik von
Entartungen im KS-Formalismus vermieden.

ITn Anhang C untersuchen wir die Dichten und paramagnetischen Stromdichten von Multiplett-
zustdnden des Hamiltonians, d.h. Eigenzustdnden von S2und S,. Es zeigt sich, daf alle Zustande mit
S, =-5,-5+1, .., S dieselbe Dichte und paramagnetische Stromdichte aufweisen. Dagegen liegt in
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terraum mit Gesamtspin S notwendig ist**, nach wie vor unbeantwortet.” In diesem
Fall folgen wir den Originalarbeiten zur (C)SDFT*!%1%* dje eine Symmetrisierung der
Gesamtwellenfunktion beziiglich des Gesamtspinoperators nicht vorsehen, d.h. wir
besetzen die untersten Zustdnde jeder Spinrichtung geméfs N und S..

Als letzte Symmetrie ist noch die CM-Symmetrie zu diskutieren. TIhre explizite
Implementierung in das KS-Schema wurde bis jetzt in der Literatur noch gar nicht
angesprochen. Auch angesichts der Komplexitit der CM-Operatoren (1.54) und
(1.55) verzichteten wir wie beim Gesamtspin auf eine Symmetrisierung der KS-
Wellenfunktion. Allerdings zeigen mit Hilfe der zeitabhdngigen DFT berechnete
FIR-Anregungsspektren das verallgemeinerte Kohnsche Theorem?*'¢!, das fiir die
CM-Symmetrie typisch ist. Daraus lafit sich schlufifolgern, daf8 diese Symmetrie
implizit berticksichtigt wird.

Zusammenfassend wollen wir festhalten, dafs wir in Fragen der Symmetrien eine
pragmatische Linie verfolgen: Soweit sich ihre Implementierung physikalisch rechtfer-
tigen 1463t wie bei S, und L, d.h. physikalische Relevanz besitzt, wird sie durchgefiihrt
(siehe dazu auch Kapitel 3 und 5). Im Falle von Gesamtspin oder CM-Bewegung, wo
mit groffem Aufwand ein physikalisch nicht fundiertes Ergebnis erzielt werden wiirde,
nehmen wir Abstand vom Konzept der Symmetrisierung der KS-Wellenfunktion.

Andere EinschlufSpotentiale mit anharmonischen Anteilen oder gebrochener Axial-
symmetrie wurden bereits in fritheren Arbeiten untersucht (z.B. Darnhofer (1996%),
Wensauer (1999'7Y)). In dieser Arbeit soll aber der Schwerpunkt auf Vergleichen zwi-
schen ED und DFT liegen. Aufgrund des enormen numerischen Aufwands der ED
ist dort die Axialsymmetrie unverzichtbar sowie eine Beschrankung auf eine Potenti-
alform notwendig. Deshalb wurde dem Standardpotential, dem isotropen harmoni-
schen Oszillator, der Vorzug gegeben.

den Fillen S, = £S5 die meiste Information tiber die Polarisation und damit auch tiber Austauscheffekte
vor, was zur besten Beschreibung durch die SDFT fiihrt.

**Die projizierte Wellenfunktion wiirde zu einer anderen Dichte fiihren als die urspriingliche Slater-
Determinante.
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KAPITEL 3

Anwendung der Dichtefunktional-Theorie:
Stabilitit des v = 2-Droplets

Die Stirken der DFT gegeniiber anderen Methoden zur Beschreibung der GZ-
Eigenschaften von wechselwirkenden Vielteilchen-Systemen liegen darin, dafi die
GZ-Energie und -Dichte von Systemen mit vergleichsweise hohen Teilchenzah-
len unter Beriicksichtigung von XC-Effekten berechnet werden kénnen. Da die
DFT-Rechnung auf einem Einteilchen-Bild basiert, erlaubt die numerische Implemen-
tierung kurze Rechenzeiten im Vergleich mit ED- oder QMC-Methoden sowie die
Abdeckung eines grofien Parameterraums. In diesem Kapitel stellen wir eine typische
Anwendung der DFT vor, die die genannten Vorteile klar demonstriert, aber auch
gleichzeitig die Grenzen der DFT, die hauptsédchlich durch die Unkenntnis der exakten
XC-Funktionale bzw. Unsicherheiten in den verfiigbaren Parametrisierungen bedingt
sind, klar vor Augen fiihrt. Damit wollen wir die Motivation, deren Schwerpunkt
bisher vorwiegend auf mathematischen, grundlagen-theoretischen Aspekten liegt,
auch um eine anwendungsorientierte Seite bereichern.

Im Mittelpunkt der folgenden Abschnitte steht die Untersuchung der Stabilitit
des Spinsingulett-Quanten-Hall-Droplets (QHDs) eines parabolischen Quanten-
dots (QDs) bei Fiillfaktor v = 2.* Der Ursprung der Elektronenkonfiguration der
QHDs liegt im Wechselspiel von (quasi-)zweidimensionalem Confinement-Potential,
Coulomb-Wechselwirkung und Magnetfeld.*?%7076%” Die einfachsten und zugleich
prominentesten Vertreter sind das vollstandig spin-polarisierte v = 1-Droplet und
das Spinsingulett-v = 2-Droplet.

Im nicht-wechselwirkenden Einteilchen-Bild entspricht das v = 2-QHD einer
Elektronenkonfiguration, bei der die energetisch ansteigenden Zustdnde des untersten
Landau-Levels (LLL) paarweise mit Spin-up- und Spin-down-Elektronen besetzt
sind (vgl. Abbildung 3.1).%

Aufgrund ihrer charakteristischen elektronischen Struktur sind QHDs sowohl expe-
rimentel] 3811:2459,78,107,108,120,143,151,154155,168 (i  theoretisch222458-60,66,107,108,117,122,169,177,179

intensiv untersucht worden. Dabei lag aus theoretischer Sicht der Schwerpunkt auf

*In diesem Kapitel wird der Fiillfaktor mit v statt mit f bezeichnet, da keine Verwechslungsgefahr
mit der Vortizitét v besteht.
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(a) v=1-QHD (b) v=2-QHD

n,=0 ++ ++_ n,=0 ﬁﬁﬁ

n=0 1 2 3 4 5 .. n=0 1 2 3 4 5 ..

n=1 —

ABBILDUNG 3.1: Elektronische Konfiguration des v = 1-QHDs (a) bzw. v =
2-QHDs (b) mit finf bzw. zehn Elektronen. 7, und n_ sind die LL- und
Intra-LL-Quantenzahlen.

dem v = 1-Droplet.?>'*17 Allerdings kann das spin-polarisierte v = 1-Droplet expe-
rimentell im Coulomb-Blockade-(CB)-Spektrum nicht leicht identifiziert werden. %
Dagegen ist die v = 2-Linie, von der angenommen wird, dafs ihr Ursprung eng
mit dem Auftreten des v = 2-Droplets verkniipft ist, das auffélligste Merkmal im
Additionsspektrum von QDs.> Es ist daher nicht weiter verwunderlich, daf8 sich
die neuesten Experimente an QDs auf v = 2-QHDs konzentrieren, insbesondere in
Verbindung mit Kontrolle der Elektronenzahl' bzw. Kontrolle der Elektronenzahl
und spin-polarisierter Injektion/Detektion.?*

In den folgenden Abschnitten werden wir uns ausfiihrlich mit der Stabilitdt und den
untersten angeregten Zustanden des v = 2-QHDs als Funktion des Magnetfeldes, der
Elektronenzahl N, der Confinement-Energie fiw, und der Zeeman-Energie E, (bzw. des
g-Faktors) befassen. Dabei wird der Fokus auf méglichen GZ-Ubergingen liegen, die
von einem Elektronentransfer vom Rand ins Dotzentrum (ins zweite LL) bei kleinen
Magnetfeldern bzw. von einem Spinflip am Rand bei hohen Magnetfeldern herriihren.
Ausgehend von dem in Abbildung 3.1 (b) gezeigten v = 2-QHD bedeutet ein Uber-
gang ins Dotzentrum, dafd ein Spin-up-Elektron vom Randzustand (n,,n_) = (0,4) in
den Spin-down-Zustand (1, 0) wandert. Andererseits kann ein Spinflip am Rand durch
den Ubergang des Spin-up-Elektrons vom Niveau (0,4) nach (0, 5) mit Spin-down ver-
anschaulicht werden. Damit verbunden sind charakteristische Muster im Additions-
und Stromamplitudenspektrum entlang der v = 2-Linie in CB-Experimenten. Wir wer-
den zeigen, daf die in jiingsten Experimenten? (vgl. auch Abschnitt 3.5) beobachtete
Umkehrung der Modulation der Stromamplitude entlang der v = 2-Linie jenseits ei-
ner kritischen Teilchenzahl N, die Folge des Zusammenbruchs des v = 2-QHDs als GZ
ist.?017 Um den Vielteilchen-Effekten Rechnung zu tragen, werden sowohl HF- wie
SDFT-Methoden verwendet und verglichen. Bei allen unseren Rechnungen setzen wir
ein parabolisches Potential voraus, wie es fiir weiches Confinement in lateralen und
vertikalen Devices mit Gate-Strukturen typisch ist. Der Einfluf$ von anharmonischen
Beitrdgen wird in der Arbeit von Ciorga et al. (2002%) angesprochen, soll an dieser
Stelle aber nicht diskutiert werden.

TWie Abbildung 3.3 zeigt, bedeutet Rand einerseits eine hohe Intra-LL-Quantenzahl n_ und anderer-
seits eine ringférmige Elektronendichte bei grofsen Radien. Dotzentrum steht fiir eine kleine Intra-LL-
Quantenzahl n_ (bei n;. = 0, 1) und eine bei kleinen Radien konzentrierte Elektronendichte.
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ABBILDUNG 3.2: FD-Spektrum mit tiberhohter Zeeman-Energie fiir fiwy =
1meV und E;/B =0.6meV/T (g ~ —10). Abgebildet sind die spin-aufgespal-
tenen Niveaus des LLLs und das energetisch niedrigste (Spin-down)-Niveau
des zweiten LLs, das die Energien der Zustdnde aus dem LLL schneidet.
Durch den Schnittpunkt ist fiir jede Teilchenzahl N ein kritisches Magnet-
feld B,_,(N) definiert, bei dem der Ubergang des letzten Elektrons aus dem
zweiten LL in das LLL stattfindet. Da dieser Ladungstransfer mit einer cha-
rakteristischen Anderung des Drehimpulses und Spins verbunden ist, kann
er auch im wechselwirkenden Vielteilchen-System identifiziert werden. So-
mit ist die v = 2-Linie durch die Funktion B,—,(N) eindeutig definiert.

In der Abbildung ist die v = 2-Linie in den Regimes 0 und 1 durch Punk-
te bzw. Kreise fiir gerade bzw. ungerade Elektronenzahlen gekennzeichnet.
Die gefiillten Balken in Regime 0 symbolisieren die elektronische Konfigu-
ration des v = 2-Droplets, die nicht gefiillten Balken die des Analogons fiir
ungerades N. Die verschiedenen Regimes werden durch Spinfliplinien ge-
trennt (siehe Text).

3.1 Modell

Wichtige Eigenschaften der durch Drehimpuls und Spin bestimmten elektronischen
Konfiguration eines QDs entlang der v = 2-Linie konnen mit Hilfe des nicht-
wechselwirkenden Systems plausibel gemacht werden. Insbesondere lassen sich aus
diesem naiven Bild potentielle GZ-Kandidaten in der Umgebung der v = 2-Linie
extrahieren, die dann unter der Beriicksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung
tiberpriift werden (siehe Abschnitt 3.2). Ebenso wird der Einflufs der Konfigurationen
auf die Amplituden im CB-Spektrum diskutiert.
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ABBILDUNG 3.3: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten fiir ein Elektron (a) im
Zentrum im Zustand |1,0), (b) am Rand eines Dots im Zustand |0,9). (c)
und (d) zeigen die GZ-Dichte eines v = 2-QHDs bzw. die Dichte der Center-
konfiguration fiir N = 14; (e) ist die Differenz der Dichten aus (c) und (d).

Abbildung 3.2 zeigt die spin-aufgespaltenen Einteilchen-Zustinde |n4,n_) des
nicht-wechselwirkenden Systems (fiwy = 1meV) als Funktion des Magnetfelds. Aus
Darstellungsgriinden wurde dabei eine iiberhohte Zeeman-Energie von E./B = 0.6
meV/T (g = —10) angenommen, die schon fiir B < 1T in der Grofienordnung der
Intra-LL-Energieiw_ liegt. Dartiber hinaus ist das Spektrum in verschiedene Regimes
unterteilt, deren Eigenschaften im folgenden genauer untersucht werden.

Betrachten wir zunéchst eine gerade Teilchenzahl'”” N des Regimes 0 in Abbildung
3.2. Die Elektronen besetzen sukzessive die Niveaus des LLLs (Balken) und bilden
ein spin-unpolarisiertes v = 2-Droplet. Wird das Magnetfeld verringert, dann ist bei
B,—»>(N) (Punkte) die Energie des Spin-down-Niveaus |1,0) aus dem zweiten LL nied-
riger als die des hochsten besetzten Spin-up-Zustands aus dem LLL. Folglich findet
ein Ubergang des Elektrons vom Rand in das Dotzentrum statt, und das kritische Ma-
gnetfeld B,_,(N) hingt offensichtlich von der Teilchenzahl N ab. Gleichzeitig dndert
sich auch der Spin von S; = 0 nach S; = —1. (Hier wie im folgenden verzichten wir
bei der Angabe von Spin und Drehimpulsen auf/i.) Abbildung 3.3 illustriert die un-
terschiedlichen Aufenthaltswahrscheinlichkeiten fiir ein Teilchen. Im Zustand |1, 0) ist
es in der Dotmitte lokalisiert (a), wihrend |0,7_) ein Teilchen am Rand des Dots be-
schreibt ((b), hier mit n. = 9). Abbildung 3.3(c) zeigt die Ladungsverteilung fiir ein
v = 2-Droplet mit N = 14 Elektronen, (d) die Konfiguration nach dem Ubergang des
Elektrons zum Zentrum und (e) die Differenz der Verteilungen. Alle Konfigurationen
mit einem Elektron im Zentrum, d.h. besetztem |1,0)-Zustand, werden im folgenden
als Centerkonfigurationen bezeichnet. Ist hingegen |1,0) unbesetzt, so sprechen wir
von einem Randzustand. (Das v = 2-Droplet ist somit der einfachste Randzustand.)

Geht man wiederum vom v = 2-Droplet aus und erhoht das Magnetfeld, so
wird fiir das durch Aw_(B;) = E,(B;) gegebene kritische Magnetfeld der Rand des
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v = 2-Droplets instabil, d.h. die Zeeman-Aufspaltung wird grofler als die Intra-LL-
Aufspaltung. Der hochste besetzte Spin-up-Zustand |0,N/2 — 1) des LLLs wird
geleert. Statt dessen wird der energetisch niedrigere Spin-down-Zustand des LLLs
|0,N/2) besetzt. Es entsteht eine neue spin-polarisierte Randkonfiguration.”” Die
Linie der Spinflips ist in Abbildung 3.2 bei B; parallel zur Ordinate eingezeichnet und
zeigt im nicht-wechselwirkenden System keine Abhidngigkeit von der Teilchenzahl,
wie auch durch ihre Definitionsgleichung nahegelegt wird. Sie grenzt gleichzeitig
Regime 0 von Regime 1 ab. Der durch B,—;(N) und die Spinflip-Linie B; definierte
Bereich stellt die endliche, stabile v = 2-GZ-Phase dar. N. bezeichnet die hochste
Teilchenzahl mit stabilem v = 2-GZ.

Wenden wir uns nun den ungeraden Elektronenzahlen N im Regime 0 zu. Analog
zum v = 2-Droplet sind die Zustdnde des LLLs besetzt (offene Rechtecke) mit Aus-
nahme des Spin-up-Niveaus |0,(N — 1)/2). Somit resultiert ein Spin S, = —1/2. Bei
Unterschreitung des kritischen Magnetfelds B,_,(N) findet wiederum ein Ladungs-
transfer vom Randzustand |0, (N — 1)/2) ins Zentrum |1, 0) statt (Kreise in Regime 0);
die entstehende Centerkonfiguration hat S, = —1/2. Bei Erhchung des Magnetfeldes
erweist sich die erste Randkonfiguration fiir ungerades N als {iberaus stabil. Erst bei
B, (2hiw_(B,) = E.(B,)) wandert das Spin-up-Elektron des Niveaus |0,(N — 1)/2 — 1)
an den Rand und besetzt den Spin-down-Zustand |0, (N — 1)/2 + 1). Die so definier-
te Randkonfiguration tragt Gesamtspin S, = —3/2. B, definiert die Spinfliplinie, die
die Regimes 1 und 2 abtrennt. Die charakteristischen GZ-Konfigurationen sind in der
Ubersicht 3.4 fiir Regime 0 (und hohere Regime) zusammengefaft.

Das durch die Bedingung fiw_(B;) = E,(B;) definierte kritische Magnetfeld B; ist
nicht nur fiir Randkonfigurationen relevant. Es fiihrt auch dazu, dafs im Regime 1
die Centerkonfiguration fiir ein System mit ungerader Teilchenzahl und S, = —1/2 bei
Erniedrigung des Magnetfelds in eine Centerkonfiguration mit S, = —3/2 tibergeht
(Kreise in Regime 1). Die Centerkonfiguration ist durch einen mit zwei Spin-down-
Elektronen polarisierten Rand gekennzeichnet (Abbildung 3.4). Fiir gerade Elektro-
nenzahlen bleibt die Centerkonfiguration aus Regime 0 weiterhin GZ, die Randkonfi-
guration dndert sich wie oben beschrieben von einem v = 2-Droplet in eine Randkon-
figuration mit S, = —1.

Das vorgestellte Konzept 1df3t sich leicht auf weitere Spinfliplinien bzw. hohere Re-
gimes erweitern. Bei jedem Uberschreiten einer Spinfliplinie &ndern sich abwechselnd
je ein GZ fiir gerade und ungerade Teilchenzahlen in der Umgebung der v = 2-Linie,
gleichzeitig wichst die Polarisation der Rédnder der neuen Zustdnde an. Die entspre-
chenden Center- und Randkonfigurationen sind fiir gerades und ungerades N in Uber-
sicht 3.4 nach Regimes geordnet aufgefiihrt.

Im Falle einer GaAs-Zeeman-Energie 143t sich prinzipiell dieselbe Klassifikation der
Regimes vornehmen. Allerdings erhéhen sich in diesem Fall die kritischen Magnetfel-
der fiir die Spinflips auf einige 10T, die kritischen Teilchenzahlen auf einige 100. Dafs
die obige Diskussion auf Grundlage einer tiberh6hten Zeeman-Energie keineswegs ir-
relevant ist, wird sich bei Berticksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung zeigen (vgl.
Abschnitt 3.2), die zu einer Renormierung der kritischen Parameter (N, B,—,, By, B,)
tihrt.

In Abbildung 3.5 ist das Zustandekommen der v = 2-Linie im CB-Spektrum, d.h.
im chemischen Potential, schematisch skizziert. In (a) werden die GZ-Energien ei-
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ABBILDUNG 3.4: GZe entlang der v = 2-Linie, klassifiziert nach der Paritat
der Elektronenzahl N, Center- und Randkonfigurationen, Spin S, und Re-
gimes. Die Zustdnde mit wachsender Polarisation der Rdnder konnen aus
dem Finteilchen-Bild (Abbildung 3.2) abgelesen werden. Dabei sind nur die
Zustande des LLLs und der Zustand |1,0) des zweiten LLs relevant. Aus
Darstellungsgriinden wurden fiir alle Konfigurationen zehn bzw. neun Teil-
chen verwendet. Fiir hohere Teilchenzahlen sind unter Beibehaltung der
Rénder Spinsingulett-Paare von Elektronen im LLL zu ergédnzen.
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ABBILDUNG 3.5: Entstehung der v = 2-Linie. (a) zeigt die Kuspen in den
GZ-Energien als Folge des Ubergangs von einer Center- auf eine Randkonfi-
guration mit steigendem Magnetfeld. Dabei verschieben sich die Ubergéinge
mit wachsendem N zu héherem B (B,—»(N) < B,—»(N + 1) < By,—»(N + 2)).
Im chemischen Potential ;4/(N) = Egz(N) — Egz(N — 1) folgt daraus eine cha-
rakteristische Struktur, bestehend aus einem nach unten und oben zeigen-
den Peak (b).

nes Vielteilchen-Systems an der v = 2-Linie gezeigt. Die ausgeprédgte Kuspe entsteht
durch den Ubergang der Centerkonfiguration in die Randkonfiguration, unabhingig
von der Paritdt der Elektronenzahl oder dem Regime. Wesentlich ist nur der Inter-
LL-Transfer des letzten Centerelektrons aus dem Zustand |1,0) (des zweiten LLs) an
den Rand in das LLL, der mit einer entsprechend grofSen Energiedifferenz verbunden
ist. (Weitere Ubergéinge mit steigendem Magnetfeld (Randrekonstruktionen) finden im
LLL statt. Da dann die Energiedifferenzen kleiner sind, sinkt auch die entsprechende
Kuspenhohe.) Aufierdem wiéchst mit steigender Teilchenzahl gleichzeitig das kriti-
sche Magnetfeld. Im chemischen Potential u(N + 1) = Egz(N + 1) — Ecz(N) entsteht
folglich die charakteristische Struktur der v = 2-Linie mit den beiden Peaks: Der nach
unten zeigende Peak in p(N + 1) ist Folge der Kuspe im N-Elektronen-System, der
nach oben zeigende hat seinen Ursprung im N 4 1-Teilchen-System. Aufgrund der
Unempfindlichkeit fiir unterschiedliche Regimes lassen sich anhand der Peakstruktur
des CB-Spektrums keine Uberginge in den beteiligten Konfigurationen identifizieren.

Wird die Tunnelspektroskopie jedoch im Regime spin-polarisierter Injekti-
on/Detektion® durchgefiihrt, lassen sich Zusatzinformationen aus der Amplitude
der CB-Peaks gewinnen. Ciorga et al.?** erkannten, daf} bei angelegtem Magnetfeld
die in den Dot injizierten Elektronen hauptsédchlich (spin-down)-polarisiert sind.
Die Ursache dieser spin-polarisierten Injektion ist in der durch Austauscheffekte
tiberhohten Spinaufspaltung der magnetischen Randzustinde des 2DEGs in den
Source- und Drain-Kontakten des Dots zu suchen.??*'*? Der Effekt auf die Ampli-
tuden ist durch die elektronischen GZ-Konfigurationen zweier aufeinanderfolgender
Elektronenzahlen N und N + 1 bestimmt. Wenn fiir die Differenz der Gesamtspins
S:(N 4+ 1) — S;(N) # —1/2 gilt, fdllt die Stromamplitude nahezu auf Null, selbst wenn
der raumliche Uberlapp grof sein sollte. 22142 Somit stellt CB-Spektroskopie gleich-
zeitig auch Spin-Blockade-(SB)-Spektroskopie dar.??>°%142 Ein weiterer Faktor fiir die
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ABBILDUNG 3.6: GZ-Konfigurationen und Amplituden entlang der v = 2-
Linie in den Regimes 0 (N < N;) (a) und 1 (N > N,) (b). Dicke (diinne) Lini-
en symbolisieren grofie (kleine) Stromamplituden; gestrichelte Linien stehen
fiir GZ-Ubergénge. (c) zeigt das Amplitudenverhiltnis rechts und links der
v = 2-Linie mit steigender Teilchenzahl. Mit dem Uberschreiten einer kri-
tischen Teilchenzahl N, beim Wechsel von Regime 0 nach 1 &ndert sich die
Amplitudenmodulation. Dafiir verantwortlich sind die neuen GZe im Re-
gime 1, die grau unterlegt sind.

Grofle der Tunnelmatrixelemente ist der raumliche Uberlapp der Wellenfunktionen
des Dots mit denen der Reservoirs. Zusammen mit der SB-Bedingung konnen wir
nur dann eine grofle Amplitude erwarten, wenn ein Spin-down-Elektron durch einen
Randzustand des Dots tunnelt. In den anderen Féllen (ein Spin-down-Elektron tun-
nelt durch einen Zustand im Dotzentrum, ein Spin-up-Elektron tunnelt durch einen
Zustand im Dotzentrum oder einen Randzustand) ist die Hohe der CB-Peaks klein.

Wir wollen nun den Einflufd der verschiedenen Konfigurationen entlang der v = 2-
Linie auf die Amplitudenhohe des CB-Spektrums untersuchen. Wir beginnen mit den
Konfigurationen entlang der v = 2-Linie, wie sie im Regime 0, d.h. fiir N < N, zu fin-
den sind. In Abbildung 3.6(a) sind die entsprechenden Zustidnde fiir drei aufeinander-
folgende Elektronenzahlen zusammen mit der charakteristischen Form der CB-Peaks
dargestellt. Die Amplitudenstdrke ist durch die Linienbreite der CB-Peaks gekenn-
zeichnet; aufgrund unserer hauptsédchlich qualitativen Aussagen zur Amplitudenhoéhe
unterscheiden wir nur zwei Amplitudenstiarken.

Beginnen wir mit einem System mit einer geraden Elektronenzahl N — 2 im Regime
0. Fiir kleine Magnetfelder wird ein Spin-down-Elektron zur Centerkonfiguration des
N — 2-Elektronen-Droplets mit S, = —1 addiert. Das resultierende N — 1-System hat
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aber einen GZ mit S, = —1/2. Damit ist die SB-Bedingung erfiillt, und die Amplitude
ist klein. Nach dem GZ-Ubergang des N — 2-Teilchen-Systems liegt fiir mittelgrofie
Magnetfelder ein v = 2-Droplet mit S, = 0 vor. Jetzt ist zwar die SB aufgehoben, aber
das Elektron tunnelt durch einen Zustand im Dotzentrum. Aufgrund des geringen
raumlichen Uberlapps ist die zugehorige Amplitude wiederum klein. Fiir grole Ma-
gnetfelder hat auch das N — 1-Elektronen-System den Ubergang des Centerelektrons
an den Rand vollzogen. Da sich dabei der Spin S, = —1/2 nicht gedndert hat, liegt bei
Addition des Spin-down-Elektrons zum v = 2-Droplet keine SB vor, ferner erfolgt das
Tunneln durch einen Randzustand, was eine hohe Amplitude zur Folge hat.

Bei der Addition eines weiteren Elektrons zu N — 1 Elektronen lassen sich fiir die drei
Magnetfeldbereiche dhnliche Argumente anwenden. Fiir kleines B tunnelt ein Spin-
down-Elektron mit grofSer Amplitude durch einen Randzustand. Im mittleren Bereich
reduziert der geringe raumliche Uberlapp die Peakhohe, und fiir grofle Magnetfelder
bleibt die Amplitude wegen SB klein.

Betrachten wir jetzt das SB-Spektrum im Regime 1, d.h. nach dem Zusammenbruch
des v = 2-Droplets als GZ. Die zugehorigen Konfigurationen sind wie fiir Regime 0
in Abbildung 3.6(b) dargestellt. Im Vergleich zu Regime 0 treten zwei neue Konfigu-
rationen auf: Fiir gerades N liegt statt des unpolarisierten v = 2-Droplets eine spin-
polarisierte Randkonfiguration vor, fiir ungerades N hat sich die Centerkonfiguration
gedndert (S, = —3/2 statt S, = —1/2). Die Folge dieser neuen Konfigurationen ist, daf3
die SB-Bedingung jeweils im anderen Magnetfeldbereich vorliegt, wie bei Wiederho-
lung obiger Argumente leicht einzusehen ist. Trdgt man das Verhiltnis der Ampli-
tuden rechts und links der v = 2-Linie auf, so ist die Umkehrung der Amplituden-
modulation deutlich zu erkennen (Abbildung 3.6(c)). Damit ermdglicht die aus der SB
extrahierte Zusatzinformation die Detektion des Zusammenbruchs des v = 2-Droplets,
wie sie rein aus dem CB-Spektrum unmoglich wire.

Die Diskussion der Amplituden kann (zumindest im nicht-wechselwirkenden Sy-
stem) auf hohere Regimes erweitert werden. Es zeigt sich, dafS alle Regimes gleicher
Paritdt das gleiche Amplitudenmuster aufweisen. Die Einfithrung der Wechselwir-
kung (vgl. Abschnitt 3.2) 1af3t aber am Sinn eines solchen Vorhabens zweifeln.

Es sei noch erwdhnt, dafs wir in einem effektiven Einteilchen-Bild fir das wech-
selwirkende System die obige Argumentation fiir die AmplitudengrofSe tibernehmen
konnen, falls wir die besetzten Zustdnde in den Konfigurationen in Abbildung 3.4 als
Quasiteilchen-Zustdnde in den entsprechenden Spin- und Drehimpulsunterraumen
auffassen.

3.2 Mean-Field-Rechnungen

Im vorangegangenen Abschnitt konnten wir das qualitative Verhalten der Amplitu-
denmodulation auf Grundlage des nicht-wechselwirkenden Systems mit iiberhShter
Zeeman-Energie beschreiben. Zuné&chst soll kurz motiviert werden, warum wir ein
dhnliches Verhalten fiir das wechselwirkende System erwarten. Wie zuvor gezeigt
wurde, ist die v = 2-Phase im nicht-wechselwirkenden System (Abbildung 3.2) fiir ei-
ne gerade Zahl von Elektronen durch eine Center- und Randkonfiguration mit jeweils
S. = —1 beschrankt (Abbildung 3.2). Im Rahmen eines effektiven Einteilchen-Bildes
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ABBILDUNG 3.7: Zusammenbruch einer unpolarisierten GZ-Phase. Ist die-
se Phase von zwei partiell polarisierten Konfigurationen begrenzt, ver-
schwindet sie mit steigender Zeeman-Energie.

spielen beim Anschalten der Wechselwirkung zwei Effekte eine Rolle: Der Abstand
der Niveaus verringert sich mit steigender Teilchenzahl des Systems, und durch
Austauscheffekte werden polarisierte Zustinde zunehmend energetisch bevorzugt
im Sinne einer verallgemeinerten Hundschen Regel.'* Beide Effekte zusammen
kénnen zu der in Abbildung 3.7 beschriebenen Situation fithren, wo der unpolarisierte
Zustand durch die zwei benachbarten spin-polarisierten Zustdnde als GZ verdrangt
wird. Dieses Phdnomen, das wir zuvor durch eine iiberhohte Zeeman-Energie
simulierten, soll nun im wechselwirkenden System mit Hilfe von Hartree-Fock-(HF)-
und SDFT/LSDA-Rechnungen untersucht werden.

3.3 Hartree-Fock-Rechnungen

Als erster Zugang zum GZ-Phasendiagramm des wechselwirkenden Systems wurden
spin- und space-restricted HF-Methoden verwendet. Zu diesem Zweck entwickeln
wir die HF-Wellenfunktionen |p, !, o) (mit der radialen Quantenzahl p, dem Drehim-
puls [ und dem Spin in z-Richtung o) als Linearkombination von FD-Zustidnden mit
gleichem Drehimpuls und Spin

ny—n_=I

lp,1,0) = Z a;i3n+n_|n+,n_,a> (3.1)

ny,n—

(0)

und 16sen die HF-Schrédinger-Gleichung fiir die Koeffizienten o, -

nly, —n'_=I nf —n" =I'

+ +
Oé;(;,)mn_ (En+,n—,a - 5;7,1,0) + ’Z” CY;Z,)nLnL ’ZZ,’fprllgl "Z,” |ag{l)’,n’in’,’ |2X
A p'l'o n't "
X ((nyn_,n'in" |Win'in" 0! n") — §po(nin_, n!n" |Win',n'_ n'in")) = 0

(3.2)

selbstkonsistent in den jeweiligen Unterraumen mit Drehimpuls I = n, — n_ und Spin
0. Die Besetzungszahlen f,;, = 0, 1 beschreiben die Besetzung der HF-Niveaus |p, !, o)
mit Elektronen; fiir ihre Summe gilt ¥, ; ; fpio = N.

Um die in Abbildung 3.4 beschriebenen Kandidaten fiir GZe zu testen, werden die
Besetzungszahlen f,, entsprechend den elektronischen Konfigurationen konstant
gewdhlt, so daf3 jeweils die energetisch niedrigsten Zustinde in den Spin- und
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Drehimpulsunterrdaumen besetzt sind. Dann kann die HF-Slater-Determinante unter

Verwendung von Erzeugern EL lo fiir HF-Einteilchen-Zustiande in der Form

[¥)er = [T (e),,)10) (3.3)
pl,o

geschrieben werden. Nach der iterativen Losung des HF-Formalismus berech-
net sich die HF-GZ-Energie als Erwartungswert des wechselwirkenden Systems
Ecs = nr(¥|H|¥)nr.

3.3.1 Hartree-Fock-Rechnungen in den zwei niedrigsten Landau-
Niveaus

Dieser Abschnitt ist der Untersuchung des prinzipiellen Einflusses der Coulomb-
Wechselwirkung auf ein durch die Parameter fiwy = 6 meV und E./B = 0.0254
meV /T (g = —0.44) definiertes System in der HF-Naherung gewidmet. Dabei wer-
den die klassische Abstoflung und Austauscheffekte der Coulomb-Wechselwirkung
beriicksichtigt und eine Mischung der zwei untersten LLs zugelassen.®

Zur Berechnung der GZ-Phasendiagramme in Abbildung 3.8 wurden alle in Abbil-
dung 3.4 gezeigten Konfigurationen getestet. Fiir gerade Elektronenzahlen finden wir
den Zusammenbruch der v = 2-Phase bei N = 20 Elektronen. Im Vergleich zum nicht-
wechselwirkenden System (mit E./B = 0.0254 meV/T) sind hier die kritische Elek-
tronenzahl N, und das kritische Magnetfeld B, durch die Coulomb-Wechselwirkung,
insbesondere durch Austauscheffekte, drastisch verringert. Allerdings sind (strengge-
nommen) die hoher polarisierten Phasen nicht so angeordnet, daf§ das System die Um-
kehrung der Amplitudenmodulation zeigen wiirde. Die Voraussetzung dafiir wire
ein direkter GZ-Ubergang an der v = 2-Linie von der Center- in die Randkonfigurati-
on (beide mit S, = —1) unter Auslassung der v = 2-Phase. Wie jedoch aus Abbildung
3.8(a) deutlich wird, findet gleichzeitig mit dem Zusammenbruch des v = 2-Droplets
bei N = 20 ein Ubergang in den Centerkonfigurationen von einem S, = —1- zu einem
S, = —2-Zustand statt. Verglichen mit dem nicht-wechselwirkenden Bild ist dieser
Ubergang zu viel kleineren Magnetfeldern verschoben, was auf Austauscheffekte des
Centerelektrons mit den Randelektronen zuriickzufiihren ist, die deren Polarisation
begiinstigen. Somit liegt keine vorteilhafte Anordnung der Phasen im Sinne von Re-
gime 1 vor. Im Falle der ungeraden Elektronenzahlen (Abbildung 3.8(b)) finden sich
die gewiinschten Kombinationen von GZen bei N = 19, 21.

Die charakteristische Umkehrung der Amplitudenmodulation, wie sie durch das
nicht-wechselwirkende Bild nahegelegt wird, tritt nicht auf. Der Grund fiir dieses Ver-
halten des Systems ist die Uberschitzung des Austauschs in der HF-Methode.> Da-
durch wird die GZ-Energie der spin-polarisierten S, = —2-Konfiguration kiinstlich ge-
geniiber der GZ-Energie der S, = —1-Phase abgesenkt, und der GZ-Ubergang tritt zu

tFiir kleinere Confinement-Potentiale schrumpft die v = 2-Phase in HF oder sie verschwindet kom-
plett.

$Fiir jeden Spin- und Drehimpulsunterraum stehen genaugenommen zwei Zustinde zur Verfiigung,
d.h. fiir Drehimpuls ! = 1 wird auch ein Zustand aus dem dritten LL, ndmlich |2, 1) herangezogen.
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ABBILDUNG 3.8: HF-GZ-Phasendiagramme ((a): N gerade, (b): N ungera-
de) fiir fiwy = 6meV und E,/B = 0.0254meV/T (¢ = —0.44). Die fett ge-
druckten Linien kennzeichnen die v = 2-Linien, d.h. den Ubergang von den
Center- auf die Randkonfigurationen mit steigendem Magnetfeld. Die sich
dndernden GZ-Konfigurationen kdnnen mit Hilfe des Spins S, anhand der
Ubersicht in Abbildung 3.4 eindeutig identifiziert werden.
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frith auf. Korrelationen kénnen jedoch, wie wir im ndchsten Abschnitt sehen werden,
diesem Effekt entgegenwirken und Zustdnde mit geringerer Spin-Polarisation stabili-
sieren. Die nachfolgenden GZ-Uberginge fiir N > 21, die zu immer hoher polarisierten
GZen entlang der v = 2-Linie fiihren, sind im Gegensatz zum nicht-wechselwirkenden
Fall nicht geordnet. Damit ergibt sich aus der HF-Rechnung eine unsystematische Mo-
dulation des Amplitudenmusters.

Am Ende dieses Paragraphen soll noch angemerkt werden, daf3 eine auf das LLL re-
duzierte HF-Rechnung einen analytischen Zugang ermdoglicht'”, weil sich unter die-
ser Einschrankung die Wechselwirkungseffekte auf die Berechnung von Erwartungs-
werten des Coulomb-Potentials mit den ungestorten Wellenfunktionen zurtickfithren
lassen. Das qualitative Verhalten der HF-Ergebnisse bleibt jedoch davon unbeeinflufst.
Die Unterschiede liegen darin, dafd im Falle des LLL die kritischen Elektronenzahlen
bei hoheren und die kritischen Magnetfelder bei niedrigeren Werten liegen. '7*

3.4 Ergebnisse der Spin-Dichtefunktional-Theorie-Rechnungen

Viele theoretische Untersuchungen von GZ-Eigenschaften von QDs basieren auf DFT-
Methoden. #06386:131,139,149,150.172175 Ty der SDFT spielen nicht nur Austauscheffekte, son-
dern auch Korrelationseffekte eine Rolle, d.h. im Gegensatz zu HF kénnen auch un-
polarisierte Zustande ihre GZ-Energie absenken. Fiir die folgenden Ergebnisse aus
DFT-Rechnungen beriicksichtigten wir in der Einteilchen-Basis 10 LL. Da der Selbst-
konsistenzzyklus der DFT nicht unwesentlich davon abhingt, daf3 fiir die GZ-Dichte
geniigend Variationsfreiheit besteht, ist eine hinreichend grofie Basis entscheidend.
Fiir die in die LDA eingehende Austausch-Korrelations-Energiedichte verwenden wir
die auf Tanatar & Ceperley (1989'%%) zuriickgehende Parametrisierung.

Den SDFT-Rechnungen wurde ein Confinement-Potential von fiwy = 1 meV zugrun-
de gelegt, das sich an dem experimentell beobachteten Wert orientiert.?* Konkret wur-
den zwei Rechnungen durchgefiihrt: eine mit normaler Zeeman-Energie (Abbildung
3.9) und eine mit kiinstlich erhdhter Zeeman-Energie (Abbildung 3.10).

Konzentrieren wir uns zunédchst auf die ungeraden Elektronenzahlen: Verglichen
mit HF-Rechnungen wurde im Falle der GaAs-Zeeman-Energie der Bereich der giinsti-
gen GZ-Kombinationen auf fiinf Elektronen (43 bis 51) ausgedehnt, fiir die erhShte
Zeeman-Energie sogar auf sieben Elektronen (35 bis 47). Fiir gerade Elektronenzah-
len findet der Zusammenbruch der v = 2-Phase als GZ-Konfiguration bei N. = 48 fiir
normale bzw. 38 fiir iiberhthte Zeeman-Energie statt.! Abbildung 3.9 zeigt die An-
ordnung der Phasen im Falle der GaAs-Zeeman-Energie. Eine giinstige Anordnung
der Phasen liegt genaugenommen nicht vor. Allerdings ist die Bedeutung der Zwi-
schenphasen mit S, = —2 in der Centerkonfiguration fiir N = 50 und mit S, = 0 bei
N = 48 in der Randkonfiguration praktisch vernachldssigbar, da sie kaum aufgelost
werden konnen. Damit lafst sich die gednderte Amplitudenmodulation nur fiir die
Uberg'&inge zwischen 47 und 51 vorhersagen. Es ist aber mdoglich, die unvorteilhaf-
te Phasenkonstellation durch Erh6hung der Zeeman-Energie entscheidend zu verbes-
sern (Abbildung 3.10 (a)). Dieser Effekt ist zwar absolut gesehen klein, wirkt sich aber

Mit hoherer Confinement-Energie steigt N. schnell an auf N. > 100.
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ABBILDUNG 3.9: SDFT/LSDA-GZ-Phasendiagramme ((a): N gerade, (b): N
ungerade) fiir fiwyg = ImeV und E,/B = 0.0254meV /T (g = —0.44).
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ABBILDUNG 3.10: SDFT/LSDA-GZ-Phasendiagramme ((a): N gerade, (b):
N ungerade) fiir fiwy = 1meV und E,/B = 0.0508meV/T (g = —0.88). Die
schattierten Flachen kennzeichnen die Teilchenzahlen, bei denen die Um-
kehrung der Amplitudenmodulation auftritt, d.h. entlang der v = 2-Linie
liegen die Konfigurationen aus Abbildung 3.6(b) vor.
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dennoch merklich auf das Phasendiagramm aus, da die Differenzen der GZ-Energien
in der gleichen Grofienordnung liegen. Durch die Betonung der Einteilchen-Energien
des wechselwirkenden Systems ndhert man sich an das nicht-wechselwirkende System
(Abbildung 3.2) an, in dem die ersten Uberginge in den Center- und Randkonfigura-
tionen klar getrennt sind. Zusammenfassend erhilt man eine stabile Umkehrung der
Amplitudenmodulation von N = 38 bis 43. (Dieselbe Mafinahme, die Erhéhung der
Zeeman-Energie, zeigt in HF-Rechnungen jedoch keine Wirkung.)

Wir konstatieren, dafi die Umkehrung der Amplitudenmodulation ein Effekt ist,
der empfindlich vom Gleichgewicht zwischen Austausch- und Korrelationseffek-
ten abhdngt. Diese Balance ist am besten im Fall der DFT gewahrt, obwohl hier die
gednderte Amplitudenmodulation nur mit Hilfe einer leicht erh6hten Zeeman-Energie
zu erreichen ist. Diese Korrektur deutet darauf hin, dafs Austauscheffekte in SDFT
moglicherweise unterschitzt werden. Andererseits konnte bei den vorliegenden
Rechnungen ein vielleicht entscheidender Beitrag von der Vortizitdtsabhidngigkeit
der XC-Energiedichte kommen, die aus den in Kapitel 2 diskutierten Griinden
unberticksichtigt geblieben ist.

3.5 Experimentelle Ergebnisse

In den vergangenen zehn Jahren sind CB-Spektroskopie-Techniken zu einer
Standardmethode zur Untersuchung der elektronischen Eigenschaften von QDs
gereift. #112559,607076, 78 87,107,117,142,13417 - CB-Peaks treten genau dann auf, wenn das
chemische Potential des Dots mit den Fermi-Niveaus von Source und Drain iiberein-
stimmt. Andert sich der GZ des Dots (und damit sein Gesamtspin) durch Anlegen
eines Magnetfelds senkrecht zur Dotebene, so dufiert sich dies in Kuspen in der
Position des CB Peaks. 1125960707678 87,107 17142154179 7 354t7lich kann der Informati-
onsgehalt der Amplituden ausgewertet werden. So werden fiir irreguldre QDs mit
Hunderten von Elektronen Fluktuationen in CB-Peaks zur Untersuchung von Chaos
herangezogen, da die Amplitude sinkt, falls der Uberlapp des GZs mit den Kontakten
reduziert ist. 457! Ahnliche Argumente dienten zur Erklarung des Absinkens der
Amplituden an bestimmten Stellen im Additionsspektrum von mittelgrofen QDs.'%”
Fiir kleinere Dots mit wenigen Elektronen wurde jedoch ausschliefllich der Abstand
der CB-Peaks im Additionsspektrum verwendet. 11:2>59.60.70.76,78,87,107,117,142,154,155,179

Das entsprechende SB-Experiment (Abbildung 3.11) an lateralen QDs wurde von der
Quantenphysikgruppe (Andy Sachrajda, Mariusz Ciorga, Michel Pioro-Ladriéere) des
Institute for Microstructural Sciences des National Research Council Canada in Otta-
wa durchgefiihrt. Ciorga et al. (2002?°) demonstrierten an einem durch Metall-Gates
definierten lateralen QD die experimentelle Kontrolle von Teilchenzahl und Spinzu-
stand. Das Inset der Abbildung 3.11(a) zeigt die Scanning-electron microscopy-(SEM)-
Aufnahme eines dhnlichen Devices, wie es auch in Referenz?® verwendet wurde. Das
Layout der Gates fiihrt zu einem leicht deformierten parabolischen Potential**¥, in
dem die Zahl der Elektronen zwischen 50 und 1 kontrolliert werden kann.'*? Die spin-
polarisierte Injektion erlaubt die Auswertung der Amplitudenh6he des CB-Spektrums
unter Beriicksichtigung von SB und dem raumlichen Uberlapp der in die Tunnelma-
trixelemente eingehenden Wellenfunktionen.
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ABBILDUNG 3.11: Experimentelle Ergebnisse?® fiir das CB-Spektrum (a)
und die zugehorigen Amplituden (b). Die v = 2-Linie ist jeweils durch ro-
te Punkte gekennzeichnet. In (b) kénnen zusétzlich die Randspinflips fiir
gerades N (Kreise) und ungerades N (hellblaue Punkte) identifiziert wer-
den. Die Spinfliplinie fiir gerade N schneidet die v = 2-Linie bei ca. N, = 24,
was sich auch in der Umkehrung der Amplitudenmodulation (c) ausdriickt.
In (c) wurde das Verhiltnis A,/A; der Amplituden rechts (A;) und links
(A1) der v = 2-Linie aufgetragen. (d) zeigt die Amplitudenstdrke der CB-
Spektroskopie im Falschfarbenplot. Rot kennzeichnet eine grofse und blau

eine kleine Stromamplitude.
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Ciorga et al. haben in fritheren Arbeiten SB-Spektroskopie zum direkten Studium der
Singulett-Triplett-Uberginge2#*>!42 ausgenutzt, die in der Umgebung des Regimes mit
Fiillfaktor v = 2 in QDs mit bis zu 20 Elektronen auftreten.*11.60,76.78,107,117,179

In Abbildung 3.11(a) ist ein typisches CB-Additionsspektrum fiir die ersten 30 Elek-
tronen zu sehen. Das dominierende Merkmal ist die v = 2-Linie, die durch eine Reihe
von roten Punkten und einen Pfeil gekennzeichnet ist. Das zugehorige SB-Spektrum,
d.h. die Amplitude der CB-Peaks, ist in Abbildung 3.11(b) dargestellt. Es zeigt grofie
Oszillationen im Regime B > 0.4 T, in dem spin-polarisierte Injektion und Detektion
stattfinden. Die v = 2-Linie (rote Punkte) ist wiederum deutlich erkennbar am kurzen
Absinken der Amplitude, beginnend bei dem Ubergang von fiinf auf sechs Elektronen.

Bei genauerer Untersuchung wird jedoch deutlich, dafs bestimmte Merkmale nur im
SB-Spektrum auftauchen. Sie sind in Abbildung 3.11 durch Kreise fiir gerade und hell-
blaue Punkte fiir ungerade Elektronenzahlen gekennzeichnet. Die Kreise in Abbildung
3.11(b) ndhern sich der v = 2-Linie an und kreuzen sie schlieSlich bei einer kritischen
Elektronenzahl N. = 24. Die Kreise bzw. hellblauen Punkte entsprechen den ersten
Spinflips fiir gerade und ungerade N im Zuge der Randrekonstruktion des kompak-
ten v = 2-QHDs. Mit zunehmendem Magnetfeld wird der Dot weiter polarisiert, bis
wiederum das stabile, vollstandig polarisierte v = 1-QHD vorliegt. Obwohl es experi-
mentell schwierig ist, die ersten Spinflips in CB-Spektroskopie aufzulosen, erlaubt der
magnetische Fmgerabdruck in Form eines kurzen Absinkens der Amplitude (aufgrund
von geringem Uberlapp und SB) die Beobachtung der Spinflips im SB-Spektrum.?

Im SB-Spektrum zeigt sich auch die Umkehrung des Amplitudenmusters entlang
der v = 2-Linie bei Uberschreiten der kritischen Teilchenzahl N, = 24. Die Peakhhen
verhalten sich dabei genau so, wie im theoretischen Teil beschrieben. In Abbildung
3.11(c) ist das Verhéltnis der Amplituden der CB-Peaks rechts und links der v = 2-
Linie als Funktion von N aufgetragen. Qualitativ stimmt es mit dem berechneten Mu-
ster tiberein. Der einzige Unterschied liegt in der kritischen Elektronenzahl, die mit
einem experimentellen Wert von N. = 24 erheblich von der theoretischen Vorhersa-
ge durch die SDFT/LSDA abweicht, obwohl die kritischen Magnetfelder durchaus in
der richtigen Grofienordnung liegen. Mogliche Ursachen dafiir konnten eine in ihrer
Stdrke tiberschitzte Coulomb-Wechselwirkung (Abschirmung durch die Metall-Gates
wurde nicht beriicksichtigt) oder Anderungen des Confinement-Potentials mit steigen-
der Elektronenzahl sein. Abbildung 3.11(d) zeigt Falschfarbenplots von vier CB-Peaks
in der Umgebung der v = 2-Linie fiir das Regime mit N < N.. Dabei symbolisieren
Rottone bzw. Blautone grofie bzw. kleine Amplituden.

3.6 Diskussion

Wir studierten die Stabilitit des v = 2-Spinsingulett-Droplets als Funktion der
Elektronenzahl, des Magnetfelds und des Confinement-Potentials. Anhand des
nicht-wechselwirkenden Systems erfolgten die Modellbildung und die Extraktion
moglicher GZe in der Umgebung der v = 2-Linie. Fiir das wechselwirkende Sy-
stem wurden die GZ-Kandidaten mit Hilfe zweier Mean-Field-Methoden, HF und
SDFT/LSDA, untersucht. Mit beiden Methoden finden wir, dafd die GZ-Phase des
v = 2-Droplet ab einer bestimmten Elektronenzahl N. zusammenbricht. An ihre
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Stelle treten GZe mit hoherer Polarisation. Damit verbunden sind charakteristische
Signaturen (Spinfliplinien), die im Amplituden-Spektrum, nicht aber im CB-Spektrum
auftreten. Die zugehorigen Strukturen im experimentellen SB-Spektrum?® eines QDs
wurden identifiziert. Die charakteristische Umkehrung der Amplitudenmodulation
entlang der v = 2-Linie konnte allerdings nur mit Hilfe der SDFT /LSDA reproduziert
werden, was die Bedeutung der Korrelationseffekte neben den Austauscheffekten
unterstreicht. Aufierdem wird die Grofienordnung der kritischen Parameter nur im
DFT-Zugang richtig wiedergegeben.

Ein experimentell interessantes Problem ist die Frage, ob eine erneute Umkehrung
des Amplitudenverhéltnisses fiir hohere Teilchenzahlen auftritt, wie es sich im nicht-
wechselwirkenden System andeutet. Da die gemessenen SB- und CB-Spektren bei
N = 30 Elektronen enden,? muf} diese Frage vorerst unbeantwortet bleiben. Ande-
rerseits scheint ein theoretischer Zugang zur Untersuchung der Amplitudenmodula-
tion in den Regimes 2, 3, 4,... unter Berticksichtigung der Wechselwirkung wenig aus-
sichtsreich zu sein.
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KAPITEL 4

Exakte Diagonalisierung fiir Quantenpunkte

Exakte Diagonalisierung (ED) war schon immer ein wichtiges Werkzeug, um
die elektronischen und optischen Eigenschaften von Quantendots zu untersuchen
(vgl. Referenzen !5253657,59-61,666770,100-102, 109, 11-113117,122,126137176-179Y  Dabei eroffnet
die ED den Zugang sowohl zu GZ-Wellenfunktionen wie auch zu den angeregten
Zustinden. Zudem konnen die Symmetrien des Systems weitgehend systematisch
genutzt werden. Die Genauigkeit der ED ist allein durch die Beschrankung des i.a.
unendlich-dimensionalen Hilbertraums auf eine endliche Basis begrenzt. Eine hin-
reichende Konvergenz der ED-Resultate ist somit nur fiir niedrige Elektronenzahlen
gewdhrleistet.

Im Gegensatz zur ED sind andere Konzepte wie Hartree-Fock-(HF)-Rechnungen
(z.B. Referenzen'¥18%) Dichtefunktional-Theorie-(DFT)-Rechnungen (z.B. Referen-
zen80386150172175) - ynd  Quanten-Monte-Carlo-(QMC)-Methoden 13344253-55,124146 = 5yf
die GZ-Eigenschaften (bzw. im Fall von Symmetrien auf die GZ-Eigenschaften
des jeweiligen Unterraums) beschrdnkt. Dafiir erlauben DFT und HF als effektive
Einteilchen-Methoden eine Verwendung von hohen Teilchenzahlen (N > 50). Dieser
Vorteil wird allerdings im Fall von HF durch den Verzicht auf Korrelationseffekte
erkauft, in der DFT werden XC-Effekte im Rahmen der lokalen Dichtendherung
(LDA) mit Hilfe von interpolierten XC-Energien ndherungsweise beriicksichtigt.
QMC-Rechnungen wurden fiir Quantendots bis zu 20 Elektronen'** durchgefiihrt.
Sie sind zwar fiir bosonische Systeme exakt, aber im Fall von Fermionen ist die Wahl
der Knoten der Testwellenfunktion fiir die Qualitdt der Ergebnisse entscheidend. Zur
Behandlung dieses sog. Fermion-sign problems werden in der Literatur verschiedene
Verfahren diskutiert, Variational-QMC5%-°>14¢ = Diffusion-QMC'* und Multi-level-
blocking3*, die zu vergleichbar genauen Ergebnissen fithren. Allen QMC-Methoden ist
gemeinsam, daf} sie sehr rechenintensiv sind. Insbesondere miissen alle Erwartungs-
werte durch Sampling berechnet werden. Eine weitere Alternative zur Behandlung
von wechselwirkenden Elektronen in QDs stellen korrelierte Basiswellenfunktionen ¢
tiir das Vielteilchen-System dar, die nicht-orthogonal sind und von Variationsparame-
tern abhdngen. Diese Basis ist im Vergleich zu einer Basis von Slater-Determinanten,
die dieselbe Genauigkeit liefert, kleiner, da bereits Korrelationseffekte beriicksichtigt
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sind. Die Berechnung der GZ-Energie umfafit die Losung des verallgemeinerten
Eigenwertproblems sowie die Optimierung der Variationsparameter.

Um fiir die Verbesserung der XC-Energien entsprechende Referenzgrofien, d.h.
Energien, Spin- und Stromdichten in guter Genauigkeit zu erhalten, fiel unsere Wahl
auf die ED. Der Hauptvorteil dieser Methode ist die einfache Berechnung der Spin-
und Stromdichten aus der GZ-Wellenfunktion.

Die Herausforderung der ED ist die mit der Fakultdt* der Teilchenzahl wach-
sende Zahl von Slater-Determinanten, die aus einer gegebenen (abgeschnittenen)
Einteilchen-Basis erzeugt werden konnen, was grundsdtzlich zwei Ansdtze zur
Verbesserung der ED nahelegt. Zum einen sind programmiertechnische Aspekte
zu nennen, was die effiziente Berechnung und Speicherung der diinn besetzten
Hamiltonian-Matrix sowie die (iterative) Losung des zugehorigen Eigenwertproblems
betrifft. Eine effiziente Implementierung konnte durch ein mit Hilfe von OpenMP*!
parallelisiertes C++-Programm realisiert werden. Allerdings soll in der vorliegenden
Arbeit der Schwerpunkt auf die physikalischen Aspekte der Verbesserung gelegt
werden, d.h. wir wollen untersuchen, wie sich die (nicht-trivialen) Symmetrien wie
Gesamtspin oder Schwerpunkt-(CM)-Bewegung in das Konzept der ED integrieren
lassen und so die effektive Matrixgrofie reduzieren. In diesem Kapitel stellen wir zwei
verschiedene Ansitze'”? vor und diskutieren ihre Anwendungsmoglichkeiten.

Im folgenden gehen wir immer davon aus, dafs wir in einem Unterraum zu den Ope-
ratoren L und S, arbeiten, d.h. die Slater-Determinanten der Basis sind Eigenzustande
zum Drehimpuls mit Eigenwert L und zum Spin mit Eigenwert S,.

4.1 Der Gesamtspin als gute Quantenzahl

Ausgehend von der Darstellung des Gesamtspins in zweiter Quantisierung (1.39) auf
Grundlage der FD-Einteilchen-Basis

S =N/2+ 8- ) et " T@L 1ot 1 Con_t 4.1

! !
nynnyn_

entwickeln wir einen zu den Young-Tafeln90 alternativen Zugang, der keine gruppen-
theoretischen Methoden erfordert und numerisch leicht implementierbar ist.

Unser Konzept beruht auf der Beobachtung, daf# der Operator S? (4.1) Teilchen mit
orbitaler Quantenzahl (n,n_) und Spin 1 vernichtet und anschliefflend mit geflipptem
Spin wieder erzeugt, d.h. die orbitale Quantenzahl (n.,n_) bleibt erhalten, aber der
zugehorige Spin wurde geflippt. Analoges gilt fiir die Quantenzahl (n/,,n’). Somit
andert §> das Muster der beteiligten orbitalen Quantenzahlen nicht. Da der Gesamt-
spinoperator nur Slater-Determinanten mit demselben Muster {n.,n_} von orbitalen
Einteilchen-Quantenzahlen koppeln kann, schlufifolgern wir, dafd es moglich ist, alle
Zustande mit dem gleichen Muster {n.,n_} in Blocken anzuordnen und diese einzel-
nen Blocke in Eigenzustinde von S? zu drehen. Damit erhalten wir eine Vielteilchen-
Basis aus Figenzustdnden zu den Operatoren I, S, und §%

*Falls die Teilchenzahl klein gegen die Grofse der Einteilchen-Basis ist.
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| [ M=3 | M=t | M=5 | M=6 |
5,=0 |5=0:1]5=1:1|15=0:2,5=1:3,15=0:5,5§=1:9,
S=2:1 §=2:5,5=3:1
S, =%41 S=1:1|5=1:3,5=2:1|5=1:9,§=2:5,
S=3:1
S, =42 S=2:1 §=2:55=3:1
S, =43 S=3:1

TABELLE IV: Zahl der Eigenzustinde von S2 pro Block fiir ein
Sechselektronen-System als Funktion von M und S..

Die GrofSe der Blocke kann mit Hilfe der Kombinatorik berechnet werden: Wir geben
uns eine Teilchenzahl N = N1+ N, also S, = (N+ — N,)/2,! und ein Muster an orbitalen
Einteilchen-Quantenzahlen {n.n_}, bestehend aus M verschiedenen Tupeln (n,n_)
vor. Aufgrund des Pauli-Prinzips gilt

N/2 <max (Ny,N;) <M <N. (4.2)
Damit haben wir N — M Singuletts 1], M — N ungepaarte Spin-1-Elektronen und M —
N; ungepaarte Spin-|-Elektronen. Die Verteilung der Singuletts ist durch das Pauli-
Prinzip bestimmt, und die Zahl der Quantenzahlen, die fiir die ungepaarten Spins
zur Verfligung steht, ist M — (N — M). Somit erhalten wir die Blockgrofie aus der
Verteilung von M — (N — M) Quantenzahlen auf die ungepaarten Spins 1 und |

Blockgrofie = (M —(N- M)> <M -(N-M)—(M— Ni))

M—N, M- N,
@M -N)
(M= N)I(M — Nyt

(4.3)

In Tabelle IV ist die Zerlegung in Eigenzustinde von S? fiir ein Sechselektronen-System
als Funktion von M und S; aufgefiihrt. Es stellt sich auflerdem heraus, daf3 die Blécke
fiir die bei der ED relevanten Elektronenzahlen ziemlich klein sind. Z.B. ist die maxi-
male Blockgrofie 252 fiir N = 10 bei M = 10, S, = 0 noch innerhalb eines verniinftigen
Rahmens. Aufierdem muf$ die Diagonalisierung fiir jeden Wert von M nur einmal aus-
gefithrt werden unabhéngig vom speziellen Muster {n,n_}. Damit kénnen wir z.B.
die effektive Matrixgrofie fiir N = 6, S, = 0 von 326120 Slater-Determinanten auf 92410
fur S =0, 152460 fur S =1, 70711 fiir S = 2 und 10539 fiir S = 3 reduzieren.

4.2 Exakte Diagonalisierung in beliebigen Magnetfeldern

Abbildung 4.1 zeigt die Struktur des Programms fiir ED in beliebigen Magnet-
feldern. Wir beginnen mit einer grofiziigig dimensionierten FD-Einteilchen-Basis
(Mmax = Mmax = 16). Die zugehorigen Coulomb-Matrixelemente liegen in einer se-
paraten Datei gespeichert mit hoher Genauigkeit vor (vgl. Anhang A). Ausgehend

fBei Drehimpulsen und Spins verzichten wir auf die Angabe von fi.
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ABBILDUNG 4.1: Konzept fiir die ED mit Gesamtspin als guter Quantenzahl.

von der Einteilchen-Basis wird fiir ein N-Elektronen-System mit Drehimpuls L und
Spin S, eine Vielteilchen-Basis aus Slater-Determinanten berechnet, die eine Scha-
lenstruktur mit hohen Entartungen aufweist. Ein Parameter bestimmt die maximale
Zahl der in der ED verwendeten Slater-Determinanten; nicht-volle Schalen werden
nicht berticksichtigt.

Zusitzlich garantiert die Schalenstruktur die Vollstandigkeit der Blocke fiir die
nyn_-Muster, aus denen die Linearkombinationen des Gesamtspinoperators zum
zugehorigen Eigenwert S berechnet werden. Nach Abschlufs der Vorbereitungen ist
es moglich, die Hamiltonian-Matrix des Systems in dem durch die Quantenzahlen L,
S; und S definierten Unterraum zu erzeugen. Die Matrix ist diinn besetzt, was eine
Abspeicherung in komprimierter Form nahelegt.

Im folgenden Schritt wird das Eigenwertproblem mit Hilfe eines iterativen Schemas
fiir die energetisch niedrigsten Zustiande gelost. Die nun vorliegenden Eigenenergien
und Eigenfunktionen sind Grundlage fiir die Berechnung von Erwartungswerten wie
Dichten, Stromdichten, etc.

42.1 Ergebnisse

In diesem Abschnitt prasentieren wir Ergebnisse fiir die GZe von 4, 5 und 6 Elek-
tronen in einem Confinement-Potential von 3meV und in Magnetfeldern zwischen
0 und 3T. Dieses Regime beschreibt den Ubergang vom Droplet ohne Magnetfeld
zum v = 2-QHD und dessen Rekonstruktion zum vollstdndig spin-polarisierten v = 1-
Droplet. Alle Rechnungen wurden mit GaAs-Parametern (¢ = 12.4, m* = 0.069m,)
durchgefiihrt. Bei Endergebnissen wurde auch die GaAs-Zeeman-Energie (g = —0.44)
berticksichtigt.

Zunéchst wollen wir die Genauigkeit der ED im Vergleich mit der von QMC- oder
dazu dquivalenten Rechnungen betrachten. In Tabelle V sind die in der Literatur
erhiltlichen GZ-Energien zusammen mit denen aus der ED aufgefiihrt. Fiir 5, 6 und
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N (L,S) Eomc[meV] | Esym[meV] | Egp[meV] | rel. Fehler der ED
4 0,1) 44.0586 44.0261 44.0763 <1.2-1073
4 | (£2,0) 445183 44.4945 44.5498 <13-10°°
4 0,0) (44.0328) 44.8004 44.8355 <0.8-10°°
5 | (£1,0.5) 65.6139 65.5827 65.6488 <1.0-1073
6 0,0) 90.1116 90.1391 90.2383 <15-1073
7 | (£2,0.5) | 119.0019 — 119.1426 <1.2-1073
7 | (0,0.5) 119.2877 — 119.4069 <1.0-1073
8 0,1) 150.4734 — 150.9415 <3.2-1073
8 | (£2,1) 150.7355 — 151.1623 <29-1073
8 0,0) 151.1149 — 151.2880 <1.2-10°3
8 | (£2,0) 150.7592 — 151.4985 <5.0-10°
8 | (£4,0) 150.8540 — 151.2947 <3.0-1073

TABELLE V: Vergleich von GZ-Energien fiir N =4, 5, 6, 7, 8 der Unterrdume
(L, S) bei hwy = 3.32meV. QMC-Energien sind aus Referenz 24, Stochastic-
variational-method-Energien aus Referenz 160 T Ubereinstimmung mit Re-
ferenz!® finden wir keine Verletzung der Hundschen Regel fiir vier Elek-
tronen. Die Diskrepanzen fiir acht Elektronen werden im Text diskutiert.

7 Elektronen stimmen alle drei Methoden (QMC'%, SVM!®, ED) gut {iberein.! Dis-
krepanzen treten allerdings bei vier und acht Elektronen auf. Fiir vier Teilchen finden
Pederiva et al. (2000'*) im Gegensatz zu Varga et al. (2001'®°) und ED eine Verlet-
zung der Hundschen Regel, d.h. der GZ ist trotz halb gefiillter Schale unpolarisiert.
Abweichungen von der Hundschen Regel fiir N = 4 sind aber auch schon in friihe-
ren QMC-Rechnungen® dokumentiert. Dagegen weisen experimentelle Arbeiten®!>
wie auch verschiedene theoretische Ansitze (SDFT/LSDAS®, SVM1!®°, ED) auf deren
Giltigkeit hin.

Fiir N = 8 tritt ein dhnlich geartetes Problem beim Vergleich von QMC und ED
auf. Die beiden Methoden stimmen zwar darin iiberein, dafy die Hundsche Regel gilt,
aber mit Ausnahme der Konfiguration (L, S) = (0,0) sind die relativen Fehler signifi-
kant grofier. Aufierdem finden wir eine unterschiedliche Reihenfolge der angeregten
Zustinde. Um dieses Phdnomen genauer zu untersuchen, wurde ein Konvergenztest
tir die ED-GZ-Energien als Funktion der Abschneideenergie fiir die Vielteilchen-Basis
durchgefiihrt, dessen Ergebnis in Abbildung 4.2 zu sehen ist. Abbildung 4.2 zeigt
deutlich, daff gemdfl ED keine Niveaukreuzung zwischen angeregten Zustanden zu
erwarten ist; die Energiedifferenzen bleiben stabil. Eine Ausnahme bilden die (in ED)
quasi-entarteten Zustdnde (L, S) = 0,0 und (—4, 0), deren Reihenfolge nicht endgiiltig
bestimmt werden kann. Wir weisen aber darauf hin, dafs dieselben Zustinde in QMC
keine Quasientartung zeigen. Ferner erlaubt eine qualitative Uberlegung auf der Basis
eines effektiven Einteilchen-Bildes (Abbildung 4.3) die energetische Reihenfolge aus
der ED zu verstehen. Wir berticksichtigen dabei im wesentlichen Austauscheffekte
durch parallele Spins und eine Absenkung von Zustdnden derselben Schale mit be-
tragsmafiig wachsendem Drehimpuls, also die entscheidenden Elemente, die auch zur

tFiir SVM liegen keine Werte fiir N > 6 vor.
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ABBILDUNG 4.2: Konvergenztest fiir ein System mit acht Elektronen als
Funktion der Abschneideenergie fiir die Vielteilchen-Basis. In (a) sind die
ED-Energien im Vergleich mit den QMC-Energien 124 abgebildet. (b) zeigt
die Energiedifferenzen der angeregten Zustinde zur GZ-Energie. Auf der
Abszisse sind die Abschneideenergien fiir die Vielteilchen-Basis aufgetra-
gen. 1, 2, 3, 4 bedeuten E ot = 19hwy, 215wy, 23wy, 25hwy bzw. eine Zahl
von ca. 23000, 96000, 355000, 1160000 Slater-Determinanten.

Hundschen Regel fiihren. Dabei ist eine Ausrichtung der Spins energetisch vorteilhaf-
ter als eine Besetzung von Zustdnden mit betragsmafiig groffem Drehimpuls. Damit
erhalten wir die niedrigste Energie fiir (b) (L, S) = (0,1), da sowohl die Spins parallel
sind wie auch die energetisch giinstigen Zustdnde mit Drehimpuls +2 besetzt sind.
Die zweitbeste Konfiguration (c) (L, S) = (£2,1) hat ebenfalls ausgerichtete Spins, al-
lerdings ist jetzt ein Zustand mit Drehimpuls 0 besetzt. Als ndchstes folgen die beiden
quasientarteten Zustdande (d) (L, S) = (0,0) und (f) (L, S) = (£4,0). Jetzt kann die GZ-
Energie nicht mehr durch parallele Spins gesenkt werden, sondern nur durch Vermei-
dung von Zustdnden mit Drehimpuls 0. Deshalb sind die beiden zuletzt genannten
Konfigurationen gegentiiber (e) (L,S) = (£2,0) abgesenkt. Insbesondere die energe-
tische Anordnung der S = 0 Zustdnde in QMC erscheint vor dem Hintergrund der
genannten Aspekte problematisch. Die Zuverldssigkeit der QMC-Ergebnisse fiir acht
Elektronen darf wie im Fall der Verletzung der Hundschen Regel fiir N = 4 angezwei-
felt werden. Ein weiteres Indiz ist der relative Fehler der GZ-Energien im Vergleich
von QMC und ED, der fiir alle Konfigurationen gleichméfiig ansteigen sollte, aber bei
der Konfiguration (L, S) = (0, 0) in der gleichen Gréflenordnung wie bei den niedrige-
ren Elektronenzahlen liegt.

Das Ziel der ED-Rechnungen war eine moglichst hohe Genauigkeit fiir GZ-Energien
und GZ-Uberginge. Das zugrunde liegende Konzept soll anhand des Beispiels N = 6
illustriert werden: Zundchst werden alle Unterrdume zu S =0, 1, 2, 3 separat behan-
delt. In jedem Unterraum berechnen wir die GZ-Energien fiir die Drehimpulse von
L,—1 —2 = —17 bis 0 im ganzen Magnetfeldintervall mit mittlerer Genauigkeit, d.h. ca.
60000 Slater-Determinanten bei S, = 0.5 Abbildung 4.4(a) zeigt das Ergebnis zu S = 0.
Alle Drehimpulse in Abbildung 4.4(a) sind mogliche GZ-Kandidaten, da sie in einem

§Beachte: Im Unterraum S, = 0 sind alle Unterrdume mit S = 0, 1, 2, 3 enthalten.
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ABBILDUNG 4.3: Effektives Einteilchen-Bild fiir verschiedene Konfiguratio-
nen eines Systems mit acht Elektronen. Einteilchen-Zustdnde aus derselben
Schale, aber mit betragsméfiig wachsendem Drehimpuls liegen energetisch
glinstiger. Im Falle von Zustdnden mit £L ist die Konfiguration mit negati-
vem Drehimpuls dargestellt.

Intervall GZ sind oder in dessen unmittelbarer Nihe¥ liegen. Fiir diese Zustinde wie-
derholen wir die ED mit erhohter Genauigkeit unter Verwendung von bis zu 300000
Slater-Determinanten fiir vier Elektronen und bis zu 400000 fiir fiinf und sechs Elek-
tronen. Die verbesserte Rechnung fiir N = 6, S = 0 ist in Abbildung 4.4(b) dargestellt.

Als Resultat erhalten wir GZ-Energien in allen S-Unterrdumen fiir 4 (vgl. Abbil-
dung 4.5(a)), 5 (vgl. Abbildung 4.5(b)) und 6 (vgl. Abbildung 4.5(c)) Elektronen. Auf-
grund der hohen Genauigkeit ist es z.B. auch moglich, die korrelationsdominierten
Phaseniibergdnge der Rekonstruktion des v = 2-QHDs zum v = 1-QHD aufzultsen
(Abbildung 4.5).'” Dieser Prozef8 vollzieht sich in einer Abfolge von Zustdnden mit
abnehmendem Drehimpuls. Im Gegensatz zum Drehimpuls zeigt jedoch der Spin kei-
ne monotone Abhéngigkeit.'”® Eine weitere wichtige Anwendung der ED-Methode
im Rahmen dieser Arbeit ist natiirlich die Berechnung von Referenzgrofen fiir die GZ-
Energien und -dichten in Kapitel 6 zur Extraktion von XC-Energien.

4.3 Schwerpunktbewegung als gute Quantenzahl

Hawrylak et al.””® entwickelten ein allgemeines Konzept zur Ausnutzung der
CM-Bewegung als gute Quantenzahl, das auf der Trennung von CM- und Rela-
tivkoordinaten und gruppentheoretischen Methoden basiert, und wendeten es auf
ein Dreielektronen-System an. Es existieren auch Ansidtze zur Erweiterung auf
Vierelektronen- und N-Elektronen-Systeme.!? Allerdings ist dieser Zugang in seiner
allgemeinen Form fiir N Teilchen relativ kompliziert zu implementieren. Deshalb soll
an dieser Stelle ein alternatives Konzept vorgestellt werden.

IDadurch ist gewihrleistet, daf Verschiebungen der GZ-Energien von Drehimpulsunterrdumen auf-
grund (noch) fehlender Konvergenz berticksichtigt werden.
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ABBILDUNG 4.4: (a) Testrechnung fiir ein System mit den Parametern N =
6, hwy = 3meV, S = 0 und L = —17 bis 0 mit mittlerer Genauigkeit (bis zu
60000 Slater-Determinanten). Es zeigt potentielle GZ-Kandidaten als Funk-
tion des Magnetfelds. (b) Berechnung der GZe desselben Systems, aber mit
bis zu 400000 Slater-Determinanten.
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ABBILDUNG 4.5: Rechnung fiir ein System mit den Parametern N = 4 (a),
N =5 (b), N =6 (c) und einem Confinement-Potential von fiwy = 3meV.
Die GZe aller Elektronenzahlen als Funktion des Magnetfelds sind durch
ihren Drehimpuls gekennzeichnet. Die Zahl der Slater-Determinanten be-
tragt 300000 fiir N = 4 und 400000 fiir N = 5, 6. Die GaAs-Zeeman-Energie
(g = —0.44) wurde beriticksichtigt.
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Die Idee ist prinzipiell analog zur Verwendung des Gesamtspins als gute Quanten-
zahl. Wir lassen uns von der Darstellung des CM-Operators (1.55) in zweiter Quan-
tisierung leiten

C=s Y VL ALnE, el o o el o (4.4)

n'n’ o'nyn_o

Wie zuvor untersuchen wir, welche Slater-Determinanten gekoppelt werden: Der Ope-
rator C_ erniedrigt (erhoht) die Quantenzahl n_ (n’), a6t aber die Quantenzahlen n. o
(n!,o") unverandert. Offensichtlich ist nun das fiir den Gesamtspin vorgestellte Kon-
zept wie folgt zu modifizieren: Wir fassen alle Slater-Determinanten mit demselben
n,o-Muster in Blocken zusammen. Dann koppelt C_ nur Zustinde innerhalb eines
Blocks, der dann diagonalisiert werden kann. Fiir alle folgenden Berechnungen ist
es ausreichend, nur Zustdnde mit C_ = 0 zu berticksichtigen, denn Wellenfunktionen
mit Eigenwerten C_ = 1,2, 3, ... kdnnen systematisch mit Hilfe des Erzeugungsopera-
tors Al generiert werden. Dadurch kann eine erhebliche Reduzierung der effektiven
Grofle der Hamiltonian-Matrix erreicht werden. Leider mufS aber hier im Gegensatz
zum Fall des Gesamtspins jeder Block separat diagonalisiert werden, da eine explizite
Abhéngigkeit der C_-Matrixelemente von n_ vorliegt. Auerdem 1&gt sich die Block-
grofie hier nicht bequem abschédtzen. Man kann sich nur davon tiberzeugen, daf? sie
endlich ist. Dazu wéhlen wir ein n__,, das der Ungleichung

Nomax > Y, M j =Y ny;— L= const (4.5)
j j

tiir die Quantenzahlen der Slater-Determinanten aus einem 7 o-Block gentigt. Damit
tragt bei gegebener Teilchenzahl N und gegebenem Drehimpuls L nur eine endliche
Zahl von Einteilchen-Zustdnden zur Generierung der Vielteilchen-Zustidnde bei, de-
ren Zahl folglich auch endlich ist.l' Rechnungen zeigen allerdings, da8 die Blockgrofie
mit der Teilchenzahl schnell auf unhandliche Werte anwéachst, was dem Verfahren en-
ge Grenzen setzt.

44 Schwerpunktbewegung und Gesamtspin als gute Quantenzah-
len

Unser néchstes Ziel ist die Kombination von CM-Bewegung und Gesamtspin als gute
Quantenzahlen. Ausgehend von den Kopplungsschemata fiir S? (1, n_-Muster) und
fir C_ (n,.o-Muster) bilden wir aus n..0-Blécken Superblocke, die durch dasselbe ., -
Muster charakterisiert sind. Da diese Blocke eine Ubermenge sowohl der n,n_- als
auch der 1, o-Muster darstellen, koppeln S? wie auch C_ nur Zusténde innerhalb ei-
nes Superblocks.

Durch diese Struktur bedingt, liegt dann folgende Vorgehensweise nahe: Zunachst
werden die Zustdnde mit C_ = 0 der einzelnen 7 o-Blocke eines Superblocks berech-
net. Die Eigenzustinde mit C_ = 0 werden anschlieflend beziiglich des Gesamtspins

IlUnvollstindige Blocke hitten nicht-ganzzahlige Eigenwerte C_ zur Folge.
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Super- | ni-Muster | Grofie | Block | nyo-Muster | Grofle | C. =0 | Spinaufge-
block lost
1 (0,0,0,0) | 728 a 04,04,01,01) | 728 78 §=0:26
S=1:42
§=2:10
2 (0,0,0,1) | 3458 04,04,01,11) | 1729 182 S=0:126
b |(04,14,01,01)| 1729 182 | §=1:182
§=3:56
3 (0,0,1,1) | 5880 a 0},04,11,11) | 910 91 S =0:196
b |(0},14,017,11)| 5880 406 | S=1:301
c 14,11,017,01)| 910 91 S§=2:91
4 (0,1,1,1) | 4270 a 0,14,11,11) | 2135 210 S=0:145
b | (14,1,01,11) ] 2135 | 210 | S=1:210
§=2:65
5 (1,1,1,1) | 1120 a (1J,14,11,11) | 1120 105 §=0:35
S=1:56
§=2:14
z 15456 15456 | 1555 | S =0:528
S=1:791
S =2:236

TABELLE VI: Reduzierung des Hilbertraums fiir den Unterraum (S;,L) =
(0, —25) eines Vierelektronen-Systems in zwei LL unter Ausnutzung des
CM-Operators C_ und des Gesamtspins als gute Quantenzahlen. Die er-
sten drei Spalten enthalten alle Informationen iiber die Superbldcke. Diese
zerfallen in . o-Blocke (vierte und fiinfte Spalte), deren Zahl an Zustianden
mit C_ = 0 (vorletzte Spalte) nur einen Bruchteil ihrer Gréfie (sechste Spal-
te) ausmacht. In der letzten Spalte ist die Zahl der C_ = 0-Zustédnde eines
Superblocks mit S = 0, 1, 2 angegeben.

diagonalisiert. Das Ergebnis ist eine Vielteilchen-Basis aus Eigenfunktionen zu den
Operatoren i, s ., §2und C_. Falls wir noch voraussetzen, dafd wir mit dem Unterraum
mit S; = £(N mod 2)/2 starten, erhalten wir die Eigenzustinde des Gesamtspinope-
rators zu allen Eigenwerten in einem Schritt (siehe Tabelle VI).

4.5 Exakte Diagonalisierung in hohen Magnetfeldern

In Abbildung 4.6 ist die Struktur des Programm:s fiir ED in hohen Magnetfeldern dar-
gestellt. A priori ist die Einschrankung auf hohe Magnetfelder fiir die Ausnutzung
von CM-Bewegung und Gesamtspin als gute Quantenzahlen nicht offensichtlich. Die-
se Restriktion ist eine Folge der Struktur des CM-Operators C_ und dessen Imple-
mentierung. Wie oben diskutiert wurde, ist es moglich, fiir ein n, o-Muster die maxi-
male Grofie der relevanten n_-Quantenzahlen abzuschdtzen. Dies 1adfit sich verallge-
meinern, falls wir annehmen, daf§ nur die n.,, untersten Landau-Levels (LL) besetzt
sind, wie es fiir hohe Magnetfelder der Fall ist. In diesem Regime ist der energetische
Abstand zwischen einzelnen Landau-Niveaus so grof3, dafS die Bedeutung hoherer Ni-
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ABBILDUNG 4.6: Konzept fiir die ED mit CM-Bewegung und Gesamtspin
als gute Quantenzahlen.

veaus rasch abnimmt. Gleichzeitig nehmen fiir positives Magnetfeld die Drehimpulse
L immer weiter ab (betragsmafiig werden sie allerdings grofier). Somit wahlt man ein
1 max (Mt maxs N, L) mit der Eigenschaft

n*max(n-i-max’ Na L) > Nn+max —L > Zn+]‘ —-L= Zn*ja (46)
j i

d.h. wir kénnen alle relevanten Einteilchen-Zustinde als Funktion der Parameter
Nimar N und L bestimmen und dadurch mit Hilfe von n, ., die Qualitit der
Nédherung kontrollieren.

Aus den durch n, , und n__, begrenzten Einteilchen-Zustinden werden fiir das
N-Elektronen-System mit Drehimpuls L und Spin S alle Slater-Determinanten gene-
riert und in der oben beschriebenen Block- und Superblock-Struktur organisiert. Im
ersten Schritt diagonalisieren wir die n,o-Blocke. Alle Zustidnde eines Superblocks
mit C_ = 0 werden anschlieSend in Eigenzustinde von S? rotiert. Somit liegt eine
Vielteilchen-Basis vor, deren Zustinde Eigenfunktionen von I, S, §* und C_ sind.
Aus diesen Wellenfunktionen wird unter Verwendung der Coulomb-Matrixelemente
die Hamiltonian-Matrix berechnet. Die entstehenden Eigenwertprobleme sind dabei
klein genug, um sie mit Standarddiagonalisierungsverfahren behandeln zu kénnen.

Die Vorziige dieser Methode liegen vor allem darin, dafs sie einen systematischen
Zugang zur Struktur des Anregungsspektrums eroffnet, da nur Eigenzustinde mit
C_ = 0 berticksichtigt werden.

Leider ist diese auf den ersten Blick ansprechende Methode mit einigen gravieren-
den Nachteilen behaftet (vgl. Abschnitt 4.6). Fiir die eigentliche Zielsetzung der vorlie-
genden Arbeit schied sie deshalb aus. Dennoch werden im folgenden Abschnitt einige
Ergebnisse fiir kleine Teilchenzahlen vorgestellt, um das Prinzip zu demonstrieren.
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45.1 Ergebnisse

In diesem Abschnitt zeigen wir die Resultate fiir vier Elektronen im Magnetfeldin-
tervall von 0 bis 8T. Der Rechnung liegen wiederum ein Confinement-Potential von
3meV und GaAs-Parameter (¢ = 12.4, m* = 0.067m,) zugrunde. An dieser Stelle wer-
den wir uns nur auf Ergebnisse fiir zwei LL beschrdanken. Ein ausfiihrlicher Vergleich
zwischen ein und zwei LL mit und ohne Zeeman-Energie findet sich in Referenz'”.

Abbildung 4.7(a) zeigt die GZe und die zwei niedrigsten angeregten Zustdnde mit
C_ =0 einesjeden Unterraums S =0,1,2und L = =25, ..., 0 (¢ = 0). Die Beschreibung
des Regimes bis 3T ist aufgrund der Einschrankung auf zwei LL nicht sehr verlafilich.
So werden z.B. die Schaleneffekte bei B = 0 und insbesondere die Hundsche Regel
nicht reproduziert. Aber zumindest die GZ-Phasen zwischen dem v = 2- und dem
v = 1-QHD werden qualitativ richtig wiedergegeben (vgl. Abbildung 4.5(a)), wobei
allerdings Abstriche in der Genauigkeit der Ubergangsmagnetfelder zu machen sind.

Die Qualitdt der Zwei-LL-Ndherung ist jedoch erst im Regime hoher Magnetfelder,
d.h. fiir das v = 1-QHD und jenseits davon befriedigend. Dieses Regime wird in ei-
ner Vielzahl von Arbeiten sogar nur in der LLL-Approximation behandelt. "% Ab
B = 4T beginnt die Rekonstruktion des v = 1-Droplets. Ahnlich der Rekonstruktion
des v = 2-Droplets duflert sich dieser korrelationsdominierte Effekt in der Reihe von
GZ-Ubergéngen mit abnehmendem Drehimpuls. Insbesondere spielen auch weiterhin
unpolarisierte (S = 0) und teilweise polarisierte Zustdnde (S = 1) eine wichtige Rolle.
Dies ist selbst bei Beriicksichtigung der GaAs-Zeeman-Energie noch der Fall. '

Eine interessante Eigenschaft des Spektrums in Abbildung 4.7(a) ist die Separation
des Energiebands der GZe von hoher angeregten Zustdnden mit C_ = 0 (AE ~ 0.6meV,
durch Doppelpfeil gekennzeichnet). Da auch die Anregung der CM-Bewegung von
der gleichen Grofienordnung ist (fiw_ = 0.62meV bei 8T und grofer fiir kleinere Ma-
gnetfelder), konnen wir folgern, daf die niedrigsten Anregungen im Magnetfeld von
4T bis 8T nicht kollektiver Natur sind. In Abbildung 4.7(b) ist das Anregungsspektrum
bei B = 6T dargestellt. Der GZ ist durch S =1, L = —12 gekennzeichnet. Die darauffol-
genden 11 Zustdnde sind die GZ von anderen Unterrdumen ((S, L) = (0, —10), (1, —11),
(0,-12), (2,-10), (1,-13), (1, -9), (0, —14), (2,—-14), (0,-8), (1,-15), (1, =8)). Durch
eine kleine Energieliicke davon getrennt folgt der erste angeregte Zustand aus dem
Unterraum (S, L) = (1, —11), der noch unterhalb der CM-Anregungsenergie des GZs
(S,L) = (1,—-12) liegt.

4.6 Grenzen der Exakten Diagonalisierung

Die ED ist eine méchtige Methode zur Untersuchung wechselwirkender Elektronen
in Quantendots. Eine sinnvolle Genauigkeit (d.h. vergleichbar zu QMC-Rechnungen)
1af3t sich allerdings nur bei geringen Teilchenzahlen N < 8 erreichen, und selbst dabei
ist die Ausnutzung von Symmetrien essentiell. Ziel ist immer, ein grofies Problem in
kleinere Teilprobleme zu zerlegen, die separat gelost werden konnen. Dieses Konzept
geht fiir die ED unter Ausnutzung des Gesamtspins als gute Quantenzahl auf.

Im Fall der ED in starken Magnetfeldern scheitert jedoch diese Idee. Die einzelnen
n,o-Blocke, die diagonalisiert werden miissen, wachsen mit N zu nicht mehr hand-
habbaren Groéfien heran. Die Problematik soll anhand eines (fiktiven) Beispiels illu-
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ABBILDUNG 4.7: (a) Spektrum eines Systems mit den Parametern N = 4,
fiwg = 3meV und g = 0 in den zwei untersten LL. Die Abbildung umfafst
den GZ und die zwei niedrigsten angeregten Zustdnde mit C_ = 0 fiir die
Spins S = 0 (durchgezogene Linien), S = 1 (gestrichelt) und S = 2 (gepunk-
tet) und die Drehimpulse L = —25 bis 0. Der Doppelpfeil kennzeichnet die
Separation des Bands von GZen von den angeregten Zustdanden (siehe Text
fiir Details). (b) Spektrum des Systems bei einem Magnetfeld von 6T. Die
gestrichelte Linie markiert die CM-Anregungsenergie fiw — = 0.8055meV aus
dem GZ.
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striert werden: Nehmen wir an, daf§ insgesamt 300000 Slater-Determinanten fiir ein
N-Teilchen-System mit Drehimpuls L vorliegen. Dann existieren einige grofle n.o-
Blocke mit einer Zahl von Zustinden zwischen 10000 und 50000, d.h. die Matrix fiir
den Operator C_ ist im schlechtesten Fall eine 50000 x 50000-Matrix. Da sie diinn be-
setzt ist, kann sie ohne Probleme gespeichert werden. Wir stehen nun vor der Aufgabe,
alle Eigenzustdnde mit C_ = 0 zu ermitteln. Aufgrund der Matrixgrofie und des hohen
Entartungsgrades (ca. 20000) scheiden Standarddiagonalisierungsverfahren oder ite-
rative Methoden aus. Der einzig gangbare Weg ist die Singular-Value-Decomposition
(SVD), die hier angewendet werden kann, weil die Eigenwerte von C_ bekannt sind.
Allerdings beruht die SVD auf einer Transformation der urspriinglich diinn besetzten
Matrix auf eine nicht diinn besetzte Dreiecksmatrix, wodurch das Verfahren an Spei-
chermangel scheitert.

In solch einer Situation ist es vorteilhafter, auf die Ausnutzung der CM-Symmetrie
zu verzichten und nur unter Zuhilfenahme des Gesamtspins eine -effektive
Hamiltonian-Matrix der maximalen Grofie 150000 zu generieren, die diinn be-
setzt ist. Ein iteratives Schema kann dann die energetisch niedrigsten Eigenzustdnde
berechnen.

Aus diesem Grund wurden in der vorliegenden Arbeit alle ED-Resultate mit Aus-
nahme derer in Paragraph 4.5.1 ohne Ausnutzung der CM-Symmetrie gewonnen.
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KAPITEL 5

Methoden zur Extraktion von
Austausch-Korrelations-Energiedichten

Vor etwa 20 Jahren wurden die ersten Arbeiten zur Invertierung der KS-
Gleichungen, d.h. der Berechnung von XC-Potentialen bei gegebener GZ-Dichte,
publiziert. ~Allerdings lag der Schwerpunkt auf 3D-Systemen wie Atomen und
Molekiilen, deren GZ-Dichten aus Experimenten, HF- oder QMC-Rechnungen be-
kannt waren. Im folgenden wollen wir uns einen Uberblick iiber die verschiedenen
Methoden verschaffen.

In einer Pionierarbeit von Almbladh & Pedroza (1984%) wird ein parametrisiertes
XC-Potential an die Elektronendichten von leichten Atomen angepafit. Dagegen ver-
folgen Aryasetiawan & Stott (1988°%) ein Konzept, das die Umformulierung des Pro-
blems auf (N — 1) gekoppelte nicht-lineare Differentialgleichungen vorsieht. Mit Hil-
tfe von Pauli-Potential und -Energie sowie (N — 1) Euler-Gleichungen leiten Holas &
March (1991%) eine Losung ab, die letztendlich auf eine Differentialgleichung fiir die
Dichteamplitude /n(r) fiihrt. Gorling (1992*) beschreibt einen Ansatz, dem die linea-
re Antwort von Potentialen auf kleine Dichtedinderungen zugrunde liegt. Ein iterati-
ves Verfahren zur Konstruktion von KS-Orbitalen und XC-Potentialen bei einer gege-
benen Elektronendichte prasentieren Wang & Parr (19931%). Dabei wird im wesent-
lichen die invertierte KS-Schrodinger-Gleichung zur Generierung eines verbesserten
effektiven Potentials im néchsten Iterationsschritt genutzt. In einer weiteren Arbeit,
die sich hauptsdchlich auf die Funktionale der kinetischen Energie konzentriert, schla-
gen Zhao, Morrison & Parr (1994'%) eine andere Methode zur Gewinnung von Vyc(r)
vor, die auf Lagrange-Multiplikatoren basiert. In Ankniipfung an Referenz'® stellen
Leeuwen & Baerends (1994*) eine modifizierte Form fiir die invertierte Schrodinger-
Gleichung vor. Dieser Ansatz wird in der vorliegenden Arbeit aufgegriffen und in
Paragraph 5.2.1 detailliert dargestellt. Die von Zhao, Morrison & Parr vorgeschlagene
Methode wird einer Reihe von weiteren Arbeiten zugrunde gelegt: Tozer et al. (1996 )
verwenden sie, um mit Hilfe der aus den Dichten berechneten XC-Potentiale neurona-
le Netze zu trainieren, die selbst wiederum verbesserte XC-Potentiale liefern sollen. In
einer weiteren Arbeit versuchen Tozer et al. (19971%), aus XC-Potentialen die Fitpara-
meter fiir ein XC-Funktional zu bestimmen. Dagegen erweitern Lee & Handy (1999%°)
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die Methode von Zhao, Morrison & Parr auf Austausch-Vektorpotentiale; da nur HF-
GZ-(Strom)-Dichten vorlagen, konnten keine XC-Vektorpotentiale berechnet werden.

Allerdings duflern drei vor kurzem verdffentlichte Arbeiten %193 erhebliche Zweifel
an der mathematischen Fundierung der Konzepte, sofern sie SDFT oder CSDFT be-
treffen. Wir wenden uns den Problemen im Anschlufs an diesen Abschnitt zu. Wie
bei allen oben erwdhnten Arbeiten ist auch bei uns die Hauptmotivation, Unsicher-
heiten in den Parametrisierungen (vgl. Abschnitt 2.3) zu beseitigen und ein vertieftes
Verstandnis der exakten XC-Potentiale zu erreichen. Dabei werden wir insbesondere
auf die spezielle Problematik der (C)SDFT eingehen.

5.1 Voraussetzungen

In Paragraph 2.2.1 wiesen wir schon darauf hin, daf8 in der (C)SDFT die Abbildung
C:V -y, (V,, A |¥) nicht injektiv ist, d.h. einer vorliegenden GZ-Wellenfunktion
kann nicht eindeutig ein Potentialtupel (V,, A) zugeordnet werden. Eine wichtige
Konsequenz dieser Nicht-Eindeutigkeit der Potentiale ist das Auftreten von Unste-
tigkeiten in Zusammenhang mit den Funktionalableitungen des HK-Funktionals bzw.
der XC-Energie beziiglich der GZ-Dichten.!® Weiter folgern Capelle & Vignale (2001'8),
dafs dieses Problem auch die Bestimmung von exakten XC-Potentialen aus (nume-
risch) exakten Dichten betrifft. Fiir die vorliegende Arbeit ist aber der zuletzt ge-
nannte Schritt essentiell. Deshalb werden wir im folgenden zeigen, wie im Fall des
QD-Hamiltonians die mit der Nicht-Eindeutigkeit verkniipften Schwierigkeiten ver-
mieden werden koénnen.

Die wichtigsten Ursachen des Problems sind Symmetrien und ein diskretes Spek-
trum, wie sie auch fiir isotrope parabolische QDs auftreten. In diesem Zusammenhang
sprechen Capelle & Vignale (2001 '®) von systematischer Nicht-Eindeutigkeit, da diese
Konstellation die Konstruktion von (iiberabzédhlbar) unendlich vielen Potentialtupeln
zu einer gegebenen GZ-Wellenfunktion erlaubt.

Wir wollen diesen Sachverhalt anhand des QD-Hamiltonians illustrieren, der der
Relation (1.62)

A(wo, we, N) = A(/w? + w2/4,0,N) + %t (5.1)

bzw. ihrer offensichtlichen Verallgemeinerung

!

&ﬁ:H(wé,wé,N)—%ﬁ fir wl+w/d=w’+w’/4 (5.2)

I:I(wo,wc, N) — >

geniigt. Angenommen, der energetisch niedrigste Zustand |¥(wo,w.)). des Dreh-
impulsunterraums L sei nicht-entarteter GZ eines QDs mit N Elektronen und
Confinement-Potential wy im Magnetfeld w. o« B. Da die Eigenenergien von
Wellenfunktionen eine stetige Funktion der Parameter wy, und w. sind, bleibt
aufgrund des diskreten Spektrums |¥(wo,w.)). GZ in einer offenen Umgebung
w1, wo[ X Jwey, wep[ von (wo,w,), d.h. dort treten keine Niveaukreuzungen auf. Dann
ist aber gemas (5.2) die Wellenfunktion |¥(wo, w.)). identisch mit den Wellenfunktio-
nen |¥(wg,w!))., fir deren Parametertupel (w),w!) €Jwr,ws|[X]Jw.1,we[ die Relation
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Wi + w?/4 = w® 4+ w'?/4 = const. erfiillt ist. Offensichtlich gibt es iiberabzihlbar
unendlich viele Tupel (w(, w!), die diese Eigenschaft besitzen und damit entsprechend
viele identische GZ-Wellenfunktionen.

Das folgende Beispiel soll die obige Uberlegung noch einmal veranschaulichen. Wie
ED-Rechnungen (vgl. Abbildung 4.5(b)) zeigen, ist der unterste Zustand des durch
die Quantenzahlen L = —1, S =1/2, S, = —1/2 definierten Unterraums der GZ eines
QDs mit fiinf Elektronen, einer Confinementenergie von 3meV und bei Magnetfeldern
0 < B < 0.5T. Dann haben gemifs Gleichung (5.2) z.B. die beiden Systeme mit Con-
finementenergie 3.00776meV und B = 0 bzw. mit Confinementenergie 3meV und B =
0.25T dieselbe GZ-Wellenfunktion.

Allerdings erlaubt die Eigenschaft (5.2) des Hamilton-Operators auch einen Ausweg
aus dem Dilemma: Wie schon in Abschnitt 1.2.2 diskutiert, kann mit Hilfe von (5.2) ein
QD im Magnetfeld auf ein System mit B = 0 abgebildet werden.* Insbesondere sind die
XC-Effekte im Magnetfeld dieselben wie bei B = 0. Dies wird auch von einer entspre-
chenden Skalierungseigenschaft des KS-Hamiltonians (2.69) von QDs unterstrichen'
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Somit konnen wir uns formal immer auf den magnetfeldfreien Fall zuriickziehen.
Dann ist allerdings im wechselwirkenden System die Eindeutigkeit des Potentials
durch das urspriingliche HK-Theorem garantiert, im Falle des KS-Hamiltonians
tir QDs ist die Eindeutigkeit der XC-Potentiale direkt einsehbar (vgl. Anhang
D). Folglich sind die Funktionalableitungen des Energiefunktionals beziiglich der
GZ-Dichten nicht unstetig.

An dieser Stelle weisen wir noch einmal darauf hin, daff die GZ-Spindichten n,(r)
und skalaren Potentiale nur eine radiale Abhdngigkeit aufweisen und die Stromdichte

*Wir weisen darauf hin, daf$ als GZ im Magnetfeld B > 0 der energetisch niedrigste Zustand eines
Unterraums mit Drehimpuls L < —1 vorliegt. Dies bedeutet wiederum, daff derselbe Zustand nicht GZ
sondern angeregter Zustand bei B = 0 ist. Allerdings d@ndert sich bei der Abbildung auf B = 0 nicht die
Reihenfolge von Zustdnden innerhalb eines Drehimpulsunterraums.

tHier verwenden wir die Vielteilchen-Darstellung des effektiven Einteilchen-Hamiltonians, verzich-
ten aber zugunsten einer einfacheren Notation auf die Zeeman-Energie.
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und Vektorpotentiale nur aus einer azimutalen Komponente bestehen, die ebenfalls
ausschliefSlich vom Radius abhangt. Folglich ist die Vortizitadt parallel zur z-Achse und
eine Funktion von r.

Bei der bisherigen Diskussion haben wir die Rolle der Zeeman-Energie ver-
nachldssigt, obwohl sie prinzipiell auch der Ursprung von Nicht-Eindeutigkeit
sein kann.’™ So bleibt z.B. im Falle eines nicht-entarteten GZs eines QDs die GZ-
Wellenfunktion unverdndert, wenn wir die Spinabhédngigkeit des externen Potentials,
d.h. den g¢-Faktor, entsprechend moderat dndern.? Hintergrund ist wiederum eine
Erhaltungsgrofe, namlich S,. Allerdings ist dieser Effekt weniger interessant, da die
entsprechenden Zeeman-Energien fiir gemeinsame Eigenzustdnde von Hamiltonian
und S, sowohl im exakten System wie im KS-System nachtrdglich zu ergénzen
sind. Ferner hat der Zeeman-Term im Gegensatz zur Anderung des B-Feldes keine
Auswirkungen auf die orbitale Struktur von Wellenfunktionen.

5.2 Methode

In diesem Abschnitt setzen wir die GZ-Dichten (1,(r), jp,,(r)) und -Energie Egz des
QD-Hamiltonians (1.27) bzw. (1.34) als gegeben voraus. In allen numerischen Rech-
nungen in Kapitel 6 werden GZ-Dichten und -Energien aus ED (vgl. Kapitel 4 bzw.
Referenz'”*) verwendet. Obwohl diese aufgrund des endlichen Hilbertraums in der
ED nicht im mathematischen Sinne exakt sind, werden sie im folgenden dennoch als
exakt bezeichnet, da es sich um konvergente Resultate handelt.

Die Extraktion der XC-Energiedichten erfolgt in zwei Schritten. Zunédchst werden
mit Hilfe eines Iterationsschemas die exakten XC-Potentiale® selbstkonsistent be-
stimmt, so daf sie die exakten Dichten im KS-Schema reproduzieren. Anschliefiend
extrahieren wir unter Annahme der lokalen Dichtendherung die XC-Energiedichten
aus den XC-Potentialen.

5.2.1 Exakte Austausch-Korrelations-Potentiale

Das erste Ziel ist die Berechnung der exakten XC-Potentiale des Systems
VXC,O’(r) = VXC,U([”U? jp,(p]) 1’) + Co (54)
Axc, (1) = Axc,o([1o), Jp,pl,7) (5.5)

aus den gegebenen Dichten, d.h. wir suchen die selbstkonsistente Losung der KS-
Schrodinger-Gleichung (2.69) unter Beachtung der Randbedingungen

(HU(V), jp,tp(r)) = (nKS,O'(r)7 jp,KS,go(r))- (56)

Das Iterationsschema basiert auf folgender Uberlegung, die sich an der Arbeit von
Wang & Parr (1993'%) orientiert. Sie stellt keinen Beweis im mathematischen Sinne als
vielmehr ein Plausibilititsargument dar.

'Mit Hilfe des g-Faktors kann die Spinabhingigkeit des externen Potentials unabhéngig vom Ma-
gnetfeld manipuliert werden. Eine Anderung von B hitte dagegen auch Auswirkungen auf das Vektor-
potential.

$Die XC-Potentiale sind nur insofern exakt, wie es die Genauigkeit der GZ-Dichten aus ED erlaubt.
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Dazu spalten wir vom KS-Hamiltonian das skalare XC-Potential ab und bezeichnen
den Rest als Hy,,

HS,J = HO,U + VXC,U' (5.7)

Mit den Eigenfunktionen ¢;,(r) und Eigenwerten ¢;, des KS-Hamiltonians erhalten
wir den Zusammenhang zwischen exakten Spindichten und exakten XC-Potentialen

Vieor) = n%) Y 6500) (¢ = Hog) §10(r). (5:8)
g j

Seien qb( )(r) die Eigenfunktionen, glk i ) die Eigenwerte und n(k) ,(1) die Dichten im Ite-
ratlonsschrltt k, d.h. sie sind die Losungen der KS- Schrodmger—Gleichung mit dem

KS-Hamiltonian¥ H(kg V="H,,+ V>(<kC Y. Dann kann mit Hilfe von Gleichung (5.8) das
XC-Potential fiir den nachsten Tterationsschritt konstruiert werden

Vig () = ()Zcb(k’ ") (%) = Hoo ) ¢y0(r)®. (5.9)

Unter Ausnutzung der Tatsache, daf3 die Wellenfunktionen gbg.];),(r) die Losungen fiir

I:Iék;” sind, lautet das Iterationsschema fiir das skalare Potential (fiir den Fall B =0

Ll

vgl. Referenz®)

" ey, e (7)
Vi (1) = Vi D =22

R (5.10)

Wegen der Eichfreiheit konnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit V>((kc) , >0
voraussetzen. Ist die KS-Dichte in der Iteration (k — 1) lokal an der Stelle r zu ‘nied-
rig (hoch) im Vergleich zur exakten Dichte n,(r), so wird das neue Potential V(k) im
ndchsten Schritt lokal reduziert (erhoht), was wiederum eine grofsere (kleinere) D1chte
bei r zur Folge hat. Zusitzlich werden die Potentiale im Limes r —+ oo auf eine posi-
tive Konstante normiert. Die tatsdchlichen Eichkonstanten ¢, der Potentiale V>(<kc) , >0
konnen allerdings mit diesem Verfahren nicht bestimmt werden (siehe nichster Ab-
schnitt). Ferner ist zu beachten, dafs fiir unpolarisierte (c+ = c¢;) und vollstandig pola-
risierte (c, der besetzten Spinzustidnde) Systeme nur eine Konstante zu berechnen ist,
was im nédchsten Schritt zu einer eindeutigen Losung fiihrt. Fiir partiell polarisierte
Systeme miissen beide Konstanten ermittelt werden, was eine zusétzliche Uberlegung
erfordert (siehe 6.1.3).
Eine analoge Betrachtung fiir das XC-Vektorpotential liefert

fi ” (r)
AR (1) = AS D) e (5.11)
o

fHier haben wir vernachléssigt, dafs HO - via XC-Vektorpotential sich wiahrend der Iteration ebenfalls
dndert. Dieser Effekt ist aber i.a. klein gegen Anderungen der skalaren Potentiale.
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Allerdings fiihrt diese Formel aus zwei Griinden zu nicht konvergenten Ergebnissen:
Erstens wird das wahrend der Iteration stark modifizierte skalare XC-Potential als un-
verdnderlich vorausgesetzt, was nicht zutrifft. Zweitens kann die Stromdichte im Ge-
gensatz zur Teilchendichte das Vorzeichen wechseln. Als brauchbare Alternative stellt
sich der Ansatz

AR (1) = aAS (58 (1) = o) (5.12)

mit einer passend gewahlten Konstante o heraus.!

Fiir die numerische Rechnung sind selbstverstdndlich die tiblichen Kunstgriffe fiir
die iterative Losung von selbstkonsistenten Gleichungssystemen anzuwenden wie z.B.
eine sinnvolle Zumischung der alten zu den aktuellen Potentialen, um die Konvergenz
des Verfahrens zu erreichen bzw. zu beschleunigen.

Ein weiterer Aspekt, der in diesem Kontext numerisch {iiberpriift wird, ist die Re-
prasentabilitat (vgl. Kapitel 2) der exakten GZ-Dichte des Systems, d.h. als Ergebnis
eines (erfolgreichen) Iterationsprozesses erhalten wir ein Potential, so daf$ die Dichte
des KS-GZs mit der exakten Dichte iibereinstimmt.

Im folgenden Beispiel ist diese Voraussetzung per definitionem erfiillt: Wir betrach-
ten ein System von sechs Elektronen mit Confinement 3meV ohne Magnetfeld. Im GZ
sind die beiden untersten Schalen abgeschlossen, d.h. das System ist unpolarisiert und
die paramagnetische Stromdichte ist wegen L = 0 identisch Null. Eine DFT-Rechnung,
die auf TC-XC-Energiedichten ' beruht, liefert die in Abbildung 5.1 dargestellte GZ-
Dichte (a) und das XC-Potential (b) als Funktion des Radius (graue, durchgezogene
Linie). Die schwarzen, gestrichelten Linien sind das Resultat der Invertierung der KS-
Gleichungen. Wie in Abbildung 5.1(a) zu erkennen ist, liegen beide Dichten genau
iibereinander, was die Qualitdt des vorgestellten Iterationsschemas demonstriert. Ob-
wohl das XC-Potential des Iterationsschemas die Dichten perfekt reproduziert, stimmt
es natiirlich nur bis auf eine Konstante mit dem originalen XC-Potential {iberein.**

5.2.2 Austausch-Korrelations-Energiedichten in lokaler Dichtendhe-
rung

In diesem Abschnitt wenden wir uns der Extraktion von XC-Energiedichten aus den
exakten XC-Potentialen zu. Der allgemeine Zusammenhang zwischen XC-Funktional
und XC-Potential ist durch die Gleichungen (2.35) und (2.36) gegeben

1 0Exc

eAre(r) = o5V X 2o o (5.13)
_ OExc 7p(r)
Vxco(r) = ., - eAXC(”)%- (5.14)

In Kapitel 6 werden wir feststellen, dafd die Methode zwar zu konvergenten Ergebnissen fiihrt, aber
dennoch nicht optimal ist.

**Nach Berechnung der XC-Energie ist die Konstante bekannt und das XC-Potential konnte entspre-
chend geeicht werden (vgl. Abschnitt 5.2.2).
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ABBILDUNG 5.1: Die Abbildung zeigt eine Testrechnung fiir ein unpo-
larisiertes System von sechs Elektronen in einem Quantendot mit 3meV
Confinement-Potential und bei B = 0. In (a) sind die GZ-Dichten und in (b)
die XC-Potentiale dargestellt. Graue, durchgezogene Linien bezeichnen die
Ergebnisse der urspriinglichen DFT/LDA-Rechnung, schwarze, gestrichelte
Linien sind Resultate des Extraktionsschemas.

Allerdings erlaubt diese Form aufgrund der Unkenntnis der Funktionale nicht, eine
Verbindung zwischen XC-Energie und XC-Potentialen zu konstruieren. Erst die LVS-
DA (2.38)

Exclitg, o] % [ drn() exc( (1), () (515)
verkniipft XC-Energiedichten und -Potentiale (ndherungsweise) miteinander
L0 (e
eAxcilr) = =2 ( ) 616
Vacolr) = exc(r) + n0 f 0) - exe 220 6.17)

Die obigen Gleichungen werden nach den Ableitungen der XC-Energie beziiglich der
Spindichten und der Vortizitidt aufgelost

agzc(r) = % / dr'n(r'"e Axc o (r") (5.18)
%?:(r) = nz)( exc(r)+chU(r)+eAxc¢(r)]p"z’r()r)). (5.19)

Dabei nehmen wir fiir das Integral die (physikalische) Randbedingung

. EXC, N _
rlg?o n(r) 90 (r=0 (5.20)

an. Anschlieffend werden die Ergebnisse der Gleichungen (5.18) und (5.19) in die Ab-
leitung der XC-Energiedichte nach dem Radius r eingesetzt

8Exc(i’) Z 8€XC 81’10 8€XC 0v

ong 8r dv Or (5:21)
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Nach einigen Umformungen liegt eine inhomogene lineare Differentialgleichung
(DGL)

8€xc(r) 0 log n
or

(Nexc(r) = I(r) (5.22)

mit der Inhomogenitat'!

I(r) :% Z (VXC,U(r) + CO’) (7’) 4+ eAxc <P( )]p ?(;) alogn( )

vor, die die gesamte Information iiber die Spindichte- und Vortizitdtsabhdngigkeit
enthdlt. Die Losung der homogenen DGL

8€xc(r) 0 log n

oy (Nexc(r) =0 (5.24)
ist durch
%M (r) = a/n(r) (5.25)

gegeben. Eine spezielle Losung der DGL kénnen wir mit Hilfe der Variation der Kon-
stanten (z.B. Referenz®) unter Verwendung des Ansatzes

exe (1) = B(r)/n(r) (5.26)
berechnen. Fiir die Funktion B(r) erhalten wir eine elementare DGL

%(1’) =n(r)I(r), (5.27)

die durch Separation der Variablen gelost werden kann

B(r) = / ar' n() 1) — B(0). (5.28)
0
Dann lautet die allgemeine Losung der DGL (5.22)
hom spez (0 /8(0) 1 / ’ ' /
R 0/ ar' n(r) (). (5.29)

fTAn dieser Stelle beriicksichtigen wir in Form der Konstanten c,, daB8 die skalaren XC-Potentiale
noch nicht geeicht sind (vgl. Paragraph 5.2.1).
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Nach Riicksubstitution der Inhomogenitit erhalten wir

o — ,3(0) 1 r , , 87’10 ,
1’1(1") + n(r) b/dr { ; (VXC,U(r ) + CO’) 7 (1" )

")+ go () [ / d”””(”")EAxc,so(”")]} (530)

exc(r) =

(9logn

+ eAxc Lp(r )]p <p( )

bzw.

- O - O'O a Ng
5xc(7’):a B( )n(::l) X, c Z (1’) n(r)/dr{ZchU(r) a7 (r")

a

(9logn

+ eAxc,p (1) jp,o(r') (') + or ,(”) [/d”II”(T’H)EAXC go(r")] } (5.31)

Da der Betrag der XC-Energie

|Exclns,v]| = /d"”(r)|5xc(”)| < 0o (5.32)

in LVSDA endlich sein muff, wihlen wir die Konstante a so, dafs a — £(0) —
n,(0) YL, c, = 0 gilt, und vermeiden dadurch divergente Beitrdge; oder anders ausge-
driickt: Der Freiheitsgrad o der Losung der DGL (5.22) wird durch die Forderung
einer endlichen XC-Energie in lokaler Dichtendherung eindeutig bestimmt. Somit
erhalten wir als analytische Losung von (5.22)

8logn

()

> n(r)

exc(r) = anno(r) n(r)/d {ZVXC a(”) 3 Z(r") + eAxc o (1) jp,o (')

+ %(r') [ / dr”n(r”)eAxc,w(r”)] } (5.33)

Es bleiben noch die Eichkonstanten ¢, der skalaren Potentiale zu berechnen. Ei-
ne weitere bisher ungenutzte Randbedingung ist die Ubereinstimmung der DFT-GZ-
Energie mit der exakten GZ-Energie. Dazu eliminieren wir Vxc ,(r) und Axc(r) aus der
DFT-GZ-Energie (2.31) und schreiben sie in der modifizierten Form

Ecz =Y. fio [ drgis) (5yp + A0+ Vo)) 3001
jo

+ % [ drViaten(r) + Excling, ol (5.34)

Daraus konnen wir die XC-Energie Exc[n,,v] fiir die GZ-Dichten exakt(!) extrahieren,
da alle anderen Grofden bekannt sind: Die KS-Wellenfunktionen sind durch die selbst-
konsistente Losung der KS-Gleichungen gegeben (vgl. 5.2.1). Damit konnen die Erwar-
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tungswerte [ dr go}*a(r) ( L (p + eA(r))* + Vg(r)) ©jo(r) des nicht-wechselwirkenden Sy-

2m*
stems berechnet werden. Die Coulomb-Energie und GZ-Energie sind durch das exakte

System eindeutig bestimmt. Andererseits gilt fiir die XC-Energie (5.33) in LVSDA

Exclitg, o]~ [ drn(exc()

o0 r on,
N ; ¢oNo + / dr / dr,{ ; Vxe,o(r) 5 () + eAxe, () %
r=0 0

" ! al ! a ! i " 1" "
X Jp,p(r') ao;oj”(r)—l— a—:j(r) [/ dr'"n(r'")e Axc,,(r )] }, (5.35)

woraus ), ¢,N, bestimmbar ist. In zwei Féllen fiihrt diese Nebenbedingung auch
zu eindeutigen Ergebnissen: Fiir unpolarisierte Systeme gilt ¢ := ¢y = ¢, und damit
Y., coNy = cN. Bei vollstindiger Polarisation ist dagegen das ¢, der unbesetzten Spin-
richtung irrelevant, da das entsprechende N, = 0 ist. Komplizierter ist die Situation
im Falle von partieller Polarisation, weil dann eine weitere Randbedingung zur ein-
deutigen Losung notwendig ist (vgl. Abschnitt 6.1.3).

Als Beispiel betrachten wir wiederum ein System mit sechs Elektronen und Confi-
nement 3meV, aber jetzt liegt ein Magnetfeld von 3T an (fiw, = 3.9645meV). Unter
diesen Umstdnden ist der GZ ein vollstandig polarisiertes v = 1-QHD (vgl. Abbildung
3.1) mit Drehimpuls L = —15, der auch zu einer endlichen paramagnetischen Strom-
dichte fithrt. Wir berechneten den GZ mit Hilfe der CSDFT/LVSDA. Allerdings gibt es,
wie in Abschnitt 2.3 erwdhnt, keine Parametrisierung der XC-Energiedichte als Funk-
tion von (rs,£,v), sondern nur von (rs,&, f) (2.62). Da der lokale Fullfaktor f oc 1/|9]
indirekt proportional zum Betrag der Vortizitét ist, involviert die Koordinatentransfor-
mation der XC-Energiedichte von (rs, £, v) zu (7, {, f) Divergenzen und Unstetigkeiten
im XC-Vektorpotential an Stellen mit v = 0. In CSDFT-Rechnungen wird es deshalb an
den kritischen Stellen entsprechend geglittet.* Der Einfluf dieser Effekte auf Dichten
und Energien ist aber im Normalfall vernachlédssigbar, da sie iiblicherweise am Rand
in Bereichen mit niedriger Dichte auftreten. Fiir unsere Testrechnungen ist eine Pa-
rametrisierung als Funktion von (7, &, f) allerdings ungeeignet. Deshalb verwenden
wir an dieser Stelle eine rein fiktive, unphysikalische Parametrisierung fiir die XC-
Energiedichte

exc(rs, €,0) = ex2(rs,0) + exc (s, £) (5.36)
mit
Test

exe (1s,0) = e_rs_vz, (5.37)

die aber unseren Zwecken vollauf geniigt. Abbildung 5.2 zeigt die Ergebnisse der
CSDFT-Rechnung. In (a), (b) und (c) sind die GZ-Dichte, die paramagnetische Strom-
dichte und die Vortizitdt dargestellt, in (d) bzw. (e) sind die Graphen des skalaren XC-
Potentials bzw. des XC-Vektorpotentials abgebildet. Nach Losung der DGL (5.22) fin-
den wir eine XC-Energiedichte als Funktion des Radius (schwarze, gestrichelte Linie
in Abbildung 5.2(f)), die exakt der urspriinglichen Parametrisierung entspricht (graue,
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ABBILDUNG 5.2: Die Abbildung zeigt eine Testrechnung fiir ein unpo-
larisiertes System von sechs Elektronen in einem Quantendot mit 3meV
Confinement-Potential und bei B = 3T. (a) zeigt die GZ-Dichte, (b) die pa-
ramagnetische Stromdichte, (c) die Vortizitit, (d) das skalare XC-Potential,
(e) das XC-Vektorpotential und (f) die XC-Energiedichte. In (f) kenn-
zeichnet die graue, durchgezogene Linie das Ergebnis der urspriinglichen
CSDFT/LVSDA-Rechnung; die schwarze, gestrichelte Linie ist das Resultat
der DGL (5.33).
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durchgezogene Linie), was eindrucksvoll die Selbstkonsistenz des Extraktionsverfah-
rens demonstriert.

Als Ergebnis der Invertierung des LVSDA-Formalismus erhalten wir eine XC-
Energiedichte als Funktion des Radius. Da auch Spindichten und Vortizitdt in
Abhédngigkeit von r bekannt sind, kann r eliminiert werden, wodurch wir zu der
gewohnten Darstellung der XC-Energiedichte als Funktion von (rs, £, v) gelangen. Wie
schon mehrfach betont wurde, geht in die obige Rechnung die lokale Dichtendherung
ein. Als Konsequenz dieser Approximation ist die Interpretation der XC-Energien als
Groflen homogener Systeme nicht in allen Dichtebereichen korrekt, da nicht-lokale
Effekte im Formalismus unberiicksichtigt bleiben. Dieser Aspekt findet bei der
Interpretation der Ergebnisse im folgenden Kapitel besondere Beachtung.

5.3 Klassifizierung der Systeme

Im folgenden werden wir die zu untersuchenden Systeme nach zwei verschiedenen
Kriterien unterscheiden: Ein Aspekt ist der Polarisationsgrad des Systems, der in die
Kategorien unpolarisiert, teilweise polarisiert und vollstandig polarisiert eingeteilt ist.
Andererseits spielt die paramagnetische Stromdichte eine wichtige Rolle. Sie ver-
schwindet nur fiir GZe mit L = 0, bei GZen mit endlichem Drehimpuls tragt sie via
Vortizitdt zu XC-Effekten bei.

5.4 Das Zweielektronen-System

Der Spezialfall eines Quantendots mit zwei Elektronen erlaubt fiir spezielle Werte
von wy, eine komplette analytische Berechnung von GZ-Dichten und XC-Potentialen.
In den beiden folgenden Abschnitten behandeln wir den unpolarisierten und den
vollstindig polarisierten GZ des Systems. Hintergrund der Rechnung ist eine Unter-
suchung der exakten Asymptotik der XC-Potentiale im Vergleich mit den numerischen
Rechnungen in Kapitel 6. Ahnliche Uberlegungen zu Zweielektronen-Systemen in
dreidimensionalen harmonischen Potentialen (ohne Magnetfeld) finden sich bei
Filippi et al. (1994%).

5.4.1 Das unpolarisierte Zweielektronen-System

Fiir zwei Elektronen kann der Hamilton-Operator (1.27) in einen CM- und Relativan-
teil zerlegt werden, so dafs effektiv zwei Einteilchen-Schrodinger-Gleichungen zu l6sen
sind. Fiir die Relativbewegung zeigt Taut (1994'%) mit Hilfe der Rekursionsmethode,
dafs fiir den L = 0-GZ bei B = 0 und /iw, = 2Ry die Relativwellenfunktion durch

Prel(r) = Cra (1 +7)e /% (5.38)
1

T \/27r (\/27 + 3)

(5.39)
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ABBILDUNG 5.3: Die Abbildung zeigt die Ergebnisse der analytischen Rech-
nung fiir ein unpolarisiertes System von zwei Elektronen in einem Quanten-
dot mit 2Ry Confinement-Potential und bei B = 0T. (a) zeigt die GZ-Dichte,
(b) die radiale KS-Wellenfunktion, (c) das effektive skalare Potential, (d) das
Hartree-Potential und (e) das XC-Potential.
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gegeben ist* Der GZ fiir die CM-Bewegung ist trivial
pcm(R) = Come™ (5.40)

Com = \/% (5.41)

Da die Gesamtwellenfunktion

W(r1,11) = pem(|r + 12| /2)pre(|r1 — 12]) (5.42)

offensichtlich positiv ist, mufi sie fiir das Zweielektronen-System bei B = 0 der
Singulett-GZ sein;'* die Energie betrdgt 6Ry. Daraus erhalten wir mit Hilfe von
Gradshteyn & Ryzhik (1980°°) und Maple!® die Grundzustandsdichte (Abbil-
dung 5.3(a))

n(r) = / dry / dry W*(r1, r2)(r)¥(r1, 12)
= /drl/drz‘P*(rl,rz)ié(r—rj)‘P(rl,rz)
j=
= Z/drz Y (r, )P (r,17)
:Z/dr"P*(r,r—l—r')‘P(r,r—l—r')
_ach e [ (147 / gt
— 4w Cly Cle Y / dr'r' (1+7) e To(2rr')

= 4 CeyCrae™™" (e’z + %rz e’ + Eﬁeﬁ/z Io(r*/2) + %ﬁr’- e *1o(”/2)

+ %ﬁr‘z e’ /2, (rZ/Z)) . (5.43)

Im KS-System suchen wir nun ein effektives Potential, das die GZ-Dichte n(r) exakt
reproduziert. Aufgrund des Zusammenhangs zwischen Dichte und Wellenfunktion
im KS-System

n() =Y firo®510)j1,0(r) (5.44)

jal7l7

gilt fiir ein Zweielektronen-System im GZ, d.h. nur die KS-Zustinde ¢;;,(r) =
——e"’R; (r) mit j = = 0 und o = %1 sind besetzt,

V2r
Roo(r) = /7n(r). (5.45)

% Alle GroBen in Abschnitt 5.4 sind in atomaren Einheiten (ay, Ry) gegeben.
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Die radiale Abhdngigkeit von Rgo(r) ist in Abbildung 5.3(b) dargestellt. Damit
konnen wir durch Inversion der KS-Schrodinger-Gleichung fiir ¢,+1(r) das effektive
Einteilchen-Potential (vgl. Abbildung 5.3(c)) bis auf eine Konstante £ +1 berechnen

19 (0
Vert(r) = 12 + Vi (r) + Vxe(r) — 00,01 = Lo (737)) Rool) (5.46)
Ro,(r)

und daraus das exakte XC-Potential (Abbildung 5.3(e)) gewinnen, da mit der Dichte
auch das Hartree-Potential V(r) (Abbildung 5.3(d)) bekannt ist

[335 (r3)] Roo(1)
Ro(7) '

Vxe(r) = €00.41 — 1> — Vig(r) +

(5.47)

Insbesondere die Asymptotik der exakten Grofien ist ein interessanter Aspekt der
analytischen Rechnung. So ist die Dichte rn(r) im Limes grofser Radien durch

lim n(r) = 27 Cey Crr” e (5.48)
und die Radialwellenfunktion Ry o(r) durch

lim Ro,(r) = V2m CopCrait e/ (5.49)
gekennzeichnet. Das effektive Potential ist asymptotisch parabolisch

rli)r?o Ver(r) =17 —44+2/r+1/r* + O¢3). (5.50)
Da das Hartree-Potential mit

lim Vi(r) = % +0(r™?) (5.51)

gegen Null konvergiert, wollen wir voraussetzen, dafs das XC-Potential so geeicht ist
(€0,0,41 = 4), daB es im Limes r — oo verschwindet”!

rli)r?o Vxe(r) = =2/r+1/r* + 0(73). (5.52)

Der Term —2/r im XC-Potential ist eine Konsequenz der im Fall von zwei Elektronen
starken Selbstwechselwirkung. Ihr Potential wird vom Austausch-Potential

V() = —5 V), 559)

das im Singulett-Zustand dem halben Hartree-Potential entspricht, genau kom-
pensiert.®® Der grofle Anteil der Selbstwechselwirkung am XC-Potential macht
das Zweielektronen-System nur bedingt geeignet fiir die Extraktion von XC-
Energiedichten. Deshalb werden wir uns in Kapitel 6 fiir unpolarisierte Systeme
ohne Stromdichte auf Sechselektronen-Systeme, die zwei abgeschlossene Schalen
bei B = 0 aufweisen, beschranken.
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ABBILDUNG 5.4: Die Abbildung zeigt die Ergebnisse der analytischen Rech-
nung fiir ein unpolarisiertes System von zwei Elektronen in einem Quan-
tendot mit 2/3Ry Confinement-Potential und bei B = 0T. (a) zeigt die GZ-
Dichte, (b) die paramagnetische GZ-Stromdichte, (c) die Vortizitit, (d) die
radialen KS-Wellenfunktionen, (e) das effektive skalare Potential, (f) das
Hartree-Potential, (g) das skalare XC-Potential und (h) die Azimutalkom-
ponente des XC-Vektorpotentials.
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5.4.2 Das vollstindig polarisierte Zweielektronen-System

Das einfachste vollstandig polarisierte Zweielektronen-System mit nicht verschwin-
dender Stromdichte ist das ¥ = 1-Droplet mit L = —1, S =1 und S, = —1. Wiederum
nutzen wir fiir zwei Elektronen die Separierbarkeit des Hamilton-Operators (1.27) in
einen CM- und Relativanteil aus. Wir betrachten jetzt den L = —1-GZ bei fiw, = 2/3Ry,
der aus Symmetriegriinden ™ ein Spin-Triplett-Zustand ist. Fiir die Relativbewegung
findet Taut (1994 ') mit Hilfe der Rekursionsmethode

@re(r) = Cearr (1 +7/3) e /12 (5.54)
1

\/27r (9\/5 + 42) |

Der GZ fiir die CM-Bewegung ist

Crel = (555)

pcm(R) = Cope X/ (5.56)
2

Con=1/5" (5.57)
Vs

Somit lautet die Gesamtwellenfunktion

Y(ri,r) = SOCM(|1‘1 + 1’2|/2)90re1(|1‘1 - 1’2|), (5.58)

ihre Eigenenergie betridgt 8/3Ry.
Daraus konnen wir analog zu Abschnitt 5.4.1 mit Hilfe von Gradshteyn & Ryzhik
(1980°%) und Maple'® die GZ-Dichte (Abbildung 5.4(a))

2n (15 7 5 a 1, » 9 2
n(r) = 4rC2y\C2 e~ 2 /3 (; e P4 Erz e P4 61/4 e /34 Z\/?;er /°1o(r*/6)
3 1
+ E\/?)m,z e”/°1(r2/6) + 6\/37”’4 e”/°1y(r2/6)
1
+ V3 e 1oL (2 /6) + 6\/37”’4 e /oL, (2 /6)) , (5.59)
die Azimutalkomponente der paramagnetischen GZ-Stromdichte (Abbildung 5.4(b))
. ZWC%MCfel —r2/2 r2/6 2 2/6 2 27 (2
Joup(1) = —Wre 30e"7° 4+ 2r7e"/° + 9V 31w Iy (r° /6) + 2V 37r  1y(r* /6)
+ 3vV3mw L1(1?/6) 4 2v/ 371 11 (1 /6)) (5.60)

sowie die Vortizitdt (oder genauer ihre z-Komponente) (Abbildung 5.4(c))

10 jpe®)
o(r) = 5 (r %) (5.61)
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berechnen.

Im KS-System suchen wir nun effektive Potentiale, die die GZ-Dichten (n(r), jp (7))
exakt reproduzieren. Dabei nutzen wir aus, dafy wir uns auf den Fall B = 0 zuriickzie-
hen konnen Es gilt der Zusammenhang zwischen Dichte und KS-Wellenfunktionen

Gj1o(r) = =™ R (r)

n(r) = Z Fito®]1,00)@;1,0(r) (5.62)

Jlo

bzw. paramagnetischer Stromdichte und Wellenfunktion im KS-System

oo (7 ol D51 1) Dj15(1). 5.63
In der v = 1-Konfiguration, bei der jeweils der unterste Zustand des | = 0- (¢¢,0,—1(r))
und des | = —1-Unterraums (¢ —1,—1(r)) mit einem Spin-down-Elektron besetzt sind,
folgen

Roa(r) = /(1 /Ry)rjp (1) (5.64)
und

Roo(r) = \/27rn(r) — R2,(1). (5.65)

Die radialen KS-Wellenfunktionen Ry () und Ro1(r) sind in Abbildung 5.4(d) darge-
stellt.

Damit kénnen wir durch Inversion der KS-Schrodinger-Gleichung fiir ¢, -1(r) das
effektive skalare Einteilchen-Potential (vgl. Abbildung 5.4(e)) bis auf eine Konstante
€0,0,—1 berechnen

35 (r5)] Roo(")
Ro,(r) ‘
Insbesondere involviert die KS-Gleichung fiir Zustdnde mit [ = 0 nicht das XC-

Vektorpotential. Da bei gegebener Dichte auch das Hartree-Potential Vy(r) (Abbildung
5.4(f)) bekannt ist, folgt fiir das exakte skalare XC-Potential (Abbildung 5.4(g))

Veir(r) = 17 /9 + Via(r) + Vxe(r) — €00,-1 = (5.66)

19 (,0
Vo) = 00, 1 = /9 Via(r) + L2222 Rool®) (5.67)
Ro(r)
bis auf eine Eichkonstante ¢y ;. Mit Hilfe der KS-Wellenfunktion ¢y, 1, 1(r) eroffnet
sich nun ein Zugang zum XC-Vektorpotential (Abbildung 5.4(h)). Wir 16sen die KS-
Schrodinger-Gleichung nach Axc ,(r), substituieren das zuvor erhaltene skalare XC-
Vektorpotential Vxc(r) und erhalten

fir [ (rg) ] Roa() | [755 (r5:)] Roo(r)
€AXC,<p(7’) Ry2 <— — R071(7’) + RO,O(’”) + €0,0,—-1 — €0,-1,-1 | -

(5.68)
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Die Singularitit des ersten Terms 1/r? der Klammer wird durch den zweiten Term ge-
hoben, da beide Terme zusammen die kinetische Energiedichte des Zustands ¢, _1,_1(r)
beschreiben, die bei r = 0 endlich ist.

Wiederum liegt unser Augenmerk auf der Asymptotik der beteiligten Grofien. So
werden die Dichten und die Vortizitdt im Limes grofier Radien durch

lim n(r) = ?cCMcrelr‘*e*V /3 (5.69)
S AmCiuCly 5 —r2/3
I Jee) = 35 /Ry 6-70)
1
lim v(r) = TRy (—=24/r* +54/r + O(r™)) (5.71)
und die Radialwellenfunktion R (r) durch
lim Ro,o(r) = 2v27CopCrare ™ /6 (5.72)
r—00
: _ 2mCemCrel 5 26
rll)rglo Roa(r) = Tr e (5.73)
beschrieben. Das effektive Potential ist asymptotisch parabolisch
1, 4 3 3 4
11m Vert(r) = —r ~3 + — P + — 17 + O ). (5.74)
Da das Hartree-Potential mit
4
li)m Vu(r) = —+ o@(r™). (5.75)

gegen Null konvergiert, wollen wir voraussetzen, dafs das XC-Potential so geeicht ist
(€00,-1 = 4/3), daB es im Limes r — oo verschwindet”!

lim ch(r) —E + i + 0(1’73). (576)
=00 2r  4r?

In der Asymptotik des XC-Vektorpotentials haben wir die KS-Energie €911 = 2 so
bestimmt, daf3 Axc,,(r) im Limes grofier Radien nicht divergiert*

: h 1 7 _
}Ll'g AXC,Lp(r) = R_y <—1 — g + O(V 2)) . (577)

Damit sind die externen Potentiale (Vxc(r), Axc,,(r)) nun eindeutig bestimmt.

*Dies ist sinnvoll, da wir bei B = 0 arbeiten. Ein Beitrag der Form Axc,,(r) = r entsprdche einem
externen Magnetfeld B' = (0,0, B).
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KAPITEL 6

Extrahierte o
Austausch-Korrelations-Energiedichten

In diesem Kapitel sind die numerischen Ergebnisse fiir XC-Potentiale und XC-
Energiedichten zusammengefast. Es ist gegliedert gemdfs der Klassifizierung der
Systeme im vorangegangenen Kapitel. Die zugrunde liegenden Referenzdichten und
Energien fiir die GZe stammen aus ED-Rechnungen; die Extraktion der XC-Potentiale
und -Energiedichten erfolgt hauptsidchlich mit den in Kapitel 5 vorgestellten nu-
merischen Methoden.

6.1 Systeme ohne paramagnetische Stromdichte

Zundchst untersuchen wir Systeme ohne paramagnetische Stromdichte, d.h. mit Dreh-
impuls L = 0, in denen folglich auch keine Korrekturen durch XC-Vektorpotentiale zu
erwarten sind. Damit hdngt die XC-Energiedichte fiir unpolarisierte und vollstindig
polarisierte Systeme nur vom Dichteparameter rs ab und fiir teilweise polarisierte QDs
zusatzlich von der Polarisation £.

6.1.1 Unpolarisierte Systeme

Unpolarisierte Systeme sind dadurch charakterisiert, daf jedes KS-Niveau mit je einem
Spin-up- und einem Spin-down-Elektron besetzt ist. Damit liegt natiirlich eine gerade
Teilchenzahl N vor, und die N-Teilchen-KS-Wellenfunktion ist eine Eigenfunktion des
Gesamtspinoperators.

Im folgenden untersuchen wir QDs mit sechs Elektronen, d.h. abgeschlossenen Scha-
len, fiir verschiedene Stiarken des Confinement-Potentials.* Im Einteilchen-Bild ist der

*Ein System mit zwei Elektronen, bei dem die erste Schale abgeschlossen ist, eignet sich aufgrund
der starken Selbstwechselwirkungseffekte nur bedingt zur Extraktion von XC-Energiedichten. Fiir drei
oder mehr abgeschlossene Schalen, d.h. mindestens 12 Elektronen, ist die ED nicht mit ausreichender
Genauigkeit durchfiihrbar.
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ABBILDUNG 6.1: Die Abbildungen (a) und (b) sind Konvergenztests fiir die
ED-GZ-Dichten. Sie zeigen den relativen Fehler der Dichte bei Verwendung
von 16008, 48777 und 132319 Slater-Determinanten im Vergleich zur Refe-
renzdichte, die mit 326120 Slater-Determinanten berechnet wurde. (c) stellt
die GZ-Dichte aus DFT mit verschiedenen Parametrisierungen (ISI, AMGB,
TC) der ED-GZ-Dichte gegentiber. In (d) ist der relative Fehler der DFT im
Vergleich zur ED dargestellt.

Schalenabschluf fiir sechs Teilchen durch die Besetzung der Zustdnde der beiden un-
tersten Schalen mit Spin-up- und Spin-down-Elektronen charakterisiert.

Bevor wir uns der numerischen Berechnung von XC-Potentialen und -Energiedichten
widmen, soll anhand eines Beispiels die Genauigkeit der GZ-Dichte aus der ED {iber-
priift werden. Fiir ein Confinement-Potential von fiwy = 3.32meV zeigen die
Abbildungen 6.1(a), (b) den relativen Fehler in der GZ-Dichte in Abhéngigkeit von der
Zahl der in der ED verwendeten Slater-Determinanten. Der Referenzrechnung selbst
liegen 326120 Slater-Determinanten zugrunde. Aus Abbildung 6.1(b) wird deutlich,
daf} eine gute Konvergenz der Dichte fiir Radien bis 8a, vorliegt. Erst bei grofieren
Radien bzw. Dichten, die weit im exponentiell abklingenden Teil liegen, kann die
Dichte aufgrund der abgeschnittenen Basis nicht mehr korrekt dargestellt werden.
Somit liefert der Konvergenztest auch einen Abschneideradius' fiir die Berechnung
der XC-Potentiale und -Energiedichten.

fDer Abschneideradius hangt natiirlich von den jeweiligen Systemparametern ab.
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ABBILDUNG 6.2: Diese Abbildung zeigt die Inversion der KS-Gleichungen
fiir ein System von sechs Elektronen mit einem Confinement-Potential von
3.32meV. Das XC-Potential (schwarze, gestrichelte Linie) in (b) reprodu-
ziert das Dichteprofil der ED (graue, durchgezogene Linie in (a)). In (b) ist
zum Vergleich das TC-XC-Potential in einer grauen, durchgezogenen Linie
dargestellt. (c) zeigt die TC-XC-Energiedichte (grau, durchgezogen) versus
extrahierter XC-Energiedichte (schwarz, gestrichelt). In (d) sind dieselben
Grofien wie in (c) zu sehen, aber entsprechend gegen den Dichteparameter
rs aufgetragen.

Im néchsten Schritt vergleichen wir fiir dasselbe System die GZ-Dichte aus ED mit
der der DFT/LDA unter Verwendung der bekannten Parametrisierungen, die wie in
Abschnitt 2.3 mit TC 153, ISI'*> und AMGB’ bezeichnet werden. Die Dichten sind in Ab-
bildung 6.1(c), die relativen Abweichungen zur ED-Dichte in (d) dargestellt. Die Unter-
schiede in der Dichte zwischen TC-, ISI- und AMGB-Parametrisierung sind minimal,
die charakteristischen Abweichungen zur ED sind bei allen DFT-Rechnungen gleich.
So tiberschitzt die DFT im Vergleich zur ED die Dichte im Zentrum, wéhrend sie die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen bei mittleren Radien (3ay < r < 5ap) un-
terschétzt. Dagegen existieren bei den DFT-GZ-Energien durchaus deutliche Unter-
schiede. Im Vergleich zur ED (90.2383meV) schneidet ISI mit (90.2566meV) am besten
ab. Die Differenz zwischen AMGB (90.5088meV) und TC (90.5303meV) ist erwartungs-
gemafS gering.

Im Anschlufs an die Diskussion der Unterschiede in der Dichte stellt sich die Frage,
welche Auswirkungen sie auf das XC-Potential und die XC-Energiedichte haben, falls
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wir die ED-Dichten zugrundelegen und die KS-Gleichungen gemaf3 der in Abschnitt
5.2.1 vorgestellten Methode invertieren. Abbildung 6.2 fait das Ergebnis der Rech-
nung zusammen. (b) zeigt das (nicht geeichte) XC-Potential (schwarze, gestrichelte Li-
nie), das die GZ-Dichte der ED in (a) exakt reproduziert. Zum Vergleich ist in (b) auch
das XC-Potential, das auf der TC-Parametrisierung basiert, dargestellt (graue, durch-
gezogene Linie). Nach dem Losen der Differentialgleichung (5.22) erhalten wir die XC-
Energiedichte als Funktion des Radius (c). Die aus der ED extrahierten Werte liegen fiir
kleine Radien deutlich unterhalb der TC-Referenzwerte. Zwischen r = 4a, und 5.5a,,
d.h. im Bereich des exponentiellen Abfalls der Dichte, ist die TC-XC-Energiedichte ge-
ringer. Ab r = 5.5a, schliefit sich ein Bereich an, in dem die Dichte gegeniiber ih-
rem Maximum schon stark abgefallen ist. In diesem Regime sind die Vorhersagen
der extrahierten XC-Energiedichte problematisch. Statt gegen Null zu konvergieren
wie die Referenzkurve, weist sie ein Maximum auf und strebt gegen negative Wer-
te. Dieses lokale Maximum am Rand tritt auch schon im XC-Potential in (b) auf. Ein
dhnliches Verhalten finden wir im Fall des Zweielektronen-Systems, wo analytische
Ergebnisse vorliegen, nicht (vgl. Abbildung 5.3). Deshalb wollen wir als Arbeitshy-
pothese voraussetzen, dafy das asymptotische Verhalten fiir das XC-Potential aus dem
Zweielektronen-System auf alle Elektronenzahlen extrapoliert werden kann, und an-
nehmen, dafS Vxc fiir grofie Radien gegen Null konvergiert. Vor diesem Hintergrund
ist das lokale Maximum im XC-Potential (b) und in der XC-Energiedichte (c) als Kon-
sequenz der fehlenden Genauigkeit in der Darstellung der GZ-Dichten in der ED zu
interpretieren. Durch das Abschneiden des Hilbertraums fiir Vielteilchen-Zustdnde in
der ED kann die exakte GZ-Dichte nicht mehr hinreichend genau représentiert wer-
den. Ein anderer moglicher Grund fiir das Randverhalten der extrahierten Grofien,
namlich nicht-lokale Effekte, konnen dagegen ausgeschlossen werden: Die Divergenz
von (On(r)/0r)/n(r) liegt sowohl fiir zwei als auch fiir sechs Elektronen vor, aber nur
tiir sechs Elektronen treten Schwierigkeit in der Asymptotik auf. Wir wollen allerdings
noch speziell darauf hinweisen, dafs die Eichung der extrahierten XC-Energiedichte
mittels Gleichung (5.35) von diesen Problemen weitgehend unberiihrt bleibt: Da die
Dichte an der Stelle des Maximums in der XC-Energiedichte schon stark gegeniiber
dem Dichtemaximum abgefallen ist, sind die divergenten XC-Energiedichten im Inte-
gral so gering gewichtet, daf} sie keine Rolle spielen.!

In (d) ist die XC-Energiedichte nicht mehr gegen den Radius, sondern gegen den
dimensionslosen Dichteparameter rg aufgetragen. Die extrahierte XC-Energiedichte
(schwarz, gestrichelt) reflektiert dabei die Struktur des Dichteprofils mit dem Mini-
mum im Zentrum. Deshalb liegen fiir rs-Werte, die Dichten zwischen dem zentralen
Minimum und Maximum entsprechen, zwei extrahierte exc-Werte vor. Diese Red-
undanz liefert ein Maf? fiir die Quantifizierung der nicht-lokalen Effekte, die in der
LDA unberiicksichtigt geblieben sind. Im folgenden werden insbesondere die beiden
exc-Werte, die bei dem Minimum und dem Maximum des Dichteprofils auftreten und
durch A und B gekennzeichnet sind, eine besondere Rolle spielen.

Neben der Redundanz zwischen den Extrema innerhalb einer Kurve kénnen wir
natiirlich auch Redundanz durch Variation der Stiarke des externen Confinement-
Potentials erzielen (fiw, = 3meV bis 100meV). Das oben présentierte Beispiel von

tZusétzlich wird natiirlich das Integral numerisch auf einer endlichen Kreisscheibe berechnet.
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ABBILDUNG 6.3: Die Abbildung zeigt extrahierte XC-Energiedichten, die
gegen den Dichteparameter aufgetragen sind, zusammen mit Referenzkur-
ven (ISI, AMGB, TC). (a), (b), (c) geben einen Uberblick iiber alle aus der ED
gewonnenen exc-Werte fiir verschiedene Dichteparameterintervalle. Dage-

gen beschrankt sich (d) auf exc-Werte aus den Extrema, die als Differenz zur
TC-Kurve aufgetragen sind.
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3.32meV ist dabei in einem Regime angesiedelt, wo die Bedeutung der Coulomb-
Wechselwirkung grofs und Korrelationseffekte wichtig sind. Mit zunehmendem
Confinement gewinnen die Einteilchen-Anteile im Hamiltonian an Gewicht. Deshalb
ist bei groflem fiw, die Genauigkeit des ED-Resultats besser. Die untere Grenze von
3meV ist so gewdhlt, daf$ die Ergebnisse der ED hinreichend préazise sind.

In Abbildung 6.3 sind die XC-Energiedichten fiir verschiedene Confinement-
Energien® zusammengefalt. (a) gibt dabei einen Uberblick iiber extrahierte XC-
Energiedichten im Vergleich zu den Parametrisierungen gemafs IS, AMGB, TC. In
diesem Kontext sind zwei Aspekte interessant: Zum einen stimmt die einhiillende
Kurve aller extrahierten XC-Energien in diesem MafSstab relativ gut mit den anderen
Parametrisierungen iiberein. Andererseits weichen die exc-Werte insbesondere fiir
grofle Confinement-Potentiale deutlich von den Referenzkurven ab. Dies ist eine Folge
der abgeschnittenen Basis in der ED, die eine bessere Darstellung der Dichte am Rand
des QDs verhindert. Je groier das Confinement ist, bei desto kleineren rs-Werten setzt
dieser Effekt ein. In (b) und (c) haben wir dieselbe Auftragung gewéhlt, legen aber
den Fokus auf kleine Dichteparameter. Wie in (b) deutlich zu erkennen ist, vergrofiert
sich der Abstand zwischen den Referenzkurven und der einhiillenden Kurve der
extrahierten XC-Energiedichten. Diese systematische Abweichung ist in (c) noch
einmal im Detail abgebildet. Um eine {ibersichtlichere Darstellung zu erreichen, kon-
zentriert sich (d) auf die extrahierten XC-Energiedichten bei den Extrema und stellt die
Differenz der jeweiligen Kurven zur TC-Referenzkurve dar. Die Graphen entsprechen
in den dargestellten Dichteparameterintervallen einer oberen, aus den Dichtemaxima
gewonnenen und einer unteren, aus den Dichteminima im Dotzentrum berechneten
Grenze fiir die aus der ED gewonnenen exc-Werte. Die beiden Grenzkurven fiir die
extrahierten XC-Energiedichten liegen deutlich unter denen von TC, AMGB und ISI,
wobei sich der Abstand bei kleineren rs-Werten weiter vergrofiert. Damit setzen sie
eine Tendenz der ISI-Parametrisierung fort, die in diesem Regime XC-Energiedichten
liefert, die unter der TC- bzw. AMGB-Kurve liegen. Zuletzt bleibt noch der Abstand
zwischen den Grenzkurven zu diskutieren. Die exc-Werte aus den Extrema sind
dadurch ausgezeichnet, daf8 bei ihnen aufgrund des verschwindenden Dichtegradi-
enten der Einflufs von Gradientenkorrekturen gering sein diirfte. Folglich miissen
nicht-lokale Effekte hoherer Ordnung fiir die Abweichungen verantwortlich sein.

6.1.2 Vollstindig polarisierte Systeme

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit vollstandig polarisierten Systemen. Jedes
KS-Niveau ist mit einem Spin-down-Elektron besetzt. Somit ist die N-Teilchen-KS-
Wellenfunktion eine Eigenfunktion des Gesamtspinoperators, fiir die Teilchenzahl
ergibt sich keine Einschrankung hinsichtlich ihrer Paritdt. Wéahrend der Inversion
der KS-Gleichungen, d.h. der iterativen Berechnung der XC-Potentiale, besteht keine
Moglichkeit, Informationen iiber das XC-Potential fiir die unbesetzte Spinrichtung zu
gewinnen.'® Dieses Problem spielt aber bei der Extraktion der XC-Energiedichten in

§hw0 = 3meV, 3.32meV, 3.5meV, 4meV, 4.5meV, bmeV, 5.5meV, 6meV, 6.5meV, 7meV, 7.5meV,
8meV, 8.5meV, 9meV, 10meV, 12meV, 14meV, 16meV, 18meV, 20meV, 25meV, 30meV, 35meV, 40meV,
45meV, 50meV, 55meV, 60meV, 65meV, 70meV, 75meV, 80meV, 85meV, 90meV, 95meV, 100meV
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ABBILDUNG 6.4: (a) und (b) stellen die ED-GZ-Dichten fiir Systeme mit
sechs und acht Elektronen den DFT-Ergebnissen mit verschiedenen Para-
metrisierungen (ISI, AMGB, TC) gegentiber.

‘ Awy, ‘ ED ‘ TC ‘ AMGB ‘ ISI ‘
3meV 86.5177 meV 87.0216 meV 86.8146 meV 86.4520 meV
3meV 144.1706 meV | 144.7258 meV | 144.4365 meV | 143.94578 meV

100meV | 1690.1873 meV | 1695.0288 meV | 1694.2967 meV | 1694.0850 meV

100meV | 2712.4841 meV | 2717.5142 meV | 2716.5164 meV | 2716.2468 meV
TABELLE VII: GZ-Energien fiir die Systeme N =6, S =-S5, =3, L =0und
N=8,5§=-5,=4, L =0 bei 3meV und 100meV Confinement-Potential.

Die Energien wurden mit ED bzw. DFT unter Verwendung der Parametri-
sierungen TC, AMGSB, ISI berechnet.

| | ©| || 2

LDA keine Rolle, da in Gleichung (5.22) das XC-Potential der unbesetzten Spinrich-
tung jeweils mit der entsprechenden Spindichte oder deren Ableitung multipliziert
wird und somit verschwindet.

Eine Sonderstellung als GZe nehmen Konfigurationen mit vollstandiger Polarisati-
on und verschwindender Stromdichte ein. Geméfs den Spektren aus Kapitel 4 sollten
sie nicht als GZe auftreten. Dennoch sind Situationen denkbar, wo solche Zustiande
zu GZen werden. So berichten Mikhailov & Savostianova (2002''3) bzw. Mikhailov
(20021") von Ubergéngen zu vollstdndig polarisierten GZen bei einer Abschwiéchung
des externen Confinement-Potentials. Andererseits kann eine stark erhShte Zeeman-
Energie schon bei kleinen Magnetfeldern zu einem spin-polarisierten GZ fithren. Wir
wollen an dieser Stelle die Konfigurationen N =6, S= -5, =3, L=0und N =8,
S = =5, =4, L = 0 betrachten, die fiir vollstandig polarisierte Systeme als GZe auf-
treten. ¥

In Abbildung 6.4 sind die GZ-Dichten fiir Systeme mit N = 6 und 8 Elektronen bei
einem externen Potential der Stiarke 3meV gegeniibergestellt. Die Struktur der Dich-
ten ist gekennzeichnet durch ein Maximum im Dotzentrum und ein Zwischenmini-
mum und ein Zwischenmaximum mit wachsendem Radius. In den Extrema finden
wir auch die grofiten (absoluten) Abweichungen der ED-GZ-Dichten von den DFT-

IFiir N = 4, 5 und 7 existieren keine vollstindig polarisierten GZe mit L = 0.
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GZ-Dichten. Die einzelnen Parametrisierungen (TC, AMGB, ISI) unterscheiden sich
hingegen nur marginal in den Dichten. Hinsichtlich der GZ-Energien liefert wie schon
zuvor ISI den niedrigsten Wert im Vergleich mit den anderen Parametrisierungen (vgl.
Tabelle VII), der auflerdem auch noch unter dem der ED liegt. Es kann nicht abschlie-
8end beurteilt werden, ob die ISI-GZ-Energie die beste Approximation darstellt, da
die DFT-GZ-Energie keine obere Schranke fiir die exakte GZ-Energie ist (vgl. Kapitel
2.1). Allerdings sind die Unterschiede im Vergleich zur ED!l so gering, daf3 sie in deren
Fehlerbereich liegen.** Wesentlicher sind die Abweichungen in den Dichten zwischen
DFT und ED, die klar die Fehler in der ED tiiberschreiten.

Abbildung 6.5 zeigt am Beispiel des Sechselektronen-Systems bei einem Confine-
ment-Potential von 3meV die Inversion der KS-Gleichungen.!" Das extrahierte XC-
Potential (gestrichelte Kurve in Abbildung 6.5(b)) reproduziert die Dichte aus der ED
perfekt (vgl. Abbildung 6.5(a)). Im Vergleich zum TC-XC-Potential (graue, durchgezo-
gene Kurve in (b)) sind das Potentialminimum und das Zwischenmaximum stdrker
ausgeprdgt. Damit korrigiert es die Abweichungen zwischen ED und DFT in der
GZ-Dichte, die wir in Abbildung 6.4(a) festgestellt haben. In (c) bzw. (d) sind die ex-
trahierte XC-Energiedichte (schwarz, gestrichelt) und die TC-XC-Energiedichte (grau,
durchgezogen) gegen den Radius r bzw. gegen den Dichteparameter rs aufgetragen.
Die Struktur von Dichte und Potential, die durch drei Extrema gekennzeichnet ist,
spiegelt sich auch in der extrahierten XC-Energiedichte wider (vgl. (d) und (e)). Die
Abweichungen der exc-Werte beim selben rs sind wie zuvor auf nicht-lokale Effekte
zuriickzufiihren.

In Abbildung 6.6(a) bzw. (b) sind die Resultate fiir die extrahierten XC-
Energiedichten bei verschiedenen Confinement-Potentialen* fiir sechs bzw. acht
Elektronen zusammengefafit. Wie im Fall der stromlosen, unpolarisierten Systeme
sehen wir eine relativ gute Ubereinstimmung der Einhiillenden mit den Referenz-
parametrisierungen TC, AMGB, ISI. Die Abweichungen der exc-Werte bei grofien
Dichteparametern sind wiederum eine Folge der (nicht exakten) Darstellung der Dich-
te im Regime der exponentiell abfallenden Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Rand.
In den Abbildungen (c) und (d) konzentrieren wir uns erneut auf XC-Energiedichten
aus den Extrema der Dichte. Sowohl fiir sechs (c) als auch acht (d) Teilchen finden
wir Abweichungen von den Referenzparametrisierungen TC, AMGB und ISI zu
niedrigeren XC-Energiedichten. In Abbildung (e) sind die Ergebnisse fiir sechs und
acht Elektronen zusammen dargestellt. Diese Form der Auftragung ist ein wichtiger
Test, um die Konsistenz der extrahierten exc-Werte zu priifen. Obwohl sie fiir
kleine rs-Werte nur groffenordnungsweise {ibereinstimmen, ldfit sich aus (e) eine
klare Tendenz zu niedrigeren XC-Energiedichten schlufifolgern. Diese wiirden auch
insbesondere die fiir grofe Confinement-Potentiale charakteristische Uberschatzung
der GZ-Energie durch die DFT verhindern (vgl. Tabelle VII fiir 100meV).

IFiir die ED wurden 58739 (N = 6) bzw. 149996 (N = 8) Slater-Determinanten verwendet.
**Bei grofierem Confinement liefert die ED wieder die niedrigsten Energien (vgl. Tabelle VII).
Die Struktur der dargestellten GroBen ist fiir acht Elektronen qualitativ gleich.

#3meV, 4meV, 5meV, 6meV, 7meV, 8meV, 9meV, 10meV, 20meV, 30meV, 40meV, 50meV, 60meV,
70meV, 80meV, 90meV, 100meV
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ABBILDUNG 6.5: Diese Abbildung zeigt die Inversion der KS-Gleichungen
fiir ein System von sechs Elektronen mit einem Confinement-Potential von
3meV. Das XC-Potential (schwarze, gestrichelte Linie) in (b) reproduziert
das Dichteprofil der ED (graue, durchgezogene Linie in (a)). In (b) ist zum
Vergleich das TC-XC-Potential in einer grauen, durchgezogenen Linie dar-
gestellt. (c) zeigt die TC-XC-Energiedichte (grau, durchgezogen) versus
extrahierter XC-Energiedichte (schwarz, gestrichelt). In (d) sind dieselben
Grofien wie in (c) zu sehen, aber entsprechend gegen den Dichteparame-
ter rg aufgetragen. (e) zeigt die redundante Struktur der extrahierten XC-
Energiedichte zwischen den Dichteextrema. Fiir acht Elektronen verhalten
sich die entsprechenden Grofien qualitativ gleich.



116

6. EXTRAHIERTE AUSTAUSCH-KORRELATIONS-ENERGIEDICHTEN

(a)

&, [RY]

0,00+

-0,051

~

-0,101 =
= s 01 / sl
= 0,15 AMGB £ / AMGB
s Dotcenter SEE I Dotcenter
< 0,20 —— Dichteminimum — Dichteminimum

—— Dichtemaximum 0,207 —— Dichtemaximum
0,25
0,25

020406081012141618202224 020406081012 141618202224

I’S r

0,004
(e)
-0,05 1
— -0,104 — 18I
a AMGB
‘—'o 015 Dotzentrum, N=6
o5 5ivA Dichteminimum, N=6
<4 Dichtemaximum, N=6
-0,20 —— Dotzentrum, N=8
ffffff Dichteminimum, N=8
-+ Dichtemaximum, N=8
-0,25 1

020406081012 1416 18202224

s

ABBILDUNG 6.6: Die Abbildung zeigt extrahierte XC-Energiedichten fiir
sechs ((a) und (c)) und acht Elektronen ((b) und (d)), die gegen den Dich-
teparameter aufgetragen sind, zusammen mit Referenzkurven (ISI, AMGB,
TC). In (c), (d) und (e) sind jeweils die Differenzen zur TC-Parametrisierung
dargestellt. Die Ergebnisse fiir sechs bzw. acht Teilchen der Teilabbildungen
(c) bzw. (d) sind in (e) zusammengefafst.
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6.1.3 Teilweise polarisierte Systeme

Nach der Behandlung von unpolarisierten und vollstindig polarisierten Elektronen-
droplets schlieffen wir die Untersuchung von Systemen ohne paramagnetische Strom-
dichte mit den teilweise polarisierten Systemen ab. Diese spielen aufgrund von zwei
Aspekten eine Sonderrolle: Zum einen ist die KS-Slater-Determinante keine Eigen-
funktion des Gesamtspinoperators, was schon in Kapitel 2 diskutiert wurde. Ande-
rerseits tritt bei der Extraktion der XC-Energiedichte ein Problem auf, da fiir die spin-
abhingigen skalaren Potentiale zwei Eichkonstanten zu bestimmen sind.

Als teilweise polarisierte GZe ohne paramagnetische Stromdichte stehen die Sy-
steme N =4, S =1, L =0 (GZ geméafs Hundscher Regel) und N =6, S=2, L =0
zur Verfiigung. In der ED wurden fiir die Berechnung 294008 bzw. 192773 Slater-
Determinanten verwendet. Ein weiterer Kandidat wire der Zustand N =8, S =1,
L = 0 (ebenfalls Hundsche Regel); aufgrund des hohen Rechenbedarfs fiir verschiede-
ne Potentialstarken mufite aber von dessen Beriicksichtigung abgesehen werden.

Die Abbildung 6.7 zeigt die GZ-Spindichten, die XC-Potentiale und die XC-
Energiedichten fiir vier ((a) bis (d)) und sechs Elektronen ((e) bis (h)) bei 3meV.
Bemerkenswert ist die Diskrepanz der Spindichten in der Umgebung der Extrema.
Im Vergleich zur ED (grau, durchgezogen) unterschidtzen die DFT-Resultate fiir alle
Parametrisierungen die Spin-down-Dichten in den Maxima und {iiberschétzen sie in
den Minima. Dagegen sind bei den Spin-up-Dichten die Abweichungen der DFT
von der ED und auch der Parametrisierungen untereinander nicht systematisch. Fiir
vier Elektronen liegen die Spin-up-Dichten im Zentrum iiber denen der ED, wobei
ISI die schlechteste Approximation ist. Im Gegensatz dazu sind fiir sechs Elektronen
die DFI-Spin-up-Dichten zu niedrig und ISI reproduziert beinahe das Resultat der
ED. Was die GZ-Energien betrifft, so bestitigt sich die Tendenz der vorangegangenen
Abschnitte, nach der die ISI-Parametrisierung die geringsten Abweichungen von der
ED-GZ-Dichte aufweist: Wir finden fiir vier Elektronen 40.7283meV (ED), 41.0542meV
(TC), 40.9822meV (AMGB), 40.7843meV (ISI) und fiir sechs Elektronen 85.1501meV
(ED), 85.5049meV (TC), 85.3316meV (AMGB), 84.9406meV (ISI).

In den Teilabbildungen (c) und (g) sind die XC-Potentiale fiir vier und sechs Elek-
tronen dargestellt (schwarz, gestrichelt), die die KS-Dichten (ebenfalls schwarz und
gestrichelt in (a), (b), (e), (f)) liefern. Diese stimmen auch mit den entsprechenden ED-
Dichten tiberein. Zum Vergleich sind auch die XC-Potentiale abgebildet (grau, durch-
gezogen), die aus der TC-Parametrisierung folgen. Um die zweite Konstante zur Ex-
traktion der XC-Energiedichte zu bestimmen (vgl. Kapitel 5), wurde wéahrend der itera-
tiven Inversion der KS-Gleichungen die gleiche Asymptotik fiir die Vxc , beider Spin-
richtungen vorausgesetzt. Damit sind die Potentiale fiir die beiden Spinrichtungen
relativ zueinander korrekt geeicht. Als Ergebnis fiir die XC-Energiedichten (schwar-
ze, gestrichelte Linien in (d) und (h)) erhalten wir Kurven, die unterhalb der TC-
Referenzenergiedichten (grau, durchgezogen) liegen. Die bedeutendsten Abweichun-
gen treten insbesondere an den Stellen der Dichteextrema auf, wo auch die grofiten
Differenzen in den Spindichten zu finden sind.

Da sowohl XC-Energiedichten als auch Dichteparameter und Polarisation als Funk-
tion des Radius vorliegen, ist es moglich, den Radius zu eliminieren und exc als Funk-
tion von rs und £ auszudriicken. Diese Art der Auftragung wurde in Abbildung 6.8
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ABBILDUNG 6.7: In (a)-(d) bzw. (e)-(h) sind die Ergebnisse fiir vier bzw.
sechs Elektronen bei einem Confinement-Potential von 3meV zusammen-
gefafit. (a) und (b) zeigen die Spin-down- und Spin-up-Dichten fiir vier Teil-
chen. Dargestellt ist die Dichte aus der ED im Vergleich zu DFT-Rechnungen
mit TC-, AMGB- und ISI-Parametrisierung. In (c) sind die XC-Potentiale
(schwarz, gestrichelt) aufgetragen, deren Dichte (KS-Kurve in (a), (b)) die
ED-Dichte liefert. Die Referenz-XC-Potentiale in (c) (grau, durchgezogen)
wurden mit Hilfe von TC berechnet, die Pfeile bezeichnen die Spinrichtun-
gen der XC-Potentiale. In (d) ist die extrahierte XC-Energiedichte (schwarz,
gestrichelt) im Vergleich zur TC-XC-Energiedichte (grau, durchgezogen)
aufgetragen. Dito fiir sechs Elektronen.
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ABBILDUNG 6.8: Extrahierte XC-Energiedichten fiir die Polarisation £ = 0.1
im Vergleich mit TC-, AMGB- und ISI-Parametrisierungen.

gewdhlt. Dort sind die Ergebnisse fiir vier und sechs Elektronen sowie verschiedene
Starken des Confinement-Potentials* zusammengefafst. Die extrahierten Werte fiir die
Polarisation £ = 0.1 liegen jeweils unterhalb der TC-, AMGB-, ISI-Referenzkurven. !
Diese leichten Korrekturen gegeniiber den anderen Parametrisierungen werden deut-
licher in Abbildung 6.9, wo jeweils die Differenzen zur TC-Referenzkurve dargestellt
sind. Wie sich schon fiir unpolarisierte und vollstindig polarisierte Systeme abzeich-
nete, weichen die extrahierten XC-Energiedichten im Regime kleiner Dichteparameter
rs fiir alle Polarisationen systematisch ab. Insbesondere ist zu berticksichtigen, daf3 in
den Abbildungen 6.8 und 6.9 die Ergebnisse fiir vier und sechs Elektronen sowie ver-
schiedene Potentialstarken zusammengefafit sind, was wiederum eine Redundanz zur
Folge hat. Dabei liegt die Streuung der extrahierten Werte in der gleichen GrofSenord-
nung wie z.B. fiir vollstandig polarisierte Systeme in Abbildung 6.6.

6.2 Systeme mit paramagnetischer Stromdichte

Beim Auftreten einer paramagnetischen Stromdichte im QD muf8 zusétzlich zu rs und
¢ auch die Abhdngigkeit der XC-Energiedichte von der Vortizitit v berticksichtigt wer-
den. In den folgenden Abschnitten konzentrieren wir uns auf unpolarisierte bzw.
vollstandig polarisierte Systeme mit konstantem ¢. Teilweise polarisierte Systeme mit
endlichem Drehimpuls werden nicht behandelt, da schon die Untersuchung fiir £ =0

*3meV, 4meV, 5meV, 6meV, 7meV, 8meV, 9ImeV, 10meV, 20meV, 30meV, 40meV, 50meV, 60meV,
70meV, 80meV, 90meV, 100meV

'Es wurden nur exc-Werte aus dem Dotzentrum berticksichtigt.
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ABBILDUNG 6.9: Abweichungen der extrahierten XC-Energiedichten und
der AMGB- und ISI-Parametrisierungen von der TC-Kurve fiir verschiedene
Polarisationen &.
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ABBILDUNG 6.10: GZ-Dichten (a) und paramagnetische Stromdichten (b)
fir v = 1-Droplets mit 4, 5, 6, 7 und 8 Elektronen.

und £ = £1 zu Komplikationen bei der iterativen Berechnung des XC-Vektorpotentials
fiihrt.}

6.2.1 Vollstindig polarisierte Systeme: v = 1-Droplets

Das v = 1-Droplet ist eine dufSerst stabile Konfiguration im GZ-Phasendiagramm eines
QDs im Magnetfeld (vgl. Referenz” oder Abbildung 4.5). Im Einteilchen-Bild beset-
zen Elektronen mit parallelen Spins die energetisch niedrigsten Zustdnde des LLLs
mit Einteilchen-Drehimpulsen von 0 bis N — 1 (Abbildung 3.1(a)). Die entsprechende
Slater-Determinante bleibt auch die Konfiguration mit dem grofiten Gewicht in der Li-
nearkombination der Vielteilchen-Wellenfunktion. Aufgrund des nicht verschwinden-
den Gesamtdrehimpulses liegt eine endliche Stromdichte vor. Abbildung 6.10(a) und
(b) zeigen die GZ-Dichten und die paramagnetischen Stromdichten, wie sie fiir ein
Confinement-Potential von 3meV aus der ED folgen. In der ED wurden 46362 (79958,
81918, 109818, 96287) Slater-Determinanten fiir 4 (5, 6, 7, 8) Elektronen verwendet.

Nun koénnen wir mit Hilfe des Iterationsverfahrens aus Kapitel 5 das skalare XC-
Potential und das XC-Vektorpotential berechnen. In Abbildung 6.11 sind die Ergebnis-
se fiir das Sechselektronen-System bei 3meV Confinement-Potential gezeigt.! Verschie-
dene Rechnungen liefern Tupel von XC-Potentialen, die die vorgegebenen Dichten mit
vergleichbarer Genauigkeit reproduzieren. Sowohl die skalaren XC-Potentiale als auch
die XC-Vektorpotentiale unterscheiden sich zum Teil dramatisch.! Aber andererseits
ist Axc notwendig, um eine Ubereinstimmung fiir j, zu erzielen. Wird das Iterations-
verfahren unter der Randbedingung Axc = 0 durchgefiihrt, so finden wir zwar wenig
Abweichungen in der Dichte (siehe (e)), aber relative Fehler bis zu 0.02 fiir die para-
magnetische Stromdichte (siehe (f)).

'Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir ab jetzt Axc(r) := Axc,(r) und jp(r) := jp (7).

§ Ahnliche Ergebnisse lassen sich auch fiir andere Teilchenzahlen und Confinement-Potentiale erzie-
len.

IDie verschiedenen Resultate wurden durch Variation der Iterationsparameter und der Initialisie-
rung von Axc am Anfang der Iteration erzeugt.
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ABBILDUNG 6.11: Die Abbildung zeigt Rechnungen fiir das
Sechselektronen-v = 1-Droplet, die mit verschiedenen Werten fiir die
XC-Potentiale initialisiert wurden. In (a) und (b) sind die (ungeeichten)
skalaren XC-Potentiale und die XC-Vektorpotentiale dargestellt, die die
ED-Referenzdichten mit dhnlichen Fehlern (c), (d) reproduzieren. (Gleiche
Farben kennzeichnen die Grofien einer Rechnung.) (e) und (f) zeigen die
relativen Fehler in Dichte und paramagnetischer Stromdichte, falls auf das
XC-Vektorpotential verzichtet wird.
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Die numerischen Ergebnisse sind ein offensichtlicher Widerspruch zur analytisch ge-
zeigten Eindeutigkeit der Potentiale im KS-Hamiltonian eines QDs (vgl. Kapitel 5 und
Anhang D). Damit stellt sich die Frage, worauf diese Problematik zurtickzufiihren
ist. Zur Kldarung des Sachverhalts betrachten wir das v = 1-Droplet fiir zwei Elek-
tronen und Confinement-Potential 2 /3Ry, fiir das alle Dichten, KS-Wellenfunktionen
und XC-(Vektor)-Potentiale analytisch bekannt sind (siehe Abschnitt 5.4.2), d.h. die Re-
prasentabilitdt und die Eindeutigkeit sind hier gewéhrleistet. Der Spezialfall erlaubt
einige wichtige Tests des Programms zur iterativen Berechnung der XC-Potentiale. Im
ersten Test wurden die XC-Potentiale im Programm mit den exakten Werten initiali-
siert und die Dichten berechnet. Eine relative Genauigkeit der GZ-Dichten von 107°
demonstriert die Selbstkonsistenz der numerischen Implementierung. In einem zwei-
ten Schritt versuchten wir, das analytische Ergebnis mit Hilfe des Iterationsverfahrens
zu wiederholen. Wie im Fall des v = 1-Droplets mit sechs Elektronen lassen sich je-
doch je nach Iterationsparameter und Initialisierung verschiedene Formen fiir die XC-
Potentiale (insbesondere fiir das XC-Vektorpotential) erzeugen (Abbildung 6.12). Dies
zeigt, daf$ die Ursache der (numerischen) Nicht-Eindeutigkeit nicht auf mangelnde Ge-
nauigkeit der ED-GZ-Dichten zuriickzufiihren ist. Wie schon beim v = 1-Droplet mit
sechs Elektronen ist es unmoglich, ohne Axc eine Ubereinstimmung fir jp zu erzielen
(vgl. (e) und (f)).

Der eigentliche Grund scheint in der lokalen Berechnung des XC-Vektorpotentials
wihrend der Iteration zu liegen. Wird Axc mit Null initialisiert, so ist die Vorzeichen-
verteilung von Axc als Funktion des Radius typischerweise durch die Vorzeichenver-
teilung der Abweichung der paramagnetischen Stromdichte von der Referenzstrom-
dichte am Anfang der Iteration bestimmt. Dagegen ist das exakte XC-Vektorpotential
immer negativ, was sich numerisch nur durch eine entsprechende Initialisierung des
XC-Vektorpotentials am Iterationsanfang sicherstellen 143t (z.B. blaue Kurve in Abbil-
dung 6.12(b)). Generell scheint die Konvergenz gegen die korrekte Kurve unabhingig
von den Anfangsbedingungen mit einem lokalen Schema zur Anpassung der Strom-
dichte nur schwer realisierbar zu sein. Ahnliche Probleme tauchen auch bei Verwen-
dung von anderen aus der Stromdichte abgeleiteten Groflen (z.B. der Vortizitat) statt
der paramagnetischen Stromdichte in Gleichung (5.12) auf.

Folglich ist das v = 1-Droplet mit zwei Elektronen das einzige vollstindig polari-
sierte System, das eine sinnvolle, d.h. analytische Berechnung der XC-Potentiale er-
laubt. Aufgrund des hohen Anteils der Selbstwechselwirkung fiir zwei Teilchen eig-
net es sich zwar nicht zur Extraktion von XC-Energiedichten, aber wir kénnen uns
zumindest einen Uberblick iiber die Abhingigkeit der XC-Potentiale von der Stirke
des Confinement-Potentials!l verschaffen.

In Abbildung 6.13(a) und (b) sind die (ungeeichten) skalaren XC-Potentiale sowie
in (c) und (d) die XC-Vektorpotentiale fiir verschiedene fiw;, dargestellt. Die Be-
rechnung erfolgte analytisch wie in Abschnitt 5.4.2 auf Grundlage von ED-Dichten
und Stromdichten, wobei der asymptotisch lineare Anteil** durch Anfitten einer

I3meV, 4meV, 5meV, 6meV, 7meV, 8meV, 9meV, 10meV, 20meV, 30meV, 40meV, 50meV, 60meV,
70meV, 80meV, 90meV, 100meV

**Der asymptotisch lineare Anteil entspricht einem homogenen Magnetfeld in z-Richtung (vgl. Ab-
schnitt 5.4.2).
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ABBILDUNG 6.12: Die Abbildung zeigt Rechnungen fiir das
Zweielektronen-v = 1-Droplet, die mit verschiedenen Werten fiir die
XC-Potentiale initialisiert wurden. In (a) und (b) sind die (ungeeichten)
skalaren XC-Potentiale und die XC-Vektorpotentiale dargestellt, die die
ED-Referenzdichten mit dhnlichen Fehlern (c), (d) reproduzieren. (Gleiche
Farben kennzeichnen die Grofien einer Rechnung.) Die schwarzen Kurven
in (a) und (b) sind die analytisch berechneten XC-Potentiale. (e) und (f)
zeigen die relativen Fehler in Dichte und paramagnetischer Stromdichte,
falls auf das XC-Vektorpotential verzichtet wird.
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ABBILDUNG 6.13: (Ungeeichte) skalare XC-Potentiale (a), (b) und XC-
Vektorpotentiale (c), (d) des v = 1-Droplets mit zwei Elektronen fiir verschie-

dene Potentialstirken.
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ABBILDUNG 6.14: GZ-Dichten (a) und paramagnetische Stromdichten (b)
fiir v = 2-Droplets mit 4, 6 und 8 Elektronen.

Geraden ermittelt und subtrahiert wurde. Das Profil der Axc ist nur im Dotzentrum
verldfllich, wo die ED eine ausreichende Genauigkeit der Dichten garantiert. Die
Asymptotik fiir grofie Radien kann mit ED-Dichten nicht reproduziert werden, da das
XC-Vektorpotential als Differenz berechnet werden muf8 (siche Gleichung (5.68)).1f
Der interessante Aspekt in (c) und (d) ist die Tatsache, dafs die Amplitude von
Axc viel geringer von der Stirke des externen Potentials abhidngt als die Tiefe des
XC-Potentials, d.h. mit wachsendem fiw, werden die stromabhédngigen Korrekturen
im Vergleich zu den dichteabhédngigen Effekten schneller unwichtig.

6.2.2 Unpolarisierte Systeme: v = 2-Droplets

Wie schon in Kapitel 3 dargestellt, ist das unpolarisierte v = 2-Droplet eine wichti-
ge Phase im GZ-Diagramm von QDs. Aufgrund des endlichen Drehimpulses L =
—(N/2 —1)N/2 eines N-Elektronen-Systems (N > 4) liegt eine nicht verschwinden-
de Stromdichte vor. In diesem Abschnitt betrachten wir die v = 2-Droplets mit 4, 6
und 8 Elektronen. Abbildung 6.14(a) und (b) zeigen die GZ-Dichten und die parama-
gnetischen Stromdichten, wie sie fiir ein Confinement-Potential von 3meV aus der ED
folgen. In der ED wurden 335259 (560338, 911789) Slater-Determinanten fiir 4 (6, 8)
Elektronen verwendet.

Bei der iterativen Berechnung der XC-Vektorpotentiale der v = 2-Droplets treten
bei allen untersuchten Teilchenzahlen dieselben Schwierigkeiten wie im Fall der
vollstindig polarisierten v = 1-Droplets auf. Exemplarisch sind die Ergebnisse
verschiedener numerischer Rechnungen fiir Vxc, Axc und die relativen Fehler eines
Vierelektronen-Systems in Abbildung 6.15 dargestellt (fiw, = 5meV). Wahrend sich
das skalare XC-Potential fast nicht dndert, sind die Unterschiede in Axc deutlich
ausgeprigt. Dagegen kann ohne XC-Vektorpotential auch hier keine Ubereinstim-
mung fiir j, erzielt werden (siehe (f)). Die relativen Fehler sind sogar grofer als
bei v = 1-Droplets.

fDies ist numerisch problematisch, da die beiden kinetischen Energiedichten anndhernd gleich gro8
sind.
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ABBILDUNG 6.15: Die Abbildung zeigt Rechnungen fiir das Vierelektronen-
v = 2-Droplet (fiw, = 5meV), die mit verschiedenen Werten fiir die XC-
Potentiale initialisiert wurden. In (a) und (b) sind die (ungeeichten) ska-
laren XC-Potentiale und die XC-Vektorpotentiale dargestellt, die die ED-
Referenzdichten mit dhnlichen Fehlern (c), (d) reproduzieren. (Gleiche Far-
ben kennzeichnen die GrofSen einer Rechnung.) (e) und (f) zeigen die rela-
tiven Fehler in Dichte und paramagnetischer Stromdichte, falls auf das XC-
Vektorpotential verzichtet wird.
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Wie im letzten Abschnitt ist daher wieder kein zuverldssiger numerischer Zugang
zu XC-Potentialen moglich. Allerdings erlaubt die Struktur des v = 2-Droplets fiir vier
Elektronen eine direkte Berechnung der XC-Potentiale. Da in diesem System nur die
jeweils untersten KS-Niveaus mit den Drehimpulsen 0 und —1 besetzt sind, kénnen
wir analog zum v = 1-Droplet mit zwei Elektronen Vxc aus dem Unterraum mit/ =0
und in einem weiteren Schritt Axc aus dem Unterraum mit [ = —1 bestimmen. Die ent-
sprechenden Formeln lassen sich aus denen in Abschnitt 5.4.2 gewinnen, indem dort
die Dichte (paramagnetische Stromdichte) durch die Dichte (paramagnetische Strom-
dichte) einer Spinrichtung ersetzt wird.

Die Abbildung 6.16 zeigt das aus den ED-Dichten (a) und (b) analytisch berechnete
XC-Vektorpotential (d) und XC-Potential (e) fiir iw = 5meV. Wie im Fall des v = 1-
Droplets fiir zwei Elektronen (Abbildung 6.12) ist das XC-Vektorpotential negativ. In-
teressant ist allerdings der Unterschied zum v = 1-Droplet im Dotzentrum. Im Ge-
gensatz zum v = 1-QHD mit zwei Teilchen finden wir hier einen weitgehend linearen
Abfall des XC-Vektorpotentials fiir kleine Radien. Uber die Asymptotik von Axc las-
sen sich hingegen aufgrund mangelnder Genauigkeit der ED-Dichten keine Schliisse
ziehen. Fiir das skalare XC-Potential in 6.16(e) (schwarze, gestrichelte Linie) finden
wir deutliche Korrekturen gegeniiber dem TC-XC-Potential* (graue, durchgezogene
Linie). Zusammen mit dem XC-Vektorpotential pflanzen sich diese Abweichungen
in der XC-Energiedichte (f) fort. Insbesondere fiir r < 4a), wo sich die Vortizitdt bei
anndhernd konstanter Dichte stark dndert, ist die extrahierte XC-Energiedichte grofier
als die TC-Referenzenergiedichte. Der dominierende Einflufd des XC-Vektorpotentials
im Dotzentrum klingt erst langsam mit hoheren Confinement-Energien ab.

In Abbildung 6.17 untersuchen wir die skalaren XC-Potentiale* und die XC-
Vektorpotentiale fiir verschiedene fiwy,. Die Berechnung auf Grundlage der ED-Dichten
erfolgte analytisch wie fiir die v = 1-Droplets. Das Profil von Axc ist wiederum nur im
Dotzentrum hinreichend exakt, wo die ED eine ausreichende Genauigkeit der Dichten
garantiert, tiber die Asymptotik sind keine Aussagen moglich. Der Einflufs der
mangelnden Genauigkeit von Axc am Rand auf die extrahierten XC-Energiedichten
ist jedoch marginal, da in der Berechnung der DGL (5.22) Axc mit der Dichte oder der
paramagnetischen Stromdichte gewichtet wird, die beide schnell gegen Null konver-
gieren. Wie fiir das Zweielektronen-v = 1-Droplet ist die Amplitude von Axc von der
Stiarke des externen Potentials weniger abhédngig als die Tiefe des XC-Potentials.

Abschliefiend betrachten wir die XC-Energiedichte als Funktion des Dichteparame-
ters rs und der Vortizitdt v. Anders als in fritheren Rechnungen ist hier die Redundanz
der Ergebnisse dufierst beschrankt, da nur das Vierelektronen-System mit verldfilichen
Resultaten fiir Axc vorliegt. In Abbildung 6.18 sind die Werte fiir exc als Funktion von
rs fiir verschiedene Vortizitiaten zusammengefafst. Die Ergebnisse fiir exc wurden aus
Rechnungen mit verschiedenen Confinement-Potentialen' extrahiert und stammen je-
weils aus dem Dotzentrum. Zum Vergleich sind zusétzlich die TC-XC-Energiedichte

HFiir das TC-XC-Potential wie fiir die TC-Energiedichte wurden keine Stromkorrekturen beriicksich-
tigt.

*Die skalaren XC-Potentiale sind nicht geeicht.

t3meV, 4meV, 5meV, 6meV, 7meV, 8meV, 9meV, 10meV, 20meV, 30meV, 40meV, 50meV, 60meV,
70meV, 80meV, 90meV, 100meV
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ABBILDUNG 6.16: Diese Abbildung zeigt die Inversion der KS-Gleichungen
fiir ein System von vier Elektronen mit einem Confinement-Potential von
5meV. Das XC-Potential (schwarze, gestrichelte Linie) in (e) und das XC-
Vektorpotential in (d) reproduzieren das Dichteprofil und die paramagneti-
sche Stromdichte der ED (graue, durchgezogene Linie in (a) bzw. (b)). In (e)
ist zum Vergleich das TC-XC-Potential (d.h. ohne stromabhéngige Korrektu-
ren) in einer grauen, durchgezogenen Linie dargestellt. (c) ist die Vortizitét,
und (f) zeigt die TC-XC-Energiedichte (grau, durchgezogen) versus extra-
hierter XC-Energiedichte (schwarz, gestrichelt).
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ABBILDUNG 6.17: (Ungeeichte) skalare XC-Potentiale (a), (b) und XC-
Vektorpotentiale (c), (d) des v = 2-Droplets mit vier Elektronen fiir verschie-
dene Potentialstiarken.
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ABBILDUNG 6.18: Aus dem v = 2-Droplet mit vier Elektronen extrahier-
te XC-Energiedichten (Rechtecke) als Funktion von Dichteparameter r g und
Vortizitat v im Vergleich mit TC-, TC/LWM- bzw. TC/FO-Referenzkurven.
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ohne stromabhéngige Korrekturen sowie die TC-XC-Kurve zusammen mit LWM- bzw.
FO-Parametrisierung dargestellt. Sowohl LWM als auch FO weichen nur geringfiigig
von der TC-Parametrisierung ab, wahrend die Unterschiede zwischen dem extrahier-
ten exc und den Referenzkurven bedeutend grofier ausfallen.

Insbesondere liegen die XC-Energiedichten fiir hohe Vortizitdten, die im Dotzen-
trum auftreten (vgl. Abbildung 6.16(f)), oberhalb der Referenzkurven. Erst mit kleine-
ren Dichteparametern sinken die extrahierten Werte wieder unter die Referenzkurve.
Dabei wandert der Schnittpunkt zwischen den beiden XC-Energiedichtekurven mit
abnehmendem v zu grofieren Dichteparametern (vgl. Abbildung 6.18(a)-(d)). Fiir die
Teilabbildungen 6.18(e)-(h) liegt prinzipiell dasselbe Verhalten vor. Allerdings streuen
hier die Werte um die Referenzkurven, da kleine Vortizititen und grofie rg nur et-
was von der Dotmitte entfernt in Systemen mit groflem fiw;, vorliegen. Generell ist
die Datenbasis hier zu klein, um quantitative Angaben {iber die Abhidngigkeit der
XC-Energiedichte von der Vortizitdt zu erzielen. Erst ein verbessertes Iterationsver-
fahren zur Berechnung von XC-Vektorpotentialen wiirde detailliertere Aussagen er-
lauben. Insbesondere kann dann gekldrt werden, ob die starke Abhédngigkeit der XC-
Energiedichte von der Vortizitét, die sich in den Ergebnissen fiir vier Elektronen an-
deutet, ein Phdnomen ist, das sich im Rahmen der lokalen Dichtendherung behandeln
lafit, oder ob vielmehr nicht-lokale Effekte die Korrekturen der XC-Energiedichten
durch Strome dominieren.
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Zusammenfassung und Ausblick

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit behandeln wir die Grundlagen der
Dichtefunktional-Theorie und der Exakten Diagonalisierung und wenden bei-
de Vielteilchen-Theorien auf wechselwirkende Elektronen in zweidimensionalen
Halbleiter-Quantenpunkten im Magnetfeld an.

Zuerst diskutieren wir die Dichtefunktional-Theorie und ihre Verallgemeinerungen,
d.h. die Spin-Dichtefunktional-Theorie und die Strom-Spin-Dichtefunktional-Theorie.
Die Erweiterungen erlauben die Berticksichtigung des Spinfreiheitsgrads bzw. die
Ankopplung der (paramagnetischen) Stromdichte an das Magnetfeld. Deshalb
liefern die generalisierten Konzepte nicht nur Grundzustandsenergie und -dichte,
sondern auch die Magnetisierung und die Stromdichte. Die Dichtefunktional-
Theorie beruht auf der Abbildung des wechselwirkenden Vielteilchen-Systems auf
ein effektives Einteilchen-System, das Kohn-Sham-System. Dabei setzt sich das
Einteilchen-Potential zusammen aus externem Potential, Hartree-Potential, skalarem
Austausch-Korrelations-Potential und — im Fall der Strom-Spin-Dichtefunktional-
Theorie — einem Austausch-Korrelations-Vektorpotential. In die Berechnung der
beiden letztgenannten Potentiale geht die lokale Dichtendherung (LDA) ein, die
wiederum von Austausch-Korrelations-Energien homogener Systeme abhédngt. Die
LDA ist notwendig, da die funktionale Abhdngigkeit der Austausch-Korrelations-
Potentiale (und auch der Austausch-Korrelations-Energie selbst) unbekannt ist.
Die Austausch-Korrelations-Energien homogener Systeme liegen parametrisiert als
Funktion von Dichteparameter und Polarisation vor,”!*1% die stromabhingigen
Korrekturen hiangen vom lokalen Fiillfaktor statt von der Vortizitét ab.

Trotz der durch die Unkenntnis des exakten Austausch-Korrelations-Funktionals
bedingten Unsicherheit sind Dichtefunktional-Theorie-Rechnungen anderen effek-
tiven Einteilchen-Methoden wie z.B. Hartree-Fock an Genauigkeit tiberlegen. Dies
demonstrieren wir am Beispiel der Amplitudenmodulation entlang der v = 2-Linie
im Coulomb-Blockade-Spektrum von Quantenpunkten im Magnetfeld. Die Be-
schrankung auf Austauscheffekte in Hartree-Fock-Rechnungen fiihrt zu einer unzurei-
chenden Beschreibung der Grundzustinde und ihrer Uberginge im Magnetfeld. Erst
die Einbeziehung von Korrelationseffekten im Rahmen der Dichtefunktional-Theorie
liefert eine korrekte Beschreibung der Stabilitdt der Grundzustandskonfigurationen in
der Umgebung der v = 2-Linie. Die mit Hilfe der Spin-Dichtefunktional-Theorie und
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der lokalen Spin-Dichtendherung ermittelten Grundzustandsiibergdnge geben das im
Experiment?® beobachtete Amplitudenmuster korrekt wieder.

Die erfolgreiche Beschreibung eines Experiments durch die Dichtefunktional-
Theorie darf nicht dariiber hinwegtduschen, dafi es durchaus notwendig ist, sie
weiter zu verbessern. Dies betrifft speziell das Austausch-Korrelations-Funktional
bzw. in der lokalen Dichtendherung die Austausch-Korrelations-Energiedichten
fir zweidimensionale Systeme: Es liegen keine Gradientenkorrekturen vor, die
Austausch-Korrelations-Energiedichten sind seit der Pionierarbeit von Tanatar & Ce-
perley (1989'%) erst in jiingster Zeit wieder ins Zentrum des Interesses geriickt (Seidl
(2001'%), Attaccalite et al. (20027)), und die Beriicksichtigung der Stromkorrekturen
ist zweifelhaft. Aus dieser Situation heraus entstand die Motivation fiir den zweiten
Teil der Arbeit, die Untersuchung der Austausch-Korrelations-Energiedichten in zwei
Dimensionen als Funktion von Dichteparameter, Polarisation und Vortizitit. Als
Ausgangspunkt dafiir wihlen wir ,exakte” Grundzustandsenergien und -dichten.
Da diese allerdings selbst fiir kleine Elektronenzahlen nicht vorliegen, sind wir auf
die Exakte Diagonalisierung angewiesen, die die besten verfiigbaren Ergebnisse fiir
Energien und Dichten liefert.

Deshalb entwickelten wir fiir Quantenpunkte mit zwei bis acht Elektronen ein
Programm zur Exakten Diagonalisierung der Hamiltonian-Matrix des Vielteilchen-
Systems. Ziel des Konzepts ist die Berticksichtigung einer moglichst grofien Basis von
Slater-Determinanten. Dazu nutzen wir die Symmetrien des Hamilton-Operators,
d.h. neben dem Gesamtdrehimpuls und dem Gesamtspin in z-Richtung auch den
Gesamtspin und teilweise die Schwerpunktbewegung, konsequent aus, was zu
einer erheblichen Reduzierung der effektiven Matrixgrofie fithrt. Die vorliegen-
de Implementierung der Exakten Diagonalisierung erlaubt die Berechnung von
Grundzustdnden und niedrigsten angeregten Zustdnden mit bis zu 1.2 Millionen
Slater-Determinanten. Aus den Vielteilchen-Wellenfunktionen berechnen wir die
Referenzdichten fiir die Vergleiche mit der Dichtefunktional-Theorie. Dartiber hinaus
bieten die Exakten Diagonalisierungen weiteres Anwendungspotential. Zum einen ist
eine Berticksichtigung von anharmonischen Anteilen im externen Potential einfach zu
implementieren. Andererseits wird erwartet, dafd die Wechselwirkung von Elektronen
mit permanenten magnetischen Momenten,® wie sie z.B. durch eine Dotierung von
Quantenpunkten mit Mangan-Ionen realisiert werden kann, neue interessante Phano-
mene zeigt. Ein Quantenpunkt mit Mangan-Ionen im Zentrum kénnte problemlos in
das bestehende Konzept der Exakten Diagonalisierung integriert werden.

Der zweite Teil der Arbeit befafst sich mit der Inversion der Kohn-Sham-Gleichungen
und der Extraktion von Austausch-Korrelations-Energien. Zunédchst diskutieren wir
die theoretischen Voraussetzungen fiir die Eindeutigkeit der Austausch-Korrelations-
Potentiale und stellen fest, daff sie fiir die Reskalierung des Systems auf den
magnetfeldfreien Fall gewdhrleistet ist. Im AnschlufS daran prédsentieren wir
ein numerisches Konzept zur Inversion der Kohn-Sham-Gleichungen der Strom-
Spin-Dichtefunktional-Theorie, d.h. zur Bestimmung der Austausch-Korrelations-
Potentiale. Aus den Austausch-Korrelations-Potentialen kann unter der Annahme
der lokalen Dichtendherung die Austausch-Korrelations-Energiedichte als Funktion
von Dichteparameter, Polarisation und Vortizitdt ermittelt werden. Wir wenden das
Verfahren auf verschiedene Systeme an, die nach Stromdichte und Polarisation klassi-
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tiziert sind, und vergleichen die extrahierten Austausch-Korrelations-Energiedichten
mit Literaturwerten. Fiir unpolarisierte, teilweise und vollstdndig polarisierte Systeme
ohne paramagnetische Stromdichte finden wir vergleichsweise geringe Abweichun-
gen zu Parametrisierungen in der Literatur. Da der Parameterbereich begrenzt ist und
zugleich nicht-lokale Effekte in die Austausch-Korrelations-Energien mit einfliefSen,
ist die Aussagekraft nicht uneingeschrankt. Allerdings ist die fiir alle Polarisationen
und alle Teilchenzahlen festgestellte Tendenz zu niedrigeren Austausch-Korrelations-
Energiedichten bei kleinen Dichteparametern systematisch und in den gangigen
Parametrisierungen nicht erfait. Eine Uberpriifung dieses Resultats mit alternativen
Methoden ist wiinschenswert. Ein moglicher Ansatz wire die Beriicksichtigung
weiterer Terme in der ISI-Methode'®.

Problematisch ist hingegen die Behandlung von Systemen mit paramagnetischer
Stromdichte. Die nicht eindeutigen Austausch-Korrelations-Potentiale als Ergebnis
des Iterationsschemas stehen im Widerspruch zu der analytisch gezeigten Eindeu-
tigkeit. Zuverldssige Resultate lassen sich fiir vollstandig polarisierte bzw. unpola-
risierte Systeme nur in Spezialfdllen mit zwei bzw. vier Elektronen erzielen. Aufgrund
der mangelnden Redundanz an Werten fiir die Austausch-Korrelations-Energien sind
nur qualitative Aussagen moglich. Eine Verbesserung des Iterationsverfahrens zur Be-
rechnung zuverldssiger Austausch-Korrelations-Vektorpotentiale wiirde die Datenba-
sis entscheidend erweitern.

Zuletzt weisen wir darauf hin, daf$ jenseits des konventionellen Konzepts der
Dichtefunktional-Theorie Verallgemeinerungen existieren, die auch in Zusam-
menhang mit zweidimensionalen Systemen interessant sind. Zum einen ist die
Formulierung der Dichtefunktional-Theorie auf Basis der Einteilchen-Dichtematrix
zu nennen, wie sie von Zumbach & Maschke (1985'8%) vorgeschlagen wurde. Mit
Hilfe der Einteilchen-Dichtematrix ist es moglich, das Funktional der kinetischen
Energie exakt zu berechnen und damit den Anteil der zu parametrisierenden Grofien
an der Gesamtenergie zu reduzieren. Im Gegenzug wird allerdings die Austausch-
Korrelations-Energiedichte nicht-lokal, was eine gute Approximation dieser Grofse
erschwert. Noch einen Schritt weiter geht die Dichtefunktional-Theorie auf Grundlage
der Zweiteilchen-Dichtematrizen und der kontrahierten Schrodinger-Gleichung (z.B.
Mazziotti (1998%)). Die modifizierte Form der Schrédinger-Gleichung hingt aller-
dings neben der Zweiteilchen-Dichtematrix auch von der Vierteilchen-Dichtematrix
ab. Letzere ist zwar eindeutig durch die Zweiteilchen-Dichtematrix bestimmt, kann
aber nur unter Verwendungen von Ndherungen berechnet werden. Dies ist — neben
der Frage der Reprasentabilitit der Zweiteilchen-Dichtematrix — die bedeutendste
Herausforderung des Verfahrens. Dafiir erlaubt die Methode die Berechnung der
Erwartungswerte beliebiger Einteilchen- und Zweiteilchen-Operatoren.



136 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK




137

ANHANG A

Coulomb-Matrixelemente

Die analytische Berechnung der Coulomb-Matrixelemente in der FD-Basis, d.h. mit
Hilfe der Eigenfunktionen des zweidimensionalen, isotropen harmonischen Oszilla-
tors, ist ein entscheidender Schritt, um eine numerisch genaue ED-Methode zu imple-
mentieren. In diesem Teil des Anhangs wird zunéchst eine analytische Darstellung fiir
die Matrixelemente in Anlehnung an die Arbeit von Hawrylak (1993°¢) abgeleitet. Im
zweiten Teil wird die numerische Stabilitdt des entsprechenden Ausdrucks untersucht
sowie eine numerisch exakte Implementierung prasentiert.

A.1 Notation und Theoreme

Aus Abschnitt 1.1.2 ist die Darstellung der x- und y-Koordinaten als Funktionen der
Erzeugungs- (4", 4" ) und Vernichtungsoperatoren (4_, 4,) bekannt

[ il
x:i(a++d1+d,+a“_) y:i(m—ai—a,wf_). (A1)
Fir die FD-Zustinde [N, M) gilt
f¢|N, M) = N|N, M) A-|N, M) = M|N, M) (A2)

und die Ortsdarstellung lautet (r|N, M) = oy, m(r).
Die Coulomb-Wechselwirkung ist durch

Wy, 1) = C _ (A3)
O P " A4rmeg, ’
gegeben.
Ferner werden wir die Feynman-Formel”
eA—I—B — eAeEe—%[A,E] (A4:)

fiir Operatoren A und B verwenden, die
[A,[A, Bl =[B,[A,B]] =0 (A.5)

erfiillen.
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A.2 Die Fourier-Transformierte des Coulomb-Potentials in zwei Di-
mensionen

Wir wollen V(gq) berechnen, so dafs
[aavigrer = (A6)
gilt. Dazu multiplizieren wir mit exp(—iq - r), integrieren iiber die Ebene und erhalten

. 1 .
/ dr / dq' V(g d =0T = / dr e (A7)

Fiir die rechte Seite benutzen wir Polarkoordinaten r = (rcosyp,rsing), q =
(g cos B,qsin B) und fithren einige Umformungen durch:

00 27
/dq’ V(q')/dr ei(ql_q).r — /di"i"/ % e—iqr(cosgocosﬂ—i—singosinﬁ)
0 0

2w

/ dq' V(q)4r26(q — q) = / ir / -
0

0
27

412V (q) = / dr / e lreosy (Integration iiber eine Periode)
0 0

1 T r igr cos
V(q):z—ﬂz/dr/eq 0
0

0
V(g) = % / dr lo(qr) (Gradshteyn & Ryzhik (1980*°), 3.915/2)
0

V(g) = %% (Gradshteyn & Ryzhik (1980°°), 6.511/1). (A.8)

Somit konnen wir die Coulomb-Wechselwirkung in folgender Form schreiben

C 1.
Weriyr) = o / dqgew'm—'z). (A.9)

A.3 Berechnung der Matrixelemente
Unser Ziel ist das Coulomb-Matrixelement
@(N3, My| DN}, M{|W[N:1, M)V [Ny, My)®
C 1 ((r1—r,
Z/dﬁ/di‘z a*Né,Mé(”z)a}k\q,M;(f’l)E/dqgelq(1 Do, m, (1), m, (1)

C 1 | |
~or /dqg {/drl a}k\q,M;(fl)elq'“ aNl,Ml(Tl)} {/drz a}*\,é,Mé(rz)e_““’- aN27M2(r2)} .
(A.10)



A.3 BERECHNUNG DER MATRIXELEMENTE 139

Zunidchst konzentrieren wir uns auf den folgenden Ausdruck, der unter Ausnut-
zung von (A.1)

/dra*N,,M,(r)eik”aN,M(r)

= (N, M/|ei{kxg(a++a1+a_+ﬁ’£)+ky%(arai;zi_mi)}|N, M) (da [ﬁ(l),ﬁ(j)] —0)

= (N, M/|ei§{ﬁir(kx—iky)+d+(kx+iky)}ei§{ﬁf_(kx+iky)+d,(kx—iky)}|N, M) (A.11)
und Definition der Abkiirzung K = % (kx + iky) umgeformt werden kann

/dra*N/,M/(r)eik.raN7M(1")

_ <N/,M/|ei{dirK*+d+K}ei{ﬁiK+ﬁ,K*} N, M)

— <Nl|ei{ﬁ3—K*+ﬁ+K} |N> <Ml|ei{1{r,K+li_K*} M> ] (A.12)

Dann wenden wir uns dem Ausdruck
<P,|ei{[ﬂK*+{2K} |P> (A13)

zu. An dieser Stelle nutzen wir die Feynman-Formel® (A .4) fiir die Operatoren iK*4'
und K4, die offensichtlich (A.5) erfiillen ([iK*4',iKd] = |K|?)

<P/|ei{ﬁTK*+dK} |P>
— <Pl|eidTK*eidlZe—%\K|2|P)

— o 1IKP io" <Pl|eiﬁTK*
Z=0

Z)(Z|e"X|P). (A.14)

Jetzt untersuchen wir

<P/|eidTK* Z>
S RN Iy
=) 5 (iK) (P'| (a") |2)
=0+
1, !
=Zl.(if<*)l\/ (l+,z) (P'|Z+1)  (0nur fir P' > Z) (A.15)
l:Ol- Z. ::,/Z_H—/
1 .o\ P—z [P
(P =2) 6K 72 (A.16)
und
(Z|e#|p)
_vLiemiaa
_l;ﬂ(lK) (z]a'|P)
= - !
=Z%(1K)l\/ < Z,Z) (Z+1|P) (# 0 nur fiir P > 7) (A.17)
1=0"°"* . ?JZ:T
1 P!

i (A.18)



140 A. COULOMB-MATRIXELEMENTE

Wir setzen (A.15)-(A.18) in Formel (A.14) ein und erhalten

<Pl|ei{dTK*+dK} |P>

— o 2IKP Z<P1|eidTK* Z><Z|eiﬁK|P>

Z=0
min(P,P") 1 - - P 1 o P!
_ |K|2 .o\ P'—Z o . P-Z e
= L oz 0K zp—2zy K7
1 1 g2 B P! p! C\P—Z . o\ P—Z
= - |K| | s Tk .
N Z;O A=z (P =2 (iK7)"~ (iK)
min(P,P") ’ , o
Pl”p' 3IRP Y (P) (g) (K" (1K) (A.19)

Damit kénnen wir (A.12) unter Verwendung von (A.19) mita® =4, P’ = N, P=N,
Z = n und K = K auswerten:

<N/|ei{ﬁ11<*+d+1<} |N>

1 . 2min(N,N’) N/ N .
—_ = a—3lK I s pa\N'—n /- N—n. .
e n§:0: ! ( ) ) (n) GKHN " (iK) (A.20)

Mit 40 = 4D, p' = M, P = M, Z = m und K = K* erhalten wir

<M/|ei{dT_K+d_K*} M)
o min(M,M") 1 ,
— We_zm Yy m! (?}f) (i‘f) GAK)M =" (KM (A.21)
. . m=0

Somit ist das Ergebnis der Gleichung (A.12)

/dra’{\,,’M,(r)eik"aN,M(r)

e’|K|2 min(N,N’) | N’ N min(M,M’) ‘ M’ M
= ! ! X
VNINIMIM! Z::O "\ n J\n ,,ZZ::O "\ om ) \m

x (iK*H)N Mo gyN+M =i (A.22)
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Einsetzen von (A.22) in Ausdruck (A.10) mit K fiir den Index "1” und mit —K fiir den

Index 2’ (K = £ (9« +iq,) = Lqe®) liefert

(N5, Mb| DN}, My [W|N1, Mp)D [Ny, My)@

C 1 * ig-r
= E/dqa{/drl O.’N{’Mg(rl)eq 10[N17M1(1"1)} X

{/di‘z a*Né,Mé(TZ) e M OJNZ,MZ(Vz)}
< ! X
27 /NN, VL TN INGING VG TV

mm(Nl,Ni) N/ N mm(Ml,Mi) M, M
< X)) x GG
nq nq my my

n1=0 my=0

min(Nz,N%) N/ N min(M,,M)) M. M
My ny my 1y

7’1220 7712:0

x / dq % e 2K G RNHMImm (RN My

X (_iK*)N£+M2—n2—m2 (_iK)Nz-i-M’z—?’lz—mz ] (A23)

Konzentrieren wir uns auf das Integral. Wir fithren Polarkoordinaten ein, integrie-
ren Uber (3, substituieren x = |K|2 = (%q)z, werten das Kronecker-Symbol aus und ver-
wenden p = M; + M, + N} + N} — ny — my — ny — m, sowie den Drehimpuls L") =
Ny — M + N’ — M

/dq % efz‘K|2 (iK*)N{+M1_nl_ml (iK)Nl""Ma_nl_ml X

X (_iK*)N§+M2—”2—mz (_iK)N2+M§—”2—m2
0 2
= /dqq/dﬂle—ZIK (i|KDN{+M1+N1+M;+N§+M2+N2+M;—2n1—2m1_2n2_2m2 y
0 0 5]
X (—1)Na+Ma+Not My—2n—2m; iB(=Ni=Mi+Ni+M]—Nj— My-+Np+Mj)
00

_9IKI2 /- Nj+ M +N;+M|+ N5+ Mo+ No+ My —2n, —2my —2n, —2m
:/dqe 2|K]| (1|K|) 1 11ty 11Ny 2+N2 2 1 1 2 2><

0
27

x (_1)N;_+M2+N2+M;/d13 eiﬁ(—N{—M1+Nl+M{—N;_—M2+N2+M;)

0
00

—2|K? /- N+ M;+N;+M]|+Nj+My+Ny+ My —2n1 —2my—2ny—2m
:/dqe 2|K| (1|K|) 1M+ N+ My +Ny+ Mo +No+My—2m 1A Ay
0

N+ My—N,— M,
X (= 1) TR TR DA O N 4 Ny MMy, NN+ M, M,
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o0

— 2K ¢
= 27T5N1+N2+M§+M{Z,N;+N;+M1+M2 /dqe K] (1|K|
0

)2N;+2M1+2N1+2M;—2n1—2m1—2nz—2mz x
X (— 1)N§_+M2*N2*M§

o
_ M| —M;+N;—N; —2|K[? 2
= 2TON, + N+ M+ My, Nj+ Np- My M, (— 1)1 1(—1)”/dqe TG

0

= 278y (—1)Mi M NN (P % / dxe 2 xP~2
0

M} —M;+N;—N} 1 1 p+% 1 50
= 2mfp (~D)MMNN (2 (2] T g (50'S. 364, 3.381/4)

P

Bevor wir das Endergebnis angeben, fassen wir alle Faktoren aus (A.23) und (A.24)
zusammen:

C 2« _C 1 e 2a

Ao
o X - = = =R . A25
27 [ V21 24meeoag /2 yl /V2 ( )
Damit lautet das Ergebnis fiir die Coulomb-Matrixelemente
@ (Ng, M| VN7, My [WIN1, M1) @ [N, Mp)®
o S 1 (_1)M§—M1+N1—N{
= Ry ’ X
1/7/2 \/NJIN{ MM INSINL MG TV !
mm(Nl,Ni) 1 mm(Ml,Mi) 1
< L ()G R ) ()
min(N,,N}) ’ min(M,,M}) ’ p
2 N\ (N 2 M\ (M 1 1
He2) (o 2 1 (-z) T ~).
* n;o " (”2) (”2) mgo e <m2> (WZ) ( 2) (P+ 2)
(A.26)

A.4 Numerisch stabile Implementierung der Coulomb-Matrixele-
mente

Der Betrag der Matrixelemente ist unter anderem vom Uberlapp der beteiligten Wel-
lenfunktionen mafigeblich abhéngig. Wegen maximalen Uberlapps und Lokalisierung
ist @(0,0](0,0|W|0,0)V]0,0)® betragsmaflig am grofiten und damit eine obere
Schranke fiir die Betrdge aller anderen Matrixelemente. Damit sind wir mit dem
Problem konfrontiert, daf fiir hhere Quantenzahlen die Betrdge zwar abnehmen,
aber gleichzeitig die Grofle der Summanden mit wechselndem Vorzeichen aufgrund
der I'"Funktion faktoriell wachst, d.h. wir addieren zwei sehr grofie Zahlen mit
unterschiedlichen Vorzeichen und interessieren uns fiir das Ergebnis, das extrem klein
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ist im Vergleich zu den Summanden. Eine solche Situation erfordert eine sorgfaltige
numerische Implementierung.
Zuniachst schreiben wir (A.26)

CME := O(Nj, My V(N7, Mj|W|Ny, M) [Na, M,)©@
4M 1\7* 1
= uy fp (—§> r (p + E) (A.27)
p=0
mit Hilfe einiger niitzlicher Abkiirzungen
M = 4max (Ny, My, N, Mo, Ni, M3, N3, M) | (A.28)
U =Ry 6pp (=1)Mi—Mi+N=N (A.29)
1/v2 f
f(p)= Y g(N7,11) (N1, 1) §(My, m1) g(My, my) X

Mi+My+Nj+N)—n1—my—ny—my=p
Xg(Né’ ”Z)g(NZa nZ)g(Méﬁ mZ) g(M27 mZ)a
(A.30)

und

g(N,n) = N = L n),\/E- (A.31)

Wiéhrend die Funktionen g(N, n) Zahlen verniinftiger Grofsenordnung liefern, miissen
wir uns speziell um die I'-Funktion kiimmern, fiir die wir die Produktdarstellung (sie-
he Abramowitz & Stegun (1972')) verwenden. Auflerdem sammeln wir alle positiven
und negativen Beitrdge der Summe separat.

o=l £ 1w (r(r+2) -, 20 ()e(e+)

=uﬁ{ y f(p)( ) Gty f(p)( ) 7(2’72;1)”}.

p gerade p ungerade
(A.32)

Um die numerische Stabilitdt weiter zu verbessern, fithren wir Umformungen durch,
die sicherstellen, dafi nur Zahlen vergleichbarer Grofie multipliziert bzw. dividiert
werden.

CME = uﬁ{ ( ((f(4M)(8M_ 1;(68M_3) —|—f(4M—2)) X

o (8M — 51)(68M -7) . +f(4)) _|_f(2)> -{—f(())}

- %ﬁ{ ( ((f(4M—1)(8M_31)(68M_5) —|—f(4M—3)> x

< QUZDOM=T) +f(5)> +f(3)> +f(0)} (A.33)
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Dabei wird der Term a(p — 1) = (a(p) + f(p))2p — 1)(2p — 3)/16 folgendermaflen
berechnet: Da a(p) grofs und der fraktionale Anteil wichtig ist, speichern wir den
ganzzahligen [a(p)]; und den fraktionalen Anteil getrennt [a(p)],. f(p) ist nicht zu
grof3, so dafd es mit ausreichender Genauigkeit vorliegt. Der Faktor 2p — 1)(2p — 3)/16
hat maximal vier Nachkommastellen. Somit kénnen wir die Zwischenergebnisse
x = ([a(p)li2p — D2p — 3))/16 und y = (a(p)], + f(P)(2p — D2p — 3)/16) genau
berechnen. Der ganzzahlige Anteil von [a(p — 1)]; = floor(x) + floor(y) und der
nicht-ganzzahlige Anteil [a(p — 1)], = (v — floor(y)) 4+ (x — floor(x)) werden separat
berechnet. Bei dieser Art der Berechnung kann zwar der Fall 2 > [a(p)], > 1 auftreten,
was aber nur zu einem vernachldssigbaren Fehler von einer Stelle fiihrt.

Zum SchluB sei noch erwéhnt, dal zwar mit Maple'® oder Mathematica'® eine di-
rekte Berechnung gemafs Formel (A.26) moglich ist, da diese Programme mit einer be-
liebigen Zahl von Nachkommastellen operieren kénnen. Allerdings ist diese Art der
Generierung der Matrixelemente aufgrund des immensen Zeitaufwands nicht prakti-
kabel. Fiir die vorliegende Arbeit wurde deshalb die Berechnung der Matrixelemente
unter Verwendung des obigen Algorithmus und mit Hilfe der C++-Bibliothek NTL"®,
die ebenfalls eine beliebige Genauigkeit fiir Flie$)kommazahlen erlaubt, optimiert.
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ANHANG B

Hartree-Potential

Die DFT erfordert die Berechnung des Hartree-Potentials bei gegebener Dichte n(r)

Via(r) = / dr' W(r, ¥)n(r). (B.1)

Dabei ist W(r, ') die in Gleichung (A.3) definierte Coulomb-Wechselwirkung.

Die Dichte n(r) einer Eigenfunktion des Hamilton-Operators (1.27) bzw. (1.34) kann
mit Hilfe von FD-Wellenfunktionen anm(r) gemafd Gleichungen (1.73), (1.74) darge-
stellt werden in der Form

7’1(1") — Z fYN’M’,NM OZ*NIM/(T) CINM(T'). (B2)
N'M'NM

Falls wir zusétzlich davon ausgehen, daf$ die Vielteilchen-Wellenfunktion eine Eigen-
funktion des Gesamtdrehimpulsoperators ist, sind die Koeffizienten yyr ya reell und
es gilt dartiber hinaus

In Kombination mit der Fourier-Darstellung der Coulomb-Wechselwirkung (A.9)
folgt fiir das Hartree-Potential

C 1 . iy
Vu(r) = o Z ny,Mr’NM/dqgel‘”/dr'a*N,M,(r) e " anm(r). (B.4)
N'M/NM
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Wir setzen (A.22) mit K = —éq exp(iB) in die Summanden der obigen Gleichung ein
und erhalten mit » = (r cos ¢, 7 sin ) unter Ausnutzung der Drehimpulserhaltung (B.3)

/ dﬂ%ei”/ dr' aop(r) €7 anm(r)

1 . e712q2/4 min(N,N’) N/ N min(M,M’) M M
:/dqaeq — ) n|(n)(n> Y m'(m)(m)x
V (LA R . . n=0 m=0
N+M—-n—m N+M'—n—m
i _4 s
(o)™

1 min(N,N’) N/ N min(M,M') M M
v N'IN!M"M! nz::o " (”)(”) mZ::o " (m)(m) .

. 2
> /dqq%elzq2/4(_%q)2(N’+Mnm)/dﬂeiqrcos(ﬂcp). (BS)
0

Analog zu Rechnung (A.8) liefert die Integration tiber den Winkel

2w
/ 4B o= = 2] (q1). (B.6)
0

Damit vereinfacht sich (B.5) zu

/ dﬂ%ei“/ ' iy (r) €17 au(r)

o7 min®NND N\ (NN MMM (M "+ M=n—m
= /NN L m(n)(”) iz m!<m><m)(_1)N+M i
TN ! . n=0 m=0
2.2 l 2(N1+M_n_M)
X /dqel /4 <§q> Jo(qr)- (B7)

Fiir die Integration tiber g substituieren wir x = /g/2 und erhalten mit Gradshteyn &
Ryzhik (1980%) 6.631/1

- ] 2(N'+M—n—m)
/dqe‘l T/ (?7) Jo(gr)

= %/dxe_xzxz(N'+M_”_m)]o(2r/l)

1 2
= TN+ M= = +1/2) &My nol(1/1?) (B.8)

mit den Whittaker-Funktionen M, z(x). Eingesetzt in (B.7) ergibt sich

/ dﬂ%ei“/ ' app(r) €17 a(r)

—(r/1?/2 min(N,N') ! min(M,M') ,
s E ) ()
r /N'NIM'"'M! ;= n n =0 m m
X (—INM== (N £ M = 12— 11 1/2)Mg st nmo(F/1P)- (B.9)
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Dann lautet das Endergebnis fiir das Hartree-Potential
VH(}") = 672 e—(y/l)2/2 Z ’YN/M/ NM 1 X
dmeegr N'ATNM " W/ N'INIM'M!
min(N,N’) 1 min(M,M’) 1
< LoG)G) 5 G
= n)\n = m ) \m
X (=DNFMm (N L M — 1 — m 4+ 1/2) Myt o mo((r/1?).  (B.10)
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ANHANG C

Dichten von Multiplettzustinden

Wir betrachten den Hamilton-Operator von N Elektronen im Magnetfeld in Orts-
darstellung

2

N 1 N
A= + eA(r + V()| + = ¢ C.1
]; (i ( ])) (r) 2]’;1 dreeg|r;j — 1| 1)

Die Operatoren fiir den Gesamtspin §* und den Gesamtspin in z-Richtung S, sowie
die Leiteroperatoren des Gesamtspins 5. = S, £ iS5, kommutieren offensichtlich mit
dem Hamiltonian H.

Sei ein Eigenzustand |¥s s.) von H mit Gesamtspin S, Gesamtspin S, in z-Richtung
und Energie E gegeben. Dann kénnen durch Anwendung der Leiteroperatoren die 25
weiteren Zustdnde des Multipletts erzeugt werden

$ilss.) =HV/(STF S)(S £ S. + 1) |Ws,5.41)- (C.2)

Somit liegen insgesamt 25 + 1 Zustande mit Gesamtdrehimpuls S und Gesamtdrehim-
puls in z-Richtung S, = =S, —S +1, ..., S vor. Die generierten Zustdande sind ebenfalls
Eigenzustdnde von H mit der Eigenenergie E, da

N 1 a
H¥s5.21) = WS FS)GSES. +1) H5:[¥s.) (©3)
1
N CEID ) 5:H|¥s.5.) 4
1 \
BN o VR (€9
= E|W¥s,5,41) (C.6)

gilt.



150 C. DICHTEN VON MULTIPLETTZUSTANDEN

Jetzt zeigen wir, daf3 die Dichten der Zustdnde des Multipletts identisch sind. Dazu
betrachten wir den Dichteoperator

N
a(r) = Z o(r—r)). (C.7)
=1

Offensichtlich kommutiert 7(r) mit allen Spinoperatoren. Somit erhalten wir

1
F(SFS)S+S,+1)

1 A A
= Yoo |A(r)S=S4|P
h2(52+5—sgq:sz)< 55525+ ¥5.5.)
_ 1 A
o hZ(SZ +S— S% T Sz) <‘P5,SZ 7’1(1") (S - SZ :FESZ) |lPS,SZ>

= (Ws,s.|71(r)|¥s,s.)- (C.8)

(¥s,5,21|A(r)|¥s,5,1) = S+7(r)S4|¥s.s.)

(Ws,s.

Analoges gilt fiir die paramagnetische Stromdichte, da auch der paramagnetische
Stromdichteoperator

n B N — —
=5 Zl [5(r — 1) Vs, = Vo, 8(r — rj)} (C.9)
j=

mit allen Spinoperatoren vertauscht.*

Die Aussagen tiber die Dichten und Stromdichten der 25 + 1 Zustdnde des Multi-
pletts bleiben auch bei Bertiicksichtigung der Zeeman-Energie richtig. Sie bewirkt nur
eine Aufspaltung der Eigenenergien des Multipletts.

Ein alternativer Beweisansatz fiir die obige Behauptung konnte auch mit den von
Pauncz (1979'%) beschriebenen gruppentheoretischen Methoden zur Separation von
Orts- und Spinanteil der Vielteilchen-Wellenfunktion gefiihrt werden.

*Ein Pfeil nach rechts (links) auf dem Nabla-Operator bedeutet, dafs die Ableitungen auf den ket-
Zustand (bra-Zustand) wirken.
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ANHANGD

Eindeutigkeit der
Austausch-Korrelations-Potentiale

Die Einteilchen-Wellenfunktionen |¢; ,) der KS-Slater-Determinante

[¥) = [p10)--lon, D P11)-[on, 1) (D.1)
seien Eigenfunktionen des KS-Hamilton-Operators (2.69) bei B =0
. B [10 (0 1 6 1, 5, 0O He Axcy(r)
Hes=-7 [?5(%)*723?} LD P P
+ Vu() + Y. Vxco(n)]o){o]. (D.2)

mit dem Potentialtupel (Vxco, AXC,(/J)

HKS|(pj,a> = 5]’,(7'90]',(7)' (D3)

Aufgrund der Axialsymmetrie sind die Zustinde |¢;,) auch Eigenfunktionen des
Drehimpulsoperators [|¢;,) = 1 ,|¢;.0)-

Wir nehmen jetzt an, es existiere ein KS-Hamilton-Operator Hyg mit dem Potential-
tupel (Vic,y Axcp) # (Vxco + oy Axc,p), s0 dafl die KS-Einteilchen-Wellenfunktionen
auch Eigenfunktionen von Hig sind

HI,<S|§0]',0> = 51j,a|90]',r7>- (D4)
Dann folgt fiir die Potentialdifferenzen AVxc,(r) = Vi, (r) — Vxco(r) und AAxc, (1) =
Alc,o(r) — Axco(r) aus

(HI,<S - HKS) |<pj,a> = (Elj,a - €j,a) |90j,0>- (DS)
die Bedingung

fie AA
AVyco(r) + 1 j,am—eﬂ —¢', +ei,=0. (D.6)

* 2 1,9
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Die Gleichung (D.6) muf fiir alle Wellenfunktionen |¢; ) erfiillt sein.
Sind in einer Spinrichtung mindestens zwei Zustdnde mit unterschiedlichen Dreh-
impulsen [; , # I; , besetzt, so folgt aus

he AAxc (1)

lj’a (AVXCU(V) + lj,a m

elj,O' + €j70>
he AAXC,go(r)
m*

— l]‘U (AVXCU(T’) + l]'/,a 8;/,0 + 5]",0) =0, (D.7)

dafs sich die skalaren Potentiale nur um eine Konstante unterscheiden

AVxc,(r) = const. (D.8)
Daraus erhalten wir sofort

AAxc,,(r) = rconst’. (D.9)

Aus der Forderung endlicher XC-Vektorpotentiale bei B = 0 1afst sich AAxc () = 0 ab-
leiten. Falls die Zustdnde der anderen Spinrichtung —o besetzt sind, erhalten wir auch

AVxc_,(r) = const. (D.10)

Damit steht das Ergebnis im Widerspruch zur Annahme (V}, AS(CM) # (Vxco +

Coy Axc,w) und die Eindeutigkeit der XC-Potentiale ist bewiesen.

Die Annahme, daf$ in einer Spinrichtung mindestens zwei Zustinde mit unter-
schiedlichen Drehimpulsen [;, # [;; , besetzt sind, trifft fiir alle in der vorliegenden
Arbeit betrachteten Konfigurationen zu. Die restlichen Félle fiir N > 2 fithren zu mehr
oder weniger pathologischen Situationen:

e Gilt Ny = N_; =1, kann die Eindeutigkeit aufier fiir den Fall /14 = [;; = 0 (d.h.
konventionelle DFT ohne paramagnetische Stromdichte und damit auch ohne
Axc) nicht gezeigt werden.

e Gilt N>2, i) =..=Iy,und Ij3 = ... = ZNTTI ist die Eindeutigkeit der XC-
Potentiale ebenfalls nicht gewdhrleistet. Eine solche Konfiguration sollte aber
insbesondere fiir grofiere Teilchenzahlen nicht als GZ auftreten.

Im allgemeinen sind die XC-Potentiale durch die Gleichung (D.6) tiberbestimmt.
Damit ist weniger die Eindeutigkeit als vielmehr die Existenz eines passenden XC-
Potentialtupels problematisch.
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