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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Anwendung der Bayes’schen Wahrschein-
lichkeitstheorie auf das Problem der makromolekularen Strukturbestimmung
aus NMR-Daten. Ausgehend vom Prinzip der Inferentiellen Strukturbestim-
mung (ISD), habe ich wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle fiir Messun-
gen skalarer und dipolarer Kopplungen entwickelt. Es zeigt sich, daf} die
Regeln der Wahrscheinlichkeitstheorie zusétzliche Parameter wie die Fehler
der Datensiitze sowie Parameter der Theorie (Karplus-Koeffizienten, Saupe-
Matrizen, Kalibrationsfaktoren) direkt festlegen; somit werden die sonst iibli-
chen Heuristiken zur Behandlung solcher Gréfien iiberfliissig. F'iir die in dieser
Arbeit entwickelten Modelle ist eine analytische Elimierung der zusétzlichen
Parameter aus der A posteriori-Verteilung maglich.

In einem wahrscheinlichkeitstheoretischen Kontext verschiebt sich der
Schwerpunkt der Strukturberechnung: Gesucht ist nicht blof§ die ,wahre®
Struktur des Molekiils (die a posteriori wahrscheinlichste Konformation),
sondern es gilt nun die A posteriori-Verteilung aller Hypothesenparameter zu
simulieren, um neben Schitzwerten auch Abschitzungen fiir ihre Verlasslich-
keit zu erhalten. Dazu werden mittels Monte-Carlo-Methoden Stichproben
von der A posteriori-Verteilung gezogen. Es kénnen nun sowohl fiir die Koor-
dinaten, als auch die zusétzlichen Parameter neben ihren wahrscheinlichsten
Werten Fehlerbalken angegeben werden; dies ist im Rahmen der optimie-
rungsbasierten Strukturberechnung nicht méglich.

Ich habe die entwickelten Modelle auf reale Datensétze angewendet und
anhand ihrer verschiedene Aspekte der NMR-Strukturbestimmung disku-
tiert. Die geschitzten Strukturen sind von vergleichbarer Qualitdat wie durch
Minimierung berechnete Strukturen. Je mehr Daten in die Analyse einflieflen,
umso genauer sind die Strukturen bestimmt und umso mehr dhneln sie der
Kristallstruktur des Molekiils. Die gemeinsame Analyse mehrerer Datensétze
ist moglich, weil jeder Datensatz mit seinem eigenen Fehler in die Analyse
eingeht; dieser wird wéihrend der Strukturbestimmung geschétzt. Bei Ana-

lyse eines einzelnen Datensatzes ergeben sich diesselben Resultate wie bei



der Kreuzvalidierung. Die Schéitzung eines Fehlers fiir einen Datensatz 143t
sich direkt auf mehrere Datensitze verallgemeinern, ohne den Rechenauf-
wand nennenswert zu vergréfern. Damit werden die Gewichte der Datensétze
wihrend der Strukturberechnung relativ zu den anderen Datensiitzen und
den bekannten physikalischen Eigenschaften des Molekiils angepaflt.

Die wahrscheinlichkeitstheoretische Bestimmung der Karplus-Koeffizien-
ten und der Elemente der Saupe-Matrix 148t sich mit den Heuristiken zur
Behandlung dieser Gréflen vergleichen: jene ergeben sich als Spezialfille der
Bayes’schen Analyse und koénnen aus ihr abgeleitet werden. Die Bayes’sche
Behandlung hat den Vorteil, dafl eine konsistente Verwendung verschiedener
Informationsquellen durch die Grundregeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung

garantiert ist.
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Kapitel 1
Einleitung

Experimente geben nur indirekt Aufschluf} iiber einen Sachverhalt. Verschie-
dene Experimente kénnen iiber denselben Sachverhalt Aufschlufl geben. Aber
selbst bei Wiederholung des gleichen Experiments kénnen die Bedingungen
verdndert worden sein.

Wie konnen wiederholte Messungen oder Messungen aus verschiedenen

Experimenten gemeinsam zur Aufklarung eines Sachverhalts genutzt werden?

Laplace [1] hat diese Frage allgemeingiiltig durch die Entwicklung eines
Kalkiils zur Verkniipfung und Umkehrung von Wahrscheinlichkeiten beant-
wortet und seine Methode auf viele Datenanalyseprobleme angewendet.

In dieser Arbeit soll die Bestimmung der dreidimensionalen Struktur bio-
logischer Makromolekiile behandelt werden. Unterschiede zu den von Laplace
betrachteten Problemen sind nicht prinzipieller Natur, sondern bestehen le-
diglich in der Komplexitit der Aufgabe.

Der Ausgangspunkt wird sein, Strukturbestimmung als Induktionspro-
blem aufzufassen [2]. Weil die Wahrscheinlichkeitstheorie der einzige konsi-
stente Formalismus ist, um Schliisse aus unvollstindigen Informationen zu
ziehen, sollte die Bestimmung makromolekularer Strukturen demnach auf
Wahrscheinlichkeiten gegriindet sein. Dies unterscheidet diese Arbeit von al-

len zur Zeit genutzten Methoden.

Trotz der Allgemeingiiltigkeit des Prinzips werden hier ausschlieflich Mo-

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

delle zur Analyse von Kernresonanzdaten entwickelt. Mefgroflen der Kern-
resonanz lassen sich in Beziehung zu geometrischen Parametern setzen; so-
mit kann Kernresonanzspektroskopie der Strukturaufklirung dienen. Im Ge-
gensatz zur Rontgenkristallographie ist die Kernresonanzspektroskopie keine
geometrische Methode: Die Rontgen-Streumuster sind das direkte Abbild
der Atome und {iber eine Fourier-Transformation mit ihren Koordinaten ver-
kniipft. Dagegen werden die Observablen der Kernresonanz durch komplexe

physikalische Theorien beschrieben.

1.1 Kernresonanzspektroskopie

Ein dufleres Magnetfeld koppelt an die Kernspins eines Makromolekiils und
kann so entartete Energiezustinde aufspalten. Uberginge zwischen den Zu-
stdnden werden durch elektromagnetische Strahlung angeregt, die Kernspins
geraten aus dem thermodynamischen Gleichgewicht und relaxieren dahin
zuriick. Weil die Energieniveaus und die Relaxationsraten von der Konfigu-
ration der Kernspins und ihrer zeitlichen Anderung abhingen, kénnen Kern-

resonanzexperimente geometrische und dynamische Sachverhalte aufkléren.

1.1.1 Theorie der Kernresonanz

Der Spin I eines Kerns k& mit gyromagnetischem Verhéltnis v, erzeugt das
magnetische Moment g, = 7 I;. In einem Kernresonanzexperiment wird
die zeitliche Anderung der transversalen Komponente der makroskopischen

Magnetisierung

My(8) = tr [p(t) Y mlry]

mit einer Induktionsspule beobachtet [3]. p(t) ist Dichteoperator des Systems,
er wirkt auf alle Freiheitsgrade. Weil die Observable M, jedoch nur von den

Kernspins abhéngt, geniigt es, einen reduzierten Dichteoperator

o(t) = tr,p(t) = Y _ (Ip(t)[1)

l
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zu kennen, der iiber alle von den Kernspins verschiedenen Freiheitsgrade [,

das ,Gitter“ (lattice), gemittelt ist. Die makroskopische Magnetisierung ist
M(t) = tr [p(t) Y ] =tr [o(t) Y m ],
k k

wobei die erste Spur iiber alle, die zweite nur noch iiber die Spinfreiheitsgrade
summiert.

Der gesamte Dichteoperator p(t) entwickelt sich gemifi der Liouville-
Gleichung. Es existiert keine analoge Differentialgleichung, die blof die Zeit-
entwicklung der Spinfreiheitsgrade unter dem Einflufl des dufleren Felds und
des Gitters exakt beschreibt. Stérungsrechnung liefert eine Master-Gleichung

fiir den reduzierten Dichteoperator [3]
6(t) = —i[H,o(t)] = T (o(t) — 00). (1.1)

Der Hamiltonoperator wird durch Mittelung iiber die Freiheitsgrade des Git-
ters auf den Raum der Kernspins reduziert. Der Relaxationssuperoperator f
beschreibt die Riickkehr der Kernspins in das thermodynamische Gleichge-
wicht mit Verteilung oy; es handelt sich um Effekte zweiter Ordnung.
Kernspektroskopische Experimente messen die Energieniveaus und die
Relaxationsraten der Kernspins. Erstere beruhen auf der kohiirenten Uber-

tragung von Magnetisierung, letztere auf der Dissipation magnetischer Ener-

gie.

1.1.2 Fourier-Spektroskopie

Eine direkte Spektroskopiemethode wiirde die Reaktion der Kernspins in
Abhéngigkeit der Frequenz einer monochromatischen Anregung messen. Dies
ist jedoch sehr ineffizient.

In der Fourier-Spektroskopie setzt sich das duflere Feld aus einem konstan-
ten Anteil, der die Zeemann-Niveaus aufspaltet, und einem dazu senkrechten
Puls zusammen. Der Puls enthélt Schwingungen aus einem grofien Frequenz-

bereich; unter ihnen sind solche, die resonant mit den Ubergangsenergien der
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Spins sind. Ein Puls regt somit alle Kernspins gleichzeitig an. Die Spins relax-
ieren unterschiedlich schnell ins Gleichgewicht zuriick. Jeder Spin fiihrt eine
geddmpfte Schwingung aus; die Detektorspule zeichnet die Uberlagerung all
dieser Schwingungen auf. Fourier-Transformation des Zeitsignals liefert ein
eindimensionales Spektrum.

Die mehrdimensionale Fourier-Spektroskopie [3] bedient sich mehrerer
Pulse unterschiedlicher Dauer. In einer solchen Pulssequenz werden die Vor-
bereitungsphase (Dauer 7p), die Entwicklungsphase (Dauter ¢;), die Misch-
phase (Dauer 7,,) und die Beobachtungsphase (Dauer t5) unterschieden. In
der Vorbereitungsphase wird durch verschiedene Pulse eine bestimmte Ma-
gnetisierung hergestellt, die von der Magnetisierung im Gleichgewicht ab-
weicht. In der Entwicklungsphase prézessieren die Spins und tauschen Ma-
gnetisierung aus. Die Zeitentwicklung ist jedoch nicht unitéir, weil Wechsel-
wirkungen mit dem Gitter zu Dampfungseffekten fiihren. In der Mischphase
wird durch weitere Pulse gezielt Magnetisierung iibertragen. Schliefflich wird
fir die Dauer ¢, das Signal s(t1,t2) o< My(t1, T, t2) beobachtet, welches sich
aus freien Induktionszerfédllen zusammensetzt. Die Entwicklungszeit ¢; wird
inkrementell vergréflert; eine Fourier-Transformation entlang der Zeitdimen-

sionen t; und ¢, ergibt das zweidimensionale Spektrum
1 .
S(wi,wg) = Q—/dtl dty s(t1,12) eiwititwata)
7r

eine Summe von Resonanzen bei verschiedenen Paaren von Eigenfrequenzen
des Systems [4]. Nicht-diagonale Resonanzen (cross peaks) geben Aufschluf

iiber Wechselwirkungen zwischen den Spins.

1.1.3 Spin-Spin-Wechselwirkungen

Der effektive Hamiltonoperator der Kernspins lautet

1 h
H==Y L (I-o)B+;> BT I (Ky+Du) L.
k k£l

Die Elektronen schirmen das duflere Feld ab, so dafl die Kernspins leicht ver-

schoben von ihren Larmorfrequenzen schwingen; die chemische Verschiebung
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wird durch Abschirmungstensoren o, beschrieben.

Die Bindungselektronen modulieren lokal das Magnetfeld und fiihren zu
einer indirekten Ubertragung der Magnetisierung zweier Kernspins. Der Spin-
Spin-Kopplungstensor K;; beschreibt diese Wechselwirkung; er ist eine phé-
nomenologische Grofle, die durch Mittelung iiber die Freiheitsgrade der Elek-
tronen berechnet werden kann.

Eine direkte Ubertragung von Magnetisierung beobachtet man bei der
dipolaren Kopplung. Der Dipoloperator

T
Dy, = (3 oL I) /r,?;l. (1.2)
Tkl

koppelt die Spins und muf {iber das Gitter gemittelt werden. Nur in aniso-
tropen Medien kénnen dipolare Kopplungen beobachtet werden; sie geben
Aufschluf} iiber die Abstéinde und Orientierungen der Kernpins.

In isotroper Losung mittelt sich der anisotrope Anteil der Spin-Spin-
Kopplung aus. Der isotrope Beitrag

Hoh k1

2m J Ll mit Jy = o5

tr chl

ist die einzig verbleibende Wechselwirkung zwischen Kernspins. Die indirek-
te Kopplung iiber drei chemische Bindungen kann ndherungsweise aus dem
Dihedralwinkel, den die Bindungsvektoren definieren, berechnet werden [5].

Obwohl sich in isotroper Phase die dipolaren Wechselwirkungen ausmit-
teln, konnen sie zur Spinrelaxation beitragen. Beim Kern-Overhauser-Effekt
(nuclear Overhauser effect, NOE) [6, 4, 7] iibertrigt die dipolare Relaxation

Magnetisierung direkt von einem auf einen anderen Kernspin.

1.1.4 Strukturbestimmungsproblem

Nach Transformation des Zeitsignals erhilt man ein mehrdimensionales Spek-
trum, das sich aus Resonanzen zusammensetzt, die durch ihre Position und
Linienform charakterisiert sind. Wegen der chemischen Verschiebung haben
die Resonanzen unterschiedliche Frequenzpositionen, dies erlaubt, sie Ato-

men zuzuordnen, deren Kernspins Magnetisierung ausgetauscht haben.
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Aus den spektralen Parametern lassen sich, je nach Experiment, Me8-
werte der skalaren und dipolaren Kopplungen sowie die dipolaren Relaxa-
tionskonstanten ableiten: Die Feinstruktur der Energieniveaus wird durch
Spin-Spin-Kopplungen bestimmt; Hohe und Breite der Resonanzen héngen
von der Relaxation der Kernspins ab.

Das Strukturbestimmungsproblem besteht darin, aus Messungen verschie-
dener spektraler Parameter die mittlere Konformation des Molekiils im ther-

modynamischen Gleichgewicht zu bestimmen.

1.2 Strukturberechnung

Berechnung der molekularen Struktur aus Messungen kernspektroskopischer
Grdéflen ist ein inverses Problem. Optimierungsalgorithmen versuchen es durch
direkte Umkehrung der Daten zu 16sen. Das inverse Problem ist jedoch nicht
eindeutig l6sbar: sowohl die Daten als auch die Theorie sind unvollstéindig
und fehlerhaft. Weil es an Prinzipien mangelt, um solche Probleme zu l6sen,

muf} auf Heuristiken zuriickgegriffen werden.

1.2.1 Inversion durch Optimierung

Aus Messungen D = {y,...,y,} einer kernspektroskopischen Observable
y soll unter Verwendung einer Theorie f die unbekannte Struktur X des

Makromolekiils bestimmt werden. Idealerweise gilt das Gleichungssystem
v = fi(X)
: (1.3)
Un = fulX),
so dal man versucht ist, die Struktur durch Umkehrung des Zusammenhangs
D = f(X) zu bestimmen. Eine analytische Umkehrung der Daten ist nicht

moglich. Optimierungsverfahren losen das Gleichungssystem numerisch. Da-

zu wird eine Zielfunktion der Form [§]

G(X) = E(X) + AF(X) (1.4)
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beziiglich der Koordinaten X minimiert. Strukturberechnung wird zu einem

nicht-linearen Optimierungsproblem.

Die Zielfunktion (1.4) kann unterschiedlich motiviert werden. Man kann
die Daten als Zwangsbedingungen y; = f;(X) auffassen, die exakt erfiillt
sein miissen. Der Datenterm F(X) fafit diese zusammen. Die unbekannte
Struktur wird als Minimum der physikalischen Energie E(X) bei gleichzeiti-
ger Erfiillung der Zwangsbedingungen definiert. Nach Lagrange ist das Mi-
nimum des eingeschrinkten Systems das Minimum der uneingeschrinkten
Zielfunktion (1.4). Der Lagrange-Multiplikator A ist so zu wéhlen, daf} die

Zwangsbedingungen erfiillt sind.

Man kann aber auch von der Methode der kleinsten Quadrate ausgehen:
Die Funktion F'(X) mifit Abweichungen zwischen den gemessenen und theo-
retischen Werten, beispielsweise F'(X) = Y, (y; — fi(X))?. Die Energie E(X)
yregularisiert® das Problem; sie stellt sicher, dafl das Minimum auch physika-
lisch sinnvoll ist. Hier ist A ein heuristischer Parameter, der die Daten relativ
zur Energie gewichtet. Oft wird sich einer physikalischen Metaphorik bedient
und A als , Kraft-“ oder ,,Kopplungskonstante® bezeichnet, G wird zu einer

,Pseudo-“ oder ,Hybridenergie®.

Seit den Anfingen der kernspektroskopischen Strukturbestimmung sind
die dipolaren Relaxationsraten, gemessen im NOESY-Experiment [4], die
wichtigsten MeBgroBen. Die isolated spin pair approximation (ISPA) [7] ist
eine Ndherung fiir den Zusammenhang zwischen dem Volumen eines Kreuz-
signals und der Struktur: Weil die Relaxation ein Effekt zweiter Ordnung ist

und die dipolare Wechselwirkung von r—3

abhéngt, ist die Relaxationsrate
und damit ndherungsweise das Volumen V' proportional zur inversen sech-
sten Potenz des Abstands 7 der Kernspins: V oc 7 8. Eine Umkehrung dieser
Relation liefert Abstéinde, die in der gesuchten Struktur erfiillt sein miissen.
Wegen der Unzuldnglichkeiten der Daten und der ISPA wird ein Volumen
iiblicherweise in eine obere Schranke fiir den Protonenabstand umgewandelt

[9]-

Die Distanzgeometrie [10] fait solche Distanzschranken als Zwangsbedin-
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gungen auf. Ein unvollstdndiger Satz experimenteller oberer Abstandsschran-
ken wird durch untere Schranken, die Summen der van der Waals-Radien,
erginzt und die Struktur in die Abstandsintervalle eingebettet.

Ausgehend von der Methode der kleinsten Quadrate, wurde Strukturbe-
rechnung durch Molekiildynamik [11] als Alternative zur Distanzgeometrie
entwickelt. Die physikalische Energie wird um einen Datenterm erweitert und
durch Integration der Newton-Gleichungen minimiert; der Gradient VG ist

eine Pseudokraft, welche die Koordinaten auf die gesuchte Struktur zieht.

1.2.2 Schwierigkeiten

Strukturberechnung als inverses Problem aufzufassen und durch Optimierung
zu l6sen, muf} zu Schwierigkeiten fiihren, weil es sich aus mehreren Griinden
um ein mathematisch schlecht gestelltes Problem (ill-posed inverse problem)
[12] handelt:

Unterbestimmtheit der Theorie

Die Umkehrung einer Theorie f, welche Messungen mit Atompositionen ver-
kniipft, ist nicht eindeutig moglich, falls unterschiedliche Konformationen
zu den gleichen Daten fithren. Die Theorie ist dann degeneriert. Die Reso-
nanzen eines NOESY-Spektrums hidngen von den Abstdnden raumlich naher
Protonen ab. Deshalb kénnen Strukturen mit derselben Protonenkonfigura-
tion experimentell nicht unterschieden werden; die iibrigen Atompositionen

bleiben auch in einem vollstdndigen Spektrum unbestimmt.

Unvollstéindigkeit der Daten

Zusétzlich sind die Daten in der Regel unvollstindig. Das Gleichungssystem
(1.3) ist dann unterbestimmt und mehrere Strukturen kénnen zu densel-
ben, unvollstandigen Messungen gefiihrt haben. In einem NOESY-Spektrum
werden beispielsweise manche Resonanzen aufgrund konformationeller Fluk-

tuationen nicht beobachtet. Es ist auch nicht immer moglich, eine Resonanz
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einem Paar von Protonen zuzuordnen.

Fehlerhaftigkeit der Theorie

Die Theorie f ist nur ndherungsweise bekannt oder wird aus Griinden der
Praktikabilitéit starken Vereinfachungen unterworfen. Die Beschreibung von
NOESY-Resonanzen durch die ISPA beriicksichtigt weder Spindiffusion noch
interne Dynamik. Da die Theorie fehlerhaft ist, reicht es nicht aus, sie um-
zukehren. Meist werden die Daten nicht in Zwangsbedingungen fiir einen
Sollwert umgewandelt, sondern ein Intervall an Werten zugelassen, die um

den Sollwert streuen.

Fehlerhaftigkeit der Daten

Die Messungen y; sind aufgrund unkontrollierbarer Einfliisse fehlerhaft. Ne-
ben experimentellen Fehlern fiihren Artefakte der Transformation des Zeit-
signals sowie Fehler bei der Interpretation der Spektren zu Ungenauigkeiten.
Einem Mefiwert mufl deshalb eine unbekannte Abweichung zugestanden wer-

den.

Behandlung mehrerer Datensiétze

Mehrere Experimente ergeben Datensétze D1, ..., D,,; jeder Datensatz er-
zeugt ein Gleichungssystem (1.3). Wiren die Messungen und die Theorie ex-
akt, wiirde die Umkehrung der einzelnen Datensétze zu individuellen Lésungs-
mengen fiihren; die gemeinsame Lésung wire deren Schnittmenge. Bei realen
Daten werden die Verhiltnisse komplizierter, weil die Messungen nicht voll-
kommen konsistent sind. Sie miissen mit unterschiedlichem Gewicht in die

Zielfunktion eingehen:
G(X)=E(X) + Y X\ F(X). (1.5)
j=1

Die Lagrange-Multiplikatoren oder Gewichte A = {A1,..., A\,,} legen fest,

welchen Daten mehr und welchen weniger vertraut wird. Ein objektives Kri-
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terium, um diese Parameter zu wihlen, gibt es aber nicht.

Verwendung von Vorwissen

Uber makromolekulare Strukturen gibt es reichhaltige Kenntnisse, die in die
Interpretation der Daten einflielen sollten. Fiir ein Protein 148t sich schon vor
Durchfiihrung des Experiments seine kovalente Struktur angeben. Die Un-
terbestimmtheit des inversen Problems wird durch Beriicksichtigung solcher
Kenntnisse gemildert. Es ist jedoch nicht klar, wie stark sie in die Struktur-

berechnung eingehen sollen.

Zusitzliche Parameter

Die Theorie ist oft parametrisiert, so dal D = f(X; «) fiir eine ideale Mes-
sung bei bekannter Parametrisierung « gilt. In der Praxis ist die Parametrisie-
rung jedoch unbekannt und kann auch nicht experimentell bestimmt werden.
Beispielsweise wird die ISPA durch verschiedene ,,Kalibrationsalgorithmen*
[13, 14] geeicht. Die Datengewichte A; konnen bestenfalls durch Kreuzvali-
dierung [15, 16] bestimmt werden. Neben den Koordinaten sind somit auch
die Parameter o und A\ unbekannt. Die Zielfunktion G(X) ist aber nur auf
dem Konfigurationsraum definiert und kann nicht der direkten Bestimmung

zusatzlicher Parameter dienen.

Giite der berechneten Strukturen

Weil in die Zielfunktion fehlerhafte Grofien eingehen, ist eine Strukturbestim-
mung nur vollstdndig, wenn neben den Koordinaten auch ihre Genauigkeit
angegeben wird. Es ist dariiberhinaus von Interesse, wie sich die Struktur
bei Anderungen der Daten verhilt, oder welche Konfigurationen sonst von
den Daten vergleichbar gut gestiitzt werden. Optimierung liefert im Ideal-
fall eine Losung, das globale Minimum der Hybridenergie. Aussagen iiber
deren Genauigkeit sind nicht méglich. Man behilft sich, indem man statt ei-

ner einzigen eine Menge von Konfigurationen angibt, die durch mehrmaliges
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Ausfiihren des Algorithmus bei verschiedenen Anfangsbedingungen erhalten
wurden. Ein solches ,,Ensemble“ spiegelt jedoch auch Eigenschaften des Al-
gorithmus wider. Ein Maf fiir die Giite der Struktur sollte jedoch nur von
den Daten, nicht der Berechnungsmethode abhidngen. Auflerdem beeinflussen
die Parameter o und A die Streuung des Ensembles [17]. Ein grofles Daten-
gewicht fithrt beispielsweise zu engen Strukturensemblen, ohne dafl dies die

Daten tatséichlich hergeben.

1.2.3 Strukturbestimmung als Induktionsproblem

Ursprung all dieser Schwierigkeiten ist letztlich ein Mangel an Informationen,
deren Kenntnis Strukturbestimmung zu einem wohl definierten Problem ma-
chen wiirde: Wir kennen weder die Ungenauigkeiten der Messungen noch der
Theorie; wir wissen nicht, wie die Messungen gegenseitig und im Verhéltnis
zu Vorkenntnissen gewichtet werden miissen; die Theorie ist unvollstéindig,
ihre Parametrisierung mufl gemeinsam mit den Koordinaten aus den Daten
erschlossen werden.

Diese Schwierigkeiten sind nicht mathematischer Natur, sondern erwachs-
en aus der Unvollstindigkeit der Fragestellung.

Einer Umkehrung der Daten entspriiche die Schlufifolgerung D — X. Nur
wenn die Struktur vollstédndig durch die Messungen bestimmt wird, 148t sich
ein solcher Schlufl eindeutig ziehen. Doch erméglicht die Theorie bestenfalls
den umgekehrten Schlufl X — D. Aber auch in dieser Schlufirichtung sind
keine eindeutigen Aussagen moglich, denn die Theorie fufit auf Vereinfachun-
gen und enthélt unbekannte Gréflen. Weil es unméglich ist, eindeutig von den
Daten auf die unbekannte Struktur zu schlielen, ist Strukturbestimmung ein
Induktionsproblem.

Optimierung stellt keine Prinzipien zur Verfiigung, um Induktionsproble-
me zu losen. Deshalb greifen traditionelle Strukturbestimmungsmethoden auf
Heuristiken zuriick. Die Komplexitit der Daten und des Systems verhindert
zu iiberschauen, wie sich zuséitzlich getroffene Annahmen auswirken und ob

sie in sich stimmig sind.
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Es bedarf eines Formalismus, der konsistent mit Induktionsproblemen
umzugehen vermag. Er muf} vollstdndig in dem Sinn sein, dafl zusétzliche
Annahmen iiberfliissig werden.

Hier hilft folgende Einsicht weiter: In Anbetracht bekannter Tatsachen
erscheinen manche Schluf3folgerungen schliissiger als andere, und ein Induk-
tionsproblem wird dadurch gel6st, dal wir angeben, wie wahrscheinlich diese
oder jene Schluffolgerung ist (siehe Abschnitt 2.2).

1.3 Zielsetzung

In einer wahrscheinlichkeitsbasierten Behandlung wird dem induktiven Cha-
rakter des Strukturbestimmungsproblems unmittelbar Rechnung getragen.
Das Ziel, die vermeintlich eindeutig bestimmte Struktur zu berechnen, wird
aufgegeben. Stattdessen werden Wahrscheinlichkeiten der moglichen Konfi-
gurationen berechnet (Prinzip der Inferentiellen Strukturbestimmung [2]).
Dieses Prinzip soll in dieser Arbeit auf verschiedene kernspektroskopische
Parameter, die Aufschlufl {iber die molekulare Struktur geben, angewendet
werden. Neben den traditionell verwendeten dipolaren Relaxationsraten sind
dies vor allem skalare und dipolare Kopplungen. In dieser Arbeit werden ein-
fache wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle fiir diese Megroflen entwickelt
und auf veréffentlichte Datenséitze angewendet. Die Vielzahl konformationel-
ler Freiheitsgrade macht eine numerische Behandlung unumgénglich. Dazu
lassen sich Algorithmen zur Simulation thermodynamischer Systeme nutzen.
Bei der Interpretation von Kernresonanzmessungen treten zwei grundsétz-
liche Schwierigkeiten auf: Zum einen enthalten die Theorien, die die Me8-
gréBen beschreiben, empirische Parameter, die nicht bekannt sind und auch
nicht direkt gemessen werden kénnen. Zum anderen ist bei der gemeinsa-
men Analyse mehrerer Experimente nicht von vornherein klar, wie stark die
einzelnen Datensétze in die gemeinsame Analyse eingehen sollen. Weil die-
se Schwierigkeiten jedoch blofl bestimmte Formen von Unwissen darstellen,

16st sie der Wahrscheinlichkeitskalkiil wihrend der Strukturberechnung, ohne
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weiterer Annahmen zu bediirfen.

Die wahrscheinlichkeitsbasierte Strukturbestimmung bietet somit eine
Moglichkeit, wihrend der Strukturberechnung unbekannte Theorieparameter
wie die Karplus-Koeffizienten oder die mittlere Ausrichtung des Molekiils, be-
schrieben durch die Saupe-Matrix, zu bestimmen. In der traditionellen Struk-
turberechnung werden diese Groflen durch verschiedene Heuristiken gewé&hlt.
Wie sich herausstellen wird, enthélt die probabilistische Strukturbestimmung
diese Heuristiken als Spezialfille.

Dieselbe Argumentation 1d8t sich auch auf die Wahl der Gewichte A;
in (1.5) anwenden. Im Falle dal nur ein Datensatz vorliegt, erméglicht die
Kreuzvalidierung [15, 16] eine quantitative Bestimmung von A. Die Bayes’sche
Strukturbestimmung 148t sich mit dieser Vorgehensweise vergleichen; sie lie-
fert dhnliche Ergebnisse. Die Kreuzvalidierung wird jedoch zu rechenaufwen-
dig, wenn mehrere Datensitze gleichzeitig analysiert werden sollen. In der
Bayes’schen Strukturbestimmung ist eine solche gemeinsame Analyse ohne
nennenswerten Mehraufwand moglich. Eine gemeinsame, nach Qualitit des
Datensatzes gewichtete Analyse der Daten erlaubt Strukturen zu bestimmen,

die genauer festgelegt und niher zur wahren Struktur sind.



Kapitel 2

Materialien und Methoden

2.1 Wahrscheinlichkeit und Induktion

Die Definition der Wahrscheinlichkeit ist umstritten. Gewohnlich werden
Wahrscheinlichkeiten als Haufigkeiten beobachteter Ereignisse aufgefafit. Die-
ser , frequentistischen“ Interpretation widerspricht die Ansicht, dafi Wahr-
scheinlichkeiten Wahrheitsgehalte bewerten. Hiernach erweitert die Wahr-
scheinlichkeitslehre die Logik und bildet einen Formalismus, um induktive

Schliisse zu ziehen.

2.1.1 Wahrscheinlichkeit

Der Sprachgebrauch legt nahe, Wahrscheinlichkeiten zur Losung von Induk-
tionsproblemen zu verwenden: Aus einem Sachverhalt schlielen wir auf das
Eintreffen eines Ereignisses; wie sicher wir uns iiber die Giiltigkeit unserer
Schliisse sind, hingt davon ab, wieviel wir wissen. Wir sagen, eine Aussa-
ge werde ,,wahrscheinlicher”, wenn wir zusitzliche Kenntnisse in Betracht
ziehen. Selbst wenn ungewif} ist, ob ein Sachverhalt aus einer bekannten Tat-
sache sicher folgt, konnen wir ihm eine ,, Wahrscheinlichkeit“ zuordnen.

Der sich abzeichnende Begriff der Wahrscheinlichkeit unterscheidet sich
von ihrer verbreiteten Definition als Hiaufigkeit von Ereignissen unter ,,zufalli-

gen“ Bedingungen. Nach dieser Auffassung bestimmt ein realer Vorgang, ein

14
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, Zufallsprozefi* oder ,Rauschen®, die Wahrscheinlichkeit. Wahrscheinlichkei-
ten werden mef3bar. Diese Definition ist jedoch zirkuldr: Die Wahrscheinlich-
keit wird auf den Zufall zuriickgefiihrt; was jedoch zufllig, also regellos und
unvorhersagbar, ist, hingt vom Betrachter ab und bleibt unbestimmt.

Es ist ein Mangel an Wissen, der den Gebrauch von Wahrscheinlichkei-
ten erfordert: Eine Miinze wird geworfen, und fiir den Betrachter ist das
eine wie das andere Ereignis, ,, Kopf“ oder ,,Zahl“, gleich wahrscheinlich. Er
macht diese Zuweisung, weil seine Kenntnisse nicht zulassen, zwischen beiden
Ereignissen zu unterscheiden: eines kann so gut eintreten wie das andere.

Wahrscheinlichkeiten sind somit Ausdruck unseres Wissens, nicht beob-
achtete Haufigkeiten: | Nur in Ermangelung der Gewilheit gebrauchen wir
die Wahrscheinlichkeit.“ [18]

Dennoch konnen Wahrscheinlichkeiten mit Haufigkeiten in Zusammen-
hang gebracht werden: Aus Mangel an Kenntnissen folgern wir, daf} ,, Kopf*
und ,,Zahl® gleich wahrscheinlich sind, und daf} sich somit bei wiederholtem
Miinzwurtf die Héufigkeiten der beiden Ereignisse einander immer mehr an-
gleichen. Nun konnen jedoch uns unbekannte Umstinde vorliegen: Die Miinze
kann auf beiden Seiten eine Zahl haben, der Werfer kann so geschickt sein,
daB er 6fter Kopf wirft, usw. Die beobachteten Ereignisse weichen von unserer
Erwartung ab und wir bezweifeln, iiber ausreichende Kenntnisse zu verfiigen.

Ein Versuch bestétigt oder widerlegt eine Wahrscheinlichkeitszuweisung.
Abweichungen verweisen auf unbekannte Umstinde, die bei der Zuweisung

der Wahrscheinlichkeit nicht beriicksichtigt wurden.

2.1.2 Verkniipfung von Wahrscheinlichkeiten

Wir wéigen die Wahrscheinlichkeit gegen das ab, was wir bereits wissen; dies
driickt das Symbol

P(H|I)
aus. Die Zahl P(H|I) entspricht der Wahrscheinlichkeit, daf eine Hypothese
H zutrifft, wenn wir uns bekannte Tatsachen I in Betracht ziehen. P(H|I)

ist eine bedingte oder konditionelle Wahrscheinlichkeit. Wahrscheinlichkeiten
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miissen immer in ein Verhiltnis zu dem, was wir wissen, gesetzt werden; ab-
solute Wahrscheinlichkeiten gibt es nicht. Wahrscheinlichkeiten lassen sich
fiir jedwede Hypothese angeben, betreffen also nicht nur die ,zufélligen Er-
eignisse“ der frequentistischen Auffassung. (,Es gibt keinen besonderen Ge-
genstand, der den Wahrscheinlichkeitsséitzen eigen wire.“ [18])

Wahrscheinlichkeiten sind stets bedingt; was jedoch bedingen und was
ausgesagt werden kann, ist offen. Eine Vermutung, deren Wahrscheinlichkeit
wir bestimmen wollen, kann sich aus Grundhypothesen zusammensetzen. Die
Regeln zur Verkniipfung der Hypothesen sind die Gesetze der Logik. Weil
sich jede logische Funktion aus ,,UND* und ,NICHT“ zusammensetzen 148t,
geniigt es, das Verhalten von Wahrscheinlichkeiten unter diesen Grundope-
rationen zu betrachten, um die Gesetze zur Verkniipfung von Wahrschein-
lichkeiten abzuleiten.

Dies wurde von Cox erkannt, der aus zwei Forderungen an die Wahr-
scheinlichkeit P(AB|I) der Konjunktion zweier Hypothesen A und B (AB
steht fiir ,A UND B“) und an die Wahrscheinlichkeit P(A|I) der Negation
einer Hypothese A (A bezeichnet ,NICHT A“) die Grundregeln der Wahr-

scheinlichkeitlehre ableiten konnte [19]. Cox’ Forderungen sind:

1. ,, The probability of an inference on given evidence determines the pro-

bability of its contradictory on the same evidence.“ ([19], S. 3)

2. , The probability on given evidence that both of two inferences are true
is determined by their separate probabilities, one on the given evidence,
the other on this evidence with the additional assumption that the first
inference is true.“ ([19], S. 4)

Aus diesen beiden Forderungen leitete Cox die Grundgesetzte der Wahr-

scheinlichkeitsrechnung, die Produktregel
P(AB|I) = P(A|BI) P(B|I) (2.1)

und die Summenregel
P(A|I)=1- P(A|I), (2.2)
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ab, ohne auf eine Definition der Wahrscheinlichkeit als Haufigkeit zuriickgrei-
fen zu miissen. Cox’ Theoreme zeigen, daf} sich der qualitative und abstrakte
Begriff der Wahrscheinlichkeit auf einen geschlossenen quantitativen Forma-

lismus iibertragen 1a83t.

2.1.3 Induktion

Die Wahrscheinlichkeitslehre erweitert die Logik [20]. Unabhéngig von den
Vorkenntnissen I ist die Wahrscheinlichkeit der falschen Aussage AA

P(AA|I) = P(A|AI) P(A|I) = (1 — P(A|AI)) P(A|I) = 0.

Fiir die wahre Aussage A + A folgt: P(A+ A|I) = 1 — P(A A|I) = 1. Die
Grenzwerte der Wahrscheinlichkeit entsprechen damit den Wahrheitswerten
der Logik. Die Logik wird um ein Kontinuum von Wahrheitswerten erweitert,
so daf es sinnvoll wird, von mehr oder weniger sicheren Aussagen zu sprechen.

Die Wahrscheinlichkeit P(B|AI) bewertet die Implikation A — B vor
dem Hintergrund des Gewufiten I. Falls unsere Vorkenntnisse I darin be-
stehen, zu wissen, dafl B aus A folgt, gilt: P(B|AI) = P(AB|I)/P(A|I) =
P(A|I)/P(A|I) =1, weil die Implikation gleichbedeutend mit der Giiltigkeit
von AB = A ist. Das heifit: ,Die Gewiflheit des logischen Schlusses ist ein
Grenzfall der Wahrscheinlichkeit.* [18]

Wie schliissig wir aus einer Tatsache A einen Sachverhalt B folgern kon-
nen, gibt die Wahrscheinlichkeit P(B|AI) an, wobei I zusétzliche Kenntnisse
zusammenfafit. Falls dieses Wissen darin besteht, dal A B impliziert, also
AB = A gilt, folgt:

P(AB|I) P(A|I)

PUAIBD = 550 = s 2 PAD

Die Kenntnis, dal B eingetroffen ist, macht umgekehrt A wahrscheinlicher.
Diese Regel verallgemeinert der Satz von Bayes [21, 1]. Aus der Produkt-
regel (2.1) und der Konsistenzforderung P(AB|I) = P(BA|I) folgt:

P(A|BI) = P(A[I) %. (2.3)
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Anwendung des Bayes’schen Satzes erlaubt, Schliisse umzukehren. Falls eine
Verkniipfung zwischen zwei Tatsachen A und B bekannt ist und in der Wahr-
scheinlichkeit P(B|AI) dargestellt wird, 148t sich daraus die Wahrscheinlich-
keit P(A|BI) des umgekehrten Zusammenhangs ableiten.

Die Wahrscheinlichkeitslehre legt fest, wie Sachverhalte aus unzureichen-
den Kenntnissen zu folgern sind. Der Gebrauch von Wahrscheinlichkeiten be-
wahrt vor widerspriichlichen oder voreingenommenen Schliissen. Cox’ Theo-
reme zeigen, dafl die Wahrscheinlichkeitstheorie der einzige Formalismus in-

duktiven Schlieflens ist.

2.1.4 Parametrisierte Hypothesen

Die Menge aller Elementarhypothesen H; iiber einen Sachverhalt bildet einen
Hypothesenraum. Der einfachste Hypothesenraum ist {H, H}; die Summen-
regel (2.2) driickt seine Vollsténdigkeit aus. Bilden einander ausschliefien-
de Vermutungen H,, ..., H, den Hypothesenraum, verallgemeinert sich die

Summenregel zu

P(Hy|I)+---+ P(H,|I) =1.

Die Vollstindigkeit des Aussagensystems — H; + --- + H,, ist stets wahr —
iibertragt sich auf die Wahrscheinlichkeiten.

Betreffen die Hypothesen einen Parameter £, so bilden die méglichen Wer-
te von ¢ ein System einander ausschlieBender Hypothesen; P(£|I) gibt die
Wahrscheinlichkeit der Hypothese H = ,,der Wert des Hypothesenparame-
ters ist £“ an. Der Hypothesenraum besteht aus unendlich vielen Elemen-

tarhypothesen und die verallgemeinerte Summenregel wird ein Integral iiber
die Wahrscheinlichkeitsdichte p(&|I):

/ dé p(elT) = 1.

Wahrscheinlichkeiten von £ kénnen auf andere Parameter 7 {ibertragen wer-

den, die iiber n = T'(£) eineindeutig aus jenen hervorgehen. Die Vollstindig-
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keit bleibt erhalten:
1= [ d pieln = [ dn stal),

wobei p die Dichte in den neuen Parametern ist. Die Substitutionsregel ergibt:

oT 1
dn

B(nl1) = p(T () 1) \

; (2.4)

die Jacobi-Determinante |0 T~/ dn| garantiert, dafl die Wahrscheinlichkeit

von Bereichen im Hypothesenraum unter Transformationen erhalten bleibt.

2.2 Inferentielle Strukturbestimmung

Die molekulare Struktur durch direkte Umkehrung der Daten zu bestimmen,
fithrt zu den in Abschnitt 1.2 genannten Schwierigkeiten. Deren Ursache ist
die Unvollstindigkeit der Information, die nach der Messung vorliegt; sie
reicht fiir einen eindeutigen Umkehrschlu8 nicht aus. Dieser Mangel kann
durch eine Erweiterung der Analysemethode ausgeglichen werden. Die aus
den Messungen gezogenen Schliisse bleiben unsicher und werden geméf ihrer
Wahrscheinlichkeit bewertet. Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist der gesuchte

Formalismus, um das Problem der Strukturbestimmung zu l6sen.

2.2.1 Wahrscheinlichkeitstheoretische L6sung

Der idealisierte Zusammenhang D = f(X) entspricht dem Schluf X — D
von der Struktur auf die Daten. Das Gleichungssytem (1.3) direkt zu 16sen,
bedeutet, den Umkehrschlu8 zu ziehen. Dies fiihrt zu Schwierigkeiten (siehe
Abschnitt 1.2.2), weil ein eindeutiger Zusammenhang D — X nicht existiert.

Ein bescheidenerer Standpunkt mufl eingenommen werden: statt deduk-
tiven, also absolut sicheren Schliissen begniigen wir uns mit induktiven, nur
bis zu einem gewissen Grad sicheren Schliissen. Den Grad unserer Gewiflheit
gibt eine Wahrscheinlichkeit an. Statt nach einer einzigen Konfiguration zu

suchen und diese mit der wahren Struktur zu identifizieren, fragen wir:
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Wie wahrscheinlich ist X die Konfiguration des Molekiils, wenn
die Messungen D und sonstige Kenntnisse / in Betracht gezogen

werden?

Zur Beantwortung dieser Frage ordnen wir jeder Struktur ihre Wahrschein-
lichkeit
P(X|DI)

zu. Die Symbole X und D stehen hier fiir die Aussage ,,die Konformation
des Molekiils ist X“ bzw. ,,gemessen wurde D*. Alle zusédtzlichen Annahmen,
werden als bedingende Sachverhalte, zusammengefafit in 7, aufgefiihrt.

Unser Prinzip zur Losung eines Strukturbestimmungsproblems ist, die
Wahrscheinlichkeit P(X|DI) aufzustellen und aus ihr Aussagen iiber die
Konfiguration des Molekiils abzuleiten; wir nennen diesen Zugang Inferenti-
elle Strukturbestimmung (inferential structure determination) [2, 22]'.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit 148t sich nicht direkt angeben. Der Satz
von Bayes (2.3)

P(X|DI)x P(D|XI)P(X|I)

schafft hier Abhilfe: er zerlegt die Wahrscheinlichkeit P(X|DI) in zwei Fak-
toren: die Datenverteilung P(D|XI) und die A priori-Verteilung P(X|I).
Die Losung eines Strukturbestimmungsproblems ist durch die Angabe dieser
beiden Wahrscheinlichkeiten vollsténdig bestimmt.

Die Datenverteilung gibt an, welche Melwerte wir erwarten, wenn sich
das Molekiil in einer bestimmten Konfiguration X befindet. Sie verbindet
die Messungen mit den Koordinaten. In diese Wahrscheinlichkeit geht die
Theorie zur Beschreibung der Messungen ein. Experimentelle Fehler und
Unzuldnglichkeiten der Theorie fiihren dazu, dafl die beobachteten von den
idealen Werten abweichen. Die A priori-Verteilung beschreibt, was wir a prio-
ri, also vor Durchfiihrung des Experiments, {iber die Struktur wissen. Das
Produkt der Datenverteilung und der A priori-Verteilung ist die gesuchte
A posteriori- Verteilung P(X|DI).

!Dieses Prinzip wurde gemeinsam mit Wolfgang Rieping erarbeitet.
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Der Hypothesenraum ist der Konfigurationsraum des Makromolekiils. Je-
de Grundhypothese ,,die Struktur des Molekiils ist X“ ist eindeutig mit den
Koordinaten X verkniipft. P(X|DI) ist eine Funktion der Koordinaten:

p(X) = P(X|DI).

Weil die Koordinaten kontinuierlich sind, ist p(X) eine Wahrscheinlichkeits-
dichte.

Die Datenverteilung P(D|XI) héngt sowohl von den Messungen als auch
von den Koordinaten ab. Bei gegebenen Daten definiert sie eine Funktion auf

dem Konfigurationsraum: die Likelihood-Funktion
L(X)= P(D|XI).

Sie ist nicht-negativ, jedoch nicht beziiglich X normiert.

Unsere Vorkenntnisse {iber eine unbekannte Struktur ordnen jeder mog-
lichen Konfiguration eine Wahrscheinlichkeit P(X|I) zu und definieren die
Wabhrscheinlichkeitsdichte

7(X) = P(X|).

Fortan werden die Symbole p(X), L(X) und 7(X) verwendet, um die Ab-
hingigkeit der Grundwahrscheinlichkeiten von den Koordinaten anzuzeigen.
Als Wahrscheinlichkeitsdichten unterliegen p und 7 dem Transformationsge-
setz (2.4). Der Bayes’sche Satz

p(X) o< L(X) m(X)

stellt den Zusammenhang zwischen den drei Funktionen her.

2.2.2 Beschreibung der Daten

Fiir eine kernspektroskopische Mefigrofle y liefert ein Kernresonanzexperi-
ment einen Datensatz D = {yi,...,y,}. Eine Theorie f beschreibt néhe-

rungsweise die Observable als Funktion der Koordinaten X: Wenn sich das
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Molekiil in Konfiguration X befindet, erwarten wir, den Idealwert § = f(X)
zu beobachten. Aufgrund von Unzuldnglichkeiten des Experiments und der
Theorie weichen die tatsdchlichen Messungen vom Idealwert ab. Wir be-

schreiben die Abweichungen durch eine Verteilung

p(ylg,0,1) = g(y;9,0).

Das Fehlergesetz g(-; 9, 0) ist normiert; es besitzt gew6hnlich ein Maximum
in Nahe des Idealwerts 7. Als einfachstes Modell nehmen wir an, dafl eine
Variable o ausreicht, um das Fehlergesetz zu parametrisieren.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit des Meflwerts bei gegebener Struktur ist

damit:
p(y‘X,O’,I) :g(y;f(X)aU)' (25)

Die Kenntnisse I, die in die Wahrscheinlichkeit p(y|X, o, I) eingehen, sind
die Theorie f und die Form des Fehlergesetzes g. Die Datenverteilung ist
Ausdruck unseres Unwissens iiber Storungen des Experiment, Artefakten
der Datenprozessierung sowie Niherungen der Theorie. Sie beschreibt kei-
ne tatsichlichen Schwankungen der Observable, sondern in welchem Bereich
wir y zu beobachten erwarten, wenn wir wissen, dafl sich das Molekiil in
Konfiguration X befindet.

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit mehrerer Mefiwerte y; setzt sich aus
ihren Einzelwahrscheinlichkeiten zusammen. Die vorausgesagten Werte sind

fi(X). Wir nehmen an, daf§ die Messungen mit demselben Fehlergesetz

p(wil X, 0,1) = g(ys;; fi(X), 0)

beschrieben werden kénnen und o fiir alle Messungen gleich ist. Die Messun-
gen sind unabhéngig voneinander, somit ist die Gesamtwahrscheinlichkeit der
Messung von D das Produkt der einzelnen Wahrscheinlichkeiten:

n

p(D|X,0',I):Hp(yZ~|X,J,I). (26)

=1

In I fliefit die Annahme unabhéngiger Messungen ein.
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Im weiteren werden Datenverteilungen der Form

1

9(ys; fi(X),0) = Z((?ﬁ; exp {—272 xf(X)}

betrachtet; h(y;) ist der rein datenabhéingige Anteil und nicht weiter von In-

teresse; Z(co) normiert die Wahrscheinlichkeit. Die Abweichung x? des Mef-
werts y; vom idealen Wert f;(X) ist positiv und nimmt ihr Minimum y? = 0
an, wenn beide iibereinstimmen. X? hat keine absolute Bedeutung, sondern
nur in Bezug auf eine Fehlerskala o > 0. Erst x?/o® ist eine einheitenlose
Grofe und o ein Mafistab fiir die Abweichung zwischen gemessenem und be-
rechnetem Wert der Observable. In der Wahrscheinlichkeit aller Daten (2.6)

pDIX 0. 1) x (2] exp {0}

ist die Gesamtabweichung x*(X) = >°" | x?(X) die Summe der einzelnen

Abweichungen zwischen den Messungen y; und ihren Idealwerten f;(X).
Falls die Theorie parametrisiert ist, also y = f(X;«), hingt die Abwei-

chung der idealen von den gemessenen Werten nicht nur von der Konfigura-

tion, sondern auch den Parametern ab. Als Datenverteilung ergibt sich:

p(DIX, 0, 0,1) o [Z(0)] ™ exp {—2%2 (X, a)} | (2.7)

Die Parametrisierung o wird explizit aufgefiihrt, weil sie bekannt sein muf,

um die Wahrscheinlichkeit der Messungen angeben zu kénnen.

2.2.3 Erweiterung des Hypothesenraums

Neben den eigentlichen Hypothesenparametern, den Koordinaten X, mus-
sten zwel weitere Klassen von Groflen eingefiihrt werden: die Theoriepara-
meter o und die Fehlerskala o. Diese Groflen sind nicht bekannt und haben
den gleichen Stellenwert wie die gesuchte Struktur. Sie miissen gemeinsam
mit den Koordinaten aus den Daten geschitzt werden. Eine vollstindige Be-
schreibung des Problems zwingt uns, den urspriinglichen Hypothesenraum

zu erweitern. Nur die Wahrscheinlichkeit aller Unbekannten

p(X,a,0|D, 1)
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16st das Problem vollstdndig. Man nennt « und o auch nuisance parameter
[20], weil sie sekundére Hypothesenparameter sind, die lediglich zur Beschrei-
bung der Daten eingefiihrt werden.

Die Unkenntnis der zusédtzlichen Parameter stellt einen Mangel an Wissen
dar, der in der Wahrscheinlichkeitstheorie direkt beriicksichtigt werden kann:
Im erweiterten Hypothesenraum sind alle Unbekannten durch ihre gemeinsa-
me A posteriori-Verteilung bestimmt. Um den Bayes’schen Satz anzuwenden,

miissen wir nur die A priori-Verteilung erweitern und erhalten
p(X,a,0) x L(X,a,0)7(X,a,0).
Die Likelihood-Funktion
L(X, a,0) x [Z(0)] ™ exp {—% (X, a)}

héngt bereits von allen Hypothesenparametern ab.
Durch Integration iiber die nuisance parameter wird der erweiterte Hy-

pothesenraum wieder auf den molekularen Konfigurationsraum reduziert:
p(X) = / dado p(X, a,0). (2.8)

Eine solche Marginalisierung [20] der zusitzlichen Parameter unterscheidet
sich grundsétzlich davon, sie vorab festzulegen. Denn die Parameter wer-
den nicht nur durch das Hintergrundwissen, sondern auch durch die Daten
bestimmt. Die Marginalisierungsregel ist eine Verallgemeinerung der Sum-
menregel.

Die Marginalisierung erlaubt, aus Datenverteilungen p(D|X, «, o, I), de-
ren Formulierung die Einfiihrung neuer Hypothesenparameter o und o erfor-
dert, neue Datenverteilungen p(D|X, I') zu konstruieren, in denen die zusétz-

lichen Parameter ausintegriert sind:
WDIX. 1) = [ dado p(DIX. 0,01 plaso|X. D)

Die reduzierte Datenverteilung p(D|X, I) ist eine Verbundverteilung aller
Messungen und 148t sich nicht mehr in ein Produkt von Verteilungen der ein-
zelnen Messungen zerlegen. Die Einfiihrung und Marginalisierung der zusétz-

lichen Parameter hat die Messungen untereinander gekoppelt. Wir kénnen
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L(X) = P(D|X,I) direkt im Bayes’schen Satz verwenden und erhalten eine

A posteriori-Verteilung, die nur noch von den Koordinaten abhéngt.

2.2.4 Mehrere Datensitze

In der Kernresonanzspektroskopie werden hiaufig Datensétze fiir verschiedene
Observablen aufgenommen. Man hat beispielsweise eine Liste von zugeordne-
ten NOESY-Signalen und zusétzlich Messungen der skalaren Kopplungskon-
stanten. Wie sollen verschiedene Datensétze Dy, ..., D,, aus m Experimenten
gemeinsam zur Strukturbestimmung genutzt werden?

Zur Beantwortung dieser Frage brauchen wir nur die Ableitung der Wahr-
scheinlichkeit eines Datensatzes zu wiederholen. Jede Observable y; beschreibt
eine Theorie, die ihre eigenen Parameter o; benttigt. Abweichungen zwischen
Theorie und Experiment werden durch eine eigene Fehlerskala o; gemessen.
Jeder Datensatz D; = {y;1,...,¥jn; } hat eine Wahrscheinlichkeit

PPN 051 o (0] exp {55 () |-

die Normierungskonstanten Z(o;) und die Abweichungen XJQ, unterscheiden
sich von Datensatz zu Datensatz, weil jeder durch ein eigenes Fehlergesetz
und eine eigene Theorie beschrieben wird.

Die Messung der verschiedenen Datensiitze ist voneinander unabhéngig,
so daf§ analog zu (2.6) die Gesamtwahrscheinlichkeit aller Messungen das

Produkt der einzelnen Datenverteilungen ist:
p(D|X,a,0,1) = Hp D;| X, aj,04,1);
j=1

die Theorieparameter a;; und die Fehler o; werden in oo = {oy, ..., o, } bzw.
o=4{01,...,0,} zusammengefafit.
Die gesamte Likelihood-Funktion ist ein Produkt der einzelnen Likeli-

hood-Funktionen, die sich aus den jeweiligen Datensitzen ergeben:

L(X,a,0) (H[Z ”f'> exp {—%Z XJZ,(X, aj)/af-}. (2.9)
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Die Gesamtabweichung zwischen Theorie und Experiment wird durch eine

gewichtete Summe der Abweichungen jedes Datensatzes gemessen:

(X, a,0) Z w]X (X, o)) (2.10)
mit dem Gesamtfehler 0> = >, 0,? und den Gewichten w; = 0?/0?,

>_;w; = 1. Es besteht keine Unklarheit dariiber, wie mit mehreren Da-
tensétzen, welche nie vollig konsistent sein werden, umzugehen ist: Jeder Da-
tensatz wird durch seinen Fehler o; in der gemeinsamen Likelihood-Funktion
gewichtet; die Gewichtung paflt sich wihrend der Schitzung der Koordinaten
und der iibrigen Hypothesenparameter an.

Um den Bayes’schen Satz anwenden zu kénnen, mufl die A priori-Verteil-

ung aller Unbekannten

(X, a, 0) ﬁw X, aj,0;) (HW a],JJ\X> m(X) (2.11)

zugewiesen werden. Der konformationelle Beitrag wurde abgesondert, weil er
eine vom Experiment unabhéingige Grundwahrscheinlichkeit der Konfigura-

tionen des Molekiils ist.

2.2.5 A priori-Verteilung der Struktur

Kernspektroskopische Messungen an biologischen Makromolekiilen werden
in der Regel in wéssriger Losung durchgefiihrt. Wechselwirkungen mit dem
Wasser bewirken, dafl sich das Molekiil in eine stabile globulire Struktur
faltet. Die Beschreibung der Freiheitsgrade des Losungsmittels ist sehr auf-
wendig. Deshalb werden wir lediglich die konformationellen Freiheitsgrade
des Molekiils betrachten.

Dieser Idealisierung nach befindet sich das Molekiil im Vakuum und hat
eine potentielle Energie F(X). Das Experiment wird bei Temperatur 7
durchgefiihrt; meist bei Raumtemperatur. Diese Annahmen kénnen durch

das Maximum-Entropie-Prinzip [23] in eine A priori-Verteilung umgewandelt
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werden. Man erhilt das Boltzmann-Ensemble
1
m(X) = exp{—pFF(X 2.12
(X) Z() { (X)} (2.12)

als A priori-Verteilung der Koordinaten; die Zustandssumme Z(3) ist eine

Normierungskonstante.

In dieser Vereinfachung bleibt die Konformation unbestimmt. Erst die
Analyse von Daten kann die Struktur einigermafien genau und richtig charak-
terisieren. Eine vollstdndigere Beschreibung der Vorkenntnisse wiirde jedoch
erlauben, richtigere Aussagen iiber die Struktur zu machen.

Biologische Makromolekiile sind lineare Polymere, also Kettenmolekiile,
die sich aus kovalent gebundenen Grundeinheiten zusammensetzen. Bei Pro-
teinen sind dies die zwanzig Aminosauren, im Fall der Nukleinsduren DNA
oder RNA die vier Nukleotide. Wegen der kovalenten Krifte ist der Konfigu-
rationsraum eines Kettenmolekiils auf eine niederdimensionale Mannigfaltig-
keit des Raums der kartesischen Koordinaten beschriankt. Die hierarchische
Natur der physikalischen Wechselwirkungen beriicksichtigt eine Parameteri-
sierung durch externe und interne Koordinaten (siehe Anhang B).

Die A priori-Verteilung in kartesischen Koordinaten ist das Boltzmann-
Ensemble (2.12). Nach (2.4) muB der Ubergang zu externen und internen
Koordinaten durch die Jacobi-Determinante der Transformation beriicksich-
tigt werden. Weil die potentielle Energie von den Atomabstinden abhingt,
gehen in die A priori-Verteilung nur noch die internen Koordinaten ein:

1
m({li}, {ri}, {6:}) = 7(9)
Dies sind die Bindungslidngen | = {l;}, die Bindungswinkel x = {&;} und die
Dihedralwinkel = {6;} mit der Jacobi-Determinante J(I, x, ) = [[, Zsink;
(sieche Abschnitt B.3 und Gleichung (B.7)).

Um die Dimensionalitit des Konformationsraums zu verkleinern, werden

exp{—BE(X(l,x,0))} J(I, k,0). (2.13)

die Bindungslangen /; und -winkel k; fixiert. Auflerdem sind die Planaritidten
der Peptidebene sowie der Ringe in den Seitenketten der Aminosduren starr.
Als einzige Freiheitsgrade bleiben die Dihedralwinkel 6;; sie beschreiben Ro-

tationen um die Bindungen.
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In der potentiellen Energie miissen nur noch nicht-kovalente Wechselwir-
kungen beriicksichtigt werden. Dies sind paarweise Beitrige E},;, die von den

Atomabstinden rg; abhingen:

E(0) =) Eu(ru(0)). (2.14)

k<l
Die Berechnung elektrostatischer Wechselwirkungen ist nur sinnvoll, wenn
auch das Losungsmittel beschrieben wird, deshalb werden hier nur van der
Waals-Abstoflungen zwischen den Atomen beriicksichtigt. Eine vereinfachte

Version des Lennard-Jones-Potentials [24]

k . . 4
Ey(ri) = % O(Pe — i) (Pee — Tht) (2.15)
nihert die van der Waals-Wechselwirkung an. O(-) ist die Heaviside-Funktion:
Absténde, die grofler als die Summe ihrer van der Waals-Radien sind, 7y >
Tki, tragen nicht bei. Nahert sich r;; Null, bleiben die Energien endlich; es
besteht eine endliche Wahrscheinlichkeit, dafl sich die Polypeptidkette durch-

dringt. Die Gleichgewichtsabstinde 7y, und die Kraftkonstanten kjy; werden
dem PROLSQ-Kraftfeld [24] entnommen.

2.2.6 A priori-Verteilung der Fehler

Die Theorieparameter a; und die Fehler o; sind zusétzliche Hypothesenpa-
rameter. Um sie zusammen mit den Dihedralwinkeln zu schitzen, miissen
ihnen A priori-Verteilungen zugewiesen werden. Die gemeinsame A priori-

Verteilung zerfillt in
(0, a,0) = w(a, 0|0) ().

Wir nehmen an, dafl die Fehlerskalen unabhingig von den Dihedralwinkeln,

den Theorieparametern und untereinander sind:

(o, olf) = m(a|f) w(o0) mit 7(o) = H’]T(O-j).

J
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Aus der Datenverteilung folgt, dal dem Fehler keine absolute Bedeutung
zukommt: Eine Skalierung von o; kann durch eine Skalierung der Abweichung
Xf, aufgehoben werden. Die A priori-Verteilung mufl deshalb gegeniiber Ska-

lierungen ¢ — so invariant sein, d.h. nach (2.4):

m(so) = (o) s~

Ableitung nach s liefert an s = 1 die Differentialgleichung o7n'(0) = —7(0),

welche direkt integriert werden kann:
m(o) o7t (2.16)

Allein aus der Information I = ,o ist ein Skalenparameter” ergibt sich
Jeffreys’ prior (2.16) als A priori-Verteilung [25]. Weil sich Jeffreys’ prior

nicht normieren 148t, ist er nur als Grenzwert einer Folge von Verteilungen

1 1

log(amax/amin) ;

W(U‘Urnaxa Omin) = y  Omin < 0 < Omax

sauber definiert. In der Parameterschitzung kann bereits bei wenigen Mes-
sungen von vornherein o, = 0 und oma = 00 gesetzt werden.

Durch die Definition der A priori-Verteilung 7(o) haben wir den Hypo-
thesenraum erweitert und sind nun in der Lage, anhand der Daten nicht nur
Aussagen iiber die Konformationen, sondern auch iiber die Fehler zu machen.
Um das Problem zu vervollstindigen, miissen noch die A priori-Verteilungen

der Theorieparameter aufgestellt werden.

2.2.7 Vergleich mit Optimierung

Ublicherweise werden makromolekulare Strukturen durch Minimierung einer
Hybridenergie bestimmt. Der negative Logarithmus der bedingten A poste-

riori-Verteilung der Koordinaten

—logp(X|a,0) = %Z X?(X, Oz)/OJZ- + BE(X)
J
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ist analog zur Zielfunktion (1.5):

GX) <+— —logp(X|a,o)
E(X) <+— —logn(X)
FX) o x(X0)2

/\j — 0]-_2.

Die Elemente der Hybridenergie erhalten wahrscheinlichkeitstheoretische
Deutungen: Der Datenterm F;(X) ist der negative Logarithmus der Like-
lihood-Funktion; seine Gewichtung muf}, wegen \; ~ aj_?, gemifl der Giite
der Daten und des Modells erfolgen.

Umgekehrt kann die Zielfunktion G(X) als negativer Logarithmus einer
bedingten A posteriori-Verteilung p(X |a, o) interpretiert werden. Optimie-
rung geht also von bekannten Parametern o und o aus und kommt einer
Punktschitzung der Koordinaten gleich. Weil die zusétzlichen Parameter
aber nicht bekannt sind, miissen sie mit Heuristiken bestimmt werden. Bei-
spiele sind die Kalibrationsschemata fiir NOESY-Volumina [13, 14] oder die
Kreuzvalidierung [15, 16] zur Bestimmung der Gewichte ;.

Im Gegensatz zu Optimierungsverfahren ist die Wahrscheinlichkeitstheo-
rie vollstédndig. Eine Zielfunktion zur Bestimmung aller Unbekannten ist der
negative Logarithmus der gemeinsamen A posteriori-Verteilung:

> [i X2(X, ;) + njlog Z(o;) | —logm(a,o|X) — BE(X).

2
20'j

Man koénnte zur Bestimmung aller Hypothesenparameter diese Funktion mi-
nimieren und bediirfte keiner zusétzlichen Heuristiken. Dies liefle jedoch den
Grofiteil der Information ungenutzt, die in der A posteriori-Verteilung ent-
halten ist (sieche Abschnitt 2.3).

Normierung der Likelihood-Funktion beziiglich der Daten resuliert in dem

o,-abhéngigen Term njlog Z(o;). Der A priori-Term log m(aj, 0,|X) fehlt
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ginzlich in G(X). Ohne die Wahrscheinlichkeitstheorie wiren wir nicht in
der Lage, diese zusétzlichen Terme zu motivieren und so die Zielfunktion zu

vervollstdndigen.

2.3 Monte-Carlo-Integration

Kernspektroskopische Messungen an Biopolymeren sind zu komplex, als daf
die A posteriori-Verteilungen noch analytisch untersucht werden koénnten.
Hier schaffen Algorithmen Abhilfe, die sich in der Auswertung der Verteilung
auf Bereiche hoher Wahrscheinlichkeit beschréinken. Diese Bereiche werden

in einer zufélligen Suche aufgespiirt.

2.3.1 Markov-Ketten-Monte-Carlo

Anliegen einer Datenanalyse ist, Hypothesen zu formulieren und anhand der
Messungen zu bewerten. Unser Unwissen erfordert, alle, nicht blof} die wahr-
scheinlichsten Werte der Hypothesenparameter in Betracht zu ziehen; also
iiber die moglichen Werte, gewichtet mit ihrer Wahrscheinlichkeit, zu mit-
teln. Gleich ob es sich um Erwartungswerte, Varianzen, marginale Verteilun-
gen oder Vorhersagen handelt, gilt es stets, hochdimensionale Integrale iiber
die A posteriori-Verteilung auszuwerten. In Anwendungen ist man deshalb

mit dem Problem konfrontiert, Integrale der Form

I= [ do f@

moglichst genau zu berechnen, wobei p die Verteilung des Hypothesenpa-
rameters x ist und f(z) eine beliebige Funktion sein kann (beispielsweise
f(z) = =z fiir Erwartungswerte oder f(z) = d(y — z;) fiir die marginale
Verteilung von z;). Ein solches Integral wird durch eine endliche Summe

angendhert:

I~ Z Az® f(a;(k)) p(a:(k)).
k=1
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Die Positionierung der Stiitzstellen 2(*) bestimmt die Giite der Niherung. Die
einfachste Wahl wiren dquidistante Stiitzstellen. Doch wiirde bei zunehmen-
der Zahl von Hypothesenparametern der Rechenaufwand exponentiell wach-
sen. Desweiteren mufl bereits bei der Diskretisierung eines eindimensionalen
Problems abgeschiitzt werden, welche Bereiche der reellen Achse signifikant
zum Integral beitragen.

Bei Wahrscheinlichkeitsintegralen ist aber immer bekannt, wie wichtig
der Beitrag einer Stiitzstelle 2(*) ist: ihr (stets positives) Gewicht ist gerade
P (3:( ) Wir miissen also die Stiitzstellen entsprechend ihrer Wahrschein-
lichkeit wihlen, d.h. dort dichter, wo die Verteilung Moden aufweist. Die
Abstédnde zwischen den Stiitzstellen sind dann umgekehrt proportional zur
Wabhrscheinlichkeitsdichte: Az®) o 1/ p( ) Die Integralsumme wird zu

einem Mittel
(z®)); (2.17)

~
Q
REE
NE
kﬁ

und die Stiitzstellen ) sind Stichproben von p: sie sind gemiB der Dichte p
verteilt, symbolisiert durch z(*) ~ p(x).
Anders ausgedriickt, wird die Verteilung durch ein unendlich feines Hi-

stogramm angenéhert:

SR

Z 5:5—35(’“)

1

m
pz) =

k=
Wie gut diese Naherung ist, hingt von der Anzahl der Stichproben und ihrer
Position ab. Die Stichproben miissen so gezogen werden, dafl bei unendlich
vielen Ziehungen die Dichte reproduziert wird:

lim p,(z) = p(x).

m— o0

Bei endlichem Aufwand, also fester Anzahl m von Stichproben, sind in erster
Linie die Bereiche aufzusuchen, die am meisten Wahrscheinlichkeitsmasse
tragen.

Die Nédherung des Integrals durch ein Mittel von Stichproben hat den

Vorteil, dafl ihre Giite weniger von der Dimensionalitit des Hypothesen-
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raums abhéngt, sondern vielmehr von der Topologie der Verteilung. Aufer-
dem konnen dieselben Stichproben zur Bewertung aller erdenklichen Hypo-
thesenfunktionen f verwendet werden, wobei natiirlich auch die Giite der
Néherung davon abhéngt, wie sehr wichtige Bereiche von p und f sich iiber-
decken. Bei Verwendung klassischer numerischer Verfahren wiirde sich hinge-
gen mit jeder neuen Hypothese der Integrand pf &ndern und eine neuerliche
Berechnung erforderlich machen.

Monte-Carlo-Verfahren erzeugen Stichproben durch einen stochastischen
ProzeB. Ausgehend von der k-ten Stichprobe () wird die nichste nach einer

Zufallsvorschrift gezogen:
gD~ T (z]2®). (2.18)

Solch ein zufélliges Absuchen der Wahrscheinlichkeitsverteilung wird auch
sampling genannt. Wiederholte Anwendung erzeugt eine ,, Kette“ von Stich-
proben:

A L R

Der Index k bezeichnet nun einen Zeitpunkt in der Simulation und nicht mehr
einen Ort, wie zuvor in der Diskretisierung des Integrals. Weil die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit 7'(z|y) nur vom Vorgénger in der Simulation abhéngt,
definiert sie einen Markov-Prozefl erster Ordnung. Wird 7' zur Erzeugung
von Stichproben verwendet, spricht man von Markov-Ketten-Monte-Carlo
(MCMC) [26].

Die Ubergangswahrscheinlichkeit mufl so gewihlt werden, daf die Ziel-

verteilung p die stationédre Verteilung der Markov-Kette ist, d.h.

plz) = / da' T (ala') p(a’)

denn dann werden nach einer gewissen Konvergenzphase iiber die Vorschrift
(2.18) nur noch Stichproben von der gewiinschten Verteilung gezogen. Ein
Spezialfall dieser Forderung ist die Bedingung detaillierten Gleichgewichts
(detailed balance):

T(alt!) p(a’) = T('|e) pla). (2.19)
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Integration iiber ' ergibt p als stationiire Verteilung der Ubergangsvorschrift
T. Bedingung (2.19) besagt, daf} sich die Markov-Kette nach der Konvergenz-

phase in einem dynamischen Gleichgewicht befindet.

2.3.2 Gibbs sampling

Gibbs sampling [27] ist ein Verfahren, um eine Markov-Kette fiir mehrdimen-

sionale Verteilungen zu konstruieren. Ist x = (z1,...,2,)” ein n-dimension-
aler Hypothesenparameter mit Verteilung p(z) = p(z1,...,,), so erzeugt
der Prozef
k+1 k
xg LR p(ml\:rg ). .,x,(f))
k+1 k+1 k+1)  (k k
:EZ( )~ p(xz|x§ ). ,:L'Z(-fl ),xz(-+)1, ,x;))
k+1 k+1
kD p(xn|xg R ))

eine Markov-Kette, deren stationire Verteilung gerade p(z) ist. Die Vertei-

lungen p(z;|x1,...,2; 1,Tit1,- .-, Ty) sind bedingte Verteilungen von p(z).
Wir kénnen Gibbs sampling verwenden, um die Ziehung von Stichproben

der Dihedralwinkel 6, der Theorieparameter o und der Fehler o zu entkop-

peln. Es ergibt sich das Schema

P04 o p(9la®), o).
ot~ p(a |0 o R), (2.20)

o+ p(o_w(k—l—l)’a(k—f—l)).

Als bedingte A posteriori-Verteilungen der nuisance parameter o und o er-
geben sich hiufig bekannte Verteilungen, fiir die Zufallszahlengeneratoren
existieren. Man kann diese Verfahren verwenden, um Stichproben dieser Pa-
rameter zu erzeugen. Die Erzeugung konformationeller Stichproben ist dage-

gen schwierig.
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2.3.3 Hybrid-Monte-Carlo

Die bedingte A posteriori-Verteilung der Dihedralwinkel 148t sich auf keine
der géingigen Verteilungen zuriickfithren. Sowohl die Likelihood-Funktion als
auch das Boltzmann-Ensemble prigen den Dihedralwinkeln starke Korrela-
tionen auf. Die Anderung eines Dihedralwinkels kann die Konformation stark
dndern und damit sowohl den Wert der Likelihood-Funktion als auch der
A priori-Verteilung.

Um Konformationen effizient zu ziehen, muf} die Korrelation der Dihedral-
winkel in der Erzeugung der Stichprobe beriicksichtigt werden. Im Hybrid-
Monte-Carlo (HMC) [28] wird die neue Konfiguration durch eine kurze In-
tegration der Bewegungsgleichungen bestimmt, die sich aus dem negativen

Logarithmus der bedingten konformationellen A posteriori-Verteilung
1(0) = —logp(fla, 0)

ergeben. Dazu werden zu den Dihedralwinkeln konjugierte Impulse p; ein-

gefiihrt und die erweiterte Verteilung

p(0; 1) o exp {—% D _Hi- 1(9)}

simuliert; Stichproben der Konformationen erhilt man wegen

p(0) o / dyu p(0, 1)

durch numerische Integration iiber die Impulse: man {ibernimmt blof§ die

Dihedralwinkel und vernachléssigt ihre Impluse. Der Ablauf ist:

1. Begonnen wird mit einem Gibbs sampling-Schritt: die Impulse werden

von einer Gaufl-Verteilung gezogen

k
TREN eXp{—u3/2}

(damit gehorchen die Geschwindigkeiten einer standardisierten Maxwell-

Verteilung).
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2. Kandidaten der Dihedralwinkel und der Impulse werden durch eine In-
tegration der Bewegungsgleichungen berechnet, die sich aus der Pseudo-
Hamilton-Funktion H (0, 1) = 3>, 7 + [(#) ergeben. Ausgehend von
den Anfangsbedingungen (O(k),u(k)) werden die Bewegungsgleichun-
gen:

db; dp;
— ==, — =00
at " at (6)
mit einem Differenzenschema integriert. Nach einer gewissen Zahl von

Integrationsschritten erhélt man Impulse ' und Dihedralwinkel €'

3. Das Metropolis-Kriterium [29]
min {1, exp (— [H(@',u') — HO®, u®™)])}.

entscheidet, ob (¢, 1) als neue Stichprobe (0*+1 uE+1) akzeptiert

wird.

Damit die mittels HMC erzeugte Markov-Kette detailed balance (2.19)
erfiillt, mufl das Integrationsschema in Schritt 2 zeitreversibel und volumen-
erhaltend sein [26]. Der leapfrog-Algorithmus [30] geniigt diesen Anforde-
rungen. Idealerweise dndert sich H wihrend der Integration nicht und die
Markov-Kette bewegt sich auf Linien konstanter Wahrscheinlichkeit p(6, u).
Wegen numerischer Fehler weicht H jedoch am Ende der Trajektorie mehr
oder weniger vom anfinglichen Wert ab. Die Grofle des Integrationsfehlers
héngt von der Linge der Trajektorie, der Feinheit der Diskretisierung und
der Form der Hamilton-Funktion ab. Das Metropolis-Kriterium garantiert
detailed balance selbst bei numerischen Fehlern; Abweichungen in H werden
exponentiell unterdriickt.

Die Zufallsvariablen konnen beliebiger Natur sein. Aber selbst wenn keine
Daten vorhanden sind und ((8) = 8 E(f) gilt, stimmen die Bewegungsglei-
chungen nicht mit den echten Hamilton-Gleichungen iiberein: Beim Wechsel
von kartesischen Koordinaten zu Dihedralwinkeln erhélt man in den echten
Hamilton-Gleichungen eine winkelabhiingige kinetische Energie [31]. Beim

Hybrid-Monte-Carlo in Dihedralwinkeln ist hingegen die kinetische Energie
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winkelunabhingig. Bei der Ziehung von Stichproben muf} jedoch die Trajek-

torie nicht realistisch sein.

2.3.4 Replica-Monte-Carlo

Gibbs sampling wird fiir hochdimensionale, multimodale Verteilungen mit
stark korrelierten Variablen sehr ineffizient. Zur Ziehung einer neuen Stich-
probe werden bei n Hypothesenvariablen n Schnitte durch die Verteilung
gemacht. Jeder Schnitt zeigt aber nur einen begrenzten Ausschnitt der Ver-
teilung; er zeigt nicht, wie die Variablen gekoppelt sind, und ob fiir einen
benachbarten Schnitt weitere Maxima existieren.

Auch Hybrid-Monte-Carlo durchsucht den Hypothesenraum nicht mehr
ergodisch, wenn die Maxima der Verteilung sehr schroff sind. Dann reicht
der Impuls nicht aus, um ein Maximum innerhalb der Simulationszeit zu
verlassen. Die Nicht-Ergodizitdt kann aber umgangen werden: Bei hoheren
Temperaturen ist das Boltzmann-Ensemble weniger schroff und HMC kann
es vollstdndig absuchen; im Grenzfall unendlich hoher Temperatur gehorchen
die Dihedralwinkel einer Gleichverteilung, von welcher leicht Stichproben ge-
zogen werden konnen.

Diese Idee wird verallgemeinert: Eine stetige Transformation bildet die
Grundverteilung p(z) auf eine Verteilung p'(z) mit giinstigeren Eigenschaften
ab. Wenn p’ unimodal ist oder nur wenig ausgeprigte Maxima aufweist,
konnen von ihr ergodisch Stichproben gezogen werden. Eine Schar p(z|w)
von Verteilungen interpoliert zwischen den beiden Verteilungen: p(z|wmax) =
P (z), p(x|wmin) = p(x). Der Parameter w entspricht der Temperatur des
Boltzmann-Ensembles; Anderung von w , heizt“ oder ,kiihlt“ die Verteilung

p. Eine mogliche Verteilungsschar ist

p(z|w) o [p(z) |7 (2.21)

Die ,Hochtemperaturverteilung“ p(z|w = 0) ist in diesem Fall eine Gleich-

verteilung.
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Die Schar iibertragt Stichproben der Hochtemperaturverteilung p’ auf die
Zielverteilung p. Fiir m Stiitzstellen w = {wq,...,wn} Mit Wi = Wyin und
Wy = Wmax erhdlt man m ,Wirmebider®, die nach und nach in die Ziel-
verteilung iibergehen. Die Wirmebéder sind nicht-wechselwirkende Verviel-
fachungen (replicas) des urspriinglichen Systems. Replica-Monte-Carlo [32]
simuliert alle Warmebéder gleichzeitig:

p(T1, -y Tm|wi, -, W) = H p(i|w;)-
i=1

7
Benachbarte Warmebéder tauschen Stichproben aus und erméglichen so de-

ren Diffusion in die Zielverteilung. Der Austausch wird mit der Wahrschein-

lichkeit
win {1’ p(xjlwi) p(xi|w;) }
p(zilw;) p(ij |wj)

akzeptiert oder verworfen.

Die Wahl der Verteilungsschar ist freigestellt. Generell ist es giinstig, eine
Familie von Verteilungen zu wéhlen, in denen sich Bereiche hoher Wahr-
scheinlichkeit iiberdecken. Das ist fiir die Familie (2.21) der Fall. Ein weite-
res Kritierum ist, die Parametrisierung so zu wéhlen, dafl moglichst wenige
Verteilungen noétig sind, um zwischen dem Hochtemperaturbad und der Ziel-
verteilung zu interpolieren

In der Bayes’schen Analyse von Kernresonanzdaten mufl das Produkt der

Likelihood-Funktion und der A priori-Verteilung simuliert werden
p(0,a,0) x L(6, o, 0) (0, a, 7).

Beide Verteilungen sind in den konformationellen Freiheitsgraden hochkor-
reliert. Um jeden Faktor einzeln kontrollieren zu kénnen, wird die Idee des
Replica-Algorithmus erweitert. Die Parameter w und ¢ definieren die Verteil-

ungsschar [2]
p(0, a,0l|w, q) x [L(0, o, 0)]” 7(0|q) m(a,0).

Die konformationelle A priori-Verteilung ist hier das Tsallis-Ensemble [33, 34]

q

7(0lq) o< [1+ B (g — 1) (B(0) — Bgin) |77 . (2.22)
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— log m(Xq) [10°]

o 1 1 1
—-180 —90 0 90
@ [deg] ¢ [deg]

Abbildung 2.1: Einflu} der Replica-Parameter w und ¢: Fiir eine gefaltete
Proteinstruktur wurde ein Schnitt durch die Fliache der negativen Logarith-
men von [L(f, «,0)]¥ und 7(f|q) bei Verdnderung eines Dihedralwinkels be-
rechnet. Fiir wachsende ¢ wird E, immer flacher (links), fiir kleinere w néhert

sich L* einer Gleichverteilung (rechts).

Die Verwendung des Tsallis-Ensembles kann als nicht-lineare Transformation
der Energie interpretiert werden: es gilt 7(6|q) o< exp {—3 E,(6)} mit
By(0) = r gy losl1+ 8 (g = 1) (B(0) = Fun) .

Wegen log(1+1z) = z+O(x?), ist E,—1(0) = E(f), also bei ¢ = 1 das Tsallis-
gleich dem Boltzmann-Ensemble. Fiir ¢ — oo dagegen wird die Verteilung
immer flacher. Im Falle ¢ > 1 fillt 7(f|¢) nur potentiell statt exponentiell ab.
Somit haben hochenergetische Konformationen, die das Boltzmann-Ensemble
exponentiell unterdriickt, im Tsallis-Ensemble eine hohere Wahrscheinlich-
keit. Bei Simulation von 7(6|q) mittels HMC werden die Bewegungsgleichun-
gen integriert, die aus der transformierten Energie E, resultieren. Weil E,
mit wachsendem ¢ immer flacher wird (siehe Abb. 2.1), kann HMC den Kon-
formationsraum schliellich ergodisch absuchen.

Im Faktor L“ kontrolliert w den Einflufl der Daten; diese gehen nur mit

der effektiven Anzahl nw in die Likelihood-Funktion ein:
w nw _i 2
({0, @,0))* o< [Z(0)]™ exp{—255 x*(0, ) }.

Beim Gibbs sampling muf8 in den bedingten A posteriori-Verteilungen n

durch nw ersetzt werden.
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Die replicas sind so angeordnet, dafl zuerst die Daten durch Verminde-
rung von w ausgeschaltet werden und anschliefend durch Erhéhung von ¢ die
nicht-kovalenten Krifte zwischen den Atomen. Vom ,kiltesten“ Wirmebad
(w=1,¢ = 1) werden Stichproben der A posteriori-Verteilung p(f, o, o) gezo-
gen. Das Wirmebad um Ubergang w = 0, ¢ = 1 ist das Boltzmann-Ensemble.
Die Hochtemperaturverteilung (w = 0, — oo) ist eine Gleichverteilung der
Dihedralwinkel.

2.4 Datensitze

2.4.1 Daten fiir eine perdeuterierte SH3-Domiine

Die SH3-Domaine ist eine kleine Proteindoméne, die in vielen Signaliibertra-
gungsproteinen vorkommt. Von Mal et al. [35] wurden NOESY-Spektren ei-
ner perdeuterierten SH3-Doméne des Proteins Fyn aufgenommen. Alle Was-
serstoffe aufler den Amidprotonen, die an die Stickstoffatome des Prote-
inriickgrats gebunden sind, wurden durch Deuteriumatome ersetzt. Dies ge-
stattet, NOESY-Resonanzen blofl zwischen den Amidatomen anzuregen; man
erhélt saubere und iibersichtliche Spektren. Die Technik ist in erster Linie fiir
grofle Proteine vielversprechend, deren NOESY-Spektren nicht mehr analy-
siert werden koénnen, weil sich die Resonanzen zu stark iiberlagern.

Aus Messungen mit unterschiedlichen Mischzeiten haben Mal et al. an-
hand bekannter, fester Absténde obere Schranken fiir die Hy-Hn-Absténde
abgeschitzt. Die Originaldaten bestanden aus Messungen, die in vier ver-
schiedene Klassen eingeteilt waren. Die oberen Abstandsschranken wurden
anhand der Kristallstruktur [36] in Messungen der Hx-Hy-Abstéinde umge-
wandelt. So ergaben sich vier Gruppen mit Werten von 2.7 A, 3.7 A, 4.7 A
bzw. 6.1 A. Der Datensatz besteht aus 48 sequentiellen, 36 kurzen (|i—j| < 4)
und 70 langreichweitigen (|i — j| > 4) NOEs; insgesamt 154 Mefiwerten.

Die Datendichte ist gering: Bei 59 Aminosduren Linge fallen im Mittel
etwas mehr als ein langreichweitiger Abstand auf jede Aminoséure. Hinsicht-
lich der Mefitechnik ist der Datensatz jedoch vollstéindig: fast alle theoretisch
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beobachtbaren NOE-Signale wurden gemessen (fiir 188 Paare von Amidpro-

tonen ist der Abstand kleiner 7 A).

2.4.2 Daten fiir Ubiquitin

Das Protein Ubiquitin ist ein beliebtes Testsystem bei der Entwicklung neuer
experimenteller und datenanalytischer Techniken der biologischen Kernreso-
nanz. Bax und Mitarbeiter haben Daten fiir alle hier behandelten NMR-
Observablen gemessen (PDB-Code 1d3z) [37].

Die NOESY-Daten wurden in einer einzigen Liste in der Datenbank ab-
gelegt, so daf} sich nicht mehr rekonstruieren 148t, aus welchen Spektren die
Resonanzen stammen. In vielen Féllen sind die NOE-Signale eindeutig zu-
geordnet; es finden sich aber auch einige mit mehrdeutiger Zuordnung, fiir
die nicht entschieden werden konnte, welches Protonenpaar mit chemischen
Verschiebungen nahe den Frequenzpositionen der Resonanz Magnetisierung
ausgetauscht hat.

Der Datensatz umfafit 2727 Messungen; bei einer Linge von 76 Ami-
nosauren ist er redundant und einige Distanzen sind iiberbestimmt. Von allen
NOEs konnten 2265 eindeutig zugeordnet werden, 462 blieben mehrdeutig.
Von den 2265 eindeutig zugeordneten NOEs ist fiir 850 NOEs ein Me3wert
vorhanden; fiir 454 NOEs gibt es zwei MefBwerte, fiir 61 drei, fiir 75 vier, fiir
zwei fiinf, fiir einen NOE sechs und fiir einen weiteren NOE acht Messungen.

Durch schwache Ausrichtung der Molekiile in einem Medium konnten Bax
und Mitarbeiter [37] dipolare Kopplungen fiir die Bindungsvektoren messen,
die die Peptidebene definieren: Dipolare Kopplungen der Bindungsvektoren
D(N-Hy), D(C-Hx), D(C-N), D(C,-C) und D(C,-H,) wurden fiir zwei ver-
schiedene Orientierungen gemessen, die C,-Cg Kopplung nur fiir eine Aus-

richtung. Die Anzahl der Messungen ist:

| N-Hy | C-Hy | O-N | Co-C | Co-Ha | Ca-Cy
63 ‘ 61 ‘ 61 ‘ 58 ‘ 66 ‘ 39

Ausrichtung 1
60 63 63 54 66

Ausrichtung 2
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Die Dihedralwinkel ¢; werden durch die Atome C;_;, N;, C,,; und C;
entlang des Proteinriickgrats festgelegt. Sechs skalare Kopplungskonstanten
hiingen direkt von ¢ ab: 3J(C-C), 3J(C-Cp), 3J(C-H,), 27 (Hx-C), 3J (Hx-Cp)
und 3J(Hyx-H,). Fiir 27(C-C) lagen 55 Messungen vor, fiir 3J(C-Cg) 57, fiir
3J(C-H,) 65, fiir 3J(Hy-C) 61, fiir 3J(Hy-Cg) 60 und fiir %/ (Hy-H,) 63.

2.5 Verwendete Software

Zur Simulation der komplexen A posteriori-Verteilungen wurde ein selbst-
entwickeltes Programmpaket (sieche Anhang C) verwendet, das mittels dem
in Kapitel 2.3 beschriebenen Replica-Monte-Carlo-Algorithmus Stichproben
der Hypothesenparameter zieht. Die Molekiile sind in Dihedralwinkeln pa-
rametrisiert; zusétzliche Parameter werden ebenfalls geschitzt. Die Software
ist in den Programmiersprachen Python und C geschrieben. Die meisten
Graphiken wurden mit Hilfe der Python-Bibliothek biggles erstellt. Blof
fir die Darstellung der Proteinstrukturen wurde MOLMOL [38] verwendet.
Die Bewertung der Qualitit der Strukturen erfolgte durch PROCHECK und
WHATIF. PROCHECK [39] berechnet die Dihedralwinkel einer Konfigura-
tion und vergleicht sie mit den Ramachandran-Statistiken wie sie sich aus
den bekannten Proteinstrukturen ergeben. WHATIF [40] stellt verschiede-
ne Qualitétsindizes fiir Proteinstrukturen zur Verfiigung: QUACHK (quality
check) und NQACHK (new quality check) sind zwei Mafe, die die Packungs-
qualitit von Proteinstrukturen bewerten. Es handelt sich um Z scores, d.h.
beziiglich der Standardabweichung normierte Abweichungen vom Mittelwert
fiir gut aufgeloste Kristallstrukturen. Der Werte sollten also idealerweise bei
Null liegen. RAMCHK (Ramachandran check) bewertet die Ramachandran-
Statistik; wieder handelt sich um einen Z score. BMPCHK (bump check) mif}t
die Anzahl der Atomdurchdringungen. Die Werte sind ein Mittel iiber die An-

zahl solcher Zusammenstofle berechnet fiir die A Posteriori-Konformationen.



Kapitel 3

Ergebnisse

3.1 Datenverteilungen

Skalare und dipolare Kopplungen sowie dipolare Relaxationsraten geben Auf-
schlufl iiber die Geometrie einer Spinkonfiguration. Einfache Theorien be-
schreiben die Abhéngigkeit dieser Mefigréflen von der molekularen Struktur.
Eine unbekannte Fehlerskala parametrisiert Abweichungen zwischen experi-
mentellen und theoretischen Werten. Theorie und Fehlergesetz bestimmen

die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Observable.

3.1.1 Skalare Kopplungskonstanten

Die Elektronen der chemischen Bindungen vermitteln eine Wechselwirkung
zweier Kernspins; dies ist die indirekte Kopplung. In isotroper Losung wird
die Stirke der Wechselwirkung durch die skalare Kopplungskonstante "J an-
geben, wobei n die Anzahl der Bindungen ist. Sind die Kerne durch drei Bin-
dungen getrennt, héngt die skalare Kopplungskonstante in erster Linie von
dem Dihedralwinkel # ab, der durch die Bindungen definiert wird: 3J = 3J(9).
Weitere Einfliisse, die von der chemischen Umgebung oder lokaler Dynamik

herriihren, werden vernachléssigt.

Karplus hat eine einfache Beziehung fiir den Zusammenhang zwischen der

43
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A+|BJ+C
=
" A—|B|+C
C—B?/(4A)

0

Abbildung 3.1: Karplus-Kurve zur Beschreibung der Abhéngigkeit der skala-

ren Kopplungskonstante 2/ vom Dihedralwinkel 6.

skalaren Kopplungskonstante und dem Dihedralwinkel abgeleitet [5]:
3J(0) = A cos*0 + B cost + C. (3.1)

Dies sind die ersten drei Gliedern einer Fourier-Entwicklung. Die Koeffizien-
ten A, B, C' kénnen quantenmechanisch berechnet werden [41, 42]. In der
wahrscheinlichkeitsbasierten Strukturbestimmung sind sie jedoch unbekan-
nte , Materialkonstanten“ die zu Hypothesenparametern werden. Die Maxi-
ma liegen bei sin§ = 0, die Minima bei cos§ = —B/(2A) (sieche Abb. 3.1).
Abweichungen zwischen gemessenen und berechneten skalaren Kopplungs-
konstanten beschreibt ein Gauf’sches Fehlermodell. Diese Verteilung ist vor-
urteilsfrei, weil sie auf wenigen, plausiblen Annahmen beruht: Erstens soll

die Vorhersage nicht systematisch von den Mefiwerten abweichen, also
J0) = (),

wobei (-) ein Mittel iiber die gesuchte Fehlerverteilung ist. Zweitens soll die

mittlere quadratische Abweichung

ot = ([ -0)]")

zwischen gemessenen und berechneten Werten bekannt sein. Wir suchen das

Fehlergesetz, das aufler den beiden genannten keine zuséitzlichen Annahmen
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trifft. Die GauB-Verteilung (siehe auch Abschnitt A.1)

(5 3(8),0) = —— exp {—— (3 - 3J(0))2} (3.2)

2mo?

hat von allen Verteilungen, die die beiden Bedingungen erfiillen, die grofite
Entropie; nach dem Maximum-Entropie-Prinzip [23] gehen in sie keine wei-
teren Annahmen ein; solche wiirden sich in einer Verminderung der Entropie
niederschlagen.

Messungen skalarer Kopplungskonstanten D = {3];, ..., 3J,} resultieren
in der Likelihood-Funktion

1
L(X,A,B,C,0) = (2r0?) ™2 exp {— X2 (X, A,B,C)} ,

202

wobei

Xi(X,A,B,C) = Z (3JZ- — A cos®0; — B cosb; — 0)2
die Abweichung zwischen Messungen und Vorhersagen quantifiziert und die

Dihedralwinkel 6; aus Konformation X berechnet werden. Mit der Matrix

cos’f; cosf; 1

cos®f, cosf, 1
und den Daten- und Parametervektoren
i=CJ, L)Y baw. a=(4,B,C)F
148t sich die Abweichung als quadratische Form schreiben:
(X, A,B,C) = (j— A, a)"(j - A, a). (3.4

Das Maximum der Likelihood-Funktion L(X, A, B, C, o) beziiglich der Kar-
plus-Koeffizienten ergibt sich durch Minimierung von X?- Differentiation von

(3.4) nach den Koeffizienten liefert das Gleichungssystem

(ATA,)a = ATj.
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Falls (ATA ) reguliir ist, existiert die Pseudo-Inverse A = (ATA)'A”, und

J
als Mazimum-Likelihood-Schdtzwert [20] der Karplus-Parameter erhélt man

~ i
a=Aj (3.5)

Um die Schéitzwerte von X und o zu bestimmen, wird a in die Likeli-
hood-Funktion eingesetzt und der negative Logarithmus der resultierenden

Funktion
1

307 3

minimiert. Der geschitzte Fehler ist

T@—A,A)j+nlogo

b

. \/x?(X,A,B,C) _iTa-A,Ahj
B n n
er zeigt das iibliche 1/4/n - Verhalten.
Erst die Beriicksichtigung der Zustandssumme Z (o) = v/2mo? erméglicht,
den Fehler zu bestimmen. Ohne den Beitrag der Zustandssumme in

Ly
ﬁxJ%—nloga

wiirde man unsinnige Schétzwerte erhalten: Bei endlichem Residuum 2 wird
x>/20® minimal fiir o — oo, obwohl intuitiv o endlich bleiben sollte, je nach
GroBe von x2. Falls die Theorie die Daten exakt vorhersagt, x2 = 0, ist o

unbestimmt, obwohl der Fehler dann verschwinden miifite.

3.1.2 Dipolare Kopplungen

Uber die Wechselwirkung ihrer Dipolmomente sind zwei Kernspins k und [
direkt gekoppelt. Der Dipoltensor Dy, (1.2) vermittelt diese Wechselwirkung.
Weil die Ortskoordinaten dem Gitter angehéren, mufl im Hamiltonoperator

iiber sie gemittelt werden. In der Sidkularapproximation [3] gilt:

1 h
Hdipol ~ B Z MOT;W Iy 1, ezT<Dkl>ez-
k#l
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Die Koordinaten koénnen in duflere und innere Anteile zerlegt werden:
Ty = Rf'k + t,

wobei T, die Atompositionen in einem fest mit dem Molekiil verbundenen
Koordinatensystem sind. Die Rotationsmatrix R beschreibt die Orientierung
des Molekiils, t ist ein Translationsvektor. Fiir den Dipoltensor Dy, im Ko-

ordinatensystem des Molekiils gilt
Dkl - R f)k:l RT.

Bei einem starren Molekiill mufl nur noch iiber die Orientierungen gemit-
telt werden. Wegen der Orthonormalitéit der Drehmatrix ist r = R'e, ein

Einheitsvektor. Die Mittelung vereinfacht sich zu
el (Dy)e, = tr [(rr7) Dyy| = 1, Siy/ri;.
Die Matrix [43]
S=(3rr’ —I) = (RT(3e,el —T)R)

charakterisiert die mittlere Ausrichtung des Molekiils und wird Saupe-Matrix

genannt. Sie hat nur fiinf unabhingige Elemente: die Parametrisierung

§1 — 82 83 84
S = S3 —S1 — S92 Sy
S4 Sy 282

erfiillt die Bedingungen tr S = 0 und ST = S. Die dipolare Kopplung berech-

net sich zu

Di(X,s) = p;r}Sr;/r} =as, (3.6)
=1

wobei alle n; Beitriige mit Kopplungskonstante p; = piohyk,;vk,;/(47), die zu
derselben Resonanz beitragen, aufzusummieren sind. Bei prochiralen Grup-

pen hat man beispielsweise zwei Betrige [44]. Aulerdem wurden die Vektoren

5 = (Sla 52, 53, 54, SS)T
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Abbildung 3.2: Linien konstanter dipolarer Kopplungen als Weltkartenpro-
jektion des Polar- und Azimuthalwinkels 6 bzw. ¢. Der Azimuthalwinkel

definiert den Lingengrad, der Polarwinkel den Breitengrad.
und

a, = Z % (x?—yf-, 32?-—7"]2-, 2x;Y5, 22525, 2yjzj)T
PR
eingefiihrt.

Oft wird die Diagonaldarstellung S = R ART der Saupe-Matrix verwen-
det. R ist eine Rotation und A die Diagonalmatrix der Eigenwerte A;, Ay, A3.
Weil die Spur verschwindet, ist die Summe der Eigenwerte Null. Durch eine
Permutation der Spalten von R kann man die Eigenwerte so wihlen, daf sie
nach der Grofle ihres Betrags geordnet sind: [A3| > |[Ay] > |A1]. Die axiale
und die rhombische Komponente des Orientierungstensors werden definiert

als: \ 5\ \
A=22 Rp=Z271 72
27 3 A3

Die Rhombizitét kann nur Werte in [0, 2/3] annehmen. Im Koordinatensys-

tem, das durch die Spalten von R definiert wird, gilt:
r'Sr/r’ = A [3cos®@ — 1 + 3R sin®0 cos(2¢)/2],

wobei (1,0, ) die Kugelkoordinaten von r sind. Dipolare Kopplungen sind
degeneriert; ein konstanter Wert liefert unendlich viele Einstellungen von 6
und ¢ (siehe Abb. 3.2).

In wiassriger Losung diffundieren die Molekiile ohne Vorzugsrichtung und
dipolare Beitrige verschwinden. Aber allein der Einflu} eines dufleren Ma-

gnetfelds kann die Molekiile ausrichten (dies ist z.B. bei Himproteinen der
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Fall). Aulerdem kann durch Verdnderung des Losungsmittels die Isotro-
pie aufgehoben werden. Das erreichen beispielsweise kristalline Fliissigkeiten
[43, 45]: Wechselwirkungen mit dem Losungsmittel richten das Molekiil im
Mittel schwach aus.

Die Messung einer dipolaren Kopplung der Stirke D; wird wieder mit
einem Gauf’schen Fehlergesetz beschrieben. Fiir n dipolare Kopplungen D =
{Dy,...,D,} ist die Abweichung

Xi) (X, 8154+, 35) = Z (Dz - D’L(X’ S))2 = (d - ADS)T(d o A‘DS) (37)
mit d = (Dy,...,D,)" und A, = (ay,...,a,)’. Die Saupe-Matrix wird
durch das Losungsmittel bestimmt; sie ist vor Durchfiihrung des Experiments

unbekannt. Es ergeben sich die Schitzwerte:
. f . i _
§=Ad mit A =(ATA))'AT.

Minimierung von
1

:
53 d"(I-A, A )d + nlogo

liefert Schatzwerte der Koordinaten und des Fehlers.

3.1.3 Dipolare Relaxationsraten

Im Gegensatz zur direkten Kopplung kénnen die Relaxationsraten der di-
polaren Spin-Spin-Wechselwirkung in isotropen Loésungsmitteln beobachtet
werden; dazu dient das NOESY-Experiment [4]. Diagonalisierung des Rela-
xationssuperoperators liefert die Relaxationsraten [3].

Solomon [6] beschreibt die Zeitentwicklung der longitudinalen magneti-

schen Momente mit der Ratengleichung

j—tAMz(t) = RAM,(t).

Aus zeitlicher Storungsrechnung folgt, dafl die Elemente der Relaxationsma-
trix R proportional zur sechsten inversen Potenz des rdumlichen Abstands

der Kernspins sind: Die Dipol-Wechselwirkung héngt von der inversen dritten
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Potenz des Abstands ab und geht in eine Stérungsrechnung zweiter Ordnung
quadratisch ein. Also: Ry oc (r;,%). Integration der Ratengleichung fiihrt auf
einen exponentiellen Abfall der Magnetisierungen. Das Volumen Vj,; einer
Resonanz ist proportional zu [exp(—7, R)]x [4]. Die Dauer 7, des Misch-
prozesses bestimmt, wie stark die Spindiffusion den direkten Austausch von
Magnetisierung beeinflufit.

Bei kurzen Mischzeiten (initial rate regime) erhélt man dasselbe Resultat

wie fiir ein Paar isolierter Spins (isolated spin pair approximation, ISPA):
Vi o <Tk_lﬁ>'

Uber die chemischen Verschiebungen kann jeder Resonanz ein Paar von
Atomen zugeordnet werden, deren Kernspins £ und ! im Mischprozefi Ma-
gnetisierung ausgetauscht haben. Es sei d; = ry; der Abstand zwischen den

Protonen, die der i-ten Resonanz zugeordnet wurden. Das Volumen ist
Vi=vd;° (3.8)

mit einer Proportionalitdtskonstante . Der gemittelte Abstand wurde durch
seinen instantanen Wert angenihert.

Wegen V' > 0 darf das Fehlergesetz nur positiven Werten eine endliche
Wahrscheinlichkeit zuweisen. Ein Spektrum kann beliebig skaliert sein, ohne
daB sich sein Informationsgehalt &ndert. Abweichungen zwischen Vorhersage
V und Messung V' miissen deshalb gleich bewertet werden, wenn beide um

einem Faktor «y skaliert sind. Aus dieser Invarianzforderung folgt nach (2.4):
9 ViV, 0) =7 g(ViV,0).
Fiir v = /s ergibt sich
g(V;V,0) =V g(V/Vi1,0) = V' §(V/V;0),

wobei die Verteilung §(x;0) = g(x;1,0) auf der positiven Achse definiert
ist. Die Invarianzforderung schreibt also vor, Abweichungen zwischen expe-
rimentellen und theoretischen Volumina iiber ihr Verhéltnis zu messen; das

entspricht einem multiplikativen Fehler.
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6 (72>

— log LN(Vi[yd;

27075 ¢

LN(V;; yd78, o?)

VAPV

Abbildung 3.3: Links: Datenverteilung der NOESY-Volumina. Rechts: Re-

sultierender Beitrag zum negativen Logarithmus der Likelihood-Funktion.

Der Logarithmus eines multiplikativen Fehlers ist symmetrisch. Ein ge-
eignetes Maf, um multiplikative Abweichungen zwischen theoretischen und
experimentellen Volumina zu bewerten, ist deshalb der Logarithmus ihrer

Verhéltnisse. Wir suchen eine Verteilung, die aufler
<10g(V/V)> =0 und <log2(V/V)> =0’

keine weiteren Bedingungen erfiillt. Aus dem Maximum-Entropie-Prinzip
folgt als gesuchtes Fehlergesetz die Lognormal-Verteilung (Anhang A.2 und
Abb. 3.3). Die Wahrscheinlichkeit, ein Volumen V; zu messen, ist somit:

1 1 2(. 16
m exp {—27‘2 log”(vd; /V;)}, (3.9)

wobei d; der aus Konfiguration X berechnete Abstand ist. Die Lognormal-

p(VilX,v,0,1) =

Verteilung ist konservativ, weil sie Abweichungen von Gréflenordnungen be-
wertet. Sie hat den Vorteil, dafl sich ihre Form nicht &ndert, wenn man statt
der Volumina unkalibrierte experimentelle Distanzen V;_l/ % verwendet.

In Abhéngigkeit von d; betrachtet, ist der negative Logarithmus der Da-

tenverteilung analog zum restraint potential der Minimierungsverfahren:
18 5 .3 -
Fy(d;) = — log®(di/di) mit di =~"°V; Mo,

Distanzen aus dem unsymmetrischen Intervall [czz e~V2Fio g eV2F i?] haben
hochstens eine ,Energie” F;. Die Intervallbreite ist proportional zur gemes-

senen Distanz d;. Mit wachsender Distanz werden die Abstandsschranken
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grofler. Zusitzlich geht durch o die Qualitit der Daten und des Modells in
die Breite des Intervalls ein. Weil v und ¢ mit den Koordinaten geschétzt

werden, passen sich die Abstandsintervalle automatisch an.
Fiir n zugeordnete NOESY-Signale mit Volumina D = {4, ..., V,,} erhélt

man als Abweichung zu den theoretischen Werten
_ ——6
X (X, ) = Z log*(yd;%/Vi) =n [logQ(fy d /V) + 52} . (3.10)

Hier wurden die geometrischen Mittel der gemessenen und der unskalierten
berechneten Volumina sowie die Varianz der Logarithmen ihrer Verhéltnisse

eingefiihrt:
v=(ITv)" = (11e)

Durch Minimierung von ﬁ X?, (X,7v) + n logo erhilt man Schitzwerte der

1/n

, 80 = % ; log? (V; dz-G/VEG> .

Skalen v und o; es gilt:

&:VEG = (H Vidiﬁ)l/n und 6 = 4/s?/n.

3.2 A posteriori-Verteilungen

Die A posteriori-Verteilung ist die vollstindige Losung eines Strukturbestim-
mungsproblems; sie ist das Produkt der A priori- und der Datenverteilung.
Einfache Modelle kernspektroskopischer Mefigrofien wurden im letzten Ka-
pitel abgeleitet. Die A priori-Verteilungen der Dihedralwinkel sowie der Feh-
ler wurden in den Abschnitten 2.2.5 und 2.2.6 eingefiihrt. Zur vollstéindigen
Charakterisierung der A posteriori-Verteilung miissen noch die A priori-Ver-

teilungen der Theorieparameter gewéhlt werden.

3.2.1 Skalare Kopplungskonstanten

Die Koeffizienten der Karplus-Kurve kénnen quantenmechanisch berechnet

werden [41, 42]. Eine solche Theorie kénnte in die A priori-Verteilung

m(4, B,C|0)
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eingehen. Weil die Berechnung der Karplus-Koeflizienten aufwendig ist, wih-
len wir jedoch ihre A priori-Verteilung unabhéngig von der Konformation.

Als einfachste A priori-Verteilung bietet sich eine Gleichverteilung an:
m(A,B,C) dAdBdC =dAdBdC. (3.11)

Die Koeffizienten A, B und C' kénnen positive und negative Werte anneh-
men; volliges Unwissen iiber sie wird durch (3.11) ausgedriickt. Auch diese
A priori-Verteilung ist wie Jeffreys’ prior (2.16) eine uneigentliche Verteilung.
Strenggenommen miissen A, B und C' auf endliche Intervalle eingegrenzt und
die Grenzen gegen unendlich geschickt werden.

Das Problem ist nun vollstéindig definiert. Die A posteriori-Verteilung

aller unbekannten Groflen ist
—(n 1
p(eaA: BaCa U) xX o (a+1) exp {_? X?(O,A,B,C) - ﬂE(G)}
x (A, B,C).

Die bedingte A posteriori-Verteilung der Karplus-Koeffizienten ist eine drei-

dimensionale Gauf3-Verteilung:

202

p(4, B,C|0,0)  exp {— L (a—a)"(AA,) (a— a)} (3.12)

mit den Abkiirzungen aus Abschnitt 3.1.1. Die Karplus-Koeffizienten streuen
um die Schitzwerte & = A'j mit der Kovarianz-Matrix 0?(ATA)~!. Die

bedingte A posteriori-Verteilung des Fehlers ist
—(n 1
p(0]6, A, B,C) x =™V exp {—ﬁ x2(0, A, B, C)} .
Die inverse Varianz A = 02 folgt einer Gamma-Verteilung (siehe A.3)
p(\6, A, B,C) = G(A;n/?, % /2). (3.13)

Der unbekannte Fehler kann in der A posteriori-Verteilung ausintegriert
werden (siehe Abschnitt 2.2.3). Die marginale A posteriori-Verteilung der
Dihedralwinkel und der Karplus-Koeffizienten ist

—n/2

p(0,A,B,C) x [X?(H;A, B,C)} exp{—ﬁE(G)}ﬂ(A,B,C). (3.14)
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Weil die A priori-Verteilungen der Hypothesenparameter unabhingig vonein-
ander gewahlt wurden, entspricht eine Integration iiber o der Verwendung

der reduzierten Datenverteilung
. . —n/2
p(Dl@,A,B,C)OC [(J_AJ a)T(J_AJ a)] 3

die allein durch § und A, B, C bedingt wird. p(D|0, A, B, C) ist eine Ver-
bundverteilung aller Messungen; sie 148t sich nicht mehr in ein Produkt von
Verteilungen p(J;|0, A, B, C) zerlegen. Durch Einfiihrung und Integration von
o wurden die Daten gekoppelt.

Ebensogut kann iiber die Karplus-Koeffizienten integriert werden. Die

marginale A posteriori-Verteilung der Dihedralwinkel und des Fehlers ist

Cm _ 1
p(6,0) x =2 |ATA |7 exp{—ﬁRJ(ﬁ)—ﬁE(ﬁ)}

mit dem Residuum R, (f) = j"(I—A,A")j; | - | bezeichnet die Determinante
einer Matrix. Wieder kann eine Datenverteilung definiert werden, in der nun

die Karplus-Koeffizienten entfernt und alle Messungen koppelt sind:
(n— —-1/2 1
p(D|0,0,1I) x o (n—3) |AfAJ| eXp{_T‘-ZRJ(H’U)}'

Der Exponent des Fehlers o zeigt an, dafl durch Integration iiber die Karplus-
Koeffizienten drei Messungen aufgebraucht wurden.

Durch weitere Integration iiber o ist es moglich, die gemeinsame A pos-
teriori-Verteilung p(6, A, B, C, o) auf den eigentlichen Hypothesenraum, den

Konfigurationsraum des Makromolekiils, zu reduzieren:
~1/2 —(n—
p(0) o exp {—BE(0)} |ATA, |7 [R,(0)] 7" (3.15)

Diese Reduzierung kann auch als Verwendung der gekoppelten Datenverteil-
ung
~1/2 —(n—
p(DI0, 1) oc |ATA, [ [R,(6))7 """

gedeutet werden.
Bei den einfachen hier verwendeten Modellen ist es moglich, die nuisance

parameter analytisch auszuintegrieren. Bei komplizierteren Modellen kann
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jedoch eine Integration iiber zusétzliche Hypothesenparameter nur numerisch
erfolgen (siehe Abschnitt 2.3).

3.2.2 Dipolare Kopplungen

Zur Berechnung dipolarer Kopplungen muf§ der Orientierungstensor bekannt
sein. Erst die Wahl seiner A priori-Verteilung vervollstindigt die Beschrei-
bung des Problems. Die Kenntnis der Struktur und der Eigenschaften des
Losungsmittels erlaubt, den Orientierungstensor abzuschétzen [46], und wiir-
de in 7w(s1, ..., s5|0) eingehen. Wir wollen uns jedoch wieder mit der einfach-
sten Beschreibung begniigen und nehmen fiir die Elemente der Saupe-Matrix
eine von der Struktur unabhéngige A priori-Verteilung an. Wenn wir vorab

nichts iiber die Elemente s; sagen konnen, wéhlen wir eine Gleichverteilung
m(S1y...,85)dsy ---dsy =dsy ---dss. (3.16)

Die A posteriori-Verteilung der dipolaren Kopplungen hat dieselben Ei-

genschaften wie die der skalaren Kopplungskonstanten. Es gilt
p(0,51,...,85,0) o< o ™ Vexp _ L X2 (0,51,-..,s5) — BE(®)
7 7 7 ? 20_2 D ’ bl ?
X (81,...,85).

Die bedingte A posteriori-Verteilung der Elemente der Saupe-Matrix ist eine

fiinfdimensionale Gauf}-Glocke:

p(s1,...,85/0,0) ocexp{— (s —8)T (AgAD)(s—é)}. (3.17)

202

Die Elemente der Saupe-Matrix streuen um § = ALd. Die bedingte A pos-

2

teriori-Verteilung der inversen Varianz A = 0™~ ist eine Gamma-Verteilung

p(N0, 51, ..., 85) = G(A;n/2,xi/2). (3.18)

Integration iiber den Fehler liefert die marginale A posteriori-Verteilung:

p(0;51, . '585) X I:XQD(H: 815+ '755)]7“'/2 exp{—,@E(@)}W(sl, .- ':85)'
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Es kann auch iiber die Elemente der Saupe-Matrix intergiert werden:

-1/2

p(6,0) oc o= |ATA exp {—%‘2 R, (0) — BE(O)} (3.19)

ol

mit R, (#) = d"(I- A, Al)d. Integration iiber s; und o liefert die marginale
A posteriori-Verteilung der Konformation:

1/2

p(0) < exp{~BE©)} |ATA,[7 [R,(0)] "7 (3.20)

Mittelung iiber die Elemente Saupe-Matrix vermindert die Anzahl der Mes-

sungen um fiinf.

3.2.3 Dipolare Relaxationsraten

In der Beschreibung der dipolaren Relaxationskonstanten gibt es blof} einen
Theorieparameter, den Kalibrationsfaktor 7. Uber ~ ist lediglich bekannt,
dal er ein Skalenparameter ist: Eine Skalierung des gesamten Spektrums
kann durch eine Skalierung von v kompensiert werden und sollte gleich wahr-
scheinlich sein. Die A priori-Verteilung von v hat deshalb dieselbe Form wie
die des Fehlers:

m(y)dy = dlogy ="' dy.

Aus einer Messung von n zugeordneten Resonanzen eines NOESY-Spektrums

mit zugehorigen Volumina Vi, ..., V,, erhalten wir die A posteriori-Verteilung
p(0,7,0) x oDy~ exp {—% [1og2(786/7) + 82] - ﬁE(O)} )
o
(3.21)

Die bedingte A posteriori-Verteilung der Skala + ist eine Lognormal-Verteilung

p(+]6,0) = LN (7; v 3°9),0? /n) , (3.22)
die des inversen quadratischen Fehlers eine Gamma-Verteilung:
p(NlB,7) = G (Xin/2,x(0,7)/2) - (3.23)

Integration iiber den Kalibrationsfaktor liefert

p(6,0) x 07" exp {—B E(9) — Lsz} :

202
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Wegen ns? = 3. log®(V;/4d; %) mit 4 = V/E_G entspricht p(#, o) der Ver-
wendung kalibrierter Messungen: In ARIA [47] werden beispielsweise die Vo-
lumina durch den Faktor Y, Vi/>".d;° geeicht; bei geniigend vielen Mes-
sungen ist dieser Faktor mit 4 nahezu identisch.

Anstatt iiber v kann man auch iiber ¢ integrieren und erhilt als marginale
A posteriori-Verteilung

-1 2 (77 76 2 |"/?
p(8.7) <77 exp {~BE(O)} [1og*(Vd"/) + 5]

Durch eine weitere Integration lassen sich alle zusitzlichen Parameter ent-

fernen. Die marginale A posteriori-Verteilung der Dihedralwinkel ist

p(60) o exp{—-BE(0)} [s*(0)] " (3.24)

Die Struktur wird vollsténdig durch die Daten D und das Vorwissen I be-

stimmt. Es miissen keine zusétzlichen Annahmen getroffen werden.

3.2.4 Allgemeiner Fall

Allgemein liegen Datensitze verschiedener kernspektroskopischer Meflgros-
sen vor. Es seien ¢ Datensétze der skalaren Kopplungskonstanten gemessen
worden, p Datensétze der dipolaren Kopplungen und r zugeordnete NOESY-
Spektren. Die vollstindige Losung des Strukturbestimmungsproblems ist die

A posteriori-Verteilung
p (05 @, U) X exp{—ﬂ E(O)}

p
1
X | | O-J*,i(ni+1) eXp{— X? (0, az)} W(ai) )
i=1

2
QUJ,Z,

q
. 1
X HOD,S i+1) exp{—2o_2 Xi(&Sj)}ﬂ'(Sj))
j=1 D,j
r

o 1
(Mot o

2
k=1 V,k

xi(ﬁ%)}/%) ;

in « sind die Theorieparameter A;, ..., s, ..., 7 zusammengefafit, in o die

Fehler o, 0, ., 0y, -
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Der Hypothesenraum kann auf den makromolekularen Konfigurations-

raum reduziert werden:
p(f) o exp{-BE(6)}
L ~1/2 . .7 —(ni=3)/2
X (H (AiAh [JiT(I - AJ,iAL)Ji] )
i=1
(H AT A
j=1
(H 2(0)] —(nk—l)/2> |

k=1

-1/2 [

—(n;=5)/2
X b d;"(T-A, Al ) dj] )
X
Der negative Logarithmus von p(@) konnte als Zielfunktion zur Bestimmung
der Konformation dienen. In der wahrscheinlichkeitstheoretischen Formulie-
rung wird das Problem der Strukturbestimmung wohl bestimmt: allein die

Daten und quantifizierbares Vorwissen legen die Wahrscheinlichkeit p(f, «, o)
bzw. p(6) fest.

3.3 Eine einfache Anwendung

Zur Veranschaulichung wird der Formalismus auf ein einfaches Molekiil ange-
wendet. Die Aminosédure Alanin besitzt drei konformationelle Freiheitsgrade:
die Dihedralwinkel der Hauptkette ¢ und %, sowie den Dihedralwinkel der
Seitenkette x, (sieche Abb. 3.4). Jedoch lediglich die Freiheitgrade des Prote-

inriickgrats sollen hier variabel sein; x, wird festgehalten.

3.3.1 Ein konformationeller Freiheitsgrad

Zunichst sei der Fall besprochen, dafl Messungen aufgenommen wurden, die
nur ¢, definiert durch C_, N, C, und C, betreffen. Jede der hier behandelten
MeBgroflen kann seiner Bestimmung dienen: Die skalaren Kopplungskonstan-
ten héngen iiber die Karplus-Beziehung direkt von ¢ ab, dipolare Kopplungen
iiber die Orientierung eines Bindungsvektors, dipolare Relaxationsraten iiber

den Abstand zweier Atome.
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Abbildung 3.4: Konformationelle Freiheitsgrade von Alanin.

Die Daten gehen in der A posteriori-Verteilung durch eine verallgemeiner-
te x?-Funktion ein. Aus n Messungen 3J; der skalaren Kopplungskonstante
zwischen den Protonen Hy und H, folgt (Abschnitt 3.1.1)

Xi(cp) =n [(7—3J((p))2+sﬂ } (3.25)

Die Daten werden in den drei GréBen J = 23757, s = 23" (3]; — J)* und
n zusammengefaft. Der Mittelwert J und die Streuung s? sind hinreichende
Statistiken: Unabhingig von den einzelnen Messungen, sind zwei Datensétze
gleichwertig, solange ihre hinreichenden Statistiken dieselben Werte anneh-
men; die Details der Messungen sind nicht wichtig. Die Anzahl der Daten n
bestimmt, wie genau die Parameter geschitzt werden konnen.

Dipolare Kopplungen, beispielsweise zwischen C, und H,, hingen iiber
die Koordinaten des C,-H,-Bindungsvektors von ¢ ab. Messungen dieser

Kopplung ergeben

(@) =n [ (D=D(p)" +52 |, (3.26)

analog zu Messungen der skalaren Kopplungskonstante.

Durch NOESY-Experimente konnen zusétzlich Abstinde zwischen den
Protonen Hy, H, und der Methylgruppe des Kohlenstoffs Cg beobachtet
werden. Aus n Messungen des NOE zwischen den Protonen Hy und H, mit
blo8 p-abhéingigem Abstand r(p) folgt (Abschnitt 3.1.3)

Xy () =n [log® (Vr'(9)/7) + 5, | (3:27)
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mit dem geometrischen Mittel V = (][, Vi )'/™ und der Streuung der loga-
rithmischen Messungen s2 = = 3~ log® (V;/V') als hinreichenden Statistiken.

Eigentlich héingen x2, x? und x? zusitzlich von den Theorieparametern,
den Karplus-Koeffizienten, der Saupe-Matrix bzw. dem Kalibrationsfaktor,
ab. Weil die Messungen einer Observable y sich in blofl zwei Statistiken, %
und SZ, zusammenfassen lassen, kann entweder der Dihedralwinkel oder einer
der Theorieparameter aus einem einzigen Datensatz erschlossen werden. Das
Problem ist unterbestimmt. Im Falle der skalaren Kopplungen, beispielsweise,
sind die Messungen exakt durch die Wahl A = B = 0 und C = J erfiillt.
Die Statistik JJ wird zur Bestimmung des Theorieparameters aufgebracht und
liefert keine neue Information iiber ¢.

Im weiteren seien deshalb die Theorieparameter bekannt. Wird ein ein-
zelner Datensatz analysiert, bleiben als Hypothesenparameter ¢ und o, der
Fehler der jeweiligen Mefigrofie, iibrig. Der Hypothesenraum ist zweidimen-

sional und die gemeinsame A posteriori-Verteilung ist

plere) o exp {1 () - 8E(6) |

Wird nun zusétzlich das Vorwissen iiber die erlaubten Konformationen ver-
nachléssigt (5 = 0), lassen sich die Konturlinien der A posteriori-Verteilung
direkt angeben. Sie erfiillen die Gleichung

1
%57 X*(¢) + (n + 1) log o = const.
mit vorgegebener Konstante grofler als
. n+1
min {—logp } = 5 [14+1log(ns’/(n+1))].

Es wurden synthetische Daten fiir die Einstellung ¢ = —60° bei vor-
gegebenen Theorieparametern erzeugt. Fiir die skalaren Kopplungen war
A =T7THz, B = —1Hz und C = 2Hz. Die axiale Komponente der mittle-
ren Orientierung betrug A = —10 Hz, der rhombische Anteil R = 0.3. Fiinf
Messungen je Observable stammen von einer Gauf3-Verteilung mit einer Stan-
dardabweichung von 2 Hz. NOE-Volumina wurden mit v = 1 und o = 50 %

von einer Lognormal-Verteilung gezogen.
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Abbildung 3.5: Konturlinien der A posteriori-Verteilung p(ip, o) der verschie-
denen Mefigrolen. Die wahren Werte von ¢ und o wurden als gepunktete

Linien eingezeichnet.

Die Konturlinien der A posteriori-Verteilung p(p, o) sind in Abbildung
3.5 zu sehen. Weil Wahrscheinlichkeiten Unwissen ausdriicken, kénnen sie
fiir beliebige Unbekannte aufgestellt werden; — auch fiir Gréflen, die nicht
schwanken. Die Abbildung veranschaulicht die Tatsache, dal sowohl der Di-
hedralwinkel als auch die Fehlerskala unbekannt sind, und dafl der Grad des
Unwissens iiber die eine Grofle von dem Unwissen iiber die andere Grofle
abhingt. Die richtige Darstellung dieser Abhéingigkeit ist die Verbundvertei-
lung p(p, o). Ohne eine wahrscheinlichkeitstheoretische Behandlung ist die
konsistente Ableitung einer Funktion, die den Fehler und die Koordinaten
gemeinsam bewertet und so beide Grofien verbindet, nicht moglich.

Wahrscheinlichste Werte ¢ und ¢ erhélt man durch Minimierung von
—logp(p, o). Weil die Mefigrofien durch mehrdeutige Theorien beschrieben
werden, ist die A posteriori-Verteilung multimodal in ¢. Die wahrscheinlich-
sten Werte ¢ der A posteriori-Verteilung minimieren x? (falls 8 = 0). Fiir
jede der drei MeBgroBen y = J, D,logV ist dies der Fall bei y(¢) = 3. Die
Verhéltnisse sind in Abbildung 3.6 dargestellt. Aus der Mehrdeutigkeit des
theoretischen Zusammenhangs zwischen der Observable und dem Dihedral-
winkel folgt, dafl es mehrere Einstellungen mit maximaler Wahrscheinlichkeit
gibt.
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Abbildung 3.6: Theoretischer Zusammenhang zwischen Observable und Di-
hedralwinkel y(¢) (schwarze Linie). Der ideale Mefwert, der sich aus dem
wahren Dihedralwinkel (o = —60°) ergibt, wurde als blaue gepunktete Linie
eingetragen. Von diesem weicht die aus den Messungen berechnete Statistik,
der Mittelwert, mehr oder weniger stark ab (rote Linie). Die Messungen sind
als schwarze Kreuze iiber dem wahren Wert von ¢ eingezeichnet. Die Schétz-

werte sind die Schnittpunkte der Linien y = y(¢) und y = 7.

3.3.2 Reduzierung des Hypothesenraums

Der Hypothesenraum kann durch Mittelung iiber den Fehler auf den Kon-

formationsraum reduziert werden. Die reduzierte Likelihood-Funktion ist:

L(g) = / do L(p,0) 7(0) x [x*(¢)] 2.

Durch Multiplikation mit der konformationellen A priori-Verteilung erhélt
man die marginale A posteriori-Verteilung p(¢) o« L(p) w(¢). Diese Wahr-
scheinlichkeit driickt aus, was sich anhand der Daten iiber den unbekannten
Winkel sagen 148t, wenn jegliches Vorwissen iiber den Fehler ignoriert wird.
Die Maxima der reduzierten Likelihood-Funktion L(¢) liegen bei denselben
Werten ¢ wie bei der gemeinsamen Likelihood-Funktion L(¢p, o); nur sind sie
weniger scharf ausgeprigt.

Die Aussagen werden ungenauer, wenn weniger Vorwissen in Betracht
gezogen wird: Abbildung 3.7 zeigt die marginale und die bedingte A poste-
riori-Verteilung des Dihedralwinkels, in der die Fehler auf die wahren Werte
gesetzt wurden. Dies entspricht dem unrealistischen Fall richtigen Vorwissens

iiber den Fehler. Die marginale A posteriori-Verteilung driickt hingegen volli-
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Abbildung 3.7: Vergleich der marginalen A posteriori-Verteilung p(p)
(schwarz) und der bedingten A posteriori-Verteilung Verteilung p(¢|o) (grau)
fiir # = 0. In der bedingten A posteriori-Verteilung wurde der Fehler ¢ auf
den wahren Wert gesetzt. Der wahre Wert des Dihedralwinkels ist zusétzlich

als horizontale gepunktete Linie eingezeichnet.

ges Unwissen iiber den Fehler aus. Die Aussagen, die sich aus der bedingten A
posteriori-Verteilung ergeben, sind zwar genauer, aber kdnnen systematisch
falsch sein. So ist im Falle der dipolaren Kopplungen das scharf ausgeprigte
Maximum von p(g|o) vom wahren Wert verschoben.

Daf} die Beriicksichtigung zusétzlicher Information zu genaueren Aussa-
gen fiihrt, zeigt auch die Abhéngigkeit der marginalen A posteriori-Verteilung
p(¢) von der Grifle des Datensatzes. Mit zunehmender Datenzahl werden die
Verteilungen immer schmaler (Abb. 3.8). Im Grenzfall unendlich vieler Mes-
sungen, ist die A posteriori-Verteilung eine Summe von J-Funktionen. Die
Mehrdeutigkeit der Theorie wird freilich selbst durch unendlich oft wieder-
holte Messung nicht aufgelost. Dem kann erst entweder die Beriicksichtigung
von Vorkenntnissen oder die Messung anderer Groflen Abhilfe schaffen.

Das Vorwissen iiber physikalisch zuldssige Konformationen des Molekiils
16st die Mehrdeutigkeit in ¢ teilweise auf. Bei Raumtemperatur ist das Boltz-
mann-Ensemble eine nahezu kastenférmige Verteilung: die van der Waals-
Krifte verhindern, dafl sich die Atome durchdringen; die inter-atomaren
Absténde konnen nur in einen beschriankten Bereich fallen. Der Dihedralwin-
kel darf deshalb a priori nur Werte in einem bestimmten Intervall annehmen.

Der Bayes’sche Satz schreibt vor, dafi dieses Vorwissen mit den Daten kom-
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Abbildung 3.8: Links: Reduzierte Likelihood-Funktionen bei verschieden
hiufigen Messungen der skalaren Kopplungskonstante, wobei sich die Da-
tensédtze nicht in ihren hinreichenden Statistiken, sondern blof in der An-
zahl der Messungen unterscheiden: n = 5,10,15 (rot, blau, schwarz). Mit
zunehmender Grofle des Datensatzes werden die Verteilungen schmaler und
lassen genauere Aussagen zu. Dennoch bleibt die Mehrdeutigkeit der Like-
lihood-Funktion bestehen. Erst die Beriicksichtigung physikalischen Vorwis-
sens, ausgedriickt durch das Boltzmann-Ensemble 7(y¢) (Mitte), ermdglicht,
die Mehrdeutigkeit teilweise aufzuheben (rechts).

biniert werden muf}, indem ihre Wahrscheinlichkeiten multipliziert werden.
Weil die A priori-Verteilung hier nahezu kastenférmig ist, bleiben von der
Likelihood-Funktion L(¢) nur die beiden Maxima iibrig, die in den zul&ssi-
gen Bereich fallen (Abb. 3.8).

3.3.3 Analyse mehrerer Datensitze

Falls mehrere Datensétze D;, bestehend aus n; Messungen, vorliegen, ist die

A posteriori-Verteilung

(41 1
e dosh) xexp{=p B } ([T, """ exp{ =55 x(0)}).
j
Die marginale A posteriori-Verteilung von ¢ erhélt man durch Integration

iiber die Fehler o;:

pe) o« {8 B | [T D )] ™",
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Abbildung 3.9: Die Mehrdeutigkeit der Daten wird durch ihre gemeinsame
Verwendung bis zu einem gewissen Grad aufgehoben. Links: Reduzierte Like-
lihood-Funktionen L;(¢p), die sich aus den einzelnen Datensétzen ergeben,
und das Produkt L(y) aller Faktoren. Rechts: die gemeinsame Likelihood-
Funktion L(y) ergibt durch Multiplikation mit der A priori-Verteilung ()
die A posteriori-Verteilung p(y).

Die Daten lassen sich in der gemeinsamen Likelihood-Funktion
. —n;/2
L) =[] Lito) mit Lie) = ()] ™
J

zusammenfassen. Der Einfluf} eines Datensatzes hingt von der Anzahl der

Messungen ab.

In einer gemeinsamen Analyse der kiinstlichen Datensétze ist die redu-
zierte Likelihood-Funktion L(y) ein Produkt der bereits gezeigten, einzelnen
Verteilungen. In Abbildung 3.9 sind die aus den jeweiligen Datenséitzen re-
sultierenden Likelihood-Faktoren und die gemeinsame Likelihood-Funktion
gezeigt. Die gemeinsame Verwendung aller Daten ermdoglicht, die Mehrdeu-
tigkeit der einzelnen Verteilungen beinah vollstindig aufzulésen: Die Likeli-
hood-Funktion L(¢p) ist zwar noch immer multimodal, das Nebenmaximum
ist jedoch blof} ein Viertel so stark bevilkert wie die Hauptmode nahe dem
wahren Wert —60°. Zusatzliche Beriicksichtigung von Vorwissen, représen-

tiert durch 7(y), verbessert das Ergebnis in diesem Fall nicht.
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Abbildung 3.10: Konturlinien der konformationellen A priori-Verteilung
7(p, ), der Likelihood-Funktion L(p,0) und der A posteriori-Verteilung
p(p, 1) der beiden Dihedralwinkel ¢ und ¢ von Alanin.

3.3.4 Zwei konformationelle Freiheitsgrade

Der Dihedralwinkel v, definiert durch N, C,, C und N, sei nun ein wei-
terer konformationeller Freiheitsgrad. Er kann durch Messungen des NOEs
zwischen Hy und dem Amidproton Hy, einer benachbarten Aminoséure be-
stimmt werden. Aus Messungen des NOEs zwischen Hy und H, sowie zwi-

schen Hyx und Hy. ergibt sich:

X (0, %) = X (9)  Xoggny, (95 9);

wobei ng; Messungen des NOEs zwischen Atom k£ und Atom [ zu dem be-
kannten Beitrag

X2 = ng [log*(Viuri) + s3]
fithren. Die marginale konformationelle A posteriori-Verteilung erhdlt man
durch Integration iiber die Fehlerskala

—n/2

o) = [ do plov,0) x exp{=8 Bl 0)} (o)™,

n ist die Anzahl aller NOE-Messungen.

In Abbildung 3.10 sind die Konturlinien der konformationellen A priori-
Verteilung (¢, 1), der Likelihood-Funktion L(¢,%) und der A posteriori-
Verteilung p(¢p, 1) zu sehen. Es wurden je fiinf Messungen bei ¢ = —60° und
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1 = —60° von einer Lognormal-Verteilung mit einem Fehler o = 0.75 gezo-
gen. Die A priori-Verteilung ist die Ramachandran-Karte der Dihedralwinkel
¢ und v, die das Kraftfeld (2.15) impliziert. Die van der Waals-Wechselwir-
kungen teilen den Konformationsraum in erlaubte und verbotene Bereiche
ein. Die Likelihood-Funktion ist multimodal und hat viel Wahrscheinlich-
keitsmasse im verbotenen Bereich. Dennoch erlaubt der Bayes’sche Satz,
einigermaflen genaue und richtige Aussagen zu machen: Durch Multiplika-
tion der Likelihood-Funktion mit der A priori-Verteilung werden Bereiche
ausgeblendet, die in einer der beiden Verteilungen oder in beiden unwahr-
scheinlich sind. Das Zusammenwirken von Vorwissen und Daten grenzt die

gesuchte Konformation auf einen kleinen Bereich ein.

3.4 Strukturberechnung durch Monte-Carlo-

Simulation

In realistischen Féllen sind die Betrachtungen des vorangegangenen Ab-
schnitts nicht mehr méglich; es miissen dann die in Abschnitt 2.3 eingefiihrten
Monte-Carlo-Methoden verwendet werden, um die A posteriori-Verteilungen
zu analysieren. Zuerst sollen die Komponenten des Monte-Carlo-Algorithmus
am Beispiel von Alanin illustiert werden. Der volle Replica-Algorithmus wird

dann an einem realistischen System erldutert.

3.4.1 Gibbs sampling und Hybrid-Monte-Carlo

Nach dem Gibbs sampling-Schema (2.20) miissen abwechselnd die beding-
ten A posteriori-Verteilungen aller Hypothesenparameter simuliert werden.
Diese wurden in Abschnitt 3.2 abgeleitet und sind im Falle der nuisance
parameter einfache univariate Verteilungen, fiir die es Zufallszahlengenera-
toren gibt: Die inversen quadratischen Fehler \; = o, 2 folgen einer Gamma-
Verteilung ((3.13), (3.18), (3.23)). Die Karplus-Koeffizienten und die Elemen-
te der Saupe-Matrix sind gauflverteilt ((3.12) bzw. (3.17)). Der Kalibrations-
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Abbildung 3.11: Konturlinien p(p,0) = const. der A posteriori-Verteilung,
die aus NOESY-Resonanzen resultiert (siehe auch Abb. 3.5), und mit dem
Gibbs-Schema erzeugte Stichproben (rot). Rechts ist die marginale A posteri-

ori-Verteilung des Dihedralwinkels gezeigt mit einem Histogramm der Stich-

proben ¢(*).

faktor gehorcht der Lognormal-Verteilung (3.22).

Gibbs sampling 148t sich anhand des Beispiels aus Abschnitt 3.3 illustrie-
ren. Fiir Messungen des Hy-H,-NOEs sind die bedingten A posteriori-Ver-
teilungen des Dihedralwinkels ¢ und des Fehlers o:

plelo) o exp {—25 10g*(Vr(¢) }
bzw.

pate) o ep{- Lo |
Der inverse quadratische Fehler folgt einer Gamma-Verteilung, fiir die es
Zufallszahlengeneratoren gibt. Ein einfaches Schema, um Stichproben von
p(p|o) zu ziehen, ist, einen Kandidaten ¢’ gleichverteilt zwischen -180° und
180° zu wihlen und gem#f dem Metropolis-Kriterium [29] mit der Wahr-
scheinlichkeit

min{ 1, exp{=[*(¢') = *(¢)] / (20%)} }
als neue Stichprobe zu akzeptieren. Die mittels Gibbs sampling gezogenen
Stichproben von p(¢, o) sind in 3.11 abgebildet. Die marginale A posteriori-

Verteilung p(p) stimmt mit dem Histogramm der Stichproben ¢(*) iiberein:
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Abbildung 3.12: Simulation des Boltzmann-Ensembles (¢, ) fiir verschie-
dene Temperaturen. Die Bildeinsiitze zeigen die marginale Verteilung (1))

und das Histogramm der -Stichproben.

Man erhilt marginale Verteilungen aus Stichproben aller Hypothesenpara-
meter, indem man nur die interessierenden betrachtet und integriert so nu-
merisch iiber die uninteressanten Parameter.

Hybrid-Monte-Carlo eignet sich, um die Moden einer Verteilung korrelier-
ter Parameter abzusuchen. Bei stark zerkliifteten Verteilungen treten jedoch
Probleme auf, wie sich am Beispiel der A priori-Verteilung 7 (¢, 1) von Alanin
bei verschiedenen Temperaturen zeigt (siehe Abb. 3.12): Mit abnehmender
Temperatur wird das Boltzmann-Ensemble immer schroffer und HMC ist im-
mer weniger in der Lage, die Verteilung vollstindig abzusuchen. Die Markov-
Kette bleibt schlieflich in einem Maximum von p(¢p, ¢) stecken. Mit abneh-
mender Temperatur stimmen die marginale A posteriori-Verteilung p() und

das Histogramm der -Stichproben immer schlechter iiberein.

3.4.2 Demonstration des Replica-Algorithmus

Die vorangegangene Anwendung verdeutlicht die Schwierigkeiten, die bei Ver-
wendung von Hybrid-Monte-Carlo zur Simulation der Dihedralwinkel auftre-
ten konnen. Diese Schwierigkeiten werden durch den Replica-Algorithmus
(Abschnitt 2.3.4) gelost. Der Replica-Algorithmus wird exemplarisch zur
Simulation der A posteriori-Verteilung angewendet, die sich aus NOESY-
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Abbildung 3.13: Stichproben der Dihedralwinkel ¢ und 1 der Haupkette des
Polypeptids fiir verschiedene Wirmebéder.

Messungen an der Proteindoméne SH3 ergibt (siehe Abschnitt 3.5.1). Die
Modellierung der NOESY-Volumina ist in Abschnitt 3.1.3 beschrieben. Die
zusitzlichen Parameter v und o konnen analytisch entfernt werden. In der
marginalen A posteriori-Verteilung (3.24) werden die Konformationen durch
275 Dihedralwinkel parametrisiert. Zur Simulation wurde die Strategie des
vorigen Abschnitts verwendet; w wurde von 1.0 auf 0.1 herabgesenkt, ¢ von
1.0 auf 1.1 erhoht. 50 Warmebader wurden parallel simuliert. In den ersten
23 replicas wird A mit potenziell von 1.0 auf 0.1 abgesenkt, wihrend ¢ auf 1.0
gesetzt ist: \; = [1.0 — 0.043 (1 — 1)]*®,¢; = 1.0 fiir i = 1,...,22. Tn den 27
verbleibenden replicas bleibt A\ auf seinem Minimalwert, wihrend g exponen-
tiell von 1.0 auf 1.1 erhoht wird: A; = 0.1, ¢; = 0.993 + 0.007 exp(0.1 (i — 23))
fiir + = 23,...,50.

Daf} eine Simulation nach einer endlichen Anzahl von Schritten wirklich
konvergiert ist, kann strenggenommen nicht nachgewiesen werden, jedoch
gibt es dafiir mehrere Hinweise. In Abbildung 3.13 sind alle Dihedralwin-
kel der Hauptkette, ¢; und 1);, eingetragen. Im Hochtemperaturbad sind die
Dihedralwinkel nahezu gleichverteilt. Am Ubergang (w = 0.1, ¢ = 1.0) gehor-
chen sie dem Boltzmann-Ensemble (vgl. Abb. 3.10). Erst die A posteriori-
Verteilung (w = 1.0, ¢ = 1.0) erzeugt Stichproben, die um die Dihedralwinkel

der Kristallstruktur streuen.
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Abbildung 3.14: Mittlerer Gyrationsradius (s) in den Wirmebéddern der
Replica-Kette (links). Diffusion einer Konformation durch die verschiedenen

Wirmebédder im Laufe einer Replica-Simulation (rechts).

In Abbildung 3.14 ist der mittlere Gyrations-Radius fiir alle Warmebéder
aufgetragen. In der ersten Hilfte wird der Einflufl der Daten immer geringer;
die Konformationen werden loser, weil das Boltzmann-Ensemble wegen der
Vernachléssigung des Losungsmittels und wegen der Vereinfachung der po-
tentiellen Energie globuldre Strukturen nicht bevorzugt. Am Ubergang der
Kette ist der Gyrationradius maximal. Die Daten sind nun fast ausgeschaltet,
van der Waals-Abstoflungen verhindern jedoch, daf} sich die Polypeptidket-
te zusammenfaltet. Anschlielendes Vergréflern von ¢ schaltet die van der
Waals-Krifte aus. Die Konformationen werden wieder kompakter, weil der
verbleibende Anteil der Daten die Polypeptidkette stirker zusammenziehen

kann.

Desweiteren ist die Diffusion einer Konformation durch die verschiede-
nen Wirmebéder gezeigt (Abb. 3.14). Beginnend im Hochtemperaturbad er-
reicht die Konformation schliellich die Zielverteilung. Die Konvergenz und
Durchmischung der Konformationen wird von den Austauschraten zwischen
benachbarten Warmeb#ddern bestimmt. Die Austauschrate hingt davon ab,
wie sehr sich die Verteilungen iiberdecken. Dies ist der Fall, wenn die Ver-
teilungen der x? bei benachbarten Wirmebidern ungefihr iibereinstimmen.
Dasselbe gilt fiir £, in dem Abschnitt, in dem ¢ variiert wird. Die Hypo-

thesenparameter gehen nur iiber diese ,,Makrovariablen® in die Verteilungen
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Abbildung 3.15: Histogramme der y2-Werte: Die Wiarmeb#der, in denen w
variiert wird, {iberdecken sich sehr gut. Die Farbe reprisentiert den Wert des
Replica-Parameters w: Blau entspricht einer , kalten“ Verteilung, d.h. grofien
w; zu Rot hin werden die Verteilungen immer , heifler”, d.h. durch Absenken
von w werden die Daten immer mehr ausgeschaltet und die Polypeptidkette

kann sich immer freier bewegen.

ein; Zustéinde mit gleichen Werten in x? und E, sind nicht unterscheidbar.
Exemplarisch sind in Abbildung 3.15 die Histogramme der y?-Werte fiir die

Wirmebiéder, in denen w variiert wurde, zu sehen.

3.4.3 Vergleich mit Optimierung

Strukturberechnung durch Optimierung kann probabilistisch als Punktschétz-
ung gedeutet werden: Die Hybridenergie ist der negative Logarithmus einer
bedingten A posteriori-Verteilung mit bekannten Theorieparametern und
Fehlern (siehe Abschnitt 2.2.7). Neben der unrealistischen Voraussetzung,
dal die zusétzlichen Parameter vor der Strukturberechnung bekannt sind,
weist die Rechenmethode selbst Mingel auf.

Im Idealfall wiirde Optimierung das globale Minimum der Hybridenergie,
also die wahrscheinlichste Struktur, finden. Begniigen wir uns hiermit, so ver-
nachléssigen wir den Grofiteil der in der A posteriori-Verteilung enthaltenen
Information. Zum einen wissen wir mit Angabe der , besten“ Struktur allein

nicht, wie genau diese von den Daten festgelegt wird. Zum anderen kénnen
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weitere Strukturen existieren, die die Daten anndhernd gut erfiillen, aber blof3
lokale Minima sind. Diese Information ist nur in der A posteriori-Verteilung

enthalten.

Ublicherweise versucht man diesen Mangel zu beheben, indem man die
Losung eines Strukturbestimmungsproblems durch ein ,, Ensemble®, d.h. ei-
ne Menge von Losungsmoglichkeiten, darstellt. Ein solches Ensemble erhilt
man durch wiederholte Minimierung bei zufilliger Variation der Startbedin-
gungen. Die Bezeichnung ,,Ensemble” suggeriert eine statistische Deutung.
Und tatsdchlich werden NMR-Ensemble dhnlich statistischen Ziehungen ver-

wendet, d.h. Mittelwerte und Varianzen von Strukturvariablen berechnet.

Ein solches Vorgehen ist irrefiihrend: Das traditionelle NMR-Ensemble
hat keine saubere statistische Grundlage; ein Mittel iiber ein NMR-~Ensemble
ist eben nur ein Mittel, aber kein statistischer Schitzwert wie im Falle der
Monte-Carlo-Stichproben (2.17). Obwohl die Idee einer Verteilung der Los-
ungsmoglichkeiten anklingt, konnen traditionelle Zugénge diese Verteilung

nicht angeben.

In der Bayes’schen Strukturberechnung ist die explizite Angabe des En-
sembles moglich und nicht in einer Vorschrift wie ,,Starte den Minimierungs-
algorithmus zwanzigmal!“ versteckt: Es ist die A posteriori-Verteilung al-
ler Unbekannten, die in der Modellierung vorkommen. Wie dieses Ensemble
praktisch erzeugt wird, ist ein algorithmisches Problem und strikt von der

grundsétzlichen Problembehandlung getrennt.

Dagegen ist das traditionelle NMR-Ensemble nicht eindeutig definiert.
Es gibt keine anerkannten Kriterien fiir die Gréfie des Ensembles und die
Selektion der in ihm enthaltenen Konformationen [17, 48]. Die zusitzlichen
Parameter o und o miissen vorab gewihlt werden, das Ensemble hiingt aber
mafgeblich von ihnen ab. Mehrmalige Minimierung bei zufilligen Startbe-
dingungen reproduziert weder die Multiplizititen der Moden der A poste-
riori-Verteilung noch sucht es einzelne Moden ergodisch ab. Aussagen iiber
die Genauigkeit der berechneten Struktur, die auf der Analyse eines NMR-

Ensembles beruhen, werden von all diesen Faktoren abhéingen.
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Nur die Bestimmung der wahrscheinlichsten Struktur fiihrt auf ein Opti-
mierungsproblem; weit allgemeiner ist die Aufgabe, iiber die moglichen Werte
der Hypothesenparameter zu summieren, wobei die A posteriori-Verteilung
als Gewicht in die Summe eingeht. Diese Regel folgt aus der wahrscheinlich-
keitstheoretischen Formulierung: Wenn etwas nicht sicher bekannt ist, muf}
diese Unsicherheit bei der Bewertung von Hypothesen beriicksichtigt werden.
Weil wir aus den Messungen die Struktur nicht mit vollstdndiger Gewiflheit
schliefen konnen, miissen wir den ganzen Konformationsraum in Betracht
ziehen.

Die beschrinkte Anwendbarkeit von Optimierungsverfahren tritt auch bei
Transformationen der Hypothesenparameter zutage. Falls wir von einer Pa-
rametrisierung # der Struktur zu einer anderen n = T'(#) iibergehen, muf}
dieser Wechsel in der Wahrscheinlichkeit beriicksichtigt werden. Der nega-
tive Logarithmus der A posteriori-Verteilung p(n|a, o) weist in den neuen
Variablen einen zus#tzlichen Term auf (2.4):
or—1

on |

—logp(n|a,0) = —=logp(T~(n)|ev, o) — log

Im allgemeinen stimmen die Minima 7} der neuen Zielfunktion — log p(n|«a, o)
nicht mit den transformierten Minima 6 der urspriinglichen Zielfunktion
—logp(f|a, o) iiberein: 7j # T(é) Dagegen konnen Stichproben direkt trans-
formiert werden.

Die Méngel von Optimierungsverfahren werden besonders bei gleichver-
teilten Hypothesenparametern augenfillig. Fiir jede Verteilung kann eine Pa-
rametrisierung gefunden werden, so da3 die neuen Variablen iiber einen mul-
tidimensionalen Einheitswiirfel gleichverteilt sind [49]. Optimierung ist in
diesen Variablen sinnlos: die Hybridenergie ist ein Kastenpotential.

Die Dihedralwinkel ¢ und ¥ von Alanin konnen auf gleichverteilte Varia-

blen z und y zwischen Null und Eins abgebildet werden:

) P
r= f(o) = / a9 p(o), y = gle,1) = / ay' p(¥')p)-

180 —180



3.4. STRUKTURBERECHNUNG DURCH MC-SIMULATION 75

o R T
1 1 TR 3
08 i 08 I SRR W
- i Wl g g W - %
Al &
o 7247%%%%%7”‘%”%”’”%%'” 04
g g
0 '4:";:3',"{’;;/,4’ 0

Abbildung 3.16: Transformation der Dihedralwinkel ¢ und 1 auf neue, gleich-
verteilte Variablen x = f() (links) und y = g(¢, ) (rechts), (z,y) € [0, 1]%

Diese Transformationen lassen sich zwar nicht mehr analytisch berechnen, je-
doch in diesem einfachen Beispiel tabellieren (sieche Abb. 3.16). In den neuen
Variablen ist die A posteriori-Verteilung p(x,y) flach; Optimierung ist nicht
mehr zur Bestimmung eines Schwétzwerts anwendbar; die gesamte Informa-
tion ist in f(¢) und g(¢p, ) enthalten.

Werden nun Stichproben von z und y, die im zweidimensionalen Ein-
heitswiirfel gleichverteilt sind, durch Umkehrung der Funktionstabelle wieder

auf Dihedralwinkel transformiert

o) = f1(E®), p® = g1 (z®), ),

so erhélt man Stichproben der Dihedralwinkel, die die urspriingliche A pos-
teriori-Verteilung p(y, 1) gut reproduzieren (Abb. 3.17). Dies illustriert auch
die Tatsache, dafl die Transformation eines Ensembles von Stichproben das
richtige Ensemble in den neuen Variablen erzeugt, wohingegen einzelne

Schétzwerte nicht direkt transformiert werden konnen.
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Abbildung 3.17: Durch Umkehrung des Zusammenhangs z = f(y¢), y =
9(¢, ¥) lassen sich aus Stichproben (z*), y*)) Stichproben (links) (¢®), 3(*))
der Dihedralwinkel (rechts) berechnen, die gut mit den Konturlinien der mar-

ginalen A posteriori-Verteilung p(¢, 1) aus Abb. 3.10 iibereinstimmen.

3.5 Analyse experimenteller Datensétze

Die in den Kapiteln 3.1 und 3.2 entwickelten Modelle werden auf reale Daten
angewendet. Mit Hilfe des ISD-Programmpakets (siche Abschnitt 2.5) habe

ich NMR-Messungen an zwei Proteinen analysiert.

3.5.1 Analyse der SH3-Daten

Eine Beschreibung der Daten findet sich in Abschnitt 2.4.1; zur Simulati-
on der A posteriori-Verteilung dient das Replica-Schema. Das Gewicht w
der Daten in der Likelihood-Funktion variierte zwischen 0.1 und 1.0; der ¢-
Parameter des Tsallis-Ensembles zwischen 1.0 und 1.1 (weitere Details finden
sich in Abschnitt 3.4.2). Es wurden drei verschiedene Simulationen durch-

gefiihrt:

1. Simulation von p(#,,0): Hypothesenparameter sind die 275 Dihedral-
winkel 6;, der Kalibrationsfaktor v und der Fehler o;

2. Simulation von p(@, |y = 1): die kalibrierten Distanzen wurden direkt

verwendet, also v = 1 gesetzt und nicht geschitzt; die Hypothesenpa-
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Abbildung 3.18: Hauptketten der zwanzig wahrscheinlichsten Konformatio-
nen in den drei Simulationen (links: Simulation 1, Mitte: Simulation 2, rechts:
Simulation 3). In Rot wurde die Kristallstruktur eingezeichnet. Zur Uberla-
gerung und Darstellung der Konformationen wurde das Progamm MOLMOL

verwendet.

rameter sind 6; und o;

3. Simulation von p(f): die einzigen Hypothesenparameter sind die Di-
hedralwinkel 6;, v und ¢ wurden analytisch entfernt (sieche Abschnitt
3.2.3).

Trotz der geringen Anzahl von Messungen ist die Konformation iiberraschend
gut bestimmt (sieche Abb. 3.18). Die zwanzig wahrscheinlichsten Konforma-
tionen jeder Simulation wurden iiberlagert und gezeichnet. Es sind keine
wesentlichen Unterschiede zwischen den Strukturen zu erkennen.

Gemessen an der geringen Dichte des Datensatzes sind die berechneten
Konformationen der Kristallstruktur [36] (PDB-Code 1shf) recht &hnlich.
Die Verteilung der RMSD-Werte (Abb. 3.19) der zweiten Simulation ist sy-
stematisch zu niedrigeren Werten verschoben; dies ist zu erwarten, weil in
die Berechnung zusétzliches Wissen (y = 1) eingeflossen ist, welches in den
anderen beiden Simulationen nicht verwendet wurde. Die Verteilungen der
Konformationen in der ersten und in der dritten Simulation sollten iiber-
einstimmen: Monte-Carlo-Simulation der A posteriori-Verteilung p(0,, o)
integriert numerisch iiber die zusétzlichen Parameter v und o, welche in Si-

mulation 3 analytisch entfernt wurden. Dementsprechend decken sich ihre
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Abbildung 3.19: Histogramme der Abweichungen zwischen den konforma-
tionellen Stichproben und der mittels Rontgenkristallographie bestimmten
Struktur. Links: Histogramme der RMSD-Werte berechnet fiir alle schwe-
ren Atome des Proteinriickgrats; rechts: nur fiir Sekundarstrukturelemente
berechnete Werte.

Verteilungen der RMSD-Werte.

Obwohl in der Strukturbestimmung von Mal et al. [35] neben den NOESY-
Resonanzen der Amidprotonen sieben weitere Resonanzen verwendet wur-
den, die von den Seitenketten der Tryptophane stammen, sind die Konfor-

mationen aus der Bayes’schen Analyse niher zur Kristallstruktur [36]:

‘ Mal et al. [35] ‘ Simulation 1 ‘ Simulation 2 ‘ Simulation 3
RMSD, [A] 2.86 = 0.33 1.84 £ 0.20 | 1.54 £ 0.14 | 1.84 £ 0.20
RMSD, [A] 2.01 £ 0.28 1.36 £ 0.19 | 1.10 £ 0.13 | 1.33 £ 0.20

Hier bezeichnet RMSD; die mittlere Standardabweichung zwischen den kar-
tesischen Koordinaten der Kristallstruktur und der NMR-Strukturen. Zur
Berechnung von RMSD; wurden die Koordinaten der schweren Atome des
Proteinriickgrats (N, C, und C) verwendet. Zur Berechnung von RMSD,
wurden nur Atome herangezogen, die Aminosduren aus Sekundérstruktur-
elementen angehoren; das sind die Aminosduren mit Nummern zwischen 86-
89, 108-113, 119-124, 130-133 oder 138-140. Mal et al. berechneten mittlere
RMSD-Werte fiir 20 Minimumstrukturen. Um die Ergebnisse der Bayes’schen
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79

¢ [deg]

Abbildung 3.20: Dihedralwinkel ¢; und v; der simulierten Konformationen;

die entsprechenden Winkel der Kristallstruktur sind als rote Kreise eingetra-

gen.

Analyse damit zu vergleichen, wurden RMSD-Werte fiir die zwanzig wahr-

scheinlichsten Konformationen berechnet und gemittelt.

Abbildung 3.20 zeigt eine andere Moglichkeit, die Konformationen mit

der Kristallstruktur zu vergleichen. Die Dihedralwinkel ¢; und 1); des Prote-

inriickgrats werden gegeneinander aufgetragen. Die Werte aus der Kristall-

struktur liegen in den Bereichen, wo sich die Werte konzentrieren. Die Winkel

streuen noch recht stark.

Diese Beobachtung 148t sich quantifizieren. Eine PROCHECK-Analyse

der hundert wahrscheinlichsten Strukturen ergibt:

Region

Simulation 1

Simulation 2

Simulation 3

favourisiert [%]
erlaubt [%]
noch erlaubt [%)]
%]

verboten [%

65.64 + 5.21
32.28 £ 5.26
2.05 £ 1.76
0.04 £+ 0.28

67.29 £+ 4.62
30.97 £ 5.09
1.75 £ 2.04
0.00 £ 0.00

66.62 £ 5.16
31.11 £ 5.39
2.26 + 1.89
0.02 £ 0.20

Wie zu erwarten sind die Ergebnisse der zweiten Simulation etwas besser als

die der beiden anderen. Die Ramachandran-Statistiken sind eher schlecht;

in akzeptablen NMR-Strukturen sollten mindestens 80 % der ¢-1)-Winkel in

den erlaubten Bereichen liegen. Dies ist jedoch bei der geringen Anzahl der

Messungen nicht verwunderlich.
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Abbildung 3.21: Links: marginale A posteriori-Verteilung der unbekannten
Fehlerskala o des Lognormal-Modells. In der dritten Simulation wurde o ana-
lytisch ausintegriert. Mitte: Verteilung des Kalibrationsfaktors in der ersten
Simulation. Rechts: Verteilungen des Gyrationsradius s der Konformationen

aus der ersten und der zweiten Simulation.

Der Bayes’sche Zugang erlaubt, beliebige Parameter, die neben den Dihe-
dralwinkeln eingefiihrt werden, aus den Daten zu schitzen. Abbildung 3.21
zeigt die marginalen A posteriori-Verteilungen p(o|D,I) der unbekannten
Fehlerskala des Lognormal-Modells. Die Verteilung der zweiten Simulation
ist gegeniiber der der ersten zu kleineren Werten verschoben. Wegen Nicht-
beachtung der Information v = 1 ist in der ersten Simulation, in welcher
neben o auch der Kalibrationsfaktor v geschéitzt wird, das Problem schlech-
ter bestimmt. Hinsichtlich des eingeflossenen Wissens iiber den Eichfaktor
befinden sich Simulation 1 und Simulation 2 an zwei entgegengesetzten Ex-
tremen: in der ersten Simulation herrscht vollige Unkenntnis, in der zweiten
vollige Kenntnis iiber . Probleme entstiinden, wenn fehlerhaftes Vorwissen,
bspw. v = 5, zur Berechnung der Struktur verwendet wiirde. Dann wére es

besser, v an die Daten anzupassen.

Die marginale A posteriori-Verteilung p(y~/¢|D, I) ist in Abb. 3.21 zu
sehen. Die inverse sechste Potenz von 7 ist ein Korrekturfaktor der Protonen-
abstidnde. Das geometrische Mittel der Abstandsskala ist 0.91: die Strukturen
der ersten Simulation sind gegeniiber denen der zweiten ein wenig aufgebliht.

Dies bestétigen die Verteilungen der Gyrationsradien (siehe Abb. 3.21).
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Simulation | QUACHK NQACHK | RAMCHK | BMPCHK
1 -7.50 £ 0.50 | -7.32 £ 0.73 | -4.42 £ 0.54 | 5.15 £ 2.38
2 -6.53 £ 0.46 | -6.11 £ 0.62 | -4.20 £ 0.55 | 6.58 £ 2.81
3 -7.33 £ 0.59 | -7.23 £ 0.75 | -4.29 £ 0.67 | 5.50 £+ 2.76

Tabelle 3.1: Qualitéitsindizes fiir die A posteriori-Konformationen der drei
Simulationen, berechnet mit WHATIF.

In der ersten Simulation wird /¢ auf Kosten der Genauigkeit zu klein
geschéitzt, weil die konformationelle A priori-Verteilung, das Boltzmann-En-
semble, ausgedehnte Strukturen bevorzugt. Sowohl das Losungsmittel als
auch attraktive Terme in der potentiellen Energie (2.15) werden vernachléssigt,
so dal wegen der hoheren Multiplizitit ausgedehnter Konformationen diese
haufiger im Boltzmann-Ensemble zu finden sind. Erst durch Beriicksichti-
gung zusitzlicher Informationen, ndmlich v /6 = 1, kann dieser Tendenz

entgegengewirkt werden.

Die Dichte der berechneten Strukturen wird durch den Packungsindex
[40] quantifiziert. Die Werte sind in Tabelle 3.1 aufgelistet. Wieder zeigt die
zweite Simulation die besten Ergebnisse. Die Packungseigenschaften sind bei
allen Simulationen sehr schlecht; ideale Werte liegen bei Null. Die Strukturen
sind zu lose, worauf bereits die Verteilungen der Gyrationsradien hingewiesen
haben. Die geringe Dichte der Konformationen fiihrt dazu, dafl sich die Atome
kaum iiberlappen (BMPCHK); deshalb ist die Anzahl der Zustammensto8e

zwischen Atomen geringer als in der Kristallstruktur (9 bumps).

Es gibt keine freien Parameter; jede Unbekannte kann entweder aus den
Daten geschétzt, oder wenn sie nicht interessiert, iiber ihre moglichen Werte
gemittelt werden. Algorithmisch sind beide Zugéinge dquivalent: es werden
Stichproben von allen Hypothesenparametern gezogen und nur diejenigen
betrachtet, die von Interesse sind. Von zweitrangigem Interesse sind in der
Strukturberechnung Parameter, die aus der Theorie und dem Fehlergesetz
stammen. In Abschnitt 3.2 wurde gezeigt, wie der erweiterte Hypothesen-

raum durch Integration iiber die zusdtzlichen Parameter auf den Konfigura-
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tionsraum reduziert werden kann.

Da# die volle A posteriori-Verteilung p(#, 7, o) hinsichtlich der unbekannt-
en Struktur dieselbe Information enthilt wie die marginale Verteilung p() =
[dydo p(8,7,0) wird in der Praxis bestitigt. Die Ubereinstimmung beider
Verteilungen ist zwar nicht sicher nachweisbar, es konnen jedoch indirekte
Hinweise hierfiir erbracht werden. Die Ahnlichkeit der RMSD-Histogramme
von Simulation 1 und 3 (Abb. 3.19) ist ein erstes, freilich grobes, Indiz fiir
diese Aquivalenz; desweiteren ihre Ubereinstimmung in den Qualititsindizes.

Die Verteilungen der Dihedralwinkel 6; lassen genauere Aussagen zu. Es gilt

p(6;) = /d7 do []db; p(by,...,005,7,0) = /Hdej p(0y,. .., 0075).
J# J#
Die aus der ersten und dritten Simulation abgeleiteten Verteilungen p(6;|D, I)
sollten deshalb idealerweise identisch sein.
Der Abstand zweier Verteilungen p(6;), ¢(6;) eines Dihedralwinkels 6; wird
durch die relative Entropie oder Kullback-Leibler-Distanz

D(p.q) = / a6; p(6;) log[p(6:) / a(6)] > 0 (3.28)

gemessen; sie ist invariant unter Variablentransformation und verschwindet
genau dann, wenn die beiden Verteilungen identisch sind. Die Kullback-
Leibler-Distanzen der Dihedralwinkelverteilungen sind somit ein Maf fiir die
Ubereinstimmung zweier konformationeller A posteriori-Verteilungen.
Abbildung 3.22 zeigt die Kullback-Leibler-Distanzen zwischen den Dihe-
dralwinkelhistogrammen der ersten und der zweiten Simulation, sowie zwi-
schen der ersten und der dritten Simulation. Die Dihedralwinkelverteilungen
der ersten und der zweiten Simulation unterscheiden sich weitaus stirker als
die Verteilungen der ersten und der dritten Simulation, welche in den Vertei-
lungen der Dihedralwinkel der Hauptkette kaum Unterschiede aufweisen. Die
Verteilungen zweier Winkel mit besonders grofien Abweichungen sind exem-
plarisch abgebildet. Wihrend sich die Histogramme der ersten und dritten

Simulation gut decken, weicht die zweite Simulation von beiden ab.
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Abbildung 3.22: Links: Kullback-Leibler-Distanzen zwischen den Histogram-
men der p-1-Dihedralwinkel. Rechts: Beispiele fiir Verteilungen, deren Ab-
weichungen besonders grof} sind (¢ in LEU90, v in ASN136).

3.5.2 Analyse der Ubiquitin-Daten

Fiir Ubiquitin liegen Messungen aller hier behandelten Observablen vor (sie-
he Abschnitt 2.4.2). Jeder skalare Kopplungstyp 2J; wird durch eine eigene

Karplus-Kurve
3Jj(<p) =A; cos?(¢ + d;) + Bj cos(p +6;) + C; (3.29)

beschrieben. Die Phasen ¢; wandeln den Winkel ¢ in die Dihedralwinkel
um, die durch die Bindungen der jeweiligen Kopplung definiert werden; die
Phasen sind bekannt, weil die kovalente Geometrie starr ist.

Dipolare Kopplungen, die in demselben Medium gemessen wurden, wer-
den mit derselben Saupe-Matrix beschrieben, weil die mittlere Ausrichtung
der Molekiile im Losungsmittel unabhéngig von der Art des Experiments ist.
Die Messungen sind jedoch von unterschiedlicher Giite; jeder Datensatz hat

einen eigenen Fehler. Die Wahrscheinlichkeit von Messungen Dy, ..., D,,, die
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Abbildung 3.23: Histogramme der Abweichungen zwischen konformationellen
Stichproben und der Kristallstruktur. Zum Vergleich wurden die Koordina-
ten der schweren Atome des Proteinriickgrats herangezogen; die letzten drei
Aminosduren des C-Terminus wurden nicht beriicksichtigt, weil die Daten

ihre Position nur schlecht bestimmen.

in demselben Medium gemessen wurden, ist also
m
p(D1,...,Dnll,s,01,...,0m) = H p(D;l8,s, ;).
j=1
Die NOE-Messungen sind nicht alle eindeutig zugeordnet. Die Die Vo-
lumina mehrdeutiger NOEs werden als Summe der Partialvolumina der zu-
geordneten Protonenpaare berechnet. Das theoretische Volumen einer Reso-

nanz mit ¢ Zuordnungsmoglichkeiten (k1,1;), ..., (ke,lc) ist
V =7 Z Tk_l?z
i=1

Die inverse sechste Wurzel von V entspricht einem ambiguous distance res-
traint [47]. Fiir magnetisch dquivalente Protonen, beispielsweise Methylgrup-
pen, ergibt das slow jump model [50] dieselbe Abhéngigkeit.

Ich habe Replica-Simulationen mit verschiedenen Daten durchgefiihrt:

1. Analyse der NOESY-Daten;
2. Analyse der skalaren Kopplungskonstanten und der NOESY-
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Sim. | favourisiert [%] | erlaubt [%] | noch erlaubt [%] | verboten [%]
1 74.22 £ 2.73 | 24.45 + 2.75 1.30 £ 1.08 0.00 £ 0.00
2 89.08 £ 2.03 9.41 £+ 2.02 1.50 £+ 0.00 0.00 £ 0.00
3 85.92 4+ 2.18 | 14.05 + 2.19 0.03 £ 0.21 0.00 £ 0.00
4 91.05 £+ 1.72 8.75 + 1.88 0.20 £ 0.51 0.00 £+ 0.00
) 68.25 £+ 3.53 | 29.44 £+ 3.76 2.28 £ 1.60 0.01 £ 0.15
6 56.53 £ 5.74 | 41.38 £ 5.70 2.00 £+ 1.76 0.09 £ 0.36
7 72.54 + 2.98 | 23.63 + 3.47 3.76 + 1.40 0.03 = 0.21

Tabelle 3.2: Ramachandran-Statistiken der Simulationen von Ubiquitin.

Daten;
3. Analyse der dipolaren Kopplungen und der NOESY-Daten;
4. Analyse aller Daten;
5. Analyse der dipolaren Kopplungen;
6. Analyse der skalaren Kopplungskonstanten;

7. Analyse der skalaren und der dipolaren Kopplungen.

Ein Vergleich der berechneten Konformationen mit der Kristallstruktur zeigt,
daB die Ubereinstimmung stets besser wird, wenn mehr Daten in die Berech-
nung eingehen (sieche Abb. 3.23). Dies scheint selbstverstindlich, mufi aber
nicht notwendigerweise gelten, wie Beispiele zeigen, wo Minimierung bei Ver-
wendung zusitzlicher Daten schlechtere Strukturen findet.

Die Giite der berechneten Konformationen entspricht dem, was man fiir
einen Datensatz dieser Qualitdt und Vollstindigkeit erwartet. Die von Bax
und Mitarbeitern berechneten Strukturen (PDB-Code 1d3z) sind durchweg
niher zur Kristallstruktur. Fiir die zehn in der Datenbank abgelegten Konfor-
mationen ist der RMSD zur Kristallstruktur 0.40 + 0.02 A. Zu beriicksichti-
gen ist jedoch, daf zusétzlich zu den hier verwendeten Daten noch 27 Distan-
zen aus Wasserstoffbriicken und 35 Einschrinkungen der y,-Dihedralwinkel
zur Strukturberechnung verwendet wurden.

Die Verwendung skalarer Kopplungen éndert die Qualitit der Strukturen

nicht wesentlich: die Verteilungen der RMSD-Werte sind in Simulation 1 und
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Abbildung 3.24: Stichproben der -1)-Winkel. Die Werte aus der Kristall-

struktur sind als rote Kreise eingezeichnet.

2 gleich. Dagegen verbessert sich die Ramachandran-Statistik deutlich (siehe
Table 3.2). Durch zusétzliche Analyse dipolarer Kopplungen wird hingegen
die Faltung verbessert: die Konformationen aus Simulation 3 und 4 sind sys-
tematisch naher zur Kristallstruktur. Auch die Ramachandran-Statistiken
verbessern sich. Dipolare Kopplungen héngen nicht blof von ¢; ab, sondern
von allen Dihedralwinkeln, die die Orientierung der Bindungsvektoren be-
einflussen. In den verwendeten Datensétzen sind das die Dihedralwinkel des
Riickgrats der Polypeptidkette. In Simulation 3 sind die ¢-1-Stichproben
nicht so scharf um die Winkel der Kristallstruktur konzentriert (siehe Abb.
3.24) wie bei Verwendung skalarer Kopplungskonstanten (Simulation 2), die
Nihe zur Kristallstruktur ist dennoch grofler.

Ohne NOESY-Daten konnen keine kompakten Strukturen berechnet wer-
den. In Simulation 5 bis 7 sind die konformationellen Stichproben langge-
streckt, was sich in sehr schlechten RMSD-Werten niederschligt. Die skala-
ren Kopplungskonstanten wurden nur fiir ¢; gemessen, so dafy die iibrigen
Dihedralwinkel lediglich durch die konformationelle A priori-Verteilung be-

stimmt werden; die ist jedoch zu ungenau und bevorzugt eher gestreckte
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Simulation | QUACHK NQACHK RAMCHK BMPCHK

1 -1.81 £0.22 | -247 £ 0.31 | -3.66 £ 0.39 | 13.90 £ 3.55

2 -1.22 £ 0.17 | -2.53 £0.28 | -1.94 £ 0.30 | 15.70 £ 2.82

3 -1.13 £ 0.19 | -2.22 + 0.28 | -1.82 + 0.35 | 10.70 &+ 3.86

4 -0.89 £ 0.17 | -2.00 + 0.28 | -0.68 + 0.28 | 11.90 + 2.78

) -9.57 £0.22 | -11.30 + 0.23 | -4.13 + 0.42 | 10.40 + 2.99

6 -9.49 + 0.35 | -10.90 + 0.42 | -4.96 £ 0.60 | 7.60 £ 3.43

7 -9.02 £ 0.16 | -10.30 £ 0.29 | -3.93 £ 0.38 | 12.10 £ 2.92
PDB 1d3z | -0.03 &+ 0.17 | -0.25 £ 0.21 | 1.72 £ 0.20 | 14.80 £ 4.02

Tabelle 3.3: Qualitétskriterien berechnet mit WHATIF [40]. (Fiir Erldute-
rungen der Indizes siehe Tabelle 3.1.)

Konformationen.

Dipolare Kopplungen bestimmen blof} die gegenseitige Orientierung der
Bindungsvektoren; auch sie vermogen keine kompakte Struktur festzulegen.
WEeil dipolare Kopplungen vom Abstand und der Orientierung der Atompaa-
re abhéngen, beeinflufit eine rdumliche Verschiebung der wechselwirkenden
Atompaare die Stirke ihrer Kopplung nicht. Die Daten enthalten nur Mes-
sungen dipolarer Kopplungen zwischen Atomen, die durch héchstens zwei
Bindungen getrennt sind, und legen deshalb keine Tertidrkontakte zwischen
sequentiell entfernten Atomen fest.

Abbildung 3.24 und die Ramachandran-Statistiken zeigen zwar, dafl die
Dihedralwinkel des Proteinriickgrats selbst ohne Verwendung der NOESY-
Daten einigermaflen gut bestimmt sind — Simulation 7 ist hinsichtlich dieser
Kriterien vergleichbar gut wie Simulation 1 — , dennoch erhélt man keine
globuldren Konformationen. Dies liegt an der Tendenz des Boltzmann-En-
sembles, ausgedehnte Konformationen der Polypeptidkette zu bevorzugen.
Beispielsweise weicht die Verteilung der Gyrationsradien stark von der gefal-
teter Proteine ab. Daf} gefaltete Proteine globulir sind, miifite zusétzlich in
die konformationelle A priori-Verteilung eingehen.

Weitere QualitdtsmaBe sind in Table 3.3 aufgelistet. Auch hinsichlich die-
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Abbildung 3.25: Marginale A posteriori-Verteilungen der Karplus-
Koeffizienten in Simulation 2 (Analyse der NOESY- und der J-Kopplungs-
Daten). Rot: p(A|D, I), Griin: p(B|D, I), Blau: p(C|D, I).

ser Kriterien zeigt sich, dafl eine Verwendung aller Daten die besten Konfor-
mationen liefert. Die Strukturen in 1d3z haben durchweg bessere Werte; dies
ist jedoch zu erwarten, weil zusitzlich Distanzen fiir Wasserstoftbriicken in
die Rechnung eingingen.

Gewohnlich kénnen Messungen skalarer Kopplungskonstanten nur zur
Strukturberechnung verwendet werden, wenn bereits eine Struktur vorliegt,
an der die Karplus-Kurve geeicht wird (siehe Abschnitt 3.8). In der Bayes’
schen Analyse sind die Karplus-Koeffizienten einfach zusétzliche Hypothe-
senparameter.

Die folgende Tabelle listet die Mittelwerte und Varianzen der Karplus-
Koeffizienten auf, die sich aus der gemeinsamen Analyse mit den NOESY-
Resonanzen (Simulation 2) ergeben; in runden Klammern stehen die Werte,

die in den Originaldaten [37] verwendet wurden:
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Abbildung 3.26: Gemessene skalare Kopplungskonstanten gegen mittlere be-
rechnete Kopplungen, die sich aus den Stichproben der A posteriori-Verteil-

ung von Simulation 2 ergeben.

3J; A [Hz] B [Hz| C [Hz]
Hy-C | 7.19 + 0.53 (4.20) | 2.98 +0.27 (-1.01) | 0.30 % 0.07 (0.00)
Hy-H, | 11.96 + 0.68 (7.09) | 142+ 0.11 (-1.42) | —3.34 + 0.64 (1.55)
Hy-Cy | 2.95 + 0.17 (3.06) | 0.03 % 0.12 (-0.74) | —0.05 = 0.08 (0.13)
C-C | 1.80 4 0.38 (1.36) | 0.71+0.15 (-0.93) | 0.58 £ 0.04 (0.60)
C-H, | 449 £ 041 (3.72) | 1.62 £ 0.17 (-2.18) | —0.08 % 0.36 (1.28)
C-Cp | 245+ 0.15 (1.74) | 0.10 £0.11 (-0.57) | 0.42 % 0.07 (0.25)

In einigen Fillen stimmen die Werte innerhalb ihrer Schwankungen mit de-
nen, die sich in den Daten (PDB-code 1d3z) finden, iiberein. Hierbei ist zu
beachten, dafi die Vorzeichen von B abweichen kénnen, weil die Phase ¢ in der
Karplus-Kurve (3.29) um 180° verschoben gewihlt wurde. Abbildung 3.25
zeigt die marginalen A posteriori-Verteilung der Karplus-Koeffizienten der
verschiedenen skalaren Kopplungskonstanten. Auf die Schitzung der Karplus-
Kurven wird néher in Abschnitt 3.8 eingegangen.

Ein Vergleich der gemessenen skalaren Kopplungskonstanten mit den

mittleren berechneten Kopplungen ist in Abbildung 3.26 gezeigt. Die Karplus-
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Abbildung 3.27: A posteriori-Verteilungen der axialen und rhombischen An-
teile der Orientierungstensoren fiir beide Ausrichtungen, in denen dipolare

Kopplungen gemessen wurden.
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Abbildung 3.28: Gemessene dipolare Kopplungen gegen mittlere berechnete
dipolare Kopplungen, die sich aus den Stichproben der A posteriori-Verteil-
ung von Simulation 3 ergeben. Die Werte wurden auf das Maximum der

Hx-N-Kopplung normiert.

Koeffizienten und die Dihedralwinkel stellen sich so ein, daf§ die Messungen
innerhalb ihrer Schwankungen gut rekonstruiert werden.

Auch die mittlere Orientierung, beschrieben durch die Saupe-Matrix,
wird wihrend der Strukturberechnung geschétzt. In Abbildung 3.27 sind die
A posteriori-Verteilungen der axialen und rhombischen Komponente des Ori-
entierungstensors abgebildet.

In Abbildung 3.28 sind die gemessenen gegen die mittleren berechneten
dipolaren Kopplungen aufgetragen.

Die A posteriori-Verteilungen der Theorieparameter fiir sowohl die ska-

laren Kopplungskonstanten als auch die dipolaren Kopplungen zeigen, dafl
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Abbildung 3.29: Marginale A posteriori-Verteilungen der Fehlerskala des
Lognormal-Modells fiir die verschiedenen Simulationen, in denen NOESY-

Daten verwendet wurden.

diese Daten allein ausreichen um stabile A posteriori-Verteilungen zu definie-
ren. Nicht weil die Theorieparameter zu schlecht bestimmt wiren, sondern
weil das strukturelle Vorwissen nur grob und unvollstdndig dargestellt wird,
sind bei alleiniger Verwendung skalarer oder dipolarer Kopplungen die be-

rechneten Strukturen nicht gefaltet.

Neben den Theorieparametern paflt eine Bayes’sche Analyse die unbe-
kannten Fehler o; jedes Datensatzes an. Dies erlaubt, die Datensétze indivi-
duell zu bewerten und jeden gem#ifl seiner Giite in die gemeinsame Analyse
eingehen zu lassen. Dies ist wichtig, um die Daten optimal zu nutzen und um
das Ergebnis nicht aufgrund der Méngel eines Datensatzes unnotig zu ver-
schlechtern. In die Bestimmung der Fehler gehen indirekt durch die Dihedral-
winkel sowohl die Informationen der anderen Datensétze ein als auch struktu-
relles Vorwissen (siehe Abschnitt 3.7). Je nachdem welche Daten zusitzlich in
die Analyse einflieflen, ergeben sich andere Verteilungen fiir die Fehler. Abbil-
dung 3.29 zeigt die Verhiltnisse fiir die Fehlerskala der NOESY-Messungen.
Bei Verwendung zusétzlicher Daten wird der Fehler gréfler geschétzt. Simula-
tion 1 liegen nur NOESY-Messungen zugrunde, nur die A priori-Information

kann als Korrektiv der Uberanpassung der Konformationen an die Messun-
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gen dienen. Der Fehler wird kleiner als bei Verwendung zusitzlicher Daten
geschétzt, die Struktur wird zu stark an die Messungen angepafit; d.h. Rau-

schen wird als Signal interpretiert.

3.6 Gewichtung eines Datensatzes

Groflen, die zusdtzlich zu den Koordinaten eingefiihrt werden, bereiten der
traditionellen Strukturberechnung grundsétzliche Schwierigkeiten. Zum einen
miissen die Messungen gegenseitig und im Verhé&ltnis zur physikalischen Ener-
gie gewichtet werden. Zum anderen enthalten die Theorien zur Beschreibung
der Observablen empirische Parameter wie die Koeffizienten der Karplus-
Kurve oder die Elemente der Saupe-Matrix. Diese Groflen sind nicht be-
kannt und auch nicht direkt mefibar; sie miissen zusammen mit der Struktur
geschiitzt werden. In den folgenden Abschnitten wird auf solche Problem

niher eingegangen.

3.6.1 Kreuzvalidierung

Klassische Strukturberechnung minimiert eine Zielfunktion der Form
GO)=E@0)+\F(0).

Das relative Gewicht A zwischen der physikalischen Energie E und dem Da-
tenterm F' ist unbekannt. Dieser zuséitzliche Parameter entspricht der Fehler-
skala o eines probabilistischen Modells (Abschnitt 2.2.7). Die richtige Wahl
von A ist entscheidend: Wird zuviel Gewicht auf die Daten gelegt, dann sind
die berechneten Strukturen zu stark an die Messungen angepaft (overfitting)
und in unphysikalischer Weise verzerrt; ist jedoch das Gewicht der Daten zu
gering, bleiben die Strukturen lose und unbestimmt.

In der orthodoxen Statistik werden unbekannte Parameter wie das Ge-
wicht A durch eine Kreuzvalidierung (cross-validition) [51] bestimmt. Briinger
[15] sowie Briinger et al. [16] haben vorgeschlagen, diese Technik in der ma-

kromolekularen Strukturbestimmung mittels Rontgenkristallographie bzw.
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Kernresonanzspektroskopie anzuwenden. Kreuzvalidierung kann auch der Be-
wertung einer berechneten Struktur dienen: in der Kristallographie ist der
, R-Faktor“ oft kein verldfiliches Maf}, sondern erst der kreuzvalidierte ,freie

R-Faktor“.
Bei der Kreuzvalidierung werden folgende Schritte durchgefiihrt:

1. Die Daten D werden unterteilt in eine Menge A von Daten (working
set) zur Berechnung der Struktur und einer Menge T (test set) zur

Bewertung einer Wahl von A;

2. Fiir einen bestimmten Wert A wird die Hybridenergie minimiert, die

sich allein aus den Arbeitsdaten A ergibt;

3. Die Werte von A\ werden durch eine Funktion R bewertet, die an den

Testdaten ausgewertet wird.

Die Bewertungsfunktion R (der ,,R-Faktor“) ist iiblicherweise die normier-
te Abweichung zwischen experimentellen und aus der Struktur berechneten
Testdaten: eine bestimmte Wahl von A\ wird daran bewertet, ob die Struktur-
en die nicht verwendeten Daten vorhersagen konnen. Man erhélt eine Kurve
R(A) und als beste Wahl von A den Wert, fiir den die Abweichung zwischen
Messung und Vorhersage minimal ist.

Den Wert von R, den man fiir die beste Wahl von A erhélt, nennt man den
yfreien R-Faktor“. Der freie R-Faktor wird als objektives Maf} fiir die Giite
einer Struktur angesehen [15, 16]. Hier zeigt sich, daf§ die Qualitit der Struk-
tur (gemessen durch R) direkt von der Qualitéit der Daten (gemessen durch
A) abhingt. Dies wurde bereits in Abschnitt 2.2.7 durch die Entsprechung
zwischen A\ und o2 deutlich.

Bei K-facher Kreuzvalidierung wird die Rechnung mit K Zerlegungen der
Daten durchgefiihrt. Die Arbeitsdaten setzen sich jeweils aus K — 1 Teilmen-
gen zusammen (d.h. aus einem Bruchteil (K — 1)/K der Daten); getestet
wird anhand des verbleibenden Datensatzes. Die R-Werte werden iiber die

verschiedenen Datensitze gemittelt.
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3.6.2 Bayes’sche Wahl des Gewichts

Wie verhilt sich Kreuzvalidierung zur Bayes’schen Bestimmung von A? Der

negative Logarithmus der A posteriori-Verteilung
A
—logp(8, A) = 5 x*(6) + BE(0) — (g . 1) log A

bestimmt die wahrscheinlichsten Werte von @ und A (= 072%). Zusitzliche
Theorieparameter seien entweder bekannt oder ausintegriert worden; fiir Z(\)
wurde die Abhéngigkeit verwendet, die sich aus den Modellen aus Kapitel
3.1 ergibt: Z()\) o< 1/v/A.

Weil die Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine gemeinsame
A posteriori-Verteilung p(6, A) der Konformation und des Gewichts festlegen,
konnen beide zusammen bestimmt werden, ohne dafl man auf eine Heuristik
zuriickgreifen miilite. Die Zielfunktion der Optimierungsverfahren ist dagegen
nur auf dem Konformationsraum definiert. Es fehlen die aus der Normierung
der Datenverteilung stammenden, A\-abhéngigen Terme sowie ein Pendant zur
A priori-Verteilung 7 (\) (Abschnitt 2.2.7).

Minimierung von — log p(f, \) liefert das wahrscheinlichste Gewicht
A= (n—-2)/x*(0),
wobei die wahrscheinlichsten Konformationen 6 Losungen von
28VE(0) +AVx*(0) =0
sind. Einsetzen von \ und Integration liefern eine reduzierte Zielfunktion

G(0) = (5 — 1) logx*(0) + BE(),
in der das Gewicht nicht mehr auftaucht. Diese Zielfunktion ist beinah iden-
tisch zum negativen Logarithmus der A posteriori-Verteilung, in der der Feh-
ler ausintegriert wurde: —logp(f) = 21log x*(0) + 5 E(9).

Die in der Kreuzvalidierung verwendete Zielfunktion zur Berechnung der

Struktur bei vorgegebenem Gewicht ist

GA(0) = \Fa(8) + E(0). (3.30)
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Es gilt F4(0) o< x2%(f), wobei x? sich aus der Verteilung der Messungen
A ergibt. Durch Minimierung von G4 an verschiedenen Werten A, erhélt
man eine Schar §()\) von Strukturen. A wird so gewihlt, daf der R-Faktor
R(\) o< X2 (0()\)) minimal ist.

3.6.3 Analyse der NOESY-Daten von Ubiquitin

Anhand der NOESY-Messungen von Ubiquitin lassen sich die Ergebnisse
einer Kreuzvalidierung mit der Bayes’schen Analyse vergleichen. Als Da-
ten dienten die eindeutig zugeordneten NOESY-Signale (s. Abschnitt 2.4.2).
Falls fiir eine Resonanz mehrere Messungen vorlagen, wurde die mit groitem
Volumen gewéhlt; man erhilt insgesamt 1444 Datenpunkte. Es wurde eine
vollstdndige 10-fache Kreuzvalidierung durchgefiihrt. Die Messungen wurden
zufillig in 10 Teilmengen ungefdhr gleichen Umfangs eingeteilt und Struktu-
ren bei Fortlassen jeweils eines der zehn Datenséitze berechnet. Die Zielfunk-
tion G4 (3.30) wurde mit dem simulated annealing Protokoll [52] von CNS
[63] minimiert. Weil der Energieterm, der sich aus der Lognormal-Verteilung
ergibt, nicht in CNS implementiert ist, wurden die NOESY-Volumina, ent-
gegen der sonstigen Vorgehensweise, mit einer Gaufl’schen Fehlerverteilung
beschrieben, um einen Vergleich zwischen Kreuzvalidierung und Bayes’scher
Analyse zu ermoglichen. Es wurden Rechnungen mit A = 0.002, 0.02, 1.14,
2.28, 4.56, 11.41, 17.11, 22.82, 34.42, 45.64, 228.21 durchgefiihrt. In der
Bayes’schen Analyse wurde v = 1 gesetzt.

Der Einflufl von A auf die physikalischen Eigenschaften der Struktur ist
in Abbildung 3.30 dargestellt: Mit zunehmendem Gewicht werden die Struk-
turen immer stérker verzerrt; Uberlappungen der Atome fiihren zu einem
Anstieg der van der Waals-Energie; die kovalenten Parameter werden defor-
miert. Dagegen sind die Arbeitsdaten, welche zur Strukturberechnung ver-
wendet werden, immer besser erfiillt: X,24 fallt monoton mit wachsendem .
Die Abweichungen in den Testdaten weisen ein schwaches Minimum auf: Die
Strukturen werden bei groflen A zu sehr an die Arbeitsdaten angepaft, so

daf} die Testdaten schlechter vorausgesagt werden.
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Abbildung 3.30: Links: Anderung der physikalischen Energien bei unter-
schiedlicher Gewichtung der Daten (E,qw: van der Waals-Energie, Epongs
bzw. Eanges: Energien der Bindungsldngen bzw. -winkel). Rechts: Verlauf
der Abweichungen zwischen gemessenen und berechneten Distanzen in den
Arbeitsdaten A (x%) und den Testdaten T' (x2).

Ziel ist es, A so zu wihlen, dafl die Minimumstruktur moglichst gut an
die Arbeitsdaten angepafit ist; jedoch nicht so stark, dafl ihre kovalente Geo-
metrie verzerrt wird oder sich die Atome durchdringen. Zur Bestimmung des
besten Werts von A wird in der Kreuzvalidierung iiberlicherweise die nor-

mierte Abweichung zu den Testdaten betrachtet:

Sier (Vi - di(0))”
SierVi 7
d;(0) sind die Abstéinde in der Struktur €, welche bei gegebenem \ die Ab-

weichungen zu den Arbeitdaten minimiert. Ein weiteres Maf ist [16]

Sier| Vi — di(0)]
1/6 .
Sier Vi
Abbildung 3.31 zeigt die Abhdngigkeit dieser beiden Mafle von \. Beide

sind eher unspezifisch und weisen nur ein sehr breites, kaum ausgeprigtes

R =

X2 (0),

Ry6 =

Minimum auf; sie legen A nicht genau fest. In die Graphen ist die margi-
nale A posteriori-Verteilung p(A|D, I) eingezeichnet, welche sich aus einer
Bayes’schen Berechnung ergibt. Die Verteilung des Gewichts ist scharf be-
stimmt und hat sein Maximum in dem Bereich, wo die R-Faktoren minimal

werden.
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Abbildung 3.31: Verlauf der R-Faktoren (links) und des RMSDs (rechts)
zwischen berechneter und Kristallstruktur bei unterschiedlicher Gewichtung
der Daten.

Die Wahl des geeigneten Mafles zur Bewertung von A stellt ein Problem
dar: In diesem Beispiel sind die R-Faktoren nicht sehr aussagekriftig; aufler-
dem sollte die physikalische Qualitdt der Strukturen beriicksichtigt werden,
R und R,/ héngen jedoch nur von den Testdaten ab.

Idealerweise mochte man das Gewicht so wihlen, dafl die berechnete
Struktur moglichst nahe zur wahren Struktur ist. In dem Beispiel kann der
RMSD zur Kristallstruktur als ein solcher Indikator dienen. Abbildung 3.31
zeigt den Verlauf des RMSD zwischen der Kristallstruktur und den bei ver-
schiedener Gewichtung der Daten berechneten Konformationen. RMSDs, be-
rechnet fiir denselben Wert von A mit verschiedenen Arbeitsdaten, wurden
gemittelt. Der RMSD wird bei den Gewichten minimal, die maximale A Pos-
teriori-Wahrscheinlichkeit haben: die Bayes’sche Analyse pafit A wihrend der
Strukturberechnung an und setzt so die Daten in das richtige Verhiltnis zum
Vorwissen iiber die unbekannte Struktur.

Die Ergebnisse einer Kreuzvalidierung sind automatisch in der Bayes’schen
Analyse enthalten. Die Verteilung der RMSD-Werte (Abb. 3.32) zeigt, daf
die von der A posteriori-Verteilung gezogenen Konformationen so nahe zur
Kristallstruktur sind wie die mit idealem Gewicht berechneten Minimum-

strukturen.
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Abbildung 3.32: Zusammenhang zwischen dem Datengewicht und den mit-
tleren RMSDs der minimierten Strukturen im Vergleich zur A posteriori-Ver-

teilung der RMSD-Werte in einer Bayes’schen Strukturberechnung.
3.7 Gewichtung mehrerer Datenséiitze

Die Gewichte mehrerer Datensétze miifiten im traditionellen Zugang durch
multidimensionale Kreuzvalidierung bestimmt werden. Der Rechenaufwand
wéchst exponentiell mit der Anzahl der Datensétze; die Instabilitdten werden

gravierender.

3.7.1 Bayes’sche Schitzung der Gewichte

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung gibt es solche Schwierigkeiten nicht. Ge-
méf (2.10) gehen die Datensitze Dy, ..., D,, gewichtet in die Gesamtab-

weichung ein:
m
(0,0) =3 w’(0), w; o 077 =y,
i=1

wobei X? die Abweichungsfunktion des j-ten Datensatzes ist. Die Gesamt-
abweichung x?(f, o) legt die Verbundverteilung p(6, o1, ..., 0,,) fest. Die Ge-
wichte passen sich wihrend der Parameterschéitzung an. Beim Gibbs samp-
ling (2.20) werden Stichproben der Gewichte von Gamma-Verteilungen ge-

zogen:

Aj~ G(n;/2,x7(0)/2).
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Abbildung 3.33: Marginale A posteriori-Verteilungen der Fehler o; (schwarze
Kurve) der sechs skalaren Kopplungskonstanten von Ubiquitin (sieche Ab-

schnitt 3.5.2) mit ihren Mittelwerten (rote gestrichelte Linien).

Der bedingte Erwartungswert von \; ist (sieche Anhang A.3):

(\j10) =n; / x2(9).

Der Erwartungswert des Gewichts eines Datensatzes ist also gleich der rezi-
proken mittleren Abweichung zwischen den Messungen und ihren Vorhersa-
gen. Damit sind \; und XJQ_ komplementire Grofien.

Nach jeder Ziehung einer konformationellen Stichprobe mittels Hybrid-
Monte-Carlo werden m unabh#ngige Stichproben der Gewichte von den zu-
gehorigen Gamma-Verteilungen gezogen. Die Analyse jedes weiteren Daten-
satzes bringt einen neuen unbekannten Fehler o; mit sich. Der zusétzliche
Rechenaufwand, um diesen Parameter ebenfalls aus den Daten zu schétzen,
ist vernachléssigbar.

Dagegen wird der Aufwand bei der Kreuzvalidierung mit jedem zusétzli-
chen Gewicht potenziert. Strukturen miissen fiir jede Kombination der Ge-
wichte {Ay, ..., A} berechnet werden. Dazu werden ihre Wertebereiche dis-

kretisiert. Der Aufwand wéchst exponentiell mit der Anzahl der Datensétze.
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Abbildung 3.34: Beitréige zur A posteriori-Verteilung des Fehlers im Beispiel
von Alanin. Als gestrichelte Linie wurde das Maximum der A posteriori-Ver-

teilung eingezeichnet.

Daf} die Schiatzung mehrerer Gewichte in der Praxis moglich ist, zeigen
die Beispiele aus Abschnitt 3.5. Abbildung 3.33 zeigt die marginalen A pos-
teriori-Verteilungen der Fehler fiir die sechs skalaren Kopplungskonstanten

von Ubiquitin.

3.7.2 Beitrige zur A posteriori-Verteilung

Eine Bestimmung der Gewichte ist in der Bayes’schen Analyse moglich, weil
sich die marginale A posteriori-Verteilung eines Fehlers aus zwei Faktoren,

einem monoton fallenden und einem monoton wachsenden, zusammensetzt:
plo) (o) [Z(0)]™" n(o),
wobei die Daten in die Funktion
n(o) = / 40 7(6) exp {—x*(6)/(20%)) (3.31)
eingehen. Wegen x?2(6) > 0, ist
exp {—x*(0)/(207)} > exp {—x*(0)/(203)} falls o1 > oy

und damit n(o) allgemein streng monoton wachsend.
Fiir das Beispiel von Alanin sind die drei Beitrdge in Abbildung 3.34

gezeigt. Die Normierungskonstante Z(o) und die A priori-Verteilung (o)
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fallen monoton; der Datenbeitrag n(o) wichst monoton; so daf§ ihr Produkt
p(o) ein Maximum hat.

Ohne wahrscheinlichkeitstheoretische Modellierung sind die Terme Z(o)
und 7 (o) nicht begriindbar: Z(o) folgt aus der Normierung der Datenverteil-
ung beziiglich der Messungen; m(o) beschreibt Vorwissen iiber den Fehler.
Die Grundregeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung fordern beide Faktoren.

Erst die Gegenterme Z(o) und m(c) verhindern ein uneingeschréinktes
Anwachsen von ¢ und wirken so einer Uberanpassung der Struktur an die
Daten entgegen. Der Einflul von 7(c) ist bei geniigend grofler Anzahl von
Messungen zwar nur noch schwach; er garantiert aber, dafl selbst im Falle

weniger Messungen die A posteriori-Verteilung von o wohl definiert bleibt.

3.7.3 Angepafite Gewichtung der Daten

Uber ihre Fehler werden die Daten individuell gewichtet und damit Aus-
sagen iiber die Konformation genauer. Die Gewichte A; bestimmen in den
Likelihood-Termen

Li0.3) = 3" e { -2 0}

die Ausdehnung der Maxima. Jeder Faktor L;(6, ;) geht in die bedingte
A posteriori-Verteilung p(f|Aq, ..., A\y,) ein und schrinkt die Dihedralwinkel
zusitzlich ein. Wie sehr die Dihedralwinkel eingeschréinkt werden, wird durch
A; festgelegt.

Die Grofle der A\; hingt davon ab, wie vertréglich die Daten miteinander
sind. Betrachtet man beispielsweise einen bestimmten Dihedralwinkl ¢, fiir
den skalare Kopplungskonstanten 3J1, . ..,3J,, gemessen wurden, so hat seine

bedingte A posteriori-Verteilung die Form
1 2
J

wobei die A priori-Verteilung 7(¢) von der Einstellung der iibrigen Dihe-
dralwinkel abhiingt. Jeder Likelihood-Term hat sein Maximum ¢; bei 2J; =
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Abbildung 3.35: Bereiche hoher Wahrscheinlichkeit fiir die verschiedenen
Messungen der skalaren Kopplungskonstanten in Ubiquitin. In Schwarz sind
die Intervalle hoher Wahrscheinlichkeit fiir einen Dihedralwinkel (¢ in LYS6)
bei individueller Gewichtung der Daten gezeigt; die Intervalle, die sich aus
einem einzigen gemeinsamen Gewicht ergeben, sind in Blau eingezeichnet.
Die rote gestrichelte Linie ist der Wert des Winkels in der Kristallstruktur.

3] ;(¢;); die Ausdehnung des Maximums ist antiproportional zum zugehdori-

gen Gewicht.

In Abbildung 3.35 ist der Einflufl der Gewichte auf die Bestimmung der
Dihedralwinkel fiir den Fall skalarer Kopplungskonstanten dargestellt. An-
hand der Kristallstruktur wurden die Karplus-Koeffizienten und die Gewich-
te \; geschiitzt. Die Bereiche mit \;(3J; — 3J(¢))?/2 < 0.5 wurden fiir einen
der o-Winkel bestimmt. Es sind die Fille individueller und gemeinsamer Ge-
wichtung (A; = A) gezeigt. Meist sind die Winkelintervalle bei individueller
Gewichtung kleiner und erlauben, den Dihedralwinkel genauer zu bestimmen.
Im Falle der 3J(Hy-H,)-Kopplungen ist dagegen das Intervall bei individuel-
ler Gewichtung grofer als bei einem einzigen globalen Gewicht und verhindert

hier, eine Uberanpassung an die Daten.

Dieselben Argumente lassen sich auch auf andere Mefigréfien anwenden.
In der traditionellen Strukturbestimmung werden NOESY-Volumina, die fiir

dasselbe Paar von Atomen gemessen wurden, oft auf eine einzige Messung
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reduziert (merging) [14], indem man nur das NOESY-Signal mit dem gréfiten
Volumen beriicksichtigt, weil dieses die engste Distanzschranke liefert. Da-
durch wird aber die Information, die in den verworfenen Messungen enthalten
ist, vernachléssigt. In der inferentiellen Strukturbestimmung geht jedes Vo-
lumen in die A posteriori-Verteilung ein, gewichtet gemafl der Qualitéit des
Spektrums.

In den einfachen, hier behandelten Modellen ist es moglich, iiber die Ge-
wichte zu integrieren und sie auf diese Weise zu entfernen. Die reduzierte
Likelihood-Funktion des j-ten Datensatzes ist

L;(6) = /d)\j )\;?j/2—1 exp {—)\j XJ?(Q)/Q} =T'(n;/2) [X?(O)]—RJ/Q.

Marginalisierung der Gewichte entspricht einer Mittelung iiber alle Likeli-

hood-Funktionen, die sich bei verschiedenen Werten der Gewichte ergeben.

3.8 Parametrisierung der Karplus-Kurve

Um Messungen der skalaren Kopplungskonstanten in der Strukturberech-
nung verwenden zu kénnen, muf die Parametrisierung der Karplus-Kurve be-
kannt sein. Dieses Problem wird gemeinhin behandelt durch eine empirische
Parametrisierung anhand einer bekannten Struktur (beispielsweise [54, 55])

oder durch ,selbstkonsistente“ Schitzung der Karplus-Koeffizienten [56].

3.8.1 Parametrisierung bei bekannter Struktur

Gewohnlich werden die unbekannten Parameter der Karplus-Kurve an ei-
ner bekannten Struktur geeicht. In einer anschliefenden Strukturberechnung
wird die geeichte Kurve auf die unbekannte Struktur iibertragen. Entweder
gehen Abweichungen zwischen gemessenen und theoretischen Kopplungen di-
rekt in die Hybridenergie ein oder die Karplus-Kurve wird invertiert, so daf
man zulédssige Dihedralwinkelbereiche erhilt (siehe [57]).

Liegt bereits eine Kristallstruktur mit Dihedralwinkeln 0; vor, so werden

die Parameter der Karplus-Kurve an die Messungen 3J; angepaf}t, indem man
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Abbildung 3.36: Schnitte durch die marginale A posteriori-Verteilung der
Karplus-Koeffizienten. Die Maxima der Verteilung entsprechen einer Lésung
des iiberbestimmten Gleichungssystems durch eine Singulidrwertzerlegung der
Matrix der trigonometrischen Basisfunktionen. Die roten Punkte sind die

von Bax und Mitarbeitern bestimmten Werte, welche dem Datensatz 1d3z

entnommen wurden.

die mittlere quadratische Abweichung

(4,8,0)= 3" (% %0, A,B,0))
zwischen gemessenen Kopplungen und Vorhersagen 3 (é,, A, B, C') minimiert.
Das resultierende iiberbestimmte Gleichungssystem wird durch eine Pseudo-
Inverse nach A, B,C aufgelost. Beispielsweise sind Wang und Bax [55] in
ihrer Analyse der Messungen an Ubiquitin so vorgegangen.

Das Modell aus Abschnitt 3.1.1 enthélt diese Vorgehensweise: Die Metho-
de der kleinsten Quadrate entspringt der Beschreibung von Fehlern durch
eine GauB-Verteilung. Bei bekannter Struktur und bekanntem Fehler o ist
die bedingte A posteriori-Verteilung der Karplus-Koeffizienten eine dreidi-

mensionale Gauf-Glocke, die um
A e T «
a=Aj=CAlj
zentriert ist mit der Kovarianzmatrix

¥ =02C=0%(ATA,)"!
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Abbildung 3.37: Konturlinien der marginalen A posteriori-Verteilung der
Karplus-Koeffizienten (siehe auch Abb. 3.36). Die roten Punkte sind Schéitz-
werte, die man durch Weglassen von 10 % zufillig gewédhlten Messungen
erhélt.

(siche Abschnitte 3.1.1 und 3.2.1). & minimiert die Abweichung x?(A, B, C).
Aus einer Singulidrwertzerlegung der Matrix A, der Basisfunktionen cos*,
k =0,1,2 konnen diese Schiatzwerte leicht berechnet werden.

In Abbildung 3.36 ist die A posteriori-Verteilung der Karplus-Koeffizien-
ten gezeigt, die sich aus dem Datensatz der *J(C-C)-Kopplungen in Ubiquitin
aus der Kristallstruktur ergibt. Integration iiber die Fehlerskala o liefert eine

dreidimensionale ¢-Verteilung:
p(A.B,CID.1) = [ do (4, B,C,0D.1) x [2(4,B,0)] "

Sie ist wie die Gauf3-Verteilung um den Schitzwert & zentriert nur etwas we-
niger scharf bestimmt, weil Integration iiber den Fehler die Verteilung aus-
schmiert. Es werden jeweils zweidimensionale Schnitte durch die marginale
A posteriori-Verteilung der Karplus-Parameter gezeigt. In diesem Beispiel
kann die Verbundverteilung der Theorieparameter analytisch angegeben wer-
den. Die Form der Konturlinien zeigt, dal die Parameter korreliert sind.
Werden die Karplus-Koeffizienten lediglich durch Minimierung von X? be-
stimmt, so lassen sich keine Angaben iiber ihre Genauigkeit machen. Haufig
schitzt man die Fehler ab, indem man, &hnlich wie in der Kreuzvalidierung,
einen Teil der Messungen weglifit und die Parameter aufgrund der redu-

zierten Daten bestimmt. Dies wird viele Male mit anderen, zuféllig gewéhl-
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Abbildung 3.38: Aus den C-C-Kopplungen von Ubiquitin und der Kristall-
struktur vorhergesagte Karplus-Kurve p(3J|p, D, I).

ten Daten wiederholt, so da3 man schliefflich eine ,, Verteilung“ der Karplus-
Koeffizienten erhilt (siehe bspw. [58, 55]). Mit Hilfe dieser Heuristik méochte
man ein Analogon zur A posteriori-Verteilung der Karplus-Koeffizienten be-
rechnen (siehe Abb. 3.37).

Die A posteriori-Verteilung ist jedoch eindeutig durch den Bayes’schen
Satz festgelegt; Heuristiken wie die beschriebene sind iiberfliissig. In der
Bayes’schen Theorie werden Parameter nicht durch einen Schétzwert be-
stimmt, sondern durch eine Verteilung ihrer moglichen Werte. Eine Punkt-
schitzung (wie das Minimum von X?) ergibt lediglich einen Wert und kei-
ne Angabe iiber dessen Genauigkeit. Deshalb versucht man, durch zuféllige
Ziehung der Messungen eine mehrmalige Wiederholung des Experiments zu
simulieren. Dem liegt die Denkweise zugrunde, dafl Wahrscheinlichkeiten das
Resultat von Zufallsprozessen sind und nicht die quantitative Reprisentati-
on von Wissen. Mit Durchfiihrung des Experiments sind die Daten jedoch
festgelegt; es bedarf keiner Modelle iiber hypothetische Variationen in den
Messungen. Das Problem liegt in der Annahme, dafl sich mit Anwendung
einer Punktschitzung eindeutige Schliisse aus den Daten ziehen lieflen.

Unser Mangel an Wissen fiihrt dazu, dafl kein eindeutiger Zusammenhang
zwischen Messungen und Hypothesenparametern besteht. Im Falle skalarer

Kopplungen manifestiert sich diese Unsicherheit direkt in den Vorhersagen
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weiterer Messungen bei gegebenem Dihedralwinkel. Integration iiber die Ko-

effizienten und Fehler liefert eine verteilte Karplus-Kurve
p(l0.D.1) = [ dAdBACds (|, A, B,C,0)p(4, B,C,0|D,),

wobei in den Daten Messungen der skalaren Kopplungskonstante sowie die
Koordinaten der Kristallstruktur enthalten sind. In Abbildung 3.38 ist die
vorgesagte Karplus-Kurve p(3J|p, D,I) abgebildet, welche sich aus den
3J(C-C)-Kopplungen und der Kristallstruktur ergibt.

3.8.2 Selbstkonsistente Parametrisierung

Bei einer unbekannten Struktur ist die direkte Bestimmung der Karplus-
Koffizienten nicht moglich. Doch selbst wenn eine Kristallstruktur vorliegt,
ist der Zugang problematisch: Erstens werden skalare Kopplungen an Mo-
lekiilen in Lésung nicht im Kristall gemessen; wenn sich die Konformationen
systematisch unterscheiden, wird die Karplus-Kurve verzerrt; es ist schwer
abzuschitzen, ob Abweichungen von Mefifehlern oder strukturellen Unter-
schieden herriihren. Zweitens sind die Dihedralwinkel wahrend der Messung
beweglich; man mifit nur zeitlich gemittelte Kopplungen (dies haben bei-
spielsweise Briischweiler und Case [59] versucht zu beriicksichtigen).

Wegen dieser Schwierigkeiten haben Schmidt et al. [56] vorgeschlagen,
auf die Verwendung einer Kristallstruktur zu verzichten und Messungen ska-
larer Kopplungskonstanten ,,selbstkonsistent” zu analysieren. Dadurch soll
vermieden werden, die Eigenschaften des Molekiils in kristalliner Form auf
seine Eigenschaften in Losung zu iibertragen.

Die Methode geht von m skalaren Kopplungen unterschiedlichen Typs
aus, die denselben Dihedralwinkel 6 betreffen; meist ist dies der ¢ Winkel,
der durch die Atome C_;, N, C, und C des Proteinriickgrats definiert wird
und an sechs Kopplungen beteiligt sein kann. Jeder Kopplungstyp ®/; wird

durch eine eigene Karplus-Kurve beschrieben:

37;(0) = Aj cos®(0 + 6;) + B; cos(0 + 6;) +C;, j=1,...,m.
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Die Phasen d;, welche die Kopplungen durch die verschiedenen Bindungen auf
denselben Dihedralwinkel zuriickfiihren, sind bei starrer kovalenter Struktur
bekannt.

Der Winkel # wird gemeinsam durch die verschiedenen Kopplungen fest-
gelegt und wére bei bekannter Parametrisierung der Karplus-Kurven sogar
iiberbestimmt. Andererseits konnen natiirlich bei bekannten Dihedralwinkeln
0; entlang des Proteinriickgrats die Parametrisierungen der Karplus-Kurven

bestimmt werden, denn es mufl im Idealfall
3Ji,j = Aj COSQ(ei + (SJ) + Bj COS(ei + 5]) + Cj

gelten. Wenn geniigend MeBwerte ®J;; vorliegen, kénnen alle Unbekann-
ten, sowohl die Parametrisierungen {A;, B;, C;} als auch die Dihedralwinkel
{by,...,0,}, bestimmt werden.

Schmidt et al. [56] haben einen iterativen Algorithmus entwickelt, der die
mittlere quadratische Abweichung zwischen gemessenen und theoretischen
Kopplungen minimiert. Das Optimierungsproblem ist linear in den Karplus-
Koeffizienten und nicht-linear in den Dihedralwinkeln. Wahrend der Mini-
mierung konnen die Dihedralwinkel alle Werte annehmen; Vorwissen iiber
die molekulare Struktur wird nicht integriert. Das Modell kann dadurch er-
weitert werden, dafl man den Dihedralwinkeln eine Fluktuation unbekannter
Grofle zugesteht, die ebenfalls optimiert wird.

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung garantieren die Cox’schen Theoreme
Konsistenz; somit zielt der Ansatz von Schmidt et al. auf etwas ab, das erst
in der inferentiellen Strukturbestimmung volle Giiltigkeit erlangt.

Das Schmidt’sche Verfahren ist ein Spezialfall der Bayes’schen Formulie-
rung: Die Parametrisierungen {A;, B;, C;} der Karplus-Kurven 3J,(6) sind
unbekannt und werden neben den eigentlichen Hypothesenparametern, den
Dihedralwinkeln 6;, durch die A posteriori-Verteilung bestimmt. Simulati-
on der gemeinsamen A posteriori-Verteilung p(6s,...,60,, {A;, B;,C;}) er-
laubt, sowohl die Koeffizienten der Karplus-Kurven als auch die Dihedral-
winkel zu schitzen. Weil die Abweichungen der skalaren Kopplungen mit

einem Gauf’schen Fehlermodell beschrieben wurden, hat die Schmidt’sche
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Abbildung 3.39: Bedingte A posteriori-Verteilung eines Dihedralwinkels bei
gemeinsamer Analyse von Messungen skalarer Kopplungonstanten unter-
schiedlichen Typs. Je nach Position in der Aminosédurekette sind die Mes-

sungen fiir ¢; mehr oder weniger vollstdndig.

Zielfunktion dieselbe funktionelle Form wie der negative Logarithmus der
A posteriori-Verteilung.
Beim Gibbs sampling werden Stichproben der Dihedralwinkel von beding-

ten A posteriori-Verteilungen der Form
PO Tis - im)

gezogen, wobei 3J; ; hier Messungen der Kopplungen sind, die den Dihedral-
winkel 6; betreffen. Die Anzahl der Messungen fiir die jeweiligen Dihedral-
winkel variiert von Winkel zu Winkel. Fiir drei Beispiele sind die bedingten
A posteriori-Verteilungen abgebildet, die sich aus den sechs Datensétzen von
Ubiquitin ergeben (Abb. 3.39).

Abbildung 3.40 illustriert, dafl bei 8 = 0 die Bayes’sche Analyse &dqui-
valent zur Methode von Schmidt et al. ist: Durch gemeinsame Schitzung
der Dihedralwinkel und der unbekannten Parametrisierungen der Karplus-
Kurven, werden die skalaren Kopplungen selbstkonsistent analysiert. Die
A posteriori-Verteilungen streuen um die Schitzwerte, die sich aus der Ana-
lyse der Kristallstruktur ergeben.

Zusétzlich zu den Parametern werden auch die Dihedralwinkel bestimmt,
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Abbildung 3.40: Marginale A posteriori-Verteilungen der Karplus-Parameter
bei gleichzeitiger Schéitzung der Dihedralwinkel und der zusétzlichen Parame-
ter (rot: p(A|D, I), griin: p(B|D, I), blau: p(C|D, I)). Die A priori-Verteilung
der Dihedralwinkel ist eine Gleichverteilung, d.h. im Boltzmann-Ensemble ist
B = 0. Die Schitzwerte aus der Kristallstruktur wurden als gestrichelte Li-

nien eingetragen.

die durch Bindungen definiert sind, fiir die skalare Kopplungen gemessen
wurden. Abbildung 3.41 zeigt die Konfidenzintervalle der ¢-Winkel. Die In-
tervalle wurden aufgrund der marginalen A posteriori-Verteilungen p(;| D, I)
bei einer Konfidenz von 68 % berechnet. In den meisten Féllen ist der Di-
hedralwinkel der Kristallstruktur in diesem Intervall enthalten oder liegt in
seiner Nahe. Obwohl die Paramterisierungen der Karplus-Kurven unbekannt
sind, konnen allein aus den skalaren Kopplungen die (p-Winkel gut rekon-
struiert werden. In manchen Fillen ist die marginale A posteriori-Verteilung
p(@i| D, I') multimodal: die Konfidenzbereiche hingen nicht zusammen. Dies
betrifft Winkel, fiir die nicht alle der sechs méglichen Kopplungen gemessen

wurden, und deren A posteriori-Verteilung deshalb mehrdeutig bleibt.
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Abbildung 3.41: Konfidenzintervalle aller ¢-Dihedralwinkel, aufgetragen ge-
gen die Nummer des zugehorigen Aminoséurerests (blau). Die Intervalle wur-
den bei einer Konfidenz von 68 % aus den marginalen A posteriori-Verteil-
ungen p(¢;|D, I) der Dihedralwinkel ¢; abgeleitet. Die Dihedralwinkel der

Kristallstruktur sind als rote Kreise eingetragen.

3.8.3 Marginalisierung der Karplus-Koeffizienten

Vom Standpunkt der Strukturbestimmung interessieren in erster Linie die
Dihedralwinkel und nicht die Parametrisierungen der Karplus-Kurven. Durch
Integration lassen sich die Karplus-Koeffizienten aus der A posteriori-Ver-
teilung entfernen, so dafl man wihrend der Strukturberechnung nicht mehr
auf die Koeffizienten zuriickgreifen mufl (siche Abschnitt 3.2.1). Die Daten
werden durch eine reduzierte Likelihood-Funktion

~(nj=3)/2

L(0) « [] |ATa,| [jJT(I — A;AD)j; (3.32)
j
beschrieben. Sie hingt nur noch von den Dihedralwinkeln iiber die Matrizen
(Aj)y = lcos(, —6;))* %, 1=1,...,n;, k=0,1,2 ab.
Zur Veranschaulichung sind in Abbildung 3.42 die Konturlinien der redu-
zierten Likelihood-Funktion (3.32) fiir ein Paar von Dihedralwinkeln gezeigt.
Die Messungen der einzelnen Kopplungstypen resultieren in mehrdeutigen

Verteilungen. Erst die Gesamtheit aller Messungen vermag die Mehrdeutig-

keit aufzulosen. Die marginale Likelihood-Funktion konnte dazu verwendet
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Abbildung 3.42: Marginale A posteriori-Verteilungen zweier Dihedralwinkel.
Fiir beide Dihedralwinkel wurden fiinf der sechs méglichen Kopplungen ge-
messen. Die Konturlinien der marginalen Likelihood-Funktionen, die sich aus
den einzelnen Datensétzen ergeben, bleiben mehrdeutig. Erst die gemeinsame
Likelihood-Funktion aller Daten (rechts unten) vermag, die Mehrdeutigkeit

aufzuldsen.

werden, die Dihedralwinkel ohne Kenntnis der Karplus-Koeffizienten zu be-

stimmen.

3.9 Bestimmung der mittleren Orientierung

In anisotroper Umgebung kann sich ein Makromolekiil im Mittel ausrichten.
Die Elemente des Orientierungstensors sind unbekannt, so dafl bei Verwen-
dung dipolarer Kopplungen zur Strukturbestimmung ein #hnliches Problem
wie bei den Koeffizienten der Karplus-Kurve besteht.

Mit diesem Problem wird unterschiedlich umgegangen: (i) Losonczi et al.

[60] berechnen die Saupe-Matrix aus einer bekannten Struktur mittels einer
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Abbildung 3.43: Bedingte A posteriori-Verteilungen p(A4, R|0, U) der axialen
und der rhombischen Komponente in beiden Medien, in denen die dipolaren
Kopplungen von Ubiquitin gemessen wurden. Es wurde die NMR-Struktur
von Cornilescu et al. [37] (PDB-code 1d3z) verwendet. Die Rotation U dia-
gonalisiert die geschitzte Saupe-Matrix S. Die Maxima der A posteriori-Ver-

teilung sind als Kreuze eingezeichnet. Der Fehler wurde ausintegriert.

Singuldrwertzerlegung, (ii) Clore et al. [61] haben vorgeschlagen, den axialen
und den rhombischen Anteil der Ausrichtung anhand des Histogramms der
gemessenen dipolaren Kopplungen abzuschétzen, (iii) Hus et al. [62] bestim-
men die Orientierungen der Peptidebenen und die Saupe-Matrizen gemein-
sam und verwenden diese Schitzwerte anschliefend in einer Strukturverfei-
nerung, (iv) Moltke und Grzesiek [63] entfernen die Saupe-Matrix analytisch

aus der Hybridenergie.

3.9.1 Methode der kleinsten Quadrate

Modelliert man Abweichungen zwischen gemessenen und berechneten dipo-
laren Kopplungen mit der Methode der kleinsten Quadrate, so werden die

fiinf Elemente der Saupe-Matrix durch das lineare Gleichungssystem

A s=d

D

bestimmt (siehe Abschnitt 3.1.2 fiir Details und Definitionen). Die Matrix

A hingt von der Konformation ab und ist bei bekannter Struktur gege-
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ben. Multiplikation mit der Pseudo-Inversen ergibt die Losung: s = ALd.
Die Pseudo-Inverse kann iiber eine Singuldrwertzerlegung berechnet werden.
Losonczi et al. [60] haben vorgeschlagen, die Saupe-Matrix auf diese Weise
aus einer bekannten Struktur zu bestimmen.

Die Methode von Losonczi et al. entspricht einer Bestimmung der Saupe-
Matrix iiber die bedingte A posteriori-Verteilung p(S|6, D, I) und wird beim
Gibbs sampling aller Hypothesenparameter implizit angewendet. Die beding-
te A posteriori-Verteilung der Elemente der Saupe-Matrix ist eine fiinfdimen-
sionale Gau-Glocke (siehe Abschnitt 3.2.2). Die Verteilung der Elemente s;
148t sich auf die axiale und die rhombische Komponente A und R umtrans-
formieren. Abbildung 3.43 zeigt die A posteriori-Verteilung bei bekannter
Struktur. Wie bei der Analyse der skalaren Kopplungskonstanten hat die
probabilistische Behandlung den Vorteil, dafl die Genauigkeit der Schatzwer-

te direkt angeben werden kann.

3.9.2 Histogrammethode

Zur Bestimung einer unbekannten Struktur ist dieser Zugang freilich nicht
brauchbar. Die Histogrammethode [61] geht von einer Gleichverteilung der
Bindungsvektoren aus, fiir die dipolare Kopplungen gemessen wurden. Bei
gegebener axialer und rhombischer Komponente und Vernachlédssigung expe-
rimenteller Fehler sind die dipolaren Kopplungen gemaf

1

1 27
n(D\A,R):E/ dcosH/0 de 6(D —D(0,¢))

-1
verteilt. Der Definitionsbereich und das Maximum der Verteilung sind be-
kannt: es werden Werte zwischen —A(1 + 3R/2) und 2A angenommen, am
wahrscheinlichsten ist —A(1 — 3R/2). Durch Vergleich des Histogramms der
gemessenen Werte mit der theoretischen Kurve kann man den axialen und
den rhombischen Anteil bestimmen. Im einfachsten Fall liest man den De-
finitionsbereich und das Maximum der Verteilung ab und berechnet daraus
Werte von A und R. Abbildung 3.44 zeigt Histogramme bei verschiedenen
Rhombizitdten.
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Abbildung 3.44: Analytische Entwicklung der Verteilung der dipolaren Kopp-
lungen (rote Kurve) mit ihren charakteristischen Werten (gestrichelte Lini-
en); aus diesen lassen sich Schétzwerte der axialen und der rhombischen
Komponente berechnen. Zusétzlich sind die Histogramme eingezeichnet, die

eine Monte-Carlo-Integration bei gleichverteilten Dihedralwinkeln ergibt.

Analytische Entwicklung von n(D|A, R) in eine Reihe erlaubt, die Hi-
stogrammethode weiter zu verfeinern. Warren und Moore [64] bestimmen
die axiale und rhombische Komponente durch Maximierung der Likelihood-

Funktion

L(A,R) = | [ n(Di|A, R).

Durch Faltung des idealen Histogramms mit einer Gaufl-Verteilung kénnen
zudem experimentelle Ungenauigkeiten beriicksichtigt werden.

Die Histogrammethode ergibt sich aus dem Modell aus Abschnitt 3.1.2,
wenn man das Vorwissen iiber die Konformationen vernachléssigt (8 = 0). In
diesem Fall sind die Bindungsvektoren a priori gleichverteilt. Fiir o = 0 ist die
reduzierte Datenverteilung, welche man durch Integration iiber die Einstel-
lungen der Dihedralwinkel erhilt, das Histogramm n(D|A, R). A Posteriori-
Schitzung der Parameter A und R ist analog zur Maximum-Likelihood-
Methode. Der Fehler o beriicksichtigt Ungenauigkeiten der Messungen; er
wird bei Simulation der A posteriori-Verteilung p(A, R,o|D, I) an die Da-
ten angepafit. Damit ist die verfeinerte Histogrammethode von Warren und
Moore [64] ein Spezialfall des Bayes’schen Zugangs. Die Annahme, daf§ die

Bindungsvektoren isotrop verteilt sind, trifft bei gefalteten Proteinen nicht
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Abbildung 3.45: Analyse dipolarer Kopplungen in Ubiquitin. Links: Das Hi-
stogramm der fiir eine Orientierung gemessenen und normierten Kopplungen
(schwarze Kurve) stimmt mit dem rekonstruierten Histogramm (rote Kur-
ve) iiberein, welches sich aus den mittleren Werten der axialen und rhombi-
schen Komponente ergibt. Marginale A posteriori-Verteilungen der axialen
und rhombischen Komponente sind rechts abgebildet; gestrichelte Linien lie-
gen bei den aus der NMR-Struktur abgeleiteten Schéitzwerten (s. Abb. 3.43).

zu. Sie ist in der Bayes’schen Analyse nicht notwendig: die Bindungsvektoren
werden mit dem Orientierungstensor zusammen geschétzt.

Abbildung 3.45 stellt die Ergebnisse einer solchen Analyse zusammen.
Die dipolaren Kopplungen, gemessen fiir eine Ausrichtung, wurden analysiert
(n = 348). Das Histogramm der normierten dipolaren Kopplungen stimmt
mit dem Histogramm iiberein, das sich als Vorhersage fiir die Verteilung der
dipolaren Kopplungen aus den Monte-Carlo-Stichproben ergibt. Die margi-
nalen A posteriori-Verteilungen der axialen und rhombischen Komponente
konzentrieren sich in der Ndhe der Schéitzwerte, die aus der NMR-Struktur
1d3z folgen.

Selbst bei wenigen Daten sind noch Aussagen iiber die Orientierung mog-
lich. Fiir die 63 dipolaren Kopplungen des N-Hy-Bindungsvektors wurde
dieselbe Analyse durchgefiihrt. Das vorhergesagte Histogramm (Abb. 3.46)
dhnelt stark dem, das eine Analyse aller Daten ergibt. Die marginalen A pos-
teriori-Verteilungen der axialen Komponente des Orientierungstensors streu-
en zwar stirker als in der Analyse aller Kopplungen, sind aber ungefdhr um

dieselben Werte konzentiert.
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Abbildung 3.46: Ergebnisse der gleichen Analyse wie in Abb. 3.45, wobei als
Daten lediglich die 63 Kopplungen der N-Hy-Bindung verwendet wurden.
In die marginalen A posteriori-Verteilungen auf der rechten Seite wurden
gestrichelt die Histogramme eingezeichnet, die aus einer Analyse des vollen

Datensatzes resultieren.

3.9.3 Berechnung der Orientierung und der Struktur

Hus et al. [62] haben einen Algorithmus entwickelt, um nicht nur die Saupe-
Matrizen, sondern auch die Orientierungen der Peptidebenen aus Messungen
dipolarer Kopplungen in verschiedenen Lisungsmitteln zu bestimmen. Eine
anschliefflende Strukturberechnung benutzt die ermittelten Schitzwerte. Auf
diese Weise konnte die Faltung eines Proteins allein aus Messungen dipolarer
Kopplungen berechnet werden.

Diese Strategie ist in der Bayes’schen Formulierung enthalten. Hier wer-
den die Peptidebenen indirekt iiber die Dihedralwinkel parametrisiert. Simu-

lation der vollen A posteriori-Verteilung
p(0,S1,...,Sm|D,I)

mit jeweils einer Saupe-Matrix S; fiir jede Orientierung liefert Schitztwerte
der mittleren Orientierungen und der Dihedralwinkel.

Abbildung 3.47 zeigt die Ergebnisse fiir die Ubiquitin-Daten. Die margi-
nalen A posteriori-Verteilungen der axialen und rhombischen Anteile liegen
in der Nahe der Schitzwerte, die aus NMR-Struktur abgeleitet wurden.

Neben den Saupe-Matrizen werden die Dihedralwinkel geschitzt. Die

A posteriori-Verteilungen der Dihedralwinkel kénnen multimodal bleiben,
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Abbildung 3.47: Marginale A posteriori-Verteilungen der axialen und der
rhombischen Anteile fiir die dipolaren Kopplungen, gemessen an Ubiquitin
in zwei verschiedenen Medien. Die A priori-Verteilung der Dihedralwinkel war
eine Gleichverteilung (5 = 0). Die gestrichelten Linien zeigen die Schétzwerte
an, die eine Analyse der NMR-Struktur liefert.

weil sich die dipolaren Kopplungen nicht eindeutig umkehren lassen. Ver-
wendung dipolarer Kopplungen allein reicht nicht aus, um kompakte Konfor-
mationen zu bestimmen. Durch zusétzliche Beriicksichtigung von Vorwissen
werden die Dihedralwinkel genauer festgelegt. In Abbildung 3.48 sind Stich-
proben der Dihedralwinkel fiir eine Simulation bei 37'= 0K und 7' = 300K
zu sehen. Bei Vernachlissigung von Vorwissen iiber die erlaubten Konfor-
mationen weist die Verteilung der Dihedralwinkel eine Symmetrie auf, die
Mehrdeutigkeiten der dipolaren Kopplungen widerspiegelt. Diese Symmetrie
kann durch Verwendung zusétzlichen Vorwissens zu einem gewissen Grad

gebrochen werden.

3.9.4 Analytische Eliminierung der Saupe-Matrix

Moltke und Grzesiek [63] entledigen sich der Notwendigkeit, zur Analyse
der dipolaren Kopplungen die mittlere Orientierung des Molekiils kennen zu
miissen, indem sie die unbekannten Parameter aus der Zielfunktion fiir Di-
hedralwinkel und Orientierungen analytisch entfernen. Dies ist moglich, weil
das Optimierungsproblem linear in den Elementen der Saupe-Matrix ist: Die
Zielfunktion ist die x2-Abweichung (3.7); Ableitung nach den Elementen s;

der Saupe-Matrix ergibt ein lineares Gleichungssystem fiir den Orientierungs-
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Abbildung 3.48: Stichproben der -, 1)-Winkel, die sich aus einer Analyse der
dipolaren Kopplungen von Ubiquitin ergeben. Links: Dihedralwinkel sind a
priori gleichverteilt 37! = 0K, rechts: Simulation bei 37! = 300 K. Als rote

Kreise wurden die Dihedralwinkel der Kristallstruktur eingetragen.

tensor:

A s=d,

wobei die n x 5-Matrix A, von den Dihedralwinkeln abhéngt.

Das Gleichungssystem kann durch Multiplikation mit der Pseudo-Inversen
nach s aufgelést werden und liefert als besten Wert der Saupe-Matrix das
Maximum der Likelihood-Funktion (siehe auch Abschnitt 3.1.2). Setzt man
diese Losung in x%(0,s) ein, so erhilt man eine Zielfunktion, die nur noch

auf dem Konfigurationsraum definiert ist:
F)=d"(I-A,A])d

Minimierung von F' erlaubt, die Struktur zu berechnen, ohne die Saupe-

Matrix {iberhaupt zu kennen.

Die wahrscheinlichkeitstheoretische Entsprechung der Zielfunktion von

Moltke und Grzesiek ist die marginale A posteriori-Verteilung (3.19)

p(e) = /dsl "'d55 p(easla"':sf))'
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Der negative Logarithmus von p(6) weist jedoch noch zusétzliche Terme auf:

1
—logp(f) = BE(9)+§log‘A£AD|

+ "2 L log[dT(I—ADAL)d].

Integration iiber den unbekannten Fehler o schwécht die Abhéngigkeit von
den Daten weiter ab: der Anteil F'(f) aus dem Formalismus von Moltke und
Grzesiek geht nur logarithmisch in die Bayes’sche Zielfunktion ein.

Wie im Falle der skalaren Kopplungskonstanten kénnte — log p(#) direkt

zur Berechnung der Struktur verwendet werden.



Kapitel 4
Diskussion

Makromolekulare Strukturbestimmung ist ein Induktionsproblem und daher
mit den Mitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu 16sen.

Ausgehend von dieser Sichtweise wurden in dieser Arbeit probabilistische
Modelle zur Analyse kernspektroskopischer Daten entwickelt und auf das
Problem zusétzlicher Parameter angewendet.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist ein konsistenter, in sich geschlossen-
er Formalismus. In einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Formulierung ist
ein Strukturbestimmungsproblem vollstdndig durch die A Posteriori-Wahr-
scheinlichkeit der Konformationen geltst; Heuristiken sind iiberfliissig.

Der Formalismus ist allgemein anwendbar. Als Daten kénnen nicht blof}
Kernresonanzmessungen dienen, sondern jede Information, die Aufschluf} iiber

die molekulare Struktur gibt.

4.1 Modellierung kernspektroskopischer Mef3-

groflen

Die A Posteriori-Wahrscheinlichkeit bewertet jede Konformation des Ma-
kromolekiils eindeutig im Licht der Daten und allgemeiner Vorkenntnisse.
Alle Informationen, die in die A posteriori-Verteilung einflieflen, sind als be-

dingende Sachverhalte aufgefiihrt. Die Strukturberechnung wird so objekti-

121
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ver: alle Annahmen sind explizit genannt und nicht mehr in algorithmischen
Abldufen verborgen. Ein Vergleich mit traditionellen Zugéingen legt offen,
welche impliziten Annahmen dort gemacht werden, und wo deren Schwichen

und Unzuldnglichkeiten liegen.

Das Prinzip der Inferentiellen Strukturbestimmung wurde urspriinglich
nur auf Distanzen angewendet, die aus einer Analyse von NOESY-Spektren
stammen [2]. Es ist aber auch direkt auf andere Datentypen anwendbar. In
dieser Arbeit wurden zusédtzlich zu dem publizierten Modell fiir NOESY-
Volumina (Abschnitt 3.1.3) wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle fiir die
Beschreibung skalarer und dipolarer Kopplungen entwickelt. Als Theorien
zur Beschreibung dieser Mef3gréflen wurden empirische Zusammenhéinge bzw.
Niherungen verwendet: die Karplus-Kurve quantifiziert den Zusammenhang
zwischen skalaren Kopplungskonstanten und den Dihedralwinkeln, die Saupe-
Matrix beschreibt die mittlere Ausrichtung des Molekiils wihrend der Mes-
sung dipolarer Kopplungen. Beide Theorien vernachlissigen die Flexibilitit
der Polypeptidkette, aufgrund derer blo ein dynamisches Mittel gemes-
sen wird. Die Karplus-Koeffizienten und die Elemente der Saupe-Matrix
sind zusitzliche Parameter, die ebenfalls aus den Daten erschlossen werden
miissen; in einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Formulierung ist dies di-

rekt moglich.

Die Objektivitit der Methode zeigt sich auch darin, dafi sehr allgemeine
Invarianzforderungen die Fehlergesetze und die A priori-Verteilungen fest-
legen. Ein Gaufi’sches Fehlermodell beschreibt die Abweichungen zwischen
den gemessenen und den theoretischen Werten fiir die skalaren und dipo-
laren Kopplungen. Ein solches Fehlergesetz 148t sich durch das Maximum-
Entropie-Prinzip motivieren; im Falle beschrinkter Gréfen, wie den positiven
dipolaren Relaxationsraten, ergibt sich als natiirliches Pendant, eine Gauf}-
Verteilung der logarithmischen Werte. Die Forderung der Skaleninvarianz des
Fehlers und des Kalibrationsfaktors liefert Jeffreys’ prior als deren A priori-
Verteilung. Bei Vernachlissigung des Losungsmittels liefert das Maximum-

Entropie-Prinzip das Boltzmann-Ensemble der molekularen Konfigurationen



4.2. DAS PROBLEM ZUSATZLICHER PARAMETER 123

als konformationelle A priori-Verteilung. Eine Parametrisierung der Struktur
in Dihedralwinkeln reduziert die Dimensionalitit des Konformationsraums

um eine Groéflenordnung.

4.2 Das Problem zusatzlicher Parameter

Die wahrscheinlichkeitstheoretische Sicht der Strukturbestimmung hat nicht
nur formale, sondern auch praktische Vorteile. Ein Strukturbestimmungs-
problem ist stets wohl definiert. Alle Unbekannten, auch zusétzlich zu den
Koordinaten eingefiihrte Parameter, werden gemeinsam bestimmt.

Jede Observable, die Aufschluf} iiber die Struktur gibt, kann direkt ana-
lysiert werden, ohne dafl die Parameter ihrer Theorie bekannt sein miifiten.
Es ist nicht mehr notwendig, die Parameter vor der Strukturberechnung
abzuschitzen. Dadurch ist eine flexiblere Modellierung der Daten moglich.
Die Parametrisierungen komplizierterer Modelle konnen auf dieselbe Weise
geschiitzt werden wie bei den hier vorgestellten Modellen.

Jegliche experimentelle Information wird gemeinsam analysiert. Dadurch,
daf} alle Daten mit eigenen Fehlern in die Analyse eingehen, kénnen mehrere
Datensitze gemeinsam konsistent genutzt werden. Der Einflufl eines Daten-
satzes pafit sich verhiltnismiflig zu den anderen Datensétzen und zu den
Vorkenntnissen an. Dadurch werden die Koordinaten genauer festgelegt.

In den hier entwickelten Modellen ist es moglich, die Theorieparame-
ter und Fehler durch analytische Integration zu entfernen. Dies illustriert,
da} Strukturbestimmung in der wahrscheinlichkeitstheoretischen Formulie-
rung stets vollstéindig bestimmt ist. Uber die marginale A posteriori-Verteil-
ung kénnte die Struktur berechnet werden, ohne die zusétzlichen Parameter

iiberhaupt zu schétzen.

4.2.1 Gewichtung der Daten

Wird die Struktur durch Minimierung einer Zielfunktion der Form (1.4) be-
stimmt, stellt sich die Frage nach der Wahl des Gewichtungsfaktors A. Schon
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Jack und Levitt [65] haben festgestellt: ,, the best choice of this parameter, so
as to produce the most nearly ‘correct’ structure, is something of a problem.“
Sie schlagen vor, A so zu wihlen, dafl wihrend der Minimierung £ und A F
von derselben Gréflenordnung sind. Briinger und Karplus [66] schlieBen sich
diesem Vorschlag an: sie bestimmen A, indem sie eine kurze Molekiildynamik
ohne Datenterm F' berechnen und die Werte von E und F' vergleichen. Eben-
falls von Briinger und Mitarbeitern [15, 16] wurde die Kreuzvalidierung in
der makromolekularen Strukturberechnung als Methode eingefiihrt, um das

Gewicht A zu bestimmen.

Kreuzvalidierung hat mehrere Nachteile: Es gibt kein iibergeordnetes Prin-
zip, aus dem sie sich ableiten liele. Die Wahl der Testdaten ist unklar —
idealerweise sollte das Ergebnis unabhingig von dieser Wahl sein. Gerade
NOESY-Daten sind jedoch nicht gleich wichtig: NOEs zwischen Protonen,
die in der Sequenz weit entfernt sind, gestatten erst, kompakte Konforma-
tionen zu berechnen; sequentielle NOEs bestimmen eher die Kalibrierung.
Werden zuviele langreichweitige NOEs den Testdaten zugeteilt, kénnen kei-
ne kompakten Strukturen berechnet werden. Die Einteilung in Arbeits- und
Testdaten kann somit stark die Stabilitéit der Kreuzvalidierung beeinflussen.
Auflerdem legt die Anzahl der Testdaten die Genauigkeit von A fest: je mehr
Testdaten verwendet werden, umso schérfer ist A bestimmt. Mit abnehmen-
der Anzahl von Messungen in der Hybridenergie konvergiert die Strukturbe-
rechnung jedoch schlechter. Dagegen liefert die Bayes’sche Analyse auch bei
diinnen Datensétzen stabile Ergebnisse, wie die Analyse der SH3-Daten in
Abschnitt 3.5.1 zeigt. Auch die Wahl der Bewertungsfunktion ist nicht klar;
unterschiedliche R- oder Qualitits-Faktoren wurden vorgeschlagen. Sie ha-
ben allesamt den Nachteil, blol Abweichungen zu den Testdaten zu messen,
Vorwissen, welches in der A priori-Verteilung ausgedriickt wird, jedoch zu
vernachlissigen. Bei Anwendung der Kreuzvalidierung steht man somit wie-
der vor dem Problem, Entscheidungen (Unterteilung der Daten, Wahl der

Bewertungsfunktion) ad hoc treffen zu miissen.

In der Inferentiellen Strukturbestimmung stellt die Wahl eines oder meh-
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rerer Gewichte kein Problem dar. Sie stehen im direkten Zusammenhang mit
den Fehlern der Datenséitze: A; o< o;°. Im allgemeinsten Fall werden die
Gewichte als zusétzliche Hypothesenparameter zur den Atompositionen be-
handelt und aus den Daten geschitzt. Dazu dquivalent ist die analytische
Elimierung der Gewichte durch Marginalisierung (siehe Abschnitte 2.2.3 und
3.2), welche aber nur bei einfachen Fehlermodellen méglich ist. In der Praxis
zeigt sich, dafl die Monte-Carlo-Schétzung des Gewichts dieselben Ergebnisse
wie eine Kreuzvalidierung liefert. Es entfillt jedoch die Einteilung in Arbeits-

und Testdaten, welche bei diinnen Datenséitzen immer problematischer wird.

4.2.2 Parametrisierung der Karplus-Kurve

Die Entwicklungskoeffizienten der Karplus-Kurve sind vor einer Struktur-
bestimmung nicht bekannt; im Prinzip kénnten sie quantenmechanisch be-
rechnet werden, dies setzt aber die Kenntnis der Struktur voraus. Deshalb
sind die Karplus-Koeffizienten Unbekannte, die zusédtzlich zu den Koordina-
ten und Fehlern aus den Daten geschitzt werden miissen. Dies ist in der
herkémmlichen, optimierungsbasierten Strukturbestimmung nicht moglich,
so dafl man auf bekannte Parametrisierungen zuriickgreifen mufl. Lediglich
die ,selbstkonsistente” Methode von Schmidt et al. [56] ist in der Lage, die
Karplus-Koeffizienten zusammen mit den Dihedralwinkeln zu bestimmen.
Die Einschrinkungen dieser Methode sind jedoch: (i) Vorwissen iiber die er-
laubten Dihedralwinkeleinstellungen wird vernachléssigt, (ii) unterschiedliche
Fehler fiir Messungen der jeweiligen Kopplungstypen werden nicht beriick-
sichtigt und kénnen nicht aus den Daten bestimmt werden.

Daf} die Dihedralwinkel alle Werte annehmen diirfen, ist eine Vernachléssi-
gung von Vorwissen iiber die molekularen Konformationen und gleichbedeu-
tend mit § = 0 im Boltzmann-Ensemble. In der inferentiellen Strukturbe-
rechnung mufl man nicht auf dieses Vorwissen verzichten, sondern kann es
durch die A priori-Verteilung in die Parameterschitzung einflielen lassen.
Beriicksichtigung von Vorwissen iiber die Konformationen hilft, Mehrdeutig-

keiten der A posteriori-Verteilung der Dihedralwinkel aufzulésen.
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Skalare Kopplungen sind je nach Typ unterschiedlich genau mefbar [55].
Unterschiedliche Genauigkeiten sollten in der Parameterschéitzung beriick-
sichtigt werden. Im Schmidt’schen Algorithmus werden jedoch die Fehler
aller Messungen, auch unterschiedlichen Kopplungstyps, gleich gewéhlt und
auf 0.25 Hz gesetzt. Eine Bayes’sche Analyse pafit dagegen die Fehler an die
Daten an (siehe Abschnitt 3.7).

4.2.3 Bestimmung der Saupe-Matrix

Auf dieselbe Problematik trifft man bei der Analyse dipolarer Kopplungen.
Die Art des Experiments legt die Saupe-Matrix fest, ohne eine Kenntnis
der Struktur 148t sich aber die mittlere Orientierung der Probenmolekiile
vorab nicht angeben. Die Inferentielle Strukturbestimmung kann die unbe-
kannten Elemente der Saupe-Matrix genauso behandeln wie die Karplus-
Koeffizienten, d.h. gemeinsam mit den Koordinaten aus den Daten schétzen.
Je nachdem, welches Vorwissen man annimmt, ergeben sich bekannte Algo-
rithmen zur Bestimmung der Saupe-Matrix als Spezialfille der wahrschein-
lichkeitstheoretischen Behandlung: Ist die Struktur bekannt, kénnen die Ele-
mente der Saupe-Matrix direkt aus der bedingten A posteriori-Verteilung
p(s1,- .., 85/ X) bestimmt werden; das Maximum dieser Verteilung liegt bei
der Losung, die das Verfahren von Losonczi et al. [60] liefert. Die Histo-
grammethode von Clore et al. [61] sowie deren Verfeinerung als Maximum-
Likelihood-Methode [64] erhélt man ebenfalls direkt aus der Bayes’schen Be-
handlung, wenn man das Vorwissen iiber die erlaubten Konformationen ver-
nachléssigt (8 = 0).

Allgemeiner sind die Ansétze von Hus et al. [62] sowie von Moltke und
Grzesiek [63]. Sie setzen keine bekannte Struktur voraus. Hus et al. bestim-
men die Saupe-Matrix zusammen mit den Orientierungen der Peptid-Ebenen;
ihr Algorithmus basiert auf der gemeinsamen Analyse mehrerer Datensétze,
denen unterschiedliche mittlere Orientierungen zugrundeliegen. Hus et al.
konnten allein aus den dipolaren Kopplungen Strukturen berechnen, die sehr

nahe zur NMR-Struktur (1d3z) von Ubiquitin sind. Dazu mufiten sie wei-
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teres Vorwissen in Betracht ziehen: Die Mehrdeutigkeit der Orientierungen
der Peptidebenen wurde durch Chiralitdtsbedingungen aufgelst. Zusétzlich
wurden in Sequenzabschnitten, in denen nur wenige Kopplungen gemessen
werden (bspw. bei Prolinen), Bedingungen eingefiihrt, um die Orientierungen
der Peptidebenen moglichst getreu fortzusetzen. Diese Informationen miifiten
in die A priori-Verteilungen des Bayes’schen Analyse eingehen, um #hnlich
gute Resultate zu erzielen.

Der Ansatz von Moltke und Grzesiek ist nur scheinbar verschieden von
der Methode von Hus et al.: Er entspricht einer analytischen Marginalisie-
rung der Saupe-Matrix; nach den Ausfiihrungen in Abschnitt 2.2.3 ist aber
eine Integration iiber unbekannte Parameter wie die Elemente der Saupe-
Matrix gleichwertig mit deren Schiatzung durch Monte-Carlo-Simulation oder
Optimierung einer geeigneten Zielfunktion. Moltke und Grzesiek haben die
optimale Saupe-Matrix analytisch in Abhéngigkeit von der gesuchten Struk-
tur dargestellt; in einer Optimierung aller Parameter, der Struktur und der

Saupe-Matrix, wiirden sich dieselben Werte ergeben.

4.2.4 Aquivalenz von analytischer und numerischer

Marginalisierung

Alle zusétzlichen Parameter, sowohl die Gewichte der Datensétze sowie un-
bekannte Parameter der Theorie, kénnen entweder mit den Koordinaten
geschiitzt oder durch analytische Integration entfernt werden. Daf} die beiden
Zugiénge in Hinblick auf die berechneten Strukturen gleichwertig sind, wurde
in Abschnitt 3.5.1 fiir den Fall des Kalibrationsfaktors der NOESY-Modells
nachgewiesen. Genauso lieflen sich die marginalen A posteriori-Verteilungen
der skalaren Kopplungskonstanten (Gl. (3.15)) sowie der dipolaren Kop-
plungen (Gl. (3.20)) implementieren und zur ausschliefilichen Bestimmung
der Struktur nutzen. Eine direkte Schiatzung der zusétzlichen Parameter
stellt jedoch, verglichen mit der Simulation der bedingten konformationellen
A posteriori-Verteilung, einen vernachlissigbaren Mehraufwand dar, so daf

sich die Implementierung der Modelle, die durch analytische Marginalisierung
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gewonnen werden, aus praktischer Sicht nicht lohnt.

4.2.5 Gemeinsame Verwendung aller Datenséitze

In der Inferentiellen Strukturbestimmung werden alle zur Verfiigung stehen-
den Daten gemeinsam analysiert; es ist nicht notig, die Analyse eines be-
stimmten Datentyps abzusondern, wie dies beispielsweise bei Verwendung
der Histogrammethode zur Bestimmung der Saupe-Matrix aus gemessenen
dipolaren Kopplungen der Fall ist. Die unbekannten Fehler der Datensétze
(also ihre Gewichtung) sowie unbekannte Theorieparameter werden optimal
angepaft. Die allgemeinste Form der A posteriori-Verteilung ist in Abschnitt
3.2.4 angeben. Wieder kann durch Marginalisierung eine Verteilung abge-
leitet werden, die nur noch auf dem Konformationsraum definiert ist. Die
Ergebnisse aus Abschnitt 3.5.2 zeigen, dafl eine solche gemeinsame Analyse
mit Hilfe des Replica-Algorithmus durchgefiihrt werden kann. Eine gemeinsa-
me Verarbeitung aller zur Verfiigung stehenden Information hat den Vorteil,
dal durch die Vermeidung von Zwischenschritten keine Information verlo-
rengeht und die berechneten Strukturen genauer bestimmt und ndher zur
Kristallstruktur sind.

4.3 Strukturberechnung

In der Praxis liefert eine Bayes’sche Analyse Strukturen von vergleichbarer
Qualitdt wie traditionelle Methoden (siehe Abschnitt 3.5). Als Formalismus
zur Beschreibung unvollstindigen Wissens macht die Wahrscheinlichkeits-
theorie zusétzlich Aussagen iiber die Genauigkeit der geschitzten Groflen.
Man erhilt die ,,Fehlerbalken“ der Struktur, aber auch sonstiger Unbekan-
nter; und damit nicht nur ein Ergebnis, sondern auch dessen Glaubwiirdig-
keit.

Aufgrund der Komplexitidt des Problems sind nur wenige analytische
Rechnungen moglich; Monte-Carlo-Methoden berechnen numerische Nihe-

rungen. Ein Nachteil ist, dafl das verwendete Replica-Schema sehr rechen-
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aufwendig ist. Dem kann durch mehrere Entwicklungen entgegengewirkt wer-
den: Erstens sind Monte-Carlo-Methoden denkbar, die nicht mehrere Kopi-
en des Systems gleichzeitig simulieren und so den Rechenaufwand verviel-
fachen. Zweitens konnen Implementationsdetails optimiert werden. Drittens
wird durch die Beschleunigung der Prozessoren eine Anwendung zukiinftig

praktikabler.

Die Bayes’sche Formulierung des Strukturbestimmungsproblems stellt
auch einen einfachen Formalismus bereit, um Zielfunktionen fiir Optimie-
rungsverfahren abzuleiten. Statt einer Monte-Carlo-Simulation der A poste-
riori-Verteilung kann deren negativer Logarithmus minimiert werden, um die
wahrscheinlichsten Parametereinstellungen zu bestimmen. Hier kann entwe-
der der volle Satz an Hypothesenparametern (d.h. Strukturparameter und
zusétzliche Parameter) oder ein reduzierter Parametersatz optimiert werden.
In einfachen Modellen lassen sich die zusétzlichen Parameter analytisch ent-
fernen und aus der resultierenden marginalen A posteriori-Verteilung eine

Zielfunktion ableiten, die auf einem reduzierten Parameterraum definiert ist.

Man mag argumentieren, eine Bayes’sche Strukturbestimmung durch
Monte-Carlo-Simulation erfordere soviel Mehraufwand, dafl sich die Anwen-
dung nicht lohne. Dem 1at sich aufler den erwédhnten Entwicklungen ent-
gegenhalten, dafl der Mehraufwand auch ein reichhaltigeres Ergebnis lie-
fert, und dafl Optimierungsverfahren blofl den Eindruck erwecken, mit weni-
ger aufwendigen Mitteln dieselben Aussagen machen zu kénnen. Eine Si-
mulation der A posteriori-Verteilung mittels Monte-Carlo-Verfahren wird
dann unumgénglich, wenn man neben den optimalen Parameterwerten auch
deren Genauigkeit angeben will. Hierfiir sind Optimierungsverfahren unge-
eignet. Die Varianzen, die aus einer Variation der Startbedingungen resul-
tieren, entbehren einer statistischen Grundlage. Ein sauberes, von Imple-
mentationsdetails unabhéngiges Strukturensemble 1d8t sich nur mit Monte-
Carlo-Methoden berechnen; ohne eine wahrscheinlichkeitstheoretische For-
mulierung der Strukturbestimmung wére dariiberhinaus das Strukturensem-

ble strenggenommen garnicht eindeutig definiert, weil es von der Wahl der



130 KAPITEL 4. DISKUSSION

zusitzlichen Parameter abhinge. Versucht man mittels Optimierung eine ver-
gleichbar vollstéindige Analyse durchzufiihren, wie dies eine Simulation der
A posteriori-Verteilung darstellt, wiirde sich auch dort der Aufwand schnell
potenzieren; dies wird beispielsweise bei der Bestimmung mehrerer Datenge-

wichte durch Kreuzvalidierung deutlich.

4.4 Awusblick

Neben algorithmischen Verbesserungen sind Erweiterungen der Datenmo-
delle denkbar. Aufler den behandelten Observablen kénnten weitere experi-
mentell zugidngliche Gréfen verarbeitet werden: Beispiele wiren Messungen
anisotroper chemischer Verschiebungen oder die Beobachtung von Quadru-
polwechselwirkungen, die analog zu dipolaren Kopplungen beschrieben wer-
den.

Auch die Beschreibung der Observablen liele sich verfeinern. Ein Rela-
xationsmatrixansatz [4] konnte beispielsweise die Spindiffusion modellieren.
Dariiberhinaus miifiten die Messungen als Zeit- und Ensemblemittel beschrie-
ben werden und nicht als instantane Groflen.

Weitaus wichtiger wire jedoch, die Verwendung von Spektren zu ermogli-
chen, deren Resonanzen noch nicht zugeordnet wurden. Ebenso wichtig wére
es, Vorwissen iiber biomolekulare Strukturen besser durch die konformatio-
nelle A priori-Verteilung zu reprisentieren.

Eine moglichst vollstédndige Beschreibung der Mefigrofien wurde in dieser
Arbeit nicht angestrebt und viele Teilprobleme blieben unbehandelt. Insofern
sind die vorgestellten Ergebnisse vorldufig und konnen leicht erweitert und
verbessert werden.

Unverdndert bleiben wird jedoch die prinzipielle Vorgehensweise: Daten
aus Experimenten zur makromolekularen Strukturbestimmung mit den Mit-

teln der Wahrscheinlichkeitstheorie zu analysieren.



Anhang A

Wahrscheinlichkeitsverteilungen

A.1 Gaull-Verteilung

Die GauB3- oder Normalverteilung ist definiert als:

N(sin0) =~ exp { ~5 (o= ?} (A1)

2mo? 202

mit Mittelwert ;4 und Standardabweichung o. Sie ist die Verteilung mit maxi-
maler Informationsentropie, die die Bedingungen (z) = p und ((z — (z))?) =
o? erfiillt.

Die ungeraden Momente der Gaufverteilung verschwinden, die geraden

Momente sind Potenzen der Varianz o?:

{(z — p)™) = o (A.2)

Fiir Messungen D = {1, ..., z,} ld8t sich die Likelihood-Funktion schrei-

ben als
n

202

(@-w?+s7) (A3

mit den hinreichenden Statistiken Z = 1. z; (arithmetisches Mittel) und
s? = 1% (x; — z)* (Varianz).

Um p und o aus den Messungen D schitzen zu kénnen, mufl ihnen noch ei-

1
P(D\M; 0) = W eXp{

ne
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A priori-Wahrscheinlichkeit zugewiesen werden. Eine Verteilung, die mini-
male Vorkenntnisse annimmt, folgt aus den Invarianzgesetzen [25, 20] (Ska-

leninvarianz fiir & und Translationsinvarianz fiir p):

pu,oll) =07, (A.4)

wobei p € [—00,00] und o € [0, 00].

Damit ist die A posteriori-Verteilung
plw,olD, D) oo™ exp {2 [(w-27+52]}.  (A5)
o

Die marginalen A posteriori-Verteilungen sind eine ¢-Verteilung im Falle des
Mittelwerts

p(u|D,I) =

1 ['(n/2) (u— )2 —n/2
m(n—1)s2 I'((n —1)/2) [ (n—1)s? + 1} (A.6)

und eine Gamma-Verteilung fiir 02 (siehe A.3)

(/2"

o~ exp {—5?/(20%)} (A7)

A.2 Lognormal-Verteilung

Durch die Transformation x — logx 1a8t sich die Gauf-Verteilung auf die

positive Achse beschrinken. Die Logarithmen sind gaufiverteilt:

1
V2mo?x

wobei g durch log i ersetzt wurde. Die Variablentransformation ergibt als

LN(z; 1, 0) = exp {—% 10g2(93/u)} , (A8)

Grundma$ fiir z: dlogz = 27 dx.
Die Lognormal-Verteilung kann durch ein Maximum-Entropie-Argument
motiviert werden: Kennt man fiir eine positive Observable mit Grundmaf

du(z) = dlogz sowie die ersten beiden Momente des Logarithmus, also

logpu = (logz), o®={(logz — (logz))*),
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so ergibt sich die Lognormal-Verteilung (A.8) als die Verteilung maximaler
Entropie, die die beiden Bedingungen erfiillt. Auer den beiden Forderungen
gehen in sie keine weiteren Annahmen ein.

Aus n Messungen D = {z1,...,z,}, x; > 0, ergibt sich die A posteriori-
Verteilung

n

1 2 — 2
p(usolD, 1) o s exp {5 5 [log?(w/7) + 71}, (A9)

wobei hier Z = ([[;z;)'/" das geometrische Mittel der Messungen ist und

s? = 13" log?(z;/T) die Varianz der logarithmischen Werte.

T n

A.3 Gamma-Verteilung

Die Gamma-Verteilung ist fiir positive Variablen x > 0 definiert als

ﬁa

G(z;a,p8) = (@)

ro ! exp{—ﬁx}, (A.10)

wobei ['(«) die I'-Funktion ist. Die Verteilung ist durch zwei positive Para-
meter a > 0 und 8 > 0 parametrisiert.

Die Momente der Gamma-Verteilung sind

(2 = P(?(Z)n) gn = (a+n—-1)(x +;Ln— 2)-(a+1) a’ (A11)
und man erhélt
(z) = 5 <(m — (z)) > = 7 (A.12)



Anhang B

Interne Koordinaten

B.1 Externe und interne Koordinaten

Ein Kettenmolekiil besteht aus N Atomen, die durch kovalente Bindungen
verbunden sind und so eine verzweigte Kette bilden. Eine Moglichkeit, die
Konfigurationen des Molekiils darzustellen, ist iiber die kartesischen Koordi-
naten x;,7 = 1,..., N der Atome. Diese Parametrisierung ist jedoch nicht an
die kovalente Geometrie des Molekiils angepaf3t. Besser ist es, Konformatio-
nen durch externe und interne Koordinaten zu parametrisieren [67].
Kovalente Krifte schrinken die Abstinde kovalent gebundener Atome

ein, so daf} die Liange des Bindungsvektors
lz' =X; — X;—1 (Bl)

nur geringen Schwankungen unterliegt. Wir setzen xy = 0, d.h. 1; = x;. Die

neuen Koordinaten {1;} haben 3N Freiheitsgrade und es gilt

i
j=1

Die Bindungsvektoren lassen sich in Kugelkoordinaten darstellen. Die Linge
des Bindungsvektors ist
b= I (B.2)

134
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Der Polarwinkel ist der Bindungswinkel zwischen aufeinanderfolgenden Bin-

dungen:
cosk; = (17l 1) / (lili 1) (B.3)

Wir setzen 1y = e,, d.h. k; ist der Polarwinkel von x; in einem &ufleren

Koordinatensystem (ew, ey, ez). Der Azimuthalwinkel
COS 91 = IIZTIIZ'_l, n; = (1] X lj—l)/”lj X lj_1|| (B4)

ist der Winkel zwischen den beiden Ebenen mit Normalenvektoren n; und
n;, ;. Wir setzen 1_; = —e,;, dann ist #; der Azimuthalwinkel von x; im
dufleren Koordinatensystem. 6; beschreibt Drehungen um den Bindungsvek-
tor 1,_1, d.h. die Winkel 6; sind die Dihedralwinkel des Kettenmolekiils.

Da die Wechselwirkungen innerhalb des Molekiils nicht von der dufle-
ren Orientierung abhidngen, konnen die sechs dufleren Freiheitsgrade von den
inneren abgesondert werden: der Translationsvektor t und die Rotationsma-
trix R beschreiben die Position und die Orientierung des Molekiils. Ist der

Translationsvektor die Position des ersten Atoms,
t= 11 = Xy,

so werden die Freiheitsgrade [y, k; und 6; in t absorbiert. Wir wéhlen die
Orientierung der verbleibenden internen Koordinaten so, dal 1o, = bR e
und 13 im lokalen Koordinatensystem in der z-y-Ebene liegt (17Re; = 0).
Die Freiheitsgrade kg, 3 und 63 gehen in R auf.

Die verbleibenden inneren Freiheitsgrade sind | = {l;,;i = 2,..., N},
k ={kii=3,...,N} und 6 = {6;,i = 4,..., N}. Damit gibt es 3N — 6
innere Freihheitsgrade. Die dufleren Parameter t und R stellen sechs weitere
Freiheitsgrade.

Die Fluktuationen der inneren Freiheitsgrade [;, x; und 6; sind sehr un-
terschiedlich in ihrer Stérke, weil verschiedene physikalische Kréfte sie ein-
schrinken. Die Bindungslédngen und -winkel werden in erster Linie durch ko-
valente Krifte zwischen benachbarten Atomen festgelegt. Die Dihedralwinkel
werden dagegen neben direkten Einschrinkungen durch die chemische Bin-

dung durch nicht-kovalente Krifte, d.h. van der Waals- und elektrostatische
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Krifte, eingeschrinkt. Abhéingig von der Natur der chemischen Bindung kann
der Dihedralwinkel nur bestimmte Einstellungen einnehmen (so zum Beispiel
der x,-Winkel der Methylgruppe von Alanin).

In der Strukturberechnung halten wir die kovalenten Parameter /; und x;
fest, weil sie bei gewohnlichen Versuchsbedingungen nur wenig schwanken.
Die verbleibenden Strukturparameter sind die Drehwinkel um die kovalenten
Bindungen. Dadurch verringern wir die Anzahl der inneren Freiheitsgrade
um eine Groflenordnung. In Polypeptiden sind zusétzlich die Planaritdten
von Ringen in den Seitenketten fixiert; die Phasenwinkel sind fest und die

Peptidebene wird als starr angesehen (w = 180°).

B.2 Transformation auf kartesische

Koordinaten

Fiir jedes der N Atome kann ein lokales Koordinatensystem definiert werden.
Die Achsen des Koordinatensystems des ¢-ten Atoms im Koordinatensystem
des j-ten Atoms seien eg’j ), egf’j ), e,(zi’j).

Es gilt eg’i) = 1;/l;, d.h. die z-Achse im eigenen lokalen Koordinatensys-
tem ist durch den ersten Bindungsvektor definiert. eg’i) liegt in der Ebene,
die durch die Bindungsvektoren 1; und 1,_; aufgespannt wird; die Projektion

auf e 1 soll dabei positiv sein. e ist der Normalenvektor der Ebene, die

e(wi ) und egf’i) bzw. 1; und 1,_; aufspannen. Das heift:

(i.0) ]-z X 1,'_1
et = ————
1L x 1|

Die fehlende y-Achse berechnet sich zu
ez(/i’i) - egi,i) x eg(:’i)-

Wenn wir nun die Achsen des Koordinatensystems des (7 + 1)-ten Atoms in

dem des i-ten darstellen wollen, gilt

el b — R, (6;) (cos ki, sin k;, 0) 7

= R,(0; + 7)R,(—k;) e,
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und
et — R, (0;) e, = Ry(0; + m) e, = Ry (0; + ) R (—k;) e,.
Es folgt:
eg(/i—l—l,i) = ol 5 olit1) = R, (0; + ) R.(—ki) ey

Nun kann jeder Vektor v, der in dem (i+1)-ten Koordinatensystem durch
v+ dargestellt wird, in einem vorherigen Koordinatensystem dargestellt

werden [67]:
V@) = ) i+

mit der Transformationsmatrix T® = T(6;, x;):

COS K sin K 0
T(0,k) =Ry (0 +7)R,(—k) = | cosfsink —cosfcosk  sinf
sinfsink —sinfcosk —cosf

(B.5)

Die Dihedralwinkel € liegen in [0, 27|, die Bindungswinkel & in [0, 7].
Eine Darstellung im Koordinatensystem des Molekiils, d.h. im Koordina-
tensystem des ersten Atoms, erhélt man durch wiederholte Anwendung der

Transformationsregel
v = RO (4D

mit . '
RO — H T — H T (6, kx)-
k=2 k=2

Die kartesischen Koordinaten lassen sich nun aus internen und externen Ko-

ordinaten berechnen:

xi:i: 1k:i: LR®e, + t.
k=1 k=2

Wegen R®) = RO ({(, k) | k < i}) hiingt x; nur von den ersten i Dihedral-

und Bindungswinkeln ab; t und ks, 6, 63 sind hier die duferen Freiheitsgrade.
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B.3 Jacobi-Determinante der Trans-
formation

Wenn man Wahrscheinlichkeiten, die in kartesischen Koordinaten parame-
trisiert sind, auf externe und interne Koordinaten iibertragen will, muf die
Jacobi-Determinante der Abbildung bekannt sein,

Zuerst wird der Ubergang von kartesischen Koordinaten zur Darstellung

durch Bindungsvektoren betrachtet. Es gilt
L=xi, Li=xi—x%x;4,71>2.

Dieser Koordinatenwechsel ist linear:
(1) ( I 0 0---\ [ x

12 —I I 0 X9
13 = 0 -1 I - X3

o) Lo o o)l

mit Jacobi-Determinante

‘ o) | B

a(xla"'aXN)

In externen und internen Koordinaten t, [, x, # werden die Bindungsvek-
toren dargestellt durch
11 = t, lz =R lz R(i)e,;, 1 > 2
mit
i—1
R(Z) = H T(gk, Iik), ) 2 2,
k=1
wobei kg, 05, 03 die duleren Rotationsfreiheitsgrade des Molekiils darstellen.
Um die Jacobi-Determinante fiir den Koordinatenwechsel {1,...,1y} —
{t,lo,...,IN,Koy...,kN,0Op,...,0§} zu berechnen, brauchen wir die Ablei-

tungen der Bindungsvektoren nach den neuen Koordinaten. Es gilt:
o1, 0 (ligs igy i) _ { Jijs i > j

—:51 Ia
ot !

a(lja’{jaej) N 0, 1<y '
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Damit ist die Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation:

(10 0 0 - 0)
oL 1y) 0Jy 0 0 -0
1y--+5IN
L 1 0 Jp Jiz O oo 0
9 (6,1, ,0) .
0 J42 J43 J44 -+ 0

\: )

Die Jacobi-Determinante ist:

a(lla"':lN)
e | Jii -
‘ o(t,l,k,0) 1:[ i
Es gilt:
ol; 01; 0], , , 0T 0T
Y e Al L) = rE-D [ ® il il
und damit

|Ju| = ZZQ sin K.
So daf insgesamt gilt:

a(117"'71N)
a(t,l,m,ﬁ)

2 .
= H [; sin k;.
i

Indem man die Abbildungen {x;} — {1;} und {;} — {t,[, x, 6} hintereinan-
der ausfiihrt, erhdlt man die Jacobi-Determinante fiir die gesamte Transfor-

mation:
a(xla"'aXN)

J(l, Kk, 0) = ‘ (6L R0

=] #sinx. (B.7)



Anhang C

Das ISD-Softwarepacket

Die Grundidee der inferentiellen Strukturbestimmung wurde zusammen mit
Wolfgang Rieping entwickelt und in einem neuen Software-Packet implemen-
tiert. Die Programmiersprache ist Python und C: zeitintensive Routinen wur-
den in C verfafit und in den Python-Code eingebunden (wrapping). Die Bi-
bliothek umfaflt ungefihr 40000 Zeilen Python- und C-Code. Die Software
wurde auf dem Betriebssystem Linux entwickelt und ausschliellich hierfiir
getestet; sie sollte sich aber auch leicht auf anderen Betriebssystemen instal-

lieren lassen.

Die Konformationen eines Makromolekiils werden durch Dihedralwinkel
dargestellt (siehe Anhang B). Bisher ist nur die Analyse von Proteinen, die
sich aus den zwanzig Standardaminosiduren zusammensetzen, méoglich. Die
kovalenten Parameter wurden dem ECEPP/2 Kraftfeld [68, 69] entnommen
und entsprechen damit der Bausteinbibliothek, die in DYANA [70] verwendet
wird.

Als A priori-Verteilung dient das Boltzmann-Ensemble des Molekiils im
Vakuum. Van der Waals-Krifte werden durch das approximative Potential
(2.15) mit PROLSQ-Parametern [24] beschrieben. Dieses Kraftfeld wird auch
in CNS benutzt [53].

Als Daten kénnen Messungen der Abstidnde, der Dihedralwinkel und der

Orientierungen von Abstandsvektoren dienen. Spezialfiille dieser allgemeinen
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Mefgrofien sind NOE-Volumina, skalare Kopplungskonstanten und dipolare
Kopplungen. Andere Datentypen kénnen auch verwendet werden.

Die Simulation der A posteriori-Verteilung erfolgt mit den in Kapitel
2.3 beschriebenen Monte-Carlo-Verfahren. Die Dihedralwinkel werden mit
Hybrid-Monte-Carlo simuliert. Das Schema zur Integration der Pseudo-Ha-
milton-Gleichungen ist der leapfrog-Algorithmus.

Die zusétzlichen Parameter, also die Theorieparameter (Karplus-Koeffi-
zienten, Elemente der Saupe-Matrix, Kalibrationsfaktor) und die Fehler der
Datenséitze, werden mit Zufallszahlengeneratoren gezogen, die aus der R-
Bibliothek stammen.

Beim Replica-Monte-Carlo dient die parallel virtual machine (PVM) da-
zu, die Simulation der verschiedenen Replicas auf einen Cluster von Linux-

Maschinen zu verteilen.
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