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iiiZusammenfassungSei R ein Unterring von C. In der vorliegenden Dissertation zeigen wir, daÿ es eine natür-li
he Verfeinerung der Kamber-Tondeur Klassen auf der Kategorie der �a
hen hermites
henVektorbündel mit einer R-Struktur gibt, in Gestalt expliziter Repräsentanten in der (äquiva-rianten) glatten Deligne-Kohomologie mit Werten in einer gewissen abels
hen Gruppe A(R),die nur von der R-Struktur abhängt. Die Konstruktion erfolgt einerseits in funktorieller Weisefür jedes hermites
he R-Bündel und, unabhängig davon, andererseits auf dem in dieser Ar-beit eigens konstruierten universellen hermites
hen R-Bündel. Da die verfeinerten Klassen dieKamber-Tondeur Klassen liften, erhalten wir Kamber-Tondeur Klassen, deren Koe�zientenebenfalls in A(R) liegen, was bei geeigneten R Torsionsklassen si
htbar ma
ht. Zudem gebenwir eine universelle Konstruktion der Kamber-Tondeur Klassen an, und zwar direkt auf demklassi�zierenden Raum aller hermites
hen R-Bündel. Als Beispiele bere
hnen wir konkret dieerste verfeinerte Klasse für ein beliebiges hermites
he R-Bündel und zeigen, daÿ der Koe�-zientenberei
h der verfeinerten Klassen von Rang 2-Bündeln erzeugt wird von Logarithmen,Dilogarithmen und Wurzeln von Elementen aus R.EinleitungAusgangspunkt dieser Dissertation ist die Chern-Weil Bes
hreibung der Kamber-Tondeur Klassen�a
her GLn(C)-Bündel von J.-M.Bismut und J. Lott:Theorem ([BL95℄). (i) Sei (F,∇) → X ein di�erenzierbares komplexes Vektorbündel vom Rang
n mit �a
hem Zusammenhang ∇ über einer zusammenhängenden Basis X und h eine hermites
heMetrik in F → X. Sei k ≥ 0. Die Kamber-Tondeur Form vom Grad 2k + 1, de�niert dur
h

c2k+1(F, h) :=
1

(2πi)k22k+1
Tr
{[
h−1(∇h)

]2k+1
}

∈ A2k+1(X,R)ist eine reelle, ges
hlossene 2k+1-Form auf X , deren Klasse � bezei
hnet mit c2k+1(F ) � in derde Rham-Kohomologie H2k+1
dR (X,R) ni
ht von der Wahl der hermites
hen Metrik h in F abhängt.

(ii) Diese Zuordnung ist additiv und funktoriell (also verträgli
h mit Pullba
k) auf der Kategorieder �a
hen komplexen Vektorbündel, insbesondere demna
h eine 
harakteristis
he Klasse für �a
he
GLn(C)-Bündel.Unmittelbar hieraus ergeben si
h folgende Fragestellungen:
• Gibt es verfeinerte Kamber-Tondeur Klassen, die zwis
hen �a
hen Vektorbündeln mit ver-s
hiedenen Metriken unters
heiden können, d.h. 
harakteristis
he Klassen hermites
her Bün-del in Gestalt eines Liftes der klassis
hen Kamber-Tondeur Klassen ?
• Gibt es Kamber-Tondeur Klassen mit Koe�zienten in einer e
hten Untergruppe von R, umdamit etwaige Torsionsklassen aufspüren zu können ?Die Beantwortung dieser Fragen ist Hauptgegenstand der vorliegenden Arbeit. Die Konstruktionder verfeinerten Klassen ist motiviert dur
h die Arbeiten von Cheeger-Simons [ChS85℄, Chern-Simons [CS74℄ und Brylinski-M
Laughlin [BrM
L96℄, während der te
hnis
he Rahmen � wel
hersi
h glei
hsam wie ein roter Faden dur
h fast alle Resultate zieht � auf den simplizialen Methodenvon J. Dupont [Du76℄ sowie [Du78℄, G. Segal [Seg68℄ sowie [Seg74℄ und P. Deligne [D74℄ basiert.S
hon für gewöhnli
he Vektorbündel ist es ni
ht-trivial, explizite Repräsentanten von Euler-, Chern-oder Pontrjagin Klassen mit Koe�zienten in Z zu �nden. Die klassis
he Chern-Weil Theorie liefertan dieser Stelle bekanntli
h nur reelle Klassen. Eine Methode 
harakteristis
he Klassen von G-Prinzipalbündeln mit Werten in einer Untergruppe Ak von R zu konstruieren besteht in der Angabe



iveines Kozykels in der glatten Deligne-Kohomologie, dessen Bild unter dem Krümmungshomomor-phismus d : Hk
D(X,Ak)→ Ak(X) gerade die vorgegebene Chern-Weil Form der 
harakteristis
henKlasse ist. Genauer hat man eine kurze exakte Sequenz

0 −→ Hk(X,R)/r(Hk(X,Ak)) −→ Hk+1
D (X,Ak)

(d,pr)
−→ Rk+1(X,Ak) −→ 0,die si
h aus den Faserprodukten über H∗(X,R) der beiden kurzen exakten Sequenzen

0 −→ Hk(X,R/Ak) −→ Hk+1
D (X,Ak)

d
−→ Ak+1(X)Ak

−→ 0,

0 −→ Ak(X)/Ak(X)Ak
−→ Hk+1

D (X,Ak)
pr
−→ Hk+1(X,Ak) −→ 0,ergibt, wobei Ak(X)Ak

die k-Formen auf X mit Perioden in Ak ⊂ R bezei
hnet. Zur Erinnerung:Die (reelle) glatte Deligne-Kohomologie mit Werten in Ak ist de�niert als die Hyperkohomologiedes Komplexes abels
her Garben
0 −→ Ak

i
−→ A0

X
d
−→ A0

X
d
−→ . . .

d
−→ Ak−1

X ,wobei AqX die Garbe der reellen q-Formen auf X und Ak die konstante Garbe auf X bezei
hnet.Damit konstruieren J-L.Brylinski und D.A.M
Laughlin in [BrM
L96℄ für Ak := Zk = Z konkreteLiftungen der Euler-, Chern- und Pontrjagin Klassen, wel
he via der dritten exakten Sequenz kon-krete Repräsentanten mit Werten in Z der drei Klassen liefert. Au
h wenn das Bündel �a
h ist undalso die rationalen Chern- und Pontrjagin Klassen vers
hwinden, erhält man mit dieser Methodeimmer no
h explizite Repräsentanten für Torsionsklassen. Aufgrund der kanonis
hen Isomorphie
H•

D(X,Ak) ∼= Ĥ•−1(X,R/Ak) zwis
hen der glatten Deligne-Kohomologie mit Koe�zienten in Akund den mod-Ak Cheeger-Simons Di�erential
harakteren ([Br93℄ oder [DuK05℄), lassen si
h diegelifteten Klassen als verfeinerte 
harakteristis
he Klassen au�assen.Cheeger-Simons zeigen, daÿ man unter gewissen Vorraussetzungen gerade 
harakteristis
he Klassenvon G-Prinzipalbündeln immer in eindeutiger und auf natürli
he Weise verfeinern kann, ohne dabeieinen expliziten Lift anzugeben. Es giltTheorem ([ChS85℄Thm.2.2). Sei G eine Lie-Gruppe mit endli
h vielen Zusammenhangskom-ponenten. Dann gibt es zu jedem G-Prinzipalbündel π : (E, θ) → X mit Zusammenhang θund jeder 
harakteristis
hen Klasse u ∈ H2k(BG,A) mit einem dazu korresponierenden in-variantem Polynom P ∈ Ik(G) genau einen mit Pullba
k verträgli
hen Di�erential
harakter
SP,u(E) ∈ Ĥ2k−1(X,R/A), dessen Bilder unter den beiden Abbildungen d und pr der entspre
hen-den unteren beiden exakten Sequenzen gerade P (Ωk) und u(E) sind. Dabei ist Ω die Krümmungvon θ in E.Der Beweis basiert auf zwei Resultaten, nämli
h einem Satz von M.S. Narasimhan und S. Ra-manan [NR6163℄ über die Existenz universeller Zusammenhänge und ferner dem Vers
hwinden derungeraden reellen Kohomologie H2k+1(BG,R) des klassi�zierenden Raumes BG. In der Situationvon [BrM
L96℄ sind die Voraussetzungen des Theorems erfüllt und es folgt sogar die Eindeutigkeitder gelifteten Euler-,Chern- und Pontrjagin Klassen.Für die Konstruktion verfeinerter Kamber-Tondeur Klassen können wir das Theorem in zweierleiHinsi
ht ni
ht verwenden: Zum Ersten sind die klassis
hen Kamber-Tondeur Klassen ungeradeKlassen. Das Theorem liftet aber nur gerade Klassen. Zum Zweiten erfüllen wir die Voraussetzungan G im Theorem ni
ht, da die Strukturgruppe in �a
hen Bündeln diskret ist. Genau dieseVoraussetzung an G im Theorem si
hert aber H2k+1(BG,R) = 0 und mit Hilfe der ersten obigenkurzen exakten Sequenz die Existenz und Eindeutigkeit der gelifteten Klassen.Die Kamber-Tondeur Klassen sind als 
harakteristis
he Klassen �a
her Bündel bereits verfeinerteKlassen, oder wie man au
h sagt sekundäre Invarianten. Unsere Aufgabe besteht gerade darin,diese ein zweites mal zu verfeinern, um damit Klassen mit Koe�zienten in einer Untergruppe von R



vzu erhalten. Wir konstruieren die verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen, indem wir eine expliziteKokette bestehend aus einer Familie von Integralen von gewissen modi�zierten Kamber-TondeurFormen im Če
h-de Rham-Modell der glatten Deligne-Kohomologie angeben und beweisen, daÿdiese Kokette bereits ein Kozykel ist. Dabei integrieren wir über Simplizes und ni
ht wie Brylinksi-M
Laughlin über gewisse Zykel inMap(Ui0...ip , St
n
2k−1) mit der Stiefelmannigaltigkeit Stn2k−1. DieKrux und der Segen glei
hermaÿen ist dabei die Tatsa
he, daÿ der Koe�zientenberei
h diesesKozykels ebenfalls explizit über eine Familie sol
her Integrale erzeugt wird, die letztli
h nur vonder R-Struktur abhängen. Hieraus motiviert si
h, warum wir �a
he hermites
he Bündel studieren,die eine Reduktion der Strukturgruppe na
h GLn(R) für einen Unterring R von C haben.Sei R ein Unterring von C, z.B. Z oder der Ganzheitsring OK eines algebrais
hen Zahlkörpers

K. Ein R-Bündel über X ist das zu einer lokal konstanten R-Modulgarbe von endli
hem Ranggehörige �a
he Bündel. Geometris
h bedeutet dies ni
hts anderes als, daÿ das zugehörige �a
he
G-Prinzipalbündel die (diskrete) Strukturgruppe G := GLn(R) hat. Betra
hte nun die folgendeUnterkategorie V herm

R der Kategorie der �a
hen komplexen Vektorbündel: Die Objekte sind her-mites
he R-Bündel (F, h) → X , d.h. R-Bündel, deren Komplexi�zierung mit einer hermites
henMetrik h ausgestattet sind, und die Morphismen sind die Metrik respektierenden Bündelmorphis-men. In V herm
R haben wir das Objekt

p : (EG×G (GLn(C)/U(n)× Cn), hkan) −→ EG×G GLn(C)/U(n), (1)wel
hes in dem folgenden Sinne universell ist:Theorem. Zu jedem hermites
hen R-Bündel gibt es einen bis auf horizontale Homotopie(vgl.Def.1.2.3) eindeutigen Morphismus
X EG×G GLn(C)/U(n)

(EG×G (GLn(C)/U(n)× Cn), hkan)(FC, h)

ϕ

π

ϕ̃

pin V herm
R na
h p.Die obige Bündelabbildung ist natürli
h ni
ht di�erenzierbar, weil EG keine Mannigfaltigkeit ist.Insbesondere ist eine Konstruktion 
harakteristis
her Klassen via Di�erentialformen auf dem uni-versellen hermites
hen R-Bündel ni
ht mögli
h. Dies gibt Anlaÿ, na
h einer kombinatoris
hen1Version des Theorems (vgl. A.3) zu su
hen und sodann in der Kategorie simplizialer Mannigfaltig-keiten zu arbeiten. Von nun an bezei
hne GC := GLn(C) und K := U(n). Die Nervkonstruktion(Bsp. A.3.3) liefert ein kombinatoris
hes Modell von p, nämli
h das di�erenzierbare simplizialehermites
he R-Bündel

Np : (NḠ×G (GLn(C)/U(n)× Cn), hkan) −→ NḠ×G GLn(C)/U(n),wel
hes im folgenden Sinne universell ist: Für jedes hermites
he R-Bündel (F, h) → X gibt eszu den Daten einer Trivialisierung T := (U , e), bestehend aus einer (guten) o�enen Überde
kung
U := (Ui)i∈I und Rahmen e := (ei)i∈I , mittels der Nervkonstruktionen eine kanonis
he simplizialeBündelabbildung

NXU NḠ×G GC/K,

(NḠ×G (GC/K × Cn), hkan)(NFV , hU)

ϕeU

πU

ϕ̃eV

Np1wobei im Anhang A.3 präzisiert ist, was man unter einem kombinatoris
hen Modell versteht;



vidie bis auf kanonis
he Äquivalenz eindeutig ist (Sätze A.3.4, A.3.7 und 2.3.22). Die geometri-s
he Realisierung des vorstehenden kommutativen Diagramms liefert bis auf Homotopieäquivalenzdas Diagramm aus dem Theorem. Andere Trivialsierungen von (F, h) → X induzieren anderesimpliziale Bündelabbildungen, die jedo
h homotop als Bündelabbildungen na
h Anwendung desgeometris
hen Realisierungsfunktors sind. Die Flu
ht in die simpliziale Welt re
htfertigt si
h �im Hinbli
k auf unserer De�nition kombinatoris
her Modelle � aus Standardargumenten von G.Segal und J. Dupont und der Eigens
haft (äquivariente) glatte Deligne-Kohomologie auf gutenÜberde
kungen bere
hnen zu könnnen.Damit sind wir nun in der Lage universelle Klassen von p zu de�nieren, in dem wir Di�erentialfor-men auf dem universellen simplizialen hermites
hen R-Bündel Np angeben und deren Kohomolo-gieklassen betra
hten. Beispielsweise ist die dur
h c̃2k+1 := (c̃p2k+1)p≥0 mit
c̃p2k+1 :=

{ 1
(2πi)k22k+1 Tr[(hkan)−1dhkan]2k+1 für p = 0

0 sonst.de�nierte simpliziale Form ein Kozykel in A•(N•Ḡ ×G GC/K). Sie heiÿt universelle Kamber-Tondeur Form von p vom Grade 2k + 1 und repräsentiert eine Klasse c̃2k+1 in der äquivarian-ten Kohomologie H2k+1(NḠ ×G GC/K,R) ∼= H2k+1(EG ×G GC/K,R), die aufgrund der Zusam-menziehbarkeit von GC/K na
h H2k+1(BG,R) ∼= H2k+1(G,R) absteigt. Die Klasse c̃2k+1 in
H2k+1(EG ×G GC/K,R) heiÿt universelle Kamber-Tondeur Klasse von p vom Grade 2k + 1 mitKoe�zienten in R. Mit den oben genannten simplizialen Methoden beweist man denSatz. Jede Kamber-Tondeur Klasse eines hermites
hen R-Bündels ist Pullba
k der universellenKamber-Tondeur Klasse.Weil die Kamber-Tondeur Form von (F, h)→ X dur
h eine beliebige Trivialisierung bereits globaleindeutig festgelegt ist, so bleibt der Satz au
h auf Formen-Niveau ri
htig.Das Resultat bleibt ersi
htli
h au
h im rein �a
hen Fall für R = C ri
htig. Damit haben wirinsbesondere eine explizite und universelle Konstruktion der klassis
hen Kamber-Tondeur Formen�a
her Bündel gefunden. Dies ist ein neues Resultat, selbst im klassis
hen Fall. Es ist wohlbekannt,daÿ es universelle Kamber-Tondeur Klassen in H∗(BGLn(C)δ,R) gibt [BL95℄ I.g sowie [BL195℄I.
, die si
h als Borel-Klassen interpretieren lassen. Die Borel-Klassen bk sind de�niert als das Bilddes Chern-Charakterers chk ∈ H2k(BGLn(C),R) unter der Komposition [Bu02℄ 9.6

H2k(BGLn(C),R)
s
−→ H2k−1(GLn(C),R)

= H2k−1(Un(C),R) = Λ(x1, x3, . . . , x2n−1)
∼=
−→ H2k−1(un ⊕ un, un,R)
∼=
−→ H2k−1(gln, un,R)
∼=
−→ H2k−1

cont (GLn(C),R).Dabei ist der erste Morphismus die Suspension und der letzte Isomorphismus der inverse van Est-Isomorphismus. Die universelle Kamber-Tondeur Klasse c̃2k−1 ist nun de�niert als das Bild derBorel-Klasse bk unter der Vergiÿ-Abbildung
µ : H2k−1

cont (GLn(C),R)→ H2k−1(GLn(C)δ,R).Explizite Repräsentanten der Borel-Klassen gibt es in Gestalt reeller stetiger Gruppenkohomologie[Du76℄ und in relativer Lie-Algebren-Kohomologie in [Bu02℄ 9.7. Im letzteren Fall heiÿt dieserRepräsentant au
h die kanonis
he Form auf GC/K. Wir zeigen im Detail in 2.3.1, wie man ausder kanonis
hen Form die klassis
hen Kamber-Tondeur Klassen �a
her Bündel gewinnt.



viiEbenfalls auf dem universellen simplizialen hermites
hen R-Bündel konstruieren wir die verfeinerteKamber-Tondeur Form wie folgt: Sei p ≥ 0. Mittels der kanonis
hen Abbildung
Gp+1 −→ (herm+

n (C))p+1, (g0, ..., gp) 7−→ (h0, ..., hp)mit hi := g∗i gi ist vermöge
h̃p(t0, ..., tp+1, x)g0...gp

:=

p
∑

i=0

tkhi + tp+1h
kan(x),

p+1
∑

i=0

ti = 1, ti ≥ 0, i = 0, ..., p+ 1eine hermites
he Metrik h̃p := (h̃pg0...gp
)(g0,...,gp)∈Gp+1 in ∆p+1 × NpḠ × GC/K × Cn → ∆p+1 ×

NpḠ×GC/K gegeben. Das Paar (f, Cp,2k−p2k+1 (h̃))p≥0, bestehend aus
Cp,2k−p2k+1 (h̃)g0...gp

:= (−1)p−1

∫

∆p+1

c2k+1(h̃) ∈ A
2k−p(NpḠ×G GC/K)und

fg0....g2k+1
:= −

(

δC2k,0
2k+1(h̃)

)

g0...g2k+1

∈ C2k+1(NG,A2k+1(R))heiÿt universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Form von p : (EG×G (GC/K ×Cn), hkan)→
EG×G GC/K vom Grade 2k + 1. Man nennt dabei

A2k+1(R) :=

〈{∫

ε2k+2∆2k+2

c2k+1(h̃)g0...g2k+1

}

(g0,...,g2k+1)∈G2k+2

〉

Z

.den Koe�zientenberei
h von (f, Cp,2k−p2k+1 (h̃))p≥0.In Verallgemeinerung glatter Deligne-Kohomologie und gewöhnli
her äquivarianter Kohomologiehat K. Gomi in [G05℄ die äquivariante glatte Delgine-Kohomologie mit Koe�zienten in Z de�niertund systematis
h studiert. Sei X eine G-Mannigfaltigkeit und Ak wie oben. Dann heiÿt derKomplex von simplizialen abels
hen Garben
0→ (Ak)NḠ×GX → A0

NḠ×GX

d
→ A1

NḠ×GX

d
→ . . .

d
→ Ak−1

NḠ×GX

G-äquivarianter glatter Deligne-Komplex auf NḠ×G X . Seine Hyperkohomologie (vgl. A.6) wirdäquivariante glatte Deligne-Kohomologie mit Koe�zienten in Ak genannt.Theorem. Die universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Form repräsentiert eine Klasse in der G-äquivarianten glatten Deligne-Kohomologie H2k+1
D (NḠ×G GC/K,A2k+1(R)) mit Koe�zienten inder abels
hen Gruppe A2k+1(R). Sie heiÿt universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Klassevon p : (EG×G (GC/K × Cn, hkan)→ EG×G GC/K und wird mit C2k+1 bezei
hnet.Während Gomi vordergründig di�erenzierbare Operationen (kompakter) Lie-Gruppe auf Mannig-faltigkeiten betra
htet, studieren wir auss
hlieÿli
h den Fall diskreter Gruppen. In diesem Fallzeigen wir, daÿ die zweite eingangs genannte kurze exakte Sequenz für zusammenziehbares X si
hauf die äquivariante Situation verallgemeinert, d.h. die Sequenz

0→ Hk−1(NḠ×G X,C/Ak)→ Hk
D(NḠ×G X,Ak)

d
→ Ak(X)GAk

→ 0ist exakt. Dabei ist d die äquivariante Verallgemeinerung des Krümmungshomomorphismus und
Ak(X)GAk

die G-invarianten k-Formen mit Perioden in Ak. Damit folgt



viiiSatz. Die universelle verfeinerte Klasse C2k+1 von p ist via des äquivarianten Krümmungshomo-morphismus ein Lift der klassis
hen universellen Kamber-Tondeur Klasse, d.h. es gilt
dC2k+1 = −c̃2k+1 ∈ H2k+1(NḠ×G GC/K,A2k+1(R)) ∼= H2k+1(G,A2k+1(R)).Insbesondere verfeinert die universelle verfeinerte Klasse die klassis
he universelle Kamber-Tondeur Klasse, die ihre Werte nun in der abels
hen Untergruppe A2k+1(R) statt R annimmt.Weiter reiht si
h die Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen für ein beliebigeshermites
hen R-Bündel wie folgt in den simplizialen Formalismus ein: Sei also π : (F, h) → Xein Objekt in V herm

R und T := (U , e, hRU ) eine Trivialisierung, bestehend aus einer guten o�enenÜberde
kung U := (Ui)i∈I , �a
hen R-Rahmen (ei)i∈I und hermites
hen R-Metriken hRU := (hi)i∈Imit hi(ei) = 1. Sei V := (Vi)i∈I die o�ene Überde
kung von F de�niert dur
h Vi := π−1(Ui) =
Ui×Cn via ei. Dann liefert die Nervkonstruktion das kombinatoris
hes Modell von π, nämli
h dassimpliziale hermites
he R-Bündel πU : (NFV , hU )→ NXU . Für jedes p ≥ 0 ist vermöge

h̄pi0...ip(t0, ...., tp+1, x) :=

p
∑

j=0

tjhij |Ui0...ip
+ tp+1h|Ui0...ip

(x),

p+1
∑

j=0

tj = 1, tj ≥ 0eine Familie von hermites
hen Metriken h̄p := (h̄i0...ip) in ∆p+1×NpFV → ∆p+1×NpXU gegeben.Das Paar (f, Cp,2k−p2k+1 (F, h̄)p=0,...,2k), bestehend aus
Cp,2k−p2k+1 (F, h̄)i0...ip := (−1)p−1

∫

∆p+1

c2k+1(F, h̄)i0...ip ∈ A2k−p
X (NpXU )und

fi0...i2k+1
:=
(

δC2k,0
2k+1(F, h̄)

)

i0....i2k+1heiÿt verfeinerte Kamber-Tondeur Form von (F, h)→ X vom Grade 2k+1. Der Unters
hieddieser Konstuktion zur klassis
hen Kamber-Tondeur Form liegt in der A�nkombination der her-mites
hen R-Metriken und der gegebenen hermites
hen Metrik h in (F, h)→ X . Hierdur
h ist die
R-Struktur des hermites
hen R-Bündels in der Kamber-Tondeur Form c2k+1(F, h̄) kodiert. Diesesimpliziale 2k + 1-Form lebt jedo
h ni
ht auf NXU , sondern in A2k+1(∆•+1 × N•XU). Die an-s
hlieÿende Faserintegration ∆p+1 ×NpXU → NpXU für alle p ≥ 0 eliminiert die Simplexri
htungund via dem simplizialen Stokes zeigt manTheorem. i) Die verfeinerte Kamber-Tondeur Form repräsentiert eine Klasse in der glattenDeligne-Kohomologie H2k+1

D (X,A2k+1(R)) mit Koe�zienten in A2k+1(R), die ni
ht von der Wahlder Trivialisierung abhängt. Sie heiÿt verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse von (F, h) → Xvom Grad 2k + 1 und wird mit C2k+1(F, h) bezei
hnet.
ii) Die Bildung der verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse ist additiv und funktoriell auf der Katego-rie V herm

R der hermites
hen R-Bündel und also eine 
harakteris
he Klasse hermites
her R-Bündel.Unmittelbar aus der Konstruktion folgt, daÿ der Koe�zientenberei
h der verfeinerten Klassen beiabzählbaren R in einer abzählbaren Untergruppe von R liegt. Dies ist eine erste Verfeinerung derKamber-Tondeur Klassen. Mit Hilfe der kurzen exakten Sequenz
0 −→ H2k(X,R/A2k+1(R)) −→ H2k+1

D (X,A2k+1(R))
d
−→ A2k+1(X)A2k+1(R) −→ 0erhält manTheorem. Die verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen sind Lifts der klassis
hen Kamber-TondeurKlassen, d.h. via dem Krümmungshomomorphismus d in der obigen kurzen exakten Sequenz gilt:

dC2k+1(F, h) = −c2k+1(F ) ∈ H2k+1(X,A2k+1(R)).Also verfeinern die verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen die klassis
hen.



ixMit denselben simplizialen Methoden wie im klassis
hen universellen Fall zeigen wir dasTheorem. Jede verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse ist Pullba
k der universellen verfeinerten.Diese Aussage läÿt si
h auf Formenniveau vers
härfen, wenn man die Trivialisierung �xiert. Auf-grund der universellen Konstruktion der verfeinerten Klassen hängt der Koe�zientenberei
h nurno
h von der R-Struktur ab und ni
ht vom hermites
hen R-Bündel selbst. In zwei Fällen habenwir ihn genauer bestimmt:Theorem (Der Fall C1). Ist (F, h) → X ein hermites
hes R-Bündel und (U , e) eine Trivialisie-rung, bestehend aus einer o�enen Überde
kung U := (Ui)i∈I und R-Rahmen (ei)i∈I , so lautet dieerste verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse
C1(F, h) =

(

{ln | det gij |}i,j∈I ,

{
1

2
ln dethei

}

i∈I

)

∈ H1
D(X,A1),mit r := det gij , wobei die gij 's die Übergangsfunktionen sind.Betra
hte nun hermites
he R-Bündel vom Rang 2 der Form

p : (EG×G (SL2(C)/SU(2)× C2), hkan)→ EG×G SL2(C)/SU(2)mit G := SL2(R). In sol
hen Bündeln vers
hwindet die erste Kamber-Tondeur Form und insbe-sondere die erste verfeinerte Kamber-Tonder Klasse. Aus Dimensionsgründen vers
hwindet au
h
Ck für k > 3. Also ist nur der Koe�zientenberei
h A3 der verfeinerten Klasse C3 zu bestimmen,wel
her in diesem Fall gegeben ist dur
h Integration über a�ne 3-Simplizes im Raum B der her-mites
hen Formen auf dem C2, deren E
ken aber im Raum B0 aller hermites
hen Formen mitDeterminante 1 liegen. Mit Hilfe von

B0
∼= SL2(C)/SU(2) ∼= H3,wobei H3 der hyperbolis
he 3-Raum ist, zeigen wir, daÿ es für die Bere
hnung von A3 genügt,Volumina hyperbolis
her 3-Simplizes zu bestimmen. Hierfür gibt es jedo
h eine konkrete Formelvon Murakami-Ushijima [Mu04℄, mit deren Hilfe wir s
hlieÿli
h zeigen:Theorem. Der Koe�zientenberei
h A3 wird über Z von Wurzeln, Logithmen und Dilogarithmenvon Elementen aus R erzeugt.Für die konkreten Re
hnungen sei auf Theorem 3.3.9 verwiesen. Hieraus erhellt si
h die Vermutung,daÿ der Koe�zientenberei
h der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen von Rang n-Bündeln über

Z erzeugt wird aus Polylogarithmen und Wurzeln von Elementen aus der R-Struktur. Die Kon-struktion der verfeinerten Klasse in Gestalt eines Kozykels in der (äquivarianten) glatten Deligne-Kohomologie ist zwar kanonis
h, aber ni
ht eindeutig. Eine Wahl liegt beispielsweise in der A�n-kombination der hermites
hen Metriken vor. Ebensogut sind andere Funktionen vorstellbar. Aberdies wiederum bietet zum Trost Optimierungsspielraum für den Koe�zientenberei
h der verfeiner-ten Klassen.Danksagung An dieser Stelle mö
hte i
h allen danken, die zum Gelingen dieser Arbeit beigetra-gen haben. Besonders danke i
h Prof. Dr. Sebastian Goette und Prof. Dr. Uwe Jannsen für dasvorzügli
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he Betreuung und für die Zeit und Geduld, die sie mir zur Beant-wortung meiner Fragen aufbra
hten. Ohne diese Unterstützung wäre es ni
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htungsweisenden Anregungen bedanken, die er mirwährend seines Aufenthaltes in Regensburg gab. Weiter gilt mein Dank der Arbeitsgemeins
haftHigher Torsion Invariants in Differential Topology and Algebrai
 K-Theory vom02.-08.04.2006 in Oberwolfa
h, im Besonderen Prof. Dr. Guido Kings, Prof. Dr. Ulri
h Bunke,Dr. Mar
o Hien, Georg Tamme und Volker Neumaier. S
hlieÿli
h geht ein lieber Dank an mei-ne Eltern und an meine Freundin Sabine, die es mir erst ermögli
hten, meine Arbeit konsequentvoranzubringen.



Inhaltsverzei
hnis1 Hermites
he R-Bündel 11.1 Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.2 Konstruktion des universellen hermites
hen R-Bündel . . . . . . . . . . . . . . . . 32 Charakteristis
he Klassen �a
her Bündel 92.1 Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2 Cheeger-Simons Di�erential
haraktere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.3 Kamber-Tondeur Klassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.3.1 Konstruktion via Pullba
k der kanonis
hen Form . . . . . . . . . . . . . . 232.3.2 Universelle Konstruktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 Charakteristis
he Klassen hermites
her R-Bündel 303.1 Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen . . . . . . . . . . . . . . . 303.2 Konstruktion der universellen verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse . . . . . . . . . 353.3 Erste Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423.3.1 Der Fall C1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 433.3.2 Der Fall hermites
her R-Bündel vom Rang 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . 45A Simplizialer Formalismus 52A.1 Simpliziale Objekte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52A.2 Der Realisierungsfunktor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56A.3 Kombinatoris
he Modelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58A.4 Simpliziale Garben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61A.5 Kohomologie mit Werten in einer simplizialen Garbe . . . . . . . . . . . . . . . . . 62A.6 Kohomologie mit Werten in einem Komplex simplizialer Garben . . . . . . . . . . 65B Glatte Deligne-Kohomologie 67C Äquivariante glatte Deligne-Kohomologie 72



1 HERMITESCHE R-BÜNDEL 11 Hermites
he R-BündelWährend im ersten Abs
hnitt grundlegende Begri�e der Bündeltheorie in knapper Form bereit-gestellt werden, geht es im zweiten Abs
hnitt um die Konstruktion des für diese Arbeit zentralenuniversellen hermites
hen R-Bündel.1.1 GrundlagenDefinition 1.1.1. i) Eine hermites
he Metrik in einem komplexen Vektorbündel π : E → X istein globaler S
hnitt h in Γ(X, (E⊗CE)∗) (oder äquivalent dazu, eine Abbildung h : E×X E → C)derart, daÿ hx : Ex × Ex → C für jedes x ∈ X ein hermites
hes Skalarprodukt auf dem C-Vektorraum Ex ist.
ii) Ein Paar (E, h)→ X , bestehend aus einem komplexen Vektorbündel E → X und einer hermi-tes
hen Metrik h auf E heiÿt hermites
hes Vektorbündel.Bemerkung 1.1.2. Ist (f̂ , f) eine Bündelabbildung von E → X na
h einem hermites
henVektorbündel (E′, h′) → X ′, so induziert h′ eine hermites
he Metrik h, die au
h f∗h′ bezei
hnetwird, auf E dur
h

hx(s, t) := h′f(x)(f̂(s), f̂(t)), für alle s, t ∈ E ×X ESpre
hweise 1.1.3. Eine Bündelabbildung (f̃ , f) : (E′, h′) → (E, h) respektiert die Metriken,wenn die dur
h h auf E′ induzierte Metrik mit h′ übereinstimmt, d.h. f∗h = h′. Eine Bündelabbil-dung zwis
hen hermites
hen Vektorbündeln ist ein Morphismus in der Kategorie der hermites
henVektorbündel.Definition 1.1.4. Zwei hermites
he Metriken h0, h1 in einem Vektorbündel E → X heiÿenhomotop, falls es eine hermites
he Metrik h in dem dur
h Pullba
k entlang pX : X × I → Xzurü
kgeholten Bündel p∗XE über X × I gibt, mit h|X×i = hi, also
X × I X

(E, hi)p∗XE

pXTheorem 1.1.5 ([Kar77℄I.8.9). Sei X parakompakt und (E, h) → X × I ein hermites
hes Vek-torbündel über X × I. Dann sind (E0, h0) := (E, h)|X×0 und (E1, h1) := (E, h)|X×1 isomorph inder Kategorie der hermites
hen Vektorbündel.Ein Zusammenhang θ ∈ A1(P, g) eines G-Prinzipalbündel P → X heiÿt �a
h, falls seine Krüm-mung Ω := dθ + θ ∧ θ vers
hwindet.Lemma 1.1.6 (Charakterisierung �a
her Bündel). Sei P → X ein G-Prinzipalbündel. Dann hatman eine eineindeutige Korrespondenz von:
i) {Fla
he Zusammenhänge in P → X }.
ii) { O�ene Überde
kungen {Ui}i∈I von X , so daÿ die Übergangsfunktionen gij : Uij → G von

P für alle i, j ∈ I konstant sind }.
iii) {Reduktionen von P → X na
h Gδ}, wobei Gδ die Gruppe G in diskreter Topologie ist.
iv) { Darstellungen ρ : π1(X,x0)→ G der Fundamentalgruppe }.



1 HERMITESCHE R-BÜNDEL 2Beweis. Verglei
he hierzu J. Dupont [Du78℄, Kor.3.22 auf der Seite 53 und S. Kobayashi [Kob87℄Prop.2.6 auf Seite 6.Die Eigens
haften ii)− iv) ma
hen au
h für topologis
he G-Prinzipalbündel Sinn. Daher de�niertman Fla
hheit in diesem Falle dur
h eine dieser Eigens
haften.Zwei Bündelabbildungen (f̃0, f0), (f̃1, f1) : (E,B)→ (E′, B′) heiÿen homotop, wenn es eine Bün-delabbildung (H̃,H) : (E × I, B × I) → (E′, B′) gibt, mit (H̃i, Hi) = (f̃i, fi). Dies ist äquivalentdazu, daÿ es eine G-äquivariante Abbildung H̃ : E × I → E′ auf den Totalräumen mit H̃i = f̃i für
i = 0, 1 gibt. Dabei operiert G in naheliegenderweise dur
h (e, t)g := (eg, t) auf E × I. Man nennt
H̃ in diesem Zusammenhang au
h eine G-Homotopie von f̃0 na
h f̃1.Definition 1.1.7. Ein G-Prinzipalbündel2 E → B heiÿt universell, wenn es zu jedem G-Prinzipalbündel P → X eine bis auf Homotopie eindeutige Bündelabbildung na
h E → B gibt.Ist E′ → B′ ein anderes universelles G-Prinzipalbündel, so folgt unmittelbar aus der De�nition,daÿ die beiden Bündel homotopieäquivalent sind. Daher spri
ht man au
h von dem universellen
G-Prinzipalbündel E → B.Theorem 1.1.8 (Topologis
he Charakterisierung universeller Bündel). Sei E → B ein G-Prinzipalbündel. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:1. Es ist E → B universell.2. Der Totalraum E ist zusammenziehbar.3. Es gibt einen in X funktoriellen Isomorphismus von der Menge der Homotopieklassen vonAbbildungen von X na
h B in die Menge der Isomorphieklassen von G-Prinzipalbündeln über

X
ϕ : [X,B]

∼=
−→P

Iso
G (X), f 7−→ f∗E.Beweis. i) ⇒ iii): Die in iii) de�nierte Abbildung ist wohlde�niert, da homotope Abbildungenäquivalente Bündel induzieren. Ist P ein G-Prinzipalbündel über X , so gibt es na
h i) eine Bün-delabbildung f̃ : P → E. Ein zu P isomorphes Bündel P ′ über X hat ebenfalls na
h i) eineBündelabbildung g̃ na
h E und damit hat P (oder P ′) zwei Bündelabbildungen na
h E, die aberna
h i) homotop sind. Also ist das Urbild [f : X → B] von P → X unabhängig von der Wahldes Repräsentanten in der Isomorphieklasse [P → X ]. Mithin ist die in iii) angegebene Abbildungsurjektiv und mit denselben Argument au
h injektiv.

iii) ⇒ i): Es ist zu zeigen, daÿ vermöge ϕ([idB]) das universelle Bündel E → B gegeben ist. Seidazu P ein G-Prinzipalbündel über X . Dann gibt es eine bis auf Homotopie eindeutige Abbildung
f : X → B. Da f eine Abbildung auf den Quotienten X = P/G und B = E/G ist, liftet siesi
h zu einer G-Abbildung f̃ auf den Totalräumen. Sind nun (f̃i, fi) zwei Bündelabbildungen von
P na
h E, so gibt es na
h iii) eine Homotopie H : X × I → B von f0 na
h f1. Da E → B als
G-Prinzipalbündel eine Hurewi
z-Faserung (vgl.[Do63℄ 4.7 und 4.8) ist, also die Homtopieliftungs-eigens
haft für jeden topologis
hen Raum X besitzt, folgt die Existenz einer G-Homotopie auf denTotalräumen. Genauer gibt es ein H̃, so daÿ das folgende Diagramm

P × I X × I B

EP × 0

H

H̃0 = f̃0

∃H̃2wir betra
hten hier nur numerierbare Bündel.



1 HERMITESCHE R-BÜNDEL 3kommutativ ist mit H̃i = f̃i für i = 0, 1. Für die Äquivalenz von iii) und ii) vgl. [Do63℄ 7.5.Aufgrund der Homotopieinvarianz des Pullba
ks faktorisiert si
h der kontravariante Funktor
P

Iso
G : Top −→ Sets

X 7−→ P
Iso
G (X)

f : X → Y 7−→
f∗ : PIso

G (Y ) → PIso
G (X)

[P → Y ] → [f∗P → X ]über die Homotopiekategorie H Top der topologis
hen Räume und der Homotopieklassen vonstetigen Abbildungen als Morphismen. Dementspre
hend läÿt si
h iii) im vorstehenden Theoremwie folgt formulieren: Der Funktor PIso
G ist darstellbar, d.h. es gibt eine Darstellung
(

B,ϕ : [−, B]
∼=
→P

Iso
G

)des Funktors PIso
G mit dem darstellenden Objekt B. Bea
hte dabei, daÿ das darstellende Objekteiner Darstellung eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie ist, d.h. ist (B′, ϕ′ : [−, B′]

∼=
→PIso

G ) eineandere Darstellung von PIso
G , so gibt es na
h Yoneda [S
h70℄4.2 genau eine Homotopieäquivalenzvon B na
h B′.Eine konkrete und in G funktorielle Konstruktion des universellen G-Prinzipalbündel geht aufMilnor [Mi56℄ und Dold [Do63℄ zurü
k. Milnor konstruierte zu gegebener topologis
her Gruppe Gdas G-Prinzipalbündel EG→ BG, wel
hes de�niert ist dur
h

EnG := G ∗ · · · ∗G
︸ ︷︷ ︸

n+1 Join

, EG := lim
−→

EnG, BG := EG/Gmit s
hwa
h zusammenziehbarem Totalraum (d.h.πn(EG) = 0 für alle n). Dold konnte zudemzeigen, daÿ dieses Bündel numerierbar und der Totalraum EG zusammenziehbar und also na
hTheorem 1.1.8 ein universelles Bündel ist.Theorem 1.1.9 ([Mi56℄,[Do63℄). Es gibt einen Funktor von der Kategorie der topologis
henGruppen in die universellen Bündel, wel
her jeder topologis
hen Gruppe G das universelle Bündel
EG→ BG und jedem Morphismus G→ H den Bündelmorphismus (EG→ BG) −→ (EH → BH)zuordnet.Für ein G-Prinzipalbündel P → X heiÿt die bis auf Homotopie eindeutig bestimmte Abbildung
X → BG klassi�zierende Abbildung von P → X und BG der klassi�zierende Raum von
G. Aus Lemma 1.1.6 iii) folgtKorollar 1.1.10. Der klassi�zierende Raum aller �a
hen G-Bündel ist BGδ.1.2 Konstruktion des universellen hermites
hen R-BündelIn diesem Abs
hnitt konstruieren wir das universelle Bündel, wel
hes alle R-Bündel klassi�ziert,deren Komplexi�zierung mit einer hermites
hen Metrik ausgestattet sind.Sei R ein diskreter Unterring von C, z.B. Z oder der Ganzheitsring OK eines algebrais
hen Zahl-körpers K.Ein R-lokales System vom Rang n auf X ist eine lokal konstante Garbe F von freien R-Modulnvon Rang n, d.h. es gibt eine o�ene Überde
kung {Ui}i∈I von X mit F|Ui

∼= RnX , wobei RnX diekonstante Garbe bezei
hne. Das zum lokalen System F gehörige �a
he Bündel F := F ⊗RA0
X →

X hat also Strukurgruppe GLn(R) (in der diskreten Topologie) und typis
he Faser Rn.



1 HERMITESCHE R-BÜNDEL 4Definition 1.2.1. Das zu einem R-lokalen System vom Rang n gehörige �a
he Faserbündelnennen wir R-Bündel oder Bündel mit einer R-Struktur über X .Dur
h Abmontieren der Faser Rn erhält man das zu F → X assoziierte Gln(R)-Prinzipalbündel
V n → X , das sogenannte R-Rahmenbündel (also V n ist das Bündel aller R-Rahmen) von F → X .Die Komplexi�zierung von F liefert ein komplexes Vektorbündel FC := F ⊗R C = V n ×GLn(R) Cnmit Strukturgruppe GLn(R) und Faser Cn über X .Die bisherige Klassi�zierung �a
her Bündel berü
ksi
htigt ni
ht die Metrik. Betra
hte daher diefolgende Kategorie V herm

R : Die Objekte darin sind hermites
he R-Bündel (FC, h) → X , d.h.komplexi�zierte R-Bündel F → X . Die Morphismen ϕ̃ : (F ′
C
, h′) → (FC, h) in V herm

R sind Mor-phismen von �a
hen Bündeln
X ′ X,

(FC, h)(F ′
C
, h′)

ϕ

ϕ̃

wel
he zusätzli
h die Metriken respektieren (d.h. ϕ∗h = h′).Notation 1.2.2. Zur Vereinfa
hung der Notation und wenn keine Verwe
hslungen zu befür
htensind, s
hreiben wir für hermites
he R-Bündel statt (FC, h)→ X einfa
h (F, h)→ X . Es seien fernerdie Notationen G := GLn(R), GC := GLn(C) und K := U(n) fortan �xiert.Definition 1.2.3. Sei i = 0, 1. Zwei Morphismen von hermites
hen R-Bündeln ϕ̃i : (F ′, h′) →

(F, h) in V herm
R heiÿen homotop, wenn es eine G-Homotopie H̃ : (F ′ × I, ĥ) → (F, h) und einevon t ∈ I abhängige Metrik ĥ = ĥt in F ′ × I gibt, mit1. H∗h = ĥ2. H∗

i h = ϕ∗
i h = h′3. ĥi = h′.Ist dabei ĥt = h′ für alle t ∈ I, so nennen wir die beiden Morphismen ϕi horizontal homotopund H̃ entspre
hend eine horizontale Homotopie von ϕ0 na
h ϕ1.Theorem 1.2.4 (Klassi�zierung �a
her Bündel mit Metrik). Sei (FC → X,h) ein Objekt in

V herm
R . Dann gibt es einen bis auf horizontale Homotopie eindeutig bestimmten Morphismus

X EG×G GC/K

(EG×G (GC/K × Cn), hkan)(FC, h)

ϕ

ϕ̃

pin V herm
R .Spre
hweise 1.2.5. Das Bündel p nennen wir au
h das universelle hermites
he R-Bündel inder Kategorie V herm

R der hermites
hen R-Bündel.Beweis. Der Beweis erfolgt in drei S
hritten:1.S
hritt: Konstruktion der kanonis
hen Metrik auf p : EG×G (GC/K × Cn)→ EG×G GC/K



1 HERMITESCHE R-BÜNDEL 5Identi�ziert man
τ : GC/K

∼=
−→ herm+

n (C), [γ] 7−→ (γ∗)−1 · E · γ−1 = (γ∗)−1γ−1,wobei herm+
n (C) die positiv de�niten hermites
hen Formen auf dem Cn sind und E die Einheits-matrix ist, so ist vermöge

hkan((e, [γ], v), (e, [γ], v′)) := v∗(γ∗)−1γ−1v′eine mit der G-Operaration verträgli
he hermites
he Metrik auf EG×GC/K×Cn → EG×GC/Kgegeben. Denn für g ∈ G gilt
hkan((eg, g−1[γ], g−1v), (eg, g−1[γ], g−1v′)) = (g−1v)∗(g−1γ)∗−1(g−1γ)−1g−1v′

= v∗g∗−1g∗γ∗−1γ−1gg−1v′

= v∗(γ∗)−1γ−1v′.Demna
h ist hkan invariant unter der Diagonaloperation von G und damit wohlde�niert auf demQuotienten p : EG ×G (GC/K × Cn) → EG ×G GC/K. Man nennt die auf diese Weise auf demBündel p de�nierte Metrik au
h die kanonis
he Metrik und bezei
hnet sie wieder mit hkan.2.S
hritt: Konstruktion der BündelabbilungSei π : FC → X ein Objekt in V herm
R , d.h. F → X ein Bündel mit einer R-Struktur, alsoinsbesondere �a
h. Sei V n → X das zu F → X assoziierte R-Rahmenbündel. Dann gilt F =

V n ×G Rn und na
h Kor.1.1.10 gibt es eine bis auf Homotopie eindeutige Bündelabbildung
X BG

EGV n

f

f̃
V n ×Rn EG×Rn

X BG.

EG×G RnF

f

(f̃ , kan)

(f̃ , id)

Die Notationen beibehaltend beweisen wir nun dasLemma 1.2.6. Sei FC → X ein Vektorbündel. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
i) Es ist FC → X ein hermites
hes R-Bündel.
ii) Das Bündel V n × Cn → X trägt eine G-invariante hermites
he Metrik.
iii) Es gibt eine G-äquivariante Abbildung φ : V n → GC/K.
iv) Es gibt einen G-äquivarianten Lift φ̄ : V n → EG×GC/K von f̃ .
v) Es gibt einen Lift ϕ : X → EG×G GC/K von f .Aus den Konstruktionen im Lemma folgt unmittelbar:Korollar 1.2.7. Man hat eine eineindeutige Korrespondenz von

{hermites
he Metriken in FC}
∼=
→ {Liftungen ϕ : X → EG×G GC/K von f }



1 HERMITESCHE R-BÜNDEL 6Beweis. [des Lemmas℄ i)⇒ ii): Ist h eine hermites
he Metrik auf FC → X , so de�niert
(V n × Cn)×X (V n × Cn) −→ C, ((e, v), (e′, v′)) 7−→ h(ev, e′v′)o�enbar eine G-invariante hermites
he Metrik auf V n × Cn → X . Dabei ist ev =

∑n
i=1 viei mit

e = (e1, ..., en) ∈ V n und v = (v1, ..., vn) ∈ Rn.
ii)⇒ i): Klar, G-invariante Objekte auf V n × Cn leben bereits auf dem Quotienten V n ×G Cn.
i)⇒ iii): Sei h eine hermites
he Metrik in FC → X . Setze

φ : V n −→ GC/K, e 7−→ φ(e) := τ−1(he),wobei he die hermites
he Metrik bezügli
h des R-Rahmens e ist. Die Linksoperation G×GC/K →
GC/K, (g, [γ]) 7→ g[γ] := [gγ] induziert via τ eine Operation auf herm+

n (C), so daÿ τ G-äquivariantwird, d.h.
τ([gγ]) = (gγ)∗−1(gγ)−1

= g∗−1γ∗−1γ−1g−1

= g∗−1τ([γ])g−1.Dies ist genau die bekannte Rahmentransformationseigens
haft für Vektorbündel heg = g∗heg.Mithin folgt φ(eg) = τ−1(heg) = g−1φ(e), d.h. die behauptete G-Äquivarianz von φ̄.
iii)⇒ i): Nutze φ als lokale De�nition einer Metrik in FC → X . Wegen der Rahmentransformati-onseigens
haft verklebt si
h diese zu einer globalen Metrik.
iii)⇒ iv): Vermöge

φ̄ : V n −→ EG×GC/K, e 7−→ (f̃(e), φ(e))ist ein Lift f̃ gegeben. Na
h De�nition von f̃ und der Vorausetzung iii) gilt eg 7→ (f̃(eg), φ(eg)) =
(f̃(e)g, g−1φ(e)), also ist die oben de�nierte Abbildung G-äquivariant.
iv)⇒ v): Betra
hte das folgende kommutative Diagramm

EG×GC/K

EG×G GC/K

XX/G BG

EGV n

f

f̃

prφ̄

ϕund de�niere ϕ dur
h x = eG 7−→ ϕ(x) := (pr ◦ φ̄)(e) = [f̃(e), φ(e)]. Dies hängt ni
ht von derWahl von g ∈ G (also vom Element in der Faser G von V n → X) ab, da φ̄ äquivariant ist undsomit die Komposition pr ◦ φ̄ konstant auf der Faser G ist.
iv)⇒ v): Vermöge

X −→ EG×G GC/K −→ GC/K

x = eG 7−→ [f̃(e), φ(e)] 7−→ φ(e)ist lokal eine hermites
he Metrik in FC → X gebeben, die si
h aufgrund der Rahmentransformati-onseigens
haft zu einer globalen zusammenklebt. Mithin ist das Lemma bewiesen.Die Existenz einer hermites
hen Metrik h in FC → X impliziert also na
h dem Lemma einen Lift
ϕ : X → EG ×G GC/K von f : X → BG. Die no
h fehlende Abbildung ϕ̃ auf den Totalräumenkonstruiert man wie folgt: Betra
hte das ϕ̃ de�nierende kommutative Diagramm
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V n × Cn EG×GC/K × Cn

X EG×G GC/K

EG×G (GC/K × Cn)FC

ϕ

⇒ ϕ̃

(φ̄, id)

und bea
hte, daÿ die dur
h (φ̄, id)(e, v) = (f̃(e), φ(e), v) auf dem Quotienten de�nierte Abbildung
ϕ̃ wohlde�niert ist. (Dies folgt unmittelbar aus dem Lemma.) Damit ist also ϕ̃ dur
h ϕ eindeutigbestimmt. Na
h Konstruktion der kanonis
hen Metrik gilt ϕ∗(hkan) = h.3.S
hritt: Es sind (ϕ̃, ϕ) eindeutig bis auf horizontale Homotopie.Es ist zu zeigen: Sind (ϕ̃0, ϕ0) und (ϕ̃1, ϕ1) zwei Morphismen na
h p in V herm

R , so sind sie horizontal
G-homotop. Betra
hte dazu das dur
h Pullba
k in V herm

R gewonnene �a
he Bündel
X × I X

(FC, h)p∗X(FC, h)

pX

p∗X(FC, h) = (FC × I, h) über X × I. Als �a
hes Bündel ohne Metrik gibt es na
h Kor.1.1.10 eineHomotopie (H̃,H) : (V n× I → X× I) −→ (EG→ BG) mit (H̃i, Hi) = (f̃i, fi) wobei fi = kan◦ϕiist. Na
h Lemma 1.2.6 gibt es eine Homotopie (H̃ ′, H ′)

X × I BG

EG×G GC/K

H

kanH ′

gegeben dur
h H ′(x, t) = [H̃(e, t), φ(e)] und H̃ ′([e, v], t) = [H̃(e, t), φ(e), v]. Ferner folgt aus demLemma, daÿ eine Homotopie na
h p genau dann horizontal (also H ′∗hkan = h) ist, wenn die zweiteKomponente φ von H ′ ni
ht von t ∈ I abhängt. Daher ma
ht es au
h Sinn von der Menge derhorizontalen Homotopieklassen von Abbildungen
[X,EG×G GC/K]horzu spre
hen. O�enbar ist (H̃ ′, H ′) horizontal und es gilt (H̃ ′

i , H
′
i) = (ϕ̃i, ϕi) für i = 0, 1.Korollar 1.2.8. Es ist EG ×G GC/K der klassi�zierende Raum �a
her hermites
her Bündel,genauer hat man einen in X funktoriellen Isomorphismus

[X,EG×G GC/K]hor −→ V
herm
R (X)Iso

ϕ 7−→ ϕ∗(EG×G (GC/K × Cn), hkan).Beweis. Horizontal homotope Abbildungen sind insbesondere homotop und induzieren daher äqui-valente Bündel (betra
htet als Bündel ohne Metrik) Na
h Theorem 1.1.5 respektiert dieser Isomor-phismus au
h die Metrik. Damit ist die vorstehende Abbildung wohlde�niert. Wegen Theorem1.2.4 haben in V herm
R (X) isomorphe Bündel denselben Lift ϕ : X → EG ×G GC/K in folgendem



1 HERMITESCHE R-BÜNDEL 8Sinne: Ist ψ : (FC, h) → (F ′
C
, h′) ein Isomorphismus in V herm

R (X) und sind ϕ′ und ϕ zwei na
hTheorem 1.2.4 existierende Liftungen von f : X → BG, so gilt
ϕ′(x) = [f̃ ′(e′), τ−1(h′e′)] = [f̃ ′(ψ(e)), τ−1(h′ψ(e))] = [f̃(e), τ−1(he)] = ϕ(x).Dabei sind natürli
h zwei Bündelabbildungen der zugrundeliegenden R-Rahmenbündel gewähltworden, nämli
h (f̃ ′, f ′) : (V ′n → X) −→ (EG → BG) und für das Bündel V → X setzt man

f̃ := f̃ ′ ◦ ψ und f := f ′. Wählte man andere Bündelabbildungen, so landet man immer no
h inderselben horizontalen Homotopieklasse von ϕ. Damit ist au
h die Umkehrabbildung
(FC, h) 7−→ ϕwohlde�niert. Die Behauptung folgt nun wiederum aus Theorem 1.2.4.Bemerkung 1.2.9. Man kann ni
ht die in S
hritt 1 im Beweis des Theorems de�nierte Iden-ti�kation τ : GC/K ∼= herm+

n (C) dur
h τ ′ : GC/K ∼= herm+
n (C), [γ] 7→ γ∗γ ersetzen, da dieseni
ht verträgli
h mit der G-Operation ist. Insofern sind die beiden Räume in einer für diese Arbeitkanonis
hen Weise identi�ziert worden.



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 92 Charakteristis
he Klassen �a
her Bündel2.1 GrundlagenSei Λ ein Unterring von R. Für topologis
he G-Prinzipalbündel P → B de�niert man:Definition 2.1.1. Eine 
harakteristis
he Klasse c für ein G-Prinzipalbündel ordnet jederIsomorphieklasse von topologis
hen G-Prinzipalbündeln [P → B] eine Kohomologieklasse c(P ) ∈
H∗(B,Λ) derart zu, daÿ für jede stetige Abbildung g : X → B gilt

g∗c(P ) = c(g∗P ). (2)Man hat eine eineindeutige Korrespondenz







harakteristis
he Klassenvon G-Prinzipalbündelnmit Koe�zienten in Λ






←→ H∗(BG,Λ) (3)zwis
hen den 
harakteristis
hen Klassen von G- Prinzipalbündeln und den Kohomologieklassen in

H∗(BG,Λ) des klassi�zierenden Raumes BG der topologis
hen Gruppe G.Insofern hätte man dies au
h als De�nition für 
harakteristis
hen Klassen verwenden können. Istnämli
h c eine 
harakteristis
he Klasse, so ist c(EG) de�nitionsgemäÿ ein Element in H∗(BG,Λ).Sei umgekehrt u ∈ H∗(BG,Λ) und P → B ein beliebiges G-Prinzipalbündel, so gibt es eine bisauf Homotopie eindeutige Bündelabbildung
B BG.

EGP

f

π

f̄

Vermöge c(P ) := f∗u ∈ H∗(B,Λ) ist dann eine 
harakteris
he Klasse für P gegeben. Dies istwohlde�niert, da homotope Abbildungen dieselbe Abbildung in der Kohomologie induzieren (Ho-motopieinvarianz der Kohomologie). Aus den funktoriellen Eigens
haften des Pullba
ks folgt sofortdie Natürli
hkeit (2) der so de�nierten 
harakteristis
hen Klasse c(P ).Sei nun fortan G eine Liegruppe, π : P → B ein di�erenzierbares G-Prinzipalbündel über einerMannigfaltigkeit X mit Zusammenhang θ ∈ A1(P, g). Sei g die Liealgebra von G und sei I∗
R
(G) =

Sym∗(g,R)G die graduierte Algebra der Adg−1 -invarianten Polynome.Eine Mögli
hkeit explizit 
harakteristis
he Klassen zu konstruieren, bietet die Chern-Weil Theorie.Ist f ∈ Ik
R
(G) ein invariantes Polynom und Ω := dθ + 1/2[θ, θ] ∈ A2(P, g) die Krümmung, so istbekanntli
h [Du78℄ Th.4.3 f(Ωk) eine ges
hlossene Form in A2k(B), deren Klasse in der de Rham-Kohomologie H2k(B,R) ni
ht von der Wahl des Zusammenhangs θ in P → B abhängt. Damit istvermöge

WP : I∗R(G) −→ H∗(B,R), IkR(G) ∋ f 7−→ WP (f) := f(Ωk)ein mit Pullba
k verträgli
her Algebrenmorphismus gegeben, der sogenannte (reelle) Chern-WeilHomomorphismus. Die Elemente im Bild des Chern-Weil Homomorphismus WP : I∗(G) →
H2∗(B,R) werden 
harakteristis
he Klassen von P → X genannt. Entspre
hend ist au
h derkomplexe Chern-Weil Homomorphismus de�niert.Zum Beispiel mit Hilfe simplizialer Methoden läÿt si
h der Chern-Weil Homomorphismus auf dasuniverselle G-Prinzipalbündel fortsetzen. Es gilt genauer



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 10Theorem 2.1.2 ([Du78℄6.13). Es gibt einen kanonis
hen in G funktoriellen Algebrenhomomor-phismus
W : I∗R(G) −→ H∗(BG,R),mit der Eigens
haft, daÿ für ein beliebiges di�erenzierbares G-Prinzipalbündel E → X und invari-antem Polynom f ∈ Ik

R
(G) gilt

W (f)(E) = WE(f),d.h. der Chern-Weil Homomorphismus WE faktorisiert si
h über H∗(BG,R)

H∗(BG,R),

I∗(G) H∗(X,R)
WE

W ϕ∗wobei ϕ∗ gegeben dur
h ϕ∗u := u(E) für u ∈ H∗(BG,R) gerade die dur
h die bis auf Homotopieeindeutig bestimmte Abbildung ϕ : X → BG induziert ist (vgl. au
h Theorem 1.1.8).Bemerkung 2.1.3. i) Je na
hdem wel
he Lie-Gruppe bzw. je na
hdem wel
hes invariantePolynom man betra
htet, erhält man die wohlbekannten Pontrjagin-, Chern- und Euler-Klassen,jedo
h ledigli
h mit reellen Koe�zienten. Diese Klassen sind bekanntli
h topologis
her Natur undals sol
he nehmen sie ihre Werte in Z an.
ii) Im Fall von komplexen Vektorbündeln vom Rang n kommt erlei
hternd die Tatsa
he hinzu,daÿ die endli
hen Approximationen des klassi�zierenden Raumes Gn,∞(C), der Grassmanns
hen,torsionsfrei und die Chern-Klassen des universellen Bündels Un,N → Gn,N ihre Perioden in Zannehmen ([We80℄ Ch.III se
.4 S.101). In diesem Fall liefert die Chern-Weil Theorie für ein be-liebiges komplexes Vektorbündel E → X gemäÿ (3) via Pullba
k der universellen Chern-Klasse
ck(Un,N ) für ein genügend groÿes N die k-te Chern-Klasse von E → X mit Koe�zienten in Z, also
ck(E) ∈ H2k(X,Z).Die Chern-Weil Theorie stiftet demna
h eine geometris
he Interpretation der 
harakteristis
henKlassen mit reellen Koe�zienten dur
h invariante Polynome. Es stellt si
h nunmehr die Frage, inwie weit diese dur
h den Chern-Weil Homomorphismus im Sinne von (3) 
harakterisierend sind.Auf H.Cartan geht zurü
kTheorem 2.1.4 (H.Cartan). Für kompakte und zusammenhängende Lie-Gruppen G ist derChern-Weil Homomorphismus W ein Isomorphismus und also sind die invarianten Polynome 
ha-rakterisierend für die 
harakteristis
hen Klassen von G-Prinzipalbündeln mit reellen Koe�zienten.Diese 
harakterisierende Eigens
haft bleibt au
h für Lie-Gruppen mit endli
h vielen Zusammen-hangskomponenten ri
htig. Dazu betra
hte zunä
hst:Fakt I: [[HiNe91℄ Satz III.7.3℄ Ist G eine zusammenhängende Lie-Gruppe, so gibt es eine maximalekompakte Untergruppe K von G, so daÿ die kanonis
he Inklusion K →֒ G eine Homotopie-äquivalenz ist.Fakt II: [[Du78℄ Prop.7.2℄ Ist α : K → G ein Homomorphismus von Lie-Gruppen, wel
her einenIsomorphismus in der Kohomologie mit Koe�zienten in Λ induziert, so induziert au
h Bα :

BK → BG einen Isomorphismus in der Kohomologie mit Koe�zienten in Λ.Mit diesen beiden Zutaten zeigt man den



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 11Satz 2.1.5. Sei G eine Lie-Gruppe mit endli
h vielen Zusammenhangskomponeten. Dann sinddie 
harakteristis
hen Klassen von G Prinzipalbündeln mit reellen Koe�zienten bereits eindeutigbestimmt dur
h die invarianten Polynome einer maximalen kompakten Untergruppe K von G oderäquivalent dur
h die Kohomologie des klassi�zierenden Raumes BK von K.Beweis. Fakt I bleibt ersi
htli
h au
h ri
htig, wenn G eine Lie-Gruppe mit endli
h vielen Zusam-menhangskomponenten ist. Wähle also eine maximale kompakte Untergruppe K von G. Mit FaktII folgt H∗(BK,R) ∼= H∗(BG,R). Andererseits kommutiert aufgrund der funktoriellen Eigen-s
haften des universellen Chern-Weil Homomorphismus das Diagramm
I∗

R
(K) H∗(BK,R)),

I∗
R
(G) H∗(BG,R)

W

∼=

ι∗

W

∼=wobei der Morphismus H∗(BK,R) → H∗(BG,R) dur
h die kanonis
he Inklusion ι : K →֒ G via
BK → BG induziert und wegen Fakt II ein Isomorphismus ist. Der untere Chern-Weil Homomor-phismus ist na
h H.Cartan ebenfalls ein Isomorphismus. Dies zeigt die Behauptung.Für beliebige Lie-Gruppen treten jedo
h folgende Phänomene auf:
i) Der Chern-Weil Homomorphismus ist weder injektiv (z.B. für GLn(C) [ChS85℄ §4) no
hsurjektiv (z.B. für SL2n(R) J.Milnor [Mi58℄ und [MiSt74℄ App.C)
ii) Vom di�erentialgeometris
hen Standpunkt aus eine Trivialität (topologis
h allerdings ganzund gar ni
ht [Du78℄ 
h.9) ist der Chern-Weil Homomorphismus für �a
he Bündel trivial,das bedeutet die Komposition

I∗R(G)
W
−→ H∗(BG)

id∗

−→ H∗(BGδ)vers
hwindet. Dabei ist id∗ induziert dur
h die (stetige) Identität id : Gδ → G.
iii) Au
h wenn G kompakt und zusammenhängend, und damit der Chern-Weil Homomorphismusein Isomorphismus ist, kann eine 
harakteristis
he Klasse mit reellen Koe�zienten vers
hwin-den, aber ni
ht-trivial in einem Unterring von R sein. Zum Beispiel vers
hwinden alle reellenPontrjagin-Klassen �a
her GLn(R)-Bündel, jedo
h konnte J.Milnor in [Mi58℄ für ein �a
hes

SO(2)-Bündel über einen Linsenraum zeigen, daÿ die erste Pontrjagin-Klasse mit Koe�zien-ten in Z ni
ht-trivial, also eine Torsionsklasse istDer ents
heidende Punkt bei dem Beispiel von Milnor ist allerdings die Ni
ht-Trivialität der Euler-Klasse e, so daÿ wegen e2 = p1 au
h die erste Pontrjagin-Klasse ni
ht-trivial ist. Ferner zeigt dasBeispiel überhaupt die Existenz ni
ht-trivialer 
harakteristis
her Klassen in �a
hen Bündeln. Daÿdas Milnor-Beispiel von fundamentalem Interesse war, zeigt dasKorollar 2.1.6. Ist G eine Lie-Gruppe mit endli
h vielen Zusammmenhangskomponenten und
K eine maximale kompakte Untergruppe von G, so ist der untere Morphismus id∗ in

I∗
R
(K) H∗(BK,R))

I∗
R
(G) H∗(BG,R) H∗(BGδ,R)

H∗(BKδ,R),W

∼=

ι∗

W

∼=

id∗

id∗



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 12der Nullmorphismus. Insbesondere gibt es in �a
hen GLn(C)-bzw.GLn(R)-Bündeln keine ni
ht-trivialen reellen Chern- und Pontrjagin-Klassen.Beweis. Wähle gemäÿ Fakt I eine maximale kompakte Untergruppe ι : K →֒ G. Dann ist na
hH.Cartan der universelle Chern-Weil Homomorphismus I∗
R
(K) → H∗(BK,R) ein Isomorphismus.Mit Satz 2.1.5 und ii) folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung sieht man so: Da jedeskomplexe Vektorbündel E → X ein hermites
he Metrik trägt, gibt es eine Reduktion der Struk-turgruppe von GLn(C) na
h U(n). Also liegen die Chern-Klassen ck(E) im Bild der kanonis
henAbbildung H2k(X,R)→ H2k(X,C). Es ist ferner U(n) eine maximale kompakte Untergruppe von

GLn(C) und daher einerseits der Chern-Weil Homomorphismus na
h H.Cartan ein Isomorphismus.Andererseits gilt H∗(BU(n),R) ∼= H∗(BGLn(C),R). Also H∗(BU(n),R) → H∗(BU(n)δ,R) derNullmorphismus. analog die Pontrjagin-Klassen;2.2 Cheeger-Simons Di�erential
haraktereDieser Abs
hnitt dient zum einen der Reminiszenz, zum anderen der Motivation für die im dar-au�olgenden Kapitel konstruierten verfeinerten Kamber-Tonduer Klassen. Glei
hwohl die dortverwendeten te
hnis
hen Methoden völlig vers
hieden sind, liegt die tiefere Urasa
he der Analo-gie in der kanonis
hen Isomorphie zwis
hen den Cheeger-Simons Di�erential
harakteren und derglatten Deligne-Kohomologie. Ungea
htet dessen haben Bismut-Lott bereits in [BL95℄ Prop.1.14gezeigt, daÿ der Imaginärteil der Cheeger-Chern-Simons Klasse eines �a
hen Bündels bis auf ge-wisse Faktoren der totalen Kamber-Tondeur Klasse entspri
ht. Wir folgen hier im Wesentli
henden Zeilen des Orginalartikels [ChS85℄.Sei wieder Λ ein Unterring von R. Ebensogut bleibt alles für Teilringe von C mit den naheliegendenModi�kationen ri
htig. Für eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit B bezei
hne Cn(B) die abels
heGruppe der di�erenzierbaren singulären n-Ketten mit Koe�zienten in Z, d.h. Cn(B) :=< SnB >Zmit SnB := {σn : ∆n → B |σn di�erenzierbar} und Zn(B) := kern(∂ : Cn(B) → Cn−1(B)) ⊂
Cn(B) die Untergruppe der di�erenzierbaren n-Zykel auf B. Dabei bezei
hnet ∂ den übli
henRandoperator auf den singulären Ketten. Weiter sei δ : Cn(B,Λ) → Cn+1(B,Λ) der übli
heKorandoperator auf den singulären Koketten Cn(B,Λ) := HomZ(Cn(B),Λ). Im Falle Λ = Zs
hreiben wir Cn(B) := HomZ(Cn(B),Z).Ferner bezei
hne A∗

cl(B) die ges
hlossenen Di�erentialformen auf B und
A∗

Λ(B) := {α ∈ Ak(B) | dα = 0, ∀σ∈Zk(B) :

∫

σ

α ∈ Λ, k ≥ 0}die ges
hlossenen Di�erentialformen auf B mit Perioden in Λ.Bemerkung 2.2.1. Man bea
hte, daÿ Di�erentialformen mit Perioden in einem Ring Λ dieIntegration über Zykeln und ni
ht Ketten in Ck(B) erfolgt.Für ein G-Prinzipalbündel P → B mit einer Lie-Gruppe G betra
hte das folgende kommutativeDiagramm
I∗(G) H∗(BG,R) H∗(BG,Λ)

A∗
cl(B) H∗(B,R) H∗(B,Λ),

dR r

r

cR cΛ

W

WP



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 13wobei dR der deRham-Morphismus und r der dur
h die kanonis
he Abbildung Λ → R induzierteMorphismus ist. Die klassis
he Theorie der 
harakteristis
henKlassen von P → B wird bes
hriebendur
h die Abbildungen cR bzw. cΛ.Betra
hte nun die folgenden Faserprodukte:
K2k(G,Λ) := Ik(G) ×H2k(BG,R) H

2k(BG,Λ) := {(P, u) ∈ Ik(G)×H2k(BG,Λ) |W (P ) = r(u)}

Rk(B,Λ) := AkΛ(B) ×Hk(B,R) H
k(B,Λ) := {(ω, u) ∈ AkΛ(B)×Hk(B,Λ) | [ω] = r(u)}Die universelle Eigens
haft des Faserproduktes liefert die natürli
he Transformation

WP × cΛ : K∗(G,Λ)→ R∗(B,Λ),wel
he die klassis
he Theorie der 
harakteristis
hen Klassen für G-Prinzipalbündel mit Werten in
Λ repräsentiert.Die Idee ist nun die folgende: Su
he ein Paar (Ĥ, ψ), bestehend aus einem Funktor Ĥ auf der Kate-gorie der di�erenzierbaren Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der graduierten abels
hen Gruppenund eine natürli
he Transformation ψ : Ĥ ։ R∗, so daÿ zu jedem G-Prinzipalbündel P → B einLift

K∗(G,Λ) R∗(B,Λ)

Ĥ(B)

∃S ?

WP × cΛ

ψdes Chern-Weil Homomorphismus WP × cΛ existiert. Wenn ein sol
her Lift exisitiert, so hat maninsbesondere die klassis
he Theorie und eine Chan
e auf Verfeinerung, der im Kern von ψ zu su
henwäre.Der de Rham-Morphismus I : A∗(B) → C∗(B,R) induziert via Komposition mit C∗(B,R) →
C∗(B,R/Λ) den Morphismus

IΛ : A∗(B) −→ C∗(B,R/Λ), ω 7−→ (σ 7→

∫

σ

ω mod Λ)Lemma 2.2.2. Die Abbildung IΛ ist für k > 0 injektiv.Beweis. Sei ω ∈ Ak(B). Zeige
ω 6= 0 ⇒

〈∫

σ

ω |σ ∈ CBk

〉

= R.Sei σ ∈ Ck(B) mit ∫σ ω = r ∈ R. De�niere Homotopie
σs : ∆k × [0, 1]→ ∆k σ

→M, (t0, ..., tk, s) 7→ (st0 + 1− (
k∑

i=0

sti), st1, ..., stk) 7→ σs(t).Dann gilt σ0(t) = σ(1, 0, ..., 0) =: x0 ∈ B und σ1(t) = σ. Es folgt
∫

{σs}s∈[0,1]

ω ⊇ [0, r],

∫

σ0

ω = 0,

∫

σ1

ω = r.Da [0, 1] kompakt, zusammenhängend und die Zuordnung s 7→ ∫

σs
ω stetig ist, nimmt ∫σs

ω jedenWert in [0, r] an.



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 14Definition 2.2.3. Die Gruppe dermod-Λ Di�erential
haraktere vom Grade k ist de�niertdur
h
Ĥk(B,R/Λ) := {f ∈ HomZ(Zk(B),R/Λ) | f ◦ ∂ ∈ IΛ(Ak+1(B)) ⊂ Ck+1

B (R/Λ)}.Für k < 0 setze Ĥk(B,R/Λ) = 0.Dabei ist
δf = f ◦ ∂ ∈ IΛ(Ak+1(B)) ⇐⇒ ∃α∈Ak+1(B)∀σ∈Ck+1(B) : f(∂σ) =

∫

σ

α mod Λ.Auf Ĥ∗(B,R/Λ) :=
⊕

k Ĥ
k(B,R/Λ) gibt es eine funktorielle Produktstruktur, so daÿ Ĥ∗(B,R/Λ)zu einem Ring wird, vgl. [ChS85℄ Thm.1.11. Interessante Beispiele für Λ sind Q,Z, 0.Lemma 2.2.4 (Funktorialität). Es ist Ĥ∗(−,R/Λ) ein kontravarianter Funktor von der Kategorieder di�erenzierbaren Mannigfaltigkeiten Difftop in die Kategorie der Λ-graduierten Ringe, d.h.

Ĥ∗(−,R/Λ) : Difftop −→ (Λ− graduierte Ringe)
B 7−→ Ĥ∗(B,R/Λ)

ϕ : B → B′ 7−→ ϕ∗ : Ĥ∗(B′,R/Λ)→ Ĥ∗(B,R/Λ)

f ′ 7→ f := ϕ∗f ′ := f ′ ◦ ϕ∗.Beweis. Die Abbildung ϕ : B → B′ induziert einen Kettenhomomorphismus ϕ∗ : C∗(B)→ C∗(B
′).Wegen Z∗(B) ⊂ C∗(B) und ∂ϕ∗σ = ϕ∗∂σ für σ ∈ C∗(B) folgt ϕ∗ = ϕ∗|Z∗(B) : Z∗(B) → Z∗(B
′).Ist f ′ ∈ Ĥk(B′,R/Λ) ein Di�erential
harakter, so de�niert das kommutative Diagramm

Zk(B) Zk(B
′)

R/Λ

f ′

ϕ∗

ϕ∗f ′ein Element f := ϕ∗f ′ := f ′ ◦ ϕ∗ in HomZ(Zk(B),R/Λ). Für σ ∈ Ck+1(B) ist
f(∂σ) = ϕ∗f ′(∂σ)

= f ′ ◦ ϕ∗(∂σ)

= f ′(∂ϕ∗σ)

=

∫

ϕ∗σ

α mod Λ (da f ′ Di�erential
harakter)
=

∫

σ

ϕ∗α mod Λ,d.h. f ∈ Ĥk(B,R/Λ) ein Di�erential
harakter und also ist ϕ∗ wohlde�niert.Notiz 2.2.5. Ist f ∈ Ĥk(B,R/Λ) ein Di�erential
harakter, so hat die na
h De�nition existierende
(k + 1)-Form α bereits folgende Eigens
haften:1. degα > 0.2. α ist wegen Lemma 2.2.2 eindeutig bestimmt.3. α hat o�enbar Perioden in Λ.
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hlossen.Ist f ∈ Ĥk(B,R/Λ), so gibt es de�nitiongemäÿ eine (k+1)-Form α, so daÿ für alle σ ∈ Ck+1(B) gilt
f(∂σ) =

∫

σ αmodΛ. Also hat α de�nitionsgemäÿ genau dann Perioden Λ , wenn dieses Integralauf Zykel-Niveau vers
hwindet. Aber das ist klar, denn für alle (k + 1)-Zykel σ ∈ Zk+1(B) gilt
0 = f(∂σ) =

∫

σ
αmodΛ. Also hat α Perioden in Λ.Die letzte Behauptung folgt aus der Konstruktion der Abbildungen δ1 und δ2 in dem nun folgendenfundamentalenTheorem 2.2.6. Man hat folgende drei kurze exakte Sequenzen:

0 → Hk(B,R/Λ)
ι1→ Ĥk(B,R/Λ)

δ1→ Ak+1(B)Λ → 0

0 → AkB/A
k(B)Λ

ι2→ Ĥk(B,R/Λ)
δ2→ Hk+1(B,Λ) → 0

0 → Hk(B,R)/r(Hk(B,Λ)) → Ĥk(B,R/Λ)
(δ1,δ2)
→ Rk+1(B,Λ) → 0Bemerkung 2.2.7. i) An der ersten Sequenz erkennt man sofort, daÿ die Standardkohomologiemit Werten in R/Λ in den Di�erential
harakteren enthalten ist und damit erste Beispiele dafürliefert.

ii) Die dritte Sequenz entsteht aus den ersten beiden.
iii) Für n := dimB folgt sofort Ĥn(B,R/Λ) = Hn(B,R/Λ) und Ĥk(B,R/Λ) = 0 für k > n.Beweis. Beh.: Die Abbildung

ι1 : Hk(B,R/Λ) −→ Ĥk(B,R/Λ), [c] 7−→ c|Zk(B)ist injektiv.Zunä
hst ist ι1 wohlde�niert: Denn ist c ∈ [c] ein Repräsentant, so ist c ∈ Zk(B,R/Λ), d.h.
c : Ck(B) → R/Λ mit δc = 0. Setze ι1([c]) := c|Zk(B) : Zk(B) → R/Λ. Dadur
h ist o�enbar einDi�erential
harakter gegeben, denn c◦∂ = δc = 0 ∈ IΛ(Ak+1

B ). Ist nun c′ ein anderer Repräsentantvon [c], so gilt c′ = c+ δe mit einem Korand e ∈ Ck−1(B,R/Λ). Mithin
c′|Zk(B) ◦ ∂ = (c|Zk(B) + (e ◦ ∂))∂ = c|Zk(B) ◦ ∂ist ι1 wohlde�niert. Für die Injektivität von ι1 ist zu zeigen: Ein Kozykel c ∈ Ck(B,R/Λ) =

HomZ(Ck(B,R/Λ), der auf allen k-Zykeln Zk(B) vers
hwindet, vers
hwindet s
hon auf allen k-Ketten Ck(B). Es ist R ein divisibler Z-Modul3 und daher au
h R/Λ, also R/Λ divisibel als
Z-Modul ⇔ R/Λ injektiver Z-Modul ⇔ HomZ(−,R/Λ) exakter Funktor ⇔ Ext1Z(−,R/Λ) =
0. Mittels universellen Koe�zienten-Theorem 0 → Ext1Z(Hk−1(B),R/Λ) → Hk(B,R/Λ) →
HomZ(Hk(B),R/Λ)→ 0 folgt

Hk(B,R/Λ)
∼=
→ HomZ(Hk(B),R/Λ). (4)Andererseits liefert die dur
h 0 → Bk(B) → Zk(B) → Hk(B) → 0 exakte Sequenz eine exakteSequenz

0→ HomZ(Hk(B),R/Λ)→ HomZ(Zk(B),R/Λ)→ HomZ(Bk(B),R/Λ),so daÿ s
hlieÿli
h mit (4)
Hk(B,R/Λ) Ĥk(B,R/Λ)

HomZ(Zk(B),R/Λ)

ι1

∼=3d.h. zu jedem y ∈ R und jedem n ∈ Z\0 exisitiert ein x ∈ R mit n · x = y, m.a.W. für jedes n ∈ Z\0 ist dieMultiplikation mit n· : R → R surjektiv; vlg. [Weibel94℄ S.39 Cor.2.3.2 und S.50 Ex
.2.5.1;



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 16die Behauptung folgt.Zur De�nition von δ1 und δ2:Sei f ∈ Ĥk(B,R/Λ). Da R/Λ ein injektiver Z-Modul ist, gibt es eine Fortsetzung T : Ck(B) →
R/Λ von f . Weil jede Kokette in Ck(B,R/Λ) von einer in Ck(B,R) herkommt (weil 0 → Λ →
R → R/Λ → 0 exakt =⇒ 0 → C∗(B,Λ) → C∗(B,R) → C∗(B,R/Λ) → 0 exakt;), gibt es ein
T ∈ Ck(B,R) mit T |Zk(B) = f . Man hat also das kommutative Diagramm:

Ck+1(B)

Zk(B)

Ck

R/Λ)

R

∂

f

f ◦ ∂

∃T

∃T

∂

Hieraus folgt δT = (T ◦ ∂) = (T ◦ ∂) = δT = δf . Weil f ∈ Ĥk(BR/Λ) ist, gibt es ein ω ∈ Ak+1
Bmit δT = (f ◦ ∂) = IΛ(ω) ∈ Ck+1(B,R/Λ). Setze c := I (ω)− δT ∈ Ck+1(B,R). Dann ist wegender Exaktheit von

0→ Ck+1(B,Λ)→ Ck+1(B,R) → Ck+1(B,R/Λ)→ 0

I (ω)− δT 7→ I (ω)− δT = IΛ(ω)− f ◦ ∂ = 0,liegt c bereits in Ck+1(B,Λ). Weiter ist 0 = δ2T = δI (ω) − δc = dω − δc, also dω = δc. Alsowürde dω nur Werte in dem e
hten Teilring Λ von R annehmen, was aber na
h dem Lemma 2.2.2nur sein kann, wenn dω = δc = 0 ist. Also ist einerseits ω ges
hlossen und hat na
h Notiz 2.2.5Perioden in Λ, d.h. ω ∈ Λk+1
0 und andererseits ist c ∈ Ck+1(B,Λ) ein Kozykel mit Koe�zientenin Λ, d.h u := [c] ∈ Hk+1(B,Λ). Wegen δT = I (ω)− c folgt r(u) = [ω] in Hk(B,R).Die Elemente ω und u sind unabhängig von der Wahl von T , denn ist T ′ eine andere Fortsetzungvon f mit T ′

|Zk(B) = f , so ist (T − T ′)|Zk(B) = 0 in R/Λ. Weil die kurze exakte Sequenz
0→ ZkB(R)→ CkB(R)→ BkB(R)→ 0spaltet (alles freie abels
he Gruppen), gibt ein Element ǫ ∈ Ck−1(B,R) und e ∈ Ck(B,Λ) mit

T ′ = T + δǫ+ e. Dann gilt
I (ω)−I (ω′)
︸ ︷︷ ︸

∈Ck+1
B

(R)

= δT ′

= δ(T + e+ δǫ)

= δT + δe

= c− c′ + δe
︸ ︷︷ ︸

∈Ck+1
B

(Λ)

.Abermals mit Lemma 2.2.2 folgt I (ω)−I (ω′) = 0 und c− c′ + δe = 0, d.h. I (ω) = I (ω′) und
[c] = u = [c′]. Damit sind δ1, δ2 vermöge

δ1(f) := ω, δ2(f) := uwohlde�niert.



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 17Die Abbildungen δ1 und δ2 sind surjektiv:Vorbemerkung: Aus der langen exakten Sequenz von 0→ Λ→ R→ R/Λ→ 0 folgt: Ist ω ∈ Λk+1
0betra
htet als Element in Hk+1(B,R) gegeben, so gibt es ein u ∈ Hk+1(B,Λ) mit r(u) = [ω].Ist umgekehrt so ein u gegeben, so ist r(u) =: [ω] eine ges
hlossene k + 1 Form mit Perioden in

Λ. Dabei ist r : Hk+1(B,Λ) → Hk+1(B,R) der kanonis
he Morphismus induziert dur
h Λ → R.Damit läÿt si
h die Surjektivität der beiden Abbildungen δ1 und δ2 wie folgt auf einmal zeigen:Sei [c] = u. Setze r(u) := [ω]. Es folgt [ω]− r(u) = 0, d.h. I (ω)− c ist exakt, also glei
h ein δTfür T ∈ CkB(R). Dann ist f := T |Zk(B) ∈ Ĥ
k(B,R/Λ) mit δ1(f) = ω, δ2(f) = u.zu ker δ1 = im ι1:Sei f ∈ ker(δ1). Dann gilt - wie oben s
hon gesehen- δT = I (ω) − c = −c, da δT = f ◦ ∂ =

IΛ(ω) = 0. Also ist T ein Kozykel in CkB(R/Λ). Ist nun T ′ eine andere Fortsetzung von f , so gilt
T ′ = T + δǫ = T + δǫ, also de�niert T ein Element in Hk(B,R/Λ) mit r([T ]) = f . Daÿ δ1 ◦ ι1 = 0folgt sofort aus der Konstruktion.Die dur
h

ι2(α mod Λk0) := IΛ(α)|Zk(B).de�nierte Abbildung ι2 : AkB/Λ
k
0 → Ĥk(B,R/Λ) ist o�enbar wohlde�niert, denn sei σ ∈ Ck+1(B),so gilt

f(∂σ) := ι2(α mod Λk0)(∂σ)

= IΛ(α)|Zk(B)(∂σ)

=

∫

∂σ

α mod Λ

=

∫

σ

dα mod Λ (Stokes).zu ker δ2 = im ι2:Sei f ∈ ker δ2, dann folgt δT = I (ω)− c mit einem c = δe und e ∈ CkB(Λ). Dann ist δ(T − e) =
I (ω). Mittels de Rham existiert ein α ∈ AkB mit dα = ω. Wegen δ(T − e − I (α)) = 0 ist
z := T − e − I (α) ∈ ZkB(R). Na
h de Rham gibt es eine ges
hlossene k-Form α′ ∈ AkB, so daÿinsbesondere z|Zk(B) = I (α′)|Zk(B) gilt, also T|Zk(B) = (I (α) + I (α′) + e)|Zk(B) und damit

T |Zk(B) = IΛ(α+ α′)|Zk(B) = f.O�ensi
htli
h gilt δ2 ◦ ι2 = 0. Damit ist das Theorem bewiesen.Korollar 2.2.8. Bezei
hnet β : Hk(B,R/Λ)→ Hk+1(B,Λ) den Verbindungshomomorphismuszu der kurzen exakten Sequenz
0→ Λ→ R→ R/Λ→ 0,so gilt

δ2|ι1(Hk(B,R/Λ) = −β, δ1|ι2(Ak
B
/Λk

0) = d.Beweis. Beide Aussagen folgen unmittelbar aus den Konstruktionen im vorstehenden Beweis desTheorems. (Für erstere verglei
he Konstruktion von β und u; letztere folgt aus der Wohlde�niert-heit von ι2.)Beispiel 2.2.9. Es ist C∞(B,S1)
∼=
→ Ĥ0(B,R/Z), f → f̄ . Wegen S0(B) = B und C0(B) = Z0(B)hat man zu f
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Z0(B)

B S1 = R/Zkan
∃! f̄

f

wegen der universellen Eigens
haft frei-abels
her Gruppen genau ein f̄ . Damit ist die Abbildungeine Bijektion. Mit α := df folgt, daÿ f̄ ein Di�erential
harakter ist.Sei fortan G eine Lie-Gruppe mit endli
h vielen Zusammenhangskomponenten. Wir führen diefolgende Kategorie PG ein: Die Objekte sind dur
h die Daten (P,B, θ) gegeben, wobei π : P → Bein G-Prinzipal-Bündel mit fest gewähltem Zusammenhang θ ist. Die Morphismen sind die zusam-menhangserhaltenden Bündelabbildungen, d.h. (ϕ̄, ϕ) : (P,B, θ)→ (P ′, B′, θ′) ist eine gewöhnli
heBündelabbildung mit ϕ∗(θ′) = θ.Ein Objekt (P̃ , B̃, θ̃) ∈ PG heiÿt m-klassi�zierend, falls es zu jedem Objekt (P,B, θ) in PGmit dimB ≤ m einen bis auf (gewöhnli
he) Homotopie eindeutigen Morphismus ϕ : (P,B, θ) →
(P̃ , B̃, θ̃) in PG gibt.Bemerkung 2.2.10. Je zwei sol
he Morphismen sind also homotop, aber im Sinne gewöhnli-
her Bündelabbildungen, ni
ht etwa homotop als Morphismus in PG. (Zusammenhänge müssendemna
h ni
ht respektiert werden)Na
h [NR6163℄ gibt es zu jedem m ∈ Z ein m-klassi�zierendes Objekt in PG. Insbesondere gibtes zu jedem Objekt (P,B, θ) in PG ein m-klassi�zierendes Objekt (P̃ , B̃, θ̃) ∈ PG, so daÿ θ derPullba
k von θ̃.Theorem 2.2.11 ([ChS85℄ Thm.2.2). Für jedes G-Prinzipalbündel P → B hat der Chern-Weil-Homomorphismus in Gestalt des funktoriellen Morphismus S : K∗(G,Λ) → Ĥ∗(B,R/Λ) eineneindeutigen Lift, also es kommutiert das Diagramm

K∗(G,Λ) R∗(B,Λ).

Ĥ∗(B,R/Λ)

∃ !S

W × cΛ

(δ1, δ2)Genauer: Sei (P, u) ∈ K2k(G,Λ). Dann gibt es für jedes Objekt ξ := (P,B, θ) ∈PG ein eindeutigbestimmtes Element SP,u(ξ) mit
• δ1(SP,u(ξ)) = P (Ω)

• δ2(SP,u(ξ)) = u(ξ)

• Ist ϕ : ξ → ξ′ ein Morphismus in PG, so gilt
ϕ∗(SP,u(ξ

′)) = SP,u(ξ).Beweis. Na
h Narasimhan-Ramanan [NR6163℄ gibt es zu ξ ein m-klassi�zierendes Objekt ξ̃ in PGmit dimB < m. Da H2k−1(BG,R) = 0 folgt H2k−1(B̃,R) = 0, da ξ̃ für genügend groÿes m denklassi�ziernden Raum BG approximiert. Die dritte kurze exakte Sequenz in Theorem 2.2.6 lieferteinen Isomorphismus (δ1, δ2) : Ĥ2k−1(B,R/Λ)→ R2k(B,Λ) und man de�niert daher
SP,u(ξ̃) := (δ1, δ2)

−1(P (Ω̃), u(ξ̃)).



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 19Damit folgt die Behauptung im universellen Fall. Für den allgemeinen Fall de�niert man SP,u(ξ) :=

f∗SP,u(ξ̃) wobei f : B → B̃ ist. Man hat dann Wohlde�niertheit zu zeigen. Ist nämli
h ξ̃′ einanderes m-universelles Objekt in PG, so ist f∗SP,u(ξ̃) = f ′∗SP,u(ξ̃
′) zu zeigen. Dazu wähle zu ξ̃und ξ̃′ wiederum ein gemeinsames n-klassi�zierendes Objekt ξn in PG und zeige

(g ◦ f)∗SP,u(ξn) = (g′ ◦ f ′)∗SP,u(ξn)mit g : B̃ → Bn und g′ : B̃′ → Bn. Im weiteren Verlauf des Beweises konstruiert man eineHomotopie zwis
hen (g◦f) und (g′◦f ′) derart, daÿ die Di�erenz (g′◦f ′)∗SP,u(ξn)−(g◦f)∗SP,u(ξn)ein Di�erential
harakter auf B × I ist.Der ents
heidende Punkt bei der Konstruktion des Di�erential
harakters als Lift einer bestimmtenklassis
hen 
harakteristis
hen Klasse eines G-Prinzipalbündels ist das Vers
hwinden der ungeradenreellen Kohomologie des klassi�zierenden Raumes BG und das Theorem von [NR6163℄ über uni-verselle Zusammenhänge. Aufgrund dieses Theorems haben also 
harakteristis
he Klassen geradenGrades einen Lift, eben genau jene, die man mit dem Chern-Weil Homomorphismus errei
hen kann.Insofern verfeinert Cheeger-Simons Theorie die Chern-Weil Theorie.Korollar 2.2.12. Ist P (Ω) = 0, so ist
SP,u(ξ) ∈ H2k−1(B,R/Λ) = ker δ1 (5)

β(SP,u(ξ)) = −u(ξ). (6)Dabei meint u(ξ) den Pullba
k der universellem Klasse u, also das Bild von u unter g∗ :
H2k(BG,Λ) → H2k(B,Λ), u 7→ g∗(u) =: u(ξ), induziert dur
h die bis auf Homotopie eindeu-tig bestimmte Abbildung g : B → BG.Na
h Theorem 2.2.11 gibt es also einen Lift der Euler-, Chern- und Pontrjagin-Klassen. Diesewerden der Reihe na
h Euler-, Chern- und Pontrjagin Charaktere [ChS85℄ oder verfeinerte Euler-,Chern- und Pontrjagin-Klassen genannt.Bemerkung 2.2.13 (Zusammenhang zur Chern-Simons-Theorie). Sei (π : E → X, θ) ein Objektin PG, Ω die Krümmung bezügli
h des Zusammenhangs θ und P ∈ Ik(G) ein invariantes Polynom.Dann ist vermöge

TP (θ) := k

∫ 1

0

P (θ ∧Ωk−1
t )dt ∈ A2k−1(E)eine invariante 2k − 1-Form in E gegeben, wobei Ωt := dθt + 1/2[θ, θ] = tΩ + 1

2 (t2 − t)[θ, θ]die zum Zusammenhang θt := tθ mit t ∈ I gehörigen Krümmung in E ist. Die Bildung von
TP (θ) ist natürli
h auf der Kategorie PG und bis auf exakte Formen 
harakterisiert dur
h dieEigens
haft dTP (θ) = P (Ωk) ∈ A2k(E). Sei nun (P, u) ∈ K2k(G,Λ) gegeben, d.h. ein invariantesPolynom P ∈ Ik(G) und eine 
harakteristis
he Klasse u ∈ H2k(BG,Λ) mit W (P ) = r(u), wobei
W der universelle Chern-Weil Homomorphismus und r : H∗(BG,Λ) → H∗(BG,R) der dur
h diekanonis
he Inklusion in der kurzen exakten Sequenz

0→ Λ
r
→ R

−
→ R/Λ→ 0induzierte Morphismus ist. Bezei
hne ferner − : H∗(X,R)→ H∗(X,R/Λ) die kanonis
he Projek-tion, induziert dur
h − in der vorstehenden kurzen exakten Sequenz. Dann gilt [CS74℄ Thm.3.16bzw. [ChS85℄ Prop.2.8:

π∗SP,u(E) = TP (θ)|Z2k−1(E).Damit haben Cheeger-Simons Charaktere Repräsentanten in Gestalt von Di�erentialformen �den sogenannten 
harakteristis
hen Formen TP (θ). Dies erhellt die Spre
hweise, die Liftungen
SP,u(E) ∈ Ĥ2k−1(X,R/Λ) der 
harakteristis
hen Klassen au
h Cheeger-Chern-Simons Klassen zunennen, wie man desö�teren in der Literatur antri�t.



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 20Die bisherigen Konstruktionen verfeinerter Klassen basierend auf Theorem 2.2.11 und den 
ha-rakteristis
hen Formen von Chern-Simons sind zwar natürli
h, aber ni
ht kanonis
h und ebenfallsni
ht explizit. Die Ursa
he hierfür liegt im Wesentli
hen darin, daÿ als te
hnis
hes Haupthilfs-mittel in den Beweisen das Resultat von [NR6163℄ über die Existenz universeller Zusammenhängeverwendet wird. Um H2k+1(BG,R) = 0 anwenden zu können, muÿ man die Auswahl von Gauf Lie-Gruppen mit endli
h vielen Zusammenhangskomponenten eins
hränken. Dies impliziert,daÿ man das Theorem ni
ht für �a
he Bündel anwenden kann, die ja bekanntli
h eine diskreteStrukturgruppe Gδ tragen.Eine intrinsis
here Konstruktion für Cheeger-Chern-Simons Klassen, die ohne universelle Zusam-menhänge auskommt und au
h für �a
he Bündel funktioniert [ChS85℄ (8.19), ist bereits in [ChS85℄�4 und �8 skizziert und im Detail in [DuHaZu00℄ 3.5 ausgeführt. Sei π : E → X ein GLn(C)-Prinzipalbündel. Ähnli
h wie in der Chern-Simons Theorie, zeigt man die Existenz einer Form
Q, für die es aber in diesem Falle eine kanonis
he eindeutige Wahl gibt, in dem Stiefelbündel
p : V nn−k+1 := P ×GLn(C) Stnn−k+1 → X mit dQ = p∗ck(E) . Dabei ist Stnn−k+1 die Stiefel-Mannigfaltigkeit, also die Mannigkfaltigkeit aller n− k + 1-Beine im Cn.Eine andere Mögli
hkeit der Konstruktion verfeinerter Klassen besteht in der expliziten Angabeeines Kozykels in der glatten Deligne-Kohomologie, zum Beispiel in der Če
h-de Rham Au�ösung(vgl. Anhang B.0.4). Genau diesen Weg wollen wir in dieser Arbeit bes
hreiten und genau aufdiesem Wege haben bereits J-L. Brylinsky und D.A M
Laughlin in [BrM
L96℄ konkrete Repräsen-tanten für Euler-, Chern- und Pontrjagin- Klassen mit Koe�zienten in Z konstruiert. Es giltSatz 2.2.14 ([DuK05℄ Prop.2.5, [Br93℄ Prop.1.5.7). Man hat für jedes k einen kanonis
hen Iso-morphismus

Ĥk(B,R/Λ)
∼=
−→ Hk+1

D (B,Λk)von den mod Λ-Cheeger-Simons Di�erential
harakteren in die glatte Deligne-Kohomologie mit Ko-e�zienten in Λ.Da die Beweise der beiden kurzen exakten Sequenzen
0 Hk(X,R/Λ) Ĥk(X,R/Λ) Ak+1(X)Λ 0

0 Hk(X,R/Λ) Hk+1
D (X,R/Λ) Ak+1(X)Λ 0

δ1

did idγunabhängig voneinander sind, genügt es die gestri
helte Abbildung zu konstruieren.2.3 Kamber-Tondeur KlassenIn diesem Abs
hnitt werden vers
hiedene Konstruktionen der Kamber-Tonder Klasse eines hermi-tes
hen R-Bündels vorgestellt und ihre Äquivalenz untereinander bewiesen. Sowohl lokale, globaleals au
h die Konstruktion via der kanonis
hen Form auf dem symmetris
hen Raum GC/K sindwohlbekannt. Sie stammen im Wesentli
hen aus den Arbeiten von J-M.Bismut, J.Lott [BL95℄ undS.Goette [Goe03℄ und sind hier ledigli
h um einige Beweise ergänzt. Neu jedo
h ist die Konstrukti-on der universellen Kamber-Tondeur Form auf dem in Theorem 1.2.4 konstruierten klassi�zieren-den Raum aller hermites
hen R-Bündel EG ×G GC/K, deren äquivariante Kohomologieklasse in
H∗(EG×GGC/K,R) = HG(GC/K,R) aufgrund der Zusammenziehbarkeit von GC/K erwartungs-gemäÿ na
h H∗(BG,R) absteigt. S
hlieÿli
h wird si
h herausstellen, daÿ jede Kamber-TondeurKlasse Pullba
k der Universellen ist. Dies gilt sogar auf Formenniveau.Glei
hwohl die folgenden Konstruktionen und Aussagen au
h für beliebige �a
he C-Vektorbündelri
htig sind, formulieren wir sie in der Unterkategorie V herm

R (X) der hermites
hen R-Bündel. Seialso fortan (F, h)→ X ein Objekt in V herm
R (X).



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 21Bemerkung 2.3.1 (Lokale Konstruktion). Vermöge
ω(F, h) := h−1∇h, (7)ist eine endomorphismenwertige 1-Form auf X gegeben, d.h. ω(F, h) ∈ A1(X,End(F )). Denn:Lokal bezügli
h �a
hen Rahmen e = (e1, ..., en) ist h eine matrixwertige Funktion auf X , diewieder mit he bezei
hnet sei. Also hat (7) die Form

ωe = h−1
e dhe ∈ A1

U ⊗A0
U
GC.Ist e′ ein anderer �a
her Rahmen, so gibt es ein g ∈ GC (da F �a
h ist) mit e′ = eg. Dann setztsi
h ωe wegen der Rahmentransformationseigens
haft

ωe′ = h−1
e′ dhe′ = (g∗heg)

−1d(g∗heg) = (g∗heg)
−1[(dg∗)heg + g∗dhe] = (g∗heg)

−1g∗dheg = g−1ωegin eindeutiger Weise zu einer globalen Form ω(F, h) in A1(X,End(F )) fort. Insbesondere hängtsie also ni
ht von der Wahl der Rahmen ab.Bemerkung 2.3.2 (Globale Konstruktion). Der Zusammenhang ∇ induziert auf dem Anti-dualbündel F ∗
:= Homanti(F,C) von F via der kanonis
hen Paarung < ., . >: F

∗
× F →

C, (α, s) 7→< α, s >:= α(s) den kanonis
hen Zusammenhang ∇∗, wel
her de�niert ist dur
h
d < α, s >=< ∇

∗
α, s > + < α,∇s >. Damit erklärt man den adjungierten Zusammenhangvon ∇ in F dur
h das kommutative Diagramm

F ⊗A0
X
A1
X

F

F
∗
⊗A0

X
A1
X

F
∗

∇
∗∇∗

h

∼=

h

∼=

d.h. ∇∗ := h−1∇
∗
h, oder äquivalent für jeden S
hnitt s, t ∈ F dur
h

dh(s, t) = h(∇s, t) + h(s,∇∗t). (8)Vermöge
ω̃(F, h) := ∇∗ −∇ ∈ Hom(F, F ⊗A0

X
A1
X) (9)ist o�ensi
htli
h eine A0

X -lineare Abbildung, also ein Element in
End(F )⊗A0

X
A1
X = Hom(F, F ⊗A0

X
A1
X)gegeben.Proposition 2.3.3. Es gilt

ω(F, h) = ω̃(F, h).Beweis. Es genügt die Behauptung lokal zu prüfen. Sei dazu e ein �a
her Rahmen von F übereiner o�enen Teilmengen U in X . Dann ist der zu e duale Rahmen e∗ ebenfalls �a
h bezügli
h ∇∗,denn ∇∗

e := ∇
∗

|U = d− θ̄t, wobei θ die Zusammenhangsmatrix von ∇ in F ist. Sodann erhält man
(∇∗ −∇)ev = (h−1∇

∗
h−∇)ev

= h−1
e dhev − dv

= h−1
e (dhe)v + h−1

e hedv − dv

= h−1
e dhev.



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 22Aus (8) und (9) folgt unmittelbar, daÿ ω(F, h) = 0 ist genau dann, wenn der Zusammenhang
∇ metris
h ist. Dabei heiÿt ein (ni
ht notwendigerweise �a
her) Zusammenhang metris
h, wenn
dh(s, t) = h(∇s, t) + h(s,∇t) für alle S
hnitte s, t ∈ F gilt. Wie im vorstehenden Beweis gesehenist mit F �a
h au
h sein Antidualbündel F ∗ �a
h, also ∇∗

◦∇
∗

= 0 und damit au
h der adjungierteZusammenhang ∇∗ in F �a
h.Definition 2.3.4. Sei (F, h)→ X ein hermites
hes R-Bündel und k ≥ 0. Dann heiÿt
c2k+1(F, h) :=

1

(2πi)k22k+1
Tr
[
ω2k+1(F, h)

]
∈ A2k+1(X,C)die Kamber-Tondeur Form von (F, h)→ X vom Grade 2k + 1 und die formale Summe

c(F, h) :=

∞∑

k=0

c2k+1(F, h) ∈ A2•+1(X,C)die totale Kamber-Tondeur Form von (F, h)→ X .Dabei ist
Tr := idA∗

X
⊗A0

X
tr : A∗

X ⊗A0
X

End(F ) −→ A∗
Xdie kanonis
he Fortsetzung der gewöhnli
hen Spurabbildung tr : End(F )→ A0

X . Bekanntli
h ist dieSpur invariant unter zyklis
her Permutation und die Algebra der Formen auf X antikommutiativ.Für ω = α⊗A folgt damit Tr(ω2k) = Tr(ω∧ω2k+1) = α∧α′tr(AA′) = (−1)1·(2k+1)α′∧αtr(A′A) =
−Tr(ω2k), also Tr(ω2k) = 0 und also leben die Kamber-Tondeur Formen nur in ungeraden Graden.Der hier benutzte Vorfaktor (2πi)−k2−(2k+1) stammt aus [BL95℄ I.g (1.34). Andere Autoren nutzenandere Vorfaktoren; verglei
he z.B. K. Igusa in [Ig03℄.Lemma 2.3.5. Die Kamber-Tondeur Form ist GC-invariant, insbesondere G-invariant, d.h. inva-riant unter R- Rahmentransformationen.Beweis. Ist e′ = eg mit g ∈ GC eine Rahmentransformation, so folgt heg = g∗heg. Damit

Tr[((g∗heg)
−1d(g∗heg))

2k+1] = Tr[(g−1h−1
e g∗−1g∗dhe · g)

2k+1]

= Tr[(g−1h−1
e dhe · g)

2k+1]

= Tr[(g−1(h−1
e dhe)

2k+1g)]

= Tr[(h−1
e dhe)

2k+1].Also ist c2k+1(F, h) wie verlangt GC-invariant.Theorem 2.3.6 ([BL95℄ Th.1.11). Die Kamber-Tondeur Form c2k+1(F, h) ist reell, ges
hlossenund die zugehörige Klasse in der de Rham-Kohomologie hängt ni
ht von der Wahl der hermite-s
hen Metrik h in F ab. Wir s
hreiben für die Kamber-Tondeur-Klasse vom Grade 2k + 1 daher
c2k+1(F ) ∈ H2k+1(X,R).Ist ∇ metris
h, so ist ck(F ) = 0 für jedes k. Die Kamber-Tondeur Klasse ist also ein Maÿ fürdie Existenz einer hermites
hen Metrik, wel
he kompatibel zur �a
hen Struktur von F ist. DieKamber-Tondeur Form c2k+1(F, h) ist ein Maÿ für die Kompatibilität der �a
hen Struktur zurgegebenen hermites
hen h, oder äquivalent, daÿ der �a
he Zusammenhang ∇ von F metris
h, alsoein h-Zusammenhang ist.Man bea
hte, sowohl Form als Klasse sind von der Wahl der �a
hen Struktur oder äquivalent vonder Wahl des �a
hen Zusammenhangs auf dem Bündel abängig.
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haften). Seien (F, h) → X und (F ′, h′) → X zwei Objekte in
V herm
R (X). Dann hat man folgende Eigens
haften:
i) Sind F und F ′ isomorph in V herm

R (X), so sind die Kamber-Tondeur Formen glei
h, also
c2k+1(F, h) = c2k+1(F

′, h′).

ii) Natürli
hkeit: Ist f : X ′ → X di�erenzierbar, so gilt
c2k+1(f

∗F, f∗h) = f∗c2k+1(F, h).

iii) Additivität:
c2k+1((F, h) ⊕ (F ′, h′)) = c2k+1(F, h) + c2k+1(F

′, h′)

iv) Dualität :
c2k+1(F, h

∗
) = −c2k+1(F, h)

v) �Multiplikativität� :
c2k+1((F, h)⊗ (F ′, h′)) = rk(F ′)c2k+1(F, h) + rk(F )c2k+1(F

′, h′)Beweis. zu i): Das ist klar, denn Isomorphismen in V herm
R respektieren ni
ht nur die �a
he Struk-tur, sondern au
h die Metrik. Sodann läÿt si
h die Behauptung lokal na
hre
hnen.zu ii): Dies folgt aus der Verträgli
hkeit der Spur und der Cartan-Ableitung d mit Pullba
k.zu iii) Die Metrik h⊕ h′ in F ⊕ F ′ hat lokal bezügli
h Rahmen e, e′ von F bzw. F ′ die Form

(
he 0
0 he′

)

.Damit ist iii) klar.Für den Rest des Beweises verglei
he [BL95℄ Prop.1.13.Betra
htet man �a
he statt hermites
he Bündel, so bleiben na
h Theorem 2.3.6 alle vorstehendenAussagen für die Kamber-Tondeur Klassen ri
htig. Beispielsweise wäre s
hon die erste Aussage i)im Allgemeinen fals
h für �a
he Bündel, da die Morphismen in dieser Kategorie ni
ht notwendigdie Metrik respektieren.Damit erhält man unmittelbar dasKorollar 2.3.8. Die Kamber-Tondeur Klassen sind additive 
harakteristis
he Klassen �a
herBündel im Sinne von De�nition 2.1.1.2.3.1 Konstruktion via Pullba
k der kanonis
hen FormEs bezei
hne wie übli
h G := GLn(R), GC := GLn(C), K := U(n) In diesem Abs
hnitt führen wirdie in [BL95℄ I.g skizzierte Konstruktion der Kamber-Tondeur Klassen im Detail aus. Die Borel-Klassen sind in Gestalt der kanonis
hen Formen (10) Repräsentanten in der relativen Lie-AlgebrenKohomologieH2•+1(gln, un,R) [Bu02℄. Da jede Kamber-Tondeur Klasse eines �a
hen hermites
henVektorbündels bis auf Konstanten von der Borel-Klasse entspre
henden Grades herkommt, lassensie si
h die Borel-Klassen als quasi-universelle Kamber-Tondeur Klassen au�assen. Zur ri
htigenUniversalität fehlt es aber insofern, weil sie ni
ht direkt auf dem klassi�zierenden Raum BG leben(vgl. Abs
hnitt über die universelle Konstruktion).
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hes R-Bündel. Als �a
hes Bündel ist F → X na
h Theorem 1.1.6von der Form F = X̃ ×ρ Cn → X mit der Darstellung ρ : π1(X,x0) → G und der universellenÜberlagerung X̃ von X . Wie in Lemma 1.2.6 bereits gesehen, ist der symmetris
he Raum GC/Kisomorph zum Raum der hermites
hen Metriken herm+
n (C) auf dem Cn. Sei fortan GC/K mit

herm+
n (C) in kanonis
her Weise (Bem.1.2.9) identi�ziert. Betra
hte nun das Bündel E := X̃ ×ρ

GC/K → X . Dann giltLemma 2.3.9. Man hat eine eineindeutige Korrespondenz zwis
hen
{Hermites
he Metriken in F → X}

∼=
−→ {S
hnitte X → E }Beweis. Sei h eine hermites
he Metrik in F → X . Dann ist vermöge

X̃ ×G→ GC/K, (x̃, g) 7→ hgeine π1(X,x0)-äquivariante Abbildung gegeben. Denn (x̃γ, ργg) 7→ ρ∗γhgργ für γ ∈ π1(X,x0). Alsoist X̃ ×ρ G→ GC/K, [x̃, g] 7→ hg wohlde�niert und folgli
h X̃ ×ρ G→ (X̃ ×ρ G)×GC/K, [x̃, g] 7→

[x̃, g, hg]G-äquivariant. Wegen (X̃ ×ρ G)/G = X = X̃/π1(X,x0) erhält man einen S
hnitt
σ : X −→ E = X̃ ×ρ GC/K = (X̃ ×ρ G)×G GC/K, x 7−→ [e, he(x)].Die Behauptung folgt nun ganz analog wie im Beweis von Lemma 1.2.6 iii).Seien g und k die Lie-Algebren von GC bzw. K. Der Tangentialraum TeK(GC/K) ∼= g/kam 1-Element ist isomorph zu dem Raum der hermites
hen n × n-Matrizen hermn(C) vgl.Bismut-Lott [BL95℄ Chap.I.(g). Hierauf operiert K dur
h Adjunktion, also K × hermn(C) →

hermn(C), (U,H) 7→ U−1HU . Dies ist aufgrund von (U−1HU)∗ = U∗H∗U−1∗ = U−1HU wohlde-�niert.Definition 2.3.10. Für hermites
he Matrizen H1, ..., Hk ist vermöge (via den obigen Identi�-kationen)
Φk(H1, ..., Hk) :=

∑

σ∈Sk

(−1)sgn(σ)tr(Hσ(1) · · ·Hσ(k)) (10)eine k-Form auf g/k gegeben. Sie heiÿt die kanonis
he Form vom Grade k auf GC/K.Aufgrund der GC-Invarianz der Spur ist Φk au
h K-invariant und setzt si
h damit wegen (vgl.Dupont [Du03℄ Prop.A2 Seite 68)
Altk(g/k)K ∼= Ak(GC/K)GC (11)zu einer GC-invarianten Form - die wieder mit Φk bezei
hnet werde - auf ganz GC/K fort. Insbe-sonder ist Φk natürli
h G-invariant.Bemerkung 2.3.11. Die kanonis
he Form Φk ist ges
hlossen.Beweis. Das dur
h die Kettenisomorphie A∗(GC/K)GC ∼= Alt∗(g/k)K am 1-Element induzierteDi�erential d : Altk(g/k)K → Altk+1(g/k)K lautet:

(dΦk)(X1, ..., Xk+1) =
∑

i<j

(−1)i+jΦk([Xi, Xj ], X1, ..., X̂i, ..., X̂j , ..., Xk+1), Xl ∈ g/kFür hermites
he Matrizen Hj , Hi ist [Hi, Hj ] ∈ k = Menge aller s
hiefhermites
hen Matrizen.Denn es gilt [Hi, Hj ]
∗ = (HiHj − HjHi)

∗ = H∗
jH

∗
i − H

∗
i H

∗
j = HjHi − HiHj = −[Hi, Hj ]. Dainsbesondere K-invariante Formen auf Vektoren aus k mit Null antworten ist dΦk ges
hlossen.



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 25Der Pullba
k von Φk entlang der kanonis
hen Projektion p2 : X̃ × GC/K → GC/K liefert eineges
hlossene Form p∗2Φk auf dem Produktbündel X̃ × GC/K, die wegen der G-Invarianz au
h
π1(X,x0)-invariant ist, d.h. p∗2Φk kommt von einer ges
hlossenen k-Form αk auf X̃ ×ρ GC/K.Proposition 2.3.12. Sei F ein hermites
hes R-Bündel über X. Dann gilt

c2k+1(F, h) =
1

(2πi)k22k+1
σ∗α2k+1Dabei ist σ : X → E der na
h Lemma 2.3.9 zur hermites
hen Metrik h gehörige S
hnitt.Beweis. Der in Lemma 2.3.9 konstruierte S
hnitt σ : X → E hat lokal die Form he : U → U×GC/Kgegeben dur
h x 7→ (x, he(x)). Bezei
hne die ersi
htli
h π1(X,x0)-invariante Form π∗

2φk wie-der mit Φk. Ist α eine am 1-Element in GC/K de�nierte K-invariante k-Form, so erhältman die zu ihr eindeutig bestimmte G-invarainte k-Form an einem beliebigen Punkt gK dur
h
(α′)gK(X1, ..., Xk) := α((dLg−1 )g(X1), ..., (dLg−1 )g(Xk)). Dadur
h läÿt si
h der Pullba
k der Form
φk an einem beliebigen Punkt als Pullba
k am 1-Element in GC/K bes
hreiben. Die Linkstransla-tion Lg−1 : GC/K → GC/K induziert via dem IsomorphismusGC/K → herm+

n (C), xK 7→ x−1∗x−1die Abbildung herm+
n (C)→ herm+

n (C), H 7→ g∗Hg. Für V1, ..., Vk ∈ TxX folgt
(h∗eΦk)x(V1, ..., Vk) = (Φk)he(x)

((dhe)x(V1), ..., (dhe)x(Vk))

= Φk(d(g
∗ ? g)he(x)

(dhe)x(V1), ..., d(g
∗ ? g)he(x)

(dhe)x(Vk))

= Φk(g
∗(dhe)xg(V1), ..., g

∗(dhe)xg(Vk))

=
∑

s∈Sk

(−1)sgn(s)tr(g∗(dhe)xg(Vs(1)) · · · g
∗(dhe)xg(Vs(k)))

= tr[(g∗dheg)
k](V1, ...., Vk)

= tr[(gg∗dhe)
k](V1, ...., Vk)

= tr[(h−1
e(x)dhe)

k](V1, ...., Vk)und s
hlieÿli
h die Behauptung.Da das Bündel GC/K → X̃ ×ρ GC/K → X zusammenziehbare Fasern GC/K hat, folgt aus derlangen exakten Homotopiesequenz πi(X̃ ×ρ GC/K) ∼= πi(X) für alle i ≥ 0. Zusammen mit demSatz von Whitehead ([tDk00℄ Satz VII.2.5) sind die Räume X̃ ×ρ GC/K und X = X̃/π1(X)homotopieäquivalent. Mithin existiert ein Isomorphismus ι : H∗(X̃×ρGC/K,C)→ H∗(X,C). DieKamber-Tondeur Klasse c2k+1(F ) ist dann gegeben dur
h
c2k+1(F ) =

1

(2πi)k22k+1
ι([α2k+1]) ∈ H2k+1(X,R).Die Unabhängigkeit der Klasse von der Wahl des Isomorphismus ι entspri
ht der Unabhängigkeitvon der Wahl des S
hnittes σ : X → X̃ ×ρ GC/K aber dies wiederum übersetzt si
h na
h demLemma in die Unabhängigkeit von der Wahl der hermites
hen Metrik.2.3.2 Universelle KonstruktionDie Notationen aus dem vorherigen Abs
hnitt beibehaltend konstruieren wir nun die universelleKamber-Tondeur Form, d.h. die Kamber-Tondeur Form des universellen hermites
hen R-Bündels

p : (EG×G (GC/K × Cn, hkan) −→ EG×G GC/K.Dies ges
hieht, indem wir einen Kozykel in Gestalt einer Di�erentialform, der sogenannten uni-versellen Kamber-Tondeur Form, auf der Basis eines kombinatoris
hen Modells von p angeben
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hten. Weil die Elemente in der simplizialen Kohomo-logie eineindeutig den Elementen in der Kohomologie der geometris
hen Realisierung entspre-
hen, repräsentiert die Kamber-Tondeur Form eine Klasse in H•(EG ×G GC/K,R). Wegen
H•(EG×G GC/K,R) ∼= H•(BG,R), steigt die universelle Kamber-Tondeur Klasse na
h BG ab.Für die in diesem Abs
hnitt und den folgenden Abs
hnitten verwendeten simplizialen Te
hnikensei auf den Anhang A verwiesen.Die Nervkonstruktion NḠ liefert bekanntli
h (Bsp.A.3.3 i)) ein kombinatoris
hes Modell für EGund damit au
h für das universelle Bündel p : (EG×G(GC/K×Cn), hkan)→ EG×GGC/K, nämli
h(Bsp.A.3.3 iv)) dur
h die simpliziale Abbildung Np : (NḠ×G (GC/K×Cn), hkan)→ NḠ×GGC/Kfür jedes q ≥ 0.Definition 2.3.13. Sei S eine simpliziale Mannigfaltigkeit. Der Komplex der simplizialen q-Formen mit q ≥ 0 und dem Cartan-Di�erential d, gegeben dur
h

A•
S : 0→ A0

S
d
→ A1

S
d
→ A2

S
d
→ . . . ,heiÿt der simpliziale de Rham-Komplex auf S. Er löst die konstante simpliziale abels
he Garbe Cazyklis
h auf. Na
h Anwendung des globalen S
hnittfunktors Γ erhält man den Doppelkomplex

A(S) := Γ(S,A•
S) = A•,•(S) vermöge Ap,q(S) := Aq(Sp) mit dem (−1)p fa
hen Cartan-Di�erential

d in horizontaler und dem simplizialen Di�erential δ : Ap,q(S) → Ap+1,q(S) de�niert dur
h δω :=
∑

i=0(−1)iε∗iω in vertikaler Ri
htung.Bemerkung 2.3.14. Wende die vorstehende De�nition auf die simpliziale Mannigfaltigkeit S =
(Sp) mit Sp := NḠ(p)×GGC/K mit den G-äquivarianten Rand -und Entartungsoperatoren εi× idbzw. ηi × id an. Eine k-Form α auf NḠ×GGC/K ist also eine Folge von G-invarianten k-Formen
(αp)p≥0 auf NḠ×GC/K, d.h. eine Folge (αp)p≥0 mit αp ∈ Ak(NḠ(p)×GC/K)G. Das simplizialeDi�erential lautet dann

δ : Aq(NḠ(p)×GC/K)G → Aq(NḠ(p+ 1)×GC/K)G

(δω)g0...gp+1 :=

p+1
∑

i=0

(−1)iωg0...ĝi...gp+1.Natürli
h sind die G-invarianten Formen auf dem Produkt NḠ × GC/K genau die Formenauf NḠ ×G GC/K, also Ak(NḠ × GC/K)G = Ak(NḠ ×G GC/K). Der Doppelkomplex
A•(N•Ḡ×G GC/K) =: A•,•(NḠ×G GC/K) entsteht aus dem simplizialen de Rham-Komplex

A•
NḠ×GGC/K

: 0→ A0
NḠ×GGC/K

→ A1
NḠ×GGC/K

→ A2
NḠ×GGC/K

→ . . . ,wel
her die konstante simpliziale Garbe C azyklis
h au�öst, dur
h Anwenden des globalen S
hnitt-funktors Γ.Bemerkung 2.3.15. Bezei
hnet Aq(GC/K)G die G-invarianten q-Formen auf dem symmetri-s
hen Raum GC/K und A•(GC/K)G den G-invarianten Komplex
0 −→ A0(GC/K)G

d
−→ A1(GC/K)G

d
−→ A2(GC/K)G

d
−→ . . . ,so nennt man (vgl.[GHV73℄ 
h.IV)

H•
I (GC/K,R) := H•

(
(A•(GC/K)G

)die G-invariante Kohomologie von GC/K. Aufgrund
Aq(G×GC/K)G ∼= Aq(G×G GC/K) ∼= Aq(GC/K)
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he Injektion
i : A•(GC/K)G →֒ A•(N0Ḡ×G GC/K)von Komplexen gegeben. Ist andererseits ω ∈ Aq(GC/K) mit δω = 0, so liegt ω bereits in

Aq(GC/K)G, denn für ω[g,γ] ∈ A
q(G ×G GC/K) mit g ∈ G und γ ∈ GC/K gilt 0 = (δω)[g0g1,γ] =

ω[g1,γ] − ω[g0,γ] für alle g0, g1 ∈ G. Insbesondere folgli
h ωgγ = ω[g,γ] = ω[1,γ] = ωγ für alle
g ∈ G und also ω eine G-invariante q-Form auf GC/K. Mit anderen Worten ist die Sequenz vonKomplexen

0 −→ A•(GC/K)G
i
−→ A•(N0Ḡ×G GC/K)

δ
−→ A•(N1Ḡ×G GC/K) (12)exakt.Proposition 2.3.16. Bezügli
h der de Rham-Filtrierung

F qA•,•(NḠ×G GC/K) :=
⊕

j≥q

Ai,j(NḠ×G GC/K)des Doppelkomplexes A•,•(NḠ×G GC/K) gibt es eine funktorielle Spektralsequenz
Epq2 = Hp

dH
q
δ (A

•,•(NḠ×G GC/K)) =⇒ Ep+q = Hp+q
G (GC/K)mit dem Kantenmorphismus

Ep02 = Hp
I (GC/K,R) := Hp(A•(GC/K)G) −→ Hp

G(GC/K,R)von der invarianten Kohomologie HI(GC/K,R) in die äquivariante Kohomologie Hp+q
G (GC/K,R).Beweis. Die bezügli
h der de Rham-Filtrierung zum Doppelkomplex A•,•(NḠ×GGC/K) gehörigeSpektralsequenz lautet

Epq2 = Hp
dH

q
δ (A

•,•(NḠ×G GC/K)) =⇒ Ep+q = Hp+q(sA(NḠ ×G GC/K)).De�nitionsgemäÿ ist letzteres glei
h Hp+q(NḠ×GGC/K,R) und na
h Dupont [Du78℄ Prop.6.1 istdies gerade isomorph zu Hp+q(EG×GGC/K,R) := Hp+q(|NḠ×GGC/K|,R). Wegen der exaktenSequenz (12) folgt Ep02 = Hp(A•(GC/K)G,R). Die Existenz der beiden Kantenmorphismen zu einerkohomomolis
hen Spektralsequenz ist Standard (verglei
he hierzu G. Tamme [Ta79℄ Prop.2.3.1 oder[Ta99℄ I.3).Da der symmetris
he Raum G/K zusammenziehbar ist, gilt Hp
G(GC/K,R) ∼= Hp(BG,R) ∼=

Hp(G,R), wobei letzteres die Gruppenkohomologie von G mit Werten in R ist.Definition 2.3.17. Die universelle Kamber-Tondeur-Form c̃2k+1 = (c̃p2k+1)p≥0 von
Np : (NḠ×G (GC/K × Cn), hkan)→ NḠ×G GC/Kvom Grade 2k + 1 ist de�niert dur
h

c̃p2k+1 :=

{ 1
(2πi)k22k+1 Tr

{
[(hkan)−1dhkan]2k+1

} für p = 0 und alle g ∈ G
0 sonst.D.h. c̃2k+1 lebt in dem Doppelkomplex A•,•(NḠ×GC/K).
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hweise 2.3.18. Wir nennen c̃2k+1 au
h die universelle Kamber-Tondeur Form auf demuniversellen hermites
hen R-Bündel
p : (EG×G (GC/K × Cn, hkan) −→ EG×G GC/K,wohl wissend, daÿ es si
h um eine Form auf dem kombinatoris
hen Modell Np von p handelt.Lemma 2.3.19. Die universelle Kamber Tondeur Form c̃2k+1 ist

i) eine Kokette in dem Doppelkomplex A•,•(NḠ×G GC/K).
ii) sowohl d- als au
h δ-ges
hlossen, also insbesondere ein Kozykel in A•,•(NḠ ×G GC/K) undein Element in A2k+1(GC/K)G.Beweis. Zu i): Es ist nur die G-Invarianz auf der Nullkomponente N0Ḡ = G zu zeigen. Dadie kanonis
he Metrik hkan ni
ht von g ∈ G abhängt, ist sie au
h die kanonis
he Metrik in demProduktbündel p0 : G × GC/K × Cn → G × GC/K. Jedenfalls ist c̃02k+1 ∈ A2k+1(G × GC/K)und dieselbe Re
hnung wie in Lemma 2.3.5 liefert die verlangte G-Invarianz. Also ist c̃02k+1 ∈

A2k+1(G×GC/K)G. Die erste Behauptung in ii) folgt aus Theorem 2.3.6; die zweite ist klar, unddie dritte folgt aus Bem.2.3.15.O�ensi
htli
h ist die Eins
hränkung von c̃2k+1 auf A2k+1(N•Ḡ×G GC/K) eine simpliziale 2k + 1-Form auf NḠ×G GC/K.Korollar 2.3.20. Die universelle Kamber-Tondeur Form c̃2k+1 repräsentiert eine Klasse in deräquivarianten Kohomologie H2k+1
G (GC/K,R) und weil GC/K zusammenziehbar ist, steigt dieseKlasse na
h H2k+1(BG,R) ab.Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Prop. 2.3.16.Lemma 2.3.21. Die Kamber-Tondeur Form c2k+1(F, h) auf X des hermites
hen R-Bündels π :

(F, h)→ X ist eindeutig bestimmt dur
h die Vorgabe der simplizialen 2k+1-Form, de�niert dur
h
cp2k+1 :=

{

ω2k+1
i := 1

(2πi)k22k+1 Tr[(hei
)−1dhei

]2k+1 für p = 0 und alle i ∈ I
ω2k+1
i0...ip

:= 0 für p > 0 und alle (i0, ..., ip) ∈ I
p+1.auf NXU des simplizialen hermites
hen R-Bündels πU : (NFV , hU) → NXU , zu einer (dann zujeder) Trivialisierung T , die dur
h die lokalen Daten einer o�enen Überde
kung U := (Ui)i∈I und�a
hen R-Rahmen ei auf jedem Ui gegeben ist.Beweis. Sei (cp2k+1)p≥0 die Kamber-Tondeur Form auf NXU zur Trivialisierung T . Dann folgtdie Behauptung entweder aus lokalen Konstruktion von c2k+1(F, h) Bem.2.3.1 oder in Analogie zuLemma 2.3.19 ii) aus der G-Invarianz der Kamber-Tondeur Form und der Garbenbedingung von

A2k+1
X , nämli
h so: Es gilt (δc02k+1)ij = (c02k+1j

)|Uij
− (c02k+1i

)|Uij
. Wegen der G-Invarianz derKamber-Tondeur Form (Lemma 2.3.5) folgt c02k+1j

= c02k+1i
und also ist δc02k+1 = 0. Aufgrundder exakten Sequenz

0→ A2k+1
X (X)→ A2k+1

X (N0XU)→ A2k+1
X (N1XU )existiert genau eine globale 2k+1-Form, nämli
h gerade c2k+1(F, h) mit c2k+1(F, h)|Ui

= c02k+1.Dieses Lemma hilft in zweierlei Weise: Erstens sagt es, daÿ man die Kamber-Tonduer Form ei-nes hermites
hen R-Bündels in ganz analoger Weise betra
hten kann wie die universelle Kamber-Tondeur Form des universellen hermites
hen R-Bündels und zweitens kann man den nun folgendenSatz o.B.d.A. rein kombinatoris
h lösen.



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BÜNDEL 29Satz 2.3.22. Jede Kamber-Tondeur Form eines hermites
hen R-Bündels ist Pullba
k der Uni-versellen.Beweis. Sei also c2k+1(F, h) die Kamber-Tondeur Form des hermites
henR-Bündels π : (F, h)→ Xund T := (U , e) eine Trivialisierung von π. Dann gibt es vermöge der Nervkonstruktion dassimpliziale hermites
he R-Bündel πU : (NFV , hU) → NXU und na
h Theorem 1.2.4 und AnhangA.3 die simpliziale Bündelabbildung:
NXU NḠ×G GC/K

(NḠ×G GC/K × Cn, hkan)(NFV , hU)

ϕeU

π

ϕ̃eV

pDies ist das kombinatoris
he Modell von
X EG×G GC/K

(EG×G (GC/K × Cn), hkan)(F, h)

ϕ

π

ϕ̃

pzur Trivialisierung T . Die horizontalen simplizialen Abbildungen sind gegeben dur
h NpXU ∋
Ui0...ip → Gp+1 ×G GC/K, x 7→ [(1, gi1i0 , ...., gipi0), τ

−1(hei0
(x))]. Dies ist wohlde�niert, dennstellt man h bezügli
h eines anderen R-Rahmens eij = ei0gi0ij mit j = 1, ..., p dar, so gilt aufgrundder Kozykelbedingung gii = 1 und gijgjk = gik auf Uijk:

[(1, gi0ij , ...., gipij ), τ
−1(heij

)] = [(1gi0ij , gi1i0gi0ij , ...., gipi0gi0ij ), giji0τ
−1(hei0

)]

= [(1, gi1i0 , ...., gipi0)gi0ij , giji0τ
−1(hei0

)]Also sorgt die G-Operation auf NḠ×GC/K für die Wohlde�niertheit der simplizialen Abbildung
ϕeU ; analog für ϕ̃eV . Auf der Nullkomponente gilt na
h Konstruktion der kanonis
hen Metrik hkansowie wegen der funktoriellen Eigens
haften der Kamber-Tondeur Formen (vgl. Prop. 2.3.7) fürjedes i ∈ I

(ϕ0
Ui

)∗c̃02k+1 = (ϕ0
Ui

)∗
1

(2πi)k22k+1
Tr([(hkan)−1dhkan]2k+1)

=
1

(2πi)k22k+1
Tr([((ϕ0

Ui
)∗hkan)−1d(ϕ0

Ui
)∗hkan]2k+1)

=
1

(2πi)k22k+1
Tr([h−1

ei
dhei

]2k+1).Aus der lokalen Konstruktion der Kamber-Tondeur Formen bzw. dem Lemma 2.3.21 folgt s
hlieÿ-li
h die Behauptung.Man bea
hte, daÿ die Wahl der Überde
kung U und der R-Rahmen (ei)i die simplilziale Bünde-labbildung (ϕ̃eV , ϕ
e
U ) in kanonis
her Weise festlegt. Andere Wahlen liefern zwar andere Bündelab-bildungen, jedo
h dieselbe zurü
kgeholte Form.
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he Klassen hermites
her R-BündelZiel des nun folgenden Kapitels ist, ganz dem Vorbild der Cheeger-Chern- Simons Theorie folgend,die Verfeinerung der Kamber-Tondeur Klassen in Gestalt eines Liftes der klassis
hen Kamber-Tondeur Klassen. Zu jedem hermites
hen R-Bündel konstruieren wir zu einer vorgegebenen Tri-vialisierung eine verfeinerte Kamber-Tondeur Form, deren Klasse im Gegensatz zur klassis
henSituation ni
ht in der reellen de Rham-Kohomologie, sondern in der glatten Deligne-Kohomologiemit Koe�zienten in einer gewissen abels
hen Gruppe lebt. Eine andere Trivialisierung liefert zwarau
h eine andere Form, jedo
h die Klasse in der Deligne-Kohomologie bleibt dieselbe. Die Bildungder verfeinerten Klassen ist additiv und funktoriell auf der Kategorie der hermites
hen R-Bündel.Im zweiten Abs
hnitt wird diese Konstruktion auf dem universellen hermites
hen R-Bündel ver-allgemeinert. Die universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse lebt jedo
h ni
ht in der glattenDeligne-Kohomologie, sondern in der äquivarianten glatten Deligne-Kohomologie. Es stellt si
herwartungsgemäÿ heraus, daÿ jede verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse Pullba
k der universellenverfeinerten ist.Das gesamte Kapitel nutzt die volle te
hnis
he S
hlagkraft der im Anhang entwi
kelten simplizialenMethoden, die au
h s
hon stellenweise im vorangegangenen Kapitel Anwendung fand.3.1 Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur KlassenDefinition 3.1.1. Eine R-Metrik in einem hermites
hen R-Bündel ist eine Metrik, die lokalbezügli
h eines R-Rahmens nur Werte in R annimmt, d.h. bezügli
h eines R-Rahmens hat diedarstellende Matrix der Metrik nur Einträge aus R.Man bea
hte, daÿ die zu den Daten eines hermites
hen R-Bündels (F, h)→ X gehörige hermites
heMetrik h ni
ht notwendigerweise eine R-Metrik ist.Sei π : (F, h) → X ein hermites
hes R-Bündel und T := (U , e, hRU ) die Trivialisierung bestehendaus einer o�enen Überde
kung U := (Ui)i∈I von X , �a
hen R-Rahmen (ei)i∈I und hermites
hen
R-Metriken hi auf jedem Ui mit hi(ei) = 1. Sei weiter V := (Vi)i∈I die o�ene Überde
kung von Fmit Vi := π−1(Ui) = Ui × Cn. Dann liefert die Nervkonstruktion von X zur Überde
kung U dassimpliziale hermites
he R-Bündel πU : (NFV , hU ) → NXU , also ein kombinatoris
hes Modell von
π (Bsp.A.3.3 iii)).Der simplizialen de Rham-Komplex

0→ A0
NXU

d
→ A1

NXU

d
→ A2

NXU

d
→ . . . ,auf NXU , wel
her die konstante simpliziale Garbe C au�öst, ist ein Spezialfall von Beispiel A.5.3

ii). Der dur
h den globalen S
hnittfunktor Γ enstehende Doppelkomplex A•,•(NXU ) ist gegebendur
h Ap,q(NXU ) := Aq(NpXU). Dies ist der wohlbekannte Če
h-de Rham-Doppelkomplex, also
Ap,q(NXU) = Čp(U , AqX).Sei p ≥ 0. Dann ist vermöge

h̄(t0, ..., tp+1, x)i0...ip :=

p
∑

k=0

tkhik(x)|Ui0 ...ip
+ tp+1h(x)|Ui0 ...ipeine Familie von hermites
hen Metriken h̄p := (h̄i0...ip) auf

∐

i0,...,ip

∆p+1 × Ui0...ip × Cn →
∐

i0,...,ip

∆p+1 × Ui0...ip ,



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 31also in ∆p+1×NpFV → ∆p+1×NpXU gegeben. Setzt man weiter ωp2k+1(F, h̄) := (ωp2k+1(F, h̄)i0...ip)mit
ωp2k+1(F, h̄)i0...ip :=

1

(2πi)k22k+1
Tr[(h̄−1dh̄)2k+1], (13)so erhält man für jedes (i0, ..., ip) ∈ Ip+1 eine 2k + 1-Form auf ∆p+1 × Ui0...ip , also eine 2k + 1-Form auf ∆p+1×NpXU . Dur
h Integration über die Faser bezügli
h des trivialen Bündels ∆p+1×

NpXU → NpXU ist eine Form Cp,2k−p2k+1 (F, h̄) := (Cp,2k−p2k+1 (F, h̄)i0...ip) mit
Cp,2k−p2k+1 (F, h̄)i0...ip := (−1)p−1

∫

∆p+1

ωp2k+1(F, h̄)i0...ip ∈ A2k−p(NpXU ) (14)vom Grad 2k + 1 gegeben. Das Paar (f, (Cp,2k+1
2k+1 )p≥0(F, h̄)) mit

fi0...i2k+1
:= −

(

δC2k,0
2k+1(F, h̄)

)

i0...i2k+1heiÿt verfeinerte Kamber-Tondeur-Form von π : (F, h) → X vom Grade 2k + 1. Sie hängtvon der Wahl der Trivialisierung T ab.Setze
A2k+1(F )T :=

〈∫

ε2k+2∆2k+2

ω2k+1
2k+1(F, h̄)i0...i2k+1

〉

Z

⊂ Rund
A2k+1(F ) :=

∑

T

A2k+1(F )T ⊂ R,wobei über alle Trivialisierungen T summiert wird. Es wird si
h im folgenden Abs
hnitt über dieKonstruktion der universellen verfeinerten Klassen herausstellen, daÿ diese etwas adho
 wirken-dende De�nition von A2k+1(F ) über�üssig ist und dur
h den �universellen Koe�zientenberei
h�
A2k+1(R) ersetzt werden kann. (verglei
he hierzu au
h Bem. 3.1.5).Theorem 3.1.2. Das Paar (f, (Cp,2k+1

2k+1 (F, h̄))p≥0), bestehend aus den 2k − p-Formen
{Cp,2k−p2k+1 (F, h̄)}p=0,...,2kin dem Doppelkomplex A•,•(NXU ) zusammen mit

f := −δC2k,0
2k+1(F, h̄) ∈ Č2k+1(U , A2k+1(F ))bildet einen 2k + 1-Kozykel in dem glatten Deligne-Komplex

A2k+1(F )D : 0→ A2k+1(F )
i
→ A0

X
d
→ A1

X
d
→ . . .

d
→ A2k

X ,dessen Kohomologieklasse ni
ht von der Wahl der �a
hen R-Rahmen und damit den �a
hen R-Metriken hi0 , ..., hip abhängt und ferner invariant unter Verfeinerung von U ist, d.h.
C2k+1(F, h̄) :=

{

f,
(

Cp,2k−p2k+1 (F, h̄)
)}

p=0,...,2k
∈ H2k+1

D (X,A2k+1(F )).Beweis. 1.S
hritt: Beweis der Kozykeleigens
haft
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hnet d′ das Cartan-Di�erential auf X ×∆p+1 und
d∆ das in Ri
htung von ∆p+1, so gilt d′ = d+ d∆ und damit
dCp,2k−p2k+1 (F, h̄)i0...ip = (−1)p−1d

∫

∆p+1

ωp2k+1(F, h̄)i0...ip

= (−1)p−1

∫

∆p+1

d′ωp2k+1(F, h̄)i0...ip
︸ ︷︷ ︸

=0 Theorem 2.3.6 −(−1)p−1

∫

∆p+1

d∆ω
p
2k+1(F, h̄)i0...ip

=Stokes (−1)p
p
∑

j=0

(−1)j
∫

εj∆p+1

ωp2k+1(F, h̄)i0...ip −

∫

εp+1∆p+1

ωp2k+1(F, h̄)i0...ip

= (−1)p(δCp−1,2k−p+1
2k+1 )(F, h̄)i0...ip −

∫

εp+1∆p+1

ωp2k+1(F, h̄)i0...ip .Das Integral in der letzten Zeile vers
hwindet für p = 0, ..., 2k, denn ist x0 ∈ Ui0...ip ein beliebigerPunkt, so gibt es wegen (F|Ui
, hi) ∼= p∗(Fx0 , hi(x0)) einen kanonis
hen Isomorphismus

(∆p+1 × F )|Ui0...ip×ε
p+1∆p+1, h̄) ∼= (id× p)∗

(
Fx0 × ε

p+1∆p+1, h̄|{x0}×εp+1∆p+1

)
,weil auf εp+1∆p+1 die Koordinate tp+1 Null ist und somit die Metrik h̄ konstant auf Ui0...ip ist.Also läÿt sie si
h von einer Metrik auf einem Punkt zurü
kziehen. Es folgt

∫

εp+1∆p+1

ωp2k+1(F, h̄)i0...ip =

∫

εp+1∆p+1

ωp2k+1((p× id)
∗Fx0 , (p× id)

∗(h̄|{x0}×εp+1∆p+1))i0...ip

=

∫

εp+1∆p+1

(p× id)∗ωp2k+1(Fx0 , h̄{x0}×εp+1∆p+1)i0...ip

= p∗
∫

εp+1∆p+1

ωp2k+1(Fx0 , h̄{x0}×εp+1∆p+1)i0...ip
︸ ︷︷ ︸

∈A2k+1({x0}×εp+1∆p+1)
︸ ︷︷ ︸

∈A2k+1−p({x0})

.Aber eine 2k+1−p-Form auf einem Punkt ist entweder Null, für 2k+1−p > 0 oder eine Nullformfür 2k + 1− p = 0, d.h.
∫

εp+1∆p+1

ωp2k+1(F, h̄)i0...ip =

{
0 2k + 1 > p
c, c ∈ A2k+1(F ) 2k + 1 = p

(15)mit einer no
h näher zu bestimmenden Untergruppe A2k+1(F ) von R. Damit ist
d
(

Cp,2k−p2k+1 (F, h̄)
)

i0,...,ip
= (−1)p

(

δCp−1,2l−p+1
2k+1 (F, h̄)

)

i0,...,ip
, für p = 1, · · · 2kgezeigt. Setze fi0...i2k+1

:= −
(

δC2k,0
2k+1(F, h̄)

)

i0...i2k+1

und zeige, daÿ f im Bild von i :

Č2k+1(U , A2k+1(F ))→ Č2k+1(U , A0
X) = A0

X(N2k+1XU) liegt. Dazu betra
hte den Fall p = 2k+1.Wegen C2k+1,−1
2k+1 (F, h̄) = 0 ist

∫

∆2k+2

d∆ω
2k+1
2k+1(F, h̄)i0...i2l+1

=

∫

∆2k+2

d′ω2k+1
2k+1(F, h̄)i0...i2l+1

= 0.Mit Stokes folgt weiter
0 =

∫

∆2k+2

d∆ω
2k+1
2k+1(F, h̄)i0...i2k+1

= (−1)2k+1
(

δC
2k+1−1,2k−(2k+1)+1
2k+1 (F, h̄)

)

i0...i2l+1

−

∫

ε2k+2∆2k+2

ω2k+1
2k+1(F, h̄)i0...i2k+1

= −
(

δC2k,0
2k+1(F, h̄)

)

i0...i2k+1

−

∫

ε2k+2∆2k+2

ω2k+1
2k+1(F, h̄)i0...i2k+1

.
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2k+1(F, h̄))i0...i2k+1

im Bild von i. Bezei
hne das dur
h i eindeutig bestimmte Elementin Č2k+1(U , A2k+1(F )) wieder mit f . Dies zeigt die Kozykeleigens
haft.2.S
hritt: Die Klasse Cp,2k−p2k+1 (F, h̄) hängt weder von der Wahl der �a
hen R-Rahmen no
h vonden R-Metriken ab.Sei i ∈ I fest gewählt. Betra
hte die o�ene Überde
kung U ′ := U ∪Ui′ von X mit Ui′ := Ui. Wählehierauf einen �a
hen R-Rahmen ei′ und eine R-Metrik gi′ mit gi′(ei′) = 1. Die Idee ist nun, daÿsi
h die beiden Formen C2k+1(F, h̄) und C2k+1(F, h̄
′) um einen Korand unters
heiden. Dabei ist

C2k+1(F, h̄
′) die verfeinerte Kamber-Tondeur-Form bezügli
h der Überde
kung U ′\Ui. Für jedes

p ≥ 0 ist vermöge
Hp,2k−1−p
i0...ip

:=







0 für i /∈ {i0...ip}
(−1)ν+pCp+1,2k−p−2

i0...iν−1ii′...ip
für 0 ≤ p < 2k

f2k+1
i0...ii′...2k

:= f für p = 2keine 2k-Deligne-Kokette in A(2k + 1)D gegeben, wobei ν die Stelle des Elementes i im Tupel
i0...ip bezei
hnet. Zur Abkürzung seien im folgenden die Formengrade in Hp,q unterdrü
kt. Für
0 < p ≤ 2k gilt
(dHp + (−1)pδHp−1)i0...ip = (dHp)i0...ip + (−1)p(δHp−1)i0...ip

= d(Hp
i0...ip

) + (−1)p
p
∑

j=0

(−1)jHp−1

i0...îj ...ip

= (−1)ν+pdCp+1,2k−p−1
i0...ii′...ip

+ (−1)p
p
∑

j=0

(−1)jHp−1

i0...îj ...p

= (−1)ν+p(−1)p+1(δCp,2k−p)i0...ii′...ip + (−1)p
p
∑

j=0

(−1)jHp−1

i0...îj ...ip

= (−1)ν+2p+1(
∑

j<ν

(−1)jCp,2k−p
i0....îj ...ii′...ip

+

p
∑

j>ν

(−1)j+1Cp,2k−p
i0...ii′...îj ...ip

+ (−1)νCp,2k−p
i0...̂ii′...ip

+ (−1)ν+1Cp,2k−p
i0...iî′...ip

)

+ (−1)p(
∑

j<ν

(−1)ν−1+p−1+jCp,2k−p
i0...îj ...ii′...ip

+
∑

j>ν

(−1)ν+p−1+jCp,2k−p
i0...ii′...îj...ip

)

= (−1)νCp,2k−p
i0...̂ii′...ip

+ (−1)ν+1Cp,2k−p
i0...iî′...ipund im Falle p = 0 sieht man sofort dH0

i = dC1,2k−1
ii′ = −(δC0,2k)ii′ = −C0,2k

i′ + C0,2k
i . Da-mit ist S
hritt 2 gezeigt. Wegen S
hritt 2 ist die Klasse Cp,q2k+1 invariant unter Verfeinerung derÜberde
kung, was den Beweis des Theorems abs
hlieÿt.Definition 3.1.3. Die Klasse C2k+1(F, h̄) heiÿt verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse von

π : (F, h)→ X vom Grade 2k + 1 und wird fortan mit C2k+1(F, h) bezei
hnet.Im Folgenden sei stets die Überde
kung U als gut vorausgesetzt. Damit ist die Bedingung derInvarianz unter Verfeinerung von U wegen H∗
D(U , A2k+1(F )) ∼= H∗

D(X,A2k+1(F )) über�üssig.Korollar 3.1.4. Aus der Konstruktion von ω2k+1(F, h̄)i0...i2k+1
zusammen mit (15) folgt unmit-telbar, daÿ für abzählbares R der Koe�zientenberei
h A2k+1(F ) in einer abzählbaren Untergruppevon R enthalten ist.



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 34Bemerkung 3.1.5. i) Man bea
hte, daÿ na
h Prop.2.3.6 die Form ω2k+1 reell ist. Daher ist derKoe�zientenberei
h A2k+1(F ) eine Untergruppe von R.
ii) Der bisher de�nierte Koe�zientenberei
h A2k+1(F ) der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassenhat den Makel vomR-Bündel (F, h)→ X abhängig zu sein. Dies wird jedo
h dur
h die im folgendenAbs
hnitt behandelte universelle Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen behoben.Ihr Koe�zientenberei
h hängt nur no
h von der R-Struktur, d.h. vom Ring R ab und wird dahermit A2k+1(R) bezei
hnet. Da für jedes R-Bündel (F, h) → X der Koe�zientenberei
h A2k+1(F )in A2k+1(R) enthalten ist, ma
ht es Sinn von vornherein das obige Theorem mit A2k+1(R) zuformulieren.In völliger Analogie zu Prop.2.3.7 haben wirProposition 3.1.6 (Eigens
haften). Seien (F, h) → X und (F ′, h′) → X zwei Objekte in
V herm
R (X). Dann hat man folgende Eigens
haften:
i) Sind F und F ′ isomorph in V herm

R , so gilt
C2k+1(F, h) = C2k+1(F

′, h′).

ii) Natürli
hkeit: Ist f : X ′ → X di�erenzierbar, so gilt
C2k+1(f

∗F, f∗h) = f∗C2k+1(F, h).

iii) Additivität:
C2k+1((F, h)⊕ (F ′, h′)) = C2k+1(F, h) + C2k+1(F

′, h′)

iv) Dualität :
C2k+1(F, h

∗
) = −C2k+1(F, h)

v) �Multiplikativität� :
C2k+1(F ⊗ F

′) = rk(F ′)C2k+1(F, h) + rk(F )C2k+1(F
′, h′)Beweis. Dies folgt alles aus Prop.2.3.7, der Verträgli
hkeit der Integration mit Pullba
k und derKonstruktion der verfeinerten Klassen.Korollar 3.1.7. Die verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen sind additive 
harakteristis
heKlas-sen hermites
her R-Bündel.Korollar 3.1.8. Die verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen sind Lifts der klassis
hen. Genauergilt für jedes k ≥ 0

dC2k+1(F, h) = −c2k+1(F ) ∈ H2k+1(X), A2k+1(R)),wobei d : H2k+1
D (X,A2k+1(R))→ A2k+1(X)A2k+1(R) der Krümmungshomomorphismus aus LemmaB.0.8 ist.Beweis. Fixiere eine Trivialisierung T von (F, h) → X . Dann ist die verfeinerte Kamber-TondeurForm C2k+1(F, h̄) zu T ein Repräsentant der Klasse C2k+1(F, h) ∈ H2k+1

D (X,A2k+1(F )). Mit



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 35denselben Methoden wie im vorstehenden Theorem sieht man
dC0,2k

2k+1(F, h̄)i = d

∫

∆1

ω0
2k+1(F, h̄)i

=Theorem 2.3.6 −

∫

∆1

d∆ω
0
2k+1(F, h̄)i (d′ = d+ d∆)

=Stokes −

∫

ε0∆1

ω0
2k+1(F, h̄)i +

∫

ε1∆1

ω0
2k+1(F, h̄)i

=(15) −

∫

ε0∆1

ω0
2k+1(F, h̄)i + 0

= −c2k+1(F, h)|Uiein. Da die Kamber-Tondeur Form c2k+1(F, h) ni
ht von der Wahl der Trivialisierung abhängt,folgt mithin die Behauptung.Bemerkung 3.1.9. Aus den verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen gewinnt man also via demKrümmungshomomorphismus ni
ht nur die klassis
hen Kamber-Tondeur Klassen, sondern sogardie Formen selbst, d.h. die Information über die Metrik der hermites
hen R-Bündeln bleibt erhal-ten. Da die klassis
hen Kamber-Tondeur Klassen ni
ht von der hermites
hen Metrik abhängen,sind sie demna
h Invarianten �a
her R-Bündel. Die verfeinerten hingegen sind Invarianten hermi-tes
her R-Bündel.Weil das Bild des Krümmungshomomorphismus ges
hlossene Di�erentialformen mit Perioden in
A2k+1(R) liefert, liegen die klassis
hen Kamber-Tondeur Klassen bereits in H2k+1(X,A2k+1(R)).Au
h dies ist eine zusätzli
he Information über die klassis
hen Kamber-Tondeur Klassen.3.2 Konstruktion der universellen verfeinerten Kamber-Tondeur KlasseIn diesem Abs
hnitt behandeln wir den sogenannten universellen Fall, d.h. die Konstruktion derverfeinerten Kamber-Tondeur Klassen erfolgt nun auf dem universellen hermites
hen R-Bündel

p : (EG×G (GC/K × Cn), hkan)→ EG×G GC/K.Wie übli
h ges
hieht dies auf simpliziale Weise, (vgl. Anhang A). Wir zeigen, daÿ die univer-selle verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse � in völliger Analogie zur klassis
hen Situation � inder äquivarianten glatten Deligne- Kohomologie lebt (3.2.13) und daÿ jede verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse Pullba
k der universellen verfeinerten ist. Zusätzli
h verallgemeinern wir den ausder glatten Deligne-Kohomomologie bekannten Krümmungshomomorphismus auf den äquivarian-ten Fall (Lemma 3.2.5) und können damit wiederum ganz analog zum vorangegangenen Abs
hnittCor.3.1.8 zeigen, daÿ die verfeinerte universelle Kamber-Tondeur Klasse ein Lift der klassis
henuniversellen ist.Die Nervkonstruktion des universellen Bündels
p : (EG×G (GC/K × Cn), hkan)→ EG×G GC/Kliefert ein kombinatoris
hes Modell (vgl.A.3.3 iv)), nämli
h das simpliziale hermites
he R-Bündel

Np : (NḠ×G (GC/K × Cn), hkan)→ NḠ×G GC/K.Der simpliziale de Rham-Komlex
0 −→ A0

NḠ×GGC/K

d
−→ A1

NḠ×GGC/K

d
−→ A2

NḠ×GGC/K

d
−→ . . .



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 36auf NḠ×GGC/K ist ein Spezialfall von Bsp.A.5.3. Wie bereits in Bem.2.3.14 gesehen, erhält mandur
h Anwenden des globalen S
hnittfunktors den Doppelkomplex A•,•(NḠ ×G GC/K), wel
hergegeben ist dur
h Ap,q(NḠ×G GC/K) := Aq(NpḠ×G GC/K).Konstruktion der Form: Sei p ≥ 0. Mittels der kanonis
hen Abbildung
Gp+1 −→ (herm+

n (C))p+1, (g0, ..., gp) 7−→ (h0, ..., hp)mit hi := g∗i gi ist vermöge
h̃p(t0, ..., tp+1, x)g0...gp

:=

p
∑

i=0

tkhi + tp+1h
kan(x),

p+1
∑

i=0

ti = 1, ti ≥ 0, i = 0, ..., p+ 1eine hermites
he Metrik h̃p := (h̃pg0...gp
)(g0,...,gp)∈Gp+1 in ∆p+1 × NpḠ × GC/K × Cn → ∆p+1 ×

NpḠ × GC/K gegeben. (Dabei wurde der symmetris
h Raum GC/K in kanonis
her Weise (vlg.Bem.1.2.9) mit herm+
n (C) identi�ziert.) Setzt man nun ωp2k+1(h̃) := (ωp2k+1(h̃)g0...gp

) mit
ωp2k+1(h̃)g0...gp

:=
1

(2πi)k22k+1
Tr

[(

h̃−1dh̃
)2k+1

]

, (16)so erhält man eine reelle, ges
hlossene (Theorem 2.3.6), G-invariante (Lemma 2.3.5) 2k+1-Form auf
∆p+1 ×NpḠ×GC/K. Für jedes p-Tupel (g0, ..., gp) ∈ G

p+1 = NpḠ erhält man dur
h Integrationüber die Faser bezügli
h des trivialen Bündels ∆p+1 ×GC/K → GC/K die 2k − p-Form
Cp,2k−p2k+1 (h̃)g0...gp

:= (−1)p−1

∫

∆p+1

ωp2k+1(h̃), (17)also ist
Cp,2k−p2k+1 (h̃) :=

(

Cp,2k−p2k+1 (h̃)g0...gp

)

(g0,...,gp)∈Gp+1
∈ A2k−p(NpḠ×G GC/K).Das Paar (f, Cp,2k−p2k+1 (h̃))p≥0 mit

fg0....g2k+1
:= −

(

δC2k,0
2k+1(h̃)

)

g0...g2k+1heiÿt universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Form von p : (EG×G (GC/K ×Cn), hkan)→
EG×G GC/K vom Grade 2k + 1.Definition 3.2.1. Setze

A2k+1(R) :=

〈{∫

ε2k+2∆2k+2

ω2k+1
2k+1(h̃)g0...g2k+1

}

(g0,...,g2k+1)∈G2k+2

〉

Z

.Man nennt A2k+1(R) den Koe�zientenberei
h von (f, Cp,2k−p2k+1 (h̃))p≥0.Bemerkung 3.2.2. Sei A eine abels
he Gruppe. Na
h Beispiel A.1.4 iii) läÿt si
h jeder sim-plizialen Menge X die simpliziale abels
he Gruppe ZX :=< X >Z zuordnen. Hierzu hat man denKettenkomplex
ZX0

∂
← ZX1

∂
← ZX1

∂
← . . .mit seinem Di�erential ∂ :=

∑

i(−1)iεi. Dualisieren mit dem kontravarianten Hom-Funktor
HomZ(−, A) liefert den Kokettenkomplex

0→ HomZ(ZX0, A)
δ
→ HomZ(ZX1, A)

δ
→ . . .

δ
→ HomZ(ZXp, A)

δ
→ HomZ(ZXp+1, A)

δ
→ . . .mit dem dur
h
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ZXp+1

ZXp A

εi

σp

ε∗i := σp ◦ εiinduzierten Di�erential
δσp :=

p+1
∑

i=0

(−1)iε∗i .Wendet man das vorstehende auf die Nervkonstruktion X := NG von G (vgl. Bsp.A.1.4) mit
Cp(NG,A) := HomZ(ZNpG,A) an, so erhält man die aus der Gruppenkohomologie wohlbekannteBar-Au�ösung von A mit ihrem Di�erential δ : Cp−1(NG,A)→ Cp(NG,A)

(δσp−1)(g1, ..., gp) := g1σp−1(g2, ..., gp)

+

p−1
∑

i=1

(−1)iσp−1(g1, ..., gigi+1, ..., gp)

+(−1)pσp−1(g1, ..., gp−1).Die n-te Kohomologiegruppe dieses Komplexes heiÿt n-te Gruppenkohomologie von G mit Wertenin A , also
Hn(G,A) = Hn(C•(NG,A)).Diese Konstruktion wird verwendet in dem folgendenTheorem 3.2.3. Das Paar (f, Cp,2k−p2k+1 (h̃))p≥0, bestehend aus den 2k − p Formen

(Cp,2k−p2k+1 (h̃))p=0,...,2kin dem Doppelkomplex A•,•(NḠ×GC/K)G = A•,•(NḠ×G GC/K) bilden zusammen mit
f̃ := −

(

δCp,2k−p2k+1 (h̃)
)

∈ C2k+1(NG,A2k+1(R)) := HomZ(ZN2k+1G,A2k+1(R))einen 2k + 1-Kozykel in dem Doppelkomplex A2k+1(R)D:
0→ C•(NG,A2k+1(R))

i
→ A•,0(NḠ×GGC/K)

d
→ A•,1(NḠ×GGC/K)

d
→ · · ·

d
→ A•,2k(NḠ×GGC/K)d.h.

C2k+1(h̃) :=
{

f̃ ,
(

Cp,2k−p2k+1 (h̃)
)}

p=0,...,2k
∈ H2k+1(sA2k+1(R)D).wobei sA2k+1(R)D den zum Doppelkomplex A2k+1(R)D gehörigen Totalkomplex bezei
hnet. DerKoe�zientenberei
h A2k+1(R) von C2k+1(h̃) ist eine Untergruppe von R, die von k und R abhängt.Ist R abzählbar, so ist A2k+1(R) in einer abzählbaren Untergruppe von R.Beweis. Der Beweis der Kozykeleigens
haft funktioniert genau wie in Theorem 3.1.2. Man ersetzedazu1. Cp,2k−p2k+1 (F, h̄)i0...ip dur
h Cp,2k−p2k+1 (h̃)g0...gp

,2. das Bündel F dur
h das triviale Bündel GC/K × Cn → GC/K,3. NXU dur
h die triviale simpliziale Mannigfaltigkeit N(GC/K)U zur Überde
kung U :=
(Ug)g∈G mit Ug := GC/K für alle g in G.



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 38Genauso wie in Korollar 3.1.4 folgt die Abzählbarkeit von A2k+1(R).Definition 3.2.4. Die Klasse C2k+1(h̃) heiÿt universelle verfeinerte Kamber-Tondeur-Klasse von p : (EG×G (GC/K × Cn), hkan)→ EG×G GC/K vom Grade 2k + 1 und wird fortanmit C2k+1 bezei
hnet.Man hat eine äquivariante Version des Krümmungshomomorphismus (vgl. hierzu Lemma B.0.8)Lemma 3.2.5. Es gibt einen kanonis
hen Epimorphismus
d : H2k+1(sA2k+1(R)D) −→ A2k+1(GC/K)GA2k+1(R), x = (a, ω) 7−→ Fωin die G-invarianten, ges
hlossenen 2k + 1-Formen mit Perioden in A2k+1(R).Beweis. Eine Klasse x ∈ H2k+1(sA2k+1(R)D) wird repräsentiert dur
h (a, ω0, ..., ω2k) mit a ∈

C2k+1(NG,A2k+1(R)) und ωi = (ωg0...gi
)gj∈G ∈ Ai,2k−i(NḠ ×G GC/K). Wegen der na
hBem.2.3.15 existierenden exakten Sequenz (12)

0 −→ A•(GC/K)G
i
−→ A•(N0Ḡ×G GC/K)

δ
−→ A•(N1Ḡ×G GC/K)von Komplexen, folgt die Behauptung ganz analog wie in Lemma B.0.8: Es gilt nämli
h δdω0 =

dδω0 und δω0 = ±dω1, also δdω0 = 0. Wegen der Exaktheit der obigen Sequenz, gibt es eineersi
htli
h d-ges
hlossene G-invariante 2k+1-Form Fω mit i(Fω) = dω0, d.h. Fω ist wie in LemmaB.0.8 eindeutig bestimmt dur
h ω0. Mit denselben Argument wie im dortigen Lemma hängt dieKonstruktion von Fω ni
ht von der Wahl des Repräsentanten in x ab.Man hat eine kanonis
he Abbildung H2k+1(BG,A2k+1(R))→ H2k+1
G (GC/K) de�niert dur
h ā 7→

(a, 0, ..., 0). Kommt a von einem Repräsentanten in (a, ω0, ..., ω2k) in H2k+1(sA2k+1(R)D), so gilt
a = −δω2k. Das bedeutet, daÿ die Bilder (a, 0..., 0) und (0, ..., dω0) in H2k+1

G (GC/K) kohomologsind. Mit anderen Worten kommutiert das folgende Diagramm
H2k+1(BG,A2k+1(R)) H2k+1

G (GC/K,C)

H2k+1(sA2k+1(R)D) A2k+1(X)Gcl

a (0, ..., 0, dω0)

(a, ω0, ..., ω2k) Fωkandpr kanund also hat Fω Perioden in A2k+1(R).Sei s
hlieÿli
h α eine G-invariante 2k + 1-Form auf GC/K mit Perioden in A2k+1(R). Wegen derobigen exakten Sequenz ist i(α) ∈ A2k+1(GC/K). Da die simplizialen Garben
Aq
NḠ×GGC/Kwegen NḠ ×G GC/K ∼= NG × GC/K für alle q azyklis
h sind4, gibt es eine 2k-Form ω0 ∈

A2k(GC/K) mit dω0 = α. Setze ω1 := δω0. Induktiv fortfahrend erhält man x := (δω2k, ω0, ..., ω2k)mit ωi ∈ Ai,2k−i(NḠ ×G GC/K). Da α Perioden in A2k+1(R) hat, folgt mit Lemma B.0.7, daÿ
δω2k im Bild der kanonis
hen Abbildung C2k+1(NG,A2k+1(R)) → C2k+1(NG,C) liegt. Alsorepräsentiert x wirkli
h eine Klasse in H2k+1(sA2k+1(R)D). Dies zeigt die Surjektivität des Krüm-mungshomomorphismus d.Spre
hweise 3.2.6. Wir nennen den Krümmungshomomorphismus aus Lemma 3.2.5 au
h äqui-varianten Krümmungshomomorphismus.4Der symmetris
he Raum GC/K ist zusammenziehbar.



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 39Korollar 3.2.7. Die universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse ist via dem äquivariantenKrümmungshomomorphismus ein Lift der klassis
hen universellen, d.h. für jedes k ≥ 0 gilt
dC2k+1 = −c̃2k+1 ∈ H2k+1

G (GC/K,A2k+1(R)) ∼= H2k+1(G,A2k+1(R)).Beweis. Wie im Beweis von Kor.3.1 verfahrend
dC0,2k

2k+1(h̃) = d

∫

∆1

ω2k+1(h̃)

=Theorem 2.3.6 −

∫

∆1

d∆ω2k+1(h̃) (d′ = d+ d∆)

=Stokes −

∫

ε0∆1

ω2k+1(h̃) +

∫

ε1∆1

ω2k+1(h̃)

=(15) −

∫

ε0∆1

ω2k+1(h̃) + 0

= −c̃02k+1folgt die Behauptung zusammen mit dem Lemma 2.3.19. Die Konstruktion der universellenKamber-Tondeur Klasse liefert, wie in Kor.2.3.20 angegeben, a apriori nur reelle Koe�zienten.Die zweite Aussage folgt aus dem äquivarianten Krümmungshomomorphismus Lemma 3.2.5.Bemerkung 3.2.8. Bei näherer Betra
htung der beiden Konstruktionen stellt man fest, daÿ die�verfeinerte� Information bereits in den Formen ω2k+1(h̃), ω2k+1(F, h̄) ste
kt. Die na
hträgli
heIntegration über die Faser eliminiert ledigli
h die Koordinaten in Ri
htung der Simplizes undermögli
ht die Anwendung des (simplizialen) Stokes in der Re
hnung, um die Kozykeleigens
haftna
hzuweisen.Wir verallgemeinern nun die invariante Kohomologie in Bem.2.3.15 und die Spektralsequenz inProp.2.3.16 wie folgt: Es operiere G trivial auf A2k+1(R) und wie übli
h auf GC/K dur
h Links-multiplikation. Betra
hte den glatten Deligne-Komplex
0 −→ A2k+1(R)GC/K −→ A0

GC/K
−→ A1

GC/K
−→ . . . −→ A2k

GC/K
.Der dur
h Komposition des globalen S
hnittfunktors Γ mit dem Fixpunktfunktor (−)G entstehendeKomplex lautet

AI2k+1(R) : 0 −→ A2k+1(R) −→ A0(GC/K)G −→ A1(GC/K)G −→ . . . −→ A2k(GC/K)G,und die Kohomologie dieses Komplexes
H•
I (GC/K,A2k+1(R)) := H•(AI2k+1(R))heiÿt G-invariante Kohomologie von GC/K mit Koe�zienten in A2k+1(R).Lemma 3.2.9. Die Sequenz

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → A2k+1(R) → C0(NG,A2k+1(R)) → C1(NG,A2k+1(R))
↓ ↓ ↓

0 → A•(GC/K)G → A•(N0Ḡ×G GC/K) → A•(N1Ḡ×G GC/K)ist exakt.Beweis. Die Exaktheit der unteren Zeile ist in Bem.2.3.15 gezeigt worden, die der oberen ist dieBar-Au�ösung von A2k+1(R) (vgl.Bem.3.2.2).



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 40Insbesondere ist die Sequenz
0→ AI2k+1(R)→ A2k+1(R)D (18)von Komplexen ist exakt, d.h. na
h Anwendung des globalen S
hnittfunktors auf den invariantenKomplex AI2k+1(R) augmentiert AI2k+1(R) den Doppelkomplex A2k+1(R)D.Damit verallgemeinert si
h die Spektralsequenz in Prop. 2.3.16 wie folgt:Proposition 3.2.10. Es gibt eine bezügli
h der de Rham Filtrierung

F qA2k+1(R)D :=
⊕

j≥q

Ai,j2k+1(R)Dfunktorielle Spektralsequenz
Epq2 := Hp

dH
q
δ (A2k+1(R)D) =⇒ Ep+q = Hp+q(sA2k+1(R)D),mit dem Kantenmorphismus

Ep02 = Hp
I (GC/K,A2k+1(R)) −→ Hp(sA2k+1(R)D).Beweis. Wie in Beweis von Prop.2.3.16 verfahrend, folgt die Behauptung zusammen mit demobigen Lemma.Satz 3.2.11. Sei (F, h) → X ein hermites
hes R-Bündel und sei C2k+1(F, h̄) die verfeinerteKamber-Tondeur Form zu den Daten einer Trivialisierung T := (U , e) bestehend aus einer o�enenguten Überde
kung U := (Ui)i∈I zuammen mit �a
hen R-Rahmen (ei)i∈I und R-Metriken hi mit

hi(ei) = 1. Dann gilt:
(ϕeU )∗C2k+1(h̃) = C2k+1(F, h̄). (19)Beweis. Die Nervkonstruktion zusammen mit Theorem 1.2.4 liefert genau wie im Beweis von Satz2.3.22 ein kombinatoris
hes Modell von

X EG×G GC/K,

(EG×G (GC/K × Cn), hkan)(F, h)

ϕ

π

ϕ̃

palso eine simpliziale Bündelabbildung
NXU NḠ×G GC/K,

(NḠ×G (GC/K × Cn), hkan)(NFV , hU)

ϕeU

πU

ϕ̃eV

Npwobei die verfeinerte Form C2k+1(F, h̄) ihrer De�nition na
h bereits auf dem kombinatoris
henModellNXU vonX lebt. Für jedes p ≥ 0 hat man genau die im Beweis von Satz 2.3.22 angegebenenhorizontalen Abbildungen
NpXU ∋ Ui0...ip → Gp+1 ×G GC/K, x 7−→ [(1, gi1i0 , ..., gipi0), τ

−1(hei0
(x))]
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hkeit der Integration und der Kamber-Tonder Formen (vgl. Prop.2.3.7) folgt für jedes p ≥ 0

(ϕpU )∗Cp,2k−p2k+1 (h̃) = (ϕpU )∗(−1)p−1

∫

∆p+1

ω2k+1(h̃)

= (−1)p−1

∫

∆p+1

(id× ϕpU )∗ω2k+1(h̃)

= (−1)p−1

∫

∆p+1

ω2k+1((id× ϕpU )∗h̃)

(∗)
= (−1)p−1

∫

∆p+1

ω2k+1(h̄)

= Cp,2k−p2k+1 (F, h).In der Tat ist (id × ϕpU )∗h̃ = h̄. Dies folgt unmittelbar aus der Konstruktion von h̃ und dersimplizialen Abbildung ϕeU . Denn: Die hermites
he Metrik h̄ =
∑p

j=0 tjhij + tp+1h hat bezügli
hdes Rahmens ei0 die Gestalt
h̄ei0

=

p
∑

j=0

tjg
∗
iji0giji0 + tp+1hei0mit den Übergangsfunktionen giji0 ∈ G gegeben dur
h ei0 = eijgiji0 für j = 0, ..., p. Damit ist

(id× ϕpU )∗(h̃)(t0, ..., tp+1, x) = h̃(t0, ..., tp+1, 1, gi1i0 , ..., gipi0 , τ
−1(hei0

(x)))

=

p
∑

j=0

tjg
∗
iji0giji0 + tp+1hei0

(x)

= h̄ei0
(t0, ..., tp+1, x).Also gilt au
h die vorletzte Glei
hheit (∗) und also die Behauptung.Für die Eigens
haft �universell� auf Formenniveau muÿ man � wie eben gesehen � zusätzli
heDaten �xieren, wel
he in der Kombinatorik kodiert sind. Andere Wahlen liefern andere verfeinerteFormen, jedo
h dieselben verfeinerten Klassen bei festgehaltenen hermites
hen R-Bündel. Insofernfolgli
hKorollar 3.2.12. Jede verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse ist Pullba
k der universellen ver-feinerten.Wir errinnern an die De�nition der äquivarianten glatten Deligne-Kohomologie (siehe AnhängeA.6 und C): Sei A ein Unterring von R und X eine G-Mannigfaltigkeit. Dann heiÿt der Komplexvon simplizialen Garben

AGk,D : 0→ ANḠ×GX
i
−→ A0

NḠ×GX

d
−→ A1

NḠ×GX

d
−→ . . .

d
−→ Ak−1

NḠ×GXauf NḠ×G X der G-äquivariante glatte Deligne-Komplex von X . Seine Kohomologie
H•
GD(X,A) := H•

D(NḠ×G X,A2k+1(R)) := H•(AGk,D)heiÿt G-äquivariante glatte Deligne-Kohomologie von X mit Koe�zienten in A.Theorem 3.2.13. Die universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse C2k+1 von
p : (EG×G (GC/K × Cn), hkan)→ EG×G GC/Klebt in der äquivarianten Deligne-Kohomologie H2k+1

GD (GC/K,A2k+1(R)).



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 42Beweis. Setze X := GC/K. De�niere G-äquivarianten glatten Deligne-Komplex vermöge
AG2k+1(R)D : 0→ A2k+1(R)NḠ×GX

i
−→ A0

NḠ×GX

d
−→ A1

NḠ×GX

d
−→ . . .

d
−→ Ak−1

NḠ×GX
(20)Für p ≥ 0 sind die globalen S
hnitt der konstante Garbe A2k+1(R)Gp+1×GX gerade die lokal kon-stanten Funktionen auf Gp+1 ×G X ∼= Gp × X mit Werten in A2k+1(R). Da der symmetris
heRaum X = GC/K zusammenziehbar und G diskret ist, ist so eine Funktion auf den Elementen von

Gp eindeutig festgelegt. Aber die Elemente f : Gp → A2k+1(R) erzeugen HomZ(ZNpG,A2k+1(R),also A2k+1(R)Gp+1×GX(Gp+1 ×G X) ∼= Cp(NG,A2k+1(R)). Folgli
h liefert der globale S
hnitt-funktor Γ von (20) gerade den Doppelkomplex A2k+1(R)D. Es verbleibt zu zeigen, daÿ die Ko-homologie dieses Doppelkomplexes gerade die G-äquivariante Deligne-Kohomologie ergibt. DieIdee dazu geht auf die in Gomi [G05℄ 3.3 entwi
kelte explizite Če
h-Bes
hreibung der äquivari-anten Deligne-Kohomologie zurü
k. De�niere folgende Überde
kung von NḠ ×G GC/K: Setze
U := Up für p ≥ 0 mit Up := (Upg1...gp

)(g1,...,gp)∈Gp , wobei Upg1...gp
:= {g1, ..., gp} × X . Dann gilt

εi(U
p
g1...gp

) = εi(g1, ..., gp) × id(X) = Upεi(g1...gp). Analog die Entartungsmorphismen. Weil X zu-sammenziehbar und G diskret ist, erhält man damit gemäÿ Gomi [G05℄ Def.3.3 eine gute o�eneÜberde
kung von NḠ×G X , mit der Eigens
haft
N0U

p =
∏

(g1,..,.gp)

Upg1...,gp
NqU

p =
∏

(g
i0
1 ...g

i0
p )...(g

iq
1 ,...,g

iq
p )

Up
(g

i0
1 ...g

i0
p )
∩ · · · ∩ Up

(g
iq
1 ...g

iq
p )

= ∅ (21)für q ≥ 1. Letzteres weil Gp × X Vereinigung disjunkter guter o�ener Teilmengen Upg1...gp
ist.Vermöge

Ǩp,q,r = Γ(NqU
p, AG2k+1(R)

[r]
D )ist ein Trikomplex (Ǩp,q,r, δ, d, δ̌) auf NḠ×GX gegeben. Dabei ist δ̌ das Če
h-Di�erential und [r]die r-te Komponente in A2k+1(R)D. Der Totalkomplex ist de�niert dur
h

Čn(U , AG2k+1(R)D) :=
⊕

p+q+r=n

Ǩp,q,r.Da die Überde
kung U gut ist, folgt mit Gomi [G05℄ Lemma 3.4
Ȟn(U , AG2k+1(R)D) ∼= Hn

GD(X,A2k+1(R)).In der Tat gilt wegen (21) bereits Hn(sA2k+1(R)D) ∼= Hn
GD(X,A2k+1(R)) und dies war zu zeigen.Analog wie in Bem.B.0.6 sieht man den Isomorphismus

H∗(NḠ×G X,R/A2k+1(R)) ∼= H∗(sA•(N•Ḡ×G X)/C•(NG,A2k+1(R)),und folgli
h ist die Sequenz
0→ H2k(NḠ×G X,R/A2k+1(R))) −→ H2k+1

D (NḠ×G X,A2k+1(R))
d
−→ A2k+1(X)A2k+1(R) → 0.exakt.3.3 Erste BeispieleDieser Abs
hnitt behandelt zwei Klassen von Beispielen, nämli
h: Wir bere
hnen explizit die ersteverfeinerte Kamber-Tondeur Klasse eines beliebigen hermites
hen R-Bündels und den Koe��zien-tenberei
h der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen von Rang 2-Bündeln mit vers
hwindendererster Kamber-Tondeur Klasse. Letzeres führt auf die Bere
hnung von Volumina hyperbolis
her

3-Simplizes, wofür es eine konkrete Formel von Murakami-Ushijima [Mu04℄ gibt.Wie übli
h sei R ein diskreter Unterring von C, z.B. R = Z.



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 433.3.1 Der Fall C1Für die Bere
hnung der ersten verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse eines beliebigen hermites
hen
R-Bündels genügt es den universellen Fall zu betra
hten. Damit haben wir glei
hzeitig den Koef-�zienberei
h aller ersten verfeinerten Klassen hermites
her R-Bündel bestimmt.Proposition 3.3.1. Sei p : (EG ×G (GC/K × Cn), hkan) → EG ×G GC/K das universellehermites
he R-Bündel. Dann lautet die erste verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse von p

C1 =

(

{ln | det g|}g∈G ,
1

2
ln dethkan

)

∈ H1
D(NḠ×G GC/K,A1(R)) (22)und ihr Koe�zientenberei
h

A1(R) =
〈
{ln |r|}r∈R∗

〉

Z
. (23)Dabei ist r := det g ∈ R∗ für g ∈ G := GLn(R).Beweis. Na
h Konstruktion der universellen verfeinerten Kamber-Tondeur Formen gilt

C0,0
1 =

{
−1

2

∫

∆1

Tr[(t0g
∗g + t1h

kan)−1d(t0g
∗g + t1h

kan)]

}

g∈Gmit t0 + t1 = 1. Für einen Punkt p ∈ GC/K und festes g ∈ G folgt
(C0,0

1 )g(p) =
−1

2

∫ 1

0

Tr[(tg∗g + (1− t)hkan(p))−1d(tg∗g + (1− t)hkan(p)]An der Stelle p lassen si
h die beiden hermites
he Metriken g∗g und hkan(p) = p−1∗p−1 si-multan diagonalisieren, so daÿ g∗g = 1 und hkan(p) Diagonalgestalt hat, mit den Eigenwerten
λ1(p), . . . , λn(p), λj(p) > 0 für alle j = 1, .., n und einer unitären Basis aus Eigenvektoren. Damit

D(p) := t · 1 + (1− t)hkan(p) =






t+ (1 − t)λ1(p) 0. . .
0 t+ (1 − t)λr(p)




und

D−1(p) =






1
t+(1−t)λ1(p)

0. . .
0 1

t+(1−t)λr(p) .




und also

D−1dD(p) =







1−λ1(p)
t+(1−t)λ1(p)

dt 0. . .
0 1−λr(p)

t+(1−t)λr(p)dt






.Es folgt

(C0,0
1 )g(p) =

−1

2

∫ 1

0

Tr[D−1dD(p)]

=
−1

2

r∑

j=1

∫ 1

0

1− λj(p)

t+ (1 − t)λj(p)
dt

=
1

2

r∑

j=1

lnλj

=
1

2
ln[λ1(p) · · ·λr(p)]

=
1

2
ln dethkan(p).



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 44Da die aus der simultanen Diagonalisierung entstehende Basis unitär ist, folgt au
h das letzteGlei
hheitszei
hen. Insofern hängt die Bere
hnung von C1 ni
ht von der Wahl der unitären Basisab.Für den Koe�zientenberei
h gilt na
h Kor.3.1.4
A1(R) =

〈{
1

2

∫

ε2∆2

Tr[(t0g
∗
0g0 + t1g

∗
1g1)

−1d(t0g
∗
0g0 + t1g

∗
1g1)]

}

g0,g1∈G

〉

Zmit den hermites
hen R-Metriken g∗i gi mit i = 0, 1 sowie t0 + t1 = 1. Sodann liefert dieselbeRe
hnung wie oben das Behauptete.Korollar 3.3.2. i) Ist (F, h) → X ein hermites
hes R-Bündel und (U , e) eine Trivialisierung,bestehend aus einer o�enen Überde
kung U := (Ui)i∈I und R-Rahmen (ei)i∈I , so lautet die ersteverfeinerte Kamber-Tondeur Klasse
C1(F, h) =

(

{ln | det gij |}i,j∈I ,

{
1

2
ln dethei

}

i∈I

)

∈ H1
D(X,A1(R)),mit r := det gij wobei die gij 's die Übergangsfunktionen, gegeben dur
h die Trivialisierung ei =

gijej sind.
ii) Insbesondere folgt für ein hermites
hes R-Geradenbündel (L, h)→ X :

C1(L, h) =

(

{ln |gij |}i,j∈I ,

{
1

2
lnhei

}

i∈I

)

∈ H1
D(X,A1(R))Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur-Klasse 3.1und der vorstehenden Proposition.Die klassis
he universelle Kamber-Tondeur Form des universellen hermites
hen R-Bündel erhältman entweder mittels Krümmungshomomorphismus (Kor.3.2.7)

d : H1
D(NḠ×G GC/K,A1)→ A1(GC/K)GA1(R)oder au
h mit derselben Re
hnung wie oben direkt aus der De�nition

c̃1 :=
1

2
Tr[(hkan)−1dhkan] =

1

2
d ln dethkan.Zusamenfassend erhalten wir folgende Verfeinerungsinformationen:1. Für ein beliebiges hermites
hes R-Bündel ist der Koe�zientenberei
h der ersten verfeinertenKamber-Tondeur Klasse ni
ht nur reell, sondern hö
hstens eine Teilmenge von R der Form(23). Aufgrund der universellen Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse hängtder Koe�zientenberei
h A1(R) nur von R ab und ni
ht vom R-Bündel selbst.2. Die erste klassis
he Kamber-Tondeur Form ist ni
ht nur reell und ges
hlossen, sondern nimmtihre Werte in A1 an. Also gewinnt man aus der verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse zusätz-li
he Informationen über die klassis
he Kamber-Tondeur Klasse - wie s
hon in Bem.3.1.9angespro
hen.



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 453.3.2 Der Fall hermites
her R-Bündel vom Rang 2Ziel dieses Abs
hnittes ist es den Koe�zientenberei
h der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassehermites
her R-Bündel vom Rang 2 mit vers
hwindender erster Kamber-Tondeur Form zu bestim-men. Die Betra
htung sol
her Bündel führt auf einen handhabbaren Fall, nämli
h der Bestimmungder Volumina hyperbolis
her 3-Simplizes im Hyperbolis
hen Raum H3.Sei fortan in diesem Abs
hnitt G := SL2(R).Bemerkung 3.3.3. Das hermites
he R-Bündel
p : (EG×G (SL2(C)/ SU(2)× C2), hkan)→ EG×G SL2(C)/ SU(2),ist universell für alle hermites
hen R-Bündel (F, h) → X deren hermites
he Metrik h vonder Form γ−1∗γ−1 mit [γ] ∈ SL2(C)/ SU(2) unter der kanonis
hen Identi�kation herm+

2 (C) →
GL2(C)/U(2) ⊃ SL2(C)/ SU(2). Für sol
he Bündel vers
hwindendet die erste Kamber-TondeurForm c1(p).Beweis. Die erste Aussage folgt aus Theorem 1.2.4. Für alle [γ] ∈ SL2(C)/ SU(2) gilt:

(C1(p))[γ] =
1

2
d ln dethkan([γ])

=
1

2
d ln det(γ−1∗γ−1)

=
1

2
d ln

1

| det γ|2

= 0Insbesondere vers
hwindet au
h die erste verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse C1(p) und aus Di-mensionsgründen au
h C2k+1(p) mit k > 1. Für den Koe�zientenberei
h A3 = A3(p) von C3(p)gilt
A3 =

〈







∫

∆3

1

16πi
Tr
{[

(t0g
∗
0g0 + · · ·+ t3g

∗
3g3)

−1d(t0g
∗
0g0 + · · ·+ t3g

∗
3g3)

]3
}

︸ ︷︷ ︸

=:(ω3)g0g1g2g3 (t0,..,t3)







gi∈G,i=0,...,3

〉

Zmit den R-Metriken hi := g∗i gi und t0 + · · ·+ t3 = 1.Notation 3.3.4. Setze B := herm+
2 (C) ∼= GL2(C)/U(2) die Menge der hermites
hen Formen aufdem C2, also der Menge aller hermites
hen positiv de�niten 2 × 2 Matrizen. Setze weiter B0 ⊂ Bals die Menge aller hermites
hen positiv de�niten 2× 2-Matrizen mit Determinante 1.Lemma 3.3.5. Es gilt

B0

∼=
−→ H3 ∼=

−→ SL2(C)/SU(2).Beweis. Zunä
hst betra
hte die Darstellung ρ : GL2(C)→ Aut(B), de�niert dur
h g 7→ (ρg : B →
B, B 7→ g−1∗Bg−1). De�niere nun die reelle quadratis
he Form q := − det auf B. Mit Hilfe derPolarisationsglei
hung erhält man die zugehörige Bilinearform < B,B′ >:= 1/2(detB + detB′ −
det(B +B′)) und veri�ziert lei
ht, zum Beispiel mit der kanonis
hen Basis

B1 =

(
0 1
1 0

)

, B2 =

(
1 0
0 −1

)

, B3 =

(
0 i
−i 0

)

, B4 =

(
1 0
0 1

)



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 46von B, daÿ < ., . > die Signatur (3, 1) hat. Der Hyperbolis
he 3-Raum ist de�niert dur
h
H3 := {x := (x0, ..., x3) ∈ R4 | << x, x >>= −1 undx3 > 0},wobei << ., . >> die Lorentz-Metrik auf den R4 bezei
hnet, deren Signatur bekanntli
h ebenfalls

(3, 1) ist. Vermöge ϕ : R(3,1) := (R4, << ., . >>)→ (B, < ., . >), ei 7→ Bi ist ist eine Isometrie vonquadratis
hen Räumen gegeben. De�niere B0 als den Pullba
k
H3 R(3,1)

B0 (B, < ., . >)

⇒∼= ∼=Aus den de�nierenden Eigens
haften von H3 und dem Diagramm folgt B0 = die Menge aller positivde�niten hermites
hen 2× 2-Matrizen mit Determinante 1. Sei nämli
h x ∈ R(3,1) und B ∈ B diehermites
he Metrix mit ϕ(B) = x. Dann gilt −1 =<< x, x >>=<< ϕ(B), ϕ(B) >>=< B,B >=
− detB. Damit detB = 1 ⇔<< x, x >>= −1.. Ferner zeigt man mit Hilfe Hauptminoren-verfahrens [Fi97℄ S.310 x3 > 0 ⇔ B positiv de�nit. Beides zusammengesetzt ergibt den erstenIsomorphismus im Lemma.Die Eins
hränkung von ρ auf SL2(C) liefert aufgrund der SL2(C)-Invarianz von < ., . > die Dar-stellung ρ̃ : SL2(C) −→ Aut(B, < ., . >). Wegen ρ̃gB0 ⊂ B0 induziert ρ̃ die Unterdarstellung
ρ̃0 : SL2(C)→ Aut(B0, < ., . >). Diese Operation ist transitiv und die Standgruppe am neutralenElement E ∈ B0 ist o�ensi
htli
h SU(2). Damit ist SL2(C)/SU(2) ∼= B0 und also folgt der zweiteIsomorphismus.Bemerkung 3.3.6. Es ist i : B0 ⊂ B ein Deformationsretrakt, denn vermöge r : B → B0, A 7→
(detA)−1/2 ·A ist eine Retraktion und H : B × I → B, (A, s) 7→ (detA)−s/2 ·A mit H0 = idB und
H1 = i◦r eine Deformationsretraktion gegeben. Insbesondere sind B0 und B homotopieäquivalent.Vermöge

ω3,hyp := ω3|B0ist die Volumenform ω3,hyp auf dem hyperblis
hen Raum H3 gegeben. Bezei
hnet ∆3
hyp ein hyper-bolis
hes 3-Simplex in H3, so ist ∫

∆3
hyp

ωhyp = Vol(∆3
hyp)das Volumen des hyperbolis
hen 3-Simplex ∆3

hyp. Na
h einer Wahl von 4 E
ken h0, ..., h3 ∈ B0 ist
∆3

hyp dur
h das folgende kommutative Diagramm de�niert:
B B0

∆3
hyp∆3

r

i

r̃ := r|∆3

iProposition 3.3.7. Die beiden 3-Kozykel
{∫

∆3

(ω3)g1...g3

}

gi∈G

,

{
∫

∆3
hyp

(ω3,hyp)g1...g3

}

gi∈G

(24)in C3(NG,R) := HomZ(ZN3G,R) ∼= HomZ(ZN3Ḡ⊗ZGZ,R) unters
heiden si
h um einen Korand.
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h sind die beiden 3-Koketten G-invariante Kozykel in C3(NḠ,R)und daher in C3(NG,R). Ohne Berü
ksi
htung der G-Invarianz sind sie Elemente in H3(Ḡ,R) ∼=
H3(EG,R). Weil die Kohomologie des einpunktigen Raumes in Graden gröÿer 0 vers
hwindet,können si
h die beiden Kozykel nur um Korand unters
heiden. Ein sol
her ist unter Zuhilfenahmeder Deformationsretraktion H aus Bem.3.3.6 dur
h

∫

H(∆2×I)

(H∗ω3)g0g1g2 (25)gegeben. Einerseits
(

δ

∫

H(∆2×I)

H∗ω3

)

g0...g3

=

3∑

i=0

(−1)i
∫

H(∆2×I)

(H∗ω3)g0...ĝi....g3 ,und andererseits mittels Stokes
0 =

∫

H(∆3×I)

d(H∗ω3)g0...g3

=

∫

∂H(∆3×I)

(H∗ω3)g0...g3

= −

∫

∆3

(ω3)g0...g3 +

∫

∆3
hyp

(ω3,hyp)g0...g3 +

3∑

i=0

(−1)i
∫

H(∆2×I)

(H∗ω3)g0...ĝi..g3 .Die letzte Glei
hheit folgt so:
(H̄s)g0...g3 :=

∫

H(∆3,s)

(H∗ω3)g0...g3

=

∫

H(∆3,s)

ω3(det(t0h0 + ...+ t3h3)
−s/2(t0h0 + ...+ t3h3))

=

∫

H(∆3,s)

Tr
{[

det(t0h0 + ...+ t3h3)
s/2 · ddet(t0h0 + ...+ t3h3)

−s/2+

+(t0h0 + ...+ t3h3)
−1d(t0h0 + ...+ t3h3)

]3
}

.Ersi
htli
h ist (H̄0)g0...g3 =
∫

∆3(ω3)g0...g3 und (H̄1)g0...g3 =
∫

∆3
hyp

(ω3,hyp)g0...g3 . Aufgrund der
G-Invarianz steigt obige Konstruktion na
h H3(G,R) ab und also unters
heiden si
h die beiden
3-Kozykel (24) um einen Korand, nämli
h genau um den in (25). Dies zeigt s
hlieÿli
h die Behaup-tung.Die vorstehende Proposition läÿt si
h wie folgt verbessern:Korollar 3.3.8. Die beiden Integrale (24) in der vorstehenden Proposition sind bis auf eineKonstante glei
h.
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∫

∆3
hyp

(ω3,hyp)g0...g3 =
1

16πi

∫

∆3
Hyp

Tr
{[

det(t0h0 + ...+ t3h3)
1/2 · ddet(t0h0 + ...+ t3h3)

−1/2+

+(t0h0 + ...+ t3h3)
−1d(t0h0 + ...+ t3h3)

]3
}

(∗)
=

1

16πi

∫

∆3
Hyp

Tr
{[

d ln det(t0h0 + ...+ t3h3)
1/2

+(t0h0 + ...+ t3h3)
−1d(t0h0 + ...+ t3h3)

]3
}

=

∫

∆3
Hyp

1

16πi
Tr
{[

(t0h0 + ...+ t3h3)
−1d(t0h0 + ...+ t3h3)

]3
}

= l ·

∫

∆3

(ω3)g0...g3Die beim Ausmultiplizieren des Integranden (∗) entstehenden Mis
hterme sind aufgrund der Ei-gens
haften der Spur bzw. des Da
hproduktes allsamt Null. Es folgt ω3,Hyp = ω3 und alsounters
heiden si
h die beiden Integrale um eine Konstante.Damit ist man nun in der Situation die re
hneris
h s
hwer zugängli
hen Integrale für die Bestim-mung von A3 auf die Bere
hnung von Volumina hyperbolis
her 3-Simplizes in H3 zuü
kführen zukönnen. Zusammenfassend haben wir
A3,hyp =

〈{
∫

∆3
Hyp

(ω3,Hyp)g0...g3

}

gi∈G

〉

Z

(26)
=

〈{
Vol(∆3

hyp)g0...g3
}

gi∈G

〉

Z

(27)
=

〈{

l ·

∫

∆3

(ω3)g0...g3

}

gi∈G

〉

Z

(28)
= l ·A3 (29)mit den vier E
ken hi := g∗i gi, gi ∈ G = SL2(R), i = 0, 1, 2, 3 und einer Konstanten l. Für dasVolumen hyperbolis
her 3-Simplizes gibt es bereits eine ges
hlossene Formel von Murakami undUshijima [Mu04℄ Theorem 2.2 in Termen von Dilogarithmen.Dazu:Zu jedem 4-Tupel g0, ..., g3 in G betra
hte das hyperbolis
he 3-Simplex in H3 ∼= SL2(C)/SU(2)mit den vier E
ken hi := g∗i gi mit i = 0, 1, 2, 3:
h2

h1

h3

h0

l4 := ρ01

l5 := ρ02

l3 := ρ03

l6 := ρ12

l2 := ρ13

l1 := ρ23
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h
l1 := ρ23 := d(h2, h3) = d(e, h−1

2 h3) = ln(a1 +
√

a2
1 − 1) := ln




tr(h−1

2 h3)

2
+

√

tr2(h−1
2 h3)

4
− 1





l2 := ρ13 := d(h1, h3) = d(e, h−1
1 h3) = ln(a2 +

√

a2
2 − 1) := ln




tr(h−1

1 h3)

2
+

√

tr2(h−1
1 h3)

4
− 1





l3 := ρ13 := d(h0, h3) = d(e, h−1
0 h3) = ln(a3 +

√

a2
3 − 1) := ln




tr(h−1

0 h3)

2
+

√

tr2(h−1
0 h3)

4
− 1





l4 := ρ13 := d(h0, h1) = d(e, h−1
0 h1) = ln(a4 +

√

a2
4 − 1) := ln




tr(h−1

0 h1)

2
+

√

tr2(h−1
0 h1)

4
− 1





l5 := ρ13 := d(h0, h2) = d(e, h−1
0 h2) = ln(a5 +

√

a2
5 − 1) := ln




tr(h−1

0 h2)

2
+

√

tr2(h−1
0 h2)

4
− 1





l6 := ρ13 := d(h1, h2) = d(e, h−1
1 h2) = ln(a6 +

√

a2
6 − 1) := ln




tr(h−1

1 h2)

2
+

√

tr2(h−1
1 h2)

4
− 1



Für komplexe Zahlen x1, ..., x6, z de�niere die komplexwertige Funktion U = (x1, ..., x6, z) wiefolgt:
U := Li2(z) + Li2(x1x2x4x5z) + Li2(x1x3x4x6z) + Li2(x2x3x5x6z)

= −Li2(−x1x2x3z)− Li2(−x1x5x6z)− Li2(−x2x4x6z)− Li2(−x3x4x5z),wobei Li2 der Dilogarithmus de�niert dur
h die analytis
he Fortsetzung des Integrals
Li2(x) := −

∫ x

0

ln(1− t)

t
dt für reelle Zahlen x < 1.Theorem 3.3.9. Der Koe�zientenberei
h A3 von C3(p) lautet

A3 = 1/l ·
〈{

Vol(∆3
Hyp)g0...g3

}

gi∈G

〉

Zmit
Vol(∆3

Hyp)g0...g3 = V (w4, w5, w6, w1, w2, w3)−
6∑

i=1

liwi
πik

2
ln
ϕi(z−)ψi(z+)

ϕi(z+)ψi(z−)
.Dabei ist

V =
i

4
((U(w4, w5, w6, w1, w2, w3, z−)− 2k−πi)− (U(w4, w5, w6, w1, w2, w3, z+)− 2k+πi)) ,mit

z− =
2

ql

(√

a2
1 − 1

√

a2
4 − 1 +

√

a2
2 − 1

√

a2
5 − 1 +

√

a2
3 − 1

√

a2
6 − 1−

√

detGl

)

z+ =
2

ql

(√

a2
1 − 1

√

a2
4 − 1 +

√

a2
2 − 1

√

a2
5 − 1 +

√

a2
3 − 1

√

a2
6 − 1 +

√

detGl

)



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BÜNDEL 50
wi := −ai −

√

a2
i − 1 für i = 1, ..., 6 und k, k−, k+ ∈ Z

Gl =







−1 −a4 −a5 −a3

−a4 −1 −a6 −a2

−a5 −a6 −1 −a1

−a3 −a2 −a1 −1





sowie

ql = w1w4 + w2w5 + w3w6 −
3∏

i=1

wi −
5∏

i=3

wi − w1w5w6 −
3∏

i=1

w2i +

6∏

i=1

wi

ϕ1(zj) = (1 + zjw2w4w6)(1 + zjw3w4w6), ψ1(zj) = (1− zjw1w2w4w5)(1 − zjw1w3w4w6)

ϕ2(zj) = (1 + zjw3w4w5)(1 + zjw1w5w6), ψ2(zj) = (1− zjw1w2w4w5)(1 − zjw2w3w5w6)

ϕ3(zj) = (1 + zjw1w5w6)(1 + zjw2w4w6), ψ3(zj) = (1− zjw1w3w4w6)(1 − zjw2w3w5w6)

ϕ4(zj) = (1 + zjw1w2w3)(1 + zjw1w5w6), ψ4(zj) = (1− zjw1w2w4w5)(1 − zjw1w3w4w6)

ϕ5(zj) = (1 + zjw2w4w6)(1 + zjw1w2w3), ψ5(zj) = (1− zjw1w2w4w5)(1 − zjw2w3w5w6)

ϕ6(zj) = (1 + zjw1w2w3)(1 + zjw3w4w5), ψ6(zj) = (1 − zjw1w3w4w6)(1− zjw2w3w5w6).Beweis. Na
h Murakami [Mu04℄ Thm.2.2 gilt für das Volumen eines hyperbolis
hen 3-Simplexesmit den Kantenlängen l1, ..., l6:
Vol(∆3

hyp) = Vl −
6∑

i=1

li
∂Vl
∂li

,mit Vl := V (−el4 ,−el5,−el6 ,−el1 ,−el2,−el3). Die komplexwertige Funktion V = V (x1, ..., x6) istdabei de�niert als
V =

i

4

{(

U(x1, ..., x6, z−)− z−
∂U

∂z

∣
∣
∣
∣
z=z−

ln z−

)

−

(

U(x1, ..., x6, z+)− z+
∂U

∂z

∣
∣
∣
∣
z=z+

ln z+

)}

.mit
z± =

2

ql
(sinh l1 sinh l4 + sinh l2 sinh l5 + sinh l3 sinh l6 ±

√

detGl)

ql = el1+l4 + el2+l5 + el3+l6 − el1+l2+l3 − el1+l5+l6 − el2+l4+l6 − el3+l4+l5

+el1+l2+l3+l4+l5+l6und der Gram-Matrix
Gl =







−1 − cosh l4 − cosh l5 − cosh l3
− cosh l4 −1 − cosh l6 − cosh l2
− cosh l5 − cosh l6 −1 − cosh l1
− cosh l3 − cosh l2 − cosh l1 −1





Die im vorstehenden Theorem angegebenen Formeln folgen zum einen aus ([Mu04℄ Prop.4.1)

z±
∂U

∂z

∣
∣
∣
∣
z=z±

≡ 0 mod 2πi
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2
∂Vl
∂l1

=
i

2
ln
ϕ1(z−)ψ1(z+)

ϕ1(z+)ψ1(z−)
mod 2πund der Tatsa
he, daÿ der Abstand d zweier Punkte g, g′ in SL2(C/SU(2)) ∼= H3 gegeben ist dur
h

d(g, g′) = d(e, g−1g′) = ln

(

tr(g−1g′)

2
+

√

tr2(g−1g′)

4
− 1

)(Mit anderen Worten: Murakami re
hnet in
H3 := {p = (p1, ..., p4) ∈ R4 | << p, p >>= −1 und p4 > 0}mit Abstand cosh(d(p, q)) = − << p, q >>. Dabei bezei
hnet << ., . >> das Lorentz-Metrik aufdem R4.)Bemerkung 3.3.10. Das Theorem besagt also, daÿ der Koe�zientenberei
h A3 über Z erzeugtwird aus Dilogarithmen, Logrithmen und Wurzeln von Elementen aus R.



A SIMPLIZIALER FORMALISMUS 52A Simplizialer FormalismusIn diesem Kapitel des Anhangs erinnern wir an einige simpliziale Methoden. Ausgehend von dengrundlegenden Tatsa
hen über simpliziale Objekte, behandeln wir im Detail jene Beispiele, wie dievers
hiedenen Nerv-Konstruktionen, von denen wir in der vorliegenden Arbeit ständig Gebrau
hma
hen werden. Sodann wiederholen wir die geometris
he Realisierung einer simplizialen Mengeund geben grundlegende Eigens
haften hierüber an. Aus diesen Eigens
haften und der Charakte-risierung universeller Bündel folgt insbesondere, daÿ das Bündel EG := |NḠ| → BG := |NG| fürdiskretes G in dem selben Sinne universell ist, wie das dur
h die Milnor's
he Join-Konstruktionentstandene universelle Bündel. Davon ausgehend de�nieren im Abs
hnitt über kombinatoris
heModelle Universalität auf rein kombinatoris
he Weise. Mittels dieser Methoden lassen si
h geo-metris
he Probleme o.E. kombinatoris
h lösen. Aber dies wiederum ma
ht es erforderli
h Garbenund deren Kohomologie auf simplizialen Räumen bzw. simplizialen Mannigfaltigkeiten zu betra
h-ten. Hierüber stellt man beispielsweiese fest, daÿ die von Dupont bekannte simpliziale de Rham-Kohomologie eine garbentheoretis
he Bes
hreibung hat. Die wi
htigste Anwendung der Theoriesimplizialer Garben für uns liegt jedo
h darin, überhaupt äquivariante glatte Deligne-Kohomologiede�nieren zu könnnen. Dieses Kapitel basiert vorrangig auf den Arbeiten von J.Dupont [Du76℄und [Du78℄, G. Segal [Seg68℄ und [Seg74℄ sowie P. Deligne [D74℄.A.1 Simpliziale ObjekteSei ∆ die folgende Kategorie: Die Objekte sind die endli
hen total geordneten Mengen der Form
[n] := {0, 1, ..., n} mit n ≥ 0; die Morphismen α : [n]→ [m] sind die ordnungserhaltenden (s
hwa
hmonotonen) Abbildungen von [n] na
h [m], d.h. für k, l ∈ [n] mit k ≤ l folgt α(k) ≤ α(l). Sei Ceine Kategorie.Definition A.1.1. Ein simpliziales Objekt mit Werten in C ist ein Funktor X : ∆0 → C,d.h. ein kontravarianter Funktor

X : ∆ −→ C

[n] 7−→ Xn := X([n])

α : [n]→ [m] 7−→ α∗ := X(α) : Xm → Xn.Dual dazu de�niert man ein kosimpliziales Objekt mit Werten in C als einen kovariantenFunktor von ∆ na
h C.Statt von einem (ko)simplizialen Objekt mit Werten in der Kategorie C spri
ht man au
h kurz voneinem (ko)simplizialen Objekt in C.In ∆ gibt es zwei ausgezei
hnete Morphismen
di : [n− 1] −→ [n], j 7−→

{
j , j < i
j + 1 , i ≥ j

si : [n+ 1] −→ [n], j 7−→

{
j , j ≤ i
j − 1 , i > jfür n ≥ 1 (bzw. n ≥ 0) und 0 ≤ i ≤ n, wel
he o�ensi
htli
h der Reihe na
h injektiv und surjektivsind. Ans
hauli
h bedeutet dies

{0, 1, . . . , i− 1, i, i+ 1, . . . , n− 1}
di : ↓ ↓ . . . ↓ ↓ ↓ . . . ↓

{0, 1, . . . , i− 1, i+ 1, i+ 2, . . . , n}
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{0, 1, . . . , i− 1, i, i+ 1, . . . , n+ 1}

si : ↓ ↓ . . . ↓ ↓ ↓ . . . ↓
{0, 1, . . . , i− 1, i, i, . . . , n}.Die Pfeile di nennt man Korand, die si's Koentartung. Jeder Morphismus in ∆ läÿt si
h in eindeu-tiger Weise s
hreiben als Komposition von Koentartungen und Korändern. Genauer gilt:Bemerkung A.1.2. Jeder Morphimus α : [n]→ [m]) in ∆ faktorisiert si
h eindeutig in α = dseinem Epimorphismus s und einem Monomorphismus d. Dabei ist

s = si1 · · · sik 0 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n,

d = dj1 · · · djl 0 ≤ jl < · · · j1 < j1 ≤ mmit eindeutig bestimmten i1, ..., ik, j1, ..., jl, k, l in N und m = n − k + l. Insbesondere hat je-der Monomorphismus (bzw. Epimorphismus) in ∆ eine eindeutige Zerlegung in Koränder (bzw.Koentartungen).Ein (ko)simpliziales Objekt X ist also vollständig bestimmt, wenn man weiÿ, wohin die Objekte,Koränder und Koentartungen von ∆ in C abgebildet werden. Im simplizialen Fall nennt man dieBilder der Koränder εi := X(di : [n− 1]→ [n]) : Xn → Xn−1 in C Randmorphismen von X unddie der Koentartungen ηi := X(si : [n+1]→ [n]) : Xn → Xn+1 Entartungsmorphismen von X .Da ∆ ersi
htli
h klein ist, so ist ein simpliziales Objekt X in C ni
hts anderes als ein Diagrammder Form
X0X1X2· · ·X :

εi

η0

εi

ηiüber ∆. Im kosimplizialen Fall spri
ht man von Korandmorphismen εi := X(di) bzw. Koent-artungsmorphismen ηi := X(si) von X . Ein Morphismus f : X → Y von (ko)simplizialenObjekten in C ist eine natürli
he Transformation der Funktoren X und Y . Alsdann ist die Kate-gorie ∆0C der simplizialen Objekte bzw. ∆C der kosimplilzialen Objekte in C erklärt.Spre
hweise A.1.3. Ein simpliziales Objekt in der Kategorie
• Sets der Mengen heiÿt eine simpliziale Menge. Man nennt Xn die Menge der n-Simplizes.
• Top der topologis
hen Räume heiÿt simplizialer Raum.
• Ab der abels
hen Gruppen heiÿt simpliziale abels
he Gruppe.
• G− Sets der G-Mengen heiÿt simpliziale G-Menge.
• Difftop der di�erenzierbaren Mannigfaltigkeiten heiÿt simpliziale Mannigfaltigkeit.Beispiel A.1.4. i) (Konstante (ko)simpliziale Objekte)Sei X ein Objekt in einer Kategorie C. Ein (ko)simpliziales Objekt X in C heiÿt konstant oder tri-vial, falls Xn = X für jedes n ≥ 0 und die Rand- und Entartungsmorphismen sämtli
h Identitätensind.

iii)(Ein Funktor ∆0Set→ ∆0Ab)Jeder simplizialen Menge X ∈ ∆0Set läÿt si
h in funktorieller Weise eine simpliziale abels
heGruppe ZX wie folgt zuordnen:
ZX : ∆ 7−→ Ab

[p] 7−→ ZXp :=< Xp >Z:= die von Xp erzeugte frei-abels
he Gruppe
di : [p− 1]→ [p] 7−→ εi : ZXp → ZXp−1 p ≥ 1

si : [p+ 1]→ [p] 7−→ ηi : ZXp → ZXp+1 p ≥ 0,



A SIMPLIZIALER FORMALISMUS 54mit 0 ≤ i ≤ p. Dabei werden die Rand -und Entartungsmorphismen dur
h die universelle Ei-gens
haft der frei- abels
hen Gruppen induziert. Für die De�nition der Rand- und Entartungs-morphismen rei
ht es bekanntli
h aus, sie auf den Erzeugenden, also auf den Xp's zu kennen. Ist
ϕ : X → Y ein Morphismus simplizialer Mengen, so erhält man in naheliegender Weise einenMorphismus Zϕ : ZX → ZY in ∆0Ab. Damit hat man s
hlieÿli
h den wohlbekannten Funktor�frei-abels
h� ereugen Sets → Ab auf den simplizialen Kategorien ∆0Set → ∆0Ab in kanonis
herWeise fortgesetzt.
iv) (Der Standard-kosimpliziale Raum)Das Standard p-Simplex im Rp+1 ist de�niert als

∆p :=

{

(t0, .., tp) =

p
∑

i=0

tiei ∈ Rp+1 |

p
∑

i=0

ti = 1, ti ≥ 0 für i = 0, ..., p

}

,versehen mit der Teilraumtopologie des Rp+1. Es gibt einen kanonis
hen Funktor
|∆| : ∆ −→ Top

[p] 7−→ ∆p

α : [p]→ [q] 7−→
α∗ : ∆p → ∆q

(t0, ..., tp) 7→ (s0, ..., sq) :=
∑p
i=0 tieα(i)genannt der Standard-kosimpliziale Raum |∆|. Für ni
ht surjektives α setzt man jene sj in dem

q-Tupel (s0, ..., sq) in ∆q mit j /∈ α([p]) zu Null. Die Korand- und Koentartungsabbildungen habenalso die Gestalt:
εi : ∆p−1 −→ ∆p, (t0, ..., tp−1) 7−→ (t0, ..., ti−1, 0, ti, ..., tp−1)
ηi : ∆p+1 −→ ∆p, (t0, ..., tp+1) 7−→ (t0, ..., ti−1, ti + ti+1, ..., tp+1)

vi) (Der Nerv einer kleinen Kategorie)Sei C eine kleine Kategorie. Der Nerv NC von C ist die folgende simpliziale Menge: Für jedes
n ≥ 0 de�niert man die Menge der n-Simplizes von NC als

NnC := Hom([n], C),d.h. die Menge der Sequenzen von Morphismen
X0

f1
−→ X1

f2
−→ X2

f3
−→ . . .

fn
−→ Xnin C der Länge n. Dabei ist Hom([n], C) Kategorie der Funktoren von [n]5 na
h C. Ist X0 → · · · →

Xn ein n-Simplex in NnC, so erkärt man für 0 ≤ i ≤ n

• die Randabbildung εi als das dur
h Weglassen von Xi entstehende (n− 1)-Simplex, d.h.
εi(X0 → X1 → · · · → Xn) := X0 → X1 → . . . Xi−1

fi+1◦fi
−→ Xi+1 → · · · → Xn.

• die Entartungsabbildung ηi als das dur
h Verdoppeln von Xi (also Einfügen der Identität
id : Xi → Xi) entstehende (n+ 1)-Simplex, d.h.

ηi(X0 → · · · → Xn) := X0 → · · · → Xi
id
→ Xi → Xi+1 → · · · → Xn.5aufgefaÿt in naheliegender Weise als Kategorie;



A SIMPLIZIALER FORMALISMUS 55Damit ist die simpliziale Menge NC erklärt. Insbesondere erhält man aus dieser Nervkonstruktiondie Kategorie C zurü
k, nämli
h dur
h Ob(C) = N0C und Mor(C) = N1C. Die Forderung, daÿ dieKategorie C klein ist, ist mithin au
h unmittelbar klar: die Morphismen (und damit die Objekte)einer beliebigen Kategorie sind i.A. keine Mengen. Ein Funktor F : C → C′ zwis
hen kleinenKategorien induziert einen Morphismus simplizialer Mengen N(F ) : NC → NC′ in naheliegenderWeise:
Np(F ) : NpC −→ NpC

′

f : [n]→ C 7−→ Nn(F )(f) := F ◦ fDamit erhält man s
hlieÿli
h den Nerv-Funktor N : cat → ∆0Sets von der Kategorie der kleinenKategorien cat in die Kategorie der simplizialen Mengen ∆0Sets vermöge C 7→ NC und F : C →
C′ 7→ N(F ) : NC → NC′.Die vorstehende Konstruktion läÿt si
h au
h auf simpliziale Räume erweitern, wenn man denBegri� der topologis
hen Kategorie zur Hand hat. Dies kann man in den vorzügli
hen Arbeitenvon G.Segal [Seg68℄ §2 und J.Dupont [Du78℄ 
h.5 na
hlesen.Hier reihen si
h drei für diese Arbeit wi
htige Beispiele ein:1. (Der Nerv einer Gruppe I)Sei G eine Gruppe (in diskreter Topologie). De�niere die folgende (ersi
htli
h) kleine Ka-tegorie Ḡ: Ob(Ḡ) := G und Mor(Ḡ) := G × G. Der Nerv von Ḡ ist also die simplizialeMenge NḠ : ∆ → Sets de�niert dur
h [p] 7→ NpḠ := Gp+1 und für α : [m] → [n] ist

α∗ := NḠ(α) : NḠ(n)→ NḠ(m), (g0, ..., gn) 7→ (gα(0), ..., gα(m)) oder in Termen von Rand-und Entartungsabbildungen
εi : NpḠ → Np−1Ḡ (g0, ..., gp) 7→ (g0, ..., gi−1, gi+1, ..., gp)
ηi : NpḠ → Np+1Ḡ (g0, ..., gp) 7→ (g0, ..., gi−1, gi, gi, gi+1..., gp)2. (Der Nerv einer Gruppe II)Sei wiederum G eine Gruppe wie oben. Betra
hte die Kategorie G, deren Objekte aus genaueinem Punkt, der mit ∗ bezei
hnet sei, besteht und deren Morphismenmenge Mor(G) =

HomG(∗, ∗) gerade die Gruppe G selbst ist. Der Nerv NG von G ist die simpliziale Menge
∆→ Sets gegeben dur
h [p] 7→ NpG := Gp mit den Rand - und Entartungsabbildungen

εi : NpG → Np−1G (g1, ..., gp) 7→







(g2, ..., gp) i = 0
(g1, ..., gigi+1, ...gp) i = 1, ..., p− 1
(g1, ..., gp−1 i = p

ηi : NpG → Np+1G (g1, ..., gp) 7→ (g1, ..., gi−1, 1, gi, ..., gp)3. (Der Nerv einer Überde
kung)Sei X eine Mannigfaltigkeit und U = (Ui)i∈I eine o�ene Überde
kung von X . Zu U betra
htedie folgende kleine Kategorie XU , deren Objekte Paare (p, Ui) mit p ∈ Ui. Ist (p′, Uj) einweiteres Paar mit p′ ∈ Uj , so setzt man
HomXU

((p, Ui), (p
′, Uj)) :=

{
Uij , p = p′ ∈ Uij
∅ , sonst,d.h. also Ob(XU ) =

∐

i∈I Ui mit Ui 6= ∅ und Mor(XU ) =
∐

i,j Uij wobei Uij 6= ∅ für alle
i, j ∈ I. Der Nerv von U ist die simpliziale Mannigfaltigkeit NXU : ∆ → Difftop de�niertdur
h

NpXU :=
∐

i0<...<ip

Ui0...ip mit Ui0...ip 6= ∅



A SIMPLIZIALER FORMALISMUS 56mit den Rand -und Entartungsmorphismen
εj : NpXU → Np−1XU Ui0...ip 7→ Ui0...ij−1ij+1...ip

ηj : NpXU → Np+1XU Ui0...ip 7→ Ui0...ijij ...ip .O�ensi
htli
h ist NXU eine simpliziale Mannigfaltigkeit, denn NpXU ist für alle p ≥ 0 einedi�erenzierbare Mannigfaltigkeit und die Rand-und Entartungabbildungen sind di�erenzier-bare Abbildungen.Die beiden Nervkonstruktionen einer Gruppe G im Beispiel A.1.4 1. und 2. sind ni
ht unabhängigvoneinander. Man gewinnt 2. aus 1. wie folgt: Es gibt einen kanonis
hen Funktor γ : Ḡ →
G, wel
her jedem Objekt g in Ḡ das einzige Objekt ∗ in G zuordnet und jedem Morphismus
(g0, g1) in Ḡ den Morphismus g0g−1

1 in G. Dieser Funktor setzt si
h zu einem Funktor, wel
herwieder mit γ bezei
hnet sei, auf den Nerven γ : NḠ → NG vermöge NpḠ ∋ (g0, ..., gp) 7→
(g0g

−1
1 , g1g

−1
2 , ..., gp−1g

−1
p ) ∈ Np−1Ḡ fort. Andererseits hat man ein freie Re
htsaktion von Gauf NḠ, nämli
h komponentenweise NpḠ × G → NpḠ vermöge (g0, ..., gp, g) 7→ (g0g, ..., gpg) fürjedes p ≥ 0, so daÿ damit NḠ die Struktur einer simplizialen G-Menge trägt. Der Morphismus

γ ist verträgli
h mit der G-Aktion in folgendem Sinne: Zwei Punkte x, x′ auf derselben Bahnin Ḡ werden dur
h γ auf dasselbe Element in NG abgebildet. Dadur
h ist γ̄ : NḠ/G → NGwohlde�niert und o�enbar au
h
γ̄ : NḠ/G

∼=
−→ NGein Isomorphismus simplizialer Mengen. Die Rand- und Entartungsoperatoren in NG sind dabeiso de�niert, daÿ

NpG Np−1G

NpḠ Np−1Ḡ

εi

γp γp

εi

NpG Np+1G

NpḠ Np+1Ḡ

ηi

γp γp

ηi

via γ kommutieren.A.2 Der RealisierungsfunktorSei X ein simpliziale Menge. Dann de�niert man die geometris
he Realisierung oderMilnor-Realisierung als
|X | :=

∐

n≥0

Xn ×∆n/ ∼,mit Xn ×∆n ∋ (x, t) ∼ (x′, t′) ∈ Xm ×∆m ⇔ ∃α:[n]→[m] : (α∗x, t) = (x′, α∗t) oder via Rand-undEntartungsabbildungen mit der dur
h
(εit, x) ∼ (t, εi(x)), t ∈ ∆p−1, x ∈ Xp, i = 0, ..., p, n = 1, 2, ...

(ηit, x) ∼ (t, ηi(x)), t ∈ ∆p+1, x ∈ Xp, i = 0, ..., p, n = 0, 1, 2, ...erzeugten Äquivalenzrelation. Dabei wurde Xn mit der diskreten Topologie versehen.Jeder Punkt (Klasse) (x, t) in |X | wird repräsentiert dur
h das Paar (x, t) ∈ Xn × ∆n mit mi-nimalem n. Ist nun f : X → X ′ eine Morphismus simplizialer Mengen und (x, t) ∈ Xp × ∆pein sol
her Repräsentant in |X |, so ist dur
h |f | : |X | → |X ′|, (x, t) 7→ (f(x), t) eine mit Rand-und Entartungsabbildungen verträgli
he stetige Abbildung auf den Realisierungen gegeben. Diesfolgt sofort aus der De�nition der Äquivalenzrelation mit deren Hilfe man die Kommutativität desfolgenden Diagramms
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X ′
p ×∆p X ′

p−1 ×∆p

Xp ×∆p Xp−1 ×∆p

εi × id
f × id f × id

εi × id

na
hre
hnet. Damit erhält man die geometris
he Realisierung in Gestalt des Funktors
| . | : ∆0Sets −→ Top

X 7−→ |X |

f : X → X ′ 7−→ f∗ : |X | → |X ′|von der Kategorie der simplizialen Mengen in die Kategorie der topologis
hen Räume.Notiz A.2.1. Ist X ein simplizialer Raum, so de�niert man seine geometris
he Realisierung innaheliegender Weise.Spre
hweise A.2.2. Die Milnor-Realisierung |NC| des Nerven einer kleinen Kategorie C nenntman den klassi�zierenden Raum von C und s
hreibt dafür
BC := |NC|.Insbesondere EG := |NḠ| und BG := |NG|.Satz A.2.3. 1. Die geometris
he Realisierung einer simplizialen Menge X ist ein CW-Komplex, dessen n-Zellen eineindeutig den ni
ht entarteten Simplizes von X entspre
hen.Dabei heiÿt ein Simplex x entartet, wenn es im Bild eines der Entartungsabbildungen liegt.2. Für EG gilt zudem, daÿ er zusammenziehbar ist.3. Es ist γ : EG → BG ein �a
hes G-Prinzipalbündel, also die universelle Überlagerung von

BG mit De
ktransformationsgruppe G.4. Der klassi�zierende Raum BG ist zudem ein Eilenberg-Ma
Lane-Raum vom Typ (G, 1). Die-ser ist eindeutig bis auf Homotopie.5. Sei X eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit und U := (Ui)∈I eine numerierbare Überde
kungvon X (z.B. gut, d.h. endli
he Dur
hs
hnitte der Ui's sind zusammenziehbar), dann ist diegeometris
he Realisierung des Nerves von U homotopieäquaivalent zu X (als topologis
herRaum), also
|NXU | ≃ XBeweis. zu 1: vgl. [GJ99℄ Prop.I.2.3.zu 4: Dies folgt aus 2 und 3, denn hat ein topologis
her RaumX eine zusammenziehbare universelleÜberlagerung, so ist X ein Eilenberg-Ma
Lane Raum vom Typ (G, 1), wobei G die De
ktransfor-mationsgruppe ist.zu 2 und 5: vgl.[Seg68℄ Prop.4.1zu 3: Aus den funktoriellen Eigens
haften der geometris
hen Realisierung erhält man eine steti-ge Abbildung γ := |γ| : EG → BG. Die freie Re
htsaktion von G auf NḠ induziert eine freieRe
htsaktion auf EG. Ferner ist |NḠ/G| ∼= |NḠ|/G, also EG/G ∼= BG. Da CW-Komplexe lokalzusammenziehbar sind, ist EG→ BG lokal trivial, also s
hlieÿli
h ein G-Prinzipalbündel.Andere Methode: Wende das folgende allgemeinere Resultat auf EG an:Lemma A.2.4. Sei G eine (diskrete) Gruppe und X eine simpliziale freie G-Menge, also eine

G-Menge mit freier Operation auf jedem Xp für p ≥ 0. Dann ist die geometris
he Realisierung
|X | → |X/G| der kanonis
hen Projektion eine Überlagerung mit De
ktransformationsgruppe G.
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hne das universelle Bündel einer Gruppe G in diskreter Topologie, wel
hes aus der Milnor-Konstruktion entsteht für einen Augenbli
k mit p : EMG → BMG. Dann folgt mittels Theorem1.1.8Korollar A.2.5. Sei G eine diskrete Gruppe. Dann ist das auf simpliziale Weise konstruierteBündel γ : EG→ BG universell und damit homotopieäquivalent zum �Milnor-Bündel� p : EMG→
BMG.Das Korollar sagt also, daÿ γ : EG→ BG in demselben Sinne universell ist wie das �Milnor-Bündel�
EMG→ BMG zur Gruppe G. Glei
hwohl bietet die simpliziale Konstruktion den Vorteil einer reinkombinatoris
hen Bes
hreibung. Zur Erinnerung: Ein G-Prinzipalbündel E → B heiÿt universell,wenn es zu jedem anderen G-Prinzipalbündel eine bis auf Homotopie eindeutige Bündelabbildungna
h E → B gibt. Hieraus folgt, daÿ je zwei universelle G-Bündel homotopieäquivalent sind.A.3 Kombinatoris
he ModelleDas nä
hsten Ziel ist Universalität von γ : EG → BG kombinatoris
h zu fassen, also gewisser-maÿen zu einem G-Prinzipalbündel π : P → X eine �kombinatoris
he� Version des folgendenkommutativen Diagramms:

X |NG| = BG

P |NḠ| = EG

ϕ

π γ

ϕ̄

Dies geht wie folgt:DefinitionA.3.1. Ein Morphismus π : P → X simplizialer Mannigfaltigkeiten heiÿt simplizia-les G-Prinzipalbündel, wenn für jedes p ≥ 0 die Abbildung πp : Pp → Xp ein G-Prinzipalbündelist und die Re
htsmultiplikation Rg : P → P für alle g ∈ G simplizial ist. In naheliegender Wei-se de�niert man au
h Morphismen simplizialer G-Bündel und erhält so die Kategorie ∆0PG dersimplizialen G-Bündel.Zu jedem G-Prinzipalbündel π : P → X und jeder o�enen Überde
kung U := (Ui)i∈I von X liefertdie Nerv-Konstruktion von U ein simpliziales G-Prinzipalbündel πU : NPV → NXU mit der o�enenÜbede
kung V := (Vi)i∈I wobei man Vi := π−1(Ui) setzt.Spre
hweise A.3.2. i) Sei X ein topologis
her Raum. Ein simplizialer Raum S : ∆0 → Topmit |S| → X heiÿt kombinatoris
hes Modell von X , wenn |S| → X eine Homoptopieäquivalenz ist.
ii) Sei f : X → Y eine stetige Abbildung topologis
her Räume. Ein Morphismus simplizialerRäume ϕ : S → T mit

|T | Y

|S| X

α

|ϕ| f

ᾱ

heiÿt ein kombinatoris
hes Modell von f : X → Y , wenn |ϕ| homotopieäquivalent zu f ist, d.h.genauer (ᾱ, α) ist eine Homotopieäquivalenz zwis
hen |ϕ| und f . Entspre
hend de�niert mankombinatoris
he Modelle von kommutativen Diagrammen usw. ...



A SIMPLIZIALER FORMALISMUS 59Beispiel A.3.3. i) Der Morphismus γ : NḠ → NG von simplizialen Mengen ist ein kombina-toris
hes Modell des universellen Bündels γ : EG := |NḠ| → BG := NG der diskreten Gruppe
G.
ii) Das simpliziale G-Prinzipalbündel πU : NPV → NXU ist ein kombinatoris
hes Modell des
G-Prinzipalbündels π : P → X für numerierbares U .
iii) Entspre
hend ist das simpliziale hermites
he R-Bündel πU : (NFV , hU )→ NXU ein kombina-toris
hes Modell des hermites
hen R-Bündels π : (F, h) → X , wobei die simpliziale hermites
heMetrik hU dur
h Eins
hränkung von h gegeben ist.
iv) Das simpliziale hermites
he R-Bündel

p : (NḠ×G (GC/K × Cn), hkan)→ NḠ×G GC/Kist ein kombinatoris
hes Modell des universellen hermites
hen R-Bündels
p : (EG×G (GC/K × Cn), hkan)→ EG×G GC/K,konstruiert in Theorem 1.2.4, denn |NḠ ×G GC/K| ∼= EG ×G GC/K. Dabei wird der symmetri-s
he Raum GC/K als triviale simpliziale Mannigfaltigkeit betra
htet. Da die kanonis
he Metrik

hkan auf dem unviversellen Bündel ni
ht von Elementen aus EG abhängt, lebt sie au
h auf demkombinatoris
hen Modell.Satz A.3.4. Sei π : P → X ein �a
hes di�erenzierbares G-Bündel. Zu den Daten einer Triviali-sierung von P , wel
he dur
h eine o�ene Überde
kung U := (Ui)i∈I von X und Di�eomorphismen
e := (ei : π−1(Ui) → Ui × G)i∈I gegeben ist, gibt es eine kanonis
he simpliziale Abbildung vondem simplizialen G-Prinzipalbündel NPV → NXU na
h γ : NḠ → NG, also ein kommutativesDiagramm:

NXU NG

NPV NḠ

ϕeU

π γ

ϕeV

Insbesondere ist dies ein kombinatoris
hes Modell von (P → X) −→ (EG→ BG).Beweis. Es gibt einen Funktor ϕeU : XU −→ G, der ein Objekt Ui in XU auf das einzige Objekt ∗ in
G und einen Morphismus Uij auf die dur
h ei und ej bestimmte konstante Übergangsfunktion gijabbildet. Die Funktoreigens
haften sind dabei Aufgrund der Kozykel-Eigens
haft der gij 's erfüllt.Dur
h Vi := π−1(Ui) ist eine o�ene Überde
kung V := (Vi)i∈I von P und damit die Kategorie PVerklärt. Andererseits induziert die Trivialisierung von E → X einen Funktor ϕeV : PV −→ Ḡ, derjedem Objekt Vi in PV via der Komposition

p2 ◦ ei : Vi
∼=
→ Ui ×G→ Gdas Objekt (p2 ◦ ei) in G = Ob(Ḡ) und jedem Morphismus Vij den Morphismus (p2ei, p2ej) in

G×G = Mor(Ḡ) zuordnet. Dabei ist p2 die kanonis
he Projektion auf den zweiten Faktor. Manerhält insgesamt ein kommutatives Diagramm
XU G

PV Ḡ

ϕeU

π γ

ϕeV



A SIMPLIZIALER FORMALISMUS 60von Funktoren, wobei π : PV → XU die kanonis
he Projektion auf den ersten Faktor ist, d.h.ein Objekt (y, Vi) ∼= Ui × G wird via ei auf Ui abgebildet; analaog die Morphismen. Anwendungdes Nerv-Funktors liefert s
hlieÿli
h die Behauptung. Man kann die Abbildungen au
h explizithins
hreiben6, nämli
h wie folgt:
∐

i0,...,ip
Ui0...ip Gp

∐

i0,...,ip
Vi0...ip Gp+1

ϕeU

π γp

ϕeV

x (gi1i0 , ..., gipip−1)

y (1, gi1i0 , ..., gipi0)

und bea
hte (p2ei0 , ..., p2eip) = (1, gi1i0 , ..., gipi0)p2ei0 mit den Übergangsfunktionen gijik = eike
−1
ij
.Bemerkung A.3.5. Ein Objekt in XU ist ein Paar (x, Ui) mit x ∈ Ui und au
h zu einemMorphismus Uij gehört stets ein Punkt x ∈ Uij zu den Daten. Das man si
h aber im obigenBeweis um die Punkte in Ui bzw. im S
hnitt Uij ni
ht kümmern brau
ht, liegt daran, daÿ dasBündel �a
h ist und damit die Strukturgruppe G diskret oder na
h Theorem 1.1.6 äquivalent, daÿdie Übergangsfunktionen konstant sind.Was passiert, wenn man eine andere Trivialisierung von P → X wählt ? Dazu betra
hte zunä
hstdas folgendeLemma A.3.6. Sind F0, F1 : C → D zwei Funktoren zwis
hen kleinen Kategorien und gibt es einenatürli
he Transformation F : F0 → F1, so sind die induzierten Abbildungen auf den Realiserungen

BF0, BF1 : BC = |NC| → BD = |ND| homotop.Beweis. Die Vorgabe zweier Funktoren F0, F1 : C → D und einer natürli
hen Transformation
F : F1 → F2 ist äquivalent zur Vorgabe des Funktors H : C × [1]→ D, wel
her de�niert ist dur
h

H(A, 0) := F0(A) H(A, 1) := F1(A) H(A, 0→ 1) := F (A) : F0(A)→ F1(A)für jedes Objekt A in C. Dabei ist [1] die Kategorie, bestehend aus den beiden Elementen 0, 1und dem ni
htidentis
hen Morphismus 0 → 1. Da die Realisierung B[1] = [0, 1] = I geradedas Einheitsintervall ist und B(C × [1]) ∼= BC × B[1] = BC × I, ist BF : BC × I → D diegesu
hte Homotopie von BF0 na
h BF1. (Bea
hte I ist lokal-kompakt, BC ist als Realisierungeiner simplizialen Menge ein CW-Komplex, also insbesondere ein k-Raum. Folgli
h ist B(C× [1]) ∼=
BC ×B[1] ni
ht nur eine stetige Bijektion, sondern ein Homöomorphismus.)Ist nun (U ′, e′) eine andere Trivialisierung von π : P → X , so kann man oBdA auf U = U ′annehmen, denn je zwei Überde
kungen von X haben eine gemeinsame Verfeinerung. Bekanntli
hunters
heiden si
h die Übergangsfunktionen zweier Trivialisierungen von P → X um Konjugation.Also sind die betre�enden Funktoren ϕe′U : XU → G und ϕeU : XU → G sogar äquivalent und diestri�t in kanonis
her Weise au
h auf Ihre Fortsetzungen ϕe′U : NXU → NG sowie ϕeU : NXU →
NG zu. Damit faktorisieren si
h je zwei Trivialsierungen von P → X über genau einen innerenAutomorphismus. Analog behandle die beiden Funktoren auf den Totalräumen. Man erhält alsofolgende Eindeutigkeitsaussage:Satz A.3.7. Die simpliziale Abbildung NḠ → NG ist in folgendem Sinne universell: Zu jedem
G-Prinzipalbündel π : P → X ist das dur
h die Nervkonstruktion einer Trivialisierung (U , e) von
X gegebene kombinatoris
he Modell eindeutig bis auf kanonis
he Äquivalenz, d.h. ist (U ′, e′) eineandere Trivialisierung, so kommutiert das folgende Diagramm:6Das werden wir an einigen Stellen no
h verwenden.
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NḠ

NPV NḠ

NGNXU

NG

ϕeV

ϕe
′

V

∼=

π γ

ϕeU

∼=ϕe
′

UAus obigem Lemma A.3.6 folgt nun, daÿ die stetigen Abbildungen ϕeU , ϕe′U : X → BG homotop sind.Dieselben Argumente auf den Totalräumen anwendend, liefert eine Bündelhomotopie zwis
hen
(ϕeV , ϕ

e
U ) und (ϕe

′

V , ϕ
e′

U ).A.4 Simpliziale GarbenDefinition A.4.1. Eine Garbe (von Mengen) F auf einem simplizialen Raum X =
(Xp)p≥0 ist eine Familie von Garben (Fp)p≥0 mit folgenden Eigens
haften:1. Für jedes p ≥ 0 ist Fp ist eine Garbe auf Xp.2. Ist α ∈ Hom∆([p], [q]) ein Morphismus in ∆, so gibt es einen Morphismus α∗ := F(α) :

Fp → f∗Fq von Garben auf Xq, wobei die stetige Abbildung f := X(α) : Xq → Xp dur
h αinduziert ist.3. Diese Zuordung ist funktoriell, d.h. ist β ∈ Hom([q], [r]) ein weiterer Morphismus, so gilt
F(β ◦ α) = F(β) ◦ F(α) F(id[n]) = idFn .Genauer hätte man F(β ◦ α) = X(α)∗F(β) ◦ F(α) s
hreiben müssen. In P.Deligne [D74℄ werdensimplizialen Garben ohne F(id[n]) = idFn de�niert.Die Eigens
haft 2 lautet in Termen von Korand und Koentartung wie folgt: Sind di : [p− 1]→ [p]bzw. si : [p + 1] → [p] Korand und Koentartung in ∆, so induzieren εi : Xp → Xp−1 bzw.

ηi : Xp → Xp+1 Morphismen von Garben F(di) : Fp−1 → (εi)∗Fp bzw. F(si) : Fp+1 → (ηi)∗Fpfür jedes p und 0 ≤ i ≤ p.Spre
hweise A.4.2. Ist X ein simplizialer Raum und F eine Garbe auf X , so nennt man Fau
h abkürzend eine simpliziale Garbe auf X . Eine abels
he Garbe auf einem simplizialen Raum
X heiÿt au
h simpliziale abels
he Garbe auf X .EinMorphismus ϕ : F −→ G von simplizialen Garben auf X ist eine Familie von Morphismen
ϕp : Fp → Gp, verträgli
h mit den Morphismen in ∆, d.h. für α : [p]→ [q] kommutiert das folgendeDiagramm:

X(α)∗Fq X(α)∗Gq

Fp Gp

ϕq

F(α) G(α)

ϕp

Insbesondere kommutieren Morphismen simplizialer Garben mit Rand-und Entartungsmorphis-men. Alsdann ist die Kategorie der simplizialen abels
hen Garben SX auf X erklärt.



A SIMPLIZIALER FORMALISMUS 62Beispiel A.4.3. i) Für den konstanten simplizialen Raum X ist eine simpliziale Garbe Fauf X ni
hts anderes als ein kosimpliziales Objekt in der Kategorie der Garben auf demtopologis
hen Raum X .
ii) Sei X eine simpliziale Mannigfaltigkeit. Dann bildet für jedes q ≥ 0 die Familie von abels
henGarben AqXp

der komplexwertigen q-Formen auf Xp die simpliziale (abels
he) Garbe derkomplexwertigen q-Formen
AqX =

(

AqXp

)

p≥0auf X .A.5 Kohomologie mit Werten in einer simplizialen GarbeEin Komplex
K := K•,• : 0→ K•,0 d

→ K•,1 d
→ K•,2 d

→ · · ·simplizialer abels
her Garben auf X ist eine Familie von Komplexen
Kp,• : 0→ Kp,0 d

→ Kp,1 d
→ Kp,2 d

→ · · ·von abels
hen Garben auf Xp für jedes p ≥ 0, verträgli
h mit Rand-und Entartungsmorphismen.Letzteres bedeutet gerade, daÿ das Di�erential d : K•,q → K•,q+1 ein Morphismus simplizialerabels
her Garben ist. In naheliegender Weise de�niert man eine exakte Sequenz simplizialerabels
her Garben auf X .Definition A.5.1. Sei X ein simplizialer Raum und F eine abels
he Garbe auf X . Der globaleS
hnittfunktor von F über X ist die kosimpliziale abels
he Gruppe gegeben dur
h
Γ(X,F) : ∆ −→ Ab

[p] 7−→ Γ(Xp,F
p) = Fp(Xp)

di : [p− 1]→ [p] 7−→ ε∗i := F(di)(Xp−1) : Γ(Xp−1,F
p−1)→ Γ(Xp,F

p)

si : [p+ 1]→ [p] 7−→ η∗i := F(si)(Xp+1) : Γ(Xp+1,F
p+1)→ Γ(Xp,F

p)Bemerkung A.5.2. Sei K ein Komplex simplizialer abels
her Garben auf X . Aus den de�-nierenden Eigens
haften einer simplizialen abels
hen Garbe auf X folgt unmittelbar, daÿ es imAllgemeinen ni
ht mögli
h ist, via den Korändern ein Di�erential δ : Kp,• → Kp+1,• in simplizialerRi
htung zu induzieren, so daÿ K•,q für jedes q ≥ 0 ein Komplex ist. Insbesondere ist K im All-gemeinen au
h kein Doppelkomplex. Jedo
h liefert die Anwendung des globalen S
hnittfunktorsden Dopplekomplex Γ(X,K), dessen Di�erential in simplizialer Ri
htung gegeben ist dur
h
δ : Fp(Xp) −→ F

p+1(Xp+1), δ :=

p+1
∑

i=0

(−1)iF(di)(Xp)
︸ ︷︷ ︸

=ε∗
i

.Wie übli
h sieht man dabei δ2 = 0 ein. Der zum Doppelkomplex Γ(X,K) gehörige Totalkomplexist de�niert dur
h
sΓ(X,K)n :=

⊕

p+q=n

Γ(Xp,K
p,q)mit seinem Di�erential δ + (−1)pd.Unter einer Au�ösung einer simplizialen abels
hen Garbe F versteht man einen Komplex Ksimplizialer abels
her Garben auf X zusammen mit einer Augementation F → K derart, daÿ

0 → F → K eine exakte Sequenz simplizialer abels
her Garben auf X ist. Eine Au�ösung I von
F heiÿt injektiv bzw. welk bzw. azyklis
h, wenn sie es auf jeder simplizialen Komponente ist.



A SIMPLIZIALER FORMALISMUS 63Beispiel A.5.3. i) Für den konstanten simplizialen Raum X und einen Komplex K vonsimplizialen Garben auf X erhält man vermöge δ : Kp,• → Kp+1,•, δ :=
∑p+1
i=0 (−1)iK(di) einDi�erential in simplizialer Ri
htung, wodur
h K zu einem Doppelkomplex wird.

ii) Sei X eine simpliziale Mannigfaltigkeit. Für jedes p ≥ 0 hat man den de Rham-Komplex
A•
Xp

: A0
Xp

d
−→ A1

Xp

d
−→ A2

Xp

d
−→ . . .auf Xp. Die Familie A•

X := (A•
Xp

)p≥0 bildet einen Komplex simplizialer abels
her Garben auf
X , den sogenannten simplizialen de Rham-Komplex auf X . Zusammen mit der konstantensimplizialen Garbe C erhält man die simpliziale de Rham-Au�ösung

0 −→ C −→ A0
X

d
−→ A1

X
d
−→ A2

X
d
−→ . . .von C. Weil Hn(Xp, A

q
Xp

) = 0 für p, q ≥ 0 und n > 0, d.h. die Garben AqXp
sind Γ-azyklis
h, ist die obige Au�ösung azyklis
h. Wendet man nun den globalen S
hnittfunktorauf A•

X an, so erhält man den Doppelkomplex A•,•(X) de�niert dur
h Ap,q(X) := Aq(Xp)mit horizontalem Cartan-Di�erential d : Ap,q(X) → Ap,q+1(X) und dem vertikalen (d.h. insimplizialer Ri
htung) Di�erential δ : Ap,q(X)→ Ap+1,q(X). Die Elemente in Aq(X) heiÿen
q-Formen auf der simplizialen Mannigfaltigkeit X , oder kurz simpliziale q-Formen auf X .Man bea
hte, daÿ die hier verwendete Spre
hweise einer �simplizialen Form� ni
ht mit der vonJ.Dupont [Du78℄ Def.6.2 bzw. [Du76℄ Def.2.1 übereinstimmt. Seine simplizialen Formen lassensi
h ihrer De�nition na
h als Objekte auf der geometris
hen Realiserung von X au�assen. Für dieBere
hnung der Kohomologie simplizialer Mannigfaltigkeiten ist es jedo
h egal, wel
hen Doppel-komplex man verwendet, da sie homotopieäquivalent sind , wie J.Dupont in [Du76℄ Th.2.3 gezeigthat.Bemerkung A.5.4. Sei f : X → Y eine stetige Abbildung topologis
her Räume. Dann bildetder direkte Bildfunktor f∗ : SX → SY injektive abels
he Garben auf injektive abels
he Garben ab,d.h. ist F eine injektive abels
he Garbe auf X , so ist f∗F eine injektive abels
he Garbe auf Y .Beweis. Sei F eine injektive Garbe auf X und sei 0 → G′ → G → G′′ → 0 eine kurze exakteSequenz abels
her Garben auf Y . Da der Urbildfunktor f∗ exakt ist, ist au
h die Sequenz 0 →

f∗G′ → f∗G → f∗G′′ → 0 exakt. De�nitionsgemäÿ ist der kantravariante Hom-Funktor Hom(−,F)für injektive abels
he Garben F exakt, also ist die Sequenz
0→ Hom(f∗G′′,F)→ Hom(f∗G,F)→ Hom(f∗G′,F)→ 0exakt. Wegen Hom(f∗G,F) ∼= Hom(G, f∗F) folgt die Exaktheit der Sequenz
0→ Hom(G′′, f∗F)→ Hom(G, f∗F)→ Hom(G′, f∗F)→ 0und also ist f∗F injektiv.Lemma A.5.5. Jede simpliziale abels
he Garbe F auf X hat eine injektive und damit eineazyklis
he Au�ösung.Beweis. Für jedes p ≥ 0 hat man die kanonis
he injektive Au�ösung7 von Fp, d.h. eine Augmen-tation Fp → I0(Fp) zusammen mit einem Komplex
Ip,• : 0 −→ I0(Fp)

d
−→ I1(Fp)

d
−→ I2(Fp)

d
−→ . . .7Zur Konstruktion der kanonis
hen injektiven Au�ösung einer abels
hen Garbe F siehe [GM03℄ III.8.1



A SIMPLIZIALER FORMALISMUS 64derart, daÿ
0 −→ Fp −→ I0(Fp)

d
−→ I1(Fp)

d
−→ I2(Fp)

d
−→ . . .eine exakte Sequenz von abels
her Garben auf Xp ist. Es verbleibt also nur no
h die Verträgli
hkeitmit Rand- und Entartungsmorphismen zu zeigen. Dies folgt sofort dur
h induktives Fortsetzendes Diagramms:

X(di)∗F
p+1 X(di)∗I

p+1,0

Fp Ip,0

X(di)∗I
p+1,2

Ip,2

. . .

. . .

F(di) Ip,0(di)

d0

d0

Da der direkte Bildfunktor injektive Garben auf injektive Garben abbildet, sind die unteren Garben
X(di)∗I

p+1,• allsamt injektiv. Setze zur Abkürzung g0 := Ip,0(di) und f∗I• := X(di)∗I
p+1,•. Er-si
htli
h gibt es ein g0, wel
hes mit den Augmentationen kommutiert. Ist gn bereits konstruiert, sovers
hwindet die Komposition dn−1gndn wegen dndn−1gn−1 = 0. Daher gibt es einen Morphismus

ϕn derart, daÿ das Diagramm
In−1 In f∗I

n f∗I
n+1

In/ imdn−1

dn−1 gn dn

∃ϕnkommutiert. Da die obere Sequenz exakt ist, folgt In/ imdn−1 = In/kerdn. Dies ist wiederumaufgrund der kurzen exakten Sequenz 0 → kerdn → In → im dn = kerdn+1 → 0 glei
h kerdn+1.Also hat man andererseits einen Monomorphismus In/ im dn−1 →֒ In+1. Da f∗In injkektiv ist,setzt si
h der Morphismus ϕn zu einen Morphismus gn+1 : In+1 → f∗I
n+1 fort mit der Eigens
haft

gn+1dn = dngn. analog die Entartungsmorphismen;Definition A.5.6. Sei F eine simpliziale abels
he Garbe auf X und I eine injektive Au�ösungvon F . Die n-te Kohomologiegruppe von X mit Werten in der simplizialen Garbe F isterklärt dur
h
Hn(X,F) := Hn(sΓ(X, I)). (30)Lemma A.5.7. (i) Die vorstehende De�nition ist bis auf einen kanonis
hen Isomorphismus un-abhängig von der Wahl der injektiven Au�ösung.

ii) Es genügt für die Bere
hnung der Kohomologie eine azyklis
hen Au�ösung von F , d.h. ist Weine azyklis
he Au�ösung von F , so gibt es einen kanonis
hen Isomorphismus
H•(X,F) ∼= H•(sΓ(X,W )).Beweis. Sei I eine injektive und W eine azyklis
he Au�ösung von F . Dann gibt es ([Br93℄Prop.1.15(2) zusammen mit Lemma A.5.5) einen bis auf Homotopie eindeutigen Morphismus

Ψ : W → I von Au�ösungen, wel
her mit den Augmentationen kommutiert, also für jedes p ≥ 0hat man ein mit Rand- und Entartungsoperatoren verträgli
hes kommutatives Diagramm:
Fp W p,0 W p,1 W p,2 . . .

Fp Ip,0 Ip,1 Ip,2 . . .

d d d

d d d

Ψp,0 Ψp,1 Ψp,2



A SIMPLIZIALER FORMALISMUS 65Ist I ′ eine andere injektive Au�ösung von F , so gibt es eine bis auf Homotopie eindeutige Homo-topieäquivalenz von I na
h I ′.Ferner gibt es na
h [D74℄ eine Spektralsequenz
Epq1 (I) = Hq(Γ(Xp, I|Xp

) =: Hq(Xp,F
p) =⇒ Ep+q(I) = Hp+q(sΓ(X, I) =: Hp+1(X,F),bezügli
h der Filtrierung

F rΓ(X, I) :=
⊕

p≥r

Γ(Xp, I
p,q).Der Morphismus Ψ : W → I induziert den Morphismus

Ψ∗ : (Epqr (W ), Ep+q(W )) −→ (Epqr (I), Ep+q(I)) r ≥ 1,von Spektralsequenzen, der bekanntli
h auf den Anfangstermen (also für r = 1) ein Isomorphismusist. Also sind au
h die Limesterme Ep+q(W )→ Ep+q(I) na
h [Br93℄ Lemma 1.2.5 isomorph, wass
hlieÿli
h zu zeigen war.BeispielA.5.8. SeiX eine simpliziale Mannigfaltigkeit. Der zum Doppelkomplex (Ap,q(X))p,q≥0gehörige Totalkomplex lautet
sA(X)n =

⊕

p+q=n

Ap,q(X)und sein Di�erential δ + (−1)pd. Die Kohomologiegruppen der simplizialen Mannigfaltigkeit Xmit Werten in der konstanten simplizialen Garbe C sind de�niert als die Kohomologiegruppen desTotalkomplexes, also
H∗(X,C) := H∗(sA(X)).Sie wird simpliziale de Rham-Kohomologie von X mit Werten in C genannt. Na
h J.Dupont[Du78℄ Prop.6.1 ist die Kohomologie einer simplizialen Mannigfaltigkeit isomorph zur (Stan-dard)Kohomologie der geometris
hen Realisierung von X , d.h.
H∗(X,C) ∼= H∗(|X |,C).A.6 Kohomologie mit Werten in einem Komplex simplizialer GarbenSei X eine simpliziale Mannigfaltigkeit und

F• : 0→ F0 d
−→ F1 d

−→ F2 d
−→ . . .ein Komplex von simplizialen abels
hen Garben auf X , also eine Familie von Komplexen vonabels
hen Garben

0→ Fp,0
d
−→ Fp,1

d
−→ Fp,2

d
−→ . . .auf Xp für jedes p ≥ 0.Unter einerCartan-Eilenberg-Au�ösung eines Komplexes simplizialer abels
her Garben F• auf

X versteht man eine Familie von Cartan-Eilenberg Au�ösungen8 Ip,•,• von
0→ Fp,0

d
−→ Fp,1

d
−→ Fp,2

d
−→ . . .für jedes p ≥ 0, also insbesondere für jeden Simplizialgrad p hat man den Doppelkomplex vonabels
hen Garben8Zur De�nition einer Cartan-Eilenberg Au�ösung siehe [Weibel94℄ 5.7.9.
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0 Fp,0 Fp,1 Fp,2 . . .

0 Ip,0,0 Ip,1,0 Ip,2,0 . . .

0 Ip,0,1 Ip,1,1 Ip,2,1 . . .... ... ... ...
d d d

i i i
d d d

∂ ∂ ∂
d d d

∂ ∂ ∂auf Xp. Analog wie in Lemma A.5.5 zeigt man die Verträgli
hkeit der Cartan-Eilenberg-Au�ösungmit Rand- und Entartungsoperatoren. Für den Doppelkomplex bedeutet dies, daÿ man für jedes
p ≥ 0 das ebene Diagramm si
h zu einem drei dimensionalen kommutativen Diagramm

0 Fp,0 Fp,1 Fp,2 . . .

0 Ip,0,0 Ip,1,0 Ip,2,0 . . .

0 Ip,0,1 Ip,1,1 Ip,2,1 . . .... ... ... ...
ε∗Fp+1,0 ε∗Fp+1,1 ε∗Fp+1,2 . . .

d d d

i i i
d d d

∂ ∂ ∂
d d d

∂ ∂ ∂mit ε∗ := X(di)∗ fortsetzen kann. (Dabei ist die Fortsetzung auf den �De
kel� des �Quaders�mögli
h, weil de�nitionsgemäÿ F• ein Komplex simplizialer abels
her Garben ist.)Die Anwendung des globalen S
hnittfunktors Γ(X, I•,•,•) liefert den Trikomplex
(I•,•,•(X), δ, d, ∂)mit dem simplizialen Di�erential δ : Ip,•,•(Xp) → Ip+1,•,•(Xp+1), wel
hes induziert ist dur
h

δ : Fp,•(Xp) → Fp+1,•(Xp+1), dem Di�erential d : I•,q,•(X) → I•,q+1,•(X), wel
hes induziertist dur
h d : Fq(X) → Fq+1(X) sowie dem Di�erential ∂ : I•,•,r(X) → I•,•,r+1(X) in Ri
htungder Au�ösung, induziert dur
h ∂ : I•,•,r → I•,•,r+1. Der Totalkomplex sI(X) := sI•,•,•(X) von
I•,•,•(X) und sein Di�erential ist de�niert

sIn(X) :=
⊕

p+q+r=n

Ip,q,r(X), D := δ + (−1)p∂ + (−1)p+rd.Definition A.6.1. Die n-te Kohomologie des Totalkomplexes
Hn(X,F•) := Hn(sI•,•,•(X))heiÿt n-te Kohomologie von X mit Werten in dem Komplex simplizialer abels
herGarben F•.Analog wie im vorangegangenen Abs
hnitt zeigt man, daÿ dies bis auf einen kanonis
hen Isomor-phismus unhabhängig von der Wahl der Cartan-Eilenberg-Au�ösung istSpre
hweise A.6.2. Die Kohomologie von X mit Werten in einem Komplex simplizialer abel-s
her Garben wird � in Analogie zum ni
ht-simplizialen Fall � die Hyperkohomologie von X mitWerten in F• genannt.



B GLATTE DELIGNE-KOHOMOLOGIE 67B Glatte Deligne-KohomologieIn diesem Kapitel des Anhangs erinnern wir an die De�nition der glatten Deligne-Kohomologieund beweisen im Detail einige Eigens
haften hierüber, die si
h vor allem in den kurzen Sequenzennieders
hlagen. Diese sind von fundamentaler Bedeutung, da aus ihnen si
htbar wird, in wieweit glatte Deligne-Kohomologie eine Verfeinerung der Standardkohomologie ist. Von besonderenInteresse ist dabei der Krümmungshomomorphimus d : Hk
D(X,A(k)) ։ Ak(X)A(k)

, dessen Bildgerade die k-Formen mit Perioden in A(k) sind. Er ist der Dreh-und Angelpunkt für die Su
hena
h verfeinerten Koe�zientenberei
hen, zum Beispiel von 
harakteristis
hen Klassen, wie es inder vorliegenden Arbeit der Fall ist. Ferner geben wir an, wie man Elemente in der glatten Deligne-Kohomologie konkret hins
hreibt. Grundlage dieses Kapitels ist das Standardwerk [Br93℄ I.5 vom J-L. Brylinski, in dem aber der Krümmungshomomorphismus in derWeise, wie wir ihn brau
hen ni
htbehandelt wird. Daher verwenden wir zudem die Arbeit [DuK05℄ von J.Dupont und F. Kamberfür die Konstruktion des Krümmungshomomorphismus. Ebenfalls no
h zu erwähnen ist die Arbeitvon K. Gomi [G05℄, der wie Dupont-Kamber glatte Deligne-Kohomologie aber mit Koe�zienten Zbetra
htet, dessen beweiste
hnis
he Besonderheiten im Hinbli
h auf beliebige Koe�zientenberei
hevon C ebenfalls diskutiert werden.Sei X eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, A ein Unterring von C und k ≥ 0. Dann ist die dur
hdas Element (2πi)k gegebene zyklis
he Untergruppe A(k) := (2πi)k ·A von C ein freier zyklis
her
A-Modul.Definition B.0.3. Bezei
hnet AqX die Garbe der komplexwertigen q-Formen auf X , so heiÿtder Komplex

A(k)D : 0→ A(k)
i
→ A0

X
d
→ A0

X
d
→ . . .

d
→ Ak−1

Xvon abels
hen Garben auf X der (komplexe) glatte Deligne-Komplexmit Koe�zienten in A(k).Dabei ist A(k) als Konstante Garbe in Grad Null aufzufassen. Entspre
hend hat Ak−1
X den Grad

k. Die n-te Hyperkohomologiegruppe dieses Komplexes
Hn

D(X,A(k)) := Hk(A(k)D)heiÿt die n-te (komplexe) glatte Deligne Kohomologiegruppe vonX mit Koe�zienten in A(k).Bemerkung B.0.4. De�nitionsgemäÿ ist die Hyperkohomologie vonX mit Werten in dem Kom-plex A(k)D abels
her Gaben auf X die Kohomologie des Totalkomplexes einer Cartan-EilenbergAu�ösung von A(k)D. Für die konkrete Konstruktion von Repräsentanten in der glatten Deligne-Kohomologie eignen si
h die Cartan-Eilenberg Au�ösungen freili
h ni
ht. Da aber auf parakom-pakten Räumen Garbenhyperkohomologie und Če
h-Hyperkohomologie kanonis
h isomorph sind,kann man in sol
hen Fällen auf das sehr konkrete Če
h-Modell auswei
hen. Dies zeigt man ganzanalog wie in Lemma A.5.7: Ist nämli
h F• ein Komplex von abels
hen Garben auf einem para-kompakten Raum X , so hat man die beiden Spektralsequenzen der Hyperkohomologie, Epq1 (I) =
Hp(X,Fq) =⇒ Ep+q(I) = Hp+q(X,F•) und Epq1 (Č) = Hp(X,Fq) =⇒ Ep+q(Č) = Hp+q(X,F•),einmal zur Cartan-Eilenberg Au�ösung I und einmal zur Če
h-Au�ösung von F•. Der Morphis-mus von Au�ösungen Č → I induziert einen Morphismus der Spektralsequenzen, der bekanntli
hauf den Anfangstermen ein Isomorphismus ist, also au
h auf den Limestermen.Die vorstehende De�nition läÿt erahnen, daÿ es au
h eine reelle glatte Deligne-Kohomologie gibt:Man betra
htet Unterringe von R statt von C, läÿt den (2πi)k-Twist weg und arbeitet mit reellwer-tigen statt komplexwertigen Di�erentialformen. Ist von der reellen Deligne-Kohomologie die Rede,so s
hreiben wir Ak statt A(k), für den (reellen) glatten Deligne-Komplex Ak,D statt A(k)D undfür die (reelle) glatten Delgine-Kohomologie H•

D(X,Ak) statt H•
D(X,A(k)). Alle nun folgendenAussagen bleiben au
h im reellen Fall ri
htig, mit den naheliegendenen Modi�kationen.



B GLATTE DELIGNE-KOHOMOLOGIE 68Bemerkung B.0.5. Für A := Z vermittelt die Exponentialsequenz
0 −→ Z(k) −→ A0

X
exp
−→ (A0

X)∗ −→ 0einen Quasi-Isomorphismus Z(k)D → Z(k)D [−1], also
1 (A0

X)∗

Z(k) A0
X

A1
X

A1
X

. . .

. . .

Ak−1
X ,

Ak−1
X

Z(k)D :

i

exp( 1
2πi)

d log

d

d

d

d

d

· 1
2πi· 1

2πimit der Garbe der invertierbaren komplexwerten Funktionen (A0
X)∗. Diese Situation ermögli
hteine alternative De�nition der glatten Deligne-Kohomologie via der Hyperkohomologie von Z(k)D,die man ebenfalls in der Literatur antri�t (zum Beispiel in Brylinski-M
Laghlin [BrM
L96℄ 2.(10)oder Gomi [G05℄ Def.2.1). Mithin

Hn
D(X,Z(k)) ∼= Hn−1(Z(k)D).Bemerkung B.0.6. Sei U := (Ui)i∈I eine gute o�ene Überde
kung von X . Setze

Ω̌•
C/A(k)(U) := sA•(N•XU)/Č•(U , A(k)).Man zeigt analog wie in Dupont [DuK05℄ Lemma 2.1 ii) die Beziehung
Ȟ•(X,C/A(k)) ∼= H•(Ω̌•

C/A(k)(U)).(Die Behauptung folgt aus dem Če
h-de Rham-Isomorphismus.)Eine Klasse in Ȟk−1(X,C/A(k)) wird also repräsentiert dur
h einen Kozykel (ω0, ..., ωk−1) ∈
Ω̌k−1

C/A(k)(U), d.h. dωp + (−1)pδωp−1 = 0 für 1 ≤ p ≤ k − 1 und δωk−1 ≡ 0modA(k) sowie
dω0 = 0.Zu Erinnerung: Eine ges
hlossene k-Form α ∈ Ak(X) hat Perioden in einem Unterring A von C,wenn die Integrationen von α über alle di�erenzierbaren k-Zykel mit Koe�zienten in Z nur Wertein A annehmen, d.h. also das Bild der Abbildung

∫

{−}

α : Zk(X) −→ C, σ 7−→

∫

σ

α ∈ A.ist eine Teilmenge von A.Lemma B.0.7. Ist A ein Unterring von C, so lassen si
h die k-Formen auf X mit Perioden in A
harakterisieren dur
h
Ak(X)A = im(Hk(X,A)

ι∗−→ Hk(X,C)),mit der kanonis
hen Inklusion ι : A→ C.Beweis. Betra
hte
...Hk(X,A)

Hk(X,C)

Hk(X,C/A)

Hk+1(X,A)

0 Ext(Hk−1(X),C/A) Hom(Hk(X),C/A) 0

ι∗

π∗

∂
h



B GLATTE DELIGNE-KOHOMOLOGIE 69mit einer der universellen Koe�zientenformeln in der horizontalen und der dur
h die kurze exakteSequenz
0 −→ A

ι
−→ C

π
−→ C/A −→ 0induzierten langen exakten Sequenz in der Vertikalen. Eine k-Form α ∈ Ak(X)A mit Periodenin A ist de�nitionsgemäÿ ges
hlossen, liefert damit ein Klasse ᾱ in Hk(X,C). Da ein Element in

Hk(X,C/A) repräsentiert wird dur
h ein Element in Hom(Ck(X),C/A) ist also π∗(α) a priori ni
htNull. Weil α de�nitionsgemäÿ Perioden in A hat, vers
hwindet die Komposition h ◦ π∗(α). Weildie Zeile exakt ist, kommt das Element π∗(α) von einem Element in Ext(Hk−1(X),C/A). Aber
C/A ist divisibel, also vers
hwindet die Ext-Gruppe. Also ist π∗(α) in Hk(X,C/A) do
h Null. DieExaktheit der vertikalen Sequenz liefert demna
h eine Element α̃ in Hk(X,A) mit ι∗(α̃) = α.Liegt umgekehrt eine ges
hlossene k-Form α im Bild von ι∗, so ist o�enbar π∗(α) = 0. Wenn also
π∗(α) auf allen k-Ketten Ck(X) vers
hwindet, dann erst re
ht auf allen k-Zykeln Zk(X), d.h. αhat Perioden in A. Man bea
hte, daÿ π∗(α) genauer zu verstehen ist als das Kompositum

Hk
dR(X,C)

I
−→ Hk

sing(X,C)
π∗−→ Hk(X,C/A), α 7−→

∫

{−}

αmodAaus de Rham-Isomorphismus I und der kanonis
hen Projektion π∗.Lemma B.0.8. Der Morphismus von Komplexen d : A(k)D → AkX induziert den Epimorphismus
d : Hk

D(X,A(k)) ։ Ak(X)A(k), x = (a, ω) 7−→ Fωvon der k-ten glatten Deligne-Kohomologiegruppe na
h den ges
hlossenen k-Formen Ak(X)A(k)mit Perioden in A(k).Beweis. Sei U := (Ui)i∈I eine o�ene Überde
kung von X . Ein Element x in Hk
D(X,A(k)) wirdrepräsentiert dur
h (a, ω) mit a ∈ Čk(U , Ak) und ω := (ω0, ..., ωp−1) ∈ ⊕

k−1
i=0 Č

i(U , Ak−1−i
X ), so daÿinsbesondere δω0 = ±dω1 gilt. Da das Diagramm

Č1(U , Ak−2) Č1(U , Ak−1) Č1(U , AkX)

Č0(U , Ak−2
X ) Č0(U , Ak−1

X ) Č0(U , AkX)

Ak−2(X) Ak−1(X) Ak(X)

d d

δ δ δ

d d

i i i

d d

kommutiert, gilt δdω0 = dδω0 = ddω1 = 0 in Č1(U , AkX), also existiert eine globale Form Fω ∈
Ak(X) mit Fω|Ui

= i∗Fω = dω0. Insbesondere ist Fω d-ges
hlossen. Es verbleibt zu zeigen,daÿ Fω unabhängig von der Wahl des Respräsentanten aus der Klasse in Hk
D(X,A(k)) ist. Istnämli
h (a′, ω′) ein anderer Repräsentant von x, so gibt es de�nitionsgemäÿ einen k − 1 Korand

(b, σ) ∈ Hk−1
D (X,A(k)) mit δb = a′ − a und dσp + (−1)pδσp−1 = ω′p − ωp für 1 ≤ p ≤ p − 2sowie dσ0 = ω′

0 − ω0. Damit 0 = ddω′
1 = δdω′

0 = δd(dσ0 + ω0) = δdω0 und folgli
h Fω′ = Fω .Bezei
hnetD = δ+(−)pd das Totaldi�erential von sA•(N•XU , so giltDω = δωk−1+(−1)k−1dω0 =
a + (−1)kFω. Dabei ist a via der kanonis
hen Abbildung ι : Čk(U , A(k)) → Čk(U ,R) als reellerKozykel in Čk(U ,R) aufzufassen. (Daÿ hierbei Torsionselemente unter ι vers
hwinden, spielt indiesem Fall keine Rolle, da es nur um Perioden geht.) Sodann entspre
hen si
h a und Fω via dem
Če
h- de Rham-Isomsorphismus Č-dR. Das bedeutet also, daÿ das Diagramm
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Ȟk(X,A(k)) Hk

dR(X,C)

Hk
D(X,A(k)) Ak(X)cl

a Fω

(a, ω0, ..., ωk−1) Fω

Č-dRdpr kankommtutiert und also Fω Perioden in A(k) hat.Sei s
hlieÿli
h α ∈ Ak(X)A(k) gegeben. Da AkX azyklis
h ist, gibt es lokal bezügli
h einer gutenÜberde
kung U eine k − 1-Form ω0 mit dω0 = α|U . Da die AqNXU
's azyklis
he simpliziale Garbensind, gibt es zu −δω0 ∈ Ak−1(N1XU) eine k − 2-Form ω1 ∈ Ak−2(N1XU ) mit dω1 = −δω0.Induktiv fortfahrend erhält man auf diese Weise zusammen mit Lemma B.0.7 einen k-Deligne-Kozykel x := (−δωk−1, ω0..., ωk−1) mit der gewüns
hten Eigens
haft. Dies zeigt die Surjektivitätvon d.Spre
hweise B.0.9. Man nennt die im vorstehenden Lemma angegebene Abbildung d von derDeligne-Kohomologie in die ges
hlossenen Formen au
h Krümmungshomomorphismus.Satz B.0.10. Sei k ≥ 0. Die glatte Deligne-Kohomologie lebt in folgenden kurzen exakten Se-quenzen:

i): Für 0 ≤ p ≤ k − 1 gilt
0 −→

Hp−1(X,C)

Hp−1(X,A(k))
−→ Hp

D(X,A(k)) −→ TorHp(X,A(k)) −→ 0und
Hp−1(X,C/A(k)) ∼= Hp

D(X,A(k)).

ii) Für p = k − 1 gilt
0 −→ Hk−1(X,C/A(k)) −→ Hk

D(X,A(k))
d
−→ Ak(X)A(k) −→ 0,mit dem Krümmungshomomorphismus d, sowie

0 −→ Ak−1(X)/Ak−1(X)A(k) −→ Hp
D(X,A(k)) −→ Hp(X,A(k)) −→ 0.

iii) Für p ≥ k gilt
Hp

D(X,A(k)) ∼= Hp(X,A(k)).Beweis. Betra
hte die kurze exakte Sequenz
0→ (0→ A0

X → · · · → Ak−1
X ) −→ A(k)D −→ (A(k)→ 0→ · · · → 0)→ 0 (31)von Garben auf X . Die Hyperkohomologie der re
hten Sequenz ist gegeben dur
h

Hn(0→ A0
X → · · · → Ak−1

X ) =







Hn(X,C) n < k − 1
Ak−1(X)/dAk−2(X) n = k − 1

0 sonst. (32)Die zu (31) gehörige lange exakte Sequenz lautet
. . . Hp−1(X,A(k)) Hp−1(0→ A0

X → · · · → Ak−1
X ) Hp

D(X,A(k)) Hp(X,A(k)) . . .

Hp−1(X,C) Hp(X,C)

ιp−1 ρp−1

ιp
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X → ... → Ak−1

X ) wie angebeben si
h über Hp−1(X,C)faktorisiert. Für p < k− 1 ist ρp ein Isomorphismus, also insebondere injektiv und daher ker(ιp) =
Tor(Hp(X,A(k)). Dies zeigt die kurze exakte Sequenz in i). Eine Klasse x in Hp

D(X,A(k)) mit p <
k−1 wird repräsentiert dur
h einen Kozykel (a, ω0, ..., ωp−1), d.h. insbesondere dω0 = 0 und damitgemäÿ Bem.B.0.6 repräsentiert (ω0, .., ωp−1) eine Klasse in Hp−1(X,C/A(k)). Ist umgekehrt x in
Hp−1(X,C/A(k)) eine dur
h ω := (ω0, ..., ωp−1) repräsentierte Klasse, so repräsentiert (−δωp−1, ω)wegen δωp−1 ≡ 0modA(k) eine Klasse in der p-ten Deligne-Kohomologie. Dies zeigt die Isomorphie
i).Wegen (32) hat die lange exakte Sequenz von (31) für p = k − 1 die Form

· · · → Hk−1(X,A(k))
ψk−1
→ Ak−1(X)/dAk−2(X)→ Hk

D(X,A(k))→ Hk(X,A(k))→ 0.Da das Bild von ψk−1 gerade aus den ges
hlossenen k − 1-Formen mit Perioden in A(k) ist, also
imψk−1 = Ak−1(X)A(k), erhält man die zweite exakte Sequenz in ii).Vermöge

ι : Hk−1(X,C/A(k)) −→ Hk
D(X,A(k)), ω := (ω0, ..., ωk−1) 7−→ (−δωk−1, ω0, ..., ωk−1).ist eine o�enbar wohlde�nierte und injekte Abbildung gegeben. Mit Bem.B.0.6 folgt einerseits

d ◦ ι = 0, dω0 = 0 ist, und andererseits ker d ⊂ im ι, denn ist (a, ω0, ..., ωk−1) ein Repräsentanteiner Klasse x in Hk
D(X,A(k)) mit dx = 0, d.h. dω0 = 0, so repräsentiert ω := (ω0, ..., ωk−1) wegen

δωk−1 = −a, also δωk−1 ≡ 0modAk, eine Klasse in Ȟk−1(Ω̌•
C/Ak

(U) ∼= Hk−1(X,C/A(k)) mit
ι(ω) = x. Dies zeigt die Exaktheit der ersten Sequenz in ii). Mit (32) folgt unmittelbar iii).Bemerkung B.0.11. Betra
htet man Deligne-Kohomologie mit Koe�zienten in Z, so lassensi
h einige der obigen Resultate unter Zuhilfenahme der Exponentialsequenz etwas eleganter zeigen.Man hat z.B. einen Quasi-Isomrphismus [G05℄[DuK05℄

(
C/Z→ 0→ · · · → Ak−1

X

)
→
(

(A0
X)∗

d log
→ A1

X
d
→ . . .

d
→ Ak−2

X
d
→ Ak−1

X,cl

)und die kurze exakte Sequenz
0→

(

(A0
X)∗ → A1

X → · · · → Ak−2
X → Ak−1

X,cl

)

→ Zk,D → (0→ · · · → 0→ AkX,cl)→ 0von Komplexen von Garben auf X . Dabei bezei
hnet AkX,cl die Garbe der ges
hlossenen k-Formenauf X . Damit sieht man sowohl die Isomorphie in i) und die erste Sequenz von ii) des Satzes ein.



C ÄQUIVARIANTE GLATTE DELIGNE-KOHOMOLOGIE 72C Äquivariante glatte Deligne-KohomologieEine systematis
he und detaillierte Behandlung der äquivarianten glatten Deligne-Kohomologie mitKoe�zienten in Z �ndet man in der vorzügli
hen Arbeit Equivariant smooth Deligne-Cohomologyvon K.Gomi [G05℄. Der dort behandelte Grad an Allgemeinheit umfaÿt au
h di�erenziebare Ope-rationen von Lie-Gruppen auf Mannnigfaltigkeiten, während wir hier den Fall diskreter Gruppenbetra
hten, allerdings mit beliebigen Untergruppen von R.Sei also G eine diskrete Gruppe, X eine G-Mannigfaltigkeit und A eine Untergruppe on R. Esbezei
hne ferner ANḠ×GX die konstante simpliziale Garbe auf NḠ×G X .Dem Abs
hnitt über die Kohomologie mit Werten in einem Komplex simplizialer abels
her GarbenA.6 folgend betra
hten wir nun die simpliziale Mannigfaltigkeit X := NḠ ×G GC/K und denfolgenden Komplex simplizialer abels
her Garben
AGk,D : 0→ ANḠ×GX

i
−→ A0

NḠ×GX

d
−→ A1

NḠ×GX

d
−→ . . .

d
−→ Ak−1

NḠ×GXauf NḠ×GGC/K. Damit läÿt si
h nun die äquivariante Deligne-Kohomologie wie folgt de�nieren:Definition C.0.12. Der Komplex von simplizialen abels
hen Garben
AGk,D : 0→ ANḠ×GX

i
−→ A0

NḠ×GX

d
−→ A1

NḠ×GX

d
−→ . . .

d
−→ Ak−1

NḠ×GXauf NḠ×G X heiÿt der G-äquivariante glatte Deligne-Komplex von X . Seine Kohomologie
H•
G,D(X,A) := H•

D(NḠ×G X,A) := H•(AGk,D)heiÿt die G-äquivariante glatte Deligne-Kohomologie von X mit Koe�zienten in A.Bemerkung C.0.13 (K.Gomi [G05℄). Bekanntli
h verallgemeinert die äquivariante Standard-Kohomologie die Standard-Kohomologie. Die äquivariante glatte Deligne-Kohomologie hingegen,verallgemeinert ni
ht nur die glatte Deligne-Kohomologie, sondern au
h die Standard-äquivarianteKohomologie.
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