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Zusammenfassung

Sei R ein Unterring von C. In der vorliegenden Dissertation zeigen wir, daf es eine natiir-
liche Verfeinerung der Kamber-Tondeur Klassen auf der Kategorie der flachen hermiteschen
Vektorbiindel mit einer R-Struktur gibt, in Gestalt expliziter Reprasentanten in der (dquiva-
rianten) glatten Deligne-Kohomologie mit Werten in einer gewissen abelschen Gruppe A(R),
die nur von der R-Struktur abhingt. Die Konstruktion erfolgt einerseits in funktorieller Weise
fiir jedes hermitesche R-Biindel und, unabhéngig davon, andererseits auf dem in dieser Ar-
beit eigens konstruierten universellen hermiteschen R-Biindel. Da die verfeinerten Klassen die
Kamber-Tondeur Klassen liften, erhalten wir Kamber-Tondeur Klassen, deren Koeffizienten
ebenfalls in A(R) liegen, was bei geeigneten R Torsionsklassen sichtbar macht. Zudem geben
wir eine universelle Konstruktion der Kamber-Tondeur Klassen an, und zwar direkt auf dem
klassifizierenden Raum aller hermiteschen R-Biindel. Als Beispiele berechnen wir konkret die
erste verfeinerte Klasse fiir ein beliebiges hermitesche R-Biindel und zeigen, daft der Koeffi-
zientenbereich der verfeinerten Klassen von Rang 2-Biindeln erzeugt wird von Logarithmen,
Dilogarithmen und Wurzeln von Elementen aus R.

Einleitung

Ausgangspunkt dieser Dissertation ist die Chern-Weil Beschreibung der Kamber-Tondeur Klassen
flacher GL,,(C)-Biindel von J.-M.Bismut und J. Lott:

Theorem (|BL95|). (i) Sei (F,V) — X ein differenzierbares komplexes Vektorbindel vom Rang
n mit flachem Zusammenhang V dber einer zusammenhdngenden Basis X und h eine hermitesche
Metrik in F — X. Sei k > 0. Die Kamber-Tondeur Form vom Grad 2k + 1, definiert durch

1

corp1(Fyh) = (@mi)ka2h i1

Tr { [h(Vh)] 2’““} € A%+ (X R)
ist eine reelle, geschlossene 2k+1-Form auf X , deren Klasse — bezeichnet mit cop1(F) — in der
de Rham-Kohomologie Hgﬁ“ (X, R) nicht von der Wahl der hermiteschen Metrik h in F' abhdngt.

(1) Diese Zuordnung ist additiv und funktoriell (also vertriglich mit Pullback) auf der Kategorie
der flachen komplexen Vektorbiindel, insbesondere demnach eine charakteristische Klasse fiir flache
GL, (C)-Biindel.

Unmittelbar hieraus ergeben sich folgende Fragestellungen:

e Gibt es verfeinerte Kamber-Tondeur Klassen, die zwischen flachen Vektorbiindeln mit ver-
schiedenen Metriken unterscheiden konnen, d.h. charakteristische Klassen hermitescher Biin-
del in Gestalt eines Liftes der klassischen Kamber-Tondeur Klassen ?

e Gibt es Kamber-Tondeur Klassen mit Koeffizienten in einer echten Untergruppe von R, um
damit etwaige Torsionsklassen aufspiiren zu kdnnen ?

Die Beantwortung dieser Fragen ist Hauptgegenstand der vorliegenden Arbeit. Die Konstruktion
der verfeinerten Klassen ist motiviert durch die Arbeiten von Cheeger-Simons [ChS85], Chern-
Simons [CS74] und Brylinski-McLaughlin [BrMcL96|, wihrend der technische Rahmen — welcher
sich gleichsam wie ein roter Faden durch fast alle Resultate zieht  auf den simplizialen Methoden
von J. Dupont [Du76] sowie [Du78], G. Segal [Seg68] sowie [Seg74] und P. Deligne [D74] basiert.

Schon fiir gew6hnliche Vektorbiindel ist es nicht-trivial, explizite Reprisentanten von Euler-, Chern-
oder Pontrjagin Klassen mit Koeffizienten in Z zu finden. Die klassische Chern-Weil Theorie liefert
an dieser Stelle bekanntlich nur reelle Klassen. Eine Methode charakteristische Klassen von G-
Prinzipalbiindeln mit Werten in einer Untergruppe Ay von R zu konstruieren besteht in der Angabe



eines Kozykels in der glatten Deligne-Kohomologie, dessen Bild unter dem Kriimmungshomomor-
phismus d : HE(X, Ay) — A¥(X) gerade die vorgegebene Chern-Weil Form der charakteristischen
Klasse ist. Genauer hat man eine kurze exakte Sequenz

0 — H*(X,R)/r(H"(X, A)) — HEL(X, Ap) 22 RF(X, Ay) — 0,

die sich aus den Faserprodukten iiber H*(X,R) der beiden kurzen exakten Sequenzen

0 — HMX,R/A;) — HEM (X, Ay) -5 AFPY(X) 4, — 0,

k
0 — A¥(X)/AF(X)a, — HE™ (X, Ay) 25 HFY(X, Ay) — 0,

ergibt, wobei A¥(X) 4, die k-Formen auf X mit Perioden in A, C R bezeichnet. Zur Erinnerung:
Die (reelle) glatte Deligne-Kohomologie mit Werten in Ay ist definiert als die Hyperkohomologie
des Komplexes abelscher Garben

0— Ay - AY -4 A% L LAkt

wobei A% die Garbe der reellen g-Formen auf X und Aj die konstante Garbe auf X bezeichnet.
Damit konstruieren J-L.Brylinski und D.A.McLaughlin in [BrMcL96] firr Ay := Zy = Z konkrete
Liftungen der Euler-, Chern- und Pontrjagin Klassen, welche via der dritten exakten Sequenz kon-
krete Repriasentanten mit Werten in Z der drei Klassen liefert. Auch wenn das Biindel flach ist und
also die rationalen Chern- und Pontrjagin Klassen verschwinden, erhilt man mit dieser Methode
immer noch explizite Repréasentanten fiir Torsionsklassen. Aufgrund der kanonischen Isomorphie
H3 (X, Ay) = H*'(X,R/Ay) zwischen der glatten Deligne-Kohomologie mit Koeffizienten in Ay,
und den mod-Aj Cheeger-Simons Differentialcharakteren ([Br93] oder [DuKO05]), lassen sich die
gelifteten Klassen als verfeinerte charakteristische Klassen auffassen.

Cheeger-Simons zeigen, dafl man unter gewissen Vorraussetzungen gerade charakteristische Klassen
von G-Prinzipalbiindeln immer in eindeutiger und auf natiirliche Weise verfeinern kann, ohne dabei
einen expliziten Lift anzugeben. Es gilt

Theorem ([ChS85]Thm.2.2). Sei G eine Lie-Gruppe mit endlich vielen Zusammenhangskom-
ponenten. Dann gibt es zu jedem G-Prinzipalbiindel = : (E,0) — X mit Zusammenhang 0
und jeder charakteristischen Klasse u € H?*(BG,A) mit einem dazu korresponierenden in-
variantem Polynom P € I*(G) genau einen mit Pullback vertriglichen Differentialcharakter
Spu(E) € H*1(X,R/A), dessen Bilder unter den beiden Abbildungen d und pr der entsprechen-
den unteren beiden ezakten Sequenzen gerade P(QF) und u(E) sind. Dabei ist Q die Kriimmung
von 6 in E.

Der Beweis basiert auf zwei Resultaten, ndmlich einem Satz von M.S. Narasimhan und S. Ra-
manan [NR6163] iiber die Existenz universeller Zusammenhange und ferner dem Verschwinden der
ungeraden reellen Kohomologie H***1(BG, R) des klassifizierenden Raumes BG. In der Situation
von [BrMcL96] sind die Voraussetzungen des Theorems erfiillt und es folgt sogar die Eindeutigkeit
der gelifteten Euler-,Chern- und Pontrjagin Klassen.

Fiir die Konstruktion verfeinerter Kamber-Tondeur Klassen kénnen wir das Theorem in zweierlei
Hinsicht nicht verwenden: Zum Ersten sind die klassischen Kamber-Tondeur Klassen ungerade
Klassen. Das Theorem liftet aber nur gerade Klassen. Zum Zweiten erfiillen wir die Voraussetzung
an G im Theorem nicht, da die Strukturgruppe in flachen Biindeln diskret ist. Genau diese
Voraussetzung an G im Theorem sichert aber H***1(BG,R) = 0 und mit Hilfe der ersten obigen
kurzen exakten Sequenz die Existenz und Eindeutigkeit der gelifteten Klassen.

Die Kamber-Tondeur Klassen sind als charakteristische Klassen flacher Biindel bereits verfeinerte
Klassen, oder wie man auch sagt sekunddre Invarianten. Unsere Aufgabe besteht gerade darin,
diese ein zweites mal zu verfeinern, um damit Klassen mit Koeffizienten in einer Untergruppe von R



zu erhalten. Wir konstruieren die verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen, indem wir eine explizite
Kokette bestehend aus einer Familie von Integralen von gewissen modifizierten Kamber-Tondeur
Formen im Cech-de Rham-Modell der glatten Deligne-Kohomologie angeben und beweisen, daf
diese Kokette bereits ein Kozykel ist. Dabei integrieren wir {iber Simplizes und nicht wie Brylinksi-
McLaughlin iiber gewisse Zykel in Map(Us,...i,, St3;,_;) mit der Stiefelmannigaltigkeit St3, . Die
Krux und der Segen gleichermafien ist dabei die Tatsache, daft der Koeffizientenbereich dieses
Kozykels ebenfalls explizit {iber eine Familie solcher Integrale erzeugt wird, die letztlich nur von
der R-Struktur abhingen. Hieraus motiviert sich, warum wir flache hermitesche Biindel studieren,
die eine Reduktion der Strukturgruppe nach GL, (R) fiir einen Unterring R von C haben.

Sei R ein Unterring von C, z.B. Z oder der Ganzheitsring Ok eines algebraischen Zahlkorpers
K. Ein R-Biindel iiber X ist das zu einer lokal konstanten R-Modulgarbe von endlichem Rang
gehorige flache Biindel. Geometrisch bedeutet dies nichts anderes als, daft das zugehorige flache
G-Prinzipalbiindel die (diskrete) Strukturgruppe G := GL,(R) hat. Betrachte nun die folgende
Unterkategorie ”//]%C”n der Kategorie der flachen komplexen Vektorbiindel: Die Objekte sind her-
mitesche R-Biindel (F,h) — X, d.h. R-Biindel, deren Komplexifizierung mit einer hermiteschen
Metrik h ausgestattet sind, und die Morphismen sind die Metrik respektierenden Biindelmorphis-
men. In Vé‘erm haben wir das Objekt

p: (EG x¢g (GL,(C)/U(n) x C"), k") — EG x¢ GL,(C)/U(n), (1)
welches in dem folgenden Sinne universell ist:

Theorem. Zu jedem hermiteschen R-Biindel gibt es einen bis auf horizontale Homotopie
(vgl.Def.1.2.8) eindeutigen Morphismus

4
(Fc,h) ———— (EG xg (GL,(C)/U(n) x C"), hkn)
s p

X EG xg GLn((C)/U(n)

; herm
in Vg nach p.

Die obige Biindelabbildung ist natiirlich nicht differenzierbar, weil EG keine Mannigfaltigkeit ist.
Insbesondere ist eine Konstruktion charakteristischer Klassen via Differentialformen auf dem uni-
versellen hermiteschen R-Biindel nicht méglich. Dies gibt AnlaR, nach einer kombinatorischen®
Version des Theorems (vgl. A.3) zu suchen und sodann in der Kategorie simplizialer Mannigfaltig-
keiten zu arbeiten. Von nun an bezeichne G¢ := GL,,(C) und K := U(n). Die Nervkonstruktion
(Bsp. A.3.3) liefert ein kombinatorisches Modell von p, namlich das differenzierbare simpliziale
hermitesche R-Biindel

Np: (NG x¢ (GL,(C)/U(n) x C"), k") — NG x ¢ GL,(C)/U(n),

welches im folgenden Sinne universell ist: Fiir jedes hermitesche R-Biindel (F,h) — X gibt es
zu den Daten einer Trivialisierung 7' := (U, ), bestehend aus einer (guten) offenen Uberdeckung
U := (U;)iesr und Rahmen e := (e;);cs, mittels der Nervkonstruktionen eine kanonische simpliziale
Biindelabbildung

e

% _
(NFy,hy) ————— (NG x¢ (Gc/K x C"), hkan)

U Np

€

27 _
NXy NG xq Ge/K,

Iwobei im Anhang A.3 prézisiert ist, was man unter einem kombinatorischen Modell versteht;
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die bis auf kanonische Aquivalenz eindeutig ist (Sitze A.3.4, A.3.7 und 2.3.22). Die geometri-
sche Realisierung des vorstehenden kommutativen Diagramms liefert bis auf Homotopiedquivalenz
das Diagramm aus dem Theorem. Andere Trivialsierungen von (F,h) — X induzieren andere
simpliziale Biindelabbildungen, die jedoch homotop als Biindelabbildungen nach Anwendung des
geometrischen Realisierungsfunktors sind. Die Flucht in die simpliziale Welt rechtfertigt sich —
im Hinblick auf unserer Definition kombinatorischer Modelle  aus Standardargumenten von G.
Segal und J. Dupont und der Eigenschaft (dquivariente) glatte Deligne-Kohomologie auf guten
Uberdeckungen berechnen zu kénnnen.

Damit sind wir nun in der Lage universelle Klassen von p zu definieren, in dem wir Differentialfor-
men auf dem universellen simplizialen hermiteschen R-Biindel Np angeben und deren Kohomolo-
gieklassen betrachten. Beispielsweise ist die durch ¢ogyq := (Egkﬂ)pzo mit

Tr[(hkan)fldhkan]quLl fiir p = 0

1
P . ) (@mi)kazREl
¢ =
2kl { 0 sonst.

definierte simpliziale Form ein Kozykel in A*(N,G xg Gc/K). Sie heifit universelle Kamber-
Tondeur Form von p vom Grade 2k + 1 und reprisentiert eine Klasse ¢ory1 in der dquivarian-
ten Kohomologie H* (NG x¢ Gc/K,R) =2 H*+1(EG xg Gc /K, R), die aufgrund der Zusam-
menziehbarkeit von G¢/K nach H**1(BG,R) = H?*T1(G,R) absteigt. Die Klasse éa41 in
H?* Y EG x¢ Gc/K,R) heikt universelle Kamber-Tondeur Klasse von p vom Grade 2k + 1 mit
Koeffizienten in R. Mit den oben genannten simplizialen Methoden beweist man den

Satz. Jede Kamber-Tondeur Klasse eines hermiteschen R-Biindels ist Pullback der universellen
Kamber-Tondeur Klasse.

Weil die Kamber-Tondeur Form von (F,h) — X durch eine beliebige Trivialisierung bereits global
eindeutig festgelegt ist, so bleibt der Satz auch auf Formen-Niveau richtig.

Das Resultat bleibt ersichtlich auch im rein flachen Fall fiir R = C richtig. Damit haben wir
insbesondere eine explizite und universelle Konstruktion der klassischen Kamber-Tondeur Formen
flacher Biindel gefunden. Dies ist ein neues Resultat, selbst im klassischen Fall. Es ist wohlbekannt,
daR es universelle Kamber-Tondeur Klassen in H*(BGL,,(C)?,R) gibt [BL95] Lg sowie [BL195]
I.c, die sich als Borel-Klassen interpretieren lassen. Die Borel-Klassen b, sind definiert als das Bild
des Chern-Charakterers chy € H?*(BGL, (C),R) unter der Komposition [Bu02] 9.6

H2k(BGLn((C),R) S, H?k- 1(GLn( ) )
=  H»1(U,(C),R) = A(x1, 23, .., Ton_1)
i) H2k 1(un@un7un7R)
= H* gl u,,R)
— H(?cl)cntl( ( ) )

Dabei ist der erste Morphismus die Suspension und der letzte Isomorphismus der inverse van Est-
Isomorphismus. Die universelle Kamber-Tondeur Klasse ¢a_1 ist nun definiert als das Bild der
Borel-Klasse b unter der Vergifi-Abbildung
p: Hogn ' (GLy(C),R) — H?*7}(GL,(C), R).

Explizite Reprisentanten der Borel-Klassen gibt es in Gestalt reeller stetiger Gruppenkohomologie
[Du76] und in relativer Lie-Algebren-Kohomologie in [Bu02] 9.7. Im letzteren Fall heifit dieser
Reprisentant auch die kanonische Form auf G¢/K. Wir zeigen im Detail in 2.3.1, wie man aus
der kanonischen Form die klassischen Kamber-Tondeur Klassen flacher Biindel gewinnt.
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Ebenfalls auf dem universellen simplizialen hermiteschen R-Biindel konstruieren wir die verfeinerte
Kamber-Tondeur Form wie folgt: Sei p > 0. Mittels der kanonischen Abbildung

GPF! — (herm,} (C))"™, (go. ..., gp) = (ho, .o, hp)

n

mit h; := g;g; ist vermoge

P p+1
WP (to, ooty 1, ) gog, = D tihi + Ly (@), D ti=1,8>0,i=0,..,p+1
=0 =0

eine hermitesche Metrik h? := (h?

go.,.gp)(gowwgp)EGp*l in Aerl X Npé X Gc/K x C" — Ap+1 X

N,G x G¢/K gegeben. Das Paar (f, Cg,’ifl_p(h))pzo, bestehend aus

CHAT Mg, = (17 [ eania() € 44PN, w6 Ge/K)

und
Jovamen = = (SO D)) € C*FH (NG, gy (R))
90---92k+1
heikt universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Form von p : (EG xg (Gc/K x C"), k) —
EG x¢ Gc/K vom Grade 2k 4+ 1. Man nennt dabei

den Koeffizientenbereich von (f, Cg;ﬁf{p(ﬁ))pzo.

In Verallgemeinerung glatter Deligne-Kohomologie und gewdhnlicher dquivarianter Kohomologie
hat K. Gomi in [G05] die d4quivariante glatte Delgine-Kohomologie mit Koeffizienten in Z definiert
und systematisch studiert. Sei X eine G-Mannigfaltigkeit und A, wie oben. Dann heifft der
Komplex von simplizialen abelschen Garben

_ 0 d 41 k—1
0= (Ak)NGxex — ANGXGX - ANGXGX — ... = AN

G-#quivarianter glatter Deligne-Komplex auf NG xg X. Seine Hyperkohomologie (vgl. A.6) wird
dquivariante glatte Deligne-Kohomologie mit Koeffizienten in Ay genannt.

Theorem. Die universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Form reprisentiert eine Klasse in der G-
dquivarianten glatten Deligne-Kohomologie HZ ™ (NG x ¢ G¢ /K, Asi1(R)) mit Koeffizienten in
der abelschen Gruppe Asii1(R). Sie heifit universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse
von p: (EG x¢g (Ge/K x C", h¥**) — EG x¢ Ge/K und wird mit Cop.1 bezeichnet.

Wiéhrend Gomi vordergriindig differenzierbare Operationen (kompakter) Lie-Gruppe auf Mannig-
faltigkeiten betrachtet, studieren wir ausschlieklich den Fall diskreter Gruppen. In diesem Fall
zeigen wir, dafs die zweite eingangs genannte kurze exakte Sequenz fiir zusammenziehbares X sich
auf die dquivariante Situation verallgemeinert, d.h. die Sequenz

0— H*" (NG xg X,C/Ax) — H5(NG x X, 4) 5 AH(X)§, =0

ist exakt. Dabei ist d die dquivariante Verallgemeinerung des Kriimmungshomomorphismus und
Ak (X)ﬁk die G-invarianten k-Formen mit Perioden in Aj. Damit folgt
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Satz. Die universelle verfeinerte Klasse Cor41 von p ist via des dquivarianten Krimmungshomo-
morphismus ein Lift der klassischen universellen Kamber-Tondeur Klasse, d.h. es gilt

dCop1 = —Capy1 € H¥ NG x¢ Ge/K, A1 (R)) = H*TH(G, Agyi1(R)).

Insbesondere verfeinert die universelle verfeinerte Klasse die klassische universelle Kamber-
Tondeur Klasse, die ihre Werte nun in der abelschen Untergruppe Asgi1(R) statt R annimmit.

Weiter reiht sich die Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen fiir ein beliebiges
hermiteschen R-Biindel wie folgt in den simplizialen Formalismus ein: Sei also 7 : (F,h) — X
ein Objekt in ”Vé‘erm und T := U,e, h{j) eine Trivialisierung, bestehend aus einer guten offenen
Uberdeckung U := (U;)ie1, flachen R-Rahmen (e;);c; und hermiteschen R-Metriken hE = (hi)ier
mit h;(e;) = 1. Sei V := (V;);es die offene Uberdeckung von F definiert durch V; := 7= 1(U;) =
U; x C™ via e;. Dann liefert die Nervkonstruktion das kombinatorisches Modell von 7, ndmlich das
simpliziale hermitesche R-Biindel m : (NFy, hyy) — N Xy Fiir jedes p > 0 ist vermoge

p+1

p
h?g...ip(t(h ""7tp+17$) = thhij|Uio,“ip +tp+1h‘Ui0,“ip (:C)v th =1,t20
j=0 j=0

eine Familie von hermiteschen Metriken hy, := (hj,..;,) in APT1 x N, F}, — APTL x N, X/ gegeben.

Das Paar (f, Cg;ffl_p(F, h)p=o.... 2k), bestehend aus

CL2FP(F, R, = (—1)]”71/ conr1(F R)ig..i, € A% P (N, Xu)

Ap+1

und

k, 7
f’io...igk+1 = (5022k;-£1 (F7 h’)) . .
1022k 41

heift verfeinerte Kamber-Tondeur Form von (F,h) — X vom Grade 2k+ 1. Der Unterschied
dieser Konstuktion zur klassischen Kamber-Tondeur Form liegt in der Affinkombination der her-
miteschen R-Metriken und der gegebenen hermiteschen Metrik 4 in (F, h) — X. Hierdurch ist die
R-Struktur des hermiteschen R-Biindels in der Kamber-Tondeur Form cgp 1 (F, h) kodiert. Diese
simpliziale 2k + 1-Form lebt jedoch nicht auf N X, sondern in A?**1(A*+! x N,X;,). Die an-
schlieRende Faserintegration APT1 x N, X3, — N, Xy fiir alle p > 0 eliminiert die Simplexrichtung
und via dem simplizialen Stokes zeigt man

Theorem. i) Die verfeinerte Kamber-Tondeur Form reprisentiert eine Klasse in der glatten
Deligne-Kohomologie HzX (X, Ag11(R)) mit Koeffizienten in Aggy1(R), die nicht von der Wahl
der Trivialisierung abhingt. Sie heifit verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse von (F,h) — X
vom Grad 2k + 1 und wird mit Coxy1(F, h) bezeichnet.

i1) Die Bildung der verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse ist additiv und funktoriell auf der Katego-
rie /Y/émrm der hermiteschen R-Biindel und also eine charakterische Klasse hermitescher R-Biindel.

Unmittelbar aus der Konstruktion folgt, dafl der Koeffizientenbereich der verfeinerten Klassen bei
abzdhlbaren R in einer abzdhlbaren Untergruppe von R liegt. Dies ist eine erste Verfeinerung der
Kamber-Tondeur Klassen. Mit Hilfe der kurzen exakten Sequenz

0 — H?™(X,R/Ag11(R)) — HETY(X, Agps1 (R)) —2 A2 H(X) 4, ) — O
erhalt man

Theorem. Die verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen sind Lifts der klassischen Kamber-Tondeur
Klassen, d.h. via dem Kriimmungshomomorphismus d in der obigen kurzen exakten Sequenz gilt:

dCoki1(F,h) = —copp1(F) € H* (X, Agiy1(R)).

Also verfeinern die verfeinerten Kamber- Tondeur Klassen die klassischen.



Mit denselben simplizialen Methoden wie im klassischen universellen Fall zeigen wir das

Theorem. Jede verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse ist Pullback der universellen verfeinerten.

Diese Aussage lafst sich auf Formenniveau verschirfen, wenn man die Trivialisierung fixiert. Auf-
grund der universellen Konstruktion der verfeinerten Klassen hingt der Koeffizientenbereich nur
noch von der R-Struktur ab und nicht vom hermiteschen R-Biindel selbst. In zwei Fillen haben
wir ihn genauer bestimmt:

Theorem (Der Fall C1). Ist (F,h) — X ein hermitesches R-Biindel und (U, e) eine Trivialisie-
rung, bestehend aus einer offenen Uberdeckung U := (U;);er und R-Rahmen (e;)icr, so lautet die
erste verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse

1
crmm) = (mldetgyl), oy {gmdesne} ) e mhx A,
1€l

mit r := det g;;, wobei die g;;’s die Ubergangsfunktionen sind.

Betrachte nun hermitesche R-Biindel vom Rang 2 der Form
p: (EG x¢g (SL2(C)/SU(2) x C?), k") — EG x ¢ SLy(C)/SU(2)

mit G := SLy(R). In solchen Biindeln verschwindet die erste Kamber-Tondeur Form und insbe-
sondere die erste verfeinerte Kamber-Tonder Klasse. Aus Dimensionsgriinden verschwindet auch
Cy fiir k > 3. Also ist nur der Koeffizientenbereich A3 der verfeinerten Klasse C3 zu bestimmen,
welcher in diesem Fall gegeben ist durch Integration {iber affine 3-Simplizes im Raum B der her-
miteschen Formen auf dem C2?, deren Ecken aber im Raum By aller hermiteschen Formen mit
Determinante 1 liegen. Mit Hilfe von

By = SLy(C)/SU(2) = H?,

wobei H? der hyperbolische 3-Raum ist, zeigen wir, daR es fiir die Berechnung von Az geniigt,
Volumina hyperbolischer 3-Simplizes zu bestimmen. Hierfiir gibt es jedoch eine konkrete Formel
von Murakami-Ushijima [Mu04|, mit deren Hilfe wir schlieflich zeigen:

Theorem. Der Koeffizientenbereich As wird iber Z von Wurzeln, Logithmen und Dilogarithmen
von Elementen aus R erzeugt.

Fiir die konkreten Rechnungen sei auf Theorem 3.3.9 verwiesen. Hieraus erhellt sich die Vermutung,
daf der Koeffizientenbereich der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen von Rang n-Biindeln iiber
Z erzeugt wird aus Polylogarithmen und Wurzeln von Elementen aus der R-Struktur. Die Kon-
struktion der verfeinerten Klasse in Gestalt eines Kozykels in der (dquivarianten) glatten Deligne-
Kohomologie ist zwar kanonisch, aber nicht eindeutig. Eine Wahl liegt beispielsweise in der Affin-
kombination der hermiteschen Metriken vor. Ebensogut sind andere Funktionen vorstellbar. Aber
dies wiederum bietet zum Trost Optimierungsspielraum fiir den Koeffizientenbereich der verfeiner-
ten Klassen.
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1 HERMITESCHE R-BUNDEL 1

1 Hermitesche R-Biindel

Wihrend im ersten Abschnitt grundlegende Begriffe der Biindeltheorie in knapper Form bereit-
gestellt werden, geht es im zweiten Abschnitt um die Konstruktion des fiir diese Arbeit zentralen
universellen hermiteschen R-Biindel.

1.1 Grundlagen

DEFINITION 1.1.1. ¢) Eine hermitesche Metrik in einem komplexen Vektorbiindel 7 : E — X ist
ein globaler Schnitt & in T'(X, (E ®c E)*) (oder dquivalent dazu, eine Abbildung h: Exx E — C)
derart, dall h, : E, x E, — C fiir jedes x € X ein hermitesches Skalarprodukt auf dem C-
Vektorraum FE, ist.

i7) Ein Paar (E,h) — X, bestehend aus einem komplexen Vektorbiindel £ — X und einer hermi-
teschen Metrik A auf E heiffit hermitesches Vektorbiindel.

BEMERKUNG 1.1.2. Tst (f, f) eine Biindelabbildung von E — X nach einem hermiteschen
Vektorbiindel (E’,h') — X', so induziert h’ eine hermitesche Metrik h, die auch f*h’ bezeichnet
wird, auf E durch

ha(s,t) =y (F(5), f()),  fiiralles,t € Exx E

SPRECHWEISE 1.1.3. Eine Biindelabbildung (f, f) : (E', /) — (E, h) respektiert die Metriken,
wenn die durch h auf E’ induzierte Metrik mit A’ iibereinstimmt, d.h. f*h = h’. Eine Biindelabbil-
dung zwischen hermiteschen Vektorbiindeln ist ein Morphismus in der Kategorie der hermiteschen
Vektorbiindel.

DEFINITION 1.1.4. Zwei hermitesche Metriken hg, h; in einem Vektorbiindel £ — X heifien
homotop, falls es eine hermitesche Metrik A in dem durch Pullback entlang px : X x I — X
zuriickgeholten Biindel p% F iiber X x I gibt, mit h|x,; = hi, also

PxE ————(E, hy)

Xx][———7—X
Px

THEOREM 1.1.5 (|Kar77|1.8.9). Sei X parakompakt und (E,h) — X x I ein hermitesches Vek-
torbiindel dber X x I. Dann sind (Eo, ho) := (E,h)|xxo und (E1,h1) := (E,h)|xx1 isomorph in
der Kategorie der hermiteschen Vektorbiindel.

Ein Zusammenhang 6 € A'(P,g) eines G-Prinzipalbiindel P — X heifit flach, falls seine Kriim-
mung ) := df + 6 A 6 verschwindet.

LEMMA 1.1.6 (Charakterisierung flacher Biindel). Sei P — X ein G-Prinzipalbiindel. Dann hat
man eine eineindeutige Korrespondenz von:

1) {Flache Zusammenhinge in P — X }.

ii) { Offene Uberdeckungen {U;};c; von X, so daR die Ubergangsfunktionen g;; : U;; — G von
P fiir alle ¢, j € I konstant sind }.

iii) {Reduktionen von P — X nach G°}, wobei G? die Gruppe G in diskreter Topologie ist.

iv) { Darstellungen p : m (X, z9) — G der Fundamentalgruppe }.
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Beweis. Vergleiche hierzu J. Dupont [Du78|, Kor.3.22 auf der Seite 53 und S. Kobayashi [Kob87]
Prop.2.6 auf Seite 6. o

Die Eigenschaften ii) — iv) machen auch fiir topologische G-Prinzipalbiindel Sinn. Daher definiert
man Flachheit in diesem Falle durch eine dieser Eigenschaften.

Zwei Biindelabbildungen (fo, fo), (f1, f1) : (E, B) — (E’, B') heiken homotop, wenn es eine Biin-
delabbildung (H,H) : (E x I, B x I) — (E', B') gibt, mit (H;, H;) = (fi, fi). Dies ist fquivalent
dazu, daf es eine G-aquivariante Abbildung H : E x I — E’ auf den Totalriumen mit H; = fz fiir
i = 0,1 gibt. Dabei operiert G in naheliegenderweise durch (e, t)g := (eg, t) auf E x I. Man nennt
H in diesem Zusammenhang auch eine G-Homotopie von fo nach fi.

DEFINITION 1.1.7. Ein G-Prinzipalbiindel> £ — B heift universell, wenn es zu jedem G-
Prinzipalbiindel P — X eine bis auf Homotopie eindeutige Biindelabbildung nach F — B gibt.

Ist £/ — B’ ein anderes universelles G-Prinzipalbiindel, so folgt unmittelbar aus der Definition,
dafs die beiden Biindel homotopiedquivalent sind. Daher spricht man auch von dem universellen
G-Prinzipalbiindel ¥ — B.

THEOREM 1.1.8 (Topologische Charakterisierung universeller Biindel). Sei £ — B ein G-
Prinzipalbiindel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Es ist E — B universell.
2. Der Totalraum FE ist zusammenziehbar.

3. Es gibt einen in X funktoriellen Isomorphismus von der Menge der Homotopieklassen von
Abbildungen von X nach B in die Menge der Isomorphieklassen von G-Prinzipalbiindeln iber
X
¢:[X,B] — P5°(X), f+— [*E.

Beweis. i) = iii): Die in iii) definierte Abbildung ist wohldefiniert, da homotope Abbildungen
dquivalente Biindel induzieren. Ist P ein G-Prinzipalbiindel tiber X, so gibt es nach 4) eine Biin-
delabbildung f : P — E. Ein zu P isomorphes Biindel P’ iiber X hat ebenfalls nach ) eine
Biindelabbildung g nach E und damit hat P (oder P’) zwei Biindelabbildungen nach E, die aber
nach i) homotop sind. Also ist das Urbild [f : X — B] von P — X unabhingig von der Wahl
des Reprisentanten in der Isomorphieklasse [P — X]. Mithin ist die in #47) angegebene Abbildung
surjektiv und mit denselben Argument auch injektiv.

iii) = 4): Es ist zu zeigen, daf vermoge ¢([idg]) das universelle Biindel E — B gegeben ist. Sei
dazu P ein G-Prinzipalbiindel {iber X. Dann gibt es eine bis auf Homotopie eindeutige Abbildung
f : X — B. Da f eine Abbildung auf den Quotienten X = P/G und B = E/G ist, liftet sie
sich zu einer G-Abbildung f auf den Totalriumen. Sind nun (ﬁ, fi) zwei Biindelabbildungen von
P nach E, so gibt es nach iii) eine Homotopie H : X x I — B von fy nach f;. Da E — B als
G-Prinzipalbiindel eine Hurewicz-Faserung (vgl.[Do63] 4.7 und 4.8) ist, also die Homtopieliftungs-
eigenschaft fiir jeden topologischen Raum X besitzt, folgt die Existenz einer G-Homotopie auf den
Totalriumen. Genauer gibt es ein H, so daf das folgende Diagramm

Ho = fo
Px0 S E

Px]—— —Xx[— B

2wir betrachten hier nur numerierbare Biindel.
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kommutativ ist mit H; = f; fiir i = 0,1. Fiir die Aquivalenz von #ii) und ii) vgl. [Do63] 7.5. O
Aufgrund der Homotopieinvarianz des Pullbacks faktorisiert sich der kontravariante Funktor

PE°Top — Sets

X — ZE(X)
| [ PEY) - PR
fiX=Y o= 0 pey] — (P
iiber die Homotopiekategorie ¢ Top der topologischen Rdume und der Homotopieklassen von
stetigen Abbildungen als Morphismen. Dementsprechend 14t sich ¢i7) im vorstehenden Theorem

Iso

wie folgt formulieren: Der Funktor &7:° ist darstellbar, d.h. es gibt eine Darstellung
(Bow:[-B1= 28°)

des Funktors 205° mit dem darstellenden Objekt B. Beachte dabei, da das darstellende Objekt

einer Darstellung eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie ist, d.h. ist (B’, ¢’ : [—, B’] = PE°) eine
andere Darstellung von 25°, so gibt es nach Yoneda [Sch70]4.2 genau eine Homotopiefiquivalenz

von B nach B’.

Eine konkrete und in G funktorielle Konstruktion des universellen G-Prinzipalbiindel geht auf
Milnor [Mi56] und Dold [Do63] zuriick. Milnor konstruierte zu gegebener topologischer Gruppe G
das G-Prinzipalbiindel EG — BG, welches definiert ist durch

E,G:=Gx---xG, EG :=1imE,G, BG = EG/G
—_—— RN
n+1 Join

mit schwach zusammenziehbarem Totalraum (d.h.m,(EG) = 0 fiir alle n). Dold konnte zudem
zeigen, dafl dieses Biindel numerierbar und der Totalraum EG zusammenziehbar und also nach
Theorem 1.1.8 ein universelles Biindel ist.

THEOREM 1.1.9 (|[Mi56],[Do63]). Es g¢ibt einen Funktor von der Kategorie der topologischen
Gruppen in die universellen Biindel, welcher jeder topologischen Gruppe G das universelle Biindel
EG — BG und jedem Morphismus G — H den Biindelmorphismus (EG — BG) — (FH — BH)
zuordnet.

Fiir ein G-Prinzipalbiindel P — X heifst die bis auf Homotopie eindeutig bestimmte Abbildung
X — B( klassifizierende Abbildung von P — X und BG der klassifizierende Raum von
G. Aus Lemma 1.1.6 #i7) folgt

KOROLLAR 1.1.10. Der klassifizierende Raum aller flachen G-Biindel ist BGY.

1.2 Konstruktion des universellen hermiteschen R-Biindel

In diesem Abschnitt konstruieren wir das universelle Biindel, welches alle R-Biindel klassifiziert,
deren Komplexifizierung mit einer hermiteschen Metrik ausgestattet sind.

Sei R ein diskreter Unterring von C, z.B. Z oder der Ganzheitsring O eines algebraischen Zahl-
korpers K.

Ein R-lokales System vom Rang n auf X ist eine lokal konstante Garbe .% von freien R-Moduln
von Rang n, d.h. es gibt eine offene Uberdeckung {U;};c; von X mit Fu, = R, wobei R die
konstante Garbe bezeichne. Das zum lokalen System .# gehorige flache Biindel F := .% @ A% —
X hat also Strukurgruppe GL, (R) (in der diskreten Topologie) und typische Faser R™.
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DEFINITION 1.2.1. Das zu einem R-lokalen System vom Rang n gehorige flache Faserbiindel
nennen wir R-Bindel oder Bindel mit einer R-Struktur iber X.

Durch Abmontieren der Faser R" erhilt man das zu F' — X assoziierte Gl,,(R)-Prinzipalbiindel
V™ — X, das sogenannte R-Rahmenbiindel (also V™ ist das Biindel aller R-Rahmen) von F — X.
Die Komplexifizierung von F' liefert ein komplexes Vektorbiindel F¢ := FF @r C = V" xq, (r) C"
mit Strukturgruppe GL,,(R) und Faser C" iiber X.

Die bisherige Klassifizierung flacher Biindel beriicksichtigt nicht die Metrik. Betrachte daher die
folgende Kategorie 7/1_%‘”“1: Die Objekte darin sind hermitesche R-Biindel (Fg,h) — X, d.h.
komplexifizierte R-Biindel F — X. Die Morphismen ¢ : (F{,h') — (Fg,h) in 72™ sind Mor-
phismen von flachen Biindeln

(Fg, W) ———— (Fc, h)

14
X —X

welche zusétzlich die Metriken respektieren (d.h. ¢*h = h’).

NOTATION 1.2.2. Zur Vereinfachung der Notation und wenn keine Verwechslungen zu befiirchten
sind, schreiben wir fiir hermitesche R-Biindel statt (Fg, h) — X einfach (F, h) — X. Es seien ferner
die Notationen G := GL,(R), G¢ := GL,(C) und K := U(n) fortan fixiert.

DEFINITION 1.2.3. Sei i = 0,1. Zwei Morphismen von hermiteschen R-Biindeln ¢; : (F',h') —
(F,h) in ¥2e™ heiffen homotop, wenn es eine G-Homotopie H : (F' x I,h) — (F,h) und eine
von t € I abhingige Metrik h = h; in F’ x I gibt, mit

1. H*h=h

2. Hh=¢fh =1

3. hy=H.
Ist dabei he = I/ fiir alle ¢ € I, so nennen wir die beiden Morphismen ¢; horizontal homotop

und H entsprechend eine horizontale Homotopie von ¢y nach ¢;.

THEOREM 1.2.4 (Klassifizierung flacher Biindel mit Metrik). Sei (Fr — X, h) ein Objekt in
«//Igcrm' Dann gibt es einen bis auf horizontale Homotopie eindeutig bestimmten Morphismus

P
(Fc,h) —————— (EG x¢ (G¢ /K x C™), hkan)
p
¥
X EG Xa G(c/K

; herm
in Vg

SPRECHWEISE 1.2.5. Das Biindel p nennen wir auch das universelle hermitesche R-Biindel in
der Kategorie ”Vé‘erm der hermiteschen R-Biindel.

Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Schritten:
1.Schritt: Konstruktion der kanonischen Metrik auf p : EG x¢ (G¢/K x C") — EG x¢ G¢/K
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Identifiziert man

7:Ge/K > hermf(C), [yl (v*) LByt =(y") Iyt

3

wobei herm ! (C) die positiv definiten hermiteschen Formen auf dem C" sind und F die Einheits-
matrix ist, so ist vermdoge

hkan((ea [’7]7 v), (ev [7]7 U/)) = U*(’V*)_l’y_lvl

eine mit der G-Operaration vertrigliche hermitesche Metrik auf EG x G¢/K x C" — EG x G¢ /K
gegeben. Denn fiir g € G gilt

R (eg, g7 V], 97 ), (eg. g7 vlg ™) = (g 0) (g7 ) T g y) g
— v*g*flg*ﬂy*fl,yflggflv/
v*(v*)_l'y_lvl.

Demnach ist h**® invariant unter der Diagonaloperation von G und damit wohldefiniert auf dem
Quotienten p : EG xg (Ge/K x C") — EG Xg G¢/K. Man nennt die auf diese Weise auf dem
Biindel p definierte Metrik auch die kanonische Metrik und bezeichnet sie wieder mit ¥,

2.Schritt: Konstruktion der Biindelabbilung

Sei m : Fr — X ein Objekt in ”//}l?erm, d.h. F — X ein Biindel mit einer R-Struktur, also
insbesondere flach. Sei V* — X das zu F — X assoziierte R-Rahmenbiindel. Dann gilt F =
V™ xg R™ und nach Kor.1.1.10 gibt es eine bis auf Homotopie eindeutige Biindelabbildung
(f,id)
ViPx R" —— EG x R

(f.kan)
F EG xg R"

X BG.

Die Notationen beibehaltend beweisen wir nun das

LEMMA 1.2.6. Sei Fr — X ein Vektorbiindel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

i) Es ist Fr — X ein hermitesches R-Biindel.

71) Das Biindel V" x C™ — X trégt eine G-invariante hermitesche Metrik.

(1%

)
)
iii) Es gibt eine G-dquivariante Abbildung ¢ : V" — G¢/K.
) Es gibt einen G-dquivarianten Lift ¢ : V" — EG x G¢/K von f.
)

v) Es gibt einen Lift ¢ : X — EG x¢ G¢/K von f.

Aus den Konstruktionen im Lemma folgt unmittelbar:

KOROLLAR 1.2.7. Man hat eine eineindeutige Korrespondenz von

{hermitesche Metriken in Fc} = {Liftungen ¢ : X — EG x¢ G¢/K von f }
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Beweis. [des Lemmas] 7) = 4t): Ist h eine hermitesche Metrik auf Fr — X, so definiert
(VP xC") xx (V"xC") — C, ((e,v),(€e,v")) — h(ev,e'v)
offenbar eine G-invariante hermitesche Metrik auf V" x C"* — X. Dabei ist ev = Y . | v;e; mit
e=(e1,....,en) € V" und v = (vy,...,v,) € R™
i1) = i): Klar, G-invariante Objekte auf V™ x C™ leben bereits auf dem Quotienten V™ x g C™.
i) = #i1): Sei h eine hermitesche Metrik in Fr — X. Setze
¢: V" — Gc/K, er— ¢(e) :=1""(he),

wobei h, die hermitesche Metrik beziiglich des R-Rahmens e ist. Die Linksoperation G x G¢/K —
Ge/K, (g,[7]) — g[7] := [g7] induziert via T eine Operation auf herm; (C), so dak 7 G-dquivariant
wird, d.h.

(o) = (91" 91"
— gyl
= g (g

Dies ist genau die bekannte Rahmentransformationseigenschaft fiir Vektorbiindel hey = g*heg.
Mithin folgt ¢(eg) = 7~ (heg) = g '¢(€), d.h. die behauptete G-Aquivarianz von ¢.

iii) = 4): Nutze ¢ als lokale Definition einer Metrik in Fr — X. Wegen der Rahmentransformati-
onseigenschaft verklebt sich diese zu einer globalen Metrik.

iii) = v): Vermoge - 5
$: V" — EG x Ge/K, e— (f(e),d(e))

ist ein Lift f gegeben. Nach Definition von f und der Vorausetzung iii) gilt eg — (f(eg), d(eg)) =
(f(e)g, g *¢(e)), also ist die oben definierte Abbildung G-dquivariant.

iv) = v): Betrachte das folgende kommutative Diagramm
EG x Gc/K
é x

yn EG XGG(c/K

X/G—Xx=—

und definiere ¢ durch z = eG — o(x) == (pr o ¢)(e) = [f(e), d(e)]. Dies héngt nicht von der
Wahl von g € G (also vom Element in der Faser G von V" — X) ab, da ¢ dquivariant ist und
somit die Komposition pr o ¢ konstant auf der Faser G ist.

iv) = v): Vermoge

X — EGxgGc/K — G¢/K
r=eG —  [fle),9(e)]  —  o(e)

ist lokal eine hermitesche Metrik in Fz — X gebeben, die sich aufgrund der Rahmentransformati-
onseigenschaft zu einer globalen zusammenklebt. Mithin ist das Lemma bewiesen. O

Die Existenz einer hermiteschen Metrik h in Fr — X impliziert also nach dem Lemma einen Lift
¢: X — EG xg Ge¢/K von f: X — BG. Die noch fehlende Abbildung ¢ auf den Totalrdumen
konstruiert man wie folgt: Betrachte das ¢ definierende kommutative Diagramm
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(¢,id)
v x Cn EGXG([';/KX(C"
= &
o S EG xg (Ge/K x C")
P
X EG x¢ Ge/K

und beachte, daR die durch (¢, id)(e,v) = (f(e), ¢(e),v) auf dem Quotienten definierte Abbildung
¢ wohldefiniert ist. (Dies folgt unmittelbar aus dem Lemma.) Damit ist also ¢ durch ¢ eindeutig
bestimmt. Nach Konstruktion der kanonischen Metrik gilt *(h¥") = h.

3.Schritt: Es sind (@, ¢) eindeutig bis auf horizontale Homotopie.

Es ist zu zeigen: Sind (@, ¢o) und (1, 1) zwei Morphismen nach p in ¥£°™ | so sind sie horizontal
G-homotop. Betrachte dazu das durch Pullback in ¥°™ gewonnene flache Biindel

p;{(F(Cu h) - (F(th)

Px
Xx]———X

pi% (Fo,h) = (Fc x I,h) iiber X x I. Als flaches Biindel ohne Metrik gibt es nach Kor.1.1.10 eine
Homotopie (H, H) : (V" xI — X xI) — (EG — BG) mit (H;, H;) = (f;, fi) wobei f; = kanop;
ist. Nach Lemma 1.2.6 gibt es eine Homotopie (H’, H')

EG Xa G(C/K

H -
-7 kan

X x1I BdG

gegeben durch H'(x,t) = [H(e,t), ¢(e)] und H'([e,v],t) = [H(e,t), p(e),v]. Ferner folgt aus dem
Lemma, daf eine Homotopie nach p genau dann horizontal (also H'*h¥*™ = h) ist, wenn die zweite
Komponente ¢ von H’ nicht von ¢ € I abhéngt. Daher macht es auch Sinn von der Menge der
horizontalen Homotopieklassen von Abbildungen

[X,EG xg Ge/K]"
zu sprechen. Offenbar ist (H’, H') horizontal und es gilt (H/, H!) = (@;, ;) fiir i = 0,1. O

KOROLLAR 1.2.8. Es ist EG xg G¢/K der klassifizierende Raum flacher hermitescher Biindel,
genauer hat man einen in X funktoriellen Isomorphismus

[X, EG X GC/K]hor _ /Vll%ierm(X)Iso
p — @"(FG xqg (Ge/K x Cn),hkan).

Beweis. Horizontal homotope Abbildungen sind insbesondere homotop und induzieren daher dqui-
valente Biindel (betrachtet als Biindel ohne Metrik) Nach Theorem 1.1.5 respektiert dieser Isomor-
phismus auch die Metrik. Damit ist die vorstehende Abbildung wohldefiniert. Wegen Theorem
1.2.4 haben in ¥£°™(X) isomorphe Biindel denselben Lift ¢ : X — EG xg G¢/K in folgendem
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Sinne: Ist ¢ : (Fc,h) — (FA,R') ein Isomorphismus in #2°™(X) und sind ¢’ und ¢ zwei nach
Theorem 1.2.4 existierende Liftungen von f: X — BG, so gilt

@' (@) = [F'(e"), 7 (o)) = [F (w(e), 7 (hiyey)] = [F (), 7 (he)] = ().

Dabei sind natiirlich zwei Biindelabbildungen der zugrundeliegenden R-Rahmenbiindel gewé&hlt
worden, namlich (f/, ') : (V/* - X) — (EG — BG) und fiir das Biindel V — X setzt man
f:=f' ot und f:= f’. Wihlte man andere Biindelabbildungen, so landet man immer noch in
derselben horizontalen Homotopieklasse von ¢. Damit ist auch die Umkehrabbildung

(Fc,h) — ¢
wohldefiniert. Die Behauptung folgt nun wiederum aus Theorem 1.2.4. O

BEMERKUNG 1.2.9. Man kann nicht die in Schritt 1 im Beweis des Theorems definierte Iden-
tifikation 7 : G¢/K = herm; (C) durch 7/ : G¢/K = herm (C), [y] — ~*v ersetzen, da diese
nicht vertriglich mit der G-Operation ist. Insofern sind die beiden Rdume in einer fiir diese Arbeit
kanonischen Weise identifiziert worden.
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2 Charakteristische Klassen flacher Biindel

2.1 Grundlagen

Sei A ein Unterring von R. Fiir topologische G-Prinzipalbiindel P — B definiert man:

DEFINITION 2.1.1. Eine charakteristische Klasse c fiir ein G-Prinzipalbiindel ordnet jeder
Isomorphieklasse von topologischen G-Prinzipalbiindeln [P — B] eine Kohomologieklasse ¢(P) €
H*(B, A) derart zu, daf fiir jede stetige Abbildung g : X — B gilt

g*c(P) = c(g"P). (2)
Man hat eine eineindeutige Korrespondenz

charakteristische Klassen
von G-Prinzipalbiindeln «—— H*(BG,A\) (3)
mit Koeffizienten in A

zwischen den charakteristischen Klassen von G- Prinzipalbiindeln und den Kohomologieklassen in
H*(BG, A) des klassifizierenden Raumes BG der topologischen Gruppe G.

Insofern hitte man dies auch als Definition fiir charakteristischen Klassen verwenden kénnen. Ist
némlich ¢ eine charakteristische Klasse, so ist ¢(EG) definitionsgeméfs ein Element in H*(BG, A).
Sei umgekehrt v € H*(BG,A) und P — B ein beliebiges G-Prinzipalbiindel, so gibt es eine bis
auf Homotopie eindeutige Biindelabbildung
f
P—— EG

f
B—— BG.

Vermoge ¢(P) := f*u € H*(B,A) ist dann eine charakterische Klasse fiir P gegeben. Dies ist
wohldefiniert, da homotope Abbildungen dieselbe Abbildung in der Kohomologie induzieren (Ho-
motopieinvarianz der Kohomologie). Aus den funktoriellen Eigenschaften des Pullbacks folgt sofort
die Natiirlichkeit (2) der so definierten charakteristischen Klasse ¢(P).

Sei nun fortan G eine Liegruppe, m : P — B ein differenzierbares G-Prinzipalbiindel iiber einer
Mannigfaltigkeit X mit Zusammenhang 6 € A'(P, g). Sei g die Liealgebra von G und sei I};(G) =
Sym*(g,R) die graduierte Algebra der Adj-1-invarianten Polynome.

Eine Moglichkeit explizit charakteristische Klassen zu konstruieren, bietet die Chern-Weil Theorie.
Ist f € IE(G) ein invariantes Polynom und  := df + 1/2[0,0] € A%(P,g) die Kriimmung, so ist
bekanntlich [Du78] Th.4.3 f(QF) eine geschlossene Form in A%*(B), deren Klasse in der de Rham-
Kohomologie H2*(B,R) nicht von der Wahl des Zusammenhangs # in P — B abhingt. Damit ist
vermdge

Wp : I;(G) — H*(B,R), I§(G) > f — Wp(f) == £(Q)

ein mit Pullback vertréglicher Algebrenmorphismus gegeben, der sogenannte (reelle) Chern-Weil
Homomorphismus. Die Elemente im Bild des Chern-Weil Homomorphismus Wp : I*(G) —
H?*(B,R) werden charakteristische Klassen von P — X genannt. Entsprechend ist auch der
komplexe Chern-Weil Homomorphismus definiert.

Zum Beispiel mit Hilfe simplizialer Methoden 14t sich der Chern-Weil Homomorphismus auf das
universelle G-Prinzipalbiindel fortsetzen. Es gilt genauer
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THEOREM 2.1.2 ([Du78]6.13). Es gibt einen kanonischen in G funktoriellen Algebrenhomomor-
phismus

W . I5(G) — H*(BG,R),

mit der Eigenschaft, daf fiir ein beliebiges differenzierbares G-Prinzipalbiindel E — X und invari-
antem Polynom f € IX(G) gilt
W(IE) =Wgs(f),

d.h. der Chern-Weil Homomorphismus Wg faktorisiert sich iber H*(BG,R)

I*(G) H*(X,R)

wobei ©* gegeben durch p*u := u(E) fir uw € H*(BG,R) gerade die durch die bis auf Homotopie
eindeutig bestimmte Abbildung ¢ : X — BG induziert ist (vgl. auch Theorem 1.1.8).

BEMERKUNG 2.1.3. i) Je nachdem welche Lie-Gruppe bzw. je nachdem welches invariante
Polynom man betrachtet, erhdlt man die wohlbekannten Pontrjagin-, Chern- und Euler-Klassen,
jedoch lediglich mit reellen Koeffizienten. Diese Klassen sind bekanntlich topologischer Natur und
als solche nehmen sie ihre Werte in Z an.

i7) Im Fall von komplexen Vektorbiindeln vom Rang n kommt erleichternd die Tatsache hinzu,
daf die endlichen Approximationen des klassifizierenden Raumes G,, o (C), der Grassmannschen,
torsionsfrei und die Chern-Klassen des universellen Biindels U, ny — G, n ihre Perioden in Z
annehmen ([We80] Ch.III sec.4 S.101). In diesem Fall liefert die Chern-Weil Theorie fiir ein be-
liebiges komplexes Vektorbiindel £ — X gemif (3) via Pullback der universellen Chern-Klasse
¢k (Up, ) fiir ein gentigend grofes N die k-te Chern-Klasse von E — X mit Koeffizienten in Z, also
ck(E) € H*(X,7Z).

Die Chern-Weil Theorie stiftet demnach eine geometrische Interpretation der charakteristischen
Klassen mit reellen Koeffizienten durch invariante Polynome. Es stellt sich nunmehr die Frage, in
wie weit diese durch den Chern-Weil Homomorphismus im Sinne von (3) charakterisierend sind.
Auf H.Cartan geht zuriick

THEOREM 2.1.4 (H.Cartan). Fir kompakte und zusammenhingende Lie-Gruppen G ist der
Chern-Weil Homomorphismus % ein Isomorphismus und also sind die invarianten Polynome cha-
rakterisierend fir die charakteristischen Klassen von G-Prinzipalbiindeln mit reellen Koeffizienten.

Diese charakterisierende Eigenschaft bleibt auch fiir Lie-Gruppen mit endlich vielen Zusammen-
hangskomponenten richtig. Dazu betrachte zunichst:

Fakt I: [[HiNe91| Satz II1.7.3] Ist G eine zusammenhéngende Lie-Gruppe, so gibt es eine maximale
kompakte Untergruppe K von G, so daf die kanonische Inklusion K < G eine Homotopie-
dquivalenz ist.

Fakt II: [[Du78] Prop.7.2] Ist o : K — G ein Homomorphismus von Lie-Gruppen, welcher einen
Isomorphismus in der Kohomologie mit Koeffizienten in A induziert, so induziert auch Bo :
BK — BG einen Isomorphismus in der Kohomologie mit Koeffizienten in A.

Mit diesen beiden Zutaten zeigt man den
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SATZ 2.1.5. Sei G eine Lie-Gruppe mit endlich vielen Zusammenhangskomponeten. Dann sind
die charakteristischen Klassen von G Prinzipalbiindeln mit reellen Koeffizienten bereits eindeutig
bestimmt durch die invarianten Polynome einer mazimalen kompakten Untergruppe K von G oder
dquivalent durch die Kohomologie des klassifizierenden Raumes BK von K.

Beweis. Fakt I bleibt ersichtlich auch richtig, wenn G eine Lie-Gruppe mit endlich vielen Zusam-
menhangskomponenten ist. Wihle also eine maximale kompakte Untergruppe K von G. Mit Fakt
IT folgt H*(BK,R) = H*(BG,R). Andererseits kommutiert aufgrund der funktoriellen Eigen-
schaften des universellen Chern-Weil Homomorphismus das Diagramm

* W *
I;(G) ———— H*(BG,R)

' ‘g

v/
Ig(K) ——— H*(BK,R)),
wobei der Morphismus H*(BK,R) — H*(BG,R) durch die kanonische Inklusion ¢+ : K — G via
BK — BG induziert und wegen Fakt II ein Isomorphismus ist. Der untere Chern-Weil Homomor-
phismus ist nach H.Cartan ebenfalls ein Isomorphismus. Dies zeigt die Behauptung. O

Fiir beliebige Lie-Gruppen treten jedoch folgende Phinomene auf:

i) Der Chern-Weil Homomorphismus ist weder injektiv (z.B. fir GL,,(C) [ChS85] §4) noch
surjektiv (z.B. fiir SLgy,(R) J.Milnor [Mi58] und [MiSt74] App.C)

i1) Vom differentialgeometrischen Standpunkt aus eine Trivialitdt (topologisch allerdings ganz
und gar nicht [Du78| ch.9) ist der Chern-Weil Homomorphismus fiir flache Biindel trivial,
das bedeutet die Komposition

I:(G) 2L HY(BG) X HY(BGY)
verschwindet. Dabei ist id* induziert durch die (stetige) Identitéit id : G° — G.

ii1) Auch wenn G kompakt und zusammenhéngend, und damit der Chern-Weil Homomorphismus
ein Isomorphismus ist, kann eine charakteristische Klasse mit reellen Koeffizienten verschwin-
den, aber nicht-trivial in einem Unterring von R sein. Zum Beispiel verschwinden alle reellen
Pontrjagin-Klassen flacher GL,, (R)-Biindel, jedoch konnte J.Milnor in [Mi58] fiir ein flaches
SO(2)-Biindel iiber einen Linsenraum zeigen, daf die erste Pontrjagin-Klasse mit Koeffizien-
ten in Z nicht-trivial, also eine Torsionsklasse ist

Der entscheidende Punkt bei dem Beispiel von Milnor ist allerdings die Nicht-Trivialitdt der Euler-
Klasse e, so dak wegen e2 = p; auch die erste Pontrjagin-Klasse nicht-trivial ist. Ferner zeigt das
Beispiel iiberhaupt die Existenz nicht-trivialer charakteristischer Klassen in flachen Biindeln. Dafs
das Milnor-Beispiel von fundamentalem Interesse war, zeigt das

KOROLLAR 2.1.6. Ist G eine Lie-Gruppe mit endlich vielen Zusammmenhangskomponenten und
K eine maximale kompakte Untergruppe von G, so ist der untere Morphismus id* in
V2 id*
I} (G) —— H*(BG,R) ————— H*(BG’,R)

:

y/ 4 i
I}(K) —— H*(BK,R)) ————— H*(BK’,R),

~

IR
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der Nullmorphismus. Insbesondere gibt es in flachen GL,,(C)-bzw.GL, (R)-Biindeln keine nicht-
trivialen reellen Chern- und Pontrjagin-Klassen.

Beweis. Wihle geméfs Fakt I eine maximale kompakte Untergruppe ¢ : K — (. Dann ist nach
H.Cartan der universelle Chern-Weil Homomorphismus I (K) — H*(BK,R) ein Isomorphismus.
Mit Satz 2.1.5 und i) folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung sieht man so: Da jedes
komplexe Vektorbiindel £ — X ein hermitesche Metrik trigt, gibt es eine Reduktion der Struk-
turgruppe von GL,,(C) nach U(n). Also liegen die Chern-Klassen ¢, (E) im Bild der kanonischen
Abbildung H?*(X,R) — H?*(X,C). Es ist ferner U(n) eine maximale kompakte Untergruppe von
GL,(C) und daher einerseits der Chern-Weil Homomorphismus nach H.Cartan ein Isomorphismus.
Andererseits gilt H*(BU(n),R) = H*(BGL,(C),R). Also H*(BU(n),R) — H*(BU(n)°,R) der
Nullmorphismus. analog die Pontrjagin-Klassen; O

2.2 Cheeger-Simons Differentialcharaktere

Dieser Abschnitt dient zum einen der Reminiszenz, zum anderen der Motivation fiir die im dar-
auffolgenden Kapitel konstruierten verfeinerten Kamber-Tonduer Klassen. Gleichwohl die dort
verwendeten technischen Methoden vollig verschieden sind, liegt die tiefere Urasache der Analo-
gie in der kanonischen Isomorphie zwischen den Cheeger-Simons Differentialcharakteren und der
glatten Deligne-Kohomologie. Ungeachtet dessen haben Bismut-Lott bereits in [BL95| Prop.1.14
gezeigt, dall der Imaginérteil der Cheeger-Chern-Simons Klasse eines flachen Biindels bis auf ge-
wisse Faktoren der totalen Kamber-Tondeur Klasse entspricht. Wir folgen hier im Wesentlichen
den Zeilen des Orginalartikels [ChS85].

Sei wieder A ein Unterring von R. Ebensogut bleibt alles fiir Teilringe von C mit den naheliegenden
Modifikationen richtig. Fiir eine differenzierbare Mannigfaltigkeit B bezeichne C,,(B) die abelsche
Gruppe der differenzierbaren singulidren n-Ketten mit Koeffizienten in Z, d.h. C,(B) :=< S, B >z
mit S, B := {0, : A" — B|o, differenzierbar} und Z,(B) := kern(d : C,,(B) — C,_1(B)) C
Cr(B) die Untergruppe der differenzierbaren n-Zykel auf B. Dabei bezeichnet @ den {iblichen
Randoperator auf den singuliren Ketten. Weiter sei § : C"(B,A) — C""1(B,A) der iibliche
Korandoperator auf den singuldren Koketten C™(B,A) := Homgz(C,(B),A). Im Falle A = Z
schreiben wir C"(B) := Homg(Cy(B), Z).

Ferner bezeichne A% (B) die geschlossenen Differentialformen auf B und
A4(B) = {a € AK(B) |da =0, Yoeg, () - / ae k> 0}

die geschlossenen Differentialformen auf B mit Perioden in A.

BEMERKUNG 2.2.1. Man beachte, daft Differentialformen mit Perioden in einem Ring A die
Integration iiber Zykeln und nicht Ketten in Cy(B) erfolgt.

Fiir ein G-Prinzipalbiindel P — B mit einer Lie-Gruppe G betrachte das folgende kommutative
Diagramm

r@ —" . mBGR) —

H*(BG, A)

w CR CA

B pBR) " H(B,A),
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wobei dR der deRham-Morphismus und r der durch die kanonische Abbildung A — R induzierte
Morphismus ist. Die klassische Theorie der charakteristischen Klassen von P — B wird beschrieben
durch die Abbildungen cg bzw. cy.

Betrachte nun die folgenden Faserprodukte:

K*M(G,A) = IMG) xpze(pary H*(BG,A) = {(P,u) € I"(G) x H**(BG,A) | # (P) = r(u)}
RE(B,A) = AX(B) xpgrpr HY(B,A) = {(w,u) € AX(B) x H*(B,A) |[w] = r(u)}
Die universelle Eigenschaft des Faserproduktes liefert die natiirliche Transformation
Wp xcp : K*(G,A) — R*(B, ),
welche die klassische Theorie der charakteristischen Klassen fiir G-Prinzipalbiindel mit Werten in

A représentiert.

Die Idee ist nun die folgende: Suche ein Paar (fl, 1), bestehend aus einem Funktor H auf der Kate-
gorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten in die Kategorie der graduierten abelschen Gruppen
und eine natiirliche Transformation ¢ : H — R*, so dafs zu jedem G-Prinzipalbiindel P — B ein
Lift

des Chern-Weil Homomorphismus Wp x ¢ existiert. Wenn ein solcher Lift exisitiert, so hat man
insbhesondere die klassische Theorie und eine Chance auf Verfeinerung, der im Kern von v zu suchen
ware.

Der de Rham-Morphismus .# : A*(B) — C*(B,R) induziert via Komposition mit C*(B,R) —
C*(B,R/A) den Morphismus
Iy A*(B) — C*(B,R/A), wr— (o /w mod A)

LEMMA 2.2.2. Die Abbildung %, ist fiir & > 0 injektiv.

w#0 = </w|a€C,f>:R

Sei 0 € C(B) mit [ w =r € R. Definiere Homotopie

Beweis. Sei w € A¥(B). Zeige

k
os: AP x [0,1] = AF S M, (to, ..., tr, 8) — (sto + 1 — (Z Sti)y St1, ..., Sti) = 05 (1).
i=0

Dann gilt o¢(t) = (1,0, ...,0) =: 2y € B und o1(t) = 0. Es folgt

/ w 2 1[0,7], /w:(), /w:r.
{Us}se[o,l] g0 g1

Da [0, 1] kompakt, zusammenhéngend und die Zuordnung s — [ w stetig ist, nimmt [ w jeden
Wert in [0, 7] an. O
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DEFINITION 2.2.3. Die Gruppe der mod-A Differentialcharaktere vom Grade k ist definiert
durch

H*(B,R/A) := {f € Homz(Zy(B),R/A) | f 0 d € F5(A*1(B)) c CEM(R/A)}.
Fiir k < 0 setze H*(B,R/A) = 0.
Dabei ist

f = fod € Ix\(ATH(B)) <= Zacarti(B)Voccr,(m)  f(00) = /04 mod A.

o

Auf H*(B,R/A) := . H*(B,R/A) gibt es eine funktorielle Produktstruktur, so dat H*(B,R/A)
zu einem Ring wird, vgl. [ChS85] Thm.1.11. Interessante Beispiele fiir A sind Q, Z, 0.

LEMMA 2.2.4 (Funktorialitiit). Es ist H*(—,R/A) ein kontravarianter Funktor von der Kategorie
der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten Dif ftop in die Kategorie der A-graduierten Ringe, d.h.

H*(—,R/A) : Dif ftop — (A — graduierte Ringe)
B +— H*(B,R/A)
¢:B—B +— ¢ :H* (B R/A) — H*(B,R/A)
frof=¢fl=fop.
Beweis. Die Abbildung ¢ : B — B’ induziert einen Kettenhomomorphismus ¢, : Ci(B) — C.(B’).
Wegen Z.(B) C Ci(B) und 9p.o = ¢.0o fiir o € Ci(B) folgt v. = wu |7, (p) + Z«(B) — Z«(B').
Ist f' € H*(B',R/A) ein Differentialcharakter, so definiert das kommutative Diagramm

Px
Zu(B) —— " Zu(B)
\*\ / fl
R/A

ein Element f := ¢*f' := f' o p. in Homg(Z;(B),R/A). Fiir o € C41(B) ist

f(00) = ¢ '(00)
= ['owu(00)
f'(0ps0)
= / a mod A (da f’ Differentialcharakter)
Px0

= /go*a mod A,

dh. f e H*(B,R/A) ein Differentialcharakter und also ist ¢* wohldefiniert. O

NoTiz 2.2.5. Ist f € H*(B,R/A) ein Differentialcharakter, so hat die nach Definition existierende
(k + 1)-Form « bereits folgende Eigenschaften:

1. dega > 0.
2. « ist wegen Lemma 2.2.2 eindeutig bestimmt.

3. «a hat offenbar Perioden in A.
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4. « ist geschlossen.

Ist f € H*(B,R/A), so gibt es definitiongemif eine (k+1)-Form a, so daf fiir alle 0 € Cy1(B) gilt
f(0o) = fg amod A. Also hat « definitionsgeméfs genau dann Perioden A , wenn dieses Integral
auf Zykel-Niveau verschwindet. Aber das ist klar, denn fiir alle (k + 1)-Zykel 0 € Z,11(B) gilt
0= f(80) = [ amodA. Also hat « Perioden in A.

Die letzte Behauptung folgt aus der Konstruktion der Abbildungen §; und 02 in dem nun folgenden
fundamentalen

THEOREM 2.2.6. Man hat folgende drei kurze exakte Sequenzen:

- H*(B,R/A) 4 FRB,R/A) L AMIYB),, — 0
- Ak, JAF(B) 2 FMB,R/A) B HMYB,A) — 0
— HMBR)/F(HNB,A) — HYBR/A) S REUBA) — 0

BEMERKUNG 2.2.7. i) An der ersten Sequenz erkennt man sofort, dal die Standardkohomologie
mit Werten in R/A in den Differentialcharakteren enthalten ist und damit erste Beispiele dafiir
liefert.

i7) Die dritte Sequenz entsteht aus den ersten beiden.

i) Fiir n := dim B folgt sofort H™(B,R/A) = H"(B,R/A) und H*(B,R/A) = 0 fiir k > n.

Beweis. Beh.: Die Abbildung
v H¥(B,R/A) — H*(B,R/A), [c] — ¢\z,(p)
ist injektiv.
Zuniichst ist ¢; wohldefiniert: Denn ist ¢ € [c] ein Représentant, so ist ¢ € Z¥(B,R/A), d.h.
c: Cr(B) — R/A mit éc = 0. Setze 11([c]) := ¢z,(B) : Zr(B) — R/A. Dadurch ist offenbar ein

Differentialcharakter gegeben, denn cod = dc =0 € JA(A%H). Ist nun ¢ ein anderer Reprisentant
von [c], so gilt ¢/ = ¢ + e mit einem Korand e € C*~1(B,R/A). Mithin

Cz.(m) 0 = (cz,() + (€00))0 = c|z,(B) © 0

ist 1; wohldefiniert. Fiir die Injektivitit von ¢; ist zu zeigen: Ein Kozykel ¢ € C¥(B,R/A) =
Homyz(Cy(B,R/A), der auf allen k-Zykeln Z(B) verschwindet, verschwindet schon auf allen k-
Ketten Ci(B). Es ist R ein divisibler Z-Modul® und daher auch R/A, also R/A divisibel als
Z-Modul < R/A injektiver Z-Modul < Homgz(—,R/A) exakter Funktor < Exty(—,R/A) =
0. Mittels universellen Koeffizienten-Theorem 0 — Ext}(Hy_ 1(B),R/A) — H*(B,R/A) —
Homy (Hy(B),R/A) — 0 folgt

H*(B,R/A) = Homy(H,(B),R/A). (4)

Andererseits liefert die durch 0 — By (B) — Zr(B) — Hi(B) — 0 exakte Sequenz eine exakte
Sequenz
0— HomZ(Hk(B),R/A) — HomZ(Zk(B),R/A) — HomZ(Bk(B),R/A),

so daf schlieflich mit (4)

HOmz(Zk(B), R/A)

|

H*(B,R/A) —2— H*(B,R/A)
3d.h. zu jedem y € R und jedem n € Z\0 exisitiert ein z € R mit n -z = y, m.a.W. fiir jedes n € Z\0 ist die
Multiplikation mit n- : R — R surjektiv; vlg. [Weibel94] S.39 Cor.2.3.2 und S.50 Exc.2.5.1;

12
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die Behauptung folgt.
Zur Definition von 01 und d2:

Sei f € H*(B,R/A). Da R/A ein injektiver Z-Modul ist, gibt es eine Fortsetzung T : Cy(B) —
R/A von f. Weil jede Kokette in C*(B,R/A) von einer in C*(B,R) herkommt (weil 0 — A —
R — R/A — 0 exakt = 0 — C*(B,A) — C*(B,R) — C*(B,R/A) — 0 exakt;), gibt es ein
T € C*(B,R) mit T‘Zk(B) = f. Man hat also das kommutative Diagramm:

EMA
Ck: ******** R
=V
[~
9 |Zr(B) R/A)
0
fod
Cr+1(B)

Hieraus folgt 87 = (T 00) = (T 0 d) = 6T = &f. Weil f € H*(BR/A) ist, gibt es ein w € Akt
mit 6T = (f 00) = Fp(w) € C*1(B,R/A). Setze ¢ := ¥ (w) — 6T € C**1(B,R). Dann ist wegen
der Exaktheit von

0 — C*1(B,A) — C*Y(B,R) — C*1(B,R/A)—0
F(w) =0T — I(w)—0T=I)\(w)—fod=0,

liegt ¢ bereits in CK¥T1(B, A). Weiter ist 0 = 6*T = 0. (w) — ¢ = dw — dc, also dw = be. Also
wiirde dw nur Werte in dem echten Teilring A von R annehmen, was aber nach dem Lemma 2.2.2
nur sein kann, wenn dw = dc = 0 ist. Also ist einerseits w geschlossen und hat nach Notiz 2.2.5
Perioden in A, d.h. w € Ag“ und andererseits ist ¢ € C**1(B, A) ein Kozykel mit Koeffizienten
in A, d.h u:=[c] € H**1(B,A). Wegen 6T = .7 (w) — c folgt r(u) = [w] in H*(B,R).

Die Elemente w und u sind unabhéngig von der Wahl von 7', denn ist T’ eine andere Fortsetzung
von f mit 77z, gy = f, so ist (T — T") 2,5y = 0in R/A. Weil die kurze exakte Sequenz

0— ZE(R) — OE(R) — Bg(R) —0

spaltet (alles freie abelsche Gruppen), gibt ein Element ¢ € C*~!(B,R) und e € C*¥(B,A) mit
T' =T + e + e. Dann gilt

I (w)—F (W) = 6T
—_——
€Cr(R)
= (T + e+ de)
= 0T +ée
= c¢—c +de.
—_———
cCrEr(A)

Abermals mit Lemma 2.2.2 folgt .#(w) — Z(w') =0 und ¢ — ¢ + de =0, d.h. F(w) = #(v) und
[c] = u = [c/]. Damit sind 47, d2 vermdoge

(f)=w,  &(f)=u

wohldefiniert.
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Die Abbildungen 61 und do sind surjektiv:

Vorbemerkung: Aus der langen exakten Sequenz von 0 - A — R — R/A — 0 folgt: Ist w € AISH
betrachtet als Element in H**1(B,R) gegeben, so gibt es ein v € H**1(B,A) mit r(u) = [w].
Ist umgekehrt so ein u gegeben, so ist r(u) =: [w] eine geschlossene k + 1 Form mit Perioden in
A. Dabei ist r : H*1(B,A) — H**1(B,R) der kanonische Morphismus induziert durch A — R.
Damit 1afst sich die Surjektivitdt der beiden Abbildungen J; und d2 wie folgt auf einmal zeigen:
Sei [¢] = u. Setze r(u) := [w]. Es folgt [w] — r(u) =0, d.h. #(w) — ¢ ist exakt, also gleich ein 6T
fiir T € CE(R). Dannist f =Tz, (p) € H*(B,R/A) mit 6, (f) = w, 02(f) = u.

zu ker 1 = im¢q:

Sei f € ker(61). Dann gilt - wie oben schon gesehen- 0T = #(w) —c = —¢c, da 6T = fod =
Ir(w) = 0. Also ist T ein Kozykel in C%(R/A). Ist nun 7" eine andere Fortsetzung von f, so gilt
T =T + e = T + ¢, also definiert T ein Element in H*(B,R/A) mit »([T]) = f. Dak d; o1; =0
folgt sofort aus der Konstruktion.

Die durch

to(e  mod AF):= In(a)|z,(B)-
definierte Abbildung io : A% /Al — H*(B,R/A) ist offenbar wohldefiniert, denn sei o € Cj,11(B),
so gilt
f(00) = 12(a mod A)(do)
= Ia(®)12,(8)(00)

= / a mod A
oo

= /da mod A (Stokes).

zu ker 0o = im to:

Sei f € ker §2, dann folgt 6T = .#(w) — ¢ mit einem ¢ = de und e € Ck(A). Dann ist §(T —e) =
S (w). Mittels de Rham existiert ein a € A% mit da = w. Wegen §(T — e — #(a)) = 0 ist
z:=T—e— F(a) € ZB(R). Nach de Rham gibt es eine geschlossene k-Form o/ € A%, so daf
insbesondere 2z, () = (&) |z,(B) &ilt, also Tz, gy = (F(a) + () + €)|z,(p) und damit

T\z.(5) = Iala+ )z, 5 = f-
Offensichtlich gilt d2 0 15 = 0. Damit ist das Theorem bewiesen. O

KOROLLAR 2.2.8. Bezeichnet 3 : H*(B,R/A) — H**1(B, A) den Verbindungshomomorphismus
zu der kurzen exakten Sequenz
0—-A—-R—-R/A—0,

so gilt
8210, (m*(BR/A) = — 15, 51“2(14,%/1\5) —d.
Beweis. Beide Aussagen folgen unmittelbar aus den Konstruktionen im vorstehenden Beweis des

Theorems. (Fiir erstere vergleiche Konstruktion von 3 und u; letztere folgt aus der Wohldefiniert-
heit von ¢5.) O

BEISPIEL 2.2.9. Esist C*(B,S') = HO(B,R/Z), f — f. Wegen So(B) = B und Cy(B) = Zy(B)
hat man zu f
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B————S'=R/Z

wegen der universellen Eigenschaft frei-abelscher Gruppen genau ein f. Damit ist die Abbildung
eine Bijektion. Mit o := df folgt, dall f ein Differentialcharakter ist.

Sei fortan G eine Lie-Gruppe mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten. Wir fiithren die
folgende Kategorie &¢ ein: Die Objekte sind durch die Daten (P, B, 6) gegeben, wobei 7 : P — B
ein G-Prinzipal-Biindel mit fest gew#hltem Zusammenhang 6 ist. Die Morphismen sind die zusam-
menhangserhaltenden Biindelabbildungen, d.h. (@, ¢) : (P, B,6) — (P’, B, ') ist eine gewShnliche
Biindelabbildung mit ¢*(6) = 0.

Ein Objekt (P, B,f) € P¢ heikt m-klassifizierend, falls es zu jedem Objekt (P, B,6) in P¢

mit dim B < m einen bis auf (gewthnliche) Homotopie eindeutigen Morphismus ¢ : (P, B,6) —
(P, B,0) in P gibt.

BEMERKUNG 2.2.10. Je zwei solche Morphismen sind also homotop, aber im Sinne gewohnli-
cher Biindelabbildungen, nicht etwa homotop als Morphismus in &g. (Zusammenhénge miissen
demnach nicht respektiert werden)

Nach [NR6163| gibt es zu jedem m € Z ein m-klassifizierendes Objekt in Z. Insbesondere gibt
es zu jedem Objekt (P, B,0) in Zg ein m-klassifizierendes Objekt (P, B,0) € Pg, so dak ¢ der
Pullback von 6.

THEOREM 2.2.11 (|ChS85|] Thm.2.2). Fiir jedes G-Prinzipalbiindel P — B hat der Chern-Weil-
Homomorphismus in Gestalt des funktoriellen Morphismus S : K*(G,A) — H*(B,R/A) einen
eindeutigen Lift, also es kommutiert das Diagramm

H*(B,R/A)

e
e

s 7 (61, 62)

e
’e

Genauer: Sei (P,u) € K**(G,\). Dann gibt es fiir jedes Objekt ¢ := (P, B,0) € P¢ ein eindeutig
bestimmtes Element Sp,(€) mit

o 31(Spu(§)) = P(Q)
* 52(Spu(§)) = u(§)
o Ist p:&— & ein Morphismus in Pg, so gilt

¢"(Spu(€) = Spul(f)-

Beweis. Nach Narasimhan-Ramanan [NR6163] gibt es zu £ ein m-klassifizierendes Objekt £in P
mit dim B < m. Da H?*~1(BG,R) = 0 folgt H**~1(B,R) = 0, da £ fiir geniigend groRes m den
klassifiziernden Raum BG approximiert. Die dritte kurze exakte Sequenz in Theorem 2.2.6 liefert
einen Isomorphismus (01, d) : H2*~1(B,R/A) — R?**(B, A) und man definiert daher

Spu(€) = (81,82) L (P(Q), u(£)).
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Damit folgt die Behauptung im universellen Fall. Fiir den allgemeinen Fall definiert man Sp,,(§) :=
f*Sp.u(€) wobei f : B — B ist. Man hat dann Wohldefiniertheit zu zeigen. Ist nimlich & ein
anderes m-universelles Objekt in Pg, so ist f*Sp.,(€) = f*Spu(€') 7u zeigen. Dazu wihle zu &
und ¢ wiederum ein gemeinsames n-klassifizierendes Objekt &, in ¢ und zeige

(go f)Spulén) = (9/ © f/)*SP,u(gn)

mit g : B — B, und ¢’ : B' — B,. Im weiteren Verlauf des Beweises konstruiert man eine
Homotopie zwischen (go f) und (¢’o f’) derart, daf die Differenz (g'o f')*Spu(&n) — (g0 f)*Spu(&n)
ein Differentialcharakter auf B x I ist. O

Der entscheidende Punkt bei der Konstruktion des Differentialcharakters als Lift einer bestimmten
klassischen charakteristischen Klasse eines G-Prinzipalbiindels ist das Verschwinden der ungeraden
reellen Kohomologie des klassifizierenden Raumes BG und das Theorem von [NR6163| {iber uni-
verselle Zusammenhénge. Aufgrund dieses Theorems haben also charakteristische Klassen geraden
Grades einen Lift, eben genau jene, die man mit dem Chern-Weil Homomorphismus erreichen kann.
Insofern verfeinert Cheeger-Simons Theorie die Chern-Weil Theorie.

KOROLLAR 2.2.12. Ist P(Q) =0, so ist

Sp.(6) € H*Y(B,R/A) =kerd, (5)
B(Spu(§)) = —u(f). (6)

Dabei meint w(§) den Pullback der universellem Klasse u, also das Bild von w unter g¢*
H?¢(BG,A) — H?**(B,A),u — g*(u) =: u(¢), induziert durch die bis auf Homotopie eindeu-
tig bestimmte Abbildung g : B — BG.

Nach Theorem 2.2.11 gibt es also einen Lift der Euler-, Chern- und Pontrjagin-Klassen. Diese
werden der Reihe nach Euler-, Chern- und Pontrjagin Charaktere [ChS85] oder verfeinerte Euler-,
Chern- und Pontrjagin-Klassen genannt.

BEMERKUNG 2.2.13 (Zusammenhang zur Chern-Simons-Theorie). Sei (7 : E — X, 0) ein Objekt
in 2, Q die Kriimmung beziiglich des Zusammenhangs 6 und P € I*(G) ein invariantes Polynom.
Dann ist vermdoge

1
TP(9) := k/ PO AQdt € A 1(E)
0

eine invariante 2k — 1-Form in E gegeben, wobei € = df; + 1/2[0,6] = tQ + 3(t*> — t)[6, 6]
die zum Zusammenhang 0; := t0 mit ¢t € [ gehoérigen Kriimmung in F ist. Die Bildung von
TP(0) ist natiirlich auf der Kategorie &¢ und bis auf exakte Formen charakterisiert durch die
Eigenschaft dT P(0) = P(Q*) € A?*(E). Sei nun (P,u) € K*(G,A) gegeben, d.h. ein invariantes
Polynom P € I*(G) und eine charakteristische Klasse u € H?*(BG, A) mit # (P) = r(u), wobei
# der universelle Chern-Weil Homomorphismus und r : H*(BG,A) — H*(BG,R) der durch die
kanonische Inklusion in der kurzen exakten Sequenz

0—-ALRSR/A—0

induzierte Morphismus ist. Bezeichne ferner — : H*(X,R) — H*(X,R/A) die kanonische Projek-
tion, induziert durch — in der vorstehenden kurzen exakten Sequenz. Dann gilt [CS74] Thm.3.16
bzw. [ChS85] Prop.2.8: L

™ Spu(E) = TP(9)|Z21@71(E)'
Damit haben Cheeger-Simons Charaktere Reprisentanten in Gestalt von Differentialformen
den sogenannten charakteristischen Formen TP(0). Dies erhellt die Sprechweise, die Liftungen
Spu(E) € H*~1(X,R/A) der charakteristischen Klassen auch Cheeger-Chern-Simons Klassen zu

nennen, wie man desoffteren in der Literatur antrifft.
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Die bisherigen Konstruktionen verfeinerter Klassen basierend auf Theorem 2.2.11 und den cha-
rakteristischen Formen von Chern-Simons sind zwar natiirlich, aber nicht kanonisch und ebenfalls
nicht explizit. Die Ursache hierfiir liegt im Wesentlichen darin, dafs als technisches Haupthilfs-
mittel in den Beweisen das Resultat von [NR6163] iiber die Existenz universeller Zusammenhénge
verwendet wird. Um H?**1(BG,R) = 0 anwenden zu kénnen, muf man die Auswahl von G
auf Lie-Gruppen mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten einschrinken. Dies impliziert,
daf man das Theorem nicht fiir flache Biindel anwenden kann, die ja bekanntlich eine diskrete
Strukturgruppe G? tragen.

Eine intrinsischere Konstruktion fiir Cheeger-Chern-Simons Klassen, die ohne universelle Zusam-
menhénge auskommt und auch fiir flache Biindel funktioniert [ChS85] (8.19), ist bereits in [ChS85]
§4 und §8 skizziert und im Detail in [DuHaZu00] 3.5 ausgefiihrt. Sei 7 : £ — X ein GL,(C)-
Prinzipalbiindel. Ahnlich wie in der Chern-Simons Theorie, zeigt man die Existenz einer Form
@, fiir die es aber in diesem Falle eine kanonische eindeutige Wahl gibt, in dem Stiefelbiindel
PV = P xan,c) Sth_grr — X mit dQ = p*ci(E) . Dabei ist St;;_, ., die Stiefel-
Mannigfaltigkeit, also die Mannigkfaltigkeit aller n — k 4+ 1-Beine im C".

Eine andere Moglichkeit der Konstruktion verfeinerter Klassen besteht in der expliziten Angabe
eines Kozykels in der glatten Deligne-Kohomologie, zum Beispiel in der Cech-de Rham Auflssung
(vgl. Anhang B.0.4). Genau diesen Weg wollen wir in dieser Arbeit beschreiten und genau auf
diesem Wege haben bereits J-L. Brylinsky und D.A McLaughlin in [BrMcL96] konkrete Représen-
tanten fiir Euler-, Chern- und Pontrjagin- Klassen mit Koeffizienten in Z konstruiert. Es gilt

SaTz 2.2.14 ([DuK05] Prop.2.5, [Br93] Prop.1.5.7). Man hat fir jedes k einen kanonischen Iso-
morphismus

H*(B.R/A) = HE™ (B, Ay)
von den mod A-Cheeger-Simons Differentialcharakteren in die glatte Deligne-Kohomologie mit Ko-
effizienten in A.

Da die Beweise der beiden kurzen exakten Sequenzen

0—— H¥(X,R/A) —— HE™ (X, R/A) AR (X)) 5 0
|
id Ly id
o 51
0—— H*(X,R/A) —— H*(X,R/A) AFFL(X) 0

unabhingig voneinander sind, geniigt es die gestrichelte Abbildung zu konstruieren.

2.3 Kamber-Tondeur Klassen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Konstruktionen der Kamber-Tonder Klasse eines hermi-
teschen R-Biindels vorgestellt und ihre Aquivalenz untereinander bewiesen. Sowohl lokale, globale
als auch die Konstruktion via der kanonischen Form auf dem symmetrischen Raum G¢/K sind
wohlbekannt. Sie stammen im Wesentlichen aus den Arbeiten von J-M.Bismut, J.Lott [BL95] und
S.Goette [Goe03| und sind hier lediglich um einige Beweise ergénzt. Neu jedoch ist die Konstrukti-
on der universellen Kamber-Tondeur Form auf dem in Theorem 1.2.4 konstruierten klassifizieren-
den Raum aller hermiteschen R-Biindel EG x ¢ G¢/K, deren dquivariante Kohomologieklasse in
H*(EGx¢Ge/K,R) = Hz(Gc/K,R) aufgrund der Zusammenziehbarkeit von G¢ /K erwartungs-
gemil nach H*(BG,R) absteigt. Schliefslich wird sich herausstellen, daf jede Kamber-Tondeur
Klasse Pullback der Universellen ist. Dies gilt sogar auf Formenniveau.

Gleichwohl die folgenden Konstruktionen und Aussagen auch fiir beliebige flache C-Vektorbiindel
richtig sind, formulieren wir sie in der Unterkategorie 71" (X) der hermiteschen R-Biindel. Sei
also fortan (F,h) — X ein Objekt in 72er™m(X).
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BEMERKUNG 2.3.1 (Lokale Konstruktion). Vermoge
w(F,h) :=h~'Vh, (7)

ist eine endomorphismenwertige 1-Form auf X gegeben, d.h. w(F,h) € A'(X,End(F)). Denn:
Lokal beziiglich flachen Rahmen e = (eq,...,e,) ist h eine matrixwertige Funktion auf X, die
wieder mit h. bezeichnet sei. Also hat (7) die Form

we = h_'dh, € Ay ® 4y, Ge.

Ist ¢’ ein anderer flacher Rahmen, so gibt es ein g € G¢ (da F flach ist) mit ¢’ = eg. Dann setzt
sich w, wegen der Rahmentransformationseigenschaft

wer = h'dher = (g heg) " d(g*heg) = (9" heg) ' [(dg*)heg + g*dhe] = (g% heg) ' g*dheg = g~ weg

in eindeutiger Weise zu einer globalen Form w(F,h) in A*(X,End(F)) fort. Insbesondere hiingt
sie also nicht von der Wahl der Rahmen ab.

BEMERKUNG 2.3.2 (Globale Konstruktion). Der Zusammenhang V induziert auf dem Anti-
dualbiindel F* := Hom,,(F,C) von F via der kanonischen Paarung < .,. > F x F —
C, (a,s) —< a,s >:= a(s) den kanonischen Zusammenhang ¥V, welcher definiert ist durch
d< a,s >=< v*a,s > + < «,Vs >. Damit erklart man den adjungierten Zusammenhang
von V in F' durch das kommutative Diagramm

h —x%
F————F
\ =
[
V*: v
|
F®A(;( A.IX

F ®A§( A}X

~

d.h. V* = h_lv*h7 oder dquivalent fiir jeden Schnitt s,¢ € F' durch
dh(s,t) = h(Vs,t) + h(s, V*t). (8)

Vermoge
@(F,h) :==V* =V € Hom(F,F @, A) (9)

ist offensichtlich eine A%-lineare Abbildung, also ein Element in
End(F) © 49 Ax = Hom(F, F © 49 AX)

gegeben.

PROPOSITION 2.3.3. Es gilt

w(F,h) = &(F, h).

Beweis. Es geniigt die Behauptung lokal zu priifen. Sei dazu e ein flacher Rahmen von F' iiber
einer offenen Teilmengen U in X. Dann ist der zu e duale Rahmen e* ebenfalls flach beziiglich v,
denn V, :=V;y =d— 0%, wobei 6 die Zusammenhangsmatrix von V in F ist. Sodann erhélt man

(V*=V)ev = (h"'V h=V)w
= h 'dhev — dv
= h'(dhe)v + b hedv — do
= ht'dhev.



2 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN FLACHER BUNDEL 22

Aus (8) und (9) folgt unmittelbar, daft w(F,h) = 0 ist genau dann, wenn der Zusammenhang
V metrisch ist. Dabei heifit ein (nicht notwendigerweise flacher) Zusammenhang metrisch, wenn
dh(s,t) = h(Vs,t) + h(s, Vt) fiir alle Schnitte s,¢ € F gilt. Wie im vorstehenden Beweis gesehen
ist mit F flach auch sein Antidualbiindel flach, also V' oV = 0 und damit auch der adjungierte
Zusammenhang V* in F' flach.

DEFINITION 2.3.4. Sei (F,h) — X ein hermitesches R-Biindel und & > 0. Dann heifst

1

Copt1(F, ) o= (2mi)k22k+1

Tr (W1 (F R)] € A*TH(X,C)
die Kamber-Tondeur Form von (F,h) — X vom Grade 2k + 1 und die formale Summe
o(F.h) =Y coua(F,h) € A*M(X,C)
k=0

die totale Kamber-Tondeur Form von (F,h) — X.

Dabei ist
Tr:=iday ®aq tr: Ak ®49 End(F) — Ax

die kanonische Fortsetzung der gewdhnlichen Spurabbildung tr : End(F) — A%. Bekanntlich ist die
Spur invariant unter zyklischer Permutation und die Algebra der Formen auf X antikommutiativ.
Fiir w = a® A folgt damit Tr(w?*) = Tr(w Aw?* 1) = aAd/tr(AA") = (=1)" Do/ Aatr(A'A) =
—Tr(w?), also Tr(w?*) = 0 und also leben die Kamber-Tondeur Formen nur in ungeraden Graden.
Der hier benutzte Vorfaktor (27i) ~#2~(2#+1) stammt aus [BL95| I.g (1.34). Andere Autoren nutzen
andere Vorfaktoren; vergleiche z.B. K. Igusa in [Ig03].

LEMMA 2.3.5. Die Kamber-Tondeur Form ist G¢-invariant, insbesondere G-invariant, d.h. inva-
riant unter R- Rahmentransformationen.

Beweis. Ist ¢/ = eg mit g € G¢ eine Rahmentransformation, so folgt hey = g*heg. Damit

Tr[((g*heg) 'd(g*heg))® 1] = Tr[(g~'h.'g* 'g*dhe - g)* 1]
g—lhe—ldhe . g)Qk-‘rl]
g (hy dhe )Pt g)]

= Tr[(h;'dhe)?* ).

Also ist cop41(F, h) wie verlangt Ge-invariant. O

THEOREM 2.3.6 (|BL95| Th.1.11). Die Kamber-Tondeur Form car1(F, h) ist reell, geschlossen
und die zugehorige Klasse in der de Rham-Kohomologie hingt nicht von der Wahl der hermite-
schen Metrik h in F' ab. Wir schreiben fir die Kamber-Tondeur-Klasse vom Grade 2k + 1 daher
CQkJrl(F) S H2k+1(X, R)

Ist V metrisch, so ist ¢k (F) = 0 fiir jedes k. Die Kamber-Tondeur Klasse ist also ein Mafs fiir
die Existenz einer hermiteschen Metrik, welche kompatibel zur flachen Struktur von F' ist. Die
Kamber-Tondeur Form cop1(F, k) ist ein Maf fiir die Kompatibilitdt der flachen Struktur zur
gegebenen hermiteschen h, oder dquivalent, daf der flache Zusammenhang V von F' metrisch, also
ein h-Zusammenhang ist.

Man beachte, sowohl Form als Klasse sind von der Wahl der flachen Struktur oder dquivalent von
der Wahl des flachen Zusammenhangs auf dem Biindel abingig.
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ProOPOSITION 2.3.7 (Eigenschaften). Seien (F,h) — X und (F',h’) — X zwei Objekte in
yherm(X). Dann hat man folgende Eigenschaften:
i) Sind F und F' isomorph in ¥VH™™(X), so sind die Kamber-Tondeur Formen gleich, also
cor+1(F,h) = copy1(F', 1),
i1) Natiirlichkeit: Ist f : X' — X differenzierbar, so gilt
conp1 (f°F, fTh) = freany1(FL ).

i11) Additivitat:
cok+1((FLh) @ (F' 1)) = capi1 (FL ) + canr (F/, 1)

iv) Dualitat :

*

Cor1(FLh ) = —copq1 (Fy h)
v) "Multiplikativitdt” :
o1 ((FLh) @ (F', 1)) = tk(F")eapq1 (F, h) + tk(F)eap1 (F7, h')

Beweis. zu i): Das ist klar, denn Isomorphismen in ”//]%C”n respektieren nicht nur die flache Struk-
tur, sondern auch die Metrik. Sodann l4fst sich die Behauptung lokal nachrechnen.

zu i1): Dies folgt aus der Vertriglichkeit der Spur und der Cartan-Ableitung d mit Pullback.
zu i4i) Die Metrik h & A’ in F @ F’ hat lokal beziiglich Rahmen e, e’ von F bzw. F’ die Form

he 0
0 he )
Damit ist 444) klar.

Fiir den Rest des Beweises vergleiche [BL95] Prop.1.13. O

Betrachtet man flache statt hermitesche Biindel, so bleiben nach Theorem 2.3.6 alle vorstehenden
Aussagen fiir die Kamber-Tondeur Klassen richtig. Beispielsweise wére schon die erste Aussage i)
im Allgemeinen falsch fiir flache Biindel, da die Morphismen in dieser Kategorie nicht notwendig
die Metrik respektieren.

Damit erhalt man unmittelbar das

KOROLLAR 2.3.8. Die Kamber-Tondeur Klassen sind additive charakteristische Klassen flacher
Biindel im Sinne von Definition 2.1.1.

2.3.1 Konstruktion via Pullback der kanonischen Form

Es bezeichne wie iiblich G := GL,,(R), G¢ := GL,,(C), K := U(n) In diesem Abschnitt fithren wir
die in [BL95| I.g skizzierte Konstruktion der Kamber-Tondeur Klassen im Detail aus. Die Borel-
Klassen sind in Gestalt der kanonischen Formen (10) Représentanten in der relativen Lie-Algebren
Kohomologie H?*T1(gl,,, u,, R) [Bu02|. Da jede Kamber-Tondeur Klasse eines flachen hermiteschen
Vektorbiindels bis auf Konstanten von der Borel-Klasse entsprechenden Grades herkommt, lassen
sie sich die Borel-Klassen als quasi-universelle Kamber-Tondeur Klassen auffassen. Zur richtigen
Universalitét fehlt es aber insofern, weil sie nicht direkt auf dem klassifizierenden Raum BG leben
(vgl. Abschnitt {iber die universelle Konstruktion).
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Sei (F,h) — X ein hermitesches R-Biindel. Als flaches Biindel ist F' — X nach Theorem 1.1.6
von der Form F = X x, C" — X mit der Darstellung p : 71 (X,29) — G und der universellen
Uberlagerung X von X. Wie in Lemma 1.2.6 bereits gesehen, ist der symmetrische Raum G¢/K
isomorph zum Raum der hermiteschen Metriken herm? (C) auf dem C". Sei fortan G¢/K mit
herm! (C) in kanonischer Weise (Bem.1.2.9) identifiziert. Betrachte nun das Biindel E := X x,

n

Gc/K — X. Dann gilt

LEMMA 2.3.9. Man hat eine eineindeutige Korrespondenz zwischen
{Hermitesche Metriken in F — X} — {Schnitte X — E }

Beweis. Sei h eine hermitesche Metrik in ' — X. Dann ist vermoge
X x G — Ge/K, (&9)— hy

eine 71 (X, zo)-Aquivariante Abbildung gegeben. Denn (I, pyg) = p3hgp, fiir v € m1 (X, 20). Also
ist X x, G — Gc¢/K, [&,g] — hy wohldefiniert und folglich X x, G — (X x, G) x G¢/K, [#,g] —
[Z, g, hg] G-Aquivariant. Wegen (X x, G)/G = X = X /m1(X, x¢) erhélt man einen Schnitt

U:X%EZXXch/KZ(XXPG) Xch/K, x»—>[e,he(m)].
Die Behauptung folgt nun ganz analog wie im Beweis von Lemma 1.2.6 #i7). O

Seien g und & die Lie-Algebren von G¢ bzw. K. Der Tangentialraum T.x(Gc/K) = g/¢
am 1-Element ist isomorph zu dem Raum der hermiteschen n x n-Matrizen herm,(C) vgl.
Bismut-Lott [BL95] Chap.l.(g). Hierauf operiert K durch Adjunktion, also K x herm,(C) —
herm,,(C), (U, H) — U~'HU. Dies ist aufgrund von (U~ HU)* = U*H*U~'* = U"'HU wohlde-
finiert.

DEFINITION 2.3.10. Fiir hermitesche Matrizen Hy, ..., Hy ist vermdge (via den obigen Identifi-
kationen)

(I)k(Hlu "'7H/€) = Z (_1)Sgn(0)tr(Hg(1) e Hg(k)) (10)
o€Sk

eine k-Form auf g/ gegeben. Sie heift die kanonische Form vom Grade k auf G¢/K.

Aufgrund der Gg-Invarianz der Spur ist ®; auch K-invariant und setzt sich damit wegen (vgl.
Dupont [Du03] Prop.A2 Seite 68)

Alt*(g/8)K = A¥(Ge/K)Ce (11)

zu einer Gc-invarianten Form - die wieder mit ®; bezeichnet werde - auf ganz G¢/K fort. Insbe-
sonder ist @ natiirlich G-invariant.

BEMERKUNG 2.3.11. Die kanonische Form ®; ist geschlossen.

Beweis. Das durch die Kettenisomorphie A*(Gc/K)% = Alt*(g/€)X am 1-Element induzierte
Differential d : Alt"(g/€)% — Alt"™!(g/&)¥ lautet:

(dPp) (X1, Xiy1) = Z(_l)iJrj(I)k([Xian]aXla s Xiy ooy Xy ooy Xiya), Xy € g/t
i<j

Fir hermitesche Matrizen H;, H; ist [H;, H;] € & = Menge aller schiefthermiteschen Matrizen.
Denn es gilt [H“H]]* = (HiHj — HjHi)* = H]*Hl* — HZ*HJ* = HjHi — HZ'H]‘ = —[Hi,Hj]. Da
insbesondere K-invariante Formen auf Vektoren aus ¢ mit Null antworten ist d®y geschlossen. [
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Der Pullback von @, entlang der kanonischen Projektion ps : X x Gc/K — Gc/K liefert eine
geschlossene Form p;®; auf dem Produkthiindel X x G¢/K, die wegen der G-Invarianz auch
m1 (X, zo)-invariant ist, d.h. p5®; kommt von einer geschlossenen k-Form aj auf X x, G¢/K.

PROPOSITION 2.3.12. Sei F' ein hermitesches R-Biindel iber X. Dann gilt

cok1(Fyh) = WU*Q%H
Dabei ist 0 : X — E der nach Lemma 2.3.9 zur hermiteschen Metrik h gehdrige Schnitt.

Beweis. Der in Lemma 2.3.9 konstruierte Schnitt o : X — FE hat lokal die Form h, : U — UxG¢/K
gegeben durch x +— (2, he,)). Bezeichne die ersichtlich (X, zo)-invariante Form 73¢; wie-
der mit ®;. Ist a eine am 1-Element in G¢/K definierte K-invariante k-Form, so erhélt
man die zu ihr eindeutig bestimmte G-invarainte k-Form an einem beliebigen Punkt gK durch
(@)gr (X1, ..., Xi) = a((dLy-1)g(X1), ..., (dLy-1)4(X%)). Dadurch laft sich der Pullback der Form
¢r. an einem beliebigen Punkt als Pullback am 1-Element in G¢/K beschreiben. Die Linkstransla-
tion L, : Go/K — Ge/K induziert via dem Isomorphismus G¢/K — herm; (C),zK > z~ 2~}
die Abbildung herm; (C) — herm? (C), H ~ ¢g*Hg. Fiir V4, ..., Vi, € T, X folgt

(h:q)k)m(vla e Vi) = (q)k)hc(z) ((dhe)w(vl)v 0y (dhe)w(vk))

D1 (d(g" ? 9oy (dhe)a(Vi), -y d(g" 7 9)n. o (dhe)a (Vi)

= Pr(9"(dhe)ag(V1), ..., 9" (dhe)wg(Vi))

S (O (g (dh g (Ve -0 (dhe)ag (Vi)
SES

= tr[(¢*dheg)*)(Vi, ..., Vi)

= tr[(gg*dhe)*|(Vi, ..., Vi)

= trl(hgydhe)1(Vi, o, Vi)

und schlieflich die Behauptung. O

Da das Biindel G¢/K — X x, G¢/K — X zusammenziehbare Fasern Gc/K hat, folgt aus der
langen exakten Homotopiesequenz 7;(X x, Go/K) = m;(X) fiir alle i > 0. Zusammen mit dem
Satz von Whitehead ([tDk00] Satz VII.2.5) sind die Riume X x, Go/K und X = X/m(X)
homotopiediquivalent. Mithin existiert ein Isomorphismus ¢ : H*(X x,G¢/K,C) — H*(X,C). Die
Kamber-Tondeur Klasse cop41(F) ist dann gegeben durch

1
cort1(F) = WL([O‘ZI@JA]) € H**!(X,R).

Die Unabhéngigkeit der Klasse von der Wahl des Isomorphismus ¢ entspricht der Unabhéngigkeit
von der Wahl des Schnittes ¢ : X — X x, G¢/K aber dies wiederum {ibersetzt sich nach dem
Lemma in die Unabhéngigkeit von der Wahl der hermiteschen Metrik.

2.3.2 Universelle Konstruktion

Die Notationen aus dem vorherigen Abschnitt beibehaltend konstruieren wir nun die universelle
Kamber-Tondeur Form, d.h. die Kamber-Tondeur Form des universellen hermiteschen R-Biindels

p: (EG x¢g (Ge/K x C", b)) — EG xg G¢/K.

Dies geschieht, indem wir einen Kozykel in Gestalt einer Differentialform, der sogenannten uni-
versellen Kamber-Tondeur Form, auf der Basis eines kombinatorischen Modells von p angeben
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und sodann die Kohomologieklasse betrachten. Weil die Elemente in der simplizialen Kohomo-
logie eineindeutig den Elementen in der Kohomologie der geometrischen Realisierung entspre-
chen, représentiert die Kamber-Tondeur Form eine Klasse in H*(EG x¢ G¢/K,R). Wegen
H*(EG x¢ Ge/K,R) =2 H*(BG, R), steigt die universelle Kamber-Tondeur Klasse nach BG ab.

Fiir die in diesem Abschnitt und den folgenden Abschnitten verwendeten simplizialen Techniken
sei auf den Anhang A verwiesen.

Die Nervkonstruktion NG liefert bekanntlich (Bsp.A.3.3 7)) ein kombinatorisches Modell fiir EG
und damit auch fiir das universelle Biindel p : (EGxg(G¢/K xC"), h¥*") — EG x ¢G¢ /K, nimlich
(Bsp.A.3.3 iv)) durch die simpliziale Abbildung Np : (NG x ¢ (Gc/K xC"), h¥%) — NG xcGe/K
fiir jedes ¢ > 0.

DEFINITION 2.3.13. Sei S eine simpliziale Mannigfaltigkeit. Der Komplex der simplizialen g-
Formen mit ¢ > 0 und dem Cartan-Differential d, gegeben durch

AL 00— A% L AL 442 4

)

heiflt der simpliziale de Rham-Komplex auf S. Er 16st die konstante simpliziale abelsche Garbe C
azyklisch auf. Nach Anwendung des globalen Schnittfunktors I' erhdlt man den Doppelkomplex
A(S) :=T(S, AY) = A**(S) vermoge AP1(S) := A9(S,) mit dem (—1)P fachen Cartan-Differential
d in horizontaler und dem simplizialen Differential § : AP9(S) — APTH4(S) definiert durch dw :=
> ico(=1)iefw in vertikaler Richtung.

BEMERKUNG 2.3.14. Wende die vorstehende Definition auf die simpliziale Mannigfaltigkeit S =
(Sp) mit S, := NG(p) x Gc/K mit den G-dquivarianten Rand -und Entartungsoperatoren &’ x id
bzw. 1; x id an. Eine k-Form o auf NG x¢ Gc/K ist also eine Folge von G-invarianten k-Formen
(aP)p>0 auf NG x G¢/K, d.h. eine Folge (a?),>0 mit o € A¥(NG(p) x Gc/K)Y. Das simpliziale
Differential lautet dann

§: AYNG(p) x Ge/K)¢ — AYNG(p+1)x Ge/K)®
p+1

(5W)go---gp+1 = Z(_l)iwgo---éi---gpﬂ'

=0

Natiirlich sind die G-invarianten Formen auf dem Produkt NG x G¢/K genau die Formen
auf NG xg Gc¢/K, also A¥(NG x G¢/K)Y = A¥(NG xg Gc/K). Der Doppelkomplex
A*(NoG X Ge/K) =: A**(NG x¢ G¢/K) entsteht aus dem simplizialen de Rham-Komplex
. ) 0 1 2
NGXGGc/K ) O - ANGXGGC/K - ANGXGGC/K - ANGXGGC/K R

welcher die konstante simpliziale Garbe C azyklisch auflést, durch Anwenden des globalen Schnitt-
funktors I'.

BEMERKUNG 2.3.15. Bezeichnet A9(G¢/K)Y die G-invarianten g-Formen auf dem symmetri-
schen Raum G¢/K und A*(Gc/K)®¢ den G-invarianten Komplex

0 — A%(Ge/K)S -L ANGe/K)C -5 A%(Ge/K)E -4
so nennt man (vgl.[GHV73] ch.IV)
Hi (Ge/ K, R) = H* ((A°(Ge/K)%)
die G-invariante Kohomologie von G¢/K. Aufgrund

A(G % Ge/K)C = AY(G x¢ Go/K) = AY(Ge/K)
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ist eine kanonische Injektion
i:A*(Ge/K)% — A*(NoG xq Ge/K)

von Komplexen gegeben. Ist andererseits w € AY(G¢/K) mit dw = 0, so liegt w bereits in
A1(G¢/K)%, denn fiir wy, ,) € A(G x¢ Ge/K) mit g € G und vy € G /K gilt 0 = (0w)(gog, 4] =
Wg1,7] — Wigo,y] flir alle go, g1 € G. Insbesondere folglich wg, = wyy, = Wi,y = wy fiir alle
g € G und also w eine G-invariante g-Form auf G¢/K. Mit anderen Worten ist die Sequenz von
Komplexen

0 — A%(Ge/K)% 5 A*(NoG x¢ Ge/K) 2 A*(N1G x¢ Ge/K) (12)
exakt.

PROPOSITION 2.3.16. Beziiglich der de Rham-Filtrierung

FIA*(NG xg Gc/K) == @ A (NG x¢ Gc/K)

Jjzq
des Doppelkomplezes A**(NG xq Gc/K) gibt es eine funktorielle Spektralsequenz
ES? = HYH}(A**(NG xg Gc/K)) = EPT" = HZM(Ge/K)
mit dem Kantenmorphismus
E}’ = H}(Gc/K,R) := HP(A*(Gc/K)®) — HE(Ge/K,R)
von der invarianten Kohomologie Hr(Ge/K,R) in die dquivariante Kohomologie H5'(Ge /K, R).

Beweis. Die beziiglich der de Rham-Filtrierung zum Doppelkomplex A**(NG x g Gc/K) gehorige
Spektralsequenz lautet

E}9 = HYHI(A**(NG x¢ Gc/K)) = EPT? = HPT1(sA(NG x¢ Ge/K)).

Definitionsgemé® ist letzteres gleich HPT9(NG x ¢ G¢/K,R) und nach Dupont [Du78] Prop.6.1 ist
dies gerade isomorph zu HPY4(EG x g G /K, R) := HPT(|[NG x ¢ Gc/K|,R). Wegen der exakten
Sequenz (12) folgt E2° = HP(A®*(G¢/K)%, R). Die Existenz der beiden Kantenmorphismen zu einer
kohomomolischen Spektralsequenz ist Standard (vergleiche hierzu G. Tamme [Ta79] Prop.2.3.1 oder
| Ta99)] 1.3). O

Da der symmetrische Raum G/K zusammenziehbar ist, gilt Ho(Ge/K,R) = HP(BG,R) =
HP?(G,R), wobei letzteres die Gruppenkohomologie von G mit Werten in R ist.

DEFINITION 2.3.17. Die universelle Kamber-Tondeur-Form éo 1 = (&gk+l)p20 von
Np: (NG x¢g (Ge/K x C"),h*") — NG x¢ Gc/K
vom Grade 2k + 1 ist definiert durch

@ _ { WTr{[(hkan)fldhkan]%ﬂLl} firp=0und alleg e G

2k+1 0 sonst.

D.h. &1 lebt in dem Doppelkomplex A%*(NG x Gc/K).
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SPRECHWEISE 2.3.18. Wir nennen ¢o41 auch die universelle Kamber- Tondeur Form auf dem
universellen hermiteschen R-Biindel

p: (EG x¢g (Ge/K x C", h**") — EG x¢ Ge/K,
wohl wissend, daf es sich um eine Form auf dem kombinatorischen Modell Np von p handelt.

LEMMA 2.3.19. Die universelle Kamber Tondeur Form ¢gjy1 ist

i) eine Kokette in dem Doppelkomplex A**(NG x¢g Gc/K).

ii) sowohl d- als auch §-geschlossen, also insbesondere ein Kozykel in A**(NG x¢ G¢/K) und
ein Element in A2**1(G¢/K)%.

Beweis. Zu i): Es ist nur die G-Invarianz auf der Nullkomponente NoG = G zu zeigen. Da
die kanonische Metrik A**® nicht von g € G abhingt, ist sie auch die kanonische Metrik in dem
Produktbiindel p° : G x G¢/K x C" — G x G¢/K. Jedenfalls ist &3, ,, € A* (G x G¢/K)
und dieselbe Rechnung wie in Lemma 2.3.5 liefert die verlangte G-Invarianz. Also ist &3, ,, €
AL (G x Ge/K)C. Die erste Behauptung in i) folgt aus Theorem 2.3.6; die zweite ist klar, und
die dritte folgt aus Bem.2.3.15. O

Offensichtlicll ist die Einschrinkung von éop 41 auf A2F+1 (N.é xa Ge/K) eine simpliziale 2k + 1-
Form auf NG x¢ G¢/K.

KOROLLAR 2.3.20. Die universelle Kamber-Tondeur Form ¢y reprisentiert eine Klasse in der
dquivarianten Kohomologie Ha ™! (Ge/K,R) und weil G¢/K zusammenziehbar ist, steigt diese
Klasse nach H***1(BG,R) ab.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Prop. 2.3.16. O

LEMMA 2.3.21. Die Kamber-Tondeur Form cogy1(F, h) auf X des hermiteschen R-Biindels  :
(F,h) — X ist eindeutig bestimmt durch die Vorgabe der simplizialen 2k + 1-Form, definiert durch

PR w2kt = WTr[(hei)_ldhei]%H fiir p=0und alle i € I
Zkt1 - wakJerp =0 fiir p > 0 und alle (ig, ..., i,) € IPT1.

auf NX;; des simplizialen hermiteschen R-Biindels my : (NFy, hy) — NXy, zu einer (dann zu
jeder) Trivialisierung T', die durch die lokalen Daten einer offenen Uberdeckung U := (U;);ecr und
flachen R-Rahmen e; auf jedem U; gegeben ist.

Beweis. Sei (ch;,)p>0 die Kamber-Tondeur Form auf N Xy zur Trivialisierung 7. Dann folgt
die Behauptung entweder aus lokalen Konstruktion von cog+1(F, h) Bem.2.3.1 oder in Analogie zu
Lemma 2.3.19 4i) aus der G-Invarianz der Kamber-Tondeur Form und der Garbenbedingung von
AT, némlich so: Es gilt (6¢3; )i = (Cgkﬂj)\Uij — (Bk41,) v, Wegen der G-Invarianz der
Kamber-Tondeur Form (Lemma 2.3.5) folgt cngj = Cgk+1i und also ist (5cgk+1 = 0. Aufgrund
der exakten Sequenz

0 — AZTH(X) — AFTH(NoXy) — A¥TH (N1 Xy)
existiert genau eine globale 2k+-1-Form, ndmlich gerade cag 1 (F, h) mit cory1(F, h)jy, = Cgk+1- O

Dieses Lemma hilft in zweierlei Weise: Erstens sagt es, daft man die Kamber-Tonduer Form ei-
nes hermiteschen R-Biindels in ganz analoger Weise betrachten kann wie die universelle Kamber-
Tondeur Form des universellen hermiteschen R-Biindels und zweitens kann man den nun folgenden
Satz 0.B.d.A. rein kombinatorisch l6sen.
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SATZ 2.3.22. Jede Kamber-Tondeur Form eines hermiteschen R-Biindels ist Pullback der Uni-
versellen.

Beweis. Sei also cag41(F, h) die Kamber-Tondeur Form des hermiteschen R-Biindels 7 : (F,h) — X
und T := (U,e) eine Trivialisierung von 7. Dann gibt es vermdge der Nervkonstruktion das
simpliziale hermitesche R-Biindel my, : (NFy, hyy) — N Xy und nach Theorem 1.2.4 und Anhang
A3 die simpliziale Biindelabbildung:

e

(NFy, hy) (NG xg Gc/K x C", hkan)

s p

<o

NXy ————— NG x¢ Ge/K
Dies ist das kombinatorische Modell von

(F,h) ——————— (EG x¢g (Gc/K x C"), hkan)

T p

¥
X EG x¢g G(C/K

zur Trivialisierung T". Die horizontalen simplizialen Abbildungen sind gegeben durch N, X >
Uip...iy, = GPT' xa Ge/K, © = [(1,Giyigs o Ginio), T ' (hey, ()], Dies ist wohldefiniert, denn
stellt man h beziiglich eines anderen R-Rahmens e;; = e;,g;,:; mit j = 1, ..., p dar, so gilt aufgrund
der Kozykelbedingung g;; = 1 und g;;9;x = gir. auf Usjx:

[(17 Gigijy ooy gipij)a 7-71 (h’eij )] = [(lgioij y GivioGioijs ++-+s ipio Jioiy )7 gijioTil (heio )]
= [(1, Givigs s Gipio)ioi; » gijioT_l(heio )]

Also sorgt die G-Operation auf NG x G¢/K fiir die Wohldefiniertheit der simplizialen Abbildung
¢f; 5 analog fiir ¢f,. Auf der Nullkomponente gilt nach Konstruktion der kanonischen Metrik pkan
sowie wegen der funktoriellen Eigenschaften der Kamber-Tondeur Formen (vgl. Prop. 2.3.7) fiir
jedesi eI

* ~ * 1 n\— n
(‘POUi) Cgk+1 = (@OUi) WTY([(hka )~ i)

_ 1 0 \*xz kan\—1 0 \*x7pkani2k+1
= Wﬁ([((%’m) R) " d(pg,) R
1
= g (kg dhe PR ).
(27Tl)k22k+1 ([ €, 'L] )
Aus der lokalen Konstruktion der Kamber-Tondeur Formen bzw. dem Lemma 2.3.21 folgt schliefi-
lich die Behauptung. (]

Man beachte, dak die Wahl der Uberdeckung ¢ und der R-Rahmen (e;); die simplilziale Biinde-
labbildung (5, ¢7,) in kanonischer Weise festlegt. Andere Wahlen liefern zwar andere Biindelab-
bildungen, jedoch dieselbe zuriickgeholte Form.



3 CHARAKTERISTISCHE KLASSEN HERMITESCHER R-BUNDEL 30

3 Charakteristische Klassen hermitescher R-Biindel

Ziel des nun folgenden Kapitels ist, ganz dem Vorbild der Cheeger-Chern- Simons Theorie folgend,
die Verfeinerung der Kamber-Tondeur Klassen in Gestalt eines Liftes der klassischen Kamber-
Tondeur Klassen. Zu jedem hermiteschen R-Biindel konstruieren wir zu einer vorgegebenen Tri-
vialisierung eine verfeinerte Kamber-Tondeur Form, deren Klasse im Gegensatz zur klassischen
Situation nicht in der reellen de Rham-Kohomologie, sondern in der glatten Deligne-Kohomologie
mit Koeffizienten in einer gewissen abelschen Gruppe lebt. Eine andere Trivialisierung liefert zwar
auch eine andere Form, jedoch die Klasse in der Deligne-Kohomologie bleibt dieselbe. Die Bildung
der verfeinerten Klassen ist additiv und funktoriell auf der Kategorie der hermiteschen R-Biindel.
Im zweiten Abschnitt wird diese Konstruktion auf dem universellen hermiteschen R-Biindel ver-
allgemeinert. Die universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse lebt jedoch nicht in der glatten
Deligne-Kohomologie, sondern in der dquivarianten glatten Deligne-Kohomologie. Es stellt sich
erwartungsgemfl heraus, daft jede verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse Pullback der universellen
verfeinerten ist.

Das gesamte Kapitel nutzt die volle technische Schlagkraft der im Anhang entwickelten simplizialen
Methoden, die auch schon stellenweise im vorangegangenen Kapitel Anwendung fand.

3.1 Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen

DEFINITION 3.1.1. Eine R-Metrik in einem hermiteschen R-Biindel ist eine Metrik, die lokal
beziiglich eines R-Rahmens nur Werte in R annimmt, d.h. beziiglich eines R-Rahmens hat die
darstellende Matrix der Metrik nur Eintrdge aus R.

Man beachte, daf die zu den Daten eines hermiteschen R-Biindels (F, h) — X gehorige hermitesche
Metrik h nicht notwendigerweise eine R-Metrik ist.

Sei 7 : (F,h) — X ein hermitesches R-Biindel und T := (U, e, hf}) die Trivialisierung bestehend
aus einer offenen Uberdeckung U := (U;)ie; von X, flachen R-Rahmen (e;);c; und hermiteschen
R-Metriken h; auf jedem U; mit h;(e;) = 1. Sei weiter V := (V;);e; die offene Uberdeckung von F'
mit V; := 7= }(U;) = U; x C". Dann liefert die Nervkonstruktion von X zur Uberdeckung U das
simpliziale hermitesche R-Biindel m, : (NFy, hyy) — N Xy, also ein kombinatorisches Modell von
7 (Bsp.A.3.3 iii)).

Der simplizialen de Rham-Komplex

0o 4 s d 42 d
0— fip])(u — fip])(u — fip])(u — ...

auf N Xy, welcher die konstante simpliziale Garbe C auflGst, ist ein Spezialfall von Beispiel A.5.3
i7). Der durch den globalen Schnittfunktor T' enstehende Doppelkomplex A**(NXy,) ist gegeben
durch AP9(NXy) := A9(N,Xy). Dies ist der wohlbekannte Cech-de Rham-Doppelkomplex, also
API(NXy) = CP(U, A%).

Sei p > 0. Dann ist vermoge
- P
B(to, oos tpi 1, @)ig. iy = Y ki (D, + ot h(@)u,,
k=0

eine Familie von hermiteschen Metriken hy, := (h,...;,) auf

H APTL Uy iy x € — H AP X Uiy

LOyeery ip LOyeery ip
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also in APTx N, Fy — APTLx N, Xy gegeben. Setzt man weiter wh, | (F,h) == (W, (F, h)ig...i,)
mit

1
(2mi)k22h+1
so erhélt man fiir jedes (ig,...,ip) € IP*! eine 2k + 1-Form auf APT! x U;,. ; , also eine 2k + 1-

Form auf AP x N, X;,. Durch Integration iiber die Faser beziiglich des trivialen Biindels APT! x
Ny Xy — Ny Xy ist eine Form C52 P (F, h) := (C52F P (F, h)sy...q,) mit

Wiy (FyR)ig i, o= Tr[(h~'dh)* 1], (13)

12k— 7 _ - 7 -
OBty = GO [ (P, € 4770200 (14)
vom Grad 2k + 1 gegeben. Das Paar (f, (Cg,’ﬁffl)pzo(F, h)) mit

fiawcizess = — (OCHLL (B, 1)

i0... 12k 41

heift verfeinerte Kamber-Tondeur-Form von 7 : (F,h) — X vom Grade 2k + 1. Sie hingt
von der Wahl der Trivialisierung 7" ab.

Setze
A2k+1(F)T = </ W%]@ii(Fv B)io---i2k+1> CcR
£2k+2 A2k+2 7

und

Aogpi1 (F) == ZA%Jrl(F)T CR,
T

wobei iiber alle Trivialisierungen 7' summiert wird. Es wird sich im folgenden Abschnitt iiber die
Konstruktion der universellen verfeinerten Klassen herausstellen, dafs diese etwas adhoc wirken-
dende Definition von Agpiq(F') iiberfliissig ist und durch den "universellen Koeffizientenbereich”
Asi11(R) ersetzt werden kann. (vergleiche hierzu auch Bem. 3.1.5).

THEOREM 3.1.2. Das Paar (f, (Cg;jffrl (F,h))p>0), bestehend aus den 2k — p-Formen

{CHZP(F h)}p—o....2k
in dem Doppelkomplex A**(N Xy) zusammen mit
fi==0C5 (Foh) € CPMP U, Agyya (F))
bildet einen 2k + 1-Kozykel in dem glatten Deligne-Komplex
A2k+1(F)D :0— A2k+1(F) i> Ag( i? Aﬁ( i? e i? A%?,

dessen Kohomologieklasse nicht von der Wahl der flachen R-Rahmen und damit den flachen R-
Metriken h,, ..., hq, abhingt und ferner invariant unter Verfeinerung von U ist, d.h.

Cort1(F, h) = {f7 (Cé’,ﬂ“fp(F, B)) }p:O o € HEN(X, Ay (F)).

Beweis. 1.Schritt: Beweis der Kozykeleigenschaft
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Fixiere ein p 4 1-Tupel (ig, ...,3,) € IP*1. Bezeichnet d’ das Cartan-Differential auf X x AP*! und
da das in Richtung von APt so gilt d' = d + da und damit

dCT2M P (FR)y s, = (—1)P7'd /A e (R,

= (—1);071 /A . d/w§k+l(F, }_L)io...ip —(—l)pil /A dAw§k+1 (F, B)io...ip
P

p+1

=0 Theorem 2.3.6

p
to:es —1)? —1j/ wp F,hl i —/ wp F,}_LZ i
stokes (—1) Z( ) 2k+1( Jio...ip i Ap 2k+1( Jio...ip

=0 ei Ap+1

—1,2k— -
— (—1)?(5C§k+112 Py (R, h)ig...i, —/+1A +1u}SkJFI(F, h)ig...i,-
&P p

Das Integral in der letzten Zeile verschwindet fiir p = 0, ..., 2k, denn ist xg € Uj,...;, ein beliebiger
Punkt, so gibt es wegen (Fy,, hi) = p*(Fy,, hi(2o)) einen kanonischen Isomorphismus

(Ap+1 X F)|Ui0mip><€p+1Ap+1,iL) = (id X p)* (on X €p+lAp+1, B‘{wo}xgp+lAP+l) R

weil auf ePTTAPTL die Koordinate tp+1 Null ist und somit die Metrik h konstant auf Uiy...i, ist.
Also 148t sie sich von einer Metrik auf einem Punkt zuriickziehen. Es folgt

/ Why 1 (Fyh)ig.iy = / Wi 1 ((p X id)* Frg, (p X id) " (B {agy xer+1 a0+1) )io iy
ep+1 AP+ ept1Ap+1
= / (p > id)*why 41 (Fo, B{wo}XEP“AP“)io...iP
ept1APHL

i * y4 T
= p / W2k+1(Fwoah{zo}xap+1Ap+l)i0...ip-
ept1AP+1

CARHL ({zg} xep+1 APHL)

€AP+1=7({0})

Aber eine 2k + 1 — p-Form auf einem Punkt ist entweder Null, fiir 2k + 1 —p > 0 oder eine Nullform
fir 2k+1—-p=0, d.h.

0 2% +1>p

p ). R 1
/EPHAP+1 Why 1 (Fy 1), { ¢, c€ A1 (F) 2k+1=p (15)
mit einer noch ndher zu bestimmenden Untergruppe Asi11(F) von R. Damit ist
d(CBATrmn) =y (SO T R R) L i p=1,-2
10 yeeny p L0 yeney ip
gezeigt.  Setze fi . iy, = — (502215181 (F, i_z)) _ und zeige, daf f im Bild von i
20---22k+1

C?RHU U, Agpy 1 (F)) — CPFH1(U, A ) = A (Nagr1 Xy) liegt. Dazu betrachte den Fall p = 2k + 1.
Wegen Cgfii’_l(F, h) =0 ist

2k+1 7 _ ! 2k+1 7 _
/ dﬁw2k+1 (Fv h)io---izz+1 - / d w2k+1 (F, h)’iO»»»i2l+1 =0.
A2k+2 A2k+2

Mit Stokes folgt weiter
o 2k+1 7
0 = / dAw2k+1 (F7 h)i0~~~i2k+1
A2k+2
okt 2k+1—1,2k—(2k+1)+1, 1+ T 2%+l T
(_1) * (6C2k+1 (Fv h)) . _/ w2k+1(F7 h)i0~~~i2k+1
10---12141 82k+2A2k+2

_ 2k,0 T 2k+1 T
- = (6C2k+1 (F7 h)) . - / Wokt1 (F7 h)i0~~~i2k+1'
10.--12k+1 82k+2A2k+2
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Also liegt (56’5,’1?1 (F, h))l-omm+1 im Bild von i. Bezeichne das durch ¢ eindeutig bestimmte Element
in C?*+1(UY, Agyi1(F)) wieder mit f. Dies zeigt die Kozykeleigenschaft.

2.Schritt: Die Klasse Cg,ffl P(F,h) hingt weder von der Wahl der flachen R-Rahmen noch von
den R-Metriken ab.

Sei i € I fest gewdhlt. Betrachte die offene Uberdeckung U :=UUU; von X mit Uy := U;. Wahle
hierauf einen flachen R-Rahmen e; und eine R-Metrik g;; mit g;/(e;) = 1. Die Idee ist nun, daf
sich die beiden Formen Cyyy1(F,h) und Cagyq(F,h’') um einen Korand unterscheiden. Dabei ist
Caor+1(F,h') die verfeinerte Kamber-Tondeur-Form beziiglich der Uberdeckung U/\U;. Fiir jedes
p > 0 ist vermoge

0 firi ¢ {ig...ip}
2k v +1,2k 2 ..
le;2 lpl P, (-1) +PC£) 'S 15’ i fiir0 <p < 2k

flzok-i_zi/ 2k - f furp = 2]{5

eine 2k-Deligne-Kokette in A(2k + 1)p gegeben, wobei v die Stelle des Elementes ¢ im Tupel
i9...ip bezeichnet. Zur Abkiirzung seien im folgenden die Formengrade in H?:¢ unterdriickt. Fiir
0 < p< 2k gilt

(AHP + (=1)P0HP ™ )o.i, = (AHP )iy, + (=1)P(GHP )i,

ip

=)+ (Y1

— 10.,.11...1';,
J:

p
1,2k Ly
= (- )”+pdCf+“, Zp pz 'L()...’LJ...p
Jj=0

p
= (D)LY iy, + (1P Y (1P H]

’ 10.,.11...1';,
ji=

. (_1\vt+2p+1 _1\ip:2k—p _ J-’rl p,2k—p

= (=1 (Z( 1) Cio....i}...ii/...ip+z( Cz(, R TI
Jj<v Jj>v

+ ()VCPEP 4 (<1 err )

’ . . .
10...22 “lp 10...22"...0p

v— 2k—
+ (_1);0(2( 1) 1+p— lJrJOzD(J - pu‘/...ip
j<v

v 2k
+ Z( 1) e 1+JO;DU uI.)..z;...ip)
j>v
— (_1)11017721{—17_ +( )u+1Cp,2k P

. s,
20...20" ... 1p 0. .13 Zp

und im Falle p = 0 sieht man sofort dH? = dCL*™! = —(6C%2F); = —CY*" + CP?F. Da-

mit ist Schritt 2 gezeigt. Wegen Schritt 2 ist die Klasse Cp’+1 invariant unter Verfelnerung der
Uberdeckung, was den Beweis des Theorems abschlieft. O

DEFINITION 3.1.3. Die Klasse Coi1(F,h) heift verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse von
7 (F,h) — X vom Grade 2k + 1 und wird fortan mit Car41(F, h) bezeichnet.

Im Folgenden sei stets die Uberdeckung U als gut vorausgesetzt. Damit ist die Bedingung der
Invarianz unter Verfeinerung von U wegen H3 (U, Agiy1(F)) = H (X, Aggy1(F)) iiberfliissig.

KOROLLAR 3.1.4. Aus der Konstruktion von way41(F), i_z)l-omm+1 zusammen mit (15) folgt unmit-
telbar, daf fiir abzdhlbares R der Koeffizientenbereich Asg41(F) in einer abzdhlbaren Untergruppe
von R enthalten ist.
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BEMERKUNG 3.1.5. i) Man beachte, daf nach Prop.2.3.6 die Form w1 reell ist. Daher ist der
Koeffizientenbereich Asy41(F) eine Untergruppe von R.

i7) Der bisher definierte Koeffizientenbereich Agyy1(F) der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen
hat den Makel vom R-Biindel (F, h) — X abhéngig zu sein. Dies wird jedoch durch die im folgenden
Abschnitt behandelte universelle Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen behoben.
Ihr Koeffizientenbereich héngt nur noch von der R-Struktur, d.h. vom Ring R ab und wird daher
mit Asgy1(R) bezeichnet. Da fiir jedes R-Biindel (F,h) — X der Koeffizientenbereich Agj11(F)
in Asp41(R) enthalten ist, macht es Sinn von vornherein das obige Theorem mit Aggy1(R) zu
formulieren.

In volliger Analogie zu Prop.2.3.7 haben wir

ProPOSITION 3.1.6 (Eigenschaften). Seien (F,h) — X und (F',h’) — X zwei Objekte in
yherm(X). Dann hat man folgende Eigenschaften:

i) Sind F und F' isomorph in V5™, so gilt
Cotsr (F,h) = Copr (F', ).
i1) Natiirlichkeit: Ist f : X' — X differenzierbar, so gilt
Cor1 (f7F, f7h) = [*Copyr (F, h).

i11) Additivitat:
Copy1((Fyh) @ (F', 1)) = Copga (F, h) + Copra (F', 1)

iv) Dualitat :

Cors1(FiR) = —Caps1(F, h)
v) "Multiplikativitdt” :
C2k+1 (F X F/) = I’k(F/)Cg]H_l (F, h) + rk(F)Cgk+1 (FI, h/)

Beweis. Dies folgt alles aus Prop.2.3.7, der Vertriglichkeit der Integration mit Pullback und der
Konstruktion der verfeinerten Klassen. O

KOROLLAR 3.1.7. Die verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen sind additive charakteristische Klas-
sen hermitescher R-Biindel.

KOROLLAR 3.1.8. Die verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen sind Lifts der klassischen. Genauer
gilt fiir jedes £ >0

dCors1 (F,h) = —copq1(F) € H* (X)), Agry1(R)),

wobei d : HE (X, Aggy1(R)) — A2FH1 (X) A511 (r) der Kriimmungshomomorphismus aus Lemma
B.0.8 ist.

Beweis. Fixiere eine Trivialisierung 7" von (F,h) — X. Dann ist die verfeinerte Kamber-Tondeur
Form Co11(F,h) zu T ein Reprisentant der Klasse Cori1(F,h) € H%kH(X, Asp1(F)). Mit
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denselben Methoden wie im vorstehenden Theorem sieht man

dcglﬁfl (£, B)z = d/Al ng+1(Fa }_l)z
Theore:rn 2.3.6 — / dAwngrl(Fv f_L)l (d/ = d + dA)
Al
Stokes — / wngrl(F, B)z + / wng(F, f_L)l
e0AL etAl
as) _/ W41 (FLh)i +0
e0AL

= —cop+1(Fy )y,

ein. Da die Kamber-Tondeur Form ca51(F, h) nicht von der Wahl der Trivialisierung abhéingt,
folgt mithin die Behauptung. (]

BEMERKUNG 3.1.9. Aus den verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen gewinnt man also via dem
Kriimmungshomomorphismus nicht nur die klassischen Kamber-Tondeur Klassen, sondern sogar
die Formen selbst, d.h. die Information iiber die Metrik der hermiteschen R-Biindeln bleibt erhal-
ten. Da die klassischen Kamber-Tondeur Klassen nicht von der hermiteschen Metrik abhéngen,

sind sie demnach Invarianten flacher R-Biindel. Die verfeinerten hingegen sind Invarianten hermi-
tescher R-Biindel.

Weil das Bild des Kriimmungshomomorphismus geschlossene Differentialformen mit Perioden in
Aspy1(R) liefert, liegen die klassischen Kamber-Tondeur Klassen bereits in H2**1(X, Aoy 1(R)).
Auch dies ist eine zusétzliche Information iiber die klassischen Kamber-Tondeur Klassen.

3.2 Konstruktion der universellen verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse

In diesem Abschnitt behandeln wir den sogenannten universellen Fall, d.h. die Konstruktion der
verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen erfolgt nun auf dem universellen hermiteschen R-Biindel

p: (EG xg (Ge/K x C"), k") = EG xg Ge/K.

Wie iiblich geschieht dies auf simpliziale Weise, (vgl. Anhang A). Wir zeigen, dafs die univer-
selle verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse — in volliger Analogie zur klassischen Situation — in
der dquivarianten glatten Deligne- Kohomologie lebt (3.2.13) und dafs jede verfeinerte Kamber-
Tondeur Klasse Pullback der universellen verfeinerten ist. Zusétzlich verallgemeinern wir den aus
der glatten Deligne-Kohomomologie bekannten Kriimmungshomomorphismus auf den &dquivarian-
ten Fall (Lemma 3.2.5) und kénnen damit wiederum ganz analog zum vorangegangenen Abschnitt
Cor.3.1.8 zeigen, daft die verfeinerte universelle Kamber-Tondeur Klasse ein Lift der klassischen
universellen ist.

Die Nervkonstruktion des universellen Biindels
p: (EG x¢g (Ge/K x C"), k") - EG xg Ge/K
liefert, ein kombinatorisches Modell (vgl.A.3.3 iv)), ndmlich das simpliziale hermitesche R-Biindel
Np: (NG x¢g (Ge/K x C"),h*") — NG x¢ Gc/K.
Der simpliziale de Rham-Komlex

0 d. 41 d. 42 d
0 ANGXGGC/K ANGXGGC/K ANGXGG(C/K
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auf NG x g Gc/K ist ein Spezialfall von Bsp.A.5.3. Wie bereits in Bem.2.3.14 gesehen, erhélt man
durch Anwenden des globalen Schnittfunktors den Doppelkomplex A**(NG xg G¢/K), welcher
gegeben ist durch APY(NG x¢g Ge/K) := AY(N,G xq Gc/K).

Konstruktion der Form: Sei p > 0. Mittels der kanonischen Abbildung

GP* — (herm,; (C))"*, (go, ... gp) = (ho, ..., hp)

n

mit h; := g;g; ist vermoge

p p+1
B2 (t0, sty @)gn. gy = D trhi - 1pyn (@), Yt =142 0,i=0,...p+1
i=0 1=0

eine hermitesche Metrik h? := (BSO...gp)(go ,,,,, gpecrt in APTL X N G x Go /K x C" — APTL
N,G x G¢/K gegeben. (Dabei wurde der symmetrisch Raum G¢/K in kanonischer Weise (vlg.

Bem.1.2.9) mit herm; (C) identifiziert.) Setzt man nun w§k+1(ﬁ) = (w§k+1(ﬁ)g0...gp) mit

b 1 e\ 2k
W 1(M)go...g, = Wﬁ {(h dh) ] ; (16)

so erhéilt man eine reelle, geschlossene (Theorem 2.3.6), G-invariante (Lemma 2.3.5) 2k+1-Form auf
AP x N,G x G¢/K. Fiir jedes p-Tupel (go, ..., gp) € GP™' = N,G erhilt man durch Integration
iiber die Faser beziiglich des trivialen Biindels AP™! x G¢/K — G¢/K die 2k — p-Form

CBE? Ry = (1070 [l (B (17)
Ap+1
also ist i i
CLEETP(h) = (Op’" P (h ) € A%*P(N,G x¢ Ge/K).
2k+1 ( ) 2k+1 ( )go---gp (90s0nrgp) EGPH1 ( P G C/ )

Das Paar (f, C’g,ﬁffp(ﬁ))pzo mit

f.qo~~~~g2k+1 = (5022115181 (ﬁ)>

go---g2k+1

heikt universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Form von p : (EG x¢ (G¢/K x C"), hkn) —
EG x¢g Gc/K vom Grade 2k + 1.

DEFINITION 3.2.1. Setze

. 2k+1/7
A2k+1 (R) = <{/ Wokt1 (h)go~~~92k+1} > .
e H2ARk+2 (90,926 +1)EG2FF2 [

.....

Man nennt Asy1(R) den Koeffizientenbereich von (f, Cg,’jfl_p(h))pzo.

BEMERKUNG 3.2.2. Sei A eine abelsche Gruppe. Nach Beispiel A.1.4 4i) 188t sich jeder sim-
plizialen Menge X die simpliziale abelsche Gruppe ZX :=< X >z zuordnen. Hierzu hat man den
Kettenkomplex

zxo L zx, Lzx, & ...

mit seinem Differential 9 := Zi(—l)igi. Dualisieren mit dem kontravarianten Hom-Funktor
Homy(—, A) liefert den Kokettenkomplex

0 — Homgz (ZXo, A) > Homz (ZX;, A) > ... 2 Homy (ZX,, A) > Homz (ZX,41, A) > ...

mit dem durch
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Op
7.X, A
el
e
7
i P <
7
L7 el =006
ZXpi1
induzierten Differential
p+1
. 1 _k
dop = E (=1)e;.
i=0

Wendet man das vorstehende auf die Nervkonstruktion X := NG von G (vgl. Bsp.A.1.4) mit
CP(NG, A) := Homy(ZN,G, A) an, so erhilt man die aus der Gruppenkohomologie wohlbekannte
Bar-Auflésung von A mit ihrem Differential 6 : CP~}(NG, A) — CP(NG, A)

(5‘71071)(917 "'79}0) = 910;071(92, ---7gp)
p—1
+ Z(_l)lap—l(gla -5 9iGi+1, "'791))
i=1

—|—(—1)p0’p71(gl, -"agpfl)-

Die n-te Kohomologiegruppe dieses Komplexes heifsit n-te Gruppenkohomologie von G mit Werten
in A, also
H"(G,A) = H"(C*(NG, A)).

Diese Konstruktion wird verwendet in dem folgenden

THEOREM 3.2.3. Das Paar (f, Cg,ifl_p(h))pzo, bestehend aus den 2k — p Formen

(CHEATP (1)) p=o,... 2
in dem Doppelkomplez A**(NG x Gc/K)% = A**(NG xg Gc/K) bilden zusammen mit
Ji= = (SCE2TP () € CHHHNG, Aoy (R)) = Homa(ZNaki1 G, Aziy1 (R))
einen 2k + 1-Kozykel in dem Doppelkomplex Aspy1(R)p:
0— C*(NG, Agj1(R)) 5 AV (NGxoGe/K) % AN (NGxcGe/K) 2 -+ % A*2F(NGx G /K)
d.h.

Cor (b) = {7, (3257 W)} € B¥ (s Aan(R)p).
p=0,...,
wobei sAax11(R)p den zum Doppelkomplex Agpy1(R)p gehdrigen Totalkompler bezeichnet. Der
Koeffizientenbereich Agg11(R) von Cogi1(h) ist eine Untergruppe von R, die von k und R abhdingt.

Ist R abzdhlbar, so ist Asgi1(R) in einer abzihlbaren Untergruppe von R.

Beweis. Der Beweis der Kozykeleigenschaft funktioniert genau wie in Theorem 3.1.2. Man ersetze
dazu

2k— T 2k—
1. CLZ Y P(F h)ig...i, durch C375 7P (R) g, g,

2. das Biindel F' durch das triviale Biindel G¢/K x C" — G¢/K,

3. NXy durch die triviale simpliziale Mannigfaltigkeit N(Gc/K)y zur Uberdeckung U :=
(Ug)gec mit Uy := G¢/K fiir alle g in G.
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Genauso wie in Korollar 3.1.4 folgt die Abzdhlbarkeit von Agg11(R). O

DEFINITION 3.2.4. Die Klasse Cojyq (;L) heifft universelle verfeinerte Kamber-Tondeur-
Klasse von p : (EG x¢g (Gc/K x C"), h*#") — EG x g G¢/K vom Grade 2k + 1 und wird fortan
mit, Cox41 bezeichnet.

Man hat eine dquivariante Version des Kriimmungshomomorphismus (vgl. hierzu Lemma B.0.8)

LEMMA 3.2.5. Es gibt einen kanonischen Epimorphismus

d: H***(sAgp11(R)p) — A* T (Ge/K)G,, , () @ = (a,0) — F,
in die G-invarianten, geschlossenen 2k + 1-Formen mit Perioden in Agg11(R).

Beweis. Eine Klasse © € H* ™ (sAgy1(R)p) wird reprisentiert durch (a,wo, ...,wzr) mit a €
C?*TUNG, Agpy1(R)) und w; = (wgy..g,)g,ec € A" (NG xg Ge/K). Wegen der nach
Bem.2.3.15 existierenden exakten Sequenz (12)

0 — A*(Ge/K)C — A*(NoG % Ge/K) - A* (MG x¢ Ge/K)

von Komplexen, folgt die Behauptung ganz analog wie in Lemma B.0.8: Es gilt ndmlich ddwy =
ddwy und dwy = +dwq, also ddwyg = 0. Wegen der Exaktheit der obigen Sequenz, gibt es eine
ersichtlich d-geschlossene G-invariante 2k + 1-Form F,, mit i(F,,) = dwy, d.h. F,, ist wie in Lemma
B.0.8 eindeutig bestimmt durch wg. Mit denselben Argument wie im dortigen Lemma héngt die
Konstruktion von F,, nicht von der Wahl des Représentanten in x ab.

Man hat eine kanonische Abbildung H***1(BG, Agi41(R)) — HZ (Gc/K) definiert durch a v
(a,0,...,0). Kommt a von einem Reprisentanten in (a,wo, ...,wsy) in H2**1(sAgs11(R)p), so gilt
a = —dway. Das bedeutet, dak die Bilder (a,0...,0) und (0, ..., dwo) in HZ"'(Ge/K) kohomolog
sind. Mit anderen Worten kommutiert das folgende Diagramm

d
H*H (s Agp i1 (R)p) ——— APFHH(X)G (a,wo, .oy war) — Fu
pr kan w w
k kan - op4
H2 +1(BG,A2]€+1 (R)) HG + (Gc/K, (C) a— O dWQ)

und also hat F,, Perioden in Aggi1(R).

Sei schlieRlich « eine G-invariante 2k 4+ 1-Form auf G¢/K mit Perioden in Agii1(R). Wegen der
obigen exakten Sequenz ist i(a) € A2*T1(G¢/K). Da die simplizialen Garben
q
ANGxace/x

wegen NG xg Ge/K = NG x G¢/K fiir alle ¢ azyklisch sind?, gibt es eine 2k-Form wy €
A (Ge/K) mit dwy = . Setze wy := dwy. Induktiv fortfahrend erhilt man x := (dwak, wo, ..., war)
mit w; € AY?** (NG x¢ Gc/K). Da a Perioden in Agyy1(R) hat, folgt mit Lemma B.0.7, daf
Swar im Bild der kanonischen Abbildung C?**1(NG, Agx11(R)) — C?*+1(NG,C) liegt. Also
reprisentiert z wirklich eine Klasse in H2**1(sAg;,41(R)p). Dies zeigt die Surjektivitit des Kriim-
mungshomomorphismus d. O

SPRECHWEISE 3.2.6. Wir nennen den Kriimmungshomomorphismus aus Lemma 3.2.5 auch dqui-
varianten Krimmungshomomorphismus.

4Der symmetrische Raum G /K ist zusammenziehbar.
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KOROLLAR 3.2.7. Die universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse ist via dem dquivarianten
Kriimmungshomomorphismus ein Lift der klassischen universellen, d.h. fiir jedes k > 0 gilt

dCoks1 = —Cops1 € HEF(Ge/K, Asiy1(R)) = H** (G, Agiy1(R)).

Beweis. Wie im Beweis von Kor.3.1 verfahrend

dCy;Zt () = d/Al wak1(h)
Theorem 2.3.6  — / ) dAwak+1 (;L) (d/ =d+da)
A
Stokes — / Wok+1 (;L) + / Wok4+1 (;L)

e0AT el Al

(15) - / worg1(h) +0
e0AT

= —5(2Jk+1

folgt die Behauptung zusammen mit dem Lemma 2.3.19. Die Konstruktion der universellen
Kamber-Tondeur Klasse liefert, wie in Kor.2.3.20 angegeben, a apriori nur reelle Koefizienten.
Die zweite Aussage folgt aus dem dquivarianten Kriimmungshomomorphismus Lemma 3.2.5. O

BEMERKUNG 3.2.8. Bei ndherer Betrachtung der beiden Konstruktionen stellt man fest, dafs die
“verfeinerte” Information bereits in den Formen C(JQkJrl(iL), woky1(F, h) steckt. Die nachtrigliche
Integration iiber die Faser eliminiert lediglich die Koordinaten in Richtung der Simplizes und
ermoglicht die Anwendung des (simplizialen) Stokes in der Rechnung, um die Kozykeleigenschaft
nachzuweisen.

Wir verallgemeinern nun die invariante Kohomologie in Bem.2.3.15 und die Spektralsequenz in
Prop.2.3.16 wie folgt: Es operiere G trivial auf Asjy1(R) und wie iiblich auf G¢/K durch Links-
multiplikation. Betrachte den glatten Deligne-Komplex

0 — Appr1(R)ge/x — A%C/K — AEC/K —_— .. — Aé’fC/K.

Der durch Komposition des globalen Schnittfunktors I' mit dem Fixpunktfunktor (—)¢ entstehende
Komplex lautet

A (R): 0 — Agea(R) — A%(Ge/K)® — AN Ge/K)Y — ... — A% (Gc/K)",
und die Kohomologie dieses Komplexes
H} (Ge/K, Asiy1(R)) = H*(Ag41(R))
heift G-invariante Kohomologie von G¢/K mit Koeffizienten in Agyy1(R).

LEMMA 3.2.9. Die Sequenz

0 0 0
! l l

0 — A2k+1(R) — CO(NG,AQkJ,_l (R)) — Cl (NG,AQ;H_l (R))
! 1 !

0 — A'(G(c/K)G — A.(NQGXGG(C/K) — A.(NléXGG(c/K)

ist exakt.

Beweis. Die Exaktheit der unteren Zeile ist in Bem.2.3.15 gezeigt worden, die der oberen ist die
Bar-Auflésung von Aggy1(R) (vgl.Bem.3.2.2). O
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Insbesondere ist die Sequenz
0 — Agjy1(R) — Azera (R)p (18)

von Komplexen ist exakt, d.h. nach Anwendung des globalen Schnittfunktors auf den invarianten
Komplex A}, | (R) augmentiert A, | (R) den Doppelkomplex Agji1(R)p.

Damit verallgemeinert sich die Spektralsequenz in Prop. 2.3.16 wie folgt:
PROPOSITION 3.2.10. FEs gibt eine beziiglich der de Rham Filtrierung
F1Ag 1 (R)p = @ AQ’ZH (R)p
Jjzq
funktorielle Spektralsequenz
ES":= HYH](Agpy1(R)p) = EP*7 = HP (s Agpy1(R)p),
mit dem Kantenmorphismus
E8® = HY(Ge/K, Asps1(R)) — HP (sAsps1 (R)p).
Beweis. Wie in Beweis von Prop.2.3.16 verfahrend, folgt die Behauptung zusammen mit dem
obigen Lemma. O

Sarz 3.2.11. Sei (F,h) — X ein hermitesches R-Biindel und sei Copy1(F,h) die verfeinerte
Kamber-Tondeur Form zu den Daten einer Trivialisierung T := (U, e) bestehend aus einer offenen
guten Uberdeckung U := (Ui)ier zuammen mit flachen R-Rahmen (e;);c; und R-Metriken h; mit
hi(e;) = 1. Dann gilt: 3

(¢1)" Corp1(h) = Cop1 (F h). (19)

Beweis. Die Nervkonstruktion zusammen mit Theorem 1.2.4 liefert genau wie im Beweis von Satz
2.3.22 ein kombinatorisches Modell von

4
(F,h) ———— (EG xg (G¢/K x C"), hka“)
s p
¥
X EG XGG(C/Kv

also eine simpliziale Biindelabbildung

Py _
(NFy,hy) — (NG x¢ (Ge/K x C"), hkan)

Ty Np

e

Pu _

wobei die verfeinerte Form Cyyy1(F,h) ihrer Definition nach bereits auf dem kombinatorischen
Modell N X3, von X lebt. Fiir jedes p > 0 hat man genau die im Beweis von Satz 2.3.22 angegebenen
horizontalen Abbildungen

Nsz,{ > Uig..,ip i Gp+1 Xaq G(C/K, Xr +— [(1,91'11'0, "'7gipio)5 Tﬁl(heio (I))]
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(analog ¢f,). Aus der Natiirlichkeit der Integration und der Kamber-Tonder Formen (vgl. Prop.
2.3.7) folgt fiir jedes p > 0

ANl DN CARC i I

= (=1r! /Ap+1(id>< <p£{)*w2k+1(h)
(—1)P~1 /Ml Wk ((id x @F)*h)
) (_1)1)—1/ w2k+1(ﬁ)

AP+1

12k —
= C§k2+1 p(Fv h)'

—
*
~

In der Tat ist (id x wf{)*ﬁ = h. Dies folgt unmittelbar aus der Konstruktion von h und der
simplizialen Abbildung ¢f,. Denn: Die hermitesche Metrik h = Z?:o tjhi; + tpr1h hat beziiglich
des Rahmens e;, die Gestalt

P
heio = thg;jiogijio + tp-i-lheio
=0

mit den Ubergangsfunktionen gisio € G gegeben durch e;, = e;;,g;,4, fiir j = 0,...,p. Damit ist

(ld X ¢Z€{)*(h)(t05"'atp+17x) = (toa"'1tp+1vlagi1ioa"'agipiovT_l(heio (I)))
P
= ijgfjiogijio +tprihe;, ()
j=0
= heio (to, ceey tp+1, {E)
Also gilt auch die vorletzte Gleichheit (%) und also die Behauptung. O

Fiir die Eigenschaft "universell” auf Formenniveau mufs man wie eben gesehen zusétzliche
Daten fixieren, welche in der Kombinatorik kodiert sind. Andere Wahlen liefern andere verfeinerte
Formen, jedoch dieselben verfeinerten Klassen bei festgehaltenen hermiteschen R-Biindel. Insofern
folglich

KOROLLAR 3.2.12. Jede verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse ist Pullback der universellen ver-
feinerten.

Wir errinnern an die Definition der &quivarianten glatten Deligne-Kohomologie (siehe Anhénge
A.6 und C): Sei A ein Unterring von R und X eine G-Mannigfaltigkeit. Dann heifst der Komplex
von simplizialen Garben

AkG,D : 0— ANGXQX . A?vc’;xcx - A}vc’;xcx = s - A?\;G}XGX
auf NG xg X der G-dquivariante glatte Deligne-Komplex von X. Seine Kohomologie
H&p(X,A) := H3(NG x¢ X, Ases1(R)) := H*(AF p)
heiflt G-dquivariante glatte Deligne-Kohomologie von X mit Koeffizienten in A.
THEOREM 3.2.13. Die universelle verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse Caii1 von
p: (EG xg (Ge/K x C"), k") - EG xg Ge/K

lebt in der dquivarianten Deligne-Kohomologie HE ™ (G /K, Agji1(R)).
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Beweis. Setze X := G¢ /K. Definiere G-dquivarianten glatten Deligne-Komplex vermoge

A2Gk+1(R)D : 0— A2k+1(R)NG><cX — A(]Jvéxc;X - A}Véch = T - A?VEXGX (20)
Fiir p > 0 sind die globalen Schnitt der konstante Garbe Agjy1(R)gr+1x,x gerade die lokal kon-
stanten Funktionen auf GP™! x5 X = GP x X mit Werten in Agx,1(R). Da der symmetrische
Raum X = G¢/K zusammenziehbar und G diskret ist, ist so eine Funktion auf den Elementen von
GP eindeutig festgelegt. Aber die Elemente f : GP — Ag,11(R) erzeugen Homz(ZN,G, Asi11(R),
also Aopi1(R)ariixex (GPT! xg X) = CP(NG, Azr4+1(R)). Folglich liefert der globale Schnitt-
funktor T von (20) gerade den Doppelkomplex Asiy1(R)p. Es verbleibt zu zeigen, daf die Ko-
homologie dieses Doppelkomplexes gerade die G-dquivariante Deligne-Kohomologie ergibt. Die
Idee dazu geht auf die in Gomi [G05| 3.3 entwickelte explizite Cech-Beschreibung der #quivari-
anten Deligne-Kohomologie zuriick. Definiere folgende Uberdeckung von NG x¢g Gc/K: Setze
U = UP fiir p > 0 mit UP == (U], )ig.....qp)eGr> Wobei UL o := {g1,...,gp} x X. Dann gilt

ei(Uf,..qg,) = €i(g1, s gp) X 1d(X) = U:i(gl...gp)' Analog die Entartungsmorphismen. Weil X zu-

sammenziehbar und G diskret ist, erhdlt man damit geméf Gomi [G05] Def.3.3 eine gute offene
Uberdeckung von NG x¢g X, mit der Eigenschaft

Nold? = U? NUP = vr,. . nNn---nuUf, . = 21
0 H g1y o HZ S R o)) (9" --95") v
(915--,-9p) (91°---952) .- (9, 9pY)
fir ¢ > 1. Letzteres weil GP x X Vereinigung disjunkter guter offener Teilmengen Uf - ist.
Vermoge

KP4 = T(NUP, A§k+1(R)[DT])

ist ein Trikomplex (K797, 6, d, ) auf NG x¢ X gegeben. Dabei ist § das Cech-Differential und [r]
die r-te Komponente in Ag,11(R)p. Der Totalkomplex ist definiert durch

C"U,AG,(R)p) = P Ko

pt+q+r=n
Da die Uberdeckung U gut ist, folgt mit Gomi [G05] Lemma 3.4
H™(U, AGy 41 (R)p) = Hep (X, Az 1 (R).

In der Tat gilt wegen (21) bereits H™(sAsg+1(R)p) = HEp(X, Asgt1(R)) und dies war zu zeigen.
O

Analog wie in Bem.B.0.6 sieht man den Isomorphismus
H*(NG xg X,R/As11(R)) = H*(sA* (NG xg X)/C*(NG, Asp11(R)),
und folglich ist die Sequenz
0— H*(NG x¢ X,R/Agi1(R))) — HFTHNG xg X, Agpsr (R)) -5 AP 4y () — O

exakt.

3.3 Erste Beispiele

Dieser Abschnitt behandelt zwei Klassen von Beispielen, ndmlich: Wir berechnen explizit die erste
verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse eines beliebigen hermiteschen R-Biindels und den Koefffizien-
tenbereich der verfeinerten Kamber-Tondeur Klassen von Rang 2-Biindeln mit verschwindender
erster Kamber-Tondeur Klasse. Letzeres fiithrt auf die Berechnung von Volumina hyperbolischer
3-Simplizes, wofiir es eine konkrete Formel von Murakami-Ushijima [Mu04] gibt.

Wie iiblich sei R ein diskreter Unterring von C, z.B. R = Z.
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3.3.1 Der Fall C;

Fiir die Berechnung der ersten verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse eines beliebigen hermiteschen
R-Biindels geniigt es den universellen Fall zu betrachten. Damit haben wir gleichzeitig den Koef-
fizienbereich aller ersten verfeinerten Klassen hermitescher R-Biindel bestimmt.

PROPOSITION 3.3.1. Sei p : (EG xg (Gc/K x C"), k") — EG x¢ Gc/K das universelle
hermitesche R-Biindel. Dann lautet die erste verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse von p

1 _
Cy = ({m |det g1} e s 5 Indet hkan) € HH(NG x¢ Ge /K, A1(R)) (22)

und ihr Koeffizientenbereich
A(R) = ({In o}, cpe )y - (23)
Dabei ist r := det g € R* fiir g € G := GL,(R).

Beweis. Nach Konstruktion der universellen verfeinerten Kamber-Tondeur Formen gilt

—1 . _ * an
=15 / Tr[(tog™g + t1h"") " d(tog"g + t:1h**")]
2 Al geG

mit ¢y + t; = 1. Fiir einen Punkt p € G¢/K und festes g € G folgt

1
() =5 [ Telltg"g + (1= DR () M dltg"g + (1~ ) )
0
An der Stelle p lassen sich die beiden hermitesche Metriken g*g und A**(p) = p~1*p~! si-
multan diagonalisieren, so dak g*g = 1 und h**"(p) Diagonalgestalt hat, mit den Eigenwerten
A(P)s -5 An(p), Aj(p) > 0 fir alle j =1,..,n und einer unitidren Basis aus Eigenvektoren. Damit

t+ (1 -t (p) 0
D(p) :=t-1+4 (1 —t)h*(p) =
0 t+ (1 —t)A\-(p)
und
( T () t))\l 0
' 1
t+(1-t)A(p) "
und also L Mip)
1P
T onm o 0
D~ 'dD(p
1—X,-(p)
0 t+(1—t))€n( )dt
Es folgt

_ 1
(), ) = = / Tr[D-ldmp)]
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Da die aus der simultanen Diagonalisierung entstehende Basis unitér ist, folgt auch das letzte
Gleichheitszeichen. Insofern hiingt die Berechnung von C; nicht von der Wahl der unitdren Basis
ab.

Fiir den Koeffizientenbereich gilt nach Kor.3.1.4

1 * * — * *
A1(R) = {5 Tr[(togsg0 + trgg1) " d(togsgo +t19191)]}
90,91€G 7

£2A2

mit den hermiteschen R-Metriken g7g; mit ¢ = 0,1 sowie ¢y +¢t; = 1. Sodann liefert dieselbe
Rechnung wie oben das Behauptete. O

KOROLLAR 3.3.2. i) Ist (F,h) — X ein hermitesches R-Biindel und (U, e) eine Trivialisierung,
bestehend aus einer offenen Uberdeckung U := (U;);e; und R-Rahmen (e;);c1, so lautet die erste
verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse

1
Cy(F,h) = ({ln |det gijl} jep {5 In det hel} > € Hp(X, Ai(R)),
iel

mit r := det g;; wobei die g;;’s die Ubergangsfunktionen, gegeben durch die Trivialisierung e; =
9ij€j sind.

i7) Insbesondere folgt fiir ein hermitesches R-Geradenbiindel (L, h) — X:
1
ez = (gl jer {3} ) e mbOx A
iel

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur-Klasse 3.1
und der vorstehenden Proposition. O

Die klassische universelle Kamber-Tondeur Form des universellen hermiteschen R-Biindel erhélt
man entweder mittels Kriimmungshomomorphismus (Kor.3.2.7)

d: HH(NG x¢ Ge/K, A1) — AY(Gc/K)S, ()

oder auch mit derselben Rechnung wie oben direkt aus der Definition
1 1
& = 5Tf[(hka“)*%mka]“] = 5dIndet pken,

Zusamenfassend erhalten wir folgende Verfeinerungsinformationen:

1. Fiir ein beliebiges hermitesches R-Biindel ist der Koeffizientenbereich der ersten verfeinerten
Kamber-Tondeur Klasse nicht nur reell, sondern héchstens eine Teilmenge von R der Form
(23). Aufgrund der universellen Konstruktion der verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse hdngt
der Koeffizientenbereich A; (R) nur von R ab und nicht vom R-Biindel selbst.

2. Die erste klassische Kamber-Tondeur Form ist nicht nur reell und geschlossen, sondern nimmt
ihre Werte in A; an. Also gewinnt man aus der verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse zusétz-
liche Informationen iiber die klassische Kamber-Tondeur Klasse - wie schon in Bem.3.1.9
angesprochen.
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3.3.2 Der Fall hermitescher R-Biindel vom Rang 2

Ziel dieses Abschnittes ist es den Koeffizientenbereich der verfeinerten Kamber-Tondeur Klasse
hermitescher R-Biindel vom Rang 2 mit verschwindender erster Kamber-Tondeur Form zu bestim-
men. Die Betrachtung solcher Biindel fiihrt auf einen handhabbaren Fall, ndmlich der Bestimmung
der Volumina hyperbolischer 3-Simplizes im Hyperbolischen Raum H?3.

Sei fortan in diesem Abschnitt G := SLa(R).

BEMERKUNG 3.3.3. Das hermitesche R-Biindel
p: (EG x¢ (SLy(C)/SU(2) x C?), k%) — EG xg SLy(C)/SU(2),

ist universell fiir alle hermiteschen R-Biindel (F,h) — X deren hermitesche Metrik h von
der Form v~ *y~! mit [y] € SLy(C)/SU(2) unter der kanonischen Identifikation hermj (C) —
GL2(C)/U(2) D SLo(C)/SU(2). Fiir solche Biindel verschwindendet die erste Kamber-Tondeur
Form ¢4 (p).

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Theorem 1.2.4. Fiir alle [y] € SLy(C)/ SU(2) gilt:

(€)= gdIndet i ()

1
= idlndet(v_l*w_l)
1 1
Zdln ————
2% M Tdet ]2
= 0

O

Insbesondere verschwindet auch die erste verfeinerte Kamber-Tondeur Klasse C1(p) und aus Di-
mensionsgriinden auch Co,11(p) mit k > 1. Fiir den Koeffizientenbereich Az = As(p) von Cs(p)
gilt

1 * * — * * 3
A3=< / S .T‘r{[(fogogo+---+t39393) Yd(togggo + - + t3g593)] } >
A3 YiwA

::(“’3)90919293 (th"vt?’) 9:€G,i=0,...,3 7
mit den R-Metriken h; := ¢/¢; und ¢ +---+t3 = 1.

NOTATION 3.3.4. Setze B := hermj (C) = GLy(C)/U(2) die Menge der hermiteschen Formen auf
dem C2?, also der Menge aller hermiteschen positiv definiten 2 x 2 Matrizen. Setze weiter By C B
als die Menge aller hermiteschen positiv definiten 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1.

LEMmMA 3.3.5. Es gilt
By — H? — SLy(C)/SU(2).

Beweis. Zunichst betrachte die Darstellung p : GL2(C) — Aut(B), definiert durch g — (p, : B —
B,B +— g~ 1*Bg~!). Definiere nun die reelle quadratische Form ¢ := —det auf B. Mit Hilfe der
Polarisationsgleichung erhilt man die zugehorige Bilinearform < B, B’ >:= 1/2(det B 4+ det B —
det(B + B’)) und verifiziert leicht, zum Beispiel mit der kanonischen Basis

0 1 1 0 0 i 10
pe(Vo) me(o B) o me (o) e (oY)
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von B, dall < .,. > die Signatur (3,1) hat. Der Hyperbolische 3-Raum ist definiert durch
H? .= {z := (20,...,73) € R*| << z,2 >>= —1undx3 > 0},

wobei << .,. >> die Lorentz-Metrik auf den R* bezeichnet, deren Signatur bekanntlich ebenfalls
(3,1) ist. Vermdge ¢ : R&D := (RY << .. >>) — (B, < .,. >), e; = B; ist ist eine Isometrie von
quadratischen Rdumen gegeben. Definiere By als den Pullback

By (B,<.,.>)

l o
v
H3— R(B,l)

Aus den definierenden Eigenschaften von H? und dem Diagramm folgt By = die Menge aller positiv
definiten hermiteschen 2 x 2-Matrizen mit Determinante 1. Sei nimlich z € RGD und B € B die
hermitesche Metrix mit ¢(B) = z. Dann gilt —1 =<< 2,2 >>=<< ¢(B),¢(B) >>=< B,B >=
—det B. Damit det B = 1 & << z,2 >>= —1.. Ferner zeigt man mit Hilfe Hauptminoren-
verfahrens [Fi97] S.310 3 > 0 < B positiv definit. Beides zusammengesetzt ergibt den ersten
Isomorphismus im Lemma.

Die Einschrinkung von p auf SLo(C) liefert aufgrund der SLy(C)-Invarianz von < .,. > die Dar-
stellung p : SLy(C) — Aut(B,< .,. >). Wegen p,B0 C By induziert / die Unterdarstellung
po : SLa(C) — Aut(By, < .,. >). Diese Operation ist transitiv und die Standgruppe am neutralen

Element E € By ist offensichtlich SU(2). Damit ist SL2(C)/SU(2) 2 By und also folgt der zweite
Isomorphismus. O

BEMERKUNG 3.3.6. Esist i : By C B ein Deformationsretrakt, denn vermége v : B — By, A —
(det A)~1/2. A ist eine Retraktion und H : B x I — B, (A, s) — (det A)=*/2 . A mit Hy = idg und
H, = ior eine Deformationsretraktion gegeben. Insbesondere sind By und B homotopiedquivalent.

Vermoge
W3, hyp ‘= W3|B,

3

ist die Volumenform w3 nyp auf dem hyperblischen Raum H? gegeben. Bezeichnet Ajyp

ein hyper-
bolisches 3-Simplex in H?, so ist
/3 whyp = VOl(Aﬁyp)
hyp
das Volumen des hyperbolischen 3-Simplex Aﬁyp. Nach einer Wahl von 4 Ecken hg, ..., hg € By ist

AB

hyp durch das folgende kommutative Diagramm definiert:

7= A3
3. A3
A Ahyp

B——— By

PROPOSITION 3.3.7. Die beiden 3-Kozykel

9:€G

in C3(NG,R) := Homgz(ZN3G, R) = Homz(ZN3G ®z6 Z, R) unterscheiden sich um einen Korand.
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Beweis. Threr Konstruktion nach sind die beiden 3-Koketten G-invariante Kozykel in C*(NG,R)
und daher in C3(NG,R). Ohne Beriicksichtung der G-Invarianz sind sie Elemente in H?(G,R) =
H?*(EG,R). Weil die Kohomologie des einpunktigen Raumes in Graden groker 0 verschwindet,
konnen sich die beiden Kozykel nur um Korand unterscheiden. Ein solcher ist unter Zuhilfenahme
der Deformationsretraktion H aus Bem.3.3.6 durch

/ (H*w3)909192 (25)
H(A2XI)

gegeben. Einerseits

3
(6/ H*W3> = Z(_l)z/ (H*w3)90~~~ji~~937
H(A2XI) ; H(A2XI)

go---g3 i=0

und andererseits mittels Stokes

0 = / d(H*W3)go---gs
H(A3XI)
= / (H*w3)go...g5
OH(A3XI)

3
= _/ (w3)90»~93 +/ (W37h}’P)gomga +Z(_1)l/ (H*W3)go---§i--g3'
A3 A3 Pt H(

byp A2XI)

Die letzte Gleichheit folgt so:
(ﬁS)go...gs = / (H"w3)go...g5

H(A3,s)

= / W3(det(t0h0+ +t3h3)75/2(t0h0+ +t3h3))
H(A3,5)

_ / Tr { [det(toho b tshy)®? - ddet(toho + .. + tshs) /24
H(A3,s)
+(toho + ... + tshs) " Ld(toho + ... + t3h3)}3} .

Ersichtlich ist (HO)go...g3 = fAS(w3)gomg3 und (Hl)gg...g3 = fAﬁyp(w&hyp)go...gg- AUfgrUIld der

G-Invarianz steigt obige Konstruktion nach H3(G,R) ab und also unterscheiden sich die beiden
3-Kozykel (24) um einen Korand, ndmlich genau um den in (25). Dies zeigt schlieflich die Behaup-
tung. O

Die vorstehende Proposition 14ft sich wie folgt verbessern:

KOROLLAR 3.3.8. Die beiden Integrale (24) in der vorstehenden Proposition sind bis auf eine
Konstante gleich.
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Beweis. Es gilt

1
/ (w3,hyp)gg...g3 = . / Tr { {det(toho + ...+ t3h3)1/2 . ddet(toho + ...+ t3h3)71/2—|—
A3 167 A3

hyp

F(toho + . + tshs) " Ld(toho + ... + tghg)f}

1
/ Tr{[dlndet(toho—i—...+t3h3)1/2
1672 Ag{yp

—~
*
~

F(toho + . + tshs) " Ld(toho + ... + tghg)f}

_ / 1 Tr{[(toho—i—...+t3h3)’1d(t0ho+...+t3h3)]3}
A

3 167t
Hyp

= l'/ (w3)90---93
A3

Die beim Ausmultiplizieren des Integranden () entstehenden Mischterme sind aufgrund der Ei-
genschaften der Spur bzw. des Dachproduktes allsamt Null. Es folgt wsmyp, = ws und also
unterscheiden sich die beiden Integrale um eine Konstante. O

Damit ist man nun in der Situation die rechnerisch schwer zuginglichen Integrale fiir die Bestim-
mung von Az auf die Berechnung von Volumina hyperbolischer 3-Simplizes in H? zuiickfiihren zu
kénnen. Zusammenfassend haben wir

Ashyp = <{/A3 (WB,Hyp)go---gs} > (26)
Hyp g:€G/ 7

= <{V01(Aﬁyp)gomgs}gi€G>Z (27)
- <{l./A3(w3)go...g3}gi€G>Z (28)
— . As (29)

mit den vier Ecken h; := g¢f¢g;, gi € G = SLa(R), i = 0,1,2,3 und einer Konstanten [. Fiir das
Volumen hyperbolischer 3-Simplizes gibt es bereits eine geschlossene Formel von Murakami und
Ushijima [Mu04] Theorem 2.2 in Termen von Dilogarithmen.

Dazu:
Zu jedem 4-Tupel go, ..., g3 in G betrachte das hyperbolische 3-Simplex in H? =2 SLy(C)/SU(2)
mit den vier Ecken h; := ¢jg; mit ¢ =0,1,2,3:

h3

Iy :== p23

ls| :== po2 ho
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Dabei sind die [;’s die Kantenldngen gegeben durch

Iy = pog :=d(ha, h3) = d(e, hy 'h3) = In(a; + 1/a? — 1) :=In M + (h+lh3) 1
lo := p13 := d(h1, h3) = d(e,h] 'h3) = In(ag + /a3 — 1) :=In M + (h+1h3) — 1>
I3 == p13 := d(ho, h3) = d(e, hy 'hs) = In(az + /a3 — 1) := In M + M 1
ly := p13 := d(ho, h1) = d(e,hg 'h1) = In(ag + (/a3 — 1) :=In @ + M 1
Is := p13 := d(ho, ha) = d(e, hg 'ha) = In(as + 1/a? — 1) :=In W + (hflhz’) 1
le := p13 := d(h1, ha) = d(e, h] 'hs) = In(ag + 1/aZ — 1) :=In M + (h+lh“’) 1

Fiir komplexe Zahlen w1, ...,x¢,z definiere die komplexwertige Funktion U = (x4, ..., 26, 2) wie
folgt:

U := Liy(2)+ Lig(z122w4252) + Lis(z12324262) + Lis(zax325262)

= —Lig(—$1$2$32) — Lig(—$1$5$62’) — Lig(—$2$4$62) — Lig(—$3$4$52),

wobei Lis der Dilogarithmus definiert durch die analytische Fortsetzung des Integrals
“ln(l—t
Lig(z) := —/ n(f)dt fiir reelle Zahlen z < 1.
0

THEOREM 3.3.9. Der Koeffizientenbereich As von C3(p) lautet

As=1/1- <{V01 Hyp)go g3}gi€G>Z

mit
7T’Lk 901 Z— )¢z(2+)
Vol(A = V(wy,ws,ws, wy, ws, ws) lwZ n————————2~,
( Hyp) --g3 ( 4 5 6 1 2 3 Z (ZJr)d}z(Zf)
Dabei ist
vV = %((U(w4,w5,w6,wl,wz,wg,z,)—2k,m')—(U(w4,w5,w6,w1,w2,w3,z+)—2k+m')),
mit )
z _—l<\/a%—1\/ai—1+\/ag—l\/ag—l—l—\/ag—l\/a%—l—\/detGl>
2y = — a2 —11/a2 —1+1/a2 —1\/a2 -1+ /a2 -1 a—1+\/detG>
+ @ (\/ 1 \/4 \/2 \/ 5 \/3 \/6 l
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w;i=—a; —+\/a? =1 firi=1,...,6 und k,k_, k. €Z

-1 —a4 —a5 —as
—as -1 —ag —as
G, =
—a5 —Qag -1 —ai
—a3 —a2 —ai -1
sowie
3 5 3 6
q = wiwg+ wows + wW3we — sz - Hwi — W1 W5We — szi + sz
i=1 i=3 i=1 i=1
v1(z; 1+ zjwowawe)(1 + zjwswawg), Yi(z5) = (1 — zjwiwawaws ) (1 — zjw wswaws

p2(z; 1+ z]w3w4w5) 14 zjwwsws), Y2(25) = (1 = zjwrwawaws ) (1 — zjwrwszwswe

P4z

(

(

(1 — zjwawzwswe
Zj (
(

(
(
= (1 — zjunwswawg
(
(

(

(
¢3(2;
(

(

pSS

ws5(2; 1+ zjw2w4w6) 1+ zjw wows), 1 — zjwwowaws) (1 — zwewzwswe

v6(2;

5(%25) =

( ) (
( ) (
(1 + zjwiwsws)(1 + zjwowaws), P3(z;
( ) (
( ) (

)

) )
) )
) )
= (1 — zjunwawaws) (1 — zjwiwWzWsWe)
) )
) )

) = ( )
) = ( )
) = ( )
) = (1 + zjwiwaws) (1 + zjurwswe),  Ya(z;)
) = ( )
) = (1 + zjwrwows)(1 + zjwswaws),  Ye(2;) = (1 — zjwrwswaws)(1 — zjwawswswe).

Beweis. Nach Murakami [Mu04] Thm.2.2 gilt fiir das Volumen eines hyperbolischen 3-Simplexes
mit den Kantenlangen [y, ..., [lg:

A
Vol(Afy,) = Z lig

mit V; := V(—elt, —el5, —elo, —elt, —el2 —¢l3). Die komplexwertige Funktion V = V(xy, ..., z¢) ist

dabei definiert als
V= % { (U(:z:l, vy TGy 2 ) — 2 %—g L lnz) — (U(:z:l, ey TGy 24) — 24 %—g . lnz+> } .

mit

2
z+ = —(sinhl; sinh l4 + sinh l5 sinh l5 + sinh [3 sinh g £+ 1/det G))
a

a = elitls + elztls + elatle _ glitletls _ litlstle _ platlatle _ platlatls

+el1+l2 +l3+la+l5+le

und der Gram-Matrix

-1 —coshly —coshls —coshls

G — —coshly -1 —coshlg —coshls

P= | —coshls —coshlg -1 —cosh
—coshls —coshly, —coshly -1

Die im vorstehenden Theorem angegebenen Formeln folgen zum einen aus ([Mu04]| Prop.4.1)

ou
Z+ E

Z=z4

= 0 mod 2w
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sowie ([Mu04] Prop.4.3)
Vi i pi(z-)va(a4)
2— =—-In——-"——= d2
W2 eln(em) T

und der Tatsache, da der Abstand d zweier Punkte g, ¢’ in SLy(C/SU(2)) = H? gegeben ist durch

-1 7

d(g,g") = dle,g"'¢) =In (tr(gQ g) tr2(g4_lg/) = 1)

(Mit anderen Worten: Murakami rechnet in
H3 := {p = (p1,....,ps) €R?| << p,p>>= —Tundp, > 0}

mit Abstand cosh(d(p, q)) = — << p, ¢ >>. Dabei bezeichnet << .,. >> das Lorentz-Metrik auf
dem R*)) O

BEMERKUNG 3.3.10. Das Theorem besagt also, daf der Koeffizientenbereich A3 iiber Z erzeugt
wird aus Dilogarithmen, Logrithmen und Wurzeln von Elementen aus R.
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A Simplizialer Formalismus

In diesem Kapitel des Anhangs erinnern wir an einige simpliziale Methoden. Ausgehend von den
grundlegenden Tatsachen iiber simpliziale Objekte, behandeln wir im Detail jene Beispiele, wie die
verschiedenen Nerv-Konstruktionen, von denen wir in der vorliegenden Arbeit stindig Gebrauch
machen werden. Sodann wiederholen wir die geometrische Realisierung einer simplizialen Menge
und geben grundlegende Eigenschaften hieriiber an. Aus diesen Eigenschaften und der Charakte-
risierung universeller Biindel folgt insbesondere, dak das Biindel EG := |[NG| — BG := |NG]| fiir
diskretes G in dem selben Sinne universell ist, wie das durch die Milnor’sche Join-Konstruktion
entstandene universelle Biindel. Davon ausgehend definieren im Abschnitt {iber kombinatorische
Modelle Universalitdt auf rein kombinatorische Weise. Mittels dieser Methoden lassen sich geo-
metrische Probleme o.E. kombinatorisch 16sen. Aber dies wiederum macht es erforderlich Garben
und deren Kohomologie auf simplizialen R&umen bzw. simplizialen Mannigfaltigkeiten zu betrach-
ten. Hieriiber stellt man beispielsweiese fest, dafs die von Dupont bekannte simpliziale de Rham-
Kohomologie eine garbentheoretische Beschreibung hat. Die wichtigste Anwendung der Theorie
simplizialer Garben fiir uns liegt jedoch darin, iiberhaupt dquivariante glatte Deligne-Kohomologie
definieren zu konnnen. Dieses Kapitel basiert vorrangig auf den Arbeiten von J.Dupont [Du76]
und [Du78|, G. Segal [Seg68| und [Seg74| sowie P. Deligne [D74].

A.1 Simpliziale Objekte

Sei A die folgende Kategorie: Die Objekte sind die endlichen total geordneten Mengen der Form
[n] :={0,1,...,n} mit n > 0; die Morphismen « : [n] — [m] sind die ordnungserhaltenden (schwach
monotonen) Abbildungen von [n] nach [m], d.h. fiir k,1 € [n] mit & <[ folgt a(k) < a(l). Sei C
eine Kategorie.

DEFINITION A.1.1. Ein simpliziales Objekt mit Werten in C ist ein Funktor X : A° — C,
d.h. ein kontravarianter Funktor

Dual dazu definiert man ein kosimpliziales Objekt mit Werten in C als einen kovarianten
Funktor von A nach C.

Statt von einem (ko)simplizialen Objekt mit Werten in der Kategorie C spricht man auch kurz von
einem (ko)simplizialen Objekt in C.

In A gibt es zwei ausgezeichnete Morphismen

i ’ J J <1
i , J 7 <

fiir n > 1 (bzw. n > 0) und 0 < i < n, welche offensichtlich der Reihe nach injektiv und surjektiv
sind. Anschaulich bedeutet dies
{0, 1, ..., i—-1, i, i+1, ..., n—1}
d: | | ... l l l ces 1l
{0, 1, ..., i—1, i+1, i+2, ..., n}
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bzw.
. {0, 1, ..., i—-1, 4 i+1, ..., n+1}
LT N R ] ] 1 l
{0, 1, ..., i—-1, i, 1, el n}.

Die Pfeile d; nennt man Korand, die s;’s Koentartung. Jeder Morphismus in A lafst sich in eindeu-
tiger Weise schreiben als Komposition von Koentartungen und Kordndern. Genauer gilt:

BEMERKUNG A.1.2. Jeder Morphimus « : [n] — [m]) in A faktorisiert sich eindeutig in o = ds
einem Epimorphismus s und einem Monomorphismus d. Dabei ist

s =st... g 0<iy <ig<---<i <,
d=d’...q" 0<ji<-j1<ji<m

mit, eindeutig bestimmten i1, ..., 9, j1, ..., j1, k,0 in N und m = n — k 4+ [. Insbesondere hat je-
der Monomorphismus (bzw. Epimorphismus) in A eine eindeutige Zerlegung in Korander (bzw.
Koentartungen).

Ein (ko)simpliziales Objekt X ist also vollstdndig bestimmt, wenn man weifs, wohin die Objekte,
Korénder und Koentartungen von A in C abgebildet werden. Im simplizialen Fall nennt man die
Bilder der Koréinder ¢; := X (d' : [n—1] — [n]) : X, = X,,_1 in C Randmorphismen von X und
die der Koentartungen n; := X (s’ : [n+1] — [n]) : X,, — X,,11 Entartungsmorphismen von X.
Da A ersichtlich klein ist, so ist ein simpliziales Objekt X in C nichts anderes als ein Diagramm
der Form

=)
€q
X e Xo X1 Xo
i o
{iber A. Im kosimplizialen Fall spricht man von Korandmorphismen ¢! := X (d’) bzw. Koent-
artungsmorphismen 7’ := X (s') von X. Ein Morphismus f : X — Y von (ko)simplizialen

Objekten in C ist eine natiirliche Transformation der Funktoren X und Y. Alsdann ist die Kate-
gorie AC der simplizialen Objekte bzw. AC der kosimplilzialen Objekte in C erkliirt.

SPRECHWEISE A.1.3. Ein simpliziales Objekt in der Kategorie
e Sets der Mengen heifst eine simpliziale Menge. Man nennt X,, die Menge der n-Simplizes.
e Top der topologischen Riume heifit simplizialer Raum.
e Ab der abelschen Gruppen heifst simpliziale abelsche Gruppe.
e G — Sets der G-Mengen heifit simpliziale G-Menge.

Dif ftop der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten heifst simpliziale Mannigfaltigkeit.

BEISPIEL A.1.4. i) (Konstante (ko)simpliziale Objekte)

Sei X ein Objekt in einer Kategorie C. Ein (ko)simpliziales Objekt X in C heifst konstant oder tri-
vial, falls X,, = X fiir jedes n > 0 und die Rand- und Entartungsmorphismen sémtlich Identit&ten
sind.

i14) (Bin Funktor A°Set — A Ab)

Jeder simplizialen Menge X € A%Set 1t sich in funktorieller Weise eine simpliziale abelsche
Gruppe ZX wie folgt zuordnen:

ZX A — Ab
[p] — ZX,:=< X, >z:= die von X, erzeugte frei-abelsche Gruppe
d:p=1—p > &:2X,—ZXp 1 p>1
ssilp+1] —[p] — ni:ZX,— ZXp41 p >0,



A  SIMPLIZIALER FORMALISMUS 54

mit 0 < 4 < p. Dabei werden die Rand -und Entartungsmorphismen durch die universelle Ei-
genschaft der frei- abelschen Gruppen induziert. Fiir die Definition der Rand- und Entartungs-
morphismen reicht es bekanntlich aus, sie auf den Erzeugenden, also auf den X,,’s zu kennen. Ist
¢ : X — Y ein Morphismus simplizialer Mengen, so erhilt man in naheliegender Weise einen
Morphismus Z¢ : ZX — ZY in A°Ab. Damit hat man schlieflich den wohlbekannten Funktor
"frei-abelsch” ereugen Sets — Ab auf den simplizialen Kategorien A°Set — A°Ab in kanonischer
Weise fortgesetzt.

iv) (Der Standard-kosimpliziale Raum)
Das Standard p-Simplex im RP*! ist definiert als

p p
AP = {(fo,..,tp) = Ztiei S Rp+1 | Zti = 1, t; > 0 fir i= O,...,p} N
=0 1=0

versehen mit der Teilraumtopologie des RP*!. Es gibt einen kanonischen Funktor
[Al: A — Top
[p] — AP
< AP q
ailpl =l — N T8 p
(to, ,tp) — (80, ey Sq) = Zi:o tiea(i)

genannt der Standard-kosimpliziale Raum |A|. Fiir nicht surjektives a setzt man jene s; in dem
g-Tupel (so, ..., 8¢) in A? mit j ¢ a([p]) zu Null. Die Korand- und Koentartungsabbildungen haben
also die Gestalt:

g AP A;D, (to,...,tpfl) — (to,...,tifl,o,ti,...,tpfl)

n' s APTL AP (g, tpr1) = (os e tio1s i iy e tpr)

vi) (Der Nerv einer kleinen Kategorie)
Sei C eine kleine Kategorie. Der Nerv NC von C ist die folgende simpliziale Menge: Fiir jedes
n > 0 definiert man die Menge der n-Simplizes von NC als

N,,C := Hom([n],C),
d.h. die Menge der Sequenzen von Morphismen

XoIox, Box, B I x

n

in C der Linge n. Dabei ist Hom([n],C) Kategorie der Funktoren von [n]® nach C. Ist Xg — -+ —
X, ein n-Simplex in N,,C, so erkdrt man fiir 0 <i <n

e die Randabbildung ¢; als das durch Weglassen von X; entstehende (n — 1)-Simplex, d.h.

fit10fi
—

Ei(X0—>X1—>'-'—>Xn) 2=X0—>X1—>...Xi_1 Xi+1—>'-'—>Xn.

e die Entartungsabbildung 7; als das durch Verdoppeln von X; (also Einfiigen der Identitét
id : X; — X;) entstehende (n + 1)-Simplex, d.h.

ni(XO_’"'_’Xn)::XO—>"'—>Xii_d’Xi_’Xi+l_’"'_’Xn-

Saufgefakt in naheliegender Weise als Kategorie;
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Damit ist die simpliziale Menge NC erklart. Insbesondere erhélt man aus dieser Nervkonstruktion
die Kategorie C zuriick, ndmlich durch Ob(C) = NoC und Mor(C) = N1C. Die Forderung, daf die
Kategorie C klein ist, ist mithin auch unmittelbar klar: die Morphismen (und damit die Objekte)
einer beliebigen Kategorie sind i.A. keine Mengen. Ein Funktor F' : C — C’ zwischen kleinen
Kategorien induziert einen Morphismus simplizialer Mengen N(F) : NC — NC' in naheliegender
Weise:

Ny(F): N,C — N’
filn] =C — Nu(F)(f):=Fof

Damit erhlt man schlieflich den Nerv-Funktor N : cat — AYSets von der Kategorie der kleinen
Kategorien cat in die Kategorie der simplizialen Mengen A°Sets vermége C — NC und F : C —
C'— N(F): NC— NC'

Die vorstehende Konstruktion 14t sich auch auf simpliziale Rdume erweitern, wenn man den

Begriff der topologischen Kategorie zur Hand hat. Dies kann man in den vorziiglichen Arbeiten
von G.Segal [Seg68] §2 und J.Dupont [Du78] ch.5 nachlesen.

Hier reihen sich drei fiir diese Arbeit wichtige Beispiele ein:

1. (Der Nerv einer Gruppe I)

Sei G eine Gruppe (in diskreter Topologie). Definiere die folgende (ersichtlich) kleine Ka-
tegorie G: Ob(G) := G und Mor(G) := G x G. Der Nerv von G ist also die simpliziale
Menge NG : A — Sets definiert durch [p] — N,G = GP*! und fiir o : [m] — [n] ist
o := NG(a) : NG(n) — NG(m), (9o, -, 9n) = (Ja(0)s - Ja(m)) oder in Termen von Rand-
und Entartungsabbildungen

Sy Npc? - Np*lc} (907"'79;0) = (gOa"'agiflvg’H*la"'agp)
n; - NpG - Np+lG (907"'7917) — (907"'7gi—17gi7giugi-‘rl-"agp)

2. (Der Nerv einer Gruppe II)
Sei wiederum G eine Gruppe wie oben. Betrachte die Kategorie G, deren Objekte aus genau
einem Punkt, der mit * bezeichnet sei, besteht und deren Morphismenmenge Mor(G) =
Homg (*, ) gerade die Gruppe G selbst ist. Der Nerv NG von G ist die simpliziale Menge
A — Sets gegeben durch [p] — N,G := GP mit den Rand - und Entartungsabbildungen

(9255 9p) 1=0
g NG — NpaG (g1,...,9p) +— (915, GiGit1,--gp) 1=1,.,p—1
(gla"'agp—l 1=DP

ni: NpG — NpiG o (g1,-59p) = (91,5 9i-1, 1,9, -, 9p)

3. (Der Nerv einer Uberdeckung)
Sei X eine Mannigfaltigkeit und U = (U;)scr eine offene Uberdeckung von X. Zu U betrachte
die folgende kleine Kategorie X, deren Objekte Paare (p,U;) mit p € U;. Ist (p',U;) ein
weiteres Paar mit p’ € Uj, so setzt man

Ny . ) Uiy sp=p €U
HomXu((val)v(vaJ)) '_{ 0 ,sonst,

d.h. also Ob(Xy) = [[;c; Ui mit U; # 0 und Mor(Xy) = [, ; Ui; wobei Uy; # 0 fiir alle
i,j € I. Der Nerv von U ist die simpliziale Mannigfaltigkeit N X;; : A — Dif ftop definiert
durch

NpXy = H Usp...i, mit Us,. ., #0

i0<...<lp
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mit den Rand -und Entartungsmorphismen

—

Ej!NpXu — p—lXZ/l Ul
anNpXu — Np+1Xu Ul

0--ip 0.9 —1%j41---1p

0---1p 20---2525---1p

Offensichtlich ist N X, eine simpliziale Mannigfaltigkeit, denn N, Xy, ist fiir alle p > 0 eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit und die Rand-und Entartungabbildungen sind differenzier-
bare Abbildungen.

Die beiden Nervkonstruktionen einer Gruppe G im Beispiel A.1.4 1. und 2. sind nicht unabhéngig
voneinander. Man gewinnt 2. aus 1. wie folgt: Es gibt einen kanonischen Funktor v : G —
G, welcher jedem Objekt ¢ in G das einzige Objekt % in G zuordnet und jedem Morphismus
(go,91) in G den Morphismus gog; ' in G. Dieser Funktor setzt sich zu einem Funktor, welcher
wieder mit 7 bezeichnet sei, auf den Nerven v : NG — NG vermdge NG > (9o, .., gp) —
(gogfl,glggl, - pflggl) € N,_1G fort. Andererseits hat man ein freie Rechtsaktion von G
auf NG, niimlich komponentenweise N,G x G — N,G vermdge (9o, s gp, g) = (909, ---, gpg) filr
jedes p > 0, so daR damit NG die Struktur einer simplizialen G-Menge trigt. Der Morphismus
~ ist vertriglich mit der G-Aktion in folgendem Sinne: Zwei Punkte x, 2’ auf derselben Bahn
in G werden durch v auf dasselbe Element in NG abgebildet. Dadurch ist 7 : NG/G — NG
wohldefiniert und offenbar auch N
¥:NG/G — NG

ein Isomorphismus simplizialer Mengen. Die Rand- und Entartungsoperatoren in NG sind dabei
so definiert, daf

_ & _ _ _

N,G Np_1G N,G Npt1G

Tp Tp Tp Tp
€ ui

N,G — — — Np_1G N,G — — - Np1G

via v kommutieren.

A.2 Der Realisierungsfunktor

Sei X ein simpliziale Menge. Dann definiert man die geometrische Realisierung oder Milnor-
Realisierung als

X[ =[] Xn x A"/ ~,

n>0
mit X, x A" 3 (z,1) ~ (2',1') € Xpn x A™ & Join)—im] * (@*2,1) = (2, a,t) oder via Rand-und
Entartungsabbildungen mit der durch

eit,x) ~ (te(z)), teAPLrzeX, i=0,.,pn=12..
4

n't,z) ~ (t,mi(x), te AP reX, i=0,.,p,n=0,1,2,..
P

erzeugten Aquivalenzrelation. Dabei wurde X,, mit der diskreten Topologie versehen.

Jeder Punkt (Klasse) (z,t) in |X| wird reprisentiert durch das Paar (z,¢) € X,, x A™ mit mi-
nimalem n. Ist nun f : X — X’ eine Morphismus simplizialer Mengen und (z,t) € X, x AP
ein solcher Reprisentant in |X|, so ist durch |f] : |X| — |X'|, (z,t) — (f(z),t) eine mit Rand-
und Entartungsabbildungen vertrégliche stetige Abbildung auf den Realisierungen gegeben. Dies
folgt sofort aus der Definition der Aquivalenzrelation mit deren Hilfe man die Kommutativitiit des
folgenden Diagramms
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EiXid
Xpx AP —— X, 1 X AP
fxid fxid

, EiXid ,
Xy x AP ————— X | x AP

nachrechnet. Damit erhilt man die geometrische Realisierung in Gestalt des Funktors

|.|: A%Sets — Top
fi X=X — for | X] = X

von der Kategorie der simplizialen Mengen in die Kategorie der topologischen Réume.

Notiz A.2.1. Ist X ein simplizialer Raum, so definiert man seine geometrische Realisierung in
naheliegender Weise.

SPRECHWEISE A.2.2. Die Milnor-Realisierung |NC| des Nerven einer kleinen Kategorie C nennt
man den klassifizierenden Raum von C und schreibt dafiir

BC := |NC|.
Insbesondere EG := [NG| und BG = |[NG|.

SaTtz A.2.3. 1. Die geometrische Realisierung einer simplizialen Menge X ist ein CW-
Komplex, dessen n-Zellen eineindeutig den nicht entarteten Simplizes von X entsprechen.
Dabei heifit ein Simplex x entartet, wenn es im Bild eines der Entartungsabbildungen liegt.

2. Fir EG gilt zudem, daf$ er zusammenziehbar ist.

3. Es ist v : EG — BG ein flaches G-Prinzipalbiindel, also die universelle Uberlagerung von
BG mit Decktransformationsgruppe G.

4. Der klassifizierende Raum BG ist zudem ein Eilenberg-MacLane-Raum vom Typ (G,1). Die-
ser ist eindeutig bis auf Homotopie.

5. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und U := (U;)er eine numerierbare Uberdeckung
von X (z.B. gut, d.h. endliche Durchschnitte der U;’s sind zusammenziehbar), dann ist die
geometrische Realisierung des Nerves von U homotopiedquaivalent zu X (als topologischer
Raum), also

INXy| ~ X

Beweis. zu 1: vgl. [GJ99] Prop.1.2.3.

zu 4: Dies folgt aus 2 und 3, denn hat ein topologischer Raum X eine zusammenziehbare universelle
Uberlagerung, so ist X ein Eilenberg-MacLane Raum vom Typ (G, 1), wobei G die Decktransfor-
mationsgruppe ist.

zu 2 und 5: vgl.[Seg68| Prop.4.1

zu 3: Aus den funktoriellen Eigenschaften der geometrischen Realisierung erhélt man eine steti-
ge Abbildung v := |y| : EG — BG. Die freie Rechtsaktion von G auf NG induziert eine freie
Rechtsaktion auf EG. Ferner ist [NG/G| = |[NG|/G, also EG/G = BG. Da CW-Komplexe lokal
zusammenziehbar sind, ist EG — BG lokal trivial, also schlieflich ein G-Prinzipalbiindel.

Andere Methode: Wende das folgende allgemeinere Resultat auf EG an: O
LEMMA A.2.4. Sei G eine (diskrete) Gruppe und X eine simpliziale freie G-Menge, also eine

G-Menge mit freier Operation auf jedem X, fiir p > 0. Dann ist die geometrische Realisierung
|X| — |X/G| der kanonischen Projektion eine Uberlagerung mit Decktransformationsgruppe G.
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Bezeichne das universelle Biindel einer Gruppe G in diskreter Topologie, welches aus der Milnor-
Konstruktion entsteht fiir einen Augenblick mit p : EMG — BMG. Dann folgt mittels Theorem
1.1.8

KOROLLAR A.2.5. Sei (G eine diskrete Gruppe. Dann ist das auf simpliziale Weise konstruierte
Biindel v : EG — BG universell und damit homotopieiquivalent zum "Milnor-Biindel” p : EMG —
BM@.

Das Korollar sagt also, daff v : EG — BG in demselben Sinne universell ist wie das "Milnor-Biindel”
EM@G — BM@G zur Gruppe G. Gleichwohl bietet die simpliziale Konstruktion den Vorteil einer rein
kombinatorischen Beschreibung. Zur Erinnerung: Ein G-Prinzipalbiindel E — B heifst universell,
wenn es zu jedem anderen G-Prinzipalbiindel eine bis auf Homotopie eindeutige Biindelabbildung
nach £ — B gibt. Hieraus folgt, dafs je zwei universelle G-Biindel homotopiedquivalent sind.

A.3 Kombinatorische Modelle
Das néchsten Ziel ist Universalitit von v : EG — BG kombinatorisch zu fassen, also gewisser-

mafen zu einem G-Prinzipalbiindel w : P — X eine "kombinatorische” Version des folgenden
kommutativen Diagramms:

p ING| = EG

s Y

X ING| = BG
¢

Dies geht wie folgt:

DEFINITION A.3.1. Ein Morphismus 7 : P — X simplizialer Mannigfaltigkeiten heifst simplizia-
les G-Prinzipalbiindel, wenn fiir jedes p > 0 die Abbildung 7, : P, — X, ein G-Prinzipalbiindel
ist und die Rechtsmultiplikation R, : P — P fiir alle g € G simplizial ist. In naheliegender Wei-
se definiert man auch Morphismen simplizialer G-Biindel und erhilt so die Kategorie A°Z¢ der
simplizialen G-Biindel.

Zu jedem G-Prinzipalbiindel 7 : P — X und jeder offenen Uberdeckung U := (U;);c; von X liefert
die Nerv-Konstruktion von U ein simpliziales G-Prinzipalbiindel 7y, : NPy, — N Xz, mit der offenen
Ubedeckung V := (V;);er wobei man V; := 7~ 1(U;) setzt.

SPRECHWEISE A.3.2. i) Sei X ein topologischer Raum. Ein simplizialer Raum S : A® — Top
mit |S| — X heiflt kombinatorisches Modell von X, wenn |S| — X eine Homoptopiedquivalenz ist.

ii) Sei f : X — Y eine stetige Abbildung topologischer Rdume. Ein Morphismus simplizialer
Raume ¢ : S — T mit

IS| ———— X
|l ‘f

e
67

heifst ein kombinatorisches Modell von f : X — Y, wenn |p| homotopiedquivalent zu f ist, d.h.
genauer (@, «) ist eine Homotopiedquivalenz zwischen |p| und f. Entsprechend definiert man
kombinatorische Modelle von kommutativen Diagrammen usw. ...
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BEISPIEL A.3.3. i) Der Morphismus v : NG — NG von simplizialen Mengen ist ein kombina-
torisches Modell des universellen Biindels v : EG := [NG| — BG := NG der diskreten Gruppe
G.

i1) Das simpliziale G-Prinzipalbiindel 7y : NPy — NXj, ist ein kombinatorisches Modell des
G-Prinzipalbiindels 7 : P — X fiir numerierbares U.

i7i) Entsprechend ist das simpliziale hermitesche R-Biindel m, : (N Fy, hyy) — N Xy ein kombina-
torisches Modell des hermiteschen R-Biindels 7 : (F,h) — X, wobei die simpliziale hermitesche
Metrik hy; durch Einschréinkung von h gegeben ist.

iv) Das simpliziale hermitesche R-Biindel
p: (NG x¢ (Ge/K x C"), k) = NG xg Ge/K
ist ein kombinatorisches Modell des universellen hermiteschen R-Biindels
p: (EG x¢ (Ge/K x C"), k) = EG xg G¢/K,

konstruiert in Theorem 1.2.4, denn |[NG xg G¢/K| = EG x¢ Gc/K. Dabei wird der symmetri-
sche Raum G¢/K als triviale simpliziale Mannigfaltigkeit betrachtet. Da die kanonische Metrik
h¥? auf dem unviversellen Biindel nicht von Elementen aus EG abhiingt, lebt sie auch auf dem
kombinatorischen Modell.

SaTz A.3.4. Seiw: P — X ein flaches differenzierbares G-Biindel. Zu den Daten einer Triviali-
sierung von P, welche durch eine offene Uberdeckung U = (U;)icr von X und Diffeomorphismen
e = (e; : 7Y U;) — U; x G)ier gegeben ist, gibt es eine kanonische simpliziale Abbildung von
dem simplizialen G-Prinzipalbindel NPy, — NXy nach v : NG — NG, also ein kommutatives
Diagramm:

s _
NPy, NG
™ Y
NXy NG
©r

Insbesondere ist dies ein kombinatorisches Modell von (P — X) — (EG — BG).

Beweis. Es gibt einen Funktor ¢f, : X;y — G, der ein Objekt U; in Xy, auf das einzige Objekt * in
G und einen Morphismus U;; auf die durch e; und e; bestimmte konstante Ubergangsfunktion g,
abbildet. Die Funktoreigenschaften sind dabei Aufgrund der Kozykel-Eigenschaft der g;;’s erfiillt.
Durch V; := 7~ 1(U;) ist eine offene Uberdeckung V := (V;);c; von P und damit die Kategorie P,
erkldrt. Andererseits induziert die Trivialisierung von F — X einen Funktor ¢f, : P, — G, der
jedem Objekt V; in Py via der Komposition

p20€i:%iUiXG_>G
das Objekt (pz oe;) in G = Ob(G) und jedem Morphismus V;; den Morphismus (p2e;, pae;) in
G x G = Mor(G) zuordnet. Dabei ist po die kanonische Projektion auf den zweiten Faktor. Man

erhélt insgesamt ein kommutatives Diagramm
€

Py
Py

Q)
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von Funktoren, wobei w : P, — Xj; die kanonische Projektion auf den ersten Faktor ist, d.h.
ein Objekt (y,V;) 2 U; x G wird via e; auf U; abgebildet; analaog die Morphismen. Anwendung
des Nerv-Funktors liefert schlieflich die Behauptung. Man kann die Abbildungen auch explizit

hinschreiben®, nimlich wie folgt:

Py

Hio,...,ip Vvi0~~~ip — Grt! Yr— (15 Givigs -+ gipio)
i ’Yp ] l
Yl
Hi(,,...,ip UiO---ip —GP r— (gi1i07 "'791:;11:;1—1)

und beachte (pa€iq, ..., p2€i,) = (1, Giyigs ---s Gipio )P2€i, mit den Ubergangsfunktionen g; ;, = e;, 61-;1.
BEMERKUNG A.3.5. Ein Objekt in Xy, ist ein Paar (x,U;) mit © € U; und auch zu einem
Morphismus U;; gehort stets ein Punkt x € U;; zu den Daten. Das man sich aber im obigen
Beweis um die Punkte in U; bzw. im Schnitt U;; nicht kiimmern braucht, liegt daran, daf das
Biindel flach ist und damit die Strukturgruppe G diskret oder nach Theorem 1.1.6 dquivalent, dafs
die Ubergangsfunktionen konstant sind.

Was passiert, wenn man eine andere Trivialisierung von P — X wé&hlt 7 Dazu betrachte zunéchst
das folgende

LEMMA A.3.6. Sind Fjy, I} : C — D zwei Funktoren zwischen kleinen Kategorien und gibt es eine

natiirliche Transformation F' : Fy — Fy, so sind die induzierten Abbildungen auf den Realiserungen
BFy,BF, : BC = |[NC| — BD = |ND| homotop.

Beweis. Die Vorgabe zweier Funktoren Fj, F; : C — D und einer natiirlichen Transformation
F : Iy — F; ist dquivalent zur Vorgabe des Funktors H : C x [1] — D, welcher definiert ist durch

H(A,0) = Fo(A) H(A,1):= Fi(A) H(A,0— 1) := F(A) : Fy(A) — Fy(A)

fiir jedes Objekt A in C. Dabei ist [1] die Kategorie, bestehend aus den beiden Elementen 0,1
und dem nichtidentischen Morphismus 0 — 1. Da die Realisierung B[1] = [0,1] = I gerade
das Einheitsintervall ist und B(C x [1]) & BC x B[l] = BC x I, ist BF : BC x I — D die
gesuchte Homotopie von BFy nach BF;. (Beachte I ist lokal-kompakt, BC ist als Realisierung

einer simplizialen Menge ein CW-Komplex, also insbesondere ein k-Raum. Folglich ist B(C x [1]) &
BC x B[1] nicht nur eine stetige Bijektion, sondern ein Homdomorphismus.) O

Ist nun (U’ e’) eine andere Trivialisierung von 7 : P — X, so kann man oBdA auf U = U’
annehmen, denn je zwei Uberdeckungen von X haben eine gemeinsame Verfeinerung. Bekanntlich
unterscheiden sich die Ubergangsfunktionen zweier Trivialisierungen von P — X um Konjugation.
Also sind die betreffenden Funktoren gpz‘f,, : Xy — G und ¢f, : Xy — G sogar dquivalent und dies
trifft in kanonischer Weise auch auf Ihre Fortsetzungen <p§{/ : NXy — NG sowie ¢, : NXyy —
NG 7zu. Damit faktorisieren sich je zwei Trivialsierungen von P — X {iber genau einen inneren
Automorphismus. Analog behandle die beiden Funktoren auf den Totalriumen. Man erhilt also
folgende Eindeutigkeitsaussage:

SATZ A.3.7. Die simpliziale Abbildung NG — NG ist in folgendem Sinne universell: Zu jedem
G-Prinzipalbiindel m : P — X ist das durch die Nervkonstruktion einer Trivialisierung (U, e) von
X gegebene kombinatorische Modell eindeutig bis auf kanonische Aquivalenz, d.h. ist (U', ') eine
andere Trivialisierung, so kommutiert das folgende Diagramm:

6Das werden wir an einigen Stellen noch verwenden.
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)

Py
~. <
NG

o,

N

u
NXy - NG

| 7

e, NG

Aus obigem Lemma A 3.6 folgt nun, dak die stetigen Abbildungen ¢y, <p§{l : X — BG homotop sind.
Dieselben Argumente auf den Totalriumen anwendend, liefert eine Biindelhomotopie zwischen

(¢%, wi) und (¢35, 05;)-

A.4 Simpliziale Garben

DEFINITION A.4.1. Eine Garbe (von Mengen) F auf einem simplizialen Raum X =
(Xp)p>0 ist eine Familie von Garben (F7?),>o mit folgenden Eigenschaften:

1. Fiir jedes p > 0 ist FP? ist eine Garbe auf X,,.

2. Ist @ € Homa([p], [¢]) ein Morphismus in A, so gibt es einen Morphismus «, = F(«) :
FP — f.F7 von Garben auf X,, wobei die stetige Abbildung f := X(«) : X; — X, durch «
induziert ist.

3. Diese Zuordung ist funktoriell, d.h. ist 8 € Hom([g], [r]) ein weiterer Morphismus, so gilt

F(Boa)=F(B)oF(a)  F(idy) = idsn.

Genauer hitte man F(8 o a) = X ()« F(B) o F(a) schreiben miissen. In P.Deligne [D74] werden
simplizialen Garben ohne F(id,)) = idz» definiert.

Die Eigenschaft 2 lautet in Termen von Korand und Koentartung wie folgt: Sind d* : [p — 1] — [p]
bzw. s' : [p+ 1] — [p] Korand und Koentartung in A, so induzieren ¢; : X, — X,_; bzw.
i : Xp — Xp41 Morphismen von Garben F(d') : FP~1 — (g;).F?P bzw. F(s') : FPTL — (;). FP
fiir jedes p und 0 <7 < p.

SPRECHWEISE A.4.2. Ist X ein simplizialer Raum und F eine Garbe auf X, so nennt man F
auch abkiirzend eine simpliziale Garbe auf X. Eine abelsche Garbe auf einem simplizialen Raum
X heif’t auch simpliziale abelsche Garbe auf X.

Ein Morphismus ¢ : F — G von simplizialen Garben auf X ist eine Familie von Morphismen
P . FP — GP vertriglich mit den Morphismen in A, d.h. fiir « : [p] — [g] kommutiert das folgende
Diagramm:

P
FP GP
F(a) G(e)
X(a)F1 —— X(a),G1
o1

Insbesondere kommutieren Morphismen simplizialer Garben mit Rand-und Entartungsmorphis-
men. Alsdann ist die Kategorie der simplizialen abelschen Garben Sx auf X erklért.
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BEISPIEL A.4.3. i) Fir den konstanten simplizialen Raum X ist eine simpliziale Garbe F
auf X nichts anderes als ein kosimpliziales Objekt in der Kategorie der Garben auf dem
topologischen Raum X.

i7) Sei X eine simpliziale Mannigfaltigkeit. Dann bildet fiir jedes ¢ > 0 die Familie von abelschen
Garben A% der komplexwertigen ¢-Formen auf X, die simpliziale (abelsche) Garbe der
komplexwertigen g-Formen

A% = (4%,

p=>0
auf X.

A.5 Kohomologie mit Werten in einer simplizialen Garbe

Ein Komplex
K:=K®**: 0— K*0 % g1 4 o2

simplizialer abelscher Garben auf X ist eine Familie von Komplexen
KP*: 00— KPO 4 gpl 4 g2 4

von abelschen Garben auf X, fiir jedes p > 0, vertréglich mit Rand-und Entartungsmorphismen.
Letzteres bedeutet gerade, dak das Differential d : K*9 — K*971 ein Morphismus simplizialer
abelscher Garben ist. In naheliegender Weise definiert man eine exakte Sequenz simplizialer
abelscher Garben auf X.

DEFINITION A.5.1. Sei X ein simplizialer Raum und F eine abelsche Garbe auf X. Der globale
Schnittfunktor von F iiber X ist die kosimpliziale abelsche Gruppe gegeben durch

I'X,F):A — Ab
[p] F(vafp) = fp(Xp)
d':[p—1] — [p] e i= F(d')(Xp-1) : T(Xp1, FP71) — T(X,, FP)
s'ip+1]—lpl — 0= F(s)(Xpp1) : T(Xpsr, FPH) — T(X,, FP)

— ):
):

BEMERKUNG A.5.2. Sei K ein Komplex simplizialer abelscher Garben auf X. Aus den defi-
nierenden Eigenschaften einer simplizialen abelschen Garbe auf X folgt unmittelbar, dafl es im
Allgemeinen nicht moglich ist, via den Koréindern ein Differential ¢ : KP»* — KPT1:® in simplizialer
Richtung zu induzieren, so dafy K*? fiir jedes ¢ > 0 ein Komplex ist. Insbesondere ist K im All-
gemeinen auch kein Doppelkomplex. Jedoch liefert die Anwendung des globalen Schnittfunktors
den Dopplekomplex I'( X, K), dessen Differential in simplizialer Richtung gegeben ist durch

p+1
§: FP(Xp) — FPH(Xpy1), 6:= > (1) F(d')(X,).
=0 N—_———

*

=¢j

Wie {iblich sieht man dabei 62 = 0 ein. Der zum Doppelkomplex I'( X, K) gehorige Totalkomplex
ist definiert durch
sSD(X,K)" = @ T(X,, K"
ptg=n
mit seinem Differential § + (—1)Pd.

Unter einer Auflésung einer simplizialen abelschen Garbe F versteht man einen Komplex K
simplizialer abelscher Garben auf X zusammen mit einer Augementation F — K derart, dal
0 — F — K eine exakte Sequenz simplizialer abelscher Garben auf X ist. Eine Auflésung I von
F heifit injektiv bzw. welk bzw. azyklisch, wenn sie es auf jeder simplizialen Komponente ist.
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BEISPIEL A.5.3. i) Fir den konstanten simplizialen Raum X und einen Komplex K von
simplizialen Garben auf X erhilt man vermoge § : KP® — KPTLe §:= ZPH( 1){K(d?) ein
Differential in simplizialer Richtung, wodurch K zu einem Doppelkomplex wird.

i1) Sei X eine simpliziale Mannigfaltigkeit. Fiir jedes p > 0 hat man den de Rham-Komplex

d 2 d
—>AXP—>

. d
AXp : Ag(p — Akp
auf X. Die Familie A% := (Ag(p )p>0 bildet einen Komplex simplizialer abelscher Garben auf
X, den sogenannten simplizialen de Rham-Komplex auf X. Zusammen mit der konstanten
simplizialen Garbe C erhilt man die simpliziale de Rham-Auflésung

0—C— A% -4 AL -4 42 4

von C. Weil H"(X,, A% ) = 0 fiir pg > 0und n > 0, d.h. die Garben A% sind T-
azyklisch, ist die obige Auﬂosung azyklisch. Wendet man nun den globalen Schnl‘r‘rfunktor
auf A% an, so erhdlt man den Doppelkomplex A®*(X) definiert durch AP(X) := A%(X))
mit horizontalem Cartan-Differential d : AP9(X) — AP4+1(X) und dem vertikalen (d.h. in
simplizialer Richtung) Differential ¢ : AP9(X) — AP*14(X). Die Elemente in A9(X) heifen
q-Formen auf der simplizialen Mannigfaltigkeit X, oder kurz simpliziale g-Formen auf X.

Man beachte, daf die hier verwendete Sprechweise einer “simplizialen Form” nicht mit der von
J.Dupont [Du78] Def.6.2 bzw. [Du76| Def.2.1 {ibereinstimmt. Seine simplizialen Formen lassen
sich ihrer Definition nach als Objekte auf der geometrischen Realiserung von X auffassen. Fiir die
Berechnung der Kohomologie simplizialer Mannigfaltigkeiten ist es jedoch egal, welchen Doppel-
komplex man verwendet, da sie homotopiedquivalent sind , wie J.Dupont in [Du76] Th.2.3 gezeigt
hat.

BEMERKUNG A.5.4. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung topologischer Rdume. Dann bildet
der direkte Bildfunktor f. : Sx — Sy injektive abelsche Garben auf injektive abelsche Garben ab,
d.h. ist F eine injektive abelsche Garbe auf X, so ist f,F eine injektive abelsche Garbe auf Y.

Beweis. Sei F eine injektive Garbe auf X und sei 0 — G’ — G — G” — 0 eine kurze exakte
Sequenz abelscher Garben auf Y. Da der Urbildfunktor f* exakt ist, ist auch die Sequenz 0 —
f*G¢" — f*G — f*G" — 0 exakt. Definitionsgeméf ist der kantravariante Hom-Funktor Hom(—, F)
fiir injektive abelsche Garben F exakt, also ist die Sequenz

0 — Hom(f*G", F) — Hom(f*G, F) — Hom(f*G', F) — 0
exakt. Wegen Hom(f*G, F) = Hom(G, f.F) folgt die Exaktheit der Sequenz
0 — Hom(G", f«F) — Hom(G, f.F) — Hom(G', fx.F) — 0
und also ist f,F injektiv. |

LEMMA A.5.5. Jede simpliziale abelsche Garbe F auf X hat eine injektive und damit eine
azyklische Auflésung.

Beweis. Fiir jedes p > 0 hat man die kanonische injektive Auflésung” von FP, d.h. eine Augmen-
tation FP — [°(FP) zusammen mit einem Komplex

e 0 — I1°(F7) L 1'(Fr) L () L

7Zur Konstruktion der kanonischen injektiven Aufldsung einer abelschen Garbe F sieche [GMO03] T11.8.1
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derart, daf
0— F? — I°(F?) -4 1 (FP) -5 12(Fr) -5

eine exakte Sequenz von abelscher Garben auf X, ist. Es verbleibt also nur noch die Vertréglichkeit
mit Rand- und Entartungsmorphismen zu zeigen. Dies folgt sofort durch induktives Fortsetzen
des Diagramums:
do
FP P P2
|
F(d?) | 1P0(dY)
|
X (db), p+10

X(di)*fp+1 X(di)*jp-‘rl,? ..

Da der direkte Bildfunktor injektive Garben auf injektive Garben abbildet, sind die unteren Garben
X (d¥)IPF1* allsamt injektiv. Setze zur Abkiirzung go := I?°(d’) und f.I® := X (d*),IP*1*. Er-
sichtlich gibt es ein gy, welches mit den Augmentationen kommutiert. Ist g, bereits konstruiert, so
verschwindet die Komposition d,,_1¢,d, wegen d,d,_19,—1 = 0. Daher gibt es einen Morphismus
n derart, daft das Diagramm

dn—l adn dn
In—l VL f‘*In > f*In-i-l

I"/imd,_, 3%

kommutiert. Da die obere Sequenz exakt ist, folgt I"/imd,—; = I"/kerd,. Dies ist wiederum
aufgrund der kurzen exakten Sequenz 0 — kerd,, — I — imd,, = kerd,4+1 — 0 gleich kerd,, ;1.
Also hat man andererseits einen Monomorphismus I"/imd,_; — I"*'. Da f.I" injkektiv ist,
setzt sich der Morphismus ¢,, zu einen Morphismus g, 1 : I"T* — f,I"*! fort mit der Eigenschaft
In+1dn, = dngn. analog die Entartungsmorphismen; O

DEFINITION A.5.6. Sei F eine simpliziale abelsche Garbe auf X und I eine injektive Auflésung
von F. Die n-te Kohomologiegruppe von X mit Werten in der simplizialen Garbe F ist
erklart durch

H"(X,F):= H*(sT'(X,1)). (30)

LEMMA A.5.7. (i) Die vorstehende Definition ist bis auf einen kanonischen Isomorphismus un-
abhéngig von der Wahl der injektiven Auflosung.

i1) Es geniigt fiir die Berechnung der Kohomologie eine azyklischen Auflésung von F, d.h. ist W
eine azyklische Auflésung von F, so gibt es einen kanonischen Isomorphismus

H*(X,F) = H*(sT(X,W)).

Beweis. Sei I eine injektive und W eine azyklische Auflésung von F. Dann gibt es ([Br93]
Prop.1.15(2) zusammen mit Lemma A.5.5) einen bis auf Homotopie eindeutigen Morphismus
U : W — I von Auflésungen, welcher mit den Augmentationen kommutiert, also fiir jedes p > 0
hat man ein mit Rand- und Entartungsoperatoren vertrigliches kommutatives Diagramm:

d d
FPp P:0 Pl P2
gpsl

|
d d
FP Wwp.0 wpl wp2

op2
d
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Ist I’ eine andere injektive Auflésung von F, so gibt es eine bis auf Homotopie eindeutige Homo-
topiedquivalenz von I nach I’.

Ferner gibt es nach [D74] eine Spektralsequenz
EYU(I) = HY(D(Xy, I x,) = HY(Xp, F*) = EP*(I) = HPT(sD(X, 1) = H'TH (X, F),

beziiglich der Filtrierung
F'T(X,1) = T (X, 179).

p>r

Der Morphismus ¥ : W — [ induziert den Morphismus
U, s (BRI(W), EPHI(W)) — (BR2(D), EPP(I))  r>1,

von Spektralsequenzen, der bekanntlich auf den Anfangstermen (also fiir » = 1) ein Isomorphismus
ist. Also sind auch die Limesterme EP1t4(W) — EPT4(I) nach [Br93| Lemma 1.2.5 isomorph, was
schlieflich zu zeigen war. O

BEISPIEL A.5.8. Sei X eine simpliziale Mannigfaltigkeit. Der zum Doppelkomplex (A79(X)), >0
gehorige Totalkomplex lautet

sAX)"= @ AM(X)

prq=n

und sein Differential § + (—1)Pd. Die Kohomologiegruppen der simplizialen Mannigfaltigkeit X
mit Werten in der konstanten simplizialen Garbe C sind definiert als die Kohomologiegruppen des

Totalkomplexes, also
H*(X,C):= H*(sA(X)).

Sie wird simpliziale de Rham-Kohomologie von X mit Werten in C genannt. Nach J.Dupont
[Du78] Prop.6.1 ist die Kohomologie einer simplizialen Mannigfaltigkeit isomorph zur (Stan-
dard)Kohomologie der geometrischen Realisierung von X, d.h.

H*(X,C) = H*(|X],C).

A.6 Kohomologie mit Werten in einem Komplex simplizialer Garben

Sei X eine simpliziale Mannigfaltigkeit und

g2l

Foo0-F LA
ein Komplex von simplizialen abelschen Garben auf X, also eine Familie von Komplexen von

abelschen Garben
d d

0 Fp0 4, rp1 4, pp2 4,

auf X, fiir jedes p > 0.

Unter einer Cartan-Eilenberg-Auflésung eines Komplexes simplizialer abelscher Garben F* auf

X versteht man eine Familie von Cartan-Eilenberg Auflssungen® IP*:* von

d d

0 — FpO d, Fpl , FP2 N

fiir jedes p > 0, also insbesondere fiir jeden Simplizialgrad p hat man den Doppelkomplex von
abelschen Garben

8Zur Definition einer Cartan-Eilenberg Aufldsung siehe [Weibel94] 5.7.9.
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d d d

0 Fp.0 Fpil yaz
N L

0 IP’O’O Ip,l,O Ip’2’0
| o | o o

0 Ip,O,l Ip,l,l Ip,2,1

Lo lo lo

auf X,,. Analog wie in Lemma A.5.5 zeigt man die Vertraglichkeit der Cartan-Eilenberg-Auflsung
mit Rand- und Entartungsoperatoren. Fiir den Doppelkomplex bedeutet dies, dafl man fiir jedes
p > 0 das ebene Diagramm sich zu einem drei dimensionalen kommutativen Diagramm

E*fPJrLO — 6*‘7:er1,1 — E*_7:1o+1,2

T e

0 Fp.0 Fpil yaz
R L

0—— Ip,0,0 Ip,l,O Ip’2’0
A LA

0— Ip,O,l Ip’l’l Ip’2’l

) ) )

mit e, := X(d;). fortsetzen kann. (Dabei ist die Fortsetzung auf den ”Deckel” des "Quaders”
moglich, weil definitionsgemaf F* ein Komplex simplizialer abelscher Garben ist.)

Die Anwendung des globalen Schnittfunktors I'(X, I**-®) liefert den Trikomplex
(I***(X),0,d,0)

mit dem simplizialen Differential & : I7**(X,) — IP*1**(X,.1), welches induziert ist durch
§: FPe(X,) — FPTL*(X,1), dem Differential d : I*9*(X) — I*9t1*(X), welches induziert
ist durch d : F4(X) — F41(X) sowie dem Differential 9 : I**"(X) — I**"*1(X) in Richtung
der Auflésung, induziert durch 9 : I**" — [**"+1 Der Totalkomplex sI(X) := sI***(X) von
I***(X) und sein Differential ist definiert

sIM(X) := @ Per (X)), D=0+ (=1)P0 + (—1)P*"d.
ptg+r=n

DEFINITION A.6.1. Die n-te Kohomologie des Totalkomplexes
H"(X,F*) = H"(sI***(X))

heif’t n-te Kohomologie von X mit Werten in dem Komplex simplizialer abelscher

Garben F°.

Analog wie im vorangegangenen Abschnitt zeigt man, da dies bis auf einen kanonischen Isomor-
phismus unhabhéngig von der Wahl der Cartan-Eilenberg-Auflésung ist

SPRECHWEISE A.6.2. Die Kohomologie von X mit Werten in einem Komplex simplizialer abel-
scher Garben wird — in Analogie zum nicht-simplizialen Fall — die Hyperkohomologie von X mit
Werten in F* genannt.
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B Glatte Deligne-Kohomologie

In diesem Kapitel des Anhangs erinnern wir an die Definition der glatten Deligne-Kohomologie
und beweisen im Detail einige Eigenschaften hieriiber, die sich vor allem in den kurzen Sequenzen
niederschlagen. Diese sind von fundamentaler Bedeutung, da aus ihnen sichtbar wird, in wie
weit glatte Deligne-Kohomologie eine Verfeinerung der Standardkohomologie ist. Von besonderen
Interesse ist dabei der Kriimmungshomomorphimus d : Hj (X, A(k)) — A¥(X)4,,,, dessen Bild
gerade die k-Formen mit Perioden in A(k) sind. Er ist der Dreh-und Angelpunkt fiir die Suche
nach verfeinerten Koeffizientenbereichen, zum Beispiel von charakteristischen Klassen, wie es in
der vorliegenden Arbeit der Fall ist. Ferner geben wir an, wie man Elemente in der glatten Deligne-
Kohomologie konkret hinschreibt. Grundlage dieses Kapitels ist das Standardwerk [Br93] 1.5 vom J-
L. Brylinski, in dem aber der Kriimmungshomomorphismus in der Weise, wie wir ihn brauchen nicht
behandelt wird. Daher verwenden wir zudem die Arbeit [DuKO05] von J.Dupont und F. Kamber
fiir die Konstruktion des Kriimmungshomomorphismus. Ebenfalls noch zu erwéihnen ist die Arbeit
von K. Gomi [GO05], der wie Dupont-Kamber glatte Deligne-Kohomologie aber mit Koeffizienten Z
betrachtet, dessen beweistechnische Besonderheiten im Hinblich auf beliebige Koeffizientenbereiche
von C ebenfalls diskutiert werden.

Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, A ein Unterring von C und k£ > 0. Dann ist die durch
das Element (27i)* gegebene zyklische Untergruppe A(k) := (27i)* - A von C ein freier zyklischer
A-Modul.

DEFINITION B.0.3. Bezeichnet A% die Garbe der komplexwertigen ¢-Formen auf X, so heifit
der Komplex

Alk)p: 0— A(k) 5 A% 5 A% 4 4 Akt

von abelschen Garben auf X der (komplexe) glatte Deligne-Komplex mit Koeffizienten in A(k).
Dabei ist A(k) als Konstante Garbe in Grad Null aufzufassen. Entsprechend hat A% den Grad
k. Die n-te Hyperkohomologiegruppe dieses Komplexes

Hp (X, A(k)) = H'(A(k)p)
heifst die n-te (komplexe) glatte Deligne Kohomologiegruppe von X mit Koeffizienten in A(k).

BEMERKUNG B.0.4. Definitionsgeméfs ist die Hyperkohomologie von X mit Werten in dem Kom-
plex A(k)p abelscher Gaben auf X die Kohomologie des Totalkomplexes einer Cartan-Eilenberg
Auflésung von A(k)p. Fiir die konkrete Konstruktion von Repriisentanten in der glatten Deligne-
Kohomologie eignen sich die Cartan-Eilenberg Auflésungen freilich nicht. Da aber auf parakom-
pakten Riumen Garbenhyperkohomologie und Cech-Hyperkohomologie kanonisch isomorph sind,
kann man in solchen Fillen auf das sehr konkrete Cech-Modell ausweichen. Dies zeigt man ganz
analog wie in Lemma A.5.7: Ist ndmlich F* ein Komplex von abelschen Garben auf einem para-
kompakten Raum X, so hat man die beiden Spektralsequenzen der Hyperkohomologie, EY?(I) =
HP(X,F9) = EPTI(I) = HPT9(X,F*) und EVY(C) = HP(X,F9) = EP+4(C) = HP*I(X, F*),
einmal zur Cartan-Eilenberg Auflésung I und einmal zur Cech-Auflssung von F*. Der Morphis-
mus von Auflésungen C' — I induziert einen Morphismus der Spektralsequenzen, der bekanntlich
auf den Anfangstermen ein Isomorphismus ist, also auch auf den Limestermen.

Die vorstehende Definition ldfst erahnen, dafl es auch eine reelle glatte Deligne-Kohomologie gibt:
Man betrachtet Unterringe von R statt von C, 1t den (277)*-Twist weg und arbeitet mit reellwer-
tigen statt komplexwertigen Differentialformen. Ist von der reellen Deligne-Kohomologie die Rede,
so schreiben wir Ay, statt A(k), fiir den (reellen) glatten Deligne-Komplex Ay p statt A(k)p und
fiir die (reelle) glatten Delgine-Kohomologie Hp, (X, Ay) statt Hp (X, A(k)). Alle nun folgenden
Aussagen bleiben auch im reellen Fall richtig, mit den naheliegendenen Modifikationen.
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BEMERKUNG B.0.5. Fiir A := Z vermittelt die Exponentialsequenz

exp

0 — Z(k) — A% — (4X%)" —0

einen Quasi-Isomorphismus Z(k)p — Z(k)P[—1], also

i d d d
Z(k) AY Ak Akt
\ exp() |k o~
ZkD 1 (AO )* Al Ak—l7
( ) X dlog X d d X

mit der Garbe der invertierbaren komplexwerten Funktionen (A% )*. Diese Situation ermdoglicht
eine alternative Definition der glatten Deligne-Kohomologie via der Hyperkohomologie von Z(k)P,
die man ebenfalls in der Literatur antrifft (zum Beispiel in Brylinski-McLaghlin [BrMcL96] 2.(10)
oder Gomi [G05] Def.2.1). Mithin
Hp (X, Z(k)) = H'H(Z(k)").
BEMERKUNG B.0.6. Sei i := (U;);c; eine gute offene Uberdeckung von X. Setze
080y (U) 1= 54 (N Xe0) /O (U, A(K)).
Man zeigt analog wie in Dupont [DuK05] Lemma 2.1 i7) die Beziehung
H*(X,C/A(K)) = H* (924 U)).

(Die Behauptung folgt aus dem Cech-de Rham-Isomorphismus.)

Eine Klasse in H*1(X,C/A(k)) wird also repriisentiert durch einen Kozykel (wp,...,ws_1) €
Qé;j(k)(u), dh. dw, + (-1)Powp—1 = 0 fir 1 < p < k — 1 und dwig—1 = Omod A(k) sowie
dwo =0.

Zu Erinnerung: Eine geschlossene k-Form o € AF(X) hat Perioden in einem Unterring A von C,

wenn die Integrationen von « iiber alle differenzierbaren k-Zykel mit Koeffizienten in Z nur Werte
in A annehmen, d.h. also das Bild der Abbildung

/ a: Zp(X) — C, J»—»/a €A
{-3 o

ist eine Teilmenge von A.

LEmMmA B.0.7. Ist A ein Unterring von C, so lassen sich die k-Formen auf X mit Perioden in A
charakterisieren durch
AF(X)a = im(H*(X, A) = H*(X,C)),

mit der kanonischen Inklusion ¢ : A — C.

Beweis. Betrachte
HFk+1 (X, A)
o,
Ext(Hy-1(X),C/A) — H¥(X,C/A) — Hom(Hy(X),C/A) ———0
.
H*(X,C)
|
H*(X, A)
!

0
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mit einer der universellen Koeffizientenformeln in der horizontalen und der durch die kurze exakte
Sequenz
0— A—C T2 C/A—0

induzierten langen exakten Sequenz in der Vertikalen. Eine k-Form o € AF(X)a mit Perioden
in A ist definitionsgemiif geschlossen, liefert damit ein Klasse & in H*(X,C). Da ein Element in
HF(X,C/A) reprisentiert wird durch ein Element in Hom(Cj,(X), C/A) ist also 7. (a) a priori nicht
Null. Weil « definitionsgeméf Perioden in A hat, verschwindet die Komposition h o 7, («). Weil
die Zeile exakt ist, kommt das Element 7, («) von einem Element in Ext(Hy_1(X),C/A). Aber
C/A ist divisibel, also verschwindet die Ext-Gruppe. Also ist m, () in H*(X,C/A) doch Null. Die
Exaktheit der vertikalen Sequenz liefert demnach eine Element & in H*(X, A) mit 1.(&) = a.

Liegt umgekehrt eine geschlossene k-Form « im Bild von ., so ist offenbar 7.(a) = 0. Wenn also
7« (a) auf allen k-Ketten Cy(X) verschwindet, dann erst recht auf allen k-Zykeln Z;(X), d.h. «
hat Perioden in A. Man beachte, daf 7.(«) genauer zu verstehen ist als das Kompositum

H(]icR(XaC)—ﬁ)Hskmg(Xv(c)LHk(XaC/A)a o amod A
{-}

aus de Rham-Isomorphismus .# und der kanonischen Projektion . O

LEMMA B.0.8. Der Morphismus von Komplexen d : A(k)p — A’)“( induziert den Epimorphismus

d: H%(XvA(k)) - Ak(X)A(k)a Tr = (a’aw) — I,

von der k-ten glatten Deligne-Kohomologiegruppe nach den geschlossenen k-Formen Ak(X)A(k)
mit Perioden in A(k).

Beweis. Sei U := (U;)ier eine offene Uberdeckung von X. Ein Element x in Hp(X, A(k)) wird
repriisentiert durch (a,w) mit a € C*(U, Ay) und w := (wo, ..., wp—1) € B C U, A5177), s0 dak
insbesondere dwy = +dw; gilt. Da das Diagramm

a2y — L - L k)

. d . d .
U, AR —— o, A - — = O (U, AR

. d . d .
CUU, AF=2) —— CH U, A1) — —— - CL (U, AR)

kommutiert, gilt ddwy = ddwg = ddw; = 0 in Cv’l(L{,A’)“{), also existiert eine globale Form F,, €
A*(X) mit Fuu, = 1"F, = dwo. Insbesondere ist F,, d-geschlossen. Es verbleibt zu zeigen,
daf F,, unabhingig von der Wahl des Respriisentanten aus der Klasse in HX (X, A(k)) ist. Ist
ndmlich (a’,w’) ein anderer Représentant von z, so gibt es definitionsgeméf einen k — 1 Korand
(b,0) € HEY(X, A(k)) mit 6b = o’ — a und do? + (—1)Pdo?~! = W' — WP fiir 1 < p < p— 2
sowie dog = w( — wp. Damit 0 = ddw)] = ddw| = dd(dog + wy) = ddwy und folglich F,,, = F,,.
Bezeichnet D = §+(—)Pd das Totaldifferential von s A®(Ne Xy, 50 gilt Dw = dwi_1+(—1)k"dwy =
a+ (=1)kE,. Dabei ist a via der kanonischen Abbildung ¢ : C*(U, A(k)) — C*(U,R) als reeller
Kozykel in C'k(U,R) aufzufassen. (Dak hierbei Torsionselemente unter ¢ verschwinden, spielt in
diesem Fall keine Rolle, da es nur um Perioden geht.) Sodann entsprechen sich a und F,, via dem
Cech- de Rham-Isomsorphismus C-dR. Das bedeutet also, dak das Diagramm
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H%(XaA(k)) Ak(X)cl (a,wo,...,wk_l) Iy
pr kan }

y C-dR o

M (X, A(k)) Hig(X,C) a F,

kommtutiert und also F,, Perioden in A(k) hat.

70

Sei schlieRlich a € Ak(X)A(k) gegeben. Da A% azyklisch ist, gibt es lokal beziiglich einer guten
Uberdeckung U eine k — 1-Form wq mit dwg = a)y- Da die A‘JZVXM’S azyklische simpliziale Garben
sind, gibt es zu —dwg € AF 1 (N1 Xy) eine k — 2-Form w; € AF2(N; Xy) mit dw; = —dwo.
Induktiv fortfahrend erhilt man auf diese Weise zusammen mit Lemma B.0.7 einen k-Deligne-
Kozykel z := (—dwg—1,wp..., wk—1) mit der gewiinschten Eigenschaft. Dies zeigt die Surjektivitit

von d.

O

SPRECHWEISE B.0.9. Man nennt die im vorstehenden Lemma angegebene Abbildung d von der

Deligne-Kohomologie in die geschlossenen Formen auch Krimmungshomomorphismus.

SaTtz B.0.10. Sei k > 0. Die glatte Deligne-Kohomologie lebt in folgenden kurzen exakten Se-

quenzen:

i): Fir0<p<k-—1 gilt

HP'(X,C)

U I A)

— HP (X, A(k)) — TorH?(X, A(k)) — 0

und

HP™Y(X,C/A(k)) = HE (X, A(k)).
ii) Fiirp =4k —1 gilt
0 — H*"1(X,C/A(k)) — HE(X, A(k)) = A¥(X) 4y — 0,
mit dem Kriimmungshomomorphismus d, sowie
0 — AFHX) /AP (X) 4y — HB(X, A(k)) — HP(X, A(k)) — 0.

iit) Firp > k gilt
HE(X, A(k)) = HP(X, A(K)).

Beweis. Betrachte die kurze exakte Sequenz
0—(0— A} — - — A — A(k)p — (A(k) =0 —---—0) =0

von Garben auf X. Die Hyperkohomologie der rechten Sequenz ist gegeben durch

H"(X,C) n<k—1
H"(0 — Ay — - — A1) = AFY(X)/dAF2(X) n=k-1
0 sonst.

Die zu (31) gehorige lange exakte Sequenz lautet

- — HPY(X, A(k)) — HPH(0 — A} — -+ — AR — HE (X, A(K))

lp

HP'(X,C) HP(X,C)

(32)
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wobei HP~Y(X, A(k)) — HP~'(0 — A% — ... — A%!) wie angebeben sich iiber H?~'(X,C)
faktorisiert. Fiir p < k—1 ist p, ein Isomorphismus, also insebondere injektiv und daher ker(c,) =
Tor(HP(X, A(k)). Dies zeigt die kurze exakte Sequenz in 7). Eine Klasse z in H (X, A(k)) mit p <
k—1 wird représentiert durch einen Kozykel (a,wy, ...,wp—1), d.h. insbesondere dwy = 0 und damit
gemif Bem.B.0.6 repriisentiert (wo, ..,wp_1) eine Klasse in HP~'(X,C/A(k)). Ist umgekehrt z in
HP=Y(X,C/A(k)) eine durch w := (wp, ..., w,_1) reprisentierte Klasse, so reprisentiert (—dw,_1,w)
wegen dwy,—1 = 0mod A(k) eine Klasse in der p-ten Deligne-Kohomologie. Dies zeigt die Isomorphie

i).

Wegen (32) hat die lange exakte Sequenz von (31) fiir p = k — 1 die Form

o HEHX AR) ST AR (X) dAR (X0 — B (XL A(R)) — HE (X, A(R)) = 0.

Da das Bild von v¢y_1 gerade aus den geschlossenen k — 1-Formen mit Perioden in A(k) ist, also
im 1 = A¥71(X) o(1). erhiilt man die zweite exakte Sequenz in 7).

Vermoge

v HYY(X,C/A(R) — HE(X, A(k)), @ = (W0, ey Wh—1) > (—O0Wk—1,W0, -, Wk—1)-

ist eine offenbar wohldefinierte und injekte Abbildung gegeben. Mit Bem.B.0.6 folgt einerseits
dot =0, dwy = 0 ist, und andererseits kerd C im¢, denn ist (a,wo,...,wr—1) ein Reprisentant
einer Klasse  in H (X, A(k)) mit dv = 0, d.h. dwp = 0, so repriisentiert w := (wp, ..., wr_1) wegen
dwk—1 = —a, also dwi_1 = 0mod Ay, eine Klasse in Hk_l(QE:/Ak U) = H*1(X,C/A(k)) mit
1(@) = z. Dies zeigt die Exaktheit der ersten Sequenz in ii). Mit (32) folgt unmittelbar iii). O

BEMERKUNG B.0.11. Betrachtet man Deligne-Kohomologie mit Koeffizienten in Z, so lassen
sich einige der obigen Resultate unter Zuhilfenahme der Exponentialsequenz etwas eleganter zeigen.
Man hat z.B. einen Quasi-Isomrphismus [G05][DuKO05]

(C/Z—0— - — A’;;l) — ((Ag()* dlo AL A Ak—2 4, Aljgcll)

und die kurze exakte Sequenz

0= (%) = Ak == A2 = A) = Zip — (0= - = 0= Ak ) =0

von Komplexen von Garben auf X. Dabei bezeichnet A’)“()C1 die Garbe der geschlossenen k-Formen
auf X. Damit sieht man sowohl die Isomorphie in ¢) und die erste Sequenz von i) des Satzes ein.
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C Aquivariante glatte Deligne-Kohomologie

Eine systematische und detaillierte Behandlung der dquivarianten glatten Deligne-Kohomologie mit,
Koeffizienten in Z findet man in der vorziiglichen Arbeit Equivariant smooth Deligne-Cohomology
von K.Gomi [G05]. Der dort behandelte Grad an Allgemeinheit umfaft auch differenziebare Ope-
rationen von Lie-Gruppen auf Mannnigfaltigkeiten, wihrend wir hier den Fall diskreter Gruppen
betrachten, allerdings mit beliebigen Untergruppen von R.

Sei also G eine diskrete Gruppe, X eine G-Mannigfaltigkeit und A eine Untergruppe on R. Es
bezeichne ferner Ayg, ., x die konstante simpliziale Garbe auf NG x¢g X.

Dem Abschnitt iiber die Kohomologie mit Werten in einem Komplex simplizialer abelscher Garben
A.6 folgend betrachten wir nun die simpliziale Mannigfaltigkeit X := NG xg G¢/K und den
folgenden Komplex simplizialer abelscher Garben

G . _ i 0 d 1 d d k—1
Ak,D : 0— ANGXGX ’ ANGXC:X ’ ANGXGX s ANGXC:X

auf NG xg Gc /K. Damit 148t sich nun die #iquivariante Deligne-Kohomologie wie folgt definieren:

DEFINITION C.0.12. Der Komplex von simplizialen abelschen Garben

G . _ i 0 d 1 d d k—1
Ak,D : 0— ANGXGX ’ ANGXC:X ’ ANGXGX s ANGXC:X

auf NG xg X heift der G-fiquivariante glatte Deligne-Komplex von X. Seine Kohomologie
HE p(X,A) == HH(NG x¢ X, A) == H* (A p)
heifit die G-Aquivariante glatte Deligne-Kohomologie von X mit Koeffizienten in A.

BEMERKUNG C.0.13 (K.Gomi [G05]). Bekanntlich verallgemeinert die dquivariante Standard-
Kohomologie die Standard-Kohomologie. Die dquivariante glatte Deligne-Kohomologie hingegen,
verallgemeinert nicht nur die glatte Deligne-Kohomologie, sondern auch die Standard-dquivariante
Kohomologie.
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