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Zusammenfassung

Seien X und S glatte, projektive k-Varietdten der Dimension dx bzw. dg und 7w: X — S ein flacher,
projektiver, surjektiver Morphismus, der iiber einer offenen, dichten Teilmenge S’ C S glatt ist. Sind
p,q € Nmit p+q = dx —dg+1, so wird in dieser Arbeit fiir die von Bloch im glatten Fall definierte
Gum,s-Bierweiterung E von CH} (X/S) x CH{_ (X/S) eine neue Definition iiber Kozykeldaten
gegeben und es werden ihre Torseure berechnet. Ist £ ein algebraisch abgeschlossener Korper, so
wird dariiberhinaus fiir S = Spec(k) gezeigt, dass der Pullback der Poincaré-Bierweiterung P von
|(Pic% /i)red| X |Alb(X)| und E kanonisch isomorph sind. Allgemeiner wird der Zusammenhang zwi-

schen Poincaré- und Blochscher Bierweiterung auch fiir hohere Picardvarietdten beschrieben.



Einleitung

Im Zentrum dieser Arbeit steht die Blochsche Bierweiterung. Dieses Objekt ist interessant,
da man mit ihm, wie S. Bloch in seiner Arbeit [Bl1] bemerkt die Moglichkeit hat Hohenpaa-
rungen zu studieren und zu reinterpretieren. Man kann Bierweiterungen analog zu [SGA 7|
in einem sehr allgemeinen Rahmen, wie etwa in der Sprache der Topoi studieren. In dieser
Arbeit soll aber eine weit konkretere Situation betrachtet werden. Sei T' ein Schema und
seien A sowie B Zariski-Garben abelscher Gruppen. Eine G, p-Bierweiterung iiber A x B ist
eine Familie B := (B, ;) von Gy, r-Torseuren iiber A x B zusammen mit Gruppengesetzen

1 2
Taa b Baop X By p — Boyarpy und FTapb - By X ]Ba,b/ — Ba,b—f—b’

iiber den Gruppengesetzen von A und B. Dabei sollen diese Abbildungen neben der Asso-
ziativitat, der Kommutativitdt und der Vertréglichkeit mit Restriktion auch eine gewisse
kanonische Kompatibilitdt untereinander erfiillen.

Das fiir diese Arbeit wichtigste Beispiel einer Gy, r-Bierweiterung ist die Blochsche Bier-
weiterung E. Im Weiteren betrachte man folgende Grundsituation: Seien X und S glatte,
projektive Varietdten der Dimension dx bzw. dg iiber einem Korper k. Weiter bezeich-
ne m: X — S einen flachen, projektiven, surjektiven Morphismus, der iiber einer offenen,
dichten Teilmenge S’ C S glatt ist. Dartiberhinaus fixiere man mit p,q € N natiirliche
Zahlen, fiir die p+ ¢ = dx — dg + 1 gilt. Man bezeichne mit CH;j_  (X/S) die Elemente
aus CH*(X), die iiber allen Punkten von S’ homologisch trivial sind und mit Z;_ (X/S)
die Zykel, deren Klassen in CHj,(X/S) liegen. Schlieflich schreibe man CHy  (X/S) fiir
die zu CHj_ (X/S) assoziierte Zariski-Garbe iiber S. Mit diesen Bezeichnungen ist E ei-
ne G, g-Bierweiterung iiber CHY  (X/S) x CH{_ (X/S). Sei in der zuvor beschriebenen
Grundsituation 7 zusitzlich glatt, d.h. es gelte S = S’. Dann wird in [Bl1] die Blochsche
Bierweiterung E als Pushout einer langen exakten Homologiesequenz von héheren Chow-
gruppen konstruiert. Sei U C S offen und man bezeichne mit 9(U) die Menge aller Paare
von Zykeln (W, o) mit W e ZP (X/S) und o € Z7, (X), so dass sich W und « eigentlich
und tiber U gar nicht schneiden. Bei der Konstruktion von E in [Bl1] wird ein nicht trivialer
Morphismus

(0.1 ou, () MU) = Gus(U); (W, o) — oyw(a)

definiert, der fiir (W, ) € M(U) und W € Z (X)) die Eigenschaft

(0.2) ouw () = oya(W)

hat. Ein zentraler Punkt dieser Arbeit ist es zu zeigen, dass E bereits eindeutig durch die
dem System von Schnitten oy () € I'(U, Gu,s) mit (W, ) € M(U) zugeordneten Gy, s-
Kozykeldaten definiert ist. Da diese Kozykeldaten in der zuvor beschriebenen Grundsituation
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definiert werden, verallgemeinert dies die Konstruktion von E in [Bl1] auch auf den Fall,
dass 7 nur auf einer offen, dichten Teilmenge S’ C S glatt ist.
Seien w € CHY  (X/S) und 2z € CH{__(X/S). Es bezeichne L,, ., das kanonisch mit dem

hom hom
Gm,s-Torseur E,, , korrespondierende Geradenbiindel iiber S. Weiterhin fixiere man mit
W ez} (X/S)und Z € Z] _(X/S) Représentanten von w bzw. z, die sich eigentlich
schneiden. Gilt in der Grundsituation zusétzlich, dass 7 glatt ist und handelt es sich bei S

um eine Kurve, so zeigt O. Meyer in [Me| folgende Gleichung in Z:
(0.3) deg(Ly,-) = deg(W . 2)

Ein weiterer zentraler Punkt dieser Arbeit ist die zuvor genannte Aussage wie folgt zu
verallgemeinern: In der allgemeinen Grundsituation erhélt man zum zuvor fixierten Zykel-
paar (W, Z), vermoge des Schnittprodukts mit Tréger, einen eindeutig bestimmten Zykel
W.Z € 73x~4sF1(X), der w.z reprisentiert. Dariiberhinaus zeigt man, dass das Paar (W, Z)
kanonisch einen rationalen Schnitt {Z }y von E,, , induziert. Mit diesen Bezeichnungen wird
folgende Gleichung in Div(S) gezeigt:

(0.4) Aiv (B2, {Z}w) = 7 (W . Z)

Auch erhilt man mit dieser Formel den eingangs erwdhnten Zusammenhang zwischen Bloch-
schen Bierweiterungen und Hohenpaarungen.

In der Einleitung von [Bl1] schreibt Bloch, dass er in seinem Artikel die Absicht hat, ...to
show that one can construct "Poincaré biextensions” for cycles of codimension > 1.’ Explizi-
te Formeln, die einen Bezug zwischen Blochschen und Poincaré-Bierweiterungen herstellen
und damit diese Bemerkung konkretisieren, werden von Bloch aber nicht angegeben. Seien
Y eine glatte, projektive Varietat tiber C, r, s € N Zahlen mit r+s = dy +1 und J"(Y") die
r-te Griffiths intermediar Jakobische von Y. Es bezeichne P die Poincaré-Bierweiterung von
|T"(Y)| x |T*(Y)| zu einem fixierten Poincarébiindel und E die Blochsche Bierweiterung
von CHy . (Y) x CH}n (Y). Weiterhin hat man mit der jeweiligen Abel-Jakobi-Abbildung
einen kanonischen Morphismus von CHy_ (Y) nach |J"(Y)|. Mit diesen Bezeichnungen gibt
S. Miiller-Stach in [MS]| einen Isomorphismus der zugrundeliegenden Torseure von E und P
an. Man fixiere einen Zykel W € Zi . (Y) sowie dessen Bild in |7*(Y)| und bezeichne mit
Ew und Py die entsprechenden Erweiterungen. Dann zeigt Miiller-Stach, dass diese Tor-
seurisomorphismen einen Isomorphismus zwischen Ey, und dem Pullback von Py, entlang
der Abel-Jakobi-Abbildung induzieren. Dabei ist ein entscheidender Punkt im Beweis dieser
Aussage, dass die Blochsche Konstruktion von E iiber die Deligne-Kohomologie faktorisiert.
Denn damit kann Miiller-Stach ausnutzen, dass man die intermediér Jakobischen als Quoti-
enten von geeigneten komplexen Kohomologiegruppen von Y erhélt. Mit anderen Methoden
wird in dieser Arbeit eine algebraische Version dieser Aussage bewiesen. Sei K ein algebra-
isch abgeschlossener Korper und X eine glatte, projektive K-Varietat. Man bezeichne die
Elemente aus CHP(X), die algebraisch dquivalent zu Null sind, mit AP(X) und benenne
mit B4 die Einschrinkung der Blochschen Bierweiterung von CH{ (V) x CHﬁ’gm(Y) auf
ANY) x Ag(Y). Weiterhin schreibe man

0': AN(X) — [(Pick,/ g )rea| sowie 6o: Ag(X) — [Alb(X)]

fiir die beiden kanonischen Abbildungen. Bezeichnet man mit P die Poincaré-Bierweiterung
von |(Pic% / i )red| X |AIb(X)| zu einem fixierten, rigidifizierten Poincarébiindel, dann wird in
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dieser Arbeit gezeigt, dass EA und (8" x 6p)*P nicht nur in dem von Miiller-Stach gezeigten,
schwachen Sinne kanonisch isomorph sind, sondern bereits als Bierweiterungen. Es wird also
bewiesen, dass es einen kanonischen Isomorphismus von K*-Bierweiterungen

(0.5) EA 5 (0" x 6p)*P

gibt.

Schliefklich ist ein letzter zentraler Punkt dieser Arbeit, auch fiir andere Kodimensionen als
1 und dx eine algebraische Version der zuvor zitierten Aussagen von Miiller-Stach zu zeigen.
Dazu betrachte man mit den p-ten hoheren Picardvarietiten (p € {1,...,dx}) das algebrai-
sche Pendant der Griffiths intermediér Jakobischen. Diese wurden von H. Saito in [Sal als
abelsche Varietiten Pic’ . /K]
so konstruiert, dass sie in den Féllen p = 1 und p = dx mit der Picard- bzw. der Albane-
sevarietdt iibereinstimmen. Seien p,q € N mit p + ¢ = dx + 1. Dann existieren weiterhin
als Verallgemeinerung von Poincarédivisoren Korrespondenzen ‘,]37;( e CH? (Picé’( e X),

die Poincarézykel genannt werden. Nach [Sa] induziert 5 : AY(X) — A'(Pick. K

Isogenie A& : Picg( K (Picé){ / )+ Sei nun EA die Einschrinkung der Blochschen Bierwei-
terung von CH} _(X) x CH{_ (X) auf AP(X) x A?(X) und P? die Poincaré-Bierweiterung
von |Pick / | x| (Pick / )| zu einem fixierten, rigidifizierten Poincarébiindel. Dann hat man

einen kanonischen Isomorphismus

zusammen mit kanonischen Morphismen 67: A?(X) — |Pic

) eine

(0.6) (P5 X id)* B — (g x 09)*(id x | N5 |)*PP

von K*-Bierweiterungen auf Ao(Picf;(/K) x AI(X).

Diese Arbeit untergliedert sich in zehn Kapitel und ist wie folgt aufgebaut:

Sei X ein separiertes Schema von endlichem Typ iiber dem Spektrum eines Kérpers k. Dann
werden im ersten Kapitel die fiir diese Arbeit wesentlichen Sachverhalte aus der Schnitt-
theorie wiederholt. Unter Anderem wird dabei auf Zykel eingegangen, die sich eigentlich
schneiden und deren Schnitt studiert.

Die Blochschen Zykelkomplexe z*(X,.) und die Blochschen Chowgruppen CH*(X,.) einer
quasi-projektiven k-Varietdt X sind die zentralen Objekte des zweiten Kapitels. Konkret
werden ihre Definitionen wiederholt und es wird an wichtige Funktorialitdten und den Bezug
zwischen CH* (X, 0) und den gewohnlichen Chowgruppen CH*(X) erinnert. Schliefslich wird
der von Bloch definierte Isomorphismus

c: CHY(X,1) 5 I'(X, Gm,x)

fiir den Fall, dass X das Spektrum eines Korpers ist berechnet.

In Kapitel 3 liegt das Augenmerk auf dem zentralen Objekt dieser Arbeit, den Gy, 7-
Bierweiterungen von A x B mit A und B (Zariski-)Garben abelscher Gruppen iiber einem
Schema T'. Konkret wird die sehr allgemeine Definition einer Bierweiterung in [SGA 7| auf
die eben genannte Situation spezialisiert. Fiir k*-Bierweiterungen abelscher Gruppen gibt
D. Mumford in [Mu| eine Charakterisierung von Bierweiterungen iiber Kozykeldaten. Diese
Beschreibung wird in Kapitel 3 auf den Fall einer G, r-Bierweiterung iiber A x B verallge-
meinert. Auch wird erldutert, wie man zu einem Satz von Gy, 7-Kozykeldaten iiber A x B
eine Gy, p-Bierweiterung von A x B erhélt und umgekehrt.
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Man betrachte nun die Grundsituation und die von Bloch fiir W € ZP

Lom(X/S) konstruierte
Abbildung

oUW L g =pzas(X) = Gm,s(U)

aus (0.1). In Kapitel 4 wird fiir das System von Schnitten oy w (o) € Gp,s(U) (U C S offen)
eine axiomatische neue Beschreibung gegeben, in der unter anderem auch die Gleichung (0.2)
benutzt wird. Da Bloch beim Beweis der Formel (0.2) nicht alle Details ausfiihrt, werden
dort auch entsprechende Punkte nachgetragen. Dariiberhinaus wird fir spezielle Zykel W
und « eine explizite Formel fiir o7y (a) angegeben, die man noch nicht in [Bl1] findet.
Bezeichnet E die von Bloch in [Bl1] konstruierte Blochsche Bierweiterung iiber der Garbe
CHY . (X/S) x CH!_ (X/S), dann ist die Philosophie im Folgenden, dass diese Bierweite-
rung bereits durch die Schnitte o (.) bestimmt ist. In Kapitel 5 und 6 wird dies wie folgt
konkretisiert: Es wird zunéchst mit den Schnitten o_(.) ein Satz von Gy, g-Kozykeldaten
K {iber CHY (X/S) x CH _(X/S) angegeben. Sei ECH die mit R korrespondierende
Bierweiterung. Sind U C S offen und W, Z € Zj ., (X/S) geeignet gewéhlt, so besitzt der mit
[W] und [Z] korrespondierende Torseur E[%I/{L[Z] von E®H einen kanonischen Rahmen iiber
U, der mit {Z}yw bezeichnet wird. Sind W', Z" € Z{_ (X/S) weitere geeignet gewéhlte
Zykel, so sind die in Kapitel 5 konstruierten Kozykeldaten gerade so gegeben, dass

{ZYyow +{ZYow ={Z + Z'Yuw., {ZYow +{Z}uow ={Z}uwi+w

gilt. Hat man fiir geeignete Zykel W, W', Z', Z zusétzlich W]y = W'y und [Z]y = [Z']v,
so gilt weiterhin

{ZYvow =ouw(Z—=2") - ouz (W —-W')-{Z"}uw.

Da diese Gleichungen die Blochsche Bierweiterung charakterisieren, erhélt man E = ECH,
Um das bis hierhin erlangte Verstéindnis der Blochschen Bierweiterung noch weiter zu ver-
tiefen, werden in Kapitel 6 fiir die Torseure von E kanonische, rationale Schnitte betrachtet
und deren Divisoren berechnet. Seien dazu W, Z € Z{_ (X/S) Zykel geeigneter Kodimen-
sion, die sich eigentlich schneiden. Weiter bezeichne {Z}y den kanonisch mit W und Z
korrespondierenden, rationalen Schnitt von Epy (7). Dann wird in Kapitel 6 mit Hilfe der
Beschreibung von o (.) aus Kapitel 4

diV(E[W]’[Z], {Z}W) = W*(W . Z)

gezeigt und damit das in (0.3) zitierte Resultat von Meyer verallgemeinert.

Der technische Grundstock fiir die letzten Kapitel wird in Kapitel 7 gelegt. Seien n,r € N
sowie X und Y glatte, projektive k-Varietdten, die glatt, projektiv und surjektiv iiber der
glatten, projektiven k-Varietiit S liegen. Weiterhin betrachte man v’ € CH"™T1(X xgY)
und die Korrespondenz v € CH*™1(X x V) mit v = 9,0/, wobei 9: X xgY — X x Y die
kanonische, reguldare Immersion bezeichne. Dann wird gezeigt, dass fiir die entsprechenden
Blochschen Bierweiterungen EX auf X und EY auf Y ein kanonischer Isomorphismus von
Gm,s-Torseuren iiber @ﬁgﬁ; X)) x @ﬁgng(Y) der folgenden Art existiert:

(0.7) (v x id)*EY — (id x )*E*; (v x id)"{Z}yyuw) — (id x o) {'"V(2)}ow

Hierbei seien U C S offen, W € Z;_  (X/S) bzw. Z € Z} ., (Y/S) Zykel und V ein Représen-
tant von v, so dass {Z}y +yyy und {V(Z)}y,w Rahmen der entsprechenden Torseure sind.
Dieses Resultat findet man im Spezialfall S = Spec(C) und r = 1 bereits bei [MS], wobei der
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in dieser Arbeit benutzte Beweiszugang ein anderer ist. Die im vorliegenden Text verwendete
Beweisidee basiert namlich darauf, dass die Zuordnung {Z}y v wy — {*V(Z)}u,w einen von
allen Wahlen unabhéngigen Isomorphismus der Torseure Epy ) z] und Eqyy ¢y (2)) liefert.
Fiir diese Unabhéngigkeit sind dabei die ebenfalls in Kapitel 7 bewiesenen Gleichungen

ou,z (V(Oé)) = 0u,tv(2) (Oz) und ou,z (A(W)) = 0oUuw (tA(Z))

mit geeigneten Wahlen von U C S offen, V,A € Z*(X x Y) mit A ~yat 0, a, W € Z7 (V)
mit a ~pae 0 und Z € Zy (X)) entscheidend.

In Kapitel 8 werden die wesentlichen Definitionen im Zusammenhang mit Picard- und Al-
banesevarietdten wiederholt. Dabei wird insbesondere auch auf die Begriffe des Poincarédi-
visors ‘B und des Poincarébiindels Px einer glatten, projektiven k-Varietdt X eingegangen.
Es bezeichne nun X eine glatte, projektive Varietét iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper K. In Kapitel 9 wird die Konstruktion der Poincaré-Bierweiterung P von
|(Picg(/K)red| x |Alb(X)| zu einem fixierten, rigidifizierten Poincarébiindel P wiederholt.
Dabei wird gezeigt, dass fiir a € |(Picg(/ i )red|, b € |[AlIb(X)| und eine geeignete Wahl eines
rationalen Schnitts s von P

Sap = (a,0)*s @ (a,0)*s™ ' @ (0,b)*s™' @ (0,0)*s

einen Rahmen von P, j induziert, der ebenfalls mit s, ; bezeichnet werde. Man fixiere einen
Punkt 0 € X(K) und benenne die zugehorige, kanonische Abbildung mit ¢: X — Alb(X).
Fir w € CH{ (X) und z € CHj, (X) setze man 6'(w) = w und 6y(z) = ¢. Sei Z
ein Représentant von z und s ein nicht trivialer, rationaler Schnitt von P, dessen Divisor
P := div(s) die Zykel 0, w, ¢ und 1, Z geeignet schneidet. Dann ist t‘l?(w*Z - () + (O))
rational dquivalent zu Null und es existiert eine eindeutig bestimmte, rationale Funktion
15 € K(Pick p)rea)” mit f5(0) = 1 und div(f3) = "“B(¢Z — (¢) + (0)). Man betrachte
P := (id x 1)*div(s) sowie den Reprisentanten W := sI~3((cu) —(0)) von w. Dann wird in
Kapitel 9 gezeigt, dass der kanonische Isomorphismus EA 5 (81 x 60)*P aus (0.5) durch
folgende Zuordnung induziert wird:

{Z}W — f{fv(w) . (91 X 00)*8%4

In Kapitel 10 wird zunéchst die Definition hoherer Picardvarietdten wiederholt sowie an
wesentliche Eigenschaften dieser abelschen Varietdten erinnert. Sei ¢p: A — B eine Isogenie
zwischen abelschen Varietéiten und es gelte (¢ x id)*P4 = (id X ¢)*Pg mit den Poincarébiin-
deln P4 und Pp. Bezeichnen PA und P die entsprechenden Poincaré-Bierweiterungen, so
wird als nichstes gezeigt, dass (¢ x id)*PZ und (id x ¢)*P4 auf |A| x | B| kanonisch isomorph
sind. Schlieflich wird man daraus den Isomorphismus in (0.6) unmittelbar erhalten, wenn
man (0.5) und (0.7) benutzt.

An dieser Stelle méchte ich die Gelegenheit nutzen, mich ganz herzlich bei meinem Doktor-
vater Prof. Dr. K. Kiinnemann fiir die ausgesprochen gute Betreuung zu bedanken. Seine
anregende Kritik war stets Ansporn, die Probleme noch genauer zu untersuchen und da-
durch ein tieferes Verstédndnis zu erlangen. Auch mochte ich mich bei Gregor Schiefl fiir das
Korrekturlesen bedanken. Ein ganz besonderer Dank geht an meine Zimmerkollegin Stefanie
Knorr, auf dass sie ihren Humor niemals verliere, mit dem sie mich durch alle Héhen und
Tiefen meiner Promotion begleitet hat.
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Kapitel 1

Grundlegende Definitionen und
Konventionen

Es sei in der ganzen Arbeit k ein fest gewéhlter Korper.

In diesem Kapitel wird an einige grundlegende Definitionen erinnert. Konkret werden fiir
Zykel die Begriffe der rationalen und homologischen Aquivalenz wiederholt. Ist X ein glattes,
separiertes k-Schema von endlichem Typ, so hat man nach [Fu| ein Schnittprodukt

. CH,(X) x CH,(X) — CH,(X).

Weiterhin werden in diesen Kapitel mit W, Z € Z,(X) Zykel betrachtet, die sich eigentlich
schneiden. Fiir solche Zykel wird an die wohlbekannte Aussage aus |Fu| erinnert, dass man
in der Klasse [W].[Z] kanonisch einen Reprisentanten W.Z mit Tréger in [WW|N|Z] findet.
Schliefslich werden entsprechende Aussagen aus [Fu| noch so umformuliert, dass man eine
Projektionsformel mit Trager erhlt.

1.1 Definition (Varietit, abelsche Varietit)

Eine Varietdt X iiber k ist ein integres k-Schema X, fiir das der Strukturmorphismus
wx: X — k separiert und von endlichem Typ (v.e.T.) ist. Weiterhin bezeichne man ei-
ne eigentliche k-Gruppenvarietit A als abelsche Varietit.

Bei einem Schema X schreibe man Ox fiir die Strukturgarbe. Ist x ein abgeschlossener
Punkt von X, so benenne man das maximale Ideal des lokalen Rings Ox , mit m, und
schreibe k(z) fiir den Restklassenkorper Ox ,/m,.

Fiir eine Varietédt oder allgemeiner ein Schema X mit dquidimensionalen irreduziblen Kom-
ponenten fixiere man dariiberhinaus folgende Notation: Die Menge der irreduziblen Kom-
ponenten von X bezeichne man mit Comp(X) und die Dimension mit dx. Weiter schreibe
man X () fiir die r-kodimensionalen Punkte von X und | X| fiir die abgeschlossenen Punkte.
Ist schlieRlich X irreduzibel, so benenne man den Funktionenkorper von X mit K (X).

1.2 Definition (Zykel, rationale Aquivalenz und Chowgruppen)
Sei X ein separiertes k-Schema v.e. T. und sei p € N.

i) Man bezeichne mit Z,(X) die freie abelsche Gruppe iiber alle p-dimensionalen, ab-
geschlossenen k-Untervarietdten von X mit Koeffizienten aus Z. Die Elemente von

11



12 Kapitel 1: Grundlegende Definitionen und Konventionen

Z,(X) heiRen Zykel. Ist X dquidimensional, so setze man Z9X~P(X) := Z,(X). Bei
einem Zykel Z = > | niZ; € Zp(X) mit n; # 0 fiir ¢ = 1,...,n nenne man Zi, ..., Z,
die Komponenten von Z und setze Comp(Z) := {Z1, ..., Z,}. Fiir das Schema, beste-
hend aus den Komponenten von Z, versehen mit der induzierten, reduzierten Struktur,
schreibe man |Z|.

ii) Man bezeichne mit Zj 4¢(X) C Z,(X) die Untergruppe der Zykel, die rational &qui-
valent zu Null sind und setzte

CHp(X) := Zp(X)/Zp rar(X)

als die Chowgruppe von X zur Dimension p. Ist X dquidimensional, so setze man auch
CHIx~P(X) := CH,(X).

Konvention: Die Klasse eines Zykels aus Z,(X) in CH,(X) wird mit dem entsprechen-
den Kleinbuchstaben oder mit [.] bezeichnet. Man schreibe weiterhin W € w, wenn
der Zykel W ein Représentant von w € CHp(X) ist.

1.3 Notation

Seien X und S zwei dquidimensionale, separierte Schemata v.e.T. iiber k. Weiterhin sei
f: X — S ein flacher Morphismus, s ein Punkt von S und W = 3" | n; - W; ein Zykel aus
Z*(X). Dann bezeichne

Ws:= > n;- (Wy)s € Z7(Xs)
=1

den Zykel, bei dem jede Komponente von W durch deren Faser iiber s ersetzt wurde.
1.4 Bemerkung (Eine alternative Definition rationaler Aquivalenz)

Im Folgenden wird eine alternative Definition der rationalen Aquivalenz aus [Fu] 1.6 wie-
derholt. Sei dazu X ein separiertes k-Schema v.e.T. und V C X x IP’}C bezeichne eine ab-
geschlossene (n + 1)-dimensionale Untervarietét, die unter der Projektion p: X x Pllg — IP’}€
dominant nach P} abgebildet wird. Man betrachte die rationale Abbildung

f=plv: V=P

Ist P € Pi(k) ein k-rationaler Punkt von Pi, so ist die schematheoretische Faser f~1(P)
ein rein n-dimensionales Unterschema von X x {P} = X, denn p|y ist dominant und damit
flach. Bezeichnet ¢: X x IP’,l€ — X die Projektion, so setze man

V(P) := q.fY(P) € Z*(X),

wobei die bei [Fu] 1.6 verwendeten Klammern zum kennzeichnen des Fundamentalzykels
nicht mitnotiert werden.

1.5 Proposition

Es gelte die Situation von 1.4.
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Iy

ii)

Ein Zykel a € Z,(X) ist genau dann rational dquivalent zu Null, wenn (n + 1)-
dimensionale Untervarietédten Vi, ..., V; von X x P,lg existieren, fiir die die Projektionen
von V; nach IP’,Ig mit ¢ = 1, ...,t dominant sind und fiir die gilt:

o= z Vi(0) = Vi(00) € Zu(X).

Im Fall @ = div(f) mit f € K(Y)* und ¥ C X eine abgeschlossene Untervarietét
kann man eine Untervarietdat V C X x IP’/,lC wie in i) direkt angeben: Sei Uy C Y der
,maximale Definitionsbereich” (vgl. [Ha| I Ex. 4.2) von f. Bezeichnet f: U — P} auch
die durch f induzierte, rationale Funktion, so setze man V; C X x IP’/%C als den Abschluss

des Graphen I'y := (id, f)(Us) C Uy x P} von f in X x P}. Dann gilt:

a = Vi(0) = Vi(c0).

Bewelis:

Siehe [Fu] 1.6.

1.6

i

i1

Beispiel

Ist C eine reguliare Kurve iiber k, so ist wohlbekannt, dass jede rationale Funktion
f € K(C) einen eindeutig bestimmten Morphismus f: C — IP’}C induziert. Damit
besitzt jede rationale Funktion f € K(C') einen Graphen

I'y:=(id, f)(C) C C x P;.

Ist X ein irreduzibles Schema {iber & mit Dimension dx > 1, so induziert eine rationale
Funktion f € K(X) i.A. keinen Morphismus von X nach P}. Dazu betrachte man
folgendes Standardbeispiel. Sei X = A} = Spec(k[z,y]) und f € K(X) die rationale
Funktion, die auf Y := AZ\Al x {0} durch f|y = + gegeben ist. Dann induziert f auf
A?\|div(f)| den Morphismus

fr A\[div(f)] = PE (2,y) — [g 1]

und besitzt somit dort einen Graphen I Iz Bildet man nun Vy durch Abschliefen von
r 7 in X x IP’,{;, so induziert die Projektion auf X einen Morphismus p: Vy — X, der
iiber A2\{(0,0)} ein Isomorphismus ist. Die Faser iiber dem Punkt (0, 0) ist aber ganz
(0,0) x IP’,IC. Damit ist p keinesfalls endlich. Dies zeigt insbesondere, dass f im Punkt
(0,0) nicht eindeutig bestimmt ist. Der Grund dafiir ist, dass sich dort der Null- und
Polstellendivisor von f schneiden.

Man erinnere sich an dieser Stelle auch an die wohlbekannte Aussage (vgl. [Li] 7.2.11
a)), dass eine rationale Funktion auf einer normalen Varietdt {iberall aufserhalb ihres
Polstellendivisors definiert ist (Man beachte hierzu, dass ein ganz abgeschlossener Ring
gerade gleich dem Durchschnitt aller seiner Lokalisierungen bei Primidealen der Hohe
Eins ist). Insbesondere ist dies fiir jede glatte Varietét richtig (vgl. |Li] 4.2.16).
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1.7 Definition (Eigentliches Schneiden)

Sei X ein dquidimensionales, separiertes Schema v.e.T. tiber £ und seien V,W C X zwei
abgeschlossene Untervarietdten der Kodimension r bzw. s. Dann schreibe man V N W fiir
das abgeschlossene Unterschema, bestehend aus dem mengentheoretischen Schnitt von V/
und W, versehen mit der induzierten, reduzierten Struktur. Die Untervarietiaten V und W
schneiden sich eigentlich, wenn fiir jede irreduzible Komponente C' € Comp(V NW) gilt:

codimy (C) =r + s.

Ferner schneiden sich zwei Zykel Z, 7’ € 7Z*(X) eigentlich, falls jede Komponente von Z
jede Komponente von Z’ eigentlich schneidet. Die Untergruppe der Zykel aus ZP(X), die
einen vorgegebenen Zykel W € Z*(X) eigentlich schneiden, bezeichne man mit Z}, (X).
Entsprechend schreibe man Zfat,W(X) fiir die Gruppe Z,, (X) N Z§, (X).

rat

1.8 Proposition

Ist X in der Situation von 1.7 glatt iber k, so gilt stets die Ungleichung codimx (C) < r+s.

Beweis:

Man erhélt VNW | auch indem man das abgeschlossene Unterschema V xW C X x X mit der
Diagonale A x schneidet. Im glatten Fall ist A x lokal von vollstdndigem Durchschnitt. D. h.
Ax wird lokal stets durch dx = dim(X) Gleichungen beschrieben. Jede dieser Gleichungen
reduziert die Dimension von V' x W aber hochstens um Eins. O

1.9 Bemerkung (Schnittprodukt mit Triger)

i) Ist X eine glatte Varietat tiber k, so existiert auf CH*(X) ein kanonisches Schnitt-
produkt, das CH*(X) mit der Struktur einer kommutativen, graduierten Z-Algebra
versieht.

ily Fiir Zykel, die sich eigentlich schneiden, lasst sich dieses Schnittprodukt wie folgt
verfeinern: Sind V' und W Primzykel, die sich eigentlich schneiden, so wird bei [Fu]

Chapter 6 bzw. 8 fiir die reguldre, abgeschlossene Immersion A: X — X x X eine
verfeinerte Gysin-Abbildung

A CHY(V x W) — CHO(V N W)

definiert. Mit der abgeschlossenen Immersion i: VN W — X setze man

VoW i= i (A'V x W) € Z*(X).

Bei Zykeln Z und Z" auf X schreibe man Z . Z’ fiir den Zykel, den man erhalt, wenn
man die eben beschriebene Konstruktion komponentenweise auf Z und Z’ anwendet.
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1.10 Lemma (Die Projektionsformel mit Triiger)

Seien X und Y zwei glatte, separierte k-Schemata. Weiter bezeichne f: X — Y einen
eigentlichen Morphismus und A C X bzw. B C Y seien abgeschlossene Untervarietéten.
Man betrachte die Unterschemata f(A) N B C Y bzw. AN f~}(B) C X und schreibe auch
f: Anf~Y(B) — f(A)N B fiir die entsprechende Einschrinkung von f. Dann ist folgendes
Diagramm kartesisch

AnfYB) - AxB

fl | (f xid)
fAAnB — f(A)xB
! !
Y — Y xY

und es gilt die wohlbekannte Projektionsformel
f«(A.f*B) = fiA.B in CH,(f(A)NB).
Schneiden sich f(A) und B sowie A und f~!(B) eigentlich, dann gilt
fo(A.f*B) = f.A.B in CH’(f(A)nB)=72"(f(A)NB)

und damit insbesondere auch in Z.(Y'). Man erhélt also eine Projektionsformel mit Tréger.
Analog gelten diese Aussagen auch in dem Fall, dass man statt der Untervarietdten A und
B allgemeiner Zykel auf X bzw. Y und deren Trager betrachtet.

Beweis:

Dies folgt unmittelbar, wenn man bei [Fu| Proposition 8.1.1c) Z = Y, X' = An f~4(B),
Y'=f(A)N B, g =idy und [’ = f setzt. O

1.11 Lemma (Klassisches Movinglemma)

Sei X eine glatte, quasi-projektive k-Varietat und seien Z, W € Z,(X) Zykel auf X. Dann
existiert in der rationalen Aquivalenzklasse z von Z stets ein Reprisentant Z’, so dass sich
W und Z’ eigentlich schneiden.

Beweis:

Siehe |Fu] 11.4. O

1.12 Definition (Korrespondenz)

iy Seien X und Y zwei dquidimensionale, glatte, eigentliche k-Schemata. Dann bezeichne
man jedes Element v € CH"™(X x Y') auch als Korrespondenz.

ily Seien p: X XY — X und ¢q: X XY — Y die beiden Projektionen. Jede Korrespondenz
v € CH"™™(X x Y) induziert wie folgt eine Operation auf den Chowgruppen:

v: CHp(X) — CH™(Y)
z — v(2) = q(v.p*2).
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1.13 Bemerkung (Zykelabbildung)

Sei [ eine Primzahl mit [ # char(k) und X ein glattes, projektives k-Schema. Bezeichnet k
einen separablen Abschluss von k, dann setze man X := X xj, k. Nach [La| bzw. [SGA 43]
hat man eine kanonische Abbildung, die sogenannte Zykelabbildung, vom Chowring von X
in die [-adischen Kohomologiegruppen von X:

cl’: CHP(X) — HZ (X, Z(p)).

1.14 Definition (Homologisch trivial)

iy Sei X ein glattes, projektives k-Schema und bezeichne k einen separablen Abschluss
von k. Man betrachte die Abbildung clf aus 1.13 und nenne o € CHP(X) kohomo-
logisch trivial, wenn fiir jeden separablen Abschluss von k£ und fiir alle Primzahlen
[ # char(k) gilt:
clf(a) = 0.

ily Seien X und S quasi-projektive Varietiten und sei w: X — S ein projektiver Mor-
phismus, so dass der glatte Ort S’ von X/S dicht in S liegt. Dann definiere man die
Untergruppen CHY (X/S) C CHP(X) und Z}__(X/S) C ZP(X) durch

hom

CHY

hom

N o
(X/S) := {z e CHP(X) ‘ fiir alle Punkte s von S’ ist }

zs kohomologisch tivial

und
Zh o (X/8) :={Z € ZP(X) | z € CH} (X/S)}.

hom



Kapitel 2

Blochsche hohere Chowgruppen

In diesem Kapitel wird die Definition der, von Bloch eingefiihrten, Blochschen héheren
Chowgruppen wiederholt und es werden die grundlegenden Eigenschaften dieser Gruppen
zusammengefasst. Im Fall einer glatten, quasi-projektiven k-Varietat X hat Bloch in |B12]
gezeigt, dass es einen kanonischen Isomorphismus ¢y : CH'(X,1) — I‘(X , G, X) gibt. Am
Ende dieses Kapitels wird fiir X = Spec(k) dieser Isomorphismus konkret berechnet.

2.1 Definition (Blochsche héhere Chowgruppen)

Im Folgenden wird die Definition der Blochschen héheren Chowgruppen angegeben. Dazu
bezeichne man fiir n € N mit

AP = Spec(Z[Tg, T/ ( é)Ti — 1)) ~ A7

den Standard-n-Simplex und schreibe kurz A} statt A" @z k. Seien n,m € N mit m < n.
Eine Abbildung p: {0,...,m} — {0,...,n} heift strikt ansteigend, falls p(i) < p(i + 1) fiir
alle 7 € {0, ...,m — 1} gilt. Fiir solch ein strikt ansteigendes p induziert

§p: Z[TO,...,Tn]/(

n
1=

Ti—1)HZ[TO,...,Tm]/(iTi—Q; T,— > Ty

0 p(j)=i

eine abgeschlossene Immersion Spec(§,): A™ — A" Man betrachte fiir feste n,m mit

n

m <n aller= (m) strikt ansteigenden Abbildungen

P}Lm, vy P 405 ;m} — {0, ...,n}

und bezeichne alle so erhaltenen Bilder in A" als die m-Seiten des Simplex A™. Die Seiten
von A" sind die m-Seiten, wobei m die Menge {0, ...,n— 1} durchlduft. Entsprechend erhélt
man fiir & (bzw. eine k-Varietéit X) nach Basiswechsel die Seiten von A} (bzw. X x A}).
Fiir eine quasi-projektive k-Varietdt X definiere man die n-te Blochsche Zykelgruppe

2*(X,n) C Z*(X x A7)

als die Untergruppe aller Zykel auf X x A}, die die Seiten von X x A} eigentlich schneiden.
Man benenne fir ¢ € {0,...,n} mit p;: {0,....,n — 1} — {0,...,n} die strikt ansteigende
Abbildung, die durch p;(j) = j fiir j < ¢ und p;(j) = j + 1 fiir j > i gegeben ist. Damit
definiere man

o 75 (X,n) - z"(X,n—1)

17
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im Sinne von 1.9 als den Pullback entlang id x Spec(&,,) (d.h. als Schnitt mit der entspre-
chenden Seite von A™). Schlieflich setze man

dy = S (=100 75(X,n) — 7*(X,n — 1)

und erhalte einen Komplex z*(X,.) wie folgt (vgl. [BI2] Einleitung):
e 2N(X,2) Bor(x, 1) B 24 (X,0) — 0.
Die Homologiegruppen CH* (X, n) := ker(d,,)/im(d,+1) dieses Komplexes werden Blochsche
hohere Chowgruppen genannt.
2.2 Bemerkung
Ist X eine quasi-projektive Varietdt iiber dem Korper k, so gilt offenbar

(X, 0) = ZP(X).

2.3 Definition (Die Gruppe zi, (X, .))

Sei X eine quasi-projektive Varietét iiber £ und T C X eine abgeschlossene Untervarietét.
Man bezeichne mit

2h(X,n) C 2P (X, n)

die Untergruppe aller Zykel auf X x A¥, die alle Seiten von X x A und von T'x A} eigentlich
schneiden. Induziert durch die d; aus 2.1, erhdlt man auf z’:’p(X ,n) Randabbildungen diT,
mit denen z%.(X, ) ein Komplex wird (vgl. [BI2] §2). Sind T1,...,T, C X Untervarietiten,
so definiere man analog dazu den Komplex z7, . (X,-). Fir W = 370, n;,W; € Z9(X)

schreibe man auch zyy, (X, ) statt zy, (X, ).
2.4 Lemma (Moving Lemma fiir die Blochschen Zykelgruppen)

Sei X eine quasi-projektive Varietét iiber k und W € Z9(X) ein Zykel. Dann ist die offen-
sichtliche Inklusion j: 2}, (X, ) — zP(X,-) ein Quasi-Isomorphismus.

Bewelis:

Siehe [B12] 4.2. O

2.5 Korollar (Verfeinertes Movinglemma)

Sei X eine quasi-projektive Varietét tiber k. Weiter seien v € Z9(X) und « € d; (zp(X , 1))
zwei Zykel, die sich eigentlich schneiden. Dann existiert ein Urbild § € zP(X, 1) von « unter
di, so dass (8 den Zykel v x A,lg eigentlich schneidet.
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Bewelis:

Man betrachte den Unterkomplex (z5(X,.),d”) von (z°(X,.),d.) aus 2.3. Nach 2.4 ist die
Inklusion 75 (X, .) < zP(X,.) ein Quasi-Isomorphismus, womit
im(d}) = im(dy) N z5(X)

gilt. Also ist o bereits aus dj (z5(X, 1)). Damit existiert ein Urbild § € z5(X,1) C z7(X, 1)
von « wie gefordert. O

2.6 Bemerkung (Eigenschaften der Blochschen Chowgruppen)

Es bezeichnen X und Y quasi-projektive Varietéiten iiber dem Korper k.

i) Sei f: X — Y ein eigentlicher Morphismus der relativen Dimension d. Der in [Fu] 1.4
beschriebene, eigentliche Pushforward von Zykeln induziert einen Komplexmorphis-
mus

for (X, q) = 277UV, q); Z v (f xidps).Z

und somit fiir alle p,q € N einen Homomorphismus f,: CHP(X,q) — CHP~(Y,q)
(vel. [BI2] 1.3).

iiy Ist f: X — Y flach, dann induziert der flache Pullback aus [Fu] 1.7 einen Komplex-
morphismus
o(X,q) = AV 7 (f X idpg)Z

und damit fiir alle p, ¢ € N einen Homomorphismus f*: CHP(Y, ¢) — CH?(X,q) (vgl.
[BI2] 1.3). Sei Y zusétzlich glatt {iber k und g: X — Y ein Morphismus. Dann findet
man bei [BI2] 4.1 die Konstruktion einer Abbildung

g": CHP(Y, q) — CHP(X, q),
die den flachen Pullback auf die eben genannte Situation verallgemeinert.

iiiy Nach [B12] §5 induziert das Produkt von Zykeln ein &ufseres Produkt, also eine Z-
bilineare Abbildung

CHP(X,q) x CH"(Y,s) — CHP*"(X x Y, q + s).

Ist X/k zusitzlich glatt, so wird CH*(X, %) := P, .oy CH (X, q) vermoge des Pull-
backs entlang der Diagonalen A: X — X X X ein bigraduierter Ring ([Bl2] §5).

Sind zusétzlich X und Y beide glatt {iber £ und ist f: X — Y ein Morphismus, dann
ist der Pullback f*: CH*(Y,*) — CH*(X, ) sogar ein Ringhomomorphismus.

Im Folgenden wird der Beweis einer Aussage nachgetragen die Bloch in [Bl1] bereits implizit
benutzt.

2.7 Proposition

Sei X eine glatte, quasi-projektive k-Varietdt und W € Z9(X) ein Zykel. Dann induziert
das verfeinerte Schnittprodukt aus 1.9 einen wohldefinierten Komplexmorphismus

sy 2 (X,r) = 2PTUX, 1), Z— (W x A)) . Z.
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Bewelis:

1) Wohldefiniertheit:

Sei Z € zy(X,r) C ZY9X x A}) und (W x A}) . Z € ZPTYX x A}) das verfeinerte
Schnittprodukt von Z und W x A} gemél 1.9. Um die Wohldefiniertheit von s;, einzusehen,
muss man zunichst (W x A}) . Z € zPT9(X,r) verifizieren. Es ist also zu zeigen, dass
(W x A}) . Z alle Seiten von X x A} eigentlich schneidet. Sei dazu 0 < n < r. Man
hat nachzurechnen, dass jede irreduzible Komponente von |(W x AL). Z| N (X x A7) die
Kodimension p + g + r — n hat. Offenbar geniigt es fiir diese Aussage, die irreduziblen
Komponenten von

(IW x AR N |Z1) N (X x AR) = W x AF| 0 |Z]

zu betrachten. Diese haben aber nach Definition die passende Kodimension, da Z € z‘{,[, (X,r)
alle Seiten von W x Aj, also auch W x A} eigentlich schneidet. Dies zeigt die Wohldefi-
niertheit von sy;.

2) Komplexmorphismus:

Es ist noch zu zeigen, dass sy, ein Komplexmorphismus ist. Man fixiere dazu eine (r — 1)-
Seite ATXfl’i von X x A} mit i € {0,...,7} und beachte, dass sich die Zykel W x A}, Z
und A;(_l’i paarweise in X x A} eigentlich schneiden. Bezeichnet ;: A;(_l’i — X x A}
die entsprechende abgeschlossene Immersion, dann hat man nach Definition (beziiglich der
Notation .,, vergleiche [Fu| 8.1):

* -1,
a:(Z):LZZ:Z-LZ ATX Z.

Man beachte nun zunéchst, dass Arxfl’i v (W x AL ua Z) = (W x AT 4 07(2) als
Gleichung in Zp+q(A§(_1’l) gilt, denn man hat:

ATV L (WX A Z) = ((AX $§V X Ap) w2 ([Fu] Prop. 8.1.1 a)
WX AT ) Z

A*(Ad x 1) (W x A7) x Z)

AW x AN x 2 Z)

(W x A1) g 07(2).

Damit erhédlt man

(W x Ap)aaZ) = A (W x A} wia 2)
= (Wx 28,7 dl(2).

Mit den Definitionen von 2.1 liefert dies
d. (s (2)) = sty (dr(2)),

womit die Behauptung gezeigt ist. O

2.8 Bemerkung

Sei X eine glatte, quasi-projektive k-Varietiat und W € Z9(X) ein Zykel. Betrachtet man
beim Schnittprodukt in 2.6 iiiy nur Schnitte mit der Klasse von W x A7, so kann man
zeigen, dass diese Abbildung gerade dem von sj;, auf den héheren Blochschen Chowgruppen
induzierten Morphismus entspricht.
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2.9 Definition (Die Isomorphismen ¢: A} — Af und &:PI\{1} — A})
Man benenne den durch
klz,yl/(z+y—1) = klz];  fz,y) = f(z,1-2)
induzierten Isomorphismus stets mit
£: AL — AL

Ist ]P’/,l€ — IP’}C der Automorphismus des IP’}C, der 1 und oo vertauscht und 0 fest ldsst, so
bezeichne man weiterhin die Komposition von £ und ) mit

¢:=Eoy: PR\{1} — A

Nun wird der wohlbekannte Zusammenhang zwischen den gewohnlichen und den 0-ten
Blochschen Chowgruppen wiederholt. Da mir fiir diese Aussage kein Beweis bekannt ist,
auf den ich verweisen konnte, wird ein solcher angegeben.

2.10 Proposition (CH?(X,0) = CH?(X))

Ist X eine quasi-projektive k-Varietét, so entspricht die 0-te héhere Blochsche Chowgruppe
der gewthnlichen Chowgruppe. Es gilt also

CHP(X,0) = CHP(X).

Bewelis:

Wegen 2.2 hat man lediglich d; (z*(X,1)) = Z5,,
Zu di (z*(X,1)) C Zi, (X):

Man betrachte hierfiir einen Primzykel Y € z!(X, 1) und setze Y’ = (idx£~1)(Y) € P4 \{1}.
Nach Konstruktion der Abbildung d; ist d1(Y') € Z*(X) wie folgt gegeben:

di(Y) = ((id x E)(Y))(0) — ((id x £ )(¥))(1) = Y'(0) — Y'(c0).

Man iiberlegt sich, dass di(Y) nur dann verschieden von Null ist, wenn Y’ C X x P}\{1}
unter der Projektion dominant auf IP’,IC abgebildet wird. Bezeichnet Y den Abschluss von Y’
in X x IP)}C, so hat man:

(X)) zu zeigen.

dy(Y) = Y (0) — Y(o0).

Mit der alternativen Definition von rationaler Aquivalenz in 1.5 folgt di(Y) € Z%, (X).
Zu 77, (X) C im(dy):

rat

Sei T' C X eine abgeschlossene Untervarietat und f € K(7")*\{0,1} eine rationale Funktion
auf T'. Mit der Konvention aus 1.5 setze man

Vi=(id x &) (VN X x (PR\{1})).
Dann iiberzeugt man sich, dass f/f in z*(X, 1) liegt. Weiterhin gilt:
d(Vy) = Vi(0) = Vy(00) = div(f).

Damit ist die Behauptung gezeigt. |
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2.11 Satz (von Bloch)

Sei X eine glatte, quasi-projektive Varietét iiber k. Dann existiert ein kanonischer Isomor-
phismus wie folgt:

ux: CHY(X,1) = Gy x(X).

Bewelis:

Siehe [B12] §6. O

In Lemma 2.15 wird der Morphismus ¢x fiir X = Spec(k) explizit angegeben. Dazu werden
vorbereitend folgende Uberlegungen angestellt: Bezeichne OA} das reduzierte, abgeschlosse-
ne Unterschema, das aus allen (m —1)-Seiten von AJ" besteht, 7, die zugehorige Idealgarbe
und p : OA]" — A" die kanonische Abbildung. Damit definiere man:

Bloch erhilt den Morphismus ¢x durch Komposition der im Weiteren noch néher beschrie-
benen Abbildungen ®'¢ und ¢ x wie folgt:

1
iy CHY(X, 1) 23 HY(X x AL (14 0x @ 71)*) 2 T(X, Gu.x)-

Um ¢ konkret zu beschreiben, werden nun im Fall X = Spec(k) die Abbildungen @} und
1, getrennt betrachtet.

2.12 Bemerkung (Die Konstruktion von ®}")

Es wird im Folgenden die Blochsche Konstruktion der Abbildung ®7* wiederholt: Zunéchst
betrachte man den Ring OA?;p = lim (U, OA?) als den direkten Limes iiber alle offenen
Mengen U C A}, die das Unterschema OAJ" enthalten. Fiir diesen Ring gilt dabei: Nach 2.1
ist AJ* affin. Man schreibe also A}" = Spec(R) fiir einen geeigneten Ring R. Sind Py, ..., B,
die Primideale von R, die mit den irreduziblen Komponenten von dA}" korrespondieren, so
tiberlegt man sich leicht, dass S := R\(P1 U....UP; ) multiplikativ ist und Opm 7 = R[S71]
gilt. Man beachte bei Letzterem, dass fiir alle U C AJ* offen mit A} C U die kanonische
Abbildung iy : T(U, Oarm) — R[S™1] injektiv ist. Weiterhin findet man fiir jedes a € R[S™!]
ein U mit OA* C U C A}, so dass a in im(iy) liegt.

Es bezeichne j: Spec(Oam 1) — AJ' die durch R — R[S™!] induzierte Abbildung und man
schreibe OA;;I,T fiir die Strukturgarbe von Spec(@AZgT). Damit setze man

(1+ T ® jxOpp 1)* = kef((j*OA;;ﬂ,T)* — PxOham @ (j*OA;y,T)*)-
Weiterhin iiberlegt man sich, dass die kanonischen Abbildungen

O*A}j - (j*OA;;’L,T)* und P*OBA;" - P*OgA;j ® (j*OAzL,T)*
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injektive Garbenmorphismen sind. Also kommutiert folgendes Diagramm exakter Sequen-
zen, wenn C, D und £ die entsprechenden Quotienten bezeichnen:

0 0 0
| ! |

0 - (1+Tn)" — j*(1+jm®j*OALn7T)* - C — 0
! ! !

0 — O*AZL — (j*oAZI,T)* — D — 0
! ! 1

0 — p*OgALn — p*OgA?®(j*0A?7T)* —- £ — 0
! ! !
0 0 0.

Offenbar ist j*OAzmyT C ICA;Cn eine Untergarbe der Garbe der rationalen Funktionen auf
A, womit wegen C C D = (j*(’)AZL,T)*/O*AZL die Garben C und D Untergarben der Gar-
be der Cartierdivisoren IC*A? / O*AZL auf AJ" sind. Nun liefert die Randabbildung aus der
entsprechenden, langen, exakten Sequenz einen kanonischen Morphismus

§: DA, C) —>H1( w, (1+jm)*).

Setzt man

Z'zt(k,m) = {Zez'(k,m) d"Z =0, i=0,..,m—1} und
Zz' (k,m) = {Z e Z'72'(k,m)| 0" Z = 0},

dann hat man geméafl Bloch eine exakte Sequenz wie folgt:

m—+1

0.
722 (k,m+1) 25 Zzt (k,m) — CHY(k,m) — 0.

Weiterhin iiberlegt man sich, dass Zz'(k,m) und I'(A*,C) iiber die Abbildung, die einem
Z € Zz' (k,m) C Z'(A?) den entsprechenden Cartierdivisor zuordnet isomorph sind. Tst

B: 7ot (k,m) S T(AF,C) S HY (AP, (1+ T))

die entsprechende Komposition, so zeigt Bloch, dass

m—+1

0,
77 (kym + 1) 25 Zat (k,m) 2 HY(AR, (14 Fn)?)

die Nullabbildung ist. Damit erhélt man {iber das Diagramm

m—+1
7' (k,m+1) 25 7z (k,m) — CHYk,m) — 0
0N\ 8l
HY (AL, (14 Tm)?)

die folgende, kanonische Abbildung aus [Bl2] §6:
O CH (k,m) — H' (AL, (1+ Tn)*).

Mit dieser Konstruktion ist klar, dass man ®}* kennt, sobald man (3 resp. § verstanden hat.
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2.13 Proposition

Man identifiziere A,lﬁ uber 5 (2.9) mit A,lg und setze jl = g*jl. Weiterhin schreibe man
Hl(., .) fiir die Kohomologiegruppen zum alternierenden Cechkomplex und fixiere die offene
Uberdeckung 4 := {D(z),D(1 — 2)} des A} = Spec(k[z]). Man betrachte die beiden Un-
tergruppen {2"(1—2)"™ | m,n € Z} C {cz"(1 —2)™ | c € k*,m,n € Z} von (k(z),-). Dann
gilt:
H (AL (1+7))7) = Hl(u (1+5))
= {"1=2)"|cek*mneZ}/{z"(1—-2)"|m,neL}.

Beweis:
Unter A} = £(A}L) entspricht AL dem affinen Schema Y := Spec(k[z]/(z — 2?)) und fiir
(14 J1)* gilt iiber der standardoffenen Menge D(f) C A} mit f € k[2]:

L(D(f), (1 +71)") = (1+ (2 = 2*)kl]y)"

Bezeichnet p: Y = Spec(k) ][ Spec(k) — A}, die Inklusion, so hat man offenbar nach Defi-
nition von (14 J1)* eine exakte Sequenz der Form

(2.1) 1—(14+7) — O 5 p 08 — 1.

Um die Schnitte I'(D(f), (1 + jl)*) explizit zu berechnen, betrachte man O}, und p.Oy..
k
Da die beiden Punkte von Y mit (z) und (z — 1) korrespondieren, hat man fir f € k[z]:

E* x k* fur(),(Z—l)GD(f)
P07 =g S T EDD) ot
1 fiir (2), (z - 1) ¢ D(f)

Nun gilt ['(D(z),0%,) = {cz"|n € Z,c € k*} und man sieht, dass fiir die Abbildung ¢ aus
k
der Sequenz (2.1) mit ¢ € k* und n € Z gilt: ¢(cz™) = ¢ € T'(D(z), p.O}) = k*. Damit folgt
I'(D(z),(14+ 7)) = {z"| n € Z}.
Analog erhilt man I'(D(1 — 2), (1 + jl)*) ={(1—2)"|meZ}. Da

I‘(D(z2 - Z)’O:;i) ={cz"(z—=1)" | n,m € Z,c € k*} und F(D(,z2 - 2),p:05) = {1}
ist, gilt weiterhin T'(D(z — 22), (1 + J1)*) = {ez™(1 — 2)™ | c € k*, m,n € Z}.
Man bezeichne mit €%(f,.) die i-ten Koketten und mit 3%(f,.) die i-ten Kozykel zur Uber-
deckung . Mit den Ausfithrungen von oben macht man sich leicht klar, dass der Funktor

I'(U,.) die Exaktheit von (2.1) erhilt, wenn fiir U C A} offen (z) ¢ U oder (1—2) ¢ U gilt.
Fiir solch ein U hat man aber:

H'(U, (1+ 7)) — H'(U, 0}) = Pie(U) = {0}.
Mit [Ha| IIT Ex 4.11 gilt dann bereits

HY(AL (1+ 7)) = H' (& (1 + J)").
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Schliefslich sind die 0- und 1-Koketten von der Form
Qlo(il,(1+j1)*) = {z"’nGZ}x{(l—z)m’mEZ} bzw.
e (1+ 7)) = {ez"(1—2)"|cek m,nel}.
Bezeichnet 6°: €%(4,.) — €(4,.); (a,b) — ¢ die Korandabbildung, so gilt wegen |4 = 2

~ 1

(8 (14 1)) = € (14 G)7) /00 (et (14 G)*))

und es folgt die Behauptung. O

2.14 Bemerkung

Nach [BI2] 6.3 sind H' (A}, (1 + jl)*) und £* isomorph. Offenbar ist nach 2.13 die nach-
folgende, kanonische Abbildung ein Isomorphismus iiber den H* (A,lc, (1 + jl)*) und k* im
Weiteren identifiziert werden sollen:

Ypli=ar k- HY (AL (1+ 7)) awa.

2.15 Lemma

Man identifiziere erneut A} {iber € mit Al. Sei P € |A}|\{0,1} ein abgeschlossener Punkt,
p(z) € k[x] das zu P korrespondierende, irreduzible, normierte Polynom und a € k(P) eine
Nullstelle von p(z). Bezeichnet N,;(p)/i.: £(P)* — k* die Norm, dann ist der Isomorphismus
tp: CHY(E,1) — k* aus 2.11 nach linearem Fortsetzen gegeben durch

w(E(P)) = Nup)/k (ﬁ) :

Beweis:

Es werden die Bezeichnungen von zuvor verwendet. Nach 2.12 geniigt es, fiir die Berechnung
von @} resp. v, die Randabbildung §: F(A}C, é*c) i (il, (1+ jl)*) zu verstehen.

1) Allgemeines zur Randabbildung §:

Man betrachte fiir die Randabbildung § folgendes Diagramm:

ker(Vz.c)
!
1 - QWA+7)) — W0+ ©i0ur)") — CELEC) -0
(2.2) L Lo | Peec
1 — 3 OA+5H)) — 31(ﬂ,(1+j1®j*OAk’T)*) — 3w —o0

!
ﬁl (il, (1+ j1)*)

Offenbar ist ker(dg.c) = F(A}i,g*C). Nach 2.12 gilt weiterhin F(A,lc,é*C) = &7z (k,1) und
schlieklich hat man wegen z!(k,0) = 0 definitionsgeméf noch Zz!'(k,1) = z'(k,1). Wie in
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2.13 bemerkt, gilt wegen |4 = 2, dass 3'(4,.) = €!(,.) ist. Damit erhélt man mit der
Beschreibung der Schnitte von (1 4 J1)* und O ALT folgende Gleichungen:

*

(U, (1+ T ®j*C’)A]1€7T)*) = (14 (2% — 2)k[z] (.- 1)) x (1+ (2% — 2)k[2] ()
3 (L4 T1 @ 4u0p1 1)) =CH (U (1+ T1 @ Oyt 7)*) = (1 + (2% = 2)k(2)) '=k(2)".
2) Explizite Berechnung von ¢, (E(P)) fiir P € A} (k)\{0,1}:
Sei P € A}(k)\{0,1} ein Punkt und (z —a) C k[z] mit a € k\{0,1} das zu P korres-

pondierende, maximale Ideal von k[z]. Zu £(P) € z*(k,1) betrachte man den Cartierdivisor
(A}, z—a) € T(A},£*C) bzw. dessen Bild

o= ((D(z),z —a),(D(z—=1),z— a)) € Qio(il, S*C)
Um ein Urbild von o unter
=1 x 191 € (8 (1 + T ®j*OA]1€7T)*) — Oy, £%C)

zu erhalten, sind n,m € Z und ¢, € k zu finden, so dass

*

c(z—a)" e (1+ (22 — z)k;[z](z_l))* bzw. d(z—a)(z—1)" € (1+ (22 — 2)k[2]())
gilt. Man betrachte hierzu

(22—2)a

z—a 1—a)z 22—2)a
(I—a)z 1+ (1—a)z? und Coak L+ ( )

z—a z(z—a)

mit T1(ﬁ) = (D(z),z—a).
Entsprechend hat man auf D(z — 1) die zueinander inversen Elemente

a(Zz_—al) =14+ ((Zj__lz))((za__al))

22—2 —a
220 — 1+ (z—2)(1-a) (27)1()12(1 ) und

mit Tg(ﬁ) = (D(z—1),z—a).

Also gilt

T((lz a)z a(zz:al)) = a.

Bildet man nun das Paar ( ) mit der Abbildung

1— a)z’ af
9: (4, (1+ T ®j*OA}C,T)*) — (U (1+ 71 © =041 1))

aus dem Diagramm (2.2) ab, so erhdlt man geméf dem Schlangenlemma

0 (((12:5Z, af;“l))) = ?{"”a)l; e el (y, (1+ 7)) C € (8 (1+ 71 @ O 1))

Schlieflich gilt noch

o (1) = e w
und man erhélt fiir den hier in 2 fixierten Punkt P € Al (k)\{0,1}:

w(E(P)) = 4.
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3) Der Fall P € A}(L)\{0,1} mit einer endlichen Kérpererweiterung L/k:
Zunichst betrachte man Z = 1", r; - §(P;) € z'(k,1) mit Py, ..., P, € AL(k)\{0,1}. Ent-
spricht Z dem Cartierdivisor (A}c, [T, (z— ai)”) mit a; € k fir 1 = 1, ..., n, so erhalt man
analog zu den Berechnungen in 2), dass

(T (52) " Ty (535%5)") € € (1 + 1 @ .0y 1))
ein Urbild von ((D(2), [T, (z — ai)"), (D(z — 1), [T\ (z — a;)"*)) ist. Damit folgt entspre-
chend zu vorhin: 4
w(Z) =11, (ﬂaji)n.

Sei nun L/k eine endliche Kérpererweiterung und sei P ein L-rationaler Punkt von Al.
Offenbar kann man nach Ubergang zur normalen Hiille ohne Einschrinkung annehmen,
dass L/k normal ist. Bezeichne p(z) = [[i(z — a;) € k[z] das irreduzible Polynom, das
mit P korrespondiert (also ay,...,a, € L). Ist L/k zusétzlich separabel, also galoissch mit
Galoisgruppe G, so gilt

HUGG (1Z:;T((;3))Z ((1))z € k(z) bzw.

Moee saesyy = oy € k).

Damit ist mit der Voriiberlegung

( p(z) _ p(z) )
p(1)z? p(0)(z—1)
ein Urbild von ((D(z),p(z)), (D(z — 1), p(z))) und man erhilt wie zuvor

w(€P)) = B =TTy 72 = Noge (72)
Im rein inseparablen Fall gilt a; = ... = a,, =: @ und analog zu vorhin hat man
(%65 wet)
als Urbild von ((D(z),p(2)), (D(z — 1),p(2))). Da nach [Bo] 4.7 Satz 4 die Norm im rein

inseparablen Fall dem Potenzieren mit dem Grad der Korpererweiterung entspricht und
p(z) = (2 — a)™ gilt, erhélt man

w(€(P)) = ﬁ% = ((1__(2))7; =Nk (1%(2) :

Da sich jede normale algebraische Erweiterung in eine separable und eine rein insepara-
ble Teilerweiterung zerlegen lésst ([Bo| 3.7 Satz 5), folgt mit den beiden voranstehenden
Spezialfillen die Behauptung. O

Wie das folgende Korollar zeigen wird, ist fiir die Aussage von 2.15 die Normierung & aus
2.9 besser geeignet als die Normierung £. Weiterhin beachte man folgendes:

) Jeder abgeschlossene Punkt R € |AL] C |AZ] ist von der Form R = (P,1 — P) mit
=¢(R).

iiy Die Involution ¥ aus 2.9 ist gegeben durch den Ringautomorphismus

U k[z1, z2] — k[z1,22] mit p(z1,22) — p(21,21 — 22).
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2.16 Korollar

Korrespondiert ein Punkt P € |AL[\{0, 1} mit dem Polynom p(z1) € k[z1], so erhiilt man das
Polynom g(21) € k[z1], das mit dem Punkt @ := ¢(P) € |A}|\{0, 1} korrespondiert offenbar
wie folgt: Man homogenisiere p(z1) mit der Variablen zo zu p(z1, 22), wende den Morphismus
U aus Punkt ii) der Vorbemerkung auf p(z1, z2) an und dehomogenisiere ¥ (p(zl, zg)), indem
man zo = 1 setzt. Da ¢ ein Automorphismus des IP’,IC ist, der a auf —%- schickt, gilt offenbar

a—1

K(P) = r(Q). Ist q(z1) = 27 + ... + (—1)"ap und a € k(P) eine Nullstelle von ¢(z1), so gilt:
w(§(Q)) = u((P,1 = P)) = Nyp)1(a) = ao.

Beweis:

Dies rechnet man mit 2.15 und der Vorbemerkung unmittelbar nach. a



Kapitel 3

Grundlegendes zu Bierweiterungen

Sei S ein Schema. In diesem Abschnitt wird zunachst der Begriff eines Gy, s-Torseurs wieder-
holt. Bei [SGA 7| VII findet man eine sehr allgemeine Definition einer Bierweiterung. In die-
sem Kapitel wird, angelehnt an [SGA 7|, der Begriff einer Gy, s-Bierweiterung von A x B mit
A und B Zariski-Garben abelscher Gruppen wiederholt. In Analogie zur Beschreibung von
Geradenbiindeln durch klassische Kozykeldaten werden weiterhin auch Bierweiterungen iiber
Kozykeldaten charakterisiert. Am Ende dieses Kapitels wird fiir eine Gy, s-Bierweiterung B
von A x B und fiir zwei Homomorphismen abelscher Garben ¢: F — A und ¢: G — B der
Pullback (¢ x ¥)*B von B entlang ¢ x 1 definiert.

3.1 Bemerkung

Seien L, L' Zariski-Garben (von Mengen oder Gruppen) iiber einem Schema S. Die durch
(LxLYU):=LWU) x L(U) fiixr U C S offen definierte, mit den kanonischen Restriktions-

abbildungen versehene Pragarbe ist bereits eine Garbe, die mit £ x £’ bezeichnet wird.

3.2 Definition (G,,s-Torseur)

Sei T eine Garbe von Mengen iiber einem Schema S, 7: Gy, g X T — T eine Gy, s-Operation
auf T und p2: Gy, g x T — T die Projektion. Man bezeichne T als G, g-Torseur iiber S, falls
es eine offene Uberdeckung {U;};cr von S gibt, so dass fiir alle i € I die von 7 induzierte
Abbildung

(7T|U¢> p2|U1:): Gm,Ui X T|Ui - T|Ui X T|Ui
ein Isomorphismus von Garben iiber U; ist. Einen Schnitt von T iiber solch einer offenen
Teilmenge U; von S nenne man Rahmen oder Trivialisierung von T iiber U;. Ist T/ ein
weiterer Gy, g-Torseur, so bezeichne man einen Garbenmorphismus f: T — T’ als Torseur-
morphismus, wenn f mit den Gy, s-Operationen auf beiden Seiten in der offensichtlichen

Weise vertriglich ist. Man schreibe (G, g — Tot/S) fiir die Kategorie, deren Objekte die
Gm,s-Torseure iiber S und deren Morphismen die Morphismen von G, s-Torseuren sind.

3.3 Bemerkung

Offenbar ist jeder Morphismus von Gy, g-Torseuren bereits ein Isomorphismus.

29
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3.4 Definition (Produkt von G, s-Torseuren)
Seien T und T’ zwei Gy, s-Torseure tiber S. Fir U C S offen ist die Operation
Guns(U) x (T(U) x T(U)) — TW) x T(O); (g, (t:)) — (9(8), g7 ()
von G s(U) auf T(U) x T'(U) frei. Damit definiere man
(T xE=8 T')(U) 1= Gu,s(U)\ (T(U) x T'(U))
als den Raum der Bahnen. Dann ist
T xSm.s T/

ein Gy, g-Torseur, der als das (kontrahierte) Produkt von T und T’ bezeichnet wird.

Im Folgenden sei S ein Schema und A sowie B Zariski-Garben abelscher Gruppen iiber S.

3.5 Definition (Gm,s-Bierweiterung von A x B)

Eine kommutative Gy, s-Bierweiterung B von A x B iiber S ist eine (Zariski-)Garbe von
Mengen B zusammen mit einem surjektiven Garbenmorphismus p: B — A x B, so dass die
folgenden drei Punkte gelten:

1) Man hat eine Gy, s-Operation m auf B derart, dass wenn man A x B mit der trivialen
Gm,s-Operation versieht, p: B — A x B ein Gy, g-dquivarianter Morphismus ist.

2) Sei U C S offen und a € I‘(U, A) bzw. b € F(U, B) jeweils ein Schnitt. Dann definiere
man eine Garbe ng iiber U durch

By (U') := {w € B(U') | p(w) = (alvr, blur)}

fir U’ C U offen. Mit 1) induziert 7 eine Gy, y-Operation auf IB%aU’b. Vermoge dieser
Operation ist ng ein Gy, y-Torseur. Bezeichnet 0 jeweils das neutrale Element der
Gruppe F(S, A) bzw. F(S, B), so ist dariiberhinaus IB%&O ein trivialer Gy, g-Torseur.

3) SchlieRlich gibt es fiir alle offenen Teilmengen U C S und alle Schnitte a,a’ € I‘(U ) A)
sowie b,V € F(U, B) Morphismen von Gy, g-Torseuren (die so genannten Gruppenge-
setze)

1 .U Gm,s RU U 2 .U Gm,s mU U
+a,a’,b' Ba,b X IBa’,b - IBSa—i—a’,b und +a,b,b’ : IBa,b X IBa,b’ - Ba,b—i—b’v

so dass folgende Punkte erfiillt sind:
iy Assoziativitdt der Gruppengesetze:

Fiir alle a,aq, a9, a3 € F(U, A) und alle b, b1, bo, b3 € F(U, B) gilt

41 o (+il,a2,b x id) = +1 o (id x +! )

ai+az,as3,b ay,az2+as,b az,a3,b
und

2 2 : _(: 2 2
Fabitbabs © (Fappy X 1d) = (d X454 4 1h.) 0 0, 5,0
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iiy Kommutativitdt der Gruppengesetze:

Bezeichnet v19 jeweils das Vertauschen der beiden Faktoren in einem Produkt, so gilt
1 _ 1 . RU Gm,s RU U
+a,a’,b - +a’,a,b ov12: Ba,b X IB%a’,b - IB%a—i—a’,b
und
2 _ 2 .U Gms mU U
tooy = tappoviz: By, xPmsS Bl — B .

iiiy Vertrdglichkeit mit Restriktion:

Ist V' C U eine offene Teilmenge, so gilt

1 _ 1 2 2
+a,a/,b|V - +a|v,a/|v,b‘v und +a,b,b/ |V - +a|V7b‘V7b/|V.

ivy Vertriglichkeit der Gruppengesetze untereinander:
Es bezeichne va3 die Abbildung

V23 - Bal{,b XGm,S ]B([l],b’ XGm,S BZJ) XGm,S BZJ)/ — ng XGm’S BQU/’b XGm’S ng/ XGm’S B(ajl’b/,
die den zweiten und dritten Faktor vertauscht. Dann sind die beiden Abbildungen
1 2 2 2 1 1
+a,a’,b+b’ o (+a,b,b’ X +a’,b,b’ ) und +a+a’,b,b’ O( +a,a’,b X +a,a’,b’ ) © V23

U CmsRU «Cms RU Cms RU U .
von Ba,b X Ba,b’ X Ba’,b X Ba’,b’ nach Ba—i-a’,b-s—b’ gleich.

3.6 Definition (Isomorphismen von G, s-Bierweiterungen)

Seien B und B zwei Gy, s-Bierweiterungen von A x B. Ein Isomorphismus von Garben (von
Mengen) f: B — B ist ein Isomorphismus von Gy, s-Bierweiterungen, falls Folgendes gilt:

1y Isomorphismus auf den Torseuren: Der Garbenisomorphismus f ist Gy, s-dquivariant.
D.h. fiir alle U C S offen und alle a € F(U, .A), be F(U, B) bildet die Einschrankung

von f auf ng einen Isomorphismus von Gy, y-Torseuren der folgenden Art:

U . nU U
fa,b . IBga,b - IBga,b‘

2y Vertraglichkeit mit den Gruppengesetzen: Man bezeichne mit —l—.lm_ und +.2,~,. die Grup-

pengesetze von B sowie mit —T—l und 4~—2 die von B. Ist U C S offen und sind
a,a’ €T (U, A), bt/ € T'(U, B), so gilt

71 U U\ _ U 1
+a,a/,b o (fa,b X fa’,b) - fa+a/,b © +a,a’,b
und

12 U U\ _ U 2
Fabp © Sap X Taw) = Taprw © tapw-

Fiir den Spezialfall von k*-Bierweiterungen werden bei [Mu| Bierweiterungen durch geeigne-
te Kozykeldaten charakterisiert. Im Folgenden wird diese Beschreibung von Bierweiterungen
auf die Situation einer Gy, s-Bierweiterung verallgemeinert. Dabei wird die Konvention be-
nutzt: Ist I eine Indexmenge und sind U;,U; C S fiir 4, j € I offene Teilmengen von S, so
schreibe man im Folgenden stets U;; fiir U; N U;. Analoges gelte ebenfalls fiir den Schnitt
von mehr offenen Mengen. Auch werden offensichtliche Einschrankungen nicht mitnotiert.
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Definition (Kozykeldaten iiber A x B)

Ein Satz von Gy, s-Kozykeldaten iiber A x B ist ein Tupel (1,4, ¢ , A, p), bestehend
aus einer Indexmenge I, einer zuldssigen Uberdeckung U, Ubergangsabbildungen ¢ . sowie
Verkniipfungsvorschriften A" und p*, wobei diese Daten wie folgt definiert sind:

1

2y

3)

Die Indexmenge I und die zuldssige Uberdeckung :
Man fixiere eine Indexmenge I und eine Familie von Tripeln 4 := ((Vz, a;, bl))z oy it

0 # V; C S offen sowie Schnitten a; € T'(V;, A) bzw. b; € T'(V;, B), fiir die gilt:

iy (Uberdeckungseigenschaft)
Sei U C S offen und (a,b) € T'(U, A x B) ein Schnitt von A x B iiber U. Dann
existiert eine Teilmenge J C I, so dass (V; NU),cs die Menge U iiberdeckt und
CLj|ijU = CL|ijU sowie bj’VjﬁU = b|vij fiir alle j € J gilt.

ily (Durchschnittsstabilitit)
Seien (Vj, ai, b;), (Vj, aj,b5) € U. Ist weiterhin V' C Vj; eine offene Teilmenge, auf
der a;|y» = aj|y gilt. Dann existieren (Vi, ax, by), (Vi, a;,b;) € Y mit V, = V; und
V' C Vi, C Vij sowie a; = aj = ai = a;, b; = by, und b; = b; auf V.
Gilt bily, = bjlyr, dann existieren (Vi,as,bs), (Vi, at,by) € 4 mit Vi = V; und
V' C Vi C Vjj sowie b; = bj = by = by, a; = as und a; = a; auf V.

ity (Trivialitit bei (0,0))
Sei (0,0) das neutrale Element der Gruppe F(S, A x B), dann gilt (S,0,0) € 4L

iv) (Reichhaltigkeit der Uberdeckung)
Seien (V;,ai,b,-),(Vj,aj,bj) € 4 mit bz|V,] = bj’Vij bzw. ailvij = aj|vl.]., so liegt
auch (Vij,a; + aj,b;) bzw. (Vij, a;, by + bj) in 4L

Die Ubergangsabbildungen ©..:

Ein Indexpaar (i,) € I? heiRt p-zuléssig, falls fiir (V;,a;,b;), (Vj,a;,b;) € th auf V;;
die Gleichungen a; = a; und b; = b; gelten. Fiir jedes yp-zuldssige Indexpaar (i, )
fixiere man jeweils einen Schnitt ¢; ; € F(Vij, Gmﬁ), so dass die folgenden klassischen
Kozykelbedingungen gelten:

iy Fiir jedes ¢ € I hat man:
901',1' =1.
iy Fur 4,j € I so, dass (i,7) (und damit auch (j,7)) p-zuléssig ist, gilt:

-1
vij = (via) -
iliy Fiir 4,7,k € I so, dass (7,7), (i, k) und (j, k) p-zuldssig sind, gilt auf V.
Pik = Pij " Pik-

Die Verkniipfungsvorschriften A" und p::

Ein Tripel von Indizes (4, j, k) € I3 mit (V;, a;, b;), (V;, a;,b;) und (Vi, ag, by) € U heifit
A-zuldssig, wenn V;; = Vj, sowie a; +a; = aj und b; = b; = by, auf V}, gilt. Entsprechend
nenne man ein Indextripel (r,s,t) € I? mit (V,,a,,b.), (Vs,as,bs) und (V;, az, b)) € U
p-zuldssig, wenn V,.s = V; sowie a, = as = a; und b, + bs = by auf V; gilt. Man fixiere
fiir jedes A-zuldssige Indextripel (¢, j, k) einen Schnitt \}? € T (Vk, Gm,s) und fiir jedes
p-zuliissige Indextripel (r, s,t) einen Schnitt p;’* € T'(V;, Gu,s), so dass die folgenden
Punkte erfiillt sind:
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i) (Assoziativitit von X’ und p.)
Sind 4, j, k,l,m,n € I so, dass es sich bei (¢,7,1), (I, k,n), (j,k,m) und (i,m,n)
um A-zuldssige Tripel handelt, dann gilt auf V,:

Lk 1,3 __ yi,m 7.k
AL XBT = N Tk,

Sind i, j, k,l,m,n € I so, dass es sich bei (¢,7,1), (I,k,n), (j,k,m) und (i,m,n)
um p-zuldssige Tripel handelt, dann gilt auf V,:

Lk 4j _ im gk
PP ="

iy (Kommutativitit von X und p?”)
Ist (4,7, k) mit 4, j, k € I (und damit auch (4,14, k)) ein A-zuléssiges Tripel, so gilt:

A=A
Ist (4,7, k) mit 4, j, k € I (und damit auch (j,1,k)) ein p-zuléssiges Tripel, so gilt:
pi = py
iiiy (Vertriglichkeit von X" und p>° mit den Ubergangsabbildungen)

Seien i, j, k,r, s,t € I so, dass es sich bei (4, 7, k) und (r, s,t) um A-zuléssige Tripel
und bei (i,7), (j,s) und (k,t) um p-zuldssige Paare handelt. Dann gilt auf Vj:

S _ \4J]
Ok A = A Pt Ps e

Seien i, j, k,r, s,t € I so, dass es sich bei (4, j, k) und (r, s,t) um p-zuléssige Tripel
und bei (¢,7), (j,s) und (k,t) um p-zuldssige Paare handelt. Dann gilt auf Vi,:

TS __ 4,] ) )
Ptk Pt = P " Pri Psyj-

iv) (Vertraglichkeit von X und p" untereinander)
Seien 4, j, k,l,m,n,r,s,t € I so, dass es sich bei (i,7,n), (k,I,m) und (r,s,t) um
A-zuldssige und bei (i, k,7), (j,1,s) und (n,m,t) um p-zuldssige Tripel handelt.
Dann gilt auf V;:
PN A= A el

3.8 Definition (Aquivalente Kozykeldaten)

Seien (1,4, ¢, A\, p) und (1:,5:1, (ﬁ,,‘,x:",ﬁi") zwei Satze von Kozykeldaten iiber A x B.
Man betrachte zu jedem (Vj,a;,b;) € & mit i € I und jedem (Vj,aj,b;) € t mit j € T
die Tripel (V',a/,t) mit § # V' C V; N ‘73 sowie @’ = a; = a; und V' = b; = Bj auf V'.
Weiter indiziere man all diese Tupel (V’,a’, ") mit einer Indexmenge I’ durch. Dann heifien
die beiden Sétze von Kozykeldaten (1,4, ¢, A", p) und (I,4, P.., X, p) Aquivalent, falls
man fiir alle Tupel (V;/,a,b,.) mit r € I’ einen Schnitt H, € I'(V;/, Gy,s) fixieren kann, so

dass die folgenden Punkte gelten:

1) (Vertriglichkeit von H. mit den Ubergangsabbildungen,)
Seien (i,7) € I? und (k,1) € I? zwei p-zulissige Paare. Weiter sei ) # V' C Vi NV,
cine offene Teilmenge, auf der a; = @, und b; = by, gilt, sowie (§ # V” C V; NV eine
offene Teilmenge, auf der man a; = a; und b; = El hat. Bezeichnet r € I’ den Index
zu (V' a;,b;) und s € I' den zu (V" ay, by), so gilt auf V' N V":

H, - pij= @ Hs.
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2) (Vertrdaglichkeit von H. mit den Verknipfungsvorschriften)
Seien (i,j,k) € I® und (r,s,t) € I® zwei Tripel. Sei § # V' C V; NV, eine offene
Menge, auf der a; = @, und b; = = b, gilt, 0 # V" C V; NV, eine offene Menge, auf
der a; = as und b; = = b, gilt, sowie 0 £ V" C Vi N V} eine offene Menge, auf der
ar = a; und b, = bt gilt. Weiter bezeichne man mit [ € I’ den Index von (V', a,, b,),
mit m € I’ den von (V" a4, bs) und mit n € I’ den von (V" ay, by).

Sind (i, j, k) und (r, s,t) zwei A-zuléssige Tripel, so gilt auf V' nvV" nv":
Hy - N = N0 Hy - Hy,.

Sind (4, j, k) und (r, s,t) zwei p-zuldssige Tripel, so gilt auf V' NV’ NnvV":
Hy-pi? = Hy - Hy,.

3.9 Satz

Man kann jedem Satz von Gy, s-Kozykeldaten tiber A x B kanonisch eine G, s-Bierweiterung
von A x B zuordnen. Nach Ubergang zu Aquivalenzklassen von Kozykeldaten bzw. Isomor-
phieklassen von Bierweiterungen induziert diese Zuordnung folgende kanonische Bijektion:

G, s-Kozykeldaten G, s-Bierweiterungen

iiber A x B von A x B
dquivalente isomorphe
Kozykeldaten Bierweiterungen |

Beweis:

Diese Aussage wird unmittelbar aus den nachfolgenden Lemmata folgen.

3.10 Lemma (Die kanonisch zu Kozykeldaten assoziierte Bierweiterung)

Sei (1,4, ., A", p) ein Satz von Kozykeldaten iiber A x B.

i) Sei U C S offen und (a,b) € T'(U, A x B) ein Schnitt. Man bezeichne mit J,;, C I die
Teilmenge der ¢ € I, flir die man a; = a sowie b; = b auf V; N U hat. Dann bilden die
auf U eingeschrénkten Daten (U, ¢ ) zur Indexmenge J, , klassische Kozykeldaten fiir
einen Gy, y-Torseur BY, (vgl. 3.7 1i)). Nach Konstruktion besitzt BY, iiber V; NU fiir
(Vj,a;j,b5) € U und j € Jap einen ausgezeichneten Rahmen r;. Ist (Vk, ag,br) € Y mit
k € J,p ein weiteres Tupel, so gilt also auf Vj, N U:

Tj =@k Tk
ily Man definiere B als die Garbe iiber S mit
B(U) = I1 BY,(U)

(a,b)eT (U, AxB)

fiir U C S offen. Offenbar ist diese Definition wegen IB%Ub]U/ = Bg; fur U’ C U offen
wohldefiniert. Weiterhin induzieren die Gy, /- Torseure BUb eine Gy, g-Operation 7 auf

B. Definiert man p: B — A x B durch p(BY, (U)) = (a,b), so ist dieser Morphismus
surjektiv und dquivariant (beziiglich 7 und der trivialen G, g-Operation auf A x B).
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iiiy Sei U C S offen und seien a,a’ € I‘(U, .A) bzw. b,V € F(U7 B) Schnitte. Offenbar in-
duzieren (L, ¢, A7) bzw. (U, ¢, p") wegen 3.7 3iil) im klassischen Sinne Morphismen
von Gy, y-Torseuren

1 . mU Gm,u U U 2 . mU Gm,u U U
+a,a’,b' Ba,b xom Ea’,b — Ba—i—a’,b und +a,b,b’ : Ba,b xm Ba,b’ — Ba,b-{-b"

D.h. sind (Vj, a4, b;), (Vj,aj,b5), (Vi, ax, by) € L so, dass (4, j, k) A- resp. p-zuldssig ist,
dann gilt auf V, N U

+‘11i7aj7bi (Ti ) Tj) = )‘;'c’j T bzw, +L21i,bi,bj (Ti ' rj) = Piﬁj Tk

Mit diesen Definitionen ist B eine kanonisch zu den Kozykeldaten (L, ¢, A", pi") assoziierte
Gm,s-Bierweiterung von A x B.

Bewelis:

Die wesentlichen Punkte sind bereits aus der klassischen Theorie der Kozykeldaten bekannt.
Einzig bleibt noch anhand der Definitionen 3.5 und 3.7 nachzupriifen, ob B die Eigenschaften
einer Gy, s-Bierweiterung erfiillt. Dies ist aber dem Leser {iberlassen. O

3.11 Lemma (Zu einer Bierweiterung assoziierte Sitze von Kozykeldaten)

Sei B eine Gy, g-Bierweiterung von A x B. Weiter bezeichne man im Folgenden mit U C S
eine offene Teilmenge und a,a’ € T'(U, A) bzw. b,b' € I'(U, B) seien Schnitte von A bzw.
B iiber U. Dann gilt:

U

i) Trivialisieren die Gy, 7-Torseure ng und IBB([{, p Uber V.C U offen, so auch B atal b

.. o . U U . U
Trivialisieren entsprechend B ab und B b/ iiber V, so auch B abib

iiy Man definiere eine Indexmenge I wie folgt:

1= {(U,a,b,V,t) | UcSollen, a T (U, 4) bET(V. )0 7 V.U offen }

und der Gy, -Torseur ng wird iiber V' durch ¢ trivialisiert

Damit setze man

We={(Vi,a;,b;) |i=(U,a,b,V,t) €L V; =V, a;=aund b; =b }.

So definiert, handelt es sich bei { um eine zulissige Uberdeckung.

iliy Fir jedes i = (U,a,b,V,t) € I setze man U; := U sowie t; := t und bezeichne fiir alle
() £ U" C U; offen mit t; auch den durch ¢; induzierten Rahmen von IB%Z b, = ]Rg; b, U

iiber VNU'. Ist (i,7) € I? p-zuléissig, so definiere man fiir (V;, a;,b;), (Vj,a;,b;) € U
Schnitte ¢; ; € I’(Vij, Gm,Ui]‘) durch folgende Gleichung in I’(V;j, IB;]Z%Z,)

ti = Spi,j . tj.

Als klassische Ubergangsabbildungen erfiillen die ¢.,. damit die Punkte in 3.7 2).
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Ist (i, 7, k) € I® A\-zulissig, so definiere man Schnitte )\Zj € F(Vk, Gm,Uk) durch
Fasapi (tis t5) = N -t
Ist (i,j,k) € I p-zuliissig, so definiere man Schnitte pi’j € F(Vk, Gmyk) durch
s by (B 1) = pil -ty
Dann erfiillen die Schnitte A" und p:” die Eigenschaften von Verkniipfungsvorschriften
aus 3.7. Damit ist das Tupel (1,4, ¢ , A", p") ein Satz von Kozykeldaten auf A x B.
Beweis:

Zu iy: Dies ist mit den Gruppengesetzen klar.
Zu iiy: Ist U C S offen und (a,b) € I'(U, Ax B), so ist BY, ein G, y-Torseur und damit lokal

a,

trivial. Dies zeigt 3.7 1i). Die Eigenschaften 3.7 1ii) und iii) sind unmittelbar klar. Schlieflich
folgt 3.7 liv) auch mit den Gruppengesetzen.

Z iiiy: Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen.

3.12 Lemma

1

2y

4

Sei B eine Gy, s-Bierweiterung von A x B. Sei (1,4, ¢, A7, p') ein nach 3.11 zu B as-
soziierter Satz von Kozykeldaten und B die nach 3.10 zu (I, 8, ¢, A7, p) konstruierte
Bierweiterung. Dann sind die Bierweiterungen B und B isomorph.

Sei (1,4, ., A", p) ein Satz von Kozykeldaten iiber A x B. Weiter bezeichne B die
geméaf 3.10 zu (1,4, ., A", p-") konstruierte Bierweiterung und (1,4, P... A7, pr) sel
ein nach 3.11 zu B assoziierter Satz von Kozykeldaten. Dann sind die Kozykeldaten
(I, @ A7, pr) und (I, 4, P...s 5\1",/31") dquivalent.

Seien B und B zwei isomorphe G, s-Bierweiterungen von A x B iiber S. Weiter
bezeichne man mit (I,4, ¢, A7, p") bzw. (I,4, ¢, A7, p7) die gema 3.11 zu B
bzw. B assoziierten Kozykeldaten. Dann sind die Kozykeldaten (I, @ A7, p) und
(1,4, ..., A, p) dquivalent.

Seien (I,4,¢ A7, p) und (1,4, 4,5,,,,5\1",,51") zwei Sétze dquivalenter Kozykelda-
ten iiber A x B und bezeichnen B bzw. B die nach 3.10 zu (1,8, ., A7, p") bzw.
(f,ﬂ, @,,,,Xi",ﬁi") konstruierten Bierweiterungen. Dann sind die Bierweiterungen B
und B isomorph.

Beweis:

Dies folgt nach einfacher Rechnung unmittelbar aus den Definitionen. a
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3.13 Definition (Der Pullback einer Bierweiterung)

Seien A, B, F und G (Zariski-)Garben abelscher Gruppen iiber einem Basisschema S und
¢: A — F sowie ¢: B — G Homomorphismen. Weiter bezeichne B eine G, s-Bierweiterung
von A x B. Man definiere die Garbe (¢ x 1)*B iiber das folgende kartesische Diagramm:

(6xU)B — Fxg
! L (@ x)
B — AxB.

Dann wird offenbar, vermoge der Projektionen, durch die Bierweiterung B auf (¢ x ¢)*B in
eindeutiger Weise die Struktur einer G, g-Bierweiterung von F x G induziert. Man bezeichne
die somit definierte Bierweiterung (¢ x 1)*B als den Pullback von B entlang (¢ x ).



Kapitel 4

Die Abbildung ox

Im ganzen Kapitel wird stets folgende Grundsituation betrachtet: Seien X und S glatte,
quasi-projektive k-Varietaten der Dimension dx bzw. dg. Weiter bezeichne 1 den generischen
Punkt von § und 7: X — S einen flachen, projektiven, surjektiven Morphismus, der iiber
einer offenen, nicht leeren Teilmenge S’ C S glatt ist und X als S-Schema auszeichnet.
Schlieflich seien p, g € N natiirliche Zahlen mit p+ ¢ =dx — dg + 1.

Fir W e Z{  (X/S) und U C S offen bezeichne man mit Z‘(Zﬂ‘w‘)U:@’rat(X) C ZI (X)) die

Untergruppe der Zykel, die W eigentlich und iiber U gar nicht schneiden. In dieser Situation
konstruiert Bloch in [Bl1] einen nicht trivialen Morphismus

ouw: Z((I.Q|W|)U=@,rat(X) — Gu,s(U).

Sind @ € ZP (X)) und B € Z% (X)) Zykel mit (|a| N |3|)u = 0, so zeigt Bloch in [Bl1], ohne

rat rat
jedoch auf alle Details einzugehen, dass fiir die Morphismen oy, folgende Gleichung gilt:

ov.a(B) = ougla).

In diesem Kapitel wird fiir das System von Schnitten oy w (o) € G g(U) (U C S offen) eine
axiomatische Beschreibung gegeben. Dabei wird fiir spezielle Zykel W und « eine explizite
Formel fiir o w (o) angegeben, die sich noch nicht bei Bloch findet.

4.1 Satz

Man bezeichne ein Tripel (U, W,a) mit W € Z} (X/S) und o € Z2,(X) als o-zuléssig,

wenn sich W und « eigentlich und tiber U gar nicht schneiden. Dann existiert zur Menge der
o-zuldssigen Tripel ein System von Schnitten oy w () € Gy g(U) mit (U, W, «) o-zuléssig,
das den folgenden fiinf Bedingungen geniigt:

1) Ist U’ C U offen, so gilt fiir o-zuléssige Tripel (U, W, «) und (U, W, «):
UU,W(CV)}U/ = O'U',W(Oé)-
2) Mit (U, W, «), (U, W, ') o-zuléssig ist auch (U, W, + o) o-zuldssig und es gilt:

O'U7w(a + O/) = UU’W(Oz) . UUJ/V(O/).

38
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3y Mit (U, W,a), (U, W' «) o-zuléssig ist auch (U, W + W' a) o-zuléssig und es gilt:
ouw+w (@) = cuw(a) - ouw ().
4) Ist (U, B, ) o-zuldssig und [ ~yqat 0, so ist auch (U, 5, ) o-zuldssig und es gilt:
ou,g(@) = oua(f)-

5 Sei Y C X eine abgeschlossene Untervarietéit der Kodimension ¢ — 1 und g € K(Y)*
eine rationale Funktion. Weiter sei V' C X X IP’,lg eine ¢-kodimensionale abgeschlossene
Untervarietiit, die sich dominant nach P; abbildet und die div(g) = V((0) — (o))
erfiillt. Sei W € ZP(X) ein Zykel fiir den gilt, dass er Y und div(g) eigentlich schneidet,
und fiir den sich auch V und W x Pk eigentlich schneiden. Weiter bezeichne U C S
eine offene, nicht leere Menge iiber der sich W und div(g) nicht schneiden. Es sei

V.(WxPL) =Y n; Cj €Zgs (X xPL).
j=1

Dann erhalt man, induziert durch die beiden Projektionen p;: X X }P’,l€ — X und
p2: X x PL — PL, fiir jedes j € {1,...,m} Morphismen

fj:C;—Pr und hj: Cj — X 58S,

Dabei induziert jedes f; mit j € {1,...,m} eine rationale Funktion in K(Cj), die
ebenfalls mit f; bezeichnet werde. Weiter seien Cfi,...,C), ohne Einschrankung so
sortiert, dass fiir ein r € {1,...,m} die Morphismen hj, ..., h, dominant sind und die
Ry41, ..., by nicht. Da dim(Cj) = dim(S) und h; dominant fiir j = 1,...,r ist, stellt
K(Cj)/K(S) eine endliche Korpererweiterung dar. Bezeichnet Ny (c;)/k(s) in diesen
Féllen die entsprechende Normabbildung, so gilt:

ouw (div(g)) = ] <NK(Cj)/K(S)(fj))nj € Gm,s(U).

j=1

Schlieflich ist solch ein System von Schnitten oy w (o) mit (U, W, ) o-zuléssig durch die
Eigenschaften 2) und 5) bereits eindeutig bestimmt.

Die Aussagen des Satzes werden im Laufe dieses Kapitels bewiesen.

Sei Z?-HW)U:@ rat(X) C Z7 (X)) die Untergruppe der Zykel rational dquivalent zu Null, die

rat
einen vorgegebenen Zykel W € ZP (X/S) eigentlich und {iber U gar nicht schneiden. Dann

hom
wird im Folgenden zunéchst die Konstruktion der von Bloch definierten Abbildung

oUuWw : Z((Z.OW)U:@,rat (X) — Gm,S(U)
wiederholt. Weiter wird gezeigt, dass die Schnitte oy w(«) mit (U, W, a) o-zuldssig die
Eigenschaften 1)- 5) aus Satz 4.1 erfiillen. Dies zeigt die Existenz eines Systems von Schnitten
o..(.), wie in 4.1 behauptet.

90
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4.2 Definition (Die Abbildung 6,,)

Sei W e Zb (X/S). Dann induzieren das Schneiden mit w und der Pushforward mit = wie

folgt eine Abbildung (Beziiglich ts: CH(S,1) = Gy, s(S) vergleiche man 2.11):

O :=0s.,: CHI(X,1) 8 CHIx4sT1(Xx 1) T3 CHY(S,1) = Gp.5(9)
2 1g(me(z v w)).
4.3 Bemerkung:
Fiir alle offenen Mengen U, U’ C S mit U’ C U sind die folgenden beiden Morphismen
Gm,S(U) — Gm,S(U,) und Gm’s(U) — K(S)

injektiv. Weifs man also, dass zwei Schnitte in Gy, g(U) liegen und hat deren Gleichheit in
Gm,s(U’) bzw. K(S) nachgerechnet, so sind die Schnitte bereits in Gy, g(U) gleich.

4.4 Satz

Sei W e 7y (X/S). Ist X iiber S glatt, so gilt bereits 6, = 1.

Bewelis:

Man vergleiche dazu [Bll| Lemma 1 bzw. [Me| Abschnitt 2.2 und beachte, dass im glatten
Fall W bereits im dortigen Sinne kohomologisch trivial ist. O

4.5 Korollar

Sei W € 7} (X/S). Entsprechen X und S der Grundsituation, so gilt ebenfalls 6, = 1.

Bewelis:

Es bezeichne j: S’ — S die offene Immersion des glatten Ortes von 7 nach S. Da j* mit
eigentlichem Pushforward und dem Schnittprodukt in der offensichtlichen Weise vertauscht,
gilt

75 005w = 0s jey 0 j*: CHY(X, 1) — G 5(5").

Nun ist nach 4.4 0g j«, = 1 und j* ist injektiv. Dies liefert die Behauptung. O

4.6 Konstruktion

Sei U C S offen und W € ZP_(X/S) ein Zykel. Nach 2.7 und 2.6 i) sind

hom

Wy. Z%V(XU,J — ZdX_dS+1(XU,-) und
(wly)s: 2 dsH(Xy, ) — 21U, ")
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Komplexmorphismen, also gilt dies auch fiir ihre Komposition. Bezeichnet man diese mit 6,
dann kommutiert folgendes Diagramm von Komplexen:

- (X2 B (X)) Bz (Xy) — 0

leo 1o lo
-~ U2 % 2wy B i) - o
Da zy, (Xv, ) — 2" (Xy, -) ein Quasi-Isomorphismus ist, erhélt man mit dem Homomorphie-
satz, dass die folgenden beiden Sequenzen exakt sind:

0 — CHY(Xy, 1) EEZ(X;(];;)) —d (z({/V(XU, 1)) -0
W

q z! (U,1) 1
0 — CHY(U,1) — i) C02) — di(z'(U, 1)) — 0.

Bezeichnen Oy, , éWU und 9~WU die entsprechenden, durch # induzierten Morphismen, so
kommutiert folgendes Diagramm von exakten Sequenzen:

q
q Zw(XUal) q
0 — CHYXy,1) — (0 ) - di(z},(Xu, 1)) — 0

1 Owy L bwy, L owy
1 z2H(U,1) 1
0 — CH (U1 — a2 02) —  di(z*(U, 1)) — 0.

Offenbar entspricht 6y, der Abbildung 6y,,: CHY(Xy,1) — CHY(U,1) aus 4.2 und ist
damit nach 4.5 Null. Es gilt also coker(fy,,) = CH'(U,1). Somit erhilt man mit dem
Schlangenlemma eine Abbildung

Guw : ker(fy,) — CHY(U,1) %% G 5(U).
Dabei bildet oy ein o € ker(éWU) auf
w () (W x B,) Vo))

ab, wobei V, € ZII/V(X, 1) ein Urbild von « unter d; ist, das W x A}(U eigentlich schneidet.

4.7 Definition (Die Abbildung o )
Sei j: U — S eine offene Immersion. Dann definiere man

ou,w

Tuw: Z((]-QW)U:(Z),rat(X) J_) ker(éWU) - Gm7S(U)
o = 5'U,W(j*a).

Zunéchst werden nun die Punkte 1)- 3)und 5) aus 4.1 fiir o, nachgerechnet. Dass das System
der o auch dem Punkt 4.1 4) geniigt, wird am Ende des Kapitels gezeigt.

4.8 Proposition

Fiir Schnitte oy w (o) mit (U, W, ) o-zuléissig gelten die Eigenschaften 1)- 3) und 5) aus 4.1.
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Bewelis:

Da die Abbildung o_ (.) ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt offenbar 2). Die Eigenschaften
1) und 3) folgen unmittelbar aus der Definition von o_(.).

Zur Eigenschaft 5):

Seien wie in 4.1 5) eine abgeschlossene Untervarietdt 7' C X der Kodimension g — 1, eine
rationale Funktion g € K(7)* und eine g-kodimensionale, abgeschlossene Untervarietat V'
von X x P} mit V((0) — (c0)) = div(g) gegeben. Weiter sei mit W € Zp (X) ein Zykel
fixiert, so dass sich W x IP’%J und V', sowie W und T bzw. div(g) eigentlich schneiden. Sei
(W xP}).V = >_j=1nj - Cj. Man bezeichne fiir j € {1,...,m} mit

fj:Cj—>]P’llc und hj:Cj—>S

die durch die Projektionen von X x ]P’,lC induzierten Abbildungen. Dabei seien die C; so sor-
tiert, dass fiir ein r € {1, ..., m} die Morphismen hy, ..., h, dominant sind und die hy41, ..., Ap,
nicht. Ist U C S offen so, dass (|W| N |div(g)|)y = 0 ist, dann hat man zu zeigen:

r

ouw (div(9)) = [T Nxe,) s (£))™
j=1
Setzt man C7; := C;N(X xPi\{1}) fiir j = 1, ..., m, dann gilt nach Definition (Man vergleiche
beziiglich £: PE\{1} — Al 2.9)

ouw (div(g)) = w((mx (V. W x P\{1}))
m
= w((rx f)*(zlnj . C]’))

j=
Damit ist klar, dass fiir j = r +1,...,m jedes C} unter (7 x (), auf Null geht. Denn es gilt
dim(C?) = dim(S) und h; ist fiir j € {r+1, ..., m} nicht dominant (Man beachte dabei unter
anderem: Fiir jede abgeschlossene Untervarietdt Y C S gilt, dass da(Y X A%) =Y x A,lg ist,
womit Y x AL in CH'(S, 1) Null ist). Nun fixiere man einen Index j € {1,...,7}. Nach [Ha]
IT Ex. 3.7 existiert eine offene, dichte Teilmenge U’ C S so, dass (C;)y tiber U’ endlich ist.
Damit kann man mit 4.3 annehmen, dass S = Spec(A) und C; = Spec(B) affin sind.
Zwischenbehauptung: Man setze (C;), := C; xg K(S5) und X,, := X xg K(S). Dann gilt,
dass (Cj), ein K(Cj)-rationaler Punkt von X, x; P = X, X (s IP’}{(S) ist, der mit P;
bezeichnet werde. Schreibt man P} := (m, x id)(F) fiir das Bild von P; unter

(my xid): X, X K(S) P}((s) - P}((S)’

dann ist P} ein K (5)(f;)-rationaler Punkt von IP’}((S), der in K (S)[z] mit dem Minimalpo-
lynom p(z) von f; korrespondiert. Weiter gilt

(my x id). P = [K(Cj) : K(S)(f;)] - Pj.
Beweis: Offenbar gilt wegen B ® 4 Quot(A) = Quot(B)
(Cj)n = Spec(B®a K(5)) = Spec(K(Cj)).

Damit ist P; := (C}), ein K(Cj)-rationaler Punkt von X;) X g (g IP’}((S). Weiter korre-
spondiert die von der Projektion induzierte Abbildung P; — Pj’ — IP’}(( 9) affin mit

K(S)[z] = K(5)(f;) = K(Cj); 2 [,
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womit offenbar P/ ein K (S)(f;)-rationaler Punkt von IP’}((S) ist. Der Rest der Zwi-
schenbehauptung ist nun klar.

Mit 2.16 erh&lt man nun:

<0’U7W (div(g))) = S)<<7Tn x &)« (Cl) ))

n
= 5(§ 7Tn><1d ] 1n]P]))
= ( j—1ng - K (Cy) = (K(9))(f7)] - P))
n;
= Hj=1 NK(Cj)/(K(S))(fj) (N< kK (1)
= ILj= Neeyyms ()™
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Als néchstes wird gezeigt, dass es genau einen Satz von Gy, s-Schnitten gibt, der 4.1 geniigt.
Sei (U, W, «) ein o-zuléssiges Tripel. Dann geniigt es zu zeigen, dass « eine Darstellung
Yoy div(f;) mit f; € K(T;)* und 11, ..., T, abgeschlossene Untervarietéten besitzt, die den
Voraussetzungen von 4.1 5) geniigt. Hierzu wird folgende Voriiberlegung bendétigt:

4.9 Lemma

Sei X eine glatte k-Varietit, X’ eine glatte, eigentliche k-Varietit, ¢: X x X’ — X die
Projektion und « € Z*(X). Weiter sei V' C X x X’ eine abgeschlossene Untervarietit mit

(4.1) codimy » x/ (V) = codimx (¢(V)) — dx-

(d.h. dim(V) = dim(g(V))).
Dann gilt: Schneiden sich ¢*« und V' eigentlich, so auch « und ¢(V).

Beweis:

1) Voriiberlegung;:

Sei V C X x X' eine abgeschlossene Untervarietat, die ¢*« eigentlich schneidet. Weiter sei
mit C’ eine irreduzible Komponente von |a| N ¢(V) fixiert. Man zeige zunéchst, dass zu C’
eine irreduzible Komponente C' von |¢*a. V| = |¢*a| NV mit ¢(C) = C’ existiert. Dazu
bezeichne man mit Y das abgeschlossene Unterschema (C” x X’)NV von X x X’ versehen
mit der induzierten, reduzierten Struktur. Dann gilt ¢(Y) = C".

»,C" Ist & ein Punkt von ¢(Y'), dann existiert ein Punkt y von X x X', der in C’ x X’ und
V liegt und ¢(y) = z erfiillt. Damit liegt = ¢(y) aber in q(qil(C”)). Letzteres ist
gleich C’, denn ¢ ist surjektiv.

»,D" Liegt ein Punkt z in C’, so ist er insbesondere in ¢(V'). Damit existiert ein Punkt y
von X x X', der in ¢’ x X" und V liegt und fiir den ¢(y) = z gilt. Also liegt y in Y
und folglich = in ¢(Y").
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Da die induzierte Abbildung g|y: Y — C’ eigentlich und surjektiv ist, findet man in Y
eine irreduzible Komponente C' mit ¢(C) = C’. Weiter ist offenbar Y C |¢*a| NV ein
abgeschlossenes Unterschema der Kodimension 0, womit C bereits eine Komponente von
¢ .V ist.
2) Man zeige die behauptete Implikation:
Schneiden sich V' und ¢*« eigentlich, so findet man nach der Voriiberlegung zu jeder irre-
duziblen Komponente C” von |a| N ¢(V) eine irreduzible Komponente C' von |¢*« . V| mit
q(C) = C'. Wegen

dim(C) — dxs < dim(g(C)) < dim(C)

hat man offenbar folgende Abschitzung:

(4.2) codimy » x/(C) > codimx (C') > codimy x x/(C) — dx-.
Da sich ¢*a und V eigentlich schneiden, gilt weiterhin:

(4.3) codimyy x/ (C) = codimxx x/ (¢* @) + codimx x x+ (V).
Aus den Gleichungen (4.1)-(4.3) folgt nun:

codimx (C") codimxy x7 (C) —dx

codimx y/ (g*a) + codimy x x/ (V) — dx
= codimx () 4 codimx (g(V)).

v

Da X weiterhin ein glattes Schema ist, gilt nach 1.8

codimx (C") < codimy (o) + codimx (¢(V'))

und damit

codimx (C") = codimy (a) + codimx (¢(V)).
Dies zeigt, dass sich & und ¢(V') eigentlich schneiden und damit die Behauptung. ]
4.10 Lemma

Ein System von Schnitten wie in 4.1 ist eindeutig.

Beweis:

Sei (U, W, ) ein o-zuléssiges Tripel. Fiir die behauptete Eindeutigkeit geniigt es, mit den
Bezeichnungen von 4.1 folgendes zu zeigen: Der Zykel o ~ya 0 lésst sich schreiben als
Yo, div(f;) mit f; € K(T;)* und T; C X abgeschlossene Untervarietéten der Kodimension
q — 1, so dass folgendes gilt: Filir i = 1, ..., n ist (U, W, div( fz)) ein zulassiges Tripel, und die
Zykel W und T; sowie W x P,li und V; schneiden sich jeweils eigentlich. Hierbei bezeichnet
Vi, X x ]P’/,lC eine g-kodimensionale Untervarietdt mit

Vi((0) = (00)) = div(gi).

Denn hat man eine solche Menge von Tripeln (7}, div(f;), V;) mit ¢ = 1, ..., n gefunden, dann
kann man oy w (o) gemés 4.1 2) und 5) berechnen.

Seien mit q: X X Ak - X,q: X xPi — Xundp: X ><}P’,1f — IP’,Ic die Projektionen bezeichnet.
Weiter sei V,, € z},(X,1) ein Urbild von « unter di, das insbesondere die Seiten von W



Kapitel 4: Die Abbildung ox w 45

eigentlich schneidet. Offenbar kann man annehmen, dass jede Komponente C' von V,, unter
der Projektion dominant nach Ak abbildet und

dim(C) = dim(g(C))

erfillt. Man beachte dabei, dass Komponenten, die einer der beiden voranstehenden Bedin-
gungen nicht geniigen, unter d; auf Null abgebildet werden. Sei £: PE\{1} = Al der in 2.9
fixierte Isomorphismus. Weiterhin bezeichne V, € Z9(X x P}) den Zykel, den man erhilt,
wenn man die Komponenten von (id x £)*V,, € Z9 (X x (PE\{1})) durch deren Abschluss in
X x IP’}€ ersetzt. Nach 2.10 gilt dann

a = Vy(0) = Vy(c0).

Ist Vo = > i, Cy, so setze man T; := ¢(C;) C X fiir ¢ = 1,...,n. Nach Konstruktion gilt fiir
i =1,...,n die Gleichung dim(7;) = dim(C;). Weiterhin schneidet V,, wegen V,, € z{},(X, 1)
den Zykel W x IP>,1C eigentlich, womit sich nach 4.9 dann auch ) ; 7; und W eigentlich
schneiden. Ist f; € K(C;)* fiir i € {1,...,n} die, durch die Projektion auf P}, induzierte,
rationale Funktion auf C;, so definiere man eine rationale Funktion f; € K(T;) durch

fi = Nreyyr) (fo)-
Dann erhélt man mit der Projektionsformel (1.10) angewendet auf ¢;: C; — T;
a =Vo(0) = Valoo) = 3201 (q5)«div(fs) = S0y div(Nye(ony () (fi) = iy div(fi).

Da V, die Seiten W x (0) und W x (1) von W x A} nach Konstruktion eigentlich schneidet,
schneiden sich fiir a € {0,00} und ¢ € {1,...,n} auch die drei Zykel C;, ¢*W und p*(a)
paarweise eigentlich, und somit auch C;.p*(a) und ¢*W. Mit 4.9 folgt, dass sich dann auch
Ci(a) und W eigentlich schneiden. Schlieflich gilt

div(f;) = C;((0) — (o))

und man erhélt, dass W den Zykel div(f;) fiir ¢ = 1, ..., n eigentlich schneidet. Damit leisten
die Tripel (T;, f;, C;) mit i = 1,...,n das Verlangte und die in 4.1 behauptete Eindeutigkeit
ist gezeigt. O

Es steht noch der Beweis dafiir aus, dass o dem Punkt 4.1 4) geniigt. Hierzu benotigt man
zunachst noch einige Voriiberlegungen.

4.11 Definition

*

Es sei L ein Korper und C'/L eine regulére, eigentliche Kurve. Weiter bezeichne f € K(C)
eine rationale Funktion und D = }"' | n; - P; € Zo(C) einen Zykel mit |D| N |div(f)| = 0.
Ist L algebraisch abgeschlossen, dann setze man:

F(0) =] £y e 1
=1

Fiir einen nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Korper L gilt f(P;) € k(P;), deshalb
setze man in diesem Fall:

F(D) =[] Nupyyo (F(P))™ € L*.
-1
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4.12 Satz (Weilsches Reziprozititsgesetz)

Sei C {iiber k eine regulére, eigentliche Kurve. Weiter bezeichne man mit f,g € K(C)*
rationale Funktionen auf C, fiir die der Schnitt |div(f)| N |div(g)| = 0 ist. Dann gilt:

f(div(g)) = g(div(f)).

Beweis:

Diese wohlbekannte Aussage ([Si] IT Ex. 2.11.) zu beweisen ist dem Leser iiberlassen. O

4.13 Proposition

Sei C/k eine regulére, eigentliche Kurve, f € K(C)* eine rationale Funktion und P € |C|
ein abgeschlossener Punkt, der nicht im Divisor von f liegt. Weiter sei t € K(P;)* die,
von der Identitdt auf dem }P’,l€ induzierte, rationale Funktion. Bezeichnet I'y C C' x IP’,Ic den
Graphen von f und p: C x P} — P, die Projektion, so gilt:

F(P) = t(p.(Ty . (P x P})).

Beweis:

Klar! O

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass 4.14 zu dem Trugschluss einliddt, es kénne sich
in der entsprechenden Situation bei den Funktionen h; (bzw. g;) und den Funktionen f; aus
4.1 5) um die selben Abbildungen handeln. Dem ist aber nicht so. Man beachte dabei, dass
dies allein schon aus Dimensionsgriinden nicht méglich ist.

4.14 Proposition

Es seien fiir 4,5 € {1,2,3} mit p;; die Projektionen aus P} x X x P} auf den i-ten und
Jj-ten Faktor bezeichnet und mit p;; die aus IP’}(( g) % X, X IP%(( s)- Man betrachte weiterhin
abgeschlossene Untervarietaten T, 7" C X der Kodimension p+ 1 bzw. ¢+ 1, sowie rationale
Funktionen f € K(T)* und f' € K(T")*, so dass sich |div(f)| und |div(f’)| eigentlich
schneiden. Weiter seien mit V, V! ¢ X ><IP’/,1f abgeschlossene Untervarietaten der Kodimension
p bzw. g fixiert, so dass sich pf,'V und pi, V"’ eigentlich schneiden und f/( (0)—(o0)) = div(f)
bzw. V'((0) = (00)) = div(f') gilt. Fiir V=V, V' := V; C X X ge(s) Pl (g gelte

(p12)- (P1o'V - p3aV") = 3 mi- Ci © 2 Py Xxc(9) Phcs)

und fiir 7 € {1,...,n} bezeichne p;: C; — C; die Normalisierung von C;. Weiterhin benenne
man fiir 4 = 1,...,n die durch die beiden Projektionen von C; C IP’}(( g) % ]P’}(( s) nach ]P’}q )

induzierten Morphismen mit ¢g; und h;. Man setze noch h; = h; o p;: CNQ — P}((S) und
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Gi = gopi: C; — IP’}((S) fir i+ = 1,...,n, dann ist gi(div(ﬁi)) € K(S)* eine rationale
Funktion auf S. Ist U C S offen mit (|div(f)| N |div(f")])v = 0, so gilt

GUdlv(f)(dlv( )) ﬁ( (le( )))nl EGm,S(U)'

i=1

Insbesondere erhalt man damit
oudiv(s) (Av(f)) = ouaive (div(f)).

Bewelis:

Ist p: X x IP’,Ic — ]P’,%/, die Projektion, so gilt nach den iiblichen Rechenregeln fiir Korrespon-
denzen:

p*(V/.(div(f)me = V/(div(f))

Nun kommutiert offenbar folgendes Diagramm:

X x P}

7T><idl \‘p
SXP}C — ]P’]lg.

Nach Basiswechsel mit n — S gilt (7 x id),, = p, und man erhalt

(i) (V7 (div(f) < PE)) = ( én -05)((0) = (00)).

n

Bezeichnet man fiir ¢ = 1, ...,n mit C} die Einschréinkung von C; auf Py K(3) X IP’l \{1} S0
gilt:

(ovaiecn (@v(1)) = trcqs) (0 x . (V7 (div() x PAA{1D), )

n

- 131 ey (- (CU0) = (00)) ™

Fiir ein i € {1,...,n} hat man weiter nach 1.4 (Man beachte dabei, dass g;: C; — P}{(S) der
Projektion entspricht):

Cz((0> — (OO)) = (gz)*(hz_l((o) - (OO))>

Weiterhin hat man fiir i =1,...,n

(Gi)(div(R;)) = (giopi)«(div(hy))
90+ (v (N6 (1)) )
)+ (d

(
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Bezeichnet ¢: ]P’K(S) X P%((S \{1} — ]P’}((S)\{l} die Projektion, so gilt:

(UU7div(f)(diV(f/))> = HLK ( (le(iLi)))p}{(S)\u})m

n
= T exes) (60 (T, - divhs) x Phg \{11)
=1

Ist t € K(IP)}(( )) wie in 4.13, so gilt nach 2.16 fiir jeden Punkt P € |PK(S \{0, 1, 00}|, dass
man

t(P) = ti(s)(§«P)

hat. Da sich aber die Zykel ¢, (I, . (div(h;) x P;\{1})) und T, (div(izi)) C Pl nur um ein
Vielfaches des Zykels mit Trager 1 € IP’}(( s) unterscheiden und ¢(1) = 1 ist, folgt mit 4.13

7

(wamen (@)= I e(F () )

~ ng

= I (@(div(h))
i=1

Da auf beiden Seiten Elemente aus K () stehen und die rechte Seite bereits in Gy, g(U) liegt,

zeigt dies die erste Behauptung. Der Zusatz folgt, wenn man nun auf jeder der normalen,

projektiven Kurven (1, ..., C), das Weilsche Reziprozitétsgesetz anwendet. a

Bevor die allgemeine Situation aus 4.1 4) auf die aus 4.14 zuriickgefiihrt wird, sind noch
Vorbereitungen notig. Konkret wird fiir eine abgeschlossene Untervarietdt V' C X x IP>]1C
ein Zykel T C X konstruiert, so dass sich fir jedes W € Zy(X) auch V und W x IP’}C
eigentlich schneiden. In der Sprache von Kapitel 7 wird damit in dieser speziellen Situation
der Stratifizierungzykel von V' konstruiert.

4.15 Definition (Aquidimensional)

Sei f: Y — Y ein flacher Morphismus von Varietidten und V' C Y’ eine ¢g-kodimensionale,
abgeschlossene Untervarietédt. Dann ist fiir jeden a-dimensionalen Punkt y von Y die Faser
Y, C Y’ ein dquidimensionales Schema der Dimension dys — a. Man bezeichne V' im Punkt
y als dquidimensional {iber Y, wenn fiir jede Komponente C' von V;, C Yy’ gilt

codimy; (C') = g.

Weiterhin nenne man einen Zykel W € ZP(Y’) dquidimensional {iber Y im Punkt y, wenn
jede Komponente C' von W dquidimensional {iber Y in y ist. Der Zykel W liegt dquidimen-
sional iiber Y, wenn er in jedem Punkt y dquidimensional {iber Y liegt.

4.16 Bemerkung

iy Mit den Bezeichnungen von 4.15 ist V' offenbar genau dann dquidimensional iiber
einem abgeschlossenen Punkt y € |Y|, wenn sich V' und die Faser Y, in Y’ eigentlich
schneiden.
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iiy In [VS] 2.1.2 wird der Begriff eines dquidimensionalen Morphismus definiert. Mit der
Notation von 4.15 iiberzeugt man sich leicht, dass folgendes gilt: Ist f|y: V — Y ein
aquidimensionaler Morphismus, so ist V iiber Y dquidimensional. Ist dim(V) > dg,
so gilt auch: Ist V iiber Y dquidimensional, so ist f|y: V — Y ein dquidimensionaler
Morphismus.

4.17 Satz (Von Chevalley)

Sei f: Y’ — Y ein Morphismus von Schemata, der lokal v.e. T. ist. Dann ist die Zuordnung
¢: Y =Ny o = dim(fH(f(Y))

halbstetig von oben in Y.

Beweis:

Siehe [EGA 1V] 13.1.3. O

4.18 Bemerkung

iy In der Situation von 4.17 besteht (f~1(f(y’)) aus endlich vielen irreduziblen Kompo-
nenten C1, ..., Cp. Damit ist dim(f~!(f(y’))) wie folgt zu verstehen (vgl. [EGA IV]
4.1.1):

dim(f~'(f(v'))) = max{dim(C}), ..., dim(Cy)}.

iiy Nach [EGA IV] 13.1.5 ist es eine direkte Folgerung aus 4.17, dass fiir einen abgeschlos-
senen Morphismus f in der Situation von 4.17 auch

¢:Y = N;  ydim(f(y))

halbstetig von oben in Y ist.

4.19 Definition (Der dquidimensionale Ort)

Sei f: Y’ — Y ein flacher Morphismus von Varietiten und W € ZP(Y”) ein Zykel. Mit 4.18
iiy sind die Punkte von Y, bei denen W {iiber Y dquidimensional ist, gerade die Punkte einer

offenen Menge Uy C Y. Man bezeichne diese offene Menge Uy als den dquidimensionalen
Ort von W iiber Y.

4.20 Proposition

Sei Y eine Varietdt und V C Y x IP’/,l€ eine abgeschlossene Untervarietdt. Weiter schreibe man
Z C Y fir das Komplement des dquidimensionalen Ortes Uy von V/Y, versehen mit der
induzierten, reduzierten Struktur. Bezeichnet Z auch den entsprechenden Fundamentalzykel
und ist p: Y x P} — Y die Projektion, dann schneiden sich fiir W € Z% »vy(Y) auch V und
W x ]P’/,lC eigentlich.
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Bewelis:

Da p eigentlich ist, ist p(V') C Y abgeschlossen. Auch gilt Z C p(V'), denn ist fiir einen Punkt
y von Y die Faser V, leer, so liegt y in Uy . Da p(V') als stetiges Bild von V irreduzibel ist,
geniigt es, die beiden Fille p(V) = Z und dim(p(V)) > dim(Z) zu betrachten.

Im ersten Fall ist V iiber Z = p(V) nicht dquidimensional, womit V = Z x P} gilt. Also
schneiden sich mit W und Z auch W x IP’,lC und V eigentlich. Im zweiten Fall beachte man
zunéchst, dass sich W x P}, und V iiber Uy eigentlich schneiden. Denn W und p(V') schneiden
sich eigentlich und die Fasern V;, mit y ein Punkt aus Uy sind entweder leer oder bestehen
nur aus endlich vielen Punkten. Da sich Z und W eigentlich schneiden, kann aber aus
Dimensionsgriinden keine Komponente von V N |W x IP’}{\ komplett iiber Z liegen, sondern
trifft auch Uy x P}. Damit folgt die Behauptung. O

Beweis von 4.1:

Um 4.1 vollstandig zu beweisen, geniigt es folgendes zu zeigen: Man kann sich bei jedem
o-zuldssigen Tripel (U, «, 8) mit « ~ypat 0 ~pat 8 auf die Situation aus 4.14 zuriickziehen.
Zunéchst findet man dazu, wie im Beweis von 4.10, eine Zerlegung von o in ;" ; div(f;) mit
fi € K(T;) und T; C X abgeschlossene Untervarietéten fiir i = 1, ..., n, so dass folgendes gilt:
Fiir i = 1, ..., n schneiden sich  und div(f;) eigentlich. Zusétzlich findet man fir i = 1,...,n
eine abgeschlossene Untervaritét V; C X x P} mit V;((0)—(c0)) = div(f;), so dass sich S x P},
und Vj eigentlich schneiden. Seien pis und pi3 die beiden offensichtlichen Projektionen von
X x PL x P! nach X x Pi{. Weiterhin bezeichne Z € Z*(X x P}) den Fundamentalzykel
zum Komplement des dquidimensionalen Orts von piy > v, Vi iiber X X IP’/,IC beziiglich der
Projektion pg3. Man wéhle (wie im Beweis von 4.10) einen Zykel

X x P})
mit dominanten Komponenten iiber IP’,lC und

V5((0) = (00)) = 8.

Offenbar kann man wie im Beweis von 4.10 annehmen, dass keine Komponente des Zykels V3
von der Form Y x P} mit Y C X ist. Dann schneiden sich nach 4.20 p3;Vs und pjy > iy V;
eigentlich. Dariiberhinaus erhélt man vollig analog wie im Beweis von 4.10 rationale Funk-
tionen f]' € K(T]’) mit Tj’ C X abgeschlossene Untervarietdten und j = 1,...,m so, dass
B =370 div(f}) gilt. Weiterhin schneiden sich nach Konstruktion div(f;) und div(f;) fiir
i=1,..,nund j =1,...,m eigentlich. Damit leisten die Zerlegungen v = > ; div(f;) und
B = Z;”Zl div(f;) sowie die V4,...,V;, und die Komponenten von Vs das Verlangte. O

Ui

Im Speziellen kann man mit diesen Techniken auch eine stidrkere Version die Formel in 4.1
5) beweisen.

4.21 Proposition

Sei T' C X eine abgeschlossene Untervarietdt der Kodimension ¢ — 1 und f € K(T)* eine
rationale Funktion. Man bezeichne mit Uy C T' den maximalen Definitionsbereich von f,
mit Vy C T X IP’,lC eine Untervarietdt wie in 1.5 und mit Uy C X den dquidimensionalen Ort
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von Vy iiber X. Weiterhin schreibe man Y := T\U; und Z := T\ Uy fiir die entsprechenden

Unterschemata, versehen mit der induzierten, reduzierten Struktur. Sei W € Zf (X) ein

Zykel, der T und div(f) sowie die Fundamentalzykel ¥ und Z eigentlich schneidet. Ist

n
W.T=> n; C;

i=1
dann ist nach Konstruktion C; N Uy # () fiir i = 1,...,n, womit f; := flc,nu, € K(C;)*
eine rationale Funktion auf C; definiert. Ohne Einschrinkung seien dabei die Komponenten
(4, ..., Cy, so sortiert, dass fiir ein r € {1,...,n} die Komponenten Cfi, ..., C; dominant und
Cr41, .., Cp nicht dominant {iber S sind. Sei U C S offen, so dass (|[W| N |div(f)|)y = 0 ist.
Dann gilt mit diesen Bezeichnungen in Gy, s(U):

T

ouw (div(f)) = [ Ncmes) ()"

=1

Bewelis:

Da (Vy)y, durch den Graphen von f[y, gegeben ist und Uy N C; # () ist fiir i = 1,...,n,
iiberlegt man sich (4.20!), dass

Vf.WXP,lc:Zni-Vfi
i=1

gilt. Sei i € {1,...,n} fixiert. Uber der offenen Teilmenge U; := UrNC; C G ist Vi, bereits
der Graph von f;|y,. Damit iiberlegt man sich analog zu 4.8, dass (Vy,), € ]P)}((Ci) dem
Punkt entspricht, der mit (z — f;) C K(C;)[z] korrespondiert. Dann funktioniert der Rest
des Beweises aber vollig analog zu 4.8. O



Kapitel 5

Blochsche Kozykeldaten /CH

In der Grundsituation von Kapitel 4 mit der Zusatzvoraussetzung 7: X — S glatt kon-
struiert Bloch in [Bl1] eine Gy, s-Bierweiterung E der Garbe CHY (X/S) x CH{ (X/S).

~==hom ~==hom
Im Folgenden wird, ausgehend von den Schnitten o_(.) aus Kapitel 4, ein Satz von Gy, g-

Kozykeldaten &M iiber CHP (X/S)x CH{ (X/S) angegeben. Im weiteren Verlauf dieser
Arbeit wird erldutert (6.3), dass A°H gemi Kapitel 3 mit der Blochschen Bierweiterung F
korrespondiert. Erneut wird in diesem Kapitel die Grundsituation aus Kapitel 4 betrachtet.

5.1 Definition (Die Garben CH?(X/S) und CH?__(X/S))

—==hom

Sei U C S offen und Xy := 7~ 1(U). Durch die Zuordnung U ~ CHP(Xy) wird mit den
offensichtlichen Restriktionsabbildungen eine Prégarbe definiert. Man bezeichne die dazu
assozilerte Zariski-Garbe mit CHP(X/S). Analog definiere man CHY (X/S) als die zu
CHY_ (X/S) assoziierte Zariski-Garbe.

hom

5.2 Satz

Zunéchst fixiere man die in diesem Kapitel oft bendtigte Indexmenge

V C S offen und W € ZV(X/S) sowie Z € Z{__(X/S) }

= {Z = (V. W,2) ’ Zykel, die sich eigentlich und iiber V' gar nicht schneiden

Um nicht sténdig fiir ¢ € I das Tupel (V,W, Z) = i spezifizieren zu miissen, setze man
fir i = (V,W,Z) € I weiterhin V; := V, W; := W und Z; := Z. Offenbar gilt dann
i = (V;, W;, Z;) € I. Damit definiere man die Uberdeckung

o= {(Vi, [Wil, [Z)) |iel}.

Dann ist 8 eine zuldssige Uberdeckung und es existiert ein eindeutig bestimmter Satz von
Gm,s-Kozykeldaten (1,80, ¢, X7, p) iiber der Garbe CHY (X/S)x CH{  (X/S), der den
folgenden Bedingungen geniigt:

1) Sei (i,5) € I? p-zulissig (d. h. nach 3.7 [W;] = [W;] und [Z;] = [Z;] auf V;;). Schneiden
sich zusétzlich W; und Z;, sowie W) und Z; eigentlich und iiber einer offenen Teilmenge
V' C Vi; gar nicht, so gilt

Cijly = oviw,(Zi = Zj) - ovr z2;(Wi = Wy) € T(V', Gu.s)-

92



Kapitel 5: Blochsche Kozykeldaten €1 53

2) Sei (i,j,k) mit i,j,€ I A-zuléssig (also Vi; = Vi, sowie [W;] + [W;] = [W}] und
(Zi] = [Z;] = [Zk] auf V}). Schneidet zusétzlich Zj, die Zykel W; und W eigentlich
und iiber einer offenen Teilmenge V'’ C V}, gar nicht, so gilt

i7j
Ak

v/ = JV’,Wi(ZZ' — Zk) . JV/,Wj (ZJ - Zk) . O-V’,Zk(VVZ' + Wj - Wk) € F(V’, Gmﬁ).

3) Sei (4,7,k) mit ¢, j, k € I p-zuldssig (also Vj; = Vi, sowie [Z;] + [Z;] = [Z;] und
(Wi] = [W;] = [Wy] auf V},). Schneidet zusétzlich Wy, die Zykel Z; und Z; eigentlich
und iiber einer offenen Teilmenge V'’ C V}. gar nicht, so gilt

ol = ovi 2, (Wi = Wi) - oy 2, (Wi — W) - oviw, (Zi + Z; — Z1) € T(V/, Guys).

Dies Aussage wird im Rest dieses Kapitels bewiesen.

5.3 Definition

Man bezeichne den durch 5.2 eindeutig bestimmten Satz von Kozykeldaten als den Satz von
Blochschen Kozykeldaten und schreibe dafiir £€H.

5.4 Proposition

Fiir jede offene Teilmenge U C S ist die kanonische Abbildung
CHP(X) — CHP(Xy) wr— wy

surjektiv, d. h. ist s € |S| und o € CHP(X/S)s ein Schnitt aus dem Halm von CHP(X/S)
bei s, so existiert ein globaler Schnitt w € CHP(X) von CHP(X/S) mit

Ws = Q.

Analoges gilt fiir die Garbe CHY _ (X/S).

~==hom

Beweis:

Die Aussage iiber die Surjektivitdt findet man bei [Fu| Proposition 1.8. Der Rest folgt
unmittelbar aus der Tatsache, dass sich die Halme einer Pragarbe beim Garbifizieren nicht
verdndern. O

5.5 Bemerkung

Man betrachte die Uberdeckung i aus 5.2. Offenbar ist diese Uberdeckung durchschnitts-
stabil, denn ist (V,w, z) € 4, so auch jedes Tripel (V' ,w, z) mit V' C V offen. Weiterhin ist
die Uberdeckung 4 auch reichhaltig und (5,0, 0) liegt in 4. Um einzusehen, dass i auch die
Uberdeckungseigenschaft erfiillt und damit zuldssig ist, geniigt es mit 5.4 folgendes zu zeigen:
Ist s € |S| ein abgeschlossener Punkt, und sind w € CH}_ (X/S) und z € CH{__(X/S),
dann existieren Repréasentanten W und Z von w bzw. z, die sich eigentlich und lokal bei s
gar nicht schneiden. Um dies einzusehen, erinnere man sich an den Begriff des dquidimen-

sionalen Zykels aus 4.15 und beachte folgende Verallgemeinerung von [Me| I 2.3.1:
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5.6 Proposition

Sei w € CHP(X) und s € |S| ein abgeschlossener Punkt.

i) Es existiert ein Reprasentant W € ZP(X) von w und eine offene Umgebung V' C S
von s, so dass W iiber V dquidimensional ist.

iy Sei z € CHY(X), V C S eine offene Umgebung von s und W € ZP(X) ein Zykel, der
iber V' dquidimensional ist. Dann existiert eine offene Umgebung V' C V von s und
ein iiber V' dquidimensionaler Reprasentant Z von z, so dass sich W und Z eigentlich
und iiber V' gar nicht schneiden.

Beweis:

Zu i: Man wihle einen Représentanten W von w aus Z% (X). Dann schneidet W die
Faser X eigentlich und ist damit im Punkt s dquidimensional. Setzt man V = Uy, als den
dquidimensionalen Ort von W, so folgt mit 4.19 die Behauptung.

Zu iiy: Wahlt man einen Représentanten Z von z aus Z%V, Xo W, (X), dann schneidet Z die
Faser X eigentlich, ist also im Punkt s dquidimensional. Da W bei s dquidimensional ist,
hat jede Komponente von W die Kodimension dg + p. Aufgrund der Tatsache, dass sich
W5 und Z eigentlich schneiden, hat jede Komponente von |Z| N |Wj| die Kodimension

ds+p+q=dx +1>dx.

Damit schneiden sich aber W und Z eigentlich und bei s gar nicht. O

5.7 Proposition

Man verwende die Notation von 5.2 und fixiere fiir jedes @-zulissige Paar (i,7) € I? (also
fir 4,7 mit [W;] = [W;] und [Z;] = [Z;] auf Vj;) einen Schnitt

#ij € T(Vij Gm,s)
so, dass das System & dieser Schnitte folgende Eigenschaften besitzt:

i) Sei V C S eine offene Teilmenge und (7, j) ein p-zuldssiges Paar. Weiter seien k,1 €
die Indizes mit k = (V N V;, Wy, Z;) und | = (V NV}, W;, Z;). Dann gilt fiir die
p-zuléssigen Paare (k, 1) und (i, 7):

(PZ7‘7|VI€Z - ngvl'
iiy Fir 4,7,k € I ist mit den Paaren (¢, 7) und (j, k) auch (i, k) p-zuldssig und es gilt:
Pik = Pij  Pihk-

iiiy Ist (4,7) ein p-zuldssiges Paar und schneiden sich zusétzlich W; und Z; sowie W; und
Z; eigentlich und iiber V;; gar nicht, dann gilt:

vij = ovi;z;(Wi = W;) - ov, w;(Zi — Zj).

Mit diesen Forderungen gilt folgendes:
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1) Es existiert genau ein System & von Schnitten, das den Eigenschaften i)-iii) geniigt.

2) Die Schnitte des Systems & erfiillen die Kozykelbedingungen in 3.7 (beziiglich der
zuléissigen Uberdeckung 4 aus 5.2) und die Eigenschaft 1) in 5.2.

3) Jeder Satz von Ubergangsabbildungen, der 5.2 1) geniigt, erfiillt die Punkte i)-iii).

Damit ist das System & die einzige Moglichkeit, Ubergangsabbildungen mit den in 5.2
geforderten Eigenschaften zu definieren.

Beweis:

I) Zur Existenz eines solchen Systems &:

Offenbar geniigt es, jeden Schnitt ¢; ; mit (i, j) p-zulédssig lokal zu definieren. Denn ist diese
lokale Definition vertréglich, so verkleben die lokalen Schnitte zu ¢; ;. Sei s € |V;;|. Man
wihle Zykel Wy € [W;] und Zy € [Z;], so dass sich fiir [ € {i, 7,0} die Zykel Z; und Wy, sowie
W, und Z, eigentlich und iiber einer offenen Umgebung V C V von s gar nicht schneiden
(vgl. 5.6). Damit definiere man den Schnitt ¢; ; lokal iiber V wie folgt:

ijly =0y 7, (Wi =Wo) -0y, (Zi = Zo) - o5/ (Wo = Wj) - oy (Zo — Zj).

Es ist die Vertriglichkeit dieser lokalen Definition zu zeigen. D.h. sind W; € [W;] und
Z1 € |Z;] Zykel, so dass sich fiir ¢t € {i,7,1} die Zykel Z; und W7y, sowie W; und Z;
eigentlich und iiber einer offenen Umgebung V! C V von s gar nicht schneiden, dann muss
auf dem Durchschnitt V’ := V NV’ gelten:

oy z;(Wi = Wo) - ovrwo(Zi — Zo) - ovi 2,(Wo — Wj) - ov w,; (Zo — Zj)
= ovi,z,(Wi = Wh)-oviw,(Zi — Z1) - ovr,.z,(W1 — W) - oy w, (Z1 — Zj).

Fiir die Schnitte o (.) hat man nach 4.1 2) die Gleichung
ov,zo(Wi = Wo) - ovr z,(Wo — Wj) = oy z,(W; — Wj)
und mit 4.1 4) gilt weiterhin
oviw,—w; (2o — Z1) = ovr 74—z, (Wi = Wj)  bzw.
oviwi(Zo — Z1) - oy, z, (Wi = Wj) = ovr zo(Wi — Wy) - ovrw, (Zo — Z1).

Mit Gleichungen dieser Form erhélt man nun (Da alle Schnitte iiber V’/ leben, unterdriicke
man in der Rechnung dieses Datum in der Notation und schreibe kurz o (.) statt oy (.)):

o7,(Wi = Wo) - ow,(Zi — Zo) - 02,(Wo — Wj) - ow; (Zo — Zj)
= (og, (Wi — W) - ow,(Zi — Zo)) 020 (Wo = W;) - 0w, (Zo — ;)
= (0 (Wi = W) 0 (Ws = Wo)) - 0w, (Zi — Zo) - 72 (Wo = W5) - 0w, (%o — Z))
= 02 (Wi = W) - ow,(Zi = Zo) - (ow, (20— 21) - ow, (21— 7))
0720(Wi = Wj) - ow,(Zo — Z1) - ow,(Zi — Zo) - ow,;(Z1 — Z)
- <azl(m- — W) - ow,(Zo — Z1)> cow,(Zi — Z0) - ow,(Z1 — Z;)
= on (Wi = W)« (ow,(Zi = 20)) - (0 (W1 = W) - 02, (Wi = W) ) - 0w, (21 — Z)
= owl(Zi— 21) - 00 (Wi = W1) - (02, (W = W))) - 0w, (Z1 — Z))
= (02.Wi=W1) - 0w, (Zi = 21)) - 02 (W1 = W)) - 0w, (21 = Z),
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Dies zeigt, dass die zuvor gegebene lokale Definition des Schnittes ¢; ; wohldefiniert ist.
Weiterhin sind mit dieser lokalen Definition die Punkte i) und iii) fiir die ¢; ; klar. Offenbar
geniigt es, iiy lokal iiber einer offenen Umgebung V’ C S von s € S nachzurechnen. Damit
kann man annehmen, dass sich alle betrachteten Zykel eigentlich und iiber V' gar nicht
schneiden - man ist also in der selben Situation wie eben. Setzt man in der Rechnung von
eben (W1, Z1) = (W}, Z;), so erhélt man sinngeméf die Aussage ii)und die Existenz eines
Systems &, wie in der Proposition behauptet, ist gezeigt.

II) Zur Eindeutigkeit eines solchen Systems G:

Seien & und & zwei Systeme von Gm,s-Schnitten, die den Eigenschaften i) - iii) gentigen.
Mit i) gentigt es, fiir jedes p-zulédssige Paar (7, j) und jeden abgeschlossenen Punkt s € |V/|
eine offene Umgebung V' C V;; von s zu finden, und dort fiir ¢; ; € & und ¢; ; € S

@i jlv = ijlve

zu zeigen. Dazu wahle man Zykel Wy € [W;] und Zy € [Z;], so dass sich fiir [ € {i,7,0} die
Zykel Z; und Wy, sowie W, und Zj eigentlich und iiber einer offenen Umgebung V' C V' von
s gar nicht schneiden. Dann ist k := (V/, W3, Z3) € I, und die Paare (i, k) und (k, j) sind
p-zulassig. Mit Punkt ii gilt dann

Pij = Pik-Pr; und @ij = @ik Pk
und nach iii) sind die beiden rechten Seiten gleich. Dies zeigt die Eindeutigkeit des Systems
G und damit auch Punkt 1) der Proposition.
III) Zu Punkt 2) der Proposition:
Offenbar wurden die wesentlichen Punkte hierfiir bereits in I) und II) gezeigt.
IV) Zu Punkt 3) der Proposition:
Dieser einfache Vergleich ist dem Leser {iberlassen. O

5.8 Proposition

Man verwende die Notation von 5.2 und fixiere fiir jedes A-zulissige Tupel (i, j, k) € I® (also
fir 4, j, k mit V;; = Vj, sowie [W;] + [W;] = [Wy] und [Z;] = [Z;] = [Z}] auf V},) einen Schnitt
Ay € T (Vi, Gn,s)-

Weiter fixiere man fiir jedes p-zulissige Tupel (r, s,t) € I® (also fiir 7, s,t mit V,; = V; sowie
[Z:] + [Zs]) = [Z¢] und [W,| = [W,] = [W,] auf V) einen Schnitt

p:,s € F(%’vas)
so, dass das System & der Schnitte A\ und p folgende Eigenschaften besitzt:

iy Sei V C S offen und (7, j, k) ein A-zulédssiges Tupel. Weiter seien a, b, ¢ € I die Indizes
mit a = (VNV;, W;, Z;), b= (VNV;,W;, Z;) und ¢ = (VN Vg, Wy, Zj). Dann gilt fiir
die A-zuléssigen Tripel (a, b, ¢) und (i, 7, k):

‘7 j _ 7b
Ay ‘Vc = A"
Ist (i, 7, k) ein p-zuléssiges Tupel und sind a, b, ¢ € I die Indizes mit a = (VNV;, W;, Z;),

b= (VnV;,W;,Z;) und ¢ = (VN Vj, Wy, Zi). Dann gilt fiir die p-zuldssigen Tripel
(a,b,c) und (3,7, k):

Lyl ab
Pk Ve =P -
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iiy Sei (i,4,k) € I? ein \-zuliissiges Tupel sowie W € [Wy] ein Zykel, der Zj, eigentlich
und iiber Vi gar nicht schneidet. Ist [ = (V, W, Zx) € I der entsprechende Index, so
gilt fiir die A-zuléssigen Tripel (4, 7, k) und (7, ,1) und das ¢-zulédssige Paar (k,1):

)\Z’j = )\;"j CPLE = )\f’j oy, 7, (W — Wy).

Sei (i,7,k) € I3 ein p-zuliissiges Tupel und Z € [Z}] ein Zykel, der W}, eigentlich und
iber Vj, gar nicht schneidet. Ist [ = (Vj, Wy, Z) € I der entsprechende Index, so gilt
fiir die p-zuldssigen Tripel (i, j, k) und (4, 7,1) und das p-zuldssige Paar (k,1):

o’ = ok =) oviw, (Z — Zg).

iiiy Sei (i,7,k) € I® A-zuliissig, so dass zusiitzlich Z; die Zykel W; und W; eigentlich
und tiber Vi gar nicht schneidet. Dann sind a = (Vj, W, Zy), b = (Vi, W;, Zj) und
c= Vi, Wi +Wj, Zy) aus I, und fiir die p-zuléssigen Paare (4, a), (j,b) und (k, c) gilt:

M= e @b P
= ovw;(Zi = Zx) - oviw;(Zj — Zk) - v 2, (Wi + W — Wy).

Sei (i,j,k) € I® p-zuliissig, so dass zusitzlich W}, die Zykel Z; und Z; eigentlich
und iiber Vi gar nicht schneidet. Dann sind a = (Vj, Wy, Z;), b = (Vi, Wy, Z;) und
c= (Vi,Wk, Z; + Z;) aus I, und fiir die p-zuléssigen Paare (i,a), (j,b) und (k, ¢) gilt:

pi’j = Yia" " PjbPck
= ovizs(Wi = Wi) - ov, 2,(Wj = W) - ov, w, (Zi + Zj — Z).

Mit diesen Forderungen gilt folgendes:

1) Es existiert genau ein System & von Schnitten A" und p", das den Eigenschaften
1y -iii) gentligt.

2y Die Schnitte des Systems & erfiillen die Eigenschaften von Verkniipfungsvorschriften in
3.7 3) beziiglich der zulissigen Uberdeckung $ aus 5.2, sowie die Eigenschaften 2)und
3)aus 5.2.

3) Jedes System von Verkniipfungsvorschriften, das den Punkten 2) und 3) aus 5.2 geniigt,
erfiillt die Punkte i -iii).

Damit ist das System & der A" und p* aus Punkt 1) die einzige M&glichkeit, Verkniipfungs-
vorschriften mit den in 5.2 geforderten Eigenschaften zu definieren.

Bewelis:

I) Eindeutigkeit eines solchen Systems G von Schnitten:

Dies folgt mit Punkt iii) analog zur Eindeutigkeit in 5.7. Deshalb sind die Details dem Leser
iiberlassen.

II) Existenz eines solchen Systems G von Schnitten:

Im Folgenden wird der Existenzbeweis fiir die Schnitte A" gefiihrt. Fiir p:* folgt die Aussage
analog und ist deshalb dem Leser iiberlassen. Offenbar geniigt es, wie in 5.7 fiir jedes A-
zuléssige Tripel (i, j, k) mit ¢, j, k € I den Schnitt A;7 lokal zu definieren. Sei dazu s € |V}
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Man wihle einen Zykel Z € [Z], der W;, W; und Wj, eigentlich und iiber einer offenen
Umgebung V C Vj, von s gar nicht schneidet. Bezeichnen a = (V,W;, Z), b = (V,Wj, Z),
c= (f/, Wi, Z) und d = (V, Wi + W;, Z) die entsprechenden Indizes in I, dann definiere
man den Schnitt )\Z’j|‘~/ lokal iiber die ¢-zulédssigen Paare (i,a), (j,b), (k,c¢) und (c,d) wie
folgt:

ij
)\k:

= Pia - Pib Pk Pde
- UV,Wi(Zi —2)- ov.w; (Z; = 2)- Uf/vwk(Z — Zy) - JV,Z(WZ' +W; — Wy).

1

Es ist die Wohldefiniertheit dieser Definition zu zeigen. Sei also Z’ € [Zj] ein Zykel, der
die Zykel W;, W; und W), eigentlich und tiber einer offenen Umgebung V' C Vi von s gar
nicht schneidet. Sind r = (V/,W;,2'), s = (V/,W;,Z') und t = (V',W; + W;, Z') die

entsprechenden Indizes, so muss iiber V NV’ gelten:
Pia " Pib Pdk = Pir - Pjs " Pk-
Fasst man die Schnitte ¢_ entsprechend zusammen, so ist diese Aussage dquivalent zu

Pra - Psb = Ptd-

In Termen der oy (.) entspricht dies
oviw(Z' = 2Z) oy w,(Z = Z) = oy wyw;(Z' = Z).

Letzteres gilt aber nach 4.1 3) fiir die Schnitte o (.). Damit ist die lokale Definition der
Schnitte A vertraglich. Die so definierten Schnitte A" erfiillen offenbar die Eigenschaften
i) und iii). Schlieflich priift man Punkt ii) lokal direkt nach, womit Punkt 1) gezeigt ist.
ITI) Zu Punkt 2) - Die Vertréglichkeit von A" und p’” mit den ¢; ;:

Erneut wird die Behauptung nur fir A" gezeigt. Die entsprechende Aussage fiir p folgt
analog. Seien i, j, k,r,s,t € I, so dass (i,j, k) und (r,s,t) A\-zuldssig, sowie (i,7), (j,s) und
(k,t) @-zuldssig sind. Dann ist zu zeigen:

2,7 _ r,s
AR Prii s = Pk Ay

Da es geniigt diese Gleichung lokal nachzurechnen, kann man mit Punkt ii) annehmen, dass
Vi = V; gilt, sowie dass Z; und Z; die Zykel W;, W;, W, und W eigentlich und iiber V},
gar nicht schneiden. Bezeichnen a = (Vi,, Ws, Zy), b = (Vi, W;, Zi), ¢ = (Vi,, Wi + W, Zy,),
l= Vi,Wr, Zy), m = (Vi,Ws, Zy) und n = (Vi,, W, + Wy, Z;) die entsprechenden Indizes,
dann sind (a,l), (b,m), (¢,n) p-zuldssig und auf Vj, gilt:

Pen = OV, 7, (Wz + W; - W, — Ws) : O'Vk,Wr—i-Ws(Zk: - Zt) = Pa,l - Pbm-
Da auch (i,a), (4,b), (k,c), (r,1), (s,m) und (t,n) ¢-zuldssig sind, erhélt man mit iii)
Zj = Pia " Pjib" Pck und )‘:78 = @rlPsm* Pnyt-
Die Behauptung folgt nun unmittelbar aus den entsprechenden Kompatibilitdten der ¢_ .
IV) Zu Punkt 2)- Die Assoziativitidt von A" und p::
Seien ¢, j, k,l,m,n € I, so dass (3, 7,1), (4,k,m), (I, k,n) und (i, m,n) A\-zuldssige Tupel sind.
Dann hat man zu zeigen:
L,k 6\, i,k
AN = AN
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Gilt Z = Zi:Zj =2y =2 =Lpy="1ldp, 1l = (V,Wi—i-Wj,Z), m = (Vm,Wj—l—Wk,Z) und
n = Vo, W; + W; + Wy, Z), so rechnet man mit iii) direkt nach, dass man

L,k 4y 1 _ \i,m 7,k
AGF AR — = 2B g

hat. Schlieflich kann man die allgemeine Situation lokal durch mehrmaliges Anwenden von
IIT) auf diese speziellen Voraussetzungen reduzieren. Priift man noch, dass sich alle Uber-
gangsabbildungen ¢_, die man hierbei erhalt wegheben, so folgt die Behauptung fiir A:".
Die entsprechende Aussage fiir p folgt analog.

V) Zu Punkt 2) - Die Vertraglichkeit von A" und p:":

Seien i, j, k,l,m,n,r,s,t € I, so dass die Tupel (i, j,m), (k,l,n) und (r,s,t) A-zuldssig und
(i,k,7), (4,1,8) und (m,n,t) p-zuldssig sind. Dann ist zu zeigen

mn. i kl _ yms ik j,l
Pt )\mj)‘n =N Py p?s

Gt Wy =W, =W, W; = W = W, Wi+ W; = Wy, = Wy = Wy, Z; = Zj = Zpy,
Zy=24y=Zpund Z; + 2, = Zs = Zy = Z,, so rechnet man direkt nach, dass man

m,n i,j kil _ 1 _ 7S i,k il
Pt )‘rrg)‘n _1_)‘t * Py Pg

hat. Verfahrt man nun weiter wie in IV), so folgt die Behauptung.

VI) Zu Punkt 2)- Die Kommutativitat von A\ und p.:

Die Kommutativitat von A" und p:” sieht man unmittelbar, sobald man die Situation lokal

betrachtet.

VII) Zu Punkt 2)- Fiir A" und p:" gilt 5.2 2) bzw. 3):

Dies ist klar.

VIII) Zu Punkt 3):

Die Punkte 1y und iiy gelten offenbar fiir jede Verkniipfungsvorschrift. Mit 5.2 2) bzw. 3) erhélt

man weiterhin gerade iii). Dies zeigt die Behauptung. O
Us.2

5.9 Bemerkung

Wie man im Beweis von 5.8 sieht, gilt fiir die Verkiinpfungsvorschriften A" und p" von
RACH folgendes: Ist V' C S offen und sind W, W’ € Z}_(X/S) sowie Z,2' € Z]_ (X/S)

Zykel, so dass a := (V,W,Z), b := (VW' Z), ¢ .= (VW' Z"), i := (V,W + W' Z) und
j:=(V,W' Z+ Z') aus der Indexmenge I sind, so gilt

)\?’b =1 und p?’c =1.



Kapitel 6

Berechnung der Torseure [, .

Erneut betrachte man die Grundsituation aus Kapitel 4. Sei °H der Satz von Blochschen
Kozykeldaten und E€H die dazu konstruierte G, s-Bierweiterung. In diesem Kapitel wird
erlautert, dass die von Bloch im Fall von 7: X — S glatt in [Bll] konstruierte Gy, s-
Bierweiterung F und die Bierweiterung ECH kanonisch isomorph sind. Damit verallgemeinert
die hier gegebene Definition der Bierweiterung E€? den Begriff der Blochschen Bierweiterung
auf die Grundsituation aus Kapitel 4.

Sei V' C S offen und seien W € Z8'_(X/S), und Z € Z{__(X/S) Zykel, die sich eigentlich
und tiber V' gar nicht schneiden. Dann besitzt der Gy, g-Torseur E,, , zum Paar (W, Z2)
kanonisch einen rationalen Schnitt {7}y . Eines der Hauptergebnisse dieser Arbeit ist, dass
sich der Divisor von {Z}y wie folgt berechnet:

div(Ey,-, {Z}w) = 7 (W . Z).

6.1 Definition
Im Folgenden bezeichne man die Gy, g-Bierweiterung von CHY (X/S) x CH{ (X/S), die

man zu den Blochschen Kozykeldaten 8% aus 5.2 gemif 3.10 konstruieren kann mit ECH.
Sei V; C S offen und seien W; € ZP (X/S) sowie Z; € Z! (X/S) Zykel, die sich eigentlich

hom hom

und iiber V; gar nicht schneiden. Dann ist i := (V;, W;, Z;) € I und (V;, [W;], [Z:]) € U. Mit
der im Beweis von 3.10 benutzten Notation besitzt Eﬁ/{/‘] (2] iiber V einen ausgezeichneten
Rahmen 7;, der im Folgenden mit {Z;}y, w, bezeichnet werde. Nach Konstruktion gilt fiir
ein p-zuliissiges Paar (i,7) € I?:
{Zi}viyw, = eig - {Z}viw;-

Weiterhin erhilt man nach 5.9, dass fiir ein Paar (i,7) € I? mit V; = V; und Z; = Z; gilt

{Zilviw, Fawn ;o AZikviw, = {Zi}viwirw, -
Gilt dagegen V; = V; und W; = W}, so hat man analog fiir das zweite Gruppengesetz:

{ZYviw, oo, e ZiYviws = {Zi + Zi}viw
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6.2 Bemerkung

Ist in der Situation von Kapitel 4 der Morphismus 7: X — S zusétzlich glatt (d.h. S = 57),
so konstruiert Bloch in [Bl1] eine Gy, g-Bierweiterung iiber CHY (X/S) x CH{ (X/S),
die im Folgenden mit E bezeichnet wird. Sei V' C S offen, und seien w € CH{_ (X/S) und
z € CH{_ (X/S). Weiter betrachte man einen iiber V #quidimensionalen Zykel W € w
und einen Zykel Z € z, der W eigentlich und iiber V' gar nicht schneidet. In [Bl1]| auf Seite
24 konstruiert Bloch zum Paar (W, Z) direkt einen Rahmen {Z}y von IE%Z iber V. Fiir
die Wohldefiniertheit dieser Konstruktion ist dabei die Aquidimensionalitit von W iiber
V essenziell. Ist W nicht dquidimensional, so kann auch Bloch {Z}y nicht mehr direkt

konstruieren, sondern muss {Z}y aus bekannten Daten zusammenkleben.

6.3 Proposition:

Unter der Zusatzbedingung, dass 7 glatt ist, sind in der Situation von Kapitel 4 die Blochsche
Bierweiterung E und die in 6.1 definierte Bierweiterung E°H kanonisch isomorph.

Beweis:

Offenbar ist die Behauptung gezeigt, wenn man eingesehen hat, dass E die passenden Uber-
gangsabbildungen und Gruppengesetze besitzt.

Zu den Ubergangsabbildungen:

Sei V C S offen, und seien w € CHY . (X/S) und z € CH{ (X/S). Weiter betrachte man
zwei iiber V' dquidimensionale Zykel Wy, Wy € w sowie Zykel Z1, Zy € z, fir die sich W; und
Z; mit i,j € {1,2} eigentlich und iiber V' gar nicht schneiden. Nach [Bl1] (3.4) gilt, dass die

beiden Rahmen {Z; }y, und {Zs}w, von EE)Z iiber V wie folgt ineinander iibergehen:

{Z1Ywy = ovn (Z1 — Z2) - {Z2}w, -

Mit [Bl1] Proposition 4 sieht man weiterhin, dass

{Z1yw, = ov,z, (W1 = Wa) - {Z1}w,

gilt. Zusammen folgt, dass sich die entsprechenden Rahmen von E gerade mit den Uber-
gangsfunktionen von 8¢ transformieren.

Zu den Gruppengesetzen:

Ein Vergleich mit 6.1 liefert unmittelbar, dass die Gruppengesetze von ECH gerade den in
[BI1] (5.2) und (5.4) angegebenen Gruppengesetzen entsprechen. O

6.4 Notation (Die Torseure E, .)

Man nenne im Folgenden allgemein die in 6.1 definierte Bierweiterung die Blochsche Bier-
weiterung und bezeichne diese kurz mit E. Sind w € CH}_(X/S) und z € CH{__(X/S),
so schreibe man kurz E,, . fiir den Gy, g-Torseur IE%Z.

6.5 Definition (Rationale Schnitte eines G, s-Torseurs)

Man betrachte die konstante Zariski-Garbe abelscher Gruppen K (S)* auf S. Ein rationaler
Schnitt eines Gy, g-Torseurs T ist ein Schnitt der Garbe der rationalen Funktionen K (S)*®T.
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Ist U C S offen und f ein rationaler Schnitt von T, so nenne f iiber U regulér, wenn f|y
durch einen Schnitt von T|y induziert wird. Damit setze man:

R(U,T) := {rationale Schnitte von T, die iber U regulér sind}.

6.6 Definition (Der Divisor eines rationalen Schnittes)

Sei s € S ein 1-kodimensionaler Punkt von S. Da S glatt ist, ist Og ein diskreter
Bewertungsring mit Quotientenkorper K (.S). Man bezeichne mit

vs: K(S)" — Z

die korrespondierende, diskrete Bewertung von s. Sei T ein G, g-Torseur und f ein rationaler
Schnitt von T. Weiterhin bezeichne U C S eine offene Umgebung von s und ¢ einen Rahmen
von T iiber U. Dann existiert ein r € K(5)*, so dass f = r - ¢ gilt. Damit setze man

vs(T, f) := vs(r).

Dies ist offenbar wohldefiniert. Nun definiere man den Divisor von f wie folgt:

div(T, f) = Y vs(T, f)-s.

s€S(1)

6.7 Lemma

Sei V; C S offen, w € CH}_ (X/S) und z € CH{ (X/S). Weiter betrachte man mit
W; € w und Z; € z zwei Zykel, die sich eigentlich und {iber V; gar nicht schneiden. Es
bezeichne {Z;}v; w, den zugehérigen Rahmen von E,, . tiber V; und {Z;}w, den rationalen
Schnitt von E,, , mit

{Ziywilv: = {Zi}viw-
Sei weiterhin V; C S offen und seien W; € w und Z; € z zwei Zykel so, dass {Z;}v, w, ein
Rahmen von E,, , iiber Vj ist. Mit ¢ := (V;, W;, Z;) und j := (V;, W;, Z;) € I gilt auf V}:

{ZiYw, = vij A Zjtv,w;-

Beweis:

Klar. O

In [Me| Proposition 3.4.1 wird die Grundsituation von Kapitel 4 mit den zusétzlichen
Annahmen, dass S eine Kurve ist und n: X — S glatt ist betrachtet. Fiir zwei Zykel
W ezl (X/S)und Z € Z] _(X/S), die sich eigentlich schneiden, kann man zum Gy, s-
Torseur E,, . kanonisch ein Geradenbiindel £, , assoziieren. Bei [Me| wird gezeigt, dass der
Grad von L,, . gleich der Schnittzahl von W und Z ist. Mit einem &hnlichen Beweisansatz

wird nun folgende Verallgemeinerung dieser Aussage gezeigt.

6.8 Satz

Seien W € ZP (X/S) und Z € Z! _(X/S) zwei Zykel, die sich eigentlich schneiden. Dann

hom hom
gilt fiir den rationalen Schnitt {Z}y von E,, ,:

div(Eu., {Z}w) = (W . 2).
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Bewelis:

Offenbar geniigt es, diese Aussage lokal auf S zu zeigen. Sei so € S, Dann findet man

nach 5.6 Zykel W’ € w und Z’' € z, so dass sich W’ und Z, sowie Z’ und W bzw. W’

eigentlich und bei sy gar nicht schneiden. Ohne Einschriankung kann man S dabei durch

eine offene Umgebung von sg so ersetzen, dass |W'|N|Z], |W|N|Z'| und |[W’'|N|Z'| leer sind.

Ist V' C S eine offene Teilmenge, iiber der |W|N|Z] leer ist, so setze man ¢ := (V, W, Z) und
= (S,W',Z’) € I. Dann gilt:

{ZYyvw =vij AZYvw =ovw(Z—=2")-ov (W -W') - {Z"}vw.

Dabei ist og 7/ (W —W')-{Z'} g w+ nach Konstruktion bereits ein globaler Rahmen von E,, .
Es gilt also

Vso(Buw.z, {Z}w) = vs, (UV,W(Z — Z’)).

Um die rechte Seite zu berechnen, kann man nach 4.1 bzw. 4.10 zunéchst folgendes anneh-
men: Es existieren abgeschlossene Untervarietéaten 11, ...,7;,, C X und rationale Funktionen
gi € K(T;)* mit t = 1,...,n so, dass Z — Z' = " | div(g;) gilt, und W die Zykel T, ..., T},
sowie div(gy), ..., div(gy) eigentlich schneidet. Dariiberhinaus existiert fiir i = 1, ...,n jeweils
eine g-kodimensionale Untervarietit V; C X x P,lg, die W x ]P’l,lC eigentlich schneidet und fiir
die V;((0) — (00)) = div(g;) gilt. Man setze fiir i = 1,...,n

VWXPI—Zn,] ids

wobei Cj 1, ..., Cj r, dominant tiber S liegen und Cj 11, ..., Cj n, nicht. Sind fiir j € {1, ...,7r;}
die Projektionen von Cj ; nach ]P)llC mit f;; bezeichnet, so gilt nach 4.1 5)

ovw(Z-27") = H1 HlNK /K (S) (fig)"
i=1j

Damit erhédlt man

T

Voo Buoes {ZYw) = 35 3 a0 (Nt 1c09) (Fig)™).

i=1j5=1
Es bezeichne ¢: X x P} — X die Projektion. Wegen (|Z'| N |W])s = 0 gilt also:
(2. W) = m((Z-2).W)

Il
3

@
Il
—

*(div(gi) . W)
m. (Vi((0) = (00)) . W)
(1 op)*(w. (X x ((0) = (00))) « (W x }P’,l{)) (mit 1.10)

= Z(ﬁop) Znu i (XX((O)_(OO)))

I

-
I
A

I
-
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Dabei hat man speziell

ney = uso(;mzn” Ci ((0) = ()

= s, ( E i nij - w*dlv(fij)) (nach 1.4)
i=1j=1
= (ﬁ: inij . diV(NK(Ci,j)/K(S)(fij))) (nach [Fu] Prop. 1.4)

= L X v Nk e (fi)"™)

= e (Bun {Zh).

Also gilt
T(Z W) =div(Ey 2, {Z}w).

Dies zeigt die Behauptung. O



Kapitel 7

Bierweiterungen und
Korrespondenzen

Fiir dieses Kapitel sei folgende Grundsituation fixiert: Seien X, Y und S glatte, quasi-
projektive k-Varietdten. Weiter bezeichnen wx: X — S und 7y : Y — S glatte, projektive,
surjektive Morphismen, die jeweils X bzw. Y als S-Schema auszeichnen. Schliefslich seien
n,m,r,s E Nmit dy —dg¢+1=m+nunddy —dgs+1=1r+s.

Sei EX die Blochsche Bierweiterung von CH" (X/S) x CH}', (X/S) und EY die von

hom

cHy,..(Y/S) x CH;, (Y/S). Ist o/ € CH"" Y X x5Y) ein Zykel und v := 9,0 aus

~2~hom
CH" = 1ds(X x V) mit ¢ := (id x id): X xgY — X X, Y eine Korrespondenz, so hat
man Morphismen v: CH? (X/S) — CH} . (Y/S) und tv: CH; . (Y/S) — CH} . (X/S).

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass man auf CHp! (X/S) x CH;j,,(Y/S) mit
(id x t)*EX — (v x id)*EY

einen kanonischen Isomorphismus von k*-Bierweiterungen hat. Sei U C S offen. Sind V' € v,
W ez (X/S) und Z € Z;,,,(Y/S) Zykel, die sich in einer geeigneten Weise schneiden
so, dass {Z}y, vwy und {*V(Z)}y,w Rahmen der entsprechenden Torseure sind. Dann ist

dieser Isomorphismus durch folgende Zuordnung induziert:
((id x ")*EY)— ((v x id)*EY) (id x ") {'V(2)}o,w — (v x i) {Z}u, vaw)-
Wesentlich fiir die Existenz eines solchen Isomorphismus sind die Gleichungen
ovz(Ma)) =oumz)(a)  wnd  oyz(NW)) =ovw (N (2)).
Hierbei seien a € Z7 (X), W € Z" _(X/S), A € Z"""TH(X x V), A’ € Z"" (X x V) und

rat hom rat

Z € Zio(Y/S) Zykel, die sich in einer geeigneten Weise eigentlich und tiber U C S offen
gar nicht schneiden.

w,z w,z’

7.1 Notation

Im Weiteren bezeichne man mit p: X XY — X und ¢: X XY — Y stets die beiden
Projektionen. Weiter sei an den Ausdruck eines o-zuldssigen Tupels aus 4.1 erinnert. Sind
W, Z € 7Z*(X) zwei Zykel, die sich eigentlich schneiden, so hat man nach 1.9 fir W .Z
einen eindeutig bestimmten Zykel mit Trager in |Z| N |[W|, der diesen Schnitt reprasentiert.
Deshalb sage man auch, dass ,,W . Z als Zykel definiert ist”, um zum Ausdruck zu bringen,
dass sich W und Z eigentlich schneiden.
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7.2 Definition (Der Stratifizierungszykel)

Sei V eine abgeschlossene Untervarietidt der Kodimension n von X x Y. Man betrachte ein
a € N mit n < a <dy und bezeichne mit

V(a) :={z € X | dim(V;) = dy — a}

das nach 4.18 lokal abgeschlossene Unterschema von X, versehen mit der induzierten, redu-
zierten Struktur. Weiterhin benenne man mit

TV =X > C
a=n  CeComp(V(a))

den Zykel, bestehend aus den Abschliissen in X der einzelnen, irreduziblen Komponenten
C von V(a) mit a = n,...,dy. Die V(a) werden im Allgemeinen auch als Strata bezeichnet.
Entsprechend nenne man in dieser Arbeit Y[V] den Stratifizierungszykel von V.

7.3 Bemerkung
Man verwende die Bezeichnungen von 7.2.

i) Offenbar liegt ein abgeschlossener Punkt = € | X| bereits in V(a), falls in der Faser V,,
eine Komponente C' mit codimyxy (C) = dx + a, aber keine Komponente kleinerer
Kodimension liegt.

iy Da die Kodimension aller Komponenten von V, in X x Y mit « € | X| nach oben durch
n + dx beschriankt ist (1.8), gilt V(n) = () oder V(n) = p(V'). Weiter ist V(n) C p(V)
offen und entspricht der Einschrankung des dquidimensionalen Ortes Uy (4.19) auf
p(V).

7.4 Proposition
Sei V C X x Y eine abgeschlossene Untervarietdt und p: X x Y — X die Projektion.

i) Gilt fiir alle = € | X| und alle Komponenten C von V;, dass codimyxy (C) > r ist, so
folgt codimxxy (V) > r —dx.

iiy Ist B C p(V) C X eine abgeschlossene Untervarietat mit dim(V,) > a fiir alle x € |B],
so gilt dim(V') > dim(B) + a.

Beweis:

Zu i): Angenommen es gilt codimy xy (V') < r —dx. Dann gibt es offenbar nicht leere Fasern
V. so, dass mit 1.8 fiir mindestens eine Komponente C von V, =V NY, gilt:

codimxxy (C) < codimyxy (V) 4 codimxxy (Yz) <r—dx +dx =r.

Dies ist ein Widerspruch.
Zu iiy: Das ist klar. O
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7.5 Proposition

Seien V C X XY und Z C X abgeschlossene Untervarietdten. Schneidet Z den Stratifizie-
rungszykel Y[V] eigentlich, so schneiden sich auch p*Z und V eigentlich.

Beweis:

Sei codimy xy (V') = n und codimx (Z) = m. Weiter sei der mengentheoretische Schnitt von
V und p*Z gegeben durch V Np*Z = {C4,...,C,}, wobei C1, ..., C, die einzelnen Kompo-
nenten seien. Offenbar ist die Behauptung bewiesen, wenn man fiir i = 1, ..., 7

codimyxy (C;) =n+m

gezeigt hat. Wegen 1.8 geniigt es hierfiir, die Ungleichung codimx xy (C;) > n+m zu zeigen.
1) Vorbereitung:

Man fixiere ein ¢ € {1,...,7}. Es bezeichne 7; den generischen Punkt von C; und a sei die
Zahl aus {n, ...,dy }, fiir die n; € V(a)xY gilt (D. h. C; ist eine abgeschlossene Untervarietét
von V(a) x Y mit C; N (V(a) x Y) # (). Man setze weiterhin

T = 3 C € Z*(X).
CeComp(V(a))

Dann existiert eine Komponente v € Comp(Y* N Z) mit n; aus a x Y C V(a) x Y. Setzt
man a° := a N V(a), dann ist offenbar 7, € a° x Y und damit ist a° # ). Da « irreduzibel
ist, muss a® nach Konstruktion dicht in «a liegen. Damit gilt

codimy (a) = codimy (a°).

2) Die Abschétzung (7.5):
Beachtet man, dass a® in V(a) liegt, so gilt nach Definition von V' (a) fir alle x € |a°| und
alle C' € Comp(V;) die Ungleichung

codimyxy (C) > a+ dx.
Mit codimx () = codimx (a®) ist dies dquivalent zu
(7.1) codimgexy (C) > a + dx — codimy («).

Wegen C; € Comp(V Np*Z) ist (C;), fiir jeden abgeschlossenen Punkt = € |X]| ein ab-
geschlossenes Unterschema von V,. Mit der Gleichung (7.1) gilt dann offenbar fiir jedes
z € |a°| und jede Komponente C’ von (C;),

(7.2) codimgexy (C) > a + dx — codimx ().

Indem man die Gleichung (7.2) benutzt erhdlt man mit 7.4 iy:

(7.3) codimaexy (C; N (a° x Y)) > a+ dx — codimy (o) — dim(a®) = a.
Wegen 7; € a x Y und n; € V(a) hat man

(7.4) codimyxy (C;) = codimaoxy(Ci N (a® x Y))
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Schliefslich folgt mit den Gleichungen (7.3) und (7.4):
(7.5) codimxxy (C;) > a + codimy ().

3) Die Abschitzung (7.6):

Sei C' C X eine Komponente von T, in der « liegt. Setzt man C° := C' NV (a), so liegt C°
offen und dicht in C', womit dim(C®) und dim(C') gleich sind. Da C° C V/(a) ist, gilt fiir
alle x € |C°| die Gleichung dim(V;) = dy — a. Mit 7.4 ii) folgt also

dim(V') > dim(C) + dy — a.
Der Ubergang zur Kodimension liefert schlieRlich:
(7.6) n=codimxxy (V) <dy +dx — (dim(C’) +dy — a) = qa 4+ codimy (C)

4) Beweis der Behauptung:
Mit Y[V] schneidet Z auch T eigentlich. Damit gilt fiir die Komponente o von T%. Z und
jede Komponente C' von Y% mit o C C' die Gleichung codim¢e(a) = m. Man erhélt:

codimyxy(C;) > codimx(a)+a (nach Gleichung (7. 5))
= codimy (C) + codime(a) + a
> n+m (nach Gleichung (7.6)).

Nun wird mit 7.5 die Operation von Korrespondenzen auf Zykeln definiert:

7.6 Definition (Die Operation von Korrespondenzen auf Zykeln)

Sei A € Z¥xX~"*+$(X x Y) eine Korrespondenz mit den Komponenten Ay, ..., A,,. Bezeichnen
T[A41], ..., T[A,] die Stratifizierungszykel von Ay, ..., A, dann setze man T[A] = > 7" | T[A]
als den Stratifizierungszykel von A. Aus 7.5 folgt, dass sich fiir jedes W € Z’}[ Al (X) die Zykel
p*W und A eigentlich schneiden. Damit definiere man die Operation der Korrespondenz A
auf den Zykelgruppen als:

A B (%) — 2(v)
w = AW) = q.(A.p*W).

7.7 Proposition

Sei mxy: X xgY — S der offensichtliche Morphismus und ¥: X xgY — X x; Y der
kanonisch, durch die Identitdt auf den beiden Faktoren induzierte Morphismus. Dann gilt:

iy Das folgende Diagramm ist kartesisch:

XxsY % Xx,V
nyyl lﬂxXTry

IS 5 9x, 8.

iiy Der Morphismus ¥ ist eine regulédre Immersion.
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Bewelis:

Zu Punkt i) vergleiche man [EGA I| 0.1.4.8. Die zweite Aussage folgt dann, da X xgY nach
Voraussetzung ein glattes S-Schema und S eine glatte k-Varietét ist.

7.8 Lemma

In der fixierten Grundsituation betrachte man Zykel o € Z7% (X) und Z € Zi . (Y/S), die
jeweils T[P(X xgY)] eigentlich schneiden. Man beachte, dass damit ¥*p*« und 9*¢*Z in
7Z*(X x5Y) im Sinne von 1.9 als Zykel definiert sind. Sei A’ € Z"™""1(X xgY) ein Zykel

und A := 9,A’ sein Bild in Z"F" 145 (X x V). Dabei sei A’ so gewiihlt, dass
N.9*¢*Z, N.9p*a und N .9 (p*a.q"Z)
als Zykel definiert sind. Dann gilt:

iy Ist U C S offen, dann hat man:
(A@)[NZ)w=0 <« (la|n|AZ))v =0.

iy Ist U C S offen so gewahlt, dass (|[A(a)] N |Z|)y = 0 ist, dann sind die Tripel
(U,'A(Z),a) und (U, Z, A(«)) o-zulissig und es gilt

OU,tA(Z) (o) = UU,Z(A(Q))-

Beweis:

1) Voriiberlegung:

Man beachte zunéchst: Da sich o und Y[¢(X xgY)] eigentlich schneiden, ist p*a.9(X xgY)
als Zykel definiert und der Trager dieses Schnitts liegt bereits in (X x gY"). Identifiziert man
X xgY mit ¥(X xgY) C X xY, so wird das Bild von p*« unter dem Gysin-Morphismus 9*
offenbar kanonisch durch den Zykel p*a.9(X xgY"), aufgefasst als Element von Z*(X xgY'),
reprasentiert. Analoges gilt fiir Z.

2) Mit A’ und ¥*p*a schneiden sich auch A und p*a eigentlich:

Identifiziert man |A’| N [¢*p*a mit seinem Bild in (X xgY), so gilt

DN N [97p*al) = [9(A)| N p*a . 9(X x5 Y)| = |A| N p*al N 9(X x5 V).

Nun liegt |A|N|p*«| bereits in ¥(X x gY'), womit man erhélt, dass |A'|N]|¥*p*«| und |A|N|p*«|
isomorph sind. Damit folgt, dass sich mit A’ und 9¥*p*a auch A und p*« eigentlich schneiden.
Entsprechendes gilt auch, wenn man anstatt p*« den Zykel ¢*Z bzw. p*a . ¢*Z betrachtet.
3) Zu i:

Da sich die entsprechenden Zykel nach Voraussetzung alle eigentlich schneiden, liefert die
Projektionsformel mit Tréager (1.10)

Du(N P p 9" Z) = Aup*a. ¢ Z.

Offenbar sind die beiden Projektionen aus X xg Y gerade durch p o9 und ¢ o ¥} gegeben.
Nun folgt die Behauptung in i), wenn man folgende Gleichung beachtet:

(mx opod)(|A .9 p* a9 ¢* Z]) = (my o g0 ¥)(JN .9 p*a . 9" ¢* Z)).
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4) Vorbemerkung zum Beweis von ii):
Offenbar sind «, Z und A’ gerade so gewihlt, dass sich A(a) und Z, sowie o und 'A(Z2)
eigentlich schneiden. Um die Behauptung in ii) zu zeigen, benutze man die Blochsche De-
finition der Schnitte o_(.) aus 4.7. Dann benétigt man zum Einen ein Urbild V,, von «
unter dq, das 'A(Z) x A}C eigentlich schneidet. Zum Anderen braucht man ein Urbild Vi,
von A(«) unter dy, das Z x A}ﬁ eigentlich schneidet. Weiter sollen V,, und Vj(4) den Zykel
HX xgY) x A}C eigentlich schneiden, um sie nach X xgY X A}C zuriickziehen zu konnen.
Man wiahle diese beiden Urbilder nun wie folgt:
5) Wahl eines geeigneten Zykels V,:
Seien Y[ (X xgY)], Y[A], Y[A.q*Z] € Z*(X) die jeweiligen Stratifizierungszykel. Man wéhle
Vo gemék 2.5 als ein Urbild von « in der Gruppe Zl}t[ﬂ(xxSY)],T[A},T[A.q*Z] (X,1). Offenbar
gilt

TA.¢*Z) x A =T[(A. " Z) x O] € Z5(X x A}).
Damit schneiden sich nach 7.5 p*V,, und (A.¢*Z) x A}, eigentlich, und somit nach 4.9 auch
Vo und py(A.q*Z) x A} ='A(Z) x A}
6) Wahl eines geeigneten Zykels Vj(,:
Nach Konstruktion schneidet V,, auch den Stratifizierungszykel T[A] x A,lg eigentlich, womit
sich auch p*V, und A x A}c eigentlich schneiden. Zusammen mit 5) liefert dies, dass sich die
drei Zykel

PV, AxAL und ¢*Z x AL

paarweise eigentlich schneiden und damit p*V, « (A x Al).(¢*Z x A}) unabhingig von der
Klammerung als Zykel definiert ist. Weiterhin schneiden sich nach 4.9 mit ¢*Z x A}c und
(A x A}).p*V, auch die Zykel Z x A}, und q*((A x A}) .p*Va) eigentlich. Damit folgt aus
di (A x AL« p*Va) = Aup*a (vgl. 2.7), dass

(4 (A x A1) (7V2)) ) = Ao)

gilt. Dies liefert, dass g« ((A x A}) . (p*Va)) ein Urbild von A(c) unter dy ist, das Z x A

eigentlich schneidet. Man setze also

V() = q*((A X AL (p*Va)) €z"(X,1).

7) Beweis der Behauptung ii):
Nach Konstruktion schneiden sich p*V, und 9(X xgY) x Al eigentlich, womit (9 x id)*p*V,
als Zykel in Z' (X x5V x A}) definiert ist. Die Projektionsformel (1.10) liefert nun:

P Var (A X AL (¢°Z x AF) = (9 xid), (9 x id)*p* Vo (A x AL« (9 x 1d)*q*Z x A).

Setzt man px := mxopund qy := wy oq, so gilt px o) = pyod: X xgY — S und weiteres,
zweimaliges Anwenden der Projektionsformel mit Tréger liefert:

Tx 0 p)u (P Ve (A X AL (% Z X A))

px)«(¥ x id) ((9 x id)*(p* Vo« ¢* Z % ALY . (N x A}C))

() (Vo (A(Z) x 1)) =
(
(v )« (9 x id), (9 x id)*(p* Vi 0 ¢*Z x L) « (A x A}))
(
(

Ty ©q)s (p Vo r (A x 8%) (072 x Ap))
7Ty) ( (Z X A ))
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Nach der Definition von o (.) erhélt man damit offenbar

UU, tA(Z)(Oé) = UU,Z (A(a))

7.9 Lemma

In der fixierten Grundsituation betrachte man Zykel W € Z* (X/S) und Z € Z;..(Y/S),

hom hom

die jeweils T[9(X x5Y)] eigentlich schneiden. Weiterhin sei A’ € Z%" 1 (X xgY) ein Zykel

rat

und A := 9, A’ sein Bild in Z"" 179 (X x Y). Dabei sei A’ so gewihlt, dass

rat
N9 p' W, AN.9¢"Z uwnd N .9*W.q"Z)
als Zykel definiert sind. Dann gilt:

iy Ist U C S offen, dann hat man
(IAMINZr=0 < (WIN[AZ)])v=0.

iy Ist U C S offen so gewéhlt, dass (|JA(W)| N |Z|)y = 0 ist, dann sind die Tripel
(U, W, tA(Z)) und (U, Z, A(W)) o-zuldssig und es gilt

ouw (‘M 2)) = ouz(AW)).

Beweis:

1) Zu iy:

Dies folgt offenbar vollig analog wie im Beweis von 7.8.

2y Zu iiy:

Offenbar ist X xXg Y ein projektives, glattes k-Schema, womit sich die einzelnen Zusam-
menhangskomponenten C,...,C, von X Xg Y nicht schneiden und somit C1, ..., C, glatte,
projektive k-Varietéten sind. Weiterhin gilt CH*(X xgY) = @;_, CH*(C;) (vgl. [Fu|1.3.1
b)). Damit erhélt man durch Betrachten jedes einzelnen C; mit ¢ = 1, ..., a ein "Urbild” Vi
von A’ unter dy, das 9*(p*W.q*Z) x AL, 9*p*W x AL und 9*¢*Z x A} eigentlich schneidet.
Weiter setze man Vj := (9 x id), Vs und betrachte den Zykel

Viaizy =+ (Va « (6" Z x A})) € 2"(X, 1).
Wegen di (Vi « (¢*Z x A})) = A q* Z gilt
iy (Vincz)) = 'MZ).

Mit 4.9 schneidet Vi (z) den Zykel W x A,{: eigentlich, denn nach Konstruktion schneiden
sich Vs o (0*¢*Z x AL) und 9*p*W x Al eigentlich. Damit gilt fiir das o-zulissige Tripel
(U, W,'A(Z))

oUw (tA(Z)) = LU<(7T)()* (VtA(Z) . (W X Ai)))

Analog dazu sieht man, dass Vi) = g« (VA (P x Ai)) den Zykel Z x A}C eigentlich
schneidet und d1 (V) = A(W) erfiillt. Damit gilt

UU7z(A<W>) = lL ((Try)*(VA(W) . (Z X Ai)))
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Mit mehrmaligem Anwenden der Projektionsformel mit Trager 1.10 folgt nun

(Wy)*(VA(W).(ZxA,If)) = (my oq)« < (pW q7) XA))

(

(my 0 g0 X id)*(VA/ (9 (PW " Z) x A,ﬁ))
_ (onpoﬁxid)*(VA/ (0 ("W . q* Z) x A ))

(

(

mx op): (Vi ((FW . q°2) x A1)
7x)e (Vin(zy « (W x Ap))

und damit offenbar die Behauptung. O

In [MS] wird die Situation betrachtet, dass S = Spec(C) = Spec(k) gilt. Sei T := Y und
seien i,m € N, so dass dx + 1 = m + 4 gilt. Weiter bezeichnen EX und E” die Blochsche
Bierweiterung von CH}_ (X) x CH” (X) bzw. CHﬁgm( ) x CHL,(T). Schlieflich sei
B € CH™(X x T) eine Korrespondenz. Dann zeigt Miiller-Stach im Wesentlichen (vgl. den
Beweis von 7.10), dass

(id x ! B)*EX — (B x id)*ET

ein Isomorphismus von Bierweiterungen ist. Dabei iiberlésst er aber viele Details dem Leser.
Im nachfolgenden Satz wird diese Aussage von den, bei [MS| betrachteten Kodimensionen 1
und dr, hin zu beliebigen Kodimensionen r und s mit r + s = dg — dg + 1 verallgemeinert.
Auch muss im Folgenden S nicht Spektrum eines Korpers sein. Die Idee in Miiller-Stachs
Beweis ist, direkt auf die Konstruktion der Blochschen Bierweiterung in [Bll] zurtickzu-
greifen. Im Gegensatz dazu erfolgt der Zugang zum Beweis hier iiber die Schnitte o (.)
(durch die die Blochsche Bierweiterung bereits komplett bestimmt ist) und unterscheidet
sich damit klar von Miiller-Stachs Beweis. Auch erlaubt diese Handhabe eine viel defensivere
Verwendung von Chows Movinglemma.

7.10 Satz

Seien n,m,r,s € N wie in der Grundsituation und sei EX sowie EY die Blochsche Bierwei-
terung von CHy (X/S) x CHp, . (X/S) bzw. CH} . (Y/S) x CH;,,,(Y/S). Man betrachte
ein v/ € CH" ™ 1(X xgY), die Korrespondenzen v := 9,0 aus CH" ™" ~1+ds (X x V) sowie
die durch v induzierten Operationen

v: Cngz)m(X/S) - Cjﬁom(y/s) und tv CHhom(Y/S) - CHhom(X/S)‘

Dann sind die Pullbacks (id x t)*EX und (v x id)*EY der G, s-Bierweiterungen EX bzw.
EY iiber CH" (X/S) x CH;,..(Y/S) kanonisch isomorph, es gilt also:

(id x ')*EX = (v x id)*EY.

Beweis:

1) Definition kanonischer Isomorphismen 7,: E?}/(w) L Egtv(z):

Zunéachst fixiere man Elemente w € CHj: (X/S) und z € CHj,,(Y/S). Man betrachte
zu w, z und v die Menge M aller Tupel (U, V', W, Z), bei denen W € w und Z € z so
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gewéhlt sind, dass W und Z den Zykel T[J(X xg Y)] eigentlich schneiden. Dariiberhinaus
seien U C S offen und V' € v’ so gewéhlt, dass die Schnitte V' . 9*p*W, V' . 9*¢*Z und
V' 0" (p*W . q* Z) alle als Zykel definiert und {iber U leer sind. Dann bilden {Z}y vy und

{*'V(Z)}u, w Rahmen der k*-Torseure IE,UY(M) , bzw. Efv( to(z)" Hiermit definiere man fiir jedes
(U, V'\W,Z) € Mund V := 9, V’ einen Torseurisomorphismus

Wl B o = BN wolus {2y = {V(D}ow.

Zunichst zeige man, dass fir (Uy, V{, W1, Z1), (U, Vy,Wa,Z2) € M, Vi = 9. V] und
Vo = 9, V) die Gleichung r‘ﬁl"l’zl = ‘2/2’22 iiber Uy gilt. Dazu beachte man, dass fiir
7= (Ulel,tvl(Zl)) und j := (UQ,WQ,tVQ(ZQ)) das Tupel (7,7) ¢-zuldssig ist. Mit der

entsprechenden Ubergangsabbildung goZXJ von Ef to(2)

gilt also

W2
v {20 v vor) = {VI(Z0) Yo wn = @75 - {TVa(Z2) Yo, ws-

Setzt man m := (Ul,Vl(Wl),Zl) und n = (UQ,VQ(WQ),ZQ), dann ist (n,m) @-zuldssig.
Mit der entsprechenden Ubergangsabbildung cp};n von EY

w(w),2 gilt somit

Wa,Z Wa,Z
TV22 2 ({Zl}Ulz,Vl(Wl)) = TV22 : (QOT):L,n : {ZQ}U12,V2(W2)) = QDT))/:L,?’L : {t‘/Q(ZQ)}Um,Wz'
Damit geniigt es
X Y
¢i,j = (pm,n
zu zeigen. Nach entsprechendem Lokalisieren und Ubergang zu geeigneten, rational dquiva-

lenten Zykeln kann man analog zu Kapitel 4 annehmen, dass

(Ur2, W1,'Vi(Z1 — Z3)), (Ur2,Vi(Wh), Z1 — Za), (Ur2,'Vi(Z2), (W1 — Wa)),
(Urg, Zo, Vi(Wy — Wa)), (Uiz, Wa,'(Vi = V2)(Z2))  und  (Uiz, Z, (Vi — V2)(W2))

o-zulassig sind. Dann hat man

90%),(]' = OUi2,W1 (tV1(Zl - ZQ)) COUL VL (Z) (W1 — Wg) © Ol 9, Wo (t(Vl — va)(Zg))
und

@Zz,n = UU12,V1(W1)(Z1 - ZQ) *OUi2,2Z9 (Vl(Wl - W2)) *O0U19,2Z9 ((Vl - V2)(W2))
Nach 7.8 und 7.9 gilt aber

OUy2,W1 (tVl(Zl - ZQ)) = UU12,V1(W1)(ZI - ZQ)a
OU121V1(Z2) (Wl - W2> = OUi2,2> (Vl(Wl - WQ)) und
OUy2,W5 (t(vl - %)(ZQ» = OUi2,Z2 ((Vl - %)(WZ))7

womit die Zwischenbehauptung gezeigt ist. Man bezeichne fiir v, w und z den, von Wahlen
unabhéngigen, kanonischen Torseurisomorphismus mit

Z. Y X
7_1111} ik Ev(w),z - I[-Ew,tv(z)'

2) Definition kanonischer Isomorphismen &,"*: ((v xid)*EY) — ((id x ‘v)*EX) = :
Fiir w € CH]? . (X/S) und z € CH;_ (Y/S) induzieren die Morphismen 7,"* vermoge der
Projektionen

P ((v X id)*EY)w — EY und ¢': ((id X tv)*EX)w L E57tv(z)

3% v(w),z )
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kanonische Torseurisomorphismen

t*: (v x id)*EY)w . — ((id x tv)*EX)w e
Ist dabei U C S offen, W € w, Z € z und V € v so, dass {Z}y vy und {*V(2)}v,w

Rahmen von IEZ( bzw. Eg,t'u(z) sind. Dann gilt offenbar

w),z

ty* (v < id){ Z}uv ) = (id x o) {'V(Z) o, w-

3) Vertriglichkeit der Gruppengesetze:
Dies ist mit der expliziten Beschreibung von t,* in 2) und der Form der Gruppengesetze
einer Blochschen Bierweiterung (vgl. 6.1) unmittelbar klar. O



Kapitel 8

Picard- und Albanesevarietat

Im Folgenden sei k stets ein algebraisch abgeschlossener Korper. In diesem Abschnitt werden
die wichtigsten Sachverhalte beziiglich der Picard- und Albaneseverietit wiederholt. Auch
wird an die Begriffe eines (bei einem Punkt rigidifizierten) Poincarébiindels und eines Poin-
carédivisors erinnert. Dabei sind die meisten Aussagen in diesem Abschnitt wohlbekannt
und man kann sich die entsprechenden Beweise schnell selbst iiberlegen. Falls zur Hand,
findet man diese Resultate auch in meiner Diplomarbeit wieder.

8.1 Grundsituation

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper und X/k eine glatte, projektive Varietét. Weiter
fixiere man mit ¢ € X (k) einen k-rationalen Punkt von X.

8.2 Definition (Die Picardvarietét)

Man bezeichne mit (Sch/k) die Kategorie der Schemata iiber k, mit (Var/k) die Kategorie
der glatten, projektiven Varietéiten iiber k£ und mit (Ab) die Kategorie der abelschen Grup-
pen. Sei T' € (Sch/k). Bezeichnet q: X x T'— T die Projektion, so wird bei [BLR| Kapitel
8 gezeigt, dass fiir die glatte, projektive Varietat X/k der Picardfunktor

Picxp: (Sch/k:)o — (Ab)
T —  Pic(X x T)/q*Pic(T)

darstellbar ist. Genauer wird nach [BLR] 8.2 Theorem 3 und 8.1 Theorem 1 dieser Funktor
durch ein separiertes k-Schema Picx;, v.e.T. dargestellt. Bezeichnet Pic}( /k die reduzier-
te Zusammenhangskomponente der Null von Picx/y, so wird in [BLR] 8.4 Satz 3 gezeigt,
dass Picﬁc Ik ein eigentliches Gruppenschema ist. Dariiberhinaus kann man sich {iberlegen,
dass es sich bei Picﬁ( /k SOgar um eine abelsche Varietédt iiber £ handelt. Man nenne Picﬁ( Jk
die Picardvarietat von X. Dabei beachte man, dass man iiblicherweise (Picg( /k)red fir die

Picardvarietét schreibt. Die hier verwendete Bezeichnung Pick Jk fligt sich aber besser in
die Notation der hoheren Picardvarietiaten (Kapitel 10) ein. Betrachtet man folgende Ein-

75
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schrinkung von Picy

Pick s (Var/k)® — (Ab)
(0 x1d)*L£ = Op und fiir alle
T {LePic(X xT) ‘ e T(k) ist (id x 1)L :
algebraisch dquivalent zu Null

so kann man zeigen, dass dieser Funktor durch Picﬁf /k dargestellt wird. Ist A/k eine abelsche

Varietét, so schreibe man auch A anstatt Pic}4 Jk und nenne A die duale abelsche Varietit
von A.

8.3 Definition (Das Poincarébiindel)

Aufgrund der Darstellbarkeit von ‘Bicg( /k hat man eine Isomorphieklasse von Geradenbiin-
deln [Px] € ‘I?icg(/k(Pick/k), die mit id € Hom(Picﬁ(/k,Picﬁ(/k) korrespondiert. Man be-
zeichne jedes Geradenbiindel Px, das in der Klasse [Px] liegt, als ein bei o rigidifizierbares
Poincarébiindel von X. Wird ein Isomorphismus (o x id)*Px = OPic% . fixiert, so bezeich-

net man das entsprechende Poincarébiindel als bei o rigidifiziert. Ist 7 € Pick/k(k:) ein
k-rationaler Punkt, so ist weiterhin die Klasse von (id x 7)*Px algebraisch dquivalent zu
Null. Dariiberhinaus erfiillt Px folgende, offensichtliche universelle Eigenschaft:

Sei T" € (Var/k) und sei £ ein Geradenbiindel auf X x T" mit (o x id)*L = Or sowie
(id x 7)*L algebraisch dquivalent zu Null fiir alle 7 € T'(k). Dann existiert ein eindeutig
bestimmter Morphismus f: T — Pick /> SO dass auf X x T gilt:

(id x f)*Px = L.

8.4 Proposition

Seien F und G Geradenbiindel iiber X. Ist f: F — G ein Isomorphismus, so ist dieser bereits
eindeutig durch seine Einschrankung f|,: F|, — G|, von f auf o bestimmt.
Beweis:

Man beachte fiir den Beweis dieser wohlbekannten Aussage, dass nach [HA| IT Ex. 4.5 und
Ex. 5.1 fiir die eigentliche Varietdt X iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper k

Hom(F, F) =T(X, Homy (F, F)) =T(X, Ox) =k

gilt. Ist U C X offen und ¢ ein Rahmen von F iiber U, so ist der mit a € k korrespondierende
Garbenmorphismus gegeben durch ¢ — a - t. Insbesondere hat man bei ¢ die Zuordnung
t|s +— a - t|,. Offenbar erhélt man damit:

Hom(F, F) = Hom(F|,, Fls).

Angenommen es existiert nun ein weiterer Isomorphismus ¢g: F — G mit g, = f,. Dann
folgt aber aus der Voriiberlegung dass f~! o g = id# ist. Dies zeigt die Behauptung. O
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8.5 Bemerkung

Sind F und G Geradenbiindel auf X, die beide bei o rigidifiziert sind, so besagt 8.4 gerade
folgendes: Es gibt hochstens einen Isomorphismus f: F — G, der mit den Rigidifizierungen
auf beiden Seiten vertraglich ist.

8.6 PI‘OpOSitiOIl (Birigidifizierung des Poincarébiindels)

Sei A eine abelsche Varietdt und P4 ein bei 0 € |A| rigidifiziertes Poincarébiindel auf A x A.
Dann ist P4 auch bei 0 € |A| rigidifizierbar. Weiter induziert die Rigidifizierung bei 0 € | A|
kanonisch eine Rigidifizierung von P4 bei 0 € |A].

Bewelis:

Der erste Teil ist wohlbekannt und der Beweis ist dem Leser iiberlassen. Fiir die zweite
Aussage beachte man, dass es analog zu 8.4 kanonische Isomorphismen wie folgt gibt:

HOII](PA’AX(), OA) = HOIH(PA‘(QO), OSpec(k)) = HOII](PA’OXA, OA)‘

Nun ist mit der Rigidifizierung bei 0 € |A| ein Isomorphismus in Hom (PA’0>< 10 A) fixiert
und damit auch einer in Hom (PA\ Ax0, O A). Dieser ist aber eine Rigidifizierung fiir P4 bei
0€ Al O

8.7 Definition (Der duale Morphismus)

Sei A/k eine abelsche Varietdt und f: X — A ein Morphismus von Varietdten. Offenbar gilt
[(f xid)*Pa] € Pick /i(A). Damit existiert nach 8.3 ein eindeutig bestimmter Morphismus

f: A— Pick/k mit

(f xid)*P4 = (id x f)*Px.
Dabei nenne man f den zu f dualen Morphismus. Ist insbesondere X = B ebenfalls ei-
ne abelsche Varietdt, und sind P4 und Pp jeweils bei 0 rigidifizierte Poincarébiindel auf

A x A bzw. B x B, so kann der voranstehende Isomorphismus kanonisch (d.h. mit den
Rigidifizierungen vertréglich) gewéhlt werden. Es gilt also

(f xid)*P4 = (id x f)*Pp.

8.8 Proposition (Die Bidualititsabbildung)

Sei A/k eine abelsche Varietit und bezeichnet v: A x A — A x A das Vertauschen der
Faktoren. Ist P4 ein fixiertes, bei 0 rigidifizierbares Poincarébiindel auf A x A, dann liegt

die Klasse von v*P4 in ‘,Bic% / . (A). Ist P4 ein fixiertes, bei 0 rigidifizierbares Poincarébiindel

auf A x A, so betrachte man den nach 8.3 eindeutig bestimmten Morphismus

b:A—ufl

mit (id x b)*P; = v*P4. Dann ist der Morphismus b bereits ein Isomorphismus und wird
im Folgenden Bidualitdtsabbildung genannt.
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Bewelis:

Diese Aussage ist wohlbekannt. |

8.9 Lemma
Sei g: A — Pick Jk ein Homomorphismus abelscher Varietéten.

i) Es existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus ¢°: X — A mit ¢°(c) = 0 so, dass
(9") = g gilt.
iiy Bezeichnet v: Picﬁf e X — X x Picﬁf Ik das Vertauschen der beiden Faktoren, so liegt

die Klasse von £ := (gxid)*v*Px in %ic?&/k (X). Es bezeichne g: X — A den eindeutig

bestimmten Morphismus mit (id x §)*P ; = £. Dann kann man in i) g = b~1og setzen.

Beweis:

Im Folgenden werden kurz die wesentlichen Beweisschritte genannt. Diese auszufiihren ist
dann dem Leser iiberlassen.

Man rechnet zundchst die Aussage [ﬁ] € ‘Bic% /k(X ) aus i) nach. Als néchstes iiberlegt man
sich mit der universellen Eigenschaft von Py, dass (¢°) = ¢ gilt. Schlieklich zeigt man mit
Hilfe eines fixierten, bei 0 rigidifizierbaren Poincarébiindels P ; auf A x fl, dass fiir jedes
f: X — Amit f(o) =0 auch (f)b = f gilt. Hieraus folgt die Eindeutigkeit von ¢® in i) und
das Lemma ist gezeigt. O

8.10 Definition (Die Albanesevarietét)

Ein Paar (Alb(X), ), bestehend aus einer abelschen Varietéit Alb(X) und einem Morphis-
mus ¢: X — Alb(X) mit poo = 0: Spec(k) — Alb(X), heifit Albanesevarietat von X (zum
Basispunkt o), falls folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist: Fiir jede abelsche Varietét
A und jeden Morphismus ¢: X — A mit p o0 = 0: Spec(k) — A existiert ein eindeutig
bestimmter Morphismus abelscher Varietdten f: Alb(X) — A so, dass folgendes Diagramm
kommutiert:

X ¥, Alb(X)

N s Af
A.

8.11 PI‘OpOSitiOH (Existenz und Eindeutigkeit der Albanesevarietét)

iy Eine Albanesevarietdt von X zum Basispunkt o ist bis auf kanonische Isomorphie
eindeutig bestimmt.

iiy Setzt man Alb(X) := (Pick/k)A und ¢ := (idpick/k)b, so ist das Paar (Alb(X), ) eine
Albanesevarietdt von X (zum Basispunkt o).

Beweis:

Der Punkt i) ist klar und ii) rechnet man direkt nach. |



Kapitel 8: Picard- und Albanesevarietat 79

8.12 Bemerkung

Im Folgenden bezeichne man mit AP(X) C CHP(X) die Elemente des Chowrings, die geméfs
[Fu] 10.3 algebraisch dquivalent zu Null sind. Dabei hat man speziell fiir p = dx:

Ao(X) = ker(CHo(X) 2% 7).

8.13 Bemerkung

Die Abbildung ¢: X — Alb(X) induziert wie folgt die sogenannte Abel-Jakobi-Abbildung

o = 09% : Ag(X) = A% (X) — (Alb(X))(k); Yo niZi vyt n - i(Z;).
Dabei ist die rechte Summe als die Verkniipfung in (Alb(X))(k) zu lesen.
Fixiert man ein Poincarébiindel Px auf X x Picﬁf k> SO erhdlt man fiir jedes p € |Pic§( /k\
mit (id x p)*Px eine Klasse in Pic(X), die algebraisch dquivalent zu Null ist und damit ein
Element in A'(X). Diese Zuordnung ist bijektiv und induziert folgenden Isomorphismus:

0': A(X) — [Pick /|-

8.14 Definition (Poincarédivisoren)

Sei Px ein bei o rigidifiziertes Poincarébiindel und s # 0 ein rationaler Schnitt von Px mit
s((0,0)) = 1. Man bezeichne den Divisor

P = div(s) € Z'(X x Pick,)

als Poincarédivisor zum Poincarébiindel Px.

8.15 Definition

Sei A eine abelsche Varietét, P4 ein bei 0 rigidifiziertes Poincarébiindel auf A x A und
P ein Poincarédivisor zu P4. Bezeichnen p: A x A — A und qg: Ax A — A die beiden
Projektionen, so nenne man P bei a € Zy(A) und 3 € Zo(A) definiert, wenn die Schnitte

P.p'a, P.¢"f und P.p a.q*p
als Zykel definiert sind.
8.16 Definition

Sei £ ein Geradenbiindel auf X und Z = 37" | n; - P; € Zo(X) ein Zykel auf X. Bezeichnet
¢ fiir i = 1,...,n den k-rationalen Punkt zu P;, so definiere man das Geradenbiindel L]z
tiber Spec(k) wie folgt:

n
L]z :=Q) L |p,.
=1

Ist s # 0 ein rationaler Schnitt von £ mit |div(s)| N |Z| = (), so setze man weiterhin

slz = ®<* e I (Spec(k), L]z)-
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Die Poincaré-Bierweiterung

Sei A eine abelsche Varietét iiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper k. Weiter fixiere
man mit P4 ein bei 0 rigidifiziertes Poincarébiindel auf A x A. In diesem Kapitel wird
zunéchst die Definition der Poincaré-Bierweiterung PP zum Poincarébiindel P4 wiederholt.
Dabei handelt es sich bei P um eine k*-Bierweiterung von |A| x |A|. Sei X eine glatte,
projektive Varietét und bezeichne (i x j): A'(X) x Ag(X) < CHl,(X) x CH{X (X)
die Inklusion. Man schreibe E? fiir den entsprechenden Pullback (i x j)*E der Blochschen
Bierweiterung. Weiter betrachte man mit 8 x fy: A*(X) x Ag(X) — |Pic§(/k\ x |Alb(X)| das
Produkt der kanonischen Abbildungen aus Kapitel 8. Dann wird in diesem Kapitel gezeigt,
dass die beiden Bierweiterungen E* und (6! x 6)*P iiber A'(X)x Ag(X) kanonisch isomorph
sind. Es gilt also:
EA = (' x 6p)*P.

9.1 Notation

In diesem Abschnitt bezeichne A eine abelsche Varietét iiber dem fixierten, algebraisch
abgeschlossenen Korper k£ und X iiber k eine glatte, projektive Varietdt mit fixiertem Punkt
o € X (k). Weiterhin zeichne man ein bei 0 rigidifiziertes Poincarébiindel P4 auf A x A aus.

9.2 Satz (Satz vom Quadrat)

Seien b, b’ € ]A| abgeschlossene Punkte und P, das fixierte, bei 0 rigidifizierte Poincarébiin-

del auf Ax A. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus rigidifizierter Geradenbiindel
auf A:

Palaxe ® Palaxy = Palaxory-
Entsprechend gilt fiir a,a’ € |A]:

PA|a><A ® PA|a’><A = 7DA|aJra/><A'
Beweis:
Nach [Mi2]| 6.7. hat man fiir rigidifizierbare Poincarébiindel Isomorphismen

Palaxs @ Palaxy = Palaxory  und  Pal, 1 @ Paly i = Palgraxi

Mit der fixierten Rigidifizierung kann man geméfs 8.4 genau einen solchen Isomorphismus
kanonisch fixieren, der mit den Rigidifizierungen auf beiden Seiten vertréglich ist. o

80
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9.3 Lemma (Gm,s-Torseure und Geradenbiindel)

i) Sei S ein Schema. Man bezeichne mit (&8/S) die Kategorie, deren Objekte Geraden-
biindel iiber S und deren Morphismen Isomorphismen von Geradenbiindeln sind. Der
kovariante Funktor ®, gegeben durch

®: (8%B/S) — (Gms — Totr/S)
£ g @05(0575)7

stellt eine Kategoriendquivalenz dar. Hierbei bezeichnet Isop (Os, £) die Garbe mit
IS—OOS (Og, L)(U) =1so(Osly, L|y) fir U C S offen.

iiy Unter dieser Kategoriendquivalenz entsprechen sich das Tensorprodukt von Geraden-
biindeln und das (kontrahierte) Produkt von Torseuren.

Bewelis:

Punkt i) ist wohlbekannt und z. B. bei [Mil] zu finden. Sich von der Giiltigkeit von ii) zu
iiberzeugen, ist dem Leser iiberlassen. O

9.4 Konstruktion

Im Folgenden wird die Konstruktion der Poincaré-Bierweiterung P von |A| x |A| zum fixier-
ten, bei 0 rigidifizierten Poincarébiindel P4 {iber A x A wiederholt.

Seien a € |A| und b € |A| abgeschlossene Punkte. Man bezeichne mit P,; den mit dem
Geradenbiindel P4, ) iiber Spec(k) korrespondierenden k*-Torseur. Damit setze man

P= J] P
(a.b)€lA|x|4]

Offenbar ist die Abbildung p: P — |A| x |A], die alle Elemente von P, ; auf den Punkt (a, b)
schickt surjektiv. Weiter hat man, induziert durch die k*-Torseure P, eine k*-Operation
auf P, so dass p beziiglich der trivialen Operation auf |A| x \121| dquivariant ist. Schliefslich
definiere man fiir P Gruppengesetze wie folgt:

Seien a,a’ € |A| und b,V € |A| abgeschlossene Punkte. Man benutze die Rigidifizierung von
P4 bei A x {0}, um geméf 9.2 einen Isomorphismus

a7a/, . ~ ~ ~
oy ,PA’a,XA ® ,PA’a/XA - ,PA’a—&-a’XA
kanonisch zu fixieren. Damit definiere man
1 P k* P P
+a,a’,b P Pap X a’,b a+a’,b

als den geméf 9.3 mit der Einschrénkung von U(f’a/ auf (b) — (0) korrespondierenden Iso-
morphismus von k*-Torseuren. Entsprechend setze man

2 . k*
+a7b,b’ . ]P)a’b X Pa,b’ — Pa,b+b/

als den mit a?bl\(a),(o) : Paltap) ©Pal(a) — Paliapspy korrespondierenden Torseurisomor-
phismus.
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Der Beweis, dass diese Gruppengesetze assoziativ und kommutativ sind, ist dem Leser iiber-
lassen. Offenbar muss man lediglich noch einsehen, dass die so definierten Abbildungen +-1,-,-
und +?  miteinander vertréglich sind (3.5 3 iv)). Da man fiir die weiteren Berechnungen
in diesem Kapitel ohnehin eine sehr genaue Beschreibung der Gruppengesetze bendtigt,
wird diese Vertriglichkeit in den beiden folgenden Propositionen explizit gezeigt. Mit diesen
Uberlegungen ist dann die Poincaré-Bierweiterung komplett beschrieben.

9.5 Proposition

Sei p: A x A — A die Projektion und seien a,a’ € |A| abgeschlossene Punkte. Man wiihle
einen rationalen Schnitt s von P4 mit s((O, 0)) = 1 so, dass div(s) an den Stellen § = 0 und
a € {(a)—(0),(a’)—(0), (a+a’)—(0)} definiert ist (vgl. 8.15). Damit setze man P := div(s).
Dann ist nach 9.2 B((a) + (a’) — (a + ') — (0)) ein Zykel rational dquivalent zu Null. Sei
fau € K(A)* die rationale Funktion, die durch f; ,(0) =1 und

B((a) + (@) = (a+a’) = (0)) = div(f5q)
eindeutig bestimmt ist (Man beachte hierbei 1.6). Setzt man fiir = € | A|

S, 4= (x x id)*s - (0 x id)*s™ 1,
dann ist der Isomorphismus a?’a, wie folgt gegeben:

CL,(Z/ . N N ~
gy ¢ PA|a><A®PA|a/><A - PA|(a+a’)><A
A e ~ S . ~
SaxA " Sa'xA = fa,a/ Sa+a’><A'

Entsprechendes gilt fiir den Isomorphismus Ug’b/: Palaxe @ Palaxy — Palaxp+v)-

Bewelis:

Es bezeichne o € F(A, Pal AX{O}) den Schnitt, der unter der Rigidifizierung dem Einsschnitt
von O4 entspricht. Da div(saX A Sarx A) = div( f(i @ Satalx A) gilt, ist die voranstehende
Definition von a?’a/ wohldefiniert. Damit geniigt es offenbar zu priifen, dass a‘f’a/ mit der
Rigidifizierung vertraglich ist. Man unterscheide dazu die beiden folgenden Falle:

1. Fall: Fiir den ausgezeichneten Schnitt s gilt s|4x0 = a:

Da sich der Einsschnitt von Q4 bei weiterem Einschranken stets auf den Einsschnitt von
Ospec(k) abbildet, entsprechen a(q)—(0) = 8, ilo, Suy alo und s, ., ilo jeweils dem Eins-
schnitt von Ogpec(x)- Nach Konstruktion ist ffa,(O) = 1, womit offenbar in diesem Fall cr(f’a/
mit der Rigidifizierung vertréaglich ist.

2. Fall: Fiir den ausgezeichneten Schnitt s gilt s|axo #

Da « ein Rahmen von Py|axo ist, findet man eine rationale Funktion b € K(A)*, so dass
slaxo = b+« gilt. Mit den Berechnungen aus Fall 1 geniigt es nun offenbar zu zeigen, dass

b(a) - b(a") = b(a + d’) - b(0)
gilt (Man beachte dabei, dass nach Konstruktion die Punkte (a,0), (a/,0), (a + a’,0) und
(0,0) nicht im Divisor von s liegen). Dazu betrachte man die Funktion
b(a) - b(a)
bla+a')-b0)
Diese ist nach dem Rigiditétssatz (|[Mi2] 2.1) konstant Eins, was die Behauptung zeigt. O

*

AxA—k; (a,ad)—
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9.6 Proposition

Seien a,a’ € |A|, b,b € |A| abgeschlossene Punkte und B ein Poincarédivisor, der bei
a € {(a) = (0),(a") = (0), (a+a’) = (0)} und B € {(b) —(0), (t') — (0), (b+1) — (0)} definiert
ist (vgl. 8.15). Dann sind die Morphismen

b,b’ a,a’ a,a’

5" |(ata)—©) © (67 l)—0) X 07" |@)—(0)) © v23
und
a"

a, b,b’ b,b’
71" lorr)-0) © (937 l@)—0) * 3" l@@)—(0))

von Pl(qp) @ Pliap) @ Pliar,p) @ Pliar pr) nach P|(qpqr ptyy gleich, wobei veg das Vertauschen
des zweiten und dritten Faktors bezeichnet.
Beweis:

Mit den Bezeichnungen von 9.5 reduziert man die Behauptung durch Einsetzen leicht darauf,
die Gleichung

aa(0) fou ) fop(ata) = fiyla) fip(a) fou(b+)
zu zeigen. Betrachtet man dazu die beiden Abbildungen

L@ ) T W)
Fryla+a)- 55, 00) T R ) £, 0

so sieht man mit dem Rigiditdtssatz, dass diese beiden Funktionen konstant Eins sind. O

(a,d’)

9.7 Bemerkung

Nach [SGA 7] VII 2.9.5 kann man die zu einem bei 0 rigidifizierten Poincarébiindel assozi-
ierten Torseure genau auf eine Art und Weise mit der Struktur einer Poincaré-Bierweiterung
versehen. In 9.4 sieht man, wie man hierbei zu verfahren hat.

9.8 Definition (Die Bierweiterung EA)

Es bezeichne i xj: AY(X)x A% (X) < CH{_ . (X)x CHﬁg(m (X) die entsprechende Inklusion.
Damit definiere man folgende k*-Bierweiterung von Al(X) x A% (X):
EA = (i x j)*E.

Man nenne dabei EA die Einschriinkung der Blochschen Bierweiterung auf A*(X) x A% (X).

9.9 Bemerkung

Im Weiteren betrachte man folgende Situation: Es sei E* die Einschriinkung der Blochschen
Bierweiterung auf Al(Picﬁf/k) x Ag(Alb(X)). Weiterhin bezeichne P ein fixiertes, bei 0
rigidifiziertes Poincarébiindel auf Pick s X AIb(X). Schlieflich benenne man die durch P
induzierte k*-Bierweiterung iiber |Picy skl X [AIb(X)[ mit P.

Ist ¥: X — Alb(X) die kanonische Abbildung der Albanesevarietét zum fixierten Basis-
punkt o € X(k), so iiberlegt man sich, dass P := (id x ¥)*P der Pullback eines bei o
rigidifizierten Poincarébiindels auf X x Picﬁ(/k entlang v: Picﬁ(/k x X — X X Picﬁ(/k ist.



84 Kapitel 9: Die Poincaré-Bierweiterung

9.10 Konstruktion

Sei (w, z) € Al(Picﬁ(/k) x Ag(Alb(X)). Im Folgenden werden zu geeigneten Wahlen (s. u.)
eines Représentanten Z von z und eines rationalen Schnitts s von P Torseurisomorphismen
TZ.s: Ef;,z — ((0* x 00)*IP’)W72 konstruiert:

Man setze w := 0 (w) und ¢ := 0y(z). Weiterhin sei Z ein Reprisentant von z und s # 0 ein
rationaler Schnitt von P so, dass P := div(s) bei a = (w) — (0) und S € {(¢) — (0), 9.2}
definiert ist. Da ¢,Z — ¢ in (Alb(X))(k) nach Konstruktion Null ist, gilt nach dem Satz
vom Quadrat

73|Pic§(/kxw*z—(g) = 73|Pic§(/kxo = OPicﬁ(/k-

Alsoist “PB (v Z — () +(0)) = (div(s)) (v«Z —(€)+(0)) = diV(s’Pick/kxw*Z—(()Jr(o)) rational
dquivalent zu Null. Sei f5 € K (Pick /k) damit die eindeutig bestimmte, rationale Funktion
mit f5(0) =1 und div(f§) = "B(¢+Z — (¢) + (0)). Entsprechend zu P := (id x ¢)*P setze
man 5 := (id x ¥)*s sowie P := (id x ¥)*P. Definiert man W := ‘iﬁ?((w) —(0)),soist W ew
(denn man kann sich iiberlegen, dass §'(W) = w ist). Bezeichnet

sw¢ = (@) = (0),(¢) = (0))"s := (0, ¢)*s - (0,¢)*s™ "+ (w,0)"s™" - (0,0)"s
den durch s induzierten Rahmen von P, ¢, dann setze man:

775 Bw. — (0 x 60)*P) {ZYw = fo(w) - (0" x 0p)* su e

w,z’

9.11 Satz

i) Die in 9.10 konstruierten Morphismen 77, sind unabhéngig von der Wahl des Zykels
Z € z und des rationalen Schnitts s von P. Damit hat man, induziert durch die 77,
fiir alle (w,2) € A'(A) x Ag(A) kanonische k*-Torseurisomorphismen

Tw,z Ew,z - ((91 X 90)*P)

w,z"

iiy Induziert durch die Torseurisomorphismen 7 ., erhélt man einen kanonischen Isomor-
phismus von k*-Bierweiterungen auf A'(X) x Ag(X)

EA — (0! x 6p)*P.

Beweis:

1) Die 7z sind unabhéngig von der Wahl von s resp. ‘B:

Man verwende die Bezeichnungen von 9.10. Sei s’ ein anderer rationaler Schnitt von P, der
an den Stellen a = (w) — (0) und 8 € {(¢) — (0), . Z} definiert ist. Setzt man P’ := div(s’),
so ist P—P’ ein Zykel, der rational dquivalent zu Null ist. Sei also g% € K (Picﬁ( I ¥ Alb(X ))>k
die eindeutig bestimmte Funktion mit g% ((0,0)) = 1 und div(g%) = B — P’. Offenbar hat
man damit fiir s/, - := ((w) = (0),(¢) — (0)"s

s, = 95 (@) = (0),(¢) = (0)) - 8¢
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Setzt man weiterhin W’ := ‘iﬁ?’((w) —(0)), dann gilt (mit f2 analog zu f3 gemif 9.10)
m29({Z w) = f5(w)-oz(W—-W')-s, . und
7zs({Z}w) = g5 (W) = (0),(€) = (0) - f5(w) - si,c-

Damit geniigt es (f5(0) = f5 (0) = 11),

o7 (W = W) = (g5(() = (0) - fz- (/) ) (@) — (0)

zu zeigen. Nun gilt .
9o ((Q) = (0) - f2-(f2) = ga(¥:2).
Denn man hat
div(gs (V.2)) = (B -P)W.2)
= (B-B)(()—(0) + "B(.Z = () +(0) — P (¥-Z - (¢) +(0))
= div(g3(Q - ) 5 (1) 7).

Hiermit konnen sich beide Seiten nur noch um eine Konstante unterscheiden. Nach Konstruk-
tion gilt £5(0) = f5 (0) = 1 und der Rigiditiitssatz liefert wegen .Z = ¢ in (Alb(X)) (k):

(92 (0-2))(0) = (92(() — (0)) ) (0).

Damit geniigt es also, oz(W — W) = g% ((w) — (0),%.Z) zu zeigen. Nach |[Fu|] Chapter 16
gilt fiir x € Z*(X):

"Pz) = ((dx )" B) () = ((AIb(X) x Ty) o P)(x) = "Po Ty(x) = "P(u(x)).
Somit erh&lt man:

o2(W =W = oz((B-F) (@) - (0))

= 0w (B - ii3/)(Z)) (nach 7.9)
= 0w (B -P)(¥:2))

= Tw-0 (dW(gif(w*Z)))

= 95((w) = (0),9:Z (nach 4.21).

Man beachte an dieser Stelle, dass rationale Funktionen f € K (Picl /i X Alb(X ))* auf der

glatten Varietit Picl s X Alb(X) bereits auf ganz Pick s X AIb(X)\|div(f)] definiert sind.
2) Die 77 sind unabhéngig von der Wahl von Z:

Sei Z' ein anderer Repriasentant von z. Offenbar kann man mit 1) annehmen, dass der
rationale Schnitt s von P so gewéhlt ist, dass 9 := div(s) an den Stellen a = (w) — (0) und
B € {(C) —(0),¢¥Z,1.Z"} definiert ist. Dann gilt

{ZYyw =ow(Z - 2") - {Z"}w,
tzs({Z}w) = f7(w) - 8w und 7z ({2 w) = f2/(w) - Swc.

Damit gentigt es also,

ow(Z -2 = (13- (£2)7") @)
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zu zeigen. Hierzu beachte man:

ow(Z=2') = ogu)-)(Z~Z)

= oo PBZ-2)) (nach 75)
oo (div(fz- (7))
= <f§ : (f%)_1>(w) (nach 4.21).

4y Vertréglichkeit der ersten Gruppengesetze:

Seien w, w' € A'(X) und z € Ag(X) mit ' (w) = w, 01 (W) = ' sowie Op(z) = ¢. Weiter
wihle man ein Z € z und einen rationalen Schnitt s von P, so dass P := div(s) bei allen
Stellen a € {0,w,w’,w +w'} und B € {({) — (0),9.Z} definiert ist. Schlieklich setze man

W= %((w) —(0)), W= %((w) —(0)) und W= PB((w—w') = (0)). Nun gilt

(Zhw +4 o (20w = (Zhwwr = o2 (B(() + ) — 0+ ) = (0)) - {Z}y  und
Sw,¢ +i},w’,c Sw' ¢ = fj,w’(g) " Swtw’ (s

wobei f5 , € K (Alb(X))" nach Definition die rationale Funktion mit f5.(0) =1 und
div(f; /) = PB((w) + (W) = (w+w') —(0)) ist. Damit geniigt es zu zeigen:

5 (O 150) - S5 = filw+ o) -0z (B((@) + () — (@ +) = ().

Analog zu 1) zeigt man oy (i]}((w) + (W) — (w+) — (0))) = f3 ./ (¥Z). Dann folgt die
Behauptung aus

fr(w) - f2() - (fplw+w) " =1= £, Z) (f5(0)
Hierbei ist Letzteres wegen 1, Z —( = 0 = w+w' — (w+w') in (Alb(X)) (k) sowie f5(0) =1

und f5 (0) =1 eine Konsequenz aus dem Rigiditétssatz.

5) Ver”criiglichkeit der zweiten Gruppengesetze:

Seien w € A'(X) und z, 2" € Ag(X). Man setze w := 0'(w), ¢ := () und ¢’ := 6p(2').
Weiter fixiere man Z € z bzw. Z' € 2’ sowie einen rationalen Schnitt s von P fiir den
P := div(s) an den Stellen a = (w) — (0) und 8 € {0,¢, ¢, ¢+ ¢, Z, 9. Z'} definiert ist.
Schlieflich setze man W := ‘i?((w) — (0)). Nun sind die zweiten Gruppengesetze gegeben
durch

1 -1

{Z}W +x2)v7z7z’ {Z/}W = {Z + Z/}W und Sw,¢ -h%,gg/ Sw = ff,g/(w) *Sw,C4¢!

wobei f£ ., € K(Picy )", die Funktion mit div(f¢.) = B((¢) + (¢) = (¢ +¢') = (0)) und
f¢(0) =1 ist. Damit geniigt es,

(f2- for feo) W) = oz (W)

zu zeigen. Allgemein gilt aber, dass die beiden Funktionen nicht nur bei w den gleichen
Wert haben, sondern bereits identisch sind. Hierzu beachte man, dass der Divisor beider
Funktionen gleich P(¢s(Z + Z') — (C + ') + (0)) ist und beide Seiten nach Definition den
Wert Eins an der Stelle 0 haben.

Damit ist gezeigt, dass E* und (8' x 6p)*P kanonisch isomorphe k*-Bierweiterungen iiber
Al(Pick;,) x Ag(Alb(X)) sind. O



Kapitel 10

Hohere Picardvarietaten

Sei X eine glatte, projektive Varietét iiber k und p € {1, ...,dx }. In diesem Kapitel wird zu-
néchst die Definition von p-ten héheren Picardvarietéten Picgf Ik wiederholt. Das Ziel dieses

Abschnittes ist es, die Aussage E* = (8 x 6p)*P aus 9.11 fiir das Paar (Picﬁ(/k, Alb(X)) auf
beliebige, hohere Picardvarietidten zu verallgemeinern. Hierzu betrachte man die kanonische
Isogenie

Cpidx i : .
NS Pic'd), P (Png(/k)

aus [Sa| sowie eine Korrespondenz % € CHP(Pick, s, % X), die unter der kanonischen Ab-
bildung CHp(Picé’(/k x X) — Aut(Picgf/k) (s.u.) auf den Erzeuger von Aut(Pic‘;’(/k) NN
abgebildet wird. Man hat mit 67: AP(X) — |Pic%, /k\ eine kanonische Abbildung. Weiter sei
EAP die Einschrinkung der Blochschen Bierweiterung auf AP(X) x AX*1=P(X) und PP
die Poincaré-Bierweiterung von |Pick /k‘ x | (Pick, /k)A] zu einem fixierten, bei 0 rigidifizier-
ten Poincarébiindel Pp;er " Dann werden hier EAP und PP auf Ag(Pich /k) x AdxH1=p(X)

verglichen und es wird gezeigt:

(Ph X id)* EAP = (6 x 07X T17P)*(id x |AB|)*PP.

10.1 Grundsituation

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei X/k eine glatte, projektive Varietét.
Weiter bezeichne o € X (k) einen stets fest gewéhlten, k-rationalen Punkt von X. Mit Px
sei ein bei o rigidifiziertes Poincarébiindel auf X x Pick ;. fixiert. Dariiberhinaus schreibe
man ©: X — Alb(X) fir die mit ¢(0) = 0 normierte Abbildung aus 8.11.

10.2 Definition (Picardhomomorphismus)
Sei A/k eine abelsche Varietét. Ein Gruppenhomomorphismus h: AP(X) — | A| heift Picard-

homomorphismus, falls folgendes gilt: Es existieren eine glatte, projektive Varietét Y/k, eine
Korrespondenz z € CHYXP*1(X x V) und eine abgeschlossene Immersion i: A — Pic%,/k

so, dass mit dem durch Px induzierten Isomorphismus #': AY(Y) — |Pic%//k| aus 8.13 das

87
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folgende Diagramm kommutiert:

AP(X) = ANY)
h| Lot

Il

Al = [Picy,l.

10.3 Beispiele (Fiir Picardhomomorphismen)

Man kann zeigen, dass 0': A1(X) — |Pic}(/k| und die durch ¥: X — Alb(X) induzierte
Abel-Jakobi-Abbildung 0y: Ag(X) — |Alb(X)| aus 8.13 Picardhomomorphismen sind.

10.4 Definition (Hohere Picardvarietéten)

Sei A/k eine abelsche Varietdt und ¢: AP(X) — |A| ein Picardhomomorphismus. Ein Paar
(A, ¢) heift p-te hohere Picardvarietét, falls fiir jede abelsche Varietét B und jeden Picardho-
momorphismus h: AP(X) — |B| ein eindeutig bestimmter Morphismus abelscher Varietéten
f: A — B existiert, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

AP(X) 2 4]
h N\ /A f]
|Bl.

10.5 Beispiele (Fiir hohere Picardvarietiiten)

Man kann sich iiberlegen, dass die Paare (Picl I 6') und (Alb(X), 6p) eine erste bzw. eine
dx-te hohere Picardvarietat sind.

Offenbar sind hohere Picardvaritéten, falls sie existieren, in jeder Kodimension p bis auf
eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt. Deshalb spreche man auch von der hoheren p-
ten Picardvarietét und schreibe dafiir (Pick, e or).

10.6 Satz (Die Existenz hoherer Picardvarietiiten)

Fiir jedes p € {1,...,dx} existiert eine héhere Picardvarietét (Pick e 6P) von X iiber k = k.

Bewelis:

Siehe [Sa]. O

10.7 Bemerkung
Fiir die Picardvarietiit Pic} /i und die Albanesevarietit Alb(X ) von X gilt
Alb(X) = (Picx )
Weiterhin hat man mit der Bidualitdtsabbildung einen kanonischen Isomorphismus

b: Pick , — (Pick,,) = (AIb(X)).
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Wie in der nachfolgenden Bemerkung genauer erldutert wird, hat man auch im allgemeinen
Fall fiir p,g € N und p+ g = dx + 1 einen kanonischen Morphismus Picgc/k — (Picg(/k)f
Allerdings handelt es sich bei diesem Morphismus im Allgemeinen um keinen Isomorphismus
mehr, sondern nur noch um eine Isogenie. Dies verdeutlicht die herausragende Stellung der
Picard- und Albanesevarietit unter den héheren Picardvarietéten.

10.8 Bemerkung

i) Seien p,q € N, Y eine glatte, projektive Varietdt iiber k, z € CHdY-q‘H’(X xY)
eine Korrespondenz, A/k eine abelsche Varietdt und h: AP(X) — |A| ein Picardho-
momorphismus. Dann kann man zeigen, dass auch ho z: AY(Y) — |A| ein Picardho-
momorphismus ist. Damit induziert die Abbildung z: A?(Y) — AP(X) mittels 6P o z
gemdfs der universellen Eigenschaft der hoheren Picardvaritét Picg, Ik einen eindeutig
bestimmten Morphismus [2]7: Pic}, Ik = Pich,

Xk 50 dass folgendes Diagramm kommu-
tiert:

AYY) = AP(X)

0] Lov
Pj q |[Z]g| Pi D
lcy/k ICX/k.

iiy Man identifiziere im Folgenden eine abelsche Varietéit ohne weitere Notation mit ihrer
Albanesevarietat. Mit i) hat man insbesondere einen Morphismus

¢: CHP(Pich

S X X) — Aut(Pick

/)

Nach [Sa] Theorem 2.2 existiert ein k5 € N{0}, so dass im(®) NN =< k5. >+ 0 gilt.
Man bezeichne mit 9% eine Klasse in CHp(Picf;{/k x X)), fiir die [P5]9 = k% gilt. Es
kommutiert also folgendes Diagramm:

P

Ao(Pic’;(/k) = AP(X)
6o | Ler
. 2 . 59 .
\(Plcgg/kﬂ = |P1C§(/k| = \Plcg(/k|.

ii) Sei ¢ := dx — p+ 1. Man bezeichne die durch *P% : AY(X) — Al(Picgf/k
Abbildung [*P%]7 mit

) induzierte

N Picg(/k — (Picé’(/k)

Bei [Sa| Teil 4 wird folgendes fiir die Abbildung N5 gezeigt:

e Die Abbildung A% héngt nicht von der Wahl des Elements % aus CH? (Picg( I X X)
ab, das k% induziert.

e Bei My handelt es sich um eine Isogenie.

e Fiir den zu A% dualen Morphismus gilt: (A% o k5. )= M5 o k.
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10.9 Lemma

Seien A und B abelsche Varietidten sowie ¢: A — B eine Isogenie abelscher Varietéten.
Weiterhin bezeichne man mit Pa und Pp jeweils ein fixiertes, bei 0 rigidifiziertes Poincaré-
biindel auf A x A bzw. B x B, und mit P4 sowie P5 die gemaf 9.4 dazu konstruierten
Poincaré-Bierweiterungen von |A[ x |A| bzw. |B| x | B|. Dann induziert der kanonische Iso-
morphismus (¢ xid)*Pp = (id x ¢)*P4 eine kanonische Isomorphie zwischen den assoziierten
k*-Bierweiterungen derart, dass iiber |A| x |B| gilt:

(Il x id)*P? = (id x |¢])*P~

Bewelis:

1) Zu den Torseurisomorphismen:
Offenbar induziert der kanonische Isomorphismus (¢ x id)*Pp = (id x ¢)*P4 fiir alle a € |A|
und b € |B| einen Isomorphismus ((¢ x id)* PB)(a b = = ((id x b)* PA)(a by und damit einen

Isomorphismus zwischen den k*-Torseuren Pf(a) , und ]P’;4 o)
als Menge nur die Vereinigung aller Fasern P, ist, erhdlt man damit insbesondere einen
Garbenmorphismus f: (|¢| x id)*PZ — (id x |¢|)*PA. Es bleibt also noch die Vertréglichkeit

von f mit den Gruppengesetzen zu zeigen.

Da die Poincaré-Bierweiterung

2) Vertriglichkeit mit den Gruppengesetzen:
Man betrachte dazu zuniichst f etwas genauer. Als Isogenie ist ¢ flach ([Mi2] 8.1). Sei s
ein rationaler Schnitt von P4 mit s4((0,0)) = 1 und s? ein rationaler Schnitt von Pp mit

sP((0,0)) = 1. Setzt man P, := div(s?) und Pp := div(s?), dann sind (id x $)*P4 und
(¢ xid)*Pp wegen (¢ xid)*Pp = (idx $)*P offenbar rational équivalent. Sei g € K (Ax B)*
die eindeutig bestimmte, rationale Funktion mit g((O, ())) =1 und

(id x ¢)*Pa = div(g) + (¢ x id)*Pp.

Ist P4 bei (a) — (0) und ( (b)) — (0) sowie P bei (¢(a)) — (0) und (b) — (0) definiert, dann
iiberlegt man sich analog zu 9.5, dass der kanonische, mit den Rigidifizierungen vertrigliche
Isomorphismus (¢ x id)*Pp = (id x qb) P4 gegeben ist durch

(id x ¢)*Ps — (¢ xid)*Pp
(id x QZA))*SA = g- (¢ xid)*sP.

Dies liefert, dass der Torseurisomorphismus f,; mit a € |A| und b € |B| von der folgenden
Form ist: Gilt
-1

i = (@ 90) "% (.05 0.60)'s")

dann hat man: R
fart (Gdx BB, — (] xid)BP),,

A glad) B
a,(b) = 9(@0)9(00) ()b
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Bezeichnet +!  bzw. —Pl das erste Gruppengesetz von (id x ||)*P4 bzw. (|¢] x id)*PZ, so
hat man fiir a,a’ € |A| und b € | B| zu zeigen, dass

~1
+a,a/,b © (fa,b X fa’,b) - faJr(l’,b ° +¢11,a’,b

gilt (und Entsprechendes fiir das zweite Gruppengesetz). Mit der expliziten Beschreibung
von f,p hat man im Fall, dass P4 auch bei (a’) — (0) und ¢(b) — (0) sowie Pp auch bei
¢(a’) — (0) und (b) — (0)) definiert ist, offenbar folgendes zu zeigen:

gla,b)  g(db) _ glatd,b)
g(a70)'g(0>b) g(a/70)'g(07b) g(a+a’,0)-g(0,b)'
Dies gilt aber erneut nach dem Rigiditatssatz, womit die Behauptung folgt. O

10.10 Definition

Seip € {1,...,dx} und ¢ := dx —p+1. Im Folgenden werden oft mehrere k*-Bierweiterungen
von abelschen Varietdten bzw. von Chowgruppen gleichzeitig betrachtet. Um den Uberblick
nicht zu verlieren, erweitere man die in 9.4 und 9.8 eingefiihrte Notation wie folgt:

. . . L, . . D ) ~ .
1) Fiir die Poincaré-Bierweiterung von ]Pch/k\ X \(Pch/k) | schreibe man PP.

. . 4 TR . . q ~ . q . . Aq
2) Die Poincaré-Bierweiterung von ](Pch/k) | ’PICX/k‘ bezeichne man mit P?.

3) Fiir die Einschriankung der Blochschen Bierweiterung auf AP(X) x A9(X) schreibe
man [EP9,

4y Schlieflich bezeichne man mit E? die Einschrankung der Blochschen Bierweiterung auf
Ag(Pic% ) x A (Pic% ;) und mit E? die Einschrinkung auf A" (Pic§ , ) x Ao(Pick ).

10.11 Bemerkung

Bei der Suche nach einer Beziehung zwischen E?¢ und PP bzw. P? betrachte man folgende
Situation (abkiirzend schreibe man dabei PP fiir Pick sy, und P fiir Pic%. )

idx % idx P

Ao(PP) x AL(PP) % Ap(PP) x AYX) X Ag(PP) x Ag(P9)
(1)  6ox6'] o x 07 | 60 x 6o
idx|AB idx|k4
e ery CEX e pe I ey e,

Entsprechend kann man dieses Diagramm auf der rechten Seite wie folgt fortsetzen:

D xid tm? wid
Ao(PP) x Ag(PT) T AP(X) x Ag(PY) TR AL(PY) x Ag(PY)
(2) o % 6o 67 x 0o | 16t x 6
kP id 2\ id
e pe) B e pe R pay) )
Schlieflich gilt noch:
AP(X) x AY(X)
(3) P xid N id x BL
id q P xid
Ao(PP) x AY(X) CEX A (PP) x Ag(PY)  TEEY AP(X) x Ag(PY).
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Mit 10.8 iii) und 10.9 gilt (id x [E%[)*(d x A% |)*PP = (Jk%| x id)*(|]A%| x id)*P? und es
macht Sinn, in (1) links unten PP und in (2) rechts unten P? zu betrachten. Fiigt man die
beiden Seiten (1) und (2) zusammen, so passt die untere Zeile von (3) genau in die Mitte
der oberen Zeile von (1) und (2). Weiter ist EP? eine Bierweiterung von AP(X) x A?(X),
der obersten Zeile von (3), womit es Sinn macht, folgende Behauptung zu betrachten:

10.12 Satz

Mit den Bezeichnungen von oben gilt:
(P x id)*EPY = (0y x 09)*(id x | A5 |)*PP
und

(id x PL)EPY = (6P x 6)* (|A% ]| x id)*PY.

Beweis:
Zunichst hat man nach 9.11 (6 x 61)*PP = EP iiber AO(Picé’(/k) X Al(Picf’;(/k).
Da offenbar (6 x 6') o (id x "P%.) = (id x | A5 |) o (Ap x 67) gilt, geniigt es, fiir die Gleichung
(% x id) EPY = (B x 69)*(id x |2 |)* PP
zu zeigen, dass
(i x '8P = (% x id)*EPa

gilt. Dies wurde aber bereits in 7.10 gezeigt. Damit folgt die erste Gleichung. Da man die
zweite Gleichung vollig analog erhélt, liefert dies die Behauptung. O
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