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Einleitung

Beim Abschluss eines neuen Handyvertrages stelifwgide in Deutschland zurzeit vor
folgender Wahl: Soll er sich, trotz der relativ ballatrate-Gebuhren, fur eine der grof
beworbenen Handy-Flatrates entscheiden, bei eit@ssikchen Vertrag mit Grundgebihr
und Minutenpreisen bleiben oder doch eine Prepaidenehmen, bei der zwar keine
Grundgebuhren, aber hohe Minutenpreise anfallen?

Um eine fundierte Antwort auf diese Frage gebekdnnen, muss man erkennen, dass es
sich um ein Problem handelt, bei dem zwei GréRerewv@nder abhangen. Das Kriterium zur
Beurteilung ist der zu zahlende Preis in Abhangigken der Dauer der gefiihrten Gespréache.
Jeder Dauer ist ein Preis zugeordnet und der Paeigrt bei jedem Angebot in
unterschiedlicher Art und Weise mit Dauer.

In diesem Beispiel handelt es sich um ein lines#ashstum der zu zahlenden Preise. Bei
Geldanlagen oder der Aufnahme eines Kredites dobaf ein Verstandnis von nichtlinearen
Wachstumsarten die Mdglichkeit, Entwicklungen katkau erfassen und beurteilen zu
kdnnen.

Diese beiden Beispiele zeigen exemplarisch, in hezl¥ielfalt funktionale Situationen im
Alltag auftreten und bei welchen Entscheidungsmser ein Verstandnis flr funktionale
Zusammenhange gefordert ist. Die Fahigkeit, mikfiomalen Abhangigkeiten im Alltag
umzugehen und diese fundiert beurteilen zu konstetit eine wichtige Vorraussetzung fur
einen mundigen Burger dar. Die dazu gebrauchtemtése, Vorstellungen und Fahigkeiten
sind ein zentrales Stoffgebiet der Sekundarstufe I.

Die Ergebnisse von Untersuchungen wie PISA oderN?Alzeigen aber, dass viele Schiler
in Deutschland Schwierigkeiten mit Aufgaben zu fiimkalen Situationen haben und ihre
Leistungen hinter den Leistungen von Schilern ardginder zurtickbleiben.

Dieser Gegensatz zwischen der zentralen Bedeuem&uffgebietes und den
unterdurchschnittlichen Leistungen deutscher Schuiddit den Ausgangspunkt der
vorliegenden Arbeit dar. Er wirft die Fragen naemdatsachlich geforderten Féhigkeiten und
Vorstellungen, sowie nach deren Umsetzung und Féngen den Curricula auf.

Analysen der typischen Fehler fihren zu der Frafjasg, welche Veranderungen des
Unterrichts dazu beitragen kdnnen, dass diese &cigkeiten nicht mehr oder zumindest
weniger haufig auftreten.

Die vorliegende Arbeit befasst sich aus diesem Gmit den Herangehensweisen von
Deutschland und Frankreich. Diese beiden gro3espéischen Lander arbeiten mit
unterschiedlichen Konzepten und es besteht noctekitiv geringer wissenschaftlicher
Austausch, so dass von einem Vergleich gegensditigelse erwartet werden kénnen. Im
Rahmen dieser Arbeit sollen die Theorien und Voegslveisen beider Lander miteinander
verglichen werden um Starken und Schwéachen heratsziten und um in der Folge
Veréanderungsvorschlage zu entwickeln.

Im ersten Kapitel wird der Untersuchungsgegensthatdilliert beschrieben. Mit dem Begriff
funktionales Denkerder hier klar definiert wird, werden die Vorstgigen und Féhigkeiten
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verbunden, die fur einen Umgang mit funktionaletu&@ionen gebraucht werden. Die
Ausbildung einer funktionalen Denkweise stellt ad¢go zentrales Ziel des Unterrichts der
Sekundarstufe | dar. Die Moéglichkeiten ihrer Audhitg sollen in den Lehrplanen und
Lehrbtichern von Deutschland und Frankreich untétswerden. Aul3erdem ist es ein Ziel
dieser Untersuchung, ihre tatsachliche Anwendumghd8chuler aus beiden Landern mit
Hilfe von Analysen der Ergebnisse von PISA und PAY,Mnd insbesondere durch eine
parallel durchgefihrte Interviewstudie, zu dokurnexen.

Vor den eigentlichen vergleichenden Analysen zakfionalen Denkweise wird zunachst
einige Theoriearbeit durchgefuhrt. Mit ihr sollene¥seits der theoretische Rahmen der
funktionalen Denkweise gesetzt werden und andetesealysewerkzeuge entwickelt
werden.

Das zweite Kapitel beschétftigt sich zunachst mit@eschichte des Funktionsbegriffs. Es soll
gezeigt werden, auf welche Schwierigkeiten dieonisthe Entwicklung gestof3en ist, wie
diese Uberwunden werden konnten und was die aaggiienden Faktoren fur substantielle
Fortschritte waren. Speziell diesen Faktoren wedder Definition von funktionalem Denken
ausreichend Gewicht verliehen. Die IdentifikatimnwHurden in der historischen

Entwicklung ist auch fir die Analyse von heutigesh@erldsungen wichtig.

Das dritte Kapitel betrachtet Theoriekonzepte aest8chland, Frankreich und der
internationalen Forschung. Ziele des Kapitels siiedgenaue Klarung des theoretischen
Fundamentes der funktionalen Denkweise und diebEitang eines theoretischen
Hintergrundes fur spater folgende Analysen. Motiviirch die binationale Ausrichtung
dieser Dissertation, wird als drittes Ziel diesegpkiels angestrebt, die theoretischen
Rahmenkonzepte beider Forschungsgemeinschaftebewachteten Forschungsgegenstand
zusammenzufihren um dadurch einen Beitrag zum Assiaunterschiedlicher
Forschungstraditionen zu leisten.

Es gibt bereits eine grol3e Fille an Forschungdarpadie sich mit dem Erlernen und
Arbeiten mit funktionalen Abhangigkeiten beschatigZiel des vierten Kapitels ist es, einen
Uberblick Giber deren Ergebnisse zu geben und di@seifzubereiten, dass sie sich in den
theoretischen Rahmen aus dem dritten Kapitel esgpasnd die dort entwickelten
Analysewerkzeuge besser nutzbar machen. Die Baditiging von bereits bekannten
Starken und Schwéchen schérft den Blick fur dedentifizierung bei den hier
durchgefuhrten Analysen und erleichtert die Suadehrden zugrunde liegenden Ursachen,
sowie nach mdglichen Veranderungsmaglichkeiten.

Im Anschluss an diese theoretischen Arbeiten komineirorschungsfragen fur die Analysen
der Curricula im funften Kapitel prazise formuligrerden. Sie beziehen sich nun auf eine
theoretisch fundiert definierte funktionale Denksesund fir die Beantwortung der Fragen
wurden vor dem zuvor entwickelten theoretischenétgrund mehrere Analysewerkzeuge
ausgearbeitet.

Im sechsten und siebten Kapitel wird anhand derpléhe und Schulblcher untersucht,
inwieweit die Schiler beider Lander bei der Audlnilg einer funktionalen Denkweise
unterstitzt werden.
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Zunachst werden im sechsten Kapitel die beiden &émt ihren jeweiligen
Bildungssystemen gegentber gestellt, um zu gewéatate dass eine grundsatzliche
Vergleichbarkeit vorhanden ist. Nach einem kurzéerBlick tber die historische
Entwicklung der Lehrplane werden die aktuellen Iptéme von Deutschland (am Beispiel
von Bayern) und von Frankreich betrachtet. Dabetese alle Klassenstufen der
Sekundarstufe | analysiert und in Bayern auf atleuformen eingegangen. Mit dem
Studium des intendierten Curriculums sollen die Midseiten herausgearbeitet werden,
welche die Schuler zur Ausbildung einer funktionalBenkweise haben.

Diese Untersuchungen werden im siebten Kapitefjésetzt. Mit Detailanalysen des
potentiellen Curriculums wird gezeigt, wie die Sittuchautoren die Vorgaben der Lehrplane
umsetzen und welche Inhalte, Fahigkeiten und Viusig mit Bezug zur funktionalen
Denkweise angesprochen werden.

Bei der Betrachtung der Lehrplane und der Schuldiisimd insbesondere die Inhalte von
Interesse, bei denen sich die Herangehensweisderliginder unterscheiden. Von diesen
Unterschieden sind Impulse fur Veranderungen zwaden, so dass ihnen bei der
Untersuchung der Schilerleistung spezielle Aufrmaarkeeit gewidmet wird.

In den Kapiteln acht und neun wird versucht, diehnden Analysen der vorangegangenen
Kapitel erwarteten Starken und Schwéchen in dexi®ea identifizieren. Mit zwei
unterschiedlichen Vorgehensweisen soll untersuehnt@n, wie die Schiler mit der
funktionalen Denkweise arbeiten kénnen und weldateaterigkeiten dabei auftreten.

Im achten Kapitel werden quantitative Analysen tgefiihrt und Verbindungen zu den
Resultaten der zwei vorangegangen Kapiteln henfjeZenachst werden die Leistungen der
deutschen und der franzdsischen Schiler auf desk8layYerédnderung und Beziehurgn
PISA 2003 dargestellt und versucht differentietiktionierende Items aufzudecken.
Anschlie3end werden die Ergebnisse der bayeriscegsschnittstudie PALMA analysiert.
Auch hier wird eine Subskala mit enger Verbinduagfanktionalen Denkweise betrachtet.

Mit qualitativen Analysen werden im neunten Kapéglige der in im sechsten und siebten
Kapitel identifizierten Starken und Schwachen doguatiert. Eine in Deutschland und
Frankreich parallel durchgefuhrte Interviewstudmméglicht es, mit Interviewausschnitten
darzustellen, wie sich spezifische Aspekte dertionlen Denkweise in konkreten
Situationen auswirken. Damit wird ein detaillieriésrstandnis verschiedener
Antwortphdanomene mdglich und die Grundlage furicid-olgenden gegebenen
Veranderungsvorschlage gelegt.

Diese bilden den ersten Teil des zehnten Kapibast werden auf Basis der Ergebnisse der
vorliegenden Arbeit Vorschlage gemacht, wie einessersucht werden kann, festgestellte
Schwéachen in beiden Landern zu vermeiden, und arsets die Starken im jeweils anderen
Land konstruktiv zu nutzen.

AbschlieBend folgen eine zusammenfassende Ubeidietdie Ergebnisse der Arbeit und
ein Ausblick auf weitere Forschungsfragen, die sigicth diese Arbeit eréffnen.
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1 Funktionales Denken

Funktionales Denken ist ein Schlagwort mit demevealif Anhieb etwas assoziieren kénnen.
Bei genauerer Betrachtung fallt jedoch auf, dasseti Begriff haufig unklar bleibt und mit
sehr unterschiedlichen Vorstellungen gefillt werkenn. So wird er etwa im Rahmen der
Meraner Reformen von 1905 (siehe Kapitel 6) seht gefasst und in alle mathematischen
und gesellschaftlichen Bereiche gezogen, wohingeg&on Vollrath (Vollrath, 1989) im
engen Bezug mit dem Mathematikunterricht von Fumdn und dessen Anwendungen
gesehen wird.

Es bedarf also einer Klarung des Begriffes, bevibirmm gearbeitet werden kann. Im
folgenden Kapitel wird eine Definition von funktialem Denken gegeben, die sich eng an die
von Vollrath gegebene anlehnt und Ideen der Suaské&randerung und Beziehung* von
PISA 2003 aufgreift. Sie beinhaltet die Fahigkefaisammenhange von Variablen mit
mehreren Darstellungsmdoglichkeiten zu beschreibgischen diesen Darstellungsmdglich-
keiten zu wechseln und die Natur dieser Zusammegehan erklaren.

Da sich dieses Kapitel mit der Begriffsklarung edtigt, wird flr eine genauere Erlauterung
der angesprochenen Fahigkeiten und der mit inméreggehenden Schwierigkeiten auf die
Kapitel 3 und 4 verwiesen.

1.1 Eine Literaturauswabhl

Der Begriff ,funktionales Denken* wird erstmals B0n Rahmen des Meraner Lehrplans
verwendet und entwickelt sich zu dessen Leitbeddiffter diesem Begriff werden folgende
Inhalte zusammengefasst:

1) Funktionsdefinition

2) Graphische Darstellungen

3) Einfuhrung in Differential- und Integralrechnung

4) Anwendungsbezug

5) ,Prinzip der Bewegung“ aus der so genannten ,neu€sometrie"

Dabei wird der Variationsaspekt von Funktionenbesonders wichtig erachtet und durch
spezielle Ausrichtung des Lehrstoffes hervorgehof{€riger, 2000b, S. 222)

Diese erste Auffassung von funktionalem Denkealst ein sehr weite, die sich nicht nur auf
die innermathematische Betrachtung des Funktiomgiselgezieht. Sie tragt den
Variationsgedanken in die Geometrie, zur Untersaoghton Kurven, und aus der reinen
Mathematik heraus, zu Anwendungen. Es ist von Bezighung zur Gewohnheit des
funktionalen Denkens* die Rede (Krtiger, 2000b,3L)2

Diese ,Erziehung zur Gewohnheit* wird jedoch niahtgesetzt. In dem nach den Meraner
Ideen umgearbeiteten preufRischen Lehrplan von E9248it funktionalem Denken nur noch
eine grundliche Einfihrung des Funktionsbegriffeigent (Kriiger, 2000b, S. 234). Diese
Auffassung tritt im Laufe des 20. Jahrhundertsen ¥ordergrund, wobei dem Prinzip der
Bewegung und Variation weniger Bedeutung geschemnkit (Kriiger, 2000b, S. 235).
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Es werden im Folgenden einige ausgewahlte Defmetnovon funktionalem Denken zitiert,
die sich in vielen Aspekten mit der hier verwendelecken:

Der Mathematiker Ernst Breslich versteht 1932 ufiektionalem Denken (zitiert nach Cha,
1999, S. 43):

1) Recognizing how a change in one of the relatethisles affects the values of the others,
2) Recognizing the character of the relationshigtsvben variables,

3) Determining the nature of the relationships, and

4) Expressing relationships in algebraic symbols.

Es handelt sich um das grundlegende VerstandniBeisehung zwischen zwei Variablen
und der Fahigkeit diese Beziehung in der Formeldbmag angeben zu konnen. Breslich
bezieht sich dabei implizit auf Funktionen und uléiest die noch wenige Jahre zuvor
geforderte Ausweitung auf samtliche mathematisobreiBhe

Hans-Joachim Vollrath stellt 1986 die ZweckmaRigkaer Definition von funktionalem
Denken fest:

Wir kénnen das Versténdnis des Funktionsbegriffeldmogliche Denkleistungen beschreiben.
Andererseits ist der Funktionsbegriff mathematisiclieutig festgelegt. Es erscheint daher
zweckmagRiger, diese im Zusammenhang mit dem Vetsisinles Funktionsbegriffs stehende
Denkleistungen allgemeiner als funktionales Deriebezeichnen. Wir wollen es beschreiben
als ,Denken in Zusammenhangen“. (Vollrath, 198615%

Damit gibt Vollrath eine erste sehr vage Definitiam funktionalem Denken.

In einem weiteren Artikel definiert Vollrath genaue
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To learn about functions and to be successfuliimgusinctions to solve problems requires a
mental ability which can be characterized as fodow

1) Dependences between variables can be statddlgied, produced and reproduced.

2) Assumptions about the dependence can be madéged®sted, and if necessary can be
revised

The mental activities described in 1) are fundamieior working with functions ....
The activities in 2) are typical for “mathematidiainking”.... This ability can be called
functional thinking.... (Vollrath, 19864, S. 1)

Es wird wieder der Abhangigkeitsaspekt zwischeni xf@giablen betont. Die Fahigkeit mit
den verschiedenen Darstellungsformen von Funktiomegehen zu kénnen wird allenfalls
implizit gefordert. Die wichtige Rolle der Einbindg von Realitat und physikalischer
Probleme wird aber spater im Rahmen eines Schiifreles hervorgehoben:

Physical tasks have been criticized on the badisaif requirement of physical knowledge....
But only prephysical experience is helpful for neaisty our task. On the other hand, in our
opinion, experiences like these are responsiblddoeloping functional thinking. (Vollrath,
19864, S. 15)

1989 veroffentlicht Vollrath einen oft zitierten theel mit dem Titel ,Funktionales Denken".
Darin geht er von folgender Auffassung funktionalenkens aus:

Funktionales Denken ist eine Denkweise, die typfacllen Umgang mit Funktionen ist.
(Vollrath, 1989, S. 5)

Anschlie3end fuhrt er genauer aus, welche Kenmrassls charakteristisch fur eine
funktionale Denkweise ansieht, die er bewusst endes Funktionsbegriff anlehnt:

1) Durch Funktionen beschreibt oder stiftet manadusienhange zwischen Grofen: einer
Grol3e ist dann eine andere zugeordnet, so dalknei&ed3e als abhangig gesehen wird von
der anderen. (Vollrath, 1989, S. 7)

2) Durch Funktionen erfaBt man, wie Anderungenre@mie sich auf eine abhangige GroRe
auswirken. (Vollrath, 1989, S. 12)

3) Mit Funktionen betrachtet man einen gegebenen edeugten Zusammenhang als Ganzes.
(Vollrath, 1989, S. 16)

Charakteristisch fur eine funktionale Denkweisa@lsiemnach das Erfassen der eindeutigen
Zuordnung sowie der Abhangigkeit einer Gro3e varatieleren, das Erkennen der
Kovariation und die Auffassung von Funktionen algeBte. Dabei betont Vollrath mehrmals
die Wichtigkeit des Nutzens der verschiedenen BHwsigsformen von Funktionen:
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Die Beschreibung der funktionalen Abhangigkeit diad Ausnutzen dieser Abhangigkeit beim
Lésen von Problemen (z.B. Berechnen von FunktiongneBeweisen von Eigenschaften)
erfolgt mit Hilfe der verschiedenen Darstellungsifen. (Vollrath, 1989, S. 11)

Darstellungen werden dabei nicht in erster LingHilfsmittel zur Veranschaulichung von
Funktionen, sondern als Ausdrucksmittel gesehesm Abdispragung funktionalen Denkens zeigt
sich an dem Grad der Beherrschung dieser Ausdruttkbrum Erfassen und Losen von
Problemen. (Vollrath, 1989, S. 12)

Die Auspragung des funktionalen Denkens zeigt aicder Fahigkeit, in unterschiedlichen
Darstellungen von Funktionen das Ganze der Funktioarfassen und in der Féhigkeit, vom
Einzelnen aufs Ganze und umgekehrt vom GanzerEindglne ,umzuschalten®. (Vollrath,
1989, S. 17)

Die Fahigkeit, funktionale Abhangigkeiten in demsahiedenen Darstellungsformen zu
erkennen, auszudriicken und diese DarstellungeRritemldsung zu nutzen, wird als
wichtiger Bestandteil funktionalen Denkens aufgstfaBbenso soll bei der Nutzung einer
Darstellungsform von Funktionen die Abgrenzung zWwe) dem mathematischen Konzept
und seiner Darstellung stets prasent bleiben.

Es werden allerdings nicht ausdricklich die Wechsgéschen den verschiedenen
Darstellungsformen erwahnt. Diese sind jedoch inifpdinthalten, da sie beim Problemlésen
zwangslaufig auftauchen und deren Beherrschung,BEufassen des Ganzen einer Funktion
unerlasslich ist. (siehe Kapitel 3)

1990 betont Ginter Schmidt explizit, dass sich fiomales Denken auch auf
auRermathematische Bereiche bezieht. Das Ubersd¢zenalen Situation in eine der
Darstellungen von Funktionen aber auch Darsteliwegbsel innerhalb der Mathematik sind
entscheidende Fahigkeiten, die mit funktionalemKaemassoziiert werden.

Unter ,funktionalem Denken“ wird hier das Erfasserd Verstehen von funktionalen
Abhangigkeiten in den unterschiedlichsten Zusamréegén aul3erhalb und innerhalb der
Mathematik und deren Nutzung bei der Beschreibumtglisung von Problemen verstanden.
(Schmidt, 1990, S. 6)

Die in Situationen auftretenden funktionalen Zusanh@nge kénnen in ganz unterschiedlicher
Weise beschrieben und dargestellt werden: durclelleaty Graphen oder algebraische Terme.
Funktionales Denken erfordert nicht nur FahigkeenUbersetzung der zugrunde liegenden
Situation in eine dieser Darstellungsformen, soma@erch Ubersetzungen der
Darstellungsformen untereinander. (Schmidt, 19902%

All diese Definitionen von funktionalem Denken sigidg an den Funktionsbegriff gebunden.
Sie beziehen oftmals die Realitat ein und fordémeresicheren Umgang mit den
verschiedenen Darstellungsformen und das ErkeneepGhanzen der Funktion®. Die hier
genutzte Definition orientiert sich an diesen Ideed wird im n&chsten Abschnitt gegeben.
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Es gibt jedoch auch deutlich engere Auffassungenfunktionalem Denken. So definiert

zum Beispiel Didier Pihoué (1996) den Begpéinsée fontionnelleel spezieller, als dies

hier getan wird.

Die mit der L6sung von Problemen zu funktionalesaamenhéngen assoziierte Denkweise
wird dort in drei Aspekte unterteilt: einen arithiisehen, einen algebraischen und einen
funktionalen. Der erste Aspekt findet seine Dalsieg) in Wertetabellen, der zweite in
Formeln, der dritte in graphischen Darstellungen.

Funktionales Denken wird also als die, die Variatietreffende Denkweise angesehen die
mit Graphen assoziiert ist (siehe Kapitel 3).

Zuletzt soll noch die Beschreibung SubsRéaanderung und Beziehuags der OECD-
Studie PISA 2003 aufgefuhrt werden. Diese sprial@raicht von funktionalem Denken,
beinhaltet viele dessen charakteristischer Eigeaftatn

Veranderung und Beziehungéheser Bereich umfasst mathematische Darstellungan
Veranderungen sowie funktionalen Zusammenhangembhéngigkeiten zwischen Variablen.
[...] Relationen kdnnen auf unterschiedlichste Weegelstellt werden: symbolisch,
algebraisch, graphisch, tabellarisch und geométrida verschiedene Formen der Darstellung
unterschiedlichen Zwecken dienen und unterschieglli€igenschaften haben kdnnen, spielen
Verbindungen zwischen Darstellungsformen beim Urggait verschiedenen Situationen und
Aufgaben oft eine wichtige Rolle. (OECD, 2004b43)

In PISA 2003 werden mathematische Inhaltsgebieiests, die zum PISA-Konzept fur
mathematische Grundbildung, deathematical literacygehdren, welche eng mit
Problemstellungen in der Realitat verknlpft isur{Baheren Erlauterung von PISA 2003 und
von mathematical literacgei auf Kapitel 8 verwiesen). Ein dort betrachtétémltsgebiet,

die Subskalderdanderung und Beziehurfggschaftigt sich mit Darstellungen von
funktionalen Zusammenhéangen von Variablen und autlderen Veranderungsverhalten,
d.h. der Kovariation. Die verschiedenen Darstelamgnd Wechsel zwischen ihnen werden
fur das Problemldsen als sehr wichtig erachtetviis jedoch nie formal von Funktionen
gesprochen oder eine Funktionsdefinition geford@ennoch zeigt sich eine grole
Ahnlichkeit mit den oben gegebenen Definitionen fmktionalem Denken, obwohl dieser
Begriff nicht auftaucht und nicht explizit gesagtdy wie mit den Darstellungen gearbeitet
werden soll.

1.2 Definition von funktionalem Denken

Da es offensichtlich keine breite Ubereinstimmubgridie Nutzung des Begriffs
funktionalem Denkegibt, bedarf es einer klaren Definition, die irr derliegenden Arbeit
genutzt werden kann. Diese Definition orientiechsstark an den von Vollrath vertretenen
Standpunkten und integriert die in PISA 2003 gegehddeen:

Unter funktionalem Denken versteht man eine Denkwse, die typisch fir den Umgang
mit funktionalen Abh&ngigkeiten ist.
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Sie &ul3ert sich insbesondere in folgenden Fahakeit

1) Funktionale Abhangigkeiten zwischen Grof3en konneadlen Ublichen
Darstellungsformen festgestellt, angegeben undugtzeerden.

2) Hypothesen Uber die Art der funktionalen Abhangighkesbesondere den Einfluss
von Anderungen, kénnen gebildet und kontrolliertdes.

Der erste Punkt beinhaltet das Erkennen von fun&ten Abhangigkeiten sowohl in deren
mathematischen Darstellungsformen als auch in dafifdt. Wechsel zwischen den iblichen
Darstellungsformen, also der Wertetabelle, der ebrdem Graphen und der realitdtsnahen
Beschreibung, werden zur Problemlésung oder zustBiiung vollzogen. Die eindeutige
Zuordnung als charakteristische Eigenschaft vorkfamen ist ebenso wie der im zweiten
Punkt hervorgehobene Aspekt der Kovariation bekannt

Mit der Wahl des Begrifffunktionale Abhangigkewird die Beschrankung auf die
mathematische Seite durch den Begriff Benktionvermieden.

Durch die hier genutzte Definition wird au3erdem giol3er Wert auf die Fahigkeit gelegt,
die funktionale Denkweise auch in Realsituationetzen zu konnen.

Die Auffassung von Funktionen als Objekte wird migefordert, um von einer funktionalen
Denkweise sprechen zu kdnnen, da es sich dabeinamweiterfiihrende Auffassung handelt.
Fur viele Problemstellungen ist jedoch zumindegtlimt eine Sicht der Funktion als Ganzes
notwendig, so dass flr eine funktionale Denkwegandch ein gewisses Verstandnis davon
aufgebaut werden muss (siehe Kapitel 3).

Durch das WorGrélRenund den Variationsaspekt wird eine Tendenz zuare&unktionen
mit gewissen Stetigkeitseigenschaften nahe geledikommen willkirliche oder rein
mengentheoretische Funktionen sollen nur am Rarizeeogen werden (siehe Kapitel 3).

Die soeben gegebene Definition beinhaltet einiggeinForschung benutzten Begriffe und
Uberschneidet sich mit vielen von ihnen. Naherefitusingen dazu und Erlauterungen der
Entwicklung funktionalen Denkens und der dabeiraténden Schwierigkeiten werden in den
nun folgenden Kapiteln 3 und 4 gegeben.

17



2  Ein historischer Uberblick

Die Entwicklung der heutigen Funktionsdefinitionrvegn langer, sich tber Jahrhunderte
hinstreckender Prozess. Als Funktionen Anfang @eg&nhrhunderts erstmals in Deutschland
und Frankreich im Schulunterricht auftauchten, diarin der Forschung heute genutzte
mengentheoretische Definition noch nicht bekaniat s8llte erst in den 70er Jahren im
Rahmen der ,neuen Mathematik® in beiden Landerz&gnn die Schule finden (siehe
Kapitel 6).

Viele Schiulervorstellungen zum Funktionsbegrifskas sich in der Entwicklungsgeschichte
wieder finden und einige Forschungsartikel fordarmindest fur die Sekundarstufe | die
Ruckkehr zu einer historischen, fachlich eingestkien aber intuitiv einfacher fassbaren
Funktionsdefinition (siehe Kapitel 3).

Im folgenden Kapitel wird ein historischer UberBligber die Entwicklung der
Funktionsdefinition gegeben. Da diese schon melwaadfihrlich dargestellt wurde (siehe
u.a. Kleiner, 1989; Ruthing, 1988puschkevitch, 1976), wird nur eine knappe Darsteil
wichtiger Entwicklungsschritte gegeben und spezefldie verschiedenen
Darstellungsweisen und die dominierende Auffassingegangen.

Die Entwicklungsgeschichte des Funktionsbegrifésiagich in zwei Abschnitte unterteilen.
Waéhrend der ersten, bis in das 18. Jahrhunderuanaden Periode wird der
Funktionsbegriff nur implizit verwendet. Zuordnumgserden nicht nur von Mathematikern,
sondern etwa auch von Buchhaltern und Astronomaatge Man verflgt noch nicht tber
alle Darstellungsmdglichkeiten von Funktionen uatlfiir diese Zuordnungen keine
allgemeine Bezeichnung.

Die zweite Periode beginnt mit der ersten Halfte t&. Jahrhunderts. Seit dieser Zeit
existiert eine Funktionsdefinition, die jedoch iraufe der darauf folgenden Jahrhunderte an
die bendtigten Eigenschaften angepasst, verallgertaind exakter beschrieben wird.

2.1 Tabellen, Graphen und Formeln

Den ersten Gebrauch von funktionalen Zusammenhéng#et man 2000 vor Christus bei
den Babyloniern. Um leichter komplizierte Rechnumgaum Beispiel fur die Bestimmung
von Planetenbahnen, durchfiihren zu kénnen, wurdéellen, etwa von Quadrat- oder
Kubikzahlen, aufgestellt.

In den darauf folgenden Jahrhunderten bis zum Bedel4 Jahrhunderts bleibt es bei der
impliziten Nutzung von Funktionen in Form von Tdeelaber auch von verbalen
Beschreibungen. Wahrend der griechischen Antikelaredamit Gesetzmaligkeiten der
Akustik untersucht und spéater die Theorie Kegelgtsherstellt.

Die Vorstellung von funktionalen Zusammenhéangedi@ser Zeit ist also hauptsachlich eine
diskrete, in der eine Regel oder Rechenvorscimift/ordergrund steht. Eindeutige
Zuordnung oder gar Kovariation werden, wenn Ubgrhawr implizit verwendet.

Der erste bekannte Graph stellt Planetenposition&thangigkeit der Zeit dar und stammt
aus dem 10. oder 11. Jahrhundert (Abbildung 1).
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Abbildung 1: Planetenpositionen, 10. oder 11. Jahrimdert (aus Hischer, 2002)

Im 14. Jahrhundert untersucht Nicole Oresme (1382)die graphischen Darstellungen von
funktionalen Zusammenhéangen und ihre Variationddep®ie von ihm verwendeten
Graphen erinnern an Balken- oder Stabdiagrammeil@dbiy 2). Sie stellen die Variation

von Intensitaten in Abhéngigkeit von der Zeit daabei wird, wie heute auch ublich, die Zeit
nach rechts angetragen. Oresme interessiert sibhmuir flr die Punktweisen Zuordnungen,
die durch die Lange der Balken gegeben werden esargpricht von stetig veranderbaren
GroRRen und untersucht die entstehenden geometnisggaren und deren krummlinige
Berandung. Diese Betrachtungen der Veranderlichétag heil3t des Variationsverhaltens von
Grol3en, stellen sicherlich einen grof3en Schritdewh Weg zu Bildung des
Funktionsbegriffes dar. Dennoch werden dabei deafumenhénge ausschlielilich graphisch
und verbal beschrieben. Es existierte weiterhinéailgemeine Funktionsvorstellung.

mmﬂﬂh

Abbildung 2: Diagramme von Oresme, 14. Jahrhunderfaus Hischer, 2002)

Anfang des 17. Jahrhunderts fuhren Pierre de F€i1681-1665) und René Descartes (1596-
1650) die Koordinatenschreibweise ein und erweitlermit die graphischen Darstellungs-
maoglichkeiten. Der wichtigste Fortschritt von Fetraad Descartes fiir die Bildung des
Funktionsbegriffs ist jedoch, auf Grund der durcan€ois Viéete (1540-1603) entwickelten
Buchstabenschreibweise fur Unbekannte, unabhamgiginander eine Formeldarstellung
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von Funktionen gefunden zu haben.

Ab dem 17. Jahrhundert sind also die heute gebligbheh Darstellungsformen von
Funktionen bekannt und gréf3tenteils auch miteinawnekniipft. So wird beispielsweise die
Ubersetzung von Formel zu Graph sowohl von Fertisaech von Descartes explizit
erwahnt (Youschkevitch, 1976, S. 25).

Bei der Beschreibung funktionaler Zusammenhangk éibrdings die Forderung nach der
Eindeutigkeit der Zuordnung. Formeln werden alsHeeausdriicke gesehen, mit denen man
aus den Werten einer Grol3e die Werte einer anter@echnen kann. Sie beschranken sich -
im heutigen Sprachgebrauch - auf algebraische e, das heil3t auf Kombinationen von
einfachen Rechenoperationen.

Im Jahr 1667 definiert James Gregory (1638-167% giusammengesetzte GroRe”. Diese
entsteht durch Zusammensetzung mit Hilfe von Opmran aus anderen Gro3en. Es wird
deutlich, dass diese Definition ein Vorlaufer desten, auf Formeln basierenden Funktions-
definition ist.

Isaak Newton (1643-1727) benutzt zwar noch keingniden, entwickelt aber in seinen
Arbeiten zu Fluxionen und Fluenten 1671 das, wakentigen Sprachgebrauch ,zeitliche
Ableitung” heil3t und deren Umkehrung, die Stammfigrk

Durch die Formeldarstellung und die dadurch herearfigne Beschleunigung in der
Entwicklung und Erforschung des Funktionsbegretsnnerhalb kurzer Zeit das Beddirfnis
nach einer formalen Bezeichnung und einer Definifig funktionale Zusammenhéange
gewachsen.

GottfriedLeibniz (1646-1716) verwendet 1673 wohl als erdterBezeichnung Funktion.

Dabei handelt es sich allerdings noch um eine Béreing fur die Lange von Strecken, die,
wie die Abszisse oder Ordinateynktioneines als veranderlich gedachten Punktes der Kurve
sind. Diese ldee entwickelt er zusammen mit Joligemoulli (1667-1748) in deren
Schriftwechsel (1694-1698) weiter, sodass die dosteale Definition von Funktionen im

Jahr 1718 von Bernoulli veroéffentlicht werden kann:

On appelle fonction d’'une grandeur variable, unengjté composée de quelque maniére que ce
soit de cette grandeur variable et de constanseh(Mouschkevitch, 1976)

Man nennt Funktion einer veranderlichen Grol3e Giridie, die auf irgendeine Weise aus eben
dieser veranderlichen GroRR3e und Konstanten zusagesetrt ist. (hach Malle, 1996)

Die Vorstellung die hinter dieser Definition stétttalso ein Rechenausdruck, der von einer
Variable abhangt. Dabei ist nicht nédher ausgefidtrgieser Rechenausdruck ein eindeutiges
Ergebnis liefern muss, noch was genau ,auf irgere@/eise zusammengesetzt“ heil3t. Die
graphische Vorstellung tritt in den Hintergrund.

Diese erste Definition von Funktionen bleibt inlgre Punkten noch vage und unhandlich. Sie
stellt jedoch den Ausgangspunkt fur den zwei Jatuterte dauernden Prozess der
Exaktifizierung der Funktionsdefinition dar. Beedem Prozess wird die Menge der
Funktionen einerseits durch Weglassen der mehgiruiunktionen eingeschrankt,
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andererseits erweitert, indem etwa die Forderuih eenem Rechenausdruck aufgegeben
wird.

2.2 Die Verfeinerung der Definition

Leonhard Euler (1707-1783), ein Schiler Berrnouligsgt mit seinen Werken entscheidend
zur Funktionsdefinition bei und hat erheblichenfliss auf die weitere Entwicklung.

1748 ersetzt er in seinem Buch ,Introduction inlgsia inifinitorum* in Bernoullis
Definition das Wort ,,Gro3e” durch ,analytischen Alusck*:

Eine Function einer veranderlichen ZahlgrdfRe istagialytischer Ausdruck, der auf irgend eine
Weise aus der veranderlichen Zahlgrésse und aastéahen Zahlen oder aus constanten
Zahlgrossen zusammengesetzt(isach Rithing, 1986)

Euler entfernt sich dabei weiter von einer grapghescVorstellung und festigt mit dem
Terminus ,analytischer Ausdruck” die Fixierung ali# Formeldarstellung. Es bleibt jedoch
offen, was genau mit ,analytischer Ausdruck” gem&t AulRerdem lasst er keine
konstanten Funktionen zu und unterscheidet zwiseh®teutigen und mehrdeutigen
Funktionen.

Einen entscheidenden Impuls fur die weitere Entluing gibt das im 18. Jahrhundert heftig
diskutierte Problem der schwingenden Saite. Ewdégiligt sich an dieser Diskussion, in
deren Verlauf er sich gezwungen sieht eine freiltigdzeichnete Kurve als Funktion
zuzulassen. Er lasst daraufhin die Forderung nmemeanalytischen Ausdruck fallen und
definiert 1755 in seinem Buch ,Institutiones caidifferentialis*:

Sind nun GréRen auf die Art von einander abhéardfgs keine davon eine Veranderung
erfahren kann, ohne zugleich eine Veranderungrirmdéeren zu bewirken, so nennt man
diejenige, deren Veranderung man als die Wirkungder Veranderung der anderen betrachtet,
eine Funktion von dieser; eine Benennung, die sictveit erstreckt, dass sie alle Arten, wie
eine GrélRRe durch eine andere bestimmt werden kenter sich begreift. (hach Rithing, 1986)

Hiermit entfernt sich Euler von der Formeldarstejuum wieder naher an die graphische
Vorstellung einer Kurve zu kommen und den Kovaniasiaspekt starker zu betonen.

Diese Definition bleibt bis in das frihe 19. Jalmtiert bestehen. Zu dieser Zeit werden
insbesondere von Jean-Baptiste Fourier (1768-1B30ktionen entdeckt, die zwar eine als
zuldssig erachtete Formeldarstellung haben, deraph@n jedoch nicht zum dblichen Bild
von Funktionen passen. Das Fehlen der erwartetdigl&titseigenschaften wird etwa bei der
durch eine Fourier-Reihe gegebene Rechteckschwindentlich:

o 1far x O] 2Kz (2k +1)7] , mitk 0 Z
to =23 SNEHDX_ 1 o x0fkr k0 Z)
T2 2n+1
" —1fur xO](2k - 2)z2k7], mitk 0 Z

Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) veroffentlidi®29 die spater nach ihm benannte
Dirichletfunktion, die in keinem Punkt stetig ist:
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1, wennxrational
f(x) = o
0, wennxirrational

1837 gibt er eine Definition, in der erstmals darderung nach Eindeutigkeit explizit
auftaucht. Diese Definition beinhaltet auch eingpimische Erklarung, bezieht sich aber nur
auf stetige Funktionen. Sie umfasst also insbesendeht die Dirichletfunktion.

Die erste allgemeine Funktionsdefinition wird inhda870 von Hermann Hankel (1839-
1873) gegeben und mit der Bezeichnung ,Dirichlets¢funktionsbegriff* versehen. Sie
umfasst samtliche davor gegebenen Beispiele:

Eine Funktion heil3t y von x, wenn jedem Werte dménderlichen Grof3e x innerhalb eines
gewissen Intervalls ein bestimmter Wert von y emtsy; gleichviel, ob y in dem ganzen
Intervalle nach demselben Gesetz von x abhangtrodet; ob die Abhangigkeit durch
mathematische Operationen ausgedrickt werden kdamnicht. (nach Steiner, 1969)

In dieser Definition wird Eindeutigkeit gefordeBtetigkeit vom Funktionsbegriff getrennt

und kein Bezug auf mehr auf Formel oder Graph genem Die benutzten Worte
.veranderliche Grof3e” und ,,Abhangigkeit* deuten zwiach auf eine gewisse Vorstellung
von zwei von einander abhangigen Variablen hinkdiariieren. Es beginnt sich allerdings
die Idee einer eindeutigen Zuordnung weiter zu ketigieren.

Damit ist eine sehr allgemeine Funktionsdefinitreicht, deren Beschrankungen sich nur
noch auf die zugelassenen Definitions- und Wertiblee beziehen. Die Zulassung beliebiger
Mengen flur diese Bereiche erscheint erst mit dergastheoretischen Definition, die sich in
den darauf folgenden Jahrzehnten entwickelt.

Die Allgemeinheit dieser Definition trifft allerdgs auch auf einigen Widerstand. Beispiele
wie die Dirichletfunktion bewegen Mathematiker wienri Lebesgue (1875-1941) und
Pafnuti Tschebyschow (1821-1894) dazu, eine Eidsdtung auf Funktionen zu fordern, die
durch Formeln gegeben sind. Sie gehen davon ass nda diese tatsachlich vorkommen und
andere Funktionen als ,pathologisch* anzusehen sind

1887 gibt Richard Dedekind (1831-1916) die erstageatheoretische Funktionsdefinition.
In dieser wird zwar noch von einem ,Gesetz" gespeog das die Funktion definiert, aber
auch der Grundstein fur die Entwicklung zu beligidefinitions- und Wertebereichen
gelegt. Sie fuhrt zu einer Definition des Funktioegriffs mit Hilfe von Relationen, etwa von
Felix Hausdorff (1862-1942) in den ,Grundziigen Blemgenlehre*:
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Aus zwei nichtverschwindenden Mengen A, B kdnnengebrdnete Paare p=(a,b) bilden,

deren erstes Element a ein Element von A, dereitegsvMeélement b ein Element von B ist. ...
betrachten wir die Menge P solcher Paare, und zemder Beschaffenheit, dal3 jedes Element
a von A in einem und nur einem Paare p von P ategElement auftritt. Jedes Element a
bestimmt auf diese Weise ein und nur ein Elemenfilnlich dasjenige, mit dem es zu einem
Paare p=(a,b) verbunden auftritt; dieses durchstirbmte, von a abhangige, dem a zugeordnete
Element bezeichnen wir mit b=f(a) und sagen, dassrit in A ... eine eindeutige Funktion

von a definiert sei. (Hausdorff, 1914)

Mit diesen Definitionen ist eine vollkommen absteakunktionsdefinition erreicht.
Vorstellungen von Graphen oder Formeln werden radgesprochen. Ebenso ist kein
Hinweis auf Abhangigkeit oder Kovariation mehr vanken. Vielmehr handelt es sich hier
um eine statische Definition als rechtseindeutigiation, die als eindeutige Zuordnung
zwischen zwei abstrakten Mengen verstanden werden. k

2.3 Zusammenfassung

Durch diese kurze Ubersicht wird deutlich, dass misder Entdeckung der
Formeldarstellung und der Verknipfung der Darstgjkiormen die weitere Entwicklung
eingeleitet wird. Daraus entsteht die erste Funktlefinition, die auf der Formeldarstellung
basiert aber dennoch eine graphische Vorstellunthbket. Die zugelassenen analytischen
Ausdriicke werden mit der Zeit immer allgemeines, hi einer vollkommenen Loslésung
von der Formeldarstellung und der graphischen ébustg.

In der folgenden Tabelle (Tabelle 1) werden dienicklungen noch einmal verkurzt
dargestellt und die jeweils benutzten Darstelluogsen oder angesprochenen Vorstellungen
und Einschréankungen aufgefihrt.
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Zeitpunkt  Entdecker Entdeckung, Neuerung Bild vank&ionen
2000 v.Chr. Babylonier  Tabelle Rechenvorschrift
Diskret
14. Jhd. Oresme Graph Variationsaspekt
17. Jhd. Fermat Formel Rechenausdruck
Descartes Formel mit einfachen Rechenoperationen
Nicht zwingend eindeutig
Keine Definition
1718 Bernoulli Rechenausdruck Rechenausdruck variabler Grol3en
Erste Definition Nicht zwingend eindeutig
1748 Euler Analytischer Ausdruck  Rechenausdruckneerlicher Grol3en
Nicht zwingend eindeutig
Keine konstanten Funktionen zugelassen
1755 Euler Kovariation Beliebige Abhangigkeit von Grof3en
Freihandkurve Kein analytischer Ausdruck mehr
implizit: Graph stetig und ohne Kanten
1870 Hankel Eindeutige Zuordnung Beliebiger Zusammenhang
,Dirichlet-  Kovariation Nicht mehr unbedingt stetig oder als
Definition* Formel bzw. Kurve darstellbar
1914 Hausdorff Eindeutige Zuordnung Rechtseindeutige Relation

zwischen Mengen

Mengentheoretische Definition
Beliebiger Definitions- und Wertebereich
Nicht unbedingt als Graph oder Formel
darstellbar

Kovariation und Abhangigkeit nicht mehr
explizit vorhanden

Tabelle 1: Ubersicht

Weitere Informationen zu diesem Kapitel finden sacich in Amra (2003), Cha (1999),
Grugnetti et al. (2001), Hischer (2002), Ingrao91p Kruger (2000a), Luzin (1930), Malle
(1996), Muller-Philipp (1992), René de Cotret (198 erpinska (1992) und Steiner (1969).
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3 Theoretischer Hintergrund

Im folgenden Kapitel wird zuerst der theoretisctahRen dieser Arbeit abgesteckt. Dabei
werden drei wesentliche Ziele verfolgt. Ersten$ asiole solide theoretische Fundierung
herausgestellt werden, die fiur die Wahl der Dabtinitvon funktionalem Denken
ausschlaggebend ist. Zweitens werden Werkzeuggidigpater folgenden Analysen
entwickelt. Das dritte Ziel des theoretischen Ratmsrist es, deutsche, franzdsische und
internationale Theorienkonzepte, die sich auf denumtersuchten Bereich beziehen,
gegenuberzustellen und miteinander zu verbinden.

Zunachst wird mit Analysen der Arbeiten von Dutadsh und Kaput auf Darstellungen
mathematischer Ideen und Ubersetzungen zwischeDaestellungen eingegangen.
Vergnauds konzeptuelle Felder ermdglichen es danfudktionalen Denkweise einen
theoretischen Rahmen zu geben. Anschlieend warfLidktionale Denkweise durch
Grundvorstellungen von vom Hofe und den hier ndinagten Grundkenntnissen konkret
mit Vorstellungen und Kenntnissen gefu8ichliel3lich werden noch weitere didaktische
Konzepte, wie das action, process und object canaapDubinsky oder dem concept image
von Vinner, mit der funktionalen Denkweise verbumded fir die Analysen der spateren
Kapitel nutzbar gemacht.

Der zweite und der dritte Teil dieses Kapitels béstigen sich im Detail mit den
verschiedenen Darstellungen funktionaler Abhangtgke Ubersetzungen zwischen ihnen
und mit der Funktionsdefinition. Erst ein detaifles Verstandnis von ihnen erméglicht es die
in den spateren Kapiteln folgenden Analysen durtibmen.

3.1 Theorien

3.1.1 Semiotische Herangehensweise: Duval und die Regis$r
sémiotiques

3.1.1.1 Sinn und Bedeutung

Raymond Duval beschéftigt sich mit der Theorie hetsetzungsprozessen in der
Mathematik. Diese sind insbesondere fur das Enfedes Funktionsbegriffs von grof3er
Bedeutung.

Ein zentraler Begriff in den Arbeiten von Duval dgissemiotischen Darstellungsregisigm
Folgenden kurz mit Darstellungsregister bzw. Regisezeichnet; Originalbezeichnung:
registre de représentation sémiotigue

Duval stellt folgende Forderungen an ein semio@scBystem, damit man es als
Darstellungsregister bezeichnen kann (Duval, 18931). Es kénnen:

1. erkennbar zu diesem Register gehorige Darstelluggbiidet werden

2. Umformungen einer Darstellung innerhalb des Registarchgefuhrt werden
(Originalbezeichnungraitemeny
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3. Ubersetzungen von einer Darstellung zu einer Diéuatgin einem anderen Register
durchgefuhrt werden. (Originalbezeichnuognversiof

Folgende semiotische Voriiberlegungen von Duval glictien ein tiefes Verstandnis der

von ihm begrindeten Darstellungstheorie und stelieen guten Einstieg in seine
Ubersetzungstheorie dar.

Die Worter ,Sinn“ und ,Bedeutung” (in Deutsch inafizosischen Originaltext) erlauben eine
Unterscheidung zwischen dem Sinn, der vom gewabiestellungsregister abhangt, und der
Bedeutung, die nur vom dargestellten Objekt abh@dgvtal, 1988a). So sind etwa der Sinn
vony=x2 und der Sinn des Bildes einer Normalparabel uciégslich, die Bedeutung von
beiden ist aber dieselbe.

Besitzen zwei Ausdriicke dieselbe Bedeutung, sossédquivalent und kénnen sich
gegenseitig ersetzen. Besitzen sie jedoch nur thers&inn, sind also semantisch kongruent,
ohne von der Bedeutung her &quivalent zu seinjtst &€in gegenseitiges ldentifizieren zu
Fehlern.

Duval stellt weiter fest, dass Denken und Beweisfiig in der Mathematik zu grof3en Teilen
durch aquivalente Umformungen stattfindet. Dies@\é&denten Umformungen lassen sich
dann durchfiihren, wenn gleiche Bedeutung vorligghuler erkennen meist leicht eine
semantische Kongruenz zweier Ausdricke, wahrenkiagim auf dieselbe Bedeutung achten.
Dies fuihrt dann zu Problemen, wenn eine aquivalemérmung durchgefihrt werden muss,
aber keine semantische Kongruenz vorliegt.

Beispielhaft wird die Ubersetzung zwischen dem Geapeiner Geraden und deren
Gleichung vorgestellt, wo zwar gleiche Bedeuturmgr&eine semantische Kongruenz
gegeben ist (Duval, 1988b). Aus der Steigung deadm muss beim Ubergang zur
Formelschreibweisg=ax+b eine Variable aus zwei verschiedenen Aspekterdaghen
gebildet werden: Wenn die Gerade steigt, so ed®ilh positives Vorzeichen, wenn sie fallt
ein negatives. Ist der Winkel den die Gerade intllaufenen Quadranten mit der x-Achse
bildet kleiner als der den sie mit der y-Achse &iiJdo ist der Betrag vaakleiner als 1. Ist
das Gegenteil der Fall, so ist der Betrag agmoRer als 1, und im Grenzfall ist der Betrag
vonagleich 1. Es liegt also keine semantische Kongruen3inne Duvals zwischen der
Steigung des Graphen einer Geraden und dem Kaafteaiain der Formelschreibweise vor.
Fur die Ubersetzung von der Graphendarstellundg-atmeldarstellung von Geraden sind
demnach folgende Kenntnisse notwendig:

1. Aus der Richtung der Steigung (steigend oder fd)l@mgibt sich das Vorzeichen von
ain der Formeldarstellung=ax+b

2. Aus dem Winkel mit der x-Achse ergibt sich der Bgtvon a

3. Aus dem Schnittpunkt mit der y-Achse ergibt sioh zli addierende oder
subtrahierende Konstante

Dieser Art von Kenntnissen wird hochste Wichtigkéitdas korrekte Benutzen von
graphischen Darstellungen eingeraumt:

Il ne peut y avoir d’utilisation correcte des regggtations graphiques cartésiennes sans
discrimination explicite des variables visuellestipentes et sans une correspondance
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systématiquement établie entre les valeurs deargahles et les unités significatives de
I'écriture algébrique (Duval, 1988b, S. 243)

(Es kann keine korrekte Benutzung der graphischemstBllungen geben, ohne dass explizit
zwischen den relevanten visuellen Variablen unteéesien wird und ohne eine systematische
Verbindung zwischen den Werten dieser Variablenderdsignifikanten Einheiten der
algebraischen Schreibweise herzustellen.)

Hierauf wird spéater in Abschnitt 3.1.4 genauer egangen.

3.1.1.2 Darstellungstheorie: Semiosis und Noesis

Diese Unterscheidung zwischen Sinn und Bedeutund)arstellungen erfordert eine
Klarung des Zusammenhangs zwischen einem mathematisnhalt und dessen
Darstellungen. Duval fordert, dass mathematischekddnie mit ihren Darstellungen
verwechselt werden dirfen. Eine Verschmelzung vbjek2 und Darstellung macht eine
Unterscheidung zwischen zwei Darstellungen dessdlligektes unmoglich und verhindert
damit auch das Erkennen des Sinns von mehreretelangen. (Duval, 1996, S. 359)

Dies macht die Diskriminierung zwischen Objekt Wwatstellung zu einem zentralen Punkt
des mathematischen Verstandnisses. Die Schwierigibei ist, dass mathematische Objekte
nicht fassbar sind, sondern immer eine Darstelhamgptigt wird. Das fuhrt zu folgenden
Fragen:

Comment des sujets en phase d’apprentissage pEntriksi ne pas confondre les objets
mathématiques avec leurs représentations sémietgjilene peuvent avoir affaire qu’aux
seules représentations sémiotiques ? (Duval, 19933)

(Wie koénnten Subjekte in der Lernphase, die matlisofen Objekte nicht mit ihren
semiotischen Darstellungen verwechseln, wenn sienitidiesen semiotischen Darstellungen
ZU tun haben?)

Et, a l'inverse, comment peuvent-ils acquérir |ldtrse des traitements mathématiques
nécessaires liés aux représentations sémiotiqies’snt pas déja une appréhension
conceptuelle des objets représentés ? (Duval, TRER)

(Und umgekehrt, wie kdnnen sie den Umgang mit dgwendigen mathematischen Techniken,
die mit den semiotischen Darstellungen verbunded, Erlernen, wenn sie nicht schon ein
konzeptuelles Verstandnis des dargestellten Olgdidben?)

Duval unterscheidet zwischen semiotischen Darstgéan und Vorstellungen, die er als
mentale Darstellungen bezeichnet (Duval, 19939%.\Borstellungen beinhalten die
Gesamtheit der Bilder und Konzepte, die ein Indivich mit einem Objekt oder einer
Situation assoziiert. Eine semiotische Darstellishgine Produktion aus Symbolen
zusammengesetzt wird, die zu einem Reprasentayistess gehdren. In dieser Arbeit werden
semiotische Darstellungen verkirzt als Darstellangezeichnet und mentale Darstellungen
als Vorstellungen bezeichnet.

Darstellungen sind nicht nur eine Ausdrucksmoglahkorstellungen, sie sind auch von
grol3er Bedeutung bei:
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1. der Entwicklung von Vorstellungen,

2. der Durchfuihrung von Berechnungen oder Umformundennicht auf mentaler
Ebene durchgefiihrt werden kénnen

3. der Entwicklung mathematischer Wissenssysteme rwaile deutlich an der
Entwicklung des Funktionsbegriffs sieht (siehe Kali))

Es besteht also eine enge Verwebung der beidendlangsarten.

Bezeichnet man das Verstandnis oder die Produkiioer Darstellung miSemiosisind das
konzeptuelle Verstandnis eines ObjektesMuiesis so bekraftigt Duval, dass es keine Noesis
ohne Semiosis gibt. Insbesondere ist eine Arbditmehreren Darstellungen eine notwendige
Vorraussetzung dafir, dass die mathematischen @bpatht mit ihren Darstellungen
verwechselt werden und in jeder ihrer Darstelllunggeder erkannt werden kénnen.

... (DI est essentiel, dans I'activité mathématicgat de pouvoir mobiliser plusieurs registres
de représentation sémiotiques ..., soit de pouvaisahun registre plutét que l'autre. Et,
indépendamment de toute commodité de traitenoentecours a plusieurs registres semble
méme une condition nécessaire pour que les obpfsématiques ne soient pas confondus avec
leurs représentations et qu'ils puissent aussi &mnnus dans chacune de leurs
représentationgDuval, 1993, S. 40)

(Es ist bei der mathematischen Aktivitat unerl@bslentweder mehrere semiotische
Repréasentationsregister mobilisieren zu kénnen eler das eine als das andere wahlen zu
kénnen. Und unabhangig von jeder Bequemlichkeityimgangscheintdiese Berufung auf
mehrere Register eine notwenige Bedingung daf§eiry dass die mathematischen Objekte
nicht mit ihren Darstellungen verwechselt werded dass sie auch in jeder ihrer
Darstellungen wieder erkannt werden kénnen

Die Arbeit in mehreren Darstellungen stellt demngiztDuval eine Antwort auf die oben
gestellten Fragen zum Erkennen der mathematiscleendar. Es reicht aber nicht
verschieden Darstellungen zu benutzen. Ubersetnungischen diesen Darstellungen
spielen eine besonders wichtige Rolle, da sonst etwei Darstellungen desselben
mathematischen Objektes als zwei verschiedene @bgeifgefasst werden kdnnten. (Duval,
2006, S. 124, S. 126)

Weitere Grinde fur die Betrachtung von Darstellimgethematischer Objekte in mehreren
Registern und der Ubersetzungen zwischen ihnen(Bindal, 1993, S. 49):

1. der unterschiedliche Aufwand, mit dem Berechnungeaten verschiedenen
Darstellungen durchgefuhrt werden. Eine einfacbenehfihrbarkeit von
Umformungen in einer anderen Darstellung bestimftmals erst die Wahl der
Ubersetzung (Duval, 2006, S. 127);

2. die Komplementaritat der Darstellungen, da jedesigiung nur eine Auswahl der
wichtigen Eigenschaften préasentieren kann;

3. die Konzeptualisierung, die eine Koordination degRter beinhaltet.
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Zum dritten Punkt prazisiert Duval, dass Persongriarigeschrittener mathematischer
Bildung eine sorgfaltig gewahlte Darstellung audneum ein Konzept erfassen zu kénnen.
Bei Schulern ist dies jedoch nicht der Fall, scsdas fur die Erfassung eines Konzeptes die
Koordination von mindestens zwei Registern benatig@bei entsteht Noesis durch den
Ubersetzungsprozess und dem Erkennen der Konstagiteiiesem.

Ubersetzungsprozesse scheinen Duval aber trotzsbeden betonten Wichtigkeit bei
weitem nicht naturlich zu sein. Er beobachtet é&hschottung der Register, die er zu grol3en
Teilen auf die nicht-Kongruenz der Darstellungeriizifiihrt.

Die beobachteten Schwierigkeiten fuhren zu folgerf@ierderungen an einen Unterricht, der
die enge Verbindung von Semiosis und Noesis berdldigt (Duval, 1993, S. 54; Duval,
1996, S. 374):

1. Systematische Variation innerhalb eines Registéasiet das Finden der relevanten
Variablen, die das Wiedererkennen der Darstellungbglichen.

2. Systematische Variation einer Darstellung innerle@ties Registers flhrt zu Variation
der Darstellung innerhalb eines anderen RegidbeesBeobachtung der Variation
relevanter Variablen innerhalb eines Registers glictit das Erkennen der
Zusammenhange und der relevanten Variablen inredes anderen Registers.

3. Intensives Erlernen der Arbeit in jedem der bemumRegister

4. Doppelproduktionen im Falle von komplexen Darstadien: Wird eine Antwort in
einem komplexen Register wie der Graphik gegebeist®ine Beschreibung in
einem einfacher erfassbaren Register anzufiigeaséDinterscheidung in komplexe
und einfach erfassbare Register bezieht sich aehddnearitat, die in Abschnitt
3.2.2.2 erlautert wird.)

3.1.1.3 Verbindung zu funktionalem Denken

Die im Kapitel 1 gegebene Definition von funktioead Denken bezieht ganz wesentliche
Aspekte von Duvals Theorie mit ein.

So wird dort gefordert, dass funktionale Abhangiggezwischen GréRen in allen Gblichen
Darstellungsformen festgestellt, angegeben undugtzeerden konnen. Die ,ublichen
Darstellungsformen” ergeben sich aus den Regisitedenen Funktionen grofl3tenteils
dargestellt werden. Diese Register sind:

1. das algebraische Register in der die Formeldausigdin gegeben werden;
2. das graphische Register;

3. das Register der Tabellen;

4. das Register der Sprache.

Das Register der Sprache ist sicherlich ein sempkexes Register, das hier nicht in seiner
vollen Breite einbezogen werden kann. So sind VerBaschreibungen von Funktionen, die
im Mathematikunterricht auftauchen, meistens saina Kondensierung und Abstrahierung
von verbalen Beschreibungen des normalen Sprachgehs. Sie werden aul3erdem oft durch
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Schaubilder erganzt, was der Praxis im taglichdsebeentspricht. Diese Beschrankung und
andererseits Erganzung ist bei den Analysen derdgtmingsschwierigkeiten zu beachten.

In Ubereinstimmung mit Duval wird also den Darstetisformen und Ubersetzungen
zwischen ihnen ein grof3es Gewicht verliehen.

Noesis, also das konzeptuelle Erkennen und Venstéde Funktionskonzeptes, wird im
Zusammenhang mit funktionalem Denken implizit veigesetzt, da es eng mit der Semiosis,
also dem Verstehen der Darstellungen verbunden ist.

In den spateren Analysen wird daher auf Duvals Eitenngstheorie und insbesondere auf
die Schwierigkeiten mit semantischer Kongruenz nistit-Kongruenz geachtet.

3.1.2 Formal-logische Herangehensweise: Lesh et al. undalgut

3.1.2.1 Leshetal.

Auch Richard Lesh et al. beschaftigen sich mit Reentation und Ubersetzungen. Sie
unterscheiden finf Reprasentationssysteme (Lesh, 4987, S. 33):

1. Auf Erfahrungen basierende Routinen bei denen Mfarkaisse aus der ,realen Welt"
zur Darstellung und Problemlésung verwendet werden.

2. Manipulierbare reale Modelle
3. Bilder und Diagramme

4. Gesprochene Sprache

5. Schriftliche Symbole

Man erkennt, dass diese Systeme nicht mit der woraDgegebenen Definition eines
Repréasentationssystems in Einklang zu bringen smsthesondere das erste System lasst sich
nur schwer einordnen und das letzte fasst unter@eenbegriff ,schriftiche Symbole*
mehrere Register nach Duval, wie die algebraiscmeethweise oder die naturliche
geschriebene Sprache zusammen. Tabellen sindnakder Repréasentationssysteme
eindeutig einzuordnen.

Ungeachtet dieser Unterschiede in der Definition Reprasentationssystemen betonen auch
diese Autoren die Wichtigkeit der Ubersetzungersziven den unterschiedlichen
Repréasentationssystemen und der Umformungen inlbedlea Reprasentationssysteme. Die
Fahigkeit die Ubersetzungen und Umformungen durfctiman beeinflussen sowohl das
mathematische Lernen, als auch die Problemldsddéinig

Ein Schuler ,versteht* nach Lesh et al. eine matiésuhe Idee, wenn er (Lesh et al., 1987,
S. 36)

1. sie in mehreren verschiedenen Reprasentationssyistemeder erkennt;
2. mitihr innerhalb eines Reprasentationssystemstarbkann;
3. sie von einem Représentationssystem in ein andee¥setzen kann.

Lesh et al. flUhren noch einen weiteren Aspekt@@flich dass das Représentieren und
Ubersetzen eine plurale, instabile und sich enteliuke Tatigkeit ist. Mit pluraler Tatigkeit
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ist gemeint, dass Situationen oft in mehreren Regmtétionssystemen dargestellt werden
(z.B. werden verbale Beschreibungen von einer Gkadpdygleitet) oder dass ein Problem bei
der Bearbeitung nacheinander in mehrere Reprassrgsysteme Ubersetzt wird.
Reprasentationen entwickeln sich demnach wahrenBesrbeitung laufend weiter. Dies
fuhrt zu Instabilitaten wie dem Fokussieren augaif eilaspekt oder im Gegenteil zum
Verdrangen von zuvor erkannten Teilaspekten.

Das von Lesh verwendete Verstandnis einer mathsohetn Idee wurde der Definition von
funktionalem Denken zugrunde gelegt. In den spéatérealysen werden Pluralitat und
Instabilitat der Darstellungen berticksichtigt werde

3.1.2.2 Kaput

James Kaput unterstreicht in seiner Theorie diehigkeit von Ubersetzungen indem er eine
Repréasentationstheorie entwickelt. Aufgrund eir@s ihm konstatierten Mangels an
theoretischen Konzepten zu Reprasentationen urmah dolle im Mathematikunterricht
(Kaput, 1987a, S. 19) definiert 8ymbolschemgDriginalbezeichnungsymbol schemejnd
Symbolsystem@riginalbezeichnungsymbol systejn

Ein Symbolschema ist eine Menge von Symbolen zusammit Regeln die zu deren
Kombinierung und Identifizierung dienen. Beispiblerfir sind das Symbolschema der
arabischen Zahlen oder die Koordinatenachsen mijaleeiligen Bearbeitungsregeln.

Ein Symbolsystem besteht aus einem Symbolschemia&n Referenzfeld F und einer Regel
c, die eine Verbindung zwischen den beiden detingw beziehen sich das Symbolschema
der arabischen Zahlen und das Symbolschema deetgrden auf dasselbe Referenzfeld
der Zahlen. Als Schreibweise wird S=(S,F,c) gewaftibei eine Gleichbezeichnung des
Symbolschemas und des Referenzfeldes vorliegt. (K4987b, S. 162)

Kaput lasst als Referenzfeld wieder Symbolsystemé®as Symbolschema E2 der
Gleichungen in zwei Variablen tritt als SymbolsystE2=(E2,RxR,c1)mit dem Referenzfeld
RxR auf, das aus den Teilmengen des Kreuzproddktereellen Zahlen besteht.

Mit dem Symbolschema T2 der Tabellen mit zwei Sailind demselben Referenzfeld RxR
kann das Symbolsystem T2=(T2,RxR,c2) gebildet werde

Dies fuihrt zum Symbolsystem (E2,T2,c3), bei denalE2Symbolschema das Symbolsystem
T2 als Referenzfeld hat. (Kaput, 1987b, S. 166)

Das heil3t, dass in Kaputs Theorie Ubersetzungeschen Darstellungen oder
Symbolsystemen ein Spezialfall von Reprasentationgimematischer Objekte sind,
namliche der, in dem das Referenzfeld selber emif®ysystem ist. Durch die Betrachtung
von Symbolsystemen als Referenzfeld bleibt immerRieferenzfeld des reprasentierten
Symbolsystems prasent.

Nach Kaput hat mathematische Bedeutung mindestenQuellen, die in zwei Kategorien
unterteilt sind (Kaput, 1989 S. 168):

a) Referentielle Ausdehnung:
1) durch Ubersetzungen zwischen mathematischerdReptationssystemen
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2) durch Ubersetzungen zwischen mathematischersBeqationssystemen und der
Realitat

b) Konsolidierung:
3) durch Transformationen innerhalb eines Reprasienssystems
4) durch Bildung neuer Objekte aus bekannten Vargsiveisen und Konzepten
(Reifizierung, siehe Abschnitt 3.1.5.2)

Hierbei beklagt er, dass im Unterricht vor allenadsformationen innerhalb eines
Repréasentationssystems genutzt werden. Kaput getitvon einer absoluten Bedeutung
mathematischer Begriffe aus, sondern davon, delssigse aus einer Vielzahl Darstellungen
und deren Verbindung entwickelt. Daher fuhrt dis&@eankung auf Transformationen
innerhalb eines Représentationssystems insbesobeéiené<onzept der Funktion zu
Problemen (Kaput, 1989, S. 168).

Transformationen, also Aktionen in den Symbolschanaan Reprasentationssystemen
lassen sich in zwei Gruppen unterteilen (Kaput91$8 175)

1. Syntaktische Aktionen: Transformationen werdenmiirden Regeln des
Symbolsschemas durchgefiihrt. Beispielsweise winth lhésen der Gleichung 5-
4x=1 auf beiden Seiten 5 abgezogen und anschlieflect -4 geteilt.

2. Semantische Aktionen: Transformationen werden ddeshReferenzfeld geleitet. Im
Fall von 5-4x=1 wird beispielsweise durch Versucherausgefunden welche Zahl
vervierfacht von 5 abgezogen werden muss damitdus&ommt.

Dabei ist zu beachten dass Transformationen oftchalsh eine Mischung von beiden
Aktionen durchgefuhrt werden.

Die Existenz von syntaktischen Aktionen sind eiee 8tarken der Mathematik, da sie
erlauben schwierige Umformungen mit den RegelnseSyambolschemas durchzufihren.
Andererseits sind semantische Aktionen Ausdruckstreferen Verstandnisses, da sie mit
Hilfe der Ebene des Referenzfeldes durchgefuhrtlarer

Auch Kaput legt demnach groRen Wert auf Ubersenizgvischen den verschiedenen
Darstellungen und auf Transformationen. Die Entatghvon mathematischer Bedeutung hat
ihre Quellen in diesen Aktionen. Diese Ideen weralech von der hier genutzten Definition
von funktionalem Denken aufgegriffen (Kapitel 1).

Fur die Analysen von Schilerldsungen wird auf déenfinologie von syntaktischen und
semantischen Aktionen zuriickgegriffen werden.

3.1.3 Psychologische Herangehensweise: Vergnaud und dibdorie des
champs conceptuels

3.1.3.1 Theorie des champs conceptuels

Geérard Vergnaud hat mit der Theorie der konzepndHelder ein auf psychologischen Ideen
basierendes Analysewerkzeug fur mathematische Kampentwicklung geschaffen. Es
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erlaubt die Identifizierung wichtiger Schritte inetnprozess aus einer inhaltlichen
Betrachtungsweise heraus und gibt Einsicht in dga@isation des Wissens.

Ein konzeptuelles Fel(Driginalbezeichungchamp conceptuel$t definiert als eine Menge
von Situationen, fur deren Beherrschung mehrereramander verknipfte Konzepte bendtigt
werden. Gleichzeitig ist es eine Menge von Konzepde ihre Bedeutung aus diesen
Situationen erhalten. (Vergnaud, 1996, S. 225)

So besteht beispielsweise das konzeptuelle Feltudktionalen Situationen aus all den
Situationen, die funktionale Abhangigkeiten, wielaimmer, darstellen. Zu den Konzepten,
die dieses Feld bestimmen, gehdrt natirlich dagz&pinvon Funktionen, aber auch die
Konzepte von den Grundrechenarten, Gleichung, Umiag, Zusammenhang, Variation,
Variable, Unbekannte, Ableitung, Integral etc..

Um eine genaue Definition des schon benutzten BegKonzeptgeben zu kdnnen muss
zuvor etwas weiter ausgeholt werden.

Beim Umgang mit Situationen treten Schemata aufSehemgOriginalbezeichnung:
schémgist eine invariante Organisation der Vorgehense/éir eine bestimmte Klasse von
Situationen (Vergnaud, 1996, S. 222).

Das graphische Finden des Minimums einer als Fogegébenen quadratischen Funktion ist
ein Beispiel fur ein Schema. Ein Schiler muss diekEon zuerst in ihre graphische
Darstellung Ubersetzen und dann das Minimum mit diedrigsten Punkt identifizieren.

Sollte kein Minimum zu sehen sein, so muss er ggerl, ob dies am gewéhlten Ausschnitt
oder an der gewéhlten quadratischen Funktion dmlisigt.

An diesem Beispiel sieht man auch, dass sich dier8a auch aus mehreren Schemata
zusammensetzen kann. Es kann fir eine SituatiomereeBchemata geben, was zum
Problem der richtigen Auswahl fuihrt. Andererseask die Menge der Situationen, zu der ein
bestimmtes Schema abgerufen wird, auf Grund madgekenntnis zu eng oder zu weit
gefasst sein (Vergnaud, 1990, S. 141). Das Anwaygfald kann also genau wie das Schema
an sich im Laufe der Zeit Anderungen und Anpassarmgéahren.

Ein Schema lasst sich noch feiner aufteilen. Eebésaus operationalen Invarianten wie
Konzepten-in-Aktion, Theoremen in Aktion und ausgeoungsmaoglichkeiten, Aktionsregeln
und Zielen. Dabei sind die operationalen Invariarwen besonderer Wichtigkeit:

Concepts and theorems are first developed — thremgarience — as operational invariants.
Therefore a concept of scheme is essential, aghibse components of the scheme that | have
called operational invariants that constitute thee®f an individual's conceptual or
preconceptual representation of the world, howeweficit these invariants may be. (Vergnaud,
1996, S. 224)

Ihre Bestandteile sind folgendermal3en definiert:

Ein Theorem in AktiorOriginalbezeichnunghéoreme en ac}ést ein Satz, der von einem
Individuum fir eine bestimmte Menge der Situati@&@blen fur giltig gehalten wird. Es
stellt eine Verbindung zwischen einer mathematisdigenschaft und einer Situation dar.
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Dabei muss es sich nicht um einen allgemein giitgatz handeln, sondern kann auch falsch
sein.

Theorems-in-action are defined as mathematicaioekships that are taken into account when
they choose an operation or a sequence of opesdtiasolve a problem (Vergnaud, 1988, S.
144)

A theorem in action is a proposition that is helde true by the individual subject for a certain
range of situation variables (Vergnaud, 1996, $. 13

So ist etwa die Feststellung, dass bei Kauf depéivgn, dreifachen, vierfachen ... Menge
einer Ware auch das doppelte, dreifache, vierfactmi zahlen, ist ein Theorem-in-Aktion.
Es verbindet die Situation des Zusammenhangs zeimsbtenge und Preis mit der
mathematischen Eigenschf{fix)=nf(x), die fir diese Situation ausschlaggebend ist.

Ein Konzept in Aktior{Originalbezeichnungconcept en acjest ein Objekt, eine Eigenschatft,
ein Zusammenhang, etc., das es einem Individutemlgrdie Realitat in verschieden
Elemente aufzuteilen und die am besten geeignesevéhl der Elemente fur die Bearbeitung
der Situation in Abh&ngigkeit des gewahlten Schehnesguszusuchen. (Vergnaud, 1996, S.
225)

Im Gegensatz zu den Theoremen in Aktion kdnnen Eptezin Aktion nicht richtig oder
falsch sein, sondern nur relevant oder nicht releva

Beispielsweise sind ,,... ist ansteigend” oder ,,... tiegerhalb von ..." zwei Konzepte-in-
Aktion, die es erlauben einen Graphen in verweelbaformationen zu ,zerlegen®.

Jetzt kann eitKonzeptC formal definiert werden. Es ist ein Tripel C=(S5). S bezeichnet
die Situationen, die dem Konzept Sinn verleihast tie Menge der operationalen
Invarianten, die den Schemata angehdren, die zanbBgung der Situationen S benotigt
werden.Sist die Menge der symbolischen Reprasentationergwd Darstellung und
Bearbeitung der Situation gebraucht werden.

Das Funktionskonzept besteht also aus den Sitwtjahe funktionale Zusammenhénge
beinhalten, den Theoremen in Aktion und den Koreaejirt-Aktion, die zur Arbeit mit den
Situationen benotigt werden, und aus den Darsig#inrvon Funktionen, wie Graphen,
Formeln oder Tabellen.

Im Unterschied zum konzeptuellen Feld der funktien&ituationen enthalt das Konzept von
Funktion keine anderen Konzepte und eine direkidividung zu den Darstellungsarten. In
diesem speziellen Fall stimmen die Situationenkd@zeptuellen Feldes mit denen des
Konzeptes Uberein. Betrachtet man allerdings das&uat der Addition, das auch im
konzeptuellen Feld der funktionalen Situationeraltén ist, so liegt nur noch eine teilweise
Ubereinstimmung vor.

Es zeigt sich, dass Situationen eine herausrageoliiein der Theorie von Vergnaud spielen.
Um eine Klassifizierung von ihnen zu ermoglichehrtier den Begriff vorBasisrelation
(Originalbezeichnungelation de basgein. Aus diesen Basisrelationen eines konzegtmell
Feldes konstruieren sich durch Kombination und Hiiigen von Daten zum Feld gehérende
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Situationen (Vergnaud, 1990, S. 151). Allerdingghser in ihnen einen beschréankten
didaktischen Nutzen:

Les relations élémentaires distinguées ici etllesses de problemes qu’elles permettent
d’engendrer ne présentent, telles quelles, qu'téréhdidactique modéré, justement parce
gu’elles sont trop élémentaires. Ce sont d’abosdidgtruments pour I'analyse des difficultés
conceptuelles rencontrées par les éléves. (Vergi®9d, S. 157)

(Die hier identifizierten Basisrelationen und dilagsen von Problemen, die durch sie erzeugt
werden kénnen, haben, so wie sie sind, nur einschibénkten didaktischen Nutzen, genau
deswegen weil sie zu elementar sind. Es sind terekiie Instrumente fur die Analyse der
konzeptuellen Schwierigkeiten, auf die die Schtiieffen.)

Andererseits zieht er eine Parallele zwischen desidBelationen und Fischbeimsuitive
meaningaund erkléart, dass Schiler aus diesen Basisretatiem Verstandnis von vielen
Situationen aufbauen mussen (Vergnaud, 1996, . RAAbschnitt 3.1.4 wird darauf noch
einmal eingegangen.

Auch Vergnaud besteht wie Duval auf der klaren thaleeidung zwischen dem Konzept der
Funktion, das durch die Invarianten | des Konzeptsschrieben wird, und den
Darstellungsmoglichkeites (Vergnaud, 1996, S. 223). Dies stellt jedoch nddmt Hauptteil
seiner Arbeit da, weswegen hier nicht weiter daewfegangen wird.

3.1.3.2 Verbindung zu funktionalem Denken

Es sind auch enger gefasst konzeptuelle Feldeuzktionen definierbar. So kann zum
Beispiel das konzeptuelle Feld der Situationenaginér funktionaler Abhangigkeit betrachtet
werden, das in dem oben untersuchten Feld derian@ten Abhangigkeiten enthalten ist.
Dieses Feld wird definitionsgemaf von den Situ&tioerzeugt, zu deren Bearbeitung nur
bestimmte Funktionstypen (wie lineare FunktionaslyRome niedrigen Grades oder
Exponentialfunktionen) und einfache Konzepte (alsm Beispiel keine abstrakten Konzepte
von Ableitung oder Integral) bendtigt werden.

Betrachtet man die Denkweise, die zur Beherrschiigges konzeptuellen Feldes notwendig
ist, so ist eine groRe Ubereinstimmung mit der mtfin von funktionalem Denken (siehe
Kapitel 1) festzustellen. Dort ist allerdings niefain einer Beschrankung auf bestimmte
Funktionsklassen die Rede. Diese Beschrankung wieslwegen vorgenommen, da fiir die
Ausbildung der funktionalen Denkweise die Kenntros mehreren Funktionsklassen, aber
nicht von allen notwendig ist. Es gibt sozusagemanimales konzeptuelles Feld, dessen
Situationen eine funktionale Denkweise fur einelgreiche Bearbeitung erfordern.

Es stellt sich aus der Perspektive dieser Arbeifdage, ob und wie dieses minimale
konzeptuelle Feld in Deutschland und Frankreichiiestet wird.

Wie oben erwahnt, sind die operationalen Invariauder Schlissel fur ein erfolgreiches
Arbeiten mit konzeptuellen Feldern. In dieser Atlvard besonders auf Theoreme in Aktion
geachtet, auf die in Abschnitt 3.1.4 zuriickgekommed.
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Bei den spateren Analysen ist weiterhin zu beagchtass zwar hauptsachlich das
Funktionskonzept betrachtet wird, dieses aber mgchiert auftritt, sondern mit vielen
anderen Konzepten in Interaktion steht.

In den vorangegangenen Abschnitten wurde der thisohe Hintergrund der Definition von
funktionalem Denken dargestellt. Im den folgenddashnitten wird nun eine Verbindung
zwischen funktionalem Denken und konkreten Vorgtglen, Wissen und Fahigkeiten
hergestellt und auf bekannte Probleme der Schilldiesem Zusammenhang eingegangen.

3.1.4 Konstruktivistische Herangehensweise: Grundvorstelingen von
vom Hofe und Grundkenntnisse

Rudolf vom Hofe gibt mit dem Grundvorstellungskopizein Werkzeug an, mit dem sowohl
normativ Zielvorstellungen fur bestimmte mathenstesInhaltsbereiche angegeben, als auch
deskriptiv Schilerlésungen analysiert werden kénbeeses Konzept hat mit den Arbeiten
von Pestalozzi (1803), Diesterweg (1850), WittméiB24), Oehl (1965) und Griesel (1971)
(um nur eine Auswahl zu nennen; siehe vom Hofe519923) eine lange Tradition in der
deutschen Mathematikdidaktik. International lassieh &hnliche Konzepte etwa in den
intuitive meaningson Fischbein oder darse meaninggon Usiskin finden (vom Hofe,

1995, S. 99).

Es wird im Folgenden gezeigt, wie sich Grundvolgtelen in bisher gegebenen Theorien
einordnen und wie sie sich fur die Analyse des fiomialen Denkens nutzen lassen. Dabei
wird zusatzlich der BegrifGrundkenntnigingefihrt, der sich als eine sinnvolle Erganzung
der Grundvorstellungen erweist.
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3.1.4.1 Grundvorstellungen

Die Grundvorstellungsidebeschreibt Beziehungen zwischen mathematischexitémhund
dem Phanomen der individuellen Begriffsbildunginren unterschiedlichen Auspragungen
charakterisiert sie mit jeweils unterschiedlichemBerpunkten insbesondere drei Aspekte
dieses Phdnomens:

Sinnkonstruierung eines Begriffs durch Anknipfungoakannte Sach- oder
Handlungszusammenhéange bzw. Handlungsvorstellungen,

Aufbau entsprechender (visueller) Repréasentatiooen, ,Verinnerlichungen®, die operatives
Handeln auf der Vorstellungsebene erméglichen,

Fahigkeit zur Anwendung eines Begriffs auf die Watkkeit durch Erkennen der
entsprechenden Struktur in Sachzusammenhéngenoadr Modellieren des Sachproblems
mit Hilfe der mathematischen Struktur.

(vom Hofe, 1995, S. 97)

Grundvorstellungen bilden somit das Bindeglied zwen dem Individuum, mathematischen
Inhalten und deren Auspragungen in realen Situatipwas sie fir alle Ubersetzungsprozesse
unabdingbar macht. Sie sind zeitlich nicht konstaobhdern entwickeln sich und interagieren
untereinander, oder mussen auf Grund des fortdéehdsin Lernprozesses neu formuliert
werden.

Es lassen sich zwei Aspekte bei Grundvorstellursgesmachen (vom Hofe, 1995; Blum,

2002, S. 5):

1. Normativer AspekiGrundvorstellungen werden aus theoretischen ggerigen zu
mathematischen Inhalten und didaktischen Analybgelaitet. Sie bilden eine
didaktische Leitlinie dessen, was die Schiler les@lten.

2. Deskriptiver AspekiGrundvorstellung beschreiben tatsachliche Vdistgen der
Schiler. Idealerweise stimmen die beobachtetendyarstellung mit den normativ
ermittelten Grundvorstellung tberein, missen does aicht. Im Gegensatz zum
normativen Aspekt lasst der deskriptive Aspekt@rrndvorstellung auch
mathematisch falsche Vorstellungen zu, so gendrettésorstellungen.

Beispiele fur Grundvorstellungen sind die Vorstetan von Funktionen als (eindeutige)
Zuordnungen oder von Funktionen als kovariierendaablen. Diese Grundvorstellungen
stellen somit das Bindeglied zwischen den mentdtanstellungen des Schulers, dem
Funktionskonzept und den realen Situationen datemen die funktionale Abhangigkeit als
Zuordnung bzw. Kovariation auftritt (siehe Abschi3it3.1).

Hat ein Schuler die Funktionsgrundvorstellung elf@mel oder eines Rechenausdrucks, bei
dem zu jeder Zahl, die eingegeben wird, eine andaht herauskommt (Rechenmaschine,
Blackbox), so ist dies in funktionalen Situationdig durch Formeln oder Rechenausdriicke
gegeben sind, eine angebrachte Grundvorstellurgitliationen wie der Zuordnung der
Temperatur zur Tageszeit muss der Schiler etw&uiadvorstellung einer Zuordnung
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aktivieren, da er sonst die funktionale Situatiazthherkennt und sich damit den Zugang zu
den bendotigten Bearbeitungsinstrumenten versgeangnink, 2002, S. 304)

Es gibt, wie oben gesehen, zu einem mathematid¢berept mehrere Grundvorstellungen
die sich erganzen. lhre Kombination und Interakfigmt zu einem tiefen Verstandnis des
betrachteten Konzeptes bzw. tberhaupt erst zur é&q@b#dung. Demzufolge ist es ein
Hauptziel des Mathematikunterrichtes die Schil&edau unterstiitzen ein Netzwerk von
zutreffenden Grundvorstellungen aufzubauen (vonehédfal., 2005, S. 69).

Das Vorhandensein von mehreren Grundvorstellungexirem mathematischen Konzept
wird dann besonders deutlich, wenn eine Situatioa komplexe mentale Verarbeitung
erfordert.

Betrachtet man beispielsweise die Aufgabe, dieckgélegte Strecke eines mit konstanter
Geschwindigkeit fahrenden Autos in Abhangigkeit dam Zeit darzustellen.

Die Grundvorstellung von Funktionen als Kovariateweier Variablen (siehe Abschnitt
3.3.1) erlaubt die Identifikation der funktionalSituation. Die Grundvorstellung von
funktionalen Zusammenhangen als Graphen ermoglanm eine richtige Wahl der
Darstellung.

Die Grundvorstellungstheorie beinhaltet auch ekmmstruktiven Aspekt. Im Falle von
auftretenden Differenzen zwischen den normativ geften Grundvorstellungen
mathematischer Inhalte und den deskriptiv festdjessteGrundvorstellungen von Schilern
lassen sich diese Differenzen beheben oder garez@erundvorstellungen aufbauen. Diese
Tatigkeit liegt naturgemald beim Schuler, kann albech Wahl geeigneter Situationen, mit
denen der Schuler konfrontiert wird, didaktischeusttitzt werden (vom Hofe, 1995, S. 123).

Die oben gegebene Beschreibung von Grundvorstedlubginhaltet einen Bezug zu realen
Situationen. Eine Erweiterung des Konzeptes isGesndvorstellungen auch fur
Ubersetzungsvorgange zwischen zwei beliebigen Reptationssystemen zu definieren,
ohne dass ein Bezug zur Realitat bestehen musd&Jitarscheidung von den hauptsachlich
bei Ubersetzungen zur Realitat auftretendeémaren Grundvorstellungewerden diese
sekundare Grundvorstellunggenannt. In diesem Fall sind Grundvorstellungeo das
Bindeglied zwischen dem Individuum, mathematisclteren und einem
Repréasentationssystem.

Priméare Grundvorstellungen treten somit beim Ubeggavischen Mathematik und Realitat
auf, wahrend sich sekundare auch auf innermathschatiUbergénge beziehen. Bei den
meisten Grundvorstellungen zu funktionale Zusamriegh handelt es sich also um
sekundare Grundvorstellungen. (siehe Abschnité3L}..

Auf die Verbindung des Grundvorstellungskonzeptésden bisher dargestellten Theorien
wird weiter unten eingegangen. Dort wird auch eiis¢e der mit dem Funktionskonzept
assoziierten Grundvorstellungen gegeben.
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3.1.4.2 Grundkenntnisse

Grundvorstellungen bilden ein Bindeglied zwischedividuum, Realitdt und Mathematik
bzw. Schiler, Reprasentationssystemen und MathienSadi erlauben insbesondere das
Erkennen eines mathematischen Konzeptes in Reslsiten und dessen Uberfiihrung in die
Mathematik oder andersherum.

In konkreten Ubersetzungsprozessen missen Grurelangen in bestimmten Situationen
und mit den darin auftretenden mathematischen Kueneund Objekte verwendet werden.
Dazu sind Kenntnisse Uber spezifische Eigenschdftemathematischen Konzepte und
Objekte in Zusammenhang mit der zu nutzenden Granst®lung notwendig.

Diese Kenntnisse ermoglichen also die Nutzung vam@®vorstellungen und werden in
dieser Arbeit wegen ihrer engen Verknipfung mit d@mndvorstellungsbegriff als
Grundkenntnisseezeichnet.

Bei Grundkenntnissen handelt es sich also nichVorstellungen von mathematischen
Konzepten. Grundkenntnisse sind Kenntnisse zu Algswgen von Eigenschaften
mathematischer Konzepte bei Ubersetzungsprozegiedbersetzungsprozessen sind hier
sowohl innermathematische als auch solche zwishbteghematik und Realitat gemeint.
Andererseits konnen Grundkenntnisse auch als ktmkwespragungen von
Grundvorstellungen aufgefasst werden. Eine oderanelGrundvorstellungen konkretisieren
sich in einer spezifischen Situation so, dass iséktdim Ubersetzungsprozess einsetzbar sind.
Beispiele fur Grundkenntnisse sind:

- Das Vorzeichen voain der Formeldarstellunifx)=ax+b einer linearen Funktion
gibt an ob der Graph der Funktion steigt oder fallt
(Es handelt sich um eine Kenntnis, die fiir Ubersagen zwischen Formel und
graphischen Darstellung eingesetzt wird. Sie kasmaspragung der Kovariations-
Grundvorstellung und der Grundvorstellung funktien®bhéangigkeiten als Graphen
bei der Arbeit mit linearen Funktionen gesehen wery

- Der Graph einer linearen Funktion ist eine Gerade.
(Kenntnis fur Ubersetzungen zu oder von der grapieis Darstellung. Konkrete
Auspragung der Graphengrundvorstellung bei der idrog Geraden.)

- Ein charakteristisches Merkmal von linearen Fumiginist, dass Anderung in der
einen Variablen immer die gleiche Anderung in dedteaen Variable zur Folge hat
(,Die Zuwéachse sind konstant”). Mathematisch ausiged bedeutet dagx+n)-
f(x)=f(n)-f(0).

(Kenntnis fiir Ubersetzungen zu oder von der ReaKiénkrete Auspragung der
Kovariations-Grundvorstellung bei der Arbeit mitdaren Funktionen.)

Fur einen Ubersetzungsprozess werden teilweise metinere Grundkenntnisse mobilisiert.
Dies wird in einer weiteren Ausarbeitung des obemubzten Beispieles zur Darstellung der
zuruckgelegten Strecke eines mit konstanter Geschgkeit fahrenden Autos deutlich:

Die funktionale Situation ist mit Hilfe der Kovatians-Grundvorstellung zu erkennen. Steht
zusatzlich die Grundkenntnis zu Verfugung, dasp@itionale Zuwachse auf eine lineare
Situation hindeuten, so wird klar, dass mit eimegdren Funktion gearbeitet werden muss.
Mit Hilfe der Grundvorstellung von Graphen als Dalising fur funktionale Zusammenhénge
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kann die Wahl eines geeigneten Darstellungsregigietroffen werden. Fur die effiziente
Erstellung des Graphen sind aber wiederum Grundkesse notwendig. Steht die
Grundkenntnis zur Verfligung, dass jede lineare tonleine Gerade als Graphen hat, so
wird ist es mdglich — in Zusammenspiel mit weite@mindkenntnissen zu Geraden und
Punkten - zwei Punkte berechnen um eine Geradeizhren. Steht diese Grundkenntnis
nicht zur Verfiigung, so werden bei der Erstellurg Graphen méglicherweise viele Punkte
berechnet um die Gerade zu zeichnen und eventustlier im Graphen nicht erkannt.

Grundkenntnisse sind also fur die Anwendung vom@vorstellungen zu komplexen
mathematischen Inhalten unerlasslich. Anderersgits Grundkenntnisse ohne zugehorige
Grundvorstellungen nicht tragfahig, da die Grunakaeisse keinen Ansatzpunkt fur ihre
Anwendung haben. Es besteht somit eine enge Vemmgtzvischen Grundvorstellungen und
dem Grundkenntnissen.

Auf Schulerseite kdnnen Grundkenntnisse auf zwescreedene Weisen verinnerlicht
werden. Einerseits findet m&ontextlos verinnerlichte Grundkenntnigkarz trage
Grundkenntnisge die ohne Bezug auf die ihm zugrunden liegendam@vorstellungen
auswendig gelernt werden. Andererseits treten au®lerbindung mit Grundvorstellungen
verinnerlichte Grundkenntnisgkurz: intelligente Grundkenntnisyauf, die mit den flr sie
relevanten Grundvorstellungen verwoben sind.

Kurz: Grundvorstellungen konkretisieren sich zeligenten Grundkenntnissen und
intelligente Grundkenntnisse lassen sich zu Grursletbungen abstrahieren.

Richard Skemp unterscheidet zwischen relationaledhinstrumentellen Verstandnis, wobei
das erste durch ,wissen was zu tun ist und warumd‘das zweite durch ,auswendig gelernte
Regeln” charakterisiert werden kann. Die Vor- urathteile die jeweils damit assoziiert
werden lassen sich auf intelligente bzw. trage @kenntnisse Ubertragen:

Skemp gibt als Vorteile fur ein instrumentelles $téndnis dessen leichteres Erfassen und
damit dessen schnellere Anwendung an. Es ist algsdm Gegensatz zu relationalem
Verstandnis schlechter auf neue Situationen anzdereond schwieriger langfristig zu
behalten. Dies liegt vor allem daran, dass beticglalem Verstéandnis nicht fur jede einzelne
Situation eine Regel gelernt werden muss, sondesedus allgemeinen Uberlegungen
abgeleitet werden kdénnen (Skemp, 1976, S. 23).

Mit Hilfe von Kaputs syntaktischen und semantiscA&tionen (siehe Abschnitt 3.1.2.2) lasst
sich ein anderer Blickwinkel auf intelligente umédige Grundkenntnisse finden: trage
Grundkenntnisse kdnnen viel mehr mit syntaktischktionen assoziiert werden als
intelligente Grundkenntnisse (vgl. Kaput, 198714 53).

In den nachsten Abschnitten wird die Einbindung @andkenntnissen in die bis jetzt
verwendete Theorie erlautert und anschlieendAifzahlung von Grundkenntnissen
gegeben, die im Zusammenhang mit Funktionen stehen.
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3.1.4.3 Verbindung zu funktionalem Denken

Die von Duval geforderten Registerwechsel werdeGimndvorstellungskonzept implizit
vorausgesetzt. Das Augenmerk liegt hier auf deats@chlicher Durchfiihrung und den dazu
bendtigten Grundvorstellungen und Grundkenntnissen.

In Abschnitt 3.1.1 wird beispielhaft aufgefuhrt, sMéir Kenntnisse nach Duval fir
Ubersetzungen zwischen der Formeldarstellung &eeaden und deren Graphen benotigt
werden (Duval, 1988b, S. 239). Diese Kenntniss&etesich mit den Grundkenntnissen, die
zu diesem Ubersetzungsvorgang unten aufgefiinmein si

Bei Duval wird jedoch nicht erklart, wie es zurséithlichen Anwendung der
Grundkenntnisse kommt. Diese Aktivierung der Griamdknisse tbernehmen die
Grundvorstellungen.

Aus der Registertheorie ist auch ersichtlich, wanitrmehrere Kenntnisse fur einen
Ubersetzungsvorgang abgerufen werden miissen. brsie® dann, wenn keine semantische
Kongruenz vorliegt miissen zwei unterschiedlichen@kenntnisse fir eine Ubersetzung
aktiviert werden, was im Beispiel zum Vorzeichenl iBetrag des Proportionalitatsfaktors
linearer Funktionen deutlich wird (siehe AbschaAitt.1).

Demnach erganzen sich Registertheorie und Gruneorsgstheorie. Wahrend Duvals
Arbeiten die Theorie zu Registern und den bendtigitbersetzungen liefert, erlauben
diejenigen von vom Hofe eine genaue Klarung desdiisldes Ubersetzungsprozesses und
die Analyse der praktischen Umsetzung durch digifech

Zu den von Kaput definierten syntaktischen und sgisehen Transformationen (Abschnitt
3.1.2.2) lasst sich anfuhren, dass fir erstere Raokgriff auf Grundvorstellungen notwendig
ist, wohingegen die letzteren ohne adaquate Grustkltungen nicht durchgefihrt werden
konnen. Diese Tatsache entspricht der Behauptundglaput, dass semantische Aktionen
Ausdruck von einem tieferen Verstandnis sind.

Die von Vergnaud definierten Basisrelationen zunfibau eines konzeptuellen Feldes
entsprechen in vielen Zigen den Grundvorstellungéerdings wird von Vergnaud der
normative Aspekt betont (Basisrelationen konnehtrfilsch sein) und nicht auf den
deskriptiven Aspekt eingegangen. Basisrelationenath hier hauptsachlich dazu eine Menge
von Situationen aufzubauen. Sie sind somit ein &jgtidd zwischen mathematischem
Inhalten und Situationen. Grundvorstellungen besiehier auf3erdem noch das Individuum
mit ein.

Wahrend Vergnaud (1990, S.157) den didaktischezévudieser Basisrelationen noch
bezweifelt, tritt er 1996 (Vergnaud, 1996, S. 2@&)ur ein, dass Schuler Gber diese
Basisrelationen zu einem Verstandnis von vielendfibnen gelangen sollen, wobei er sich
explizit auf Fischbeins intuitive meanings bezidgbiese Sichtweise erinnert stark an den
normativen Aspekt von Grundvorstellungen.

Die Umkehrung dieses Vorganges, also durch Sitmatiein Verstandnis der Basisrelationen
zu erhalten wird von vom Hofe als Generierung voar@vorstellungen bezeichnet.
Vergnaud geht darauf allerdings nicht ein, da diehBasisrelationen in seiner Theorie aus
innermathematischen Uberlegungen ergeben und aicbh den Schiiler generiert werden
mussen.

41



Es lasst sich die Frage stellen, ob es nicht gedadBasisrelationen/Grundvorstellungen

sind, die es einem Schiler erlauben eine fir ilue&tuation einer bekannten
Situationsklasse zuzuordnen? Dadurch wird er Brdigl Lage versetzt ein passendes Schema
abzurufen. Diese Sichtweise definiert allerdingsRlolle der Basisrelationen von Vergnaud
neu, also Aktivierungshilfe von Schemata.

Auch das Konzept der Theoreme in Aktion lasst gidRelation zu den Grundkenntnissen
setzen. Beide erlauben die Anwendung von mathechatisSatzen oder mathematischen
Operationen in bestimmte Situationen.

Bei Theoremen in Aktion steht die Verbindung zwescleiner Situation und der konkreten
Formulierung eines mathematischen Satzes oder @peration fur diese eine Situation im
Vordergrund. Das Vorhandensein eines Theorems tioAlerlaubt erst die Auswahl eines
Satzes oder einer Operation fur eine Situation.

Grundkenntnisse dagegen bauen auf Grundvorsteluagie Sie erlauben erst die konkrete
Umsetzung von komplexen Grundvorstellungen, d&gjenschaften, die sich aus
mathematischen Satzen ergeben, fir den mit Hilfésdendvorstellung angestof3enen
Ubersetzungsprozess abrufbar machen.

Funktionales Denken beinhaltet insbesondere daanBgn von funktionalen Situationen und
das Ubersetzen zwischen den verschiedenen DarsetiuDies sind zentrale Punkte des
Grundvorstellungskonzeptes, welches durch Grundkésse flankiert wird. So sind alle
Grundvorstellungen zum Funktionskonzept und diesteaiin Abschnitt 3.1.4.4 gegebenen
Grundkenntnisse fur funktionales Denken notwenDigs wird dort genauer erlautert.

Wie oben beschrieben unterstitzt die Wahl der kaditen Situationen die Ausbildung von
Grundvorstellungen durch die Schiiler. Auch dasrkele von Grundkenntnissen wird durch
die behandelten Aufgaben entscheidend beeinflasstdiesem Grund werden in spateren
Kapiteln Lehrplane und besonders Lehrbiicher untbtsda sie Aufschluss dartiber geben,
welche normativen Aspekte der Grundvorstellungefunitionalem Denken besonders
gefordert werden. Durch die spater analysierterilgcimterviews und Losungen der PISA-
Aufgaben ist ein Einblick in die Tatsachlich vordanen Grundvorstellungen bei Schilern
moglich.

In diesem Zusammenhang wird auch allgemeiner mit Begriff concept image gearbeitet,
das Grundvorstellungen und Grundkenntnisse umfaistte Abschnitt 3.1.6).

3.1.4.4 Listen von Grundvorstellungen und Grundkenntnissen

In diesem Abschnitt wird eine Aufstellung von Grundstellungen und Grundkenntnissen zu
funktionalen Abhangigkeiten gegeben.

3.1.4.4.1 Grundvorstellungen

Grundvorstellungen, die sich zu Funktionen iderifien lassen, kbnnen in zwei Gruppen
aufgeteilt werden. Die erste Gruppe besteht ausstandvorstellungen, die mit Aspekten
des funktionalen Denkens zusammenhangen. Die z@eifppe umfasst die
Grundvorstellungen, die sich aus den verschiedBraestellungsformen funktionaler
Abhangigkeiten ergeben.
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Grundvorstellungen im Zusammenhang mit Aspekten fuktionalen Denkens

Folgende Grundvorstellungen sind fur die Arbeit fuitktionalen Abhangigkeiten
charakteristisch:

1. Zuordnungs-Grundvorstellung:
Einer Variablen wird eine andere zugeordnet. Disstlsich durch ,Zu jedem... gibt
es ein ..." umgangssprachlich ausdricken.
Bei dieser Grundvorstellung ist der Eindeutigkesifsekt von funktionalen
Zuordnungen am deutlichsten zu erkennen. AbgesareniVort Variable, ist sie aber
frei von jedem Variationsgedanken und von jederdigigkeitsvorstellung.
Ein Beispiel fur eine Situation, in der diese Grumdtellung sehr deutlich hervortritt,
ist die Funktion, die jedem Schuler sein Alter zlraat.

2. Kovariations-Grundvorstellung:
Eine Variable variiert in Abhangigkeit von den Andegen in einer anderen
Variablen. Umgangssprachlich wird dies durch ,Wasspert wenn ..." ausgedrickt.
Wie man schon aus dem Namen ersehen kann, steldenigariationsaspekt im
Vordergrund. Diese Vorstellung lasst sich allerdingr dann anwenden, wenn der
Definitions- und der Wertebereich in den reellehlga liegen. Der
Eindeutigkeitsaspekt ist hier nur implizit enthalte
Eine typische Situation in der diese Kovariationst&lung zum tragen kommt ist die
Variation des Flacheninhalts eines Rechtecks miefea Umfang in Abhangigkeit
einer Seitenlange.
Diese Grundvorstellung erweist sich wegen einela3pektes als besonders wichtig:
Durch die Vorstellung von Kovariation wird systemahe Variation und damit das
Erkennen des Variationsverhaltens mdglich. Mit eligSrundvorstellung kann gezielt
auf die Qualitat des Variationsverhaltens geaskéztien. Dadurch kann dann die
Auswahl des geeigneten Funktionstyps mit Hilfe @eundkenntnisse vorgenommen
werden. Umgangssprachlich lasst sich das folgeraléem ausdriicken: ,Das
Variationsverhalten der Variablen verstimmt den liomstyp*

3. Objekt-Grundvorstellung:
Funktionen sind Objekte die man in mathematischper&tionen als Ganzes
einsetzen kann. ,Man kann auch Funktionen in eiagable einsetzen* kommt dieser
Vorstellung umgangssprachlich wohl am néchsten.
Diese Grundvorstellung bewegt sich auf einem delutibheren Niveau als die
vorherigen (siehe auch Abschnitt 3.1.5).Typischaddionen, in denen sie zum
Einsatz kommt, sind die Addition von Funktionens dtintereinanderschalten von
Funktionen oder Differentialgleichungen. Es istomachten, dass zu einem
objektartigen Umgang mit Funktionen keine Objekts@ivorstellung notwendig ist
(siehe Abschnitt 3.1.5). Eine Objekt-Grundvorstegjlermdoglicht aber erst das
reflektierte Arbeiten mit Prozessen, die auf eidenge von Funktionen agieren.

In vielen Situationen konnen auch mehrere Grundelusgen angebracht sein. Es ist sogar
typisch, dass Grundvorstellungen nicht situatioezgisch sind.
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Ein Beispiel eine Situation, in der mehrer Grundwellungen aktiviert werden kdnnen, ist die
Zuordnung, die jeder Minute die Temperatur eineditmenten Ortes zuordnet. Es ist leicht zu
erkennen, dass hier die Zuordnungs-Grundvorstelamytzt werden kann. Aber auch die
Kovariations-Grundvorstellung ist angebracht, waran eine Variation der Temperatur in
Abhangigkeit der Zeit sieht.

Im Abschnitt 3.2.2 wird erklart, dass manche Ddigtgen sich fir bestimmte
Grundvorstellungen besser eignen als andere. Sbettea in einer Tabelle der
Zuordnungsaspekt im Vordergrund, wahrend sich Kiatian an einem Graphen gut ablesen
lasst. Das heil3t die Darstellung einer funktionalehéangigkeit hat einen wichtigen Einfluss
auf die Aktivierung der Grundvorstellungen.

Andererseits ermoglicht erst die Grundvorstellumgefunktionalen Abhangigkeit in einer
bestimmten Darstellungsform die Mdaglichkeit der dNutg eben dieser Darstellungsform.
Daraus ergibt sich die zweite Gruppe der Grundetstgen:

Grundvorstellungen im Zusammenhang mit den Darstelingsformen

Alle oben genannten Grundvorstellungen beziehdnai€ Aspekte von funktionalem
Denken. Die Grundvorstellungen der zweiten Grupgmdhen sich auf die
Darstellungsformen von funktionalen Abhangigkeiten.

Wenn ein Schuler die Grundvorstellung zu einer 2dtsrgsform ausgebildet hat, so kann er
innerhalb des dazu gehdrigen Darstellungsregistergal operieren und funktionale
Abhangigkeiten entsprechend konkretisieren.

Registergebundene Grundvorstellungen haben jedonetbegrenzte Reichweite. Sie sind nur
auf eine bestimmte Klasse von funktionalen Abhakejign anwendbar, namlich auf jene, die
sich im zugrunde liegenden Darstellungsregistederngeben lasst. Beispielsweise kann die
funktionale Zuordnung, die jedem Schiiler seine féalae zuordnet nicht im algebraischen
Register dargestellt werden.

Das heil3t, dass die Grundvorstelllungen zu dentBlarsgsformen hier einerseits dem
Schuler die Méglichkeit eréffnet ein Darstellunggeter fur die Darstellung funktionaler
Abh&ngigkeiten zu nutzen. Andererseits erfordegrasich das Bewusstsein der
Beschrankung dass, erst gepruft werden muss, elkeimkrete funktionale Abhangigkeit in
dem vorliegenden Darstellungsregister Uberhautelirar ist.

4. Grundvorstellung funktionaler Abhéangigkeiten als Famel
Das algebraische Register kann als Darstellungsfarinestimmte funktionale
Abhangigkeiten genutzt werden.

5. Grundvorstellung funktionaler Abhangigkeiten als Graph
Das graphische Register kann als Darstellungsfarrbdstimmte funktionale
Abhangigkeiten genutzt werden.

6. Grundvorstellung funktionaler Abhangigkeiten als Tabelle
Das tabellarische Register kann als Darstellungsfar bestimmte funktionale
Abhangigkeiten genutzt werden.
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7. Grundvorstellung funktionaler Abhangigkeiten als geordnete Paare
Geordnete Paarmengen kénnen als Darstellungsfarfarildtionale Abhéngigkeiten
genutzt werden.
Diese Vorstellung wird hier hauptsachlich aus histhen Grinden aufgefihrt, da sie
kaum mehr im Unterricht genutzt wird. (siehe Kapgend 7)

Naturlich kbnnen diese Grundvorstellungen zu derst@fungsformen auch dann aktiviert
werden, wenn einer Darstellung in einem Registéiegt und zu erkennen ist, dass es sich
um eine funktionalen Zuordnung handelt.

Grundvorstellungen zu den Darstellungsformen edawds eine vorliegende funktionale
Abhangigkeit mit einer Darstellungsform zu verbindend andersherum eine vorliegende
Darstellung mit einer funktionalen Abhangigkeitaasoziieren.

Eine besondere Schwierigkeit beim Aufbau der Gronstellungen dieser Gruppe besteht in
der mit zu generierenden Einschrankung auf diesiejligen Register darstellbaren
funktionalen Abhangigkeiten. Im Abschnitt 3.1.6 evitarauf hingewiesen, dass sich durch
das Fehlen dieser Einschrankung (z.B.: ,Eine Fostedlt eine funktionale Abh&angigkeit
dar®) fehlerhafte Funktionsdefinitionen und Fehbteflungen entwickeln kénnen.

Es gibt nattrlich noch weitere GrundvorstellungarDarstellungsformen funktionaler
Abhangigkeiten. Die oben aufgefiihrten stellen alemeitaus am meisten genutzten dar, so
dass nur sie im Folgenden betrachtet werden.

Im Kapitel 2 wurde gezeigt, wie sich durch neuedbgllungen und die damit verbundenen
Vorstellungen der Funktionsbegriff entwickelt hat.

In den Tabellen der ersten bekannten funktionaiermonen lasst sich auch eine
rudimentare Ausfuhrung der Zuordnungs-Grundvorstellerkennen. Tonangebend fur die
historische Entwicklung des Funktionsbegriffs witerdings Uber einen sehr grof3en
Zeitraum die Kovariations-Grundvorstellung. Abestexine Kombination mehrerer
Grundvorstellungen zu Aspekten funktionalen Denkemsder Ausbildung vieler
Grundvorstellungen zu Darstellungsformen funktien@dlbhangigkeiten hat die Entstehung
der heute benutzten Funktionsdefinition ermdglicht.

Grundvorstellungen zu den Aspekten funktionalenkges sind ohne eine
Grundvorstellungen zu den Darstellungsformen fumler Abhéangigkeiten nicht nutzbar.
Aber auch andersherum kénnen GrundvorstellungeteaDarstellungsformen funktionaler
Abhangigkeiten ohne Grundvorstellung zu einem Aspkktionalen Denkens nicht
ausgebildet werden. Demnach besteht also auclesedHinsicht eine enge Verwebung und
gegenseitig Abhangigkeit Grundvorstellungen austoeden Gruppen.

Im Zusammenhang mit funktionalem Denken wird einzgs Netzwerk an weiteren
Grundvorstellungen angesprochen. Dazu gehdretGaliadvorstellungen die zu den
Konzepten gehdren, die im zum funktionalen Denkamdgenden konzeptuellen Feld sind
(siehe Abschnitt 3.1.3). Deren Aufzahlung wirderalings den Rahmen der Arbeit bei
weitem Uberschreiten, so dass hier eine Beschrgnkuindie direkt zum Funktionskonzept
gehorenden Grundvorstellungen vorgenommen wird.

Zu Teilaspekten des Funktionskonzepts wie der Alodgi oder dem Integral gibt es auch
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Grundvorstellungen, die aber Gber den Rahmen dé&jpitel 1 definierten funktionalen
Denkens hinausfuhren.

Alle oben genannten Grundvorstellungen kdnnen aueingeschréankten oder falschlich
erweiterten Variationen auftreten. In bestimmtel&ionen erweisen sich diese Variationen
allerdings durchaus als angebracht.

So kann etwa Zuordnungs-Grundvorstellung um einenre@enbarkeitsaspekt erweitert
werden. Das heil3t, dass die Zuordnung keine willititie Zuordnung sein darf, sondern durch
eine Formel gegeben wird, sodass die zugeordnetete\@usgerechnet werden kdnnen..
Diese dann ausgebildete Fehlvorstellung lasstdiicbh ,Eine Variable ist einer anderen
durch eine Formel zugeordnet, so dass man sie deraahnen kann“ in Worte fassen.

3.1.4.4.2 Grundkenntnisse

Grundkenntnisse beziehen sich auf spezifische tRinen. Sie konnen als Auswirkungen von
Grundvorstellungen in konkreten Situationen aufgetfaverden. So ist beispielsweise das
GrundwisserDas Vorzeichen von a in f(x)=ax gibt Auskunft, eb @Graph der Funktion

steigt oder fallieine Konkretisierung der Kovariations-Grundvorstet] bei proportionalen
Zuordnungen.

In diesem Abschnitt wird eine Liste von Grundkemsdgan gegeben, die mit ausgewéhlten
Funktionstypen assoziiert sind. Dabei handelt@s win die wichtigsten Funktionstypen, die
in den Situationen des konzeptuellen Feldes zutiom&dem Denken und in den in dieser
Arbeit untersuchten Klassenstufen vorkommen (shdteechnitt 3.1.3). Zu jeder
Grundkenntnis wird angegeben, auf welche der si€rendvorstellungen sie sich
hauptsachlich bezieht (Abkirzung: GV1-7).

Grundkenntnisse zu Funktionen vom Typf(x)=ax
1. Proportionale Funktionen haben die Formeldarstglg=ax (GV4)
2. Proportionale Funktionen haben eine Ursprungsgaid&raphen (GV5)

3. Das Vorzeichen voa gibt Auskunft, ob der Graph der Funktion steigtroiddt
(GV2, GV5, GV4)

4. Der Betrag vora gibt die Steilheit des Graphen an (GV2, GV5, GV4)

5. Bei (einschrittigen) Tabellen zu proportionalen kKionen erhoht sich die Spaltig)
immer um den selben Betrag (GV2, GV6) (Erhéhunga(GV4))

6. agibt die Anderung vof(x) bei der Erhohung voxum 1 an. (Zusatz: Zusammen mit
f(0)=0 folgt: a entspricht dem Funktionswert bei 1) (GV2, GV4)

7. Quotientengleichheif(x)/x ist konstant gleicla (GV1, GV4)

8. Vervielfacht man eine Variable um einen Faktorysorielfacht sich die andere um
den selben Faktor (GV1, GV2) (In der Formeldarste]if(n-x)=n-f(x)(GV4))

9. Gleiche Anderung in einer Variablen bringen gleiémelerung in der anderen
Variable (Die Zuwéachse sind konstant) (GV1, GV2) der Formeldarstellunigx+n)-
f(x)=f(n)-f(0) (GV4))
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Grundkenntnisse zu Funktionen vom Typ:f(x)=ax+b

1.
2.
3.

Lineare Funktionen haben die Formeldarstelli{rgrax+b (GV4)
Lineare Funktionen haben eine Gerade als Graph¥B)(G

Das Vorzeichen voa gibt Auskunft, ob der Graph der Funktion steigt ot
(GV2, GV5, GV4)

Der Betrag vora gibt die Steilheit des Graphen an (GV2, GV5, GV4)

b gibt den Wert der Funktion bei 0 an. (Zusatzlighephische Deutundp gibt den
Startpunkt, den y-Achsenabschnitt an) (GV1, GV545V

Bei (einschrittigen) Tabellen zu linearen Funktiomehdht sich die Spaltéc) immer
um den selben Betrag (GV2, GV6) (Erhohungai(®V4))

a gibt die Anderung vof(x) bei der Erhéhung vorum 1 an. (GV2, GV4)

Gleiche Anderung in einer Variablen bringen gleiémelerung in der anderen
Variable (Die Zuwachse sind konstant). (GV1, GM2)der Formeldarstellung
f(x+n)-f(x)=f(n)-f(0) (GV4))

Grundkenntnisse zu Funktionen vom Typ f(x)=a/x

1.
2.
3.

Indirekt Proportionale Funktionen haben die Forragdtellungf(x)=k/x (GV4)
Indirekt Proportionale Funktionen haben eine Hypkdis Graphen (GV5)

Bei positivema besteht die Hyperbel aus zwei fallenden Astennbgativema aus
zwei steigenden Asten (GV2, GV5, GV4)

Je grof3er der Betrag vandesto langsamer féllt die Hyperbel (bei positie¢iGV2,
GV5, GV4)

In der Tabelle: eine n-fache Vervielfachung desulingntes bewirkt eine Division
durch n des Funktionswertes (GV2, GV6)

Produktgleichheitf(x)-xist konstant und gleica(GV1, GV4)

Grundkenntnisse zu Funktionen vom Typ:f(x)=ax?+bx+c

1.
2.

Quadratische Funktionen haben die Formeldarstefixygax?+bx+c (GV4)

Quadratische Funktionen haben die Formeldarstefixyga(x+b)2+c (Scheitelform)
(GV4)

Quadratische Funktionen haben eine Parabel alsh@&na(iV5)

Das Vorzeichen voa gibt an in welche Richtung die Parabel getffne(@v2, GV5,
GV4)

Der Betrag vora gibt an, wie offen die Parabel ist (GV2, GV5, GV4)
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6.

8.
9.

In der Scheitelform gibt der Betrag vbrden Betrag x-Koordinate des Scheitels an.
Aus dem Vorzeichen vamkann das Vorzeichen der x-Koordinate abgeleitetiam,
wobei ein negatives Vorzeichen vbrein positives Vorzeichen der x-Koordinate
ergibt (GV1, GV5, GV4)

Das Vorzeicherb in der Normalform gibt an, ob der Scheitel linkgi(positivenb)
oder rechts (bei negativem b) von der y-AchseGatY, GV5, GV4)

c in der Scheitelform gibt die y-Koordinate des Sthe an (GV1, GV5, GV4)
c in der Normalform gibt den y-Achsenabschnitt aW{GGV5, GV4)

10. Das Wachstumsverhalten Wesentlichen Quadratisa¥2) G

Grundkenntnisse zu Funktionen vom Typ:f(x)=a* mit a>0

1.
2.

Exponentialfunktionen haben die Formeldarstellf(rjFa* mit a>0 (GV4)

Istagrofler als 1 so steigt die ExponentialfunktionDis<1 so fallt sie (GV2, GV5,
GV4)

Exponentialfunktionen wachsen in Richtung plus wieh sehr schnell (bei>1,
sonst analog) (Zusatz: schneller als jede Polynoktion) (GV2, GV5)

Exponentialfunktionen ndhern sich Richtung minuendiich der x-Achse an (bei
a>1, sonst analog) (GV2, GV5)

Bei (einschrittigen) Tabellen zu Exponentialfunkim wird die Spalte vofx) immer
mit einem festen Betrag multipliziert (GV2, GV6) (Miplikation mit a (GV4))

aist der Wert der Funktion bei 1 (GV1, GV4)
Prozentuales Wachstum (GV1) (In der Formeldarsiglf(x+n)/f(x)=f(n)/f(0) (GV4))

Um diese Liste abzuschlieRen wird noch eine Vorgsheise vorgestellt, die als Basis fir
die Erstellung einer Liste von Grundkenntnissereitien beliebigen Funktionstyp genutzt
werden kann.

Grundkenntnisse zu einer beliebige Funktiorf(x)

1.
2.
3.

Typische Darstellung(en) vdnm algebraischen RegistéEV4)
Typische Darstellung vohim graphischen Register (GV5)

Auswirkung im graphischen Register von AnderungenRhrametern im
algebraischen Register (GV1, GV2, GV4, GV5)

Anderung vorf(x) in (einschrittigen) Tabellen (GV2, GV6). (Rickfiimg der
Anderung auf Parameter der algebraischen Darste(iBiv4))

Wachstumsverhalten vdr{GV1, GV2) (Ruckfihrung auf die algebraische
Darstellung (GV4))
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Eine ahnliche Aufstellung kann unter zu Hilfenahee letzten Aufstellung fur alle
Funktionstypen gebildet werden. Dabei ist fur fumkéles Denken auf dem Niveau der
Sekundarstufe | noch die Grundkenntnisse zu Wuraktionen, Logarithmusfunktionen,
allgemeinen Polynomfunktionen und zu einfacherotr@gnetrischen Funktionen wichtig. Auf
eine genaue Aufstellung wird aber verzichtet, @seliListen analog zu den oben
aufgefuhrten Beispielen leicht erstellt werden k&mn

Es ist auch zu beachten, dass die Grundkenntmisseri spezifischer werden, je feiner
zwischen verschiedenen Funktionstypen unterschietein

Die oben aufgefihrte Liste der Grundkenntnisse astfsicherlich nicht die gesamten
Grundkenntnisse zu den einzelnen Funktionstypema8eatet man etwa den Graph und die
Variationseigenschaften genauer, so sind den Gamdhissen noch alle Grundkenntnisse
hinzuzuftigen, die mit den Symmetrieeigenschaften@@aphen zusammenhangen.

Einige dieser Grundkenntnisse sind etwa bei DulgaKanntnisse zu Ubersetzungen
zwischen linearen Funktionen und deren Graphen&Dd®88b, S. 239-242) oder als
Grundvorstellungen bei Malle (Malle, ohne Jahrfinden.

3.1.5 Konstruktivistische Herangehensweise: Funktionen al Objekte

Im folgenden Abschnitt werden zwei eng verbundeneofien prasentiert, die in dieser
Arbeit vor allem fur die Erfassung von Funktionds @bjekte von Bedeutung sind.
Gleichzeitig zeigen sie auch die Grenzen dessemasfan funktionalem Denken in der in
dieser Arbeit betrachteten Altersgruppe erreichider kann.

3.1.5.1 Aktion, Prozess, Objekt von Dubinsky

Ed Dubinsky unterscheidet zwischen vier Konzepti#n Schiiler von Funktionen haben
konnen (Dubinsky, Harel, 1992, S. 85; Breidenbad.e1992, S. 249):

1. Prefunktion Es liegt keinerlei belastbare Auffassung dessemwas eine Funktion ist. Im
Umgang mit funktionalen Abhangigkeiten konnen ssailer mit einem Prefunktion-Kozept
auf keine generalisierbare Idee berufen. (OrigiezdiichnungPrefunctior)

2. Aktiort Eine Aktion ist eine wiederholbare mentale odeygische Manipulation, die fur
eine bestimmte Eingabe ein bestimmtes Ergebnisohatingt. Ein Aktions-Konzept zu
funktionalen Abhangigkeiten liegt vor, wenn ein 8len Funktionen als eine
Aneinanderreihung von Rechenregeln sieht. In dieskeine Zahl eingegeben damit sie
Schritt fir Schritt nacheinander ausgefihrt schitéleine Zahl als Ergebnis liefern. Eine
Funktion wird demnach nicht als Einheit, sondemFfalige einzelner Rechnungen gesehen. .
(OriginalbezeichnungAction)

3. ProzessSchiuler mit einem Prozess-Konzept von Funktidii@men dagegen Funktionen
als vollstandigen Prozess erfassen, der einem Bleaie anderes Element zuordnet. Sie
beschranken die Variablen somit auch nicht auf&ahDie Operationen, die im Aktions-
Konzept noch die Funktion an sich darstellen, miisseht mehr ausgefuhrt werden um Uber
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das Ergebnis reden zu kdnnen. Das heil3t, dassmskKonzept wurde zu einem einzigen
Prozess zusammengefasst, es wurde interioris{@tiginalbezeichnung?rocess)

4. Objekt Wird eine Funktion als Objekt aufgefasst, so lgmB&chuler bewusst Funktionen
in eine Variable einsetzen und sie in andere Psezeder Aktionen einsetzen.

Ein Objekt wird durch einkapseln eines Prozesses®geen, wobei zur LOsung vieler
Probleme eine standige Pendelbewegung zwischerPderess-Konzept und dem Objekt-
Konzept bendtigt wird. Das Einkapseln ist alsorewersibler, vielfach durchzufiihrender
Vorgang (Dubinsky & Harel, 1992 S. 85; Breidenbathl., 1992, S. 250; Schwingendorf et
al., 1992 S. 135). Aus diesem Grund steht das ®Bjekzept im engen Zusammenhang mit
dem Prozess-Konzept. . (Originalbezeichnu®igfect)

Als Beispiel wird das Hintereinanderschalten vonl&ionen betrachtet:

Ein Schiler mit einem Aktions-Konzept von Funktiokann in der Lage sein mit Hilfe von
algebraischen Regeln und durch Hintereinanderatesiidier Rechnungen einen
Funktionswert zu berechnen. Sind die Funktionegrdithgs nicht durch Formeln gegeben
oder haben sie Unstetigkeitsstellen, so wird dasdreinanderschalten mit einem Aktions-
Konzept schwierig.

Ein Prozess-Konzept von Funktionen verspricht et Aufgabenstellung besseren Erfolg,
da die Beschrankung auf Formeln und Berechnunggt worhanden ist und eine Funktion
als ganzer Prozess gesehen wird. Es werden alsdPromesse zu einem vereint.

Nicht zu verwechseln ist diese Auffassung mit eir@njekt-Konzept. Zwar wird beim
Hintereinanderschalten immer objektartig mit denl&ion umgegangen, ob aber tatsachlich
ein Objekt-Konzept vorliegt hangt von der gegebéadendurchgefiihrten Einkapselung ab.
Bei einem Objekt-Konzept wird beim Hintereinandéedten ein Objekt ,Funktion 1“ in
einen Prozess ,Funktion 2 eingesetzt.

Die Unterscheidung zwischen Aktions-Konzept undzBss-Konzept erweist sich in der
Praxis oft als schwierig (Breidenbach et al., 1922251). Die Annie und John Selden
schlagen vor beide Konzepte als entgegen gesailgeees kontinuierlichen Spektrums zu
sehen, zwischen denen sich die Schiler im Lernpsozieht immer gradlinig bewegen
(Selden & Selden, 1992, S. 3).

Das Objekt-Konzept von Funktionen entwickelt sielden meisten Schilern erst deutlich
nach der in dieser Arbeit betrachteten Alterklgssehe Abschnitt 4.1.1). Wie im obigen
Beispiel sei noch einmal darauf hingewiesen, dassQbjekt-Konzept nicht mit einem
objektartigen Umgang mit Funktionen verwechseltdeerdarf, dem auch das Aktions-
Konzept oder das Prozess-Konzept zugrunde liegendw(vgl. Thompson, 1994, S. 9).

Die Objekt-Grundvorstellung (Abschnitt 3.1.4.4.41) direkt mit dem Objekt-Konzept von
Funktionen in Verbindung zu setzen. Die Zuordnunge Variations-Grundvorstellungen
sind nicht mit den hier beschriebenen Konzeptebeachreiben. Die Zuordnungs-
Grundvorstellung wird sowohl im Aktions-Konzeptemer elementaren Auspragung
angesprochen, als auch im Prozess-Konzept inviotlem Auspragung benétigt. Die
Kovariations-Grundvorstellung tritt dagegen erstRahmen eines Prozess-Konzeptes auf.
(vgl. Schwingendorf et al., 1992, S. 139)
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Funktionales Denken bezieht das Aktions-KonzeptdaslProzess-Konzept mit ein. Fur eine
funktionale Denkweise ist also ein Prozess-KonzeptFunktionen nétig, ein Objekt-
Konzept kann sich allerdings noch im Aufbau befmded durch objektartigen Umgang mit
Funktionen ersetzt werden.

Mit den verschiedenen Konzepten konnen auch uritiedicche Darstellungen, bzw.
Sichtweise der Darstellungen assoziiert werdena$st sich in einem Graphen oder einer
Tabelle eher der Prozess-Konzept Charakter erkemé@end in einer Formel das Aktions-
Konzept zum Ausdruck kommt. Mehr dazu im AbschBit.2.

3.1.5.2 Reifizierung und struktureller bzw. operationaler Aspekt von
Funktionen von Sfard

Es kann eine enge Verknipfung zwischen der oberhddsrten Theorie und der von Ana
Sfard ausgemacht werden. Auch sie beschaftigtrsitdem Ubergang zu einem Objekt und
einer dualen Sichtweise, wie sie im Prozess- unel®#Konzept von Funktionen zum
Ausdruck kommt.

Die von ihr eingefiihrte Bezeichnung ist die UntBesdung zwischen eineoperationalem

und einenstrukturellem Aspekton mathematischen Begriffen. (Originalbezeichramg
operational, structural aspectper operationale Aspekt bezieht sich auf einétieise als
Prozess, wahrend der strukturelle Aspekt eine tdnjege Sichtweise eines mathematischen
Begriffes bezeichnet. Sfard betont dabei, dasgchsiwcht um entgegen gesetzte Aspekte
handelt, die sich gegenseitig ausschliel3en, sondlelmehr um Aspekte, die sich gegenseitig
ergédnzen (Sfard, 1989, S. 151, Sfard, 1991, Sta®dS1992, S. 60). Kurz lasst sich dies
folgendermal3en beschreiben:

The structural approach generates insight; theatipaal approach generates result
(Sfard, 1991, S. 28)

Bei der Beschreibung der Aspekte benutzt sie sdlbston Dubinsky (siehe oben) bekannte
Unterscheidung zwischen Prozess und Objekt (S1&&7, S. 162), sodass fur eine genaue
Erlauterung auf diesen Abschnitt verwiesen wird.

Sfards Interesse liegt auf der Beziehung zwiscleenbetiden Aspekten und auf dem
Ubergang von einem Aspekt zum anderen. An derrigstien Entwicklung des
Funktionsbegriffes kann beispielhaft erkannt werdkass sich viele mathematische Begriffe
aus einer operationalen Auffassung heraus entwibkélen und spater durch strukturelle
Betrachtungsweisen fiir abstrakte Anwendungen nutmaacht wurden. Dieser Ubergang
zum Objekt, didReifizierung. (Originalbezeichnungeification) hat sich besonders im Fall
von Funktionen als schwierig, aber sehr nitzlichiesen (Sfard, 1991, S. 15; Sfard, 1992, S.

62ff).
Sfard unterteilt den Ubergang in drei Schritte:

- Interiorisierung: der Schiler macht sich mit deroz@ss vertraut und kann am Ende
Aussagen Uber ihn machen, ohne ihn tatsachliclilarest zu missen.
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- Kondensierung: Der Schuler kann immer mehr GiberRtezess als Ganzen
nachdenken ohne Teilschritte betrachten zu miusiser zu Einheiten kondensiert.

- Reifizierung: Im Gegensatz zu den beiden erstemitBainhandelt sich hier um keinen
kontinuierlichen Prozess, sondern um eine Erkeantlie der Schuler erlangt. Alle
Darstellungen werden auf einmal in einem abstrakteentalem Konstrukt vereint,
das sich schnell von diesen Darstellungen 16sar(5f1991, S. 18ff).

Dieser letzte Schritt erweist sich auch deswegehb@sonders kompliziert, da die
Reifizierung eines Objektes oft mit der Intericgising eines Prozesses einer héheren
Ebene einhergeht. Dabei besteht eine gegenseiigérgigkeit: die Interiorisierung
des hoheren Prozesses bendtigt eine durchgefuéifizi®&ung, wahrend die
Reifizierung eines interiorisierten Prozess eirtidrdrien Ebene bedarf (Sfard, 1989, S.
158; Sfard, 1991, S. 31).

Ausden Schwierigkeiten, die sich bei der Reifizierengeben, und aus ihren
Untersuchungen leitet Sfard ab, dass der operdgidxspekt im Lernprozess meistens vor
dem strukturellen ausgebildet wird (Sfard, 1987163!; Sfard, 1992, S. 61). Dies steht im
Widerspruch zur Unterrichtspraxis, in der viele Biég strukturell eingefuihrt werden (Sfard,
1988, S. 560). Daraus ergeben sich folgende zwreidfongen:

- Mathematische Begriffe sollen tUber ihren operatem#&spekt eingefuhrt werden

- Der strukturelle Aspekt sollte nicht benutzt werdeslange er nicht fur die weitere
Entwicklung unumganglich ist. (Sfard, 1989, S. 15fard, 1992 S. 68)

Analog zu den Arbeiten zum Objekt-Konzept steltta&fard fest, dass eine strukturelle
Sichtweise unter den Schilern in der hier betraehtAltersgruppe nicht zu erwarten ist,
bzw. dass der strukturelle Aspekt manchen Schigienz verschlossen bleiben wird (Sfard,
1989, S. 153, S. 158; Sfard, 1992, S. 83). Allggdisind bei vielen Schilern
pseudostrukturell&ichtweisen zu beobachten, bei denen eine Damsteihit dem Objekt
identifiziert wird (Sfard, 1992, S. 75). Diese féhrzu bekannten Fehlern und
Ubersetzungsproblemen auf die im Abschnitt 3.208egangen wird.

Wie leicht zu erkennen ist, liegt eine groRe Ubesginmung zur oben erklarten Theorie von
Dubinsky vor. Die von Sfard betonte strukturelle wperationelle Komplementaritat findet
man bei Dubinsky in der Betonung der Wichtigkeit Hakapselung und dessen Umkehrung
wieder (Pihoué, 1996). Die Theorie von Sfard wiod allem deswegen hier aufgefihrt, da sie
ein besseres Verstandnis des Ubergangs zur Betrachts Objekt, also zur Objekt-
Grundvorstellung erlaubt.

Es kann auf eine Verbindung zu Duval (Siehe Abg¢tBrl.1) hingewiesen werden. Der
pseudostrukturelle Aspekt bildet sich dann aus,nae@ne Identifikation einer Darstellung
und dem mathematischen Objekt an sich stattfirgfatd schlagt vor dies durch die
Betrachtung von moglichst vielen verschiedenen tedusigen zu vermeiden (Sfard, 1992 S.
79). Dies entspricht den Feststellungen und Fordgm von Duval (siehe Abschnitt 3.1.1.2).

Schuler in der in dieser Arbeit betrachteten Aljenppe werden, wie oben erwéhnt, nur sehr
eingeschrankt zu einer strukturellen Sichtweisarmgn. Dieser Aspekt wird auch nicht in
die Definition von funktionalem Denken aufgenommeas ware aul3erdem gegen die
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Forderung von Sfard erst mdglichst spét eine sireke Sichtweise einzufihren, da in den
betrachteten Klassenstufen sehr lange der opeadiédispekt ausreicht (Sfard, 1992, S. 69).
Es muss aber in den folgenden Analysen auf psewtttstelle Aspekte geachtet werden, die
sich wahrscheinlich bei Schilern ausbilden werdem, aber nicht festigen durfen.

3.1.5.3 Slavits eigenschaftsorientierte Reifizierung

In Zusammenhang mit Reifizierung sind auch die Advevon David Slavit zu erwdhnen. Er
schlagt eine eigenschaftsorientierte Herangehessvesi die Reifizierung vor (Slavit, 1995;
Slavit, 1997). Schiler sollen Uber die systema&ddhtersuchung der
Variationseigenschaften von Funktionen in unteestithen Darstellungen dazu gebracht
werden Eigenschaften von ganzen Funktionsklassenkamnen um schlie3lich durch eine
weitere Abstrahierung zu einer Objekt-Auffassung f#oinktionen zu gelangen.

A student can reify the notion of function as ameatatical object capable of possessing or not
possessing these properties (Slavit, 1997, S. 266)

Der hier angesprochene Aspekt der Objekt-Auffassrimgert stark an Noesis von Duval
(siehe Abschnitt 3.1.1), wahrend bei Dubinsky ufatd®der tatsachliche Objektcharakter fur
hoher liegende Prozesse im Vordergrund steht. diligs sind diese Auffassungen eng
miteinander verwandt.

Diese von Slavit geforderte Herangehensweise exfocttn Umgang mit vielen
Funktionsklassen in mehreren Darstellungen, soslasehr zeitaufwéandig ist (Slavit, 1997,
S. 268). Aber gerade diese breite Facherung isti€iAusbildung einer funktionalen
Denkweise unumganglich. Anders ausgedriickt: Bedgt$unktionale Denkweise beinhaltet
die ersten Schritte zur Reifizierung.

3.1.6  Konstruktivistische Herangehensweise: Concept imagend
concept definition von Vinner

Eine weitere Theorie zur Beschreibung der Bildex,Sthiler mit Funktionen verbinden, ist
die Theorie zu concept image und concept definiimm Shiomo Vinner. Sie ist entstanden,
um ein Erklarungsmodell dafir zu geben, warum Sahiiftmals andere Eigenschaften
mathematischer Konzepte in inren Uberlegungen zenuls sich durch die ihnen
beigebrachte mathematische Definition ergeben (isom, 1994, S. 3).

Unter einentoncept imageu einem mathematischen Konzept wird die gesangaitioe
Struktur verstanden, die mit diesem Konzept asaaist. Dies schliel3t alle mentalen Bilder
(d.h. alle moglichen speziellen und allgemeinenrBsgntationen) und deren Eigenschaften
mit ein (Vinner & Dreyfus, 1989, S. 356). Das cqapicienage wird tUber einen langen
Zeitraum durch viele individuelle Erfahrungen vedém Schiuler unterschiedlich aufgebaut
und kann auch beschrdnkende oder falsche, sicmgeitig widersprechende Elemente
enthalten. Zur Wichtigkeit des concept image betonher:
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My basic assumption is that to acquire a conceptm®¢o form a concept image for its name.
(Vinner, 1992, S. 197)

Oftmals werden nur Teile des concept image abgerstedass Widerspriiche erst dann
auffallen, wenn die sich widersprechenden Teil&cleeitig abgerufen werden. Dies kann
auch erst sehr spat oder tberhaupt nie passierelass die gegensatzlichen Bilder dauerhaft
mit dem mathematischen Konzept assoziiert bleipeall & Vinner, 1981, S. 152)

Zu einem concept image von Funktionen kdnnen etgaBild einer durchgezogenen Kurve
im Koordinatensystem, eine Formeldarstellung f(sg=... oder das allgemeine Bild einer
Zuordnung mit ihren jeweiligen Eigenschaften gehore

Mit concept definitiorwird eine wortliche Definition eines Konzeptes dehnet. Diese kann
auswendig gelernt oder verstanden sein, sie kahtigioder falsch sein, und sie kann auch
ein personlicher Definitionsversuch eines einzel8ehulers auf Grund seines concept
images sein. Die concept definition ist demnacle sariierende individuelle Definition, die
nicht mit einer formalen Definition verwechselt wen darf. Sie kann Vorstellungen
generieren, die sich in das concept image des &chéinfligen.

Hat ein Schuler etwa gelernt, dass eine Funktina Bielation ist, die jedem Element einer
Menge A genau ein Element einer Menge B zuordioetasn dies seine concept definition
sein. Wird im Unterricht aber ausschliel3lich minktionen gearbeitet die durch Formeln
gegeben sind, so wird er diese Einschrankung ma@icept image aufnehmen und seine
concept definition nur dann abrufen, wenn er exptiach einer Definition gefragt wird.
Solange dieser Schiler nur mit solchen Funktionetuz hat, die durch Formeln gegeben
sind, wird er keinerlei Schwierigkeiten in der Aittait ihnen erfahren. Wenn jedoch
Funktionen auftauchen, die keine Darstellung ineltgischen Register haben, wird er sich
wahrscheinlich in einer Situation befinden, mit denicht umgehen kann (Tall & Vinner,
1981, S. 153).

Diese Abschottung von concept image und concepmitieh und das dadurch resultierende
inkonsistente Verhalten eines Schilers werdenatgpartmentalizatiobbezeichnet (Vinner

& Dreyfus, 1989, S. 356). Hier zeigt sich eine ktdder Theorie von Vinner, da abweichende
Verhalten bei Definitionsabfragen und Aufgaben dutes Abrufen der concept definition
bzw. des concept image erklart werden kénnen.

Der oben geschilderte Fall erweist sich dann aeheers problematisch, wenn die concept
definition abgeschottet wird und keine Vorstellumgconcept image ausbildet. Dann kann es
nie zu einem Konflikt und dadurch zu einem Lernpsszkommen.

Dieser Fall tritt nach Vinner insbesondere dann &ehn friih eine abstrakte Definition
eingefihrt wird und anschliel3end erst ein conaepge aufgebaut wird.

Concept definitions (where the concept was intredusy means of a definition) will remain
inactive or even will be forgotten. In thinking aist always the concept image will be evoked
(Vinner, 1983, S. 293)

Mathematische Objekte kénnen also Uber eine foriafeition eingeflhrt werden, oder
sich aus der Arbeit mit einer Vielzahl von Beisprekentwickeln, um schlief3lich durch die
formale Definition gefestigt zu werden. Wird desterWeg gewahlt, so besteht die Gefahr,
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dass die im Anschluss an die Definition geseherespele das concept image einschranken
(Vinner, 1992, S. 198). Aus diesem Grund forderinér eine spate Einfihrung der
Definition.

In diesem Zusammenhang kann erwahnt werden, da&s imstorischen Entwicklung des
Funktionsbegriffes eine stdndige Anpassung dessminmages an die concept definition und
andersherum vollzogen wurde. In manchen Fallenesrgich die Definition als zu eng fur die
iIm concept image erfassten funktionalen Zusammegédan anderen musste das concept
image wegen einer breiter gefassten Definition éestenverden. Beides war ein langwieriger
Prozess, der oft mit starken Widerstanden gegekmiveiterungen verbunden war (Siehe
Kapitel 2).

Eine andere problematische Situation ist dann gagekenn die concept definition nicht mit
der formalen Definition des Konzeptes ubereinstipraim Beispiel wenn sie aus einem
falschen concept image gebildet wurde. Auch inatiregall muss es zu keinem Konflikt
kommen, da das theoretische Gebaude des Schikchiachlissig ist. Deswegen schlagt
Vinner eine standige Erweiterung des Spektrumdbdeachteten Beispiele vor, so dass
Schdiler in so einer Situation gezwungen werdem, concept definition dem erweiterten
concept image anzupassen (Vinner, 1983, S. 305).

Schwierigkeiten bei der Arbeit mit dem concept im&ggeben sich dadurch, dass das
concept image eines Schilers fur Aul3enstehendezniatrfassen ist. Bei der Bearbeitung
von Aufgaben ist es moglich, dass nur Teile desephimages abgerufen werden, so dass
immer nur Aussagen Uber den in dieser Situatioelignen Teil des concept image
gemacht werden kénnen (Vinner, 1983, S. 297).

Grundvorstellungen und Grundkenntnisse sind Tedlacept images und bauen dieses auf.
Solange das concept image keine GrundvorstellunagenGrundkenntnisse enthalt, kann es
nicht effektiv zum Losen von Aufgaben eingesetztdea. Das concept image umfasst aber
auch konkrete Beispiele und Bilder, die vom Schiilérdem Konzept assoziiert werden.
Insbesondere in den Interviewanalysen erweisencsinbept image und concept definition
deswegen als sehr nutzlich, da sich Schiler beiant®2gen der Aufgaben oft auf Bilder,
Formeln und Eigenschaften berufen, die sie mit Bankn assoziieren. Da sie sich ihr
concept image zu grofR3en Teilen in der Arbeit migihLehrblichern aneignen wird in der
vergleichenden Analyse der Lehrbiicher von Deutschimnd Frankreich auch darauf
geachtet, welches concept image mit den dort balttemdAufgaben aufgebaut werden kann.

Fur die Entwicklung der funktionalen Denkweise mals® ein moglichst allgemeines
concept image zu Funktionen aufgebaut werden. lBege Einschrankungen beztiglich
abstrakter Zuordnungen zwischen Mengen werderudigibnale Denkweise wenig
behindern. Sollte jedoch das concept image eine8l&s zu Funktionen nur die
Formeldarstellung enthalten, so wird er kein Verdtis fur Ubersetzungsprozesse
entwickeln kénnen und funktionale Zusammenhangemeainer der méglichen
Darstellungen problemlos erkennen und erstellem&in
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3.1.7 Epistemologische Herangehensweise: Sierpinska

Einige der weiter unten aufgefuihrten Schwierigkertat dem Funktionskonzept kénnen als
epistemologische Hurden gesehen werden. Das Fuaskbozept wurde von Anna Sierpinska
mit Hilfe dieses von Guy Brousseau gepragten Begrifintersucht.

Die Theorie zu epistemologischen Hurden geht végefuder Grundannahme aus:

Neues Wissen wird sowohl auf der Basis von altééissen als auch gegen dieses
aufgebaut. Sobald ein Teil des Wissens sich atdgeeiich einsetzbar herausgestellt hat, kann
es nur noch gegen starke Widerstadnde abgeandeteémer

Daraus ergibt sich, dass der Prozess der Wissaviskling nicht als eine stetig ansteigende
Kurve gesehen werden kann, sondern durch abrupiEhBmit alten Denkweisen und
Sprunge auf héhere Entwicklungsstufen gepragfdigue, 1992 S. 110; Sierpinska, 1992,
S. 58). Die Hurden, die diese Springe erfordermeameralsepistemologische Hirden
(Originalbezeichnungpbstacle épistémologiqubkzeichnet. Damit sind nicht etwa
individuelle Lernschwierigkeiten gemeint, sondenvermeidbare Hirden, die unabhéngig
vom Individuum auftreten und zum Beispiel auch én kistorischen Entwicklung eines
Konzeptes gefunden werden kdnnen. Aus diesem Gapieten bei der Identifikation von
epistemologischen Hirden historische Analysen ginBe Rolle.

Ein Beispiel fur eine epistemologische Hurde istldientifikation von Funktionen mit ihrer
Formeldarstellung. Wie im Kapitel 2 beschriebenitager historischen Entwicklung des
Funktionsbegriffs eine Fixierung auf die Formeldieltang vor. Erst die Uberwindung dieser
Fixierung hat eine Weiterentwicklung zur heutigeafibition erlaubt (Sierpinska, 1992, S.
46). Weitere epistemologische Hirden werden im Abgt4.3 geben.

Das Konzept epistemologischer Hirden ist fir didd&ung von funktionalem Denken nicht
unbedingt notwendig. Es hilft aber Schwierigkeitlem Schiler mir dieser Denkweise und
dem Funktionsbegriff zu erkennen und zu verstetied erlaubt dadurch das Erstellen von
Vorschlagen die Schiiler besser auf die UberwindiergHiirden vorzubereiten.

3.1.8 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde der theoretische Hintemgrder vorliegenden Arbeit erlautert.
Dabei wurde die theoretische Verankerung der Dimifunktionalen Denkens dargestellt.
AulRerdem wurden die Werkzeuge vorgestellt, mit denalen folgenden Kapiteln
Lehrplane, Schulbticher und Schilerfahigkeiten aiatywerden.

In Kapitel 1 wurde bei der Definition dessen, waseu funktionaler Denkweise zu verstehen
ist, groRes Gewicht auf die Arbeit in mehreren Balsngsregistern und auf Ubersetzungen
gelegt. Dies erweist sich im Einklang mit den Atbrivon Duval, Lesh und Kaput. Die
Arbeit in mehreren Registern und Ubersetzungenchwis diesen sind Vorraussetzungen fir
das Erkennen der mathematischen ldee einer Funktidrdamit fir die volle Entfaltung der
funktionalen Denkweise.

Vergnauds Theorie konzeptueller Felder erlaubt da@mnbindung der funktionalen
Denkweise an eine Menge von Situationen fur dersari@itung die funktionale Denkweise
vorausgesetzt wird.
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Durch vom Hofes Grundvorstellungen und den hiemitzten Grundkenntnissen wird eine
Aufstellung von Vorstellungen und Kenntnissen erhabw, die flr eine funktionale
Denkweise benétigt werden.

Mit den Theorien von Dubinsky und Sfard kann detidks- und Prozesscharakter von
Funktionen mit funktionalem Denken verbunden wendea durch die Objekt-Sichtweise,
bzw. Reifizierung deren Grenzen aufgezeigt werden.

Zwar sind die Arbeiten von Vinner und Sierpinskarefiir die Analyse der
Schulerschwierigkeiten von Nutzen, aber es ist di&hzu sehen, dass fur eine funktionale
Denkweise ein angemessenes concept image dur8chiiger aufgebaut werden muss.

Samtliche vorgestellten Theorien werden natirliebhaftir spatere Analysen von Nutzem
sein. Sei es fur die verschiedenen Analysen deutbsm Darstellungen und Aspekte des
Funktionsbegriffs, oder fur Arbeit mit Lehrplane&chulbtichern und den
Schulerbefragungen.

Die Definition und theoretische Fundierung von fuolkalem Denken und die damit
verbundene Zusammenfihrung deutscher, franzdsisdaeinternationaler Theorien bildet
einen wichtigen Teil der vorliegenden Arbeit. Ilrsm Zusammenhang wurden auch
Grundkenntnisse neu definiert, die letztlich digbfiedung konkreter, statischer,
mathematischer Inhalte mit der funktionalen Denle@airmdglichen.

Das folgende Schema stellt die Organisation desrldteils um die funktionale Denkweise

herum graphisch dar.
' Grundvorstellungery--++ vom Hofe
- Grundkenntnisse

concept image,
concept definitio

Dubinsky .
Sfard

Aktion, Prozess,

vinner--+{ opjekt, Reifizierung\f FUNKtionales
Denken

Ubersetzungen
.'-.Duval
o . ~Kaput
Sierpinska-:-+ Hirden ) -~ Lesh

R .7 Konzeptuelles Darstellungen Y~

See-- - Feld J
Verg.naud

Abbildung 3: Ubersichtsschema zur Theorie

Im folgenden Abschnitt werden die verschiedenersi@iungsformen von Funktionen
analysiert und die Beziehungen und Ubersetzungéwgey zwischen ihnen erlautert.
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3.2 Ubersetzungen und Darstellungen

3.2.1 Modellierungskreislauf

Durch die obigen Ausfihrungen und die Definitiomvanktionalem Denken ist deutlich
geworden, welche Wichtigkeit Ubersetzungsprozessedieser Arbeit zugemessen wird. Die
Ubersetzungsprozesse wurden in Ubersetzungen avisealitat und Mathematik und
innermathematische Ubersetzungen aufgeteilt.

In den Arbeiten zu Modellierung wird zwischen R&dlund Realmodell unterschieden. Der
Ubergang von der Realitat zu einem Realmodell# siath Kaput (1987b, S. 176) eine
vollkommen unterschiedliche Tatigkeit zu den anddrier betrachteten Ubersetzungen dar,
da man nur auf eine der beiden Seiten des Ubergatigs Zugriff hat, namlich auf das
Realmodell. Aus diesem Grund wird in dieser Arlomiter Realitat ein Realmodell
verstanden, in dem wesentliche VereinfachungenT eiledes Erstellens dieses Modells sind,
schon durchgefuhrt wurden. Situationen in deneriilgcisolchen Realmodellen begegnen
sind realitatsnahe Schulbuchaufgaben oder PISA: BALMA-Testitems.

Mathematische Ubersetzungsprozesse werden oftmalaém Modellierungskreislauf
dargestellt, der sich bei der Bearbeitung von nidlefgabentypen ergibt. Ein
Modellierungskreislauf kann zum Beispiel in folgenBeilschritte unterteilt werden (Lesh et
al, 1987, S. 36):

1. Vereinfachen — Weglassen von allem was in Ursprdegs$ellung fur den
angestrebten Zweck irrelevant ist

2. Eine Abbildung zwischen der Ursprungsdarstellung dem Modell erstellen
3. Das Modell untersuchen um Vorhersagen uber dieif@igjtuation zu treffen
4. Vorhersagen wieder zurtick in die Originalsituatidrersetzen

5. Uberpriifen ob das Ergebnis des Kreislaufs in deptumgsdarstellung Sinn macht

Mdogliche Modellierungskreislaufe werden in Abbildu# und Abbildung 5 schematisch
dargestellt (Blum, 2002; vom Hofe et al., 2004) bAdbung 4 ist die Ausgangssituation die
Realitat (zur Erinnerung: In dieser Arbeit wird enRealitat bereits ein Realmodell
verstanden), wahrend in Abbildung 5 ein innermatitgsoher Modellierungskreislauf
dargestellt ist. Schritte eins und zwei der obigeste werden kurz als mathematisieren bzw.
Ubersetzen zusammengefasst, der dritte Schrigpréctis dem bearbeiten, der vierte dem
interpretieren und der fiinfte dem Uberprifen. lidée Abbildungen wird mit den
Abkiirzungen GV und GK angedeutet, dass insbesoffideden Ubergang von der Realitat
zu einem Darstellungsregister oder fiir den Ubergavigchen zwei Darstellungsregistern
Grundvorstellungen und Grundkenntnisse von entdeneier Bedeutung sind (siehe
Abschnitt 3.1.4). Sie werden aber auch bei Durchfiip der beiden anderen Schritte des
Modellierungskreislaufes genutzt.
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Mathematisches Mod: o bearbeite @ Ergebnis

interpretiere

Mathematik

Realitat

mathematisiere

Reales Mode

Schlussfolgerunge

Uberprife|
&:/

Problem| L6sung

Abbildung 4: Modellierungskreislauf 1

/IE

Mathematisches Modell o bearbeite @ Ergebnis

interpretiere

Register 2
Register 1

Ubersetze

o

chlussfolgerungen

o
Mathematisches Modell Uberprife
&/

Problem|L6sung

Abbildung 5: Modellierungskreislauf 2

Ein Beispiel fur eine Aufgabe die den ersten Madalingskreislauf erfordert ist das Finden
des billigsten Onlinetarifes mit Hilfe von linearBanktionen. Der in der zweiten Abbildung
dargestellte Kreislauf tritt zum Beispiel dann auénn eine Funktion durch eine Tabelle
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gegeben wird und die Formel gesucht wird. In Abgti32.3 wird an zwei beispielhaften
Ubersetzungsvorgéangen gezeigt, wie Grundvorstedinnod Grundkenntnisse konkret beim
Ubergang von einem Darstellungsregister in ein ssdgenutzt werden konnen.

Im Folgenden wird nur noch zwischen Register 1 Redister 2 unterschieden, auch wenn es
sich tatsachlich bei einem Register um ein Realthbdadeln kann, das nicht eindeutig
einem Register zuzuordnen ist.

Der Modellierungskreislauf ist nicht als starresdd zu sehen, sondern kann dem jeweils
betrachteten Aufgabentyp angepasst werden. Sodiariberpriifung der
Schlussfolgerungen einen neuen Durchlauf des gesafmeislaufs mit verbesserten
Anfangsbedingungen erfordern. Ebenso kann der 6des Mathematisierens oder
Ubersetzens vor der Bearbeitung umgekehrt und whetteverden, wenn sich das Modell fiir
den gewtinschten Zweck als untauglich erweist.

AulBerdem treten Teilmodelle und Erweiterungen aid,sie in den Abbildung 6 und
Abbildung 7 zu sehen sind (Lesh et al, 1987, S. 38)

Eine Situation in der ein Teilkreislauf zum Einsktemmt ist das Erstellen einer Wertetabelle
wenn eine Funktion als Formel gegeben ist. Der ievie Kreislauf dagegen tritt etwa beim
graphischen Suchen der Extremwerte einer durckalimeldarstellung gegebenen Funktion
auf, wenn erst eine Tabelle erstellt wird, bevar@eph gezeichnet wird.

/I%

Mathematisches Modell g bearbeite @ Ergebnis

Register 2
Register 1

Ubersetze

Mathematisches Modell

Problem|Lésung

Abbildung 6: Teilkreislauf
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Register 3

bearbeiten Ergebnis

Register 2
Register 1

Ubersetzen

Mathematisches Modell 1

. Schlussfolgerungen

Abbildung 7: Erweiterter Kreislauf

Diese eben gegebene Charakterisierung des Modeljskreislaufes kann natirlich
wesentlich detaillierter dargestellt und analysregtden. Fir den Zweck dieser Arbeit ist sie
jedoch ausreichend, so auf dieser Grundlage nuDalistellungen in verschiedenen
Registern und Ubersetzungen zwischen ihnen betatwlerden kénnen.

3.2.2 Darstellungen

Fur funktionales Denken werden hauptsachlich viegi&er nach Duval beansprucht: Das
algebraische, das graphische, das der Tabelledasder Sprache, wobei das letzte nur mit
Einschrankung als ein Register gesehen werden (Kesthnitt 3.1.1.3).

Es gibt natirlich viele Moglichkeiten funktionaldhangigkeiten in weiteren Registern
darzustellen. Dazu gehéren zum Beispiel Variatansiien (Groupe « Lycée » - Irem de
Clermond-Fd, 1993, S. 50; Coppé et al., 2006, puBd Programmcodes (Amra, 2003, S.
66). Diese Arbeit beschrankt sich aber auf die kdnkehung der vier erstgenannten, die in
diesem Abschnitt ndher beschrieben werden und ihikéung zum Funktionskonzept
gesetzt werden. Dabei wird gezeigt, dass Darsggdinmur eine Auswahl von Aspekten von
Funktionen wiedergeben, obwohl sie oftmals alshgigfende Darstellungen charakterisiert
werden (Schwarz & Dreyfus, 1995, S. 261). So betant Beispiel Sierpinska die
Wichtigkeit die Grenzen der Darstellungen zu kennen
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Awareness of the limitations of each of the repnéstions and of the fact that they represent
one and the same general concept arte certaintlafnantal conditions of understanding
functions. (Sierpinska, 1992, S. 49)

In der nun folgenden Liste verschiedener Funktianst@llungen wird darauf eingegangen,
welche Eigenschaften funktionaler Abhéngigkeiteden verschiedenen Darstellung am
besten wiedergegeben werden und welche Nachtetse gieweils haben. Zur Untersuchung
welche Register bestimmte Aspekte von Darstellursgerbesten unterstitzen (wie z.B.
Darstellungen als Quellen fur das Entdecken voeiisghaften, als Hilfsmittel, als Losung
oder als Verifikationsmoglichkeit (Weigand, 1988292)) sei auf die Arbeit von Weigand
verwiesen.

3.2.2.1 Formel

Mit Formeln lassen sich in knapper Form Regelntddes, mit denen zu einem gegebenen
Ursprungswert ein Funktionswert berechnet werdemkekst eine bestimmte funktionale
Abhangigkeit also durch eine oder zumindest nithtiariele Formeln definierbar, so ist das
algebraische Register dafiir geeignet die KonstanZdordnungsvorschrift schnell erfassbar
zu machen.

Allerdings ist durch die kompakte Darstellung ebech vieles nur implizit gegeben, wie
etwa das Variationsverhalten oder die Nullstelkkagut, 1987b, S. 170; Kaput, 1989, S.
173). Diese kdnnen durch algebraische Arbeit mitFagmel gefunden und bewiesen werden.
Zwar eignen sich Darstellungen dieses Registermukese gut fir diese Art von Arbeit, da alle
Informationen in ihnen enthalten sind, es zeidht siber, dass diese Arbeiten abhangig vom
Funktionstyp schnell sehr komplex werden und ansiérechten Fahigkeiten der Schiler im
Umgang mit algebraischen Ausdriicken scheitern (B18003, S. 9). Probleme kénnen allein
schon dadurch entstehen, dass es nicht nur eingeiRormelschreibweise gibt, sondern
viele aquivalente. So definiergr2x+4 undy=|x| dieselben Funktionen wie=2(x+2)

undy = /%2 (Schwarz & Dreyfus, 1995, S. 262).

Um eine vollstdndige Definition einer Funktion ing@braischen Register zu geben muss
auch der Definitionsbereich angegeben werden. Wikkjedoch oft unterlassen und der
Definitionsbereich implizit vorausgesetzt, was Basennen von Polstellen oder anderen
besonderen Punkten weiter erschwert.

Kaput unterscheidet zwischen display notationsagtibn notationsDisplay notationssind
Darstellungen die hauptséachlich zur lllustrationugeat werden, wahrend Umformungen,
Auswertungen und Parametervariationen ehaction notationsglurchgefuhrt werden. Diese
Unterscheidung ist etwas unscharf und stellt wblkrewei Enden eines kontinuierlichen
Spektrums dar. Dennoch wird klar, dass es sicleiner Formeldarstellung um eine action
notation handelt (Kaput, 1989, S. 173).

Die Grundvorstellung einer Funktion als Formel (étmsitt 3.1.4.4.1) bezieht sich natirlich
direkt auf dieses Register. Wie in allen Registgimnen aber auch hier alle drei
Grundvorstellungen zu den Aspekten funktionalenk2es wieder gefunden werden.

Die Objekt- und Kovariations-Grundvorstellung lassé&ch durch Betrachtung der Formel als
ganzes Objekt, bzw. durch variieren der eingesedterte ausdriicken. Es féallt aber auf, dass
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diese Darstellung besonders die Zuordnungs-Grustilarng anspricht, da es sich bei der
Formel um die Zuordnungsvorschrift handelt mit derilfe durch das Einsetzen eines
Wertes der zugeordnete Wert errechnet werden kann.

Der wenig ausgepragte Objektcharakter zeigt sich maubinsky: Mit der Formeldarstellung
einer Funktion lasst sich entweder ein Aktion-Kgrtzaeder ein Prozess-Konzept von
Funktionen assoziieren, wahrend das Objekt-Konzepiger deutlich in Erscheinung tritt
(Abschnitt 3.1.5.1). Wird die Formel als Hinterewdarschaltung von mehreren Operationen
gesehen die eine Berechnung ermdglichen, so liegtldion-Konzept vor. Steht fir einen
Schuler dagegen die ganze Formel im Vordergrungtsbes ein Hinweis auf ein Prozess-
Konzept (Dubinsky & Harel, 1992, S. 93). Aber auchliesem Fall ist darauf hinzuweisen,
dass eine klare Zuordnung einer Darstellung zuneikenzept nicht mdglich ist und sich alle
drei Konzepte in allen Darstellungen wieder findgssen.

Ahnliches stellt auch Sfard fest, wenn sie, ablgingh der jeweiligen Auffassung, in der
Formeldarstellung sowohl den strukturellen als aiex operationalen Aspekt ausgepragt
sieht (Sfard, 1991, S. 6).

Eine von Sierpinska erkannte epistemologische Histdeass ausschlief3lich die
Formeldarstellung als Funktion akzeptiert wird, weasa in der Definition von Bernoulli zu
sehen ist (Sierpinska, 1992, S. 46; Kapitel 2) sBiklentifikation der Funktion mit der
Formeldarstellung macht fir Schiler die Nutzung\denteile anderer Darstellungen
unmdglich und fihrt etwa zur Ablehnung von Funkéondie durch zwei unterschiedliche
Formeln gegeben werden (Sfard, 1992, S. 75). AegadlUnterscheidung zwischen
Darstellung und Funktion wird weiter unten nochnedth eingegangen.

Zur Formeldarstellung sei abschliel3end bemerks dizh manche funktionalen
Abhangigkeiten mit ihr wesentlich komplizierter dgiallen lassen als in anderen Registern. So
hat der Graph der Rechtecksschwingung (siehe H&)itn schnell erfassbares visuelles
Erscheinungsbild, wahrend die Formel nicht leiehverstehen ist (Naturlich gibt es auch

eine einfache Formeldarstellung der Rechteckssguwmig durch die Fallunterscheidung.
Betrachtet man aber eine Treppenfunktion mit sedlenr unregelménigen Springen, so
werden aber auch Fallunterscheidungen im GegemsaiZsraphen untbersichtlich).

3.2.2.2 Graph

Das graphische Register bietet eine effiziente Mbagkit um gleichzeitig den
Zuordnungsgedanken und das Variationsverhaltenzexghrzustellen. Im Gegensatz zu
Tabelle werden wesentlich mehr Urbild-Bild Wertegadargestellt, die noch dazu geordnet
sind. Fur das Ablesen des Graphs kdnnen Erfahruagedem Alltag (Steigung,
Schnittpunkte) genutzt werden (Kaput, 1987b, S).13@bei ist nicht nur das Punktweise
zeichnen und ablesen von Punkten gemeint, sontbemaich das interpretieren von
globalen Eigenschaften des Graphs und der dalstgkenden funktionalen Abhangigkeit
(Dugdale, 1993, S. 127).

Allerdings sind die aus dem Graph schnell abzuldsenwWerte wegen der
Zeichenungenauigkeiten nur Anndherungen. Durclediegjenauigkeiten erscheinen auch
manche Graphen von unterschiedlichen Funktiondolglevas zu Fehlern fihren kann
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(Schwarz & Dreyfus, 1995, S. 262) (Siehe Abbild@ngnd Abbildung 6). Aul3erdem ist der
Graph wegen des zu wéhlenden Ausschnitts zwangsliakbmplett, was auch im
Zusammenspiel mit der zu wahlenden Skalierung Broblbereiten kann (Goldenberg, 1987,
S. 201). Dennoch erleichtert die Sicht der wenrhauw/ollstandigen Kurve das Erfassen des
Objektcharakters von Funktionen (Bloch, 2003, S. 9)

3 = 3
_—
i / i

Abbildung 8: Graph von y=1F"{0,5x+1) Abbildung 9: Graph von y=0,5x+1

Auch der Definitionsbereich, bzw. Licken in ihm k@&m sofort erfasst werden, jedoch immer
mit der Einschréankung auf den dargestellten Auggichn

Es wird deutlich, dass es sich beim graphischensiRagim eine display notation im oben
erwahnten Sinne von Kaput handelt. Es dient ireetshie zur Darstellung, allein schon
deswegen, da Arbeiten durch die Ungenauigkeit daepk&n erschwert werden.

Es gibt aber auch allgemeine Vorbehalte einigeiileciyegen eine visuelle Arbeitsweise.
Dies liegt nicht nur daran, dass eine visuelle Hgeensweise an mathematische Probleme
unublich ist und von manchen Schilern gar als mwdthematisch angesehen wird
(Eisenberg, 1992, S. 167). Ein anderer wichtigem@rfir die allgemeinen Vorbehalte ist in
einer Idee zu finden, die hinter der didaktischanBposition von Chevallard steckt:

Wissen ist nicht linear sondern kann als ein grofasr stark miteinander verknupftes
Netzwerk gesehen werden. Um es unterrichten zuekbmuss es jedoch aus nahe liegenden
Grinden linearisiert werden, was die Verknupfungerstort, oder zumindest weniger
offensichtlich macht. Diese Linearisierung flhntedit zu einer algebraischen Arbeitsweise,
da eine visuelle Darstellung des Wissens durchfarage oder Graphen von einer starken
Konzentration von hoch verknipften Informationeprégt ist. Dieser Gegensatz zwischen
der Linearitat des Unterrichts und der hohen Vepkuiig bei visuellem Arbeiten erklart

einen weiteren Teil der Vorbehalte einiger Schikgen eine visuelle Arbeitsweise (Dreyfus
& Eisenberg, 1990, S. 29; Eisenberg, 1992, S. $é@per et al.1989, S. 167).

Es ist auch anzumerken, dass in Ubereinstimmungdeniteben prasentierten Ideen die
Bereitschaft zur Visualisierung relativ unabhangpgn gestellten Problem zu sein scheint und
vielmehr mit dem steigenden mathematischen Nivesurdividuums nach oben geht
(Eisenberg & Dreyfus, 1986, S. 157).

Aus der bisherigen Beschreibung des graphischerseglasst sich entnehmen, dass durch
diese Darstellung besonders die Kovariations- uadtjekt-Grundvorstellung angesprochen
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werden. Die Art der Kovariation der beiden Variabérgibt sich aus dem Aspekt des
Graphen, wahrend die Objektgrundvorstellung duishBetrachten der ganzen Kurve zum
Ausdruck kommt. Diese wird durch direkte Umformungen Graph gefordert, die etwa mit
Hilfe von Computerprogrammen vorgenommen werdem&an

Die Zuordnungs-Grundvorstellung tritt im Gegensatm algebraischen oder graphischen
Register etwas in den Hintergrund.

Da keine expliziten Berechnungsschritte vorliedegt ein Aktions-Konzept in der
Darstellung als Graph nicht vor. Es kann aber sbwiwhProzess-Konzept mit Hilfe der
durch einen Punkt symbolisierten Urbild-Bild Pagesehen werden, als auch das Objekt-
Konzept bzw. der strukturelle Aspekt durch die Belitung des gesamten Graphen.
(Dubinsky, 1992, S. 92; Sfard, 1991, S. 6)

Probleme mit der Darstellung im graphischen Regestéstehen insbesondere dann, wenn
keine Unterscheidung zwischen den funktionalen Abigkeiten und Graphen gemacht wird.
In diesem Fall kdnnen auch Kurven wie ein Kreisralaktionen gesehen werden und
Funktionen, die auf zwei Teilen ihres Definitionstiehes durch zwei verschiedene Graphen
reprasentiert werden, nicht als Funktionen akzeptierden, da es sich um zwei verschiedene
Objekte handelt (Sfard, 1992, S. 75). Durch dientifikation der Funktion mit ihrem

Graphen geht der dynamische Aspekt und damit deaKationsaspekt verloren und es bleibt
nur noch das statische Bild einer Kurve (Chauva®81 S. 31). Dieser Identifikation kann
unter anderem dann auftreten, wenn die Zuordnwugs- Kovariations-Grundvorstellung

von funktionalen Abhangigkeiten vollkommen ausgedt oder nicht vorhanden sind und
von den Darstellungs-Grundvorstellungen nur dieGlegphen ausgebildet wurde.

Zum Schluss ist noch anzumerken, dass sich mangtidi&nen nicht in einer angebrachten
Art und Weise durch einen Graphen wiedergebentaziediesen Funktionen gehort die
zum Beispiel die Dirichletfunktion (siehe Kapitél 2

3.2.2.3 Tabelle

Das Register der Tabellen war das historisch emstiigte Register um funktionale
Zusammenhange darzustellen (siehe Kapitel 2). bellen werden zu Funktionen gehdrende
Wertepaare einzeln dargestellt. Wenn die Eintrageldbelle geordnet sind und die Auswabhl
der Urbilder durch eine systematische Variatioolgtfist, so kann auch das
Variationsverhalten direkt erkannt werden.

Die Zuordnungsvorschrift ist allerdings nur implignthalten und kann in manchen Fallen
auch nicht eindeutig aus den Eintréagen der Talbeflehlossen werden. So kann es sich bei
der durch Tabelle 2 dargestellten Funktionys®" fur alle ungeraden n handeln (Schwarz &
Dreyfus, 1995, S. 261)
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-1 -1

0 0

1 1
Tabelle 2

Zwar werden die dargestellten Wertepaare in einelben Genauigkeit gegeben, aber es
handelt sich dennoch um eine Auswahl, die im Gegjermur graphischen Darstellung der
Wertepaare diskret und sehr beschrankt ist (Kd@#7b, S. 170). Linearitat, Stetigkeit oder
Extremwerte kbnnen nicht zuverlassig erkannt werdes daran liegt, dass hauptséachlich
eine Punktweise und keine globale Sicht von Funkitiounterstitzt wird (Bloch, 2003, S.
10). Auch der Definitionsbereich und Definitiondl@o sind wie in der Formeldarstellung
nicht direkt auszumachen und missen separat angregebden.

Da in diesem Register die Darstellung von Wertegraan Vordergrund steht, handelt es sich
um eine display notation im Sinne von Kaput. Akéanwie Umformungen der Funktion
oder Parametervariationen, sind in dieser Darstglhicht durchfuhrbar (Kaput, 1989, S.
173).

Durch die Arbeit mit Tabellen wird in erster Lirige Zuordnungs-Grundvorstellung
angesprochen, da Werte angegeben werden zwischen die Zuordnung besteht, auch
wenn diese Zuordnung nicht explizit gegeben iserAduch die Kovariations-
Grundvorstellung kann sich mit Hilfe von Tabellaurch systematisches variieren der
gewahlten Urbilder ausdriicken (Confrey & Smith, 1,98. 60). Die dritte Grundvorstellung
zu den Aspekten funktionalen Denkens, die Objekidvarstellung, ist fur die Arbeit mit
Tabellen nicht typisch. Einer der Griinde dafusisherlich, dass in einer Tabelle nur eine
diskrete Teilmenge des Definitionsbereiches eieelleén Funktion abgedeckt werden kann
und deswegen die Vorstellung als ganzes Objekt getordert wird.

Daraus ergibt sich auf3erdem, dass mit diesem Regisht das Objekt-Konzept verbunden
wird. Durch die fehlende explizite Angabe der Zuardgsvorschrift wird auch nicht das
Aktions-Konzept mit ihm assoziiert, sondern daszBss-Konzept, da der Schiler einen
Prozess schaffen muss, der von den Werten eindbeSpa denen der anderen fuhrt
(Dubinsky & Harel, 1992, S. 93).

Da nur bestimmte Wertepaare dargestellt werded,ala Funktionen durch Tabellen
darstellbar, wenngleich in manchen Féllen charatiechen Eigenschaften der betrachteten
Funktion durch ungeeignete Variation bei der Unvddll verloren gehen kénnen. So wird
sich zum Beispiel in einer Tabelle mit Schrittlarages nur schwer die Periodenlange van 2
der Sinusfunktion erkennen lassen, und eine Stufdsibn mit Stufenléange eins wird sich
nicht von einer linearen Funktion unterscheiden.

Manche Funktionen sind sogar gar nicht durch eorenEl oder durch einen Graphen (oder
zumindest nur mit grol3en Einschradnkungen) darsteldn dass sich dort Tabellen als einzige
angebrachte Darstellungsformen erweisen. Solchktiemen spielen fur die in dieser Arbeit
untersuchte funktionale Denkweise jedoch keine giR@8lle, da es sich um diskrete, rein
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mengentheoretische Funktionen handelt. In dieserF&t natirlich auch keinerlei
Variationsgedanke in einer Tabelle auszumachenBEispiel fur so eine Funktion ist die
Zuordnung, die jedem Schuler seine Haarfarbe zu\fEsbelle 3):

X f(x)
Alexandra Blond
Bruno Grau
Nathalie Braun

Tabelle 3: Zuordnung: Person, Haarfarbe

3.2.2.4 Sprache

Im Schulunterricht und Schulbiichern werden funkdlerzusammenhange oft mit Worten
beschrieben und dazu mit Bildern illustriert. Di€&sstellungsweise wird in dieser Arbeit als
Register der Sprache bezeichnet, obwohl sie, wibsthnitt 3.1.1.3 beschrieben, den
Begriff eines Registers etwas dehnt und schongemasse Abstrahierung gegeniber dem
alltaglichen Sprachgebrauch erfolgt ist.

Darstellungen funktionaler Zusammenhange durchalerBeschreibungen ermdglichen auf
natirliche Art und Weise eine direkte Verkntpfunig aer Erfahrungswelt der Schiler,
indem alltagliche Situationen in einer von ihndgimslig benutzten Darstellungsform
beschrieben werden. Diese Beschreibungen konnemustdrschiedlich ausfallen. Es kdnnen
sowohl einige Wertepaare in konkreten Situationdtreten (Beispiel 1), als auch eine
gualitative oder quantitative Schilderung des Zusamhangs bzw. der Kovariation (Beispiel
2). AuBerdem kann auch nur eine Beschreibung &iteation gegeben werden, in der sich
allgemein etwas andert oder irgendeine Art von Ausanhang besteht, ohne dass naher auf
die Art des Zusammenhangs oder die Art der Andeaimgegangen wird (Beispiel 3). Dabei
muss bei den wdrtlichen Beschreibungen nicht imameBezug zu einer realen Situation
bestehen (Beispiel 4). Dennoch ist der sichere UWmgait dieser Darstellung besonders fir
den Umgang mit Funktionen in alltaglichen Situagiorwichtig.

Beispiel 1.  Bei einer Parkdauer von einer Stundd &€ zu bezahlen. Parkt man 3
Stunden betragt der zu zahlende Preis auf 6€

Beispiel 2:  Eine Kerze ist 30 cm hoch. In 1 Mintennt sie 0,1 cm ab.

Beispiel 3:  Die Geschwindigkeit mit der die Was$gdre in einer Vase wéahrend des
Einfullens steigt hangt von der Form der Vase ab.

Beispiel 4.  Bei jeder Verdoppelung der x-Wertedagpeln sich die y-Werte und der vy
Achsenabschnitt ist 5.

Durch die Breite und Komplexitat dieses Registassén sich keine allgemeinen
Beschrankungen bei der Arbeit mit ihm ausmachedemmeisten Fallen wird aber zum
Beispiel die Eingrenzung des Definitionsbereichatkemmen dem Schuler Uberlassen, der
auch Definitions- und Wertemenge aus dem Kontesdtgie3en muss.
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Dadurch, dass die gesprochene Sprache nicht diggKe# und Organisation der anderen
beschriebenen Register besitzt, kann es sich ichneanFallen als schwierig erweisen
relevante Informationen schnell zu erfassen unddau®arstellung zu extrahieren.

Da die verbale Darstellungsform hauptsachlich zscBeeibung von Situationen genutzt wird
und nur selten Operationen in ihr durchgefuhrt wardhandelt es sich um eine display
notation.

AulRerdem kann die Arbeit in diesem Register ablgingm Inhalt sowohl die Kovariations-
Grundvorstellung, als auch die Zuordnungs-Grundetung erfordern. Eine Objekt-
Grundvorstellung ist dagegen bei der Arbeit mit iwohl seltener anzutreffen.

Schlief3lich ist noch zu bemerken, dass diese Dianstsweise abhangig vom Inhalt dem
Aktion-, Prozess- und dem Objekt- Konzept zugeardrezden kann. In vielen Fallen wird
aber das Prozess-Konzept angebracht sein, da wedleiete Rechenschritte angegeben sind,
noch die Funktion als Objekt benutzt wird. In diegéillen ist der Prozess zu verstehen, der
in der Darstellung beschrieben wird

3.2.2.5 Funktionen als Idee hinter allen Darstellungen

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die Blamsgsregister fir Funktionen genauer
beschrieben, die in den Analysen dieser Arbeit genantersucht werden. Die
Darstellungsmaglichkeit von Funktionen durch geetdrPaare wurde nicht naher untersucht,
da sie kaum mehr im Unterricht benutzt wird undeddefinition von Funktionen tber den
Relationsbegriff in der Literatur auf breite Ablelmy sto3t (siehe Abschnitt 3.3.2).

Viele Funktionen lassen sich zwar in allen hierdgtteten Registern ausdriicken, es gibt
aber auch solche, die sich nur in bestimmten agkdrillassen. Diese Art von Funktionen ist
fur die hier betrachtete Entwicklung einer funkaden Denkweise nur von zweitrangiger
Bedeutung. Dennoch ist dies ein Grund schon friifigk&iten im Umgang mit allen
Registern zu erwerben.

Ein weiterer, wichtigerer Grund fur die Arbeit irehireren Registern ist, dass die
Beschrankung auf ein oder zwei Register die Vensfecty der Darstellung mit dem
dargestellten Objekt wahrscheinlicher macht unémuabderem zu den oben beschriebenen
Fehlern fihren kann (siehe etwa Abschnitt 3.1.5.2).

AulRerdem ist es im Fall der Identifikation mit eier Darstellungen schwierig eine
Rechtfertigung fir Ubersetzungen beispielsweisesawen der Formel-Funktion und der
Graph-Funktion zu finden. Es besteht die Gefatssdavei von einander isolierte Objekte
entstehen (Sfard, 1989, S. 156; Thompson, 19923)S.

Drei der vier besprochenen Register wurden aldadigpotation klassifiziert und nur eines,
das algebraische Register, ist eine action notafianh das Aktion-Konzept wird besonders
mit dem algebraischen Register assoziiert, wahdaisdProzess-Konzept mehr oder weniger
konkret in allen Darstellungsformen zu finden istiwlas Objekt-Konzept am besten im
graphischen Register zu erkennen ist.

Ebenso sind die Grundvorstellungen zu den Aspdiitektionalen Denkens fur die Arbeit in
den unterschiedlichen Registern von verschiedenentigkeit.
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Formel Graph Tabelle Sprache
Variationsverhalter] Implizit Explizit Explizit (wen Moglich
geordnet)
Zuordnungs- Explizit Implizit Implizit Madglich
vorschrift
Display / Action — | Action Display Display Display
Notation
Dominante Zuordnung Kovariation, Zuordnung, Eher
Grundvorstellungef Objekt Kovariation Zuordnung,
Kovariation
Aktion / Prozess / | Aktion, Prozess Prozess, Objekt Prozess Eher Frozes
Objekt
Strukturell / Strukturell, Strukturell Operational Eher
Operational Operational Operational
Beschrankungen Nicht alle Sind nur Nur eine Oft Zuhilfe-
Funktionen sind Annaherungen Auswahl von  nahme von
darstellbar und inkomplett. Urbild Bild anderen
Nicht alle Paaren Registern
Funktionen sind
darstellbar

Tabelle 4: Uberblick iiber Eigenschaften der Darstélingen

Durch diese Aufstellung wird deutlich, dass jedegiBter durch das Setzen von
Schwerpunkten und das Betonen von bestimmten Aspekin Funktionen eine eigene
Sichtweise einer in ihm dargestellten Funktionwdsta

Each representation of the concept offers informmadibout particular aspects of the concept
without being able to describe it completely. Diffiet external representations of the concept of
function complete each other. (Gagatsis & Shiak&04, S. 648)

Une fonction n’est ni un tableau de valeurs, ni tepésentation graphique, ni une suite de
touches de calculette, ni une formule, c’est teld @ la fois (texte de la COPREM, 1987, zitiert
nach Groupe « Lycée », 1993)
(Eine Funktion ist weder eine Wertetabellen, ndole graphische Darstellung, noch eine Folge
von Tasten eines Taschenrechners, noch eine Famédt all das gleichzeitig.)

Es herrscht somit eine breite Ubereinstimmung danidass die Arbeit in vielen Registern
eine notwendige Vorraussetzung fir ein gutes Viedstis von Funktionen ist (siehe auch
Weigand, 1988, S. 320; Goldenberg, 1987, S. 19iés BPntspricht der Forderung nach der
Ausbildung der ersten drei Grundvorstellungen zu [darstellungsformen von Funktionen,
also funktionale Abhangigkeiten und Formeln, Graptied Tabellen miteinander in
Verbindung setzen zu kénnen.
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Allerdings reicht es nicht mit diesen Darstellungssliert umgehen zu kénnen.
Ubersetzungen zwischen lhnen mussen durchgefiindenwdsiehe Abschnitt 3.2.3) um eine
Auffassung dessen aufzubauen, was Uber die Dansgelh in den verschiedenen Registern
hinaus invariant bleibt und somit zum Funktionsleptzan sich gehért. Thompson drickt
dies folgendermaflien aus:

Put another way, the core concept of “functionfigsrepresentedby any of what are
commonly called the multiple representations otfion, but instead our making connections
among representational activities produces a stibgesense of invariance. (Thompson, 1994,
S. 23)

Claude Janvier stellt diese Idee mit Hilfe einesbErges dar (Abbildung 10), der zeigt das die
Darstellungen Uber das dahinter stehende mathexmatiSonzept unzertrennlich miteinander
verbunden sind, auch wenn nur eine Darstellungsiorform einer Spitze des Eisberges zu
sehen ist (Janvier, 1983b, S. 24; Janvier, 1987695

Abbildung 10: Funktionskonzept als Eisberg

AulRerdem stimmt dies mit der Theorie von Duval @berin der sich die Mdglichkeit zur
Noesis erst durch die Arbeit mit Darstellungen mahreren Registern ergibt (Abschnitt
3.1.1.2)

Die Arbeit mit Funktionsdarstellungen in mehreresgRtern und die Ubersetzung zwischen
ihnen sind sowohl wichtig um das Funktionskonzepsiah zu begreifen, als auch um
bestimmte Funktionstypen zu verstehen:

Becoming familiar with a functional prototype, suahthe exponential, requires one to develop
generalized procedures that allow one to “recodnigeappearance in diverse representations,
to operate with these different representationg@obordinate and contrast the actions across
the representations. (Confrey & Smith, 1991, S. 59)

Diesen Abschnitt abschiel3end kann noch angefligtemedass mit den verschiedenen
Darstellungen auch unterschiedliche Denkweisenuretén werden kénnen. So unterscheidet
Didier Pihoué zwischen der arithmetischen, dertatgechen und der funktionalen
Denkweise bei der Arbeit mit Funktionen. Die ari#ttrache Denkweise wird hauptsachlich
mit dem Register der Tabellen assoziiert, wahreadldiebraische mit dem algebraischen
Register verbunden ist. In &hnlicher Weise wieiniid&kapitel 1 gegebene Definition definiert
er funktionales Denken als die Denkweise, die dtiarsstisch fur den Bereich der

Funktionen, der Festlegung von Variablen und defatan ist. Allerdings koppelt er sie eng
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an graphische Darstellungen und Variationstabellas, eine Einschrankung gegenuber der
in dieser Arbeit benutzten Definition bedeutet, idebesondere grofen Wert auf
Ubersetzungen legt (Pihoué, 1996, S. 9).

Im nachsten Abschnitt wird genauer auf Ubersetzamrggschen den in diesem Abschnitt
beschriebenen Darstellungen eingegangen.

3.2.3 Ubersetzungen

Ubersetzungen zwischen den verschiedenen Dargielufunktionaler Zusammenhange sind
ein grundlegender Bestandteil des funktionalen [@askim folgenden Abschnitt wird
zunachst auf Ubersetzungen im Allgemeinen eingeganderen wichtige Bedeutung
herausgestellt und anschlieRend werden die indiebeit auftretenden Ubersetzungen kurz
charakterisiert.

Die Arbeit mit zwei verschiedenen Darstellungen dadit mit Ubersetzungen kann aus drei
verschiedenen Grinden bei der L6sung von Aufgaldenderlich sein (Artigue, 1992, S.
114):

1. Interpretation: Beide Darstellungen und die Intdoakzwischen den in ihnen
enthaltenen Informationen werden fur die Bearbgjtdes Problems bendétig. Keines
der Darstellungsregister hat eine klar dominieredRdile und es kann keines als
Ursprung bzw. Ziel identifiziert werden.

2. Vorhersage: Informationen sind nur in einem Regigégeben. Die Losung des
Problems erfordert den Ubergang zu einer Darstglinreinem anderen Register. In
diesem Fall hat eine Darstellung die Rolle des knsgs, die andere die des Ziels.

3. Begriundung/Beweis: Zum Beweis einer Eigenschaftl wine Darstellung in einem
anderen Register gewabhlt, die sich fur die zu ltbhde Aufgabe als passender
erweist. Die zweite Darstellung ist hier eine Atbdarstellung, die wegen der
ausgewahlten Lésungsmethode benutzt wird.

Es wird deutlich, dass fiir eine breite Palette afgAben Ubersetzungen von groRRer
Wichtigkeit sind. Friihere Abschnitte dieser Arheid Werke von anderen Autoren heben die
Bedeutung von Ubersetzungen fir das VerstandnislienArbeit mit Funktionen hervor.

Hier sollen nur einige stellvertretend genannt \ward

Athanasios Gagasits bemerkt, dass ein Registerekeime 6konomischere und
leistungsfahigere Arbeit erméglichen kann (Gaga®i90, S. 8). Dies bestatigt seine
Untersuchung, die feststellt, dass die Fahigkaiteinem Register in ein anderes zu
Ubersetzen mit der Fahigkeit Probleme zu Lésenwetén ist (Gagatsis & Shiakalli, 2004, S.
654).

Eine andere Sichtweise der Wichtigkeit von Ubersegen erarbeitet Isabelle Bloch. Sie
stellt fest, dass Schwarz und Dreyfus Schwierigkeiton Schilern beim Verbinden von

Informationen aus Darstellungen verschiedener Reptationsregister aufdecken (siehe
Schwarz & Dreyfus, 1995 und Kapitel 4) und dassraaval fur ein tatsachliches
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Verstandnis eines mathematischen Begriffes dessentidis in mindestens zwei
Repréasentationsregistern und die Verbindung zwisdesen beiden
Darstellungsmoglichkeiten erforderlich sind (siétieschnitt 3.1.1.2). Zusammen ergeben
diese Arbeiten, dass Schiuler Schwierigkeiten baikefhen des Funktionskonzeptes haben
werden, wofiir unter anderem Probleme mit Ubersegisprozessen verantwortlich zu machen
sind (Bloch, 2003, S. 6f).

Andererseits werden Ubersetzungsprozesse oft dlieatiahinter stehende, invariante
mathematische ldee der Funktion motiviert und dafedigt. Es liegt somit ein Kreislauf

vor, in dem Ubersetzungen eine Schliisselrolle spiel

Aber auch der Ausweg aus diesem Kreislauf kanndar§etzungen gesucht werden: Durch
das Durchfiihren und Analysieren von ihnen kdnngariante Eigenschaften von bestimmten
funktionalen Abhangigkeiten erkannt werden, diederm die Erkenntnis der
mathematischen ldee fordern (vgl. Abschnitt 3.3.5.3

Weiter sei auf den Abschnitt 3.2.2 hingewieserém die Vor- und Nachteile der
Darstellungen in den verschiedenen Registern aeige@erden. Selbst wenn das Erkennen
der mathematischen Idee in unteren Klassenstufem kein Ziel fur das Erlernen von
Ubersetzungsprozessen ist, so ist das Nutzen etenviRegistern oftmals, wegen der
Partialitat jedes einzelnen Darstellungsregistacsder Komplementaritat von ihnen
untereinander, fur ein sinnvolles und effektivebditen unausweichlich.

Diese exemplarisch gewahlten Arbeiten zu Ubersgsumrgangen zeigen, dass ein breiter
Konsens Uber deren entscheidende Rolle beim Ererme und Arbeiten mit mathematischen
Ideen wie dem Funktionsbegriff herrscht.

Die Ubersetzungen zwischen den verschiedenen Dargsregistern konnen in einer
Tabelle folgendermafien zusammengefasst werden Jaaefer, 1983a, S. 55; Schmidt,
1990, S. 12):
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Nach Situation,
von Formel Graph Tabelle verbale
Beschreibung
) Variable und
Einsetzen, . ..
Formel Skizzieren Verknupfungen
berechnen | .
interpretieren
Terme an Kurven Kurve
Graph Ablesen | .
anpassen interpretieren
Terme an Tabelle Lesen,
Tabelle Plotten I .
anpassen interpretieren
Situation, ..
; Messen, Skizzieren,
verbale Modellieren o
. quantifizieren Darstellen
Beschreibung

Tabelle 5: Ubersetzungen zwischen Darstellungsreggsn

Natirlich ist es schwierig jeden Ubersetzungspm®neis nur einem Wort zu charakterisieren.
Dies beschreibt einige von ihnen nicht in ihredewIBreite. Dennoch Ist diese Ubersicht eine
gute Hilfestellung um die weitere theoretische Arbed die darauf folgenden Analysen
besser zu verstehen.

Folgende Punkte werden durch diese Ubersicht hgehmben

- FuUr eine funktionale Denkweise ist die Beherrschumg vielen verschiedenen
Ubersetzungsprozessen notwendig.

- Das Invertieren von Ursprung- und Zieldarstelluegindert den Charakter des
Ubersetzungsvorganges zwischen zwei Darstellungerdbegend (Janvier, 1983a, S.
55).

- Die hellgrau hinterlegten Felder beziehen sichl#hdrsetzungen, die wegen der
Einbeziehung des komplexen Registers der SpradeeSzinderrolle spielen. Sie
werden oftmals als besonders anspruchsvoll abér @sdiberaus wichtig empfunden.
(vgl. etwa Schmidt, 1990, S. 13).

Aber diese Ubersicht ist auch mit Vorsicht zu beant Einige Ubersetzungsprozesse laufen
nicht immer direkt ab. So wird etwa beim Ubergang einer Formel zu einem Graphen
oftmals eine tabellarische Darstellung dazwischedgaltet (Janvier, 1987a, S. 29; siehe auch
Abschnitt 3.2.1).

Es ist im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich fidga einzelnen der Ubersetzungsprozesse
detailliert zu beschreiben wie Grundvorstellungad Grundkenntnisse dabei zum Tragen
kommen. Exemplarisch werden aber zwei Ubersetzuagéwmnkreten Beispielen
beschrieben, namlich von einer Situation mit zwmidsiierenden Variablen zur graphischen
Darstellung und von der Formeldarstellung zur Tiabel
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1. Ubersetzung von Situation zu Graph
Der Preis des gekauften Fleisches hangt seinemadBeal. Soll diese Situation
graphisch dargestellt werden, so kénnen in diesesaZimenhang relevante
Grundvorstellungen und Grundkenntnisse folgendeema@m Einsatz kommen:
Mit Hilfe der Kovariations-Grundvorstellung stefitan eine Verbindung zwischen der
gegebenen Situation mit zwei variierenden Grél3ehfunktionalen Abhangigkeiten
her. Die Grundvorstellung von funktionalen Abharkgigen als Graph erlaubt das Ziel
der Ubersetzung (namlich ein Graph in einem Koatdinsystem) zu erfassen und
ermoglicht die Aktivierung von Grundkenntnissent Bién Grundkenntnissen zu
proportionalen Funktionen lasst sich die propodlerSituation identifizieren
(Grundkenntnis 8 zu proportionalen Funktionen irsétimitt 3.1.4.4.2) und schlie3lich
die Ursprungsgerade mit der durch den Preis pro fégtgelegten Steigung zeichnen
(Grundkenntnisse 2, 3, 4 und 6).
Natirlich ist diese Ubersetzung auch mit Aktivigglanderer Grundvorstellungen und
anderer Grundkenntnisse zu machen. So kann etw&udreinungs-Grundvorstellung
abgerufen werden oder der Graph mit Hilfe von zusmbild-Bild Paaren gezeichnet
werden.

2. Ubersetzung von Formel zu Tabelle
Aus einer funktionalen Abhangigkeit in Fromeldaltstey lassen sich nicht direkt
Urbild-Bild Paare ablesen. Sollen einige dieser®aagegeben werden, so kann
folgender Ubersetzungsvorgang eingeleitet werdanHilfe der Grundvorstellung
funktionaler Abhangigkeiten als Formel wird die Wedung von der Formel zu
funktionalen Abhangigkeiten hergestellt. Die Grumbtellung funktionaler
Abhangigkeiten als Tabellen erlaubt die Zieldahste) zu identifizieren. Das
Ausfullen der Tabelle kann entweder durch Bereclarémigen, oder bei bestimmten
Funktionstypen mit den Grundkenntnissen zur Veramdgin einschrittigen Tabellen.
Auch in diesem Fall kann die Ubersetzung mit Hilf@ anderen Grundvorstellungen
erfolgen. Es kann zum Beispiel auch die Zuordnu@gsadvorstellung aktiviert
werden, da Zahlenpaare gesucht werden, wo einedéaldnderen zugeordnet ist.

Die oben ausgeflihrten Beispiele stellen gewisseemédealfalle dar, in denen die
Grundvorstellungen voll ausgebildet sind und zuchtigen Zeitpunkt aktiviert werden
konnen. Bei vielen Schilern, insbesondere in déeran der betrachteten Klassenstufen, ist
dies nicht der Fall. Dennoch kénnen diese Schiitége Ubersetzungen durchfiihren, da sie
schon einige Grundkenntnisse zu funktionalen Ablgkagten besitzen. Diese sind dabei
noch nicht fest in einem Netz von Grundvorstellungad Grundkenntnissen verankert und
agieren als prafunktionale Grundvorstellungen. &mketwa im ersten Beispiel ohne jegliche
Kenntnis von funktionalen Abh&ngigkeiten mit Hilfen der Kenntnis ,wenn man doppelt,
dreimal, etc soviel von einer Sache kauft, so zalih doppelt, dreimal, etc. so viel*
(Kenntnis 8 zu proportionalen Funktionen) und denkhtnis ,solche Situationen zeichnet
man als eine steigende Gerade mit Hilfe von zwekRan“ (Kenntnis 2 zu proportionalen
Funktionen) die Ubersetzung erfolgreich durchgefiiarden.

Grundkenntnisse kommen nicht nur wahrend des Utzensgsprozesses, sondern auch bei
der Kontrolle des Ergebnisses der Ubersetzung znsai. Wird etwa im ersten Beispiel mit
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Hilfe der Zuordnungsvorstellung und der Berechnumig mehreren Urbild-Bild Paaren die
Losung gesucht und liegen durch einen Rechenfeidddrbild-Bild Paare nicht alle auf
einer Geraden, so kann mit der Grundkenntnis ,ptoptale Funktionen haben eine
Ursprungsgerade als Graphen® (Grundkenntnis 2 apgotionalen Funktionen) leicht das
Vorhandensein eines Fehlers erkannt werden. Olase #&ann auch ein Graph als Losung
akzeptiert werden, der keine Gerade ist.

Weitere Ausfilhrungen zu Ubersetzungen finden siohbischnitt 3.1, insbesondere bei den
Erklarungen der Theorien von Duval, Lesh et alpitaind Vergnaud.

In Abschnitt 3.2 wurde die verschiedenen Darstglamfunktionaler Abhangigkeiten
charakterisiert und ihre unterschiedlichen Auspnéigm hervorgehoben. Aul3erdem wurde
die Vielfalt an unterschiedlichen Ubersetzungsvoggin dargestellt und auf den Ablauf von
Ubersetzungsprozessen eingegangen. Dadurch istasuHintergrundwissen fiir die
Analysen von Lehrplanen, Lehrbichern und Schileitab zu funktionalem Denken
vorhanden, bei denen Ubersetzungen wegen der Geasirung von funktionalem Denken
eine herausragende Rolle spielen.

Im nachsten Abschnitt werden bestimmte SichtweisehAspekte von Funktionen
beschrieben und die Problematik der Art und detpdektes der Funktionsdefinition
erlautert.

3.3 Die Funktionsdefinition

Kovariation, Zuordnung und Transformation sind pee fur Aspekte von Funktionen, die
mit der Definition des Funktionsbegriffs hervorgbka oder dort nur implizit erwahnt
werden kénnen. Dadurch ergibt sich fur Lehrplard bahrbuchautoren die Moéglichkeit der
Wabhl von unterschiedlichen Schwerpunkten in deiiritgdn. Aul3erdem hat der Zeitpunkt
der Einfihrung der Funktionsdefinition Einfluss aein weiteren Aufbau des Lehrstoffs und
kann auch bei der Wahl des Schwerpunktes der Diefirgine Rolle spielen. Die
Standpunkte verschiedener Autoren hierzu werdeieimnachsten Abschnitten dargestellt
und diskutiert.

3.3.1 Sichtweisen und Aspekte von Funktionen

Im Kapitel 2 wurde dargestellt, dass es lange @ailauert hat, bis die heute tbliche
Funktionsdefinition gefunden war. Bei dieser Enkhig stand anfangs die Kovariations-
Grundvorstellung im Vordergrund. Sie wurde jedadimier weiter zugunsten der
Zuordnungs-Grundvorstellungen in den Hintergrundrgegt, bis hin zu ihrem volligen
Verschwinden bei der mengentheoretischen Definition

Kovariation und Zuordnung sind zwei Aspekte von I&iomen, die durch die gegebenen
Erklarungen, durch den Prozess der Begriffsbildumdy durch die Art der Definition betont
werden kdnnen oder, im Gegenteil, weniger Gewiehliehen bekommen werden kdnnen.
Viele Autoren konstatieren, dass in der PraxisevieBnder der Zuordnungsgedanke
Uberwiegt und vertreten die Auffassung, dass bagpekte bei der Begriffsbildung vertreten
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sein sollten (Confrey & Smith, 1991, S. 57; Thomps®94, S. 11; Slavit, 1997, S. 270;
René de Cotret, 1998, S. 9). Dies entspricht ddreiser Arbeit vertretenen Ansicht und wird
auch durch Definition von funktionalem Denken hegehoben.

In der historischen Entwicklung der Funktionsdeiom wurde der Kovariationsaspekt auch
deswegen mehr und mehr verdrangt, weil er sicmmaiichen Funktionen nicht vereinbaren
lasst. So bildet die konstante Funkti@)=c schon eine Huirde fir eine Arbeit mit dem
Kovariationsaspekt (Confrey & Smith, 1991, S. 58) @ine Funktion, die einer Person ihre
Ausweisnummer zuordnet (etwa in einer Datenbardgnkmit diesem Aspekt tberhaupt
nicht mehr erfasst werden (Thompson, 1994, S.Ajererseits sind manche Eigenschaften
von Funktionen, wie etwa Stetigkeit, nur schwer aeih Zuordnungsaspekte zu verstehen
(Slavit, 1997, S. 270). Weitere Ausfihrungen zu &wation und Zuordnung finden sich in
den Kapiteln 1 und 2 sowie im Abschnitt 3.1.4.4.1.

Zur begrifflichen Klarung sei darauf hingewieseassl der auf den zwei Grundvorstellungen
fuRende Zuordnung-Kovariation Gegensatz auch amnteibweichender Weise mit anderen
Begriffen bezeichnet wird. So wird beispielsweiselaKorrespondenz-Abhangigkeit
(Correspondenz-Dependence) (Schwingendorf et@2,1S. 139), Korrespondenz-
abhéangige Variable (Selden & Selden, 1992, S. @nsgformation-Variable (Janvier, 1983b,
S. 24) fur diese Unterscheidung benutzt.

Naturlich werden hier unterschiedliche Schwerpumgdsetzt. In der Gruppe Zuordnung,
Transformation, Korrespondenz liegt bei einer Znorty der Akzent auf der Vorschrift, mit
deren Hilfe zugeordnet wird. Bei einer Transformatwird das Element der
Definitionsmenge genauer betrachtet, das transéstwird. Bei der Korrespondenz wird
schlie3lich die Gegenseitigkeit betont, da keine\Geiablen im Vordergrund steht.

Diese Gegenseitigkeit wird in der Gruppe Kovariatigariable, Abhangigkeit durch
Kovariation wiedergegeben, wo beide Variablen gleérechtigt kovariieren. Bei der
Bezeichnung Variable verschwindet die Zuordnungsstaift am deutlichsten von den hier
betrachteten Begriffen. Abhéngigkeit (auf Franzéisidépendance) betrachtet das Element
der Wertemenge genauer, das von einem Elementeafantidbonsmenge abhangt.

Die Bezeichnungen Abhéngigkeit und dépendance kiosioh allerdings als problematisch
erweisen. Mit dem Wort Abhangigkeit kann eine geeikKausalitat verbunden werden, was
zu Missverstandnissen fuhren kann. So wird vorgemiSchulern beispielsweise der Kurs
einer Aktie als nicht abhangig von der Zeit geseldarer nicht voraussagbar ist (Lengnink,
2002, S. 304). Ebenso kdnnen konstante Funktiorodm als Funktionen akzeptiert werden,
da sie eben nicht von einer Variable abhangen.

Dies ist auch im Zusammenhang mit der Definition funktionalem Denken zu beachten,
wo von funktionalen Abhéngigkeiten die Rede ist@lass ein Kausalitdtsgedanke aktiviert
werden soll.

Aus dem hier beschriebenen Zuordnung-Kovariatiogeg@satz ergibt sich eine Punktweise-
Sichtweise (Pointwise) von Funktionen einerseits eime Uber-die-Zeit (Across time) bzw.
globale Sichtweise andererseits (Even, 1998, S.NIb8k, 1988, S. 1). Hierauf wird naher
im Kapitel 4 eingegangen.
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Im nachsten Abschnitt wird die Definition von Fuiokten als Menge von geordneten Paaren
dargestellt und deren Vor- und Nachteile erklart.

3.3.2 Ordered pair

Um 1900 wurde eine mengentheoretische DefinitianFlektionsbegriffs gegeben, die
Funktionen Uber den Relationsbegriff erklart (Siglagitel 2). Sie hat sich im Gegensatz zu
friheren Definitionen als mathematisch exakt uncafle funktionalen Situationen geeignet
erwiesen und gibt die heutige Auffassung von Fumkdn am besten wieder. Um 1970 ist
diese Definition in Deutschland und Frankreichdiirige Jahre in den Schulunterricht
gekommen, bevor sie nach und nach wieder verdrsmgte (Siehe Kapitel 2).

Verschiedene Punkte werden an ihr kritisiert:

- Sie eliminiert jeglichen Variationsgedanken, dedli@ren Definitionen zumindest
implizit zu finden war (René de Cortret, 1988, SKfliger, 2000a, S. 233; Malik,
1980, S. 492).

- Sie betont zu sehr innermathematische und fornstaltie Betrachtungsweisen
(Buck, 1970, S. 255; Markovits et al, 1986, S. TiBorpe, 1989, S. 17; Schmidt, 1990,
S.9).

- FUr die meisten Schiiler ist sie zu kompliziert, siemzu verstehen. (Schwingendorf et
al., 1992, S. 133).

- Nur ein kleiner Prozentsatz der Schuler wird smegks in ihrer vollen Breite brauchen
(Malik, 1980, S. 492, Sierpinska, 1992, S. 57).

- Man kann mit ihr funktionale Abhangigkeiten zwarstallen, aber manche
Eigenschaften der Funktionen lassen sich im Reptdisenssystem der geordneten
Paare nicht wiedergeben (Kaput, 1989, S. 171).

- Die mengentheoretische Darstellung besitzt keinali@ten, die nicht schon in den
anderen Reprasentationssystemen (Formel, Grapg|l@gpénthalten sind (Kaput,
1987b, S171).

- Relationen und Funktionen sind in ihrer Anwendumgizgrundverschiedene
Konzepte, was man im Einzelfall an den betrachtBigenschaften und den
durchgefiihrten Arbeiten sieht (wie zum Beispieltdisinanderschaltung als Gbliche
Arbeit mit von Funktionen, die fir Relationen unigh ist und die Untersuchung der
Eigenschaft der Reflexivitat im Falle von RelatiopéSierpinska, 1992, S. 49).

Fur manche Anwendungen wird die Definition mit dilfon Relationen aber auch als auferst
nitzlich angesehen: etwa fur die GraphentheorilgtiReale Datenbanken oder Automaten.
Und auch die Forderung, dass Abstraktion wo imm@&glioh vermieden werden sollte ist
besonders fiur hohere Mathematikkurse nicht immkbdia(Selden & Selden, 1992, S. 2).
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Vor diesem Hintergrund wird im nachsten Abschnigegeben, welche Art der
Funktionsdefinition in dieser Arbeit bevorzugt witthd zu welchen Zeitpunkt, auch nach
Meinung vieler anderer Autoren, die Definition démzeptes erfolgen sollte.

Um diesen Abschnitt abzuschlieRen wird eine vowigameschriebene Funktion gegeben,
die er mit dem Satz kommentiert

Il semble bien qu’on ait quelque part oublié I'egsed ! (Janvier, 1983b, S. 28)
(Es scheint wohl, dass man irgendwo die Hauptsaelgessen hat!)

Voici une fonction:

Abbildung 11: Eine Funktion

3.3.3 Artund Zeitpunkt der Funktionsdefinition

Was den Zeitpunkt einer formalen Funktionsdefimito@trifft herrscht ein breiter Konsens
innerhalb der Forschergemeinschaft: eine Definitiollie erst nach einer ersten
Kontaktaufnahme und der Arbeit mit funktionalerug&tionen erfolgen und nicht den Einstieg
in dieses Kapitel bilden (Groupe « Lycée » - IreanGlermond-Fd, 1993, S. 56; Coppé et al.,
2006, S. 38).

(A)n early introduction of the general definitiohfanction does not make sense; it will be
either ignored or misunderstood (Sierpinska, 199218)

Eine zu frihe Einfuhrung birgt auch das Risiko ecmmpartmentalization, wenn etwa die
Definition auswendig gelernt und ohne Bezug zu Amivengen gespeichert wird (Abschnitt
3.1.6 ; Kapitel 4).

Zur Art der eingefiihrten Definition wird oft gefad nicht, nicht nur oder nur spater die
allgemeine Dirichlet-Definition einzufiihren. So IMinna Sierpinska erst spat eine
allgemeine Definition geben und davor den SchiNezle Mdoglichkeiten zeigen, wie
Funktionen gegeben oder von ihnen gesprochen wéaten(Sierpinska, 1992, S. 57).
Mohammed Abdul Malik beschreibt eine langsame Héfaming an die Funktionsdefinition,
bei der im ersten Stadium nur von Beziehung zwisdberiablen die Rede ist, dann von einer
Korrespondenz zwischen reellen Zahlen und erst&cintuss flr fortgeschrittene
Mathematikstudenten die volle Funktionsdefinitia@ggben wird. Dies ist ausreichend, da nur
wenige Studenten tatsachlich die volle Breite defirition brauchen und die anderen mit
einer einfacheren, leichter verstandlichen Defnitbesser arbeiten kénnen (Malik, 1980, S.
492).
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Katja Lengnink nutzt aus diesem Grund in einem Wemsunterricht eine Definition, durch
die funktionalen Abhangigkeiten (nicht Funktioneiefiniert werden:

Abhangigkeiten, bei denen eine GroRe schon aufgden@nderen GroRen eindeutig festliegt,
nennt man funktionale Abhangigkeiten. (LengninkQ20S. 305)

Auch andere Autoren haben Zweifel, ob allen Schéilee abstrakte Definition gelehrt
werden sollte. Eine Definition, wie sie beispielsseeEuler benutzt hat (siehe Kapitel
Geschichte des Funktionsbegriffs), reicht fur dessten Aufgaben im Schulalltag aus, so
dass die abstrakte Dirichlet-Definition erst naeimdStudium von Ausnahmen dieser
einfachen Definition einzufuhren ist (vgl. etwa Yer & Dreyfus, 1989, S. 365; Fihrer, 1995,
S. 128).

Eine frihe Definition kann also zu Problemen undeAbung von Seiten der Schuler fihren
und ist fur den Aufbau des Unterrichts auch nietihgend notwendig. In den in dieser
Arbeit behandelten Klassenstufen kann oder solitiel mit einer vereinfachten
Funktionsdefinition gearbeitet werden.

Auch fur die Ausbildung der funktionalen Denkweisekeine Kenntnis einer mathematisch
korrekten Funktionsdefinition notwendig. FunktioeDenken ist bewusst so definiert, dass
es auch mit einer Funktionsdefinition, wie sie ddigngnink oben gibt, zu wesentlichen
Teilen ausgebildet werden kann.

In den Kapiteln 6 und 7 wird im Folgenden untergwebrden, wann Funktionen im
Unterricht von Deutschland und Frankreich definieerden und ob dabei die Dirichlet-
Definition von Anfang an benutzt wird. AuRerdem dem Aufgaben in einigen Schulbtichern
analysiert um zu prufen, ob die gegebene Definitaséachlich in ihrer vollen Breite benutzt
wird, oder ob Schiler ihr concept image mit einegeschrankten Auswahl von funktionalen
Situationen bilden sollen.

3.4 Die Entwicklung funktionalen Denkens

Durch die in den bisherigen Abschnitten geleist&erarbeiten kann nun besser als im
Kapitel 1 erklart werden, wie das funktionale Demkeisgebildet wird und wie der Grad der
Beherrschung der funktionalen Denkweise erkanntiarekann.

Fur die Ausbildung von funktionalem Denken ist Aideit mit Alltagssituationen zu
funktionalen Zusammenhéangen unerlasslich. Hansalwacollrath schreibt dazu:

Es gibt eine Reihe von Grundphanomenen, die fuBdiiing des Funktionsbegriffs und damit
auch fir die Entwicklung des funktionalen Denkeing avichtige Rolle spielen (Vollrath, 1989,
S. 18)

Als Grundphanomene erscheinen mir dabei: ,Vorgangé@éssungen®, ,Operationen“ und
.Kausalitaten“. (Vollrath, 1989, S. 18)

Diese Grundphanomene beschreibt er anschlieRerdigen
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Funktionen dienen bei der Beschreibung von Vorgédmgeu, Aussagen uUber die zeitliche
Entwicklung zu machen. (Vollrath, 1989, S. 19)

Mit MaR3funktionen kann man Gréf3en berechnen. (dtilr1989, S. 20)

Durch funktionale Betrachtungen von OperationendeerAnderungen von GroRen erfaft.
(Vollrath, 1989, S. 21)

Durch die Beschreibung von Kausalzusammenhangeash dumktionen kann man
Abhéangigkeiten beschreiben. (Vollrath, 1989, S. 23)

Fur die Entwicklung einer funktionalen Denkweiseailso die Arbeit mit einer ganzen Reihe
von verschiedenen Situationen von grofR3er Bedeuiege Arbeit sollte aber nicht nur im
Rahmen des Funktionsunterrichts stattfinden, sensieh Uber den gesamten
Mathematikunterricht und auch in andere Facheretie Physik, erstrecken (Nguyen,
1982). Dabei ist diese Forderung nicht wie in desrérher Beschliissen zu verstehen, wo sich
der gesamte Schulunterricht an dieser Leitlinierdreren sollte (siehe Kapitel 2). Vielmehr

ist hier das selbstverstandliche Arbeiten und Nutzen eindeutigen Zuordnungen gemeint,
wenn immer sich Moéglichkeit dazu ergibt.

Der Grad der Beherrschung der funktionalen Denkavigisst sich an mehreren Punkten
erkennen:

- Werden Situationen mit funktionalen Abhangigkeigésisolche erkannt?
- Konnen selbstandig Beispiele fur funktionale Abhghgiten angegeben werden?

- Wie weit sind die Grundvorstellungen zu den Aspektaktionalen Denkens und zu
den Darstellungsformen ausgepréagt?

- Wie gut sind die Grundkenntnisse ausgebildet?

- Sind insbesondere unterschiedliche Funktionstypehnderen charakteristische
Eigenschaften bekannt?

- Wie sicher wird mit den Darstellungen in den versdanen Registern umgegangen?

- Koénnen Ubersetzungen zwischen Darstellungen urtiediiccher Register
durchgefiihrt werden?

- Sind daruber hinaus Definition und weiterfihrend@mzepte (wie Ableitung,
Integral) bekannt?

Mit Hilfe dieser Fragen werden die Analysen deriBerantworten in spateren Kapiteln
durchgefuhrt werden. Auch die schon bekannten Saigkieiten bei der Arbeit mit
Funktionen, die im nachsten Kapitel dargestellt simerden unter diesen Gesichtspunkten
betrachtet.
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4 Untersuchungen zu Funktionen

Im diesem Kapitel wird ein Uberblick die zahlreichéereits existierenden Studien zum
Funktionsverstandnis gegeben, so dass die besktshten Problemfelder bei der Analyse
der Lehrpléane, Schulbiicher und Schilerantworteartzbss bertcksichtigt werden kénnen.

Im ersten Teil des Kapitels werden wichtige Teib®\concept images von Schulern erklart,
wie sie in zahlreichen Studien gefunden wurden.uQpehort auch die Vorstellung von
Funktionen als Aktion, Prozess oder Objekt. AuReraerd auf Untersuchungen zur concept
definition von Schilern eingegangen

Im zweiten Teil des Kapitels wird ein Uberblick iil#atikel zu den Ubersetzungsfahigkeiten
von Schilern und Studenten zwischen Darstellungelen verschiedenen Darstellungs-
registern gegeben.

AnschlieRend werden Studien zu epistemologischedétiiund Ubersichtsartikel vorgestellt
und abschlieRend eine Ubersicht tiber die von andsuoren genannten Verbesserungs-
moglichkeiten des Funktionsunterrichts gegeben.

Um dieses Kapitel kurz und tbersichtlich zu haliemden im Regelfall lediglich die
Ergebnisse der Artikel zusammengefasst, ohne audalit genutzten
Untersuchungsmethoden genau einzugehen. Dieseelamgsmethode wurde gewahlt, da
das Ziel dieses Kapitels nicht eine kritische Bewurey anderer Studien zum Funktionsbegriff
Ist, sondern die Erarbeitung einer Liste von bekami®Problemen bei der Arbeit mit
Funktionen, die in den weiteren Analysen genutathee kann. Fur eine genaue Darstellung
anderer Studien sei deswegen auf die Originaldnideviesen.

4.1 Untersuchungen zum concept image und zur concept
definition

Durch den Umgang mit Funktionen und funktionaletu&ionen bilden Schiler und

Studenten ihre concept images von Funktionen (AticBi1.6). Diese sind nicht immer mit

der mathematisch korrekten Definition von FunktioneEinklang zu bringen, da sie

Erweiterungen oder Einschrankungen enthalten.

Auch die concept defnitions der Schiler und Stuglemissen nicht mit der tblichen

Funktionsdefinition Gbereinstimmen. Sie kénnen vancept image beeinflusst sein oder

auch in Gegensatz zu ihm stehen, was zum Phanoaneochpartmentalization fuhrt.

Studien zu concept images und concept definitiomrglan im den folgenden Abschnitten
zusammengefasst.

4.1.1 Problematische Teile von concept images

Es gibt eine groRe Fille an Studien zu den coricegges von Schilern und Studenten vieler
Altersklassen. Im diesem Abschnitt wird ein Ubegbliiber die Studien gegeben und eine
Auflistung wichtiger, mathematisch falscher Besteild der concept images erstellt.
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Shlomo Vinner wertet 1983 146 Fragebdgen aus,aheisraelischen Schilern aus der 10.
und 11. Jahrgangsstufe bearbeitet wurden (Vinr8&3)L Dabei kdnnen folgende Teile der
concept images identifiziert werden:

1. Eine Funktion wird durch eine einzige Regel gegeben
Eine Funktion die auf unterschiedlichen Teilen Desinitionsbereiches verschieden
definiert ist, wird nicht als eine, sondern als neeé Funktionen aufgefasst.
Eine Abschwéachung diese Einschrankung ist dannavamtén, wenn zwar Funktionen,
die auf unterschiedlichen Intervallen verschiedefniert werden, akzeptiert werden,
aber nicht Funktionen, die durch eine Regel mitpaiar isolierten Ausnahmen
gegeben sind.

2. Der Graph einer Funktion ist ,vernunftig“.
Darunter kdnnen unterschiedlichste Eigenschaftestaeden werden: Der Graph
sollte immer steigen oder immer fallen, er solikecthgehend sein, er sollte
symmetrisch sein ....

3. Fur jedesy aus dem Wertebereich gibt genaueaus dem Definitionsbereich.
Dabei kann es sich um eine falsch memorierte Dedmiaber auch um einen selbst
hinzugeflgten Zusatz zur Eindeutigkeitsforderungdedn.

4. Es werden auch Kriterien in das concept image aaigenen, die nicht direkt mit
Funktionen oder deren Darstellung verknipft sirmw@d eine Funktion nur dann als
solche akzeptiert, wenn Mathematiker diese offizieerkennen, indem sie ihr einen
Namen oder ein Symbol zuordnen.

Der erste Punkt ist eng mit der Darstellung vonkEionen durch Formeln und der dazu
gehorigen Grundvorstellung verbunden (Vinner, 188303). Diese Grundvorstellung zu
den Darstellungsformen funktionaler Abhangigkeit@hBezug zum algebraischen Register
ist hier als Fehlvorstellung entwickelt worden Washn etwa durch ,eine Funktion ist durch
eineFormel darstellbar” ausgedriuckt werden.

Markovits et al. stellen diese Beschrankung aufkfanen, die durclkeineFormel gegeben
werden, auch in ihrem Test mit Schiilern aus d&ll&sse fest (Markovits et al., 1986).
Zusatzlich konstatieren sie, dass konstante Fumiaind Funktionen mit diskretem
Definitionsbereich Schwierigkeiten bereiten.

Eine mogliche Ursache fir die Nichtaufnahme vomseineFunktionstypen in das concept
image ist in der Kovariations-Grundvorstellung ehen. Wird nur diese Grundvorstellung
mit dem Funktionskonzept verbunden und die Zuordst@rundvorstellung nicht aktiviert,
so wird eine Interpretation einer ,konstanten Viaoia' schwierig und das Erkennen einer
funktionalen Situation in einer diskreten Zuordnumgndoglich (vgl. auch Tall & Bakar,
1991, S. 7).

Auch der zweite Punkt, das ein Graph ,vernunftig“sein hat, wird von weiteren Autoren als
Teil vieler concept images identifiziert.

So untersuchen David Tall und MdNor Bakar spedieliconcept images von 28 Schilern im
Alter von 16-17 Jahren und von 109 Studenten irteerSemester im Bezug auf funktionale
Situationen, die im graphischen Register dargestield (Tall & Bakar, 1991; Tall & Bakar,
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1992). Sie stellen fest, dass vom Aspekt einesli@&mapine gewisse Regularitat erwartet
wird, er keine willkarlich wirkende Form haben darfd nicht abrupt enden sollte. Dies wird
auch auf die oben genannte Fehlvorstellung zurtitkge dass eine Funktion dureine
Formel gegeben wird und dadurch die oben genaregelRritat in der graphischen
Darstellung aufweisen soll. (siehe auch Even, 19@Bgetmaier, 2001, S. 115)

Daruber hinaus stellen viele Autoren fest, dassalie Funktionen eine dominierende Stellung
in den concept images vieler Schiiler haben (Dre§fissenberg, 1983; Markovits et al.,
1986; Markovits et al., 1989; Janvier, 1998).

Es wurden auch zahlreiche Untersuchungen durchgetiih die Funktionsauffassung von
Schulern und Studenten mit dem Aktion, ProzessQine@kt Analyseschema zu beschreiben
(Abschnitt 3.1.5). Daniel Breidenbach et al. beéra$2 Studenten und stellen fest, dass zwei
Drittel von ihnen lediglich eine Prefunktion odektfonsauffassung von Funktionen haben.
Die restlichen Studenten haben entweder eine Psaaffassung oder sind nicht einzuordnen
(Breidenbach et al., 1992).

Zu einem sehr &hnlichen Ergebnis kommen Keith Sehe@ndorf et al. bei einer Befragung
von 56 Studenten im ersten und zweiten Semest@h Aier wird mehrheitlich eine
Prefunktions- oder Aktionsauffassung von Funktiogefunden. Weniger als ein Drittel der
Antworten der Studenten kann der Prozessauffasaugeprdnet werden (Schwingendorf et
al., 1992).

In diesem Zusammenhang sind auch Studien zum opeglén oder strukturellen Aspekt
von Funktionen zu nennen. Anna Sfard untersuchzhi@0 Schuiler im Alter von 16 Jahren
und 73 Studenten im Alter von 22 bis 25 Jahrensgikit in Ubereinstimmung mit den
anderen Studien fest, dass die Auffassung der Steil@aher am operationalen Aspekt von
Funktionen ist, als am strukturellen (Sfard, 198f&rd, 1989).

Wie in Abschnitt 3.3 schon erwahnt, wird bei dectfBiveise von Funktionen neben der
Unterscheidung operational-strukturell auch zwiscRanktweiser (pointwise) und Uber-die-
Zeit (across-time) Sicht getrennt. Diese Untergingg ist eng mit dem Gegensatz
Zuordnung-Kovariation (siehe Abschnitt 3.3) verbend

Unter einer Punktweisen Sicht versteht man dieculisRliche Betrachtung von einzelnen
Wertepaaren, wie es etwa bei der Arbeit Wertetalmeler dem Punktweisen Ablesen von
Graphen gemacht wird. Sobald jedoch mehrere Weatgezusammen untersucht werden,
um zum Beispiel das Variationsverhalten zu bestimmapricht man von einer Uber-die-Zeit
(oder auch globalen) Sicht (Monk, 1988, S. 1; EM&98, S. 109; vgl. auch Duval, 1988b, S.
236).

Diese Unterscheidung ist auch mit der Unterteilumgktions-, Prozess und Objektaspekt in
Beziehung zu setzen, ohne mit ihr Gberein zu stimr8e kdnnen mit einer Punktweisen
Sicht sowohl der Aktions- als auch der Prozessasmakunden werden und eine Uber-die-
Zeit Sichtweise ist auch ohne eine Auffassung &gk moglich.

Die Herausbildung beider Sichtweisen ist fir emmektionale Denkweise von grol3er
Bedeutung, was sich schon aus ihrer N&he zur Zuogh: bzw. Kovariations-Grundvor-
stellung ergibt.
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Steve Monk testet hierzu 628 Studenten im Rahnren regularen Mathematikprufungen. Er
stellt fest, dass ein Punktweises Verstandnis Wssetzung fiir ein Uber-die-Zeit Verstandnis
ist, da ein Scheitern in Punktweisen Fragen eireiaim in Uber-die-Zeit Fragen mit sich
fiihrt, wahrend ein richtiges Beantworten von Ubier£kit Fragen das richtige Beantworten
der Punktweisen Frage sehr wahrscheinlich machtn@zh wird ein Uber-die-Zeit
Verstandnis nicht automatisch entwickelt, sobatdrRainktweises Verstandnis erlangt wurde
(Monk, 1988). In einer spateren Interviewstudie P@itStudenten bestatigt er diese
Ergebnisse (Monk, 1992).

Auch Sylvie Coppé et al. stellen in einer Studieimer Klasse fest, dass die Punktweise
Sichtweise deutlich starker bei den Schilern ausggjist als eine globale Sichtweise (Coppé
et al., 2006, S. 49).

Es ist aber nicht davon auszugehen, dass eine dis&teit Herangehensweise immer bessere
Ergebnisse hervorbringt. Ruhama Even zeigt in dimterviewstudie mit 10 Schilern, dass
sich abhangig vom Aufgabentyp auch eine Punktw®iset als starker erweisen kann als
eine globale (Even, 1998, S. 120). Daraus ergibt die Notwendigkeit einer Beherrschung
von beiden Sichtweisen.

Die hier aufgezahlten Teile von concept imagesSoniilern, Studenten und Lehrern sind
natdrlich nur eine kleine Auswahl dessen, was thaigéh mit Funktionen im concept image
eines Individuums verbunden werden kann. Diese Ausstellt aber typische Problemstellen
dar und wird sich in den spéater durchgefuhrten yseh als nutzlicher Leitfaden erweisen um
Probleme besser zu erkennen.

Im folgenden Abschnitt wird auf Studien zur conceetinition eingegangen. Diese kann sich
aus dem concept image ergeben oder unabhéngidwverernt werden.

4.1.2 Problematische concept definitions

Die concept definition von Schilern kann von iheatweder durch auswendig lernen der
mathematische korrekten Definition gebildet werdsger sich im Einkland mit deren
concept image formen bzw. gebildet werden (AbstBnit.6). Im ersten Fall besteht die
Gefahr einer Abschottung des concept images (campatalization) und im zweiten Fall
das Problem, dass sich aus einem fehlerhaften ppmoage keine mathematisch korrekte
concept definition bilden lasst. Oftmals wird eMeschung aus beiden Moglichkeiten
angetroffen werden.

In dem oben schon erwahnten Test mit 146 isra@is&chulern findet Shlomo Vinner
folgende vier Kategorien von concept definitionsnfver, 1983):

1. Die mathematisch korrekten Funktionsdefinition, eiodie manchmal mit Elementen
des concept images gemischt wird.
Im Wesentlichen handelt es sich bei dieser Kategam die concept definitions, die
aus der Wiedergabe der korrekten Definition mieagn Worten bestehen.

2. Funktionen als Regel, die eine Korrespondenz dstini
Der hauptsachliche Unterschied zu den conceptitlefis aus Kategorie 1 ist, dass in
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diesem Fall keine willktrlichen Funktionen zugetssverden. Es handelt sich also
um eine Einschrankung der Breite der Definition.

3. Funktionen als algebraischer Term, Gleichung odemiel.
Es handelt sich hier um eine weitere EinschrankumgKategorie 2. Hier wird nicht
nur eine Willkur abgelehnt, sondern sogar exptigt Existenz einer Formel gefordert.
Es findet also eine Identifikation der Funktion fhiter Formeldarstellung statt. Die
Grundvorstellung zu den Darstellungsformen funkdien Abhangigkeiten mit Bezug
zum algebraischen Register wurde als dominiereraist®llung entwickelt (Abschnitt
3.1.4.4.1).

4. Funktionen als graphische Darstellung durch derktamsgraphen oder
Pfeildiagramme.
Wie in Kategorie 3 findet hier die IdentifikatioeidFunktion mit einer Darstellung in
einem Darstellungsregister statt, namlich dem gsaplen. Auch hier hat die jeweilige
Grundvorstellung zu den Darstellungsformen funkidlen Abhangigkeiten tberhand
genommen und sich zu einer Fehlvorstellung enticke

In dieser Aufstellung werden in hoheren Kategomemer mehr Teile des concept images in
die concept definition aufgenommen. Shlomo Vinned lommy Dreyfus verfeinern die
Kategorisierung 1989 bei einer Studie mit 271 Stbele verschiedenen Niveaus und 36
Lehrern. Dabei werden zwei weitere Kategorien diilge (Vinner & Dreyfus, 1989):

5. Funktionen als Abhangigkeitsrelation.
Bei dieser Art von concept definition wird zum Bae von zwei Variablen geredet,
die von einander abhangen. Dabei steht die KovangiGrundvorstellung im
Vordergrund.

6. Funktionen als Operationen.
Diese concept definition ist wohl schwer von derRégel oder von der als Formel zu
trennen. Im Gegensatz zur Regel ist der Blickptnndat auf nicht auf die
Gesetzmaligkeit gerichtet, sondern darauf, dasksiZaime Funktion eingegeben
werden und diese andere Zahlen wieder ausgibtdWgegeschieht ist Nebensache,
was die Operations concept definition von der Foioacept definition abgrenzt.
Diese concept definition steht der Prozess-Auffagswon Funktionen sehr nahe.

Bei den Untersuchungen werden zahlreiche Antwatenallen Kategorien gegeben. Am

haufigsten treten jedoch Antworten aus der erst@mer, 1983) bzw. aus der ersten und

funften (Vinner & Dreyfus, 1989) Kategorie auf.

Fur eine vollstandige und detaillierte Darstellwey Ergebnisse sei auf die Originalartikel
verwiesen.

Luisa Ruiz Higueras und José Luis Rodriguez b3@® 16 bis 18 Jahre alte spanische
Schuler in einem Fragebogen einem 15-jahrigen mnkjavas eine Funktion ist (Ruiz
Higueras & Luis Rodriguez, 1996). Dabei analysiesierdie Antworten mit dem Ziel
herauszufinden, ob es Praferenzen bezlglich denibDefisart und der Darstellungswabhl gibt.
Ein Ergebnis der Untersuchung ist, dass eine git#8eheit der Schuler Funktionen
Operationen zwischen Nummern sind. (vgl. Kategdre2 und sechs von Vinner und
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Dreyfus). Ein Drittel der Schuler benutzt auch dniaphe Elemente bei der Definition
(Kategorie vier), aber nur wenige gebrauchen Wige, Korrespondenz®, ,Assoziation®
oder ,Anwendung"“ obwohl diese zu der von den Satmidglernten Definition gehéren. Die
Autoren stellen also eine Starke Bindung der condefinition an Darstellungen von
Funktionen fest.

Um zu wissen, welche Definition von Funktionen dmgyede Lehrer haben, befragt Ruhama
Even 152 Studenten aus den USA am Ende ihrer SnsdjEven, 1993). Bei der Analyse der
Antworten wurde bewertet, ob in der gegebenen Defineine Einschréankung der
Willkirlichkeit vorhanden war. Es zeigt sich, dé&er ein Drittel der angehenden Lehrer
keine willktrlich definierten Funktionen zulasséfategorie 2). Wenn nach der Definition
gefragt wird, die sie ihren Schilern geben wirdemn erhéht sich der Anteil der
eingeschrankten Funktionsdefinitionen weiter.

Bei weiteren Analysen stellt sie fest, dass fastidzwittel derjenigen, die die Willkurlichkeit
einschranken, auch Funktionen und Formeln eng nveeli (Kategorie 3).

Neben der direkten Fragen nach einer Angabe eimgktionsdefinition kann zu Erlangung
von Erkenntnissen zu den concept images von Schélesh untersucht werden, ob Beispiele
von Funktionen und Gegenbeispiele als solche etkaerden.

Zvia Markovits et al. finden hierbei, dass graphigegebene Beispiele meistens richtig
erkannt werden. Allerdings treten Probleme beilaigischen gegebenen Funktionen auf,
insbesondere dann, wenn es sich um stiuckweiseetédimder konstante Funktionen handelt
(Markovits et al., 1986). Hier sind wohl concepfidi¢éions aus den Kategorien drei und funf
vorhanden, wobei eine konstante Funktion nichablsngig gesehen wird.

Elena Fimmel legt 66 Schilern einer Kolner GesamitiecBeispiele und Gegenbeispiele von
Funktionen vor (Fimmel, 2000). Sie stellt fest,slaght stetige Funktionen und Funktionen,
die sich nicht durch eine Formel darstellen lasgen,vielen Schilern abgelehnt werden.
Dies deutet auf concept definitions aus den Kaiegatrei und vier hin, die jeweils noch
durch das concept image eingeschrankt sind.

Es stellt sich bei dieser Methode zur Untersuchdergconcept definition allerdings die
Frage, ob zur Beantwortung der Frage die concdjtitien Uberhaupt genutzt wurde, oder
nur gepruft wird, ob das gegebene Beispiel in deEept image passt. Das heildt, dass mit
dieser Untersuchungsmethode nur schwer diejenigegwdkten erkannt werden kénnen, bei
deren Erstellung ausschlie3lich die concept déimizum Tragen kommt. Bei vielen
Antworten werden zusatzlich noch Elemente des quringage einflie3en, was aber nicht
erkannt werden kann, da keine Erkenntnisse tUbevaiemem Schuler oder Studenten
angewandten Losungsweg vorliegen.

Die sechs von Shlomo Vinner und Tommy Dreyfus deften Kategorien zur Analyse der
concept definitions von Schilern und Studenten baidler Erklarung von Antworten auf
Fragebodgen und Interviews von grof3er Nutzlichkestist allerdings immer zu beachten, dass
oftmals das concept image bei der Beantwortundroigen eine entscheidende Rolle spielt.
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Das in dieser Arbeit betrachtete funktionale Denlegih kein grof3es Gewicht auf die aktive
Beherrschung der mathematisch korrekten Funktidimstien. Fur den erfolgreichen
Umgang mit funktionalen Situationen ist aber ineseFallen eine angebrachte concept
definition von grof3er Bedeutung, damit zumindekaent wir, ob es sich tatsachlich um eine
funktionale Situation handelt oder nicht (siehe &bstt 3.3.3).

Die Enge Verwebung von concept image und concdptitien kann auch zu Problemen
fuhren. Eines davon ist die durch widerspruchlictialte ausgeldste compartmentalization.
Untersuchungen hierzu werden im nachsten Abschmigestellt.

4.1.3 Compartmentalization

Vertritt ein Schuler zwei inkompatible Wissenselemeeohne sich dessen bewusst zu sein, so
wird dies alscompartmentalizatiobezeichnet. Dieses Phanomen tritt insbesondere im
Zusammenhang mit der concept definition und dencephimage auf. Fragen nach
Funktionsdefinition werden mit abgespeichertem \&hsseantwortet, das bei der Bearbeitung
von Aufgaben zu Funktionen nicht zum Einsatz kon{ugl. Abschnitt 3.1.6)

Dieses inkonsistente Verhalten wird auch in Testsblchtet.

So beantworten 66% der Schiler die den Fragebagesklomo Vinner bearbeiten die
Frage nach der Definition richtig und nutzen glemitig andere Kriterien fur die
Beantwortung der Fragen zum concept image (Virt@883, S. 304). Es ist auch
hervorzuheben, dass kein Schuiler mit inkorrektacept definition alle Fragen zum concept
image richtig beantworten konnte.

Zu einem analogen Ergebnis kommen Shlomo Vinnerllomdmy Dreyfus bei ihrer
Befragung von Studenten und Lehrern. Hier zeigén 86r untersuchten Personen, die eine
mathematisch richtige concept definition angebenirkonsistentes Verhalten (Vinner &
Dreyfus, 1989, S. 364).

Aber auch bei Untersuchungen, die sich nur mit dentept image beschaftigen, kommt es
zu widersprichlichen Antwortmustern. Keiner der @avid Tall und MdNor Bakar
getesteten Schuler und nur 7% der von ihnen gétesitudenten haben durch ihre
Antworten eine koharentes Funktionskonzept andekiienen (Tall & Bakar, 1991, S. 5; Tall
& Bakar, 1992, S. 9).

Bei den spateren Analysen der Fragebdgen und letesvst also ein inkonsistentes
Antwortverhalten von einem Teil der Schiler zu ete Es kann mit dem Phanomen der
compartmentalization und den zugrunde liegendeoeqanimages und concept definitions
erklart werden.

Im nachsten Abschnitt wird auf Studien eingegandensich mit dem Definitions- und
Wertebereich von Funktionen beschaftigen.

4.1.4 Der Umgang mit Definitions- und Wertebereich.

Zu einer vollstandigen Definition von Funktionerhget auch die Angabe des Definitions-
und Wertebereichs. Dennoch werden sie bei den veleten Definitionen oft nur implizit

mit genannt und spielen auch in Untersuchungerekgiol3e Rolle. Sie werden dort meist nur
kurz erwahnt, etwa mit der Feststellung, dass dsesgiffe zur Verwirrung der Schiler
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fuhren, da nur eine sehr vage Vorstellung von iBedteutung vorhanden ist (Sfard, 1989, S.
153).

Fluvia Furinghetti lasst 368 Schiler im Alter vamHis 19 Jahren einen Fragebogen zu
Funktionen bearbeiten, in dem sich drei Fragerktlaaf den Definitions- und den
Wertebereich von bestimmten Funktionen beziehea Adialyse der Schilerantworten
bestétigen die Probleme der Schiler mit dieseniBegrwas auf die Vielzahl
unterschiedlicher Konzepte zurlickgefuhrt wird, fdieein Verstandnis von ihnen bendtigt
werden (Furinghetti & Somaglia, 1994, S. 251).

In einigen Artikeln wird auch darauf hingewieseassl Definitions- und Wertebereich beim
Definieren von Funktionen von vielen Schilern umad8nten nicht beachtet werden.

Keith Schwingendorf et al. stellen beispielsweest fdass nur vier der 56 von ihnen
befragten Studenten Gberhaupt den Definitions-Wiediebereich erwahnen (Schwingendorf
et al., 1992, S. 140). In der Studie von Luisa Riigueras und José Luis Rodriguez sprechen
die Schiler weder in den gegebenen Definitioneah o den Beispielen diese Bereiche an
(Ruiz Higueras & Luis Rodriguez, 1996, S. 246).deigenerelle Vernachlassigung
bestéatigen auch Ziva Markovits et al. (Markovitske1986, S. 24).

Da in der vorliegenden Arbeit funktionales Denkateusucht wird und die Fahigkeit eine
Funktionsdefinition anzugeben in diesem Zusammemkame grofRe Bedeutung hat, werden
auch Definitions- und Wertebereich in den weitéfapiteln nur implizit betrachtet. Bei

vielen Aufgaben werden Ursprung und Ziel einer dmoing bzw. zwei Bereiche in denen
Variablen kovariieren angegeben. Eine genaue Benumgnund Analyse dieser Bereiche
findet allerdings nicht statt.

Dennoch darf ihre Bedeutung nicht unterschatzt ererthsbesondere bei der Arbeit mit
diskreten Funktionen kann eine bewusste BetrachdesdDefinitionsbereiches das Auftreten
von Fehlern verhindern, die auf der Vorstellungesikontinuierlichen Definitionsbereiches
beruhen.

Bisher wurden bekannte Probleme mit concept imageconcept definition
zusammengefasst. In der Definition von funktiona@emken wird auch die Bedeutung der
Kenntnis und des Umgangs mit den DarstellungenRtorktionen in den verschiedenen
Darstellungsregistern und der Ubersetzungen zwisitiren hervorgehoben.
Untersuchungen hierzu und die aus ihnen bekanrdlewi€rigkeiten werden im néchsten
Abschnitt dargestellt.

4.2 Untersuchungen zu Darstellungen und Ubersetzungen

Funktionen kdénnen in verschiedenen Darstellungsteqi reprasentiert werden. In dieser
Arbeit werden das algebraische, das graphischeataiarische und das Register der
Sprache betrachtet. Fir eine Beherrschung deritundten Denkweise ist es wichtig,
Darstellungen funktionaler Abhangigkeiten in alRegistern zu identifizieren zu kénnen und
in der Lage zu sein, mit Darstellungen innerhaltegiRegisters zu arbeiten. Des Weiteren ist
es, insbesondere fir das Verstandnis des Funkegniéis, von grol3er Bedeutung
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Ubersetzungen zwischen Darstellungen in unterslitieh Registern durchfiihren zu kénnen
(Kapitel 1).

In diesem Abschnitt werden bekannte Probleme zusamgeafasst, die im Zusammenhang mit
Ubersetzungen zwischen Darstellungen aus untediittiien Darstellungsregistern
identifiziert wurden.

4.2.1 Ubersetzungen zwischen Darstellungen

Ein Ubersetzungsprozess hat einen Ursprung undieinalso eine Richtung. Es ist
allerdings nicht immer moglich zu sagen welche Wbtung ein Schiiler bei der Losung
einer Aufgabe durchgefiihrt hat. In einer Multipleaze Aufgabe zu einer Ubersetzung kann
ein Schiiler die Ubersetzung durchfiihren und daenpiibfen, ob sein Ergebnis mit den
vorgegebenen Antwortmaoglichkeiten Ubereinstimmtdémrseits kann er die
Antwortmoglichkeiten betrachten, den Ubersetzungmpss in die andere Richtung
durchfuhren und priufen, ob das Ergebnis mit deleinAufgabenstellung gegebenen
Darstellung Gbereinstimmt.

Der Schuler wird also je nach Fahigkeit und Art desprungs- und Zieldarstellung
entscheiden welche Ubersetzung er durchfiihren Egdst also bei einer reinen Betrachtung
der Antworten oft nicht mdglich zu entscheiden,shel Ubersetzung der Schiiler gemacht
hat. Aus diesem Grund werden Untersuchungen nir dec beteiligten Registern aufgeteilt
und nicht noch feiner nach Ursprungs- und Zieldgitgtg untergliedert.

Ubersetzung zwischen algebraischem und graphischeRegister

Raymond Duval testet 165 franzdsische Schiiler itarAdon 15 bis 16 zur Ubersetzungen
zwischen Darstellungen von linearen Funktionenlmelaraischen und graphischen Register
(Duval, 1988b). Wahrend zu den graphischen Daustgén vory=x, y=-x undy=2 die
Mehrheit der Teilnehmer die richtige Gleichung fngdso sind es bgiEx+2 undy=2x weit
weniger als die Halfte. Weniger als 20% der Schkidemen alle finf Graphen korrekt ihrer
algebraischen Ubersetzung zuordnen.

Als wichtigstes Ergebnis der Befragung wertet Dygdbch, dass nur 60% der Schiler einen
Unterschied in der Steigung der Geraden yexiundy=-x erwarten. Fur diesen Fehler macht
er eine Punktweise Herangehensweise an die gréyghidarstellung verantwortlich, wahrend
mit einer globalen Interpretation des Graphen diEséler hatte vermieden werden kénnen.
Duval benutzt hier eine Unterscheidung, die zuedegien sehr ahnlich ist, die in Abschnitt
4.1.1 mit einer Punktweisen und einer Uber-die-Bahtweise von Funktionen definiert
wurde. Er schrankt diese Unterscheidung allerdandglie Art der Arbeit mit graphischen
Darstellungen ein.

Mit einer globalen Interpretation des Graphen hd¢teUnterschied zwischemx undy=-x
sofort erkannt werden missen. Die Nutzung eindvajém Herangehensweise wird zusatzlich
auch noch dadurch erschwert, dass bei einer Ukersgivon der algebraischen Darstellung
zur graphischen Darstellung durch das EinzeichimenRunkten eine Punktweise Sicht nahe
gelegt wird. Erst die Verbindung der gezeichnetenkie lasst den globalen Aspekt des
Graphen erscheinen. Dieser Schritt geht aber lbeagidfache Anwendung von
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Ubersetzungsregeln hinaus und ist als ein GrundiéiBchwierigkeiten der Schiiler zu sehen
(Duval, 1993, S. 45).

Selbst wenn von den Schilern eine durchgehende kwischen den Punkten eingezeichnet
wird, ist nicht unbedingt von einer globalen Sicéitse auszugehen. Daphne Kerslake zeigt in
einer Untersuchung mit 1798 Schilern im Alter v8rbis 15 Jahren, dass etwa die Halfte der
Schuler keinen oder nur einen Punkt auf dem Grapdr &eraden zwischen zwei Punkten
Gitterpunkten des Koordinatensystems vermuten. Agrdeits mochte etwas weniger als die
Halfte der Schuler diskret verteilte Punkte in en€oordinatensystem verbinden, obwohl

die dahinter stehende Realsituation keine Zwiscleet@wzulasst. Die Linie wird also aus
Konvention gezeichnet und tGberdeckt nur die PunikevBichtweise (Kerslake, 1986).

Zvia Markovits et al. lassen Schiler im Alter vahHdis 15 Jahren zu einer im graphischen
Register gegebenen Funktion eine Darstellung irmbalgschen Register angeben und anders
herum. Sie stellen fest, dass Schiilern Ubersetnuwvge algebraischen zum graphischen
Register leichter fallen als Ubersetzungen in aegekehrten Richtung, wenn es sich um
ihnen bekannte Funktionen handelt. Sind die Funktioden Schiilern aber unbekannt, so
fallen ihnen beide Ubersetzungsrichtungen gleitiwse (Markovits et al., 1986, S. 22).

Mindy Kalchmann und Robbie Case zeigen, dass Schibeder 8. Klasse selbst bei
einfachen Funktionen Probleme bei der Ubersetzong algebraischen ins graphische
Register haben kdnnen. In ihrer Studie scheiteshalle der 45 getesteten Schiiler beim
Versuchy=x2+1 zu zeichnen. Auch die Frage, pbx-10 eine fallende Funktion ist, fallt den
meisten Schilern sehr schwer (Kalchman & Case,,19936).

Ruhama Even fragt 152 Studenten wie viele reelubgeny=ax2+bx+c hat. Diese Aufgabe
ist im Grunde keine Ubersetzungsaufgabe, aberenighphischen Darstellung einer Parabel
kann sie sehr schnell beantwortet werden. Tatséchkben die 14% der Studenten, die diese
Aufgabe richtig beantwortet haben, alle einen Welttss Darstellungsregisters vollzogen.
Nur 20% der Studenten haben Gberhaupt einen Dlarggsivechsel fir die Losung des
Problems in betracht gezogen, obwohl quadratiscin&tionen zu den bekanntesten
Funktionstypen gehoren (Even, 1998, S. 106). DiBséspiel zeigt, dass Ubersetzungen als
Problemldsestrategie von Schilern und Studentennegticht werden sollte, um auch in
Aufgaben eingesetzt zu werden, in denen Ubersegzunight explizit verlangt werden. Diese
Verinnerlichung ist aber offensichtlich oft nocleini geschehen, wie man aus den schlechten
Ergebnissen des Tests entnehmen kann.

Ubersetzungen zwischen algebraischen und tabellacisen Register

Ubersetzungen zwischen dem algebraischen und desthaigschen Register sind deutlich
seltener untersucht worden als die zwischen degbedgschen und dem graphischen
Register.

In einer Studie zu Ubersetzungen zwischen den &lansgen von linearen Funktionen testen
Julie Ryan und Julian Williams 178 australischetBahim Alter von 13 bis 16 Jahren. Den

Schulern werden Tabellen mit vier Wertepaaren zkfonen wiey=2x+1, y=x undy=5-x
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gegeben. Diese sollen die Verbindung zwischen éateh Werten zuerst mit eigenen
Worten beschreiben, dann mit einer Formel angebdrsahlie3lich drei weitere Wertepaare
vervollstandigen. Alle Aufgaben werden von wenigksrder Halfte der Schiler geldst, wobei
erwartungsgemaln die Schwierigkeit der Aufgabe eitkkbmplexitat der zu findenden
Geradengleichung zunimmt. Wéahrend die Gleichgmgnoch von fast der Halfte der Schuler
gefunden wird, sind es bg+2x+1 noch 20% und begi=5-x nur noch 2%.

Die Fehleranalyse zeigt, dass viele Schiler nagielR€&il3igkeiten und Mustern in der
gegebenen Tabelle suchen, ohne auf eine Verbinduisghen den zwei Variablen zu achten.
Durch das Wahlen von geeigneten Beispiel-Wertepaaedass in der Tabelle markante
Muster entstehen, kann Lésungshaufigkeit stark matdn gedrtickt werden. Viele Schuler
folgen dann beim Bestimmen der fehlenden Werte kleister der Tabelle, ohne jegliche
Betrachtung der funktionalen Situation.

Als weiteres bemerkenswertes Ergebnis dieser Skadlie gewertet werden, dass zwischen
4% und 22% der Schiler die Funktion weder verbahrdurch eine Formel beschreiben
konnen, die Tabelle aber dennoch richtig vervatidigen (Ryan & Williams, 1998).

Weitere Ubersetzungen

Der Ubergang vom tabellarischen zum graphischensRegvird oft als Zwischenschritt bei
der Ubersetzung von algebraischen zum graphisckgis®r gesehen (siehe etwa die
Untersuchungen von Duval oben). Probleme, die dagatstehen, dass Schiler Punkte nicht
in ein Koordinatensystem eintragen kdnnen werdenriicht im Zusammenhang mit
funktionalem Denken gesehen.

Zu Untersuchungen der Schwierigkeiten mit Ubersegen, die das Register der Sprache
beinhalten, sei auf andere Arbeiten verwiesen.dhorgg in diesem Gebiet fallt in den
Bereich der Modellierung, was ein sehr weites ksldnd hier aus Platzgrinden nicht naher
behandelt werden kann.

Fehler in diesem Bereich haben aber ihre Ursactoy mur im VVorgang der Modellierung an
sich, sondern auch, wie bei den anderen Ubersetzarmiingen, in Kongruenzproblemen
zwischen den betrachteten Registern. Ein beka®d@spiel hierzu ist die Aufgabe, eine
Funktion zu finden, die folgende Situation modetli&s gibt sechs Mal mehr Studenten an
dieser Universitat als Professoren. Ublicherweisgein mehr al 50% der Schiiler und
Studenten nicht die richtige Funktion. Die breitelivheit von denen keine korrekte Losung
finden nennen die Gleichung 6S=P (S Anzahl der&ttah, P Anzahl der Professoren).
Dieser Fehler kann mit einer Ubersetzungsstratetiért werden, die sich an der Syntax des
Ursprungsregisters orientiert (Sims-Knight & Kapl@83).

In diesem Abschnitt wurden einige bekannte Schgkeiten von Schilern und Studenten
zusammengefasst, die bei Ubersetzungsvorgangeontmmiarstellungen von Funktionen in
verschiedenen Darstellungsregistern auftauchenARiend der Grad der Schwierigkeiten
hangen von den beteiligten Registern und nativiosh betrachteten Funktionstyp ab. Hier
wurden nur solche Studien erwéhnt, die sich mitdianstypen beschéatftigen, die in den
Klassenstufen funf bis zehn in Deutschland und Eeich zum Lehrplan gehoren.
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Ein spezifisches Problem mit dem graphischen Regidtais bei Ubersetzungen vom
graphischen ins das Register der Sprache zu Fdiilern wird im folgenden Abschnitt
beschrieben.

4.2.2 Das graphische Register und die ikonische Sichtweis

Bei der Ubersetzung vom graphischen Register irReagster der Sprache wird die ikonische
Sichtweise von Kurven (Originalbezeichnurgpnic view von mehreren Autoren als
Fehlerquelle identifiziert. Da es sich im Grunde eime falsche Sichtweise von Graphen
handelt, aber nicht um einen Ubersetzungsfehlarigeren Sinn, wird diese bekannte
Schwierigkeit in diesem, von den Ubersetzungssaligkeiten getrennten Abschnitt,
dargestellt.

Bei der Nutzung von Darstellungen aus dem grapbis@&egister konnen Erfahrungen aus
dem Alltag sehr niitzlich sein (Abschnitt 3.2.2Rje Ubertragung der Erfahrungen kann aber
auch zu Fehlinterpretationen fuhren, zum Beisp&hnvdie Form des Graphen mit visuellen
Aspekten der Realsituation identifiziert wird. Mgpricht hier vonkonischer Sichtweiseder
ikonischer Ubersetzunges Graphen (Monk, 1992, S. 176).

Hierzu gibt es eine Flle von Beispielen. EineshiEkanntesten ist sicherlich das Beispiel
von Claude Janvier, der Schulern einen Graphen, zzi§dem die Geschwindigkeit eines
Rennautos in Abh&ngigkeit von der zuriickgelegteacke eingezeichnet ist (Abbildung 12).
Die Frage nach der Anzahl der Kurven der Rennstregkd von vielen Schilern mit ,neun”
beantwortet, da sie Kurven des Graphen zahlen.iie€end wird den Schilern eine Skizze
von sieben moéglichen Rennstrecken gegeben, aus dendiejenige auswahlen sollen, die
zu der gegebenen Geschwindigkeitskurve passt (g 12). Auch bei dieser Aufgabe
drangt sich der visuelle Aspekt in den Vordergrund fuhrt zur haufigen Wahl der Graphen
G, da er eine groRe Ahnlichkeit zum Geschwindigkgiphen aufweist. (Abbildungen aus
Janvier, 1983b, S. 26, 27)
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Abbildung 12:
Geschwindigkeit eines Rennautos an jeder Auswahh&Rennstrecken
Stelle der Renstrecke (2. Runde)
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Weitere oft genannte Beispiele fur eine ikoniscihetdetzung sind:
Die Geschwindigkeit eines Radfahrers bei der Falbetr einen Hugel wird durch einen
Graphen beschrieben, der wie das gegebene BilHigsls aussieht (Dugdale, 1993, S. 109)

Der Geschwindigkeitsgraph von zwei Autos (Abbildur®) wird bei der Frage nach der
relativen Positionsverdnderung der Autos zueinamderStudenten mehrheitlich als
Annaherung der Autos gedeutet (Abbildung aus MasiB3, S. 3).

Ya V2 3e 1
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Abbildung 13: Geschwindigkeit zweier Autos

Reisegraphen, die die Entfernung zum Ausgangs@&bhingigkeit von der Zeit darstellen
werden entweder als Richtungsangaben (Rechts- mmkdKurven, gerade Strecken etc.) oder
als Hohenangaben (Aufstieg und Abstieg auf einag)Bgedeutet. In der Studie von Daphne
Kerslake mit 1798 Schilern im Alter von 13 bis abr&n begriinden, abhangig vom Aspekt
der Graphen und dem Alter der Schiler, zwischdresi@eind 16 Prozent der Schiiler ihre
Antworten mit Argumenten, die auf eine ikonischech8veise aufbauen (Kerslake, 1986, S.
128).

Ein weiteres von Kerslake genanntes Beispiel isGtaph, der die Entfernung vom Boden
eines vertikal nach oben geworfenen Steines in Adjigieit von der Zeit darstellt
(Abbildung 14). Dieser wird leicht als die Flugba¢ines zwischen zwei Personen
geworfenen Gegenstandes gedeutet.

a

Abbildung 14: Flughdhe eines senkrecht geworfenen &hes

Zur ikonischen Sichtweise ist abschlielRen anzunmerdtass Steve Monk mit Hilfe von drei
von ihm gefuhrten Interviews einen Zusammenhangdvwéan einer Punktweisen Sichtweise
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und der Vermeidung von ikonischen Ubersetzungestéiéir(Monk, 1992, S. 191). Dies
bestatigt die Forderung nach der Auspragung der-OigeZeit Sichtweise und der
Punktweisen Sichtweise.

4.2.3 Weitere Studien zu Darstellungen

Eine alternative Herangehensweise an das ThematRewechsel wéhlen Brian Keller und
Christian Hirsch. Sie legen 79 Studenten Aufgab&rnund ohne Realkontext vor und fragen
in welchem Register sie diese I6sen wirden (Eitsé¢aliche Losung wird nicht verlangt).
Ziel der Studie ist es herauszufinden inwiefernwWlighl des Register vom Schiler und der
jeweiligen Aufgabe abhéangt.

Das Ergebnis der Studie ist, dass manche Studemterstarke Praferenz fir eine Darstellung
haben und dass die Annahme der Unabhangigkeit dét tié¢s Registers von der gestellten
Aufgabe verworfen werden muss. Die meisten Studemien bei Aufgaben ohne
Realkontext eine starke Praferenz fir das algefiraiRegister. Haben die gestellten
Aufgaben einen Realitatsbezug, so werden das #&aiselhe und das graphische Register
bevorzugt. Dabei tritt die Praferenz des tabelthién Registers bei einfacheren Aufgaben
auf, wahrend die des graphischen Registers ehanispruchsvolleren Aufgaben ausgepréagt
ist (Keller & Hirsch, 1998).

Eine andere Fragestellung versucht auch Hans-G&ergand zu beantworten. Er l&sst 53
Schuler wenige Tage nach deren ersten Kontaktenit Bunktionsbegriff einen Test
bearbeiten, um zu klaren welches Register bei weeilcAufgabentyp zuverlassiger zum
Erfolg fuhrt. Dazu wurden Parallelaufgaben im giaphen und im tabellarischen Register
gestellt und Losungshaufigkeiten verglichen. Digpdpische Darstellung erleichtert das
Erkennen von Symmetrie, wahrend die tabellarisciest@llung signifikant bessere
Ergebnisse beim Identifizieren von Periodizitat exgonentiellem Verhalten erméglicht
(Weigand, 1988).

Schuler und Studenten bevorzugen also abhéngigenAufgabenstellung Darstellungen
aus bestimmten Registern und manche Darstellundeeri bei bestimmten Aufgabentypen
zuverlassiger zum Erfolg als andere. Diese Ergebrbgstarken noch einmal die Wahl der
Definition von funktionalem Denken, in welcher drherrschung der Darstellungsformen in
unterschiedlichen Registern groRes Gewicht vernfietied.

4.3 Weitere Studien zu Funktionen

Studien zu epistemologischen Hurden, zu Funktionger Grundschule und auch
zusammenfassende Ubersichtsartikel werden in diédmmhnitt vorgestellt.

Von einigen Forschern wird versucht epistemologeddiirden beim Erlernen des
Funktionsbegriffes zu identifizieren (siehe Abse¢hBil.7 zur Erklarung von
epistemologischen Hirden). Sind diese Hirden eimmiasst, so konnen sie als Ursache fur
auftretende Fehler erkannt werden und es kdnnere§ten erarbeitet werden, um die
Uberschreitung der Hurde fir Schiler und Studentéglichst einfach zu gestalten.
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Anna Sierpinska identifiziert 16 epistemologischi&den, von denen hier nur diejenigen
genannt werden sollen, die fur eine funktionale ldexise am bedeutendsten sind:

Computational techniques used in producing tablesimerical relationships are not worthy of
being an object of study in mathematics. (Sierpandl092, S. 32)

Schuler und Studenten kénnen die Betrachtung fonater Zusammenhénge als rein
technische Arbeit sehen. Dies ist insbesondere danfkall, wenn sie weder Variation und
Zuordnung in funktionalen Zusammenhéngen erkennetiesem Fall werden sie
Funktionen nicht als mathematische Untersuchungktbpkzeptieren. Deswegen soll vor
der ersten Arbeit mit funktionalen Zusammenhéangenldteresse fur Zuordnung und
Kovariation geweckt werden, um den Eindruck eieehhischen Arbeit zu vermeiden.

Laws in physics and functions in mathematics hatling in common; they belong to different
domains (compartments) of thought. (Sierpinska2190 42)

Erst die Uberwindung dieser Hiirde erlaubt Schigéme Modellierung von Realsituationen
durch Funktionen und somit das Erfassen der Nzt des Funktionskonzeptes.

Proportion is a privileged kind of relationshipigfpinska, 1992, S. 43)

In der historischen Entwicklung und auch in derfAs$ung vieler Schiler sind lineare
Funktionen das dominierende Beispiel funktionalesaimmenhange. Diese epistemologische
Hurde fhrt zu dem in Abschnitt 4.1.1 genannterbfmm, dass nur noch lineare oder ahnlich
einfache Funktionstypen als Funktionen akzeptierden.

Only relationships describable by analytic formuae worthy of being given the name of
function. (Sierpinska, 1992, S. 46)

Der Einfluss dieser epistemologischen Hirde kamvokbin der historischen Entwicklung,
als auch in problematischen concept images beseuaeetlich gesehen werden. Ahnliche
epistemologische Hirden lassen sich auch fir Dansgeen aus anderen
Darstellungsregistern finden.

The changes of variables are changes in time.fi8gka, 1992 S. 55)

Bei der Betrachtung von funktionalen Situationerdvéine Vielzahl von Aufgaben gesehen,
in denen eine der Variablen direkt oder indirekt der Zeit abhangt. Ein Beispiel fir einen
funktionalen Zusammenhang, der nur indirekt vonzat abhangt, ist die Zuordnung der
Ausdehnung eines Metallgegenstandes zu seiner TatupeDie Temperaturvariation kann
dabei als zeitabhangig aufgefasst werden. Diesedfrt~unktionen wird von Claude Janvier
alschroniclebezeichnet (Janvier, 1998, S. 83).
Anwendungsbeispiele fur funktionale Zusammenhadigekeine chronicles sind, sind
deutlich seltener, was das Uberschreiten diesstezpologischen Hirde erschwert und zu
moglichen Fehler fuhrt. Ein Beispiel fur eine Fuokt die keine Rickschlisse auf eine
zeitliche Entwicklung zulasst, ist in Abbildung §8geben. Dennoch werden einige Schuler
dazu geneigt sein eine zeitliche Interpretation@egphen zu suchen, da Variation mit
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zeitlicher Variation gleichgesetzt wird (Janvie®98, S. 83). (Abbildung aus Janvier, 1983b,
S. 27)

Q: Quantité de bactéries

| 5 1 1 1
T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 1oo Temp.°C

Abbildung 15: Anzahl der Bakterien, die sich in 24hentwickeln,
in Abhangigkeit von der Temperatur

In einer Untersuchung von Claude Janvier sollen&2@lenten die Flugdauer fir eine
bestimmte Strecke in Abhangigkeit von der Geschigikelt des Flugzeugs graphisch
darstellen. 16% der Studenten versuchen daraug\eiigabe zu machen, bei der eine
Variable mit der Zeit variiert, indem sie die Gesaidigkeit des Flugzeuges in Abhangigkeit
von der Flugzeit skizzieren (Janvier, 1998, S. 87)

Es existieren auch Studien tber die friihe Entwingldes Funktionsverstandnisses in der
Grundschule. Ein Beispiel hierfir ist die Untersueh von Graciela Ricco, die verschiedene
Tests zu proportionalen Funktionen 125 SchilerAliar von sieben bis elf Jahren in
Einzelinterviews bearbeiten lasst. Sie stellt fdags manche Eigenschaften wie die monotone
Steigung oder die Eindeutigkeit schon frih erkametden, aber die Existenz eines
Proportionalitatsfaktors oder einer konstanten Auadg erst im Alter von acht Jahren im CE2
regelmafig erkannt werden. Dennoch bleiben Schykieiten, wie das Erkennen, dass der
Wert um den sich die Zuordnung bei der Erh6hungredtertes um 1 verandert, auch der
Wert der Zuordnung bei=1 ist. Ebenso féllt es den Schilern schwer Erhéhunigs x-
Wertes um mehr als 1 zu verarbeiten (Ricco, 1982).

Von einer funktionalen Denkweise mit dem Erfassen Variationsverhalten kann in diesem
Alter also noch nicht die Rede sein. Die Wahl dedieser Arbeit betrachteten Altersgruppe
von zehn bis 16 Jahren ist also zumindest wasrder@ Grenze angeht nicht zu eng gefasst.

In dieser Arbeit soll die Entwicklung des funktidexa Denkens untersucht werden. Fir die
empirische Analyse von Entwicklungen stellen Laogsgtstudien ein geeignetes Instrument
dar, da mit ihnen Entwicklungsverlaufe exakt vegtaterden kénnen. Fir den Bereich des
funktionalem Denkens lassen sich allerdings keibehgn Studien finden. Allenfalls gibt es
langsschnittlich interpretierte Querschnittstudigie, mehrere Altersgruppen gleichzeitig
betrachten und dadurch Ruckschlisse auf die Entwigkziehen (z.B. Kerslake, 1986).

Weitere Untersuchungen beschéftigen sich beispe®amit dem Bild, das Lehrer von
Funktionen haben (z.B. Norman, 1992) und dem, vedsdr zu Funktionen wissen sollten
(z.B. Even, 1990). Eine Ausfuihrung hiervon wirdshgedoch den Rahmen der Arbeit
sprengen.

Ebenso wird zu Untersuchungen zu Funktionen, dien@mgentheoretischen
Funktionsdefinitionen aufbauen, z.B. auf H. Lavefinemas verwiesen (1975), da diese
Definition in der funktionalen Denkweise keine gedRolle spielt (vgl. Abschnitt 3.3.2).
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Ausfiihrlichere Ubersichten tiber Untersuchungen Eunktionsverstandnis und zur Arbeit
mit Funktionen finden sich in Leinhardt et al. (09@nd Muller-Philipp (1992).

4.4 Zusammenfassung der Schwierigkeiten

In diesem Kapitel wurden bekannte Schwierigkeitargdstellt, die bei der Arbeit mit
Funktionen auftauchen. Dabei wurden zwei aktuetigetsuchungen nicht erwahnt, da sie in
den Kapiteln 8 und 9 ausflhrlich besprochen werbém Daten der Subskaléeranderung
und Beziehungon PISA 2003 werden beim Vergleich der Schiilstlgigen von
Deutschland und Frankreich im Bereich funktionddamkens im Detail analysiert werden.
Fur eine Darstellung der Entwicklung funktionaleari®ens wird auf die Daten der
Langsschnittstudie PALMA und deren Subskala zu tionialem Denken zurtickgegriffen,
wobei auch eine begleitende deutsch-franzdsisdbeviawstudie hierzu ausgewertet wird.

Die in diesem Kapitel dargestellten Schilerschwgleziten sind in der folgenden Liste noch
einmal stark verkurzt zusammengefasst:

X4

« Problematische Teile des concept images:

- Funktion sollen durch eine einzige Regel gegebeaunleve

- Der Graph einer Funktion muss ,vernunftig* (z.BnetKnicke und Spriinge, ...) sein
- Lineare Funktionen werden bevorzugt

- FUr jedesy aus dem Wertebereich gibt es genauxeins dem Definitionsbereich

- Eigenschaften, die nichts mit Funktionen zu tunemaliverden mit dem Konzept
assoziiert (z.B. Mathematiker akzeptieren eineifmeste Zuordnung als Funktion)

- Prefunktions- und Aktionsauffassung von Funktiotibarwiegen

- Die Punktweise Sichtweise ist starker ausgepragtial Uber-die-Zeit Sichtweise

*

% Problematische concept definitions:

Funktionen als eine Regel

Funktionen als eine Formel

Funktionen als Graphen

Funktionen als Abh&ngigkeitsrelation
% Definitions- und Wertebereich werden oft nicht deat oder bereiten Schwierigkeiten

< Ubersetzungen zwischen den Darstellungen der Fameti stellen fir viele Schiiler eine
grol3e Hurde dar

% Graphen werden ikonisch gelesen
% Zeitabhangige Funktionen bilden eine epistemoldgiddirde

Bei einigen der dargestellten Untersuchungen sdigtersuchten Personen deutlich alter als
die in dieser Arbeit betrachtete Altersgruppe. Dmmngeben die aufgedeckten
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Schwierigkeiten nitzliche Hinweise und scharfen Beck, um &hnliche Probleme bei den
spater folgenden Analysen besser identifizierekGnnen. AuRerdem kann mit diesem
Wissen bei der genauen Betrachtung der LehrpladeSahulbiicher untersucht werden, ob
Hinweise flr die Griinde der Entwicklung von dentspauftretenden Problemen gefunden
werden kdnnen.

Naturlich kdnnen hier nicht alle Probleme genanetden, die bei der Arbeit mit

funktionalen Situationen auftreten. Es werden issbdere die Probleme nicht explizit
angesprochen, die in anderen, moglicherweise auglagsoziierten mathematischen
Gebieten ful3en. Dazu gehoéren etwa die Schwiergketie Schiler mit den Konzepten von
Variable und Parameter haben. Eine Einbeziehurggdi@rundlagen fur eine funktionale
Denkweise in die Analysen dieser Arbeit wirde (deren Rahmen hinausfiihren, so dass fur
die Beantwortung diesbezuiglicher Fragen auf dieeAein anderer Autoren verwiesen wird.

Viele Autoren stellen in ihren Artikeln Vorschlager, wie Schwierigkeiten und Probleme,
die sie identifiziert haben, vermieden werden kdnrgne Ubersicht tiber diese
Verbesserungsvorschlage wird im nachsten Abschegeben.

4.5 Verbesserungsvorschlage

In Kapitel 4 wurden bisher Untersuchungen zu Fuamdn vorgestellt. Die Autoren der hier
zitierten Artikel identifizieren eine Vielzahl vddchwierigkeiten, Misskonzepten und Hirden,
die den Schilern und Studenten die Arbeit mit Honlen und damit die Ausbildung einer
funktionalen Denkweise erschweren. Einige der Aeriaentwickeln nach der Feststellung der
Schwierigkeiten Vorschlage, wie diese behoben adegangen werden kdnnen. Andere
Veroffentlichungen bauen auf den bereits bekan8tawierigkeiten auf und erproben
alternative Herangehensweisen, die diese Schwtegkvermeiden sollen.

In diesem Abschnitt werden diese Verbesserungshi@ige zusammengefasst. Sie werden in
drei Gruppen eingeteilt: die Vorschlage, die sicheane Einbindung der Realitat beziehen,
diejenigen, die eine Betonung bestimmter Aspektgasamten Unterricht fordern und
denjenigen, die den Einsatz von Computern beinmalRer letzte Punkt kann hier allerdings
nur stark verkirzt dargestellt werden, da sichetidsorschungsgebiet mit den standigen
technologischen Fortschritten schnell verandertsidad zu einem eigenen Forschungszweig
entwickelt hat.

451 Realitdtsnaher Unterricht

Eine Forderung, die von vielen Autoren aufgesteiiitl, ist dass im Unterricht mehr
funktionale Situationen behandelt werden solltém sith direkt auf die Realitét beziehen.

Funktionen sollen am Anfang des Funktionsstudiuorsalem als Hilfsmittel auftreten, das
eine Modellierung von Realsituationen ermaoglichit irer Hilfe kann eine grof3e Menge an
funktionalen Zusammenhangen, die im Alltag der Sahibrkommen und bei denen
Veréanderung eine Rolle spielt, dargestellt werdEabei soll insbesondere beobachtet
werden, was sich verandert und wie es sich vern@erpinska, 1992, S. 57; Vollrath,
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1989, S. 38; Janvier, 1983a). Hier steht die Katemns-Grundvorstellung im Vordergrund,
die von den Schilern beim Umgang mit Realsituatiorexinnerlicht werden soll.

Mdglichkeiten fur die Betrachtung von funktionalBaordnungen in Realsituationen bieten
sich dabei nicht nur im gesamten Mathematikuntetysondern etwa auch im
Physikunterricht (Nguyen, 1982). Manche Autorenagan aullerdem konkrete Situationen,
beispielsweise zu proportionalen Situationen, VWalltath, 1978) oder erarbeiten eine ganze
Aufgabensammlung mit funktionalen Situationen (Sicliyri990)

Im Rahmen der Arbeit mit Realsituationen wird Dallsthgen im graphischen Register eine
besondere Bedeutung beigemessen, da viele Infamestim Alltag graphisch gegeben
werden (Thorpe, 1989, S. 18). AuRerdem verhinderAdoeit mit der graphischen
Darstellung eine zu starke Formalisierung und fiirBarstellungswechsel. Daher eignet sie
sich gut fir den Anfangsunterricht Uber Funktio{®tellmacher, 1986). Sie verstarkt auch
die Uber-die-Zeit Sichtweise von Funktionen unchveidet dadurch eine Fixierung auf
Punktweise Zusammenhange (Monk, 1988, S. 9).

4.5.2 Veranderte Akzentsetzung im Unterricht

Neben der Nutzung realitatsnaher Situationen ink&omsunterricht werden weitere
Verbesserungen bestimmter Aspekte des Funktionsiamis angeregt.

Funktionale Zusammenhange sollen in allen DarstgHtegistern betrachtet und alle
verschiedenen Ubersetzungsvorgange im Unterridiarmielt werden, da dies fiir ein
Verstandnis des Funktionskonzeptes von groR3er \iiatit ist (Abschnitt 3.2.3; Gagatsis &
Shiakalli, 2004, S. 655; Sierpinska, 1992, S. 57).

Bei der Auswahl der Funktionstypen soll darauf ¢eetcwerden, dass die Zeit, die mit dem
Studium linearer Funktionen verbracht wird, beschktdleibt und, dass parallel nichtlineare
funktionale Zusammenhéange betrachtet werden. Dhdigit eine lineare Fixierung
vermieden werden (Markovits et al., 1989, S. 54).

Durch die Wahl der betrachteten Funktionstypen kaurch Einfluss auf die Ausbildung der
Kovariations- und der Zuordnungs-Grundvorstellueggmmen werden. Bei der Arbeit mit
verschiedenen Arten von Funktionstypen (z.B.: lirggquadratische, exponentielle, etc.)
konnen diese beispielsweise bewusst auf ihre spelzéin Eigenschaften (z.B.
Wachstumseigenschatft) hin untersucht werden, waleh Anwendungen in Realsituationen
und Darstellungswechsel eine entscheidende Rdleng@onfrey & Smith, 1991).

Betrachtet man den Funktionsunterricht unter deitkinkel der operationalen bzw.
strukturellen Herangehensweise, so wird wegenrd@bschnitt 4.1.1 genannten
Schwierigkeiten der Schiler eine starkere operat@Ausrichtung des Unterrichts gefordert.
Diese erweist sich als effektiver und eine spaidifirung von strukturellen Betrachtungen
fordert die Reifizierung (Sfard, 1987, S. 168; 8fal989).

In diesem Zusammenhang ist die Forderung nach eeigemschaftsorientierten
Funktionsstudium zu nennen, das auch den Weg ztiziBeing vereinfachen soll. Diese Art
von Arbeit weist eine groRe Ahnlichkeit zu den olgenannten Vorschlagen von Confrey
und Smith auf (Abschnitt 3.1.5.3; Slavit, 1997).
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Im Gegensatz zu den hier genannten Arbeiten, deewterschiedliche Akzentsetzung
innerhalb des bestehenden Mathematikunterrichtkefar schlagen andere Autoren dessen
grundsatzliche Neuorientierung vor. Ein Beispi@rfiir ist der Versuch den gesamten
gymnasialen Mathematikunterricht in Anlehnung aaMieraner Reform (siehe Kapitel 2)
mit dem Funktionsbegriff als Fundament aufzubalk&ufe, 1995).

4.5.3 Benutzung von Computern

Im Zuge der fortschreitenden technologischen Erdwitgy wird versucht dem Computer eine
standig wachsende Rolle im Mathematikunterrichti&lemen zu lassen. Eine Fiille von
Programmen wurde in den letzten Jahrzehnten fuSdénleinsatz entwickelt und
graphikfahige Taschenrechner ermdglichen heutendainsiten Einsatz der neuen
Technologien im Schulalltag. Viele Forscher befasgseh damit, wie man die sich dadurch
ergebenden neuen Mdglichkeiten am besten nutzen kame Bewertung und ein Vergleich
der entwickelten Programme wiirde den Rahmen diebeit allerdings sprengen, weswegen
auf die Untersuchung von Computereinsatz in dewkEktung funktionalen Denkens
verzichtet wird. Dennoch wird darauf hingewiesemssldiese Entwicklung mit Sicherheit
durch die angemessene Verwendung von Computerpnogga unterstitzt werden kann.
Einige Vorschlage hierzu werden jetzt kurz. Zielegitragfahigen funktionalen Denkweise ist
eine Rechnerunabhéngige und in Alltagssituatioméegnte Denkweise.

Computerprogramme ermdglichen ein dynamisches fabenit den verschiedenen
Darstellungen von Funktionen. Anderungen von Sysdi@ma und Referenzfeld kdnnen
gleichzeitig beobachtet werden, was das Erkennarzusammenhangen erleichtert
(Abschnitt 3.1.2.2; Kaput, 1989, S. 174). Die Mégkeit, Anderungen direkt in der
graphischen Darstellung von Funktionen durchzufiiiwerd als eine der wichtigsten
Neuerungen gegenuber der herkdmmlicher Arbeit omikEonsdarstellungen gesehen
(Kaput, 1993)

Verschiede Vergleichsuntersuchungen mit Schileigerne dass mit Hilfe von
Computerprogrammen und dazu passenden Unterrigiasgten bessere Ergebnisse in einer
Vielzahl von Bereichen (Erkennen von Funktionemz@ssauffassung, Ubersetzungen,
Beschrankung auf stetige Funktionen, etc.) ermietden kdnnen. (Bloch, 2003; Breidenbach
et al., 1992; Schwingendorf et al., 1992; Sfar@ZtJall, 1996 )

Von manchen Autoren werden allerdings auch Probkemgesprochen, die der Einsatz von
Computern im Unterricht mit sich bringen kann. $ailii die Frage zu beantworten, wie das
Erlernen von Computerprogrammen in den schon valédmplan aufgenommen werden

kann und ob dadurch nicht neue Hurden fur Schidsclgaffen werden (Selden & Selden,
1992). Des Weiteren bestehen Zweifel am NutzenRraigrammen und Taschenrechnern, die
ausschlief3lich Graphen skizzieren (Dugdale, 1993).

Viele der in Abschnitt 4.5 genannten Verbesseruogahléage sind in der Forderung nach der
Ausbildung einer funktionalen Denkweise schon dtehaDas betrifft insbesondere die
Forderung nach einer starkeren Anbindung an Reatsinen, das Nutzen von
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Funktionsdarstellungen aus allen Darstellungsregisind die Untersuchung der
Variationseigenschaften.

Mit Hilfe der in den bisherigen Kapiteln erarbegettheoretischen Grundlagen und den
genannten Untersuchungen kdnnen die Forschungsfrdgein dieser Arbeit beantwortet
werden sollen, nun praziser formuliert werden.

101



5 Forschungsfragen und Methodologie

In der Einleitung wurden die Forschungsfragen nditedieser Arbeit beantwortet werden
sollen, bereits umrissen und der Rahmen der Adbgjesteckt. Mit den theoretischen
Arbeiten aus Kapitel 3 und unter Einbeziehung ddainnten Schwierigkeiten (Kapitel 4)
konnen diese Fragen nun praziser gestellt werdémvéysucht wird, diese Fragen im
weiteren Verlauf dieser Arbeit zu beantworten, windAbschnitt 5.2 dargestellt.

5.1 Forschungsfragen

In Deutschland haben die in der PISA-Studie fesédjgsn Defizite deutscher Schiler und ihr
im internationalen Vergleich unterdurchschnittlisiébschneiden grofl3es Aufsehen erweckt
(FUr Einzelheiten zur PISA-Studie siehe KapitelN@¢ben dem Feststellen von spezifischen
Starken und Schwachen kdnnen internationale Vetggentersuchungen auch bei der Suche
nach Verbesserungsmaglichkeiten fur den Unteriahtvolle Denkanstdl3e bieten. Aus
diesem Grund wird in dieser Arbeit die Entwicklulagktionalen Denkens in Deutschland

und Frankreich untersucht.

Stellvertretend fur Deutschland wird das Bildungsegn des Bundeslandes Bayern betrachtet
(siehe Kapitel 6). Die Wahl von Frankreich als Meighsland der vorliegenden

Untersuchung wurde aus mehreren Grinden getroffen:

- Frankreich ist als grof3es Nachbarland aus der éigdpen Union mit Deutschland in
den wesentlichen Zugen vergleichbar (Fur DetaglbesiKapitel 6).

- Die Bildungssysteme und die Inhalte der Lehrpland s den beiden Landern so
unterschiedlich, dass neue Ideen beim Vergleiclagevwerden kénnen (Fir Details
siehe Kapitel 6).

- Die Schiiler von Frankreich haben in der PISA-Stwdie 2003 signifikant bessere
Ergebnisse in der Subskalaranderung und Beziehuggzeigt, so dass auch hier
Impulse zu erwarten sind (Fur Details siehe Kagdjel

Da die wesentlichen Schritte der Entwicklung derktionalen Denkweise in der
Sekundarstufe | stattfinden, wird diese in deriegenden Arbeit untersucht. Die
Sekundarstufe | entspricht den deutschen Klassemstubis einschlief3lich 10 und den
franzosischen Klassenstufen CM2 bi§ 2

In Kapitel 4 wurde eine Untersuchung genannt, digtzdass Schiler in der Grundschule nur
in sehr begrenztem Mal3e eine funktionale Denkwasigeickeln. Nach der 10. Klasse haben
Schiiler, die in Deutschland die Haupt- bzw. Realkchesuchen, ihre Schullaufbahn beendet
und Gymnasialschiler beginnen mit anspruchsvollBrerktionstypen umzugehen. Letzteres
ist auch fiir franzosische Schiiler nach dédar Fall. Diese Eckpunkte fiir die Entwicklung
der funktionalen Denkweise verdeutlichen die Griftdelie Wahl der untersuchten
Klassenstufen.

Damit ist das Forschungsgebiet mit der Entwickldeg funktionalen Denkweise in der
Sekundarstufe | in Deutschland und Frankreich &ayegrenzt.
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Die sich stellenden Forschungsfragen lassen siztvé Gruppen unterteilen. Erstens Fragen,
die sich auf die Lehrplane und Schulblcher beziealso auf das, was die Schiler im Laufe
der Sekundarstufe | im Bereich funktionalem Denleznen sollen. Die zweite Fragengruppe
bezieht sich auf die Leistungen der Schiler indreidandern, also auf ihre Fahigkeit die
funktionale Denkweise bei der Bearbeitung von Abfgaumzusetzen.

Fragen zur den vergleichende Analysen der Lehrplanand Lehrbtcher

Wie wird die Ausbildung der funktionalen Denkweiseintendierten und im potentiellen
Curriculum von Deutschland und Frankreich unterstiihd geférdert?

Diese ubergreifende Frage kann in Anlehnung athdieretischen Betrachtungen des dritten
Kapitels in eine Vielzahl von Detailfragen aufgéiteierden, welche die Facetten der
funktionalen Denkweise abdecken.

- Fragen zur Vorbereitung der funktionalen Denkweise:
Gibt es hinfihrende Arbeiten, die den Umgang mmkfionalen Situationen
vorbereiten?
Sind bei diesen Arbeiten Praferenzen bezlglichroeger Darstellungsregister
funktionaler Abhangigkeiten auszumachen?
Welche Ubersetzungsvorgange sind dabei intendiert?

- Fragen zu den Inhalten:
Bestehen in den beiden Landern Praferenzen flinregé Funktionstypen und wie
ist die Reihenfolge ihrer Einfihrung?

- Fragen zu den genutzten Darstellungsregistern:
Sind in den gestellten Aufgaben zu den einzelnarkfanstypen Praferenzen fur
bestimmte Darstellungsregister erkennbar?
Welche Ubersetzungen werden fir die Bearbeitung\dégaben jeweils gebraucht?

- Fragen zu den Grundvorstellungen und Sichtweisen:
Inwieweit wird die Ausbildung von Grundvorstellunggefordert?
Welche Sichtweise (Aktion, Prozess, Objekt) vonk&iamen steht im Vordergrund?

Auch die Ergebnisse des vierten Kapitels erlaulie® 8pezifizierung der Frage, indem auf
zu erwartenden Schwierigkeiten geachtet wird.

- Inwieweit kdnnen die Schuler ein konsistentes uathematisch korrektes concept
images zu Funktionen ausbilden?
Welche Einschrankungen sind jeweils zu erwarten?

- Inwieweit lassen sich MalRBhahmen identifizieren,lkkannten Fehlertypen
vorbeugen?

- Wie ist die Wahl der Art und des Zeitpunktes denl&ionsdefinition einzuordnen und
wie wird die Definition in der Folge genutzt?
Hierbei ist auch die Frage zu beantworten, wie dielFunktionsdefinition in den
gesamten Funktionsunterricht einordnet und wieegné tragfahige concept definition
mit Verbindung zum concept image gebildet werdamka
Besteht die Gefahr einer compartmentalization?
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Fragen zu den vergleichenden Analysen der Leistungeson Schilern beider Lander

In welchem Mafe bilden die Schiler in Deutschland lErankreich die funktionale
Denkweise aus und sind zu deren Anwendung fahig?

Die Beantwortung dieser Frage soll sich im Weseméih auf Analysen von Ergebnissen der
Subskalaveranderung und Beziehurgn PISA 2003, auf Detailbetrachtungen der PALMA-
Studie und auf eine in beiden Landern durchgefinterviewstudie stitzen. Hierdurch und
auf Grund der Vorarbeiten aus den vorangegangeaeitdfn kann auch diese tbergreifende
Frage in einen Komplex von Detailfragen aufgespaltrden.

- Wie sind die Ergebnisse der Schiler in der Subsketanderung und Beziehurgn
PISA 2003 zu bewerten, wenn ein spezieller Fok@isli@uAusbildung der
funktionalen Denkweise gesetzt wird?

- Wie kdnnen auftretende Probleme mit Grundvorstgtagiefiziten, unangebrachten
concept images, Ubersetzungsschwierigkeiten odkaran im dritten Kapitel
genannten Konzepten beschrieben werden?

- Inwieweit kann die Entwicklung der funktionalen D@&reise von bayerischen
Schilern mit Hilfe der PALMA dokumentiert werden?

- Konnen die festgestellten Probleme mit Hilfe deRahmen von PALMA in
Deutschland und Frankreich durchgefiihrten Intergiewemplarisch konkretisiert und
analysiert werden?

- Lassen sich Starken und Schwéachen der Schileieuhterschiedlichen Inhalte der
Lehrplane und Lehrbtcher zuriickfihren?
Gibt es Schwierigkeiten, die trotz unterschiedlrcHerangehensweisen in beiden
Landern gleichermal3en auftreten?
Welche Konsequenzen kdnnen daraus gezogen werden?

Im nachsten Abschnitt wird dargestellt, wie diesagen beantwortet werden sollen.

5.2 Methodologie

Das Curriculum eines Landes lasst sich in auf Elsgnen betrachten. Unter demendierten
Curriculum versteht man das von den entscheidehdgitutionen gewollte Curriculum, das
seinen Ausdruck in den Lehrplanen und den Lehrgamkentaren findet. Dgstentielle
Curriculum, das die Verbindung zwischen dem intertdh und dem tatsachlich umgesetzten
Curriculum bildet, kann mit Hilfe der Lehrbiicheradysiert werden. Die im Unterricht
tatséachlich behandelten Inhalte sind Teil mgslementierterCurriculums, welches durch
Beobachtungen in den Schulen oder zumindest duebhetbefragungen zu erfassen ist. Das
erreichteCurriculum auf3ert sich schlief3lich in den Schulstimgen selbst. (Baumert et al.,
2000; Schmidt et al., 1996)

In den folgenden Kapiteln werden das intendieras, pbtentielle und ein Teil des erreichten
Curriculums von Deutschland und Frankreich im Bdrdunktionalen Denkens miteinander
verglichen. Ein mit Sicherheit sehr interessantet aufschlussreicher Vergleich des
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implementierten Curriculums wirde den Rahmen didseeit sprengen. Durch die Analyse
des potentiellen Curriculums ergibt sich jedocHit@&anahes Bild dessen, was in den
Klassenzimmern tatsachlich behandelt wird, da dieutzten Schulblicher den Unterricht
stark pragen.

Der erste Teil der Fragen aus Abschnitt 5.1 bezht auf das intendierte und auf das
potentielle Curriculum.

Fur die Analyse und den Vergleich der intendie@enricula von Deutschland und
Frankreich werden in Deutschland die bayrischenpitsaul-, Realschul- und
Gymnasiallehrplane der Klassen 5 bis 10, sowieldigschlandweit geltenden
Bildungsstandards herangezogen. In Frankreich wettseLehrpléane der Klassen CM2 und
6° bis 2 genutzt.

Die potentiellen Curricula werden durch die Bettadly von ausgewahlten Schulblichern
dargestellt. Auf der deutschen Seite wird exemgtériein bayrisches Schulbuch pro Schulart
und Klassenstufe analysiert, auf der franzésis@wte sind es zwei Schulbiicher pro
Klassenstufe. Dabei handelt es sich in allen FallarSchulbucher, die im jeweiligen Land
zu den am meisten benutzten gehoren.

Die Analyse der Bucher erfolgt mit Augenmerk awd ofi oben gestellten Fragen also auf
Ubersetzungen, Reihenfolge der eingefiihrten Fun&tipbendétigte Grundvorstellungen, etc.
Der Fokus liegt also nicht auf den verschiedenefgy&bhentypen wie Extremwertsuche,
Ableitungen, etc.

Die zweite Fragengruppe aus Abschnitt 5.1 beziehtauf das erreichte Curriculum. Fir
dessen Evaluation werden PISA 2003 mit der Subskadanderung und Beziehungd die

im Rahmen von PALMA in Deutschland und Frankreiahctigefihrten Interviews
herangezogen.

Dabei wird bei PISA 2003 nicht nur die globale ltemsy der Schiler betrachtet, sondern auch
versucht mit differentiellen Itemanalysen die Folgmterschiedlicher Schwerpunktsetzung in
den intendierten und potentiellen Curricula empirisachzuweisen. Mit den Interviews von
PALMA konnen einige der zuvor identifizierten Stérnkund Schwachen, wie beispielsweise
die unterschiedlichen zu erwartenden concept imadesdie verschiedenen Auspragungen
von Grundvorstellungen, dargestellt werden.

In Bayern wird noch dazu speziell die PALMA Landssitistudie in die Analysen mit
einbezogen, um Entwicklungen der funktionalen Degike aufzuzeigen.

Naturlich wird mit diesen Instrumenten nur ein Task erreichten Curriculums abgebildet,
namlich der Teil, der in den Testitems von PISA206d PALMA erfasst wird. In den
jeweiligen Kapiteln wird deswegen darauf eingegangee sich der erfasste Teil des
erreichten Curriculums mit den intendierten undeptellen Curricula deckt.
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6 Analyse und Vergleich der intendierten Curricula

Die Entwicklung funktionalen Denkens bei Schiileirdwon vielen externen Faktoren
beeinflusst. Gesammelte Erfahrungen und Beobachtuimy persénlichen Umfeld (zum
Beispiel eine Schlittenfahrt, das Auftreten funktiter Zusammenhange in den Medien oder
die Nutzung eines Handys mit Prepaid-Karte) bilderen ersten Kontakt mit der
funktionalen Denkweise. Da dieser vom einzelnenifrrabhangig ist und sich tber einen
nicht zu begrenzenden Zeitraum erstreckt kannd@eauf nicht weiter eingegangen werden.

Ein weiterer Faktor, der die Entwicklung funktioealDenkens untersttitzt, ist die
Schulbildung. Im folgenden Kapitel wird mit der g&gichenden Analyse der Lehrplane
Deutschlands und Frankreichs das intendierte Guuanc beider Lander im Bereich
funktionalen Denkens untersucht.

Die Analysen beschranken sich auf die Klassenstiiiieibis zehn (CM2 bis®in

Frankreich), da in dieser Zeit die wesentlichenr@tagen des funktionalen Denkens gelegt
werden. So wird die direkte Proportionalitat in &=alschule und im Gymnasium Bayerns in
der 6. Klasse, nach Vorarbeiten aus der 5. Klasegefuhrt. In Frankreich werden lineare
Funktionen in der 9. Klasse®aind der abstrakte Funktionsbegriff in der 10.9¢k (29

zum ersten Mal definiert. Diese wichtigen Etappeder Entwicklung und das
Ubereinstimmen mit dem deutschen AusbildungsabtcBekundarstufe | haben zur Wahl
des betrachteten Zeitfensters gefiihrt (siehe aagiitéd 5).

Dem Vergleich der aktuellen Lehrplane ist eine Gédperstellung beider Lander
vorangestellt, die ihre grundsétzliche Vergleiclkk#raufzeigt. Dabei werden auch die
jeweiligen Schulsysteme dargestellt. AnschlieReird @in kurzer Uberblick tiber die
jeweilige historische Entwicklung der LehrplaneFainktionen gegeben, damit die
Schwerpunktsetzungen in den aktuellen Lehrplanegeerdnet werden kdnnen.

6.1 Deutschland und Frankreich — Eine Gegentiberstellung

Im Abschnitt 6.3 und im Kapitel 7 werden die int@rten und potentiellen Curricula von
Deutschland und Frankreich analysiert und gegewgéisézllt. Anschliel3end werden in den
Kapiteln 8 und 9 die Fahigkeiten von deutschenfuaizésischen Schilern miteinander
verglichen. Bei diesen Vergleichen und Gegeniibiératgen ist es wichtig einen Uberblick
uber die jeweiligen Rahmenbedingungen zu haberseDiagerden in den nachsten Abschnitten
kurz vorgestellt. Zuerst wird ein grober Uberblidker die Eckdaten beider Lander gegeben,
dann das Schulsystem vorgestellt und abschlie3erzdauf die Mathematiklehrerausbildung
eingegangen. Dabei wird auf deutscher Seite exersgitadas Bundesland Bayern betrachtet.

6.1.1 Landerprofile
Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht tiber adnigchtige Eckdaten beider Lander:
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Deutschland Frankreich
Flache 357.000 km? 544.000 km?
Einwohner (2003) 82,5 Millionen 60 Millionen
Bevolkerungsdichte (2003) 231 Einwohner/km? 110aBihner/kmz
Anteil der Stadtbevélkerung (2000) 71% 73%
Pro-Kopf-Bruttoinlandsprodukt (in| 25.453 $ 26.818 $
US-$, umgerechnet auf Kauf-
kraftparitat-Basis) (2001)
Bildungsausgaben in Prozent des| 5,3% 6%
BIP (2001)
Kumulativen Ausgaben je Schiiler 49.145 $ 62.731%
zwischen 6 und 15 Jahren (in US-$,
umgerechnet auf Kaufkraftparitat-
Basis) (2001)
Bevolkerung in der Altersgruppe | 86% 68%
35-45 Jahre, mit mindestens
Sekundarstufe-lI-Abschluss
Anteil der 15-jahrigen Schuler
(PISA 2003-Zielpopulation) die:
im Inland geboren sind und 84,6% 85,7%.
mindestens ein im Inland geborenes
Elternteil haben
im Inland geboren sind und im 6,9% 10,8%
Ausland geborene Eltern haben
im Ausland geboren sind und im | 8,5% 3,5%

Ausland geborene Eltern haben

Tabelle 6: Gegenliberstellung von Deutschland und Frireich
(Statistisches Bundesamt Deutschland; Institut natinal d’études démographiques; OECD, 2004a; OECD,

2004b; Deutsche Botschaft Paris)

Es fallt auf, dass die Bevolkerungsdichte in Frardr nur halb so grof3 ist wie in
Deutschland und dass die franzosischen Bildungsdesghoher sind. Diese Eckdaten zeigen
jedoch auch, dass beide Lander in Bezug auf GMBeschaftsleistung, Bildungsausgaben
und Anteil der Schiler mit Migrationshintergrund Wesentlichen vergleichbar sind.

Es wird nun kurz die Organisation des Bildungswedmider Lander vorgestellt.
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6.1.1.1 Bildungswesen Deutschlands:

Deutschland ist ein Bundesstaat und besteht aBsid@eslandern, die in einigen Bereichen
weitgehende Souveranitat genieRen. Zu diesen Bereigehort insbesondere das
Bildungswesen. Die Bildungssysteme in den vers@med Bundeslandern weisen jedoch
groRe Ahnlichkeiten auf und stimmen im Aufbau weftgnd (iberein. Dies liegt unter
anderen an datandigen Konferenz der Kultusminister der Landeder Bundesrepublik
Deutschlandder Kultusministerkonferenz. Sie soll durch Karsand Kooperation die
Mobilitat unter den Lernenden sichern, was sictienVergleichbarkeit der Zeugnisse und
der Sicherung von Qualitatsstandards aul3ert.

Dennoch unterscheiden sich die Bildungssystemaigen Punkten. So variieren etwa
Einschulungsalter und Pflichtschulzeit zwischen Bandeslandern, Schularten wie
Gesamtschulen existieren nicht Gberall und dieedmen Lehrplane setzen unterschiedliche
Schwerpunkte.

Um die folgenden Analysen in der nétigen Feinharctfliihren zu kbnnen und nicht 16
Einzelsysteme betrachten zu missen, wird exemphadas Bundesland Bayern betrachtet.

Mit 12 Millionen Einwohnern auf 70.500 km? hat Bayeine Bevolkerungsdichte von 176
Einwohnern je Quadratkilometer. Es ist das flach&Big grof3te Bundesland, hat aber
weniger Einwohner als das bevolkerungsreichste Bsladd Nordrhein-Westfalen.

Durch diese GroR3e und hohe Einwohnerzahl ist gedictlass eine ausreichende Diversitéat in
der Bevolkerung gegeben ist, die etwa in Stadistaaicht vorhanden ist.

In der PISA 2003 Erweiterungsstudie fur den Vexdleder Bundeslander untereinander hat
Bayern in Mathematik und anderen Bereichen diez8pjiosition belegt (Siehe Kapitel 8).

Einen wichtigen Einfluss auf die Wahl von Bayers Aftbeitsgrundlage hatte neben der
breiten Datenbasis und dem guten Abschneiden bé&I&A 2003 Studie das Vorhandensein
der PALMA Studie. Dieses Projekt zu Analyse dershgsentwicklung in Mathematik
arbeitet mit einer reprasentativen Stichprobe &yreltische Schiler und setzt in den
schriftlichen Tests und der angeschlossenen Ieestudie Items zu funktionalem Denken
ein. Es erlaubt es durch das Langsschnittdesidpegsmdere Entwicklungsverlaufe zu
analysieren (siehe Kapitel 8 und 9).

6.1.1.2 Bildungswesen Frankreichs:

Das Bildungssystem in Frankreich ist im Gegensatderm Deutschlands zentralistisch
organisiert. Entscheidungen etwa tber den AufbauSystems oder Uber die Lehrplane
werden vomministere de I'éducation nationale, de I'enseignanseapérieur et de la
rechercheflir das gesamte franzdsische Staatsgebiet getroffe

In den folgenden Abschnitten werden das Bildungssyvon Deutschland am Beispiel von
Bayern und das Bildungssystem von Frankreich deeliies
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6.1.2 Schulsystem

6.1.2.1 Schulsystem Deutschlands am Beispiel von Bayern

Klassenstufe Alter bei
Eintritt

13 18

12 17

11 16

[EY
o

15

Gymnasium 14

13
Realschule

Hauptschule 12

Grundschule

PRI WDl O|O| N O ©
[EEN
o

Tabelle 7: Bayerisches Schulsystem

In Bayern werden Kinder eingeschult, wenn sie \@nd0.6 des Einschulungsjahres ihr
sechstes Lebensjahr vollendet haben (Diese Greindeatwdem Schuljahr 2006/2007
schrittweise auf den 31.12. verschoben). Die Sdhchp dauert neun Jahre, endet also etwa
zwischen dem 15. und dem 16. Lebensjahr.

Zuerst besuchen die Schiler vier Jahre lang geamainée Grundschule, bevor sie mit 10
Jahren auf drei unterschiedliche Bildungswege deiijeverden.

Die Hauptschule ist der kiirzeste Bildungsweg. Sigedt finf Jahre und endet mit dem
Hauptschulabschluss. Diese Schulart zielt daradtiiler auf die Arbeit in handwerklichen
Berufen, der Industrie oder im einfachen Dienstigigsbereich vorzubereiten.

Begabte Schuler kdnnen nach einer zusatzlicherteelflasse an der Hauptschule den
Realschulabschluss (Mittlere Reife) machen.

Die Realschule wird von den Schilern nach sech®dahlso in der 10. Klassen, mit der
Mittleren Reife abgeschlossen. Sie ist praxisomentind besteht ab der 7. Klasse aus drei
Zweigen mit unterschiedlichen Schwerpunkten (daeiormathematisch-technischer Zweig).
Die Ausbildung an der Realschule bereitet etwaeelinische Berufe in Industrie und
Wirtschaft oder die Arbeit in Verwaltungen, Bankser Versicherungen vor.
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Der zweijahrige Besuch einer Fachoberschule im Anss an die Mittlerer Reife fuhrt zu
einer fachgebunden Hochschulreife, dem Fachabitur.

Das Gymnasium fuhrt nach neun Jahren zur allgemetteehschulreife, dem Abitur. Dieses
wird in der 13. Klasse abgelegt und erlaubt dadiSto an einer Universitat. Im Zuge der
Angleichung der Lehrpléane aller Bundeslander wudzeit in Bayern das achtstufige
Gymnasium eingefihrt, das schon in der 12. Klagseem Abitur abschliel3t.

Im Schuljahr 2002/2003 ist die Verteilung der bagaven Schiler der 9. Klasse auf die
verschiedenen Schularten am Schuljahresanfan@idienfde: Etwas weniger als die Halfte
der Schiler besucht die Hauptschule. Jeweils etwdliertel der Schuler besucht die
Realschule (davon ein Funftel den mathematischaischen Zweig) und das Gymnasium
(Diese Aufteilung auf die verschiedenen Schulakim in anderen Bundeslandern stark
unterschiedlich ausfallen). Die Grenzen zwischen$ehularten sind durchlassig, sodass
gute oder schlechte Schiler Schulart wechseln kir{Bayerisches Landesamt fir Statistik
und Datenverarbeitung)

In der Regel besteht ein Schultag aus sechs Uttiessiunden a 45 Minuten und einer oder
zwei Pausen. Eine typische Schulwoche besteht atesricht von Montag bis Freitag,
jeweils zum Beispiel von 8 bis 13 Uhr. Nachmittagsuricht findet nur selten statt.
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6.1.2.2 Schulsystem Frankreichs

Klassenstufel Jahr Alter bei
Eintritt
13 17-18
Terminale 12 16-17
re Lycée
1 11 . . 15-16
Lycée professionnel genéral et technologiqug
2de 10 14-15
3° 9 13-14
4° 8 12-13
College
5° 7 11-12
6° 6 10-11
CM2 5 9-10
CM1 4 8-9
CE2 3 Ecole élémentaire 7-8
CE1l 2 6-7
CP 1 5-6

Tabelle 8: Franzésisches Schulsystem
(CP = Cours préparatoire; CE = Cours élémentaire; 1 = Cours moyen)

Kinder werden in Frankreich eingeschult, wenn siedem 31.12. des Einschulungsjahres
ihren sechsten Geburtstag haben. Die Schulpfliotiéemnit dem 16. Geburtstag.

Die Schiler besuchen zuerst funf Jahre lang diéeEEdémentaire und anschlieRend vier
Jahre lang gemeinsam das Collége. Erst danachltenvdn 14-15 Jahren, werden sie in
verschiedene weitere Laufbahnen aufgeteilt.

Nach der 3tritt ein Teil der Schuler in Lyée général und &gaechnologique tber. Das
Lycée général fuhrt innerhalb von drei Jahren zwaodalauréat général, der allgemeinen
Hochschulreife. Der Abschluss im Lycée technologigurd ebenfalls in drei Jahren erreicht
und heifl3t Baccalauréat technologique. Er bereitet Beispiel auf Arbeiten in der Industrie
(Maschinenwesen, Bauwesen, Elektronik...), in dem&tung und im Rechnungswesen vor.
In der 2® haben Lycée général und Lycée technologique imevtshen noch einen
gemeinsamen Lehrplan, der sich aber in der Prenmeltsgcée général in drei Zweige und im
Lycée technologique in eine Vielzahl von Speziahghgen aufgliedert.

Ein weiterer Teil der Schiler besucht das Lycédégsionnell, in dem mehrere Abschliisse in
unterschiedlicher Zeit vorbereitet werden konneer. Bichste davon ist der Baccalauréat
professionnel und wird in vier Jahren erreicht. Dgrée professionnel bereitet auf Berufe in
der Industrie und im Dienstleistungssektor vor.
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Von den Schiilern die 2001/2002 dfeb@sucht haben besuchen am Anfang des Schuljahres
2002/2003 62% die®@in einem Lycée général oder einem Lycée technolagi31% gehen

in ein Lycée professionnel und 7% wiederholen di&cBva 80% der Schiiler eines Jahrgangs
erreichen einen der verschiedenen Baccalauréaisis(bte de la jeunesse, de I'éducation
nationale et de la recherche)

Im Allgemeinen besteht ein Unterrichtstag in Frantn aus sechs bis sieben Schulstunden a
55 Minuten, die auf den Vormittag und den Nachrgittarteilt sind. Eine Unterrichtswoche
dauert von Montag bis Freitag, wobei am Mittwochmatttag kein Unterricht stattfindet. In
manchen Fallen wird als Ausgleich fur einen kontpleterrichtsfreien Mittwoch am
Samstagvormittag unterrichtet.

Das Schuljahr beginnt tblicherweise Anfang Septendiso unwesentlich spater als in den
meisten deutschen Bundeslandern, wo es im LaufAudgssts anfangt.

6.1.2.3 Vergleich Deutschland - Frankreich

In der oben aufgefiihrten Ubersicht fallt auf, ddas Selektionsalter in Deutschland mit zehn
Jahren wesentlich geringer ist als in Frankreichl#il15 Jahren. Im Bericht zu PISA 2003
wird diese friihe Selektion fur die grof3e Variandém Leistungen der deutschen Schuler
mitverantwortlich gemacht.

In PISA 2003 wurde bei der Zielpopulation der 1Brgen auch erfasst, welche Klassenstufe
sie besuchen:

Klassenstufe 7 8 9 10 11
Anteil der Schiler in Deutschland 1, 7% 15% 60% 28,30,1%
Anteil der Schiler in Frankreich 0,2% 5,4% 349% ,3%9 2,2%

Tabelle 9: Klassenstufenaufteilung der 15-jahrigedOECD, 2005b)

In Deutschland besucht der Hauptteil der Schike©dKlasse. Die restlichen Schiiler
verteilen sich in etwa gleich auf die Klassenstufariiber und darunter. In Frankreich
dagegen besucht der Hauptteil der Schiler berneitsd Klasse. Die anderen Schiiler gehen
in niedrigere Klassenstufen. Ein Grund fur diesesekiebung zwischen Deutschland und
Frankreich ist sicherlich die frihere Einschulund-rankreich.

Auch Klassenwiederholungen werden in PISA 2003sstfé&so haben in Deutschland 9,0 %
der PISA-Zielpopulation eine Klasse in der Grundgelund 14,1% in eine in der
Sekundarstufe | wiederholt. In Frankreich, sind®$ % in der Grundschule und 26,7% in
der Sekundarstufe | (OECD, 2004b). Diese Zahled sioht direkt vergleichbar da die
Grundschule in Deutschland eine Klassenstufe wemigieals in Frankreich (fur die
Erarbeitung des Fragebogens wurden ISCED Levelemaet (International Standard
Classificaton of Education); die Grundschule entspprdem ISCED Level 1). Dennoch fallt
auf, dass in Frankreich der Anteil der Wiederhalesentlich héher ist als in Deutschland.

112



Fur die weiteren Analysen wird Folgendes aus di€sgenuberstellung festgehalten:

Bei der Interpretation der Ergebnisse von PISA 2803u beachten, dass die franzdsischen
Schiler im Mittel etwas langer in der Schule sileddee deutschen.

Bei der Analyse von Daten deutscher Schiuler is$ siigf dem von ihm besuchten Schultyp zu
achten. Daher werden fur die deutsche Seite dieplaate und Schulblcher der Hauptschule,
der Realschule und des Gymnasiums von Bayern figl&lehe herangezogen.

6.1.3 Lehrerausbildung

Es wird nun kurz die Ausbildung der Mathematikletadargestellt, da sie Aufschluss tber die
Ausrichtung des Schulsystems gibt.

6.1.3.1 Mathematiklehrerausbildung in Bayern

In Bayern gibt es fur jede der drei Schularten sgleausgebildete Mathematiklehrer. Ein
Hauptschullehrer unterrichtet viele Facher undinaer Regel keine intensive
Mathematikausbildung. Sie beschrénkt sich auf 2&6dmesterwochenstunden (SWS; Eine
SWS entspricht ein Semester lang 45 Minuten Leloé/Nfoche) in denen sowohl der
fachliche als auch der didaktische Stoff abgedetkt. Die fachlichen Grundlagen bewegen
sich auf dem Niveau der gymnasialen Oberstufe imssesondere bedeutet, dass keine
vertiefte Mathematik gelehrt wird.

Realschullehrer unterrichten zwei Facher. Wahraneki Studiums héren sie Vorlesungen in
Mathematik, die jedoch nicht das Niveau einer \&utgg im reinen Mathematikstudium
haben. AuRerdem haben sie ca. 12 SWS Lehre in fiidddr Mathematik.

Genau wie der Realschullehrer unterrichten auchizgmallehrer zwei Facher. lhre
Ausbildung ist aber weit mathematischer. So besuskeflr ihre fachliche Ausbildung einen
Teil der Veranstaltungen fur Studenten der reinethidmatik und haben nur finf SWS
Didaktikvorlesungen.

Lehrer aller drei Schularten miussen auRerdem wédhhees Studiums drei Schulpraktika
absolvieren, die jeweils drei bis sechs Wochen daue

Nach der universitaren Ausbildung folgt das zweigdn Referendariat. In diesem erhalten die
Lehrer von einem Betreuungslehrer eine praktisahieifing in der Schule, in der sie auch
erste betreute Unterrichtsstunden halten.

6.1.3.2 Mathematiklehrerausbildung in Frankreich

In Frankreich gibt es keinen Unterschied zwischem deinen Mathematikstudium und dem
Studium um Lehrer am College oder Lycée zu wertiehesondere ist keine
Didaktikausbildung an der Universitat vorgeseheaciNdrei Jahren Mathematikstudium
konnen die Studenten ein Auswahlverfahren vorbemnedas sie zum Schuldienst zulésst (das
CAPES; Certificat d'Aptitude Pédagogique a I'Enseigent du Second degré). Diese
Vorbereitung dauert tblicherweise ein volles JAmschlie3end folgt eine einjahrige
Ausbildung an einer IUFM (Institut Universitaire Bermation des Maitres), die parallel zu
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ersten betreuten Unterricht gegeben wird. In dieBammen erhalten die Lehrer ihre
Didaktikausbildung.

Franzosische Mathematiklehrer haben durch ihre idigig somit eine deutlich engere
Bindung an die Hochschulmathematik als die baykesdvathematiklehrer. Etwaige
Unterschiede im intendierten und im potentiellemr@ulum, insbesondere Orientierungen an
abstrakteren Aufgaben, kdnnen damit zumindest ¢gsleverklart werden.

6.2 Historische Entwicklung der Lehrpléane des
Funktionsunterrichts

Im diesem Abschnitt wird die historische Entwickiudes Funktionsunterrichts im 20.
Jahrhundert in Deutschland und Frankreich kurzetedt. Diese lauft ist in beiden Landern
weitestgehend parallel, obwohl verschiedene Schymdate gesetzt werden. Mit Hilfe der
Kenntnis von Traditionen beider Lander kbnnen Reifeen im jeweiligen Unterricht besser
identifiziert und erlautert werden.

6.2.1 Historische Entwicklung in Deutschland

Bis zum Ende des 19. Jahrhunderts tauchen in désaten Lehrplanen keine Funktionen
auf.

1905 wird im Zuge des Versuches der AngleichungSitdmsillehrstoffs an den
wissenschaftlichen Wissenstand der so genanntendekahrplan u.a. von Felix Klein
veroffentlicht. Von ihm gehen wichtige Impulse fien Funktionsunterricht aus. So setzt er
die Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkénkeitlinie fur den Aufbau des
gesamten Mathematiklehrplanes fest und fordert dastEinbeziehen anderer Fachbereiche
und der Realitat. Es soll zum Beispiel durch ,Beligggnachen“ geometrischer Objekte die
funktionale Denkweise in den Geometrieunterrichjebunden werden. Aber auch dem
Funktionsunterricht selbst wird ein starkes Gewightiehen. In der 7. Klasse werden
Abhangigkeiten und GroRenanderungen mit Formelaraatht. Ab der 8. Klasse werden
graphische Darstellungen von Funktionen zum Logen®Gleichungen und zur
Veranschaulichung von Zusammenhangen verwendetd@oB. bis zur 11. Klasse sollen die
Schuler verschiedene Funktionen (z.B. lineare, qumsthe, Potenz-, Exponential- und
trigonometrische Funktionen) in allen Darstellumgsfen kennen lernen. Es ist dabei nicht
von dem Funktionsbegriff oder von eindeutigen Znortgen die Rede, sondern von
funktionalen Abhangigkeiten. Die Funktionsdefinitiselbst wird nicht vor die Behandlung
von konkreten Funktionen gestellt. Die bis zur D#ibn betrachteten Funktionen werden erst
in der 12. Klasse unter dem Funktionsoberbegrébmmengefasst. (Kriger, 2000b).

Zu beachten ist, dass der Meraner Lehrplan letiglio Vorschlag und keine verbindliche
Vorgabe darstellt. Er hat allerdings einen stafkgeriluss auf die in den Folgejahren erstellten
Lehrplane, in die Funktionen nach und nach Einzbgleen.

So wird das Erkennen von gegenseitigen Abhangighdif25 in den staatlichen Lehrplan
Preul3ens aufgenommen. Dort heif3t es:
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Der in den Mittelpunkt zu stellende Funktionsbegsifrd zunéchst anschaulich eingefuihrt, um
allméhlich scharfer gefasst und auf der Oberstutdlgemeiner Form behandelt zu werden
(Richterschen Richtlinien, zitiert nach Kriger, gap

Im Gegensatz zum Meraner Lehrplan liegt hier medwiGht auf der Einfihrung des
Funktionsbegriffs. Die Forderung na€hziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens
und der damit einhergehenden Betrachtung funkt@n@bhangigkeiten in allen Bereichen
der Mathematik und dariber hinaus findet sich hieint mehr.

Bis in die 50er Jahre wird in der Schulmathemaitile &-unktion als veranderliche
Abhangigkeit angesehen. Defizite der Schuler insamnschaftlichen Umgang mit Funktionen
und die voranschreitende Fachwissenschaft mit deeien von Bourbaki fihren Ende der
60er Jahre zur Reform der ,modernen Mathematiktlander Funktionsbegriff mit Hilfe der
Mengentheorie eingefuhrt wird.

Im Gymnasium wird in dieser Zeit ab der 5. KlasseRelationen und Paarmengen
gearbeitet. In der 7. oder 8. Klasse wird eine &enDefinition von Funktionen als speziellen
Relationen gegeben und anschliel3end werden lifeangionen betrachtet. In den folgenden
Klassenstufen wird die Arbeit mit dem Funktionshiégiurch die Einflihrung weiterer
Funktionstypen vertieft. Es findet also keine Hitnlag zum Funktionsbegriff mehr statt, der
stattdessen vorab mit Hilfe einer abstrakten Dedinieingefuhrt wird.

Die Lehrplane in den Realschulen orientieren sitdenen des Gymnasiums und vollziehen
ahnliche Entwicklungsschritte.

In den Hauptschullehrplanen werden Funktionen, widrarhaupt, erst sehr spat behandelt.
Allerdings beschranken sie sich im WesentlichendsiBehandlung von linearen
Funktionen. (Andelfinger, 1985)

Auch in der DDR werd Ende der 60er Jahre FunktiongrHilfe der Mengenlehre definiert,
nachdem sie davor als wechselseitige Abhéangigbait, eindeutige Zuordnung definiert
worden waren (Stoye, 1990, S. 767).

Ab den 80er Jahren findet nach und nach ein Rigkdas Einflusses der Mengentheorie auf
den Funktionsunterricht in allen Schulformen staténiger formale Aspekte von Funktionen
wie Kovariation oder Zuordnung erhalten wieder m@kwicht und Funktionen werden mit
Anwendungsbeispielen im Unterricht eingefuhrt.

Die im Folgenden analysierten Lehrplédne von Bageeiien den Stand dieser
Entwicklungsphase im Jahr 2003 dar.

Diese grobe Darstellung der Entwicklung des Fumisimterrichts in Deutschland zeigt
folgende Phasen: Ausgeltst durch den Meraner Lamngn 1905 werden in den darauf
folgenden Jahren Funktionen in den Mathematikuictgraufgenommen. Sie werden zu
einem festen Bestandteil des Mathematikunterrightsmit anschaulichen Beispielen als
veranderliche Abhangigkeit eingefuhrt. Ende der@@dre fihren Bestrebungen, den
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formalen Umgang mit Mathematik zu verbessern, nereabstrakten Einfihrung von
Funktionen mit Hilfe von speziellen Relationendin 80er Jahren setzt dann eine
Gegenbewegung ein, die zu einer breiteren Betraghdes Funktionskonzeptes und zu einer
starkeren Einbindung der Realitat fuhrt.

6.2.2 Historische Entwicklung in Frankreich

Auf Grund des zentralistischen Schulsystems vonkfeach kann hier die
Lehrplanentwicklung an Hand der wichtigen Reformgtehnkonkret dargestellt werden, da es
nicht wie in Deutschland eine Vielzahl von Lehr@argibt und die Darstellung somit in
einem angemessenen Rahmen gehalten werden kann.

Ende des 19. Jahrhunderts werden in der Experiftpéytak in franzdsischen Schulen
verstarkt funktionale Zusammenhénge betrachtet.dfesem Grund werden 1902 erstmals
Funktionen in den Mathematiklehrplan aufgenommiere Untersuchung bleibt jedoch stark
von der Anwendung in anderen Fachern wie der Plgegtkagt und beschrankt sich auf
einfache Funktionen (Belhoste, 1995; Artigue, 1996198). In der 4werden proportionale
und antiproportionale GroRen betrachtet, bevoeindie Variation und der Graph der
Ausdriickeax+b, x2und1/x untersucht werden. In def®Zolgen Variation und Graph vaax2
und (ax+b)/(a’x+b’). Das WortFunktiontaucht erst in der'®® gemeinsam mit den
Kreisfunktionen auf. Bei dem hier dargestellten iptén handelt es sich um den des
mathematisch anspruchvollsten Schulzweiges. Weaiggpruchsvolle Zweige behandeln
manche Aspekte jeweils erst ein Jahr spater. (Bnogne France, 1902)

Auch 1923 werden in def proportionale und antiproportionale GroRen untehsiDiese
Untersuchungen werden in dén@rtieft, bevor in der® die ,Funktion“y=ax+b
einschlief3lich deren Graphen studiert wird. In eielahrgangsstufe werden auch lineare
Gleichungssysteme mit deren graphischen Losungschéigiten betrachtet.

Der Lehrplan im Bezug auf Funktionen wurde alsewdacht. Zwar taucht der
Funktionsbegriff nun schon in def°2wuf, aber Funktionen mit héherem Grad als eins ode
antiproportionale Funktionen werden frihestenseinif behandelt. (Programme France,
1923)

Der nachste untersuchte Lehrplan stammt aus dend94b. Dort finden sich bis zuf Reine
Inhalte, die auf Funktionsbetrachtungen hinweig€amn wird allerdings schon in det &er
Funktionsbegriff eingefuhrt. Es werden dabei prtipoale Funktionen, deren Graphen und
lineare Gleichungssysteme einschliel3lich der geagpiein Losung betrachtet.

Antiproportionale Verhaltnisse zwischen Grof3enesoingegeben werden, ohne dass von der
Funktiony=1/x die Rede ist. Diese wird zusammen mit den Funktigrrax +b undy=a/x,
jeweils mit Graph und Wachstumsverhalten, in déuBtersucht.

Es fallt auf, dass die Funktionsdefinition sehhfrgleichzeitig mit proportionalen Funktionen
gebracht wird, aber keine Funktionen hoheren Gmandérsucht werden. Lineare
Funktionen werden weiterhin in def®2ein Jahr nach der proportionalen Funktion behiande
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(1945 gibt es auch einen enseignement moderne, caurauf einen friiheren Schulabgang
vorbereitet. Dessen leicht abweichender Lehrplad ier nicht untersucht) (Programme
France, 1945)

1960 ist schon in de4on Begriff des Zusammenhangs zwischen VariablerRede und in
der 3 wird, wie 1945, der Funktionsbegriff eingeflihrinéare Funktionen werden mit ihrem
Variationsverhalten und der graphischen Darstellumgrsucht, und lineare
Gleichungssysteme werden graphisch gelost. In®evid die Definition der Funktion als
Zusammenhang wiederholt ugdax2+bx+c undy=a/x mit ihren Variationsverhalten und
Graphiken behandelt (In weniger mathematischen @gavenury=ax? statty=ax2+bx+c).

Die Einflhrung des Funktionsbegriffs bleibt somitlier 3, aber es kommen mehr
Funktionstypen im Unterricht vor. Die Behandlurmelarer und quadratischer Funktionen
wird um ein Jahr nach vorne gezogen. Das Variatietslten und die graphische
Darstellung der behandelten Funktionen werden eixglis zu untersuchende Eigenschaften
erwéhnt. (Programme France, 1960)

1969 findet die ,neue Mathematik” mit inren mendmedretischen Auffassungen den Einzug
in den Lehrplan. Ab der®@verden zunachst mit einfachen Beispielen Relatiamal deren
graphische Darstellung eingefiihrt. Sie werden albtals Abbildungen aufgefasst und
Bijektionen werden definiert. In def kommen die Zusammensetzungen von Abbildungen
und die Umkehrungen von Bijektionen hinzu. Der Bédfunktiontaucht erstmals im
Zusammenhang mit Beispielen auf, die von Polynoktfanen gegeben werden sollen.

Im Lehrplan der 3findet man zum ersten Mal ,Funktionen* als Teit #&pitelliberschrift.
Dort werden lineare Funktionen mit ihren graphiscbarstellungen behandelt. Es werden
aber auch Beispiele gegeben, in denen Funktiondgensteise oder nur auf einem Intervall
definiert sind. In diesem Zusammenhang werden anebare Gleichungssysteme mit ihren
graphischen Lésungen behandelt.

In der 2®werden dann mengentheoretische Abbildungen vasr &lenge in eine andere
betrachtet. Im Funktionskapitel werden die in danéhandelten Funktionen wiederholt und
die zusatzlich f(x)=a/x und f(x)=|x| mit Variatieamd graphischen Darstellung in den
Lehrplan aufgenommen. Dabei wird ein besondereit Aldrdie Notation f(x) gelegt.

Man kann erkennen, dass die Abstraktheit starkrmugenen hat. Sehr frith werden
Relationen und Abbildungen behandelt, und schateir wird von Bijektionen gesprochen.
Fehlvorstellungen von Funktionen sollen durch Beisgon nicht stetigen, oder nur auf
Intervallen definierten Funktionen vermieden werd@ennoch tauchen, abgesehen von
diesen Beispielen, bis zuf®aur lineare und antiproportionale Funktionen imésritht auf.
(Programme France, 1969)

1977 findet die Einfuihrung der Relationen, Abbildan und Bijektionen erst in def &att.
In der 4 werden Zusammensetzungen von Abbildungen und eiilkedrung von Bijektionen
dazu genommen. Erst in dén@erden Beispiele fiir die graphischen Darstellundgn
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Abbildungen gegeben. Hier werden auch affine ,Adiloiigen* inklusive deren graphischer
Darstellungen eingefihrt und lineare Gleichungssystinsbesondere mit graphischen
Mitteln geldst. Der Funktionsbegriff wird erst ier?'® im Kapitel mit der Uberschrift
.Funktionen® definiert. Dieses Kapitel soll laut luglan einen hervorgehobenen Platz im
Schuljahr einnehmen. Es werden Beispiele von Fan&ti mit Formeln, Tabellen, Graphen
und Taschenrechnertasten gegeben, die sich explizier Realitat orientieren sollen. Die
Arbeit mit der graphischen Darstellung wird besasdesrvorgehoben. Globale
Eigenschaften von Funktionen, wie VariationsvedrglPeriodizitat oder Symmetrie sollen
untersucht werden. Variation und graphischen Diusige von folgenden Funktionen werden
studiert:x—ax+b, x—|x|, x>x2, x->x3, x>Vx undx—1/x. Beispiele anderer Funktionen, die
sich auf diese zurtckfihren lassen und die Krelgfanen kommen noch hinzu. Auf3erdem
wird das lokale Verhalten von Funktionen wie (1+x)?; x—(1+x)3 zur Vorbereitung auf die
Ableitung untersucht.

In der 5 und 4 ist der Lehrplan noch stark von den mengenthesmietin Auffassungen
gepragt und in der*3verden nur lineare ,Abbildungen® behandelt. DenKionsbegriff wird
jetzt erst in der % definiert, in der auch eine umfangreiche Sammemgunktionstypen
eingefihrt wird. Eine besondere Beachtung findetiinbindung der Realitat und das
Variationsverhalten, sowie die graphische Darstgll{Programme France, 1977)

Der Lehrplan von 1986 hat schon ab deeié Kapitel, das ,Funktionen“ als Teil der
Uberschrift enthalt. Konkrete Situationen sind Hiife von Tabellen und Graphen zu
beschreiben und proportionale Zusammenhange salkamnt werden. In def Wird diese
Arbeit fortgesetzt, indem geometrische Beispietehhkommen. Auch in def4vird das
Lesen, Interpretieren und Nutzen von Tabellen, Beapund Diagrammen geubt. Aul3erdem
werden proportionale ,Abbildungen* als ,Multiplikahsmaschine® eingefihrt und deren
Graphen untersucht.

Lineare Abbildungen mit ihnren Graphen stehen imrpiim der 8 Bis zu diesen Zeitpunkt
soll ausdriicklich die Definition von Funktion urtesen werden, aber ,en fonction de” (in
Funktion/Abhangigkeit von) und ,est fonction dest(Funktion/abh&ngig von) in den
natlrlichen Sprachgebrauch der Schiiler Gbergehen.

In der 2 folgt dann die formale Definition von Funktionechiler sollen reale und
geometrische Situationen mit einfachen Funktiodem, einfachen Formeln, beschreiben,
aber auch Beispiele von anders definierten Fun&tideennen lernen. Allerdings sollen
Begriffe wie Definitionsmenge oder Funktionszusamsatzungen nicht behandelt werden
und keine allgemeine Untersuchung von Polynomfomien zweiten Grades oder der
antiproportionalen Funktionen stattfinden. Die \@#dn und graphische Darstellung der
fonctions usuelles* (iiblichen Funktionex}>ax+b, x—|x|, x—x2, x=x3, x>\x undx—1/x
und einfachen Zusammensetzungen von diesen saitersucht werden. Beispiele von
Sinus- und Kosinusfunktion stellen einen erstentkinmit den Kreisfunktionen dar. Sie
werden ebenso wie die anderen Beispiele auf VanaReriodizitat, Symmetrie und Extrema
untersucht. Schlief3lich soll die Lésung von linea@eichungssystemen auch mit
graphischen Mitteln beherrscht werden.
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In diesem Lehrplan tauchen Funktionen nun ab 8enlizit auf. Ein starker Akzent wird
auf die Darstellungen in den verschiedenen Daustgdiregistern gelegt, die in allen
Jahrgangsstufen gelibt werden. Nachdem zwei Jabypentionale Situationen behandelt
werden, tauchen in def Hneare Abbildungen und ein Jahr spater affineilslimgen auf.
Der Hauptteil der Arbeit mit Funktionen findet eirstder 2° statt. Der Funktionsbegriff wird
dort definiert und eine Liste von ,Ublichen Funki@n“ gegeben, die auch in einfachen
Zusammensetzungen auf Variationsverhalten und ggelpd Darstellung analysiert werden.
(Programme France, 1985)

Funktionen werden in Frankreich also erstmals afagdes 20. Jahrhundert wegen ihrer
physikalischen Anwendungen in der Schule eingefitstwird ein besonderer Wert auf
Variationsverhalten und graphische Darstellungggel@ie Funktionsdefinition wird eher in
den Hintergrund geruckt. Im Laufe der Zeit werdamier mehr Funktionstypen in den
Lehrplan aufgenommen und die Funktionsdefinitiofrimere Klassenstufen gezogen.

Mit der neue Mathematilwerden dann in den 70er Jahren Funktionen mieHitin
Relationen schon in def definiert. Es werden weniger Funktionstypen beleéindhd der
Variationsgedanke nicht so stark betont.

Schon mit den Lehrplanen von 1977 verschwindefrdige Definition von Funktionen
wieder und Anwendungen werden wieder in den Vonderdj gertickt. Eine breite Palette von
Referenzfunktionen wird auf globales und lokaleshdéen hin untersucht.

Diese Entwicklung setzt sich 1986 fort. Ein erétentakt ab der ®mit realen Beispielen von
funktionalen Zusammenhangen in ihren graphischen @dbellarischen Darstellungsformen
filhrt erst in der % zur Definition des Funktionskonzepts und zur Befttang von anderen
Funktionstypen, als linearen Funktionen.

Neben diesen Anderungen ist auch eine gewisse &ungt den Lehrplanen festzustellen.
Lineare Zusammenhange werden bis auf 1923 indeingefiihrt und dort fur die Losung
von linearen Gleichungssystemen genutzt. Antiprigoale Zusammenhange tauchen meist
erst ein Jahr spater in dé¥ auf. Graphische Darstellungen und Variationsvéehatehmen
uberall eine hervorgehobene Stellung in der AnmgitFunktionen ein.

Als Bruch mit der Tradition kann die spate Definitides Funktionsbegriffs ab den
Lehrplanen von 1977 gewertet werden. Bis zu diegeitpunkt wird die Funktionsdefinition
vor oder mit der Behandlung von linearen Zusammegé&é in den Unterricht aufgenommen.
In spateren Lehrplénen folgt die Definition erst &ahr nach den linearen Abbildungen.

Bemerkung 2 3 20
1902 | Lehrplan far Proportionale und  y=ax+b y=ax?
starksten Zweig; antiprop. Gréf3en y=Xx2 y=ax+b/(a’x+b’)
Definition erst in 1° y= 1/x
1923 Proportionale und Proportionale und  Definition
antiprop. Gréf3en antiprop. Grof3en y=ax+b
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1945 Definition y=ax+b
y=ax y=a/x
Lin. Gleichungssys
Antiprop. Grol3en
1960 Zusammenhang Definition y=ax?+bx+c
zwischen Variablen y=ax+b y=a/Xx
Lin.Gleichungssys.
1969 | Mengentheorie; Zusammensetzung y=ax+b f(x)=a/x
6% einfache Beispiele von Abbildungen Lin.Gleichungssys. f(x)=|x|
von Relationen; Begriff Funktionmit nichtstetige, auf
5% Abbildungen Beispiel von Intervallen definierte
Polynomen Funktionen
1977 | 5: Relationen, Zusammensetzung Graphen Darstellung Definition
Abbildungen von Abbildungen y=ax+b X—|[X]|, X>X2 , Xx—X8,
Lin.Gleichungssys. x—x und x—1/x
1986 | Ab 6: Explizit Arbeit y=ax y=ax+b Definition
mit Tabellen und »en fonction de* und ,en fonction de“ und x—|x|, X->X2, x—X3,
Graphen ~est fonction de” »est fonction de” X—\x und ¥—1/x
Tabelle 10: Ubersicht zur Lehrplanentwicklung in Frankreich
6.2.3 Vergleich der historischen Entwicklungen

Der Verlauf der historischen Einfihrung des Fumdianterrichts in Deutschland und
Frankreich ist, wie man sieht, weitestgehend palrdit beiden Landern werden Funktionen
aus einem Anwendungsgedanken heraus am Anfandgddal®hunderts in die Lehrplane
aufgenommen. Nach einer Phase der Etablierungifolign 70er Jahren dieue
Mathematikmit den frih als spezielle Relationen definiefemktionen. Anfang der 80er
Jahre kehren beide Landern schrittweise der Mehgent den Ricken zu, um wieder mit
der vollen Breite des Funktionsbegriffs und degsewendungen zu arbeiten.

Funktionen sind also sowohl im deutschen als anncfianzosischen Mathematikunterricht
ein Gebiet mit langer Tradition, in dem im Laufe deit Erfahrung gesammelt und der
gewahlte Aufbau verfeinert werden konnte. Es erk@lit sich jeweils Traditionen beziiglich
der zu behandelnden Inhalte, die in den heuteggiiitLehrplanen wieder gefunden werden
kdnnen.
Bei allen Aussagen Uber die Entwicklungsmdoglictdeitler funktionalen Denkweise seit
Anfang des 20. Jahrhunderts ist in beiden Landerdveachten, dass sich der Schulbesuch
und Bildungszugang im Lauf des letzten Jahrhundent@ndert hat. Ein Bildungssystem, das
sich gleichermal3en an alle Bevolkerungsschichtdneat hat sich erst dort voll entwickelt
und findet heute seine volle Entfaltung in Konzeptee demathematical literacyon PISA.

Im restlichen Kapitel werden die aktuellen Lehrg&mon Bayern und Frankreich zu
Funktionen in ihren Feinheiten analysiert und viesdm Hintergrund miteinander verglichen.
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6.3 Analyse und Vergleich der aktuellen intendierten Curicula

Im diesen Abschnitt werden zunachst die Lehrpléare-Hhuptschule, Realschule und des
Gymnasiums von Bayern von der 5. bis zur 10. Klassken Bereichen analysiert, die fur die
Entwicklung funktionalen Denkens ausschlaggebend. &ine analoge Analyse wird
anschlieBend mit den franzdsischen Lehrplanen Wi Bis 2 durchgefiihrt. AbschlieRend
werden Ahnlichkeiten und Unterschiede im Inhalt éadbau der Lehrplane dargestellt und
eine tabellarische Ubersicht gegeben.

In spateren Kapiteln dieser Arbeit werden die Leigen deutscher und franzésischer Schiler
verglichen und die Leistungsentwicklung der baydmen Schiler analysiert. Daflr werden
die Daten von PISA 2003 und von PALMA verwendee Diaten von PISA wurden im
Frahjahr 2003 mit 15-jahrigen Schilern erhoben.jBieliche Erhebung der PALMA-Daten
hat im Frihjahr 2002 in der 5. Klasse angefangeh2@®6 die 9. Klasse erreicht.

In dieser Arbeit werden deswegen die zu den jegemiliTestzeitpunkten gultigen Lehrplane
betrachtet. Dies sind in Frankreich Lehrplane aarsthhren 1995, 1997, 1998, 2001 und
2002 (Programme France école primaire, 1995; Pruma France @ 2 1995-2001), in
Bayern fUr die Hauptschule Lehrplane aus dem Ja@r {Lehrplan Bayern Hauptschule
Klasse 5 bis 10, 1997) und fur das Gymnasium Lémghus dem Jahr 1989 (Lehrplan
Bayern Gymnasium G9, 1989). Fur die Mehrheit deddbe PISA 2003 getesteten
bayerischen Realschiler ist der Lehrplan der indwéia abgeschafften 4-stufigen Realschule
von 1993 ausschlaggebend (Lehrplan Bayern Reaks&yl 1993), wahrend bei den
PALMA-Erhebungen bereits die neuen Lehrplane dstuigen Realschule aus den Jahren
2000 und 2003 giiltig sind (Lehrplan Bayern RealkeKilasse 5 bis 10, 2000-2003). Da es
sich bei PALMA, im Gegensatz zu PISA 2003, um e#&ia bayerische Studie handelt, mit
der auch der Einfluss der bayerischen Lehrplanersmntht werden kann, liegt der
Schwerpunkt der Analysen bayerischer Realschulléhepauf den aktuellen Lehrpléanen von
2000 und 2003, wobei aber auf wichtige Anderungsgegiiber den Lehrplanen von 1993
hingewiesen wird. Es zeigt sich jedoch, dass digemelehrplane in sehr hohem Mal3e
Ubereinstimmen (siehe Abschnitt 6.3.1.2).

Fur einige Klassenstufen Frankreichs sind inzwisaieue Lehrplane herausgegeben worden,
die teilweise auch schon in Kraft getreten sin@amme France CM2, 2002; Programme
France 6 2004; Programme Francéé& 4, 2005; Programme France College Projet, ohne
Jahr). Dies ist auch fur die bayerischen Hauptsrhuhd das neu eingefuhrte 8-stufige
Gymnasium der Fall (Lehrplan Bayern Hauptschulesgda5-M10, 2004; Lehrplan Bayern
Gymnasium Klasse 5 bis 10, 2004-ohne Jahr). Wielitighnen enthaltene Anderungen, die
die funktionale Denkweise betreffen, werden ebewisadie von der Kultusministerkonferenz
beschlossenen Bildungsstandards (Bildungsstanétaagtschulabschluss, 2004;
Bildungsstandards Realschulabschluss, 2003) in liksim nach den jeweiligen Analysen
zusammengefasst.

Die intendierte Curricula werden in folgenden Siten analysiert. Zuerst werden die aul3ere
Form und der Aufbau des jeweiligen Lehrplans béitietc Nachdem die zentralen Inhalte fir
die Ausbildung der funktionalen Denkweise fir jédassenstufe separat dargestellt und
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analysiert wurden, wird der Lehrplan fiir eine Saeh.tusammenfassend in einer Ubersicht
prasentiert.

6.3.1 Intendiertes Curriculum von Bayern

Der Lehrplan der bayerischen Grundschule siehtr@amderem vor, dass Schiiler lernen
Informationen aus Tabellen, Diagrammen und Schdebilzu entnehmen, gerundete Zahlen
in Saulendiagrammen darzustellen und mit einfadhafdstaben (z.B. 1:2; 1:10; 1:50; 1:100)
umzugehen (Lehrplan Bayern Realschule 5, 2000)irDieolgenden betrachteten Lehrplane
der Sekundarstufe | bauen auf diesem Vorwissen auf.

6.3.1.1 Hauptschule

Aufbau des Lehrplans der Hauptschule

Der Lehrplan von 1997 fur die Sekundarstufe | anbdgerischen Hauptschule (Lehrplan
Bayern Hauptschule Klasse 5 bis 10, 1997) enthélgphrgangsstufe zwei Seiten mit
Aufzahlungen von Inhalten, die die Schiller am Eshele Schuljahres beherrschen sollen.
Diese sind in Teilbereiche wie etwa Geometrie, Belioder Zuordnungen zusammengefasst.
Die Teilbereiche werden von kurzen Satzen einglatie globale Ziele (z.B.: Sicherheit und
Gelaufigkeit beim Rechnen, tiefes Verstandnis dezéhtbegriffs) definieren, etwas
detaillierter Hinweise zum Umgang mit den Inhalgeien, Verbindungen zur Realitat
herstellen, oder Weiteres, wie die Benutzung voschanrechnern, regeln. Es werden keine
Aufgabenbeispiele oder Kommentare zur Wahl derltatemgeboten.

In allen Klassenstufen sind pro Woche funf Schuidan Mathematikunterricht vorgesehen,
aul3er in der 8. Klasse, wo es nur vier sind.

Lehrplan der 5. Klasse

In der 5. Klasse sollen Schiiler Schaubildern nii3gren Zahlen deuten und erstellen
konnen. Sie arbeiten mit einfachen Gleichunger=demax+b=c (mit ganzen Zahlea, b
undc) und lernen mit Maf3staben umzugehen. (LehrplareBalauptschule Klasse 5, 1997)

Aufbauend auf den Kenntnissen der Grundschule weddeSchuiler langsam an die Arbeit in
den verschiedenen Darstellungsregistern herangdefiibersetzungsprozesse finden vor
allem mit der Realitat statt. Erste Begegnungerfumittionalen Situationen, wie dem
Umgang mit Mal3staben, werden intensiviert.

Es sei hier daran erinnert, dass in dieser ArbggruRealitat ein Realmodell verstanden wird,
bei dem schon wesentliche Vereinfachungen der Reati®n durchgefiihrt wurden (siehe
Abschnitt 3.2.1). Die Arbeit mit solchen, vereirtiéen Situationen ist in
Mathematikunterricht von Deutschland und Frankréibhch.

Lehrplan der 6. Klasse

In der 6. Klasse arbeiten die Schiler weiter mitfen und Gleichungen, die sie auch aus
Sachzusammenhangen und Aufgaben entnehmen undlfaivéh anschaulichen Modellen,
zeichnerischen Darstellungen und Tabellen I6senleBnen auch allgemein Informationen in
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Zeit- und Streckenplanen, Tabellen, Schaubilderaimdichen Materialen zu erkennen und
diese mathematisch aufzubereiten. (Lehrplan Balauptschule Klasse 6, 1997)

Mit der Arbeit mit Gleichungen, Schaubildern, Tdéelund der Einbeziehung von realen
Sachzusammenhéangen werden alle Darstellungsregis&en auch in vereinfachten Formen,
benutzt. Ubersetzungen zwischen den Registern waidgefiihrt, wobei diese hauptsachlich
die Formeldarstellung als Ziel haben.

Lehrplan der 7. Klasse

In der 7. Klasse taucht erstmals ein Teilbereidhder in der Uberschrift Bezug auf
funktionale Situationen nimmt, namlich auf Zuordgan. Die Schiler sollen aus
Sachzusammenhangen Zuordnungen ableiten, diessustien und in Tabellen,
Schaubildern und Koordinatensystemen darstellenSokwerpunkt liegt dabei auf
proportionalen Zuordnungen, die von den Schilegrsalche erkannt und in allen
Darstellungsregistern untersucht werden. Darstgéarals Formel stehen dabei im
Vordergrund, wéahrend Darstellungen aus anderensiRegizur Ermittlung fehlender Gro3en
herangezogen werden.

In anderen Teilbereichen wird das Ansetzen von €arond der Umgang mit ihnen weiter
gefestigt und mit der Prozentrechnung und den dgdm@henen Anwendungsaufgaben (z.B.:
Preissenkung, Mehrwertsteuer) weitere funktionaiga8onen im Unterricht untersucht.
(Lehrplan Bayern Hauptschule Klasse 7, 1997)

Die Arbeit in allen Darstellungsregistern wird fpettihrt, wobei die Formeldarstellung und
Ubersetzung mit ihrer Beteiligung weiterhin einemizalen Platz einnehmen. Mit
proportionalen Zuordnungen werden erstmals exglzstimmte Funktionen betrachtet,
wobei die Zuordnungs-Grundvorstellung im Vorderghan stehen scheint.

Lehrplan der 8. Klasse

In der 8. Klasse werden zusatzlich zu proportiaom@leordnungen auch die Eigenschaften
umgekehrt proportionaler Zuordnungen betrachtetfahibtnde Werte berechnet. Schiler
sollen anhand von Sachsituationen aus ihrem LehemsErfahrungsbereich
Zusammenhange zwischen zugeordneten Grol3en erke3iregewinnen mit Hilfe von
Schaubildern, die sie kritisch lesen, zeichneniatetpretieren sollen, eine anschauliche
Vorstellung von diesen Zusammenhéangen.

Dem Erstellen und Lésen von Gleichungen wird whitegrof3e Bedeutung eingeraumt.
(Lehrplan Bayern Hauptschule Klasse 8, 1997)

Mit den umgekehrt proportionalen Zuordnungen wirdweiterer Funktionstyp eingefihrt,
ohne dass eine Definition von Funktionen gegebem@Die intensive Arbeit mit der
Formeldarstellung und den Ubersetzungen von Reatginen wird fortgesetzt. Dem
Umgang mit graphischen Darstellungen wird mehr Raingeraumt, wohingegen die
tabellarische Darstellung nicht explizit erwahntdviDie Forderung nach dem Erkennen von
Zusammenhangen zwischen Grof3en deutet auf eing@nrktesBeschaftigung mit der
Kovariations-Grundvorstellung hin.
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Lehrplan der 9. Klasse

In der 9. Klassen wird der Teil des Lehrplans,fdaktionales Denken betrifft, unter anderem
zugunsten von Statistik reduziert. Die Schiler iebeweiter mit proportionalen und
umgekehrt proportionalen Zuordnungen in realisescBachzusammenhéangen. Sie
betrachten funktionale Abhéngigkeiten auch mitélifabellenkalkulationsprogrammen und
sie sollen im Zusammenhang mit der Einfihrung voadatwurzeln den funktionalen
Zusammenhang zwischen der Flache und der SeitenlzorgQuadraten studieren. Im
Rahmen der Prozent- und Zinsrechnung treten fum&lgoSituationen mit prozentualem
Wachstum auf. Wie schon in den Vorjahren werdeneémamspruchsvollere Gleichungen
angesetzt und geldst. (Lehrplan Bayern Hauptsdiialgse 9, 1997)

In dieser Jahrgangsstufe kommen kaum neue InmalBereich funktionalen Denkens hinzu.
Abgesehen von den im Zusammenhang mit Quadratwhezedichteten quadratischen bzw.
Wurzelfunktionen und den Tabellenkalkulationen, dke tabellarische Darstellung wieder
mehr Gewicht verleihen, handelt es sich im Wesdamlh um eine verkiirzte Wiederholung
der schon in der 8. Klasse behandelten Inhalte.

Lehrplan der 10. Klasse

Die 10. Klasse wird an der Hauptschule nur nochdem Schilern besucht, die die Mittlere
Reife anstreben. Am Anfang des Schuljahres 2002/d@8uchten 58.600 Schiler die 9.
Klassen bayerischer Hauptschulen. In den 10. Kiteasgen es 7.600 Schuler (Bayerisches
Landesamt fur Statistik und Datenverarbeitung).

In der 10. Klasse sehen die Schiler zum ersterdstaFunktionsbegriff. Aufbauend auf den
Erfahrungen, die sie mit Zuordnungen gewonnen hdbamen sie den Umgang mit
funktionalen Situationen so weit, dass sie diegeHitfie von Funktionen untersuchen und
klaren konnen.

Mit linearen und quadratischen Funktionen werdarerfeunktionstypen hinzugenommen.
Diese werden in allen Darstellungsregistern untdisund bei der Parabel auch die
Scheitelpunktform angegeben. Im Rahmen der Arbitimsen Funktionen sollen Schuler
lineare Gleichungssysteme und quadratische Gleggmukennen lernen und diese sowohl
rechnerisch als auch graphisch lI6sen. Dabei wdrdete Losungsmethoden verglichen.
Funktionale Zusammenhange tauchen auch in der Gaerard bei der Arbeit mit Potenzen
auf. Die Schuler erfahren, dass die trigonometaadhunktionen fur Berechnungen in
rechtwinkligen Dreiecken von grof3er Nutzlichkeridund betrachten exponentielles
Wachstum in Anwendungsaufgaben. (Lehrplan Bayewupkéghule Klasse 10, 1997)

In der letzten Hauptschulklasse, die nur noch yoere kleinen Teil der Schiler besucht

wird, werden erstmals Funktionen definiert. Neuak&ionstypen werden untersucht und far
die Losung von Gleichungssystemen genutzt. Dadgegtinnen die Formeldarstellung, die
graphische Darstellung und Ubersetzungen zwisdieemi an Bedeutung.

Trigonometrische Funktionen werden nur als Werkaawdger Geometrie genutzt und
exponentielle Funktionen treten ausschliel3lichimvandungsaufgaben auf, wobei auch nicht
von exponentiellem Funktionen die Rede ist, sondemprozentualem Wachstum. In beiden
Fallen wird besonders die Zuordnungs-Grundvorsigllangesprochen.
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Ubersicht tiber die Lehrplane der Hauptschule

In den Lehrplanen der bayerischen Hauptschuledeitt-unktionsbegriff erstmals in der 10.
Klasse auf, die nicht mehr von allen Schulern bleswird. Davor wird mit einem starken
Bezug zur Realitat erst mit den Darstellungsregisé@ sich, dann mit proportionalen
Zuordnungen und schlie3lich mit umgekehrt propodlen Zuordnungen gearbeitet. Es
treten auch Beispiele anderer funktionaler Zusaninéege auf, ein Studium von
guadratischen, trigonometrischen oder exponemi&lenktionen ist jedoch nicht vor dem
qualifizierten Hauptschulabschluss vorgesehen Horeneldarstellung und die Zuordnungs-
Grundvorstellung spielen bei der Arbeit mit allamktionstypen eine zentrale Rolle.

Etwa die Halfte der bayerischen Schiiler besuchHdigptschule (siehe Abschnitt 6.1.2.1).
Die breite Mehrheit von ihnen beendet ihre Schiitlabin ohne zu wissen was Funktionen
sind und mit einem sehr eingeschrankten Reperoinentersuchten funktionalen Situationen.
Die Analyse des potentiellen Curriculums wird weit@ufschluss dariber geben, inwieweit
mit diesen Einschrankungen die Ausbildung von figmniglem Denken moglich ist.

Im folgenden Abschnitt wird der Lehrplan der bagehien Realschule betrachtet. Um dem
Leser eine Ubersicht tiber die Entwicklung der Itéhad den Lehrplanen zu geben und um
bereits bei der Lektire einen Vergleich zwischem ldehrplanen zu erméglichen ist die
Entwicklung der Inhalte am Ende dieses Kapitelg ¢aellarische Ubersicht dargestellt.

6.3.1.2 Realschule

Aufbau des Lehrplans der Realschule

Der Aufbau des Lehrplans fur die bayerische Realschus den Jahren 2000 bzw. 2003
(Lehrplan Bayern Realschule Klassen 5 bis 10, 2000 2003) unterscheidet sich wenig
vom Aufbau des Hauptschullehrplans. Auf etwa desie® pro Jahrgangsstufe werden die zu
behandelnden Inhalte in Teilbereiche unterteilt jgwekils nach einigen einleitenden Satzen
in Stichpunkten aufgezahlt. Dabei wird zu den dimze Teilbereichen die Anzahl der
Schulstunden angegeben, die fur die Arbeit mitiverwendet werden soll.

Ab der 7. Klasse kdnnen Realschiler zwischen drieuRweigen wahlen (siehe Abschnitt
6.1.2.1). Aus diesem Grund kommen ab der 7. Jagsgdunfe zusatzlich zu den drei Seiten
Lehrplan, die fur den ersten, mathematisch-techeis@weig gultig sind, noch zwei weitere
Seiten hinzu, auf denen die Inhalte fir die beigietleren Zweige angegeben werden (die
Mathematiklehrplane des zweiten und dritten Zweig@erscheiden sich nicht).

Ein Unterschied zum Lehrplan der Hauptschule stelltehrplan der 5. Klasse die
Zusammenfassung der Inhalte der Grundschule diadesmen im Folgenden aufgebaut wird.
AulRerdem wird der Lehrplan jeder Jahrgangsstufetdeinige Satze eingeleitet und
anschlieend werden dessen wichtigste Ziele irr éin&zahlung hervorgehoben. Diese
werden dabei als Grundwissen zusammengefasstdébetie Schiler am Ende der
jeweiligen Jahrgangsstufe verfligen sollen.

Wie im Hauptschullehrplan werden auch hier keinégAbenbeispiele oder Kommentare zur
Wabhl der Inhalte angeboten.

In der 5. und 6. Klasse sind funf Wochenstunderhlaiatikunterricht an den Realschulen
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vorgesehen. Ab der 7. Klasse wird nach Zweigenrsaiéeden. Im mathematisch-
technischen Zweig sind es in der 7. und 8. KlagseWochenstunden in der 9. und 10.
Klasse funf. In den beiden anderen Zweigen sindng@gen nur drei Wochenstunden
Mathematikunterricht von der 7. bis zur 9. Klassgesetzt und in der 10. Klasse vier
Wochenstunden.

Lehrplan der 5. Klasse

In der 5. Klasse erfahren, verstehen und Uben 8chidthand von Anwendungssituationen
wie man GroRen misst und darstellt, und erlernenldlagang mit MalR3stdben. Sie bereiten
auRerdem mit einfachen Dreisatzaufgaben in Sachmusahéangen die Arbeit mit
Proportionalitdten und Zuordnungen in spaterengddastufen vor. (Lehrplan Bayern
Realschule Klasse 5, 2000)

Die Schiler werden in dieser Klassenstufe langasidia Arbeit mit funktionalen
Situationen vorbereitet. Dabei stehen realitats#alfgabestellungen im Vordergrund und es
werden erste Arbeiten mit der graphischen und ldebaaischen Darstellung durchgefihrt.

Lehrplan der 6. Klasse

In der 6. Klasse findet sich ein Teilbereainekte Proportionalitaim Lehrplan. Darin wird
gefordert, dass die Schuler die direkte Proportitiéitaan geeigneten Beispielen aus ihrem
Erfahrungsbereich entdecken. Sie arbeiten mit dexteellarischen und graphischen
Darstellung und ermitteln fehlende Gré3en. Dabwide sie den Proportionalitatsfaktor
kennen. Diese neu gewonnen Kenntnisse vertiefemisidufgaben zum Prozentbegriff.
Des Weiteren wird im TeilbereidBleichungen und Ungleichungere Arbeit mit Termen
fortgefuhrt. Die Schuler erkennen, dass einem Teenjeder Belegung ein Termwert
zugeordnet ist, [6sen Gleichungen der Faxhb=c und lernen den Umgang mit
Grundmenge (Definitionsmenge) und LoésungsmengehAigr wird mit graphischen und
tabellarischen Darstellungen gearbeitet. (Lehrgapern Realschule Klasse 6, 2000)

In dieser Jahrgangstufe beginnt verstarkt die Anpéifunktionalen Zusammenhéngen und
ihren Darstellungen. Die beiden Kapitel die sichfanktionale Denkweise beziehen, machen
15 (direkte Proportionalitat) und 18 Stunden (Gierrgen und Ungleichungen) der insgesamt
140 angesetzten Mathematikstunden aus.

Samtliche Darstellungen werden genutzt und es lesiiee starke Anbindung an
Realsituationen, die durch offene Aufgaben und Ab&nvariationen noch verstarkt wird.

Mit Behandlung des Prozentbegriffs innerhalb deito@eeiches mit der Uberschrifirekte
Proportionalitatwird dessen Anbindung an die funktionale Denkweisetlich. Die

Einfihrung von Grund- und Losungsmenge bereiteReiationenlehre in spéateren
Jahrgangstufen vor.

Lehrplan der 7. Klasse

Die 7. Jahrgangsstufe ist die erste, in der im atiklehrplan der Realschulen nach

Zweigen unterschieden wird. Die Inhalte mit Bezu§die funktionale Denkweise sind

jedoch identisch, so dass in dieser Arbeit nichteveinterschieden werden muss.

Die Schiler sollen in dieser Jahrgangsstufe ihneniesse Uber direkte Proportionalitat an

geeigneten Anwendungsbeispielen festigen und Eikdin die indirekte Proportionalitat und
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ihre Merkmale erhalten. Insbesondere soll auf diet@nten- bzw. Produktgleichheit der
jeweiligen Wertepaare eingegangen werden und fdbel&ro3en berechnet werden. Das
graphische und das tabellarische Register dieneDanstellung der Proportionalitaten, aber
auch zur Ermittlung graphischer Loésungen von Sadaden. In diesem Teilbereich
Proportionalitdtenwird, wie in der 5. Klasse, die Prozentrechnung\zentiefung des
Wissens behandelt und noch dazu einfache Zinsregheingefihrt. Hinzu kommen mit
Umfang und Flacheninhalt von Kreisen Anwendungeder Geometrie.

Wie schon in der 5. Klasse findet sich auch hierTailbereichGleichungen und
Ungleichungenin dem festgelegt wird, dass die Schuler ihre Anmé& Termen und
Gleichungen fortsetzen, graphische und tabellagifdrstellungen nutzen und in
Sachaufgaben mit offenen Aufgaben und Aufgabentiani@n arbeiten sollen. (Lehrplan
Bayern Realschule Klasse 7, 2003)

In dieser Jahrgangsstufe wird die Arbeit mit projomalen Situationen vertieft und die
indirekte Proportionalitat neu eingeflhrt. Beideeige haben in diesem Bereich identische
Inhalte. Allerdings steht in den nichtmathematiscAeveigen 1 Schulstunde mehr fur deren
Behandlung zur Verfigung, obwohl die GesamtzahMigthematikstunden dort nur 84 statt
der 112 im ersten Zweig betragt.

Darstellungen aus allen Registern werden genuttegrwird auf Anbindung an die Realitat
geachtet. Bei Ubersetzungen scheint die Formeklansy neben der Realitat wichtigster
Ausgangspunkt zu sein, wahrend die anderen RegistBarstellungszwecken und zum
Ldsen von Aufgaben gebraucht werden. Durch diea@atung von Wertepaaren wird mehr
die Zuordnungs-Grundvorstellung als die Kovariagi@rundvorstellung angesprochen. Es ist
aber noch nicht von der systematischen BetrachtangZusammenhangen oder
Zuordnungen die Rede.

Lehrplan der 8. Klasse

In der 8. gibt es erstmals grof3e Unterschiede hersclen Zweigen im Lehrplan zu
funktionalem Denken.

Im mathematisch technischen Zweig erscheinen dr#hdreiche mit dem Wort Funktionen
im Titel, nAmlichFunktionen Lineare FunktionemndFunktionen der indirekten
Proportionalitat Die Schuler sollen anhand praktischer BeispielekBonen als besondere
Relationen kennen lernen. Daher arbeiten sie rodiddtmengen und mit Definitions- und
Wertemengen. Funktionen werden durch WertetabeBemphen, Gleichungen und verbale
Vorschriften festgelegt. Es sollen Funktionswerid dullstellen ermittelt und die
Funktionsgraphen auch mit Hilfe graphikfahiger Teswechner untersucht werden.
Umkehrfunktionen werden mit Hilfe von Umkehrrelaien eingefuhrt.

Als spezielle Funktionen sollen lineare Funktioned Funktionen der indirekten
Proportionalitat behandelt werden. GeradenbusalaRarallelenscharen verdeutlichen die
Einfluss der Parameter m und t der Geradengleichangk+t. Auch Gleichungen
achsenparalleler Geraden werden gezeigt, was nehlenit konstanten Funktionen
vorbeugen soll. Die Untersuchung der Graphen erlaulf-all der indirekt proportionalen
Funktionen das Studium der Asymptoten.

Es gibt auch weiterhin einen Teilbereitérme der sich unter anderem mit der
Formeldarstellung funktionaler Zusammenhange bdsghdie Schuler sollen als
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Vorbereitung des Funktionsbegriffs erkennen, dadsrjBelegung von Variablen in Termen
ein Termwert zugeordnet ist. Sie arbeiten mit gasithen Termen der Forax2+bx+c und
entwickeln Verfahren um deren Extremwerte rechobrias bestimmen. Dabei wird auf die
Bearbeitung praxisorientierter Aufgaben Wert gelegt

Schuler der beiden anderen Zweige betrachten sedi€lassenstufe noch keine Funktionen.
Ihr Mathematiklehrplan beschrankt sich im Bereigchktionales Denken auf den soeben
beschriebenen Teilbereiderme.(Lehrplan Bayern Realschule Klasse 8, 2000)

In dieser Jahrgangsstufe wird fir einen Teil ddrifier der Funktionsbegriff eingefihrt,

wobei ein starker Einfluss der Mengentheorie ausgétwerden kann. 27 der 112 im
mathematischen-technischen Zweig angesetzten Mathestunden beziehen sich direkt auf
die Arbeit mit Funktionen, 22 weitere auf den TeiichTerme Funktionen werden wie
wéhren der Reform denodernen Mathemati&nde der 60er Jahre (siehe Abschnitt 6.2.1) als
spezielle Relationen eingeflihrt, was den Platz,Rigfimitions- und Wertemenge im Lehrplan
einnehmen, erhoht. Trotz der expliziten Betrachtimearer und indirekt proportionaler
Funktionen in allen Darstellungsregistern domingesmnoch die Formelschreibweise, die im
Detail untersucht wird. Dabei werden auch quadragg=unktionen behandelt, was allerdings
ohne Bezug auf andere Darstellungsformen und nudeniZuordnungs-Grundvorstellung
geschieht. Ubersetzungen finden oft zwischen dgebahischen Register und dem
graphischen Register statt, wo Auswirkungen vonekadgen in der Formelschreibweise
untersucht werden sollen. Der Platz, der der AnpéitRealsituationen eingerdumt wird, ist
weniger grof3, als in den vorangegangenen Jahrgafgss

Wahrend die Schiler des mathematisch-technischeigéw eine grof3e Fille an neuen
Inhalten mit Bezug zu funktionalem Denken kennenda, vertiefen die Schiler der beiden
anderen Zweige lediglich ihr Verstandnis von Termen

Lehrplan der 9. Klasse

Der Lehrplan der 9. Klasse sieht im mathematischitesschen Zweig vor, die Arbeit mit
Funktionen durch die Betrachtung von quadratis¢herktionen der Forng=ax2+bx+c zu
vertiefen. Dabei wird neben der Arbeit in mit derfeldarstellung (Scheitelpunktform,
Schargleichungen) besonderen Wert auf graphischetdlangen gelegt. Auswirkungen von
Anderungen von Parametern der Formeldarstellungevean Graphen untersucht und
Gleichungen zu geometrisch erzeugten Parabelntetimidabei erleichtern graphikfahige
Taschenrechner die Arbeit.

AuRerdem sollen Extremwertprobleme bearbeitet uitdHitie von Uberlegungen zu
Umkehrrelationen die Wurzelfunktion eingefuhrt wemd

Aul3erhalb des Teilbereiches zu quadratische Fumittioverden Systeme linearer und
guadratischer Gleichungen behandelt. Die Schulesrsdabei graphische und algebraische
Lésungen finden. Aul3erdem wird auch in den geoswten Teilbereichen, die sich mit
Umfang-, Flachen- und Volumenberechungen bescleditidie Berlicksichtigung
funktionaler Abhangigkeiten gefordert.

Die Schiler der beiden anderen Zweige lernen irfdifasse Funktionen erstmals kennen.
Die Einfihrung geschieht analog zu der in der &ské im mathematisch-technischen Zweig
Uber Relationen. Allerdings werden keine Umkehrtiorien und Funktionen der indirekten
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Proportionalitdt behandelt und die Zeit, die fie @eilbereiche die sich mit Funktionen
beschaftigen vorgesehen ist, ist mit 18 statt 2&&tn (Zeit fur Funktionseinfihrung und
lineare Funktionen in der 8. Klasse im mathemattechnischen Zweig) deutlich beschrankt.
Funktionale Abhangigkeiten sollen wie im mathenwtitechnischen Zweig bei der
Berechnung von Flacheninhalten bericksichtigt wer8ei der Arbeit mit Termen losen die
Schuler dieser Zweige Systeme mit zwei linearencBlangen sowohl algebraisch als auch
graphisch. Sie lernen noch keine quadratischen @&ennen. (Lehrplan Bayern Realschule
Klasse 9, 2003)

In dieser Jahrgangsstufe wird im mathematisch-iechen Zweig die Arbeit mit Funktionen
durch die Einfihrung der quadratischen Funktionemieft. Im zweiten und im dritten Zweig
wird der Funktionsbegriff eingefiihrt und es wertlarare Funktionen betrachtet. Von den
140 vorgesehenen Mathematikstunden im ersten Zsadign sich 18 mit quadratischen
Funktionen und 43 mit linearen und quadratischexidBlingen beschéaftigen. In den beiden
anderen Zweigen sind von 84 Mathematikstunden dBdaktionen und 12 fir Systeme
linearer Gleichungen vorgesehen.

Die graphische Darstellung wird hier deutlich mbatont als in den Jahren zuvor.
Ubersetzungen zwischen dem algebraischen und dagphigchen Register stehen im
Vordergrund, wohingegen funktionale Zusammenhandeealsituationen nicht mehr explizit
im Lehrplan auftauchen. Stattdessen findet ein@&teung mit der Geometrie statt. Der
Einfluss der Mengentheorie scheint im Gegensatz lzeinnplan der 9. Klasse stark begrenzt
worden zu sein und taucht nur im Zusammenhang mitéhrrelationen bzw. mit
Umkehrfunktionen auf.

Da verstarkt mit Darstellungen aus dem graphisétegister gearbeitet wird und
Extremwertprobleme bearbeitet werden sollen kamonlausgegangen werden, dass die
Kovariations-Grundvorstellung in starkerem MalReimlfsiiheren Jahrgangsstufen
angesprochen wird.

Die Inhalte der anderen Zweige wurden in der 8s&g¢ades mathematisch-technischen
Zweiges behandelt, weswegen Ausfihrungen dazwundahgelesen werden kénnen.

Lehrplan der 10. Klasse
Die Schiler des mathematisch-technischen Zweidinga der 10. Klasse eine ganze Reihe
neuer Funktionen kennen lernen. Potenzfunktionefrden y = x" werden mit ihren

Umkehrfunktionen untersucht, wobei insbesondererd@raphen betrachtet werden. Weiter
sollen die Schiler Exponential- und Logarithmustiorien (letztere als Umkehrfunktion der
ersten) der Formey =a®*"* +d bzw. y=allog,(x+c)+d fur das Erfassen und

Darstellen von Wachstums- und AbklingprozessenerutBei den beiden letzten
Funktionstypen soll auf eine starke Anbindung aal&tiationen geachtet werden. Dabei
werden bei allen Funktionen auch Arbeiten wie Vielessungen und Spiegelungen im
graphischen Register durchgefuhrt. Zu Darstelluwgsken sollen graphikfahige
Taschenrechner benutzt werden.

Funktionale Abhangigkeiten werden zusatzlich im iReh der Geometrie bei Berechnungen
im Dreieck und bei der dort verankerten Betrachtiiggpnometrischer Funktionen gesehen.
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Diese werden allerdings nur sehr kurz studiert,evotel Wert auf die graphische
Darstellung gelegt wird.

Die Schiler der beiden anderen Zweige beschafsgdnin dieser Jahrgangsstufe so mit
guadratischen Funktionen, wie es im mathematischirischen Zweig ein Jahr zuvor getan
wurde. Allerdings werden keine Umkehrrelationen bizmkehrfunktionen erwahnt, was
bedeutet, dass Wurzelfunktionen nicht behandeltiererEbenso findet kein Studium von
Parabelscharen statt.

Dazu kommen die Betrachtung von Funktionen deréktien Proportionalitat (analog zur
Betrachtung in der 8. Klasse des mathematisch-itecien Zweiges) und Beispiele fur
Exponentialfunktionen mitsamt deren Definition uGcaphen. Die Arbeit mit diesen
Funktionstypen fallen jedoch weit weniger ausfidtrlals im ersten Zweig aus, wo statt der
insgesamt sieben hier geplanten Stunden 19 Stunatsr 10. Klasse fur Exponential- und
Logarithmusfunktionen und zwei Stunden in der &sske fur Funktionen der indirekten
Proportionalitat vorgesehen sind.

Das Studium der quadratischen Funktionen wird ddexh Teilbereich unterstitzt, der sich
mit quadratischen Gleichungen beschétftigt. Dortderralgebraische und graphische
Ldsungen von quadratischen Gleichungen bestimmKamaddinaten der Schnittpunkte von
Gerarden und Parabeln berechnet.

Funktionale Abhangigkeiten treten auRerdem bei &erengen am Kreis und in der
Raumgeometrie auf. Von den in der Geometrie geanizigonometrischen Funktionen
werden nur die Graphen vorgestellt, ohne sie weitaintersuchen. (Lehrplan Bayern
Realschule Klasse 10, 2003)

In der letzten Jahrgangsstufe der Realschule wendemathematisch-technischen Zweig
viele neue Funktionstypen eingefihrt. In den bemeteren Zweigen wird das Studium der
Funktionen durch die Einfihrung von quadratischenk&ionen und Funktionen der
indirekten Proportionalitat, sowie durch Beispieigonentieller und trigonometrischer
Funktionen abgerundet. Im ersten Zweig beziehdn3icder geplanten 120 Mathematik-
stunden direkt auf die Arbeit mit Funktionen, wétdes in den anderen Zweigen 22 von
insgesamt 96 Stunden sind. Dort entfallen noch @@ene Stunden auf das Studium von
guadratischen Gleichungen. Wie schon in der vorgamggenen Klassenstufe werden
funktionale Zusammenhange auch in der Geometrradiget werden, was zu einer
Vernetzung des gesamten Mathematikunterrichtsdugitr

Mit den Beispielen zu Exponentialfunktionen tretgeder Anbindungen an die Realitat auf,
wobei die Kovariations-Grundvorstellung am starkstagesprochen wird. Beim Studium der
Potenzfunktionen steht allerdings das Wechselgpiegdchen dem algebraischen und
graphischen Register im Mittelpunkt.

Ubersicht tiber die Lehrplane der Realschule

Bei der Analyse des Realschullehrplans ist klasghen dem mathematischen-technischen
Zweig, den etwa 20% der Realschuler besuchen (gibkehnitt 6.1.2.1.), und den beiden
anderen Zweigen zu unterscheiden. Bis in die 7sddaind die Lehrpléane im Bereich
funktionalen Denkens gleich, doch ab der 8. Klasgs®ert die Entwicklung im ersten Zweig
an den Lehrplan des Gymnasiums (siehe Abschnitt.8)3 wahrend die beiden anderen
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Zweige nur wenig mehr Inhalte behandeln als inHkasptschule vorgesehen sind (siehe
Abschnitt 6.3.1.1). So erfahren Schuler der beld&zten Zweige nichts von Funktionen
hoheren Grades als zwei, Wurzel- oder Logarithmmidfanen und betrachten nur Beispiele
von Exponentialfunktionen. Da die Realschule naahld). Jahrgangstufe endet, steht diesen
Schulern nur eine begrenzte Basis fur die Ausbidder funktionalen Denkweise zur
Verflgung.

In den niedrigen Klassenstufen wird gefordert Bli#estellungsregister bei der Arbeit mit
funktionalen Situationen zu nutzen und stets aalftéeésnahe Aufgaben zu achten. In den
hoheren Klassenstufen stehen dann allerdings dabraische und das graphische Register
und Ubersetzungen zwischen ihnen stark im Mittekpusuch die Anbindung an
Realsituationen wird weit weniger oft betont. Egenaue Analyse der angesprochenen
Grundvorstellungen wird erst mit der Betrachtung petentiellen Curriculums mdoglich, aber
dennoch scheint die Kovariations-Grundvorstelluagstarkt in hoheren Klassenstufen
angesprochen zu werden, wahrend sich die ArbeitdeniZzuordnungs-Grundvorstellung
durch den gesamten Lehrplan zieht. Wie erwartehéAbschnutt 3.1.4) sind keine Hinweise
auf die Nutzung der Objekt-Grundvorstellung zu &nd

Als Besonderheit des Realschullehrplans ist diegaetineoretische Einfiihrung des
Funktionsbegriffs zu werten. Deren Einfluss istrmathematisch-technischen Zweig grof3er
als in den beiden anderen Zweigen. (Die starke iNgtzler Mengentheorie ist auch nicht far
deutsche Realschullehrplane typisch und stellt le@ryerische Besonderheit dar).

Ruckblick auf die 4-stufige Realschule

Die Schiuler, die an der PISA-Erhebung von 200g¢sibmmen haben wurden nicht nach
dem soeben analysierten Lehrplan unterrichtet ésfddschnitt 6.3). Zu diesem Zeitpunkt gab
es in Bayern noch eine 4-stufige Realschule. Draige, die die Realschule besuchen
wollten, gingen in der 5. und 6. Klasse auf einepiachule, da Realschulen erst mit der 7.
Klasse begannen. Die Lehrplane der Realschule 988 &ntsprechen allerdings sehr hohem
Malie den hier analysierten Lehrplanen. Aufbau géeilete und Inhalte wurden teilweise
wortlich Gbernommen.

Es fallt aber auf, dass der Einfluss der Mengentbeéon diesem Lehrplan noch deutlich
groler ist. Funktionen werden beispielsweise alstseindeutige Relationen eingefihrt und
das mengentheoretische Vokabular wird l&nger vedetn

Die vorgesehene Anzahl von Mathematikstunden,di¢nhalte zu funktionalem Denken
genutzt werden soll, wurde im neuen Lehrplan meisieinige Stunden erhoht. Lediglich fur
die Einfihrung von Funktionen mit Hilfe von Relatemn ist im Lehrplan von 1993 mehr Zeit
vorgesehen als in dem von 2000 bzw. 2003.

Als weitere wichtige Umgestaltung ist zu nennerssdan Lehrplan des zweiten und dritten
Zweiges bei der Erneuerung des Lehrplans die Einfidhvon zwei Funktionstypen geandert
wurde. Funktionen der indirekten Proportionalitérden 1993 statt jetzt in der 10., schon in
der 9. Klasse eingefuhrt und Wurzelfunktionen wardkes Umkehrung quadratischer
Funktionen in der 10. Klasse betrachtet. Letztare isn Lehrplan von 2003 tGberhaupt nicht
mehr vorgesehen.

Ansonsten sind keine weiteren wichtigen Anderureeszumachen. (Lehrplan Bayern
Realschule R4, 1993)
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6.3.1.3 Gymnasium

Aufbau des Lehrplans des Gymnasiums

Der Mathematiklehrplan fur das bayerische Gymnasiuusadem Jahr 1989 (Lehrplan Bayern
Gymnasium G9, 1989) unterscheidet sich im Aufbawastvon den Lehrplanen der Haupt-
und Realschule. Die zu behandelnden Inhalte weadédrei bis vier Seiten pro
Jahrgangsstufe aufgezahlt, wobei in der 9. undKiE&se noch eine Seite pro Wahlpflichtfach
(siehe unten) hinzukommit.

Fur jeden Teilbereich werden zunachst die Zieleinfeitenden Satzen beschrieben. Danach
werden die Inhalte in zwei Spalten dargestellt, @valie linke den Themenbereich
stichpunktartig eingrenzt (z.B. Prozentbegriff,eankliges Dreieck, Umkehrbarkeit von
Potenzfunktionen) und die rechte Prazisierungenrdelte und geforderte Fahigkeiten
enthalt.

Wie im Realschullehrplan werden fur jeden TeilbeneRichtwerte daflir angegeben, wie
viele Wochenstunden Mathematikunterricht flr deddeterricht eingeplant werden sollten.
Im Unterschied zum Realschullehrplan gibt es keinéeitenden Séatze zu jedem Teilbereich
und die Ziele werden auch nicht zu einer Grundwiskste zusammengefasst.

Auch im Gymnasiallehrplan finden sich keine Aufgalbeispiele oder Kommentare zur Wahl
der Inhalte. Es werden aber in fast allen Teillméren Hinweise auf Querbeziige zu anderen
Fachern und auf facherubergreifende Bildungs- uzéeBungsaufgaben (z.B.
Verkehrserziehung, Gesundheitserziehung) gegeleeejrebn vernetzten Unterricht
ermdglichen sollen.

Von der 5. bis zur 8. Klasse sind vier Wochenstaridathematikunterricht am Gymnasium
vorgesehen. Ab der 9. Klasse hangt die vorgesdllatieematikstundenanzahl von der
Ausrichtung des Gymnasiums ab (Mdgliche Ausrichtsegwerpunkte sind etwa
Mathematik-Naturwissenschaften, alte Sprachen, 8&guachen oder Musik). In allen
Gymnasien sind in der 9. und 10. Klasse drei Wostwienlen Mathematik eingeplant, aul3er
in den mathematisch-naturwissenschaftlichen Gymenasio noch eine zusatzliche
Wabhlpflichtstunde hinzukommt. Inhalte zu funktiosyal Denken werden aber zum
uberwiegenden Teil auRerhalb dieser Wahlpflichs&umnbehandelt.

Lehrplan der 5. Klasse

In der 5. Jahrgangsstufe sollen Schiler verbaltrediene Zusammenhéange in Sachaufgaben
erfassen, diese Aufgaben mathematisch in einerrReghbearbeiten und das Ergebnis
schlielich im urspringlichen Zusammenhang dewtaflerdem lésen sie einfache
Gleichungen und arbeiten mit Maf3staben in Anwendaufgaben mit Bezug zum
Erdkundeunterricht. (Lehrplan Bayern Gymnasium 89, Jahrgangsstufe 5)

Es findet demnach noch keine Arbeit mit graphisdbarstellungen oder Proportionalitaten
in der 5. Jahrgangsstufe statt. Stattdessen werdén Arbeiten im algebraischen Register
und Ubersetzungen zwischen der Realitat und deaebedischen Register durchgefiihrt.

Lehrplan der 6. Klasse

Der Lehrplan der 6. Klasse betont, dass die Belbagdiler direkten und indirekten
Proportionalitat fur die Vorbereitung des Funktioegriffs von grol3er Bedeutung ist. Die
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Schuler sollen beide anhand von Beispielen aus BEnfahrungswelt kennen lernen, wobei
besonders auf die graphische Darstellung Wert galed. Quotienten- bzw.
Produktgleichheit sollen als kennzeichnende Merkndéser funktionalen Zusammenhange
erkannt werden.

AulRerdem werden in dieser Klassenstufe mit derdfozind Zinsrechnung noch weitere
funktionale Zusammenhange betrachtet. (LehrplareBagymnasium G9, 1989,
Jahrgangsstufe 6)

Die Vorbereitung auf die Arbeit mit Funktionen winger erstmals im Lehrplan genannt. Fur
die Arbeit mit proportionalen und indirekt proportalen Situationen sind 12 der insgesamt
112 geplanten Mathematikstunden vorgesehen. Himaalken noch einmal 15 Schulstunden
fur die Prozent- und Zinsrechnung, die nicht, wielér Realschule, explizit zur Vertiefung
der Proportionalitdt genutzt werden sollen.

Neben der starken Anbindung an die Realitat wediefunktionalen Situationen in dieser
Klassenstufe vor allem im algebraischen und grapleis Register betrachtet, wobei
graphische Darstellungen zuvorderst der Veransiaulg dienen. Ubersetzungen werden
damit scheinbar hauptsachlich zwischen der Reaiitdtdem algebraischen Register bzw.
vom algebraischen Register ins graphische Registehgefihrt.

Lehrplan der 7. Klasse

In der 7. Klasse vertiefen die Schiiler ihre Kersgaivon Termen. Der Termbegriff wird
eingefihrt und Grund- und Definitionsmenge tauchiestmals auf. Als besonders wichtig
wird weiterhin die Arbeit mit Sachsituationen ang/esn. In diesem Zusammenhang sollen
Schuler Terme aufstellen, interpretieren und lesieher mit ihnen umzugehen.

In einem zweiten Teilbereich, der der EntwicklungKktionalen Denkens zugeordnet werden
kann, wird das Losen linearer Gleichungen und Ualgiengen mit einer Unbekannten als
Ziel festgesetzt. Dabei nimmt die Arbeit mit Sadigairen auch wieder einen wichtigen Platz
ein. (Lehrplan Bayern Gymnasium G9, 1989, Jahrgantes7)

Insgesamt sind 40 der 112 geplanten Mathematikstufitgt die Arbeit mit Termen und
Gleichungen vorgesehen. Dadurch erlangen die Schndbr Sicherheit im Umgang mit
Darstellungen funktionaler Situationen im algelrhén Register. Ubersetzungen finden
zwischen der Realitat und dem algebraischen Regitst#t. Weitere Darstellungen,
insbesondere die graphische Darstellung, werddrt argvahnt und eine Beschaftigung mit
funktionalen Situationen wie Proportionalitdten oBeozentrechnung ist nicht geplant. Der
Lehrplan der 7. Klasse ist also im Bezug auf diefionale Denkweise einseitiger ausgepragt
als der der 6. Klasse.

Lehrplan der 8. Klasse

In der 8. Klasse wird im Gymnasium der Funktionstiegingefihrt. Funktionen sollen zum
Erfassen von Zusammenhangen zwischen GréRen un@esamreiben von Abhangigkeiten
in einer Vielzahl von Situationen genutzt werderit dér ausfuhrlichen Behandlung von
linearen Funktionen wird in dieser JahrgangstuéeRdisis fur weitere Arbeiten mit
Funktionen gelegt.

Der Funktionsbegriff soll mit der Unterstitzung vBeispielen als Zuordnungsvorschrift
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definiert werden. Die Schiler lernen DefinitiongdoWertemengen kennen und untersuchen
Funktionen in ihren algebraischen und graphischarstellungen. Beim Studium der linearen
Funktionen wird die graphische Bedeutung der Kagdfitena undb der Funktionsgleichung
y=ax+b deutlich. Weiter wird besonders auf Sonderfahedirer Funktionen hingewiesen.
Dazu gehoren direkt proportionale Funktionen, wdabiweise lineare Funktionen und
Betragsfunktionen.

Neben diesem Teilbereich, der sich ausschliel3lithronktionen beschéftigt lassen sich zwei
weitere Teilbereiche im Lehrplan finden, in denehdlte der Entwicklung funktionalen
Denkens zugeordnet werden kdnnen.

Der Teilbereich lineare Gleichungssysteme greift dassen uber lineare Funktionen auf und
nutzt es zur Losung von Gleichungssystemen mit inearen Gleichungen und zwei
Unbekannten. Dabei werden auch graphische Losugegucht und es sollen insbesondere
realitdtsnahe Aufgaben bearbeitet werden. .

Wie in der 7. Klasse beschétftigt sich ein Teilbelmenit Termen und unterstlitzt damit den
sicheren Umgang mit der algebraischen DarstellamgRunktionen. (Lehrplan Bayern
Gymnasium G9, 1989, Jahrgangsstufe 8)

Mit der Einfuhrung des Funktionsbegriffs wird ireder Jahrgangstufe das Studium von
Funktionen am Gymnasium begonnen. 20 der 112 vehgeen Mathematikstunden sind fir
Arbeit mit Funktionen eingeplant und in zwolf weda wird dieses Wissen beim Ldsen
linearer Gleichungssysteme genutzt. Fir die Aibeglgebraischen Register sind noch
einmal 22 weitere Mathematikstunden vorgesehen.

Bei der Einflhrung des Funktionsbegriffs fallt addss Realitdt, Graphen und Gleichungen
zur Darstellung von Funktionen explizit genanntaear, aber Tabellen wie im bisherigen
Gymnasiallehrplan nicht genannt werden. Zentraless@tung scheint die algebraische
Darstellung zu sein, wobei allerdings auch im gisgiten Register Losungen linearer
Gleichungssysteme gefunden werden sollen.

Proportionale Funktionen dienen hier nicht wie @ Realschule zur Einfuhrung der
Funktionen, sondern werden als Sonderfall von tee&unktionen betrachtet. Zur
Vermeidung einer Fixierung auf durchgéngig lindawektionen wird z.B. mit stiickweise
linearen Funktionen oder mit auf Intervallen dedfiten linearen Funktionen gearbeitet.

Mit der Definition als Zuordnungsvorschrift wirdad die Zuordnungs-Grundvorstellung
angesprochen. Im einleitenden Text ist jedoch vaserhmenh&ngen und Abhangigkeiten die
Rede, so dass davon ausgegangen werden kannudassienKovariations-Grundvorstellung
in den behandelten Inhalten zum Ausdruck kommit.

Lehrplan der 9. Klasse

Der Lehrplan der 9. Jahrgangsstufe sieht eine &fartg der Arbeit mit Funktionen vor,

indem erstmals nichtlineare Funktionen im Detaifdehtet werden. Die Schiler sollen
guadratische Funktionen und Wurzelfunktionen atem&mkehrfunktion kennen lernen.
Eine systematische Betrachtung der UmkehrbarkatFfuoktionen ist aber nicht vorgesehen.
Auf die Arbeit mit der graphischen Darstellung guischer Funktionen wird explizit
hingewiesen, wobei die Graphen aus der Normalpheaiteickelt werden sollen.

Beide in dieser Klassenstufe neuen Funktionstyp#arsauch in Anwendungsaufgaben
studiert werden, in denen u.a. einfache Extremwaitpme behandelt werden.
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Ein weiterer Teilbereich des Lehrplans bezieht sichdas Lésen von quadratischen
Gleichungen. Hierbei werden allerdings keine graghen Loésungen angesprochen.
Die Arbeit im algebraischen Register festigt disnKmisse der Schiler im Umgang mit
Gleichungen weiter und hat somit Auswirkungen aefArbeit mit quadratischen
Funktionen. (Lehrplan Bayern Gymnasium G9, 198Brgkngsstufe 9)

Die Einfihrung zweier neuer Funktionstypen in diekdhrgangsstufe ermoglicht es den
Schulern ihre Kenntnisse Uber Funktionen zu vemieMit elf von 84 bzw. 112 (inkl. des
Wabhlpflichtfachs) vorgesehenen Mathematikstundemmti diese Arbeit aber einen relativ
geringen Platz im Mathematiklehrplan ein. 13 weitStunden sind fur quadratische
Gleichungen vorgesehen.

Wahrend der Teilbereiofuadratische Gleichungerollkommen auf Ubersetzungen und
graphische Darstellungen verzichtet, scheint beudi8m quadratischer Funktionen grol3er
Wert auf die graphische Darstellung gelegt zu werés sollen zum Beispiel Symmetrien,
Scheitel und Nullstellen der Funktionen untersweditden, was auf ein standiges
Wechselspiel zwischen dem algebraischen und dephigchen Register hindeutet.
Tabellarische Darstellungen werden auch in dieslergangsstufe nicht erwahnt.

Im Gegensatz zum Lehrplan des mathematisch-tedianséweiges der Realschule soll keine
systematische Betrachtung der Umkehrung von Fumittigtattfinden und es finden sich
auch keine Querverbindungen zu den geometrischidimefechen.

Lehrplan der 10. Klasse

In der 10. Klasse lernen die Schiler eine gro3alBiaite an Funktionen kennen und erhalten
dadurch eine solide Basis fur die Arbeit mit Fuokén in der Oberstufe.

Zwei Teilbereiche des Lehrplans beschaftigen sithPatenzen: der BereidRechnen mit
Potenzenin dem die Schiler langsam an die Arbeit mitorsdien Potenzen herangefihrt
werden, und der BereidPotenzfunktionerEs wird darauf hingewiesen dass beide Bereiche
auch zusammengelegt werden kénnen, so dass nacketer®n lernen und arbeiten mit
einem neuen Potenztyp die dazugehdrige Potenzamggsehen wird. Dadurch stellt der
BereichRechnen mit Potenzele algebraische Grundlage fiir die funktionaletr&gtungen
dar.

Bei der Arbeit mit Potenzfunktionen sollen geonsatine Gemeinsamkeiten der Graphen
verschiedener Potenzfunktionen herausgearbeitelenamd mit Parabeln, Hyperbeln und
Wurzelfunktionen bestimmte Grundtypen erkannt werdde Schiler sollen die
Umkehrbarkeit von Potenzfunktionen entscheiden &érnund auch die graphische
Darstellung der Umkehrfunktion kennen.

Umkehrfunktionen spielen auch im TeilbereEkponentialfunktionen und
Logarithmusfunktionerine zentrale Rolle, da Logarithmusfunktionenliskehrfunktionen
der Exponentialfunktionen eingefiihrt werden. Dehiern ist zu zeigen, dass diese
Funktionstypen es ermdglichen Wachstums- und Agkliozesse quantitativ zu erfassen,
funktional darzustellen und zu bewerten. Ihre algsichen und graphischen Darstellungen
und ihr Verhalten am Rand der Definitionsmengeesolintersucht werden. In diesem
Zusammenhang werden auch exponentielle und logastine Gleichungen behandelt, die
die Sicherheit der Arbeit im algebraischen Registathen sollen.

Im Rahmen der Geometrie gibt es mit legonometrieeinen dritten Teilbereich der sich mit

135



Funktionen beschéftigt. Die Schiler sollen erkendess funktionale Zusammenhéange
zwischen Seitenlangen und Winkeln in rechtwinkligpgeiecken bestehen und dass man
periodische Zusammenhange durch Funktionen bebelr&ann. Die graphischen
Eigenschaften der trigonometrischen Funktioneresallen Schilern bekannt sein und
Funktionenscharen der Foffx)=a-sin(bx+c),inklusive der Bedeutung der Parameter,
untersucht werden.

Auch in diesem Teilbereich wird, wie bei allen areeFunktionstypen, eine starke
Anbindung an Realsituationen gefordert.

Bei allen Funktionstypen, die in dieser Jahrgarisdiatrachtet werden, ist darauf zu achten,
dass die Schuler mit Definitions- und Wertemengagehen konnen.

Schuler der mathematisch-naturwissenschaftlichemr@gien missen in dieser
Jahrgangsstufe ein Wahlpflichtfach wéhlen. In zelezi vier mdglichen Wabhlpflichtfacher
treten Funktionen auf. Es werden aber keine neuektnstypen behandelt. Im
WabhlpflichtfachKegelschnitt&kommen Parabeln und Hyperbeln als Kegelschnitteiud in
Teilbereichinformatik (Fortfuhrungwerden Funktionen in Programmen verwendet und es
sollen die Werte der Sinusfunktion durch ein Prograausgegeben werden. Es werden also
keine neuen Inhalte zu funktionalem Denken studsenidern schon bekannte Inhalte in
anderen Kontexten gesehen. (Lehrplan Bayern Gymma&i9, 1989, Jahrgangsstufe 10)

In der letzten Klasse der Sekundarstufe | seheB&digiler eine Vielzahl von neuen
Funktionstypen und werden dadurch auf den Mathéunatierricht der Oberstufe vorbereitet.
Fur die Arbeit mit Potenzen und Potenzfunktionerd €1 der 84 bzw. 112 (inkl. des
Wabhlpflichtfachs) geplanten Mathematikstunden veeden. 17 Schulstunden sind fur
Exponential- und Logarithmusfunktionen eingeplamd @2 fur Trigonometrie. Insgesamt
wird also uber die Halfte der Zeit mit Inhalten destet, die zu funktionalem Denken
gerechnet werden kdnnen.

Wie schon in den Jahrgangstufen davor stehen aachklds algebraische und das graphische
Register im Mittelpunkt. Die Vernetzung scheintgeld noch gré3er geworden zu sein, so
dass standig Ubersetzungsvorgange stattfinden.rdafewird bei allen Funktionstypen
Wert auf Anwendungen in der Realitat gelegt. Dieetlarische Darstellung wird allerdings
auch in dieser letzten untersuchen Jahrgangstcifie @iwahnt.

Die Klassifizierung der Graphen der PotenzfunktioireVerbindung mit der algebraischen
Darstellung ist ein wichtiger Baustein bei der Eo&lung der funktionalen Denkweise.
Durch die Arbeit mit den Graphen, die Betrachtung Yuwachs und Abklingprozessen und
durch das Studium des Verhaltens von FunktioneiRande ihrer Definitionsmengen scheint
die Kovariations-Grundvorstellung an Gewicht gederider Zuordnungs-Grundvorstellung
Zu gewinnen.

Ubersicht tiber die Lehrplane des Gymnasiums

Der Mathematiklehrplan fiir die Sekundarstufe | bia@gerischen Gymnasiums erlaubt es den
Schuilern am Ende der 10. Jahrgangstufe eine graBeakl an Funktionen mit ihren
algebraischen und graphischen Darstellungen zudter8ie sollen eine gewisse Sicherheit
im Umgang mit den Darstellungen und in den Ubetseggvorgangen zwischen ihnen
erworben haben. AuRerdem lernen sie Anwendungemlesen kennen und lbersetzen von
und zu Realsituationen. Sowohl die Zuordnungsaath die Kovariations-Grundvorstellung
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werden angesprochen. Obwohl keiner der zu behashglelimhalte eine Sicht von Funktionen
als Objekten zwingend erfordert, konnen dennochdemtklassifizierung von Funktionstypen
und der Betrachtung von Funktionenscharen erstattecAuf dem Weg der Reifizierung
gemacht werden.

Es fallt auf, dass in niedrigen Klassenstufen nigetin der Real- und Hauptschule mit
Schaubildern und anderen graphischen Darstelluggarbeitet wird und dass Darstellungen
im tabellarischen Register nie erwéhnt werden. \&fahiFunktionen der indirekten
Proportionalitat in der 8. Klasse des mathemattechnischen Zweiges der Realschule
zusammen mit den linearen Funktionen eingefuhrdemrtauchen sie im Gymnasium erst in
der 10. Klasse auf. Eventuelle Defizite der Gymalashuler in diesen Bereichen kbénnen
damit erklart werden.

Mit der 10. Klasse des Gymnasiums wurde ein Grb8&gilnhalte abgedeckt, die fur die
Ausbildung der funktionalen Denkweise benétigt veerdn den folgenden Jahrgangsstufen
werden mit der allgemeinen Umkehrbarkeit oder detigkeit Eigenschaften von Funktionen
behandelt, die nicht zu zentralen Gebieten dertian&len Denkweise gehoéren. Die Schuler
sehen bis zum Abitur nur wenige neue Funktionstyp®hlernen im Bereich der Funktionen
hauptséachlich zu differenzieren und zu integrieren.

In den folgenden Abschnitten werden die aktuellatwitklung der Lehrplane und die
Bildungsstandards dargestellt.

6.3.1.4 Bildungsstandards

Im Anschluss an die Veroffentlichung der Ergebnidseersten PISA Erhebung aus dem Jahr
2000 hat die Kultusministerkonferenz (siehe Abstttthil.1.1) Bildungsstandards fir den
Hauptschulabschluss und fir den Mittleren Schulalnss erarbeitet, die jetzt von allen
Bundeslandern implementiert und dann angewendetemeStatt der in vielen Lehrplanen
konkret beschriebenen zu behandelnden Inhalte wend#gen Bildungsstandards
Kompetenzen festgelegt, die zum Zeitpunkt des jeyesi Abschlusses erworben sein sollen.
Dadurch wie den Schulen und Lehrern gréf3ere Fidileeder Wahl der Inhalte und deren
Reihenfolge im Unterricht gelassen. Aul3erdem so#lise bundesweite Vereinheitlichung
der Lernergebnisse gefordert werden, die sich meht an Inhalten, sondern an Fahigkeiten,
Fertigkeiten und Bereitschaften orientieren.

In den Bildungsstandards werden zuerst allgemegtbematische Kompetenzen festgelegt,
die in allen mathematischen Bereichen relevantsimiiiber die alle Schuler verfiigen
sollen. Dabei handelt es sich um

- Mathematisch argumentieren (Fragen stellen, wiee, Vérandert sich...?“, mathematische
Argumentationen entwickeln)

- Mathematisch Probleme I6sen (Probleme innerhalt/@ghematik 16sen)
- Mathematische modellieren (Ubersetzungen von undRealitit)

- Mathematische Darstellungen verwenden (Verschiedethematische Darstellungen
kennen, die am besten passende auswahlen, zwistctenibersetzen)
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- Mit symbolischen, formalen und technischen Elemenier Mathematik umgehen (Mit den
Darstellungsformen arbeiten kdnnen)

- Kommunizieren (Uberlegungen und Losungswege déeael

Durch die Definition der funktionalen Denkweise avklar, dass alle allgemeinen
mathematischen Kompetenzen zu ihrer vollen Entfigltoenttigt werden (siehe Kapitel 1).

Die allgemeinen mathematischen Kompetenzen lasskemas mathematischen Inhalten
konkretisieren. Diese inhaltsbezogenen mathematisKlompetenzen sind in funf Leitideen
unterteilt:Zahl, MessenRaum und FormFunktionaler Zusammenhangpd Daten und

Zufall.

Die fur diese Arbeit wichtigen inhaltesbezogenemigetenzen zur Leitiddeunktionaler
Zusammenhangerden in den folgenden Abschnitten kurz dargkstel

6.3.1.4.1 Funktionaler Zusammenhang im Hauptschulabschluss

Die Schiler sollen beim Abschluss der Hauptschu&tionale Zusammenhange in
Alltagssituationen beschreiben und interpretier@mien und all ihre Darstellungsformen
verwenden. Sie kennen proportionale und antiprapuate Zusammenhénge und nutzen
diese fur die Arbeit mit Sachsituationen.

Unter der Leitided-unktionaler Zusammenhangrd aul3erdem die Prozentrechnung, das
Nutzen von Mal3stdben und das Loésen einfacher én€zleichungen aufgefihrt.
(Bildungsstandards Hauptschulabschluss, 2004)

Es fallt auf, dass der Funktionsbegriff nicht gdmnt wird und nur von Zuordnungen die
Rede ist. Diese werden allerdings in allen Danstgjsregistern untersucht und eine standige
Anbindung an Realsituationen gefordert. Die Auswdghl betrachteten Funktionstypen ist
sehr eingeschrankt und beinhaltet nicht einmablie€uordnungen. Auch quadratische
Zuordnungen tauchen nicht auf.

Samtliche inhaltsbezogene Kompetenzen der Bildwagdards fur den Hauptschulabschluss
werden im oben analysierten Lehrplan der bayeris¢tauptschule bereits abgebildet (siehe
Abschnitt 6.3.1.1).

6.3.1.4.2 Funktionaler Zusammenhang im Mittleren Schulabschliss

Mit dem Mittleren Schulabschluss sollen die Sch&denktionen als Mittel zur Beschreibung
guantitativer Zusammenhéange und Veranderungenmu&e sollen diese in den Ublichen
Darstellungsregistern darstellen, die verschied®waastellungen vergleichen und Wechsel
zwischen den Darstellungen durchfihren.

Sie lernen lineare, antiproportionale, quadratiséxponential- und Sinusfunktionen kennen
und bestimmen deren kennzeichnende Merkmale. Dstb&iie in der Hauptschule, auf die
Anbindung an Sachsituationen zu achten.

Auch hier werden unter der Leitid€enktionaler Zusammenharzgisatzliche Inhalte
aufgefuhrt, wie lineare Gleichungssysteme und cateshthe Gleichungen (mit graphischen
und rechnerischen Lésungen). (Bildungsstandardisé&taedabschluss, 2003)

Wie bei den Bildungsstandards zum Hauptschulabsshiird die Nutzung aller
Darstellungsformen und Ubersetzungen zwischen ilemplizit erwahnt. Die Schiiler lernen
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den Funktionsbegriff und eine, im Vergleich zum pigehulabschluss, relativ breite
Auswahl von Funktionstypen kennen. AulRerdem sdaierFunktionen auch zur
Beschreibung von Veranderungen verwenden, wasiaufiel Nutzung der Kovariations-
Grundvorstellung hinweist.

Mit Hilfe des oben gesehenen bayerischen Lehrpglanfealschule wird deutlich, dass dort
fur den mathematisch-technischen Zweig noch weltrmehalte vorgesehen sind, als in den
Bildungsstandards genannt werden (z.B.: Potenziuméa, alle trigonometrischen
Funktionen, Logarithmusfunktionen). Allerdings wikgniger Wert auf die Arbeit mit
Sachsituationen gelegt. Letzteres gilt auch firldsmplan der beiden anderen Zweige. Dort
tauchen aber auch nicht alle in den Bildungsstahfismtgelegten Inhalte auf. So sind nur
Beispiele der Exponentialfunktionen und nur diegbien der trigonometrischen Funktionen
vorgesehen (siehe Abschnitt 6.3.1.2).

Fur die Hauptschule und das Gymnasium sind neugpléete herausgegeben worden, die im
folgenden Abschnitt kurz dargestellt und mit deemhanalysierten Lehrplanen verglichen
werden

6.3.1.5 Die neuen Lehrplane

Im diesem Abschnitt werden die Lehrplane zusamnfasgg die nach der Durchfihrung von
PALMA an den bayerischen Hauptschulen und Gymnasiggefihrt wurden und deswegen
nicht im zentralen Blickpunkt dieser Arbeit stel{siehe Abschnitt 6.3).

6.3.1.5.1 Die neuen Hauptschullehrplane

2004 sind neue Lehrplane fur die bayerische Habptsdherausgegeben worden. Obwohl
einige Passagen von den alten Lehrpl&nen Ubernomunelen, sind darin wichtige
Anderungen zu finden, die die Ausbildung der funikéilen Denkweise betreffen.

Zunachst ist zu bemerken, dass der Aufbau des lagtgetwas verandert wurde. Jeder
Teilbereich ist nun in Lernziele, Lerninhalte urides AbschnitWiederholen, Uben,
Anwenden, Vertiefedreigeteilt. Die zu behandelnden Lerninhalte simdbésschen
ausfuhrlicher dargestellt, sodass der Umfang déasglans zugenommen hat. Ein neuer
TeilbereichTerme und Gleichungeieht sich nun durch den gesamten Lehrplan.

Gute Schuler kénnen die 10. Klasse der Hauptschitlder Mittleren Reife abschliel3en.
Diese Schuler werden ab der 7. Jahrgangsstufeén Klasse zusammengefasst und werden
auf den angestrebten Abschluss gesondert vorbersite diesem Grund enthalt der neue
Lehrplan ab der 7. Jahrgangstufe separate Anwessufily den M-Zug (Klassen mit Ziel
Mittlere Reife).

Die Lehrplane der 5. und 6. Klassen entsprecheWasentlichen denen von 1997. In der 7.
Klasse wird mit der Betrachtung proportionaler Riorken der Funktionsbegriff eingeftuhrt.
Funktionen, die als Zuordnungen definiert sind,deerin den tblichen Darstellungsformen
betrachtet, wobei die algebraische Darstellungmuvl-Zug untersucht wird. In allen
Klassenstufen wird die Fahigkeit Ubersetzungen awés den Darstellungsformen
durchzufihren besonders betont.
In der 8. Klasse arbeiten die Schiler mit linedfanktionen und ihren Darstellungen, die im
Lehrplan von 1997 erst in der 10. Klasse gesehedew Wieder wird die Formeldarstellung
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nur im M-Zug studiert, wo die Schiler auch den@itegsbegriff kennen lernen sollen.
Umgekehrt proportionale Funktionen tauchen in didargangsstufe jetzt nicht mehr auf.

In der 9. Klasse sehen die Schiler die die Haupteatanach verlassen noch umgekehrt
proportionale Funktionen und Beispiele weiterehtiicmearer Funktionen. Auch in dieser
Jahrgangsstufe wird kein Wert auf die algebraideaiestellung gelegt. Im M-Zug dagegen
wird die algebraische Darstellung der umgekehrpprtionalen Funktionen explizit erwahnt.
Hier arbeiten die Schuler auch schon in diesergatgsstufe mit linearen
Gleichungssystemen.

Der Lehrplan der 10. Klasse hat sich in dem Beraieh fiir die Ausbildung der funktionalen
Denkweise ausschlaggebend ist, nur unwesentlicargdgger dem Lehrplan von 1997
verandert. Naturlich tauchen die Definition des Igiomsbegriffs und von linearen
Funktionen nun dort nicht mehr auf, da sie beiritsihren Klassenstufen behandelt wurden.
(Lehrplan Bayern Hauptschule Klasse 5, 2004; Lam@ayern Hauptschule Klasse 6, 2004;
Lehrplan Bayern Hauptschule Klasse 7, 2004; LehrBayern Hauptschule Klasse M7,
2004; Lehrplan Bayern Hauptschule Klasse 8, 20@#rjplan Bayern Hauptschule Klasse
M8, 2004; Lehrplan Bayern Hauptschule Klasse 9420@hrplan Bayern Hauptschule
Klasse M9, 2004; Lehrplan Bayern Hauptschule KI&$%6, 2004)

Die hauptsachlichen Anderungen zwischen den Lehepldetreffen die Reihenfolge der
Einfuhrung des Funktionsbegriffs und der betraemétunktionstypen. Der Funktionsbegriff
wird mit proportionalen Funktionen, friiher als ndanderen Schularten eingefiuhrt. Lineare
Funktionen werden um zwei Jahre vorgezogen, wolgeg&unktionen der umgekehrten
Proportionalitat um ein Jahr nach hinten verschaberen. Die Arbeit mit Darstellungen im
algebraischen Register wird nur im Lehrplan des &5 explizit erwahnt.

Die Schiler, die nach der mit dem Hauptschulabsshiie Schule verlassen, lernen im
Gegensatz zu denen, die nach dem Lehrplan von ri@@rrichtet werden, eine Definition
von Funktionen kennen und arbeiten auch mit line&wnktionen. Daher ist von einer
erhdhten Fahigkeit zur Ausbildung der funktionaBsankweise auszugehen. Allerdings kann
sich die Definition von Funktionen ohne breit amggé Vorarbeiten als schwierig erweisen.
(siehe Abschnitt 3.3.3)

6.3.1.5.2 Die neuen Gymnasiallehrpléne

Mit der Umstellung vom 9-stufigen auf das 8-stufigggmnasium wurde der Lehrplan
vollkommen Uberarbeitet. Im Aufbau erinnert erfetz den Realschullehrplan. Der Lehrplan
jeder Klassenstufe ist mit einer zusammenfasseBddeitung versehen, anschlie3end wird
zu erwerbendes Grundwissen aufgezahlt und schdreBie Inhalte in knapperer Form als
bisher in Teilbereiche untergliedert.

Im Bereich funktionalen Denkens gibt es in der Bdse keine wichtigen Neuerungen.
Direkte und indirekte Proportionalitat sind aus deshrplan der 6. Klasse entfernt worden
und werden auch in der 7. Klasse noch nicht gesdbah werden Arbeiten mit Termen und
linearen Gleichungen durchgefihrt, die die Funlkdiomorbereiten sollen.

In der 8. Klasse wird mit Hilfe der direkten undlirekten Proportionalitéat und Beispielen
nicht-linearer Funktionen der Funktionsbegriff @tsergeordneter Begriff eingefiihrt, der alle
Abhangigkeiten zusammenfasst. Alle Darstellungekiusive der Tabellen, werden genutzt
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und mit Ubersetzungen untersucht, wie sich algebhai und die graphische Darstellungen
gegenseitig bedingen.

Der Lehrplan der 9. Klasse entspricht etwa denBd&lasse von 1989. Allerdings werden
keine Umkehrfunktionen mehr betrachtet und die \WWiiunktion taucht auch nicht mehr auf.
Stattdessen wird hier schon begonnen mit den toig@trischen Funktionen zu arbeiten,
ohne diese jedoch als Funktionen zu sehen.

In der 10. Klasse werden Sinus- und Kosinusfunleimomit inren Graphen und
Formeldarstellungen untersucht. Die Tangensfunlgtent nicht mehr im Lehrplan. Auch in
dieser Jahrgangstufe werden keine Umkehrungen uoktienen betrachtet, was dazu fuhrt,
dass die Logarithmusfunktionen nicht mehr studigstden. Der Teilbereich
Potenzfunktionemwurde durch einen Teilbereigusbau der Funktionenlehersetzt, in dem
ganzrationale und einfache gebrochen-rationale titamdén studiert werden. Hierbei soll auf
das Wechselspiel zwischen algebraischer und gremnifarstellung geachtet werden.
(Lehrplan Bayern Gymnasium Klasse 5, 2004; Lehrgapern Gymnasium Klasse 6, 2004;
Lehrplan Bayern Gymnasium Klasse 7, 2004; LehrBlayern Gymnasium Klasse 8, 2006;
Lehrplan Bayern Gymnasium Klasse 9, ohne Jahr;dlahBayern Gymnasium Klasse 10,
ohne Jahr)

Auf den ersten Blick fallt auf, dass der LehrplanAufbau umgestaltet und an den Aufbau
des Lehrplans der Realschule angepasst wurdetliohaind die Anderungen weniger
einschneidend als im Hauptschullehrplan. Die Béttawy der direkten und der indirekten
Proportionalitat werden um zwei Jahre nach hintnsehoben. Weiter wird der
Funktionsbegriff jetzt &hnlich wie im neuen Haupisitehrplan ohne wesentliche Vorarbeiten
in der 8. Klasse als Abhéngigkeit und nicht mebkralordnung eingefiihrt. Bei der weiteren
Arbeit mit Funktionen sind die Umkehrfunktionen alesn Lehrplan verschwunden, was die
Nichtbehandlung der Logarithmus- und Wurzelfunkéiorzur Folge hat (letztere kénnen in
der 10. Klasse im Rahmen der gebrochen-rationalektfonen gesehen werden).

Durch die vollkommene Neugestaltung der Lehrpl&hes schwierig eine Bewertung
bezuglich der Ausbildung einer funktionalen Denlseedbzugeben. Wegen der verstarkten
vernetzten Arbeit mit allen Darstellungen sind pesiEffekte zu erwarten. Andererseits
kann die etwas kleinere Auswahl an bekanten Fun&tiaund besonders die um zwei Jahre
verzogerte Arbeit mit Proportionalitaten, also ersten funktionalen Situationen, negative
Auswirkungen haben.

Wie im neuen Hauptschullehrplan kann sich auchdigeDefinition von Funktionen am
Anfang der Arbeit mit funktionalen Situationen aladerlich erweisen.

6.3.1.6 Zusammenfassung

Die hier analysierten Lehrpléane ordnen sich imdnisthen Kontext in die Phase der
Entfernung von mengentheoretischen Betrachtungealhkonkreten Anwendungsaufgaben
ein (siehe Abschnitt 6.2.1). Letzte Uberreste denlyentheorie finden sich nur noch im
Realschullehrplan.

Die Reihenfolge der eingefuhrten Inhalte ist iralSchulformen in etwa die gleiche. Nach
einer Betrachtung der direkten und indirekten Pridpoalitat wird mit den linearen
Funktionen der Funktionsbegriff einfihrt. Anschiked werden quadratische und
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Wurzelfunktionen betrachtet und am Ende der Sekwgtufa | kommen zur Menge der
bekannten Funktionen noch die Potenz-, die Expaaderdie Logarithmischen und die
trigonometrischen Funktionen hinzu. Allerdings \atider Zeitpunkt der Einfihrung und es
ist zu beachten, dass Hauptschuler, die nach ddaSse die Schule verlassen, nicht einmal
lineare Funktionen kennen lernen (dies hat sichderit neuen Lehrpléanen geéndert) und dass
auch Realschuler nicht das gesamte Funktionsspeldethen werden.

Die Funktionsdefinition wird an der Hauptschule man den Schiilern gesehen, die die
Mittlere Reife anstreben. Genau wie am Gymnasiumdere Funktionen dort als
Zuordnungen eingefihrt, wohingegen sie an den Bealisn als spezielle Relationen
definiert sind. Definitions- und Wertemenge werden im Realschul- und
Gymnasiallehrplan erwahnt.

Die Nutzung der Darstellungsregister hangt vom &gpwab. Auf eine Anbindung an die
Realitat wird immer Wert gelegt, wobei dies in addreren Klassenstufen der Realschule eine
weniger grof3e Rolle zu spielen schein als in delesen Klassenstufen und Schularten. In der
Haupt- und Realschule werden im Gegensatz zum Ggionman den unteren Klassenstufen
Vorarbeiten in allen Darstellungsregistern durcigef An der Hauptschule steht dann das
algebraische Register im Vordergrund, wahrend adsRbule und Gymnasium zusatzlich
dazu auch viel mit dem graphischen Register getatheird. Das tabellarische Register
kommt im Gymnasiallehrplan Gberhaupt nicht vor istcan der Realschule ab der 9.Klasse
auch nicht mehr zu finden.

Die Nutzung der Register deutet schon darauf taes dlas algebraische Register eine
zentrale Rolle bei Ubersetzungsvorgéangen innetetteN der Untersuchung von dessen
Verbindung zu Realsituationen beschaftigen sicltdigliler an Realschulen und Gymnasien
auch intensiv mit der Verbindung von Formel undgbraAuch wenn nicht alle
Ubersetzungsvorgange gleichermafRen von den Schi#gsehen werden, sind diejenigen, die
betrachtet werden, aber immer ein wichtiger Pumkten jeweiligen Lehrplanen.

Was die Grundvorstellungen zu Aspekten funktion&enkens betrifft, so fallt auf, das in
allen Fallen zuerst hauptséachlich mit der Zuordsu@gundvorstellung gearbeitet werden
soll. An der Realschule und am Gymnasium wird spé&estarkt die Kovariations-
Grundvorstellung angesprochen. Zur NotwendigkeitNlgzung der Objekt-
Grundvorstellung kommt es aber in keiner der Sctena

Durch die Betrachtung von Situationen der umgeleghiRroportionalitat vor der
Funktionsdefinition kann moglicherweise das Ubersitén der epistemologischen Hiirde der
linearen Fixierung (siehe Abschnitt 4.3) erleichteerden. In der Realschule werden
zusatzlich achsenparallele Geraden gesehen, was eeiteren typischen Fehler im
Zusammenhang mit linearen Funktionen vorbeugenselhe Abschnitt 4.1.1). Trotzdem ist,
insbesondere am Gymnasium, durch das lange Stualissthliel3lich linearer Funktionen
eine gewisse Praferenz linearer Zusammenhéngenauten.

Die Forderung der Bildungsstandards nach einensnién Umgang mit den
Darstellungsformen wird in keinem Lehrplan viel Batling beigemessen, so dass mégliche
Schwierigkeiten der Schuler dadurch erklarbar sind.

Am Ende dieses Kapitels findet sich eine tabek4wgsUbersicht tiber die Inhalte in den
jeweiligen Lehrplanen, mit der die verschiedenetwkaklungen schneller erfasst werden
konnen.
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6.3.2 Intendiertes Curriculum von Frankreich

In diesem Abschnitt wird das intendierte Curriculuam Frankreich analysiert. Wie oben
schon erklart, wurde als Referenzpunkt fur den Wgeh der beiden Lander der in 2003 fur
15-jahrige Schiler gultige Lehrplan gewahlt (sidschnitt 6.3). Dieser wird im ersten
Unterpunkt dieses Abschnittes analysiert. Anscelel3wvird eine Zusammenfassung der
aktuellen Lehrplanentwicklung gegeben.

6.3.2.1 Der Lehrplan

Aufbau des Lehrplans des CM2

Die 5. Jahrgangsstufe von Deutschland entsprighietigen Klassenstufe der Grundschule in
Frankreich, dem CM2 (siehe Abschnitt 6.1.2.2). [Badsehrplan wird zusammen mit den
Lehrplanen des Kindergartens und der gesamten Gechate verdffentlicht, die in drei
dreijahrige Zyklen unterteilt sind. Die Inhalte wWen dabei nicht pro Jahrgangstufe, sondern
pro Zyklus zusammengefasst. Der CM2 ist die lelatergangstufe des dritten Zyklus, dem
Zyklus der Vertiefung (Originalbegriff: cycle d’apgondissement), der auf3erdem noch die
Klassenstufen CE2 und CM1 enthalt.

Der Bereich des Lehrplans, der sich mit der Math@nakes dritten Zyklus befasst, ist nach
einer zusammenfassenden Einleitung in drei Teiibleeeunterteilt: Zahlen und Rechnung,
Geometrie und Messung. Darin werden auf insgesaanSetiten die Inhalte, die die Schiler
am Ende des Zyklus beherrschen sollen, stichpunk&ufgezahit.

In diesem Lehrplan werden keine Aufgabenbeispidbr &rklarungen zur Wahl der Inhalte
angeboten.

Am Ende des Lehrplans sind fiir alle Zyklen, Facivat Teilbereiche die Kompetenzen
zusammengefasst, die die Schiler am Ende jedesZkben sollen. Bei der Darstellung
wurde darauf geachtet, dass die Entwicklung ddb&egiche Uber die einzelnen Zyklen
hinweg erfasst werden kann.

Im dritten Zyklus sind pro Woche 5h 30 Mathematitanrncht vorgesehen. (Programme
France école primaire, 1995)

Lehrplan des CM2

Im CM2 wird eine erste Annaherung an die Propodiibéit und damit an Funktionen
durchgefihrt. Die Schiler sollen einfache propodie Situationen erkennen und mit ihren
Darstellungen in Tabellen, Diagrammen und Graphikagehen konnen. In diesem
Zusammenhang werden auch erste Arbeiten mit Mastéihd Prozenten durchgefiihrt, ohne
dass diese vertieft werden.

Allgemein wird darauf hingewiesen, dass bei defiifirung von neuen Begriffen stets auf
den Erfahrungen der Schiiler aufgebaut werdenSiellibersetzen im Rahmen von
Anwendungsaufgaben von der Realitdt zu mathematmsBlarstellungen und validieren ihre
Ergebnisse, wobei sie den umgekehrten Ubersetzargmvg durchfiihren. (Programme
France école primaire, 1995)

In dieser Jahrgangsstufe beginnt die HinfuhrungAzbeit mit funktionalen Situationen. Es
wird angefangen mit allen Darstellungsformen, augeralgebraischen Darstellung, zu
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arbeiten. Erste Ubersetzungen werden durchgefimé. Praferenz fir die Nutzung einer
bestimmten Grundvorstellung zu Aspekten funktionddenkens ist noch nicht erkennbar.

Aufbau der Lehrplane des Collége

Nach dem CM2 treten die Schiiler ins Collége Ubeieim sie bis zur®bleiben (siehe
Abschnitt 6.1.2.2). Die Lehrplane der vier Jahrgatgfen des College sind sehr ahnlich
gestaltet, wobei die vorf Bind 4 gemeinsam veroffentlicht werden. In den beim Marisim
erhaltlichen Lehrplanen werden vor der eigentlicBedarung der Inhalte zehn Seiten mit
verschiedenen ministeriellen Verordnungen abgedyadak die Anwendung der Lehrplane
genau regeln. Anschlielend werden auf zwei bis S@iten die Ziele des
Mathematikunterrichts im Allgemeinen (z.B.: Mathdikals Allgemeinbildung, als
Werkzeug und als Ausdrucksmittel), eine Ubersitigridie zu behandelnden Inhalte und die
Organisation und Durchfihrung der Lehre detailreiahgestellt.

Dann erst werden die fachlichen Inhalte des Mathikonaerrichts auf acht bis elf Seiten pro
Klassenstufe vorgestellt. Diese sind drei Teilb®#reigeometrische Arbeiten, numerische
Arbeiten, Organisation und Umgang mit Daten — Fiorién) unterteilt und jeweils mit einer
weiteren zusammenfassenden Einleitung versehen.

Die Inhalte an sich werden in drei Spalten prasentDie erste Spalte enthalt die Inhalte in
Stichpunkten (z.B.: Parallelogramm, Anwendung depBrtionalitat), die zweite die
dazugehdrigen Kompetenzen (z.B. Kennen und Nutiresn Barallelogrammdefinition,
graphische Darstellungen lesen und interpretiarad)die dritte ausfiuhrliche Kommentare,
die die Inhalte prazisieren und Querverbindungearmleren mathematischen Inhalten (auch
aus anderen Jahrgangstufen) herstellen.

Die Lehrplane aller Jahrgangsstufen werden dunthvier (in der 6) bis 15 (in der § Seiten
langes Begleitdokument erganzt, in dem einzelnalteamochmals im FlieRtext beschrieben
und in einen allgemeinen Kontext eingeordnet werdeifferdem werden dort Anweisungen
zu Ubergreifende Themen, wie dem Computereinsatandthematischen Argumentation,
dem Ubergang zum Lycée oder dem Umgang mit deremattischen Sprache gegeben.

Im Gegensatz zu den meisten bayerischen Lehrpléwvexden keinerlei Zeitvorgaben fir die
Behandlung der einzelnen Inhaltsbereiche gemaudgesamt sind in def Gnd 3vier
Wochenstunden Mathematikunterricht vorgesehen miigéti 5 und 4 3h 30. (Programme
France 6 1995; Programme Francées 4, 1997; Programme Francg 3998)

Lehrplan der 6°

In der 6 fallt der Teil des Lehrplans, der sich auf funkates Denken, bezieht sehr knapp
aus. Die im CM2 gesehene Proportionalitat spieltanse untergeordnete Rolle im
TeilbereichOrganisation und Umgang mit Daten — FunktionBort wird lediglich darauf
hingewiesen, dass mit Arbeiten im graphischen Ugebaaischen Register begonnen werden
soll, wobei stets von konkreten Situationen augesmd Teilbereichen und anderen Fachern
ausgegangen wird. Dabei werden proportionale udlat proportionale Situationen gesehen.
Es wird aber explizit darauf hingewiesen, dasgtdets Studiums funktionaler Situationen der
Begriff Funktionzu vermeiden ist, wohingeg@mFunktion von(Originalbezeichnungen
fonction d¢ undist Funktion vorn(Originalbezeichnungest fonction degenutzt werden
kdnnen.
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AulRerdem sollen die Schiler mit dem algebraischegidRer arbeiten, indem sie einfache
Gleichungen der Formea+b=c odera-x=c l6sen. Allgemein wird mehrmals betont, dass die
Schiler lernen sollen Realsituationen mit Tabel®rhaubildern und Graphen zu verbinden.
(Programme France’,61995)

In dieser Jahrgangsstufe finden hauptséchlich dersan mit den verschiedenen
Darstellungsregistern statt. Ubersetzungen sindlled von und zur Realitat vorgesehen.
Beispiele und Gegenbeispiele proportionaler Situetin werden betrachtet, ohne dass sie
systematisch untersucht werden.

Lehrplan der 5°

Der Lehrplan der Ssieht eine weitere Arbeit mit den algebraischabeliarischen und
graphischen Darstellungsregistern sowie mit Progaatitéten vor. Im Teilbereich zu
Organisation und Umgang mit Daten — Funktionerd zuerst auf das graphische
Darstellungsregister eingegangen. Die Schilerrstdieen, Punkte zu setzen und ihre
Koordinaten abzulesen. Bei diesen Ubungen seheausteerstmals die graphische
Darstellung von proportionalen Situationen.

Das Studium von Proportionalitaten wird fortgesetzibei insbesondere die tabellarische
Darstellung genutzt wird. Die Schiler ermittelnléstde Werte der Tabellen und erkennen,
dass die Korrespondenz durch ein Wertepaar, undt danch einen
Proportionalitatskoeffizienten, bestimmt wird. &igalysieren Tabellen darauthin, ob diese
eine proportionale Situation darstellen und sadleoh erstmals eine die Verbindung zwischen
der tabellarischen und der graphischen Darstelhangtellen.

Am Ende dieses Teilbereichs werden mehrere Aufdadispiele zu proportionalen
Situationen gegebenen. Diese Beziehen sich aufanaggthematische Inhalte, wie die
Volumen und Flachenberechnung von Dreiecken unohdgin und sprechen in gleichem
Malie die Zuordnungs- und die Kovariations-Grundetiteng an. Es wird speziell betont,
dass in den Aufgaben Variationen untersucht westdian. Auch die Prozentrechnung wird
als proportionale Situation innerhalb dieses Tedlmhes betrachtet.

Eine formale Definition von Funktionen wird weit@rtexplizit ausgeschlossen. Die Nutzung
eines hinfihrenden Vokabulars wird aber wie invdeangegangen Jahrgangstufe fortgesetzt.
Im TeilbereichOrganisation und Umgang mit Daten — Funktiomend die algebraische
Darstellung von Proportionalitéaten nicht erwahriteAlings wird das Erlernen des Umgangs
mit dem algebraischen Darstellungsregister innertiat Teilbereichasumerische Arbeiten
weitergefuhrt, wo jetzt auch Gleichungen der Fgmc gesehen werden. Bei einfachen

Gleichungen mit zwei Variablen wird geprift, firlalee Variablenpaare die Gleichung
erfullt ist.

Alle hier genannten Inhalte werden explizit als Mereitung der Funktionsdefinition gesehen.
(Programme France &t 4, 1997)

In dieser Klassenstufe werden die Schiler nahdieaArbeit mit den Darstellungsregistern
herangefihrt. Diese werden nicht immer mit Propoalitdten verbunden. So lernen sie keine
algebraische Darstellung von Proportionalitdtemieer) berechnen aber mit den
Proportionalitatskoeffizienten fehlende Werte vioren tabellarischen Darstellungen. Auch
die Arbeiten mit dem graphischen Register befingleh noch auf einem sehr niedrigen
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Niveau.

Ubersetzungen zwischen den Darstellungen findemNem zwischen proportionalen
Situationen aus anderen mathematischen Gebietedairtdbellarischen Darstellung statt.
Die Kovariations-Grundvorstellung scheint in glezain Maf3e wie die Zuordnungs-
Grundvorstellung angesprochen zu werden.

Lehrplan der 4°

In der 4 werden die bisher bekannten Inhalte zu funktiondlenken gefestigt, aber keine
neuen hinzugenommen. Im Teilbere@hganisation und Umgang mit Daten — Funktionen
wird gefordert, dass die Schiler ihre Kenntnisse Anwendungen der Proportionalitat
weiter vertiefen (z.B. zurlckgelegter Weg in AbhigRkgit von der Zeit; Einheitenwechsel,
Prozentrechung). Es ist weiterhin eine NutzungFiestionen vorbereitenden Vokabulars
vorgesehen, noch immer ohne dass Funktionen fatefadiert werden. Die graphische
Darstellung von Punkten, die mit dem Ursprung angfie sind, soll als Darstellung von
proportionalen Situationen erkannt werden und @&sikpiele nicht proportionaler
Funktionen sind zu betrachten.

Im Teilbereichnumerische Arbeitegoll die progressive Hinfihrung zur Arbeit im
algebraischen Register mit einfachen Gleichungeanger Verbindung zu Situationen aus
dem Erfahrungsbereich der Schiiler fortgesetzt werfdabei finden Ubersetzungen von und
zur Realitat statt. Situationen, die zu quadragscBleichungen fiihren sind explizit
ausgeschlossen.

Das Studium proportionaler Situationen zieht sioltd den gesamten Mathematiklehrplan
der 4. Auch in der Geometrie sollen damit Variationem ¥achen und Volumina untersucht
werden. AulRerdem wird die Proportionalitat bei Befinition des Kosinus eines Winkels als
Langenverhéltnis zweier Seiten in einen DreieckugignVVon einer Kosindanktionwird

aber noch nicht gesprochen. (Programme Frahee 1997)

In dieser Klassenstufe werden keine wesentlicheemé&chritte auf dem Weg der
Ausbildung funktionalen Denkens gemacht. Die Arbgitproportionalen Situationen wird
durch ihre diskrete graphische Darstellung, duroiwéndungen und durch Gegenbeispiele
vertieft. Wie in den Vorjahren ist auch hier keDefinition vorgesehen und auch die
algebraische Darstellung proportionaler Situatiosieit nicht im Lehrplan. Die tabellarische
Darstellung, die in der®*moch sehr viel genutzt wurde, wird nun gar nicehmerwahnt.
Dennoch scheint sie fir die Bearbeitung der Belapfgaben vorgesehen zu sein.
Ubersetzungen finden vor allem von und zu Realsttnan und proportionalen Situationen
aus anderen Teilbereichen statt. AuRerdem sind Eifs¢rsetzungsprozesse zur graphischen
Darstellung vorgesehen sind.

Bei vielen proportionalen Situationen, insbesond@ereder Geometrie, scheint explizit die
Variation und damit die Kovariations-Grundvorstalijuangesprochen zu werden. Die
Zuordnungs-Grundvorstellung steht dagegen bei @éinlion von Kosinus im Mittelpunkt.

Lehrplan der 3°

In der 3 treffen die Schuler erstmals auf den Funktionsffagrd auf lineare Funktionen,
wenn auch die Definition noch nicht in ihrer vollabstraktheit behandelt werden soll.
Die Schiiler sollen ausgehend von proportionalerkframen die Notatiorx — ax+b (mit
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festena undb) fur lineare Funktionen kennen lernen und proposle Funktionen als
Sonderfall davon identifizieren. Dabei erfasserdsegraphischen Rollen der Koeffizient@n
undb der algebraischen Darstellung, ohne allerdingsliigemeine Geradengleichung zu
sehen.

Auch die anderen Darstellungsregister werden zustBbung linearer Funktionen genutzt
und Verbindungen zwischen ihnen hergestellt. Daplhische Darstellung soll aus der
algebraischen Darstellung erstellt werden. AulRerselirzwei Bild-Urbild-Paaren (bzw.
einem Bild-Urbild-Paar bei proportionalen Funktiahedie aus der graphischen Darstellung
entnommen werden kdnnen, soll die algebraischet&mnsg gewonnen werden.

Des Weiteren tabellarische Darstellungsregisteutz¢nind Anwendungsbeispiele
proportionaler und linearer Funktionen gezeigt. Bibeit mit Proportionalitéaten, mit ihren
Anwendungen in der Geometrie, der Prozentrechnadglden Einheitenwechseln soll in
dieser Klassenstufe abgeschlossen werden.

Wie schon in den vorigen Klassenstufen sollen ancier 3 Beispiele nichtproportionaler
betrachtet werden (etwa quadratische Funktioneogwetzt auch auf Variationsverhalten,
Maxima und Minima eingegangen wird.

Funktionen werden aber nicht allgemein definieohdern nur in konkreten Féllen als Prozess
erklart, der eine Zahl mit einer anderen in Verbimgl setzt. Die Notatiof{x) wir nur in mit
konkreten Zahlen fix verwendet.

Neben diesen im Teilbereiérganisation und Umgang mit Daten — Funktiorggsehenen
Inhalten wird die Arbeit mit dem algebraischen Daliangsregister im Teilbereich
Numerische Arbeitefortgesetzt. Die Schiler bearbeiten Aufgabenstgkm aus vielen
unterschiedlichen Bereichen (z.B.: Geometrie, anéié@cher, Realsituationen), bei denen mit
Gleichungen bis zum Grad zwei umgegangen werdes.rAu3erdem finden sie die
algebraische Losung von Systemen mit zwei line@eichungen in zwei Unbekannten und
interpretieren dieses graphisch mit Hilfe von lir@aFunktionen.

Im TeilbereichGeometrische Arbeitewird weiter mit trigonometrischen Zusammenhangen
gearbeitet. Zusatzlich zum Kosinus lernen die Sah8inus und Tangens eines Winkels als
Langenverhaltnis kennen. Ihre Betrachtung als Fan&h ist nicht vorgesehen.

In den Begleittexten wird darauf hingewiesen, ahssArbeit mit Computern fir das
Verstandnis von Funktionen sehr forderlich seinrkgRrogramme Francé,3998)

In der letzten Klasse des College werden erstnelfgproportionale Funktionen studiert und
der Funktionsbegriff genutzt. Eine allgemeine Fiorigdefinition ist aber genauso wenig
vorgesehen wie die allgemeine algebraische Danstglinearer Funktionen. Im Lehrplan
selber werden Funktionen als Korrespondenz zwiseiven Zahlen definiert, in den
Begleittexten wird aber allgemeiner, von Korrespamazweier Elemente von zwei Mengen
gesprochen. Diese allgemeinere Definition erlawok @erfordert die Betrachtung von
Definitions- und Wertemengen.

Lineare Funktionen werden in allen Darstellungstgn untersucht und die Fahigkeit
Ubersetzungen zwischen den einzelnen Darstelludgerhfiihren zu kénnen explizit als Ziel
genannt. Es sollen Anwendungsaufgaben aus ein&alilevon Bereichen betrachtet werden.
Auffallend ist, dass proportionale Funktionen wiite eine dominierende Rolle spielen,
obwohl sich mit den linearen Funktionen ein vollkoen neuer Bereich erdffnet hat.

In dieser Klassenstufe scheinen keine Darstellumibkein Ubersetzungsvorgang im
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Vordergrund zu stehen.

Zu Grundvorstellungen lasst sich zumindest sagass die genutzte Definition die
Zuordnungs-Grundvorstellung anspricht. Aber auamgise auf die Nutzung der
Kovariations-Grundvorstellung tauchen mehrmals hrplan auf, insbesondere bei der
Untersuchung nichtlinearer Funktionen.

Aufbau des Lehrplans der 2°

Nach der 3teilen sich die Schuler auf die Lycées généraukdia Lycées technologiques
auf, in denen in der"2noch im Wesentlichen tibereinstimmende Lehrplaftemyésiehe
Abschnitt 6.1.2.2).

Der Lehrplan der® erinnert im Aufbau an die Lehrplane aus dem Cellég einer kurzen
Einleitung werden allgemeine Ziele des Mathemati&urichts definiert, der Aufbau des
Lehrplans beschrieben, eine Zeiteinteilung vorglesen und auf die groRer werdende
Bedeutung von Computern im Mathematikunterrichgbimiesen.

Die Inhalte werden in drei Teilbereiche zusammeaggiStatistik Berechung und
FunktionenundGeometrie Fur Statistik soll 1/8 der Unterrichtszeit verwlehwerden, die
beiden anderen Teilbereiche teilen sich die réwtliceit.

Am Anfang jedes Teilbereiches werden die jewetmiikanten Teile des Lehrplans des
College in einer knappen Tabelle zusammengefasfleAlem werden die Ziele des
Teilbereichs in einer kurzen Liste zusammengeiasdtibergreifende Anweisungen (z.B.:
Erlernen der Beweisfiihrung, Nutzung von Softwaegeapen.

Die Inhalte selber werden auf vier Seiten in Tadrethit drei Spalten prasentiert. Ebenso wie
in den anderen franzosischen Lehrplanen enthaéirdie Spalte die Inhalte in Stichpunkten,
die zweite die erwarteten Fahigkeiten und diee@die Kommentare.

Am Schluss des Lehrplans werden auf einer Seitéi&Sithemen vorgeschlagen, mit denen
einzelne Schuler oder die gesamte Klasse bestinmiédte vertiefen kdnnen. Dabei wird
darauf hingewiesen, dass es sich nur um Vorsclilagdelt und die Lehrkraft durchaus auch
andere Studienthemen wéhlen kann.

Der Lehrplan der® wird durch ein ausfiihrliches, 60 Seiten langesi@&tpkument erganzt,
in dem etwa die Motivation der Programme, die Oiggtion der mathematischen Aktivitaten
in den Klassen oder der Platz der neuen TechnalogidJnterricht im Detail erlautert
werden. Des Weiteren werden zu den Inhalten abdb@&reiche einige Prazisierungen
gegeben, die auch auf mogliche Probleme hinweisdrkankrete Aufgabenbeispiele
enthalten. Auf den letzten 40 Seiten des Begleiidwntes werden Aufgabenvorschlage aus
den Bereichen Statistik und Geometrie gegeben.

Dieser Lehrplan ist der einzige hier untersuchaeZisische Lehrplan, der zumindest eine
grobe Vorgabe fir die Zeiteinteilung enthalt. DerldereichNumerische Arbeiteaus dem
College existiert nicht mehr und dessen Inhaltedenrauf die anderen Teilbereiche verteilt.
Dafur wurde der TeilbereicBtatistikausOrganisation und Umgang mit Daten — Funktionen
ausgegliedert. Insgesamt werden die Inhalte im Mg zu den Lehrplanen des Collége
etwas knapper dargestellt, auch wenn sie im Varigleii den bayerischen Lehrplanen
weiterhin sehr ausfihrlich und mit vielen HinweisEnklarungen und Beispielen versehen
sind. (Programme Francé®22001; Programme Franc& Document d'accompagnement,
2000)
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Lehrplan der 2%

Im Lehrplan der % wird die allgemeine Funktionsdefinition eingefiibrd es werden
erstmals nichtlineare Funktionen nicht nur in Bealgm gesehen.

Die Schiuler sollen anhand von Anwendungssituatidsieerlegungen zu den Ausdriicken
Funktion sein vomndabhangen voanstellen und auch nichtfunktionale Beispiele sebém
betrachteten Funktionen hangen in der Regel var egellen Variablen mit gegebenem
Definitionsbereich ab. Aber auch andere funktiodddangigkeiten (z.B.: diskrete
Funktionen, Funktionen in zwei Variablen) sollereplarisch gezeigt werden. Die Schiler
lernen hierbei auch den Begriff des Definitionsire kennen und fassen Funktionen bei der
Arbeit mit Taschenrechnern und Computern als Blaxkuf, die nach der Eingabe einer
Zahl einen numerischen Wert ausgibt.

Funktionen sollen in allen Darstellungsregistersedien, und jetzt auch mit der Notatf@x)
ohne festgelegtemgenutzt werden. Selbst die Notatiokann jetzt verwendet werden, was
auf eine erste Betrachtung des Objelesktionhindeutet. Auf die Schwierigkeiten beim
Ubergang zur Objekt-Grundvorstellung wird allerdiriangewiesen und festgestellt, dass
dieser sich wohl tber die Zeit in de¥ 2rstrecken wird.

Einen wichtigen Platz nimmt das Studium von Vaoatein. Mit Hilfe von Variationstabellen
(siehe Tabelle 11) sollen steigende und fallendechAbitte der Funktionen, sowie Maxima
und Minima identifiziert werden. Da Variationstaleel im deutschen Schulsystem nicht
genutzt werden sollen diesen nun kurz vorgestaiten:

Im franzosischen Schulsystem werden ab d&variationstabellen bei der Arbeit mit
Funktionen als Darstellungsmittel verwendet. Miteh I&sst sich knapp darstellen in welchen
Bereichen die betrachtete Funktion steigt und, féits insbesondere zur Hinfihrung und
Verdeutlichung von Ableitungen genutzt wird. Dastiht bei dieser Darstellungsart die
Kovariations-Grundvorstellung im Vordergrund.

In der franz6sischen Mathematikdidaktik werden @wonstabellen auch als
Darstellungsregister gesehen und als solche andlysiehe etwa Amra, 2003). In der hier
vorliegenden Arbeit werden Variationstabellen alegs nicht in den Kreis der genauer
untersuchten Darstellungsregister aufgenommenuyslaiaser Darstellungsart nur sehr
wenige Informationen tber den ihr zugrunde liegendektionalen Zusammenhang
entnommen werden kdnnen, und sie daher bei gerfsuasen immer in Verbindung mit
Darstellungen aus anderen Darstellungsregistemmeratet werden muss.

In deutschen Schulen und in der deutschen Mathlkedndaktik ist diese Art der
Funktionsdarstellung unublich. Folgende Tabellgizeie Variationstabelle einer Funktion f,
die bei 1 ein Maximum und bei 3 ein Minimum hat.
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Tabelle 11: Beispiel einer Variationstabelle

In der 2 sollen die Schiiler zu gegebenen Variationstabefiégliche graphische
Funktionsverlaufe erstellen und wissen, dass eggende Funktion die Ordnung beibehalt,
was sie von einer fallenden Funktion unterscheidet.

Mit dieser Klassenstufe wird angefangen einen Gsaohdtz von Referenzfunktionen
aufzubauen. Zusétzlich zu den schon in den letiabnen gesehenen linearen Funktionen
lernen die Schilleki— x* und x> mit ihren Graphen und ihrem Variationsverhalten

kennen. Weitere Funktionen wie— v/X , Xi— x* und X — X kénnen in Aufgaben

bearbeitet werden, ohne dass sie jedoch im Detal/siert werden sollen. Die graphischen
Darstellungen vorxi— sinx und x+— cosx werden erlernt und mit den bisher gesehenen
trigonometrischen Zuordnungen in der Geometrie wedien. Aber auch mit den linearen
Funktionen soll weiter gearbeitet werden um digpBronalitdt der Zuwachse zu erkennen.
In diesem Zusammenhang wird darauf hingewiesers, diase Eigenschaft von nichtlinearen
Funktionen eben nicht erfullt wird.

Im Umgang mit dem algebraischen Register soll inXfeweitestgehende Sicherheit erlangt
werden. Formeln werden umgestellt, vereinfachtdiedir die jeweilige Aufgabe am besten
geeignete Art der algebraischen Darstellung ausgiewaleichungen werden algebraisch und
graphisch geldst, wobei gegebenenfalls schon bégdeferenzfunktionen genutzt werden
sollen.

Die Studienthemen, die zum Bereich funktionalenk2es vorgeschlagen werden beziehen
sich auf die konkrete Untersuchung eines Funktygrsstind seiner Anwendungen, oder auf
Variationsarbeiten verschiedener Art. (Programnamée 2%, 2001, Programme Franc 2
Document d'accompagnement, 2000)

In dieser Klassenstufe werden wesentliche Inhaltiaktionalem Denken in den Lehrplan
aufgenommen. Funktionen werden als Zuordnungenidefiund erste Referenzfunktionen
eingefihrt. Auf realitatsnahe Aufgaben wird ebemsioWwert gelegt, wie auf die Nutzung
aller Darstellungsregister und auf Ubersetzungesciven ihnen. Lediglich die Nutzung
tabellarischer Darstellungen scheint in diesergkaigstufe etwas weniger wichtig zu sein.
Das graphische Darstellungsregister soll kritischlygsiert werden und ist zur Erfassung von
Variation zu nutzen. Diese ist ein zentraler Bedtihdes Lehrplans und wird bei der
Untersuchung von allen Referenzfunktionen verlangt.

Das zeigt, dass die Kovariations-Grundvorstelluntgtder Definition Gber die Zuordnungs-
Grundvorstellung bei der Arbeit mit funktionaleriugitionen eine sehr wichtige Rolle
einnimmt. Eine erste Hinflihrung zur Objekt-Grundstelung wird in dieser Jahrgangsstufe
in der Notatiorf gesehen. Es handelt sich jedoch allenfalls unaelste Vorarbeiten.
Inwieweit die Referenzfunktionen mit Parameterrbueiden werden sollen, wird im
Lehrplan nicht geklart. Dies wird mit Hilfe der Lidiicher zu untersuchen sein.
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Ausblick

Nach der & fachert sich das franzdsische Bildungssystemsterk auf. Die Schiiler kdnnen
eine von vielen Ausbildungswegen einschlagen undeanverschiedenen Schulen nochmals
zwischen unterschiedlichen Zweigen wahlen. Auf d8eg zum Baccalaureat général lernen
die Schiler dann zu verschiedenen Zeitpunkten meReferenzfunktionen kennen und
arbeiten mit Ableitungen und in manchen Zweigerhaud Integralen. Auffallig dabei ist,
dass Exponential- und Logarithmusfunktionen erstlahr nach den Ableitungen eingefuhrt
werden, und dass nur sehr spat mit allgemeinemPfoigktionen gearbeitet wird.

6.3.2.2 Die neuen Lehrplane

In den Jahren 2002 bis 2004 sind in den Klassentt=€M?2 des Zyklus der Vertiefung
neue Lehrplane in Kraft getreten. Diese enthaltermbf wenige Ausnahmen dieselben
Inhalte zu funktionalem Denken wie die in diesebdit analysierten Lehrplane. Es fallt
jedoch auf, dass explizit erwahnt wird, dass Beigpnichtproportionaler Situationen
betrachtet werden sollen. Der Arbeit mit Darstajlen im graphischen und im tabellarischen
Register scheint nun auch etwas mehr Gewicht \erie@vorden zu sein.

GroRte Anderung ist aber der Aufbau des Lehrplawisdie Ausfiihrlichkeit der
Anweisungen. Proportionalitdten werden nun in eifeitbereich mit dem TitdNutzung
numerischer DatefOriginalbezeichnungexploitation de données numériguéghandelt,
der explizit auf die Arbeit mit Funktionen im Caijé vorbereiten soll.

Die Inhalte werden nun wesentlich detailreichegdatellt und in zusatzlichen Begleittexten
noch einmal genauer anhand von Aufgabenbeispieieklusterlosungen erklart. In den
Begleittexten wird aul3erdem aufgefuhrt, zu welclzatpunkt innerhalb des drei-Jahres-
Zyklus die einzelnen Inhalte von den Schilern geseterden sollen. (Programme France
CM2, 2002; Programme France CM2 Document d’apptiona002; Programme France
CM2 Accompagnement Articulation, 2002).

Mit dem Schuljahr 2005/2006 wurden, anfangen mitéeneue Lehrplane am Collége
eingefiihrt. Da die offiziellen neuen Lehrplanedie 3 noch nicht verdffentlicht wurden,
wird in dieser Arbeit das Lehrplanprojekt fir diddassenstufe analysiert. Die
Lehrplanprojekte stimmen erfahrungsgemal starklemttatsachlich veréoffentlichten
Lehrplanen tberein, wie bei den Lehrplanprojektendbis 4 gesehen werden kann.

Die neuen Lehrplane erinnern stark an die altechMdgner zusammenfassenden Einfiihrung
werden die Inhalte, wie im alten Lehrplan, in ddealten erklart. Allerdings hat die dritte
Spalte deutlich an Umfang gewonnen und tragt nunTdlel Beispiele von Aktivitaten,
KommentargOriginalbezeichungexemples d’activités, commentajresd nicht nur
KommentareTatséchlich finden sich jetzt zu den einzelndralten Beispielaufgaben, die die
Inhalte noch genauer erklaren. Au3erdem sind ncimt mehr drei, sondern vier Teilbereiche
vorgesehen, wobei der Teilberei©inganisation und Umgang mit Daten — Funktiorvem

der letzten Stelle des Lehrplans an die erste vacgeist. Bisher wurden keine
Begleitdokumente zu den neuen Lehrplanen verofémtl(Programme Francé€,@004;
Programme France &t 4, 2005; Programme France Collége Projet, ohne Jahr)

In der 6 erscheinen gegentber den Lehrplanen von 1995 keinen Inhalte zu funktionalem
Denken. Allerdings wird der Arbeit mit Proportioiiaten nun etwas mehr Platz im Lehrplan
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eingeraumt wobei eine rein numerische Behandluntgridn nicht in dieser Jahrgangsstufe
vorgesehen ist. Die gegebenen Aufgabenbeispiekeauf die Nutzung der Kovariations-
Grundvorstellung hin (z.B.: dreimal mehr Objektestem dreimal mehr; Der Maf3stab macht
200-mal kleiner). (Programme France 2004)

In den neuen Lehrplanen déruind 4 sind im Bereich von funktionalem Denken keine
wichtigen Anderungen gegeniiber den Vorgangerlehepizu finden. Lediglich die
Reihenfolge, bzw. die Platze im Lehrplan wurderigar (Programme Francé€ bt 4, 2005)

Das neue Lehrplanprojekt fur di€sSeht ein paar Anderungen vor, die sich auf die
Ausbildung der funktionalen Denkweise beziehen(Gegensatz zum Vorgangerlehrplan
wird auf die Funktionsdefinition hingearbeitet, atiw eine allgemeine Funktionsdefinition
weiterhin explizit nicht in den Lehrplan aufgenommveird. Die Notationerf(x) und

X+> ax+b werden von den Schilern nicht nur fir bekamxritew. a undb gesehen.

Bilder von Zahlen sollen nicht nur mit Hilfe degabraischen, graphischen und tabellarischen
Darstellungen von linearen Funktionen bestimmt wergondern auch in allgemeiner Form
angegeben werden. Aul3erdem soll jetzt bei der Llggson Systemen mit zwei Gleichungen
und zwei Unbekannten auch nach einer graphischsarigigesucht werden. Die restlichen
Inhalte zu funktionalem Denken sind teilweise woh] aus dem Lehrplan von 1998
entnommen.

Es handelt sich hierbei noch um ein Lehrplanprojektdass sich vor der Veréffentlichung
des endgiiltigen Lehrplans fiir dig 8er im Schuljahr 2008/2009 in Kraft treten wird,
moglicherweise noch einige Anderungen ergeben weibas vorliegende Projekt deutet
darauf hin, dass die tatsachliche Funktionsdefinigin Stiick weiter in die®¥orgezogen
wurde, ohne dass dieser Schritt in voller Konsegwetizogen wird. (Programme France
College Projet, ohne Jahr)

6.3.2.3 Zusammenfassung

Die hier analysierten franzdsischen Lehrplane andseh in einen relativ stabilen
historischen Kontext ein, in dem sich seit 197 danwesentlichen Abfolge nicht viel
geéandert hat. Die Untersuchung von Variation haheb wie die spate Einfiihrung
nichtlinearer funktionaler Zusammenhange in denzidgischen Lehrplanen Tradition (siehe
Abschnitt 6.2.2). Mengentheoretische UberlegundanAnfang der 80er Jahren aktuell
waren, sind wieder vollkommen aus den Lehrplaneschevunden (Ausnahme: das
Begleitdokument der®g

Die franz6sischen Mathematiklehrplane fiir Klassghest CM2 bis 2 sehen vor, dass die
Schuler am Ende dieser Ausbildungszeit den Fungtiegriff und erste Referenzfunktionen
kennen. Sie sollen lernen mit funktionalen Situaio aus vielen verschiedenen Gebieten zu
arbeiten, mit den unterschiedlichen Darstellungstem und Ubersetzungen umzugehen und
die Darstellungen auch kritisch zu bewerten.

Hinweise auf die Arbeit mit der Kovariations- unaca mit der Zuordnungs-
Grundvorstellung sind im Lehrplan zu finden. Dievédations-Grundvorstellung scheint
jedoch in vielen Féllen starker angesprochen zu&rerobwohl Funktionen in def*als
Zuordnungsvorschrift definiert werden. Die Nutzudes Objektes Funktion oder hinfihrende
Arbeiten, wie das Zusammenfassen der Funktiondflagsen, sind nicht vorgesehen.
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Lediglich die Einfihrung der Notatidrkann als erster Schritt hin zur Ausbildung dereBbj
Grundvorstellung gesehen werden.

Es fallt auf, dass sich die Hinfihrung zur Funksidefinition explizit Gber drei bzw. vier
Jahre erstreckt, in denen nur proportionale bzep@rtionale und lineare Funktionen
behandelt werden und eine formale Definition stasgeschlossen wird. Wahrend dieser
Hinflhrung werden den Schilern zwar einige Beigpithtlinearer funktionaler
Zusammenhange gezeigt, von einer Vorbereitung dektionsdefinition als vereinigender,
ubergeordneter mathematischer Begriff fr eine 24kl verschiedener funktionaler
Zusammenhange kann aber nicht die Rede sein.

Nach der Definition von Funktionen als Zuordnungerd sehr intensiv mit der
Kovariations-Grundvorstellung gearbeitet. Die Anzddr untersuchten Funktionstypen ist
allerdings relativ beschrankt. In dé¥ ferden mitx— x* und x+— 1 erstmals nichtlineare

Funktionen intensiv studiert. Mit den Lehrbichesnzu untersuchen, inwieweit etwa
guadratische Funktionen im Allgemeinen betrachtaiden sollen, oder ob eine
Beschrankung auf einfache Parabeln stattfindet. d@mntrigonometrischen Funktionen sind
nach der % nur Sinus- und Kosinusfunktionen bekannt, Expoaéntder Logarithmus-
funktionen fehlen ganz.

Durch das lange Arbeiten mit proportionalen Situagin und linearen Funktionen ist zu
erwarten, dass das Uberspringen die epistemolagidéinde der linearen Fixierung (siehe
Abschnitt 4.3) nicht erleichtert, womdglich sogasahwert wird. Eine andere Quelle
moglicher Schwierigkeiten ist die Definition vonrkiionen durch Ansprechen der
Zuordnungs-Grundvorstellung und die anschliel3epte starke Nutzung der Kovariations-
Grundvorstellung. Ahnlich wie zur Zeit der mengesttetischen Definition, kann dies bei
einigen Schuilern zur Abnabelung des concept imagesier concept definition und damit zu
Konflikten fuhren (siehe Abschnitt 3.1.6)

Die neuen Lehrplane, die zurzeit in Kraft treteehen kaum Anderungen vor. Als wichtigste
inhaltliche Anderung ist zu nennen, dass scheikfbabereitungen fiir das Vorziehen der
Funktionsdefinition in die Bgetroffen wurden.

Im nachsten Abschnitt kbnnen nun die LehrplaneB®ayern und Frankreich miteinander
verglichen werden.

6.3.3 Vergleich der intendierten Curricula

In diesem Kapitel wurden die Lehrplane von Deutsetilam Beispiel von Bayern und von
Frankreich analysiert. In einer ersten Annaheratigri viele Ahnlichkeiten auf, die die
Lehrplane miteinander verbinden. Genauere Analységen allerdings, dass von den
Lehrplanautoren an vielen Stellen unterschiedlBblewerpunkte gesetzt wurden.

Die Lehrplane beider Lander sind inputorientieit &hreiben vor, welche Inhalte in den
jeweiligen Jahrgangsstufen behandelt werden sdlliberdings sind die Lehrpléne von
Frankreich wesentlich umfangreicher. Sie enthaltehmehr Anweisungen fir den
tatsachlichen Unterricht und auch deutliche Verliatdestimmte Inhalte. In den
Begleitdokumenten werden bestimmte Inhalte, Venonggn zu anderen Unterrichtsfachern
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und allgemeine Hinweise noch detailreicher erkléd, insbesondere in den neuen
Lehrplanen, auch Aufgabenbeispiele gegeben.

Einerseits werden den Schulbuchautoren und Leltérch die Knappheit der Darstellung
der bayerischen Lehrplane mehr Freiheiten beiatséthlichen Ausgestaltung eingeraumt.
Andererseits kbnnen eben durch diese KnappheittigeiDetails unklar bleiben oder
Verbindungen zu anderen Inhalten nicht erstellidear Ein Grund fir die Ausfihrlichkeit
der franzdosischen Lehrplane mag sein, dass didl8ather in Frankreich vor dem
Schuleinsatz nicht von den Behdrden genehmigt wemdéssen (siehe Kapitel 7). Damit
stellt der Lehrplan in Frankreich die wichtigste gfiohkeit der Einflussnahme auf das
Curriculum dar.

Was Inhalte betrifft, so sind Ahnlichkeiten in dgmerellen Abfolge auszumachen. In beiden
Landern wird frih mit dem Betrachten von Proporilttéten begonnen und alle
Darstellungsregister werden eingefthrt. Im RahmarBetrachtung von linearen Funktionen
werden Funktionen nach einer mehrjahrigen PhasAnbeit mit Proportionalitaten definiert.
Anschliel3end wird von den Schulern, beginnend omeidgatischen Funktionen, ein
Grundschatz an Funktionen aufgebaut. Die Arbeitatféin Darstellungsregistern und
insbesondere die Anbindung an die Realitat werddreiden Landern als wichtig erachtet.
Die Ausbildung der Objekt-Grundvorstellung gehdagedgen in beiden Landern
Ubereinstimmend nicht zum Lehrplan der Sekundaggtuf

Bei der Analyse fallen jedoch auch UnterschiedéenWahl und Abfolge der Inhalte und
dem Zeitpunkt ihrer Einfiihrung auf.

In Frankreich wird sehr lange nur mit Proportioté&én und linearen Funktionen gearbeitet,
wobei letztere erst in def 8azukommen. Nichtlineare funktionale Zusammenhaveyelen
erst in der & ausgiebig studiert, nachdem der allgemeine Fungkiegriff eingefiihrt wurde.
In den bayerischen Lehrplanen wird im Gegensata dafar friih mit nichtlinearen
funktionalen Zusammenhéangen gearbeitet. Zeitgleitlder Proportionalitat in der 6. Klasse
am Gymnasium, oder ein Jahr nach der Proportiénatitder 8. Klasse an der Hauptschule
werden indirekt proportionalen Zuordnungen studiert

Betrachtet man zum Zeitpunkt dérrur die eingefiihrten Funktionstypen, so stellt rigem,
dass bayerische Hauptschuler zwar keine linearaktiemnen gesehen haben, aber dafir, im
Gegensatz zu den franzdsischen Schilern, indirekioptionale Zusammenhéange kennen.
Schuler der Realschulen und des Gymnasiums kenndregem Zeitpunkt schon die
Funktionsdefinition und teilweise auch quadratisahd Wurzelfunktionen.

Auch am Ende der Sekundarstufe | sind UnterscHiesteustellen. Die an den bayerischen
Schulen verbliebenen Schiiler kennen alle zumir8ieispiele von exponentiellem
Wachstum. Am Gymnasium und im mathematisch-techeis@weig der Realschule werden
die allgemeinen Exponential- und Logarithmusfunkéin behandelt und auch
Potenzfunktionen, Umkehrfunktionen und die trigoetmschen Funktionen im Allgemeinen
studiert. Bis auf die Sinus- und Kosinusfunktiordwpezielle Potenzfunktionen sind all diese
Funktionstypen den franzdsischen Schilern am Ead&ekundarstufe | unbekannt.

Bei der Betrachtung der studierten Funktionsty@ih élso auf, dass der franzésische
Lehrplan eine spéatere Einfihrung von weniger Famisypen vorsieht. Manche Funktionen,
wie etwa die Exponentialfunktion, die in den deb&st Bildungsstandards fir den mittleren
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Schulabschluss vorgesehen sind (siehe Abschnift.8.3), tauchen tberhaupt nicht auf.
Im Gegensatz zum deutschen Lehrplan sieht derdsdszhe eine intensive Befassung mit
Variationen und damit der Kovariations-Grundvolisted vor. AuRerdem wird dort das
algebraische Register nur langsam eingefuhrt ustdspat mit funktionalen Situationen
verbunden.

Der Vergleich der zuktinftigen Lehrplanentwicklungesigt, dass sich die Lehrplane beider
Lander sowohl im Aufbau, als auch bei den Inhattenwenig verandern. Eine Entwicklung
auf einander zu findet allem Anschein nach nichittssodass, trotz immer starker werdender
europdischer Verknupfung und grol3en internationglengleichsuntersuchungen, auf
absehbare Zeit wesentliche Unterschiede in denpléten bestehen bleiben werden.

Nach diesen Befunden kénnen unter Anderem folg&nagen gestellt werden:

Wird in Frankreich nicht eine proportionale Fixiegy trotz der gesehnen Gegenbeispiele,
gefordert, wenn die Schiler mehrere Jahre langtaciplich nur mit ihr arbeiten?

Ist nicht auch in Frankreich eine frihere Beschéfig mit mehr Funktionstypen mdoglich,
wenn dies beispielsweise in Deutschland gemactatwir

Fuhrt die intensive Befassung mit der Kovariati@rsmdvorstellung in Frankreich nicht zu
Problemen, da Funktionen spéater als Zuordnung idetfvwerden?

Diese Fragen kdonnen auch anders formuliert werden:

Fuhrt in Deutschland die friihe Beschaftigung mélem Funktionstypen nicht zu Problemen,
da die Schuler zu deren Aufnahme noch nicht beimat?

Haben deutsche Schiler nicht eine zu wenig austgbiKovariations-Grundvorstellung,
wenn sie sich deutlich weniger mit Variationen lsstn, als die Schiiler in Frankreich?

Ein Ziel im weitern Verlauf dieser Arbeit wird seiliese Fragen zu beantworten.

In diesem Kapitel wurde versucht die Fragen zu tveamen, die sich auf das intendierte
Curriculum beziehen. Prazisierungen zu vielen Bivedten, wie der tatsachlichen
Einbeziehung von Realsituationen oder dem Gewiehvdrschiedenen Grundvorstellungen
konnen mit Hilfe der Analyse des potentiellen Gurlims gegeben werden. Diese ist das
Ziel des nachsten Kapitels.
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6.3.4 Tabellarische Ubersicht

Bayern — Hauptschule

Bayern — Realschule
Wabhlpflichtfachergruppe 1

Bayern — Realschule

Wabhlpflichtfachergruppe 2/3

Bayern — Gymnasium

Frankreich

Davor Gerundete Zahlen in Sdulendiagrammen darstellen Tabellen Diagramme und
- Informationen aus Tabellen, Schaubildern und Diagnan entnehmen Grafiken lesen, benutzen,
Avant einfache MalR3stabe erstellen
5 - Schaubilder deuten und - GrdR3en in Anwendungen messen und darstellen In Anwendungsaufgaben: Erste Einfuhrung in die
CMm2 erstellen - Dreisatz zur Vorbereitung auf Proportionalitat uherdnung Erfassen und Bearbeiten Proportionalitat
einfache Gleichungen - Mal3stab verbal gegebener (Prozentrechnung, Maf3stab,
Mafstabe Zusammenhénge einfache Einheitenwechsel)
MaRstab
6. — Informationen aus Tabellen- Proportionalitat anhand von Anwendungsaufgaben Proportionalitat und Arbeit mit Proportionalitat:
6° und Schaubildern - Proportionalitatsfaktor indirekte Proportionalitat Nichtproportionale Beispiele
entnehmen und - Einsatz von Tabellen, Diagrammen und Computer Untersuchung der Graphen - Arbeitin den
mathematisch aufbereiten - Prozentbegriff Ubersetzung von und zur Darstellungsregistern
Ansatz von Termen - numerische und graphische Wertetabelle zu einfackemen; algebraischen Darstellung Ubersetzungen von und zur
Definitionsmenge Prozent und Zinsrechnung Realitat
Benutzung vonen fonction
de, est fonction dé
KEINE Definition von
Funktion
7.— Zuordnungen untersuchen, - Proportionalitdt undéhdirekte Proportionalitat. Terme aufstellen, auswerten - Proportionalitat vertiefen,
5° darstellen (Tabelle, - Arbeit insbesondere mit Realitdt und Formeldansigl und interpretieren Proportionalitatsfaktor

Schaubilder,
Koordinatensystem)
proportionale
Zuordnungenin allen
Darstellungen

Ubersetzungen von und zur

Formeldarstellung
Prozentbegriff und
Anwendungsaufgaben

Tabellen, Diagramme und Graphen zur Veranschaulghu
Prozent und Zinsrechung
numerische und graphische Wertetabelle zu Termen

Ldsen linearer Gleichungen

Arbeit mit
Darstellungsregistern.
Insbesondere mit Tabellen.
Keine Verbindung von
Proportionalitat und
Formeldarstellung
Ubersetzungen von und zu
Tabellen

KEINE Definition von
Funktion
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8. — - Zusammenhange in Funktionen als Relationen - Terme: Aus der Belegung der Funktionen als Zuordnungs- - Proportionalitat: diskrete
4° Lebenssituationen Arbeit in allen Registern. Variable folgt der Termwert  vorschrift graphische Darstellung
erkennen Aus Proportionalitét folgen - quadratische Terme und - lineare Funktionen - Gegenbeispiele
- Proportionalitat und lineare Funktionen Extremwerte - graphische Bedeutung der - Ubersetzungen von und zu
umgekehrte Achsenparallele Geraden Koeffizienten Realsituationen
proportionale Umkehrrelation und - Intervallweise lineare Funk- - Kovariations-GV verstarkt
Zuordnungen Umkehrfunktion tion und Betragsfunktion. angesprochen
- Schaubilder lesen, Funktionen der indirekten - Formeln als zentrale - Weiter KEINE Definition
zeichnen, interpretieren Proportionalitat mit Darstellung von Funktion
Asymptoten - 2 lineare Gleichungen mit 2
Einfluss der Parameter in den Unbekannten graphisch und
jeweiligen Gleichungen algebraisch l6sen
Terme: Aus der Belegung der
Variable folgt der Termwert
guadratische Terme und
Extremwerte
9.—- - Anwendungsaufgaben zu Quadratische Funktionen - Funktionen als Relationen - Quadratische Funktionen - Funktionsbegriff in
3 proportionalen und Extremwertprobleme, - Arbeit in allen Registern. - Extremwertprobleme Beispielenals Zuordnung,

umgekehrt proportionalen
Zusammenhangen Tabel-
lenkalkulation
Veranschaulichung

- funktionaler
Zusammenhang zwischen
Flache und Seitenlange im
Quadrat

- Prozentrechnung,
Wachstumsfaktor,
Zinnsrechnung.

Gleichung von Parabel -

ermitteln, Scheitelpunktform,

Scharengleichung -
Wurzelfunktion als -

Umkehrfunktion
Flacheninhalte: funktionaler

Zusammenhang, -

Extremwerte
Kovariations-GV mit
Graphen

2 lineare Gleichungen mit 2
Unbekannten graphisch und
algebraisch l6sen
guadratische Gleichungen

Aus Proportionalitat folgen -
lineare Funktionen
Achsenparallele Geraden -
Flacheninhalte: funktionaler
Zusammenhang,
Extremwerte

2 lineare Gleichungen mit 2
Unbekannten graphisch und
algebraisch l6sen

Ubersetzung zwischen
Formel und Graph
Wurzelfunktion als
Umkehrfunktion
guadratische Gleichungen

aber KEINE formale
Definition

Proportionale undiineare
Funktionen: x— ax+b mit
festema undb.

Ihre Darstellung in allen
Registern und Ubersetzungen
zwischen den Registern
keine allgemeine
algebraische Darstellung

2 lineare Gleichungen mit 2
Unbekannten graphisch und
algebraisch l6sen
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10. -
2de

- Funktionsbegriff als -
Zuordnung

- lineare Funktionenin -
allen Darstellungen.

- guadratische Funktionen -
in allen Darstellungen. -
(Scheitelpunktform,
Schnittpunkte)

- lineare Gleichungssysteme,
guadratische Gleichungen -
graphische und algebraisch
I6sen

- Anwendungsaufgaben zu
Prozentualem Wachstum

- trigonometrische
Funktionen im Dreieck

Potenzfunktionenund ihre
Umkehrbarkeit
Exponential- und Logarith-
musfunktionen

Arbeit mit deren Graphen
Wechsel zwischen
algebraischer und
graphischer Darstellung , bei
Parametervariationen
Trigonometrische Funktio-
nenin der Geometrie mit
Graphen

Quadratische Funktionen
Extremwertprobleme,
Gleichung von Parabel
ermitteln, Scheitelpunktform
Funktionen der indirekten
Proportionalitat mit
Asymptoten

Beispiele vonExponential-
funktionen, Definition und
Graph

Nur Graphen der
Trigonometrischen
Funktionen

quadratische Gleichungen
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Potenzfunktionenund ihre
Umkehrbarkeit
Klassifizierung in
Grundtypen: Parabeln und
Hyperbeln n-ter Ordnung
Exponential- und Logarith-
musfunktionen

Arbeit mit deren Graphen
Umfang und Flache von
Kreis

Volumenformeln
Trigonometrische Funktio-
nenin der Geometrie mit
Graphen
Funktionenschay = a*sin
(bx+c)

Ubersetzung zwischen
Formel und Graph
Kovariations-GV bei
Grenzwertbetrachtungen

Allgemeiner
Funktionsbegriff.
Funktionen in einer reellen
Variablen, Beispiele
diskreter Funktionen und
Funktionen in zwei
Variablen. Nichtfunktionale
Beispiele

Alle Darstellungsregister,
insbesondere das graphische
Notationf(x) undf mit
Ubergang zum Objekt
Variationstabellen,
Untersuchung von Maxima,
Minima unterstiitzen die
Kovariations GV
Referenzfunktionen
kennen:

X X2, X1,

XH> sinX und

X CO<X, jeweils mit
Graph und

Variationsverhalten
In Aufgaben werden

X /X, X X
X |X| entdeckt
Graphisch Gleichungen I6sen
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7 Analyse und Vergleich der potentiellen Curricula

Im letzten Kapitel wurden die intendierten Currecubn Deutschland und Frankreich
analysiert und miteinander verglichen. Dabei simie Unterschiede im Aufbau sowie in

der Auswahl und Abfolge der Inhalte festgestelltdem. Zu manchen Punkten, insbesondere
der Ausbildungsmdéglichkeit von Grundvorstellungeornnten anhand der Lehrplane keine
Detailanalysen durchgefuhrt werden.

Mit Hilfe einiger im Mathematikunterricht von Bayeund Frankreich genutzter Schulbtcher
wird in diesem Kapitel versucht diese offen geldiaén Fragen zu beantworten. AuRerdem
wird untersucht, wie die Inhalte der Lehrpléane ém &chulblchern tatsachlich umgesetzt
werden. Hierdurch sind Erkenntnisse dartiber zu mewawelche Moglichkeiten den

Schulern fur eine Ausbildung der funktionalen Deprlse gegeben werden.

Schulbtcher mussen in allen Bundeslandern Deutsdfibzon den zustandigen
Regierungsstellen genehmigt werden bevor sie flirtesatz in den Schulen zugelassen
sind. Es ist somit anzunehmen, dass sich die iotesnt und behandelten Inhalte der
bayerischen Lehrplane und der bayerischen Schudloiigbht wesentlich voneinander
unterscheiden.

In Frankreich gibt es keine solchen Genehmigundaliegn. Die Lehrer und Schulen kdnnen
selbststandig aus allen auf dem Markt angeboteriehd3n das Buch auswéhlen, das sie im
Unterricht verwenden wollen. Aus diesem Grund s$iret grof3ere Unterschiede zwischen
dem intendierten und dem potentiellen Curriculunghat.

Der Staat hat seine Einflussmdglichkeiten mit deteridierten Curriculum ausgeschopft. Es
liegt im Ermessen der Schulbuchautoren, inwiefezrdas intendierte Curriculum
respektieren, oder Inhalte hinzuftigen, &ndern ag@giassen wollen. Die Lehrer ihrerseits
sind naturlich verpflichtet das intendierte Curhicu umzusetzen, wobei das genutzte
Schulbuch aber sicherlich eine leitende Rolle spggmit besteht in Frankreich eine spezielle
Verwebung der intendierten und potentiellen Cutagcdie bei den nun folgenden Analysen
stets beachtet werden muss.

In den folgenden Abschnitten werden einige Schuibiider Klassen 5 bis 10 in Bayern bzw.
CM2 bis 2®in Frankreich analysiert. Fiir Bayern werden je&chulbuchserie fiir
Hauptschule, Realschule und Gymnasium betracintedldn drei Fallen gehdren die
gewahlten Schulbtcher im jeweiligen Schultyp zu denweitesten verbreiteten. Fir die
Hauptschule wirdathe aktiv 5-9 fur bayerische Hauptschu({®inkens & Wynands, 1997-
2001) undrFormel 10(Vogel, Vollrath & Haubner, 2002), fur die RealsthiMathematik fur
Realschulen. 5.-10. Jahrgangsst(Habler et al., 1994-2002) und fur das Gymnasium
Mathematik 5-10 Algebra/Geomet(iRieck, 1994; Kunesch & Rieck, 1995; Feuerleinz&i

& Walter, 1992a-d; Kratz, 1993a-c; Kratz, Schweig§aWorle, 1994) analysiert.

In Frankreich werden alle Schiiler fast im gesarbitrachteten Zeitraum gemeinsam
unterrichtet, so dass sie alle Schulbiicher demsedleeien benutzen konnen. Um dennoch
einen breiteren Einblick in das potentielle Curlica von Frankreich zu bekommen und um
dem Umstand Rechnung zu tragen, dass Schulbiickeamkreich nicht genehmigt werden
mussen, wodurch mdglicherweise gro3erer Unterseteatstehen, werden hier zwei
Schulbuchserien analysiert. Bei diesen handelicbsasich um Serien, die beide stark in den
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Klassenzimmern vertreten sind. Fur den CM2 wei@ap maths CMZCharnay, Combier &
Dussuc, 2004a-b) untapprends les maths, manuel CNBrissiaud, 2000a-b), fur das
CollegeCollection Triangle, Mathématique$-8° (Chapiron, Mante, Mulet-Marquis &
Pérotin, 2001-2005) undollection Cing sur Cing, Maths@° (Delord & Vinrich, 2000-
2003), und fur die % Déclic 2'* MathématiquegMisset, Turner & Lotz, 2004) und
Transmath & (Antibi, Barra, & Morin, 2004) untersucht.

Die potentiellen Curricula werden in mehreren Stdmianalysiert. Zuerst werden die &ul3ere
Form und der Aufbau der jeweiligen Lehrbucher hettat. Anschliel3end werden die
zentralen Inhalte fur die Ausbildung der funktimraDenkweise fir jede Klassenstufe separat
dargestellt und analysiert. Die Betrachtung allErsi€enstufen einer Schulart wird mit einer
zusammenfassenden Ubersicht abgeschlossen.

7.1 Potentielles Curriculum von Bayern

In diesem Abschnitt wird das potentielle Curriculuon Bayern analysiert. Zuerst wird auf
die Schulblcher der Hauptschule, dann auf die @atdRhule und zuletzt auf die der
Gymnasien eingegangen, bevor ein abschlieRendeblitheiiber gesamte potentielle
Curriculum Bayerns gegeben wird.

7.1.1 Hauptschule

Aufbau des Hauptschulbuches

Fur die Klassenstufen 5 bis 9 der Hauptschule dasl SchulbucMathe aktivuntersucht.
Beim Betrachten der dufReren Form des Buches &igctor, dass die grol3e Mehrheit der
Seiten eine Aufgabenaufzahlung enthalt und dasAulgaben oftmals mit lllustrationen
versehen sind.

Der Aufbau des Buches orientiert sich sehr starkdafbau des Hauptschullehrplans. In fast
allen Jahrgangsstufen wird nach dem Inhaltsvern&aine kurze Wiederholung einiger
Inhalte frherer Jahrgangstufen angeboten. Andddhid folgt die Reihenfolge der Kapitel
der Reihenfolge der Unterpunkte des Lehrplans, widieeJberschriften oft wortlich
ubernommen werden. Die Blicher werden mit einer Etsammlung, der Losung bestimmter
Knobelaufgaben und einem Stichwortverzeichnis atigessen. Da die Lehrplane nicht
abgedruckt werden, kann man sich nur anhand dedtsmbrzeichnisses einen Uberblick tiber
die zu behandelnden Inhalte machen. Es ist aucte K&eébrauchsanleitung oder Erlauterung
zum Aufbau der Blcher angegeben.

Die Kapitel der Blicher bestehen aus Aufgabensangeluau den jeweiligen Teilbereichen.
Einfuhrend wird eine etwas langere Anwendungsawggaib einem grof3en Photo prasentiert,
die das Kapitel motivierend einfuihrt. Diese eirdaden Aufgaben dienen der Hinfihrung an
die neuen Inhalte und sind manchmal mit Beispidineagen oder kurzen Merkregeln
versehen. Diese begleiten auch sonst, in Kastenrgstiichen Text abgehoben, die
Einfuhrung neuer Inhalte oder neuer Methoden. ései Blchern ist eine von den Aufgaben
abgekoppelte, theoretische oder beispielhafte Erktiider Inhalte, genauso wenig wie eine
Beschreibung und Vorfihrung der Methoden zu finden.

Zwischen den Aufgaben, die in Typen aufgeteilt uttieerschriften aufgelistet werden (z.B.:
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Grundwert gesucht, Quotientengleiche Wertepaare)eh sich einige Aufgaben, deren
Losungen am Rand der Seite, in zufalliger Reihgef@ingegeben wird. Gegen Ende der
meisten Kapiteln werden Aufgabeam knacken und knobalnd Wissenstests angeboten,
deren Ergebnisse am des Buches angegeben sindd&uafdénden sich in vielen Kapiteln
auf ein bis zwei Seiten abgesetzte, langere Aufgadie sich ausfuhrlich mit einem Thema
beschaftigen (z.B.: Energie sparen im Haushalt, éMaines Stadttors).

Inhalte des Hauptschulbuches der 5. Klasse

Im Schulbuch der 5. Klasse lassen sich nur sehigednhalte mit Bezug zur funktionalen
Denkweise finden. Wie im Lehrplan vorgesehen, wei@&ichungen der Forax+b=c
studiert, und zusatzlich auetx+b=c betrachtet (jeweils mit ganzen Zahlen). Die Sahile
sollen zuerst in Aufgaben innerhalb des algebraisdRegisters lernen mit der unbekannten
Zahlx umzugehen und dann in Anwendungsaufgaben Gleigmuagfstellen und l6sen.
Ausgangspunkt der Ubersetzungsvorgange ist dadtsidie Realitat.

Hier sei nochmals daran erinnert, dass in diesbeifunter Realitat ein Realmodell
verstanden wird, bei dem schon wesentliche Vereimfagen der Realsituation durchgefihrt
wurden (siehe Abschnitt 3.2.1). Schulbuchaufgaheneutschland und Frankreich sind
typische Beispiele fur Aufgaben, bei denen solckesihfachungen bereits durchgefuhrt
wurden.

Die Arbeit mit Gleichungen befindet sich auf detzien Seiten des Kapitels
Grundrechenarten, Terme, Gleichungerd nimmt keinen grof3en Platz ein. Im letzten
Kapitel Sachrechnefinden sich dann noch ein paar Aufgaben zu Gleigken, wobei auch
dort die Realitat immer die Ausgangsdarstellung ist

Hier befindet sich aul3erdem ein Unterpuikbrdnung Ware-Preisé) dem mehrere
einfache Aufgaben zu proportionalen Situationerggechlagen werden. Dabei wird auch
untersucht, wie sich beispielsweise der Preis leeddppelung der Ware entwickelt, was
zusatzlich zur Zuordnungs-Grundvorstellung, die &wations-Grundvorstellung anspricht.
Die Arbeit mit Schaubildern und der Darstellungl§goZahlen hat in dieser Klassenstufe
noch sehr wenig mit dem spéater genutzten graphsBlegister zu tun, trainiert aber die
Fahigkeiten der Schiler Ubersetzung von der Realigine andere Darstellung
durchzufihren. (Rinkens & Wynands, 2001a)

Wie im Lehrplan stehen auch im Schulbuch der 5sgdadie Vorarbeiten zu Funktionen nicht
im Mittelpunkt. Alle im Lehrplan vorgesehenen Iniealverden behandelt und ihnen einen
weiterer Gleichungstyp und erste Aufgaben zur Pitopaalitat hinzugefigt.

Die Ubersetzungsaufgaben zu Gleichungen habenadiét& als Ausgangspunkt. Das
bedeutet, dass der Modellierungskreislauf in ddabrgangsstufe stets von der Realitat
ausgehend zum algebraischen Register und zurickldufen wird.

Inhalte des Hauptschulbuches der 6. Klasse

Mathe aktiv &uhrt die im Vorjahr angefangene Arbeit mit Glaicigen fort. In dieser
Klassenstufe werden Variablen, die schon im Vorfgmnutzt wurden, als Platzhalter
eingefihrt. Im Rahmen dieser Einfuhrung werden ¥tabellen einfacher Terme der Form
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ax+b (mit ganzen Zahlea undb) erstellt, die fur verschiedene Unbekannte ausgetve
werden sollen. Implizit wird also mit der Zuordngr@rundvorstellung bei linearen
Zusammenhangen gearbeitet. Im letzten Kapitel wead®erdem einfache Sachaufgaben zu
proportionalen Zuordnungen bearbeitet, ohne da&sedithematisiert wird.

Bei Ubersetzungen ins tabellarische Register dieRealsituationen ausgehen wird der Term
meist vorgegeben, so dass nicht von einer eigetigim Ubersetzung von der Realitat zur
tabellarischen Darstellung gesprochen werden Kabarsetzungen von der Realitét finden
allerdings beim Losen von Gleichungen statt, disveder mathematisch oder in
Sachkontexten gegeben werden. Bei den Ubersetzurzgsisen sollen sich die Schiler auch
mit Streifenbildern oder Waagen helfen, um die €&iangen besser zu visualisieren.

Es werden Terme der Formar+b=c undx:a+b=c (mit Briichen) behandelt, deren Ursprung
auch in der Geometrie sein kann. Eine Besondestedien Aufgaben dar, die eine
Realsituation in einem Bild darstellen, aus dera alformationen, bis hin zur Fragestellung
entnommen werden mussen. (Rinkens & Wynands, 1998)

Der Platz, der insgesamt fir die Vorarbeiten zukionen im Schulbuch vorgesehen ist, ist
relativ gering. Wie nach der Analyse des Lehrplangrwarten war, steht die algebraische
Darstellung mit der Einfihrung von Variablen unend@ufstellen und Losen von
Gleichungen im Mittelpunkt. Aber es werden auchpaar tabellarische Darstellungen
erstellt, so dass ein neues Register mit neuensgtrmgsvorgangen hinzukommt. Die
wahrend der Ausfuhrungen zu den Lehrplanen ervertgtaphischen Darstellungen sind nur
in extrem beschrankten Umfang auf den letzten Seliés Buches zu finden.

Inhalte des Hauptschulbuches der 7. Klasse

Das Schulbuch der 7. Klasse fihrt die intensivecBatigung mit Gleichungen fort.

In dem 20 Seiten langen Kapitgleichungerwird weiter mit Gleichungen der Forax+b

(mit Dezimalzahlen und auch erstmals mit Variablgggrbeitet. Sie werden im algebraischen
Register oder in Realsituationen gegeben, so dasssetzungen zwischen der Realitat und
dem algebraischen Register weiter getibt werdergahgn aus der Geometrie bieten die
Mdglichkeit die verschiedenen mathematischen Tegliobe zu vernetzen.

Zur LOosung der Gleichungen sollen mehrere Metha#smutzt werden: das Losen durch
Probieren, das Waagemodell, das Streifenmodelfammaal algebraische Umformungen.
Beim Loésen durch Probieren werden Wertetabellerlegtund die Losung darin gesucht.
Somit werden hier Ubersetzungen zwischen dem adigathren und dem tabellarischen
Register durchgefuhrt.

Bei der Arbeit mit Gleichungen werden aulRerdgechenmaschinezingefihrt, die ablack
boxeserinnern. Dadurch wird die Zuordnungs-Grundvoratedl angesprochen, was mit
Aufgaben mit der Suche von Bildern und Urbildernst@rkt wird. In den Sachaufgaben des
KapitelsGleichungersollen weitere Terme erstellt und geldst werdés)ideare
Zuordnungen modellieren.

Im Kapitelnegative Zahlemauchen erstmals Graphen in Koordinatensystemiebau
Umgang mit ihnen wird in dem 10 Seiten langen Ka@tordnungen und Sachrechneiem
letzten Kapitel des Buches, im Detail erlernt. Gi@pwerden mit Hilfe von Tabellen erstellt
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und Werte von ihnen abgelesen. Hier werden alsadébaingen in beiden Richtungen
zwischen dem tabellarischen und dem graphischeist®egurchgefiihrt. Neben dem
Punktweisen ablesen wird auch Wert auf Variationbaehtungen gelegt.

Die Einfihrung von proportionalen Zuordnungen gesatmit einer auf der Kovariations-
Grundvorstellung fuRenden Merkregel (Rinkens & Whyahg 1997, S. 130).

“\Ji\ Proportionale Zuordnung: Zum Doppelten gehért das Doppelte, zum Dreifachen ?\

)/ gehort das Dreifache, zur Halfte gendrt die Halfte, zu einem Drittel der dritte Teil .. |
\

Abbildung 16: Hauptschule 7, Definition proportionaler Zuordnungen

In den anschlieRenden Aufgaben werden proportichadednungen in einer Vielzahl von
Sachsituationen betrachtet. Meist wird nur im atgedfzchen Register gearbeitet, aber
vereinzelt auch Tabellen und Graphen mit einbezogenr gibt es auch Beispiele
nichtproportionaler Zuordnungen.

Es ist noch anzumerken, dass es in dieser Klasgersh KapiteProzentrechnungibt. In
diesem sind keine Hinweise oder Querverbindunggoraportionalen Zuordnungen zu
finden. Nur sehr wenige Aufgaben beschéftigen sidtdem Prozentwert als Operator, der
auf mehrere verschiedene Grundwerte angewendet Wieed ist deswegen bemerkenswert,
da die Prozentrechnung in Frankreich im Rahmempa®ortionalen Zuordnungen gesehen
wird. (Rinkens & Wynands, 1997)

Neben der umfangreichen Arbeit mit dem algebraisddarstellungsregister werden in dieser
Jahrgangsstufe proportionale Zuordnungen in all@rstellungsregistern betrachtet und alle
Ubersetzungsvorgange durchgefihrt.

Beim Studium von Gleichungen steht die Zuordnungsa@vorstellung im Mittelpunkt. Bei
der Betrachtung von proportionalen Zuordnungenibret Graphen kommt zusétzlich noch
die Kovariations-Grundvorstellung hinzu.

Rechenmaschinen kdnnen den Schilern helfen von gktiens-Auffassung zu einer
Prozess-Auffassung von Gleichungen zu kommen.

Inhalte des Hauptschulbuches der 8. Klasse

Ausgehend von den proportionalen Zuordnungen unehd@uotientengleichheit werden im
Schulbuch der 8. Klasse umgekehrt proportionaledumgen mit der Betrachtung der
Produktgleichheit eingefuhrt. Diese Inhalte werdeader im letzten Kapitel des Buches
eingefuhrt, allerdings diesmal als Teil des Kapigdchrechnen

Zuerst werden proportionale Zuordnungen mit ihrefiltion tber Kovariation wiederholt.
Im Gegensatz zum Vorjahr werden dann Graphen zektein Proportionalitat mit ihren
charakteristischen Eigenschaften untersucht. Dapfn werden meist aus Tabellen erstellt,
die wiederum aus Realsituationen gewonnen werdergdidehrt werden auch Tabellen aus
Graphen erstellt.

An hand von Sachsituationen wie dem Stundenlohn @eleDichte von unterschiedlichen
Materialien lernen die Schiler die Quotientengleaihals Eigenschaft von Wertepaaren
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proportionaler Zuordnungen kennen. Sie sollen megem Quotienten fehlende Bilder und
Urbilder von Wertepaaren in Tabellen berechnenedaber eine allgemeine Formel
aufzustellen oder den Quotientenais der Formel/=ax zu identifizieren.

Auch umgekehrt proportionale Zuordnungen werdenemier Definition eingefuhrt, die sich
auf Variation stutzt (Zum Doppelten gehort die lf..). In den dazugehdrigen Aufgaben
sollen Wertepaare aus Realsituationen erganzt werde

Spater sollen die Schiler die Produktgleichheideciten und diese Eigenschaft mit den
Hyperbeln verbinden. Es ergibt sich eine VielzahPaifgaben, in denen diese Eigenschaft
genutzt wird. Dabei wird allerdings keine Schreisgggenutzt, die affx)=a/x erinnert,
sondern mit der Produktgleichheit in Aufgaben dggskb=c, fir welches x ist dx=c oder
xd=c?

Lineare Zuordnungen werden &gordnungen mit Grundbetragnfihrt. Dementsprechend
sind die dazugehdorigen Aufgaben meist Zuordnungeédénen ein Preis mit Grundgebuhr
fur bestimmte Verbrauchswerte berechnet werden nussanchen Fallen wird auch der
dazugehdorige Graph betrachtet

In Vergleichen von proportionalen Zuordnungen, Zimamgen mit Grundbetrag und
umgekehrter proportionalen Zuordnungen sollen Reatsonen und Graphen dem jeweiligen
Typ zugeordnet werden. In mehreren Aufgaben salierSchiler jetzt selbststandig
entscheiden, welche Zuordnung vorliegt um die Lgsoerechnen zu kdénnen.

Am Ende des Abschnittes der sich mit Funktionerché&sigt wird noch einmal genauer auf
die Graphen von linearen Zuordnungen eingegangea Steigung wird mit Hilfe von Dichte
und Durchschnittsgeschwindigkeit erklart. Hauptéabhsoll Punktweises Ablesen der
Graphen gelernt werden, aber es gibt auch einidgaden zur globalen Sicht des Graphen.
Im Rahmen dieses Graphenstudiums werden auchdil@archungssysteme graphisch
betrachtet und geldst.

Beim Betrachten von Zuordnungen werden also kdigeraeinen Formeln aufgestellt und
die typischen algebraischen Darstellungen der sciégdlichen Zuordnungen nicht kennen
gelernt. Vorarbeiten hierzu werden aber im Kapiimegemacht. Dort werden Tabellen zu
Termen der Formax+b erstellt und vereinzelt der zu einer Tabelle ggfgTerm gesucht.
AulRerdem werden allgemeine Formeln zur Berechungyemmetrischen Gré3en und zur
Prozentrechnung gesehen. Eine Verbindung mir fankten Situationen findet nicht statt
und es gibt keine Bruchterme mit Unbekannten imréen

Die meisten Aufgaben dieses Kapitels sind innersratitische Aufgaben, die sich mit
Ubungen zu Termen und Gleichungen die FahigkeigerSdhiler im Umgang mit dem
algebraischen Register starken sollen.

Wie schon im Vorjahr lassen sich im KapiRrbzentrechnungeine direkten Verbindungen
zu proportionalen Zuordnungen finden. (Rinkens &natyds, 2001b)

In dieser Klassenstufe zeigen sich einige Abweigearnvon dem, was nach der Analyse des
Lehrplans erwartet wurde. Lineare Zuordnungen,dBlengssysteme und Tabellen werden
behandelt, obwohl sie nicht im Lehrplan stehen. D@gang mit Termen wird zwar geubt,

sie werden aber nicht zur algebraischen DarstellengZuordnungen genutzt, was wegen des
fehlenden Studiums von Termen mit Unbekannten imngeauch nicht immer maoglich

165



ware.

Es zeigt sich also eine starke Verknlpfung von iRgalnd Tabellen, und, mit gewissen
Einschrankungen, auch mit der graphischen DarsigliDie algebraische Darstellung
funktionaler Zusammenhénge wird in dieser Jahrggtnésnoch nicht mit dem hier
untersuchten Konzept verknupft.

Die Zuordnungen werden mit Beschreibungen eingéfdie groRen Wert auf Variation
legen. In den Aufgaben wird dann aber mit der Bemeag fehlender Werte von Wertepaaren
hauptséachlich die Zuordnungs-Grundvorstellung amgesen.

Inhalte des Hauptschulbuches der 9. Klasse

Im Schulbuch der 9. Klasse gibt es @itordnungen und Schaubildeieder ein Kapitel mit
dem WortZuordnungim Titel. Die hier analysierten Inhalte befindechsaber nur auf den
ersten zehn Seiten des Kapitels, da sich der RéStatistik bezieht.

Das Kapitel beginnt mit mehreren Aufgaben zur béitangigen Stromproduktion von
Windradern, die als Zuordnungen gesehen werdenz @reser Beispiele fur Zuordnungen,
die nicht mit einer einfachen algebraischen Ddrtsiglausgedriickt werden kénnen, wird der
Unterschied zu den sonst gesehenen Zuordnungeitiméchatisiert. Anschliel3end werden
proportionale und umgekehrt proportionale Zuordramigp Sachaufgaben wiederholt. Dabei
wird manchmal mit Tabellen oder Graphen gearbaitetdie Quotienten- bzw.
Produktgleichheit genutzt. Meist handelt es siotr ain Aufgaben aus Realsituationen in
denen ein Sachverhalt fir einige paar andere Vierechnet werden soll.

Auch lineare Zuordnungen werden wiederholt. Hierdvdeutlich mehr mit dem graphischen
Register gearbeitet, in dem auch lineare Gleichaygieme geltst werden. Beim Erstellen
von Tabellen werden Formeln angegeben. Dies istegsn bemerkenswert, da sonst von
keinem anderen Funktionstyp die algebraische Damnstegesehen wird. Auch in diesem Fall
wird die Formel nur mit konkreten Werten gegebed nicht die allgemeine Gleichung
linearer Funktionen.

In manchen Aufgaben dieses Kapitels verandertrsacih einer gewissen Zeit die Zuordnung
(Eine Planierraupe fallt aus; Es kommen mehr AdogiSolche Zuordnungen, die nicht im
gesamten Definitionsbereich durch eine Regel gegeleeden, werden als zwei verschiedene
Zuordnungen behandelt. Sie werden weder in ihteli@ischen, noch in ihrer graphischen
Darstellung betrachtet. Ahnliches gilt fir Zuordgen mehrerer GroRen (also der Form
f(x,y)=2), die nur Punktweise betrachtet werden.

Bei der Einfihrung von Quadraten und Wurzeln wergigadratische Zuordnungen und ihre
Umkehrungen gesehen. In beiden Fallen wird diebadgsche Darstellung zuséatzlich zur
tabellarischen Darstellung untersucht. Graphiscaestellungen sind nicht zu finden.
Funktionale Betrachtungen finden aber nicht ssatilass noch nicht von einem Studium
guadratischer Zusammenhange und deren Umkehrumgpnoghen werden kann.

In dieser Jahrgangsstufe wird weiterhin der Umgaitgsleichungen in einem eigenen
Kapitel erlernt. Zu den schon bekannten linearezidBlingen kommen jetzt
Bruchgleichungen mit einer Unbekannten im Nenner.

Im Kapitel Prozent- und Zinsrechnungerden Prozentgeraden als Moglichkeit genutzt um
die Prozentrechnung mit den proportionalen Zuordeuarzu verbinden. Die Prozentformel
wird als Geradengleichung aufgefasst, mit dem Prisagz als Steigungskoeffizienten. Im
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Rahmen dieses Ubersetzungsprozesses werden augllefiastellt. Ein Hinweis darauf,
dass es sich damit um Zuordnung handelt wird aligednicht gegeben.

Am Ende des Schulbuches befindet sich ein ganzpagefanit Aufgaben, die die Schiler auf
die Abschlussprifung der Hauptschule vorbereitdiersaDarin sind auch zwei Seiten mit
Aufgaben zu Zuordnungen, die hauptsachlich Infmaltproportionalen und umgekehrt
proportionalen Zuordnungen in Realsituationen aifgn. (Rinkens & Wynands, 2001c)

Mit der 9. Klasse endet fur die meisten SchulerHiuptschule ihre Schulzeit. In ihrer letzten
Klassenstufe erfahren sie nur wenig Neues zu Zumglen. Sie haben keine
Funktionsdefinition gesehen, nur in wenigen Aufgatlas algebraische Register in seiner
Abstraktheit genutzt und kaum mit Variation geatdteiEine Verallgemeinerung der
Untersuchung von Zuordnungen, wie sie die systetadi Untersuchung der algebraischen
Darstellung erlaubt hatte, hat nicht statt gefun@enist ein sicheres Umgehen mit
Realsituationen zu erwarten, wenn einzelne Wemtsalier oder umgekehrt proportionaler
Zuordnungen gesucht werden. Auch die Arbeit mit @abellen und Graphen dieser
Zuordnungen wurde in vielen Aufgaben geiibt. Ubetseen von und zum algebraischen
Register finden kaum statt. Mit diesen Vorraussegen ist das volle Ausbilden einer
funktionalen Denkweise nur schwer vorstellbar.

Aufbau des Hauptschulbuches fur die 10. Klasse

Fur die 10. Klasse wird das Schulbwedrmel 10untersucht, da es keinen Band fur die 10.
Klasse aus denathe aktivReihe gibt. Das Buch unterscheidet sich im Fortdatfang und
Aufbau nicht wesentlich vomathe aktivAllerdings orientieren sich die Titel der Kapiteid
deren Reihenfolgen nicht mehr am Lehrplan, sondechumsortiert und anders
zusammengefasst worden.

Inhalte des Hauptschulbuches der 10. Klasse

In den bisher analysierten Hauptschulbiichern stditel zu Zuordnungen stets das letzte
Kapitel gewesen. In diesem Band beschatftigt sieltlyldas erste Kapitel mit Funktionen.
Erstmals ist dort voRunktionenund nicht mehr voZuordnungerdie Rede. Die bisher
bekannten linearen und umgekehrt proportionalendumgen werden nun als spezielle
Funktionen bezeichnet und ihre allgemeine Darsigliin algebraischen Register eingefihrt.
Dabei wird allerdings nie definiert, was eine Fumiktist (Vogel, Vollath & Haubner, 2002,
S. 7).

Lineare

Funktionen Proportionale Zuordnungen sind spezielle Funktionen mit Funktionsgleichungen
der Form y = m - x. Ihre Graphen sind Geraden.
Funktionen, deren Graphen Geraden sind, heiBen lineare Funktionen.

Abbildung 17: Hauptschule 10, Lineare Funktionen

Schon bekannte Eigenschaften, wie die Quotientarindieit proportionaler Funktionen und
die Produktgleichheit werden zunachst wiederhadn®wird die Arbeit im graphischen
Register fortgesetzt und mit dem jetzt zur Verfigystehenden algebraischen Register
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verbunden. So werden die Rollen der Parangetardb in der Geradengleichungrax+b
untersucht und Geraden als charakteristische grelpdiDarstellung von linearen Funktionen
kennen gelernt. Ubersetzungen zischen dem algebesisind dem graphischen Register
finden unter Anwendung mehrerer Methoden in beiétangen statt.

In einer Aufgabe werden Beispiele fur Konstantekfomeny=a und auchx=a gezeigt,

wobei explizit auchx=a alsFunktionsgleichundpezeichnet wird.

Neben Aufgaben zur Verbindung mit der graphischarst2llung werden auch viele
Aufgaben angeboten, in denen fehlende Werte voniépaaren errechnet werden, oder die
Geradengleichung zu zwei Wertepaaren, bzw. zu eivemepaar und dem Steigungsfaktor
angegeben werden sollen. Dabei wird aber nichtadsdlarische Register genutzt.

Am Schluss des Kapitelmeare Funktionerwerden Schnittpunkte von Geraden bestimmt,
ohne dies mit der Losung linearer Gleichungssystameerbinden. AuRerdem werden
Anwendungsaufgaben angeboten, was deswegen erveivererst, da die Verbindung zu
Realsituationen im restlichen Kapitel kaum einel®spielt.

Das zweite Kapitel tragt den Titeineare Gleichungssysteme in zwei Variabldrer werden
lineare Gleichungssysteme durch systematischesdPeolin Tabellen, durch graphische
Darstellungen und durch algebraische Uberlegungéisy Dies sind alles Inhalte, die schon
im vorigen Kapitel gesehen wurden, hier aber nodbnater einem anderen Blickwinkel
behandelt werden. Anwendungen aus Realitat und @e@kommen wieder erst bei den
Sachaufgaben ganz am Schluss des Kapitels vor.

Im Kapitel Potenzen und Wurzelrerden zu bestimmten Potenzen (quadratisch, kubisth
zu Wurzeln Tabellen erstellt, die die jeweilige Zarmung veranschaulichen sollen. Eine
tatsachliche Untersuchung dieser Funktionen imeéuan einer funktionalen Denkweise
findet aber nicht statt.

Dies wird, zumindest fur quadratische Funktionendarauf folgenden Kapitel durchgefuhrt.
Dort wird zunachst mit quadratischen Gleichungeraigebraischen Register gearbeitet und
dann die quadratische Funktion Uber deren algathraiBarstellung definiert.

Quadratische funktionale Zusammenhange werdenidaafgebraischen, graphischen und
tabellarischen Register untersucht und alle Ubeusgien, bis auf die Ubersetzungen von
Graph oder Tabelle zu Formel, durchgefihrt. Inshdsce werden die Auswirkungen der
verschiedenen Parameterwerte wan der Formely=ax2+bx+c untersucht und die
Scheitelform von Parabeln kennen gelernt.

Dieses Kapitel schlie3t mit der Untersuchung voadyatischen Gleichungssystemen, in
denen auch Schnittpunkte von Parabeln ermitteltl@rerAnwendungen aus der Realitat sind
kaum zu finden und Kovariations- oder Zuordnungsf@worstellung spielen im Gegensatz
zu den Ubersetzungen nur eine untergeordnete Rolle.

Beim Studium von Wachstums- und Abnahmeprozessetendxponentialfunktionen mit
unterschiedlicher Basis benutzt, und deren Wachstitrdem Wachstum von linearen
Funktionen verglichen. In vielen Anwendungsaufgabalien die Funktionsgleichungen
erstellt, die Graphen gezeichnet oder mit Wertdatgearbeitet werden. Schon die
Thematik des Wachsens und Abfallen zeigt, dassatian und damit die Kovariations-
Grundvorstellung bei allen Aufgaben im Mittelpuiskéht. Aber auch Zuordnungen von
Werten zu bestimmten Zeitpunkten werden untersucht.

Die Logarithmusfunktionen kdnnen als Umkehrungenen Exponentialfunktionen
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eingefuhrt werden, sind aber als Zusatz gekennzeich

Die trigonometrischen Funktionen werden ausschébf3iir einzelne Punktweise
Zuordnungen in der Geometrie genutzt. In zwei Ab&gasind die Winkelabhangigen
Graphen der Sinus- und der Kosinusfunktion abgebilduvor werden Tabellen fur einzelne
Werte erstellt. Eine detaillierte Untersuchung @hdber nicht statt.

Wie im Schulbuch der 9. Klasse fur die Abschlus&prg der Hauptschule, werden hier im
letzten Kapitel Aufgaben zur Vorbereitung der reittin Reife angeboten. Diese wiederholen
viele der oben genannten Inhalte.

Im letzten AbschnitGrundwisserdes Buches wird auch ein Teil der Grundkenntnisse
genannt, die in Abschnitt 3.1.4.4.2 identifizietinden. Dazu gehdren etwa die graphischen
Auswirkungen der Parametamundc in der Formel der quadratischen Gleichymgx2+c.
(Vogel, Vollath & Haubner, 2002)

Der Lehrplan fir die 10. Jahrgangsstufe sieht egrefien Schritt auf dem Weg zum
funktionalen Denken vor. Dieser wird auch im Scluglbumgesetzt. Der Begriff Funktion
wird verwendet, Darstellungen im algebraischen &egwerden genutzt und es wird eine
deutlich gréRere Bandbreite an Funktionstypen bbted. Allerdings werden der
Funktionsbegriff und die algebraische Darstellualgreng miteinander verquickt, so dass die
Gefahr besteht, dass beide miteinander identifizred.

Die Wichtigkeit von realitdtsnahen Aufgaben gehdeggiber den Vorjahren zuriick, und auch
Tabellen werden kaum mehr genutzt. Dafur wird se#rinnerhalb des algebraischen
Registers und mit Ubersetzungen zwischen dem algggiven und dem graphischen Register
gearbeitet. Eine Ubersetzung zur algebraischent&lansg findet aber nur bei der Arbeit mit
linearen Funktionen statt.

Die Zuordnungs- und die Kovariations-Grundvorstajjuverden in den Kapiteln zu linearen
und quadratischen Funktionen kaum angesprocheiglickdbei der Beschéaftigung mit
Wachstumsprozessen, die ausfihrlicher ausfalljedsder Lehrplan erwarten lasst, kommen
beide Grundvorstellungen zum tragen.

Ubersicht tiber die Inhalte der Hauptschulbiicher

Die hier analysierten Schulbtcher fir die bayeescHauptschulen zeigen deutlich, dass die
Schiler, die die Schule nach der 9. Klasse vemasag begrenzt die Moglichkeit haben eine
funktionale Denkweise im Sinne dieser Arbeit ausiden. Bis zu dieser Jahrgangsstufe
werden ausschlie3lich lineare und umgekehrt prapaate Funktionen behandelt, wobei der
Begriff Funktionnicht genutzt wird und die algebraische Darstellnngin konkreten Féllen
als Darstellung von funktionalen Abhangigkeitenedes wird.

Damit sind bis zu diesem Zeitpunkt sehr starke éiirgmkungen im concept image zu
erwarten, das Schuler von funktionalen Abhangigkeltaben. Allerdings werden sie die
linearen Zuordnungen, die sie sehr ausfuhrlichistulaben auch in Realsituationen
anwenden kdnnen, da die Verbindung zu Realitazentraler Bestandteil der Lehrblcher ist.
Das potentielle concept image der Schiler, diendidere Reife an der Hauptschule
vorbereiten, kann deutlich mehr Facetten aufweiSenkennen quadratische und
exponentielle Abhéangigkeiten, haben die abstragebaaische Darstellung studiert und viel
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mit Ubersetzungen gearbeitet. Allerdings ist eimerschung von algebraischer Darstellung
und Funktionsbegriff zu erwarten, da beide zeityletingeflhrt werden, und Funktionen an
sich nie definiert werden. Die Schiler werden vensisein, den leeren Begriff zu fullen, und
dazu bietet sich die algebraische Darstellung @m Studium von Definitions- und
Wertemenge wird keine Bedeutung beigemessen.

Im Laufe der Schuljahre haben die Schiler die Mbddeit mit verschiedenen Aufgaben
sowohl die Zuordnungs- als die Kovariations-Grundtallung auszubilden.
Erwartungsgemal sind in den Schulbiichern der Helugts keine Hinweise auf die Nutzun
der Objekt-Grundvorstellung zu finden.

In den analysierten Schulblchern sind sehr Lehtarund weichen nur in wenigen Punkten
von ihm ab. Dies war wegen des Genehmigungsverialder deutschen Schulbiicher zu
erwarten.

In der Lehrplananalyse wurde gezeigt, dass dersReallehrplan der einzige in dieser Arbeit
analysierte Lehrplan ist, in dem sich ElementedmrsMengentheorie beim Studium von
Funktionen gehalten haben. Der folgende Abschnitt weigen, inwieweit diese Inhalte im
potentiellen Curriculum umgesetzt werden.

7.1.2 Realschule

Aufbau des Realschulbuches

Fir die Realschule wird das Schulbihthematik fir Realschulamtersucht. Die dul3ere
Form des Buches wirkt etwas alter, als die der @weatysierten Hauptschulbticher. Die
Aufgabenaufzahlungen werden seltener durch llitisttan unterbrochen. Allerdings stechen
auf vielen Seiten Erlauterungen der Inhalte undyetithrte Aufgabenbeispiele hervor, die
durch blaue Kasten bzw. griin hinterlegte Ubershribetont werden.

Mit einem Umfang von etwa 200 Seiten sind die Biider Realschule etwas umfangreicher
als die der Hauptschulen.

Der Aufbau der Bucher orientiert sich wieder stamk Lehrplan, wobei diesmal aber mehr
Abweichungen von dessen Struktur gemacht werdesinigen Jahrgangen wird die
Reihenfolge der Kapitel umgestellt oder ein Untekiwdes Lehrplans in mehrere Kapitel
unterteilt. Oftmals wird aber die Titel wortlich é@mommen, so dass das Inhaltsverzeichnis
des Buches stark an den Lehrplan erinnert. Esiiseachten, dass sich die hier analysierten
Blcher zum Teil noch auf den alten Lehrplan von3188ziehen. Dies erklart einige
Abweichungen der Inhalte und ihrer Reihenfolge ichi8buch.

Ab der 7. Klasse gibt es ein separates Buch fusdrailer der Wahlpflichtfachergruppen I
und IIl.

Die Bucher aller Jahrgangstufen enthalten am An&ing Ubersicht der genutzten
mathematischen Zeichen und Abktrzungen. Anschl@f&gt in den unteren
Jahrgangsstufen eine Ubersicht tiber die Satze agdlR die in der jeweiligen Jahrgangstufe
gelernt werden (spater befindet sich diese UbersitchEnde des Buches). Nach den
Kapiteln, in denen der Lehrstoff prasentiert whalgt in fast allen Jahrgangstufen ein Kapitel
mit Aufgaben zur Wiederholung ausgewahlter Inhaits allen Gebieten, die manchmal als
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Grundwisserbezeichnet werden. In der 10. Klasse werden stgah Aufgaben zur
Vorbereitung der mittleren Reife angeboten. Absflegind folgt nur ein Sachwortverzeichnis.
Eine Formelsammlung wie im Hauptschulbuch gibtiektn

Die Lehrplane werden nicht abgedruckt und es gibh&eine Erlauterung zum Aufbau und
zum Nutzung des Buches. Lehrer und Schuiler mussei® Nutzungsweise also selber
erschliel3en.

Die Kapitel der Buicher und der Unterpunkte werderch teilweise ausfuhrliche Erklarungen
der Inhalte mit Beispielen eingeleitet, die meigt@mer Merkregeln abgeschlossen werden.
Anschliel3end folgen Aufgaben. Weitere Beispiele Maitkregeln unterbrechen die
Aufzéahlung der Inhalte. Illustrationen und zus@tzé Anweisungen zu bestimmten Aufgaben
befinden sich in einer schmalen Spalte neben ddgaten.

Im Gegensatz zu den Hauptschulbiichern werden giee lAufgaben mit Losungen oder
Wissenstests angeboten. Auf blau abgesetzten Seselen spezielle Aufgaben zu
historischen oder speziellen realitdtsnahen Koategegeben, oder der historische Kontext
eines Kapitels erlautert.

Durch die Erklarungen zu allen Teilbereichen wisdden Realschilern moéglich gemacht
selbststandig mit dem Realschulbuch zu arbeiten.

Inhalte des Realschulbuches der 5. Klasse

Im Mathematik fir Realschuledand fir die 5. Klasse sind nur wenige Inhalte zur
funktionalen Denkweise zu finden. Allerdings werdem®inigen Kapiteln erste Schritte bei
der Arbeit mit den Darstellungsregistern von fualktilen Anhéngigkeiten gemacht. So
werden im Rahmen der Geometrie Koordinatensystesnatgt, aus denen Koordinaten von
Punkte abgelesen und andererseits Punkte eingetnageden sollen. In fast allen Bereichen,
insbesondere bei Aufgaben mit Anbindung an die iRg¢asind Informationen in
Tabellenform gegeben. Die Schiiler sollen aus In&bionen aus ihnen entnehmen oder
fehlende Werte erganzen.

Im Kapitel Gleichungen und Ungleichungererden Gleichungen der Formaxi+b=c und
a:x=c (mit ganzen Zahlen, bundc) geldst. Bei dieser Vorbereitung der Arbeit im
algebraischen Register fallt auf, dass schon hiedem mengentheoretischen Vokabular und
dessen Schreibweise gearbeitet wirdsungsmengeder Gleichungen sollen bei gegebenen
Grundmengeibestimmt werden, und anders herum. Selbst ersta-{@gramme tauchen
auf.

Viele der Aufgaben sind rein innermathematischKlapitel Rechnen mit Grof3en aus dem
Alltag werden dann Aufgaben angeboten, bei denen zwisghenFiille von Realsituationen
und dem algebraischen Register Gibersetzt werderDsdiei werden auch einfache Aufgaben
zu proportionalen Situationen mit Dreisatz beadte{Habler, Kappl, Kiermair, Lippert, Puls,
Sobotta, Steger & Sulzenbacher, 2001a)

Das Schulbuch dieser Klassenstufe fuhrt die Sclailetas Arbeiten mit den verschiedenen
Darstellungsregistern funktionaler Abhangigkeitenam und stellt erste Verknipfungen
zwischen ihnen her. Funktionale Abhangigkeiteniain werden nicht betrachtet.

Schon in dieser Jahrgansstufe wird mit der Mengeth gearbeitet und deren Vokabular
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und Notationen genutzt, obwohl diese im Lehrplast ierder 6. Klasse vorgesehen sind. Dies
stammt aus der Zeit daeuen Mathematiknd bereitet unter anderem die Einfiihrung von
Relationen vor.

Inhalte des Realschulbuches der 6. Klasse

Im Schulbuch der 6. Klasse findet sich ein Kapitélder Uberschriftlirekte
Proportionalitat Dieses beginnt mit einem Beispiel und der Dabnitvon direkter
Proportionalitat (Habler, Kappl, Kiermair, LippeRiils, Sobotta, Steger & Sulzenbacher,
2001b, S. 152).

Sind alle Zahlenpaare einer Menge {{(a|b), (¢c|d), . . ., (x|y)} quotientengleich, |

d. h. b_d = ..=Y¥_ . - k so bezeichnen wir diese als direkte Pro-
a ¢ X

portionalitat. |
Der Quotientenwert k heil3t Proportionalitatsfaktor.

Abbildung 18: Realschule 6, Definition von direkterProportionalitat

Es zeigt sich, dass die Mengentheorie auch in d@2snition eine grof3e Rolle spielt. Auch
die Quotientengleichheit wird von Anfang an betd@ie Beispiele, die zur lllustration der
Definition gegeben werden nutzen auch das tabstlaei und das graphische Register. Darin
wird eine Halbgerade als charakterisierendes Ensehgsbild proportionaler Zuordnungen
erkannt, und mit Hilfe der Tabellen auch Variatiginsrlegungen vorgenommen. Beides
spielt in den folgenden Aufgaben keine weitere ®dllort werden fehlende Werte aus
Tabellen ermittelt, die sich in vielen Fallen addsituationen beziehen. Es steht somit die
Zuordnungs-Grundvorstellung im Mittelpunkt. Die eligaische Darstellung wird nicht
genutzt.

Im zweiten Teil des Kapitels zur direkten Proparéibtéat wird die Prozentrechnung
eingefiihrt. Einige Beispiele beziehen sich auf fiorlale Situationen, die auch in Tabellen
untersucht werden. Somit wird hier, im GegensatzHauptschule eine direkte Verbindung
zwischen der Proportionalitat und der Prozentrenrhergestellit.

Im Kapitel Gleichungen und Ungleichung&rerden Terme der Forax+b unda:x+b
betrachtet. Auch hier spielt die Mengentheorie girt#e Rolle. Zu samtlichen Aufgaben mit
Termen wird die Grundmenge angegeben, wenn dieké gesucht ist. Oftmals soll die
Lésungsmenge der Terme bestimmt werden, selteaddafinitionsmenge. Die in der
Einleitung eingefuhrtgraphische Wertetabelleiner Art Saulendiagramm, wird in den
Aufgaben nicht weiter genutzt.

Die Schiiler lernen, dass ein Term mit einer Unbetemjeder Zahl aus der Grundmenge
eine andere Zahl zuweist. Dieser starke Zuordnwedgtke wird auch inumerischen
Wertetabeller{iibliche Tabellen) veranschaulicht. In einer Reibe Aufgaben wird deutlich
gemacht, dass es mehrere aquivalente Terme gebandiao die algebraische Darstellung
nicht eindeutig ist. Das Kapitel schlie3t mit Anwleingsaufgaben, bei denen zwischen der
Realitat und dem algebraischen Register Gbersetatem soll.

In den anderen Kapiteln des Buches treten daddaisehe und das graphische Register in
vielen Situationen auf. So sollen Information aavdllen enthommen und in ihnen ergénzt
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werden und das Koordinatensystem in der Geometnetgt werden. (Habler, Kappl,
Kiermair, Lippert, Plls, Sobotta, Steger & Sulzestis, 2001b)

In dieser Jahrgangsstufe arbeiten die Schuler als@xplizit mit funktionalen Situationen,
namlich mit der direkten Proportionalitat. Mengesdtetische Definitionen und
Schreibweisen spielen dabei eine grof3e Rolle. Obinaten einfihrenden Erklarungen auch
mit dem graphischen Register gearbeitet wird uedaivariations-Grundvorstellung
angesprochen wird, dominiert in den Aufgaben dierdnungs-Grundvorstellung. Das
graphische Register taucht dort fast iberhaupt mefhr auf. Die Aufgaben nutzen
hauptséachlich Darstellungen aus dem algebraischémem tabellarischen Register, aber
auch Arbeiten zu Realsituationen sind zu finderersétzungen finden zwischen all diesen
Darstellungen statt.

Es fallt auf, dass die Ubliche algebraische Ddtstglvon direkter Proportionalitat nur bei der
Arbeit mit Termen verwendet wird, wo aber nie vapgdrtionalitat die Rede ist.

Ein Vergleich mit der Analyse des Lehrplans zaigiss einerseits matx+b eine Termform
behandelt wird, die nicht im Lehrplan vorgesehénalber andererseits das graphische
Register viel weniger genutzt wird, als es die lpidme erwarten lassen.

Inhalte des Realschulbuches der 7. Klasse

In der 7. Jahrgangsstufe gibt es verschiedene Muitiebiicher fir den mathematisch-
technischen Zweig und fur die beiden anderen Zweige

Der Teil des Kapitel®irekte und indirekte Proportionalitates Buches fiir den
mathematisch-technischen Zweig, der sich mit dexktin Proportionalitat beschatftigt ist
eine leichte Umarbeitung des analogen Kapiteldau$. Klasse. Die Einleitung und viele
der Aufgaben wurden wortlich tbernommen. Wie sdnatter 6. Klasse enthélt dieses
Kapitel auch die Prozentrechnung, die auch ausarberigen Klassenstufe ibernommen
wurde. Lediglich die Promillerechnung und die Zewrnung wurden erganzt. Diese
behandeln aber meist nur punktuelle Situationenwerden deswegen nicht zu den Inhalten
gezabhlt, die fur die Ausbildung von funktionalemrRen ausschlaggebend sind. Nur ein
Beispiel bezieht sich auf die Verzinsung von Kdpitzer mehrere Jahre und damit auf eine
exponentielle Zuordnung, die tabellarisch und gisgihdargestellt wird.

Neu ist der Abschnitt zu indirekter Proportionalif2iese wird in analoger Weise wie die
direkte Proportionalitat eingefiihrt. Es werden pikidleiche Zahlenpaare einer Menge
betrachtet, die in Tabellen und Graphen dargesteliten. Dabei wird wieder die Variation
innerhalb einer Tabelle analysiert. In den dazwggbn Aufgaben, die auRerdem mit einer
Seite sehr knapp ausfallen, wird die tabellaridgaestellung aber nur in einer Aufgabe
verlangt. Alle anderen Aufgaben beschéftigen sidiPunktweisen Berechnungen, die keine
funktionale Denkweise voraussetzen.

Das Kapitel schlief3t mit der Gegenuberstellung Kagisumfang und Kreisflache in
Abhangigkeit vom Radius. Tatsachlich wird die Vaaa nur in zwei Aufgaben betrachtet
und das unterschiedliche Wachstum von linearemquiadiratischen Funktionen thematisiert.
Ansonsten werden nur Umfang und Flache fir konkfeggse berechnet.

In den Abschnitten zu Termen und Gleichungen wendeWesentlichen die Inhalte des
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Vorjahres wiederholt. Es wird weiterhin viel Wetifanengentheoretische Ausdrucksweisen
gelegt und die Nichteindeutigkeit der algebraiscBehreibweise nochmals gezeigt.
Allerdings werden kaum mehr Anwendungsaufgaberefiest

In den weiteren Kapiteln des Buches werden zusglinhalte behandelt, die fur die
Ausbildung der funktionalen Denkweise von Bedeutsingl. So werden die
Koordinatensysteme auf die negativen Achsenabdehmisgeweitet, Tabellen fir Terme in
zwei Unbekannten erstellt und bei der Einfuhrung Potenzen exemplarisch die
tabellarische und graphische Darstellung yoR* fiir positive ganze gezeigt. (Habler,
Kappl, Lippert, Sobotta, 1994)

Das Mathematikbuch fir Schiler, die nicht den nrathtesch-technischen Zweig besuchen,
ist weniger umfangreich als das andere Buch. Darglen Iasst fiir diese Klassenstufe
gleiche Schulbuchinhalte im Bezug zu funktionaleemken erwarten. Dem ist aber nicht so.
Im Kapitel Proportionalitétist der AbschnitDirekte Proportionalitatdeutlich kirzer und die
Variationsbetrachtungen der Einfihrung sind nicehmvorhanden. Dafiir werden die
indirekte Proportionalitdt und die Betrachtung vémfang und Flache von Kreisen
wesentlich ausfuhrlicher betrachtet und mehr Auégahbngeboten.

Auch in den anderen Kapiteln gibt es ein paar Wetaede. Im Rahmen des Studiums von
Potenzen wird keine Exponentialfunktion gezeigt badder Betrachtung von Termen und
Gleichungen finden sich viele Aufgaben mit Ubersaten von Realitat zu algebraischen
Darstellung. (Habler, Kappl, Kiermair, Lippert, BiSobotta, Steger, & Sulzenbacher, 2002)

In dieser Jahrgangsstufe werden nur wenige newdténru funktionalem Denken gesehen.
Die indirekte Proportionalitat wird, zumindest inathematisch technischen Zweig, nur sehr
wenig betrachtet. Das algebraische Register wiiitewen nicht mit der Proportionalitat
verbunden und auch die graphische Darstellung k@ran genutzt. Im Wesentlichen handelt
es sich um eine Vertiefung der Inhalte des Vorjalmé Ausblicken auf die weitere
Entwicklung.

Die Analyse des Lehrplans I&asst einen gleichen &uwfiber Inhalte zu funktionalem Denken

in den Bichern fir alle Zweige erwarten. Es zeight aber, dass es doch einige Unterschiede
in der Ausgestaltung des potentiellen Curriculubt,ggo dass dadurch Unterschiede in
speziellen Leistungen der Schiiler auftreten kénnen.

Inhalte des Realschulbuches der 8. Klasse

In der 8. Klasse nehmen die Inhalte, die sich onikfionalem Denken beschéftigen, stark zu.
Uber die Halfte des Schulbuches der 8. Klasse ladtsghsich mit ihnen.

In den Kapiteln, die sich mit Termen beschéftigeingd unter anderem die Darstellung
funktionaler Abhangigkeiten im algebraischen Reygisbrbereitet. Es wird weiterhin mit
Grundmengen und Losungsmengen, sowie mit grapmdazhe. numerischen Wertetabellen
und der Aquivalenz von Termen und Gleichungen getat Dazu kommt das Rechnen mit
Termen, bei denen Terme als Objekte aufgefasstamardd mit ihnen Operationen
durchgefiihrt werden. Hieraus kann sich die Objekir@vorstellung entwickeln, wenngleich
sich diese hier nur auf eine Darstellung bezieb3é&xdem werden auch Parameiegefiihrt.
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Es werden nicht viele Aufgaben mit Realitatsbezugedoten und es wird stets zuerst
innerhalb der Mathematik gearbeitet. Im Kap@Eéichungerwerden am Schluss allerdings
viele Aufgaben zu Realsituationen angeboten, immikachderer von der Realitat ins
algebraische Register Gbersetzt werden soll.

Kurz vor der Einfihrung von Funktionen werden inpKel Extremwerte quadratischer
TermeExtremwerte kennen gelernt. Die Schiler solleredigemwerte in den Aufgaben aus
graphischen und numerischen Wertetabellen entnehbeadrei analysieren sie die Variation
der Terme. Aul3erdem sollen sie die Extremwertedaugiegebenen Scheitelpunktform einer
guadratischen Gleichung ablesen und andersherwimem Extremwert die
Scheitelpunktform eines quadratischen Terms angeéhenibersetzen also zwischen
Darstellungen im algebraischen und tabellarischegid®er. Innerhalb des algebraischen
Registers lernen sie die Scheitelpunktform einigealeinen quadratischen Terms
anzugeben.

Das Kapitel, in dem Funktionen erstmals definiegtden tragt den TitdRelationen und
Funktionen Anfangs wird mit Produktmengen und Relationerrigeiéet und das bendétigte
Vokabular eingefuihrt. Hierbei werden Venn-Diagranimautzt (Habler, Kappl, Kiermair,
Lippert, Puls & Sobotta, 1995a, S. 115).

Pfeildiagramm zur Relation R:

Die Menge aller ersten
Komponenten der Zahlen-
paare einer Relation bildet
die Definitionsmenge

ID (x), die Menge aller zwei-
ten Komponenten bildet
die Wertemenge W (y) der
Relation.

M,=IN

Abbildung 19: Realschule 8, Relationen

Anschliel3end werden Funktionen als spezielle Relati definiert (Habler, Kappl, Kiermair,
Lippert, Puls & Sobotta, 1995a, S. 116).
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Eine Relation heillt Funktion, wenn jedem Etement aus ID(x) jeweils nur
ein Element aus W {y) zugeordnet ist.

Abbildung 20: Realschule 8, Definition von Funktione

Die ersten Aufgaben beschéftigen sich mit den gsaplen Darstellungen von Funktionen
und ihrer Unterscheidung von anderen Relationes,imaAnschluss daran auch in der
algebraischen Darstellung, mit Hilfe von Tabeller bei Venn-Diagrammen gesehen wird.
Bei allen Angaben von Funktionsgleichungen wirdsstike zugrunde liegende Produktmenge
angegeben. In drei Aufgaben werden willkirliche iddmungen gezeigt, die nicht durch eine
Formel darstellbar sind.

Im letzten Teil dieses Kapitels werden Umkehrrelagin und damit Umkehrfunktionen
eingefihrt. Die Schiler sollen in innermathemagscBeispielen erkennen, wann eine
Funktion umkehrbar ist und diese Umkehrung aucleleqg. Hierzu werden keine
Anwendungsaufgaben angeboten.

Das folgende Kapitel tragt den Titeheare FunktionenZuerst werden dort lineare
Funktionen definiert, wobei die FunktionsgleichumgVordergrund steht. Es wird auf die in
den Vorjahren behandelte direkte ProportionaligZugy genommen und die graphischen und
tabellarischen Darstellungen, sowie die Darstellaisgvenn-Diagramm betrachtet. Der
Proportionalitatskoeffizient als Steigung der Utsggsgeraden wird in mehreren Aufgaben,
auch mit Geradenbiischeln, untersucht. Dabei wicth &on der graphischen zu algebraischen
Darstellung uibersetzt. Es finden sich auch einigigaben zu der Umkehrung von
proportionalen Funktionen.

Der zweite Abschnitt des Kapitels beschatftigt siachlinearen Funktionen. Sie werden tber
die graphische Darstellung als verschobene prapate Funktion eingefihrt. Die Schiler
sollen in den Aufgaben die Graphen zeichnen (méiZRunkten bzw. einem Punkt und der
Steigung) und erkennen in Aufgaben mit Paralleleasen die Auswirkungen von
Anderungen einzelner Parameter der allgemeinend@egieichung=mx+t. Dies wenden

sie in Ubersetzungen von der graphischen zur addggatiren Darstellung an. Bei
Umformungen innerhalb des algebraischen Registedsdie Punktsteigungsform von
Geraden angegeben.

Es werden auch einige Sonderfélle betrachtet. &b mit der Gleichungx+by+c=0

gearbeitet und auch Geraden der Fgra undx=a gesehen. Dabei wird allerdings nicht
explizit darauf bestanden, dassa nicht der Graph einer tblichen funktionalen Zuanagp

ist. Anwendungsaufgaben finden sich in diesem kapicht.

Zum Schluss des Buches wird erst in einem Kapitethtermemit Termen gearbeitet, die
Unbekannte im Nenner haben und deren Definitiorestlebestimmt werden muss. Es dient
auch zur Hinfuhrung zum Kapit8lie indirekte Proportionalitat als Funktigrin dem die
Funktionen der indirekten Proportionalitat analagien anderen Funktionen eingefthrt
werden. Sie werden in allen Darstellungsregistezegyt, wobei die Mengentheorie bei allen
Darstellungen einen grof3en Einfluss hat. Die algisbhe Darstellung steht auch hier wieder
im Vordergrund.

In den Aufgaben finden sich Ubersetzungen zwisdweeralgebraischen und der Graphischen
Darstellung, aber es soll auch die Gleichung emdirekt proportionalen Funktion
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angegeben werden, die durch einen bestimmten Behkt In diesem Kapitel werden zum
Schluss einige Anwendungsaufgaben angeboten.

Es ist noch anzumerken, dass innerhalb der Ge@meitrigeometrischen Ortslinien
gearbeitet wird. Dieser Inhalt, der sich auch zuodisim der Funktionsgraphen eignet, wird
aber nicht mit den Inhalten zur Ausbildung der fiimkalen Denkweise verknupft. (Habler,
Kappl, Kiermair, Lippert, Plls & Sobotta, 1995a)

Das Buch fur die Schuler der beiden anderen Zwistgane eingeschrankte Kopie des
Buches fur den ersten Zweig. Samtliche Kapitel sité tatsachlich mit Funktionen
beschaftigenKelationen und Funktionen, lineare Funktionen, iDtirekte Proportionalitat
als Funktion) fehlen. Der anderen Kapitel wurden bis auf weigenahmen wortlich
ubernommen. (Habler, Kappl, Kiermair, Lippert, P&ISobotta, 1995b)

Wie nach der Analyse der Lehrplane erwartet, zajt, dass die Schiler des mathematisch
technischen Zweiges in dieser Jahrgangsstufe vidfunktionen arbeiten, wahrend die
Schuler der beiden anderen Zweige nur ihre Kensertiei der Arbeit mit Termen vertiefen.
Die Inhalte zu Funktionen erflllen in weiten Teildas, was in den Lehrplanen gefordert
wird. Funktionen werden als Relationen eingefind das mengentheoretische Vokabular
bleibt innerhalb des ganzen Buches prasent. Lirean&tionen und Funktionen der
indirekten Proportionalitat werden betrachtet. Daterden alle Darstellungen genutzt und
Ubersetzungen zwischen ihnen durchgefiihrt. Lediglier Darstellung funktionaler
Abhangigkeiten in Realsituationen scheint wenigdtgdng beigemessen zu werden. Im
Vordergrund steht meist die algebraische Darstgllun

Bei der Arbeit mit Funktionen dominiert, bedingtrdiai die mengetheoretische
Betrachtungsweise, die Zuordnungs-GrundvorstelltmgKapitel, das sich mit der Analyse
von Extremwerten quadratischer Gleichungen bedghéfird aber die Kovariations-
Grundvorstellung angesprochen und bei der Arbdiflmimen kénnen erste Hilfestellungen
zum Erlangen der Objekt-Grundvorstellung ausgemaehnden.

Inhalte des Realschulbuches der 9. Klasse

In der 9. Klasse wird mit den quadratischen Fumigroim mathematisch-technischen Zweig
ein weiterer Funktionstyp kennen gelernt, wahrendan beiden anderen Zweigen
Funktionen genau so definiert werden, wie dieslahr zuvor im ersten Zweig getan wurde.
Im Gegensatz zum Buch der 8. Klasse wird der Rtauch fur den ersten Zweig deutlich
eingeschrankt, den Inhalte zu funktionalem Denkenefymen.

Anfangs werden sowohl mit graphischen, als auchalgigbraischen Methoden Lésungen von
linearen Gleichungssystemen gesucht. Das mengegtisehe VVokabular bleibt dabei stets
prasent. Am Schluss des Kapitels, nachdem alle ddietn rein innermathematisch erlernt
wurden, werden Anwendungsaufgaben aus der Realitdtjem Bereich der Zinsrechnung
und aus der Geometrie angeboten.

Das KapitelQuadratische Funktionebeginnt mit dem Studium von Funktionen mit der
Gleichungy=x2. Diese werden in ihrer algebraischen und ihreplgsxhen Darstellung
untersucht. AnschlieRend wird der Scheitel der Ndparabel verschoben, wobei auf dem
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Kapitel zu Extremwerten von quadratischen Gleictamagus dem Vorjahr aufgebaut wird. In
rein innermathematischen Aufgaben wird die Verbimglawischen der Formeldarstellung
und den Graphen untersucht. Spater kommt als tdRaieametea in der Funktionsgleichung
y=ax2+bx+c hinzu.

Paarmengen und Relationen spielen in dieser Jajsgtufe keine Rolle mehr, auch wenn
Grundmenge, Definitionsmenge und Wertemenge naglgenutzt werden. Lediglich bei der
Betrachtung der Umkehrung quadratischer Funktiomemden Relationen genutzt. Die
Wurzelfunktion wird als Umkehrung eines Parabekstagefuhrt. Auch hier wird mit dem
Wechselspiel zwischen algebraischer und graphidgaestellung gearbeitet.

In zwei weiteren Kapiteln werden quadratischen élengen, Wurzelgleichungen und
Systeme quadratischer Gleichungen untersucht.wdlelen rein innermathematisch ohne
Anwendungsbezug betrachtet. Die Gleichungen weadéirunktionen zurickgefuhrt und die
Lésungen dann mit Hilfe des algebraischen und dgshischen Registers bestimmt. Auch
Scharen von Gleichungen werden studiert, bei ddireehdsungen in Abhéngigkeit von den
Parametern angegeben werden sollen. (Habler, Kipginair, Lippert, Puls, Sobotta &
Steger, 1996a,b)

Das Schulbuch der beiden anderen Zweige enthahRufigaben, die bereits im Schulbuch des
mathematisch-technischen Zweiges der vorangeganddassenstufe analysiert wurden. Die
Kapitel Relationen und Funktionen, Lineare FunktiongrlDie indirekte Proportionalitat

als Funktionsind Kopien aus dem Buch der 8. Klasse. Das Klapytsteme quadratischer
Gleichungen mit zwei Variablemtspricht dem gleichnamigen Kapitel des mathetatis
technischen Zweiges aus der 9. Jahrgangsstufégiskdine gesonderten Analysen
durchgefuhrt werden. (Habler, Kappl, Kiermair, Lgop Pils, Sobotta & Steger, 1996 a)

Im mathematisch-technischen Zweig werden, ausgeh@madallmahlichen Aufbau der
abstrakten Formeldarstellung, quadratische Fun&tia@ingefiihrt. Diese Orientierung an der
Formeldarstellung kann zur Identifizierung von Fumken mit ihrer Darstellung im
algebraischen Register fuhren, wenngleich stesu@eachtet wird, dies zumindest
sprachlich zu vermeiden.

Die Verbindung zwischen algebraischer und grapleis€rarstellung ist ein zentraler
Bestandteil dieser Klassenstufe, wohingegen diellaische Darstellung und Anwendungen
in Realsituationen nur wenig ins Gewicht fallen.

Die Zuordnungs-Grundvorstellung bleibt auch in drefahrgangsstufe dominierend. So
werden beispielsweise in vielen Aufgaben Wertebstimmte Punkte berechnet.
Variationsiiberlegungen werden dagegen kaum antjestelass die Kovariations-
Grundvorstellung keine Rolle spielt. Fur das véiéassen der Vorgénge die wahrend des
Wechselspiels zwischen Formel und Graph oder bevVdeschiebung der Parabeln ablaufen,
ist eine Objekt-Grundvorstellung von Funktionenignddie nun weiter ausgebildet werden
muss. Ob dies tats&chlich geschieht, oder nur distBllung im graphischen Register mit
technischen Methoden verschoben wird ist fraglich.

Wie oben schon erwahnt, sind die Kapitel in demiBiiic die beiden anderen Zweige Kopien
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der Kapitel aus dem Buch fir den mathematisch-tschen Zweig, so dass fur eine Analyse
darauf verwiesen werden kann. Die Eigenheiten deschiedenen Zweige werden also nicht
bertcksichtigt und die Inhalte lediglich verschob®ealbst Inhalte wie die Umkehrfunktionen
und die Funktionen der indirekten Proportionalithé, nicht im Lehrplan stehen, werden
behandelt.

Die Inhalte der Kapitel zu Funktionen sind zwartesigehend gleich, fir deren Bearbeitung
ist aber weniger Zeit als im mathematisch-tech@aciweig vorgesehen. Es kann also davon
ausgegangen werden, dass eine starke Auswahlttdtdgetroffen werden muss.

Inhalte des Realschulbuches der 10. Klasse

Mit der 10. Klasse wird die Realschule abgeschinsse dass dies die letzte Moglichkeit ist
innerhalb der Schule Einfluss auf die Ausbildungfdektionalen Denkweise zu nehmen und
das concept image der Schuler zu pragen.

Im mathematisch-technischen Zweig werden in didabrgangsstufe mehrere neue
Funktionstypen eingefuhrt. Im Kapitebtenzen und Potenzfunktionsarden zuerst
Potenzfunktionen der Forgex" mit nattirlichem eingefuihrt. Wie schon in den
vorangegangenen Klassenstufen stehen hier dieralgelve und die graphische Darstellung
im Mittelpunkt. Auch die Definitions- und Wertemesrgwerden weiterhin betrachtet. Bei der
Untersuchung der Verbindung zwischen Formel ungreerden die Funktionen in zwei
Klassen aufgeteilt, die sich im generellen Aspekt@raphen unterscheiden (also mit geraden
und ungeraden).

Aufbauend darauf wird die algebraische Darstellalhmahlich mit mehr Parametern
versehen und es werden mehr Exponenten erlaulhi(bmi reellen Exponenten), wobei
auch Verschiebungen der Graphen im graphischerstegils Orientierung dienen. Der
Aufbau des Kapitels orientiert sich also an deebigischen Darstellung. Bei jedem Schritt
werden die Darstellungen im algebraischen und @plgischen Register mit ihrer Verbindung
untersucht und die Graphen klassifiziert. Aul3erasdarden die jeweiligen Umkehrfunktionen
betrachtet und die Symmetrieeigenschaften untetsAadfgaben zur Anwendungen dieser
Funktionstypen in Realsituationen lassen sich rfioken.

Im Kapitel Exponential- und Logarithmusfunktionesird zuerst die Exponentialfunktion zur
Beschreibung von Wachstums- und Abklingprozessegeéihrt. Auch hier steht die
Verbindung zwischen Formel und Graph im ZentrumAlgigaben und die Formel wird im
Laufe des Kapitels mit mehr Parametern versehech Maer Reihe innermathematischer
Aufgaben folgt eine Seite mit Aufgaben zu exporediemn Realsituationen.

Die Logarithmusfunktionen werden nur sehr kurz tsueht. Auf wenigen Seiten werden sie
eingefiihrt und die graphische und algebraischetBlamsg gesehen. Dabei werden sie auch
als Umkehrfunktion der Exponentialfunktionen beltat. Die angebotenen Aufgaben
beschranken sich auf innermathematische Untersgemuils einzige Anwendung wir die
logarithmische Skalierung gezeigt, mit der die Gexpder Exponentialfunktionen gezeichnet
werden kdnnen.

Die letzten Funktionstypen, die die Realschileranihrem Abschluss kennen lernen, sind
die trigonometrischen Funktionen. In einem sehflduichen Kapitel, das der Geometrie
zuzuordnen ist, werden diese erst als Winkelfumieioim Einheitskreis definiert. Davon
ausgehend werden spater reelle Argumente zugeld3gemeisten Aufgaben beziehen sich
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auf Punktweise Untersuchungen, bei denen aberdiac®ymmetrie und Periodizitat erkannt
werden sollen.

Zum Schluss des Kapitels werden Extremwerte voarausengesetzten trigonometrischen
Funktionen ermittelt und ein Abschnitt mit dem Ti#@nktionale Abhangigkeiteangeboten.
Darin sollen Variationsiiberlegungen zu innermathesclaen, geometrischen Aufgaben
angestellt werden. Tatsachlich sind dort, wie aachestlichen Kapitel zu trigonometrischen
Funktionen, keine Anwendungen aus Realsituationeimden.

Am Schluss des Buches befindet sich ein langest&api dem Aufgaben zur Vorbereitung
der Abschlusspriifung von der Realschule angebogzdem. Diese Auswahl ist sehr auf
geometrische Inhalte ausgerichtet. Es finden nunigeeAufgaben zu Potenzfunktionen und
linearen Funktionen, wéhrend es viele zu trigonoisiien Funktionen gibt. Die meisten
Funktionssaufgaben sind mit geometrischen Inhatésknipft. (Habler, Kappl, Kiermair,
Lippert, Puls, Sobotta, & Steger, 1997a)

Das Buch der beiden anderen Zweige ist auch irediekahr zu grof3en Teilen eine Kopie des
Buches fur den mathematisch technischen Zweig Kaa#tel Quadratische Funktionen
wurde um die Aufgaben zu Funktionenscharen gekDas. KapitelQuadratische
Gleichungen und Ungleichungéesteht aus wesentlichen Teilen des gleichnanKggitels
aus der 9. Klasse und dem Kapitel zu Systemen gtischer Gleichungen. Es wurden
lediglich einige Aufgaben mit Realitatsbezug ergaSomit werden in dieser Jahrgangsstufe
auf Wurzelfunktionen gesehen.

Grol3e Unterschiede sind im Kapidtenzfunktionen — Exponential- und
Logarithmusfunktioneauszumachen. Dort werden Inhalte auf fiinf Seitssmmengefasst,
die im Buch des anderen Zweiges 43 Seiten einnehimeWesentlichen werden nur die
Definitionen der verschiedenen Funktionstypen gegaind anschlieend ein paar einfache
Aufgaben gestellt.

Auch der Teil zu trigonometrischen Funktionen usitbeidet sich von dem des
mathematisch-technischen Zweiges, da diese Fuskyipan nur als Winkelfunktionen
untersucht werden. Reelle Argumente werden nicheassen.

Im abschlieRenden Kapitel zur Prifungsvorbereitvagden etwas mehr Aufgaben zu
Funktionen angeboten, wenngleich auch hier die &bdgauswahl sehr auf die
geometrischen Inhalte zentriert ist. (Habler, Kappérmair, Lippert, Puls, Sobotta, & Steger,
1997b)

Relationen und Paarmengen spielen auch in diesssEhstufe keine Rolle mehr. Der
Einfluss der Mengentheorie ist insofern noch erkamndass zu allen Aufgaben die
Grundmenge angegeben wird und sehr konsequentredefitions- und Wertemenge gefragt
wird. Die tabellarische Darstellung tritt nicht medis eigenstéandige Darstellung auf. Sie wird
aber innerhalb der Aufgaben fir den Ubergang vayalahischen zum graphischen Register
genutzt.

Zentrum der Aufmerksamkeit sind die Ubersetzungsgsse zwischen der algebraischen und
der graphischen Darstellung. AulRerdem wird die dnongs-Grundvorstellung gebraucht.
Variationsiiberlegungen treten bei den BetrachtumigerPotenzfunktionen nicht auf. Bei den
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Exponential- und Logarithmusfunktionen wird abecladie Variation betrachtet und somit
die Kovariations-Grundvorstellung aktiviert.

AulRerdem wird die Objekt-Grundvorstellung durchggnAufgaben angesprochen. Wenn
etwa ganze Graphen verschoben und die Formel dechabenen Graphen ermittelt wird, so
ist das durch eine Verschiebung des Objektes Famkti erklaren. Es finden sich aber keine
Aufgaben zur Hintereinanderschaltung von Funktigserdass die Objekt-Grundvorstellung
von Funktionen maglicherweise eine Objekt-Grundiehsng einer Darstellung von
Funktionen bleibt.

Im mathematisch-technischen Zweig sind wenige Abluangen vom Lehrplan festzustellen.
Potenzfunktionen werden etwas ausfuhrlicher sttidaés es dort vorgesehen ist und die
Logarithmusfunktionen sind nicht an Realsituatioaagebunden.

In den beiden anderen Zweigen werden Wurzelfunktidehandelt, obwohl sie nicht im
Lehrplan vorkommen. Die Funktionen der indirekteag@rtionalitat tauchen nicht mehr auf,
da sie bereits im Lehrbuch der 9. Klasse gesehedencsind. Die Knappheit des Kapitels zu
Potenz-, Exponential- und Logarithmusfunktioneltt fédch starker aus, als es der Lehrplan
sowieso schon erwarten lief3.

Ubersicht tiber die Inhalte der Realschulbiicher

Die hier betrachteten Schulbtcher fur die bayedadRealschulen zeigen, dass sich die
potentiellen concept images zu Funktionen der ®chdds mathematischen Zweiges zwar in
der Breite von denen der Schiler der beiden anddsege unterscheiden, deren Aufbau
aber wohl groRe Ahnlichkeiten aufweisen werdene Athiiler lernen Funktionen als
spezielle Relationen kennen. Paarmengen und Redstimuchen aufRerhalb der Einfiihrung
des Funktionsbegriffs nur noch im ZusammenhandJmkehrfunktionen auf, so dass die
Schiler das Wissen aus der Einflihrung nicht weitézen konnen. Allerdings ist zu
vermuten, dass sie gut mit Definitions- und Wertegen umgehen kdnnen, da diese beim
Studium der verschiedenen Funktionstypen steténtstwerden sollen.

Ein Schuler, der nicht auf den mathematisch-techeis Zweig geht, studiert mit den
linearen Funktionen, den Funktionen der indirelRemportionalitat, den quadratischen
Funktionen und den Wurzelfunktionen eine relatikirggee Auswahl an Funktionstypen
ausgiebig. Im mathematisch-technischen Zweig komnosh Potenz-, Exponential- und
Logarithmusfunktionen dazu, und auf3erdem, mit Eirdatkungen, die trigonometrischen
Funktionen. Daraus kénnen breite concept imagesmefverden.

Die Reihenfolge der Einfuhrung der Funktionstyped der Aufbau innerhalb des Studiums
eines Funktionstyps orientiert sich an der algsisteen Darstellung. Daraus kénnen
Identifizierungen von Funktionen mit der Formeldeltsng entstehen, insbesondere auch
deswegen, weil die Definition tber Relationen satimell wieder verschwindet.
Zusammen mit der algebraischen Darstellung stehgi@iphische Darstellung im Zentrum
der Untersuchungen. Ubersetzungsvorgange findeschen diesen beiden Darstellungen
statt, wobei die tabellarische Darstellung beim ighag helfen kann.

Fur die Ausbildung einer funktionalen DenkweiseAittag sind Aufgaben aus
Realsituationen wichtig. Diese sind in den hoheamrgangsstufen aber sehr wenig zu
finden. Die Einfihrung und Einibung neuer Inhakedahieht rein innermathematisch.
Lediglich am Ende der jeweiligen Kapitel sind mameth Anwendungsaufgaben zu finden.
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Die Verzahnung mit der Geometrie ist dagegen ebeaser ausgepragt.

Es ist zu erwarten, dass die Schuler eine untelndahmittlich ausgepréagte Kovariations-
Grundvorstellung haben. Variationen werden, mitaisne der Exponentialfunktion, so gut
wie gar nicht untersucht. Die Zuordnungs-Grundeshshg kann dagegen mit Hilfe vieler
Aufgaben ausgebildet werden und selbst die Objekta@®/orstellung kann zumindest in
Ansatzen erwartet werden. Allerdings kann dieseemigr bestimmten Darstellung verbunden
sein.

Im Vergleich mit der Lehrplananalyse ergeben sioige Verschiebungen der Inhalte und es
werden in den nicht-mathematischen Zweigen Inhalteugefigt. Abgesehen davon ist die
Ubereinstimmung aber sehr hoch.

Nach der Analyse der Realschullehrplane stellt dieHFrage, inwiefern megentheoretische
Inhalte noch in den Lehrbiichern der bayerischen&gamen zu finden sind. Diese Frage wird
unter anderem im folgenden Abschnitt zum potemrtreCurriculum der Gymnasien geklart.

7.1.3 Gymnasium

Aufbau des Gymnasialbuches

Zur Analyse des potentiellen Curriculums der bagtren Gymnasien wird didathematik
Reihe des Bayerischen Schulbuch Verlages betradtuetvenige Illustrationen und Photos
unterbrechen den Aufbau des Buchen, der dadurativelichtern wirkt. Die Inhalte und
Aufgaben werden einspaltig, ohne Randbemerkungketaa 240 Seite pro Klassenstufe
prasentiert (In der 6. Klasse sind es nur 190 Bgitsb der 7. Klasse werden die Inhalte in
zwei Bande aufgeteilt: Einem mit dem Tifdbebraund einem mit dem Tit€beometrie

Diese Aufteilung ist ab der 7. Klasse auch im Lé&mzu finden. Dies illustriert, dass die
Anbindung an den Lehrplan auch in diesen Gymnasthiern sehr stark ist. Die Einteilungen
des Lehrplans werden teilweise wortlich tbernomuomash lediglich in Einzelfallen werden

die Reihenfolge leicht variiert oder Unterpunktsamnmengefasst.

Nach dem Inhaltsverzeichnis werden die Inhaltegortisrt. Jeder Teil, der einem Unterpunkt
des Lehrplans entspricht, ist in mehrere Kapitééailt, die ihrerseits noch weiter
untergliedert sind. Jedes Kapitel beginnt mit eknegzen, illustrierten Aufgabe. Anschlie3end
werden die Inhalte, im Gegensatz zu den Haupt-Rewmlschulblchern recht ausfuhrlich, auf
mehren Seite mit Beispielen, Erklarungen, Defimigéo und Satzen eingefihrt, wobei
Wichtiges in farbigen Kasten vom restlichen Texgedetzt wird. Trotz der Unterteilung der
Kapitel in mehrere Unterpunkte, werden alle Inhgleach zu Anfang ausfihrlich erlautert
und im Anschluss Aufgaben gestellt, die auch wiecherteilt sind. Die Erlauterung der
Inhalte umfasst mehrere Seiten und nimmt insbeserideder oberen Klassenstufen der
Sekundarstufe | oftmals mehr Platz ein als dierglgpiden Aufgaben. Die Geometrie Béande
ab der 7. Klasse haben einen leicht differiererfgibau, der hier aber nicht weiter erlautert
werden soll.

Die Aufgaben sind nur sehr selten illustriert uatbén ein sehr formales Erscheinungsbild.
Am Schluss der einzelnen Aufgabenaufzéhlungen firsggh hin und wiederuftelaufgaben
Unterhaltsames, odé&ufgaben aus altezeit. Aufgaben mit Losungen werden ebenso wenig

182



angeboten wie vom ublichen Buch abgesetzte Aufgadtam zu speziellen historischen oder
aktuellen Inhalten.

Am Ende aller Blicher gibt es ein Stichwortverzeishimd ab der 7. Jahrgangsstufe werden
dort im Geometrieband eine Sammlung der wichtigBtefinitionen, Satze und
Aufgabentypen abgedruckt. Ahnliches gibt es im AlgeBand nicht.

Auch in den hier analysierten bayerischen Gymnbigckern wird der Lehrplan nicht
abgedruckt und es werden keine Hinweise zur Nutzi@sgBuches gegeben. Eine Ausnahme
bildet der Geometrieband der 7. Klasse. Dort wedierAusrichtung, der Aufbau und die
Nutzungsmoglichkeiten des Buches in einem Vorwikiet, das sich an Erwachsene Leser
richtet. Im Algebraband der 7. Klasse findet swthidlich eine Einleitung fur Schuler ohne
Nutzungshinweise.

Die ausfuhrlichen Erlauterungen am Anfang der dneeKapitel scheinen fur Schiler ein
selbststandiges Erarbeiten bzw. Nacharbeiten Vioalten mdglich zu machen.

Inhalte des Gymnasialbuches der 5. Klasse

Wie in den Schulbtichern der 5. Klasse der andez&teh Schularten lassen sich auch in
Mathematik 5ur wenige Inhalte finden, welche die SchilergiafAusbildung der
funktionalen Denkweise vorbereiten. Es werden ab&te Arbeiten in den verschiedenen
Darstellungsregistern von Funktionen durchgefiihd es lassen sich auch
Ubersetzungsvorgange finden. Die Schuler arbeitiéeinfachen Gleichungen in einer
Unbekannten im algebraischen Register. Dabei wersdielsweise miGrundmengeind
Lésungsmengauch mengentheoretisches Vokabular definiert wmizt, das auch fir die
Definition von Funktionen von Bedeutung ist. Diee6hungen sollen in einigen Aufgaben
aus Realsituationen entnommen werden, um sie damigebraischen Register zu bearbeiten.
Dieser Ubersetzungsvorgang kommt noch in andergitéda vor, insbesondere dem Kapitel
Textaufgabenin dem explizit der x-Ansatz gesucht wird.

Im Kapitel Punktmengeternen die Schiler mit dem Koordinatensystem umizegeSie
sollen Punke einzeichnen und mit ihnen dann anhelitediesem Kapitel werden auf3erdem
Punktmengen gesehen, die eine bestimmte Bedingtiiter. Diese kdnnen bei der
Einfuhrung von Graphen genutzt werden. (Rieck, 1994

In Schulbuch dieser Jahrgangstufe sind Aufgabemdeuanfiihrung an die Arbeit mit dem
algebraischen und mit dem graphischen Registenderi. Letzteres war nach der Analyse
der Lehrpléane nicht erwartet worden, da dort mith graphischen Register die Rede ist.
Auch der Umgang mit dem Register der Realitat ubdrsetzungen von ihm zu einer
innermathematischen Darstellung werden geubt. lietigas tabellarische Register spielt
kaum eine Rolle.

Funktionale Abhangigkeiten an sich werden in didséwgangsstufe noch nicht untersucht.

Inhalte des Gymnasialbuches der 6. Klasse

In Mathematik Bverden erstmals Aufgaben zu proportionalen Sibnath angeboten. Im
Kapitel Direkte und indirekte Proportionalitavird die direkte Proportionalitat mit Hilfe
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eines Beispiels definiert, wobei die Kovariationssi@vorstellung angesprochen wird.
Anschlie3end wird folgende Definition gegeben (Ksote& Rieck, 1995, S. 140).

Zwei Grolien heil3en zueinander proportional (oder direkt proportional),
wenn dem Doppelten, Dreifachen, ... der einen GroRe das Doppelte, Drei-
fache, ... der anderen GroRe entspricht.

Zueinander proportionale Grolden sind quotientengleich.

Das Zeichen ~ wird ,,ist proportional zu"* ausgesprochen.

Abbildung 21: Gymnasium 6, Definition von direkter Proportionalitét

Dann werden die typischen Darstellungen von Prapuatitaten im tabellarischen und im
graphischen Register gezeigt. Lediglich die Dalkstglim algebraischen Register wird nicht
genutzt und es werden nur punktuelle Berechnungeeleer Werte durchgefihrt.

Sofort im Anschluss folgt die analoge Einfihrung ielirekten Proportionalitat, wobei hier
die Produktgleichheit der Wertepaare betont wird.

In den Aufgaben zu diesem Kapitel sollen fehlendstd/in Tabellen durch
Variationsiiberlegungen, Dreisatz und, bei der derelProportionalitat, mit Hilfe einer
Ursprungsgeraden bestimmt werden, die davor gezeiaterden soll. Aul3erdem sollen die
direkte und die indirekte Proportionalitat in Tdbelund Realsituationen erkannt werden.
Dabei treten auch funktionale Situationen mit lreeeZusammenhangen auf.

Wie im Lehrplan ist das Kapit&irekte und indirekte Proportionalitahit dem Kapitel
Prozentrechnungusammengefasst. Allerdings werden dort, abgesaheriner Aufgaben
zur Mehrwertssteuer, keine funktionalen Situatiobetrachtet, sondern lediglich punktuelle
Berechnungen einzelner Werte durchgefuhrt.

In den anderen Kapiteln des Buches wird die Aribeialgebraischen Register vertieft, indem
die verschiedenen Rechenoperationen in Gleichungieginer Unbekannten verknupft
werden. Die Gleichungen werden auch dadurch erddaks Realsituationen in das
algebraische Register Ubersetzt werden.

Im Rahmen des Studiums von Gleichungen wird weitarht den BegrifferGrundmenge
undLdsungsmenggearbeitet. (Kunesch & Rieck, 1995)

In dieser Klassenstufe wird erstmals mit proposdien Situationen gearbeitet. Die direkte
und die indirekte Proportionalitat werden eingefiimd mit ihnen, unter Beanspruchung der
Zuordnungs- und der Kovariations-Grundvorstellugggrbeitet.

Realsituationen spielen sowohl bei der Einfuhruig auch bei den spateren Aufgaben eine
wichtige Rolle. Ubersetzungen finden zwischen aflenutzten Darstellungen statt. Die
allgemeine algebraische Darstellung wird nicht gethund im algebraischen Register werden
lediglich Punktweise Rechnungen durchgefuhrt. Bidsshlen der algebraischen Darstellung
kann aus der Analyse der Lehrplane so nicht entremarerden.

Trotz der Aufeinanderfolge der Kapitel wurden digdlte Prozentrechnung und
Proportionalitat nicht miteinander verknipft. Digar auch nach der Lehrplananalyse
erwartet worden.
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Inhalte des Gymnasialbuches der 7. Klasse

In der 7. Klasse wird erstmals ein Algebra- und@eometrieband herausgegeben. Im
Algebraband finden sich weniger Inhalte zu funksilem Denken als im Buch des
vorangegangenen Schuljahres. Als diesbezlglichtiggtier Inhalt ist die Arbeit mit Termen
zu nennen. Terme in einer oder mehreren Unbekanveesten aus Realsituationen
entnommen und anschlie3end fir bestimmte Belegudgebnbekannten mit Hilfe von
Tabellen ausgewertet. Hier handelt es sich umldebaaische Darstellung funktionaler
Zusammenhange und um Ubersetzungen zwischen diéReker algebraischen und der
tabellarischen Darstellung.

Das graphische Darstellungsregister wird nicht egret, wie auch in den restlichen
Kapiteln des Buches. Bei der Untersuchung der Tavareen lineare und nichtlineare
funktionale Situationen betrachtet und sowohl dierdnungs- als auch die Kovariations-
Grundvorstellung angesprochen. Es stehen aber idimdrerme im Mittelpunkt und es ist
nie von Funktionen oder Zuordnungen die Rede.

Im Anschluss daran wird in einem Kapitel die Nightkeutigkeit der algebraischen
Darstellung mit Hilfe von aquivalenten Termen thésiert.

In den weiteren Kapiteln des Algebra Bandes wefegrigkeiten erlernt, die fir den Umgang
mit dem algebraischen Register wichtig sind. Belgpdafir sind das Lésen von Gleichungen
durch Aquivalenzumformungen und der Umgang mit tiiischen Formeln. Im Rahmen
dieser Kapitel wird auch oft zwischen der Realitétl dem algebraischen Register Ubersetzt.
(Feuerlein, Titze & Walter, 1992a)

Im BandMathematik 7 Geometrienden sich keine Inhalte zu funktionalen Situago. Das
Koordinatensystem und Punktmengen werden nochrimgsféhrt, obwohl sie bereits aus der
6. Klasse bekannt sind. Hier deuten sich Schwierigh bei der Verzahnung der
verschiedenen Bande an, die bei Inhalten wie dgartometrischen Funktionen mit ihrer
geometrischen und algebraischen Seite genauechettaverden sollen. (Kratz, 1993a)

Die Inhalte zur funktionalen Denkweise sind in dre3ahrgangstufe nicht sehr zahlreich. Es
werden keine Proportionalitaten mehr betrachtetdiadyraphische Darstellung wird nicht
genutzt. Bei der Arbeit mit Termen lernen die Sehidlas algebraische Register néaher
kennen. Sie setzen Werte fur Variablen ein, natieliese in Tabellen und sehen die
Nichteindeutigkeit der algebraischen Darstellungw&ndungen aus der Realitat spielen stets
eine grof3e Rolle.

Somit werden hier, bis auf das graphische Regialiess Darstellungsregister genutzt und
Ubersetzungen zwischen ihnen durchgefiihrt. AuclZd@dnungs- und die Kovariations-
Grundvorstellung werden angesprochen. Allerdingsies die Inhalte nicht explizit mit
Funktionen oder Zuordnungen verknupft, obwonhl fiorkile Situationen untersucht werden.
Ein Vergleich mit der Lehrplananalyse zeigt, dasslighalte erwartungsgemaf umgesetzt
wurden.

Inhalte des Gymnasialbuches der 8. Klasse

Im Algebra-Band der 8. Klasse werden Funktionetm®@als definiert. Das Kapitel Der
Funktionsbegriff wird mit dem Bild einer Funktionasthine begonnen. Funktionen werden
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als Maschinen beschrieben, die nach der Eingalee 2ahl x mit der Anweisung f(x) die
Zahl y erzeugen (Feuerlein, Titze & Walter, 1992b45).

3 EINGABE X

2x+5 : f(x)

AUSGABE

11 Y

Abbildung 22: Gymnasium 8, Funktionsmaschine

Anschlie3end werden Funktionen nach der Betracheimes Beispiels aus der Biologie als
eindeutige Zuordnungen definiert (Feuerlein, T&z@/alter, 1992b, S. 46).

Eine eindeutige Zuordnung zwischen Zahlen heil3t Funktion’.

' functio (lat.), Verrichtung

Abbildung 23: Gymnasium 8, Funktionsdefinition

Im einfihrenden Beispiel wird, wie in der Definttiodie Zuordnungs-Grundvorstellung
angesprochen, aber auch die Kovariations-Grundsiarsy spielt eine Rolle. Das
Einfuhrungsbeispiel wird sofort im Anschluss ansgi®efinition so abgeandert, dass es ein
Beispiel fur eine nichtfunktionale Zuordnung ist.

Alle in der Einfihrung gegebenen Beispiele sinchkdinearen Zusammenhange und sie
enthalten keine algebraische Darstellung. Ersespétd eine dazu gehdrige algebraische
Darstellung angegeben.

Als Funktionim Gegensatz zbBunktionsternwird die Notationx— f (x )bezeichnet. Bezug
nehmend auf geometrische Inhalte wird erklart, dags Abbildungen im geometrischen Sinn
von Funktionen dahingehend unterscheiden, dadsupéitionen nur Zahlen abgebildet
werden. Eine weitere Verbindung zu geometrischéaltan findet nicht statt.

AulRerdem werden die Begriffe Definitions- und dieNeémenge von Funktionen erklart.

In den wenigen, zu diesem Kapitel gehdrigen Aufgalverden viele verschiedene
Funktionstypen betrachtet und zwischen dem tabstlaen und dem algebraischen Register
ubersetzt.

Darstellungen funktionaler Abhangigkeiten im gragehien Register werden erst im darauf
folgenden Kapitel eingefiuihrt. Als erstes Beispigdwein Temperaturgraph gezeigt, wobel
explizit darauf hingewiesen wird, dass sich diesekiion nicht durch einen Funktionsterm
darstellen lasst. Mit diskreten und kontinuierliohHgetrachtungen von Graphen quadratischer
Funktionen wird weiter darauf geachtet, nicht nitrlmearen Zusammenhéngen zu arbeiten.
In den Aufgaben soll zwischen der algebraischenderdyraphischen Darstellung Ubersetzt
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werden, wobei das tabellarische Register beim Uireydilft. AuRerdem werden Aufgaben
zu Realsituationen bearbeitet und es sollen fun&t®Zusammenhange anhand ihrer
Graphen als solche identifiziert werden.

Nach dieser Einfihrung ohne Betrachtung einesrhegien Funktionstyps werden in den drei
folgenden Kapiteln direkt proportionale Funktionkneare Funktionen und indirekt
proportionale Funktionen eingefiuhrt.

Proportionale Funktionen werden mit ihren typischigebraischen und graphischen
Darstellungen definiert und auch ihre Variationsegchaften betrachtet. Die Schiler sollen
die Aufgabe des Parametensn x+— mx erkennen.

Anschlie3end werden lineare Funktionen als verseheldlirekt proportionale Funktionen
eingefiihrt und dabei der Paramdtar x— mx +t erklart. Auch konstante Funktionen und
Parallelen zur y-Achse werden betrachtet. In defg&hen soll zwischen der algebraischen
und der graphischen Darstellung Ubersetzt werddrdiemGerade zu zwei gegebenen
Punkten angegeben werden.

Die Kapitel zu Funktionen werden mit der Untersudider indirekten Proportionalitat
abgeschlossen, die in allen Darstellungsregistetirmbhtet wird. Die tabellarische
Darstellung wird allerdings auch hier hauptsachfichden Ubergang zwischen dem
algebraischen und dem graphischen Register ge@awiohl in der Definition, als auch in
den Aufgaben wird die Kovariations-Grundvorstellargesprochen. Dort soll auRerdem
zwischen direkter und indirekter Proportionalitatarschieden werden.

Neben den Kapiteln, die sich direkt mit Funktiot@schaftigen, gibt es auch andere Kapitel,
deren Inhalte die Fahigkeiten der Schiler beim Urggait den Darstellungsregistern
funktionaler Abhangigkeiten fordern. So wird mitughtermen und Bruchgleichungen
gearbeitet, wobei mit Definitions- und Lésungsmengmgegangen wird und Ubersetzungen
von Realsituationen in das algebraische Register giol3e Rolle spielen. Aul3erdem lernen
die Schiler den Umgang mit Betragen und mit Glaigfen in mehreren Variablen.

Im Anschluss an die Einfihrung von Funktionen undias Kapitel zu linearen Funktionen
werden lineare Gleichungssysteme behandelt. Diesdem auf lineare Funktionen
zurtckgefuhrt und in Aufgaben erst graphisch unthdagebraisch gelést. Anfangs sind die
Aufgaben rein innermathematisch. Im Kapitelxtaufgabemverden dann aber Aufgaben mit
Realkontexten angeboten, bei denen das Gleichustgss\yerst aus dem Kontext entnommen
werden muss, bevor es gelost werden kann. (Fengefligze & Walter, 1992b)

In Mathematik 8 Geometri@erden keine Inhalte angeboten, bei denen dietifumdde
Denkweise ein zentraler Bestandteil ist. (KratQ3®)

Das BuchMathematik 8 Algebraeichnet sich durch eine intensive Arbeit mit Indalzu
funktionalem Denken aus. Funktionen werden allgardefiniert und erste Funktionstypen
eingeflhrt. Es scheint, dass die Autoren mdglielede epistemologische Hlrden vermeiden
wollen. Funktionen werden nicht anhand von propaodlen Funktionen definiert, sondern
mit Hilfe von vielen nichtlinearen Zusammenhéandeie Darstellung im algebraischen
Register taucht nicht von Anfang an auf, sondeerstudie Funktionsmaschine, die dem
Prozesskonzept zuzuordnen ist. Es werden diskretktienen, Funktionen mit Springen,
Graphen von Funktionen ohne algebraischer Darstgllund Beispiele nichtfunktionaler
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Zusammenhange gezeigt, bevor mit der Untersuchimeg eestimmten Funktionstyps
begonnen wird. Allerdings wird mehrmals explizitaaf bestanden, dass Funktionen nur mit
Zahlen operieren.

Nach der Theorie der epistemologischen Hirden kaniversuch einer so einfachen
Uberwindung der Hiirden nicht zum Erfolg fiihren lggiAbschnitt 3.1.7.). Es ist also
fraglich, ob die Schuiler den Funktionsbegriff mégkr Definition in voller Breite begreifen,
bevor sie ihn sich selber langsam mit Beispielemskaieren kdnnen.

In der Definition und den Aufgaben wird darauf getat, dass alle Darstellungsregister
genutzt werden und sowohl die Zuordnungs- als dielKovariations-Grundvorstellung
angesprochen werden. Insbesondere die Arbeit nailsReationen wird weiter fortgesetzt.
Lediglich die Tabellen scheinen zu einen Hilfsregjigu werden.

Definitions- und Wertemenge werden zwar definigpielen aber bei weitem keine so
tragende Rolle wie in den Aufgaben der Realschtibiic

Nach der Analyse des Lehrplans war erwartet wordass proportionale Funktionen als
Sonderfall der linearen Funktionen behandelt werdatsachlich werden diese aber
vorgezogen, und die linearen Funktionen als veitlsehe proportionale Funktionen
eingefihrt. AuBerdem werden Funktionen der indaelroportionalitét gesehen, die nicht
im Lehrplan auftauchen. Abgesehen davon stimmBda$ in weiten Teilen mit den
Erwartungen der Lehrplananalyse tberein.

Inhalte des Gymnasialbuches der 9. Klasse

Das SchulbuciMathematik 9 Algebraieht fir den Bereich der funktionalen Denkweise
hauptsachlich die Arbeit mit quadratischen Funldiormor. Leitfaden dabei ist die
algebraische Darstellung, die sukzessive erweitied.

Einfache quadratische Funktionen werden mit ein@ma#onsbeispiel eingefiihrt und dann
als Zuordnung definiert. Ihre algebraischen ungblgischen Darstellungen werden mitsamt
Definitions- und Wertebereich angegeben. Das tabsthe Register wird auch zur
Veranschaulichung genutzt, dient aber hauptsachlHiilfsregister bei Ubersetzungen
zwischen Formel und Graph.

Beobachtungen der Verschiebung des Scheitels dendNjparabel werden fir Erklarungen
der Auswirkungen von Anderungen der Parameter gerdie nach und nach zur
algebraischen Darstellung der Normalparabel hiniiggeverden. Aus diesem Grund sollen
die Schiiler schnell den Ubergang von der NormalfoumScheitelform lernen.

Die angebotenen Aufgaben beziehen sich hauptshchlicden Ubergang von der
algebraischen zur graphischen Darstellung. In emigenigen Aufgaben zu Sachkontexten
sollen die Parameter von quadratischen Funktioestiramt werden.

Im Kapitel Extremwertaufgabewerden die erworbenen Kenntnisse zu quadratischen
funktionalen Zusammenhangen genutzt, um in Aufgalbegeometrischen Realkontexten
Maxima von Flachen zu berechnen.

Mit dem KapitelDie Wurzelfunktiorwird noch ein weiterer Funktionstyp in dieser
Jahrgangstufe eingeftihrt. Die Funktionsmaschireeddi Funktionsdefinition in der 8. Klasse
eingeleitet hat, wird zur allgemeinen Erklarung denkehrbarkeit von Funktionen genutzt.
Dabei spielen Betrachtungen der Definitions- undtéfeengen naturgemal eine wichtige
Rolle. Die Wurzelfunktion wird mit ihrer algebrafsn und graphischen Darstellung definiert
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und das tabellarische Register zu lllustrationsker@enutzt.

Im letzten Teil des Kapitels werden die quadrasebnktion und die Wurzelfunktion
miteinander verknipft, so dass sich eine andeebadgsche Schreibweise flr die
Wurzelfunktion ergibt.

Die dazu gehdrigen Aufgaben beziehen sich aufltjeraeine Umkehrbarkeit von
Funktionen, auf die Ubersetzung zwischen der algistinen und der graphischen Darstellung
und auf Realitatskontexte, bei denen die graphiBarstellung einer funktionalen Situation
ermittelt werden soll.

Abgesehen von den soeben besprochenen Kapitelsictiieirekt mit Funktionen
beschaftigen gibt es auch weitere Kapitel, derefg&hen die Fertigkeiten der Schuler beim
Umgang mit dem algebraischen Register festigene&den Aufgaben zu quadratischen
Gleichungen und Wurzelgleichungen angeboten.

In manchen Féallen wird auch das graphische RegistarFinden der Loésung einer
Gleichung genutzt und seltener eine Verbindung eall®ntexten hergestellt.

Am Schluss des Bandes findet sich ein Kapiiehtlineare Gleichungssystenie,dem das
Wissen, was zu Funktionen bis dahin erworben woistefiir das Losen von
Gleichungssystemen eingesetzt wird. Wenn moglictdaredie Gleichungen auf Funktionen
zurtckgefuhrt und Loésungen im algebraischen unghasahen Register gesucht. (Feuerlein,
Titze & Walter, 1992c)

Im BandMathematik 9 Geometri@erden viele Arten von geometrischen Abbildungen
behandelt und miteinander verknipft. Eine Verbirgdaa Funktionen oder funktionalem
Denken wird dabei nicht hergestellt. (Kratz, 1993c)

Nach einer Vielzahl von neuen Inhalten im Schulbdeh8. Klasse verringert sich der Anteil
der Aufgaben zu funktionalem Denken in der 9. Jahggstufe etwas. Quadratische
Funktionen werden eingefiihrt, wobei die Entwicklutgg algebraischen Darstellung im
Wechselspiel mit der graphischen Darstellung eardrale Rolle spielt. Das tabellarische
Register wird nur noch zu Hilfszwecken genutzt direlMenge realitatsnaher Aufgaben geht
zurick.

AulRerdem wird die allgemeine Umkehrbarkeit von Riomen untersucht, die zur Einfihrung
der Wurzelfunktion gebraucht wird. Definitions- uertemenge werden definiert, spielen
aber in den Aufgaben nicht so systematisch verJamgtdies im Realschulbuch der Fall ist.
Zuordnungs- und Kovariations-Grundvorstellung wertiei der Definition der
Funktionstypen zwar angesprochen, fir die Bearbgitier Aufgaben aber weniger
gebraucht. Die Aufgaben konzentrieren sich aufitéernen von Ubersetzungsfahigkeiten,
die oftmals nach festen Schemata ablaufen. Se#bsien Suche von Extremwerten scheint
die technische Suche des Scheitelpunkts vor dematitarsgedanken zu stehen.

Der Vergleich mit der Lehrplananalyse zeigt, daesstwartungen weitestgehend erfullt
wurden. Lediglich die allgemeine Umkehrbarkeit Wumktionen steht nicht im Lehrplan und
stellt somit eine leichte Abweichung von diesem dar
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Inhalte des Gymnasialbuches der 10. Klasse

In der 10 Klasse finden sich sowohl im Algebra-Baald auch im Geometrie-Band Inhalte zu
funktionalem Denken.

Der Algebra-Band dieser Jahrgangsstufe ist um eiasale Thema der Arbeit mit Potenzen
aufgebaut. In diesem Zusammenhang werden Potenidnak, Exponentialfunktionen und
Logarithmusfunktionen eingefihrt.

Schon bei der Einfihrung von Potenzen werden Oanstgn in Tabellen und Graphen
gezeigt, um das sehr starke Wachstum beim Potenzzer illustrieren und zu untersuchen.
Nach einer intensiven Beschaftigung mit Potenzealgebraischen Register werden
Potenzfunktionen in einem Anwendungsbeispiel mitidteonsbetrachtung eingefuhrt.
Ausgehend von Potenzfunktionen mit positiven Expoee werden in Abhangigkeit vom
globalen Aspekt der Graphen verschiedene Klasdeitdge AnschlieRend werden die
Potenzen auf negative Exponenten erweitert. Eirsa@unensetzung von Funktionsgliedern
verschiedenen Grades oder eine Verschiebung deit8lobder Wendepunkte wird nicht
vorgenommen. Es wird lediglich ein multiplikativeaktor an die Funktionsterme
hinzugeflgt.

In den Aufgaben wird zwischen der algebraischenderdyraphischen Darstellung tUbersetzt
und zu einigen Anwendungsaufgaben der Graph drstidl Punktweise Berechnungen
durchgefuhrt.

Darauf folgt mit den Wurzelfunktionen die nachstev&terung der bekannten
Potenzfunktionen. Sie werden als Umkehrfunktionenbisher bekannten Potenzfunktionen
definiert, wobei die Definitionsmenge entsprechemgjeschrankt wird. Zwar wird bei der
Definition die graphische Darstellung betrachtetden Aufgaben finden aber hauptsachlich
Punktweise Uberlegungen innerhalb des algebraisRlegisters statt.

Anschlie3end wird die Arbeit mit Potenzen noch ere#iusgeweitet und der Umgang mit
allgemeinen rationalen und dann reellen Exponeatiennt. Die Betrachtung der
Potenzfunktionen wird aber nicht weiter ausgeweldats neu erlernte Wissen wird allerdings
fur die Definition von Exponentialfunktionen genutXach dem Beispiel einer Realsituation,
in der eine Variable in Abhangigkeit einer andezgponentiell variiert, werden
Exponentialfunktionen mit der Notatiox— a* definiert. Die algebraische Darstellung durch
eine Gleichung wird nicht, wie sonst tblich, andesgye

Nach der Erklarung von Eigenschaften der graphis@weestellung und der Variations- und
Symmetrieeigenschaften werden in den Aufgaben Waetsprozesse und Zerfallsvorgange
in Realsituationen untersucht. Dazu werden Graghstellt, Punktweise Berechnungen
durchgefiihrt aber auch die Formel gesucht, mieder gegebene Situation modelliert
werden kann. Begleitend werden Ubersetzungsaufgalisehen der algebraischen und der
graphischen Darstellung angeboten, bei denen aagfedeilige Wachstum beschrieben
werden soll.

Als letzter Funktionstyp im Algebraband werden Lodnusfunktionen als
Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen defihidwuch hier liegt der Fokus auf
Arbeiten bei denen die graphische Darstellung ausldebraischen erstellt werden soll.
AulRerdem wird das Wachstum untersucht und in Anwegsdaufgaben genutzt. (Feuerlein,
Titze & Walter, 1992d)

Im Geometrie-Band dieser Klassenstufe werden @jertometrischen Funktionen eingefihrt.
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Anfangs werden sie als Zuordnungen zu Winkeln usldrRoordinaten im Einheitskreis und
in Dreiecken gesehen. Erst beim Ubergang von dektfan eines Winkels zur Funktion
einer reellen Zahl werden Sinus- und Kosinusfumktefiniert und ihre algebraische und
graphische Darstellung angegeben. Dabei ist seetgebmetrische Hintergrund beider
Funktionstypen prasent. In einer Zusammenfassungigenschaften dieser Funktionstypen
werden Definitions- und Wertemenge, Variationseggiiaften und Symmetrien angegeben.
Wie bei den Funktionen im Algebra-Band wird aucéridie algebraische Darstellung erst in
den Erklarungen angegeben und in der DefinitiorN\digation f : x+— sinx genutzt.

In folgenden Aufgaben, wird hauptsachlich von dgelraischen Darstellung in die
graphische Darstellung tbersetzt, wobei nur kisfagationen an der algebraischen
Darstellung vorgenommen werden.

Die Einfihrung der Tangensfunktion erfolgt analag Einfihrung der beiden anderen
trigonometrischen Funktionen.

Ein separat gekennzeichneter Zusatzteil, der mightnhalten des Lehrplans ful3t, beschaftigt
sich mit Relationen in Zusammenhang mit trigonomelren Funktionen, ohne dass definiert
wird, was eine Relation ist. Hier verlassen sighAlutoren auf Vorarbeiten aus dem Algebra-
Band, die allerdings nicht geleistet wurden.

Im letzten Kapitel des Geometrie-Bandes wird dieuSiunktion nochmals aufgegriffen und
mit Hinblick auf den Einsatz bei der Beschreibuog Bchwingungsvorgangen in der Physik
untersucht. Der Funktionsterm wird durch Param&gstematisch erweitert und die
Auswirkung einer Veranderung der Parameter augdiphische Darstellung betrachtet. In
den Aufgaben wird sowohl von der algebraischenemgdaphische Darstellung, als auch
anders herum Ubersetzt. (Kratz, Schweiger & Wai994)

Die Inhalte zu funktionalem Denken sind im Schulbder 10. Klasse in zwei Bereiche
eingeteilt. Einerseits werden die Potenz- und Egptialfunktionen im Algebra-Band in
enger Verschrankung mit der Einfihrung der ArbeitPotenzen betrachtet. Andererseits
werden die trigonometrischen Funktionen im Georabamd eingefiihrt. Die Menge der
bekannten Funktionstypen wird also deutlich erweitlerdings sind die trigonometrischen
Funktionen durch die Trennung in zwei Bande nichtdan restlichen
Funktionsbetrachtungen verbunden und es werden KRawmendungsaufgaben betrachtet.
Die Kovariations-Grundvorstellung steht dann auatHintergrund, da die trigonometrischen
Funktionen klar der Geometrie und den dortigen Buaisen Untersuchungen zugeordnet
sind und nicht der Algebra.

In beiden Banden wird in den Aufgaben viel mit adgebraischen und den graphischen
Darstellungen gearbeitet. Ubersetzungen von den€larum Graph stehen im Mittelpunkt.
Darstellungen im tabellarischen Register werderstmair als Ubergangsdarstellung genutzt.
Zur algebraischen Darstellung in anzumerken, desBatenzfunktionen anfangs noch mit
der Pfeildarstellung definiert werden und die Dellghg im algebraischen Register klar als
Darstellungdefiniert ist. Diese Trennung findet spater nicigthr statt. Dort wird die
algebraische Darstellung nicht mehr angegebenas® faktisch eine Vermischung stattfinden
kann. Zu den meisten Funktionstypen finden sichtésnahe Aufgaben, aul3er bei den
trigonometrischen Funktionen und den Wurzelfunigion
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Sowohl die Zuordnungs-Grundvorstellung, als auehZidiordnungs-Grundvorstellung
werden angesprochen. Der Intensitat des Einsa&zgswleiligen Vorstellung hangt auch von
der Art des funktionalen Zusammenhangs ab. So vérdPotenzfunktionen und besonders
bei Exponentialfunktionen die Kovariations-Grundstetlung deutlich starker angesprochen,
als bei der Arbeit mit den trigonometrischen Fumkéin. Die Notwendigkeit der Ausbildung
der Objekt-Grundvorstellung ist in dieser Jahrgahgs nicht auszumachen.

Definitions- und Wertemengen werden bei den Dedéingn der verschiedenen
Funktionstypen beachtet. In den Aufgaben werdeal®edings nur selten angegeben oder
erfragt.

Der Vergleich mit der Analyse der Lehrplane zedgitss die Inhalte wie erwartet umgesetzt
werden. Lediglich die Nutzung der trigonometrisclk@mktionen zur Beschreibung
periodischer Zusammenhange fallt kiirzer aus alswtst.

Ubersicht tber die Inhalte der Gymnasialbiicher

Die untersuchten Bicher der bayerischen Gymnasige, dass den Schilern erméglicht
werden soll ein breites concept image zur Funkticagfzubauen. Es wird eine Vielzahl von
Funktionstypen gesehen (linear, quadratisch, dief&otenzen, Wurzeln, exponentiell,
logarithmisch, trigonometrisch) und bei der Eintiitng der Funktionsdefinition der
Entwicklung von Fehlvorstellungen vorgebeugt. Dgeg¥erbeugen muss allerdings kritisch
hinterfragt werden, denn es erfolgt nicht wahreadiinarbeitungsphase vor der eigentlichen
Funktionsdefinition. S&mtliche Beispiele werden ittetbar nach der Funktionsdefinition
gegeben, sodass der tatsachliche Effekt auf dibillusmg der concept images kritisch
hinterfragt werden muss (siehe Abschnitt 3.1.6.ddn Jahren nach der Funktionsdefinition
werden auch keine nichtlinearen funktionalen Zusammnge untersucht, so dass das
concept image auch im Nachhinein noch eingeschréefden kann.

Alle Darstellungen werden genutzt und Ubersetzuraygachen ihnen durchgefiihrt.
Insbesondere die Arbeit im Register der Realitéifablin der gesamten Sekundarstufe |
wichtig.

Bei der Definition der verschiedenen Funktionstypad der Erweiterung der bekannten
Funktionen steht oftmals die algebraische Schradgmvien Vordergrund, sodass eine
Identifikation von Funktionen mit ihrer Darstellung algebraischen Register mdglich ist.
Das tabellarische Register wird in den héherend€astufen fast ausschlief3lich fir den
Ubergang zwischen dem algebraischen und dem gah@nisRegister gebraucht. Die
Ubersetzung zwischen der algebraischen und dehigcien Darstellung ist auch die
haufigste und wird zur Erkundung neuer Funktionstygenutzt.

Den Schulern wird in den Definitionen und Aufgalake Moglichkeit gegeben, die
Zuordnungs- und Kovariations-Grundvorstellung abgden und zu nutzen. Abhangig vom
untersuchten Funktionstyp steht die eine oder nlile@e Grundvorstellung im Vordergrund.
Eine deutliche Praferenz fir eine der beiden Grarstellungen kann in den
Gymnasialbtichern nicht festgestellt werden. InFderktionsdefinition ist aber nur von
Zuordnung die Rede.

Die Objekt-Grundvorstellung wird kaum genutzt. \@igbungen der Graphen von
proportionalen Funktionen oder der Scheitelpunkie quadratischen Funktionen zur
Analyse der Auswirkung von Parametern sind zwaGimnde Verschiebungen des
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Funktionsobjektes, es ist aber davon auszugehss tdisachlich das Graph-Objekt
verschoben wird. Es handelt sich also um die Veebeimg einer Darstellung und nicht um
ein Operieren mit dem mathematischen Objekt Funkiias einen fundamentalen
Unterschied ausmacht (siehe Abschnitt 3.1.1.).

Die Definitions- und Wertemengen von Funktionendeger bei den jeweiligen Definitionen
und in einigen Aufgaben angegeben, sind aber bigemenicht so im Mittelpunkt wie in den
Realschulbichern.

Es lassen sich auf Grund der in Deutschland Ubti€cbenehmigungsverfahren nur wenige
Abweichungen von den Lehrplaninhalten finden.

Im nachsten Abschnitt wird ein Uberblick Giber dieatysen des bayerischen potentiellen
Curricula gegeben.

7.1.4 Zusammenfassung des bayerischen potentiellen Curautums

Betrachtet man alle hier analysierten Schulblcbesirsd im Aufbau trotz des
unterschiedlichen Erscheinungsbildes einige Geragiksiten auszumachen. Alle halten sich
eng an die Vorgaben des intendierten Curriculungssmegeln dies in der Abfolge der
Inhalte wieder, die sich an den Aufbau des Lehiplat. In allen Bichern werden Aufgaben
zu den verschiedenen Inhalten nach Kapiteln zusamgefasst und untereinander aufgelistet.
Eine Unterteilung in Schulstunden oder eine Durdgehning zur Erstellung eines
spiralformigen Stoffaufbaus gibt es nicht.

Je hoher die Schulform, desto mehr ErklarungenBeispiele gibt es, so dass es flur
Gymnasialschuler méglich ist den Schulstoff mitféldles Schulbuches zu verstehen und
selbststandig zu erlernen, wahrend Hauptschiler keine Mdglichkeit haben.
Erlauterungen zur Nutzungsweise des Buches furl&chder zum Aufbau und zur Auswahl
der Inhalte fur Lehrer gibt es nicht.

Die Reihenfolge der eingefuhrten Funktionstypemnistlen Schularten gleich. In der
Hauptschule werden proportionale, umgekehrt pragaate und lineare Funktionen
eingefihrt. Die Schiler, die die mittlere Reifetagisen lernen zuséatzlich noch die
guadratischen und die exponentiellen Funktionem&genin den nichtmathematischen
Zweigen der Realschule werden aul3erdem noch digéfunktionen gesehen. Im
mathematisch-technischen Zweig der Realschule om@&wamnasium werden die
Potenzfunktionen und schlie3lich die Exponential ungarithmusfunktionen behandelt. Die
trigonometrischen Funktionen werden in aller Auslithkeit nur am Gymnasium studiert.
Somit handelt es sich stets um denselben Aufbaundensteigender Schulart aufgestockt
wird. Allerdings werden am Gymnasium nur eingligérPotenzfunktionen untersucht,
wahrend im mathematisch-technischen Zweig der Rieale auch mehrgliedrige
Potenzfunktionen vorkommen.

In der Hauptschule werden Funktionen nur in deiKlfisse definiert, wenn die meisten
Schuler die Schule bereits verlassen haben. Daatasdings auch noch eine Verwechslung
mit der Darstellung im algebraischen Register zvaeten. Diese wird gleichzeitig mit der
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Einfihrung der WorteBunktionerstmals gesehen und nicht klar als Darstellunggiemzt.
Dazu kommt, dass Funktionen an sich nie definierden.

In der Realschule werden Funktionen als speziadlat®nen definiert. Auch hier sind
Schwierigkeiten zu erwarten, da diese Definitidsgesehen von der Einfuhrung von
Umkehrfunktionen, nicht mehr gebraucht wird. Alleigs wird das mengentheoretische
Vokabular oft benutzt und in den Aufgaben stetsBéinitionsmenge angegeben, wenn
diese nicht gesucht ist. Spéater werden die verdehen Funktionstypen tber ihre
algebraische Darstellung definiert, was auch hieginer ldentifizierung mit der
algebraischen Darstellung fiihren kann.

Im Gymnasium dagegen wird die Definition allen Atbe mit konkreten Funktionen
vorangestellt. Zuerst werden Funktionentdisck boxgezeigt und dann werden sie als
eindeutige Zuordnungen definiert. Bei der Defimtiwird darauf geachtet moglichst viele
verschiedene Funktionstypen zu erwé&hnen und alist€llungen zu zeigen, damit keine
Fehlvorstellungen entstehen kénnen. Allerdings eerdunktionen immer als Zuordnungen
zwischen Zahlen bezeichnet und die DarstellunghdBfeile (x+— f (X)) erinnert sehr stark
an die algebraische Darstellung. Dies kann auatzbieiner Identifikation mit der
algebraischen Darstellung fuhren.

Die Hauptschuler, die noch die 10. Klasse besudtimen Funktionen als
zusammenfassenden Begriff fur alle Zuordnungen éeternen, auch wenn Funktionen nie
definiert werden. Trotzdem fallt auf, dass die Riorksdefinition in den bayerischen Schulen,
und dort insbesondere im Gymnasium, nicht als zasamfassender Oberbegriff von den
Schulern selbst erstellt werden kann, sondern voedibiert wird und anschliel3end mit den
konkreten Funktionstypen gefillt werden muss. sefir die weitere Arbeit mit Funktionen
nicht unbedingt forderlich (siehe Abschnitt 3.3.3).

Eine Gemeinsamkeit des potentiellen Curriculumer &kchularten ist es, dass, auch wenn
anfangs funktionale Zusammenhénge uniblicher Fetnathtet werden, die weiteren
Untersuchungen normalerweise mit stetigen Funktiahechgefuhrt werden, die auf dem
gesamten Definitionsbereich durch eine Formel gegeind.

In allen drei Schularten werden Darstellungen dles ®arstellungsregistern genutzt. In der
Hauptschule finden sich erst in der 7. Klasse ndgheiten im graphischen Register und bis
zur 10. Klasse wird dort das algebraische Regrstént fur die allgemeine Darstellung von
funktionalen Abhangigkeiten genutzt.

An der Realschule und am Gymnasium stehen Damstgdluim algebraischen und im
graphischen Register sowie Ubersetzungen zwisdiremiim Mittelpunkt. Die tabellarische
Darstellung wird meist nur als Hilfsdarstellung glesn. Das Register der Realitat ist nur in
der Hauptschule und dem Gymnasium stark ausgepkégter Realschule geht sein Einfluss
in den hoheren Klassen stark zurtck.

Im Bezug auf die angesprochen Grundvorstellungarhget sich ein gespaltenes Bild ab.
Einerseits wird in der Realschule mit der mengemttiesschen Definition die Zuordnungs-
Grundvorstellung angesprochen und auch in den Adgigaur sehr selten mit der
Kovariations-Grundvorstellung gearbeitet. Dort stko die Zuordnungs-Grundvorstellung
im Mittelpunkt.

In der Hauptschule und dem Gymnasium lassen sededeiden Grundvorstellungen
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gleichermal3en finden. In den Definitionen der kgktreten funktionalen Abhéngigkeiten wird
aber in erster Linie von Zuordnungen gesprochen.

In der Realschule und dem Gymnasium werden neuktibustypen kennen gelernt, indem
der Graph einer schon bekannten Funktion im grapkis Register verschoben wird. Trotz
des zu Grunde liegenden Verschiebens des Objektdgionwird hier wohl eher mit dem
ObjektKurve umgegangen. Bei diesen Aufgaben kommt somit nichedingt die Objekt-
Grundvorstellung zum Einsatz. Aulerdem kann dieebjsrundvorstellung beim
Zusammenfassen der Potenzfunktionen zu verschieddassen ausgebildet werden. Sie
wird aber in keiner der Schulformen tatsachlichugen

Im concept image der Hauptschuler zu Funktionet si@gen der wenigen bekannten
Funktionen einige Einschrankungen und Fehlvorsigkm zu erwarten. Auch die Schiler der
Realschule, die nicht den mathematisch-technisgiexg besuchen, werden
Schwierigkeiten haben sich ein umfassendes Bileratbeiten. Lediglich bei den Schilern
des mathematisch-technischen Zweiges der Realsahdlden Gymnasialschilern kann eine
breite Basis fir die Ausbildung der funktionalemReeise erwartet werden.

Die Schiuler in Bayern kdnnen also, abhangig voerichulform, ein grundlegend
verschiedenes Verstandnis von Funktionen entwicl&kennen entweder gar keine
Funktionsdefinition, oder die Definition als spdiadrelation oder als Zuordnung. Aul3erdem
steht ihnen am Ende der Sekundarstufe | eine whiedliche Auswahl an bekannten
Funktionstypen zur Verfiigung. Es liegen also funeiaiale Unterschiede und, in manchen
Fallen, deutliche Einschrankungen vor.

Diese kurze Zusammenfassung soll einen generelbbendlick geben, weswegen nicht alle
Details der Analysen der Lehrbicher erfasst wekagmten. Dazu sei auf die jeweiligen
Abschnitte verwiesen.

Im nachsten Abschnitt wird das potentielle Curnicnlvon Frankreich analysiert, um es mit
dem potentielle Curriculum Bayerns vergleichen @arien.

7.2 Potentielles Curriculum von Frankreich

In Frankreich missen Schulbiicher von keiner Behgemhehmigt werden. Somit kbnnen
Schulbicher, die in allen Schulen in ganz Frankrgenutzt werden kbnnen, ohne staatliche
Kontrolle veroffentlicht werden. Die Verantwortufigy die Einhaltung des intendierten
Curriculums liegt bei den Lehrern, die frei zwisoladlen auf dem Markt erhéltlichen
Blchern entscheiden. Eine ahnlich starke Bindundieuib.ehrpldne wie in Deutschland kann
also nicht erwartet werden, weswegen eine genaatyse des potentiellen Curriculums von
Frankreich besonders wichtig ist. Fiur jede Jahrgstofe werden darum zwei der am meisten
genutzten Schulblicher untersucht.

7.2.1 Die Schulbicher

Die erste Klassenstufe, die in Frankreich unterswitdl, der CM2, gehért zur Grundschule.
Die betrachteten Schulblcher sind die letzten BaodeSchulbuchreihen, welche die Schuler
durch ihre Grundschulzeit begleitet haben.
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Aufbau von Cap maths CM2

Der erste Band, der analysiert wird,&tp maths CM2on Hatier. Viele farbige
Uberschriften und lllustrationen lockern das Buahund gestalten es ansprechend. Die
Inhalte werden auf 190 Seiten dargestellt. In eid&satzheft fir Schiler mit dem Tite

Dico maths CM2verden auf weiteren 50 Seiten die Inhalte nochmeddkirt.

Am Anfang des Buches wird auf einem Ubersichtsplereigt, wie die Inhaltsbereiche im
Buch aufgeteilt sind und wie sich die Inhalte Uthas ganze Schuljahr hinweg entwickeln
sollen.

Anschliel3end wird auf zwei Seiten fur Schiler etkNie das Buch zu nutzen ist. Dort wird
der Aufbau einer Sitzung dargestellt und auf dasaZaheft hingewiesen.

Das Buch ist nicht nach Inhaltsbereichen aufge®aihdern nach Sitzungen, die jeweils eine
Seite einnehmen (in Ausnahmen zwei). Das gesanmelj8br ist in 15 Einheiten eingeteilt,
die jeweils aus acht Sitzungen bestehen. Die |&itreing jeder Einheit bereitet einen kleinen
Test vor und fuhrt diesen durch. Dort finden sialfglaben zu den sieben vorangegangenen
Sitzungen. Jeweils nach drei Einheiten findet sicle Doppelseite mit einer Aufgabe zu
einer Realsituation, mit der sich die Schiuler etldager beschéaftigen kénnen.

Sitzungen, die keine Testsitzungen sind, haben ma@e gleichen Aufbau. Anfangs werden
unter dem TiteRevoirinhalte wiederholt, anschlielend Neues im Téierchermit
hinfihrenden Aufgaben kennen gelernt und schliafltic Teil Excercicedas soeben
Gelernte gelibt. Bei keinen Aufgaben, auch nichtleei Tests, werden Losungen angeboten.
Am Ende des Buches finden sich in einer Aufgabeklvanschiedene Anwendungsaufgaben
zu jeder Einheit, mit denen die Schuler die Inhaéigiefen kbnnen.

Im Schulbuch werden die Inhalte fir die Schilehnleeispielhaft erklart, statt dessen wird
mit hinfihrenden Aufgaben gearbeitet. Erklarungemden im Zusatzbaride Dico maths
CM2gegeben. Ohne jegliche Aufgaben wird dort der nma#itessche Hintergrund anhand von
Beispielen erklart. Es soll als NachschlagewerldfégrSchler dienen.

Anweisungen oder Erklarungen des Aufbaus und delie fur Lehrer sind weder im Buch
noch im Zusatzheft zu finden.

Inhalte von Cap maths CM2

Die Inhalte zu funktionalem Denken sind in dieseatiBsehr beschrankt. Funktionale
Zusammenhange kommen lediglich bei einem Spiel Ztagen, bei dem Abhangigkeiten in
einer Tabelle erkannt werden sollen um diese zuolistandigen. Es handelt sich um ein
Gedankenspiel, in dem nur die tabellarische Dauostglzum Einsatz kommt. Allerdings
nutzen die Schiler die Zuordnungs-Grundvorstellwegn sie die Regel der gegebenen
Zahlenpaare ermitteln. Die gesuchten Zusammenhgindeson der Forng=ax+b undy=x>.
Bei der Arbeit mit Proportionalitat sollen in demif§aben beispielsweise
Mischungsverhaltnisse verglichen werden oder eiollstandiges Wertepaar mit Hilfe eines
anderen Wertepaares erganzt werden. Dabei taucRtrdeortionalitatskoeffizient nie auf
und im Zusatzheft werden zur Lésung ausschlielMiochariationstberlegungen
vorgeschlagen (Charnay, Combier & Dussuc, 2004B35.
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LA PROPORTIONNALITE

Il est possible d'utiliser
un raisonnement
de proportionnalité

" Pour résoudre
! certains problémes

B Des pas réguliers

S'il fait 3 pas, il parcourt 8 métres. Il fait 4 fois moins
7 de pas, il parcourt 4 fois moins de métres.

Lorsqu'un robot e

e

fait 12 pas, oyl
il parcourt 32 métres.

S S'il fait 120 pas, il parcourt 320 métres. Il fait 70 fois plus
de pas, il parcourt 70 fois plus de metres.

B Comparaison : plus sucré, aussi sucré ou moins sucré ?

4 verres d'eau, 6 g de sucre, 120 verres d'eau, 28 g de sucre,

\Hh__li”y a 5 fois plus d'eau. _— /
Il n'y a pas 5 fois plus de sucre.

La liqueur de la deuxiéme bouteille est donc moins sucrée que celle de la premiére.

Abbildung 24: CM2, Proportionalitat

Bei der Einfihrung von der Prozentrechnung wircdh&everbindung zu proportionalen
Situationen hergestellt.

AulRerdem werden die Schiler an die Arbeit in eimiBarstellungsregistern von funktionalen
Abh&ngigkeiten herangefuhrt. So werden Tabelleug#mnnd aus ihnen Balkendiagramme
erstellt. (Charnay, Combier & Dussuc, 2004a; Char@@mbier & Dussuc, 2004b)

Aufbau von j'apprends les maths, manuel CM2

Das zweite Buch, das fur diese Jahrgangsstufedétavird, isf’apprends les maths,

manuel CM2son Retz. Auch dieses Buch ist mit vielen Farbed Wiustrationen

ansprechend gestaltet. Auf 160 Seiten werden ti@te abgedruckt. Ein Zusatzheft fur
Lehrer enthélt auf 24 Seiten zuséatzliche Arbeitsbtamit denen die Inhalte einiger Bereiche
vertieft werden kénnen.

Das Buch beginnt mit einer zweiseitigen Ubersidigrieinige Forschungsergebnisse und die
daraus folgende theoretische Konzeption des Bughiese Erklarungen, die sich an die
Lehrer richten, werden mit Hilfe von Beispielen gaar erlautert.
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Dann folgt die Darstellung des Buchaufbaus undetedtutzungsweise. Auf Grund des
spiralformigen Stoffaufbaus innerhalb des Buches wringend davon abgeraten die
vorgeschlagene Reihenfolge zu verandern. Auch reeRgtivitaten, wie das regelmafiiige
Uben von Kopfrechnen oder die Nutzung der Arbeitgbt, wird den Lehrern nachdriicklich
empfohlen.

Nach dem Inhaltsverzeichnis, das in die Bereichthmetik, Geometrie und Messen
untergliedert ist, werden die Inhalte in 122 Sigem prasentiert.

Fur eine normale Sitzung sind ein bis zwei Sei@mg&sehen, die in zwei Teilen aufgeteilt
sind. Der erste Teil mit dem Titde découvréich entdecke) fuhrt neue Inhalte ein, wahrend
im zweiten Teilde deviens performafiich werde leistungsfahig) Inhalte aus anderen
Sequenzen gelbt werden. Im Titel der Sitzungenevedas zu entdeckende Thema genannt
und aulRerdem Rechenaufgaben vorgeschlagen, diafanghder Stunde gemacht werden
sollen. Am Ende jeder Sitzung wird klein gedrudkt Eehrer eine Erklarung zu den meisten
Aufgabe gegeben, insbesondere zu denen aus dede T&touvreDarin wird dargelegt,
warum die Aufgabe ausgewahlt wurde, wo zu erwadge3chwierigkeiten sind und welcher
Losungsweg zu bevorzugen ist.

Wenn ein neuer Inhalt eingefiuhrt wird, dann gibvesden hinfihrenden Aufgaben keine
Erklarungen. Im Anschluss wird dann aber in einemsti€n mit dem Titel'ai appris (Ich

habe gelernt) der gelernte Inhalt zusammengefasst.

Nach etwa acht Sitzungen wird eine Doppelsitzung”zablemlésungangeboten. Dort findet
man verstarkt Aufgaben zu Realsituationen.

Das Buch und damit das Schuljahr ist in vier Penpdingeteilt, nach denen jeweils eine
Bilanzsitzung angesetzt ist. Dort werden Aufgabelen bisher gesehenen Inhalten
behandelt. Losungen zu diesen Tests werden nigeigaen, genauso wenig wie zu den
restlichen Aufgaben des Buches.

Inhalte von japprends les maths, manuel CM2

In mehreren Sitzungen werden proportionale Sitnatiogesehen. Eine proportionale
Situation wird dabei Uber die Ruckfuhrung auf dieh€it charakterisiert (Brissiaud, 2000a,
S. 124)

Si on connait le prix de 3 unités (prix de 3 kg d’oranges, de 3 m de tissu, etc.)

et si le prix a I'unité reste constant quelles que soient les quantités achetées,
prls on peut connaitre le prix correspondant a un nombre quelconque d’unités.
.~ On dit, alors, que le prix est proportionnel a la masse, a la longueur, etc.

Jyai %0

De méme, si la vitesse d’un véhicule est constante,
on dit que la distance parcourue est proportionnelle a la durée du parcours...

Abbildung 25: CM2, Proportionalitat

Es wird also nicht von einem Proportionalitatsfalkider von Quotientengleichheit
gesprochen, sondern von dem Preis fir eine Eirlbartiber werden Aufgaben geldst, in
denen die Zuordnung im Mittelpunkt steht.

Spater lernen die Schiler, dass in manchen Falleshd&ovariationsiberlegungen die
Ruckfihrung auf die Einheit vermieden werden k&wmkonnen fehlende Werte
proportionaler Wertepaare gefunden und Tabellenolistandigt werden.
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Bei allen Aufgaben zu proportionalen Situationendwt es sich um Anwendungsaufgaben
zu Realsituationen.

AulRerdem werden die Schiuler in dieser Jahrgangsatutlie Arbeit im graphischen und
tabellarischen Darstellungsregister herangefiihr¢erschiedenen Aufgaben mit
Realitatsbezug sollen Informationen aus Tabellehgraphischen Darstellungen entnommen
werden und in der jeweils anderen Darstellung ergéerden. Die zugrunde liegenden
Situationen sind allerdings nicht proportional (zZit-Temperatur). (Brissiaud, 2000a;
Brissiaud, 2000b).

Ubersicht tiber die Biicher des CM2

Beide hier gesehenen Bucher fur den CM2 nehmer.elerern Arbeit ab. Sie teilen das Jahr
in Sitzungen ein und nehmen den spiralformigenf&uftbau schon vorweg. Wahrend sich
Cap mathsher an Schiler richtet und viele Erklarungersfé@renthalt, scheintapprends les
mathsmehr fir Lehrer geschrieben zu sein.

In beiden Buichern wird die direkte Proportionalgétgefihrt und mit ihr gearbeitet.
Unterschiede sind allerdings in der Nutzung dera@tions-Grundvorstellung zu finden.
Wahernd siclCap mathszur Loésung der Aufgaben ausschlief3lich auf siésst, wird in
Japprends les mathmiit der Ruckfihrung auf Einheiten noch ein weitéresfahren kennen
gelernt. Auch dort sollen die meisten Aufgaben gdmit Variationsiiberlegungen geldst
werden. In keinem der Bicher wird von Proportidisdifaktor oder Quotientengleichheit
gesprochen und es wird kein Dreisatz fur das Eemifehlender Werte genutzt.

In Kopfrechenaufgaben wird i@ap mathsusatzlich die Zuordnungs-Grundvorstellung
angesprochen.

Mit der Betrachtung des tabellarischen und deshisahen Registers und von Ubersetzungen
zwischen ihnen werden alle Forderungen des Lehsafiillt.

Fur die Klassenstuferf ®is 3, also dem College, werden die SchulbticheTdiangle-Serie
von Hatier und de€inq sur CingSerie von Hachette analysiert.

Aufbau der Bicher des Collége

Die Bande aus deZing sur CingReihe sind etwa 280 Seiten stark und in 16 Kapitel
unterteilt. Sie sind farbig gedruckt, enthaltenraleniger lllustrationen und Bilder als die
Bucher der Grundschule.

Auf jeweils einer Seite werden am Anfang padagdgsbsichten dargelegt und die
Lehrplaninhalte auf die einzelnen Kapitel bezogeuf.einer zweiseitigen Ubersicht wird den
Schulern der Aufbau und die Nutzungsweise des Buehdart. Das Inhaltsverzeichnis zeigt,
dass die erste Halfte der Bucher fir numerischeiteh vorgesehen ist, wahrend sich die
zweite Halfte mit der Geometrie beschaftigt.

Auf den letzten Seiten dieser Schulbilicher befirgieim eine Formelsammlung zur Geometrie
und ein Index. AulRerdem ist dort ein Mini-Worterbwadbgedruckt, in dem schwierige oder
technische Worte erklart werden (z.B. Kredit, Eggraft, Umfang).

Die Kapitel sind alle nach dem gleichen Schemarghéslert. Auf der ersten Seite werden
einfache Multiple-Choice Aufgaben gestellt, die mit den Inhalten des Kapitels
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beantwortet werden kdnnen. Anschliel3end werdemwaer Seiten Aufgaben angeboten, mit
denen der Lehrer die Inhalte einfihren kann. AnéeDoppelseite mit dem Tit&®etenir
(Behalten) wird der mathematische Hintergrund neitsBielen erklart und Beispielaufgaben
gelost.

Die dann angebotenen Aufgaben sind in Gruppen zauneagefasst, in denen bestimmte
Inhalte getibt werden sollen. Es folgen ein Test bisher Erlernten, der wahrend des
Unterrichts gemacht werden soll, und ein weiterestTden die Schiler zu Hause bearbeiten
sollen. Zu beiden gibt es in deétuhd 5 keine Losungen. In den beiden anderen
Klassenstufen finden sich am Ende des Buches diarigien fur den Testteil, der zu Hause
gemacht werden soll.

Auf einer Seite werden die Inhalte im AnschlusslEnTests nochmals mit einfachen
Beispielen gelibt, wobei andere Aspekte betont weatiezuvor. Nach weiteren
Aufgabenseiten, mit auch als speziell schwierigegeizeichneten Aufgaben, schlie3en die
Kapitel mit einer historischen Anekdote und ein@okelaufgabe.

Ublicherweise werden nach drei Kapiteln auf zwetedeBilanzaufgaben gestellt, zu denen
es fur die ersten beiden Jahrgangsstufen am SatdgsBuches Losungshinweise gibt. Sie
ermdglichen die Kontrolle des bis dahin Gelernten.

Ab der 4 finden sich am den der Kapitel meist einige Aufgaldie die Schiler auf die
Abschlussprufung am Ende dén®rbereiten sollen und die mit den gerade erlernte
Inhalten geldst werden kdnnen. (Delord & VinricB0PRa, 2000b, 2002, 2003)

Die Bucher deffriangle Reihe sind etwa 260 Seiten lang und in 15 Kapitétreilt. Auch

sie sind farbig gestaltet und haben weniger Abbitghn und lllustrationen als die Blcher des
CM2. Sie unterscheiden sich aber auch in einigerktén von denen d&ing sur Cing

Reihe.

Im Inhaltsverzeichnis tauchen auch dort die Obetmunumerisches Arbeiten und
geometrisches Arbeiten auf. Zusatzlich findet sictier 5 und der 4 ein Oberpunkt
Verbindende Arbeiten und in def &ner zum Arbeiten mit Variablen. Im Inhaltsvect®iis

ist eine Spalte eingefiigt, in der die Autoren dehenfolge vorschlagen, in der Inhalte
behandelt werden sollen. Leitende Idee bei deeHisg des Vorschlags scheint die
alternierende Betrachtung von numerischen und gemtieen Kapiteln zu sein.

Nach dem Inhaltsverzeichnis wird der Aufbau undNiigzungsweise fur Schiler auf zwei
Seiten erklart und dann der Lehrplan abgedruckt.Exde des Buches finden sich ein Index,
und eine Formelsammlung zur Geometrie. AuBerderdavein der 2und in der 3dort die
Methoden fur geometrisches Arbeiten zusammengedfassinit Hilfe einer Formelsammlung
begriindet.

Die Kapitel sind auch in dieser Reihe alle nach skdben Prinzip aufgebaut. Anfangs werden
auf einer Seite Aufgaben gestellt, die die Schéitst nach dem Kapitel I6sen kénnen. Damit
sollen sie die auftretenden Hiurden erkennen. Arefddhd werden hinfihrende Aufgaben zu
den einzelnen Inhalten angeboten, mit denen deekelen Stoff erklaren kann. Hinweise auf
spater folgende Parallelaufgaben zur Einlibungdamtben abgedruckt. Die erworbenen
Kenntnisse werden dann auf etwa zwei Seiten nochmélBeispielen zusammengefasst.
AulRerdem werden die Methoden, die zum Losen degahgn benotigt werden dargestellt,
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so dass sie von den Schuilern tlbernommen werdereRkonn

Anschlief3end folgen die nach den geforderten Fé&tgik geordneten Aufgaben. In manchen
Kapiteln gibt es zuséatzlich einen UnterpuRkbblemlésenin dem speziell angewandte
Aufgaben gestellt werden. Ein halbseitiger TestAwitgaben, deren Losungen am Ende des
Buches zu finden sind, erlaubt es den Schulerntegt@ Schwachen festzustellen. Hinweise
auf Ubungsaufgaben mit analogem Inhalt werden gegeben, so dass im Fall einer
erkannten Schwéche dies behoben werden kann. DateKschliel3t mit weiteren Aufgaben,
die in Ubungsaufgaben, komplizierteren Aufgaben zushmmenfassenden Aufgaben
eingeteilt sind.

In der 3 befasst sich das letzte Kapitel ausschlieRlichdeitVorbereitung auf die
Abschlussprifung und mit dem Ubergang in dfe @hne neue Inhalte zu behandeln werden
Aufgaben zu allen Bereichen gestellt und alte Rrgidaufgaben abgedruckt. (Chapiron,
Mante, Mulet-Marquis & Pérotin, 2001, 2002, 2002805)

Beide Bicher sind sich im Aufbau ahnlich. Am Anfdregiehen sie sich beide auf den
Lehrplan und erklaren wie das Buch genutzt weradn s

Die Kapitel werden in beiden Fallen mit einigen daiben begonnen, bei denen die Schiler
feststellen sollen, dass ihnen die MoéglichkeitenBearbeitung fehlen. Anschliel3end werden
Aufgaben angeboten, welche die vom Lehrer gegebEridarungen begleiten sollen. Die zu
erlernenden Inhalte werden dann zusammengefasg@ufgdben zu deren Einlibung
abgedruckt.

Die Aufgaben sind nach den geforderten Fahigkejtappiert. Ein Test gibt den Schilern
und Lehrern die Méglichkeit Defizite aufzudeckerdigie mit den dann nachfolgenden
Aufgaben zu beheben.

In derTriangle Reihe gibt es Informationsseiten zum geschichglicHintergrund und eine
vorgeschlagene Reihenfolge fir die Behandlung @gmiti€l. Beides ist il€ing sur Cingnicht
zu finden.

Inhalte der Schulbiicher der 6

In der 6 finden sich inCing sur Cingnur wenige Inhalte zu funktionalen Situationen.
Allerdings wird innerhalb der verschiedenen Dalstgjsregister gearbeitet. In Aufgaben zu
mehreren Teilbereichen lernen die Schuler Inforometn aus Graphen und Tabellen zu
entnehmen. Es handelt sich anfangs um ein Punlds/digslesen und in spateren Kapiteln
auch um das Eintragen einzelner Punkte in das Kuatehsystem. Ubersetzungen zwischen
den beiden Darstellungen finden im Allgemeinen atieint statt.

In einem Kapitel zum Rechnen mit Variablen werdenQthiler an die Nutzung des
algebraischen Registers herangefuhrt. Variableneveals Platzhalter betrachtet und Terme
fur einzelne Werte berechnet. In den AufgabendiellGleichheit zweier Terme erkannt
werden und Unbekannte in Gleichungen berechnetemeidadurch erhalten die Schiiler die
Madglichkeit zu erkennen, dass die algebraischetBlduiag nicht eindeutig ist. Aul3erdem
werden Ubersetzungen zwischen Realsituationen enmdadgebraischen Register
durchgefuhrt.
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Die Sprechweisen fonction déaucht nur in vereinzelten Aufgaben auf und spiettiesem
Buch keine Rolle. (Delord & Vinrich, 2000a)

In Triangle finden sich mit einem Kapitel zur Proportionalitdehr Inhalte zu funktionalem
Denken. Zentrales Anliegen des Kapitels ist ess dés Schuler Proportionalitat in der
Realitat erkennen und einzelne fehlende Werte emgchiedenen Methoden berechnen
konnen. Dabei werden auch Beispiele nichtpropoatemSituationen gesehen. Im
Unterrichtsteil wird Proportionalitat nochmals deért. Bei dieser Definition steht die
Zuordnung zwischen zwei Grof3en im Vordergrund ddiech Multiplikation oder Division
mit einem festen Wert gegeben wird.

Zum Erkennen von proportionalen Situationen wemdiem Schilern drei Methoden
angeboten: Uber den Riickgang zur Einheit, durchaiationsiiberlegungen oder mit Hilfe
des Proportionalitatskoeffizienten.

Eine Untersuchung der Darstellung von Proportid@iim algebraischen oder im
graphischen Register findet nicht statt. Auch dagllarische Register wird kaum genutzt.
AulBBerdem féllt auf, dass in der Definition und @&schlielRenden Beispielen die
Umkehrbarkeit von proportionalen Funktionen genwiizd.

Innerhalb des Kapitels zur Proportionalitat wiratlaumit Brichen und Prozenten gearbeitet.
Die Verbindung zur proportionalen Situationen be&nohkt sich aber auf die raumliche Nahe
und wird kaum durch verbindende Aufgaben gestutzt.

Im Kapitel zum Umgang mit Daten sollen die Schiden Arbeit mit dem tabellarischen und
dem graphischen Register erlernen und erste Ukersggn zwischen den beiden
durchfuihren. Dabei werden Zusammenhange aus détdReatersucht, die keine typische
Darstellung im algebraischen Register haben. (CoapMante, Mulet-Marquis & Pérotin
2005)

Die Inhalte der beiden fur diese Klassenstufe sotten Bande unterscheiden sich deutlich.
Bei Cing sur Cingwird mit den einzelnen Darstellungen gearbeitet dasl Rechnen mit
Variablen eingefuhrt, wahrend bEiiangle die Proportionalitdt nochmals gesehen wird und
das tabellarische und das graphische Registerfémgeverden.

In beiden Bichern sind Realsituationen noch starketen. BeCing sur Cingkann man die
Zuordnungs-Grundvorstellung beim Einsetzen von @enm Variablen ausmachen. Bei
Trianglewird die Proportionalitat Uber die Zuordnungs-Givorstellung definiert und in den
Aufgaben auch die Kovariations-Grundvorstellungugen

Bei keinem der Bande kann man allerdings von emensiven Beschaftigung mit
funktionalen Abhangigkeiten sprechen. Der Fokugt leif den Darstellungen in den
Registern bzw. auf dem Erkennen von Proportiontalitéind dem Berechnen einzelner
Werte.

Eine Verbindung von Prozentrechnung und Proporti@bdindet nicht statt. Wahrend sie in
Cing sur Cingiberhaupt nicht verbunden werden, sind si€rianglezwar im selben

Kapitel, ohne jedoch auf einander bezogen zu werden

Der Lehrplan fur diese Jahrgangsstufe ist in detepeBanden unterschiedlich umgesetzt
worden. Beide arbeiten mit Realsituationen undgtaphischen sowie der tabellarischen
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Darstellung. InTrianglewird aul3erdem mit Vorarbeiten in der algebraisddarstellung
begonnen, obwohl dieser Inhalt nicht im Lehrplafiaaicht.

Proportionalitat soll laut Lehrplan wiederholt werd ohne systematisch betrachtet zu
werden. Dies wird iTriangle nicht gemacht. I€ing sur Cingdagegen wird die
Proportionalitat sogar neu definiert und ausfuhrhait ihr gearbeitet. Hier werden die
unterschiedlichen Auslegungsmadglichkeiten des Lehgpdeutlich, die durch das nicht
vorhandene Genehmigungsverfahren entstehen.

Es ist noch anzumerken, dassfonction den keinem der Blcher eine Rolle spielt, obwonhl
der Lehrplan die Nutzung dieser Sprechweise atedigEhrgangsstufe erwahnt.

Inhalte der Schulbiicher der §

Der Cing sur CingBand fur die 5sieht im Bereich funktionalen Denkens hauptsabhdie
Arbeit mit proportionalen Situationen vor. Propornlitét soll in Tabellen und Graphen
erkannt werden, wobei nun auf die Quotientenglesdhdrer Wertepaare hingewiesen wird.
Fehlende Werte von Wertepaaren werden mit Hilfe Dogisatz oder
Kovariationsuiberlegungen in Tabellen gefunden.dlernten Kenntnisse, insbesondere zum
Proportionalitatsfaktor, sollen explizit in Aufgabeu Maf3staben und zur Bewegung mit
konstanter Geschwindigkeit genutzt werden.

Ubersetzungen zwischen den tabellarischen und idganigchen Darstellungen werden nicht
durchgefiihrt und Aufgaben zu Realsituationen werderbeim Punktweisen berechnen
zusatzlicher Werte gestellt. In einer als besongeinsver gekennzeichneten Aufgabe soll
auch ein lineares Gleichungssystem mit Hilfe eiraelle geldst werden.

Ein weiterer wichtiger Punkt in dieser Jahrgangssit die Hinfuhrung an die Losung von
Gleichungen. Einfache Gleichungen in einer Varialgellen erstellt, zwei Gleichungen auf
Aquivalenz gepriift und die Gleichungen schlieRtiefist werden.

In den anderen Kapiteln des Buches arbeiten diél&chuch mit Tabellen und erlernen den
Umgang mit dem Koordinatensystem. (Delord & Vinri2B00b)

Auch in Band deffriangle Reihe liegt der Fokus im Bereich funktionalen Demk auf der
Proportionalitat. Sie soll in Realsituationen und'abellen erkannt werden. Auffallend ist,
dass bei den Erklarungen keine der proportional@fRéh als Ausgangsgrof3e behandelt wird,
wie es bei der Untersuchung eines funktionalen mnsanhangs der Fall ware.

In den Aufgaben sollen auRerdem fehlende Wertegptiopaler Wertepaare ermittelt
werden. Dazu werden mehrere Methoden angeboteArdest mit dem
Proportionalitatskoeffizienten, der Dreisatz und/Eiwationsiiberlegungen. Bei den Aufgaben
wird nicht vorgeschrieben, welche dieser Methodenutzen ist. Viele der angebotenen
Aufgaben haben eine Realsituation als Hintergrandh wenn es sich um Aufgaben zum
Erkennen von Proportionalitat in Tabellen handelt.

Die graphische Darstellung von proportionalen Situeen taucht nur in einer Aufgabe auf, in
der zwei Graphen in eine Tabelle Ubertragen wesddan, um dort zu prifen, ob es sich um
proportionale Situationen handelt. Von einer typet graphischen Darstellung fir
Proportionalitat ist dabei nicht die Rede. Auchalgebraische Darstellung von
Proportionalitat wird exemplarisch in einer Aufgajesehen.
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Im Kapitel zur Prozentrechnung und zu Mal3stdbemeredie Kenntnisse, die beim Studium
der Proportionalitat erworben wurden, abgerufen.d@e Berechnung von Werten wird der
Proportionalitatsfaktor genutzt und Kovariationsilisgungen angestellt. Mehr als zwei
Wertepaare sind allerdings selten gesucht, sodtadgsinktionale Charakter der Situationen
kaum zum Ausdruck kommen kann.

In einem gesonderten Kapitel werden die Schiileti@arbeit im algebraischen Register
herangefiihrt. Von Anfang an wird dabei die Spreaheen fonction degebraucht. Beim
Vergleich mehrerer Terme und Gleichungen wird dighi¢indeutigkeit der algebraischen
Darstellung deutlich. Am Ende des Kapitels werdewénigen Anwendungsaufgaben
Ubersetzungen zwischen der Realitat und dem alipeben Register durchgefiihrt um
realitdtsnahe Probleme zu I6sen.

In den weiteren Kapiteln werden Werte aus Darstgkun im graphischen Register
entnommen und Diagramme gezeichnet, so dass digkeé@&ken der Schuler hierzu gefestigt
werden. (Chapiron, Mante, Mulet-Marquis & Pérofif01)

In der 5 beschranken sich die Inhalte zu funktionalem Darikebeiden Bilichern auf die
weitere Arbeit mit der Proportionalitat. Diese geliveils in Realsituationen und Tabellen
erkannt werden, wobei der Proportionalitatskoeffiziund Kovariationsiiberlegungen genutzt
werden.

Beide Bucher sehen, bis auf einzelne Beispiele desrBetrachtung der algebraischen
Darstellung von Proportionalitat ab. I@ing sur Cingwird allerdings die typische graphische
Darstellung gesehen, wahrend diesélnangle nicht thematisiert wird. Das erlernte Wissen
wird in beiden Banden fur die Betrachtung von MaBeh und Aufgaben zur konstanten
Geschwindigkeit genutzt.

Von einer funktionalen Betrachtung proportionalgu&ionen kann nur eingeschrankt
gesprochen werden. Neben den Aufgaben zum ErkeroreRroportionalitat, soll meist ein
fehlender Wert eines Wertepaares ermittelt werdas,aus einer Realsituation entnommen
werden muss. Weitere Ubersetzungsvorgange findewenainzelt statt. Es werden zwar,
insbesondere in den Erklarungen, sowohl Zuordnualgsauch Kovariations-
Grundvorstellung angesprochen, aber in den Aufgatest zu einzelne Punkte betrachtet.
Durch die wenig ausgepragte funktionale Betrachtamn also eine konsequente Nutzung
der beiden Grundvorstellungen nicht ausgemachteverd

Vergleicht man die Ergebnisse der Analysen desdi¢gten Curriculums mit denen des
potentiellen Curriculum der°5so ist eine weitestgehende Ubereinstimmung fessiten,

auch wenn dort mehr Arbeit mit den Grundvorstelemgrwartet worden ist.

Inhalte der Schulbiicher der 4

In der 4 wird weiter mit dem algebraischen Register undoBrionalitaten gearbeitet.

Die Schiler sollen jetzt schwierigere Terme vemghen, die Gleichheit von zwei Termen
erkennen und einen gegebenen Term fur einzelnee\erechnen. Auch Gleichungen in
einer Unbekannten werden geldst. Die Arbeiten finfdet ausschlie3lich innerhalb des
algebraischen Registers statt. Nur wenige Aufgdiadren eine Realsituation als Hintergrund.
Dort sollen Terme und Gleichungen aufgestellt werdder Terme flr mehrere Werte
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ausgewertet werden und die Wertepaare dann in [Eabshgetragen werden. Damit werden
der Ubergang von der Realitat zur algebraischestBédung und der Ubergang von der
algebraischen zur tabellarischen Darstellung gefird

Auch in anderen Kapiteln finden sich dazu Aufgabfmierdem werden Aufgaben mit
geometrischem Hintergrund angeboten, bei denemaxm erst erstellt und dann ausgewertet
werden soll. Dabei wird die Sprechweeaefonction dgenutzt, sobald dieses méglich ist.
Zusatzlich zu dieser Arbeit mit dem algebraischegi&er werden nochmals proportionale
Situationen in einem eigenen Kapitel betrachtet. @¥aphische Darstellung proportionaler
Situationen soll nun nicht nur erkannt werden, sondwuch erstellt werden. Gegenbeispiele
wie die Graphen von quadratischen Funktionen otldefunktionen werden gesehen und
mittels des Kriteriums der Quotientengleichheit Wértepaare als nicht proportional
identifiziert. Mit diesen Beispielen wird klar, dadie Ursprungsgerade die typische
graphische Darstellung der Proportionalitat ise Bteigung des Graphen wird mit dem
Proportionalitatskoeffizienten in Verbindung geliraend somit der Ubergang vom Graphen
zur Tabelle ermoglicht. Die algebraische Darsteluan proportionalen Funktionen wird
weiterhin nicht genutzt.

Als Anwendungsgebiet fur die erlernten Fahigkeikard wie im Vorjahr mit Prozenten und
Aufgaben zu konstanter Bewegung gearbeitet. Béewidieser Aufgaben handelt es sich
allerdings um rein Punktweise Betrachtungen, beedenur ein fehlender Wert bestimmt
werden soll. (Delord & Vinrich, 2002)

Auch inTrianglesind in der 4der Umgang mit dem algebraischen Register und die
Proportionalitat die beiden wichtigsten Inhaltefanktionalem Denken.

Im algebraischen Register sollen Terme vereinfatdren Gleichheit erkannt und
Gleichungen in einer Unbekannten geltst werdeneDabrden die Terme und Gleichungen
nach der anfanglich exklusiven Arbeit im algebriaest Register auch aus Realsituationen
und der Geometrie gewonnen, bevor sie flr konkitete ausgewertet werden sollen. Die
Sprechweisen fonction devird wie in Buch der Reih€ing sur Cingwann immer méglich
genutzt.

Im Kapitel zur Proportionalitat wird in dieser Jgangsstufe verstarkt mit der graphische
Darstellung gearbeitet. Die graphischen Darstebungon proportionalen Situationen sollen
erkannt und erstellt werden. Auch die allgemeimgelataische Darstellung wird definiert und
soll aus Realsituationen und Graphiken entnommedeme Somit sind alle Darstellungen
proportionaler Zusammenhange bekannt und die Utzersgen zwischen ihnen sollen in den
Aufgaben durchgefiihrt werden. Die Darstellung ige@raischen Register wird allerdings
nur als Ziel von Ubersetzungsvorgangen erfragtsfdeisweise gibt es keine Arbeit bei der
die Auswirkungen der Anderung des Proportionaki@gsfizienten des algebraischen
Registers im graphischen Register untersucht werden

Selbst lineare Gleichungssysteme sollen in ein paégaben graphisch und anschlieend
rechnerisch geldst werden.

Als Anwendungen fiur die Proportionalitat werdentaber die Prozentrechnung und
Aufgaben zur Bewegung mit konstanter Geschwindigkesehen. Bei den meisten Aufgaben
tritt der funktionale Aspekt jedoch in den Hintargd, da nur ein einzelner Wert berechnet

205



werden soll.

AuRerdem wird im Kapitel zur Statistik die Ubersetg zwischen dem graphischen und dem
tabellarischen Register auch fir nichtproportioalsammenhange gesehen. (Chapiron,
Mante, Mulet-Marquis & Pérotin, 2002)

In beiden hier betrachteten Schulbtichern werde®dmiler an die Arbeit mit dem
algebraischen Register herangefuhrt. Sie solleme@ieit beim Umgang mit Termen und
Gleichungen ersten Gerades erlangen und dieseealsiRiationen verbinden kénnen.
AulRerdem wird weiterhin mit der Proportionalitabdeeitet.

Der graphischen Darstellung wird mehr Raum eingatéals in den vorangegangenen Jahren
und Ubersetzungen zwischen Realitat, Tabelle urghiswerden durchgefiihrt. [firiangle
Band wird au3erdem die algebraische Darstellungedirnrt und mit den Darstellungen in
den anderen Registern verbunden. Es féllt abedas§ keine systematische Untersuchung
der Auswirkungen der Parameter vorgenommen wirdass es sich nur um eine erste
Heranfuhrung an die algebraische Darstellung handel

Bei der Definition der algebraischen Darstellungrangle werden proportionale
Situationen erstmals nicht als Verhaltnis zweieb€&n, sondern als funktionale
Zusammenhange betrachtet. Bang sur Cingist das noch nicht der Fall. Dort bleiben auch
in den Aufgaben Punktweise Betrachtungen stark damnti

In beiden Banden wird in den Aufgaben durch diekBueisen Betrachtungen deutlich mehr
die Zuordnungs-Grundvorstellung als die Kovariagi@rundvorstellu