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A b s t r a c t : 

The f o u n d a t i o n o f t h e S t r u t i n s k y method w i t h i n t h e H a r t r e e -
F o c k (HF) f r a m e w o r k i s d i s c u s s e d . B o t h t h e b a s i c e n e r g y t h e o r e m 
and t h e e n e r g y a v e r a g i n g method a r e i n v e s t i g a t e d t h e o r e t i c a l l y 
and n u m e r i c a l l y . The e q u i v a l e n c e o f t h e a v e r a g i n g method w i t h 
s e m i c l a s s i c a l e x p a n s i o n s i s e x h i b i t e d . N u m e r i c a l t e s t s o f t h e 
b a s i c a s s u m p t i o n s o f t h e s h e l 1 - c o r r e c t i o n a p p r o a c h a r e p r e s e n t e d , 
w h i c h make use o f t h e r e s u l t s o f c o n s t r a i n e d HF c a l c u l a t i o n s f o r 
v a r i o u s n u c l e i and w i t h d i f f e r e n t e f f e c t i v e i n t e r a c t i o n s . The 
HF e n e r g y i s decomposed i n t o a smooth p a r t w h i c h i s shown t o be 
v e r y c l o s e t o a l i q u i d d r o p model e n e r g y , a f i r s t o r d e r s h e l l -
c o r r e c t i o n d e f i n e d i n t h e u s u a l way, and h i g h e r o r d e r c o r r e c ­
t i o n s w h i c h u s u a l l y a r e n e g l e c t e d i n s t a n d a r d S t r u t i n s k y c a l c u ­
l a t i o n s . T h e s e h i g h e r o r d e r t e r m s a r e shown n o t t o c o n t r i b u t e 
more t h a n <~ 1 - 2 MeV t o t h e t o t a l e n e r g y i n medium and he a v y 
n u c l e i . New r e s u l t s f o r t h e n u c l e u s

 k0Cdi show t h a t t h i s i s 
no l o n g e r t h e c a s e f o r l i g h t n u c l e i . A l t e r n a t i v e ways o f d e ­
f i n i n g t h e smooth p a r t o f t h e e n e r g y a r e a l s o c o n s i d e r e d . I t 
i s p a r t i c u l a r l y f o u n d t h a t i f t h e S t r u t i n s k y a v e r a g i n g i s p e r ­
f o r m e d s e l f c o n s i s t e n t l y , t h e sum o f t h e a v e r a g e e n e r g y p l u s t h e 
f i r s t o r d e r s h e l 1 - c o r r e c t i o n e x t r a c t e d f r o m t h e a v e r a g e p o t e n ­
t i a l r e p r o d u c e s p e r f e c t l y w e l l t h e e x a c t HF e n e r g y . 

* ) P e r m a n e n t a d d r e s s : D i v i s i o n de P h y s i q u e t h e o r i q u e , 

I P N , O r s a y , F r a n c e . 



1. INTRODUCTION 

The s h e l l - c o r r e c t ! o n method p r o p o s e d by S t r u t i n s k y C l ] 

may be c o n s i d e r e d as a p e r t u r b a t i v e a p p r o a c h t o a s e l f c o n s i -

s t e n t t h e o r y o f n u c l e a r b i n d i n g and d e f o r m a t i o n e n e r g i e s a v o i d ­

i n g t h e e x p l i c i t u s e o f a two body i n t e r a c t i o n . S t a r t i n g f r o m 

H a r t r e e - F o c k (HF) t h e o r y w i t h any e f f e c t i v e n u c l e o n - n u c l e o n i n ­

t e r a c t i o n , one can i n f a c t show [ 2 - 4 3 t h a t t h e main p a r t o f t h e 

s h e l l f l u c t u a t i o n s i n t h e t o t a l n u c l e a r b i n d i n g e n e r g y i s c o n ­

t a i n e d i n t h e sum o f o c c u p i e d e i g e n e n e r g i e s o f t h e a v e r a g e d s e l f -

c o n s i s t e n t f i e l d . The n u c l e o n i n t e r a c t i o n e n t e r s e x p l i c i t l y o n l y 

i n t e r m s o f s e c o n d and h i g h e r o r d e r s i n t h e f l u c t u a t i n g p a r t <5$> 

o f t h e s e l f c o n s l s t e n t d e n s i t y m a t r i x , w h i c h can be e x p e c t e d t o 

be s m a l l . The p r a c t i c a l s h e l l - c o r r e c t i o n a p p r o a c h c o n s i s t s i n 

n e g l e c t i n g t h e s e t e r m s and i d e n t i f y i n g t h e a v e r a g e p a r t o f t h e 

s e l f c o n s l s t e n t f i e l d w i t h one o f t h e a v a i l a b l e p h e n o m e n o l o g i c a l 

s h e l l model p o t e n t i a l s . 

U s i n g v a r i o u s v e r s i o n s o f d e f o r m e d s h e l l model p o t e n t i a l s 

and o f t h e l i q u i d d r o p m o d e l , t h e s h e l 1 - c o r r e c t i o n c a l c u l a t i o n s have 

been v e r y s u c c e s s f u l i n r e p r o d u c i n g n u c l e a r g r o u n d s t a t e masses 

and i n d e s c r i b i n g t h e d e t a i l s o f t h e s t a t i c d e f o r m a t i o n e n e r g y 

s u r f a c e s o f medium and h e a v y n u c l e i . E s p e c i a l l y t h e f a c t t h a t 

t h e n a t u r e o f t h e f i s s i o n i s o m e r s c o u l d be e x p l a i n e d and t h a t 

many e x p e r i m e n t a l f i s s i o n b a r r i e r s c o u l d be f i t t e d w i t h i n l e s s 

t h a n ^ 1 - 2 MeV, b e l o n g t o t h e r e m a r k a b l e s u c c e s s e s o f t h i s m e t h o d . 

F o r d i s c u s s i o n s o f a l l t h e d e t a i l s o f t h e s e c a l c u l a t i o n s , t h e i r 

a p p l i c a t i o n s and c o m p a r i s o n s w i t h e x p e r i m e n t a l d a t a , we r e f e r 



t o some r e v i e w a r t i c l e s [ 3 , 5 - 7 ] w h i c h a l s o c o n t a i n e x t e n d e d 

r e f e r e n c e l i s t s t o many o t h e r i m p o r t a n t p u b l i c a t i o n s . 

Our p r e s e n t aim i s t o d i s c u s s t h e f o u n d a t i o n o f t h e 

S t r u t i n s k y method on t h e b a s i s o f t h e HF t h e o r y . The e n e r g y 

t h e o r e m i s d i s c u s s e d t h e o r e t i c a l l y i n s e c t . 2. B e c a u s e o f i t s 

p r a c t i c a l i m p o r t a n c e , t h e e n e r g y a v e r a g i n g method i s s h o r t l y 

r e v i e w e d i n s e c t . 3 and i t s r e l a t i o n s t o some s t a t i s t i c a l and 

s e m i c l a s s i c a l methods a r e d i s c u s s e d . In s e c t . 4, e x t e n d e d 

n u m e r i c a l c a l c u l a t i o n s a r e p r e s e n t e d w h i c h were p e r f o r m e d 

i n o r d e r t o t e s t t h e a s s u m p t i o n s made i n t h e u s u a l s h e l l -

c o r r e c t i o n a p p r o a c h . O t h e r r e l a t e d c a l c u l a t i o n s a r e compared 

and i n t h e c o n c l u s i o n s , some a p p r o x i m a t i o n s a r e m e n t i o n e d 

w h i c h a l l o w t o s t u d y t h e e f f e c t s o f v a r i o u s f o r c e s i n a more 

e c o n o m i c a l way t h a n by d o i n g f u l l y s e l f c o n s i s t e n t c o n s t r a i n e d 

HF c a l c u l a t i o n s . 

2. THE STRUTINSKY ENERGY THEOREM 

We s h e l l i n t h i s s e c t i o n d i s c u s s t h e t h e o r e t i c a l d e r i v a ­

t i o n o f t h e S t r u t i n s k y method i n t h e f r a m e w o r k o f t h e H a r t r e e -

F ock (HF) t h e o r y . S i n c e t h e p a p e r o f S t r u t i n s k y i n 1968 [ 2 ] , 

t h i s d e r i v a t i o n has been r e - i n v e s t i g a t e d many t i m e s by v a r i o u s 

a u t h o r s [ 3 , 4 , 8 - 1 4 ] and we s h a l l t h e r e f o r e r e s t r i c t o u r s e l v e s 

t o a s h o r t p r e s e n t a t i o n o f t h e main s t e p s and a s s u m p t i o n s . 

One s t a r t s f r o m t h e H F - e n e r g y . e x p r e s s e d i n t e r m s o f t h e 

d e n s i t y m a t r i x j c o r r e s p o n d i n g t o a S l a t e r d e t e r m i n a n t wave-

f u n c t i o n : 

% ( § ) = t r T 9 + * t r t r ? V S ( 2 . 1 ) 



Here T i s t h e m a t r i x o f t h e k i n e t i c e n e r g y o p e r a t o r and IT 

t h e a n t i s y m m e t r i z e d m a t r i x o f an e f f e c t i v e two body i n t e r a c ­

t i o n w h i c h we f o r t h e moment assume t o be l o c a l and d e n s i t y 

i n d e p e n d e n t ( I n e q . ( 2 . 1 ) and h e n c e f o r t h , t r t r means t h e d o u b l e 

t r a c e ) . The d e n s i t y m a t r i x J> i s n o r m a l i z e d t o t h e number N 

o f p a r t i c l e s 

tr ̂  - N • ( 2 . 2 ) 

(We c o n s i d e r h e r e o n l y one k i n d o f p a r t i c l e s ) . The s e l f c o n s i -

s t e n c y i s g i v e n t h r o u g h t h e HF e q u a t i o n 

IT + v
H F
 + A q ] fL = . ( 2 . 3 ) 

In e q . ( 2 . 3 ) V H F i s t h e H F - p o t e n t i a l 

V H F = t r S V ( 2 . 4 ) 

and Acj i s a c o n s t r a i n t ( w i t h L a g r a n g e m u l t i p l i e r A ) w h i c h 

i s i n t r o d u c e d i n o r d e r t o g i v e s o l u t i o n s w i t h a f i x e d q u a d r u -

p o l e moment Q 

Q = t r ^ ? J ( 2 . 5 ) 

q b e i n g t h e q u a d r u p o l e o p e r a t o r . (Of c o u r s e , o t h e r c o n s t r a i n t s 

can be u s e d t o f i x d i f f e r e n t , o r s e v e r a l , moments.) In t e r m s 

o f any b a s i s («> , we can w r i t e t h e s i n g l e p a r t i c l e s t a t e s 

as 

vp t - 2 c i t * > , ( 2 . 6 ) 

and t h e c o e f f i c i e n t s b u i l d t h e d e n s i t y m a t r i x 

s „ p - z : c i , * cj, , (2.7) 

where t h e s u m m a t i o n goes o v e r t h e l o w e s t o c c u p i e d s t a t e s o f 

t h e s e l f c o n s i s t e n t s p e c t r u m [£.J 

The f i r s t s t e p i s now t o w r i t e t h e s e l f c o n s 1 s t e n t d e n s i t y 

m a t r i x as a sum o f two t e r m s 



? = ( 2 . 8 ) 

Here f i s t h e a v e r a g e p a r t o f p w h i c h i s assumed t o g e n e r a t e 

t h e b u l k p a r t o f t h e t o t a l b i n d i n g e n e r g y i n t h e s e n s e o f t h e 

l i q u i d d r o p model (LDM, s e e e . g . r e f . L15 ] ). P r a c t i c a l l y , |> 

may be o b t a i n e d by a s t a t i s t i c a l a v e r a g i n g o v e r many n e i g h b o u r i n g 

n u c l e i o r by a s e m i c l a s s i c a 1 e x p a n s i o n ( s e e t h e d i s c u s s i o n i n 

s e c t . 3 b e l o w ) . The s h e l l f l u c t u a t i o n s i n t h e e n e r g y a r e t h e n 

c o m i n g f r o m t h e t e r m w h i c h i s assumed t o be a s m a l l c o r r e c ­

t i o n t o y , a t l e a s t i n h e a v y n u c l e i . 

One t h e n d e f i n e s an a v e r a g e p o t e n t i a l V by 

V = t r j l T ( 2 . 9 ) 

w h i c h a l s o v a r i e s s m o o t h l y w i t h n u c l e o n number and t h e r e f o r e 

may be i d e n t i f i e d w i t h a s h e l l - m o d e l p o t e n t i a l . I t d e t e r m i n e s 

t h e " s h e l l - m o d e l " s t a t e s i ' e ^ j f t l by 

[T + 5 ] $L = £. ft , ( 2 . 1 0 ) 

and a d e n s i t y m a t r i x ^ a n a l o g o u s t o e q s . ( 2 . 6 ) and ( 2 . 7 ) . 

In t e r m s o f t h e s e q u a n t i t i e s one can t h e n show,e.g, by f i r s t o r ­

d e r p e r t u r b a t i o n t h e o r y [ 2 , 3 ] t h a t 

E H F = II E; - £ M r j » V p J . ( 2 . H ) 
i-4 

T h i s e q u a t i o n , w h i c h i n f a c t j u s t r e l i e s on t h e s t a t i o n a r i t y 

o f t h e HF s o l u t i o n a g a i n s t c h a n g e s o f t h e d e n s i t y J> , t e l l s 

us t h a t a l l c o n t r i b u t i o n s t o t h e e n e r g y o f f i r s t o r d e r i n cTp 
A 

a r e c o n t a i n e d i n t h e sum o f " s h e l l - m o d e l " e n e r g i e s £. . I f 

t h e h i g h e r o r d e r t e r m s can be n e g l e c t e d , t h e sum 2 t . c o n -

t a i n s a l l s h e l l e f f e c t s o f t h e H F - e n e r g y . Eq. ( 2 . 1 1 ) t h u s 

g i v e s t h e b a s i s t o t h e S t r u t i n s k y e n e r g y t h e o r e m 

E H F = E + f E 1 +CT(ff f)
2) 1 ( 2 . 1 2 ) 



where 

E = 2 f - l t r t r | t i p . ( 2 . 1 4 ) 

The q u a n t i t y i s t n e a v e r a g e p a r t o f t h e e x a c t sum 
A 

o f t h e o c c u p i e d l e v e l s £ ^ and w i l l be d e f i n e d i n s e c t . 3 

b e l o w . In t h e p r a c t i c a l s h e l l - c o r r e c t i on c a l c u l a t i o n s [ 2 - 7 ] , 

t h e e n e r g y E, w h i c h by d e f i n i t i o n i s a s m o o t h l y v a r y i n g q u a n t i t y , 

i s r e p l a c e d by t h e e n e r g y o b t a i n e d f r o m t h e l i q u i d d r o p model 

( s e e e . g . r e f . [ 1 5 ] ) ; St^ i s o b t a i n e d s u b s t i t u t i n g f o r 

t h e e n e r g y l e v e l s f r o m a p h e n o m e n o l o g i c a l d e f o r m e d s h e l l model 

p o t e n t i a l ( e . g . N i l s s o n m o d e l ) , and t h e h i g h e r o r d e r t e r m s 

i n c?j> a r e n e g l e c t e d . T h u s , t h e two body i n t e r a c t i o n V and 

t h e d e n s i t y m a t r i c e s j> n e v e r a p p e a r e x p l i c i t l y i n s u c h c a l ­

c u l a t i o n s . 

In c o n t r a s t t o t h e f i n d i n g s o f r e f s . [ 8 , 9 ] , t h e e n e r g y 

t h e o r e m ( 2 . 1 2 ) i s a l s o t r u e f o r d e n s i t y d e p e n d e n t e f f e c t i v e 

i n t e r a c t i o n s as o b t a i n e d f r o m n u c l e a r m a t t e r G - m a t r i x c a l c u ­

l a t i o n s i n t h e l o c a l d e n s i t y a p p r o x i m a t i o n [ 1 6 , 1 7 ] , i f t h e 

r e a r r a n g e m e n t t e r m s a r e i n c l u d e d c o n s i s t e n t l y i n a l l q u a n t i t i e s 

d e f i n e d a b o v e , e s p . a l s o i n t h e a v e r a g e d p o t e n t i a l V ( 2 . 9 ) ( s e e 

r e f . [ 4 ] f o r a d e t a i l e d d i s c u s s i o n o f t h i s p o i n t ) . T h r e e o r 

more body f o r c e s a r e t r e a t e d r e a d i l y i n t h e same way. M o r e ­

o v e r , t h e p a i r i n g c o r r e l a t i o n s can be e a s i l y i n c l u d e d i n t h e 

BCS a p p r o x i m a t i o n ( s e e r e f s . [ 2 ] , [ 6 ] ) . F o r a d i s c u s s i o n o f 

t h e e n e r g y t h e o r e m w i t h i n t h e H F - B o g o l y u b o v a p p r o x i m a t i o n , we 

r e f e r t o r e f . [ 1 8 ] . 

A p o i n t o f s p e c i a l i n t e r e s t has been t h e q u e s t i o n [ 1 0 , 1 9 ] 

w h e t h e r one s h o u l d i n c l u d e a c o n s t r a i n t i n t h e s h e l l - m o d e l 

H a m i l t o n i a n e q . ( 2 . 1 0 ) . I f s o , i t i s c l e a r t h a t one has t o 



A-

c o n s t r a i n t h e s h e l l model s o l u t i o n ^ i n s u c h a way t h a t 

t * * ( £ - £ ) ^ * 0 . But t h e c o n s i d e r a t i o n i n SE 1 o f e n e r g i e s & 

e i t h e r w i t h o r w i t h o u t t h e e x t e r n a l f i e l d c o n t r i b u t i o n , does n o t 

a f f e c t s i g n i f i c a n t l y t h e n u m e r i c a l r e s u l t s f o r t h e t o t a l e n e r g y , 

as f o u n d i n R e f . [ 2 0 ] ( s e e a l s o s e c t . 4 b e l o w ) . 

L e t us s u m m a r i z e a t t h i s p o i n t t h e d i f f e r e n t a s p e c t s o f 

t h e b a s i c a s s u m p t i o n s w h i c h u n d e r l y t h e u s u a l s h e l l - c o r r e c t i o n 

a p p r o a c h : 

1) The s e l f c o n s i s t e n t d e n s i t y m a t r i x g can be s p l i t i n t o a 

smooth p a r t y and an o s c i l l a t i n g p a r t 1n s u c h a way, 

t h a t a l l e n e r g y t e r m s c o n t a i n i n g o n l y y v a r y s l o w l y w i t h 

n u c l e o n number and d e f o r m a t i o n . 

2) The t e r m s o f s e c o n d and h i g h e r o r d e r s 1n cTp i n t h e t o t a l 

HF e n e r g y a r e n e g l i g i b l e . S i n c e t h e t y p i c a l s h e l 1 - c o r r e c ­

t i o n s £ E 1 one d e a l s w i t h a r e o f o r d e r 1 5 - 1 0 MeV, t h e 

n e g l e c t e d t e r m s s h o u l d n o t c o n t r i b u t e more t h a n ~ l - 2 MeV. 

3) The a v e r a g e p o t e n t i a l V e q . ( 2 . 9 ) can be r e p r e s e n t e d by one 

o r t h e o t h e r o f t h e u s u a l p h e n o m e n o l o g 1 c a 1 s h e l l - m o d e l 

p o t e n t i a l s . 

4) The a v e r a g e e n e r g y E e q . ( 2 . 1 4 ) can be r e p r e s e n t e d by some 

l i q u i d d r o p model e n e r g y . 

5) The smooth p a r t ^ £\ o f t h e s i n g l e - p a r t i c l e e n e r g y sum 

i n e q . ( 2 . 1 3 ) , w h i c h 1n p r i n c i p l e 1s r e l a t e d t o t h e smooth 

m a t r i x can p r a c t i c a l l y be d e f i n e d i n a u n i q u e way. 

H h e r e a ^ t h e l a , s t p o i n t 51 1s r a t h e r a. t e c h n i c a l p r o b l e m 

w h i c h can be d i s c u s s e d i n d e p e n d e n t l y o f HF c a l c u l a t i o n s - t h i s 

w i l l be done 1n s e c t . 3 t h e a s s u m p t i o n s 1) - 4) c a n . o n l y be 

t e s t e d 1n n u m e r i c a l c a l c u l a t i o n s e x p l i c i t l y u s i n g an e f f e c t i v e 

i n t e r a c t i o n TJ. In s e c t . 4, we w i l l d i s c u s s s u c h n u m e r i c a l c a l ­

c u l a t i o n s w h i c h were r e c e n t l y p e r f o r m e d i n o r d e r t o c h e c k t h e 

v a l i d i t y o f t h e S t r u t i n s k y method. An I n d i r e c t e v i d e n c e f o r t h e 



s m a l l n e s s o f t h e n e g l e c t e d t e r m s I s g i v e n by t h e c l o s e a g r e e ­

ment f o u n d b e t w e e n e x p e r i m e n t a l and t h e o r e t i c a l f i s s i o n b a r r i e r s , 

g r o u n d s t a t e mass c o r r e c t i o n s and d e f o r m a t i o n s , as w e l l as be­

tween t h e i r v a r i o u s t h e o r e t i c a l p r e d i c t i o n s u s i n g r a t h e r d i f f e r e n t 

s h e l l model p o t e n t i a l s and n u c l e a r s h a p e p a r a m e t r i z a t i o n s . 

B e f o r e c o n c l u d i n g t h i s s e c t i o n , we w i l l d i s c u s s 

a s l i g h t l y d i f f e r e n t f o r m o f t h e e n e r g y t h e o r e m , w h i c h i s n o t 

d i r e c t l y r e l a t e d t o t h e p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n o f t h e S t r u t i n s k y 

m e t h o d , b u t w h i c h m i g h t g i v e some i n s i g h t i n t o t h e r o l e o f t h e 

q u a n t i t i e s d e f i n e d a b o v e . F o r t h a t , we have t o a n t i c i p a t e t h a t 

a p r a c t i c a l way o f d e f i n i n g t h e smooth d e n s i t y m a t r i x ^ i s 

f o u n d by i n t r o d u c i n g t h e a v e r a g e d o c c u p a t i o n numbers n^ w h i c h 

w i l l be d e f i n e d i n s e c t . 3 b e l o w . One may t h u s d e f i n e ( c f . 

C o n s i s t e n t l y w i t h t h i s , one can d e f i n e t h e smooth p a r t o f t h e 

sum o f o c c u p i e d HF l e v e l s £. : 

( E q . ( 2 . 1 6 ) i s o n l y t r u e w i t h some r e s t r i c t i o n t o be d i s c u s s e d i n 

s e c t . 3 below).. 

U s i n g e q s . ( 2 . 1 ) , ( 2 . 3 ) one can e a s i l y s e e t h a t 

e q . ( 2 . 7 ) ) 

( 2 . 1 5 ) 

^ £ i = ^ i " l • 
( 2 . 1 6 ) 

= t r T j + t r t r g U y + K t r cj p , ( 2 . 1 7 ) 

and t h a t E 
HF 

1s e x a c t l y g i v e n by 

E H F ( j ) = E ( J ) + « E j J F - * t r q « y - J t r t r d y l M p ( 2 . 1 8 ) 



where 

and 

E(§) = t r T y + J t r t r y V £ ( 2 . 1 9 ) 

£ E ? F - 2 1 £ i - I ^ S . . ( 2 . 2 0 ) 
i = l i 

The d i f f e r e n c e b e t w e en £ E " F ( 2 . 2 0 ) and <5 E 1 ( 2 . 1 3 ) i s t h a t i n 

t h e f o r m e r q u a n t i t y , t h e s e l f c o n s i s t e n t e n e r g y l e v e l s £ ^ a r e 

u s e d . S i n c e t h e y a r e o b t a i n e d w i t h a c o n s t r a i n t ( s e e e q . ( 2 . 3 ) ) , 

an e x t r a t e r m a p p e a r s i n e q . ( 2 . 1 8 ) . I t i s e a s y t o show t h a t t h e 

d i f f e r e n c e b etween Sl^ e q . ( 2 . 1 3 ) and t h e two f i r s t o r d e r t e r m s 

i n e q s . ( 2 . 1 8 ) i s o f s e c o n d o r d e r i n c?p. 

Eq. ( 2 . 1 8 ) e x p l a i n s t h e r e s u l t o f r e f . [ 2 1 ] , where i t 

was f o u n d t h a t t h e c u r v a t u r e s a r o u n d two m i n i m a 1n t h e s e l f c o n -
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s l s t e n t l y c a l c u l a t e d d e f o r m a t i o n e n e r g y c u r v e o f S, as w e l l 

as t h e e n e r g y d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e m i n i m a , were w e l l r e p r o ­

d u c e d i n a S t r u t i n s k y c a l c u l a t i o n u s i n g t h e HF l e v e l s E ̂ . 

One s h o u l d , however, n o t c o n f u s e t h e f a c t t h a t t h e s h e l l -

c o r r e c t i o n may be f o u n d f r o m t h e HF l e v e l s d i r e c t l y (up t o 

s e c o n d - o r d e r t e r m s ) w i t h t h e wrong s t a t e m e n t , t h a t t h e sum o f 

o c c u p i e d HF l e v e l s ^ £ . s h o u l d c o n t a i n a l l f i r s t o r d e r c o n -
1 = 1 1 

t r i b u t i o n s . T h i s m i s i n t e r p r e t a t i o n o f t h e S t r u t i n s k y e n e r g y 

t h e o r e m has r e p e a t e d l y l e a d t o e r r o n e o u s c o n c l u s i o n s , when t h e 

sum fT]cL and t h e c o n s t r a i n e d HF e n e r g y E H p were f o u n d t o 

beh a v e d i f f e r e n t l y as f u n c t i o n s o f d e f o r m a t i o n [ 1 0 , 1 9 , 2 2 ] . 

The r e a s o n why c o n t a i n s t o o s t r o n g f l u c t u a t i o n s can 

be s e e n f r o m t h e e q u a t i o n s a b o v e . The f o r m a l l y s m oothed q u a n t i ­

t y ^ n. e q . ( 2 . 1 7 ) c o n t a i n s a l s o an o s c i l l a t i n g t e r m l i n e a r 

i n cTip, n a m e l y t r t r SpUp . T h i s t e r m c a n c e l s a p a r t o f t h e f l u e -



t u a t i o n s c o n t a i n e d i n £-t , s u c h t h a t t h e d i f f e r e n c e S E ^ F 

d e f i n e d by e q u a t i o n ( 2 . 2 0 ) c o n t a i n s a l l e s s e n t i a l f l u c t u a t i o n s 

(up t o t h e c o n s t r a i n t and h i g h e r o r d e r t e r m s i n e q . ( 2 . 1 8 ) ) . 

A 
C o n t r a r i l y , i f t h e e i g e n v a l u e s £ . o f t h e s moothed one body 

H a m i l t o n i a n a r e u s e d t o d e f i n e ^E^, as shown i n e q s . ( 2 . 9 ) - ( 2 . 1 4 ) 

a b o v e , a l l f l u c t u a t i o n s o f f i r s t o r d e r i n cTj> a r e c o n t a i n e d i n 
J L A 

t h e sum Zt- £• . The n u m e r i c a l r e s u l t s d i s c u s s e d i n s e c t . 4 
i = l 

w i l l f u r t h e r i l l u s t r a t e t h i s p o i n t . 

The f o r m ( 2 . 1 8 ) o f t h e S t r u t i n s k y e n e r g y t h e o r e m c o r r e s ­

ponds t o a T a y l o r e x p a n s i o n o f t h e HF e n e r g y f u n c t i o n a l a r o u n d 

t h e smooth v a l u e 9 o f t h e d e n s i t y m a t r i x . We may t h u s s p e a k 

o f an e x p a n s i o n o f E^p i n t o a " s h e l l - c o r r e c t i o n s e r i e s " , t h e 

z e r o t h o r d e r t e r m o f w h i c h i s t h e a v e r a g e (LDM) b i n d i n g e n e r g y , 

t h e o t h e r t e r m s b e i n g t h e f i r s t and h i g h e r o r d e r s h e l 1 - c o r r e c ­

t i o n s . The f a c t t h a t no t h i r d o r d e r t e r m a p p e a r s i n e q . ( 2 . 1 8 ) 

1s due t o t h e s p e c i a l c h o i c e o f t h e i n t e r a c t i o n ; t h i s w i l l no 

l o n g e r be so i n t h e p r e s e n c e o f e.g. a t h r e e body f o r c e . The 

c o n v e r g e n c e o f t h e s h e l 1 - c o r r e c t i o n s e r i e s may depend on t h e 

s p e c i a l d e f i n i t i o n o f ^ and o f ( o r c ^ E ^ ^ ) , t h e I n t e r ­

a c t i o n u s e d , t h e s p e c i f i c n u c l e o n number, e t c . The n u m e r i c a l 

r e s u l t s p r e s e n t e d i n s e c t . 4 b e l o w w i l l show t h a t by a 

s u i t a b l e c h o i c e o f t h e f i r s t two t e r m s o f t h e s h e l l - c o r r e c t i o n 

s e r i e s , one may m i n i m i z e t h e sum o f t h e r e m a i n i n g h i g h e r o r d e r 

c o r r e c t i o n s e ven f o r r a t h e r l i g h t n u c l e i . 



VALIDITY OF STRUTINSKY METHOD 

3. THE STRUTINSKY ENERGY AVERAGING METHOD 

F o r t h e d e f i n i t i o n o f t h e smooth p a r t o f t h e s i n g l e p a r t ­

i c l e e n e r g y sum a p p e a r i n g 1n t h e d e f i n i t i o n o f t h e s h e l l - c o r r e c ­

t i o n 5 E 1 ( 2 . 1 3 ) a b o v e , S t r u t i n s k y i n t r o d u c e d a s p e c i a l e n e r g y -

a v e r a g i n g t e c h n i q u e L l , 2 ] w h i c h 1s v e r y c o n v e n i e n t f o r p r a c t i c a l 

u s e . We r e f e r a g a i n t o t h e l i t e r a t u r e f o r t h e d e t a i l s and d i s ­

c u s s h e r e m a i n l y I t s r e l a t i o n t o some a l t e r n a t i v e methods w h i c h 

have been p r o p o s e d . We i g n o r e i n t h i s s e c t i o n t h e d i f f e r e n c e 

b e t w e e n t h e s e l f c o n s l s t e n t e n e r g i e s £^ and t h e s h e l l - m o d e l e n e r -

g i e s £j made i n t h e l a s t s e c t i o n , and assume j u s t t h a t <5\j 

a r e t h e e i g e n v a l u e s o f t h e s i n g l e p a r t i c l e H a m l l t o n i a n H 

w i t h some p o t e n t i a l V: 

H ffL = (T+Y) i j i = e 1 . ( 3 . 1 ) 

The smooth s i n g l e p a r t i c l e e n e r g y i s d e f i n e d i n t e r m s o f an 

a v e r a g e l e v e l d e n s i t y g(E) o b t a i n e d by s m e a r i n g t h e s p e c t r u m 

o v e r an e n e r g y r a n g e y : 

A 

E - ; I T i r j • f E g ( E ) d E , ( 3 . 2 ) 

9 ( E ) - 7 X f „ ( ^ ) ( 3 . 3 ) 

In e q . ( 3 . 2 ) , /\ i s t h e F e r m i e n e r g y d e t e r m i n e d by t h e p a r t i c l e 

number c o n s e r v a t i o n 

X 

N - - f g ( E ) d E ; ( 3 . 4 ) 
o 

h e r e b y t h e b o t t o m o f t h e p o t e n t i a l V ha,s been n o r m a l i z e d t o z e r o 

e n e r g y . In eq. ( 3 , 3 1 , ^ ( x ) 1s some smooth d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n , 

n o r m a l l y t a k e n t o be a G a u s s i a n , I n c l u d i n g t h e c u r v a t u r e - c o r r e c -



t i o n s . T h e s e c o r r e c t i o n s a r e an e s s e n t i a l i n g r e d i e n t o f t h e 

p r o c e d u r e ; t h e y guarantee t h a t any smooth p a r t o f t h e l e v e l 

d e n s i t y t h r o u g h t h e d e f i n i t i o n ( 3 . 3 ) i s I m p l i c i t l y a p p r o x i m a t e d 

by t h e f i r s t 2M+1 t e r m s o f i t s T a y l o r e x p a n s i o n . 

The p r o c e d u r e has been f o r m u l a t e d i n r e f . 1 2 3 1 i n t e r m s o f 

a g e n e r a l c l a s s o f a v e r a g i n g f u n c t i o n s f M ( x ) and i t has been 

shown t h a t , i n d e p e n d e n t l y o f t h e s p e c i f i c s h a p e o f f^(x)» t h e 

smooth e n e r g y E e q . ( 3 . 2 ) can be w r i t t e n as 

"1 (3-5) 

f o r a l l v a l u e s o f y a n d M. The a v e r a g e o c c u p a t i o n numbers 

n^ a r e g i v e n by 

X 

d o i 1 

P r a c t i c a l l y , t h e s e c o n d t e r m i n e q . ( 3 . 5 ) does n o t c o n t r i b u t e , 

s i n c e E and w i t h i t t h e s h e l l - c o r r e c t i o n £ E , d e f i n e d by 

3E = - E , ( 3 . 7 ) 

1=1 

have t o f u l f i l l t h e p l a t e a u - c o n d i t i o n , I . e . t h e y have n o t t o 

d epend on y i n a r e g i o n o f v a l u e s somewhat l a r g e r t h a n t h e 

mean d i s t a n c e i l o f s h e l l s i n t h e s p e c t r u m {a.} . The p l a t e a u 

c o n d i t i o n may be w r i t t e n i n an I n f i n i t e s i m a l f o r m [ 2 3 1 as 

dE 

* 7 
= 0 ( 3 . 8 ) 

° * 'jr. 

and 1s u s u a l l y f u l f i l l e d f o r v a l u e s o f M and y„ g i v e n by 

0 < M $ 6 - 1 2 ; Si & y. £ 2 J 1 « A . ( 3 . 9 ) 



F o r r e a l i s t i c f i n i t e d e p t h p o t e n t i a l s , t h e d i s t a n c e o f 

t h e F e r m i l e v e l \ f r o m t h e c o n t i n u u m r e g i o n i s n o r m a l l y o f 

t h e o r d e r o f t h e main s h e l l s p a c i n g J l , s u c h t h a t n o n - n e g l i g i b l e 

c o n t r i b u t i o n s t o g ( E ) come f r o m t h i s r e g i o n . I f no c o n t i n u u m 

s t a t e s a r e i n c l u d e d i n t h e sums i n e q s . ( 3 . 3 ) and ( 3 . 5 ) , t h e 

l e v e l d e n s i t y s u d d e n l y d r o p s t o z e r o t h e r e and t h e v a l u e s o f 

g ( E ) c l o s e t o t h e F e r m i l e v e l become t o o l o w . T h i s p r o b l e m i s 

u s u a l l y c i r c u m v e n t e d [ 3 , 2 3 , 2 4 ] by I n c l u d i n g some a r t i f i c i a l 

unbound s t a t e s 1n t h e l o w e r p a r t o f t h e c o n t i n u u m . T h i s l e a d s , 

h o w e v e r t o some a m b i g u i t i e s i n t h e d e t e r m i n a t i o n o f E. ( F o r 

n u m e r i c a l e s t i m a t e s o f t h e s e a m b i g u i t i e s , s e e t h e d i s c u s s i o n 

b e l o w . ) A more c o r r e c t method w o u l d be t o 

i n c l u d e t h e r e s o n a n c e s , as d e m o n s t r a t e d by Ross and B h a d u r l 

[ 2 5 ] , b u t t h i s i s p r a c t i c a l l y n o t r e a l i z a b l e f o r r e a l i s t i c 

d e f o r m e d p o t e n t i a l s . 

M a i n l y due t o t h i s c o n t i n u u m p r o b l e m and t h e u n c e r t a i n t i e s 

r e l a t e d t o H9 s e v e r a l a l t e r n a t i v e methods have r e c e n t l y been 

p r o p o s e d f o r t h e d e f i n i t i o n o f t h e smooth e n e r g y E o r t h e a v e r a g e 

l e v e l d e n s i t y g ( E ) . 

In t h e t h e r m o d y n a m i c a l - s t a t i s t i c a l t h e o r y o f a s y s t e m o f 

i n d e p e n d e n t p a r t i c l e s ( s e e , e . g . r e f . [ 2 6 ] ) , i t i s a w e l l - k n o w n 

f e a t u r e t h a t t h e s h e l 1 - e f f e c t s d i s a p p e a r a t l a r g e t e m p e r a t u r e s 

( i . e . a t l a r g e e x c i t a t i o n e n e r g l e s ) . Some a s y m p t o t i c r e l a t i o n s 

b e t w e e n e n t r o p y S and e x c i t a t i o n e n e r g y E* can be o b t a i n e d i n 

w h i c h t h e g r o u n d s t a t e s h e l 1 - c o r r e c t i o n a p p e a r s as a p a r a m e t e r [ 2 7 ] 

Ramamurthy e t a l . [ 2 8 ] have u s e d t h i s f a c t and p r o p o s e d a method 

t o e x t r a c t t h e s h e l 1 - c o r r e c t i o n e n e r g y by c a l c u l a t i n g S and 

E * f o r l a r g e t e m p e r a t u r e s and e x t r a p o l a t i n g t h e i r a v e r a g e p a r t s 

b ack t o z e r o t e m p e r a t u r e . The s h e l l - c o r r e c t i o n s f o u n d i n t h i s 

way f o r a N i l s s o n model s p e c t r u m a g r e e d w e l l w i t h t h e v a l u e s 



o f S E g i v e n by e q . ( 3 . 7 ) . In o r d e r t o f i n d u n i q u e v a l u e s one 

h a s , h o w e v e r , t o u s e t h e same k i n d o f c u r v a t u r e - c o r r e c t i o n s as 

i n t h e S t r u t i n s k y a v e r a g i n g m e t h o d . In f a c t , one can show t h a t 

t h e two methods a r e a n a l y t i c a l l y e q u i v a l e n t , as was e s t a b l i s h e d 

i n d e p e n d e n t l y by K o l o m i e t s [ l 8 ] and B h a d u r i and Das G u p t a [29] . 

The f a c t t h a t t h e a v e r a g e q u a n t i t i e s o b t a i n e d i n t h e t e m p e r a t u r e 

method have t o be e x t r a p o l a t e d back t o z e r o t e m p e r a t u r e , makes 

e v i d e n t t h a t t h e S t r u t i n s k y s m o o t h i n g l e a d s t o a c o l d a v e r a g e 

( i . e . w i t h o u t e x c i t a t i o n ) . T h i s can a l s o be s e e n q u a l i t a t i v e l y 

f r o m e q . ( 3 . 5 ) a b o v e ( s e e a l s o r e f . [ l 3 ] ) . W i t h t h e i d e n t i f i c a ­

t i o n tf=T, t h e S t r u t i n s k y - s m o o t h e d e n e r g y f ( 3 . 2 , 3 . 5 ) f u l f i l s 

an e q u a t i o n a n a l o g o u s t o t h e e q u a t i o n f o r t h e f r e e e n e r g y 

F = E - TS = ^ - n , T - j y , ( 3 . 1 0 ) 

T h u s , t h e q u a n t i t y ^ i n e q . ( 3 . 5 ) c o r r e s p o n d s t o t h e n e g a ­

t i v e e n t r o p y . I f , h o w e v e r , t h e p l a t e a u - c o n d i t i o n ( 3 . 8 ) i s f u l ­

f i l l e d - w h i c h i s o n l y p o s s i b l e f o r c u r v a t u r e - c o r r e c t i o n s w i t h 

M > 0 - t h i s e n t r o p y i s z e r o . 

The t e m p e r a t u r e method has t h e same d e f i c i e n c y as t h e S t r u ­

t i n s k y a v e r a g i n g i n f i n i t e d e p t h p o t e n t i a l s , due t o t h e c o n t i n u u m 

r e g i o n , and i s n o t more p r a c t i c a l i n use t h a n t h e l a t t e r / 

A m e t h o d , w h i c h a l s o r e l i e s upon s t a t i s t i c a l m e c h a n i c s , 

b u t i s f o r m u l a t e d i n a d i f f e r e n t m a t h e m a t i c a l way, was p r o p o s e d 

by B h a d u r i and Ross [ 3 l ] and f u r t h e r d e v e l o p e d by J e n n i n g s and 

B h a d u r i [ 3 2 , 3 3 ] . I t c o n s i s t s i n e x p r e s s i n g t h e l e v e l d e n s i t y , 

t h e p a r t i c l e number and t h e s i n g l e p a r t i c l e e n e r g y sum i n t e r m s 

o f t h e p a r t i t i o n f u n c t i o n and e x p a n d i n g t h e l a t t e r i n a s e r i e s o f 

p o w ers o f t\ . Such a s e m i c l a s s i c a l e x p a n s i o n i s i n d e e d p o s s i b l e 

f o r any smooth l o c a l p o t e n t i a l and has been d e v e l o p e d by W i g n e r 

and K i r k w o o d [ 3 4 ] . U s i n g o n l y t h e f i r s t few t e r m s o f t h e e x p a n d e d 

1 F o r a c o m p i l a t i o n o f s e v e r a l p r a c t i c a l r e a l i z a t i o n s o f t h e 

t e m p e r a t u r e m e t h o d , see R e f . [3°] • 



p a r t i t i o n f u n c t i o n , one o b t a i n s t h e a v e r a g e p a r t s o f l e v e l d e n ­

s i t y and s i n g l e - p a r t i c l e e n e r g y sum. T h e s e a v e r a g e q u a n t i t i e s 

have been shown [ 3 2 ] t o be t h e same as t h o s e o b t a i n e d i n t h e e x ­

t e n d e d T homas-Fermi model [35,36] o r t h o s e o b t a i n e d by B a l i a n 

and B l o c h [37] i n an a s y m p t o t i c e x p a n s i o n f o r l a r g e n u c l e o n 

numbers. The p a r t i t i o n f u n c t i o n method a l l o w s t o d e t e r m i n e t h e 

a v e r a g e s i n g l e - p a r t i c l e e n e r g y E t o an a c c u r a c y o f l e s s t h a n 

a / 1 MeV f o r an a r b i t r a r i l y d e f o r m e d r e a l i s t i c l o c a l p o t e n t i a l . 

The i n c l u s i o n o f a s p i n - o r b i t p o t e n t i a l i s p o s s i b l e [ 3 8 ] , and a 

g e n e r a l i z a t i o n o f t h e method t o r o t a t i n g n u c l e i has a l s o been 

p r o p o s e d [39]. J e n n i n g s [40] has shown t h a t f o r an i n f i n i t e po­

t e n t i a l , t h e p a r t i t i o n f u n c t i o n method i s e q u i v a l e n t t o t h e S t r u ­

t i n s k y a v e r a g i n g m e t h o d , i f i n t h e l a t t e r t h e s t a t i o n a r y e q u a ­

t i o n (3.8) and t h e i n e q u a l i t i e s (3.9) f o r t h e s m o o t h i n g w i d t h 

Yo a r e f u l f i l l e d . 

F o r f i n i t e p o t e n t i a l s , t h e p a r t i t i o n f u n c t i o n method has t h e 

a d v a n t a g e t h a t t h e c o n t i n u u m r e g i o n i s n e v e r used i n t h e nume­

r i c a l c a l c u l a t i o n s . T h i s a l l o w s t h e r e f o r e t o t e s t t h e v a l i d i t y 

o f t h e commonly p r a c t i s e d i n c l u s i o n o f a r t i f i c i a l unbound s t a t e s 

i n t h e S t r u t i n s k y a v e r a g i n g p r o c e d u r e . Such a t e s t has been done 

i n r e f . [35] f o r r e a l i s t i c Woods-Saxon p o t e n t i a l s , b o t h s p h e r i ­

c a l and d e f o r m e d up t o a t y p i c a l s a d d l e p o i n t s h a p e o f h e a v y 

n u c l e i . The smooth e n e r g i e s E t h e r e o b t a i n e d w i t h t h e two me­

t h o d s f o r n u c l e i w i t h A ^,70 a g r e e w i t h i n /v lMeV . T h i s i s a l s o 

t h e o r d e r o f t h e u n c e r t a i n t i e s c o m i n g f r o m t h e t r u n c a t i o n o f t h e 

s e m i c l a s s i c a l e x p a n s i o n i n one method and f r o m t h e d e t e r m i n a t i o n 

o f t h e s t a t i o n a r y p o i n t s » e°. • ( 3 . 8 ) , i n t h e o t h e r m e t h o d . 

An a s y m p t o t i c e x p a n s i o n s i m i l a r t o t h a t o f B a l i a n and B l o c h 

[37] was p r o p o s e d f o r t h e sum o f o c c u p i e d s i n g l e - p a r t i c l e e n e r g i e s 



by B o h r and M o t t e l s o n [41] : 

N 2 / 3 ] / 3 * 

1 = 1 (3.11 ) 

where a y > a s a r e c o n s t a n t s w h i c h depend on t h e f o r m o f t h e 

p o t e n t i a l , and $E 1s t h e s h e l l - c o r r e c t i o n c o l l e c t i n g a l l o s c i l l a ­

t i n g t e r m s . The v o l u m e c o e f f i c i e n t a y i s d e t e r m i n e d by t h e 

T h o m a s - F e r m i r e s u l t f o r t h e smooth e n e r g y , and t h e s u r f a c e 

c o e f f i c i e n t has been g i v e n by S i e m e n s and S o b l c z e w s k i 1 4 2 J 

1n t e r m s o f p h a s e s h i f t s . F o r t h e c u r v a t u r e c o e f f i c i e n t a c 

no g e n e r a l a n a l y t i c a l e x p r e s s i o n has been g i v e n so f a r ; i t 

may h o w e v e r be f o u n d by a n u m e r i c a l f i t f o r t h e smooth p a r t 

o f e q. ( 3 . 2 5 ) . T h i s method i s , h o w e v e r , met w i t h some d i f f i c u l ­

t i e s f o r r e a l i s t i c , d e f o r m e d p o t e n t i a l s . F o r s p h e r i c a l Woods-

Saxon p o t e n t i a l s w i t h o u t s p i n - o r b i t t e r m s , n u m e r i c a l c a l c u l a t i o n s 

o f t h e c o e f f i c i e n t s i n e q . ( 3 . 1 1 ) a r e i n p r o g r e s s [ 4 3 ] . S i n c e 

t h e r e s u l t s depend o n l y on t h e o c c u p i e d bound s t a t e s £ : ( i ^ N ) , 

s u c h c a l c u l a t i o n s g i v e a l s o t h e o p p o r t u n i t y t o c h e c k t h e S t r u t i n -

s k y - a v e r a g e d e n e r g i e s i n f i n i t e p o t e n t i a l s ( s e e t h e d i s c u s s i o n 

a b o v e ) . 

4. NUMERICAL TESTS OF THE ENERGY THEOREM 

4 . T . U s u a l s h e l l - c o r r e c t i o n e x p a n s i o n 

In t h i s s e c t i o n we w i l l d i s c u s s n u m e r i c a l c a l c u l a t i o n s p e r ­

f o r m e d 1n o r d e r t o t e s t t h e b a s i c a s s u m p t i o n s o f t h e s h e l l - c o r ­

r e c t i o n method w i t h i n t h e H a r t r e e - F o c k (HF) f r a m e w o r k . We have 

e a r l i e r [ 2 0 3 p r e s e n t e d some r e s u l t s o b t a i n e d w i t h t h e Skyrme 

e f f e c t i v e i n t e r a c t i o n S111 f o r n u c l e i i n t h e r a r e - e a r t h r e g i o n . 



T h e s e c a l c u l a t i o n s have s i n c e been e x t e n d e d ( s e e a l s o r e f . [ 4 4 ] ) 

t o a l a r g e r number o f n u c l e i and t o o t h e r i n t e r a c t i o n s as Skyrme 

I I and t h e i n t e r a c t i o n o f N e g e l e i n t h e d e n s i t y m a t r i x e x p a n s i o n 

(DME) [ 4 5 ] . We do n o t h e r e need t o i n t r o d u c e t h e s e i n t e r a c t i o n s 

s i n c e t h e y a r e d i s c u s s e d e x t e n s i v e l y a t t h i s c o n f e r e n c e . 

The i d e a o f t h e s e t e s t s i s t o p e r f o r m n u m e r i c a l l y t h e p r o ­

gram o u t l i n e d by S t r u t i n s k y [ 2 ] t o j u s t i f y t h e s h e l l - c o r r e c t i o n 

m e t h o d , as d i s c u s s e d i n s e c t . 2 a b o v e . L e t us f . i r s t s u m m a r i z e 

t h e d i f f e r e n t s t e p s i n v o l v e d and t h e i r p r a c t i c a l r e a l i z a t i o n . 

1. F u l l HF c a l c u l a t i o n s a r e p e r f o r m e d f o r d i f f e r e n t n u c l e i . 

A q u a d r a t i c c o n s t r a i n t on t h e q u a d r u p o l e moment Q i s u s e d 

t o o b t a i n s e l f c o n s i s t e n t d e f o r m a t i o n e n e r g y c u r v e s ^ H p ( Q ) 

( s e e r e f . [ 4 6 ] ) . The v a r i a t i o n a l e q u a t i o n s a r e s o l v e d 

by d i a g o n a l i z a t l o n o f t h e HF H a m i l t o n i a n i n a d e f o r m e d 

h a r m o n i c o s c i l l a t o r b a s i s 1 * 7 . P a i r i n g c o r r e l a t i o n s 

a r e i n c l u d e d c o n s i s t e n t l y ( s e e r e f . 147] ) . H e r e b y t h e 

u n i f o r m gap method [ 2 , 3 ] , w h i c h a l l o w s t o use one s i n g l e 

p a r a m e t e r A f o r a l l n u c l e i and d e f o r m a t i o n s , was a p p l i e d 

i n d e t e r m i n i n g t h e p a i r i n g s t r e n g t h s G n n f o r p r o t o n s and 
n , p 

n e u t r o n s . 

2. A t e a c h d e f o r m a t i o n q o f a g i v e n n u c l e u s , t h e s e l f c o n s i -

s t e n t d e n s i t y m a t r i x c> 1s n u m e r i c a l l y smoothed u s i n g t h e 

S t r u t i n s k y a v e r a g i n g method t o o b t a i n 

§> aa = 2 < « 1 i > < 1 I P H 1 ( 4 . 1 ) 
t 

( I n d e p e n d e n t l y b o t h f o r p r o t o n s and n e u t r o n s ) . H e r e n-

a r e t h e o c c u p a t i o n numbers d e f i n e d by e q . ( 3 . 6 ) i n terms 

o f t h e HF s i n g l e - p a r t i c l e e n e r g i e s and < i | « > i s t h e 

p r o j e c t i o n o f t h e 1 - t h HF s i n g l e - p a r t i c l e s t a t e on t h e 



b a s i s s t a t e l«> . ( N o t e t h a t w i t h e i , we mean a l w a y s t h e 

v a r i a t i o n a l e n e r g i e s w h i c h c o n t a i n c o n t r i b u t i o n s f r o m t h e 

c o n s t r a i n t , and n o t t h e p h y s i c a l r e m o v a l e n e r g i e s ! ) 

3. From t h e a v e r a g e d e n s i t y m a t r i x g> an a v e r a g e H F - H a m i l -

t o n l a n ( " s h e l l m o d e l " H a m i l t o n i a n ) i s c a l c u l a t e d and i t s 
A 

e i g e n v a l u e s £^ f o u n d by d i a g o n a l 1 z a t 1 o n . 

4. The a v e r a g e e n e r g y E, d e f i n e d a n a l o g o u s l y t o e q . ( 2 . 1 4 ) 

I n c l u d i n g t h e r e a r r a n g e m e n t t e r m s , and t h e f i r s t o r d e r 

s h e l l - c o r r e c t i o n ô E-j e q . ( 2 . 1 3 ) a r e e x p l i c i t l y c a l c u l a t e d 

and can s e p a r a t e l y be compared t o t h e LDM e n e r g i e s and 

s h e l l - c o r r e c t i o n s o b t a i n e d i n t h e usual a p p r o a c h . 

5. By t a k i n g t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n E^p and t h e sum o f E and 

SE^, one o b t a i n s t h e sum o f a l l h i g h e r o r d e r s h e l l - c o r r e c ­

t i o n s , w h i c h we h e r e c a l l £E 2: 

E x p l i c i t e x p r e s s i o n s f o r a l l t h e s e q u a n t i t i e s , i n c l u d i n g t h e 

c o n s t r a i n t and p a i r i n g t e r m s , have been g i v e n f o r t h e Skyrme 

f o r c e i n r e f . [20] and need n o t be r e p e a t e d h e r e . In t h e S t r u -

t i n s k y a v e r a g i n g o f t h e s p e c t r a £ . and £ i , t h e s t a t i o n a r y 

c o n d i t i o n ( 3 . 8 ) i s us e d so t h a t no s i n g l e p a r a m e t e r e n t e r s t h e 

d e c o m p o s i t i o n (4 . 2 ) o f t h e HF e n e r g y . We s h a l l i n t h e f o l l o w i n g 

p r e s e n t some s e l e c t e d r e s u l t s , w h i c h s u p p l e m e n t t h o s e o f r e f . 

An e x t e n d e d c o m p i l a t i o n o f a l l r e s u l t s w i t h d i s c u s s i o n s o f t h e 

t e c h n i c a l d e t a i l s w i l l be p u b l i s h e d e l s e w h e r e [ 4 8 ] . 

F i g . 1 shows d i f f e r e n t d e f o r m a t i o n e n e r g y c u r v e s c a l c u l a t e d f o r 

t h e n u c l e u s 2 4 0 P u w i t h t h e i n t e r a c t i o n Skyrme I I I . The s o l i d l i n e 

i s t h e HF e n e r g y E w h i c h has been p u b l i s h e d b e f o r e [ 4 9 ] . The 
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2 4 0 r F i g . 1: D e f o r m a t i o n e n e r g y c u r v e s o f t _ r w P u o b t a i n e d w i t h t h e 
Skyrme I I I i n t e r a c t i o n . Q i s t h e mass q u a d r u p o l e moment i n 
b a r n . P a i r i n g i s i n c l u d e d . S o l i d l i n e : HF e n e r g y Eup. Heavy 
d a s h e d l i n e : a v e r a g e e n e r g y E. The t h i n l i n e s a r e LDM d e f o r m a ­
t i o n e n e r g i e s . The d a s h e d - d o t t e d c u r v e E. D i s t a k e n a l o n g t h e 
p a t h , Q 4 i n d e f o r m a t i o n s p a c e as E . The d a s h e d t h i n l i n e E L D 

i s t a k e n a l o n g t h e L D - v a l l e y ( s e e t e x t ) , l e a d i n g o v e r t h e LD 
s a d d l e p o i n t . 

( o ) 

h e a v y d a s h e d c u r v e i s t h e smooth e n e r g y E o b t a i n e d i n t h e way o u t l i n e d 

i n s e c t . 2 ( s e e e q . ( 2 . 1 4 ) ) . I t e x h i b i t s none o f t h e s h e l 1 - s t r u c t u r e 

o f t h e HF c u r v e , b u t i s v e r y smooth as a f u n c t i o n o f d e f o r m a t i o n 

w i t h one minimum a t s p h e r i c a l s h a p e . The e n e r g y E t h u s b e h a v e s v e r y 

much l i k e a LDM e n e r g y . The s m a l l w i g g l e s a r o u n d t h e d e f o r m a t i o n o f 

t h e g r o u n d s t a t e and t h e f i r s t b a r r i e r o f t h e c u r v e E H F ( Q ) a r e e x ­

p l a i n e d by t h e f a c t t h a t t h e p a t h i n t h e d e f o r m a t i o n s p a c e , a l o n g 



w h i c h E i s o b t a i n e d , does n o t f o l l o w t h e p a t h o f l o w e s t e n e r g y 

i n t h e LDM e n e r g y s u r f a c e ( t h e s o - c a l l e d " I D - v a l l e y " ) . T h i s i s 

d e m o n s t r a t e d w i t h t h e two t h i n c u r v e s i n f i g . 1. They a r e c a l c u ­

l a t e d w i t h a s i m p l e l i q u i d d r o p model c o n s i s t i n g o f s u r f a c e and 

Coulomb e n e r g y o n l y , u s i n g t h e M y e r s - S w i a t e c k i L D M - p a r a m e t e r s [ l 5] . 

The t h i n d a s h e d l i n e E [ ^ i s t h e e n e r g y a l o n g t h e LD v a l l e y g o i n g 

o v e r t h e " t r u e " s a d d l e p o i n t ( l i m i t i n g t h e s h a p e s t o p 2 and |24 

d e f o r m a t i o n s o n l y ) , w h e r e a s t h e d a s h e d - d o t t e d l i n e ^ 0 ^ 2 * ^ 4 ^ 

i s c a l c u l a t e d a l o n g t h e same p a t h ( Q 2 » Q4) a l o n g w h i c h t h e smooth 

e n e r g y E has been o b t a i n e d . The w i g g l e s and t h e b a r r i e r h e i g h t 

i n t h e l a t t e r c u r v e a r e w e l l r e p r o d u c e d by t h i s LDM c a l c u l a t i o n . 

T h e r e i s , h o w e v e r , a smooth d i s c r e p a n c y o f - 1 - 2.5 MeV b e t w e e n 

t h e two c u r v e s a r o u n d t h e f i r s t b a r r i e r r e g i o n , w h i c h may be due 

t o one o r s e v e r a l o f t h e f o l l o w i n g r e a s o n s . In c o m p a r i n g t h e 

c u r v e s E and E L D , one s h o u l d remember t h a t t h e HF w a v e f u n c t i o n s , 

w h i c h a r e Slater d e t e r m i n a n t s , a r e n o t e i g e n s t a t e s o f l i n e a r 

and t o t a l a n g u l a r momentum. C o n s e q u e n t l y , t h e H F - e n e r g y 

c o n t a i n s s p u r i o u s c e n t e r o f mass m o t i o n and r o t a t i o n a l c o n t r i ­

b u t i o n s ( s e e a l s o r e f s . [ 4 9 ] ) . The a v e r a g e p a r t s o f t h e s e 

s p u r i o u s e n e r g i e s a r e a l s o c o n t a i n e d 1n t h e q u a n t i t y E, b u t 

c e r t a i n l y n o t 1n t h e e x p e r i m e n t a l b i n d i n g e n e r g i e s t o w h i c h 

t h e LDM p a r a m e t e r s a r e f i t t e d . T h e i r m a g n i t u d e and d e f o r m a ­

t i o n d e p e n d e n c e a r e n o t e a s y t o d e t e r m i n e , b u t an e s t i m a t e o f 

~ 2-3 MeV o f t h e r o t a t i o n a l e n e r g y a r o u n d t h e g r o u n d s t a t e 

and I s o m e r m i n i m a 1s r e a s o n a b l e [ 4 9 ] . O t h e r e f f e c t s on t h e 

HF e n e r g y c u r v e i n 2 4 0 P u m i g h t come f r o m d y n a m i c s , t h e un­

known d e p e n d e n c e o f t h e p a i r i n g s t r e n g t h on d e f o r m a t i o n a n d , 

t e c h n i c a l l y , f r o m t h e t r u n c a t i o n [ 4 9 ] . A l l t h e s e e f f e c t s go 

a l s o i n t o t h e smooth e n e r g y E ( a n d a r e n o t , as 1n t h e S t r u t i n s k y 

m e t h o d , r e n o r m a l i z e d on t h e a v e r a g e ! ) B e a r i n g t h i s i n m i n d , one 

may c o n s i d e r t h e c u r v e E(Q) t o be f i t t e d r e a s o n a b l e w e l l by a 

s t a n d a r d LDM c a l c u l a t i o n . 



Q 2 

F i g . 2: F i r s t o r d e r s h e l l - c o r r e c t i o n % E-j and sum o f h i g h e r 

o r d e r c o r r e c t i o n s S>E2 o f 2 4 0 P u ( S k y r m e I I I ) . ( N o t e t h a t t h e 

s c a l e o f &E« i s t w i c e as l a r g e as t h a t o f S E , ! ) The t h i n 
d a s h e d c u r v e S E, i s o b t a i n e d f r o m a s t a n d a r d Woods-Saxon 
p o t e n t i a l . 

F"f 9- ? shows t h e s h e l l - c o r r e c t i ons SE^ and S E 2 , d e f i n e d by e q s . 

( 2 . 1 3 ) and ( 4 . 2 ) , f o r t h e same c a s e . C l e a r l y SE^ c o n t a i n s a l l 

I m p o r t a n t f l u c t u a t i o n s o f more t h a n 15 MeV, w h e r e a s SE2 o s c i l ­

l a t e s by l e s s t h a n ~ - l M e V a r o u n d a c o n s t a n t a v e r a g e v a l u e o f 

- 0 . 5 MeV ( N o t e t h a t t h e s c a l e o f <?E2 1s t w i c e as l a r g e as 

t h a t o f (SE^.) In t h e l o w e r p a r t o f f i g . 2 ( d a s h e d c u r v e ) 1s 

a l s o added t h e s h e l l - c o r r e c t i o n <5E-J o b t a i n e d f r o m a Woods-Saxon 

p o t e n t i a l u s e d 1n e x t e n d e d S t r u t i n s k y t y p e c a l c u l a t i o n s [ 3 , 6 ] . 



It d o e s n o t a g r e e very well with t h e c u r v e e x t r a c t e d f r o m 

t h e HF c a l c u l a t i o n . T h i s 1 s , h o w e v e r , n o t s u r p r i s i n g , s i n c e 
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t h e Skyrme - HF r e s u l t s o v e r e s t i m a t e t h e b a r r i e r s o f Pu -

p a r t i a l l y d u e t o t h e v a r i o u s e f f e c t s m e n t i o n e d a b o v e - w h e r e a s 

t h e W o o d s - S a x o n - S t r u t i n s k y c a l c u l a t i o n s g i v e t h e c o r r e c t e x p e ­

r i m e n t a l b a r r i e r h e i g h t s [ 3 , 6 j . ( I n b o t h c a l c u l a t i o n s p r e s e n t e d 

h e r e , o n l y a x l a l l y and l e f t - r i g h t s y m m e t r i c s h a p e s a r e c o n s i d e r e d ) . 

T 1 1 1 1 1 1 r 

Q 2 

F i g . 3: The same as i n f i g . 2, b u t f o r , b B Y b and b o t h t h e i n t e r ­
a c t i o n s S111 and Negele-DME. ( N o t e t h e d i f f e r e n t s c a l e s f o r S E 1 

and S E ') The p a r a m e t e r s o f t h e Woods-Saxon S t r u t i n s k y c a l c u ­
l a t i o n ( d a s h e d - d o t t e d l i n e ) were n o t f i t t e d t o t h i s s p e c i a l c a s e . 



F i g . 3 shows t h e s h e l 1 - c o r r e c t i o n s 8 E, and S E 2 o b t a i n e d 
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f o r t h e n u c l e u s Yb b o t h w i t h t h e Negele-DME and t h e 

Skyrme S111 i n t e r a c t i o n . ( S e e f i g . 7 b e l o w f o r t h e Skyrme I I I 

c u r v e s E H p and E and r e f . [44] f o r t h e DME c u r v e s ) . H e r e , 

t o o , t h e o s c i l l a t i o n s i n S E 2 a r e much s m a l l e r t h a n t h o s e i n 

SE, , a m o u n t i n g i n t h e u p p e r c a s e t o ± ^ 1 MeV. F u r t h e r m o r e , 

b o t h q u a n t i t i e s o b t a i n e d w i t h t h e two d i f f e r e n t f o r c e s a g r e e 

w i t h i n 1.5 MeV a t a l l d e f o r m a t i o n s . T h i s seems t o i n d i c a t e 

t h e weak d e p e n d e n c e o f t h e s h e l 1 - c o r r e c t i o n s on t h e d e t a i l e d 

f o r m o f t h e i n t e r a c t i o n . The d a s h e d - d o t t e d c u r v e Ê  

o b t a i n e d from a s t a n d a r d W o o d s - S a x o n - S t r u t i n s k y c a l c u l a ­

t i o n ( n o t f i t t e d t o t h i s s p e c i a l p u r p o s e ! ) a g r e e s v e r y w e l l 

w i t h t h o s e e x t r a c t e d f r o m t h e HF r e s u l t s , e s p e c i a l l y w i t h t h e 

S111 f o r c e . T h i s e x c e l l e n t a g r e e m e n t m i g h t be a c c i d e n t a l ; 

i t p r o v e s , h o w e v e r , a t l e a s t t h a t t h e a v e r a g e d e f f e c t i v e HF 

p o t e n t i a l s V ( r ) may v e r y w e l l be f i t t e d by a Woods-Saxon p o t e n 

t i a l . 

The r e s u l t s p r e s e n t e d so f a r , w h i c h were c o n f i r m e d f o r 

o t h e r n u c l e i and a l s o w i t h t h e f o r c e Skyrme I I ( s e e r e f s . t 2 0 , 

4 6 ] and a l s o f i g . 6 b e l o w ) a l l o w us t o draw t h e f o l o w i n g c o n -

c l u s i o n s . 

1) The s h e l 1 - c o r r e c t i o n e x p a n s i o n ( 4 . 2 ) c o n v e r g e s r a p i d ­

l y f o r h e a v y and medium h e a v y n u c l e i . The sum o f 

a l l h i g h e r - o r d e r s h e l 1 - c o r r e c t i o n s £ E 2 f l u c t u a t e s 

n o t more t h a n ~ - 1 MeV as a f u n c t i o n o f b o t h d e f o r ­

m a t i o n and n u c l e o n number 1n n u c l e i w i t h A £ 100. 

2 ) The f i r s t o r d e r s h e l l - c o r r e c t i o n s En c o n t a i n 

t h e r e f o r e a l l I m p o r t a n t f l u c t u a t i o n s . In p a r t i ­

c u l a r , t h e l o c a t i o n s o f t h e s t a t i o n a r y p o i n t s o f t h e 

d e f o r m a t i o n e n e r g y c u r v e s a r e c o r r e c t l y r e p r o d u c e d 

by t h e sum o f E and 5 En . 



3) The a v e r a g e e n e r g i e s £• f o u n d n u m e r i c a l l y a r e smooth 

as f u n c t i o n s o f d e f o r m a t i o n and have a l l t h e e x ­

p e c t e d f e a t u r e s o f LDM e n e r g i e s . T h i s by i t s e l f 

c o n f i r m s t h e a d e q u a t e n e s s o f t h e S t r u t i n s k y a v e r a g ­

i n g p r o c e d u r e i n d e f i n i n g t h e smooth d e n s i t y m a t r i x 

£ e q . ( 4 . 1 ) . 

4) The n e g l e c t l o n o f t h e h i g h e r o r d e r c o r r e c t i o n s SE2 

w o u l d a f f e c t t h e b a r r i e r h e i g h t s i n h e a v y n u c l e i by 

n o t more t h a n **1 MeV; i t w o u l d n o t a f f e c t t h e e-

q u i l i b r i u m d e f o r m a t i o n s a t a l l . 

5) The two w e l l - k n o w n d e f i c i e n c i e s w h i c h o c c u r r e d i n 

most s h e l l - c o r r e c t i o n c a l c u l a t i o n s , t h e s o - c a l l e d 

" T h - a n o m a l y " ( t h e I n n e r b a r r i e r s o f T h - 1 s o t o p e s a r e 

~2 MeV t o o h i g h ) and t h e " P b - a n o m a l y " ( t h e g r o u n d -
on Q 

s t a t e s h e l 1 - c o r r e c t i o n o f Pb i s t o o l o w by ~2 - 5 

MeV i f f i n i t e d e p t h p o t e n t i a l s a r e u s e d ) , can t h e r e ­

f o r e n o t be e x p l a i n e d by t h e n e g l e c t i o n o f h i g h e r -

o r d e r s h e l 1 - c o r r e c t i o n s . 

6) In t r a n s i t i o n r e g i o n s b etween s p h e r i c a l and d e f o r m e d 

n u c l e i , w h ere t h e f i r s t - o r d e r c o r r e c t i o n Sl^ 1S s m a l l , 

t h e h i g h e r - o r d e r t e r m s m i g h t be d e c i s i v e f o r f i n e r 

d e t a i l s o f t h e e n e r g y s u r f a c e , l i k e e.g. t h e p r o l a t e -

o b l a t e e n e r g y d i f f e r e n c e s . 

7) The c o n s t r a i n t p r o b l e m m e n t i o n e d i n s e c t . 2 has been 

s e t t l e d i n ref. [ 2 0 ] by d o i n g t h e a b o v e n u m e r i c a l 

t e s t b o t h w i t h and w i t h o u t i n c l u d i n g a c o n s t r a i n t i n 



the averaged H a m i l t o n l a n (2.1Q)_. The c h a n g e s 1n 

E and 5E* were c o m p l e t e l y n e g l i g i b l e and t h e 

h i g h e r o r d e r t e r m £ E 2 was c h a n g e d by l e s s t h a n - 0 . 5 

MeV. T h i s p r o v e s t h a t a s h e l 1 - c o r r e c t i o n c a l c u l a t i o n 

w i t h o u t c o n s t r a i n t 1s c o r r e c t and c l o s e l y r e p r o d u c e s 

t h e H F - e n e r g y a l s o a t d e f o r m a t i o n s o f f e q u i l i b r i u m . 

8) The o b t a i n e d r e s u l t s f o r t h e a v e r a g e e n e r g i e s £ may 

be u s e d t o d e t e r m i n e t h e " e f f e c t i v e l i q u i d d r o p p a r a ­

m e t e r s " o f t h e i n t e r a c t i o n u s e d . Some c r u d e f i t s 

i n medium and h e a v y n u c l e i i n d i c a t e t h a t t h e s u r f a c e 

e n e r g y c o e f f i c i e n t o f t h e f o r c e Skyrme I I I c o u l d be 

c l o s e t o t h e 1966 M y e r s - S w i a t e c k i v a l u e a $ = 18.56MeV [15*] 

t h a t o f t h e Negele-DME f o r c e ( w i t h o u t s t a r t i n g e n e r g y 

c o r r e c t i o n s ) i s somewhat l a r g e r . 

I t 1s i n t e r e s t i n g t o p e r f o r m s i m i l a r c a l c u l a t i o n s f o r 

l i g h t n u c l e i , b e c a u s e one c a n n o t a p r i o r i e x p e c t t h e s e p a r a t i o n 

o f t h e t o t a l e n e r g y i n t o a l i q u i d d r o p and a s h e l l - c o r r e c t i o n 

p a r t t o work w e l l i n l i g h t n u c l e i . We have done some CHF c a l r 

c u l a t i o n s f o r t h e n u c l e u s 4 0 C a u s i n g t h e Skyrme I I I I n t e r a c t i o n . 

S i n c e t h e s t r e n g t h o f t h e p a i r i n g i n t e r a c t i o n i s n o t w e l l known 

i n t h i s c a s e , we have done t h e c a l c u l a t i o n s b o t h w i t h o u t and 

w i t h i n c l u s i o n o f p a i r i n g . In t h e l a t t e r c a s e two d i f f e r e n t 

v a l u e s o f t h e c o n s t a n t a v e r a g e gap A have been u s e d : A = 1 MeV 

and A = 2 MeV, c o r r e s p o n d i n g t o t h e r o u g h l y c o n s t a n t p a i r i n g 

s t r e n g t h s G * 0 . 5 0 MeV and G « 0 . 6 3 MeV, r e s p e c t i v e l y . In t h e 



F i g . 4: D e f o r m a t i o n e n e r g y c u r v e s o f Ca o b t a i n e d w i t h t h e 
Skyrme I I I i n t e r a c t i o n . HF e n e r g y and a v e r a g e e n e r g y ^ E as i n 
f i g . ^ 1 . T h r e e d i f f e r e n t p a i r i n g c o n s t a n t s a r e u s e d (A=0, A=l MeV 
and A=2 MeV). In t h e . c a s e w i t h o u t p a i r i n g , t h e t h r e e b r a n c h e s o f 
t h e c u r v e s c o r r e s p o n d t o t h r e e d i f f e r e n t c o n f i g u r a t i o n s ( n p , n h ) 
w i t h n p a r t i c l e - h o l e e x c i t a t i o n s w i t h r e s p e c t t o t h e c l o s e d ( s , d ) -
s h e l l c o r e o f t h e g r o u n d s t a t e . 



c a s e w i t h o u t p a i r i n g , 3 d i f f e r e n t c o n f i g u r a t i o n s were c o n s i d e r ­

ed i n d i f f e r e n t r e g i o n s o f t h e a x i a l l y s y m m e t r i c d e f o r m a t i o n s , 

n a m e l y t h e c l o s e d s - d - s h e l l as t h e g r o u n d s t a t e c o n f i g u r a t i o n 

(0 p a r t i c l e s , 0 h o l e s ) , t h e c o n f i g u r a t i o n w i t h 2 n e u t r o n s and 

2 p r o t o n s i n t h e l f 7 / 2 >

 K = i s t a t e ( 4 p , 4 h ) and t h e one w i t h 

a d d i t i o n a l l y 2 p r o t o n s and 2 n e u t r o n s i n t h e ^ 7 / 2 ' K = 3 ^ 2 

s t a t e ( 8 p , 8 h ) . 

F i g . 4 shows t h e HF e n e r g i e s t o g e t h e r w i t h t h e a y e r a g e d e n e r ­

g i e s E v e r s u s t h e q u a d r u p o l e moment Q2 . We s e e t h a t t h e s e c o n ­

d a r y m i n i m a o f t h e ( 4 p , 4 h ) and t h e ( 8 p , 8 h ) c o n f i g u r a t i o n s a r e 

washed o u t a l r e a d y f o r a r a t h e r weak p a i r i n g c o n s t a n t ( A < l M e V ) 

The e n e r g y c u r v e s E(Q 2) beha v e l i k e LDM c u r v e s a l s o i n t h i s c a s e 

I t i s n o t s u r p r i s i n g t h a t t h e t h r e e b r a n c h e s i n t h e c a s e w i t h o u t 

p a i r i n g do n o t j o i n s m o o t h l y , s i n c e t h e c o r r e s p o n d i n g HF 

c u r v e s go a l o n g d i f f e r e n t p a t h s i n d e f o r m a t i o n s p a c e . The two 

c u r v e s E(Q 2) o b t a i n e d w i t h p a i r i n g c l o s e l y a g r e e : t h e y d i f f e r 

o n l y by t h e i n c r e a s e i n t h e a v e r a g e p a i r i n g e n e r g y w h i c h i s c o n ­

s t a n t as a f u n c t i o n o f d e f o r m a t i o n and dep e n d s q u a d r a t i c a l l y on 

t h e a v e r a g e gap A . 

F i g . 5 d i s p l a y s t h e s h e l 1 - c o r r e c t i o n s 8 E, and Slz f o r t h e 

same t h r e e c a s e s . (In c o n t r a s t t o f i g s . 2 and 3, b o t h q u a n t i t i e s 

a r e p l o t t e d in t h e same s c a l e h e r e ! ) It i s I m m e d i a t e l y s t r i k ­

i n g t h a t t h e two q u a n t i t i e s a r e o f t h e same o r d e r . Even when 

t h e p a i r i n g 1s u s e d t o smooth o u t t h e c u s p s , S E 2 o s c i l l a t e s 

by a l m o s t the same amount as Furthermore the o s c i l l a ­

t i o n s of t h e two q u a n t i t i e s a r e o f o p p o s i t e p h a s e s , s u c h t h a t 

t h e n e g l e c t i o n of 5 E 2 w o u l d l e a d t o a d r a s t i c o v e r e s t i m a t l o n 

o f t h e s h e l l e f f e c t s ( a t most d e f o r m a t i o n s by more t h a n 1 0 0 $ ) . 

We can c o n c l u d e t h a t t h e s h e l l c o r r e c t i o n e x p a n s i o n ( 4 . 2 ) 

c o n v e r g e s much s l o w e r i n t h i s c a s e t h a n 1n h e a v y n u c l e i , s u c h 

t h a t t h e h i g h e r o r d e r c o r r e c t i o n s may n o t be n e g l e c t e d . I f 



1 1 1 1 1 1 1 r 

i i i i i 1 1 —i—I 

-2 0 2 4 (b) 6 
Q 2 

F i g . 5: F i r s t o r d e r S E, and sum o f h i g h e r o r d e r s h e l l - c o r r e c ­
ts 40 

t i o n s >> E 2 o b t a i n e d f o r Ca w i t h t h e 3 d i f f e r e n t p a i r i n g s t r e n g t h s 

( S k y r m e I I I i n t e r a c t i o n ) . N o t e t h e o p p o s i t e p h a s e s o f t h e o s c i l l a ­

t i o n s i n SE, and ^ E 9 . 



t h e s h e l l model ( e . g . N i l s s o n m o d e l ) e n e r g i e s a r e t o be i d e n t l -

f i e d w i t h t h e , t h i s s h o u l d g i v e a w a r n i n g t o t h e b l i n d 

a p p l i c a t i o n o f t h e s h e l 1 - c o r r e c t i o n method t o t h e r e g i o n o f 

l i g h t n u c l e i ( s e e e.g. r e f . [ 5 0 ] ) : 

4.2. T a y l o r s e r i e s e x p a n s i o n 

A t t h e end o f s e c t i o n 2, we have i n d i c a t e d t h e p o s s i b i l i t y 

o f m a k i n g a T a y l o r e x p a n s i o n o f t h e HF e n e r g y f u n c t i o n a l E H p ( p ) 

a r o u n d t h e a v e r a g e d v a l u e J> o f t h e d e n s i t y m a t r i x . T h i s l e a d s 

t o an a l t e r n a t i v e f o r m o f t h e s h e l 1 - c o r r e c t i o n e x p a n s i o n f o r 

E H F ' w n ^ c n w e r e w r i t e h e r e f o r c o n v e n i e n c e : 

E H F ( p ) - E(|) .SE/'-AJQ - - i t r t r ^ V t y . ( 4 . 3 ) 

In t h i s e q u a t i o n w h i c h i s e x a c t f o r a d e n s i t y i n d e p e n d e n t two 

body f o r c e U, ^ E ^ i s t h e f i r s t o r d e r s h e l l - c o r r e c t i o n d e f i n e d 

1n t h e u s u a l way b u t i n t e r m s o f t h e c o n s t r a i n e d HF s i n g l e 

p a r t i c l e e n e r g i e s 8^ ( s e e e q . ( 2 . 2 0 ) ) and cTty 1s t h e s h e l l -

c o r r e c t i o n t o t h e q u a d r u p o l e moment: 

$R = I " \ = trq ^ y • ( 4 . 4 ) 

A l t h o u g h t h e t e r m A £ N 1n e q . ( 4 . 3 ) 1s f o r m a l l y o f f i r s t o r d e r 

one can e x p e c t i t t o be r a t h e r s m a l l . From c a l c u l a t i o n s 

w i t h s h e l l model p o t e n t i a l s , one knows t h a t <JQ, 1 S o f t h e o r d e r 

o f - 1 - 2 b a r n s ( s e e r e f . L 3 ] ) . On t h e o t h e r h a n d , t h e L a g r a n g e 

parameter A. , which i s e q u a l t o the n e g a t i v e s l o p e -dE^p/dQ 
o f t h e HF c u r v e E H F ( Q ) , i s n o t l a r g e r i n m a g n i t u d e t h a n ^ 1 MeV p e r 

b a r n i n medium and h e a v y n u c l e i , so t h a t A.<TQ, i s o f t h e o r d e r 

o f + ~ 1 - 2 MeV. 



We have c h e c k e d n u m e r i c a l l y t h e d i f f e r e n t t e r m s i n e q . ( 4 . 3 ) 

I t t u r n e d o u t t h a t E(j3) i s c l o s e t o t h e q u a n t i t y £ a b o v e , t h e 

d i f f e r e n c e b e i n g n o t l a r g e r t h a n 0.5 - 1 MeV. T h i s i s i l l u ­

s t r a t e d 1n F i g . 6 f o r t h e n u c l e u s 1 5 0 C e , c a l c u l a t e d w i t h t h e 

f o r c e Skyrme I I . The s o l i d and d a s h e d l i n e s show E^p and E 

v e r s u s t h e ( m a s s ) q u a d r u p o l e moment Q 2 » as i n t h e f i g u r e s a b o v e . 

F i g . 6: The same as i n f i g . 1, b u t f o r Ce and t h e Skyrme I I I 
f o r c e (no LD c a l c u l a t i o n s h o w n ) . The c r o s s e s show t h e r e s u l t s 
f o r t h e a v e r a g e e n e r g y E ( ^ ) . 

The c r o s s e s i n d i c a t e t h e v a l u e s o f E ( j ) . The smooth bump 

1n t h e c u r v e E ( Q ) a r o u n d t h e s p h e r i c a l p o i n t may be p a r t i a l l y 

due t o t h e arvomalous b e h a v i o u r o f t h e Coulomb e n e r g y , w h i c h 

i s c o n n e c t e d w i t h a s l i g h t b r e a t h i n g o f t h e HF s o l u t i o n a t t h e s e 

s m a l l d e f o r m a t i o n s ( s e e r e f . 1463 ) . 



N u m e r i c a l l y , t h e q u a n t i t y E(y) t u r n e d o u t t o be much more 

s e n s i t i v e t h a n I t o t h e o p t i m i z a t i o n o f t h e b a s i s p a r a m e t e r s , 

t h e c o n v e r g e n c e o f t h e HF r e s u l t and t h e u n c e r t a i n t i e s d i s c u s s e d 

i n s e c t . 3 1n s o l v i n g t h e s t a t i o n a r y e q u a t i o n ( 3 . 8 ) w h i c h de­

t e r m i n e s t h e s m o o t h i n g w i d t h y u . S i m i l a r r e s u l t s f o r E ( p ) as 

shown 1n f i g . 6 were a l s o o b t a i n e d i n a l l t h e o t h e r n u c l e i c o n s i d e r e d . 

r HF 

In c a l c u l a t i n g t h e s h e l l - c o r r e c t i o n 4E-, from, t h e HF 

s p e c t r u m , we found i n a l l cases t h a t 1 t a g r e e s w i t h i n 

l e s s t h a n ~ 0 . 5 MeV w i t h t h e sum o f t h e q u a n t i t i e s CTE, + <?E2 

d i s c u s s e d a b o v e . (Remember t h a t c^E, i s d e f i n e d 1n t e r m s o f 

t h e e i g e n v a l u e s £. o f t h e a v e r a g e d s i n g l e p a r t i c l e Hami1 t o r n * a n ) . 

The e x p a n s i o n ( 4 . 3 ) c o n v e r g e s more r a p i d l y t h a n t h e s t a n d a r d 

s h e l l - c o r r e c t i o n e x p a n s i o n , e q . ( 2 . 1 2 ) , a l t h o u g h i t 1s n u m e r i ­

c a l l y l e s s s t a b l e . 

T h i s r e s u l t i s n o t o f much p r a c t i c a l u s e , s i n c e one needs 

t h e HF r e s u l t s t o c a l c u l a t e 8 E^ . B u t i t i l l u s t r a t e s t h e 

f a c t t h a t by a s u i t a b l e d e f i n i t i o n o f t h e a v e r a g e e n e r g y and 

t h e f i r s t - o r d e r s h e l 1 - c o r r e c t i o n t h e sum o f t h e r e m a i n i n g 

c o r r e c t i o n s may be m i n i m i z e d . A more i n t e r e s t i n g way t o a c h i e v e 

t h i s 1s d i s c u s s e d i n t h e n e x t s e c t i o n . 

4 . 3 . S e l f c o n s i s t e n t a v e r a g i n g 

A n o t h e r way o f o b t a i n i n g t h e smooth p a r t o f t h e t o t a l 

e n e r g y , w h i c h m i g h t have some p r a c t i c a l c o n s e q u e n c e s , i s t o 

p e r f o r m t h e a v e r a g i n g o f t h e d e n s i t y m a t r i x i n a s e l f c o n s i s t e n t 

way. The p o s s i b i l i t y o f i n t r o d u c i n g a s e l f c o n s i s t e n t a v e r a g e 

e n e r g y has i n d e e d been d i s c u s s e d t h e o r e t i c a l l y by T y a p i n t.51] 

i n c o n n e c t i o n w i t h t h e S t r u t i n s k y e n e r g y t h e o r e m , b u t no nume­

r i c a l c a l c u l a t i o n s w e re done. We p r e s e n t h e r e some new r e ­

s u l t s a l o n g t h e s e l i n e s . 



The ( c u r v a t u r e - c o r r e c t e d ) a v e r a g e o c c u p a t i o n numbers 

n i ( 3 . 6 ) c a n , i n f a c t , be i n c l u d e d i n t h e i t e r a t i v e s o l u t i o n 

o f t h e HF v a r i a t i o n a l e q u a t i o n , as was d i s c u s s e d i n a g e n e r a l 

way by V a u t h e r i n [ 4 7 l i n c o n n e c t i o n w i t h t h e p a i r i n g t r e a t m e n t . 

T h i s l e a d s t o a s e l f c o n s i s t e n t a v e r a g e e n e r g y E: 

E(§) = t r T f + Ytr t r (4-5) 

The s e l f c o n s i s t e n t a v e r a g e p o t e n t i a l V i s d e f i n e d by 

V = t r £ U > ( 4 . 6 ) 

and t h e v a r i a t i o n a l e q u a t i o n has t h e f o r m 

[ T • V + Kflft = l. ̂  ( 4 . 7 ) 

w i t h t h e c o n d i t i o n 

t r q £ = Q 2 ( 4 . 8 ) 

f o r t h e c o n s t r a i n t . (We have h e r e , a g a i n , f o r s i m p l i c i t y 

w r i t t e n t h e f o r m u l a e f o r a d e n s i t y i n d e p e n d e n t f o r c e . E q s . ( 4 . 5 , 6 ) 

c a n , h o w e v e r , i m m e d i a t e l y be r e f o r m u l a t e d f o r t h e Skyrme and 

N e g e l e - D M E f o r c e s . ) The d e n s i t y m a t r i x |> i s d e f i n e d e x a c t l y 

i n t h e same way as p i n e q . ( 4 . 1 ) , b u t i n t h e f o l l o w i n g we 

s h a l l use t h e t i l d e f o r t h e s e l f c o n s i s t e n t l y a v e r a g e d 

q u a n t i t i e s . The c o n s t r a i n t i n e q . ( 4 . 7 ) has t o be u s e d t o f i x 

t h e q u a d r u p o l e moment Q 2 ( 4 . 8 ) . I f i t w ere m i s s i n g , t h e s o l u ­

t i o n s o f eqs . ( 4 . 5 ) - ( 4 . 7 ) w o u l d a l w a y s have s p h e r i c a l s y m m e t r y , 

s i n c e t h e e n e r g y E ( 4 . 5 ) has t h e p r o p e r t i e s o f a LDM e n e r g y . 

In F i g . 7 , t h e HF e n e r g y E H F ( t h i n s o l i d l i n e ) and t h e 

a v e r a g e e n e r g y E ( t h i c k s o l i d l i n e ) a r e p l o t t e d a g a i n s t t h e 
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F i g . 7: D e f o r m a t i o n e n e r g y c u r v e s f o r Yb o b t a i n e d w i t h t h e 
Skyrme I I I f o r c e . The t h i n s o l i d l i n e _ i s t h e HF e n e r g y and t h e 
h e a v y d a s h e d l i n e t h e a v e r a g e e n e r g y E as i n f i g s . 1,2,4 and 6. 
The heavy s o l i d l i n e i s t h e s e l f c o n s i s t e n t a v e r a g e e n e r g y E* and 
t h e t h i n d a s h e d l i n e i s t h e a p p r o x i m a t i o n ( 4 . 1 0 ) t o t h e HF e n e r g y . 
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q u a d r u p o l e moment Q 2 = Q 2 f o r t n e n u c l e u s Yb ( S k y r m e I I I 

f o r c e ) . The e n e r g y E, o b t a i n e d as i n t h e o t h e r c a l c u l a t i o n s 

p r e s e n t e d a b o v e , i s shown by t h e h e a v y d a s h e d l i n e . I t i s 

s t r i k i n g t h a t t h e two smooth c u r v e s a g r e e w i t h e a c h o t h e r w i t h ­

i n l e s s t h a n 0.5 MeV o v e r t h e w h o l e r a n g e o f d e f o r m a t i o n s . 

T h i s shows t h a t t h e a . p r i o r i n o t s e l f c o n s i s t e n t d e n s i t y m a t r i x 

J, e x t r a c t e d f r o m t h e HF s o l u t i o n , i n f a c t i s v e r y c l o s e t o 

t h e s e l f c o n s i s t e n t d e n s i t y m a t r i x p . 



The t h i n d a s h e d l i n e i n f i g . 7 shows t h e sum o f t h e 

smooth e n e r g y E and t h e f i r s t o r d e r s h e l 1 - c o r r e c t i o n SE«|(£^) 

w h i c h i s d e f i n e d i n t e r m s o f t h e s o l u t i o n s o f e q . ( 4 . 7 ) : 

S E ^ . ) = z : e 1 - 21 e ^ . (4.9) 

The sum E + & E i ( € j ) a g r e e s s u r p r i s i n g l y w e l l w i t h t h e HF 

e n e r g y EHF» t n e d e v i a t i o n i s l e s s t h a n 5 0 0 keV a t a l l d e f o r ­

m a t i o n s . The e n e r g y d i f f e r e n c e s b e t w e e n t h e s t a t i o n a r y p o i n t s 

a r e e v e n b e t t e r r e p r o d u c e d ( w i t h i n ^ 3 0 0 keV) by t h i s a p p r o x i -

4 0 

m a t i o n . S i m i l a r r e s u l t s a r e a l s o o b t a i n e d f o r Ca , w h i c h 

i s r e m a r k a b l e i n v i e w o f t h e s i z e o f ^ E 2 f o u n d i n F i g . 5 

w i t h t h e n o n - s e l f c o n s i s t e n t a v e r a g e d e n s i t y |S . 

W i t h t h e same a r g u m e n t s as u s e d i n d e r i v i n g t h e e n e r g y 

t h e o r e m i n s e c t . 2 , one can show t h a t t h e sum o f E and £E-|(£. ) 

i s e q u a l t o t h e e x a c t e n e r g y E H p up t o s e c o n d o r d e r t e r m s i n 

t h e d i f f e r e n c e The f a c t t h a t t h e s e t e r m s add up t o l e s s 

t h a n ~ 0 . 5 MeV i s so f a r n o t c l e a r l y u n d e r s t o o d and t h e e x c e l ­

l e n t q u a l i t y o f t h e a p p r o x i m a t i o n 

E H p * E + < S E 1 ( £ . ) ( 4 . 1 0 ) 

has t o be t a k e n as a n u m e r i c a l r e s u l t . More d e t a i l e d d i s c u s ­

s i o n s and f u r t h e r r e s u l t s w i l l be p r e s e n t e d i n a f o r t h c o m i n g 

p u b l i c a t i o n [ 4 8 ] . 

L e t us s u m m a r i z e t h e s e r e s u l t s and draw some c o n c l u s i o n s . 

1 ) The a v e r a g e d e n s i t y m a t r i x J o b t a i n e d by t h e non 

s e l f c o n s i s t e n t a v e r a g i n g o f t h e HF d e n s i t y m a t r i x i s 

f o u n d n u m e r i c a l l y t o be v e r y n e a r l y s e l f c o n s i s t e n t « 

2 ) The s h e l 1 - c o r r e c t i o n e x p a n s i o n o f t h e HF e n e r g y c o n ­

v e r g e s b e t t e r when t h e a v e r a g i n g i s done s e l f c o n s i s -

t e n t l y . The e x a c t HF e n e r g y i s p e r f e c t l y w e l l r e p r o -



d u c e d by t h e sum o f i t s f i r s t two t e r m s , s e e e q . ( 4 . 1 0 ) , 

t h e e r r o r b e i n g l e s s t h a n ~ 0 . 5 MeV even i n t h e r e l a ­

t i v e l y l i g h t n u c l e u s 4 0 C a . 

3) A p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n o f e q . ( 4 . 1 0 ) m i g h t c o n s i s t i n 

c a l c u l a t i n g i t e r a t i v e l y t h e s e l f c o n s i s t e n t a v e r a g e 

e n e r g y E e q . ( 4 . 5 ) i n a s e m i c l a s s i c a l m o d e l , s u c h as 

t h e e x t e n d e d Thomas-Fermi model d i s c u s s e d i n s e c t . 3. 

I f t h i s can be done w i t h a s u f f i c i e n t n u m e r i c a l a c c u ­

r a c y , a s t a n d a r d S t r u t i n s k y c a l c u l a t i o n added a t t h e 

end w o u l d g i v e an e x c e l l e n t a p p r o x i m a t i o n t o t h e e x a c t 

HF e n e r g y . Such a p r o c e d u r e - i f t e c h n i c a l l y r e a l i z ­

a b l e - w o u l d p r o v i d e a f a s t and e c o n o m i c a l way t o go 

a r o u n d t h e v e r y t i m e c o n s u m i n g c o n s t r a i n e d HF c a l c u ­

l a t i o n s . I n v e s t i g a t i o n s a l o n g t h e s e l i n e s a r e i n 

p r o g r e s s . 

4.4 R e s u l t s o f o t h e r r e l a t e d c a l q u i a t i o n s 

B a s s i c M s e t a l . 1,10,19] p e r f o r m e d f i r s t - o r d e r HF c a l c u l a t i o n s 

w i t h t h e T a b a k i n p o t e n t i a l [ 5 2 ] w h i c h , 1n c o n t r a s t t o t h e e f f e c t ­

i v e I n t e r a c t i o n s o f N e g e l e and S k y r m e , 1 s a r e a l i s t i c f r e e n u c l e o n -

n u c l e o n p o t e n t i a l . In r e f . [ 1 0 ] a p r o g r a m f o r t e s t i n g t h e S t r u t i n ­

s k y method was o u t l i n e d , w h i c h 1s e s s e n t i a l l y b a s e d on t h e e n e r g y 

t h e o r e m ( 2 . 1 2 ) and d i f f e r s f r o m t h e one u sed 1n s e c t . 4.1 o n l y 

1n t h e e x p l i c i t f o r m o f some s e c o n d o r d e r t e r m s . We s h a l l n o t 

comment h e r e on t h e c o n c l u s i o n s drawn f r o m a n o t s e l f c o n s i s t e n t 

t e s t 1533 , where N i l s s o n l e v e l s and LDM p a r a m e t e r s were f i t t e d 

t o some HF r e s u l t s . 

In a more r e c e n t p a p e r , B a s s i c h l s e t a l . [ 5 4 ] p r e s e n t e d r e ­

s u l t s o f t h e s e l f c o n s i s t e n t t e s t o u t l i n e d i n r e f . [ 1 0 ] , u s i n g 
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a HF d e f o r m a t i o n e n e r g y c u r v e o b t a i n e d f o r Ru w i t h t h e T a b a k i n 

p o t e n t i a l . The a v e r a g i n g o f t h e d e n s i t y m a t r i x §> was, h o w e v e r , 



p e r f o r m e d u s i n g BCS o c c u p a t i o n numbers w i t h a v e r y l a r g e gap 

( A ~ 5 - 12 MeV). Such a s m o o t h i n g w i t h o u t c u r v a t u r e - c o r r e c t i o n s 

i n t r o d u c e s some e x c i t a t i o n i n § and t h e a v e r a g e e n e r g i e s d e r i v e d 

f r o m i t , as d i s c u s s e d i n s e c t . 3, and i s o b v i o u s l y n o t c o n s i s t e n t 

w i t h t h e a v e r a g i n g u s e d i n e x t r a c t i n g t h e s h e l l - c o r r e c t i o n SE^ 

f r o m t h e s p e c t r u m £ ^ . C o n s e q u e n t l y , a l l r e s u l t s s t r o n g l y de­

pend on t h e v a l u e o f t h e s m o o t h i n g gap A , w h i c h i s c l e a r l y s e e n 

i n f i g . 2 o f r e f . L 5 4 1 . A p a r t f r o m t h i s smooth d e p e n d e n c e , t h e 

sum o f a l l h i g h e r o r d e r c o r r e c t i o n s o b t a i n e d t h e r e o s c i l l a t e s by 

~- 1 MeV. T a k i n g f u r t h e r i n t o a c c o u n t t h a t no p a i r i n g c o r r e l a t i o n s 

were i n c l u d e d 1n t h e HP c a l c u l a t i o n o f r e f . [ 5 4 ] , t h e s e r e s u l t s 

a r e c o n s i s t e n t w i t h t h e ones p r e s e n t e d i n s e c t . 4 . 1 . U n f o r t u n a t e ­

l y , no p l o t o f t h e a v e r a g e e n e r g y E ( t y l was shown i n r e f . [ 5 4 ] 

and t h e c o n s t r a i n t problem, ( s e e s e c t . 2 ) yyas n o t c o n s i d e r e d . 

P r i o r t o a l l t h e s e HF t e s t s , B u n a t l a n e t a l . L*4l c a l c u l a t e d 

t h e s e c o n d o r d e r s h e l 1 - c o r r e c t i o n s 5 E 2 i n a way w h i c h does n o t 

r e q u i r e any HF r e s u l t s . T h i s i s 1n f a c t p o s s i b l e , as shown 

i n r e f . [ 4 ] . E x t e n d i n g t h e p e r t u r b a t i o n t r e a t m e n t w h i c h l e a d s t o 

t h e e n e r g y t h e o r e m ( 2 . 1 2 ) t o s e c o n d o r d e r , t h e q u a n t i t y <5Eg 

( w h i c h h e r e , i n c o n t r a s t t o s e c t . 4 . 1 , does n o t c o n t a i n t e r m s o f 

t h i r d o r h i g h e r o r d e r i n fy) can be e x p r e s s e d i n t e r m s o f t h e 

s h e l l model d e n s i t y £ and t h e s c a t t e r i n g a m p l i t u d e . B u n a t l a n 

e t a l . [ 4 ] a p p l i e d t h i s t o t h e F e r m i l i q u i d t h e o r y o f M i g d a l 1 5 5 ] 

and c a l c u l a t e d £ E 2 u s i n g M i g d a l ' s q u a s i p a r t i c l e a m p l i t u d e and 

s p h e r i c a l Woods-Saxon s h e l l model d e n s i t i e s f o r a s e r i e s o f n u c l e i 

a r o u n d 2 0 8 P b . The r e s u l t s f o r £ E 2 v a r y f r o m - 0 . 3 MeV t o - 3 . 4 

MeV f o r t h e n u c l e i c o n s i d e r e d (76 S Z ^ 88 and 120 S N ^ 1 3 2 ) . 
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E x c e p t f o r t h o s e n u c l e i f a r away f r o m Pb f o r w h i c h a s p h e r i c a l 

s h a p e m i g h t n o t be a p p r o p r i a t e , t h e f l u c t u a t i o n s 1n <5E2 do n o t 

e x c e e d " 1 MeV. T h i s r e s u l t i s c o n s i s t e n t w i t h what was f o u n d i n 

t h e HF c a l c u l a t i o n s d e s c r i b e d a b o v e , a l t h o u g h o b t a i n e d f r o m a 

r a t h e r d i f f e r e n t p o i n t o f v i e w . 



5. Cone] gs 1 ons. 

We have s e e n t h a t 1n t h r e e 1 n d e p e n d e n t s e t s o f c a l c u l a t i o n s 

t h e s e c o n d and h i g h e r o r d e r s h e l 1 - c o r r e c t i o n s a r e f o u n d t o c o n ­

t r i b u t e n o t more t h a n ~ 1 MeV t o t h e f l u c t u a t i o n s I n t h e t o t a l 

e n e r g y o f medium and h e a v y n u c l e i . T h i s has t o be compared w i t h 

t h e t y p i c a l v a l u e s o f + ~ 1 0 MeV o f t h e f i r s t o r d e r s h e l l - c o r r e c ­

t i o n s on one h a n d , and w i t h t h e u n c e r t a i n t i e s 1n e x t r a c t i n g 

t h o s e f r o m a g i v e n s i n g l e p a r t i c l e s p e c t r u m on t h e o t h e r h a n d . 

T h e s e u n c e r t a i n t i e s were d i s c u s s e d i n s e c t . 3 and a r e o f t h e 

o r d e r o f 0.5 - 1.5 MeV i n f i n i t e d e p t h p o t e n t i a l s . We can t h u s 

c o n c l u d e t h a t t h e h i g h e r o r d e r s h e l l - c o r r e c t i o n t e r m s do n o t 

p l a y an I m p o r t a n t r o l e i n most c a s e s . 

D i f f e r e n t d e f i n i t i o n s o f t h e a v e r a g e p a r t o f t h e HF e n e r g y 
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l e a d f o r Ca t o d i f f e r e n t r e s u l t s f o r t h e h i g h e r o r d e r t e r m s . 

A d e f i n i t e c o n c l u s i o n w o u l d t h e r e f o r e be p r e m a t u r e f o r t h i s n u c ­

l e u s . 

The l i q u i d d r o p l i k e b e h a v i o u r o f t h e a v e r a g e e n e r g i e s e x ­

h i b i t e d i n e x t e n s i v e r e s u l t s o f s e c t . 4 and t h e s m a l l n e s s o f 

t h e h i g h e r o r d e r c o r r e c t i o n s show t h a t t h e S t r u t i n s k y method 

w o r k s w e l l i n medium and h e a v y n u c l e i and r e p r o d u c e s d e f o r m a t i o n 

e n e r g i e s o b t a i n e d f r o m HF c a l c u l a t i o n s w i t h i n - 1 - 2 MeV. When 

t h e a v e r a g e e n e r g y and t h e a v e r a g e p o t e n t i a l a r e c a l c u l a t e d s e l f -

c o n s l s t e n t l y , t h e h i g h e r o r d e r t e r m s a r e f o u n d t o be c o m p l e t e l y 
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n e g l i g i b l e even 1n t h e n u c l e u s Ca. I t w i l l be a t a s k f o r t h e 

f u t u r e t o c o n s t r u c t l i q u i d d r o p m o d e l s and s h e l l model p o t e n t i a l s 

w h i c h f i t as c l o s e l y as p o s s i b l e t h e ' ^ ' d e a l " ones e x t r a c t e d f r o m 

HF r e s u l t s . 

The c o m p a r i s o n o f t h e r e s u l t s o b t a i n e d w i t h d i f f e r e n t e f f e c ­

t i v e I n t e r a c t i o n s seems t o s u g g e s t t h a t t h e s h e l l e f f e c t s a r e 

l e s s s e n s i t i v e t o t h e d e t a i l s o f t h e I n t e r a c t i o n b u t a r e d e t e r m i n -



ed by t h e s h a p e o f t h e a v e r a g e p o t e n t i a l , w h e r e a s t h e i n t e r a c ­

t i o n 1s i m p o r t a n t f o r t h e a v e r a g e e n e r g y , I . e . f o r t h e LDM 

p a r a m e t e r s . T h i s h a s , h o w e v e r , t o be c o n f i r m e d by s i m i l a r c a l ­

c u l a t i o n s w i t h f i n i t e r a n g e f o r c e s . 

The r e s u l t s d i s c u s s e d i n t h i s t a l k m i g h t a l s o have some 

p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s i n t h e s e a r c h o f a p p r o x i m a t i v e ways t o 

c a l c u l a t e s t a t i c d e f o r m a t i o n e n e r g y s u r f a c e s f o r a g i v e n e f f e c t ^ 

ve i n t e r a c t i o n w i t h o u t g o i n g t h r o u g h t h e h e a v y and t i m e c o n s u ­

ming c o n s t r a i n e d HF c a l c u l a t i o n s . One s u c h way 1s t o e x t r a c t 

t h e o p t i m a l s h e l l model and LDM p a r a m e t e r s f r o m Hp c a l c u l a t i o n s 

f o r some s e l e c t e d n u c l e i and d e f o r m a t i o n s and t o use t h o s e 1n 

n o r m a l S t r u t i n s k y c a l c u l a t i o n s f o r e x t r a p o l a t i o n s t o o t h e r r e ­

g i o n s . A n o t h e r way, s t r o n g l y s u g g e s t e d by t h e n u m e r i c a l r e s u l t s 

p r e s e n t e d i n s e c t . 4.3 and a l r e a d y d i s c u s s e d t h e r e , w o u l d be 

t o s o l v e t h e s e l f c o n s i s t e n t p r o b l e m f o r t h e a v e r a g e e n e r g y i n 

some s e m i c l a s s i c a l a p p r o a c h and t o add a S t r u t i n s k y c a l c u l a t i o n 

a t t h e end o f i t . A n o t h e r r e l a t e d a p p r o a c h has r e c e n t l y been 

p r o p o s e d by Ko e t a l . L56 3 , i n w h i c h t h e s h e l l model w a v e f u n c -

t i o n s o b t a i n e d i n s t a n d a r d S t r u t i n s k y c a l c u l a t i o n s a r e u s e d t o 

c a l c u l a t e t h e e x p e c t a t i o n v a l u e o f t h e many body ( S k y r m e ) H a m i l -

t o n i a n . E s p e c i a l l y f o r l i g h t n u c l e i , t h i s method g i v e s r e s u l t s 

r a t h e r c l o s e t o t h o s e o b t a i n e d i n HF c a l c u l a t i o n s . 

The o v e r a l l u n c e r t a i n t y o f ~ l - 2 MeV i n t h e usual s h e l l - c o r r e c ­

t i o n r e s u l t s , w h i c h may be c o n c l u d e d f r o m t h e s e HF t e s t s , 1s c o n ­

s i s t e n t w i t h t h e f a c t t h a t most e x p e r i m e n t a l f i s s i o n b a r r i e r s and 

g r o u n d s t a t e mass c o r r e c t i o n s a r e r e p r o d u c e d w i t h i n ^ 1 - 2 MeV i n 

d i f f e r e n t S t r u t i n s k y c a l c u l a t i o n s u s i n g v a r i o u s s h e l l model p o t e n ­

t i a l s and r a t h e r d i f f e r e n t s h a p e p a r a m e t r l z a t 1 o n s . 

We s h o u l d f i n a l l y l i k e t o m e n t i o n t h a t t h e S t r u t i n s k y method 

has a l s o s e r v e d as a b a s i s i n s t a t i s t i c a l c a l c u l a t i o n s o f e x c i t a t i o n 

e n e r g i e s , e n t r o p i e s and l e v e l d e n s i t y p a r a m e t e r s ( s e e e . g . r e f . [ 5 7 ] 



and r e f e r e n c e s q u o t e d t h e r e i n ) . The q u i e t a s s u m p t i o n i n s u c h c a l ­

c u l a t i o n s i s t h a t t h e s h e l l model and l i q u i d d r o p p a r a m e t e r s do n o t 

s i g n i f i c a n t l y d epend on t h e n u c l e a r t e m p e r a t u r e , 

T h i s has been i n v e s t i g a t e d r e c e n t l y i n some c o n s t r a i n e d HF 

c a l c u l a t i o n s w i t h i n c l u s i o n o f f i n i t e t e m p e r a t u r e s r 58 J . I t 

was f o u n d t h a t , i n d e e d , t h e d e p e n d e n c e o f t h e s e l f c o n s i s t e n t f i e l d 

o n t h e t e m p e r a t u r e i s v e r y weak and t h a t t h e u s e o f t h e l e v e l s p e c t r a 

o b t a i n e d a t z e r o t e m p e r a t u r e i n c a l c u l a t i n g t h e e n t r o p y as f u n c ­

t i o n o f e x c i t a t i o n e n e r g y l e a d s t o an e x c e l l e n t a p p r o x i m a t i o n o f 

t h e s e l f c o n s i s t e n t q u a n t i t i e s . T h i s r e s u l t i s i n c l o s e r e l a t i o n 

t o t h e one p r e s e n t e d above i n s e c t . 4 . 3 , where t h e S t r u t i n s k y a v e r a g ­

i n g was I n c l u d e d s e l f c o n s i s t e n t l y . The c o n n e c t i o n between t h e s e two 

s u b j e c t s i s b e i n g f u r t h e r i n v e s t i g a t e d [ 4 8 ] . 
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