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Vorwort

In der formalen Logik hat sich seit der zweiten Hilfte des vorigen
Jahrhunderts eine tiefgreifende Entwicklung vollzogen, so daB sich die
moderne mathematische oder symbolische Logik ihren Methoden wie ihrem
Inhalt nach wesentlich von der traditionellen Logik unterscheidet. In
ihrer modernen Gestalt hat sich die Logik eine Reihe neuer Anwendungs-
gebiete erschlossen, insbesondere in der mathematischen Grundlagen-
forschung und in der analytischen Philosophie und Wissenschaftstheorie
der Gegenwart und hat so iiber die Grenzen ihres Fachs hinaus ein weites
Interesse gefunden.

An einen weiteren Kreis von logisch Interessierten mochte sich auch
diese Einfithrung in die Grundlehren der modernen Logik wenden. Sie
nimmt daher besondere Riicksicht auf die Schwierigkeiten des mathe-
matisch nicht vorgebildeten Lesers im Umgang mit Formalismen und
entwickelt die Methode der Formalisierung in aller Ausfiihrlichkeit.
Unter diesem didaktischen Gesichtspunkt wird auch nicht so sehr Wert
gelegt auf die schnelle Gewinnung von Resultaten, als auf die griindliche
Einiibung der Methoden, mit denen sie gewonnen werden. Daher werden
gelegentlich verschiedene Beweise fiir das gleiche Resultat angegeben
und Semantik wie Beweisbegriff der elementaren Logik werden auf
verschiedenen Wegen aufgebaut. Besonderer Wert wird auch auf die
semantische Deutung der Formalismen gelegt, die gleichwertig neben der
Beweistechnik steht, und auf die Methoden des natiirlichen Schlie8ens,
die sowohl fiir die Anwendungen wie auch fiir die Begriindung der Logik
wichtig sind. Einfache Ubungsaufgaben am Ende der einzelnen Ab-
schnitte sollen dem Leser die Méglichkeit geben, sein Verstindnis der
Darlegungen zu kontrollieren und zu vertiefen.

Das Hauptziel des Buches ist es, den Leser zu einer griindlichen Be-
herrschung der elementaren Logik zu fithren, die das Fundament aller
logischen Theorien bildet und deren Kenntnis zum Studium der meisten
nicht-mathematischen Anwendungen der Logik ausreicht. Im ersten
Kapitel wird die einfachste logische Theorie, die Aussagenlogik, dar-
gestellt. Am Modellfall dieser Theorie wird durch den Ubergang vom
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Studium aussagenlogischer Strukturen in der Umgangssprache zu
ihrer Symbolisierung und Prizisierung durch Wahrheitsfunktionen und
endlich zum Aufbau eines axiomatischen Kalkiils die Methode der For-
malisierung schrittweise entwickelt. Im zweiten Kapitel wird die Pridi-
katenlogik der ersten Stufe behandelt, wobei der Ausgang wieder von
umgangssprachlichen Strukturen genommen wird. Der letzte Abschnitt
dieses Kapitels geht ausfithrlich auf die verschiedenen Moglichkeiten der
Formalisierung der elementaren Logik unter dem Aspekt des natiir-
lichen SchlieBens ein. Dieser Abschnitt ist im Inhalt spezieller, in der
Darstellung etwas schwieriger als die iibrigen Darlegungen und kann
beim ersten Durchlesen des Buches ohne Nachteil fiir die Verstidndlichkeit
des Folgenden iiberschlagen werden. Das dritte Kapitel stellt die Er-
weiterungen der Pridikatenlogik durch Hinzunahme der Identitit, der
Kennzeichnung und der Funktionsterme dar und bildet damit den Ab-
schluB der Behandlung der elementaren Logik. Im vierten und fiinften
Kapitel werden die Grundziige stirkerer Logiksysteme entworfen, der
Priadikatenlogik zweiter Stufe und der fiir die mathematischen An-
wendungen besonders wichtigen Klassenlogik. Am Beispiel der elemen-
taren Arithmetik wird das Programm des Logizismus, der Begriindung
der Mathematik aus der Logik erldutert. Das sechste Kapitel endlich
enthilt, zusammengefaBt unter dem Gesichtspunkt der Entwicklung
der formalen Logik, eine Darstellung der aristotelischen Syllogistik,
der BooLreschen Klassenlogik und der FRrEGEschen Definitionslehre,
in der im Hinblick auf die groBe praktische Bedeutung der Definitionen
die wichtigsten Grundsitze des Definierens besprochen werden.

Miinchen, im Herbst 1966 FraNz v. KUTSCHERA
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Einleitung

Wir wollen diese Einfithrung in die Logik beginnen mit einer Ab-
grenzung ihres Gegenstandes, des Themenkreises, mit dem sie sich be-
schéftigt. Das empfiehlt sich schon deswegen, weil nicht nur der alltagliche
Gebrauch der Worte ,,Logik” und ,,logisch” hdchst uneinheitlich und
vage ist, sondern auch der wissenschaftliche Gebrauch: Es gibt auBer
dem Namen ,,Philosophie’ wohl keinen Namen einer Wissenschaft, der
im Laufe der Geschichte so viele Bedeutungen angenommen hitte wie
der Name ,,Logik. Als ,logisch” hat man so erkenntnistheoretische,
transzendentalphilosophische, spekulativ-metaphysische, 4sthetische und
psychologische Untersuchungen bezeichnet, bis sich bei HEGEL das Ganze

der Philosophie, ja das Ganze der Wissenschaft schlechthin, unter diesen
Titel ordnet.

Demgegeniiber wollen wir im folgenden den heute iiblichen, engeren
Wortgebrauch iibernehmen und unter ,,Logik’ immer nur die formale
Logik verstehen. Die formale Logik ist als wissenschaftliche Disziplin
von ARISTOTELES begriindet worden, dessen Schule spiterhin auch den
Namen ,,Logik" fiir diese Disziplin geprdgt hatl. Unsere Begrenzung
des Sachgebietes, fiir das ,,Logik’* stehen soll, ist daher historisch wohl
begriindet.

Was ist nun der Gegenstand der formalen Logik? Im AnschluB an
die philosophische Tradition wird diese Frage vielfach mit der Dreiteilung:
die Lehre vom Begriff — die Lehre vom Urteil — die Lehre vom Schlu3
beantwortet. Nachdem aber die SchluBlehre eine Lehre vom Urteil und
diese eine Lehre vom Begriff in gewissem Umfang voraussetzt, geniigt
es zunichst zu sagen: die Logik ist die Lehre vom SchluB. Diese Charak-
terisierung eréffnet auch den Zugang zu den zentralen Problemstellungen
unserer Wissenschaft in ihrer modernen Ausprigung, so daBl wir um der
Deutlichkeit einer ersten Orientierung willen in Absehung von weiteren

1 Zur Namensgeschichte der Logik vgl. [62], S. 7ff. — Die Nummern in
eckigen Klammern im Text und in den Anmerkungen beziehen sich auf das
Literaturverzeichnis auf S. 379ff.

Kutschera, Elementare Logik 1



2 Einleitung

Themenstellungen, die sich um diesen Problemkern gruppieren, dies
festhalten konnen: Logik ist als formale Logik die Wissenschaft vom
Schliefen.

Was ist nun ein SchluB? Verdeutlichen wir uns das an einem Beispiel:

I) P1) Alle Menschen sind sterblich
P2) Sokrates ist ein Mensch

K) Sokrates ist sterblich.

Die vorstehende Figur (I) stellt einen SchluB dar, in dem aus den
Sitzen ,,Alle Menschen sind sterblich und ,,Sokrates ist ein Mensch*
der Satz ,,Sokrates ist sterblich’ erschlossen wird. Die Sitze P1 , Alle
Menschen sind sterblich* und P2 ,,Sokrates ist ein Mensch‘‘ nennen wir
die Primaissen, den Satz K ,,Sokrates ist sterblich* die Konklusion dieses
Schlusses.  Jeder SchluB enthdlt mindestens eine Pramisse und eine
Konklusion und wir nennen ihn giiltig, wenn sich aus der Annahme der
Wahrheit der Primissen die Wahrheit der Konklusion ergibt, wie das
in (I} der Fall ist: Wenn alle Menschen sterblich sind und Sokrates ein
Mensch ist, so muBl auch Sokrates sterblich sein. In diesem Schluf
wird nun weder die Wahrheit der Pramissen behauptet (also im Beispiel (I)
weder, daB3 alle Menschen sterblich sind, noch daB Sokrates ein Mensch
ist) noch die Wahrheit der Konklusion (daB Sokrates sterblich ist).
Vielmehr handelt es sich um eine hypothetische Aussage: wenn die
Primissen wahr sind, dann ist auch die Konklusion wahr. Die Wahrheit
der Konklusion wird also nur unter der Voraussetzung der Wahrheit
der Primissen behauptet. So kann ein SchluB auch dann giiltig sein,
wenn seine Konklusion falsch ist, nur mul3 dann mindestens eine seiner
Priamissen ebenfalls falsch sein. So stellt z. B. auch die Figur

II) P1) Alle Menschen sind unsterblich
P2) Sokrates ist ein Mensch

K) Sokrates ist unsterblich

einen giiltigen SchluB dar, obwohl die Pramisse P1 und die Konklusion
K falsch sind.

Ferner ergibt sich in unserem Beispiel (I) die Wahrheit der Konklusion
aus der Wahrheit der Priamissen ohne irgendein Tatsachenwissen, d. h.
ohne ein Wissen iiber die biologischen Eigenschaften der Menschen oder
die Kenntnis der sterblichen Lebewesen oder von Sokrates. Ersetzt man
etwa in (I) das Pridikat ,,Mensch“ durch das Pridikat ,,Mathematiker*,
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das Pradikat ,,sterblich’* durch ,,musikalisch”, den Eigennamen ,,Sokra-
tes'* durch den Eigennamen ,,Heinrich, so erhdlt man den Schlu3:

III) P1) Alle Mathematiker sind musikalisch
P2) Heinrich ist ein Mathematiker

K) Heinrich ist musikalisch

der ebenfalls giiltig ist, wie man wieder ohne irgendein Tatsachenwissen
erkennen kann. Durch diese Ersetzbarkeit wird deutlich, daB der SchluB3
(I) ein abstraktes Verhiltnis zwischen Begriffsumfingen beinhaltet. Als
Umfang eines Begriffes bezeichnen wir dabei die Menge der Gegenstédnde,
die unter diesen Begriff fillt. Und wir sagen ,,ein Gegenstand « fillt
unter einen Begriff 4, wenn der Gegenstand a4 die Eigenschaft hat,
die der Begriff A4 beinhaltet. So beinhaltet der Begriff ,rot‘ die Eigen-
schaft, rot zu sein, und ein Gegenstand ¢ fillt unter den Begriff ,rot’,
wenn a rot ist. Dann ist z. B. der Umfang des Begriffes ,Mensch’ die
Menge aller Menschen, der Umfang des Begriffes ,Wirbeltier* die Menge
aller Wirbeltiere, usw.

Die Giiltigkeit des Schlusses (I) griindet sich nun auf folgendes ein-
fache Verhidltnis zwischen Begriffsumfingen, das ganz aligemein fiir
beliebige Begriffe gilt: Ist der Umfang eines Begriffes 4 (im Beispiel:
der Umfang des Begriffes ,Mensch‘) enthalten im Umfang eines Begriffes B
(im Umfang des Begriffes ,sterblich’), so fillt jeder Gegenstand a (Sokra-
tes), der unter den Begriff A fillt, auch unter den Begriff B. Graphisch
stellt man dieses Verhiltnis auch so dar:

()

Dabei reprisentieren die Punkte im Kreis 4 die Gegenstdnde, die
unter den Begriff A fallen, die Punkte in Kreis B die Gegenstinde, die
unter den Begriff B fallen. Da alle Punkte im Kreis 4 auch im Kreis B
liegen, liegt @ in B, wenn « in A liegt.

Damit wird nun auch deutlich, wieso man eine Logik, die Schliisse
von der Art unseres Beispiels (I) untersucht, als ,,formal® charakterisiert:

1+



4 Einleitung

Eine solche Logik sieht von den materialen Eigenschaften der Gegen-
stande, auf die sich die Primissen und die Konklusion beziehen, vollig
ab, und untersucht abstrakte Beziehungen zwischen Sitzen und Be-
griffen, die unabhingig von den konkreten und von Wissenschaftsbereich
zu Wissenschaftsbereich verschiedenen Eigentiimlichkeiten des Sach-
gebiets gelten.

Eine Untersuchung des formalen SchlieBens hat nun ein gewisses
immanentes Interesse, das fiir den Logiker ausschlaggebend ist. Abge-
sehen davon ist ein Studium des formalen SchlieBens aber auch fiir die
iibrigen Wissenschaften bedeutsam. Dazu wollen wir zwei Hinweise
geben:

Es ist allgemein geldufig, daB unter den wissenschaftlichen Argumen-
ten den Beweisen eine ausgezeichnete Bedeutung zukommt. Ein Beweis,
man denke etwa an das Paradigma eines mathematischen Beweises, ist
eine Folge von Schliissen, deren erste Pramissen bereits bewiesene Sitze
sind oder zu den Voraussetzungen gehéren, unter denen die Behauptung
als wahr erwiesen werden soll, und deren letzte Konklusion die zu be-
weisende Behauptung ist. Damit ein Beweis akzeptiert wird, fordert
man im allgemeinen nur, daB jeder Schritt des Beweises, jeder einzelne
Schluf3 als richtig einleuchte. Dieses ,,Einleuchten’ ist aber nun kein
unproblematisches Kriterium, denn es hat schon manchem etwas ein-
geleuchtet, was sich hinterher als falsch erwies. Wenn man den Beweisen
groftmogliche Strenge sichern und die Beweismittel einer genauen
Kontrolle zugédnglich machen will, so wird man daher fordern, daB die
im Beweis vollzogenen Schliisse rein formal sind, d. h. daB beim Ubergang
von den Primissen zu der Konklusion eines Beweisschrittes keinerlei
materiale Prinzipien verwendet werden. Man wird also fordern, daB
jeder Beweisschritt sich darstellt als ein rein formaler SchluB. Alle zum
Beweis der Behauptung verwendeten materialen Prinzipien miissen
dann im Beweis als Primissen explizit aufgefiihrt werden. Eine solche
Forderung, alle Beweismittel explizit anzugeben, erleichtert zugleich die
Uberpriifung von Beweisen und hebt Beweisliicken deutlicher hervor,
die durch den allgemeinen Appell an die inhaltliche Evidenz sonst leicht
verdeckt werden. Will man nun allgemeine Kriterien fiir strenge Beweise in
diesemn Sinn aufstellen, so muB3 man sich auf eine Theorie des formalen
SchlieBens beziehen, d. h. man muB die Logik zu Rate ziehen.

Dieses Argument fiir die allgemeine wissenschaftliche Bedeutung der
Logik wollen wir noch von einer anderen Seite her beleuchten: Die Ent-
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wicklung einer empirischen Wissenschaft folgt, in einer hier zuldssigen
groBziigigen Vereinfachung gesehen, etwa folgendem Schema: auf eine
Phase reiner Beschreibung und Klassifizierung einzelner Phinomene
folgt eine Phase der empirischen Generalisierung — Gesetzeshypothesen
werden in Form induktiver Verallgemeinerungen von einzelnen Beob-
achtungen aufgestellt und gepriift. Diese Phase wird endlich — im
Streben nach immer hoéherer Allgemeinheit — abgelost durch die Phase
der Theorienbildung: die einzelnen Gesetzeshypothesen der Wissenschaft
werden in einen deduktiven Zusammenhang gebracht, d. h. sie werden
gegliedert in Grundgesetze, welche die fundamentalen Eigenschaften des
Gegenstandsbereichs der Wissenschaft beschreiben, und in Theoreme, die
aus diesen Grundgesetzen hergeleitet werden kénnen. Dabei ist es das
schon von ARISTOTELES (in Weiterfithrung platonischer Gedanken) ver-
kiindete Idealbild einer solcherart systematisierten Wissenschaft, daB
die Theoreme sich aus den Grundgesetzen rein formal erschlieBen lassen,
d. h. ohne Zuhilfenahme materialer SchluBprinzipien, so daB also der
gesamte materiale Gehalt der Theorie vollstindig in den Grundgesetzen
enthalten ist und sich nicht im Verlauf der Herleitung von Theoremen
unbemerkte und also unkontrollierbare weitere Annahmen iiber die
Natur des Sachgebiets einschleichen.

GorTLoB FREGE, einer der Schopfer der modernen Logik, hat die
erkenntnistheoretische Bedeutung einer solchen deduktiven Systemati-
sierung des Wissens hervorgehoben, wenn er sagte:

,,Es liegt nahe, die zusammengesetzteren ... Urteile aus einfacheren
abzuleiten, nicht um sie gewisser zu machen, was meistens unnétig ware,
sondern um die Beziehungen der Urteile zueinander hervortreten zu
lassen. Es ist offenbar nicht dasselbe, ob man blo die Gesetze kennt
oder ob man auch weiB}, wie die einen schon durch die anderen mitgegeben
sind. Auf diese Weise gelangt man zu einer kleinen Anzah! von Gesetzen,
in welchen ... der Inhalt aller, obschon unentwickelt, eingeschlossen ist.
Und auch dies ist ein Nutzen der ableitenden Darstellungsweise, da
sie jenen Kern kennenlehrt. Da man bei der uniibersehbaren Menge
der aufstellbaren Gesetze nicht alle aufzdhlen kann, so ist Vollstindigkeit
nicht anders als durch Aufsuchung derer zu erreichen, die der Kraft
nach alle in sich schlieBent.”

Um dies Ideal einer deduktiv systematisierten Wissenschaft zu

erreichen, benétigt man wiederum eine strenge SchluBlehre, benétigt
also die Ergebnisse der Logik.

1 [14], S. 25.
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Wenn man angesichts dieser Uberlegungen auch die prinzipielle
Bedeutung der Logik fiir die Wissenschaften zugestehen muB, so bleibt
doch ein Bedenken offen: ist nicht die Bedeutung der Logik jedenfalls
im praktischen Wissenschaftsbetrieb gering, da doch die faktisch in den
Wissenschaften verwendeten SchiuBformen hochst einfach und durch-
sichtig sind, so daB bei einiger Aufmerksamkeit ohnehin jedermann
logisch richtig schlieBt, ohne bei den Logikern in die Schule gegangen
zu sein. Ist also die Logik nicht eine triviale Wissenschaft? Diese An-
sicht mag vielleicht angesichts der aristotelischen Syllogistik naheliegen
und sie ist auch von einem so bedeutenden Philosophen wie KANT ver-
treten worden, der sagte, daBB die Logik seit ARISTOTELES keinen Schritt
vor noch zuriick habe tun kénnen, also offenbar geschlossen und vollendet
seil. Tatsidchlich war aber das Ungeniigen der aristotelischen Syllogistik
gegeniiber den strengen Anforderungen einer Theorie des SchlieBens
ein Anstofl zur Entwicklung der modernen Logik, die dem Inhalt nach
weit iiber die Syllogistik hinauswachsen muBte, um diesen Anforderungen
gerecht zu werden. Einer der Begriinder der modernen Logik, GEORGE
BoOLE, hat darauf hingewiesen, daBl man schon zum Beweis der Theoreme
der elementaren Arithmetik nicht mit den SchluBformen der Syllogistik
auskommt, und fiir FREGE wurde dies Ungentigen der traditionellen
Logik zum AnlaB fiir seine geniale Neubegriindung der Logik, fiir die
das Epitheton ,,trivial“ ebenso fehl am Platz wire wie fiir die héhere
Mathematik.

Der Einschnitt in der Entwicklung der Logik um die Mitte des
19. Jahrhunderts, der den Beginn der modernen Logik zeichnet, ist nun
so scharf, daB er noch heute den Anla8 mancher philosophischer Dis-
kussionen bildet. Wir wollen daher die Eigentiimlichkeit der modernen
Logik hier noch etwas niher ins Auge fassen2

Nachdem die Philosophie, die bis ins letzte Jahrhundert fiir die
Logik als eine philosophische Teildisziplin zustdndig war, zunéchst lange
von den neuen Entwicklungen auf logischem Gebiet keine Notiz ge-
nommen hatte, trat in unserem Jahrhundert das Verhiltnis der neuen
zur traditionellen Logik in den Widerstreit der Meinungen. Insbesondere
wurde die Frage diskutiert, ob diese neue Disziplin ein Anrecht auf den

1 Kritik der reinen Vernunft, Vorrede zur 2. Aufl., B VIII.

2 Auf die geschichtlichen Zusammenhinge werden wir im Verlauf der
spateren Darlegungen, insbesondere im 6. Kapitel, noch etwas nédher ein-
gehen,
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Titel ,,Logik’* habe. Die polemische Phase dieser Diskussionen ist —
von wenigen Nachziiglern abgesehen — heute abgeschlossen. Das Ver-
dienst daran gebiithrt vor allem den unwidersprechlich griindlichen
historischen und systematischen Untersuchungen von JaN LUKASIEWICZ,
HeinricH ScHoLz und J. M. BocHENSKI, in denen gezeigt wurde, daB
der Gegenstand der modernen Logik mit dem Gegenstand der aristote-
lischen formalen Logik zusammenfdllt, so daB der modernen Disziplin
das Anrecht auf den Titel ,,Logik’ nicht streitig zu machen ist. Diese
Autoren haben ferner auch deutlich gemacht, daB die Ergebnisse der
traditionellen Logik in den Lehren der modernen Logik mit enthalten
sind, daB diese aber dem Inhalt nach wesentlich iiber den Gehalt der
traditionellen Logik hinausgeht. Die Entwicklung der Logik ist also
heute weit iiber die traditionelle Syllogistik hinausgewachsen, die damit
nur mehr historisches Interesse beanspruchen kann. Demnach wire also
zu sagen, daB sich die moderne Logik zur aristotelischen Syllogistik,
die den wesentlichen Grundstock der sogenannten traditionellen Logik
ausmacht, dhnlich verhilt wie die moderne Mathematik zurmMathematik
des Hellenismus.

Diese fruchtbare Entwicklung der modernen Logik griindet sich vor
allem auf die Verwendung neuer methodischer Prinzipien.

An erster Stelle ist hier die Methode der Formalisierung zu nennen,
durch die sich die moderne von der traditionellen Logik am greifbarsten
unterscheidet. Ein genaueres Verstindnis dieser Methode werden erst
die folgenden systematischen Darlegungen erwecken konnen. Hier
geniige der folgende Hinweis:

Die Formalisierung einer Theorie vollzieht sich in zwei Schritten:

Im ersten Schritt wird eine Symbol- oder Kunstsprache aufgebaut,
in deren Ausdrucksmitteln die Sitze der Theorie formuliert werden
konnen. Die entscheidenden Gesichtspunkte fiir die Ersetzung der

Alltagssprache, in unserem Fall also der deutschen Sprache, durch eine
solche Kunstsprache sind folgende:

a) Die Alltagssprache dient vielen, ganz heterogenen Zwecken, zu
Mitteilungen im téglichen Leben, zur Dichtung, zur Formulierung der
Ergebnisse verschiedener Wissenschaften usw. Diesen Zwecken kann
sie nur durch eine gewisse Biegsamkeit gerecht werden, die sich bei der
Beniitzung fiir bestimmte Zwecke dann in Form von Vagheiten und
Vieldeutigkeiten der Worte hinderlich bemerkbar machen kann. Es

1 Vgl. dazu [49], [50], [62], [5].
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steht von vornherein zu erwarten, da man speziellen Zwecken durch
eine auf diese Zwecke besonders zugeschnittene Spezialsprache besser
gerecht werden kann. Tatsédchlich verwendet man ja auch in den
einzelnen Wissenschaften eine besondere Terminologie, die sich aus dem
umgangssprachlichen Wortgebrauch durch Prizisierung der Wortbe-
deutungen, Wortneuschépfungen usw. ergibt. Beim Aufbau einer Kunst-
sprache geht man nun in Richtung auf die angestrebte Prazisionssprache
noch einen entscheidenden Schritt weiter, indem man keinerlei umgangs-
sprachliche Ausdriicke sondern nur Kunstworte verwendet, die so de-
finiert werden, daf3 jeder Name genau eine fest umrissene Bedeutung hat.

b) Die Kunstsprache wird als lingua characteristica nach der Idee
von LE1BN1Z aufgebaut, d. h. als Sprache, in der die syntaktische Struktur
der Ausdriicke die ontologisch-kategoriale Struktur ihrer Bedeutungen
widerspiegelt. Jedem Ausdruck des Systems sieht man an seiner syntak-
tischen Gestalt also an, ob er eine Aussage, einen Begriff oder einen
Gegenstand bezeichnet, weiterhin auch, welcher Kategorie der bezeich-
nete Begriff angehort, ob und gegebenenfalls wie die bezeichnete Aussage
zusammengesetzt ist usw. — In der Umgangssprache kann von einer
Erfiillung dieser Bedingungen nicht die Rede sein. Die Verfassung einer
lingua characteristica ist aber nun Voraussetzung dafiir, daB man auch
mit sehr komplexen Bezeichnungen — kompliziert verschachtelten
Sdtzen, zusammengesetzten Pridikaten — zielstrebig und korrekt
operieren kann, deren Bedeutung zu realisieren hdchst mithsam wire.
Man hat ndmlich nur auf ihre syntaktische Gestalt zu blicken, die wesent-
lich leichter zu erfassen ist, und beherrscht damit kraft der Korre-
spondenz dieser Gestalt zum ontologischen Bereich auch die Bedeutungen
der Ausdriicke. H. ScHoLz sagt dazu:

,,Dies ist, wenn es planméiBig ausgeiibt und von den einfachen Féllen
auf beliebig verwickelte Fille iibertragen wird, eine ungemeine Ent-
lastung; denn es erspart uns auf eine héchst sinnreiche Art das Denken
an Stellen, an denen es ein fiir allemal erspart werden kann. — Nun
ist das Denken in jedem Fall eine mehr oder weniger zeitraubende An-
strengung. Durch diese sinnreiche Art der planméBigen Ersparung von
Denkprozessen gewinnen wir also Zeit. Diese Zeit kann verwendet
werden fiir die Bezwingung von Aufgaben, an die wir sonst iiberhaupt
nicht herankommen wiirden. Andererseitshat dieses Verfahrenauch in den
elementarsten Fillen einen sehr wesentlichen Effekt. Es sichert uns ein
fiir allemal gegen Irrtiimer, die wir in diesen elementarsten Fillen ganz
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besonders zu fiirchten haben, wenn wir uns dem inhaltlichen Denken
iiberlassen!.

Der zweite Schritt der Formalisierung einer Theorie besteht dann
darin, daB man ihre Theoreme oder Lehrsitze auf rein syntaktischen
Wege auszeichnet, d. h. durch ihre Ausdrucksgestalt, nicht durch ihre
Bedeutung bestimmt. Das geschieht etwa dadurch, daB man eine syntak-
tisch wohldefinierte Klasse von Sitzen der Kunstsprache als Klasse von
Axiomen angibt und bestimmte syntaktische Regeln festlegt, mit denen
aus vorgegebenen Sitzen neue Sitze gewonnen werden koénnen. Diese
Regeln sind also syntaktisch formulierte SchluBregeln, die man nun rein
mechanisch anwenden kann, ohne auf die Bedeutung der Sétze zu achten.
Der Gedanke der Axiomatisierung von Theorien geht, wie oben erwihnt,
auf ARISTOTELES zuriick, die rein syntaktische Fassung der Axiomatik
aber ist eine Leistung der modernen Logik, die, dhnlich wie die Ver-
wendung von Kunstsprachen, zwei Vorziige hat: der Horizont des
schluBfolgernden Denkens wird durch die Entlastung vom inhaltlichen
Vollzug der Beweisketten wesentlich erweitert und der syntaktisch
gefaBte Beweisbegriff ermoglicht eine wesentlich schirfere kritische

Uberpriifung vorgelegter Beweise auf ihre Validitit hin. FREGE sagt
dazu:

,Das Schliefen geht nun in meiner Begriffsschrift nach einer Art
Rechnung vor sich. Ich meine dies nicht in dem engen Sinn, als ob dabei
ein Algorithmus herrsche, gleich oder dhnlich dem des gewdhnlichen
Addierens oder Multiplizierens, sondern in dem Sinne, daB tberhaupt
ein Algorithmus da ist, d. h. ein Ganzes von Regeln, die den Ubergang
von einem Satze oder von zweien zu einem neuen beherrschen, so daB
nichts geschieht, was nicht diesen Regeln gemiB wire. Meine Absicht
ist also auf liickenlose Strenge der Beweisfiihrung und grofte logische
Genauigkeit gerichtet, daneben auf Ubersichtlichkeit und Kiirze.

Diese Methode der Formalisierung hat zum erheblichen Teil die
groBen Erfolge der modernen logischen Forschung ermoglicht. Das ist
fiir den AuBenstehenden auf den ersten Blick tiberraschend, da nicht
offenbar ist, wieso nur durch die Verwendung von Formalismen fiir die
Logik schon etwas Wesentliches gewonnen sein soll. Diese Uberraschung
wird sich aber vielleicht verlieren, wenn man auf den Erfolg der gleichen

1 H. Scuorz: Was ist Philosophie ? Der erste und letzte Schritt zu ihrer
Selbstbestimmung (1940), abgedruckt in [63], S. 372.

2 [20], S. 364f.
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Methode in der Mathematik blickt: dort sind uns Symbolgebrauch und
syntaktische Algorithmen bereits so selbstverstdndlich, daB wir auf ihre
Leistung kaum mehr achten. Wenn man aber etwa bedenkt, da3 noch
im Mittelalter die Division groBer ganzer Zahlen ein so schwieriges
Problem war, daB3 seine Losung im Raum der Universitdten behandelt
wurde, wihrend heute — dank der Existenz eines syntaktischen Algo-
rithmus zur Lésung dieser Aufgaben — das gleiche Problem in den
ersten Volksschulklassen behandelt wird, dann wird die eminente
praktische Bedeutung des Formalismus deutlicher werden.

Auch in der traditionellen Logik finden sich erste Ansitze zur
Methode der Formalisierung. Der Gebrauch der Variablen in der Dar-
stellung der aristotelischen Syllogistik, die Verwendung kanonischer
Formen aussagenlogisch komponierter Sétze in der stoischen Logik und
die Abstraktion einer kompakten logischen Terminologie aus der la-
teinischen Sprache in der scholastischen Logik sind solche Ansitze. Es
war aber erst LEIBNIZ, der den Gedanken der Formalisierung in seiner
vollen Tragweite konzipiert hat, und BooLE, der diese Konzeption dann
erstmals in die Tat umsetzte. Die Mathematik war das groBe Vorbild,
daher der Titel der epochemachenden Hauptschrift von BooLE ,,The
mathematical analysis of logic* (1847), daher auch die Bezeichnung der
neuen formalisierten Logik als ,,mathematische Logik“. Bei FREGE
finden wir dann den ersten Aufbau eines im modernen Sinn wirklich
prizisen Formalismus und in ihm die geniale Darstellung einer Logik
mit neuen Erkenntnishorizonten.

Die durch die Formalisierung bedingte Ahnlichkeit der modernen
Logik zur Mathematik hat nun zur Vorstellung AnlaB gegeben, diese
Logik sei eine mathematische Teildisziplin, die als solche von der philo-
sophischen traditionellen Logik dem Gegenstand nach verschieden sein
miisse. Oder man hat die Verwendung des Formalismus und die griind-
lichen Analysen der Methode der Formalisierung in der Logik in eine
ausschlieBliche Beschiftigung mit Formalismen umgedeutet.

Diesen MiBdeutungen wurde weiterhin durch die Tatsache Vorschub
geleistet, daB viele Vertreter der modernen Logik von der Mathematik
herkamen und dafl die Erweiterung des Horizonts der neuen Logik nun
auch mathematische Grundlagenfragen in ihren Themenkreis einbezog.
Es 148t sich aber sehr einfach zeigen, daB die sogenannten héheren Logik-
systeme, insbesondere die Klassenlogik, in deren Rahmen sich die mathe-
matischen Begriindungsprobleme aufwerfen lassen, rein logische Systeme
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sind im Sinne der formalen Logik nach der aristotelischen Wissenschafts-
ideel.

Endlich hat man der modernen Logik auch vorgeworfen, daB sie
sich im praktischen Wissenschaftsbetrieb aus dem Gesamtverband der
Philosophie herausgelost habe und heute das Dasein einer Spezialwissen-
schaft fithre. Diese Entwicklung 148t aber nicht auf eine Verschiedenheit
des Gegenstandes von moderner und traditioneller Logik schlieBen, sie
erkldrt sich vielmehr einfach daraus, daB jede ihren Methoden wie ihrem
Inhalt nach sich hinldnglich weit entwickelnde Wissenschaft die Arbeits-
kraft des Forschers in immer ausschlielicherem MaBe fordert und immer
weniger allgemeinverstdndlich wird. Jede inhaltlich reiche Wissenschaft
mit geschlossenem Sachgebiet wird Spezialwissenschaft. Die Logik
konnte nur so lange das Dasein einer philosophischen Teildisziplin fithren,
als sich ihre Lehren im wesentlichen auf den Umbkreis der aristotelischen
Syllogistik beschrinkten.

Die vorstehenden Bemerkungen zur Einordnung der modernen Logik
sollen rechtfertigen, daB wir uns im folgenden mit der Logik nur in ihrer
modernen Gestalt befassen. Der Titel ,,Logik‘‘ steht also fiir uns im
folgenden immer fiir die moderne formale Logik.

Diese Hinweise mogen zur vorldufigen Abgrenzung des Gegenstandes
der Logik und ihrer Methode geniigen. Sie haben den Rahmen fiir die
folgenden Untersuchungen vorgezeichnet, den wir nun mit konkretem
Inhalt erfiillen wollen, indem wir vom Theoretisieren iiber die Logik zum
Studium ihrer Lehren {ibergehen. Erst wenn wir logische Theorien
kennengelernt haben, werden diese einleitenden Behauptungen iiber die
Logik greifbaren Gehalt annehmen, denn es gibt keine Wissenschaft,
deren Problemkreis und Methoden sich gewissermaBen von auBen her
fixieren lieBen: ein genaues Verstindnis ihrer Eigenart hat immer ein
eingehendes Studium der Sache zur Voraussetzung.

1 Vgl. dazu den Abschnitt 5.1.
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Die elementarste logische Theorie ist die Aussagenlogik. Ihr wollen
wir uns zundchst zuwenden. Da die Aussagenlogik eine in sich ge-
schlossene logische Theorie ist, kénnen wir an ihr unsere einleitende
Charakterisierung der modernen formalen Logik exemplifizieren. Wir
konnen insbesondere an diesem Modellfall die Methode der Formali-
sierung kennenlernen und so bereits ein Verstdndnis fiir Inhalt und
Methode der modernen Logik begriinden.

Wenn sich die Logik allgemein mit formalen Schliissen befaBt, so
untersucht die Aussagenlogik eine spezielle Klasse solcher Schliisse,
namlich diejenigen Schliisse, die als giiltig ausgezeichnet sind nur auf
Grund der Satzstruktur von Priamissen und Konklusion. Unter Saiz-
struktur soll dabei die Struktur verstanden werden, kraft derer sich aus
einem Satz vollstindige Teilsdtze herausheben lassen, nicht aber die
Subjekt-Pridikat-Struktur der Sdtze. So enthilt z. B. der Satz ,,Die
Sonne scheint und es ist warm‘‘ die vollstdndigen Teilsdtze ,,Die Sonne
scheint’ und ,,Es ist warm*‘, die durch die Konjunktion ,,und‘ verbunden
sind. Hingegen bleibt die Zergliederung der Teilsitze ,,Die Sonne
scheint“ und ,,Es ist warm** in Subjekt und Pridikat fiir die aussagen-
logischen Untersuchungen aufBler Betracht. Da wir nun die Satzver-
bindungen durch ,,und‘“ so verstehen, daB ein ,,und“-Satz nur dann
wahr ist, wenn die beiden in ihm durch ,,und‘ verbundenen Teilsitze
wahr sind, so kénnen wir aus der Wahrheit des Satzes ,,Die Sonne
scheint und es ist warm‘‘ auf die Wahrheit des Satzes ,,Die Sonne
scheint’ schlieBen und haben also in der Figur:

P1) Die Sonne scheint und es ist warm

K) Die Sonne scheint

einen einfachen aussagenlogischen SchluB vor uns.

Die Worte ,,Aussagenlogik’“ und ,,aussagenlogisch werden im
folgenden immer durch ,,A.L.* und ,,a.l.*“ abgekiirzt.
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1.1 Aussagenlogische Strukturen der Umgangssprache
1.1.1 Sitze

Das Material einer Sprache bilden ihre Ausdriicke und diese Aus-
driicke sind Folgen von Grundzeichen der Sprache. So sind die Grund-
zeichen der gesprochenen Sprache die Laute, ihre Ausdriicke oder Worter
Lautfolgen. Im folgenden werden wir uns immer nur fiir die geschriebene
Sprache interessieren, deren AuBerungen vor denen der gesprochenen
Sprache den Vorteil der Dauer haben und so fiir wissenschaftliche Zwecke
wesentlich besser geeignet sind. Die Grundzeichen der Schriftsprache
sind die graphischen Zeichen, die im Alphabet aufgefithrt werden, nebst
den Interpunktionszeichen. Aus ihnen setzen sich die Ausdriicke oder
Worter der geschriebenen Sprache zusammen. Aus den Wértern kann
man dann wiederum Wortfolgen bilden, wie im Satz, der aus mehreren
Wértern besteht. Wenn wir im folgenden von Awsdriicken sprechen,
so wollen wir der Kiirze wegen auch immer Ausdrucksfolgen darunter
befassen.

Aus den Grundzeichen lassen sich sinnlose Ausdriicke bilden, wie
,.kitsrplk®, ,, mopkrcc”, , korryliert”, ,,Phedat®, ,,Der Phedat korryliert
zyklisch* usw., und sinnvolle Ausdriicke, wie ,,Haus", , Friedrich",
,rot, , Friedrich hat rote Haare' usw. Sinnvolle Ausdriicke nennt man
auch Namen. Sie bezeichnen etwas, driicken etwas aus, haben eine
Bedeutung. Esist nun fiir die folgenden Darlegungen von grundsétzlicher
Wichtigkeit, den Unterschied zwischen den Namen und ihren Bedeutun-
gen klar vor Augen zu haben, und so nicht etwa den Ausdruck ,,Miinchen**
als Namen mit seiner Bedeutung, der Stadt Miinchen, zu verwechseln,
das Wort ,,rot” mit der Eigenschaft, rot zu sein, oder den Satz ,,Wien
ist groBer als Miinchen mit der Tatsache, daB Wien gréBer ist als
Miinchen. Um auch im Text klar hervorzuheben, ob von der Bedeutung
eines Namens die Rede ist, oder von dem Namen selbst, setzen wir einen
Ausdruck in Anfithrungszeichen ,,...*, wenn von ihm selbst und nicht
von seiner Bedeutung die Rede sein soll. Wir sagen also z. B.:

1) Miinchen st die bayerische Landeshauptstadt, aber
2) ,,Miinchen' ist ein zweisilbiges Wort, und
3) ,,Miinchen bezeichnet Miinchen.

Falsch wire es hingegen, zu sagen:

1) ,,Miinchen'* ist die bayerische Landeshauptstadt — denn ,,Miinchen
ist ein Ausdruck und keine Stadt,
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2') Miinchen ist ein zweisilbiges Wort, oder
3') Miinchen bezeichnet Miinchen — denn Miinchen ist eine Stadt
und kein Wort oder Name.

Diese Unterscheidung zwischen einem Namen und seiner Bedeutung
fillt leicht, wenn die Bedeutung nicht selbst wiederum ein Wort ist.
Hingegen macht sie erfahrungsgemiB zunichst Schwierigkeiten, wenn
von Namen von Namen und dgl. die Rede ist. Dazu zwei weitere Bei-
spiele:

4) In dem Satz ,Miinchen ist die bayerische Landeshauptstadt*
kommt das Wort ,,Miinchen*’, nicht aber Miinchen vor.

5) In dem Satz ,,,,Miinchen’ ist ein zweisilbiges Wort"* kommt das
Wort ,,,,Miinchen‘ ‘‘ als Name fiir ,,Miinchen‘’, d. h. als Name fiir einen
Namen, vor. Der Name ,,Miinchen* kommt aber nicht im Satz vor, da
in ihm von dem Wort ,,Miinchen‘’, nicht aber von der Stadt Miinchen
die Rede ist.

Wir wollen uns im folgenden immer an diese Konvention tiber den
Gebrauch der Anfithrungszeichen halten, wenn nicht der Kontext oder
eine Hervorhebung des Ausdrucks im Kontext schon deutlich macht,
daB von diesem Ausdruck selbst die Rede ist und sich so die Setzung
von Anfiithrungszeichen ertibrigt.

Untersuchungen, die sich auf sprachliche Ausdriicke beziehen und
sich in Absehung von deren Bedeutung nur auf ihre graphische Gestalt
beschrinken, nennt man syntaktische Untersuchungen. Wird hingegen
neben der Zeichenstruktur der Ausdriicke auch ihre Bedeutung be-
trachtet, so spricht man von semantischen Untersuchungen. Dal der
Ausdruck ,,Sokrates ist ein Philosoph‘‘ vier Woérter mit zusammen acht
Silben enthilt, ist also z. B. eine syntaktische Behauptung. Daf dieser
Ausdruck dasselbe bedeutet wie der Ausdruck ,,Socrates is a philosopher*
ist eine semantische Behauptung.

Nach diesen Unterscheidungen kénnen wir nun den Grundbegriff der
A.L., den Begriff des Satzes oder der Aussage, wie folgt erkldren:

1.1.1.1 Ein Satz ist ein sprachlicher Ausdruck, der entweder wahr oder
falsch ist.

Sédtze sind Ausdriicke, schriftsprachliche Sitze also Folgen graphi-
scher Zeichen oder Zeichengruppen und nicht etwas, das diese Zeichen-
gruppen bedeuten. Sitze sind ferner nur solche Ausdriicke einer Sprache,
die wahr oder falsch sind. Damit ein Ausdruck wahr oder falsch sein
kann, muB er zunichst einmal sinnvoll sein. Die Ausdriicke ,,Der Phedat
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korryliert zyklisch* und ,,Rot bohrt neun sind also keine Satze. Aber
auch nicht alle sinnvollen Ausdriicke sind Sitze. So sind z. B. die Pridi-
kate ,,rot* und ,,Haus" sowie die Eigennamen ,,Friedrich“ und ,,Wien*
sicher sinnvoll, bezeichnen sie doch Eigenschaften bzw. Gegenstinde,
aber sie lassen sich weder als wahr noch als falsch ansprechen. Wahr
oder falsch sind nur solche Ausdriicke, die Sachverhalte bedeuten, wie
,,Die Erde ist rund®, ,,7 + 9 ist 16*‘, ,,Wien hat mehr Einwohner als
Innsbruck®, ,,Es gibt 19 Planeten, ,Linz liegt in Pommern' oder
,2+21ist 5. Ob ein solcher Ausdruck wahr ist oder ob er falsch ist,
1aBt sich nicht allein durch die Kenntnis der Sprache entscheiden, in
der er formuliert ist. Um festzustellen, ob der Satz ,,Die Entfernung
zwischen New York und Chicago betrdgt 1100 Kilometer* wahr ist,
geniigt es nicht, diesen Satz zu verstehen, sondern man muf dazu
Messungen vornehmen; und um festzustellen, ob der Satz ,,37 529 4
+ 63717 ist 439 238 wahr ist, muB8 man die Addition der Zahlen
37 529 und 63 717 ausfithren. Um aber festzustellen, ob diese Ausdriicke
sinnvoll sind und ob sie Sachverhalte ausdriicken — gleich ob diese
Sachverhalte tatsidchlich bestehen oder nicht —, dazu bedarf es nur der
Kenntnis der deutschen Sprache.

Der Satzbegriff ist nach der Erklirung 1.1.1.1 ein semantischer
Begriff, denn ob ein Ausdruck ein Satz ist, hingt danach nicht nur von
seiner Zeichengestalt ab, sondern auch von seiner Bedeutung. Als Satz-
bedeutungen bezeichnen wir Sachverhalte oder Propositionen. Sitze als
Namen und Propositionen als Bedeutungen sind also streng zu unter-
scheiden. Der Satz ,,Die Fische sind Wirbeltiere'* bezeichnet den Sach-
verhalt, da3 Fische Wirbeltiere sind. Sachverhalte lassen sich aber nicht
wie Sitze auf Papier schreiben, sind also keine Ausdriicke.

Die Redeweise, in der wir einen Satz als wahr oder falsch bezeichnen,
nimmt sich vielleicht auf den ersten Blick etwas ungewohnlich aus. Es
lage ndher, die Wahrheit und Falschheit von Propositionen auszusagen
anstatt von Sitzen und so etwa die Formulierung zu wéhlen ,,Es ist
wahr, daB die Erde rund ist* anstelle von ,,Der Satz ,,Die Erde ist rund*
ist wahr“. Aber man kann ja unter Bezugnahme auf einen solchen
Wahrheitsbegriff fiir Propositionen festlegen:

1.1.1.2 Ein Satz ist wahr genau dann, wenn die Proposition wahr ist,
die er ausdriickt.

Nach dieser Erkldarung kann man dann auch in unserem Sinn von der
Wahrheit und Falschheit von Sitzen sprechen.
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Der Wahrheitsbegriff ist ferner mit einer Reihe von philosophischen
Problemstellungen belastet, von denen wir hier aber génzlich absehen
konnen. Uns geniigt das alltdgliche Verstindnis der Worte ,,wahr
und ,,falsch” in Anwendung auf Sdtze. Tatsdchlich verstehen wir ja den
Ausdruck ,,Der Satz ,,K6In liegt am Rhein‘* ist wahr*‘ ebenso gut wie den
Satz ,,Kdéln liegt am Rhein‘’, denn er besagt nichts anderes als dieser.

Danach wiirde es nun scheinen, als sei das Pradikat ,,wahr — und
damit auch ,falsch’ als gleichbedeutend mit ,,nicht wahr — iiber-
flissig, da wir immer den Inhalt eines Satzes ,,Der Satz ,,. .. ist wahr
durch den Satz ,,..." selbst wiedergeben koénnten. Tatsdchlich liegt
auch die behauptende Kraft eines Satzes nicht in der Hinzuftigung des
Wortes ,,wahr‘‘, sondern in der Struktur und dem Gebrauch des Satzes
selbst. Trotzdem ist die Verwendung der Worter ,,wahr* und ,,falsch*,
wie wir im folgenden sehen werden, in vielen Zusammenhéangen praktisch.

Als Postulat der Wahrhestsdefinitheit der Sitze bezeichnet man die
Forderung:

1.1.1.3 Jeder Satz ist wahr oder falsch — eine dritte Moglichkeit gibt
es nicht.

Diese Forderung des tertium non datur ist nach der Erkldrung 1.1.1.1
trivialerweise erfiillt, nach der wir einen Ausdruck eben nur dann als
Satz ansprechen, wenn er wahr oder falsch ist. Das Postulat gewinnt
denn auch seine Bedeutung erst dann, wenn man den Satzbegriff auf
andere Weise erklirt, etwa indem man Sitze als Ausdriicke einfiihrt, die
Propositionen bezeichnen, sinnvolle Gedanken ausdriicken oder dhnliches.
Wie immer man den Satzbegriff aber einfithrt, so enthdlt 1.1.1.3
das wichtigste Extrakt, das man von diesem Begriff in den folgenden
Darlegungen bendotigt?.

1.1.2 Safzstrukturen und Schliisse

Wir wollen nun die Satzstrukturen, auf deren Betrachtung sich die
Lehre von den a.l. Schliissen stiitzt, zundchst in der Umgangssprache —
das ist fiir uns also die deutsche Sprache — studieren und die Bildung
von komplexen Sitzen mit Hilfe solcher Woérter wie ,,nicht, ,,und“,
,;oder untersuchen.

1 Zur Priazisierung des hier verwendeten Wahrheitsbegriffes vgl. [73]
sowie die ausfiihrliche Darstellung und Diskussion in [70]. Zum Begriff der
Proposition oder, wie FREGE sagt, des Gedankens vgl. die klaren und scharf-
sinnigen Ausfiihrungen FREGES in [22].
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1.1.2.1 Die Negation. Wenn man einen Satz verneint oder negiert, d. h.
an geeigneter Stelle das Wort ,,nicht’ einschiebt, so erhilt man wiederum
einen Satz, den wir als Negation des urspriinglichen Satzes bezeichnen
wollen. Aus dem Satz ,Es regnet” entsteht so der Satz ,Es regnet
nicht‘, aus ,,Hans ist blond“ entsteht ,,Hans ist nicht blond”. Wir
gebrauchen nun das Wort ,,nicht* so, daB der negierte Satz falsch ist,
wenn der unnegierte Satz (der aus dem negierten Satz durch Fortlassung
des ,,nicht” entstehende Satz) wahr ist und umgekehrt: Nach 1.1.1.3 ist
jeder Satz, der nicht wahr ist, falsch, so da wir auch sagen kénnen:
,,Hans ist nicht blond* ist wahr genau dann, wenn ,,Hans ist blond*
falsch ist. Formulieren wir das als Prinzip der Negation:

1.1.2.1.1 Der negierte Satz ist wahr genau dann, wenn der unnegierte
Satz falsch ist.

Die doppelte Verneinung eines Satzes ergibt demnach einen Satz,

der genau dann wahr ist, wenn der urspriingliche Satz wahr ist. Das

ist der Inhalt des Prinzips duplex negatio est affirmatio. Es gilt also der
Schlufi:

Hans ist nicht nicht blond

I
) Hans ist blond.

Denn wenn ,,Hans ist nicht nicht blond‘* wahr ist, so ist ,,Hans ist nicht
blond”“ nach 1.1.2.1.1 falsch, also ist ,,Hans ist blond" nach 1.1.2.1.1
wahr. Die Wahrheit der Priamisse ,,Hans ist nicht nicht blond“ hat
also die Wahrheit der Konklusion ,,Hans ist blond“ zur Folge und das
ist das Merkmal des giiltigen Schlusses.

Ebenso kann man mit 1.1.2.1.1 auch den SchluB

Hans ist blond

II
) Hans ist nicht nicht blond

rechtfertigen.

(I) und (II) sind einfache Beispiele aussagenlogischer Schliisse.

Nun stoBen wir bei der Untersuchung von Negationen in der Um-
gangssprache auf eine gewisse Schwierigkeit dadurch, daB sich keine
einfachen syntaktischen Kriterien fiir die Bildung negierter Sitze an-
geben lassen: Wir bilden die Negation von Sitzen nicht nur durch
Einschieben des Wortes ,,nicht*, sondern in recht verschiedener Weise,
wie die folgenden Beispiele zeigen:

Kutschera, Elementare Logik 2
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,»Alle Mathematiker sind musikalisch”, Negation: ,,Es gibt un-
musikalische Mathematiker. — ,,Hans hat Fritz ein Buch gegeben”,
Negation: ,,Hans hat Fritz kein Buch gegeben‘.

Ferner sto8t die Bildung mehrfacher Negationen auf stilistische
Schwierigkeiten, wie schon das Beispiel ,,Hans ist nicht nicht blond
zeigt. An diesen Schwierigkeiten wollen wir uns aber im Moment nicht
einhingen, beim Ubergang zur Verwendung einer Symbolsprache werden
sie ohnehin verschwinden?.

1.1.2.2 Die Konjunktion. Aus zwei Sitzen kann man durch Zwischen-
fiigung des Wortes ,,und‘’ einen neuen Satz bilden, den wir als Koxn-
junktion der beiden urspriinglichen Sitze bezeichnen. Aus ,,Es regnet
und ,,Es ist kalt“ entsteht so der Satz ,,Es regnet und es ist kalt*“. Das
Wort ,,und” wird dabei so gebraucht, daB die Konjunktion wahr ist,
wenn ihre Teilsdtze, die Konjunktionsglieder, beide wahr sind; falsch,
wenn mindestens eines der Konjunktionsglieder falsch ist. D. h. es
gilt als Prinzip der Konjunktion:

1.1.2.2.1 Eine Konjunktion ist genau dann wahr, wenn beide Kon-
junktionsglieder wahr sind.

Daher folgt aus der Wahrheit der Konjunktion die Wahrheit der
beiden Konjunktionsglieder:

Es regnet und es ist kalt

III)
Es regnet
Es regnet und es ist kalt

Iv)
Es ist kalt.

Nach 1.1.2.1.1 und 1.1.2.2.1 ist ferner der Satz:
V) ,,Die Sonne scheint und die Sonne scheint nicht‘“ falsch.

Denn nach 1.1.1.3 ist der Satz ,,Die Sonne scheint’‘ entweder wahr oder
falsch. Ist es wahr, so ist seine Negation ,,Die Sonne scheint nicht*

1 Fiir eine detaillierte Analyse der umgangssprachlichen Verneinung
vgl. [23]. FrReEGE diskutiert dort auch die alteren philosophischen Thesen,
nach denen es zwei Arten von Urteilen gibt, bejahende und verneinende,
oder nach denen das Wesen der Verneinung in der Auflésung der Aus-
sage besteht. Diese Diskussionen sind vor allem deswegen interessant,
weil sie deutlich machten, welchen Schwierigkeiten eine Prazisierung selbst
der einfachsten logischen Begriffe begegnete.
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falsch, also ist ein Konjunktionsglied des Satzes und damit der Satz

selbst falsch. Ist der Satz ,,Die Sonne scheint‘’ aber falsch, so ist wieder-

um ein Konjunktionsglied falsch und damit auch die gesamte Kon-

junktion. Unabhingig davon, ob die Sonne scheint oder nicht, wissen

wir also, daB der Satz (V) falsch ist aus rein logischen Griinden.
Da (V) falsch ist, ist

VI) ,,Nicht: die Sonne scheint und die Sonne scheint nicht* wahr.

Dieser Satz ist eine Anwendung des allgemeinen Prinzips vom
ausgeschlossenen Widerspruch, das besagt: es ist nicht moglich, daB
das Gleiche (d. h. der gleiche Satz) zugleich gilt und nicht gilt.

Auch die Bildung umgangssprachlicher Konjunktionen folgt keinen
einfachen Gesetzen, wie das Beispiel: ,,Hans ist blond und gro8“ an-
stelle von ,,Hans ist blond und Hans ist groB* zeigt. Hier steht das ,,und”
nicht zwischen vollstindigen Sitzen, sondern zwischen Pridikaten?.

1.1.2.3 Dze Disjunktion. Wie durch Zwischenfiigen von ,,und* ent-
steht auch durch Einfiigung von ,,oder’ aus zwei Sitzen ein neuer
Satz, den wir als Disjunktion bezeichnen. Die durch ,,oder* verkniipften
Sitze nennen wir Disjunktionsglieder. Aus ,Die Sonne scheint” und
,Es regnet’’ entsteht so der Satz ,,Die Sonne scheint oder es regnet‘.
Wenn wir nun in Analogie zu 1.1.2.1.1 und 1.1.2.2.1 nach einem Prinzip
suchen, das den Gebrauch des Wortes ,,oder’ regelt, so finden wir, da8
dieses Wort in zwei verschiedenen Weisen gebraucht wird, im Sinn des

ausschliefenden und des nichtausschlieBenden ,,oder”. — Wenn wir
etwa sagen:

VII) Hans hat fiir seine Tat eine Geldstrafe oder eine Haftstrafe
zu erwarten,

so wollen wir damit ausschliefen, da Hans zugleich mit einer Geld-
und Haftstrafe belegt wird. Wir sagen dann auch: Hans hat entweder
mit einer Geld- oder mit einer Haftstrafe zu rechnen’. Der Gebrauch
dieses ausschliefenden ,o0der” wird durch folgendes Prinzip geregelt:

1.1.2.3.1 Eine ausschlieBende Disjunktion ist wahr dann und nur dann,
wenn genau eines der beiden Disjunktionsglieder wahr ist.

Der Satz

VIII) Die Sonne scheint oder die Sonne scheint nicht

1 Zu einer Analyse der umgangssprachlichen Konjunktion vgl. auch [24].

PAd
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ist also bei einer Deutung des ,,oder’* im ausschlieBenden Sinne nach
1.1.2.3.1 immer wahr, gleichgiiltig, ob die Sonne scheint oder nicht.
Wenn wir hingegen sagen:

IX) Wer einbricht oder stiehlt wird bestraft,

so wollen wir denjenigen, der zugleich Einbruch und Diebstahl begeht,
damit nicht von Strafe ausnehmen. Wenn aber jemand Einbruch und
Diebstahl begangen hat, so wire er bei Deutung des ,,oder’ in (IX) nach
dieser Regel straffrei. In (IX) gebrauchen wir also das ,,oder” offenbar
im nichtausschlieflenden Sinn, der dem Prinzip gentigt:

1.1.2.3.2 Eine nicht ausschlieBende Disjunktion ist wahr genau dann,
wenn (mindestens) eines der beiden Disjunktionsglieder wahr ist.

Wihrend also eine Disjunktion nach 1.1.2.3.2 nur dann falsch ist,
wenn beide Disjunktionsglieder falsch sind, ist sie nach 1.1.2.3.1 dariiber
hinaus auch dann falsch, wenn beide Disjunktionsglieder wahr sind.

Der Satz (VIII) ist auch nach 1.1.2.3.2 wahr, denn wenn das erste
Disjunktionsglied wahr ist, so ist die Disjunktion wahr; ist das erste
Disjunktionsglied falsch, so ist nach 1.1.2.1.1 das zweite Disjunktions-
glied wahr, so daB wiederum die Disjunktion wahr wird. Der Satz (VIII)
ist in dieser Deutung eine Anwendung des allgemeinen Prinzips fertium
non datur, das besagt, jeder Satz ist wahr oder falsch — eine dritte
Moglichkeit gibt es nicht.

Wir wollen nun im folgenden das ,,oder* immer im Sinne von 1.1.2.3.2
verstehen, also im Sinn des nichtausschlieBenden ,,oder“! Andernfalls
wollen wir ein ,,entweder — oder‘‘ setzen. Zwei weitere einfache Schliisse
sind nach 1.1.2.3.2 auch

Die Sonne scheint

Die Sonne scheint oder es regnet

X1) Es regnet

Die Sonne scheint oder es regnet

1.2 Theorie der Wahrheitsfunktionen

1.2.1 Symbolisierung aussagenlogischer Verkniipfungen

Wir haben oben einige einfache Beispiele aussagenlogischer Satiz-
verkniipfungen angegeben und gezeigt, wie sich aus den Prinzipien, die
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den Gebrauch solcher Verkniipfungen regeln, einfache Schliisse rechtfer-
tigen lassen. Wirsind dabei aber schon auf zwei Schwierigkeiten gestoBen:

1. Die untersuchten Satzstrukturen gehorchen in der Umgangs-
sprache keinen einfachen syntaktischen Regeln, man kann nicht eine
einheitliche Gestaltung von Negationen, von Konjunktionen oder von
Disjunktionen angeben. Die Bildung mehrfacher Verkniipfungen, etwa
die Bildung der Negation einer Disjunktion zweier Konjunktionen
macht Schwierigkeiten. Die Struktur solcher komplexer Séitze wird
sehr schnell uniibersichtlich, wie folgendes Beispiel zeigt: ,,Nicht
Ferdinand liebt Maria und Maria liebt Kurt oder Kurt liebt Maria und
Maria liebt Ferdinand®.

Soll das soviel besagen wie:

,,Ferdinand liebt Maria nicht. Und: Maria liebt Kurt oder Kurt
liebt Maria. Und Maria liebt Ferdinand.” — oder: ,,Nicht: Ferdinand
liebt Maria und Maria liebt Kurt. Oder: Kurt liebt Maria und Maria

liebt Ferdinand‘* — oder wie ist das Zusammenwirken der Verkniipfungen
in diesem Satz sonst zu verstehen?

2. Das gleiche Wort, wie z. B. das Wort ,,oder* wird umgangs-
sprachlich in ganz verschiedenen Bedeutungen gebraucht. Um heraus-
zufinden, in welchem Sinn solche Worte gebraucht werden, muB3 man
also den Kontext analysieren, in dem das Wort vorkommt. Es ist aber
nicht gesagt, daBl der Kontext immer eine eindeutige Interpretation
des Wortsinns erlaubt.

Einen weiteren wesentlichen Punkt haben wir bisher noch gar nicht
erwdhnt:

3. Die logisch giiltigen Schliisse sind formal giiltig, d. h. sie sind
unabhingig vom materialen Gehalt der Sitze giiltig. Daher eignet
ihnen eine Allgemeinheit, die wir umgangssprachlich nur auf kompli-
zierten Umwegen wiedergeben kénnen. So kann man nur solche Aus-
sagen machen wie etwa: Eine Disjunktion, deren zweites Glied die
Negation des ersten Gliedes ist, ist immer wahr (das ist das Prinzip
tertium non datur). Aber fiir komplexere Sitze wird das recht um-
stindlich. Ahnliche Griinde haben in der Mathematik dazu gefiihrt,
daBl man nicht schreibt:

,,Die Summe zweier Briiche, subtrahiert von dem Produkt der
Quadrate ihrer Nenner‘, sondern, unter Verwendung einer geeigneten

Symbolik, kurz und tibersichtlich ,,x?- y? — (% + —;—) “,
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Eine solche einfache und iibersichtliche Symbolik wollen wir uns
jetzt auch fiir die Darstellung der a.l. Verkniipfungen verschaffen.
Dazu reprisentieren wir die Sitze der Umgangssprache durch die Buch-
staben p, ¢, 7, s, ¢ und auch durch solche Buchstaben mit angehédngten
Ziffernindices, also durch p;, ¢, sy; usf., damit wir einen hinreichend
groBen Vorrat solcher Satzsymbole haben. Diese Symbole bezeichnen
wir als Satzvariable (kurz SV). Fiir die Worter ,,nicht”, ,,und” und
fir das nichtausschlieBende ,,oder’ setzen wir die Symbole ,—", ,,A“

und ,,v und schreiben nun ,—~———‘ statt , Nicht ———°,
y——— A ..." statt ,,——— und ... und ,,——— v ... statt
,——— oder ..."“. Steht etwa p fiir den Satz ,,Schmid kandidiert bei

der Wahl des Vereinsvorstandes und ¢ fiir ,,Schulze kandidiert bei
der Wahl des Kassenwartes*, so steht nun —p fiir ,,Schmid kandidiert
nicht bei der Wahl des Vereinsvorstandes*, p A ¢ fiir ,,Schmid kandidiert
bei der Wahl des Vereinsvorstandes und Schulze kandidiert bei der
Wahl des Kassenwartes” und p v ¢ fiir ,,Schmid kandidiert bei der
Wabhl des Vereinsvorstandes oder Schulze kandidiert bei der Wahl des
Kassenwartes. Die Symbole —, A und v nennt man auch a.l. Opera-
toren.

Aus den SV als a.l. einfachen Sitzen kénnen wir also mit den a.l.
Operatoren zusammengesetzte Sdtze bilden. Aus diesen zusammen-
gesetzten Sdtzen konnen wir dann mit Hilfe der a.l. Operatoren neue
Sétze bilden, usf. Dabei miissen wir nun eine Regelung treffen, wie
solche mehrfach zusammengesetzten Formeln zu verstehen sind. Fiir
den gleichen Zweck verwendet man in der Mathematik Klammer-
zeichen. So bedeutet etwa ,,7- (8 + 3)°“ das Produkt aus 7 und der
Summe &8 4+ 3. Hingegen bedeutet ,,(7-8) + 3 die Summe aus dem
Produkt 7- 8 und der Zahl 3. Da der erstere Ausdruck 77, der letztere
59 bedeutet, so kann man nicht einfach beidesmal ,,7 - 8 4 3‘‘ schreiben,
wenn man Mehrdeutigkeiten vermeiden will, wie das die Aufgabe jeder
brauchbaren Symbolik ist.

Es liegt also nahe, auch in der a.l. Symbolik Klammerzeichen zu
verwenden und festzulegen, daB ein Satz unserer a.l. Symbolik, der
durch Klammern eingeschlossen ist, als Einheit gilt bzgl. der a.l. Opera-
toren, die unmittelbar vor oder hinter ihm stehen. So ist (pAg)v 7
eine Disjunktion, deren erstes Glied p A g ist, p A (g v 7) ist hingegen
eine Konjunktion, deren zweites Glied g v 7 ist. —(p A ¢) ist eine Ne-
gation, in der die Konjunktion p A ¢ verneint wird, hingegen ist (—p) A ¢
eine Konjunktion, deren erstes Glied —p ist.
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Damit man nun nach dieser Grundregel nicht zu viele Klammern
setzen muB und die Formeln durch ein Klammerdickicht uniiberschaubar
werden, fithrt man besondere Regeln ein, die Klammereinsparungen
erlauben. Ebenso wie man in der Mathematik durch die Festsetzung,
daB das Zeichen ,, - “ stirker bindet als das Zeichen ,,+‘ die Klammer
im Ausdruck ,,(7-8) + 3 einsparen kann und dafir ,7-8 4 3“
schreibt, so kann man durch die Festsetzung, daB — stirker bindet
als A und v, und A stirker als v, Klammern einsparen. Man kann
dann z. B. statt (—p) A ¢ auch —p A ¢ schreiben, statt (—p) v ¢ auch
—p v g, und statt (p A g) vy auch p A gvr. Nicht entbehrlich sind
hingegen die Klammern in den Sitzen —(p A ¢), =(p v q)und (p v ) A 7.

Ausgehend von den SV konnen wir in unserer Symbolsprache durch
a.l. Verkniipfungen etwa folgende Sétze bilden:

P
—p 7, P
-pAg rVDP

(pAgA(rvyp)
“((mpAg)A(rvp), ust

Im folgenden verwenden wir auch die Buchstaben A, B, C, D,. .., um
nicht nidher spezifizierte Formeln unserer Symbolsprache anzudeuten,
im gleichen Sinn, in dem wir oben Striche ,,———‘‘ und Punkte ,,...*

verwendet haben, um Sitze anzudeuten, deren syntaktische Gestalt
offen blieb. Wir konnen dann z. B. sagen: eine Negation hat in unserer
Symbolsprache die Gestalt —A, eine Konjunktion die Gestalt A A B,
eine Disjunktion die Gestalt A v B. A A B deutet also einen Ausdruck
an, der besteht aus einer Formel A, gefolgt von dem Zeichen A, gefolgt
von einer Formel B. Steht A z.B. in einem bestimmten Kontext fiir
dieFormel p v —g, B fiir g A ——7, sosteht A A Bfiir (p v —g) A (g A =),
Man beachte dabei, daB die Formeln A und B bzgl. der Konjunktion
in A A B eine Einheit bilden, so daB man wie im Beispiel ev. neue
Klammern setzen muB3, um diese Einheit hervorzuheben. Man darf
also im Beispiel die Konjunktion A A B nicht als pv =g A g A -7
schreiben, was ja nach den Klammerregeln wie p v (mg A (g A ——)),
d. h. als Disjunktion zu lesen wire.

Da die Buchstaben A und B im allgemeinen fiir unspezifizierte
Formeln stehen, versteht sich eine Aussage etwa iiber die Konjunktion
A A B im Sinn der Behauptung: Sind A und B irgendwelche Sitze der
Symbolsprache, so gilt die Aussage iiber A A B fiir die Konjunktion
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dieser Sidtze. A A B ist also im allgemeinen ein Safzschema, nicht ein
bestimmter Satz.

Durch die Verwendung der a.l. Symbolik sind wir nun der Méangel der
Umgangssprache enthoben, die wir eingangs hervorgehoben hatten:

1. Die Satzverkniipfungen gehorchen einfachen syntaktischen Ge-
setzen. Jeder negierte Satz hat die Gestalt —A, jede Konjunktion die
Gestalt A A B und jede Disjunktion die Gestalt A v B. Die Klammer-
regeln legen die a.l. Struktur jedes Satzes eindeutig fest, so daB keine
Mehrdeutigkeiten auftreten kénnen. Jedem Satz 148t sich also sofort
ansehen, ob er eine Negation, Konjunktion oder Disjunktion ist, welche
Struktur seine Teilsdtze haben, usf. Gehen wir auf den Satz zuriick

a) ,,Nicht Ferdinand liebt Maria und Maria liebt Kurt oder Kurt
liebt Maria und Maria liebt Ferdinand®,

so kénnen wir die Intention dieses mehrdeutigen Satzes nun durch die
Ubersetzung in unsere Symbolik genau fixieren. Setzen wir die Buch-
staben p, g, 7, s fiir die Sitze ,,Ferdinand liebt Maria“, ,,Maria liebt
Kurt, ,, Kurt liebt Maria‘“, ,,Maria liebt Ferdinand‘‘ in dieser Reihen-
folge, so erhalten wir folgende Ubersetzungsméglichkeiten :

—(pAgVvrAs), =(pA(gvras), =(pA((gvr)as),
=(pAgVvr)As, “(pA(gvr)As, “(pAgvras,
“PAGVTAS, —pA(lgvr)as), (mpAg)vr)As.

Die Vielzahl dieser moglichen Aufgliederungen der Satzstruktur von
(a) zeigt deutlich die Uberlegenheit der Symbolsprache vor der Um-
gangssprache.

2. Auch die Vieldeutigkeiten der a.l. Verkniipfungsworter der Um-
gangssprache wird in der Symbolsprache vermieden. Die a.l. Operatoren
gehoren ja der Umgangssprache nicht an und sind zunichst bedeutungs-
lose Zeichen.. Thnen wird dann kraft Festsetzung nur eine bestimmte
Bedeutungsfunktion zugeordnet und nur in dieser einen Bedeutung
werden sie dann verwendet. So wird das Zeichen v nur in der Bedeutung
des nichtausschlieBenden ,,oder”* verwendet, die durch das Prinzip
1.1.2.3.2 festgelegt ist, nimmt also an der Mehrdeutigkeit des umgangs-
sprachlichen ,,oder nicht teil.

3. In der Mathematik stehen Variable in manchen Kontexten fiir
bestimmte Zahlen. Ebenso reprisentieren die SV in gewissen Kon-
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texten, in denen bestimmte Interpretationen dieser SV durch umgangs-
sprachliche Sidtze zugrunde gelegt werden, Sidtze eines bestimmten
Inhalts. Die Variablen werden in der Mathematik vor allem aber auch
dazu verwendet, die Allgemeingiiltigkeit eines Satzes auszudriicken.
So besagt z. B. die Gleichung:

b) (¥ + ¥)? = x* 4 2xy + »?, daB diese Identitit gilt, gleich welche
Zahlen die Variablen ,,x'‘ und ,,y‘‘ reprisentieren mogen, d. h. daB
die Identitdt fiir alle Zahlen x und y gilt. Ebenso konnen wir durch
die Verwendung von Satzvariablen eine Allgemeingiiltigkeit ausdriicken.
Dann besagt der Satz p v —p, daB pv —p wahr ist, gleich welche
speziellen Sitze p reprdsentieren mége, d. h. p v —p besagt, daB fiir alle
Sitze das tertium non datur gilt. Tatsichlich geht es ja in der Logik
vor allem um die Formulierung formal giiltiger Sitze, so daB die
Deutung der SV, auBer im Kontext von Beispielen, immer offen bleibt

und die SV damit in erster Linie dem Ausdruck der Allgemeingiiltigkeit
dienen.

Die Gleichung (b) geht kraft ihrer Allgemeingiiltigkeit immer wieder
in eine wahre Aussage iiber, wenn man fiir die Variablen ,,x* und ,,y“
spezielle Zahlnamen einsetzt. So gilt z. B. auch (7 + 3)? =72 42:7-3
+ 3% und (17 + 7982 =172 4 2-177-198 4 198%. Ferner konnen
wir auch fiir die Variablen Ausdriicke einsetzen, die selbst wieder
Variablen enthalten, wie z. B. ,,z + 7 fiir ,,'° und ,,3»° fiir ,,y".
Wir erhalten dann ((z + 7) + 34%)? = (2 + 7)? + 2(z + 7)34° + (34°)°.
Alle so aus (b) entstehenden Gleichungen miissen richtig sein, wenn (b)
allgemeingiiltig ist. Ebenso erhalten wir aus dem allgemeingiiltigen
Satz p v —p durch Einsetzung von Sitzen fiir die Variable p immer
wieder wahre Sitze. Setzt man z. B. ¢ fiir  ein, so erhilt man ¢ v —g,
setzt man g v » fiir p ein, so erhdlt man (gv 7) v 2(gv 7), usw. Man
beachte, daB bei solchen Einsetzungen, wie im letzten Beispiel, wieder
die nétigen Klammerzeichen einzufiigen sind, damit die Satzgestalt
A v —A erhalten bleibt. Aus der Allgemeingiiltigkeit von p v —p folgt
also die Wahrheit aller Sitze der Gestalt A v —A. Umgekehrt folgt
aus der Wahrheit all dieser Sdtze natiirlich auch die Wahrheit von
p v —p, da ja A speziell fiir p stehen kann, so daB wir also zum Ausdruck

der Allgemeingiiltigkeit neben dem Satz p v —p auch das Satzschema
A v mA verwenden konnen.

Zur Darstellung der Schliisse fithren wir nun das Symbol ,,~ ein.
Es ist dann der Ausdruck ,,A;,..., A, - B" zu lesen wie ,,Aus den
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Sdtzen A,,..., A, folgt der Satz B“. In dem SchluB A,,...,A B
sind also A,,..., A, die Primissen und B ist die Konklusion. Die
einfachen a.l. Schliisse aus 1.1.2 lassen sich dann wie folgt darstellen:

I) ——p - p, oder ——mA > A
II) > ——p, oder A > A
III) pAag—> p, oder AAB -~ A
IV) pAg—>gq, oder AAB > B.

Die Verwendung der Satzvariablen p und ¢, bzw. der Buchstaben
A und B driickt dabei die Allgemeingiiltigkeit dieser Schliisse aus.

Ubungsaufgaben :

1. Zur Einiibung der in diesem Abschnitt entwickelten Symbolik
iibersetze man die folgenden Sitze in die Symbolsprache. Dabei kiirze
man die nicht mit ,,nicht”, ,,und” oder ,,oder” zusammengesetzten
Teilsitze durch SV ab, so daBB immer verschiedene SV fiir verschiedene
Teilsdtze stehen. Die umgangssprachlichen Sitze sind dabei, wo nétig,
zuerst so umzuformen, daBl die Wérter ,,nicht”, ,,und’, ,,oder’ sich
auf vollstindige Teilsitze beziehen. Sind die Sitze mehrdeutig, so gebe
man die verschiedenen moglichen Ubersetzungen an.

a) Fritz studiert Chemie und Hans studiert nicht Physik.

b) Fritz studiert Chemie oder Physik und Philosophie.

c) Hans und Fritz studieren Chemie oder Physik.

d) Fritz fahrt nach Florenz und Pisa oder nach Florenz und Siena
und nicht nach Pisa.

e) Fritz fihrt nach Florenz, Pisa oder Siena und nach Rom oder
Neapel.

f) Fritz fahrt nicht nach Florenz oder Pisa, aber nach Siena und
Rom?,

2. Bilde aus folgenden Ausdriicken durch Einfiigung von Kiammer-
zeichen alle moglichen symbolsprachlichen Sitze:

a) —pPVgATVSVE,
b) —pAgv-rasvi,
c) pAGQV—rVSAL

1 Zur Kontrolle geben wir die Ubersetzungen an:a)p A =g, b) (p v ¢) A #
oderpvgAar,c)(pvg)A(rvs)ioderpAarvgAas,d)ypAgyv (¥ As)A—g,
e) (pvagvrya(svi), f) a(pv e A@As).
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3. Welche Formeln entstehen aus

a) pA—g,

b) (v g A—p,

c) —pvaa-a(pag),
d) pa(gv—p)

durch Einsetzung von

(1) rv =s fir p, (2) —(rv g) A —g fiir p, (3) = (—p A 7) fiir p und von
—p fiir g, (4) =z v ) A (s v i) fir p und von (r v —q) fiir ¢?

1.2.2 Wahrheitstabellen

Nachdem wir nun eine einfache Symbolik zur Darstellung von a.l.
Schliissen aufgebaut haben, wollen wir eine Systematisierung der
Gebrauchsprinzipien fiir aussagenlogische Verkniipfungen vornehmen,
wie wir siein 1.1.2.1.1,1.1.2.2.1,1.1.2.3.1 und 1.1.2.3.2 angegeben haben.

Diese Prinzipien haben folgende Eigentiimlichkeit: Nach ihnen
hangt die Wahrheit oder Falschheit des Satzkompositums ausschlieBlich
von der Wahrheit bzw. Falschheit der komponierten Sitze ab, nicht
hingegen von deren materialem Gehalt. So ist ein Satz —A falsch
immer dann, wenn A wahr ist, und —A ist wahr immer dann, wenn A
falschist — gleichgiiltig, wortiber der Satz A im einzelnen Fallsprechen mag.

DaB nicht alle Satzbildungen von dieser Art sind, zeigt etwa die
Bildung eines Satzes durch Voranstellen von ,,Hans glaubt, da8...".
Denn wenn Hans nicht genau die wahren Sitze fiir wahr, oder genau
die falschen Satze fiir wahr hilt, so besagt die Wahrheit bzw. Falschheit
eines Satzes A allein nocht nichts dariiber, ob der Satz ,,Hans glaubt,
daB A‘ wahr ist.

Es liegt nun nahe, diese an Negation, Konjunktion und Disjunktion
beobachtete Eigentiimlichkeit ins Zentrum der Aufmerksamkeit der
AL. zu stellen und den Gegenstand der A.L., den wir am Eingang
dieses Kapitels durch den Hinweis auf Satzstrukturen gekennzeichnet
haben, deren ndhere Bestimmung noch etwas im Vagen blieb, nun
genauer zu umreiBen und festzulegen:

1.2.21 Die AL. beschrinkt sich auf das Studium solcher Satz-
strukturen, fiir die der Wahrheitswert (d. h. die Wahrheit oder Falsch-
heit) des Kompositums ausschlieBlich von den Wahrheitswerten der
komponierten Sitze abhingt.

Solche Satzstrukturen wollen wir nun als awussagenlogische Satz-
strukturen bezeichnen. Die Woérter bzw. Symbole (wie =, A, v) mit
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denen diese Satzverbindungen dargestellt werden, nennen wir dann
allgemein awussagenlogische Operatoren.

Der semantische Gebrauch dieser a.l. Operatoren 1aBt sich nun
iibersichtlich angeben in Form von Tabellen, in denen wir den Wahr-
heitswert des Kompositums aufzeichnen in Abhéngigkeit von den Wahr-
heitswerten der Teilsitze. So erhalten wir folgende Tabellen:

N) Negation

A —A
w f
f w

Dabei stehe ,,w* fiir ,,wahr*, ,,{ fiir ,,falsch’. Die Tabelle ist zu lesen:
Wenn ein Satz A wabhr ist, so ist —A falsch (1. Zeile). Und wenn A
falsch ist, so ist —=A wahr (2. Zeile). Nach unserer Voraussetzung der
Wahrheitsdefinitheit 1.1.1.3 ist damit der Satz —A fiir alle Fille definiert,
da A nur die Werte w und {f annehmen kann.

K) Konjunktion

A B AAB
w w w
w f f
f w f
f f f

Hier hingt der Wahrheitswert eines Satzes der Gestalt A A B von
zwei Argumenten ab, von dem Wahrheitswert von A und dem Wahr-
heitswert von B.

D) Disjunktion

>
w
»>
<
o]

— g g
-8 8 &
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Der Gebrauch des ausschlieBenden ,,entweder-oder’’, das wir durch
den Operator ,<' symbolisieren und als Kontravalenz bezeichnen, 148t
sich durch die Tabelle charakterisieren

J) Kontravaienz = Albriwnad e

>

B A< B

w
f
w
f

Wir sagen nun, daB durch solche Wahrheitstabellen Wahrheits-
funktionen dargestellt werden.
Eine Funktion ist eine Zuordnung von Elementen einer Menge M
(dem Wertebereich der Funktion) zu den Elementen einer Menge N (des
Definitionsbereiches der Funktion), so daB jedem Element von N genau
ein Element von M zugeordnet ist. Dieser Funktionsbegriff ist aus der
elementaren Mathematik geldufig. x? ist z. B. eine Funktion, deren De-
finitionsbereich und deren Wertebereich Zahlen sind. Sie ordnet jeder Zahl
das Quadrat dieser Zahl zu. Die Elemente von N nennt man auch 4rgu-
mente der Funktion, das zugehorige Element von M den Funktionswert
fiir dieses Argument. Fiir das Argument 4 nimmt die Funktion %7 also
den Wert 76 an. Die Menge der Werte, welche die Funktion annimmt,
wenn ihre Argumente den Definitionsbereich durchlaufen, nennt man
den Wertevormt der Funktion. Der Wertbereich einer Funktion braucht
sich mit ihrem Wertevorrat nicht zu decken, da nicht alle Elemente
des Wertevorrats von der Funktion als Funktionswerte angenommen
werden miissen. Im Beispiel ist der Wertevorrat der Funktion #? die
Menge der Quadratzahlen. Die Menge der Quadratzahlen deckt sich,
wenn wir an die natiirlichen Zahlen 0, 7, 2, 3,... denken, nicht mit
der Menge der natiirlichen Zahlen, dem Wertebereich der Funktion.
Neben einstelligen Funktionen betrachtet man auch mehrstellige
Funktionen, wie z. B. die Funktion (x 4+ y)2. Hier hingt der Funktions-
wert von zwei Argumenten ab, die unabhingig voneinander variieren
konnen. Die Stellenzahl einer Funktion wird symbolisch reprisentiert
durch die Anzahl der verschiedenen Variablen, die in einem Ausdruck
fiir diese Funktion vorkommen. Jeder Variablen ist ein eigener Defi-
nitionsbereich zugeordnet. Fallen die Definitionsbereiche einer mehr-
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stelligen Funktion zusammen, so sprechen wir auch bei mehrstelligen
: Funktionen von dem Definitionsbereich der Funktion.

1.2.2.2 Eine Wabhrheitsfunktion ist nun eine Funktion, deren De-
finitions- und Wertebereich die Menge der beiden Wahrheitswerte ist.

Da eine Wahrheitstabelle die Zuordnung der Wahrheitswerte des
Satzkompositums zu den Wahrheitswerten der Argumente (der Teil-
satze) festlegt, definiert sie eine solche Wahrheitsfunktion. Wir kénnen
demnach die A.L. gemiB der Prizisierung ihres Gegenstandes nach
1.2.2.1 auch als Theorie der Wahrheitsfunktionen aufbauen.

Mit dieser Betrachtungsweise haben wir uns von der Analyse um-
gangssprachlicher Satzverkniipfungen schon recht weit entfernt und
haben uns auf eine abstraktere Betrachtungsebene begeben, die uns nun
neue Freiheitsgrade eréffnet: Wir brauchen nicht mehr den verschlun-
genen und uniibersichtlichen Wegen der Umgangssprache zu folgen und
ihren historisch gewordenen Eigenarten nachspiiren, sondern wir kénnen
eine Untersuchung der Wahrheitsfunktionen in abstracto vornehmen
und haben damit nicht nur einen prizise abgegrenzten, sondern auch
einen, wie sich zeigen wird, systematisch leicht faBbaren Gegenstand.

Verlieren wir aber, indem wir den Leitfaden der Umgangssprache
so preisgeben, nicht die Anwendungsméglichkeiten fiir unsere Logik?
Sicherlich nicht: Die Erfahrung hat gezeigt, daB der Schritt von der
Umgangssprache als MafBstab der Logik zur Logik als Mafistab der
Umgangssprache (was ihren wissenschaftlichen Gebrauch angeht) sehr
fruchtbar ist. Die moderne Logik hat im Gegensatz zur traditionellen
Logik diesen Schritt ganz bewuBt vollzogen. FREGE formulierte die
neue Einstellung so:

,,Es kann nicht die Aufgabe der Logik sein, der Sprache nachzugehen
und zu ermitteln, was in den sprachlichen Ausdriicken liege. Jemand,
der aus der Sprache Logik lernen will, ist wie ein Erwachsener, der
von einem Kinde denken lernen will. Als die Menschen die Sprache
bildeten, befanden sie sich in einem Zustand des kindlichen bildhaften
Denkens. Die Sprachen sind nicht nach dem logischen Lineale gemacht.
Auch das Logische in der Sprache erscheint unter Bildern versteckt,
die nicht immer zutreffen. Die Hauptaufgabe des Logikers besteht in
einer Befreiung von der Sprache und in einer Vereinfachung!.*

Wenn wir uns nun mit einer Theorie der aussagenlogischen Opera-
toren im allgemeinen beschiftigen wollen, so kénnen wir auch davon

1 FREGE im Brief an HusserL vom 1. November 1906, unverdffentlicht.



1.2 Theorie der Wahrheitsfunktionen 31

absehen, welche a.l. Operatoren in der Umgangssprache gebrauchlich
sind. Und wir kénnen insbesondere durch Wahrheitswerttabellen auch
neue a.l. Operatoren definieren.

Geben wir zuerst eine zweistellige aussagenlogische Verkniipfung
an, die wir als Implikation bezeichnen und durch den Operator ,, D
symbolisieren wollen! ‘Eirien Satz A D B lesen wir als ,,A impliziert B*.

Den semantischen Gebrauch dieses neuen Operators definieren wir
durch folgende Wahrheitstabelle:

I) Implikation

A l B ADB
|

w w w

w f f

i b w

f | f w

Damit ist die Satzverkniipfung durch D vollstindig und préazise
definiert. Gibt es nun fiir diese Verkniipfung in der Umgangssprache
ein Aquivalent? In gewisser Entsprechung zur Implikation verwenden
wir umgangssprachlich das ,,wenn — dann‘. Auch diese umgangs-
sprachliche Verkniipfung besagt, daB der ,,dann‘-Satz, der dem Hinter-
glied B der Implikation A D B entspricht, immer dann wahr ist, wenn
der ,,wenn‘‘-Satz, der dem Vorderglied A der Implikation entspricht,
wahr ist, wie das auch durch die ersten beiden Zeilen unserer Tabelle
gefordert ist. Denn wenn A wahr ist, so ist die ganze Implikation nur
dann wahr, wenn auch B wahr ist. Damit ist die Entsprechung aber
auch schon am Ende. Denn das umgangssprachliche ,,wenn — dann‘‘
dient zum Ausdruck einer im einzelnen nicht immer scharf prizisierten
inhaltlichen Folgebeziehung zwischen ,,wenn-Satz und ,,dann‘‘-Satz,
wihrend davon beziiglich der Implikation, wie wir sie definiert haben,
keine Rede sein kann. So ist nach den letzten beiden Zeilen unserer

Tabelle jede Implikation wahr, deren Vorderglied falsch ist, also sind
z. B. die Sitze

,,Der Mond ist viereckig impliziert 2-2 = 4"
und

,,Der Mond ist viereckig impliziert 2-2 = 5"



l

32 1 Aussagenlogik

wahr, obwohl wir nicht geneigt wiren zu sagen, daB die Satze
,,Wenn der Mond viereckig ist, dann ist 2+ 2 = 4,
,,Wenn der Mond viereckig ist, dann ist 22 = 5

wahr seien. Und auch bei einer wahren Implikation mit wahrem Vorder-
glied besteht zwischen Vorderglied und Hinterglied nicht notwendig ein
materiales Begriindungsverhiltnis, wie das Beispiel zeigt: ,,Goethe
wurde 1749 geboren impliziert Rom hat den ersten Punischen Krieg
gewonnen‘. Das ist nach unserer Tabelle eine wahre Implikation,
hingegen wiirde man den Satz ,,Wenn Goethe 1749 geboren wurde,
dann hat Rom den ersten Punischen Krieg gewonnen‘‘ nicht als wahren
Satz ansehen, da hier offenbar jedes Begriindungsverhiltnis fehlt.

Die Entsprechung zwischen Implikation und umgangssprachlichen
,,wenn — dann‘‘ ist also nur lose. Immerhin kann man einen gewissen
Gebrauch des ,,wenn — dann‘ durch die Implikation darstellen und
prazisieren und dieser Gebrauch ist so hidufig, daB durch diese Prizi-
sierung etwas Wichtiges geleistet wird.

Wir wollen noch zwei weitere a.l. Operatoren definieren, die wir
durch die Symbole ,,=" und ,,|* darstellen und als Aquivalenz bzw.
als Exklusion bezeichnen. Sitze der Gestalt A = B bzw. A|B lesen wir
dann als ,,A ist d4quivalent mit B bzw. als ,,A schlieBt B aus“.

A) Aquivalenz

A B A=B
w W w
w f ]
f w if
f f w
T/E) Exklusion
—
A B AlB

—-—g g
—~ 8 =8
888 -
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Fiir die Exklusion gibt es in der Umgangssprache kein direktes
Aquivalent. Der Aquivalenz entspricht, mit analogen Einschrinkungen,
wie wir sie fiir die Implikation geltend gemacht haben, das ,,genau dann,
wenn’‘. Denn die Wahrheit des einen Teilsatzes soll auch hier die Wahr-
heit des anderen zur Folge haben, und die Falschheit des einen Teil-
satzes die Falschheit des anderen. Die folgenden Beispiele wahrer
Aquivalenzen zeigen aber wiederum, daB dies wechselseitige Folgever-
hiltnis kein Verhidltnis einer materialen Begriindung ist, wie man
anhand einer Ubersetzung des ,,dquivalent’ in ein ,,genau dann, wenn*
sofort einsieht.

»2 + 2 =5 dquivalent der Mond ist viereckig*,

»2 + 2 = 4 dquivalent der Mond ist rund‘.

Im Hinblick auf unsere Klammerregeln wollen wir nun festsetzen,
daB in der Reihe —, A, v, D, =, | alle links von einem Operator stehenden
Operatoren stirker als dieser binden. Demnach kénnen wir z. B. statt
(P A qg)D((—p) =7#) schreiben paAgD(—p =7) und pvg=-—pDyg
statt (p v g) = ((—p) D).

Beispiele einfacher Schliisse, in denen die Operatoren D, = und |
vorkommen, sind folgende:

1) =pvg—~pDyg

2) (pD9A(gDp) P =g
3) plg > —(pag),

4) pDg > —gD=p. i,

Diese Schliisse sind giiltig. Hingegen gilt nicht:

5) pDOg > —pD—g,
6) (pD9) D9~ 2.

Das erkennt man wie folgt:

Zu (1): Die Zeilen der ersten beiden Spalten der folgenden Tabelle
enthalten die moglichen Wahrheitsannahmen fiir die Satzvariablen p
und ¢. Aus der 1. Spalte ergibt sich mit der Tabelle N die 3. Spalte,
aus der 3. und 2. Spalte ergibt sich mit der Tabelle D die 4. Spalte.

Kutschera, Elementare Logik 3
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P q —p —pVvyg
w w f w
w f f f
f w w w
f f W w

Die letzte Spalte stimmt nun mit der Wahrheitstabelle I {iberein, d. h.
$ D g ist immer dann wahr, wenn —p v ¢ wahr ist. M. a. W.: Aus der
Wahrheit des Satzes —p v ¢ folgt die Wahrheit des Satzes p D g, gleich
welche Wahrheitswerte die Sdtze p und ¢ haben mégen, gleich also fiir
welche Sitze p und g stehen mogen.

Zu (2):
4 q POg¢q gop D9 AgDp)
w W w W w
w f f w f
f w w f i
i f w w w

Diese Tabelle ist in analoger Weise zu verstehen: die Zeilen der ersten
beiden Spalten enthalten die moglichen Wahrheitsannahmen iiber p
und ¢. Daraus ergeben sich die Spalten 3 und 4 nach Tabelle I. Die
5. Spalte ergibt sich aus den Spalten 3 und 4 nach Tabelle K. Da die
letzte Spalte mit der Wahrheitswertverteilung fiir p = ¢ nach Tabelle A
iibereinstimmt, macht also jede Wahrheitsannahme {ber p und ¢, die
(p D ¢) A (g D p) wahr macht, auch p = g wahr und somit ist die formale
Giiltigkeit des Schlusses (2) bewiesen.

Zu (3): Nach Tabelle E ist plg wahr, wenn p oder ¢ falsch ist. In
diesen Fillen ist aber nach K p A ¢ falsch, also nach N —(p A ¢g) wahr.

Zu (4): Nach I ist p D g wahr, wenn p falsch ist oder ¢ wahr. Ist
# falsch, so ist —p wabhr, also ist nach I auch —g D —p wahr. Ist ¢ wahr,
so ist —g falsch, also ist wiederum nach I —g O —p wahr.

Zu (5): DaB dieser SchluB ungiiltig ist, zeigt der Fall, daB3 p falsch
und ¢ wahr ist. Dann ist ndmlich nach I p D ¢ wahr. Nach N ist hingegen
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—p wahr und —gq falsch, so daB nach I —p D —g¢ falsch ist. Es gibt also
eine Wahrheitsannahme fiir die SV p und ¢, welche die Pramisse des
Schlusses (5) wahr und seine Konklusion falsch macht. Der Schluf
ist also nicht fiir alle Wahrheitsannahmen giiltig, d. b. er ist nicht formal
giltig.

Fehlschliisse nach diesem Schema findet man hiufiger. Der SchluB:

Wenn es regnet, ist die StrafBle nal — also: Wenn es nicht regnet,
ist die Strafle nicht na8.

mag auf den ersten Blick einleuchten.
Es kann aber bei Sonnenschein ein Spritzwagen die StraBe entlang-
fahren, so daB es nicht regnet und die StraBe trotzdem nal ist.

Zu (6): Ein Gegenbeispiel fiir die Annahme der Giiltigkeit dieses
Schlusses ist der Fall, daB p falsch ist und ¢ wahr. Dann ist nach I
$ D q wahr und ebenso (p Dg) Dg¢. Hingegen ist die Konklusion p
von (6) nach Voraussetzung falsch. Die Konstruktion einer Wahrheits-
tabelle sieht in diesem Fall so aus:

P q D¢ 249 D¢
w w mw w
w i i W
f w w w
f f w f

Der Vergleich der 1. und 4. Spalte zeigt, daB in der 3. Zeile ein Fall
auftritt, in dem (p D ¢) D¢ wahr und p falsch ist.

Diese Beispiele zeigen nun schon, daB man durch systematisches
Zuriickgreifen auf die Wahrheitstabellen eine Entscheidung dariiber
erzielen kann, ob ein vorgegebener Schluf giiltig ist oder nicht. Bevor
wir diese Methode aber in Allgemeinheit angeben, wollen wir den Begriff

__des formal giiltigen Schlusses in einer Definition festhalten, den wir in

t

‘dén\ Beispielen (1) bis (68) bereits implizit verwendet haben:
1.2.2.3 a) Einen SchluB der Gestalt A;,...,A B (es sei m > 1)1v

1 Wir verwenden die iibliche Symbolik m > 1, um auszudriicken, dafl
die Zahl m groBer als 1 oder gleich 1 ist. Das Zeichen ,,>>‘‘ bedeutet also
,»groBer oder gleich®, wahrend ,, > das Zeichen fiir ,,gr68er** ist. Ent-
sprechenderweise steht das Zeichen ,,<{* fiir , kleiner oder gleich* und
,<'* fiir |, kleiner”.

3
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nennen wir a.l. giltrg, wenn jede Wahrheitsannahme iiber die in den
Sdtzen A,,. ., A, B vorkommenden Satzvariablen, die (aufgrund der
semantischen Festsetzungen iiber die a.l. Operatoren, die wir in Form
der Wahrheitstabellen angegeben haben) alle Sitze A,,..., A, wahr
macht, auch den Satz B wahr macht.

Es erweist sich als praktisch, in Erweiterung des bisher verwendeten
SchluBbegriffes auch Schliisse zu betrachten, die entweder keine Pri-
missen oder keine Konklusion enthalten. Im Hinblick auf 1.2.2.3 a)
definiert man die Giiltigkeit solcher Schliisse wie folgt:

(b) Einen SchluB der Gestalt - B (d. h. einen SchluB ohne Pramissen)
nennen wir a.l. giiltig, wenn jede Wahrheitsannahme iiber die in B vor-
kommenden Satzvariablen B wahr macht.

K»c/)\} Einen SchluB der Gestalt A,,..., A, — (es sei wieder m > 1)
nennen wir a.l. giiltig, wenn jede Wahrheitsannahme iiber die in
A,,..., A, vorkommenden Satzvariablen mindestens einen der Sitze
A,,..., A, falsch macht.

Demnach sind also z. B. die Schliisse

7 > pv—-p und

8) pAa—p > al giltig. Die Schliisse

9) > pvgDg und

10) pvg,pA—g > sind hingegen nicht a.l. giiltig. Das zeigen

folgende Tabellen:

(M
? —p pv-—p
w f w
f w w
(8)
? —p PA—p
) f f
f w f
9
4 q Pvy AR

—~—g g
—~ g g
—~8 88
8§ 8¢
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(10)
P q vy g PA—g
w w w f f
w § w w w
f w w f f
f f f w f

In der Tabelle (9) zeigt die 2. Zeile der 4. Spalte, daB fiir die Wahr-
heitsannahme: p wahr und ¢ falsch der Satz p v ¢ D ¢ falsch ist. Dieser
Satz ist also nicht fiir jede Wahrheitsannahme wahr. In der Tabelle (10)
zeigt die 2. Zeile in der 3. und 5. Spalte, daB fiir die Wahrheitsannahme
p wahr und ¢ falsch beide Sitze p v ¢ und p A —g wahr sind. Es gilt
also nicht fiir jede Wahrheitsannahme, daB sie mindestens einen dieser
beiden Satze falsch macht.

Man verwendet auch folgende Terminologie:

1.2.24 a) Ein Satz A ist a.l. wahr, wenn jede Wahrheitsannahme {iiber
die in A vorkommenden SV A wahr macht.

b) Ein Satz A irstwq.l. falsch, wenn jede Wahrheitsannahme tiiber die
in A vorkommenden SV den Satz A falsch macht.

c) Ein Satz A ist a.l. indeterminiert, wenn es Wahrheitsannahmen
gibt, die A wahr, und solche die A falsch machen.

Es gilt demnach: A ist a.l. wahr genau dann, wenn der SchluBl -~ A
a.l. giiltig ist. A ist a.l. falsch genau dann, wenn der SchluB A - a.l.
giiltig ist. Und A ist a.l. indeterminiert genau dann, wenn A weder a.l.
wahr, noch a.l. falsch ist. Die Einteilung in a.l. wahre, a.l. falsche und
a.l. indeterminierte Sdtze ist also eine vollstindige Einteilung aller
Sdtze: Jeder Satz unserer Symbolsprache ist entweder a.l. wahr oder
a.l. falsch oder a.l. indeterminiert.

Beispiele a.l. wahrer, a.l. falscher und a.l. indeterminierter Sitze
sind nach den Beispielen (7), (8) und (9) pv —p,pA—p,pv gDy
A.l. wahre Sitze nennt man auch a.l. Tautologien, a.l. falsche Sitze a.l. .
Kontradiktionen, wie man allgemein logisch wahre Sétze als Tautologien
und logisch falsche Sitze als Kontradiktionen bezeichnet. ‘

Im nichsten Abschnitt wollen wir uns nun einen Uberblick iiber
die Mannigfaltigkeit der Wahrheitsfunktionen verschaffen, um dann im
Abschnitt 1.2.4 auf das oben angedeutete Entscheidungsverfahren fiir
die a.l. Giiltigkeit von Schliissen zuriickzukommen.
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Ubungsaufgaben :
Welche der folgenden Schliisse sind a.l. giiltig?

l. p=g—~pDg 6. (p29)2p ~ 2,
2. —(pAag) > pDy, 7. = pAgDpvy,
3. > (p=9D(p=—9), 8. prg=(—pv—yg)
4. (pD9nrp~p =y 9. > (p2¢9) =(—pD—9)
5. pD(g>Dr) > ¢gD(pD7), 10. pAgD—(—pv—g) —.

1.2.3 Vollstindige Systeme von Wahrheitsfunktionen

Bisher haben wir nur einige ein- und zweistellige Wahrheitsfunktionen
betrachtet. Wir wollen uns nun einen Uberblick iiber alle ein- und
zweistelligen Wahrheitsfunktionen verschaffen und allgemein einen
Uberblick iiber alle méglichen Wahrheitsfunktionen beliebig hoher
Stellenzahl gewinnen.

Betrachten wir zunichst die einstelligen, oder monadischen Wahrheits-
funktionen. Da das Funktionsargument nur die beiden Werte w und §{
annehmen kann, erhalten wir vier mogliche Verteilungen der Werte
w, f auf diese Argumente, die durch folgende Tabelle dargestellt werden.

Dabei seien ,, @0, ,,@%, ,,B“, ,,E“ Operatorensymbole.
’ » )

A @A @A @A @A

m » w f f

f w f w f
Deutung Tautologie A —A Kontradiktion

Die Funktion @ transformiert A in eine Tautologie, (& transformiert
A in eine Kontradiktion. @ 148t den Wahrheitswert von A unverindert,
B endlich stellt die Negation dar, wie der Vergleich mit Tabelle N aus
1.2.2 lehrt.

Gehen wir nun zu den zweistelligen oder dyadischen Wahrheitswert-
funktionen iiber, so erhalten wir bereits eine wesentlich gréBere Mannig-
faltigkeit von Funktionen. Wie folgende Tabelle zeigt, gibt es 16 zwei-
stellige Wahrheitswertfunktionen. Dabei seien ,,@“,...,,®" wieder
Operatorensymbole:
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A‘ BAOBAQ@BA®BA®B A®B | A®B | A®B | A®B
m] W w W w ‘ w f W w w
w| f ) ® ) f w W f f
flw| w w f ) w i o f
filf i1} f w i) W § f w
Deu- | Tau- |Av BBDA/ADB| AiB A B A=B
tung to-

logie
Al BIAOBAOBAOBA®B A®B | A®B | A®BB | A®B Ac ..
w| w| f f f W f f f f
w| f ) ® f f w f f f
flw| o f w f f ® f f
flf f W w f f f ) f
Deu- [A=B| =B | mA |AAB| AA—B|—A A B |—A A —B| Kontra-
tung diktion

A @ B stellt wieder eine Tautologie, A ® B eine Kontradiktion dar,
die Funktionen @, ®, ®, ®, ®, @ sind uns schen bekannt, sie stellen
in dieser Reihenfolge Disjunktion, Implikation, Exklusion, Aquivalenz,
Kontravalenz und Konjunktion dar, wie der Vergleich mit den Tabellen
aus 1.2.2 lehrt. A ® B ist mit B D A gleichwertig, A® Bmit A, A® B
mit B, A©® B mit =B, A® B mit -A, A ® B mit A A =B, A ® B mit
—A A B, A® B mit —-A A =B. Dabei besagt diese Gleichwertigkeit,
daB gilt: A ® B ist wahr genau fiir die Wahrheitsannahmen fiir die
B D A wahr ist, usw.

Die Zahl der Wahrheitswertfunktionen wichst nun rasch mit ihrer
Stellenzahl an. Wie die Kombinatorik lehrt, gibt es 2" Anordnungen
der zwei Wahrheitswerte w, f in einer Reihe mit #» Gliedern, d. h. es
gibt 2" verschiedene Argumente fiir eine #n-stellige Wahrheitswert-
funktion. Fiir n = 7 gab es 2’ =L77_Argumente, firn = 2gabes 22 =4 <
Argumente. Allgemein gibt es #* Anordnungen von » Elementen in
einer Reihe mit % Gliedern. Das beweist man durch Induktiof nach
der Zahl k. Wie geht ein Bewers durch Induktion vor sich? Darauf wollen
wir in Form eines kurzeﬁ_ﬁkﬁtsé;éi‘ﬁéeﬁén; da wir spiter noch viele
solche Induktionsbeweise zu fithren haben werden.
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Die zu beweisende Behauptung sei, daB eine Eigenschaft E allen
natiirlichen Zahlen 7, 2,... zukommt. Man zeigt nun erstens:

I) Die Zahl 7 hat die Eigenschaft E.

Der Beweis von (I) bildet die sog. Induktionsbasis. — Zweitens weist
man nach, daB fiir eine beliebige natiirliche Zahl % gilt:

IT a) Wenn die Zahl % die Eigenschaft E hat, so hat auch die Zahl
k 4+ 1 die Eigenschaft E.

oder:

II b) Wenn alle natiirlichen Zahlen m, die kleiner oder gleich & sind
die Eigenschaft E haben, so hat auch die Zahl & 4 7 die Eigenschaft E.

Den Beweis von (II a), bzw. (II b) nennt man den Induktionsschritt, den
,,wenn‘‘-Satz von (II a), bzw. (II b) nennt man die Induktionsannahme.
Verwendet man die Induktionsannahme nach (II b), so spricht man
auch von einer Wertverlaufsinduktion.

Es ist nun intuitiv klar, daB Induktionsbasis und Induktionsschritt
zum Beweis der Behauptung ausreichen. Denn (I) besagt, daB 7 die
Eigenschaft E hat. Also hat nach (II) auch 7 + 7 = 2 die Eigenschaft
E. Also hat nach (II) auch 2 + 7 = 3 die Eigenschaft E, usf. Fir jede
natiirliche Zahl 2 kann man also in % Schritten vermittels (I) und (II)
zeigen, daB % die Eigenschaft E hat. Also haben alle natiirlichen Zahlen
die Eigenschaft E, was zu beweisen war.

Diese Erliuterung des Induktionsbeweises mag hier geniigen. Eine
strenge Rechtfertigung findet diese Beweismethode im Rahmen der
elementaren Arithmetik?.

Gehen wir nun auf unsere Behauptung zuriick, da8 es »* Anordnungen
von # Elementen zu je & Gliedern gibt. Die Behauptung der Induktions-
basis (I) lautet in diesem Fall: Es gibt n/ = # Anordnungen zu je einem
Glied. Das ist aber offensichtlich, denn diese Anordnungen bestehen
jeweils aus einem der #» Elemente. Die Behauptung (II a) des Induk-
tionschrittes lautet: Wenn es #* Anordnungen der #» Elemente zu %
Gliedern gibt (% sei irgendeine feste Zahl), so gibt es #* "’ Anordnungen
zu k + 7 Gliedern. Nun gelangen wir zu den Anordnungen mit & + 7
Gliedern, indem wir jede Anordnung mit %2 Gliedern um ein Glied er-

1 Vgl. dazu 5.4.
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weitern. Aus jeder Anordnung mit %2 Gliedern entstehen so » Anord-
nungen mit & + 7 Gliedern, d. h. wir erhalten #* - # = n**7 Anordnungen
zu k + 7 Gliedern. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Nun besteht die Angabe einer Wahrheitsfunktion in der Angabe
einer Verteilung der beiden Wahrheitswerte auf die Argumente. Es

gibt also 22" solche Verteilungen, also 22" #-stellige Wahrheitsfunktionen.
Es gab 22 = 22 = { einstellige und 2% = 2 = 76 zweistellige Wahr-
heitsfunktionen. \_‘\\

Wir haben uns damit einen Uberblick iiber die Anzahl der Wahr-
heitsfunktionen einer bestimmten Stellenzahl verschafft. Insgesamt gibt
es unendlich viele Wahrheitsfunktionen. MiiBte man nun in der Aussagen-
logik jeder dieser Wahrheitsfunktionen eine eigene Untersuchung widmen,
so kime man nie zu einem Ende. Tatsdchlich 148t sich aber ein Teil
der Wahrheitsfunktionen durch Definition auf andere zuriickfiihren.
Wir verwenden dabei folgendes einfache Schema fiir Definitionen:

Eine Definition, genauer: eine Explizitdefinition ist eine Fest-
setzung iiber die Bedeutung und die syntaktische Verwendung eines
Ausdrucks, dem bisher noch keine Bedeutung zugeordnet war. Die
Bedeutung dieses zu definierenden Ausdrucks, des Definiendums, wird
in der Definition gleichgesetzt mit der Bedeutung eines anderen Aus-
drucks, der als definierender Ausdruck oder Definiens also bereits eine
feste und wohldefinierte Bedeutung haben muB, die ihn unabhingig
von der betrachteten Definition zugeordnet ist. Wir schreiben Explizit-
definitionen in der Gestalt A := B, wobei das Definiendum A4 links
von dem Zeichen ,,:=‘ und das Definiens B rechts davon steht. Das
Zeichen ,,:=" ist zu lesen als ,,ist definitorisch gleich‘l. Dann besagt
also die Definition A := B zunichst soviel wie ,, der Ausdruck 4 soll
gleichbedeutend (synonym) sein mit dem Ausdruck B“. Das ist wohl-
gemerkt eine Festsetzung und keine Aussage, die wahr oder falsch sein
konnte. Es gibt keine wahren oder falschen Definitionen, sondern nur
korrekte oder inkorrekte Definitionen, wobei die Korrektheit einer
Definition allein daran zu messen ist, ob durch sie dem Definiendum
eine wohlbestimmte Bedeutung zugeordnet wird2.

Demnach legt die Definition

1) ,n° := , Heinrich"

1 Anstelle von ,,: =" schreibt man auch oft ,,=ps".
? Vgl. dazu den Abschnitt 6.3!
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fest, daB3 ,,»*‘ ein Eigenname ist, der dasselbe bedeutet wie der Name
,,Heinrich®, also den Menschen Heinrich. Aufgrund der Definition ist
es dann sinnvoll zu sagen ,,A ist blond”, , 4 studiert Medizin“, usw.

Ebenso erkliart die Definition

2) ,,Primzahl’ := ,,Zahl, die nicht durch eine von 7 verschiedene
kleinere Zahl ohne Rest teilbar ist“

den Ausdruck ,,Primzahl’ als Pridikat und legt fest, daB z. B. die
Zahlen 77 und 77, nicht aber die Zahlen 6 und 75 als Primzahlen anzu-
sprechen sind.

Die Definition
3) ,,P := ,Die Erde ist groBer als der Mond"

endlich erklirt den Buchstaben ,, P als Satz und legt z. B. fest, daB
dieser Satz wahr ist.

Wegen der volligen Bedeutungsgleichheit zwischen Definiendum und
Definiens kann man das Definiens in allen Kontexten durch das Defi-
niendum ersetzen. Aus der semantischen Festlegung der Definition
ergibt sich also die Ersetzbarkeit als syntaktische Folge. Diese Er-
setzbarkeit erlaubt es, das Definiendum als Abkiirzung fiir das Definiens
aufzufassen und in dieser Abkiirzung liegt auch der Zweck der Explizit-
definitionen.

Wenn man nun z. B. den a.l. Operator ® definiert durch
4) AB®B:=AA-B,

so besagt diese Festsetzung nicht nur etwas iiber die Bedeutung eines
bestimmten Satzes der Gestalt A ® B, sondern sie legt fest, daB3 jeder
Satz der Gestalt A ® B dasselbe bedeuten soll wie der Satz A A —B,
gleich fiir welche speziellen Sitze die Buchstaben A und B stehen. Wir
bezeichnen eine solche Festsetzung auch als Definitionsschema, ebenso
wie wir A A B als Satzschema bezeichnet haben und wie wir AA B> A
als Schlufischema bezeichnen kénnten. Der Kiirze des Ausdrucks wegen
wollen wir aber nicht immer streng zwischen Satz-, Schlu3- oder Defi-
nitionsschema und Sitzen, Schliissen oder Definitionen unterscheiden.

Kommen wir nun auf unser Thema zuriick; die definitorische
Riickfiihrbarkeit einer Wahrheitsfunktion auf andere! Wir haben schon
bei der Besprechung der dyadischen Wahrheitswertfunktionen gesehen,
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daBl gewisse Wahrheitsfunktionen sich durch andere darstellen lassen.
So legen z. B. die Definitionen:

A®B:=BDA
A®B:=AAr-B
A®B:=—AA-B

fir die Ausdriicke der Gestalt A®@ B, A® B, A ® B die gleichen
Wahrheitsbedingungen fest, wie sie durch die Wahrheitstabelle be-
stimmt sind. Wir sagen also: die Funktion ® ist definierbar durch die
Implikation, die Funktionen ® und ® sind durch Negation und Kon-
junktion definierbar.

Ferner finden wir, daB die Definitionen:

dl: A~B:=—(A =B)

d2: A=B:=(ADB)A(BDA)
d3: ADB:=—-AvB

d4: AvB:=—(—AAr-B)

folgendes leisten:

1. Durch diese Definitionen werden die Operatoren ~, =, D und v
auf die Operatoren — und A definitorisch zuriickgefithrt. Denn wenn
ein Satz C unserer _Symf)dlsprache gegeben ist, der nur die Operatoren
=, =, D, v, 1, A enthilt, so konnen wir zunichst nach dl alle Vor-
kommnisse des Operators — in C ersetzen durch Negation und Aquivalenz
und erhalten so einen Satz C’, der nur mehr die Operatoren =, D, v, —, A
enthdlt. Dann ersetzen wir alle Vorkommnisse von = in C’ nach d2
und erhalten dadurch einen Ausdruck C”, der nur mehr die Operatoren
D, v, 1, A enthilt. Ersetzen wir in C”’ alle Vorkommnisse von D nach
d3, so erhalten wir einen Ausdruck C’”’, der nur mehr die Operatoren
v, —, A enthdlt, und daraus durch Ersetzung aller Vorkommnisse von
v nach d4 einen Ausdruck C'"”" der nur mehr die Operatoren — und A
enthdlt. Man nennt Ausdriicke, die durch Ersetzung definitorisch
gleicher Teilausdriicke auseinander hervorgehen definitorisch dquivalent.
Insbesondere sind also C'"”" und C definitorisch dquivalent.

Dazu ein Beispiel: C sei der Satz —(p><g) Dp v ¢g. Durch defini-
torische Ersetzung erhalten wir daraus:

C': ——(p=¢g)Dpvyg

C' (29 Ag29)Dpve
PV A(gvp)Dpvyg
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C": ——(pveal=gvp)v(pve
=== A g) A (5g A —p)) v (—p A )
cr. ﬂ(ﬁ—lﬂ—l(_\(ﬁ—‘p A —1q) A —;(ﬁﬂq A —\P)) A —1—1(_1P A —|q))

2. Durch die angegebenen Definitionen werden fiir die definierten
Operatoren die gleichen Wahrheitsbedingungen festgelegt, wie durch
die Wahrheitstabellen, durch die wir sie urspriinglich eingefiihrt hatten.
Dazu zwei Beispiele:

a) A B ist nach Tabelle J aus 1.2.2 wahr genau dann, wenn ent-
weder A oder B (aber nicht beide zugleich) wahr sind. A = B ist nach
Tabelle A wahr genau dann, wenn A und B wahr oder A und B falsch
sind. —(A = B) ist also wahr genau dann, wenn A und B weder beide
wahr, noch beide falsch sind, d. h. wenn einer von beiden Sitzen wahr,
und der andere falsch ist. Das veranschaulicht die folgende Tabelle:

A B A—~B A=B —(A =B)
w w f W f
w f ® f w
f w w f )
f f f w f

Die Tabelle zeigt in der Ubereinstimmung von 3. und 5. Spalte, daB
A><B und (A = B) fiir alle Wahrheitsannahmen iiber A und B die
gleichen Wahrheitswerte annehmen.

b) A = B ist nach Tabelle A wahr genau dann, wenn A und B beide
wahr oder beide falsch sind. A O B ist nach I wahr, wenn A falsch ist
oder B wahr. B D A ist wahr, wenn B falsch ist oder A wahr. Nach K
ist dann (A D B) A (B D A) wahr, wenn A und B beide falsch sind oder
beide wahr. Das veranschaulicht folgende Tabelle:

A B A=B ADB BDA (ADB)A (BDA)
w ® w w w ™
® f f f w f
f ) f w f f
f f w w w w




1.2 Theorie der Wahrheitsfunktionen 45

Die Tabelle zeigt in der Ubereinstimmung von 3. und 6. Spalte, da8
sich fiir jede Wahrheitsannahme {iber A und B fiir die Sitze
(ADB)A (BDA) und A = B der gleiche Wahrheitswert ergibt.

In gleicher Weise kann man die Behauptung fisr d3 und d4 beweisen.

Ferner lassen sich Negation und Disjunktion durch die Exklusion
definjeren:

db: —A:=AJA
d6: AAB:=-(AB)

Denn fiir A|A erhalten wir aus der Tabelle E aus 1.2.2 die Tabelle

A AlA
w f
i w

die mit N iibereinstimmt. Und die Tabelle

A B AIB —(A|B)
w w f w
w f w f
f w w f
f f w f

ergibt die gleichen Wahrheitsbedingungen fiir Sdtze der Gestalt —(A|B),
wie die Wahrheitstabelle K.

Es erhebt sich die Frage, ob sich eine endliche Menge von Wahr-
heitsfunktionen angeben 14Bt, durch die sich alle tibrigen Wahrheits-
funktionen, gleich welcher Stellenzahl, definieren lassen. Wir wollen
eine solche Menge von Wahrheitsfunktionen kompleft nennen.

Es gilt nun der wichtige Satz:

1.2.3.1 Negation und Konjunktion bilden eine komplette Menge von
Wahrheitsfunktionen.

Beweis: Es sei F(py,...,p,) eine beliebige n-stellige Wahrheits-
funktion. Es gibt dann, wie wir oben gesehen haben, 2" verschiedene
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Einsetzungen von Wahrheitswerten fiir die Variablen p;,..., p, (z. B.
F(w,...,w), F(j,w,..., w), usw.). Diese Einsetzungen denken wir
uns in irgendeiner Weise numeriert von 7 bis 2"+ 4, sei die Wahrheits-
funktion p,, bzw. —p,, je nachdem ob fiir die Variable p, (k =17,..., n)
bei der i-ten Einsetzung (1 =7,...,2") ,w" oder ,{* gesetzt wird.
A,, ist also bei der i-ten Einsetzung wahr. B; sei die Wahrheitsfunktion
Ay ... AA, Dannist B; bei der i-ten Einsetzung wahr, bei allen
anderen Einsetzungen falsch. Die erstere Behauptung folgt unmittelbar
aus dem iiber 4, Gesagten und der Tabelle K. Die zweite ergibt sich
auf folgende Weise: Mindestens eine Funktion A4, erhilt bei einer
Einsetzung mit der Nummer /, die von % verschieden ist, ein Argument,
das von dem Wahrheitswert verschieden ist, der bei der Einsetzung
Nummer ¢ fiir p, gesetzt wird, d. h. die Funktion 4,, nimmt den Wert f{
an und damit wird die gesamte Konjunktion 4,, A ... A 4;, falsch.
Fiir den Fall, daB F(p,,..., p,) fir alle 2" Einsetzungen den Wert w
annimmt, kénnen wir setzen ,,F(p,,...,p,)" = ,(p; A —p) A ... A
A =(p, A p,). Denn das Definiens ist offenbar ebenfalls ein a.l
wahrer Satz. Fiir diesen Fall haben wir also F(p,,. . ., p,) durch Negation

und Konjunktion definiert. Andernfalls seien i,,..., %, die Nummern
derjenigen Einsetzungen, fir die F(p;,...,p,) den Wert f annimmt.
C sei dann die Wahrheitsfunktion —B; SN A =B, . C wird nun
genau dann falsch, wenn ein Bi, (¥ =1,...,m) wahr ist, d. h. fiir eine
Einsetzung mit der Nummer 3, fiir die auch F(p,,..., p,) falsch wird.
Wir kénnen dann also ,,F(p,,..., 9,)" = ,,C" setzen und haben wieder-

um F(p,,...,p,) durch Negation und Konjunktion definiert. Damit
ist der Satz 1.2.3.1 bewiesen.

Da wir die Konjunktion auch durch Negation und Disjunktion,
bzw. durch Negation und Implikation definieren kénnen:

d7: AAB:=-(—Av-—B), bzw.
d8: AAB:=-(AD-B)

bilden auch Negation und Disjunktion, bzw. Negation und Implikation
eine komplette Menge von Wahrheitsfunktionen. Die Definitionen d5
und d6 zeigen ferner, daB auch die Exklusion allein eine komplette
Menge von Wahrheitsfunktionen bildet.

Wie man alle Wahrheitsfunktionen nur durch die Exklusion defi-
nieren kann, so kann man sie auch durch die Funktion A ® B definieren,
die man als Rejektion bezeichnet und durch den Operator t symbolisiert.
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Das zeigen die beiden Definitionen:

d9: —-A:=AtA
d10: A v B :=-=(AtB),

durch die Negation und Disjunktion auf die Rejektion zuriickgefiihrt
werden. Da Negation und Disjunktion aber ausreichen, um alle Wahr-
heitsfunktionen zu definieren, so reicht demnach auch die Rejektion
dazu aus.

Diese Resultate sind nun sehr stark und auf den ersten Blick ver-
bliffend, ermdglichen sie es doch, die unendlich vielen Wahrheits-
funktionen beliebiger Stellenzahl z. B. allein durch die Exklusion zu
definieren und somit die Theorie aller Wahrheitsfunktionen durch die
Theorie der Exklusion zu beherrschen. Damit haben wir die Méglichkeit
gewonnen, alle a.l. giiltigen Schliisse darzustellen nur durch Verwendung
der Exklusionl.

Wenn es also prinzipiell geniigt, die Exklusion als einzigen a.l.
Operator zu verwenden, so vereinfacht doch der Gebrauch weiterer
Operatoren die Schreibweise der Sitze unserer Symbolsprache ganz
erheblich. Wegen der umgangssprachlichen Aquivalente zu diesen
Operatoren verwendet man praktisch immer die Operatoren —, A, v, D
und =. Wir wollen uns im folgenden auch auf diese Operatoren be-
schranken.

Zum AbschluBl dieses Abschnittes soll noch darauf hingewiesen
werden, daB3 der Symbolgebrauch in der modernen logischen Literatur
keineswegs einheitlich ist. Die folgende Tabelle bringt eine Ubersicht
itber die wichtigsten Symbole, die sich in einigen Standardwerken der
modernen Logik finden?, und soll damit das Literaturstudium erleichtern.

1 Schon C. S. PEIrRcE kannte die Moglichkeit, alle Wahrheitsfunktionen

auf eine einzige zurtickzufithren. Das geht aus einem Manuskript hervor,
das erst 1933 verdffentlicht wurde (Vgl. Collected Papers, Bd. IV, S. 13—18,
215f.). Das Resultat wurde zuerst von H. M. SHEFFER verdffentlicht
(vgl. Transactions of the American Math. Soc. 14 (1913), S. 481 —488), der
sowohl die Riickfilhrung auf die Exklusion (der Operator ,,| wird auch
Sheffer-Strich genannt) angab, wie auch die Riickfithrung auf die Rejek-
tion. Vgl. dazu auch [9], S. 133f.

2 Vgl [78), [38], [51], [33].



48 1 Aussagenlogik

\ |
) . Peano
Bezeichnung Hier RUSSELL HILBERT P ukasiewicz | HERMES
Negation —p ~7p P Np —p
Konjunktion PAg P q p&g Kpq PAg
Disjunktion vy Pvyg Pvyg Apgq pvyq
Implikation pDq | pDg¢ P>9q Cpyq p>q
Aquivalenz p=q | P=g p~gq Epq pegq
Exklusion plg plg plg Dpq Plq

(o

Auf die Besonderheiten der Klammersetzung ist jeweils zu achten!

Die Symbolik von Lukasiewicz hat den Vorteil, daB ihre Ver-
wendung Klammerzeichen iiberfliissig macht. So schreibt sich z. B.
die Formel

((pDq)Dp)Dp als CCCHepp
und die Formel
(—(Aag)Dq vp als ACNKpggp.

FrREGE hat eine zweidimensionale Schreibweise verwendet, die er
fiir besonders iibersichtlich und handlich hielt. Sie hat sich aber nicht

B
durchgesetzt. Er schrieb —A statt —A und | 5 Statt ADBL

Ubungsaufgaben :

1. Beweise, daB die Definitionen d3 und d4 bzgl. der Tabellen I und
D aus 1.2.2 addquat sind, wie das fiir d1 und d2 auf S. 44f gezeigt wurde.

2. Ubersetze folgende Formeln in unsere Symbolik:

~(@-9v~g

P&g > (g~3)
P&I~(pvy).

1.2.4 Wabhrheitsentwicklungen

Wir kommen nun auf unsere Bemerkung am Ende des Abschnittes
1.2.2 zuriick, daB sich die a.l. Giiltigkeit von Schliissen durch ein syste-

1 Vgl. [14) und FreGEs Verteidigung seiner Symbolik in [20].
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matisches Riickgreifen auf die Wahrheitstabellen entscheiden l4Bt.
Diese Behauptung wollen wir nun beweisen, indem wir ein Entscheidungs-
verfahren fiir die a.l. Giiltigkeit von Schliissen explizit angeben.

Man sagt allgemein, daB fiir eine Menge von Aufgaben ein Lisungs-
verfahren vorliegt, wenn eine Regel angegeben wird, die bis in alle
Einzelheiten eindeutig bestimmt ist, und durch deren Befolgung allein
man jede Aufgabe dieser Menge in endlich vielen Schritten 16sen kann.
Die Regel muB dabei rein mechanisch anwendbar sein, d. h. sie muf}
eine Vorschrift sein, der man ohne spezielle Fihigkeiten und Kenntnisse
nachkommen kann, deren Durchfiihrung man also prinzipiell auch einer
geeignet konstruierten Maschine {iberlassen konntel. Beispiele solcher
Losungsverfahren sind etwa die Division ganzer Zahlen und die Be-
rechnung der Potenzen einer natiirlichen Zahl. Bestehen die Aufgaben
nun darin, eine bestimmte Frage von Fall zu Fall mit ,,ja‘“ oder ,,nein
zu beantworten, so nennt man ein Losungsverfahren dafiir auch ein
Entscheidungsverfahren. So ein Entscheidungsverfahren wollen wir also
fiir die Beantwortung der Frage angeben, ob ein vorgelegter SchluB
unserer Symbolsprache a.l. giiltig ist oder nicht.

Es geniigt nun, ein Entscheidungsverfahren fiir die Frage anzu-
geben, ob ein vorgelegter Satz a.l. wahr ist oder nicht, denn es gilt:

1.2.4.1 a) Ein SchluB der Form A,,..., A -~ B ist a.l. giiltig genau
dann, wenn der Satz A; A ... A A, DB al. wahr ist.

b) Ein SchluB der Form - B ist a.l. giiltig, wenn der Satz B a.l.
wahr ist.

c) Ein SchluB der Form A,,..., A, - ist a.l giiltig genau dann,
wenn der Satz —(A; A ... AA}) al wahr ist.

Beweis: (a) Wenn A,,..., A, > B a.l. giiltig ist, so wird nach 1.2.2.3
B bei jeder Wahrheitsannahme wahr, welche die Sitze A,,...,A,
samtlich wahr macht, d. h. die den Satz A; A ... A A wahr macht
(vgl. Tabelle K aus 1.2.2). Das Hinterglied der Implikation
AjA ... AA_ DB wird also bei jeder Wahrheitsannahme wahr, die
das Vorderglied wahr macht, d. h. die Implikation wird bei jeder Wahr-

1 Man kann den Begriff des Losungsverfahrens mathematisch prazi-
sieren und zeigen, daB sich zu jedem Losungsverfahren eine Maschine
konstruieren 148t, der man die Anwendung dieses Verfahrens iibertragen
kann. Vgl. dazu [32].

Kutschera, Elementare Logik +
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heitsannahme wahr (vgl. Tabelle I). Ist umgekehrt diese Implikation
a.l. wahr, so nimmt das Hinterglied den Wert w an fiir alle Wahrheits-
annahmen, die das Vorderglied und damit alle Konjunktionsglieder
des Vordergliedes wahr machen. Also ist der SchluBf A,,..., A, -~ B
a.l. giiltig.

(b) Die Behauptung wurde schon unter 1.2.2.4 bewiesen.

(c) Wenn jede Wahrheitsannahme einen der Sédtze A,,..., A, falsch
macht, so macht jede Wahrheitsannahme die Konjunktion A; A ... A A
falsch, also ihre Negation wahr (vgl. Tabelle N aus 1.2.2). — Macht
umgekehrt jede Wahrheitsannahme den Satz —(A; A ... A Ap) wahr,
so machen alle Wahrheitsannahmen A; A ... A A falsch, also machen
sie jeweils mindestens einen der Sitze A,,..., A, falsch. Also ist
A,,..., A, - nach 1.2.2.3 al. giiltig.

Wenn wir nun ein Entscheidungsverfahren fiir die a.l. Wahrheit von
Sitzen haben, so kénnen wir vermittels 1.2.4.1 auch die a.l. Giiltigkeit
von Schliissen entscheiden, indem wir von A,,...,A, - B zu
A A ... AA DB iibergehen, von - B zu B und von A,,..., A —~
zu (A; A ... A AY), und die a.l. Wahrheit dieser Sitze untersuchen.
Sind diese Sitze a.l. wahr, so sind auch die entsprechenden Schliisse
a.l. giiltig, sind sie nicht a.l. wahr, so sind auch die entsprechenden
Schliisse nicht a.l. giiltig.

Wir geben nun ein Entscheidungsverfahren fiir die a.l. Wahrheit
eines Satzes A an und erldutern es gleich anhand des Beispiels

pOg=—-pvy.

1. Man bildet die Liste der SV, die in A vorkommt (im Beispiel: p, g).
Ihre Zahl sei # (im Beispiel ist # = 2). Dann bildet man die 2" méglichen
Einsetzungen von Wahrheitswerten fiir diese Variablen (vgl. 1.2.3)
und numeriert sie von 7 bis 2”. Im Beispiel erhalten wir die Einsetzungen:

7) w fir p und w fiir ¢,
2) w fiir p und f fiir g,
3) f fir p und w fiir ¢,
4) f fur p und f fir g.

2. Man nimmt in A fiir die SV die Einsetzung Nr. 7 vor (im Beispiel
erhdlt man so w D w = —w Vv w). Dann ersetzt man in diesem Aus-
druck schrittweise die Ausdriicke fiir die einfachen Wahrheitswert-
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komposita wie —w, { A w, § D f nach MaBgabe der Wahrheitstabellen
N, K, D, I, A aus 1.2.2 durch w bzw. f. Die Reihenfolge dieser Er-
setzungen ist, bis auf unwesentliche Einzelheiten, durch unsere Regeln
iiber die Setzung und Einsparung von Klammern festgelegt. Nach
endlich vielen Schritten erhdlt man so einen Wahrheitswert als Re-
sultat der Einsetzung Nr. 7. Im Beispiel erhalten wir:

) mwDw=—-wvw
wOw=fvw nach Tabelle N
wWOW=w nach Tabelle D
w=w nach Tabelle I
w nach Tabelle A.

3. Erhélt man als Resultat der m-ten Einsetzung (m =7,...,2"%) f,
so ist der Satz A nicht a.l. wahr und wir sind fertig. Erhilt man als
Resultat der m-ten Einsetzung hingegen w, so ermittelt man, falls
nicht m = 2" ist, das Resultat der (m 4 7)-ten Einsetzung auf die
gleiche Weise. Ist w das Resultat aller Einsetzungen, so ist A a.l.
wahrl. Im Beispiel hat man also wie folgt fortzufahren:

2) wOf=—wvi

wOf=fvf

wDOf=f
=7
0

3) fDw=-fvw
fODOm=wvw
fODmw=w

w=w
w

4) i2f=—fvf

ioDf=wvf

fOf=w
=w
w

1 Ein solches Entscheidungsverfahren hat zuerst FREGE in [14] ange-
wendet, ohne es aber in Allgemeinheit zu formulieren. PEIRCE hat 1885
das Verfahren in voller Allgemeinheit angegeben.

4%
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Der Satz p Dg =—p v ¢ ist also nach MaBgabe des Entscheidungs-
verfahrens a.l. wahr.

Es ist nun zu zeigen, daB die nach dem Verfahren 1.2.4.2 als a.l.
wahr ausgezeichneten Sdtze auch tatsichlich genau die a.l. wahren
Sitze sind. Dieser Nachweis ist aber sehr einfach:

1. Ist der Satz A durch das Entscheidungsverfahren ausgezeichnet,
so ist er wahr fiir jede Wahrheitsannahme tiber die in ihm vorkommenden
Satzvariablen nach MaBgabe der Wahrheitstabellen aus 1.2.2. Er ist
dann nach 1.2.2.4 auch a.l. wahr.

2. Ist der Satz A a.l. wahr, so nimmt er den Wert w an fiir jede
Wahrheitsannahme iiber die in ihm vorkommenden Satzvariablen.
Jede Einsetzung von Wahrheitswerten fiir diese Variablen und die Be-
stimmung ihres Resultats nach den Wahrheitstabellen muB also den
Wert w ergeben. Dann ist aber A auch durch das Entscheidungsver-
fahren ausgezeichnet.

Zur Erleichterung der Einiibung des Entscheidungsverfahrens
wenden wir es noch auf ein zweites Beispiel an:

Ist der Satz (p Dg) D (pv7rDgv —w)al wahr? Der Satz enthilt
die Satzvariablen p, g, 7, fiir die folgende 2° = 8 Einsetzungen moglich
sind:

P q 7
7 w w w
2 w w f
3 w f w
4 W f f
5 f w w
6 f w f
7 f f w
8 f f f

Wir finden;ﬁir diese Einsetzungen:

7)) wWOw)D(wvwdDwv —w)
wD(wvwDwV —w) nach Tabelle I
wD(wDwv w) nach Tabelle D
wD(wDwvVf) nach Tabelle N
w D (w D mw) nach Tabelle D
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wDOw nach Tabelle I

w nach Tabelle I.

2) wDOw)D{wvi{Dwvf)
w2 (wVv iDwv—f)
wD (wDw v —f)
WD (wWDwvV w)
® D (w D w)
wOw
W

3) (wWOHD(wvwDfiv-m)
fO(wvwdDfv )
fo2(wDfv-—w)
iD@Dfvi)
f2(w>H)
fof

w

4) wWOHD(vFiDfvf)
fD(mvidfvf)
fO(wDfv—f)
fO(wDfvw)
fO (wDw)
fDow

»

5) (fDw)D(fvwDwv )
wO(fvwDwv —w)
wD (wDwvw)
wD(wDwvVf)

w D (0w D w)
WO w
»

6) (iDw)D(fvidDwv i
wD(fviDwv i)
wD (fDwv —f)
wD(fDwv w)
w2 (D w)
WO W
w

53
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7) (fo) (fvwDfv-—mw)
D(fvwDfv—m)
D(wDfv—w)
D(wDfvi)
> w1

me
f

Der Satz (pDq) D(p v rDgv —w) ist also nicht a.l. wahr: die Wahr-
heitsannahme (7) macht ihn falsch.

Die weitere Einiibung des Verfahrens muB3 dem Leser selbst iiber-
lassen werden. Angesichts der Bedeutung des Entscheidungsverfahrens
ist dringend zu empfehlen, dafl eine Reihe von weiteren Beispielen im
einzelnen durchgerechnet wird. AbschlieBend sei noch erwdhnt, daB
man das Entscheidungsverfahren auch zur Beantwortung der Frage
verwenden kann, ob ein Satz a.l. falsch oder a.l. indeterminiert ist:
er ist a.l. falsch, wenn alle Einsetzungen den Wert f ergeben, a.l. in-
determiniert, wenn einige Einsetzungen den Wert w und andere den
Wert § ergeben.

Ubungsaufgaben :

1. Beweise diese unsere letzte Behauptung!

2. Man stelle fiir die folgenden Sitze fest, ob sie a.l. wahr, a.l. falsch
oder a.l. indeterminiert sind:

a) (p=9=0@>D9>(@>29)

b) (pDg)D(pvrDdgvy)

c) ((p29)22)>¢

d (292920

e) POPA(@D7)A(pA—)

fy pDg=—p>—g

g (#29>((g>7>D(p>7)

h) (pvg)v(rDP))D(pVv—pDrA—pa—g).

1.2.56 Fundamentale Theoreme der Aussagenlogik

Wir wollen im folgenden eine Auswahl der wichtigsten a.l. giiltigen
Schliisse angeben. Der Beweis fiir die a.l. Giiltigkeit der aufgefiihrten
Schliisse ist jeweils durch eine Anwendung unseres Entscheidungs-
verfahrens zu erbringen. Nachdem es sich dabei um ein rein mechanisch
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anzuwendendes Verfahren handelt, das im vorigen Abschnitt eingeiibt
worden ist, fiihren wir diese Beweise nicht an. Dem Leser sei aber
empfohlen, in einer Reihe von Fillen die Beweise tatsichlich durch-

zufithren.

Zur Abkiirzung verwenden wir im folgenden das Zeichen ,,«‘ im
Kontext A <« B fiir die Behauptung, daB sowohl der SchluB A - B, wie
auch der Schluff B — A a.l. giiltig ist. Die Behauptung eines Schlusses
ist im folgenden immer als Behauptung seiner a.l. Giiltigkeit zu ver-

stehen.

Gesetze der Negation:

—p - P

Gesetze der Konjunktion:

PAp P
PAg o grp
PA(AY) = (PAg AT
PAlgvr) = pAagvpar
PA(pvy - P
PA(PAG - PAg
PA(gv—g) - p
P9~ pAg

pPAg—> 9

pAg—>gq
pPAg>pvyg
PAg > pDyg
Prg>p=gq

PAg o a(mpv—g)
=(pAag) - —pv—g
PAg - —(pD—g)
pA—p >

Gesetze der Disjunktion:
pvp -
pvg e gqvp
pv(gvry) - (pvgvr

Prinzip der doppelten Negation
Prinzip der dreifachen Negation.

Idempotenz der Konjunktion
Kommutativitit der Konjunktion
Assoziativitit der Konjunktion
Distributivitit der Konjunktion
Absorptionsgesetz der Konjunktion
Absorptionsgesetz der Konjunktion
Absorptionsgesetz der Konjunktion
Gesetz der Konjunktionseinfithrung
Abschwichung der Konjunktion
Abschwichung der Konjunktion
Abschwichung der Konjunktion
Abschwichung der Konjunktion
Abschwichung der Konjunktion
Gesetz von De Morgan (d7)
Gesetz von De Morgan
Gesetz von De Morgan (d8)
Prinzip vom ausgeschlossenen Wider-
spruch.

Idempotenz der Disjunktion
Kommutativitdt der Disjunktion
Assoziativitdt der Disjunktion

PV (gAar) = (pvq) A (pvr) Distributivitit der Disjunktion
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pv(pvye - pvyg Absorptionsgesetz der Disjunktion
PV(pAg) - P Absorptionsgesetz der Disjunktion
pVv(ga—g) - p Absorptionsgesetz der Disjunktion
p>pvyg Gesetz der Disjunktionseinfithrung
g->pvyg Gesetz der Disjunktionseinfithrung
pvg < (—pA—g) Gesetz von De Morgan (d4)

“(pvyg - —pA—g Gesetz von De Morgan

> pv-—p Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten.

Gesetze der Implikation:

- pDp Reflexivitit der Implikation
$D¢,gDr > pDr Transitivitdt der Implikation
pD(gDr) - pAgDr Gesetz der Im-, bzw. Exportation
pPD(@D7) - gD (pD7) Gesetz der Priamissenvertauschung
PD(PpDg) - pDg Absorptionsgesetz der Implikation
$pD(@D7) - (pDq)D(pD7) Selbstdistributivitdt der Implikation
pPDg - —pvyg Definition der Implikation (d3)
pDg - —gD—p Gesetz der Kontraposition

—$pDg - —qDp Gesetz der Kontraposition

pPDg - gD—p Gesetz der Kontraposition
p>gDp Paradox der Implikation

P> —pDg ex falso quodlibet

—p > pDg Paradox der Implikation

pDg—~> pArDyg Abschwichung der Implikation

pDg—~ (rDp)D(rDyg) Abschwichung der Implikation
pDg~ (gD7)D(pD7) Abschwichung der Implikation

pPDg>pvrDdgvry Abschwichung der Implikation
PODg>pPpArDgnar Gesetz der Pramissenverstirkung
P, pDg > g Modus ponens

p> (pDg)Dyg Modus ponendo ponens

P~ (gD—p)D—g 1. Modus tollendo tollens

D9, —g > —p 2. Modus tollendo tollens

pDg,rDg > pvrDyg Koppelungsgesetz der Implikation
PDgpOr > pDgar Koppelungsgesetz der Implikation
pDq,7rDs > parDgas Koppelungsgesetz der Implikation

$pDq,—pDg > ¢ Konstruktives Dilemma
PO—p > —p reductio ad absurdum
—pDp > p reductio ad absurdum

D¢, pDg > —p reductio ad absurdum
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“(pDg) - pA—g Widerlegung der Implikation
$D9)2p ~ ¢ Gesetz von PEIRCE.

Gesetze der Aquivaienz:

~p=p Reflexivitit der Aquivalenz
p=qo=r > p=vr Transitivitat der Aquivalenz
p=qeqg=p Kommutativitit der Aquivalenz
p=(@=7) - (p=q) =7 Assoziativitit der Aquivalenz
p=qg o p=—g Inversion der Aquivalenz
p=q e p=—yg Kontraposition der Aquivalenz

p=q - (pDq) A(gDp) Definition der Aquivalenz (d2)
p=q < pAgv—pa—g Wahrheitsbedingungen der Aquivalenz

p=qg—~> pDyg Abschwichung der Aquivalenz
p=qg—~qgdDp Abschwichung der Aquivalenz
—(p=9q) - p=g Widerlegung der Aquivalenz.

Im Hinblick auf die Assoziativitit der Konjunktion und die der
Disjunktion kénnen wir nun auch die Klammern in den Formeln
Av(Bv (), (AvB)vCundinden Formeln AA(BAC),(AAaB)AaC
weglassen. Denn der Wahrheitswert bleibt der gleiche, ob man die
Formel AvBv C im Sinne von Av (Bv C) oder von (AvB)vC
deutet, bzw. ob man A A B A C im Sinne von A A (B A C) oder von
(A A B) A C deutet.

1.2.6 Metatheoreme zur Aussagenlogik

Das Entscheidungsverfahren ermoglicht es uns, fiir jeden vorge-
legten SchluB bzw. Satz festzustellen, ob er a.l. giiltig bzw. a.l. wahr
ist oder nicht. Es umgrenzt so die Menge der Theoreme der A.L. als ‘
Menge der a.l. giiltigen Schliisse oder auch als Menge der a.l. wahren |
Sitze.

Die direkte Auszeichnung eines Theorems durch eine Anwendung
des Entscheidungsverfahrens ist aber nicht die einzige Moglichkeit
Theoreme zu gewinnen. In vielen Fillen ist es einfacher, aus vorgege-
benen Theoremen neue Theoreme zu erschlieBen vermittels solcher
Sitze wie ,,Wenn die Schliisse 2 und 2” a.l. giiltig sind, so ist auch
der SchluBl 2"’ a.l. giiltig"". Das sind nun keine Sitze, auf die sich unser
Entscheidungsverfahren anwenden lieBe. Es sind daher auch keine
Theoreme der A.L., sondern Sitze iiber unsere Theorie der A.L. oder
Metatheoreme. Allgemein bezeichnet man als M etatheorem einer Theorie
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T einen Satz iiber T, der nicht mit den Mitteln von T selbst, sondern
nur mit intuitiven Mitteln bewiesen werden kann. Ein solches Meta-
theorem ist z. B. der Satz 1.2.4.1. Wir wollen nun einige Metatheoreme
der A.L. angeben und damit u. a. Wege aufzeigen, wie sich aus Schliissen,
die bereits als a.l. giiltig erkannt sind — z. B. durch eine Anwendung
des Entscheidungsverfahrens — neue a.l. Schliisse gewinnen lassen.

Wir haben in 1.2.1 SV eingefithrt, um formale Schliisse in ihrer
Allgemeingiiltigkeit darzustellen. Ein SchluB ist a.l. giiltig, wenn fiir
alle Wahrheitsannahmen iiber die SV, d. h. fiir alle Interpretationen
der SV durch bestimmte Sitze, aus der Wahrheit der Primissen die
Wahrheit der Konklusion folgt. Man kann also fiir die SV in den Sitzen
eines a.l. giiltigen Schlusses bestimmte Sitze einsetzen, und erhélt dabei
immer giiltige Schliisse. Diesen Sachverhalt driickt das Eimsetzungs-
theorem aus. Um es kiirzer formulieren zu koénnen, verwenden wir
folgende Schreibweise: Ist p eine SV, so schreiben wir statt ,,A* auch
,A[p]“, um anzudeuten, daB3 die Formel A die SV p enthalten kannl.
A[p/B] soll dann diejenige Formel sein, die aus A[p] entsteht, wenn
man alle Vorkommnisse von p in A[p] durch die in Klammern ein-
geschlossene Formel B ersetzt. Uberfliissige Klammern kénnen dann
nach unseren Klammerregeln in A[p/B] wieder fortgelassen werden.
Enthilt A[p] die SV p nicht, soist A [p/B] mit der Formel A [p] identisch.

Ist Afp] z. B. die Formel p A ¢ D p, ist p die SV p und ist B die
Formel —# =5, so ist A[p/B] die Formel (—7 =s) A gD (—7 =35s).

Ebenso kann man durch die Schreibweise ,,A[p,,..., p,]* anstelle
von ,,A‘ andeuten, dafl die Formel A die SV p,,..., p, enthalten kann.
Dann ist A[p,/B,,..., p,/B,.] die Formel, die aus Af[p,,..., p,] durch
simultane Ersetzung alle Vorkommnisse von p; in A[p,,..., p,] durch
(By) und ... und von allen Vorkommnissen von p, in A[p,,..., P,]
durch (B,) entsteht.

Ist A[p, q] also z. B. die Formel p A ¢ D p, sind p und q die SV p
und ¢, ist B die Formel —» = ¢ und C die Formel» A —¢, soist A [p/B, q/C]
die Formel (—7 =¢) A7 A—tD (-7 =g), nicht aber die Formel
(~r=rA—-t)ArA—tD(—r =rAa—t), da C nicht fir die Vor-
kommnisse von q in A[p/B, q], sondern fiir die Vorkommnisse von q
in Afp, q] einzusetzen ist.

1 Man beachte, daB der Buchstabe p nicht wie p eine bestimmte SV
unserer Symbolsprache ist, sondern fir unspezifizierte SV steht, ahnlich wie
der Buchstabe A keine bestimmte Formel ist, sondern fiir unspezifizierte
Formeln steht.
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Das Einsetzungstheorem lautet nun:

Mtl: Ist der SchluB A,(p]...., A [p] -~ B(p] a.l giiltig, so auch der
SchluB A,[lp/C],..., A,[p/C] - B[p/C], fiir beliebige Formeln C.

Beweis: Kommt die SV p in C vor, so kénnen wir p in den Formeln
des ersten Schlusses durch eine GV q ersetzen, die weder in diesen
Formeln, noch in C vorkommt. Dadurch dndert sich offenbar nichts
an der a.l. Giiltigkeit des ersten oder an der Gestalt des zweiten Schlusses
— es ist ja nun C fiir q einzusetzen. Wir koénnen also annehmen, daB
p nicht in C vorkommt. Unter dieser Voraussetzung gilt, daB zwei
Formeln A [p] und A [p/C] die gleichen Wahrheitswerte annehmen, wenn
p und C die gleichen Wahrheitswerte annehmen. A[p] ist ja eine Wahr-
heitsfunktion F(p, q;,..., q,) von p und den iibrigen SV q,,..., g, von
Alp]. A[p/C] ist dann die Wahrheitsfunktion F(C, q,,...,q,), die
fiir gleiche Werte von p und C die gleichen Werte annimmt wie
F(p,qy,---,9,). Ist nun M eine Wahrheitsannahme iiber die SV, die
in den Formeln des zweiten Schlusses vorkommen, die alle Primissen
dieses Schlusses wahr macht, so macht sie auch alle Primissen des
ersten Schlusses wahr, wenn wir zusitzlich p denselben Wahrheitswert
wie C zuordnen. Ist der erste SchluB aber a.l. giiltig, so ist dann auch
seine Konklusion B[p], und damit auch B[p/C] wahr.

Mit Mtl gewinnen wir z. B. aus dem Theorem p A ¢ —~ p, die Theoreme
TAS>1t, P AP > —p, (D) A(Evr) > sDE, usw,, also alle Theoreme
der Gestalt A A B -~ A. Allgemein kann man nach Mtl die SV p, ¢, 7, s
in den a.l. Theoremen von 1.2.5 nun durch Zeichen fiir unbestimmt
gelassene Formeln A, B, C, D ersetzen und erhilt so aus den Schliissen
die entsprechenden SchluBschemata. So wird aus p D¢,gD7 - pDr

ADB,BDC > ADCauspDg > p ArDgwird ADB -~ AACDB,
usf.

Mt2: Wenn der SchluB A,,...,A - B al. giiltig ist, so auch der
SchluB A,,..., A, _; > A, DB (firm >1), kurz: Aus A,,...,A -~ B
folgt Ay,...,AL_{ > A, DB (Importationsprinzip).

Beweis: Wenn alle Wahrheitsannahmen, die A;,...,A, wahr
machen, auch B wahr machen, so macht keine Wahrheitsannahme, die
A,,..., A, _; wahr macht, A DB falsch — sie miiite ja sonst A,
wahr und B falsch machen.
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Mit Mt2 gewinnen wir aus p - ——p das Theorem - p D——p, aus
p > p v g das Theorem -~ p Dp v g, usw.

Mt3: Aus A,,..., A, -~ B folgt A;,...,A,,C >~ B (Prinzip der Pri-
missenverdiimnung).

Jede Wahrheitsannahme, die A,,. .., A, C wahr macht, macht auch
A,,..., A wahr. Wenn also jede Wahrheitsannahme, die A,,..., A
wahr macht, auch B wahr macht, so macht jede Wahrheitsannahme,
die A,,..., A,, C wahr macht, B wahr.

Mit Mt3 erhalten wir z. B. aus - p D p das Theorem ¢ - p D 5.

Mtd4: Aus A,;,..., A, - folgt A,,..., A - B. (Prinzip ex falso quod-
libet).

Wenn fiir jede Wahrheitsannahme 3 gilt: 2 macht einen der
Sdtze A,,..., A falsch, so gilt auch fiir jede Wahrheitsannahme 2:
wenn W alle Sitze A,,..., A, wahr macht, dann macht 2 auch B
wahr. Denn da der ,,wenn‘‘-Satz fiir jedes 2 falsch ist, ist der ,,wenn —
dann‘-Satz (bei Auffassung des ,,wenn — dann‘ im Sinne der Im-
plikation) wahr.

Mit Mt4 erhalten wir aus p A -p - das Theorem p A —p - g¢.

Mts: AusA,,..., A, > BundA,,...,A,B~> CfolgtA,,.... A, >C
(verallgemeinertes Transitivititsprinzip).

Beweis: Alle Wahrheitsannahmen, die A,,..., A, B wahr machen,
machen auch C wahr. Nun machen aber alle Wahrheitsannahmen,
die A,,..., A, wahr machen, auch B wahr. Also machen sie auch C
wahr.

Es gilt auch folgende Verallgemeinerung von Mt5: Wenn die Schliisse
A;...,A, -~ Bund D,,...,D,, B > C al. giiltig sind, so ist auch der
SchluB A,,...,A,D,,..., D, - Cal giiltig. Denn aus A,,..., A, -~ B
ergibt sich nach Mt3 A,,...,A_,D,,...,D, > B, undaus D;,...,D,,
B - C ergibt sich A,,..., A, D,,...,D,, B> C und daraus mit Mt5
unsere Behauptung.

Nach Mt5 gilt also auch: Aus - A D B folgt A -~ B. Denn aus dem
SchluBschema A, ADB - B, das sich aus p,p D¢ - ¢ mit Mtl ergibt,
erhalten wir zusammen mit -~ A D B den Schlu8 A - B. Dieses Prinzip
bezeichnet man auch als Exportationsprinzip.

Ein Spezialfall von Mt5 ist die Behauptung: Aus A - B und -~ A
folgt -~ B. Ein weiterer Spezialfall von Mt5 ist die Transitivitit der
Folgebeziehung: Aus A - B und B - C folgt A - C.
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1.2.6.1 Wir sagen, eine Formel A sei Teilformel einer Formel B, wenn
gilt: A ist mit B identisch, oder B hat die Gestalt =C und A ist Teil-
formel von C, oder B hat die Gestalt CAD,CvD,CDODoderC =D
und A ist Teilformel von C oder D.

Demnach sind z. B.pAagvrDp, pagvre, p,pAag 7, pundgdie
Teilformeln von p A g v D p. Die Formelngv r, 7D p, gv r Dpsind
hingegen nicht Teilformeln dieser Formel, da nach unseren Klammer-
regeln p A ¢ und nicht ¢ das erste Disjunktionsglied von p A ¢ v 7 ist
und da p A ¢ v 7 und nicht » oder ¢ v » das Vorderglied der Implikation
pAgvrDp ist.

Ist A Teilformel von B, so schreiben wir auch ,,BJA]‘ statt ,,B“.
B[[C] soll dann eine Formel sein, die aus BJA] durch Ersetzung eines
oder mehrerer Vorkommen von A in B[A] durch C entsteht.

Ist B[A] z. B. die Formel pA7rvsDpAar, A die Formel p a7,
und C die Formel s D —p,sosind (s D—p) vsDp A7, pArvsD(sDp)
und (s D—p) v s D (s D—p) solche Formeln B[C].

Unter Verwendung dieser Symbolik kénnen wir nun das wichtige
Ersetzungstheorem formulieren:

Mt6: B =C - A[B] = A[C].

Beweis: Es gentigt, den Fall zu betrachten, in dem A[JC] aus A[[B]
durch Ersetzung nur eines Vorkommnisses von B in A[B]} hervorgeht,
denn durch mehrfache Ersetzung jeweils eines Vorkommnisses von B
durch C und Anwendung von Mt5 kann man dann die Behauptung auch
fiir die Ersetzung mehrerer Vorkommen von B durch C beweisen. Es
unterscheide sich also A[B]] von A[C]] nur dadurch, daB in A[C]} ein
Vorkommen von B durch C ersetzt ist. Dann nehmen die Formeln
AB] und A[C] als Wahrheitsfunktionen F(B,q,,...,q,) und
FC,qy...,9) — 4., q, seien die SV von A[B]J, die nicht nur in
dem durch C zu ersetzenden Vorkommen von B in A[[B] stehen — fiir
gleiche Wahrheitswerte von B und C gleiche Werte an. Ist aber A =B
bei einer Wahrheitsannahme # wahr, so ordnet 8 A und B die gleichen

Werte zu, also auch A[B] und A[C]], und macht demnach auch den
Satz A[B] = A[C]] wahr.

Die Metatheoreme Mtl bis Mt6 reichen aus, um aus den Theoremen

von 1.2.5 auf einfache Weise die wichtigsten Theoreme der A.L. zu
gewinnen.
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Zur Einiibung dieser Metatheoreme leiten wir aus ihnen noch das
folgende Metatheorem her:

Mt7: A <« B ist a.l. giiltig genau dann, wenn -~ A = B a.l. giiltig ist.

Beweis: Aus A <« B erhalten wir
A -~ B und
B >~ A. Mit Mt2 also
-~ ADB und
- B2DA. Aus dem Theorem
$,9 > p A g erhalten wir mit Mtl und Mt5 daraus
- (ADB)A (BDA), also mit d2
- A =B.

Umgekehrt erhalten wir aus

- A =B mit d2

- (ADB)A (BDA). Aus den Theoremen

pAg > pund

p A g > g erhalten wir mit Mtl und Mt5 daraus
-~ ADB und

- BDA, mit Mt5 also

A -~ B und

B > A, also

A - B.

Fiir manche Zwecke erweist sich die Darstellung von Sétzen in einer
bestimmten Gestalt, in einer sogenannten Normalform als niitzlich. Wir
wollen zwei solche Normalformen angeben: =~

1.2.6.2 Wir sagen, ein Satz A habe konjunktive Normalform, wenn A
die Gestalt einer Konjunktion A; A ... A A (m >1) hat, wobei die
Konjunktionsglieder A; (i=1,..., m) die Gestalt einer Disjunktion
Byv ...vBy (n=1) haben, deren Disjunktionsglieder SV oder

einfache Negationen von SVg;sindl.
Es gilt:

Mt8: Jeder Satz A 14Bt sich so in einen Satz Ay in konjunktiver
Normalform umformen, daf gilt -~ A = Ay.

1 Fiir m = 1 kann man natiirlich nur in iibertragenem Sinn von einer
Konjunktion reden, da es dann nur ein Konjunktionsglied A, gibt. Das
gleiche gilt fiir den Fall n; = 1 fiir die Disjunktionen.
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Beweis: Das Umformungsverfahren vollzieht sich in folgenden
Schritten:

1. Man ersetzt zundchst ev. in A vorkommende Operatoren = und
O nach den Definitionen d2 und d3 aus 1.2.3 durch die Operatoren
=, A und v. Dadurch erhdlt man einen Satz A’, der nur mehr die
Operatoren —, A und v enthilt und fiir den gilt -~ A = A"

So gewinnt man z. B. aus dem Satz

A: (pD=g) =7 mit d2
(pD—g) D7) A (rD(pD—gq)) und d3 den Satz
A"t (m(mpv g ve) A (—r v —p v —g).

2. In A’ werden dann sukzessive alle Teilformeln der Gestalt —(A A B)
und —(A v B) durch —A v =B, bzw. —A A =B ersetzt. Dadurch
entstehe die Formel A, die dann keine Teilformeln —(A A B) und
—(A v B) mehr enthilt. Aus den Theoremen —(p A ¢) < —p v —¢ und
=(p v g) = —p A —g erhilt man mit Mt7, Mt6 und Mt5 dann~ A’ = A"

Im Beispiel erhdlt man aus A’ so die Formel
A”: (m—pA——g VA (7 V=PV —g).

3. In A" werden dann sukzessive alle Teilformeln der Gestalt =—A
durch A ersetzt, bis endlich keine doppelten Negationen mehr auf-
treten. Die so entstehende Formel sei A’’. Aus dem Theorem ——p < p
erhalten wir mit Mt7, Mt6 und Mt5 dann - A” = A"".

Im Beispiel wird so aus A" die Formel
A" (pAagvr)A(—rv—pv—g).

4. In A" werden endlich sukzessive alle Teilformeln der Gestalt
Av(BaC), bzw. (BAC)vA durch (AvB)A(AvC), bzw.
(Bv A)A (Cv A) ersetzt. Dadurch entstehe die Formel A”". Aus
den Theoremen pv (A7)« (pVvg)A(pv?), und (gar) vy (gvp)A(rv D)
erhilt man dann wieder mit Mt7, Mt6 und Mt5 -~ A"’ = A""".

Im Beispiel erhalten wir so aus A’’ die Formel

A" (pvr)A(gVvr)a (—rv—p v —g).
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A’ ist nun die gesuchte Formel Ay in konjunktiver Normalform.
Denn in A"’ treten nach (2) und (3) Negationszeichen nur vor SV
auf und Disjunktionszeichen treten nach (4) nur zwischen SV und
negierten SV auf. Wegen der Transitivitit der Aquivalenz gilt aber
- A = Ay, was zu beweisen war.

Man kann die Formel Ay auch noch weiter vereinfachen, wenn man
in den Konjunktionsgliedern unter Benutzung der Kommutativitdt
und der Idempotenz der Disjunktion gleiche Glieder zusammenfaBt und
ggf. auch von den Idempotenz- und Absorptionsgesetzen der Kon-
junktion Gebrauch macht. So erhdlt man z. B. aus dem Satz
(pv—ogvp)apap die Sitze (pvpv—g)ApAap, (pVv —g) Ap und
endlich p. Diese Sidtze sind untereinander dquivalent.

Es gilt nun:

Mt9: Ein Satz in konjunktiver Normalform ist genau dann a.l. wahr,
wenn in jedem Konjunktionsglied eine SV zugleich negiert und un-
negiert vorkommt.

Das einfachste Beispiel eines solchen Satzes ist p v —p.

Beweis: Wenn A ein Satz der in Mt9 angegebenen Gestalt ist, so
ist er a.l. wahr. Denn jede Wahrheitsannahme macht alle Sdtze der
Gestalt A v —A wahr, macht also ein Disjunktionsglied jedes Kon-
junktionsgliedes von A und damit jedes Konjunktionsglied von A,
also auch A selbst wahr. Sei A hingegen ein Satz in konjunktiver
Normalform, der nicht die angegebene Form hat, so gibt es ein Kon-
junktionsglied B von A, in dem keine SV zugleich negiert und un-
negiert vorkommt. Wenn man nun annimmt, alle unnegierten Variablen
von B hitten den Wert f, alle negierten Variablen von B den Wert w,
so wird B als Disjunktion von falschen Sitzen falsch und also A als
Konjunktion mit einem falschen Glied falsch. Diese Wahrheitsan-
nahme zeigt also, daB A nicht a.l. wahr ist.

Da nun die Uberfithrung eines beliebigen Satzes A in konjunktive
Normalform einer allgemeinen und mechanisch anwendbaren Vorschrift
folgt, und da die Uberpriifung, ob jedes Konjunktionsglied der Normal-
form eine SV zugleich negiert und unnegiert enthilt, sich ebenso
schematisch vollziehen 148t, so haben wir durch das Metatheorem Mt9
ein neues Entscheidungsverfahren fiir die a.l. Wahrheit von Sitzen
gefunden. Dies Entscheidungsverfahren fiithrt in manchen Féllen
schneller zu einem Ergebnis als die Wahrheitsentwicklung.
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1.2.6.3 Wir sagen, ein Satz A habe ausgezeichnete konjunktive Normal-
form, wenn er konjunktive Normalform hat und wenn jede SV von A
in jedem Konjunktionsglied negiert oder unnegiert auftritt.

Mt10: Zu jedem Satz A gibt es einen Satz Ay in ausgezeichneter
konjunktiver Normalform, so daB gilt -~ A = Af.

Beweis: Zu A 1aBt sich nach Mt8 ein Satz Ay in konjunktiver
Normalform finden. Enthilt ein Konjunktionsglied B von Ay die SV
p von A nicht, so ersetzen wir B durch Bv (p A —p) und B v (p A —p)
durch (B v p) A (B v —p). Der so aus Ay entstehende Satz hat dann
ausgezeichnete konjunktive Normalform, ist also der gesuchte Satz
A . Ausden Theoremen p - pv (ga—g)undpv (ras) < (pv7)A(pvs)
erhilt man aber mit Mt7, Mt6 und Mt5 — Ay = Ay, also mit Mt8
auch — A = Af.

So erhalten wir aus Ay im obigen Beispiel

(pvrviga—g)algvry (pa—p)a(—rv—pv —g) und
Af: (pvrvga(pvrv—g)A(gvrVvp)a(gvrv —p) A (-7 v —p v —g).

Die Konjunktionsglieder der ausgezeichneten konjunktiven Normal-
form, die keine SV zugleich negiert und unnegiert enthalten, beinhalten
nun offenbar alle Folgerungen iber die Wahrheit und Falschheit
der SV, die sich aus dem Satz ziehen lassen. Im Beispiel erhalten
wir so aus AY die Folgerungen: Wenn A{; wahr ist, so muB} » wahr sein,
oder p und ¢. Denn wenn A7 wahr ist, so miissen alle Konjunktions-
glieder wahr sein. Die ersten vier Konjunktionsglieder sind aber nur
dann wahr, wenn 7 wahr ist oder 4 und ¢, wie man sich leicht klar
macht. Aus dem letzten Konjunktionsglied aber folgt, daf eine der
drei SV den Wert { annehmen muf. Also ist Ayj wahr nur unter einer
der folgenden vier Bedingungen:

P q 4
® w f
w i w
i W w
i f w

Wenn die konjunktive Normalform die Feststellung erlaubt, ob
ein Satz a.l. wahr ist, so erlaubt die disjunktive Normalform die Fest-
stellung ob ein Satz a.l. falsch ist.

Kutschera, Elementare Logik 5
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1.2.6.4 Wir sagen, ein Satz A habe disjunktive Normalform, wenn gilt:
A hat die Gestalt einer Disjunktion A; v ... v A (m > 1), wobei die
Disjunktionsglieder A; (i=1,..., m) die Gestalt einer Konjunktion
By A ... ABy (n;>1) haben, deren Glieder SV oder einfache Ne-

gationen solcher SV sind. Es gilt nun:

Mtll: Jeder Satz A 1aBt sich so in einen Satz A_ in disjunktiver
Normalform umformen, daB gilt: - A = A,.

Das Umformungsverfahren verlduft in den ersten drei Schritten wie
das Verfahren zur Erzeugung der konjunktiven Normalform. Aus A
entstehe so wieder die Formel A’’. Im vierten Schritt werden dann
sukzessive alle Teilformeln der Gestalt AA (Bv C), bzw. (Bv C) A A
durch AABVAAC, bzw. BA Av CA A ersetzt. Dadurch entsteht
die gesuchte Formel A, in disjunktiver Normalform. Aus den Theoremen
pAlgvryo-pAagvparund (gvr)Ap<-gAapVvrAp erhdlt man
mit Mt7, Mt6 und Mt5 dann —~ A"’ = A, mit der Transitivitat der
Aquivalenz also ~ A = A,.

In dem fritheren Beispiel erhalten wir so aus der Formel

A": (pAgVI)A(—7v—pVv—g)
PAGA (v —pVv—g)vrA (—7v—pv—g) und daraus

Al: DPAGQA—PVIAGA—DPVDPAGQA—GVIA—IVIATDPVTA—Y.

Die Formel A, kann man dann ev. weiter vereinfachen, indem man
in den Disjunktionsgliedern unter Beniitzung der Kommutativitit und
Idempotenz der Konjunktion gleiche Glieder zusammenfaBt und ggf.
auch von den Idempotenz- und Absorptionsgesetzen der Disjunktion
Gebrauch macht. So erhilt man z. B. ausdem Satz (p A gAp)vpv p
die Sitze (pApPA—q) v PV P, (pA—g) v pund endlich p. Diese Sdtze
sind untereinander dquivalent.

Mt12: Ein Satz in disjunktiver Normalform ist genau dann a.l. falsch,
wenn in jedem Disjunktionsglied eine SV zugleich negiert und un-
negiert auftritt.

Das einfachste Beispiel eines solchen Satzes ist p A —p.

Hat ein Satz A die in Mtl12 verlangte Gestalt, so ist er a.l. falsch.
Denn jede Wahrheitsannahme macht alle Sitze der Gestalt B A —B
falsch, macht also alle Disjunktionsglieder von A (als Konjunktionen
mit einem falschen Glied) falsch, und daher auch A selbst. Ist A hin-
gegen in disjunktiver Normalform, enthdlt aber ein Disjunktionsglied
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B, in dem keine Variable zugleich negiert und unnegiert vorkommt, so
macht die Annahme, daB3 die unnegierten SV von B sidmtlich wabhr,
die negierten SV von B sdmtlich falsch sind, B und damit auch A wahr.
Dann kann aber A nicht a.l. falsch sein.

1.2.6.5 Wir sagen, ein Satz A habe ausgezeichnete disjunktive Normal-
Jorm, wenn A disjunktive Normaliform hat und wenn jede SV von A
in jedem Disjunktionsglied von A negiert oder unnegiert vorkommt.

Mt13: Zu jedem Satz A gibt es einen Satz A} in ausgezeichneter
disjunktiver Normalform, so daB gilt -~ A = A;

Beweis: Wir entwickeln A nach Mtll in disjunktive Normalform
A,. Wenn ein Disjunktionsglied B von A, eine SV p von A nicht ent-
hilt, so ersetzen wir B durch B A (pv —p) und B A (p v —p) durch
BAapv Ba—p. Der so aus A entstehende Satz hat dann ausge-
zeichnete disjunktive Normalform, ist also der gesuchte Satz Af. Aus
den Theoremen p < p A (gv —g) und p A (rvs) - pArvpAs erhilt
man aber mit Mt7, Mt6 und Mts -~ A, = A}, also mit Mtll auch
- A= A: .

Im Beispiel gewinnen wir so aus A}:

PAGA—IVDIAGA—DPAFY =) VIAGA—GA(rV—?)VIA—A(PV—p)
Algvog)vrAa—pA(gv—g)vrA=gA (pv—p)

und daraus

Al PAGA—WVDIAGA—DPAYVIAGA—PA—IVPAGATGATY
VOIAGATGA—FVIA-TAPAGVIA—ADPA—GVTA=ATD
AGQVIA—PATDPATGVIATPAGVIA—TPATGVIYATGAD
V7 ATgAD.

Die Disjunktionsglieder der ausgezeichneten disjunktiven Normal-
form die keine SV zugleich negiert und unnegiert enthalten, ergeben
nun offenbar die Wahrheitsannahmen, die den Satz A wahr machen.
Im Fall unseres Beispiels sind das die Annahmen:

P q 4
w W f
w f i)
f i Y
f f w

5*
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die wir auch schon oben aus der konjunktiven Normalform des gleichen
Satzes gewonnen hatten. Dort konnten wir aus der Wahrheit dieses
Satzes darauf schlieBen, daB eine dieser Wahrheitsannahmen gemacht
worden ist, jetzt konnen wir aus jeder dieser Wahrheitsannahmen auf
die Wahrheit des Satzes schlieBen.

Ubungsaufgaben :

1. Entwickle folgende Séitze in konjunktive und disjunktive Normal-
form:

a) p>D(¢>p)

b) —(rDg)D—p=pAarDg

c) pAag=—pv—yg

d) =(pag=@=—9).

2. Beweise die Aquivalenz dieser Sitze mit ihren konjunktiven und
disjunktiven Normalformen im Detail unter Beniitzung der Theoreme
und Metatheoreme, die in den Abschnitten 1.2.5 und 1.2.6 angegeben
wurden, nach den Ausfiihrungen im Beweis fir Mt8 und Mtll!

3. Stelle nach Mt9 und Mtl2 anhand der konjunktiven und dis-
junktiven Normalformen der Sitze (a) bis (d) fest, ob diese Sitze a.l.
wahr oder a.l. falsch oder a.l. indeterminiert sind.

4. Entwickle die Sitze (a) bis (d) in ausgezeichnete konjunktive
und ausgezeichnete disjunktive Normalform!

1.2.7 Riickblick

Werfen wir einen Blick zuriick auf den bisherigen Gang unserer
Untersuchungen zur A.L.! Wir haben diese Untersuchungen damit
begonnen, daB wir einige Satzstrukturen der Umgangssprache und ihre
semantischen Eigenschaften analysiert und daraus die Giiltigkeit einiger
einfacher Schliisse abgeleitet haben. Dadurch sind wir zu einer ersten
Bekanntschaft mit dem Gegenstand der A.L. gekommen. Die Grenzen
und Schwierigkeiten dieses Vorgehens wurden aber schon bald deutlich.
Wir kénnen sie in dreifacher Weise aufzeigen:

1. Syntaktische Schwierigkeiten ergeben sich daraus, daB den be-
trachteten Satzstrukturen umgangssprachlich keine einheitlichen und
einfachen Formulierungen zugeordnet sind. Die gleiche Satzstruktur
kann auf verschiedene Weisen ausgedriickt werden, fiir deren Auswahl
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neben den syntaktisch-grammatikalischen Regeln auch die nur schwer
prazisierbaren Regeln des Stils maBgebend sind. Ferner macht der
Ausdruck zusammengesetzter, komplexer Strukturen mangels gramma-
tikalischer Regeln, die den Klammerregeln entsprechen, erhebliche
Schwierigkeiten und Mehrdeutigkeiten der Zusammensetzung sind nicht
auszuschalten. Endlich fehlen Variablen zur Angabe der allgemeinen
oder formalen Giiltigkeit von Schliissen.

2. Semantische Schwierigkeiten ergaben sich dadurch, daB in der
Umgangssprache kein Kreis von Satzstrukturen ausgezeichnet ist, die
kraft einheitlicher Grundeigenschaften eine einheitliche semantische
Behandlung ermoglichen wiirden. Daher kann man aus der Umgangs-
sprache nur einzelne Satzstrukturen hervorheben und ihren semantischen
Gebrauch von Fall zu Fall charakterisieren, ohne daB die Grundlage
fir allgemeine Resultate, fiir eine logische Theorie deutlich wiirde.

3. Syntaktische und semantische Schwierigkeiten bewirken endlich
auch Schwierigkeiten fiir den Aufbau eines Beweisverfahrens fiir die
Auszeichnung giiltiger Schliisse. Denn wo die syntaktischen Strukturen
der Sidtze nicht einheitlichen Regeln gentigen, kann ein solches Beweis-
verfahren kein syntaktisches Verfahren sein, das sich eben auf solche
Einheitlichkeiten der Formulierung stiitzen miite. Und wo die Se-
mantik der Satzstrukturen sich nicht in wohibestimmten und generellen
Regeln fassen 148t, kann ein Nachweis dafiir, da ein solches Beweis-
verfahren genau die logisch wahren Sitze auszeichnet, nicht erbracht
werden, der ja immer auf eine prazise semantische Theorie Bezug
nehmen muB.

Diese Schwierigkeiten haben es nahegelegt, daB wir aus der Um-
gangssprache gewisse syntaktische und semantische Charakteristica
herausgehoben und diese Eigenschaften dem Aufbau einer Kunst-
sprache zugrunde gelegt haben. Dadurch ergaben sich folgende Vorteile:

1. Wir haben nun eine Symbolsprache, die nach einfachen und ein-
heitlichen syntaktischen Regeln aufgebaut ist. Diese Symbolsprache
ist eine Prizisionssprache: Mit den logischen Symbolen, die wir hier
verwenden, verbindet sich im Gegensatz zur Umgangssprache — man
denke etwa an die verschiedenen Verwendungen des ,,oder* — ein
eindeutig bestimmter und wohldefinierter Sinn. Unsere Kunstsprache
ist ferner eine lingua characteristica, da die syntaktische Struktur ihrer
Sitze eindeutig und in iibersichtlicher Weise ihre Bedeutungsstruktur,
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die Abhingigkeit ihrer Wahrheitswerte von den Wahrheitswerten der
einfachen Sitze, d. h. der SV ausdriickt.

2. Wir haben durch die Beschrinkung der A.L. auf die Untersuchung
wahrheitsfunktioneller Satzkompositionen die Grundlage einer ein-
fachen und durchsichtigen semantischen Theorie gewonnen. Dadurch
war es moglich, die einheitliche Definitionsweise fiir a.l. Operatoren
durch Wahrheitstabellen einzufiihren, einen Uberblick iiber die méglichen
Wahrheitsfunktionen zu gewinnen und endlich den Begriff des a.l.
giiltigen Schlusses zu prézisieren.

3. Die Prazisierung der Syntax und der Semantik der A.L. er-
moglichten dann die Angabe eines einfachen Entscheidungsverfahrens
fir die a.l. Wahrheit von Sitzen und damit auch fiir die a.l. Giiltigkeit
von Schliisssen. Dieses Entscheidungsverfahren bildet den AbschluB3
der A.L., wie wir sie bisher entwickelt haben, da mit ihm das Ziel der
A L., die Auszeichnung der a.l. giiltigen Schliisse erreicht ist.

In diesem Zusammenhang erinnern wir uns an die Behauptung, die
Logik sei eine triviale Wissenschaft, der ,,gesunde Menschenverstand
sei fiir die Entscheidung logischer Probleme vollig ausreichend. Die
A.L. ist die elementarste logische Theorie und im Hinblick auf die
Existenz eines Entscheidungsverfahrens fiir die Losung ihrer Probleme
kann man sie auch als triviale Theorie bezeichnen. Wie weit diese Art
von Trivialitdt aber von der Selbstverstindlichkeit fiir den ,,gesunden
Menschenverstand‘‘ entfernt ist, zeigt schon der Versuch, einmal mit
dessen Mitteln einen Beweis fiir die in 1.2.5 angegebenen Schliisse zu
finden. Dort haben wir aber nur die einfachsten a.l. giiltigen Schliisse
angegeben. Man kann sich leicht iiberlegen, daB kompliziertere a.l.
Strukturen in der Umgangssprache intuitiv schon sehr bald nicht mehr
zu iiberblicken sind. Denken wir uns etwa einen Satz, der in symbolischer
Schreibweise eine Buchseite fiillt. In umgangssprachliche Formulierung
iibersetzt erhalten wir daraus ein sprachliches Ungeheuer, das sich iiber
mehrere Seiten ausdehnen wird. Von diesem Gebilde 148t sich dann
nur noch schwer feststellen, ob es iiberhaupt ein grammatikalisch
wohlgebildeter Satz ist. Ein genauer Sinn 148t sich aber damit nicht
mehr verbinden, weil die Formulierung in Ermangelung eines umgangs-
sprachlichen Aquivalents zur Klammersetzung mehrdeutig wird, und
solche komplexen Satzstrukturen auBerdem unser intuitives logisches
Vermogen bei weitem iiberfordern. Festzustellen, ob ein solcher um-



1.2 Theorie der Wahrheitsfunktionen 71

gangssprachlicher Satz a.l. wahr, falsch oder indeterminiert ist, kann
daher dem ,,gesunden Menschenverstand’ nicht gelingen. Das mechani-
sche Entscheidungsverfahren erméglicht uns diese Feststellung aber
auch fiir beliebig komplizierte symbolsprachliche Sitze, da wir bei
seiner Anwendung nicht darauf angewiesen sind, den Sinn dieser Sitze
zu erfassen, sondern rein mechanisch vorgehen kénnen.

Wenn man dagegen einwenden wollte, solche komplizierten Sitze
kdmen praktisch nie vor, so ist das zwar fiir den alltdglichen Sprach-
gebrauch richtig, aber die Logik ist auch nicht fiir den alltdglichen,
sondern fiir den wissenschaftlichen Sprachgebrauch zugeschnitten, in
dem tatsdcblich so komplizierte Fille vorkommen.

All diese Vorteile rechtfertigen also die Methode der Formalisierung
der a.l. Strukturen. Eine so weitreichende Entwicklung der A.L., wie
sie bisher dargestellt worden ist, hat es ohne Formalisierung der Sprach-
strukturen nie gegeben und sie ist auch ohne eine solche Formalisierung
nicht denkbar.

Nach unseren Ausfithrungen kénnte es nun scheinen, als sei mit der
angegebenen Formalisierung eine in allen Teilen befriedigende Durch-
fithrung der A.L. erreicht. Tatsdchlich haben wir aber iiber eine Reihe
von Schwierigkeiten hinweggesehen, die zunichst vielleicht nur un-
erheblich scheinen, die aber doch genauere Beachtung verdienen. Dazu
einige Beispiele:

1. Im Beweis des Ersetzungsthecrems Mt6 haben wir so argumen-
tiert: Den Formeln A[[B] und A[C] ist die gleiche Wahrheitsfunktion
zugeordnet, so daB diese Formeln den gleichen Wahrheitswert an-
nehmen, wenn B und C den gleichen Wahrheitswert annehmen. Das
ist zwar intuitiv recht einleuchtend, da sich ja A[C] auf die gleiche
Weise mit Hilfe von SV und a.l. Operatoren aus C aufbaut, wie sich
A[B] aus B aufbaut, so daB sich fiir die Einsetzung gleicher Wahrheits-
werte fiir B und C ceteris paribus fiir A[B] und A[C]) nach der Methode
der Wahrheitsentwicklung immer der gleiche Wahrheitswert ergibt.
Trotzdem mé6chte man das aber noch genauer einsehen. Dazu ist es
notig, eine Induktion nach dem Aufbau der Formel A[B] aus B vor-
zunehmen und so etwa zu sagen: Wenn A[B] mit B identisch ist,
dann gilt die Behauptung des Ersetzungstheorems trivialerweise, denn
dann lautet sie B =C - B =C. Wenn A[B] mit —B identisch ist,
so gilt die Behauptung wegen B = C - —B = —C. Wenn A[B] mit
B A D identisch ist, so gilt die Behauptung wegen B=C - BAD =
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C A D, usf. Dazu benétigt man aber exaktere Formregeln fiir die Sitze
der Symbolsprache, als wir sie in 1.2.1 angegeben haben.

2. Wir haben hiufig von dem Wahrheitswert eines komplexen Satzes
fiir eine gewisse Wahrheitsannahme iiber seine SV gesprochen. Wir
haben aber nicht bewiesen, daB auch jeder Satz der Symbolsprache
fiir jede Wahrheitsannahme iiber seine SV tatsichlich genau einen
Wahrheitswert annimmt. Auch das leuchtet zwar ein, ist aber doch
nicht so selbstverstindlich, daB3 es nicht bewiesen werden miilite. Zu
einem solchen Beweis benétigt man aber wiederum genaue Formregeln
fiir die Sdtze und auBerdem eine genaue Definition des Begriffs der
Wahrheitsannahme, d. h. eine genaue Festlegung der a.l. Semantik.

3. Das Zeichen ,,~‘ fiir Schliisse ist kein a.l. Operator, die Aus-
driicke fiir Schliisse, die dieses Zeichen enthalten, sind also keine Sitze
der Symbolsprache. Welchen sprachlichen Status haben nun diese
Ausdriicke? Und welchen sprachlichen Status haben die Buchstaben
A,B,C,..., bzw. die Buchstaben p, q, r,..., die nicht Formeln bzw.
SV der Symbolsprache sind, sondern Variable fiir solche Formeln
bzw. SV?

Diese drei Beispiele zeigen, daBl wir uns mit dem bisher Erreichten
noch nicht zufrieden geben kénnen, sondern auf eine weitere Prazisierung
des a.l. Formalismus dringen miissen. Neue a.l. Theoreme werden dabei
freilich nicht zutage kommen, da das Entscheidungsverfahren ja schon
alle diese Theoreme auszeichnet. Trotzdem ist eine weitere Prizisierung
nicht unfruchtbar, da sie ein noch tieferes und genaueres Verstindnis
der A.L. erwecken wird.

Den Gehalt der A.L. und die Grundgedanken ihrer Formalisierung
hat der Leser schon vor Augen, der den bisherigen Ausfithrungen
gefolgt ist. So wird das Verstindnis der folgenden Ausfithrungen
leicht fallen, in denen wir nun auf einem héheren Prizisionsniveau die
Formalisierung der A.L. noch einmal durchsprechen wollen.

1.3 Eine Axiomatisierung der Aussagenlogik

Wir wollen nun eine strenge Formalisierung der A.L. in Gestalt
des Systems %1 angeben. Dieses System werden wir in drei Schritten
entwickeln: der Abschnitt 1.3.1 stellt die Sprache % dar, die wir dem
System zugrunde legen, der Abschnitt 1.3.2 die semantische Deutung
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dieser Sprache und im Abschnitt 1.3.3 wird der Beweisbegriff fiir das
System U definiert.

1.3.1 Die Syntax der Sprache %

1311  Vorbereitende Unterscheidungen

Objekt- und Metasprache. Wie die bisher verwendete Symbolsprache
bauen wir die Sprache U als Kunstsprache auf. Wir bezeichnen sie
auch als Objektsprache im Gegensatz zur Umgangssprache. Wenn wir
iiber eine Objektsprache reden, iiber ihre Symbole, ihre Sdtze, usf., so
bedienen wir uns dabei einer von dieser Objektsprache verschiedenen
Sprache, die wir auch als Mefasprache bezeichnen. Die Metasprache, in
der wir iiber die Objektsprache U sprechen, ist die deutsche Umgangs-
sprache. Allgemein lieBe sich dazu aber auch jede beliecbige schon
interpretierte Sprache verwenden, deren Ausdrucksmittel ausreichen
zur Bezeichnung der objektsprachlichen Symbole und Symbolver-
bindungen. Insbesondere kann man sich vorstellen, daB man als eine
solche Metasprache wiederum eine (von der Objektsprache natiirlich
verschiedene) Symbolsprache beniitzt. In dieser Metasprache reden
wir iiber die Objektsprache, 7iber die Metasprache reden wir in einer
anderen Sprache, die dann als Metasprache zu dieser Metasprache, oder
als Metametasprache zur urspriinglichen Objektsprache zu bezeichnen
ist. Diese Betrachtung kann man fortsetzen und kommt so zu immer
hoheren Metasprachen. Wichtig ist aber im folgenden vor allem die
Unterscheidung von Objekt- und Metasprache, die Unterscheidung der
Sprache, tiber die man spricht, und der Sprache, in der man spricht.
Als Metasprache dient uns immer die deutsche Umgangssprache, er-
weitert um einige Symbole, wie z. B. die Zeichen ,,:=‘ und ,,~", die
wir frither schon verwendet haben.

Daf} wir diese Symbole oben als metasprachliche Zeichen verwendet
haben, geht daraus hervor, daB z. B. ,,,,p D¢ :=,—p v ¢ " eine
Abkiirzung ist fiir ,,Der Satz ,,p D ¢‘ soll dasselbe bedeuten wie der
Satz ,,—p v ¢““,und daB ,,p -~ p v ¢‘ eine Abkiirzung ist fiir ,,Aus dem
Satz ,,p* folgt der Satz ,,p v ¢“*“. Hier wird mit Hilfe der Zeichen
,,=""und ,,»> iiber Sitze der Objektsprache gesprochen. Wir konnen
also jetzt die Frage nach dem sprachlichen Status des Zeichens ,~",
die wir in 1.2.7 gestellt hatten, dahingehend beantworten, daB dieses
Zeichen der Metasprache zugehort.
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Die Konkatenationsfunktion

Wir haben frither die Variablen ,,A“, , B, ,,C,... fiir Formeln der
Objektsprache verwendet, um allgemeine Aussagen iiber die Struktur
von objektsprachlichen Sitzen machen zu kénnen. So haben wir z. B.
gesagt ,,Alle Konjunktionen haben die Gestalt A A B oder ,Alle
Schliisse der Gestalt A -~ A sind a.l. giiltig”. Auch diese Variablen
gehoren der Metasprache an. Wiirde man statt dessen objektsprachliche
SV verwenden, so erhielte man z. B. die Aussagen ,,Alle Konjunktionen
haben die Gestalt p A ¢*° oder ,,Alle Schliisse der Gestalt p - p sind
a.l. giiltig". Die erste Aussage ist aber falsch, da der Satz p A ¢ nur
eine ganz bestimmte Konjunktion ist, von der z. B. die Konjunktion
g A p schon verschieden ist. Und auch die zweite Aussage verfehlt
den intendierten Sinn, denn p — p ist ein ganz bestimmter Schluf und
kein SchluBschema.

Wie sind nun solche Satzschemata zu verstehen? Wir haben das
oben anhand eines Beispiels erklirt, indem wir sagten: A A B ist der
Ausdruck, der entsteht, wenn man den Ausdruck A anschreibt, dahinter
das Zeichen ,,A*‘ gefolgt von B. Um die Funktion solcher Satzschemata
allgemein und prizise festzulegen, fithrt man folgende Funktion ein:

Es sei K(A, B) eine zweistellige Funktion, welche die Ausdriicke A
und B der Objektsprache abbildet auf den Ausdruck der Objektsprache,
der entsteht, wenn man diese Ausdriicke in der angegebenen Reihen-
folge hintereinander anschreibt. Es ist also K(,p", ,q") = .09,
K(.pA“ ,,gD7r)=,pAqgD7r", usw.

Die Funktion K(A, B) bezeichnet man als Konkatenations- oder
Verkettungsfunktion.

Wir kénnen nun statt ,K(A;, K(A, Ay)) auch ,,K(A;, A, Ag)”
schreiben, statt ,,K(A;, Ay, K(Aj, A,)) auch ,,K(A,, Ay, Ag, Ay“, ust.
Ferner lassen wir die Anfithrungszeichen um objektsprachliche Aus-
driicke fort und schreiben so z. B. ,,K(p, ¢)* statt ,,K(,.p", ,.¢")", da
im Kontext der Konkatenationsfunktion ohnehin nur von den Aus-
driicken und nicht von ihren Bedeutungen die Rede ist.

Die Konkatenation ist nun offenbar assoziativ, d. h. es gilt:
K(A,, K(A,, Ay)) = K(K(A;, A,), Ay). Dabher ist es unnétig, die Argu-
mente der Funktion durch Kommata zu trennen, und man kann z. B.
statt ,,K(A A, B)*“ auch ,,K(A A B)* schreiben. Denn esist K(A A, B) =
K(A, A B).

Endlich kénnen wir die Verabredung treffen, daB Ausdriicke, die
zugleich meta- und objektsprachliche Ausdriicke enthalten, immer als
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Argumente der Konkatenationsfunktion aufzufassen sind. Dann kénnen
wir ,,A A B statt ,,K(A A B)" schreiben und sind wieder bei unserer
alten Schreibweise fiir Satzschemata angelangt, fiir die wir jetzt aber
eine prdzise Deutung gewonnen haben.

Satzschemata bezeichnet man auch oft als Quasianfiihrungen. Ihre
Verwendung wurde zuerst von W. V. QUINE prizisiert, der fiir ,,K(A)“
die Schreibweise ,, A7 eingefithrt hat!.

Zeichentyp und Zeichenvorkommmnis

Wenn man von Zeichen oder Ausdriicken spricht, so muB man bei
genauerem Zusehen unterscheiden zwischen dem Zeichen als einem
materiellen Objekt, wie es etwa ein Aufdruck von Druckerschwirze
auf Papier ist, und zwischen dem Zeichen als einer Gestalt, die ver-
schiedene solche materielle Zeichen gemeinsam haben koénnen. Das
materielle Zeichen nennt man Zeschenvorkommnis oder Inschrift, die
Zeichengestalt Zeichentyp. Demnach kann man also sagen, daB der
Satz ,,p A gD g A pv p“ drei Vorkommnisse des Zeichentyps ,,*° und
zwel Vorkommnisse des Zeichentyps ,,¢ enthilt.

Von dieser Unterscheidung haben wir z. B. Gebrauch gemacht, als
wir bei der Formulierung des Einsetzungstheorems Mtl davon sprachen,
daB alle Vorkommnisse eines Zeichentyps durch Vorkommnisse eines
anderen Zeichentyps ersetzt werden. Terminologisch hidlt man diese
Unterscheidung aber nicht immer streng aufrecht, und das ist in der
Tat auch iiberfliissig, wenn der Kontext jeweils festlegt, ob von Zeichen-
vorkommnissen oder von Zeichentypen die Rede ist. Wir werden im
folgenden statt ,,Zeichentyp’* auch immer ,,Zeichen sagen.

1.3.1.2 Formregeln. Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen legen
wir nun die Syntax der Sprache U fest.

Das Alphabet der Sprache U enthilt:

1. Die Satzvariablen ,,p“, ,,¢", 7", ,,s", .t

«c

2. die logischen Symbole ,—*, ,, A, ,,v*, ,,D und ,, ="
y

3. Als Hilfszeichen verwenden wir die Klammerzeichen ,,(*, ,,)"
und Ziffern.

1 Vgl. [58], S. 33ff.
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Um einen hinreichend gro8en Vorrat von SV zu haben, legen wir
fest, daB auch der Ausdruck p, eine SV von U ist, wenn p eine SV von
A und z eine Folge von Ziffern ist.

Jedes Grundzeichen des Alphabets von U ist nun ein Ausdruck von
A. Und wenn A und B Ausdriicke von % sind, so ist auch K(A, B)
ein Ausdruck von U.

Unter den Ausdriicken von % zeichnen wir nun die Sétze oder Formeln
von % durch folgende Formregeln aus:

a) Jede SV von % ist ein (Atom-)Satz von U.

b) Wenn A und B Sitze von U sind, so sind auch die Ausdriicke
=(A), (A) A (B), (A) v (B), (A) D (B) und (A) = (B) Sitze von .

c) Sdtze von ¥ sind nur die nach (a) und (b) bestimmten Ausdriicke.

Durch diese Regeln wird der Formelbegriff induktiv definiert:
Bezeichnet man die Zahl der Vorkommnisse von logischen Operatoren
in einem Ausdruck als Grad dieses Ausdrucks, so legt die Bestimmung
(a) fest, welche Ausdriicke vom Grad 0 Formeln sind, und die Regel (b)
bestimmt, ob ein Ausdruck vom Grad # -4 7 eine Formel ist, wenn schon
bekannt ist, welche Ausdriicke vom Grad < # Formeln sind.

GemdB unseren fritheren Festsetzungen iiber die Einsparung von
Klammern! wollen wir im folgenden Ausdriicke mit reduzierten
Klammergruppen als Abkiirzungen fiir die Ausdriicke nach (a) und (b)
auffassen.

Ubungsaufgaben :

1. Man beweise, daB3 jeder Satz von % ein Ausdruck von U ist!

2. Man gebe ein Entscheidungsverfahren fiir den Begriff ,Satz von
A an, also eine Methode, nach der sich fiir jeden Ausdruck von U fest-
stellen 148t, ob er ein Satz von U ist oder nicht!

1.3.2 Die Semantik der Sprache UA

Der Semantik der Sprache U wollen wir den Begriff der Bewertung
zugrunde legen:

1 Vgl S.23., 33, 57.



1.3 Eine Axiomatisierung der Aussagenlogik 77

1.3.2.1 Als Bewertung bezeichnen wir eine einstellige Funktion W,
die auf der Menge der Satze von U definiert ist, die jedem ihrer Argumente
genau einen der beiden Wahrheitswerte w oder { zuordnet, und fiir die
gilt:

a) W(—A) = w genau dann, wenn W(A) = f.

b) W(A A B) = w genau dann, wenn W(A) = w und WB)=w
¢) WA v B) = w genau dann, wenn W(A) = w oder W(B) = w.
d) W(A D B) = w genau dann, wenn W(A) = { oder W(B) = w
e) WA = B) = w genau dann, wenn W(A) = W(B).

Wenn gilt W(A) = w, so sagen wir, die Bewertung W erfiille den
Satz A.

Es gilt nun der Satz:

1.3.2.2 Wenn eine Bewertung definiert ist fiir alle Atomsitze von ,
so ist sie fiir alle Sdtze von U tiberhaupt definiert.

Wir fithren den Beweis fiir diesen Satz durch Induktion nach dem
Grad der Sitze.

Die Induktionsbasis ist schon in der Voraussetzung des Satzes
enthalten und bedarf daher keines eigenen Beweises. Denn die Sitze
vom Grad O sind eben die Atomsitze, von denen im Satz verlangt
wird, daB fir sie die Bewertung W definiert ist, d. h. dal %W ihnen
genau einen Wahrheitswert zuordnet!. Es bleibt der Induktionsschritt:

Wenn 2 allen Sitzen vom Grad < # genau einen Wahrheitswert zu-
ordnet, so ordnet I auch allen Satzen vom Grad # + 7 genau einen
Wahrheitswert zu. (Hier handelt es sich also um eine Wertverlaufs-
induktion.)

Nun hat jeder Satz vom Grad » + 7 eine der Gestalten —A, A A B,
Av B, ADB, oder A =B. Die Sitze A und B sind dann offenbar
vom Grad <. Ihnen ordnet W also nach Induktionsvoraussetzung
genau einen Wahrheitswert zu. Wenn man aber dann die Bedingungen
(a) bis (e) von 1.3.2.1 ansieht, so erkennt man, daB sie auch den ange-
gebenen Sdtzen vom Grad # + 7 fiir alle moéglichen Verteilungen von

! Fiir den Aufbau eines Induktionsbeweises vgl. 1.2.3. Es spielt offen-
bar keine Rolle, ob man einem Induktionsbeweis die Zahlenreihe 7, 2,...
oder die Zahlenreihe 0, 7, 2,... zugrunde legt. Im letzteren Fall ist die
Induktionsbasis gegeniiber 1.2.3 wie im Beweis fiir 1.3.2.2 abzuédndern.
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Wahrheitswerten auf die Sdtze A und B genau einen Wahrheitswert
zuordnen. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Als Wahrheitsannahme fiir gewisse SV haben wir frither eine Ver-
teilung von Wahrheitswerten auf diese SV bezeichnet. Eine Bewertung
ist demnach eine Wahrheitsannahme fiir alle SV von 2. Da die Be-
dingungen 1.3.2.1 die Festsetzungen der Wahrheitstabellen fiir die
Operatoren —, A, v, D und = wiedergeben, so kann man wie den Satz
1.3.2.2 auch die Behauptung beweisen, da jede Wahrheitsannahme
einem Satz A genau einen Wert zuordnet, wenn sie fur alle SV von
A erklirt ist — ein Resultat, das wir schon frither benutzt, aber nicht
bewiesen hatten (vgl. 1.2.7).

In Entsprechung zu 1.2.2.3 und 1.2.2.4 koénnen wir nun sagen:

1.3.2.3 Wir nennen einen Satz von % a.l. wahr, wenn jede a.l. Be-
wertung ihn erfiillt, a.l. falsch, wenn keine a.l. Bewertung ihn erfiillt.
Satze von U, die weder a.l. wahr noch a.l. falsch sind, nennen wir a.l.
indeteyminiert.

1.3.2.4 Wir nennen einen SchluB A,,..., A, > B a.l giiltsg, wenn jede
a.l. Bewertung, die alle Sitze A,,..., A erfiillt, auch B erfiillt.

Danach erhalten wir wieder: Ein SchluB - B ist a.l. giiltig, wenn
alle Bewertungen B erfiillen, d. h. wenn B a.l. wahr ist, und ein Schluf3
A,,... A - ist al giltig, wenn jede Bewertung mindestens eine der
Primissen nicht erfiillt.

Es gilt dann der Satz:

1.3.2.6 Ein SchluB der Gestalt A,,..., A, - B ist a.l. giiltig genau
dann, wenn der Satz A; A ... A A DB al wahrist. Und ein SchluB
der Form A,,..., A, - ist al. giltig genau dann, wenn der Satz
Aj A ... AA, al falsch ist.

Das ergibt sich direkt aus den Definitionen 1.3.2.3 und 1.3.2.4 sowie
den Bedingungen (b) und (d) von 1.3.2.1.

Mit Hilfe der semantischen Regeln 1.3.2.1 koénnen wir nun auch
einen detaillierten Beweis fiir das Ersetzungstheorem.

1.3.26 A =B - C[A] =C[B]
angeben!. Es gentigt dabei, den Fall zu betrachten, daB C[B] aus

1 Vgl. Mt6 aus 1.2.6 und die Bemerkung zum Beweis fiir Mt6 in 1.2.7.
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CTA] durch Ersetzung nur eines Vorkommens von A durch B entsteht,
da man durch mehrfache Anwendung dieses Ergebnisses den allge-
meinen Fall 1.3.2.6 sofort erhdlt. Fir diesen Spezialfall beweisen wir
die Behauptung durch Induktion nach der Zahl #, dem Grad von C[[A]
minus dem Grad von A. Fiir den Fall » = 0 ist die Behauptung trivial,
da dann CA] mit A zusammenfillt. Sei die Behauptung fiir alle
n < 7 bereits bewiesen und sei nun #» =7 + 7, dann ldBt sich C[AT]]
darstellen in der Form CJ[A'], wo C # A’ ist! und A’ = A'[A] das
fragliche Vorkommnis von A enthilt bzw. mit ihm identisch ist. Es
ist dann C[B] = CJA'[B]] und nach Induktionsvoraussetzung gilt
bei der Annahme A = B auch A'[A] = A'[B]], da der Grad von A’
minus dem Grad von A <7 ist. C[A’]] hat nun eine der folgenden
Gestalten: mA’,A’AD,DAA’A'VvD,DVA',A'DD,DDA',A" =D,
D = A’. Wir greifen nur einen Fall heraus: C[A'] = A’DD. Nach
1.3.2.1—d gilt dann wegen der Induktionsvoraussetzung A'[A]] = A’[B]]
auch A'TA]D D = A'[B]DD. Denn wenn A'[A] = A’[B] wahr ist,
so haben A’[A] und A’[B]] nach 1.3.2.1—e den gleichen Wahrheitswert
und dann haben auch A’‘TA] DD und A'[B] DD den gleichen Wahr-
heitswert, der sich nach 1.3.2.1—d bestimmt, und dann gilt wegen
1.3.2.1—e auch A'TA] DD = A’[B]] D D. Die iibrigen Fille erledigen
sich ebenso einfach.

Wenn man zeigen will, dal aufgrund der Regeln 1.3.2.1z. B.Av B
durch —(—A A —B) definiert werden kann, so muf} gezeigt werden:
A v B l4Bt sich in allen Kontexten durch —(—A A —B) ersetzen, ohne
daB sich der Wahrheitswert der Kontexte dndert. Nach dem Ersetzungs-
theorem gentigt es dafiir, zu zeigen, daB gilt A v B = —(—A A —=B).

Da Negation und Implikation eine komplette Menge von Wahr-
heitsfunktionen bilden, gentigt es auch, die Operatoren — und D als
einzige logische Grundsymbole von A anzunehmen und die iibrigen
Operatoren durch Definitionen auf Negation und Implikation zuriick-
zufithren. Aus diesen Definitionen kann man dann mit den Bedingungen
1.3.2.1—a, d die Bedingungen 1.3.2.1—b, c, e beweisen.

Ubungsaufgaben :

1. Beweise durch Induktion nach dem Formelgrad den Satz: Wenn
zwei Bewertungen den SV einer Menge M die gleichen Wahrheitswerte

! Das Zeichen # bedeutet soviel wie ,,ungleich. ,,C # A" besagt also,
daB die Ausdriicke C und A’ verschieden sind.
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zuordnen, so ordnen sie allen Satzen die gleichen Wahrheitswerte zu,
die nur SV aus M enthalten!

2. Beweise die Giiltigkeit der Bedingungen 1.3.2.1—b, c, e aus den
Bedingungen 1.3.2.1—a, d und den Definitionen d2, d7 und A v B :=
—A D B!

3. Leite mit diesen Definitionen die Formregeln fiir die Ausdriicke
A AB,Av Bund A =B aus den Formregeln fiir =A und A D B her!

1.3.3 Der Kalkiil %1

In diesem Abschnitt soll nun ein Kalkiil angegeben werden, in dem
die a.l. wahren Sitze von U bewiesen werden koénnen. Diesen Kalkiil
wollen wir Al nennen.

Als Kalkiil bezeichnet man allgemein ein rein syntaktisches Ver-
fahren zur Auszeichnung gewisser Ausdriicke, das durch ein System
von Regeln definiert ist, durch deren Anwendung sich die fraglichen
Ausdriicke erzeugen lassen. Einen solchen Kalkiil bilden z. B. die

| Formregeln fiir %, durch die gewisse Ausdriicke von % als Formeln
ausgezeichnet werden.

Obwohl es in der A.L. nach unseren fritheren Festlegungen primar
um die Auszeichnung der a.l. giiltigen Schliisse geht, geniigt es, einen
Kalkiil fiir die Auszeichnung der a.l. wahren Sitze anzugeben, denn
aus diesen Sitzen kann man mit Hilfe des Theorems 1.3.2.5 auch die
a.l. giiltigen Schliisse gewinnen.

Angesichts der Vorziige des im Abschnitt 1.2.4 dargestellten Ent-
scheidungsverfahrens lige es nun nahe, den Kalkiil als Prézisierung
dieses Entscheidungsverfahrens aufzubauen. Da eine solche Prizisierung
aber keine neuen Gesichtspunkte ergibe, wollen wir hier einen anderen
Weg einschlagen und den Kalkiil %l als axtomatischen Kalkiil aufbauen.
Der Typ des axiomatischen Kalkiils veranschaulicht auch in exemplari-
scher Weise die Anforderungen, die an ein strenges und rein syntakti-
sches Beweisverfahren gestellt werden miissen, und ihm kommt zugleich
eine so groBe wissenschaftstheoretische Bedeutung zu, daB3 wir ihn hier
ausfiihrlich besprechen wollen.

Durch die Angabe eines axiomatischen Systems soll eine Menge von
Sdtzen ausgezeichnet werden. Die Menge dieser Sitze, der Theoreme
des Systems wird induktiv definiert
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1. durch die Angabe von bestimmten Sitzen, die als Axzome aus-
gezeichnet werden, und

2. durch die Angabe von rein syntaktisch formulierten Deduktions-
oder Ableitungsregeln, die festlegen, wie aus bereits gewonnenen Theo-
remen neue Theoreme erzeugt werden konnen.

1.3.3.1 Als Axiome von Al wihlen wir alle Sitze der Form:

Al: AD(BDA)
A2: (AD(BDC)D((ADB)D(ADC))
A3: (—AD—-B)D(BDA)L

Als Deduktionsregel von Al wihlen wir die Regel:
R1: Ausden Sitzen A und A D B kann man in %1 den Satz B gewinnen.

Diese Regel bezeichnet man auch als Abtrennungsregel oder Regel
des modus ponens. Die Sitze A und A D B sind die Priamissen, B ist
die Konklusion dieser Regel.

Sind die Axiome und Deduktionsregeln eines Kalkiils & gegeben, so
definiert man den Begriff, ,beweisbar in & allgemein durch folgende
Bedingungen:

1.3.3.2 a) Alle Axiome von R sind in & beweisbar.

b) Wenn die Pramissen einer Deduktionsregel von & in & beweisbar
sind, so ist auch deren Konklusion in & beweisbar.

¢) In & sind nur die durch die Bedingungen (a) und (b) erfaBten
Sédtze beweisbar.

Ein Beweis fiir einen Satz A in & 148t sich demnach z. B. als endliche
Folge von Sitzen anschreiben, so daB A das letzte Glied dieser Folge
ist und fiir alle Glieder der Folge gilt: sie sind Axiome von & oder
sie entstehen aus vorangehenden Gliedern der Folge durch einmalige
Anwendung einer der Deduktionsregeln von SK.

Ein Beweis fiir den Satz p D p in Ul 148t sich so wie folgt anschreiben:

1) p2(g>2)29) Al
2) (#2(¢>22)22)2(>@>22)>(>72) A2

1 Dieses Axiomensystem wurde von fukasiewicz in [51] als Verein-
fachung des Systems von FREGE aus [14] angegeben.

Kutschera, Elementare Logik 6
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3) (2@>29)>(p>2) RI(1, 2)
4) pD(g>p) Al
5) pop R1(3, 4).

Dabei numerieren die Ziffern links die Sitze der Folge und die Zusitze
rechts erldutern den Beweisgang. So besagt der Zusatz ,,A1‘ in der
ersten Zeile, daf3 der Satz dieser Zeile ein Axiom nach Al ist, und der
Zusatz ,,R1(1, 2)" in der dritten Zeile besagt, daB der Satz in dieser
Zeile durch eine Anwendung der Regel R1 auf die Sitze in der ersten
und zweiten Zeile gewonnen wurde.

Es empfiehlt sich nun zum Zweck der Abkiirzung der Sitze folgende
Definitionen zu %1 hinzuzunehmen:

D1: AvB:=—-ADB
D2: AAB :==(=Av-B)
D3: A=B:=(ADB)A (BDA)L

Diese Definitionen sind hier als rein syntaktische Festsetzungen zu
verstehen, nach denen das Definiendum eine Abkiirzung fiir das De-
finiens ist. Demnach gilt:

Wenn ein Satz C[A]] in Ul beweisbar ist, der das Definiens, bzw.
das Definiendum A einer dieser Definitionen enthilt, so ist auch der
Satz C[[B] in %l beweisbar, wo B das zu A gehorige Definiendum,
bzw. Definiens ist2.

Aus dem angegebenen Beweis fiir » D p erhalten wir also einen
Beweis fiir —p v p, indem wir folgende Zeile hinzufiigen:

6) —pvyp Dl1.

Wir fassen also im folgenden die Operatoren — und D als Grund-
operatoren von U auf und denken uns die Operatoren A, v und =
immer durch die Definitionen D1 bis D3 eingefiihrt.

Es erweist sich als zweckmaBig, neben dem Beweisbegriff auch den
allgemeineren Ableitungsbegriff einzufiihren:

1 Vgl. die Definitionen d2 und d7 aus 1.2.3. Man beweist unter
Beniitzung der Wahrheitsbedingungen 1.3.2.1 leicht die Aquivalenz
Av B =-ADB, so daB3 wegen 1.3.2.6 auch die Definition D1 semantisch
zuldssig ist.

¢ Fiir die Symbolik C[A]} vgl. 1.2.6.
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1.3.3.3 Wir sagen, eine Formel B sei in einem Kalkiil & aus den Formeln
A,...,A, (m>0) ableithar (oder herleitbar), — symbolisch
A, ..., A ¢ B — wenn es eine Folge von Sitzen gibt, deren letztes
Glied B ist und fiir deren sdmtliche Glieder C gilt: C ist ein Axiom
von R, oder C ist eine der Annahmeformeln (kurz AF) oder Primissen
A,..., A, oder C geht durch einmalige Anwendung einer der Deduk-
tionsregeln von & auf vorhergehende Glieder der Folge hervor.

Ein Spezialfall der Ableitbarkeit ist die Beweisbarkeit: A ist in
K] beweisbar, wenn A in R aus der leeren Primissenmenge, d. h. ohne
Annahmeformeln ableitbar ist — symbolisch g A.

Ein einfaches Beispiel fiir eine Ableitung in %l ist folgendes:

1) —p AF
2) —pD(—gD—p) Al
3) —gD—p R1(1,2)
4) (g>—p)D(p>Dq A3
5) pDg¢ R1(3, 4).

Es gilt also —p by, p D g.
Wo aus dem Kontext ersichtlich ist, um welchen Kalkiil es sich

handelt, lassen wir auch das Subskript bei dem Ableitbarkeitssymbol
-~ fort.

Der Definition des Ableitungsbegriffes fiir %A1 wollen wir noch zwei
Bemerkungen anfiigen:

1. Unter 1.3.3.1 haben wir nicht Sitze von U als Axiome, sondern
Satzschemata aufgefithrt. Aus diesen Axiomenschemata erhilt man
unendlich viele Axiome, indem man fiir die metasprachlichen Variablen
LAY, LB, ,,C Namen fiir Sdtze von ¥ einsetzt. Statt solcher Axiomen-
schemata hidtte man natiirlich auch Axiome, eine endliche Zahl be-
stimmter Sdtze von U angeben konnen, etwa die Sitze:

Al*: pD(gDp)
A2*: (pD(gD7))D((p29) D (D7)
A3*: (mpD—g)D(gDp).

Dann sind die Sitze ¢ D (pD¢) und (—» D —=(gDp)) D((gDp) D7),
die nach Al und A3 Axiome waren, offenbar keine Axiome mehr.
Um den gleichen Effekt zu erreichen, wie mit dem System Al, miiBte
man dann neben Rl eine zweite Deduktionsregel verwenden:

g
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SR1: Wenn ein Satz A[p] beweisbar ist und p ist eine SV, so ist auch
der Satz A[p/B] beweisbar fiir beliebige Formeln B von %!. Den so
entstehenden Kalkiil wollen wir %l* nennen. In %1* nimmt unser
Beweis fiir den Satz p D p dann folgende Gestalt an:

1) #2(>2) Al*

2) p2((¢>2)>29) SR1(g/g > p)
3) #2@>7)2((p>9) (D7) A2*

4) (pD(g20)>27)D((22(¢>4)>(@#>7) SRIl(g/g>7)
5) 62(@=22)22)2((p>(@>2)>(>7) SRI(/p)

6) (pD(@>2)>(@>9) R1(2, 5)

7 pDp R1(1, 6).

Dabei besagt der Zusatz ,,SR1(g/qg D p)** in der zweiten Zeile, daf3
der Satz in dieser Zeile aus dem der ersten Zeile durch Einsetzung von
g D p fiir g entsteht.

Die Verwendung von Axiomenschemata macht die Substitutions-
regel SRI1 iiberfliissig und vereinfacht so das Beweisverfahren. Man
kann sich nun leicht iiberlegen, daB tatsichlich gilt: Fy; A genau dann,
wenn Fy,. A. Denn wenn $ ein Beweis fiir A in Ul ist, so lassen sich
die Axiome in $ mit SR1 aus den Axiomen von Al* gewinnen. Stellt
man also den Axiomen in § ihren Beweis in %1* voran, so geht $ in
einen Beweis fiir A in %l* iiber. Ist umgekehrt $’ ein Beweis fiir A in
AL*, so 148t sich §’ so in einen Beweis $’ fiir A umformen, da3 die
Regel SR1 nur auf Axiome angewendet wird, und auf Sitze, die aus
Axiomen durch Anwendungen von SRI1 hervorgehen. M. a. W.: die
Anwendungen von SRI1 lassen sich vor die Anwendungen von Rl
ziehen. Denn wir koénnen einen Beweis der Gestalt

Alp] umformen in A[p]

A[p] D B[p] A[p/C] SR1
B(p] R1 Alp]DB[p]
B[p/C] SR1 A[p/C]DB[p/C] SRI1

B(p/C] R1

Durch solche Umformungen kann man also $’* aus $' erzeugen.

1 Zur Symbolik A[p/B] vgl. 1.2.6.
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Die Axiome in %" und die Sétze in '/, die durch Anwendungen von
SR1 auf diese Axiome hervorgehen, sind nun Axiome von UAl. Also
148t sich §"” durch Streichung der Sitze, auf die SR1 angewendet wird,
in einen Beweis fiir A in %A1 umformen.

Die Theoreme von %1* sind also genau die Theoreme von Al. Wie
wir unten sehen werden gilt hingegen nicht: A,,..., A -, B genau
dann, wenn A,,..., A 4. B.

2. Die Definition der Theoreme von Al nach 1.3.3.1 und 1.3.3.2 legt
fiir den Theorembegriff kein Entscheidungsverfahren fest. Wir haben
zwar frither ein Entscheidungsverfahren fiir a.l. wahre Sétze angegeben,
aber solange wir nicht bewiesen haben, daB die Theoreme von %Al genau
die a.l. wahren Sitze sind, 148t sich dies Verfahren nicht verwenden
zu einer Entscheidung dariiber, ob ein vorgelegter Satz Theorem von
AL, d. h. beweisbar in AL, ist. Wir kénnen also nur von Fall zu Fall
beweisen, daB ein Satz A Theorem von Al ist, indem wir einen Beweis
fiir A in %Al angeben. Einen solchen Beweis zu finden, ist Sache der
Ubung und Geschicklichkeit. Man muB sich dazu etwas einfallen
lassen, mechanische Regeln zur Auffindung eines Beweises fiir eine vor-
gegebene Formel haben wir zunichst nicht.

Entscheidbar ist hingegen der Beweisbegriff: Von einer vorgelegten
Satzfolge § 148t sich aufgrund von 1.3.3.1 und 1.3.3.2 sofort entscheiden,
ob sie ein Beweis in 21 ist, und ob sie ein Beweis fiir einen vorgegebenen
Satz A ist. Denn von jedem Glied der Folge $ 148t sich feststellen, ob
es ein Axiom von Al ist: man sieht es den Sitzen kraft ihrer
syntaktischen Struktur sofort an, ob sie die Gestalt eines der drei
Axiomenschemata haben oder nicht. Ist nun ein Satz B von $ kein
Axiom, so hat man zu untersuchen, ob er aus voraufgehenden Sitzen
von $ durch einmalige Anwendung von R1 hervorgeht. Da dem Satz B
nur endliche viele Sitze in der endlichen Folge $ vorhergehen, so kann
man das durch bloBes Probieren feststellen. Untersucht man in dieser
Weise fortlaufend alle Sidtze von §, indem man mit dem ersten Glied
der Folge beginnt, so findet man entweder einen Satz, der weder Axiom
ist, noch aus voraufgehenden Sdtzen vermittels R1 folgt — und dann
ist $ kein Beweis in %1 — oder man findet keinen solchen Satz und
stellt so fest, daB $ ein Beweis in Al ist. § ist dann ein Beweis fiir A,
wenn A der letzte Satz von § ist. Ebenso erweist sich auch der all-
gemeinere Ableitungsbegriff als entscheidbar.

Die Angabe eines Beweises fiir A beantwortet also immer in defi-
nitiver Weise die Frage, ob A ein Theorem ist. Das Problem, ob ein
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vorgelegter Beweis fiir A auch wirklich ein Beweis fiir A in %1 ist, kann
nicht ernstlich auftreten, da es mit einfachsten Mitteln rein mechanisch
entscheidbar ist. Darin besteht die Stdrke unseres formalen Beweis-
begriffes gegeniiber einem intuitiven Beweisbegriff, der, weil die zu-
gelassenen Beweismittel nicht exakt abgegrenzt sind, naturgemaB nicht
entscheidbar sein kann und also prinzipiell immer die Frage offen
14Bt, ob ein vorgelegter Beweis tatsichlich ein Beweis ist, und ob ein
Beweis dafiir, daf3 etwas ein Beweis ist, selbst ein Beweis ist, usf.

1.3.4 Theoreme und Motatheoreme von Al

Zur Einiibung des Systems %1 und zur Vorbereitung des Beweises,
daB in Ul genau die a.l. wahren Sitze beweisbar sind, wollen wir in
diesem Abschnitt einige Theoreme beweisen. Da wir das System 1
aus Griinden der theoretischen Einfachheit und Durchsichtigkeit mit
nur wenigen Axiomenschemata und Deduktionsregeln aufgebaut haben,
macht das Beweisen zunichst einige Mithe. Der theoretische Vorteil
geht auf Kosten der praktischen Handlichkeit des Systems, denn je
mehr Axiome und Deduktionsregeln man zur Verfiigung hat, desto
kiirzer und einfacher werden die Beweisel.

Wir kénnen uns aber die Arbeit dadurch wesentlich erleichtern, daB
wir neben Theoremen der Gestalt = A auch Theoreme der Gestalt
A,,...,A_ B beweisen, d. h. neben Sitzen auch Ableitbarkeitsbe-
ziehungen. Denn solche Ableitbarkeitsbeziehungen lassen sich dann
neben der Regel R1 wie Deduktionsregeln verwenden.

Wir werden ferner auch Theoreme beweisen, in denen A, bzw.
A,,..., A, B nicht Sitze, sondern Satzschemata sind. Die Beweise
fiir solche Theoreme lesen sich dann wie Beweisschemata, aus denen

1 Man kann auch Axiomensysteme mit nur einem Axiom angeben, wie
das zuerst J. G. P. Nicop (1917) getan hat. Er verwendete als Grundoperator
die Exklusion, als einziges Axiom den Satz

@1@IPDI(SISINIED @)@ 19))

und als Deduktionsregeln die Einsetzungsregel SR1 und die Regel: wenn
A|(B|C) und A beweisbar sind, so ist auch C beweisbar. Anstelle des Axioms
von Nicop kann man auch den Satz

@l@nl@lelN(sl (@)@l

verwenden. Vgl. dazu auch [9], S. 159.
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Beweise hervorgehen durch Ersetzung von metasprachlichen Satz-
variablen durch Sitze von % im gesamten Beweis. Dabei ist zu beachten,
daBneben AD (BDA)auchBD (ADB)oder(ADC)D(AD(ADC))
Schemata sind fiir Axiome, die unter das Schema Al fallen usf. Wir
erhalten aus dem oben angegebenen Beweis fiir den Satz p D p z. B.
ein Beweisschema fiir A D A, indem wir ,,p" iiberall durch , A” er-
setzen.

Neben den Theoremen werden wir endlich auch Metatheoreme iiber
den Kalkiil %1 beweisen. Wihrend Theoreme sich beweisen lassen mit
den Mitteln des Systems A1 selbst, sind Metatheoreme Behauptungen,
die sich nicht mit den Mitteln von Al beweisen lassen, sondern die
Anwendung intuitiver metatheoretischer Beweismittel erfordern.

Ein Beispiel eines solchen Metatheorems ist etwa das folgende:

MT1: Wenn gilt A,[p],..., A [p]+ B[p], so gilt auch A;[p/C]....,
A_[p/C] + B[p/C]. (Einsetzungstheorem).

Beweis: Man ersetze in der vorliegenden Ableitung $ von B[p]
aus A,[p]...., A,[p] p tiberall durch C. Dann gehen die Axiome in $
wieder in Axiome iiber, die AF A,[p],..., A,[p] gehen in die Formeln
A,[p/C],..., AL [p/C] iber und die Anwendungen von R1 bleiben als
Anwendungen dieser Regel erhalten. Wir erhalten also eine Ableitung
von B(p/C] aus A,[p/C],..., A [p/C].

T1: HADA.

Zum Beweis s. oben!

MT2: Wenn gilt A,,..., A B, sogilt auch A,;,..., A, _,FA DB
(Deduktionstheorem).

Beweis: Es liege eine Ableitung $ von B aus A,,..., A, vor als
Folge von Formeln C,,...,C,, so daB also C, = B ist. Wir formen
$ in eine Ableitung von A D B aus A,,..., A, _, um, indem wir die
Formeln C; (i = 1,..., n) ersetzen durch A D C; und weitere Formeln
in diese Satzfolge einschieben in folgender Weise:

a) Ist C; = A, so ersetzen wir die Zeile A D C; durch den oben
angegebenen Beweis fir A, DA,.

1 Vgl. Mtl in 1.2.6. Man beachte, daB der folgende Beweis fiir MT1 auf
rein syntaktischem Weg gefiithrt wird, wihrend Mtl auf semantischem
Weg begriindet wurde.
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b) Ist C; == A, fiir k % m, so ersetzen wir die Zeile A D C; durch

A, D(A,DA,) Al
A, AF
A DA, RI.

c) Ist C;, ein Axiom, so ersetzen wir die Zeile A D C; durch

Co@ALD(C) Al
C; Axiom

A, DC, RI.

d) Ergibt sich C, in $ aus einer Anwendung von R1 auf die Formeln
C,, €, D C,, so treten nun vor der Zeile A D C; die Formeln A, D C,
und A D (C,DC,) auf. Wir ersetzen die Zeile A, D C;, dann durch

(An2(G2C)) (A 2C) D (AL D C)) A2

(An>2G) >3 (A,DC) R1

A, DC RI

Dadurch erhalten wir eine Ableitung von A A, DB aus den Formeln
A, L AL

Das Deduktionstheorem gilt in A1l* nicht allgemein. Das wird an
folgendem Beispiel deutlich:

p AF
g SRI(p/g), also plyy.q.

Die Konstruktion fiir einen Beweis von $ D¢ nach MT2 versagt, da
$ D g nicht durch Einsetzung von ¢ fiir » aus p D p hervorgeht. Hier
wird deutlich, was wir oben erwdhnten, daB man aus A,,..., A, o« B
nicht auf A,,..., A Fy,; B schlieBen kann. Andernfalls erhielte man
Py gaus plyy. g, mit MT2 also - p D g, alsomit MT1H (B D B) D A,
also mit T1 und R1 A, d. h. in %1 wire jede beliebige Formel beweis-
bar. Wir werden aber spiter zeigen, daB nicht jede Formel in %l
beweisbar ist.

T2: ——=AD(ADB).

Den Beweis fiir —p - p D ¢ haben wir bereits oben gefiihrt. Daraus
erhilt man sofort den Beweis fiir =A A D B und mit MT2 dann T2.
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Obwoh!l hier das Metatheorem MT2 angewendet wurde, das nur
mit Hilfe metatheoretischer Beweismittel gewonnen werden konnte,
ist dieser Beweis fiir T2 natiirlich nicht als metatheoretischer Beweis
anzusehen. Denn der Beweis fiir MT2 gibt ein allgemeines Verfahren
an, nach dem nun im speziellen Fall eine Ableitung von A DB aus
—A umgeformt werden kann in einen Beweis fiir —A D (A D B), mit
dem also der Beweis fiir —A D (A D B) mit den Mitteln von Al tat-
sichlich erbracht werden kann. Zur Illustration des Verfahrens wollen
wir die Umformung in diesern Fall explizit angeben: Die Herleitung
von A DB aus —A bhatte die Gestalt:

—A AF
—A D (=B D—A) Al
—-BD-—-A R1
(—-BD>—-A)D(ADB) A3
ADB RI1.

Daraus bildet man im Sinne von MT2 die Satzfolge:

) —mAD-A

) —AD(-AD(—BD=A))

) —AD(—BD—A)

) —mAD(-BD—-A)D(ADB))
—-AD(ADB).

> W N =

o

Durch die Einschiebungen nach MT2 erhilt man dann

1) —-AD-A T1
2a) (A D(—BD=-A)) D (—A D (A D (—BD-A))) Al
2b) —mA D (—=BD—A) Al
2) —AD(—AD(-BD—A)) R1
3a) (CAD(mAD (=B D—A)))D((—AD—A)

D (—A D (—BD—A)) A2
3b) (MAD—=A)D(HAD (—BD—A)) R1
3) —AD(—-BD-A) R1
4a) (BD—-A)D(ADB))D(-AD((BD—-A)D(ADB))) Al
4b) (-BD>—-A)D(ADB) A3
4) —AD((—BD>—-A)D(ADB)) R1
5a) (HAD((-BD>—-A)D(ADB))D((—mAD(—BD—A))

D(HAD(ADB)) A2
5b) (HAD(—BD—A))D(—AD(ADB)) R1

5) —AD(ADB) RI.
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Die Einschiebung der Zeilen 3a, 3b wire hier entbehrlich, da in der
Zeile 3 ein Axiom nach Al steht.

Allgemein besteht die Bedeutung der syntaktischen Metatheoreme
darin, dafB} sie die Existenz einer Ableitung sicherstellen, ohne daB
diese Ableitung noch explizit angegeben werden miiflte. Wie diese Ab-
leitung im Einzelfall zu konstruieren wire, geht aus dem Beweis des
Metatheorems hervor.

T3: ——ADA.

Beweis:
——AD(mAD——A) T2
—AD—-——A R1
(FAD———A)D(——ADA) A3
——ADA . R1.

T4: HAD——A.

Bewelis:
——AD-A T3
(—-—mAD —1A) D(AD——A) A3
AD—A RI1.

T: ADB,BDODCHADC.
Beweis:

A AT
ADB AF
B R1
BOC AF
C R1

also ADB,BDC, AFC, mit MT2 ADB,BODOCHADC.
T6éa: ADBFH-BD—-A.
Beweis:

——ADA T3
ADB AF
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—-—A DB T5
B> —-—-B T4
——AD—-—-B T5
“BD—=A A3, R1.

Hier haben wir zur Abkiirzung der Beweisdarstellung im letzten Schritt
zwei Regelanwendungen zusammengezogen, wie wir das im folgenden
Ofter tun werden. Vor der letzten Zeile wire also bei genauer Darstellung
noch die Formel (——A D ——B) D (=B D —A) einzufiigen.

T6éh: —AD—-BHBDA.
Das gewinnt man aus A3 mit RI.

T6e: AD-BFHBD-A.
Beweis:

AD-B AF
——BD>—-A T6a
BD>—B T4

BO-A T5.

Téd: —ADBH-BDA.

Beweis:

—ADB AF
—BD—A T6a
———ADA T3
—-BDA T5.

Die Theoreme T6a bis T6d bezeichnen wir wieder als Kontrapositions-
gesetze.

T7: AF—-ADB.

Beweis:

A AF
AD(—-BDA) Al
-BDA R1

—-ADB T6.
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T8: AD(ADB)HADB.

Beweis:
A AF
AD(ADB) AF
ADB

B
also AD(ADB), A+ B, mit MT2 also AD(ADB)HADB.
T9: ADBDOC)HFBD(ADC).

Beweis:

AD(BDC) AF
(AD(BDC)D(ADB)D(ADC) A2
(ADB)D(ADC) R1
B AF
ADB Al R1
ADC RI

also AD (BDC), B-ADC, mit MT2 also AD (BDC)—B D (A D).

T10: AD—-AF—A.

Beweis:
AD(—HAD—=(BDB)) T7, MT2
(AD(—AD-(BDB))D((AD—-A)D(AD-(BDB)) A2
(AD—-A)D(AD—=(BDB)) R1
AD—-A ' AF
AD—(BDB) R1
(BODB)D—A Té6
BOB T1
—A R1.

T1l: —-ADAHRA.

Beweis:

—AD(AD—(BDB)) T2
~AD(AD—(BDB))D((—ADA)D(—AD—(BDB)) A2
(FADA)D (mAD—(BDB)) R1
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—ADA AF
—~AD-(BDB) R1
(BOB)DA T6
BDB Tl
A RI.

T12: Av Al~A. Aus T1l mit DIl
T13: AFAv B. Aus T7 mit DI1.
T14: BHAv B. Aus Al mit D1 und R1.
Ti6: AvBFBvA.
Beweis:

AvB AF
—-ADB D1
—BDA T6
BvA Dl1.

T16: ADBHCvADCVB.

Beweis:
ADBEB AF
-CD(ADB) Al, R1
(<CDA)D(-CDB) A2,RI1
CvADCvB D1.

T17: ADC,BODCHAvBDC.

Beweis:
AvB AF
BvA T15
ADC AF
BvADBvC TI16
BvC R1
CvB T15
BoC AF
CvBDOCvC Ti6
CvC R1

C Ti2
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also ADC,BOC,AvBFCmit MT2also ADC,BDCHAvBDC.
T18: Av(BvC)FBv(AvC().
Beweis:

Av (Bv () AF
—AD(—B>C) DI
—-BD(-ADC) T9
Bv(Av () D1.

T9: Av(BvCFH(AvVB)vC
Beweis:

Av (Bv () AF
-ADBvC D1
BvCoCvB T15 MT2
—-ADCvB T5

Av (CvB) D1
Cv(AvB) T18
(AvB)vC T15.

T20: (AvB)vCHAvV (BvC().

Beweis:

(AvB)vC AF
Cv(AvB) T15
Av (Cv B) T18
—ADCvB D1
CvBDBvC Ti5 MT2
—ADBvC T5

Av (BvC( D1.
T21: AABFA.
Beweis:
AAB AF
—(—A v —B) D2

—A D (—A v —B) T13, MT2
—(-Av-B)D——A T6
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—A R1
A T3, R1.

T22: A A BFB.
Der Beweis verlduft ebenso, wenn man T14 statt T13 verwendet.
T23: A,BHAAB.

Beweis:

—(—Av —|B) - _l(_!A v —lB) T1
(—A v —B) v =(—A v —B) D1, T4
—Av (—Bv ~(—-Av —aB)) T20

AD(BDAAB) D1,D2
A AF
BDOAAB R1
B AF
AAB R1.

T24: HA =-—-A.

Beweis:
AD——A T4
——ADA T3
(AD——A)A (—ADA) T23
A=-—A D3.

T25: A=BF-A=-B.

Beweis:

A=B AF
ADB D3, T21
—-BD>-A T6
BDA D3, T22
—-AD-B T6
(FAD-B)A (0WBD—A) T23
—-A =-B D3.

T26: A=B,B=C+HA=C
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Beweis:

1) A=B AF

2) ADB D3, T21 (1)

3) B=C AF

4) BDC D3, T21 (3)

5 ADC T5 (2,4)
6) BDA D3,T22 (1)

7) COB D3,T22 (3)

8) CDA T5 (7,6)
99 A=C T23,D3 (58).

Wir kommen nun zu dem wichtigen Ersetzungstheorem:
MT3: A =BHFC[A] =C[B].

Hitten wir die a.l. Vollstindigkeit des Systems 21 bereits bewiesen,
so koénnten wir dieses Theorem aus dem semantischen Ersetzungs-
theorem 1.3.2.6 gewinnen. Wir geben hier aber einen rein syntaktischen
Beweis an, da wir das Metatheorem zum Vollstindigkeitsbeweis be-
notigen werden. Der Vergleich des semantischen mit dem folgenden
syntaktischen Beweis fiir das Ersetzungstheorem macht noch einmal
den Unterschied zwischen semantischer und syntaktischer Argumenta-
tionsweise deutlich.

Obwohl MTS3 iuBerlich die Gestalt eines Theorems hat, ist es doch
als Metatheorem anzusehen, da sein Beweis eine Induktion nach dem
Aufbau der Formel CJ[A] erfordert. Wie in 1.3.2.5 kénnen wir uns
auf den Fall beschrinken, daB C[[B] aus C[A]] durch Ersetzung nur
eines Vorkommnisses von A in C[A] durch B entsteht. Wie dort
nehmen wir auch hier wieder eine Induktion nach der Zahl #, dem Grad
von C[[A] minus dem Grad von A vor. Ist » = 0, so nimmt die Be-
hauptung die Form A =B A =B an und ist also trivialerweise
richtig. Sei die Behauptung fiir alle n > » bewiesen und sei nun # == 7 4 7.
Dann 148t sich C[A] darstellen in der Form C[A’], wo CJ[A']] von A’
verschieden ist und A’ = A’[[A] das fragliche Vorkommnis von A
enthilt, bzw. mit ihm identisch ist. A’ kommt also eine Zahl #» <7
zu. Es ist dann nach der Induktionsvoraussetzung aus der Annahme
A = B die Formel A'[A] = A’[B] ableitbar.

a) C[A] habe die Gestalt —A’'[A]. C[B] hat dann die Gestalt
—A’[B] und es gilt A = B —A'[A]] = —A’[B] nach der Induktions-
voraussetzung und T25.
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b) C[A] habe die Gestalt A‘TA]D D. Dann gilt

1) A'[A] =A'[B] AF

2) A'TA]DA'[B] D3, T21 (1)

3) A'[B]DA'[A] D3,T22 (1)

4) (A'TA]DD)D(A[B]DD) T5 MT2 (3)

5 (A[B]DD)D(AJA]DD) T5MT2 (2)

6) A'TAJDD =A[B]DD  T23,D3 (4,5).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt also A =BHA'[A]DD = A'[B]DD.

c) C[A] habe die Gestalt D D A’'[A]. Dann erhalten wir aus (1)
bis (3):

4) (DDATA])D(DDAB]) T5 MT2 (2)
5) (DDA[B])D(DDATA]) T5MT2 (3)
6) DDAA]=DDA[B] T23,D3 (4,5).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt also A =BHDDA'[A] =D DA'[B].
Damit ist das Ersetzungstheorem bewiesen.

T27: |—'—1(A A B) =-A v —B.

Beweis:
—(A A B)D—(A A B) T1
—(AAB)D——(—-Av-—-B) D2
-(AAB)D—-Av-B T24, MT3
—Av-BD ﬁﬁ(—|A v —|B) T4
—Av-BD—(AAB) D2
—(AAB)=—-Av-B T23, D3.

T28: F-—(Av B) =—-AA—-B.

Beweis:

—=(Av B)D=(AvB) T1

—(A v B) D—(——A v ——B) T24, MT3
-(AvB)D—-AA-B D2
—AA—-BD—-AA-B T1

—-A A =B D—(—A v ——B) D2
—AA-BD—(AvB) T24, MT3
—(AvB)=—-AA—-B T23, D3.

Kutschera, Elementare Logik 7
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T29: ——(ADB)=AA—B.
Beweis:

—~(ADB) =—(—AvB) T24, MT3,DI
—1(—|A v B) =-—-AA—B T28
——AA-B=AA-B T24, MT3
~(ADB)=AAr—B  T26.

T30: AABFBAA.
Beweis:

AAB AF

A T21
B T22
BAaA T23.

T31: AA(BAC)=(AAB)AC.

Beweis:
(AAB)AaC AF
AAB T21
A T21
B T22
C T22
BaC T23

AA(BAC) T23 also mit MT2 H(AAB)ACDAA (BAC).

Ebenso erhidlt man A A (BAC)D(A A B)AC, also mit T23 und
D3 FAABAC=AAB)AC.

T32: AvBDOCH(ADC)A (BDC).
Reweis:

AvBDOC AF
—C>D-(Av B) Té6
—-CDO—=AA—B T28, MT3
—AA—-BD—-A T21
-CD>-A T5

ADC Té
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—-AA—-BD-B T22
—-C>-B T5
BoC T6
(ADC)A (BDC) T23.

T33: FAv(BAC)=(AvB)a(Av ().
Beweis:

Av (BAC) AF
Av —1(—|B v —|C) D2
-Bv-CDA T15, D2

—-BDA T32, T21
—-CDA T32, T22
BvA D1
AvB T15
CvA D1
AvC Ti5

(AvB)A(AvC) T23.

Ausdieser Ableitungerhalten wir mit MT2—Av (BAC)D(AvB)A (AvC).
Verwendet man T17 statt T32, so kann man die Ableitung von unten
nach oben als Ableitung von A v (B A C) aus (A v B) A (A v C) lesen
und erhdlt dann mit MT2, T23 und D3 die Behauptung von T33.

T34: FAABvVvC)=AABvAAC

Beweis:
AABv( AF
=(mA v (Bv () D2
—(—A v (=B A C)) T28, MT3

=((mA v —B)A (—mAv () T33, MT3
—(—A v aB)v-a(—AvaC) T27
AABvAAC D2.

Mit MT2 erhélt man also A A (BvC)DAABv AAC. Die ange-
gebene Ableitung kann man von unten nach oben auch als Ableitung
von AA (Bv C)aus AABv AAC lesen und erhidlt so mit MT2, T23
und D3 die Behauptung des Theorems.

T356: A v —A. Der Beweis ergibt sich aus T1 mit D1.
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T36: F—(A A —A).

Beweis:
Av-A T35
—AvVvA T15
——(—A v ——A) T24, MT3
—(A A —A) D2.

T37: HFAD(BDOC)=AABDC.

Beweis:
AD(BDC) AF
AAB AF
A T21
B T22
BOC R1
C RI.

Aus dieser Ableitung erhalten wir mit MT2 (A D (BD C)) D (A A BDC().

AABDC AF
A AF
B AF
AAB T23
C R1.

Also gilt: AABDC, A, BFC. Daraus erhilt man durch zweimalige
Anwendung von MT2 AABDCHAD(BDC). Mit T23 und D3
erhdlt man dann endlich die Behauptung des Theorems.

Wenn der Leser die Reihe der vorstehenden Beweise genau studiert
hat, so wird er eine ganz konkrete Vorstellung gewonnen haben von
der Technik des Beweisens in einem formalisierten System, vom Aufbau
rein syntaktischer Beweise und von ihrer Strenge.

Wir haben in diesem Abschnitt von der semantischen Deutung der
Sprache U véllig abgesehen und nur die Syntax von % nach 1.3.1 und
die Festlegungen iiber den Beweisbegriff von %l nach 1.3.3 beniitzt.
Wir haben in diesem Sinn das System %l als einen blo8en Kalkiil be-
trachtet, d. h. als ein System von Regeln zur Erzeugung von Objekten
einer bestimmten Art. Ein Kalkiil in diesem weiten Sinn ist auch ein
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Spiel, wie z. B. das Schachspiel: die Objekte sind dort die méoglichen
Positionen der Figuren auf dem Brett, die nach den Spielregeln aus
der Anfangsposition erzeugt werden kénnen. Ebensowenig wie das
Schachspiel hat nun zunichst das Beweisen im System %l etwas mit
logischem SchlieBen zu tun. Der Zusammenhang zwischen der A.L.
und dem System A1, zwischen a.l. wahren Sitzen und den Theoremen
von U1, zwischen a.l. giiltigen Schliissen und den Ableitungsbeziehungen
in %1 muB erst noch hergestellt werden. Dieser Aufgabe wollen wir
uns im ndchsten Abschnitt zuwenden.

Ubungsaufgaben :
1. Beweise die Theoreme:

a) ADB,CODFHAACDBAD
b) F((ADB)DA)DA

c) AABODC,AABD—-CHAD-B
d AABvAA-BFHA

e) A=BFAABv-AA-B.

2. Beweise mit Hilfe der Definition A|B := —(A A B) die Theoreme:

) (AIBIO)I((AI(CIANI((DIB)I((AD)I(AD)))
g) A, A|(B|IC)FCL

o

1.3.5 Die Adiquatheit von a1 v5° &~ /e sl

Wir wollen nun zeigen, daB das System %l eine addquate Formali-
sierung der A.L. darstellt, d. h. daB in %l genau die a.l. wahren Sitze

beweisbar sind.
Betrachten wir zunidchst die Widerspruchsfreiheit von 1!

1.3.6.1 Wir nennen einen Kalkiil & a.l. widerspruchsfrei, wenn in &
nur a.l. wahre Sitze beweisbar sind.

1.3.6.2 Al ist a.l. widerspruchsfrei.

Beweis: Nach 1.3.2 liBt sich das Entscheidungsverfahren 1.2.4 fiir
die Bestimmung der a.l. Wahrheit der Sitze aus % verwenden. Nach
diesem Verfahren sind nun alle Axiome von Al a.l. wahre Sitze. Und

1 Vgl. die Anmerkung zu S. 86.
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wenn A und A D B a.l. wahre Sitze sind, so ist nach 1.3.2.1—d auch
B ein al. wahrer Satz, d. h. eine Anwendung der Deduktionsregel R1
von Ul erzeugt aus a.l. wahren Sdtzen immer nur a.l. wahre Sitze.
Danach enthilt jeder Beweis in %l nur a.l. wahre Sitze und also ist
jeder in Al beweisbare Satz als Endglied eines solchen Beweises ein
a.l. wahrer Satz.

Ein stirkerer Begriff der a.l. Widerspruchsfreiheit wire der folgende.

1.3.5.3 Wir nennen einen Kalkiil & a.l. widerspruchsfreii. e. S., wenn
aus A,,..., A g4 B die al. Giiltigkeit des Schlusses A,,..., A~ B
folgt.

1.3.5.4 %A1 ist a.l. widerspruchsfrei i. e. S.

Mit MT2 erhdltmanausA,,..., A, FB FA;D(A,D...(A,DB)...)
und mit T37TH—A; A ... A A, D B. Nach 1.3.5.2 ist dann dieser Satz
a.l. wahr, also ist nach 1.3.2.5 der SchluB A,,..., A, > B al giiltig.
— Will man direkt argumentieren, so iiberlegt man sich, daB jede Be-
wertung die Axiome von Ul erfiillt und auch den Satz B, sofern sie
die Sitze A und A D B erfiillt. Liege dann eine Ableitung von B aus
A,,..., A, vor, so erfilllt also jede Bewertung, die die AF A,,..., A
erfiillt, alle Formeln der Ableitung, insbesondere also B, d. h. aber der
SchluB A,,..., A - B ist al. giiltig.

Neben einer solchen semantischen Widerspruchsfreiheit untersucht
man auch oft die syntaktische Widerspruchsfreiheit von Kalkiilen.

1.3.5.60 Wir nennen einen Kalkiil & syntaktisch widerspruchsfrei, wenn
in & nicht alle Sitze der & zugrunde liegenden Sprache beweisbar sind?.

Betrachten wir fiir den Augenblick unser Entscheidungsverfahren
aus 1.2.4 als ein rein syntaktisches Auszeichnungsverfahren, so konnen
wir einen syntaktischen Widerspruchsireiheitsbeweis fiir %1 erbringen,
indem wir wie oben zeigen, daB in %l nur Sitze beweisbar sind, die
nach diesem Verfahren ausgezeichnet sind. Nun ist aber z. B.  nach
diesem Verfahren nicht ausgezeichnet, also ist %1 syntaktisch wider-

1 Nach einer anderen Fassung des Begriffs der syntaktischen Wider-
spruchsfreiheit wire f widerspruchsfrei, wenn in K ein bestimmter Satz,
z. B. p oder p A —p nicht beweisbar ist. Fiir %A1 gilt aber: wenn p beweis-
bar ist, so nach MT1 auch jeder Satz A. Und wenn p A —p beweisbar ist,
so nach T21 auch p, also wiederum jeder Satz A. Diese drei Fassungen des
Begriffs der syntaktischen Widerspruchsfreiheit sind also fiir A1 d4quivalent.
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spruchsfrei. Allgemein folgt die syntaktische Widerspruchsfreiheit eines
Kalkiils aus der a.l. Widerspruchsfreiheit.

Wir haben frither bemerkt, daBl in %l* genau die Sitze beweisbar
sind, die auch in %Al beweisbar sind. Daher ist auch %l* a.l. und
syntaktisch widerspruchsfrei. A1* ist hingegen nicht a.l. widerspruchs-
freii.e. S., denn es gilt zwar, daB durch Anwendungen der Regel SR1
a.l. wahre Sitze wieder in a.l. wahre Sitze tiberfithrt werden, es gilt
aber, wie das Beispiel der Ableitung von ¢ aus p mit SR1 zeigt, nicht,
daB jede Bewertung, die die Primisse der Regel SR1 erfiillt, auch deren
Konklusion erfiillt.

Betrachten wir nun die Vollstindigkeit des Kalkiils %1!

1.3.5.6 Wir nennen einen Kalkiil & a.l. vollstdndig, wenn in K alle a.l.
wahren Sitze beweisbar sind. Wir nennen & a.l. vollstdndig i. e. S.
{(oder a.l. abgeschlossen), wenn aus der a.l. Giiltigkeit des Schlusses
A,...,A -~ B folgt A,,...,A ¢ B.

Offenbar folgt aus der a.l. Abgeschlossenheit die a.l. Vollstindigkeit,
so daB3 wir gleich zum Beweis des folgenden Satzes tibergehen:

1.3.6.7 %1 ist a.l. abgeschlossen.
Zum Beweis dieses Theorems bendétigen wir zwei Hilfssétze.

1.3.5.8 Wir nennen eine Menge M von Formeln Eomsistent, wenn es
keine Formel B gibt, so daf gilt M —B und M+ —B. Dabei bedeute
M B: es gibt endlich viele Formeln A,,..., A, aus M, so daB
A,,...,A +B. Wir nennen eine Formel A mit M werirdglich, wenn
die Menge M u {A}, die aus M durch Hinzunahme des Elementes A
entsteht, konsistent ist.

Der erste Hilfssatz lautet nun:

1.3.5.9 Zu jeder konsistenten Menge von Formeln M gibt es eine
maximale konsistente Menge M*, d. h. eine konsistente Menge M™,
die alle Elemente von M enthilt und fiir die gilt: jede Formel, die mit
M+ vertraglich ist, ist in M* enthalten.

Beweis: Da die Sprache % abzihlbar viele Formeln enthilt, kann
man eine Abzdhlung der Formeln angeben. A, sei die n-te Formel in
dieser Abzahlung. Wir setzen dann M; = M und M, ; = M,, wenn
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A, nicht mit M, vertréglich ist, andernfalls setzen wir M,, , , = M, U{A,}.
M* sei dann die Vereinigung aller dieser Formelmengen M, fiir
n=17,2,...,d. h. die Menge, die genau diejenigen Formeln enthilt, die
in mindestens einer der Mengen M, enthalten sind. M* ist dann kon-
sistent: Wire M™ nicht konsistent, so gibe es Formeln Y VI A,-r

aus M* und eine Formel B, so da3 Ail, . A,.’ F Bund Ay, Ai' ——=B.
Ist dann / die kleinste Zahl, so daB die Formeln A, ,. .., Ai' der Menge

M, angehéren, so wire also auch M, inkonsistent. Nun sind aber alle
Mengen M, konsistent, denn M, = M ist nach Voraussetzung kon-
sistent, und ist M, konsistent, so nach Definition von M, ; auch diese
Mengel. Mt ist ferner maximal: Denn ist A, vertriglich mit M, so
auch mit M, also ist A, in M, ; und also in M* enthalten.

1.3.5.10 Jede konsistente Formelmenge M ist simultan erfiillbar, d. h.
es gibt eine Bewertung, die alle Formeln aus M erfiillt.

Der Beweis dieses zweiten Hilfssatzes ergibt sich wie folgt: Zu M
gibt es nach 1.3.5.9 eine maximale konsistente Menge M+. Wir de-
finieren eine Bewertung 2B, indem wir setzen (A) = w fiir alle Atom-
formeln A aus M* und W(A) = f fiir alle Atomformeln A, die nicht
zu M* gehéren. Wir zeigen durch Induktion nach dem Formelgrad »
von A, daB fiir diese Bewertung gilt: B(A) = w genau dann, wenn A
in M* ist, fiir alle Formeln A. Fiir » = 0 ergibt sich die Behauptung
aus der Definition von 2. Sei nun die Behauptung bewiesen fiir alle
n =7 und sei der Grad von A » + 7:

a) A habe die Gestalt —=B. Dann ist » der Grad von B. Ist =B in
M™, so ist B nicht in M*, da M* konsistent ist. Dann ist W(B) = f,
also W(—B) = w. Ist =B nicht in M™*, so ist B mit M™* vertraglich,
also in M*. Andernfalls hitten wir M*, B C und M+, B+ —C, also
M*,BF C A —C nach T23, also nach MT2 M* B D (C A =C), mit
T6 M* I —(C A =C) D =B, also M*, =(C A =C) - —B, wegen T36 also
M* +——=B. Es wire dann also =B mit M* vertriglich und also in M*
im Widerspruch zur Annahme. Ist nun aber B in M*, so ist nach In-
duktionsvoraussetzung B(B) = w, also W(—B) = §.

1 Die hier verwendete Argumentationsweise ist die des indirekien Be-
weises: Im indirekten Beweis wird ein Satz A dadurch bewiesen, daB aus
der Annahme —A ein Widerspruch abgeleitet wird. Folgt aber aus —A
ein Widerspruch, so kann —A nicht gelten, es muB also A gelten. Dieses
Beweisprinzip driickt sich aus in dem Schlu@ —A D B A —B > A.
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b) A habe die Gestalt BOC. Ist BOC in M*, so ist B nicht in
M™, oder Cist in M*; denn ist B in M™*, so nach R1 auch C. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt also W(B) = { oder W(C) = w, d. h.
WBDOC)=w. Ist BDOC nicht in M*, so finden wir wie oben
Mt —=(B>DC), mit T29 also Mt B A —C, mit T21 und T22 also
M*+Bund Mt —=C. Esistalso Bin M* und C nicht in M*. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt dann W(B) =w und W(C) =1, also
WBDC) =1.

W erfiillt also alle Formeln aus M+ und damit auch alle Formeln
aus M, was zu beweisen war.

Wir kénnen nun zum Beweis des Satzes 1.3.5.7 iibergehen: Gilt die
Ableitungsbeziehung A,,..., A B nicht in %1, so ist die Menge der
Formeln A,,..., A, —B nach unseren obigen Uberlegungen konsistent
und es gibt nach 1.3.5.10 eine Bewertung 2B, die diese Menge simultan
erfiilllt. W erfiillt also die Formeln A,,..., A, aber nicht B. Also
ist der SchluB3 A,,..., A - B nicht giiltig. Wir kénnen also aus der
Giiltigkeit dieses Schlusses auf die Giiltigkeit der Ableitungsbeziehung
A,,..., A B schlieBen, was zu beweisen war?.

Aus der al. Abgeschlossenheit von %l folgt sofort die al. Voll-
stindigkeit von Al*, wenn man Schliisse ohne Primissen betrachtet,
und, aufgrund unserer fritheren Uberlegungen fiber das Verhiltnis der
Kalkiile %1 und %1*, auch die a.l. Abgeschlossenheit von Al*.

Neben der a.l. Vollstindigkeit kann man auch eine syntaktische
Vollstandigkeitseigenschaft von Kalkiilen betrachten:

1.3.56.11 Wir nennen einen Kalkill & syntaktisch vollstindig, wenn fiir
jeden Satz A der & zugrunde liegenden Sprache gilt: A istin & beweisbar
oder & wird durch Hinzunahme von A zu den Axiomen von { zu einem
syntaktisch widerspruchsvollen Kalkiil2.

Das System %l ist syntaktisch unvollstindig. Wére %A1 nédmlich
syntaktisch vollstdndig, so wiirde gelten: wenn aus der Beweisbarkeit

! Der Gedanke dieses Vollstandigkeitsbeweises ist von L. HENKIN in
[30] angegeben worden.

2 Daneben gibt es auch noch andere syntaktische Vollstindigkeits-
begriffe, die aber im Zusammenhang mit Al nicht von Interesse sind. Ist
M z. B. eine Teilmenge der Formeln von %A, so kann man den Kalkil &
IM-vollstandig nennen, wenn jeder Satz A von M in K entweder beweisbar
oder widerlegbar ist, d. h. wenn gilt kg A oder l-¢q —A fiir A aus M.
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von A die Beweisbarkeit von B folgt, so gilt A B. Denn ist A unbe-
weisbar, so folgt aus der syntaktischen Vollstindigkeit, da8 aus A be-
liebige Formeln, insbesondere also B, ableitbar sind. Ist A aber beweisbar,
so nach Voraussetzung auch B und wir erhalten eine Herleitung von
B aus A, wenn wir in den Beweis von B noch die Formel A einschieben.
Nun gilt zwar: wenn p beweisbar ist, so auch g (MT1), es gilt aber nicht
p g, wie die Ungiiltigkeit des Schlusses p - ¢ und die a.l. Widerspruchs-
freiheit i. e. S. von Al zeigen. Also ist Al syntaktisch unvollstindig.

Das System A1* hingegen ist syntaktisch vollstindig: Ist der Satz
A nicht in %1* beweisbar, so ist auch seine konjunktive Normalform
Ay nicht beweisbar. Das ergibt sich aus der a.l. Addquatheit von ALl*
und MT8 aus 1.2.6. Nach MT9 enthilt dann Ay ein Konjunktionsglied
B, in dem keine Satzvariable zugleich negiert und unnegiert vorkommt.
Nimmt man nun A zu den Axiomen von Al* hinzu, so wird Ay beweisbar
und wegen T21 und T22 auch B. Setzt man fiir alle unnegierten Satz-
variablen von B p ein, fiir alle negierten Satzvariablen —p, so kann
man aus B mit SR1 und T24 in Verbindung mit MT3 eine Formel der
Gestalt p A ... A p ableiten, aus der man mit T21 p erhilt. 2 ist also
in dem um das Axiom A erweiterten Kalkiil %1* beweisbar, dieser
Kalkiil ist also syntaktisch widerspruchsvoll, was zu beweisen war.

AbschlieBend wollen wir noch auf die Frage nach der Unabhéingigkeit
der Axiomenschemata von Al bzw. der Axiome von Al* eingehen.

Aus Griinden der Einfachheit und Durchsichtigkeit axiomatischer
Systeme fordert man oft die Unabhingigkeit der Axiome:

1.3.6.12 Wir nennen die Axiome eines Kalkiils & voneinander unab-
hingig, wenn kein Axiom A von & in dem Kalkiil & beweisbar ist, der
aus & durch Streichung des Axioms A hervorgeht.

Sind die Axiome eines Kalkiils nicht voneinander unabhingig, so
erhilt man durch Streichung eines Axioms ein gleich starkes System,
die Auszeichnung dieses Satzes als Axiom ist also iberfliissig.

Es gilt nun:

1.3.56.13 Die Axiome von Al* sind voneinander unabhéingig.

Zum Beweis dieses Satzes gehen wir dhnlich vor, wie oben beim Be-
weis der syntaktischen Widerspruchsfreiheit von %1: Sei A das Axiom,
dessen Unabhingigkeit von den iibrigen bewiesen werden soll, so geben
wir eine Eigenschaft E an — oben war E die Eigenschaft, durch das
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Entscheidungsverfahren von 1.2.4 ausgezeichnet zu sein —, die den von
A verschiedenen Axiomen zukommt und die bei Anwendung der De-
duktionsregeln erhalten bleibt. Wéire A abhingig, so miilte auch A
diese Eigenschaft E haben. Wird also gezeigt, daB A nicht diese Eigen-
schaft hat, so ist damit die Unabhingigkeit von A bewiesen.

Wir geben nun Belegungen der Formeln nicht mit den beiden Wahr-
heitswerten w, f an, sondern Belegungen mit den Zahlen 0, 7, 2. Eine
solche Belegung ist definiert, wenn sie erklirt ist fiir die Satzvariablen
und wenn allgemein festgelegt ist, wie sich der Wert eines komplexen
Satzes aus den Werten der Teilsdtze errechnet. Die Eigenschaft E
sei die Eigenschaft einer Formel, bei jeder Belegung den Wert 0 an-
zunehmen.

Wir charakterisieren die Belegungen fiir die Untersuchungen der
drei Axiome wie folgt:

1 2 3
A —A —A —A
0 7 2 2
1 1 7 0
0 0
1 2 3
A B ADB ADB ADB
0 * 0 0 0 0
0 7 2 7 7
0 2 2 2 2
7 0 2 0 0
1 7 2 0 0
1 2 0 7 2
2 0 0 0 0
2 7 0 0 0
2 ; 2 0 0 1 0

Nimmt die Pramisse einer Anwendung der Regel SR1 fiir alle Be-
legungen den Wert 0 an, so offenbar auch die Konklusion, da die ein-
gesetzte Formel hochstens denselben Wertevorrat hat, wie eine Satz-
variable. Aus der Tabelle fiir die Implikation geht auBerdem hervor,
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daB immer, wenn die Formeln A und A D B den Wert 0 annehmen,
auch B den Wert 0 annimmt. Betrachten wir nun die drei Axiome:

1) Al* ist unabhingig. Man verifiziert leicht, daB die Axiome A2*
und A3* nach MaBgabe der Spalten Nr. 1 in den beiden obigen Tabellen
fir alle Belegungen den Wert 0 annehmen. Also nehmen auch alle
Formeln, die nur mit Hilfe dieser beiden Axiome und der Deduktions-
regeln R1 und SR1 beweisbar sind, bei allen Belegungen den Wert 0
an. Die Einsetzung 0 fiir p, 7 fiir g ergibt aber fiir A1* den Wert 2:

02(7120)
002
2

Also nimmt Al* nicht bei allen Belegungen den Wert 0 an, also ist A1*
nicht abhidngig von A2* und A3*.

2) A2* ist unabhingig. Man verifiziert wieder leicht, daB die Axiome
Al* und A3* nach MaBlgabe der Spalten Nr. 2 fiir alle Belegungen den
Wert 0 annehmen. Die Einsetzung von 7 fiir p, 7 fiir ¢ und 2 fiir » in A2
ergibt aber den Wert 7 und zeigt so die Unabhingigkeit von A2*.

3) A3* ist unabhingig. Die Axiome Al* und A2* ergeben nach
MaBgabe der Spalten Nr. 3 bei allen Belegungen den Wert 0. Setzt
man in A3* fiir p 7 und fiir ¢ 2 ein, so erhilt man den Wert 2 und damit
die Unabhingigkeit von A3*.

Aus diesem Ergebnis fiir %1* kénnen wir schlieBen, daB auch die
Axiomenschemata von Ul voneinander unabhingig sind. Die Axiome
von Al sind hingegen nicht voneinander unabhingig. Wir haben friiher
den Satz p D p ohne Verwendung des Schemas A3 bewiesen. Nach
Al gilt nun pDpD((mpD—p) D (p Dp)), also mit pDp und Rl
(mpD=p) D(pDp). Dieser Satz ist ein Axiom nach dem Schema
A3, den wir so auch ohne Verwendung von A3 beweisen konnen.

Man kann auch die Deduktionsregeln in die Unabhingigkeitsunter-
suchungen einbeziehen, indem man sagt: eine Deduktionsregel eines
Kalkiils & ist unabhidngig von dem Restsystem, wenn es Theoreme
von R gibt, die nur mit Hilfe von Anwendungen dieser Regel bewiesen
werden kénnen. Diese Problemstellung ist jedoch fiir die Kalkiile %1
und U1* uninteressant, denn %A1 enthilt nur eine Deduktionsregel, ohne
die also nur die Axiome beweisbar sind. Und in %1* sind ohne Ver-



1.3 Eine Axiomatisierung der Aussagenlogik 109

wendung der Regel SR1 nur Sitze beweisbar, die nur die Satzvariablen
#, ¢ und 7 enthalten, also nur ein Teil der Theoreme von A1*!.

Ubungsaufgaben:

1. Man beweise, daBB aus A,,. . ., A, Fg,. B nicht folgt A,,..., A - B!
(Warum ist der Herleitungsbegriff von Al* stirker als der von %Al?)

2. FrReGEs Kalkiil der A.L. in [14] enthilt neben den Deduktions-
regeln R1 und SR1 und den Axiomen Al* und A2* die Axiome:

a) (p2(g>27)>@g>(p>27)
b) (#29)3(~g>—p)

c) ——pDp

d) pD-——p.

Man beweise die Widerspruchsfreiheit dieses Systems. Man beweise
seine Vollstandigkeit durch Ableitung von A3* in diesem System iiber
die Vollstandigkeit von Al*. Und man zeige die Abhingigkeit des
Axioms (a) durch Ableitung dieses Axioms aus Al* und A2*. (Das
letztere Resultat wurde von Lukasiewicz in {49] angegeben.)

1.3.6 Die Grenzen der Aussagerlogik

Mit der Prizisierung des Systems Al beschlieBen wir nun die Dar-
stellung der A.L. Mit ihr haben wir eine Theorie der modernen Logik
kennengelernt, die zwar ihren Grundlagen nach sehr einfach, aber
dennoch von grundlegender Bedeutung ist, bildet sie doch die Basis
fiir die Entwicklung der anderen logischen Theorien. Zugleich 148t
sich an dieser Theorie der Aufbau eines formalisierten Systems ablesen,
die Methode der Formalisierung und ihre Leistung. Einleitend konnten
wir diese Methode mangels konkreten Anschauungsmaterials nur in
groBen Ziigen umreiBlen, jetzt vermoégen wir den dort abgesteckten
Rahmen mit festerem Inhalt zu erfilllen und haben so ein genaues
Verstiandnis von dem erworben, womit sich die Logik und insbesondere
die moderne Logik beschiftigt.

1 Der Grundgedanke fiir solche Unabhingigkeitsbeweise geht auf
P. BErRNAYS zuriick. E. V. HUNTINGTON hat diesen Gedanken dann auf
die Unabhingigkeitsbeweise fiir Deduktionsregeln iibertragen. Vgl. dazu
auch [9], S. 163.
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Blicken wir nun aber auf die Leistungsfidhigkeit der A.L., auf die
Menge der Schliisse, die sie als giiltig auszuzeichnen vermag, so erkennen
wir anhand der folgenden Beispiele, daB ihr enge Grenzen gesteckt sind.

I)  Alle Menschen sind sterblich.
Sokrates ist ein Mensch.

Sokrates ist sterblich.

IT) Alle Huftiere sind Siugetiere.
Alle Saugetiere sind Wirbeltiere.

Alle Huftiere sind Wirbeltiere.

ITI) Kein Fisch ist ein Saugetier.
Alle Huftiere sind Sdugetiere.

Kein Huftier ist ein Fisch.

Wir finden, daB diese einfachen Schliisse zwar alle logisch giiltig sind,
daB aber keiner von ihnen a.l. giiltig ist. Denn da die Pramissen und
Konklusionen sdmtlich keine a.l. Operatoren enthalten, und da keine
Konklusion mit einer der Priamissen identisch ist, haben diese Schliisse
al. die Gestalt A, B—~C. Unsere a.l. Analyse der Sitze geniigt also
nicht, um diese Schlisse zu rechtfertigen. Will man sie als logisch
gliltig ausweisen, so muB man vielmehr auf die Subjekt-Préddikat-
Struktur der Pramissen und Konklusionen eingehen und damit die
Grenze der A.L. iiberschreiten, und eine neue logische Theorie ent-
wickeln, die Pridikatenlogik, deren Darstellung das nichste Kapitel
gewidmet sein soll.

Material fiir ein weiterfithrendes Studium der A.L. findet sich in
(9], [61] und [64], Kap. I.



2 Prédikatenlogik

In der Prédikatenlogik untersucht man eine weitere Klasse von
formalen Schliissen als in der Aussagenlogik. Die Pridikatenlogik ist
also eine Erweiterung der Aussagenlogik. Wie diese auf der Analyse
der sprachlichen Funktion der aussagenlogischen Operatoren wie ,,nicht*
,und®, ,,oder” usf. aufbaut, so griindet sich ihre Erweiterung auf die
Theorie der sogenannten pridikatenlogischen Operatoren ,,alle” und
,,einige.  Um die sprachliche Funktion dieser Worte zu analysieren,
miissen wir zundchst die Subjekt-Pradikat-Struktur der Sitze unter-
suchen, die wir in der Aussagenlogik vernachldssigt haben. Unsere
nichste Aufgabe wird also sein, die Subjekt-Pradikat-Struktur und
die prddikatenlogischen Operatoren in der Umgangssprache zu stu-
dieren. Die dabei gewonnenen Ergebnisse sollen dann in den folgenden
Abschnitten in einem formalisierten System der Pradikatenlogik
prézisiert werden. Die Worte , Pridikatenlogik” und ,,pradikaten-
logisch™ wollen wir im folgenden immer durch ,,P.L.” und ,,p.L.” ab-
kiirzen.

2.1 Pridikatenlogische Strukturen in der Umgangssprache

2.1.1 Eigennamen und Pridikate

Die Subjekt-Pradikat-Struktur der Sitze wollen wir nicht im
gleichen Sinne beschreiben, wie das die Grammatik tut, da es uns hier
nicht auf sprachliche Eigentiimlichkeiten, sondern auf logische Unter-
scheidungen ankommt. Wir gehen aus von einfachen Sitzen, die keine
Teilsdtze enthalten (weder Nebensitze, noch mehrere Hauptsitze).
Solche einfachen Sitze sind z. B.

1) ,,Hans raucht®.

2) ,,Die Zugspitze ist ein Berg".

3) ,Die Erde ist groBer als der Mond“.
4) ,,Richard liebt Maria“.
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Als Eigennamen bezeichnen wir einen sprachlichen Ausdruck, der
einen Gegenstand bezeichnet, sei dieser konkret oder abstrakt. In
unseren Beispielsitzen kommen folgende Eigennamen vor: ,,Hans",
,,die Zugspitze", ,,die Erde, ,,der Mond, ,Richard" und ,,Maria‘.
Hingegen sind Begriffsworter wie ,,Berg’, die keine Gegenstinde be-
zeichnen sondern Eigenschaften von Gegenstinden, keine Eigennamen.

Wenn wir nun einen oder mehrere Eigennamen in einem Satz
streichen, so entsteht ein Ausdruck, den wir als Prddikat bezeichnen.
Jeder Satz, der einen Eigennamen enthilt, 148t sich also, ev. in ver-
schiedener Weise, in Eigennamen und ein Pridikat zerlegen. Aus
unseren Beispielsdtzen erhalten wir so die Pridikate:

1y, raucht’’.

2y, ist ein Berg".

3 ist gréBer als der Mond‘.
3") ,Die Erde ist groBer als “
3, ist gréBer als o
4y liebt Maria“.

4”) , Richard liebt “

4", liebt “,

Wir wollen nun die Leerstellen in diesen Pridikaten, die in den
zugehorigen Sitzen (1) bis (4) durch Eigennamen ausgefiillt waren,
genauer kennzeichnen und damit einen ersten Schritt zur Symboli-
sierung der Subjekt-Priadikat-Struktur tun. Dazu kénnen wir Variable
verwenden, d. h. Buchstaben wie z. B. ,,x“, ,,y", ,2,..., die wir auch
als Gegenstandsvariablen (kurz GV) bezeichnen. Die Wahl der GV soll
dabei keine Rolle spielen, es sollen nur Leerstellen, die durch Streichung
verschiedener Eigennamen im gleichen Satz entstanden sind, auch durch
verschiedene GV ausgefiillt werden. Im folgenden wollen wir immer
Pradikate mit Variablen schreiben, also statt (1’) bis (4") etwa:

1) ,,x raucht”.

2) ,,x ist ein Berg®.
3" ..y ist groBer als z*.
4""") ,,x liebt y** usf.

Diese Schreibweise legt es nahe, Pridikate verschiedener Stellen-
zahl zu unterscheiden: als Stellenzahl eines Priadikates bezeichnen wir
die Zahl der in ihm vorkommenden (untereinander verschiedenen) GV.
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So sind (1’) und (2') einstellige, (3'') und (4'"’) zweistellige Pridikate.
Das Pradikat ,,x liebt x* ist ein einstelliges Pridikat, denn die beiden
Vorkommnisse der GV ,,x° sind Vorkommnisse derselben GV.

Priadikate bezeichnet man auch als Satzformen, denn aus ihnen
entstehen Sdtze, wenn man fiir alle Variablen Eigennamen einsetzt.
Eine solche Einsetzung, bei der fiir alle Vorkommnisse der gleichen GV
im Pradikat immer der gleiche Eigenname einzusetzen ist, nennen wir
auch Substitution. Werden fir alle Variablen eines Priadikates Eigen-
namen eingesetzt, so bezeichnen wir das Resultat dieser Einsetzung als
Instanz des Pradikates. Es bedeutet nun fiir die Zwecke der Logik eine
wesentliche Vereinfachung, wenn man fordert, daB alle Instanzen der
Priadikate Sdtze sind. Diese Forderung bezeichnen wir auch als
Totalitdtsforderung fiir Pradikate. Sie ist in der Umgangssprache nicht
erfiillt. Man wird solche Ausdriicke wie ,,77 raucht’ oder , Miinchen
liebt den Mond‘‘ nicht als Sitze ansehen, weil die Priadikate ,,raucht*
und ,liebt” nur fiir Menschen erklirt sind, so daB man aus (1) und
(4'") nur dann Sétze erhdlt, wenn man fiir ,,2* und ,,y** Namen von
Menschen einsetzt. Aber man kann aus solchen unvollstindig er-
kliarten Pridikaten immer auf einfache Weise total definierte Pradikate
gewinnen, indem man festsetzt, dafl alle urspriinglich bedeutungslosen
Instanzen des Pridikates nun falsche Sitze sein sollen. ,,77 raucht’ und
,,Miinchen liebt den Mond‘‘ sind danach also als falsche Sitze anzusehen.

Wir haben bisher die Pradikate nur insoweit semantisch charakteri-
siert, als wir sagten, daB ihre Instanzen Sitze sind. Man kann aber
den Pridikaten auch eine selbstindige Bedeutung zuordnen, wie das
dem iiblichen Verstindnis der Umgangssprache entspricht. Man wird
dann sagen: Prddikate bezeichnen Begriffe. N&iherhin sagt man:
einstellige Pradikate bezeichnen Eigenschaften: ,,x ist rot” bezeichnet
die Eigenschaft, rot zu sein, ,,x ist ein Berg'* bezeichnet die Eigenschaft,
ein Berg zu sein. Mit Verben driicken wir momentane Eigenschaften
aus: ,x raucht’ bezeichnet die Eigenschaft, zu einem bestimmten
Zeitpunkt (in dem die Aussage gemacht wird) zu rauchen (ein Rauchender
zu sein), usw. Mehrstellige Pradikate bezeichnen Beziehungen zwischeh
Gegenstdnden, ,,x ist groBer als y** bezeichnet die Beziehung, die
zwischen einem ersten und einem zweiten Gegenstand besteht, wenn
der erste grofer ist als der zweite, die Beziechung des GroSerseins also,
,»% liebt y* bezeichnet die Beziehung der Liebe. Eigenschaften und Be-
ziehungen fassen wir zusammen unter dem Terminus , Begriff und

Kutschera, Elementare Logik 8
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unterscheiden so einstellige Begriffe (Eigenschaften) und mehrstellige
Begriffe (Beziehungen).

Wie sich ein Satz zusammensetzt aus Pridikat und Eigennamen,
so wollen wir auch sagen, daB sich die Proposition zusammensetzt aus
einem Begriff und Gegenstdnden: genauer: die durch einen Satz be-
zeichnete Proposition setzt sich zusammen aus dem durch das Satz-
pradikat bezeichneten Begriff und den durch die Eigennamen im Satz
bezeichneten Gegenstinde. Die Satzbedeutung wird also determiniert
durch die Bedeutung seiner Bestandteile.

Wie fiir die Aussagenlogik nur die Charakterisierung der Sitze als
wahr oder falsch von Interesse war, nicht hingegen der Satzinhalt, die
Proposition, so ist, wie wir spiter noch sehen werden, fir die Priadikaten-
logik nur der Umfang der durch die Pradikate bezeichneten Begriffe,
nicht deren Inhalt von Interesse. Den Unterschied zwischen Inhalt und
Umfang eines Begriffes kénnen wir am Beispiel der beiden Pradikate
,,% ist ein Lebewesen mit Herz“ und ,,x ist ein Lebewesen mit Niere'’
veranschaulichen: Diese beiden Priddikate bezeichnen Begriffe ver-
schiedenen Inhalts: die Eigenschaft, ein Lebewesen mit Herz zu sein,
ist verschieden von der Eigenschaft, ein Lebewesen mit Niere zu sein.
Wenn die Erfahrung aber zeigt, daB alle Lebewesen, die ein Herz haben,
auch eine Niere haben und umgekehrt, so fallen unter beide Begriffe
die gleichen Gegenstinde, ihr Umfang ist daher gleich.

Den Umfang des bezeichneten Begriffes nennt man auch Extension
des Pridikates, seinen Inhalt bzw. den Begriff selbst die Infension des
Pridikates.

Mit der Verwendung von GV zum Ausdruck der Préddikate haben
wir oben schon einen ersten Schritt zur Einfilhrung eines pradikaten-
logischen Symbolismus getan. Der Nutzen dieses Schrittes zeigte sich
bei der Unterscheidung von Pridikaten verschiedener Stellenzahl ins-
besondere dort, wo verschiedene Pradikate mit dem gleichen Verbum
oder Attribut gebildet sind, wie bei der Unterscheidung der Pradikate
,,x liebt y*“ und ,,x liebt x*‘. Wiirde man hier die Variablen weglassen,
so erhielte man beidesmal den Ausdruck ,,liebt“, dem man nicht ansieht,
ob er eine Eigenschaft oder eine Beziehung ausdriickt. Nach dem Ge-
danken der lingua characteristica miissen aber solche Unterschiede in
der Bedeutung syntaktisch deutlich gemacht werden.

Wir wollen nun auch den Teil des Pridikates durch ein Symbol
wiedergeben, der von den Variablen verschieden ist. Dazu verwenden
wir die Buchstaben ,,F*, ,,G“, ,,H",..., die wir auch als Prddikat-
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konstanten (kurz PK) bezeichnen. In jedem Kontext ordnen wir einer
solchen PK eine Stellenzahl zu: soll z. B. ,,F'* ein umgangssprachliches
Pradikat symbolisieren, in dem bei Ersetzung aller Eigennamen durch
verschiedene GV # Vorkommnisse von GV enthalten sind, so nennen wir
,.F'' eine n-stellige PK. Wir bilden dann mit ,,F* ein Priadikat unserer
Symbolsprache, indem wir hinter den Buchstaben ,,F* in Klammern
und durch Kommata getrennt n GV anschreiben, also z. B.
wF(%y,..., x,)". So kénnen wir ,,x raucht'* symbolisieren durch ,,G(x)",
wo ,,G* dann eine einstellige PK ist, ,,x liebt y** durch ,,H(x, y)*, wo
,H'" eine zweistellige PK ist. Das Pridikat ,,x liebt ' ist dann durch
»H(x, x)' zu symbolisieren. Auch hier ist ,,H* eine zweistellige PK,
aber , H(x, x)* ist ein einstelliges Pradikat. Wenn wir nun Eigennamen

durch die Buchstaben ,,a“, 0%, ,,¢',... abkiirzen, so stellen sich die
einfachen Sitze unserer Symbolsprache wie folgt dar: ,,F(ay,...,a,)",
L,Gle), ,H(b, ), usw. Die Buchstaben ,,a", ,,0", ,c“,... nennen wir

Gegenstandskonstanten (kurz GK). Sitze dieser Gestalt sind nun unsere
Atomsidtze. Aus ihnen konnen wir mit Hilfe der aussagenlogischen
Verkniipfungen komplexe Sitze bilden wie z. B. ,,—G(a), ,,H(a,b)
A H{b,c)D H(a,c)v F(c)* usw. Wenn wir in solchen Sitzen nun GK
durch GV ersetzen, so erhalten wir auch komplexe Pridikate, wie z. B.
WHia, x) A H(x, y) D H(a, ¥) v F(y)* oder ,,H(z, x) A H(x, y) D H{z, ¥)
v E®, ,,H(a, b) A H(x,y) D H(a,y) v F(z)" usw. Aus vorgegebenen
Grundpridikaten kénnen wir also mit Hilfe der a.l. Verkniipfungen
komplexe Priddikate erzeugen. Ihre Bedeutung ergibt sich aus der
Bedeutung der Grundprddikate: bedeute , F(x)” die Eigenschaft, rot
zu sein, ,,G(x)" die Eigenschaft, rund zu sein, so bedeutet ,,—F(x)*
die Eigenschaft, nicht rot zu sein, ,,F(x) A G(x) die Eigenschaft rot
und rund zu sein.

2.1.2 All- und Existenzsitze

Wie sich die A.L. auf die Theorie der a.l. Operatoren wie ,,nicht‘
ound®, ,,oder usf. aufbaut, so griindet sich die Prddikatenlogik auf
die Theorie der sogenannten p.l. Operatoren, die wir umgangssprachlich
durch Worter wie ,,alle’* oder ,,jedes’* und ,,einige oder ,,es gibt ein*
ausdriicken. Wir wollen zunichst die Funktion dieser Woérter in der
Umgangssprache untersuchen.

Die Aussage: I) ,,Alle Dinge sind rot oder nicht rot” steht ihrer
grammatischen Gestalt nach in enger Analogie zu der Aussage: II)
8‘
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,,Diese Rose ist rot oder nicht rot‘. Danach liegt es zun4chst nahe zu
sagen: Der Ausdruck ,,alle Dinge’ verhdlt sich zum Satz I ebenso wie
der Ausdruck ,,diese Rose zum Satz II, er ist also ein Eigenname,
der einen Gegenstand bedeutet, von dem ausgesagt wird, er sei rot oder
nicht rot. Diese Deutung erweist sich aber als undurchfithrbar. Zu-
néachst kann ,,alle Dinge kein Eigenname sein, da dieser Ausdruck
keinen bestimmten Gegenstand, kein einzelnes Ding bezeichnet. Man
kann auch nicht sagen, dafl er die Gesamtheit aller Dinge, die Klasse
aller Dinge bezeichnet, denn der Satz I besagt nichts tiber diese Klasse,
sondern etwas iiber die Gegenstidnde, die ihr zugehtren. Ferner 148t
sich der Inhalt des Satzes II auch wiedergeben durch den Satz:
I’} ,,Diese Rose ist rot oder diese Rose ist nicht rot”, II 148t sich ja
als Kurzform dieses Satzes auffassen. Hingegen ist der zu II’ analoge
Satz: I') ,,Alle Dinge sind rot oder alle Dinge sind nicht rot* mit I
nicht gleichbedeutend, da I wahr, I’ aber falsch ist.

Ebensowenig 148t sich auch der Ausdruck ,,einige Dinge* z. B. in
dem Satz III) , Einige Dinge sind rot und nicht rot” als Eigenname
auffassen. Denn ,,einige Dinge” bezeichnet keinen bestimmten Gegen-
stand und die Sitze III und: III’) ,,Einige Dinge sind rot und einige
Dinge sind nicht rot™ sind nicht inhaltsgleich, da III falsch, III' aber
wahr ist.

Wenn nun die Worter ,,alle” und ,,einige’* keine Eigennamen sind,
worin besteht dann ihre sprachliche Funktion? Um uns zu diesem
Punkt einfacher ausdriicken zu konnen, wollen wir die verschiedenen
umgangssprachlichen Formulierungen der Sitze, die Ausdriicke wie
nalle”, | jedes” bzw. ,einige’ oder ,,es gibt ein enthalten, immer in
eine feste Form umschreiben, fiir die wir die beiden Formulierungen:
1V) ,,Fiir jedes Ding gilt: ..." und V) ,,Es gibt ein Ding, fiir das gilt:
..." wihlen. Dann nehmen z. B. die Sitze ,,Alle Dinge sind rot" und
,,Einige Dinge sind rot"“ die Form an: , Fir jedes Ding gilt: es ist
rot’* und ,,Es gibt ein Ding, fiir das gilt: es ist rot".

Haben wir nun ein einstelliges Pridikat, so konnen wir daraus
durch Voranstellen der Ausdriicke IV und V Sitze bilden, wenn wir die
GV des Pridikates durch das Wort ,,es’ ersetzen. Wir kénnen also
sagen: die Ausdriicke IV und V sind Operatoren, mit denen wir aus
einstelligen Pridikaten Sdtze bilden kénnen. Wir wollen diese Opera-
toren als All- bzw. Existenzoperatoren bezeichnen, die mit ihnen ge-
bildeten Sitze als All- bzw. Existenzsdtze oder auch als Generalisierungen
bzw. Partikularisierungen der zugehoérigen Pridikate.
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Neben der syntaktischen Funktion dieser Operatoren miissen wir
auch ihre semantische Funktion betrachten. Diese Funktion 148t sich
charakterisieren durch folgende beiden Prinzipien:

2.1.2.1 Ein Allsatz ist wahr genau dann, wenn der durch das generali-
sierte Pradikat bezeichnete Begriff auf alle Gegenstinde zutrifft, — er
ist falsch, wenn es mindestens einen Gegenstand gibt, auf den dieser
Begriff nicht zutrifft.

2.1.2.2 Ein Existenzsatz ist wahr, wenn es mindestens einen Gegen-
stand gibt, auf den der durch das partikularisierte Priadikat bezeichnete
Begriff zutrifft, — er ist falsch, wenn dieser Begriff auf keinen Gegen-
stand zutrifft.

Diese Prinzipien spiegeln den umgangssprachlichen Gebrauch der
Worter ,,jedes” und ,es gibt ein’* wider, denn wir sagen, der Satz
,, Fir jedes Ding gilt: es ist rot* sei wahr, genau dann, wenn alle Gegen-
stinde die Eigenschaft ,rot‘ haben, und wir sagen, der Satz ,,Es gibt
ein Ding, fiir das gilt: es ist rot** sei wahr, genau dann, wenn es minde-
stens einen Gegenstand gibt, der die Eigenschaft ,rot‘ hat.

Wir haben zundchst nur die Zusammensetzung der Worter ,,jedes*
und ,,es gibt ein mit dem Priadikat ,,Ding‘‘ betrachtet. Wie steht es
nun mit solchen Zusammensetzungen wie ,,jeder Mensch* oder ,,es
gibt einen Philosophen” bzw. den Sidtzen der Gestalt , Fiir jeden
Menschen gilt: ...* oder ,Es gibt einen Philosophen, fiir den gilt:
———"? Sind soiche Zusammensetzungen von ,,jeder’ und ,es gibt
ein’“ mit anderen Begriffsworten neue Operatoren, fiir die eigene se-
mantische Prinzipien aufzustellen wiren? Die Antwort darauf ergibt
sich aus der Moglichkeit, solche All- und Existenzsitze auf die oben
betrachteten zuriickzufiihren: Wir kénnen etwa den Satz , Fiir jeden
Menschen gilt: er ist sterblich’ {ibersetzen in den Satz , Fiir jedes
Ding gilt: wenn es ein Mensch ist, dann ist es sterblich”. Und wir
konnen den Satz ,,Es gibt einen Philosophen, fiir den gilt: er ist Existen-
tialist* tibersetzen in den Satz ,,Es gibt ein Ding, fiir das gilt: es ist
ein Philosoph und es ist Existentialist’. Daher kommen wir also mit
den Operatoren IV und V aus.

Bisher haben wir nur Zusammensetzungen der priddikatenlogischen
Operatoren mit einstelligen Pridikaten betrachtet und gesehen, daB
diese Zusammensetzungen Sitze ergeben. Man kann die Operatoren
aber auch auf mehrstellige Pridikate anwenden, wie folgende Beispiele
zeigen: Aus dem zweistelligen Pridikat ,,x ist mit y identisch oder x
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ist nicht mit y identisch* erhalten wir durch Voranstellen des All-
operators das einstellige Prddikat: VI) , Fiir jedes Ding gilt: es ist
mit y identisch oder es ist nicht mit y identisch’’. Und aus dem drei-
stelligen Pridikat ,,» liegt zwischen y und 2‘‘ erhalten wir durch Par-
tikularisierung das zweistellige Priddikat: VII) ,,Es gibt ein Ding, fiir
das gilt: es liegt zwischen y und 2*.

Wir sehen also, daB die p.l. Operatoren auch auf mehrstellige Pradi-
kate angewendet werden kénnen und daB sie aus #-stelligen Priadikaten
fir » > 7 (n — 7)-stellige Pradikate erzeugen. Auf diese (n — 7)-
stelligen Pridikate miissen sich dann wieder p.l. Operatoren anwenden
lassen. Aber der sprachliche Ausdruck solcher mehrfacher Generali-
sierungen und Partikularisierungen macht in vielen Fillen Schwierig-
keiten und folgt in der Umgangssprache keinen einfachen Gesetzen.
Aus VI erhalten wir z. B. VIII} ,Es gibt ein Ding, fiir das gilt: fir
jedes Ding gilt: es ist mit ihm identisch oder es ist mit ihm nicht
identisch*. Hier ist der Bezug des Pronomens ,,ihm‘‘ auf ,,ein Ding*
und von ,es* auf ,jedes Ding noch deutlich. Aber wenn wir aus
VII den Satz bilden: IX) ,,Es gibt ein Ding, fiir das gilt: es gibt ein
Ding, fiir das gilt: es gibt ein Ding, fiir das gilt: es liegt zwischen ihm
und ihm* so bleibt der Bezug der Pronomina véllig im Dunkeln, und damit
auch der Sinn dieses Satzes. Um ihren Bezug auf die verschiedenen
Operatoren deutlich werden zu lassen, empfiehlt es sich daher, ihn
symbolisch hervorzuheben. Das kann z. B. durch die Verwendung von
Variablen geschehen: wir verwenden GV statt der Pronomina und
fiigen die gleichen Variablen in die Operatoren ein. Wir schreiben also
statt ,,Fiir jedes Ding gilt:** ,,Fiir jedes Ding x gilt:”, wo x eine GV ist.
Und statt ,,Es gibt ein Ding, fiir das gilt:" schreiben wir ,,Es gibt ein
Ding #, fiir das gilt:". Dann wird aus dem Satz , Fiir jedes Ding gilt:
es ist rot’ also , Fiir jedes Ding x gilt: x ist rot” und aus VIII und IX
entstehen die Sitze: ,,Es gibt ein Ding x, fiir das gilt: fiir jedes Ding
v gilt: x ist mit y identisch oder x ist nicht mit y identisch, und ,,Es
gibt ein Ding x, fiir das gilt: es gibt ein Ding y, fiir das gilt: es gibt
ein Ding z, fiir das gilt: «x liegt zwischen y und 2.

Damit haben wir den ersten Schritt zur Symbolisierung der All-
und Existenzsitze getan. Wir wollen diese Symbolisierung nun ver-

vollstandigen:
Zum Ausdruck der Generalisierung verwenden wir das Symbol ,,A*
und schreiben fiir ,,Fiir jedes Ding x gilt: ... kurz ,,Ax(...)" und lesen

diesen Ausdruck kurz ,,Fiir alle » gilt: ...". Zum Ausdruck der Par-
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tikularisierung verwenden wir das Symbol ,,V* und schreiben fiir ,,Es
gibt ein Ding «, fir das gilt: ..." kurz ,,Vx(...)"”, wobei wir diesen
Ausdruck lesen als ,,es gibt ein x, fiir das gilt: ...“. Die Symbole
LAY und V" nennen wir All- und Existenzoperator, die Ausdriicke
Ax und Vx nennen wir All- und Existenzquantor.

Wenn wir nun die im vorausgehenden Abschnitt besprochene
Symbolik fir Priadikate verwenden, so haben wir eine einfache und tiber-
sichtliche Symbolik zum Ausdruck p.l. Satze, in der All- bzw. Existenz-
sdtze gebildet werden durch Voranstellen eines Quantors vor das in
Klammern gesetzte Priadikat. Es steht also ,,Ax(F(x))" fiir ,,alle «
haben die Eigenschaft F*, , Vx(—=Ay(H(x, y)))** fur ,,Es gibt ein «, so
daB nicht alle ¥ zu x in der Beziehung H stehen’ usw.

DaB man ein besonderes Zeichen fiir die Allgemeinheit braucht und
nicht einfach die GV zum Ausdruck der Allgemeinheit verwenden kann,
wie z. B. in der Formulierung der Gleichung ,,(¥ + )2 = % + 2xy + y**
fiir den All-satz ,,Fiir alle Zahlen x und y gilt: (¥ + y)? = 2% 4 2xy + y*
ergibt sich schon aus der Notwendigkeit der Unterscheidung zwischen
einer Verneinung der Allgemeinheit und der Allgemeinheit der Ver-
neinung. In dem Satz ,,Alle Dinge haben die Eigenschaft nicht-F*
wird etwas anderes ausgesagt als in dem Satz ,,Nicht alle Dinge haben
die Eigenschaft F**, und beide kénnen so verschiedene Wahrheitswerte
haben. Wenn man aber die Allgemeinheit nur durch die Variable ,, %
ausdriicken wollte, so wiren beide Sitze symbolisch als ,—F(x)" zu
schreiben, so daB ihr Bedeutungsunterschied verwischt wiirde.

Da wir bereits oben fiir den Fall der Quantifizierung, d. h. der
Generalisierung oder der Partikularisierung mehrstelliger Pradikate, die
Notwendigkeit hervorgehoben haben, nicht nur Operatoren, sondern
Quantoren zu verwenden zur Kennzeichnung derjenigen Leerstellen
eines Priadikates, auf die sich die All-, bzw. Existenzbehauptung bezieht,
so ist damit die ZweckmaBigkeit unserer Symbolik hinreichend erwiesen.
Der weitere Umgang mit dieser Symbolik wird den Blick fiir die Ein-
fachheit und die Leistungsfihigkeit dieser Symbolik noch schirfen!.

Die Verwendung von GV zum Ausdruck der Quantifizierung macht
nun eine Unterscheidung notwendig: In dem Satz Ax(F(x)) dient die
Variable x zur Andeutung der Allgemeinheit, nicht aber, wie in dem
Pradikat F(x), zur Hervorhebung der Leerstelle eines Pridikates und

i Die Quantorensymbolik wurde zuerst von FREGE in [14] eingefiihrt.
Sie ermdéglichte ihm den prizisen Aufbau eines Logiksystems, das alle dlteren
Systeme an Leistungsfahigkeit weit iibertraf. Vgl. dazu auch das 6. Kapitel.
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zur Andeutung der Méoglichkeit, in diese Leerstelle GK einzusetzen.
Wir sagen auch: die Variable x ist in Ax(F(x)) nicht frei fiir Einsetzungen,
oder x ist in diesem Ausdruck gebumden. GV kénnen in unseren p.lL
Formeln also frei oder gebunden vorkommen, je nachdem ob sie eine
Substituierbarkeit andeuten oder eine Quantifizierung ndher be-
stimmen. Eine GV kann auch in ein und derselben Formel frei und
gebunden vorkommen, wie das Beispiel F(x) A Ax(G(x)) zeigt: das erste
Vorkommnis von x dient hier, um eine Ersetzbarkeit durch GK anzu-
deuten, das zweite und dritte Vorkommnis driickt eine Allgemeinheit
aus, ist also gebunden. Wir kénnen sagen: ein Vorkommnis einer GV
in einer Formel ist frei, wenn es weder Bestandteil eines Quantors ist,
noch im Bereich eines Quantors vorkommt, sonst gebunden. Dabei
nennen wir den auf einen Quantor unmittelbar folgenden und in Klam-
mern eingeschlossenen Ausdruck den Bereich dieses Quantors.

Wenn wir die Stellenzahl eines Pridikates bestimmen wollen, das
Quantoren enthilt, so sind dabei also nur die freien Vorkommnisse von
GV zu rechnen, so daB etwa F(x) A Ax(Vy(G(x, y))) ein einstelliges
Pradikat ist.

Zur Einsparung von Klammerzeichen setzen wir noch fest: Enthélt
das zu quantifizierende Priadikat keine a.l. Operatoren oder hat es die
Gestalt —A, AxA oder VxA, wobei sich der Operator —, A oder V auf die
ganze Formel A bezieht, so kann man die Klammer weglassen und so
z. B. statt Ax(F(x)) schreiben AxF(x), Ax —F(x) statt Ax(—F(x)) und
AxVyF(x, y) statt Ax(VyF(x, y)).

Wir wollen nun diese p.l. Symbolik anhand einiger Ubersetzungs-
aufgaben einiiben:

A) Ubersetzungen von Formeln in umgangssprachliche Sitze:

AxF () — Fiir jedes Ding « gilt: x hat die Eigenschaft F, oder
kurz: Alle x haben die Eigenschaft F.

VxF(x) — Es gibt ein Ding «, fiir das gilt: x hat die Eigenschaft F,
oder kurz: Es gibt ein x mit der Eigenschaft F.

Ax—F(x) — Alle x haben die Eigenschaft nicht-F, oder: Alle x
haben nicht die Eigenschaft F, oder: Kein x hat die
Eigenschaft F.

—AxF(x) — Nicht alle x haben die Eigenschaft F, d. h. einige ¥ haben
die Eigenschaft nicht-F.



2.1 Pradikatenlogische Strukturen in der Ummgangssprache 121

—Ax—F(x) — Nicht alle x haben die Eigenschaft nicht-F, d. h. einige
x haben die Eigenschaft F.

Da die Aussagen —Ax —F(x) und VxF(x) also gleichbedeutend sind,
kénnen wir den Existenzoperator auch durch den Alloperator definieren
und setzen:

VxF(x) := —Ax —F(%).

—Vx—F(x) — Es gibt nicht ein x mit der Eigenschaft nicht-F, d. h.
alle x haben die Eigenschaft F.

Es sind also die Aussagen —Vx —F(x) und AxF(x) gleichbedeutend,
so daB wir umgekehrt auch den Alloperator durch den Existenzoperator
definieren koénnten, indem wir setzen:

AxF(x) := —=Vx —F(x).

Ax(F(x) DG(»)) — Fir alle x gili: wenn x die Eigenschaft F hat,
dann hat x auch die Eigenschaft G, oder: alle
der Eigenschaft F haben auch die Eigenschaft
G, oder: alle F sind G.

Ein solches Urteil nennt man in der traditionellen Logik auch ein
allgemein bejahendes Urteil. Es besagt, dall der Umfang des Begriffes
F (die Menge der unter den Begriff F fallenden Gegenstinde) im Umfang
des Begriffes G enthalten ist. Veranschaulicht man den Umfang eines
Begriffes durch einen Kreis, die unter diesen Begriff fallenden Gegen-
stinde durch die Punkte in diesem Kreis, so kann man sich dies Ver-
hiltnis der Begriffsumfinge F und G durch folgende Figur veran-
schaulichen:

Fig. 1

Ax(F(x) D G(x)) — Alle x der Eigenschaft F haben nicht die Eigen-
schaft G, oder: alle F sind nicht-G, oder: kein
F ist G.
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Ein solches Urteil nennt man auch ein aligemein verneinendes Urteil.
Es besagt, daB kein Gegenstand sowohl dem Umfang von F wie dem
von G angehort. Dies Verhiltnis veranschaulicht die folgende Figur:

90,

Fig. 2

Vx(F(x) A G(x)) — Einige x haben die Eigenschaft F und die Eigen-
schaft G, oder: einige F sind G.

Ein solches Urteil nennt man partikulir bejahend. Es besagt, daB es
Gegenstinde gibt, die sowohl dem Umfang von F wie dem von G ange-
horen. Diese Gegenstdnde gehoren der senkrecht schraffierten Fliche

der folgenden Figur an:

Fig. 3

Vx(F(x) A —G(x)) — Einige x mit der Eigenschaft F haben nicht die
Eigenschaft G, oder: einige F sind nicht-G.

Ein solches Urteil nennt man partikulir verneinend. Es besagt, dafl
es Gegenstinde gibt, die dem Umfang von F angehoren, nicht aber dem
von G. Diese Gegenstinde werden in der Figur 3 durch die Punkte
der waagrecht schraffierten Flache angedeutet.

Umgekehrt besagt die Figur 3: einige F sind G und einige F
sind nicht G, symbolisch: Vx(F(x) A G(x)) A Vy(F(y) A =G(y)). Die
Aussage, daB es einige F gibt, die G sind, aber keine F, die nicht G
sind, besagt soviel wie: Es gibt ein F und alle F sind G, und wird durch
Figur 1 wiedergegeben. Die Aussage, daB einige F nicht-G sind und
kein F ein G ist, besagt soviel wie: Es gibt ein F und kein F ist G und
wird daher durch Figur 2 wiedergegeben. Die Figuren 1, 2 und 3
stellen also die moglichen Verhiltnisse zwischen zwei Begriffsumfingen
dar und diese Verhiltnisse lassen sich in unserer Symbolik in einfacher
und tbersichtlicher Weise darstellen.
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Vy AyF(x, v — Es gibt ein x, so daB alle ¥y zu x in der Be-
Yy 2 g1 y
ziehung F stehen.

Ax(F(x) DVyG(x, y)) — Zu jedem x mit der Eigenschaft F gibt es
ein y, das zu z in der Beziehung G steht.

AxF(x) v AxG(%) — alle ¥ haben die Eigenschaft F oder alle x
haben die Eigenschaft G.

Ax(F(x) v G(x)) — alle x haben die Eigenschaft F-oder-G, d. h.
alle x haben die Eigenschaft F oder die
Eigenschaft G.

Das Beispiel der letzten beiden Formeln zeigt noch einmal die Bedeutung
des Allquantors, mit dessen Hilfe wir den Bedeutungsunterschied
zwischen beiden Sitzen symbolisch wiedergeben kénnen.

B) Ubersetzungen umgangssprachlicher Sitze in Formeln.

In der Umgangssprache werden Quantifikationen durch eine Viel-
falt von Formulierungen wiedergegeben. Die Ubersetzung dieser
Formulierungen in unsere Symbolik erfordert eine gewisse Einiibung,
zu der die folgenden Beispiele eine Anleitung geben sollen:

Alles ist verginglich — AxF(x), wo ,,F(x)" steht fir ,x ist ver-
ginglich*.

Nichts ist unverginglich — —Vx —F(x).

Alles Schone ist verginglich — Ax(G(x) D F(x)), wo ,,G(x)"* steht fiir
,,x ist schén‘.

Keine Regel ohme Ausnahme — —Vx(F(x) A =VyG(x, y)), wo ,,F(x)*
steht fiir ,,x ist eine Regel” und ,,G(x, y)** fiir ,,y ist eine Ausnahme von

¢

x'

Jeder Vogel hat esn Nest — Ax(F(x) D VyG(x, y)), wo ,,F(x)* steht
fir ,,x ist ein Vogel”, ,,G(x, y)** fiir ,,y ist ein Nest von x".

Niemand ist unfehlbar — —Vx —F(x), wo ,,F(x)* steht fiir ,,x macht
Fehler*.

Nicht alles, was glinzt, ist Gold — —~Ax(F(x) D G(x)), wo ,,F(x)" steht
fir ,,x gldnzt und ,,G(x)" fiir ,,x ist Gold“.
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Alles, was glinzt, ist nicht Gold — Ax(F(x) D —G(x)).

Diese beiden Formulierungen zeigen, wie nahe in der Umgangssprache
die Gefahr einer ungenauen Formulierung liegt: findet man doch oft
die letztere Formulierung, wo der Inhalt der ersten ausgedriickt werden
soll. Der erste Satz ist im Beispiel aber wahr, der zweite falsch.

Jemand hat ein Buch geliehen und es micht zuriickgegeben —
Vx Vy(F(x, y) A H(y) A =G(x, 3)), wo ,,F(x,y)" steht fir ,x hat y
geliehen, , H(y)" fir ,,y ist ein Buch” und ,,G(x, y)* fiir ,,x hat y
zuriickgegeben®’.

Nur wer sichselbsterkennt, erkenntandere — —Vx(—F(x, x) A Vy(—G(x,y)
A F(x, y))), wo ,,F(x, y)*“ steht fiir ,,x erkennt y*, ,,G(x, y)** fiir ,,x ist
mit y identisch‘.

Wer stiehlt, wird bestraft — Ax(F(x) D G(x)), wo ,,F(x)*“ steht fir
% stiehlt”, ,,G(x) fur ,,x wird bestraft.

Hans war in Miinchen, solange er studierte — Ax(F(x, a) D G(x, a))",
wo ,,a‘‘ steht fiir ,,Hans", ,,F(x, y) fur ,,y studiert zum Zeitpunkt x*,
,G(x, y)“ fir ,,y ist zum Zeitpunkt x in Miinchen®.

Es gibt keinen Gott aufler Gott — —Vx(F(x) A —G(x, a))*, wo ,,F(x)"
steht fiir ,,x ist ein Gott", ,,G(x, y)** fiir ,,» ist mit y identisch* und ,,a*
fiir ,,Gott". Man beachte hier, daB in dem umgangssprachlichen Satz
das Wort ,,Gott“ einmal als Priadikat (,,x ist ein Gott"), einmal als
Eigennamen fiir ein bestimmtes Wesen verwendet wird. Denn mit
dem Satz ist nicht gemeint: Es gibt keine Goétter, die nicht Gotter
sind (—Vx(F(x) A —=F(x))), sondern: es gibt kein gottliches Wesen auBer
dem einen, das wir ,,Gott nennen.

Menschen sind sterblich — Ax(F(x) D G(x)), wo , F(x) steht fiir
,,% ist ein Mensch®, ,,G(x)* fir ,,x ist sterblich®.

Der Liowe st esn Wiistentter — hier gibt es zwei Moglichkeiten der
Auffassung dieses Satzes: entweder es ist von einem bestimmten
Lowen die Rede (dieser Lowe ist ein Wiistentier), dann ist der Satz
wiederzugeben als F(a), wo ,,a"* ein Name fiir diesen Léwen ist, und
EF (%) steht fiir ,,x ist ein Wiistentier'* — oder es ist gemeint: alle
Léwen sind Wiistentiere, dann erhalten wir als Ubersetzung
Ax(G(x) D F(x)), wo ,,G(x)*“ steht fiir ,,x ist ein Lowe".
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Gott 1st — dieser Satz ist wiederzugeben als F(a), wo ,,a* steht fiir
,Gott*, | F(x) fiur ,,x ist" oder ,,x existiert”. Falsch wire hingegen
die Ubersetzung Vx(G(x)), wo ,,G(»)** steht fiir ,,x ist ein Gott”. Denn
der umgangssprachliche Satz besagt nicht allgemein etwas iiber die
Existenz gottlicher Wesen, sondern etwas iiber die Existenz eines be-
stimmten Wesens, das wir ,,Gott’“ nennen.

Das umgangssprachliche Wort ,,ist* hat, wie dies Beispiel zeigt,
verschiedene Verwendungsweisen, die vom logischen Standpunkt aus
genau unterschieden werden miissen:

1) In dem Satz ,,Hans ist blond" ist das Wort ,,ist” als Kopula
Bestandteil des Pradikates ,,x ist blond und deutet das Fallen eines
Gegenstandes (des Hans) unter einen Begriff (blond) an, ein Swub-
sumptionsverkdltnis, wie man auch sagt.

2) In dem Satz ,,Der Lowe ist ein Wiistentier”* (in der zweiten der
beiden oben angegebenen Deutungen) driickt das ,,ist” nicht eine
Subsumption aus, sondern ein Verhdltnis zwischen zwei Begriffen, den
Einschiufs des einen Begriffsumfanges im anderen, oder die Inklusion.

3) In dem Satz ,,3 4 2 ist 5*° driickt das Wort ,,ist”* eine Beziehung
aus, die Beziehung der Identitit zwischen Gegenstianden.

4) Im Satz ,,Gott ist** driickt ,,ist" einen Begriff aus, die Eigenschaft
eines Gegenstandes, zu existieren.

5) In Formulierungen wie ,,Es ist ein Gott" im Sinne von ,,Es gibt

einen Gott“ kann ,,ist“ auch zum Ausdruck der Partikularisierung
dienen.

¢

Diese fiinf Verwendungsweisen von ,,ist* wollen wir genau unter-
scheiden. Die Bedeutungsvielfalt des Wortes ,,ist" bzw. des griechischen

€071 hat zu teilweise erheblichen gedanklichen Schwierigkeiten ge-
fithrt, deren Spuren sich besonders in den platonischen Dialogen
Payrmenides, Sophistes und Thedtet gut verfolgen lassen, wo Platon in
den frithesten logischen Untersuchungen, die uns bekannt sind, diese
Schwierigkeiten aufzulésen sucht. Die erste der dort diskutierten.
Paradoxien entsteht, wenn man die Urteile der Form 4 ist F (symbolisch
F(a)) als Identitatsurteile auffaBt: a ist mit F identisch, wenn man
also nicht zwischen Identitit und Subsumption unterscheidet. Be-
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trachtet man z. B. den Begriff ,Gegenstand’, so fillt jeder Gegenstand
unter diesen Begriff, ist also nach dieser Deutung mit ihm identisch.
Sind aber zwei Dinge mit einem dritten identisch, so sind sie auch
untereinander identisch, d. h. man gelangt dann zu der Folgerung: es
gibt nur einen Gegenstand, oder: Alles ist Eins.

Eine zweite Paradoxie entsteht, wenn man das Wort ,,nichts’* nicht
als Ausdruck einer Quantifikation auffaBt, sondern als Eigennamen,
wie das seine syntaktische Funktion nahelegt, etwa in dem Satz ,,Nichts
ist rot und nicht rot”. Dann postuliert man einen Gegenstand als Be-
deutung dieses Eigennamens, das Nzichts, von dem dann gilt, daB es
zugleich rot und nicht rot ist. Wenn man ferner auch jedes Urteil der
Form ,,a ist F*“ als Existenzurteil auffa3t, indem man nicht zwischen
Subsumption und Existenz unterscheidet und aus ,,a ist F** folgert
,,a ist, d. h. ,,a existiert”, so kann man aus der Aussage ,,Das Nichts
ist nichtexistent die Aussage ,,Das Nichts ist* folgern.

Wir wollen nun einige p.l. Schliisse formulieren, deren Giiltigkeit
sich vermittels der Prinzipien 2.1.2.1 und 2.1.2.2 leicht einsehen l4Bt.
Dazu verwenden wir wie im ersten Kapitel das Zeichen ,,~‘ zum Aus-
druck der logischen Folge.

1) AxF(x) -~ F(a).

Wenn der Satz AxF(x) wahr ist, so haben nach 2.1.2.1 alle Gegen-
stinde die (durch das Pridikat ,,F(x) bezeichnete) Eigenschaft F,
also hat auch (der durch den Eigennamen ,,a* bezeichnete Gegenstand)
a die Eigenschaft F.

2) F(a) - VxF(x).

Wenn der Satz F(a) wahr ist, so hat a die Eigenschaft F, also gibt
es einen Gegenstand mit dieser Eigenschaft.

3) AxF(x) > VxF(x).
Das gilt wegen (1) und (2) und der Transitivitit der Folgebeziehung?.

4) AxF(x) > —Vx—F(x)
5) VxF(x) > —Ax—F(x).

Diese beiden Schliisse und ihre Umkehrungen gelten wegen der
Beziehungen zwischen Generalisierung und Partikularisierung, die wir

1 Vgl. 1.2.6, Mt5.
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in 2.1.2.3 und 2.1.2.4 formuliert haben. Ebenso gilt wegen dieser Be-
ziehungen

6) Ax—F(x) > —VxF(x) und
7) —AxF(x) > Vx—F(x).

Ferner gilt
8) Ax(F(x) DG(x)), Ax(G(x) D H(x)) - Ax(F(x) D H(x)).

Denn wenn alle Dinge mit der Eigenschaft F auch die Eigenschaft G
haben, und alle Dinge mit der Eigenschaft G auch die Eigenschaft H,
so haben auch alle Dinge mit der Eigenschaft F die Eigenschaft H.
Dieses Verhiltnis zwischen den Begriffen F, G und H wird durch folgende
Figur veranschaulicht:

Beispiel: Wenn alle Katzen Siugetiere sind und alle Siugetiere sind
Wirbeltiere, so sind alle Katzen Wirbeltiere.

9) Vx(F(x) A G(x)), Ax(G(x) D—H(x)) > Vx(F(x) A mH(x)).

Wenn einige Dinge mit der Eigenschaft F auch die Eigenschaft G
haben und wenn alle Dinge mit der Eigenschaft G nicht die Eigenschaft
H haben, so haben einige Dinge mit der Eigenschaft F nicht die Eigen-
schaft H. Dieses Verhiltnis zwischen den Begriffen F, G und H wird
durch folgende Figur dargestellt:

Die schraffierte Fliche stellt die F dar, die als G nicht H sind.

Beispiel: Wenn einige Haustiere Hunde sind und alle Hunde sind
nicht Katzen, so sind einige Haustiere nicht Katzen.
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10) Ax(F(x) DG(%)), Vx(F(x) A mH(x)) > Vx(G(x) A mH(x)).

Wenn alle Dinge mit der Eigenschaft F auch die Eigenschaft G
haben und einige Dinge mit der Eigenschaft F nicht die Eigenschaft H
haben, so haben einige Dinge mit der Eigenschaft G nicht die Eigen-
schaft H.

Die schraffierte Fliche stellt wieder die G dar, die als F nicht H sind.

Beispiel: Wenn alle geraden Zahlen durch 2 teilbar sind und einige
gerade Zahlen sind nicht Primzahlen, so sind einige durch 2 teilbare
Zahlen nicht Primzahlen.

11) AxF(x) v AxG(x) - Ax(F(x) v G(x)).

Denn wenn alle x die Eigenschaft F haben oder alle x haben die
Eigenschaft G, so haben auch alle x die Eigenschaft F oder G. Die
Umkehrung dieses Schlusses gilt aber nicht wie das Beispiel zeigt:
Alle Dinge sind rot oder nicht rot, aber es gilt nicht: alle Dinge sind
rot oder alle Dinge sind nicht rot.

12) VxAyF(x,y) - Ay VxF(x,y).

Denn wenn es ein x gibt, zu dem jedes y in der Beziehung F steht,
so gibt es zu jedem y ein x, zu dem es in der Beziehung F steht.

Ein Beispiel: Wenn es einen Menschen gibt, der alle Menschen liebt,
so gibt es zu jedem Menschen einen, der ihn liebt. Die Umkehrung des
Schlusses gilt aber nicht, denn wenn es zu jedem Menschen einen gibt,
der ihn liebt, so folgt daraus nicht, daB es einen Menschen gibt, der
alle Menschen liebt. . fy ol | vile. 4w 4o ’

Wir haben in diesem Abschnitt die Grundlagen der Pridikatenlogik
in einer intuitiven und an die umgangssprachlichen Strukturen sich
anlehnenden Weise dargelegt. Wir sind dabei iiber die Umgangssprache
nur insoweit hinausgegangen, als wir eine Symbolik zur Darstellung
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der p.l. Strukturen eingefiihrt haben, die den Zweck hat, die Vielfalt der
umgangssprachlichen Formulierungen zu vereinheitlichen, komplizierte
Ausdrucksweisen zu vereinfachen und {ibersichtlicher zu machen.
Diese Symbolik erméglicht es uns nun, auch komplizierte p.l. Strukturen
nach syntaktischen Regeln umzuformen und aufzulésen. Damit haben
wir auch fiir die P.L. die Vorteile einer lingua characteristica erreicht.

Es fehlt uns aber bisher noch ein priziser Deduktionsbegriff, mit
dessen Hilfe wir auch kompliziertere Schliisse begriinden kénnen. Der
Aufbau eines solchen Deduktionsbegriffes und seine Rechtfertigung
setzt aber eine prizisere Fassung der Syntax und der Semantik der
P.L. voraus, als wir sie bisher gegeben haben. Diese Voraussetzungen
- wollen wir uns nun in den nichsten Abschnitten verschaffen.

Zum Abschlu3 dieses Abschnittes geben wir noch eine kurze Uber-
sicht iiber die verschiedenen Symbolisierungen der Quantoren in der
Literatur, die ein Studium der einschlédgigen Schriften erleichtern soll!:

Be- Hi PEeaNoO, C L H
zeichnung ier RUSSELL HURCH | Lukasiewicz | HERMES
Allquantor Ax (*) Vx IIx A
Existenz- *
quantor Vx (Ex) dx Zx v
x

2.2 Die Sprache der Pridikatenlogik

2.2.1 Die Syntax der Sprache P

Wir wollen nun die Sprache der P.L., die wir durch ,, P‘‘ bezeichnen,
syntaktisch und semantisch genau beschreiben. Die intuitive Be-
griindung fiir die Symbolik von 8 haben wir schon oben im Abschnitt
2.1 angegeben. Die Gegenstandskonstanten, die wir dort zur Ver-
deutlichung des Unterschieds zwischen Priddikaten und Séitzen ver-
wendet haben, wollen wir nun aus Griinden der Einfachheit fortlassen.
Ihre semantische Funktion wird sich auf die freien Gegenstandsvariablen
iibertragen. Ebenso wollen wir anstelle der Pridikatkonstanten Pra-
dikatvariablen verwenden.

1 Vgl. [78), (9], [51] und [33].

Kutschera, Elementare Logik G
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Das Alphabet der Sprache P besteht aus folgenden Zeichen:

1. Hilfszeichen: ,,(*, ,,), ,,," und Ziffern.

0 «c ¢ I

¢ ««
y Y s nd o, U, LU, W

¢

2. Gegenstandsvariablen (GV): ,x
3. Pradikatvariablen (PV): ,f“, ,g", ,.A".

4. Logische Symbole: ,—“, ,,A“, ,,v*, ,,20% ,,=", ,,A“ und ,,V*.

Um einen hinreichend grofen Vorrat von Variablen zu haben, legen
wir fest, daB auch der Ausdruck A, eine GV (PV) von P ist, wenn A
eine GV (PV) von P ist und Z eine Folge von Ziffern. Auch ,,x,, ,,5,5",
W  sind also GV von P und /", ,.g" sind PV von %.

Wir denken uns ferner jeder PV von P eine Stellenzahl zugeordnet
(die man durch oben angehingte Ziffernindices andeuten kénnte), so
daB wir auch von den #n-stelligen PV von P sprechen kénnen fiir jede
Zahl n>17.

Unter den Ausdriicken von $, den endlichen Folgen von Grund-
zeichen von 9P, zeichnen wir nun die Sitze oder Formeln von P aus
durch folgende Formregeln:

a) Wenn x,,..., x, GV von P sind, und f ist eine n-stellige PV von
B, so ist f(x,,..., x,) eine (Atom-)Formel von .

b) Wenn A und B Formeln von P sind, so sind auch —(A), (A) A (B),
(A) v (B), (A)D(B) und (A) = (B) Formeln von $.

c) Wenn A eine Formel von P ist und x ist eine GV von $, so sind
auch Ax(A) und Vx(A) Formeln von 9.

Zur Einsparung von Klammern, die nach diesen Formregeln zu
setzen wiren, verwenden wir die a.l. Klammerregeln (vgl. S. 23, 33, 57)
und behandeln die Quantoren Ax und Vx bzgl. der Klammersetzung wie
den Operator —. So schreiben wir AXA A B statt (AxA) A B, Ax —A
statt Ax(—A), AxVyA statt Ax(VyA), usf. Ferner schreiben wir zur
Abkiirzung auch Ax,;... x A statt AxAx,...Ax;A und Vx;...x A
statt Vx,Vx,...Vx A.

Die Ausdriicke mit derart reduzierten Klammer- und Quantoren-
gruppen fassen wir als Abkiirzungen der entsprechenden Formeln mit
unreduzierten Klammer- und Quantorengruppen auf, die im Einklang
mit den Formregeln von P gebildet sind.
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Auf die Notwendigkeit der Unterscheidung zwischen freien und gebun-
denen Vorkommnissen einer GV haben wir schon frither hingewiesen. Wir
wollen sie hier noch einmal prézisieren und einige weitere Unterschei-
dungen anfiigen, die im Zusammenhang damit von Interesse sind.

Als Bereich (eines Vorkommnisses) eines Quantors Ax oder Vx in
einer Formel A bezeichnen wir den in Klammern eingeschlossenen Aus-
druck, der bei nicht reduzierter Klammerschreibweise in A unmittelbar
auf ihn folgt. So ist in der Formel g(z, x) D Ax(f(x) D g(x, ¥)) v Ay(Vz
&(y,2) D f(y)) A gz, y) die Formel f(x) Dg(x,y) der Bereich von Ax,
Vzg(y, z) D f(y) ist der Bereich von Ay und g(y, z) der Bereich von Vz.

Man nennt ein Vorkommnis einer GV x in einem Satz A gebunden,
- wenn dieses Vorkommnis Teil eines Quantors ist (x ist Teil von Ax und
Vx) oder wenn es im Bereich eines gleichnamigen Quantors (d. h. eines
Quantors Ax oder Vx) steht. Andernfalls nennt man das Vorkommnis
von X fres in A.

Wir sagen, eine GV x komme in einem Satz A fre: vor, wenn A ein
freies Vorkommnis von x enthilt. Ferner sagen wir, ein Vorkommnis
einer GV x werde in einem Satz A durch ein Vorkommnis eines Quantors
Q gebunden, wenn x Teil von Q ist oder wenn Q mit x gleichnamig
ist und das Vorkommnis von x im Bereich B von Q steht und in B frei ist.

Dazu zwei Beispiele:

1) Der Satz Ax(f(x) v AyVxh(x, y)) enthdlt nur gebundene Vor-
kommnisse von GV. Dabei ist das 1. und 2. Vorkommnis von x durch
den Quantor Ax, das 3. und 4. Vorkommnis von x durch den Quantor
Vx gebunden.

2) In dem Satz Ax(f(x) D g(x, ¥)) v Vy(f(%) A g(x, ¥)) ist- das 4. und
5. Vorkommnis von x und das 1. Vorkommnis von y frei. In diesem
Satz kommen also x und y frei vor.

Wir sagen, eine GV x sei in einem Satz A frer filr (eine Ersetzung
durch) die GV y, wenn kein freies Vorkommnis von x in A zum Bereich
eines mit y gleichnamigen Quantors gehort. Enthilt A x nicht frei, so
ist also x in A frei fiir jede GV y. Und enthilt A die GV y nicht, so
ist jede GV von A frei fir y in AL

1 Die Terminologie ist nicht einheitlich. Statt zu sagen ,,x ist in A frei
fir y* sagt man auch oft im gleichen Sinn ,,y ist frei fiir x in A** (vgl. z. B.
[42], S. 79). Die hier verwendete Redeweise scheint uns aber suggestiver
zu sein.

o9*
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Wir sagen, ein Satz A’ gehe aus einem Satz A durch freie Einsetzung
von y fiir x hervor, wenn x in A frei ist fiir y und A’ aus A entsteht
durch Ersetzung aller freien Vorkommnisse von x in A durch y. Schreiben
wir A[x] fiir A um anzudeuten, daB A die GV x frei enthalten kann,
so schreiben wir fiir diesen Fall der freien Einsetzung auch A[x/y] fiir
A’. Um den Formelbestandteil nach links abzugrenzen, in dem die
Ersetzung von x durch y vorgenommen werden soll, verwenden wir
einen Punkt. Durch die Schreibweise .A A B[x/y] wird also eine Er-
setzung von x durch y in A A B angedeutet, durch A A.B[x/y] eine
Ersetzung nur in B. Bezieht sich die Ersetzung auf die kleinste Teil-
formel, die unmittelbar vor den eckigen Klammern steht, bzw. auf die
Formel, die durch eine unmittelbar vor diesen Klammern stehende
metasprachliche Variable bezeichnet wird, so lassen wir den Punkt auch
fort, schreiben also f(x) A g(x)[x/y]statt f(x) A.g(x) [#/y] und AyA [x/y]
statt Ay.A[x/y]. Enthilt A[x] die GV x nicht frei, so ist also A [x/y] mit
A[x] identisch. Allgemein soll die Schreibweise A[x,,..., x,] fiir A an-
deuten, daB die Formel A die GV x,,. . ., x, frei enthalten kann. Und wenn
x, frei fiir y; und . .. und x, frei fiir y, in A ist, so soll A[x,/yy,..., X,/¥a]
der Ausdruck sein, der aus Af[x,,...,x,] durch simultane Ersetzung
aller freien Vorkommnisse von x; durch y, und ... und aller freien
Vorkommnisse von x, durch y, entsteht. Eine solche simultane Ein-
setzung ergibt den gleichen Ausdruck wie die sukzessive Einsetzung
von y; fiir x; und ... und y, fiir x,, wenn kein y; mit einem x, fiir
i, k=1,...,n und i < k identisch ist. Andernfalls kénnen wir n unter-
einander verschiedene GV z,,..., z, wihlen, die untereinander und von
allen yy,. .., y, verschieden sind und in A[x,,..., x,] nicht vorkommen
und durch sukzessive Einsetzung von z, fiir x, und...und z, fiir x, zu-
nichst aus A[x,,. .., x,] den Ausdruck A’[z,,. .., z,] bilden. Durch suk-
zessive Einsetzung von y, fiir z; und. ..und y, fiirz, in A’(z,,..., z,] ent-
steht dann der Ausdruck, den wir mit A[x,/y;,..., X,/y,] bezeichnet
haben. Damit ist die simultane Einsetzung von GV erklirt. Da8 die Unter-
scheidung der simultanen von der sukkzessiven Einsetzung mehrerer
GV notwendig ist, zeigt folgendes Beispiel: Aus f(x, ¥) entsteht durch
sukzessives Einsetzen von y fir x und x fiir y iber f(y, ) der Ausdruck
/(%, x). Durch sukzessives Einsetzen in der umgekehrten Reihenfolge
entsteht iiber f(x, x) der Ausdruck f(y, y). Man muB also bei sukzessiven
Einsetzungen die Reihenfolge festlegen, in der sie vorgenommen werden
sollen, damit das Ergebnis eindeutig festgelegt ist. Durch simultane
Einsetzung von y fiir x und x fiir y entsteht aus f(x, y) hingegen der
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Ausdruck f(y, ), den man durch sukzessives Einsetzen von # fiir x
und v fiir ¥ (in beliebiger Reihenfolge) iiber den Ausdruck f(x, v) durch
sukzessives Einsetzen von y fiir # und von x fiir v (wieder in beliebiger
Reihenfolge) erhilt.

Wir sagen, ein Satz AxA’[x] bzw. VxA’[x] entstehe aus dem Satz
AyA(y] bzw. VyA([y] durch freie Umbenennung der gebundenen Vari-
ablen y in x, wenn y frei fiir x ist, x nicht frei in A[y] vorkommt und
A’[x] der Ausdruck A[y/x] ist. Und entsteht A’ aus A durch freie Um-
benennung gebundener Variablen in einem oder mehreren Teilaus-
driicken von A, so sagen wir auch, A’ entstehe aus A durch freie Um-
benennung gebundener Variablen. Ist nun die GV x in einem Satz A[x]
nicht frei fiir die GV y, so kann man aus A [x] durch freie Umbenennung
gebundener GV immer einen Ausdruck A’[x] erzeugen, in dem x frei
fiir y ist. Dazu ersetzt man simultan alle Formelteile von A[x] der
Gestalt AyB[y] bzw. VyB[y], in denen x frei vorkommt, durch
Formeln AzB([y/z] bzw. VzB[y/z], wobei die GV z so gewahlt werden,
daB sie untereinander und von y verschieden sind und in A[x] nicht
vorkommen!.

Bisher war die Schreibweise A [x/y] nur fiir den Fall erkldrt worden,
daB x in A[x] frei fiir y ist. Ist x nicht frei fiir y, so wollen wir jetzt
unter A(x/y] den Ausdruck A’[x[y] verstehen, wo A’[x] irgendein
Ausdruck ist, der aus A[x] durch freie Umbenennung gebundener GV
hervorgeht, und in dem x frei ist fiir y.

In entsprechender Weise wollen wir auch die Symbolik
AX/yy,. .., X, /y,] flir den Fall verstehen, daB ein x; nicht frei fiir
y; @=1,...,0) ist in A[x,..., x,].

Dazu ein Beispiel: Sei A der Satz Vy(h(x, y) D Ay(f(x) D g(¥))), so
ist x nicht frei fiir y in A. Durch freie Umbenennung von y in Ay(f(x) D
g(y)) in z erhalten wir Vy(h(x, y) D Az(/(x) D g(2))). Indem wir in
diesem Ausdruck y in # frei umbenennen, erhalten wir den Satz A’[x]:

1 Man kann den Ausdruck A’[x] auch eindeutig festlegen, indem man
z. B. eine alphabetische Reihenfolge der GV von P festlegt, fiir die GV
z, in die eine gebundene GV von A umbenannt wird, immer die alpha-
betisch erste GV wiahlt, welche die angegebenen Bedingungen erfiillt, und
die umzubenennenden GV in der Reihenfolge ihres Vorkommens in A [x]
in dieser Weise ersetzt. Wo es im folgenden auf die eindeutige Fest-
legung der Formel A’[x] ankommt, wollen wir sie uns in dieser Weise
gebildet denken.
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Vu(h(x, u) D Az(f(x) D g(2))), in dem nun x frei ist fiir y. A[x/y] ist
dann die Formel A’[x/y], also Vu(h(y, u) D Az(f(y) D g(2)))-

Die Auszeichnung der freien Einsetzung von GV ist im Hinblick
auf die Deutung der Sitze von P wichtig. Durch Einsetzung von y
fiir x in eine Aussage A[x] soll eine Aussage entstehen, die iiber y das-
selbe besagt, wie A[x] tiber x. Beschrinkt man sich nicht auf freie
Einsetzungen, so ist das nicht der Fall: Der Satz Vy(x ist kleiner als y)
besagt z. B. daB es zu x ein groBeres Element gibt. Der Satz Vy(y st
kleiner als y) besagt hingegen, daB es ein Element gibt, das kleiner ist
als es selbst, ist also falsch. Will man hier y fiir x einsetzen, so muf
man zunichst die gebundene GV y frei umbenennen, z. B. in z, um eine
freie Einsetzung zu ermoéglichen. Vz(y ist kleiner als z) besagt nun,
daB es zu y ein groBeres Element gibt, ist also das gewiinschte Sub-
stitutionsergebnis.

Einsetzungen fiir PV werden wir im folgenden nur gelegentlich be-
notigen. Zur Einiibung des syntaktischen Apparats wollen wir sie aber
schon an dieser Stelle definieren.

Ist f eine n-stellige PV, so deuten wir durch die Schreibweise A [f]
statt A an, daB der Satz A die PV f enthalten kann. Wir sagen, f sei
in A fres fiir (eine Ersetzung durch) die Formel B[x,,. . ., x,], die minde-
stens n verschiedene GV x,,..., x, frei enthilt, wenn gilt: Steht fin A
im Bereich eines Quantors, der mit der GV z gleichnamig ist, so enthalt
B kein freies Vorkommnis von z, das von x,,..., X, verschieden ist?.

Ist f frei fiir Blx,,..., x,], so sei A[f/B[x,,...,x,]] der Ausdruck,
der aus A durch simultane Ersetzung aller Ausdriicke der Form
f(yy,. .., y,) durch B(x,/y;,..., X,/y,] entsteht. Durch freie Umbe-
nennung gebundener GV in A ldBt sich aus A immer eine Formel A’
erzeugen, in der f frei ist fiir B[x,,..., x,]. Allgemein wollen wir dann
unter A[f/B[x,,..., x,]] immer den Ausdruck A’'[f/B[x,,..., x,]] fir
eine solche Formel A’ verstehen.

Dazu ein Beispiel: A sei der Ausdruck AxVyf(x,y) A Vz(f(y, x) Dg(z,y)).
B sei der Ausdruck Az(g(x, 2) A f(x,y)) D Vyg(y,2). Dann ist fin A

1 Man beachte, daB3 die Spezifizierung der n freien GV x,,..., X, in B
wesentlich ist fiir die Beantwortung der Frage, ob f in A frei ist fiir B.
Einsetzungen von Formeln B fiir f, die nicht mindestens n verschiedene
freie GV enthalten, werden im folgenden nicht erklart.
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nicht frei fiir B{x, y], da f in A im Bereich von Vz vorkommt und B z
frei enthédlt. Wir benennen daher in A z frei um in # und erhalten den
Ausdruck A’: AxVyf(x, y) A Vu(f(y, x) D g(u, y)). Hier ist nun f frei
fir Bx, y] und wir erhalten als A[f/B[x, y]] = A'[f/B[x, y]] die Formel
C: AxVy(Azlg(x, 2) A (x, 9)) D Vyg(y, 2)) A Vul(Azlg(y, 2) A (3, #)) D
Vygly, 2)) D gu, y)).

Man beachte, daB die Forderung der simultanen Ersetzung der Aus-
driicke f(v, w) durch die Ausdriicke B[x/v, y/w] hier wesentlich ist, da
man bei sukzessiver Einsetzung auch in den eingesetzten B-Ausdriicken
fiir f noch einmal einzusetzen hitte, so daB man nie zu einem Ende
kdme, da jede neue Einsetzung von B neue Vorkommnisse von f liefert.

In A ist f auch nicht frei fiir B(x, 2], da f im Bereich des Quantors
Vy vorkommt und B y frei enthdlt. Daher ist y frei in # umzubenennen
und wir erhalten AxVuf(x, u) A Vz({(y, x) D g(z, ¥)) und daraus durch
Einsetzung von B[x, z] die Formel

AxVu(Az(g(x, 2) A [(x, ¥)) D Vyg(y, w)) A Vz((Azg(y, 2) A {(y, ) D Vyg(y, %))
Dglz y).

Es soll nun noch gesagt werden, was unter den Teilformeln eines
Satzes von P zu verstehen ist. Fiir die Sidtze von U haben wir den Be-
griff der Teilformel schon friiher festgelegt (vgl. S. 61) durch die Bestim-
mungen:

a) A ist Teilformel von A.
b) Die Teilformeln von A sind auch Teilformeln von —A.

| c) Die Teilformeln von A und die von B sind auch Teilformeln von
'AAB, AvB, ADB und A =B.

t Wir fiigen jetzt hinzu:
;‘

d) Die Teilformeln von A(x/y] fiir beliebige GV y sind auch Teil-
. formeln von AxA[x] und VxA([x].

' Danach sind z. B. die Formeln

1) g(x,3) v (%) DAy(h(y) A g(z, ) und
 8(x, ) v [(x), Ay(A(y) A g(z, ), B(a) A g(z, v), g(x, ¥), f(%), A(u), gz, v)

. fir alle GV u Teilformeln der Formel (1).
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Ubungsaufgaben :

1. Man formuliere ein Entscheidungsverfahren fiir die Formeleigen-
schaft der Ausdriicke von P!

2. Welche Vorkommnisse der GV in den folgenden Formeln sind
frei, welche gebunden? Was sind die Bereiche der Vorkommnisse von
Quantoren? Welche Vorkommnisse von GV werden durch welche Vor-
kommnisse von Quantoren gebunden? Welche GV in diesen Formeln
sind frei fir x, fur y, fir z?

a) Va(g(z, %) v /(y. 2 ))DVy(/( ,2) A g(%,2)).

b) Ax(f(x, x) D Vxf(x, y))

c) AxVy(f(x, v) A gz, y) A Vx(h(z, %) A g(%, 2))).

d) g(x,2) DVy(f(y, x) A f(x, 2) v AxVx(f(x, 2) D g(z, %))).
e) Ax(Vy(f(x, 2) v {3, 2)) D h(2)) D Vz(f(x, y) A A(z)).

3. Man gebe das Resultat einer freien Umbenennung der gebundenen
GV x und y in diesen Formeln an, die Resultate der freien Einsetzungen
von ¥ fiir %, von «x fiir y und von x fiir z, und das Resultat dieser Ein-
setzungen, wenn sie simultan vorgenommen werden!

4. Welches sind die Teilformeln der angegebenen Formeln?
5. Was sind die Resultate der freien Einsetzungen von
a) Vz(g(z, x) D A(z,2)) v Vxh(x,y) und

b) Az(g(x,2) D—g(y, 7)) A Vyg(z,y) (als Prdadikat in x und y),
fir f in die Formeln

) Vy(f(y,y) D Axf(x, y)),
d) Az(f(z, x) D/(z, %)) A Vx(f(x,y) v 0f(y, x)) und

e) AxVy(f(%,y) D (v, »)) D Va(h(z) A —f(z, %)) ?

2.2.2 Interpretationen

Wie der al. Semantik der Begriff der Bewertung zugrunde liegt,
so baut die semantische Deutung der p.l. Sprache auf den Begriff der
Interpretation auf. Bei der Definition dieses Begriffes wollen wir folgende
Redeweise verwenden:
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Der Umfang eines einstelligen Begriffes ist die Menge der Gegen-
stinde, die unter diesen Begriff fallen. Als Umfang eines #n-stelligen
Begriffes bezeichnen wir die Menge der #-tupel von Gegenstdnden,
die unter den Begriff fallen. Der Umfang der Beziehung ,a ist kleiner
als b* fiir den Bereich der natiirlichen Zahlen ist z. B. die Menge der
Paare 0,7;0,2;...;7,2;1,3;..., auf die dieser Begriff zutrifft. Man
sieht dabei, daB es auf die Reihenfolge der Glieder eines solchen Paares
ankommt: da gilt ,0 ist kleiner als 7, aber nicht ,7 ist kleiner als 0,
fallt das Paar 0, 7 unter den Begriff, nicht aber das Paar 7, 0, so daB
man zwischen diesen Paaren unterscheiden muB. Ebenso kommt es
bei einem #n-tupel auf die Reihenfolge der Glieder an, so daf wir ein
n-tupel auch als n-gliedrige Folge auffassen kénnen. Ist nun F der

Umfang eines #-stelligen Begriffes, so schreiben wir a,,...,4q,¢F,
wenn das #n-tupel 4;,...,4, dem Umfang F angehért, d. h. wenn gilt
F(ay,...,a,).

Um die folgenden Darlegungen abzukiirzen, wollen wir annehmen,
daB nur die Operatoren — und D a.l. Grundoperatoren unserer Sprache
P sind, wihrend die Operatoren v, A und = durch die Definitionen
D,, D, und D, eingefiihrt sind.

2.2.2.1 Als eine Interpretation B tiber dem (nichtleeren) Objektbereich
y bezeichnen wir eine Folge von einstelligen Funktionen o', o2, ¥
(fir n =17, 2,...), fir die gilt:

a) ¢ bildet die Menge I der GV von P ab in y.

b) B’'* bildet die Menge IT" der #-stelligen PV von P ab in die Menge
der Umfinge von n-stelligen Begriffen iiber .

! Bezeichnet man die Menge aller n-tupel ay,..., a,, fir die a7,..., a,
Objekte aus y sind mit 9" (y” ist dann die sog. n-te Cartesische Potenz von
v) und bezeichnet man die Menge aller Teilmengen von y»* (die Potenz-
menge von p*) mit P(p"), so bildet also B?'* die Menge der n-stelligen
PV II* von P in die Menge P(y"*) ab. Vgl. dazu die Abschnitte 5.3 und 5.5.

Als Abbildung einer Menge M in eine Menge N bezeichnet man eine
Funktion F, deren Definitionsbereich M ist und deren Wertevorrat eine
Teilmenge von N ist, deren Werte fiir alle Argumente aus M also Ele-
mente von N sind. Ist jedes Element von N auch Wert der Funktion F
fir ein Argument aus M, so nennt man F eine Abbildung von M auf N.
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c) %' bildet die Menge der Sitze von % so in die Menge der Wahr-
heitswerte {w, f} ab, daB gilt:

cl) 8Y(f(x;,. . .,X,)) = mwgenaudann, wenn B%(x,),. . ., B(x,) ¢ B> "(f).
¢2) BY(—A) = w genau dann, wenn B'(A) = f.
¢3) BY(A D B) = w genau dann, wenn B’'(A) = f oder B'(B) = w.

c4) BYAxA) = w genau dann, wenn fiir alle Interpretationen B
gilt: wenn B8=9%, dann ¥'(A) = w.

c5) B'(VxA) = w genau dann, wenn es eine Interpretation B gibt,
fiir die gilt 8 =98 und B'(A) = w.

Dabei bedeute B =8, daB B eine Interpretation iiber dem gleichen
Objektbereich ist wie @, daB gilt 8" = %" fir alle n>1 und daB
gilt B(y) = B¥(y) fir alle GV y, die von x verschieden sind. D. h.
5—;—% besagt, daB die Interpretationen B und B iibereinstimmen bis
auf héchstens die Werte B2(x) und ®2(x).

Gilt B81(A) = w, so sagt man auch, die Interpretation B erfille die
Formel A oder sei ein Modell von A.

Da in der A.L. die Sitze nicht ihrer Subjekt-Pridikatstruktur nach
analysiert wurden, hatten die Bewertungen nur die Sitze zu deuten.
In der P.L. hingegen ordnet eine Interpretation B vermittels der
Funktion 87 den GV Gegenstinde als Bedeutungen zu und vermittels
der Funktionen 8% ordnet sie den n-stelligen PV n-stellige Begriffe
zu, genauer Umfinge von #u-stelligen Begriffen, wie das vom Stand-
punkt der Extensionalitit der P.L. her nahe gelegt istl.

! Durch B?'"* werden zunichst nur den PV, also den Grundpridikaten
von P, Bedeutungen zugeordnet. Eine explizite Deutung auch der zusammen-
gesetzten Pradikate erweist sich als unnétig. Tatsachlich haben wir ja auch
wegen der Deutung der GV als Eigennamen keine Ausdriicke fiir solche
Pradikate in P. Enthilt eine Formel A[xy,..., x,]) die n verschiedenen
GV x7,...,%, frei, so kann man aber den Ausdruck A[X7,..., X,] als
Priadikat auffassen (wobei das Symbol ,, " * iiber alle freien Vorkommnisse
von Xj,..., X, in A[Xs,...,x,] gesetzt wird) und die Funktion 8B%'* so
erweitern, daB gilt B *(A[X;,. .., X,)) ist die Klasse aller n-tupelay, .. ., a,

aus p, fiir die es eine Interpretation B gibt, so daB gilt: B Xpoes B

,x”
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8’ ordnet dann aufgrund der Deutungen der Pradikate und Eigennamen
den Siatzen Wahrheitswerte zu.

Die Bedingung cl besagt, daB der Satz f(x,,. . ., x,) genau dann wahr
ist, wenn die GV x,,..., X, nach B? Objekte aus y bezeichnen, die zum
Begriffsumfang gehoren, den 8°” der PV f zuordnet, d. h. wenn die
durch x,,..., x, bezeichneten Objekte unter den durch f bezeichneten
Begriff fallen.

Die Bedingung c4 ist mit der Bedingung 2.1.2.1 4quivalent. Denn
wenn z. B. der Satz Axf(x) nach 2.1.2.1 wahr ist, so fallen alle Gegen-
stinde aus y unter den Begriffsumfang %°'/(f). Dann ist 8/(f(x)) = w,
unabhingig von dem Wert ¥?(x), d. h. fiir alle Interpretationen P
mit der Eigenschaft 5—;23 gilt —51—37(f(x)) = w. Ist umgekehrt diese
letztere Bedingung erfiillt, so fallen auch alle Gegenstinde aus y unter
®°'(f). Denn wenn es einen Gegenstand a aus y gibe, der nicht unter
8% 7(f) fiele, so gibe es auch eine Interpretation 5, die mit B bis auf
hochstens die Werte B%(x), ng(x) iibereinstimmt und die der GV x
den Gegenstand & zuordnet, fiir die also gilt %7(1'()()) = f. In entsprechen-
der Weise erkennt man die Aquivalenz der Bedingungen c5 und 2.1.2.2.

Durch Induktion nach dem Formelgrad von A erkennt man wieder
in einfacher Weise, daB die Funktion ®’ nach 2.2.2.1 fiir alle Sitze A
von P definiert ist, wenn 8? und B°* fiir alle #n > 7 vorgegeben sind.

Wir lassen im folgenden auch die oberen Indices in den Funktions-
ausdriicken ,, 87, ,, 8%, ,, 8> " fort, wenn aus dem Kontext ersichtlich
ist, welche der Funktionen aus 8 gemeint ist.

2.2.2.2 Wir nennen zwei Interpretationen B, und B, M*-dquivalent —
I'* sei eine Menge von GV aus ' — wenn gilt B,(A) = B,(A) fiir alle
Sitze A, die freie GV nur aus I* enthalten.

(53 stimmt mit P iiberein bis auf héchstens die Werte fiir x;,...,x,) und

ii’(A[x;,. .y Xp)) = w und B%(x;) = a; und ... und Bi(x,) = a,.
Man kann dann beweisen:

1) Ist f eine #n-stellige PV, so gilt B3 *(f) = BF*({f(Xy,..., X,)), und
durch Induktion nach dem Grad der Formel A[x,,..., x,]:

2) B (A[x7/Y7,- - -, Xulys]) = w genau dann, wenn BI(y;),..., BA(ya)
e BEMA[Xg,. .., X))
Vgl. dazu den Abschnitt 5.5.
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2.2.2.3 Sind die Interpretationen B,, B, iiber dem gleichen Objekt-
bereich definiert und gilt B,(x) = B,(x) fur alle GV x aus ™ und
83" = 83" fur alle n > 7, so sind B, und B, M*-dquivalent.

Den Beweis fiir diesen Satz fithren wir durch Induktion nach dem
Grad m von A. Die Basis fiir m = 0 ist trivial, da nach Voraussetzung
iiber A, B; und B, die beiden Interpretationen allen Variablen in A die
gleichen Werte zuordnen. Sei nun die Behauptung bewiesen fiir alle
Formeln A der angegebenen Art vom Grad <7 und sei A vom Grad
r 4+ 1. Die a.l. Fille (A hat die Gestalt =B oder B D C) erledigen sich
wieder auf einfache Weise. Habe nun A die Gestalt AxB[x], so finden
wir: aus B,(AxB [x]) = f folgt nach c4 die Existenz einer Interpretation

587, fir die gllt B; = B; und %,(B x]) = f Zu diesem SB, definieren
wir nun ein 132, fiir das gilt 232 = B, und 232( ) = ,(x) (1). Dann gilt
5132 % 8, B, =B, (d. h. B, B, stimmen tberein bis auf hochstens
die Werte fiir die GV aus I, die nicht in |'* enthalten sind), B, 5 53,,
also %Zr Tox SB,, wegen (1) also 232r r+ 8;. Nach Induktionsvoraus-

setzung gilt also 2}2(B x]) = 513,(B [x])=1 d. h. es gilt auch
B,(AxB[x]) = . Ebenso erhilt man aus B,(AxB[x]) = f auch 3,(Ax
Blx])) =1

Aus dem Satz 2.2.2.3 ergibt sich nun unmittelbar, daBl der Wert
B(A) einer Interpretation B fiir einen Satz A nur abhingt von dem
Objektbereich von B und den Werten von 8 fiir die freien Variablen
in A. Insbesondere gilt also B(A) = B(A’), wenn A’ aus A durch freie
Umbenennung gebundener GV hervorgeht. Das ist ein Resultat, das
wir im folgenden oft benutzen werden.

2.2.24 Aus $B;, =, B, und B,(x;) = By(y) fir i=1,...,n folgt

BA[Xy,. ., X)) = BHA[XyY1 - - o) Xy/Val)-

Auch den Beweis dieses Satzes fiihrt man durch Induktion nach
dem Grad m von A[x,,...,x,]. Ist m =0, so hat A[x,,..., x,] z. B.
die Gestalt f(x,,..., x,,z) und es gilt: B,(f(x,,..., x,, z)) = w genau
dann, wenn B,(xy),..., B,(x,), B,(z)eB,(f), wegen B,(y;) = B;(x),
B,(z) = B;(z) und B,(f) = B,(f) also genau dann, wenn Byy,),...,
B,(Va), B,(2)eB,(f), also genau dann, wenn gilt B,(f(y,..., v, 2)) = w.
Im Induktionsschritt greifen wir nur den Fall heraus, daB Alxy,. .., X,]
die Gestalt AzB[z, x,,..., x,] hat, wobei wir z als von x,..., x, ver-
schieden annehmen koénnen. Ist nun B,(AzB[z, x,,...,x.]) = f, so

gibt es ein %, mit 53, =g, und%,(B (z,%q,...,%,]) =F. Istzvonyy,...,y,
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verschieden, so setzen wir 1327 B, und 5132(2) =9 /(z). Es gilt dann:

SBZ V10 23, und %Z(yl) = %( .), nach Induktionsvoraussetzung also

5132(B [z XV XVl = B (B (z, Xy,. .., X)) = f, wegen B, 5 B, also
B,(AzB [z, X1/yy,. - - Xo/Va)) = Ist z mit einer GV y,,..., y, iden-
tisch, so ist As[Yl/Vl,. .. n/yn] eine Formel Az'B(z/z', x,/y,,. .., X,/v,.],
wobei z’ eine bisher nlcht vorgekommene GV ist. Wir setzen dann

%9 Y v z,ﬂi,, %Z(yl) =9 ;(x;) und %2( ") = B,(z). Es gilt dann nach
Induktxonsvoraussetzung ﬁz(B (22, X4[yy,- - o) XoVa)) = 5,(B [z, %, . .

x,]) = {, also wegen 52'7‘, B, auch B,(Az'Biz(z, x{[yy,. .., X,[y,]) = T.
Umgekehrt schlieft man in entsprechender Weise von B,(Az'B[z/z’,
Xy[Vi- - s Xal¥nl) = 1 auf B;(AzB[z, x,,.. ., %)) = 1.

L

Wir definieren nun in Analogie zu 1.3.2.3 und 1.3.2.4:

2.2.2.5 Wir nennen einen Satz A prddikatenlogisch wahy, wenn jede
Interpretation A erfiillt (d. h. A den Wert w zuordnet), pradikatenlogisch
falsch, wenn jede Interpretation A den Wert { zuordnet, pradikaten-
logisch indeterminiert, wenn A weder p.l. wahr, noch p.l. falsch ist.

In der Definition der p.l. Schliisse nehmen wir im Hinblick auf den
spater zu erkldrenden Deduktionsbegriff der Kalkiile $2 und PB3 eine
Erweiterung gegeniiber 1.3.2.4 vor, indem wir nun auch Schliisse mit
mehreren Konklusionen betrachten:

2.2.2.6 Wir nennen einen SchluB A;,..., A, -~ B,,...,B(m +n>1)
pridikatenlogisch giiltig, wenn jede Interpretation, die alle Primissen
A,,..., A, erfiillt, auch mindestens eine der Konklusionen B,,..., B
erfiillt.

n

Dementsprechend werden wir einen SchluB - B,,..., B, als p.l
giiltig bezeichnen, wenn jede Interpretation mindestens einen der Sitze
B,,..., B, erfiillt. Ein SchluB der Form A,,..., A, - hingegen ist
p.l. giiltig, wenn jede Interpretation mindestens einen der Sitze
A,,..., Ay nicht erfiillt. Es gilt dann in Entsprechung zu 1.3.2.5 der
Satz:

2.2.2.7 Ein SchluB A,,...,A, > B,,...,B, ist p.lL giiltig genau dann,
wenn der Satz AjA ... AA,DB;v ... v B, pl wahr ist.

Das ergibt sich wieder direkt aus 2.2.2.6 und den Regeln fiir die
Operatoren A, v, D nach 2.2.2.1 und D1, D2.
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Nach dieser Definition gelten z. B. die folgenden beiden Theoreme:
2.2.28 Der SchluB AxA[x] > A[x/y] ist p.l. giiltig fir alle GV .

Denn gilt B(A[x/y]) = {, so erhdlt man fiir B = 8 und E)(x) = B(y)

nach 2.2.2.4 B(A[x]) = f, also nach 2.2.2.1—c4 B(AxA[x]) = {.

2.2.2.9 Ist A > B[x] ein p.l giiltiger SchluB und enthilt A die GV x
nicht frei, so ist auch A -~ AxB[x] ein p.l. giiltiger SchluB.

Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen an, es géibe eine Interpre-
tation B, die A erfiillt, aber nicht AxB [x]. Dann gibt es eine Interpretation

B, so daB gilt =9 und B(B[x]) =f. Da x nicht frei in A vor-
kommt gilt aber auch EB(A) = B(A) = w nach 2.2.2.3, so daB B ein
Gegenbeispiel fiir die Annahme der p.l. Giiltigkeit des Schlusses
A > B[x] ist.

Zur Vorbereitung des Ersetzungstheorems beweisen wir noch den Satz:
2.2.2.10 Der SchluB Ax(A [x] = B[x])» AxA[x] = AxB[x]ist p.l. giiltig.

Ist B(AxA[x] = AxB[x]) = {, so kénnen wir annehmen, daB z. B.
B(AxA[x]) = w und B(AxB[x]) = f ist. Es gibt dann aber ein i,
so daB gilt 2 =B und SE(B [(x]) = f, aber i(A (x]) = w, d. h. E&(A x] =
B[x])) = f, also B(Ax(A[x] = B[x]) = f.

Wir wollen nun das Ersetzungstheorem fiir die P.L. beweisen. Zu
seiner Formulierung verwenden wir wieder die in 1.2.6 erklarte Sym-
bolik CA]J.

2.2.2.11 Wenn x,,..., x, die freien Vorkommnisse von GV von A = B
sind, die in C[A]) = C[B] gebunden sind, so gilt: Ax;... x,(A = B)
- C[A] = C[B].

Der Beweis verlduft nach dem gleichen Gedanken wie der Beweis
fir das a.l. Ersetzungstheorem 1.3.2.6. Die Induktionsbasis und die
a.l. Fille im Induktionsschritt erledigen sich wie dort. Habe nun C[A]
die Gestalt AzA’[A]. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung
Ax;... x,(A =B) > A'[A]] =A'[B] und da z eine der GV x,,...,x,
ist und somit in Ax;... x,(A = B) nicht frei vorkommt, nach 2.2.2.9
Ax;. .. x,(A = B) > Az(A'TA] = A'[B]). Wegen 2.2.2.10 und wegen
der Transitivitit der Folgebeziehung gilt also Ax,... x, (A = B) >
AzZA'TA] = AzA'[B].



2.2 Die Sprache der Pradikatenlogik 143

In entsprechender Weise argumentiert man fiir den Fall, daBl A'[A]
die Gestalt VzZA'[A] hat. Damit ist das Ersetzungstheorem fiir die
P.L. bewiesen.

Mit Hilfe des Ersetzungstheorems und mit dem Beweis von
- VXA = —Ax —A, der sich unmittelbar aus den Regeln 2.2.2.1 ergibt,
kénnen wir nun die Definition VxA := —Ax —A rechtfertigen. Wir
konnen also den Operator A als einzigen p.l. Grundoperator auffassen
und in der P.L. so mit dem Operatorensystem {—, D, A} auskommen.
In diesem Sinn verfahren wir im folgenden und fassen so 2.2.2.1--cb
als abgeleitete Wahrheitsbedingung auf.

Fir einige weitere semantische Theoreme erweist sich der folgende
Hilfssatz als niitzlich:

2.2.2.12 Wir nennen eine Interpretation 8 normal, wenn fiir alle For-
meln der Gestalt AxA(x] gilt: wenn B(AxA[x]) = f, so gibt es eine
GV vy, so daB B(A[x/y]) = .

2.2.2.13 Zu jeder Menge * von GV, die unendlich viele GV aus I'
nicht enthilt, und zu jeder Interpretation % gibt es eine [*-dquivalente
normale Interpretation B*.

Beweis: Wir definieren 8" {iber dem gleichen Individuenbereich
wie 8 und fordern

1) 8% =..%. Damit ist erreicht, daB B und B* [*-dquivalent
sind (vgl. 2.2.2.3). Um zu erreichen, daB8 8+ normal ist, definieren wir
Bt fir die GV aus I — ™ in folgender Weise: Wir zerlegen die
Menge [ — [ in unendlich viele unendliche Mengen [, 1,,..., so
daB jede GV aus I — ™ in genau einer dieser Mengen enthalten istl.

1 Die Moglichkeit einer solchen Zerlegung der Menge [ — * kann
man wie folgt einsehen: Liege eine Abzihlung der Elemente dieser Menge
vor, so da jedem Element genau eine natiirliche Zahl zugeordnet ist und
jeder natiirlichen Zahl ein Element der Menge, so definieren wir die Menge
[, so, daB sie die Elemente mit zugeordneten ungeraden Zahlen (1, 3, 5, 7,. . .)
enthilt, [, so, daB diese Menge die Elemente enthilt, die Zahlen zugeordnet
sind, die durch 2, aber nicht durch 22 teilbar sind (2, 6, 10,...), allgemein
Iy so daB diese Menge die Elemente von [ — [* enthilt, die Zahlen zu-
geordnet sind, die durch 22— 1, aber nicht durch 2° teilbar sind. Jede dieser
Mengen enthdlt dann unendlich viele Elemente und kein Element ist in
zwei verschiedenen Mengen enthalten.
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Die GV LL sollen fiir i =1, 2, ... die Elemente von [, durchlaufen.

Es seien AxjA][x}] genau die Allformeln, die freie GV nur aus [*
enthalten, und denen B" (nach der Bestimmung (1)) den Wert § zu-
ordnet. Wir bilden daraus durch freie Umbenennung die Sitze
Az} A} [x}/z}], denen B nach 2.2.2.3 dann ebenfalls den Wert f zuordnet.
Nach 2.2.2.1—c4 gibt es dann zu jedem dieser Sitze eine Interpretation
@i, fir die gilt: 8= 8" und Bi(Al[x}/z}]) =f Wir setzen dann

A

2) BY(z) = Bi(z) fir alle i=1,2,.... Damit ist B* fir die
GV aus [, definiert.

So schreiten wir fort und betrachten im k-ten Schritt (k > 1)
die Allformeln Ax}A, [x;], die nur freie GV aus den Mengen *,T,,. ..,
M. _, enthalten und mindestens eine freie GV aus [, _,, und denen 3~
(nach den Festsetzungen (1) bis (k — 1)) den Wert { zuordnet. Wir
bilden daraus durch freie Umbenennung die Sitze AzjAj[xj/z;]. Nach
2.2.2.3 und 2.2.2.1—c4 gibt es dann zu jedem dieser Sitze eine Inter-
pretation %}, fiir die gilt: B, =8 und BL(A}[x}/zL]) = f. Wir setzen

x

dann
k-+1) %*(z{() = %L(ZL) firallei=1, 2,....

Nach dieser Konstruktion ist 8% nun fiir alle GV aus I — I*
definiert. Denn zu jeder GV x gibt es unendlich viele falsche
Allformeln, die x frei enthalten, z. B. Ay(f(y) A —f(y) A {(x)),
Ay(f(y) A —=f(y) A f(x) A f(x)), usf. So werden tatsichlich alle GV der
Mengen [, T,,... aufgebraucht. ®% ist nun normal. Denn sei
Bt (AxA[x]) = f, so gibt es eine Zahl k, so daB AxA[x] nur freie GV
aus den Mengen [*,I,,..., I, _, enthdlt und mindestens eine freie
GV aus I, _,. Dann ist AxA[x] eine Formel AxiA|[x;] fiir ein be-
stimmtes i und es gilt B (AL[xl/z,]) = BL(AL[X}/zL]) = f, wegen der
Festsetzung (k + 1), 2.2.2.3 und 2.2.2.4.

Fiir beliebige Interpretationen 8 folgt nach 2.2.2.8 aus B(AxA[x]) =
w B(A[x/y]) = w fiir alle GV y. Die Umkehrung gilt hingegen nicht
allgemein. Denn wenn z. B. der Objektbereich y von 8 rote und nicht-
rote Dinge enthilt, wenn 8 I in die Menge der roten Dinge aus y ab-
bildet und wenn B%-(f) die Menge der roten Dinge aus y ist, so gilt
fiir alle GV y zwar B(y)eB(f), also B(f(y)) = w, aber nicht B(Axf(x)) = w.
Fiir normale Interpretationen £ gilt hingegen nach 2.2.2.12 auch
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B(AxA[x]) = w, wenn fiir alle GV y gilt B(A[x/y]) = w. Aufgrund
des Satzes 2.2.2.13 gilt nun, daB man sich fiir die Auszeichnung der
p.l. giiltigen Schliisse auf normale Interpretationen beschrinken und
also sagen kann: I) Ein Schluf A,,...,A - B,,..., B, (m+n>1)
ist p.]l. giiltig genau dann, wenn jede normale Interpretation, die alle
Formeln A,,..., A, erfiillt, auch mindestens eine der Formeln
B,,..., B, erfiillt. Denn ist der SchluB nach 2.2.2.6 ungiiltig, so gibt
es eine Interpretation 8, die alle Formeln A,,..., A, aber keine der
Formeln B,,..., B, erfiillt. Da aber in den endlich vielen Sitzen
A,,..., B, unendlich viele GV nicht vorkommen, gibt es nach 2.2.2.13
zu B eine normale Interpretation 8+, die das Gleiche leistet, die also
zeigt, dall der SchluB auch nach der Bestimmung I ungiiltig ist. Ist
aber der SchluB nach I ungiltig, so trivialerweise auch nach 2.2.2.6.

Da nun bei Beschrdankung auf normale Interpretationen die Wahr-
heitsbedingungen fiir komplexe Sdtze nur von den Wahrheitsbedin-
gungen fiir Teilsitze abhdngen, kann man auch eine p.l. Semantik
aufbauen, indem man den Begriff der Bewertung nach 1.3.2.1 erweitert
durch die Bedingung: W(AxA[x]) = w genau dann, wenn fiir alle GV
y gilt W(A[x/y]) = w. Dann kann man auch in der P.L. auf eine ex-
plizite Deutung der GV und der PV verzichten und sich auf eine Zu-
ordnung von Wahrheitswerten zu den Formeln beschrinken. Eine
solche p.l. Semantik zeichnet dann die gleichen Schliisse als giiltig aus
wie die Interpretationssemantik und sie ist in mancher Hinsicht ein-
facher als diese. Da aber ikre intuitive Berechtigung, d. h. ihre Vertrag-
lichkeit mit der Festsetzung 2.1.2.1 einen besonderen Nachweis erfor-
dert, so ist die Interpretationssemantik, die sich als direkte Prazisierung
dieser intuitiven Festlegung darstellt, doch als primir anzusehenl.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes wollen wir noch einige wichtige
Resultate der Interpretationssemantik angeben.

2.2.2.14 Wenn ein Satz A erfiillbar ist, so ist er erfiillbar in einem ab-
zdhlbaren Objektbereich (Satz von LOWENHEIM?).

! Fiir die Aquivalenz der p.l. Bewertungssemantik mit einer Semantik,
die sich auf normale Interpretationen stiitzt, vgl. auch die Ubungsaufgabe
Nr. 3 auf S. 149.

2 Vgl. [48]. Der Satz wird auch in der Formulierung ausgesprochen:
Wenn A giiltig ist in allen abzidhlbaren Bereichen, so ist A allgemeingiiltig.
Fiir die Aquivalenz der beiden Formulierungen vgl. 2.2.2.18.

Kutschera, Elementare Logik 10
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Zum Beweis dieses Satzes nehmen wir an, 8 erfiille A und 8+ sei
eine M*-dquivalente normale Interpretation zu 8, wo [* die Menge der
GV sei, die in A frei vorkommen. Wir definieren dann zu 8% eine
Interpretation B’ iiber dem Wertevorrat ' der Funktion 8% (dieser
Wertevorrat ist héchstens abzihlbar unendlich, da der Definitions-
bereich ' der Funktion abzdhlbar unendlich ist). Wir setzen 8B'(x) =
B*(x) fiir alle GV x, und B *(f) = Menge jener n-tupel aus B+ (),
die nur Glieder aus y’ enthalten. Dann zeigen wir durch Induktion
nach dem Formelgrad 7 von A, daB gilt 8'(A) = B+ (A) fiir alle Sitze A.
Ist m = 0, so gilt B'(f(x,,...,X,)) = w genau dann, wenn B'(x,),...,
PB'(x,)eB'(f), also genau dann, wenn Bt(x,),..., BV (x,)eBT(f) gilt,
wegen Bt (x;) = B'(x;) fiiri =1,...,n und da die Objekte B*(x,) aus
9’ sind. Im Induktionsschritt greifen wir nur den Fall heraus, da3 A
die Gestalt AxB[x] hat. Ist 8+(AxB[x]) = f, so gibt es wegen der
Normalitit von 8% eine GV vy, fiir die gilt 8% (B[x/y]) = f, also nach
Induktionsvoraussetzung auch B'(B[x/y]) = f, also nach 2.2.2.8 8'(Ax
B[x]) = f. Ist umgekehrt B’'(AxB[x]) = f, so gibt es ein B’ mit B’ T8
und B'(B[x]) =f Wir setzen dann $* =%+ und B+(x) = B'(x).
Dann sind fiir E}J’ und .SI_E' die Voraussetzungen erfiillt, die wir oben
fiir 8% und B’ gemacht haben, so daB8 wir nach Induktionsvoraussetzung

erhalten B+(B[x]) = 8'(B[x]) = f, also B (AxB[x]) = f.

2.2.2.15 Wenn eine Menge M von Sdtzen simultan erfiillbar ist, d. h.
wenn es eine Interpretation B gibt, die alle Sitze aus M erfiillt, so ist
M simultan erfiillbar iiber einem abzihlbaren Individuenbereich (Ver-
allgemeinerung des Satzes von LOWENHEIM nach SKOLEMI).

Beweis:

1) Gibt es eine unendliche Menge von GV, die nicht frei in den
Formeln von M vorkommen, so argumentiert man wie im Fall des
Satzes 2.2.2.14. 2) Andernfalls wihlt man eine eineindeutige Abbildung
@ von I in einen Teilbereich * von I, so daB ' — M unendlich ist, und
bildet zu M die Satzmenge M’, die zu jedem Satz A[x,,. . ., X,] mit genau
den freien GV x,,...,%x, aus M den Satz A[x,[p(x,),..., X,/@(X,)]
enthilt. Sind nun B und B’ zwei Interpretationen iiber dem gleichen
Individuenbereich, fiir die gilt: 3) B'(p(x)) = B(x) fiir alle GV x, und
%"= B7" sogilt nach 2.2.2.4 B'(A[x,/9(%,),- . ., X,/P(x,)]) = B(A[x,,

1 Der Satz wurde von SKOLEM in [65] bewiesen.
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., X,)). B erfiillt also die Sitze aus M’ genau dann, wenn B die Sitze
aus M erfiillt. Erfiille nun B die Sitze aus M, so definieren wir ein 8’ nach
(8), das dann die Sitze aus M’ erfiillt. Nach (1) gibt es dann zu %’ ein 8+’
iiber einem abzdhlbaren Objektbereich, das die Sitze aus M’ erfiillt.
Definiert man zu 81’ nach (3) ein B*, so ist B+ die gesuchte Inter-
pretation iiber einem abzdhlbaren Bereich, die alle Sitze aus M erfiillt.

2.2.2,16 Wir nennen einen Satz A k-erfiillbar, wenn es eine Inter-
pretation iiber einem k-zahligen Individuenbereich gibt, die A erfiillt —
k-giiltiyg, wenn alle Interpretationen iiber k-zahligen Individuenbereichen
A erfilllen. Dabei sei 2 eine Kardinalzahl > 71

Ein Satz ist also p.l. wahr oder allgemeingiiltig, wenn er k-giiltig ist
fiir alle Kardinalzahlen %2 > 7.

2.2.2.17 Ist ein Satz A k-erfiillbar, so ist er auch &'-erfiillbar, wo & < &’
ist.

Beweis: y, sei ein k-zahliger Bereich, iiber dem eine Interpretation
B, definiert ist, fiir die gilt B,(A) = w. v, sei ein k’-zahliger Bereich,
iiber dem wir eine Interpretation B, erkldren durch die Festsetzungen:
B,(x) = @(B,(x)) fir alle GV x, und B "(f) = Menge aller #-tupel
a,,. .., a, aus p,, fir die gilt (a,),. . ., p(a,)eB? *(f). Dabei sei ¢ eine Ab-
bildung von y, auf y; und ¢ sei eine Abbildung von vy, in y,, so daB @(a) =
b nur dann, wenn @(b) = a. Werden also mehrere Gegenstinde von y,
durch ¢ auf denselben Gegenstand a von y, abgebildet, so ist @(a) einer
dieser Gegenstiande?. Es gilt also ¢(@(a)) = 4. Es gilt nun B,(B) = 3,(B)
fiir alle Sdtze B. Wegen %8,(A) = w gilt dann auch B,(A) = w, was zu
beweisen ist. Fiir die Behauptung der Aquivalenz von 8, und 9,
fithren wir einen Induktionsbeweis nach dem Grad von B, aus dem wir
nur zwel Fille herausgreifen: 1) Es sei B eine Atomformel. Dann gilt
B,(f(xy,. . ., X)) = w genau dann, wenn B,(x,),. .., By(x,)eB,(f). Das
gilt nach Definition von 8, genau dann, wenn @(%B,(x,)),. .., $(B;(x,))

1 Kardinalzahlen charakterisieren die Anzahl der Elemente einer
Menge. Die Zahlen 0, 7, 2,... sind endliche Kardinalzahlen, die kleinste
nichtendliche Kardinalzahl ist die Kardinalzahl der Menge der natiirlichen
Zahlen. Kardinalzahlen sind so definiert, daB zwei Mengen die gleiche
Kardinalzahl haben, wenn es eine eineindeutige Abbildung der einen Menge
auf die andere gibt.

¢ Die Existenz einer solchen Abbildung ¢ beweist man in der Mengenlehre
mit Hilfe des Auswahlprinzips, vgl. 5.1.

10*
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eB,(f), also genau dann, wenn @(@(DB;(x,))),.. ., P(P(B,;(x,)))e B, (f).
Wegen ¢(@(a)) = a gilt B,(f(x,,..., X,)) = w also genau dann, wenn

93,(f(x1, co X)) = w. Zugleich bemerken wir, daB fiir jede Interpretation
B,, fiir die gilt: B, x5z, Bz und By(x;) = @(B,(x) (i=1,..., n),
auch By(f(x,,- - -, ll)) = ﬂz(f(xl,. .., X)) gilt. Diese Behauptung fiithren

wir im Induktionsbeweis allgemein fiir Formeln A [x,,. .., x,] mit. 2) Im
Induktionsschritt betrachten wir den Fall, daB B die Gestalt AxC[x] hat.
Gilt 8,(AxC[x]) = f, so gibt es ein 23,, so daB 23, = B, und 3 (C[x]) = 1.
Wir setzen dann 232 = 8, und 232( X) = go(% (x)) und erhalten nach Induk-
tionsvoraussetzung dann %Z(C [(x]) = f, also 5132(AXC x]) =1f. Gilt 232(Ax
C(x]) = f,so gibt esein %2, so daB 232 = B, und %Z(C [x]) = {. Ist !B, = 3,
und 232( X) = <p(q)(%2( ))), so gllt nach Induktlonsvoraussetzung auch
232(C[x]) = f. Wir setzen dann 8B, 5 3; und B (x) = <p(%2( )), so daB
gilt 232( x) = @(B ,(‘ })). Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann auch
B,(C[x]) = f, also B,(AxC[x]) = f.

Aus dem Satz 2.2.2.17 folgt insbesondere, daB ein Satz in jedem
k-zahligen Bereich erfiillbar ist, wenn er in einem k-zahligen Bereich
erfilllbar ist. Mit 2.2.2.15 erhalten wir ferner: Wenn eine Menge M
von Sitzen simultan erfiillbar ist, so ist sie simultan erfiillbar iiber
einem abzidhlbar unendlichen Bereich!.

2.2.2.18 Ist ein Satz k-giiltig, so ist er auch k'-giiltig, wenn & > &’ ist.

Denn wire ein Satz A nicht %'-giiltig, so gibe es eine Interpretation,
die ihn falsch macht und daher —A erfiillt. Dann wire nach 2.2.2.17
—A aber auch in einem k-zahligen Bereich erfiillbar und es gibe somit
eine Interpretation iiber einem k-zahligen Bereich, die A nicht erfiillt.

Mit diesemn Satz gewinnen wir aus 2.2.2.14 eine andere Version des
LoweNHEIMschen Theorems: Wenn ein Satz giiltig ist iiber abzdhlbar
unendlichen Bereichen, so ist er allgemeingiiltig, d. h. p.l. wahr.

Denn wire ein Satz A nicht allgemeingiiltig, so wére —A erfiillbar.
Nach 2.2.2.14 und 2.2.2.17 wire —A dann auch in einem abzihlbar
unendlichen Bereich erfiillbar und A wire daher nicht giltig iiber
solchen Bereichen.

1 Abzihlbar sind alle endlichen Bereiche und die Bereiche, die sich
eindeutig auf die Menge der natiirlichen Zahlen abbilden lassen. Abzahlbar
unendlich sind nur die letzteren Bereiche.
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Ist ein Satz A giiltig in allen endlichen Bereichen, so folgt daraus
nicht, daB A auch allgemeingiiltig ist. Denn es gibt Sitze, die nur in
unendlichen Bereichen erfiillbar sind, deren Negation also in allen
endlichen Bereichen giiltig ist. Beispiel eines solchen Satzes ist die
Formel Ax —f(x, x) A AxVyf(x, y) A Axyz(f(x, y) A [(v, 2) D f(x, 2)), die
wir durch U abkiirzen wollen. U,, U,, U, seien die drei Konjunktions-
glieder von U. Ist B eine Interpretation, die U erfiillt, ¢ ihr Objektbe-
reich, so ist y nicht leer, enthdlt also ein Element a,. Wegen U, muB
es nun ein a, in y geben, so daB gilt f(a;, a;). Wegen Uj ist a, von a,
verschieden, y muB} also mindestens zwei Elemente enthalten. Wegen
U, muB es nun zu a, ein a; geben, so daB gilt f(a,, a;). Wegen U; muB
" a3 von a, verschieden sein. Wegen Uz und U; muB3 a; aber auch von
a, verschieden sein, denn aus a; = 4, wiirde man mit Uy aus f(a;, 4,) und
f(a,, a;) erhalten f(a;, a;). y muB also mindestens drei Elemente ent-
halten. Sei nun schon gezeigt, daBl ¥ mindestens 2 Elemente enthilt,
so weist man auf die gleiche Weise nach, daB y mindestens %2 + 7 Ele-
mente enthalten muB. Also muB y mindestens abzdhlbar unendlich sein,
d. h. U ist iiber endlichen Bereichen nicht erfiillbar. Wéhlt man als
Objektbereich die Menge der natiirlichen Zahlen, und interpretiert
die PV f durch die Beziehung des Kleinerseins in diesem Bereich, so
erhilt man eine Interpretation, die U erfiillt, denn U besagt in dieser
Interpretation soviel wie: keine Zahl ist kleiner als sie selbst und zu
jeder Zahl gibt es eine gréBere und ist eine Zahl kleiner als eine zweite
und diese kleiner als eine dritte, so ist auch die erste kleiner als die dritte.

Ubungsaufgaben.:
1. Beweise, daB jeder a.l. giiltige SchluB auch p.l giiltig ist!

2. Leite mit Hilfe der Definition VXA := —Ax —A die Bedingung
2.2.2.1—c5 aus den Bedingungen 2.2.2.1—cl, c4 her!

3. Prizisiere die Aquivalenz zwischen der p.l. Bewertungssemantik,
wie sie oben auf S. 145 skizziert wurde, mit der Interpretationssemantik
durch den Beweis des Satzes: Ein SchluB A,,..., A, - B,,..., B ist
p.l. giiltig nach 2.2.2.6 genau dann, wenn er giiltig ist im Sinn der
Bewertungssemantik, d.h. wenn jede p.l. Bewertung, die alle Sitze
A,,. .., A, erfiillt, auch mindestens einen der Sitze B,,..., B, erfiillt.
(Anleitung: Nach den Bemerkungen auf S. 145 ist nur mehr zu zeigen:
Gibt es eine normale Interpretation B, die alle Formeln A,,..., A

m
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erfiillt, aber keine der Formeln B,,.. ., B, so gibt es eine Bewertung 2,
die das gleiche leistet. Das folgt aber aus dem Satz: Zu jeder normalen
Interpretation § gibt es eine dquivalente Bewertung ®, d.h. eine
Bewertung, die allen Formeln die gleichen Wahrheitswerte zuordnet,
und umgekehrt. Diesen Satz beweist man wie folgt: Ist 8 vorgegeben,
so definiert man 2 durch die Festsetzung W(A) = B(A) fiir alle Atom-
formeln A und zeigt durch Induktion nach dem Formelgrad von B, daf3
dann fiir beliebige Formeln B gilt: W(B) = 8(B). — Ist W vorgegeben,
so definiert man B iiber einem abzdhlbar unendlichen Objektbereich
y, so, daB B? eine umkehrbar eindeutige Abbildung von I auf y ist (so
daB also gilt x = y fiir B(x) = B(y)) und B’ *(f) = Menge aller n-tupel
ay,...,a, ist, fir die es GV x,,..., x, gibt, so daB gilt B(x,) = a,,...,
B(x,) = a, und W(f(x,,..., X,)) = w. Dann zeigt man durch Induktion
nach dem Formelgrad von B wieder, daB fiir alle Formeln B gilt
B(B) = W(B).)

2.3 Der Kalkiil 31

In diesem Abschnitt soll die Formalisierung der P.L. zu Ende ge-
fiihrt werden, die wir in 2.2 begonnen hatten, indem wir nun die p.l
Theoreme, d. h. die p.l. wahren Sédtze auszeichnen durch Angabe eines
formalen Kalkiils, in dem genau diese Sitze beweisbar sind. Dieser
Kalkiil Pl stellt sich dar als eine Erweiterung des a.l. Kalkiils 1
aus 1.3.3.

2.3.1 Axiome und Deduktionsregeln

Als Axiome von P1 wihlen wir die Axiome von Ul:

Al) AD(BDA)
A2) (AD(BDC)D((ADB)D(ADCQ))
3) (mAD—-B)D(BDA), sowie das p.l. Axiom

A
A4) AxA[x] DA[x/y], wobeidie GV x frei sein soll fiir die GV y in A [x].

Als Deduktionsregeln von P1 wihlen wir die Abtrennungsregel Rl
von Ul und die p.l. Regel

R2) Aus einem Satz A D B(x] kann man in Pl den Satz A D AxB[x]
gewinnen, wenn die GV x in A nicht frei vorkommt.
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Damit ist nun nach 1.3.3.4 der Begriff ,ableitbar in Pl1¢ festgelegt
und als Spezialisierung dieses Begriffes auch ,beweisbar in P1°.
Zu den a.l. Definitionen von Al

Dl) AvB:=—-ADB

D2) A A = -1(—|A \4 -nB)

D3) A=B:=(ADB)A (BDA) nechmen wir noch die Definition
D4) VxA :=—=Ax—A hinzu.

Der Kalkiil P1 beniitzt wie Al Axiomenschemata. Dem Kalkiil
AL* mit endlich vielen Axiomen wiirde hier der Kalkiil $1* entsprechen,
den wir in folgender Weise charakterisieren:

Wir nehmen zur Sprache P als Grundzeichen auch die Satzvariablen
von U hinzu, die Atomformeln sein sollen. Die Axiome von PB1* sind
die drei Axiome Al*, A2¥ und A3* von UAl* und das Axiom

A4*)  Axf(x) D /(y).

Die Deduktionsregeln von P1* sind die Regeln R1 und SR1 (Substituti-
onsregeln fiir SV), sowie die folgenden beiden Substitutionsregeln fiir
GV und PV:

SR2: Wenn ein Satz A[x] in P1* beweisbar ist, so auch der Satz
Alx[y].

SR3: Wenn ein Satz A[f] in P1* beweisbar ist, der die n-stellige PV
f enthdlt und B(x,,..., x,] ist eine Formel, die n verschiedene GV
Xy, .., X, frei enthilt, so ist auch der Satz A[f/B[x,,..., x,]] in PB1*
beweisbar.

Zwischen Pl und P1* besteht ein analoges Verhiltnis, wie zwischen
Al und Al*. Insbesondere sind in P1* die gleichen Formeln beweisbar,
die auch in Pl beweisbar sind, wenn man auch in der Formulierung
von Pl SV zuldBt. Da uns der Kalkiil P1* im folgenden nicht inter-
essiert, wollen wir auf einen Beweis dieser Behauptung verzichten
und ihn dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. (Vgl. dazu auch MT7.)

2.3.2 Theoreme und Metatheoreme von Pl

Die Theoreme von Al gelten auch in P1, da die Axiome und De-
duktionsregeln von Al auch solche von $1 sind. Wir werden daher diese
Theoreme mit ihren Nummern aus 1.3.4 im folgenden anziehen. Die
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Metatheoreme, wie das Deduktionstheorem und das Ersetzungstheorem
miissen hingegen fiir Pl neu bewiesen werden, denn ihr Beweis er-
fordert eine Induktion {iber den Formelaufbau, der fiir unsere p.l
Sprache P nun anders geartet ist, wie fiir die a.l. Sprache .

Wir beginnen mit der Neuformulierung des Deduktionstheorems
fir P1. Dies Theorem gilt fiir Pl nur unter einer Beschrinkung, zu
deren Formulierung wir zunichst zwei Hilfsbegriffe einfiihren:

Sei die Satzfolge C,,..., C, eine Herleitung $ der Formel B aus den
Annahmeformeln (AF) A,,...,A, in B1, dann sagen wir: C; (i==1,...,n)
hingt ab von A, (k =1,...,m) in $, wenn gilt: C; = A, oder C; ist
Konklusion einer Anwendung von R1 oder R2 mit Pramissen, von denen
eine von A, abhdngt in $.

Wir sagen ferner: eine GV x wird eingefangen in $ fiir eine AF
A,, wenngilt: x kommt in A, frei vor und $ enthilt eine Anwendung von
R2 auf eine Formel C,, die von A, abhingt, bei der die GV x gebunden
wird.

Wird die GV x fiir eine AF eingefangen, so schreiben wir auch
A,,...,A  B. Wird in der angegebenen Ableitung keine GV fiir

A,,..., A eingefangen — man sagt auch, die freien GV in A;,..., A
werden in der Ableitung fesigehalten —, so schreiben wir auch
A, ..., A B

Das Deduktionstheorem fiir P1 lautet nun:

MT4: Wenn gilt A,,..., A, B, wobei in der vorliegenden Ableitung
keine GV fir die AF A, eingefangen wird, so gilt auch
A,...,A,_;HA,DB.

m

Zum Beweis kniipfen wir an MT2 an und fiigen zu dem dort ange-
gebenen Beweis folgenden Fall (e) hinzu:

e) Ergibt sich C, in $ aus einer Anwendung von R2 auf die Formel
C, = DD E[x], so daB8 C; die Formel D D AxE[x] ist und x nicht frei
in D vorkommt, so ersetzen wir die Zeile C;

«) durch A, D(DDE[x]) C,
A _ADDE[x] T37 (mit D3, T22, R1)
A ADDAXE[x] R2
A D (DDAxE[x]) T37,

wenn A, x nicht frei enthidlt.
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B) durch
I
DD E[x]
D DO AXE([x] R2
(DDOAXE[x])) D (A, D (DD AXE([x])) Al
A_D(DDAxE[x]) R1,

wenn A, x frei enthdlt. Dann hidngt nidmlich nach der Voraussetzung
von MT4 D D E[x] nicht von A, ab, es gibt also eine Ableitung %’
von D D E[x] aus den Formeln A,,..., A, _;.

In der folgenden Ableitung von AxA([x] aus A[x] wird die GV x
fiir A[x] eingefangen:

Ax] AF

(BDB)DA[x] Al,R1

(BODB)DAxA[x] R2 (B enthalte x nicht freil)
BDB T1

AxA[x] RI.

Es gilt also A[x]FH, AxA[x], aber mit MT4 148t sich daraus nicht
folgern  A[x] D AxA[x]. An diesem Beispiel 148t sich die Notwendig-
keit der Restriktion in MT4 intuitiv leicht einsehen: Die Ableitungs-
beziehungen in Pl spiegeln nicht die p.l. giiitigen Schlisse wieder,
A[x] >~ AxA[x] ist kein p.l. giiltiger SchluB. Das liegt daran, daB der
Satz A[x] in Pl wegen A[x]FH AxA[x] und AxA[x]+H A[x] (A4, RIl)
ebenso stark ist wie AxA[x]. Semantisch gesehen deuten also die
freien GV in den Sdtzen von Pl eine Allgemeinheit an. Die Ableitungs-
beziehung A[x]H AxA([x] ist daher wie der SchluB AxA[x] - AxA[x]
zu interpretieren. Daraus kann man aber nicht auf den Satz
A[x] D AxA[x] schlieBen, der bei dieser Auffassung semantisch das-
selbe besagt wie Ax(A[x] D AxA[x]). Entsprechendes galt fiir den
Kalkiil %1*, wo die Satzvariablen semantisch gesehen generelle Aus-
sagen andeuteten. Daher galt auch dort das Deduktionstheorem nicht
unbeschrankt. Fiir A1* und entsprechend fiir P1* miiBte man vielmehr
eine Restriktion in Analogie zu der in MT4 formulieren, wobei Variablen
auch durch Einsetzungen als eingefangen gelten.

T38: A[x]k, AxA[x], zum Beweis s. oben!

T39: A[x]D B[x], AxA[x] D AxB[x].
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Beweis:

A[x]DB[x] AF

AxA[x] AF
Alx] A4, R1
B[x] R1
AxB[x] T38,

also A[x] D B[x], AxA[x]F, AxB[x]. Daraus erhalten wir mit MT4
(x wird nicht fiir AxA[x] eingefangen!) die zu beweisende Behauptung.
Aus T39 erhalten wir mit D3, T21, T22, T23 sofort:

T40: A[x] = B[x], AxA[x] = AxB[x].
Wir kénnen nun das Ersetzungstheorem fiir Pl beweisen!:

MT5: A =BhF, . C[A] = C[B]. Dabei seien x,,..., X, die freien
Vorkommnisse von GV in A = B, die in C[A] = C[B] gebunden sind.

Wir verwenden wieder die Symbolik aus 1.2.6 und kniipfen an den
Beweis des a.l. Ersetzungstheorems MT3 an, dem wir im Induktions-
schritt nur folgenden Fall hinzufiigen miissen:

4) C[A™] habe die Gestalt AyA’[A]. Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt A = BH A’[A] = A’[B]), alsonach T40 A = B, AyA'TA]
= AyA'[BI.

T41: F AxA[x] = AyA[x/y], wo x frei fiir y in A[x] ist und y nicht
frei in AxA[x] vorkommt.

Beweis:

AxA(x] D A[x/y] A4
AxA[x] D AyA[x[y] R2.

In A[x/y] ist y frei fiir x: die freien Vorkommnisse von y stehen nicht
im Bereich eines mit x gleichnamigen Quantors, da y in A[x] nur an
jenen Stellen fiir x eingesetzt wurde bei der Erzeugung der Formel
A[x/y], an denen x frei war. Da y nicht frei in AxA [x] vorkommen sollte,
kommt y in A[x/y] ferner nur an jenen Stellen frei vor, wo in A[x] x

1 Vgl 2.2.2.11.
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frei vorkommt. Also ergibt die freie Einsetzung von x fiir y in A[x/y]
die Formel A[x]. Daher gilt:

AYyA[x[y] D A[x] A4
AVA[x[y]1 D AxA[x] R2.

Mit T23 und D3 erhilt man endlich T4l.

MT6: Wenn A’ aus A durch freie Umbenennungen gebundener GV
hervorgeht, so gilt H A’ = A.

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach der Zahl # von Quan-
torenvorkommnissen in A. Fiir » = 0 ist A mit A’ identisch. Habe
nun im Induktionsschritt A die Gestalt AxB(x] und komme die GV y
nicht frei in AxB[x] vor. Nach Induktionsvoraussetzung gilt B(x] =

‘x], wo B’ durch freie Umbenennungen von gebundenen GV aus B
hervorgehen mége und x frei fiir y in B'[x] sei. Nach T40 gilt dann

AxB[x] = AxB’[x]
AxB'[x] = AyB'[x/y] T4l
AxB[x] = AyB'[x]y] T26.

Fiar AyB’[x/y] kann man dann auch AyB[x/y] schreiben.
T42: H AxA[x]DA[x/y].

Beweis: T42 ist ein Axiom nach A4, wenn x frei ist fiir y in A[x].
Andernfalls gehe A’{x] aus A(x] hervor durch freie Umbenennungen
gebundener GV und x sei frei fiir y in A'[x]. Dann gilt:

AxXA[x] D AxA’'[x] MT6,D3,T21

AxXA'[x]DA'[x]y] A4

AxA[x] D A[x/y] T5, da man fiir A'[x/y] wieder A[x/y] schreiben
kann.

T43: HA[x/y] D VxA[x].
Beweis:
Ax—-A[x]D—-Axly] T42

Alxly]D—-Ax—A[x] T6
Alx/y] D VxA[x] D4.
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T44: A(x]DBH, VxA[x] DB, wo B die GV x nicht frei enthilt.

Beweis:
Ax]DB AF
—B D —A [x] T6

—“BDAx—-A[x] R2
-Ax—A[x]DB Té6
VxA[x]DB D4.

T45: = AxA D VxA.
Bewels:

AxADA A4
ADVxA T43
AxA DVxA T5.

T46 a: FHAxA =-Vx—A
b: FAx—A =-VxA
c: F-AxA =Vx—-A
d: F-=Ax—A =VxA.

Die Beweise ergeben sich in einfacher Weise aus D4, T24 und MTS5.

T47: HAx(ADB) = ADAxB, wo A die GV x nicht frei enthilt.

Beweis:
Ax(ADB) AF
ADB A4 R1
ADAxB R2.

Daraus mit MT4 H—Ax(A D B) D (ADAxB). Ferner

ADAxB  AF
AxBDB A4
ADB T5
Ax(ADB) T38

also mit MT4 - (A D AxB) D Ax(A D B). Mit T23 und D3 erhdlt man
endlich die Behauptung des Theorems.

T48: HAx(BDA) =VxBDA, wo A die GV x nicht frei enthalt.
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Beweis:
Ax(BDA) AF
BDA A4, R1
VxBD A T44.
Und
VxBD A AF

-Ax—=BDA D4
—“ADAx—-B T6

Ax(—A D-B) T47,D3,T21
Ax(BDA) T6, MT5.

Mit MT4, T23 und D3 erhdlt man daraus die Behauptung des Theorems.
T49: H Ax(A A B) = AxA A AxB.
Beweis:

Ax(AAB) AF

AAB A4, R1
A T21
B T22
AxA T38
AxB T38

AxXA A AxB  T23.

Und

AxA A AxB AF
AXA T21

A A4, R1
AxB T22

B A4, R1
AAB T23

Ax(AAB) T38.

Auf diese beiden Ergebnisse hat man dann wieder MT4, T23 und D3
anzuwenden.

T50: HVx(ADB) =ADVxB, wo A die GV x nicht frei enthilt.
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Beweis:

Ax—(ADB) = Ax(A A —B) T29, MT5

Ax(A A —B) =A A Ax—B T49 (da A x nicht frei enthilt gilt
A = AxA)

Ax—(ADB) =AAAx—B T26

—Ax(ADB) =—(A A Ax—B) T25

—(A A Ax—B) =—-Av-Ax-B T27

Vx(ADB) =ADVxB T26, D4, D1.

T61: HVx(BDA) =AxBDA, wo A die GV x nicht frei enthilt.

Beweis:

Ax—(BDA) =Ax(B A —A) T29, MT5
Ax(BA—A) =AxBa—A T49

—Ax (BDA) =—(AxB A —A) T26

—(AxB A —A) =—-AxBv A T27
Vx(BDA)=AxBDA T26, D4, D1.

T62: HVx(Av B) =VxA v VxB.

Beweis:
Vx(A v B) =-Ax—(Av B) D4
—Ax (A v B) = —Ax(—A A —B) T28

—=Ax(—A A =B) = —(Ax —A A Ax—B) T49
—(Ax A A Ax —B) = (VA A VxB) T46, MT5
—(—VXA A =Vx B) = VXA v VxB T27, T24, MT5.

T63 a: H AxyA = AyxA.

Beweis:

AxyA AF
AyA Al RI1
A Al Rl
AxA  T38
AyxA T38.

Daraus erhdlt man mit MT4 die Behauptung. Aus (a) folgt mit
D4 und T25 sofort

b: FVxyA = VyxA.



2.3 Der Kalkil P1 159

Ts4: VxAyAF AyVxA.

Beweis:

AyA AF

A A4, R1
VxA  T43,RI1
AyVxA T38,

also AyA = AyVxA, wobei x fiir AyA nicht eingefangen wird. Mit
MT#4 erhalten wir also = AyA D AyVxA und daraus mit T44 und Rl
VxAyA = AyVxA, da AyVxA die GV x nicht frei enthilt.

Die Umkehrung von T54 gilt aber nicht.

Wir beweisen nun das folgende Substitutionstheorem:
MT7: a) Aus  A[x] folgt - A[x/y] fiir beliebige GV v.

b) Aus - A[f] folgt = A[f/B[x,,. .., x,]], wo f eine n-stellige PV ist
und die n verschiedenen GV x,,...,x, frei in B vorkommen.

Beweis: a) Mit T38 erhalten wir A[x]F AxA([x], mit T42
AxA[x]F A[x[y], also A[x] = A[x/y]. Ist also A[x] beweisbar, so auch
Alx[y].

b) Es liege ein Beweis § fiir A[f] vor. Dann ersetzen wir in § alle
Formeln C[f], welche die PV f enthalten, durch C[f/B[x,,...,x,]].
Dadurch bleibt der Charakter der Axiome von $ erhalten. Die An-
wendungen der Regel Rl in $ gehen nach ev. Anwendungen von MTS6,
D3 und R1 fiir die freie Umbenennung gebundener GV in Anwendungen
der gleichen Regel iiber. Und die Anwendungen von R2 gehen ebenfalls
in Anwendungen der gleichen Regel iiber, wenn man MT6, D3, Rl
fiir ev. notwendige freie Umbenennungen gebundener GV beniitzt und
wenn man, falls die Variablenbedingung fiir R2 nach der Einsetzung
von B[x,,..., x,] fir f verletzt ist, die fragliche GV nach MT7a frei
umbenennt.

Zum Abschlul beweisen wir noch ein Metatheorem iiber eine Normal-
formdarstellung der p.l. Formeln.

2.3.2.1 Wir sagen, eine Formel A habe prinexe Normalform, wenn A
die Gestalt Q,x;... Q.x.B hat, wo Q;x,,..., Q,x, Quantoren sind
und B eine Formel ist, die keinen Quantor enthilt. Wir nennen dann
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auch Q,x;... Q,x, das Prifix und B den Kern (oder die Matrix) der
Formel A.

Es gilt nun der Satz:

MT8: Zu jeder Formel A gibt es eine Formel Ay in prinexer Normal-
form, so daB gilt = A = Ay.

Zum Beweis geben wir ein Konstruktionsverfahren fiir Ay an, das
aus einer Reihe von dquivalenten Umformungen besteht. Die Formel
A denken wir uns dabei geschrieben in den Operatoren —, D, A, V.
Wir betrachten in jedem Schritt das erste Vorkommnis eines Quantors
von links, das 1. nicht am Anfang der Gesamtformel steht und die
gesamte auf ihn folgende Formel zum Bereich hat, und dem 2. nicht
nur Quantoren voraufgehen, sondern Teilformeln, logische Symbole
oder Klammern (in der nach den Klammerregeln reduzierten Schreib-
weise). Wenn dieses Vorkommnis in einer Teilformel steht

a) der Form —AxB, so ist diese zu ersetzen durch Vx —B
b) der Form —VxB, so ist diese zu ersetzen durch Ax —B
c) der Form AxB[x]DC, soistdiese zu ersetzen durch Vy(B[x/y] D C)

o

) der Form VxB[x]DC, soistdiese zu ersetzen durch Ay(B[x/y] 2 C)
) der Form CD AxB([x], soist diese zu ersetzen durch Ay(C D B[x/y])
) der Form CDVxB[x], soistdiese zu ersetzen durch Vy(C D B[x/y]).

- 0

In (c) bis (f) sei y eine GV, die in C nicht frei vorkommt und die, falls sie
von x verschieden ist, nicht frei in B[x] vorkommt. In endlich vielen
Schritten 148t sich so aus A eine Formel Ay in prinexer Normalform
erzeugen. Die Umformungen nach (a) bis (f) fithren die Formeln nach
T46, T51, T48, T47, T50 in dquivalente Formeln iiber, so da nach
T26 gilt - A = Ay.

Dies Konstruktionsverfahren fiir Ay wollen wir an folgendem Bei-
spiel erldutern: A sei die Formel

Vx ~Va({(x) D g(y, 2) D Ay(/(y) D —Asg(x, 2)).
Dann erhalten wir:

Ax(=Vz(f(x) Dg(y, 2)) D Ay(f(y) D —Axg(x, 2))) (d) (xkommtnichtfreiin

Ay(f(y) 2 —Axg(%, 2))
vor)

Ax(Az (f(x) D &(v, 2)) D Ay(f(y) S —Axg(x, 2)))  (b)
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A2V, (—(f(%) D gy, 27)) D Ay(f(y) D Axg(x, 2))) (c) (z kommt freiin
Ay({(y) D—Asg(x, )
vor)

AsVz Ay, (=(F(x) Dg(y, 7)) D (f(y) D—~Axg(x, 2) (€) (v kommt frei in
~(/(x) D gly, 7)) vor)

AV Ay, (~(F(x) Dg(9,2)) D7) DV —g(x,9)) (a)

AxVz Ay (= (f(x) Dg(y, %)) D Vx(f(y,) D—g(%,2))) (f) (»+ kommt nicht frei
in /(y;) vor)

AxVz Ay, V3, (—({(x) Dg(v,27)) D ({(y7) Dg(%1,2) () (x kommt frei in
(/) gy, ) vor).

Im letzten Schritt wurde die pranexe Normalform Ay von A gewonnen.
Dabei bildet der Ausdruck AxVzAy,Vx, das Prifix, der Ausdruck
=(f(x) D gy, 2)) D (f(v;) D —g(#;, 2)) den Kern der Normalform?.

Ubungsaufgaben :

1. Beweise folgende Theoreme:

a) Ax(A D B)F AxA D AxB,

b) Ax(ADB)F VA DVxB,

c) FAx(Av B) =AxAv B, wo B die GV x nicht frei enthilt,

d) FVx(AAB) =VxAAB, wo B die GV x nicht frei enthilt,

&) Axylf(x, y) D1(y, x)), Axyz(f(x, y) a 1(y, 2) D f(x, 2)) - Ax(Vyi(x, y)
O {(x, x)).

2. Forme folgende Sétze in prinexe Normalform um:

a) —Ax(Vyf(x, y) Dg(x, 2)) D Va(f(x, 2) A ~Ayg(y, %)),
b) Vx(Vag(x, y) v (%)) D Ax(g(x, y) A Vxg(y, %)) v [(y) A (%),
) Ax(Vyg(x, y) D (%)) = Vx(f(x) v ~Ayg(y, %))

Dabei sind zunichst die von —, D, A und V verschiedenen Operatoren
vermittels der Definitionen D1 bis D3 zu eliminieren, bevor das oben an-
gegebene Umformungsverfahren angewendet werden kann.

1 Man beachte, da3 die prinexe Normalform einer Formel nach unserem
Konstruktionsverfahren nur bis auf freie Umbenennungen gebundener GV
eindeutig festgelegt ist. Pranexe Normalformen lassen sich auch auf anderen
Wegen als durch das oben angegebene Konstruktionsverfahren erzeugen,
wobei man zu Formeln gelangt, die sich nicht nur durch freie Umbenennun-
gen gebundener GV voneinander unterscheiden.

Kutschera, Elementare Logik 11
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2.3.3 Die Adiquatheit des Kalkiils P1

Wir wollen uns nun iiberzeugen, da der Kalkiil P1 eine addquate
Formalisierung der P.L. darstellt, d. h. daB in 91 genau die p.l. wahren
Sitze beweisbar sind. Die Uberlegungen, die wir dazu anstellen, ent-
sprechen den Uberlegungen zur a.l. Adiquatheit des Kalkiils %1, die
wir in 1.3.5 formuliert haben. Daher empfiehlt es sich, diese Darlegungen
zundchst noch einmal ins Gedachtnis zuriickzurufen.

Zuerst untersuchen wir die Widerspruchsfreiheit von $1.

2.3.3.1 Wir nennen einen Kalkill & p.l. widerspruchsfrei, wenn in K
nur p.l. wahre Sitze beweisbar sind.

2.3.3.2 Der Kalkiil 1 ist p.l. widerspruchsfrei.

Beweis: Die Axiome nach Al bis A3 haben wir bereits als a.l.
wahre Sitze erkannt. Sie sind also auch p.l. wahre Sitze, da ja die
semantischen Festsetzungen der A.L. nach 1.3.2.1 in den Festsetzungen
2.2.2.1—c enthalten sind. Das Axiomenschema A4 liefert auch nur p.L
wahre Sitze, denn nach 2.2.2.8 gilt: wenn eine Interpretation den
Satz AxA [x] erfiillt, so erfiillt sie auch alle Sdtze A [x/y]. Nach 2.2.2.1 —c3
erfiillt also jede Interpretation den Satz AxA[x] D A[x/y]. Die Regel R1
erzeugt nach unseren fritheren Uberlegungen aus p.l. wahren Sitzen
immer nur p.l. wahre Sitze und dasselbe gilt auch fiir die Regel R2
nach 2.2.2.9 und 2.2.2.1—c3.

Demnach enthalten alle Beweise in 1 nur p.l. wahre Sitze, so dafl
alle in P1 beweisbaren Formeln p.l. wahr sind.

Aus der p.l. Widerspruchsfreiheit folgt dann auch die syntaktische
Widerspruchsfreiheit von $1 im Sinne von 1.3.5.5, da z. B. die Sitze
der Gestalt A A —A nicht p.l. wahr und also in 1 nicht beweisbar sind.

Wir nennen einen Kalkil & p.I. widerspruchsfrer i.e.S., wenn aus
dem Bestehen einer Ableitbarkeitsbeziehung A,,...,A,HqB die p.l
Giiltigkeit des Schlusses A;,..., A, - B folgt. Wir haben oben am
Beispiel der Beziehung A [x]H AxA[x] (vgl. 2.4.2 MT4) schon gesehen,
daB Pl nicht p.l. widerspruchsfrei i.e.S. ist. Es gilt aber: Aus dem Be-
stehen der Beziehung A,,..., A+, B folgt die p.l. Giiltigkeit des
Schlusses A;,..., Ay, > B. Denn aus A,,..., A, B erhalten wir mit
MT4HA;D(A,D... DAL D2B)...)undmit T37—A; A ... AA D B.
Dieser Satz ist also nach 2.3.3.2 p.l. wahr, und damit ist der SchluBl
A,,..., A, > B nach 2.2.2.7 pl. giiltig.
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Untersuchen wir nun die Vollstindigkeit von 91!

2.3.3.3 Wir nennen einen Kalkill & p.l. vollstindig, wenn alle p.l
wahren Sdtze in & beweisbar sind — p.l. vollstindig i.e.S. (oder p.L
abgeschlossen), wenn aus der p.l. Giiltigkeit des Schlusses A;,..., A, -~ B
das Bestehen der Ableitungsbeziehung A,,..., A 4 B folgt.

Da aus der p.l. Abgeschlossenheit die p.l. Vollstindigkeit folgt, so
geniigt es zu zeigen:

2.3.3.4 Der Kalkiil Bl ist p.l. abgeschlossen.

Wenn wir zum Beweis dieses Satzes die Methode nach 1.3.5.7 ver-
wenden wollen, so empfiehlt es sich zunichst, den Begriff der Konsistenz
einer Formelmenge (vgl. 1.3.5.8) unter Bezugnahme auf die Ableitungs-
beziehung t, statt i zu definieren und so zu sagen: Eine Formel-
menge M ist konsistent, wenn es keine Formel B gibt, so da8 gilt M ;B
und M, —B.

Ferner tritt beim Beweis des Hilfssatzes 1.3.5.10 dadurch eine
Schwierigkeit auf, daBl wir nicht fiir beliebige maximal konsistente
Mengen M ™ aus der Tatsache, daB ein Satz AxA [x] nicht in M* enthalten
ist, darauf schlieBen konnen, daf8 auch ein Satz der Form A [x/y] nicht
in Mt enthalten ist. Wir miissen uns also auf solche maximal konsistente
Mengen stiitzen, fiir die dieser SchluB erlaubt ist. Wir wollen sie normale
maximal konsistente Mengen nennen. Wir zeigen:

2.3.3.6b Zu jeder endlichen konsistenten Formelmenge M gibt es eine
normale maximal konsistente Menge M™.

Zum DBeweis dieses Satzes folgen wir einem Gedanken von L.
HENKIN!: A, A,,... sei eine Abzdhlung der Formeln von B, X, X,,...
sei eine Folge aller GV aus P. Wir setzen My =M und M, , =
M, v {B[x/y] D AxB[x]}?, wenn die Formel A, ; die Gestalt AxB[x]
hat. y sei dann die erste GV der Folge x,, X,,..., die weder in A,
noch in den Formeln aus M, frei vorkommt. Hat A, ; nicht die Ge-
stalt AxB[x], so setzen wir M, ,; = M,. M’ sei die Vereinigung der

1 Vgl. auch die Darstellung in [9], S. 3111, sowie die verwandten Beweis-
gedanken in [4] und [29].

® M,,; entsteht also aus M, durch Hinzunahme der Formel
B(x/y] D AxB[x].

11+
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Mengen M, (n > 0), d. h. M’ enthalte genau die Sitze, die in min-
destens einer der Mengen M, vorkommen. M* sei endlich die maximal
konsistente Menge zu M’, die nach 1.3.5.9 existiert, wenn M’ konsistent
ist. Wir zeigen:

a) M’ ist konsistent. Ist eine Menge M, ,; inkonsistent, so auch
M,. Denn entweder ist M, ; mit M, identisch, oder M, ., enthilt
eine zusdtzliche Formel B[x/y] D AxB[x]. In diesem Fall erhalten
wir aus

M, B{x|/y] D AxB[x]F,CA —C
M,y (Blx/y]DAxB[x]) DCa=C MT4
M, = Ay((Bx/y]DAxB[x])DCA—C) T38 (y kommt nicht in M, frei

vor)

M, =, Vy(B[x/y]DAxB([x])DCA—C  T48 (y soll in C nicht frei vor-
kommen)

M, b, (AyB[x/y]DAxB([x])DCA—=C  T51 (y kommt in AxB([x] nicht
frei vor)

M,y (AxB[x] D AxB[x])) DCaA=C MT6, MT5

M, CA—=C T1, R1.

M, = M ist aber nach der Voraussetzung von 2.3.3.5 konsistent, also
sind alle M, konsistent. Daraus folgt dann die Konsistenz von M’ wie
unter 1.3.5.9.

b) M* ist normal. Ist AxB[x] nicht in M*, so ist =AxB[x] in M *,
da M* maximal ist. Es ist aber B[x/y] D AxB(x] in M* fiir eine GV
y, also auch —AxB[x] D =B [x/y], also auch =B [x/y]. B[x/y] ist dann
also nicht in Mt enthalten, da M+ konsistent ist.

Damit ist der Satz 2.3.3.5 bewiesen. Wir legen nun den Beweis von
1.3.5.10 zugrunde, wobei wir M™ als normale maximal konsistente
Menge ansehen konnen und 95 als p.l. Bewertung, und fiigen im Induk-
tionsschritt noch folgenden Fall hinzu:

c) A habe die Gestalt AxB[x]. Ist AxB[x] in M ™, so sind wegen
T42 und R1 alle Formeln B[x/y] mit M* vertriglich und also in M ™.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann W(B([x/y]) = w, also auch
W(AxB[x]) = w. Ist AxB[x] nicht in M, so ist wegen der Normalitit
von M* auch eine Formel B[x/y] nicht in M*. Nach Induktions-
voraussetzung gilt dann W(B[x/y]) = f, also W(AxB[x]) = f.
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Es ist also jede endliche konsistente Formelmenge M simultan er-
filllbar durch eine p.l. Bewertung 2 und nach den Uberlegungen in
2.2.2 (vgl. insbesondere die Ubungsaufgabe Nr. 3 dieses Abschnitts)
also auch durch eine Interpretation 8. Aus diesem Resultat erhdlt man
wie im Beweis von 1.3.5.7 sofort den Satz 2.3.3.4, wenn man beachtet,
daB aus dem Nichtbestehen der Ableitungsbeziehung A,,..., A FB
auch das Nichtbestehen der Ableitungsbeziehung A,,. .., A+, B folgt!.

Will man im Beweis des Satzes 2.3.3.4 nicht die p.]. Bewertungs-
semantik beniitzen, so kann man auch direkt eine Interpretation an-
geben, die M* und also M simultan erfiillt. Dazu definiert man 8
itber der Menge der natiirlichen Zahlen, ordnet vermittels 82 der n-ten
GV die Zahl # zu und setzt fiir 8*"(f) die Menge der n-tupel von natiir-
lichen Zahlen m;,...,m,, fiir die die Formel {(%,, ,..., %, ) in M ist.
Es gilt dann fiir alle Formeln A: B(A) = w genau dann, wenn A in
M~ ist. Fiir die Atomformeln folgt das direkt aus der Definition von
8. Und ist die Behauptung bereits bewiesen fiir alle Formeln vom
Grad < m, so gilt sie auch fiir alle Formeln A vom Grad m + 7. Dabei
erledigen sich die a.l. Fille wie unter 1.3.5.7. Hat aber A die Gestalt
AxB[x], so gilt: Ist B(AxB[x]) = w, so gilt nach 2.2.2.8 B(B[x/y]) = w
fiir alle GV y, also sind nach Induktionsvoraussetzungen alle Formeln
B[x/y] in M*, also ist wegen der Normalitit von M+ auch AxB[x] in
M™. Ist aber B(AxB(x]) = f, sogibt es ein B mit B = Bund §(B [x]) = f.
Nach Definition von 8? gibt es dann eine GV vy, fiir die gilt B(y) =
%(x), nach 2.2.2.4 also $(B[x/y]) = f. Nach Induktionsvoraussetzung
ist dann B[x/y] nicht in M* und da M maximal ist, ist also auch
AxB[x] nicht in M*. — Damit ist gezeigt, daB8 B alle Formeln aus
M™* und also alle Formeln aus M erfiillt.

Wie fiir den Kalkiil %1 sieht man auch sofort ein, daB der Kalkiil $1
nicht syntaktisch vollstindig ist.

Die Frage der Unabhingigkeit der Axiome und Deduktionsregeln
von Pl ist nach dem Ergebnis 1.3.5.13 sehr einfach zu beantworten.

1 Der erste vollstindige Kalkiil der P.L. wurde von FREGE in [14]
formuliert. Dieser Kalkiil enthilt neben den in den Ubungen zu 1.3.5 an-
gegebenen a.l. Axiomen und Regeln das Axiom A4* und die Regeln R2,
SR2 und SR3. Eine exakte Formulierung der Einsetzungsregeln wurde
freilich erst spéter in [38] gefunden. Vgl. dazu [9], S. 289f. Der erste Voll-
standigkeitsbeweis fiir einen p.l. Kalkiil wurde von K. GODEL in [26]
angegeben.
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Wir deuten hier nur einen Unabhingigkeitsbeweis fiir R2 und das Schema
A4 an und iiberlassen die restlichen Diskussion dem Leser als Ubungs-
aufgabe.

Belegen wir die Formeln mit den Werten w und fim Sinne der A.L.,
wobei wir allen Formeln der Gestalt AxA den Wert § zuordnen, so
erhalten die Axiome von Pl bei allen Belegungen den Wert w und R1
erzeugt aus Sitzen mit dem Wert w nur wiederum Sitze mit dem
Wert w. Fiir R2 gilt das hingegen nicht, wie das Beispiel der Pramisse
(ADA)D(BDB) und der Konklusion (A D A)DAx(B D B) zeigt.
R2 ist also unabhingig.

Belegen wir umgekehrt die Formeln der Gestalt AXA mit dem Wert
w, so erzeugt R2 aus Sitzen mit dem Wert w immer nur Sitze mit
dem Wert w, wihrend nicht alle Sidtze nach dem Schema A4 bei allen
Belegungen den Wert w annehmen, wie das Beispiel Ax(A A —A) D
A A DA zeigt.

Ubungsaufgabe :

Diskutiere die Frage der Unabhingigkeit der Axiomenschemata und
der Deduktionsregeln von Pl im Detail!

2.4 Formalisierungen des natiirlichen SchlieBens

Nachdem wir im letzten Abschnitt mit dem Kalkiil 1 bereits einen
allen Anspriichen der Prizision geniigenden Kalkiil der P.L. aufgebaut
haben, bedarf es einer Begriindung, wenn wir in diesem Abschnitt noch
weitere Formalisierungen der P.L. zur Darstellung bringen.

Wir haben den Kalkiil 81 vorangestellt, weil er die gebrduchlichste
Gestalt eines axiomatischen Kalkiils hat, eine Gestalt, die sich wegen
ihrer Einfachheit auch didaktisch zur Einfithrung in die Formali-
sierung der P.L. empfiehlt. Der Kalkiil P1 bleibt aber in einem Punkt
unbefriedigend: Wenn man von der Definition der P.L., der Abgren-
zung ihrer Theoreme und Schliisse durch die semantischen Festlegungen
nach 2.2 ausgeht, so ist der Ubergang zum Kalkiil 1 mit gerade diesen
Axiomen und diesen Deduktionsregeln alles andere als zwingend. Tat-
sdchlich kann man sich ja neben Pl auch beliebig viele p.l. Kalkiile
mit anderen Axiomen und Deduktionsregeln einfallen lassen. In jedem
Fall ist die Adidquatheit eines solchen Kalkiils nachzuweisen, bevor man
ihn als Formalisierung der P.L. ansprechen kann. Ein solcher Adiquat-
heitsbeweis ist in keinem Fall eine triviale Angelegenheit. So ist denn
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auch erst gut 50 Jahre nach der Aufstellung eines axiomatischen Systems
der P.L. von FREGE in [14] der erste p.l. Vollstindigkeitsbeweis von
GODEL in [26] gefithrt worden. Die Schwierigkeiten solcher Voll-
stindigkeitsbeweise rithren nun u. a. auch daher, daB zwischen den
semantischen Regeln und den Axiomen und Deduktionsregeln des Kal-
kiils keine einfache und unmittelbare Beziehung besteht. Daher liegt
der Gedanke nahe, einmal den Versuch zu machen, die semantischen
Regeln direkt zu formalisieren und in die Gestalt eines Kalkiils zu
bringen, so daB der Ubergang von der Semantik zum Kalkiil zwingend
und der Vollstdndigkeitsbeweis vereinfacht wird.

Die Kalkiile, die wir in diesem Abschnitt angeben wollen, lassen
sich als solche direkten Formalisierungen der Semantik auffassen. Sie
stellen so die theoretisch befriedigendste Kalkiilisierung der P.L. dar.

Unter dem Gesichtspunkt der Wiedergabe der semantischen Fest-
setzungen durch Kalkiilregeln kann man diese Systeme der P.L. auch
als Formalisierungen des natiirlichen Schlieflens ansprechen. Mit dieser
Bezeichnung meint man zundchst das SchlieBen, wie es im Alltag und
in den Wissenschaften angewendet wird vor seiner wissenschaftlich-
logischen Systematisierung. Wenn man die Methode dieses SchlieBens
allgemein charakterisieren will, so wird man nicht davon ausgehen
konnen, daB gewisse SchluBmethoden besonders natiirlich und evident
sind, sondern man kann sagen: das natiirliche SchlieBen griindet sich
darauf, daB die Giiltigkeit von Schliissen aus der logischen Struktur
der Primisser und Konklusionen und den semantischen Festlegungen
iiber die logischen Operatoren gewonnen wird. Tatsdchlich kann ja die
Gultigkeit eines Schlusses nur von dem eingesehen werden, der die
Sprache versteht, in der die im SchluB verbundenen Sitze formuliert
sind — der Gebrauch der semantischen Festsetzungen ist also notwendig
fiir das nattirliche SchlieBen. Und die semantischen Regeln sind in
Abwesenheit logischer Kalkiile auch die einzigen logischen Gegeben-
heiten, auf die sich ein Giiltigkeitsbeweis stiitzen kann. Das natiirliche
Schlieen orientiert sich also direkt an den semantischen Festsetzungen
und eine Formalisierung des natiirlichen SchlieBens muB daher die
Gestalt einer Formalisierung der Semantik annehmen.

Fiir die A.L. spiegelt sich das Verfahren des natiirlichen SchlieBens
etwa in der Methode der Wahrheitsentwicklung der Sitze nach 1.2.4
wider. Diese Methode schlieBt sich direkt an die Bedeutungsfestlegungen
fiir die a.l. Operatoren durch die Wahrheitstabellen an und erscheint so
intuitiv besonders durchsichtig und natiirlich. Fiir die P.L. hat zuerst
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GERHARD GENTZEN in [25] Kalkiile des natiirlichen Schliefens auf-
gestellt. Die p.l. Regeln seiner Kalkiile N J und NK sind dann insbeson-
dere von W. V. QUINE in [56] und [59] der Idee des natiirlichen Schlie-
Bens noch besser angepaBt worden. Die eleganteste Form nehmen
diese Kalkiile jedoch an, wenn man zur Sequenzen-Schreibweise iiber-
geht, wie das GENTZEN vorgezeichnet hat. Eine zweite Entwicklungs-
reihe der Formalisierungen des natiirlichen SchlieBens geht von der
Methode der semantischen Tafeln von E. W. BETH in [4] aus. Auch
die Grundgedanken dieser Formalisierung lassen sich am besten in der
Form eines Sequenzenkalkiils zum Ausdruck bringen.

Im folgenden wollen wir bei der Darstellung der Kalkiile des natiir-
lichen SchlieBens aber nicht diesen historischen Entwicklungslinien
folgen, sondern mit der Formalisierung der BeTHschen Gedanken im
Sequenzenkalkiil P2 beginnen, der die Idee des natiirlichen SchlieBens,
wie wir sie oben formuliert haben, besonders klar zum Ausdruck bringt.
Auf die Methode der semantischen Tafeln geht dann der Abschnitt
2.4.1.4 ein. Im Abschnitt 2.4.2 gewinnen wir aus B2 direkt den GENTZEN-
schen Sequenzenkalkiil $3, fiir den eine eigene semantische Begriindung
angegeben wird, die eine kurze Charakterisierung auch der intuitionisti-
schen Logik ermoglichen soll. Auf den Kalkiil NK von GENTZEN und
seine Modifikation nach QUINE endlich kommen wir im Abschnitt
2.4.2.5 zu sprechen. Im Zentrum unserer Aufmerksamkeit sollen aber
vor allem die Sequenzenkalkiile $2 und P3 stehen, ihre semantische
Begriindung und die Analyse ihres Beweisbegriffes. Wenn der Umgang
mit solchen Sequenzenkalkiilen auf den ersten Blick vielleicht kompli-
zierter erscheinen mag, als der Umgang mit Systemen wie P1, so hoffen
wir doch, daB3 der Leser an dieser Stelle schon die Scheu vor neuen
Symbolismen verloren hat und sich der Miihe der Einarbeitung in eine
ungewohnte Ausdrucksform im Hinblick auf die theoretische und prak-
tische Bedeutung solcher Sequenzenkalkiile unterziehen wird.

2.4.1 Der Kalkiil p2

2.4.1.1 Der Aufbau des Kalkiils P2. Dem Kalkiil P2, den wir als
eine erste Formalisierung des natiirlichen SchlieBens zur Darstellung
bringen wollen, liegt folgender Gedanke zugrunde: Bei der a.l. Methode
der Wahrheitsentwicklung geht man aus von den moglichen Wahrheits-
annahmen fiir die atomaren Bestandteile eines Satzes A, dessen a.l.
Wahrheit gepriift werden soll, und sucht zu zeigen, daB A fiir jede dieser
Annahmen auf Grund der Bewertungsregeln den Wert w annimmt.
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Ebenso hidtte man ein indirektes Verfahren zur Anwendung bringen
konnen, bei dem man versucht, eine Bewertung zu konstruieren, die
dem Satz A den Wert f zuordnet. Dann wird man von der Wahrheits-
annahme f fiir A ausgehen und vermittels der Bewertungsregeln auf die
Wahrheitswerte der Teilsdtze von A zuriickschlieBen und so eine Wahr-
heitswertverteilung fiir die Atomsitze von A aufsuchen, die A den Wert
f zuordnet und so zeigt, daB A nicht von allen Bewertungen erfiillt
wird, also nicht a.l. wahr ist. Scheitert man bei diesem Versuch, eine
Bewertung zu konstruieren, die A nicht erfiillt, so weil man, daB es
keine solche Bewertung gibt, daB also alle Bewertungen A erfiillen, und
hat damit einen Beweis fiir die a.l. Wahrheit von A.

Dazu einige Beispiele:

I) Wir untersuchen die Formel p v —p auf ihre a.l. Wahrheit und
gehen also von der Annahme aus, es sei W(p v —p) = f fiir eine Bewer-
tung W. Dann muB nach 1.3.2.1—c gelten W(p) = f und W(—p) =T,
nach 1.3.2.1—a also B(p) = w. Nun gibt es aber keine Bewertung B,
die einer Formel zugleich die Werte w und f zuordnet — eine Bewertung
sollte ja eine Funktion sein und eine Funktion nimmt fiir jedes Argu-
ment nur einen Wert an. Es kann also nicht gelten () = w und
MW(p) = f, also ist die Formel p v —p logisch wahr.

II) Wir untersuchen die Formel ((p D ¢) D ) D¢ und gehen von
der Annahme aus, es sei W(((F Dg) Dp) D¢) = f. Dann finden wir
nach 1.3.2.1—d:a) W((p D ¢) Dp) = wund b) W(g) = f. Aus (a) folgt:
c) W(p Dg) = foder d) W(p) = w. Aus (c) folgt aber W(p) = w und
W(g) = f. Eine Bewertung W, fiir die gilt W(p) = w und W(g) = |
erfiillt also die Formel ((p D g¢) D p) D ¢ nicht, d. h. diese Formel ist
nicht a.l. wahr.

III) Wir untersuchen nun die p.l. Formel VxAyf(x, y) D AyVxf(x,y)
und nehmen an, es sei W(VxAyf(x, y) D AyVxf(x, y)) = f, wobei W nun
eine p.l. Bewertung sei. Dann gilt W(VxAyf(x, y)) = o und W(AyVx
f(x, y)) = f. Daraus folgt, daB es GV » und v gibt, so daB gilt
W(Ayf(#, ¥)) = w und W(Yxf(x, v)) = f. Insbesondere muB dann auch
gelten W(/(w, u)) = W(f(w,v)) = w und W (w, v)) = W(f(v, v)) = f.
Nun gibt es aber keine Bewertung B, fiir die gelten kénnte W(f(x, v)) = w
und W(f(#, v)) = §, und daher gibt es auch keine Bewertung, fiir die
gilt W(VxAyf(x, y) D AyVxf(x, y)) = T.
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Dieses Verfahren ist auch dann anwendbar, wenn gezeigt werden
soll, daB eine Formel A logisch falsch ist — dann hat man von der An-
nahme (A) = w auszugehen — oder allgemein, wenn gezeigt werden
soll, daB ein SchluB A,,..., A - B,,..., B, logisch giiltig ist — dann
hat man von der Annahme W(A;) = ... = W(A,) = w und W(B,;) =
... = MW(B,) = { auszugehen.

Das bisher nur lose angedeutete Verfahren soll nun zu einem formalen
Beweisverfahren prizisiert werden im Kalkiil 2. Dabei legen wir im
folgenden die in 2.2.2 dargestellte p.l. Bewertungssemantik zugrunde,
fiir welche die Gedanken der Formalisierung etwas durchsichtiger wer-
den. Aus der Aquivalenz von Bewertungs- und Interpretationssemantik
ergibt sich aber sofort auch die Ubertragung der nachstehenden Uber-
legungen in die Interpretationssemantik.

- A und T seien im folgenden immer Reihen von Formeln, die durch
Kommata getrennt sind. Diese Reihen kénnen evtl. nur eine Formel
enthalten oder auch gar keine. Ist (A; ') das geordnete Paar von Formel-
mengen, dessen erstes Glied die Menge der Formeln aus A, dessen
zweites Glied die Menge der Formeln aus [ ist, so kénnen wir durch
{A;T) eine Wahrheitsannahme B charakterisieren, die alle Formeln
aus A erfiillt, aber keine der Formeln aus I.

Die Schritte unseres Beweisverfahrens bestehen nun in der Erzeu-
gung von Wahrheitsannahmen aus Wahrheitsannahmen, also von
Paaren (A;T) aus Paaren (A’;). Eine Formalisierung dieses Ver-
fahrens muB aber ein syntaktisches Verfahren ergeben, in dem Aus-
driicke aus Ausdriicken erzeugt werden. Daher wollen wir die Paare
{A;T) durch Ausdriicke reprisentieren.

2.4.1.1.1 Als Sequenz (kurz SQ) bezeichnen wir einen Ausdruck der
Gestalt A,,...,A_ = B,,..., B, woA,,...,A ,B,,...,B, Formeln von
P sind. Die Formeln A,,. .., A, bezeichnen wir auch als Vorderformeln
(kurz VF), die Formeln B,,.. ., B, als Hinterformeln (kurz HF) der SQ.
Wir lassen zu, daB entweder die Menge der VF oder die Menge der HF
einer SQ leer ist. Auch die Ausdriicke = B,,..., B und A,,..., A -,
nicht aber das Zeichen = sind also SQ.

2.4.1.1.2 Wir sagen, eine SQ A = [ reprisentiere eine Wahrheits-
annahme (A’; ), wenn A mit A’ und ' mit I identisch ist. Und wir
sagen, eine Bewertung W erfiille eine SQ X, wenn M alle VF von 2, aber
keine HF von X erfiillt.
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Welcher Sprache gehéren nun die SQ als Ausdriicke an? Die SQ-
Formeln, d. h. die VF und HF, gehoren der Sprache P an, nicht hin-
gegen das Zeichen =. Also sind die SQ keine Ausdriicke von B. Wir
konnen aber zu P eine Sprache P’ bilden, deren Formeln gerade die
SQsind. P’ ist dann die Objektsprache, auf die wir uns beziehen, wenn
wir iiber SQ reden und SQ-Kalkiile formulieren.

Die Reihenfolge und die Héufigkeit, mit der man die Elemente einer
Mengenennt, spielt fiir die Abgrenzung dieser Menge keine Rolle. Dahergilt :
(OAB A TY =(0,B A AT, (AT, A B, IM"Yy=(A;T,B,A, T,
AAA;TY =(AA; Ty und (A; A A, T)=(A; A, T). Hingegen be-
wirkt eine Verdnderung der Reihenfolge oder der Hiufigkeit des Vor-
kommens der Bestandteile eines Ausdrucks eine Verdnderung des
Ausdrucks selbst: so ist z. B. baabb ein anderer Ausdruck als ab. Daher
gelten die analogen Identitdten fiir SQ nicht. Im Hinblick auf unsere
Absicht, durch SQ Wahrheitsannahmen zu reprisentieren, werden wir
demnach unter die Deduktionsregeln von $2 folgende Regeln aufneh-
men, die diese Diskrepanz zwischen Paaren von Formelmengen und SQ
wieder aufheben:

VT: A A, B,A"=T+A,B,A A = I (Regel der vorderen Vertauschung)
HT: A= TAB"—A=T,B,A," (Regel der hinteren Vertauschung)
VR: AAA=>=THAA=T (Regel der vorderen Kontraktion)
HR: A= A A THA= AT (Regel der hinteren Kontraktion)?!.

Diese Regeln bezeichnen wir auch als Strukturregein. Wenn man
Anwendungen der Strukturregeln nicht explizit hervorhebt, wie wir
das im folgenden oft tun werden, so behandelt man SQ praktisch wie
geordnete Paare von Formelmengen. Dadurch kénnen keine Unklar-
heiten entstehen. Wichtig ist es nur, im Auge zu behalten, daB in for-
malen SQ-Kalkiilen die SQ prinzipiell als Ausdriicke angesehen werden
miissen.

Wenn wir uns der Kiirze wegen zunichst auf die Grundoperatoren
beschrianken, so erhalten wir aus den Bewertungsbedingungen in 1.3.2
und 2.2.2 folgende Beziehungen:

2.4.1.1.3

a) Wenn B die SQ A, —A = I erfiillt, so auch die SQ A = A, T.

1, ist nun das Ableitbarkeitssymbol fiir P2, das zwischen SQ steht.
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b) Wenn ® die SQ A = —A, [ erfiillt, so auch die SQ A, A = T.

c) Wenn B die SQ A,ADB = T erfiillt, so auch die SQ A = A, T
oder A,B = T

d) Wenn @ die SQ A = A DB, l"erfiillt, so auch die SQ A, A = B, T.

e) Wenn W die SQ A, AxA[x] = [ erfilllt, so auch die SQ
A, A(x[y] = [ fiir eine beliebige GV y.

f) Wenn die SQ A = AxA([x], I erfiillbar ist, so auch die SQ
A = A[(x/y], [, wobei y eine GV ist, die in den Formeln aus A, und
in AxA [x] nicht frei vorkommt.

Anstelle der letzten Beziehung erhidlt man zunichst die Bedingung:
Wenn B, die SQ A = AxA[x], [ erfiillt, so gibt es eine GV z, so
daB W, die SQ A = A[x/z], I erfiillt. Ist z =y, so gilt also auch (f).
Ist z # y, so sei ¢ eine eineindeutige Abbildung der Menge I der GV
von P auf sich selbst, so daB gilt ¢(x) = x fiir alle GV x, die frei in
den Formeln A, T, AxA[x] vorkommen, und ¢(y) = z. Wir definieren
dann eine Bewertung 3, durch W,(f(x,,. . ., X)) = W;(f(p(xy),- - ., @(xy)))
fiir alle Atomformeln f(x,,...,x,). Durch Induktion nach dem Grad
der Formeln A[x,,..., X,], in denen Xx,,..., x, jeweils die einzigen frei
vorkommenden GV seien, sieht man dann sofort ein, daB allgemein
gilt Wy(Alxy.. .., %,]) = By(ALG/p(x),- ., X,/p(x,)]). Es gilt in
unserem Fall also insbesondere ,(A) = ,(A) fiir alle Formeln A aus
A, T und BW,(A[x/y]) = B(A[x/z]) = f. W, erfiillt also die SQ
A = Alx/y], TL

Die Bedingungen 2.4.1.1.3 sollen nun in Deduktionsregeln unseres
Kalkiils B2 iibersetzt werden. Im Fall der Bedingung (c) treten dabei
zu einer Pramisse zwei Konklusionen auf. Eine Beweiskonstruktion
kann daher in P2 etwa folgende Gestalt annehmen:

! Im Rahmen der Interpretationssemantik hidtte man hier so zu argu-
mentieren: Gilt B,(AxA[x]) = f, so gibt es eine Interpretation —Q-Bl mit
53.1? B, und EI(A[X]) =f{. Ist y mit x identisch, so erfiillt also 53—, die
SQ A = A[x/y],l. Andernfalls wahlen wir eine Interpretation B, mit
B, < B, und By(y) = ©,(x), so daB nach 2.2.2.4 gilt By(A[x/y]) =f B

erfiillt in diesem Fall also die SQ A = A[x/y], .
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A) = (A D—A)D—-A oder als Schema B) 2
AD—-A = —A d ZTI
= A, —=A —A = —A ¢ 2_71; Zie
=~ —A, 1} HT Ziun Zum Zum
A=A b . . :

Wir erhalten also eine Figur von der Gestalt eines auf dem Kopf
stehenden Baumes mit der Wurzel X,. Als Ast eines solchen Baumes
bezeichnet man eine Folge von SQ, die mit X, beginnt und deren
(n + 1)-tes Glied X, oder X, ist, wenn X, das n-te Glied der Folge ist.
o stehe dabei fiir eine Folge der Ziffern ,1' und ,,2".

Da eine exakte Beschreibung solcher Beweisfiguren nicht ganz
unkompliziert ist, erweist es sich fiir theoretische Zwecke als giinstig,
die Beweise in P2 nicht als Biume, sondern als lineare Folgen von
Zeilen anzuschreiben, die jeweils eine oder mehrere, dann durch ,,;*
getrennte SQ enthalten. Unsere Beispiele sind demnach umzuschreiben
in die Form:

A) = (AD—-A)D-A B) X,
AD—A = —A 211
= A, ﬂA; —A = —A 2111 N 2112
= '—|A, A;—-A = —A 21111; 2112
A=A ;A = DA 2 Znue Zue
2.4.1.14 Eine oder mehrere, dann durch das Zeichen ,,;*" getrennte

SQ bezeichnen wir als Seguenzen-Satz (kurz SS). Die SQ, aus denen
ein SS besteht, bezeichnen wir als seine Konstituenten. Wir lassen auch
leere SS zu, d. h. SS, die keine Konstituenten enthalten. Auch die SS
konnen wir als Ausdriicke der Objektsprache P’ auffassen, wenn wir
zu den Grundzeichen dieser Sprache das Symbol ,,;* hinzunehmen.

SS reprédsentieren dann mehrere alternative Wahrheitsannahmen
— vgl. die Bedingung 2.4.1.1.3—c — und wir sagen daher:

2.4.1.1.b Eine Bewertung erfiillt einen SS, wenn sie mindestens einen
seiner Konstituenten erfiillt.

Beweise in P2 nehmen also die Form von linearen Folgen von SS
an. Fir manche Zwecke erweist es sich auch als giinstig, die in den
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Bedingungen 2.4.1.1.3 jeweils in den Konklusionen eliminierten For-
meln der Primissen, die sog. Hauptformeln, auch in den Konklusionen
mitzufiihren. Im Fall der Bedingung (e) ist das fiir die Vollstandigkeit
des Kalkiils sogar notwendig. Offenbar gelten die Bedingungen 2.4.1.1.3
auch in dieser Formulierung. Dann nehmen die Regeln von P2 folgende
Gestalt an:

2.4.1.1.6

VI: 2,0 A B A =T 2'H2,ABAAN =T

Dabei sind X' und 2" (evtl. leere) SS, in denen gewisse Konstituenten
der Primisse wie in den Beispielen (A’) und (B’) unverdndert mit-
gefithrt werden. Die néher spezifizierte SQ der Prdmisse nennen wir
Haupt-SQ, die ndher spezifizierten SQ der Konklusion Neben-SQ der
Regelanwendung.

HT: 2;A =T, A BT 2HX;A=>T,BAT; 2%

VR: 2:AAA =T 20F20A=T; 2

HR: 2;A = A ANYEFZ, A= AT 2

VN: 2; A, —A > r;Z""Z; A, —A = A,I’;Z"
(Regel der vorderen Negationsbeseitigung)

Die niher spezifizierte Formel der Haupt-SQ bezeichnen wir hier
und in den folgenden anderen logischen Regeln, im Gegensatz zu den
Strukturregeln, als Hauptformel, die niher spezifizierten Formeln der
Neben-SQ, die von der Hauptformel verschieden sind, als Nebenformeln.

HN: 2:A = =A ;220 A= —A T Y
(Regel der hinteren Negationsbeseitigung)
VI: 2;AADB=-=YFH2;AADB=>AT;ANADB B=T;2
(Regel der vorderen Implikationsbeseitigung)
HI: ;A= ADB,;2'H2;AA= B ADB, ;2
(Regel der hinteren Implikationsbeseitigung)
VA: ;A AxA[x] = ;225 A AxA[X], Alxly] = I 27,
wo y eine beliebige GV ist. (Regel der vorderen Allbeseitigung)
HA: J;A = AxA[x], M 22 A = Alx]y], AxA[x], T; 2",
wo y eine GV ist, die in den Formeln der Haupt-SQ nicht frei
vorkommt (Regel der hinteren Allbeseitigung).
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Der Beweisbegriff fiir P2 ist dann wie folgt zu formulieren:

2.4.1.1.7 Als Herleitung aus einer SQ X' in P2 bezeichnen wir eine
Folge von SS, deren erstes Glied X' ist und deren sidmtliche iibrigen
Glieder aus dem ihnen unmittelbar vorhergehenden Glied der Folge
durch einmalige Anwendung einer der Deduktionsregeln von B2 her-
vorgehen.

2.4.1.1.8 Wir nennen eine SQ geschlossen, wenn eine ihrer VF auch als
HF auftritt, d. h. wenn sie die Gestalt A, A, A’ = I, A, " hat. Einen
SS nennen wir geschlossen, wenn alle seine Konstituenten geschlossen

. sind.

2.4.1.1.9 Als Bewess einer SQ 2'in P2 bezeichnen wir eine Herleitung
aus 2 in P2, die einen geschlossenen SS enthilt. Ist eine SQ X in P2
beweisbar, so schreiben wir auch 2. Ist die SQ A = [ in P2 beweis-
bar, so nennen wir auch den Schluf A - I, den sie reprisentiert,
beweisbar in P21.

Die Herleitung (A’) ergibt so z. B. einen Beweis in $2, wenn man die
Hauptformeln in den Konklusionen mitfithrt. $2 ist also ein Kalkiil,
der keine Axiome enthilt, sondern nur Deduktionsregeln. Ein Beweis
in P2 beginnt im Gegensatz zu den axiomatischen Kalkiilen mit dem zu
beweisenden Ausdruck und endet mit gewissen ausgezeichneten
Ausdriicken, den geschlossenen SQ, die in axiomatischen Kalkiilen
als Axiome anzusprechen wiren und dort an der Spitze der Beweise
stiinden.

Das Beweisverfahren im Kalkiil P2 wollen wir spiter einiiben,
wenn wir auch Regeln fiir die iibrigen logischen Operatoren zur Ver-
figung haben. Jetzt wenden wir uns dem Addquatheitsbeweis fiir P2 zu.

2.4.1.2 Die Addguatheit des Kalkiils $2. Wir gehen von folgenden
Sitzen aus:

2.4.1.2.1 Ein SchluB A - [ ist p.l giiltig genau dann, wenn die SQ
A = T nicht erfiillbar ist.

1 Aus der Beweisbarkeit eines Schlusses X' in P2 folgt auch die Beweis-
barkeit aller SQ, die X reprasentieren, denn diese lassen sich ja vermittels
der Strukturregeln aus einer beliebigen SQ gewinnen, die X reprisentiert.
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Das folgt unmittelbar aus den Definitionen 2.2.2.7 und 2.4.1.1.2,
sowie dem Satz iiber die Aquivalenz von Bewertungs- und Interpreta-
tionssemantik in 2.2.2.

2.4.1.2.2 Ein geschlossener SS ist nicht erfiillbar.

Das ergibt sich sofort aus 2.4.1.1.8, 2.4.1.1.2 und der schon oben
beniitzten Tatsache, daB keine Bewertung ein und derselben Formel
die Werte w und f zuordnen kann.

2.4.1.2.3 Ist die Priamisse einer der Deduktionsregeln von P2 erfiill-
bar, so auch deren Konklusion.

Da die von der Haupt-SQ verschiedenen SQ der Pridmisse in der
Konklusion unverdndert auftreten, muB man sich nur iiberlegen, daf
aus der Erfiillbarkeit der Haupt-SQ die Erfiillbarkeit einer der Neben-
SQ folgt. Das ist aber fiir die Strukturregeln trivial und fiir die logi-
schen Regeln folgt es direkt aus den Bedingungen 2.4.1.1.3.

2.4.1.2.4 Der Kalkiil P2 ist p.l. widerspruchsfrei i.e. S.

Beweis: Ist ein SchluB A - I' und damit die SQ A = I in P2 beweis-
bar, so gibt es nach 2.4.1.1.9 eine Herleitung aus A = [, die einen
geschlossenen SS 2 enthilt. 2 ist nach 2.4.1.2.2 nicht erfiillbar, also
ist nach 2.4.1.2.3 auch A = [ nicht erfiillbar und somit ist A - " nach
24121 pl giltig.

Fiir den Beweis der p.l. Vollstindigkeit von $2 miissen wir uns auf
die Existenz von Herleitungen mit einer gewissen Vollstindigkeits-
eigenschaft stiitzen:

2.4.1.2.6 Ist § eine Herleitung aus einer SQ 2, in P2, so nennen wir
eine Folge & von SQ, die aus jedem SS von $ genau einen Konstituenten
enthilt, einen Ast von $, wenn gilt: das (» + 7)-te Glied 2, , von &
(n = 7) ist mit dem #-ten Glied 2, von & identisch oder es ist eine Neben-
SQ von X,.

2.4.1.2.6 Wir nennen eine Herleitung $ aus X vollsténdig, wenn fiir
jeden Ast § von $, der keine geschlossene SQ enthilt, gilt: Jede nicht-
atomare VF bzw. HF (einer SQ) von § tritt in (einer SQ von) & als
vordere bzw. hintere Hauptformel auf, und zu jeder GV y, die frei in
einer Formel von § vorkommt und zu jeder VF von & der Gestalt
AxA[x], tritt in § die VF A[x/y] auf.
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2.4.1.2.7 Zu jeder SQ X' gibt es eine vollstindige Herleitung aus 2
in P2.

Der Beweis dieses Satzes soll spiter in anderem Zusammenhang
nachgeholt werden. Zunichst wollen wir ihn beniitzen, um die Voll-
stindigkeit von P2 nachzuweisen.

2.4.1.2.8 Der Kalkiil P2 ist p.l. vollstindig i. e. S.

Wir zeigen: Ist der SchluB A - [ nicht in P2 beweisbar, so ist
A — T nicht p.l. giiltig. Daraus folgt durch Kontraposition die Behaup-
tung. Ist A > I nicht in P2 beweisbar, so gibt es nach 2.4.1.2.7 eine
" vollstindige Herleitung $ aus A = [, die keinen geschlossenen SS ent-
hialt. Also gibt es einen Ast & von §, der keine geschlossene SQ enthilt.
Da alle Formeln einer Haupt-SQ auch in den zugehorigen Neben-SQ
auftreten, sind ja alle in einem Ast auf eine geschlossene SQ folgenden
SQ geschlossen. Gébe es also in jedem Ast §; von $ eine geschlossene
SQ in der Zeile n,;, so enthielte der SS von $ mit der groBten dieser
Zeilennummern einen geschlossenen SS. Wir definieren nun bzgl. §
eine Bewertung , von der gezeigt werden soll, daB sie die SQ A = [
erfilllt. [* sei die Menge der GV, die in den Atomformeln von § vor-
kommen. Die Funktion ¢ bilde die Menge I" aller GV von P auf *
ab, so daB M identisch auf * abgebildet wird {d. h. es gilt ¢(x) = x
fur alle x aus *). Wir setzen dann:

W(A) = w, wenn A eine atomare VF von § ist,
MW(A) = f, wenn A eine atomare HF von § ist,

W(A) erhdlt einen beliebigen Wahrheitswert, wenn A eine Atomformel
mit GV nur aus * ist, die in ¥ nicht vorkommt, und

WE(x,,. .., %)) = WE(@P(x,),. .., p(x,)) fir alle n-stelligen PV f und
alle GV x,,...,x, aus I.

Diese Definition von  ist korrekt, da eine Atomformel A von &
nicht zugleich als VF und als HF in § auftreten kann. Kédme A in einer
SQ von § als VF, in einer anderen SQ von § als HF vor, so wire ja die
spitere dieser beiden SQ bzgl. A geschlossen, da die spétere SQ alle
Formeln der fritheren enthdlt. Das steht aber im Widerspruch zur
Annahme iiber §.

Kutschera, Elementare Logik 12
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Durch Induktion nach dem Formelgrad von A findet man sofort,
daB fiir alle Formeln A gilt: 1) W(A[x]) = W(A[p(x)]).

Wir zeigen nun durch Induktion nach dem Formelgrad, daB  alle
VF von § erfiillt, aber keine HF von § Nach Definition von 2B gilt
das sicher fiir alle Atomformeln von §. Sei nun die Behauptung schon
bewiesen fiir alle Formeln vom Grad < m von § und sei die Formel A
von § vom Grad m + 7. Dann finden wir: Hat A die Gestalt =B
und ist A VF von @, so tritt =B wegen der Vollstindigkeit von $ in &
als Hauptformel auf und B tritt dann als zugehérige Nebenformel in
¥ gemdB der Regel VN als HF auf. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt dann W(B) = f, also W(—B) = w. Analog argumentiert man,
wenn —B HF von § ist. Sei nun A von der Gestalt B D C und sei A
VF von § Wegen der Vollstindigkeit von $ und nach VI tritt dann
in § B als HF oder C als VF auf. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
also W(B) = | oder W(C) = w, also WBDC) =w. Ist BOC HF
von §, so tritt wegen der Vollstindigkeit von ¥ B als VF und C als
HF in § auf, so daB nach Induktionsvoraussetzung gilt (B) = w und
W(C) = f, also W(B D C) = f. Ist A eine VF von & der Gestalt AxB[x],
so treten wegen der Vollstindigkeit von $ alle Formeln B[x/y] mit
einer GV y aus [* als VF von § auf, so daB nach Induktionsvoraus-
setzung gilt W(B[x/y]) = w fiir alle GV y aus *. Nach (1) gilt dann
aber W(B[x/z]) = w fiir alle GV z, also W(AxB[x]) = w. Ist A eine
HF von § der Gestalt AxB[x], so tritt wegen der Vollstandigkeit von
% und HA die Formel B[x/y] fiir eine GV y als HF in & auf, so daf
nach Induktionsvoraussetzung gilt W(B[x/y]) = f, also W(AxB[x]) = .

W erfiillt also alle VF von &, aber keine der HF von § W erfiillt
demnach auch die SQ A = I, so daB der SchluB A - I nach 2.4.1.2.1
nicht p.l. giiltig ist, was zu beweisen war?.

2.4.1.3 Normale Herleitungen. Wir wollen nun den Beweis des Satzes
2.4.1.2.7 nachholen und anschlieBend einige Bemerkungen iiber die
praktischen Aspekte des Beweisverfahrens in P2 machen.

1 Bei Zugrundelegung der Interpretationssemantik wiirde man hier
wie folgt argumentieren: Ist [* k-zahlig, so sei B eine Interpretation tiber
einem k-zahligen Bereich y und 82 bilde [* auf y ab. B3 *(f) sei fiir eine
n-stellige PV f die Klasse aller n-tupel ay,..., a, aus y, zu denen es GV
X7,. .., X, Mit B(x7) = a7 und ... und B(x,) = a, gibt, so daB f(xy,..., x,)
VF von § ist. Dann gilt B(A) = w fiir alle VF A von § und B(A) = f
fiir alle HF A von &, wie man durch Induktion nach dem Grad der Formeln
A leicht beweist.
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2.4.1.3.1 Wir nennen eine Herleitung $ #normal, wenn sie folgenden
Bedingungen gentigt:

1. Anstelle der Regeln VA und HA werden in § folgende Regeln
angewendet:

VAT Z A ARA[x] = M 22 A AA[X], AlR]y, ), ARy = T 27

Dabei seien y,. .., y, genau die GV, die in den Formeln der Haupt-
SQ frei vorkommen. Kommt dort keine GV frei vor, so ist n = 1 und
y; beliebig zu wihlen.

HAT: Z5A = AXA[x], ;225 A, By [x,/y],- . ., By[x/y] = A[x/y],
AxA[x],[; 2

Dabei sei y eine GV, die in den Formeln der Haupt-SQ nicht frei
vorkommt, und B;{x;/y] (i = 1,..., s) sollen solchen Formeln AxB,[x,]
aus A entsprechen, die in dem Herleitungsast bereits als Hauptformeln
aufgetreten sind, dem die Haupt-SQ angehort.

Eine Anwendung der Regel VA" lduft auf eine n-fache Anwendung
der Regel VA und Anwendungen von VT hinaus. Eine Anwendung
von HA™ 14uft auf eine Anwendung von HA mit nachfolgender s-maliger
Anwendung von VA (bzw. VA1) und Anwendungen der Strukturregeln
hinaus. Die Forderung (1) besagt also: wenn in $ die Regel VA bzw.
HA angewendet wird, so in der Weise und mit solchen nachfolgenden
Regelanwendungen, da8 sich die Konklusion von VAt bzw. HA™ ergibt.

2. Die B,[x;/y]-Formeln in der Konklusion von HA' nennen wir
nicht Nebenformeln, sondern Sekunddrformeln (kurz SF) der zugehorigen
Hauptformel von HAT, Ist A SF von B, so nennen wir auch die Neben-
formeln von A, sowie deren Nebenformeln usw. SF von B. Ist A keine
SF einer anderen Formel, so sagen wir, A sei SF vom Rang 0. Ist A
SF einer SF vom Rang #, so nennen wir A SF vom Rang » + 7. Die
zweite Forderung an eine normale Herleitung § beinhaltet nun, daB
bei der Konstruktion von $ Deduktionsregeln auf SF vom Rang #»
nur dann angewendet werden, wenn Deduktionsregeln auf SF vom
Rang < » nicht mehr angewendet werden konnen.

1 Die Aussage, daB eine Formel (genauer: ein Formelvorkommnis) A
SF vom Rang = ist, oder SF einer Formel B ist, bezieht sich also immer
auf das Vorkommnis von A in einer bestimmten SQ einer bestimmten
Herleitung.

12¢
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Zum Zeichen fiir diese Restriktion kann man auch die B;[x;/y]-
Formeln der Konklusion von HA' in eckige Klammern setzen und
diese Klammern erst dann fortlassen, wenn Deduktionsregeln auf nicht
eingeklammerte Formeln nicht mehr angewendet werden kénnen.
Deduktionsregeln sollen dann auf eingeklammerte Formeln nicht an-
gewendet werden.

3. Man kann sagen, ein Vorkommnis % einer Formel A in einer
SQ 2 des Herleitungsastes § sei dasselbe Vorkommnis wie ein Vor-
kommnis %’ von A in einer SQ X’ von §, wenn % und %’ zusammen-
fallen, sofern man 2 gemiB den in & zwischen X und X" liegenden
Deduktionsschritten in 2’ abdndert. Dann besagt die dritte Forderung
an normale Herleitungen $, daB in einem Faden von $ dasselbe Formel-
vorkommnis nicht zweimal als Hauptforme] auftreten soll. Zum Zeichen
dafiir kénnen wir die Hauptformeln in den Konklusionen der Deduk-
tionsregeln unterstreichen und festsetzen, daB auf unterstrichene For-
meln Deduktionsregeln nicht mehr angewendet werden sollen.

Die Griinde, die zu einer Spezialisierung auf normale Herleitungen
fiihren, sollen weiter unten an Hand von Beispielen anschaulich gemacht
werden. Die leitende Absicht ist jedenfalls, eine Strategie fiir den Auf-
bau von Herleitungen anzugeben, die immer zu einem Beweis fiihren,
wenn die Anfangs-SQ tiberhaupt beweisbar ist. DaB in den definieren-
den Bedingungen fiir normale Herleitungen eine solche Strategie zum
Ausdruck kommt, zeigen die folgenden drei Sitze.

2.4.1.3.2 Jede normale Herleitung, deren Aste nur mit solchen SQ
enden, die geschlossen sind, oder die nur atomare und unterstrichene
Formeln enthalten, ist vollstdndig.

Aus jeder SQ kann man eine normale Herleitung konstruieren.
Der Satz besagt nun, daB man damit immer eine vollstindige Her-
leitung erhilt, sofern man die normale Herleitung nur hinreichend lang
macht. , Hinreichend lang kann dabei u. U. auch heiBen, daBl man
die normale Herleitung unendlich lang machen muB. Eine solche
unendlich lange Herleitung kann man natiirlich nicht anschreiben, das
spielt aber fiir unsere Zwecke keine Rolle, da wir Herleitungen nicht
als graphische Figuren, sondern als abstrakte SS-Folgen charakterisiert
haben. Aus 2.4.1.3.2 folgt dann sofort der Satz 2.4.1.2.7, den wir zum
Beweis der Vollstindigkeit von P2 verwendet haben.
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Zum Beweis von 2.4.1.3.2 zeigen wir:

1. Der Abschnitt einer normalen Herleitung $ von der ersten Regel-
anwendung auf eine SF vom Rang # (#n > 0) bis zur ersten Regelanwen-
dung auf eine SF vom Rang # + 7 ist endlich. Sei X' der SS von §, in
dessen Konstituenten nur mehr SF vom Rang # zur Regelanwendung
offenstehen. 2" sei ein Konstituent von 2. Dann ist die Summe der
Grade der nichtunterstrichenen Formeln von 2, die SF vom Grad < #
sind, gleich 0. Ist s die Summe der Grade der nichtunterstrichenen
SF vom Rang %, so erniedrigt sich s bei Konstruktion einer normalen
Herleitung aus 2’ in jedem Schritt auBer bei Anwendung von VA™.
Da nur endlich viele vordere Allformeln als SF vom Rang » auftreten
kénnen und da die Anzahl der in der Herleitung aus X" auftretenden
freien GV endlich sein muB, wird s nach endlich vielen Schritten gleich
0, d.h. nach endlich vielen Schritten erhilt man aus 2’ einen SS,
in dem nur noch SF vom Rang 7 + 7 zur Regelanwendung offenstehen.
Die Herleitung aus 2’, in der Deduktionsregeln nur auf SF vom Rang »
angewendet werden, ist also endlich. Das gleiche gilt fiir die iibrigen
Konstituenten von 2, so daB die Behauptung (1) bewiesen ist.

2. Sei § ein Ast von $, der keine geschlossene SQ enthélt. Dann
gibt es zu jeder Formel A von § eine Zahl %, so da8 A SF vom Rang »
ist. A tritt dann nach den Voraussetzungen des Satzes iiber $ und (1)
nach endlich vielen Deduktionsschritten als Hauptformel auf. Hat A
die Gestalt AxB([x] und ist A VF von §, so tritt wegen der Verwendung
der Regeln VA™ und HA' anstelle von VA und HA zu jeder GV vy,
die in den Formeln von § frei vorkommt, die Formel B[x/y] als VF
von § auf, sei es als Nebenformel von VA*' oder als SF von HA™Y.
$ ist also vollstindig nach der Definition 2.4.1.2.6.

Damit ist auch der Adiquatheitsbeweis fiir P2 vollstindig er-
bracht. Aus der Addquatheit ergeben sich aber sofort die Sitze:

2.4.1.3.3 Wenn die SQ X in P2 beweisbar ist, so ist jede vollstindige
Herleitung aus X' ein Beweis fiir 2.

Enthielte eine vollstindige Herleitung aus 2 keinen geschlossenen
SS, so wire 2 nach 2.4.1.2.8 erfiillbar, also nach 2.4.1.2.4 nicht beweis-
bar. Durch Kontraposition erhilt man aus 2.4.1.3.3

2.4.1.3.4 Ist eine vollstindige Herleitung aus X kein Beweis fiir X, so
ist X' nicht beweisbar.
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Nach diesen Sitzen kommt es bei der Konstruktion von Beweisen
auf die Reihenfolge der Deduktionsschritte nicht an, sofern man nur
vollstindige Herleitungen erzeugt. Bleibt man im Rahmen der nor-
malen Herleitungen, so kann man also fiir jeden p.. giiltigen SchluB
AT auf rein mechanischem Wege einen Beweis finden, indem man
einfach eine hinreichend lange Herleitung aus A = [ erzeugt. Das ist
nun ein praktisch sehr wichtiger Vorteil des Kalkiils B2 gegeniiber
dem Kalkiil 1, in dem man beim Beweisen von Geschicklichkeit und
Intuition abhingig ist.

Nun ist es zwar so, daB sich zu jedem formalen Kalkiil ein rein
mechanisches Beweisverfahren angeben 148t, aber diese Verfahren sind
im allgemeinen fiir praktische Zwecke unbrauchbar. So kann man z. B.
in P1 die Beweise ihrer Linge nach und bei gleicher Linge in irgend-
einer Weise alphabetisch ordnen und hat dann, um einen Beweis fiir
eine in PB1 beweisbare Formel A zu finden, nur die Reihe dieser Beweise
zu durchlaufen. Die Beweise von Pl lassen sich ja rein mechanisch
erzeugen und man kann auch entscheiden, ob die Endformel eines vor-
gelegten Beweises die Formel A ist. Dies Verfahren ist aber hochst
unhandlich und umstéindlich. Hingegen ist das mechanische Beweis-
verfahren in P2 recht einfach und daher auch fiir praktische Zwecke
gut geeignet.

Fiir solche praktische Zwecke empfiehlt es sich nun, das Beweis-
verfahren, dessen Formulierung zunichst auf theoretische Zwecke zu-
geschnitten war, etwas zu vereinfachen. Wir geben dazu einige Hinweise :

1. Im Hinblick auf die Sitze 2.4.1.3.2 bis 2.4.1.3.4 beschrinken wir
uns auf die Konstruktion normaler Herleitungen. Wir verwenden also
die Formelunterstreichung, um anzudeuten, daB auf ein Formelvor-
kommnis keine Deduktionsregeln mehr angewendet werden sollen, und
die Formeleinklammerung, um anzudeuten, daB Deduktionsregeln auf
ein Formelvorkommnis nicht angewendet werden sollen, solange noch
nichteingeklammerte Formeln zur Regelanwendung offenstehen. Und
wir verwenden die Regeln VA* und HA™ anstelle von VA und HA.
Der Vorteil dieses Verfahrens 148t sich an folgenden Beispielen ablesen:

a)
AADB=T
AADB=AT; AADBB=T
ALADB=AAT;AJADB,B=A,;AJ/ADB,B=>T
AL ADB=AAT;AADB,B=A,";A,ADB,B= A,;A,ADB,B,B=
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Hier haben wir auf dasselbe Formelvorkommnis zweimal die Regel VI
angewendet, wie das durch die Formelunterstreichung verboten wird.
Der Erfolg ist, daB wir einen SS gewonnen haben, der alle Konstituenten
des SS der 2. Zeile enthilt und aus dem man daher nur dann einen Be-
weis gewinnen kann, wenn man einen Beweis aus dem SS der 2. Zeile
gewinnen kann. Allgemein ist eine Regelanwendung unfruchtbar, wenn
sie einen SS ergibt, der (bis auf Anwendungen der Strukturregeln) alle
Konstituenten eines SS enthilt, der ihm in der Herleitung voraufgeht.
Solche unfruchtbare Regelanwendungen muBl man vermeiden, wenn
man Herleitungen ausschalten will, die unnétigerweise unendlich lang
sind, und das ist ja gerade das Ziel einer verniinftigen Beweisstrategie.
Die Formelunterstreichung dient nun dazu, dies Ziel zu erreichen.
Man kann sich das sehr leicht auch fiir den Fall der Regeln VN, HN
und HI klarmachen.

Will man allgemein die Hauptformeln in den Konklusionen unter-
streichen, so muB man offenbar im Fall der Regel VA besondere Vor-
sicht walten lassen, damit man aus einer VF AxA([x] auch tatsdchlich
alle VF A[x/y] gewinnen kann, die man zur Beweiskonstruktion be-
notigt. Man kann nun auf rein syntaktischem Wege zeigen — dem Leser
sei das als Ubungsaufgabe empfohlen — daB eine Anwendung der
Regel VA mit einer GV y in der Nebenformel A[x/y] nur dann einen
Beweis ergibt, wenn auch die Wahl einer GV z anstelle von y einen
Beweis ergibt, die in den Formeln der Haupt-SQ frei vorkommt!. Da-
her kann man die Hauptformel AxA [x] in der Konklusion unterstreichen,
wenn man alle Formeln A[x/y,],..., A[x/v,] als Nebenformeln einsetzt
fir die GV y,,...,y,, die in den Formeln der Haupt-SQ frei vorkom-
men — wir erhalten somit die Regel VA* — und wenn man sicherstellt,
daB bei Einfithrung einer neuen GV z als freier GV der Formeln eines
Herleitungsastes, die VF A([x/z] nachgetragen wird. Eine freie GV
tritt aber neu nur nach Anwendung der Regel HA auf. Ersetzt man
also HA durch die Regel HAt, so ist die Unterstreichung der Formel
AxA[x] in der Konklusion von VA* gerechtfertigt.

Damit ist auch die Verwendung der Regeln VA" und HA* intuitiv
plausibel geworden. Das folgende Beispiel illustriert die Sachlage noch
einmal:

1 Wir kénnen uns hier fiir dieses Ergebnis auf die Satze 2.4.1.2.8 und
2.4.1.3.2 stiitzen.
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b) —AxA[x], AXA[X] =

—AxA[x], AxA[x], A[x/y,] = VA™*
AxA[x], A[x/yl] —AxA[x] = VT
AxA[x], A[x[y,], "AxA Fx] = AxA[x] VN

AXATx], Alx/y;], —AXA[x], Alx/ys] =~ Alx/y;), AxA[x] HA*.

Hitte man im letzten Schritt die Regel HA anstelle von HA* angewendet,
so wiirde man (sofern A[x] etwa eine Atomformel ist) nicht zu einem
Beweis gelangen.

Die Bedeutung der Formeleinklammerung wird durch folgende Bei-
spiele verdeutlicht, wobei wir zur Abkiirzung die Anwendung der
Strukturregeln nicht explizit hervorheben und die unterstrichenen
Formeln nicht anschreiben:

cl) = —Ax =Ay({(y) D f(x))

Ax =Ay(f(y) D f(x)) =
=AY(H(y) D f(z)) =

= Ay(f(y) D f(z))

(CAY(H(y) D Hz))1 = f(z5) D f(z7)
(HAY(H(y) D Kz, z) = Hzp)
Hz) = Hz7), Ay(f(y )Df(zz))
[CAY(H(y) D 1(23)], 1(2) = [(z7), [(23) D [(2,)
[(2AY(H(y) D H(z3)], [(22), 1(z5) = [(27), F(22)

c2) = —Ax —Ay(f(y) D f(x))
Az =Ay(((y) D f(x)) =
—Ay(f(y) D f(z)) =
= Ay(f(y) D f(z)))
[CAY(f(y) D f(22))] = F(z5) D f(27)
= f(z2) D H(z7), Ay(f(y) 2 H(z2))
[CAY(F(v) D Hz3)] = f(z;) D f(27), (23) D f(2;)

N

Dabei soll im weiteren Verlauf der Herleitung c2 nie die Regel HI
angewendet werden unter Verletzung der Regel i{iber die Formel-
einklammerung. Wéhrend (cl) ein Beweis ist, ergibt (c2) auch bei
beliebig langer Fortsetzung keinen Beweis. Die Herleitung (c2) entspricht
also nicht einer verniinftigen Beweisstrategie. Um solche Herleitungen
wie (c2) zu vermeiden, erweist sich die Regel iiber die Formeleinklam-
merung als hinreichend, wie die Satze 2.4.1.3.2 bis 2.4.1.3.4 zeigen.
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Damit ist die Auszeichnung normaler Herleitungen auch intuitiv
durchsichtig geworden.

2. Zur Vereinfachung des Beweisverfahrens in B2 empfiehlt es sich
ferner, eine Anwendung der Strukturregeln nicht explizit hervorzu-
heben und die SQ praktisch wie geordnete Paare von Formelmengen
zu behandeln. Insbesondere ist es giinstig, die Kontraktion so oft wie
moglich anzuwenden. Man erreicht dadurch einen dhnlichen Vorteil,
wie er oben fiir die Formelunterstreichung geltend gemacht wurde.
Die Kontraktion von Formeln [A] und A ergibt dabei A.

Man kann zur Abkiirzung der SQ auch die unterstrichenen Formeln
weglassen. Dann muB man die Variablenbedingungen fiir die Regeln
VA* und HA" offenbar wie folgt umformulieren:

Fiir VA*: Dabei seien y;,. . ., y, genau die GV, die in den Formeln des
Herleitungsastes frei vorkommen, dem die Haupt-SQ angehort. Kommt
dort keine GV frei vor, so ist n =1 und y, beliebig zu wihlen.

Fiir HA™: Dabei sei y eine GV, die in den Formeln des Herleitungs-
astes § nicht frei vorkommt, dem die Haupt-SQ angehért. Und die
Formeln B;[x;/y] (i=1,...,s) sollen solchen Formeln Ax;B;[x;] ent-
sprechen, die in § als Hauptformeln der Regel VA1 aufgetreten sind.

Der Vollstindigkeits- und der Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir P$2
iibertrigt sich bei Verwendung der Regeln VA™ und HA™ in der neuen
Form sofort auf den Fall der Regeln, in denen die Hauptformeln in den
Konklusionen weggelassen werden. Bei diesen Beweisen haben wir
ja von der Mitfithrung der Hauptformeln nicht wesentlich Gebrauch
gemacht. Daher ist die neue Formulierung des Kalkiils $2 — nennen
wir sie P2* — mit der urspriinglichen Fassung dquivalent. Diesem
semantischen Aquivalenzbeweis 148t sich auch ein syntaktischer gegen-
iiberstellen:

Ist $ ein Beweis fiir die SQ 2 in 2%, so erhilt man daraus durch
Hinzufiigung der unterstrichenen Hauptformeln in den Konklusionen
einen Beweis fiir X' in P2. Ferner gilt: Aus einer SQ, die bzgl. einer
Formel C vom Grad » (» > 0) geschlossen ist, 148t sich ein SS herleiten,
dessen simtliche Konstituenten bzgl. Formeln vom Grad < % geschlossen
sind:

A A > AT AADB= ADB,T
A —A = A —-AT ALADB A= B, ADB,T
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A A A= A AT AADB, A= A B ADB,T;
ALADB,A B> B, ADB, T

A, AxA[x] = AxA[x], T
A, AxA[x]) = Alx/y,), AxA[x], T
B, AAT], Alxlyl,- o Alxfya] = Alx/y,] AXAL, T

Ist C als VF oder als HF unterstrichen, so erhidlt man das gleiche
Ergebnis, wenn man beachtet, daB in der Anfangs-SQ dann auch die
entsprechenden Nebenformeln zu C auftreten.

Gibt es also einen Beweis $ fiir 2 in P2, so 148t sich $ zu einem
Beweis verlidngern, der einen SS enthilt, dessen simtliche Konstituenten
bzgl. Atomformeln geschlossen sind. LaBt man in diesem Beweis nun
die unterstrichenen Formeln weg, so erhilt man einen Beweis fiir X
in P2*.

3. Es empfiehlt sich fiir praktische Zwecke endlich auch, die Beweise
in Baumform zu schreiben, nicht als Folgen von SS — dadurch ver-
einfacht man sich die Schreibarbeit — und auch fiir die iibrigen logischen
Operatoren Deduktionsregeln anzugeben. Wir geben diese Regeln
gleich fiir P2* in der Form an, wie man sie beim Aufbau von Beweisen
in Baumform verwendet und wo also die Primisse nur aus der Haupt-
SQ besteht:

VK: AAAB=>THAAB=T

HK: A= AAB,THFA = AT; A= BT

VD: AAvB=THAA=T; AB=T

HD: A=> AvB A=A BT

VQ: AA=B=>=THAAB=T; A= AB,T

HQ: A= A=B,THAA=B,I; AB=AT

HE: A = VxA[x],THA = Alx/y;],..., Alx/y,] T.
Die Variablenbedingung fiir diese Regel ist die gleiche wie fiir
VAT in PB2*.

VE: A VxA[x] = T A, (By[x/y]l..... (B,[x/y]], Alxfy] =
(Cilzfy),- - -, [Celzy/y]) T

Dabei seien die GV y und die Formeln B;[x;/y] (i=1,...,s) wie fir
die Regel HA™ in $2* gewihlt. Auch die Formeln C, [z, [y] (k==1,...,t)
bezeichnen wir als SF von VxA[x]. Sie sollen den Formeln Vz,C, [z, ]
entsprechen, die in dem Herleitungsast, dem die Haupt-SQ angehort,
bereits als Hauptformeln von HE aufgetreten sind.
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Verwendet man den Existenzoperator als Grundoperator, so ist die
Regel HA™ im Hinblick auf die Regel HE wie folgt abzuindern:

HAT*: A = AxA[x],TEA, [By[xy/y]],. .., [Bi[x[y]] = A[x/y],
[Cilzafy]).. - ., [Clzyfy]). T
mit einer Zusatzbedingung wie fiir VE.
Die Ableitungsbeziehungen, die diese Regeln beinhalten, gewinnt

man aus den Grundregeln von P2* mit den Definitionen D1 bis D4
aus 2.3.1. Dazu drei Beispiele:

VD: A AvB =T

A-ADB =T D1
A= AT AB=T VI
AA =T HN
HE: A= VxA[x],T
A = =Ax—A[x], T D4
A Ax—Ax] =T HN
A, —AX]y,],- .., DAX]Y,] = T VAt
A = Alx[y],. .., Alxly,], T VN n mal
VE: A VxA[x] =T
A, —Ax —A [X] = [ D4
A = Ax-=A[x), T VN
A: [Bl[xl/y]]) IR} [Bs[xs/y]]J [—‘C1[21/Y]]:- sy
[—Celzy/y]] = —A[x[y], T. HAT

(Die Formeln —C,[z,/y] verstehen sich daraus, daB eine An-
wendung von HE auf Vz,C, [z,] einer Anwendung von VA" auf
Az, —C, (z,] entspricht.)

A’ [Bl[xlly]]r cr ey [Bs[xs/y]] ’“ﬂA[X/y], [CI[ZI/YJ]J ey [Ct[zt/YJ]rr
VN t mal

A, [Bl[xl/y]]" . "[BS[XS/YJ]’A[X/Y] = [Cl[zlly]}»' . "[Ct[zt/y]]» r
HN

Wir wollen nun unter Verwendung des nach (1) bis (3) abgekiirzten
Beweisverfahrens einige Beweise und Widerlegungen der p.l. Giiltig-
keit von Schliissen angeben. Wir beginnen mit den drei Beispielen
von S. 169, an denen wir eingangs den Grundgedanken fiir den Auf-
bau des Beweisbegriffes von P2 illustriert haben. Diese Beispiele
sollen noch einmal klar machen, da3 sich der Kalkiil P2 als direkte
Formalisierung dieses Gedankens darstellt.
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I) = pv—p III) = VxAyf(x, y) D AyVxf(x, )
= p,—p HD VxAyf(x, y) = AyVzxf(x, ) HI
p~p HN  Ayf(z,3) = AyVaf(z,)  VE
= ((pD9)Dp) D¢ Avi(z;, y) = Vxf(x, 2)) HA

(pD9)Dp=¢q HI Hz ), 1z, 2)) = Vaf(x,2)) VA
=pDqq, p=q VI f(z1,2),1(27,29) = H(21,25),/(25,2,) HE

Da der Herleitungsast, der im Beispiel (II) mit der SQ p = ¢ endet,
keine geschlossene SQ enthilt und da auf diese SQ weitere Deduktions-
regeln nicht anwendbar sind, ist also die Anfangs-SQ = ((p D ¢) D p) D¢
nicht beweisbar und wir kénnen eine Bewertung angeben, die diese
SQ erfiillt, ndmlich irgendeine Bewertung, die p erfiillt und ¢ nicht
erfilllt. Allgemein 148t sich im Fall einer vollstindigen Herleitung, die
endlich ist und die kein Bewelis ist, nach dem Gedanken des Vollstindig-
keitsbeweises fiir B2 immer eine Bewertung effektiv angeben, welche
die Anfangs-SQ erfiillt und so ein Gegenbeispiel fiir die Annahme der
p.l. Giiltigkeit des Schlusses ist, den sie reprisentiert. Das Beweis-
verfahren von P2 erlaubt also im Fall endlicher vollstindiger Her-
leitungen immer eine Entscheidung dariiber, ob die Anfangs-SQ p.l
giiltig ist oder nicht. Fiir den Fall der A.L. bildet so die Konstruktion
einer vollstindigen Herleitung immer die Anwendung eines Entschei-
dungsverfahrens. Denn wenn die Formeln der Anfangs-SQ 2 nur a.l
Operatoren enthalten, so ist jede Herleitung aus X offenbar endlich,
da jede Anwendung einer Deduktionsregel die Summe der Formel-
grade in den SS um 1 erniedrigt.

Auch im Fall unendlicher vollstindiger Herleitungen kann man oft
aus der Struktur eines vorliegenden Anfangsstiickes der Herleitung auf
das Entwicklungsgesetz der Gesamtherleitung schliefen und damit
zeigen, daB die Herleitung auch bei beliebig langer Fortsetzung keinen
Beweis ergibt. Auch in solchen Fillen kann man also vermittels des
Beweisverfahrens in P2 zu einer Widerlegung der p.l. Giiltigkeit eines
Schlusses gelangen. Dazu ein einfaches Beispiel:

d)  AxVyf(x,y) =
Vyf(z, y) =
27, 25), VyH(z ) =
1z, 25), Hz2 23), V(23 ¥) =
(M 1)te [z, 2, o, 12 20)s VK 9) =
Zeile :
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Hier sieht man unmittelbar, daB sich eine unendliche Herleitung ergeben
muB, d. h. daB auch eine beliebig lange Fortsetzung der Herleitungs-
konstruktion keinen Beweis ergeben kann. Aufgrund des Entwicklungs-
gesetzes der Herleitung kann man wieder eine Bewertung effektiv an-
geben, welche die Anfangs-SQ erfiillt.

Obwohl so das Beweisverfahren in P2 ein recht starkes Hilfsmittel
fiir die Feststellung der p.l. Giiltigkeit von Schliissen ist, hat es doch
nicht den Charakter eines allgemeinen Entscheidungsverfahrens. Denn
wenn die Konstruktion einer normalen Herleitung aus einer SQ A = I
nicht nach endlich vielen Schritten eine vollstindige Herleitung ergibt,
so haben wir keine allgemeinen und mechanisch anwendbaren Kriterien
dafiir, ob die weitere Fortsetzung der Herleitung zu einem Beweis fiir
den SchluB A - [ fithren wird oder nicht. Nur in gewissen Fillen
148t sich mit metatheoretischen Mitteln, die von Fall zu Fall verschieden
sein konnen, aus der Struktur des vorliegenden Anfangsstiickes der
Herleitung ermitteln, ob seine weitere Entwicklung einen Beweis
ergibt oder nicht.

Da die P.L. das Fundament fiir die Formalisierung von Theorien
der verschiedensten Gegenstandsbereiche bildet, ist nun die Frage nach
der Existenz eines allgemeinen Entscheidungsverfahrens fiir die P.L.
von groBter Bedeutung. Diese Frage ist abschlieBend von A. CHURCH
in [8] beantwortet worden, dem es gelang zu zeigen, daB ein solches
Entscheidungsverfahren nicht existieren kann. Eine Darstellung dieses
Beweises fiir die Unlésbarkeit des Entscheidungsproblems kénnen wir
hier nicht bringen, da die Entwicklung der erforderlichen Beweismittel
den Rahmen dieses Buches bei weitem iiberschreiten wiirde. Wir
miissen daher den Leser auf die einschlidgige Literatur hinweisen?.
Hier sei nur angemerkt, daB3 eine formale Prizisierung des von uns
frither nur intuitiv charakterisierten Entscheidungsbegriffes eine wesent-
liche Vorbedingung fiir einen solchen Beweis ist. Die Ad4dquatheit einer
derartigen Prizisierung 148t sich naturgemaB nicht in Strenge bewei-
sen, tatsdchlich haben sich aber alle heute vorliegenden Prizisierungs-
vorschldge als untereinander dquivalent erwiesen, obwohl sie von ganz
verschiedenen Ansatzpunkten ausgehen. Die Adiquatheit der Prizi-
sierungen des Entscheidungsbegriffes und damit die Tragweite des
Resultats von CHURCH ist also gut gesichert2

1 Vgl. dazu [8], [32] und [42].
2 Vgl. dazu insbesondere {32].
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Die philosophische Bedeutung des Satzes von der Unldsbarkeit des
Entscheidungsproblems liegt darin, daB er die Nichttrivialitit der
elementaren Logik beinhaltet. Man wird ja einen Problemkreis — hier
die Frage nach der p.l. Giiltigkeit von Schliissen — nur dann als trivial
ansprechen konnen, wenn ein mechanisches Entscheidungsverfahren
zur Losung der Probleme vorliegt, oder, was damit gleichbedeutend
ist, wenn sich die Probleme prinzipiell auch durch eine Maschine lésen
lassen. Wihrend KANT die formale Logik seiner Zeit, die aristotelische
Syllogistik, mit Recht als eine triviale Wissenschaft bezeichnen konnte,
deren Entwicklung ein fiir allemal abgeschlossen sei, gilt das fiir die
wesentlich reichere moderne Logik nicht mehr. Die Ingenuitdt des
Logikers bleibt fiir ihre weitere Entwicklung unentbehrlich.

Man kann in zwei Richtungen nach Teillosungen des Entscheidungs-
problems suchen: Einmal kann man das allgemeine Entscheidungs-
problem auf speziellere Entscheidungsprobleme fiir gewisse Formel-
klassen & reduzieren, indem man zeigt, daB eine Loésung des Problems,
zu entscheiden, ob eine Formel der Klasse & p.l. wahr ist oder nicht,
eine Losung auch des allgemeinen Entscheidungsproblems nach sich
ziehen wiirde. Uber solche Resultate berichtet J. SUrRANYI in [72].
Im Hinblick auf das Resultat von CHURCH sind diese Reduktionen vor
allem insofern von Interesse, als sie gestatten, aus der Unlgsbarkeit
des allgemeinen Entscheidungsproblems auf die Unlgsbarkeit des Ent-
scheidungsproblems fiir spezielle Formelklassen & zu schlieBen. Andere
Untersuchungen haben sich damit befaBt, eine positive Losung von
Entscheidungsproblemen fiir spezielle Formelklassen zu finden. Uber
einschligige Resultate berichtet W. ACKERMANN in [1].

Wir wollen hier auf diese Fragen nicht nidher eingehen. Es geniigt
uns, festzuhalten, da3 das Beweisverfahren in P2 in vielen Fillen eine
Entscheidung iiber die p.l. Giiltigkeit eines Schlusses ermoglicht, so
z. B. immer im Fall a.l. Schliisse™und im Fall von Schliissen der Form
- A, wo A eine Formel in prinexer Normalform ist, in deren Prifix
alle Allquantoren allen Existenzquantoren voraufgehen. Auf die Ent-
scheidbarkeit der monadischen P.L., deren Formeln nur einstellige PV
enthalten, werden wir in anderem Zusammenhang noch zu sprechen
kommen1.

2.4.1.4 Der Tableaux-Kalkiil von Beth. Wir wollen die Darstellung
des Kalkiils P2 abschlieBen mit einem Hinweis auf eine andere For-

1 Vgl. den Abschnitt 6.2.
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mulierung dieses Kalkiils, die auf E. W. BETH zuriickgehtl. Geht man
von der urspriinglichen Fassung des Kalkiils P2 aus mit den Regeln
nach 2.4.1.1.6, so entstehen die SQ eines Herleitungsastes aus den
ihnen vorhergehenden SQ durch Einsetzung der Nebenformeln. Wir
kénnen nun die SQ eines solchen Astes auch in Form zweispaltiger
Tafeln (tableaux) schreiben, in die wir links die VF, rechts die HF
eintragen. Jeder SQ des Astes entspricht dann ein Entwicklungszustand
der Tafel, jeder Anwendung einer Deduktionsregel entspricht die Er-
weiterung der Tafel durch Eintragung der Nebenformeln. Eine Tafel
nennen wir geschlossen, wenn die ihr entsprechende SQ geschlossen ist,
d. h. wenn eine Formel in beiden Spalten der Tafel auftritt. Wie die
- SQ reprasentieren, auch die Tafeln Wahrheitsannahmen, nach denen
die Formeln in der linken Spalte wahr, die in der rechten Spalte falsch
sein sollen.

Wir kénnen so z. B. die Herleitung

= AABD(ADB)
AAB > ADB
AAB,A =B
A,B,A =B

in der Tafel

AAB | AABD(ADB)
ADB
B

@ > >

wiedergeben.

Spaltet ein Herleitungsast auf, so sollen auch die Tafeln in Unter-
tafeln (subtableaux) aufspalten, die mit den zugehérigen Obertafeln
zusammen eine Tafel bilden:

1 E. W. BETH und K. J. J. HINTIKKA haben zuerst eine Formalisierung
des Beweisgedankens angegeben, den wir dem Kalkiil 32 zugrunde gelegt
haben, vgl. dazu (3], [4], [39], [40]) und [41].
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Aus

= (ADB)DA)DA
(ADB)DA= A
= ADB,A;A= A
A = B, A

erhalten wir so

(ADB)DA)DA

(ADB)DA A
N ADB |
A | B
|
(1a) | (1b) (2a) (2b)

Die Formel (A D B) D A gehort sowohl zur Spalte la wie zu 1b, die
Formeln ((A D B)DA)>DA und A gehdren sowohl zu den Spalten 2a
wie zu 2b. Die Spalten la und 2a, bzw. 1b und 2b bilden zusammen
eine Tafel, der ein Beweisast entspricht.

Spaltet eine Herleitung in viele Aste auf, so wird die Darstellung
mit den semantischen Tafeln uniibersichtlich. In allen anderen Fillen
bringt aber das BeTHsche Beweisverfahren den Grundgedanken des
Kalkiils P2 besonders klar zur Anschauung, da die Schritte zur Ent-
wicklung der Tafeln unmittelbar den RiickschluB von dem Wahrheits-
wert eines komplexen Satzes auf die Wahrheitswerte seiner Teilsitze
nach den Bewertungsregeln widerspiegeln.

Das Beweisverfahren mit solchen semantischen Tafeln 148t sich ohne
Riickgriff auf den Kalkiil P2 wie folgt charakterisieren:

1. Wenn der SchluB A — I auf seine p.l. Giiltigkeit hin untersucht
werden soll, so trigt man die Formeln aus A in die w-Spalte, die Formeln
aus [ in die f-Spalte einer Tafel ein.

2. Die Regeln zur Entwicklung einer Tafel lassen sich graphisch
wie folgt andeuten:
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Aus der A
(Unter-)Tafel o
(Ist —A wahr, so ist A

Aus der
(Unter-)Tafel

o

falsch.)

—A

(Ist —A falsch, so ist A wabhr.)

Aus der

ADB!

(Unter-)Tafel : ’ :

:

kann man die

(Unter-)Tafel —|13'x
kann man die
(Unter-)Tafel A
kann man die A > B
(Unter-)Tafel

| B

(Ist AD B wahr, so ist A falsch oder B wahr.)

Aus der
(Unter-)Tafel

|
|

ADB

kann man die
(Unter-)Tafel

(Ist A D B falsch, so ist A wahr und B falsch.)

Aus der
(Unter-)Tafel

AxA (x]
(Ist AxA[x] wahr, so ist

Aus der
(Unter-Tafel)

kann man die AxA [x]
(Unter-)Tafel :

Alx[y)

A[x/y] fir jede GV y wahr.)

AXA[x]

kann man die
(Unter-)Tafel

—A

AXA[X]

D Ax/y)

193

erzeugen.

erzeugen.

erzeugen.

erzeugen.

erzeugen.

e€rzeugen.

Dabei sei y eine GV, die in den Formeln der ersten Tafel nicht frei

vorkomimt.

(Wie firr die Bedingung 2.4.1.1.3—f zeigt man hier: wenn es eine Be-
wertung gibt, die im Einklang mit der ersten semantischen Tafel steht,

Kutschera, Elementare Logik
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so gibt es auch eine Bewertung, die im Einklang mit der zweiten Tafel
steht.)

Die Regeln fiir die iibrigen logischen Operatoren kann der Leser
ohne Schwierigkeit selbst formulieren.

3. Eine Tafel ist ein Beweis fiir den SchluB, dessen Primissen und
Konklusionen als Anfangsformeln in die w- und f{-Spalte eingetragen
wurden, wenn alle ihre Untertafeln geschlossen sind.

Der Bethsche Kalkiil ist offensichtlich mit P2 dquivalent. Zur
Verdeutlichung des neuen Beweisverfahrens geben wir noch zwei Bei-
spiele an, zu denen der Leser die entsprechenden Herleitungen in P2
konstruieren moge.

e) Der SchluB - (Axf(x) = Axg(x)) D Ax(f(x) = g(»)) ist nicht p.l.
giiltig:

) f
(Axf(x) = Axg(x)) D Ax(f(x) = g())
Axf(x) = Axg(x) Ax(f(x) = g(x))
(la) (Ib) (2a) f(z) = gl2) (2b)
1(z) D g(z) g(2) D /(2)
1(z) g(2)
(laa) (1ab) g(2) (2aa) (2ab) f(2)
Axf(x) Axf(x)
Axg(x) Axg(x)
1(2)
&(2) (Iba)  (1bb) 1z (2ba)  (2bb)
Ax(x) 8¢ Axf(x)
Axg(x) Axg(x)
1(z) 1)
&2 g(z)

Die beiden Untertafeln mit den Spalten lab, 2ab und 1bb, 2bb sind
nicht geschlossen. Eine weitere Regelanwendung ergibt offenbar nichts
Neues (der Gesamttafel entspricht eine vollstindige Herleitung in $2, in
derem letzten SS alle nichtatomaren Formeln unterstrichen sind), so
daB wir aufgrund der vorliegenden Tafel sagen konnen: Eine Bewertung,
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dic z. B. die Formel f(z) wahr, und die Formeln g(z), f(z") und g(z’)
falsch macht (Untertafel lab, 2ab), bildet ein Gegenbeispiel fiir die
Annahme der p.l. Giiltigkeit des Schlusses (e).

f) Der Schlul - Ax(f(x) D g(y)) D (Vxf(x) D g(y)) ist p.l. giiltig:

Ax(f(x) D g(y)) 2 (V/(x) D £())

Ax(f(x) D g()) Vxf(x) O g(y)
Vaf(x) g)
1(2)
1(z) D g(y)
&) 1(2) l

2.4.2 Der Kalkiil $3

2.4.2.1 Der Aufbau des Kalkiils P3. Ausgehend von P2 soll nun
ein SQ-Kalkiil $3 aufgebaut werden, der sich ebenfalls als Formalisierung
des natiirlichen SchlieBens ansprechen liit. Wir wollen diesen Kalkiil
zundchst syntaktisch definieren und anschlieBend auf die semantische
Deutung des Beweisbegriffes eingehen.

Wir charakterisieren den Kalkiil P3 dadurch, daBl wir festlegen:
Ein Beweis fiir eine SQ X' in P3 ist ein Beweis fiir 2'in P2, angeschrie-
ben in Baumform, der von unten nach oben gelesen wird. Dann werden
die geschlossenen SQ Axiome von P3 und die Deduktionsregeln von
P2 gehen in Deduktionsregeln von PB3 iiber, wenn man sie so umkehrt,
daB die Pramisse zur Konklusion wird. Diese Umkehrung laft die
Regeln VT und HT unverdndert. Die Umkehrungen der Regeln VR
und HR wollen wir nicht als Regeln in $3 aufnehmen. Tatsédchlich
sind diese Regeln in P2 ja auch iiberfliissig, denn ein Beweis in P2
bleibt ein solcher, wenn man evtl. Anwendungen dieser Regeln unter-
driickt und die urspriinglich durch Kontraktion eliminierten Formel-
vorkommnisse unverdndert in den folgenden SQ mitfithrt. Wir hatten
die Kontraktionsregeln in B2 nur aufgenommen im Hinblick auf unsere
Absicht, Wahrheitsannahmen durch SQ zu repréisentieren. Eine dhn-

13+
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liche Reprisentationsabsicht fiilhrt uns jetzt dazu, anstelle ihrer Um-
kehrungen die Regeln VR und HR selbst auch in $3 aufzunehmen.
Wir erhalten demnach fiir P3 folgende Axiome und Regeln:

2.4.2.1.1 Axiome von P3 sind alle SQ der Form A, A = A,I. Die
Deduktionsregeln von 3 sind neben den Strukturregeln VT bis HR
die Regeln:

VN: A,—A > A THA A =T

hN: AJA=> —-ATHA= —AT

vi: AADB= AT;AJADB,B=TFAADB=T

hl: A,LA= B ADBHA= ADB,T

VA: A AxA[x], A[x/y]=TH A, AxA[x] = I, wo y eine beliebige GV ist.

hA: A = Ax/y], AxA[x],T+A = AxA[x],[, wo y eine GV ist, die
in den Formeln der Konklusion nicht frei vorkommt.

Diese Regeln bezeichnen wir sinngemi8 als Einfiihrungsregeln fir die
logischen Operatoren, nicht wie in P2 als Beseitigungsregeln. Wir
sprechen auch bzgl. dieser Regeln im gleichen Sinn wie fiir die Regeln
von P2 von Haupt- und Nebenformeln. '

2.4.2.1.2 Die Kalkiile $3 und P2 sind 4quivalent, d. h. jede in P3
beweisbare SQ ist auch in P2 beweisbar und umgekehrt.

Das ergibt sich direkt aus der Konstruktion von 3. Danach 14Bt
sich ja jeder Beweis in P2 ohne Anwendungen von VR und HR von unten
nach oben als Beweis in P3 lesen. Nach unseren obigen Bemerkungen
bleibt aber der Beweischarakter eines Beweises in P2 erhalten, wenn
wir alle Anwendungen von VR und HR unterdriicken. Und jeder Be-
weis in P3 148t sich von unten nach oben als Beweis in P2 lesen, wenn
man fiir evtl. Anwendungen von VR und HR in $3 beachtet, daB in
P2 trivialerweise gilt: ist die SQ A, A = ' bzw. A = ', A beweisbar,
so auch die SQ A,A,A =T bzw. A = [ A A,

Da P2 eine adiquate Formalisierung der P.L. ist, so gilt demnach
dasselbe auch fiir P3.

2.4.2.2 Die Aquivalenz der Kalkiile 1 und P$3. Wir wollen nun einige
wichtige Metatheoreme fiir B3 beweisen, die es uns erlauben werden,
P3 in einen SQ-Kalkiil vom Typ des Kalkiils LK von GENTZEN in
[25] umzuformen.
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Zunichst bemerken wir, daB des geniigt, in P3 als Axiome nur solche
SQ zu wahlen, die bzgl. einer Atomformel geschlossen sind. Denn SQ,
die bzgl. einer Formel vom Grad » geschlossen sind, lassen sich in 93
mit Axiomen beweisen, die bzgl. einer Formel vom Grad < # geschlossen
sind. So erhdlt man:

A A= —A T aus A, —A, A = A, —A, T mit vN und hN,

AADB = ADB, I aus AL ADB,A= A, ADB,Tund A,ADB,
B = B,ADB,l mit vI und hI, und

A AxA[X] = AxA[x],T aus A, AxA[x], A[x[y] = Ax/y], AxA[x], T
mit vA und hA.

Fir P3 mit einem so beschrinkten Axiomenschema gilt dann der
Satz:

2.4.2.2.1 Jeder Beweis einer SQ X 4Bt sich in einen Beweis gleicher
Linge fiir eine SQ 27 umformen, die aus X' durch freie Umbenennung
einer gebundenen GV hervorgeht. Dabei bezeichnen wir die Anzahl
der SQ des lingsten Astes eines Beweises als dessen Ldnge.

Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der Linge / des Be-
weises § fiir 2. Fiir / = 7 ist 2’ ein Axiom und die Behauptung ist trivial
wegen der speziellen Gestalt der Axiome von P3, die wir hier voraus-
setzen. Ist die Behauptung bewiesen fir alle/ < mandistaunl =m 4 7,
so 1aBt sich die Umbenennung nach Induktionsvoraussetzung auch in
solchen Formeln A von X' vornehmen, die nicht Hauptformel der letz-
ten Regelanwendung sind. Ist A aber Hauptformel, so unterscheiden
wir 6 Fille, je nach der Regel, deren Konklusion 2'in § ist. Wir greifen
nur den Fall der Regel vA heraus: X habe die Gestalt A, AxA[x] = T,
die Pramisse habe die Gestalt 1) A, AxA[x], A[x/y] = I und es solle
die GV z in einer Teilformel AzB[z] von AxA[x] frei in eine GV 2z’
umbenannt werden. Ist AzB{z] die Formel AxA[x] selbst, so erhalten
wir aus (1) nach der Induktionsvoraussetzung die SQ A, Az'B[z/z],
B(z/y] = [ und daraus mit vA die SQ 2": A, Az/Bz/z'] = . Ist
AzB(z] von AxA [x] verschieden und ist y von z’ verschieden, so kénnen
wir nach Induktionsvoraussetzung z in AxA[x] und in A[x/y] frei in
z’ umbenennen (falls nicht z mit Riicksicht auf die freie Einsetzung
von y in der letzteren Formel schon in eine GV z”’ umbenannt worden
ist, fiir die man dann wieder z' setzen kann) und erhalten dann mit
vA die SQ 2". Ist aber y mit z’ identisch, so erhdlt man 2’ aus (1)
nach Umbenennung von z in z’ in AxA[x] mit vA. — Entsprechend
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argumentiert man fiir die Regel hA. Fiir die iibrigen Regeln ergibt
sich aber die Behauptung in einfacher Weise aus der Induktionsvoraus-
setzung.

2.4.2.2.2 Geht die SQ 2[x/yy,..., X,/y.] (kurz 2[x;/y;]) aus der
SQ X[x,,. .., x,] (kurz X[x,]) durch freie Einsetzung der GV vy, fiir die
freien Vorkommnisse der GV x; (i=1,...,n) in den Formeln von
2[x;] hervor, so 148t sich ein Beweis fiir X[x;] in einen Beweis gleicher
Linge fir 2[x,/y;] umformen.

Es sei $ der vorliegende Beweis fiir 2[x;]. Wir beweisen den Satz wie-
der durch Induktion nach der Liange ! von $. Ist I = 7, so ist X[x,] ein
Axiom und also auch 2'[x,/y;]. Sei nun die Behauptung fiir alle I < m
bewiesen und habe $ die Linge m + 7. Dann unterscheiden wir 10
Fille, je nachdem welche Regel R als letzte bei der Konstruktion von $
angewendet wurde. Wir greifen aus diesen Fillen die folgenden beiden
heraus:

a) R sei vA. Dann hat die End-SQ von $ die Gestalt A[x;],
AzA[z, x;] = '[x,] und die ihr vorhergehende SQ hat die Gestalt
Alx,], AzA [z, x;], A[z/z', ;] = T'[x;]. Der in § enthaltene Beweis $’
fiir diese SQ hat die Linge m und 148t sich also nach Induktionsvoraus-
setzung umformen in einen Beweis fiir die SQ A[x;/y;], .AzA[z, x,/y;],
A'[x;ly;] = T [x,/y;]. Dabei sei A’[x;/y;] die Formel A(z/z’, x;/y;], wenn
z’ von den GV x; verschieden ist, sonst die Formel, die aus A[z/z’, x;]
durch freie Einsetzung der GV y; fiir die GV x; hervorgeht. Aus der
letzteren SQ erhalten wir aber mit vA die SQ A[x,/y,], .AzA[z, x,/y;] =
I'[x,;/y;], bzw. eine SQ, aus der diese SQ nach 2.4.2.2.1 durch freie Um-
benennungen gebundener GV hervorgeht.

b) Rsei hA. Dannhat die End-SQ von $ die Gestalt A[x;] = AzA[z,x,],
I[x;] und die ihr vorausgehende SQ hat die Gestalt A[x;] = A[z’, x;],
AzA [z, x;], T[], wo 2’ nicht frei in den Formeln der End-SQ vorkommt
— es ist also insbesondere z’ von den GV x; verschieden — und
Az, x] = A[z/z/, x;] sei. $ enthilt einen Beweis §’ fiir diese SQ von
der Linge m, der sich nach Induktionsvoraussetzung umformen 1Bt
in einen Beweis fir die SQ A[x,/y,] = A[z'[z", xi/y;], -‘AzA[z, x/y;],
I'[x;/y;], wobei z"’ eine GV sei, die in den Formeln von $ nicht vorkommt
und von den GV y; verschieden ist. Aus dieser SQ erhélt man aber
mit hA die SQ A[x;/y;] = .AzA[z, x/y;], T [x;/y;], bzw. eine SQ, aus
der diese SQ nach 2.4.2.2.1 durch freie Umbenennungen gebundener
GV hervorgeht.
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2.4.2.2.3 Die Regeln der vorderen und hinteren Verdiinnung
VV: A=THA A= ud HV: A=THA= AT

sind in P3 zuldssig, d. h. jede SQ, die sich mit Hilfe dieser Regeln in
P3 beweisen ldaBt, 1dBt sich auch ohne Verwendung dieser Regeln
beweisen.

Es liege cin Beweis § fiir A = I" vor. Wir erhalten daraus einen Be-
weis fiir A, A = [ bzw. fiir A = A, I, indem wir in allen SQ von $ A
als VF bzw. als HF einfiigen. Wenn dadurch die Variablenbedingung
fiir die GV y bei einer Anwendung von hA verletzt wird, da A die GV
y frei enthilt, so konnen wir unter Benutzung von 2.4.2.2.2 vor Hin-
zufiigung der Formel A in der Prdmisse die GV y frei in eine GV y’
umbenennen, die in den Formeln des Beweises nicht vorkommt. Aus
$ 14Bt sich also ein Beweis $’ gewinnen, der bei Hinzufiigung der Formel
A zu den SQ seinen Beweischarakter behilt: jede Anwendung einer
Deduktionsregel bleibt nach Hinzufligung von A eine korrekte Anwen-
dung der gleichen Deduktionsregel und alle Axiome bleiben nach Hinzu-
fiigung von A Axiome. Der Effekt der Regeln VV und HV 148t sich
also auch ohne eine Anwendung dieser Regeln in P3 erreichen.

Unter Benutzung dieses Satzes kénnen wir nun die Formulierung
der Regeln von 3 etwas vereinfachen, indem wir die Hauptformeln
in den Primissen fortlassen:

2.4.2.24

W: A=A THA-A=>T hN:A,A=THA=—AT
vi: A= AT;AB=THFAADB=ThI: AA=BT—A=ADB,T
vA: AA[x[y] = THAAXA[x] = T hA: A= Ax/y],l+A=AxA[x],T

Dabei soll fiir hA y wieder eine GV sein, die in den Formeln der Kon-
klusion nicht frei vorkommt.

Aus den Pramissen dieser Regeln erhdlt man mit VV bzw. HV die
Primissen der urspriinglichen Form dieser Regeln, die zu den gleichen
Konklusionen fithren. Aus den Pramissen der urspriinglichen Regeln
erhilt man mit den neuen Regeln und anschlieBender Kontraktion bzgl.
der Hauptformeln ebenfalls die Konklusionen. Die Regeln nach 2.4.2.2.4
sind also mit den Regeln nach 2.4.2.1.1 4quivalent und wir kénnen
uns im folgenden immer auf die Formulierung der Deduktionsregeln
von P3 nach 2.4.2.2.4 beziehen.



200 2 Pradikatenlogik

Wiirde man die Regeln VV und HV zu den Grundregeln von 3
hinzunehmen, so koénnte man natiirlich auch das Axiomenschema
A, A = A T durch das Schema A = A ersetzen.

2.4.2.25 Die Regel TR: A = A, A A=T"FAA =T, T
ist zuldssig in P3.

Die Regel TR bezeichnet man auch als Schnittregel, die Formel A
als Schnitiformel.

Beweis: Wir zeigen zunichst, daB die Regel TR': A = A, T;
N, A=THFAN T, in B3 zulissig ist, wo A, und ', aus A’
und " durch Streichung aller Vorkommnisse der Formel A entstehen.
Aus der Zuldssigkeit von TR’ folgt dann wegen der Zuldssigkeit von
VV und HV sofort die Zuldssigkeit von TR.

Es liege ein Beweis § fiir eine SQ 2’ vor mit Anwendungen von
TR’. Wir wollen zeigen, daB sich die erste Anwendung von TR’ in §
eliminieren 148t durch Umformung von § in einen Beweis §’. Daraus
folgt dann, daB sich in § sukzessive alle Anwendungen von TR’ eli-
minjeren lassen. Die fragliche erste Anwendung von TR’ habe die
Pramissen 2} und %, und die Konklusion 2;. Die in $ enthaltenen
Beweise $; und $, fiir 2] und X, enthalten also keine Anwendungen
von TR’. Wir definieren als Ramg a, (a;) von X, (X,) die maximale
Zahl der Glieder des Aststiickes von $, ($,), das mit 2] (X,) endet
und dessen simtliche SQ die Schnittformel A als HF (VF) enthalten.
Als Rang r der ersten Anwendung von TR’ bezeichnen wir die Zahl
r = a; + a,

Wir fithren den Beweis fiir unsere Behauptung durch Induktion
nach dem Grad g der Schnittformel A und nehmen in Basis und In-
duktionsschritt dieses Beweises je eine Induktion nach dem Rang r
vor. Anwendungen der Regeln VT und HT wollen wir nicht explizit
hervorheben.

1. Basis: g=0.

la) r=2, d h. a; =a,=1. Dann sind wegen g =0 2, und 2,
Axiome und A und I’ enthalten die Formel A, so daB 2, aus 2} oder
2y durch Anwendungen von VV und HV hervorgeht. Diese Regeln
sind aber nach 2.4.2.2.3 in P3 zulissig.

1b) Die Behauptung sei bewiesen fiir g =0 und alle r < m. Es sei
nun r =m + 1.
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lba) a, > 2. Ist X, Konklusion einer Ein-Pramissen-Regel R, so
gehen wir von der Herleitung aus

R
TR’

‘_‘MI'_‘[\']\. N

2
2

|
|

wo X, A als HF enthilt. Wir kénnen diese Herleitung umformen in eine
Herleitung

TR’ % ,22 -2—‘-& TR’
R z . bzw. {_ R
w 25 Z,

2

je nachdem, ob die Hauptformel von R ein Vorkommnis der Schnitt-
formel als HF ist oder nicht. Diese Herleitungen lassen sich ihrerseits
nach Induktionsvoraussetzung umformen in Herleitungen fiir 3 ohne
Anwendung von TR'. Denn im ersteren Fall ist auch fiir die zweite
TR’-Anwendung r << m wegen a; = 1. Ist R die Regel HR, angewandt
auf A, soist 2" = X,. Ist ein Vorkommnis von A als HF von ).71 Neben-
formel von R, so ist auf X’ zunichst die Regel HV und dann R anzu-
wenden. Ist R die Regel hA, so muB man ggf. vom Satz 2.4.2.2.2 Ge-
brauch machen, um die Variablenbedingung fiir diese Regel zu erhalten.
Der Beweis dieses Satzes, wie des darin verwendeten Satzes 2.4.2.2.1
ergibt, da3 die freie Einsetzung von GV den Rang des Beweises nicht
erhoht, wenn man insbesondere von Beweisen § ausgeht, deren Axiome
bzgl. Atomformeln geschlossen sind. — Entsprechende Bemerkungen
gelten fiir die restlichen Fille unter (lba).

Ist 2, Konklusion einer Zwei-Primissen-Regel R, so gehen wir von
der Herleitung aus

’ ’”

) D>
‘.R 1 1 .
TR 2 %
23

wo X, oder X, A als HF enthilt. Enthilt nur X, A als HF, so formen
wir diese Herleitung wie folgt um:
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TR =2 ©, TR 222
R 24 bw R < 21
v 2 & A
2y

Diese Herleitungen kénnen wir ihrerseits nach Induktionsvoraussetzung
umformen in Herleitungen von X, die keine Anwendungen von TR’
enthalten. In entsprechender Weise formt man $ um, wenn nur Z;'
die HF A enthilt.

Enthalten X, und X, A als HF, so geht man zunichst zu den Her-
leitungen

A5 L 55 5
R z z : bzw. z 2 R
Tlé, ZIII 22 23
Zy

iiber, die sich nach Induktionsvoraussetzung in Herleitungen ohne
Anwendungen von TR’ umformen lassen.

1bb) Fiir den Fall a, >> 2 argumentiert man in gleicher Weise.

2. Induktionsschritt: Unsere Behauptung sei bewiesen fiir alle g << n
und beliebige r. Es sei nun g =n + 1.

2a) r = 2. Ist 2| oder X, ein Axiom, so argumentiert man wie unter
(1a). Andernfalls entstehen 2| und X, durch Anwendungen logischer
Regeln (vN bis hA) mit A als Hauptformel. Dann finden wir fiir

A = —-B: Aus

AB=T A =BT
A > —B,l A, —B =T

5 TR’
A A =Tl

gewinnt man den Beweis

AN =BT AB=T
AB,AI=’ r,r’B
AN =TT

TR’
VV,HYV,
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der sich nach Induktionsvoraussetzung in einen Beweis fiir 2 ohne
Anwendungen von TR’ umformen liBt. Wegen r = 2 enthalten A und
[ die Formel —B nicht, so daB gilt Az = A’ und [z =T. Ent-
sprechendes ist in den beiden folgenden Fillen zu beachten.

A=BDC: Aus

A,B; C,r A =B NC= r,

I
A= BDCT ABDC =TI ,
ADN =TT TR
erhilt man den Beweis
A = B, A,B-;,c,rTR,
Ag, N = C T, Ty
VV,HV,

AN = CT, 7

der sich nach Induktionsvoraussetzung in einen Beweis fir A, A’ = C, I,
umformen 148t, der keine Anwendungen von TR’ enthilt. Damit er-
halten wir dann den Beweis

AN = CT I AC=T

AN A, = T, T, T IR

» ’ C = C ' C
AD =TT VK, HK
AN =TT qv,

aus dem sich bei nochmaliger Anwendung der Induktionsvoraus-
setzung ein Beweis fiir 2 gewinnen 1iBt, der keine Anwendungen
von TR’ enthilt.

A = AxB[x]: Aus

A~ Alxfyl,T AL A[x/z] = [
A= AxA[x],I A, AxA[x] ="
AN -

TR’

erhalten wir unter Beniitzung von 2.4.2.2.2 und ggf. 2.4.2.2.1 einen Beweis

A = A[x[z],T A, Afx[z] = [
A, A;\[x/z] = rA[x/z]' r
AN =T,

TR’
VV,HV,
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den wir nach Induktionsvoraussetzung in einen Beweis fiir 2; ohne
Anwendungen von TR’ umformen kénnen.

2b) Die Behauptung sei fiir alle g =n + 1 und alle r < m bewiesen.
Ist nun r = m 4 1, so argumentiert man wie unter (1b).

Damit ist die Zuldssigkeit der Regel TR’, und also auch die Zu-
lassigkeit der Regel TR bewiesenl.

Den Satz 2.4.2.2.5 bezeichnet man auch als GENTZENschen Haupt-
satz oder als Eliminationstheorem. Er wurde zuerst von G. GENTZEN
in [25]) bewiesen. Dieser Beweis hat die Form, daB man zeigt: die
Regel TR kann in einem um diese Regel erweiterten Kalkiil P3 eli-
miniert werden, ohne daB dadurch die Beweiskraft des Systems ein-
geschrankt wird. Diese Formulierung des Satzes ist mit unserer Fassung
natiirlich dquivalent.

Das Eliminationstheorem ist von auBerordentlich groBem Wert,
insbesondere bei beweistheoretischen Untersuchungen. Wir wollen
diesen Satz nun verwenden, um die Aquivalenz der Kalkiile $1 und
3 auf syntaktischem Wege nachzuweisen?.

Da wir dazu auch Einfithrungsregeln fiir die Disjunktion bendtigen,
geben wir fiir B3 auch Regeln fiir die tibrigen logischen Operatoren
an, die sich wie im Fall des Kalkiils P$2* direkt aus den Definitionen
D1 bis D4 von 2.3.1 ergeben:

vD: AJA=T;AB=>=TFHFAAVB=T
hD: A= ATHA=AVBEBT
A= BTl+—A=AvVB,T
vK: AAA=THAAAB =T
AB=>=THAAAB=T

! Im Hinblick auf die Zulassigkeit der Regeln VV und HV in 3, kann
man der Schnittregel TR auch die dquivalente Formulierung

TRt: A= A T; A A=A =T geben. Denn TR+ ist ein Spezialfall
von TR und aus A = A, " und A’, A= [ erhilt man mit VV und HV die
SQA A=A, und A, A’, A= T, T, aus denen sich die SQA, A’ =T,
mit TR* gewinnen 1iBt.

® Auf semantischem Weg haben wir die Aquivalenz dieser Kalkiile
schon gewonnen, indem wir die Addquatheit von PB1 und von P2, sowie
die Aquivalenz von P2 und P3 bewiesen haben. Wir geben den folgenden
syntaktischen Aquivalenzbeweis an, um die syntaktischen Methoden ein-
zuiiben und um zu zeigen, wie sich z. B. der einfache Adiquatheitsbeweis
fir P2 zum Beweis der Adiquatheit von P1 verwenden laBt.
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hK: A = A T;A =B I'—A=-AAB,T

vQ: A= AT, AB=THAA=B =T
AA=T,A=>BTlTFAA=B=~>T

hQ: AA =BT AB=ATHFA=>A=B,T

vE: A Alx[y] = THAVXA[x] = T

hE: A = Afx/y],THA = VxA[x[y],T

Dabei ist y im Fall der Regel hE eine beliebige GV, im Fall der Regel
vE eine GV, die in den Formeln der Konklusion nicht frei vorkommt.
Die Regeln vK und hD kénnte man auch durch die Regeln

vK': A,A,B~T—AAAB = und hD': A= A B A=~ AvBT
ersetzen. Denn es gilt:

AAB=T und A, A =T und A,B = T
AAAB,B=T K AAB=T VV ALAB=T VV
AAABAAB=T vK AAAB =T vK' AAAB =T vK’
AAAB =T VR

Ebenso zeigt man, daB sich die Regeln hD und hD’ durch einander
ersetzen lassen.

Ist [ die Formelreihe A,,..., A, so setzen wir [ firr die Formel
A;v ...v A, Ist- die Ableitungsbeziechung fiir PB1, so verstehen
wir die Aussage A im Sinne von A A A —A, wo man fiir A eine feste,
z. B. atomare Formel wihlen kann. Es gilt dann der Satz:

2.4.2.2.6 Eine SQ A = [ ist in P3 genau dann beweisbar, wenn die
Ableitungsbeziehung A, I in P1 besteht.

Beweis: 1. Ist A = [ in P3 beweisbar, so gilt Al—oF in Pl.

la) Wir bemerken zunichst, daB nach der allgemeinen Definition
der Ableitungsbeziehung 1.3.3.4 fiir beliebige Kalkiile & folgende drei
Prinzipien gelten: I) A A, II) Aus AH A folgt A, B A, III) Aus
A A und A, A+ B folgt A+ B. Nach 1.3.3.4 erhdlt man eine Ab-
leitung von A aus A, wenn man nur die Formel A anschreibt. Liegt
eine Ableitung von A aus den AF aus A vor, so erhidlt man daraus eine
Ableitung aus A, B, wenn man die AF B an irgendeiner Stelle vor A
einschiebt. Hat man endlich eine Ableitung von B aus AF A, A und
eine Ableitung von A aus den AF A, so erhilt man aus der ersten Ab-
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leitung eine Ableitung von B aus A, wenn man die Zeile, welche die AF
A enthilt durch die Ableitung von A aus A ersetztl.

1b) Ist A =T ein Axiom von P3, so hat diese SQ die Gestalt
A’ A= A T In P1l gilt nach (la) A’, A A (vgl. (I) und (II)) und
daraus erhidlt man mit T13 A, AFA v I

1c) Wir zeigen nun: Geht aus A = [ (und A’ = I') die SQ A" ="
durch einmalige Anwendung einer der Deduktionsregeln von PB3 her-
vor, so folgt aus der Giiltigkeit von AI—OF (und A’ F’) die Giiltig-
keit von A" b, . Fir VR und VT ist das trivial, da fiir die Giiltig-
keit der Beziehung A A A als Formelmenge, nicht als Ausdruck
betrachtet wird.

HT: Aus Ab,FvAvBv I folgt Al v Bv Av [ nach T15 und
MTS5.

HR: Aus AH,Av AvT folgt AyA v T nach T12, T13 und MT5.

YN: AusAkyB v I folgt mit D1 A+, —B DT und mit R1 A, =B, .

hN: AusA, B I folgt mit MT4 A FBD alsomit D1 Ay —B v T

vI:  AusAbyA v T folgt mit T15, D1 und R1 A, —F k-, A, mit R1 also
AT, ADBK,B, mit A Bk, T also AT, ADBH, T, mit Mtd
A, ADBr,—I DT, mit T11 also A, ADBH, r.

1 Umgekehrt hitten wir auch die Ableitungsbeziehung nach 1.3.3.4
induktiv durch die Prinzipien (I) bis (III) definieren kénnen mit den Zu-
sitzen IV) Ist A ein Axiom von R, so gilt = A, V) L4Bt sich A durch ein-
malige Anwendung einer der Deduktionsregeln von & auf die Formeln aus
A gewinnen, so gilt Al A. Denn gilt A A nach 1.3.3.4, so gilt A A
auch nach dieser induktiven Definition: Es liege eine Ableitung § von A
aus A nach 1.3.3.4 vor. Wir nehmen eine Induktion nach der Anzahl » der
Anwendungen von Deduktionsregeln bei der Konstruktion von § vor.
Ist » = 0, so ist A Axiom, dann gilt A A nach (IV) und (II), oder A ist
eine der AF aus A, dann gilt A+ A nach (I) und (II). Sei die Behauptung
bewiesen fiir alle # << m und sei nun » = m+47. Ist A AF oder Axiom,
so argumentiert man wie oben. Ist A durch Anwendung einer Deduktions-
regel auf die Formeln B,,..., B; gewonnen worden, so sind die Formeln
B; i =1,...,s) durch eine Zahl von Anwendungen von Deduktionsregeln
gewonnen, d1e < m ist, so daB nach Induktionsvoraussetzung gilt A+ B;.
Ferner gilt nach (V) B,,...,BA, also nach (II) A, B,,..., B A.
Aus AR B, erhalten wir mit (I1) A, B,,..., Bs B,, also mit (III)
A B,,...,BiHA. Aus Al B, erhalten wir mit (II) A, B,,..., B+ B,,
also mit (III) A, B,,..., Bs— A. In dieser Weise erhalten wir endlich auch
A A,



2.4 Formalisierungen des natiirlichen Schliefens 207

hI: Aus A Al Bv [ erhalten wir wieder A, -1F Al,B, mit MT4 also
A, —r oA DB und mit MT4, D1 und T15 endlich A (A:)B) vl
vA: Wegen T42 folgt aus A, Ax/y]t, I auch A, Afox]I— T

hA: Aus A Ax[y]v r folgt mit D1 und T6 Al —-FDA[x/y]
Wenn die GV y nicht frei in den Formeln aus A, I, AxA [x] vor-

kommt, so erhalten wir daraus mit R2 A, =) AyA(x[y] und
also mit T41 und MT5 Ak, D AxA[x]. Mit T6 und D1 er-
halten wir endlich Al AxA[x] v T.

Mit (1b) und (Ic) ist nun gezeigt, daB alle SQ eines Beweises in
P3, insbesondere also die End-SQ in 1, beweisbar sind.

2. Gilt Al A, so ist die SQ A = A in P3 beweisbar. Daraus folgt
dann: Wenn in Pl gilt AFT, so ist A = ' in P3 beweisbar. Denn sei

I die Formelreihe A,,..., A, so finden wir

m?

A= A, AL L Am»Al,...,Ava
Ajv...vA = A, ... A A==>A1v...vAmTR
A=A, .. A,

Es gilt alsoin P3 A ~ A, v ... vA FA > A,,.. A .
2a) Ist A eine der Formeln aus A, so ist A = A ein Axiom von P3.
2b) Ist A ein Axiom von 1, so finden wir:

A ist Axiom nach Al: A, B = A
A= BDA hl
= AD(BDA) kI
A=ADBDA) VV
A ist Axiom nach A2:

A,B= B,C A,B,C=C

vl
A, B=AC A, BDC,B=C
vl
ADBD(C,A,B=C AD(BDC),A=AC I
\'%4
AD(BDC,ADB,A=C
AD(BDC(C),ADB = ADC hI
ADBDC(C) = (ADB)D(ADC() hI

~ (AD(BDC)D(ADB)D(ADC) kI
- (AD(BDC)D((ADB)D(ADC) VV



208 2 Pradikatenlogik

A ist Axiom nach A3:

B,A= A B = BA

hN B=—AA B,—-B = A vN
—AD-B,B= A vl
—AD—B = BDA hl

- (FAD—=B)D (BDA) hI
A= (FAD=B)D(BDA) VV

A ist Axiom nach A4: A[x]y] = A[x]y]
AxA[x] = A[x]y] vA
= AxA[x] D Afx/y] hl
A= AxA[x]DA[xly] VV

2c) Wir nehmen nun an, die Behauptung (2) sei bereits fiir alle
Ableitungen $ von A aus A bewiesen, die nur #» < m Anwendungen
der Deduktionsregeln R1 und R2 von 91 enthalten — die Induktions-
basis # = 0 ist bereits durch (2a) und (2b) erledigt — und es enthalte
$ nun m + 7 Regelanwendungen.

R1: Geht A aus den Formeln B und B D A mit R1 hervor, so sind
nach Induktionsvoraussetzung die SQ A = Bund A= BD A in P$3
beweisbar und wir erhalten:

B=BA BA=A

A= BDA B,BDODA= A vl
A= B AB= A TR
A=A TR

R2: Geht A aus der Formel B O C[x] mit R2 hervor, wo die GV x
nicht frei in den Formeln aus A, B vorkommt, so ist nach Induktions-
voraussetzung die SQ A = B D C[x] in P3 beweisbar und wir finden:

B = B,C(x] B,C[x]= C[x]

A = BDC[x] B,B2C[x] = C[x] vl
A,B = C[X] TR

A, B = AxC[x] hA

A = B D AxC[x] hI

Damit ist auch die Behauptung (2) bewiesen.
In den Kalkiilen 1, P2 und P3 haben wir also drei untereinander
dquivalente und addquate Formalisierungen der P.L. vor uns.
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Aus dem Beweis des Satzes 2.4.2.2.6 geht auch hervor, da man
die p.l. Regeln vA und hA durch die Forderung einschranken kann,
daB x in A[x] frei sein soll fiir y, wenn man TR als Grundregel von
PB3 auffaBt. Denn das Axiom A4 und die Regel R2 von Pl erhdlt man
auch mit den so beschrinkten p.l. Regeln. Erklart man auch die Regeln
VV und HV zu Grundregeln von 3, so kann man, wie oben erwihnt,
das Axiomenschema A, A = A, [ durch das Schema A = A ersetzen
und erhélt so aus P3 einen Kalkiil, der dem GENTzENschen SQ-Kalkiil
LK in der Formulierung G1 von KLEENE entspricht!. In diesem Kalkiil
ist dann jedoch die Regel TR nur eliminierbar in Beweisen fiir solche
SQ, in deren Formeln keine GV zugleich frei und gebunden vorkommt2.

'2.4.2.3 P3 als Kalkiil des natiirlichen Schliefens. Es soll nun eine

Deutung des Beweisbegriffes von B3 angegeben werden, nach der sich
auch dieser Kalkiil als eine Formalisierung des natiirlichen SchlieBens
ansprechen 148t.

Der entscheidende Begriff, iiber den die Theoremmenge der P.L.
semantisch abgegrenzt wird, ist der des p.l. giiltigen Schlusses. Diesen
Begriff hatten wir in 2.2.2.7 definiert unter Bezugnahme auf den
Interpretationsbegriff. Man kann aber auch einen Aufbau der Semantik
angeben, in dem der Begriff des Schlusses als Grundbegriff fungiert.

In der Interpretationssemantik nach 2.2.2 wurden primir die GV
(im Sinne von Eigennamen) und die PV (im Sinne von Préddikaten)
gedeutet. Die Deutung der Formeln (im Sinne von Sitzen) ergab sich
daraus. In der Bewertungssemantik hingegen wurden nur Formeln
gedeutet, eine Deutung der einzelnen GV und PV wurde nicht vor-
genommen, sie erhielten eine Bedeutung nur mehr im Kontext von
Formeln. Wir treiben den Abstraktionsgrad der semantischen Deutung
nun noch einen Schritt weiter, wenn wir nicht mehr die einzelnen For-
meln fiir sich deuten, sondern nur Schliisse als giiltig oder ungiiltig
auszeichnen, so dafl die Sitze nur im Kontext von Schliissen Bedeu-
tung haben. Dieser semantische Ansatz liegt nahe, wenn man sich
auf die Betrachtung von Theorien beschrinkt, in denen ja ebenfalls
nicht primér die Wahrheit und Falschheit eines Satzes von Interesse
ist, sondern seine Beweisbarkeit oder Widerlegbarkeit sowie das Beste-
hen oder Nichtbestehen deduktiver Zusammenhinge zwischen den
Sitzen der Theorie3.

1 Vgl. [42], S. 442.

: Vgl [42], S. 450.

3 Vgl. fiir das folgende auch [10] und ([45].

Kutschera, Elementare Logik 14
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Einen SchluB kénnen wir charakterisieren als ein geordnetes Paar
von Formelmengen (A, ). Ist S eine Menge von Schliissen, so defi-
niert S eine Beziehung zwischen Formelmengen A und I, die wir aus-
driicken durch A 2 . Wo Unklarheiten nicht entstehen konnen, lassen
wir den Index ,,S*, der auf das Bezugssystem hinweist, auch fort.
Eine Menge S definiert nun eine Folgebeziehung im tiblichen Sinn,
wenn die Schliisse aus S alle genau eine HF enthalten und wenn gilt:

rf: A - A fiir alle Formeln A
vv: Aus A - A folgt A,B > A
tre Aus A - A und A’, A - B folgt A, A’ >~ B.

Diese drei Prinzipien bezeichnen wir wieder als Reflexivitit, vordere
Verdiinnung und Transitivitdt. Statt , Folgebeziehung® werden wir
auch oft Schiuf-System sagen.

Die Bedingungen (rf) bis (tr) driickt man auch oft so aus, daBl man
sagt:

rf)  Die Sitze einer Menge M gehoéren zur Konsequenzmenge von M,
d. h. zur Menge der Sitze, die aus den Sitzen von M folgen.

vv) Ist M, in M, enthalten, so ist die Konsequenzmenge von M, in
der Konsequenzmenge von M, enthalten.

tr) Die Konsequenzmenge der Konsequenzmenge von M ist in der
Konsequenzmenge von M enthalten.

Diesen Bedingungen geniigt z. B. die Ableitungsbeziehung formaler
Kalkiile! ebenso wie die p.l. Folgebeziehung nach 2.2.2.7, wenn man
sich dort auf Schliisse mit genau einer Konklusion beschrankt.

Wir haben in der P.L. auch Folgebeziehungen betrachtet, die Schliisse
ohne Konklusion enthalten. Solche Folgebeziehungen lassen sich da-
durch einfiihren, daBl man eine Formel F postuliert, fir die gilt F -~ A
fiir alle Formeln A. Aus F sollen also beliebige Sétze folgen, IF reprdsen-
tiert daher das Falsche. Dann kann man fiir A - F auch schreiben
A - und im Hinblick auf (tr) das Prinzip F - A ersetzen durch das
Prinzip der hinteren Verdiinnung:

hv: Aus A - folgt A - A.

1 Vgl. die Anmerkung zu S. 206.
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Geht man in einem zweiten Schritt von Schliissen mit hochstens
einer HF zu Schliissen mit mehreren HF iiber, indem man festlegt, da8
A~ A,,..., A, gelten soll genau dann wenn gilt A - A, oder ... oder
A - A, dann kann man dem Prinzip (hv) auch die allgemeine Form
geben

hv: Aus A -~ [ folgt A -~ A, T.

Die Prinzipien (vv) und (tr) lassen sich dann in der allgemeinen Form
gewinnen:

vv: Aus A - T folgt A,A -~ T

“tr: Aus A > A, und A, A - 7 folgt A, A" -~ T, T,

Wir nennen ein SchluB-System S wollstdndig, wenn gilt - A oder
A - fiir alle Formeln A. Wir nennen S widerspruchsfrei, wenn es keine
Formel A gibt, fiir die gilt - A und A —.

Nennt man ein SchluB-System atomar, wenn die Schliisse aus S
als VF und als HF nur Atomformeln enthalten, so besteht der Grund-
gedanke zum Aufbau der SchluBsemantik darin, daB man zu jedem
Atom-System S eine Erweiterung definiert durch Giiltigkeitsbedingun-
gen fiir Schliisse, die komplexe Formeln enthalten. Die Giiltigkeit
eines Schlusses, der eine komplexe Formel A enthilt, soll danach ab-
hingen von der Giiltigkeit von Schliissen, die Teilformeln von A ent-
halten. Dies Vorgehen entspricht dem Verfahren in der Bewertungs-
semantik, in der wir von der Definition einer Funktion 2B fiir Atom-
formeln ausgehend die Funktionswerte fiir komplexe Formeln in Ab-
hingigkeit von denen fiir ihre Teilformeln festgelegt haben.

2.4.2.3.1 Ist S ein atomares SchluB-System, so sei die semantische
Erweiterung S* von S durch folgende Bedingungen definiert:

vn: Aus A - A, T folgt A, —A - T.

hn: Aus AA -~ T folgt A - —A,T.

vi: Aus A - A, T und A, B -~ T folgt A, ADB~T.

hi: Aus A,A - B, folgt A~ ADB,T.

va: Aus AA[x[y] - T folgt A, AxA[x] - I fiir beliebige GV y.
ha: Gilt A - A[x/y], T fiir alle GV y, so gilt auch A -~ AxA(x],T.

Die intuitive Rechtfertigung dieser Bedingungen ergibt sich aus
folgenden Uberlegungen:

14+
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hn) A - besagt, daB aus A beliebige Sitze folgen. Man kann die Ne-
gation iiber das Prinzip ex falso quodlibet definieren, und erhidlt damit:
aus A ~ folgt - —A. Die Bedingung aus A, A - folgt A - —A stellt sich
dann dar als eine naheliegende Verallgemeinerung dieses Prinzips, die
besagt: wenn A mit den Formeln aus A unvertréglich ist, so folgt —A
aus A.

Ist der SchluBB A, A -~ I giiltig, so gilt nach unserer Festsetzung
iiber Schliisse mit mehreren HF A, A - C, wo C eine Formel aus [ ist.
Ist das System S* nun vollstindig, so gilt entweder A -~ — dann er-
halten wir also - —A, mit (vv) und (hv) also A -~ —A, [ — oder es gilt
— A, dann erhalten wir aus A, A - C mit (tr) A - C, also mit (hv)
A~ —AT.

vn) Wihrend (bn) eine Bedingung angibt, die besagt, unter welchen
Voraussetzungen eine Formel —A erschlossen werden kann, formuliert
(vn) eine Bedingung, unter der man aus einer Formel —A auf andere
Formeln schlieBen kann. Es hitte vielleicht ndher gelegen, anstelle von
(vn) die Umkehrung (1_1;) der Bedingung (hn) anzugeben: aus A -~ —A,
folgt A, A > . Aber eine solche Bedingung fiigt sich nicht so gut in
den Gedanken einer induktiven Definition der Erweiterung S* ein.
Daher haben wir die Formuherung (vn) gewidhlt, die sich als dquivalent
mit (hn) erweist: Denn aus (hn) erhalten wir mit —A - —A (rf) =A, A —,
mit A -~ A, T und (tr) also A, A - I. Und aus (vn) erhalten wir mit
A~ A (rf) =A, A -, also mit A - —A, [ und (tr) A, A > T.

hi) Eine Implikation A DB soll gelten, wenn B aus A folgt: aus A -~ B
erhilt man -~ A D B — allgemein: aus A, A -~ B erhdlt man A -~ ADB.
Gilt nun A,A - B,T, so gilt entweder A,A -~ B — dann erhilt man
also A - ADB und mit (hv) A - ADB,[ — oder es gilt A,A - C,
wo C eine Formel aus M ist. Dann kann man im Fall vollstindiger
Systeme St beniitzen, daBl entweder - A gilt, also mit (tr) A -~ C,
also mit (hv) A~ ADB,[ — oder A -, also mit (hv) A - B, also
- A DB, also mit (vv) und (hv) A - ADB,T.

vi) Diese Regel ist wieder mit der Umkehrung (I;) von (hi) aqui-
valent. Denn aus (vi) und aus (ﬁ) erhilt man jeweils ADB,A -~ B.
Mit A -~ ADB, T und (tr) gewinnt man daraus A, A -~ B, I und mit
A - A, T erhilt man A, ADB - B, mit A,B— I und (tr) also
AADB~>T.
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ha) Die Bedingung besagt, daB eine Formel AxA[x] aus Formeln A
folgt, wenn alle Instanzen A[x/y] aus A folgen. Gilt A -~ A[x/y], I
fiir alle GV y und gilt fiir eine GV z nicht A -~ A[x/z], so gilt A-> C
fiir eine Formel C aus [ und wir erhalten mit (hv) wiederum
A - AxA[x],T.

va) Man erhdlt diese Bedingung wieder als Umkehrung von (ha).
Danach folgt aus A -~ AxA[x], I die Giiltigkeit von A - A[x/y], I fiir
alle GV y. Daraus und aus (va) erhdlt man jeweils AxA[x] -~ A[x/y]
fiir beliebige GV y. Mit (tr) und A, A[x/y] - [ erhdlt man also
A AxA[x] > T. Aus A - AxA[x],T erhilt man umgekehrt mit (va)
-und (tr) auch A - A[x/y], [ fur alle GV y.

Bei der Rechtfertigung der semantischen Bedingungen 2.4.2.3.1
haben wir nun vorausgesetzt, daB die Systeme S* vollstindig sind.
Es geniigt auch vorauszusetzen, daB die atomaren Systeme S, deren
Erweiterungen wir betrachten, vollstindig sind. Denn wenn S* voll-
stiandig ist bzgl. aller Formeln vom Grad <<z (n > 0), so ist St auch
vollstindig bzgl. aller Formeln vom Grad # + 7: Gilt > A oder A -,
so gilt nach (vn) und (hn) auch —A - oder -~ —A. Gilt - B oder A —,
so gilt auch A - B (vv, hv), also - A D B. Gilt aber - A und B -, so
gilt nach (vi) auch A D B —. Gilt fiir eine GV y A[x[y] -, so gilt nach
(va) AxA[x] —, gilt fir alle GV y > A[x/y], so gilt nach (ha) auch
-~ AxA[x]. '

Im Fall unvollstindiger Atomsysteme S haben wir keinen unmittel-
baren intuitiven Zugang zu den semantischen Bedingungen 2.4.2.3.1,
insbesondere erweist sich dann auch diese Semantik als unvertriglich
mit dem Gedanken, Schliisse A - A,,..., A mit mehreren HF so zu
deuten, daB aus ihrer Giiltigkeit die Giiltigkeit eines Schlusses A — A;
(i=1,...,m) folgt. Denn aus (rf) erhalten wir fiir beliebige Formeln
A > A, also mit (hn) - —A, A, obwohl fiir unvollstindige Systeme eben
nicht fiir alle A gilt -~ A oder -~ —A bzw. A —-.

Die einzelnen vollstindigen Systeme S™ entsprechen nun den ein-
zelnen Interpretationen. Wie wir die logisch wahren Sétze in 2.2.2 unter
Bezugnahme auf alle Interpretationen definiert haben, so definieren wir
nun den p.. giiltigen Schlu8 als SchluB, der in allen Erweiterungen
S* vollstindiger Atom-Systeme S giiltig ist. Es erweist sich nun, daB
ein SchluB p.l. giiltig ist in diesem Sinn genau dann, wenn er allgemein-
giltig ist, d. h. giiltig in den Erweiterungen aller Atomsysteme S,
nicht nur der vollstindigen Atomsysteme. Daraus ergibt sich zundchst
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die intuitive Berechtigung dafiir, daB wir auch unvollstindige Atom-
systeme in unsere Betrachtung einbeziehen.

Es sei M das minimale Atomsystem, dessen Schliisse simtlich die
Gestalt A, A - A, I haben. Dies System ist minimal, da jedes System
nach den Prinzipien (rf) bis (hv) diese Schliisse enthalten muB3. M ist
ferner ein System, da sich aus Schliissen der Form (rf) mit den Bedin-
gungen (vv), (hv) und (tr) immer nur Schliisse dieser Gestalt gewinnen
lassen. Ist nun ein SchluB allgemeingiiltig, so ist er trivialerweise auch
giiltig in der Erweiterung M* von M. Ist ein SchluB umgekehrt M*-
giiltig, so ist er auch allgemeingiiltig, da M ™ Teilsystem aller Erweite-
rungen St ist. Aus der M™T-Giiltigkeit eines Schlusses X folgt also
insbesondere auch, daB 2 giiltig ist in den Erweiterungen aller voll-
stindigen Atomsysteme S. M7* enthilt also nur p.l. giiltige Schliisse.
Ist X umgekehrt p.l. giiltig, so ist Z auch M *-giiltig, so daB M* auch
alle p.l. giiltigen Schliisse enthilt. Denn wenn der SchluB A -~ T giiltig
ist in allen vollstindigen Erweiterungen, so kann die Giiltigkeit dieses
Schlusses nicht abhingen von speziellen Annahmen -~ A oder A — iiber
eine Atomformel A, d. h. A -~ [ muB mit den Mitteln von M+ beweis-
bar sein.

In M* 14Bt sich nun die Bedingung (ha) durch die Bedingung
ersetzen

hat: Aus A > A[x/y],[ folgt A -~ AxA[x], T, wenn y eine GV ist,
die in den Formeln A, AxA[x], [ nicht frei vorkommt.

Denn da in M™* keine GV ausgezeichnet sind, folgt aus der Giiltigkeit
eines Schlusses X' die Giiltigkeit jedes Schlusses, der aus X' durch freie
Einsetzung von GV in die Formeln von X hervorgeht. Ist so die Pri-
misse von (ha') giiltig, so sind auch die Schliisse A -~ A[x/z], [ fir
alle GV z giiltig. Die Umkehrung, in der man (ha) aus (ha™) gewinnt,
ist aber trivial.

Wenn wir nun die P.L. in ihrer Abgrenzung durch die hier zugrunde
gelegte SchluB-Semantik formalisieren wollen, so miissen wir das
System aller p.l. giiltigen Schliisse, d. h. das System M* formalisieren.
Dazu ist nur nétig, daB wir die Schliisse durch SQ reprisentieren und
somit die Strukturregeln beniitzen, daB wir ferner die Schliisse von
M als Axiome verwenden und die Bedingungen (vv) bis (tr) und (vn)
bis (ha®) in Deduktionsregeln eines SQ-Kalkiils iibersetzen. Damit
erhalten wir aber den Kalkiil $3, wobei zunichst die Regeln VV, HV
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und TR als Grundregeln auftreten, die sich aber nach den Sitzen
2.4.2.2.3 und 2.4.2.2.5 eliminieren lassen.

93 stellt sich also als eine direkte Formalisierung der SchluBsemantik
dar und in diesem Sinn als ein Kalkiil des natiirlichen SchlieBens.

Da in P3 genau die bzgl. der SchluBsemantik allgemeingiiltigen
Schliisse beweisbar sind und ferner, wie wir im Satz 2.4.2.1.2 sahen,
auch genau die p.l. Schlisse im Sinne von 2.2.2.7, so ergibt sich die
Aquivalenz von Schlu8- und Interpretationssemantik. Diese Aquivalenz
erhdlt man auch direkt, indem man zeigt:

2.4.2.3.2 Ein SchluB ist p.l. giiltig im Sinne von 2.2.2.7 genau dann,
" wenn er allgemeingiiltig ist im Sinne der SchluBsemantik.

Beweis: 1) Jeder allgemeingiiltige SchluB, d.h. jeder M™-giiltige
SchluB ist p.l. giiltig. Denn die Schliisse A = A nach (rf) sind p.L
giiltig und sind die Primissen der Bedingungen (vv) bis (hv) und (vn)
bis (hat) p.l. giiltig, so auch ihre Konklusionen, wie man leicht ein-
sieht. — 2) Jeder p.l giiltige SchluB X ist M " -giiltig. Andernfalls gibe
es ja ein vollstindiges System S*, in dem X' nicht gilt. Dann lieBe
sich aber eine Bewertung 2 definieren durch die Forderung: W(A) = w
fir - A und W(A) = § fur A > fiir alle Atomformeln A. Durch Induk-

tion nach dem Grad ven A erhlelte man dann diece Redingung auch
fiir beliebige Formeln A. Hat X' nun die Gestalt A;,..., A~ B,;,..., B,

so miifite also gelten e A ..., e A, und B; = ST B, > e da arldern-
falls wegen (vv) und (hv) X'in S* giiltig wire. Es wiirde dann also auch
gelten W(A) = ... = W(A,) =wund WB,) =... =WB,) =1, d h

es gibe eine Bewertung und also nach 2.2.2 auch eine Interpretation,
die ein Gegenbeispiel fiir die Annahme der p.l. Giiltigkeit von X liefern
wiirde.

Ein Vorzug der SchluB-Semantik ist darin zu sehen, dal man sich
fir die Abgrenzung der p.l. giiltigen Schliisse nur auf das induktiv
definierte System M* beziehen muB und nicht, wie in der Bewertungs-
Semantik auf eine nicht abzihlbare Gesamtheit von Funktionen. Seine
cigentliche Bedeutung gewinnt dieser Ansatz freilich erst im Rahmen
einer konstruktiven Semantik, in der man nur von induktiv definierten
SchluB-Systemen ausgeht, die sich als Ableitungsbeziehungen in for-
malen Kalkiilen auffassen lassen!. Hier soll uns die SchluBsemantik

1 Vgl. dazu [10] und [45].
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vor allem dazu dienen, im nichsten Abschnitt eine Beziehung zwischen
positiver, intuitionistischer und klassischer Logik herzustellen.

2.4.2.4 Positive und intuitionistische Logik. Wenn wir auf die Begriin-
dung der SchluB-Semantik fiir das klassische System P3 zuriickblicken,
so sehen wir, daB dabei von einer zweifachen Verallgemeinerung des
intuitiven Begriffs der Folgebeziehung Gebrauch gemacht wurde: im
Ubergang namlich von Schliissen mit genau einer HF zu Schliissen
mit hoéchstens einer HF und von diesen zu Schliissen mit beliebig
vielen HF. Wir wollen nun iiberlegen, zu welchen Logiksystemen man
kommt, wenn man diese Verallgemeinerungen des SchluB-Begriffes
nicht vornimmt.

Beschrankt man sich auf Schliisse mit genau einer HF, so fiihrt uns
der oben dargestellte Weg zur Begriindung des Kalkiils B3 auf einen
Kalkiil PBe, der sich aus P3 ergibt, wenn man die Axiome und De-
duktionsregeln von P3 spezialisiert auf den Fall von SQ mit genau
einer HF. Dabei fallen die Regeln HT, HR, HV, vN, hN fort, fiir
die eine solche Spezialisierung nicht moglich ist. Die Regeln fiir die
Operatoren v, A und V von P3 fassen wir jetzt als Grundregeln von
PBL auf, da in Abwesenheit der Negationsregeln diese Regeln nicht mehr
aus den Definitionen D1, D2 und D4 zu gewinnen sind. Dagegen sei
der Operator = weiterhin durch D3 definiert. Die Regel vI kénnen
wir fiir B3 auch in der Form

vi*: A= AT AB=TT"FAADB=T,TI

ansetzen, die mit vI dquivalent ist. Denn vI ist eine Spezialisierung
von vI*und aus A = A,Tund A, B = [ erhalten wirmit HV A= A, I, I
und A, B = [, und daraus mit vI A, ADB=TI,T".

Bei der Spezialisierung der Regel der vorderen Implikationseinfithrung
fiir BL wollen wir uns nun auf vI* beziehen.

Betrachtet man Schliisse mit héchstens einer HF oder fiihrt man,
was damit nach unseren fritheren Ausfithrungen gleichwertig ist, eine
Formel F ein, fiir die gilt F - A fiir alle Formeln A, so kommt man
durch eine Spezialisierung der Axiome und Deduktionsregeln von P3
auf SQ mit héchstens einer HF zu einem Kalkiil J2, dessen Axiome
und Regeln wir nun explizit angeben wollen:

2.4.2.4.1 Axiome von J¢ sind alle SQ der Form A = A.
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Die Deduktionsregeln von JI€ sind:
VI: AABA = QFABAA = Q.

Hier wie im folgenden sei £ immer eine Formelreihe, die héchstens
eine Formel enthilt.

YR: AAA=>QFAA=Q

YV: A*QFA,A».Q

HY: A=FA=A

TR: A= A;N,A=QFAN =
vN: A= AFA -A =

" hN: AA=FA=-A

vD: AA=Q;AB=Q+AAVB =20
hD: A= AFA=AVB

A= BFA=AvVB
vK: AA=>QFAAAB=Q
AB=QFAAAB > Q
hK: A= A;A=>BFA=AAB
vI*: A= A;A,B=>QFAADB=>Q
hI: AA=BFA=ADB

vA: A Alxly] = QF A AXA[x] = £, wo y eine beliebige GV ist.

hA: A = Aflx/y]+ A = AxA[x], we y nicht frei in den Formeln
A, AxA[x] vorkommt.

vE: A Alx/y]l = QF A, VxA(x] = 2, wo y nicht frei in den Formeln
A, 2, VxA[x] vorkommt.

hE: A = Alx/y]l A = VxA[x], wo y eine beliebige GV ist.

Den Kalkiil $¢ erhilt man aus I, wenn man die Regeln HV, vN
und hN fortliBt und fiir 2 immer eine Formel C setzt. Den a.l. Teil
des Kalkiils P bezeichnet man als positive Logik. Einen Kalkiil der
positiven Logik haben zuerst D. HiLBERT und P. BErRNAYS in [38]
angegeben. Er ist dquivalent mit folgendem Kalkiil &:

Die Axiome von & sind:

Bl: AD((BDA)

B2: (ADBDOC)D(ADB)D(ADCQ)
B3: AABDA

B4: AABDB

B6: AD(BDAAB)

B6: ADAVB
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B7: BDAVB
BS: (ADC)D(BDC)D(AvBDC)

Als Deduktionsregel von & wahlen wir die Regel R1 des modus ponens
ADB,AFB.

In der positiven Logik sind nur solche Formeln von %1 beweisbar,
die kein Negationszeichen wesentlich enthalten. Am Beispiel des Peirce-
schen Gesetzes ((A D B) D A) D A werden wir unten sehen, daB in & aber
keineswegs alle Theoreme von Al beweisbar sind, die kein Negations-
zeichen enthalten. Hingegen gilt, daB in & genau die a.l. Theoreme
beweisbar sind, die in der sntuitionistischen Logik gelten und die kein
Negationszeichen wesentlich enthalten. Die intuitionistische Logik ist
von L. E. J. BROUWER begriindet worden. A. HEYTING hat zuerst eine
Formalisierung der intuitionistischen P.L. angegeben, die mit dem Kal-
kiil § d4quivalent ist, den man erhilt, wenn man den Kalkiil & um fol-
gende Regeln und Axiome erweitert:

BY9: —-AD(ADB)
B10: (ADB)D((AD=B)D—A)
B11: AxA[x] D A[x/y]
B12: A(x/y] D VxA[x].
Fiir B11 und BI2 sei x frei fir y in A[x].

Als neue SchluBregeln verwendet man die Regel R2 A D B[x]
A D AxB([x] (wo die GV x nicht frei in A vorkommt) und die Regel
R3 A[x] D BF VxA[x] D B (wo die GV x nicht frei in B vorkommt).

Die intuitionistische Logik spielt in der modernen logischen Grund-
lagendiskussion eine wichtige Rolle. Wir miissen uns im Rahmen dieses
Buches, das ganz auf die klassische Logik zugeschnitten ist, ein ndheres
Eingehen auf die Geschichte und auf die Argumente zur Auszeichnung
der intuitionistischen Logik versagen und den interessierten Leser auf
die reichlich vorhandene Literatur zu diesem Thema verweisen?.

Wir beweisen nun den Satz

2.4.2.4.2 Der Kalkiil 2 ohne die p.l. Regeln vA bis hE ist mit dem
Kalkiil & dquivalent und J€ ist mit dem Kalkiil J dquivalent.

Der Beweis verliuft nach demselben Gedanken wie der Beweis des
Satzes 2.4.2.2.6, in dem wir die Aquivalenz der Kalkiile $3 und Pl

1 Vgl. [4] und 136].
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nachgewiesen haben. Wir kénnen uns auf den Aquivalenzbeweis fiir
%2 und 3 beschrinken, aus dem sich die Aquivalenz von $£ und S
sofort ergibt. Wir setzen wieder F := C A —C fiir eine feste Formel C
und schreiben auch Al fiir A F. Es ist zu zeigen: Die SQ A = Q
ist in J€ genau dann beweisbar, wenn fiir J die Ableitungsbeziehung
A, 2 besteht, die wie fiir Bl definiert sei, wobei in der Definition
des Ausdrucks ,,die GV x wird eingefangen’’ auf S. 152 nun statt ,,eine
Anwendung von R2‘“ zu setzen ist ,,eine Anwendung von R2 oder R3".
Wir wollen fiir § die Giiltigkeit des Deduktionstheorems MT4 und des
Theorems T41 voraussetzen. Dem Leser sei empfohlen, diese Theoreme
fir 3 auf dem gleichen Wege wie fiir Pl zu beweisenl.

1) Ist $ eine Ableitung aus AF A in J, in der keine GV fiir die
AF eingefangen wird, so zeigen wir fiir alle Formeln A von §, da8 die
SQ A = A in 32 beweisbar ist.

Ist A eine der AF aus A, soist A = A ein Axiom von 3€, bzw. geht
aus einem Axiom mit VV hervor. Ist A ein Axiom von S, so findet
man leicht, daB = A in J¢ beweisbar ist. Man braucht dazu nur im
Sinne des Beweisverfahrens in $2 von der zu beweisenden SQ ausgehen
und mit der Umkehrung der Deduktionsregeln von 38 den gesuchten
Beweis aufbauen. So erhalten wir z. B.

B2) AB=B ABC=C
AB=A A,B,BDC=C 1)
(vI) AD(BDC),BA=C AD(BDC),A=A

AD(BDC),ADB,A=C (vl
-~ (AD(BDC)D(ADB)D(ADC) (hI), 3 mal

B9) A=A
-A,A =B (vN, HV)
= —A D (ADB) (hI),2 mal

1 Vgl. dazu auch {42], S. 97, Theorem 1 und S. 153 Lemma 15b. Das
System & von KLEENE [42], S. 82 unterscheidet sich von J nur dadurch,
daB die beiden Vorderglieder von B2 vertauscht sind. Im Hinblick auf
MT4 und R1 sind aber beide Formulierungen von B2 aquivalent. Vgl. auch
dort den Aquivalenzbeweis fiir & und das System Gl, das 3¢ entspricht,
S. 445 ff.
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B10) A, B=B
A, B= A A, B,—B =
AL AD-B= A A,AD—-B,B =

ADB,AD-B A =
ADB,AD—-B = —A
~ (ADB) D ((AD—B) D—A)

Wird A in § endlich mit Hilfe der Regeln R1, R2 oder R3 von J
gewonnen, so erhalten wir die Beweisbarkeit von A = A in 32 wie folgt:
Wegen

A=A A,B=B
AL ADB=>B A= ADB
AA=B

gilt: I) A= ADBFA, A = B. Es gilt also auch

A= A;A= ADBFA =B (I, TR),

A = ADB[x]A = AD AxB[x], wenn x nicht frei in A vorkommt
(I, hA, hI),

A = A[x]DBHFA = VxA[x] DB, wenn x nicht frei in B vorkommt
(I, vE, hI).

2) Ist die SQ A = Q in I beweisbar, so gilt A2 in J. Ist
A = Q ein Axiom von J¢, so gilt Al trivialer Weise. Gilt die
Behauptung fiir die Primissen einer Deduktionsregel von J€, so gilt
sie auch fiir deren Konklusion:

vN: Aus Abj A folgt mit B9 und R1 A, mAk;CA C.

hN: Aus Bl und B2 folgt wie in 1A DA. Aus A, Ak, T folgt
A, Ay —A, mit MT4 Ay A D —A, mit B10 und A D A erhilt
man daraus Akj—A.

vD: Aus A, A, C und A, B, C erhdlt man mit MT4 A+, ADC
und A;BDC mit B8 und R1 also A,Av BH,C.

hD: Aus Al A erhilt man mit B6 und R1 AjAv B. Aus A, B
erhdlt man mit B7 und R1 A, A v B.

vK: Aus A, A, C erhidlt man mit B3 und R1 A, A A B C. Aus
A, B, C erhilt man mit B4 und R1 A, A A BH,C.

hK: Aus A, A und Al B folgt mit B5 und R1 A, A A B.

vI: Aus Ay A und A, BH,C folgt mit R1 A, ADBH,C.

hI: Aus A, A, B folgt mit MT4¢ A, ADB.
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HV: Aus Al CA —C erhidlt man mit B3, B4, B9 und R1 A A
fiir beliebige Formeln A.

Die Regeln VV, TR, VT, VR erledigen sich wieder in einfacher
Weise.

vA: Ist x frei fiir y in A[x], so folgt aus A, A[x/y]t, C mit B11 und
R1 A, AxA[x]t, C. Andernfalls erhilt man statt AxA [x] zunichst eine
Formel, aus der AxA[x] mit T4l hervorgeht.

hA: Aus Ay A[x/y] folgt A, (C D C) D A[x/y], mit R2 (wo y nicht
_ frei in C vorkomme) also At (C D C)DAyA[x/y], da y nicht frei in
den Formeln aus A vorkommt, und mit —C2D C daraus Al AyA [x/y].
Mit T41 erhalten wir daraus Ay AxA[x], da y nicht frei in AxA[x]
vorkommt.

vE: Aus A, A[x/y]t, C erhalten wir mit MT4 A, A[x/y]DC, da
y nicht frei in den Formeln aus A vorkommt, mit R3 und Rl also
A, VyA[x|y]t, C, da y nicht frei in C vorkommt. Mit T41 erhalten
wir endlich A, VxA[x]H, C.

hE: Ist x frei fiir y in A[x], so erhalten wir aus Al A[x/y] mit
B12 und R1 Ak, VxA{x]. Andernfalls erhilt man statt VxA[xX] zu-
nichst eine Formel, aus der VxA([x] mit T4l hervorgeht.

Aufgrund dieses Aquivalenzbeweises sind wir nun berechtigt, den
a.l. Teil von P als System der positiven Logik anzusprechen und 3@
als System der intuitionistischen Logik. Die Unterscheidung der dem
Aufbau der SchluB-Semantik zugrunde gelegten Folgebeziehungen in
solche mit genau einer HF, mit hochstens einer HF und mit beliebig
vielen HF hat also eine Unterscheidung der damit begriindeten Logik-
systeme in Systeme der positiven, der intuitionistischen und der klas-
sischen Logik zur Folge. Wdihrend es bzgl. der Bewertungs- oder
Interpretationssemantik nicht méglich ist, diese Logiksysteme unmittel-
bar zu vergleichen, bildet also die SchluB-Semantik einen hinreichend
weiten Rahmen fiir die Begriindung und den Vergleich verschiedener
Logiksysteme. Neben der positiven, intuitionistischen und klassischen
Logik lassen sich mit diesem Ansatz auch noch andere Systeme gewin-
nen, auf die wir hier aber nicht eingehen wollen, da diese Systeme in
der gegenwirtigen Diskussion kaum eine Rolle spielen.
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Wir wollen in diesem Abschnitt noch einen Zusammenhang zwischen
der Zulassung mehrerer HF und der Forderung der Vollstandigkeit der
SchluB-Systeme herstellen, um so ein noch besseres Verstindnis fiir
das Verhaltnis von klassischer und intuitionistischer Logik zu gewinnen.
Zuvor sind aber noch einige Bemerkungen zum System J€ nachzuholen.

Es wurde schon erwihnt, daB sich die Eliminierbarkeit der Regel
TR auch fiir das System J@ beweisen lat. Da wir den Gedankengang
eines solchen Beweises schon oben fiir den Kalkiill B3 dargestellt
haben, wollen wir hier nicht niher darauf eingehen. Oben wurde
gesagt, in der positiven Logik seien genau diejenigen Formeln
beweisbar, die in der intuitionistischen A.L. beweisbar seien und kein
Negationszeichen wesentlich enthielten. Dabei sagen wir, eine Formel
A enthilt kein Negationszeichen wesentlich, wenn alle negierten Teil-
formeln von A sich durch Atomformeln ersetzen lassen, ohne daf} sich
dadurch etwas an der Beweisbarkeit von A dndert. LdBt man in J¢
die Negationsregeln fort, so erhdlt man den Kalkiil $L¢. Wenn also in
PL eine SQ beweisbar ist, so auch in . Ist umgekehrt eine SQ 2 be-
weisbar in 32, deren Formeln kein Negationszeichen wesentlich ent-
halten, so 148t sich ein Beweis fiir die SQ 2" angeben, in der gegeniiber
2 in allen Formeln alle negierten Teilformeln durch Atomformeln er-
setzt sind. Die Formeln von X" enthalten also keine Negationszeichen
mehr. Im Hinblick auf die Eliminierbarkeit von TR gilt aber fiir Jg,
daB alle in SQ eines Beweises $ fiir 2’ vorkommenden Formeln Teil-
formeln der Formeln von X' sind. Also kann $ keine Anwendungen
der Regeln vN und hN enthalten, also ist § auch ein Beweis fiir 2’
in PL.

Wir hatten ferner erwdhnt, daB die SQ = ((A D B) D A) D A nicht
in PBL, also auch nicht in I beweisbar sei. Das zeigt folgender Versuch
einer Beweiskonstruktion (wir nehmen dabei an, A und B seien Atom-
formeln):

A=B
= ADB A=A

(ADB)DA = A
- (ADB)DA)DA

Ein wesentlich anderes Beweisschema als das angegebene kann es wegen
der Eliminierbarkeit von TR offenbar nicht geben und das fithrt nicht
zum Ziel, sofern A und B verschiedene Atomformeln sind. Auf dem gleichen
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Wege kann man zeigen, daB in der intuitionistischen ILogik folgende
SQ nicht beweisbar sind:

1) Das tertium mon datur

A =
= A oder = —A
= Av-A
2)

—A = B= A =—-A B=13B A - B=-B
._"‘IA:)B”A —-ADB=B =-A B=ADB
T oder oder

—-ADB=AVB
= (mADB)DAVB
3) A= B =
~ A oder — —B
> —mA v -B
= “1AV_IB = —A v —B
=(-mAv-—-B) = A =(-Av-B) =B > —Av-—B
oder ——
-(—mAv-—-B)= AAB
= —(—mAv-B)DAAB
4) Alxly] =
Alx/y] = = —A[Xx[y]
= —=Alx/y] = Ax—=A[x]
= Ax HA[x] —Ax —A([x] = A[x/z]

oder
—Ax —A[x] = VxA[x]
= —Ax —A[x] D VxA [x]

Diese Beispiele zeigen, daBl man wie fiir P3 (in Gestalt des Kalkiils
PB2) auch fiir ¢ ein mechanisches Beweisverfahren konstruieren kann.
Sie zeigen aber auch, daB dieses Verfahren schon im a.l. Fall, wo es
wieder zu einem Entscheidungsverfahren fiihrt, erheblich komplizierter
ist als im klassischen Fall wegen der alternativen Beweisméglichkeiten,
die wir oben durch ,,oder’ angedeutet haben. Hinzu kommt, daB wir
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in den Beispielen der Ubersichtlichkeit wegen noch die Méglichkeit
aufler acht gelassen haben, daB die Konklusion durch die Regel VR
gewonnen wird. Es sei dem Leser empfohlen, auch diese Moglichkeit
in den Beispielen zu beriicksichtigen!.

Aus den Beispielen (2) bis (4) geht nun hervor, dafl fiir die intui-
tionistische Logik nicht gilt Av B=—-ADB,AA B =—(—A v 0B)
und VXA = —Ax—A. Daher kann man auch die Definitionen D1, D2
und D4 nicht verwenden und muB die Disjunktions-, Konjunktions-
und Existenzregeln als Grundregeln von J€ ansprechen.

Kommen wir nun zur klassischen Logik zuriick! Aus dem System
3 erhalten wir durch Hinzunahme des Axioms

B13: Av-A

ein System der klassischen Logik, das mit Pl dquivalent ist: Mit den
in 2.3.2 und 1.3.4 gewonnenen Mitteln beweist man sofort, daBl alle
Axiome Bl bis B13 sowie die Ableitbarkeitsbeziehung nach R3 in Pl
beweisbar sind. Umgekehrt sind die Axiome und Deduktionsregeln von
P1 bis auf A3 auch Axiome und Deduktionsregeln von J. In J kann
man aber mit B13 A3 beweisen (wir setzen wieder die Giiltigkeit des
Deduktionstheorems MT4 fiir J voraus):

1) -AD—B AF
2) B AF
3) "ADB BIL, R1
4) /—A B10, R1 (1, 3)
5) AD(——ADA) B1
6) —A AF
7 A B9, R1 (4, 6)
8) =—ADA B1, R1 (7)
9) mAD(—ADA) MT4 (6) (Damit haben wir uns von
der AF (6) befreit.)
10) Av—-AD(—-—ADA) B8, R1 (5, 6)
11) Av -A B13
12) =—ADA R1
13) A R1 (4, 12)

1 Die Entscheidbarkeit der intuitionistischen A.L. ist zuerst von G.
GENTZEN in [25] bewiesen worden vermittels eines Verfahrens, wie es
hier angedeutet wurde. Vgl. dazu auch [42], S. 482 ff.
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14) BDA MT4 (2)
15) (MAD-B)D (BDA) MT4 (1) (Damit haben wir uns
von den AF (2) und (1) befreit.)

In entsprechender Weise erhilt man aus 32 durch Hinzunahme des
Axiomenschemas = A v —A ein System der klassischen Logik. Dieses
Axiomenschema laft sich auch durch die Regel

VS: AA = QA A =>QFA=0Q

ersetzen. Denn aus A, A = Q und A, A = Q erhilt man mit vD
A, Av—A = 0 mit= Av—Aund TR also A = Q. Umgekehrt findet
man

A=A —A > —A
A= Av—-A A= Av-A Vs
= Av-A

Den Kalkiil, der aus 32 durch Hinzunahme der Regel VS entsteht,
wollen wir P4 nennen. Das Axiomenschema = A v —A und ebenso
die Regel VS driicken die Vollstindigkeitseigenschaft der in der SchluB-
Semantik betrachteten Systeme S aus. Denn wenn fiir jede Formel A
gilt: -~ A oder A -, so gilt auch: -~ A oder - —A, also -~ A v —A.
Und wenn — A v —A fiir aille Formeln A gilt, so mu nach hD auch
gelten - A oder - —A, d. h. - A oder A ». Die Forderung der Voll-
stindigkeit zeichnet also im Rahmen der Schiu3-Semantik, in der
Schliisse mit héchstens einer HF betrachtet werden, d. h. im Rahmen
der intuitionistischen Logik die klassische Logik aus. Wir beweisen
dazu den Satz

2.4.2.4.3 In P4 sind genau diejenigen SQ beweisbar, die héchstens
eine HF enthalten und in P3 beweisbar sind.

1) Ist eine SQ A = Q in P4 beweisbar, so ist sie auch in P3 beweis-
bar, da die Axiome und Deduktionsregeln von P4 bis auf VS Speziali-
sierungen der Axiome und Deduktionsregeln von B3 sind. Nach unseren
fritheren Bemerkungen koénnen wir ja in P$3 die Regel vI durch die
Regel vI* ersetzen. In 3 ist ferner fiir alle Formeln A die SQ = A v —A
beweisbar, so daB auch die Ableitungsbeziehung nach VS gilt:

A=A
= A,—A

Kutschera, Elementare Logik 15
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= Av—-A —A
- Av—-A Av—-A
= Av-A

2) Ist die SQ A = Q in P3 beweisbar, so auch in P4. Denn jeder
Beweis § fiir eine SQ A = Q in P3 148t sich in einen Beweis &’ fiir
A = © mit zusitzlichen Anwendungen von VS umformen, der nur SQ
mit héchstens einer HF enthilt. Zunichst kann man die Axiome A, A =
A, T von § durch die Axiome A, -, A = A ersetzen, wobei —I die
Formelreihe —B,,. .., =B, sei, wenn [ die Formelreihe B,,..., B, ist.
Ferner gilt die Bezichung I) A, —A = QF A, —Q = A, wie folgende
Ableitung zeigt:

A A= 0
A, -A, Q>
A A Q= A A2 A=A Vs
A Q= A

Die Regel VS wurde aber schon als zuldssig in 3 erkannt. Danach
kann man nun bei allen Regelanwendungen in $ die jeweils iiberfliissi-
gen, d. h. nicht als Nebenformeln benétigten HF als negierte VF mit-
fiihren und sie bei Bedarf mit (I) als HF zuriickgewinnen. Der so
entstehende Beweis $' ist auch ein Beweis in P4, da die Axiome und
Deduktionsregeln von P3 bei Spezialisierung auf den Fall héchstens
einer HF in Axiome und Deduktionsregeln von P4 iibergehen.

Im Kalkiil P4 haben wir nun eine Formulierung der Kklassischen
P.L. vor uns, die SQ mit hochstens einer HF verwendet. Der Rahmen
eines solchen Sequenzen-Kalkiils ist der intuitionistischen Logik am
angemessensten. Die klassische Logik muBl durch eine explizit zu for-
mulierende Vollstindigkeitsforderung ausgezeichnet werden — oben in
Form der Regel VS. Im Kalkiil $3 hingegen, in dem auch SQ mit
mehreren HF zugelassen sind, ist eine solche explizite Hervorhebung
der Vollstindigkeitsforderung nicht notwendig. Sie driickt sich aus
in der Form, die man den semantischen Regeln bei der Verwendung
von SQ mit mehreren HF geben kann. Wir haben oben bei der intui-
tiven Begriindung der Bedingung (hn) in 2.4.2.3.1 die Vollstindigkeit
der betrachteten SchluB-Systeme verwenden miissen. Umgekehrt
folgt aus A - A mit (hn) - A, —A, also wegen der Umkehrbarkeit von
(hn) und der Deutung, die wir den SQ mit mehreren HF fiir die einzel-
nen SchluB3-Systeme gegeben haben, - A oder A —.
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Zu der Deutung der Schliisse mit mehreren HF fiir die einzelnen
SchluB-Systeme im Sinn der Definition von A - A,,..., A, durch
A~ A, oder ... oder A > A, ist noch zu bemerken, daB3 aus der All-
gemeingiiltigkeit von A - A,,..., A natiirlich nicht auf die Allgemein-
giiltigkeit von A - A, oder ... oder auf die Allgemeingiiltigkeit von
A - A geschlossen werden darf. So folgt aus der Allgemeingiiltigkeit
von - A, —A nicht die Allgemeingiiltigkeit von -~ A oder die von
— —A, sondern es folgt nur, daB fiir jedes System gilt: -~ A oder - —A.
Aus der Allgemeingiiltigkeit von A -~ A;,..., A folgt aber die All-
gemeingiiltigkeit von A -~ A; v ... v A mit (hD). Umgekehrt erhilt
man aus A; - A;,..., A und ... und A ~ A,,..., A mit (m — 1)-

" maliger Anwendung von vD A;v...vA > A;,..., A, also aus

» B
A~ Av...vA, mit TR A—-> A;,...,A,. Da die Beweisbarkeit
eines Schlusses in P4 mit seiner Allgemeingiiltigkeit zusammenfillt,
kann man also festsetzen, daB eine SQ A = A,,..., A genau dann in
P4 beweisbar sein soll, wenn A = A, v ... v A in P4 beweisbar ist.
Mit dieser Erweiterung des Beweisbegriffes von P4 erweisen sich dann
alle in PB3 beweisbaren SQ als beweisbar in P4.

2.4.2.0 Die Methode des natiirlichen Schliefens nach Gentzen wund
Quine. Zum AbschluB unseres Uberblicks iiber die verschiedenen Még-
lichkeiten einer Formalisierung des natiirlichen SchlieBens wollen wir
noch einen Kalkiiltyp darstellen, der von G. GENTZEN in [25] angegeben
worden ist und oft als Kalkiiltyp des natiirlichen SchlieBens schlecht-
hin angesprochen wird.

Wenn wir vom Kalkiil P4 ausgehen, so werden wir durch folgende
einfache Modifikationen auf den Kalkiil NK von GENTZEN gefiihrt:

1. Durch Einfithrung der Formel F mit dem Axiomenschema F = A
sorgen wir dafiir, daBl jede SQ genau eine HF enthilt.

2. Wir ersetzen die Regeln PB4 zur vorderen Einfithrung der Opera-
toren (vN) bis (VE) durch die — wie man leicht erkennt — 4quivalenten
Regeln zur hinteren Beseitigung:

BN: A= A; A= -AFA=F

BD: ANA=>C,ALB=>C; A= AvBFA=C

BK: A= AABFA= A und A= AABFA=B

Bl: A= A; A= ADBFA=B

BA: A = AxA[x]FA = A[x/y], wobei y eine beliebige GV ist,
15
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BE: A Afx/ly] = C; A = VxA[x]A = C, wobei y nicht frei vor-
komme in den Formeln A, C, VxA[x].

Ferner lassen wir in Mehr-Priamissenregeln nun zu, daB die Deduktions-
parameter A verschieden sind in den verschiedenen Pramissen, so da3
z.B.aus BD die Regel A,A = C; A, B = C;A” = AvBFA A, A”
= C entsteht, die im Hinblick auf die Regeln VV und VR mit BD
dquivalent ist. Bei dieser Formulierung der Regeln wird nun die Regel
VV iiberflissig, denn es gilt die Ableitungsbeziehung

A=B A=A
A,A=AAB hK
AA =B BK,

so daBl man die Ableitungsbeziehung A = B A, A = B gemilB der
Regel VV beweisen kann. Ferner ersetzen wir die Regel VS durch das
Axiomenschema = A v —A.

3. Die Beweise im SQ-Kalkiil, die bisher in Baumform geschrieben
wurden, werden nun als lineare Folgen von SQ angeschrieben. Ein Beweis
fiir eine SQ X' ist dann eine Folge von SQ, deren letztes Glied X' ist und
deren simtliche Glieder Axiome sind oder durch einmalige Anwendung
einer der Deduktionsregeln auf frithere SQ der Folge hervorgehen.

4. Wir ordnen einem solchen Beweis $ eine Folge & von Sitzen zu,
so daB in der n-ten Zeile dieser Folge die HF der n-ten SQ 2, von $
steht. Die Sitze von § numerieren wir fortlaufend und setzen hinter
jede Nummer # in Klammern die Nummern solcher Sitze von &, die
in Z, als VF auftreten. Da es auf die Reihenfolge und die Haufigkeit
in der Auffiihrung der Nummern in diesen Klammern nicht ankommen
soll, werden nun Anwendungen der Regeln VT und VR iiberfliissig.
Hat eine Zeile von § die Gestalt n(n,,..., n,)A, so sagen wir auch,
die Formel A hinge in der n-ten Zeile von § von den Formeln in den
Zeilen von § mit den Nummern #,,...,n, ab.

Durch diese Modifikationen von P4 entsteht nun, bis auf unwesent-
liche Details, der Kalkiil NK, den GENTZEN in [25] angegeben hat
und der sich also wie folgt beschreiben 1a8t:

Eine Ablestungsfigur in NK ist eine endliche Folge fortlaufend
numerierter Zeilen, die jeweils eine Formel enthalten und die Zeilen
nach TND oder AF sind, oder durch einmalige Anwendung einer der
Deduktionsregeln von NK aus fritheren Zeilen der Folge hervorgehen:
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TND: » A v —A (Axiomenschema: ein Axiom hingt von keiner Formel
ab)

AF: #n(n) A (Annahmeeinfithrung: jede Annahmeformel hingt von
sich selbst ab).

Bei den folgenden Deduktionsregeln verstehen sich die Abhingigkeiten
wie folgt: Die Konklusion unter dem Strich hingt von jeder Formel
ab, von der eine der tiber dem Strich stehenden Primissen abhingt —
ausgenommen solche Formeln, die iiber die Prdmissen, die evtl. von
ihnen abhédngen, in eckige Klammer gesetzt sind.

F
HV: — fiir alle Formeln A

A
[A]
F A —=A
EN: ZA BN: F
A B AAB AAB
EK: ArB BK: A und B
(Al [B]
A 4 B AvB C C
ED: AvE un AVE BD: C
[A]
B A ADB
El ASB BI: g
Alx AxA[x
BA: [x/y] BA: [x]
AxA [x] Alxly]
[Alx/y]]
Alx/y] VxA [x] C
EE: VxA[x] BE: C

Dabei ist y in BA und EE eine beliebige GV. In EA soll y hingegen
nicht frei vorkommen in AxA[x] und den Formeln, von denen A [x/y]
abhingt. In BE soll y nicht frei vorkommen in den Formeln VxA[x],
C und den von A([x/y] verschiedenen Formeln, von denen die Primisse
C abhingt.
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Eine Ableitungsfigur, deren letzte Zeile die Formel A enthilt und
in der A in dieser Zeile abhingt von Formeln A, nennen wir eine 4b-
leitung von A aus den Formeln A in NK.

In NK fehlt nun noch das Gegenstiick zur Regel TR von B4, d. h.
eine Regel

[A]
A B
5

Diese Regel ist aber zulidssig in NK, wie man leicht beweist. Da NK
demnach durch 4quivalente Umformungen aus dem Kalkiil P4 ent-
steht, so ist auch NK eine addquate Formalisierung der P.L. wie wir
das oben fiir P4 nachgewiesen haben. Und der Kalkiil NJ, der aus
NK durch Streichung des Axiomenschemas TND entsteht, ist demnach
mit dem Kalkiil 3¢ dquivalent, also eine Formalisierung der intuitio-
nistischen Logik.

Zur Veranschaulichung der Ableitungskonstruktionen in NK geben
wir drei Beispiele an:

D L) Ay(x) AF
2(1) 1z ) BA
3(1)  Vxf(x, ) EE
4(1)  AyVzxf(x, ) EA
5(5) VxAyf(x, y) AF
6(5)  AyVxf(x, y) BE (5,4)
7 VxAyf(x, y) D AyVxf(x, y) EL

Die letzte Formel hingt nicht mehr von anderen Formeln ab, so da8 die
angegebene Ableitung ein Beweis fiir diese Formel in NK ist.

II) 1(1) f(x) AF
2(1) Vxf(x) EE
3(3) —Vxf(x) AF
4(1,3) F HV
5(3) =f(x) EN
63)  Ay—f(y) EA
7 =Vxf(x) D Ay—f(y) EI

Auch hier liegt ein Beweis fiir die letzte Formel vor.

) 1) Asy(f(x ) D f(r, ) AF
20)  Ay(f y) D19, 9) BA
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31)  fzy) D 2) BA
44) 2, y) AF
5(1,4) /(y,2) BI
6(1,4) 1z 3) A f(y,2) EK
(1, 4) Vy(i(z y) A f(y, 2)) EE
8(8) AxNyf(x, y) AF
9(8)  Vwf(x, ) BA
10(1, 8) Vy(f(z, 3) A f(y, 2)) BE (9,7)
11(L, 8) AxVy(f(x, y) A {(y, %)) EA

Hier liegt eine Ableitung der letzten Formel aus den Formeln
Axy(f(x, v) D f(y, x)) und AxVyf(x, y) vor.

Man kann NK nun als einen Kalkiil des natiirlichen SchlieBensanspre-
chen, insofern einige seiner Deduktionsregeln, wie z. B. die Regeln EK und
BK einfache semantische Festlegungen widerspiegeln. Bei anderen
Regeln hingegen, wie bei BD und BE, ist der entsprechende seman-
tische Sachverhalt komplexer. W. V. QUINE hat in [56] und [59]
Modifikationen der ,kritischen” p.]l. Regeln EA und BE angegeben,
die der Idee des natiirlichen SchlieBens niherkommen. Er ersetzt diese
Regeln durch

Alx/y]

*e
EA*: AXA [x]

wo y eine GV sei, die nicht frei in AxA[x] vorkommt.
(Was fiir ein beliebiges x gilt, gilt fiir alle x.)

VxA[x]

BE: Ayl

wo y eine GV sei, die nicht frei in VxA[x] vorkommt.

(Es gibt ein x, fiir das gilt A[x] — v sei ein solches).

Dadurch entstehe aus dem Kalkiil NK der Kalkiil QG. In QG kann
nun offenbar nicht mehr jede Ableitungsfigur als Ableitung der Formel
in der letzten Zeile aus den Formeln, von denen sie abhidngt, verstanden
werden. Vielmehr wird nun neben jeder Konklusion einer kritischen
Regel EA und BE die dabei eliminierte bzw. eingefithrte GV y markiert
in Abhingigkeit von den GV x,,...,x,, die frei in der Konklusion
bzw. der Primisse vorkommen -- wir schreiben die Markierung in der
Form y(x;,...,x,) — und es wird festgelegt, daB eine Ableitungsfigur
$ mit der letzten Zeile n(n,,...,#n,) A nur dann eine Ableitung von
A aus den Formeln B,,... B, die in den Zeilen mit den Nummern
n;,...,n, stehen, in QG ist, wenn gilt: a) in $ ist keine GV mehrfach
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markiert, b) in den Formeln B,,..., B, A kommt keine der in $ mar-
kierten GV frei vor und c) die markierten GV von $ lassen sich so
ordnen, dafB keine bzgl. dieser Ordnung frither markierte GV von einer
bzgl. ihr spater markierten GV abhingt (eine solche Ordnung bezeichnet
man auch als eine normierte Ordnung der markierten GV)L.

Die letzteren Restriktionen fiir den Beweisbegriff von QG wirken
zunichst recht ungewdhnlich, da nach ihnen eine Fortsetzung eines
Beweises vermittels Anwendung einer Deduktionsregel nicht immer
wieder einen Beweis ergibt. Diese Restriktionen sind aber wesentlich
angesichts der Formulierung der p.l. Regeln. Ohne diese Restriktionen
kénnte man in QG z. B. folgende Ableitungsbeziehungen beweisen,
denen keine p.l. giiltigen Schliisse entsprechen.

11)  Vxf(x) AF
2(1)  f(%) P BE*

Die Endformel enthilt hier die markierten GV x frei.

I(1)  Vxf(x) AF
2(1)  f(x) x BE*
3(1)  Axf(x) x EA*

Die GV x ist hier zweimal markiert worden.

1(1) AxVyf(x, y) AF
2(1)  Vyf(x, ) BA
3(1)  f(x ) ¥(#) BE*
4(1)  Axf(x, ) x(y) EA*
5(1) VyAxf(x, y) EE

Es gibt keine normierte Ordnung der markierten GV x und y.
Einen genaueren Einblick in die Wirkungsweise dieser Restriktionen
wird der folgende Aquivalenzbeweis fiir die Kalkiile NK und QG liefern.

2.4.2.5.1 Die Kalkiile NK und QG sind dquivalent.

Beweis: a) Ist die Formel A in NK aus Formeln A ableitbar, so
auch in QG. Um schneller ans Ziel zu kommen, beweisen wir hierzu
nicht, daB sich jede Ableitung in NK in eine Ableitung in QG umformen
1aBt, sondern zeigen: a’) In QG sind alle Sitze beweisbar, die in Pl

! Die Formulierung dieser Restriktionen entnehmen wir aus [35].
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beweisbar sind. Wegen EI und BI geniigt es ja zum Beweis der Be-
hauptung (a) zu zeigen, daB jede in NK beweisbare Formel auch in
QG beweisbar ist. Wegen der oben nachgewiesenen Addquatheit von
NK sind aber in NK nur die in P1 beweisbaren Formeln beweisbar.
Die Behauptung (a’) beweisen wir nun durch Induktion nach der Linge
! eines Beweises fiir eine Formel A in P1. Ist I =7, so ist A Axiom
von P1. In QG sind aber wie in NK die a.l. Axiome Al, A2, A3 beweis-
bar und A4 erhilt man mit:

1(1)  AxA[x] AF
2()  Alxly] BA
3 AxA[x] D Afx[y] EL

Es sei nun die Behauptung fiir alle / <{ #» bewiesen und / sei » + 7.
Ist A ein Axiom von 1, so argumentiert man wie oben. Ist A Kon-
klusion einer Anwendung der Regel R1 oder R2 von 1, so gibt es nach
Induktionsvoraussetzung Beweise $, und $, bzw. einen Beweis $ in
QG fiir die Prdmissen bzw. die Prdmisse von A. Durch evtl. Umbenen-
nung solcher GV, die zugleich in $; und §, markiert sind und Anwen-
dung von BI kann man dann aus $; und $, einen Beweis fiir A gewinnen,
wenn A Konklusion von R1 ist. Im Fall der Regel R2 hat A die Gestalt
B D C[x], wo x nicht frei in B vorkommt. z,,..., z_ sei eine normierte
Ordnung der in $ markierten GV, von denen also keine frei in B O C[x]
vorkommt und die somit alle von x verschieden sind. Wir verlingern
dann § wie folgt zu einem Beweis fiir B D AxC[x] in QG:

B D C[x] $

B AF

C[x] BI

AxC{x) x EA*

B D AxC[x] El

Hier ist keine GV mehrfach markiert, da x von z,,. . ., z, verschieden ist,
keine der markierten GV kommt in der Endformel frei vor, da z,,..., z,
nicht frei in B D C[x] und also auch nicht frei in B D AxC[x] vorkommen
und x in dieser Formel gebunden ist, und x, z,,. . ., z_ ist eine normierte

Ordnung der markierten GV, da x nicht von den GV z,,.. ., z, abhéngt,
die ja in AxC[x] nicht frei vorkommen.

b) Ist die Formel A in QG aus Formeln A ableitbar, so auch in NK.
Wir zeigen durch Induktion nach der Zahl & von Anwendungen kriti-
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scher p.l. Regeln in §, daB sich eine Ableitung $ von A aus A in QG
in eine Ableitung von A aus A in NK umformen ldBt. Fir & = 0 ist
die Behauptung trivial, da die Axiome und nichtkritischen Regeln
von QG auch Axiome und Regeln von NK sind. Sei die Behauptung
bereits bewiesen fiir Ak =7 und seinun A =#n + 7. Esseiy;,..., ¥,.,
eine normierte Ordnung der in $ markierten GV, und es sei y, markiert
bei einer Anwendung von

EA*: m B(x/y,] bzw. BE*: m VxB[x]
m+1 AxB[x] y, m+1 Blx/y] vy

Wir setzen dann in § vor die Zeile m eine Zeile B[x/y;] D AxB[x]
bzw. VxB[x] D B[x/y,] ein, aus der sich dann die Formel AxB/[x]
bzw. B[x/y,] mit der Formel B(x/y,] bzw. VxB[x] und einer Anwen-
dung von BI ergibt. So entstehe aus $ eine Ableitung $’ von A aus A,
B(x/y;] D AxB(x] bzw. aus A, VxB[x] D B[x/y,], in der nun die GV
y; nicht mehr markiert ist, und die nur mehr » Anwendungen kritischer
Regeln enthidlt. DaB %' den Bedingungen fiir Ableitungen in QG
geniigt, ergibt sich daraus, da $ diesen Bedingungen geniigen sollte,
so daB in §' keine GV mehrfach markiert ist und in den Formeln A,
A die GV y,,...,y,,, nicht frei vorkommen. In B[x/y,;] D AxB[x]
bzw. VxB[x] D B[x/y,] kommt aber keine der GV y,,...,y, ., frei
vor, da y; sonst von einer dieser GV abhidngen wiirde und also die
Folge yy,. .., Yo, keine normierte Ordnung fiir § ware. Endlich ist
Ygs+ + +» Yn41 €ine normierte Ordnung der in %’ markierten GV. — Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es nun eine Ableitung von A aus den
Formeln A, B[x/y,] D AxB[x] bzw. A, VxB[x] D B[x/y;] in NK,
aus der man mit der Annahmeformel Vy,(B[x/y,] D AxB[x]) bzw.
Vy,(VxB[x] D B[x/y,]) und BE eine Ableitung von A aus den Formeln
A, Vy,(B(x/y,] D AxB[x]) bzw. A, Vy,(VxB(x] D B[x/y,]) erhdlt und
also eine Ableitung von A aus A, da die Formeln Vy,(B[x/y,] D AxB[x])
und Vy,(VxB[x] D B[x/y;]) in NK beweisbar sind:

A) 1(1)  VxB[x] AF
2(2) —VxB [x] AF
3(1,2) F BN
4(1,2) Bx/y,] HV
5(2) VxB[x] D B(x/y,] EI
6(2)  Vy,(VxB[x] D B[x/y,]) EE
7(7)  Blx/yil AF
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8(7) VxB[x] D Bx/y,] EI

9(7) Vy1(VxB[x] 2 B[x/y,]) EE

10(1)  Vy,(VxB[x] D B{x/y,]) BE (9, 1)

11 VxB[x] v =VxB[x] TND

12 Vy,(VxB [x] D B(x/y,]) BD (6, 10)
B) 11)  —B[x/y,] AF

22)  Blx/y,] AF

31,2) F BN

4(1,2) AxB(x] HV

5(1) B[x/y,] 2 AxB[x] EI

61)  Vy,(Blx/y;)DAxB[x))  EE

7(7) Vx—B[x] AF

8(7)  Vy(Blx/y;) DAxB[x))  BE

9(9) —Vx—B[x] AF

10(1) Vx—B[x] EE

11(1,9) F BN

12(9) ——B([x/y,] EN

139,1) F BN

149, 1) B(x/y,] HV

15 Bx/y,] v =B[x/y,] TND

16(9) B[x/y,] BD (2, 14)

17(9) Ax3B x] EA

18(9) B(x/y,] D AxB[x] EI

199) Vy,(Bxfy;) DAxB[x})  EE

20 Vx =B[x] v = Vx =B [x] TND

21 Vy (B [x/y:] D AxB[x]) BD (8, 19)

Damit ist die Aquivalenz der Kalkiile QG und NK bewiesenl.

Zur Verdeutlichung der Deduktionstechnik in QG geben wir noch
drei Beispiele fiir Ableitungen an:

IV) 1(1) Vf(x) AF
2(1) () y BE*

1 Beim Beweis der Teilbehauptung (b) muBten wir in NK das Axiom
TND verwenden, unabhingig davon, ob in der Ableitung $ von A aus
in QG dieses Axiom verwendet wurde oder nicht. Daher kann man nun
nicht mehr sagen, daB aus QG durch Streichung des Axioms TND ein
intuitionistischer Kalkiil entstiinde. Das erste und dritte der folgenden
Beispiele zeigen vielmehr, wie in QG auch ohne eine Verwendung von TND
Formeln bewiesen werden konnen, die nur klassisch giiltig sind.
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3 Vxf(x) D () EI
4 Vy(Vxf(x) D /() EE
V) 1(1) VxAyf(x,y) AF

2(1) Ayf(x, v) x BE*
3(1) /%, ¥) BA
4(1) Vxf(x, ) EE
5(1) AyVxf(x, y) y EA¥*

VI) 1(1) f(x, ) AF
2(1)  Axf(x, ) x(y) EA*
3(3) —Axf(x, y) AF
4(1,3) F BN
5(3) —f(x, y) EN
6(3) Vz —f(z, y) EE
7 —Axf(x, y) D Vzf(z, y) EI

Mit der Darstellung des Kalkiils QG wollen wir unseren Uberblick
iiber die verschiedenen Moglichkeiten der Formalisierung des natiir-
lichen SchlieBens beenden. Durch die Behandlung der Kalkiile Pl
bis P4, sowie NK und QG, ihrer Aquivalenz und Adédquatheit und der
verschiedenen semantischen Ansitze in 2.2.2 und 2.4.2.3 haben wir einen
hinreichend tiefen Einblick in die Strukturen der P.L. gewonnen, so daB3
wir nun die engere P.L. verlassen kénnen, um uns im néchsten Kapitel
der Aufgabe einer Erweiterung der Ausdrucksmittel der elementaren
Logik zuzuwenden.

Material fiir ein weiterfithrendes Studium der P.L. findet sich in
[9]. Zum Thema des Abschnittes 2.4 findet man weiteres Material
in [10], (42] und [55].

Ubungsaufgaben :

1. Man beweise die folgenden Ableitungsbeziehungen bzw. die ihnen
entsprechenden SQ in den Kalkiilen $2, $3, P4, NK und QG:

a) VxA[x] D BF Ax(A[x] D B), wo B die GV x nicht frei enthilt,

b) Ax(A[x] D B[x]) F VxA[x] D VxB[x]

c) FVxA[Xx] = -Ax -A(x]

d) FAxA[x] =AyA[x/y], wo x frei ist fiir y und y nicht freiin AxA [x]
vorkommt,

e) AxVyi(x, y), Axy(f(x, y) D {(y, x)) - AxVyi(y, x).



2.4 Formalisierungen des natiirlichen Schliefens 237

2. Man gebe einen direkten syntaktischen Aquivalenzbeweis fiir die
Kalkiile 3 und P2* an, ohne auf die Aquivalenz von $3 und P2 und
von P2 und P2* zuriickzugreifen!

3. Man beweise die Zuldssigkeit der Regel TR in NK und in QG!

4. Man beweise die Aquivalenz der Kalkiile $1 und NK direkt durch
Induktion nach der Linge der Ableitungen!

5. Man beweise durch Induktion nach der Zahl 2 von Anwendungen
von kritischen p.l. Regeln in §, daB sich jede Ableitung $ einer Formel
A aus Formeln A in NK in eine Ableitung von A aus A in QG um-
formen 14Bt!



3 Erweiterungen und Anwendungen
der Préadikatenlogik

3.1 Die Identitit

In diesem Kapitel wollen wir zwei Erweiterungen der Ausdrucks-
méglichkeiten der elementaren Logik angeben, die fiir die Formalisier-
barkeit von Theorien in dieser Logik eine wichtige Rolle spielen. Die
erste dieser Erweiterungen soll darin bestehen, da wir in die Sprache
P ein Zeichen fiir die Identitidt aufnehmen, mit dem wir eine Aussage
formulieren kénnen, die besagt, daBl zwei Dinge identisch sind. Als
Zeichen fiir die Identitit wihlen wir das aus der Mathematik gebrduch-
liche Symbol ,,=‘1. Dies Zeichen nehmen wir als zweistellige Pradikat-
konstante (kurz PK) zu den Grundzeichen der Sprache P hinzu und
fiigen in der Formregel 2.2.1—a den Zusatz hinzu: Sind x und y GV
von B, so ist x =y eine Atomformel von .

Die so erweiterte Sprache P bezeichnen wir auch als P*.

Die folgenden Beispiele sollen auf die Ausdrucksmoglichkeiten hin-
weisen, die uns durch die Einfithrung der Identitédt erschlossen werden:

1) Wir iibersetzen den Satz ,,Hans ist der gréBte Mensch in diesem
Raum‘ in unsere Symbolsprache. Stehe ,,x* fiir ,,Hans", , f(y)" fir
.,y ist ein Mensch in diesem Raum‘ und ,,g(vy, 2)* fiir ,,y ist groBer
als 2, so erhalten wir die Formel f(x) A Ay(f(y) A -y = x D g(x, y)). Wiir-
den wir hier das Konjunktionsglied -y = x fortlassen, so erhielten wir
eine falsche Aussage, da aus f(x) folgt g(x, x), so da3 wir eine Aussage
erhielten, die besagte, dal Hans groBer ist als er selbst.

Die Ubersetzung der Aussage ,,Abgesehen von Karl (y) und Fritz
(2) ist Hans der groBte Mensch in diesem Raum‘ wiirde entsprechender
Weise lauten f(x) A Au(f(u) A —u = x A = = y A = = 2 D g(x, u)).

1 Dieses Symbol haben wir auch als metasprachliches Zeichen verwendet.
Wir kénnen aber auf eine graphische Unterscheidung von objekt- und
metasprachlichem Identititszeichen verzichten, da im folgenden aus dem
Kontext immer klar hervorgeht, welche Sprachebene gemeint ist.
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2) Steht ,,x" fiir ,,Hans", , f(y)* fiir ,,y ist ein Mddchen und ,,g(v, 2)*
fiir ,,y liebt 2, so besagt die Formel Ayz(f(y) A f(z) A g(x, ¥) A g(x,2) D
y =2)", daB Hans nur ein Midchen liebt.

3) Steht ,,f(x) fiir ,,x ist ein Hiuptling der Kuwumbu®, so besagt
der Satz VxAy(f(y) =y = x), daBl es genau einen Hdiuptling der
Kuwumbu gibt. Denn aus diesem Satz folgen die Siatze Vx(f(x) = x = x),
Vx(x = x D f(x)) und wegen x = x also Vxf(x), d. h. der Satz impli-
ziert, daf3 es einen solchen Hauptling gibt. Die Annahme, daf} es zwei
Hiuptlinge gibt, ist aber mit dem Satz unvertraglich. Denn aus f(x)
und [(v) ergibt sich nach dem Satz Vx(u = x A v = x), also u = v.

Weitere Beispiele fiir die Bedeutung der Identitdt bei der Formali-
sierung von umgangssprachlichen oder mathematischen Aussagen wer-
den wir spiter noch kennenlernen.

Zur semantischen Deutung des Identitdtssymbols gehen wir von
der Interpretationssemantik nach 2.2.2 aus und nehmen zu der Be-
stimmung 2.2.2.1—-b die Festsetzung hinzu:

3.1.1 3%2 soll die PK ,,=*“ abbilden auf die Menge der geordneten
Paare (a, a) von Objekten a aus dem Grundbereich y.

Dann gilt nach 2.2.21—cl ¥/(x =y) =w genau dann, wenn
$%(x) mit B?(y) identisch ist, d. h. wenn B? den GV x und y das gleiche
Objekt aus y zuordnet.

Die Giiltigkeit der Sitze 2.2.2.3, 2.2.2.13, 2.2.2.14 und 2.2.2.15 wird
durch die Zusatzforderung 3.1.1 an die Interpretationen nicht beriihrt,
wie man durch Uberpriifung der Beweise fiir diese Sitze leicht fest-
stellen kann. Der Satz 2.2.2.17 hingegen gilt nicht mehr. Denn im Be-
weis dieses Satzes hatten wir eine Interpretation 8, tiber einem Bereich
y, definiert bzgl. einer Bewertung B; iiber dem Bereich y, durch die
Festsetzung: 83 "(f) ist die Menge aller u-tupel a,,. . ., a, aus y,, fir die
gilt p(a;),. . ., ¢(a,)eB "(f). Durch ¢ konnen aber verschiedene Objekte
a und b aus y, auf denselben Gegenstand ¢ aus y, abgebildet werden.
Die Festsetzung bewirkt dann, daB gilt a, beB,(=) (also B,(a = b) = w),
da ¢, ceB,(=), also ¢(a), p(b)eB,(==). Die Festsetzung ist also mit der Be-
dingung 3.1.1 nicht im Einklang. Tatsichlich kann man unter Beniit-
zung der Identitdt auch z. B. den Satz Axyz(x =yvy=2zvz=1%)
formulieren, der besagt, daB es héchstens zwei Individuen gibt. Dieser
Satz ist in einem zweizahligen Bereich erfiillbar, aber nicht in einem



240 3 Erweiterungen und Anwendungen der Pradikatenlogik

Bereich mit mehr als zwei Individuen. Er bildet also ein Gegenbeispiel
fir die Behauptung des Satzes 2.2.2.17.

Mit 2.2.2.17 fallt auch der Satz 2.2.2.18 dahin, aus dem ja 2.2.2.17
folgt.

Wir wollen nun einen Identititskalkiil 1% angeben. Dazu nehmen
wir zum Kalkiil Pl die Axiome

Ab:  Ax(x =x)
A6: Axy(x =yD(A[x]DA[x/y])) — x sei frei fur y in A[x] —

hinzu. A6 ist ein Axiomenschema, in das man fiir A [x] beliebige For-
meln der erweiterten Sprache Pt einsetzen kann.

In P1T gelten offenbar alle in 1.3.4 und 2.3.2 bewiesenen Theoreme
und Metatheoreme, insbesondere auch MT4 und MT5, da der Beweis
dieser Metatheoreme nicht auf die spezifische Gestalt der Atomformeln
Bezug nimmt.

A5 besagt, daB die Identitdtsbeziehung reflexiv ist. Wir wollen nun
auch die Symmetrie und die Transitivitit dieser Beziehung beweisen:

T6b: Fx=yDy=x (Symmetrie)
Beweis:

x=yD(x=xDy=x) A6 (wir setzen z = x fiir A[z])
x=xD(x=yDy=x) T9
X=yDy=x R1, A5

T66: Hx=yAy=2Dx =2z (Transitivitit)
Beweis:

y=zD(x=yDx=12) A6 (wir setzen x = u fiir A[u])
XxX=yAy=zDx=1z T9, T37

Wir zeigen nun, daB die Formalisierung der Identitdt in $1* ada-
quat ist:

3.1.2 In P1* sind genau diejenigen Sitze beweisbar, die durch alle
Interpretationen erfiillt werden, die 3.1.1 geniigen.

1) 1T ist semantisch widerspruchsfrei. Alle p.l. Interpretationen
erfilllen nach 2.3.3.2 die Axiome Al bis A4. Also erfiillen auch
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alle solche Interpretationen, die zusdtzlich der Bedingung 3.1.1
geniigen, diese Axiome. Diese Interpretationen erfiillen A5 trivialer-
weise und sie erfiillen auch A6. Denn aus 8(x = y) = w folgt B(x) =
B(y) und daraus erhalten wir mit 2.2.2.3 B(A [x]) = B(A[x/y]), also folgt
aus B(A[x]) = w auch B(A[x/y]) = w. Ferner gilt: wenn alle Inter-
pretationen, die 3.1.1 gentigen, die Primissen einer der Deduktions-
regeln von 1+ (R1, R2) erfiillen, so erfiillen sie auch deren Konklusion.
Das ergibt sich wie unter 2.3.3.2, da die Zusatzforderung 3.1.1 auf die
dortige Uberlegung keinen Einflu8 hat.

2) P17 ist semantisch vollstindig. A sei eine Formel mit den PV
f,,..., f, und A sei erfiillt von allen Interpretationen, die 3.1.1 geniigen.
Ci...,C, (n = m) seien diejenigen Formeln, die man aus dem Schema
A6 erhalten kann wenn man A[x] auf Atomformeln spezialisiert, die
mit den PV f,..., { und der PK = gebildet sind. Fiir eine einstellige
PV f erhalten wir aus A6 so die Formel Axy(x = y D (f(x) D f(¥))),
fiir eine zweistellige PV g erhalten wir aus A6 die beiden Formeln
Axy(x = y D (g(x, 2) D g(y, 2)) und Axy(x = y D ((z, 2) D glz, ))), ust.
C sei die Formel Ax(x = x) A C; A ... A C. Wir behaupten nun, dal
alle p.l. Interpretationen (unabhingig davon, ob sie 3.1.1 geniigen oder
nicht) die Formel C D A erfiillen, so daB wir wegen R1 mit 2.3.3.4
erhalten CH— A in 81, also mit T23 A in P1T.

Ist B, eine Interpretation iiber dem Bereich y,, die C erfiillt, so
ist B,(=) nach (1) eine zweistellige Relation g, die reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist in ;. Denn aus C gewinnt man mit T21 und T22 A6,
T55 und T56. Es gilt also g(a, a), aus g(a, b) folgt o(b, a), aus g(a, d)
und g(b, ¢) folgt o(a, c). Wir zerlegen nun den Bereich y, in Teilklassen
Yo indem wir zu jedem Element & von y, die Menge derjenigen Ele-
mente b von y, bilden, fiir die gilt p(a, b). Wegen p(a, a) ist keine dieser
Mengen y, leer. Ferner enthalten zwei verschiedene Klassen y, und
¥, kein gemeinsames Element ¢. Denn ist cin y, undin y,, so gilt p(a, c)
und g(d, ¢). Die Symmetrie von ¢ liefert dann g(c, b) und die Transi-
tivitdt g(a, b). Daraus folgt aber, daB alle Elemente & von y, in y,
enthalten sind: aus (b, 4) folgt mit der Transitivitit von g p(a, d).
Umgekehrt findet man ebenso, daB alle Elemente von y, in y, enthalten
sind, so da3 die Mengen y, und y, identisch sind, sofern sie ein gemein-
sames Element enthalten. Wir greifen nun aus jeder Menge y, ein
Element a* heraus und vereinigen diese ausgewihlten Elemente zur
Menge y,. ¢ sei die Funktion, die y, so auf y, abbildet, daB allen Ele-

Kutschera, Elementare Logik 16
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menten einer Menge y, das Element a* zugeordnet wird. Wir definieren
nun iber y, eine Interpretation B,, indem wir setzen: B,(x) = ¢(B;(x))
fir alle GV x, und B3"(f) ist die Menge aller n-tupel 4,,...,q,
aus y, fir die gilt a,,..., a,e8 *(f).

Dann ist B, eine Interpretation, die der Forderung 3.1.1 geniigt.
Denn aus a, beB,(=) folgt a, beB,(=), also pg(a,d) und daher
¢(a) = p(b). Da aber 2 und & aus y, sind, gilt ¢(a) = a und ¢(b) = b,
also a = b. Gilt umgekehrt a = b, so gilt auch g(a, ), also a, beB,;(=).
Sind 4 und b aus y, so gilt daher auch a, beB,(=). Nach unserer
Annahme iiber die Formel A, die von jeder Interpretation erfiillt wer-
den sollte, die 3.1.1 geniigt, erfiillt also B, die Formel A. Wir zeigen
nun: I) B,(B) = B,(B) fiir alle Formeln B, die nur PV aus A enthalten.
Daraus folgt dann sofort unsere frithere Behauptung, da8 B; die Formel
A erfiillt.

Zum Beweis von (I) benétigen wir zundchst die Beziehung II)
Aus o(a;,b) und ... und g(e,d,) und a,,...,a,e%B, () folgt
by, .., b,e8,(f). Da B; die Formel C erfiillt, gilt aber fiir jede #-
stellige PV f aus A und alle n-tupel 4,,...,4, und b,,..., 5, aus y;:

Aus gfa,, b;) folgt: wenn a,...,a,e%B,(f), dann b, a,,...,a,eB;(f).
Aus p(a,, b,) folgt: wenn b, a,,. .., a,£B,(f), dann &;, b,, a3, . . ., a,B,(1).

Aus o(a,,b,) folgt: wenn b,,...,b,_,, a,eB,(f), dann b,,..., b,eB,(f).

Daraus erhilt man aber unter Beniitzung der Transitivitat der Impli-
kation sofort die Behauptung (II).

Wir beweisen nun die Behauptung (I) durch Induktion nach dem
Grad » der Formel B.

n=20: Aus B,;(x =y) =w folgt o(B,;(x), B,(y)), daraus ¢(B,(x)) =
?(B,(y)), daraus B,(x) = B,(y) und also B,(x =y) =w, da B, der
Bedingung 3.1.1 geniigt. Die Umkehrung dieser SchluBkette ergibt,
daB aus B,(x = y) = w auch B,(x = y) = w folgt. Sei f eine n-stellige
PV aus A, sei B,(x;) =a;, B,(x;) = b, ¢ =17,...,n), so gilt g(a) =,
und (e, b,). Aus  9,({(x;,...,%,) =w folgt a,...,a,eB(f),
wegen (II) also o@(a,),...,¢(a,)eB,(f), also &;,...,b 8‘82() also
B,(f(x;,. .., %,)) = w. Aus By(f(x;,...,x,)) = w folgt umgekehrt auch
B,(f(x,. .., X,)) = w durch Umkehrung dieser Schliisse.
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Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, die Behauptung (I) sei
bereits bewiesen fiir alle Formeln vom Grad << # und B sei vom Grad
n 4+ 7. Die a.l. Fille, in denen B die Gestalt —C oder C D D hat, er-
ledigen sich in einfacher Weise. Wenn B die Gestalt AxC [x] hat, so

folgt aus B,(AxC [x]) = { die Existenz einer Interpretation QB,, fiir die
gilt SB, = B, und %,(C[x]) == f. Wir definieren eine Interpretation 132
durch 8, B, und 5132( ) = ¢(Q},( )). Aus der Induktionsvoraussetzung
erhalten wir dann %Z(C (x]) = B,(C{x]) =1, also B,(AxC[x]) = . Die
Umkehrung dieser Uberlegung, bei der man E&,(x) = 52(x) setzt, ergibt

dann, daB aus B,(AxC[x]) = { auch B,(AxC[x]) = f{ folgt.
Damit ist die Behauptung (I) und also auch der Satz 3.1.2 bewiesen.

Wir haben oben schon hervorgehoben, daB sich in der Sprache $+
Anzahlaussagen formulieren lassen. Wir wollen die Formulierung sol-
cher Anzahlaussagen nun genauer untersuchen.

1) Die Aussage ,,Es gibt héchstens # Dinge* 148t sich in unserem
Formalismus ausdriicken, wenn wir sagen ,,Von je # + 7 Dingen sind
mindestens zwei identisch: Ax;... X, (%, =XV ... vX, =X,
wobei fiir je zwei verschiedene i und k aus 1... n ein Disjunktions-
glied x; = x, auftritt.

So besagt die Formel Axy(x = y), daB es hochstens ein Ding gibt,
Axyz(x =y v x=12zvy=2z) besagt, daB es hochstens zwei Dinge
gibt, usf. Eine Aussage des Inhalts, da es hdchstens abzihlbar un-
endlich viele Dinge gibt, 148t sich hingegen in $* nicht ausdriicken.
Denn aus dem Satz 2.2.2.14 von LOWENHEIM folgt, daB jeder in abzihl-
bar unendlichen Bereichen giiltige Satz in allen unendlichen Bereichen
giiltig ist. Die fragliche Aussage wire aber in abzidhlbaren Bereichen
giiltig, nicht hingegen in iiberabzihlbaren Bereichen.

2) Die Aussage ,,Der Begriff f trifft auf hochstens # Dinge zu‘ ist
entsprechcnderweise  durch  die Formel Axg... x  ,(f(x;) A ... A
f(x,41) DX =XV ...V X, = X, ,,) wiederzugeben, wobei wieder alle
Formeln x; = x, fir i %k als Disjunktionsglieder auftreten. Die
Formel Axyz(f(x) A f(y) A f(z) Dx =y v x == z v y = 2) besagt so, daB
von je drei Dingen, auf die der Begriff f zutrifft, zwei identisch sind, daB
also f hochstens auf zwei Dinge zutrifft.

3) Die Aussage ,,Es gibt mindestens #» Dinge‘* 14Bt sich durch die
Formel Vx;...x(X; # X3 A ... A X, _; # X,) ausdriicken, wobei wir
definieren:

16
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Db: x#Fy:=—x=y.

Als Konjunktionsglied soll dabei fiir jedes i und k aus 1,...,n mit
i # k die Formel x; # x, auftreten. So besagt der Satz Vxy(x # y),
daB es mindestens zwei Dinge gibt, Vxyz(x Ay A X £z A y 7 z), dal}
es mindestens drei Dinge gibt usf. In der Formel Ax—f(x, x) A
AxVyi(x, y) A Axyz(f(x, y) A f(y, z) D f(x, z)) hatten wir schon friiher
einen Satz kennen gelernt, der besagt, daB es mindestens abzihlbar
unendlich viele Dinge gibtl.

4) Die Aussage ,,Der Begriff f trifft auf mindestens # Dinge zu"
1aBt sich dann durch die Formel Vx ... X (X; #Z Xg A ... A X, _; # X,
Af(xy) A ... A f(x,)) wiedergeben.  Der Satz Vxyz(x Ay Ax#Fz
Ay #z A f(x) A £(v) A f(z)) besagt so, daB der Begriff f auf mindestens
drei Dinge zutrifft.

5) Die Aussagen ,,Es gibt genau # Dinge’* bzw. ,,Der Begriff f trifft
auf genau # Dinge zu' 14Bt sich dann als Konjunktion der Behaup-
tungen ,,Es gibt hochstens » Dinge*‘ und ,,Es gibt mindestens # Dinge**
bzw. der Behauptungen ,,Der Begriff f trifft auf hochstens #» Dinge zu‘’
und ,,Der Begriff f trifft auf mindestens #» Dinge zu‘ wiedergeben.
Einen kiirzeren Ausdruck dieser Behauptungen haben wir in den For-
meln V... X (X £ XA oo  AX, 1 FEXAAY(Y =% V...VYy=1X))
bzw. V... X (X, F X A .. A X, F XA E(xg) A LA f(x) A AY(E(Y)
Dy=2x,V...Vvy=X,) vor uns, wobei wieder die Formeln x; # x,
als Konjunktionsglieder auftreten fiir ik und i, k aus 1,...,n.

Von Wichtigkeit fiir das Folgende ist insbesondere die Formalisierung
der Aussage, daB ein Begriff, der durch die Formel A[x] ausgedriickt
werden moge, genau auf einen Gegenstand zutrifft. Wir erhalten dafiir
die Formel Vx(A[x] A Ay(A[x/y] Dy = x)), fiir die wir auch folgende
Abkiirzung beniitzen:

D6: VIxA[x] := Vx(A[x] A Ay(A[x/y] Dy = x)). Dabei soll y nicht
frei in A[x] vorkommen.

Die Formel V!xA[x] ist also zu lesen als ,,das Priadikat A[x] trifft auf
genau einen Gegenstand zu‘.

Mit dem Definiens von D6 ist auch die kiirzere Formel VxAy(A [y]
y = x) dquivalent. Denn es gilt Vx(A[x] A Ay(A[x/y] Dy = X))

i

1 Vgl. S. 149.
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VxAy(A[x] A (A[x/y] Dy = x)) nach T49. Es gilt nun A[x] =y =x
D A[x/y], mit D3 und MT5 erhalten wir also VxAy(A[x] A (A[x/y]D
y = x)) = VxAy(A[x/y] =y = x), mit T26 also die behauptete Aqui-
valenz.

Wir beweisen noch folgende Theoreme

T57:  VIxA[x]F VXA [x]

Beweis:
Alx] A Ay(A[x/y] Dy = x) AF
Alx]) T21
VxA [x] T43, mit MT4, T44 und R1
also
Vx(A[x] A Ay(Alx/y] Dy = x)) - VxA[x] und daraus mit D6 die
Behauptung.

T88: VIXA[x]F Ayz(A(x/y] A Alx/z] Dy = z)

Beweis:
Ax] A Ay(A(x/y] Dy = x) AF
Ay(Alxly] Dy = x) T22
Alxly]Dy=x A4, R1
Ax/z]Dz=x A4, R1
Alx[y] A A[x/z] AF
y =X T21, R1
z =X T22, R1
X =12 T55, R1
Yy=XAX=12 T23
y =12 T56, R1, mit. MT4 und T38
also
A[x] A Ay(A[x/y] Dy = x) = Ayz(A[x/[y]
AA[x[z] Dy =1z) mit MT4, T44, R1 also
V(A [x] A Ay(A[x/y] Dy = x))Ayz(A[x[y]
A Ax/z] Dy = z), , mit D6 also die Behauptung.

T59: VIxA[x]F Vx(A[x] A B[x]) = Ax(A[x] D B[x])
Beweis:

A[x] A B[x] 1. AF
Alx] T21
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Alx/y] 2. AF
Ax] A Alx/y] T23
VIxA[x] 3. AF
X=y T58
B[x] D B[x/y] A6, R1
B(x] T22
Bx/y] R1
A[x/y] D Bx/y] MT4 (Befreiung von der
2. AF)
Ax(A[x] D B[x)) T38
Vx(A[x] A B(x]) D Ax(A[x] D B[x]) MT4, T44 (Befreiung von
der 1. AF)
Ax(A[x] D B[x]) 4. AF
A[x] D B[x] A6, Rl
A[x] 5. AF
B[x] R1
Alx] A Bx] T23
Vx(A[x] A B[x]) T43, R1
VxA[x]F Ax(A[x] D B[x]) D Vx(A[x] A mit MT4, T44, R1 (Befrei-
B[x]) ung von der 4. und 5. AF),

also mit T57 und T23, D3
Vx(A[x] A B[x]) = Ax(A[x] D B[x])

Ubungsaufgaben :

1) Man beweise, daB man in A6 die Einsetzungen fiir die Formel
A[x] auf Atomformeln beschrinken kann, ohne dadurch die Menge
der in P1* beweisbaren Sitze einzuschrinken. Der Beweis ist sowohl
semantisch wie syntaktisch zu fithren. (Anleitung: Fiir den seman-
tischen Beweis gehe man von dem Vollstindigkeitsbeweis fiir 17 aus
und untersuche die dort bendtigten Einsetzungen fiir A[x]. Im syn-
taktischen Beweis ist durch Induktion nach dem Grad der Formel A[x]
zu zeigen, daB man aus den auf Atomformeln spezialisierten Axiomen
nach A6 die allgemeinen Axiome nach A6 erhilt.)

2) Gibt es eine Formel, die besagt, daB es genau abzihlbar unendlich
viele Dinge gibt?

3) Beweise folgende Theoreme:

a) FAx(x =y D f(x)) =/(y)
b) F Ax(f(x) D x = y) = Vxf(x) v VIxf(x) A {(¥)
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3.2 Kennzeichnungs- und Funktionsterme

Ausdriicke wie ,,der Autor des , Faust *, ,,der Prisident der USA‘
oder ,,das Buch, das auf meinem Schreibtisch liegt’* nennt man Kenn-
zeichnungsterme oder deskriptive Ausdriicke, weil sie einen Gegenstand
bezeichnen durch Angabe einer Eigenschaft, die ihm zukommt. An-
stelle von ,,der Autor des ,,Faust” * kénnen wir auch sagen ,,derjenige
Mensch, der Autor des ,,Faust’ ist“, anstelle von ,,der Prisident der
USA“ auch ,,derjenige Mensch, der Prisident der USA ist”, usf. In
dieser Formulierung wird die Struktur der Bezeichnung durch die
Hervorhebung der beschreibenden Eigenschaft noch deutlicher.

Eine solche Kennzeichnung eines Dinges durch Angabe einer Eigen-
schaft F ist zunichst offenbar nur dann sinnvoll, wenn F genau einem
Ding zukommt. Nur dann zeichnet F ja dieses Ding eindeutig aus.
Wenn wir von dem deutschen Koénig des Jahres 936 sprechen, so ist
das korrekt, weil es 936 einen und nur einen deutschen Konig gab
(Otto I.). Von dem deutschen Konig des Jahres 1078 oder des Jahres
1257 zu sprechen, wire hingegen sinnlos, da es 1078 zwei deutsche
Konige (Heinrich IV. und den Gegenkonig Rudolf von Schwaben), im
Jahre 1257 (Interregnum) aber keinen deutschen Konig gab. Wenn
also die beschreibende Eigenschaft F auf kein Ding zutrifft, oder wenn
sie auf mehrere Dinge zutrifft, so werden wir den Kennzeichnungsterm
,,dasjenige x, fiir das F(x) gilt" als sinnlos ansehen und damit auch die
Sdtze, in denen dieser Term vorkommt. So ist z. B. der Satz ,,Der
deutsche Konig des Jahres 1257 trug einen roten Bart” ebensowenig
als wahr wie als falsch anzusehen.

Wir wollen nun Kennzeichnungsterme auch in unsere Sprache $+
aufnehmen. Sie sollen dort die Gestalt nxA[x] erhalten. Dieser Aus-
druck ist also zu lesen wie ,,dasjenige x, fiir das A[x] gilt”. Das Sym-
bol ,,2* nennen wir Kennzeichnungsoperator. Mit der Einfithrung solcher
Kennzeichnungsausdriicke gewinnen wir neben den GV eine neue
Gruppe von Ausdriicken, die bei der semantischen Deutung als Eigen-
namen fungieren. Daher wollen wir GV und Kennzeichnungsausdriicke
zu einer eigenen Gruppe von wohlgeformten Ausdriicken der Sprache
P+, der Gruppe der Terme zusammenfassen. Die Formregel fiir Atom-
formeln ist dann wie folgt abzuidndern: Wenn t,,. . ., t, Terme sind und
f ist eine n-stellige PV, so ist f(t,,..., t,) eine Formel. Sind s und t
Terme, so ist auch s = t eine Formel.

Danach koénnen nun auch Formeln wie f(axg(x,y),2) oder
Ayh(nzf(nxg(%, ¥), 2)) in der Sprache PB* auftreten.
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Wenn man nun einen Kennzeichnungsterm axA[x] nur dann zu-
lassen will, wenn das Pridikat A[x] genau auf einen Gegenstand zu-
trifft, wenn also gilt VIXA[x], so erhdlt man eine bedingte Termregel,
die besagt: Wenn A[x] eine Formel ist, in der die GV x frei vorkommt
und wenn der Satz V!xA[x] logisch wahr ist, so ist 1xA[x] ein Term.
Die Bildbarkeit des Terms nxA[x] ist dann abhingig von der seman-
tischen Feststellung, daB V!xA[x] logisch wahr ist, so daB die Unab-
héngigkeit der Syntax der Sprache $* von ihrer Semantik verloren
geht. Im Hinblick auf die Addquatheit des Kalkiils $1* kann man
in der Termregel die Forderung der logischen Wahrheit von V!xA([x]
auch durch die Forderung der Beweisbarkeit von VIxA([x] in P17 er-
setzen. Man hat dann den Vorteil einer formalen Beweisbarkeit der
Termeigenschaft, aber den Nachteil einer Abhingigkeit. der Syntax
vom Beweisbegriff. Eine solche Einfithrung der Kennzeichnungsterme
ist von D. HiLBERT und P. BERNAYS in [38] angegeben worden.

Da die Beniitzung einer bedingten Termregel den Nachteil hat,
daB die Term- und Formeleigenschaft der Ausdriicke von P* nicht
mehr entscheidbar ist! und da man auBerdem die Trennung von Syntax
und Semantik bzw. von Syntax und Deduktionsbegriff als theoretisch
befriedigender empfinden wird, liegt es nahe, in der Termregel fiir
Kennzeichnungsausdriicke die Bedingung der logischen Wahrheit
bzw. der Beweisbarkeit von V!xA [x] aufzugeben. Man mufBl dann aber
eine Konvention treffen iiber den Wahrheitswert von Sitzen, die den
Term axA[x] enthalten, fiir den Fall, daB VIxA([x] nicht gilt. Einen
Vorschlag in dieser Richtung hat B. RusseiL in [60] gemacht. Er
setzt fest, daB ein Satz B[axA[x]] falsch sein soll, wenn V!xA [x] nicht
gilt. Der Satz ,,Der deutsche Konig des Jahres 1257 trug einen roten
Bart” wire demnach nicht mehr als sinnlos, sondern als falsch anzu-
sehen. Dieser Gedanke fithrt zu folgender Festsetzung:

I) Bly/axA[x]] := Vx(A[x] A Az(A[x/z] Dz = x) A B[y/x]). Dabei
sei z nicht frei in A[x].

1 Wir haben frither bemerkt, da8 die Term- und Formeleigenschaft
der Ausdriicke von P nach 2.2.1 entscheidbar ist. Nach der bedingten Term-
regel fiir Kennzeichnungsausdriicke wire nun die Term- und damit auch
die Formeleigenschaft der Ausdriicke der erweiterten Sprache P+ nur
dann entscheidbar, wenn der Kalkiil P1+ entscheidbar wire. Da PB1 aber
unentscheidbar ist, muB auch P11+ unentscheidbar sein, da man sonst
in P1+ auch die Formeln ohne Identitdtszeichen, also die Formeln von
P1 entscheiden konnte.
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Eine solche Definition nennt man Kontextdefinition, da das Defi-
niendum neben dem neu einzufithrenden Zeichen ,2*“ auch andere,
bereits definierte Zeichen enthilt. So kann man ja in das Definitions-
schema I fiir B Formeln einsetzen, die mit den Operatoren —, D und A
gebildet sind. Eine Kontextdefinition trifft somit nicht nur eine Fest-
setzung {iber das neu eingefithrte Symbol, sondern auch Festsetzungen
iiber bereits definierte Symbole. Daher mufl bewiesen werden, daf}
durch die Kontextdefinition nicht Festsetzungen iiber bereits definierte
Symbole getroffen werden, die ihren urspriinglichen Definitionen wider-
streiten!. Es zeigt sich nun, daB die Definition I tatsichlich zu solchen
Schwierigkeiten AnlaB gibt:

a) Der Ausdruck —B([y/axA[x]] muB nach I mit den beiden Sitzen
—Vx(A[x] A Az(A{x/z] Dz = x) A B[y/x]) und Vx(A[x] A Az(A[x[z] D
z = X) A mB[y/x]) dquivalent sein, von denen der erste entsteht, wenn
man die Ersetzung nach I fiir den Ausdruck B[y/2xA[x]] vornimmt und
dann auf beiden Seiten negiert, der zweite, wenn man die Ersetzung
nach I fir —B[y/axA[x]] vornimmt. Nach T26 miiBte dann auch die
Aquivalenz zwischen diesen beiden Sitzen bestehen. Wenn aber z. B.
gilt Ax—A[x], so wird der zweite Satz falsch, der erste Satz, der mit
Ax(A[x] A Az(A|x/z] Dz = x) D —B[y/x]) &4quivalent ist, wird hin-
gegen wahr. Dieser Schwierigkeit konnte man begegnen, wenn man
das Definitionsschema nur fiir Atomformeln B verwendet. Dann
bliebe aber immer noch folgende Schwierigkeit bestehen:

b) Nach T42 gilt fiir alle GV z AyB[y] D B{y/z). Da nun auch
Kennzeichnungsterme als Eigennamen fungieren, wird man fordern,
daB auch fiir alle Terme t gilt AyB[y] D B[y/t]. Es miiBte also auch
gelten AyB[y] D Bly/axA[x]]. Wenn aber VIxA[x] nicht gilt, so wird
das Hinterglied dieser Implikation falsch, obwohl das Vorderglied wahr
sein  kann. Entsprechender Weise gilt auch nicht allgemein
Bly/xA[x]] D VyB[y].

Wenn man iiberhaupt eine Definition fiir Kennzeichnungsterme
angeben will, so kann es sich nur um eine Kontextdefinition handeln,
denn in einer Explizitdefinition fiir soiche Terme miite ja als Definiens
wieder ein Term auftreten. Da man aber in der Sprache $* als Terme
zundchst nur GV hat, fehlen dazu die notwendigen Ausdrucksmittel.

! Vgl. dazu auch den Abschnitt 6.3.
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Man wird also am Gedanken einer Kontextdefinition festhalten, aber
eine andere Konvention iiber den Wahrheitswert der Sitze B[y/1xA [x]]
fiir den Fall —VIxA([x] treffen miissen. Eine solche Festsetzung hat
zuerst G. FREGE in [18] angegeben, der dem Term axA([x] fiir den
Fall =VIxA[x] den Umfang des durch A[x] bezeichneten Begriffes
als Bedeutung zuordnete. Dieser Weg ist fiir die elementare Logik
nicht gangbar, da wir dort nicht iiber Klassenterme verfiigen. R.
CARNAP hat aber in [6]! eine Modifikation des FREGEschen Gedankens
angegeben, die wir hier iibernehmen wollen. Nach CARNAP hat man
die Definition I durch folgendes Definitionsschema zu ersetzen:

D7: B{y/wxA[x]]) := VIXA[x] A Vx(A[x] A B[y/x]) vVIXA[x] A B[y/u].

Dabei sei u eine im folgenden festgehaltene GV von PB*. Diese
Festsetzung besagt: Wenn das Priddikat A[x] auf genau ein Ding x
zutrifft, so soll B[y/axA[x]] wahr sein, wenn B[y] auf x zutrifft und
wenn das Pridikat A[x] nicht auf genau ein Ding zutrifft, so soll
B(y/axA[x]] wahr sein, wenn B[y] auf das durch die GV u bezeichnete
Ding zutrifft. axA[x] steht also fiir dasjenige Objekt, auf das A [x] zu-
trifft, wenn es genau ein solches Objekt gibt, andernfalls steht 1xA [x]
fur u.

Wir geben nun zunichst die Formregeln fiir die um Kennzeichnungs-
terme erweiterte Sprache P+ — wir nennen sie Pt — an und be-
weisen dann die Korrektheit der Definition D7.

3.2.1 Die Sprache P++:

Das Alphabet von $** enthalte neben den Grundzeichen von P+
den Kennzeichnungsoperator ,2“. In Pt* unterscheiden wir zwei
Klassen von wohlgeformten Ausdriicken, Terme und Formeln, die
durch folgende Formregeln definiert werden:

a) Die GV von P** sind Terme von P++.

b) Sind s und t Terme von P*7, so ist s = t eine (Atom-) Formel
von Bt+. Ist f eine n-stellige PV von P++ und sind t;,..., t, Terme
von P+, so ist f(t;,..., t,) eine Formel von B*+.

1 Vgl. auch [7], S. 143 {f.
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c) und d) stimmen mit den Formregeln (b) und (c) von 2.2.1 fiir B
iiberein, wobei ,,P‘“ iiberall durch ,, B+ zu ersetzen ist.

e) Wenn A[x] eine Formel von B+ ist, in der die GV x frei vor-
kommt, so ist x(A[x]) ein Term von P+,

Nach der Formregel (e) werden hier Terme in Abhéngigkeit von
Formeln definiert. Zur Bestimmung der Formeleigenschaft muB man
nach (a) aber auch schon wissen, welche Ausdriicke Terme sind. Die
Begriffe Formel und Term werden also durch eine sogenannte simuliane
Rekursion definiert. DaB diese Definition korrekt ist und keinen Zirkel
enthdlt (so daB man etwa schon wissen miite, ob ein Ausdruck A ein
Term ist, um mit den Formregeln feststellen zu koénnen, ob A ein Term
ist) geht daraus hervor, daBB man mit den Regeln aus wohlgeformten
Ausdriicken immer nur wohlgeformte Ausdriicke von gréBerer Linge
erzeugen kann. Die Eigenschaft eines Ausdrucks A, Term oder Formel
zu sein, hingt also nach den Regeln immer nur von den Term- oder
Formeleigenschaften kiirzerer Ausdriicke ab.

Man macht sich auch leicht klar, daB die Formel- bzw. Termeigen-
schaft nach 3.2.1 entscheidbar ist. Als neue Klammerregel setzen wir
fest, daB wir anstelle des Ausdrucks 2x(A[x]) auch axA[x] schreiben
konnen, wenn wir anstelle von Ax(A[x]) nach den Klammerregeln in
2.2.1 auch AxA[x] schreiben koénnen.

Beispiele von Termen und Formeln von 7 sind folgende Ausdriicke:

Y,z und %,y sind Terme (a),
also sind gy, 2) und  f(x, y) Formeln (b).
Daher sind  ayg(y, 2) und  yf(x, ¥) Terme (e)
und f(x, 2yg(y, 2)) und g(z, 29f(x, v)) sind Formeln (b).
Also ist auch xf(x, vyg(y, 2)) ein Term (e)
und h(yf(x, ), xf(x,798(y, 2))) eine Formel (b),
daher sind auch k(wf(x, ¥), 2x/(x, 12v8(y, 2))) A g(z, \i(x, ¥)) (c)

und AzVx(h(2yf(x, ¥), 2xf(x, 2yg(y, 2))) A g(z, vf(x, ¥))) Formeln (d).

Wir wollen auch einen Ausdruck nx als Quantor (im weiteren Sinn)
bezeichnen, wenn x eine GV ist. Dann ist durch die Festsetzungen
in 2.2.1 auch der Bereich eines Quantors ax definiert, das Gebunden-
sein einer GV durch einen solchen Quantor, die freie Umbenennung
einer GV x in der Formel 1xA[x] und die freie Einsetzung einer GV
in Formeln mit solchen Quantoren. Wir legen dariiber hinaus noch
fest: Eine GV y ist in einer Formel B[y] frei fiir einen Term axA([x],
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wenn kein freies Vorkommnis von y in B[y] im Bereich eines Quantors
steht, der gleichnamig ist mit einer GV, die in 2xA[x] frei vorkommt.
Die freie Einsetzung von Termen axA([x] in Formeln B[y] ist dann
bestimmt als Resultat der Ersetzung aller freien Vorkommnisse von
y in B[y] durch axA[x], wenn y in B[y] frei ist fiir axA[x], und als
Resultat der Ersetzung aller freien Vorkommnisse von y in B’[y] durch
nxA[x], wenn y in B[y] nicht frei ist fiir 2xA[x], wobei dann B'[y]
aus B[y] durch freie Umbenennungen von gebundenen GV so zu kon-
struieren ist, daB y in B'[y] frei ist fiir axA[x].

Dazu ein Beispiel: Die GV y ist in Azf(z, y) nicht frei fiir nxg(x, 2).
Daher ist nicht Azf(z, nxg(x, z)), sondern z. B. Azf(z;, nxg(x, 2)) als
Resultat der freien Einsetzung von axg(x, z) fiir y in Azf(z, y) anzu-
sehen. Im iibrigen verlduft diese Begriffsbildung und ihre Motivation
wie in 2.2.1.

Damit ist die syntaktische Funktion der Kennzeichnungsausdriicke
bestimmt. Thre semantische und deduktive Funktion ergibt sich aus
dem Definitionsschema D7. Wir wollen nun zeigen, dal} dieses Schema
korrekt ist. Dazu beschrinken wir D7 zunichst auf Einsetzungen fiir
Atomformeln fiir B[v] und beweisen dann durch Induktion nach dem
Grad der Formel B[y], daB die Aquivalenz nach D7 fiir alle Formeln
B[y] gilt. Damit ist gezeigt, daB die Schwierigkeiten, die wir fiir die
Russerrsche Definition I unter (a) hervorgehoben hatten, fiir die
Carnapsche Definition nicht auftreten.

Die Basis unseres Induktionsbeweises ist durch die Festlegung D7
fiir Atomformeln gegeben. Sei nun die Behauptung der Aquivalenz
nach D7 schon fiir alle Formeln vom Grad < # bewiesen und sei Bly]
vom Grad #n 4+ 7.

a) B[v] habe die Gestalt =C[y]. Dann ist C[y] vom Grad # und es
gilt nach Induktionsvoraussetzung C(y/1xA [x]] = VIxA[x] A Vx(A[x]A
Cly/x]) v =V!xA[x] A C[y/u]. Daraus folgt nach T25, T28, T27,
T24 und T34: B{y/xA[x]] = —=C[y/xA[x]] = ~(V!IXA[x] A Vx(A[x] A
Cly/x]) v aVIXA[x] A C[y/u)) = —(VIxXA[x] A Vx(A[x] A C[y/x])) A
—(=VIXA[x] A Cly/u]) = (RVIXA[x] v = Vx(A[x] A Cly/x])) A (VIXA([X]
v =C[y/u]) = VIXA[x] A =VIXA[x] v VIXA[x] A =Vx(A[x] A Cly/x]) v
=VIXA[x] A =C[y/u] v =Vx(A[x] A C[y/x]) A =C[y/ul. (1)

Nach T36 gilt nun —(V!xA[x] A =V!xA[x]) und nach T35 und T36 gilt
—Vx(A[x] A C[y/x]) A =Cly/u] = =Vx(A[x] A C[y/x]) A —=Cly/u] A
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(VIxA[x] v VIxA[x]) = VIXA[x] A °Vx(A[x] A Cly/x]) A =Cly/fu] v
=VIXA[x] A =Cy/u] A AVx(A[x] A Cly/x]).

Aus dem ersten bzw. zweiten Disjunktionsglied folgt mit T21 das
zweite bzw. dritte Disjunktionsglied von (1). Daher gilt nach T13,
T17 (1) = VIxA[x] A Vx(A[x] A Cly/x]) v mVIxA[x] A =C[y/u}. Nach
T46, T27 und T59 gilt aber unter der Voraussetzung V!xA[x] auch
=Vx(A{x] A Cly/x]) = Ax(A[x] D Cly/x]) = Vx(A[x] A =C[y/x]), so
dafl wir mit T26 endlich erhalten B[y/axA[x]] = VIxA[x] A Vx(A[x] A
Bly/x]) v =VIxA[x] A B[y/u], was zu beweisen war.

b) B(y] habe die Gestalt C{y] D D[y]. Dann gilt nach Induktions-
voraussetzung Bly/axA[x]]= VIxA[x] A Vx(A[x] A Cly/x]) v VIxXA[x]
A Cly/u] D VIxA[x] A Vx(A[x] A D[y/x]) v =VIxA[x] A D[y/u] (2). Es
ist zu zeigen, daB (2) &dquivalent ist mit (3) VIXA[x] A Vx(A[x] A
(Cly/x] 2 D[y/x])) v =VIxA[x] A (C[y/u] D D(y/u]). Wir nehmen an,
es gelte (2) und V!xA[x]. Dann erhalten wir Vx(A[x] A Cly/x]) D
Vx(A[x] A D[y/x]). Mit T58 folgt daraus Vx(A[x] A (C[y/x] D D{y/x]))
und daraus (3). Gilt (2) und —V!xA [x], so erhalten wir C[y/u] D D[y/u],
also wiederum (3). Aus VIxA([x] v =VIxA[x] und T17 ergibt sich also,
daB (2) den Satz (3) impliziert. Gilt nun (3) und V!xA[x], so gilt auch
Vx(A[x] A (Cly/x] D D[y/x])), wegen T59 also Ax(A[x]>D (C[y/x]D
D[y/x])), daher Ax((A[x] D Ciy/x]) D (A[x] D D[y/x])) und Ax(A[x] D
Cly/x]) D Ax(A[x] D D[y/x]), wegen T59 also wiederum Vx(A[x] A
Ciy/x]) D Vx(A{x] A D[y/x]) und daher (2). Gilt endiich (3) und
—VIxA[x], so gilt auch C{y/u] D D[y/u], also (2). (3) impliziert also
auch (2), so daB (2) und (3), wie behauptet, dquivalent sind.

c) B[y] habe die Gestalt AzC[z,y]. Dann gilt nach Induktionsvoraus-
setzung B[y/1xA[x]] = Az(VIXA[x]A Vx(A[x]AC[z,y/x]) vV IXA[x] A
Clz, y/u]) (4) und es ist zu zeigen, daB (4) mit dem Satz (5): VIXA[x] A
Vx(A[x] A AzC[z, y[x]) v = VIXA[x] A AzC[z, y/u] dquivalent ist. Wir
kénnen annehmen, daBl z nicht frei in A[x] vorkommt. Es gilt nun
allgemein Az(A A D[z] v A A E[z]) = Az(A A D[z]) v Az(—A A E[z]),
wenn A z nicht frei enthilt, wie man leicht verifiziert. Mit T49 erhilt
man dann aber sofort die Behauptung.

Damit ist nun bewiesen, da3 man das Definitionsschema D7 auch
auf komplexe Formeln B anwenden kann, ohne dadurch in Widerspruch
zu den Festsetzungen iiber die logischen Operatoren zu kommen. Wir
zeigen nun, daB auch die fiir die Kontextdefinition I unter (b) auf-
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gefithrten Schwierigkeiten bei Beniitzung des CARNAPschen Definitions-
schemas wegfallen:

T60: H AxA[x]D A[x/t] fir beliebige Terme t von Pt+.

Beweis: Ist t eine GV, so ergibt sich die Behauptung aus T42. Ist
t ein Kennzeichnungsterm ayB[y], so erhalten wir mit T42 und T38
AxA[x] D Ay(Bly] D A[x/y]) und AxA[x]D A[x/u], also mit T59
AxA[x] D VIyBly] A Vy(B[y] A A[x/y]) v mVIyB[y] A A[x/u]. Nach
D7 ist das aber mit AxA[x] D A[x/vyB[y]] dquivalent.

T6l: — A[x/t] DVxA[x] fiir beliebige Terme t von P* .

Ist t eine GV, so ergibt sich die Behauptung aus T43. Ist t ein
Kennzeichnungsterm, so beweist man das Theorem mit T60 wie T43
mit T42.

Es sollen nun noch einige weitere Theoreme iiber Kennzeichnungen
angefiithrt werden:

T62: VIXA[x]F A[x/7%A[x]]

Beweis: Aus V!xA[x] folgt nach T57 VxA[x], also Vx(A[x] A A[x]).
Daraus folgt aber nach D7 A[x/axA[x]].

T63: HAx(A[x] =x=y)Dy =1xA[x]

Beweis: Aus Ax(A[x] = x = y) folgt A[x/y], V!xA[x] und Vy(A[x/y]
Ay =1vy). Daraus folgt nach D7 aber y = axA[x].

T64: —VIxA(x]FxA[x]=u

Beweis: Aus —V!xA[x] folgt wegen A5 —VIxXA[x]Au=u und
daraus nach D7 axA([x] = u.

T656: VIxA[x]F B[y/axA[x]] = Vx(A[x] A B[y/x])

Der Beweis ergibt sich auf Grund von D7 durch einfache a.l. Um-
formungen.

In vielen Fillen der Anwendung der P.L. erweist es sich als prak-
tisch, auch Funktionsterme als Ausdriicke fiir Funktionswerte in die
pl. Sprache aufzunehmen, wie etwa die Terme ,x 4+ ¥ und ,,x- y"
in der Formalisierung der Arithmetik. Als einstellige Funktion iiber
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dem Grundbereich y bezeichnen wir eine Abbildung von y in y, die
jedem Element von y genau ein Element von y zuordnet. Eine ein-
stellige Funktion f*(x) ist also eine zweistellige Relation f(x,y), fir
die gilt:

1) Axyz(f(x,9)D(f(x,2)D2=1y)) — fist nacheindeutig, d. h. f ordnet
jedem Element von y hochstens ein Element von y zu — und

2) AxVyf(x,y) — f ordnet jedem Element von y mindestens ein
Element von y zu.

Aus (1) und (2) erhalten wir mit D6 sofort

3) AxV!yf(x,y). Ebenso folgt aus (3) mit T57 und T58 (1) und (2).
Eine solche Abbildung j stellt die Funktion f* genau dann dar, wenn
gilt

4) Axz(f*(x) = z = f(x, 2)). Wir konnen also setzen

5) f*(x) == wf(x, y). Denn aus (3) folgt mit T62 f(x, vyf(x, ¥)),
mit T58 also f(x,2) Dz = ayf(x, y). Und aus z = ayf(x, y) folgt mit
(8), T62 und A6 f(x, z). Wir konnen daher einstellige Funktionsterme
f*(x) als Kennzeichnungsterme nyf(x, y) einfiithren.

Allgemein koénnen wir in entsprechender Weise eine #-stellige Funk-

tion f*(x,,..., x,) als eine (n 4 7)-stellige Relation f(x,,..., %,, y) auf-
fassen, fiir die gilt Ax;... «x,Viyf(%,..., %, ) und konnen dann
setzen f*(x,,..., x,) = wf(x,,..., x,, ).

Prinzipiell ist also die Einfithrung besonderer Funktionsterme in
unsere Sprache P+ iiberfliissig, da wir sie durch die entsprechenden
Kennzeichnungsterme ausdriicken kénnen. Aus Griinden der Einfach-
heit des Ausdrucks wollen wir aber auch eigene Symbole fiir Funktions-
variable (kurz FV) in unsere Sprache $** aufnehmen und damit zu
einer abermals erweiterten Sprache P*** iibergehen. Wir geben uns
dazu eine Menge IT von PV aus $*+ vor, so daB zu jedem #n (n>7)
in IT unendlich viele n-stellige PV von $** enthalten sind, und da8
unendlich viele #-stellige PV von $** nicht in I7 enthalten sind.
P+ *++ sei dann aufgebaut wie P+ mit folgenden zusétzlichen Bestim-
mungen:

1. Ist f eine n-stellige PV aus I7, so ist f* eine {(» — 7)-stellige FV
von Pr++.
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2. Sind t,,..., t, Terme und ist f* eine n-stellige FV von $7* 7, so
ist auch f*(t;,..., t,) ein Term von Pt *. Wir fithren also in F++
Funktionsterme nur bzgl. atomarer Relationen ein.

Der der Sprache $**7* zugeordnete Kalkiil P1T++ soll aus P11+~
durch Hinzunahme der Axiome nach den Schemata

A7 Axy.ox VIyi(x,, .. XL Y)
A8 Axg...xf(xq,..., x,, £*(%y,. .., x,)) fir alle f aus IT entstehen.

Zur Ableitung eines Satzes A mit den FV fl* ,-+., 1> beniitzt man dann
diejenigen Axiome nach A7 und A8, die sich durch Einsetzung von
t* fir f* ergeben (i=1,..., m).

Aus A7 und A8 erhalten wir mit T58 und T62 f*(x;,...,x,) =
wyi(xy,. .., X, ¥). Wir brauchen aber auf diese Identitdt und die Defi-
nition D7 bei der Ableitung von Aussagen mit Funktionstermenin $*+
nicht mehr zuriickgreifen. Denn D7 nimmt wegen A7 und T65 nun die
Gestalt an B[x/yf(x,,. .., X, ¥)] = Vz(f(x,,. .., x,, z) A B[x/z]). Diese
Aquivalenz erhalten wir aber auch, wenn wir aus A7 und A8 mit T58

und A6 auf f*(x,,...,x,) =2z =1{(xq,..., X, 2) schlieBen und kraft
dieser Aquivalenz f(xy,..., X,, z) fir f*(x,,..., x,) =z in die Formel
B(x/f*(xy,. . ., X,)] = Vz(f*(x,,. .., x,) = z A B[x/z]) einsetzen, die man

leicht beweisen kann.
Wir beweisen nun noch folgendes Theorem:

T66: F x = y D f*(x) = f*(y)

Beweis:
XxX=y AF
f(x, z) D1(y, z) A6
f(x, £*(x)) A8
i(y, £%(x)) R1
i(y, *(y)) A8
f*(x) = f*(y) T58

Daraus erhilt man mit MT4 die Behauptung.

Im Zusammenhang mit der Einfiihrung von FV wollen wir auch
noch auf die Méglichkeit hinweisen, Allquantoren durch FV zu ersetzen.
Ist der Satz Vx;...x,AyC[x,,..., x,, y] logisch wahr, so ist auch
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der Satz Vx;...x Clxy,..., x,, £*(x;,...,%x,)] logisch wahr, wo die
FV f* nicht in C[x,,..., x,, y] vorkommt. Denn ist 8 eine Inter-
pretation iiber dem Objektbereich y, die dem Pradikat C[x,,. .., x,, ¥]
den Begriff A zuordnet, so besagt die Giiltigkeit von Vx;... x Ay
Clxy,..., X, y], daB es Objekte a,,.. ., a, gibt, so daB fiir alle Objekte
b aus y gilt A(a,,...,a, d). Dann gilt aber auch fiir alle méglichen
Funktionen f* iiber y A(ay,..., a, f*(ay,...,4,)). Gilt umgekehrt
Aay,. .., ay, t*(ay,. .., a;)) fir alle Funktionen iiber y, so muB auch
Aay,. .., a, ) fur alle b aus y gelten, da f*(a,,..., a,) alle Objekte
aus ¢ als Werte annimmt, wenn man fiir f* alle méglichen Funktionen
einsetzt.

Wenn man nun die FV {* wieder eliminiert, so erhilt man die Formel
Vo X (Vv (xy, o X, ¥) D V(g -0, X, Y)Y A Clxy, - X, V)
Anstelle von V!yf(x,,.. ., x;, y) kann man nun offenbar auch Vyf(x,,.. .,
X,, y) setzen, ohne die logische Wahrheit oder Falschheit des Satzeszu ver-
dndern. Durch p.l. Umformungen erhilt man aus dieser Formel den Satz
Vxy. o X (AV(ClXy, . v v X, Y] D (Xg, . -0, X, Y)) D Ay—i(xy, . .o, X, Y))-
Hier kann man endlich noch —f(xy,...,x,,y) durch f(x,,...,%,y)
ersetzen.

Diese Umformung kann man ausnutzen fiir die Konstruktion der

Normalform von SKOLEM:

3.2.2 Wir sagen, ein Satz A habe die SKOLEMsche Normalform, wenn A
prinexe Normalform hat, keine freien GV enthilt und wenn im Prifix
von A alle Existenzquantoren allen Allquantoren voraufgehen.

Es gilt:

MT9: Jeder Satz A 148t sich in einen Satz B in SxorEmscher Normal-
form umformen, so daB gilt -+ A genau dann, wenn — B.

Die Konstruktion von B vollzieht sich in folgenden Schritten:

1) A wird in prinexe Normalform gebracht und alle freien GV wer-
den in der so entstehenden Formel durch vorgestellte Allquantoren
gebunden. Hat das Resultat dieser Umformungen die Gestalt AxC[x],
so ersetzt man es durch die Formel VyAx((f(y) D f(y)) © C[x]). Deren
prinexe Normalform sei A,.

2) Hat A, bereits die gewiinschte Normalform, so ist B mit A,
identisch.
Kutschera, Elementare Logik 17
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3) Andernfalls hat A, die Gestalt Vx,... x AyC[x,,..., X,, y]. Wir
ersetzen dann A; nach der vorstehenden Uberlegung durch die Formel
Ayt Vxy. o X (AY(Clxy, . - -, X, VI D (X, . ., X, ) D AYE(Xy, .., X0, Y)),
wo f eine PV ist, die in A; nicht vorkommt. A, sei dann die prinexe
Normalform dieser Formel. A, hat also die Gestalt

Vxp. . %Yy OAY ((C'[%y, -+ o, X, VI 2 E(Xg, - - X0, ¥)) D E(Xg, .- 4, X0, Y))s
wenn Q das Prifix und C'[x,,. .., x,, y] der Kern von C[x,,.. ., X,,y]ist.

4) Hat A, bereits die gewiinschte Normalform, so ist B mit A,
identisch, andernfalls wird der dritte Schritt noch einmal angewendet,
usw.

Man sieht, daB die Zahl der Allquantoren, die Existenzquantoren
vorhergehen, in A; um eins niedriger ist als in A;. Durch endlichmalige
Anwendung des dritten Schrittes kommt man also auf eine Formel B
mit den gewiinschten Eigenschaften.

Fiir die Umformungen nach (1) gilt - A genau dann, wenn A, nach
MTS, T1, T38, T51. Fiir die Umformung nach (3) erhalten wir nach
unserer intuitiven Uberlegung - A, genau dann, wenn - A;. Formal
argumentiert man wie folgt:

AYCxy,. .o, X, YIFE (Clxy, . oo X, I DE(Xy, . 0, X, §) DXy, -0 X, Y)
wegen T42, R1, MT4. Mit T39 erhalten wir daraus
AYCxy,. . %, VIFAY(CIxy, . ., X, Y] DE(xy, . . o, %, ) DAYE(Xy, . . ., XL, Y)

und daraus A; - A,. MTS8 liefert aber A= A;. Ist also A; beweisbar,
so auch A;. Ist umgekehrt A; beweisbar, so nach MT8 auch A,. Ist
aber A, beweisbar, so nach MT7 auch

Vxy .o X (AY(Cl%y, - - vy X, YI D ClXy, - -+, X, V) D AYCXy, . .., X, VD),
mit T1 und T38 erhilt man daraus aber A;. Damit ist das Metatheorem
MT9 bewiesen.

Zur Illustration des Konstruktionsverfahrens fiir die SKoLEMsche
Normalform wenden wir dies Verfahren auf die Formel A: AyVzg(x, v, 2)
an. A hat prinexe Normalform. Durch Generalisierung von x nach (1)
erhalten wir AxyVzg(x, y,2). A, ist dann die Formel

VuhayVa((f(u) D () D g(#, 3. 7).
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A, ist dann die Formel
Va(A(AyVz(( (1) D f(u) D g(x, 3, 2)) D hy(w, %)) D Axhy(u, %)).
A, ist also die Formel

VaxAyVzAs' ((((f(w) D () D g(x, 3, 2)) D hy(w, 2) D hy(u, ).

Da diese Formel noch nicht die gewiinschte Form hat, miissen wir den
Schritt (3) noch einmal anwenden und erhalten

Vaux(Ay(VaAx'((((f(#) D () Dg(%,3,2)) Dhy(u, %)) D hy(u, %)) D hy(u, %, y))
D Ayhy(u, x, y))

und daraus

VuxyzAx'y" ((((((fw) D 1)) D g(%, 3, 2)) D hy(u, %)) D hy(u, ) Dhy(u, %, y))
D hy(u, x, ¥")).

Diese letzte Formel ist nun die gesuchte SkorLEMsche Normalform
von A.

Eine zusidtzliche Erweiterung der p.l. Sprache erhdlt man, wenn
man neben den Variablen auch Konstanten als Grundzeichen einfiihrt.
Semantisch und bzgl. der Formregeln fungieren solche Konstanten
wie die freien Variablen vom entsprechenden Typ. Gegenstands-
konstanten (kurz GK) fungieren also wie freie GV, #u-stellige PK
wie n-stellige PV und #-stellige Funktionskonstanten (kurz FK) wie
n-stellige FV. Daher bringt eine solche Erweiterung der Sprache auch
keine echte Erweiterung ihrer Ausdrucksmoglichkeiten mit sich. Die
Verwendung von Konstanten macht aber in vielen Fillen den Sym-
bolismus iibersichtlicher. So hitte man anstelle der PK ,,=‘‘ auch
eine beliebige zweistellige PV f verwenden und anstelle der Axiome
A5 und A6 die Axiome Axf(x, x) und Axy(f(x, y) D (A(x] D A[x[y]))
ansetzen kénnen. Wegen der besonderen Rolle der Identitit empfiehlt
es sich aber, eine eigene PK einzufithren, durch deren Verwendung
die Formeln durchsichtiger werden. Ebenso werden wir bei der For-
malisierung der Arithmetik die GK ,,0 fiir die Zahl O einfiihren, die
einstellige PK ,, N fiir die Eigenschaft, eine natiirliche Zahl zu sein
und die FK ,,+“ fiir die Addition.

Wihrend man eine P.L. ohne nichtlogische Konstanten auch als
retne P.L. bezeichnet, nennt man eine P.L. mit auBerlogischen Kon-
stanten angewandte P.L. Der Ubergang von der reinen zur angewandten

17
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P.L. besteht also einfach in der Hinzunahme von Konstanten zu den
Grundzeichen der Sprache, deren Funktion ebenso auch von freien
Variablen iibernommen werden konnte.

Auf eine weitere Moglichkeit zur Erweiterung der elementaren Logik,
die Hinzunahme des HiLBERTschen Awuswahloperators exA[x] wollen
wir hier nicht mehr eingehen, da seine praktische Bedeutung im Rahmen
der hier behandelten Logik nur gering ist. Eine ausfiihrliche Behand-
lung dieses Auswahloperators findet sich in [38] und [34].

Bei den in den Abschnitten 3.1 und 3.2 diskutierten Erweiterungen
der Sprache P und des Kalkiils PB1 handelt es sich insgesamt um keine
echte Erweiterung der Ausdrucksfihigkeit oder der Deduktionsmoéglich-
keiten von P und P1l, wie wir sie etwa spiter in Kapitel 4 und 5 behan-
deln werden. Denn die Konstanten lassen sich durch Variable ersetzen
und die Kontextdefinition D7 erméglicht es uns, die Kennzeichnungs-
und damit auch die Funktionsterme aus allen Kontexten zu eliminieren.
Die Theoreme A von Pl* lassen sich aber in der Gestalt C D A in Pl
beweisen, wo C wie im Beweis der Vollstindigkeit von $1* die Kon-
junktion der fiir A relevanten Einsetzungen in A5 und A6 ist. Daher
werden wir im folgenden auch die verschiedenen Varianten P, PV,
ptt, g+ bzw. P1, P1F, P1T+ und P1T+* der P.L. nicht streng
unterscheiden, sondern meist nur von der p.. Sprache P und dem
p-l. Kalkiil 1 sprechen. Aus dem Kontext ist dann jeweils ersichtlich,
um welche Form der P.L. es sich handelt.

Ubungsaufgaben:
1. Beweise folgende Theoreme

Faxx=y) =y

Fax(x#x)=u

FaxA[x] =z = VIXA[x] A A[x/z] vVIAx]Az=1u

FaxA[x] = u = —VIxA[x] v A(x/u]

Ax(A[x] = B[x]) F xA[x] = «xB[x]

VIxA[x], VIxB[x] F 1xA[x] = 2xB[x] D Ax(A[x] = B[x])

l—m+++ Axp.oox(f¥(xy, L X)) = 8X (XL X)) =
Axy o x y(E(Xy, 0 X Y) =8 XL V)

2. Beweise, daBB man die Definition D7 ersetzen kann durch die
Definition xA[x] =y := VIXA[x] A A[x/y] v VIXA[Xx] A y = u, Wo
y nicht frei in axA[x] vorkommt! Man weise die Korrektheit dieser
Kontextdefinition nach, wie das oben fiir D7 geschehen ist!
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3. Man bringe folgende Formeln auf SxorLEMsche Normalform:

a) Vxf(x, y) DVyf(y, x),
b) AxVyg(x, y) A “VyAxg(x, y),
c) Axy(Vzg(x, 2) D Azh(y, 2)).

3.3 Elementare Systeme

Der Gehalt einer Theorie, sei sie logisch, mathematisch oder em-
_ pirisch, ist charakterisiert durch die Menge ihrer Theoreme, d. h. durch
die Menge der Sitze, die sie als wahr auszeichnet. Zwei Theorien,
welche die gleiche Theoremmenge haben, nennen wir dgquivalent. So
haben wir z. B. oben die p.l. Theorien P1 und P2 als dquivalente
Theorien erkannt, indem wir zeigten, da3 jeder Satz, der in Pl beweis-
bar ist, auch in P2 beweisbar ist und umgekehrt. Aquivalente Theo-
rien unterscheiden sich also nur durch die Art und Weise, wie sie die
gemeinsame Theoremmenge festlegen.

Als wissenschaftliche Idealform einer Theorie T gilt seit ARisTO-
TELES ihre axiomatische Formulierung, in der die Theoremmenge von
T definiert wird durch Angabe endlich oder auch unendlich vieler
Axiome — die Eigenschaft, Axiom von T zu sein, soll auch im Falle
unendlich vieler Axiome entscheidbar sein — aus denen alle Theoreme
auf rein logischem Weg abgeleitet werden konnen. Bei der Gewinnung
der Theoreme diirfen also keine auBerlogischen Prinzipien verwendet
werden und keine materialen Voraussetzungen iiber die Gegenstinde
der Theorie, die nicht in Gestalt der Axiome explizit angegeben wurden.
Da die logischen Deduktionsmittel scharf umgrenzt sind, wird dadurch
vermieden, daB sich im Verlauf eines Beweises unbemerkt zusitzliche
materiale Voraussetzungen einschleichen. So wird eine strenge Kon-
trolle der Beweise in der Theorie mdoglich und die materialen Annahmen,
auf denen die Sitze von T beruhen, werden in Gestalt der Axiome
scharf abgegrenzt.

Dieses Ideal einer axiomatischen Theorie konnte im wesentlichen
erst in der modernen Logik erreicht werden, in der deduktive Systeme
aufgebaut wurden, die fiir die Zwecke der Formalisierung von Theo-
rien insbesondere der Mathematik hinreichend leistungsfahig sind.
Schon die elementare Logik erweist sich als ausreichend fiir die axio-
matische Darstellung vieler Theorien. Lassen sich die Sétze einer
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Theorie T in der p.l. Sprache P ausdriicken und ist M, die Menge der
Axiome von T, so 148t sich 7 im Rahmen der elementaren Logik for-
malisieren in Gestalt eines Kalkiils ¥, der aus P1 dadurch entsteht,
daB man zu den Axiomen von Pl die Axiome von M, hinzunimmt.
A ist dann ein Theorem von ¥ genau dann, wenn gilt M, b, Al
Solche Theorien nennt man auch elementare Systeme.

Als Beispiel eines solchen elementaren Systems kann uns die Theorie
der Identitdt aus 3.1 dienen, fiir die M, die Menge der Axiome nach
Ab und A6 ist. Im folgenden sollen nun drei weitere Beispiele elemen-
tarer Systeme angegeben werden, die einen Eindruck vermitteln sollen
von den Anwendungsmoglichkeiten der elementaren Logik. Wenn wir
uns dabei auf Anwendungen aus dem Bereich der Mathematik beschrén-
ken, so deswegen, weil die Zahl der vorliegenden axiomatischen Theo-
rien aus anderen Gegenstandsgebieten verhiltnismiBig gering ist und
diese Theorien, sofern sie nicht deduktiv trivial sind, einen recht kom-
plizierten Aufbau haben?2.

3.3.1 Ein Axiomensystem der Gruppentheorie

Als Gruppe bezeichnet man eine Menge X, auf der eine zweistellige
Funktion @ o0 b definiert ist, so daB3 gilt: 1. Fiir beliebige Elemente a
und b aus X liegt a 0 b wieder in X. 2. Die Funktion o ist assoziativ,
d.h.esist (@ob)oc=ao0 (boc). 3. Es gibt ein Einselement ¢ in X,
so daB fiir alle Elemente @ aus X gilt aoe=a und eoca =a. 4. Zu
jedem Element a von X gibt es ein inverses Element a™!, so daB gilt
aca'=cund a”loa=-c

Diese definierenden Eigenschaften der Gruppe kann man als Axiome
formulieren:

al: (xoy)oz=20(y02)

a2: xo0e=2x

a3: eox=x

ad: AxVy(xoy=eAryox=ce)s

1 Ist die Menge M ¢ unendlich, so beachte man die Definition der Ab-
leitungsbeziehung My A unter 1.3.5.8.

2 Beispiele fiir axiomatische Theorien empirischer Wissenschaften
bringt R. CarNaP in [7], S. 198 ff.

3 Anstelle des Terms x0 y miite man streng genommen in P einen
Term F*(x, y) verwenden, in dem F* eine FK von § ist. Wir kdnnen aber
hier und &hnlich in folgenden gleichartigen Féllen den Term x O y als Ab-
kiirzung fiir F*(x, y) ansehen.
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Jeder Satz, der fiir beliebige Gruppen gilt, 14Bt sich dann aus al bis a4
ableiten. Und wenn ein Satz aus al bis a4 ableitbar ist, so gilt er fir
alle Gruppen. Denn ist A ein Satz, der fiir beliebige Gruppen gilt, so
wird A erfiillt von allen Interpretationen iiber Mengen X, die bzgl. der
Funktion, die der zweistelligen FK o zugeordnet wird, eine Gruppe
bilden. Jede Interpretation 9, die al bis a4 erfiillt, ist eine Interpre-
tation iiber einer Menge X, die bzgl. der Funktion, die 8 der FK o zu-
ordnet, eine Gruppe ist. Also ist der SchluB al,..., a4 - A dann p.l
giiltig. Wegen der Vollstdandigkeit von Pl gilt dann aber auch al,..., a4
A, Gilt umgekehrt al,..., a4 A, so erfiillen wegen der Wider-
spruchsfreiheit von 9Pl alle Interpretationen, die al,..., a4 erfiillen,
deren Objektbereich also Gruppen sind bzgl. der Funktion, die sie der
FK o zuordnen, auch den Satz A. Aus der Tatsache, dafl al bis a4
die definierenden Gruppeneigenschaften ausdriicken und erfiillbar sind
und daB Pl p.l. adidquat ist, kann man also auf die Vollstindigkeit
und Widerspruchsfreiheit des durch al bis a4 festgelegten Gruppen-
kalkiils schlieBen.

Zur Einiibung dieser Axiomatisierung beweisen wir nun einige
Theoreme iiber Gruppen.

tl: Vz(xroz=y) (Existenz des rechten Quotienten)

Beweis: x~ 10y ist ein solches z, dennesgilt xo (x~*oy) = (x0x~ ") oy
nach al und nach a4 (¥ sei ein y, dessen Existenz dort ausgesagt wird)
(xox~ oy =-eo0y. Mit a3 erhalten wir dann eo0 y = y, und mit
T56 also xo (x"toy) = y.

Indem man fiir z setzt y 0 ¥~ !, beweist man ebenso

t2: Vz(z0 x = y) (Existenz des linken Quotienten)

E. V. HUNTINGTON hat gezeigt, daBl man die Axiome a2 bis a4 auch
durch tl1 und t2 ersetzen kann. Denn aus al, t2 und t3 folgt a2, a3
und a4:

t3: x02z2=1y A x02,=yDz=2, (Eindeutigkeit des rechten Quotienten)

Beweis:

X0Z=YAX02z =Yy AF
1) xoz=1x02 T55, T56
2) uoz=z AF

3) vox=u AF
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4) 20w =z

Z=u0z2
z=(@vox)oz
2=v0(x02)
2=1v0 (x02)
z2=(vox)oz
2=1u02
z=u0 (20w
2= (mozow
2=z0w
2=z

uoz=z>dwox=uD(ow=222=2))

Vuuoz=2zD(Vo(vox=u)D(Vw(zow=2z)

Dz=1))

X02=YAX02=YIDZ2=2.

Ebenso findet man

t4:

th:

AF. Mit T56 und
T66 erhalten
wir nun

(2), T55

(3)

al

(1)

(4), also mit MT4
(Befreiung von
den AF (2), (3),
(4))

also mit T44 und
T9

alsomit tl, t2,R1
und MT4

20x=yAz,0x=yDz=2, (Eindeutigkeit deslinken Quotienten)

VzAx(x 0 z = %) (Existenz der Rechtseinheit)

Beweis:

1) yoz=y
2) 0z, =x
3) uoy==x«

uo(yoz =uoy
moy)oz=uo0y

xX02=x

¥02=2xDMO0Yy=2D%x02=Xx)

Vz,(x02; = %) D (Vu(uoy=x)Dx02=1x))

AF

AF

AF

(1)

al

(3)

MT4 (Befreiung

von (2), (3))

T44, T9

AxVz(x 02y = %), AxVu(uoy = x)-yoz=1y RI, A4, T38, T43

DVzAx(x 0z = x)

und MT4 (Be-
freiung von (1))
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Vz(yoz=1y)DVzAx(x 0z = %) tl, t2, T44
VzAx(x 0 z = x) tl, R1.

Ebenso findet man
t6:  VzAx(z 0 x = x) (Existent der Linkseinheit)

Wegen t3 und t4 gibt es auch hochstens eine Rechtseinheit und hoch-
stens eine Linkseinheit. Wir zeigen nun, daBl Rechts- und Linkseinheit
identisch sind:

t7: x0z=2xAz;0x=xDz2=23
Beweis:
x02=x AF
2,02 =2 t6
zOx=2x% AF
2,02=2 6
z2=2 T56

Daraus erhdlt man sofort die Behauptung und daraus a2 und a3.
Bezeichnen wir Rechts- und Linkseinheit mit ¢ — wir konnen defi-
nieren ¢ := 1zAx(x 0 z == x) und erhalten daraus x 0 ¢ = yundeo x=x«
fir alle x — so gilt endlich

t8:  AxVy(xoy=enycx=e) (ad)
Beweis:

xo0y=c¢e AF

y;0x=c¢e AF

y=¢€0y

y=(y,0%x)0y

y=y;0(x0y) al

y=Y;0e¢

Y=

yox=ce

Vy(xoy=enyox=rc¢) T43

x0y=eD(y,0x=eDVy(xoy=eayox=¢) MT4

Vy(xoy=¢)D(Vy,(y0x=¢)DVy(xoy=e T44,T9
AYyOx=ce)

AxVy(xoy =eAyox =c¢g) tl, t2, R1, T38.
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Wir konnen wegen tl und t3 definieren =7 := 1y(x 0y =¢). x~ ' ist
dann das inverse Element zu x und es gilt xox ™' =c¢und x " ox=e.
In gleicher Weise lassen sich aus al bis a4 oder aus al, tl, t2 alle
Theoreme tiber Gruppen auf rein logischem Weg, d. h. nur unter Ver-
wendung des elementar-logischen Deduktionsbegriffes, wie er in 1 oder
einem der iibrigen oben behandelten Kalkiile der P.L. formuliert ist,
ableiten.

3.3.2 Ein Axiomensystem der elementaren Arithmetik

R. DEDEKIND hat 1888 in [11] eine axiomatische Charakterisierung
der natiirlichen Zahlen angegeben, die auf einem Gedanken beruht,
mit dessen Hilfe schon LEIBNIZ eine Festlegung der Reihe der natiir-
lichen Zahlen versucht hatte. Danach kann man die Menge N der natiir-
lichen Zahlen bestimmen, indem man fordert:

1) Die Null ist eine natiirliche Zahl.

2} Zu jeder natiirlichen Zahl # gibt es in N genau einen Nachfolger,
den wir mit #’ bezeichnen.

Damit nun immer neue Elemente von N als Nachfolgerzahlen auftreten
und N somit als unendliche Menge bestimmt wird, mul man fordern,
daB die Reihe der Nachfolgerzahlen nicht in sich selbst zuriicklduft.
Dazu verlangt man:

3) Die Null ist keine Nachfolgerzahl, d. h. es gibt keine natiirliche
Zahl, deren Nachfolger die Null wire.

4) Wenn zwei Nachfolgerzahlen »’ und m' identisch sind, so sind
auch # und m identisch.

Wenn die Reihe der Nachfolgerzahlen in sich selbst zuriickliefe,
so miiite ja entweder die Null eine Nachfolgerzahl sein, was durch (3)
ausgeschlossen wird, oder eine von Null verschiedene Zahl #, die somit
Nachfolger einer Zahl m ist, miiSte Nachfolger einer gréBeren Zahl oder
Nachfolger von sich selbst sein, so dal es eine von m verschiedene Zahl
7 gidbe, mit # = m' = +". Das wird aber durch (4) ausgeschlossen.

N enthilt nach (1) und (2) alle aus der Null durch endlichmalige
Anwendung der Nachfolgeroperation entstehende Zahlen. Um auszu-
schlieBen, daB N daneben noch andere Elemente enthilt, forderte
DEDEKIND:
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5) Jedes Element von N laBt sich durch wiederholte Anwendung
der Nachfolgeroperation aus der Null gewinnen.

Danach ist also N die kleinste Menge, die den Forderungen (1) und
(2) gentigt, und die Elemente von N sind in allen Mengen enthalten,
die den Bedingungen (1) und (2) geniigen.

G. PEANO hat dieser 5. Forderung die Gestalt des Induktionsprinzips
gegeben:

5") Fiir alle Eigenschaften F gilt: Wenn F auf die Null zutrifft und
wenn aus der Tatsache, daB3 F auf irgendeine Zahl # zutrifft, folgt, daB
F auch auf deren Nachfolger »’ zutrifft, so trifft F auf alle natiirlichen
Zahlen zu.

Wenn F auf die Null zutrifft und wenn aus der Tatsache, daB F
auf irgendeine Zahl » zutrifft, folgt, daB F auch auf deren Nachfolger
#' zutrifft, so ist der Umfang des Begriffes F eine Klasse, die den Bedin-
gungen (1) und (2) gentigt. Mit (5’) fordert man also dasselbe wie mit
(6), daB namlich die Elemente von N in allen solchen Klassen enthalten
sind.

Wenn man nun die Null duich die GK ,,0° symbolisiert und die
Nachfolgerfunktion durch ,,’‘}, so kann man die Forderungen (1) bis
(6') in folgender Weise in elementare Axiome iibersetzen:

’

al: —x'=0
a2: X' =y'Dx=y
a3: A[0] A Ax(A[x] D A[X']) D AxA[x]

Der Grundbereich einer Interpretation, die diese Axiome erfiillt, soll
die Menge der nattirlichen Zahlen reprisentieren. Die Forderung
(1) ist also dadurch erfiillt, daB jede solche Interpretation dem
Tezm ,,0° ein Objekt des Grundbereiches zuordnet. Der Forderung (2)
wird geniigt durch die fiir Funktionen generell geforderte Existenz
genau eines Funktionswertes fiir alle Argumente des Grundbereiches.

1 Anstelle von ,,0', ,,”"" und den unten eingefiihrten FK ,, 4+ und ,,+
kénnte man natiirlich wieder eine ausgezeichnete GV bzw. GK von
sowie eine einstellige und zwei zweistellige FV oder FK von P wihlen.
Es ist aber praktischer, sich an den in der Mathematik iiblichen Symbol-
gebrauch anzuschlieBen und ,,0“, ,x", ,x+y"“ und ,x-y" als Abkiir-
zungen fiir solche $B-Terme aufzufassen.

se¢
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Die Forderung (5') wird durch a3 nicht vollstindig wiedergegeben,
denn (5’) enthélt ja eine Behauptung iiber alle zahlentheoretischen
Begriffe F, wihrend aus a3 diese Behauptung nur fiir diejenigen Begriffe
gewonnen werden kann, die sich in P durch Préadikate ausdriicken
lassen. Nun gibt es iiberabzihlbar viele zahlentheoretische Begriffe,
aber nur abzdhlbar viele Pradikate in P, so daB (5’) eine stirkere For-
derung ist als a3. In der elementaren Logik, wo wir keine Allbehaup-
tungen iiber Begriffe formulieren kénnen, 148t sich (5) nicht addquat
wiedergeben. Wir werden erst im nichsten Kapitel eine Sprache kennen-
lernen, in der sich (5') vollstindig ausdriicken 148t und wollen dort
dann noch einmal auf die Formalisierung der Arithmetik zuriickkommen.

Addition und Multiplikation lassen sich durch die Bedingungen

6) x4+ 0=x
Xty =@x+y)
7 x-0=0

xy=x'y+x

definjeren. In stirkeren Logiksystemen kann man die Existenz von
Funktionen, die solchen rekursiven Definitionen geniigen, generell
nachweisen!. Fiir die elementare Logik gilt das hingegen nicht. Daher
wird man die Existenz solcher Funktionen axiomatisch fordern:

ad: x+0=x
ab: x+y =(x+y)
a6: x-0=20

a7t x'y =x'y+x

Es 148t sich zeigen, daB sich alle primitiv rekursiven Funktionen durch
die Funktionen x’, x + y, x-y definieren lassen?. Nachdem es sich
dabei um die wichtigsten zahlentheoretischen Funktionen handelt,
kénnte man erwarten, daB3 das System A der Axiome al bis a7 hinreicht
zur vollstindigen Charakterisierung der Reihe der natiirlichen Zahlen
und zum Aufbau einer vollstindigen Theorie der Arithmetik. Wihrend
wir spéter sehen werden, dafB3 die Forderungen (1) bis (5’) zur Charak-
terisierung der natiirlichen Zahlen ausreichen, zeigt sich aber, daB3 das

1 Vgl. dazu den Beweis des Rekursionstheorems, z. B. in [28], sowie
den Abschnitt 4.5.
2 Vgl. dazu [42], S. 241 {f.
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System A weder zur vollstindigen Charakterisierung der natiirlichen
Zahlen hinreicht, noch zum Aufbau eines vollstindigen Systems der
Arithmetik.

Um die Frage nach der Charakterisierbarkeit der natiirlichen Zahlen
durch das System A genauer diskutieren zu kénnen, treffen wir zunichst
folgende Verabredung:

3.3.2.1 Wir nennen zwei Interpretationen B, und B, isomorph, wenn
es eine umkehrbar eindeutige Abbildung ¢ des Grundbereiches y; von
B, auf den Grundbereich y, von B, gibt, so daB gilt:

a) p(B;(x)) = By(x) fiir alle GV und GK x von B,

b) a;,...,a,e%,(f) genau dann, wenn @(a,),..., @(a,)eB,(f) fir alle
n-stelligen PV und PK von 9.

Fiir alle n-stelligen FV und FK aus P gilt dann ¢(B,(f*){a,,.. ., a,}) =
B,(f*){p(a;),. .., ¢(,)}, wie man nach den Ausfithrungen in 3.2 leicht
beweist?!.

Ist IT* eine Menge von Konstanten, so nennen wir zwei Interpreta-
tionen B; und B, [IT*-isomorph, wenn sie die Bedingungen der Defi-
nition 3.3.2.1 bei Ersetzung von ,, B durch ,/T* erfiillen.

Es gilt der Satz:

3.3.2.2 Sind 9B; und B, II*-isomorphe Interpretationen, so gilt
B,(B) = B,(B) fiir alle Formeln B, die nur Konstanten aus IT* ent-
halten, aber keine freien Variablen.

Man fithrt den Beweis durch Induktion nach dem Grad der Formeln
B:

1. B sei atomar. Es gilt 8B,(f(x,,..., x,)) = w genau dann, wenn
B, (xq),. . ., By(x,)eP,(f), also nach (b) genau dann, wenn @(B,(x,)),. ..,
@(B,(x,))eB,(f), also nach (a) genau dann, wenn By(xy),..., By(xy)e
B,(f), also genau dann, wenn B,(f(xy,..., X)) = w.

2. Die Behauptung des Satzes sei bewiesen fiir alle Formeln vom
Grad < ». B sei nun vom Grad » 4 7. Die Fille, in denen B die Ge-

1 Der Ausdruck ,, B;(f*) {ay,. .., a,}'* bedeutet den Wert der Funktion,
die B; der FV f* zuordnet fiir die Argumente ay, ..., a,.
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stalt =C oder C D D hat, erledigen sich in einfacher Weise. Hat B die
Gestalt AxC[x], so finden wir: Ist B,(AxC[x]) = f, so gibt es ein 53,,
so dafB3 §7f%7 und 57((3[}(]) = f. Wir setzen §27%2 und 52(x) =
q)(%,(x)) und erhalten dann aus der Induktionsvoraussetzung — E, und
532 sind isomorph bzgl. der Menge IT*, vergréBert um die GV x —
B,(C[x]) = f, also B,(AxC[x]) = f Ist umgekehrt B,(AxC[x]) = {,
so gibt es ein 52, so dafB3 52? 8, und 52(C[x]) = f und wir setzen
57?23, und 57(x) = @~1(B,(x)) — ¢! sei die Umkehrung der Ab-
bildung ¢, so daB gilt p(¢p~*(a)) = a. Die Induktionsvoraussetzung
ergibt dann wieder E&,(C[x]) = f und also B,(AxC[x]) = {.

Als Ubungsaufgabe beweise man ¢(B,(t)) = B,(t) fiir alle Terme t,
die nur Konstanten aus I7* und keine freien GV enthalten.

Ist M, die Menge der Axiome eines elementaren Systems T, so
ist es praktisch, alle wesentlich freien Variablen der Sitze aus M,
d. h. alle freien PV und FV und alle diejenigen freien GV, die nicht
durch vorangestellte Allquantoren gebunden werden kénnen, durch
Konstanten zu ersetzen, die wir dann als Grundkonstanten von M,
bezeichnen. Diese Grundkonstanten stehen dann fiir die Grundbegriffe
bzw. die Grundobjekte der Theorie T. Die Grundkonstanten von A
sind also ,,0°, ,,“, ,,+“ und ,, - .

3.3.2.3 Man nennt ein axiomatisches System 7 mit den Grundkon-
stanten der Menge IT* kategorisch oder monomorph, wenn alle Inter-
pretationen, welche die Axiome von T erfiillen, [I*-isomorph sind.

Ein einfaches Beispiel fiir ein kategorisches System ist das folgende:

bl: AxF(x)
b2: Axy(x = y).

Die Grundkonstante ist ,,F* und zwei Interpretationen B, und 3,,
die bl und b2 erfiillen, sind Interpretationen iiber einzahligen Individuen-
bereichen y, und y,. Es gibt also eine Abbildung ¢ der in 3.3.2.1 ver-
langten Art, denn nach bl gilt B,(F) = y, und B,(F) = y,, also aeB,(F)
genau dann, wenn @(a)eB,(F).

Das Axiomensystem

el: Vay(x#£y)
2 Axyzlx=yvy=2zvzx=2)
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e3: AxF(x, x)
ed: Axy(F(x, y) DF(y, %))

ist hingegen nicht kategorisch. Es seien 8, und 9, Interpretationen iiber
den zweizahligen Bereichen {a, b} und {c,d} und es gelte: 4, aeB,(F),
b, beB;(F), nicht a,beB;(F) und nicht b,4e®B,(F), und B,(F)
enthalte die Menge aller vier Paare, die sich aus {c, d} bilden
lassen. Dann erfilllen 8B, und B, die vier Axiome. B, und 3,
sind aber nicht {F}-isomorph, denn es gibt nur zwei mégliche
Abbildungen ¢; und @, von {a, b} auf {c, 4}, die durch die Bedingungen
@1(a) = ¢, ,(0) = d und @,(a) = d und @,(b) = ¢ bestimmt sind. Be-
stiinde die fragliche Isomorphie, so miiite also gelten: a, be$B,(F)
genau dann, wenn g@,(a), ¢,(0)eB,(F), oder: a, beB,(F) genau dann,
wenn @y(a), pa(d)eB,(F). Das ist aber offensichtlich nicht der Fall,
da a, be®B,(F) falsch, ¢, deB,(F) und 4, ceB,(F) aber wahr ist.

Man wird nun sagen, daB das Axiomensystem A die Reihe der
natiirlichen Zahlen vollstdndig charakterisiert, wenn A kategorisch ist,
wenn also alle Modelle von A {0, ', +, -}-isomorph sind. Denn einmal
kommt es fiir die Charakterisierung der natiirlichen Zahlen durch A
nur auf den Grundbereich der Modelle an und auf die Grundbegriffe,
die sie den Grundkonstanten zuordnen, zum anderen kann man aber
mit den Mitteln der P.L. nicht zwischen isomorphen Interpretationen
unterscheiden, so daB sie als gleichberechtigt anzusehen sind.

Es ist nun zu zeigen, daB das System A nicht kategorisch ist. Ein
Beweis dieses Satzes wurde zuerst von TH. SKOLEM in [67] angegeben.
Wir folgen hier dem Beweis von H. HErRMES in [33], S. 154f.

B, sei ein ,,natiirliches” Modell von A, dessen Grundbereich die
Menge der natiirlichen Zahlen ist. Es gilt dann B,(¢,) = # (» > 0), wo
t, der Term 0" (eine Null mit # Akzenten) ist. U sei die Menge der
Sitze {u £ty ut, ut,...}, wo u eine feste GV sei. IT* sei die
Menge der Grundkonstanten ,,0°, ,“, ,,+“, ,,- . Es gilt dann:

1) Keine der Interpretationen B, erfillt U.
2) Es gibt eine Interpretation B,, die alle Sitze aus A und U erfiillt.

Aus (1) und (2) folgt der Satz von SkoLeM. Denn B, erfiillt nach (2)
die Satzmenge A, ist aber nicht mit B, [7*-isomorph. Wéren namlich
B, und B, IT*-isomorph, so gibe es eine Abbildung @, wie sie in 3.3.2.1
verlangt wird und wir kénnten dann ein 8, so wihlen, daB gilt 8,(x) =
@~1(B,(w)), so daB B, und B, isomorph wiren bzgl. der Menge II*,
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vergrofert um die GV %. Dann wiirde aber nach 3.3.2.2 gelten, da8
auch B, U erfiillt, im Widerspruch zu (1).

Die Behauptung (1) ergibt sich wie folgt: Ist B,(u) = #», so gilt
B(w =1¢,) =w, also B,(uw #~1¢,) =1 d. h B, erfiillt einen Satz von
U nicht.

Die Behauptung (2) ergibt sich aus der Widerspruchsfreiheit und
der Vollstindigkeit von 1 (vgl. dazu den Beweis des Satzes 2.3.3.4)
wie folgt: Die Menge A u U der Sitze aus A und U ist erfiillbar genau
dann, wenn sie konsistent ist, also genau dann, wenn es keinen Satz C
gibt, so daB gilt AU C A —C, also genan dann, wenn es keine
endliche Teilmenge M von Au U gibt, so daB gilt M C A —C, also
genau dann, wenn alle endlichen Teilmengen M von A u U erfiillbar sind.
Es ist aber jede solche Teilmenge M erfiillbar. Denn ist ¢, ein Term,
fiir den der Satz # 5= ¢, nicht in M enthalten ist, so kénnen wir ein
B, mit B,(») = n wihlen, das dann M erfiillt, da jedes B; A erfiillt und
da gilt B,(u £1¢,) =w fiir alle m % #, so daB B; auch alle Sdtze aus
U erfiillt, die in M enthalten sind.

Damit ist also gezeigt, daB das System A die Reihe der natiirlichen
Zahlen nicht vollstindig charakterisiert. Wéire nun A kategorisch, so
wire A auch ein vollstindiges System der elementaren Arithmetik in
dem Sinn, daB fiir jeden Satz B, der nur die Grundkonstanten von A,
aber keine freien Variablen enthilt, A+ B oder A+ —B in P1 beweisbar
wire. Denn nach 3.3.2.2 wiirde dann gelten, daB3 die Modelle von A
samtlich den Satz B oder simtlich den Satz —B erfiillen. Es wire also
A - B oder A - —B ein p.l. giiltiger Schlufl und wegen der Vollstindig-
keit von Bl wire dann auch A+ B oder A —B beweisbar.

Daraus, daB A nicht kategorisch ist, kann man nun zwar nicht
darauf schlieBen, daB das axiomatische System unvollstdndig ist, man
kann dies Resultat aber auf anderem Wege gewinnen, wie K. GODEL
in [27] gezeigt hat. Da eine Darstellung des Beweises fiir die Unvoll-
stindigkeit der Arithmetik ebenso wie die des Beweises fiir die Unent-
scheidbarkeit der P.L. den Rahmen dieses Buches iiberschreiten wiirde,
sei der Leser auf die Darstellungen in [42] und [71] verwiesen. Da man
aus der Kategorizitit von A auf die Vollstindigkeit von A schliefien
kann, folgt aus der Unvollstindigkeit der Arithmetik wieder der Satz
von SKoLEM. Im Beweis der Unvollstindigkeit von A wird ein Satz
B effektiv angegeben, fiir den weder A B noch A+ —B gilt. Dieser
Satz wird also von einigen Modellen von A erfiillt, von anderen nicht.
Diese Modelle sind also nicht /I*-isomorph.
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3.3.3 Ein Axiomensystem der reellen Zahlen

A. TARrskI hat in [74] eine besonders einfache Axiomatisierung der
Theorie der reellen Zahlen angegeben in den Grundbegriffen <, 4, 1,
die wir elementar-logisch wie folgt formulieren kénnen:

al: XxX#AyDdx<yvy<x

a2 x<yD-y<x

ad: x<yDVz(x<zaz<y)

at: Axy(A[x]ABly]Dx< y)DVzAxy(A[x]Ax #z A Bly]ay #
Z2DX<ZAZ<Y)

ab: x+y+z)=Ex+2z)+y

a6: Vz(x =1y + z)

al: xtz<y+tdx<yvz<t

a8: 1<l1l+41

Wir wollen hier auf eine Diskussion des Inhalts dieser Axiome ver-
zichten, da sie einige Kenntnisse aus der Theorie der reellen Zahlen
erfordern wiirde, wie wir sie hier nicht voraussetzen kénnen. Wir wollen
auch nicht auf die Ableitung der Grundgesetze der reellen Zahlen aus
diesem Axiomensystem eingehen!, sondern anhand dieses Axiomen-
systems auf das Paradoxon von SKOLEM hinweisen®. Als , natiirliche*
Interpretation der Axiome von TARsKI wird man eine Interpretation
iiber dem Bereich der reellen Zahlen ansehen, die der GK ,,1‘“ die Zahl 1
zuordnet, der zweistelligen PK , <‘ die Kleinerbeziehung und der
zweistelligen FK ,,4‘‘ die Additionsfunktion. Da die Menge der reellen
Zahlen iiberabzihlbar unendlich ist, hat eine solche natiirliche Inter-
pretation einen iiberabzdhlbaren Objektbereich. Nach dem Satz 2.2.2.15
von SKOLEM ist das Axiomensystem aber auch iiber abzihlbar unend-
lichen Individuenbereichen, z. B. iiber dem Bereich der rationalen
Zahlen erfiillbar. Das Paradoxon besteht also darin, daf3 die Postulate,
durch die man die Menge der reellen Zahlen kennzeichnet, auch in dem
Bereich der rationalen (oder auch der ganzen) Zahlen erfiillbar sind,
der eine wesentlich andere Struktur hat als der Bereich der reellen
Zahlen. Das gilt allgemein fiir elementare Systeme, z. B. auch fiir solche
der Mengenlehre, deren natiirliche Interpretationen iiber nicht-abzahl-

1 Vgl. dazu (74], S. 191 ff. Das Axiomensystem ist bei TArskI im Rah-
men der stirkeren mengentheoretischen Logik formuliert. Auch in dieser
Formulierung tritt aber das SxorLemMsche Paradoxon auf.

2 Vgl. dazu [66] und [68].

Kutschera, Elementare Logik 18
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baren Bereichen definiert sind. Diese Systeme sind also nicht nur nicht
kategorisch, sondern sie haben solche paradoxe abzdhlbare Modelle.

Diesen Sachverhalt kann man sich daraus erkldren, da3 der wichtige
Existenzsatz a4 fiir reelle Zahlen — die iibrigen Axiome gelten auch fiir
rationale Zahlen — nur fiir solche Begriffspaare reelle Zahlen liefert,
die sich durch Pridikate A[x] und B[y] in P ausdriicken lassen. Wih-
rend es aber iiberabzdhlbar viele solche Begriffspaare gibt, gibt es nur
abzdhlbar viele Priadikatenpaare in P. a4 liefert also nur abzihlbar
viele reelle Zahlen. Andererseits ist es nicht so, daB sich die Menge der
im formalen System angebbaren reellen Zahlen auch mit den Mitteln
des Systems selbst abzdhlen lieBe — sonst hitte ja das System kein
natiirliches Modell —, da aus der Existenz einer solchen abzidhlenden
Beziehung nicht ihre Darstellbarkeit in P folgt. Es kann also die
Menge der reellen Zahlen, die sich im System beschreiben lassen, ab-
zahlbar sein, ohne daf} sie im System abzidhlbar ist.

Die Konzeptionen der iiberabzdhlbaren Menge, der Menge aller
zahlentheoretischen Funktionen und Begriffe, sind also Konzeptionen,
die sich im Rahmen der elementaren Logik nicht addquat charakteri-
sieren lassen.

Mit diesen Hinweisen auf die Anwendungs- und Ausdrucksmoglich-
keiten der elementaren Logik und ihre Grenzen wollen wir nun unsere
Behandlung der engeren P.L. abschliefen, um in den néchsten beiden
Kapiteln noch einen kurzen Blick auf héhere Logiksysteme zu werfen.

Ubungsaufgabe:

Welche der folgenden drei Axiomensysteme sind kategorisch? Wel-
ches ist die Anzahl ihrer nicht {F, G}-isomorphen Modelle?

1) Axyz(x=yvy=2vx=2)
Vay(x # y A F(x) A F(y))

2) AMxyau(x = yvy=2vx=2vI=uvVi=uvVy=1u)
Vay(x 7= y A F(x) A 2F(y))

3) Ax—F(x, x) A AxVyF(x, y) A Axyz(F(x, y) A F(y, 2) D F(x, 2))
VaAy(G(x) A (2 £ y D G(y)).
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In diesem und dem folgenden Kapitel wollen wir sog. héhere Logik-
systeme betrachten, die noch leistungsfahiger sind als die elementare
Logik. Da die elementare Logik den eigentlichen Gegenstand dieses
- Buches bildet, werden wir das Thema dieser beiden Kapitel nicht mehr
in der gleichen Ausfiihrlichkeit entwickeln, mit der die elementare
Logik in den ersten beiden Kapitel behandelt wurde. Es geht uns im
folgenden nur darum, einen Ausblick auf den Inhalt weiterreichender
Logiksysteme zu geben, und dazu wird es geniigen, einige wichtige
Begriffsbildungen und Sitze hervorzuheben.

In diesem Kapitel wenden wir uns einem System der héheren Pridi-
katenlogik zu, indem wir von der elementaren Pradikatenlogik oder
Pradikatenlogik der 1. Stufe iibergehen zur Pradikatenlogik der 2. Stufe.
Aus dieser Préddikatenlogik kann man als Teilsystem die engere Pradi-
katenlogik 2. Stufe herausheben. Da dieses Teilsystem besonders ein-
fach ist und bereits die wesentlichen Merkmale der P.L. 2. Stufe hat
und die wesentlichen Unterschiede der P.L. 2. Stufe zur clementaren
P.L. aufweist, wollen wir seine Diskussion im folgenden in den Vorder-
grund stellen.

Die engere P.L. 2. Stufe unterscheidet sich von der P.L. 1. Stufe
dadurch, daf8 auch die Quantifizierung von PV zugelassen wird. Man
kann also aus einer Formel A von P die Formeln AfA und V{A bilden,
die besagen: die Aussage A gilt fiir alle Begriffe bzw. es gibt einen
Begriff, fiir den A gilt. Im Abschnitt 2.1.2 wurde hervorgehoben, daB3
die Verwendung von Quantoren fiir GV die Ausdrucksmoglichkeiten
einer Sprache mit GV wesentlich erweitert, da die Deutung freier GV
im Sinne der Allgemeinheit eine Unterscheidung z. B. zwischen der
Allgemeinheit der Negation und der Negation der Allgemeinheit noch
nicht ermoéglicht. Ganz entsprechendes gilt fiir die Einfiihrung von
Quantoren fiir PV. Die folgenden Aussagen sind Beispiele fiir die
erweiterten Ausdrucksmoglichkeiten der P.L. 2. Stufe gegeniiber der
Sprache P:

18+
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AfVgAx(g(x) = —f(x)) — zu jedem Begriff / gibt es einen Begriff g,
der genau auf diejenigen Dinge zutrifft, auf die f nicht zutrifft.

ViAgAx(g(x) D f(x)) — es gibt einen Begriff mit maximalem Umfang.

AxVfAy(f(y) =y = x) — zu jedem Ding gibt es einen Begriff, der nur
auf dieses Ding zutrifft.

AgAxVyg(x, ) D VIAVy(i(x, 9) A glx, 3)) A Axya(f(x, 3) A f(x 2) D
y = 2))) — Zu jeder Beziehung g, fiir die gilt: zu jedem Objekt x gibt
es eine nichtleere Klasse K(x) von Objekten y, die zu « in der g-Bezie-
hung stehen, gibt es eine Funktion f (wegen AxVyf(x, ¥) und Axyz(f(x, ¥)
A f(x, 2) Dy = z) ist f eine Funktion), die jedem Objekt x ein Element
der Klasse K(x) zuordnet. Das ist eine Formulierung des Awuswahl-
prinzips. Wir konnten bei Verwendung der FV f* dies Prinzip auch so
formulieren: Ag(AxVyg(x, y) D Vf*Axg(x, f*(x))). In entsprechender
Weise ist die folgende Aussage zu verstehen:

AxViA[x, f1 D VgAxAlx, flg(ys,- .., ¥p %)), Wo [ eine u-stellige PV
sei. Wenn es zu jedem Ding x einen Begriff /. (v;,..., y,) gibt, der zu
x in der A-Beziehung steht, so gibt es einen Begriff g(y;,. .., ¥,, #), der
fiir alle x zu x in der A-Beziehung steht. Setzt man g(y;,..., ¥,, %) =
L.y .., ¥,), so leuchtet die Richtigkeit dieser Behauptung ein.

Ferner 148t sich im Rahmen der P.L. 2. Stufe das Induktionsprinzip
der Arithmetik (vgl. 3.3.2) in der Gestalt Af(f(0) A Ax(f(x) D f(x")) D
Axf(x)) formulieren und das Axiom a4 der reellen Zahlen aus 3.3.3
148t sich in der Form Afg(Axy(f(x) A g(y) D x < y) DVaAxy(f(x) A x #£ 2
Ag(Y)AyF#2Dx<zAz<y)) angeben. Wir haben frither schon
hervorgehoben, daB diese Formulierungen stirker sind als die ent-
sprechenden elementarlogischen Axiome.

Aus der engeren P.L. 2. Stufe entsteht die volle P.L. 2. Stufe, wenn
man auch PV fiir Pradikatenpridikate einfiihrt. Neben den Eigenschaften
von Objekten kann man auch Eigenschaften solcher Eigenschaften
betrachten. Man nennt Begriffe, deren simtliche Argumente Objekte
(Individuen) sind, Begriffe 1. Stufe, Begriffe, unter deren Argumenten
auch Begriffe 1. Stufe vorkommen, nennt man Begriffe 2. Stufe. So ist
die Eigenschaft einer korperlichen oder geistigen Eigenschaft (also
eines Begriffes 1. Stufe) in einer Familie erblich zu sein, eine Eigenschaft
2. Stufe. Ebenso ist die Eigenschaft einer Beziehung f 1. Stufe, tran-
sitiv zu sein, die wir durch die Formel Axyz(f(x, ¥) A f(y, 2) D f(%, 2))
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ausdriicken, eine Eigenschaft 2. Stufe. Ebenso kénnen wir die Erfiill-
barkeit eines Begriffes f, die sich in der Formel Vxf(x) ausdriickt, oder
seine Allgemeingiiltigkeit (Axf(x)) als Eigenschaften 2. Stufe auffassen.
Beziehungen 2. Stufe konnen zwischen Begriffen 1. Stufe stattfinden,
wie z. B. die Beziehung f ist Oberbegriff von g: Ax(g(x) D f(x)), oder
zwischen Begriffen 1. Stufe und Objekten, wie z. B. die Beziehung
des Zutreffens einer Eigenschaft 1. Stufe f auf einen Gegenstand x:
f(x). Die Ausdriicke solcher Begriffe 2. Stufe nennt man Pradikaten-
pradikate.

Wegen des kategorialen und formalen Unterschiedes einerseits
zwischen Objekten und Begriffen 1. Stufe, andererseits zwischen Be-
griffen 1. Stufe verschiedener Stellenzahl wird man fordern, da8 ein
Begriff 2. Stufe bzgl. einer Argumentstelle immer nur fiir Argumente
vom gleichen kategorialen Typ erklirt ist. Es ist ja z. B. sinnlos, den
Erfiillbarkeitsbegriff Vxf(x) auf Objekte anzuwenden oder auf mehr-
stellige Begriffe, denn Vxg(x, y) besagt ja nicht, daB die Beziehung g
erfilllbar ist. Das wire vielmehr durch die Formel Vxyg(x, y) auszu-
driicken.

Quantoren fir PV 2. Stufe, die fiir Pridikatenpradikate stehen,
werden in der P.L. 2. Stufe nicht betrachtet. Fithrt man solche Quan-
toren ein, so gelangt man zur P.L. 3. Stufe. So kann man zu beliebig
hohen p.l. Systemen aufsteigen. Da die Grundgedanken zum Aufbau
hoéherer p.l. Systeme schon in der P.L. 2. Stufe deutlich werden, wollen
wir uns im folgenden auf diese Logik beschrinken.

4.1 Die Sprache der Pridikatenlogik der zweiten Stufe

4.1.1 Die Syntax der Sprachen P, und P,

Es sollen nun Symbolsprachen $,, und P, fiir die engere und die
volle P.L. syntaktisch festgelegt werden. Die Grundzeichen der Sprache
P,y sind die gleichen wie die der Sprache P. Zu den Formregeln von
P (vgl. 2.2.1), in deren Formulierung wir nun ,, P durch ,, P, er-
setzen, nehmen wir noch folgende Bestimmung hinzu:

d) Ist A eine Formel und ist f eine PV von $,,, so sind auch AfA
und VfA Formeln von %,

Der Bereich von Pridikatquantoren, das freie und gebundene Vor-
kommen einer PV in einer Formel, und das Gebundensein durch ein
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bestimmtes Quantorvorkommnis werden ganz entsprechend wie in
2.2.1 definiert. Dort wurde auch schon gesagt, wann eine PV in einer
Formel ohne Prddikatquantoren frei ist fiir eine andere Formel. Diese
Definition miissen wir nun fiir Formeln von $,, erweitern. Wir sagen,
eine #n-stellige PV f sei frei in einer Formel A[f] fiir (eine Ersetzung
durch) die Formel B[x,,..., x,], die mindestens » verschiedene freie
GV x,,...,x, enthalten soll, wenn gilt: Kommt f in A[f] im Bereich
eines Quantors, der mit der GV z gleichnamig ist, frei vor, so enthalt
B kein freies Vorkommnis von z, das von X,,..., X, verschieden ist.
Kommt f in A[f] im Bereich eines Quantors frei vor, der mit der PV g
gleichnamig ist, so enthilt B kein freies Vorkommnis von g.

Die freie Umbenennung gebundener PV ist wie die freie Umbenen-
nung gebundener GV zu definieren und 148t sich immer so vollziehen,
daB eine freie PV f in einer Formel A([f] frei wird fiir eine beliebige
vorgegebene Formel B[x,...,x.]. Die freie Einsetzung von
B(x,,..., x,] fir f in A[f] wird dann wie in 2.2.1 definiert, nur da nun
in A[f] nicht alle, sondern nur die freien Vorkommnisse von f durch
B ersetzt werden. Das Resultat der Einsetzung bezeichnen wir wieder
durch A[f/B[x,,..., X,]].

Die Klammerregeln fiir Pridikatquantoren legen wir in Analogie
zu denen fiir Termquantoren in P fest.

Zu den Grundzeichen von $,, nehmen wir zum Aufbau der Sprache
P, noch das Symbol ,,«* hinzu, sowie die PV 2. Stufe ,,4“, ,,B*, ,,C*,. ..

Wie wir die Begriffe 1. Stufe nach der Zahl ihrer Argumente unter-
schieden haben, so miissen wir auch die Begriffe 2. Stufe nach ihrer
Stellenzahl unterscheiden. Wir miissen diese Begriffe aber auch nach
dem kategorialen Typ ihrer Argumente unterscheiden. Die entspre-
chenden Unterscheidungen sind auch fiir die PV 2. Stufe zu machen.
Dazu ordnen wir diesen PV Typen zu: Als Typ einer GV oder 0-Typ
bezeichnen wir die Ziffer ,,0°. Als Typ eines Pridikates 1. Stufe oder
7-Typ bezeichnen wir einen Ausdruck ,,(0,...,0)", wo zwischen den
Klammerzeichen #» Nullen stehen mégen (n > 7). Die Zahl # soll die
Stellenzahl des Priddikates 1. Stufe ausdriicken. Als Typ einer PV
2. Stufe oder 2-Typ bezeichnen wir dann einen Ausdruck (zy,...,7,),
WO T;,...,7, 7- oder 2-Typen sind, unter denen mindestens ein 2-Typ
vorkommt. Die Zahl # deutet dann wieder die Stellenzahl der PV
2. Stufe an.

Demnach ist ,,((0, 0), (0), 0)° der Typ einer PV 2. Stufe, die einen
Begriff 2. Stufe symbolisiert, dessen Argumente zweistellige Begriffe
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1. Stufe, einstellige Begriffe 1. Stufe und Individuen sind. Zu jedem
2-Typ soll es in P, unendlich viele PV 2. Stufe dieses Typs geben, die
wir auch durch angehidngte Ziffernindices unterscheiden kénnen.

Zu den Formregeln von ), in denen wir nur ,, P, durch ,, P,
ersetzen, nehmen wir noch folgende Regel fiir P, hinzu:

e) Ist F eine PV 2. Stufe von P, mit dem Typ 7 == (z,...,7,), sind

Tiper o Ti, (7 <m < n) die 7-Typenaus t,,. . ., 7, mit den Stellenzahlen
S (¢=17,...,m) und sind A"z Formeln von 9P, mit mindestens Si, freien
GV %7, .., Xip,r SO ist F(a;,...,a,) eine Formel von P, wenn fir
k=1,...,ngit: o, ist eine GV von P,, wenn 7, ein 0-Typ ist, und

o, ist der Ausdruck KXpg oo e X,

Die Ausdriicke «x;...x, fassen wir dabei als Kurzformen der
Ausdriicke «X; kX,... kX, auf, ebenso wie Ax;...x, eine Kurzform
von Ax;Ax,. .. Ax, ist. Wir bezeichnen einen Ausdruck «x als Quantor
im weiteren Sinn, durch den die Vorkommnisse der GV x, die im Bereich
dieses Quantors {rei sind, gebunden werden. Der Bereich eines solchen
Quantors ist dabei zu definieren wie der Bereich des Quantors Ax und
mit der Klammersetzung hinter den Quantoren xx wollen wir es so
halten wie mit der Klammersetzung hinter Ax.

Zu der «-Symbolik ist folgendes zu sagen: Eine Eigenschaft 2. Stufe
ist eine Eigenschaft von Begriffen, nicht eine Eigenschaft von den
Wahrheitswerten eines Begriffes fiir gewisse Argumente. So ist z. B.
die Erfullbarkeit eines einstelligen Begriffes f 1. Stufe symbolisch so
darzustellen, daB der Ausdruck fiir / als Argument des Erfiillungs-
pradikats keine freie GV enthilt, ebenso wie Vxf(x) keine freie GV
enthdlt. Man konnte nun denken, es sei einfacher F(f) zu schreiben
anstelle von F(«xf(x)) und in F(f) die nicht freie GV x von f(x) einfach
wegzulassen. Wenn man aber nun die Erfiillbarkeit eines zweistelligen
Pradikates g(x, y) fiir ein festes Argument y aussagen will, so kann
man nicht einfach F(g) schreiben, dhnlich wie man wohl Vf statt Vxf(x)
schreiben koénnte, aber nicht Vg statt Vag(x, y), weil in dieser Schreib-
weise die Bedeutungsunterschiede zwischen Vxg(x, y), Vyg(x, y) und
Vxg(x, x) verwischt wiirden. Daher empfiehlt es sich, die GV des Argu-
ments f(x) im Ausdruck fiir die Erfiillbarkeit von f(x) mitzufiihren
und sie durch einen besonderen Quantor zu binden. Anstelle von
F(xxf(x)) schreibt man auch oft F(f(X)), wobei das Zeichen ,,”* dann
die Rolle des Quantors iibernimmt. Unsere Schreibweise hat aber den
Vorteil, daB wir alle friiheren Bestimmungen iiber Quantoren, freie

,A"t’ wenn v, = 7; ist.
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und gebundene GV, sowie freie Einsetzungen und Umbenennungen
direkt auf die Ausdriicke «xA[x] iibertragen kénnen. Wenn 8B eine
Interpretation ist, so bedeutet «xA[x] in dieser Interpretation also
den gleichen Begriff wie B(A[X]), vgl. die Anmerkung zu S. 138.

4.1.2 Die Semantik der Sprachen P, und P,

Aus einer Interpretation 8 der P.L. 1. Stufe entsteht eine Inter-
pretation von PB,, wenn wir zu 2.2.2.1 die Bedingung hinzunehmen:

c5) B'(AMfA) = w genau dann, wenn fiir alle Interpretationen 2 gilt:
wenn B B, dann B/(A) = w.

Dabei bedeutet ,,5 =B in Entsprechung zu ,,‘«737%“, daB die
Interpretationen 8 und B bis auf hochstens die Werte i(f) und B(f)
iibereinstimmen.

Man kann nun die Semantik fiir B,, in enger Entsprechung zu der
Semantik fiir P in 2.2.2 aufbauen. In der Definition 2.2.2.2 hat man
so etwa ,,GV* durch ,,GV und PV* zu ersetzen und kann dann in Ent-
sprechung zu 2.2.2.3 den Satz beweisen:

4.1.2.1 Haben die Interpretationen B, und B, den gleichen Objekt-
bereich und gilt B,(x) = B,(«) fiir alle Variablen o aus *, so sind B,
und B, M*-dquivalent.

Daraus folgt wieder, daB der Wert B(A) einer Interpretation B fiir
eine Formel A nur vom Objektbereich von 8 und den Werten von 3B
fiir die freien Variablen in A abhidngt. Insbesondere gilt also wieder
B(A) = B(A’), wenn A’ aus A durch freie Umbenennung gebundener
Variablen hervorgeht.

Die Giiltigkeit eines Schlusses A,,..., A, - By...,B, in der
engeren P.L. 2. Stufe kann man wortlich wie in 2.2.2.6 definieren,
wobei man auf Interpretationen Bezug nimmt, die auch der Bedingung
(c5) gentigen. Man kann ferner normale Interpretationen wie in 2.2.2.12
definieren, wobei man nun fiir die Normalitit zusitzlich fordert: wenn
gilt B(AfA[f]) = f, wo f eine n-stellige PV ist, so gibt es eine #-stellige
PV g, fir die gilt B(A[f/g(x;,--.,%,)]) =f Dann kann man einen
Satz, der aus 2.2.2.13 entsteht durch Ersetzung von ,,GV‘ durch ,,GV
und n-stellige PV (»n =17, 2, ...)" nach der gleichen Methode beweisen
wie diesen_Satz.
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Mit Hilfe dieses Theorems kann man wiederum die Sdtze von LOWEN-
HEIM 2.2.2.14 und SKOLEM 2.2.2.15 beweisen. Es sei dem Leser als
Ubungsaufgabe empfohlen, diese einfachen Analogiebetrachtungen im
Detail durchzufiithren.

Wie in 2.2.2 (vgl. die Anmerkung zu S. 138) koénnen wir auch eine
Zuordnung von u-stelligen Pradikaten zu n-stelligen Begriffen {tiber
dem Objektbereich y einer Interpretation 8B definieren, so daB gilt:
B(y;),- - -, B(Y,)eB(A[X,,..., X,]) genau dann, wenn B(A[x,/y;,...,
X,/¥,)) = w. Diese Zuordnung beniitzen wir, um folgenden Satz zu
beweisen:

4.1.2.2 Ist f eine m-stellige PV, sind x,,...,x, verschiedene GV
und gilt B,$B; und B,(f) = B,(A[%X,,...,X,]), so gilt auch
B,(B[f/A[x,...,%,]]) = B,(B[f]), wenn fin B[f] frei ist firA[x,,...,x,].

Dieser Satz ergdnzt das Theorem 2.2.2.4 fiir die P.L. 2. Stufe. Wir
fihren den Beweis durch Induktion nach dem Grad der Formel B[f].

a) B[f] sei eine Atomformel. Dann hat B[f] die Gestalt f(y,,...,y,)
und B[f/A[x;,...,x,]] hat die Gestalt A[x,/y;,...,%,[y,]. Es gilt
dann B,(A{x[y;. .., X,/V,]) = w genau dann, wenn B,(y;),. .., B,(y,)
eB,(A[Xy,..., X,]), also genau dann, wenn B(y,),..., B,(y,)eB,(),
also genau dann, wenn B,(fly;,...,y,)) = w.

b) Die Behauptung sei bewiesen fiir alle Formeln B[f] vom Grad
< ». B[] sei nun vom Grad # + 7. Die a.l. Fille, in denen B[f] die
Gestalt —C[f] bzw. C[f] D D[f] hat, erledigen sich in einfacher Weise.
Der Fall, daB B{f] die Form AyC[y, f] hat, erledigt sich wie der folgende
Fall, wenn man beachtet, daB y nach der Voraussetzung des Satzes,
daf3 f in B[f] frei ist fiir A[x,,..., x,], nicht frei in Ax,,...,x,] vor-
kommt, sofern y von x,,..., x, verschieden ist. Habe nun B[f] die
Gestalt AgClg, f]. Dann ist g von f verschieden, da sonst f nicht frei
in B[f] vorkdme, und g kommt nach der genannten Voraussetzung
nicht freiin A[x,,. .., x,] vor. Wir finden: Ist B,(AgC[g, f/A[x,,..., x,]])
= {, so gibt es ein %7, so daf3 SB, =, und %7(C[g, f/Alx,,...,x,]]) =1
Wihlen wir *82, so daB %2 = B, ist und %Z(g) = SB,(g) so ist die Bedin-
gung des Satzes fiir %,, B, erfiillt, da g von f verschieden ist und in
Alx,,. .., x,] nicht vorkommt und wir erhalten nach Induktionsvoraus-
setzung %(C (g, 1) = B;(Clg, f/A[x,.. ., x,]]) =1, also B,(AgClg, f])
= §. Umgekehrt schlieBt man ebenso.
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Wenn man den Satz 4.1.2.1 beniitzt, kann man die Bedingung, daB
f in B[f] frei sein soll fir A[x,,..., x,] auch in 4.1.2.2 fortlassen. Man
erhilt dann den Satz

4.1.2.3 Der SchluB AfB[f] - B[f/A[x,,..., x,]] ist giiltig in der P.L.
2. Stufe, wenn f eine #-stellige PV ist und x,,..., x, n verschiedene
GV sind.

Denn wire B,(B[f/A[x,,.. ., x,]]) = §, so wére nach 4.1.2.2 B,(B[f))
= f, also B,(AMfB[f]) == f.
Aus diesem Satz folgt unter Beniitzung der Definition

D8: VIA :=-Af=A

auch die Allgemeingiiltigkeit des Schlusses B[f/A[x,,.. ., x,]] - VIB[f].
In der Sprache B,, kann man die Identitdt definieren durch

D9: x =y := Af(f(x) = {(y)).

Das Prinzip x = y D Af(f(x) = f(y)) besagt dabei die Substituier-
barkeit des Identischen, die wir auch im Axiom A5 gefordert haben.
Die Umkehrung Af(f(x) = f(y)) D x == y driickt das Le1BNizsche Prinzip
der Identitdt des Ununterscheidbaren aus, das besagt: Wenn es keine
Eigenschaft gibt, die einem Ding & zukommt, aber nicht dem Ding b,
und keine Eigenschaft, die b zukommt, aber nicht 4, wenn also 2 und &
alle Eigenschaften gemeinsam haben, so sind 4 und b identisch. LEIBNIZ
hat dies Prinzip so ausgedriickt: eadem suni, quorum wunum potest
substitui alteri salva veritale. Dies Prinzip hat im Rahmen der modernen
Logik zuerst C. S. PEIRCE zur Definition der Identitdt verwendet.

Die Adiquatheit der Definition D9 kann man nur dann beweisen,
wenn man neben dem Prinzip der Substituierbarkeit des Identischen,
das wir immer schon verwendet haben, auch die Giiltigkeit des Leibniz-
prinzips fiir die Metatheorie voraussetzt. Die Giiltigkeit dieses Prin-
zips 148t sich nur in einer sehr trivialen Weise formal beweisen, wenn
man die Eigenschaft, mit sich selbst identisch zu sein, bereits unter
die Menge der Eigenschaften aufnimmt, welche nach dem Leibnizprinzip
die Identitit von x und y bestimmen sollen: Aus Af(f(x) = f(y)) folgt
dann x = x =x =y, mit x = x also x = y.

Aus D9 folgen die Eigenschaften der Identitit, wie wir sie in A5
und A6 gefordert haben: Aus - Af(f(x) = f(x)) folgt -~ x = x, also -~
Ax(x = x). Und aus 4.1.2.3 folgt Af(f(x) = {(y)) > A[x] = A[x/y],
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also x=y - Alx] = Alx/y], also - x =y D (A[x] DA[x/y]) fur
alle Formeln A[x].

Wegen der Definierbarkeit der Identitdt in P,, lassen sich in P,
auchdie Anzahlaussagen aus 3.1 formulieren, so daf3 wie fiir die Sprache B+
die Entsprechungen zu den Sitzen 2.2.2.17 und 2.2.2.18 nicht gelten.

Eine Semantik der Sprache $, erhilt man, wenn man zu den Funk-
tionen B', 8%, %", die eine Interpretation B von $,, definieren, zu
jedem 2-Typ 7 noch die Funktion ®8° hinzunimmt, welche die Menge
IT* der PV 2. Stufe vom Typ 7 abbildet in die Menge der Begriffe 2. Stufe
vom gleichen Typ iiber dem Grundbereichy von 8. Wirsetzen B(«x;...x,
Alx;,..., x,]) = B(A[X,,..., X,]) und nehmen zu den Bedingungen
~ fiir 87 noch die Forderung hinzu:

c6) ®B'(F(o;,...,@,)) =w genau dann, wenn B(x,),..., B(x,)eB(F).
Dabei sei F eine PV 2. Stufe vom Typ mit # Stellen und F(«,,.. ., «,)
sei eine Formel von P, nach der Formregel (e) aus 4.1.1.

Bzgl. der oben besprochenen Sitze weist die Semantik von P, keine
wesentlichen Unterschiede gegeniiber der Semantik von P,, auf.

Ubungsaufgaben :

1. Man tberpriife die Allgemeingiiltigkeit folgender Sitze:

AxyVf(f(x) A 1) A —f(2)),
AV xf(x),

ViAg(Axg(x) D f(y)),

A xVghy(f(x, y) = g(%)),
AfxVeNy(f(x, y) D g(x)),
Af(Axf(x) D g(x)),
AfgNRAx(h(x) = f(x) v g(%)).

2. Man formuliere die Anzahlaussagen aus 3.1 in der Sprache $,,.

4.2 Die Unvollstindigkeit der Pridikatenlogik der zweiten Stufe

Wir wollen nun einen Kalkiil der P.L. 2. Stufe aufbauen, den wir
$B,1 nennen. Die semantischen Analogien zwischen der elementaren
P.L. und der P.L. 2. Stufe legen es nahe, den Kalkiil $1 zum Kalkiil
P,1 in analoger Weise zu erweitern, wie wir den a.l. Kalkil %1 zum
Kalkiil PB1 erweitert haben. Wir wollen also neben den Axiomen von
P1 das Axiom
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A9: ABIf]DB[f/A[x,,..., X,]]

verwenden, wobei f eine #-stellige PV sei, die in B[f] frei ist fiir die
Formel A[x,,..., x,], die #» verschiedene GV x,,..., x, frei enthalten
moge.

Zu den Deduktionsregeln von Pl nehmen wir in P,1 noch die Regel
hinzu:
R3: Aus A D B[f] ist A D AfB[f] ableitbar, wenn die PV f nicht frei
in A vorkommt.

Bzgl. P,1 definiert man den Begriff ,die PV f wird in einer Ableitung
festgehalten‘ in genauer Entsprechung zum Begriff ,die GV x wird
in einer Ableitung festgehalten, den wir in 2.2.1 eingefithrt haben.
Man kann dann entsprechende Theoreme und Metatheoreme wie fiir
1 auch fiir B,1 beweisen. Es sei dem Leser als Ubungsaufgabe emp-
fohlen, einige solcher Beweise durchzufiihren.

Der Kalkiil B,1 ist widerspruchsfrei. Denn der Kalkiil $1 ist nach
der Definition der Semantik von $,, bzw. 9, widerspruchsfrei und die
Allgemeingiiltigkeit der Sitze A9 wurde in 4.1.2.3 bereits bewiesen.
DaB endlich die Regel R3 aus logisch wahren Sitzen immer wieder
logisch wahre Sidtze erzeugt, ergibt sich wie fiir R2 nach 2.2.2.9.

Der Kalkiil $,1 ist aber nicht vollstindig, ja es 1iBt sich zeigen,
daB auch jede Verstirkung von $P,1 durch Hinzunahme weiterer
Axiome, wie etwa des oben angefiihrten Auswahlprinzips, und weiterer
Deduktionsregeln keinen vollstindigen Kalkiil der P.L. 2. Stufe ergibt,
daB es also m.a. W. keinen vollstindigen formalen Kalkiil der P.L.
2. Stufe gibt.

Nach einem Gedanken von G. HASENJAGER kann man diese Unvoll-
stindigkeit der P.L. 2. Stufe aus der Unentscheidbarkeit der elementaren
P.L. erschlieBen!. Dazu stellen wir folgende Uberlegungen an:

1) Ist A eine Formel von P mit genau den freien GV und PV
Xy,...,Xpund fy,. .., f, so nennen wir die Formel Vx,,...,x, Vf;,..., f{ A,
die wir durch VA abkiirzen, die Partikularisierung von A. VA ist dann
eine Formel von P,,, die keine freien Variablen enthélt. Und fiir jede
Formel B von P,, 14Bt sich entscheiden, ob B die Partikularisierung
einer Formel A von P ist, und wenn dies der Fall ist, 148t sich A aus B
eindeutig gewinnen, indem man alle Quantoren am Anfang von B weg-

148t bis einschlieBlich bis zum letzten Pradikatenquantor.

1 Vgl. die Darstellung in [32], S. 172 ff.
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2) Die Formel U = Vf(Ax —f(x, x) A AxVyf(x, ¥) A Axyz(f(x, ) A
f(v, 2) D f(x, 2))) ist eine Formel von ,, ohne freie Variable, die nur
iiber unendlichen Bereichen erfiillbar ist, wie wir schon frither einsahen?.
U ist erfiilllbar tiber dem Bereich der natiirlichen Zahlen.

3) Nach dem Satz 4.1.2.1 wird jede Formel von P,, ohne freie
Variable entweder von allen Interpretationen {iber einem vorgegebenen
Objektbereich erfiillt, oder sie wird von keiner solchen Interpretation
erfiillt.

4) Schreiben wir - A, wenn A logisch wahr ist bzgl. der P.L.
"~ 1. Stufe, rs A, wenn A logisch wahr ist bzgl. der engeren P.L. 2. Stufe,
so gilt: nicht re A genau dann, wenn v UDV-A. Zum Beweis
dieser Behauptung zeigen wir: a) Gilt 7 UDV A, sogilt BUDV —A)
= w fiir jede Interpretation B, also insbesondere fiir jede Interpretation
B iiber dem Bereich der natiirlichen Zahlen. Wegen (2) gilt also B(V —A)
= w. Ist * die Menge der freien Variablen von A, so gibt es also eine
Interpretation B, so daB %]———;% und %(—nA) = w, also _i_i(A) =1{. Es
gilt also nicht — A. b) Gilt > U DV —A nicht, so gibt es eine Inter-
pretation 8 fiir die gilt B(U) = w und B(V —A) = . B ist also eine
Interpretation iiber einem unendlichen Objektbereich ¢ (vgl (2)). Da
V —A keine freien Variablen enthilt, gilt wegen (3) B(—V —A) = B(AA)
= w fiir alle Interpretationen B iiber y. Also gilt B(A) = w fiir alle
Interpretationen iiber y, so daB wir mit 2.2.2.18 erhalten rie A.

Gébe es nun einen vollstindigen Kalkiil & der engeren P.L. 2. Stufe,
so lieBen sich die Theoreme von &, also die giiltigen Sitze der engeren
P.L. 2. Stufe mechanisch aufzdhlen. Um eine solche Aufzihlung zu
gewinnen, koénnte man z. B. die Beweise in R ihrer Linge nach, und
bei gleicher Lange in irgendeiner Weise alphabetisch ordnen. Mit einer
solchen Aufzdhlung der Beweise hitte man dann auch eine Aufzihlung
ihrer Endformeln, also der Theoreme von K2 Von jedem Theorem
konnte man dann nach (1) feststellen, ob es die Gestalt U D V —A hat,
und die Formel A von P lieBe sich ggf. daraus erzeugen. Man kime

1 Vgl 2.2.2, S. 149 f.

2 Es ist dabei unerheblich, ob ein Theorem nach diesem Verfahren
mehrfach aufgezahlt wird.
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also wegen (4) auch zu einer Aufzihlung der Sitze von P, die nicht
elementar-logisch wahr sind. Da es vollstindige Kalkiile der P.L.
1. Stufe gibt, sind auch die p.l. wahren Sitze aufzdhlbar. Wéire aber
sowohl die Menge der p.l. nicht wahren, wie die Menge der p.l. wahren
Sitze aufzdhlbar, so wire die P.L. 1. Stufe entscheidbar. Denn zur
Entscheidung eines beliebig vorgegebenen Satzes A von P brauchte
man nur die beiden Aufzihlungsverfahren simultan laufen lassen und
die Sitze beobachten, die sie liefern. Da der Satz A nach endlich vielen
Schritten von einem der beiden Verfahren aufgefithrt werden muB, so
erhielten wir nach endlicher Zeit also dariiber Auskunft, ob A p.l. wahr
ist oder nicht. Aus der Unentscheidbarkeit der P.L. 1. Stufe folgt also,
daB unsere Annahme falsch sein muB, d. h. daB es keinen vollstindigen
Kalkiil & der engeren P.L. 2. Stufe geben kann.

Mit der engeren P.L. 2. Stufe ist dann auch die volle P.L. unvoll-
stiandig, die jene als Teilsystem enthilt.

4.3 Der Vollstindigkeitssatz von Henkin

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daB die P.L. 2. Stufe
unvollstindig ist. Man kann aber, wie L. HENKIN in [31] gezeigt hat,
Kalkiile der P.L. 2. Stufe, insbesondere den Kalkiil $,1, als vollstdndig
erweisen, wenn man von einer weiteren Klasse von Interpretationen
ausgeht, als wir sie in 4.1.2 betrachtet haben. Solche Interpretationen
nennen wir beschrdnkte Interpretationen.

4.3.1 Eine beschrinkte Interpretation B iiber einem nichtleeren Objekt-
bereich y und nichtleeren Mengen #n" (n =17,2,...) von m-stelligen
Begriffen {iber y ist eine Folge von Funktionen B’ 8?2, B*'", so daB

gilt:
a) %% bildet die Menge der GV von $,, ab in die Menge y,

b) " bildet die Menge der n-stelligen PV von $,, ab in die
Menge n",

c) 9 erfiillt die Bedingungen (cl) bis (c5) aus 2.2.2.1 und 4.1.2.

Die Aussage AfA hat also bei der Deutung mit einer beschrinkten
Interpretation B nicht mehr die Bedeutung, daB A fiir alle #-stelligen
Begriffe iiber dem Objektbereich y von B gilt, sondern die evtl. schwichere
Bedeutung, da A fiir alle Begriffe aus #” gilt, wenn f eine n-stellige
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PV ist. Die Interpretationen nach 4.1.2 sind Spezialfille beschrinkter
Interpretationen, fiir die n" die Menge aller n-stelligen Begriffe iiber
y ist.

Die Menge der beschriankten Interpretationen ist also umfangreicher
als die Menge der Interpretationen und daher wird es weniger Sitze
geben, die allgemeingiiltig bzgl. beschriankter Interpretationen sind,
als es Sidtze gibt, die nach 4.1.2 allgemeingiiltig sind. So sind z. B.
nicht alle Sitze, die unter das Axiomenschema A9 fallen, bei allen
beschrinkten Interpretationen wahr. Ist etwa f eine einstellige PV
und enthélt die Menge n’ fiir eine beschrinkte Interpretation B nur
den allgemeingiiltigen Begriff, d. h. die Klasse y, so gilt B(AfAx{(x)) = w,
" aber B(Ax —f(x)) = f. Die Menge aller beschrankten Interpretationen
zeichnet also eine so enge Theoremmenge aus, daB der Kalkiil $,1 nicht
mehr widerspruchsfrei ist!. Daher wollen wir im folgenden nicht die
Menge aller beschrinkten Interpretationen betrachten, sondern nur
die Menge der ausgezeichneten beschrinkten Interpretationen. Wir
wollen dabei eine beschrankte Interpretation B awusgezeichnet nennen,
wenn sie die Sdtze nach A9 erfiillt. Der Beweis fiir den Satz 4.1.2.3
zeigt dann, daBl B ausgezeichnet ist genau dann, wenn die Begriffe
B(A[Xy,..., X,]) in =" liegen fiir alle Formeln A[x,,..., x,] mit # ver-
schiedenen freien GV x;,..., x,,, die sich in P,, bilden lassen. Die Be-
schrankung auf ausgezeichnete beschrinkte Interpretationen erscheint
also verniinftig, da man Allaussagen iiber Begriffe zumindest so stark
verstehen méchte, daB sie alle Begriffe erfassen, die sich in der Sprache
P, ausdriicken lassen.

Es gilt nun der Satz:

1 Auch fiir beschrankte Interpretationen 148t sich die Existenz normaler
Interpretationen beweisen. Wenn man dann in Analogie zu 2.2.2 Bewer-
tungen der Formeln von P, definiert, indem man setzt: W(AfA[f]) = w
genau dann, wenn fiir alle mit f gleichstelligen PV g gilt W(A(f/g]) = w,
so kann man wie in 2.2.2 eine Beziehung zwischen Bewertungen und
beschrinkten Interpretationen herstellen. Daraus folgt, daB3 die Bewertungs-
semantik fiir die P.L. 2.Stufe bei Zugrundelegung einer engeren Menge
von Interpretationen wie nach 4.1.2 nicht adaquat ist. — Man kann
auch in genauer Analogie zu B2 einen Kalkiil der P.L. 2. Stufe aufbauen,
der sich mit der gleichen Methode als vollstindig bzgl. der Bewertungs-
semantik erweisen laBt, wie wir sie im Beweis fiir 2.4.1.2.8 angewendet
haben. Da aber dieser Kalkiil zu schwach ist, wollen wir auf diese Fragen
hier nicht ndher eingehen.
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4.3.2 Ist der SchluB A,,..., A - B giiltig bzgl. aller ausgezeichneten
beschrankten Interpretationen, so gilt in B,1 A,,..., A, B.

Den Beweis fiir diesen Satz fiihrt man nach dem gleichen Gedanken,
den wir schon im Beweis fiir 1.3.5.7 und 2.3.3.4 zur Anwendung ge-
bracht haben. Zunichst existiert zu jeder konsistenten Formelmenge
M von Formeln von $,, wieder eine maximal konsistente Formelmenge
(vgl. 1.3.5.9). Als normale maximal konsistente Formelmenge zu einer
konsistenten Formelmenge M bezeichnen wir nun eine Satzmenge M ™,
fiir die gilt: ist eine Formel der Gestalt AxA[x] nicht in M™*, so gibt
es eine GV y, so daB auch der Satz A[x/y] nicht in M™* ist. Und ist
eine Formel der Gestalt AfA[f] nicht in M, so gibt es eine mit f gleich-
stellige PV g, so daB auch der Satz A[f/g] nicht in Mt istl. Man beweist
dann die Entsprechung zu Satz 2.3.3.5 fiir solche normalen Mengen
in ganz analoger Weise. Neben der Folge der GV x,, x,,... betrachtet
man dabei auch Folgen {7, f},... der #n-stelligen PV von P,, und setzt
M,,, =M, {B[x/y] D AxB[x]}, wenn die (n 4 7)-te Formel von
P, in der zugrunde gelegten Abzdhlung die Gestalt AxB[x] hat, wobei
dann y wieder die erste GV der Folge x;, x,,... ist, die nicht frei in
AxB(x] oder den Formeln aus M, vorkommt. Hat die (» + 7)-te Formel
die Gestalt AfB[f], wo f eine #n-stellige PV ist, so setzt man M, ;, =
M, {B[f/g] D AfB[f]}, wo g die erste PV der Folge {7, f},... ist,
die nicht frei in AfB[f] oder den Formeln aus M, vorkommt. Andern-
falls setzt man wieder M, ;, = M,,.

Es ist nun zu zeigen, daB es eine ausgezeichnete beschrinkte Inter-
pretation P gibt, die alle Sitze einer normalen maximal konsistenten
Menge Mt erfiillt. Wir definieren dazu wieder eine Interpretation 3
iiber der Menge der natiirlichen Zahlen, so daB ®? der n-ten GV x, die
Zahl » zuordnet, und setzen fiir 8’ *(f) die Menge der #-tupel von natiir-
lichen Zahlen m;, . . ., m,, fir welche die Formel {(x,,,. .., X,, ) in M ist.
a" sei der Wertevorrat von %%

Durch Induktion nach dem Grad der Formel A zeigt man dann
wieder, daB gilt: B(A) = w genau dann, wenn A in M7 enthalten ist.
Fiir den unter 2.3.3.5 noch nicht behandelten Fall im Induktionsschritt
nehmen wir an, A habe die Gestalt AfB[f] und f sei eine n-stellige PV.

1 Dabei sei ,,A[f/g]* eine Abkiirzung fiir ,,A[f/g(x,,. .., X,)]*, wo f und
g n-stellige PV und x,,..., x, # verschiedene GV sind.
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Ist AIB[f] in M, so sind wegen A9 alle Formeln B[f/g] mit M™* ver-
triglich, alsoin M, da M+ maximal ist. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt daher B(B[f/g]) = w fir alle n-stelligen PV g. Da 8 die Menge
der n-stelligen PV II™ auf die Menge =" abbildet, gilt fiir alle Interpreta-
tionen B: wenn B B so B(B[f]) = w, also B(AIB[f]) = wl. Ist AfB[f]
nicht in M, so gibt es eine n-stellige PV g, so daB B(f/g] nicht in M*
ist, da M* normal ist. Nach Induktlonsvoraussetzung ist also B(B [f/g])
= f, also gibt es eine Interpretation B mit % -8 und Ql(f) B(g),
so daB %(B[f]) = B(B[f/g]) = { ist, also B(AIB[f]) = f.

Endlich ist 8 eine ausgezeichnete beschrankte Interpretation, denn
gilt B(AB[f]) = w, so ist AfB{f] in M, also sind wegen A9 auch alle
Formeln B[f/A[x,,..., x,]]in M+ enthalten, wo f freiist furAlx,,...,%,],
so daB auch gilt 8(B[f/A[x,,...,x,]]) = .

Wir finden also: Gilt die Ableitungsbeziehung A,,...,A ;B in B,1
nicht, so daB die Formelmenge {A,,. .., A, =B} konsistent ist, so gibt
es eine ausgezeichnete beschrinkte Interpretation %, die diese Sitze
erfiillt, so daB der Schlu8 A,,..., A, - B nicht allgemeingiiltig ist
fiir ausgezeichnete beschriankte Interpretationen. Durch Kontraposition
erhilt man dann den Satz 4.3.2.

Wegen der engen Analogie zum Beweis fiir 2.3.3.4 haben wir im
vorstehenden Beweis nur die wichtigsten Punkte hervorgehoben. Der
Leser mdge den Beweis als Ubungsaufgabe im Detail durchfithren.

Wenn man die Menge der betrachteten beschrankten Interpretationen
noch stirker eingrenzt, kann man entsprechende Vollstindigkeits-
eigenschaften auch fiir stirkere Kalkiile der P.L. 2. Stufe nachweisen,
insbesondere auch fiir Kalkiile, die Auswahlprinzipien enthalten2.

4.4 Relationsprodukte und Relationsketten

4.4.1 Relationsprodukte und Relationspotenzen

Es sollen nun einige wichtige logische Begriffsbildungen dargestellt
werden, die sich im Rahmen der P.L. 2. Stufe definieren lassen und
die Anwendungsmoglichkeiten dieser Logik aufzeigen.

1 Der Satz 4.1.2.2 gilt auch fiir beschrankte Interpretationen, wie man
sich leicht klar macht.

2 Vgl. dazu [31].

Kutschera, Elementare Logik 19
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Wir beschrinken uns im folgenden der Einfachheit wegen auf die
Formulierung der Definitionen und Sétze fiir PV und verwenden fiir
Pridikate 2. Stufe die abgekiirzte Schreibweise F(f) anstelle von
F(kxf(x)), wenn dadurch keine Mehrdeutigkeiten entstehen. Es sei dem
Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen, die Definitionen und Sitze fiir
beliebige komplexe Priadikate und in der genaueren «-Symbolik dar-
zustellen.

Sind f und g zweistellige PV, so bezeichnet man die Relation

D10: fog(x,y) := Vz(f(x, z) A gz, y)) !

als Produkt der Relationen f und g. Steht f(x, y) fiir ,x ist ein Bruder
von y‘ und g(x, y) fiir ,» ist Vater von y*, so steht f o g(x, y) also fiir
,% ist ein Bruder des Vaters von ¢, d.h. fiir ,x ist ein Onkel von y*.
Und steht f(x, y) fiir ,x ist Freund von y* und g(x, y) fiir ,x ist Vetter
von ¥‘, so steht fo g(x, y) fiir ,x ist Freund eines Vetters von y‘.

Es gilt nun offenbar nicht das kommutative Gesetz fo g(x, y) =
g0 f(x, y), denn wenn z. B. x ein Freund eines Vetters von y ist, so
ist nicht auch x Vetter eines Freundes von y. Es gilt aber das assozia-
tive Gesetz

T67: (fog)oh(x,y)=fo(goh)(xy)
Denn es gilt:

Vu(f o g(x, u) A h(u, y))
Vu(Vv(f(x, v) A g(v, u)) A h(u, y¥))
Vav((f(x, v) A g(v, w)) A h(a, y))
Vva(i(x, v) A (g(v, ) A h(y, y)))
Vv(f(x, v) A Vu(g(v, u A h(u, y)))
Vv(f(x, v) A g o h(v, y))
fo(goh)(x,y)

(fog)oh(x,y)

L T 1 1

Gilt AxVlyi(x, y) und AxVlyg(x, y), so gilt offenbar auch AxVlyfo g
(%, y). Wir konnen dann die FV f* und g* einfiihren und kénnen setzen
(fog* (x) = yfog(x,y). Esgilt dann (fog)* (x) = yfog(x,y) =
yVz({(x, z) A g(z, y)) = 1yg(f*(x), y) = g*(f*(x)). Fiir Funktionen f und
g stellt also das Relationsprodukt fo g(x,y) die zusammengesetzte
Funktion g*(f*(x)) dar.

1 Eine ausfiihrliche Schreibweise fiir diese Definition wiirde lauten
P(kuvA[u, v], kuvB[u, v], %, y) := Vz(A[u/x, v/z] A Blu/z, v[y]).
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Setzt man in D10 f fiir g ein, so erhidlt man das Produkt von f mit
sich selbst. Wir setzen zur Abkiirzung

DIl: f(x,y) :=fof(x,y)
"+(x, y) := f* o {(x, y).

Man bezeichnet diese Relationen als Potenzen von f. Definiert man
die nullte und die erste Potenz von f durch

Plx,y)i=x=y
f(x,y) :=1(x,y),

so sind die Potenzen f* fiir alle #» > 0 erklidrt. Setzt man weiterhin

so hat man die Potenzen auch fiir negative ganze Exponenten erklért.

Dazu einige Beispiele: Steht f(x, y) fiir ,x ist Vater von ¥, so steht
A(x, y) fiir ,x ist Vater des Vaters von y* also fiir ,x ist GroBvater von
y. (%, y) steht dann fiir ,x ist UrgroBvater von y*, f~'(x, v) fir ,x
ist Kind von y*, f~%(x, v) fiir ,x ist Enkelkind von y, usf.

Fiir Relationspotenzen gelten folgende Gesetze:

T68: gofi(x,y) =f%og(x,y) =gxy)
m69: (7)) '(x,y) =1(x,y)
T70: (fog) '(x,y) =g of (x,y)

Beweis: (fog)~'(x,y) = Vz(i(y, 2) A g(z, X))
= Vz(g(z, x) A {(y, z))
=Vz(g~'(x,2) AT (2, Y))
=g lof (x,y).

T71: f"of'(x,y) =" (x,y), wo m,n>0
T72: (")Y'(x,y) =1{""(x,y), wo m,n >0

Beweis: (f")*(x,y) =Vup... u, _(f*(x,u) A ... A (u, _,,y))
=Vu,...u,_(Vz1... 22 _,(f(x, z1) A
AEh _Lu)) A
AVZy Lzt (fuy iz A Az L))
19*
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=Vu...u, 2.2 _q... 25
zg (X 2) A oA f(zn )
=""(x,y).

Denn der Existenzquantor reicht tber (n —7) +#n:(m —7) =
n-m—1 GV.

Ubungsaufgaben:

1. Fiir welche Verwandtschaftsbeziehungen stehen die folgenden
Pridikate, wenn f(x, y) steht fiir ,x ist Vater von »*, g(x, y) fiir ,x ist
Mutter von ¥, k(x, y) fiir ,x ist Sohn von ¥, s (x, y) fiir ,x ist mit y ver-
heiratet und #(x, y) fiir ,x ist Tochter von y*:

fog(x ) ho f(x, y)
g2o f(x, y) rog(x, y)
h (%, y) fosof(x )
h= 20 s(%, ¥) s 0 h(x, )

2. Beweise, daB fiir eineindeutige Relationen f und beliebige m, »
gilt:
o f*"(x, y) D " t*(x, y)
()" (x, y) = 177(x, y).

3. Beweise, daB fiir eineindeutige Relationen f fiir beliebige m, » gilt:
Axy(f(x, y) D Vuv(f(u, x) A {(y, v))) D (f* o f*(x, y) = " (x,y))%

4.4.2 Relationsketten

Man nennt eine Eigenschaft / erblich, wenn sie sich von den Eltern
auf die Kinder iibertrigt. Steht g(x, y) fiir ,» ist ein Elternteil von y°,
so ist f also erblich, wenn gilt Axy(f(x) A g(x, y) D f(y)). Diese Bezie-
hung zwischen einem einstelligen Begriff und einer zweistelligen Relation
iibertrigt man nun auf beliebige Relationen und definiert:

D12: E(f, g) := Axy(f(x) A g(x, y) D1i(y)) 2
E(f, g) ist also ein Pridikat 2. Stufe, mit einer Argumentstelle fiir ein-

stellige Pridikate und einer Argumentstelle fiir zweistellige Pradikate

t Vgl. auch die Ubungen und Beispiele in [7], S. 114 ff.
2 Die ausfiihrliche Schreibweise wiirde lauten:
E(xuA[u], kuvB[u, v]) := Axy(A[u/x] A Blu/x, v/y] D A[u/y]).
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1. Stufe. Wir lesen E(f, g) als ,,die Eigenschaft f ist erblich in der g-
Reihe.

Mit Hilfe dieser Beziehung soll nun eine Relation definiert werden,
die besagt, daB es eine Zahl » > 0 gibt, so daB gilt g" (%, y). Wir setzen:

D13: g2%x,y) := M(E(f, g) A f(x) D f(y)).

Wir wollen uns nun iiberzeugen, daB durch diese Definition
die fragliche Relation tatsdchlich erfaBt wird: Gibt es ein # > 0,
so daB gilt g"(», y), so erhdlt man aus E(f,g) und f(x) mit #u-
maliger Anwendung der Definition D12 den Satz f(y). g"(x, )
ist ja dquivalent mit Vz,... z, _,(g(x, 2;) A g2, 25) A ... A gl2,_ 4, ).
Aus g(x, z;) und f(x) und E(f, g) erhalten wir aber mit D12 f(z,), mit
8(z, 2,) also f(z;), usf. Im n-ten Schritt erhalten wir also aus f(z,_,)
und g(z,_; ¥) f(¥). Gibt es also ein » > 0 mit g*(x, y), so gilt auch
AM(E(f, &) A H(x) Df(y)). Es gelte nun umgekehrt Af(E(f, g) A f(x) D
f(¥)). Die Eigenschaft ,es gibt ein # > 0 mit g"(x, 2)‘ ist fiir ein festes
x offenbar erblich in der g-Reihe, denn es gilt g"(x,2) A g(z, y) D
g" " (x, y). Wegen g°(, x) hat x diese Eigenschaft, also hat nach unserer
Annahme dann auch y diese Eigenschaft, d. h. es gilt: es gibt ein n > 0
mit g*(x, v). Aus AHE(f, g) A f(x) D f(y)) folgt also auch, daB es ein
n > 0 gibt mit g"(x, y). Damit ist die Addquatheit der Definition D13
nachgewiesen.

Wir setzen ferner:

Dl4: g>%x,y) :=gog”’x,y)

und nennen g=%x, y) die Relationskette 1. Art, g>%(x,y) die Relations-
kette 2. Art zu g(x,y). Steht g(x, y) wieder fiir ,x ist ein Elternteil
von ¥, so steht g>%(x, y) fiir ,x ist ein Vorfahre von y*. Denn wenn x
Vorfahre von y ist, so ist x Elternteil von y, d.h. es gilt g'(x, y), oder x
ist GroBelternteil von y, d.h. es gilt g%(x, y), oder % ist UrgroBelternteil
von y, d.h. es gilt g%(x, y), usf. x ist also Vorfahre von y genau dann,
wenn es eine Zahl 7 > 0 gibt mit g*(x, ¥). Da aber g2, y) gilt genau
dann, wenn es ein m > 0 mit g”(x, y) gibt, so gilt g>%, y) nach D13
genau dann, wenn es ein # > 0 mit g*(x, y) gibt. g>%x, y) driickt also
die Vorfahrenbeziehung aus und g=°(x, y) besagt, daB x Vorfahre von
y oder mit y identisch ist.
Fiir Relationsketten gelten folgende Sitze:

T73: g"(x,y) D2g>%x,y) fir n >0
T74: g7(x,y) 2g7’(x,y)
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T75: g>%x,y) A g%y, 2) Dg”x, 2)
T76: g>%x,y) A 8%y, 2) D g7, 2)

Beweis:
g7°%x, y) A g7°y. 2) D M(E(f, 8) A f(x) D1(y)) A M(E(f, g) A f(y) D 1(2))
D M(E(f, g) D ((f(x) D 1(y)) A (E(y) 2 1(2))))
D AM(E(f, g) D (f(x) D {(z)))
D M(E(f, g) A (x) D 1(z))
D g2Y%x, z).

T77: g7%x, y) = M(E(f, g) A Az(g(x, z) D {(2)) D £(y)).

Beweis: Aus g>%(x,y) folgt nach DI3 Vu(g(x, u) A Af(E(f, g8) A
f(u) D 1(y)). Gilt nun E(f, g) und Az(g(x, z) D {(z)), so gilt wegen g(x, u)
auch f(u), also f(y). Wir erhalten also g>%(x, y) D A(E(f, g) A Az(g(x, z) D
f(z)) D 1(y)). Aus A{(E(f, g8) A Az(g(x, z) D f(z)) D {(y)) erhalten wir um-
gekehrt durch Einsetzung E(kyg°(x,y),g) A Az(g(x,z) Dg>%x,2)) D
g>%(x, y)L. Mit T73 und T75 erhalten wir g>%(x, ) A g(y, z2) 2 8”%(x, 2),
also nach D11 E(kyg>’(x, y), g). Und nach T73 gilt auch Az(g(x, z) D
g>%(x, z)), so daB wir erhalten g>%x, y).

Der Begriff der Relationskette wurde zuerst von FREGE in [14]
eingefiithrt und von ihm in [16] zur Definition der natiirlichen Zahlen
verwendet. Hat man die Null definiert und eine Nachfolgerbeziehung
g(x, y) (fir ' = y), so kann man ja den Begriff ,x ist eine natiirliche
Zahl‘ definieren durch ,x folgt in der Nachfolgerreihe auf die Null‘, also
durch g=%0, x).

Zur Anwendung der Begriffsbildungen in diesem Abschnitt soll
hier das Axiomensystem fiir biologische Verwandtschaftsbeziehungen
angefithrt werden, das R. CARNAP in [7], S.221ff angegeben hat:

Es stehe G(x, y) fiir ,x ist ein Elternteil von y‘, F(x) fiir ,x ist mann-
lich'.  Der Grundbereich der betrachteten Interpretationen sei die
Menge der Menschen. Wir definieren:

V(x,y) :=G(x,y) AF(x) — x ist Vater von y
M(x,y) = G(x,y) A nF(x) — x ist Mutter von y
A(x,y) =G>x,y) — x ist Vorfahre von y.

1 Im Fall dieser Einsetzung zeigt sich der Mangel der abgekiirzten
Schreibweise E(f, g).
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Die Axiome lauten:

al: Vix,z) A V(y,z) Dx =y
a2: M(x,z) A M(y,z) Dx =y
ad: —A4(x, x)

ad: AxVy(G(x, y) v G(y, x)).

Es gelten dann z. B. folgende Theoreme, deren Beweis dem Leser
iiberlassen sei:

1) Glx,y) =V(xy) v MK, y)
2) —G(x, x)
3) G(x,y) DGy, x).

Ubungsaufgaben :

Beweise folgende Sitze:

g~ =g "(x v) v (%, y)
g7k, y) =g%0g(x, y)
g A g7°y, 2) Dg”x, 2).

4.5 Die Kategorizitit der Peanoaxiome

Wir wollen nun noch einmal auf die Peanoaxiome fiir die Arithmetik
zuriickkommen, die wir im Abschnitt 3.3.2 angegeben und in Form der
Axiomenschemata al bis a3 in die Sprache der elementaren Logik
iibersetzt hatten. Wir hatten dort nachgewiesen, dafl diese Axiome
nicht kategorisch sind und daher die Reihe der natiirlichen Zahlen
nicht vollstindig charakterisieren. In der Sprache der engeren P.L.
2. Stufe kénnen wir nun das Axiomenschema a3 durch das Axiom

a3*: Af(f(0) A Ax(f(x) D f(x')) D Ax/(x))

ersetzen, das den Inhalt des PEanoschen Induktionsprinzips (5) aus
3.3.2 vollstindig wiedergibt. Es soll jetzt gezeigt werden, daB das
System der Axiome al, a2, a3* kategorisch ist, d. h. daB zwei Modelle
B, und B, dieser Axiome bzgl. der Grundbegriffe 0, ’ isomorph sind.

Sind y; und y, die Grundbereiche von B, und B, und gilt B,(0)
= g, und B,(0) = a,, B,(") = f, und B,(") = f, so ist zu zeigen: es gibt
eine umkehrbar eindeutige Abbildung ¢ von y; auf y,, fir die gilt:



296 4 Die Pradikatenlogik der zweiten Stufe

1) @la) = a,
2) o(f;(0)) = f,(@(d)) fur alle Elemente b von y,.

Wir zeigen:

I) Es gibt eine Abbildung ¢ von v, auf y,, die den Bedingungen (1)
und (2) gentigt. Wir konnen ¢ durch die Bedingungen (1) und (2)
definieren, denn es gilt:

a) ¢ ist nach (1) und (2) fiir alle Elemente von y, definiert. Nach (1)
ist ¢(a,) erkldrt und ist ¢(b) erklirt, so nach (2) auch ¢(f,()). Nun ist
aber B; ein Modell der Peanoaxiome und erfiillt daher insbesondere
den Satz a3*, so daB das Induktionsprinzip fiir alle Begriffe tiber y,
anwendbar ist. Wir kénnen daher aus der Tatsache, daB ¢ fiir a, erklart
ist und daB ¢ fiir f,(b) erkldrt ist, wenn ¢ fiir b erkldrt ist, folgern, dal
@ fur alle Elemente b von y; erklart istl.

i b) @ ordnet jedem Element von y, nur einen Wert zu, d.h. die Defi-
nition von ¢ nach (1) und (2) ist korrekt. Denn a, 148t sich nicht in der
Form f,(b) darstellen, da B, al erfiillt, so daB ¢(«,;) nur durch die Bestim-
mung (1) festgelegt ist. Und hat ¢(b) nur einen Wert, so hat nach (2)
auch @(f,(b)) nur einen Wert, da aus f,(d) = f,(c) folgt & =¢, da B,
Modell von a2 ist. Nach dem Induktionsprinzip nimmt die Funktion
@ also fiir alle Argumente nur einen Wert an.

c) ¢ ist eine Abbildung von y, auf y, Fir alle Elemente 4, von
¥, gibt es also ein ; aus y;, fiir das gilt ¢(8,) = b,. Das gilt fiir b, = a,
nach (1). Und gibt es zu b, ein b, mit ¢(b;) = b,, so gibt es auch zu
1,(b,) ein by mit @(b;) = f,(b;). Setzt man nimlich b; = f,(b;), so gilt
@(f;(5;7)) = f(p(d;)) = fo(b,) wegen @(b;) = b,. Da auch B, a3* erfiillt,
ist damit die Behauptung (c) bewiesen.

II) Die Abbildung ¢ ist eineindeutig, d. h. aus @(b) = ¢(c) folgt
b=c. Ist b=a,, soist p(b) = a, Ist ¢(c) nach (1) festgelegt, so ist
auch ¢ =a,. Ist ¢(c) nicht nach (1) festgelegt, so hat ¢ die Gestalt
f;(@) und es ist p(c) = f,(p(d)). Da B, al erfiillt, ist also ¢(c) # a, und
also ¢(c) # @(b). Es gilt also fiir alle ¢: ¢(4;) = @(c) impliziert ¢ = a;.
Gilt nun fiir alle ¢: @(b) = @(c) impliziert ¢ = b, so gilt auch fiir allec:

1 An diesem Punkt wird die Stirke des Axioms a3* gegeniiber a3 deut-
lich, da man aus a3 nicht die generelle Giiltigkeit des Induktionsprinzips
fiir alle Begriffe iiber y; erschlieBen kann.
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o(f,()) = @(c) impliziert ¢ = f,(b). Ist namlich ¢(f;(b)) = @(c), so ist
@(c) # a,, d. h. @(c) ist nach (2) festgelegt und ¢ 148t sich in der Form
f,(@) darstellen. Es ist dann fy () = f,(p(d)), und da B, a2 erfiillt,

@(b) = p(d). Aus unserer Voraussetzung erhalten wir also d = b, also

¢ = f,(d) = f,(b). Da B, a3* erfiillt, ist damit auch die Behauptung
II) bewiesen. Damit ist der Beweis beendetl.

Aus der Kategorizitit der Peanoaxiome wiirde nun zusammen mit
der Vollstindigkeit der engeren P.L. 2. Stufe die Vollstindigkeit des
Axiomensystems al, a2, a3* folgen. Da die engere P.L. 2. Stufe aber
unvollstdndig ist, kann man daraus nicht auf die Vollstindigkeit dieses
Axiomensystems schlieBen, sondern man kann umgekehrt aus der von
K. GODEL in [27] bewiesenen Unvollstindigkeit der Arithmetik die
Unvollstindigkeit der engeren P.L. 2. Stufe erschlieBen.

Wir wollen nun noch beweisen, daB bei Verwendung der Axiome
al, a2, a3* die Axiome a4 bis a7, durch welche die Existenz von Addition
und Multiplikation gefordert wurde, iiberfliissig sind, da sich die Ein-
deutigkeit und Existenz der Funktionen + und - beweisen 1iBt, die
den Bedingungen a4 bis a7 geniigen. Wir fithren den Beweis dieser
Behauptung nur fiir die Addition, die Ubertragung des Beweisgedankens
auf den Fall der Multiplikation sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiber-
lassen.

Wenden wir uns zundchst der Eindeutigkeitsfrage zu!

Esseien 8, 8* Modelle der Axiome al, a2, a3*, a4, a5 iiber dem Objekt-
bereich y. Die Werte i}( ), B('), B(+) bezeichnen wir der Einfachheit
wegen wieder durch 0, ’, +. Es sei B* eine Interpretation, fiir die gilt
B* = B und B¥(+) = . +. Esist zu zeigen, daB fiir alle Objekte a und
b aus y gilt: a+b—a+b Wir setzen f(a, d) = (a—}—b—a+b)
Dann gilt nach a4 f(4,0) wegen a + 0 =a =a +0. Gilt f(a, b), so
gilt auch f(a, b'), da wir aus a5 erhaltena + &' = (a + b)' = (a + b)' =
a + b'. Da B ein Modell von a3* ist, gilt demnach fiir alle b aus y f(a, b),
und daher fiir alle @ und b f(a, ), also @ + b = a + b.

! Es ist formal eleganter, die Relation ¢ als Durchschnitt aller Rela-
tionen zu konstruieren, die den Bedingungen (1) und (2) geniigen, vgl.
z. B. [33], S. 149 f. Da wir beim Leser aber noch keine Vertrautheit mit
mengentheoretischen Begriffen voraussetzen kénnen, haben wir hier einen
einfacheren Beweisgedanken gewahlt.
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Zum Nachweis der Existenz der Funktion 4 koénnen wir diese
Funktion nicht iiber eine Relation F(x,y,z) :=y=0Az =XV
Vuv(u' =y A F(x, u, v) A z = V') definieren, da hier im Definiens das
Definiendum selbst vorkommt. Im Rahmen der P.L. 2. Stufe kénnen
wir aber nun setzen:

N(f) == Axyuv(f(x, y,u) A f(x,y, V) Du = v),
R(f) := N(f) A Axyz(f(x, 0, x) A (f(x, y, z) D(x,y’,2'))) und
z)

F(x,y, = M(R(f) D (%, y, 2)).

Wir zeigen nun:

a) Axyuv(F(x,y,u) A F(x,y,v) Du=v). Aus F(x, 0, u) erhalten
wir Af(R(f) D {(x, 0, u)). Aus R(f) folgt N(f) und {(x, 0, x), also x = u.
Ebenso erhilt man aus F(x,0,v) v=x, also u=v. Es gilt also
Auv(F(x,0,u) A F(x,0,v) Du=v). Gilt F(x,y,z), so gilt Af(R(f) D
f(x,y,2)). Aus R(f) folgt aber N(f) und mit f(x, y, z) auch {(x,y’, z').
Es gilt also F(x,y’, z'). Gilt also Auv(F(x,y,u) A F(x,y,v) Du =),
so gilt auch Auv(F(x, y’, u) A F(x,y’, v) Du = v). Daraus erhalten wir
mit a3* Ayuv(F(x,y, u) A F(x,y, v) Du = v), also Axyuv(F(x,y, u) A
F(x,y,v)Du=v).

b) AxyVzF(x,y,z). Es gilt F(x,0,x), also VzF(x,0,z). Gilt
F(x,y,z), so gilt, wie wir unter (a) gesehen haben, F(x,y’, z’). Es gilt
also VzF(x, y, z) DVzF(x, y’, z). Mit a3* erhalten wir also AxyVzF(x, y, z).

Nach (a) und (b) ist F(x,y, z) also eine Funktion und wir kénnen
setzen X + vy = F*(x,y) = zF(x,y,z). Wir finden dann

X + 0 = F*(x,0) = 2zF(x,0,z) = x, und
X +y =zF(x,y, z) = (zF(x,y,2)) = (F*x,y)" = (x +y)"

Die Funktion F*(x, y) geniigt also den Bedingungen a4 und a5 und
damit ist die Existenz der Addition nachgewiesen.
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Fir die Leistungsfihigkeit der modernen gegeniiber der traditio-
nellen Logik ist vielleicht das Programm des Logizismus, der Begriin-
dung der Mathematik aus der Logik, besonders charakteristisch. Dieses
Programm konnte erst auf dem Hintergrund von Systemen der Klassen-
logik entstehen, die noch stirker sind als die bisher besprochenen
Systeme der P.L. Wir wollen in diesem Kapitel nun einen Blick auf
ein solches Logiksystem werfen und das Programm des Logizismus am
Beispiel der logischen Begriindung der Arithmetik erldutern.

Im folgenden werden wir die klassische Version der Klassenlogik
darstellen. Diese Version ist, wie der Abschnitt 5.6 zeigen wird, nicht
widerspruchsfrei. Da die klassische Mengenlehre aber den intuitiven
Hintergrund bildet, von dem her auch die korrigierten Systeme der
axiomatischen Mengenlehre zu verstehen sind, da sich die fundamen-
talen Begriffsbildungen der klassischen Mengenlehre, die wir hier be-
handeln wollen, auch in andere klassenlogische Systeme tiibertragen
lassen und da endlich die klassische Version die einfachste und durch-
sichtigste Version der Mengenlogik ist, scheint es uns fiir einen ersten
Einblick in die klassenlogischen Begriffsbildungen angebracht, trotz
seiner Mangel auf den klassischen Rahmen zuriickzugreifen.

5.1 Begriffe und Klassen

Von Klassen haben wir im Zusammenhang mit der p.l. Semantik
schon frither gesprochen. Als Klasse oder Menge bezeichnen wir den
Umfang eines einstelligen Begriffes. Klassen werden also durch Begriffe
definiert. Wir sagen ferner, ein Gegenstand a sei Element einer Klasse &,
wenn ¢ unter den Begriff fillt, der % definiert, dessen Umfang £ also ist.

Ist f ein einstelliger Begriff, so wollen wir seinen Umfang, die durch
[ definierte Klasse, durch den Ausdruck Axf(x) symbolisieren. Ist ein
Gegenstand a Element einer Klasse %, so wollen wir das durch die
Schreibweise aek andeuten. Dann gilt das Abstraktionsprinzip:
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A)  yedxf(x) = f(y).

Ein Gegenstand y ist Element der durch / definierten Klasse (des
Umfangs von f) genau dann, wenn y unter den Begriff f fallt.

Der Umfang eines Begriffes f ist nun nur dadurch bestimmt, welche
Gegenstinde ihm als Element angehéren. Wenn also zwei Begriffs-
umfinge oder Klassen £, und %, genau dieselben Elemente enthalten,
so sehen wir sie als identisch an. Es gilt daher das Extensionalitits-

prinzip:
E) Ax(xek; = xek,) Dk, =k,

Da wir auch die Begriffe immer im extensionalen Sinn verstanden
haben, so daB3 zwei Begriffe, die auf genau dieselben Gegenstdnde zu-
treffen, identisch sind, so haben wir durch die Klassenbildung eine
umkehrbar eindeutige Zuordnung von Begriffen und Klassen: Zu jedem
einstelligen Begriff gehort genau eine Klasse als Umfang dieses Be-
griffs und zu jeder Klasse gehort genau ein Begriff, der genau auf
diejenigen Gegenstdnde zutrifft, die Elemente der Klasse sind.

Trifft ein Begriff auf keinen Gegenstand zu, wie z. B. der Begriff
x # %, so definiert er eine Klasse, die keine Elemente enthilt. Nach (E)
gibt es nur eine solche Klasse, die wir als Nullklasse oder leere Menge
bezeichnen und durch A symbolisieren. Wir konnen also definieren:

D15: A= Ax(x # x).

Daraus erhalten wir sofort den Satz Ax(—xeA).

Wir koénnen ferner einen Begriff bilden, der auf alle Gegenstinde
zutrifft, z. B. den Begriff x = x, der dann eine Klasse definiert, die
alle Gegenstinde als Elemente enthilt. Nach (E) gibt es wiederum nur
eine soiche Klasse, die wir als Allklasse bezeichnen und durch das Zeichen
V symbolisieren.

D16: V= Ax(x = x).

Daraus erhdlt man sofort Ax(xeV).

Man kann auch zu jedem Objekt x einen Begriff angeben, der genau
auf x zutrifft, nimlich den Begriff y = x. Den Umfang dieses Begriffes
nennt man die Einermenge von x und schreibt dafiir {x}.

DI7: {t} := Ay(y =1).
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Mit (A) folgt daraus sofort der Satz ye{x} =y = x, d. h. y gehort
der Einermenge aus x an genau dann, wenn y mit x identisch ist.

Zur weiteren Erlauterung des Klassenbegriffs wollen wir noch auf
die Unterschiede zwischen Klassen und Kollektionen hinweisen, wie sie
FREGE in einem Brief an B. RusseLL hervorgehoben hat!.

Als Kollekizon bezeichnet man ein Ding, das aus ein oder mehreren
Dingen als aus seinen Teilen besteht, wie eine Steinmauer aus den
Steinen besteht, ein Wald aus den Bdumen, eine Division aus den
Regimentern und diese wieder aus den Kompanien. Eine Kollektion
ist also als Ganzes zusammengesetzt aus ihren Teilen. Zwischen Klassen
und Kollektionen bestehen nun folgende grundlegenden Unterschiede:

1) Da eine Kollektion aus ihren Teilen besteht, gibt es keine
Kollektion, wenn es keine Teile gibt. Wenn man die Steine einer Mauer
entfernt, verschwindet auch die Mauer. Es gibt also keine leere Kol-
lektion, es gibt hingegen eine leere Klasse. Eine Klasse besteht nicht
aus ihren Elementen, sondern sie existiert, wenn immer ein definierender
Begriff existiert. Daher gibt es eine Klasse der Venusmonde, obwohl es
keinen Venusmond gibt, es gibt hingegen keine Kollektion der Venus-
monde.

2) Eine Kollektion, die nur aus einem Teil besteht, ist mit diesem
Teil identisch. Eine Mauer, die nur aus einem Stein besteht, ist nichts
anderes als eben dieser Stein, und die Kollektion der Erdmonde ist
nichts anderes als der Mond. Hingegen sind Einerklassen nicht mit
ihren Elementen identisch. Die Klasse der Erdmonde ist als Klasse,
also als Abstraktum vom Mond als physischem Objekt verschieden.

3) Die Teil-Ganzes-Beziehung ist transitiv: Die Teile der Steine
einer Mauer sind auch Teile der Mauer, die Kompanien sind als Teile
der Regimenter auch Teile der Division. Daher ist auch durch die An-
gabe einer Kollektion noch nicht festgelegt, welche Teile dieser Kollek-
tion gerade ins Auge gefaBt werden. Wenn man fragt: Wieviele Teile
hat eine Division? so laBt sich darauf nicht eindeutig eine Antwort
geben, da man nicht weiB}, ob die Regimenter, die Kompanien oder
die einzelnen Soldaten gezdhlt werden sollen. Die Elementschafts-
relation ist hingegen nicht transitiv. Der Mond als Element der Klasse

1 Der unverdffentlichte Brief datiert vom 28. Juli 1902.
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der Erdmonde ist nicht auch Element der Klasse der Klassen von
Planetenmonden. Durch die Angabe einer Klasse ist auch festgelegt,
welche Gegenstinde als Elemente anzusprechen sind, und somit ist auch
die Zahl dieser Elemente eindeutig festgelegt. Die Klasse der Soldaten
einer Division ist von der Klasse ihrer Kompanien und der ihrer Regi-
menter verschieden. Die Soldaten sind nicht Elemente der Klasse der
Kompanien und die Kompanien nicht Elemente der Klasse der
Regimenter.

Durch einen dhnlichen Abstraktionsvorgang, wie er von einstelligen
Begriffen zu Klassen fithrt, gelangt man von mehrstelligen Begriffen
zu Umfingen solcher Begriffe, die man auch als Relationen bezeichnet.
Da man diesen Terminus auch im Sinne von ,,Beziehungen fiir die
Begriffe selbst verwendet, sei besonders hervorgehoben, da wir ihn im
folgenden immer fiir Begriffsumfinge, also Gegenstinde verwenden?.
Den Umfang eines #n-stelligen Begriffes f bezeichnen wir durch
Ax;... %, f(%;,...,%,). Wir sagen dann, die Gegenstinde y,,...,y,
(in dieser Reihenfolge) seien Elemente der durch f definierten Relation,
wenn sie unter den Begriff f fallen, wenn also gilt f(y,,...,5,). Sym-
bolisiert man die Elementschaftsrelation wieder durch das Zeichen
€, so erhdlt man das verallgemeinerte Abstraktionsprinzip:

A) oy Y AR x (g, %) = V)

Das verallgemeinerte Extensionalitdtsprinzip lautet:
E) Az x,(%,. .., 2,6k = %4,..., x,8R)) DRy =R,

Man beachte, daB es in dem Ausdruck x,,..., x,ek auf die Reihen-
folge der x;,..., x, ankommt. Aus x,ye Auvf(u, v) folgt nicht y,
x & Auvf(u, v), sonst miiBte wegen (A’) gelten Axy(f(x, y) = f(y, %)). Setzt
man aber fiir f(x, y) eine nichtsymmetrische Beziehung ein, wie z. B. die
Beziehung ,x ist Vater von y‘, so gilt diese Aquivalenz nicht.

Im Abschnitt 5.3 wird sich zeigen, daB man Relationen durch Klassen
definieren kann. Daher kénnen wir uns beim Aufbau eines Klassen-
kalkiils, dem wir uns nun zuwenden wollen, auf Klassen beschrinken.

1 FrReGE verwendet allgemein den Terminus ,,Wertverlauf einer Funk-
tion. Da fiir ihn Begriffe spezielle Funktionen sind, sind Klassen und
Relationen spezielle Wertverlaufe.
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65.1.1 Die Syntax der Sprache &

Es soll nun eine Sprache & angegeben werden, in der sich die mengen-
theoretischen Begriffsbildungen ausdriicken lassen. Dazu gehen wir
von der p.l. Sprache P in der Version $* aus und nehmen zu ihren
Grundzeichen fiir & noch die Symbole ,,A“ und ,,& hinzu. Da wir
nun Ausdriicke der Form f{x) bzw. f(x,,..., x,) durch Ausdriicke der
Gestalt xey bzw. x;,..., x,€y ersetzen konnen, wobei y fir Azf(z)
bzw. Az...zf(z,,...,2,) steht, und da weiterhin die Ausdriicke
Xy,. .., X,y fur n > 1 definierbar sind, so kénnen wir in & auf PV ganz
verzichten und mit ,,=" und ,,¢" als einzigen PK auskommen. &

enthilt also als Grundzeichen nur die GV von P, die logischen Symbole
' -, A, V,D, =, AV, A eund =, sowie als Hilfszeichen Klammerzeichen,
Kommata und Ziffern zur Unterscheidung der GV.

Die Formregeln von & lauten:
a) GV von 8 sind Terme von K.
b) Sind s und t Terme von R, so sind set und s = t Formeln von K.

c) Sind A und B Formeln von &, so sind auch —A, AA B, Av B,
A DB und A = B Formeln von K.

d) Ist A eine Formel von R, so sind auch AxA und VxA Formeln
von K], wenn x eine GV von R ist.

e) Ist A[x] eine Formel von R, in der die GV x frei vorkommt,
so ist AxA[x] ein Term von K.

Hier liegt, wie in 3.2.1, eine Definition der Begriffe , Term‘und,Formel
durch sog. simultane Rekursion vor. Man iiberzeugt sich wie dort leicht,
daB durch diese Definition die Term- und Formeleigenschaft fiir die
Ausdriicke von 8 zirkelfrei definiert ist, da die Formregeln so gefa$t
sind, daBB wohlgeformte Ausdriicke, d. h. Terme und Formeln, nach
diesen Regeln nur aus wohlgeformten Ausdriicken kleinerer Linge
erzeugt werden. Als Ubungsaufgabe beweise man, daB nach den Regeln
die Term- und Formeleigenschaft fiir alle Ausdriicke von & entscheid-
bar sind.

Die Klammerregeln iibernehmen wir aus P und legen fiir Ausdriicke
der Form AxA[x] Klammerregeln wie fiir AxA [x] fest. Die Ausdriicke
Ax bezeichnen wir wieder als Quantoren i.w.S. Danach konnen wir die
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Bereiche solcher Quantoren, das freie und gebundene Vorkommen von
GV in ihren Bereichen, die freie Umbenennung und Einsetzung wie
fir P festlegen.

Die Semantik fiir die Sprache & wollen wir nicht genauer prizi-
sieren, da sich im Abschnitt 5.6 zeigen wird, daB eine Semantik fiir &
in Entsprechung zu den oben entwickelten intuitiven Vorstellungen
nicht widerspruchsfrei angegeben werden kann. Wir wollen uns daher
damit begniigen, daB wir den Formeln von R aufgrund der ein-
leitenden intuitiven Erlduterungen einen mehr oder minder prézisen
Sinn zuordnen kénnen.

5.1.2 Der Kalkiil )1

Man erhilt einen Kalkiil der Klassenlogik &1, wenn man zu den
Axiomen Al bis A4 von Pl — wobei nun A4 in der Formulierung
AxA[x] D A[x/t] zu verwenden ist, wo t ein beliebiger Term von &
ist! — die folgenden Axiomenschemata hinzunimmt, die das Abstrak-
tions- und das Extensionalititsprinzip ausdriicken:

A10: tedyAly] = A[yt]
All: Ax(xes = xet) Ds=t.

Aus All folgt sofort das Axiom A5, das wir also in &1 entbehren
konnen. Fiir die Identitdt benétigen wir also nur das Axiom A6.

Wenn man das Extensionalitdtsprinzip in der Gestalt All formu-
liert, so muB3 man aus den betrachteten Grundbereichen der Inter-
pretationen Individuen ausschlieBen. Als Individuen bezeichnen wir
dabei Objekte, die keine Elemente enthalten, wie konkrete physische
Gegenstinde, die aber von der Nullklasse verschieden sind. Alle solche
Individuen wiren ja nach All untereinander und mit der Nullklasse
identisch.

Man kénnte das Axiom A10 auch durch das Komprehensionsprinzip

K) VyAx(xey = A[x]) (die GV y soll nicht frei in A[x] vorkommen)

ersetzen, das besagt: zu jedem (durch ein Pradikat in & darstellbaren)
Begriff gibt es eine Klasse, die genau diejenigen Elemente enthilt, die
unter diesen Begriff fallen.

1 Zur Symbolik [A, x/t] vgl. die Festsetzungen auf S. 251f.
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Mit All erhdlt man aus (K) sofort VlyAx(xey = A[x]) und man
kann dann definieren:
AXA[x] 1= wyAx(xey = A(x]).
Dann 1Bt sich A10 beweisen:

telyAly) D tenzAx{xez = Aly/x])
D Vz(Ax(xez = A[y/x]) A tez) T65

D A[y/t].
Ax(xez = Aly/[x]) AF
Aly/t] D Ax(xez = Aly/[x]) A tez) A4, T23
D Vz(Ax(xez = A[y/x]) A tez) T43
D tenz(Ax(xez = Afy/x]) T65
D tedyA[y]. Mit MT4, T44 und (K) kénnen

wir uns dann von der AF
Ax(xez = Aly/x])

befreien und erhalten mit T23
und D3 teAyA[y] = Aly/t].

Umgekehrt folgt aus A10 durch Partikularisierung sofort (K).
Ferner konnte man die Identitdt auch definieren durch
L) s=1t := Ax(sex = tex).

Diese Definition ist inhaltsgleich mit der Leibnizdefinition D9. Wir
erhalten daraus wieder A5 und A6:

s ==t D Ax(sex = tex)
D sedxA[x] = tedxA[x] A4
D Alx/s] = Ax/t] Al0
D Ax/s] D A[x/t].

Umgekehrt kann man aus A5 und A6 auch (L) gewinnen:

s = t D (sez D tez) A6
s=tDt=s Tb65
t == s D (tez D sez) A6
s = t D (sez = tez) D3
s = t D Az{sez = tez) R2.

Die Umkehrung erhilt man wie folgt:
Kutschera, Elementare Logik 20
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Az(sez = tez) D (sefs} = te{s}) A4

D tefs} A5, D17, A10
Dt=s D17, A10
Ds=t T55.

(L) ist also mit A5 und A6 dquivalent. Weder aus A5 und A6 noch aus
(L) ist aber All ableitbar. Man kénnte endlich auch s =t durch
Ax(xes = xet) definieren. Dann wiren All und A6 beweisbar, aber
nicht A6 bzw. (L).

Endlich wollen wir zu den Axiomen von K1 noch das Awswahl-
prinzip hinzunehmen in folgender Fassung:

Al12: Axy(xet A yet D Vz(zex) A mVz(zex A zey)) D VuAx(xet D Vliz(zeu A
zeX)).

Das Auswahlprinzip besagt also: zu jeder Menge ¢ von Mengen, die nicht
leer sind und die keine gemeinsamen Elemente enthalten, gibt es eine
Auswahlmenge %, die mit jedem Element von ¢ genau ein Element
gemeinsam hat. Die Menge # ist also dadurch gebildet, daB man aus
jedem Element von # genau ein Element ,,auswédhlt”. Diese Auswahl
ist freilich nicht als ein in irgendeiner Weise konstruktiver Proze
zu denken, nach dem man die Menge # tatsdchlich angeben kann. Al2
behauptet nur die Existenz einer solchen Menge.

Das Auswahlprinzip wurde zuerst 1904 von E. ZERMELO explizit
formuliert, nachdem es frither, z. B. von CANTOR schon implizit in Be-
weisen verwendet worden warl. Es stellt neben dem Komprehensions-
prinzip ein weiteres starkes Existenzpostulat fiir Klassen dar. Hitte
man das Komprehensionsaxiom in der Fassung AfVyAx(xey = f(x))
zugrunde gelegt, so wire dies Prinzip im Hinblick auf entsprechende
p.l. Auswahlprinzipien iiberfliissig?. In der Formulierung (K) sichert
aber das Komprehensionsprinzip die Existenz von Klassen nur fiir
Begriffe, die sich durch Pridikate in & ausdriicken lassen.

Der Kalkiil &1 soll also die acht Axiome Al, A2, A3, A4, A6, AlO0,
All und Al12 enthalten, sowie die Deduktionsregeln R1 und R2.

Da 91 Teilkalkiil von K1 ist, kénnen wir alle Theoreme von Pl im
folgenden verwenden. Man macht sich leicht klar, daB aufgrund der
hier angenommenen Fassung von A4: AxA[x] D A[x/t] die Theoreme
von Pl auch gelten, wenn wir fiir freie GV Terme von K einsetzen.

1 Zum Auswahlprinzip vgl. auch [13], S. 44 ff.
2 Vgl. S. 276.



5.2 Die elementare Klassenalgebra 307
Ubungsaufgaben :

1. Man untersuche die Giiltigkeit folgender Formeln und beweise
die giiltigen Formeln in K1:

AxVyAz(zey = z = X)
AuvVyAz(zey =z =uv z = v)
AxVy(xey)

AxVy(yex)

Axy(xey D —yex)

Ax(xey) =v.

2. Beweise das Metatheorem MT$H fiir K1,

5.2 Die elementare Klassenalgebra

In diesem und im folgenden Abschnitt wollen wir einige einfache
Definitionen und Sétze aus der Fiille der mengentheoretischen Begriffs-
bildungen herausheben.

Zu zwei Klassen ¢ und b kann man eine Klasse ¢ bilden, die genau
diejenigen Elemente enthilt, die sowohl in @ wie in & enthalten sind.
Diese Menge bezeichnet man als Durchschnitt der Klassen 4 und 6 —
symbolisch a~b. Wir definieren also:

D18: tns := Az(zes A zet).

Veranschaulicht man eine Klasse graphisch durch eine umgrenzte
Fliche, ihre Elemente durch die Punkte dieser Fliche, so erhilt man fiir
den Klassendurchschnitt folgendes Diagramm:

Dabei deutet die schraffierte Fliche den Durchschnitt a~b an.

Ist a der Umfang des Begriffes f, b der Umfang des Begriffes g,
so ist a ~ b also der Umfang des Begriffes f A g. Ist @ die Klasse der
Einwohner Miinchens, b die Klasse der Kleingirtner, so ist an b die
Klasse der Miinchner Kleingéirtner. Ist 4 die Klasse der Hundebesitzer,
b die Klasse der Katzenbesitzer, so ist a ~ b die Klasse derjenigen Men-
schen, die sowohl Hunde wie Katzen besitzen.

I\\\\\\\\l

20*
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Zu zwei Klassen 4 und & kann man auch die Klasse ¢ derjenigen
Elemente bilden, die in @ oder b enthalten sind. Diese Klasse ¢ nennt
man die Vereinigung der Mengen a und & — symbolisch a L b:

D19: sut = Az(zes v zet).

Das Diagramm fiir die Vereinigungsmenge hat folgende Gestalt:

7
CL)

Dabei deutet die schraffierte Fliche die Vereinigung auw b an.
Ist a der Umfang von f, b der Umfang von g, so ist danach a & der
Umfang des Begriffes f v g. In den oben angefiihrten beiden Beispielen
fiir die Klassen a und b ist au b nun die Klasse der Menschen, die in
Miinchen wohnen oder einen Kleingarten betreiben, bzw. die Klasse
der Hunde- oder Katzenbesitzer.

Zu einer Klasse ¢ kann man endlich auch die Komplementirklasse
— symbolisch @ — bilden, die genau diejenigen Elemente enthilt, die
nicht in @ enthalten sind:

D20: s := Az —zes.

Im Diagramm stellt sich diese Menge so dar:

=0

Dabei soll die schraffierte Fliche alle Punkte enthalten, die nicht
in a liegen.

Ist a der Umfang des Begriffes f, so ist demnach a der Umfang des
Begriffes —f. Ist a die Menge der Akademiker, so ist & die Menge der
Nicht-Akademiker, ist 4 die Menge der Raucher, so ist @ die Menge
der Nichtraucher, usf.

Mit den Operatoren N, v und ~ kénnen wir nun aus Termen neue
Terme erzeugen. Zur Einsparung von Klammer setzen wir dabei
fest, daB der Operator ~ stirker als » und v, der Operator n stéarker
als L binden soll. Die Aussagen der elementaren Klassenalgebra sind
dann Gleichungen zwischen Termen, die aus Klassenvariablen (GV)
sowie den Konstanten A und V, die wir in 5.1 definiert hatten, mit



5.2 Die elementare Klassenalgebra 309

Hilfe der Operatoren n, U und ~ aufgebaut sind. Solche Gleichungen
sind etwa folgende Theoreme:

T78: sut=tus (Kommutativitdt der Vereinigung)
T79: snt=tns (Kommutativitit des Durchschnitts)
T80: (swt)ur=su (tur) (Assoziativitit der Vereinigung)
T81: (snt)Anr=sn(tnr) (Assoziativitit des Durchschnitts)
T82: su(snt)=s

T83: sn(sut)=s (
T84: sus =V

T85: sAs =A

- T86: su (tnr) = (sut)n(sur)
T87: sn(tur) =sntusnr

Absorptionsgesetze)

(Distributive Gesetze)

Da man diese Theoreme mit Hilfe der Definitionen D15, D16, D18,
D19 und D20 und einfacher a.l. Gesetze beweisen kann, fithren wir
hier nur einen Beweis vor. Man erhilt z. B. T80 wie folgt:

(svt)yur = Az(zesU t v zer) D18
= Az((zes v zet) v zer) D18
= Az(zes v (zet v zer)) TI18
= Az(zes v zet U T) D18
=suv(tur) D18

Als Postulate fiir diec Operationen r, \w und ~ iiber einem Grund-
bereich K von Klassen definieren die Theoreme T78 bis T87 in Ver-
bindung mit der Theorie der Identitdt eine algebraische Struktur, die
man als komplementiren, distributiven Verband bezeichnet: die Theoreme
T78 bis T83 besagen, dafl die Operationen mn, v auf K einen Verband
bilden, T84 und T85, daB dieser Verband komplementir ist, und T86,
T87, daB er distributiv ist. Solche Verbinde nennt man auch BooOLE-
sche Verbinde oder BoOLEsche Algebren.

Den Kalkiil mit den Axiomen T78 bis T87 und A5 sowie den Deduk-
tionsregeln s =tkt=s und s =tk {[s] = f[t], wo f[s] ein Term
ist, aufgebaut aus GV mit A, V, n, v und = und {[s] durch Ersetzung
von s durch t an einigen Stellen in f[s] entsteht, wollen wir 8 nennen.
Wir geben einige einfache Beweise in 8 an. Die Theoreme von B sind
dann auch Theoreme von K1, da die Axiome von 8B in &1 beweisbar
sind und die Deduktionsregeln beweisbare Ableitungsbeziehungen dar-
stellen (vgl. R1, T55, T66).
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T88: sUA=s
Beweis: su(sns)=s T82
suA=s T85

T89: snV=s
Beweis: sn(sus)=s T83
snAV=s T84

T90: Fsus=s
FRISY

Beweis: su(snV)=s T82
sUSs=3s T89

T91:i Esn s=s

Beweis: sn(sUA)=s T83
sNAs=s T88
T92: suV=V
Beweis: su(sns)=s T82
SU(su(sns) =suU
(susjulsns)y=V T80, T84, T78
Vus=V T84, T91, T78
suV=V T78
T93: snA=A
Beweis: sn(sus)=s T83
sSN(sn(svus) =T

SNs
(Sns)n(sus)=A T81, T79, T85
Ans=A T79, T85, T90
sNnA=A T79

T94: s=tk(Sut)m(tus) =V

Beweis: s=1t

Sut=V T84, T78
t=s
tus=V T84, T78

Gut)a(tus)=VuV=V T90
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T9: (Sut)m(tus)=VEks=t
Beweis: Gut)n(?us) ==
('s‘ut)n(?us)mt:t T89

GBut)n(tntusnt)=t T87, T79
Gutin(sntj=t T79, T85, T8
(Sns)ntusn(tnt)=t T87, T79, T81
Antusnt=t T85, T79, T9l

snt=t T93, T88

Ebenso erhilt man snt=s und daher
s =t.

Zwischen den Theoremen der Klassenalgebra und den Theoremen
der A.L. besteht nun eine enge Beziehung. Um diese Beziehung heraus-
zuarbeiten, ordnen wir zunichst den Termen der Klassenalgebra For-
meln der AL. zu: Ein Term der Klassenalgebra ist aus GV und den
Konstanten A, V mit den Operatoren », U und ~ zusammengesetzt.
Da wir die Konstanten V und A nach T84 und T85 eliminieren kénnen,
geniigt es im folgenden Terme zu betrachten, die keine solchen Kon-
stanten enthalten. Einem solchen Term t ordnen wir nun die Formel
A, der AL. zu, die aus t entsteht durch Ersetzung der Operatoren n,
v, ~ durch die Operatoren A, v und —, und durch Deutung der GV
von t als Satzvariablen. Da sich umgekehrt jede a.l. Formel in den
Operatoren A, v, — darstellen 148t, ist auch jeder a.l. Formel ein Term
zugeordnet, der durch Ersetzung von A, v, - durch n, U, ~ entsteht.
Diese Zuordnung ist eineindeutig.

Nach T94 und T95 kann man jede Aussage der Klassenalgebra
s = r &quivalent in eine Aussage der Gestalt t =V umformen. Es
gentigt also, Aussagen dieser Form zu betrachten. Es gilt dann der Satz

5.2.1 Eine Aussage t = V ist ein Theorem der Klassenalgebra genau
dann, wenn A, ein Theorem der A.L. ist.

Beweis: Ist t =V eine Formel der Klassenalgebra, so kann man
die GV x,,..., %, in t ersetzen durch die Terme Az(zex;,) (i =1,...,n),
wo z eine feste GV sei. Wegen x; = Az(zex;) entsteht dadurch eine
dquivalente Formel. Ersetzt man weiterhin AzA ~ zB durch 1z(A A B),

AzA U AzB durch Az(A v B) und JzA durch Az —A, so entsteht wegen
D18 bis D20 aus t ein Term der Gestalt AzC(z], so daB gilt: t = AzC[z]



312 5 Klassenlogik

und C[z] ist mit Hilfe der a.l. Operatoren aus atomaren Bestandteilen
der Form zex; zusammengesetzt. Es gilt also: 4zC[z] = V, und somit
wegen All und D16 AzC[z], ist mit t = V dquivalent. AzC[z] ist aber
genau dann ein Theorem, wenn C[z] ein Theorem der A.L. ist, und
C[z] ist ein solches Theorem genau dann, wenn die Formel C gleicher
Struktur, die aus C[z] durch Ersetzung der atomaren Bestandteile
zex; durch x; hervorgeht, ein a.l. Theorem ist. C ist aber mit A, iden-
tisch.

Da der Term t = (Sur) A (T Us) in die Formel A, = (mA v A)) A
(—A, v A,) iibergeht, die mit (A,DA) A (A, DA,), also mit A, = A,
dquivalent ist, so gilt auch: s = r ist ein Theorem der Klassenalgebra
genau dann, wenn A, = A, ein a.l. Theorem ist.

Damit kénnen wir nun das a.l. Entscheidungsverfahren aus 1.2.4
zur Bestimmung der Giiltigkeit von Theoremen der Klassenalgebra
verwenden und konnen a.l. Theoreme direkt in Theoreme der Klassen-
algebra iibersetzen. Wir erhalten z.B. aus T24, T27, T28 so die Theoreme:

I

T96: s =
T97: snt=sut
T98: sut=TSsnt.

Und aus T82, T83 und T93 erhalten wir umgekehrt die a.l. Theoreme
Av((AAB)=A, AA(AvB)=A AAr(BaAr-B)=Ba-B

Nach diesem Ubersetzungsverfahren kann man aus %8 auch einen
Kalkiil der A.L. erhalten, den man als dquivalent mit %1 erweisen kann.
Es sei dem Leser als Ubungsaufgabe empfohlen, diesen Aquivalenz-
beweis durchzufithren. Klassenalgebra und A.L. haben also die gleiche
algebraische Struktur, die Struktur eines BooLEschen Verbandes.
Diese Bezeichnung geht auf G. BOOLE zuriick, einen der Begriinder
der modermen Logik, der zuerst einen Kalkiil angegeben hat, den er
sowohl im Sinne der Klassenalgebra wie auch im Sinne der A.L.
deutetel.

Im Rahmen der Klassenalgebra lassen sich auch zwei weitere wich-
tige Begriffe definieren, Inkiusion und Differenz:

Die Beziehung eines Begriffes f zu einem Begriff g, die besteht,
wenn g Oberbegriff von f ist, d. h. wenn alle Dinge, die unter den
Begriff f fallen, auch unter g fallen, kann man durch die Formel
Ax(f(x) D g(x)) ausdriicken. Geht man von den Begriffen zu ihren Um-

1 Vgl. dazu 6.2.
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fingen tiiber, so besagt die entsprechende Beziehung Az(zea D zeb),
daB die Klasse a in der Klasse b enthalten ist, oder daB a Teilmenge
von b ist. Diese Beziehung nennt man auch Klasseneinschlufbeziehung
oder Inklusion und symbolisiert sie durch aCb. Wir definieren:

D21: sCt := Az(zes D zet).

Diese Beziehung stellt sich im Diagramm wie folgt dar:

4

©

Es gilt nun der Satz:
T99: sCt=sut=V.

Beweis: sCt = Az(zes D zet)
= Az(—zes v zet)
= Az(—zes v zet) = V
=sut=V.

Danach kénnte man die Inklusion auch durch sCt:=sut=V
definieren. Ihr entspricht in der a.l. Ubersetzung die Implikation, d.h.
es gilt nach T99 und 5.2.1: sCt ist dquivalent mit A;D A, Wir
erhalten daher aus T1, T6 und D3 sofort die Theoreme:

T100: sCs (Reflexivitat)
T101l: sCtAatCr D sCr (Transitivitit)
T162: sCtAtCs D s=1t (Antisymmetrie).

Da nach T100 jede Menge Teilmenge von sich selbst ist, so gebraucht
man fiir manche Zwecke auch eine engere Inklusionsbeziehung, die
besagt: a ist echte Teilmenge von b — symbolisch a © b:

D22: sCEt:=sCtaszt.

Als Differenz zweier Mengen a und & — symbolisch a—b — bezeichnet
man die Menge der Elemente aus 4, die nicht in b enthalten sind:

D23: s — t := Az(zes A —zet).
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Im Diagramm stellt sich diese Menge als schraffierte Flache so dar:

=D

Nach D23 gilt offenbar:
T103: s — t = s~ t.

Danach kann man die Differenz s — t im Rahmen der Klassenalgebra
auch durch su 't definieren.

Zum AbschluB wollen wir noch auf eine Verallgemeinerung der
Durchschnittsbildung hinweisen, die nicht mehr in den Rahmen der
elementaren Klassenalgebra gehéort: Ist 4 eine Menge von Mengen, so
kénnen wir die Menge b bilden, die genau diejenigen Elemente enthilt,
die in allen Elementen von @ enthalten sind, also den Durchschnitt
aller Elemente von a. Diese Menge b nennt man den Durchschnitt von
a — symbolisch N a.

D24: Ns := AzAy(yes D zey).

In entsprechender Weise bezeichnet man die Menge ¢ der Elemente,
die in mindestens einem Element von a enthalten sind, also die Ver-
einigung der Elemente von «, als Vereinigung von a — symbolisch U a.

D25: Us := AzVy(yes A zey).
Es gelten dann die Theoreme

T104: Ay(yesDNsCy).

Beweis: yes AF
zeN's AF
Au(ues D zeu) D24, A10
yes D zey T42
zey R1

yes D (ze N s D zey) MT4
yes D Az(ze Ns Dzey) R2
Ay(yes D NsCv) T38, D21

T105: Ay(yes D yC Us)
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Beweis: yes AF
zey AF
Vy(yes A zey) T23, T43
zeUs D25, A10

yes D (zey D ze Uss) MT4
yes D Az(zey DzeUs) R2
Ay(yesDyCUs) T38, D21

Chungsaufgaben:

1. Beweise folgende Sitze:

ACs sC(tnr) =sCtasCr
sCV sutCr=sCratCr
sntCs sCt=sut=t
sCsut sCt=snt=s
s—(s—t)y=snt sCt=tCs
sn{t—r)=(snt) —(snr) sCtds—t=A

s=ADNs=V
s=VDONs=A

2. Beweise die Aquivalenz von Al mit dem Kalkiil, der aus der oben
angegebenen Ubersetzung von %8 in die Sprache der A.L. entsteht!

5.3 Relationen und Funktionen

Wir wollen nun auf die Definierbarkeit der Relationen im Rahmen
der Sprache & eingehen, die wir im Abschnitt 5.1 angekiindigt hatten.
Dazu setzen wir in Verallgemeinerung der Definition D17 zunichst
die Definition an:

D26: {sy,...,s}i=Az(z=sV...vzZ=s5).

{a;,..., a,} ist demnach die Menge, die genau die Elemente a,,..., a
enthdlt.

Es soll nun das geordnete Paar (a, b) der Mengen a, b definiert
werden. Dafiir konnen wir nicht setzen {a, b}, denn wegen T15 gilt
{a, b} = {b, a}. Nach WIENER und KURATOWSKI kann man das geord-
nete Paar aber wie folgt einfiihren:

D27: (s, t) 1= {{s}, {s, t}}.

n
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Damit diese Definition addquat ist, muB3 gelten:

TIOG: (S, t) = <S', t') =s=58 At=1t"

Beweis:
1) (s, t) = (s, t') AF
2) s=t AF
{s, t} = {s} D17
G 1) = ) D27
Az(ze{{s}} = ze{{s'}, {s', t'}}) All, (1)
(= 53 = 5. )
s=¢s =1t
s=s'At=1t’
3) s=tDs=sAt=t MT4, (2)
4) s#£t AF
5) Az(ze{{s}, {s, t}} = ze{{s'}, {s’, t'}}) D27,(1),All

{syef{s’}, {". t'})
{=81v =601

s=s'v(s=sas=t) D26
6) s=s5'
{s, he{{s} ", t'}) ()

{s,t} ={s}v {s, t} = {s', t'}

(s=s'Aat=¢)v(s=s'at=t)v(s=t'at=5s)

s=s'at=thv(is=tat=5s) 4)
s=s'at=t (6), (4)
s#tDs=s"at=1t MT4, (4)
s=tvs#tDs=sat=1t (3)
s=s'At=1t

t)y=(t'Yds=s'at=t MT4, (1)
s=s'At=t'D(s, t) =, t') T66

ty=((thYy=s=srt=t

Man kann dann die geordneten #n-tupel fiir » > 2 induktiv definieren
durch

D28: (sp,..., 8,410 i= {{(Sps--+»Sp) Spp1)-

Daraus erhilt man dann wieder den Satz (s;,...,s,) = {t;,..., t,) =
S;=t; A ... As, =t,. Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe
iiberlassen.

C" sei die Klasse aller n-tupel:



5.3 Relationen und Funktionen 317
D29: C* := AxVy,... yu(x =Yy, -» Yo))-
Als n-stellige Relation bezeichnen wir dann eine Menge von #-tupeln:
D30: R™r) :=rCC".
Fir (sq,..., s,)er schreiben wir auch r(sy,...,s;):
D31: r(sy,...,s,) := {(Sp..., Sy)er.

Damit ist nun die Definierbarkeit der Relationen durch Klassen
nachgewiesen: JIst f(x,,..., x,) eine wu-stellige Beziehung, so ist
MWV x,(f(x,. .., %) A Y = (%,,...,x,)) die zugehorige Relation, die
wir in 5.1 als Ax;... x,f(%,,..., x,) geschriecben haben, und die Be-
ziehung x,,..., %,¢f wird nun durch (x,,..., x,)ef ausgedriickt. Die
Ausdriicke Ax;... x,f(%;,...,%,) und x,,..., x,¢f konnen wir dann
als Abkiirzungen der entsprechenden Ausdriicke von K auffassen.

Es seien nun noch die Definitionen einiger weiterer mengen-
theoretischer Begriffe angegeben, die wir frither zur Prizisierung der
Semantik verwendet hatten.

Als Cartesisches Produkt a X b zweier Mengen a und b bezeichnet
man die Menge aller geordneten Paare, deren erstes Glied Element von
a, deren zweites Glied Element von b ist:

s X t = AzVXy(xes A yet A 2 = (X, y)).

Das Cartesische Produkt der Mengen {a, b} und {c, 4} ist demnach die
Menge {(a, c), {a, d), {b, c), (b, d)}.

Als n-te Cartesische Potenz einer Menge a bezeichnet man dann das
Produkt @ X a4...x a mit n gleichen Faktoren. Es gilt also C? =
V X V.

Als Potenzmenge P(a) einer Menge a bezeichnet man die Menge aller
Teilmengen von a:

P(s) := 2z(zCs).

Es gilt dann AzR%z) = P(V X V) == P(C?. Die Potenzmenge der
Menge {a, b, c} ist die Menge {A, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, c}}.

Als Vorbereich einer zweistelligen Relation 7 bezeichnet man die
Menge der Erstglieder von Elementen von 7, als Nachbereich die Menge
der Zweitglieder von Elementen von 7:
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D,(r) := AxVyr(x, y)
D,(r) 1= AyVxr(x,y).

Als Feld der Relation 7 bezeichnet man die Vereinigung ihres Vor- und
Nachbereichs:

E(r) := D;(x) v Dy(r).

Der Vorbereich der Relation ,x ist Elternteil von y¢ ist demnach die
Menge der Eltern, der Nachbereich ist die Menge der Kinder und das
Feld ist die Menge aller Menschen.

Zur Anwendung dieser Begriffe sollen nun noch einige einfache
Eigenschaften zweistelliger Relationen betrachtet werden. Wir defi-
nieren:

Refl(r) := Ax(xeF(r) D 1(x, x)) — 1 ist reflexiv
Trans(t) := Axyz(r(x, y) A r(y, z) D1(x,2)) — r ist transitiv.
Sym(r) 1= Axy(r(x, y) D r(y, x)) — 1 ist symmetrisch.
Es gilt dann:

Trans(r) A Sym(r) D Refl(r).

Beweis: Ist r symmetrisch, so gilt offenbar D,(r) = D,(r) = F(r).
Aus xeF(r) erhalten wir also: es gibt ein y, so daB r(x, y). Also gilt auch
r(y, x), und wegen der Transitivitit von r: r(x, y) A 1(y, x) D r(x, X),
also r(x, x).

Eine transitive und symmetrische Relation nennt man eine Agqui-
valenzrelation

Eq(r) := Sym(r) A Trans(r).

Als Aquivalenzklassen von r bezeichnet man Klassen solcher Elemente,
die zueinander in der Beziehung 7 stehen. Ist 7 z. B. die Beziehung
,gleichfarbig’, so sind die Aquivalenzklassen von » die Klassen gleich-
farbiger Dinge, also die Klasse der roten, die der griinen, die der blauen
Dinge usw. Als Aquivalenzklasse des Objekts a bzgl. 7 bezeichnet man
die Klasse der Dinge, die zu & in der r-Beziehung stehen:

Egk(s, 1) := Az 1(s, z).
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Wir sagen ferner, eine Menge a von nichtleeren Mengen a; sei eine
Teilung der Menge b (in disjunkte Teilmengen), wenn jedes Element
von b in genau einer der Mengen a; enthalten ist. Im Diagramm sieht

das so aus:

Dabei reprisentieren die Rauten und Rautenteile die Mengen a,.
Definiert man:

T(s, t) = Us=tAAx(xesDxXx F#A) A AXy(xesA yeSA X A YD XNy = A),
so gilt der Satz, daB die Menge der Aquivalenzklassen von 7 das Feld
von 7 teilt:
Eq(r) D T(AzVx(xeF(r) A z = Eqk(x, 1)), F(1)).

Beweis: Wir setzen ¢ := AzVx(xeF(r) A z = Egk(x, 1)) und finden:

1) Uc=PF(rj: yeUc Vz(zec A yez)

Vz(Vx(xeF (1) A z = Eqk(x, 1)) A yez)
Vx(xeF(r) A yedzr(x, z))

Vx(xeF (1) A 1(x, y))

yeD,(r)

yeF(r).

Denn aus Eq(r) folgt Sym(r) und daraus D,(r) = D,(r) = F(r). Mit All
erhalten wir also Uc = F(r).

2) yecDy #A:

T 1 1 1

yec
Vx(xeF(r) A y = Eqk(x,1)). Aus Egq(r) folgt Refi(r), also
Ax(xeF(r) O r(x, x)), also
Vx(xey) und
y#A.
3) uecAvecAuzxEvIOunv=A:
Aus

usC A vec A u# v folgt: es gibt ein x und ein y mit x#y und
u = Eqk(x, 1) und
v = Eqk(y, 1).
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Aus der Annahme

1) unvs#A folgt: es gibt ein z, so daB
ZEU A ZEV, also
r(x, z) A 1(y, z), wegen Sym(r) also
1(x, z) A 1(z, y) und mit Trans(r)
r(x, y). Damit gewinnen wir

2evIr1(x,y) A 1(y, z) Dr(x,z) Dzeu und

zeu Dr1(X, z) Dr(z, X) A (X, y) D1(z, ¥y) D1(y, z) Dzev, also
Zev = zeu und daher

v=u

im Widerspruch zur Annahme u % v. Die Annahme (1) mu8 also falsch
sein. Es muB also gelten unv = A, was zu beweisen war.

Als Funktionen bezeichnen wir wieder nacheindeutige Relationen.
Wir definieren:

N(r) := Axyz(r(x, y) A 1(x, 2) Dy = z) — 1 ist nacheindeutig
T := R¥r) A N(1) — rist eine einstellige Funktion.

Der Definitionsbereich der Funktion r ist dann D,(r), der Wertevorrat
D,(r). Setzen wir

r~ 1= AxVyz(x = (z, y) A 1(y, 2)),

so besagt N(r~!), daB r voreindeutig ist. Eine umkehrbar eindeutige
Funktion wird also definiert durch

T =TANEY.

Weitere Grundbegriffe zur Charakterisierung von Funktionen lassen
sich dann wie folgt definieren:

st :=TAD,(r) =s — r ist eine Funktion auf der Menge s.

sTt := sT A D,(r)Ct — r bildet die Menge s in die Menge t ab.
-+

stt:=sT A Dy(r) =t — r bildet die Menge s auf die Menge t ab.
> > -+

stt:=rAsrt — r ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung

der Menge s auf die Menge t.
r(s) := x((s, x)er) = — der Wert der Funktion r fiir das Argument s.
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Man kann ferner die Begriffsbildungen aus 4.4 auf Relationen tiber-
tragen in der hier zugrunde gelegten Charakterisierung. Es geht dann
die Definition D10 des Relationsprodukts iiber in

rof := AzVxyu(z = (x, y) A 1(x, u) A (u, y)).
Und die Definition der Relationskette erster Art D13 geht iiber in

7%= A2'Vxy(z’ = (X, y) A xeF(r) A Az(Auv(uez A 1(u, v) Dvez) A xe2D
yez)).

Allgemein lassen sich die Aussagen der P.L. 2. Stufe bei Ersetzung
. von Begrifien 1. Stufe durch ihre Umfinge iibersetzen in Aussagen von
!. Aus Aussagen iiber das Zutreffen eines Begriffes auf einen Gegen-
stand werden dabei Aussagen iiber die Zugehorigkeit eines Elements
zu einer Klasse, aus Aussagen tiber alle Begriffe werden Aussagen iiber
alle Klassen. Da Klassen Gegenstinde sind, entfillt in dieser Uber-
setzung der kategoriale Unterschied zwischen Begriffen 1. Stufe und
Objekten. Damit entfidllt dann auch der Unterschied zwischen Be-
griffen 2. und 1. Stufe und allgemein der Unterschied zwischen Begriffen
verschiedener Stufe.

In diesem Sinn enthilt die Sprache & die Ausdrucksméglichkeiten
der p.l. Sprachen. Sie enthilt aber zusitzlich weitere Ausdrucksmoglich-
kerten, da man in einem Allsatz Aussagen iiber beliebige Klassen,
d. h. iiber Begriffe beliebiger Stellen- und Stufenzahl, machen kann.
Insbesondere kann man auch vom Zutreffen oder Nichtzutreffen eines
Begriffes auf sich selbst sprechen, denn xex ist eine Formel von R,
wihrend f(f) keine Formel der P.L. ist.

Die klassenlogischen Systeme sind die stirksten Logiksysteme.
Wegen ihrer Anwendung zur Grundlegung der Mathematik rechnet
man sie oft nicht mehr der Logik, sondern der Mathematik zu. Von
traditionellen wie von systematischen Gesichtspunkten ist es aber wohl
besser gerechtfertigt, die Theorie der Begriffsumfinge wie die Theorie
der Begriffe selbst der Logik zuzurechnen.

Ubungsaufgaben :
1. Beweise den Satz
T(s, t) A Axy(r(x, y) = Vz(zes A xez A yez)) D Eq(r) A F(r) = t.

(Eine Teilung s der Menge t induziert auf t eine Aquivalenzrelation)

Kutschera, Elementare Logik 21
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2. Beweise bei Zugrundelegung der angegebenen Definition fiir
Relationsketten 1. Art r>° im klassenlogischen Rahmen mit der Defi-
nition r>% := r o r>° die Theoreme T74, T75, T76 und T77!

5.4 Ein logisches Modell der Peanoaxiome

Als Logizismus bezeichnet man die Auffassung, nach der alle mathe-
matischen Begriffe durch logische Begriffe definiert und alle mathe-
matischen Sidtze mit Hilfe dieser Definitionen als logische Theoreme
bewiesen werden kénnen. Danach besteht also kein wesentlicher Unter-
schied zwischen Logik und Mathematik, sondern nur ein praktischer
Unterschied im Wissenschaftsbetrieb, insofern sich die Logiker vor-
wiegend mit Grundlagenfragen, die Mathematiker vorwiegend mit dem
Aufbau komplexerer Theorien auf diesen Grundlagen beschiftigen. Im
Gegensatz zur Auffassung KaNTs haben in dieser Auffassung die Sitze
der Mathematik nicht synthetischen sondern analytischen Charakter
und man hat fiir die Mathematik kein eigenes Erkenntnisvermégen und
keine eigenen synthetischen Grundprinzipien anzunehmen.

Diese These ist schon von LEIBNIz vertreten worden. Es war aber
FREGE, der sie zuerst genau formulierte! und der zuerst ein System der
Klassenlogik aufbaute, das hinreichend stark war zu einer Umsetzung
des logizistischen Programms in die Tat. Schon in seiner ersten logischen
Arbeit, der Begriffsschrift zielte er auf die Begriindung der Arithmetik
ab, als er im Anhang den Grundbegriff der Reihenlehre, den Begriff
der Relationskette einfithrte. In den Grundlagen der Arithmetik von 1884
und ausfithrlicher noch in den Grundgesetzen der Avithmetik von 1893
hat er dann eine exakte logische Begriindung der Arithmetik angegeben.
Unabhingig von ihm hat auch DeEDEKIND 1887, allerdings ohne auf ein
prézisiertes klassenlogisches System Bezug zu nehmen, auf dhnlichem
Weg eine logische Definition der natitirlichen Zahlen formuliert.

Da das Programm des Logizismus fiir die moderne gegeniiber der
traditionellen Logik charakteristisch ist — im Rahmen der Syllogistik,
einem Teilsystem der elementaren P.L., kann man, wie BooLE bemerkt
hat, nicht einmal die logischen SchluBweisen darstellen, die in der
Arithmetik gebraucht werden, geschweige denn die arithmetischen
Grundbegriffe definieren — wollen wir hier dieses Programm am Bei-
spiel der logischen Begriindung der Arithmetik erldutern.

1 vgl. [17].
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Wir haben im Abschnitt 4.5 gesehen, daB die Peanoaxiome die
Reihe der natiirlichen Zahlen vollstindig charakterisieren. Die Aufgabe
ciner logischen Begriindung der Arithmetik besteht also darin, fiir die
Grundbegriffe dieser Axiome, fiir die Null, die Nachfolgerfunktion und
fiir die Klasse der natiirlichen Zahlen logische Definitionen, also Defi-
nitionen im Rahmen der klassenlogischen Sprache & anzugeben und
mit Hilfe dieser Definitionen die Peanoaxiome in &1 zu beweisen.

Wenn wir frither die Peanoaxiome in der Sprache der P.L. formuliert
haben, so miissen wir sie jetzt in die Sprache & iibersetzen. Da es nun
auch darauf ankommt, die Klasse der natiirlichen Zahlen selbst zu
definieren, miissen wir eine Konstante, wir wihlen ,, N, fiir diese
" Menge in die Axiome selbst einfithren. Sie nehmen dann folgende
Gestalt an:

al: OeN

a2: Ax(xeN D x'eN)

a3: Axy(xeN AyeN AX =y Dx=y)

ad: Ax(xeN D x' 3£ 0)

ab: Az(Oez A Ax(xeN A xez D x'ez) D Ax(xeN D xez)).

Der Einfachheit wegen geben wir nicht die Definitionen FREGES
oder DEDEKINDS an, sondern die Definitionen, die auf J. v. NEUMANN
zuriickgehen. Danach setzt man:

1) 0:=A

2) s'i=su{s}

3) I(s) := Oes A Ax(xes D x'es) (s ist eine induktive Klasse)
4) N :=N2xI(x).

Man erhilt dann folgende Zahlenreihe:

0 = A,

7:=0 =AU{A} = {A} = {0},

2:= 7' = {AU {{A} = (A (A} = (0,7},

3:=2 = {A (N}O{A (N) = A AL A (A} = 0,7, 2), ust.

Wir beweisen nun die Peanoaxiome:

al) Ax(I(x) D Oex) 3)
0edzAx(I(x) D zex) Al0
0eN (4), D24
21
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a2) xeN AF
Ay(I(y) O xey) (4), D24
Ay(I(y) D (xey 2 x'ey)) (3)
Ay(I(y) D x'ey)
x'eN (4), D24.

Daraus erhilt man mit MT4 und T38 a2.

ad) xe{x} D17
xex U {x} D19
xex’ 2
x %A D15
xeN D x' # A Al

Daraus erhilt man a4 mit T38 und (1).
Die Beweise fiir a3 und a5 fiihren wir iiber die Hilfssitze:

HS1: Az(Oez A Ax(xez D x'ez) D Ax(xeN D xez)).

(Dieser Satz enthilt das sog. schwache Induktionsprinzip.)

Beweis:

Oez A Ax(xez D x'ez) AF

I(z) 3)

xeN D xez T104, (4)

Daraus erhdlt man mit T38 und MT4 die Behauptung.
HS2: Axy(xeN A yex Dy Cx).

Beweis: Wir setzen a = AxAy(yex D y Cx) und erhalten

«) Osa: Denn Ay(yeA Dy CA) folgt aus Ay(—yeA).

B) Ax(xea D x'ea):

xea AF
Ay(yex Dy Cx)

yex’ AF(y)
yeEXvy=xXx (2)
yCxvy=x

yCx

yCxu {x}
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yCx’'
Ay(yex' Dy Cx’) MT4, (y), T38
x'ea.

Daraus erhdlt man mit MT4 und T38 die Behauptung ().

Ax(xeN D xeza) (a), (8), HS1
Ax(xeN D Ay(yex D y Cx))
Axy(xeN A yex D y Cx).

a3)xeN AyeN A x' =y’ AF ()
xex' 2)
xey’ (o), All
xey U {7} @)
XEYVR =Yy
xCy HS2, («)

Ebenso erhilt man yCx aus yey’, also

xCyayCx also
X=y T102.

Mit MT4 und T38 erhilt man daraus a3.
ab) Oez A Ax(xeN A xez D x'ez)  AF(y)
Wir setzen z* := Ay(yeN A yez) und finden dann:
o) Oez*: wegen OeN und (y).

B) Ax(xez* D x'ez*):

xez* AF
xez A xeN

X'ez )
x'eN a2
x'ez*. ‘

Mit MT4 und T38 erhdlt man daraus ().
Aus (y) folgt also wegen (a) und (8) mit HS1

Ax(xeN D xez*)
Ax(xeN D xeN A xez)
Ax(xeN Dxez).
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Mit MT4 und T38 erhilt man daraus dann a5.

Damit sind die Peanoaxiome bewiesen und es ist gezeigt, daB sich
die Arithmetik im Rahmen des Systems 81 begriinden 148t. Insbesondere
ist also nach den Definitionen (1) bis (4) das Induktionsprinzip, das
oft als typisch mathematisches Prinzip angesehen wird, ein logisches
Theorem.

Damit man mit den hier definierten Zahlen auch endliche Mengen
zdhlen kann, wird man definieren: Die Anzahl einer Menge a ist die
natiirliche Zahl »#, wenn es eine ein eindeutige Abbildung von @ auf n

>
gibt, d. h. wenn gilt Vr(ar n).

Hat man einmal die natiirlichen Zahlen definiert, so kann man, wie
das aus der Mathematik geldufig ist, die ganzen, die rationalen, die
reellen und die komplexen Zahlen im Rahmen der Klassenlogik defi-
nieren!. Tatsichlich kann man sagen, dafB sich alle Begriffsbildungen
der Mathematik im Rahmen des Systems £1 nachzeichnen lassen,
daB K1 also eine ausreichende Basis fiir die logische Begriindung der
Mathematik liefert.

5.5 Das Problem der Geschlossenheit des Aufbaus der Logik

Im Zusammenhang mit den in den voraufgehenden Abschnitten ent-
wickelten mengentheoretischen Begriffsbildungen und der Begriindung
des Induktionsprinzips wollen wir noch kurz auf einen Punkt eingehen,
der von Bedeutung ist fiir die systematische Beurteilung des Aufbaus
der Logik.

Wenn man die Sprache eines Logiksystems syntaktisch und seman-
tisch aufbaut und einen Kalkiil in dieser Sprache angibt, so mufl man
dazu eine bereits vorhandene Sprache, die Metasprache verwenden.
Man benétigt aber nicht nur diese Sprache, sondern auch logische Hilfs-
mittel, wie etwa das Induktionsprinzip zum Beweis syntaktischer Meta-
theoreme und mengentheoretische Hilfsmittel beim Aufbau der Seman-
tik. Es erhebt sich so die Frage, ob man, um eine prizise Logik auf-
bauen zu kénnen, nicht immer schon eine prizise Logik voraussetzen
muB.

1 Vgl. dazu [46].
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Tatsédchlich ist aber die metatheoretisch verwendete Logik von der
formalisierten Logik nicht ginzlich verschieden. Vielmehr wollen wir
ja in formalisierten Systemen gerade die intuitive Logik, die wir auch
metatheoretisch verwenden, prézisieren und die Prizisierung bleibt
nicht ohne Riickwirkung auf die metatheoretisch verwendeten SchluB-
weisen. So kann man z.B. die p.l. SchluBweisen, die in der Semantik
von P verwendet werden, im Kalkiil P1 auf ihre Giiltigkeit hin priifen
und man wird nur solche SchluBweisen zulassen, die sich auch im Kal-
kiil rechtfertigen lassen.

In dieser Hinsicht wire ein Logiksystem ®t besonders befriedigend,
in dessen Metatheorie man nur solche logischen Hilfsmittel beniitzen
miifite, die in N selbst prizisiert sind, ein System also, in dem man
seine eigene Metatheorie formalisieren kénnte. Wir wollen nun den
Aufbau eines Logiksystems M geschlossen nennen, wenn sich die Meta-
theorie von % im Rahmen von R formalisieren 148t. Dabei wiren natur-
gemiB die Sprachschichten weiterhin zu unterscheiden und zusétzliche
Konstanten einzufiihren, als Namen z. B. fiir die Grundzeichen der
Sprache von % (der Objektsprache) und fiir die Konkatenationsfunktion.
Man koénnte dann nachtriglich die metatheoretischen SchluBweisen, die
man beim Aufbau von 9t verwendet hat, iiberpriifen und im Rahmen
der objektsprachlich prizisierten Logik rechtfertigen und sich damit
iiberzeugen, daB man beimt Aufbau von 9 nichts vorausgesetzt hat,
was man nicht in 9t selbst prézisiert hat. Damit wire dann in einer exem-
plarischen Weise der Einwand beseitigt, die in % formalisierte Logik
hitte Voraussetzungen, die sie selbst nicht kontrollieren und prézisieren
kann.

Man koénnte etwa daran denken, K1 als einen solchen Logikkalkiil
anzusehen, dessen Aufbau in sich geschlossen ist. Ein solches Resultat
wire aber wegen der Inkonsistenz dieses Kalkiils, auf die wir unten zu
sprechen kommen, ohne Wert.

Im allgemeinen werden nicht alle Begriffsbildungen und SchluB-
weisen der Metatheorie eines Kalkiils % sich in % selbst nachvollziehen
lassen. So haben wir in der Metatheorie der A.L. und der P.L. vom
Induktionsprinzip und von mengentheoretischen Begriffen Gebrauch
gemacht, die sich p.l. nicht rechtfertigen lassen. Und es gibt meta-
mathematische Resultate, wie etwa das zweite GODELsche Theorem
in [27], welche die Vermutung nahelegen, daB generell die meta-
logischen Hilfsmittel, wie sie etwa in Vollstindigkeits-, Entscheid-
barkeits- und Widerspruchsfreiheitsbeweisen fiir einen Kalkiil %



328 5 Klassenlogik

benoétigt werden, stédrker sein miissen, als die in %t zur Verfiigung stehen-
den logischen Hilfsmittel. Auch bei einer solchen Sachlage kann man
aber von einem Zirkel oder einem unendlichen RegreB im Aufbau der
Logik nicht sprechen. Denn es ist eine Erfahrung, die sich auch fiir die
Kalkiile %1 und $P1 bestdtigt, daB man fiir den Aufbau eines Logik-
systems R keinesfalls eine volle Prizisierung der metatheoretischen Hilfs-
mittel benotigt, wie sie sich etwa nur durch ihre Formalisierung erreichen
lieBe, sondern daB ein gewisses intuitives Verstiandnis dieser Mittel aus-
reicht. Prinzipiell ist eine Vertiefung dieses intuitiven Verstidndnisses
durch eine Formalisierung der Metatheorie auch immer méglich, jedoch
ist diese Formalisierung keine Voraussetzung zum Verstindnis der
Formalisierung von 9tl.

Eine Prizisierung der mengentheoretischen Hilfsmittel der p.l. Se-
mantik ist so etwa im Rahmen des klassentheoretischen Systems 1
moglich. Als Beispiel dafiir wollen wir nun den Beweis der Sitze (1) und
(2) der Anmerkung 1 zu S. 138 angeben. Dabei verwenden wir in der
Metasprache die objektsprachliche logische Symbolik, ohne freilich eine
volle Formalisierung anzustreben, die ja u. a. eine genaue formale Defi-
nition der syntaktischen Begriffe, wie der Begriffe ,Formel’, ,freie Ein-
setzung’, usw. voraussetzen wiirde?. Das Beispiel wird aber zeigen, wie
hilfreich eine solche partielle Formalisierung fiir komplexere semantische
Begriffsbildungen bereits ist.

Verwenden wir a, b als metasprachliche Variable fiir Objekte des
Grundbereichs der Interpretation B, so lautet die in der fraglichen
Anmerkung angegebene Definition

1 DaB} in der Begriindung der Logik kein Zirkel vorliegt, hat auch
FrREGE hervorgehoben:

,,Unmoéglich, sagt man, kann durch eine Begriffsschrift die Wissen-
schaft gefordert werden; denn die Erfindung der ersteren setzt die Voll-
endung der letzteren schon voraus. Ganz dieselbe Scheinschwierigkeit
erhebt sich schon bei der Sprache. Diese soll die Entwicklung der Vernunft
moglich gemacht haben; aber wie konnte der Mensch die Sprache schaffen
ohne Vernunft? Zur Erforschung der Naturgesetze dienen die physika-
lischen Apparate; diese kénnen nur durch eine fortgeschrittene Technik
hervorgebracht werden, welche wieder auf der Kenntnis der Naturgesetze
fuBt. Der Kreis 16st sich in allen Fillen auf die gleiche Weise. Ein Fort-
schritt in der Physik hat einen solchen in der Technik zur Folge, und dieser
macht es méglich, neue Apparate zu bauen, mittels deren wieder die Physik
geférdert wird. Die Anwendung auf unseren Fall ergibt sich von selbst.”
((156], S. b5).

2 Zur Definition solcher syntaktischer Begriffe vgl. [58] und [42].
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B(A[R,,. .., X)) = 2a,.. .aV%( =, %A%(X,)=a,A...A
!B(x )= a, A %(A[X,, LX) = m).

Diese Klasse ist identisch mit

Aa,. .. a,AB(B 5 e, BABX) =a;A .. AB(x,) =an:>§(A (%7,....%,])

= m),

denn zu einer vorgegebenen lnterpretatlon B und vorgegebenen 1 ay,...,a,

gibt es genau eine Interpretation $, fiir die gilt: 13 x, B A %(x,) =
A LA 23( ,) = a,, so daB man das Theorem T59 anwenden kann.

Den Satz, der die Identitdt der beiden Klassen ausspricht, wollen wir
durch (I) bezeichnen.

Wir beweisen nun den Satz (1): Ist f eine #-stellige PV, so gilt
B(f) = B(f(X,,..., X,)).

Beweis:
BERy, o, %) =4y, .. @, VB(B,, =, BABx) =2a,A...AB(x,)=a,
/\_i'}(f(x,,...,xn))::m)—la aVSB(% o %Aﬂ}(x,)—a,/\ LA
B(x,) = a, A B(x,),..., B(x,)eB(D)) = }.a,... a,(a;,. .., a,sB(f)) = B().

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes

2): BAX Y- X,[V0)) = w0 = B(yy),. .., B(Y,)eBA[X,,. . ., X,]).

Der Beweis geschieht durch Induktion nach dem Grad g der Formel A.

a) g =0 B(y;...,y,)) =w =B(y,),. .., B(y,)eB(f)
= B(vy).- .., B(v,)eBE(X,,. . ., X)),
nach (1).

b) Die Behauptung (2) sei fiir alle g<{m bewiesen. Die Formel A sei
nun vom Grad g =m + 7.

bl) A habe die Gestalt =B[x,,..., x,]. Dann gilt:

B(—B [x,/y,,. o X[Y,)) = w = BBx/]y,. .., XfY]) =1
= —B(y;),- - ., B(Y,)eBB[X,,. .., X ]) nach Induktionsvoraussetzung
=—B(yy),. .., B(y,)eda,. .. a V%(% x, B A B(X,) = a; A

D) = 4, A BBy %) =)
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=B(y,),. .., B(y,)era;. .. a A%(i?_x,'f‘x"ﬂ; AB(X)=a;A ... A
B(x,) = a, D-—&)(B (x;,...,%,]) = w)

= B(y,),. -, B(y,)eha;... a Ai(ﬁ 7, ox, B A Ez(x,) =g, A LA
B(x,) = a, D SB(——|B [x5,...,X,]) = )

= B(yy),. . .. Bly,)eB(—B [x,, -y X,]), wegen (I).

b2) A habe die Gestalt B[x,,...,x,] A C[x;,..., x,]. Da neben
{=, D} auch {—, A} ein komplettes a.l. Operatorensystem ist?, kénnen
wir auch diesen Fall anstelle von A = B[x,,...,x,] 2C[x;,...,x,]
betrachten.

ﬂ'g(B[XI/YI" c xn/Yn] A C[XI/yI" M xn/yn]) =w

= BBx/yp- - Xl¥a)) = 0 A BC[xyy. .o, X,[y,])) = @

= B(y,),. . -, B(y,)eB(B[X,,. .., X,])nB(C[X,,. .., X]) nach Induktions-
voraussetzung

= B(y,),. .., By )eAa;. .. a,VB(B, =, BAB(X)=a,A ... A
93(X ) =a, A BB(x;,. ... X W) =wA %(C[x,, cX,]) = w)
B(yy), - - (}’n)G/‘lﬂy - a ViB( =x, BA 93( ) =a;A A
( n) (B[XP‘"'X”]AC[XP c n])—m)
= B(yy),- - (yn)e%(B (%;,..,%,]AC[%y,..., K,)).

b3) A habe die Gestalt AzB[z, x,,...,x,]. Dabei sei z von x;,.. ., X,
und von y,,...,y, verschieden.

BAZB(2,%;y7 - 2 X,[y,)) = 0=AB (B'ZBOV (B2, %[y, - -, X,/¥])
=mw

= A*B'()Q}' =8DB'(y)),. .., B'(y,)eB'(Blz, X,,. . ., X,])) nach Induktions-
voraussetzung

=AB (B =BD /\5(% x;, o, B' A i(x,) =Y'(y;) A ... AB(x,) = B'(y,)
DB(B(z x,,...,%,]) = w)) nach (I)

= A%'%(% 5.0, BA ‘E(x,) =B(y,)A...A ﬁ(xn) =B(y,) A8 5TB8D
B(Blz x;,...,x%,]) =w)

= A%"ﬁ(i‘k" ) x, BA B(x;) = B(y,) A ... AB"(x,) =B(y,) A 5-—; B
D i(B[z, Xz -, X,]) == w).

1Vg1 1.2.3.
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Nennt man den vorletzten Satz (a), den letzten (8), so sieht man diese
Aquxvalenz wie folgt ein: Ist (a) falsch, so gibt es ein B’ und ein

BsoddBi‘B (;% AB( ) =B(y;) A ...AE‘;( X,) = B(Y,) A B =B A
(B|_z,x,,. cy x"]) = f. Setzt man nun B” —EB und 8B"(z) = B(z), so
erhdlt man 8", =,k B aus 3" '*% % =, B, 8 5B und B(z)

= B(z); ferner B''(x;) = B(y,) fir ¢=17,...,% aus %”——;_{B, 53(Xi) = B(y,)
und z # x,; und endlich 57 8" nach Definition von B”. Es gilt
dann also 8" =, BAB(x;)=B(y,) A ... A8"(x,)=B(y,) A 57 B
AB(B[z,x,,...,%,]) = f, und daher ist auch (8) falsch.

Ist umgekehrt (B) falsch, so gibt es ein $ und ein B, so daB
gilt: B", = . BA B'(x;) = B(y;) A ... AB'(x,) =B(y,) A 537513”/\
_(B[z Xs,. .., X%,]) = . Setzt man nun B’ B und B'(z) = i( ), )
erhilt man 23 =, B aus 13 8, 8", =, B, B8P und SB()
= B'(z); ferner 23( ;) = B(v,) aus $= = 3", i‘)”(x) = B(y,) und x; # z;
und endlich 8’5 B nach Definition von 8'. Es gilt dann also EB =5, B
A%(X,):%(y, /\SB(X”)—- B(y,) A B = %A%(B[z b S n]) =T,
und daher ist auch (a) falsch.

Es gilt nun weiterhin:

(8) = AB"(B", = . BAB"(x) = Bly) A ... AB"(x,) = B(y,
D A%(% = 8" DES(B [z,x,,...,%,])) = m))
= AB(B o, =, BADB(x) =DBly) » ... AB"(x,) = B(y,)
-] SB"(/\ZB (z,%4,...,%,]) = m)
= B(y;),. .., B(y,)eda,. .. a, NB''(B" 5, o, B AB'(x,) =a,
AL A %”(xn) =a, A B"'(AzBlz, x,,..., x,]) == w) nach (I)
= B(y ) ., B(y,)eB(AzB [z, X,,. .., X,]).

Damit ist der Beweis fiir Satz (2) erbracht.

5.6 Die logischen Antinomien

Der Aufbau der Logik, wie wir ihn in diesem Buch dargestellt
haben, ist in wesentlichen Punkten eine Leistung FrREGEs. Er hat in
der Begriffsschrift zuerst ein vollstindiges System der elementaren
P.L. angegeben und ein System der P.L. 2. Stufe, das mit $,1 gleich-
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wertig ist. Er hat in den Grundgesetzen der Arithmettk auch das erste
System der Klassenlogik formuliert, das iiber den Rahmen der Klassen-
algebra hinausgeht. Er hat in diesem System endlich die Grundlagen
der Arithmetik und der Analysis entwickelt und damit die entscheiden-
den Schritte zur Verwirklichung des logizistischen Programms getan.
Dabei ist FREGEs Logiksystem, das er in abschlieBender Form im
1. Band der Grumdgesetze dargestellt hat, durch eingehende, scharf-
sinnige inhaltlich-logische Untersuchungen fundiert und der syntak-
tische und deduktive Apparat ist in einer bis dahin ungeahnten Prizision
entwickelt worden. Nur in der Prizisierung der Semantik ist die spatere
Entwicklung der klassischen Logik wesentlich iiber FREGE hinaus-
gegangen.

Wenn man sich diese groBe schopferische Tat FREGES vor Augen
hidlt und die Leistungsfihigkeit seiner Logik, auf deren Grundlage sich
die gesamte Mathematik entwickeln 14Bt, so erscheint es als nur zu
berechtigt, wenn FREGE in der Einleitung zum 1. Band der Grund-
gesetze sagt:

,,Es ist von vornherein unwahrscheinlich, da3 ein solcher Bau sich
auf einem unsicheren, fehlerhaften Grunde auffithren lassen sollte...
Und nur das wiirde ich als Widerlegung anerkennen kénnen, wenn
jemand durch die Tat zeigte, daB auf anderen Grundiiberzeugungen ein
besseres, haltbareres Gebidude errichtet werden kénnte, oder wenn
jemand mir nachwiese, daB meine Grundsitze zu offenbar falschen
Folgesitzen fithrten. Aber das wird keinem gelingenl.*

Und doch lesen wir schon im Anhang zum 2. Band des gleichen
Werkes die Satze:

,,Finem wissenschaftlichen Schriftsteller kann kaum etwas Uner-
wiinschteres begegnen, als daB ihm nach Vollendung einer Arbeit eine
der Grundlagen seines Baues erschiittert wird. In diese Lage wurde
ich durch einen Brief des Herrn BERTRAND RUSSELL versetzt, als der
Druck dieses Bandes sich seinem Ende ndherte?.

Dieser Brief RusseLLs an FREGE — datiert vom 16. 6. 1902 — ent-
hilt die Konstruktion der Antinomie, die als RUSSELLsche Antinomie
in die Literatur eingegangen ist.

Man betrachtet die Menge a aller Mengen, die nicht Element von
sich selbst sind. Solche Mengen gibt es sicherlich und tatsdchlich

1 (18], Bd. I, S. XXVI.
2 (18], Bd. II, S. 253.
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scheinen die meisten Mengen von dieser Art zu sein, wie z. B. die Null-
menge, die Einermenge der Nullmenge, die Menge der natiirlichen
Zahlen, usf. Es gibt aber auch Mengen, wie die Allmenge, die sich selbst
als Element enthalten. Man fragt nun: ist die Menge 2 Element von
sich selbst oder nicht? Ist « Element von sich selbst, so ist 2 nach der
Definition dieser Menge eine Menge, die sich selbst nicht als Element
enthilt. Es gilt also: Ist 2 Element von 4, so ist @ nicht Element von a.
Also ist a nicht Element von 4 (vgl. T10). Ist nun aber a nicht Element
von a, so ist @ nach der Definition dieser Menge keine Menge, die sich
selbst nicht enthilt, d. h. a enthilt sich selbst als Element (T11). Wir
erhalten also den Widerspruch: a ist Element von 4 und a ist nicht
Element von a.

Formal nimmt diese Konstruktion in &1 folgende Gestalt an:
—xex ist eine Formel von &, also ist Ax(—xex) ein Term von &, also
ist Ax(—zxex)edx(—xex) eine Formel von & und wir finden mit Al0:
Ax(—xex)edx(—xex) = —Ax(—wex)edx(—xex). Wir konnen also in 1
eine Formel der Gestalt A = —A beweisen. Nun gilt aber in 1
A = —AHF B fir beliebige Formeln B. Denn es gilt:

A =-A AF
AD-A D3, T21
—A T10
—-ADA D3, T22
A T11
—-AD(ADB) T2

B R1

Damit ist also in &1 jede Formel von & beweisbar, sei sie wahr
oder falsch. 81 ist also widerspruchsvoll im denkbar schirfsten Sinne
und ist zur Auszeichnung der wahren Sitze der Klassenlogik nicht
brauchbar.

Das ist nun aber keine spezielle Eigenschaft des Kalkiils 1. Denn
bei der Ableitung des Widerspruchs haben wir weder A1l noch A12 ver-
wendet, sondern als einziges nichtelementares Axiom Al0, das mit
dem Komprehensionsprinzip gleichwertig ist!. Dieses Prinzip ist aber

1 Mit dem Komprehensionsprinzip (K) erhilt man den Widerspruch so:

Vy Ax(xey = —xex)
Vy(yey = —yey)
Vy(yey A —yey).
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bei der Auffassung der Klassen als Begriffsumfinge sicherlich giiltig.
Die Antinomie erweist also nicht nur einen speziellen Kalkiil der Klassen-
logik als widerspruchsvoll, sondern sie zeigt, daB die Grundlagen der
klassischen Logik selbst nicht haltbar sind. Daher bewirkte die Ent-
deckung der Antinomie von RUSSELL eine tiefgreifende Grundlagen-
krise dieser Logik, und damit auch eine Krise der auf den gleichen Grund-
lagen aufbauenden Mathematik.

So wird es verstindlich, wenn FREGE in seinem Antwortbrief an
RusseLL vom 22. 6. 1902 schreibt:

,,Jhre Entdeckung des Widerspruchs hat mich aufs hochste iiber-
rascht, fast mochte ich sagen bestiirzt, weil dadurch der Grund, auf
dem ich die Arithmetik aufzubauen gedachte, ins Wanken gerit. ..
(Die Sache) ist um so ernster, als (dadurch)... nicht nur die Grund-
lagen meiner Arithmetik, sondern die einzig mogliche Grundlage der
Arithmetik tiberhaupt zu verschwinden scheint.*

FREGE hat im Anhang zum 2. Band der Grundgesetze noch in aller
Eile einen Vorschlag fiir die Beseitigung der Antinomie von RUSSELL
entworfen, der darauf beruht, da8 das Abstraktionsprinzip abgeschwicht
wird. Dieser Vorschlag ist aber intuitiv sehr unbefriedigend und
schwicht das System so, daB sich die Existenz zweier verschiedener
Klassen nicht mehr beweisen 14Bt. Spiter haben LESNIEWSKI und
QUINE gezeigt, daB bei der Annahme der Existenz zweier verschiedener
Klassen im modifizierten System erneut ein Widerspruch auftrittl.
FREGE selbst hat seinen Lésungsvorschlag auch nicht aufrecht erhalten
und ist spiter nie mehr auf ihn zuriickgekommen.

Die Tragweite des Antinomienproblems und die Revisionsbediirftig-
keit der Grundlagen der klassischen Logik wird noch deutlicher, wenn
man bedenkt, daB die Antinomie von RUSSELL keineswegs die einzige
Antinomie der klassischen Logik ist, sondern daB es eine ganze Reihe
weiterer Antinomien gibt. Schon CANTOR hatte 1895 und 1899 vor
RuUsSELL zwei Antinomien gefunden, die nach ihm benannte Antinomie
der gréBten Kardinalzahl und die Antinomie der gro8ten Ordinalzahl, die
nach BURALI-FORTI benannt wird, der sie zuerst vertffentlichte. In
Ermangelung eines exakten Systems der Mengenlehre hat CaNTOR
diesen Widerspriichen aber keine grundsitzliche Bedeutung zugemessen

1 Vgl. [69]) und [57].
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und sich bei der etwas vagen Vorstellung begniigt, nicht alle Klassen
lieBen sich als Gegenstinde auffassen!.

Da die Darstellung der Antinomien von CANTOR und BURALI-FORTI
zu umfangreiche Vorbereitungen erfordern wiirde, geben wir hier noch
einige einfachere logische Antinomien an, um einen Eindruck zu ver-
mitteln von den vielfidltigen Konstruktionsméglichkeiten fiir Anti-
nomien.

Die Antinomie von QUINE? erhidlt man wie folgt: Man definiert
a := Ax—Vy(xey A yex) und findet dann

1) aea = —Vy(aey A yea) All, Al0

2) aca AF
—Vy(aey A yea) (1)
Ay(agy D —yea) T46, T27, D1
aga D —aea A4
—aca 2), R1
aega D —aga MT4, (2)

3) —aea T10
aez A zea AF

4) asz T21

5) zea T22
—Vy(zey A yez) (1)
Ay(zey D —yez) T46, T27, D1
zea D —agz A4
—aez 6), R1
asz A —aEz T23, (4)
asa T2, T23, R1.

Es gilt also aez A zea 't aca, nach MT4, T44, R1 also Vy(aey A yea) b aza,
nach (3) und (1) also aeca. Daraus erhdlt man aber mit (3) und T23
aga A —ata.

Ebenso kann man fiir beliebige # definieren

bi=Ax—Vy,... y,(xey; A8y, A. . . A Yy,ex) und erhdlt dann beb A —beb.

1 Vgl. dazu [13]. Die Vorstellungen CANTORS sind erst spiter von J. v.
NEUMANN prazisiert worden.

2 Vgl. [58], S. 128f.
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Einige weitere einfache logische Antinomien sind in [2] von BART-
LETT angegeben worden:
Definiert man @ := AxVy(x = {y} A —xey), so erhdlt man

xea = Vy(x = {y} A —xey) All, Al10
{a}ea = Vy({a} = {y} A —{a}ey) wegen {a} = {y} Da =y also
{a}ea = —{a}ea und daher

{a}ea A ~{a}ea.
Auf die gleiche Weise erhdlt man mit den Definitionen

a = AxVy(x = {—yj A —xeY),
a” = AxVy(x = Az(yez) A —xey) und

a’" = AxVy(x = Az(yez) A xey)
die Widerspriiche

{a'}ea’ A —~{a'}ea’,

Az(a"ez)ea’” A —Az(a''ez)ea’” und
Az(a'"'ez)ea’"’ A —Az(a’"'e2)ea’’ 1.

Neben den logischen Antinomien, die sich im System K1 konstruieren
lassen, gibt es auch noch semantische Antinomien, die auftreten, wenn
man in die Objektsprache auch Namen fiir Ausdriicke der Objektsprache
aufnimmt und semantische Pradikate, wie das Wahrheitspriadikat oder
die Namensrelation. So erhidlt man die Antinomie von GRELLING,
wenn man die Eigenschaft betrachtet, die ein einstelliges Pradikat
genau dann hat, wenn die Eigenschaft, die es bezeichnet, auf es selbst
zutrifft. Man nennt diese Eigenschaft auch heterologisch. Danach
sind z. B. die Pridikate ,.einsilbig” und ,,rund‘ heterologisch, weil
diese Worte nicht einsilbig bzw. rund sind, und die Pradikate ,,drei-
silbig” und ,kurz‘* sind nicht heterologisch, weil diese Ausdriicke drei-
silbig bzw. kurz sind. Ist nun das Pradikat , heterologisch’ hetero-
logisch oder nicht? Ist ,heterologisch® heterologisch, so bezeichnet
dieses Pridikat laut Definition einen Begriff, der nicht auf dies Pradikat

1 Dabei benétigt man den Satz Az(xez) = Az(yez) D x = y, den man wie
folgt gewinnen kann:

Az(xez) = Az(yez) AF
Az(xez = yez) All, Al0
xe{x} = ye{x} A4
y=x D17.
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zutrifft, d. h. , heterologisch’* ist nicht heterologisch. Ist aber ,hete-
rologisch” nicht heterologisch, so bezeichnet dieses Priddikat einen
Begriff, der auf es selbst zutrifft, d. h. , heterologisch** ist heterologisch.
Wir erhalten so den Widerspruch: ,heterologisch’ ist heterologisch
und ,,heterologisch’ ist nicht heterologisch.

Schreibt man fiir ,,x ist ein Ausdruck, der den Begriff f bezeichnet*
,.N(x, /) und kiirzt man das Pridikat ,heterologisch® durch , H* ab,
so stellt sich diese Antinomie wie folgt dar:

H(x) := VH(N(x, f) A —f(x)).
Damit erhilt man
H(,H") = VAN(.H", ) A =f(,H")).

Aus N(, ,H", f) folgt aber mit N{,,H", H) und der Eindeutigkeit der
Bezeichnungen f = H, also

H(,H') =-H(,H")
und damit
H(,H") A —=H(,H“)L.

Soiche semantischen Antinomien sind einerseits zwar bedeutungs-
voll, weil sie schon im Rahmen schwicherer Logiksysteme, wie z. B.
in Pl und P,1 auftreten, andererseits werden sie aber durch eine strenge
Trennung der Sprachschichten vermieden, nach der semantische Pri-
dikate und Namen fiir Ausdriicke einer Sprache S immer nur der von
S zu unterscheidenden Metasprache von S angehoren und nicht S
selbst?. Die semantischen Antinomien sind deshalb nicht von un-
mittelbarer Relevanz fiir die Logik und konnen aus der Diskussion
des Antinomienproblems weitgehend ausgeklammert werden.

Die logischen Antinomien aber stellen zwangsldufig die Aufgabe,
die Grundlagen der klassischen Logik einer Kritik zu unterziehen, die
dann in die Aufstellung eines neuen Logiksystems miinden mu8, in
dem die Antinomien nicht mehr auftreten — wiinschenswert wire ein
Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir dieses System — und das hinreichend
leistungsfihig ist zur Entwicklung der Grundlagen der Mathematik.

1 Fiir die Darstellung weiterer Antinomien vgl. [44].
2 Das hat zuerst A. TarskI hervorgehoben, vgl. [75].
Kutschera, Elementare Logik 22
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Die gesamte klassische Mathematik kann ein widerspruchsfreies System
natiirlich nicht liefern, es sollite aber die wesentlichen, insbesondere die
fiir die Anwendungen der Mathematik in den Naturwissenschaften
wesentlichen Teile der Mathematik liefern.

Wenn FREGE in dem oben zitierten Brief an RUSSELL weiterhin
schreibt :

,,Jedenfalls ist Thre Entdeckung sehr merkwiirdig und wird viel-
leicht einen groBen Fortschritt in der Logik zur Folge haben, so uner-
wiinscht sie auf den ersten Blick auch scheinen mag*,

so hat sich diese Vermutung durch die nachfolgende Entwicklung der
Logik voll bestitigt. Nach der Jahrhundertwende hat eine iiberaus
fruchtbare logische Grundlagendiskussion eingesetzt, die bis heute an-
dauert, und die eine ganze Reihe interessanter Systemkonstruktionen
hervorgebracht hat. Die wichtigsten dieser Systeme sind

1. die Systeme der axiomatischen Mengenlehre, in denen, wie man
vereinfachend sagen kann, das Komprehensionsaxiom durch eine Reihe
von Spezialfillen dieses Axioms ersetzt wird, die zusammen ausreichen,
die Grundlagen der Mathematik zu gewinnen?,

2. die Systeme der Typentheorie, in denen im Bereich der Klassen
eine dhnliche kategoriale Stufenunterscheidung durchgefithrt wird, wie
wir sie im Abschnitt 4.1 fiir Begriffe betrachtet haben (man unter-
scheidet dann Individuen von Klassen von Individuen, diese von Klassen
von Klassen von Individuen usw. und verbietet die Aussageformen
xey, wo x eine Klasse von hoherer oder gleicher Stufe wie y ist)?

3. Systeme, in denen nicht nur die klassische Mengenlehre, sondern
auch die klassische elementare Logik abgedndert wird. Hier ist ins-
besondere die smiuitionistische Logik hervorzuheben, sowie das typen-
freie System von ACKERMANNS.

Wir kénnen hier auf diese Systeme, die jeweils eine eigene ausfiihr-
liche Darstellung erfordern, nicht ndher eingehen. Material fiir ein
weitcres Studium findet der Leser in der angegebenen Literatur.
Eine eingehendere Behandlung der klassischen Mengenlehre findet
sich in [12] und [28].

1 Vgl. dazu [13] und [77].
2 Vgl. dazu [64].
3 Vgl. dazu [36] und (64].
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Man wird sich nun vielleicht fragen, warum in diesem Buch
die klassische Logik dargestellt wurde, wenn diese Logik doch wider-
spruchsvoll ist. Dazu ist zweierlei zu sagen: Einmal ist der Haupt-
gegenstand dieses Buches die elementaie Logik, die auch in der klassi-
schen Version widerspruchsfrei ist, und die auch in den weitaus meisten
Anwendungen in dieser Version verwendet wird. Zum anderen ist auch
die Kenntnis der klassischen Mengenlehre Voraussetzung fiir das Ver-
stindnis der verschiedenen Systeme der axiomatischen oder typen-
theoretischen Klassenlogik. Eine Vertrautheit mit der klassischen
Logik ist also die erste Voraussetzung fiir eine Beschiftigung mit der
modernen Logik und ihre Darstellung ist daher die erste Aufgabe eines
einfithrenden Buches, wie des vorliegenden.



6 Einige Themen aus der Geschichte
der Logik

In diesem Kapitel sollen drei logische Theorien zur Darstellung
kommen, die auch vom historischen Gesichtspunkt aus interessant sind
und geeignet scheinen, drei Entwicklungsstadien der Logik etwas niher
zu beleuchten. Fiir eine eingehende und kontinuierliche Darstellung
der Geschichte der Logik miissen wir den Leser auf die einschldgige
Literatur verweisen !. Da uns auch jetzt das systematische Interesse
leitet, werden wir bei der Formulierung der folgenden Theorien weniger
auf historische Treue, als auf systematische Durchsichtigkeit achten
und daher auch die Mittel der modernen Logik zur Darstellung heran-
ziehen.

6.1 Die aristotelische Syllogistik

Das Kernstiick der aristotelischen Logik und das erste Logiksystem
iiberhaupt ist die Syllogistik, die ARISTOTELES im Buch A der ersten
Analytiken entwickelt hat2. Es handelt sich dabei, modern gesprochen,
um ein Teilsystem der monadischen P.L., einer P.L. also, in der nur
einstellige PV vorkommen.

6.1.1 Aussage- und SchluBformen

In der Syllogistik werden nur Aussagen der folgenden vier Formen
betrachtet:

Alle S sind P (allgemein bejahende Sdtze) — symbolisch SaP,
Einige S sind P (partikuldr bejahende Sitze) — symbolisch S¢P,

1 Vgl. [5), [43) und [62].
2 Fiir eine historisch getreue Darstellung der Syllogistik vgl. [50] und
[54].



6.1 Die aristotelische Syllogistik 341

Kein S ist P (allgemein verneinende Sdtze) — symbolisch SeP,
Einige S sind nicht P (partikuldr verneinende Sitze) — symbolisch SoP.

S und P sind dabei einstellige PV. Die PV S bezeichnet den sog.
Subjekts-, die PV P den sog. Pridikatsbegriff.

In der modernen Symbolik sind diese vier Aussageformen wieder-
zugeben als Ax(S(x) D P(x)), Vx(S(x) A P(x)), Ax(S(x) D —P(x)) und
Vx(S(x) A —mP(x)). Die Syllogistik betrachtet nun im Gegensatz zur
modernen P.L. nur Begriffe, deren Umfang weder mit der Nullmenge,
noch mit der Allmenge zusammenfillt. Es gilt also das Postulat

E) Fiir alle betrachteten Begriffe f gilt Vxf(x) A Va—if(x).

Wo in den folgenden Ableitungen von diesem Postulat Gebrauch
gemacht wird, werden wir besonders darauf hinweisen.

Die Syllogistik betrachtet ferner nur Schliisse mit zwei Pramissen
und einer Konklusion, in denen alle Sétze eine der vier oben angegebenen
Formen haben und in denen die Primissen eine gemeinsame PV M
enthalten, die den sog. Mittelbegriff bezeichnet. Die Konklusion enthilt
dann die beiden iibrigen PV der Priamissen. Wenn man Punkte fiir die
Symbole a, 1, e, 0 schreibt, so gelangt man dann zu folgenden vier
SchluBfiguren:

I) M-P II) P-M I, M-F V) P-M
S-M S-M M-S M-S
S-P S-P S-P S-P

Aus diesen vier Figuren lassen sich die iibrigen moglichen Figuren
durch Umbenennung der PV und Primissenvertauschung gewinnen,
durch Operationen also, auf die es fiir die logische Struktur der Schliisse
nicht ankommt und die auch in der Syllogistik als zuldssig voraus-
gesetzt werden.

Die Syllogistik ist nun die Theorie solcher Schliisse und ihre Theo-
reme sind die logisch giiltigen unter diesen Schliissen, d.h. die Schliisse,
fiir die gilt: alle Interpretationen der PV S, M, P, die beide Pramissen
erfiillen, erfiillen auch die Konklusion. Da3 ARISTOTELES diesen mit
seiner modernen Definition iibereinstimmenden Begriff der logischen
Giltigkeit zugrundelegte, geht aus seinem Widerlegungsverfahren fiir
die logische Giiltigkeit hervor, nach dem man eine Interpretation der PV
anzugeben hat, die beide Prdamissen, aber nicht die Konklusion erfiillt 1,

1 Vgl. dazu den Abschnitt 6.1.3.
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6.1.2 Die giiltigen SchluBformen

Setzt man in den vier SchluBSfiguren fiir jeden Punkt eines der drei
Symbole 4, 7, ¢, 0 ein, so erhilt man in jeder Figur 43 = 64 mogliche
SchluBformen oder Modi, zusammen also 256 mogliche SchluBformen.
Die Syllogistik lehrt nun, daB von ihnen genau 24 logisch giiltige
SchluBformen darstellen. Zur Bezeichnung dieser giiltigen Modi hat
man mnemotechnische Kunstausdriicke eingefiithrt 1. Schon die Wahl
der Buchstaben a, 7, e, 0 hat einen mnemotechnischen Grund: 2 und 2
sind die beiden Stammvokale von affirmo (ich bejahe), e und o die Vokale
von #nego (ich verneine). Zur Bezeichnung der SchluBmodi wahlt man
dann dreisilbige Worter, die mit den Vokalen a, 7, ¢, o gebildet sind und
so die Aussageformen der Primissen und der Konklusion bezeichnen.

Man erhilt dann folgende Tabelle der giiltigen SchluBformen:

I I1 III v
barbara cesare datist calemes
celavent camestres disamis dimatis

darit festino ferison fresison
ferio baroco bocardo fesapo
darapti
felapton
barbari cesaro bamalip
celavont camestros calemos

Die Modi unter dem Strich bezeichnet man aus einem Grund, der
spiter noch deutlich werden wird, als subalterne Modi.

Zur Verdeutlichung der Bezeichnungsweise dieser Kunstworte geben
wir zwei Beispiele an:

celarent ist ein Modus der ersten Figur. Man erhilt diesen SchluB also,
wenn man in I fiir die drei Punkte in Primissen und Konklusion die
Symbole ¢, @, ¢ in dieser Reihenfolge einsetzt:

1 Die mnemotechnischen Ausdriicke gehen auf die Scholastik zuriick
und werden PETRuUs HispaNus (1210—1277) zugeschrieben.
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MeP
SaM

SeP.
darapti ist ein Modus der dritten Figur. Man hat also in III fiir die
drei Punkte die Symbole 4, 4, 7 einzusetzen und erhilt so

MaP
MaS

SiP.

Zur Begriindung der 24 giiltigen SchluBformen nimmt ARISTOTELES
zundchst die vier ersten Modi der ersten Figur, die sog. vollkommenen
Modi als Grundschliisse an und leitet die iibrigen mit Hilfe der folgenden
Regeln aus ihnen abl:

Rl: SePt PeS — Ax(S(x) D —P(x)) - Ax(P(x) D —S(x)).
R2: SiP = PiS — Vx(S(x) A P(x)) = Vx(P(x) A S(x)).
R3: SaPhH SiP — Ax(S(x) D P(x)) F Vx(S(x) A P(x)) —
hier bendtigt man das Axiom VxS(x), vgl. (E).
R4: SePh SoP — Ax(S(x) D —P(x)) b Vx(S(x) A =P(x)) —
auch hier benétigt man das Axiom VxS(x), vgl. (E).
A A

! ’

SaP
RH: Aus dem SchluBl Sap kann man den SchluB3 SoP

— Aus A, Ax(S(x) D P(x)) - Ax(S'(x) D P'(x)) folgt A, —=Ax(S'(x) D
P'(x)) - —Ax(S(x) D P(x)), wegen —Ax(f(x) D g(x)) = Vx({(x) A
—g(x)) also A, Vx(S'(x) A =P’(x)) - Vx(S(x) A —P(x)).

gewinnen.

Die Regeln R1, R2 bezeichnet man als Konversionsregeln, R3, R4 als
Abschwichungs- oder Subalternationsvegeln. Wir geben nun die Ab-
leitung der unvollkommenen aus den vollkommenen Modi an. Die
mnemotechnischen Ausdriicke sind so gew&hlt, daBl die Anfangsbuch-
staben der unvollkommenen Modi mit den Anfangsbuchstaben der-
jenigen vollkommenen Modi tibereinstimmen, aus denen sie abgeleitet
werden kénnen. Im folgenden bedeute (f/g) die Operation der Umbenen-
nung der PV { in die PV g.

1 Die Bezeichnung ,,vollkommene Modi‘‘ riihrt daher, da3 ARISTOTELES
diese SchluBformen als in besonderer Weise evident ansah und daher als
GrundschluBregeln wahlte. Eine Begriindung dafiir gibt Patzic in [54].
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Aus barbara erhalten wir:

baroco  mit (M/P, P/M) und RS,
bocardo mit (S/M, M/S) und RS5,
bamalip mit (S/P, P/S) und R3, R2,
barbar: mit R3.

Aus celarent erhalten wir:

cesare mit Rl1,

camestres mit (S/P, P/S) und R1,
calemes mit (S/P, P/S) und RI1,
celaront mit R4,

cesaro mit R1, R4,

camestros mit (S/P, P/S) und R4, R1,
calemos mit (S/P, P/S) und RI, R4.

Aus darit erhalten wir:

darapti mit R3, R2,

datist mit R2,

disamis  mit (S/P, P/S) und R2,
dimatis  mit R2.

Aus ferio erhalten wir:

festino  mit R1,

feriso mit R2,
felapton mit R3, R2,
fresison  mit R1, R2,
fesapo  mit Rl, R3, R2.

LiBt man das Postulat (E) fallen, so gelten die Regeln R3 und R4
nicht und damit fallen die subalternen Modi und die Modi darapti,
felapton, fesapo fortl.

ARISTOTELES hat auch Regeln angegeben, die es ermdglichen, die
Modi celarent, daric und ferio aus barbara abzuleiten. Es handelt sich
dabei um die sog. Regeln der Ekthests:

1 Die vollkommenen Modi gelten auch ohne Beniitzung des Postulats
(E), wie man sich leicht klarmacht. Daher gelten auch alle Modi, die oben
aus ihnen ohne die Regeln R3, R4 abgeleitet worden sind, unabhingig
von (E).
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R6a: Es gibt ein N, so daB gilt StP+ NaS und SiP+ NaP.
R6b: NaS, NaP+ SiP.

R7a: Es gibt ein N, so daB gilt SoP+— NaS und SoP+ NeP.
R7b: NaS, NeP + SoP.

R6a ist zuldssig, weil man fiir N das Priadikat S A P setzen kann,
und die Einsetzung von S A —P fiir N erweist die Zulissigkeit von R7a.
Es gilt ja Ax(S(x) A P(x) D S(x)), Ax(S(x) A P(x) D P(x)), Ax(S(x) A
—P(x) D S(x)) und Ax(S(x) A —P(x) D —P(x)). Die Regeln R6b und
R7b sind zuldssig unter der Voraussetzung (E), denn es gilt

VxN(x) A Ax(N(x) D S(x)) n Ax(N(x) D P(x)) D Vx(S(x) A P(x)) und
VxN(x) A Ax(N(x) D S(x)) A Ax(N(x) D =P(x)) D Vx(S(x) A =P(x)).

Ferner verwenden wir noch die Regel

A A

’ ’

R8: Aus dem Schluf3 P kann man den Schlufl Sp Sewinnen.

— Aus A, Vx(S(x) A P(x)) - Vx(S'(x) A P'(x)) folgt A, —Vx(S'(x) A
P'(x)) = =Vx(S(x) A P(x)), mit =Vx(f(x) A g(x)) = Ax(f(x) D—g(x))
also A, Ax(S'(x) D —P'(x)) - Ax(S(x) D —P(x)).

Man erhdlt dann aus barbara:

darii mit (S/N) und R6a, Réb,
aus darii:

celarent mit (S|P, P/M, M/S) und RS, RI,
aus celarent:

fervo mit (S/N) und Ré6a, R1, (P/M), R7bL

Man erhilt nun auch:

! Diese Ableitung der Modi celarent, davii und ferio mit Hilfe der Regeln
6b und 7b ist nicht ganz befriedigend, da fiir die Giiltigkeit dieser Regeln,
nicht aber fiir die Giiltigkeit der Modi das Postulat (E) vorausgesetzt
werden muB.
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darapti  mit R6b, (N/M),
felapton mit R7b, (N/M) und
fesapo  mit R7b, R1, (N/M).

Diese Modi, die oben mit R3 bewiesen worden waren, lassen sich also
auch ohne Benutzung der Abschwichungsregeln gewinnen.

Der Modus barbara ist nun umkehrbar, in dem Sinn, daB3 aus SaP
folgt: es gibt ein M, so daB gilt MaP und SeM. Denn man kann fiir M ja S
setzen. Auch die iibrigen starken, d. h. nicht subalternen Modi erweisen
sich als umkehrbar in diesem Sinn. Das erkennt man mit Hilfe der
Regeln Réa, R7a fiir die Modi mit ¢- und o-Konklusion (in baroco setzt
man P fiir M), sowie der Umkehrbarkeit von celarent (man setze S fiir M)
fiir die Modi mit e-Konklusion, wobei auch die Regeln R1 bis R4 beriick-
sichtigt werden. Damit ist die Auszeichnung dieser Modi vor den nicht
umkehrbaren subalternen Modi gerechtfertigt.

Die hier dargestellte aristotelische Methode der Ableitung der
giiltigen Modi ist zwar, vom modernen Standpunkt aus gesehen, nicht
sehr elegant, sie zeigt aber doch, da die aristotelische Logik bereits
eine sehr ausgeprigte deduktive Technik entwickelt hat. Wie zuerst
A. DE MoreaN hervorgehoben hat, gelangt man zu einer sehr viel
eleganteren Ableitung der Modi, wenn man S, M, P als Klassenvariablen
auffaBt, a,4,¢,0 als zweistellige Relationen und die Syllogistik als
Theorie der Relationsprodukte abhandeltl.

6.1.3 Die ungiiltigen SchluBformen

Von den 256 méglichen SchluBformen sind 232 nicht logisch giiltig.
Das wird in der aristotelischen Logik bewiesen durch Angabe von Inter-
pretationen, die beide Pramissen erfiillen, aber nicht die Konklusion.
Auch dazu hat die Syllogistik eine interessante Systematik entwickelt,
die wir nun darstellen wollen.

Man kann zunichst zeigen, dal 7 Primissenpaare nicht schliissig
sind, d. h. daB aus ihnen keine Aussage der Form SaP, SiP, SeP oder
SoP logisch folgt. Wegen R3 und R4 geniigt es zu zeigen, daB aus ihnen
keine Aussage StP oder SoP folgt. Dazu kann man nach ARISTOTELES
Interpretationen der PV S, M, P durch die Begriffe ,Lebewesen’,

! Vgl. dazu die Darstellung in [47].
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,Mensch’, ,Pferd’ und ,Stein‘ wéihlen, deren EinschluBverhiltnisse
durch folgendes Diagramm dargestellt werden:

Lebewesen

Die folgende Tabelle enthilt in der ersten Spalte die 7 unschliissigen
Primissenpaare, in der zweiten Spalte die negierten Konklusionen
—S0P = SaP und —S/P = S¢P. Die folgenden Spalten geben an,
welche Interpretationen fiir S, M, P zu wihlen sind, damit die Pra-
missen und die negierte Konklusion erfiillt sind:

Pramissen Kzfillf ;C:m S M P
a) SaM, PaM SaP Mensch Lebewesen Lebewesen
SeP Mensch Lebewesen Pferd
b) SaM, MoP SaP Mensch Lebewesen Mensch
SeP Mensch Lebewesen Stein
c) SaM, PoM SaP Mensch Mensch Lebewesen
SeP Mensch Mensch Pferd
d) MaS, PoM SaP Mensch Mensch Lebewesen
SeP Mensch Mensch Pferd
e) SeM, MeP SaP Mensch Pferd Mensch
SeP Mensch Pferd Stein
f)  SeM, MaP SaP Mensch Pferd Lebewesen
SeP Stein Mensch Lebewesen
g) MoS, PaM SaP Lebewesen Mensch Lebewesen
SeP Lebewesen Stein Mensch

Wenn man nun die Pramissen eines dieser 7 Paare durch gleichstarke
oder schwichere ersetzt, so kann auch das so entstehende Pramissen-
paar nicht schliissig sein, da andernfalls sich die Konklusion ja auch
aus den stdrkeren Pramissen ergeben miifite. Mit den Regeln R1, R2,
R3, R4 erhalten wir so aus den 7 unschliissigen Paaren 38 weitere
unschliissige Pramissenpaare. So erhidlt man aus (b) z. B. die unschliis-
sigen Paare: SiM, MoP und M:S, MoP. Insgesamt haben wir also 45
unschliissige Pramissenpaare und daher 45-4 = 180 ungiiltige Modi.
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Es bleibt nun zu zeigen, daB sich aus den 19 schliissigen Pramissen-
paaren, mit denen die giiltigen Modi gebildet sind und zu denen die
restlichen 19-4 = 76 moglichen SchluBformen gehéren, nicht mehr
als 24 giiltige Modi gewinnen lassen.

Eine Konklusion SaP schlieBt aus, daB zugleich eine Konklusion
SeP oder SoP aus den gleichen Primissen zu gewinnen ist (es gilt ja
SoP = —SaP und im Hinblick auf (E) sind SaP und SeP unvertrig-
lich), hat aber nach R3 eine Konklusion S¢P zur Folge. Nach der SchluB-
tabelle gibt es nur einen giiltigen Modus mit SaP-Konklusion, also
2 giiltige Konklusionen zu diesem Pridmissenpaar (barbara, barbarz).

Eine Konklusion SeP schlieBt aus, daB zugleich eine Konklusion
SaP oder S¢P aus den gleichen Primissen zu gewinnen ist (es gilt ja
StP = —SeP und im Hinblick auf (E) sind SaP und SeP unvertriglich),
hat aber eine SoP-Konklusion zur Folge. Nach der SchluBtabelle gibt
es vier giiltige Modi mit SeP-Konklusion, also 8 giiltige Modi mit diesen
Primissenpaaren (celarvent, celaront, cesarve, cesaro, camestres, camestros,
calemes, calemos).

Mit einer S;P-Konklusion ist eine SeP-Konklusion unvertraglich,
SaP- oder SoP-Konklusionen aber vertrdglich. Und mit einer SoP-
Konklusion ist eine SaP-Konklusion unvertriglich, eine SeP- oder
SiP-Konklusion aber vertriglich. Es bleibt also zu zeigen, daB die
Primissenpaare mit SiP- bzw. SoP-Konklusion aus der SchluBtabelle
nicht auch SaP- oder SoP- bzw. SeP- oder S¢P-Konklusionen zur Folge
haben, die nicht in dieser Tabelle aufgefithrt sind. Zu den subalternen
Modi auBler bamalip existieren aber starke Modi mit den gleichen Pri-
missenpaaren, auf die wir also unsere Aufmerksamkeit beschrinken
kénnen. Oben haben wir gesehen, daB die starken Modi umkehrbar
sind. Wiirde also aus einem der fraglichen Primissenpaare eine SaP-
oder SoP- bzw. eine SeP- oder S;P-Konklusion folgen, so auch aus
SiP bzw. SoP. Es gilt aber nicht S¢PH SaP oder SiPH SoP bzw.
SoP - SeP oder SoP S:P, wie man sich leicht klarmacht.

Aus barbara erhalten wir ferner mit (S/P, P/S) aus den Primissen-
paaren von bamalip die Konklusion PaS und dieser SchluB ist umkehr-
bar. Wiirde also aus den Primissen von bamalip eine SaP- oder SoP-
Konklusion folgen, so auch aus P4S. Wie man sich wieder leicht klar-
machen kann, gilt aber weder PaSt SaP noch PaSH SoP.

Damit ist gezeigt, daB aus den 19 schliissigen Pridmissenpaaren
tatsdchlich nur die 24 in der SchluBitabelle angegebenen Konklusionen
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folgen. Wir haben also bewiesen, daB nur die 24 aristotelischen Modi
giiltige SchluBformen der Syllogistik darstellen.

AbschlieBend kénnen wir sagen, da8 die Bedeutung der Syllogistik,
die den Kern der traditionellen Deduktionstheorie bis hin zu BooLk
ausmacht, nicht in der Stdrke des Systems oder seiner praktischen
Anwendbarkeit liegt — tatsdchlich ist die Syllogistik ein sehr schwaches
System — sondern darin, da8 sie die historisch erste in sich geschlossene
und préazise logische Theorie darstellt.

6.2 Die Boolesche Klassenlogik

GEORGE BooOLE (1815—1864) hat in seinem ersten logischen Haupt-
werk, The Mathematical Analysis of Logic (1847), aufbauend auf Gedan-
ken von LE1BNIZ, einen Kalkiil angegeben, der sich sowohl als Kalkiil
der A.L. wie der elementaren Klassenalgebra interpretieren 1aB3t!.
BooLE hat auch A.L. und elementare Klassenalgebra zu einem einzigen
Kalkiil kombiniert, den wir 81 nennen wollen, und fiir diese Klassen-
logik wollen wir uns im folgenden interessieren. Da die Darstellung
dieser Klassenlogik bei BOOLE nicht sehr prézise durchgefiihrt ist,
entwickeln wir sie im Rahmen des Formalismus, den wir in diesem
Buch aufgebaut haben.

Die Aussagen der elementaren Klassenalgebra haben die Gestalt
s = t, wobei s und t Klassenterme sind, die aus GV und den Konstanten
A und V mit den Operatoren n, U und = aufgebaut sind. Wie wir im
Abschnitt 5.2 gesehen haben, kann man die Aussagen s = t umschreiben
in Aussagen der Form s =V, wobei s die Konstanten A und V nicht
mehr enthilt. Statt ,,s = V* wollen wir nun ,,[s]* schreiben. Dann
sind die Ausdriicke [s], wo s eine Klassenterm ist, der A und V nicht
enthilt, die a.l. Atome der Formeln der Sprache B des Kalkiils 81, aus
denen man dann mit Hilfe der a.l. Operatoren A, v und — die Formeln
von B zusammensetzen kann. Es steht also z. B. die Formel [S] A —[t]
fir S =V A—(t=V), die Formel [sut]v =[tus] fir (Sut=V)
va(tus=V), usf2

1 Vgl. dazu wie fiir das folgende den Abschnitt 5.2!

2 BooLE hat fiir die a.l. und die klassenlogischen Operatoren dieselben
Symbole verwendet. Tut man das, so wird die Verwendung der Klammer-
symbole [ ] wichtig, damit man z. B. zwischen Ts], und (5] also zwischen
—(s = V) und 5 =V unterscheiden kann.
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6.2.1 Die Entscheidbarkeit des Kalkiils 81

Die logische Giiltigkeit der Formeln von 8B ist nun entscheidbar.
Das hat auch schon BOOLE hervorgehoben, dessen arithmetisches
Entscheidungsverfahren allerdings etwas undurchsichtig ist. Ist A
eine a.. atomare Formel, d.h. eine Formel der Gestalt [s], so 148t
sich die Giiltigkeit von A nach dem a.l. Entscheidungsverfahren aus
1.2.4 bestimmen!. Ist A eine a.l. komplexe Formel von 8B, so kann
man zunichst die konjunktive Normalform Ay zu A bilden?. Ay ist
genau dann giiltig, wenn alle Konjunktionsglieder von Ay giiltig sind.
Diese Glieder haben die Gestalt [s;]v ... v [s,Jv—lt]v ...v[t]
(m,n >0). Es gilt nun der Satz:

1) [s]v...v [sp] Vvt v...v[t)] ist logisch giiltig genau dann,
wenn mindestens eine der Aussagen [t,u...Ut Us],..., [t;u...Ut,
U s, ] logisch giiltig ist3.

Die Frage, ob eine dieser letzteren Aussagen giiltig ist, 1aBt sich
dann wieder mit Hilfe des a.l. Entscheidungsverfahrens feststellen.

Wir beweisen nun den Satz (I):

1) Es sei [t;u...ut, us]] (iausl,...,m) giiltig. Dann gilt auch

tiu...ut,us =V, also mit T97
ttn...ntus; =V, also mit T99
tn...nt,Cs, also
ttn...nt,=VDs =YV, also mit T89
t;=VAa...Aat,=V¥Ds; =V, also

A ...oa[t)D [s], also mit D1, T27
Al v ooovAt) v (s, und daher mit T13, T14
At dvooovaltdv sl v [spl

2) Wenn keine der Aussagen [t,u ...u t, uUs] giiltig ist, so ist
[5V ...V [sy] vt v ... v—=[t,] ungiiltig. Es seien x,,..., x, die
GV aus den Termen s,,...,s,, t;,..., t,. Wir zeigen: Wenn alle Aus-
sagen [t;u...ut,Us;] nicht giiltig sind, so gibt es eine Interpretation
B der GV x,,...,%, so daB gilt: B(t) = ... =B(t) =V und
B(s,) #V,..., Bsy) # V.

1 Vgl. dazu 5.2.
2 Vgl. dazu 1.2.6.2 und Mt8, Mt9 aus 1.2.6.
3 Vgl. dazu auch den Beweis in [37], S. 41 {f.
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Dazu entwickeln wir die Terme t, U ... Ut Us; in konjunktive
Normalform?!. Sie sei d;. Da [t,u...uU t,us;] nach Voraussetzung

ungiiltig ist, so muB d; ein Glied d;* der Gestalt Xy U Xy U
i i

Xy oo I Xy enthalten, wo alle Zahlen 1y,..., Ty, sy, . + Sig, (aus

1,...,t) untereinander verschieden sind. Es sei a; = {s;;,..., s;,} und es
1

sei M die Menge der a, fiiri = 1,..., m. Wir definieren dann die Inter-

pretation 8B {iber dem Objektbereich M. B, sei die Teilmenge von M,
deren Elemente die Zahl k enthalten (k =1,...,t). Wir setzen nun
B(x,) = B, und finden: 2B, ..., aieBsiq‘, —eB, ..., —xaieB,ip., also
—a,eB(d) = SB(x,uu I 555“ U...V Esiq.)? Da 8(d,) ein Durch-

i

~ schnitt von Klassen mit der Klasse B(d*) ist, so gilt auch

—aeB(tyu ... Ut Us), also —aeB(s). B(s;) ist also nicht die All-

klasse, wie zu zeigen war. Weiterhin gilt —aeB(Ty),..., ma,eB(t,),
also a;B(t,),. .., 2,eB(t,). Da das fiir alle a; i=1, ..., m) gilt, also
fiir alle Elemente des Grundbereichs, so gilt auch B(t;) = ... =B(t,) = V.

Damit ist nun die Behauptung (2) und somit auch der Satz (I)
bewiesen. Aus (I) folgt aber, wie schon oben ausgefiithrt wurde, die
Existenz eines Entscheidungsverfahrens fiir den Kalkiil 81.

6.2.2 Die Aquivalenz der Booleschen Klassenlogik
mit der monadischen P.L.

Es soll nun gezeigt werden, daB die BooLesche Klassenlogik mit
der monadischen Pradikatenlogik &dquivalent ist. Die Sprache der
monadischen P.L., die aus P durch Streichung der mehrstelligen PV
entsteht, wollen wir ' nennen. Die Aquivalenz soll dann besagen,
daB sich jeder Formel A von ‘B’ ohne freie GV in einer (bis auf freie

’mbenennungen gebundener GV) umkehrbar eindeutigen Weise eine

1 Wegen der Analogie zwischen den Operatoren m, U und — mit A, v
und — ergibt sich die Definition einer solchen konjunktiven Normalform
fir Klassenterme direkt aus 1.2.6.2 und in Analogie zu den Metatheoremen
Mt8 und Mt9 gilt, dal zu jedem Klassenterm s ein Klassenterm sy in kon-
junktiver Normalform existiert, so daB gilt s = sy und sy = V genau dann,
wenn jedes Konjunktions- bzw. Durchschnittsglied von sy mindestens
eine GV x negiert und unnegiert enthilt, d. h. den Term x\U X enthilt.

2 Ist a; = A, so gilt 1 a;eBy fiir alle k = 1,..., t also —lai£23(di*), da
aus a; = A folgt q; = 0.
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Formel A* von B gleichen Inhalts zuordnen 148t, so daBl A genau dann
logisch wahr ist, wenn A* logisch wahr ist.

Wir geben zunichst ein Verfahren an, nach dem sich jede Formel
A von iB’ in eine Formel At von P’ umformen 1iBt, fiir die gilt:

a) AT setzt sich mit den a.l. Operatoren A, v und — aus Teilformeln
der Gestalt AxB zusammen, in denen sich B wiederum nur mit den
Operatoren A, v und — aus Atomformeln von P’ zusammensetzt, die
nur die GV x enthalten (also aus Formeln der Gestalt f(x)), und

b) bp A =AY

Nach diesem Verfahren wird zunichst A in prdnexe Normalform
gebracht (vgl. 2.3.2). Im Kern dieser Formel werden dann alle Vor-
kommnisse der Operatoren O und = vermittels der Definitionen D1,
D3 eliminiert. Dadurch entstehe die Formel A’, fiir die dann nach MTS,
T38, A4, R1 gilt = A’ = A. Hat nun der letzte Quantor im Prifix von
A’ die Gestalt Ax (Vx), so entwickeln wir den Kern von A’ in konjunk-
tive (disjunktive) Normalform (vgl. 1.2.6) und ziehen unter Benutzung
von T49 (T52) diesen Quantor nach innen vor die einzelnen Konjunk-
tions- (Disjunktions-)Glieder. Enthilt eins dieser Glieder die GV x
nicht frei, so kann man wegen AXA = VxA = A diesen Quantor weg~
lassen. Andernfalls ordnen wir in den neuen Bereichen von Ax (Vx)
die Disjunktions- (Konjunktions-)Glieder unter Benutzung von T15
(T30) so um, daB die Formeln, die x frei enthalten, an erster Stelle
stehen. Es gilt nun H Ax(A[x]v B) = AxA[x]v B (Vx(A[x] A B)
= VxA[x] A B), wenn x nicht frei in B vorkommt!l. Man kann also

1 Der Beweis dieser Theoreme ergibt sich wie folgt:

a) 1) Ax(A[x]v B) AF
Ax(—=B D A [x]) T15, T24, D1
—BDA[x) A4, R1
—B D AxA[x] R2
AxA[x]v B D1, T15

2) Ax(A[x]v B)DAxA[x]v B MT4, (1)
AxA[x]DA[x]vB A4, T13
BD A[x]v B T14
AxA[x]v BDA[x]v B T17

3) AxA[x]v BDAx(A[x]v B) R2

4) Ax(A[x]v B)=AxA[x]v B T23, D3, (2), (3).

Ax(—A[x] v —B) = Ax—A[x] v —B
—Vx(A[x] A B) =—VxA([x]v —B
Vx(A(x] A B)=VxA[x]A B

(4)
T27, T46, MT5

T486, T27, T25, T24, MT5.
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die Bereiche der Quantorenvorkommnisse Ax (Vx) so beschrinken, da3
sie nur Atomformeln mit der GV x enthalten. Fiir die so entstehende
Formel A" gilt nach Konstruktion = A" = A’. Wir wiederholen nun
den Konstruktionsschritt, der von A’ zu A" fiihrt so oft, bis wir end-
lich zu einer Formel A® gelangen, die mit den Operatoren A, v und —
aus Formeln AxC und VyD zusammengesetzt ist, wobei C und D quan-
torenfrei sind und nur die GV x bzw. y enthalten. Esgilt dann A’ =
A® Die gesuchte Formel At erhilt man dann aus A° wenn man die
Teilformeln VyC nach T46 durch die Formeln —Ay —C ersetzt. Wir
finden also endlich auch A = A, was zu beweisen war.

Wir stellen nun eine eineindeutige Zuordnung zwischen den PV f
von P’ und den GV y; von 8 her (i =1, 2,...). Dann konnen wir einer
Formel A* von ' der oben angegebenen Gestalt eine Formel A* von B
zuordnen, indem wir die Teilformeln AxB, von A" durch die Ausdriicke
(B,] ersetzen, die Atomformeln f;(x) durch die GV y; und die Vorkomm-
nisse der Operatoren A, v und — in den eckigen Klammern durch n,
v und . Diese Zuordnung ist offenbar umkehrbar eindeutig bis auf
freie Umbenennungen gebundener GV. Aus jeder Teilformel AxB, von
At entsteht so eine Teilformel von A* der Gestalt [s,]. Betrachten
wir nun die Interpretationen B, fiir die gilt

a) B(f;) = B(y;), so gilt AxB, =s, = V. Denn ersetzt man in B, die
Formeln f;(x) durch xey,;, so gilt nach den Definitionen D18, D19 und
D20 ixB, =s,, also AxB, =s, = V. Bzgl solcher Interpretationen
gilt also nach dem Ersetzungstheorem auch:

b) AT = A*. In diesem Sinn kann man sagen, daB AT und A*
den gleichen Inhalt haben: A* driickt in der Klassenterminologie
das gleiche aus, was A* in der Begriffsterminologie besagt.

Ist nun A% nicht logisch wahr, so gibt es eine Interpretation 9,
die A* nicht erfiillt. Zu ¥ gibt es dann eine Interpretation %', die
mit B bis auf héchstens die Werte fiir die GV iibereinstimmt und die
der Bedingung (a) geniigt. B’ erfiillt dann ebenfalls A" nicht, da A"
keine freien GV enthilt, also erfiillt 8’ auch A* nicht und A* ist nicht
logisch giiltig. Ebenso kann man zu einer Interpretation, die A* nicht
erfiillt, eine Interpretation finden, die (a) geniigt und die A* nicht
erfiillt. Es gilt also, wie zu beweisen war, A* ist logisch wahr genau dann,
wenn A* logisch wahr ist. Da sich, wie wir eingangs gezeigt haben,
jede Aussage A von P’ dquivalent in eine Aussage A* umformen liBt, ist

Kutschera, Elementare Logik 23
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damit der Aquivalenzbeweis fiir die BooLesche Klassenlogik und die
monadische P.L. erbracht.

Aus dieser Aquivalenz folgt dann mit dem Ergebnis aus 6.2.1 die
Entscheidbarkeit der monadischen P.L.1. Ferner ergibt sich daraus,
daB die BoorLesche Logik, was ihre Leistungsfihigkeit anbelangt,
zwischen der Syllogistik und der, auf FREGE zuriickgehenden, elemen-
taren Logik steht. Die monadische P.L. ist ja ein echtes Teilsystem der
elementaren Logik, also schwicher als diese. Andererseits ist die Syllo-
gistik ein echtes Teilsystem der monadischen P.L., die also starker ist
als jene. Man kann die Syllogistik also auch im Rahmen der BooLk-
schen Klassenlogik entwickeln. Den Aussageformen der Syllogistik
SaP, SiP, SeP und SoP entsprechen die Formeln [xwy], =[Xvwyl,
[Xxuy]und =[X v y]. Der SchluB} celarent geht also z. B. iiber in den
SchluB[yw z], (X vyl [Xu z],demder SchluByC z,xCy-xCz
(T101) entspricht.

Ubungsaufgaben :

1. Man leite die 24 aristotelischen Modi im Rahmen des Kalkiils
81 ab! Dazu geniigt es, nach den Resultaten aus 6.1.2 die Ableitungs-
beziehung [y u z], (X U y]F [X U z] zu beweisen, die dem Modus bar-
bara entspricht, und die Regeln R1 bis R9 (unter Beriicksichtigung des
Postulats (E)) als zuldssig zu erweisen.

2. Das oben angegebene Verfahren zur Gewinnung der Formel A
zielt nicht auf eine praktisch einfache Handhabung ab, sondern nur
auf eine einfache Formulierung. Man gebe ein Verfahren fiir die Kon-
struktion von A1 an, das schneller zum Ziel fithrt und in dem A™ aus
A ohne den Umweg iiber die prinexe Normalform gewonnen wird.

6.3 Freges Definitionslehre

GorrLoB FREGE (1848—1925) nimmt unter den Begriindern der
modernen Logik den bedeutendsten Platz ein. Seine wichtigste Leistung

1 Die Entscheidbarkeit der monadischen P.L. erhilt man auch aus der
Transformierbarkeit der Formeln von P’ in die Gestalt A+, wenn man
das Beweisverfahren des Kalkiils P2 beniitzt. In einer Herleitung aus A+
treten ja keine SF auf, so daB jede Herleitung aus A* endlich ist (vgl. dazu
den Abschnitt 2.4.1). Ein Beweis fiir die Entscheidbarkeit der monadischen
P.L. auf semantischer Ebene findet sich auch in [1].
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besteht in der Formulierung der Pridikatenlogik und der Klassenlogik.
Schon in der Begriffsschrift von 1879, seiner ersten logischen Ver-
offentlichung, ging er mit der Angabe eines vollstindigen Kalkiils der
elementaren Logik, sowohl was die Stdrke dieser Logik wie die Pra-
zision ihrer syntaktischen Formulierung angeht, weit iiber BOOLEs
Klassenlogik hinaus. Wir haben oben gesehen, da BooLes kombi-
nierter Kalkiil mit der monadischen P.L. dquivalent ist. In der elemen-
taren Logik FREGES treten nun auch mehrstellige Pridikate auf. Fiir
die Formalisierung einer solchen mehrstelligen P.L. war es notwendig,
Quantoren und gebundene Variablen einzufithren, und obwohl FREGE
sich dabei einer ganz neuen Aufgabe gegeniibersah, hat er sie auf An-
hieb in einer Weise geldst, die noch heute giiltig ist!. Auch die Grund-
lagen der hoheren P.L. gehen auf FREGE zuriick, der insbesondere im
ersten Band der Grumdgesetze die Typenunterscheidung fiir Pridikate
ganz klar formuliert hat. Endlich hat er dort auch die Klassenlogik
in vollem Umfang begriindet, in dem sie weit {iber BooLes Kalkiil
hinausgeht, und er hat in ihrem Rahmen die erste rein logische Be-
griindung der Arithmetik angegeben und damit den ersten Schritt zur
Verwirklichung des logizistischen Programms getan.

Wir wollen hier aber auf diese Leistungen FREGES nicht niher
eingehen, da wir bereits frither wiederholt auf sie verwiesen haben und
da diese Logik in ihrer syntaktischen Ausformung im wesentlichen
mit der in diesem Buch dargestellten klassischen Logik identisch ist.
Vielmehr wollen wir wegen der grundsitzlichen Bedeutung der Defi-
nitionen fiir die Methodik der Wissenschaften auf eine andere Leistung
FrEGES zu sprechen kommen, auf seine Theorie der Definition, der
er selbst groBten Wert beigemessen hat und auf die er hidufig zuriick-
gegriffen hat, insbesondere zur Kritik anderer logischer und mathema-
tischer Theorien. FREGES Ausfithrungen zur Definitionslehre sind in
seinen Werken verstreut, die wichtigsten AuBerungen dazu finden sich
aber im 2. Band seiner ,,Grundgesetze‘‘? und in dem unveréffentlichten
Aufsatz ,,Uber Logik in der Mathematik’ von 1914 zusammengefaBt.

Werfen wir aber zunichst einen Blick auf die Ansitze der traditio-
nellen Logik zu einer Definitionstheorie, von denen FREGE ausgehen
konnte.

1 Vgl. dazu 2.1.2.

2 [18], S.69—80.
23*
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6.3.1 Traditionelle Lehren

Die auf ARISTOTELES zuriickgehende traditionelle Begriffslehre gibt
ein Definitionsschema an, nach dem ein einstelliger Begriff F zu definieren
ist durch Angabe des nichsthéheren Artbegriffes G und eines spezifischen
Merkmals M, das den Begriff F vor anderen Unterbegriffen von G
auszeichnet: definitio fit per genus proximum et differentiam specificam.
Symbolisch 148t sich dieses Schema also in der Form S) F(x) = G(x) A
M(x) darstellen. Definitionen nach diesem Schema miissen ferner
folgenden Kriterien geniigen, um korrekte Definitionen im Sinne der
traditionellen Logik zu sein:

I) Eine Definition muB8 das Wesen des zu definierenden Begriffes
erfassen.

I1) Eine Definition darf nicht zirkuldr sein.
III) Eine Definition darf nicht negativ sein.

IV) Die definierenden Begriffe G und M miissen hinreichend klar und
scharf bestimmt sein.

Beispiele fiir korrekte Definitionen in diesem Sinn sind z. B.

a) Ein Mensch ist ein vernunftbegabtes Lebewesen. (Hier ist ,Lebe-
wesen‘ das Genus, ,vernunftbegabt’ die spezifische Differenz.)

b) Ein Minderjihriger ist eine Person, die weniger als 21 Jahre alt
ist. (Hier ist ,Person‘ das Genus, ,weniger als 21 Jahre als’ die spezi-
fische Differenz.)

c) Ein Fisch ist ein Wirbeltier, das schuppenbedeckt und mit
Flossen als Gliedmassen versehen ist, durch Kiemen atmet, wechsel-
warmes Blut hat, sich durch Eier fortpflanzt und dessen Herz nur
eine Vor- und eine Herzkammer hat. (Hier ist ,Wirbeltier* das Genus,
die Konjunktion der iibrigen Eigenschaften die spezifische Differenz.)

Beispiele fiir unkorrekte Definitionen sind hingegen:
d) Ein Hecht ist ein Fisch, der ein Hecht ist. (VerstoB gegen II!)
e) Ein Spatz ist kein Sédugetier. (Verstof gegen III!)

f) Wahrheit ist ein Splitter der Unendlichkeit. (VerstoB gegen IV!)
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Die traditionelle Definitionslehre hat also einen gewissen Wert,
insofern sie die Struktur gewisser Definitionen genauer beschreibt und
es erlaubt, gewisse unkorrekte Definitionen auszuschlieBen. Sie ist
aber 1. weder prézise genug, noch 2. weit genug, um alle korrekten
Definitionen zu erfassen, noch 3. auch eng genug, um alle unkorrekten
Definitionen auszuschlieBen.

Zum ersten Punkt ist zu sagen, daB alle vier Kriterien mehr oder
minder vage sind: Im Kriterium I ist unklar, was unter dem ,,Wesen‘‘
eines Begriffes zu verstehen ist. Dariiber gehen die verschiedenen
philosophischen Meinungen weit auseinander. Gemeint ist wohl, da
z.B. die Definition (c) der Fische das ,,Wesen‘* der Fische besser erfat
~ als eine Definition wie etwa c’) Ein Fisch ist ein Tier, das mit einer
Angelrute gefangen wird. (Die Korrektheit dieser Charakterisierung
der Fische sei hier einmal vorausgesetzt.) Denn die Kiemenatmung
der Fische ist z.B. eine tiefere Charakterisierung, als die Art und Weise
wie sie gefangen werden, d.h. sie erméglicht uns auf Grund der bekannten
biologischen Gesetze die Ableitung einer gréBeren Anzahl von Aussagen
iiber Fische, als diese. Wenn man diese Vorstellung verallgemeinern
wollte, so miiite man also etwa sagen: Eine Definition eines Begriffes
F geniigt bzgl. einer Theorie T dem Kriterium I, wenn sie in T eine
moglichst groBe Zahl von moglichst relevanten Voraussagen iiber die
unter F fallenden Gegenstinde ermdglicht. Aber von einer brauchbaren
Prizisierung wire das Kriterium I auch damit noch weit entfernt.

Im Kriterium II bleibt unklar, unter welchen Bedingungen eine
Zirkularitit vorliegt. So kénnte man annehmen, daBl FREGES Definition
der Anzahlen ,Die Anzahl einer Menge m ist die Menge der mit m
gleichzahligen Mengen‘’ zirkuldr ist, wenn man den Begriff ,gleichzahlig®
wie ,identische Anzahlen habend‘ versteht. Auch G. CANTOR hat in
seiner Rezension von FREGES ,,Grundlagen der Arithmetik” diese
Definition fiir zirkuldr erklirt, obwohl tatsichlich von einer Zirkularitit
keine Rede sein kann, da FREGE den Begriff ,gleichzahlig’ fiir zwei
Mengen durch die Existenz einer eineindeutigen Abbildung der einen
auf die andere Menge erkldrt. Dieses Beispiel zeigt, daB3 eine Prizi-
sierung des Kriteriums II auf eine bestimmte Theorie mit einer bestimm-
ten Folge von Definitionen Bezug nehmen miifite.

Das Kriterium III wird man zunichst so auffassen, daB eine Defi-
nition nicht nur ein hinreichendes Kriterium fiir das Nichtzutreffen
des zu definierenden Begriffes angeben darf, wie das in (e¢) der Fall
ist. Da aber solche Definitionen ohnehin nicht unter das Schema S
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fallen, ist das Kriterium iiberfliissig oder es ist in anderer Weise zu
deuten. Eine mogliche Deutung wire, daB im Definiens kein Ausdruck
fiir die Negation vorkommen darf. Aber auch in diesem Sinn wire das
Kriterium nichtssagend, da man Negationen immer nach dem Schema
—A = A D B ecliminieren kann, wo B ein falscher Satz ist. Oder man
miilte unter Berlicksichtigung dieser Eliminierbarkeit der Negationen
sagen: Eine Definition geniigt dem Kriterium III nur dann, wenn das
Definiens sich nicht dquivalent in einen Satz umformen ldt, der eine
Negation enthdlt. Dann aber wiren wegen der dquivalenten Ersetz-
barkeit eines Satzes A durch A A (B v —B) alle Definitionen auszuschlie-
Ben. Endlich wiirde durch ein Verbot des Vorkommens von Negationen
im Definiens auch korrekte Definitionen ausgeschaltet, wie z.B. die
Definition ,,Eine Primzahl ist eine Zahl, die nicht durch eine von 1
verschiedene kleinere Zahl ohne Rest teilbar ist®.

Das Kiriterium IV endlich ist zu vage, da es nicht hinreichend
klar ist, welche Begriffe hinreichend klar bestimmt sind. Vertreter
verschiedener philosophischer Richtungen werden da wieder ganz ver-
schiedener Meinung sein.

Auch das Schema S selbst ist insofern ungenau formuliert, als es
den nichsten Oberbegriff G zu einem Begriff F nicht gibt. Vielmehr
existieren zu jedem (nicht allgemeingiiltigen) Begriff F beliebig viele
nichste Oberbegriffe, deren Umfang jeweils nur ein Element mehr ent-
hilt als der Umfang von F. Im Paradebeispiel (a) der traditionellen
Logik wire auch sicher ,S4ugetier ein naherer Oberbegriff zu ,Mensch’,
als ,Lebewesen‘. Die Rede vom genus proximum ist also im traditio-
nellen Definitionsschema nicht genau zu nehmen.

Zum zweiten Punkt ist zu sagen, dal es auch korrekte Definitionen
gibt, die nicht nach dem Schema S gebaut sind. Da S nur ein Defi-
nitionsschema fiir einstellige Begriffe ist, gilt das insbesondere fiir alle
korrekten Definitionen von mehrstelligen Begriffen (Beziehungen), von
Funktionen oder Gegenstinden. Aber auch einstellige Begriffe kann
man auf andere Weise korrekt definieren, als nach S. So ist die Defi-
nition ,,Ein Wirbeltier ist ein Fisch oder ein Lurch oder ein Kriechtier
oder ein Vogel oder ein Siugetier* sicherlich korrekt, obwohl hier ein
Oberbegriff als Vereinigung von Unterbegriffen definiert wird, nicht
aber ein Unterbegriff vermittels eines Oberbegriffes, wie das in S ver-
langt wird.

Zum dritten Punkt endlich ist zu bemerken, daf3 durch das tradi-
tionelle Definitionsschema S bedingte Definitionen nicht ausgeschlossen
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werden, d. h. definitorische Festsetzungen iiber das Zutreffen von F
auf einen Gegenstand x, die nur unter der Voraussetzung gemacht
werden, daB x eine bestimmte Eigenschaft H hat, die also F nur in
Anwendung auf solche Gegenstinde definieren, die unter den Begriff
H fallen. Ein Beispiel einer solchen bedingten Definition erhalten wir
etwa, wenn wir anstelle der Definitionen (a) die Definition (a’) an-
setzen ,,Ein Lebewesen ist ein Mensch, wenn es vernunftbegabt ist.”
Hier wird der Begriff ,Mensch’ nur in Anwendung auf Lebewesen
definiert. Wéhrend nach (a) die Aussage ,,x ist ein Mensch' immer
falsch ist, wenn x kein Lebewesen ist, enthdlt (a’) fiir diesen Fall keine
Wabhrheitsbedingung fiir ,,x ist ein Mensch®. Das hat zur Folge, daf3
fiir so definierte Begriffe wichtige logische Gesetze, wie z. B. das fertium
non datur nicht gelten. Denn ist ,,x ist ein Mensch* weder wahr noch
falsch, so 14Bt sich auch der Satz ,,x ist ein Mensch oder x ist nicht
ein Mensch’ nicht als wahr auszeichnen. L&aBt man unvollstindig
definierte Begriffe zu, so kann es auch sein, daB der Begriff M im De-
finiens nach S gerade fiir diejenigen Argumente x undefiniert ist, fiir
die die Bedingung H(x) der Definition von F(x) erfiillt ist, so daB der
Begriff F vollstindig undefiniert bleibt. Dann wird man aber kaum
mehr von einer korrekten Definition von F sprechen wollen.

Zusammenfassend wird man also sagen miissen, daB das traditio-
nelle Definitionsschema S und die Kriterien 1 bis IV nicht zur Begriin-
dung einer brauchbaren Definitionslehre ausreichen.

In der traditionellen Logik findet sich auch eine Unterscheidung
zwischen Nominal- und Realdefinitionen. Eine Nominaldefinition ist
dabei eine Festsetzung, durch die einem Ausdruck A, dem Defintendum,
der bisher noch keine Bedeutung hatte, die Bedeutung eines Ausdrucks
B, des Definiens, dem also bereits eine wohlbestimmte Bedeutung zu-
geordnet sein mufB, verlichen wird. Als sprachliche Festsetzung enthilt
eine Nominaldefinition keine Tatsachenbehauptung, sie ist also weder
wahr noch falsch, sondern nur korrekt oder unkorrekt nach gewissen
Regeln, die man fiir solche Festsetzungen zugrunde legen wird. Aus
einer Nominaldefinition A := B ergibt sich dann aber die Bedeutungs-
gleichheit von A und B, sie begriindet also Aussagen der Form A = B
bzw. A = B, je nachdem A und B Formeln oder Terme sind. Diese For-
meln oder auch die aus ihnen durch Generalisierung der in A frei vor-
kommenden Variablen entstehenden Formeln Ax;...x,(A = B) bzw.
Ax,...x,(A = B) wollen wir im folgenden als Definitionsformeln be-
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zeichnen. Definitionsformeln diirfen dann in Beweisen wie Axiome
verwendet werden?.

Was eine Realdefinition sein soll, ist hingegen weniger klar. Deutlich
ist nur, daB Realdefinitionen Behauptungen enthalten sollen, die wahr
oder falsch sind, daB es sich bei ihnen also nicht um reine Festsetzungen
handelt. Nach einer Deutung der Realdefinitionen sind sie Begriffs-
analysen, bei denen das zu analysierende Begriffswort F (das Analy-
sandum) bereits eine wohlbestimmte Bedeutung hat, von der in der
Realdefinition ausgesagt wird, daB sie mit der Bedeutung des analy-
sierenden Priadikates G (des Analysans) zusammenfillt2. Eine solche
Behauptung hat dann, extensional gefaBt, die Form Ax(F(x) = G(%)).
Solche Analysen kénnen nun entweder linguistischen oder empirischen
Charakter haben: Eine linguistische Analyse, wie z. B. ,,Ein Junggeselle
ist ein unverheirateter Mann‘ wird nur durch den Sprachgebrauch
begriindet und besagt soviel wie: das Wort ,, Junggeselle” wird in der
deutschen Sprache im Sinne von ,,unverheirateter Mann* verwendet.
Eine empirische Analyse hingegen liegt vor, wenn man z. B. die Be-
zeichnung ,,Americium‘‘ durch eine Nominaldefinition einfiihrt fiir das
chemische Element mit 95 Protonen und dann, sei es durch Beobach-
tungen, sei es durch Ableitung in einer empirischen Theorie, feststellt:
Americium ist das Element, das die und die chemischen Eigenschaften
hat. Von Begriffsanalysen sind zu unterscheiden Begriffsexplikationen,
die zwischen Definitionen und Analysen einzuordnen wiren: In einer
Begriffsexplikation wird ein umgangssprachliches Pradikat, dessen
Bedeutung nur bis auf einen gewissen Unbestimmtheitshorizont fest-
gelegt war, zum Zweck etwa seiner Verwendung in einer exakten
Theorie, in seiner Extension genauer fixiert. Dabei soll diese Exten-
sion im wesentlichen mit dem bisherigen Anwendungsbereich des Wortes

1 Wenn aus der Nominaldefinition als einer semantischen Festsetzung
iber die Definitionsformel mit dem Ersetzungstheorem die Substituier-
barkeit von Definiendum und Definiens in allen Kontexten, also eine
syntaktische Eigenschaft folgt, so kann man eine Definition auch um-
gekehrt als eine syntaktische Festsetzung auffassen, nach der das Defi-
niendum eine Abkiirzung fiir das Definiens sein soll, also in allen Kontexten
fiir das Definiens gesetzt werden kann. Aus der Tautologie A = A erhilt
man dann wieder die Definitionsformel A = B und also die Bedeutungs-
gleichheit von Definiendum und Definiens als semantische Folge.

2 Zum Thema Begriffsanalyse und -explikation vgl. auch C. G. HEMPEL
Fundamentals of Concept Formation in Empirical Science, Chicago 1952,
S. 6ff.
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zusammenfallen — die Prézisierung ist also nicht véllig frei und inso-
fern handelt es sich nicht um eine freie Bedeutungsfestsetzung im Sinne
der Nominaldefinition — ansonsten kann aber iiber die Erweiterung
oder Einengung des Anwendungsbereichs des zu prizisierenden Pridi-
kats (des Explicandum) frei verfiigt werden — und insofern handelt es
sich nicht um eine Feststellung im Sinne der Begriffsanalysen, die auf
Grund der vorgegebenen Bedeutung des Explicandums bereits als wahr
oder falsch fixiert wire. So gebraucht man z. B. das umgangssprach-
liche Wort ,,Fisch” in der Biologie in einem prézisierten Sinn, der
durch die Definition (c) bestimmt ist und der in einigen Anwendungs-
fillen vom umgangssprachlichen Wortsinn abweicht, weil diese Ab-
weichung durch die Zielsetzung einer einheitlichen und tiefgreifenden
biologischen Klassifizierung nahegelegt wird.

In einem zweiten Sinn versteht man unter einer Realdefinition
auch eine Nominaldefinition, mit der sich eine Existenzbehauptung
verbindet, wie z. B. die Einfithrung eines Eigennamens ,,a sei der
Gegenstand, der die Eigenschaft F hat‘ zusammen mit der Behauptung,
daf3 es genau einen solchen Gegenstand gibt, oder die Einfithrung
eines Begriffsworts, zusammen mit der Behauptung, dall der betreffende
Begriff nicht leer ist. Wéihrend nun Realdefinitionen im Sinne von
Begriffsanalysen eine klare methodische Funktion haben, werden in
Realdefinitionen im letzteren Sinn offenbar zwei ganz heterogene
Dinge verbunden, die methodisch sauber zu trennen sind: eine Tat-
sachenbehauptung, die zu beweisen ist, und eine Nominaldefinition,
die als reine sprachliche Festsetzung diese Behauptung nicht begriinden
kann. Durch die Verquickung beider entsteht aber die Gefahr, daf
ein Beweis der Tatsachenbehauptung unterbleibt, indem man meint,
es handle sich ja nur um eine Definition, bei der es nichts zu beweisen
gibe. Wenn man z. B. sagt: ,,a sei die kleinste Zahl, die gréBér als 1
ist”, so ist zuerst zu beweisen, daB es genau eine solche Zahl gibt — im
Bereich der reellen Zahlen wire diese Behauptung z. B. falsch — und
dann erst kann man fiir diese Zahl einen Namen durch eine Nominal-
definition einfithren. Und wenn man z. B. den Begriff ,Dorfbarbier’
einfithrt durch die Erklirung, daB8 ein Dorfbarbier genau diejenigen
Minner des Dorfes rasiert, die sich nicht selbst rasieren, und mit dieser
Definition die Existenzannahme verbindet, daB es Dorfbarbiere in
diesem Sinne gibt bzw. daB die tatsdchlich existierenden Dorfbarbiere
unter diesen Begriff fallen, so erhilt man den Widerspruch, daf sich
ein solcher Dorfbarbier genau dann selbst rasiert, wenn er sich nicht
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selbst rasiert. Die Gefahr eines solchen Ubergangs von einer Begriffs-
definition zur Annahme, der definierte Begriff sei nicht leer, liegt in
der traditionellen Logik besonders nahe, wo man, wie wir im Abschnitt
6.1 gesehen haben, nur nichtleere Begriffe betrachtet.

Obwohl schon PascaL und LEiBNIzZ hervorgehoben haben, daB
nur Nominaldefinitionen, nicht aber Realdefinitionen im letzteren Sinn
als korrekte Definitionen anzusehen seien, sind solche Realdefinitionen
doch erst viel spiter etwa seit J. ST. MiLL aus der Logik endgiiltig
verschwunden. MILL sagt dazu:

,,The definition is a mere identical proposition which gives information
only about the use of language and from which no conclusions affecting
matters of fact can possibly be drawn. The accompanying postulate
on the other hand, affirms a fact which may lead to consequences of
every degree of importance. It affirms the actual or possible existence
of things, possessing the combination of attributes set forth!...*

Zur Theorie der Definitionen hat in der traditionellen Logik ins-
besondere auch PascAL beigetragen. Er hat zunichst hervorgehoben,
daB man in einer Sprache streng zwischen Grundausdriicken und den
definierten Ausdriicken unterscheiden muB. Jede Definition setzt ja
im Definiens Ausdriicke voraus, deren Bedeutung bereits festgelegt und
hinreichend scharf umrissen ist. Man kann also nicht alle Ausdriicke
einer Sprache mit Ausdriicken dieser Sprache definieren — das wiirde
zu einem unendlichen RegreB fithren — sondern muB einen gewissen
Vorrat von bedeutungsvollen Ausdriicken, die Grundausdriicke, vor-
aussetzen, die dann die Basis zur definitiorischen Einfithrung weiterer
Ausdriicke bilden. Die exakte Fassung dieser Unterscheidung findet
sich freilich erst bei FREGE, der zuerst eine ausdriickliche Relativierung
der Definitionsregeln auf Sprachsysteme vorgenommen hat, wie sie
hier notwendig ist. Denn die Grundausdriicke einer Sprache kénnen
definierte Ausdriicke einer anderen Sprache sein und umgekehrt.
Bzgl. einer Sprache S kann man aber eindeutig eine Menge von Grund-
ausdriicken auszeichnen und die Definitionen stehen dann in einer
solchen Sprache in einer bestimmten Folge, so dafl im Definiens keiner
Definition ein erst in dieser oder einer spiteren Definition erkldrtes
Zeichen vorkommt. Es besteht also eine gewisse Analogie zwischen
den Grundausdriicken einer Sprache S und den Axiomen einer axio-

1 A System of Logic, London 1843, I, VIII. 5.
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matischen Theorie T, sowie zwischen den definierten Ausdriicken von
S und den abgeleiteten Theoremen von T: Wie man in 7T nicht alle
Sdtze beweisen kann, sondern als Basis fiir die Beweise die Axiome
benstigt, so kann man in S nicht alle Ausdriicke definieren, sondern
braucht dazu als Basis die Grundausdriicke. Und wie man in T bereits
bewiesene Theoreme in weiteren Beweisen wie Axiome verwenden kann,
so kann man in weiteren Definitionen in S bereits frither in S definierte
Ausdriicke im Definiens verwenden?.

Weiterhin hat PAscaL zwei wichtige Kriterien fiir Definitionen
aufgestellt:

1. Das Kriterium der Elsminierbarkeit der definierten Ausdriicke: Da
eine Nominaldefinition das Definiendum als bloBe Abkiirzung fiir das
Definiens einfiihrt, sind Definitionen grundsitzlich entbehrlich und die
definierten Zeichen miissen so in allen Kontexten eliminierbar sein.
Unter Bezugnahme auf eine formalisierte Theorie T iiber einer Sprache
S — wir denken dabei etwa an elementare Systeme iiber ¥ — kann
man dieses Kriterium wie folgt prizisieren?: Ist D eine Definitions-
formel, durch die ein Zeichen Z eingefiihrt werden soll, so muf3 es zu
jeder Formel A, die Vorkommnisse von Z enthilt, eine Formel B geben,
die kein Vorkommnis von Z enthilt, und fiir die der Satz D D (A = B)
in T beweisbar ist.

Diese Forderung der Eliminierbarkeit ist z. B. erfiillt fiir die Defini-
tionen D1, D2, D3 der a.l. Operatoren v, A, =, wie das im Abschnitt
1.2.3 gezeigt wurde.

2. Das Kriterium der Nichtkreativitdt der Definitionen: Aus einer
Nominaldefinition eines Zeichens Z als einer bloB8en sprachlichen Ab-
kiirzung diirfen keine neuen Tatsachenbehauptungen folgen. Ist T also
eine formalisierte Theorie, D die Definitionsformel fiir Z und A ein
Satz, der Z nicht enthilt, so muB es zu jedem Beweis fiir A in T, in
dem die Formel D verwendet wird, einen Beweis fiir A in T geben,
der D nicht verwendet.

1 Vgl. dazu auch den Aufsatz ,,Pascals Forderungen an die mathe-
matische Methode® in [63], S.115—127.

? Die folgenden Prazisierungen der PascaLschen Kriterien gehen auf
S. LESNIEWSKI zuriick.
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Danach ist z. B. die Definition ,,e sei ein Gruppenelement, fiir das
gilt Ax(x 0 ¢ = x)* im Teilsystem der Gruppentheorie aus 3.3.1 mit al
als einzigem Axiom nicht korrekt, da aus dieser Definition, nicht aber
aus al allein der Satz VyAx(x 0 y = x) ableitbar ist. Die letztere
Behauptung ergibt sich wie folgt: Ist B eine Interpretation iiber dem
Bereich y der positiven ganzen Zahlen, durch welche die Operation o
als Addition interpretiert wird, so erfiilit 8 al, nicht aber den Satz
VyAx(x 0 y = x), da O nicht in y ist.

Durch das Kriterium der Nichtkreativitit werden nun offenbar
Realdefinitionen im Sinn der zweiten oben skizzierten Deutungen dieser
Definitionen ausgeschlossen. Ferner schlieBt das Kriterium auch aus,
daB ein widerspruchsfreies System 7 durch die Hinzunahme einer
Definitionsformel D widerspruchsvoll wird. Denn wiére in T mit D ein
Widerspruch beweisbar, so nach dem Prinzip ex falso guodlibet auch
ein kontradiktorischer Satz B, der das in D erklidrte Zeichen nicht ent-
hilt. Dann miiBte aber nach dem zweiten Pascarschen Kriterium B
auch in T allein beweisbar sein, d. h. T selbst wire bereits widerspruchs-
voll.

Die beiden Pascarschen Kriterien schlieBen nun sicher nur un-
korrekte Definitionen aus. Es bleibt aber offen, inwieweit diese Kri-
terien hinreichen, tatsichlich auch alle unkorrekten Definitionen aus-
zuschlieBen. Der Diskussion dieser Frage miissen wir die FREGEsche
Definitionslehre vorausschicken.

6.3.2 Freges Auszeichnung der Explizitdefinitionen

FREGE hat die Diskussion der Definitionsregeln dadurch™auf eine
hohere Prizisionsebene gestellt, daB er, wie schon oben erwihnt, den
Definitionsbegriff relativiert hat auf formale Systeme T iiber einer
Kunstsprache S. Fiir solche Sprachen ist ein Bereich von Grund-
ausdriicken abgegrenzt, denen durch die semantischen Regeln von S
eine wohlbestimmte Bedeutung zugeordnet ist. Die Definitionen in
S stehen in einer bestimmten Folge, so daB die i-te Definition D; den
Definitionen D, mit k > i vorausgeht. Jede Definition D, soll nun
als Nominaldefinition eine Festsetzung sein, durch die dem Definiendum
von D, die Bedeutung des Definiens verliehen wird. Dazu muf einmal
das Definiens von D, bereits eine Bedeutung haben, darf also nur
Grundausdriicke enthalten und Ausdriicke, die durch die Definitionen
D, mit i < k bereits definiert worden sind. Zum andern darf das De-
finiendum in S bisher noch keine Bedeutung gehabt haben. Mehrfache
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Definitionen ein und desselben Ausdrucks sind also auszuschlieBen.
FREGE sagt dazu:

,Ich verwerfe die Vielfachheit der Definitionen fiir dasselbe Zeichen
aus folgendem Grunde. Nehmen wir an, es liegen zwei Definitionen
vor, die beide demselben Zeichen eine Bedeutung beilegen. Dann sind
nur zwei Félle denkbar: entweder geben beide dem Zeichen dieselbe
Bedeutung, oder nicht. Im ersteren Fall haben wir wieder zwei Moglich-
keiten: entweder beide Definitionen verleihen dem Zeichen denselben
Sinn, besagen ganz dasselbe, oder nicht. Im ersten Falle ist eine von
beiden iiberfliissig, im anderen wire zu beweisen, daB sie dem Zeichen
dieselbe Bedeutung zuteilen, obwohl sie ihm verschiedenen Sinn geben.
Man miiflte etwa eine von beiden als Definition stehen lassen, die andere
in einen Lehrsatz verwandeln und beweisen. Um diesen Beweis betriigt
man den Leser, indem man als Definition hinstellt, was ein Lehrsatz
sein sollte. Wenn endlich die Definitionen demselben Zeichen verschie-
dene Bedeutung geben, nicht nur verschiedenen Sinn, so widersprechen
sie einander und eine von beiden muB weichen!.”

Da durch eine Nominaldefinition dem Definiendum die gleiche
Bedeutung zugeordnet werden soll wie dem Definiens, da anderer-
seits aber in einer nach der Idee der lingua characteristica gebauten
Kunstsprache gleichbedeutende Ausdriicke auch die gleiche syntak-
tische Kategorie haben miissen, ergibt sich fiir FREGE die weitere
Forderung, daB Definiendum und Definiens von gleicher syntaktischer
Kategorie sein miissen, daB also nicht Eigennamen durch Pridikate,
n-stellige Pridikate durch m-stellige Pradikate mit m 54 #n oder Funk-
tionsausdriicke durch Priddikate definiert werden diirfen. Diese For-
derung 148t sich aber erst bei Bezugnahme auf bestimmte Sprachen,
fir die ein wohldefinierter Begriff der syntaktischen Kategorie vorliegt,
niher prizisieren.

Nach diesen vorbereitenden allgemeineren Abgrenzungen stellt
FREGE nun ein Prinzip und zwei Kiriterien fiir korrekte Nominal-
definitionen auf. FREGES oberstes Prinzip ist das Prinzip I der Frei-
heit der Definitionen: Definitionen als sprachliche Abkiirzungen miissen
prinzipiell freie Vereinbarungen sein, d.h. sie diirfen nicht noch jeweils
einen besonderen Beweis ihrer Korrektheit und Zuléssigkeit erfordern.
Es ist daher Aufgabe der Definitionstheorie, solche Definitionsregeln

1 (19], S. 54.
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anzugeben, daB die im Einklang mit ihnen formulierten Definitionen
immer ohne weiteres korrekt und zuldssig sind. FREGE sagt dazu:

,.Es ist aber daran festzuhalten, daf3 in der Definition nichts behauptet,
sondern etwas festgesetzt wird. Es darf also nie etwas als Definition
hingestellt werden, was eines Beweises oder sonst einer Begriindung
seiner Wahrheit bedarfl.” Und:

,,Es ist iiberhaupt eine solche Weise des Definierens zu verwerfen, bei
welcher die RechtmiBigkeit einer Definition von einem vorher zu
fithrenden Beweis abhingig wird; denn dadurch wird es auBerordent-
lich erschwert, die Strenge der Beweisfithrung nachzupriifen, weil dann
bei jeder Definition eine Untersuchung nétig ist, ob vor ihrer Aufstellung
irgendwelche Sitze zu beweisen seien; eine Untersuchung, die dann
doch fast immer unterbleibt. Eine solche Liicke wird eben fast nie
gefiillt und ist dadurch fiir die Strenge besonders gefihrlich. Es geniigt
eben. .. nicht, irgendeine Behauptung aufzustellen ohne Beweis oder
mit einem Scheinbeweise und nur abzuwarten, ob es jemandem gelingt,
ihre Falschheit nachzuweisen, sondern umgekehrt muB} verlangt werden,
dafB jede nicht ganz selbstverstindliche Behauptung wirklich bewiesen
werde, und dazu gehért, daB die dabei gebrauchten Ausdriicke oder
Zeichen einwandfrei eingefiihrt seien, sofern sie nicht als allgemein
bekannt angesehen werden diirfen®.*

Eine definitorische Festsetzung kann nun entweder bedingt oder
unbedingt sein. Eine wnbedingte Definition z. B. eines einstelligen
Pridikates F legt fest, daB die Instanzen F(x) fiir alle nach den Form-
regeln einsetzbaren Terme x die gleiche Bedeutung haben wie die
Instanzen G(x) eines Priddikates G. Eine bedingte Definition von F
hingegen trifft diese Festsetzung nur unter einer bestimmten Voraus-
setzung, z. B. unter der Voraussetzung, daB der Satz H(x) wahr ist.
Wihrend also F(x) einmal fiir alle zuldssigen Terme x erklart wird,
wird F(x) das andere Mal nur fiir bestimmte Einsetzungen x erklart,
fiir die H(x) gilt. Dabei kénnen wir annehmen, daB nicht gilt AxH(x),
da sonst beide Definitionen von F iquivalent sind. Wenn nun F(x)
nicht fiir alle Einsetzungen x erklirt, also nicht total definiert ist, gilt
das Prinzip der Wahrheitsdefinitheit, das der gesamten klassischen
Logik zugrunde liegt, nicht fiir alle Sitze F(x), so daB fundamentale

1 Brief an HILBERT vom 27.12. 1899 (unverdffentlicht).
2 (18], Bd.II, S.73.
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logische Gesetze wie z. B. das fertium non datur nicht fiir F gelten.
Man kann also mit den Ausdriicken F(x) nur unter gewissen Beschrin-
kungen logisch operieren und mu8 fiir alle logischen Theoreme, in denen
F vorkommt, und die man verwenden will, zeigen, daB sie trotz der
bedingten Definition von F gelten. Damit ist aber das Prinzip I ver-
letzt, so daBB FREGE solche bedingten oder unvollstindigen Definitionen
durch seine Forderung II der Vollstindigkeit ausschlieBt:

,,Eine Definition eines Begriffes (moglichen Priadikates) muf vollstindig
sein, d. h. sie muB fiir jeden Gegenstand unzweideutig bestimmen, ob
er unter den Begriff falle (ob das Pradikat mit Wahrheit von ihm aus-
gesagt werden konne) oder nicht. Es darf also keinen Gegenstand
geben, fiir den es nach der Definition zweifelhaft bliebe, ob er unter
den Begriff fiele, wenn es auch fiir uns Menschen nach unserem mangel-
haften Wissen nicht immer méglich sein mag, die Frage zu entscheiden?.’

Bedingte Definitionen koénnen allgemein auch die Form einer Defi-
nition durch Fallunterscheidung annehmen:

a) F(x

G,(x), wenn gilt H,(x)
=) {Gn(x), V\;enn gilt H,(x)

Solche Definitionen werfen neben der Unvollstindigkeit des erklirten
Begriffes F, die besteht, wenn nicht gilt (b) Ax(H,(x) v ... v H (x)), noch
ein weiteres Problem auf: Aus (a) erhdlt man die Sitze (c) Ax(H,(x) A
H,(x) D (Gi(x) = Gy(x))) fur 4, B =17,...,n. Das sind nun Sitze, in
denen das definierte Zeichen F nicht vorkommt, die also nach der
Idee der Nichtkreativitdt von Definitionen unabhingig von (a) beweis-
bar sein mii3ten. Wire einer dieser Sitze aber falsch, so wiirde durch
die Hinzunahme von (a) zur Bezugstheorie T ein Widerspruch ent-
stehen. Fiir die Zulassigkeit von (a) sind also die Sitze (c) zu beweisen,
so daB Definitionen nach (a) auch aus diesem Grunde dem obersten
FreGEschen Definitionsprinzip nicht geniigen. Gelten die Sitze (b)
und (c) nicht, so ist (a) unkorrekt, gelten sie aber, so 148t sich (a) in
die korrekte unbedingte Definition d) F(x) = H,(x) AG,x) v ... v
H,(x) A G,(x) verwandeln. In diesem Sinn gilt allgemein: bedingte
Definitionen sind unkorrekt oder tiberfliissig, in dem sie sich in unbe-
dingte Definitionen umformen lassen.

Trotz der erwihnten Nachteile verwendet man bedingte Defini-

1 [18], Bd. I, S. 69. Vgl. auch [19], S. 55.
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tionen in der Mathematik hiufig. So, wenn man z. B. den Bruch d
y

nur fiir y # 0 erklart. Bei Beachtung der Restriktionen, die sich aus
dieser unvollstindigen Definition der Funktion ergeben, kann man
aber mit dieser Definition handlicher operieren, als mit der vollstdn-

digen Definition -;7=z:=y¢0/\x=y-zvy=0/\z=a, wo a

ein passend gewihltes mathematisches Objekt ist. — Bedingte Defi-
nitionen verwendet man auch gelegentlich, wenn man z. B. einen Begriff
stiickweise definiert, wenn man also etwa die Beziehung x < y zunichst
fiir natiirliche Zahlen, dann fiir ganze, dann fiir rationale und endlich
fiir reelle Zahlen erklirt und dabei immer das gleiche Zeichen verwen-
det. Alle diese Definitionen sind unvollstindig und zudem wird das
Zeichen ,,<‘‘ immer neu fiir den alten Definitionsbereich erklirt, also
z. B. fiir die natiirlichen als spezielle ganze, fiir die ganzen als spezielle
rationale Zahlen usw. Eine solche Definition erfordert aber den Beweis,
daB die neue Definition des Zeichens im fritheren Definitionsbereich
mit der alten Definition zusammenstimmt. FREGE sagt dazu:

,,Durch stiickweises Definieren wird auch der Bestand der Lehrsitze
ins Ungewisse gestellt. Wenn man z. B. in der Beschrinkung auf das
Gebiet der positiven ganzen Zahlen die Worte ,, Quadratwurzel aus 9 er-
klirt hat, so beweist man etwa den Satz, daB es nur eine einzige Quadrat-
wurzel aus 9 gebe, der sofort umgestoBen wird, wenn man die Betrach-
tung auf die negativen Zahlen ausdehnt und demgemal die Definition
ergianzt. Aber ob man nun zu einem endgiiltigen Satze gekommen sei,
wer kann es wissen? Wer kann wissen, ob man sich nicht noch zur
Anerkennung von vier Quadratwurzeln aus 9 gedringt sehen werde.
Woher will man eigentlich wissen, daB es nicht mehr als zwei Quadrat-
wurzeln aus — 1 gebe? Solange man keine endgiiltige und vollstindige
Definition hat, ist es unmoglichl.*

,,Und es ist iiberdies so leicht, mehrfache Erkldrungen desselben Zeichens
zu vermeiden. Statt es zuerst fiir ein beschrinkteres Gebiet zu erkliren
und es dann zu benutzen, um es selbst fiir ein weiteres Gebiet zu er-
kldren, statt also zweimal das gleiche, braucht man ja nur verschiedene
Zeichen zu wihlen, indem man die Bedeutung des ersteren endgiiltig
auf das engere Gebiet einschrinkt, so daB nun auch die erste Definition
vollstindig ist und scharfe Grenzen zieht. Dann ist die logische Be-

1 [18], Bd.II, S. 74.
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ziehung zwischen den Bedeutungen der beiden Zeichen nicht irgendwie
prdjudiziert und mag untersucht werden, ohne da8 durch den Ausfall
dieser Untersuchung die RechtmaBigkeit der Definitionen in Frage
gestellt werden kann!.*

Wenn durch die Forderung II nur unbedingte Definitionen zuge-
lassen werden, sc grenzt FREGES Kriterium III der Einfachhert des
Definiendums die Definitionen weiter auf Explizitdefinitionen ein. Zu-
nichst kann man solche Definitionen ausmustern, in deren Definiendum
mehr als ein bisher noch nicht erklirtes Zeichen vorkommt. Denn durch
eine solche Definition wird nicht jedem der Zeichen fiir sich, sondern
nur einem speziellen Kontext solcher Zeichen eine Bedeutung zugeordnet :

,,Noch weniger geht es an, mit einer einzigen Definition zweierlei zu
erkldren, sondern jede Definition muBl ein einziges Zeichen enthalten,
dessen Bedeutung durch sie festgesetzt wird. Man kann ja auch nicht
mit einer einzigen Gleichung zwei Unbekannte bestimmenZ2.*

Danach tritt nun im Definiendum neben Hilfszeichen und Variablen,
die ja keine eigene semantische Funktion haben, entweder nur das zu
erklarende Zeichen (eine GK, PK oder FK) auf — in diesem Fall sprechen
wir von einer Explizitdefinition — oder das Definiendum enthilt da-
neben auch Grundausdriicke oder bereits definierte Ausdriicke — dann
sprechen wir von einer Kontextdefinition. FREGE schlieBt nun Kontext-
definitionen mit folgender Begriindung aus:

., DaBl durch die Bedeutung eines Ausdrucks und eines seiner Teile die
Bedeutung des iibrigen Teils nicht immer bestimmt ist, leuchtet ein.
Man darf also ein Zeichen oder Wort nicht dadurch erklidren, da3 man
einen Ausdruck erklidrt, in dem es vorkommt, wahrend die iibrigen
Teile bekannt sind. Denn es wire erst eine Untersuchung nétig, ob die
Auflosung fiir die Unbekannte — ich bediene mich eines wohl verstind-
lichen algebraischen Bildes — moglich sei, und ob die Unbekannte ein-
deutig bestimmt werde. Es ist aber, wie oben schon gesagt, untunlich,
die RechtmiBigkeit einer Definition von dem Ausfall einer solchen
Untersuchung abhdngig zu machen3.*

DaB FreGes Kritik der Kontextdefinitionen tatsdchlich berechtigt
ist, zeigt folgendes Beispiel von G. PEaNo: Es wird eine zweistellige

1 (18], Bd.II, S.73.
® [18], Bd.II, S.79.
s [18], Bd.II, S.79.
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Funktion x %y fiir rationale Zahlen definiert durch die Festsetzung:

P,I = PTr Hier liegt eine Kontextdefinition vor, da im Defi-

q t g+t

niendum neben dem zu erkldrenden Zeichen * und den Variablen p, q,
1, t auch das Funktionszeichen ,,—‘* fiir Briiche vorkommt. Aus dieser
3 _243 6 4 3 443
4

—_— = — —_¥ e =
512 7™ T 61

. 2
Definition erhalten wir nun 3 *

= T76 Da nun nach der Definition der Briiche gilt %: %, erhalten

. 2 3 4 3 7
wir also 3 * =% * 1’ also T=70" also 50 = 49. Aus der Kontext-
definition ergibt sich also ein Widerspruch.

In der Mathematik werden Kontextdefinitionen hiufig vorgenom-

men, so wenn man etwa Briiche 7 definiert als Aquivalenzklassen von

geordneten Paaren von ganzen Zahlen (x,y) bzgl. der Aquivalenz-
relation (x,y) &~ (W, V) i=u'y=x'VAy#0Av#0, so daB gilt

—;(,— = zVuv(z = (u, v) A {u, v) &~ (x,y)). Die Summe x @y von

rationalen Zahlen wird dann durch die Kontextdefinition —;;(—B % t=

i—"-# erklirt, wo + die fiir den Bereich der ganzen Zahlen definierte

Addition ist. Die Korrektheit dieser Kontextdefinition ist nun aber
gesondert nachzuweisen, indem man zeigt, daB es genau eine Funktion
@ der in dieser Definition verlangten Art gibt. Dal es hochstens eine
solche Funktion gibt, ist aber trivial und fiir die Existenz einer solchen
Funktion hat man nur zu zeigen: (x, y) &~ (x’, y') A {u, v) &~ (u’, v') D

;—@%’1— = —§7 &) % - Aligemein ist bei Kontextdefinitionen immer zu

beweisen, daB es genau eine Entitit gibt, die den Bedingungen der
Definition geniigt. Gelingt dieser Beweis, so zeigt er eine Entitdt der
verlangten Art auf, durch die sich dann die das fragliche Zeichen ex-
plizit definieren 14Bt, sofern das Bezugssystem T hinreichend ausdrucks-
stark ist. So lieBe sich das Zeichen @ auch explizit definieren durch x @y
== azVuvstpg(x == (0, V) Ay = (s, t) Az = (P, qQ) A G(u) A G(v) A G(s)
AG(t) A G(p) A G(Q) A{p,q)~ (u-t+s-v,v-t)), wobei ,,G(x)" steht
fiir ,,x ist eine ganze Zahl“. DafB die Umformung einer korrekten
Kontextdefinition in eine Explizitdefinition jedoch nicht immer mdg-
lich ist, zeigt das Beispiel der Kontextdefinition fiir Kennzeichnungs-
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ausdriicke in 3.2, wo sich die Kennzeichnungsfunktion nur meta-
theoretisch nachweisen, aber nicht in P ausdriicken 14B8t. Aus diesem
Grunde ist auch die Kennzeichnung im System FREGES ein Grund-
ausdruck, nicht aber ein definierter Ausdruck.

FREGEs allgemeine Grundsitze des Definierens bewirken also, daB
nur Explizitdefinitionen zugelassen werden.

6.3.3 Definitionsregeln fiir spezielle Sprachen

Bezieht man sich nun auf eine spezielle Kunstsprache S, so kann
man aus den allgemeinen Definitionsgrundsétzen ganz konkrete Regeln
fiir die Formulierung von Definitionen gewinnen, wie das FREGE fiir
die Sprache der ,,Grundgesetze’ getan hat!. Wir wollen solche Defi-
nitionsregeln hier fiir die Sprache der erweiterten P.L. P angeben.

o) Eine n-stellige PK F ist in 9 zu definieren durch eine Definitions-
formel der Gestalt Ax,... x (F(x,..., x,) = A), wobei gilt: a) In A
kommen neben den Grundausdriicken von P nur Konstanten vor, die
in P bereits frither definiert worden sind. b) x,,..., x, sind n verschie-
dene GV. c) A enthilt genau die GV x,,..., x, frei.

Die Form der Definition stellt mit der Bedingung (a) sicher, daB3
tatsdchlich eine Explizitdefinitior vorliegt. Die Forderung (b) ist
notwendig, denn definiert man z. B. Ax(F(x, x) = A), so sind durch diese
Definition nur die Instanzen F(x,x) von F erkldrt, nicht aber die
Instanzen F(x, y) mit x 7 y, so daB die Definition von F unvollstindig
ist und Ausdriicke der Gestalt F(x, y) nicht immer eliminierbar sind.
Die Forderung (c) ergibt sich aus der Bedingung, daB Definiendum und
Definiens von gleicher syntaktischer Kategorie sein sollen®. Wichtig
ist dabei insbesondere, daB in A hdchstens die GV x,,...,x, frei vor-
kommen sollen. Denn definiert man etwa F durch 1) Axy(F(x,y) =
G(x,y, 2)), so ist fiir die Korrektheit dieser Definition zu zeigen, daB
gilt 2) Axyzz'(G(x,y,z) = G(x,y,2')). Andernfalls erhielte man fiir
=(G(x,y, z) = G(x,y, 2')) auch —(F(x, y) = F(x, y)), also einen Wider-

1 Vgl [18], Bd. I, S. 43ff.

? Die Pradikate F(x,...,X;) und A wiren auch dann von gleicher
syntaktischer Kategorie, wenn in A anstelle von x,,..., X, genau n andere
GV frei vorkimen. Die Definition legt aber fest, daB beide Pridikate fiir
gleiche Instanzen gleiche Wahrheitswerte annehmen sollen und damit
ergibt sich dann die Forderung (c).

24*
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spruch. Gilt aber (2), so ist die Definition Axy(F(x, y) = VzG(x, y, 2))
mit (1) dquivalent, wobei nun (2) dem Schema («) entspricht. Kommen
hingegen nicht alle GV x,,..., x, frei in A vor, so kann sich daraus
kein Widerspruch ergeben, da das nur zur Folge hat, dal F(x,,..., x,)
nicht von den nicht frei in A vorkommenden GV abhidngt. Andererseits
148t sich aber die Definition dann auch 4quivalent in eine Definition
nach der Bedingung (c) umformen, indem man zu A konjunktiv die
Glieder x; = x; hinzufiigt fiir alle nicht in A frei vorkommenden GV x;
aus Xg,. .., X, so daB die Forderung (c) in diesem Sinn auch nicht zu
streng ist.

Ganz entsprechend begriindet man die folgenden Definitionsregeln
fir FK und GK:

B) Eine n-stellige FK F* ist in P zu definieren durch eine Definitions-
formel der Gestalt Ax,... x,(F*(x,,...,x,) =1t), wobei gilt: a) Im
Term t kommen neben den Grundausdriicken von P nur Konstanten
vor, die in P bereits frither definiert worden sind. b) x,,..., x, sind n
verschiedene GV. c¢) t enthidlt genau die GV x,,..., x, frei.

y) Eine GK a ist in P zu definieren durch eine Definitionsformel der
Gestalt a = t, wobei der Term t keine freien GV enthilt und neben den
Grundausdriicken von P nur Konstanten, die in P bereits frither defi-
niert worden sind.

Da man in P Kennzeichnungsterme nicht als Grundausdriicke zur
Verfigung hat, wird man aber die Definitionsregeln fiir FK und GK
insofern liberalisieren, daB8 man fiir sie auch Kontextdefinitionen nach
folgenden Regeln zuldBt:

B’) Eine n-stellige FK F* ist in P zu definieren durch eine Definitions-
formel der Gestalt Ax,...xy(F*(x,,...,%x,) =y =A), wobei gilt:
a) Die Formel A enthilt neben den Grundausdriicken von P nur K
stanten, die in P bereits vorher definiert worden sind. b) x,,...
sind n verschiedene GV. c¢) In A kommen genau die GV x,,..., x
frei vor. d) Die Formel Ax;... x Vly A ist beweisbar.

y’) Eine GK a ist in P zu definieren durch eine Definitionsformel
Gestalt Ay(a = y = A), wobei gilt: a) Die Formel A enthilt neben
Grundausdriicken von P nur Konstanten, die in P bereits defir
worden sind. b) Die Formel VIyA ist beweisbar.
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Die Bedingung (d) in (8') stellt sicher, daB es zu jedem Argument-
n-tupel x,,..., X, genau einen Funktionswert F*(x;,...,x,) gibt, die
Bedingung (b) in (p’) stellt sicher, daB es genau einen solchen Gegen-
stand gibt, wie er der GK a als Bedeutung zugeordnet werden soll.
Mit der Kennzeichnungsfunktion kann man von (8’) und (') offenbar
wieder zu (8) und (y) iibergehen.

Die allgemeinen Definitionsgrundsitze FREGES reichen also hin,
fiir spezielle Sprachen nun ganz konkrete Definitionsregeln anzugeben,
die besagen, wie Ausdriicke zu definieren sind, und die sicherstellen,
dafl alle ihnen gemiBen Definitionen korrekte Nominaldefinitionen
sind. Um den letzteren Punkt noch nidher zu beleuchten, wollen wir
nun zeigen, dafl Definitionen nach den Regeln («) bis (y') die Pascar-
schen Kriterien der Eliminierbarkeit und der Nichtkreativitit erfiillen.

Auf Grund des Ersetzungstheorems MT5 und des Axioms A6 ist
unmittelbar klar, da alle Vorkommnisse eines nach (x), (8) oder (y)
definierten Zeichens in einer Formel A so durch eine Ersetzung durch
das Definiens eliminierbar sind, daB eine dquivalente Formel B ent-
steht, die dieses Zeichen nicht mehr enthilt, daB also fiir diese Defi-
nitionsschemata das Kriterium der Eliminierbarkeit erfiillt ist. Fir
Definitionen nach dem Schema (8') ist aber die Eliminierbarkeit
gegeben, da wegen Ax,;...x VIyA fiir beliebige Formeln B gilt
Bz[F*(x,,..., X,)] = Vy(B[z/y] A A). Daraus erhilt man aber mit MT5
die Ersetzbarkeit von Ausdriicken F*(x,,..., x,) in beliebigen Formeln,
in denen die x;,...,x, auch gebunden sein kénnen. Entsprechendes
gilt fiir die Definitionen nach (y’). Andererseits erfiillen die Defini-
tionen D nach («) bis (y') auch das Kriterium der Nichtkreativitit.
Denn ist B ein Beweis fiir eine Formel A, die das definierte Zeichen Z
nicht enthilt und in dem D vorkommt, so kann man in allen Sidtzen
von B Z in der angegebenen Weise eliminieren. Dadurch entstehe aus
einem Satz C der Satz C’ und aus B die Satzfolge B’. D’ ist nun ein

orem, das ggf. unter Benutzung der Bedignung (d) und (b) aus

und (yp’), also ohne D beweisbar ist. Das Gleiche gilt fiir die Sitze

wo C ein Axiom ist. Geht C endlich in 8 aus Formeln C, und C,

1 R1 bzw. aus einer Formel C; nach R2, so ist C’ aus C; und C,

. C; ohne D ableitbar, wie man sich leicht iiberlegt. B’ 14Bt sich also

inen Beweis fiir A umformen, in dem die Definitionsformel D nicht

r vorkommt.

Jmgekehrt gilt nun auch: erfiillt eine Definitionsformel D die

erien der Eliminierbarkeit und der Nichtkreativitit bzgl. einer
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elementaren Theorie T in nichttrivialer Weise, so daB T erweitert um
D konsistent ist, so 1a8t sich D &dquivalent in eine Definitionsformel
nach (x) bzw. (§') oder (y') umformen. Wir zeigen das fiir die Definition
einer n-stelligen PK F und iiberlassen die restlichen Fille dem Leser
als Ubungsaufgabe. Erfiilllt D das Kriterium der Eliminierbarkeit, so
gibt es wegen R2 eine Formel A, die F nicht enthilt, so daB gilt
1) THEDDAx;... x,(F(x;,...,x,) =A), wobei X,...,x, n ver-
schiedene GV sind, die nicht frei in D vorkommen. A kann dabei nicht
von Konstanten abhingen, die in T noch nicht definiert worden sind,
da solche Konstanten weder in 7, d. h. in den Axiomen und den fritheren
Definitionsformeln von 7, noch in D vorkommen. Kommen in A
neben den GV xy,. .., x, nun zusitzliche GV y,,. .., y, frei vor, so mufl
gelten C) AXy. .. X,Y1- VY1 - YAV - 0 Yl SAYL - -0 Vil Vi)
wenn D das Kriterium der Nichtkreativitdt erfiillt, da C in T aus D
ableitbar ist, und C die Konstante F nicht enthilt. Gilt aber C, so
kann man, wie unter (x) angegeben, A durch eine Formel ersetzen, die
nur die GV x,,.. ., X, frei enthdlt. Unter («) haben wir uns auch schon
iiberlegt, wie A in eine Formel umzuformen ist, die genau die GV
Xq,..., X, frei enthdlt, wenn einige der GV x,,..., x, nicht frei in A
vorkommen. Der Satz D) Ax,;...x (F(x;,..., x,) = A) hat dann aber
die Gestalt einer expliziten Definitionsformel nach («). Um zu zeigen,
daB D sich in T durch D’ ersetzen 148t, muB im Hinblick auf (1) noch
gezeigt werden, daB auch gilt 2) THD’'D D, d. h. daB jedes Modell 8
von T und D’ auch D erfiillt. Es gilt nun a) Zu jedem Modell 8 von T
gibt es ein Modell B mit B 3 und §(D) = w. Denn nach (1) ist die
Formel D{F/A[x;,...,%,]] in T aus D ableitbar, d. h. alle Modelle
von T und D erfiillen diese Formel. In ihr kommt F aber nicht vor,
so daB sie auch in T ohne D beweisbar sein muB nach dem Kriterium
der Nichtkreativitit, d. h. alle Modelle von T miissen D[F/A[x,,. .., X,]]
erfiillen. Gibe es nun ein Modell 8 von T, zu dem es kein 5 mit 5 T3
und B(D) = w gibt, so wire auch BD[F/A[x,,...,x, 1)) =1, d. h,
die Nichtkreativitdt von D bestiinde nicht. — Nach (1) gilt aber nun,
daB es zu jedem Modell 8 von T auch nur ein $ mit B + Bund ﬁ(D) =w
geben kann, da i(F) durch die Werte von 8 fiir die in A frei vorkom-
menden Variablen bzw. Konstanten und die Forderung %(D') =w
festgelegt ist. Erfiillt also ein Modell 8 von 7" die Formel D’, so auch
D, da es zu B genau ein B mit B = B gibt, das D erfiillt und dieses B
nach (1) auch D’ erfiillt, also mit B identisch ist.
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Damit ist die Behauptung (2) bewiesen und also die Ersetzbarkeit
einer Definitionsformel D fiir eine n-stellige PK, welche die Kriterien
der Eliminierbarkeit und der Nichtkreativitit in nichttrivialer Weise
erfilllt, durch eine explizite Definition nach («).

Auf Grund der Definitionsregeln fiir die Sprache P der elementaren
Systeme kann man nun auch den Begriff der Unabhingigkeit der Grund-
begriffe eines Systems T formulieren, wie das zuerst A. PADOA getan
hatl. Wir haben bereits oben auf eine Analogie zwischen den Grund-
ausdriicken und den Axiomen eines Systems T hingewiesen. Ebenso
wie man nun fiir die Axiome die Frage der Unabhingigkeit stellen
kann?, kann man auch fragen, ob die Grundausdriicke von T unab-
hingig sind. Dabei wird man eine n-stellige PK F bzw. eine n-stellige
FK F* bzw. eine GK a von T abhingig von den iibrigen Grundaus-
driicken nennen, wenn sie sich nach dem Schema (x) bzw. (8’) oder
(y") durch diese {ibrigen Grundausdriicke definieren 148t. Das System
der Grundausdriicke von T heiBt dann unabhdngig, wenn keiner dieser
Grundausdriicke von den iibrigen abhingig ist.

Papoa hat nun folgendes Kriterium fiir die Unabhingigkeit einer
n-stelligen PK F von T angegeben:

P) F ist unabhéngig, wenn es zwei Modelle 8, und B, von T gibt und
GVyy,. ..,y s0daB gilt B, 7 B, und B,(F(yy,- - -, Va) 7 Bo(F(yy, . - -, V)

DaB dieses Kriterium hinreicht zum Nachweis der Unabhingigkeit
von F ergibt sich wie folgt: Wire in T eine Formel nach dem Schema
(o) beweisbar, so wiirde fiir jedes Modell B, von T gelten: 231(Ax1 X,

(F(xy,..., %) = A)) = w, also fiir alle B; mit 23“ B %1(A) =
—i—ll(F(xl,. ..x,)). Fir %1(xi) = B,(y;)) (=1,...,n) erhielten wir nach
2.2.2.4 also insbesondere -51-31(A) = %I(F(yl, - yn)) Ebenso erhielten wir
fiir ein Modell 8, von T und ein QL, mit By, =, Bpund 5132( X;) = By(yy)
auch %2(A) = By(F(yy,- - -, ¥a))- Aus 231 Xepoos %v By ¥ By, Bor, = ﬂ32»
_ﬂ_kl(x- = B,(y;) = Q)z(yi) = 52(x~) ergébe 51ch dann aber 232 T 5!31,

also nach 2.2.2.3 5131( ) = By(A), da A die PK F nicht enthilt, und
damit By(F(yy..., V) = Ba(F(yy, ..., Vy). Ist das Kriterium von

1 Vgl. [62] und (53], sowie die Darstellung in dem Aufsatz , Some
methodological investigations on the definability of concepts“ in ([76],
S. 296—319.

2 Vgl. den Abschnitt 1.3.5.
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Papoa also erfiillt, so ist eine Formel nach dem Schema (&) in T nicht
beweisbar und F ist unabhingig.

Als Ubungsaufgabe stelle man zu (P) entsprechende Kriterien fiir
die Unabhingigkeit einer FK und einer GK auf!

6.3.4 Implizite Definitionen

FREGE hat sich in seiner Definitionslehre auch ausfiihrlich mit dem
Problem der impliziten Definitionen auseinandergesetztl. Den An-
sto} dazu gaben D. HILBERTS ,,Grundlagen der Geometrie” von 1899.
HiLBeRT hatte in dieser Schrift ein Axiomensystem der Geometrie
angegeben, das sich von der Axiomatik EUKLIDS insbesondere auch
dadurch unterscheidet, daB nicht versucht wird, die geometrischen
Grundbegriffe wie ,Punkt’, ,Ebene’, ,Gerade’ usf. explizit zu definieren
oder doch zu erldutern. Diese Definitionsversuche bilden gerade einen
der schwichsten Punkte des Systems von EUKLID. Die geometrischen
Grundbegriffe sollen vielmehr bei HILBERT nur durch die Aussagen
charakterisiert werden, die in den Axiomen iiber sie gemacht werden.
HiLBERT hatte dabei die Formulierung gebraucht, die Grundbegriffe
wiirden durch die Axiome ,,definiert’‘. Gegen diese Behauptung HILBERTS
hat sich FREGE in mehreren Aufsitzen und Briefen gewendet.

@ Wir kénnen das Problem solcher impliziter Definitionen von Grund-
begriffen durch ein Axiomensystem einfacher anhand des uns schon
bekannten Systems der Peanoaxiome diskutieren:

al) N(0)
a2) Ax(N(x) D N{x)
3) Axy(N(x) AN(9) A2’ =y Dx=1y)
4) Ax —(x' = 0)
ab) Af(f(0) A Ax(N(x) A f(x) D f(x')) D Ax(N(#) D f(x)))-

Dabei steht ,,N(x)* fiir ,,% ist eine natiirliche Zahl“, ,,0 fiir die Null,
%' flr ,,der Nachfolger von x*‘. Dieses System enthilt die Grund-
konstanten ,,N“, ,,0“ und ,,” und die Frage ist, ob man sagen kann,
daB diese drei Grundkonstanten durch die Peanoaxiome definiert
werden. Zur Begriindung einer solchen Behauptung kénnte man in
diesem Fall etwa anfithren, daB die Modelle dieses Axiomensytems
bis auf isomorphe Transformationen festgelegt sind?, daB also die

[

1 Vgl. dazu [21], sowie den Briefwechsel FREGES mit HILBERT (unver-
offentlicht).
2 Vgl. dazu den Abschnitt 4.5.
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Struktur der Grundbegriffe durch die Axiome vollstindig charakte-
risiert ist. Dennoch kann von einer Definition dieser Grundbegriffe
hier aber nicht die Rede sein. Die drei Grundkonstanten wiren nach
unseren fritheren Uberlegungen vielmehr nur dann durch diese Axiome
definiert, wenn sich aus den Axiomen eine Folge von Definitionsformeln
D1, D2, D3 fiir die Konstanten nach den Schemata («), (8) bzw. (8)
und (y) bzw. (y’) ableiten lieBe, so daB im Definiens von D1 nur Grund-
ausdriicke der P.L. vorkdmen, im Definiens von D2 ev. auch noch die
in D1 erkldarte Konstante, und im Definiens von D3 daneben auch noch
ev. die in D2 erkldrte Konstante. Mit D1, D2 und D3 wiren dann
umgekehrt auch die Peanoaxiome beweisbar und wir hitten so ein
logisches Modell der Peanoaxiome im Rahmen der P.L. zweiter Stufe
gewonnen. Die Folgerungen aus den Peanoaxiomen wiirden dann nicht
nur hypothetisch gelten in dem Sinn, daB sie aus al bis a5 im Rahmen
der P.L. ableitbar sind, sondern kategorisch, da sie mit Hilfe von Ex-
plizitdefinitionen rein logisch beweisbar wiren. Da aber aus den Peano-
axiomen offensichtlich keine Definitionsformeln fiir die drei Grund-
konstanten abgeleitet werden koénnen, kann von einer Definition dieser
Konstanten durch die Axiome nicht gesprochen werden. Allgemein
wird man von einer Definition von Grundbegriffen durch Axiome nur
dann sprechen koénnen, wenn sich aus den Axiomen Definitionsformeln
fiir die Grundbegriffe ableiten lassen. Wiirde man beliebige Axiomen-
systeme als Definitionssysteme fiir ihre Grundbegriffe zulassen, so kime
man, wie FREGE hervorgehoben hat, zu recht eigenartigen Folgerungen.
Es wire dann z. B. der ontologische Gottesbeweis glinzend gerecht-
fertigt: man konnte ja dann die Pradikate ,,V(x) fir ,,x ist ein voll-
kommenes Wesen* und ,,G(x)* fiir ,,x ist ein gottliches Wesen‘* durch
die Axiome ,,definieren: V2V (x) und Ax(G(x) = V(x)). Daraus erhilt
man durch rein logische Deduktion den Satz VxG(x): Es gibt ein gott-
liches Wesen. Da nun die Axiome als Definitionen angesehen werden
konnten, wiirde diese Folgerung nicht nur hypothetisch gelten, d. h. fiir
alle Interpretationen, die beide Axiome erfiillen, sondern kategorisch.
Allgemein lieBe sich auf diesem Wege zu einem Begriff auch gleich
seine Erfiillbarkeit hinzudefinieren, zu einem Gegenstand beliebige
Eigenschaften, die er haben soll, usw.

Axiomensysteme definieren also im allgemeinen nicht ihre Grund-
begriffe, sondern sie definieren nur einen Begriff zweiter Stufe, den
Modellbegriff — im Beispiel den Begriff: ein Tripel (F, G*, a) bestehend
aus einem einstelligen Begriff F, einer einstelligen Funktion G* und
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einem Objekt a ist ein Modell der Peanoaxiome, d. h. es gibt eine Inter-
pretation 9B, die al bis a5 erfiillt und fiir die gilt 8(,,N‘) = F, 8(,,/"") = G*
und B(,,0”) = a. Definiert wird also nur eine Beziehung zwischen F,
G* und a, die bestehen muB, damit wir dieses Tripel als Tripel eines
natiirlichen Zahlbegriffes, einer Nachfolgerfunktion und eines Null-
elements ansprechen kénnen — nicht hingegen die Eigenschaft, ein
natiirlicher Zahlbegriff, eine Nachfolgerfunktion, ein Nullelement zu
sein fiir sich, und erst recht nicht die Eigenschaft, eine natiirliche Zahl
zu sein, die Nachfolgerfunktion oder die Null.

Die Leistung in der Aufstellung der Peanoaxiome liegt nicht darin,
daB hier eine Definition der arithmetischen Grundbegriffe gegeben
wiirde, sondern darin, daB hier die Eigenschaften fixiert werden, die von
diesen Begriffen beim Aufbau der Arithmetik allein verwendet werden,
daB die Postulate, auf denen die Arithmetik beruht, einer ge-
nauen Uberpriiffung zuginglich werden und daB damit die Arith-
metik als Menge der Folgerungen, die sich aus diesen Postulaten ziehen
lassen, genau abgegrenzt wird. Entsprechendes gilt auch fiir HILBERTS
geometrisches Axiomensystem wie allgemein fiir die Axiomatisierungen
von Theorien.
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R 2
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fiir
fiir
fir

Annahmeformel
Awussagenlogik
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Funktionskonstante
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Gegenstandskonstante
Gegenstandsvariable
Hinterformel
Pridikatenlogik
pradikatenlogisch
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Negation

Konjunktion
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Kontravalenz
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Alloperator, Nullkiasse
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kN fir Funktionalabstraktion
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170 fir Relationskette 2. Art
2 fur Klassenabstraktion
€ fir Elemenischaftsrelation
{%),...,%,} fur Menge mit den Elementen x,,...,x,
~, N fir Durchschnitt
o, U fir Vereinigung
T fir Komplement
C fur Inklusion
c fir Relation der echten Teilmenge
(Xpp. o %,y fr n-tupel mit den Gliedern x,,. .., %,
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A 10
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D6

D7
D8
DI
D10
D11

D12
D13

AD(BDA)

(AD(BDC)D(ADB)D(AD()

(HAD—-B)D(BDA)

AxA[x] D A[x/t], wo x frei ist fiir t in A[x].

X=X

x=yD(A[X]DA[x/y])

Ax,. .. x VIyi(x,..., %, y) fir alle f aus IT.

A%y, .. X f(Xq,. .0 Xy, £¥(Xy,. . ., X)) fiir alle £ aus /7.

AfB[f] D B[f/A[x,,. .., X,]], wo f eine n-stellige PV ist, die frei
ist fiir A[x,,..., x,] in B[f].

tedyA(y] = Aly/t]

Ax(xes =xet) Ds=t

Axy(xet A yet D Vz(zex) A —Vz(zex A zey)) D VuAx(xet D Viz(zeu A
A ZEX))

AvB:=—-ADB

AAB: = —l(—|A v "1B)

A=B:=(ADB)A(BDA)

VxA :=-Ax—A

XFEyi=—Xx=Yy

VIxA[x] := Vx(A[x] A Ay(A[x/y] Dy = x), wo y nicht frei in
A [x] vorkommt.

By/axA[x]] := VIxA[x] A Vx(A[x] A B[y/x]) v —VIxA[x] A B[y/u]
VIA :=—Af—A

x =y := Af(f(x) = {(y})

fog(x,y) :=Vz(f(x,2) A g(z. y))

f'(x,y) :=1(x,y),

+1(x,y) :=fo f*(x,y),

~7(x,y) :=1(y,x),

f="(x,y) = (")~ (x,y)

E(f, g) = Axy(f(x) A g(x, y) D 1(y))

g7°(x, y) := M(E(£, g)  £(x) D (y))
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D14
D15
D16
D17
D18
D19
D20
D21
D22
D23
D24
D25
D 26
D 27
D 28
D29
D30
D31

Verzeichnis der Axiome und Definitionen

A= Az(z # z)

Vi= 1z(z = z)

{x} == Az(z =x)

st 1= Az(zes A zet)

sut i= Az(zes v zet)

S 1= Az—uzes

sCt := Az(zes D zet)
sCt:=sCtass#t

s — t 1= Az(zes A —zet)

Ns := AzAy(yes D zey)

Us := AzVy(yes A zgy)

{sp.. S =Az(z =5,V ...vz=5)
(s, o= {fsh {5, 1))

(e erSasnd = (a5 Sa10)
C" = AxVy; .. Y& = (Y- -, V)
RMr):=1rCC"

(s .., Sp) i=(Sy,. .., S ET
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Verzeichnis der Theoreme

T1 HFADA

T2 ——-AD(ADB)

T3 F—=—ADA

T4 FAD——A

T5 ADB,BDOCHADC

Téa ADBFH—-BD-A

Tébh —-AD-BHBDA

Tée AD—-BFHBD-A

T6d —-ADBFH-BDA

T7 AF—-ADB

T8 AD(ADB)FADB

T9 ADBDC)HFBD(ADC()
T 10 AD—-AF—A

T11 —-ADAFA

T12 AvAFA

T13 AFAvB

T4 BHAVB

Ti5 AvBFBVA

Ti6 ADBHCvADCVB
T17 ADC,BDCHAVvBDOC
T1I8 Av(BvCEFBv(Av()
T19 Av({BvCH(AvB)vC
T20 (AvB)vCHAv(Bv()
T21 AABFA

T22 AABEB

T23 A, BHAAB

T 24 HFA=—A

T 26 A =BF-A =-B

T 26 A=B,B=CHA=C
T27 +F—=AAB)=—-Av-B
T28 +F—=AvB)=—-Aar-B
T29 +F-(ADB)=AA—-B
T30 AABFBAA

T31 FAABAC=AAB)AC
T32 AvBDCHADCABDC)
T33 HFAv(BAC=AVB)AAV()
T34 +FAABvC)=AABvAAC
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T 36
T 37
T 38
T39
T 40
T 41

T 42
T 43
T44
T 45
T46 a
T46b
T46 ¢
T46d
T 47
T 48
T49
T 50
T 51
T 52
TbH3 a
T53b
T 54
T 56
T 56
T 57
T 58
T 59
T 60
T 61
T 62
T 63
T 64
T 65
T 66
T 67
T 68
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HAv—-A

(A A —A)

FADBDC)=AABDC

Alx] AxA[x]

A[x]DB[x]F, AxA[x] D AxB([x]

Ax] =B[x]H, AxA[x] = AxB[x]

 AxA[x] = AyA[x[y] — wo x frei fiir y in A[x] ist und y nicht
frei in A[x] vorkommt.

HAxA[x] D Ax/y]

FA[x/y]1 DVxA[x]

A[x]DBH,VxA[x]1DB — wo x micht frei in B vorkommt.
—AxA DVxA

AxXA =—Vx—A

Ax—A =-VxA

F—AxA = Vx—A

F-Ax—A = VXA

FAx(ADB) =ADAxB — wo x nicht frei in A vorkommt.
HAx(BDA)=VxBDA — wo x nicht frei in A vorkommt.
HAx(A A B) =AxA A AxB

FVx(ADB) =ADVxB — wo x nicht frei in A vorkommt.
FVx(BDA)=AxBDA — wo x nicht frei in A vorkommt.
—Vx(Av B) =VxAv VxB

= AxyA = AyxA

FVxyA = VyxA

VxAyA - AyVxA

Fx=yDy=x

Fx=yAy=2zDx=z

VIxA[x]F VxA[x]

VIXA[x]FAyz(A(x/y] A Ax[z] Dy =12z)

VIxA[x]F Vx(A[x] A B(x]) = Ax(A[x] D B[x])

—AxA[x] D A[x/t]

FA[x/t] D VxA([x]

VIXA [x]F A[x/xA[x]]

FAxAx] =x=y)Dy=1xA[x]

“VIXA[X]F2xAx]=u

VIxA[x]F By/xA[x]] = Vx(A[x] A B(y/x])

Fx =y D*x) = f*(y)

H(fog)oh(x,y) =fo(goh)(x,y)

Fgof’(x,y) =foglx,y) =g(x,y)
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T 69
T70
T71
T 72
T73
T 74
T %
T 76
T 77
T78
T79
T80
TSl
T 82
T 83
T84
T 856
T 86
T 87
T 88
T89
T 90
Tl
T 92
T93

T 94

T 95
T 96

T 97

T 98

T99

T 100
T101
T 102
T 103
T 104
T 105
T 106

Verzeichnis der Theoreme

F(E)(xy) =1xy)
F(fog)~"(x,y) =g of'(x,y)

"o f*(x,y) = " t"(x,y) fir m,n >0
(™" (x,y) =" "(x,y) fir m,% >0
Fg'(x,y)Dg”%x,y) fiir n>0

Fg>%x,y) D87 %x, y)

Fg>°(x,y) A 8”°(y, 2) Dg™¥(x,2)
Fg>%x,y) A %%y, 2) Dg”(x,2)

Fg>%(x, y) = M(E(f, &) A Az(g(x, 2) D £(2)) D1(y)
Fsut=tus
Fsnt=tns
F(sutjur=su(tur)
Nt ar=sn(tnr)
Fsu(snt)=s
Fsn(sut)=s

Fsus=V

Fsns=A
Fsu(tnr) = (sut)n(svr)
Fsn(tur) =sntusnr
FFsuA=s

Fsn¥Y=s

Fsus=s

sns=s

FsuV=V

FsnA=A
s=th(Eut)n(tus)=V
But)n(tus)=Vks=t
Fs=s

FsAt=3suUt
Fsut=35nt
Fsct=sut=V

FsCs

l-sCtAatCrDsCr
FsCtAatCsDs=t
Fs—t=snt

= Ay(yesDNsCy)

- Ay(yes DyCUs)

F{s,t) =(s, t)y=s=s'at=t
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