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Einleitung

In ihrer heutigen Gestalt ist die formale Logik vor allem von Gottlob
Frege (1848-1925) begriindet worden. In Leibniz, Bolzano, Boole und
de Morgan hatte er zwar bedeutende Vorginger, aber schon das Logik-
system, das er in seinem ersten Buch, der ,Begriffsschrift (1879) ent-
wickelte - ein System der hoheren Pridikatenlogik -, war sehr viel lei-
stungsfahiger als alle fritheren Systeme.

Freges Hauptziel war von Anfang an eine logische Begriindung
der Arithmetik, d.h. eine Definition der arithmetischen Grundbegriffe
durch logische Begriffe und ein rein logischer Beweis der Grundgesetze
der Arithmetik mithilfe dieser Definitionen. Um dieses logizistische
Programm durchfithren zu konnen, hat er das erste umfassende for-
male System der Klassenlogik entwickelt. Durch seine umsichtigen und
scharfsinnigen intuitiven Untersuchungen und durch einen formalen
Aufbau von einer bis dahin beispiellosen Prizision schien diese Logik,
die er in abschliefender Form im 1. Band der ,,Grundgesetze der Arith-
meuk“ (1893) veroffentlichte, so gut gesichert, dafl Freges Aussage in
der Einleitung zu diesem Band vollig berechtigt erschien: ,Es ist von
vornherein unwahrscheinlich, dafl ein solcher Bau sich auf einem un-
sicheren, fehlerhaften Grunde auffiihren lassen sollte... Und nur das
wiirde ich als Widerlegung anerkennen konnen, wenn jemand durch die
That zeigte, dafl auf anderen Grundiiberzeugungen ein besseres, halt-
bareres Gebiude errichtet werden konnte, oder wenn jemand mir
nachwiese, dafl meine Grundsitze zu offenbar falschen Folgesitzen
filhrten. Aber das wird Keinem gelingen.“

Und doch lesen wir schon im Anhang zum 2. Band des gleichen
Werkes: ,,Einem wissenschaftlichen Schriftsteller kann kaum etwas Un-
erwiinschteres begegnen, als daff thm nach Vollendung einer Arbeit
eine der Grundlagen seines Baues erschiittert wird. In diese Lage wurde
ich durch einen Brief des Herrn Bertrand Russell versetzt, als der
Druck dieses Bandes sich seinem Ende niherte.“ Dieser Brief Russells
an Frege — datiert vom 16. 6. 1902 — enthilt die Konstruktion der Anti-
nomie, die als ,Russellsche Antinomie® in die Literatur eingegangen ist.
Sie ist die einfachste der mengentheoretischen Antinomien: Es sei r die
Menge aller Mengen, die sich selbst nicht (als Element) enthalten.
Dann ist r gemif} dieser Definition Element von r genau dann, wenn 7
eine Menge ist, die sich selbst nicht enthilt, d.h. wenn 7 nicht Element
von rist. Die Annahme, r sei Element von 7, fithrt damit ebenso zu ei-
nem Widerspruch wie die Annahme, 7 sei nicht Element von r. Da nach
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dem Prinzip vom Ausgeschlossenen Dritten (tertium non datur), das der
klassischen Logik zugrundeliegt, eine der beiden Annahmen richtig
sein muf, ist so der kontradiktorische Satz beweisbar: ,,r ist Element
von r, und rist nicht Element von r.“

Wihrend noch Cantor in Ermangelung eines wirklich exakten und
voll formalisierten Systems der Mengenlehre zwei von thm schon frii-
her (1895 und 1899) entdeckte andere Antinomien als merkwiirdige,
aber nicht wirklich ernst zu nehmende Erscheinungen ansehen konnte,
muflte die Konstruktion einer Antinomie im System Freges unwei-
gerlich die Aufgabe dieses Systems selbst erzwingen. Erst fiir ihn, der
die strengen Mafistibe, denen formale Systeme geniigen miissen, selbst
entwickelt hatte, erzeugte die Antinomie jene Bestiirzung, von der er
im Antwortbrief an Russell vom 22. 6. 1902 schreibt.

Das System der ,Grundgesetze“ — die klassische oder ,naive®
Mengenlehre, wie man riickblickend auch sagt — war angesichts dieser
Antinomie nicht mehr haltbar. Da in ihm das Prinzip ex contradictione
guodlibet gilt, wird mit einem einzigen Widerspruch jeder Satz beweis-
bar. Frege erkannte bald, daf nicht irgendeine leicht zu korrigierende
und fiir das Ganze unwesentliche Annahme am Auftreten der Antino-
mie schuld war, sondern dafl der Fehler in den Grundvoraussetzungen
des Systems lag. Das wurde auch dadurch deutlich, daf man nun in ra-
scher Folge viele weitere Antinomien entdeckte. So setzte die Kritik an
der klassischen Mengenlehre und Logik auf breiter Front ein.

Mit der Entdeckung der logischen Antinomien erwachte auch das
Interesse an den semantischen Antinomien wieder, die z.T. schon in
der Antike und im Mittelalter diskutiert wurden und die mit Mengen-
lehre nichts zu tun haben. Die ilteste semantische Antinomie, die des
»Ligners“ wurde schon zur Zeit von Aristoteles lebhaft erortert: Der
Satz ,,Dieser Satz ist falsch“ ist zugleich wahr und falsch: Denn ist er
wahr, so trifft das zu, was er behauptet, er ist also falsch. Da so die An-
nahme, er sei wahr, auf einen Widerspruch fithrt, mufl er falsch sein.
Ist er aber falsch, so trifft das nicht zu, was er behauptet, er ist also
wahr. Der Satz ist also sowohl wahr wie falsch.

Die durch die Antinomien ausgeloste Diskussion iiber die Grund-
lagen von Logik und Mathematik ist bis heute zu keinem Abschluf ge-
langt. Es gibt bisher keine allgemein akzeptierte Erklirung fiir das Auf-
treten der Antinomien und keine Einigkeit dariiber, wie die Logik
angesichts der Antinomien zu reformieren ist. Es sind vielmehr ver-
schiedene, konkurrierende Logiksysteme entwickelt worden, die be-
weisbar widerspruchsfrei sind, oder in denen sich jedenfalls die bisher
bekannten Antinomien nicht mehr auf den bisher bekannten Wegen ab-
leiten lassen. Nur im Fall der semantischen Antinomien folgt man fast
allgemein dem Vorschlag von A. Tarski, sie durch eine Unterscheidung
von Sprachstufen zu vermeiden: Die Sprache S, iiber die man redet,
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wird als Objektsprache von der Metasprache unterschieden, in der man
iiber § redet. Namen fiir Ausdriicke von § gehéren zur Metasprache
und ebenso semantische Pridikate wie ,ist wahr* oder »ist ein Name
fur®, die auf Ausdriicke von Sangewendet werden. Semantisch geschlos-
sene Sprachen, die ihre eigene Metasprache enthalten, Sprachen also, in
denen wir iiber sie selbst reden konnen, werden verboten. Das bedeutet
freilich eine erhebliche und inwitiv kaum iiberzeugende Restriktion
formaler gegeniiber natiirlichen Sprachen, die in diesem Sinn geschlos-
sen sind, da wir z. B. deutsch iiber die deutsche Sprache reden kénnen.
Dafl man sich auf diese starke Beschrinkung des Ausdrucksreichtums
formaler Sprachen einigen konnte, erklirt sich vor allem daraus, dafl
man zunichst - bis in den 70er Jahren unseres Jahrhunderts natiirliche
Sprachen zum zweiten groflen Anwendungsbereich der Logik wurden —
vor allem an der Mathematik interessiert war, in der keine Aussagen
iiber sprachliche Ausdriicke vorkommen.

Tarski wollte mit seinem Vorschlag keine Erklirung fiir das Auf-
treten der semantischen Antinomien verbinden. Sein Rezept ist viel-
mehr ein Beispiel fiir eine pragmatische Reaktion auf die Antinomien:
Man interessiert sich nicht fiir die Griinde ihres Auftretens, sondern al-
lein fiir Mafinahmen zu ihrer Vermeidung. Man beschrinkt sich auf die
Aufgabe, ein schwicheres System anzugeben, in dem einerseits die bis-
herige Konstruktion der bisher entdeckten Antinomien nicht mehr
moglich ist, das andererseits aber moglichst leistungsfihig ist. Gelingt
sogar ein Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir das modifizierte System, so
sind alle Ambitionen erfiillt.

Ein zweites Beispiel fiir eine pragmatische Reaktion auf die Anti-
nomien ist die axiomatische Mengenlehre in jener Gestalt, in der sie
von E. Zermelo und A. Fraenkel seit 1904 entwickelt wurde. In ihr wird
das Komprehensionsprinzip, nach dem jedem Pridikat eine Klasse als
Umfang des Pridikats entspricht, durch eine Reihe speziellerer Prinzi-
pien ersetzt und damit so beschrinkt, daff sich zwar jene Klassen bilden
lassen, die man in der Mathematik benétigt, nicht aber die umfassen-
den Klassen (die Allklasse, die Klasse aller Klassen, die sich selbst nicht
enthalten oder die Klasse aller Ordinalzahlen), die zu Antinomien fiih-
ren.

Eine solche pragmatische Haltung, eine Beschrinkung auf die Su-
che nach Wegen zur Vermeidung der Antinomien wird meist damit ge-
rechtfertigt, daf} die Frage nach ihren Ursachen nicht sinnvoll oder je-
denfalls nicht eindeutig zu beantworten sei. Tatsichlich begegnet diese
Frage folgenden Schwierigkeiten:

Von einem Fehler kann man nur relativ zu vorausgesetzten Stan-
dards der Korrektheit reden. Ein Rechenfehler ist z.B. ein Rechen-
schritt, der gegen die anerkannten Gesetze der Arithmetik verstofit. Bei
der Konstruktion der Antinomien wird aber nicht gegen Regeln der
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vorausgesetzten Logik verstoflen, die Antinomien entstehen vielmehr
durch eine vollig korrekte Anwendung dieser Regeln. Sie ergeben sich
nicht dadurch, dafl man im vorausgesetzten System falsch geschlossen
hiitte, sondern aus den vorausgesetzten Prinzipien und Regeln selbst.
Mit der vorausgesetzten Logik — im Fall der mengentheoretischen Anu-
nomien also: der klassischen Mengenlehre — entfillt aber zugleich der
einzige explizite Standard logischer Korrektheit, den man hat. Wenn
also ein ,Fehler” in der Konstruktion der Antinomien und damit in der
klassischen Mengenlehre aufgewiesen werden soll, so muff man auf an-
dere Kriterien logischer Richtigkeit rekurrieren. Damit man sich aber
auf diese neuen Kriterien verlassen kann, miifiten sie intuitiv begriindet
werden, und zwar besser als die mit thnen kritisierten Prinzipien der
klassischen Logik.

Dabei ergibt sich nun die zweite Schwierigkeit: Die Prinzipien der
klassischen Mengenlehre sind intuitiv alle eminent plausibel. Die klassi-
sche Pridikatenlogik, die ihr zugrundeliegt — das kann man jedenfalls
in guter Niherung sagen — ist die normale Logik, die wir beim inhaltli-
chen Schlieflen verwenden. Die Natiirlichkeit dieser Logik zeigt sich
z.B. darin, daf sie auch beim Aufbau nichtklassischer Logiksysteme in
der Metatheorie oft ganz naiv verwendet wird. Fiir sich allein ist diese
Pridikatenlogik auch widerspruchsfrei. Was in der klassischen Men-
genlehre zu ihr hinzugefiigt wird, ist aber ein ebenfalls hochst plausi-
bles Prinzip, das Komprehensionsprinzip, nach dem jede Eigenschaft
einen Umfang hat, so daf} es zu jeder Eigenschaft Feine Menge gibr,
deren Elemente genau die Objekte mit der Eigenschaft F sind. Auch
dieses Prinzip allein kann nicht als die Ursache des Auftretens der Anti-
nomien angesehen werden: Es spielt keine Rolle bei der Konstruktion
der semantischen Antinomien, und es gibt beweisbar widerspruchsfreie
Systeme mit einem unbeschrinkten Komprehensionsprinzip.

Das ist nun die dritte Schwierigkeit bei der Suche nach einer Ursa-
che der Antinomien: Sie sind das Resultat des Zusammenwirkens meh-
rerer Faktoren, die fiir sich allein jeweils harmlos sind. Erst die Kombi-
nation von klassischer Pridikatenlogik, allgemeinem Komprehensions-
prinzip und Annahme nur einer Kategorie von Objekten, zu der alle
Mengen gehoren, ergibt die mengentheoretischen Antinomien. Liflt
man eines dieser drei Ingredienzien weg, so ergeben sich nachweislich
oder vermutlich widerspruchsfreie Systeme wie z. B. die typenfreie Lo-
gik von W. Ackermann, die axiomatische Mengenlehre und die einfa-
che Typentheorie. Mit dieser Sachlage rechtfertigt man die These, die
Frage nach einer Ursache der Antinomien sei sinnlos oder zumindest
nicht eindeutig zu beantworten. Da alle drei Voraussetzungen fiir sich
genommen plausibel seien und keine allein zu den Antinomien fiihre,
sei kein Weg zur Elimination der mengentheoretischen Antinomien
durch grundsitzliche, intuitive Griinde ausgezeichnet; man konne sie
nur threr Leistungsfihigkeit nach vergleichen.
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Zugegeben: Das Kriterium intuitiver Plausibilitit ist durch das
Auftreten von Antinomien in einem intuitiv so plausiblen System wie
der klassischen Mengenlehre fragwiirdig geworden. Aber damit kann
natiirlich die Intuition nicht ein fiir allemal diskreditiert sein. Da die
Argumentationen in jeder Metatheorie intuitiv sind — formalisiert man
die Metatheorie, so mufl man in der Meta-Metatheorie intuitiv argu-
mentieren usf. —, bleibt logische Intuition Grundlage aller formalisier-
ten Logik. Die Antinomien kénnen daher nur Anlaf sein, sie zu refor-
mieren, nicht aber sie zu diskreditieren. Ohne sich auf eine logische
Intuition zu verlassen, kann man keine formale Logik treiben. Eine In-
tuition, die man als verlifilich ansieht, bietet aber auch eine Basis zur
Kritik der Annahmen, die zu den Antinomien fiihren. Fiir eine logisch-
mathematische Grundlagenforschung oder eine Philosophie von Logik
und Mathematik sind jedenfalls intuitive Uberlegungen und intuitive
Rechtfertigungen der grundlegenden logischen Prinzipien unverzicht-
bar. Widerspruchsfreiheit und Leistungsfihigkeit konnen auch aus fol-
genden Griinden nicht einzige Mafistibe sein: Erstens setzt jeder Wi-
derspruchsfreiheitsbeweis fiir einen Kalkiil K metatheoretische Mittel
voraus. Diese Mittel miissen nach dem Resultat von K. Godel in (1931)
starker sein als die in K formalisierten Mittel, so daf§ ein Widerspruchs-
freiheitsbeweis problematische Annahmen nur mit noch problemati-
scheren Annahmen rechtfertigt. Wonach ist zweitens die Leistungsfi-
higkeit eines Systems zu bemessen? Kein widerspruchsfreies System
kann die ganze klassische Mengenlehre enthalten. Es kann also nur um
die Rekonstruktion von Teilen dieser Mengenlehre gehen, die man als
in sich widerspruchsfrei und verniinftig ansieht. Worauf griindet sich
aber die Ansicht, dieser oder jener Teil sei verniinftig, wenn nicht auf
intuitive Uberlegungen? Wir werden im folgenden freilich sehen, daf}
intuitive und pragmatische Uberlegungen eine Tendenz zur Konver-
genz haben, daf sich auch Systeme, die zunichst durch Vermeidungs-
strategien motiviert werden, intuitiv rechtfertigen lassen. Das gilt so-
wohl fiir die Typenlogik als auch fiir die axiomatische Mengenlehre
und fiir ein typenfreies System von W. Ackermann. Philosophisch ist
aber die intuitive Rechtfertigung solcher Systeme die Bedingung ihrer
Akzeptabilitit, nicht blof§ ein zusitzliches commodum.

Die Wege, die zur Vermeidung der Antinomien eingeschlagen
worden sind, lassen sich in drei Hauptgruppen einteilen:

1. Man beschrinkt die Sprache der klassischen Systeme so, dafi sich in
ihnen u.a. jene Sitze nicht mehr formulieren lassen, die zu Antinomien
fihren. Diesen Weg schligt z. B. die Typentheorie ein oder die Sprach-
stufenunterscheidung nach Tarski.

2. Man beschrinkt die klassische Pridikatenlogik, etwa so, dafl das ter-
tium non datur nicht mehr gilt. Das ist z.B. der Weg der typenfreien Sy-
steme von W. Ackermann.
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3. Man beschrinkt das klassische Komprehensionsprinzip wie in der
axiomatischen Mengenlehre.

In dieser Arbeit wollen wir den zweiten Weg beschreiten. Wir wer-
den eine Logik aufbauen und intuitiv begriinden, die nicht auf dem
Prinzip der Wabrbeitsdefinitheit (oder Bivalenz) beruht, nach dem jeder
(Aussage-)Satz entweder wahr oder falsch ist.! Wir wollen untersu-
chen, wohin dieser Weg fiithrt und was er leistet.

Dafl die Preisgabe dieses Prinzips die Ableitbarkeit der mengen-
theoretischen wie der semantischen Antinomien zumindest infrage
stellt, ist klar: In thnen wird ja meist fiir einen bestimmten Satz A be-
wiesen, dafl gilt
a) A ist wahr genau dann, wenn A4 falsch ist.

Da also sowohl die Annahme, A sei wahr, wie die Annahme, A sei
falsch, zum Widerspruch ,,4 ist sowohl wahr wie falsch“ fiihrt, folgt
aus dem Prinzip der Wahrheitsdefinitheit, nach dem eine der beiden
Annahmen gelten muf}, die Beweisbarkeit dieses Widerspruchs. Liflt
man jedoch Sitze zu, die weder wahr noch falsch sind, so folgt aus (a)
allein noch kein Widerspruch. Man miifite vielmehr die Wahrheit oder
die Falschheit von A beweisen, und da sich im Fall der Antinomien die
eine Annahme nur mithilfe der anderen beweisen lifit, gelingt das
nicht.

Ganz so einfach, wie wir es hier dargestellt haben, ist die Sache
freilich nicht, aber hier geht es ja zunichst auch noch nicht um die
Durchfiihrbarkeit des Ansatzes — dariiber kann man erst sprechen,
wenn er im Detail entwickelt worden ist —, sondern darum, die Wahl
unseres Weges zu motivieren. Dazu miissen wir aber nicht nur zeigen,
dafl er eine erfolgversprechende Vermeidungsstrategie darstellt, son-
dern miissen seine intuitive Plausibilitit deutlich machen.

Dem steht folgender Einwand entgegen: Jeder bedeutungsvolle
Satz driickt einen bestimmten Sachverhalt aus. Ein Sachverhalt besteht
aber oder er besteht nicht. Unter einer Situation, in der er weder be-
steht noch nicht besteht, kann man sich genau so wenig etwas vorstel-
len wie unter einer Situation, in der er besteht und zugleich nicht be-
steht. Nun haben wir es aber in der Logik und speziell bei den
Antinomien nicht mit bedeutungslosen Sitzen zu tun wie z. B. ,,Lontine
koryllieren®. Jeder bedeutungsvolle Satz driickt also einen bestimmten

! Dieses semantische Prinzip ist grundsitzlich vom objektsprachlichen Prinzip tertium
non datur ,A oder nicht-A“zu unterscheiden: Das letztere hingt von der Deutung von
»oder” und ,nicht“ ab. Es gibt Deutungen, bei denen es auch ohne Bivalenz gilt, und
solche, bei denen es auch bei Bivalenz nicht gilt. Im normalen Verstindnis der Aus-
driicke ,oder” und ,nicht“ gilt das objektsprachliche Prinzip aber genau dann, wenn
das semantische gilt. Daher konnten wir auch im Titel dieser Arbeit vom Satz vom Aus-
geschlossenen Dritten sprechen, obwohl es genau genommen um das Prinzip der Wahr-
heitsdefinitheit geht.
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Sachverhalt aus; dieser besteht oder er besteht nicht, und je nach dem
ist der Satz wahr oder falsch. Jeder bedeutungsvolle Satz ist also wahr
oder falsch — tertium non datur.

Dagegen ist zu sagen: Es gibt durchaus bedeutungsvolle Sitze, die
man weder als wahr, noch als falsch bezeichnen kann. Ein im Einklang
mit den Regeln der Syntax gebildeter Ausdruck ist bedeutungsvoll,
wenn in thm keine Ausdriicke vorkommen, die semantisch nicht erklirt
sind. Das gilt aber auch fiir Sitze wie
1. Der gegenwirtige Konig von Frankreich ist Brillentriger.

2. Fritz weif}, dafl Regensburg an der Isar liegt.
3. Dieser Ball (dessen Farbe an der Grenze zwischen Rot und Orange
liege) ist rot.

Satze mit nicht erfiillten Prisuppositionen haben keine Wahrheits-
werte: Sowohl (1) wie die Behauptung ,Der gegenwirtige Konig von
Frankreich ist kein Brillentriger” setzen voraus, dafl es (genau) einen
gegenwirtigen Konig von Frankreich gibt.! Ebenso ist weder der Satz
(2) wahr noch seine Negation: ,,Fritz weif§ nicht, daf} Regensburg an
der Isar liegt“, da beide voraussetzen, dafl Regensburg tatsichlich an
der Isar liegt. Im Beispiel (3) endlich reichen die sprachlichen Kriterien
fiir die Verwendung des Pridikats ,rot“ nicht aus, um fiir alle Objekte
eindeutig sagen zu konnen, sie seien rot oder sie seien nicht rot. Diese
»Offenheit”, dieser Vagheitshorizont findet sich bei sehr vielen empiri-
schen Pridikaten.

Wir miissen also zwischen Bedeutungslosigkeit und Indeterminiert-
beit als Fehlen eines Wahrheitswertes (,wahr® oder »falsch®) unter-
scheiden und kénnen nicht behaupten, nur bedeutungslose Sitze seien
indeterminiert. Die Beispiele (1) bis (4) zeigen nun auch, daf} die klassi-
sche Logik nicht einfachhin die Logik des normalen Schlieflens und der
normalen Sprache ist. Es gilt eben nicht ,Fritz weif}, daff Regensburg
an der Isar liegt, oder Fritz weif nicht, daff Regensburg an der Isar
liegt“. Eine Logik, die das Bivalenzprinzip nicht voraussetzt, ist also
auch abgesehen von den Antinomien zur Behandlung solcher Indeter-
miniertheiten von Interesse.

Man konnte nun sagen, Indeterminiertheiten oder Wahrbeitswert-
liicken stellten lediglich einen Mangel der Sprache dar, einen Mangel,
der behebbar sei und also behoben werden sollte.

Darauf ist zu erwidern: In unseren Beispielen lieflen sich die
Wahrheitswertliicken in der Tat leicht beseitigen. Schon Frege hat
Kennzeichnungsterme so gedeutet, daf} sie immer ein bestimmtes Ob-

! Die Frage, ob es eine Person gibt, die der Ausdruck ,der gegenwirtige Konig von
Frankreich“ bezeichnet, ist keine Bedeutungsfrage, sondern eine empirische Frage. Die
Absetzung des letzten franzosischen Konigs oder die Ernennung eines neuen sind keine
Vorginge, welche die semantischen Regeln der deutschen Sprache verindern.
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jekt bezeichnen: Gibt es nicht genau ein Objekt mit der Eigenschaft F
so soll der Kennzeichnungsausdruck ,Dasjenige Ding, fiir das gilt: es
hat die Eigenschaft F* die Klasse der F’s bezeichnen. Danach bezeich-
net der Ausdruck ,Der gegenwirtige Kénig von Frankreich“ die leere
Menge, und da Mengen keine Brillen tragen, ist der Satz (1) falsch. Im
Beispiel (2) kann man ,,wissen® so erkliren, daf} eine Aussage der Form
»Die Person a weif}, daf . . .“ falsch ist, wenn ,,. . . “ falsch ist, wie man
das in der Epistemischen Logik tut. Und im Fall (3) kann man den Sinn
des Pridikats ,rot* unter Bezugnahme auf Wellenlingen des Lichts so
prizisieren, dafl man von allen Objekten eindeutig sagen kann, sie
seien rot oder sie seien nicht rot. Daraus folgt aber nicht, daf§ sich die
semantischen Regeln jeder Sprache so erginzen lassen, daf} in ihr keine
Wahrheitsliicken auftreten. Das wire vielmehr fiir die einzelnen Spra-
chen zu beweisen, und die Antinomien zeigen gerade, daf} es fraglich
ist, ob sich so etwas im Fall von klassenlogischen Sprachen beweisen
laft oder von Sprachen, die ihre eigene Metasprache enthalten.

Ist also der Einwand, Indeterminiertheiten seien eliminierbar,
schlicht unbewiesen, so fithrt der folgende auf grundsitzlichere Pro-
bleme. Danach ist es Aufgabe der Sprache, eine objektive Realitit zu
beschreiben. Objektiv real ist aber nur, was von uns, von unserem Den-
ken, Reden und Erkennen unabhingig ist. Wir kénnen also eine Spra-
che nur dann als Sprache iiber eine objektive Realitit auffassen, wenn
wir — falls n6tig nach Erginzung ihrer semantischen Regeln — all ihre
Aussagesitze als wahrheitsdefinit (also als wahr oder als falsch) anse-
hen konnen, unabhiingig davon, ob wir ithren Wahrheitswert festzustel-
len vermégen oder nicht. Wir kénnen z. B. nicht mehr feststellen, ob es
am 21. 3. 484 v.Chr. in Athen regnete; klar ist aber, dafl es entweder
regnete oder nicht regnete. Die Annahme, es habe weder geregnet noch
nicht geregnet, gibt keinen verniinftigen Sinn. Ebenso in einem ganz
anderen Bereich: Die grofle Fermatsche Vermutung, es gebe keine na-
tirlichen Zahlen, x, y, zund n, fiir die gilt n> 2 und x» +yn=2zn ist bis
heute weder bewiesen noch widerlegt. Trotzdem sehen wir es als selbst-
verstiandlich an, daf sie entweder richtig ist oder falsch. Die Annahme,
es gebe weder vier solche Zahlen noch gebe es sie nicht, macht keinen
Sinn. Auch eine Logiksprache kann also nur als eine Sprache iiber eine
wohlbestimmte Realitit aufgefafit werden, wenn in ihr das Prinzip der
Bivalenz gilt. Daher ist nach diesem Einwand, der Weg aus den Antino-
mien durch Aufgabe dieses Prinzips nicht akzeptabel, denn auf thm
verzichtet man darauf, die Sprache der Logik als Sprache iiber etwas
Reales zu verstehen. Damit verliert aber die Logik jede sachliche Rele-
vanz.

Daraut ist zu erwidern: Der Einwand stiitzt sich auf eine Realitits-
konzeption, die in vielen Anwendungsfillen sicher plausibel und niitz-
lich ist, wenngleich sie strenggenommen nicht einmal auf die physische
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Welt zutrifft. Darauf wollen wir hier jedoch nicht eingehen!, sondern
einmal voraussetzen, es gebe Realititen oder Gegenstandsbereiche, die
in dem Sinn vollstindig, widerspruchsfrei und unabhingig von uns
sind, wie das der Einwand annimmt. Die Frage ist aber, ob die Welt der
Abstrakta: der Begriffe, Propositionen, Funktionen, Zahlen und spe-
ziell der Mengen eine solche Realitit darstellt. Thre Bejahung kenn-
zeichnet den Platonismus oder Universalienrealismus, nach dem solche
Abstrakta uns vorgegeben, nicht aber Produkte unseres Denkens sind.
Diese Position ist jedoch nicht sehr plausibel; es liegt viel niher, von ei-
ner Bildung von Begriffen, Funktionen, Zahlen etc. durch unser Den-
ken zu reden, also einen Konzeptualismus zu vertreten.2

Die Problematik des Platonismus zeigt sich z.B. in seiner Unver-
traglichkeit mit dem analytischen Charakter logischer Theoreme. Logi-
sche Theoreme werden nicht nur fast allgemein als analytische Wahr-
heiten angesehen, sondern sie bilden geradezu das Paradebeispiel fiir
analytisch wahre Sitze. Thr analytischer Charakter ergibt sich auch ein-
deutig aus Aufbau und Begriindung der Logik. Betrachten wir als ein-
fachstes Beispiel einer logischen Theorie die Aussagenlogik: Die logi-
schen Ausdriicke (die aussagenlogischen Operatoren) werden hier
definiert durch Angabe von Wahrheitsbedingungen fiir die mit ihnen
gebildeten Sitze, und die logische Wahrheit eines Satzes ist eine Folge
dieser Definitionen logischer Ausdriicke, eine Folge also semantischer
Regeln. Die Axiome und Schlufiregeln eines Kalkiils der Aussagenlogik
werden nicht einfach fiir evident erklirt, sondern sie werden dadurch
gerechtfertigt (als korrekt erwiesen), dafl man zeigt, dafl alle Axiome
logisch wahre Sitze sind (daf} sich also ihre Wahrheit aus den Defini-
tionen der logischen Ausdriicke ergibt) und dafl die Schlufiregeln von
logisch wahren Primissen immer nur zu logisch wahren Konklusionen
fithren. Die Gesetze der Aussagenlogik ergeben sich also aus den se-
mantischen Regeln, mit denen wir jene Sprache deuten, in der sie for-
muliert sind, und ihre apriorische Evidenz ergibt sich daraus, daf§ ihre
Geltung allein von unseren Festlegungen abhingt.

! Vgl. dazu Kutschera (1981), Kap. 8.

? Freges entschiedener Platonismus versteht sich wohl vor allem aus seiner Frontstellung
gegen den Psychologismus seiner Zeit (vgl. dazu vor allem die Einleitung zum 1. Band
der ,Grundgesetze der Arithmetik® sowie den 1. Teil der ,Logischen Untersuchungen®
mit dem Titel ,Der Gedanke“ [1918]) und aus seiner Annahme, ein Konzeptualismus
wiirde im Psychologismus versinken. Auch Frege nahm jedoch keine Unabhingigkeit
der Welt der Universalien von unserer Vernunft (unserem Denken) an. Er sagt: ,,So ver-
stehe ich unter Objektivitit eine Unabhingigkeit von unserem Empfinden, Anschauen
und Vorstellen, von dem Entwerfen unserer Bilder aus den Erinnerungen friiherer
Empfindungen, aber nicht eine Unabhingigkeit von der Vernunft; denn die Frage be-
antworten, was die Dinge unabhingig von der Vernunft sind, hiefle urteilen, ohne zu
urteilen, den Pelz waschen, ohne ihn nafl zu machen® (,Grundlagen der Arithmetik“,
S. 36).
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Wire die Welt der Universalien hingegen in dhnlicher Weise von
uns unabhingig wie die physische Welt, so wiren Sitze iiber sie - dafl
es z.B. zu jedem Objekt eine Menge gibt, die nur dieses Objekt enthilt,
oder dafl es zu jeder Zahl eine groflere gibt — synthetischer Natur:
Diese Welt wire eine unter mehreren moglichen geistigen Welten, und
die semantischen Regeln unserer Logiksprachen wiirden nur jene Sitze
als (analytisch) wahr auszeichnen, die in all diesen Welten gelten. Man
kann auch nicht behaupten, hier lige eben eine gewissermaflen zufil-
lige Koinzidenz von Realitit und sprachlichem Horizont oder Denk-
moglichkeit vor. Denn die Konventionen allein entscheiden eben schon
iiber die Wahrheit und Falschheit der Sitze. Die Unabhingigkeit der
Universalienrealitit stellt also mindestens eine unbeweisbare Annahme
dar.

Ein zweites Argument fiir die Unplausibilitit des Platonismus ist
dies: Die Fihigkeit zur Erkenntnis abstrakter Enutiten und ihrer Attri-
bute, die der Platonismus anzunehmen hat, miifite recht ungewshnli-
che Eigenschaften haben. Die Logik unterscheidet sich ja dadurch ganz
wesentlich von den empirischen Wissenschaften, daf§ uns nicht nur par-
tikulire Sachverhalte evident sind, wie z.B. die Tatsache, dafl es jetzt
regnet, wenn es jetzt regnet, sondern auch generelle Sachverhalte wie
jener, daf alle Sitze der Gestalt ,Wenn p, dann p* wahr sind. Wahrend
generelle Sitze in den empirischen Wissenschaften immer nur Hypo-
thesen darstellen, die wir vorbehaltlich evtl. neuer, ihnen widerspre-
chender Beobachtungen akzeptieren, sehen wir in der Logik auch gene-
relle Prinzipien als definitiv und unzweifelhaft richtig an, als nicht
weniger sicher als partikulire Sitze. Gibe es aber eine platonistische
Beobachtungsfihigkeit, wieso konnten wir dann ausschlieflen, dafl wir
einmal einen Sachverhalt p entdecken, fiir den die Behauptung ,Wenn
p, dann p“ nicht gilt> Warum ist ferner die Sicherheit unserer Urteile
iiber logische Fragen so viel grofier als jene in empirischen Fragen? Was
unabhingig von unserem Denken so ist, wie es ist, konnte von uns her
gesehen auch ganz anders sein, als es uns erscheint, definitive Sicher-
heit kann es diesbzgl. ebensowenig geben wie in der Empirie.

Zusammenfassend konnen wir also sagen: Auch der dritte Ein-
wand gegen unser Unternehmen, es mit einer Logik ohne tertium non
datur zu versuchen, ist nicht stichhaltig. Es ist nicht plausibel anzuneh-
men, die Sprache der Logik beschreibe eine unabhingige Realitit. Viel
niher liegt eine konzeptualistische Auffassung, von der her man sagen
kann, daf die Welt der Universalien mit der Sprache iber sie gebildet
wird. Es ist aber klar, dafl semantische Regeln fiir eine Sprache so gear-
tet sein konnen, dafl sie manchen Sitzen keinen Wahrheitswert zuord-
nen oder evtl. auch anderen zwei Wahrheitswerte. Im Gegensatz zu ei-
ner unvollstindigen oder inkonsistenten Realitit haben unvollstindige
oder inkonsistente Systeme semantischer Regeln nichts Merkwiirdiges
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an sich. Ergeben sich aber Wahrheit und Falschheit der Sitze der hohe-
ren Logik nicht aus der Beschaffenheit einer vorgegebenen Realitit,
sondern allein aus den Regeln der Sprache, so kénnen Konsistenz und
Wahrheitsdefinitheit nicht vorausgesetzt werden, sondern es muf} be-
wiesen werden, daf} die sprachlichen Regeln sie garantieren.!

Fiir eine konzeptualistische Position erscheint also der Weg, Logi-
ken ohne terium non datur zu untersuchen, als sinnvoll. Es bleibt freilich
die Frage, ob sich eine Sprache iiber Klassen, deren semantische Regeln
mit der Annahme der Wahrheitsdefinitheit unvertriglich sind, als Spra-
che iiber Gegenstinde im normalen Sinn deuten liflt. Auf diese Frage
wollen wir jedoch erst im Verlauf der Entwicklung der Klassenlogik
eingehen, wenn sie sich genauer prizisieren lifit. Allgemein gilt: Die
Uberlegungen dieser Einleitung konnen noch nicht zeigen, daf} unser
Weg tatsichlich gangbar ist, daff sich also eine Logik mit Wahrheits-
wertliicken tatsichlich in intuitiv wie formal einwandfreier Weise ent-
wickeln lifft. Das kann erst die Durchfithrung erweisen. Hier geht es
wie gesagt nur darum, dafl dieser Ansatz jedenfalls auf den ersten Blick
verniinftig erscheint.

Wir wollen die im folgenden zu entwickelnden Logiksysteme seman-
tisch begriinden, so dafl der analytische Charakter ihrer Theoreme
deutlich wird. Die iibliche Semantik setzt nun den Apparat der Klassen-
logik voraus. Schon in der Aussagenlogik ist von Funktionen die Rede,
die allen Sitzen Wahrheitswerte zuordnen, und es wird iiber die Ge-
samtheit all dieser Funktionen quantifiziert. Nun ist klar, daff man in
der Metatheorie eines formalen Logiksystems — nicht nur in der Seman-
tik, sondern schon in der Syntax — stirkere logisch-mathematische Mit-
tel verwenden muf als im System selbst. Die Begriindung der Logik ist
kein Miinchhausenscher Prozef§ - sie zieht sich nicht selbst am eigenen
Schopf aus dem Sumpf -, sondern ein Bohrscher Prozeff der Prizisie-
rung mit unprizisen Mitteln.? Trotzdem ist es problematisch, bei der
Begriindung der Logik so starke Mittel vorauszusetzen, insbesondere
dann, wenn es um die Begriindung der Klassenlogik selbst geht, und im
Blick auf deren zunichst ja noch ungeklirte Problematik. Daher wol-
len wir uns hier auf eine Semantik von Wahrheitsregeln stiitzen, die Re-
geln statt Klassen und Funktionen voraussetzt. Diese Semantik kann
man als , konstruktiv® bezeichnen, obwohl dieses Wort inzwischen sehr

' Frege hat im 1. Band der ,,Grundgesetze der Arithmetik“ im § 31 einen solchen Beweis
versucht. Seine Argumentation ist aber nicht korrekt — wire sie es, so wire seine Klas-
senlogik widerspruchsfrei.

! Wie Niels Bohr betonte, kann man schmutzige Gliser mit schmutzigem Wasser und
schmutzigen Tiichern siubern. Von solcher Art sind Begriindungen, bei denen man mit
intuitiven Argumenten und der natiirlichen Sprache ein exaktes, kunstsprachliches Lo-
giksystem aufbaut. Die durch dieses System vermittelten logischen Einsichten wirken
dann auf das intuitive Schlieflen zuriick.



XV Einleitung

abgegriffen ist und wenig konkreten Inhalt mehr hat. Dieser Semanuk
hat G. Gentzen mit seinen ,,Untersuchungen iiber das logische Schlie-
fen“ (1934) den Weg gebahnt, in denen er die semantischen Festlegun-
gen in Ableitungsregeln von Kalkiilen des Natiirlichen Schliefiens trans-
formierte. Weitere Ansitze auf diesem Weg finden sich in P. Lorenzen
(1955) und H. B. Curry (1963). Wir schliefen im folgenden an Kut-
schera (1969) an. Danach haben semantische Regeln generell die Ge-
stalt von Wahrheitsregeln und diese zeichnen entweder einen Satz kate-
gorisch als wahr oder als falsch aus, oder sie zeichnen ihn hypothetisch
als wahr oder falsch aus, haben dann also die Gestalt ,,Sind die Sitze
Ay, ...,Ap wahr und die Sitze By, . . .,B, falsch, so ist der Satz C wahr
bzw. falsch“. Systeme solcher Regeln bilden die Logikkalkiile, mit de-
nen wir uns befassen. Diese Kalkiile stellen sich so als Kalkiile des Na-
tirlichen Schliefens dar, als direkte Formalisierungen der Semantik.
Dafl in einem solchen System kein Satz zugleich als wahr oder als
falsch ausgezeichnet wird, bzw. daf} jeder Satz als wahr oder als falsch
ausgezeichnet wird, ist dann zu beweisen. Die entsprechenden Sitze
sind keine Gesetze der Logik, sondern metatheoretische Resultate,
ebenso wie die Widerspruchsfreiheit und die Vollstindigkeit normaler
Kalkiile. Die Prinzipien vom Ausgeschlossenen Dritten und vom Aus-
geschlossenen Widerspruch sind also keine Theoreme der Logik, son-
dern ggf. nur zulissig im System — so dafl mit ihnen nicht mehr beweis-
bar ist als ohne sie — oder mit dem System vertriglich.

Wir werden freilich neben dieser konstruktiven Semantik (bis hin
zu den typenlogischen Systemen) auch eine mengentheoretische Se-
mantik angeben. Denn dadurch wird einerseits die intuitive Charakteri-
sierung dieser Logiken abgerundet und zweitens ihr Vergleich mit der
klassischen Logik erleichtert.

Welche Logik sollen wir nun in der Metatheorie der zu entwik-
kelnden Logiksysteme verwenden? In der Metatheorie verwenden wir
ja die natiirliche Sprache und argumentieren intuitiv. Die normale Lo-
gik ist aber, wie schon betont wurde, die klassische Logik, und die nor-
malen Prinzipien intuitiven Schlieflens sind deren Gesetze, u.a. auch
das tertium non datur. Miiften wir nicht fir einen konsequenten Aufbau
nichtklassischer Logiken auch in der Metatheorie eine entsprechende
nichtklassische Logik verwenden? Woher nehmen wir die aber, da sie ja
erst (mithilfe der Metatheorie) prizisiert und begriindet werden soll?
Nun, erstens kann man auch mit klassischen Mitteln nichtklassische
Logiken prizisieren — formal ist das iiberhaupt kein Problem. Damit
man von einer Begriindung reden kann, wird man freilich fordern miis-
sen, dafl metatheoretische Aussagen nicht unter Voraussetzung des ter-
tium non datur in problematischen Fillen bewiesen werden, d.h. in Fil-
len wie sie den Anlafl zur Entwicklung der nichtklassischen Logiken
gaben. Unser Argument gegen die Voraussetzung der Bivalenz betraf
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nun Logiken bzw. Anwendungen von Logiken, in denen der Gegen-
standsbereich nicht vorgegeben ist, sondern mit dem Aufbau der Spra-
che konstituiert wird, also Anwendungen der Logik auf Abstrakta. Da-
her koénnen wir zunichst in der Syntax, in Aussagen iiber Ausdriicke
und Regeln iiber die Bildung oder Ableitbarkeit von Ausdriicken die
normale, klassische Logik verwenden. In unserer Wahrheitsregel-Se-
mantik setzen wir mehr aber gar nicht voraus. Auch das ist ein Grund,
die Entwicklung nichtklassischer Logiken nicht auf die iibliche men-
gentheoretische Semantik zu stiitzen, in der die Voraussetzung der Bi-
valenz bzgl. Aussagen iiber Mengen eben gerade problematisch ist, und
in der eine Mannigfaltigkeit von Mengen verwendet wird, die sich nur
aus dieser Voraussetzung ergibt. Es gibt freilich auch in der Syntax
Fille — speziell wo Regeln mit unendlich vielen Primissen ins Spiel
kommen —, in denen die Annahme der Wahrheitsdefinitheit fragwiirdig
wird. Auf dieses Problem werden wir bei der Einfithrung solcher Re-
geln zuriickkommen.

Die Gliederung des Buches ergibt sich erstens daraus, daf} wir zu-
nichst eine nichtklassische Aussagenlogik aufbauen, in der schon die
entscheidenden Unterschiede zur klassischen Logik deutlich werden,
dann zur Pridikatenlogik tibergehen und endlich zur Klassenlogik.
Dementsprechend gliedert sich das Buch in drei Teile. Die Untergliede-
rung dieser Teile ergibt sich im wesentlichen daraus, daf wir nicht nur
eine Logik der Indeterminiertheit betrachten, sondern zwei, die wir mi-
nimale und direkte Logik nennen. Die direkte Logik ist zwar stirker als
die minimale, die minimale Klassenlogik ist aber die einzige hier be-
trachtete Logik, bei der die Elimination des tertium non datur allein die
Konsistenz der Mengenlehre garantiert, einer typenfreien Mengenlehre
mit unbeschrinktem Komprehensionsprinzip. Daher und als Vorberei-
tung der direkten Logik ist auch die minimale von Interesse. Neben den
beiden nicht-klassischen Systemen wird immer auch das entsprechende
klassische System betrachtet. Auf die Typenlogik (die hier als Formulie-
rung der hoheren Pridikatenlogik aufgefafit wird) gehen wir nur in ih-
rer klassischen Version niher ein, um allzu hiufige Wiederholungen zu
vermeiden, denn die minimale und die direkte Version dieser Theorie
verhalten sich zur klassischen ebenso wie im Fall der elementaren Pri-
dikatenlogik.

Fir die Lektiire des Buches werden logische Spezialkenntnisse
nicht vorausgesetzt. Es richtet sich jedoch an Leser, die mit der norma-
len, klassischen Logik und ihrem Aufbau gut vertraut sind und insbe-
sondere Ubung im Umgang mit logischen Formalismen haben. Leser
mit weitergehenden Logikkentnissen werden die Darstellung etwas
breit finden. Fiir sie ist es aber einfacher, Beweise oder Abschnitte zu
iberschlagen, als fiir weniger Versierte, fehlende Beweise selbst zu fiih-
ren.






Teil I: Aussagenlogik

1 Die Minimale Aussagenlogik
1.1 Die Sprache der Aussagenlogik

Die Sprache der Aussagenlogik — kurz A. L. - bezeichnen wir als Spra-
che A. Das Alphabet von A besteht aus den logischen Grundsymbolen
— und A (fir ,nicht“ und ,und“), runden Klammern als Hilfszeichen
und unendlich vielen Satzkonstanten ~ kurz SK. Als (metasprachliche)
Mitteilungszeichen fiir SK verwenden wir die Buchstaben p, g, r.

D1.1-1: Sdtze von A
a) Jede SK von A ist ein (Atom-)Satz von A.
b) Ist A ein Satz von A, so auch —A.
c¢) Sind A und B Sitze von A, so auch (A A B).

Wir verwenden die Buchstaben A,B,C, ... als Mitteilungszeichen fiir
Sitze.

D1.1-2: Definitionen
by ADB:= —AVB
) A=B:= (ADB) A (BDA)

Klammerregeln:In der Reihe —, A, V, D, = bindet jeder links von ei-
nem Operator stehende Operator stirker als dieser. Auflere Klammern
konnen weggelassen werden.

Satzschemata sind metasprachliche Ausdriicke wie AAB, die fiir
Sitze einer gewissen Gestalt von A stehen.

Fir das Folgende benotigen wir auch die Begriffe des Teilsatzes
und des Grades eines Satzes:

D1.1-3: Teilsitze
a) A st Teilsatz von A.
b) Die Teilsitze von A sind Teilsitze von —A.
¢) Die Teilsitze von A wie jene von B sind Teilsitze von
AAB.

D1.1-4: Der Grad eines Satzes A ist die Anzahl der Vorkommnisse lo-
gischer Operatoren in ithm.
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1.2 Wabrbeitsregeln

Aufgabe der A. L. ist es, a.l. giiltige Schliisse auszuzeichnen. A. L. giil-
tig sind jene Schliisse, deren Giiltigkeit sich aus der Definition der a.l.
Operatoren ergibt. Die Definition der a.l. Operatoren wird in der iibli-
chen, mengentheoretischen Semantik durch Wahrheitsbedingungen fiir
die mit diesen Operatoren gebildeten Sitze angegeben (vgl. den Ab-
schnitt 1.6), wobei der Wahrheitswert, d. h. Wahrheit oder Falschheit,
des komplexen Satzes nur von den Wahrheitswerten der Teilsitze ab-
hingt. Diese Wahrheitsbedingungen werden dabei als Postulate fiir Be-
wertungen formuliert, d.h. fiir Funktionen, die Sitzen von A Wahr-
heitswerte zuordnen. In der klassischen Logik setzt man dabei das
Prinzip der Wahrheitsdefinitheit voraus, betrachtet also von vornherein
nur Funktionen, die jedem Satz genau einen der beiden Wahrheitswerte
zuordnen.

Im Sinne des in der Einleitung skizzierten Gedankens einer kon-
struktiven Semantik wollen wir hier die Wahrheitsbedingungen jedoch
in Form von Regeln angeben, die entweder Sitze kategorisch als wahr
oder als falsch auszeichnen, oder besagen, daf} ein Satz als wahr bzw.
falsch ausgezeichnet sein soll, falls andere Sitze als wahr bzw. falsch
ausgezeichnet sind. Solche Regeln bezeichnen wir als Wahrbeitsregeln.
Die Semantik von A stellt sich dann als ein System solcher Wahrheitsre-
geln dar, so dafl sie selbst schon die Gestalt eines formalen Kalkiils an-
nimmt.

Fiir solche Kalkiile kann das Prinzip der Wahrheitsdefinitheit
nicht vorausgesetzt werden. Seine Geltung in einem bestimmten System
von Wahrheitsregeln, d.h. dafl jedem Satz durch die Regeln genau ein
Wahrheitswert zugeordnet wird, ist vielmehr zu beweisen. Die Erfiil-
lung des Prinzips der Wahrheitsdefinitheit ist hier also eine Eigenschaft
des Kalkiils, die mit metatheoretischen Mitteln nachzuweisen ist, dhn-
lich wie Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit der normalen Satz-
kalkiile. Man kann auch nicht Regeln angeben, die Sitze (kategorisch
oder hypothetisch) nur als wahr auszeichnen, und festlegen, dafl alle
Sidtze, die im Kalkiil nicht als wahr ausgezeichnet sind, falsch sein sol-
len. Die Auszeichnung als falsch wire dann nur mit metatheoretischen
Mitteln moglich, also nicht im Kalkiil selbst, und da die Negation eines
Satzes seine Falschheit ausdriicken soll, wiren dann im Kalkiil keine
negierten Sitze beweisbar.

Da wir Wahrheitsbedingungen fir alle a.l. Operatoren, auch fiir
die Negation angeben wollen, Falschheit fiir uns aber ein Grundbegriff
ist, kénnen wir Falschheit nicht von vornherein durch die Negation
ausdriicken. Wir verwenden dazu das (metasprachliche) Zeichen ~
und legen fest, dal mit der Regel = ~A der Satz A kategorisch als
falsch ausgezeichnet wird, wie er mit der Regel - A kategorisch als
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wahr ausgezeichnet wird. Die Regel Ay, ... ,Ap, ~B;,..., ~B, - C
besagt dann: Sind die Sitze Ay, ..., A, als wahr und die Sitze
By, .. .,By als falsch ausgezeichnet, so ist C als wahr ausgezeichnet.

Nach der Regel Ay, .. .,A,, ~By,..., ~B, = ~C ist C unter dersel-
ben Bedingung als falsch ausgezeichnet.

Die Wahrheitsregeln stellen sich so als Ableitungsregeln fiir For-
meln dar, wenn wir definieren:

D1.2-1: a) Alle Sitze von A sind Formeln iiber A.
b) Ist A ein Satz von A, so ist ~ A eine Formel iiber A.

Als Mitteilungszeichen fiir Formeln verwenden wir die Buchstaben
S,T,U, ... Formeln der Gestalt ~ ~A verwenden wir nicht. Ist S die
Formel ~A, so soll ~S der Satz A sein.

Als Grad der Formel ~ A bezeichnen wir den Grad von A. Ist A
ein Atomsatz, so bezeichnen wir ihn selbst wie auch ~A als Atomfor-
mel. Ist S=A oder = ~A, so bezeichnen wir A als Satzkomponente von

S.

Es liegt nun nahe, die Operatoren — und A durch folgende Wahr-
heitsregeln zu definieren:

1. ~AF =A 2.AF ~=A
3. A,B-AAB 4. ~A+ ~AAB
~B+ ~AAB.

Das sind hinreichende Bedingungen fiir die Wahrheit und Falschheit
von Sitzen der Form —A und AAB.

Mit diesen Regeln lassen sich komplexe Sitze aus Atomsitzen, all-
gemein: komplexe Formeln aus Atomformeln ableiten. Ist K eine (ent-
scheidbare) Menge von Atomformeln, so kénnen wir aus ihnen als
Axiomen (d.h. kategorisch als wahr bzw. falsch ausgezeichneten Sit-
zen) mit Hilfe unserer Regeln komplexe Sitze als wahr bzw. falsch aus-
zeichnen. Einen logisch wahren Satz, d.h. einen Satz, der fiir beliebige
K als wahr ausgezeichnet ist, gibt es dagegen nicht. Denn das wire ein
Satz, der sich auch aus einer leeren Formelmenge K gewinnen liefle,
und so einen Satz gibt es offenbar nicht, da unsere Regeln alle hypothe-
tisch sind und wir keine logischen Axiome angegeben haben.

Das ist nun zwar eine allgemeine Eigenschaft der Minimallogik,
problematisch ist aber, daf wir mit den angegebenen Regeln nur hinrei-
chende Wahrheitsbedingungen fiir komplexe Sitze angegeben haben,
nicht aber notwendige. Damit stellen unsere Regeln noch keine Defini-
tionen der a.l. Operatoren dar. Nun kénnen wir natiirlich die Umkeh-
rungen von (1)—(3) zum System hinzunehmen, also die Regeln
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5. =AF ~A 6. ~—-AFA
7. AABH A
AAB + B.

Die Umkehrung von (4) lifit sich hingegen in unserem Formalismus
nicht ausdriicken: Aus der Falschheit von A A B folgt ja weder die von
A noch die von B. Als Ersatz bieten sich nur die Regeln ~AAB, A
~Bund ~AAB, B+ ~A an. Sie sind aber schwicher als die Behaup-
tung der Umkehrbarkeit von (4), denn ~A A B ist eben nicht nur mit-
hilfe von A oder von B beweisbar.

Es bleibt also nur eine Erweiterung des Formalismus iibrig. Dazu
bieten sich zwei Wege an. Man kann erstens statt Ableitungsbeziehun-
gen zwischen Formeln solche zwischen Formelreiben betrachten, wie
das zuerst W. Ackermann in (1952) getan hat. Die Auszeichnung einer
Formelreihe Ay, ...,An, ~Bj, ..., ~B, besage, dal mindestens ein
Satz A; (1<i<m) als wahr oder mindestens ein Satz B; (1<j<n) als
falsch ausgezeichnet wird. Das Komma ist also im Sinn des (nichtaus-
schliefenden) ,,oder zu verstehen. Bezeichnen wir Formelreihen durch
I, so nimmt die Umkehrung von (4) die Gestaltan I', ~AAB + T,
~A, ~B. (3) hat nun die Gestalt I', A; I, B = I', AAB. Das Semiko-
lon trennt dabei Formelreihen und ist, wie frither das Komma in (3), im
Sinn der Konjunktion zu verstehen.

Ein anderer, bekannterer Weg, die Umkehrung von (4) auszudriik-
ken, ist folgender: Ist ~A A B beweisbar und liflt sich aus ~ A wie aus
~ B eine Formel S ableiten, so ist S auch unabhingig von ~A wie ~B
ableitbar. Eine solche Regel verwendet man in Kalkiilen des Natiirli-
chen Schlieffens, wie sie zuerst G. Gentzen in (1934) angegeben hat.
Hier wird nun nicht eine Ableitbarkeit von Sitzen aus anderen Sitzen
postuliert, sondern eine Ableitbarkeit von Sitzen aus anderen Sitzen
und aus Ableitbarkeitsbeziehungen. Dieser Gedanke fiihrt daher zum
Aufbau von Systemen, mit deren Regeln Folgebeziehungen aus anderen
Folgebeziehungen abgeleitet werden.

In beiden Fillen werden nun nicht Wahrheitsbedingungen fiir
Sitze angegeben, sondern Sitze werden im Kontext gedeutet — beim er-
sten Weg im Kontext von Formelreihen, beim zweiten im Kontext von
Schliissen. Der zweite Weg ist nun erstens allgemeiner wie wir sehen
werden; er wird uns zu einem Formalismus fiithren, in dem sich simtli-
che hier betrachteten Logiksysteme einordnen lassen. Und er ist zwei-
tens auch intuitiv iiberzeugender: Aufgabe der Logik ist es ja, giiluge
Schliisse auszuzeichnen, und auf dem zweiten Wege stellt sich die Se-
mantik dar als System von Regeln fiir giiltige Schliisse. Die Giilugkeit
von Schliissen wird hier nicht mehr aus Wahrheitsbedingungen fiir
Sitze der Form —A und A A B abgeleitet, sondern diese Sitze werden
von vornherein im Kontext von Schliissen gedeutet. Wir werden aber
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sehen, dafl die Giiltigkeitsbedingungen fiir Schliisse, die solche Sitze
enthalten, als Definitionen der a.l. Operatoren angesehen werden kon-
nen.

1.3 Der Sequenzenkalkiil MA1

Soll sich die Semantik nach den Uberlegungen in 1.2 als System von
Ableitungsregeln fiir Schliisse darstellen, so miissen wir diese dabei als
formale Ausdriicke behandeln. Diese Ausdriicke bezeichnen wir als Se-
guenzen (kurz SQ).

D1.3-1: SQ iiber A sind Ausdriicke der Gestalt A~ Q, wobei A eine
(evtl. auch leere) Reihe von Formeln iiber A ist und Q eine
Reihe von Formeln iiber A, die leer ist oder nur eine Formel
enthilt.

Neben I' verwenden wir also auch A als Mitteilungszeichen fiir (evtl.
leere) Formelreihen; Q sei immer eine Formelreihe, die hochstens eine
Formel enthilt. Wir bezeichnen Sy, . . .,S; als Vorderformeln (kurz VF)
und T als Hinterformel (kurz HF) der SQ Sy, .. .,S,— T und nennen A
Antecedens und Q Succedens der SQ A— Q. Wir bauen also im Effekt
iiber A eine Sprache auf mit dem Zeichen ~ und —und mit dem
Komma als Hilfszeichen. Die SQ iiber A sind die Sitze dieser Sprache.

Sty .. Sy T driickt einen Schlufl mit den Priamissen Sy, .. .,S,
und der Konklusion T aus, Sy, . . .,S;— besagt, dafl aus Sy, . . .,S, eine
Kontradiktion folgt, daf§ also Sy, .. .,S, unvertriglich sind. Wir neh-
men das Prinzip an, dafl aus einer Kontradiktion beliebige Sitze fol-
gen.

Aus dieser Deutung der SQ ergibt sich nun ein Axiom und folgende for-
male Regeln:

RF: S-S (Reflexivitdt der Folgerungsbeziehung)

VI: AS, T,AN-QF AT,S, A—Q (Vertauschungsregel)
VK: A,S,S»Q F A, S— Q (Kontraktionsregel)

VV: A—»Q + A, S— Q (Vordere Verdiinnung)

HV: A—~ + A—S (Hintere Verdsinnung)

TR: A—-S; A, S—Q = A—Q (Schnittregel)

Dabei fungieren nun die Zeichen + und ; als metasprachliche Symbole,
wobei + fiir die Ableitbarkeit steht und ; die Primissen einer Ablei-
tungsregel trennt.

Alle Schliisse der Gestalt RF sind offenbar giiltig. VI und VK
driicken aus, daf§ es auf die Reihenfolge und die Hiaufigkeit der Auf-
fihrung einer Primisse in Schliissen nicht ankommt. VV besagt, daff
ein Schlufl giiltig bleibt, wenn man eine zusitzliche Primisse hinzufiigt.
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HV ist das Prinzip ex contradictione gquodlibet, und TR driickt die Tran-
sitivitit der Folgebeziehung aus.

Als zweites (formales) Axiom nehmen wir folgendes Widerspruchs-
prinzip hinzu:

WS:A, ~ A—.

Aus einer Kontradiktion folgt also im Blick auf HV jeder beliebige
Satz. Damit wird ein Zusammenhang zwischen Wahrheits- und Falsch-
heitszuordnungen hergestellt, der freilich sehr schwach ist (vgl. dazu
3.1).

Wir deuten nun a.l. Operatoren in diesem Formalismus durch fol-
gende logische Regeln:

HNI: A—» ~A F A— -A HN2: A A+ A~ =A
VNI: A, ~A—-QF A, —A-Q VN2: A, A-Q F A, ~ -A-Q
HKI1: A A; A—BHA—-AAB HK2: A» ~A+ A- ~AAB
A—- ~BH+ A- ~AAB
VKI1: A,A,B=Q F A, VK2: A, ~A—-Q; A, ~B-Q +
AAB-Q A, ~AANB-Q

Die H-Regeln entsprechen den Regeln (1)-(4) aus 1.2, denn sie sind,
wie man leicht erkennt, mit den SQ ~A— —A, A— ~ A, A,
B—~AAB, ~A— ~AAB und ~B— ~AAB iquivalent. Wie unten all-
gemein gezeigt wird, sind die V1-Regeln mit den Umkehrungen der
H1-Regeln iquivalent und die V2-Regeln mit den Umkehrungen der
H2-Regeln. Alle Regeln sind hier als Einflibrungsregeln formuliert, als
Regeln zur Einfithrung der Formeln (~)—=A bzw. (~)AA B im Succe-
dens und im Antecedens von SQ. Die logischen Regeln haben daher
rein aufbauenden Charakter; sie fithren immer komplexere Formeln
ein.

Nach D1.1-2a ergeben sich folgende Regeln fiir die Disjunktion:

HDI: A~A+ A—-AVB HD2: A—» ~A; A» ~B + A—
A—-BFH A-AVB ~AVB

VD1: A A—Q; A, B—Q F A, VD2: A, ~A, ~B-Q F A,
AVB-Q ~AVB-Q.

Der Kalkiil, der aus den Axiomen nach RF und WS besteht und den an-
gegebenen formalen und logischen Regeln, ist ein Kalkiil der minimalen
A.L., den wir MA1 nennen.! Ist K wieder eine (entscheidbare) Menge
von Atomformeln, so seit MA1K die Anwendung von MA1 auf K, d.h.

1 Als ,Minimallogik® wird meist eine Logik bezeichnet, die 1. Johannson in (1937) ent-
wickelt hat und die sich von der hier so genannten erheblich unterscheidet. Vgl. dazu
den Abschnitt 3.5. Unsere Minimallogik entspricht hingegen dem a.l. Teil jener Erwei-
terungen der basic logic, die F. B. Fitch in (1948) angegeben hat.
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der Kalkiil, der aus MA1 entsteht, wenn wir als Axiome alle SQ — S

hinzunehmen, wo S ein Element von K ist. Statt auf Formelmengen

konnen wir MA1 auch auf Basiskalkiile anwenden, auf (entscheidbare)

Mengen von SQ, die nur Atomformeln enthalten.

Man wird nun sagen, daf} ein n-stelliger a.l. Operator F durch Re-
geln fiir SQ im Kontext von Schliissen definiert wird, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Regeln fiir F sind kontextfrei in dem Sinn, daff in den Regeln
keine anderen a.l. Operatoren und keine speziellen SK vorkommen.

2. Fir die Beweisbarkeit von SQ, die Sitze F(A4,...A,) oder
~F(Ay, .. .,A,) als HF enthalten, werden hinreichende und notwen-
dige Bedingungen angegeben. Regeln, die diese Formeln als VF ein-
fithren, sind mit den notwendigen Bedingungen fiir die Beweisbar-
keit von SQ mit diesen Formeln als HF dquivalent.

3. Die F-Regeln sind nichtkreativ, d. h. mit ihnen lassen sich nur solche
SQ beweisen, in denen F nicht vorkommt, die sich auch ohne die F-
Regeln beweisen lassen.

Zusitzlich sollen die Regeln fiir a.l. Operatoren folgenden Bedin-
gungen geniigen:

4. Die Beweisbarkeit von SQ mit den Formeln (~)F(Ay,. . .,A,) als VF
bzw. HF hingt nach den F-Regeln nur ab von der Beweisbarkeit von
SQ mit (~)A;j (1 =1=<n) als VF bzw. HF. Das entspricht der Forde-
rung der Wahrheitsfunktionalitit der a.l. Operatoren: Der Wahr-
heitswert von F(Ay,. . .,A,) soll nur von den Wahrheitswerten der A;
abhingen.

5. Die Widerspruchsfreiheit des Systems soll durch die F-Regeln nicht
gestort werden, d. h. es soll gelten: Ist fiir kein i (1 <i<n) zugleich
A— A; und A— ~A; beweisbar, so soll auch nicht zugleich
A— F(A4,. . ,A,) und A»> ~F(Ay,. . .,A,) beweisbar sein.

6. Eine evtl. Vollstindigkeit des Systems soll durch die F-Regeln erhal-
ten bleiben, d.h. es soll gelten: Ist fiir jedes A; A— A; oder A~ ~ A;
beweisbar, so auch A= F(Ay,. . .,A,) oder A» ~F(Ay,. . ,A}).

Aus diesen Bedingungen ergibt sich folgendes Schema fiir die F-
Regeln:

HF1) A=Sy55. . 5A— Sy, F A>F(Ap. . A

A— Stl;° . .;A—-* Stst = A— F(Al,. . .,An)

Dabei seien die Satzkomponenten von Syy,. . .,Ss, Sitze aus Ay,. . A,

HFZ) A— ~Sli1;' AS ~Stit = A ~F(Al)'_ - Ap)
fiir alle t-tupel iy,. . .,iy mit 1=<§;<s; furj=1,.. ,t.
VFI) A, S“,. . .,8151—> Q;. . .;A, Stl)' . "Stst—’Q |—A, F(Al,. . .,An)—>Q
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VF2) A~Siph . ~Su= Q. 58, ~Siipe - o~ Si— . . 54,
~Sispe - S[S-+Q+—A ~FAp. . A= Q.

Man priift leicht nach, daf} die N- und K-Regeln in dieses allgemeine
Schema passen. Ein weiteres Beispiel fiir dieses Schema sind folgende
Regeln fiir die Aquivalenz:

HAl) A-~A;A-BHA-A=B
A—*~A;A—»~BFA—>AEB
HA2) A— ~A;A>~B +—A—~ ~A=B
A—A; A~ ~B+ A— ~A=B
VALY AJA,B=Q; A, ~A, ~B->Q+ A A=B-Q
VA2) A, ~A,B=Q;AJA, ~B-QF A ~A=B-Q

Dabei lassen wir in HA2 die nach WS trivialerweise giiltigen Regeln
A ~A; A-A + A- ~A=Bund A~ ~B; A~ B - A—» ~A=B weg,
und in VA2 die analogen nach WS trivialerweise giiltigen Primissen A,
A, ~A—-Qund A, B, ~B-Q.

Auch die Regeln

“1a) A—A; A~ ~A - A— A*B
“1b) A= ~A F A— ~A*B
A~ A+ A ~A*B
22) A, A, ~A—>Q FA, A*B—Q
“2b) A, ~A= Q; A, A-Q + A, ~A*B=Q

entsprechen dem Schema. A*B wird hier im Sinn von AA — A definiert.
Das Definitionsschema erfiillt die Bedingung (1) trivialerweise.
Daf} die Bedingung (2) erfiillt ist, sieht man so:
Die Umkehrung von HF1 lautet sinngemif}

HF1+: A"F(A],. . .,An); A, S”,. . .,S]S‘*’Q;. .. A, S”,. . "StS[*Q o

A-Q.
Daraus erhilt man fur A=A F(Ay,. . ,Ap) aus A, Syy,. . ,S1 = Q; .
A, Stiye - S5~ Q mit VV und RF A, F(A,, . WAL~ Q, also VFI Und
mit VF1 erhilt man aus A, Sqp,-- Sh s Ay Seppe s oS~ @
A, F(Aq,.. AL~ Q, mit A~ F(Aq,..,Ap) und TR also A-Q, d.h.
HF1+,

Die Umkehrung von HF2 lautet entsprechend:

HF2+: A~ ~ F(Al,. . .,An); A, ~ S“,. . 0y 77 Stl g Q;. .y

A, ~ Slsp' ey Stst_' QrA- Q.

Daraus  erhilt man  fir A= A' ~F(Ap,. . ,A) aus A
~S”,. IS Stl Q .o A', Sls e o ., -Q mit VV und RF A
~F(Ay,. . »Ap)—Q, also VF2. Und mit V1§2 erhilt man aus den Priamis-
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sen von HF2+ mit Ausnahme der ersten A, ~F(Ay,..., A )~Q, mit
A~ ~F(Ay,. . .,A,) und TR also A~ Q.

Die Bedingung (3) ist ebenfalls erfiillt. Das ergibt sich aus der De-
finierbarkeit der a.l. Operatoren durch — und A, auf die wir gleich
eingehen, und dem Theorem T1.3-6, das unten bewiesen wird. Die Be-
dingung (4) ist wieder trivialerweise erfillt, und daf} (5) und (6) gelten,
ersieht man unmittelbar aus HF1 und HF2.

Man kann also auch bei der Einfithrung von Formeln der Gestalt
(~)F(Ay,- . .,Ap) 1m Kontext von Schliissen von einer Definition des
a.l. Operators F sprechen.

Jeder nach dem obigen Schema definierte a.l. Operator lifit sich nun
durch =, A und V definieren, also auch durch — und A. Denn wir
konnen setzen F(Ay,. . .,Ap) 1= SIUA..AS, V..VS A. ./\§t;t. Da-
bei seit A=A und ~A= =A. Schreiben wir fiir das Definiens von
F(Ay,. . ,A,) kurz B, so gilt ja:

a) B> F(Aq,. . .,A,).

Denn nach HF1 gilt Syy,...Si5—F(Ay,.. ,Ap) und ... und
Stts- - St F(A,. . ,Ay), also  nach VNI und VK1
SuA. . AS—FAp,..,A) und ... und SgA..AS—

F(Ajy,. . ,Ap), also nach VD1 B-F(A;y,. . ,A)).

b) F{Aj,...,A,)— B.
Denn  nach  HKI1, HNI, HD1 gilt Syy,.. .S~
B,.. .St - S~ B. also nach VF1 F(Ay,. . .,Ap)— B.

&) ~B— ~F(A;,. . .,A,)
Nach HF2 gilt ~Syy, ~S3i,,. - s~ S~ ~F(Ay,. . ,Ap) und . . . und
~_S_.111’ ~Sdigse - o~ St~ ~F(Ap. . LA, also nach' VKZ
~S“ AL '/\Slsl) ~Szi2,. . .,~S££_—> ~F(f}£ . .,An) flialle lz,._.__.,lt;
schrittweise erhilt man so ~S;|A. AStspse - ~Su A AS~
~F(Ay,. . .,Ap), also nach VD2 ~B— ~F(Ay,. . .,Ap).

d) ~F(Ay,. ..A,)— ~B.
Nach VF2 gilt wegen ~Sii,..., ~Su— ~B,. ., "’Slsp- .o
~Sis,~ ~ B (nach HD2) ~F(Ay,. . .,Ap)— ~B.

Schreiben wir + ST falls ST, T-S, ~S— ~T und ~T— ~S be-
weisbar sind, so gilt also = BwF(Ay,...,A,), und man kann daher
F(A4,. . .,A,) durch B definieren, so dafl das System der beiden Opera-
toren — und A in diesem Sinn vollstindig ist.

Es gilt folgendes Ersetzungstheorem:

T1.3-1: A»B  C[A] «C[B].

Dabei sei C[A] eine Formel, die an einer bestimmten Stelle A enthiilt,
und C[B] entstehe daraus durch Ersetzung dieses Vorkommnisses von
A durch B. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach dem Grad g
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von C[A] minus dem Grad von A. Ist g=0, also C[A]=A und
C[B]=B, so ist die Behauptung trivial. Ist nun die Behauptung bereits
bewiesen fiir alle g<n, so gilt sie auch fiir g=n+ 1: Gilt C[A]«C[B],
so auch ~C[A]« ~C[B], also nach den N-Regeln auch —C[A]«
—C[B]. Und gilt Ci[A]«C[B], so nach den K-Regeln auch
C,[A] A CyeC[B] A C,.

Es gilt ferner

71.3-2: Ist A«B beweisbar, so auch A, (~)A-=Q A, (~)B—-Q und
A— (~)A + A—(~)B.

Bewers:
(~)B— (~)A; A, (~)A=Q o Ae (~)A; (~)A— (~)B
A, (~)B=Q A (~)B

Bezeichnen wir A und B im Fall der Beweisbarkeit von A« B als streng
aquivalent, so ergibt also die Substitution streng idquivalenter Sitze in
anderen Sitzen nach T1.3-1 streng dquivalente Sitze, und in SQ nach
T1.3-2 idquivalente SQ.

Das folgende Eliminationstheorem hat nun zentrale Bedeutung fiir
den Kalkiil MAT1:

71.3-3: In MA1 ist die Schnittregel TR eliminierbar, d. h. jede in MA1
beweisbare SQ ist ohne Anwendungen von TR beweisbar.

TR

Das beweist man ebenso wie das entsprechende Theorem T1.4-3 im
folgenden Abschnitt. Es gilt nicht fiir die angewandten Kalkiille MA1K.
Ist aber K+ die Menge von SQ, die zu jeder Formel S aus K die SQ—S
enthilt und die abgeschlossen ist bzgl. der Regeln - S + ~S— und
—S; - ~S + —, und ist MA1K+ die Erweiterung von MA1 um die
Axiome aus K+, so ist MA1K offenbar mit MA1K + iquivalent, und es
gilt (vgl. den Abschnitt 1.4):

71.3-4: In MA1K+ ist jede beweisbare SQ ohne TR-Anwendungen
beweisbar.

Die Widerspruchsfreiheit von MA1 wie MA1K lift sich nun durch die
Unbeweisbarkeit der SQ ~ ausdriicken. Denn ist -~ beweisbar, so nach
HV fiir jeden Satz A auch die SQ— A und - ~A. Und sind fiir ein A
die SQ — A und — ~ A beweisbar, so wegen WS und TR auch —. Der
Kalkiil MA1 ist nun trivialerweise widerspruchsfrei. Denn die Axiome
von MAT1 enthalten simtlich VF, und VF lassen sich nur mit TR elimi-
nieren. Mit TR erhalt man aber eine SQ ~ Q ohne VF (insbesondere
also ~) nur aus einer anderen SQ ohne VF, z.B. aus Primissen -~ S
und S— Q. SQ ohne VF sind also in MA1 nicht beweisbar. In MA1
wird also kein Satz als logisch wahr ausgezeichnet, weil keine SQ— S
beweisbar ist. In MA1 sind nur Schliisse, nicht aber Sitze beweisbar.
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Das gilt fiir die angewandten Kalkiile MA1K nicht mehr, da sie Axiome
der Gestalt — S enthalten. Es gilt aber:

1'1.3-5: Ist K widerspruchsfrei (d.h. enthilt K fiir keinen Satz A zu-
gleich die Formel ~ A), so auch MA1K.

Das ergibt sich aus T1.3-4. Denn ist K widerspruchsfrei, so enthilt K+
die SQ ~ nicht, und diese SQ ist dann in MA1K+ ohne TR nicht be-
weisbar, also iiberhaupt nicht. Wegen der Aquivalenz von MA1K+ und
MAI1K ist sie dann auch im letzten Kalkiil nicht beweisbar.

Die Nichtkreativitit der Definitionen der a.l. Operatoren ergibt
sich nun aus ihrer Definierbarkeit durch — und A und dem folgenden
Teilformeltheorem, das eine Folge von T1.3—4 ist:

11.3-6: Ist eine SQ X in MA1K+ beweisbar, so gibt es einen Beweis
fir £ in MA1K+, dessen SQ nur Formeln enthalten, deren
Satzkomponenten Teilformeln der Satzkomponenten der For-
meln 1n 2 sind.

Denn man kann ein Formelvorkommnis (kurz FV) nur mit TR-Anwen-
dungen eliminieren. Da es also in MA1K+ fiir jede beweisbare SQ ei-
nen Beweis ohne TR-Anwendungen gibt, gibt es auch einen Beweis der
in T1.3-6 verlangten Art. Kommt daher ein Operator F nicht in der
End-SQ vor, so gibt es einen Beweis dieser SQ, in dessen SQ F nicht
vorkommt, der also von den F-Regeln keinen Gebrauch macht.

Fiir den Beweis des Theorems T1.4-2 im folgenden Abschnitt be-
notigen wir folgende Theoreme, deren Beweis sich jedoch leicht ergibt:

T1: AV(BVC)«(AVB)VC
72: AVBwBVA

T3: AVAwA

T4: A,B-~CF A,AVB-AVC
T5: AVC,BVC>AABVC
T6: —=AV =B« —(AAB)

1.4 Der Sequenzenkalkiil MA2

Wir wollen nun den Formalismus, in dem wir die minimale A.L. auf-
bauen, dadurch erweitern, dafl wir auch SQ mit mehreren HF zulassen.
Das empfiehlt sich aus technisch-formalen Griinden. Inhaltlich deuten
wir SQ der Gestalt A—Sy,.. .,S, im Sinn von SQ A—S;V..VS,. Wir
ersetzen also D1.3-1 durch die Definition:

D1.4-1: SQ iiber A sind Ausdriicke der Gestalt A— I, wobei A und I’
(evtl. leere) Reihen von Formeln iiber A sind.

Wir wollen zunichst die minimale A.L. in diesem Formalismus ange-
ben und dann ihr Aquivalenz mit MA1 beweisen.
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MAZ2 sei der Kalkiil, der aus folgenden Axiomen und Regeln be-
steht:

Axiome
WS.’ 1‘\ ~ A—b

Formale Regeln :

VI: AS, T, AT A, T,S, A=T
HT: AT,S,T, "' A-T,T,S,T"
VK: A,S,S—»FP—A,S—»F

HK: A—»S,S, T -A-S, T

VV: AT A, ST

HV: A—=T + A-S, T

TR: A—-S, T5A, ST = A=T

Logische Regeln:

HNI: A- ~A T A- AT HN2: A=A T FA-~-=AT
VNI: A, ~A-T FA, -A-T VN2: AJA-T HA ~-A-T
HK1: A-AT;A-~B, I' A-AAB, T

HK2: A—- ~A, ~B, - A—- ~AAB, T

VKI: A A BT A AAB=T

VK2: A, ~A-T;A, ~B-T+A,~AAB-T.1

Die spezifizierten FV der Primissen bezeichnen wir als Nebenformeln
(kurz NBF), das spezifizierte FV der Konklusion als Hauptformel (kurz
HPF) der Regeln.

Man beweist wieder leicht, daff die V1- bzw. V2-Regeln mit den
Umkehrungen der H1- bzw. H2-Regeln iquivalent sind. Und die
Uberlegungen zur Definition a.l. Operatoren im Kontext solcher SQ
und zur Vollstindigkeit des Systems der Operatoren — und A verlau-
fen ganz dhnlich wie jene in 1.3, so dafl wir darauf hier nicht mehr ein-
gehen. Wie fiir MA1 gilt auch hier das Ersetzungstheorem:

71.4-1: A«B + C[A] « C[B].
Mit D1.1-2a ergeben sich folgende Disjunktionsregeln:

HDI1: A—=A, B, A-AVB, I HD2: A~ ~A,T; A~ ~B,
'-A- ~AVB, T
VDI: A, A->T5A, BT - A, VD2: A, ~A, ~B-T F A,
AVB-T ~AVB-T.

! Wiirde man SQ mit mehreren HF so deuten, daf gilt = A—S,,.. .S  genau dann,
wenn = A—S; fiir mindestens ein i (1 <i<n), so wiirde VK2 nicht mehr gelten. Denn
damit erhilt man = ~AAB— ~A, ~B; es gilt aber nicht generell H ~AAB— ~A
oder - ~AAB— ~B.
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Wir schreiben Beweise in Baumform, so daf§ die Primissen einer Regel-
anwendung direkt iiber ihrer Konklusion stehen. Ein Ast eines Beweises
2 ist eine Folge X4,.. X von SQ aus B, so dafl iiber der SQ % und
unter I, in 8 keine andere SQ steht und daf %; . ; in B direkt unter z
steht (1 <i<n). Anwendungen der Strukturregeln VT, HT, VK und HK
geben wir im folgenden meist nicht explizit an.

_ Setzen wir =T, falls T keine Formel enthilt, und
=S V...VS, tir '=S,,.. .S, so gilt nun

I7.4-2: Die SQ A—T ist in MA2K genau dann beweisbar, wenn die
SQ A—T"in MA1K beweisbar ist.

Fiir leeres K folgt daraus die Aquivalenz von MA1 und MA2 im ange-
gebenen Sinn.

Beweis:

a) Ist A—T"in MA2K beweisbar, so A~ T in MA1K. Es sei | die Linge
des Beweises ® (d. h. die maximale Anzahl von SQ in einem Ast von B)
von A—T" in MA2K. Ist =1, so ist A~ Axiom von MA2K. Die
Axiome von MA2K sind aber auch solche von MA1K. Es sei die Be-
hauptung bereits bewiesen fiir alle I<m und es sei nun l=m+1: Gilt
die Behauptung fiir die Primisse(n) einer Regel, so auch fiir die Kon-
klusion: Das ist trivial fiir alle V,-Regeln. (Zur Unterscheidung verse-
hen wir die Bezeichnungen fiir die Regeln von MA1 mit dem Index 1,
die fiir die Regeln von MA2 mit dem Index 2.) Fiir die iibrigen Regeln
finden wir, wobei wir immer T1.3-1 und T1.3-2 verwenden:

HT,: Die Behauptung gilt nach T2.

HKj;: Nach T3.
HV;: A-T + A-TVS nach HDI;. Ist T leer, so gilt A> — A—S
nach HV,.

TRy: Aus A, S—T folgt in MA1K A, S»T, mit T4 also A,
SVI-TVT, mit T3 also A, SVI'-T; mit A~SVT und TR; er-
halten wir also A-T. B

HN1,: A» —=AVT + A— —A VT gilt trivialerweise. _

HN2,: Gilt A~ A VT, so wegen A« — A auch A» — A VT, .

HK1,: Aus A~ AVT und A— B VT folgt nach T5 A- AABVT.

HK2;: Aus A» —=AV = BVT folgt nach T6 A» —(AAB)VT.

b) Ist A»T in MA1K beweisbar, so auch in MA2K, denn alle Axiome
und Regeln von MA1K sind Axiome und Regeln von MA2K, mit Aus-
nahme von HK2;; das erhilt man aber in MA2K mit HV, und HK2,.
Ist aber A=T in MA2K beweisbar, so auch A—T, denn wegen +
AV B— A, B - das erhilt man aus A—> A, B und B— A, B mit VD1, — gilt
A- S|V.. VS, + A-S...5,, und wegen ~Aw-A gilt
A— S—],. . 'JS—n A S],. . .,Sn.
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Wir beweisen nun das Eliminationstheorem fiir MA2. Obwohl der Be-
weis gegeniiber den bekannten Beweisen der Eliminationstheoreme fiir
normale Sequenzkalkiile keinen wesentlichen neuen Gedanken enthiilt,
filhren wir ihn hier in aller Ausfiihrlichkeit, da spiter hiufig auf ihn
Bezug genommen wird.

71.4-3: Jede in MA2 beweisbare SQ ist ohne Anwendungen von TR
beweisbar.

Beweis: TR ist iquivalent mit der ,Mischregel®:
TR+ : A-T(S); AS)-T'+ A As— T, T

Dabei sei [(S) eine Formelreihe, die S (ein- oder mehrfach) enthily,
und [y sei die aus I'=T'(S) durch Streichung aller Vorkommnisse von S
entstehende Formelreihe.

TR+ erhilt man mit TR so:

A—T(S) AS)—T'

AS, T AL S—T' VK, HK

AA=S T T AN S=Ts T . VV. HV
A A TS, T R

Und TR erhilt man mit TR+ so:

A=S, T5 A, ST
J ) 3 +
A, As—Ts, I TR
A-T VK, HK.

Es wird nun die Eliminierbarkeit von TR+ bewiesen. Wir zeigen, dafl
der jeweils oberste Schnitt — wir bezeichnen auch Anwendungen von
TR+ als ,Schnitte“ — in einem Beweis eliminierbar ist. Das wird durch
Induktion nach dem Grad der Schnittformel (kurz SF) S und - in Basis
wie Induktionsschritt — einer Induktion nach dem Rang r=r;+r; des
Schnittes gezeigt. ry, der linke Rang, ist die maximale Zahl aufeinander
folgender SQ, die im Beweis iiber der linken Pramisse £; =A—T'(S) des
Schnittes stehen, oder mit £, identisch sind, und die alle die SF S als
HF enthalten. Analog wird der rechte Rang r; fiir Z,=A(S)—I" be-
stimmt. X3 sei die Konklusion A, Ag— I's, I des Schnitts.

Wir beweisen die Behauptung unter den einzelnen Fillen gleich
moglichst allgemein, um Wiederholungen zu vermeiden.  sei der ur-
spriingliche Beweis von Z3, ® der modifizierte.

1. g=0, r=2
Hier wird in jedem Fall der Schnitt direkt eliminiert.
a) A enthdlt S (fir beliebige r, g):

Das ist speziell der Fall, wenn Z£; Axiom nach RF ist:
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AS)~>T(S); AS)=T" _ A@S)-T
A(S), Ag—>Ts, T A(S), A(S)—»Ts, T VV, VT, HV, HT
A(S), Ag—Ts, T VK, VT

Die fiir ¥ angegebenen Regeln sind dabei ggf. anzuwenden und ggf.
auch mebrfach anzuwenden. Das gilt auch fiir alle folgenden Fille.

b) Ienthdlt S (fiir beliebige r, g):
Auch das gilt speziell, wenn £, Axiom nach RF ist.
A-T(S); AS)-T(S)  A~T(S)

A AT TS~ AAI(S), T(S) VV, HV, VT, HT
A, Ag—T'g, T'(S) HK, HT
c) X; entstebt durch HV mit S (fiir beliebige ry, g):
A-T A—=T
A~S, T AS)=T A AT, T VV, HV, VT, HT
A AT, T

(Fiir r;>1 wird dieser Fall unter (2a2y) behandelt.)

d) X entsteht durch V'V mit S (fur beliebige ry, g):

AT AT
A-T(S); A, S»I" A A-Ts, T VV, HV, VT, HT
AASTS, T

(Fiir rp>1 wird dieser Fall unter (2b2y) behandelt.)

Andere Fille konnen fiir g=0, r=2 nicht vorkommen: £; und %,
miissen hier entweder Axiome sein — £ kann nur Axiom nach RF sein,
so daf dann immer (a) vorliegt — oder (bei r;=1, bzw. r;=1) durch
HV bzw. VV mit S entstehen (c, d).

Im folgenden setzen wir immer voraus, daf§ kein Fall vorliegt, der
unter (1) behandelt wurde.

2. g=0,r>2

a) r>1 (fir beliebige r, g)

al) Durch die Regel R, die zu X fiihrt, wird kein neues Vorkommnis von
S eingefiibrt:

) R hat zwei Pramissen, die beide S als HF enthalten.

RAST(S); AT (S)
A—T(S); A(S)-»T"
A A>T, T
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L ASTS;AQ)—-T A'-T"(S); AS)~T
R AVA-TST AT, Ao T5, T
A, Aé—Ts, T

Vor die Anwendung von R sind in & evtl. Anwendungen von VT, HT
einzuschieben. Ist ein Vorkommnis von S als HF NBF bei R, so ist es in
R durch HV vor der Anwendung von R wieder einzufithren. Bei den
neuen Schnitten ist r um eins niedriger als beim urspriinglichen. Daher
sind beide nach Induktionsvoraussetzung (kurz 1. V.) eliminierbar.

B) R hat 2 Primissen, von denen nur eine S als HF enthalt.

Dieser Fall kann nicht auftreten, da sich die Primissen von R (das als
2-Primissen-Regel immer eine logische Regel ist) nur in den NBF un-
terscheiden diirfen. Es miifite also I'" bzw. I'" nur Vorkommnisse von S
enthalten, die NBF von R sind. Dann wiirde aber S durch R eliminiert,
da HPF immer von thren NBF verschieden sind.

¥) R bat eine Pramisse:
A'—=T"(S) A'=T(S); AS)-T"
A—T(S); A(S)-T" N A, Ag— T, F'R

A, Ag— T, T A Ag—Ts, T

R

Vor die Anwendung von R in ¥ sind evtl. wieder Anwendungen von
VT, HT einzuschieben. Ist ein Vorkommnis von S als HF NBF bei R,
so ist es in B vor der R-Anwendung durch HV wieder einzufithren. Ist
R die Regel HK mit S, so entfillt diese Regelanwendung in . Ebenso,
wo R die Regel HT mit einem S ist. Bei dem neuen Schnitt ist wieder r
um eins kleiner als im urspriinglichen.

a2) Durch die Regel R, die zu X, fiibrt, wird ein neues Vorkommnis von §
eingefiibrt:

o) R hat zwei Primissen, die beide S als HF enthalten.
A-TS); AT (S)

RASSTO), AG)=T
A, Ai—Ts, T
AT S); AS)—T" A"=T"(S); A(S)—-T"
A, Aea s, T A A TS, T

R

A, As—S, T's, T A(S)- T
A, Ag, As— T, g, TV
A AT, I' VK, HK, VT, HT

Vor die Anwendung von R sind in & evtl. Anwendungen von VT, HT
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einzuschieben. Hier kann kein Vorkommnis von S in I™ oder I™ NBF
von S sein (S ist HPF von R).

Bei den oberen Schnitten in ® ist r um 1 kleiner als in 8. Daher
sind diese Schnitte nach 1. V. eliminierbar. Fiir den unteren Schnitt gilt
dann (er enthilt nach Elimination der oberen Schnitte nun keinen
Schnitt mehr iber sich): r; ist ebenso wie in 3B, ry ist aber 1, so daf} der
Schnitt ebenfalls nach 1. V. eliminierbar ist. Hier ist nun wichtig, daf} S
nicht in I" vorkommt. Denn sonst wire r; fiir diesen letzten Schnitt
nicht 1, sondern konnte grofler sein als im urspriinglichen Schnitt. Ent-
hilt I S, so ist der Schnitt also nach (1, b) zu eliminieren.

B) R hat zwei Pramissen, von denen nur eine S als HF enthilt.

Dieser Fall kann nicht vorkommen. Denn dann miifiten nach der Uber-
legung zu (al, B) diese Vorkommnisse von S NBF von R sein, und S
wiirde dann in X nicht mehr auftreten, da die NBF von der HPF ver-
schieden ist.

Y) R hat eine Primisse

R A= T"(S) AN'-T"(S); A(S)-T"
A=S, TS AS)-T" AL A>T, T
A, As— T, T A, As— S, T, T A(S)- T

A, AL, AT, Tg, T
A, Ai~Ts, T" VK, HK, VT, HT

Vor die Anwendungen von R in ® sind evtl. Anwendungen von VT,
HT einzuschieben. S kann nicht NBF von R sein, da S HPF von R ist.
Ist R HV mit S, so entfillt die Anwendung von R in ®. Beim 1. Schnitt
in B ist r um 1 kleiner als im urspriinglichen. Dieser Schnitt ist also
nach I. V. eliminierbar. Fiir den 2. Schnitt ist ry unverindert, r; aber ist
1, so daf} der Schnitt ebenfalls nach 1. V. eliminierbar ist. Hier ist wie-
der wichtig, daff I" S nicht enthilt, sonst wire r; nicht 1, sondern
konnte hoher sein als in 8. Enthilt I' S so ist also der Schnitt nach (1,
b) zu eliminieren.

b) r,> 7 (fur beliebige ry, g)
Die Uberlegungen hierzu entsprechen genau jenen zu (a). Wir wieder-
holen sie hier trotzdem, um spitere Verweise zu erleichtern.
b1) Durch die Regel R, die zu X, fiibrt, wird kein neues Vorkommnis von
S eingefiibrt:
a) R hat zwei Primissen, die beide S als VF enthalten.

A'(S)—»T" A" (S)-T"

A, Aé_’ rS: r

R
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_ AT A (ST A-T(S); AT
A, Ag—Tg, I A AT, T
A, Ai—Tg, T

Vor die Anwendung von R in ¥ sind ggf. Anwendungen von VT, HT
einzuschieben. Ist ein Vorkommnis von S als VF NBF bei R, so ist es in
B durch VV vor der Anwendung von R wieder einzufithren. Bei den
neuen Schnitten ist r um 1 niedriger als im urspriinglichen. Sie kénnen
also nach 1. V. eliminiert werden.

R

B) R hat 2 Pramissen, von denen nur eine S als VF enthallt.
Dieser Fall kann aus den in (al, B) genannten Griinden nicht auftreten.

Y) R hat 1 Pramisse

A'(S)—-T" AT (S); A(S)—-TI"
A—T(S); AS)—T" _ AA—Ts, I o
A AisTs, T A, Ai—Ts, T

Vor die Anwendung von R in ¥ sind evtl. Anwendungen von VT und
HT einzuschieben. Ist ein Vorkommnis von S als VF NBF von R, so ist
es in B vor R mit VV wieder einzufithren. Ist R VK mit S, so entfillt R
in B. Ebenso wo R VT mit einem S ist.

Beim neuen Schnitt ist wieder r um 1 kleiner als im urspriingli-
chen. Der Schnitt ist also nach 1. V. eliminierbar.

b2) Durch die Regel R, die zu X, fiihrt, wird ein neues Vorkommnis von S
eingefiibrt:

a) R hat 2 Pramissen, die beide S als VF enthalten:

A'(S)—T"; A"(S)— T
A-T(S); AS), S=T

A, Ag— T, T
A—T(S); A'(S)=T"  A—T(S); A"(S)—T"
> A, Ag- T, I A, Ag—Tg, I
A-T(S);A A, S— T, T R
A, Ag, Ag—Ts, I's, T
A AT, T VK, HK, VT, HT

Vor die Anwendung von R in 8 sind evtl. Anwendungen von VT, HT
einzuschieben. Kein Vorkommnis von S in A", A" kann NBF von R
sein, da S HPF von R ist. Bei den beiden oberen Schnitten in & ist r
kleiner als in ®. Daher sind diese Schnitte nach I.V. eliminierbar. Fir
den unteren Schnitt ist r; wie in 8, r, aber ist 1. Dabei ist es wichug,
daf} S nicht in A vorkommt, denn sonst wiire r, nicht 1, sondern kénnte
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grofler als in B sein. Enthilt also A' S, so ist der Schnitt nach (1, a) zu
eliminieren. S kann nicht NBF von R sein, da es HPF von R ist.

B) R hat 2 Pramissen, von denen nur eine S als VF enthdlt:

Dieser Fall kann aus den in (a2, B) genannten Griinden nicht auftreten.

Y) R hat 1 Pramisse:

A(S)->TI" A—-T(S); A(S)-TI"
A—T(S); A(S), S=»T" - A, Ag—Tg, I
A, Ag—Tg, T A—T(S); A, Ag,S—T'g, T
A, Ag, Ag—T's, ', T
A, Ag—Tg, I VK, HK, VI, HT

Vor die Anwendung von R in & sind evtl. Anwendungen von VT, HT
einzuschieben. S kann nicht NBF von R sein, da S HPF von R ist. Ist R
VV mit §, so entfillt die Anwendung von R in 8. Beim 1. Schnitt in
ist r kleiner als in 8. Dieser Schnitt ist also nach I.V. eliminierbar. Beim
2. Schnitt ist r; unverindert gegeniiber B, r, aber ist 1, so dafl dieser
Schnitt ebenfalls nach I.V. eliminierbar ist. Hier ist wieder wichtig, daf§
A S nicht enthilt; sonst wire r; nicht 1, sondern kénnte grofler sein als
in B. Enthilt A S, so ist der Schnitt nach (1a) zu eliminieren.

3. >0, r=2

Die Behauptung sei bereits fiir alle Schnitte mit g<m und beliebige r
bewiesen, und es sei nun g=m+ 1. Im Blick auf die schon unter (1) be-
handelten Fille, sind hier nur mehr folgende zu betrachten:

a) X, und X, entstehen durch logische Regeln mit S als HPF:
a) S hat die Gestalt — A

A> ~A,T A, ~A-T As ~AT; A, ~A-T"
A— _'A) r) A') -A-T" A, A'~A—)r~A) r
A AST, T = A, A>T, I"  VV,HV, VT, HT

Hier ist in 8 g<m, so daf} sich der Schnitt nach L.V. eliminieren lift.
Enthilt A oder IS, so lift sich der Schnitt auch nach (1a, b) eliminie-
ren. Wegen r=2 enthalten [" und A’ S nicht. Analoges gilt in den fol-
genden Fillen unter (3).

B) S hat die Gestalt ~ — A
A-A T AAT A—AT; A AT

A ~ AT A, ~=A-T A, Ap—>Ty, T
AAST, T = A A-T,I" VV,HV, VT, HT
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¥) S hat die Gestalt AN B

A—A,T;A-B, A A B-T A—A,T; A A, BoT
A~AAB, T A, ANB-T A—-B,T; A, Ay, BTy, T
AA-T, T A, Ap AA g g Ta, T
AAST, T VK, VV, VT
HK, HV, HT

Bei beiden Schnitten in ¥ ist g <m; sie sind also nach I.V. eliminierbar.

d) S hat die Gestalt ~ AN B

A— ~A, ~B, T A, ~A-T5 A, ~B->T
A— ~AANB, T; A, ~AANB-T
A AT, T

A— ~A, ~B, T; A, ~A=T'

AA s> ~B I _AT5A, ~B=T

AA_ A g=T_s pl-pl

A A=T,T VK, VV, VT, HK, HV, HT

Bei beiden Schnitten ist wieder g<m.

b) Z; entsteht durch Anwendung einer logischen Regel mut S als HPF, X, ist
Axiom nach WS:

a) S hat die Gestalt — A

As ~A, T As ~A,T; A, ~As
A~ —A, T A ~=A~  AA-T_,
A ~—A-T A A=T HV, HT
A~ —A=T

B) S hat die Gestalt ~ — A

A—AT A—AT; A ~A—
A— ~ A T; —=A, ~ -A— . A, ~A—Ty
A, -A-T A, ~A-T HV, HT
A, —A-T

Y) S hat die Gestalt AN B

A—A,T;A—- B, T A—-AT;A ~A—- A—B,[';B, ~B—
A—»A/\B,F;A/\B,~A/\B—->DA,~A—»FA A, ~B-Tp
A, ~AAB-T A, ~A-T A, ~B—T HV, HT

A, ~AANB-T
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8) S hat die Gestalt ~ AN B

A— ~A,~B,F A— ~A,~B,F;A,~A—>
A— ~AAB,F;AAB,~AAB—> A,A—>~B,F~A;B,~B—>
A AABST = AAB=T_ _p
AA BT HV, HT
A AANB-T
4. g> 0, r>2

Wir haben die Fille unter (2) schon fiir g>0 bewiesen.

Damit ist gezeigt: Die obersten Anwendungen von TR+ in einem
Beweis sind eliminierbar. Also sind alle TR +-Anwendungen eliminier-
bar, und daher auch alle TR-Anwendungen.

Aus dem Eliminationstheorem ergibt sich das folgende 7Zeilformeltheo-
rem:

11.4-4: Zu jeder in MA2 beweisbaren SQ X gibt es einen Beweis von X,
dessen SQ nur Formeln enthalten, deren Satzkomponenten
Teilsitze der Satzkomponenten der Formeln in X sind.

Beweis: Ist £ in MA2 beweisbar, so gibt es nach T1.4-2 einen schnitt-
freien Beweis ® fiir £. Da nur durch Anwendungen der Regel TR FV
eliminiert werden, kommt also in ¥ keine Formel vor, deren Satzkom-
ponente nicht Teilsatz der Satzkomponente einer Formel in T wire.

Fir die angewandten Kalkiille MA2K gilt nun das Eliminations-
theorem nicht mehr, denn aus einem Spezialaxiom — S (S ist Element
von K) folgt z.B. mit WS und TR ~S—, aber das erhilt man nicht
ohne TR, und aus Spezialaxiomen — A und — ~A erhilt man — mit
WS und TR, aber nicht ohne TR. Wir kénnen aber von einer (ent-
scheidbaren) Menge K von atomaren SQ - SQ also, die nur Atomfor-
meln enthalten — zur Obermenge K+ solcher SQ iibergehen, die auch
alle atomaren SQ nach RF und WS enthilt und bzgl. Anwendungen der
formalen Regeln von MA2 geschlossen ist. (Man kann K+ als ,,atomare
Konsequenzmenge von K bezeichnen.) MA2K+ ist dann mit MA2K
dquivalent, und es gilt:

77.4-5: In jedem Kalkiil MA2K + ist TR eliminierbar.
Daraus folgt:

71.4-6: Zu jeder in MA2K+ beweisbaren SQ X gibt es einen Beweis,
dessen SQ nur Formeln enthalten, deren Satzkomponenten
Teilsitze der Satzkomponenten der Formeln in X sind.

Der Kalkiil MA2 ist nun aus denselben Griinden trivialerweise vxfider-
spruchsfrei wie MA1. Denn in MA2 sind keine SQ ohne VF beweisbar.
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Es gilt aber auch:

T1.4-7: Ist K+ widerspruchsfrei (d.h. enthilt K+ nicht die SQ—), so
auch MA2K +.

Beweis: Die SQ ~ ist kein Axiom, wenn K+ widerspruchsfrei ist, und
- ist auch nur mogliche Konklusion der Regel TR. Nach T1.4-5 ist
aber die SQ ~ nur dann beweisbar, wenn sie ohne TR beweisbar ist,
was nicht der Fall ist.

1.5 Die Entscheidbarkeit der minimalen Aussagenlogik

Die Menge der in MA2 beweisbaren SQ ist entscheidbar. Um das zu
beweisen, ersetzen wir zunichst den Kalkiil MA2 durch den idquivalen-
ten Kalkiil MA2. Er entsteht aus MA2 durch Streichung von TR und
Ersetzung der Axiomenschemata RF und WS durch

RF:A, S-S, T
WS A A, ~A-T,

und der logischen Regeln durch solche, bei denen die HPF auch in den
Primissen steht. Aus VK2 wird also z.B. die Regel:

VK2 :A, ~AAB, ~A—=T;A, ~AAB, ~B—TH A, ~AAB-T.

Die Aquivalenz von MA2 und MAZ2 sieht man leicht ein: Die Axiome
von MA2 sind solche von MA2, und die Axiome von MA2 erhilt man
in MA2 aus den Axiomen durch Anwendungen von VV und HV. TR 1st
in MA2 nach T1.4-3 entbehrlich und die anderen Regeln von MA2 er-
hilt man in MA2 durch Anwendungen von VV bzw. HV, und die Re-
geln von MA2 erhilt man in MA2 durch Anwendungen von VK bzw.
HK.

In MAZ2 sind nun auch die Regeln VV, HV, VK und HK eliminier-
bar. Denn wird in einem Beweis VV so angewendet, daf} dabei die For-
mel S eingefiihrt wird, so kann man diese Anwendung von VV strei-
chen, wenn man in der Primisse und allen iiber ihr stehenden SQ die
VF S einsetzt; Axiome nach RF und WS bleiben dabei Axiome und die
Anwendung der anderen Regeln bleiben korrekt. Es sind nur evtl. An-
wendungen von VT einzuschieben, aber Anwendungen von VT und
HT wollen wir hier ignorieren, also SQ, die sich nur durch die Reihen-
folge ihrer VF und/oder HF unterscheiden, als gleich ansehen. Lbenso
verfihrt man im Fall von HV. Eine Anwendung von VK in einem Be-
weis B — wir kénnen nun voraussetzen, dafl er keine Anwendungen von

VV enthilt -

A S, ST
A S—T
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kann man dadurch tberfliissig machen, dal man in der Primisse und
allen SQ, die dariiber stehen, ein Vorkommnis von S als VF streicht. Da
kein Vorkommnis von S durch eine Regel in 8 eingefiihrt worden ist —
B sollte keine Anwendungen von VV enthalten und die logischen V-
Regeln enthalten die HPF schon in der Primisse — kommt S in all die-
sen SQ mindestens zweimal vor. Streicht man ein Vorkommnis von S,
so bleiben also die Axiome von ¥ Axiome und die Regelanwendungen
bleiben korrekt. Ebenso argumentiert man im Fall von HK.

Folgen von SQ, die durch das Zeichen ; getrennt sind, bezeichnen
wir im folgenden als Sequenzen-Sitze (kurz SS). Als Mitteilungszeichen
fiir SS verwenden wir @, @, ... .

D1.5-1: Eine Herleitung aus der SQ X ist eine Folge @1, ©3, . .. von
SS, fiir die gilt:
a) (@) 1 1st Z,
b) ® 41 geht aus @, hervor durch (einmalige) Anwendung
einer der Umkehrungen der logischen Regeln von MA2'
(und beliebig viele Vertauschungen).

Die Bedingung (b) ist dabei so zu verstehen: Ist Z; bzw. sind Z: und Z?

die Primissen einer logischen Regel von MA2 mit der Konklusion Z;
(1=<1<m), so geht der SS ;.. ; ,_; Z:; it Zp bzw I

Z_ s Ei]; 2;2; Z; 4 15 - - B durch einmalige Anwendung dieser Regel aus
dem SS 34;. . .; Z,,, hervor.

D1.5-2: Eine SQ ist geschlossen, wenn sie die Form RF oder WS hat
(oder daraus mit VT oder HT entsteht). Ein SS ist geschlos-
sen, wenn alle SQ in thm geschlossen sind. Eine Herleitung ist
geschlossen, wenn sie einen geschlossenen SS enthiilt.

D1.5-3: Eine regulire Herleitung aus X ist eine Herleitung $= 0,

@3, . . aus I, fiir die gilt:

a) In § wird auf keine geschlossene SQ eine Regel angewen-
det.

b) Die HPF werden in den Konklusionen der umgekehrten
Regeln von MAZ2' unterstrichen; auf unterstrichene For-
meln werden keine Regeln angewendet.

c¢) Laft sich auf eine SQ aus @, nach (a), (b) noch eine Regel
anwenden, so enthilt $ ein Glied © 4.

Im Abschnitt 1.7 benétigen wir ferner folgenden Begriff:

D1.5-4: Ein Faden einer Herleitung $= 0, 02, .. ist eine Folge
f=%,, Z,,. ..von SQ, fiir die gilt:
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a) f enthilt aus jedem SS ©; von § genau eine SQ Z;.

b) Z; ;+ 1 ist mit Z; identisch oder entsteht aus Z; in  durch
eine der Umkehrungen der logischen Regeln von MA2
(und/oder Vertauschungen).

Es gilt nun:

T7.5-1: Eine SQ X ist in MA2 beweisbar gdw. eine Herleitung aus X
geschlossen ist.

Beweis: X ist in MA2 genau dann beweisbar, wenn £ in MA2 ohne VV,
HV, VK und HK beweisbar ist. Ein solcher Beweis fiir £ in MA2' laf3t
sich aber von unten nach oben als geschlossene Herleitung aus X lesen,
wenn wir zunichst den Beweis in MA2 statt als Baum als Folge von SS
schreiben, so daf} z. B. der Beweis

DYDY in Ly L s 2
Xy X5 X X3 s Zg
X, 2 Ly %s; X
i X
) 4y ~7
8 28

tibergeht. Und umgekehrt lift sich eine geschlossene Herleitung aus X
als Beweis fiir £ in MA2' lesen.

T1.5-2: Ist eine Herleitung aus X geschlossen, so auch jede regulire
Herleitung aus X.

Beweis: Die Restriktion (a) in D1.5-3 schadet offenbar nicht. Das gilt
aber auch fiir (b). Denn gibt es eine geschlossene Herleitung aus A, S,
S—»T bzw. A—S, S, T, so auch aus A, S= T bzw. A= S, I'. Das ergibt
sich aus T1.5-1 und den Kontraktionsregeln in MA2. Eine doppelte
Anwendung der Regeln zur Konstruktion von Herleitungen ergibt aber
immer nur NBF, die schon in der Primisse stehen. So erhilt man unter
Verletzung von (b) z.B. aus A~ AAB, A,T den SS A~ AAB, A, A, T
A- AAB, B, A, I'. Gibt es aber eine geschlossene Herleitung aus die-
sem SS, so auch aus der ersten.

Endlich kommt es auf die Reihenfolge der Anwendungen der Re-
geln zur Konstruktion der Herleitungen nicht an. Da die logischen Re-
geln von MA2 umkehrbar sind, so dafl also die Primissen genau dann
beweisbar sind, wenn die Konklusion beweisbar ist, gibt es nach T1.5-1
immer geschlossene Herleitungen aus ihren Primissen, wenn es eine
geschlossene Herleitung aus der Konklusion gibt.

Jede regulire Herleitung aus einer SQ ist nun endlich, so daf} also
die Konstruktion einer beliebigen reguliren Herleitung aus ¥ dariiber
entscheidet, ob £ in MA2 beweisbar ist: Endet sie mit einem geschlosse-
nen SS, so ist X beweisbar, andernfalls nicht.
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1.6 Partielle Bewertungen

Zum Abschluf} der Darstellung der minimalen A.L. soll auch angege-
ben werden, wie sich die in ihr giiltigen Schliisse auf modelltheoreti-
schem Weg auszeichnen lassen. Dazu fithren wir partielle Bewertungen
ein, die nicht jedem Satz von A einen Wahrheitswert zuordnen.

In der klassischen Logik werden Bewertungen — wir bezeichnen sie
zur Unterscheidung von den partiellen als ,totale Bewertungen® — so
definiert:

D1.6-1: Eine totale Bewertung von A ist eine Funktion V, welche die
Menge der Sitze von A so in die Menge der Wahrheitswerte
{w, f} abbildet, dafi gilt
a) V(-A)=w gdw. V(A)=f
b) (AAB)=w gdw. V(A)=V(B)=w.

Eine partielle Bewertung von A soll hingegen eine Funktion sein, die
eine Teilmenge der Sitze von A in {w, f} abbildet. Ist V(A) undefiniert,
so schreiben wir dafiir auch V(A)=u. Solche Funktionen lassen sich
nun in verschiedener Weise angeben, und wir wollen unsere Wahl
durch intuitiv zu begriindende Bedingungen auszeichnen. Dabei orien-
tieren wir uns an den Uberlegungen von K. Fine in (1975).

Paruelle Bewertungen sollen zunichst einmal wie totale das Postu-
lat der Wabrbeitsfunktionalitit erfiillen:

PI: Ist F ein n-stelliger a.l. Operator, so dafl mit Ay,...,A,; auch
F(Ay,. . .,A,) ein Satz von A ist, so gilt fiir alle partiellen Bewertun-
gen V und V: Ist V(A)=V(A) fur alle i=1,...,m, so ist
V(F(Ay,. . »A))=V(E(Ar,. . -Ap).

Dabei soll V((A)=V(A) auch den Fall V(A)=u=V(A) einschlieflen.

Ferner sollen totale Bewertungen einen Spezialfall der partiellen
darstellen. Daher sind die Wahrheitsbedingungen fiir a.l. Operatoren
so zu definieren, dafl V(F(A,. . .,A,)) fiir eine partielle Bewertung V
erklirt ist, wenn V(A)) fiir alle i=1,. . .,n erkldrt ist, und in diesem Fall
in klassischer Weise von den Wahrheitswerten V(A;) abhingt. Diese Be-
dingung bezeichnen wir mit K.Fine als Fidelitatsbedingung.

Im Blick auf P1 lifit sie sich einfach so formulieren:

P2: Jede totale Bewertung von A ist eine partielle Bewertung von A.

Denn daraus folgt nach P1: Ist V eine partielle und V' eine totale Be-
wertung und gilt V(A)=V'(A; fir alle i (I1<i<n), so gilt auch
V(F(Ay,. . ,AL)=V(E(Ar,. . Ap). S

ir wollen mit partiellen Bewertungen die Sprache A ja nicht in ei-
ner von der klassischen Interpretation abweichenden Weise deuten,
sondern nur die Wahrheitsdefinitheit nicht voraussetzen. In den klassi-
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schen Bedingungen D1.6-1,a,b spiegelt sich zudem das normalsprachli-
che Verstindnis der Worter ,,nicht® und »und®, das wir auch mit par-
tiellen Bewertungen erfassen wollen.

Sitzen der normalen Sprache wie z.B. ,Fritz ist grof“ oder ,,Die
Bliite ist rot“ konnen wir oft deshalb nicht eindeutig einen Wahrheits-
wert zuordnen, weil sie vage Terme enthalten, fiir die es keine festen
Anwendbarkeitskriterien gibt. Minner, die kleiner als 170 c¢m sind,
kann man nicht als ,,grof8“ bezeichnen, solche, die grofler als 185 sind,
kann man sicher so bezeichnen. Im Zwischenbereich gibt es aber keine
scharfen Grenzen fiir eine Anwendbarkeit des Wortes. Ebenso gibt es
viele klare Fille roter und nicht roter Dinge, im Bereich zwischen Rot
und Orange oder Rot und Violett hingegen gibt es keine scharfen
Grenzen. Fiir einen eindeutigen Sprachgebrauch, wie er in der Logik
vorliegen soll, wird man nun fordern, daf nur solchen Sitzen ein
Wahrheitswert zugeordnet wird, die bei allen (mit dem normalen
Sprachgebrauch vertriglichen) Prizisierungen denselben Wahrheits-
wert erhalten. Diese Bedingungen bezeichnen wir mit Fine als Stabili-
tatsbedingung. Wir sagen:

D1.6-2: V' ist eine Extension der partiellen Bewertungen V - symbo-
lisch V'>V - gdw. fiir alle Atomsitze A gilt: Ist V(A)=u (ist
also V(A) definiert), so gilt V(A)=V(A). V' ist eine Erweite-
rung von V, wenn das fiir alle Sitze gilt.

Jede Erweiterung ist also auch eine Extension. Die Stabilititsbedingung
besagt umgekehrt:

P3: Extensionen sind Erweiterungen.

Aus P1 und P2 ergeben sich nun folgende Wahrheitsbedingungen fiir
die beiden a.l. Grundoperatoren:

V(A)=fDV(=A)=w,

V(A)=wDV(—A)=f
V(A)=V(B)=wDV(AAB)=w.
V(A)=fAV(B)+uVV(B)=fAV(A)+uDV(AAB)=f.

(Wir verwenden hier und im folgenden der Kiirze wegen die objekt-
sprachlichen Symbole —, A, V, D, =, A, V auch als metasprachliche
Abkiirzungen fiir ,nicht®, ,und®, ,oder®, ,wenn-dann“, ,genau dann,
wenn“(auch ,gdw.“), ,alle“ und ,einige®.)

Nach P3 gilt ferner

V(A)=uDV(—A)=u,
V(A)=wAVB)=uVVB)=wAV(A)=uVV(A)=V(B)=uD
V(AAB)=u.
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Es kann aber fiir V(A)=fAV(B)=uVV(B)=fAV(A)=u V(AAB)=u
oder =f sein. Wir entscheiden uns hier fiir das Prinzip maximaler Defi-
nitheit P4. Danach soll V(A) definiert sein (im Einklang mit P2), wenn

das nach P3 méglich ist.
Gilt schon nach P1 bis P3

V(=A)=w gdw. V(A) =f
V(=A)=f gdw. V(A)=w,

und

V(AAB)=w gdw. V(A)=V(B)=w,
so gilt nun nach P4 auch

V(AAB)=f gdw. V(A)=fV V(B) =f.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich also folgender Begriff der partiel-

len Bewertung:

D1.6-3: Eine partielle Bewertung von A ist eine Funktion V, die eine
Teilmenge der Sitze von A so in die Menge {w, f} abbildet,
dafl gilt:

a) V(-A)=wgdw. V(A)=f
V(=A)=fgdw. V(A)=w

b) VIAAB)=w gdw. V(A)=V(B)=w
V(AAB)=f gdw. V(A)=fV V(B) =1.

Nach D1.6-1 gilt nun fiir partielle Bewertungen V:

T7.6-1: V ist eine totale Bewertung — symbolisch C(V) — gdw. fiir alle
Atomsitze A gilt V(A) #u.

Das beweist man in einfacher Weise durch Induktion nach dem Grad
der Sitze. Es gilt ferner

T1.6-2: Jede partielle Bewertung V 1aflt sich zu einer totalen Bewer-
tung V' erweitern.

Beweis: Setzen wir V'(A)=V(A) fiir alle Atomsitze, fiir die V definiert
ist, und ordnen wir den ibrigen Atomsitzen von A durch V' beliebige
Wahrheitswerte zu, so gilt V'>V, die Behauptung folgt also aus P3,
dessen Geltung nach D1.6-3 man durch Induktion nach dem Grad der
Sitze leicht beweist.

T1.6-3: AV(C(V') DV'(A)=w)=AV(V(A)=*H).

Nennen wir jene Sitze A ausgezeichnet, denen keine partielle Bewertung
V den Wert f zuordnet, so gilt also: Die ausgezeichneten Sitze sind ge-
nau die logisch wahren Sitze der klassischen Logik.

Beweis: (a) Ist V(A)={, so gibt es nach T1.6-2 ene total.e Bewer-
tung V', fiir die gilt V(A)=f. (b) Gilt umgekehrt fiir alle partiellen Be-
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wertungen V V(A)=f, so - da auch totale Bewertungen partielle sind -
V'(A)=w fiir alle totalen Bewertungen V..

Wie iiblich definieren wir:

D1.6-4: V etfiillt den Satz A gdw. V(A) =w. A ist P-wahrgdw. alle par-
tiellen Bewertungen A erfiillen. Der Schluf§ von A,,. . .,A,, auf
B ist V-giltig, wenn gilt V(A))=...=V(A)=wDV(B)=w; er
ist P-gultig gdw. er V-giiltig ist fiir alle partiellen Bewertungen V.

Kein Satz ist P-wahr, denn die fiir keinen einzigen Atomsatz von A de-
finierte Funktion ist auch eine partielle Bewertung; sie ordnet aber kei-
nem Satz von A einen Wahrheitswert zu, wie man durch Induktion
nach dem Grad der Sitze wieder leicht erkennt.

Fur den folgenden Vollstindigkeitsbeweis ist der Begriff der Semi-Be-
wertung niitzlich, den K. Schiitte in dem Aufsatz ,Syntactical and se-
mantical properties . . .“ (1960) in 6.1 eingefiihrt hat:

D1.6-5: Eine Semi-Bewertung von A ist eine Funktion V, die eine Teil-
menge der Sitze von A so in die Menge {w, f} abbildet, daf§
gilt:

a) V(=A)=wDV(A)=f
V(=A)=fOV(A)=w

b) VAAB)=wDV(A)=V(B)=w
V(AAB)={DV(A)=fVV(B)=f.

Es gilt

T7.6-4: Jede Semi-Bewertung V lifit sich zu einer partiellen Bewertung
V' erweitern.

Beweis: Es set V' eine partielle Bewertung, die eine Extension von V
darstellt. Offenbar gibt es eine solche partielle Bewertung. Dann zeigt
man durch Induktion nach dem Grad der Sitze A, daf} gilt
V(A)+=uDV(A)=V(A). Ist z.B. VIAAB)=w, so V(A)=V(B) =w, also
nach L. V. V(A)=V(B)=w, also V(AAB)=w.

1.7 Die Addiguatheit von MA2 bzgl. partieller Bewertungen

Wir wollen nun zeigen, dafl die in MA2 beweisbaren SQ genau die im
Sinn von D1.6-4 P-giiltigen Schliisse darstellen. Damit wird der Inhalt
der minimalen A.L. auch von modelltheoretischer Seite her verdeut-

licht.
Wir beweisen zuerst die semantische Widerspruchsfreibeit von MA2:

T1.7-1: Jede in MA2 beweisbare SQ stellt einen P-giiltigen Schlufl dar.
Da die P-Giiltigkeit nur fiir Schliisse der Form Ay,. . ., A~ B erklirt
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wurde, ist entweder diese Behauptung so zu deuten, daf§ fiir jede in
MA2 beweisbare SQ Sy,...,S,—T der Schluf8 S;,...5 »T P-giiltig
ist, wobei '=AA —A sei, falls T leer ist, T=T;V...VT, fiir
=Ty, ..,Ty (n>1) und T=T fiir T=T. (Die Notation unterscheidet
sich also von jener in 1.4.) Wegen der Aquivalenz von S;,. . »9p~ I und
15+ - »Sp~I" in MA2 geniigt das zum Nachweis der semantischen Wider-
spruchsfreiheit von MA2. Oder man erweitert die Definition der P-Giiltig-
keit auf Schliisse der Form A-T, indem man fiir partielle Bewertungen V
setzt V(~A)=w gdw. V(A)=f, V(~A)=f gdw. V(A)=w und sagt, ein
Schluff A-T sei P-giiltig, wenn jede partielle Bewertung, die alle Formeln
aus A erfiillt, auch mindestens eine Formel aus I' erfiillt. A~ ist P-giiltig,
wenn keine partielle Bewertung alle Formeln aus A erfiillt. Diesen Weg
wollen wir hier einschlagen.

Dann ergibt sich der Beweis von T1.7-1 so: Die Axiome von MA2
sind P-giiltige Schliisse, und gilt das fiir die Primissen einer Regel von
MA2, so auch fiir deren Konklusion. Das gilt trivialerweise fiir die for-
malen Regeln, und fiir die logischen Regeln von MA2 folgt es aus den
Bedingungen in D1.6-3.

MAZ2 ist ferner vollstindig bzgl. der Semantik partieller Bewertun-
gen, d.h. es gilt (fiir den erweiterten Begriff der P-Giiltigkeit):

I1.7-2: Ist A>T ein P-giiltiger Schluf, so ist die SQ A—TI" in MA2 be-
weisbar.

Wir fithren den Beweis unter Bezugnahme auf das in 1.5 angegebene
Entscheidungsverfahren fiir MA2. Ist die SQ £ in MA2 nicht beweis-
bar, so gibt es eine regulire, nicht geschlossene Herleitung $ aus X,
also einen Faden f von 9, der keine geschlossene SQ enthilt. Setzen wir
V(A)=w gdw. A VF von fist und V(A)=f gdw. ~A VF von f ist, so ist
V eine Semi-Bewertung: V ordnet keinem Satz zwei Wahrheitswerte
zu, denn da in einer Herleitung keine VF eliminiert wird, wire sonst
eine SQ von f (nach WS) geschlossen. V erfiillt ferner die Bedingungen
von D1.6-5 wegen der Regularitit von 9, die sicherstellt, daf} zu jeder
nichtatomaren Formel NBF auftreten. Ist also —A VF von f, so auch
~A; 1st daher V(=A)=w, so V(A)=f. Ist ~ —=A VF, so auch A; ist
also V(—A)=f, so V(A)=w. Ist AAB VF, so auch A und B; ist also V
(AAB)=w, so auch V(A)=V(B)=w. Ist ~AAB VF, so auch ~A oder
~B; ist also V(AAB) ={, so ist V(A) =f oder V(B)=f. V lifit sich dann
nach T1.6-4 zu einer partiellen Bewertung V' erweitern, fiir die - nach
dem Beweis dieses Satzes - V(A)=V(A) ist fiir alle Atomsitze A. Es
gilt also fiir alle VF A von X V(A)=w und fiir alle VF ~A von I
V'(A)=f.

( %Da in Herleitungen auch keine HF eliminiert werden, enthilt f
keine VF zugleich als HF. Es gilt also fiir keine HF A von | V(A)=w
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und fiir keine HF ~A von f V(A)=f. Wire nun V(A)=w fiir eine HF
A von f oder V(A)=f fiir eine HF ~ A von f, so wiirde das auch fiir ei-
nen Atomsatz A gelten. Denn wegen der Regularitit von $ gilt wieder:
Ist — A HF von f, so auch ~Aj ist aber V(— A)=w, so V(A)=f. Ist
~ —A HF von {, so auch A; ist aber V/(=A)=f, so V(A)=w. Ist AAB
HF von f, so auch A oder B; ist aber V(AA B)=w, so ist V(A)=w und
Vi(B)y=w. Ist ~AAB HF von f, so auch ~A und ~B; ist aber
V(AAB)={, so ist V(A)=f oder V(B)=f. Fiir Atomformeln A gilt
aber nach Konstruktion von V':V'(A)=V(A), und wie wir sahen, gilt
fuir HF A V(A) *w und fir HF ~A V(A) #f. Das gilt also auch fiir V.
Setzen wir nun wieder V' (~ A)=w gdw. V(A)={, so gilt also: V' erfiillt
alle VF von X, aber keine HF von X, d. h. X stellt einen Schluf} dar, der
nicht P-giiltig ist

Dieser Vollstindigkeitsbeweis stellt zugleich einen semantischen
Beweis fiir das Eliminationstheorem dar, denn man kann so argumen-
tieren: MA2 ist nach T1.7-1 semantisch widerspruchsfrei. MA2' ist
dquivalent mit MA2 ohne TR und dieser Kalkiil ist vollstindig, wie wir
gesehen haben. Also kann in MA2 mit TR keine SQ beweisbar sein, die
nicht auch ohne TR beweisbar ist. (Analoges gilt fiir die im folgenden
betrachteten Kalkiile DA2 und KA1 sowie ihre pridikatenlogischen Er-
weiterungen.) Auch dieser Beweis ist insofern konstruktiv unbedenk-
lich, als regulire Herleitungen aus einer SQ mechanisch erzeugt und
die Bewertungen, die ihre Giiltugkeit widerlegen, effektiv angegeben
werden konnen.

2 Die direkte Aussagenlogik
2.1  Habhere Sequenzenkalkiile

Die minimale A. L. ist sehr schwach, wie wir im letzten Abschnitt sa-
hen. In ihr ist insbesondere kein einziger Satz beweisbar. Thr entschei-
dender Nachteil liegt darin, daf} sie keine Implikation mit den Stan-
dardeigenschaften enthilt. In der Minimallogik gilt weder der Satz
ADA - wegen der Definition der Implikation durch die Disjunktion
wire das mit dem Prinzip tertium non datur — AV A iquivalent — noch
ein Deduktionstheorem der Gestalt A, A— B = A— ADB. Ist fiir eine
partielle Bewertung V V(C)=w fiir alle Sditze C aus A, sowie
V(A) = V(B) =u, so stellt zwar A, A— B einen V-giiltigen Schluf} dar, es
ist aber V(= AV B) =u, der Schluff von A auf AD B ist also nicht V-giil-
tig.

Eine erheblich stirkere Logik — aus Griinden, die spiter deutlich
werden, bezeichnen wir sie als direkte Logik — ergibt sich, wenn wir die
Implikation als Grundoperator behandeln, und sie inhaltlich als Folge-
beziehung verstehen. Wir miissen dann die Definition D1.1-2,b aufge-
ben und das Symbol ,, D zu den Grundzeichen von A hinzunehmen.
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Zu den Formregeln nach D1.1-1 kommt nun die Bestimmung hinzu

d) Sind A und B Sitze von A, so auch (ADB).

Und zu D1.1-3 die Bedingung: ~

d) Die Teilsitze von A wie jene von B sind Teilsitze von (ADB).
Wenn wir die Implikation im Sinn einer Folgebeziehung deuten

wollen, so kommt dafiir im Rahmen unseres konstruktiven Ansatzes

nur die Ableitbarkeitsbeziehung infrage. Die Einfithrungsregel fiir

Sitze ADB wiirde dann so aussehen: Gilt A, A + B, so auch A

FADB. Im Rahmen von SQ-Kalkiilen wie MA1 wiirde diese Regel

also so aussehen:

HI1) A,A— B A»ADB.

Wir beschrinken uns dabei zunichst auf SQ mit hochstens einer HF,
da solche SQ intuiuv einfachere Schliisse ausdriicken. Die Umkehrung
von HI1 ist nun iquivalent mit der Regel

VI1) A-»A;A,B-Q F A JADB- Q.

Denn aus A= ADB + A, A— B erhalten wir mit RFund A=ADB A,
ADB— B, mit A— A und TR also A, ADB— B, daraus mit TR und A,
B— Q aber A, ADB— Q. Umgekehrt erhalten wir aus VI1 mit RF und
A=A, Q=B wieder A, ADB— B, mit A= ADBund TR also A, A~ B.

Als hinreichende Bedingung fiir die Falschheit von ADB bietet
sich die Bedingung an

HI2) A—A; A> ~B  A> ~ADB.
Mit der Umkehrung von HI2 ist folgende Regel dquivalent:
VI2) AJA, ~B->Q F A ~ADB-Q.

Denn aus der Umkehrung von HI2 ergibt sich die Beweisbarkeit der
SQ ~ADB—»Aund ~ADB— ~B; mit A, A, ~B—Q und TR erhalten
wir daraus aber A, ~ADB—Q. Umgekehrt ergeben sich die SQ
~ADB—>A und ~ADB— ~B auch aus VI2, so dafl man mit
A— ~ADB und TR sowohl A— A wie A~ ~ B erhiilt.

HI2 ist hinreichend, um sicherzustellen, daf} fiir (-A— A oder +
A— ~A) und (- A—B oder - A— ~B) auch = A—~ADB oder +
A— ~ADB gilt: Gilt A~ ~A, so gilt nach WS A, A—, nach HV A,
A- B, also nach HI1 A—ADB. Gilt A~ B, so gilt wegen VV auch A,
A-B, also nach HI1 A-ADB. Gilt A~A und A~ ~B, so A~ ~ADB
nach HI2. HI2 und VI2 stellen im Blick auf HI1 ferner sicher, daf}
beide SQ A~ ADB und A» ~ADB zusammen auch nur dann beweis-
bar sind, wenn A— gilt. Das folgt aus dem Spezialfall von WS ADB,
~ADB— und TR. Diese WS-Anwendung ist aber kein neues Postulat,
das die Bedeutung von ADB zusitzlich zu HI1-VI12 festlegen wiirde,
sondern es ist beweisbar aus B, ~B—:
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A, ~B—>A,A,~B,B—+
ADB, A, ~B—
ADB, ~ADB-—

Soweit sieht die Sache gut aus. Eine genauere Uberlegung zeigt aber,
daff der Rahmen der SQ-Kalkiile, den wir bisher betrachtet haben,
keine ausreichende Grundlage fiir eine intuitiv und formal saubere Ein-
fihrung der Implikation und der direkten Logik ist. Die Erweiterung
von MA1 mit den Regeln HI1 bis VI2 stellt zwar einen vollstindigen
Kalkiil der direkten Logik dar, aber uns geht es hier nicht um irgend-
welche Kalkiile, sondern um eine inhaltlich wohlbegriindete, konstruk-
tive Definition der a. I. Operatoren.

Die Griinde fiir eine Erweiterung des Rahmens fiir die Entwick-
lung der direkten Logik sind folgende:
1. Im bisherigen Rahmen lassen sich Implikationen wie (ADB)DC
oder (ADB)D(CDD) nicht deuten. Soll D generell eine Folgebezie-
hung ausdriicken, so geniigen dafiir nicht Folgebeziehungen zwischen
Sitzen, sondern man muf} auch Folgebeziehungen zwischen Folgebe-
ziehungen und Sitzen, zwischen Folgebeziehungen und Folgebezie-
hungen etc. erkliren.
2. Im bisherigen Rahmen l4f8t sich die Vollstindigkeit des Operatoren-
systems {—, A, D} nicht beweisen und nicht alle mit =, A und D de-
finierbaren Operatoren lassen sich durch Regeln einfiihren, die keine
anderen Operatoren enthalten. Erklirt man z.B. den a.l. Operator F

(A, B, C) durch die Regeln:

1. A,A—B F A~ F(A, B, C) 3. A= A; A C; A, B Q - A,
A,C—B + A—F(A, B, C) F(A, B, )= Q

2. A A;A-C; A> ~B 4. AA, ~B,C—=Q F A,
A— ~F(A, B, C) ~F(A, B, C)— Q,

so gt zwar (ADB)V(CD B)-F(A,B,C), ~(ADB)V(CD B)-
~F(A,B,C) und ~F(A,B,C)~ ~(AD B)V(CD B), aber nicht F(A,B,C)
— (ADB) V(CDB). Die Regeln fiir F entsprechen aber unseren bisheri-
gen Kriterien. Definiert man umgekehrt F(A, B, C) durch (ADB)V
(CDB), so liflc sich dafiir keine passende Einfithrungsregel angeben,
welche den Operator D nicht verwendet.

Wir wollen daher zu hoheren SQ-Kalkiilen iibergehen, wie sie
schon in Kutschera (1969) verwendet wurden. Wie sich die SQ-Kal-
kiile, die wir bisher betrachtet haben, aus Satzkalkiilen ergaben, indem
wir die in den Satzkalkiilen geltenden Ableitungsbeziehungen durch
SQ ausdriickten und die Eigenschaften der Ableitungsbeziechung
durch Postulate fiir das SQ-Symbol — festlegten, so wollen wir nun
Ableitungsbeziehungen zwischen SQ in Form héherer SQ darstellen.

Dazu fithren wir den Begriff der R-Formel iiber der Sprache A ein:
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D2.1-1: a) Sitze von A sind R-Formeln iiber A.
b) Ist S eine R-Formel iiber A, so auch ~S§.
(~ ~ S soll dabei wieder mit S identisch sein.)
c) Ist A eine (evtl. leere) Reihe von (durch Kommata getrenn-
ten) R-Formeln iiber A und S eine R-Formel iiber A, so ist
auch (A— S) eine R-Formel iiber A.

Die R-Formeln aus A bezeichnen wir wieder als VF, die Formel S als
HF von (A—S). Die dufleren Klammern um R-Formeln lassen wir
meist weg. Als Mitteilungszeichen fiir R-Formeln verwenden wir die
Buchstaben S, T, U,. .. A, T stehen fiir R-Formelreihen. Wir betrach-
ten aus intuitiven Griinden zunichst nur Ausdriicke der Gestalt A— S
also Schliisse, die genau eine HF enthalten.

b

D2.1-2: Schichten von R-Formeln
a) Sitze von A haben die Schicht 0.
b) Hat S die Schicht n, so auch ~S.
c) Ist n das Maximum der Schichten der R-Formeln in A, S,
so hat A— S die Schicht n+ 1.

D2.1-3: Eine Sequenz (SQ) iiber A ist eine R-Formel iiber A der
Schicht 1.

Wir betrachten hier vorliufig nur SQ mit genau einer HF.

D2.1-4: Teilformeln
a) Sist Teilformel von S.
b) Die Teilformeln von S sind Teilformeln von ~S.
c) Die Teilformeln von A, S sind Teilformeln von A— S.

D2.1-5: Als Satzkomponenten von S bezeichnen wir jene Teilformeln
von S der Schicht 0, die Sitze sind.

A* sei die Sprache, deren Aussagen die R-Formeln iiber A sind. Wir ge-
ben nun einen Kalkiil G iiber der Sprache A* an, der zunichst nur eine
Theorie der Operatoren — und ~ darstellt, also eine Theorie der ver-
allgemeinerten Ableitungsbeziehungen, wie sie die R-Formeln ausdriik-
ken. Die Axiome von G sind

RF:S—S

WS+ . S, ~S-T

Die Regeln von G sind

VI:A, S, T, T-UF+ A,T,S, I'>U
VK:A, S, S»U + A, S»U
VV:A-S +— A, T—S

Das sind also — nun fiir eine reichere Sprache formuliert und abgesehen
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von der Zusammenziehung von WS und HV in WS+ — die formalen
Regeln von MAL.

Wir miissen nun weitere Regeln dafiir angeben, wann R-Formeln
der Gestalt A—» S und ~(A—S) in G beweisbar sind, und was mithilfe
solcher Formeln beweisbar ist. Diese Regeln sind dann Einfithrungsre-
geln fiir diese R-Formeln in das Succedens oder Antecedens von R-For-
meln der Gestalt '= T. In einem Satzkalkiil K ist eine Regel Ay,. . .,A,
+ B beweisbar, wenn B in K aus Ay,. . .,A, ableitbar ist. Man kann nun
auch sagen: Eine Regel Ay,.. .,A, + B st in K aus Sitzen Cy,...,C,
ableitbar, wenn B in K aus Cy,...,C,, und Ay,.. .,A, ableitbar ist. Es
liegt auch nahe zu sagen, Ay,. . .,A, F B set in K aus gewissen Sitzen
und Regeln ableitbar, wenn B in K bet Hinzunahme dieser Sitze und
Regeln zu den Axiomen und Grundregeln von K aus Ay,.. .,A, ableit-
bar ist. Verallgemeinert ergibt das die Regel:

HGI1: A,T=S + A~ (I'=S) (Priamissenbeseitigung).!

Wir sagen ferner, ein Satz A sei in K aus einer Regel ableitbar, wenn
die Primissen dieser Regel beweisbar sind und wenn A aus der HF der
Regel in K ableitbar ist — andernfalls niitzt die Regel offenbar nichts
fiir einen Beweis von A. Das lifit sich so verallgemeinern:

VGl1: AT A, ST A, (I'=S)=T (Pramisseneinfiibrung).

Dabei stehe A— T fir A= Sy;. . ;A= S, wo ['=S,.. .S, ist. Ist T leer,
so entfillt die Primisse A—I". Die Bezeichnung dieser Regel erklirt
sich daraus, dafl sie mit der Umkehrung von HG1 iquivalent ist, nim-
lich mit

VGl: A= (T=S) — A, T=S.

Denn aus VGI1 folgt mit RF (I'=S), '= S, mit A= T und TR also A,
(IF'=S)=S, mit A, S— T und TR also A, (I'= S)— T. Umgekehrt folgt

! P. Lorenzen betrachtet in (1955) anstelle ableitbarer Regeln zulissige Regeln. Eine Re-
gel R heiflt in einem Satzkalkiil K zuldssig, wenn in K mit R nicht mehr Sitze beweisbar
sind als ohne diese Regel. Zulissig sind dann nicht nur die in K beweisbaren Ablei-
tungsbeziehungen. Ist z. B. ein Satz A nicht in K beweisbar, so ist die Regel A - B fiir
alle Sitze B in K zulissig. Zulissigkeitsbehauptungen lassen sich, sofern sie nicht ab-
leitbare Regeln betreffen, nur mit metatheoretischen Mitteln beweisen. Man kann ih-
nen einen konstruktiven Sinn geben, wenn man fordert, daf} eine Zulissigkeitsbehaup-
tung fir eine Regel R in einem Kalkil K nur so beweisbar ist, daff man ein
konstruktives Verfahren zur Umformung von Beweisen in K mit R in solche ohne R an-
gibt. Aber diese Moglichkeit entfillt bei héheren Zulissigkeitsbehauptungen. Eine Re-
gel wie (A.. . ,A,—= B)— (C,,. . .,C,— D) gilt als zulissig in K, wenn sie in jenem Meta-
kalkiil zulissig ist, in dem genau die zulissigen Regeln beweisbar sind. Hier handelt es
sich aber um eine Zulissigkeitsbehauptung fiir einen nichtformalen (Meta-)Kalkiil, und
daher kann man ihr nicht den angegebenen konstruktiven Sinn unterlegen. Entspre-
chendes gilt fiir den Ansatz von Curry in (1963).
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aus RFund VV I' T (falls I nicht leer ist) und I, S— S, also nach VG1
I, (F'-S)—S, mit A—» (I'>S) und TR also A, ' S. Obwohl die Regel
VG1 mit der Umkehrung von HG1 iquivalent ist, ist sie selbst nicht
umkehrbar: Es gilt zwar z.B. (S— T)— (S—T), aber nicht generell —» S.

Man wird sagen, eine Ableitungsbeziehung A,,...,A, - Bseiin K
widerlegbar, wenn Ay,. . A, in K beweisbar sind und B in K widerleg-
bar ist. Verallgemeinert ergibt das die Regel:

HG2: A>T5A— ~S = A~ ~(T'>S) (1. Prinzip der Widerlegung von
Ableitungsbeziehungen)

Ist I leer, so entfillt die Primisse A— I" wieder. Fordert man auch, dafl

diese Bedingung notwendig ist, so ergeben sich als Umkehrung von
HG2 die beiden Regeln

VG2': A—» ~(I'=S) = A-T (entfillt fiir leeres I')
A— ~(I-S) - A—» ~S.

Damit dquivalent ist die Regel

VG2: A, T, ~S=T + A, ~(I'=S)=T. (2. Prinzip der Widerlegung
von Ableitungsbeziehungen)

Denn aus VG2 erhilt man mit RF ~(I'- S)-» T und ~(I'=S)—> ~S,
mit A, I', ~S—T und TR also A, ~ (I'—= S)= T. Umgekehrt erhilt man
aus VG2 mit RF ~(I'=S)—T und ~(I'=S)— ~S, mit TR also aus
A—- ~(T'-S) A-T und A—~ ~S.

Ein Satzkalkiil K iiber A wird normalerweise so bestimmt, daf eine ent-
scheidbare Menge von Axiomen von K angegeben wird, von Sitzen
also, die in K kategorisch als beweisbar ausgezeichnet werden — und
eine entscheidbare Menge von Regeln, mit denen man aus in K beweis-
baren Sitzen neue in K beweisbare Sitze gewinnt, die also Sitze hypo-
thetisch als beweisbar auszeichnen. Man kann in solchen Kalkiilen
auch einen formalen Widerlegungsbegriff so einfithren, dafl man sagt:
»Der Satz A ist in K widerlegbar gdw. — A in K beweisbar ist“ oder ,Ist
in K bei Hinzunahme des Satzes A jeder beliebige Satz beweisbar, so ist
A in K widerlegbar®. In beiden Fillen wird der Widerlegungsbegriff
mithilfe des Beweisbegriffes erklirt. Man kann ihn jedoch auch als ei-
nen Grundbegriff neben dem der Beweisbarkeit einfithren. Dazu.hat
man neben den Axiomen von K Antiaxiome anzugeben — k.ategorlsch
als in K widerlegbar ausgezeichnete Sitze — sowie Regeln, die besagen:
Sind Ay,.. A, in K widerlegbar, so auch B. Man wird dann auch ge-
mischte Regeln der Form angeben: Sind Ay,. . vAn n K beyelsbar und
By,...,B, in K widerlegbar, so ist auch der Satz CinK bgwglsbar, bzw.
widerlegbar. Driickt man Widerlegbarkeit symbolisch mithilfe des me-
tasprachlichen Zeichens , ~“ aus, so erhilt man also Regeln von der
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Art, wie wir sie — unter semantischem Gesichtspunkt — in 1.1 als Wahr-
heitsregeln bezeichnet haben.

Ist nun K ein solcher Kalkiil iiber A, so seit GK der Kalkiil, der aus
G durch Hinzunahme folgender spezieller Axiome entsteht:
1. Ist S ein Axiom von K, so ist = S ein Axiom von GK.
2. Ist A S eine Grundregel von K, so ist A— S ein Axiom von GK.
GK ist also eine Erweiterung von K, und das, was in G beweisbar ist, ist
genau das, was in allen Kalkiilen GK beweisbar ist. G ist also die ,Lo-
gik“ dieser Kalkiile — eine Logik freilich nur des verallgemeinerten Ab-
leitungsbegriffs.

Fir G gilt nun das Eliminationstheorem :

72.1-1: Alle R-Formeln, die in G beweisbar sind, lassen sich ohne An-
wendungen der Regel TR beweisen.

Das beweist man ganz analog wie den Satz T1.4-3, wobei nun anstelle
des Grades der Formeln thre Schicht tritt. Neu sind folgende Fille:
Unter (1): £; ist Axiom nach WS+:

T, ~T=S$;AS)-U T, ~T-U
T,~T, Ay~ U T,~T,As~U VV

Unter (3a) (die G-Regeln spielen hier dieselbe Rolle wie dort die logi-
schen Regeln):

A, T—=S A-T;A S-T A-T; A T—=S
A— (T=S); A, (IT'-S)-»T . A, Ap-S;A,S-T
A AT A, Ar, As-T

A, A~T VT, VK VV

Bei beiden Schnitten im modifizierten Beweis 2 ist die Schicht kleiner
als beim urspriinglichen. Ebenso im folgenden Fall:

A->T;A-~S AT, ~S=T A—-T; AT, ~S=T

A ~(T=S); N, ~((=$)~T _ A Ah~S-T;A~~S
A, A-T A A g Af 5T
A, A-T VK, VT, VV

Unter (3b) treten folgende zwei Fille neu auf:

A, TS A T=S;S, ~S=T
A (T=S); ([=$), ~([=$)=T AT, ~S=T

A ~T=S)=T A, ~(T=S)—T (VG2)
A—T; A ~S A~ ~S;S, ~S=T

As~([=S); (T=9), ~=)=T _ A=T;A,S=T
A (I=S)=T A (T=S)=T

(VG1)
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Auch in diesen beiden Fillen ist die Schicht der neuen Schnittformel
kleiner als die der urspriinglichen.

Es gilt dagegen nicht, daf alles, was in GK beweisbar ist, ohne TR
beweisbar ist. Enthilt K z.B. das Axiom A und die Regel A - B, GK
also die speziellen Axiome — A und A— B, so folgt daraus mit TR — B.
Diese Anwendung von TR ist nicht eliminierbar. Es gilt aber nach dem
Beweis von T2.1-1, dafl sich TR in GK auf Primissen beschrinken
1af8t, die SQ sind.

Aus T2.1-1 folgt:

72.1-2: Der Kalkiil G ist widerspruchsfrei.

Beweis: Wire in G fiir eine R-Formel S zugleich — S und — ~ S beweis-
bar, so mit WS und TR auch - A, wo A ein Satz von A ist. Nach
T2.1-1 miifite — A dann aber auch ohne TR beweisbar sein. Eine solche
SQ ist aber in G nicht ohne TR beweisbar, da die einzige Regel von G
aufler TR, mit der sich Primissen beseitigen lassen, HG1 ist. Diese Re-
gel ergibt aber im Succedens eine R-Formel der Schicht > 0.

Es se1 nun GK, (n=1) der Kalkiil, der aus GK entsteht, wenn man
sich auf Axiome und Regeln beschrinkt, in denen nur R-Formeln der
Schicht <n vorkommen. GK; ist also ein SQ-Kalkiil. Es gilt dann:

12.1-3: Eine R-Formel der Schicht <n ist in GK,, genau dann beweis-
bar, wenn sie in GK beweisbar ist.

Da trivialerweise gilt: Alles, was in GK,, beweisbar ist, ist auch in GK
beweisbar, besteht der Inhalt des Satzes darin, dafl in GK nicht mehr
Formeln mit Schichten <n beweisbar sind als in GK,,. Daraus folgt ins-
besondere: In GK sind nur solche SQ beweisbar, die in K beweisbare
Ableitungsbeziehungen darstellen. Ist also K widerspruchsfrei, so auch
GK.

Der Beweis von T2.1-3 ergibt sich aus T2.1-1 und der Tatsache,
daf} keine Regel von GK aufler TR eine R-Formel eliminiert. Wie wir
sahen, lassen sich aber TR-Anwendungen auf solche beschrinken, de-
ren Primissen SQ sind. Durch die Erweiterung von GK, zu GK, 4
wird so keine neue R-Formel der Schicht <n beweisbar.

Der Kalkiil GK ist abgeschlossen in folgendem Sinn: Erweitert man
den Ableitungsbegriff von GK wie den von K in GK, so wird GK da-
durch nicht echt erweitert. Das ergibt sich aus dem Satz

71.2-4: Giltin GK A + S, so auch - A-S.

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach der Linge | der Ableitung
B von S aus A. Ist I=1, so ist S Axiom und man erhdlt mit HG1 -§,
oder S ist in A und man erhilt A—S aus S—S mit VV. Es sei die ‘Be—
hauptung bewiesen fiir alle I<n und es sei nun I=n+1. Ist S Axiom
oder ist S in A, so argumentiert man wie oben. Entsteht S in 8 durch
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VV, so hat S die Gestalt I', U- T, also ist nach 1. V. A~ (I'= T) beweis-

bar und wir erhalten daraus

AT—T VGI
AT, U=sT \'a%
A— ([, U=T) HG1.

Entsteht S in 8 durch Anwendung einer Regel VT oder VK, so ist die
Behauptung trivial. Entsteht S in ® durch Anwendung von HG1, so hat
S die Gestalt ' (I1T- T); nach L. V. ist dann A— (", [1- T) beweisbar
und wir erhalten daraus

AT, =T VGI
A, T— (M=T) HG1
A~ (T~ (II-T)) HG1.

Entsteht S in 8 durch Anwendung von VG2, so hat S die Gestalt T,
(IMM-=T)— U, nach L. V. sind beweisbar A— (I'=I1) und A— (I", T— U)

und wir erhalten damit

AT-MMund A, T, T-U VGI'
AT, (M-T)-U VGl1
A— (I, (I-T)- 1) HGI.

Entsteht S in 8 durch Anwendung von HG2, so hat S die Gestalt
[ ~({1-T) und nach I. V. sind A— (I'= 1) und A— (I'— ~T) be-

weisbar und man erhilt damit

A T—-MMund A, = ~T VGI1
A— (= ~(I1I-T)) HG1.

Entsteht S in 8 durch Anwendung von VG2, so hat S die Gestalt T,
~([NI-T)— U und nach 1. V. ist beweisbar A— ([, [1, ~T— U). Man
erhilt daraus

AT, T, ~T-U VGI
AT, ~(M=T)-U VG2
A— (T, ~ (M= T)= U) HGl.

Entsteht S in B durch Anwendung von TR, so hat S die Gestalt =T
und nach I. V. ist beweisbar A— (I'= U) und A— (I', U= T). Man er-
hilt daraus

A T—-Uund A, I, U>T VGI
AT-T TR
A— (=T HGI1.

Damit ergibt sich: Die Regeln, mit denen GK zu erweitern wire, sind in
GK bereits beweisbar. T2.1-4 stellt das Deduktionstheorem fiir GK

dar.

Wir nennen wieder R-Formeln S, T strikt aquivalent, fiir die gilt
SoT,d.h. - ST, - TS, v ~S» ~Tund + ~T— ~8S. Insbe-
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sondere sind die R-Formeln S und (- S) strikt dquivalent. Es gilt dann
fur GK folgendes Ersetzungstheorem.:

72.1-5: ST + U[S]«U[T].

Dabei sei U[S] eine R-Formel, die an einer bestimmten Stelle ein Vor-
kommnis von S enthilt, und U[T] gehe daraus hervor durch Ersetzung
dieses Vorkommnisses von S durch T.

Den Beweis fithrt man durch Induktion nach der Zahl der Vor-
kommnisse von ~ und — in U[S] minus jener in S.

Wir kénnen nun auch Ausdriicke der Gestalt A— einfiihren, in-
dem wir definieren F:= ~ (A— A) fiir einen bestimmten Satz A von A
und A—:=A—F. Es gilt nun:

a) S, ~S— Fnach WS+

b) F— T, denn nach WS+ gilt A, ~A— T, nach VG2 also
~ (A= A)—T.

c¢) - ~F, denn ~F ist A= A und — (A— A) erhilt man aus A— A (RF)
mit HG1.

Aus der Definition von A— als A— F ergibt sich mit (b) und TR die Re-
gel
HV: A = A>T,

und aus (a) ergibt sich das Axiom
WS: S, ~S—.

Es gelten dann auch die Regeln

1. A>T + A— ~(I'>), (ist T leer, so entfillt die Priamisse)
2. A, [-Q A, ~(F—>)—»Q und

3. AT HA (T-)->.

Denn aus (c) erhilt man mit VV A— ~F, mit A>T und HG2 also
A— ~(I'=F), also A—» ~ (=), d.h. (1). Ist T leer, so folgt A— ~(—)
mit VV aus — ~ (- ), d.h. > ~ (= F) wegen - ~F (c) aus HG2. Aus A,
= Q erhilt man A, T, ~F—Q mit VV, also mit VG2 A, ~(I'=F)—Q,
also A, ~(I'»)—Q, d.h. (2). Und aus F— F (RF) erhilt man mit VV A,
F— F, mit A—» ['und VG1 also A, (T— F)— F, also A, (I'>)—, d.h. (3)-

In den Regeln aufler VG1, HG2 und VG2 kann man generell die
HF durch R-Formelreihen Q, Q, . .. ersetzen, die hochstens eine For-
mel enthalten, und man kann WS+ durch WS und HV ersetzen. Die
Regeln HG2, VG2 und VG1 erginzen wir hingegen um die Regeln
(1)-(3). .

Bei der Zulassung von Ausdriicken A— ohne HF handelt es sich
also nicht um eine Erweiterung des Rahmens von G, sondern nur um
eine andere Notation.
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2.2 Due Sequenzenkalkiile DAC und DA1

Wir wollen nun im Rahmen des Kalkiils G bzw. der Kalkiile GK a.l.
Operatoren einfiithren. Dabei kénnen wir von denselben Prinzipien wie
in 1.3 ausgehen, nur mit dem Unterschied, dafl nun die Formeln
(~)F(Ay,. . ,Ap), wo F ein n-stelliger a.]. Operator von A ist, im Kon-
text von Schliissen hoheren Typs eingefiihrt werden, und daf} die Funk-
tion der Formeln (~)F(Ay,.. .,A,) in solchen Schliissen nicht nur von
der Ableitbarkeit der Formeln (~)A; (1 <i<n) abhingt, sondern gene-
rell von der Ableitbarkeit deduktiver Beziehungen zwischen den Sitzen
(~) Aj. Wir konnen daher direkt das Schema zur Definition eines n-
stelligen a.l. Operators aus 1.3 iibernehmen, wobei statt der Formeln
jetzt R-Formeln stehen. Bei einer solchen Einfihrung der Satzoperato-
ren bleibt das Ersetzungstheorem T2.1-5 giiltig.

Wir konnen nun die Satzoperatoren — und A nach diesem
Schema wie in 1.3 wieder durch die Regeln HN1 bis VN2 und HK1 bis
VK2 definieren. Den Operator O definieren wir durch

. A~(A=B) - A~ ADB 2. A~ ~(A>B) - A~ ~ADB
3. A, (A~B)=T A ADB-T 4. A, ~(A=B)=T F A,
~ADB-T.

Wir driicken also durch die Implikation objektsprachlich die Folgebe-
ziehung — aus, und es gilt:

= ADB«(A— B).

Mit (1) bis (4) sind folgende, schon in 2.1 (bei Beschrinkung auf SQ-
Kalkiile) angegebenen Regeln iquivalent:

HIl: AJA-B+ A-ADB HI2: A=~ A; A-~ ~B
A— ~ADB
VIl: A= A; A, BT - A, VI2: AJA, ~B-T I A,
ADB-T ~ADB-T.

Denn aus A, A—»B erhilt man mit HG1 A— (A—B), mit (1) also
A— ADB; und aus A— (A— B) erhilt man mit VGI' A, A- B, mit HI1
also A-ADB. Aus A—-A und A— ~B erhilt man mit HG?2
A— ~(A— B), mit (2) also A» ~ADB; und aus A— ~ (A— B) erhilt
man mit VG2 A— A und A— ~ B, mit HI2 also A~ ~ADB. Aus A— A
und A, B—T erhilt man mit VG1 A, (A»B) =T, mit (3) also A,
ADB-T; und aus VI1 erhilt man A, ADB— B, also ADB— (A— B)
mit HG1, mit A, (A—B)>T und TR also A, ADB=T. Aus A, A,
~B—T endlich erhilt man mit VG2 A, ~(A— B)— T, nach (4) also A,
~ADB-T; und aus HG2 folgt A,~B-~(A-B), mit A,
~(A-B)=T und TR also A, A, ~B—T und daraus mit VI2 A,
~(ADB)-T.
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Wir beweisen nun die Vollstindigkeit des Operatorensystems {—, A,
V, D}. Daraus folgt dann jene von {—, A, D} mit D1.1-2a. Wir ord-
nen jeder R-Formel S einen Satz S zu. Es sei S=S, wo S ein Satz ist,
~S=-=5, A=S;A...AS,, wo A die R-Formelreihe Si,...,S, ist;
A =S sei ADS und (= S)sei S. Dann gilt SS.

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach der Schicht g von S.
Fir g=0 ist die Behauptung trivial wegen S«»S und ~ S« —S. Sie sei
nun schon fiir alle g<n bewiesen und es sei g=n+1. Hat dann S die
Gestalt Ty,...,T,— U, so gilt nach I. V. und dem Ersetzungstheorem
T2.1-5 (T4,.. .,Tna@e(Tu. ., Tp—U). Nach HK1, VK1 und den
G-Regeln gilt aber (Ty,.. ., T;» U)«(T;A... AT~ U), und wegen
ADBw(A-B) gilt (T\A.. . AT,»U)eT;A...AT,DT, so dal wir
endlich erhalten (Ty,... T;» U)e(Ty,..., T;—»U). Wegen ~S« =S
gilt dann auch ~(Ty,.. ., T )= U)o ~(Ty,...,Ty— U).

Es gilt nun ferner: F(Aq,...,A)«B, wo B der Satz
(S| A.. ./\S_ISI) V...V(SA.. ./\S_tst) ist. Das beweist man ebenso
wie den entsprechenden Satz in 1.3.

Man kann also jeden nach unserem Schema definierten Operator
F durch —, A, V und D definieren. Insbesondere kann man den Ope-
rator F(A, B, C): =(ADB)V (CDB) nun nach unserem allgemeinen
Schema so definieren:

I. A~ (A»B) - A~F(A,B,C) 2. A> ~(A-B); A> ~(C—B)

A— (C-B) - A—» F(A, B, O) + A— ~F(A, B, C)
3. A, (A—»B)>S; A, (C»B)—S 4. A, ~(A- B), ~(C-B)-S
F A, F(A, B,C)—»S FA, ~F(A, B, C)-S.

Im Rahmen von SQ-Kalkiilen kann man dagegen, wie wir im Abschnitt
2.1 sahen, F nicht direkt definieren. Von den dort angegebenen Regeln
sind zwar (1), (2) und (4) mit den hier angegebenen Regeln dquivalent,
nicht aber (3). (3) lif}t sich in einem SQ-Kalkiil nur durch A, ADB-S;
A, CDB—-S A, F(A, B, C)— S ausdriicken, aber in dieser Bedingung
wird der Operator D verwendet, die Definition ist also nicht kontext-
frei.

Das hingt damit zusammen, dafl die Regel VI1 (ebenso wie VG1,
vgl. 2.1) nicht umkehrbar ist. So gilt z.B. zwar (nach RF)
ADB— ADB, aber nicht generell - A.

Es sei nun DAO der Kalkiil, den wir aus G durch Hinzunahme der
N-, K- und I-Regeln erhalten. DAO wollen wir als Kalkiil der direkten
A.L. bezeichnen, da in ithm indirekte Schlisse wie AD —=A— —A,
—~ADA— A, ADB—» —BD —A etc. unbeweisbar sind. Dieser Kalkiil
liflt sich durch den SQ-Kalkiill DA1' ersetzen, der sich daraus durch
Beschrinkung aller Axiome und der Primissen und Konklusionen aller
Regeln auf SQ ergibt. Die G-Regeln entfallen dann. In DAY  sind ge-
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nau jene SQ beweisbar, die in DAO beweisbar sind. Das beweist man
ebenso wie das Theorem T2.1-3. Nach den obigen Uberlegungen gibt
es ferner zu jeder R-Formel S einen strikt iquivalenten Satz S von A.
Daher entsprechen allen in DAO beweisbaren R-Formeln Sy,.. .,S,—»T
in DA1 beweisbare SQ S,. . .,S,— T. Man kann daher DA’ als voll-
stindige Formalisierung der direkten A. L. ansehen. Die Einfiihrung
hoherer R-Formeln war also nur im Blick auf eine intuitiv wie formal
saubere Deutung der a. I. Operatoren erforderlich.

Von DA1 gehen wir nun zum Kalkiil DA1 iiber, der sich aus DAY
durch die Zulassung von SQ ohne HF ergibt. Wir gehen daber so vor
wie im Abschnitt 2.1, wobei wir F nun durch ~ADA definieren. A—
ist also eine Abkiirzung fir A= ~ADA. Der Ubergang von DAI zu
DA1 besteht also nur in einer definitorischen Erweiterung.

DA1 ist nun der Kalkiil MA1 (vgl. 1.3), erweitert um die I-Regeln.

2.3 Der Sequenzenkalkiil DA2

Ebenso entsteht aus MA2 (vgl. 1.4) ein Kalkiil DA2 der direkten Logik,
der SQ verwendet, die auch mehrere HF enthalten kénnen, wenn wir
folgende Verallgemeinerungen der Implikationsregeln hinzunehmen:

HIil: AJA-B+ A-ADB

Vil: A=A, ;A BT A ADB-T
H2: A~AT5;A—~~B, '+ A- ~ADB, T
Vi2: A,A, ~B-T FA, ~ADB-T

Die Regel HI1 lifit sich nicht durch A, A= B, ' = A— ADB, I erset-
zen. Daraus wiirde wegen A— B, A folgen - ADB, A, also - (ADB)
V A. Diese SQ ist aber in DA1 nicht beweisbar. (Das ergibt sich z.B.
aus T2.5-1. Ist V eine direkte Bewertung, fiir die gilt V(A)=u,
V(B)=f1, so gilt nicht AV(V=VAV(A)=wDV(B)=w). Es ist also
V(ADB)#+w, und V(A)+w, also V(ADB) VA) +w.

72.3-1: Die SQ A—T ist in DA2 genau dann beweisbar, wenn A— T’
in DA1 beweisbar ist.

Dabei sei T =T, falls I leer ist oder nur eine Formel enthilt, und
I'=S,V...VS, fur =S, ..S, (n=2).

Das beweist man wie T1.4-2. Da HI1; mit HI1, iibereinstimmt
und die Behauptung fiir VI2 trivial ist, sind zum Beweis von T1.4-2 un-
ter (a) nur noch folgende Fille nachzutragen:

HI2,: Sind A—-AV l="=und A— =BV T in DAl beweisbar, so auch
A— —(ADB)V I'.Dennesgilt AVC, =-BVC— -(ADB)VC:
A, ~B—>A; A, ~B— ~B
A, ~B— —(ADB)  C=C
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A, ~B— —~(ADB)VC; ~B,C— —(ADB)VC

C-C
AVC, ~B- ~(ADB)VC C— ~(ADB)VC
AVC, =B— ~(ADB)VC AVC,C— —~(ADB)VC

AVC, -BVC- -(ADB)VC
VI1,: Sind A=AV T und A, B> T in DA1 beweisbar, so auch A,

ADB-T.
Denn es gilt AVC, ADB-BVC:
A,ADB—B C-C
A,ADB-BVC C,ADB-BVC

AVC,ADB-BVC

Daraus folgt BVC, BODC—>CVC, mit T3 aus 1.3 also BVC, BD
C— C. Damit erhalten wir:

_ AB->T _ o
A—-AV IT;AV r,ADE-»BV I TRA—»BD 1“;BVI=“,B_3 | TR
AADB-BV T ABVI T

A,ADB-T
Es gilt nun das Eliminationstheorem:

72.3-2: Jede in DA2 beweisbare SQ ist ohne Anwendungen von TR
beweisbar.

Dem Beweis von T1.4-3 sind dabei nur folgende Fille unter (3a) und
(3b) hinzuzufiigen:
Unter (3a):

€) S hat die Gestalt ADB
AA-B A-AT; A BT A=A T;A A-B
A-ADB A, ADB- r A, Ap— I, B; A, B— r

A AT T A Ap Ag-TA B [
A, A—T' VT, HT, VK, HK, VV

¢) S hat die Gestalt ~ADB
A~A,T;A~ ~BI' A A,~B-T" A-AT;AA ~B>T

A~ ~ADB,T A, ~ADB-T'" A~ ~B ;A Aj ~B=Ta I
A, A— r’ r A,A~B, AA) ~B™ F~B> rA’r
AA-T, T

VK, HK, VT, HT, VV, HV

In beiden Fillen ist der Grad der beiden Schnittformeln in B kleiner als
in B,



44 Teil 1: Aussagenlogik

Unter (3b):
€) S hat die Gestalt ADB
A, A—B A, A—B; B, ~B—
A—-ADB;ADB, ~ADB— A A, ~B—

A, ~ADB— ~ A, ~ADB- VI2
¢) S hat die Gestalt ~ADB
A—-AT;A- ~B, T’ A— ~B,I; B, ~B—
A—- ~ADB,['; ADB, ~ADB— A B-T_p

A, ADBST TA-AT;AB>T HV
A ADB-T

Aus T2.3-2 folgt wie unter T1.4-4 das Teilformeltheorem:

72.3-3: Zu jeder in DA2 beweisbaren SQ X gibt es einen Beweis von X,
dessen SQ nur Formeln enthalten, deren Satzkomponenten
Teilsitze der Satzkomponenten der Formeln in X sind.

Aus T2.3-2 ergibt sich auch die Widerspruchsfreibeit von DA2:

72.3-4: In DA2 ist fiir keinen Satz A zugleich — A und — ~ A beweis-
bar.

Andernfalls wire wegen WS und TR auch die SQ — beweisbar. — ist
aber kein Axiom von DA2 und keine mogliche Konklusion einer Regel
von DA2 aufler TR. TR ist aber nach T2.3-2 eliminierbar.

DAZ2 ist aber nicht trivialerweise widerspruchsfrei, wie das nach
den Uberlegungen in 1.4 fir MA2 galt. Denn in DA2 lassen sich SQ
— S auch ohne TR mit HI1 beweisen.

DA2 zeichnet also auch Sitze als giiltig aus. Daher kann man die di-
rekte A. L. auch in Gestalt eines Satzkalkiils der iiblichen Art formulie-
ren. Es sei DA der Kalkiil der aus folgenden Axiomen und der Regel
R1 besteht:

A1: AD(BDA)

A2: (AD(BDC)D((ADB)D(ADCQ))
A3: =AD(ADB)

A4: AD(-BD - (ADB))
Asa: -(ADB)DA

Asb: -~(ADB)D —-B
A6: AD —A

A7: —ADA

A8: AD(BDAAB)

A9%a: AANBDA

A9%: ANBDB



2 Die direkte Aussagenlogik 45

A10a: —AD —~(AAB)

A10b: —BD —~(AAB)

Al1: (=ADC)D((=BDC)D(=(AAB)DC))
RI: A,ADBF B

Fiir den Aquivalenzbeweis von DA mit den bisher angegebenen Kalkii-
len der direkten A. L. benotigen wir folgende Theoreme von DA:

T1: ADA

Beweis: (AD((BDA)DA)D((AD(BDA))D(ADA)) A2
AD((BDA)DA) Al
(AD(BDA))D(ADA) RI
AD(BDA) Al
ADA R1

72: GiltAy,. . .,A, + B,sogiltauch Ay,.. LA 1 H A DB.

Das ist das Deduktionstheorem fir DA.

Beweis: Es liege einer Herleitung § von B aus den Annahmefor-
meln (kurz AF) Ay,. . .,A, vor als Folge von Sitzen Cy,...,C; (C, ist
also B). Wir bilden nun die Satzfolge §: A, DCy,. . .,A;DC; und for-
men § wie folgt in eine Ableitung von A, D C, aus Ay,. . .,Ap 1 um:

1. Ist C; (i=1,. . .,r) ein Axiom, so ersetzen wir die Zeile A, D C; durch
G
C;D(A,DC) Al
A,DC; R1

2. Ist C; mit A, identisch, so ersetzen wir die Zeile A, D C; durch den
oben gegebenen Beweis fiir A, DA, (vgl. T1).
3. Ist C; eine der AF Ay (k=1,...,n—1), so ersetzen wir die Zeile

A, DC;durch

Ax AF
A D (A DAK) Al
A,D Ay R1

4. Geht C; in 9 aus Formeln C| und C;2C; durch Anwendung von R1
hervor, so treten in § die Formeln A, D C; und A, D (C;DCj) vor der
Formel A, D C; auf und wir ersetzen die Zeile A, D C; durch

(AnD(CIDC))D((ADCPD(ADCY) A2
(A2 C)D(A,DC) R1
A,DC; R1

Ersetzt man die Zeilen von $ von oben nach unten fortschreitend in dieser
Weise, so erhilt man eine Ableitung von A, DB aus Ay,. . WAn_1-

Wir kénnen nun die strikte Aquivalenz von Sitzen auch in der Ob-
jektsprache A ausdriicken, wenn wir definieren:
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D2.3-1 a) ALB:=(ADB)A(=BD —A)
b) ALUB:=(AL B)A(BLA)
L binde schwicher als alle bisherigen a. 1. Operatoren, || noch schwi-

cher als L.
Dann gilt das Ersetzungstheorem:

73: (AUB)D(C[A]LIC[B]) )
Der Beweis ergibt sich aus T2.1-5 mit der Aquivalenz von DAO und

DA2.
Es gilt nun

72.3-5: In DA ist die Ableitungsbeziehung A+ A genau dann beweis-
bar, wenn die SQ A— A in DA1 beweisbar ist.

Beweis: 1. Liegt eine Ableitung ¥ von A aus den AF A in DA als Folge
von Formeln Cy,. . .,C, vor, so ist die SQ A—C; fiir alle 1=1,.. .,r in
DAT1 beweisbar. Wir zeigen das fiir fortschreitende i:

a) Ist C; ein Axiom von DA, so ist - C;, mit VV also A— C; in DA1 "be-

weisbar:
Al: A,B—-A
A—BDA
—-AD(BDA)
A2 A,B-B C,A B-C
" BDC,A,B-C A, B=-A
AD(BDC),A,B-C AD(BDC(C),A-A
AD(BDC),ADB,A-C
AD(BDC),ADB-ADC
AD(BDC)—-(ADB)D(ADC)
—-(AD(BDC))D((ADB)D(ADC))

A3: A, ~A->B A4: A, ~B—-A A ~B-~B
~A—-ADB A, ~B—- ~(ADB)
-A—-ADB A, =B—> ~(ADB)
—- -AD(ADB) A, -B— —(ADB)

A— -BD -(ADB)
—+AD(-BD-(ADB))

A5a: A, ~B-A A5b: A, ~B- ~B
-~(ADB)—A ~ADB- —-B

~(ADB)-» —-B

A6: A-A A7: A-A
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-AD--A —- - —=ADA

A8: A,B-A A/ B-B A9a: A,B-A
A,B-AAB AAB-A
A— (BDAAB) —-AABDA
—-AD(BDAAB)

A9b: A,B—-B AlQ0a: ~A—-> ~A
AANB—B ~A—> ~AAB
—-AABDB —-A—- -AAB

—- =-AD-AAB

A10b: ~B—> ~B
~B—- ~AAB
-B—- —-AAB
—- -BD-AAB

All:

-B>C,~A-» ~A -BD(C,~AC-C -ADC,~B» ~B-AD(C,~B,C-C

-ADC,-BDC,~A-C -ADC,-BDC,~B->C

—~ADC,-BDC,~(AAB)=>C
~ADC,~BDC—» —=(AAB)DC
~(=ADC)D((-BDC)D(~(AAB)DC)))

(Das Axiomenschema WS wird dabei nur zum Beweis von A3 beno-
ugt).
b) Ist C; eine AF aus A, so gilt A—» C; nach RF und VV.

¢) Ist C; das Resultat einer Anwendung von R1 auf Formeln C; und
C;DC;, so ist schon bewiesen, dafl die SQ A—C; und A—»C1DC; in
DAT1' beweisbar sind. Wegen der Umkehrbarkeit von HI1 erhalten wir
daraus aber A, C;— C;, mit TR also A— C;.

2. Jede in DA1 beweisbare SQ stellt eine in DA beweisbare Ableitungs-
beziehung dar, wenn wir die Vorkommnisse von ,, ~ “ durch solche von
,—“ ersetzen. (Diese Ersetzung fithrt in DA1 wegen der strikten Aqui-
valenz von ~A und —A zu iquivalenten SQ.) Ist § ein Beweis in DA1,
geschrieben als Folge von SQ Zi,. . .,Z;, so beweisen wir die Behaup-
tung fiir fortschreitende 1 (1=1,. . .,r).

a) Ist Z; ein Axiom von DA1 nach RF (~)A— (~)A, so gilt (—=)A
(=)A in DA trivialerweise.

b) Ist I; Axiom nach WS, A, ~A— (~)B, so erhalten wir A, =A +
(—)B wie folgt
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A AF
—A AF
—~AD(AD(-)B) A3
AD(-)B R1
(—)B R1

c) Entsteht X; aus der Anwendung einer Deduktionsregel von DA1, so
ist bereits gezeigt, daf} die Primissen beweisbare Ableitungsbeziehun-
gen in DA darstellen. Dann gilt die Behauptung auch fiir die Konklu-
sion. Das ist fiir die Regeln VT und VK trivial, da es fiir die Geltung ei-
ner Ableitungsbeziehung nicht auf die Hiufigkeit und Rethenfolge der
Auffithrung der Primissen ankommt. Fiir VV und TR gilt sie wegen
der Eigenschaften von +, und fiir die semantischen Regeln finden wir:

HN1 und VN1 werden bei Ersetzung von ,,~“ durch ,, = trivial.

HN2: Gilt A + A, so nach A6 auch A + - =A.

VN2: GiltA, A + B, so gilt nach A7 auch A, = -A + B.

HK1: Gilt A -+ A und A + B, so gilt nach A8 auch A = AAB.

HK2: Gilt A - = A oder A + =B, so gilt nach A10 auch A +
—~ (AAB).

VKI1: GiltA, A, B+ C,sogiltnach A9 auch A, AAB + C.

VK2: Gilt A, =A + Cund A, =B + C, so gilt nach T2 auch A +
—-ADCund A v =BDC, also nach A11 A - -(AAB)DC,
nach Rl also A, =(AAB) + C.

HI1: GiltA, A + B, so gilt nach T2 auch A - ADB.

HI2: GiltA - Aund A - - B, so gilt nach A4 auchA - - (ADB).

VI1: GiltAF+ Aund A, B - C, so gilt nach R1 auchA;ADB + C.

VI2: GiltA, A, =B + C, so gilt nach A5 auch A, -(ADB) + C.

Auch DA ist also eine vollstindige Formalisierung der direkten A. L.

Die direkte A. L. ist auch entscheidbar. Da dieser Beweis jedoch erheb-
lich komplizierter ist als im Fall der minimalen A. L., gehen wir darauf
erst im Zusammenhang mit der Angabe eines mechanischen Beweisver-
fahrens fir die direkte Pridikatenlogik ein, um Wiederholungen zu
vermeiden.

2.4 Direkte Bewertungen

Die Semantik partieller Bewertungen bildet keine ausreichende Grund-
lage fiir die Interpretation von Sprachen, fiir die das Prinzip der Wahr-
heitsdefinitheit nicht gilt, fiir Sprachen z.B., in denen auch vage Sitze
vorkommen. In der normalen Sprache gibt es auch Bedeutungspostu-
late, die es zwar nicht erlauben, gewissen Sitzen Wahrheitswerte zuzu-
ordnen, die aber doch Beziehungen zwischen ithren Wahrheitswerten
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herstellen. So werden wir den Satz ,Wenn A, dann A“ auch dann als
wahr ansehen, wenn A ein vager Satz ist wie z. B. ,Fritz ist grof“ (Fritz
sei nur wenig grofler als der Durchschnitt der Minner). Ebenso ist der
Satz ,Wenn dieser Ball rot ist, ist er nicht orange® selbst dann wabhr,
wenn die Farbe des Balls im Grenzbereich zwischen Rot und Orange
liegt, weil sich die Pridikate ,rot“ und ,orange® bei jeder zulissigen
Prizisierung ausschliefen sollen. Solche Wahrheitswertbeziehungen
zwischen vagen Sitzen, wie sie insbesondere durch Wahrheitsregeln
hergestellt werden kénnen, lassen sich aber mit partiellen Bewertungen
nicht auszeichnen. Insbesondere ist der Satz A D A nicht P-wahr. Nach
dem Stabilititsprinzip P3 aus 1.6 mufl ja fiir V(A)=V(B)=u generell
V(ADB)=u sein, falls gelten soll: V(B)=wDV(ADB)=w und
V(A)=wAV(B)=fDV(ADB)=f.

Wir kénnen aber mit partiellen Bewertungen auch Wahrheitswert-
beziehungen erfassen, wenn wir zu jeder solchen Bewertung V ange-
ben, welche Erweiterungen davon zulissig sein sollen. Zulissig sollen
all jene Erweiterungen von V sein, welche die Wahrheitswertbeziehun-
gen erfiillen, die bei V gelten sollen. Lauten die fraglichen Beziehungen
z.B. Ist A wahr, so ist B falsch“ und ,Ist A falsch, so ist C wahr®, so
sind genau solche Erweiterungen V' von V zulissig, fur die gilt
V'(A)=wDV'(B)=f und V'(A)=fDV'(C)=w. Insbesondere gilt das
auch fiir V selbst, da die fraglichen Beziehungen ja bei der Bewertung
V gelten sollen. Die Wahrheitswertbeziehungen, die bei V gelten sollen,
zeichnen also Mengen zulissiger Erweiterungen von V aus. Umgekehrt
kann man die Wahrheitswertbeziehungen, die bei der Bewertung V gel-
ten sollen, durch Mengen 8 von Erweiterungen von V charakterisie-
ren. Gilt z. B. fiir alle Erweiterungen V' aus 8 V(A)=wDV'(B)=w, so
gilt bei V die Wahrheitswertbeziehung ,Ist A wahr, so auch B“.

Wenn wir nun an den Wahrheitsbedingungen fiir Negationen und
Konjunktionen festhalten, und Implikationen AD B zum Ausdruck von
Wahrheitswertbeziehungen ,Ist A wahr, so auch B einfithren, so ge-
langen wir damit zu folgendem Bewertungsbegriff:

D2.4-1: Eine D-Bewertung von A ist ein Tripel M=(I, S, V), fiir das
gilt:
1. I ist eine nichtleere Indexmenge.
2. Fiir alle i€l ist S; eine Teilmenge von I, so dafl gilt
a) 1eS;und
b) jeS; A kGSj DkeS;.
3. Fiir alle iel ist V; eine Funktion, die Sitzen von A Wahr-
heitswerte aus {w, f} zuordnet, so dafl gilt:
a) jeS; A Vi(A) =uDV;(A)=Vj(A) fiir alle Atomsitze A.
b) Vi(=A)=w gdw. Vi(A)=f
Vi(=A)=1fgdw. Vi(A)=w
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c) Vi(AAB)=wgdw. V;(A)=V;(B)=w
Vi(AAB)=f gdw. Vi(A)=fV Vi(B) =f

d) Vi(ADB)=w gdw. A j(jeS; A V;(A)=wD V;(B)=w)
Vi(ADB)=f gdw. V;(A)=w A Vi(B) =f.

Wie in 1.6 schreiben wir dabei V(A) =u, falls V fiir A nicht definiert ist.
J€S; besagt nach (3a), dafl V; eine (zulissige) Extension von V; ist. Die
Bedmgung (2a) besagt, daf ]ede paruelle Bewertung eine zulassnge Ex-
tension von sich selbst ist. Nach (2b) ist jede zulissige Extension einer
zulissigen Extension von V; eine zulissige Extension von V;. Die Be-
dingungen (3b) und (3c) sind jene fiir partielle Bewertungen. Die
Wahrheitswerte V(= A) bzw. V(A AB) hingen danach in klassischer
Weise nur von den Wahrheitswerten V(A) bzw. V(A) und V(B) ab. Nur
Vi(ADB) hangt von den Werten V;(A) und V;(B) fiir partielle Bewer-
tungen V; mit j*1 ab und zwar so, daf} im Fall Vi(ADB)=w fiir alle
Extensmnen V: von V; die Wahrheitswertbeziehung ,Ist A wahr, so
auch B“ gilt. Insbesondere gilt also fiir alle V;, auch fiir solche mit
Vi(A) =u, V,(ADA)=w

Das Prinzip der Wahrheitsfunktionalitit (P1) aus 1.6 gilt nun sinn-
gemifl nur fir Negationen und Konjunktionen. Die Implikation wird
dagegen dhnlich charakterisiert wie die strikte Implikation in der Mo-
dallogik. Auch die Wahrheitsbedingungen fiir Implikationen entspre-
chen hingegen den Prinzipien der Fidelitit (P2) und der maximalen De-
finitheit (P4), denn fiir V;(A)*+u=V,(B) gilt V;(ADB)=w gdw.
Vi(A)=fVV;(B)=w, und dariiber hinaus gilt V;(A)=fV V;(B)=
wD V;(ADB)=w. Denn es gilt das Prinzip P3 der Stabilitit, nun frei-
lich nur in der Beschrinkung auf zulissige Extensionen:

72.4-1: Fir alle Sitze A gilt Vi(A) #u D Aj(jeS; DVj(A) = Vi(A) ).

Beweis: Nach D2.4-1,3a gilt das fiir alle Atomsitze A. Und ist die Be-
hauptung bereits fiir alle Sitze vom Grad <n bewiesen, so gilt sie nach
D2.4-1,3b-d auch fiir alle Sitze vom Grad n. Ist z. B. V;(ADB) =w, gilt
also fiir alle keS; Vi (A)=wD V| (B)=w, so gilt fiir jeS; wegen D2.4-
1,2b fiir alle 1€S; auch IeS;, also Al(IeS; A V|(A) =w D V|(B) =w), also
V(ADB) w. Und ist V,(ADB)={, also Vi(A)=w und V;(B)=f, so
nach L. V. fiir jeS; Vj(A)=w und V;(B)=f, also V;(ADB)=f.
Wir sagen:

D2.4-2: Eine D-Bewertung R =(1, S, V) erfiillt den Satz A gdw. fiir alle
iel gilt Vi(A)=w. A ist D-wabr gdw. alle M A erfiillen. Ein
Schlul von Ay, . . .,A, auf B ist M-giiltig gdw. fiir alle i€l gilt:
Ist Vi(A) = ... =V;(Ap) =w, so ist Vi(B)=w. Er ist D-giiltig
gdw. er fiir alle I M-gilug ist.

Danach gilu:
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72.4-2: Ayq, .. . ,Ap— Bist M-giiltig gdw. Ay, .. ,A,_1— A, DB M-giil-

tig ist.
Beweis: M sei (I, S, V). Ist der erste Schlufl IM-giiltig und gilt fiir ein V;
Vi(A))= ... =Vj(A,_1)=w, so gilt auch fiir alle jeS; (nach T2.4-1)
ViAp= ... =VjAq-1)=w und V;(A,))=wDVB)=w, also V;
(Ap,DB)=w. Gilt umgekehrt fiir jedes i: Vi(A))= ... =Vi(A,_1)=
wDAj(ES;AV;(A) =wDVj(B)y=w), so gilt wegen igS; auch
Vi(Aj) = ... =Vi(Ay)= wDV;(B)=w.

D-Bewertungen sind Bewertungen der Art, wie sie K. Fine in (1975),
§ 2 charakterisiert hat, also Bewertungen im Sinne von D2.4-1, abgese-
hen von den Bedingungen (3b) bis (3d). Fine entscheidet sich dort im
§ 3 jedoch fiir einen Typ von Bewertungen, bei denen die Implikation
im Sinne von D1.1-2b definiert wird, so daff (3d) entfillt, und er ersetzt
die zweite Bedingung unter (3¢) durch

@) Vi(AAB)=f gdw. Aj(jeS; D Vk(keS; A (Vi(A) =f V Vi(B) =1))).

Auch dann gilt die Stabilititsbedingung im Sinn von T2.4-1. Denn 1st
Vi(AAB)={, so gilt auch fiir alle j mit jeS; V;(AAB)=f. Andernfalls
gibe es nach (o) ein jeS;, so daf} gilt AK(keS; D Vi(A) +fAV(B) #1),
nach (2b) gilt aber auch j&S;, so dal Vi(AAB) nach (a) +f wire.

Mit (o) wird nun aber die normale, klassische Deutung von Kon-
junktionen aufgegeben: Die Falschheit von AAB besagt nicht mehr,
daf A oder B falsch ist, und entsprechend besagt AV B nach D1.1-2a
nicht mehr, dafl A oder B wahr ist. A A B kann falsch sein, selbst wenn
sowohl A wie B indeterminiert ist, und das ist der Fall, wenn zwar jeder
der beiden Sitze so prizisiert werden kann, daf er wahr, wie auch so,
daf er falsch wird, wenn aber keine Prizisierung beide Sitze zugleich
wahr macht. Das wire bei einem Satz wie ,Fritz ist grofl und Fritz ist
klein“ der Fall (falls Fritz mittelgrof ist).

Fine nimmt ferner das Prinzip der Komplettierbarkeit an:

C) Ai(igl D Vj(jeS; A C(V)))

Dabei besage C(V;) wieder, dafl V; eine totale Bewertung ist. Aus dem
Postulat C folgt nun, dafl bei diesen Bewertungen a.l. Wahrheit mit
klassischer a.l. Wahrheit zusammenfillt. So gilt z.B. fir beliebige V;
Vi(AV =A)=w, d.h. Vi(AA —A)={. Denn nach (C) gibt es zu jedem
j€S; ein keS; mit C(Vy), fiir das also gilt Vi (A) =fV Vi (=A)=f, so dafl
nach (o) V;(AA —A)=f ist.

Fine gibt zwei Argumente fiir diese super-truth-Theorie an:

1. Sie ist die einzige, die alle Bedeutungspostulate erfafit. Da die Sitze
,Hans ist grof“ (A) und ,Hans ist klein® (B) nicht zugleich wahr sein
konnen, mufl AAB nach Fine falsch sein, und das erfordert die obige
Bedingung fiir Vi(AAB)=f.
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Fine benutzt hier jedoch das Prinzip ,,Was nicht wahr sein kann,
muf} falsch sein, und was nicht falsch sein kann, mufl wahr sein®, das
keineswegs intuitiv iiberzeugend ist, und das zu einer Deutung der
Konjunktion fiihrt, die zwar nicht dem Buchstaben, aber dem Geist des
Fidelitdtsprinzips widerspricht. Bei unserem Ansatz hingegen werden
Bedeutungspostulate nur durch Implikationen erfafit. Im obigen Bei-
spiel gilt AD =B und BD — A, so dall AA B nicht wahr sein kann; dar-
aus folgt aber nicht, dal AAB falsch ist. Und CV —C kann nie falsch
sein; daraus folgt aber nicht, dafl dieser Satz wahr ist. Bei der Implika-
tion weichen auch wir von der klassischen Deutung ab. Anders als die
Operatoren — und A, deren Wahrheitsbedingungen sehr eng den Ge-
brauchsprinzipien fiir ,nicht“ und ,,und“ in der normalen Sprache ent-
sprechen, gelten die klassischen Wahrheitsbedingungen fiir die mate-
riale Implikation nicht fir das ,wenn-dann“ der normalen Sprache.
Das wird viel besser durch intensionslogisch definierte Konditionale er-
fale.! Die hier eingefithrte Implikation erfaflt zwar den Sinn des
»>wenn-dann“ nicht vollstindig, hat aber jedenfalls mit diesem Aus-
druck die Eigenschaften einer Folgebeziehung gemein.

2. Die super-truth-Theorie ist die einzige, die den Bedingungen P2, P3,
und C und der folgenden Resolutionsbedingung R geniigt:

R) Vi(A)=uDVik(},keS; A Vi(A)=w AVi(A)=f) fir alle Atomformeln
A.

C und R sind jedoch nicht in allen Fillen akzeptabel. Man kann den
Satz, der zur Antinomie von Russell fithrt ,Die Klasse aller Klassen,
die sich nicht selbst enthalten, enthilt sich selbst“ als indeterminiert an-
sehen. Dann ist er aber wesentlich indeterminiert: Jede Zuordnung eines
Wahrheitswerts ergibt einen Widerspruch. Und wenn es in der zugrun-
degelegten Sprache einen Operator ,,ist vage® gibt, so ist der Satz ,A ist
vage“ bei allen totalen Erweiterungen falsch; er ist also nach Fine auch
bei einer Bewertung falsch, in der A tatsichlich vage ist.

Unser Argument fiir die Semantik der D-Bewertungen anstelle der
Fineschen super-truth-Theorie ist also: Wir wollen keine Komplettier-
barkeit voraussetzen, wir wollen im Fall der natursprachlich fundierten
Operatoren — und A die klassischen Wahrheitsbedingungen beibehal-
ten, und wir wollen die Implikation so deuten, dafl dieser Operator die
Grundeigenschaften einer Folgebeziehung hat, mit der sich Bedeu-
tungsbeziehungen ausdriicken lassen.

D2.4-3: Wir nennen eine D-Bewertung M =(I, S, V) zentriert gdw. es
ein gl gibt mit §;_=1.

Es gilt nun

! Vgl. dazu z. B. Kutschera (1976), Kap. 3.
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72.4-3: Ein Satz ist D-wahr gdw. er von allen zentrierten D-Bewertun-
gen erfiillt wird.

Beweis: (a) Wird A von allen D-Bewertungen erfiillt, so auch von allen
zentrierten. (b) Gibt es eine nicht-zentrierte D-Bewertung M =(I, S, V),
die A nicht erfiilly, so gibt es ein iel mit Vi(A) +w. Ist [ =S;, S;=S§; fiir
alle jeS; (es gilt dann wegen jeS; A keS;D keS; 5;CT) und Vi=V; tiir alle
jel, so ist M=(I, S, V) eine zentrierte D-Bewertung mit i,=1 und
Vi(A)+w.

Man kann sich also auf zentrierte D-Bewertungen beschrinken,
und das wollen wir im folgenden tun, wobei wir den Zusatz ,zentriert®
auch weglassen. Fiir alle im folgenden betrachteten D-Bewertungen
M=(I, S, V) soll es also immer ein Element i, von I mit S; =1 geben.

Es gilt nun

72.4-4: M=(1, S, V) erfiillt den Satz A genau dann, wenn V; den Satz
A erfiille. )

Beweis: Exfiillt M A, so gilt fiir alle iel Vj(A) =w, also auch V; (A)=w.
Gilt V; (A)=w, so gilt nach T2.4-1 Aj(jeS; D V;(A)=w), also erfiillt
wegen S; =1 auch M den Satz A.

Die Beziehungen zwischen totalen Bewertungen und D-Bewertun-
gen ergeben sich aus folgenden Sitzen:

72.4-5: Jede totale Bewertung ist eine D-Bewertung.

Denn ist V eine totale Bewertung, so ist M=(I, S, V) mit I={1}=5,
und Vi =V eine D-Bewertung. Es gilt also auch:

72.4-6: Alle D-wahren Sitze von A sind klassisch giiltig.
D2.4-4: Eine D-Bewertung M =(1, S, V) heiflt komplett gdw. es ein jel
gibt mit C(V;).

Alle kompletten D-Bewertungen lassen sich nun zu totalen Bewertun-
gen erweitern, denn es gilt:

72.4-7: Zu jeder kompletten D-Bewertung M =(I, S, V) gibt es eine to-
tale Bewertung V', fiir die gilt: V;_(A) +uDV'(A)=V; (A) fur
alle Sitze A.

Beweis: Setzen wir V'=V; fiir ein jel mit C(Vj), so gilt V'=V, ; also
nach T2.4-1 die Behauptung. .
Die Umkehrung des Satzes gilt zwar nicht, es gilt aber:

T72.4-8: Laft sich eine D-Bewertung I zu einer totalen Bewertung V'
erweitern, so gibt es eine mit M dquivalente, komplette D-Be-
wertung 9, fiir die also gilt V; (A)=V] (A) fir alle Sitze A.
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Bezeichnet man also D-Bewertungen — nun in anderem Sinn als Fine —
als komplettierbar, die entweder komplett sind oder zu denen es dquiva-
lente komplette D-Bewertungen gibt, so lassen sich genau die komplet-
tierbaren D-Bewertungen zu totalen Bewertungen erweitern.

Beweis: Es sei M=(I, S, V) und V' sei eine totale Bewertung, fiir die gilt
Vi (A) #uDV'(A)=V; (A) fiir alle Sitze A. Es sei nun W=(I, S, V),
I=TU{k} - k sei irgendein Index, der in I nicht vorkommt -, Sj ={k}
und fiir j+k S;=S;U{k}, falls gilt V'>Vj, sonst S;=S;. Ferner sei
Vi =V und Vi(A) =Vj(A) fiir alle j+k und alle Atomsitze A. Dann ist
M komplett und es gilt fiir alle jel Vi=V;, also auch V; =V;,. Das be-
weist man durch Induktion nach dem Grad g der Sitze. Fiir g=0 ist die
Behauptung nach Definition der Vi trivial. Ist sie schon fiir alle Sitze
vom Grad <n bewiesen, so gilt sie auch trivialerweise fiir alle Sitze
vom Grad n+ 1 der Form —A und AAB. Ist V;,(ADB)=f{, so ist ferner
Vj(A)=w und Vj(B)=f, also nach . V. Vi(A)=w und V;(B)=f{, also
Vi(ADB)=f. Ist V;(ADB)=w, so gilt Al(IeS; A VI(A)=wD V|(B)=w),
also nach I. V. Al(leS; A Vi(A) = w D Vj(B) = w). Ist nun k nicht Element
von S}, so gilt auch Al(leS; A Vi(A) = w D Vj(B) =w). Das gilt aber auch
fur keS;, denn dann ist V'V, also Vi=V;, also VE(ADB)=w, also
Vi(B)=w fiir Vi(A) =w. Aus Al(IeS; A Vi(A) = w D Vj(B) = w) folgt aber
Vi(ADB)=w. Ist endlich V;(ADB)=u, so gilt (V;(A)=uV V;(B)=u)
AVI(IeS; A Vi(A)=w A V|(B)*+w), also nach L. V. (Vi(A)=uVV;(B)
= u) A VI(IeS; A Vi(A) = w A V{(B) # w), also V;(ADB)=u.
Es gilt nun:

72.4-9: Ein Satz A ist im klassischen Sinn a.l. wahr gdw. keine kom-
plette D-Bewertung — A erfillt.

Beweis: (a) Ist A nicht klassisch wahr, so gibt es eine totale Bewertung,
die — A erfiillt, diese Bewertung ist aber auch eine komplette D-Bewer-
tung. (b) Gibt es eine komplette D-Bewertung (I, S, V), die — A erfiillt,
gilt also Vio(A)=f, so gibt es nach T2.4-7 auch eine totale Bewertung
V' mit V/(A)=1.

Es gilt hingegen nicht, dafl ein Satz A genau dann klassisch a.l.
wahr ist, wenn keine D-Bewertung — A erfiillt. Erfiillt keine D-Bewer-
tung —A, so ist zwar A nach T2.4-5 im klassischen Sinn a.l. wahr, aber
die Umkehrung gilt nicht. Der Satz — (A= —A) ist z.B. klassisch a.l.
wahr, aber fiir eine D-Bewertung ({1}, {1}, V) mit V{(A)=u (A sei ein
Atomsatz) gilt Aj(jeS; AVj(A)=wDVj(=A)=w) und Aj(jeS; AV,
(=A)=wDV;(A)=w), also V{(A= —=A)=w, also V(= (A= -A)=f.

Zwischen partiellen Bewertungen und D-Bewertungen bestehen
folgende Zusammenhiinge:

72.4-10: Jede partielle Bewertung lif8t sich zu einer (kompletten) D-
Bewertung erweitern.
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Beweis: Nach T1.6-2 lifit sich jede partielle Bewertung zu einer totalen
erweitern, und diese ist nach T2.4-5 eine D-Bewertung.

Daraus folgt nun aber nicht, daf alle P-giiltigen Schliisse auch D-
giiltig sind. Nach D1.1-2,b ist z.B. der Schlu ADB~ — AV B P-giil-
tig, aber er ist nicht D-giiltig. Und der Schluf A= —A— A ist P-giiltig,
da es keine partielle Bewertung gibt, die den Satz A= — A erfiillt, er ist
aber nicht D-giiltig, da es D-Bewertungen gibt, die A= — A ertiillen,
wihrend keine D-Bewertung, die A= — A erfiill, auch A erfiillt. Um-
gekehrt ist = ADA ein D-giiltiger Schluff, der nicht P-giiltig ist.

Daf es nicht zu jeder (kompletten) D-Bewertung M =(I, S, V) eine
partielle Bewertung V' gibt mit V'(A)=V; (A) fur alle Sitze A, ergibt
sich daraus, dafl fir V; (A)=V; (B)=u gelten kann V; (ADB)=w,
wihrend das fiir partielle Bewertungen nicht moglich ist. Es gibt aber
wegen T2.4-7 und weil jede totale Bewertung eine partielle ist, zu jeder
kompletten ~D-Bewertung M= (,S,V) eine partielle V' mit
Vi (A) +uDV(A) =V, (A).

2.5 Die Adiquatheit von DA2 bzgl. direkter Bewertungen

Wir wollen nun zeigen, dafl die Kalkiile der direkten Logik, die wir an-
gegeben haben, semantisch widerspruchsfrei und vollstindig sind bzgl.
der Semantik der D-Bewertungen. Wegen ihrer Aquivalenz kénnen wir
den Beweis an irgendeinem dieser Kalkiile fithren. Fiir den Nachweis
der semantischen Widerspruchsfreiheit wihlen wir DAT, zeigen also:

72.5-1: Jede in DA1 beweisbare SQ stellt einen D-giiltigen Schluf§ dar,
wenn wir wieder setzen: V;(~A)=Vj(—-A).

Der Beweis ist einfach: Wir haben im Beweis von T1.7-1 schon gezeigt,
dafl jede partielle Bewertung alle Axiome von DA’ erfiillt, und dafl sie
mit den Primissen einer Regel aufler den I-Regeln auch deren Konklu-
sion erfiillt. Dann gilt das aber auch fiir jede D-Bewertung M =(1, S, V)
und jedes V; mit iel. Fiir die I-Regeln erhalten wir, wenn wir Vj(A) =w
schreiben fiir V;(S;)=...=V;(Sy)=w und A=S,.. .Sy

HI1: Die Behauptung gilt nach T2.4-2.

HI2: Sind A~ A und A— ~B M-giiltg, so gilt fir V; (A)=w auch
Vi, (A)=w und V; (B) = f, also Vi (AD B)=f.

VI1: Sind A—A und A, B—>S M-giilug und gilt V; (A)=w, so auch
Vi, (A)=w und V; (B)=wDV; (S)=w. Gilt. nun ViO(ADB) =w,

also Aj(jeS; A Vj(A)=wD Vj(ﬁ)_=w), so gilt wegen 1,€S;  und

Vi,(A)=w auch Vi (B)=w, also V; (S)=w.

VI2: Aus V; (~ADB)=w folgt V; (ADB)=f, also Vi (A)=w und
Vi (B)=f, d.h. V; (~B)=w. Ist also A, A, ~B— S M-giilug, so

auch A, ~ADB-S.
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Da wir ein Entscheidungsverfahren fiir die direkte A. L. erst spiter an-
geben, schlagen wir hier zum Beweis ihrer Vollstindigkeit einen ande-
ren Weg ein als in 1.7, der der iiblichen Methode fir Vollstindigkeits-
beweise entspricht. Wir beziehen uns dabei nun auf den Kalkiil DA.!

Zur Vorbereitung des Beweises zunichst einige Definitionen und
Sdtze. B, €,. .. seien im folgenden Satzmengen (kurz: SM), die auch
unendlich sein konnen.

D2.5-1: ¥ + A gilt gdw. es endlich viele Sitze By,...,B, aus B gibt
mit Blr . "Bn = A.

D2.5-2: Eine SM B ist konsistent gdw. (in DA) nicht & + —(D>D)
beweisbar ist fiir einen bestimmten (Atom-)Satz D. Ein Satz A
ist mit B vertrdglich, wenn die SM B U{A} konsistent ist.

D2.5-3: Eine SM ¥ ist regular gdw. gilt
a) 1st B+ A so Ae®,

b) ist = (AAB)e®, soist —A oder — B in B,
c) ¥ ist konsistent.
D2.5-4: Eine D-System ist ein Paar & =(I, ), fiir das gilt:
a) Iist eine Indexmenge
b) Fiir alle iel ist *R; eine regulire SM.
c) Fir alle Sitze A und B und alle i€l gilt: Ist AD B nicht in R;,
so gibt es ein jel mit R; CR;j, AeR; und B nicht in R;.

Es gilt nun

HS1: Jede konsistente SM 3B, aus der ein Satz A nicht ableitbar ist, laflt
sich zu einer reguliren SM B erweitern, die A nicht enthiilt.

Beweis: Es set = (BAC);, =(BAC),,... eine Abzihlung aller Sitze
von A der Gestalt —(BAC). Wir setzen B,=2 und

B U{-(BAC),+1D —B}, wo nichtgilt B,,—B - A (a).
R B,U{—-(BAC),+1 D —C}, wo (a) nicht gilt und auch
Tn+l= nicht 8,, =C + A ().

B,, sonst.

Es set 8" die Vereinigung U®B, aller B, und B sei die Menge aller
Sitze, die aus B ableitbar sind, (also die Konsequenzmenge von ®").
Es gilt dann:

1. Alle 8, sind konsistent. Denn fiir B,=3 gilt das nach Vorausset-
zung, und gilt es fiir B, so nach Konstruktion auch fiir B, ;.
Denn ist B, mit =B (bzw. —C) vertriglich, so nach Al erst recht
mit -~ (BAC)D - B.

2. ¥ ist konsistent. Sonst gibe es nach D2.5-1 Sitze Dy,. . .,D,, aus "

1 Der folgende Beweis wurde schon in Kutschera (1983) dargestellt.
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mit Dy,.. . ,.D, F —=(EDE); dann gibe es aber ein 3B, mit
Dy,. . .,Dne®,, so dall B, inkonsistent wire im Widerspruch zu (1).
Mit 8" ist dann auch B konsistent.

3. Fiir kein n gilt B, + A. Nach Voraussetzung gilt das fiir 8, und
gilt es fiir B, so nach Konstruktion auch fiir B, , ;. Denn gilt nicht
B, =B + A, so auch nicht 8,, =(BAC)D =B + A, da nach
A10a —(BAC) aus — B folgt. Ebenso fiir —C (vgl. A10b).

4. Es gilt nicht 8" - A. Sonst gibe es wieder Sitze Dy,. . .,D, aus 8"
mit Dy,...,D, + A. Dann gibe es aber auch ein &, mit
Dy,.. ,.Dpe®B,, also B, — A, im Widerspruch zu (3). Gilt aber nicht
B'— A, so ist A nicht in 8.

5. Gilt =(BAC),4+ €%, also B + —=(BAC),41, so ist entweder
~(BAC),+1D2—=Boder =(BAC),; 1D —-Cin®B, 1, alsoin B -
dann gilt nach R1 8" + =B oder 8"+ —C,d.h. =B oder =C st
in B — oder es gilt B, =B + A und B, —C + A - dann gilt we-
gen A1l und dem Deduktionstheorem T2 fiir DA 8,, —=(BAC), 41
H A, also ", =(BAC),+1 F A, das widerspricht aber nach (4) der
Annahme, = (BAC), 4 seiin B.

' ist also regulir und A ist nicht in ®. Nach Konstruktion von & gilt
aber auch BCB.

HS2: Ist A nicht in DA beweisbar, so gibt es ein D-System (I, %) und
ein i€, so dafl A nicht in &;_ ist.

Beweis: Es sei ?R:r die leere SM. Aus ihr ist dann A nicht ableitbar, da A
(o]

nach Voraussetzung in DA unbeweisbar ist. Nach HS1 gibt es zu 3Rl+
o

eine regulire SM, aus der A nicht ableitbar ist. Sie sei &; . Zu jedem
Satz BDC, der nicht in &; _ ist, sei SRT die Menge ®; U{B}. Es gilt dann
nicht ®; , B - C, denn sonst wire R;_ BDC nach T2, also BDCe
R, ﬁlf ist also eine konsistente SM, aus der C nicht ableitbar ist. Wir

erweitern 5R nach HS1 zu einer reguliren SM &;, aus der C nicht ab-

leitbar ist. Ebenso wie R; die SM %; ordnen wir den R; SM Ry zu, usf.
I sei eine Indexmenge fur die so entstehenden regularen SM. Dann 1st
(I, R) ein D-System und A ist nicht in R;_

Die Vollstindigkeit von DA bemhaltet nun:

T2.5-2: Ist ein Satz A D-wahr, so ist er in DA beweisbar.

Beweis: Ist A nicht in DA beweisbar, so gibt es nach HS2 ein D-System
(I, %) und ein ioel, so dal A nicht in R;_ ist. Wir definieren nun Mengen
S; und Funktionen V; fiir alle iel durc
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a) jeS; gdw. R CR;,
b) V;(B)= wgdw Ba‘R
Vi(B) =1 gdw. — BESR

Dann ist M =(I, S, V) eine D-Bewertung. Denn nach (a) gelten die Be-
dingungen 2a,b aus D2.4-1 und nach (b) auch die Bedingung (3a).
Nach (b) gelten aber auch die Bedingungen (3b)-(3d):

Vi(—=B)=w gdw. —BeR; gdw. V;(B)={.

Vi(=B)=f gdw. — — BeXR; gdw. BeiR; (vgl. A6, A7) gdw. V;(B)=w.
ViBAC)=w gdw. BACeR; gdw. B, CeR; (vgl. A8, A9) gdw.
Vi(B)=Vi(C) =w.

Vi(BA C)=f gdw. — (BA C)eR; gdw. — BeR; oder — Ce®; (vgl. A10 und
die Regularitit von ;) gdw. V;(B)=f oder V;(C)=f.

Ist Vi(BDC)=w, so BOCeR;. Ist jeS;, so nach (a) BDCeX;. Gilt nun
V;(B)=w, also BeR;, so (wegen R1 und der Geschlossenhelt von K;)
Ce R;, also V; (C) w Gilt umgekehrt Aj(jeS; A V;(B) =w D V;(C) —w)
so gilt fiir alle j mit j&S; auch BeR; D CeR;. Wire nun BOC mcht in K;,

SO gabe es nach D2.5-4,c ein j mit ‘R CR; (also J€S;) mit BeR; und mcht
Ce®R;, im Widerspruch zur Annahme

ViBDC)=f gdw. —~(BDC)eR; gdw. B, —CefR; (vgl. A4, A5) gdw.
Vi(B)=w und V;(C)=H{.

M ist also eine (zentrierte) D-Bewertung, und da A nicht in Ri, ist, gilt
Vi (A)#w, so dafl M A nicht erfiillt.

Damit ist die Vollstindigkeit von DA bewiesen. Nach dem Deduk-
tionstheorem T2 fiir DA und T2.4-2 folgt aus T2.5-1 und T2.5-2 dann
auch

72.5-3: Ein Schlufl Ay,.. A~ B ist genau dann D-giltig, wenn
Ay,. . ,A, + Bin DA beweisbar ist.

Daraus folgt dann (mit V;(~A)=V;(=A)) wegen T2.3-5 auch, daf§ in
DA1 genau jene SQ beweisbar sind, die D-giiltige Schliisse darstellen.

3 Klassische Aussagenlogik
3.1  Der Sequenzenkalkiil KA1

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, wie man im allgemeinen Rahmen
von SQ-Kalkiilen im Sinn von 1.3 oder 1.4 und in dem noch allgemei-
neren Rahmen hoherer SQ-Kalkiile aus 2.1 andere Systeme der A. L
auszeichnen kann. Unser Interesse gilt dabei vor allem der klassi-
schen A. L.

Gehen wir vom Kalkiil MA2 der minimalen A. L. aus, so erhalten
wir einen SQ-Kalkiil der klassischen A. L. — wir nennen ihn KA1-, in-
dem wir folgendes Axiomenschema zu MA2 hinzunehmen:
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IND: - A, ~A.

(Implikation und Disjunktion sind hier, wie in MA2, nach D1.1-2 defi-
niert.) Durch dieses Prinzip tertium non datur stellen wir, wie schon
durch WS, einen generellen Zusammenhang zwischen Wahrheits- und
Falschheitszuordnungen her. Das wird aus der Aquivalenz von TND
mit der Regel

K:A ST+ A->~S, T

d.h. mit den beiden Regeln

Ki: Ay A>T FA> ~A, T und

Ky: A, ~A-T+—A-A,T

deutlich. (Aus K erhalten wir mit RF TND, und daraus mit A, S~ T und
TR A~ ~S§, T'.) Die Umkehrung von K folgt aus WS. (Aus A~ ~S, T’
und S, ~S~ erhalten wir mit TR A, S-T'.) K; ist nun die Verallgemeine-
rung des Prinzips: A~ + - ~A: Ist aus der Auszeichnung von A als wahr
ein Widerspruch ableitbar, so ist A als falsch ausgezeichnet. Ebenso ist K,
die Verallgemeinerung von ~A~ + —A: Ist aus der Auszeichnung von A
als falsch ein Widerspruch ableitbar, so ist A als wahr ausgezeichnet.

Man kann nun TND wie auch WS auf Atomformeln beschrinken,
denn aus den so beschrinkten Axiomen sind die anderen Axiome nach
TND und WS ableitbar. Wir haben ja in 1.3 die a.1. Operatoren so ein-
gefiithrt, dafl eine Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit der Basis-
kalkiile K bei Erweiterungen mit logischen Regeln erhalten bleibt.

Ist K eine (entscheidbare) Menge von Atomformeln, die keinen
Satz zugleich als wahr und als falsch auszeichnet, so ist WS im Kalkiil
MA2K ohne WS zulissig: Mit WS ist keine Formel beweisbar, die nicht
auch ohne WS beweisbar wire. Da wir aber nur an widerspruchsfreien
Kalkiilen interessiert sind, ist WS unproblematisch, was die Auszeich-
nung von Sitzen angeht. Fiir Schliisse gilt das nicht, denn der Schluf,
A, ~A— z.B. ist ohne WS eben nicht beweisbar. WS ist also ein Prin-
zip, mit dem wir die Folgerungsbeziehung — deuten, dieses Prinzip
li88¢ sich aber damit rechtfertigen, daf wir von konsistenten Satzmen-
gen ausgehen wollen und daf Schliisse dazu da sind, Sitze als wahr
oder als falsch auszuzeichnen.!

Analog ist die Annahme von TND gerechtfertigt, solange wir von
Formelmengen K ausgehen, die jeden Atomsatz A als wahr oder als
falsch auszeichnen. Denn aus — A wie aus — ~A folgt mit HV—A,
~A. Aus der Geltung von TND fiir alle Atomsitze A folgt aber, dafl
TND generell fiir alle Sitze A gilt. Andernfalls werden dL.erh TND
(mit HN1 und HD1) auch Sitze AV —A als wahr ausgezeichnet, fir

! Zu Logiken ohne WS vgl. den Abschnitt 3.5.
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die A weder als wahr noch als falsch ausgezeichnet ist. Das entspricht
aber nicht der iiblichen Deutung der Disjunktion.

Es ist also zwischen dem Prinzip TND und dem Prinzip der Wahr-
heitsdefinitheit zu unterscheiden, das besagt, dafl jeder Satz A als wahr
oder als falsch ausgezeichnet ist. Formal kann man TND annehmen,
ohne das Prinzip der Wahrheitsdefinitheit vorauszusetzen, inhaltlich ist
das nicht gerechtfertigt. Solange man sich also auf Anwendungen der
Logik auf Formelmengen K beschrinkt, die jeden Atomsatz als wahr
oder als falsch auszeichnen, ist die klassische Logik inhaltlich adiquat,
andernfalls nicht.

In KA1 gilt nun wieder das Eliminationstheorem:

73.1-1: Jede in KA1 beweisbare SQ ist ohne Anwendungen von TR be-
weisbar.

Das ergibt sich aus dem Beweis des Eliminationstheorems T1.4-3, wenn
wir ithn wie folgt erginzen:

le) I, ist Axiom nach TND, £, Axiom nach WS (fur beliebige g):

A ~A A ~A- (~)A— (~)A (RE).
(~)A—(~)A

3¢) %, ist Axiom nach TND, ¥, entsteht durch eine logische Regel mit S als
HPF

a) S hat die Gestalt — A

A, ~A-T A, ~A; A~ A-T
_*_'A)'v_'A;A‘s—'A" I -~ A"LA"A, I" )
A- ~ =AT A-A T VV, VT
A~ ~-=AT
B) S hat die Gestalt ~ — A
A, A- T -A,~A;AVA-T
Ap—~—A,~—A A~ —A-T Ap- ~A T
A~ —AI"= A~ ~ AT VvV, VT
A~ —-AT
v) S hat die Gestalt AN B
A, A, B-T" -A, ~A;AA,B-T"
~AANB,~AAB;A,AANB-T" ~B,~B; AA, B~ ~A, T
->
A~ ~AAB, T"

Aa B~ ~B,~A, T
A~ ~A,~B T  VV,VI,HT
A~ ~ AAB, T
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0) S hat die Gestalt ~ AN B

A, ~A->T; A, ~B>T
—-AAB, ~AAB; A, ~AAB>T

ASAAB, T =
~A,~ A; A~ A>T ~B,~ B; A, ~ B~ I"
A A~A,T A 3B, T
A-AT A~ BT VV, VT
A~AAB, T

Nach T3.1-1 gilt dann wieder das Teilformeltheorem im Sinne von
T1.4-4 fur KA1.

In KA1 sind nun mithilfe der Definition D1.1-2 die I-Regeln von DA2
beweisbar. Denn aufgrund der Definition gilt in KA1 ADBe
— (AN =B) und damit erhalten wir z.B.:

HI1: - A, ~A; A,A—>B, T
A— ~A,B, T
A— ~A, ~ =B, I’
A— ~AAN =B,
A— -(AN=B), I
A—-ADB, I

VIli: A=A TA, ~A—> A/ B-T
A, ~A-T A, ~=B->T
A, ~AAN =BT
A, = (AN =B)»T
A, ADB-T

KA1 ergibt sich also auch aus DA1, erweitert um TND. Man gelangt
daher zu einem Satzkalkiil KA der klassischen A. L., wenn man DA
(vgl. 2.3) um das Axiom AV — A erweitert. Im Blick auf die Erérterun-
gen in 3.3 wollen wir aber statt AV — A das Axiom

A12: (~ADB)D((-AD —B)DA)

zu DA hinzunehmen. In DA gil: ~ADB, ~AD =B+ —ADA wegen
A3, und nach A7 — —ADA, also nach A1l -ADB, —-AD -B,
—(=AA ==A) - A. AV =Aist aber =(=AA = —=A), so daff nach
T2 (vgl. 2.3) gilt AV =A + (=ADB)D((—AD —~B)DA). Ungekehrt
gilt in DA auch: v = =(=AA ==A) D=(-AA--A) naqh A7
und A4, also —(AV —A)DAV —A. Aus Al2 folgt aber mit T1
(~BDB)DB, so dafl wir damit AV — A erhalten.
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In KA sind die Axiome nicht unabhingig, denn man erhilt z. B. A7
nun so: = —A = —ADA nach A3, —=ADA + Anach A12, also - —-A
F A, mit T2 also — =ADA. Und man erhilt nach A1 BOD(-ADB),
mit A12 also B, =AD =B + A, also mit T2 (-AD -B)D(BDA).
Dieser Satz ergibt aber mit A1 und A2 bereits einen vollstindigen Kal-
kiil der klassischen A. L. (vgl. z.B. Kutschera und Breitkopf (1979)),
wenn man — und D als Grundoperatoren ansieht und AAB durch
— (AD —B) definiert. Da sich auch T2 nur auf A1 und A2 stiitzt, erge-
ben also auch die Axiome A1, A2 und A12 schon ein vollstindiges Sy-
stem der klassischen A. L. Die mangelnde Unabhingigkeit der Axiome
von KA soll uns hier jedoch nicht stéren.

Es gilt nun:

73.1-2: In KA ist A - T genau dann beweisbar, wenn A—TI" in KA1
beweisbar ist.

Dabei sei nun A=A, ~A=-A, S;,...,5;=S;,... ,S_ und T =0,

wo @ die leere Formelreihe ist, und § b 59n=5;V...VS, und

@ =BA—B. Es wurde nun schon bewiesen:

a) In DAY ist A~S genau dann beweisbar, wenn A — S in DA beweis-
bar ist (vgl. T2.3-5).

b) In DAT'ist A~ T genau dann beweisbar, wenn A~ T' in DA2 beweis-
bar ist (vgl. T2.3-1).

Ist KA1° der Kalkiil, der aus DA1 durch Hinzunahme des Axioms

— AV = A entsteht, so gilt dann aber auch, da man in KA, wie wir sa-

hen, A12 durch AV —A ersetzen kann und — A, ~A die SQ = AV —A

ist:

a) In KA1° ist A—» S genau dann beweisbar, wenn A - S in KA be-
weisbar ist. _

b) In KA1° ist A» ' genau dann beweisbar, wenn A—T" in KA1 be-
weisbar ist.

Aus (a) und (b) folgt aber die Behauptung von T3.1-2.

3.2  Die Kalkiile KA2 und KA3

Die starken Beziehungen zwischen Auszeichnungen von Sitzen als
wahr und solchen als falsch aufgrund des tertium non datur in der klas-
sischen A. L. erlauben erhebliche Vereinfachungen des Formalismus.

Der erste Weg zu einer Vereinfachung besteht im Verzicht auf
Formeln der Gestalt ~A und im Ubergang zu SQ, in denen nur Sitze
vorkommen. In KA1 sind folgende Regeln beweisbar:

) A ~A T A AT
ID AJA-T - A— ~A, T
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I A, ~A-T FA-A,T
IV) A-A, T A, ~A-T.

(I) erhilt man mit WS und TR, (II) ist Ky, (III) ist K;, und (IV) erhilt
man wieder mit WS und TR. In KA1 sind also die SQ A» ~A, I" und
A, A— T, sowie A, ~A— T und A— A, I" dquivalent, so dafl wir mit den
Regeln (I) und (III) jeder SQ eine dquivalente SQ ohne Formeln ~A
zuordnen koénnen.

Angewendet auf die Axiome und Regeln von KA1 ergibt das fol-
gende Axiome und Regeln, in denen nun A und T (evtl. leere) Satzrei-
hen sind:

RF: A-A

VT: AA B, A>T+ AB A A>T
HT: A-T,A)B,I'+A-T,B,ATI"
VK: A, AJ A>T+ A A>T

HK: A—»A, A, '+ A—-»A, I

VV: AT = A A>T

HV: A—»FI—A-»A,F

TR: A-AT5A A>T — AT
HN: AJ A>T+ A—» -A, T

VN: A A, T A, -A->T

HK': AA,T;A-B,I'-A-AAB, T
VK': A, A, BT+ A, AANB->T

Diesen Kalkiil nennen wir KA2. Er ist schon von G. Gentzen in (1934)
angegeben worden. KA2 ist mit KA1 iquivalent:

73.2-1: In KA2 ist eine SQ (die nur Sitze als VF und HF enthilt) ge-
nau dann beweisbar, wenn sie in KA1 beweisbar ist.

Da in KA1 mit jeder SQ A— T, die auch Formeln ~A enthalten kann,
eine SQ ohne solche Formeln, nimlich A— T dquivalent ist — es sei wie-
derA=A, ~A=-AundS;,...5,=S;,...,S, - garantiert dieser Satz
die Aquivalenz von KA1 und KA2.

Beweis: (a) Es sei A~ in KA2 beweisbar. Dann ist A—I" auch in
KA1 beweisbar, da alle Axiome und Regeln von KA2 auch Axiome und
Regeln von KA1 sind, mit Ausnahme der beiden N-Regeln. In KA1
folgt aber aus A, A~ T nach (I) A» ~A, I' und daraus erhilt man
A— = A, ' nach HN1. Und aus A— A, T folgt A, ~A—~T nach (IV),
und daraus mit VN1 A, —=A—T. (b) Es sei nun A—T" in KA1 beweis-
bar, und 9 sei ein Beweis fiir diese SQ. Dann ersetzen wir jede SQ in
®B durch jene, die nach dem oben angegebenen Eliminationsverfahren
fiir Formeln ~ A daraus entsteht, d. h. dadurch, daff wir VF ~ A durch
HF A, und HF ~A durch VF A ersetzen. Dabei bleibt A—T" identisch
und, abgesehen von Anwendungen von VT und HT, erhalten wir einen
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Beweis dieser SQ in KA2. Denn Axiome nach WS und TND gehen in
solche nach RF iiber, und Axiome ~A— ~ A ebenfalls. Anwendungen
von VT gehen iiber in solche von VT, und HT; bzw. werden iiberfliis-
sig. Analog fir HT, VK;, HK,, VV{, HV;. TR, geht generell in TR,
iiber. Anwendungen von HN1 und VN2 gehen in Anwendungen von
HN, solche von HN2 und VNI in Anwendungen von VN iiber. An-
wendungen von HK1 und VK2 gehen in solche von HK' iiber, Anwen-
dungen von HK2 und VK1 in solche von VK.

Auch in KA2 gilt das Eliminations- und also das Teilformeltheo-
rem. Das Eliminationstheorem beweist man wieder in Analogie zu
T1.4-3, wobei der Beweis nun durch den Wegfall von Formeln ~A und
der Axiome WS und TND erheblich vereinfacht wird.

Eine andere Vereinfachung von KA1 besteht im Ubergang zu SQ
ohne VF, die man dann als Formelreihen (kurz FR) schreiben kann. In
KA1 sind nach den Regeln (I)-(IV) ja die SQ Sy, ...,Sy— " mit den
SQ— ~Sy,...,~Sy, I' dquivalent. Angewendet auf die Axiome und
Regeln von KA1 ergibt das bei Weglassen des SQ-Symbols folgende
Axiome und Regeln:

-

X2,
Dm:—l>

-

-

V)TD
Udhn
>

!
w
>

-
-
~

1T
> > -

1:
2:
Ki:
K2:

-

2> T

-

ZZ0 SNy
4B

-

=T

-
-

=T >~
T3>

, [AAB
A, ~B+T,~AAB

.
l
o

Diesen FR-Kalkiil nennen wir KA3. Er ist mit KA1 iquivalent:

73.2-2: In KA3 ist A genau dann beweisbar, wenn — A in KA1 beweis-
bar ist.

Da wir schon gesehen haben, daff jeder SQ eine in KA1 dquivalente SQ
der Gestalt — A entspricht, geniigt das zum Nachweis der Aquivalenz
der beiden Kalkiile.!

Beweis: (a) A sei in KA3 beweisbar. Dann ist - A auch in KA1 be-
weisbar, da alle Axiome und alle Regeln von KA3 bei Ersetzung von

1 KA3 ohne D ist ein Teilkalkiil der minimalen A. L. Denn in Analogie zu T3.2-2 gilt of-
fenbar: In KA3 ohne D ist A genau dann beweisbar, wenn — A in MA2 beweisbar ist.
Das besagt nun freilich wenig, da in MA2 keine einzige SQ dieser Gestalt beweisbar ist.
Es gilt aber auch: In KA3K ohne D (K sei wieder eine Menge von Atomformeln und
KA3K sei die Erweiterung von KA3 um die Spezialaxiome S, wo S in K ist) ist A genau
dann beweisbar, wenn — A in MA2K beweisbar ist.
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FR I' durch SQ —I" auch Axiome und Regeln von KA1 sind. (b) — A
sei in KA1 beweisbar. Dann gibt es nach dem Eliminationstheorem
T3.1-1 fiir KA1 auch einen schnittfreien Beweis von — A. Da keine Re-
gel von KA1 aufler TR VF eliminiert, enthilt dieser Beweis nur SQ der
Gestalt — I', macht also nur von den Axiomen TND und den H-Regeln
Gebrauch, die auch Axiome und Regeln von KA3 sind (wenn wir —» T’
durch I ersetzen).

Damit ist zugleich das Eliminationstheorem fiir KA3 bewiesen,

d.h. der Satz:

73.2-3: In KA3 ist jede beweisbare FR ohne Anwendungen der Regel S
beweisbar.

Denn gibt es einen Beweis von A in KA3, so nach T3.2-2 auch einen
Beweis von — A in KA1, also einen schnittfreien Beweis von — A in
KA1 (nach T3.1-1), also nach dem angegebenen Beweis von T3.2-2
auch einen Beweis von A in KA3 ohne S-Anwendungen. Direkt ist
T3.2-3 analog wie T3.1-1 zu beweisen.

Wir geben diesen Beweis im Blick auf spitere Untersuchungen hier
an. Da diese aber nur die klassische Logik betreffen, die ja nicht das ei-
gentliche Thema dieser Arbeit ist, kann das folgende bis zum Ende des
Abschnitts 3.3 von jenen Lesern iiberschlagen werden, die an einer For-
mulierung der klassischen Logik als FR-Kalkiil nicht interessiert sind.
Fiir minimale und direkte Logik spielen FR-Kalkiile keine Rolle, da sie
sich in dieser Form nicht vollstindig darstellen lassen.

Zum Beweis von T3.2-3 ersetzen wir zunichst S durch die Regel
SH:T(A); T'(~A) = Tp, IT'lp

Dabei sei wieder I'(S) eine FR, die an ein oder mehreren Stellen
die Formel S enthilt, und I'g sei die FR, die sich daraus durch Strei-
chung aller Vorkommnisse von S ergibt. S+ ist gleichwertig mit S:

(A) ['(~A) r,A r~Ag,
K rA,A r;A, ~A 1_wA)l_‘~A

T T A TaT<a ~A rT %
v T on ° roox

Wir denken uns die Beweise in KA3 in Baumform geschrieben und be-
weisen wieder, dafl sich jede oberste S+-Anwendung in einem Beweis
% eliminieren lifit. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach dem Grad
der Schnittformel (SF) A, wobei wieder in Basis und Schritt eine Induk-
tion nach dem Rang r=r;+r, eingeschoben wird, und ry, der linke
Rang, die maximale Zahl aufeinanderfolgender FR in einem Ast von B
ist, der mit I1; endet, und die alle A enthalten. Ebenso wird r; fiir Il
bestimmt. II;=T(A) und II,=I" (~A) sind die Primissen der fragli-
chen S+-Anwendungen, [1=T4,I"_ 4 sei ihre Konklusion.
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1. g=0r=2
In diesen Fillen kann S+ direkt eliminiert werden.

a) I enthalt ~ A (fiir beliebige r, g)

Das gilt speziell, wenn I Axiom ist.

rA, ~A) [(~A) T'(~A)
TA(~A), T A FA(~A), T'(~A) v
Fa(~A), <A K, T

b) I' enthalt A (fir beliebige r, g)

Das gilt speziell, wenn I, Axiom ist. Der Fall wird entsprechend be-
handelt wie (a).

) I, entstebt durch V mit A (fiir beliebige ry, g)

r r
LA T'(~A) s V
[V

(Fiir r;> 1 wird dieser Fall unter 2a2y behandelt.)
d) T, entstebt durch V mit ~ A (fir beliebige r1, g)

Entsprechend. (Fiir r>1 wird dieser Fall unter 2b2y behandelt.)

Andere Fille kénnen fiir g=0, r=2 nicht vorkommen. Im folgen-
den setzen wir voraus, dafl kein Fall vorliegt, der unter (1) behandelt
worden ist.

2. g=0,r>2
a) r;> 1 (fur beliebige ry, g)

al) Durch die Regel, die zu ITy fiibrt, wird kein neues Vorkommnis von S
eingefiibrt.

®) R hat zwei Primissen, die beide A enthalten

I(A); T"(A) - I"(A); T'(~A) T"(A); T'(=A)
T(A) T'(=A) TA,T-a  TAT.A R
Cp, T~ a FpT~a

Vor die Anwendung von R im modifizierten Beweis 8 sind ggf. An-
wendungen von T einzuschieben. Ist ein Vorkommnis von A NBF bei
R, so ist es vor R in 8 durch V wieder einzufiihren. Bei den neuen
Schnitten ist r um 1 niedriger als beim urspriinglichen, so daf} sie nach
I. V. eliminierbar sind.

B) R hat zwei Primissen, von denen nur eine A enthalt.
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Dieser Fall kann nicht vorkommen, da R als (von S+ verschiedene) 2-
Primissenregel immer eine logische Regel ist und sich deren Primissen

nur in den NBF unterscheiden. S kann aber nicht zugleich NBF und
HPF einer logischen Regel sein.

Y) R hat eine Pramisse

I'(A) C'(A); T'(~A)
rA) C(~A) TA, T4
R=TaTia = CpTla R

Hier gelten dieselben Bemerkungen wie unter (o). Ist R die Regel K mit
A, so entfillt diese Regelanwendung in ®.

a2) Durch die Regel R, die zu I, fiibrt, wird ein neues Vorkommnis von A
eingefiihrt.

a) R hat zwei Primissen, die beide A enthalten

R DA T4 [(A); T'(~A) A T(~A)
FA),A T'(~A) LA T A PAL T~a ¢
Fa, T la Fa, T la, AT (~A)
Fp, T A TlA
FA) I“;'A K

Vor die Anwendung von R in % sind ggf. wieder Anwendungen von T
einzuschieben. Hier kann kein Vorkommnis von A in I oder I™ NBF
von R sein, da A die HPF ist. Bei den oberen Schnitten in & ist r um 1
kleiner als in 8B, daher sind sie nach I. V. eliminierbar. Fiir den unteren
Schnitt ist aber r; = 1, so daf} auch dieser Schnitt nach I. V. eliminierbar
ist. Nach der Voraussetzung unter (1) kommt A nicht in I" vor, sonst
wire rq fiir den letzten Schnitt in ' evtl. grofler als im urspriinglichen.
Kommt A in I" vor, so liflt sich der Schnitt nach (1b) direkt beseitigen.

B) R hat zwei Primissen, von denen nur eine A enthdll.
Dieser Fall kann nach alp nicht vorkommen.

Y) R hat eine Pramisse

I(A) I"(A); I'(~A)
g DA, A;T(-A) . TiTla
Ta,Tlp I Ilp A T(-A)
Cp, Tip, Tla
Ip, Tlip K

Hier gelten analoge Bemerkungen wie unter (o). Ist R die Regel V, so
entfillt diese Regelanwendung.
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b) r,> 1 (fiir beliebige ry, g)
Die Uberlegungen sind hier véllig analog zu denen unter (a).
3. >0, r=2

a) I1; und TI, entstehen durch logische Regeln mit A bzw. ~A als
HPF:

a) A hat die Gestalt — B

I,~B T',B | I'B;T,~ B
L,-B I\~—B T, T p

F,FI F,Fl T’V
B) A hat die Gestalt BA C
F,B;F,C FI3~B3~C P)B;F‘)~B)~C
I''BAC I',~BAC IC;T'g, ', ~C

- =
r,r e, T, ¢, Tl ~C
rr V,K

In beiden Fillen ist der Grad der neuen SF kleiner als der der urspriing-
lichen, so daf sich die neuen Schnitte nach I. V. eliminieren lassen. We-
gen r=2 enthilt ' =B bzw. BAC nicht, und I'" nicht ~ =B bzw.
~BAC. Enthdle ' ~ -Bbzw. ~BAC oder I' =B, bzw. BAC, so las-
sen sich die Schnitte direkt nach (1a,b) eliminieren.

Die Fille, dafl I1; oder [T, Axiom ist, wurden schon unter 1a,b be-

handelt.
4. g>0,r>2

Wir haben die Fille schon unter (2) fiir g>0 bewiesen.

Aus dem Eliminationstheorem T3.2-2 ergibt sich die Wider-
spruchsfreiheit von KA3: Die leere Formelreihe ist in KA3 nicht be-
weisbar, da Formeln nur nach S eliminiert werden kdnnen, und S in
KA3 uberfliissig ist. Es gilt also:

13.2-3: KA3 ist widerspruchsfrei.

Bei Anwendungen von KA3 auf Mengen K von Atomformeln, sind die
Elemente von K die Spezialaxiome. S ist in KA3K eliminierbar, falls K
widerspruchsfrei ist, d.h. falls K fiir keinen Satz A sowohl A wie ~A
enthilt. Denn es treten im Beweis des Eliminationstheorems nur die
Fille unter (1) neu auf:

at) [l ist Spezialaxiom, [Ty Axiom nach D

~A;A,~AD A
A L
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b+) I, ist Spezialaxiom, [T, Axiom nach D

A, ~A; ~A:> ~A
~A

ct) IT und I, sind Spezialaxiome

A; ~A
(%]

Nur in diesem Fall ist S+ nicht eliminierbar. (& sei die leere FR.) Ist
also K widerspruchsfrei, so auch KA3K; in KA3K ist dann S eliminier-
bar und es gilt daher auch das Teilformeltheorem fiir KA3K.
Wir geben nun ein Entscheidungsverfabren fir KA3 an. Ein solches fiir
KA1 wire in Analogie zu dem fiir MA2 in 1.5 zu formulieren. Unter
Bezugnahme auf KA3 wird das Verfahren jedoch erheblich einfacher.
Es ergibt sich zwar aus den Ausfithrungen in 1.5, wir wollen es aber
hier doch noch einmal in extenso darstellen.

Wie in 1.5 gehen wir zunichst von KA3 zu dem Kalkiil KA3' iiber,
der S nicht enthilt, in dem D ersetzt ist durch

D' A(A, ~ A)

und die logischen Regeln von KA3 durch solche, bei denen die HPF
schon in der Primisse vorkommen. Man erkennt wieder leicht, daf}
KA3 mit KA3 dquivalent ist und daf} in KA3 die Regeln V und K elimi-
nierbar sind.

Folgen von durch ; getrennten FR bezeichnen wir als FR-Sitze
(kurz FRS). Als Mitteilungszeichen dafiir verwenden wir ©, @O, ...
FR, die auseinander durch Anwendungen von T hervorgehen, sehen
wir im folgenden als gleich an.

D3.2-1: Eine Herleitung aus der FR T ist eine Folge @1, ©5,... von
FRS, fiir die gilt:
a) @1 1st F,
b) ©,41 geht aus O, hervor durch einmalig Anwendung ei-
ner der Umkehrungen der logischen Regeln von KA3'.

Das ist wieder so zu verstehen, dal @, 4 nach (b) aus © = | ICFRPIE]
hervorgeht, falls es ein 1 (1<i=m) gibt, so daf}

1 2
®n+1=F1;---;Fi—l;Fi;Fi+1;---;Fm bzw.  Ty5.. 5Tl sl
o5 .. 30y ist und l“! F T bzw. ri;r? + T nach einer der logi-

i

schen Regeln von KA3 gilt.

D3.2-2: Eine ER heifit geschlossen, wenn sie die Gestalt D' hat. Ein FRS
heifit geschlossen, wenn alle FR in ihm geschlossen sind.



70 Teil 1: Aussagenlogik

D3.2-3: Eine regulire Herleitung aus T ist eine Herleitung $=0,,

0,,... aus T, fiir die gilt:

a) In $ wird auf keine geschlossene FR eine Regel angewen-
det.

b) Die HPF werden in der Konklusion unterstrichen. Auf un-
terstrichene FV werden keine Regeln angewendet.

c) Lafle sich auf eine FR aus ©, nach (a) und (b) noch eine
Regel anwenden, so enthilt $ ein Glied ©,, .

D3.2-4: Ein Faden einer Herleitung $=0;, ©,,... ist eine Folge
f=I"1, T', ... von FR, fiir die gilt:
a) f enthilt aus jedem FRS ©; von $ genau eine FR r;
b) I'i1y ist mit I identisch oder entsteht daraus in $ durch
eine der Umkehrungen der logischen Regeln von KA3.

Es gilt dann wieder:

73.2-4: Eine FR I ist in KA3 beweisbar gdw. es eine geschlossene Her-
leitung aus I' gibt.

Schreiben wir die Herleitungen in KA3' als Folgen von FRS, oder als
(auf dem Kopf stehende) Biume von FR, so liflt sich ja wieder jeder
Beweis von [" in KA3' ohne die eliminierbaren Regeln V und K von un-
ten nach oben als geschlossene Herleitung aus I' lesen, und umgekehrt.

73.2-5: Gibt es eine geschlossene Herleitung aus I, so ist jede regulire
Herleitung aus I" geschlossen.

Das ergibt sich wieder aus folgenden Uberlegungen:

1. Die Restriktion (a) ist harmlos, und ebenso (b). Denn gibt es z.B.
geschlossene Herleitungen aus A, AAB, A, A und A, AAB, A, B, so
auch aus A, AAB, A.

2. Auf die Reihenfolge der angewendeten Regeln kommt es nicht an,
da es nach T3.2-4 aus allen FR des resultierenden FRS immer dann ge-
schlossene Herleitung gibt, wenn es aus allen FR des driiberstehenden
FRS eine geschlossene Herleitung gibt.

Jede regulire Herleitung aus einer FR I ist nun endlich, und daher
entscheidet die Konstruktion einer beliebigen reguliren Herleitung aus
I" iiber die Beweisbarkeit von I' in KA3.

Auf diesem Weg kann man auch die Vollstindigkeit der klassi-
schen A. L. bzgl. der in D1.6-1 definierten totalen Bewertungen leicht
beweisen: Ist I" nicht in KA3 beweisbar, so gibt es eine nichtgeschlos-
sene regulire Herleitung aus I'. Sie enthilt also einen offenen Faden
[y, .. Ty (I =T). Es sei '+ die Menge aller Formeln aus 'y, . . .,

Wir definieren eine Funktion V durch
a) VAA)=fgdw. Ael'+

V(A)=wgdw. ~A€T+
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Dann ist V eine Semi-Bewertung im Sinn von D1.6-5. Denn I't+ enthilt
fiir keinen Satz A zugleich A selbst und ~ A, und zu jeder nichtatoma-
ren Formel S in '+ treten in [+ NBF auf. Es gilt also:

Ist V(=A)=w, so ist ~—=AE[+, also AET+, also V(A)=f.

Ist V(=A)=f, soist ~A€l'+, also ~A€T+, also V(A)=w.

Ist VAAAB)=w, so ist ~AABETl+, also ~A, ~Bel+, also
V(A) = V(B) =w.

Ist V(AAB)=f, so ist AABET+, also A oder BET'+, also V(A)=f
oder V(B) =f.

V 148t sich nach T1.6-4 zu einer partiellen, und die nach T1.6-2 zu ei-
ner totalen Bewertung V' erweitern, fir die also gilt
V(A)+uD V(A)=V(A). V' erfiillt also keine Formel aus I', wenn wir
wieder setzen V(~A)=V(—-A).

3.3 Positive und intuitionistische Aussagenlogik

Verzichten wir in den hoheren SQ-Kalkiilen, die in 2.1 entwickelt wur-
den, auf das Zeichen ~, so gehen wir von Basiskalkiilen K der iiblichen
Art aus, die Atomsitze kategorisch oder hypothetisch als wahr aus-
zeichnen. Eine Auszeichnung von Sitzen als falsch findet dann nicht
statt, und das Entsprechende gilt fiir die hoheren R-Formeln, die sich
in den so beschrinkten Kalkiilen GK beweisen lassen. Die Betrachtun-
gen aus 2.1 zur Aquivalenz solcher Kalkiile mit ihren Teilsystemen, in
denen nur SQ bewiesen werden konnen, bleiben dann giilug, und wir
erhalten so einen SQ-Kalkiil PA1 der positiven A. L., die von D. Hil-
bert und P. Bernays im Bd. I von (1934) angegeben wurde, wenn wir in
DA1 (vgl. 2.2) in den Axiomen wie in den Regeln keine Formeln der
Gestalt ~ A zulassen. Damit entfallen alle Axiome und Regeln, in de-
nen ~ vorkommt. Statt dessen nehmen wir die Disjunktionsregeln
hinzu:
A—-BH+ A—-AVB
VDI1: A,A—>C; A, B—~C + A, AVB->C.

Das ist nun notwendig, da sich AV B nicht mehr durch A und D defi-
nieren liflt, wenn wir nicht iiber eine Negation verfiigen.

Entsprechend erhalten wir aus DA einen Satzkalkiil PA der posiu-
ven A. L., wenn wir uns auf die positiven Axiome von DA beschrinken,
auf die Axiome also, in denen kein Negationszeichen vorkommt (also
auf A1, A2, A8, A9a, A9b, vgl. 2.3) und folgende positiven Axiome fiir
die Disjunktion hinzunehmen:

Al3a: ADAVB
A13b: BOAVB
A14: (ADC)D((BDC)D(AVBDCQ)).
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Es gilt dann

73.3-1: In PA ist die Ableitungsbeziechung A + A genau dann beweis-
bar, wenn die SQ A— A in PA1 beweisbar ist.

Der Beweis dieses Satzes verliuft ebenso wie der von T2.3-5.

Die Sprache, die PA wie PA1 zugrunde liegt, kann weiterhin das
Symbol — enthalten. Dieser Operator wird aber durch die Axiome und
Regeln nicht charakterisiert, so dafl Sitze — A praktisch wie eigene SK
behandelt werden.

Wir fithren nun ein Symbol F fiir das (logisch) Falsche ein — es l4ft
sich wegen des Fehlens der Negation in der positiven A. L. nicht defi-
nieren —, und nehmen folgendes Axiomenschema zu PA1 hinzu:

Setzen wir A—:=A—F, so konnen wir WS® auch durch HV ersetzen.
In diesem erweiterten Rahmen definieren wir nun die Negation durch

D3.3-1: —A:=ADF.?
Dann erhalten wir die Regeln

HN: A A — A—> —A
VN: A A+ A, -A—

auf folgendem Weg:

A,A-—» A—-»A; F—
A)A—'F A,ADF—*
A—ADF A A; A, —A—
A —A A, —A=

Sieht man umgekehrt die Negation als Grundsymbol an, so kann man F
durch AA = A definieren, und mit VN erhalten wir dann das Axiom
WS® so:

A, —A—A
AN -A-A
F—- A

Die Einfithrung des Symbols F dient also nur zur Rechtfertigung der
Negationsregeln, und wir kénnen darauf im Kalkiil IA1 der intuitioni-

! Die um die Definition —A:=ADF erweiterte positive Logik, in der aber WS° bzw.
—~AD(ADB) nicht gilt, in der also die Konstante F nicht charakterisiert wird, bezeich-
net man abweichend von unserer Verwendung des Wortes oft als ,Minimallogik®. Sie
wurde von I. Johansson in (1937) entwickelt und so genannt.
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stischen A. L. verzichten, der aus PA1 durch Hinzunahme der Regeln
HN und VN entsteht.!

Ein Satzkalkiil IA ergibt sich aus PA durch Hinzunahme der bei-
den Axiome

A3: —AD(ADB)
A15: (ADB)D((AD =B)D —A).

Es gilt nun

73.3-2: Die Ableitungsbeziehung A  Q ist in IA genau dann beweis-
bar, wenn die SQ A— Q in IA1 beweisbar ist.

Dabei bedeute A + soviel wie A = BA =B fiir einen Satz B.
Beweis: Im Blick auf T3.3-1 ist nur mehr zu zeigen (vgl. den Be-
weis von T2.3-5): (1) A3 und A15 sind in IA1 beweisbar.

A3 A—A
A, —-A—
A, -A-B
—-A—->ADB
— —AD(ADB)

Al5: A-A; A, -B—» -B B—B
A—-A;A,B->B A, AD -B— —-B; B,-B—~
A, ADB- B; A,AD —-B, B—

A, ADB,AD —B—
ADB,AD —=B— —A
—~(ADB)D((AD -B)D —A)

(2) Ist A, A + BA —B in IA beweisbar, so auch A - —A:

Aus A, A - BA =B folgt mit A9 A, A+ Bund A, A+ =B, mit T2
also A - ADBund A - AD =B, mit Al5 also A - —A.

Ist A - A in IA beweisbar, so auch A, =A + BA —B:

Aus A + A folgt wegen A, —A + B (A3) A, —A F Bund A, -A +
—B, also nach A8 A, —A + BA =B.

3.4 Direkte, klassische und intuitionistische Aussagenlogik

Wir wollen nun klassische und intuitionistische Logik vergleichen.
Dazu gehen wir von dem Kalkiill DA1 der direkten A. L. aus, der sich
auf SQ mit Formeln ~ A und hochstens einer HF bezieht. Ein System
der klassischen Logik ergibt sich daraus, wenn wir die in 3.1 angegebe-

1 Zur Vollstindigkeit des Operatorensystems {—, A, V, D}im Rahmen der intuitionisti-
schen Logik vgl. Kutschera (1968).
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nen Regeln K; und K; in der Beschrinkung auf solche SQ nun so for-
mulieren:

Ki: A, A = A ~A,
Ky: Ay ~A— + A A.

Wir haben schon in 3.1 darauf hingewiesen, dafi durch K; und K, ein
Zusammenhang zwischen der Wahrheits- und der Falschheitszuord-
nung hergestellt wird: A~ - — ~ A besagt, daff aus der Inkonsistenz
der Auszeichnung von A als wahr folgt, dafl A als falsch ausgezeichnet
ist; K ist die Verallgemeinerung davon. Und ~A— + — A besagt ana-
log, daf} aus der Inkonsistenz der Auszeichnung von A als falsch folgt,
daff A als wahr ausgezeichnet ist, und K, ist die Verallgemeinerung da-
von. Betrachten wir wie in 2.1 Kalkiile mit einem formalen Beweis —
und einem formalen Widerlegungsbegriff, der mit dem Symbol ~ aus-
gedrickt wird, also mit Axiomen A und Antiaxiomen ~ B und Regeln
At - Am, ~By, ..., ~B, = (~)C, so besagt K;, dal man Widerleg-
barkeit auf Beweisbarkeit zuriickfithren kann, und K, beinhaltet umge-
kehrt, dafl man Beweisbarkeit auf Widerlegbarkeit zuriickfiihren kann.
Es geniigt dann also, von einem dieser beiden Begriffe auszugehen. Im
Rahmen der hoheren SQ-Kalkiile G (vgl. 2.1) 14t sich das durch die
strikten Aquivalenzen A< (~A—) und ~A«(A—) darstellen, die be-
wirken, daff man entweder auf R-Formeln der Gestalt ~ A verzichten
kann oder aber auf R-Formeln, in denen nicht jeder Satz A hinter dem
Zeichen ~ steht.
K ist nun auch iquivalent mit der Regel

K;: A, A~ ~B; A, ~A~ ~B+— A~ ~B,
und K; mit der Regel

K>: A, A-B; A, ~A~B+ A-B,

denn wir erhalten

A, A—~ ~B; B, ~B—
A, A, B—
A, B> ~A; A, ~A—> ~B

K A, B— ~B; B, ~B—>
A, B—
Ky A— ~B
Und
A, A—
. AAS ~A A ~A> ~A
K1

A— ~A
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K ist also mit K; dquivalent. Ganz analog beweist man die Aquivalenz
von K5 und K. K; und K; sind Anwendungen des Prinzips tertium non
natur. Nach K ist die Ableitbarkeit von ~B aus A wie ~A ein hinrei-
chender Grund fiir die Auszeichnung von B als falsch, nach Kj ist die
Ableitbarkeit von B aus A wie ~A ein hinreichender Grund fiir die
Auszeichnung von B als wahr.

Im Rahmen der direkten Logik ist nun kein intuitiver Grund er-
sichtlich, K; vor K; oder Kj vor K; auszuzeichnen. Der Beweisbegriff
(bzw. die Wahrheitszuordnung) ist in keiner Weise vor dem Widerle-
gungsbegriff (der Falschheitszuordnung) ausgezeichnet. Daher spricht
nichts dafiir, K; bzw. K{ anzunehmen und K, oder K} zu verwerfen,
oder den umgekehrten Weg einzuschlagen. Akzeptiert man K, so ak-
zeptiert man inhaltlich gesehen das Prinzip der Wahrheitsdefinitheit,
und dann gilt auch K3, und umgekehrt. K; ohne K, fithrt aber nun zur
intuitionistischen Logik, K, ohne K; fiihrt zu einer Logik, die man als
_antiintuitionistisch® bezeichnen kann, und K; und K, zusammen fiih-
ren zur klassischen Logik. Von unserem Ansatz aus erscheint also die
klassische Logik, in der die Symmetrie zwischen Wahrheits- und
Falschheitszuordnungen erhalten bleibt, intuitiv als am besten begriin-
det. Will man die Wahrheitsdefinitheit voraussetzen, so wird man sie
sowohl im Sinn von K| wie K3 verwenden.

In welchem Sinn fithrt nun K; von der direkten zur intuitionistischen
Logik? Diese ist ja keine Verstirkung der direkten Logik, denn Gesetze
wie = =ADA oder AVB= —(—=AA =B), die Theoreme der direkten
A. L. sind, gelten in der intuitionistischen A. L. nicht. Die intuitionisti-
sche Logik beruht vielmehr auf dem Gedanken, da Widerlegbarkeit
(bzw. Falschheit) auf Beweisbarkeit (bzw. Wahrheit) durch das Prinzip
— ~A gdw. A~ zuriickgefiihrt wird. Verallgemeinert ergibt das unser
Prinzip K;, dessen Umkehrung aus WS folgt. Nach diesem Gedanken
sind beim Ubergang von der direkten zur intuitionistischen Logik zu-
nichst die Formeln der Gestalt ~A zu eliminieren, so dafl man den
Kalkiil PA1 der positiven A. L. erhilt, und darin ist dann die Negation
wie in 3.5 durch —A:=ADF einzufithren. Ersetzt man ~A durch
ADF, so ist K; beweisbar, denn aus A, A— folgt A, A—F, also
A— ADF, und umgekehrt ergibt sich, wenn man ~ durch das im Rah-
men der direkten Logik dquivalente — ersetzt, aus WS A, —A—, also
A, —A—F, also =A—ADF, und auch ADF— —A, also —A=ADF.
Denn aus A— A und F—> —A erhalten wir A, ADF— —A, da aus K;
folgt A, A> —A - A— —A (aus A, A> —A folgt mit A, —A— und
TR A, A—, mit K; also A— —A) also ADF— —A. Nun gilt aber in der
intuitionistischen wie in der klassischen A. L. das Ersetzungstheorem
A=B— C[A]=C[B], so dal man nach K; —A iberall durch ADF er-
setzen, die Definition ADF also rechtfertigen kann.
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Beim Ubergang von der direkten zur antiintuitionistischen Logik
hitte man entsprechend Beweisbarkeit auf Widerlegbarkeit zuriickzu-
fithren, also in DAO A durch ~A— zu ersetzen, und die 1-Regeln zu
streichen. Da wir dann aber wegen des Fehlens der I1-Regel R-Formeln
nicht in Implikationsformeln iibersetzen kénnen, ergibt sich auf diese
Weise kein dquivalenter einfacher SQ-Kalkiil.

Zur klassischen Logik gelangt man von DA1 durch Hinzunahme
der Regeln K; und K,. Das entspricht der Hinzunahme der Axiome
A15 und A12 (vgl. 3.1) zu DA. Die Axiome dieses Systems sind aber
dann nicht mehr unabhingig, wie wir in 3.1 gesehen haben. Da DA mit
A12 den vollstindigen klassischen Kalkiil KA ergibt, ist insbesondere
auch A15 tberflissig, wenn man A12 zu DA hinzunimmt.

Man kann auch von DA1 mit K; zunichst zur intuitionistischen
Logik iibergehen und dann das Prinzip K3, nun in der Gestalt A, = A—
F A— A hinzunehmen. Das entspricht der Hinzunahme von A12 zu
IA.

Das Fazit unserer Uberlegung ist also: Geht man von Kalkiilen wie
den hoheren SQ-Kalkiilen in 2.1 aus, in denen Wahrheits- und Falsch-
heitszuordnungen nicht aufeinander reduzierbar sind, so ergibt sich die
direkte A. L. Als Erweiterung erscheint nur die klassische A. L. als sinn-
voll, wenn man das Prinzip der Wahrheitsdefinitheit voraussetzen will.
Die intuitionistische Logik beruht hingegen auf einer Beschrinkung
auf Wahrheitszuordnungen und einer Zuriickfithrung der Falschheits-
zuordnung auf sie durch das Prinzip K;. Diese Beschrinkung ist zwar
im Effekt fruchtbarer als die Beschrinkung auf Falschheitszuordnun-
gen und die Zurickfithrung der Wahrheitszuordnungen auf sie nach
K,, aber im Prinzip ist sie nicht besser begriindet als diese. Daher wer-
den wir im folgenden nicht weiter auf die intuitionistische Logik einge-
hen, sondern uns auf minimale, direkte und klassische Logik beschrin-
ken.

3.5 Logik der Inkonsistenz

In den letzten Jahren sind eine Reihe von Logiken entwickelt worden,
in denen das Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch nicht gilt. Ein
gutes Beispiel fiir eine solche Logik und ihre Hintergriinde ist das Buch
von N. Rescher und R. Brandom (1980). Anlaff zur Entwicklung sol-
cher Logiken ist der Gedanke, die Realitit selbst konnte inkonsistent
sein, es konne Sachverhalte geben, die zugleich bestehen und nicht be-
stehen. Solche Inkonsistenzen sollen nun in konsistenter Weise be-
schrieben werden, und es soll eine Logik formuliert werden, in der aus
einem Satz A A — A nicht jeder beliebige Satz folgt, so daf} Inkonsisten-
zen lokal begrenzt bleiben.
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Nun kann man sich unter einer inkonsistenten Welt kaum etwas
vorstellen. Die Beispiele fiir Sachverhalte, die zugleich bestehen und
nicht bestehen sollen, sind wenig iiberzeugend und bewegen sich etwa
auf dem Niveau sophistischer Argumentationen, wie jener, dafl Hans
zugleich grof} und klein (also nicht grof) ist, weil er grof} ist verglichen
mit Fritz und klein verglichen mit Max. Im normalen Sinn des Wortes
»nicht® schliefft der Satz ,,Der Sachverhalt p besteht nicht” aus, daff der
Sachverhalt p besteht. Deutet man aber das Wort ,nicht“ in anderer
Weise so, dafy aus einem Satz — A nicht die Falschheit von A folgt, und
behauptet dann: ,Ein Sachverhalt besteht und er besteht nicht®, so
nimmt man damit nicht mehr eine Inkonsistenz im normalen Sinn an.

Plausibler sind Inkonsistenzen auf der sprachlichen Ebene: Die
Wahrheitsbedingungen, die in der Semantik fiir eine Sprache S angege-
ben werden, konnen so geartet sein, dafl sie einen Satz zugleich als
wahr und als falsch auszeichnen. Das gilt z.B. im Fall der Antinomie
von Russell fiir die Wahrheitsbedingungen, die der naiven Mengen-
lehre zugrundeliegen.

Will man solche semantischen Inkonsistenzen zulassen, so wird
man den Begriff der partiellen Bewertung nach D1.6-3 wie folgt erwei-
tern:

D3.5-1: Eine I-Bewertung von A ist eine Relation V zwischen Sitzen
von A und den Wahrheitswerten w und {, fiir die gilt:
a) V(=A, w) gdw. V(A, f)
V(-A, f) gdw. V(A, w)
b) V(AAB, w) gdw. V(A, w) und V(B, w)
V(AAB, f) gdw. V(A, f) oder V(B, ).

Eine partielle Bewertung ist dann eine I-Bewertung, fiir die V nachein-
deutig ist. Ein totale I-Bewertung ist eine I-Bewertung, fiir die fiir alle
Sitze A von A gilt V(A, w) oder V(A, f) (im Sinn des nichtausschliefen-
den ,,oder®).

Wenn wir nun in MA2 das Axiomenschema WS weglassen, erhal-
ten wir eine Logik, die adiquat ist bzw. I-Bewertungen. Das beweist
man analog wie die Adiquatheit von MA2 in 1.7. MA2 ohne WS und
mit TND ist adiquat bzgl. totaler I-Bewertungen.

Entsprechend erhilt man aus DA2 bei Verzicht auf WS einen Kal-
kiil, der adiquat ist bzgl. direkter I-Bewertungen, die wie folgt defi-
niert sind:

D3.5-2: Eine direkte I-Bewertung von A ist ein Tripel M=(I, S, V), fiir
das gilt:
1. Tist eine nichtleere Indexmenge.
2. Fiir alle i€l ist S; eine Teilmenge von I, so dafl gilt:
a) 1€S;und
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b) jJES;AkKES;DkES,;.
3. Fiir alle 1€1 ist V; eine Relation zwischen Sitzen von A und

den Wahrheitswerten w und {, fiir die gilt:

a) JES;AV;(A, w) DVj(A, w) und jES; A V{(A, f)D VA, f)
fiir alle Atomsitze A und alle j€1.

b) Vl( - A) W) gdW Vi(A’ f)
Vi(=A, f) gdw. Vi(A, w)

c) Vi(AAB, w) gdw. V;(A, w) und Vi(B, w)
Vi(AAB, f) gdw. V;i(A, f) oder Vi(B, f)

d) Vi(ADB, w) gdw. AJ(GES;AV;(A, w)DV;(B, w))
Vi(ADB, f) gdw. V;(A, w) und V;(B, {).

DA2 ohne WS und mit TND ist dann adiquat bzgl. totaler direkter I-
Bewertungen, fiir die fiir alle Sitze A von A gilt V(A, w) oder V(A, f).

Der Nutzen solcher Logiken ist aber fragwiirdig. Denn nimmt
man keine Inkonsistenzen in der Realitit an, so ist die Zuordnung von
zwei Wahrheitswerten zu einem Satz durch die semantischen Regeln
immer eine Panne, die zu reparieren ist. Nur eine semantisch konsi-
stente Sprache eignet sich fiir die Beschreibung einer konsistenten Welt.
Eine Logik der Inkonsistenz hat nur dann einen Wert, wenn man in-
konsistente Welten in Betracht zieht. Dafiir spricht aber, wie gesagt,
wenig. Auch im Fall der Antinomie von Russell wird man nicht sagen,
es gibe tatsichlich Klassen, die sich selbst enthalten und zugleich nicht
enthalten, sondern man wird sagen, die Regeln unserer Sprache iiber
Klassen — oder: die Begriffe, mit denen wir sie bestimmen — seien in-
konsistent. Fiir eine konzeptualistische Auffassung der Klassen, wie sie
in der Einleitung angedeutet wurde, ist eine strenge Unterscheidung
zwischen den Tatsachen, wie sie an sich sind, und wie sie sich in unse-
ren sprachlichen Beschreibungen darstellen, freilich in diesem Fall pro-
blematisch, aber dieser Hinweis bringt fiir das vorliegende Problem we-
nig: Das Prinzip vom Ausgeschlossenen Widerspruch ist auch ein
Postulat fiir Gegenstandskonstitutionen. Die Maxime ist also: Treten
Inkonsistenzen auf, so suche sie durch begriffliche Analysen zu beseit-
gen und entschuldige dich nicht mit der These, die Welt sei inkonsi-
stent.

Jede konsistente Theorie einer Welt mufl diese in konsistenter
Weise beschreiben. In welchem Sinn soll aber eine konsistent beschreib-
bare Welt inkonsistent sein? Sie kann nur in irgendeinem anderen Sinn
,widerspriichlich® sein, z. B. in dem Sinn, dafl man einen Satz AA —A
als ,Widerspruch“ bezeichnet, obwohl man den Operator — so umin-
terpretiert hat, dafl A und — A vertriglich sind. Konsistenz ist eine un-
verzichtbare Forderung an unser Denken. Ist aber die Weise, wie wir
die Welt denken, konsistent, so kann diese — so wie sie sich fiir unser
Denken darstellt — nicht inkonsistent sein.



3 Klassische Aussagenlogik 79

Rescher und Brandom meinen, es kénnte Fille geben, in denen wir
eine starke (oder einfache) inkonsistente Theorie T, einer schwachen
(oder komplizierten) konsistenten Theorie T, vorziehen. Das glaube
ich nicht: Der Preis der Inkonsistenz ist einfach zu hoch. Ist die Menge
M jener Theoreme von T entscheidbar, fiir die auch ithre Negation aus
T, folgt, so kann man T; durch die konsistente Theorie T ersetzen, in
der ein Satz genau dann beweisbar ist, wenn er aus T; folgt und nicht
zu M gehort. Andernfalls ist T praktisch unbrauchbar, denn dann ist
man fiir keinen Satz A, der sich in T| beweisen liafit, sicher, daf} nicht
auch — A in T beweisbar ist, daf} also A eine echte Information liefert.
Genau so wenig wie uns eine Wettervorhersage der Form ,Morgen
wird es regnen und morgen wird es nicht regnen“ etwas niitzt, kénnen
wir mit irgendeiner anderen Aussage der Form AA —A etwas anfan-
gen. Selbst wenn also das Prinzip ex contradictione quodlibet nicht gilt,
ist eine Theorie in der man nie sicher ist, ob sie nicht mit einem Satz A
zugleich auch — A behauptet, ebenso nutzlos wie ein Informant, der
sich selbst widerspricht. Widerspriiche auszuschlieffen ist ein sehr viel
elementareres Postulat als keine Wahrheitswertliicken zuzulassen.

Wir haben fiir den Fall der A. L. nun die Art und Weise, wie eine
Logik mit Wahrheitswertliicken aufzubauen ist, schon in den Grundzii-
gen charakterisiert. Es lige also nahe, nach den langen formalen Aus-
filhrungen dazu jetzt zu den Problemen zuriickzukehren, von denen
unser ganzes Unternehmen ausging, und zu zeigen, wie sich die Anti-
nomien in diesem Rahmen darstellen und ob sich hier eine befriedi-
gende Losung fiir sie ergibt. Auch die einfachsten (semantischen) Anti-
nomien lassen sich aber erst in einer pridikatenlogischen Sprache
formulieren, so dafl wir diesen Test noch etwas verschieben miissen.
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Teil II: Pradikatenlogik

4 Minimale Pridikatenlogik
4.1  Die Sprache der Pridikatenlogik

Die Sprache der Pridikatenlogik (kurz P. L.) nennen wir P. Thr Alpha-
bet enthilt die logischen Symbole —, A und A (im Fall der direkten
P.L. ist auch D ein logisches Grundzeichen), als Hilfszeichen das
Komma und runde Klammerzeichen, sowie unendlich viele Gegen-
standskonstanten (GK) und Gegenstandsvariablen (GV), und fiir jede
Zahl n>1 unendlich viele n-stellige Pridikatkonstanten (PK).

Die GK, GV und PK brauchen wir nicht anzugeben, da wir im fol-
genden nur mit Satzschemata arbeiten. Als (metasprachliche) Mittei-

lungszeichen fir GK wihlen wir die Buchstaben a, b, c,. . ., als solche
fir GV x, y, z,. .. und fiir PK die Buchstaben F, G, H,. ..

D4.1-1: Sdtze von P
a) Ist F eine n-stellige PK und sind ay,. . .,a, GK von P, so ist
F(ay,. . .,a,) ein (Atom-)Satz von P.
b) Ist A ein Satz von P, so auch —A.
¢) Sind A, B Sitze von P, so auch (AAB).
d) Ist A[a] ein Satz, a eine GK und x eine GV von P, die in
A[a] nicht vorkommt, so ist AxA[x] ein Satz von P.

In der direkten P. L. kommt die Regel hinzu:
e) Sind A und B Sitze von P, so auch (ADB).

Als Mitteilungszeichen fiir Sitze verwenden wir wieder die Buchstaben
A, B, C,... Die Schreibweise A[ay,. . .,a,] versteht sich so, dafl A ein
Ausdruck ist, in dem die GK ajy,...,a, an gewissen ausgezeichneten
Stellen vorkommen, die jeweils anzugeben sind, aber nicht notwendig
nur an diesen Stellen. A[xj,. . .,x,] soll dann derjenige Ausdruck sein,
der aus A = A[ay,...,a,] dadurch entsteht, dal man die GK g3
(1<i<n) an allen ausgezeichneten Stellen, an denen sie in diesem Aus-
druck vorkommt, durch die GV x; ersetzt. Ist also z.B. A[a] der Satz
F(a, a, b), wobei beide Vorkommnisse von a ausgezeichnet sind, so ist
A[x] der Ausdruck F(x, x, b). Ist A[a] derselbe Satz, bei dem aber nur
das erste Vorkommnis von a ausgezeichnet ist, so ist A[x] der Ausdruck
F(x, a, b).

Es gelten die gleichen Klammerregeln wie in A ebenso wie die De-
finitionen nach D1.1-2 (wobei (b) im Fall der direkten P. L. wieder ent-
fillt). Zusitzlich definieren wir den Existenzoperator durch:
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D4.1-3: VxA[x]:= = Ax—A[x].

Der Grad eines Satzes wird wie in D1.1-4 definiert und der Definition
der Teilsitze nach D1.1-3 fiigen wir die Bedingung hinzu:

e) Die Teilsitze jedes Satzes der Gestalt A[a] sind Teilsitze von
AxA[x].

Im Fall der direkten P. L. gilt zusitzlich wieder die Bedingung:

d) Die Teilsitze von A wie jene von B sind Teilsitze von (AD B).

4.2 Wabrbeitsbedingungen fiir Allsdtze

Ein Allsatz AxF(x) besagt inhaltlich, daf} das Pridikat F auf alle Ob-
jekte des Grundbereichs zutrifft, des universe of discourse, der Menge
aller Objekte, iiber die man in der Sprache reden kann. Er ist also wahr
genau dann, wenn F auf alle Objekte des Grundbereichs zutrifft, und
er ist falsch genau dann, wenn F auf mindestens ein Objekt des Grund-
bereichs nicht zutrifft. Gibt es nun fiir jedes Objekt dieses Grundbe-
reichs einen Namen, d.h. eine GK, die es bezeichnet, so ist der Satz
AxF(x) genau dann wahr, wenn die Sitze F(a) fiir alle GK wahr sind,
und er ist genau dann falsch, wenn es eine GK a gibt, fiir die F(a) falsch
ist (*). Es kann jedoch vorkommen, daf nicht alle Objekte des Grund-
bereiches Namen haben, ja daf es unmoglich ist, allen Objekten des
Grundbereichs Namen zu geben. Das ist dann der Fall, wenn der
Grundbereich nicht abzihlbar ist, wenn er also z.B. die Menge der
reellen Zahlen ist, denn dann gibt es weniger GK in P als Objekte des
Grundbereichs. Auf dieses Problem werden wir im Abschnitt 4.5 zu-
rickkommen. Wir werden dort sehen, dafl man bei passender Deutung
der GK die Wahrheitsbedingung (*¥) generell akzeptieren kann. Dann
kann man aber sagen, dafl auch der Wahrheitswert von Allsitzen
AxA[x] nur von den Wahrheitswerten ihrer Teilsitze A[a] abhingt. Das
ist die Vorbedingung dafiir, dafl wir auch in der P. L. am Grundgedan-
ken unserer Semantik festhalten kénnen, bei der nur Wahrheitsbedin-
gungen fiir Sitze angegeben werden, nicht aber ein Grundbereich, eine
Deutung von GK oder von PK.

Die hinreichende Bedingung fiir die Wahrheit eines Allsatzes stellt
sich nun aber nach (¥) als Regel mit unendlich vielen Primissen dar. Als
Wahrheitsregel wiirde sie lauten Afa;], A[az],. .. = AxA[x], wo ay,
a5,... eine Abzihlung aller GK von P sei. Entsprechend erhielten wir
folgende Regel eines SQ-Kalkiils

a) A>Alaq], T; A~ Alay], [5. .. = A~ AxA[x], I

Ebenso wiirde die notwendige Bedingung fiir die Falschheit von
AxA[x] im letzten Fall lauten:
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b) A, ~A[a;]=T; A, ~Ala)]=T;. .. - A, ~AxA[x]-T

Solche Regeln mit unendlich vielen Primissen heben jedoch den forma-
len Charakter der betrachteten Kalkiile auf, da man Beweise fiir unend-
lich viele Primissen nicht hinschreiben, sondern nur mit metatheoreti-
schen Mitteln zeigen kann, daf unendlich viele SQ einer bestimmten
Art im Kalkiil beweisbar sind.

Wir werden nun zwar im 7. Kapitel solche Regeln betrachten, im
Rahmen der Sprache P, wie wir sie hier angegeben haben, benétigen
wir sie jedoch nicht. Denn wir werden sehen, daf} in dem anzugeben-
den Kalkill MP1 gilt:

Ist in MP1 eine SQ A— A[b], I bzw. A, ~A[b]>I" beweisbar, in
der die GK b nicht in den Formeln aus A, I' und nicht in AxA[x] vor-
kommt, so ist in MP1 auch fir jede GK a die SQ A—A[a], ' bzw.
A, ~Af[a]- T beweisbar. (Die Umkehrung ist trivial, da in A, I" und
AxA[x] immer nur endlich viele GK vorkommen.)

Das ist eine einfache Folge davon, dafl die Axiome und Regeln von
MP1 keine GK auszeichnen, so daf} generell gilt:

74.2-1a: Ist in MP1 eine SQ Sy[a],. . .,Sp[a]— Ty[a],. n[a ] beweis-
bar, so auch die SQ Sy[b],. . .,Sy[bl—> T} [b], .. To[b] fiir jede

GK b (n, m >0).
Dabei sollen sich die eckigen Klammern auf alle Vorkommnisse von a
in den S; und T; (ig{1,. . .,m}, je{1,. . .,n}) beziehen, so dafl also fiir b+#a

in der zweiten SQ a mcht mehr vorkommt. Die Bezelchnungen Sila]
bzw. Tj[a] sollen hier auch nicht implizieren, dafl a in S; bzw. T vor-
kommt. Ist das nicht der Fall, so ist Si{a]=S;[b], und ebenso fur T;.

Daher kénnen wir in (a) bzw. (b) die unendlich vielen Primissen
durch eine einzige ersetzen. Wir erhalten so folgende Regeln fiir All-
sitze:

HA1: A~ A[b], T  A— AxA[x], T
HA2: A~ ~Afa], T - A—> ~AxA[x], T
VAL: A, Ala]l—=T FA, AxA[x]— T
VA2: A, ~A[b]=T F A, ~AxA[x]>T

wobei die GK b in HA1 und VA2 nicht in der Konklusion vorkommen
darf. Diese Bedingung nennen wir Konstantenbedingung fiir HA1 und
VA2.

MP1 sei nun der um diese A-Regeln erweiterte Kalkiil MA2. Hier
ist VA1 wieder mit der Umkehrung A— AxA[x], ' = A—Afa], I (fur
alle GK a) von HAIl aqulvalent und VA2 mit der Umkehrung von
HA?2: Ist A~ ~AxA[x], [ beweisbar und A, ~A[a]-T fiir alle GK a,
so auch A— T, d.h. nach unseren Uberlegungen gllt A— ~AxA[x], T
A, ~A[b]>T + A—T, wobei b eine GK sei, die in der 1. Pramlsse
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nicht vorkommt. Die A-Regeln geben also notwendige und hinrei-
chende Bedingungen fiir die Wahrheit und fiir die Falschheit von All-
sitzen an, sie sind kontextfrei, der Wahrheitswert von AxA[x] hingt
danach nur von jenen der Teilsitze A[a] ab, und man iiberzeugt sich
leicht, daff die evtl. Widerspruchsfreiheit oder Vollstindigkeit eines
Kalkiils durch die Hinzunahme dieser Regeln nicht gestort wird. Die
Nichtkreativitit dieser Regeln ergibt sich wieder aus dem im nichsten
Abschnitt bewiesenen Eliminationstheorem fiir MP1. Damit sind die
Bedingungen erfiille, die wir in 1.3 fiir die Einfithrung von Operatoren
gefordert haben.

Ist nun K wieder eine (entscheidbare) Menge von Atomformeln
und MP1K die Erweiterung von MP1 mit den Spezialaxiomen — S fiir
alle SeK, so gilt der Satz T4.2-1a fiir die Kalkiile MP1K nicht mehr,
denn mit — F(a) ist eben nicht immer auch — F(b) fiir alle anderen GK
b ein Spezialaxiom nach K.

Eine GK a soll in K ausgezeichnet heiflen, wenn es eine S[a] in K
gibt, die a enthilt, so daf} nicht fiir jede GK b auch S[b] in K ist. Wir
kénnen nun annehmen, dafl es zu jedem K unendlich viele GK gibt, die
in K nicht ausgezeichnet sind. Denn es gibt zu jeder Menge von Atom-
formeln K eine ebensolche Menge K, die sich von K nur durch Umbe-
nennung von GK unterscheidet, und fiir die unsere Behauptung gilt: Ist
ay, a,. . . eine Abzihlung aller GK von P, so ersetzen wir in den For-
meln von K die GK a; durch die GK a, .; und nehmen fiir jedes ax mit
ungeradem k die Formel S[ay] genau dann zu der so entstehenden For-
melmenge hinzu, wenn S[a;] fiir alle geraden j darin enthalten ist (d.h.
wenn K die Formeln Sfa] fjiir alle GK enthiilt).

Es gilt nun mit denselben Anmerkungen wie sie zu T4.2-1a ge-
macht wurden:

74.2-1b: Ist in MP1K eine SQ Sy[a],...,Su[a]— Ti[a],. . ., Ty[a] fiir
eine in K nicht ausgezeichnete GK beweisbar, so auch die SQ

S4[bl,. . -sSe[b]~T1[bl,. . -, Tu[b] fiir jede GK b (n, m > 0).

Daher konnen wir auch in MP1K die angegebenen A-Regeln verwen-
den, wenn wir die Konstantenbedingung fiir b in HA1 und VA2 so er-
ginzen, daf b auch nicht in K ausgezeichnet sein darf.

Wiirden wir die A-Regeln fiir einen SQ-Kalkiil formulieren, der
sich nur auf SQ mit hochstens einer HF bezieht, so daff also I' in HA1
und HA2 leer wire und in VA1 und VA2 hochstens eine HF enthielte,
so wire der mit diesen Regeln erweiterte Kalkiil MA1 nicht mit MP1
iquivalent. Denn in ihm wire die in MP1 beweisbare SQ
Ax(A[x]V C)— AxA[x] V C unbeweisbar.

In MP1 erhalten wir:
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Ala]— A[a] C-C
Ala]—-Af[a],C C—A[a],C
A[a]VC—A[a], C
Ax(A[x]V C)— A[a], C
Ax(A[x]V C)— AxA[x], C
Ax(A[x]V C)— AxA[x] V C, wo a nicht in AxA[x] und C vor-

kommt.

In dem aus MA1 entstehenden Kalkiil muff man hingegen die hintere
Disjunktion einfiithren, bevor man die vordere einfiihren kann. Man er-
hilt also nur A[a]VC—A[a]VC, und daraus nur das triviale
Ax(A[x]VC)—» Ax(A[x]VC). Da wir nun den  Schluff
Ax(A[x]V C)— AxA[x]VC in der minimalen P. L. als giiltig ansehen
wollen, gehen wir hier direkt von MA2 aus, um nicht HA1 durch die
(nicht mehr kontextfreie) Regel

A—A[b]VC + A- AxA[x]V C (Die GK b komme in der Konklusion

nicht vor)

ersetzen zu miissen.

In MA1 gilt zwar: Ist - AV B beweisbar, so auch - A oder — B.
Insofern gilt in dem p. l. erweiterten Kalkiil auch: Ist — Ax(A[x]V C)
beweisbar, so auch - AxA[x]VC, aber es gilt nicht: Ist A~AV B be-
weisbar, so auch A~ A oder A~ B, und daher auch nicht:

Ist A» Ax(A[x] V C) beweisbar, so auch A— AxA[x]V C.

Entsprechend verhilt es sich in der direkten Logik. Fiir die klassische
Logik hingegen stellt sich dieses Problem nicht.

4.3 Der Sequenzenkalkiil MP1

MP1 sei also der SQ-Kalkiil, der sich aus dem Kalkiil MA2 — der nun
natiirlich auf die Sprache P zu beziehen ist; alle SQ sind nun SQ iiber P
— durch Hinzunahme der A-Regeln ergibt, die wir in 4.2 angegeben ha-
ben. Wir wollen zunichst den Beweis von T4.2-1a und b nachtragen.
Er vollzieht sich nach der Linge des vorausgesetzten Beweises ¥ der
SQ Z[a]=S4[a],...,Su[a]>T[a],-..,Ty[a], den wir uns in Baum-
form geschrieben denken. Dann ist die Linge | von 8 die maximale An-
zahl von SQ in einem Ast von ®. Ist I=1, so ist £[a] Axiom. X[a] ist
dann aber fiir alle GK b auch Axiom, da a im Fall (b) in K nicht ausge-
zeichnet sein soll. Ist die Behauptung nun bereits fiir die Primisse Z[a]
bzw. die Primissen X{[a] und Z;[a] einer Regel von MP1 bewiesen, so
gilt sie auch fiir die Konklusion. Das ist trivial fiir alle Regeln von MP1
aufler HA1 und VA2, denn hier kann die Ersetzung der GK a durch b
bewirken, dafl die Konstantenbedingung fiir diese Regeln verletzt ist.
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In diesem Fall kénnen wir aber die bei der Anwendung einer solchen
Regel eliminierte GK nach I. V. durch eine andere ersetzen. Nach I. V.
ist ja im Fall HA1 bereits gezeigt, dafl mit A{a]— A[a, c],['[a], wo c eine
GK ist, die in A[a], I'[a] und AxA[a, x] nicht vorkommt (und die im
Fall (b) in K nicht ausgezeichnet ist), die also von a verschieden ist,
auch A[a]— A[a, d], ['[a] beweisbar ist, wobei d eine von a verschiedene
GK ist, die in A[b], I'[b] und AxA[b, x] nicht vorkommt (und fiir den
Fall (b) nicht in K ausgezeichnet ist; wir haben in 4.2 gezeigt, dafl wir
immer voraussetzen konnen, dafl in K unendlich viele GK nicht ausge-
zeichnet sind), und nach L. V. gilt dann auch, dafl A[b]— A[b, d], ['[b]
beweisbar ist. Daraus folgt aber mit HA1 A[b]- AxA[b, x], I'[b].
Ebenso argumentiert man fiir VA2.

In MP1 gilt nun wieder das Eliminationstheorem

74.3-1: Jede in MP1 beweisbare SQ ist in MP1 ohne TR-Anwendun-
gen beweisbar.

Zum Beweis dieses Theorems geniigt es, jenem von T1.4-3 folgendes
hinzuzufiigen:

Zu (2), unter den Fillen (y): Ist R die Regel HA1 oder VA2, so
kann in ® die Konstantenbedingung verletzt sein. Dann ist nach
T4.2—1a zunichst die fragliche GK entsprechend umzubenennen. Nach
dem oben angegebenen Beweis von T4.2-1a erhoht sich dabei der Rang
der Schnitte nicht.

Zu (3a):

n) S hat die Gestalt AxA[x]

A—A[b],T A, Ala]-T" A—Ala], T; A, Ala]> T
A AxA[x],T & AxAx-T A Ak~ Tau

AAN-ST, T AA-T, T VvV, VT, HV, HT

Ist A~A[b], T' beweisbar, wo die GK b nicht in 4, T, AxA[x] vor-
kommt, so nach T4.2-1a auch A—Ala], I'.

0) S hat die Gestalt ~ AxA[x]

A ~Ala],T A, ~Alb]>T" A ~Afa], T; A, ~Afa]>T
A~ ~ AxA[x],T A&~ AxA[x]- T A A p@=Toapp T
AAST, T AA-T, T

VvV, VT, HV, HT

Ist A, ~A[b]~ I" beweisbar, wo die GK b nicht in A, I, AxA[x] vor-
kommt, so nach T4.2-1a auch A, ~A[a]-T".

Zu (3b):
n) S hat die Gestalt AxA[X]
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A—A[b], T A— A[b], T; A[b], ~A[b]—
A~ AxA[x],T'; AxA[x], ~ AxA[x]~ A, ~Ab]-T
A, ~ AxA[x]-T = A, ~AxA[x]-T

b kommt nicht in A, T, AxA[x] vor.
0) S hat die Gestalt ~ AxA[x]

A~ ~A[a],T A-~Afa],T'; A[a], ~A[a]~
A~ ~ AxA[x],T'; AxA[x],~ AxA[x]~ A, Ala]> T_ 4y
A, AxA[x]-T A, Ala]-T HV, HT

I, AxA[x]- T

Wie in 1.4 folgt aus dem Eliminationstheorem wieder das Teilformel-
theorem:

74.3-2: Zu jeder in MP1 beweisbaren SQ X gibt es einen Beweis, des-
sen SQ nur Formeln enthalten, deren Satzkomponenten Teil-
sitze der Satzkomponenten der Formeln in X sind.

MP1 ist im gleichen Sinn trivialerweise widerspruchsfrei wie MA1 und
MAZ2 (vgl. 1.3). Aber auch die Sitze T1.4-5, T1.4-6 und T1.4-7 lassen
sich sinngemifl auf MP1 sibertragen.

Der Kalkial MP1 ist nun zwar nicht entscheidbar, aber es gibt ein
mechanisches Beweisverfabren fir MP1, d. h. es gilt:

74.3-3: Es gibt ein mechanisch anwendbares Verfahren, das zu jeder in
MP1 beweisbaren SQ X in endlich vielen Schritten einen Be-
weis fiir X liefert.

Die Zahl der notwendigen Schritte lif8t sich dabei nicht abschitzen,
sonst lige ein Entscheidungsverfahren vor. Liefert das Verfahren nach
endlich vielen Schritten also noch keinen Beweis fiir X, so bleibt offen,
ob X beweisbar ist oder nicht. _

Ein solches Beweisverfahren ergibt sich aus dem in 1.5 geschilder-
ten Entscheidungsverfahren fiir MA2 wie folgt: Wir gehen wieder von
MP1 zu einem Kalkiil MP1' iiber, der aus MP1 durch Streichung von
TR entsteht, durch Ersetzung von RF und WS durch RF und WS und
durch Ersetzung der logischen Regeln durch solche, bei denen die HPF
in der Primisse steht. In MP1' sind dann wieder VV, HV, VK und HK
eliminierbar. Wir definieren Herleitungen und Fiden von Herleitungen
im Sinn von D1.5-1, und D1.5-4, wobei nun MP1 an die Stelle von
MAZ2' tritt. In der Definition der reguliren Herleitungen nach D1.5-3
wird die Bedingung (c) durch folgende Bedingungen ersetzt, wobei
ap,ay, ... eine Abzihlung der GK von P sei (die man sinnvollerweise
mit den GK beginnt, die in der Anfangs-SQ der Herleitung vorkom-
men):
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¢) Die Umkehrungen der HA1- und VA2-Regeln von MP1'
A~ AxA[x], T~ A~A[b], AxA[x], T
A, ~AxA[x]-T + A, ~ AxA[x], ~A[b]- T
werden so angewendet, dafl die dabei neu eingefithrte GK b die er-
ste GK in der Abzihlung ist, die in der Priamisse nicht vorkommt.

d) Die Umkehrungen der VA1- und HA2-Regeln von MP1
A, AxA[x]-T A, AxA[x], A[a]- T
A~ ~AxA[x], T = A- ~A[a], ~ AxA[x], I’
werden so angewendet, dafl a die erste GK ist, fiir die die VF A[a]
bzw. die HF ~ A[a] nicht in A bzw. I" vorkommt.

e) Sind nach (a), nicht aber nach (b), noch Regeln anwendbar, so wer-
den in den SQ die Unterstreichungen aller VF der Gestalt AxC[x]
und aller HF der Gestalt ~ AxC[x] geulgt.

f) Lafe sich auf eine SQ aus @, nach (a)-(e) noch eine Regel anwen-
den, so enthilt $ ein Glied O, 4 ;.

Es gilt dann wieder:

T4.3-4: Eine SQ ist in MP1 beweisbar gdw. eine Herleitung aus X ge-
schlossen ist.

Das beweist man ebenso wie den Satz T1.5-1.

74.3-5: Ist eine Herleitung aus Z geschlossen, so auch jede regulire
Herleitung aus X.

Der Beweis ist hier wegen der Konstantenbedingungen fir regulire
Herleitungen etwas komplizierter als jener fir T1.5-2. Um Wiederho-
lungen zu vermeiden, fiihren wir ihn hier nicht. Das im Abschnitt 5.2
geschilderte mechanische Beweisverfahren fallt fir SQ, in denen das
Implikationszeichen nicht vorkommt, mit dem hier entwickelten zu-
sammen. Daher enthilt der Beweis fiir das Theorem T5.2-3 auch den
Beweis fiir den Satz T4.3-5.

Fiir den Vollstindigkeitsbeweis in 4.5 benotigen wir folgende Ei-
genschaften regulirer Herleitungen:

T4.3-6: Ist § eine nicht geschlossene regulire Herleitung, so gilt fur je-

den Faden f von §:

a) Jede nichtatomare VF und jede nichtatomare HF einer SQ
Y von f tritt in einer SQ von f als HPF auf.

b) Zu jeder VF der Gestalt AxA[x] und jeder HF der Gestalt
~ AxA[x] einer SQ von f treten die Formeln Afa] bzw.
~ Ala] fiir alle GK a von P als VF bzw. HF von SQ von f
auf.

Beweis: Wir denken uns ® in Baumform geschrieben. Vor der 1. An-
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wendung der Regel (e) in § und zwischen der i-ten und der (1+1)-ten
Anwendung von (e) in der Konstruktion von $ liegen in jedem Ast von
9 nur endlich viele SS. Denn in jedem Faden wird durch dje Anwen-
dung der anderen Regeln die Summe der Grade der nicht unterstriche-
nen FV kleiner. Daher gilt (a) fiir jeden solchen Abschnitt, und nach
den Regeln (d), (e) und (f) gilt dann auch (b). Denn tritt ein Satz
AxA[x] im n-ten Abschnitt (n > 1) zuerst als VF in f auf, so tritt die VF

Alag] spitestens im (n + k)-ten Abschnitt § auf, und entsprechend fiir
HF der Gestalt ~AxA[x].

4.4 Totale und partielle pridikatenlogische Bewertungen

Wir rekapitulieren zunichst einige wichtige Begriffsbildungen aus der
mengentheoretischen Semantik der klassischen P. L. Ihr grundlegender
Begriff ist der einer Interpretation:

D4.4-1: Eine totale Interpretation von P ist ein Paar M= < U, V> fir
das gilt:

1) U ist eine nichtleere Menge von Objekten.

2) Vst eine Funktion, welche die Menge der GK von P in U,
die Menge der n-stelligen PK von P in die Potenzmenge
von Un und die Menge aller Sitze von P so in die Menge
{w, f} abbildet, dafl gilt:

a) V(F(ay, .. .,a,))=wgdw. V(aj), .. . V(a,)eV(F)

b) V(-=A)=wgdw. V(A)=f

¢) V(AAB)=wgdw. V(A)=V(B)=w

d) VI(AxA[x])=w gdw. AV (V'sVDV'(A[a]) =w), wWo a
eine GK ist, die in AXA[x] nicht vorkommt.

Dabei bedeutet V'5V, dafl V' und V Interpretationen iiber demselben
Objektbereich U sind, die allen PK und allen GK mit Ausnahme héch-
stens von a dieselben Werte zuordnen. Un ist die Menge aller n-tupel
von Elementen aus U und die Potenzmenge einer Menge M ist die
Menge aller Teilmengen von M.

Erfillungsbegriff, p.l. Wahrheit und p.l. Giltigkeit werden nach
dem Schema in D1.6-4 definiert. Es gelten die beiden wichtigen Sitze:

14.4-1: (Koinzidenztheorem) Gilt V's V und kommt die GK a nicht in
A vor, so gilt VI(A)=V(A).

74.4-2: (Uberfiibrungstheorem) Gilt V'V und V'(a)=V(b), so gilt
V'(A[a]) = V(A[b]) fur alle Sitze A[a], bei denen a nicht in A[b]

vorkommt.

Fir einen Beweis dieser Theoreme vgl. z.B. Kutschera und Breitkopf
(1979), § 9.4.
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Wir wollen nun von Interpretationen zu Bewertungen iibergehen.
Der Weg dazu fiihrt iiber normale totale Interpretationen.

D4.4-2: Eine totale Interpretation <U, V> heiflt normal, wenn fiir
alle Allsitze AxA[x] gilt: ist V(AxA[x])= {, so gibt es eine GK
amit V(A[a])=1.

D4.4-3: Zwei totale Interpretationen <U,V>, <U,V'> heiflen
dgquivalent bzgl. der Satzmenge (SM) & gdw. V'(A)=V(A) fur
alle Sitze A aus & gilt.

T4.4-3: Zu jeder totalen Interpretation <U, V> und jeder SM &, 1n
deren Sitzen unendlich viele GK nicht vorkommen, gibt es
eine bzgl. & dquivalente normale Interpretation <U, V'>.

Beweis: Es sei I' die unendliche Menge jener GK, die in den Sitzen von
§ nicht vorkommen. Iy sei die Menge der GK, die in diesen Sitzen
vorkommen. TUT, ist also die Menge aller GK von P. Wir zerlegen
nun [ in eine abzihlbar unendliche Folge T'y,[', ... abzihlbar unend-
licher Mengen von GK. aj, ajp, . . . sei eine Abzihlung der GK aus I;
(i=1, 2, ...). Die Menge der Sitze von P zerlegen wir ebenfalls in eine
abzihlbar unendliche Folge &, &1, &2, - . . von SM, so dafl &, genau
die Sitze enthilt, in denen keine GK vorkommen oder nur GK aus I,

und &; (i=1,..) genau jene Sitze, in denen nur GK aus 00 T, vor-
n=

kommen, aber mindestens eine GK aus I'j. Es sel AxAji[x] (k=1,2,..;
i=0,1,2,..) eine Abzihlung der Allsitze aus &;. Wir definieren nun V'
so, daf V' mit V iibereinstimmt bis auf hochstens die GK aus I'. Fiir die
a;. definieren wir V' fortschreitend von i=1 zu immer grofleren 1 wie
folgt: Ist V'(AxA;_1k[x])={, so gibt es em V+ und eine GK b, die in
AxA;_;k[x] nicht vorkommt, so dafl gile: V+ =V und V+(A_k[b]) =1;
es sei dann  Vi(a)=V+(b). Ist V(AxAjk[x])=w, so wird
V'(aj,) beliebig bestimmt (z.B. durch V'(ag)=V(c) fiir eine feste GK
¢ aus I'y). V' ist im i-ten Schritt’ bereits fir alle Sitze aus &
definiert und ay, ist eine GK, die in AxA;_yj[x] nicht vorkommt.

V' ist nun normal, denn nach dem Uberfiihrungstheorem gilt we-
gen V(aj)=V+(b) V(Ai_iklaik]) =V+(Ai_k[b])=f fir alle Sitze
AxA;_k[x] mit V(AxAi_j[x]))=f. V' ist auch K-iquivalent mit V, da
nach dem Koinzidenztheorem gilt V'(A) =V(A) fiir alle Sitze A aus K.

T4.4-3 erlaubt es nun, der Semantik der klassischen P. L. anstelle
von Interpretationen Bewertungen zugrundezulegen. Da wir in 1.6
schon die Bezeichnung ,totale Bewertung® verwendet haben, bezeich-
nen wir dort, wo die Unterscheidung wichtig wird, die totalen Bewer-
tungen nach D1.6-1 als totale a. |. Bewertungen® und die hier definier-
ten als ,totale p. |. Bewertungen®. Da sich aber in der Regel aus dem

Kontext ergibt, welche Bewertungen gemeint sind, lassen wir die Zu-



90 Teil I: Pridikatenlogik

sitze ,a. |.“ bzw. ,p. .“ meist weg. Entsprechendes gilt fiir partielle und
direkte Bewertungen.

D4.4-4: Eine totale (p. l.) Bewertung von P ist eine Funktion V, welche
die Menge aller Sitze von P so in die Menge {w, f} abbildet,
daf gilt:

a) V(=A)=wgdw. V(A)=f
b) V(AAB)=w gdw. V(A)=V(B)=w
¢) V(AxA[x])=w gdw. V(A[a]) =w fiir alle GK a.

T4.4-4: Zu jeder normalen totalen Interpretation <U, V> gibt es eine

mit V iquivalente totale Bewertung V' fiir sie gilt also
V'(A)=V(A) fiir alle Sitze A von P.

Beweis: Setzen wir V'(B) =V(B) fiir alle Atomsitze B, so beweist man
die generelle Behauptung leicht durch Induktion nach dem Grad g der
Sdtze A. Aus dem Induktionsschritt greifen wir den einzig interessanten
Fall heraus, in dem A die Gestalt AxA[x] hat. Gilt V(AxA[x])=w, so
gilt V(A[a)) =w fiir alle GK a, also nach 1. V. auch V'(A[a]) =w fiir alle
GK a, also VI(AxA[x])=w. Gilt V(AxA[x])=f, so gibt es wegen der
Normalitit von <U, V> eine GK b mit V(A[b])=f; nach LV. gilt
dann auch V'(A[b]) =f, also V'(AxA[x]) =f.

14.4-5: Zu jeder totalen Bewertung V gibt es eine mit V dquivalente
(normale) totale Interpretation <U, V'> .

Beweis: U sei die Menge der natiirlichen Zahlen, ay, ay, . . . eine Abzih-
lung der GK von P. Wir setzen V'(a)=i und V(F)={(nj,.. o)
V(F(anys - - »an,))=w} fiir alle m-stelligen PK F. Wir beweisen die Be-
hauptung V(A)=V(A) durch Induktion nach dem Grad g von A. Ist
g=0, so gilt

V'(F(ap, - - Hag ))=w  gdw. Vi), - >V (an, )EV'(F) gdw.
ng, . ..,nneV'(F) gdw. V(F(ap, . . »ap ) =w.

Ist die Behauptung bereits bewiesen fiir alle g<n, so gilt sie auch fiir
g=n: Hat A z.B. die Gestalt AxA[x], so gilt: Ist V(AxA[x])=f, so gibt
es ene GK a mit V(A[a])=f, nach L. V. also V(A[a])=f, also
V(AxA[x])=f. Ist umgekehrt V' (AxA[x])=f, so gibt es ein ViVE
V'AV'(A[b])=f, wo b nicht in AxA[x] vorkommt. Ist nun V'(b)=n, so
gilt V(a,)=V'(b), nach dem Uberfiihrungstheorem, also V'(A[a,])=f
(b kommt fiir b#a,, in A[a,] nicht vor). V'ist also normal. Nach L. V.
gilt dann aber auch V(A[a,])=f{, also V(AxA[x])=f.

Aus diesen drei Sitzen folgt nun:

74.4-6: Ein Satz A wird genau dann von allen totalen Interpretationen
erfiillt, wenn er von allen totalen Bewertungen erfiillt wird.
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Die Semantik der vollstindigen Interpretationen zeichnet also genau
dieselbe Logik aus wie die Semantik totaler p.l. Bewertungen. Wir
konnen daher die klassisch-p.l. wahren Sitze und -p.1. giiltigen Schliisse -
wir sprechen im folgenden auch von K-Wabrbeit und K-Giiltigkeit -
sowohl auf der Grundlage der Interpretations- wie der Bewertungsseman-
tik definieren.

Beweis: Gibt es eine totale Interpretation <U, V>, die A nicht er-
fille, so gibt es dazu nach T4.4-3 auch eine normale Interpretation
<U, V> mit V(A)=V(A)={, und dazu nach T4.4-4 eine totale Be-
wertung V' mit V'(A) ={. Gibt es umgekehrt eine totale Bewertung V,
die A nicht erfiillt, so gibt es dazu nach T4.4-5 eine totale Interpreta-
tion <U, V> mit V(A)=V(A)={.

Der Satz T4.4-6 bildet nun — zunichst fiir den klassischen Fall -
eine Rechtfertigung dafiir, auch fiir Allsitze Wahrheitsbedingungen an-
zugeben, die nur auf die Wahrheitswerte der Teilsitze Bezug nehmen
(vgl. 4.1).

Aus dem Beweis von T4.4-5 folgt:

74.4-7: Gibt es eine totale Interpretation V, die alle Sitze aus einer
Menge & erfiillt, in der unendlich viele GK nicht vorkommen,
so gibt es auch eine (normale) totale Interpretation V' iiber ei-
nem abzihlbaren Objektbereich (speziell iber der Menge der
natiirlichen Zahlen), die alle Sitze aus & erfiillt.

Denn zu V gibt es eine bzgl. & dquivalente normale Interpretation (vgl.
T4.4-3), dazu nach T4.4-4 eine iquivalente totale Bewertung und dazu
wiederum nach dem Beweis von T4.4-5 eine dquivalente Interpretation
V' iiber der Menge der natiirlichen Zahlen. Es gibt also keine Sitze von
P, die nur in iiberabzihlbaren Bereichen erfiillbar wiren.

Wir gehen nun zu partiellen (p. 1.) Interpretationen und Bewertun-
gen iiber und wollen zeigen, dafl hier entsprechend Sitze gelten.

Eine partielle Interpretation von P ist eine Interpretation, bei der
nicht alle Sitze von P einen Wahrheitswert zu haben brauchen. Dabei
kann nun ein Satz aus mehreren Griinden in seinem Wahrheitswert un-
bestimmt bleiben: Ein Satz wie F(a) kann deswegen indeterminiert sein,
weil das Pridikat F nicht fiir das Objekt (eindeutig) erklirt ist, das die
GK a bezeichnet. Er kann auch deswegen indeterminiert sein, weil die
GK a nicht (eindeutig) erklirt ist. Und endlich kann ein Allsatz wie
LFiir alle x ist /x erkliart” indeterminiert sein, weil der Grundbereich
nicht eindeutig festgelegt ist — er gilt fiir komplexe, nicht aber fiir reelle
Zahlen.

Nun kann man vage Quantoren durch exakte Quantoren und vage
Pridikate ersetzen, also den obigen Satz durch ,Fiir alle Objekte x, die
Zahlen sind, ist /X erklirt“. Wir konnen uns also auf partielle Interpre-
tationen iiber wohlbestimmten Grundbereichen beschrinken. Es ist
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freilich nicht einleuchtender, daf§ sich alle Objektmengen prizise ab-
grenzen lassen, als daf sich alle Pradikate vollstindig definieren lassen,
und wir wollten diese Prizisierbarkeit nicht voraussetzen. Zu einer In-
terpretation gehort aber immer ein spezifizierbarer universe of discourse;
will man den nicht voraussetzen, so wird man auch nicht von Interpre-
tationen ausgehen, sondern von Bewertungen.

Beziiglich der Deutung der GK kénnen wir drei Typen von Inter-
pretationen unterscheiden:

A) Jeder GK wird genau ein Objekt des Grundbereichs zugeordnet.

B) Jeder GK wird hochstens ein Objekt des Grundbereichs zugeord-
net, manchen GK aber auch keines.

C) Die GK werden als mehr oder minder unscharfe Namen fiir Ob-
jekte des Grundbereichs gedeutet.

Im Rahmen der reinen P. L. haben nun B- und C-Interpretationen we-
nig Interesse, denn es spricht nichts dafiir, einfache Eigennamen wie
»Sokrates“ oder, in unserer Sprache P, die GK als unscharf anzusehen,
und vollig ungedeutete Namen lassen sich leicht ausschliefen. Un-
schirfe entsteht erst bei komplexen Namen, bei Kennzeichnungs-,
Funktions- oder Abstraktionstermen, bei denen sich die Indeterminiert-
heiten der Pridikate bzw. Funktionsausdriicke, mit denen sie gebildet
werden, auf sie vererben konnen. Daher wollen wir auf B- und C-Inter-
pretationen erst im 7. Kapitel im Zusammenhang mit der Einfithrung
solcher Terme eingehen. Zunichst betrachten wir nur A-Interpretatio-
nen, die wir auch einfach als ,partielle Interpretationen® bezeichnen.

Es sei KL die Menge der Funktionen, welche die Menge L in die Menge
K abbilden, und K(U) sei die Menge der Funktionen, die eine Teilmenge
von L in K abbilden. Eine partielle Interpretation V einer n-stelligen
PK F iiber dem Objektbereich U ist dann eine Funktion V(F) aus der
Menge {w, {}(U". (Un ist die n-te Cartesische Potenz der Menge U, d.h.
die Menge der n-tupel, die sich aus Elementen von U bilden lassen.) Ist
F eine n-stellige PK, so sei fiir yy, . . .,y,eU:

VW(F):={(Y1’ .. '>Yn):V(F)(Yl> . -,Yn)=w}
Vf(F)={(YIa .. ')Yn):V(F)(Yl) .. )Yn)=f}
Es gilt dann V¥(F)N VI(F)= A (A ist die leere Menge), V¥(F)C Un,
V{(F)CUn, und fiir PK, die fiir alle n-tupel von Objekten aus Un defi-
niert sind, gilt VW(F)U Vi(F)=Un. Ist F total undefiniert, so gilt
Vw(F)=VI{(F)=A.

Partielle Interpretationen sind (als A-Interpretationen) nun nach
den Gedanken aus 1.6 so zu definieren:

D4.4-5: Eine partielle Interpretation von P ist ein Paar M= <U, V>,
fiir das gile:
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1. U ist eine nichtleere Objektmenge.

2. V ist eine Funktion, die jeder GK a von P ein Objekt
V(a)eU zuordnet, jeder n-stelligen PK F von P eine Funk-
tion V(F)e{w, f}(U", und die eine Teilmenge der Sitze von
P so in {w, f} abbildet, daf gilt:

a) V(F(ay, . . .,ay))=w gdw. V(aj), . . .,V(a,)eV¥(F)
V(E(ay, - - ay) =f gdw. V(ay), . . .,V(a,)eVI(F)

b) V(-=A)=w gdw. V(A)=f
V(-=A)=fgdw. V(A)=w

&) V(AAB)=w gdw. V(A)=V(B)=w
V(AAB)=f gdw. V(A) =f oder V(B)=f

d) V(AxA[x])=w gdw. AV(V'= VDV'(A[a])=w),
V(AxA[x])=f gdw. VV(V=VAV(Afa])=f), wo die
GK a in beiden Bedingungen nicht in AxA[x] vor-
kommt.

V'=V besagt wieder, dafl V' mit V iibereinstimmt bis auf héchstens die
Deutung der GK a.

Definieren wir fiir zwei partielle Interpretationen V und V' iiber
demselben Objektbereich U:

D4.4-6: V'ist eine Extension von V — symbolisch V'V — gdw. fiir alle
GK a gilt V'(a)=V(a) und fiir alle PK F V¥(F) CV¥(F) und
VI(E) C V),

so gilt wieder die Stabilititsbedingung:
74.4-8: V'=VAV(A)+uDV'(A)=V(A) fiir alle Sitze A von P.

Beweis: Durch Induktion nach dem Grad g von A. g=0: Ist
V(F(ay, . . .,ay))=w, so V(ay),...,V(a,)eV¥(F), also fir V'=V nach
D4.4-6 V'(ay), . ..,V'(a,)eVV(F), also V(F(ay, - . .,a,) ) =w. Ebenso fiir
V(F(ay, . . .,ay))=f. Es sei die Behauptung bereits bewiesen fiir alle
g<n und es sei nun g=n. Im Fall der a.l. Operatoren argumentiert
man wie frither. Hat A die Gestalt AxB[x], so gilt: Ist V(AxB[x])=w,
so gilt fiir jedes V+ mit V+=V V+(B[a])=w (a sei eine GK, die nicht
in AxB[x] vorkommt). Ist nun V*=V' und V'+(a)=V+(a), so gilt
nach I. V. - angewendet auf V**, V+ - V*(B[a])=w. Es gilt also
auch  AV+(V*+=VDV+(B[a])=w), also V(AxB[x])=w. Ist
V(AxB[x])=f, so gibt es ein V+: V+=V und V+(B[a])=f. Setzen
wir V+=V' und V*(a)=V+(a), so gilt nach 1. V. V+(B[a])=f, also
VVH(V¥=V' A V+(B[a])=f), also V(AxB[x])=f.

Auch fir partielle Interpretationen gelten die beiden fundamenta-
len Theoreme

T4.4-9: (Koinzidenztheorem) Gilt V'= V und kommt die GK a nicht in
A vor, so gilt V(A)=V(A).
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Das beweist man wie iiblich durch Induktion nach dem Grad von A.
Ebenso beweist man

T4.4-10: (Uberfiibrungstheorem) Gilt V'ZV und V(a)=V(b), so gilt
V'(A[a]) =V(A[b]) fiir alle Sitze Ala], fiir die a nicht in A[b]

vorkommt.

Wir wollen nun wie im klassischen Fall zeigen, daf§ man von partiellen
Interpretationen zu partiellen Bewertungen iibergehen kann. Dazu de-
finieren wir in Analogie zu D4.4-2:

D4.4-7: Eine partielle Interpretation <U, V> heifit nomal, wenn fiir
alle Allsitze AxA[x] von P gilt: Ist V(AxA[x])#w so gibt es
eine GK a mit V(A[a])=V(AxA[x]).

Das soll wie in 1.6 den Fall V(A[a])=u=V(AxA[x]) einschlieflen. Es
gilt also fiir normale Interpretationen V:

V(AxA[x])=w gdw. fiir alle GK a V(A[a])=w und
V(AxA[x])=f gdw. es eine GK a gibt mit V(A[a])=f.

I'4.4-11: Zu jeder partiellen Interpretation <U, V> und jeder SM &,
in deren Sitzen unendlich viele GK nicht vorkommen, gibt

es eine K-dquivalente normale partielle Interpretation
<U,V'>,

Das beweist man ebenso wie den Satz T4.4-3.

D4.4-8: Eine partielle (p. l.) Bewertung ist eine Funktion V, die eine

Teilmenge der Sitze von P so in {w, f} abbildet, daf} gilt:

a) V(=A)=wgdw. V(A) ={.
V(=A)=fgdw. V(A) =w.

b) VIAAB)=w gdw. V(A)=V(B) =w.
V(AAB)=fgdw. V(A) =f oder V(B) =f.

¢) V(AxA[x])=w gdw. fiir alle GK a V(A[a])=w ist.
V(AxA[x])=f gdw. es eine GK a gibt mit V(A[a])=f.

Es gilt dann

T.4.4-12: Zu jeder normalen partiellen Interpretation <U, V> gibt es
eine dquivalente partielle Bewertung V.

Beweis: Wie fiir T4.4-4.,

14.4-13: Zu jeder partiellen Bewertung V gibt es eine dquivalente (nor-
male) partielle Interpretation <U, V'> .

Der Beweis verlduft im wesentlichen wie jener von T4.4-5. U sei wieder
die Menge der natiirlichen Zahlen, ay, ay, . . . eine Abzihlung der GK
von P. Wir setzen V'(a;) =1, VW(F) ={(ny, . . .,n): V(F(any, - - van,)) =
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w} und VE(F)= {(ny, .. .,ny): V(F(anys - - g, )) =1} fir alle m-stelli-
gen PK F. Wir beweisen die Behauptung V'(A)=V(A) fiir alle Sitze A
wie im Fall von T4.4-5 durch Induktion nach dem Grad g von A. Im In-
duktionsschritt gilt z.B.: Ist V(AxA[x])=w, so gilt fiir alle GK a
V(A[a])=w, nach I. V. also V(A[a])=w (). Gibe es nun, wo b eine
GK ist, die nicht in AxA[x] vorkommt, ein V+ mit V+ = V), V+(b) =n
und V+(A[b])#w, so wire nach dem Uberfiihrungstheorem wegen
V() =V*+(b) V(Afa,])*+w, im Widerspruch zu (a). Es gilt also
AVH(V+=V'D VH(A[b])=w), also V(AxA[x])=w. Ist umgekehrt
V(AxA[x])=w, so gilt fiir alle GK a V(A[a])=w, also nach I. V. fiir
alle GK a V(A[a])=w, also V(AxA[x])=w. Fir V(AxA[x])=f argu-
mentiert man wie zu T4.4-5.

1.4.4-14: Ein Satz A wird genau dann von allen paruellen Interpreta-

tionen erfiillt, wenn er von allen partiellen Bewertungen er-
fille wird.

Das ergibt sich wie T4.4-6 aus T4.4-11,-12 und -13.
Die Semantik der partiellen p. 1. Bewertungen zeichnet also genau
dieselbe Logik aus wie die Semantik der partiellen Interpretationen.
Wie im klassischen Fall erhalten wir aus dem Beweis von T4.4-13
auch den Satz

T4.4-15: Gibt es eine partielle Interpretation, die alle Sitze einer
Menge & erfillt, in denen unendlich viele GK nicht vorkom-
men so gibt es auch eine (normale) partielle Interpretation
iber einem abzihlbaren Objektbereich, die alle Sitze aus &
erfiillt.

Jede totale Interpretation (Bewertung) ist auch eine partielle. Definie-
ren wir also P-Wahrheit und P-Giiltigkeit wie in D1.6-4, so gilt — K-
Wahrheit bzw. K-Giiltigkeit sei Wahrheit bzw. Giiltigkeit bei allen to-
talen Interpretationen (oder Bewertungen) —

74.4-16: Jeder P-wahre Satz ist K-wahr, und jeder P-giiltige Schluf} ist
K-giiltig.

Umgekehrt gilt wie in 1.6:

T4.4-17: Jede partielle Interpretation lifit sich zu einer totalen erwei-
tern und ebenso jede partielle Bewertung zu einer totalen.

Beweis: (a) Es sei <U, V> eine partielle Interpretation. Setzen wir
V'(a) = V(a) fir alle GK a und V'(F)=V¥(F), so ist <U, V'>eine voll-
stindige Interpretation und es gilt V'V nach D4.4-6, also nach
T4.4-8 V(A)+uDV'(A)=V(A). (b) Fiir partielle Bewertungen konnen
wir den Extensionsbegriff nach D1.6-2 iibernehmen. Ist V eine solche
Bewertung und ist V' eine totale Bewertung, fiir die fiir alle Atomfor-
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meln B gilt V(B)+uD V(B)=V(B), so gilt V'>V und die Behauptung
folgt aus dem Stabilititsprinzip (vgl. P3 in 1.6), dessen Geltung auf-
grund von D4.4-8 man durch Induktion nach dem Grad der Sitze
leicht beweist.

Wie in 1.6 definieren wir

D4.4-9: Eine (p. l.) Semi-Bewertung von P ist eine Funktion V, die eine
Teilmenge der Sitze von P so in {w, f} abbildet, daf} gilt:
a) V(=A)=wDV(A)=f
V(=A)=f>V(A)=w
b) V(AAB)=wDV(A)=V(B) = w
V(AAB)=fDV(A)=f oder V(B)=f
c) Ist V(AxA[x])=w, so ist V(A[a])=w fiir alle GK a.
Ist V(AxA[x])={, so gibt es eine GK a mit V(A[a])=f.

Es gilt dann wie im a. I. Fall der Satz

14.4-18: Jede Semi-Bewertung V liflt sich zu einer partiellen Bewer-
tung V' erweitern.

Das beweist man ebenso wie den Satz T1.6-4.

4.5 Die Addgquatheit von MP1 bzgl. partieller Bewertungen

Zum Beweis der semantischen Widerspruchsfreiheit und Vollstindig-
keit gehen wir wie in 1.7 vor. Den Satz:

14.5-1: Jede in MP1 beweisbare SQ stellt einen P-giiltigen Schluf dar,

beweisen wir wie T1.7-1, wobei nur die p. l. Regeln noch zu beriick-
sichtigen sind.

HAT1: Ist der Schluff A~ AxA[x], T nicht P-giiltig, so gibt es nach
T4.4-13 eine partielle Interpretation <U, V> mit V(A)=w, V(S)*w
fir alle S aus T und V(AxA[x])#w. Es gibt dann nach D4.4-5 ein V'
mit V'—E-V und V'(A[b]) = w, wo b eine GK ist, welche die Konstanten-
bedingung fiir HA1 erfiillt. Nach dem Koinzidenztheorem T4.4-9 gilt
dann auch V(A)=w, und V'(S) # w fiir alle S aus I', so daf} der Schluf}
A— A[b], I nicht <U, V'> -giiltig, also auch nicht P-giiltig ist. — Ent-
sprechend argumentiert man im Fall VA2. HA2: Ist der Schluff
A— ~A[a], I' V-giilug fiir eine partielle Bewertung V, so auch der
Schlufl A~ ~ AxA[x], I'. Denn ist V(A)=w und V(S)=w fiir alle S aus
I, so glt V(~A[a])=w, also V(A[a])=f, also nach D4.4-8
V(AxA[x])=f, also V(~AxA[x])=w. - Entsprechend argumentiert
man 1m Fall VAT.

Den Beweis der Vollstindigkeit von MP1, d.h. des Satzes

74.5-2: Ist A>T ein P-giiltiger Schlufi, so ist die SQ A—TI" in MP1 be-
weisbar,
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fithren wir, wie in 1.7 fiir MA2, mithilfe des Entscheidungsverfahrens,
das wir in 4.3 fir MP1 angegeben haben: Der Beweis von T1.7-2 ist da-
bei nur um folgende Uberlegung zu erginzen: Ist V bzgl. eines offenen
Fadens f einer reguliren Herleitung aus A— I" durch die Bedingungen:

V(A)=w gdw. A VF einer SQ von f ist, und
V(A)=f gdw. ~A VF einer SQ von f ist

definiert, so gilt nach T4.3-6:

Ist V(AxA[x])=w, ist also AxA[x] VF von f, so sind auch die Sitze
A[a] fiir alle GK a VF von f, so dafl gilt V(A[a])=w fiir alle GK a.

Ist V(AxA[x])={, ist also ~AxA[x] VF von f, so ist auch ein Satz
~A[b] VF von f, so daf} gilt V(A[b]) =f fiir eine GK b. V ist daher eine
Semibewertung. Und fiir die partielle Bewertung V', die V erweitert,
gilt:

Ist AxA[x] HF von {, so nach T4.3-6 auch ein A[b]. Ist aber
V'(AxA[x])=w, so auch V(A[b])=w.

Ist ~ AxA[x] HF von f{, so auch fiir alle GK a die Formel ~A[a];
ist aber V(AxA[x])=f, so auch V'(A[a])={ fiir eine GK a.

Es gilt also auch im p. l. Fall: Wiirde V' eine HF von f erfiillen, so
auch eine atomare HF von f. Da das, wie wir im Beweis von T1.7-2 sa-
hen, nicht gilt, ist also keine SQ in f V'-giiltig, also auch nicht die An-
fangs-SQ A-T.

5 Direkte Pridikatenlogik
5.1  Der Sequenzenkalkiil DP1

Die Uberlegungen, die uns in 4.2 zu den pridikatenlogischen Regeln
HA1 bis VA2 gefithrt haben, lassen sich ohne weiteres auch auf den
Fall der direkten Logik iibertragen. Wir werden in 5.3 sehen, dafl man
auch hier Interpretationen durch Bewertungen ersetzen kann.

Wir erhalten daher den Kalkiil DP1 aus DA2, indem wir die A-Re-
geln aus 4.2 hinzunehmen, oder aus MP1, indem wir die I-Regeln hin-
zunehmen.

- Auch hier gilt der Satz:

T5.1-1: Ist in DP1 eine SQ Sy[a], . . ,.S[a]— Ti[al, . . ., Tn[a] beweis-
bar, so auch die SQ S$y[b],. . ..Sm[b]—>Ti[b], ..., To[b] fur
jede GK b (n,m>0), wo die GK a in den Formeln der letzten
SQ nicht mehr vorkommt.

Vgl. dazu die Erlduterungen zu T4.2-1a. Das ergibt sich wieder daraus,
daf} die Axiome und Regeln von DP1 keine GK auszeichnen. Auch der
Satz T4.2-1b iibertrigt sich entsprechend und bei Anwendungen von
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HAT1 und VA2 in Kalkillen DP1K ist die Konstantenbedingung wieder
so zu erginzen, dafl b eine in K nicht ausgezeichnete GK ist.
Auch in DP1 gilt das Eliminationstheorem:

T5.1-2: Jede in DP1 beweisbare SQ ist in DP1 ohne TR-Anwendungen
beweisbar.

Der Beweis ergibt sich aus dem fiir T2.3-2, wenn wir die unter ‘T4.3-1
angestellten Zusatziiberlegungen hinzufiigen.
Aus T5.1-2 folgen dann wie frither die beiden Sitze:

15.1-3: Der Kalkiil DP1 ist widerspruchsfrei.

T5.1-4: Zu jeder in DP1 beweisbaren SQ X gibt es einen Beweis, des-
sen SQ nur Formeln enthalten, deren Satzkomponenten Teil-
sitze der Satzkomponenten der Formeln in X sind.

DP1 ist dquivalent mit dem Satzkalkiil DP der direkten P. L., der aus
DA (vgl. 2.3) durch Hinzunahme folgender Axiome und Regeln ent-
steht:

Al6: AxA[x]DA[a]

Al7: —A[a]D - AxA[x]

R2: ADB[a]VC + AD AxB[x]VC
R3: —A[a]DB + — AxA[x]DB,

wobei in R2 und R3 die GK a nicht in der Konklusion vorkommen
darf.

Ist Cy, . . .,C, eine Satzfolge, die eine Ableitung $ von B aus An-
nahmeformeln (AF) Ay, .. .,A,, in DP darstellt, so heifit Ci(1<i<n)in
D von der AF Ay (1 <k<m) abhingig, wenn C;=A ist oder wenn C;in
® Konklusion einer Regel mit einer Primisse ist, die von Ay abhingig
ist. Eine GK a wird in @ fiir die AF Ay eliminiert, wenn a in Ay vor-
kommt und ¥ eine Anwendung von R2 oder R3 auf einen in $ von Ay
abhingigen Satz enthilt, bei der a durch eine GV ersetzt wird. Ist B in
DP aus Ay, .. Ay, ableitbar ohne Elimination von GK fiir die AF, so
dricken wir das durch Ay, .. .,A, k= B aus.

Das Deduktionstheorem gilt dann fiir DP in der Form:

75.1-5: Ist in DP Ay, .. .,A, + B beweisbar, so auch Ao AL
Ap D B, vorausgesetzt, dafl fiir die AF A, keine GK eliminiert
wird. Dabei wird im letzteren Beweis fiir keine AF eine GK eli-
miniert, die nicht auch im ersteren fiir diese AF eliminiert
wurde.

Es gilt also speziell: Mit A, A 5 B ist auch A k5 ADB beweisbar. Wir
fugen dem Beweis von T2 in 2.3 unter (4) folgende Fille hinzu:
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A) C;=DD AxE[x]VF geht in § durch eine Anwendung von R2 auf
Cp,=DDE[a] VF hervor, wobei a in C; nicht vorkommt.

a) Falls a nicht in A, vorkommt, ersetzen wir die Zeile A,DC; in 9’

durch

A,D(DDE[a]VF)

A, ADDE[a]VF a. l.
A, ADD AxE[x]VF R2
A, D(DDAXE[x]VE) a. l.

b) Falls a in A, vorkommt, ist DD E[a]V F nach Voraussetzung nicht
von A, abhingig, es gibt also in § eine Ableitung $" dieses Satzes

aus Ay, . . .,A,_ . Dann ersetzen wir die Zeile A, D C; in  durch
P

DOE[a]VE

DD AxE[x]VF R2

A,D (DD AxE[x]VF) Al R1

B) C; geht in § durch eine Anwendung von R3 auf Ci hervor. In die-
sem Fall argumentiert man ebenso wie unter (A).
Es gilt nun:

75.1-6: In DP ist die Ableitungsbezichung A ts T genau dann beweisbar,
wenn die SQ A~ I in DP1 beweisbar ist.

Dabei sei Sy, .. .,S, wieder Sy,...,S;und Sy, .. .Sy sei SV ... VS,
Ist " leer, so sei I der Satz BA —B. Um den Anschluf} an den Beweis
von T2.3-5 zu bekommen, gehen wir von DP1 zunichst zu einem Kal-
kiil DP1° mit SQ mit genau einer HF iiber, der sich zu DP1 verhilt wie
DA1 zu DA2. Er entstehe aus DA1 durch Hinzunahme der p. 1. Re-
geln:

HAP : A~ A[b]VC A~ AxA[x]VC
HAZ : A> ~Ala] - A~ ~ AxA[X]
VAZ® : A, Ala]~S - A, AxA[x]>S
VA2 : A, ~A[b]—=S FA, ~ AxA[x]-S.

Dabei sollen fir HA1° und VA2° wieder die Konstantenbedingungen
fiir HA1 und VA2 gelten. Es gilt nun

(a) in DP ist die Ableitungsbeziehung A +A genau dann beweisbar,
wenn die SQ A— A in DP1° beweisbar ist.

Zum Beweis fiigen wir zu den Uberlegungen zu T2.3-5 folgende Fille
hinzu:
1a) A16 und 17 sind in DP1° beweisbar:
Ala]— Ala] ~A[a]—> ~Ala]
A xA[x]— A[a] ~ Afa]—> ~ AxA[x]
—A[a]—> — AxA[x]
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Ic) Ist A ts ADB[a]VC in DP beweisbar, wobei a nicht in A, A,
A xB[x] oder C vorkommt — andernfalls erhilt man in DP daraus nicht
A t5 AD AxB[x]V C - so ist nach I. V. auch A—ADB[a]V C in DP1°
beweisbar, also A, A— B[a]VC, mit HA1° also A, A— AxB[x]V C, also
A— AD AxB[x]VC. Und ist A ts —=B[a]DC in DP beweisbar und er-
hilt man daraus in DP mit R3 A t5 — AxB[x] D C, so kommt a nicht in
dieser Konklusion vor. Nach L. V. ist dann in DP1° A— - B[a] D C be-
weisbar, also A, ~B[a]— C, nach VA2° also A, ~ AxB[x]- C, also
A— = AxB[x]DC

Zu (2¢):

HA1°: Gilt A t5 A[a]V C, wo a nicht in A, C, AxA[x] vorkommt,
so nach Al auch A iz (DD D)DA[a]V C - auch D sei ein Satz in dem a
nicht vorkommt —, also nach R2 auch A ts (DDD)D AxD[x]V C, also
wegen T1 (vgl. 2.3) und R1 auch A 5 AxD[x]V C.
HA2°: GiltA t5 —A[a], so nach A17 auch A 5 — AxA[x].
VAL®: Gilt A, Ala] 15 C, so nach A 16 auch A, A xA[x] 5 C.

VA2°: Gilt A, —=A[b] t5 C, so nach dem Deduktionstheorem A 5
—A[b]DC, also nach R3 A k5 - AxA[x]DC, wo a nicht in A,
A xA[x], C vorkommt, nach R1 also A, — A xA[x]  C.

(b) In DP1° ist eine SQ A— T genau dann beweisbar, wenn A— T in
DP1 beweisbar ist. Das beweist man wie die Aquivalenz von DA1 und
DA2, vgl. T2.3-1. Dabei sind nur folgende Fille nachzutragen:

HAI: Ist A~A[a]VT in DP1° beweisbar, so nach HA1° auch

HA2: Ist  A— —A[a]VT in DP1° beweisbar, so auch
A— — AxA[x]V T . Denn es gilt

~Ala]> ~Ala]

~Ala]l—> ~ A xA[x]

—Afal> = AxA[x] C-C

—Ala]l-» = AxA[x]VC C—» - AxA[x]VC
—A[a]VC— = AxA[x]VC

Aus (a) und (b) folgt T5.1-6.

5.2 Ein mechanisches Beweisverfahren fiir die direkte Pridikatenlogik

Wir wollen nun das mechanische Beweisverfahren (vgl. zu diesem Be-
griff 4.3) fiir DP1 angeben, auf das wir schon in 2.3 und in 4.3 Bezug
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genommen haben. Wir folgen dabei grundsitzlich den gleichen Gedan-
ken wie in 1.5 und 4.3.

Es sei DP1' der Kalkiil, der aus DP1 entsteht, indem wir TR weg-
lassen, die Axiome RF und WS ersetzen durch

RF': A(S)—T'(S) und
WS': A(A, ~A)~

(A(Sy, - . .,Sy) sei wie frither eine FR, in der die Formeln Sy, . . .,S,, vor-
kommen), und die logischen Regeln von DP1 aufler HI1 durch solche,
in denen die HPF schon in der Primisse auftritt. HI1 wird ersetzt

durch
HIl: A,A-B,ADB+ A>ADB,T.

DP1' ist mit DP1 dquivalent, denn ist eine SQ Z in DP1 beweisbar, so
gibt es nach T5.1-2 einen Beweis ® von X in DP1 ohne TR-Anwendun-
gen, und den kénnen wir in einen Beweis von X in DP1 umformen, in-
dem wir den Anwendungen logischer Regeln eine Anwendung von VV
bzw. HV mit der HPF (und ggf. Anwendungen von VT und HT) vor-
ausstellen. Umgekehrt ist jede SQ, die in DP1 beweisbar ist, auch in
DP1 beweisbar. Denn RF und WS erhilt man in DP1 aus RF bzw. WS
mit Verdiinnungen und Vertauschungen, die logischen Regeln mit Kon-
traktionen und HII erhilt man in DP1 so:

A— A; A, B—>B
A,B-B; A ADB-B
A, A—-B,ADB A-A; A BV(ADB)-»B
A, A—- BV (ADB) A,ADBV(ADB)-»B
A—-ADBV(ADB) ADBV(ADB)-ADB
A—ADB
A—>ADB,T

In DP1 sind nun wieder die Regeln VV, HV, VK und HK eliminierbar.
Denn wird in einem Beweis die SQ A, S—I" durch VV aus der SQ A—T'
gewonnen, so erhilt man daraus einen Beweis fiir A, S— I ohne diese
Anwendung von VV, indem man S als VF in A— I" und alle dariiber ste-
henden SQ einsetzt. Dabei sind evtl. GK durch andere zu ersetzen, da-
mit die Konstantenbedingungen fiir HA1 und VA2 nicht verletzt wer-
den. Man iiberlegt sich aber leicht, daf} sich der Satz T5.1-1 auf DP1'
ibertragen lafit. Im Fall der Regel HV argumentiert man entsprechend,
wobei die Verdiinnungsformel S nur in jenen SQ iiber A—S, I" als HF

' Dieses Verfahren und der darauf aufbauende Vollstindigkeitsbeweis fir die direkte
P. L. wurde schon in Kutschera (1984) dargestellt.
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einzusetzen ist, die nicht Primissen von HI1' sind oder iiber solchen
Primissen stehen. Man kann auch auf die Regeln VK und HK verzich-
ten, denn jede beweisbare SQ ist ohne VV und HV beweisbar und neue
Formeln werden durch die logischen Regeln von DP1' aufler HI1' nicht
eingefiihrt. In einem Beweis ® von A, S, S— T stehen also in allen SQ
dariiber zwei Vorkommnisse von S im Antecedens; streicht man jeweils
eins, so bleiben die Axiome in & Axiome und die Regelanwendungen
bleiben korrekt. Im Fall von HK argumentiert man ebenso, wobei aber
die Streichung nur bis zu den Konklusionen von HI1' reicht.

Im folgenden beriicksichtigen wir Anwendungen der Regeln VT
und HT meist nicht, sehen also im Effekt SQ, die auseinander durch
Anwendungen dieser Regeln hervorgehen, als gleich an. Das ist unpro-
blematisch, weil diese Gleichheit entscheidbar ist.

Die SQ Z; bzw. der SS X; X, heiflt unmittelbare Folge der SQ X,
wenn Z in DP1' durch einmalige Anwendung einer logischen Regel aus
Zy bzw. X und I, hervorgeht. Ein SS ©' heifit unmittelbare Folge eines
SSO, wenn eine SQ oder ein SQ-Paar von ©' unmittelbare Folge einer
SQ von O ist und die iibrigen SQ von © mit den anderen SQ von ©
ibereinstimmen.

Ds5.2-1: Eine Herleitung aus der SQ 2 ist eine Folge ©;, ©,,... von
SS, fur die gilt:
a) @1 ist E,
b) ©, ;1 ist unmittelbare Folge von @,

Eine Herleitung aus Z, die mit einem geschlossenen SS endet, 1483t sich
von unten nach oben als Beweis von X in DP1' lesen, und umgekehrt
laf8c sich ein Beweis von X in DP1' von unten nach oben als geschlos-
sene Herleitung aus X lesen. Wegen der Aquivalenz von DP1' und DP1
gilt also:

75.2-1: Eine SQ X ist in DP1 beweisbar gdw. es eine geschlossene Her-
leitung aus X gibt.

Im Gegensatz zu MP1, wo es wegen der Umkehrbarkeit der Regeln
nicht auf die Reihenfolge ihrer Anwendungen (bzw. der Anwendungen
ithrer Umkehrungen) bei der Konstruktion einer reguliren Herleitung
ankommt, und man nur sicherstellen muf}, dafl fiir VF AxA[x] und
HF ~ AxA[x] die Formeln A[a] bzw. ~ A[a] fiir alle GK a als VF bzw.
HF in jedem Faden auftreten, macht hier die Regel HI1' wegen ihrer
Nichtumkehrbarkeit Schwierigkeiten. Ergibt die Herleitung eine SQ
A— ADB, T, so gibt es keine mechanisch anwendbaren Kriterien dafiir,
ob eine Anwendung der Umkehrung von HI1' geschickter ist oder eine
Anwendung der Umkehrung von HA2 oder VAT, die zu einer Unter-
formel ~A[a] bzw. A[a] fiihren, die in I" bzw. A noch nicht vorkommt.
Wir miissen daher ein Verfahren wihlen, bei dem diese Alternativen zu-
gleich verfolgt werden, also mehrere Herleitungen simultan entwickeln.
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Ein solches Herleitungssystem stellt sich als ein Baum von SS dar,
wobei jeder Ast eine Herleitung aus einer SQ X ist. Verzweigungen der
Aste ergeben sich durch Anwendungen der folgenden Regel, welche die
Umkehrung von HI1' ersetzt:

R: A~ A{DBy, ... ,A,DB,, I+~
A, A~By, A;DBy; . . 3 A, A-By, A, DB,;
A—A; DBy, .. A, DB, .

Dabei sollen in I' keine Formeln der Gestalt CD D vorkommen. Ent-
hilt A keine VF der Gestalt AxC[x] und T' keine HF der Gestalt
~ AxC[x], so entfillt die letzte SQ in der Konklusion von R.

Ist © ein SS der Gestalt Zy;.. ;X (1<k<m) und hat £} die Ge-
stalt der Primisse von R, so sind alle SS D) D ) M H.Y A~ B;,
AD B; Zkiq5--38m (=1,...n) und der SS © selbst unmittelbare
Folgen von ©. (Wir werden in D5.2-2 diese Regel weiter spezifizieren,
so dafl sich © als Konklusion von © als Primisse unterscheidet.) Die
Konklusion A~ A;DBy,...,A,DB,, T bezeichnen wir als normale un-
mittelbare Folge der Primisse von R, und den SS @, der sie enthilt, als
normale unmittelbare Folge des SS 0, auf den R angewendet wird.

D5.2-2: Ein Herleitungssystem aus einer SQ X ist ein Baum aus SS, fiir
den gilt:

1. X ist der Ursprung des Baums.

2. SS, die im Baum unmittelbar iiber einem SS stehen, sind
dessen unmittelbare Folgen.

3. Die Anwendungen der Regeln (der Umkehrungen der logi-
schen Regeln von DP1 und von R) werden bei der Kon-
struktion des Baumes folgenden Restriktionen und Modifi-
kationen unterworfen:

a) Auf geschlossene SQ wird keine Regel angewendet.

b) Die HPF werden in der Konklusion unterstrichen. Auf
unterstrichene FV werden keine Regeln angewendet.

c) Essei ay, ay, . . . eine Abzihlung aller GK von P, wobei
man mit jenen GK beginnt, die in £ vorkommen. Die
Umkehrungen von HA1 und VA2 werden so angewen-
det, dal b (die dabei neu eingefithrte GK) die erste GK
in dieser Abzahlung ist, die in der Primisse nicht vor-
kommt.

d) Die Umkehrungen von HA2 und VA1 werden so ange-
wendet, dafl a die erste GK ist, fir welche die HF
~Ala] bzw. die VF A[a] nicht in der Primisse vor-
kommt.

e) Die Regel R wird nur dann angewendet, wenn andere
Regeln nach (b) nicht mehr anwendbar sind. Dann wer-
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den in der normalen Konklusion die Unterstreichungen
aller VF der Gestalt AxC[x] und aller HF der Gestalt
~ AxC[x] getilgt, und in den iibrigen Konklusionen
werden die Unterstreichungen aller VF der Gestalt
D DE geulgt.

f) Sind nach (b) und (e) keine Regeln auf eine offene SQ
mehr anwendbar, die VF der Gestalt AxA[x] oder HF
der Gestalt ~ AxA[x] enthilt, so werden die Unterstrei-
chungen dieser Formeln getilgt. (Dieser Fall kann also
nur eintreten, wenn die SQ nur Atomformeln und unter-

strichene Formeln enthilt.) Diese Regel bezeichnen wir
als H.

4) Jeder SS, auf den sich nach (3) noch eine Regel anwenden
1aflt, hat im Baum einen SS iber sich, sofern nicht ein ande-
rer Ast des Baums bereits mit einem geschlossenen SS en-

det.

Ein Herleitungssystem heifit geschlossen, wenn es einen Ast enthilt, der
mit einem geschlossenen SS endet. Herleitungssysteme treten hier an
die Stelle regulirer Herleitungen in 1.5 und 4.3. Enthalten die Formeln
in ¥ den Operator D nicht, so ist ein Herleitungssystem eine regulire
Herleitung im Sinne von 4.3.

Es gilt nun:

T5.2-2: Ist ein Herleitungssystem aus der SQ I geschlossen, so ist ¥ in
DP1 beweisbar.

Das ergibt sich mit T5.2-1 einfach daraus, daf jeder Ast eines Herlei-
tungssystems aus X, der mit einem geschlossenen SS endet, eine ge-
schlossene Herleitung aus X ist.

Die Konstruktion von Herleitungssystemen stellt nun, wenn man
die Aste gleichmiBig entwickelt, ein mechanisches Beweisverfahren
dar. Im Blick auf T5.2-1 und T5.2-2 ist zu zeigen:

75.2-3: Gibt es eine geschlossene Herleitung aus der SQ Z, so ist jedes
Herleitungssystem aus X geschlossen.

Wir beweisen zunichst:

a) Jeder Herleitung § aus X 1488t sich eine Herleitung $+ so zuordnen,
dafd gilt

a) D+ ist Anfangsstiick eines Astes eines Herleitungssystems aus X.
B) Ist © der End-SS von $ und O+ jener von $+, so gibt es zu jeder
SQZ+ von O+ eine SQZ'von O und eine Abbildung f der in ' vorkom-
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menden GK in die Menge jener, die in £+ vorkommen, so dafl f(T)
in £+ enthalten ist.

Dabei sei {(S) jene Formel, die aus S entsteht durch Ersetzung jeder
GK a in S durch die GK {(a), £(Sy,...,Sy— T4, ..., Ty) sei entspre-
chend 1(S¢), . . ,f(Sp)— £(T1), .. ,f(T,). Und Z'soll in X" enthalten sein
— symbolisch £'CX" —, wenn alle VF von ' VF von X" sind und alle
HF von X" HF von X" Statt f(S) schreiben wir auch Sf, statt f(A) CA'
auch AC{A und statt f(£)C X auch TC¢X. Aus (B) folgt: Ist @ ge-
schlossen, so auch ® +. Denn ist ¥ geschlossen, so auch {(X), also fiir
Y C¢Z+ auch Z+. Sind also alle SQ X aus @ geschlossen, so auch jede
SQX+ aus @ +.

Im folgenden sei ay, ay, ... eine Abzihlung der GK, die wir der
Konstruktion von $+ zugrundelegen. (Die GK, die in der SQ X vor-
kommen, sind also die ersten in dieser Abzihlung.) Wir beweisen die
Behauptung durch Induktion nach der Linge | von §. Ist 1=1, so ist
die Behauptung fiir f(a;)=a; (i=1, .. .,n) trivial, wo ay, .. .,a, die GK
sind, die in ¥ vorkommen.

Es sei nun die Behauptung bereits bewiesen fiir alle Herleitungen
der Linge |, und es sei » eine Herleitung der Linge 1+ 1. Der vorletzte
SSvon P sei @ =2y; .. .;X, und der letzte SS @' von $ entstehe daraus
durch Anwendung einer Regel auf die SQ Z; (1<i=<n) von 0. Z; bzw.
Ti; Xy sei die Konklusion zu Z;. Nach Induktionsvoraussetzung (kurz
1. V.) gibt es zu der Herleitung bis ® eine Herleitung $+, die (a) ge-
niigt. Thr letzter SS sei ® + und £%;, .. .,.Z%, seien die SQ von @ +, fir
die gilt L;CfEX%(G=1,...,m). Wo keine Verwechslungen entstehen,
schreiben wir f fiir f;;.

1) Ist ;=A—ADB, I' und Z=A, A— B, ADB, so haben die X%; die
Gestalt A= Af D Bf, I, wo f(A) DA und f(IN) CT". Ist nun AfDBf in X%
unterstrichen, so ist Af in A'und Bf in " Bf kann nicht durch eine An-
wendung von R in §+ eliminiert worden sein, da sonst auch AfD Bf eli-
miniert worden wire. Dann gilt also Z;C¢Z%;. Ist AfDBf in % nicht
unterstrichen, so sind entweder alle anderen nichtatomaren Formeln in
T+ unterstrichen, die nicht HF der Gestalt DOE sind; dann wenden
wir in $+ auf Z* die Regel R mit der Konklusion X% = A, Af-Bf,
AfD Bf an. Es gilt dann Z{C (2%, Oder es sind nicht alle anderen nicht-
atomaren Formeln in 2% unterstrichen. Dann sind in $+ zuerst Regeln
darauf anzuwenden. Das ist nach endlich vielen Schritten geschehen,
da jede Anwendung einer Regel aufler H und R im normalen Ast die
Summe der Grade der nichtunterstrichenen Formeln reduziert. Zwi-
schen zwei H-Anwendungen (oder Anwendungen von R im normalen
Ast) liegen aber wieder nur endlich viele Schritte. Der SS, den wir so
aus I in $* erhalten, sei DETHI Jedes %y (k=1,...r) hat
die Gestalt A'~AfDBf, I, wobei ACA" und I'CI" Denn durch
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+

keine Regel aufler R werden Formeln eliminiert. Auf alle %, wenden
wir nun in $*+ R an mit der Konklusion A", Af-Bf, AfD Bf, i Es gilt
dann Z;CZY fiir alle k. Die von den I3 verschiedenen SQ werden
unverindert mitgefilhrt, so dafl sich am Ende von $+ ein SS O+ er-
gibt, der zu @ in der Relation (B) steht.

2) Ist 5i=A, ADB-T, &/, =A, ADB~A, [ und I}, = A, ADB, BT,
so haben die X%; die Gestalt A, AfDBfS T, wo f (A) DA und f(IN)C T
Ist AfDBf in X% unterstrichen, so ist entweder Af in [ — dann ist
Zi1 C¢Z% — oder es ist Bf in A"~ dann ist I, C¢X%;. Af kann als HF
nicht durch R eleminiert worden sein, denn sonst wire dabei die Unter-
streichung von Af D Bf getilgt worden, also — da AfD Bf unterstrichen ist
— darauf nach der letzten Anwendung von R wieder die Umkehrung
von VI1 angewendet worden. Ist AfDBf in % nicht unterstrichen, so
wenden wir darauf die Umkehrung von VI1 in $+ an und erhalten so
die SQ Z%, = A, AfD B~ Af, T"und 2%, =4, AFD BT Dann gilt B{, C¢
£ und £, (Zt,.

3) Ist j=A— AxA[x], I' und Z;=A— A[a], AxA[x], " (wobei a nicht in
der Primisse vorkommt), so haben die Z%; die Gestalt A~ AxAf[x], I,
wo f(A)C A'und {(T")CT". Ist AxAf[x] in 2% unterstrichen, so steht in I"
eine Formel Af[b]. Diese Formel kann in §+ nicht durch R eliminiert
worden sein, denn sonst wire auch AxAf[x] eliminiert worden. Wir er-
weitern nun die Abbildung f durch die Festsetzung f(a) =b, die moglich
ist, da a nicht in ; vorkommt. Es gilt dann Xi C¢Z%;. Ist AXAf[x] in 2%
nicht unterstrichen, so wenden wir in 9+ auf % ciie Umkehrung von
HATl'an und erhalten eine SQ A— Af[b], AxA[x], I". Wir setzen dann
wieder f(a)=b.

4) Ist Zj=A— ~AxA[x], [, £;=A— ~A[b], ~AxA[x], I, so haben die
X% die Gestalt A> ~ AxAf[x], I'', wo wieder f(A) CA' und f(I) C T gilt.
Ist ~AxAf[x] in X% unterstrichen, so kommen in I'" Formeln
~Af[a],...,~Af[ay] vor. (Wire eine dieser Formeln bei einer R-An-
wendung eliminiert worden, so auch ~ AxA[x]. Diese Formel wire also
danach in + wieder als HF eingefithrt worden, und nach der Regel
iiber die Anwendung der Umkehrung von HA2' wiren dann Formeln
~Alay], . .., ~A[ax] wieder eingefithrt worden.) Ist b eine GK, die
nicht in %; vorkommt, so erweitern wir f durch die Festlegung f(b) =ay;

dann gilt ;C 2%, Kommt b schon in ; vor, so ist entweder f(b)=a;
oder... oder =a; - dann gilt I;C Y - oder f(b)=a fiir ein s>k.
Dann wenden wir in §+ auf Z%; solange andere Regeln an — R immer
mit der normalen Konklusion — bis wir auf SQ X%y der Gestalt
A'— ~AxA[x], T'" stoflen, in denen ~ AxA[x] nicht unterstrichen ist,
und auf die wir in $+ die Umkehrung von HA2 mit der Konklusion
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‘;i'k=A"—> ~Alag], ~AxA[x], " anwenden diirfen. Da dabei keine
Formeln eliminiert werden, gilt fiir alle diese SQ A'C A", TCT", also
X C {Z%y. Nach endlich vielen Schritten ergeben sich nach den obigen
Uberlegungen immer solche X% fiir alle j. Ebenso verfihrt man, falls
~ AxA[x] in % nicht unterstrichen ist.

In den Félfen, in denen X; bzw. Z;;; X;; aus X; in  durch andere
Regeln als Umkehrungen von HI1, VI1, HA1 oder HA2' entsteht, argu-
mentiert man entsprechend.

Aus (a) folgt nun sofort

(b) Gibt es eine geschlossene Herleitung $ aus Z, so auch ein geschlos-
senes Herleitungssystem & aus Z. Denn der geschlossene Ast $+ eines
Herleitungssystems aus X, den es nach (a) zu § gibt, liflt sich zu einem
System & vervollstindigen. Es bleibt also zum Beweis von T5.2-3 noch
zu zeigen:

(c) Gibt es ein geschlossenes Herleitungssystem & aus X, so ist auch je-
des andere Herleitungssystem &+ aus I geschlossen.

Es sei @ geschlossen und U sei ein geschlossener Ast von €. ay, a, . . .
sei die Abzihlung der GK, die @ zugrundeliegt, by, by,.. jene von &+.
Wir setzen voraus, dafl die GK, die in X vorkommen bei beiden Abzih-
lungen dieselben Nummern erhalten. (Man kann ja das Herleitungsver-
fahren so festlegen, daff die GK in X von links nach rechts, die ersten in
der jeweils gewihlten Abzihlung sein sollen.) Es sei f(a;)=Db;. Ersetzen
wir jede SQ Z'in A durch die SQ f(X), so ist der so entstehende Ast A’
korrekt im Sinne der Abzihlung by, by, . .. gebildet, da bei dieser Ab-
bildung die Ordnungsrelationen zwischen den GK erhalten bleiben.
Auch A’ ist geschlossen. Zu & gibt es nun in @+ einen Ast A+, der sich
von A" nur dadurch unterscheidet, daff in ihm manche Regeln, die An-
wendungen von H und R vorausgehen, in anderer Reihenfolge ange-
wendet werden. Zwei benachbarte Anwendungen solcher Regeln lassen
sich aber ohne Anderung des Gesamtergebnisses vertauschen, wie man
leicht verifiziert. Ist also A" geschlossen, so auch A+, und damit &+,

Das Beweisverfahren iiber die Konstruktion eines Herleitungssy-
stems ist im aussagenlogischen Fall ein Entscheidungsverfahren, nicht
aber im pridikatenlogischen Fall. Denn hat die Konstruktion eines
Herleitungssystems & aus X nach n Schritten noch keinen geschlosse-
nen SS ergeben, so bleibt offen, ob eine weitere Entwicklung von & ei-
nen solchen SS liefert oder nicht.

5.3 Direkte pridikatenlogische Bewertungen

Nach den Uberlegungen in 1.6 und in 4.4 kénnen wir direkte Interpre-
tationen so definieren:
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D5.3-1: Eine  D-Interpretation von P ist ein Quadrupel M=

(U, 1,8, V), fiir das gilt:

1. U ist eine nichtleere Objektmenge.

2. IList eine nichtleere Indexmenge.

3. Fir alle iel ist S; eine Teilmenge von I mit
a) 1€$;

b) jeS; A keS; DkeS;.

4. Fir alle iel ist V; eine Funktion, die jeder GK a von P ein
Objekt Vi(a)eU zuordnet, jeder n-stelligen PK F von P eine
Funktion Vi(F)efw, f}(U", und die eine Teilmenge der Sitze
von P so in {w, f} abbildet, daf gilt:

a) Vj(a)=Vj(a) fiir alle jeI und alle GK a.

b) €S DV, 2V,

) Vi(F(ay, - . an)) =w gdw. (Vi(ay), . . .,Vi(a,))eVi(F)
Vi(E(ay, - - »an)=f gdw. (Vi(ay), . . .,Vi(a,))eVE(F)

d) Vi(=A)=w gdw. V;(A)=f
Vi(=A)=fgdw. V;(A)=w

e) ViAAB)=wgdw. V;(A)=V;B)=w
Vi(AAB)=f gdw. Vi(A) =f oder Vi(B) = f

d) V(ADB)=w gdw. Aj(jeS; A Vi(A)=w D V,(B)=w)
Vi(ADB)=1f gdw. Vi{(A)=w und V;(B) =f

e) Vi(AxA[x])=w gdw. AV(V'sVDVj(A[a]) =w)
Vi(AxA[x])=f gdw. VV(VEV AV;j(A[a]) =)
(Dabei soll die GK a nicht in A xA[x] vorkommen.)

Nach der Bedingung (4a) kann man V(a) statt V;(a) schreiben. V' = V
besagt also, dafl V' mit V iibereinstimmt bis auf hochstens die Werte
V'(a) und V(a). Erweiterungen werden wie D4.4-6 definiert. Es gilt also
Vi>V; gdw. fir alle GK a gilt Vj(@)=Vj(a) und fiir alle PK F V¥
(F)C V¥(F) und V(F)C VI(F).

Man verifiziert nun leicht, daf} wieder folgende Sitze gelten:
T5.3-1: jeS;AVi(A)y£uDV;(A) = Vi(A) tiir alle Sitze A und alle 1, jel.

Im folgenden soll die Aussage V' 5V implizieren, dal V zu einer D-In-
terpretation M=(U, I, S, V) gehort und V' zu einer D-Interpretation
M=(U, 1, S, V).

15.3-2: (Koinzidenztheorem) Gilt V'=V und kommt die GK a nicht im
Satz A vor, so gilt V{(A)=V,(A) fiir alle iel.

15.3-3: (Uberfiibrungstheorem) Gilt V'sV, V(a)=V(b) und kommt a
nicht in A[b] vor, so gilt Vi(A[a]) = V;(A[b]) fiir alle iel.
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Normale D-Interpretationen werden im Sinn von D4.4-7 definiert, und
es gilt wieder

75.3-4: Zu jeder D-Interpretation M=(U, I, S, V) und jeder SM &, in
deren Sitzen unendlich viele GK nicht vorkommen, gibt es
eine &-iquivalente normale D-Interpretation ' = (U, 1,S, V).

Der Beweis verlduft wie fiir T4.4-11, wobei die V; an die Stelle von V'
treten.
Wir definieren

D5.3-2: Eine (p. l.) D-Bewertung von P ist ein Tripel M=(1, S, V) fiir
das die Bedingungen von D2.4-1 gelten, sowie
3e) Vi(AxA[x])=w gdw. fir alle GK a von P gilt

Vi(A[a])=w
Vi(AxA[x])=f gdw. es eine GK a von P gbt mit
Vi(A[a]) =f.

Es gelten dann wieder die Sitze

75.3-5: Zu jeder normalen D-Interpretation (U, I, S, V) gibt es eine
dquivalente D-Bewertung (I, S, V).

75.3-6: Zu jeder D-Bewertung (I, S, V) gibt es eine dquivalente (nor-
male) D-Interpretation (U, I, S, V).

75.3-7: Ein Satz A wird genau dann von allen D-Interpretationen er-
fiille, wenn er von allen D-Bewertungen erfiillt wird.

Damit gilt auch fiir die direkte P. L., dafl die Interpretationssemantik
dieselbe Logik auszeichnet wie die Bewertungssemantik. Der Beweis
dieser Sitze verliuft ganz analog wie jener von T4.4-12, T4.4-13 und
T4.4-14.

Auch die Sitze T2.4-2 bis T2.4-10 iibertragen sich auf p. 1. D-Be-

wertungen.

5.4  Die Adiguatheit von DP1 bzgl. direkter Bewertungen
Die semantische Widerspruchsfreiheit, d.h. den Satz
75.4-1: Jede in DP1 beweisbare SQ stellt einen D-giiltigen Schluff dar

beweist man wie T2.5-1, wobei wir nun von dem in 5.1 angegebenen
Kalkiil DP1° statt den DA1 ausgehen. Dann sind dem Beweis von
T2.5-1 nur mehr die p. l. Fille hinzuzufiigen, die man wie im Beweis
von T4.5-1 behandelt.

Die Vollstindigkeit von DP1 beweisen wir unter Bezugnahme auf
das mechanische Beweisverfahren, das wir in 5.2 angegeben haben. Die
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Argumentation stiitzt sich auf einen Satz iiber Herleitungssysteme, dem
zunichst einige terminologische Festsetzungen vorauszuschicken sind.

Ein Faden eines Herleitungssystems € ist eine Folge f=ZX,, Z;, . ..
von SQ, fiir die gilt: Es gibt einen Ast A von &, so daf} f aus jedem SS
von ¥ genau eine SQ enthilt und dafl £, 4 ; (n 2 0) unmittelbare Folge
von Z, oder mit £ identisch ist. Wir reden im folgenden von ,Fiden“
auch im Sinn reduzierter Faden: Ein reduzierter Faden entsteht aus ei-
nem Faden im obigen Sinn, indem gerade soviele SQ herausgestrichen
werden, daf} keine identischen SQ mehr aufeinander folgen.

Wir teilen die Fiden in Abschnitte ein. Die Schnittstellen der Ab-
schnitte eines Fadens f liegen zwischen zwei unmittelbar aufeinander
folgenden SQ X, und £, von {, bei denen X, | eine nicht-normale
Konklusion von Z, nach der Regel R ist. Der erste Abschnitt f! von f
reicht also von der Anfangs-SQ X bis zur Priamisse der ersten Anwen-
dung von R in f mit nicht-normaler Konklusion — falls es eine Anwen-
dung von R auf SQ von f gibt, andernfalls umfafit f! den gesamten Fa-
den f. Und der (n+ 1)-te Abschnitt fo+1 von f reicht von der n-ten
unmittelbaren nichtnormalen Folge einer SQ von f nach R bis zur Pri-
misse der (n+ 1)-ten Anwendung von R auf eine SQ von f — gibt es
keine solche Anwendung von R, so umfafit fn+1 den gesamten Rest von

f.

D5.4-1: Ein Fadenbund eines Herleitungssystems & ist eine kleinste,
nichtleere Menge $ von Fiden von &, fiir die gilt: Wird die
Regel R auf eine SQ X eines Fadens f von $ angewendet und
sind Zy, . . .,X,, die Konklusionen zu £ — wir nennen den Faden
f dann verzweigt—, so enthilt  zu jeder SQ Z; (i=1, .. .,n) ei-
nen Faden f;, der bis £ mit f iibereinstimmt und sich dann mit
Z; fortsetzt.

Fadenbiinde, die nur offene Fiden (d.h. Fiden ohne geschlossene SQ)
enthalten, nennen wir offen.
Es gilt nun der fiir den Vollstindigkeitsbeweis zentrale Satz:

75.4-2: Zu jedem Herleitungssystem & aus einer in DP1 nicht beweis-
baren SQ X gibt es einen offenen Fadenbund $ von €.

Beweis: (a) Ist T nicht in DP1 beweisbar, so enthilt jede Herleitung $
von X einen offenen Faden, der nur in DP1 nicht beweisbare SQ ent-
hilt. Denn da die Umkehrungen der Regeln, mit denen Herleitungen
konstruiert werden, Deduktionsregeln des mit DP1 #quivalenten Kal-
kiils DP1'sind, wire sonst jede unter allen beweisbaren SQ der offenen
Fiden stehende SQ, insbesondere also X selbst, beweisbar. (b) Da das
Herleitungssystem & aus X ein System von Herleitungen aus X ist, gibt
es nach (a) einen offenen Faden f von &, der nur unbeweisbare SQ ent-
hilt. f soll zu ® gehoren. Ist f unverzweigt, so ist {f} ein offener Faden-
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bund von &. Verzweigt sich f, wobei Z; die Primisse und Z.;,...,Z,,,
die Konklusionen der r-ten Anwendung von R auf eine SQ von f sind,
so sind mit X; auch alle Z; (i=1,...,m) wegen HI1' unbeweisbar. Es
gibt also nach (a) zu jedem i wieder einen Faden f,;, der mit f bis zur
SQ X, iibereinstimmt und sich dann mit Z; fortsetzt, offen ist und nur
unbeweisbare SQ enthilt. Auch die {; sollen nun fiir alle r zu $ geho-
ren. 9 wird dann fiir die f; so erweitert wie fiir f, usf. $ sei die Menge,
die man durch dieses Auswahlverfahren enthilt. © ist dann ein offener
Fadenbund von &.

Aus T5.4-2 ergibt sich mit T5.2-3, daf} es zu jedem offenen Herlei-
tungssystem einen offenen Fadenbund gibt. Denn ist ein Herleitungssy-
stem aus X offen, so gibt es nach T5.2-3 keine geschlossene Herleitung
aus X, nach T5.2-1 ist £ dann also unbeweisbar, so daff die Bedingung
von T5.4-2 erfiillt ist.

Zu jedem Faden f eines offenen Fadenbundes § und jedem Ab-
schnitt fn von f, der mit einer SQ X endet, die VF der Gestalt AxA[x]
oder HF der Gestalt ~AxA[x] enthilt, gibt es in $ nach der Regel R
genau einen Faden f', der mit f bis zum Abschnitt fn inclusive tiberein-
stimmt und fiir den fn den gesamten restlichen Faden f' umfaft. f'ist je-
ner Faden, der sich nach X mit der normalen Konklusion von X nach R
fortsetzt und im weiteren Verlauf bei allen Verzweigungen mit der nor-
malen Konklusion. Da beim Ubergang von der Primisse einer R-An-
wendung zur normalen Konklusion keine Formeln eliminiert werden,
enthilt fn in allen SQ VF AxA[x] oder HF ~ AxA[x]. Wir nennen f'n
die normale Entsprechung zu fn. Im folgenden sei E(fn) die normale Ent-
sprechung zu fn, falls es eine solche gibt, d. h. falls fn mit einer SQ endet,
die VF AxA[x] oder HF ~ AxA[x] enthilt; andernfalls sei E(fn)=fn.

Es gilt nun:

T5.4-3: Jeder D-giiltige Schlufl ist in DP1 beweisbar.

Beweis: Ist die SQ Z nicht in DP1 beweisbar, so gibt es nach T5.2-2 ein
offenes Herleitungssystem & aus £ und nach T5.4-2 dazu einen offe-
nen Fadenbund . Unter Bezugnahme auf $ wird eine D-Interpreta-
tion M=(U, I, S, V) wie folgt definiert:

1. U sei die Menge der natiirlichen Zahlen.
2. I sei eine Indexmenge fiir die Abschnitte der Fiden aus 9.

Besagt ,A(i, f, n)“, dafl i der Index des n-ten Abschnitts.des faden; f
ist, und ,f=,f*“, dafl f und f bis zu ihren n-ten Abschnitten mcl'uswe
iibereinstimmen, so gilt: Aus A, f, m) und A(, f, m) folgt m=m und

fmf.

3. S wird mit Hilfe der Relation Q definiert: iQj gelte gdw. es einen
Faden f aus § und Zahlen m, n gibt, so daff A(i, f, m), A(j, f, n) und
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m=<n ist. Q ist dann totalreflexiv und transitiv. Denn gilt A(i, f, m),
AG, f, n), AG, f, m), A(k, f, n'), m<n, m <n, so gilt nach der 2. und 3.
dieser Bedingungen und (2) n=m und f=_f. Wegen m=<n gilt also
auch f=_f also A(i, f, m), Ak, f, n) und m<n. Setzen wir also
S;={)el:iQj}, so gelten die Bedingungen (3a, b) von D5.3-1.

4. Es sei I(i) die Menge der VF von i und der VF von E(1), und II(i) die
Menge der HF von i und der HF von E(1).
Es gilt dann

al) IG)NIIG= A.

Denn alle VF von i sind VF von E(i), alle HF von 1 HF von E(1). Es ge-
niigt also zu zeigen, daf} es keine Formel gibt, die in E(i) zugleich als
VF und als HF vorkommt. In E(i) werden aber keine Formeln elimi-
niert (HF werden nur beim Ubergang von fn zu fn+1 eliminiert, aber
nicht in ein und demselben Abschnitt eines Fadens), so dafl gilt: Kime S
als VF in der j-ten SQ von E(i) vor und in der k-ten SQ von E(i) als
HF, so kime S in der SQ mit der Nummer max (j, k) von E(i) sowohl
als VF wie als HF vor; diese SQ und damit die entsprechenden Fiden
von $ wiren also geschlossen, im Widerspruch zur Wahl von 9.
Ebenso erkennt man:

a2) Gilt Agl(i), so nicht ~Ael(1).

5. Wir definieren nun die Funktion V von 3 so, dafl gilt:

a) Vi(a,)=n fiir alle GK a, und iel. Dabei sei aj, ay, ... die in der

Konstruktion des Herleitungssystems & verwendete Abzihlung der
GK von P.

b) V¥(B)={(n1, .. -,nm):F(an,, - - an))el(1)}
VIF)={(ny, . . ,nm):~F(an,, - - an )el(D)}

fiir alle iel und alle m-stelligen PK F von P.
Es gilt V¥(F)N VI(F)=A wegen («2).

Nach (a) und (b) gilt (im Blick auf D5.3-1):
B1) V;(A)=w gdw. Ael(1)
Vi(A) =f gdw. ~ Agl(i), fiir alle Atomformeln A.
Nach (a1) gilt also auch fiir alle Atomformeln A und alle 1€l

B2) Ist Aell(i), so st V; (A) =w.
Ist ~Aell(i), so ist V;(A) #f.
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Es gilt ferner fiir alle Atomformeln A und iel:
c) Ist j€S; und Vi(A) #u, so ist Vj(A)=V;(A).

Denn ist jeS;, also 1Q)j, so gilt I(i) CI(j), da VF in & nie eliminiert wer-
den. Damit ist die Bedingungung D5.3-1, 4b erfiille. M=(U, 1, S, V) ist
also eine D-Bewertung.

Wir zeigen nun durch Induktion nach dem Grad g von A, dafd fiir
jeden Satz A von P und alle iel gilu:

v) Ist A€l(1), so Vi(A)=w; ist ~Ael(1), so ist Vj(A)=f; ist Aell(i), so
ist Vi(A) #w; ist ~Aell(1), so ist V;(A) +{.

Diese Behauptung gilt nach (B) fir g=0. Fir den Induktionsschritt be-
notigen wir folgende Hilfssitze:

d) Zu jeder nichtatomaren Formel eines Abschnitts i, die nicht VF der
Gestalt AxA[x] oder HF der Gestalt ~ AxA[x] oder AD B ist, treten in
i1 Nebenformeln auf, nimlich die VF ~A zur VF — A, die VF A zur VF
~ —=A, die VF A, B zur VF AAB, die VF ~A oder ~B zur VF
~AAB, die VFA, ~B zur VF~ ADB, eine VF ~ A[a] zur VF ~ AxA[x],
die VF B oder die HF A zur VF ADB, die HF ~ A zur HF = A, die HF
A zur HF ~ = A, die HF A oder B zur HF AAB, die HF ~A, ~B zur
HF ~A AB, die HF A oder ~B zur HF ~ADB, eine HF A[a] zur HF
AxA[x].

Denn ist die HPF in der ersten SQ X von i bereits unterstrichen so
treten die entsprechenden Nebenformeln schon in X' auf. Andernfalls
wird auf sie nach D5.2-2 in 1 eine Regel angewendet. Jeder Anwendung
einer Regel zur Konstruktion eines Herleitungssystems auf eine SQ X
aufler R und H reduziert die Summe der Grade der nicht unterstriche-
nen FV in T. Nach endlich vielen Schritten sind also nur mehr R oder
H anwendbar, und bis dahin sind auf alle nicht unterstrichenen VF und
alle jene HF, die nicht die Gestalt AD B haben, die entsprechenden Re-
geln angewendet worden.

€) Zu jeder VF ADB von i treten in allen j&S; B als VF oder A als HF
auf. Das gilt nach () fiir i, und folgt der Abschnitt j auf i, so wird in
der Anfangs-SQ von j nach D5.2-2,3e die Unterstreichung von ADB
getilgt, also in j die Umkehrung der Regel VI1 auf AD B angewendet.

¢) Zu jeder HF ADB von i gibt es ein jeS; mit A als VF und B als HF.
Das ergibt sich aus D5.2-2,3e und der Regel R.

n) Zu jeder VF der Gestalt AxA[x] und jeder HF der Gestalt
~ A xA[x] von i gehoren die Formeln A[a] bzw. die Formeln ~ Ala] fir
alle GK a zu I(i) bzw. II(i).

Gibt es zu i kein j=1i mit j€S;, so wird in i nicht die Regel R angewen-
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det, also keine HF eliminiert. Nach endlich vielen Schritten wird also
jeweils H angewendet, und spitestens vor der (n+ 1)-ten H-Anwen-
dung treten die VF A[a,] und die HF ~A[a,] in1 auf. Gibt es zu 1 ein
j+1 mit jeS; und treten in i VF AxA[x] oder HF der Gestalt ~ AxA[x]
auf, so gibt es zu i eine normale Entsprechung E(i), in der keine HF eli-
miniert werden und nach jeweils endlich vielen Schritten H angewendet
wird. Dann ergibt sich die Behauptung wie oben, da auch die VF und
HF von E(i) nach (4) Elemente von I(i) bzw. II(i) sind.

Es sei nun die Behauptung (y) bereits fiir alle g<m bewiesen.
Dann gilt sie auch fiir g=m+1:

Ist —Aegl(i), so nach (8) ~Ael(i), also nach L. V. Vi(A)=f, also
Vi(-A)=w.

Ist ~—Ael(i), so nach (8) Ael(i), also nach L. V. V;j(A)=w, also
Vi(=A)=H{.

Ist —Acll(i), so nach (8) ~Acll(i), also nach L. V. Vj(A)#{, also
Vi(—A)#+w.

Ist ~ —Aell(i), so nach (8) Aell(i), also nach 1. V. Vi(A)+w, also
Vi(—=A)=+f.

Ist AABel(i), so nach (8) A,Bel(i), also nach I. V. Vi(A)=V;(B)=w,
also V;(AAB)=w.

Ist ~A A Bel(i), so nach (8) ~A oder ~Bel(i), also nach I. V. Vj(A) =1
oder V;(B)=f, also V{(AAB)={.

Ist A ABell(i), so nach (8) A oder Bell(i), also nach 1. V. Vi(A)+w
oder V;(B)+w, also V;(AAB)+w.

Ist ~AABell), so nach (8) ~A,~Bell(i), also nach L V.
Vi(A) #+f =V,(B), also Vi(A A B) =f.

Ist A D Bel(i), so nach (¢) fiir alle jeS; Bel(j) oder Aell(j), also nach I. V.
Vj(B) =w oder Vj(A) *w, also Vi(ADB)=w.

Ist ~ADBel(i), so nach (8) A, ~Bel(i), also nach L. V. Vj(A)=w und
Vi(B)=f{, also V;(ADB)=f.

Ist ADBell(i), so gibt es nach (g) ein jeS;, so dafl Ael(j) und Bell()),
nach 1. V. gilt also V;(A)=w und Vj(B) #w, also Vi(ADB)+w.

Ist ~ADBell(i), so nach (8) Aell(i) oder ~Bell(i), also nach 1. V.
Vi(A) =w oder V;(B) #f, also Vi(ADB) *f.

Ist A xA[x]el(i), so gilt nach (n) fiir alle GK a A[a]el(i), nach 1. V. also
Vi(A[a]) =w, also — da alle Objekte aus V nach (1), (5a) Namen ha-
ben — V;(AxA[x])=w.

Ist ~ AxA[xJel(i), so nach (8) ~A[a]el(i) fiir eine GK a, also nach
. V. Vi(A[a]) =f, also V;( AxA[x])=1.

Ist AxA[x]ell(i), so nach (8) A[a]ell(i) fiir eine GK a, also nach 1. V.
Vi(A[a]) #w, also Vi(AxA[x])+w.

Ist ~ A xA[x]ell(i), so gilt nach (n) fur alle GK a ~A[a]ell(1), nach
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I. V. also V;(A[a]) #{, also — da alle Objekte aus V Namen haben -
V(A xA[x]) #1.

Es sei nun i ein Index eines ersten Abschnitts eines Fadens aus . Dann
sind alle VF jener in DP1 unbeweisbaren SQ Z, aus der & ein Herlei-
tungssystem ist, in I(i) und alle HF von Z sind in II(i). Setzen wir wie-
der V;(~A)=V;(=A), so macht also V; alle VF, aber keine HF von T
wahr. Z stellt also keinen MM-giiltigen Schlufl, und damit auch keinen
D-giiltigen Schluf} dar. Eine SQ, die einen D-giiltigen Schluf§ darstellt,
ist also in DP1 beweisbar.

6 Die klassische Pridikatenlogik
6.1  Die Sequenzenkalkiile KP1 und KP2

Aus KA1 erhilt man einen Kalkiil KP1 der klassischen P. L., wenn man
die p. I. Regeln HA1 bis VA2 von MP1 hinzunimmt. KP1 ist also MP1
erweitert um das Axiomenschema TND, oder DP1, erweitert um dieses
Axiomenschema (vgl. dazu 3.2).

Auch hier gilt wieder, wie fiir MP1 und DP1 (vgl. T4.2-1a und
T5.1-1) der Satz

7T6.1-1:Ist in KP1 eine SQ Sy[a],...,Sm[a]-T[a],....Tala] beweis-
bar, so auch die SQ Sy[b], . . .,Sm[b]— Ty[b], . . .,T,[b] fiir jede
GK b (n, m=>0), wo die GK a in den Formeln der letzteren SQ
nicht mehr vorkommt.

Vgl. dazu wieder die Erliuterungen zu T4.2-la. Das beweist man
ebenso wie diesen Satz.
Zum Beweis des Eliminationstheorems

T6.1-2: Jede in KP1 beweisbare SQ ist ohne TR-Anwendungen beweis-
bar.

brauchen wir also dem Beweis von T4.3-1 neben jenen Féill.en, die
schon unter T3.1-1 behandelt worden sind, nur folgende Fille hinzufii-
gen:

3¢) B, ist Axiom nach TND, £, entsteht durch eine logische Regel mit S als
HPF

M) S bat die Gestalt AxA[x]

A, Afa]> T ~Ala], ~ Ala]; A[a]- T
-~ AxA[x], ~ AxA[x]; A, AxA[x]- T" App~ ~ Ala), I
A~ ~ AxA[x], T A~ ~ Afa],T VV, VT

A~ ~ AxA[x], T"
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0) S hat die Gestalt ~ AxA[X]

A, ~ A[b]- T ~A[b], ~ A[b]; A, ~ A[b]- T"
- AxA[x], ~ AxA[x]; A, ~ AxA[x]-T" A’ Ab], T
A~ AxA[x], T" A~ AxA[x], T"

b kommt nicht in A, I, AxA[x] vor.

Aus T6.1-2 ergibt sich dann wie frither die Widerspruchsfreiheit und
das Teilformeltheorem.

Wie in 3.1 kann man von KP1 zu einem Kalkiil KP2 iibergehen, in dem
keine Formeln der Gestalt ~ A vorkommen. KP2 ist KA2, erweitert um
die p. l. Regeln HA1 und VA1. Erweitert man den Satzkalkiil KA der
klassischen A. L. um die p.l. Axiome A16, A17, R2 und R3 von DP
(vgl. 5.1), bzw. DP um A12 (vgl. 3.1), so erhilt man einen Kalkiil KP
der klassischen Logik, dessen Axiome freilich nicht unabhingig sind.
Insbesondere sind nun A17 und R3 mit A16 und R2 beweisbar. Man
kann hier auch R2 durch ein einfachere Regel ersetzen

R2: ADB[a] H AD AxB[x], wo a nicht in der Konklusion vorkommt.
Denn mit R2erhilt man R2 so: Es gilt ADB[a] VC, A, =C FBJ[a], also
nach T2 — a kommt nicht in A vor - ADB[a]VC, ~CHADB[a], mit
R2 also ADB[a]VC, —C + AD AxB[x], also ADB[a]VC, =C
AD AxB[x]VC, mit C = AD AxB[x]VC also ADB[a]VC, CV =C
F AD AxB[x]V C, mit dem Theorem CV —C, das aus A12 folgt, also
R2. Umgekehrt erhilt man R2 mit R2 so: Aus ADB[a] folgt
ADB[a]VCA =C, nach R2 also - a komme nicht in C vor —
AD AxB[x]VCA =C. Mit =(CA —=C), das aus CV —=C folgt, also
AD A xB[x].
Es gilt nun

76.1-3: In KP ist A - T genau dann beweisbar, wenn A—I" in KP1
beweisbar ist.

Das ergibt sich ebenso aus T5.1-6, wie sich T3.1-2 aus T2.3-5 ergab.

6.2  Der Formelreibenkalkiil KP3

Wie in 3.2 kann man KP1 auch einen dquivalenten Formelreihenkalkiil
KP3 zuordnen, indem man zu KA3 folgende p. |. Regel hinzunimmt:

Al: T, A[b] ~ T, AxA[x]
A2: T, ~A[a] - T, ~ AxA[x]

Dabei muf} fiir A1 die Konstantenbedingung erfiillt sein, dal b nicht in
der Konklusion vorkommt.
Die Aquivalenz von KP3 mit KP1 beweist man wie T3.2-2 und wie
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T4.2-1a beweist man den Satz:

76.2-1: Ist in KP3 eine FR Sy[a], .. .,S,[a] beweisbar, so auch die FR

Sq[b], - . .,Sm[b] fiir jede GK b, falls a in den Formeln der letz-
teren FR nicht mehr vorkommt.

Es gilt auch das Eliminationstheorem:

76.2-2: Jede in KP3 beweisbare FR ist ohne Anwendungen der Regel S
beweisbar.

Dem Beweis von T3.2-3 sind folgende Fille hinzuzufiigen:
Zu (2) unter den Fillen v:

Ist R die Regel Al und ist in ¥’ die Konstantenbedingung verletzt, so
ist die fragliche GK nach T6.2-1 in passender Weise umzubenennen.
Nach dem Beweis von T6.2-1 erhoht sich der Rang der Schnitte damit
nicht.

Zu (3): A hat die Gestalt AxA[x].

T, A[b] T, ~ A[a] I, Afa]; I, ~Ala]
I AxA[x];  I',~ AxA[x] Cagap I~ Afa]
T, T ~I,r V, T

Ist I', A[b] beweisbar, so nach T6.2-1 auch I', A[a], da b nichtin T,
Ala] vorkommt.

Aus T6.2-2 folgt wie in 3.2 die Widerspruchsfreiheit von KP3 und
das Teilformeltheorem.

Wir kénnen das in 3.2 fiir KA3 entwickelte Entscheidungsverfahren zu
einem mechanischen Beweisverfahren fiir KP3 erweitern. Wir ersetzen
dabei den Kalkiil KA3 durch jenen, der daraus durch Hinzunahme der
p. I. Regeln Al' und A2 entsteht, in denen gegeniiber Al und A2 die
HPF in die Primisse eingesetzt wird. Bei der Uberlegung zur Elimi-
nierbarkeit von V in KP3'ist von T6.2-1 Gebrauch zu machen. Regu-
lire Herleitungen werden nach D3.2-3 bestimmt, wobei nun — in Ana-
logie zu den Verfahren bei der direkten PL — eine Abzahlung ay, a, . .
der GK von P vorausgesetzt wird, die mit jenen in der Anfangs-FR be-
ginnt, und die Bedingung (c) ersetzt wird durch die Bedingungen:

¢) Die Umkehrung von A1 wird so angewendet, daﬁ b ((.iie. dabel neu
eingefithrte GK) die erste GK in der Abzahlung ist, die in der Pri-
misse nicht vorkommt.

d) Die Umkehrung von A2 wird so angewendet, daf a die GK ist, fiir
welche die Formel A[a] nicht in der Pramisse vorkommt.
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e’) Sind nach (b) keine Regeln auf eine offene FR mehr anwendbar, die
Formeln der Gestalt ~ AxA[x] enthilt, so werden die Unterstrei-
chungen dieser Formeln getilgt. Diese Regel nennen wir wieder H.

f') Laflt sich auf eine FR aus ©, nach (a), (b) und (¢) noch eine Regel
anwenden, so enthilt $ ein Glied O, ; ;.

Es gelten dann wieder die entsprechenden Sitze zu T3.2-4 und T3.2-5,
aus denen folgt, dafl die Konstruktion einer reguliren Herleitung aus
emner FR I immer dann eine geschlossene Herleitung aus I', und damit
im Sinn von T3.2-4 einen Beweis von I' in KP3, bzw. KP3 liefert, wenn

" in KP3 beweisbar ist.
Es gilt nun auch der Satz:

76.2-3: Fiir jeden Faden f einer reguliren Herleitung gilt:
a) Jede nichtatomare Formel (einer FR) von f tritt in (einer FR
von) f als HPF auf.
b) Zu jeder Formel ~ AxA[x] von f treten in f die Formeln
~ A[a] fir alle GK von P auf.

Beweis: (a) Wir konnen im Effekt die Herleitung $ = 0,0,, ... so
konstruieren, dafl im Schritt von ©; zu ©; ; | (1<1) auf jede nichtge-
schlossene FR in ©; eine Regel angewendet wird. Dann ergibt sich (a)
daraus, daff sich in § die Summe der Grade der nichtunterstrichenen FV
in jedem Schritt reduziert bis zur nichsten Anwendung von H. Vor der
1. H-Anwendung und zwischen zwei aufeinanderfolgenden H-Anwen-
dungen liegen also in f nur endlich viele FR, so daf} (a) fiir jeden sol-
chen Abschnitt von f gilt. Tritt nun ~ AxA[x] im n-ten Abschnitt von
f zuerst auf, so wird dazu nach (d) spitestens im (n+k)-ten Abschnitt
von f die Formel ~ A[ay] eingefuhrt, so dafl auch (b) gilt.

6.3 Die Addquatheit von KP3 bzgl. totaler Bewertungen
Die semantische Widerspruchsfreiheit von KP3 besagt:

T6.3-1: Ist in KP3 die FR T beweisbar, so erfiillt jede totale (p. I.) Be-
wertung V mindestens eine Formel aus T', wenn wir setzen

V(~A)=V(=A).

Beweis: Das gilt fiir das Axiom D, und gilt es fiir die Primisse einer Re-
gel, so auch fiir die Konklusion. In den Fillen A1 und A2 erhalten wir
z.B.

Al: Gibt es eine totale Bewertung V, die keine Formel aus I' erfiillt
und fiir die gilt V(AxA[x]) = {, so gibt es nach T4.4-5 eine totale
Interpretation V', die diesen Sitzen die gleichen Wahrheitswerte
zuordnet. Es gibt also ein V' mit V'V " und V'(A[b])=f. Nach
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dem Koinzidenztheorem T4.4-1 gilt aber auch V'(S)=f fiir alle S
aus I, so daf} nicht jede totale Interpretation eine Formel der Pri-
misse erfiillt. Das gilt dann nach T4.4-6 auch fiir totale Bewertun-
gen.

A2: Gilt  V(~A[a])=w, ist also V(A[a])=f, so ist auch
V(AxA[x]) =1.

76.3-2: Erfillt jede totale Bewertung eine Formel aus I', so ist ' in
KP3 beweisbar.

Beweis: Ist I' in KP3 nicht beweisbar, so gibt es eine offene regulire
Herleitung $ aus I, also einen offenen Faden f von $. '+ sei die
Menge aller Formeln in FR von f. V sei definiert durch

a) V(A)=1 gdw. Ael'+
V(A)=w gdw. ~Ael'+.

Dann ist V nach T6.2-3 eine Semi-Bewertung im Sinn von D4.4-9. Die
a. |. Fille wurden schon in 3.2 beim Vollstandigkeitsbeweis von KA3
behandelt. Ist V(AxA[x])=w, so ist nach (a) ~ AxA[x]el't, also
nach T6.2-3 ~ A[a]el'+ fiir alle GK a, also nach (a) V(A[a])=w fir
alle GK a. Ist V(AxA[x])=f, so ist nach (a) AxA[x]el't, also
nach T6.2-3 A[bJeI'+ fiir eine GK b, also nach (a) V(A[b]) =f fiir eine
GK b. V lift sich nach T4.4-18 zu einer partiellen, und die nach

T4.4-17 zu einer totalen Bewertung V' erweitern, die keine Formel aus
I" erfille.

7 Erweiterungen der Pridikatenlogik
7.1  Indeterminierte Namen

In diesem Kapitel wollen wir unter anderem Kennzeichnungsterme ein-
fiihren, also komplexe Namen, deren Bezug von der Bedeutung der
Pridikatausdriicke abhingt, mit denen sie gebildet sind. Damit kénnen
sich Indeterminiertheiten der Pridikate auf Namen vererben. Wir miis-
sen daher nun auf die in 4.4 vernachlassigte Frage eingehen, wie inde-
terminierte Namen zu behandeln sind, also Ausdriicke der synta}{ti—
schen Kategorie Name, denen nicht in eindeutiger Weise ein Objekt
zugeordnet ist, das sie bezeichnen sollen. o

Eine erste Moglichkeit ist, solche Namen wie determinierte Na-
men zu verwenden, wie Namen also, die einen bestimmten Gegenstand
bezeichnen, der aber nicht eindeutig festgelegt ist. Fiir diese Auffassung
ist charakteristisch, dafl die Prinzipien AxA[x]*A[‘a] und ~A[a]~
~AxA[x] auch fiir indeterminierte GK a gelten. In einer entsprechen-
den Interpretationssemantik wiirde dann ein Satz mit m.determlmefte.n
Namen bei einer Interpretation V wahr sein, wenn er bei allen (zulissi-
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gen) Prizisierungen von V wahr ist, bei denen alle Namen determiniert
sind. Wegen der semantischen Interdependenz von Namen und Pridi-
katen miifite es dann aber zu jeder Interpretation V (zulissige) vollstin-
dige Prizisierungen sowohl der Namen wie der Pridikate geben. Deren
Existenz wollten wir hier aber nicht voraussetzen. Damit entfillt aber
diese erste Moglichkeit. Wir kénnen nicht alle Namen wie Objektbe-
zeichnungen behandeln und miissen damit auch die beiden Prinzipien
aufgeben.

Eine zweite Moglichkeit ist dann, neben determinierten Namen
vollstindig indeterminierte Namen zuzulassen und festzulegen, dafl
Atomsitze mit indeterminierten Namen immer indeterminiert sind. Ei-
nen entsprechenden Interpretationsbegriff erhilt man in Entsprechung
zu D4.4-5 so:

D7.1-1: Eine B-Interpretation von P ist ein Paar M= < U, V> | fiir das
gilt:

1. U ist eine nichtleere Objektmenge.

2. Vst eine Funktion, die eine Teilmenge der Menge aller GK
von P in U abbildet, jeder n-stelligen PK F von P eine
Funktion V(F)e{w, f}(U") zuordnet, und die eine Teilmenge der
Sitze von P so in {w, f} abbildet, daf} gilt:

a) V(F(ay, . . ,ay))=w gdw. V(a,)#*u,...,V(ay) *+u und
V(ay), . . ., V(a,)eV¥(E)
V(F(ay, .. »ay))=f gdw. V(a;)=*u,...,V(a,)*+u und
V(ay), . . .,V(a,)eVI(F)
b) V(—A) = w gdw. V(A) =f
V(=A)=fgdw. V(A)=w
¢) VIAAB)=wgdw. V(A)=V(B)=w
V(AAB)=fgdw. V(A)=f oder V(B) =f
d) V(AxA[x]) = w gdw.
AV (V'sVAV(2)+udV(Ala]) =w)
V(AxA[x]) = f gdw.
VV(V'= VAV (a) +uAV'(A[a]) =),
wobei die GK a in beiden Bedingungen nicht in AxA[x]
vorkommt.

Es gelten dann das Koinzidenz- und das Uberfithrungstheorem im Sinn
von T4.4-9 und T4.4-10, und es gilt auch die Stabilitit im Sinn von
T4.4-8, wenn man bei der Definition der Extension nach D4.4-6 die
Bedmgung V(a) V'(a)" durch’ V(a)=1=u3V(a) V(a)" ersetzt.

E sei nun eine einstellige PK von P, die wir generell so deuten wol-
len, daf} gilt

e) VV(E)=U, also V(E)= A
Dann gilt fiir alle GK a: V(Ea)=w gdw. V(a)=#u, V(Ea)=u gdw.
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V(a)=u, also in jedem Fall V(Ea)#+1{. Und fiir alle B-Interpretationen
gilt

77.1-1: V(A xA[x])=V(Ax(ExDA[x])).

Beweis: Es gt V(AxA[x])=w gdw. AV(V'EVAV()*uDV
(A[a])=w) gdw. AV(VEVAV(a)*uD V(=Ea)=wV V(A[a])=w)
(denn V'(Ea) ist immer * f) gdw. V(Ax(ExD A[x])) = w. (In der minima-
len Logik ist die Implikation im Sinn von D1.1-2,b definiert.)

Es sei A+ der Satz, der aus A dadurch entsteht, daff man alle Teilsitze
AxB[x] von A durch Ax(ExD B[x]) ersetzt. Es sei (~A)t = ~ A+ und
(Sy,- - »Sp)*=S%,...,S,. Der Satz T7.1-1 legt nun den Gedanken
nahe, die B-Logik liele sich mit der Ubersetzung von A in A+ in die
minimale P. L. einbetten, die SQ A+— '+ stelle also genau dann einen
P-giiltigen Schluf} dar (also einen bzgl. aller partiellen Interpretationen
nach D4.4-5 giiltigen Schluf), wenn die SQ A— T B-giiltig ist. Es gilt
nun zwar die ,wenn-dann“-Behauptung, nicht aber die ,nur dann-
wenn“-Behauptung. Das liegt u.a. daran, dafl in der minimalen P. L.
eine passende Implikation fehlt. In MP1 sind folgende Regeln beweis-
bar:

VA1°: A, Ala]>T; A—»Ea, ' - A, Ax(ExDA[x])-T

HA2°: A~ ~A[a], [; A» Ea, ' FA— ~ Ax(ExD A[x]), I’

VA2°: A, Eb, ~A[b]->T - A, ~ Ax(ExDA[x])-»T

HA1°: A» ~Eb, A[b], I - A— Ax(ExDA[x]), I'.

Dabei soll die GK b in den Konklusionen der letzten beiden Regeln
nicht mehr vorkommen.

Beweis:

A—Ea, T; Ea, ~Ea— A—Ea, I

A, ~Ea->T A— ~ —=Ea, [; A» ~A[a], T’
A, Ala]-T; A, —Ea—>T A— ~(=EaVA[a]), T

A, —EaVA[a]l-T A— ~ Ax(ExDA[x]), I’

A, Ax(ExD A[x])- T

A, Eb, ~A[b]-T A— ~Eb, A[b], I’

A, ~ =Eb, ~A[b]->T A— —Eb, A[b], T’

A, ~=EbVA[b]-T A— —EbVA[b], T

A, ~ Ax(ExDA[x])—T A~ Ax(ExD A[x]), T

Wir kénnen die Entsprechungen zu den ersten drei Regeln als p. l. Re-
geln der B-Logik ansehen. Anstelle von HA1 ist aber die stiarkere Re-
gel

HAI°°: A, Eb—>A[b], T = A— AxA[x], T



122 Teil I: Pradikatenlogik

B-giiltig. (die GK b soll hier wieder nicht in der Konklusion vorkom-
men.)

Die Einbettung der B-Logik in die minimale P. L. mifilingt freilich
auch aus anderen Griinden. So gilt nach D7.1-1,2a Fa— Ea, wegen
AxGx, Ea—Ga also AxGx, Fa—Ga, der Schluf Ax(ExDGx),
Fa— Ga ist aber nicht P-giiltig.

Es ist nun aber auch wenig plausibel, nur véllig determinierte und
vollig indeterminierte Namen zu beriicksichtigen. Vielmehr wird man mit
mehr oder minder determinierten Namen arbeiten. Dazu bietet sich aber
im Rahmen einer Interpretationssemantik kein Weg an. Wiirde man den Be-
griff der B-Interpretation so abindern, dafl man in D7.1-1,2a die erste Be-
dingung ersetzt durch: ,Ist V(a;) #u, .. ., V(a,) #+u, so gilt V(F(ay, . . .,a,))
=w gdw. V(ay),..., V(a,)eV¥(F), und entsprechend die zweite Bedin-
gung, liefle man also auch zu, daf} Atomsitze mit indeterminierten Namen
Wahrheitswerte haben, so wiren diese nicht mehr Funktionen der Bedeu-
tungen der PK und der GK, man verliefle also den Rahmen der Interpre-
tationssemantik. Und wenn man den GK nichtleere Mengen von Objekten
des Grundbereichs zuordnet, von denen sie eines bezeichnen sollen, das
aber nicht niher bestimmt ist, also z.B. setzt V(F(ay, . . .,a,)) =w gdw.
V(ap)x .. .xV(a,) CV¥(F), so gibt das, wie wir schon sahen, nur dann
einen Sinn, wenn man Prizisierungen voraussetzt, die bzgl. der Namen
vollstindig sind, und das wollten wir nicht tun.

In einer Bewertungssemantik entfillt dieses Bedenken. In der Tat
liegt es nahe, bei Zulassung indeterminierter Namen nicht von Interpre-
tationen auszugehen, die P immer als Sprache iiber bestimmte Gegen-
stinde deuten, sondern von partiellen Bewertungen. Dabei setzen wir
dann nicht voraus, daf§ die mit ihnen gedeutete Sprache eine Sprache
tiber Objekte ist, sondern es stellt sich vielmehr die Frage, ob eine be-
summte Verteilung von Wahrheitswerten auf Sitze von P — und, im Fall
direkter Bewertungen, von Regeln iiber den Zusammenhang zwischen
den Wahrheitswerten von Sitzen — eine Deutung der Sprache als Spra-
che iiber Gegenstinde eines bestimmten Bereichs ermoglicht. Ist das
nicht der Fall, so kann man die p. 1. Sprache nicht mehr in der gewohn-
ten Weise lesen, also z.B. einen Satz der Gestalt F(a) nicht mehr als
»Das Pridikat F trifft auf das durch a bezeichnete Objekt zu“. Die Zu-
lassung indeterminierter Namen bedeutet also u.U. eine gravierende
Beschrinkung fiir das normale Sprachverstindnis. Diese Modifikation
liegt aber in der Konsequenz unseres ganzen Ansatzes: Mit der Zulas-
sung unvollstindig definierter Pridikate haben wir schon die Lesart
von F(a) als ,Das durch a bezeichnete Objekt hat die durch F ausge-
driickte Eigenschaft“ aufgegeben. Wenn es nun eine semantische Inter-
dependenz zwischen Pridikaten und Namen gibt, kraft derer sich Inde-
terminiertheiten von Pridikaten auf Namen vererben, so kann wie von
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wohlbestimmten objektiven Eigenschaften, die unabhingig von unse-
ren sprachlichen Regeln und unserer Erkenntnis auf die Gegenstinde
zutreffen oder nicht zutreffen, nicht mehr von eindeutigen Objekten
die Rede sein.

Auf die Frage, welche Bewertungen objektivierbar sind, gehen wir
spiter ein. Grob gesagt wird man eine Bewertung ,objektivierbar® nen-
nen, wenn es eine totale Interpretation gibt, die sie erweitert. Zunichst
miissen wir aber einen passenden Bewertungsbegriff definieren. Gehen
wir von partiellen Bewertungen im Sinn von D4.4-8 aus, so sind nun
die Wahrheits- und Falschheitsbedingungen fiir Allsitze nach (¢) zu
modifizieren. Ist V(A xA[x]) =w, so ist nun nicht mehr zu fordern, daf}
fiir alle GK a gilt V(A[a]) =w, denn der Schluf AxA[x]— A[a] ist nun
nicht mehr giiltig. Die notwendige Bedingung fiir V(AxA[x]) =w mufl
vielmehr lauten: Fiir alle GK a gilt: Ist V(Ea)=w, so ist V(A[a])=w.
Diese Bedingung konnen wir aber nicht als hinreichend ansehen, da
sonst die Stabilitit verletzt wire. Extensionen sind im Sinn von D1.6-2
zu definieren. Es kann nun fiir V gelten: Ist V(Ea)=w, so ist
V(A[a]) = w fiir alle GK a, ohne daf das fiir alle Extensionen V' von V
gilt, da fiir eine GK b mit V(Eb) = u gelten kann V(Eb) = w, aber
V(A[b])#w. Man miifite also sagen: V(AxA[x]) = w gdw. fiir alle GK a
gilt: V(A[a]) =w folgt aus V(Ea) =w. Gemeint ist hier aber ein Folgen
im Sinn von semantischen Regeln, und um das auszudriicken, mufl man
entweder auch auf eine Bewertungssemantik verzichten und zur Wahr-
heitsregelsemantik iibergehen oder zu direkten Bewertungen.!

Der erste Weg fiihrt dazu, dafl wir im Kalkil MP1 die p. I. Regeln
HAT1 bis VA2 nach den obigen Uberlegungen durch HA®® bis VA2® er-
setzen. Den so entstehenden Kalkiil nennen wir MP1%.

Zu MP1* kénnen wir also weder eine passende Interpretationsse-
mantik angeben, noch eine passende Semantik fiir partielle Bewertun-
gen. Anders sieht die Sache aus, wenn wir von den D-Bewertungen im
Sinn von D2.4-1 und D5.3-2 ausgehen. Deuten wir hier Allsitze
AxA[x] im Sinn von Ax(ExDA[x]), so erhalten wir statt der Bedin-

gung (3¢)

e3%) Vi(AxA[x]))=w gdw. fir alle GK a gilt Nj(jES; AV
(Ea)=wDV;(Ala])=w)
Vi(AxA[x])=f gdw. es eine GK a gibt mit Vi(Ea)=w und
V;(A[a]) =f.

Wir bezeichnen solche Bewertungen als D*-Bewertungen.

1 Man kann auch nicht setzen V(AxA[x]) = w gdw. fiir alle GK a gilt V(Ea) = f oder
V(A[a]) =w. Denn gilt V(Ea)=f, so gilt das auch fiir alle moglichen Prizisierungen
von V. Es gibt dann also keine Prizisierung von V, die a zu einem eindeutigen Namen
macht. Das kommt aber nur in sehr speziellen Fillen vor.
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Die Stabilitit gilt dann im Sinn von T2.4-1. Dem Beweis sind im
Induktionsschritt ~ nur  folgende  Fille hinzuzufiigen:  Ist
Vi(AxA[x]) =w, so gilt fiir alle GK a A J(eS; A V; (Ea)=wD Vi(A[a]) =w).
Ist keS;, so ist nach D2.4-1,2b keS;, also fiir Vi(Ea) = w Vi(A[a]) = w.
Es gilt also Ak(keS; A Vi (Ea) = wD Vi(A[a]) = w), also Vi(AxA[x]) = w.
Und ist Vi(AxA[x])=f, so gibt es eine GK a mit Vi(Ea)=w und
Vi(A[a])=f. Ist also jeS;, so gilt nach I V. auch Vi(Ea)=w und
Vi(Ala])={, also V(AxA[x])=f.

Wenn wir also AxA[x] nun im Sinn von Ax(ExD A[x]) deuten, so
erhalten wir die Regeln:

HAZ*: A~ EbDA[b], T - A~ AxA[x], T
VAI*: A, EadAfa]>T k A, AxA[x]> T
HA2* A~ ~(EaDA[a]), T + A~ ~ AxA[x], T
VA2+ A, ~(EbDA[b])» T+ A, ~ A xA[x]>T.

Dabei soll die GK b in HA1* und VA2 + nicht in der Konklusion vor-
kommen. HA2+ und VA2+ sind nun dquivalent mit den Regeln:

HA2": A~Ea, T3 A~ ~ Ala], T+ A ~ AxA[x], T
VA2%: A, Eb, ~A[b]=T - A, ~ AxA[x]—T.

Nach VA1* gilt auch
VAI™': A~ Ea, T; A, Ala]~ T+ 4, AxA[x]-T.

Man kann umgekehrt auch VA1* durch diese Regel ersetzen: Es sei 8
ein Beweis mit dem p. |. Regeln HA1* bis VA2*. Wir zeigen durch In-
duktion nach der Linge | von B, dafl sich Anwendungen von VA1*
durch solche von VA1* ersetzen lassen. Dabei kénnen wir vorausset-
zen, dafl in den Axiomen von B nur Atomformeln vorkommen, denn
man beweist leicht, dal mit solchen Axionen die iibrigen nach RF und
WS beweisbar sind. Entsteht nun in & eine SQ A, AxA[x]- T durch
VAT aus A, EaD A[a]~ T, so ist die VF Fa> A[a], da sie nicht in ei-
nem Axiom vorkommt, in jedem Ast von $ iiber der Primisse durch
VV eingefithrt worden — dann ersetzen wir sie dort iiberall durch
AxA[x] ~ oder durch eine Anwendung von VI1 auf SQ A—- Ea, I'' und
A, Ala]-»T". Dann wenden wir dort VA1* an und erhalten A,
AxA[x]->T", und daraus wie vorher (nun ohne die fragliche Anwen-
dung von VA1) A, AxA[x]-T.

HAT1* kénnen wir aber nun nicht durch die Regel A, Eb— A[b], T
= A~ AxA[x], T ersetzen, denn ist I" nicht leer, so folgt aus dieser
Primisse wegen der Beschrinkung von HI1 auf SQ mit nur einer HF
nicht A» EbD A[b], I, woraus man mit HA1* die Konklusion erhielte.
Man iiberlegt sich auch leicht, daf} die SQ Ax(A[x]V C)— AxA[x]VC,
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die-aus dieser Regel folgt, nach (e3*) nicht giiltig ist. Wir miissen also
bei HA1* bleiben, obwohl diese Regel wegen des Vorkommens der Im-
plikation in der Einfithrungsregel fiir den Alloperator unschon ist.
Wenn wir aber HA1* beibehalten miissen, so kénnen wir auch bei der
Regel VA1* bleiben.

Es sei nun DP1* jener Kalkiil, der aus DP1 durch Ersetzung der
p- . Regeln HA1 bis VA2 durch HA1* bis VA2* entsteht. Dann gilt:

17.1-2: Eine SQ A—T ist in DP1* genau dann beweisbar, wenn
A+— T+ in DP1 beweisbar ist.

Denn ist A— I" in DP1* beweisbar, so wegen der Aquivalenz von HA2*
und VA2* und VA2* mit HA2+ und VA2+ offensichtlich auch
A+—T+ in DP1. Und ist A+— '+ in DP1 beweisbar, so ohne TR-An-
wendungen, so daf im Beweis nur Allformeln der Gestalt
(~)Ax(ExDA[x]) vorkommen. Dann kénnen wir aber iiberall bei Er-
setzung von HA1-Anwendungen durch solche von HA1* etc. statt der
HPF (~) Ax(ExDA[x]) wegen der Aquivalenz von HA2* und VA2*
mit HA2+ und VA2+ die HPF (~) A xA[x] erhalten.
Ferner gilt:

77.1-3: In DP1* ist A xA[x]«<Ax(ExDA[x]) beweisbar.

Es gilt also auch: In DP1* ist A+—TI'+ beweisbar gdw. A+—» T+ in
DP1 beweisbar ist, und: Ist A—T" in DP1 beweisbar, so in DP1* jede
SQ A- T fiir die A+ =A und I'+ =T ist. In DP1 kann man ohne die
Voraussetzung A x(ExV —Ex) jedoch nicht beweisen Vx(Ex A A[x])«<
— Ax(ExDAx), und ebensowenig in DP1* VxA[x]<Vx(Ex A A[x]).
Nach (e3*) gilt ja auch nicht V;(VxA[x]) = V;(Vx(Ex A A[x])).

Die Behauptung von T7.1-3 ergibt sich nun so (a komme in
A xA[x]) nicht vor:

EaDA[a], Ea» EaDA[a] EaD (EaDA[a])» EaDA[a]
A xA[x], Ea—» EaDA[a] VA1* Ax(ExDA[x])» EaDA[a] VAIl*
A xA[x]- EaD(EaDA[a)) Ax(ExDA[x])» AxA[x] HA1*

AxA[x]— Ax(ExDA[x])

Ea, ~ A[a]> ~A[a]; Ea, ~A[a]>Ea

Ea, ~Ala]> ~EaDA[a]; Ea, ~Ala]>Ea
Ea, ~Ala]l> ~ Ax(ExDA[x]) HA2*
~ AxA[x]»> ~ Ax(ExDA[x]) VA2*

Ea, ~A[a]—> ~A[a]; Ea, ~A[a]—Ea
Ea, ~A[a]l-> ~ AxA[x] HA2*
Ea, Ea, ~Afla]l> ~ AxA[x]

Ea, ~EaDA[a]> ~ AxA[x]

~ Ax(ExDA[x])» ~ AxA[x] VA2¥
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Wir kénnen also die D*-Logik in die direkte P. L. einbetten. Da nach
5.4 in DP1 genau die D-wahren Sitze beweisbar sind und nach Defini-
tion der D*-Bewertungen ein Satz A genau dann D*-wahr ist, wenn
A+ D-wabhr ist, ist DP1* nach T7.1-2 eine adiquate Formalisierung der
D*-Logik.

Formal stellt sich unsere Logik fiir indeterminierte Namen als eine
Jreie Logik dar.* In der freien Logik lifft man auch (determinierte) Na-
men fiir Objekte zu, die nicht dem Grundbereich angehoren, auf des-
sen Elemente sich die Quantoren beziehen. Man erhilt eine solche Lo-
gik aus der normalen, z.B. klassischen P.L., wenn man Allsitze
A xA[x] im Sinn von A x(ExDA[x]) auffafit, wobei das Pridikat E ge-
nau auf die Objekte des Grundbereichs zutrifft.

Wir definieren:

D7.1-2: Eine totale freie Interpretation von P st ein Tripel

M= <U,, U, V> fiir das gilt:

1. U ist eine nichtleere Menge von Objekten und Uy, eine Teil-
menge von U.

2. V bildet die Menge aller GK von P in U ab, die Menge aller
n-stelligen PK von P in die Potenzmenge von Un, wobei
gilt V(E) =U,, und die Menge aller Sitze von P so in {w, f},
dafl gilt:

a) V(F(ay,. . .,ay))=w gdw. V(ay),. . .,V(ap)eV(F)

b) V(-A)=w gdw. V(A)=1f

c) VIAAB)=wgdw. V(A)=V(B)=w

d) V(AxA[x]) = w gdw. AV(V' = VA V(@)eU, D V(A[a]) =
w), wobei die GK a nicht in AxA[x] vorkommen soll.

Dann sind die bzgl. aller totalen freien Interpretationen wahren Sitze
offenbar genau jene Sitze A, fiir die A+ klassisch p. 1. giiltig ist.

Sieht man die Elemente des Grundbereichs U, als existierende
Dinge an, die Objekte aus U-U, hingegen als bloff mogliche Dinge, so
ist E das Priadikat ,existiert“. Der Einfachheit halber wollen wir auch
unser Pridikat E so lesen, ohne damit zu implizieren, dafl Namen a,
fur die der Satz Ea nicht gilt, mogliche Objekte oder iiberhaupt irgend-
welche Objekte bezeichnen. Im gleichen iibertragenen Sinn bezeichnen
wir D*-Logik auch als ,freie“ direkte Logik.

In der Regel wird man sich nur fiir Anwendungen der freien Logik
interessieren, in denen U, nicht leer ist, da sonst alle Allsitze wahr
sind. Dann folgt aus AxAx der Satz VxAx. Ebenso werden wir uns vor

' Schon H. Leblanc und T. Hailperin haben in (1959) auf die freie Logik als geeigneten

Rahmen fiir die Behandlung indeterminierter Namen hingewiesen. Vgl. dazu z.B. auch
B. van Fraassen (1966).
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allem fiir Anwendungen der D*-Logik interessieren, in denen die SQ
— VxEx beweisbar ist, wir wollen sie aber nicht generell als Axiom ver-
wenden.

Einen Satzkalkiil der D*-Logik DP* erhalten wir aus DP (vgl.
5.1), wenn wir die p. 1. Axiome und Regeln ersetzen durch

A16%: AxA[x]AEaDAJa]

A17%: —Ala]AEaD - AxA[x]

R2%: AD(EaDB[a])VCH AD AxB[x]VC
R3%*: —A[a]AEaDB + —-AxA[x]DB

wobei in R2* und R3* die GK a nicht in der Konklusion vorkommen

darf.

Abschliefend kommen wir auf das Problem der Objektivierbarkeit
der Sprache P bei Deutung durch eine Bewertung zuriick, auf die Frage
also, wann sie sich als Sprache iiber Gegenstinde und deren Attribute
auffassen liflt. Unter Bezugnahme auf D*-Bewertungen lafft sich der
Grundgedanke so formulieren:

D7.1-3: P ist bezgl. der D*-Bewertung M= <1, S, V> objektivierbar
gdw. es eine freie totale Interpretation '= <U, V'> gibt, die
M erweitert.

Es gilt dann

T7.1-4: P ist bzgl. M objektivierbar gdw. IM eine totale Bewertung ent-
hilt oder mit einer D*-Bewertung dquivalent ist, fiir die das
gilt.

Denn zu I gibt es eine D-Bewertung M= <I,S,V'> mit
V'(A+)=V(A) fiir alle Sitze A (a). (Man erhiilt, wie wir sahen, IR’ ein-
fach fir I'=1, S=S, V'=V.) Enthilt M eine totale Bewertung, so gilt
das auch fiir M, so dafl sich nach T2.4-7 I’ zu einer totalen Bewertung
V" erweitern lafit (vgl. a. die Bemerkung in 5.3 zur Ubertragbarkeit von
T2.4-7 auf den p.l. Fall). Es gilt also fir alle Sitze A:
V(A)*+uDV'(A)=V'(A) (B). Zu V" gibt es nach T4.4-5 eine iquiva-
lente totale Interpretation <U, V"> fiir die also gilt: V"'(A)=V"(A)
(). Und dazu eine freie totale Interpretation <U,, U, V"> | fiir die
gilt: V™(A) = V*(A+) (). (Wir setzen U, = V*(E) und V"(a) = V"(a) fiir alle
GK und V"(F) = V"(F) fiir alle PK F.) Aus («) bis (8) erhalten wir
dann: V(A) =u D V"(A)=V(A). Die Umkehrung ergibt sich entspre-
chend mit T2.4-8, T4.4-4 und T4.4-3.

Man kann P bezgl. einer D*-Bewertung M= <1, S, V> auch als
vollstandig objektivierbar bezeichnen, wenn es eine totale Interpretation
<U, V'> mit V(E)=U gibt, die V erweitert — wenn sich also alle Na-
men als Bezeichnungen fiir Objekte des Grundbereichs deuten lassen.
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Das ist der Fall, wenn IR eine totale Prizisierung V; von V;_ enthilt, fiir
die gilt V;(Ea)=w fiir alle GK a. Und man kann P bzgl. 3R als objekti-
vierbar im schwachen Sinn bezeichnen, wenn es eine freie D-Interpreta-
tion gibt, die alle Sitze der Gestalt Axq. .xp(Alxy,. . X,]V —A
[X1,. - -sXq]) erfiille, in denen keine GK mehr vorkommen. (Das soll
auch den Fall der Sitze AV—A einschlieffen, in denen in A keine GK
vorkommen.) Wir wollen auf diese Modifikation hier jedoch nicht ni-
her eingehen. Der Grundgedanke ist jedenfalls, daf} objektivierbare
Deutungen mit Wahrheitswertverteilungen und Wahrheitsregeln jene
sind, bei denen sich P als Sprache iiber Objekte und ihre Attribute auf-
fassen lafft und Wahrheit als Korrespondenz von Sitzen und objektiven
Tatsachen, die sie darstellen. Gibt es semantische Interdependenzen
zwischen Namen und Pridikaten, so l4af8t sich, wie wir sahen, eine Ob-
jektivierbarkeit der Namen (als Gegenstandsbezeichnungen) nicht von
einer Objektivierbarkeit der Priadikate (als Ausdriicke fiir objektive At-
tribute) trennen.

7.2 Identitat

Wir nehmen nun zum Alphabet von P noch das Grundzeichen = hinzu
und legen fest, daf} fir zwei GK a und b der Ausdruck a=b ein
(Atom-)Satz ist. Die so entstehende Sprache sei P;. In ihr definieren
wir

D7.2-1: a="=b:= ﬂ(a=b)

Wir referieren zunichst, wie die Identitit im Rahmen der klassischen
P. L. semantisch charakterisiert wird: Der Begriff der totalen Interpre-
tation nach D4.4-1, der nun auf P; zu beziehen ist, wird unter (2)
durch die Bedingung erginzt

e) V(a=b)=w gdw. V(a)=V(b)

Die Sitze T4.4-1 und T4.4-2, d.h. das Koinzidenz- und das Uberfiih-
rungstheorem bleiben giiltig. Zur Definition totaler Bewertungen nach
D4.4-4 figen wir die Bedingungen hinzu:

d) V(a=a)=w fiir alle GK a.
e) Ist V(a=b)=w, so V(A[a]) =V(A[b]) fiir alle Atomsitze A[a].

Wo nicht eindeutig aus dem Kontext hervorgeht, ob p. I. Interpretatio-
nen oder Bewertungen im Sinn von D4.4-1 bzw. D4.4-4 gemeint sind
oder identititslogische (kurz i. l.) Interpretationen bzw. Bewertungen,
die daneben den angegebenen Bedingungen (c) bzw. (d) und (e) genii-
gen, verwenden wir die Zusitze ,,p. 1.“ und ,i. L%, sonst lassen wir sie
auch weg. Es gilt dann fiir alle totalen i. l. Bewertungen V:

17.2-1: V(a=b)=wDV(A[a])=V(A[b]) fiir alle Sitze A[a].
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Beweis: Ist g der Grad von A[a], so gilt die Behauptung fiir g=0 nach
(e). Und ist sie bereits bewiesen fiir alle g<n, so gilt sie auch fiir g=n.
Es sei V(a=b)=w. Dann gilt z. B.:.V(AxA[x,a]) =w gdw. fiir alle GK ¢
V(Alc,a])=w gdw. (nach 1. V)) fiir alle GK ¢ V(A[c,b])=w gdw.
V(AxA[x, b])=w.

Die Semantik der totalen i. l. Bewertungen zeichnet wieder diesel-
ben Sitze als logisch wahr aus wie die Semantik der totalen i. I. Inter-
pretationen. Das beweist man auf demselben Wege wie in 4.4. Die
Sdtze T4.4-3 und T4.4-4 bleiben giiltig. Am Beweis des ersteren Satzes
andert sich nichts, fiir den letzteren ist zusitzlich nur anzumerken, dafl
jede totale i. |. Interpretation V nach (e) alle Sitze a=a erfiillt, und daf§
fiir V(a=b)=w nach (e) und D4.4-1,2a auch V(A[a])=V(A[b]) fiir
alle Atomsitze Afa] gilt.

Den Satz T4.4-5 beweisen wir nun wie folgt: V sei wieder die to-
tale Bewertung, zu der eine dquivalente (normale) totale Interpretation
V' anzugeben ist. Die Relation a=b:=V(a=b)=w ist eine Aquivalenz-
relation, denn nach den Bedingungen (d) und (e) gilt fiir alle GK
a,b,c: V(a=a)=w - also a=a -, V(a=b)=wAV(b=c)=wDV
(a=c)=w-alsoaxbAb=cDa=c-und V(a=b)=wDV(b=a)=w -
also a~bDb=a. Es sei nun [a] ={b:a~b} und U die Menge der Aqui-
valenzklassen [a]. Setzen wir V'(a)=[a] fir alle GK a und
V'(F)={([a1]);- - -[aa]): V(E(ay,. . .,a,)) =w} fiir alle n-stelligen PK F, so
ist <U, V'> eine totale Interpretation. Denn ist [a;]=[b;] (1<i<n)
also a;=b;, d.h. V(a;=b;) =w, so gilt nach der Bedingung (e) fiir totale
i. 1. Bewertungen V(F(ay,. . .,a,))=V(F(ay,. . »a;—1, bj, aj+1,- - »an)),
also mit ([al])' . .,[an] )gvl(F) auch ([al]a- . -,[ai—l]’ [bi],
[23;41],- - -s[an]) EV'(F). Ferner gilt VI(A)=V(A) fiir alle Sitze A. Das
beweisen wir wieder durch Induktion nach dem Grad g von A.

1. g=0: V(a=b)=w gdw. V(a)=V'(b) gdw. a=b gdw. V(a=b)=w.
V'(E(ay,. . -»ap)) =w gdw. (V(ay),. . ,V'(a5))eV (F) gdw. ([a1],. . ,[an])
eV'(F) gdw. V(F(ay,. . .,ap)) =w.

2. Die Behauptung sei bewiesen fiir alle g <n. Es sei nun g=n. Dann
gilt im p.l. Fall: Ist V'(AxA[x])=f, so gibt es ein V' mit
V' 5 VAVY(A[a])=f. Ist V'(a)=[b], so gilt also V'(a)=V'(b), also
nach dem Uberfithrungstheorem V'(A[a]) = V'(A[b])=f. Nach I. V. ist
dann V(A[b]) ={, also V(AxA[x])={f. (V' ist also normal.) Gilt umge-
kehrt V(AxA[x])=f1, so gibt es eine GK b mit V(A[b])={, also nach
I. V. V(A[b]) ={, also V(AxA[x])=f.

Nach T4.4-3 bis T4.4-5 gilt dann auch wieder der Satz T4.4-6,
nach dem genau jene Sitze, die von allen totalen Bewertungen erfiillt
werden, auch von allen totalen Interpretationen erfiillt werden.

Einen SQ-Kalkiil KP1; erhilt man aus KP1, indem man folgende

Axiome hinzunimmt;:
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I1: > a=a

I2: a=b, S[a]— S[b].

12 kann man auf Atomformeln beschrinken, denn die iibrigen Axiome
nach 12 lassen sich daraus ableiten, wie man durch Induktion nach dem
Grad der Satzkomponente von S[a] leicht erkennt. Ist z. B. das Axiom
a=b, Alc, a]->A[c, b] schon abgeleitet (wo ¢ nicht in AxA[x] vor-
kommt), so erhilt man daraus

a=b, AxA[x, a]— A[c, b], also a=b, AxA[x, a]—» AxA[x, b].

Man benétigt dabel nur TR-Anwendungen, bei denen die SF eine Iden-
tititsformel a=b oder ~a=>b ist, wie in den Fillen

—a=aj;a=b,a=a->b=a a=b-b=a;b=a,b=csa=c¢
a=b-b=a a=b,b=c—a=c

—a=aj;a=a, ~a=a— —b=a, ~b=a;b=a—a=b
oder
~a=a— —a=b, ~b=a;a=b, ~a=b—

~a=b- ~b=a

Es se1 nun Il eine Menge von PK und I(IT) sei die Menge der Sitze
Ax(x=x)und Axyzy. .z, (x=yD(A[x,21,. - »,zo] UA[y,z1,. . .,2,])) fiir
alle atomaren Satzformen A[x,zy,. . .,z,], die keine GK enthalten und
nur PK aus I1. (Dabei braucht x,zy,. . .,z, wieder nicht die Folge des
Auftretens dieser GV in A[x,zy,. . .,z,] zu sein). Es gilt dann:

17.2-2: Eine SQ A— T  ist genau dann in KP1; beweisbar, wenn die SQ
AJI(IT)- I' in KP1 beweisbar ist, wo Il die Menge der PK in
den Formeln aus A und I" sei.

Beweis: Ist I(IT), A»T" in KP1 beweisbar, so A= I" in KP1, denn alle
Sitze aus I(TI) sind in KP1; beweisbar. Ist umgekehrt A— I in KP1 be-
weisbar, so I(IT), A»I" in KP1. Denn es gibt dann, wie wir sahen, einen
Beweis § dieser SQ, in dem alle Axiome nach 12 nur Atomformeln ent-
halten. Wir kénnen auch voraussetzen, daf} bei keiner TR-Anwendung
die Primissen eine PK enthalten, die in der Konklusion nicht mehr vor-
kommt. Denn der Beweis der anderen SQ nach 12 erfordert nur solche
TR-Anwendungen, und nach dem Beweis von T5.1-2 lassen sich
TR+-Anwendungen eliminieren bis auf solche, in denen die Primissen
Z; und X, entweder beide (atomare) Axiome nach I1 oder 12 sind oder
in denen das fiir £; oder X, gilt, wihrend X, bzw. X, ein Axiom nach
WS bzw. TND ist. Enthilt die Schnittformel S eine PK, so liegt also ei-
ner der folgenden Fille vor:

a=b, S[a]- S[b]; b=c, S[b]— S[c]
a=b,b=c, S[a]— S[c]
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a=Db, S[a]- S[b]; S[b], ~S[b]— oder
a=b, S[al, ~S[b]>

- S[a]) ~ S[a]; a=ba S{a]_’ S[b]
a=b— ~S[a], S[b]

In diesen Fillen wird aber die PK in S[a] nicht eliminiert. Wir formen
nun $ wie folgt in einen Beweis & fir die SQ A, I(II)~ I" in KP1 um:
Die Axiome nach I1 und 12 in $ werden ersetzt durch folgende Beweise
in KP1:

—a=adurcha=a—»a=a
Ax(x=x)—»>a=a

a=Db, Ala, c]» A[b, c] durch

a=b, A[a, c], A[b, c]- A[b, c]; a=b, Ala, c]> A[a, c]
a=b, A[a, c], A[a, c]DA[b, c]- A[b, c]

a=b, A[a, c], A[a, c]LUA[b, c]- A[b, c]

a=b, Ala, c], Axyz(A[x, z] LIA[y, z])~A[b, c]

Ebenso fiir andere Atomformeln.

Dadurch entsteht ein Beweis fiir eine SQ A, I(IT)-TI', wobei
I(IT)eine Teilmenge von I(TT) ist. Durch VV erhilt man damit die SQ A,
(M—-T

Die semantische Widerspruchsfreiheit von KP1; beweist man wie
tiblich. Es gilt auch:

77.2-3: KP1, ist vollstindig.

Beweis: Nach T6.3-2 ist KP1 vollstindig. Ist also die SQ A, I(I)—T
nicht in KP1 beweisbar, so gibt es eine totale Bewertung V, die alle For-
meln aus A und I(IT) erfiillt, aber keine aus I'. Aus V(Ax(x=x))=w
folgt nun V(a=a)=w fiir alle GK a und aus V(Axyz;..z,(x=y2
(A[x,21,. . zn] LUA[Y,Z1,. - -2q])) =W folgt fiir alle GK a, b, cq,. . .,cpn:
V(a=b)=wDV(A[a,cy,. . -,cnl) = V(A[b,cy,. . ,cq]) fur alle Atomsitze
A, die eine PK aus I(IT) enthalten. Zu V gibt es dann aber eine totale
Bewertung V', die mit V fiir alle diese Atomsitze und alle Identitits-
sitze iibereinstimmt und fiir die z.B. gilt V(A)=f fiir alle anderen
Atomsitze. V' ist also eine i. |. Bewertung. Nach dem folgenden Hilfs-
satz gilt dann aber auch, daff V' alle Formeln aus A und I(I), aber
keine aus I" erfiillt. .

HS1: Gilt fiir zwei totale Bewertungen V und V' V'(A)=V(A) fiir alle
Atomsitze A, die mit PK aus einer Menge I1 gebildet sind, so gilt
V'(B) = V(B) fiir alle Sitze B, die nur solche PK enthalten.

Das beweist man in einfacher Weise durch Induktion nach dem Grad
von B.
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Einen Satzkalkiil der klassischen P. L. mit Identitit erhilt man aus
KP (vgl. 6.1) durch Hinzunahme der Axiome:

Al§: a=a
A19: a=bAA[a]DA[b].

Diesen Kalkiil nennen wir KP;.

Diese Uberlegungen zum Aufbau einer Identititslogik lassen sich
nun mit geringfiigigen Modifikationen auf die direkte Logik tibertra-
gen, der eine Deutung aller GK als Namen fiir Objekte zugrundeliegt:
Die Definition der D-Interpretationen nach D5.3-1 ist, bezogen auf Py,
unter (4) durch die Bedingungen zu erginzen

f) Vi(a=b)=w gdw. V;(a) =V;(b)
Vi(a=b) =1 gdw. V;(a) £ V;(b).
Und die Definition D5.3-2 der D-Bewertungen ist zu ergidnzen durch
3f) Via=a)=w
g) Vi(a=b)=wDV;(A[a])=V;(A[b]) fiir alle Atomformeln A[a]
h) Vi(a=b)+u

fiir alle GK a, b und fiir alle iel.
Da also gilt Vi(a=bV —a=Db)=w, miissen wir zum SQ-Kalkiil
DP1 neben I1 und I2 auch das Axiom

I3: >a=b, ~a=b

hinzunehmen. Der so entstehende Kalkiil sei DP1;. Und zum Satzkal-

kiil DP (vgl. 5.1) nehmen wir entsprechend neben A18 und A19 das
Axiom hinzu

A20: a=bVa=bh.

Dieser Kalkiil sei DPy. Er ist mit DP1; im Sinn von T5.1-6 iquivalent.
Wie oben erhilt man dann die Sitze:

17.2-4: DP1; ist semantisch widerspruchsfrei bzgl. i.1. D-Bewertun-
gen.

77.2-5: DP1 ist vollstindig bzgl. i. 1. D-Bewertungen.
Den letzteren Satz beweist man wie T7.2-3 iiber den Satz

17.2-6: Eine SQ A— T ist genau dann in DP1; beweisbar, wenn die SQ
AI'(I— T in DP1 beweisbar ist, wo I1 die Menge der PK in
den Formeln aus A und T ist.

Daber set I'(Il) die Menge I(II) erweitert um den Satz
Axy(x=yV —x=y).
12 1488t sich auch dann auf Atomformeln A[a] beschrinken, wenn
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die Implikation als Grundoperator behandelt wird. Im Induktions-
schritt sind der obigen Uberlegung nun folgende Fille hinzuzufiigen:

—a=aj;a=b,a=a—>b=a
a=b—b=a; b=a, A[b]> A[a]
a=b, A[b]> A[a]; a=b, B[a]— B[b]
a=b, A[b], A[a] > B[a]~ B[b]
a=b, A[a] D B[a]— A[b] D B[b]
a=b, Ala], ~B[a]= A[b]; a=b, A[a], ~ B[a]~ ~ B[b]
a=b, A[a], ~B[a]— ~A[b] D B[b]
a=b, ~A[a]DB[a]~ ~ A[b] D B[b]

Bei der Anwendung von TR im ersten Fall wird wieder nur eine Identi-
titsformel eliminiert.

Entsprechend verfihrt man im Fall der Semantik der minimalen
P. L. ber Zugrundelegung von partiellen Interpretationen und Bewer-
tungen. Der Kalkiil MP1; entstehe aus MP1 durch Hinzunahme der
Axiome I1 bis I3. Die Vollstindigkeit von MP1; lifit sich jedoch nicht
so beweisen wie bisher, da es in der minimalen Logik keine Implikation
gibt, die der Folgebeziehung entspricht, so dafl wir die Axiome nach 12
nicht durch #dquivalente Sitze ausdriicken konnen. Der Vollstindig-
keitsbeweis fiir MP1 bezog sich auf das in 4.3 angegebene mechanische
Beweisverfahren. Das ist nun auf MP1; zu iibertragen. Dabei ergibt
sich die Schwierigkeit, daff das Eliminationstheorem in MP1; nicht gilt.
Wir gehen daher von MP1; zu einem dquivalenten Kalkiil MP1KI iiber:
zur Erweiterung von MP2 durch die Axiome der Menge KI. KI sei je-
ner Kalkiil, der aus MP1; entsteht, indem wir alle Axiome und Regeln
auf SQ beschrinken, in denen nur Atomformeln vorkommen. (KI ent-
hilt also keine logischen Regeln.) Fiir KI (wie auch fir MP1; und
MP1KI) gilt nun:

HS2: Ist eine SQ A[a]— I[a] beweisbar, so auch A[b]—I'[b] fiir alle
GK b, wenn a in der letzten SQ nicht mehr vorkommt.

Das beweist man wie frither, indem man zeigt: Die Behauptung gilt fiir
die Axiome und gilt sie fiir die Primissen einer Regel, so auch fiir de-
ren Konklusion.

Die Reduktion £+ einer SQ I definieren wir so: Hat & weder die
Gestalt a=b, A[a]~ I'[a] () noch die Gestalt A[a]- I'[a], ~a=b (B)
(bis auf Vertauschungen), so ist  irreduzibel und X+ =2X. Hat X die
Gestalt (o) oder (B), so ist A[b]—I'[b] eine Reduktion von Z, wobei a
nicht mehr in A[b]— I'[b] vorkommen soll, falls a von b verschieden ist
(wir wollen diese metasprachliche Aussage hier zur Unterscheidung
von der objektsprachlichen a+b durch a£b andeuten); ist b dieselbe
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GK wie a, so ist A[b]—I'[b] die Reduktion von b=b, A[b]—I'[b] und
von A[b]-I'[b], ~b=b. Eine durch solche Reduktionsschritte aus X
entstehende irreduzible SQ ist dann eine Reduktion X+ von X. (Ver-
schiedene Reduktionen sind nach HS2 iquivalent.)

Es gilt nun:

HS3: Eine SQ I ist in KI genau dann beweisbar, wenn Z+ in KI be-
weisbar ist.

Ist 3+ =2, so ist die Behauptung trivial, und man erhilt aus a=b,
A[a]—~TTa] mit HS2 b=b, A[b]>TI[b], mit -b=b und TR also
A[b]— T'[b]. Man erhilt ferner aus A[a]— I'a], ~a=b mit WS und TR
a=b, Ala]>TT[a] und daraus wieder A[b]—TIT[b]. Ist umgekehrt
A[b]— I'[b] beweisbar, so auch jede SQ a=b, A[a]— I'[a], wo b noch in
A[a], Ta] vorkommen kann. Denn mit 12 und TR erhilt man aus
A[b]~ T[b] a=b, Afa]- I'[b], und daraus mit a=b~ b=a, 12 und TR
a=b, A[a]-T'[a]. Daraus erhilt man A[a]~T[a],~a=b mit
-~ a=b, ~a=b und TR.

HS4: Eine irreduzible SQ X ist in KI genau dann beweisbar, wenn sie
mit VT, HT, VV, HV aus einer SQ der Gestalt RF, WS, I1 oder
~a=a— hervorgeht.

Die letzteren SQ sind in KI beweisbar. Man erhilt ja

—a=aja=a, ~a=a—

~a=a—

Es gilt auch: KI ist semantisch widerspruchsfrei bzgl. partieller 1. 1.
Bewertungen; in KI sind also nur SQ beweisbar, die i. 1. P-giltige
Schliisse darstellen. Ist nun aber X irreduzibel und hat £ nicht eine der
angegebenen Gestalten, so gibt es eine partielle i. |. Bewertung V, bzgl.
der X nicht giiltig ist. Wir setzen V(A)=w gdw. A VF von X ist und
V(A)=f gdw. ~A VF von X ist fiir alle Sitze A, die nicht die Gestalt
a=b haben, V(a=b)=f{ fiir alle GK a, b mit a%b und V(a=a)=w fiir
alle GK a. Nach dieser Bestimmung ordnet V jedem Satz hochstens ei-
nen Wahrheitswert zu, sonst ginge £ aus WS mit Vertauschungen und
Verdiinnungen hervor. V ist eine partielle i. 1. Bewertung. Sie erfiillt
alle VF von Z, denn da X irreduzibel ist, tritt in £ keine VF der Gestalt
a=b fir ab auf. Enthielte £ aber eine VF ~a=a, so ginge X aus
~a=a—mit Verdiinnungen und Vertauschungen hervor. V erfiillt
keine HF von X, denn kein ~a=b ist fiir azb HF einer reduzierten
SQ, und alle HF der Gestalt a=b mit a%b sind nach V falsch. £ ent-
hilt ferner keine HF a=a, sonst ginge X aus I1 mit Verdiinnungen und
Vertauschungen hervor. Wire aber eine hintere Atomformel A (bzw.
~A), die keine Identtitsformel ist, wahr (bzw. falsch) bei V, so wire
nach der Definition von V A bzw. ~ A auch VF von X, so daf} £ aus RF
mit Verdiinnungen und Vertauschungen entstiinde.
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Nach HS4 ist KI entscheidbar.
HS5: Die Kalkiile MP1; und MP1KI sind dquivalent.

Denn die SQ aus KI, die nicht Axiome von MP1; sind, lassen sich in
MP1, beweisen, wie man sofort sieht, und in MP1KI sind umgekehrt
all jene Axiome nach 12, die nicht auch SQ von KI sind, ohne TR be-
weisbar. Das haben wir bereits oben bewiesen. Von TR wurde dabei
nur im Fall der Implikation Gebrauch gemacht.

Auf den Kalkiil MP1KI kann man nun, da in ihm TR eliminierbar
ist, das in 4.3 dargestellte mechanische Beweisverfahren anwenden, wo-
bei nun auch SQ als geschlossen gelten, die aus solchen von KI durch
VT, HT, VV und HV hervorgehen. Und man kann dann wie friiher die
Vollstindigkeit von MP1KI und damit, nach HS5, jene von MP1; be-
weisen.

Lassen wir nun auch indeterminierte Namen zu, gehen also von der
D- zur D*-Logik iiber, so konnen wir zwar die Axiome nach I1 und 12
beibehalten, nicht aber 13. Die Wahrheit eines Satzes a=a auch fiir ei-
nen indeterminierten Namen a zu fordern, ist zumindest harmlos, da
dieser Satz bei jeder Prizisierung gilt, die a zu einem determinierten
Namen macht. Ist ferner a dieselbe GK wie b, so ist a=b, A[a]— A[b]
Axiom nach RF. Sind a und b verschieden, so brauchen fiir a=b a und
b nicht determiniert zu sein, denn im Fall der Namen, die mit Pridika-
ten gebildet sind (wie Kennzeichnungs- oder Klassentermen) wird man
z.B. fordern, dafl aus der strikten Aquivalenz zweier Pridikate die
Identitit fiir die aus ihnen in gleicher Weise gebildeten Namen folgt.
Identitit liegt aber sicher nur dann vor, wenn eine wechselseitige Sub-
stituierbarkeit in allen Kontexten besteht. Das gilt jedenfalls in einer
extensionalen Logik, wie wir sie hier betrachten. I3 gilt hingegen nicht
mehr, wenn a oder b indeterminiert ist. Denn die Klasse der F's ist z. B.
mit der Klasse der G's genau dann identisch, wenn gilt Ax(FxLIGx),
und sie sind verschieden genau dann, wenn gilt Vx(Fx A— GxV — Fx
AGx). Es gilt aber nicht allgemein Ax(FxLGx)V Vx(FxA -GxV
—Fx A Gx). Wir ersetzen daher das Axiom I3 in DP1*; durch

I3*%: Ea, Eb>a=b, ~a=b.

Daraus folgt mit HA1* - Axy(x=y V x #y).
Das Prinzip

1) Afa], ~A[b]~ ~ a=b
ist in DP1, fiir beliebige Sitze A[a] beweisbar.
a=b, Ala]~ A[bJ; A[b], ~A[b]—

— a=b, ~a=b;a=b, A[a], ~A[b]-
Alal, ~A[b]> ~a=b.
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Da I3 jedoch in DP1#; durch das schwichere Axiom I3* ersetzt wurde,
gilt das hier nicht mehr.

Man wird aber (1) auch nicht generell annehmen kénnen, wenn
man indeterminierte Namen zuliflt, sondern nur fiir Atomsitze Ala].
Denn sind z.B. F und G vollstindig definierte Pridikate, ist b determi-
niert und gilt V;(Fb) = w und V; (Gb) =1, also V;(FbD Gb) =1, so kann
man aus V;(FaDGa)=w nicht auf ~a=Db schlieflen, da daraus nichts
iiber V;(Fa) und V;(Ga) folgt. Wir nehmen also zu DP1*; nur das
Axiom hinzu

I4%: A[a], ~ A[b]~ ~a=b fiir alle Atomsitze A[a].

Das Gesetz Ea, ~Eb— ~a=Db ist zwar fragwiirdig, wenn man ~ Eb
liest als ,,b ist nicht determiniert“, aber diese Leseart ist nicht korrekt:
Eb ist nicht schon dann als falsch ausgezeichnet, wenn b nicht determi-
niert ist — sonst wiirde fiir alle GK b gelten EbV —Eb -, sondern nur
dann, wenn durch semantische Regeln festgelegt ist, daf} b nicht fiir ein
Objekt des Grundbereiches steht. Denn ist bei einer Bewertung V
V(Eb)=f{, so gilt das auch fiir alle (zulissigen) Prisisierungen von V.

Entsprechend ist der Begriff der i. 1. D*-Bewertung nun so zu be-
stimmen, dafl wir zur Definition der D*-Bewertungen in 7.1 neben den
oben angefiihrten Bedingungen (3f und 3g) fiir i. l. D-Bewertungen fol-
gende hinzufiigen:

3h) Gilt V (Ea)=V(Eb)=w, soist V(a=b)+u
31) Gilt V(A[a])=w und V(A[b]) =f fiir eine Atomformel A[a], so gilt
V(a=b)=f.

Im folgenden sei J(A, ') die Menge jener Sitze der Gestalt Ea, fiir
welche die GK a in den Formeln aus A oder I als Argument von = vor-

kommt; kommen dort keine GK als Argumente von = vor, so sei
J(A, T') der Satz VxEx. Dann gilt fiir das Verhiltnis der Kalkiile DP1#;
und DP1; der Satz:

77.2-7 a) Ist A—T in DP1%| beweisbar, so A +— '+ in DP1;.
b) Ist At-T+ in DP1; beweisbar, so J(A, T), A~T in
DP1%#;.

Beweis: (a) ergibt sich aus der Uberlegung zu T7.1-2, wenn man beach-
tet, dafl die Axiome nach I1 und 12 beiden Kakiilen gemeinsam sind
und dafl man aus I3 in DP1, I3* und I4* erhilt, wie wir oben gesehen
haben. (b) Die Uberlegung hierzu entspricht jener zu T7.1-2. Es sei ¥
nun ein Beweis von A +— T+ in DP1y, in dem alle Axiome nur Atom-
formeln enthalten und in dem TR nur auf Atomformeln angewendet
wird. Axiome nach I3 in 8 werden durch solche nach I3* ersetzt. Da-
durch treten in den entsprechenden SQ des Beweises 8 in DP1% fiir
J(A, T'), A>T zusitzliche VF der Gestalt Ea auf fiir GK a, die in For-
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meln von A oder I' Argumente von = sind. Es ist zu zeigen, daf} die
durch Anwendung p. l. Regeln in 8 eliminierten GK sich auch in den
entsprechenden Schritten in ' eliminieren lassen, so daf} erstens die
Konstantenbedingung fiir HA1* und VA2* in 8 nicht verletzt sind,
und daf} zweitens in der End-SQ von ® nicht VF Ea stehen bleiben fiir
GK a, die in A und I" nicht als Argumente von = vorkommen. Wird in
B aber eine GK b durch HA1 eliminiert, so frither durch HI1 auch eine
VF Eb, und dann kann man in 8 ein zweites FV von Eb damit kontra-
hieren. Entsprechend fir VA2*. Wird in 8 die SQ A%+-
~EaDA[a]*, Tt bewiesen und mit HA2 daraus die SQ
A+- ~ Ax(ExD A[x]*), 't abgeleitet, in der die GK a nicht mehr
vorkommt, so ist nach I. V. in DP1*; die SQ J(A, T", AxA[x]), (Ea),
A~ ~EaDA[a], T" beweisbar, also auch J(A,T, AxA[x]), (Ea),
A~ Ea, T" und J(AI",AxA[x]), (Ea), A~ ~A[a],T", wobei die VF
Ea nur dann anzugeben ist, wenn a in A[a] im Argument von = steht.
Mit HA2* erhalten wir daraus in & J(A[AxA[x]), (Ea),
A~ ~ AxA[x], I, wobei nun a nach Voraussetzung nur mehr in der
VF Ea auftritt. Mit VA2* erhalten wir also J(A,T", AxA[x], VxEx,
A~ ~ AxA[x],T". Nach HA2* gilt aber Ec~ VxEx; enthilt also J(4,
I, AXA[x]) einen Satz Ec, so kann man die VF VxEx weglassen. Ent-
sprechend argumentiert man fiir VA1.

Man beachte, dafl beim Beweis von (b) kein Gebrauch von 14* ge-
macht wird. Der Satz T7.2-7 gilt also auch fiir den Kalkiil DP1*; ohne
I14*, obwohl dieser Kalkiil natiirlich schwicher ist. Ist A+—T+ in
DP1, beweisbar, so ist eben oft nicht nur J(A,T), A—T'in DP1*¥; be-
weisbar, sondern die SQ J, A~T", wo J' eine echte Teilmenge von J(4, I')
ist.

7.3 Kennzeichnungen

Kennzeichnungsausdriicke haben die symbolische Gestalt ixFx — ,das-
jenige Objekt, auf welches das Pradikat F zutrifft“. Um sie formulieren
zu konnen, nehmen wir zur Sprache Py nun noch das Grundsymbol
hinzu, den Kennzeichnungsoperator. Neben den GK treten in der erwei-
terten Sprache — wir nennen sie P — auch Kennzeichnungsausdriicke
als Namen fiir Objekte oder als 7erme auf. Die Formregeln fiir P, lau-
ten nun $o:

D7.3-1: Terme und Satze von P;.
a) Alle GK von P, sind Terme von P,.
b) Sind s und t Terme von Py, so ist s=t ein (Atom-)Satz von
P,.
c) Ist F eine n-stellige PK und sind sy,. . .,s, Terme von P, so
ist F(sq,. . -,5,) ein (Atom-)Satz von P».
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d) Ist A ein Satz von Py, so auch —A.

e) Sind A und B Sitze von P, so auch (A A B) (sowie, im Fall
der direkten Logik, (A D B)).

f) Ist A[a] ein Satz, a eine GK und x eine GV von P,, die in
A[a] nicht vorkommt, so ist auch AxA[x] ein Satz von P,.

g) Ist A[a] ein Satz, a eine GK und x eine GV von P,, die in
A[a] nicht vorkommt, so ist ixA[x] ein Term von P,.

Als Mitteilungszeichen fiir Terme verwenden wir die Buchstaben s,t,. . .
Die Buchstaben a, b, c,. . stehen weiterhin nur fiir GK.

Da in Kennzeichnungstermen GV vorkommen, ist der Ausdruck
A[t] nicht immer wohlgeformt, d.h. ein Satz oder Term von P,, wenn
A[a] und t wohlgeformt sind. Dazu ist vielmehr erforderlich, dafl keins
der durch die eckigen Klammern ausgezeichneten Vorkommnisse der
GK a in A[a] im Bereich eines Vorkommnisses eines Quantors Ax, Vx
oder 1x mit einer GV x steht, die in t vorkommt. Der Bereich eines Vor-
kommnisses von Ax, Vx oder ix in A ist der kleinste Ausdruck, der un-
mittelbar darauf folgt und zusammen mit Ax, Vx bzw. x bis auf evtl.
Ersetzung von GV durch GK ein Satz bzw. Term von P; ist. So ist z. B.
in dem Satz A[a]=Ax(F(x, a) D VyG(1zH(z, a, x1(x)),y)) A AxAyF(x,
y) der Ausdruck F(x, a) D VyG(1zH(z, a, ixI(x)),y) der Bereich des er-
sten und AyF(x, y) jener des zweiten Vorkommnisses von Ax, G(izH(z,
a, xI(x)),y) ist der Bereich des ersten, F(x, y) jener des zweiten Vor-
kommnisses von Vy, H(z, a, wI(x)) ist der Bereich von 1z und I(x) jener
von 1X. Beziehen sich nun die eckigen Klammern in A[a] auf beide Vor-
kommnisse von a und ist t=1zVyG(z, y), so sind — da das zweite Vor-
kommnis von a im Bereich der Quantoren Vy und 1z steht — z und y vor
der Einsetzung durch andere GV z und y zu ersetzen. Das soll im fol-
genden — wie auch in entsprechender Weise in den Sprachen der Typen-
logik und der Klassenlogik — stillschweigend vorausgesetzt werden.

Ein Kennzeichnungsterm 1xA[x] (,,dasjenige Objekt auf welches
das Priadikat A[x] zutrifft“) hat zunichst nur dann eine wohlbestimmte
Bedeutung, wenn die Normalbedingung einer Kennzeichnung erfiillt ist,
dafl es genau ein Ding gibt, auf welches das Priadikat A[x] zutrifft.
Diese Normalbedingung lift sich so definieren:

D7.3-2: VIxA[x]:=Vx(A[x] A Ay(y+xD = A[y])).

Ist die Normalbedingung nicht erfiillt, so wird man in der natiirlichen
Sprache den Kennzeichnungsausdruck zwar nicht als sinnlos ansehen,
aber doch nicht als Namen, der ein bestimmtes Objekt bezeichnet. Der
Sinn von Ausdriicken ist eine Sache sprachlicher Regeln und hingt
nicht von empirischen Umstinden ab. Daher wird man z.B. dem Aus-
druck ,Die Tafel im Hoérsaal 359 durchaus einen Sinn zusprechen,
egal ob sich dort genau eine Tafel befindet. Man wird ihm nur den Be-
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zug absprechen, wenn sich dort keine Tafel oder mehrere Tafeln befin-
den. Da es nun in der extensionalen Logik nur um den Bezug, nicht um
den Sinn der Ausdriicke geht, und (extensionale) Sitze, die einen be-
zugslosen Namen enthalten, keinen Wahrheitswert haben, ordnet man
in der klassischen Logik Kennzeichnungen in Abweichung vom nor-
malsprachlichen Gebrauch auch dann einen Bezug zu, wenn die Nor-
malbedingung nicht erfiillt ist. Sonst hitte man Wahrheitswertliicken
und miifite das Prinzip vom Ausgeschlossenen Dritten aufgeben. Wel-
ches Objekt ein Kennzeichnungsausdruck bezeichnen soll, falls die
Normalbedingung nicht gilt, ist gleichgiiltig. Es muf nur irgendein Ob-
jekt des Grundbereichs sein, so dafl man z.B. festlegen kann, daf alle
Kennzeichnungen, fiir welche die Normalbedingung nicht erfiille ist,
dasselbe Objekt bezeichnen sollen wie eine bestimmte GK a,,.

Das ergibt folgende zusitzliche Bedingung fiir totale Interpreta-
tionen <U, V> von P, (vgl. D4.4-1 und die Bedingung (e) aus 7.2):

a falls gilt
AV'(V'2VAV'(A[a] =w DV (a) = a1)

f) VxA[x]) = (a komme in xA[x] nicht vor, o sei ein Ob-
jekt aus U)

V(a,) falls es kein solches a gibt.
Daraus ergibt sich folgende Definition:
D7.3-3: xA[x]=b: = VIxA[x] AA[b] V = VIXA[x] A ag=b.

Sie ist korrekt, da es fiir jedes A[x] genau ein Objekt b gib, fiir welches
das Definiens erfiillt ist. Aquivalent damit ist die Kontextdefinition:

D7.3-4: BlxA[x]]: = VIxA[x] A Vx(A[x] A B[x]) V = VxA[x] A B[a,].

Umgekehrt ergibt sich aus jeder dieser beiden Definitionen die Inter-
pretationsbedingung (f). Wir konnen also Kennzeichnungsterme in P,
definitorisch einfithren und benotigen dafiir keine eigenen Interpreta-
tionsbedingungen oder Axiome.

In KP1; sind die p. l. Regeln VA1 und HA2 (vgl. 4.2) nun so zu
formulieren, dafl anstelle der GV a beliebige Terme s stehen kénnen
(entsprechendes gilt fiir die p.l. Axiome Al6 und A17 von KP (vgl.
5.1)). Das gilt jedoch nicht fiir die p. I. Regeln HA1 und VA2, in denen
die der Konstantenbedingung unterworfenen GK b nicht durch belie-
bige Terme ersetzt werden diirfen, da das Substitutionsprinzip Té.1-1
nicht fiir beliebige Terme gilt. Es ist z.B. beweisbar V!xA[x]—
A[1xA[x]], aber nicht VIxA[x]— A[b], woraus — falls b nicht in AxA[x]
vorkommt — VIxA[x]— AxA[x] folgen wiirde. Ebenso kann man die GK
a in den Regeln R2 und R3 von KP (vgl. 5.1) nicht durch Terme erset-
zen. In den 1. |. Axiomen nach 11 und 12 kann man fiir die GK hingegen
wieder beliebige Terme einsetzen.
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In der minimalen P. L. ergibt sich nun das Problem, daf} der Bezug
des Terms 1xF(x) eine Funktion der Extension der PK F ist. Ist F total
undefiniert, so kann man dem Term «xF(x) nach der Stabilititsbedin-
gung kein bestimmtes Objekt o zuordnen, denn wie immer man a
wihlt, es gibt eine Prizisierung der PK F, bei der F genau auf ein von «
verschiedenes Objekt des Grundbereichs zutrifft. Das gilt auch, falls F
nur partiell definiert ist. Denn ist V¥(F) leer, so gibt es fiir jedes Objekt
o aus U-VI(F) - U sei der der partiellen Interpretation V zugrunde lie-
gende Objektbereich — eine Extension V' von V, fir die gilt
VW(F) ={a}; ist V¥(F) ={a}, so gibt es Prazisierungen V', fiir die V'W(F)
{o} echt enthilt und andere mit V¥(F)={a}. Nur dann, wenn V¥(F)
mehrere Elemente enthilt, gilt das auch fiir alle Extensionen. Die Ein-
fihrung von Kennzeichnungstermen bewirkt also, daff wir mit indeter-
minierten Namen arbeiten miissen, und das gilt auch, falls wir bereit
sind, einem Term 1xA[x] selbst dann einen Bezug zuzuordnen, wenn
der Satz VIxA[x] falsch ist.

Indeterminierte Namen haben wir in 7.1 nur im Rahmen der direk-
ten P. L. betrachtet.

In DP1*; — nun mit den verallgemeinerten Regeln VA1 und HA2 —
gile:

17.3-1: VIxA[x]—- Ax(A[x]V = A[x])
Beweis:

Ea,Eb,Ala]>b=a,~b=a;Ea,Eb,A[a],b=2a— A[b] 12 und I3*
Ea,Eb,Afa]—> A[b], ~ b=a;Ea,Eb,A[a], = A[b]— — A[b]
Ea,Eb,Ala],b+a> -~ A[b]—> A[b], = A[b];Ea,Eb — Eb,A[b], = A[b]

Ea, Eb, A[a], Ay(y+aD —A[y])— A[b]V = A[b] VAT1*
Ea, A[a] AAy(y+aD = Aly])— Ax(A[x]V =A[x]) HA1*
V(A[X]A Ay(y +xD = Aly]))— Ax(A[x] V = A[x]) VA2*

Bei erfiillter Normalbedingung kénnen wir also einem Kennzeich-
nungsterm ohne Verletzung der Stabilitit einen bestimmten Bezug zu-
ordnen. Wir tun das durch das Axiom

K1: VixA[x]~ A[xA[x]].

Es besteht nun kein Anlaf, etwas iiber den Term xA[x] im Fall
— VIxA[x] festzulegen, weil wir damit doch Wahrheitswertliicken nicht
vermeiden kénnen. Wir fordern aber

K2: VIXA[x]— E(xA[x])
K3: Ax(A[x] L B[x])~ txA[x] = txB[x].

Mit K1 und K2 erhalten wir:
17.3-2 a) VIxA[x], Eb->b= xA[x] LJA[b]
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b) VIxA[x]— Axy(A[x] Ax#+yD —=A[y]).
Beweis :

al) Es gilt VIxA[x]—>A[ixA[x]] nach KI, also wegen A[1xA[x]],
b=wxA[x]~ A[b] nach 12: VIxA[x],b=wxA[x]~ A[b], also V!xA[x]
~b=wxA[x]D A[b].

a2) Aus VIxA[x], b=1xA[x]—A[b] erhalten wir mit WS VI!xA[x],
~ A[b], b=wxA[x]—, mit VIxA[x], Eb— b=1xA[x], b=+ xA[x](nach
I3* und K2) und TR also VIxA[x], Eb, = A[b]— b + 1xA[x].

b) Es gilt Ay(y *cD —A[y]), b# ¢, Eb~ —A[b], sowie b=c, a% b~

a+cund a*c, Ay(y*+cD —Aly]), Ea» —A[a], also mit WS und HV

a*c, Ay(y+cD —Aly]), Ea, Ala]> —A[b], also Ay(y+cD —A[y]),

Eb, a%b, Ea, Ala], b=cVb#c> —A[b], also nach I3* Ec, Alc],

Ay(y #c¢D —AJy]),Eb,a=%b, Ea, A[a]> —A[b], also nach VA2*

V!xA[x], Eb,Ea,a=+b, A[a]>- —A[b]. Es gilt also auch VIxA[x]

- Axy(A[x]Ax+yD —Aly]).

a3) Nach (b) gilt wegen K2 und K1 VIxA[x], b+ 1xA[x], Eb— —A[b].

a4) Mit T7.3-1 und I3* erhilt man daraus endlich auch V!xA[x], Eb,
A[b]— b= xA[x].

77.3-3: VIxA[x]— B[1xA[x]] LI Vx(A[x] A B[x]).

Beweis: (a) Nach T7.3-2,a gilt VIxA[x], Eb, A[b]- b=1xA[x], nach 12
b=w1xA[x], B[b]- B[ixA[x]]; mit TR und VK1 erhalten wir daraus
VIxA[x], Eb, A[b]AB[b]-B[wxxA[x]], mit VA2* VIxA[x], Vx
(A[x] A B[x])— B[xA[x]]. (b) Es gilt E(ixA[x]), A[xA[x]], B[«xA[x]]
— Vx(A[x] AB[x]), mit K1 und K2 folgt daraus V!xA[x], B[ixA[x]]
— Vx(A[x] A B[x]). (c) Mit K1, WS und HV erhalten wir VIxA[x], ~A
[XA[X]]> —B[XA[x]], mit VIxA[x], ~B[wA[x]]~> — B[xA[x]] folgt
daraus VIxA[x], ~ A[ixA[x]]AB[xA[x]]> —B[xA[x]], mit K2 und
VAT1* also VIxA[x], — Vx(A[x] A B[x])~ —B[1xA[x]]. (d) Nach T7.3-2,
b gilt VIxA[x], Eb, b+ wxA[x]— ~ A[b], also VIxA[x], Eb, —B[xA[x]],
b=+ wxA[x]»> ~A[b]AB[b]. Nach 12 gilt —B[ixA[x]], b=wxA[x]—~
~B[b], also  V!xA[x], Eb, —B[1xA[x]], b=wuxA[x]~ ~ A[b]JAB[b],
zusammen also  V!xA[x], Eb, —B[1xA[x]], b=1xA[x] Vb #1xA[x]~
~ A[b]AB[b]. Mit K2, I3* und TR erhalten wir daraus V!xA[x], Eb,
—B[ixA[x]]~ ~A[b]AB[b], mit HA1* also V!xA[x], —B[wxA[x]]~
- Vx(A[x] A B[x]).

Die beiden Theoreme T7.3-2 und T7.3-3 zeigen, dafl Kennzeich-
nungen bei erfiillter Normalbedingung die iiblichen Eigenschaften ha-
ben.

Da wir im folgenden von der Theorie der Kennzeichnungen kei-
nen Gebrauch machen werden, wollen wir hier nicht auf direkte Bewer-
tungen der Sprach P, eingehen. Im Sinn unserer Wahrheitsregelseman-
tik stellen die Axiome K1 bis K3 ja auch selbst schon semantische
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Regeln dar. Bei der Theorie der Kennzeichnungen ging es uns hier nur
um das Beispiel einer Sprache, in der man mit indeterminierten Pridi-
katen auch indeterminierte Namen einfithren mufi.

74 Funktionsterme und unendliche Induktion

In der Sprache P, kann man Funktionsterme durch Kennzeichnungen
einfiihren: Ist A[Xy,. . .Xny] ein n+ Istelliges Pridikat, fir das gilt
AXy. . XoVIYA[X{,. « XY s SO ISt tyA[Xy,. - - Xn,Y] ein n-stelliger Funk-
tionsterm. Auf diese Weise erhalten wir aber nach T7.3-1 nur total defi-
nierte Funktionsterme, die jedem n-tupel von Argumenten sg,...,Sy
mit Esq,. . .,Es, genau einen Wert t mit Et zuordnen. Will man also
auch partielle Funktionen betrachten, so wird man zum Alphabet von
P, auch Funktionskonstanten (kurz FK) mit einer Stellenzahl n >0
hinzunehmen. Als Mitteilungszeichen fiir FK verwenden wir die Buch-
staben f, g, h,. .. Die neue Sprache sei Pj3. Terme werden nun so defi-
niert:

D7.4-1 a) Alle GK und alle O-stelligen FK von Pj sind Terme von P;.
b) Sind sg,. . .,s, Terme und ist f eine n-stellige FK (n>0) von
Ps, so ist auch f(sy,. . .,s,) ein Term von P3.

Mit diesen Termen werden dann die Sitze von P3 in Entsprechung zu
D7.3-1 definiert. O-stellige FK sind im Prinzip entbehrlich, wir lassen
sie aber zu im Sinn von GK, die bei Anwendungen der Logikkalkiile
eine ausgezeichnete Rolle spielen. Wir kénnen dann immer vorausset-
zen, dafl keine GK ausgezeichnet ist. Als konstante Terme (kurz KT) be-
zeichnen wir im folgenden Terme, die keine GK sind und in denen
keine GK vorkommen. Konstante Sitze bzw. Formeln sind entsprechend
solche, in denen keine GK vorkommen. —

In der klassischen Logik werden n-stellige FK (n>0) im Sinn von
Funktionen interpretiert, die fiir alle n-tupel aus Elementen des Grund-
bereichs definiert sind. Ist also M=(U, V) eine totale Interpretation
von P3, die im iibrigen die Bedingungen von D4.4-1 erfiilly, so soll
V(f)eUU" sein fiir alle n-stelligen FK f von P3 fiir n>0, und fiir alle
O-stelligen FK f soll gelten V(f)eU. Wir ersetzen die Bedingung (a)
durch

ay) V((sy,. . 550)) =VEHV(s1)- - ,V(sn)
a;) V(s=t)=w gdw. V(s) = V(1)
a3) V(E(syy. - 8q)) =w gdw. V(s1),. . ., V(sp)eV(E).

Die p. |. Regeln VA1 und HA2 von KP1; sowie die Identititsaxiome 11
und 12 sind wieder so zu verallgemeinern, daf} anstelle der GK belie-
bige Terme stehen konnen. So wollen wir sie im folgenden immer ver-
stehen.
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Die Ersetzbarkeit identischer Terme in Termen ergibt sich aus 12
und I1, denn daraus erhalten wir s=t, rs]=r[s]— r[s] =r[t], mit I1 also
s=t— r[s]=r[t].

Es sei nun "0" eine O-stellige FK, ' eine 1-stellige und + und - zwei
2-stellige FK von P3. Statt (s), +(s, t) und (s, t) schreiben wir s, s+t
und s-t. K sei ein Kalkiil mit den Axiomen: a+0=a, a+b=(a+b),
a-0=0, a-b'=a-b+a, also ein Kalkiil der Arithmetik. In KP1; ist nun
zwar z.B. fur alle Zahlterme m, n und p, d.h. fiir alle Ausdriicke 0, 0,
0'... beweisbar (m+n)+p=n+(m+p) und n-m=m-n, aber die
Sdtze (a+b)+c=b+(a+c) und a-b=b-a sind nicht beweisbar, und
daher auch nicht Axyz((x+y)+z=x+(y+2z)) und Axy(x-y=y-x).
Der Beweis dieser Sitze erfolgt vielmehr induktiv, d.h. fiir verschie-
dene Zahlterme sehen die Beweise verschieden aus. Man erhilt z. B. das
Gesetz (a+b)+n=a+ (b+n) so:

1. (a+b)+0=a+b=a+(b+0).
2. Ist Dbereits bewiesen (a+b)+n=a+(b+n), so git auch
(a+b)+n'=((a+b)+n)=(a+(b+n))=a+(b+n)=a+(b+n).

Soll der Basiskalkiil nur atomare Aussagen enthalten, so kann er kein
Induktionsprinzip wie A[0]A Ax(A[x]D A[x])~AxA[x] enthalten, das
ja fir alle Aussageformen A[x] gelten soll. Man mufl vielmehr Regeln
der unendlichen Induktion verwenden, die unendlich viele Primissen ha-
ben. Das sind die Regeln

Ul: Ist A» A[s], ' beweisbar fiir alle KT s, so ist fiir jede GK b auch
A— A[b], T beweisbar.

U2: Ist A, ~A[s]— I beweisbar fiir alle KT s, so ist fiir jede GK b auch
A, ~A[b]— I beweisbar.

Mit HA1 und VA2 erhalten wir daraus:

1. Ist A= A[s], " beweisbar fiir alle KT s, so ist auch A— AxA[x], I" be-
weisbar.

2. Ist A, ~A[s]->T" beweisbar fiir alle KT s, so ist auch A,
~ AxA[x]-T beweisbar.

Man kann aber U1l und HA1 bzw. U2 und VA2 nicht durch (1) bzw.
(2) ersetzen, da man z.B. aus a+0=a auch auf Ax(x+0=x) schlieflen
will. Auch die Beschrinkung, daf} s in (1) und (2) KT sein sollen, 148t
sich nicht aufgeben, da eben z.B. - a-b=b-a nicht beweisbar ist, man
also ohne diese Beschrinkung nicht — Axy(x-y=y-x) erhielte. Die Re-
geln (1) und (2) und daher U1l und U2 sind natiirlich nur sinnvoll,
wenn der Grundbereich nur solche Objekte enthilt, die durch KT be-
zeichnet werden, wenn er also in unserem arithmetischen Beispiel die
Menge der natiirlichen Zahlen ist.
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Man kann nun nicht unendlich viele SQ beweisen. Ein Beweis, der
Anwendungen von U1 oder U2 enthilt, lafit sich also nicht hinschrei-
ben. Es laflt sich nur mit metatheoretischen Mitteln, insbesondere in-
duktiv zeigen, dafl alle SQ A—A[s], I bzw. A, ~A[s]>T fiir KT s be-
weisbar sind. Damit verlifit man aber den Rahmen formaler Kalkiile.
Man bezeichnet daher Kalkiile mit Regeln, die unendlich viele Primis-
sen haben, als halbformale Kalkiile. Um die Konstruktivitit des Beweis-
begriffes dennoch zu garantieren, wird man fordern, dafl die Regeln
U1 und U2 nur in einer geordneten Folge angewendet werden: Der Ge-
samtkalkiil & wird als eine Folge Ko, &1, K2,..., &g ... (@ seien
konstruktiv definierbare Ordinalzahlen) aufgefaflt, die wie folgt defi-
niert werden:

1. Jedes Axiom von & ist in &, beweisbar.

2. Jede SQ, die durch formale Regeln (mit endlich vielen Primissen) aus SQ
ableitbar sind, die in &, beweisbar sind, ist in &, beweisbar.

3. Ist a <P, so soll jede in &y beweisbare SQ auch in g beweisbar sein.

4. Lassen sich alle Pramissen einer U-Regel in Systemen &, mit o; <P
beweisen, so lifit sich die Konklusion in &g beweisen.

Eine SQ ist genau dann in & beweisbar, wenn sie in einem K¢ beweisbar
ist. Diese Restriktion fiir die Anwendung der U-Regeln verhindert, daf§
die Konklusion einer solchen Regel zur Ableitung einer ithrer Primis-
sen verwendet werden kann. Die metatheoretischen Beweise fiir die Be-
weisbarkeit aller Pramissen einer U-Regel sollen ferner ein Verfahren
liefern, nach dem sich solche Beweise konstruieren lassen. Diese Be-
* schrinkungen implizieren, dal man vom Prinzip des Ausgeschlossenen
Dritten in der Metatheorie der Systeme, das ja in Anwendung auf un-
endliche Beweise problematisch wird, keinen uneingeschrinkten Ge-
brauch macht. Man kann z. B. die Existenz eines unendlichen Beweises
nicht indirekt begriinden.

Ein Beweis in & ist dann ein SQ-Baum, der unendlich viele Aste
enthalten kann. Jeder Ast ist aber endlich. Regeln mit unendlich vielen
Primissen hat schon D. Hilbert in (1931) eingefithrt. Man kann die Re-
geln Ul und U2 auch zu den Kalkillen der minimalen und direkten
P. L. hinzunehmen. Bei Annahme indeterminierter Namen erhilt man
aus den Primissen A~EsD A[s], I' mit Ul A~EbDA[b], T, also A,
Eb-A[b], I" und mit HA1* A~ AxA[x], T, und entsprechend erhilt man
aus den Primissen A, Es, ~ A[s]» ' mit U2 und VA2* A, ~ AxA[x]~T"

Die Eliminationstheoreme fiir MP1, DP1 und KP1 bleiben bei der
Erweiterung dieser Kalkiile durch die U-Regeln weiterhin giiltig. Es
gilt z. B. das Theorem T4.2-1a in der Fassung: Ist A[a]— I'a] beweisbar
fiir eine GK a, so auch A[s]-I'[s] fiir jeden Term s. Das ergibt sich aus
dem Beweis fiir T4.2-1a, und den U-Regeln ohne weiteres. Im Beweis
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des Elimingtionstheorems T4.3-1 tritt nun nur der Fall unter (2) neu
auf, dafl eine Regel unendlich viele Pramissen haben kann; die Argu-
mente iibertragen sich aber ohne weiteres auf diesen Fall.

Fiir die Diskussion eines halbformalen Systems der Arithmetik vgl.
Schiitte (1960), Kap. VI.

7.5 Semantische Antinomien

Nachdem wir nun zwei Versionen einer P. L. ohne tertium non datur
entwickelt haben, wollen wir auf den Ausgangspunkt dieser ganzen
Untersuchung, das Antinomienproblem zuriickkommen und uns iiber-
legen, wie sich die semantischen Antinomien, die sich in einer p. . Spra-
che formulieren lassen, in diesem Rahmen darstellen und ob sich hier
eine intuitiv akzeptable Lésung fiir sie ergibt. Wir betrachten drei Anti-
nomien: Den ,Liigner®, die Antinomie von K. Grelling und jene von
Berry und Finsler.

Die Antinomie des ,Liigners“ haben wir schon in der Einleitung
erwihnt. Sie ergibt sich aus dem Satz ,Dieser Satz ist nicht wahr®. Man
kann eine direkte Selbstbeziiglichkeit des problematischen Satzes auch
vermeiden, indem man ithn z.B. so formuliert: ,Der 537. Satz dieses
Buches ist nicht wahr“, wobei dann eine Abzihlung der Sitze ergeben
moge, dafl der 537. Satz eben dieser Satz selbst ist.! In jedem Fall be-
ruht die Antinomie darauf, daf fiir einen Namen b eines Satzes B gilt

a) Bist der Satz = W(h).

Nach der Wahrheitskonvention von A. Tarski, die der Adiquations-
theorie der Wahrheit entspricht, ist ein Satz genau dann wahr, wenn
das zutrifft, was er behauptet. Wenn wir die p. 1. Sprache P so erwei-
tern, daf} sie Namen fiir ihre eigenen Sitze enthilt und eine PK W fiir
»ist wahr®, so dafl W(a) ein Satz ist, falls a ein Name fiir einen Satz ist,
so liflt sich diese Konvention durch folgende semantische Regel wie-
dergeben

T Ist a ein Name fiir den Satz A, so gilt V(W(a)) =w gdw. V(A)=w.

Dabei sei V eine totale Bewertung im Sinn von D4.4-4.

Aus (a) erhalten wir mit T fiir beliebige totale Bewertungen V:
VB)=V(-W(b)=w gdw. V(W(b))=f gdw. V(B)=f. Der Satz
B= —B ist also p. l. wahr, und aus ihm folgt klassisch BA = B.

Diese Antinomie verschwindet nun, wenn wir indeterminierte

! Vgl. dazu z.B. die Formulierung von Lukasiewicz, die in Tarski (1936) angegeben wird,
oder auch die Konstruktion von Quine in (1951), § 59, bei der ein Gedanke von Godel
zur Konstruktion eines unentscheidbaren Satzes der Arithmetik verwendet wird.
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Sitze zulassen und zu partiellen Bewertungen iibergehen. T ist dann im
Sinn der Fidelitit und Stabilitit (vgl. 1.6) zu ersetzen durch:

T": Ist a ein Name fiir den Satz A, so gilt:
V(W(a))=w gdw. V(A)=w,
V(W(a))=f gdw. V(A)={.

Wir erhalten dann wie oben den M-wahren Satz B= —B, aus dem nun
aber in der minimalen Logik nicht BA —B folgt. Der Satz B= — B be-
sagt nur: Wenn B wahr ist, so ist B falsch, und umgekehrt. Daraus folgt
aber weder, dafl B wahr ist, noch daf B falsch ist, sondern vielmehr,
daf B wesentlich indeterminiert ist, dal man also B im Einklang mit
den semantischen Regeln keinen Wahrheitswert zuordnen kann. Ent-
sprechendes gilt fiir die direkte Logik.

Gegen diese Losung des Liigners durch Zulassung indeterminier-
ter Sitze wendet man oft ein, dafl aus der Annahme, B sel indetermi-
niert, ja folge, daf B nicht wahr ist; ist aber B nicht wahr, so ist der
Satz — W(b) wahr, also wegen (a) auch B. Daraus ergibe sich dann mit

= —B auch in der minimalen Logik ein Widerspruch.

Hier wird aber von V(B)*w auf V(—=W(b))=w geschlossen. Das
setzt entweder andere Wahrheitsbedingungen fiir W als T voraus,
nimlich solche, nach denen gilt V(A)+wDV(W(a))={, oder andere
Wahrheitsbedingungen fiir —, nach denen gilt: V(A) #+wD V(-A)=w.
Beide Bedingungen verstofien jedoch gegen das Prinzip der Stabilitit.
Gibt es Wahrheitswertliicken, so bedeutet ,,nicht wahr“ nicht dasselbe
wie ,falsch. Indeterminiertheit ist auch kein dritter Wahrheitswert,
sondern eine Unbestimmtheit des Wahrheitswertes, die in der Regel
durch Prizisierungen aufgehoben werden kann, also durch eine Ergin-
zung der semantischen Regeln. Daher sind Operatoren, wie z. B. eine
,starke“ Negation N, fiir die gelten wiirde V(NA)=w gdw. V(A) +w
und V(NA)=f gdw. V(A)=w, die also einem Satz NA einen Wahr-
heitswert zuordnen, wenn das Argument A indeterminiert ist, nicht zu-
lissig. Eine Wahrheitsregel ,Ist A indeterminiert, so ist NA wahr®,
wire im System nicht anwendbar, da Wahrheitsregeln Sitze nicht als
indeterminiert auszeichnen, sondern immer nur als wahr oder als
falsch. Ebenso wire eine Deduktionsregel der Gestalt: ,Ist A nicht be-
weisbar, so ist B beweisbar” keine formale Regel, da Sitze im System
nicht als unbeweisbar ausgezeichnet werden. Wie die Unbeweisbarkeit
eines Satzes ist auch seine Indeterminiertheit nur metatheoretisch fest-
stellbar.

Erweitern wir nun die P. L. um Namen fiir ihre Sitze und das
Wahrheitspradikat im Sinn von T', so zeigt die Antinomie des ,Liig-
ners“, dafl es Sitze gibt, die wesentlich indeterminiert, d.h. indetermi-
nierbar sind: Jede Erweiterung der semantischen Regeln, die dem Satz
B einen Wahrheitswert zuordnet, ergibt ein inkonsistentes System se-
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mantischer Regeln, das B sowohl als wahr wie als falsch auszeichnet.
Hier zeigt sich: Man kann nicht einfach voraussetzen, daf jeder Satz
einer Sprache wahr oder falsch ist, sondern das hingt von den semanti-
schen Regeln der Sprache ab und - wie die Version des ,Ligners“ von
Lukasiewicz zeigt — u.U. auch von nichtsprachlichen Tatsachen. Und
die kdonnen so aussehen, dafl sie eine Wahrheitsdefinitheit ausschlielen.
Ebenso kann man nicht annehmen, ein widerspruchsfreier Kalkiil
bliebe widerspruchsfrei, wenn man das Postulat hinzunimmt, jeder Satz
sei in ihm beweisbar oder widerlegbar. (Ersetzt man z.B. in KA die
Axiomenschemata durch Axiome mit SK und nimmt eine zweite Regel
hinzu, welche die Ersetzung von SK durch beliebige Sitze erlaubt, so
wiirde dieser Kalkiil durch ein solches Postulat widerspruchsvoll.)

K. Grelling und L. Nelson haben in (1907) folgende Antinomie angege-
ben: Man nennt ein Pridikat ,heterologisch®, wenn es nicht die Eigen-
schaft hat, die es ausdriickt. So ist das Pridikat ,kurz“ nicht heterolo-
gisch, weil es kurz ist, ,lang“ ist hingegen heterologisch, weil es nicht
lang ist. Wird die Sprache P so erweitert, dafl sie Namen fiir ihre ein-
stelligen Pridikate enthilt, so kann man die PK H (fiir ,,heterologisch®
so einfiihren:

H1: Ist a ein Name fiir das einstellige Pridikat A[x], so gilt:
V(H(a)) =w gdw. V(A[a]) =f.

Ist nun b ein Name fiir das Priadikat H(x), so gilt danach fiir alle tota-
len p. 1. Bewertungen V(H(b))=w gdw. V(H(b))={, so daf} der Satz
H(b)= —H(b) p.l. wahr ist. Aus thm folgt klassisch aber der Wider-
spruch H(b) A = H(b).

In der minimalen Logik ist nun H1 wieder zu ersetzen durch

H2: Ist a ein Name fiir das einstellige Pridikat A[x], so gilt:
V(H(a))=w gdw. V(A[a])=f und
V(H(a))=f gdw. V(A[a]) =w.

Dabei ist nun V eine partielle Bewertung. Auch damit erhilt man den
Satz H(b) = — H(b), aus dem aber kein Widerspruch folgt. Wie im Fall
des Liigners liegt hier vielmehr ein wesentlich indeterminierter Satz
vor.

Eine explizite Definition H(x): = Af(N(x, f) D —fx) im Rahmen ei-
ner Pridikatenlogik 2. Stufe, in der N(x, f) besagt, daff x ein Name fiir
die Eigenschaft f ist (wobei diese Relation nacheindeutig sein soll), dn-
dert an dieser Uberlegung nichts: Man erhilt in der minimalen P. L.
wieder H(b)= —H(b), aber weder H(b) noch —H(b). —H(b) liefle
sich nur mit H(b) gewinnen, und H(b) nur iiber —H(b).

Die Antinomie von G. G. Berry, die B. Russell zuerst in den ,,Prin-
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ciples of Mathematics® (1903) veroffentlicht hat, lautet in der Version
von P. Finsler so: Auf einer Tafel mogen nur die Ausdriicke stehen
,0%, ,,1“ und ,Die kleinste natiirliche Zahl, fiir die kein Name auf die-
ser Tafel steht“. Bezeichnet der letzte Ausdruck eine natiirliche Zahl,
und wenn ja welche? Bezeichnet er keine Zahl, so gibt es eine kleinste
natiirliche Zahl, nimlich 2, fiir die kein Name auf der Tafel steht. Dann
bezeichnet aber der fragliche Ausdruck diese Zahl. Bezeichnet er umge-
kehrt eine Zahl n, so mufl n von 0 und 1 verschieden sein, fir die ja
Namen auf der Tafel stehen. Ist n=2, so ist 3 die kleinste natiirliche
Zahl, fiir die kein Name auf der Tafel steht; dieser Fall ist also ebenfalls
ausgeschlossen. Ist n endlich >2, so ist 2 die kleinste Zahl, fiir die kein
Name auf der Tafel steht, so dafl auch diese Moglichkeit entfillt. Be-
zeichnet der Ausdruck eine Zahl, so bezeichnet er also keine. Er be-
zeichnet also weder eine natiirliche Zahl noch bezeichnet er keine.

Der mysteriose Ausdruck — wir nennen ihn a — hat die Gestalt ei-
ner Kennzeichnung wxA[x], wobei A[x] das Pridikat ZxA —Vy(TyA
N(y,x)) A Az(Zz A=Vy(Ty A N(y, z))D x<z) ist. Zx stehe fiir ,x ist eine
natiirliche Zahl“, Ty fiir ,,y steht auf der Tafel“ und N(y, x) fiir ,y 1st
ein Name fiir x“. Eine Aussage N(b, c) ist nun nur fiir determiniertes c
determiniert — jedenfalls fiir Ausdriicke b, die iiberhaupt als Namen in-
frage kommen. Der Ausdruck txA[x] ist aber seinerseits nur determi-
niert, wo N(a, ixA[x]) determiniert ist. Denn nach Lage der Dinge
kann 1xA[x] allenfalls die Zahl 2 bezeichnen, gilt aber N(a, 2), so ist
xA[x]=3 und gilt —N(a,2), so ist wxA[x]=2. Die Ausdriicke
N(a, xA[x]) und 1xA[x] — und ebenso E(1xA[x]) — sind also indetermi-
niert, so daf} in der direkten Logik zwar gilt N(a, 2) = —N(a, 2), aber
nicht N(a, 2) A = N(a, 2). Angesichts der Forderung der Stabilitit kann
man die Indeterminiertheit von xA[x] auch nicht in der Objektsprache
ausdriicken, und daraus auf — N(a, ixA[x]) schlieffen: Ein Satz —Eb ist
nicht schon dann wahr, wenn b indeterminiert ist, sondern nur dann,
wenn b durch semantische Regeln als Objekt ausgezeichnet ist, das
nicht zum Grundbereich gehort. Solche Regeln haben wir aber in der
freien direkten Logik nicht angegeben.

Diese Hinweise zur Auflosung der Antinomien konnen freilich
nicht den exakten Nachweis ersetzen, daff sich im Rahmen der minima-
len oder direkten Logik Syntax und Semantik der Objektsprache in ihr
selbst widerspruchsfrei formulieren lassen. Der Aufbau einer solchen
Theorie wire aber ein umfangreiches Projekt, das hier nicht angegan-
gen werden kann.! Hier geht es um die Grundlagen von Logik und Ma-
thematik, und dafiir sind die mengentheoretischen Antinomien wichti-
ger als die semantischen.

! Eine Wahrheitstheorie im Rahmen einer Logik, die der minimalen entspricht, hat
S. Kripke in (1975) skizziert.
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8 Typenlogik
8.1  Die Sprache der Typentheorie

In diesem Kapitel wollen wir kurz auf die hhere Pridikatenlogik ein-
gehen. Wir beschrinken uns dabei aber im wesentlichen auf ein Referat
der klassischen Version dieser Logik, denn aus ihr erhilt man die mini-
male und die direkte hohere Pridikatenlogik in derselben Weise wie
man die minimale und die direkte Pridikatenlogik 1. Stufe aus der
klassischen erhilt. Wer mit der klassischen Theorie vertraut ist, kann
dieses Kapitel also iiberschlagen.

Die hohere P. L. geht aus der P. L. 1. Stufe, die wir bisher behan-
delt haben, dadurch hervor, dafl sie auch Quantoren fiir Pridikate ent-
hilt, Konstanten fiir Pridikatenpridikate, also fiir Pridikate, die auf
Priadikate anwendbar sind, usf. Wir stellen sie hier in Form der (einfa-
chen) Typentheorie dar.! Man kann die Typenlogik auch als eine Klas-
senlogik betrachten, in der die Klassen hierarchisch geordnet sind. Da
diese Hierarchie jedoch nur als Hierarchie von Begriffen intuitiv plau-
sibel ist (vgl. dazu den Abschnitt 9.1), fassen wir sie hier als eine For-
mulierung der hoheren P. L. auf.

Zur Sprache der (einfachen) Typenlogik (kurz T.L.) gelangt man

von der Sprache P der P. L. 1. Stufe auf folgendem Weg:
1. Pridikate werden durch Terme ersetzt und die Erfiillungsrelation
wird durch € ausgedriickt. Atomsitze F(ay,. . .,a,) von P werden in der
Form ,aq,. . .,a,eb* geschrieben: ,Das n-tupel aj,. . .,a, erfiillt das Attri-
but b (fillt unter den Begriff b)“. Man kann das auch lesen als ,Das n-
wpel ay,. . .,a, ist Element des Umfangs des Begriffes b“. Wir haben ja
in der Interpretationssemantik von P PK Umfinge von Begriffen zuge-
ordnet, und diese extensionale Deutung verwenden wir nun auch in der
Objektsprache. Da Umfinge von Begriffen Klassen sind, lesen wir
a1, - ,apeb“auch oft als ,Das n-tupel ay,. . .,a, ist Element der Klasse
b“. Komplexe Pridikate A[xy,...,x,] von P werden durch Abstrak-
tionsterme Axi..XpA[X1,. . .,X,] ersetzt, wobei das Abstraktionsprinzip
gelten soll:

AP: ay,. . a,€AX]. XpA[X(,. - Xn] gdW. Alay,. . 2,

Darin zeigt sich, dafl ¢ die Erfiillungsrelation ist, die in P durch die
runden Klammern in Atomsitzen ausgedriickt wird.

! Neben der einfachen gibt es auch eine verzweigte Typentheorie, die aber intuitiv wenig
befriedigend ist und ihr Interesse weitgehend verloren hat, nachdem es gelungen ist, die
Widerspruchsfreiheit der sehr viel stirkeren einfachen Typenlogik zu beweisen. Beide
Theorien sind von B. Russell entwickelt worden, wihrend Frege zuerst in seiner ,Be-
griffsschrift eine hohere P. L. (in einer nicht an der Mengenlehre orientierten Weise)
formuliert hat. Zur verzweigten Typentheorie vgl. z.B. Schiitte (1960), Kap. IX.
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Zwischen Individuen und Begriffen, die fiir Individuen definiert
sind, sowie zwischen Begriffen mit verschiedener Stellenzahl besteht
ein ontologischer Unterschied, der nun, da wir sie alle durch Terme be-
zeichnen, als Typenunterschied der Terme auch syntaktisch zu fixieren
ist. Individuen wie Begriffsumfinge bezeichnen wir als ,,Objekte“ und
sagen, Individuen seien Objekte des Typs 0 und Umfinge n-stelliger
Begriffe, die fir Individuen erklirt sind, seien Objekte vom Typ
(0,...,0) (eine n-gliedrige Folge von Nullen). Dieser Typenunter-
schied wird syntaktisch ausgedriickt. Wir unterscheiden die GK nach
dem Typ der Objekte, die sie bezeichnen. o,1, . . . seien Mitteilungszei-
chen fiir Typen. Ist a eine GK vom Typ 1, so deuten wir das durch die
Schreibweise at an.

2. Bisher haben wir nur eine andere Notation fiir die P. L. 1. Stufe ein-
gefiihrt. Zur P. L. 2. Stufe gelangt man erst, wenn man erstens auch
GV fir Objekte der Typen (0), (0,0), usf. einfihrt - sie sind dann
wieder syntaktisch von den GV fiir Individuen zu unterscheiden - und
iber diese Objekte quantifiziert, und wenn man zweitens auch GK fiir
Pridikatenpridikate einfithre, d. h. fiir Umfinge von Begriffen 2. Stufe,
die auf Begriffe 1. Stufe (und evgl. auch auf Individuen) zutreffen. Ist
z.B. F(x, y) eine Relation zwischen Individuen, so ist die Aussage, diese
Relation sei transitiv, eine Aussage iiber sie, in der ihr eine Eigenschaft
2. Stufe zugesprochen wird. Diese Aussage kénnen wir in der Form
AxyF(x, y)ec ausdriicken, wo ¢ nun eine GK ist, die den Umfang des
Begriffs 2. Stufe ,transitiv‘ bezeichnet. Sind 1y,. . .,7, die Typen der Ar-
gumente eines n-stelligen Begriffs 2. Stufe (so daff die t; (1<i<n) die
Gestalt 0 oder (0,...,0) haben, so sei (T - »Ty) der Typ des Um-
fangs dieses Begriffs. Der Umfang des Begriffs ,transitiv (in Anwen-
dung auf Begriffe 1. Stufe) hat also den Typ ((0,0)), die Relation ‘x
ist ein Unterbegriff von y* zwischen Objekten x und y vom Typ (0) hat
den Typ ((0), (0)), die Relation € zwischen Individuen und Begriffs-
umfingen des Typs (0) hat den Typ (0, (0)), usf.

3. Den zweiten Schritt kann man dann iterieren und so Begriffe immer
hoherer Stufen einfiihren.

Das fiihrt zu folgender allgemeiner Definition der Typen

D8.1-1: Typen
a) Oistein Typ.
b) Sind 1y,. . .,t, Typen, so auch (1. . .,1,).

Stufen von Typen werden so erklirt: 0 ist ein Typ der Stufe O, und
sind 1y,. .., T, Typen der Stufe ry,.. 1, so ist (Ty,.. .,T,) ein Typ der
Stufe max(ry,. . .,ry) + 1.

Die Sprache T der T. L. wird nun so bestimmt:

Das Alphabet von T enthilt die logischen Symbole —,A, A, A, &,
als Hilfszeichen das Komma und runde Klammerzeichen, sowie unend-
lich viele GK und GV jeden Typs.
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D8.1-2: Sitze und Terme von'T
1. GK des Typs t von T sind Terme des Typs t von T.
2. Sind sq, ..., s, Terme der Typen Ty, ..., T, und ist t ein
Term des Typs (tq, . .., Ty) von T, so ist (sq, . . ., SyEL) ein
(Atom-)Satz von T. (Ist t eine GK, so ist dieser Satz ein
Primsatz, sind auch sy, . . ., s, GK, so ist er ein Basissatz.)
3. Ist A ein Satz von T, so auch —A.
Sind A, B Sitze von T, so auch (A A B).
5. Ist A[a] ein Satz, a eine GK und x eine GV vom Typ T von
T, die in A[a] nicht vorkommt, so ist auch A xA[x] ein Satz

N

von T.

6. Ist A[ay, ..., a,] ein Satz, sind ay, ..., a, GK und xq, .. .,
x, GV der Typen 14, . . ., Ty, die in A[ay, . . ., a,] nicht vor-
kommen, so ist Axq, . . ., XpA[Xq, - - -, X,] €in Term des Typs

(t4y ..., Tp) von T.

Die Klammerregeln sind dieselben wie fiir P und wir definieren die
Operatoren V, D, = und V wie friiher.

Die Satz- und Termeigenschaft von Ausdriicken von T ist ent-
scheidbar. Denn die Konstanteneigenschaft ist entscheidbar, und nach
D8.1-2, (2)—(6) liflt sich jeder Satz und Term, der keine Konstante ist,
auf hochstens eine Weise aus kiirzeren Sitzen oder Termen erzeugen.
Ist ferner at eine GK, tT ein Term von T, so ist A[a?] genau dann ein
Satz von T, wenn das fiir A[t7] gilt. Daraus folgt: Ist t* ein Term von T,
so ist A xTA[x?] genau dann ein Satz von T, wenn das fiir A[t7] gilt. In
allen Sitzen der Gestalt s;"1, ..., s,"&t von T ist t vom Typ (14, .. .,
1,), also von einem Typ hoherer Stufe als die s; (1=1, ..., n).

Es sei Tm die Teilsprache von T, die nur Variablen und Terme der
Stufen <m enthilt, T™' die Teilsprache von T die nur Variablen der
Stufen <m und Terme der Stufen <m+1 enthilt. Dann ist To die
P. L. 1. Stufe, T! die reine P. L. 2. Stufe, T1 die volle P. L. 2. Stufe, usf.

Als Mitteilungszeichen fir GK verwenden wir wieder die Buchsta-
ben a, b, c, . . ., als solche fiir Terme die Buchstaben s, t, . ..

Bei induktiven Beweisen in der Semantik von P wie in der Meta-
theorie der verschiedenen Logikkalkiile iiber P hatten wir im Grad der
Sitze einen Induktionsparameter, fiir den der Wahrheitswert eines Sat-
zes bzw. seine Beweisbarkeit (ohne Schnitte) nur von den Wahrheits-
werten von Sitzen kleineren Grades abhing und seine Beweisbarkeit
nur von den deduktiven Relationen zwischen solchen Sitzen. Ein ent-
sprechender Induktionsparameter steht uns nun in der T. L. nicht mehr
zur Verfiigung. Man kann aber zwei induktive Parameter angeben, die
fiir manche Zwecke brauchbar sind:

Den p. I Grad kurz Gradp oder gp — von Sitzen von T bestimmen
wir wie friiher so:
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D8.1-3 a) gp(A)=0 fiir alle Atomsitze A.
b) gp(—A)=gp(A)+1
c) gp(AAB)=gp(A)+gp(B) +1
d) gp(AxA[x])=gp(A[a])+1.

Daneben kann man, wie K. Schiitte in (1960a) gezeigt hat, einen ¢ /.
Grad - kurz Gradyy oder gy — der Sitze von T einfiihren:

D8.1-4 a) gy(A)=0 fiir alle Primsitze A
b) gm(—A)=gm(A)+1
) gM(ANB)=gm(A)+gm(B)+1
d) gm(AxA[x])=gm(A[a])+1
e) gN1[(SI’ c oo SpEAXL L XpA X, ., Xn])=gM(A[s1, . . .,8n])
+1.

Diese Definition ist nun im Gegensatz zu D8.1-4 nicht induktiv nach
der Linge der Sitze oder der Anzahl von Vorkommnissen logischer
Operatoren in ihnen, denn A[sy, . . ., s,] kann linger sein als s, . . .,
Sn€AX] . . XpAlXq, . . ., X,], Wie das Beispiel AxVy(—xey)edz(zeaVbez)
gegeniiber AxVy(—xey)ea V bedxVy(—xey) zeigt. D8.1-4 ist aber in-
duktiv nach dem Rang der Sitze, der auf folgendem Weg definiert
wird:

D8.1-5: Unterausdriicke (UA)

GK haben keine UA.

Ein Primsatz ty, . . ., tyea hat die UA ¢y, . . ., ty

Ein Satz — A hat den UA A.

Die Sitze A A B haben die UA A und B.

Ein Satz Ax7A[x7] hat die UA A[a"] fiir alle GK a vom Typ

T.

6. Ein Satz tj,. .., t,ehx; ... x,Alxy, .. ., x,] hat den UA
Alty, ..o, ).

7. Ein Term Ax;™l... x,A[x,™, .. | xp'm] hat die UA
Ala;™1, ... a,"™] fiir alle GK 3" (1<i<n).

D8.1-6: Eine UA-Kette zu einem Term oder Satz ® ist eine (endliche
oder unendliche) Folge von Ausdriicken Dy, Oy, ... fir die
gilt:

a) (Dl =(D,

b) Ist @; keine GK, so enthilt die Kette einen Ausdruck D,
der ein UA von ®; ist.

c) Ist @;eine GK, so ist ®; das letzte Glied der Kette.

Ist @, das letzte Glied der Kette, so ist n die Linge der UA-Kette.

U AW N =

D8.1-7: Ein Satz oder Term ® heifit reguldr, wenn es eine Zahl n gibt,
so daf} alle UA-Ketten von ® eine Linge <n haben. Der Rang
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eines reguliren Ausdrucks ist die maximale Linge der UA-
Ketten von A.

78.1-1: Ist ®[a?] regulir und vom Rang r, so auch ®[b7], fiir alle GK
" br.

Das folgt direkt aus D8.1-5. Und aus D8.1-7 und T8.1-1 folgt:
78.1-2: Ist jeder UA von ® regulir, so auch ® selbst, und umgekehrt.

Denn hat ein Ausdruck unendlich viele UA, so unterscheiden sich diese
nach T8.1-1 nicht in ihrem Rang. Es kann also nicht vorkommen, daf§
zwar alle UA von A regulir sind, dafl es aber keine obere Schranke fiir
ithre Ringe gibt.

18.1-3: @[t7] ist regulir, wenn ®[a® ] und tT regulir sind.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach der Linge von T,
wobei im Induktionsschritt eine Induktion nach dem Rang r von ®[a7]
vorgenommen wird:

1. Es sei 1=0. Dann ist t*=a¢ und ®[a°] ist regulir nach der Voraus-
setzung des Satzes.

2. Es sei die Behauptung bewiesen fiir alle Typen kleinerer Linge als
T.

a) Es sei r=0. Dann ist ®[a?]=a® und P[t7] ist regulir nach Voraus-
setzung. ‘

b) Es sei die Behauptung bewiesen fiir alle Sitze und Terme ¥[aT] mit
kleinerem Rang als r.

a) ®[at] und tTseien regulir.

B) Ist ®=at, so ist P[t7] regulir nach ().

v) Ist ®=s,"1, ... s ™eaT, so ist T=(Ty, ..., Ty). Da ®[aT] nach (o)
regulir ist, sind die 511, . . ., s,™ regulir (nach D8.1-5,2) und von
kleinerem Rang als ®[at]. Nach (b) sind also die s;fi[t] regulir
(i=1,...,n). s;" sei s;"[at].

v1. Ist t* eine GK, also ®[tT] Primsatz, so sind s;"i[t7] die einzigen UA
von ®[t7], nach T8.1-2 ist also ®[t7] regulir.

'Y2 Ist tt=A.X1t1 Ce annB[Xlrl, caey Xntn], SO 1st B[bltl, ce ey bnrn] UA
von tt. Nach (a) ist also B[b;™l,..., b,™] regulir. Nach (2) 1st
dann auch B[s{™ [t7], . . ., s,"[t7]] reguldr. Das ist aber der einzige
UA von @[t7]; also ist ®[t7] regulir.

8) Hat ®[a7] eine andere Gestalt, so hat jeder UA von ®[t7] die Ge-
stalt P[t7], wo P[a7] UA von ®[a7] ist. Nach () ist also ¥[a7] regu-
lir und von kleinerem Rang als ®[at]. Nach (b) ist dann W[t7] re-
gulir, also nach T8.1-2 auch ®[t7].

T8.1-4: Ist ® ein Term oder Satz von T, so ist @ regular.
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Beweis: Durch Induktion nach der Linge | von ®.

a) 1=1. Ist @ eine GK, so ist ® regulir (und vom Rang 0).

b) Es sei die Behauptung bewiesen fiir alle Terme und Sitze der Linge
<n, und es sei nun [(®) =n.

o) Hat @ die Gestalt ty, .. ., t,edx; .. x,B[xq, .. ., x,], so gilt nach
[. V., daff die t; und B[ay, . . ., a,] regulir sind; nach T8.1-3 ist also
B[ty . . ., ty] regulir; das ist aber der einzige UA von @, so daf auch
@ regulir ist.

B) Ist @ ein anderer Ausdruck, so ist jeder UA von A kiirzer als @, also
nach I. V. regulir.

8.2 Interpretationen und Bewertungen
Klassische Interpretationen der Sprache T definiert man wie folgt:

D8.2-1: Eine Interpretation von T ist ein Paar M= <U, V>, fiir das
gilt:

1. U ist eine nichtleere Menge von Individuen. Es sei U,=U,
U(tl"'"Tn)=P(Ur1X--XUrn)- P(M) sei die Potenzmenge,
d.h. die Menge aller Teilmengen von M.

2. V bildet die GK des Typs t ab in U,.

3. V bildet die Menge aller Sitze von T in die Menge {w, f} so
ab, dafl gilt:

a) V(sy,. . .,8pe0) =w gdw. V(sy), . . .,V(s,)eV(t)

b) V(=A)=w gdw. V(A)=f

¢) V(AAB)=wgdw. V(A)=V(B)=w

d) V(Ax'A[xT]) =w gdw. AV(V'FV D V'(A[aT]) =w), wo a
eine GK vom Typ t ist, die in AxA[x] nicht vorkommt.

4. VOx ™ xy AT L xg ™) = (o, - . ap) eUr,x. ..
Uyt VW(VE== VAV @) =0y A ... AV (ag) =
an AV (Alay, .. .,a,])=w)} .

Dabei seien die a; (i=1,...,n) GK vom Typ 1;, die in
A[xy, . . .,X,] nicht vorkommen.

Ist U gegeben und ist V fir alle GK definiert, so ist V fiir alle Sitze und

Terme von T definiert. Das zeigt eine Induktion nach der Linge der

Ausdriicke.

18.2-1: (Koinzidenztheorem): Gilt V'£V, so gilt V(@) =V (D) fiir alle
Sitze und Terme @, in denen die GK a nicht vorkommt.

78.2-2: (Uberfiibrungstheorem): Gilt VEV und V(@) =V(7), so ist
V'(®@[a]) =V(®[t*]) fiir alle Sitze und Terme ®[a], bei denen

a nicht in ®[t] vorkommt.

Beide Sitze beweist man durch Induktion nach der Linge von ®[a].



8 Typenlogk 155

78.2-3: V(sq, . - Sp8AX1..XpA[X1, - . ,Xn]) =V(A[sq, . . -,5n])-

Beweis: Es gilt z.B. V(seAxA[x])=w gdw. V(s)eV(AxA[x]) gdw.
VV' (VEVAV(a)=V(s) AV'(A[a]) =w) gdw. V(A[s])=w nach T8.2-2.

78.2-4: Zu jeder Interpretation M und jeder Satzmenge (SM) &, die
unendlich viele GK jeden Typs nicht enthilt, gibt es eine mit
M bzgl. & dquivalente normale Interpretation M= <U,V'>,
d.h. eine Interpretation, fiir die gilt: Ist V(AxA[x]) =1, so gibt
es eine GK a mit V(A[a]) =f.

Das beweist man wie im p. |. Fall.

Jeder formale Kalkiil der T. L. ist unvollstindig, wie K. Godel in
(1931) gezeigt hat. Man kann aber die Vollstindigkeit des Kalkiils
KT1, den wir im folgenden angeben, bzgl. beschrankter Interpretationen
beweisen, wie das zuerst Henkin in (1950) getan hat.

D8.2-2: Eine beschrankte Interpretation von T ist ein Paar M=(U, V),
fiir das gilt:
1. U ist eine nichtleere Menge von Individuen, U, = U und fiir
jeden Typ (tq....,7,) gilt A+ U, . 1) C P(Urx.xUp).
(2)bis (4) wie in D8.2-1.
5. Fiir alle Abstraktionsterme gilt
V(kxlrl. .annA[lel, .. .,ann])SU(tl’ CeoTn)”

Die Mengen U; enthalten also die Extensionen aller in T bildbaren
Terme vom Typ T.

Da nun die Bedeutung eines Abstraktionsterms wie Ax"VyPA[x",yP]
vom Typ (1) einerseits von Uy, abhingt, andererseits aber fiir p= (1) die
Extension U, nach (5) wieder von der Bedeutung dieses Abstraktions-
terms, kann man nicht ohne weiteres feststellen, ob eine Funktion V,
welche den GK at bestimmte Objekte aus U, zuordnet, (5) erfiillt, also
eine beschrinkte Interpretation tiber U ist. Der Begriff der beschrink-
ten Interpretation ist daher nicht ohne weiteres brauchbar. Wir erwei-
sen seine Brauchbarkeit auf dem Weg iiber Bewertungen. Zunichst
geben wir aber noch einen Satz iiber beschrinkte Interpretationen an:

78.2-5: Zu jeder beschrinkten Interpretation X und jeder SM &, die
fiir jeden Typ T unendlich viele GK vom Typ T nicht enthiilt,
gibt es eine normale beschrinkte mit I K-iquivalente Inter-
pretation .

Das beweist man wie im p. . Fall, vgl. T4.4-3; der Begriff der normalen
Interpretation entspricht dem in D4.4-2 definierten.

Wir fithren nun im Blick auf den Vollstindigkeitsbeweis fiir KT1
nicht nur totale Bewertungen ein, sondern auch partielle und Semi-Be-
wertungen.
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D8.2-3: Eine (t. 1) Semi-Bewertung ist eine Abbildung einer Teilmenge

der Sitze von T in die Menge {w, f}, fiir die gilt:

2) V(=A)=wDV(A)=f
V(=A)=fDV(A)=w

b) V(AAB)=wDV(A)=V(B)=w
V(AAB)={DV(A)=f oder V(B)=f

¢) V(AxA[x])=wDV(A[t])=w fiir alle Terme t passenden
Typs
V(AxA[x])=fDV(A[t])=f fir einen Term t passenden
Typs

d) V(si, . . 8n8AX1 XpA[Xy, . . X, ]) =W D V(A[sy, . . SSnl)=w
Vs, .. .,snekxl..an[xl, .. .,Xn])=f3V(A[Sl, .. .,Sn]) =f.

D8.2-4: Eine partielle (1.1) Bewertung ist eine (t.1.) Semi-Bewertung,
fir die auch die Umkehrungen der Bedingungen (a)-(d) von
D8.2-3 gelten. Eine partielle t. . Bewertung heiflt total, wenn
sie jedem Satz einen Wahrheitswert zuordnet.

Partielle und totale Bewertungen sind im t. |. Fall nicht mehr induktiv
definiert, da der Wahrheitswert eines Satzes AxA[x] (wie z. B. Ax(agx))
von den Wahrheitswerten der Sitze A[t] abhingt, die von groflerem
Grady wie groflerem Rang und groferer Linge sein konnen als
AxA[x], wihrend der Wahrheitswert von seAxA[x] vom Wahrheitswert
des Satzes A[s] abhingt, der von groferem Gradp und groflerer Linge
als seAxA[x] sein kann. Man erhilt jedoch eine induktive Definition im
Falle ausgezeichneter Bewertungen. Wir beweisen deren Existenz fiir
totale Bewertungen. Der Beweis lif}t sich auf Semi-Bewertungen und
partielle Bewertungen iibertragen. Hier wie in den folgenden Uberle-
gungen zur Semantik schliefen wir uns wieder an Schiitte (1960a) an.

D8.2-5: Eine totale Bewertung V heifit ausgezeichnet, wenn es zu jedem
Term (7 eine GK at gibt, so daf} fir alle Sitze A[aT] gilt
V(A[aT]) =V(A[17]).

78.2-6: Zu jeder totalen Bewertung V und jeder SM £, deren Sitze
unendlich viele GK jeden Typs nicht enthalten, gibt es eine
ausgezeichnete totale Bewertung V', die mit V K-dquivalentist, d.h.
fiir die gilt V'(A)=V(A) fiir alle Sitze A aus &.

Beweis: 't sei eine unendliche Menge von GK des Typs t, die in den
Sdtzen von & nicht vorkommen. 'l (i=1,2, ...) seien unendlich viele
disjunkte Teilmengen von [T, die jeweils unendlich viele GK enthalten.
[, sei die Menge der GK in Sitzen von &. Es sei ', 4+ | die Vereinigung
von I'; und den Mengen I'} | fiir alle . t =0,1,2,.. s k=1,2,...)
sei eine Abzihlung der Terme vom Typ T tiber I (d. h. jener Terme, in
denen nur GK aus I'; vorkommen). Wir ordnen tjk die GK af4 ) zu
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und setzen: (o) V (A)=V(A) fiir alle Sitze A iiber o und (B)
Vi I(A[a}-_g.]’k]):Vj(A[t}-k]). V' sei die Vereinigung aller V,,, d.h. es
gelte VI(A)=w bzw. =f gdw. es ein n mit V(A)=w bzw. =f gibt. Es
gilt dann:

a) Alle V sind totale Bewertungen iiber jener Teilsprache von T, die
nur GK aus I', enthilt (n=>0). Das gilt fiir n=0 nach Voraussetzung,
und gilt es fiir n, so auch fiir n+ 1. Denn erstens ordnet V| jedem
Satz tiber Iy ;1 nach (a) und (B) genau einen Wahrheitswert zu, und
zweitens sind die Bedingungen fiir partielle Bewertungen erfillt. Gilt
z.B. V4 1(Ax9A[x%,a] 1 k])=w, so nach (B) Va(AxSA[x0,tfi]) =w,
also nach L. V. V (A[sS),t]x]) =w fiir alle Terme sTh(=1,2,...). Ist
nun Sc[ajill,kl’ .. "ajinll,k ] ein Term tiber I, 4 ¢, so gilt

Vl:1+ I(A[Sc[ajz_ll,kla . ')aj +nll,km]) =V;1(A[sc[tj‘lr(lls . -ytj‘f{x ]at}k:’) =Ww.
Und gilt umgekehrt V., ((A[s§ 41 1,2} 4 1k]) =W fiir alle Terme sT 41,1
iber I'y 41, so auch Vi, ((Alaf 1y af41k))=w fir alle 1=1,2,.. .,
also nach (B) V,(A[t§,t]x])=w fir alfe I, also V(AxCA[xO,t]i]) =w,
also nach (B) V4 1(Ax®A[x%,a] 1 ])=w. Und gilt Va+i(s[als ]
eAxA[x,a] 41 k) =w, so V (s[t]xleAxA[x,t]])=w, also nach L V.
V;](A[S[tjk],t}k]) =w, also nach B) Vx')+ 1(A[S[3j+ l,k]aaj+ l,k]) =w, und
umgekehrt.

b) V'ist eine totale Bewertung von T. Denn nach (a) ist V., fiir m>n
eine Erweiterung von V. Gibe es also V, und V, mit V_ (A) =w und
Vi(A)=f, so wire fir m>n V_ (A)=w und V_(A)=f, im Wider-
spruch zu (a). V' ordnet also jedem Satz von T héchstens einen Wahr-
heitswert zu. Da es zu jeder endlichen Menge von GK ferner ein [
gibt, das sie enthilt, gibt es zu jedem Satz A von T ein j, so dafl Vi -
und damit auch V' - fiir A definiert ist. V' erfiillt ferner die Bedingun-
gen fiir partielle Bewertungen. Gilt z. B. V'(AxTA[x?]) =f, so gibt es ein
j mit V;(AxTA[x7])={, also nach (a) einen Term tik mit Vi(A[t]k]) =f,
also V(A[t]i]) =f. Und gibt es einen Term t* mit V (A[t]) =1, so gibt es
ein j mit V;(A[t*])=f — 7 ist also ein Term iiber I} -, also nach (a)
Vi(AXTA[xT]) =1, also V'(AxTA[xT]) =f.!

c) V'ist ausgezeichnet, denn zu jedem Term t] gibt es eine GK a4k
so dafl fiir alle Sitze A[afﬂ.,k] gilt VJ'-+I(A[a}+1,k])=Vj(A[t}k]) nach
(B). Es ist aber V' eine Erweiterung von V.

' Im Fall partieller Bewertungen V; und V' argumentiert man weiter so: Ist
V'(AXPA[x°]) = w, so gibt es ein j mit V (Ax9A[x°])=w, und nach (a) gilt fiir alle i>]
Vi(Ax9A[x9])=w, also Vi(A[t°])=w fiir alle to iiber I'; nach (a), also V(A[t9])=w fiir
alle t°. Und ist Ax°A[x° ein Satz tber T, so gilt nach (@) V(Ax°A[x°])=V(Ax°A[x°])
und V(A[t°])=V;(A[t°]) fiir alle Terme t© iiber T Ist also V(A[t?])=w fiir alle Terme
t9, so V(A[t°])=w fiir alle Terme t° iiber T, also V(A[t?])=w fiir alle diese Terme, also
Vi(Ax°A[x°])=w, also V(Ax°A[x°])=w.
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d) V'ist &-dquivalent mit V=V, da V' eine Erweiterung von V ist.

Nach T8.2-6 sind die bei allen totalen Bewertungen wahren Sitze ge-
nau die bei allen ausgezeichneten totalen Bewertungen wahren Sitze.
Denn ist ein Satz A bei allen totalen Bewertungen wahr, so auch bei al-
len ausgezeichneten totalen Bewertungen, und gibt es eine totale Be-
wertung, die A nicht erfiillt, so nach T8.2-6 auch eine ausgezeichnete
totale Bewertung, die A nicht erfiillt. Fiir ausgezeichnete totale Bewer-
tungen V gilt nun:

V(AxTA[xT])=w gdw. V(A[aT])=w fiir alle GK aT.

Ersetzt man die Bedingung D8.2-3¢ und ihre Umkehrung durch diese
Bedingung, so ist die Definition der ausgezeichneten totalen Bewertun-
gen induktiv nach dem Grady der Sitze.

Zwischen beschrinkten Interpretationen und totalen Bewertungen
bestehen folgende Beziehungen:

18.2-7: Zu jeder normalen beschrinkten (wie auch unbeschrinkten)
Interpretation M= <U, V> gibt es eine dquivalente totale Be-
wertung V.

Beweis: Wir setzen V'(A)=V(A) fiir alle Sitze. Dann sind die Bedin-

gungen (a)—(d) von D8.2-3 und ihre Umkehrungen erfiillt. (d) gilt nach
T8.2-3. V' ist normal.

18.2-8: Zu jeder SM &, deren Sitze unendlich viele GK jeden Typs
nicht enthalten, und jeder totalen Bewertung V gibt es eine be-
schrinkte Interpretation M= <U, V'>, die mit V K-iquiva-
lent ist.

Beweis:

I. Nach T8.2-6 gibt es zu V eine &-iquivalente, ausgezeichnete totale
Bewertung V+, die jedem Term t* eine GK at zuordnet. Ist at dem
Term t* zugeordnet, so driicken wir das durch at~ 1t aus.

II. Wir definieren M= <U, V'> wie folgt:

a) Essei U, die Menge der natiirlichen Zahlen. a9, a3, . . . sei eine Ab-
zihlung der GK vom Typ 0 und es sei V' (a9)=i.

b) V(@™ ™) ={(ay, .. .,0)eUy, x..xUg_:VbILbIn(V'(bI) = A ...
AV(bIn) =0y AV+(bTL, . . . bingalTh - Ty — )

) Uy, .. 1n) sei der Wertevorrat von V'(a(*1> -~ ™)y,

Dadurch wird V' fiir alle GK at definiert und zugleich U, durch Induk-
tion nach den Typen.

III.) Es gilt nun
1. V(A)=V+(A) fir alle Sitze A und V'(t) = V'(a?) fiir aT=tT.
2. <U, V'> isteine beschrinkte Interpretation.
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Wir beweisen (1) durch Induktion nach der Linge der Formeln:
) V(A)=V+(A) fiir alle Basissiitze, denn V'(ay, . . .,a,eb)=w gdw.
Vi(ay), - . ., V(ap)eV'(b) gdw. V*(ay, . . ,aneb)=w.
B) Die Induktion fiir die a. I. Fille ergibt sich ohne weiteres.
V(AxA[x])=f gdw. es eine GK aT mit V'(A[aT]) =f gibt (das gilt nach
(c)) gdw. V+(A[a]) =f (nach 1. V.), gdw. V+(AxA[x])=f (V+ ist aus-
gezeichnet).
Ferner gilt z. B.
V' (AxA[x]) ={V'(b):V'(A[b]) = w}
= {V'(b): V+(A[b]) =w} (nach I. V.)
{V'(b): V+ (berxA[x]) = w}
{V'(b): V+(bec) = w}, wo c =~ AxA[x],
{V'(b): V'(bec) =w} nach 1. V., da bec ein Primsatz ist,
= {V'(b): V(b)eV'(c)}.
Es gilt also V'(AxA[x]) =V'(c), so daf die Bedingung (5) aus D8.2-2 er-
full ist. Daher gilt auch die obige Behauptung (2).

Es gilt daher allgemein fiir Primsitze

V'(tl, - .,tnaa)=V'(b1, . .,bnaa)=V+(b1, .. .,bnea)=V+(t1, .. .,tnﬁa),
wo t;=b; (1<i<n). Endlich gilt:

Vi(ty, .. othEAXXpAlXy, - - X)) =w gdw. V(ty, . . .,tyeb) =w gdw. V+
(t1y - - otygb)=w gdw. VH(ty,.. taedxq.X,A[Xq, . . oX,])=W, wo b =~
AX1.XaA[X1y -« Xp].

Damit ist T8.2-8 bewiesen.
Nach T8.2-7 und T8.2-8 gilt nun

78.2-9: Ein Schluf ist giiltig bzgl. aller beschrinkten Interpretationen
gdw. er giiltig ist bzgl. aller totalen Bewertungen.

Wie in der P. L. kann man also auch in der klassischen T. L. von einer
Bewertungssemantik ausgehen.

Das Verhiltnis von Semi-Bewertungen, partiellen und totalen Be-
wertungen wird durch folgende beiden Sitze charakterisiert:

18.2-10: Jede Semi-Bewertung V liflt sich zu einer partiellen Bewer-
tung V' erweitern.

Dieser Satz laflt sich nicht mehr so beweisen wie die analogen Sitze
T1.6-4 und T4.4-18, da t. l. Bewertungen nicht induktiv definiert sind.
Wir folgen einer Uberlegung von K. Schiitte in (1962), S. 491f:

Eine Semi-Bewertung V heiflt maximal, wenn es keine Semi-Be-
wertung V' gibt, die V echt erweitert. Es gilt nun:

1. Jede Semi-Bewertung V lifit sich zu einer maximalen V' erweitern.

Es sei Ay, Ay, .. eine Abzihlung der Sitze von T, und die Folge Vi,
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V3, ... von Semi-Bewertungen sei so definiert: Vi=V und V,; =V,
falls es keine Erweiterung V+ von V, gibt mit V+(A,) #u, sonst
Va4 1=V+ fiir ein solches V+. Es sei V' die Vereinigung der V;. Dann
ist V' eine Semi-Bewertung. Denn ist z.B. V' (AxA[x])=w, so gibt es
ein 1 mit Vi(AxA[x])=w, also — da die V; Semi-Bewertungen sind —
Vi(A[t]) =w fiir alle Terme t passenden Typs, also V'(A[t]) =w fiir alle
diese Terme. Und ist V'(AxA[x]) =1, so gibt es ein i mit Vi(AxA[x]) =f1,
also auch einen Term t mit Vi(A[t]) =f, also V'(A[t])=f. V' ist ferner
maximal. Denn gibe es einen Satz A, mit V'(A,) =u und eine echte Er-
weiterung V+ von V' mit V+(A,) =w oder V+(A,) =f, so erhielten wir
einen Widerspruch zur Konstruktion von V'

2. Jede maximale Semi-Bewertung V' ist eine partielle Bewertung.

Wiirde eine der Umkehrungen der Bedingungen fiir Semi-Bewertungen
bei V' nicht gelten, so wire V' echt erweiterbar, d.h. nicht maximal.
Wiirde z. B. fiir alle Terme t* gelten V'(A[tt]) = w, aber V' (AXTA[xT]) =u
— V(AxTA[x7]) =f kann nicht gelten, da sonst V'(A[tT]) =f wiire fiir ein
t* —, so ist jene Funktion V+, fiir die gilt V+(A)=V'(A) fiir alle Sitze
A, die von AxTA[x?] verschieden sind, und V+(AxTA[xT]) =w eine
Semi-Bewertung und eine echte Erweiterung von V. Und wiirde gelten
V'(A[t7]) =f, aber V'(AxTA[xT])=u, so ist die Funktion V+, die sich
von V' nur dadurch unterscheidet, daf} gilt V+ (AxTA[xt])={ eine
Semi-Bewertung und eine echte Erweiterung von V',
Die Behauptung von T8.2-10 folgt unmittelbar aus (1) und (2).

78.2-11: Jede partielle Bewertung 148t sich zu einer totalen Bewertung
erweitern.

Dieser Satz wird fiir den semantischen Beweis des Eliminations-
theorems verwendet, auf den wir im nichsten Abschnitt eingehen. Er
ist zuerst von M. Takahashi in (1967) und D. Prawitz in (1968) — unab-
hingig voneinander, aber im wesentlichen mit demselben Gedanken —
bewiesen worden.!

Uns geniigt fiir das folgende der schwichere Satz

18.2-12: Zu jeder partiellen Bewertung V und jeder SM &, in deren
Sitzen unendlich viele GK jeden Typs nicht vorkommen, gibt

es eine totale Bewertung V', die V auf & erweitert, so daf} also
fiir alle Sitze A aus & gilt: Ist V(A) #u, so ist V'(A) = V(A).

Beweis: Da T8.2-6 auch fiir partielle Bewertungen gilt, gibt es zu V
eine §-iquivalente ausgezeichnete partielle Bewertung V+. Wir setzen
V'(A)=V+(A) fiir alle Primsitze A, fiir die V+(A)#u ist. Gilt a;=¥;
(1=<1=<n) - das besage wieder, daff bzgl. V+ die GK a; dem Term t; zu-

' Vgl. dazu auch Takahashi (1969).
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geordnet ist —, so soll fiir die anderen Primsitze gelten V'(t, ...,
theb)=V'(@as,..,a,eb).  (Das gt  dann wegen  VH(ty,...,
tqeb)=V*(aj, ..., aueb) fiir alle Primsitze.) Im tibrigen ordne V' die-
sen Primsitzen beliebige Wahrheitswerte zu. V' wird fiir die anderen
Sitze nach dem Grady induktiv so definiert, daf die Bedingungen fiir
partielle Bewertungen gelten, wobei die p. l. Bedingungen ersetzt wer-
den durch: V(AxtA[x7])=w gdw. fiir alle GK art gilt V{(A[at])=w, und
V'(AxTA[x"]) =f gdw. es eine GK aT gibt mit V'(A[at]) =w. Durch In-
duktion nach dem Grady der Sitze A[a] beweisen wir

a) V(A[t]) =V'(A[a]) fir a~t.

Das gilt fiir Primsitze nach Definition von V' und ist es bereits bewie-
sen fiir alle Sitze von einem Grady; <n, so gilt es auch fiir n. Denn es
ist z. B. V'(s[tJeAxA[x, t]) =w gdw. V'(A[s[t],t]) =w, und das gilt nach
[ V. gdw. V(A[s[a],a]) =w, also gdw. V'(s[a]eAxA[x, a]) =w. — Daraus
folgt: Ist VI(AxTA[x]) =w, so gilt fiir alle Terme t* V'(A[t7]) = w.

b) V'ist eine Erweiterung von V+.

Ist z.B. V+(AxTA[xT]) =w, so gilt fiir alle GK at V+(A[aT]) =w, also
nach L V. V(Ala')=w, also V(AxTA[x])=w. Und ist V+
(AxTA[x"]) =1, so gibt es, da V+ ausgezeichnet ist, eine GK at mit
V+(A[at]) =1, also nach L. V. V'(A[aT]) =f{, also V'(AxTA[xT]) =f{.

8.3  Der Kalkiil KT1

Die Terme Ax; . .. X,A[Xq, . . ., X,] werden durch das Abstraktionsprin-
zip eingefithrt. Wir erhalten also den Kalkiil KT1 der klassischen T. L.,
wenn wir zu KP1 folgende Regeln hinzunehmen

HMI1: A>Alsq, ..., s5), [ = A—sq, .. sp€Axy . XpAlXy, o, Xp), T
HM2: A— ~A[Sl, R Sn], ' A— ~ 81y ..oy sna?»xl ..
XpAlXy,y .o o Xpl, [
VM1: A Alsyy .. osp]= T F Aysyy ..oy sp€AX . XpA[Xy, - - o Xp)— [
VM2: A, ~A[sq,..., spl=> T F A, ~sp, .., spEAxp. . xA[Xq, ..y
Xl T

Wir verwenden in KT1 wieder die Regeln VA1 und HA2 in der verall-
gemeinerten Form:

A, Alt]l-»T + A, AxA[x]- T und
A— ~At], T = A—» ~AxA[x], T.

Entsprechend erhilt man aus KP2 den Kalkiil KT2 durch Hinzunahme
der Regeln HM1 und VM1 und Verallgemeinerung der Regel VA auf
Terme. Zu KP3 sind, neben der Verallgemeinerung der Regel A2, die
Regeln
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Mi: r) A[Sls SIS} Sn] = ra S15+ o SnE}\.Xl . an[xl) LIS xn]
M2: Ty ~Alsy, .. 5sq] F T, ~sp, 000 s08Axg L xpAlXy, . .o X,
hinzuzunehmen. Und von KP gelangen wir zu einem Satzkalkiil KT

der klassischen T. L., in dem wir die Axiome A16 und A17 verallgemei-
nern zu

AxA[x] D A[s]
—~A[s]D —AxA[x]

und das Abstraktionsprinzip hinzunehmen
A21: s, .o SpEAX] . XpA[XY, .. X = AfSq, - - 4 Sy

Die Aquivalenz dieser Kalkiile im Sinn von T3.1-2, T3.2-1 und T3.2-2
beweist man wie diese Sitze.
Es gilt nun:

78.3-1: In KT1 kann man die Axiome auf solche beschrinken, die nur
Primformeln enthalten; ebenso in KT2 und KT3.

Das zeigt man durch Induktion nach dem Grady; von A.
18.3-2: Istin KT1 eine SQ Sy[a], . . ., Sy[a]~ T [al, . . ., T,[a] beweisbar,
so auch die SQ Sy[t], ..., Sp[t]-Ty[t], . . ., T,[t] fiir jeden Term

t (m, n<0), falls die GK a in den Formeln der letzteren SQ
nicht mehr vorkommt.

Dieser Satz gilt jedoch nur dann, wenn man die Axiome nicht auf Prim-
formeln beschrinkt. Ansonsten beweist man ihn wie T4.2-1a.

Einem Beweis des Eliminationstheorems fiir KT1 stellt sich nun
die Schwierigkeit entgegen, dafl ein geeigneter Induktionsparameter,
der an die Stelle des Grades der Schnittformel (SF) tritt, nicht in Sicht
ist. Man kann zwar den Beweis von T6.1-2 wie folgt erginzen:

Zu (3a):
A~ (N )A[S]) r A, (~ )[\[S]_> I
A—~(~)seAxA[x]; A, (~)seAxA[x]-T"
A AST, T
L A-(ALL TS A, (2)A[s]- T
A Aeyap-Tagp I
A, A-T, T VV,HV, VT, HT

Zu (3b):

A— (~)A[s], T

A— (~)sehxA[x], I} seAxA[x], ~ seAxA[x]—
A, (~)seAxA[x]~
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> A (~)A[s]; Als], ~Als]—~
A, (~)A[s]~
A, (~)seAxA[x]—

Zu (3c):

' AI) ( ~ )A[S]—> r
— seAxA[x], ~ SEAXA[X]; A, ( ~)seAXA[x]—> T
A (~)sexAx], T
= S AlS], ~Als]; &) (Al I

A, (~)A[s]-T"
A, (~)seAxAlx]— T

(Entsprechend fiir sy,. . .,$,€Axq. . X A[X1,. . X))

Aber als Induktionsparameter kommt hier der Gradp der SF nicht in-
frage, weil der fiir A[sy,...,s,] in der Regel grofler ist als fiir
1. - ,SnEAX] . XuA[X1,. . -,X,]. Auch die Linge des ersteren Satzes kann
grofler sein als die des letzteren, wie wir gesehen haben. Der Grady
der SF kommt ebenfalls nicht in Betracht, weil der fiir (~)A[t] grofler
sein kann als fiir (~)AxA[x], so daf} hier die Induktion in den Fillen
(M) und (0) unter (3a) bis (3c) nicht funktioniert. Ordnet man endlich
den FV in einem Beweis B Stufen zu, die von der Anzahl der Anwen-
dungen logischer Regeln abhingen, mit denen sie in 8 gewonnen wur-
den, so erhoht sich diese Stufe der SF in den Fillen (3b) und (3¢).
(Das wiirde vermieden, wenn man sich im Sinn von T8.3-1 auf Axiome
mit Primformeln beschrinkt, aber dann gilt T8.3-2 nicht mehr, und
diesen Satz braucht man bei der Elimination der Schnitte. Be1 Verwen-
dung von Regeln der unendlichen Induktion benétigt man andererseits
zwar nicht den Satz T8.3-2, aber dann kann man T8.3-1 nicht mehr be-
weisen.)

Die Eliminierbarkeit der Regel TR lifit sich bisher nur auf seman-
tischem Weg beweisen, d.h. aber auf einem nicht mehr konstruktiven
Weg. Insbesondere gibt dieser Beweis kein Verfahren an, nach dem sich
ein Beweis mit TR-Anwendungen in einen Beweis derselben SQ ohne
TR-Anwendungen umformen liffit. Man kann zwar, wie das zuerst G.
Gentzen in (1936) getan hat, auf konstruktive, ja elementare Weise eine
totale Bewertung V angeben und zeigen, dafl jede in KT1 beweisbare
SQ V-giiltig ist; daraus folgt, daff in KT1 fiir keinen Satz zugleich — A
und — ~ A beweisbar ist. Diese Konstruktion nimmt jedoch eine endl-
che Menge von Individuen an und versagt daher bei Hinzunahme des
Unendlichkeitsaxioms, das fiir die Begriindung von Arithmetik und
Analysis im Rahmen der T. L. wesentlich ist.

Die semantische Widerspruchsfreiheit von KT1 lifit sich auf dem
iiblichen Wege beweisen.
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78.3-3: Jede in KT1 beweisbare SQ ist giiltig bzgl. aller totalen Bewer-
tungen.

Entsprechendes gilt nach T8.2-7 (mit T8.2-4 und T8.2-5) also auch fiir
(beschrinkte) totale Interpretationen. Man beweist den Satz, indem
man zeigt, daf} alle Axiome bzgl. aller totalen Bewertungen giiltig sind,
und dafl das fiir die Konklusion jeder Regel von KT1 gilt, wenn es fiir
ihre Primissen gilt.

Die Vollstindigkeit von KT1 bzgl. totaler Bewertungen wird in
zwei Schritten bewiesen: Wir zeigen zunichst, daf es zu jeder in KT1
ohne TR unbeweisbaren SQ I eine Semi-Bewertung gibt, bzgl. derer T
nicht giiltig ist. Daraus folgt dann nach T8.2-10 und T8.2-12, daf es zu
jeder in KT1 ohne TR unbeweisbaren SQ eine totale Bewertung gibt,
bzgl. derer sie nicht giiltig ist. Daraus ergibt sich mit T8.3-3 auch: In
KT1 ist mit TR nicht mehr beweisbar als ohne TR; TR ist also elimi-
nierbar.

Wir definieren Herleitungen und regulire Herleitungen wie in 4.3
bzgl. des Kalkiils MP1, wobei in Anwendung auf KP1 auch SQ der Ge-
stalt A— I'(A, ~A) als geschlossen anzusehen sind. An die Stelle einer
Abzahlung der GK treten nun Abzihlungen der Terme t fiir alle Typen
t. Die Umkehrungen der HA1- und VA2-Regeln von KT1 (einem Kal-
kiil, der sich zu KT1 verhalten soll wie MP1' zu MP1) werden so ange-
wendet, daff die dabei neu eingefiihrte GK bt die erste GK in der Ab-
zihlung der Terme dieses Typs ist, die in der Primisse nicht vorkommit.
Die Umkehrungen der VA1- und HA2-Regeln von KT1 werden so an-
gewendet, dafl t* der erste Term in der Abzihlung der Terme vom Typt
ist, fiir den die VF A[t] bzw. die HF ~A[t] nicht in A bzw. T vor-
kommt.

Es gelten dann wieder die Entsprechungen zu T4.3-4, T4.3-5 und
T4.3-6, wobei im letzteren Satz die Formeln Alt] bzw. ~A[t] an die
Stelle von A[a] bzw. ~ A[a] treten.

Es gilt nun:

78.3-4: Jede bzgl. aller partiellen Bewertungen giltige SQ ist in KT1
ohne TR-Anwendungen beweisbar.

Beweis: Es sei A~ T nicht in KT1 ohne TR beweisbar. Dann gibt es
eine offene regulire Herleitung § aus A— I". Es sei f ein offener Faden
von . Dann definieren wir eine Semi-Bewertung V bzgl. f wie folgt:

V(A)=w gdw. A VF oder ~A HF einer SQ von f ist,
V(A)=f gdw. ~A VF oder A HF einer SQ von f ist.

Es gilt nun:

a) Keine Formel (~)A tritt zugleich als VF und als HF von f auf. Denn
sonst wire eine SQ von f nach RF geschlossen, da in f weder VE
noch HF eliminiert werden.
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b) Fiir keinen Satz A tritt zugleich A und ~A als VF auf. Denn sonst
wiire f nach WS geschlossen.

c¢) Fiir keinen Satz A tritt zugleich A und ~ A als HF auf. Denn sonst
wire f nach TND geschlossen.

d) V ist eine Semi-Bewertung. Nach den Uberlegungen zu T4.5-2 und
T1.7-2 ist nur mehr zu zeigen:

Ist V(seAxA[x]) =w, so ist seAxA[x] VF von f — dann aber auch A[s] -
oder ~seAxA[x] ist HF von f — dann aber auch ~ A[s]. In beiden Fillen
ist V(A[s]) =w. \

Ist V(seAxA[x]) =1, so ist ~seAxA[x] VF von f - dann aber auch
~ A[s] — oder sehxA[x] ist HF von f — dann aber auch A[s]. In beiden
Fillen 1st V(A[s]) =f.

Die p. I. Fille sind nun etwas anders zu formulieren.

Ist z.B. V(AxTA[x"]) =w, also AxTA[xT] VF von f — dann aber fiir
alle Terme t* auch A[tT] — oder ~AxTA[x™] HF von f — dann aber auch
fur alle Terme t* ~A[tr] -, so ist in beiden Fillen V(A[tt])=w fiir alle
Terme tt.

Allgemein argumentieren wir nun nicht so, dafl V(A)+w bzw.
V(A)=f ist fiir alle HF A bzw. VF ~A von f, sondern so, daf fiir sie
V(A)=f bzw. V(A)=w ist. Die Uberlegungen verlaufen aber im tibri-
gen ganz analog. Es gilt also insbesondere V(S) =w fiir alle S aus A und
V(T)=f1 fir alle T aus " (es sei wieder V(~A)=V(—=A)). Nach
T8.2-10 laflt sich nun V zu einer partiellen Bewertung erweitern, fiir
die dasselbe gilt.

18.3-5: Jede bzgl. aller totalen Bewertungen giiltige SQ ist in KT1
ohne TR beweisbar.

Beweis: Ist A»T nicht in KT1 ohne TR beweisbar, so gibt es nach
T8.3-4 eine partielle Bewertung V, die alle Formeln aus A wahr macht
und alle aus I" falsch. Nach T8.2-12 gibt es dazu aber eine totale Be-

wertung, fiir die das gleiche gilt.
KT1 ohne TR, also erst recht der volle Kalkiil KT1, ist daher voll-
stindig bzgl. totaler Bewertungen, nach T8.2-8 gilt also auch:

78.3-6: KT1 ist vollstindig bzgl. beschrinkter Interpretationen.

Endlich erhalten wir
78.3-7: TR ist in KT1 eliminierbar.

Denn KT1 mit TR ist nach T8.3-3 semantisch widerspruchsfrei bzgl.
aller totalen Bewertungen, und KT1 ohne TR ist nach T8.3-5 vollstin-
dig bzgl. solcher Bewertungen. Also kann mit TR keine SQ beweisbar
sein, die nicht auch ohne TR beweisbar wire.
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8.4  Minimale und direkte Typenlogik

Die Semantik der minimalen T. L. ist die der partiellen Bewertungen,
die schon in 8.2 definiert worden sind. Da sich partielle Bewertungen
nach T8.2-11 zu totalen erweitern lassen und totalen Bewertungen
nach T8.2-8 beschrinkte Interpretationen entsprechen, lassen sich par-
tielle Deutungen von T vollstindig prizisieren, so daff man keine inde-
terminierten Terme annehmen muf}, sondern die Terme wie Bezeich-
nungen bestimmter Objekte verwenden kann. Partielle Deutungen von
T sind also im Sinn von 7.1 objektivierbar. Entsprechendes gilt fiir di-
rekte t. . Bewertungen, die sich also im Sinn von D2.4-1 definieren las-
sen, wobel nun die p. I. Wahrheitsbedingungen (3e) in D5.3-2 wieder so
abzuandern sind, daf§ darin allgemein von Termen statt von GK die
Rede ist.

Obwohl daher fiir ein nicht vollstindig erklirtes Pradikat A[x] der
Term AxA[x] indeterminiert ist, kann man wegen der vollstindigen Pri-
zisierbarkeit aller Pridikate die Abstraktionsterme behandeln als ob sie
determiniert seien. Daher wollen wir im Fall der T. L. auch keine Ver-
sion mit indeterminierten Namen betrachten.

Aus MP1 erhilt man den Kalkiil MT1 der minimalen T. L., wenn
man die M-Regeln von KT1 hinzunimmt und die p. I. Regeln VA1 und
HA2 wie in KT1 verallgemeinert. Das Eliminationstheorem fiir MT1
lafc sich, im Gegensatz zu jenem fiir KT1 konstruktiv beweisen, d. h. es
liflt sich ein Verfahren angeben, nach dem sich jeder Beweis in MP1 in
einen schnittfreien Beweis umformen lifit. Denn der Gedanke zum Be-
weis des Eliminationstheorems fiir den Kalkiil MK1 der minimalen
Klassenlogik des Abschnitts 10.1 1483t sich ohne weiteres auf MT1 iiber-
tragen.

Entsprechend erhilt man aus DP1 einen Kalkiil DT1 der direkten
T. L., wenn man die M-Regeln hinzunimmt und VA1 und HA2 verall-
gemeinert. Wir wollen jedoch auf diese Kalkiile hier nicht niher einge-
hen. Die Aussagen dazu ergeben sich bereits aus dem Gesagten. Ange-
sichts der Widerspruchsfreiheit der klassischen T. L. gibt es hier im
Gegensatz zur Klassenlogik auch keine logischen Antinomien, die ei-
nen Ubergang zu Systemen ohne tertium non datur motivieren wiirden.
Wie in der elementaren P. L. kann man natiirlich Logiken entwickeln,
die auf das Vorkommen von Wahrheitswertliicken zugeschnitten sind,
die sich aus auflerlogischen Griinden ergeben — aus sprachlichen Re-
geln, die nicht die Einfilhrung logischer Operatoren betreffen —, aber
dabei ergeben sich gegeniiber den Uberlegungen, die wir schon friiher,
speziell in 7.1, angestellt haben, keine wesentlich neuen Gesichts-
punkte.
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9 Klassische Mengenlehre
9.1  Die Sprache der Klassenlogik

Die Ausdriicke ,Klasse“ und ,Menge“ werden meist synonym verwen-
det. Daher bedeuten auch die Ausdriicke ,Klassenlogik“ und »Mengen-
lehre“ dasselbe. Nur in den Systemen der axiomatischen Mengenlehre
von v. Neumann-Bernays-Godel-Typ macht man einen Unterschied
zwischen Klassen und Mengen. Wir werden hier einen solchen Unter-
schied erst im Abschnitt 11.3 machen.

Die Sprache K der Klassenlogik (kurz K. L.) entsteht aus der t. .
Sprache T, wenn wir dort die Typenunterscheidungen weglassen, also
nur eine Sorte von Objekten betrachten und entsprechend nur eine
Sorte von GK und GV. Eine Typenunterscheidung im Bereich der Be-
griffe bzw. Pridikate ist nicht nur sinnvoll, sondern unverzichtbar, und
so ergeben sich die Typen der Ausdriicke in T auf natiirliche Weise,

wenn wir die Abstraktionsterme Ax;. .x,A[Xy,. . .,X,] als Bezeichnungen
fir Begriffe lesen und die Ausdriicke sy,. . .,5p8Ax. XpA[X1,. . Xy] als
»das n-tupel der Entititen si,...,s, fillt unter den Begnff Ax;. .x,

AlXq,. . .x,]¢. Wie schon Frege betont hat, sind Klassen jedoch Gegen-
stinde und eine Typenunterscheidung im Bereich der Objekte ist nicht
ohne weiteres sinnvoll. Es ist nicht ersichtlich, wieso eine Klasse nicht
zugleich Individuen, Klassen von Individuen, Klassen von n-tupeln von
Individuen und Klassen etc. enthalten konnen sollte. Obwohl daher
Frege die Typenunterscheidungen fiir Begriffe (bzw. Funktionen) und
Pridikate selbst entwickelt und als wesentlich erklirt hat, lehnte er
Russells Typentheorie als Klassenlogik ab. Als Klassenlogik verstanden
erscheint die Typenlogik lediglich als eine Restriktion der Klassenlogik
mit dem Zweck, deren Antinomien zu vermeiden, und in diesem Sinn
ist sie auch von Russell eingefithrt worden.

Der Wegfall der Typenunterscheidung bedeutet nun aber nicht nur
den Verzicht auf eine Stufenunterscheidung, sondern auch den Ver-
zicht auf die Unterscheidung zwischen Klassen von n-tupeln fur ver-
schiedene n>1 (ein 1-tupel (a) sei dabei der Gegenstand a selbst). So-
lange man n-tupel fiir n> 1 nicht als Klassen auffassen kann, ist diese
Unterscheidung inhaltlich unverzichtbar, da man dann eben keinen ein-
heitlichen Objektbereich hat. Ist z.B. a eine Klasse von n-tupeln, so ist
der Ausdruck si,. . .,sm€a fiir n#m nicht ohne weiteres sinnvoll. Das
ergibt dann aber im Effekt wieder dieselbe Hierarchie von Typen wie in
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der T. L., da nun n-tupel zu unterscheiden sind, bei denen fiir ein i
(1<i<n) die i-ten Glieder Klassen von m{- bzw. m,-tupeln sind mit
m; #+m;. In der klassischen Mengenlehre kann man aber, wie wir sehen
werden, n-tupel als Mengen definieren. Wir konnen daher die k. I.
Sprache K so aufbauen, dafl in ihr nur Abstraktionsterme der Form
AxA[x] auftreten und nur Atomformeln der Gestalt set.

Eine sprachliche Unterscheidung zwischen Individuen und Klas-
sen ist hingegen nicht erforderlich. Zwar sind Aussagen des Inhalts, ein
Objekt sei Element eines Individuums (z. B. eines Aschenbechers) oder
es sei nicht Element dieses Individuums, nicht ohne weiteres sinnvoll,
aber man kann ein Pridikat ,ist ein Individuum® einfiihren und festle-
gen, daff Individuen keine Elemente haben. Mit diesem Pridikat kann
man auch das Extensionalititsprinzip, nach dem zwei Objekte identisch
sind, wenn sie dieselben Elemente enthalten, auf Klassen beschrinken.
In vielen Anwendungen der Mengenlehre schlieit man aber auch Indi-
viduen aus dem Grundbereich aus. Auch wir wollen das zunichst tun
und daher vorliufig auf ein Individuenpridikat verzichten.

Die Sprache K sieht dann so aus: Das Alphabet von K enthilt die
logischen Symbole —, A (im Fall der direkten K. L. auch D), A, g, A,
als Hilfszeichen das Komma und die runden Klammerzeichen, sowie
unendlich viele GK und GV.

D9.1-1: Terme und Satze von K
1. GK von K sind Terme von K.
2. Sind s und t Terme von K, so ist set ein (Atom-)Satz von K.
(Ist t eine GK, so ist der Satz ein Primsatz, ist auch s eine
GK, so ein Basissatz.)
Ist A ein Satz von K, so auch —A.
4. Sind A und B Sitze von K, so auch (A AB) (und im Fall der
direkten Logik (ADB)).
5. Ist Afa] ein Satz, a eine GK, x eine GV von K, die in A[a]
nicht vorkommt, so ist auch AxA[x] ein Satz von K.
6. Ist A[a] ein Satz, a eine GK, x eine GV von K, die in A[a]
nicht vorkommt, so ist AxA[x] ein Term von K.

W

Wir tibernehmen fiir K die friiheren Definitionen wie die Klammerre-
geln.

Die Satz- bzw. Termeigenschaft ist entscheidbar, da das fiir die
GK gilt und sich jeder Term und Satz nur auf einem einzigen Weg aus
kiirzeren Termen bzw. Sitzen gewinnen li8t. Ein p. 1. Grad der Sitze
von K [ifit sich wie in der P.L. oder in der T.L. definieren (vgl.
D8.1-3), ein k. I. Grad - in Entsprechung zum t. |. Grad nach D8.1-4
jedoch nicht. Denn wenn man Unterausdriicke (UA) im Sinn von
D8.1-5 definiert, so sind nicht alle Sitze und Terme regulir im Sinn
von D8.1-7. Der Satz Ax(xex)ehx(xex) hat z. B. sich selbst als UA, die
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Kette seiner UA ist also nicht endlich, so dafl eine Induktion nach dem
Rang der Sitze und Terme hier nicht moglich ist.

Bei der Einsetzung von Termen fiir GK ist das in 7.2 Gesagte zu
beachten.

9.2  Der Kalkiil KK1

Wir erhalten einen Kalkiil der klassischen Mengenlehre — wir nennen
ihn KK1 -, aus KP1, bezogen auf K, wenn wir die p. |. Regeln VA1 und
HA2 wie friiher fiir Terme verallgemeinern und folgende k. l. Regeln
hinzunehmen, die wieder dem Abstraktionsprinzip entsprechen:

HMI1: A~ Als], T + A sehxA[x], T
HM2: A> ~Afs), T - A ~sehxA[x], T
VM1: A, Als]=T - A, seAxA[x]—»T
VM2: A, ~Als]>T A, ~sehxA[x]—T.

Einen dquivalenten Satzkalkiil KK erhalten wir aus KP durch Verallge-

meinerung der p. l. Axiome A16 und A17 und durch Hinzunahme des
vereinfachten Axiomenschemas

A21: sehxA[x]=A[s].
Definieren wir die Identitit durch
D9.2-1: s=1t:=Ax(xes =x¢t),

so ist die SQ— s=s beweisbar, die Substituierbarkeit des Identischen ist
aber zu fordern, so dafl wir zu KK1 noch das Axiom

12: s=t, A[s]— Alt]

hinzunehmen. Daraus erhilt man auch s=t—>A[s]=A[t], also auch
s=t—sca=tea, also s=t— Ax(sex=tex). Ebenso erhilt man s=t,
r[s]=r[s]— r[s] =r[t], also s=t—r[s]=r[t].

Man kann nun geordnete Paare (s, t) definieren durch

D9.2-2: (s, 0):={{s}, Is,dl}

Dabei sei {s}: =Ax(x=s) und {s,th =Ax(x=sV x=1).
Es gilt nimlich:

79.2-1: {{s}, {s,t}} ={fs}, {s,t}=s=sAt=t.

Beweis: (a) Die Behauptung s=s At=tD{{s}, {s,t}}={{s'},'{s',t'}} ist nach 12
trivial. (b) Es gelte nun {{s}, {s,t}} ={{s}, {s,t}}. Ist s=t, so ist {s,t}={s}, also
{{sh, {s,t}}={{s}]. Wegen Ax(xe{{s}}=xel{s}, {s\t}}) gilt danq x‘={s}Ex=
{s}Vx={s,t}, also {s}={s}, d.h. s'=s, und {s,t}={s}, d.h. s=t=s, gl'so
s=sAt=t. Ist s+t, so gilt Ax(x={s}Vx={s,ff=x={s}Vx=_{s,t}),
also {s}={s}V {s}={s,t}, also s=s oder s=s=t, also in jedem Fall s=s.
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Und es gilt {s,t}={s} V {s,t} ={s,t}, also s=s At=s — das ist aber nach der
Annahme s+t ausgeschlossen — oder s=s At=t oder s=t At=s — we-
gen s=s und s=t ist der letztere Fall aber ausgeschlossen. Es gilt also
auch fir s+ts=sAt=t.

Fiir n> 2 kann man dann die n-tupel induktiv so definieren:

D9.2-3: (s1,- - 80):=((S15- - »Sn—1)5Sn)-

In der klassischen Mengenlehre lifit sich ein Modell der Peanoaxiome
angeben, welche die natiirlichen Zahlen charakterisieren. In ihnen
kommen folgende Grundterme vor: 0, N (fir die Menge der natiirli-
chen Zahlen) und ' (fiir die Nachfolgerfunktion). Sie lauten:

P1: 0eN

P2: Ax(xeND xeN)

P3: Axy(x=yDx=y)

P4: Ax(x'+0)

P5: Ax(Oex A Ay(yeN AyexD y'ex) D Ay(yeND yex)).

Das v. Neumannsche Modell - eine Vereinfachung des Modells von
Frege - ergibt sich aus den Definitionen:

0:=A
x=xU {x}
N:=nN Aix(0ex A Ay(yex Dyex)).

Mit ithnen werden die Peanoaxiome zu beweisbaren Sitzen. Die Tatsa-
che der Definierbarkeit der natiirlichen Zahlen im Rahmen der klassi-
schen Mengenlehre ist die Grundlage fiir die weitergehende These des
Logizismus, daf} sich alle mathematischen Begriffe in der Sprache K de-
finieren und mit diesen Definitionen alle mathematischen Sitze in ei-
nem Kalkiil wie KK1 beweisen lassen. Da Klassen als Begriffsumfinge
logische Gegenstinde sind und man das Abstraktionsprinzip, mit dem
KK1 tiber KP1 hinausgeht: ,Jeder Begriff hat einen Umfang“ oder ,Zu
jedem Begriff gibt es eine Klasse, die genau jene Objekte enthilt, die
unter ihn fallen als ein /ogisches Prinzip ansehen wird, lassen sich da-
mit alle mathematischen Begriffe durch rein logische definieren und
mit diesen Definitionen kann man alle mathematischen Theoreme auf
rein logischem Wege beweisen. Die Leistungsfihigkeit der klassischen
Mengenlehre reicht auch tiber die Begriindung der Arithmetik weit hin-
aus. In ihr lifft sich u.a. auch die Theorie der reellen und komplexen
Zahlen, der Ordinal- und der Kardinalzahlen aufbauen. Sie ist also ein
auflerordentlich starkes System.

9.3 Die Inkonsistenz der klassischen Mengenlebre

Die klassische Mengenlehre ist nun aber inkonsistent, da es Sitze A
gibt, fiir die in KK1 sowohl — A wie — ~ A beweisbar ist. Daraus erhilt
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man mit WS, TR und HV einen Beweis fiir jeden beliebigen Satz von
K. Wir zeigen das hier an zwei Beispielen:

Die Antinomie von Russell

Es sei r der Term Ax —(x€x). Dann erhalten wir

— r€r, ~ rer TND  und - rer, ~rer TND
— r€r, —rer HNI1 — ~ —r€r, ~rer HN2
— rer, rér HM1 — ~TrEr, ~rer HM2
— I'er HK — ~rE€r HK

Die Antinomie von Curry

Es sei ¢ der Term Ax(xexDA), wo A eine beliebige Aussage ist.

A— A RF

cec— cec; cec, A— A RF, VV
cec, cecDA— A VIi
cec, cec— A VM1
cec— A VK (o)
—cecDA HI1
— CEC; cec— A HMI1, (o)

A TR

(Die Regeln VI1, HI1 sind in KK1 wie KP1 beweisbar.) In KK1 liflt
sich auf diesem Weg jeder Satz A beweisen.

Neben diesen beiden Antinomien gibt es eine Fiille weiterer men-
gentheoretischer Antinomien, auf die wir hier jedoch nicht eingehen
wollen.

10 Minimale Klassenlogik
10.1 Die Kalkiile MK1 und MK2

Die minimale Logik ist wesentlich schwicher als die klassische Logik.
Damit ergibt sich die Moglichkeit, dafl diese Logik — bezogen auf die
volle (typenfreie) Sprache K — mit dem unbeschrinkten Abstraktions-
prinzip vertriglich ist. So ist es tatsichlich, und die minimale ist die ein-
zige der hier betrachteten Logiken, fiir die das gilt.

Obwohl die Definition der n-tupel in der minimalen K. L. nicht
allgemein so moglich ist wie in der klassischen, gehen wir hier zunichst
von der Sprache K aus. Die folgenden Uberlegungen lassen sich ohne
weiteres auf eine Erweiterung von K iibertragen, in der auch Atomfor-
meln der Gestalt sy,. . .,s,&t vorkommen.

MK1 sei der Kalkiil iiber der Sprache K, der aus MP1 durch Ver-
allgemeinerung der p. 1. Regeln VA1 und HA2 und der Hinzunahme
der k. I. Regeln HM1 bis VM2 (vgl. 9.2) entsteht. MK2+ sei MK, er-
weitert um die Regeln U1 und U2 der unendlichen Induktion (vgl. 7.4).
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Beide Kalkiile sind nun trivialerweise widerspruchsfrei, da in ithnen
keine SQ — I" beweisbar ist. Das gilt in dem gleichen Sinn, in dem wir
das schon in 1.3 fiir MA1 gezeigt haben: Da alle Axiome VF enthalten
und die Regeln aufler TR keine VF eliminieren, wire ein SQ —I" nur
mit TR-Anwendungen beweisbar. In diesem Fall gibe es eine kleinste
Zahl n, so dafl eine solche SQ mithilfe von n TR-Anwendungen be-
weisbar ist. Ein derartiger Beweis sihe so aus, daf} darin bei der n-ten
TR-Anwendung die letzte VF verschwinden miifite. Diese Anwendung
hitte also die Gestalt =S, I'; ST = —I'. Dann wiire aber — S, T,
d.h. eine SQ der fraglichen Gestalt im Widerspruch zur Annahme
schon mit n-1 TR-Anwendungen beweisbar.

Es ist also die Widerspruchsfreiheit von Anwendungen der Kal-
kille MK1 und MK2+ zu beweisen, d.h. die Widerspruchsfreiheit aller
Systeme MK1K bzw. MK2+K fiir widerspruchsfreie Basiskalkiile K, in
denen nur SQ beweisbar sind, die lediglich Primformeln enthalten. Da
fir solche Anwendungen die Regeln unendlicher Induktion wichtig
sind, beweisen wir zunichst die Widerspruchsfreiheit des Systems mit
diesen Regeln.Dabei muff man dann wie in 7.4 zwei Sorten von Kon-
stanten unterscheiden: GK (im Sinn freier GV) und Grundterme, die zu
den konstanten Termen (KT) zu rechnen sind. Die Primformeln in den
Axiomen von K sollen nur KT enthalten, also konstante Formeln sein.
GK bezeichnen wir wie bisher durch die Buchstaben a, b, c,. . ., Grund-
terme durch a°, b°,. ... Wiirde man z.B. ein Axiom — sga, ~s¢a in K
zulassen fiir alle KT s statt der Axiome — s€a®, ~sga® fir alle Grund-
terme a°und alle KT s, so erhielte man die Russellsche Antinomie: Aus
—rea, ~rea folgt —Ax(rexV —rex), daraus — rerV —rer, also — rer,
~rer. Daraus ergibt sich aber die Antinomie wie in 9.3.

Wir wollen hier jedoch einen anderen Weg einschlagen: Wir fassen
alle GK als Grundterme auf, verzichten also auf die Einfithrung eige-
ner Grundterme, und ersetzen U1 und HA1 durch die Regel:

UA1I: Sind die SQ A— A[s], I fiir alle Terme s beweisbar, so auch die
SQ A— AxA[x], T ,

U2 und VA2 werden entsprechend durch die Regel ersetzt:

UA2: Sind die SQ A, ~A[s]— T fiir alle Terme s beweisbar, so auch die
SQA, ~AxA[x]—T.

Damit werden GK zum Ausdruck der Allgemeinheit iiberfliissig.
Ist MK2 der so aus MK2+ entstehende Kalkiil, so gilt:

170.1-1: Ist Z eine SQ, die nur konstante Formeln enthilt, ist ¥ jene
SQ), die daraus durch Ersetzung der Grundterme a° durch GK
a entsteht, und ist K' der Kalkiil, der aus K durch die glei-
che Ersetzung von Grundtermen durch GK entsteht, so ist X
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in MK2+K genau dann beweisbar, wenn ¥ in MK2K beweis-
bar ist.

Beweis: (a) Einen Beweis von £ in MK2+K kénnen wir so umformen,
daf} darin keine GK vorkommen, also auch keine Anwendungen von
U1 und U2, und daff Anwendungen von HA1 und VA2 durch Anwen-
dungen von UA1 und UA2 ersetzt werden, wobei diese Regeln auf KT
s bezogen werden. In MK2+K gilt ja das Substitutionsprinzip: Ist eine
SQ Z[a] beweisbar, so auch fiir jeden Term t die SQ X[t], falls a nicht in
2[t] vorkommt. Das ergibt sich daraus, daff die Axiome von K keine
GK enthalten. Ist also die SQ A— A[a], I beweisbar, wo a nichtin A, T,
AxA[x] vorkommt, so auch A— A[s], T fiir alle KT s, also mit UA1
A— AxA[x], T. Und ist die SQ A, ~A[a]— I beweisbar, wo a nicht in
A, T, AxA[x] vorkommt, so auch A, ~A[s]-T fiir alle KT s, also mit
UA2 A, ~AxA[x]-I". Der so umgeformte Beweis von X ergibt aber ei-
nen Beweis von X' in MK2K/, wenn man jeden GT a° durch die GK a er-
setzt. (b) Ein Beweis von Z'in MK2K' ist ein Beweis von ¥ in MK2+K
mit den neuen Regeln, wenn man alle GK a durch KT a° ersetzt. Die
Regeln UA1 und UA2, bezogen auf KT s, sind ja in MK2+ mit HA1
und Ul bzw. mit VA2 und U2 beweisbar.

Wir verwenden also im folgenden den Kalkiil MK2 und verzichten
auf konstante Grundterme. Es ist zu beachten, dafl dann das Substi-
tuierbarkeitsprinzip fiir die angewandten Kalkiile MK2K nicht mehr
generell gilt, sondern nur fir GK, die in K nicht ausgezeichnet sind
(vgl. dazu den Abschnitt 4.2). Die Regeln UA1 und UA2 rechnen wir
zu den logischen Regeln, und die in den Primissen spezifizierten FV be-
zeichnen wir als NBF des in der Konklusion spezifizierten FV.

Es sei K eine (entscheidbare) Menge von SQ, die nur Primformeln
enthalten. K+ sei die Menge aller SQ, die sich daraus mithilfe der auf
Primformeln beschrinkten Axiome und Regeln vom MK2 ableiten las-
sen. Dabei kann K+ auch die SQ — sea, ~sea fiir beliebige GK a und
Terme s enthalten.! K ist widerspruchsfrei genau dann, wenn die SQ —
nicht in K+ enthalten ist.

Wir beweisen zunichst das Eliminationstheorem:

710.1-2: Jede in MK2K beweisbare SQ ist in MK2K+ ohne TR-An-
wendungen beweisbar.

Das frither in 1.4 und 4.3 verwendete Beweisschema fiir die Schnitteli-
minierbarkeit ist nun in mehreren Punkten zu modifizieren:

1 Aus — rga, ~rea erhilt man in MK2 nicht mehr — Ax(rex V —rex). Als Regel der hinte-
ren Alleinfithrung steht in MK2 nur die Regel UAI zur Verfiigung, und damit wiirde
man die SQ— Ax(rex V —rex) nur erhalten, wenn das TND nicht nur fiir Primformeln,
sondern fiir alle Atomformeln gelten wiirde.
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A) Wir ersetzen zunichst die Regeln VK1, HK2 durch die Regeln:

VKI: A,A-T + A AANB->T
AB->T A AAB-T

HK2: A» ~A, T WA—> ~AAB, T
A—- ~B, T+ A—» ~AAB,T.

Dann ergibt sich in den Fillen (3a), Y und 8 des Beweises von T1.4-3
jeweils in B nur ein Schnitt:

A=A T;A>B, T A AT A—A T A AT
A—-AANB, I A, AANB-T" _ AAST, T
AAST, T

Ebenso fiir eine Primisse A, B—T"von X,.
A- ~A,T A~A-THA ~B-T"  A-~AT; A ~A-T"
A~ ~AAB, T A, ~AAB-T" = A AT T

A, A-T, T

Ebenso fiir eine Primisse A— ~B, I" von X;.
B) Anstelle der Regel TR+ verwenden wir die Regel
TR+: A-T[S; A[S]-T = AAL 1-TT7 ), T

Dabei sei I'[S] eine Formelreihe, die an einer oder mehreren bestimm-
ten Stellen (die durch die eckigen Klammern angedeutet sind) S ent-
hilt. I'T ] sei die daraus durch Streichung all dieser Vorkommnisse von
S entstehende Formelreihe. Die Vorkommnisse von S in I'[S], die in
[ ] fehlen, bezeichnen wir als ausgezeichnete Vorkommnisse (kurz AV)
von S in I[S].

Bei Verwendung dieser Regel miissen wir nun jeweils angeben,
welche FV mit den eckigen Klammern in den Primissen von £y bzw. X,
gemeint sind. Das legen wir aber generell durch die Forderung fest:

(*) Die AV der Primissen von £; und £, in 3 sollen genau jene UFV
der AV der SF in X; und %, sein, welche die in den Primissen ange-
gebene Form haben.

~UFV® steht dabei fiir Unterformelvorkommnis, und die UFV eines in
der Konklusion einer Regel von MK2 spezifizierten FV sind die in den
Primissen spezifizierten FV (bei den logischen Regeln also die NBF,
bei den Kontraktionsregeln die kontrahierten FV, bei den VT-Regeln
die gestaltgleichen vertauschten FV) und bei den unspezifizierten FV
die gestaltgleichen (an der analogen Stelle stehenden) FV der Primis-
sen (die Vorkommnisse von C in C, ~A— T und C, ~B—TI sind also
z.B. UFV von C in C, ~AAB-=T). FV in Axiomen oder solche, die
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durch HV oder VV eingefithrt werden, haben keine UFV im Beweis.
Die angegebenen UFV eines FV in der Konklusion einer Regel, die FV
in der oder den Primissen sind, nennen wir auch unmittelbare UFV.
Allgemein soll ein FV' S UFV eines FV T in einem Beweis 8B heiflen,
wenn es eine Folge Sy,...,S, (n=1) von FV gibt, so daf fiir alle i
(1=1=n) S; unmittelbares UFV von S; { ist und S;=S und S, =T.

TR erhilt man mit TR+ so
A-S, T AS>T

A A>T, T
A-T VK, VT, HK, HT
TR+ erhilt man mit TR so
A TTS] A[S]-T"
A—S, I ] Al 1,S-T HK, VK
AAL IS T LA AL S-T L, T VV, HV

AAl =TT 1, T

C) Wir fithren den Beweis der TR +-Eliminierbarkeit, indem wir zei-
gen, daf} die jeweils 1. Anwendung von TR+ eliminierbar ist. Das ge-
schieht durch eine 3fach geschachtelte Induktion: Nach der Stufe s des
Schnittes, dem p.l. Grad der SF S und dem Rang des Schnitts
r=ry+r;. Die Primissen A— I'[S] und A[S]— I"" der ersten Anwendung
von TR+, im gegebenen Beweis ¥ bezeichnen wir wieder als £; und
%), und die Konklusion A, A[ ]»TIT ], I'" als Z;. B sei der in B ent-
haltene Beweis von £, 3, der in B enthaltene Beweis von Z,. B sei der
modifizierte Beweis.

Der linke Rang r| eines Schnitts sei die grofite Zahl n> 1, so dafl es
eine Folge X, ... ,Z, von im gegebenen Beweis B von Z; unmittelbar
tibereinanderstehenden SQ gibt und eine Folge S!, ... ,Sn von gestalt-
gleichen FV, so daff Si (1<i<n) HF von % ist, S! ein AV von S in Z,
und Si+! (1<j<n) UFV von S ist.! Analog sei r; bestimmt, und r sei
wieder ry +r;.

U Ist r: = Ax — (x€x), so ist z. B. r; im Fall eines Beweises ¥;:
A— —r€r, —rer
A-—rer, rer
A~ rer, rer
A-rer, ~ —rer
A-rer, ~ rer
A-rer, - rer
A-rer, rer
(diese letzte SQ sei £,; beide FV von rer in £, seien AV) nicht 6, sondern 5, da das zweite
Vorkommnis von rer in der 2. SQ von oben zwar UFV eines AV von rer in Z; ist, aber
in der 3. SQ als NBF auftritt. Wire nur das 2. Vorkommnis von rer in %, ausgezeichnet,
so wire r;=1.
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Die Stufe eines FV ist relativ zum Beweis. Sie soll im wesentlichen
ein Maf fiir die Zahl der Anwendungen von M-Regeln sein, durch die
ein FV im Beweis entsteht. Wir ordnen den FV in den gegebenen Be-
weisen By, B, von i, X, in zwei Schritten Stufen zu:

al) Alle FV in Axiomen nach RF und in SQ von K+ erhalten die Stufe
0; ebenso die FV, die durch HV, VV eingefiithrt werden.

a2) Die FV in Axiomen nach WS in 8, erhalten die Stufe 0.

a3) Die FV in Axiomen nach WS in 8,, die keine UFV von AV der SF
S in A[S] enthalten oder nur Primformeln, erhalten die Stufe 0. Die
FV in den iibrigen Axiomen nach WS in 8, erhalten die vorliufige
Stufe 0.

b) Die Stufe eines FV in der Konklusion einer Regel ist das Maximum
der Stufen der UFV in der oder den Primissen, mit Ausnahme der
M- und der UA-Regeln.2 Bei den M-Regeln ist die Stufe der HPF
die um 1 erhohte Stufe der NBF. Bei den UA-Regeln hat die HPF
als Stufe die kleinste Ordinalzahl, die gréfler oder gleich allen Stu-
fen der NBF ist. Hat in UFV eines FV S eine vorliufige Stufe, so
gilt auch die so errechnete Stufe von S als vorliufig.

Nach (a) und (b) sind die Stufen aller FV in 8 (also auch in Z,) festge-
legt, und die Stufen oder vorlidufigen Stufen aller FV in 8, (also auch
in 2,). Es sei a das Maximum der Stufen der AV von S in I'[S], d.h. in
2. Dann ersetzen wir im 2. Schritt

¢) die vorliufigen Stufen y von FV in 8; durch die Stufen « +y.

Alle Primformeln haben also die Stufe 0 und beide FV in Axiomen nach
WS haben immer dieselbe Stufe, nimlich 0 oder «.

Es gilt nun nicht mehr generell, dafl sich die Stufe einer VF S in
der Konklusion einer Regel in 8, aus den Stufen ihrer UFV in den Pri-
missen nach (b) berechnet. Denn hat z.B. ~ A die (definitive) Stufe vy,
~ B die vorliufige Stufe vy, und ist y{=7;, so daf} die daraus mit VK2
entstehende HPF ~AAB die vorliufige Stufe y; hat, so ist fir
a+7v,<y; die Stufe a+7y; von ~A A B nicht mehr das Maximum von
¥1 und a+7y,. Es gilt aber:

1) Die Stufe B einer HPF ist grofler oder gleich den Stufen B (und ")
der NBF, und im Fall der M-Regeln ist sie B+ 1. Das gilt, wo die NBF
samtlich bereits nach (a) und (b) definitive Stufen erhalten, denn dann
ist auch die Stufe der HPF bereits nach (a) und (b) bestimmt. Es gilt

2 Bei der Regelanwendung
set, TP~ AV s%2 TP2 . B%2
Se, TP~ AA BY

- die (vorliufigen) Stufen der FV schreiben wir als obere Indices - soll also z.B. nicht nur
y=max(y,, Y,) sein, sondern auch e=max(«;, &,) und p=max(p;, B,).
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auch, wo alle NBF (und damit auch die HPF) erst nach (c) eine defini-
tive Stufe erhalten. Denn fiir beliebige OZ v, y, a gilt: Ist Y <Y, so ist
a+Y<o+y, und wegen der Assoziativitit der OZ-Addition gilt: Ist
y=Y+1,s0ista+y=0o+(y+1)=(a+7Y)+ 1. Hat endlich (im Fall ei-
ner HPF ~A AB) eine NBF eine Stufe ¥ nach (a) und (b), die andere
eine Stufe o+7Y'nach (c), so ist die vorliufige Stufe der HPF
y=max(y,7), also a+y=a+y und a+y=a+7y=y. Das gilt auch
im Fall unendlich vieler Primissen (also fiir U2): Ist y=v4, v, . . . ,01,
92, ..., wo die y; vorldufige und die &; definitive Stufen nach (a) und
(b) sind, so ist a+y >a+yy, a+yy, ..., 01,08, ... .

2. Die Stufe eines FV, das nach VK oder VK2 aus zwei gestaltgleichen
UFV hervorgeht, ist grofler oder gleich den Stufen der UFV. — Das be-
weist man ebenso.

Im iibrigen bleiben die Stufen von FV, die aus der Primisse unver-
dndert (auch nach VT) mitgefiithrt werden, in der Konklusion unverin-
dert.

Als Stufe s des Schnitts bezeichnen wir das Maximum der Stufe der
AV der SF in A[S] und ITS].

Wir schlieffen uns an das Schema der Beweise von T1.4-3 und T4.3-1
an. Die dort diskutierten Fille (1) bis (4) sind nun simtlich Fille von
s=0.

I) s=0
1. g=0,r=2
a) X ist Axiom nach RF (fiir beliebige s, g, r)
S—S; A[S]-TT . A[S]-T
SSAT - T S, A[S]-T" \'AY%
S, AT ]-T VK

Vertauschungen werden hier wie im folgenden nicht registriert.

b) ¥, ist Axiom nach RF (fiir beliebige s, g, r)

A-T[S}; S=S _ A—TTS]
A—TT] 1,S A—TT[S], S HV
A-TT 1, S HK

In (a) wie (b) kann sich die Stufe von S als VF bzw. HF der letzten SQ in
¥ gegeniiber B durch die Kontraktion erhohen, zumal die Stufe von S in
%, bzw. £, 0 ist. Es ist daher unter 2a2 und 2b2 zu zeigen, daf} sich
durch einen oder mehrere Schnitte nach 1a,b im Zuge der Elimination
des oberen Schnitts in ¥ die Stufe des nachfolgenden Schnitts nicht er-

hoht.
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c) X, entsteht durch HV mit S (fiir beliebige ry, s, g)

A—-T A-T
A-S, T A[S]- T N AA[ T, T VV, HV
AA[ -1, T

Fiir r;>1 wird dieser Fall unter 2a2y behandelt.
d) X, entstebt durch VV mit S (fiir beliebige ry, s, g)

AT AT
A-T[S); 4,8-T" AAST[ ], T VV, HV
A, A-T[ T

Fiir r;> 1 wird dieser Fall unter 2b2y behandelt.
e) Ly undX; sind SQ von K+

Dann ist auch X3 eine SQ von K+.

Andere Fille kénnen fiir s=0, g=0, r=2 nicht vorkommen. Nur
Z, kann Axiom nach WS sein, aber dann ist ¥; wegen s=g=0 entweder
SQ aus K+, also auch X3, oder es liegt einer der Fille (a) oder (c) vor.

In (c), (d) und (e) findet keine Stufenerhshung statt.
2. g=0,1r>2
a) r> I (fur beliebige ry, s, g)

al) Durch die Regel R, die zu X, fiibrt, wird kein neues Vorkommnis von
S eingefiibrt, das AV von S in I'[S] ist.

@) R hat mebrere Pramissen, die samtlich S als HF und als UFV von AV
von S in I'[S] enthalten!

A'STU[S]; A" T[S

R TR, AR T
AA[J=-T[ 1, T
A= T"[S]; A[S]>T" A"~ T"[S]; A[S]>T"
g AT AVAT 1-T7[ L, T

AA[ T, T

Nach (B) (vgl. (*)) sind die AV von S in ['"[S] und I'"'[S] die UFV der
AV von S in I'[S]. (Andernfalls konnte sich einer der beiden oberen

Schnitte auf ein Vorkommnis von S beziehen, das eine hohere Stufe hat
als die AV von S in I'[S] und A[S]. Dann wire die I. V. fiir die Elimi-

! Die Worter ,als HF und“ kann man auch weglassen, denn keine VF einer Pramisse ist
in den M-Kalkiilen UFV einer HF der Konklusion. Entsprechend im folgenden.
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nierbarkeit dieser Schnitte niche erfiillt.) Ist ein FV von S in I'"[S] oder
I"'[S] NBF bzgl. R, so ist es nach (al) kein UFV der AV von S in I'[S].
Als Mehr-Primissenregel kann R nur eine a. |. Regel oder eine UA-Re-
gel sein, so dafl die NBF von R von der HPF verschieden sind; eine
NBF kann mit einer HPF nur im Fall einer M-Regel gestaltgleich sein.

Ebenso verfihrt man im Fall der UA-Regeln. Die TR+ -Anwen-
dungen in ¥ lassen sich nach I. V. eliminieren, da fiir sie ry kleiner ist,
r; aber den gleichen Wert hat wie in .

B) R hat mehrere Pramissen, von denen nur einige, aber nicht alle S als HF
und als UFV von AV von S in T[S] enthalten.

Dieser Fall kann nicht vorkommen, da eine Mehr-Primissen-Regel (die
von TR+ verschieden ist) eine a. |. Regel oder eine UA-Regel ist. Dann
unterscheiden sich aber die Primissen nur in den NBF. Es miifite also
I'"[S] bzw. I'"'[S] ein Vorkommnis von S enthalten, das UFV von AV
von S in I'[S] ist und NBF von R. Bei Mehrprimissenregeln ist aber S
nicht NBF von S.

Y) R hat eine Pramisse

A—T[S] A T[S]; A[S]- T
R A [S) A[S} T N aTg T A
AR -TLLT 7 AA[ T[] T R

Ist ein FV von S in I"[S] NBF eines VF in X, das kein AV von S in
[[S] ist, so ist es kein UFV der AV von S in I'[S], also nach (B) kein
AV von S in I'"[S], wird also in ®' nicht eliminiert. Ist ein AV von S in
I[S] NBF eines AV von S in I'[S] - so ist z.B. Ax(xex)eA(xex) NBF von
Ax(xex)eAx(xex) nach HM1 -, so sind Primisse und Konklusion von R
in B identisch. Man kann dann einfach r; durch Streichung der Konklu-
sion reduzieren. Ist R HK mit einem AV von S in I'[S], so entfillt die
Anwendung von HK in 8. Ebenso, wo R HT mit einem AV von § in
IM[S] ist.

Beim Schnitt in ' ist r; wieder um 1 kleiner und r; unverindert
gegeniiber B, so dafl dieser Schnitt nach I. V. eliminierbar ist.

a2) Durch die Regel R, die zu X fiibrt, wird ein neues Vorkommnis von S
eingefiibrt, das AV von S in I'[S] ist.

®) R hat mebrere Primissen, die alle S als HF und als UFV eines AV von
S in I'[S] enthalten.

A'ST[S]; A= T [S]
A= S, T[S]; A[S]=T
AN J-T[ T

R
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A'>T"[S]; A[S]-T" A'ST"[S]; A'[S]-T"
AN 1-T[ T AN 1-T7 L, T
ANl ]-S, T[], T;A[S]-T
ANl LA -T[ ], T, T
AA[ -T[ T VK, HK

R

Entsprechend fiir die UA-Regeln. Aus denselben Griinden wie im Fall
2ala wird durch die oberen Schnitte in ¥ keine NBF von R eliminiert.
Im unteren Schnitt in B werden nur A- mit A- und I'- mit I'-Formeln
kontrahiert. Dadurch kann sich keine Stufenerhshung eines FV erge-
ben. Bei den oberen Schnitten in 8B ist r um 1 kleiner als bei dem
Schnitt in B; sie sind so nach 1. V. eliminierbar. Fiir den unteren
Schnitt ist r, wie in 8, ry ist jedoch 1. Frither, im Beweis von T1.4-3,
muflten wir voraussetzen, dafl I'" S nicht enthilt, da sonst r;> 1 wire;
solche Fille waren nach 1b zu behandeln. Hier gilt jedoch: Enthalt ™
Vorkommnisse von S, so sind das keine AV von S in den Primissen des
unteren Schnittes in B, da in B nur solche Vorkommnisse von S AV
sind, fiir die das auch in ® gilt. Sie spielen also fiir die Berechnung der
Stufe dieses Schnittes keine Rolle.

B) R hat mebrere Pramissen, von denen nur einige, nicht aber alle S als HF
und als UFV von AV von S in I'[S] enthalten.

Dieser Fall kann nach den Uberlegungen zu 2a1p nicht vorkommen, da
HPF und NBF nur bei M-Regeln identisch sein kénnen.

Y) R hat eine Praimisse

A= T"[S] A'ST'[S]; A[S]-T"
A-S, T[S}, A[S]-T AN T, T
AA] ST L, T g AA] 1-S,T[ ], T A[S]-T"
AAl LA T[], T, T

A AT -T[ ]I VK, HK.

In ¥ werden nur A- mit A- und I''- mit ["-Formeln kontrahiert. Da-
durch ergibt sich keine Stufenerhéhung. Wire ein AV von S in IM[S]
NBF der HPF S bei R, so wiirde kein neues Vorkommnis von S einge-
fihrt, so daff man r; durch Streichung der Konklusion reduzieren
kann. Ist R HV mit S, so enfillt die Anwendung von R in . Beim er-
sten Schnitt in & ist r um 1 kleiner als in ®; er ist also nach L. V. elimi-
nierbar. Fiir den 2. Schnitt ist r; unverindert gegeniiber ® und ry ist 1.
Wie unter 2a2o kann kein Vorkommnis von S in I ein AV des
2. Schnitts sein.

Wir haben nun gesehen, dafl sich bei Elimination des oder der
oberen Schnitte in ¥ nach 1a oder 1b die Stufe von FV erhohen kann.
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Es ist also zu zeigen, daf} das in den Fillen 2a2 fiir den unteren Schnitt
in ' unschadlich ist.

Es gilt aber:

@) UFV von HV von Z; sind immer nur HF von SQ aus ®;, und UFV
von VF von Z, sind immer nur VF von SQ aus $,.!

B) Bei der Elimination eines Schnitts mit der SF S werden neue
Schnitte immer nur auf AV von S oder auf UFV von AV von S ange-
wendet.

Daraus folgt: In keinem Axiom nach RF sind beide FV AV von S oder
UFV von AV von S. Jedes solche Axiom gehort zu 8; — dann kann nur
seine HF AV von S oder UFV von AV von S sein — oder zu ¥, — dann
kann nur seine VF AV von S oder UFV von AV von S sein. Die Erho-
hung der Stufen von FV nach 1a oder 1b bei der Elimination der obe-
ren Schnitte in ¥ bewirkt daher keine Erhohung der Stufe des neu ein-
gefithrten AV von S in der Primisse des unteren Schnittes in .
b) r,>1 (fiir beliebige ry, s, g)
Die Uberlegungen entsprechen hier genau jenen unter (a).
3) g>0,r=2
a) Die AV von S werden in X und X, durch logische Regeln eingefiibrt
(Wegen s=0 sind es keine M-Regeln.)
o) S hat die Gestalt — A
A—» ~A, I A', ~A— r} = A— ~A, r; AI, ~A— r'
A— —A, I A', -A-T" A) A— r) r

AA-T, T

Die in den Primissen spezifizierten FV sind jeweils die einzigen UFV
der durch den Schnitt eliminierten FV von —A. Typengleiche Vor-
kommnisse von ~A in " oder A" werden nicht eliminiert, sind also an-
ders als frither nicht durch Verdiinnungen wieder einzufiihren. (Bei ei-
ner Verwendung der Regel TR+ konnte man nicht voraussetzen, daf}
alle solchen Vorkommnisse von ~A in I' oder A’ von kleinerer oder glei-
cher Stufe sind als die UFV der SF.)

Dasselbe gilt fiir die iibrigen a. ]. Fille, die im tibrigen wie im Be-
weis von T1.4-3 unter (3) behandelt werden. Die Abweichungen, die
sich unter (y), (8) aufgrund der modifizierten Regeln VK1 und HK2
ergeben, wurden schon unter (A) besprochen. An die Stelle der p. 1.
Fille (n) und (8) im Beweis von T4.3-1 treten nun die Fille:

' Bei Hinzunahme der Implikationsregeln HI1 und VI1 wiirde das nicht mehr gelten.
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M) S bat die Gestalt AxA[x]
A— Alg], T fir alle Terme t; 1=1,2,...) A As]-T

A— AxA[x], T A, AxA[x]-T"
A AT, T
A— A[S], F; A', A[S]—» r
= AASTD

0) S hat die Gestalt ~ AxA[x]

A~ ~A[s], T A, ~A[y]-T fiir alle Terme ¢
A— ~AxA[x], T; A, ~AxA[x]-T"
AAST, T

A ~A[s], T A, ~A[s]-T"
= AAST, T

In beiden Fillen sei ty, ty, . . . eine Abzihlung der Terme von M.

b) X, gebt aus einer logischen Regel mit der SF S als HPF hervor, X, ist
Axiom nach WS (beliebige s)

o) S hat die Gestalt — A

A ~AB T A— ~AB, T; AB, ~AB—
A— —AB T; —AQ ~ —Ad_> A, A>T
A, ~—=A0ST T A ~—ABST

Hier wird nun in ¥ ein neues Axiom nach WS eingefiihrt. Die Stufen
der FV darin sind nach (C) zu berechnen, so daf sich fiir die neuen FV
die Stufe B ergibt. Im Blick auf die Fille 2a2, 2b2, in denen bei der Eli-
mination eines Schnittes in 3 — wir nennen ihn den originalen — zwei
aufeinander folgende Schnitte in & auftreten, sind zwei Fille zu unter-
scheiden:

1. Der angegebene Schnitt ist der einzige, der zur Debatte steht. Dann
kommen nur Stufen bzgl. dieses Schnittes infrage und wir erhalten

nach (C) a=.

2. Der angegebene Schnitt ergibt sich im Zuge der Elimination eines
fritheren Schnittes (des originalen) nach 2a2 oder 2b2. Dann haben wir
es in dem Fall, daf§ es sich um die Elimination eines oberen Schnittes
handelt, auch mit Stufen bzgl. nachfolgender Schnitte zu tun. Diese
diirfen sich bei der Elimination des Schnittes nicht erhéhen.

In diesem Fall kann o # B sein. Es ist jedoch immer a>§, denn
die SF —A in X ist ja UFV eines AV der originalen SF, so daf} deren
Stufe >P ist, ¢ war aber das Maximum der Stufen der AV in der
linken SQ des originalen Schnitts, und als HF kann —A nach unserer
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Uberlegung zu 2a2 nur UFV einer HF der linken Primisse des origina-
len Schnitts sein. Durch den angegebenen Schnitt in 8 erhéht sich also
die Stufe von ~ = A in der End-SQ von ¥ nicht gegeniier 8. Analog in
den anderen a. l. Fillen, die ebenso zu behandeln sind wie im Beweis
von T1.4-3.

N) S hat die Gestalt AxA[x]

A— A%, T fiir alle g
A-AxA[x]B,["; AxA[x]%, ~AxA[x]o~
A, ~AxA[x]e-T
_ A= AT Al ~ AP
A, ~Al;PioT fiir alle g

A, ~AxA[x]B-T

Hier sei wieder ty, ty, . .. eine Abzihlung der Terme von M und B sei die

kleinste OZ > By, B2, . . .
0) S hat die Gestalt ~ AxA[x]

A— ~A[B, T
A~ ~AxA[x]B, T'; AxA[x]e, ~AxA[x]e~
A, AxA[x]e-T
A— ~A[t]B, T; A[t]B, ~Aft]P—
A, AP T
A, AxA[x]B-T.

Auch in diesen Fillen gilt nach der Uberlegung zum Fall (o) < a.

-

4. g0, r>2

Diese Fille sind schon unter (2) erledigt worden.
Il) s>0

1. g=0r=2

Gegeniiber 1,1 treten hier folgende Fille neu auf:
fy S wirdin X, wie X, durch eine M-Regel eingefiibrt
A— ( ~ )A[[], I A', ( ~ )A[t]—» I
A— (~)erxA[x], [; A, (~)teAxA[x]—> I

AAST, T

A— (~ )A[t]> r; A') (~ )‘A‘[t]“> I
= AAST, T

Nur die in den Primissen von 21, I, spezifizierten FV sind UFV der AV
der SF. Nur sie werden in 8 eliminiert. Die Stufe des Schnittes in 8’ ist
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kleiner als jene in B, vgl. (C, b). Der neue Schnitt ist also nach I. V. eli-
minierbar.

g) Swird in X; durch eine M-Regel eingefiihrt, X, ist Axiom nach WS
A (~)A[t] -1, T
A— (~)teAxA[x]B, [; teAxA[x]®, ~ teAxA[x]o—
A, (~ A= T
A, ()AL AfeP—1, ~AfB- 1>
- A, (~)A[P-15T
A, (~)terxA[x]P— T

(B ist nach (C, b) keine Limeszahl, so daf} -1 definiert ist.) Hier gilt
nach den Uberlegungen zu ,3b wieder < a.

2. g=0,r>2

Diese Fille wurden schon unter 1,2 behandelt.
3. g>0,r=2

Hier argumentiert man ebenso wie unter II,3.
4. g>0,r>2

Diese Fille wurden schon unter 1,2 behandelt.

Damit ist das Eliminationstheorem bewiesen. Ein Substituierbarkeits-
prinzip haben wir fiir den Beweis nicht gebraucht, da es fiir die p. I. Re-
geln von MK2 keine Konstantenbedingung gibt.

Aus T10.1-2 ergibt sich sofort der Satz:

T10.1-3: Ist K widerspruchsfrei, so auch MK2K.

Denn ist K widerspruchsfrei, so enthilt K+ nicht die SQ-. In
MK2K+, das mit MK2K iquivalent ist, wire diese SQ also nur mit TR
ableitbar, TR ist aber eliminierbar.

Aus der Widerspruchsfreiheit von MK2K ergibt sich nach T10.1-1
auch jene von MK2+K, also auch die des Teilsystems MK1K, in dem
man, wie in MK2+K, zwischen Grundtermen und GK zu unterschei-
den hat — in den Systemen MK2+ und MK1 ist diese Unterscheidung
natiirlich uberflissig.

Der Beweis des Eliminationstheorems lifft sich auf den Kalkiil
MK1 ibertragen. Es gilt also:

770.1-4: Jede in MK1K+ beweisbare SQ ist ohne TR-Anwendungen
beweisbar. Ist K widerspruchsfrei, so auch MK1K.

In MK1 (wie in MK2 - auf die p. |. Regeln kommt es ja nicht an) sind
nun die Antinomien von Russell und Curry nicht mehr ableitbar. Set-
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zen wir wieder r: =Ax — (x€x), so sind zwar die SQ rer— ~rer, ~ rer—
rer, rer— und ~rer— beweisbar, aber daraus ergibt sich kein Wider-
spruch, da man aus rer— bzw. ~rer— nicht wie in der klassischen Lo-
gik — ~rer bzw. — rer gewinnt.

Im Fall der Antinomie von Curry ist von der Definition der Impli-
kation durch ADB: = — (A A —B) auszugehen. Ohne TND erhilt man
daraus zwar die Regeln HI2 und VI2 sowie VII:

A—-A T A ~A- A, B->T
A: ~A->T A,~—\B—>F

A, ~AAN —B=T
A, =(AA =B)=T,

aber nicht die Regel HI1, die man zur Konstruktion der Antinomie be-
notigt. Setzen wir wieder c: =Ax(xeéx D A), so erhilt man zwar cec— A,
also fiir ein A wie z. B. BA =B, fiir das A> beweisbar ist, insbesondere
cec— und ~cec—, also auch cecV —cec—, aber das stellt in der mini-
malen K. L. keinen Widerspruch dar.

10.2  Partielle klassenlogische Bewertungen

Partielle Bewertungen fiir K lassen sich in Entsprechung zu jenen fiir
die t. l. Sprache T nach D8.2-4 so definieren:

D10.2-1: Eine partielle (k. ) Bewertung von K ist eine Abbildung einer
Teilmenge der Sitze von K in die Menge {w, f}, fiir die gilt:
a) V(=A)=w gdw. V(A)=H{,
V(=A)=fgdw. V(A)=w.
b) V(AAB)=w gdw. V(A)=V(B) =w,
V(AAB)=f gdw. V(A) =f oder V(B) =1.
c) V(AxA[x])=w gdw. V(A[t]) =w fiir alle Terme t,
V(AxA[x])=f gdw. V(A[t]) =1 fiir einen Term t.
d) V(seAxA[x])=w gdw. V(A[s]) =w,
V(sehxA[x]) = f gdw. V(A[s]) =1.

Solche partiellen Bewertungen sind wie im t. . Fall nicht indukuv defi-
niert. Man kann aber jedenfalls sagen, dafl es partielle Bewertungen
gibt, denn die Funktion V,, die keinem Satz von K einen Wahrheits-
wert zuordnet, erfiillt trivialerweise alle Bedingungen von D10.2-1. In
der T. L. konnten wir (vgl. T8.2-6) den partiellen Bewertungen ausge-
zeichnete zuordnen, die induktiv definiert waren. Auch in der K. L.
kann man ausgezeichnete Bewertungen einfithren, aber sie sind nicht
induktiv definiert. Wir verwenden sie im folgenden zum semantischen
Widerspruchsfreiheitsbeweis fir MK1 und heben deswegen nur auf
ithre Normalitit ab.
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D10.2-2: Eine partielle Bewertung V heiflt normal, wenn es zu jedem
Allsatz AxA[x] mit V(AxA[x])*+w eine GK b gibt, fiir die
gilt V(A[b])=V(AxA[x]).

710.2-1: Zu jeder partiellen Bewertung V und jeder SM K, deren Ele-
mente unendlich viele GK nicht enthalten, gibt es eine nor-

male, mit V K-iquivalente partielle Bewertungen V', so dafl
also fiir alle Sitze A aus & gilt VI(A)=V(A).

Beweis: Wir beweisen das dhnlich wie den Satz T8.2-6. Es sei I'y die
Menge der GK, die in den Sitzen aus & vorkommen. [ (i=1,2,...)
seien unendlich viele disjunkte Teilmengen jeweils unendlich vieler GK,
die nicht zu I, gehoren. Es sei [o=I, und Tj,;=T;Ulj,
(0=0,1,2,...). tjx (k=1,2,...) sei eine Abzihlung der Terme iiber [
Wir ordnen tj die GK a; 4 1  zu und setzen V5 (A) =V(A) fiir alle Sitze
iber I'y und () Vi ((Alaj4 1 kp - 52+ 1,k )) = Vi(Altk,s - - -tk ])-
Dabei seien die aj,, . . ,ajk, jeweils die einzigen GK aus T}, cfie in
Alajky - - - ajk, ] vorkommen. Falls A keine GK aus I'; enthilt, soll gel-
ten (é) Vi1 1=Vj(A). V' sei die Vereinigung aller Vi, d. h. es soll gelten
V' (A)=w/f gdw. es ein j mit Vj(A)=w/f gibt.

V' ist nun eine normale, mit V &-iquivalente partielle Bewertung.
Denn V ordnet keinem Satz zwei Wahrheitswerte zu, und gilt das fiir
Vi, so nach () und (B) auch fiir Vi,;. Es gilt auch fiir V', da Vi4p eine
Erweiterung von V! ist.

Jedes V| ist {erner eine normale partielle Bewertung iiber jener
Teilsprache von K, die nur GK aus I'i enthilt. Wir schreiben der Kiirze
halber Af[aj] bzw. Afty] fiir Afaj,, .. s3] bzw. Altk, - . stk ], wo
Ak, (I=1,.. ,n) alle GK aus T} sindl, die in dem ersteren Satz vorkom-
men. Dann gilt die Behauptung fiir i=1. Denn V|(—=A[a;y])=w/f
gdw. Vo(—Altek]) =w/f gdw. Vo(Altok]) =f/w gdw. Vi(Afax])=
f/w. Ebenso argumentiert man im Fall eines Satzes der Gestalt
Afa ] AB[agy]. Ist Vi(AxA[x,a1])=w, so V (AxA[x,t.])=w, also
V(Als,tok])=w fiir alle Terme s iiber T';. Ist nun r[a;y] ein Term iiber
I, so gilt also Vi(A[r[ajk],a1k])=Vo(A[r[tok],tok)=w. (Dabei seien
wieder ajy. alle GK aus T'y, die in r[a;y] vorkommen; kommt in r[ajy]
keine GK aus T; vor, so ist rlajk] =r[tok].) Gilt umgekehrt
Vi(A[r,aj])=w fur alle Terme r iiber T'j, so auch Vi(A[ajarx])=w
fir alle GK ajy aus 'y, also Vo (A[s,tok])=w fiir alle Terme s iiber T,
da jedem Term s iiber Iy eine GK ajp entspricht. Es gilt also
Vo(AxA[X,tok]) =w, also Vi(AxA[x,a;x])=w. Ist Vi(AxA[x,a1i]) =T,
so Vo(AxA[x,tok])=f, es gibt also einen Term ty iiber I', mit
Vo(Altokstok]) =f, also Vi(A[ajp,ajx])=f. Ist umgekehrt Vi(A[r
[aik],a1k]) =T fiir einen Term r[ayy] iiber I'y, so V(A[r[tok]tok]) =1,
also V(AxA[x,tok])=f, also Vi(AxA[x,a;p])=f. Und ist Vi(AxzA
[%,a1k])=u, so ist Vi(AXA[x,tok])=u, es gibt also ein typ mit V(A
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[tokstok])=Uu, also ViAlagk,aok])=u. Vi ist also normal. Endlich gilt
Vi(s[ai]eAxAx,ai])=w/t  gdw. Vi(s[tok]eAxA[x,tok])=w/f gdw.
Vo (Als[tok])stok] ) =w/f gdw. Vi(A[s[ak],a1k])=w/f. Ebenso argumentiert
man fiir i+ 1, wenn die Behauptung schon fiir i beweisen ist.

Auch V' ist nun eine normale partielle Bewertung iiber K. Das
folgt aus der Definition von V' und der Tatsache, daf} alle V; partielle
Bewertungen tber den Teilsprachen von K sind, die nur GK aus T} ent-
halten, fir die Bedingungen (a), (b), (d) von D10.2-1. Fiir die Bedin-
gung (c) erhalten wir: (1) Ist V' (AxA[x])=f, so gilt fiir ein i
Vi(AxA[x])=f, also fir eine GK aj aus T} Vi(A[a;])=f, also
V'(A[a])=f. (2) Ist V(AxA[x])=u, so gilt fiir alle i, insbesondere also
fir das kleinste 1, fiir das AxA[x] ein Satz iiber T'} ist, Vi(AxA[x])=u,
also Vi(A[ajc])=u fiir eine GK aj aus I'j; das gilt dann nach (B) auch
fiir alle Vi mit j>1i und fiir alle V; mit j<i, da diese V; nicht fir A[aj]
definiert sind. Es gilt also auch fiir V'. (3) Ist endlich V(AxA[x])=w, so
gilt fir ein 1 Vi(AxA[x])=w. Ist t ein Term, so gilt fir j=i
Vi(A[tx])=w, da Vi eine partielle Bewertung iiber T} ist. Ist hingegen
j>1, so gilt nach (B) Vj(AxA[x])=Vi(AxA[x])=w, also Vi(A[ty])=w,
da V; eine partielle Bewertung iiber T} ist. Aus (1) und (2) ergibt sich die
Normalitit von V', aus (2) und (3) ergibt sich: Ist V(A[t])=w fur alle
Terme t, so ist V(AxA[x])=w. Und aus der Definition von V' als Ver-
einigung der V; und der Tatsache, dafl alle V; partielle Bewertungen
sind, folgt: Ist V(A[t])={ fiir einen Term t, so ist V(AxA[x])=t.

P-Wahrheit von Sitzen und P-Giiltigkeit von Schliissen wird wie
in D1.6-4 definiert. Setzen wir V(~A)=V(—-A), so kénnen wir wie
frither sagen, dafl eine SQ A—T einen P-giiltigen Schluf darstellt,
wenn fiir alle partiellen (k. l.) Bewertungen V gilt: Erfiilllt V alle For-
meln aus A, so erfiillt V auch mindestens eine Formel aus I'. (Ein leeres
A wird von allen partiellen Bewertungen erfiillt, ein leeres I' von keiner
partiellen Bewertung.)

Der Kalkiil MK1 ist widerspruchsfrei bzgl. partieller k. 1. Bewer-
tungen:

770.2-2: In MK1 sind nur SQ beweisbar, die P-giiltige Schliisse dar-
stellen.

Das beweist man wie frither durch Induktion nach der Linge des Be-
weises einer SQ X 'in MK1 (vgl. T1.7-1 und T4.5-1). Es set z.B. der
Schluff A— A[b], ' beweisbar und P-giiltig. Wire die Konklusion
A— AxA[x], T nach HA1, in der die GK b nicht mehr vorkommt, nicht
P-giiltig, so gibe es eine partielle Bewertung V, die alle Formeln aus A,
aber keine Formel aus I" erfiillt und auch nicht AxA[x]. Es gibe also ei-
nen Term s, so dafl V(A[s]) =w ist, nach T10.2-1 also eine normale par-
tielle Bewertung V', die den Formeln A, AxA[x], I" die gleichen Werte
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(einschliefllich u) zuordnet wie V, und eine GK ¢, die in den Formeln
aus A, I', AxA[x] nicht vorkommt, mit V'(A[c])=w. Der Schluff
A— A[c], T' wire also nicht P-giiltig. Da in MK1 jedoch mit einer SQ
Ala]-I[a] jede SQ A[s]— I[s] beweisbar ist, in der die GK a nicht
mehr vorkommt, ist nach 1. V. mit A—» A[b], I auch der Schluf}
A— A[c], " P-giiltig (vgl. den Beweis von T4.2-1).

Die Vollstindigkeit von MK1 bzgl. partieller Bewertungen lifit
sich hingegen in Analogie zu den Sitzen T1.7-2 und T4.5-2 nicht mehr
beweisen. Denn das mechanische Beweisverfahren funktioniert nun
nicht mehr (vgl. T4.3-3). Da ein passender Induktionsparameter fehlt,
kann man hier nicht mehr beweisen, dafl regulire Herleitungen die Ei-
genschaften nach T4.3-6 haben, daf§ also insbesondere zwischen zwei
Anwendungen der Regel zur Tilgung der Unterstreichungen von VF
der Gestalt AxC[x] und HF der Gestalt ~AxC[x] nur endlich viele
Schritte liegen.

10.3  Indeterminierte Namen

In MK1 und MK2 haben wir p. . Regeln verwendet, die auf den Fall
zugeschnitten sind, dafl sich alle Terme als determinierte Namen anse-
hen lassen. Ein Klassenterm AxA[x] bezeichnet aber nur dann ein be-
stimmtes Objekt, wenn das Pradikat A[x] vollstindig definiert ist. An-
dernfalls gibt es verschiedene Prizisierungen dieses Pridikats, bei
denen dann auch der Abstraktionsterm verschiedene Klassen bezeich-
net, so dafl er aus Griinden der Stabilitit als indeterminiert anzusehen
ist. Im Gegensatz zur T. L. 148t sich nun nicht jede partielle k. . Bewer-
tung zu einer totalen erweitern, so daff auch die Rechtfertigung der Be-
handlung der Abstraktionsterme als determinierte Namen, die wir in
8.4 gegeben haben, hier entfillt. Die Antinomie von Russell zeigt, daf}
es wesentlich indeterminierte — und zwar aus logischen Griinden wesent-
lich indeterminierte — Namen und Pridikate in K gibt. Wie wir in 7.1
sahen, ist zwar die direkte Logik besser zur Behandlung indeterminier-
ter Namen geeignet, aber wir konnen ihnen auch in der minimalen
K. L. durch Modifikation der p. l. und k. I. Regeln Rechnung tragen.

Statt des Existenzpridikats E fithren wir dazu in K einen Grund-
term m ein, so dafl die Aussage sem der Aussage E(s) entspricht. m ist
also die Klasse der Objekte des Grundbereichs. Die Wahl des Buchsta-
bens ,m* versteht sich daraus, dafl wir die Klassen aus m als Mengen
bezeichnen. Mengen sind also nun spezielle Klassen. Daneben kénnen
zu m freilich auch Individuen gehoren.

Die p. I. Regeln VA1 und HA2 sind nun durch die auf Terme ver-
allgemeinerte Regeln VA1* und HA2* aus 7.1 zu ersetzen, in MK1 sind
auch die Regeln VA2 und HAI1 durch die verallgemeinerten Regeln
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VA2* und HA1* zu ersetzen, wihrend in MK2 statt UA1 und UA2 die
folgenden Regeln zu verwenden sind:

UA71*: Sind die SQ A, sem~A[s], T fiir alle Terme s beweisbar, so
auch die SQ A~ AxA[x], T.

UA2*: Sind die SQ A, sem, ~A[s]—> T fiir alle Terme s beweisbar, so
auch die SQ A, ~AxA[x]-T.

Das bisher verwendete Abstraktionsprinzip seAxA[x]<>A[s] ersetzen
wir durch

AP*: seAxA[x]<sem A A[s].

Damit wird also ein Term AxA[x] im Sinn von Ax(xem A A[x]) gedeutet,
und das entspricht, wie die Deutung von AxA[x] als Ax(xem D A[x]),
der Tatsache, daf sich die GV in den Quantoren auf die Objekte des
Grundbereichs beziehen. Ist also s indeterminiert, so kann man aus
A[s] nicht auf seAxA[x] schlieflen.

Mit AP*sind nun folgende k. I. Regeln ziquivalent:

HM1%: A—A[s], I'; A—sem, I' = A— seAxA[x], T
HM?2%: A— ~A[s], ~sem, ' = A— ~seAxA[x], I’
VM1%: A, Als], sem— " A, seAxA[x]-T

VM2%: A, ~A[s]->T; A, ~sem—T A, ~seAxA[x]-T.

Die so aus MK1 bzw. MK2 entstehenden Kalkiile nennen wir MK1#
und MK2*. Solange wir keine logischen Prinzipien fiir m angeben, sind
diese Kalkiile offenbar ebenfalls widerspruchsfrei. Man kann in Analo-
gie zu T10.1-2 auch das Eliminationstheorem fiir MK2*K+ beweisen.
Die Sitze sem fungieren dabei als Primsitze, haben also immer die
Stufe 0. Man sieht leicht, wie Verschiebungen der Schnitte in den Fil-
len unter I,3a und 3b sowie II,1f und 1g nun funktionieren. Dabei wird
— bis auf einen Fall — der Schnitt durch zwei aufeinanderfolgende er-
setzt. Als unteren Schnitt kann man dabei immer jenen wihlen, fiir den
eine Formel (~)sem die Schnittformel ist. Im Fall I,3a,n tritt dabei nun
fir den Schnitt mit der SF sem in 8B eine SQ auf, die aus B, stammt.
Das ist im Blick auf die Uberlegung zu 1,2a2,y von Bedeutung, da nun
die Aussage (o) dort nicht mehr gilt. Da aber die SF dabei eine Prim-
formel ist, ist das harmlos. Die Elimination des oberen Schnittes kann
die Stufe dieser SF nicht erhshen.

Egal, welche SQ mit (~)sem im Basiskalkiil K enthalten sind — ist
K nur widerspruchsfrei, so auch MK2*K.

Da m determinierte Klassenterme enthalten soll, und da man einen
Klassenterm AxA[x] als determiniert ansehen wird, wenn das Pridikat
A[x] determiniert ist, d.h. wenn gilt Ax(A[x] V — A[x]), so liegt es nahe
zu sagen, AxA[x]em solle genau dann gelten, wenn Ax(A[x] V —A[x])
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gilt, oder — wegen der Beweisbarkeit von Ax(A[x]V —A[x])«Ax(xe-
AyA[y]V —xelyAly]) - allgemein, sem solle genau dann gelten, wenn
Ax(xes V —xgs) gilt. Das ergibt das Prinzip

*) semo Ax(xes V —x€s).

Die Hinzunahme dieses Prinzips zu MK2* bewirkt nun aber, daf} wir
die Antinomie von Russell ableiten konnen: Nach VA1* gilt sem,
Ax(xgs V —xgs)— ses V —ses, daraus folgt mit (*) sem— ses V —ses, also
sem— sgs, ~ses (1), also auch sem— ~ —sgs, —ses, ~sem (mit HNI,
HN2 und HV). Daraus folgt mit sem— sem nach HM1* sem— ~ —sgs,
ser, ~sem, wo r=Ax— (xex) die Russellsche Klasse ist, nach HM2*
also sem— ~ ser, ser, also sem— serV —ser. Da das fiir alle Terme s
gilt, erhalten wir mit UA1* —~Ax(xer V — xer), also mit (¥) ~ rem. Nach
(1) gilt ferner rem-rer, ~rer mit TR erhalten wir also —rer, ~rer,
und daraus ergibt sich die Antinomie wie in 9.3, wobei nun bei der An-
wendung der M*-Regeln — rem als zusitzliche Primisse verwendet
wird.

Man kann also zwar die Ax(xgsV —xgs)—sem zu MK2* hinzu-
nehmen oder die Umkehrung sem — Ax(xes V —xgs) — da MK2*K fiir
beliebige konsistente Basiskalkiile K konsistent ist, gilt das auch fiir
jene, welche die SQ — sem bzw. sem— fiir alle Terme s enthalten, und
daraus sind die SQ ableitbar —, aber nicht beide zusammen. Es bleibt so
nur der Weg einer induktiven Auszeichnung der Aussagen sem:

Wir gehen von einem Kalkiil K, aus, der fiir alle GK a und alle
Terme s (inclusive m) die SQ — sga, ~ sea enthilt und sonst keine SQ.
MK2*#K, ist nach den obigen Uberlegungen widerspruchsfrei. Es sei
nun K; der Kalkiil K, erweitert um die SQ — sem fiir alle Terme s, fur
die — Ax(xes V —xes) in MK2*K,, beweisbar ist. Auch MK2*K ist wi-
derspruchsfrei und eine Erweiterung von MK2*K,. In MK2*K,, sind
mit den SQ — sga, ~sea die SQ sem— sea V —sea fiir alle Terme s und
alle GK a beweisbar, also nach UA1* die SQ ~Ax(xea V — xea) fir alle
GK a, so dafl die SQ — aem zu K; gehoren. Wegen sem—~sem V — sem
ist in MK2*K, ferner — Ax(xemV —xem) beweisbar, so daff auch
—mem zu K, gehort. In dieser Konstruktion kénnen wir fortfahren
und so zu den Kalkiilen MK2*K,, MK2%Kj, . . . iibergehen. Ist K, die
Vereinigung der K; (i=0, 1, 2, . . .), so dafl eine SQ X genau dann in K,
ist, wenn es ein i gibt, so daf ¥ in K; ist, so ist auch MK2*K, wider-
spruchsfrei und eine Erweiterung aller K;. Auch K, kénnen wir erwei-
tern usf. Gibt es nun eine Ordinalzahl A, fiir die gilt Kj 41 =Kj, so ist
in MK2*K; — sem genau dann beweisbar, wenn — Ax(xes V —xes) be-
weisbar ist. Denn ist — Ax(xgs V —xes) in MK2*K; beweisbar, so in
MK2*K; 4 ; = MK2*K; die SQ — sem, und umgekehrt. Wegen der Eli-
minierbarkeit von TR gilt ja fiir jedes MK2*Kp 1: — sem ist nur be-
weisbar, wenn diese SQ in Kgi; ist, wenn also in MK2*Ky
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— Ax(xes V —xes) beweisbar ist. Das gilt aber nur deswegen, weil wir
von einem Kalkiil K, ohne SQ — sem ausgegangen sind.

Es mufl nun aber ein solches A geben, denn kommen zu den K, im-
mer neue SQ — seém hinzu, so sind die Terme s wegen ihrer Abzihlbar-
keit endlich erschopft. Gibt es aber ein solches A, so auch ein kleinstes:
Ao In Kj ~—ist die SQ —rem nicht enthalten. Sonst wire
— Ax(xerV —xer) in MK2*K,_ beweisbar, und aus diesen beiden SQ
erhielten wir mit rem, Ax(xer V —xer) — rer, ~rer die SQ — rer, ~rer,
also die Antinomie von Russell. Die Terme s, fiir die — sem nicht in K,
ist, nennen wir unfundiert. Neben dem Term r ist z. B. auch q=Ax(xex)
unfundiert. Denn einen Beweis von — Ay(yeqV —yeq) wiirde man we-
gen der Eliminierbarkeit von TR nur iiber sem— sesV —ses fiir alle
Terme s erhalten, also iiber ggm— qeqV —qeq. Diese SQ ist aber ohne
TR nicht beweisbar, da man sie nur aus qem— qeq, ~qeq erhilt und
das nur mit M*-Regeln aus derselben SQ.

Die MK2*K, sind fir a>0 zwar keine Kalkiile mehr, da die
Menge der Axiome von K, nicht entscheidbar ist, der Beweisbegriff
bleibt aber entscheidbar.

Man kann auch den einen Teil von (*), die SQ sem—
Ax(xes V —xgs) als generelles Prinzip akzeptieren. Denn es ergibt sich
aus

I'ND’ : — Axy(xey V —xgy).

Diese SQ 1st mit MK2*K,, vertriglich. Andernfalls gibe es einen Beweis
fir die SQ - mit 7ND°, den man durch Hinzufiigung der VF Axy
(xey V — xey) in diesem Axiom und den darunter stehenden SQ in ei-
nen Beweis von Axy(xey V —xey)— in MK2*K; umformen kénnte. Die
letztere SQ wire dann ohne TR beweisbar. Man erhilt sie aber nur aus
setV —set— und —sem und —tem mit VA1*. Die SQ — sem und
— tem sind jedoch in MK2*K_ nicht beweisbar.

Man kann MK2*K, mit TND° nicht wie MK2*K, erweitern.
Denn mit TND® ist z. B. - Ax(xer V —xer) beweisbar, wie wir gesehen
haben. Wiirde man also — rem hinzunehmen, so erhielte man wieder
die Antinomie von Russell.

Mit MK2*K, haben wir nun eine Logik, die einer klassischen
freien Logik eng entspricht. Denn ist KK2* jener Kalkiil, der sich zu
KK1 verhilt wie MK2* zu MK1, so gilt:

770.3-1: Ist eine SQ A—TI" in MK2*K, mit TND® beweisbar, so auch
in KK2*. Und ist A—»T in KK2* beweisbar, so die SQ
s1€m, . . .,speém,A— [ in MK2*K, mit TND®, wo sy, ...,s,
jene Terme seien, die keine GK sind und in den Formeln aus
A und I vorkommen.
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Wir beweisen das durch Induktion nach der Linge | des vorgegebenen
Beweises. (a) In KK2* kann man das Axiomenschema TND auf Atom-
formeln beschrinken, wie man durch Induktion nach dem p.l. Grad
leicht sieht. Es sei nun B ein Beweis von A— T, in dem nur solche
Axiome nach TND vorkommen. Dann gilt die Behauptung fiir 1=1, da
die Axiome von KK2#* aufler TND Axiome von MK2* sind, die Axiome
—sga, ~sta nach TND Axiome von K;, und da statt der iibrigen
Axiome — s&t, ~s€t nach TND die SQ sem, tem— s€t, ~set aus TND®
ableitbar sind. Ist die Behauptung schon bewiesen fiir alle Beweise einer
Linge [ <n, so gilt sie auch fiir einen Beweis B der Linge n+ 1: Das ist
trivial fiir alle Regeln aufler den p. 1.

VA1*: Entsteht A, AxA[x]- T in B aus A, A[s]» I und A—sem, I, so
ist nach 1. V. die SQ I, sem, A, A[s]— I" in MK2*K,, beweisbar,
wo [T die Formelreihe tjem, .. .,tyem fiir alle Terme sei, die
nicht GK und von s verschieden sind und in den Formeln aus A,
A[s], I’ vorkommen. Mit sem— sem erhilt man daraus I1, sem,
A, AxA[x]— . Kommt nun s nicht mehr in A, AxA[x], I" vor, so
erhalten wir mit sem—sem und VAI1* daraus I1, Ax(xem),
AxA[x]-I". Aus sem— sem folgt aber mit HA1* — Ax(xem), so
dafl wir I1, AxA[x]— I erhalten.

Ebenso argumentiert man fiir HA2*.

UA1*: Entsteht A AxA[x], [ in B aus A, sem— A[s], I fiir alle Terme
s, so ist nach I. V. in MK2*K, die SQ I1, A, sem— A[s], [" fiir
alle Terme s beweisbar, mit UA1* also I1, A— AxA[x], I'.

Ebenso argumentiert man fiir UA2*.

(b) Da die SQ aus K, in KK2* beweisbar sind und TND® aus TND
folgt, 1483t sich jeder Beweis einer SQ A—I' in MK2*K,, in einen Beweis
von A— T in KK2* umformen, da KK2* alle Axiome und Regeln von
MK2* enthilt.

Ohne beweisbare SQ — sem sind jedoch beide Kalkiile so schwach,
daf} sie trivialerweise konsistent sind. Es stellt sich also die Frage nach
konsistenten Erweiterungen dieser Kalkiile um solche SQ. Solche Er-
weiterungen gibt es viele, es geht aber nicht um irgendwelche konsisten-
ten Kalkiile, sondern um ein intuitiv einleuchtendes Prinzip zur Aus-
zeichnung von Klassen als Elementen von m. Der Gedanke,
SQ—AxA[x]Jem fir Terme MAxA[x] hinzuzunehmen, fir die
— Ax(A[x]V = A[x]) beweisbar ist, ist jedenfalls nicht mehr brauchbar.
Auf dieses Problem werden wir im 12. Kapitel zuriickkommen.
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11 Direkte Klassenlogik
11.1  Die Antinomie von Curry

Beziehen wir den Kalkiil der direkten P. L. DP1 auf die k. 1. Sprache K
- wobei die Regeln VA1 und HA2 wieder in der verallgemeinerten Ver-
sion zu verwenden sind ~ und nehmen wir die M-Regeln hinzu, so ent-
steht ein inkonsistenter Kalkiil, in dem sich die Antinomie von Curry
ableiten lifit. Sie setzt ja nicht das Axiom TND voraus, ist also nicht
nur ein Problem der klassischen Mengenlehre.! Es bieten sich nun drei
Wege zur Elimination dieser Antinomie an: Der erste, den wir in die-
sem und dem folgenden Abschnitt darstellen, fiithrt zu einer Modifika-
tion der Sprache K. Der zweite Weg, den wir in 11.3 untersuchen, er-
gibt eine Beschrinkung der Gesetze der direkten P. L. im k. 1. Bereich.
Der dritte Weg, der im Abschnitt 11.4 behandelt wird, beriicksichtigt
das Vorkommen indeterminierter Namen. Auf den beiden ersten We-
gen wird sich kein befriedigendes System einer direkten K. L. ergeben.
Eilige Leser konnen daher gleich zum Abschnitt 11.4 tibergehen.

Sehen wir uns die Konstruktion der Antinomie von Curry niher
an und untersuchen, was dabei passiert! Ihre Ableitung sah so aus — ¢
sei wieder der Term Ax(xex DA):

1. cec— cec; cec, A—» A RF

2. cec,cecDA—A VI1

3. cec, cec— A VM1 1. cec— cec; cec, A—> A RF

4, cec— A VK 2. cec,cecDA-A VI1

5. —cecDA HI1 3. cec, cec— A VM1

6. — CEC HM1 4. cec— A VK
—A TR

Der problematische Punkt ist hier der Schritt von (3) zu (4). VK ist
zwar eine grundlegende Regel, die sich aus der inhaltlichen Deutung

! Ein dhnliches Problem ergibt sich im Fall des ,Liigners“ (vgl. 7.5), wenn wir hier von
dem Satz ausgehen: ,,Wenn dieser Satz wahr ist, so gilt C*, wo C ein beliebiger Satz ist,
z.B. eine Kontradiktion. Ist B dieser Satz, so gilt also, falls b ein Name fiir B ist:

a) Bistder Satz W(b)DC.
Die Wahrheitskonvention T" aus 7.5 ist fiir direkte Bewertungen <I, S, V> so zu for-
mulieren:
T": Ist a ein Name fiir den Satz A, so gilt fiir alle iel:
Vi(W(a))=w gdw. V;(A)=w,
Wir konnen T" durch die Schliisse
1. (~)A> (~)W(a) und
2. (~)W(a)— (~)A
ausdriicken. Dann erhalten wir mit (a) aus (2) W(b)— W(b) D C, also W(b), W(b)— C,
also W(b)— C und daraus — W(b) D C. Aus (a) und (1) folgt ferner W(b) D C— W(b),
mit — W(b) D C also - W(b) und mit W(b)— C endlich — C.
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der SQ als Schliisse ergibt, aber ihre Anwendung erscheint im vorlie-
genden Fall als fragwiirdig, weil die intuitive Deutung der beiden Vor-
kommnisse von cec im Beweis verschieden ist: Das erste Vorkommnis
von cec steht fiir das Antezedens der Wahrheitsregel cec— A, die wir
durch die Implikation cec D A ausdriicken, das zweite Vorkommnis hin-
gegen steht fiir diese Regel selbst. Bei der intuitiven Einfithrung der
Implikation als Ausdruck einer Ableitbarkeitsbeziehung in 2.1 und 2.2
sind wir von R-Formeln ausgegangen, denen sich nach D2.1-2 eindeu-
tig Schichten zuordnen lieffen. Ebenso wichtig wie die Unterscheidung
zwischen Formeln und SQ war jene zwischen den R-Formeln hoherer
Schichten. An dieser Unterscheidbarkeit der Schichten hing die Deu-
tung der R-Formeln. Mit der Einfithrung der Implikation konnten R-
Formeln hoherer Schicht eindeutig Implikationsformeln zugeordnet
werden, so dafl wir die ganze Hierarchie der hoheren R-Formeln in ei-
nem einfachen SQ-Kalkiil darstellen konnten. Der Schicht einer R-For-
mel S entsprach der Implikationsgrad (kurz I-Grad) des ihr zugeordne-
ten Satzes, den wir in der P. L. wie folgt definieren konnen:

Di11.1-1: P. L. Implikationsgrade

a) Atomsitze haben den I-Grad 0.

b) — A hat denselben I-Grad wie A.

c) AAB hat als I-Grad das Maximum der I-Grade von A
und von B.

d) ADB hat als I-Grad 1 + das Maximum der I-Grade von
A und von B.

e) AxA[x] hat denselben I-Grad wie A[a].

Der I-Grad von Sitzen kann nun, wie das Beispiel des Ubergangs von
cec DA zu cec zeigt, durch Anwendungen von M-Regeln reduziert wer-
den. Man kann daher dem Satz cec keine R-Formel einer bestimmten
Schicht zuordnen; der Satz ist, was seine Schicht anbelangt, mehrdeu-
tig. Man mufl daher durch eine syntaktische Unterscheidung die Sitze
von K so desambiguieren, dafl ihnen ein I-Grad entspricht, der sich
durch Anwendungen der M-Regeln nicht verindert. seAxA[x] mufl also
denselben I-Grad haben wie A[s]. Nur dann a8t sich die Deutung der
Implikation als Ausdruck der Folgebeziehung auch fiir eine k. 1. Spra-
che halten.

Aufgrund dieser Uberlegungen gehen wir von der Sprache K iiber
zur Sprache K°, die sich von K dadurch unterscheidet, daff wir das eine
Symbol € durch Symbole g, €, . . ., £y, . . . ersetzen, wobei die o Ele-
mente eines passenden Anfangsabschnitts Q der Ordinalzahlen sind -
welchen Abschnitt man zu wihlen hat, hingt von den p. l. Regeln der
Kalkiile ab; im Kalkiil DK1 kommt man z.B. mit natiirlichen Zahlen
aus. Aus jedem Satz und Term von K entsteht ein Satz bzw. Term von
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K?, wenn wir die Vorkommnisse von € mit irgendwelchen Ordinalzah-
len aus Q indizieren. Umgekehrt entsteht aus jedem Satz oder Term
von K° durch Streichung der &-Indices ein Satz bzw. Term von K. Wir
beschrinken also die Sprache K nicht, sondern desambiguieren sie im
angegebenen Sinn.

Den I-Grad von Sitzen von K° bestimmen wir nun so:

D11.1-2: K. L. Implikationsgrade
a) Ein Atomsatz sg,t hat den I-Grad a.
b) Die I-Grade von Sitzen eines p. l. Grads >0 ergeben sich
daraus nach D11.1-1,b—e.

Eine Formel ~A soll denselben I-Grad wie A haben. Nach D11.1-2
gilt: Hat A[s] den I-Grad a, so auch A[t] fiir beliebige Terme t.
Die M-Regeln lauten nun:

HMP : A~ A[s], T FA— segAxA[x], T
HMZ2 : A ~Als], T - Ao ~seAxA[x], T
VMI° - A, A[s]~ T A, seAxA[x]~ T
VM2 : A, ~Als]=T F A, ~seAxA[x]~T.

In allen vier Regeln sei o der I-Grad von A[s].

Diese Regeln bedeuten eine gewisse Einschrinkung des Abstrak-
tionsprinzips: Es gibt zwar zu jeder Satzform A[x] einen Term AxA[x]
und zu jedem Satz A[s] ein o, so dafl s AxA[x] strikt dquivalent mit
A[s] 1st, aber das gilt nicht fiir alle a.

Beziehen wir nun den Kalkiil DP1 auf die Sprache K°, verallge-
meinern die Regeln VA1 und HA2 fiir Terme und nehmen die M°-Re-
geln hinzu, so entsteht ein Kalkiil DK1 der direkten K. L.

In DK1 ist nun die Antinomie von Curry nicht mehr ableitbar. Wir
erhalten zwar fiir c:=Ax(xggxDA)

cege, cegc D A— A fiir beliebige B, daraus mit VM1° aber nur cgge, cgyc
— A, wo y>B ist, so dafl man VK nicht mehr anwenden kann. Ebenso
wiirde aus ceyc— A folgen — ceycD A, daraus aber nicht — cgyc, son-

dern —cesc mit 8>y. Aus ceyc~A und ~cese folgt aber mit TR nicht
~Al

! Analog erfordert die Unterscheidung von Schichten in einer p. 1. Sprache, die Namen
fiir ihre Sitze und ein Wahrheitspridikat enthilt, im Fall der oben angegebenen Kon-
struktion des ,Liigners”, daf} der Satz ,,W(a)“ dieselbe Schicht erhilt wie der Satz A,
fiir den a ein Name ist. Wir ersetzen also die PK W durch PK W, wo a ein Schichtin-
dex ist, und sagen W, (a) habe die Schicht a. Die I-Grade werden dann analog wie in
D11.1-2 bestimmt, und die Wahrheitskonvention wird durch Schliisse
1. (~)A— (~)W(a) und
2. (~)W(a)— (~)A
ausgedriickt, in denen a der I-Grad von A ist und a ein Name fiir A. Dann erhalten wir
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Man kann die M-Regeln nicht so liberalisieren, dafl a grofler oder
gleich dem I-Grad von A[s] ist. Denn damit erhielte man aus
A[s]— A[s] nach VM1° sg,AxA[x]— A[s], nach HMI1° also sggAxA
[x]— segAxA[x] (*), wo @ und B = dem I-Grad von A[s] sind. Ist nun ¢
wieder Ax(xgqx D A), so gilt

CELC, CEqC D A— A, also
CEqC, cegc— A mit B> a, also mit (*) und TR
cepc, cege— A, mit VK also
cegc— A, also
— cegc D A, also
- C8B+ 1€.

Ebenso wie cegc— A erhalten wir aber mit (*) auch cegyjc— A, also
—A.

Jeder Aussage vom I-Grad a lifit sich aber fiir jeden I-Grad B mit
B> a eine strikt dquivalente Aussage dieses I-Grads zuordnen. Denn es
gilt - (TDA)«A, wo T eine Tautologie ist; und ist T eine Tautologie
DDD des I-Grads 1, so ist TDA vom I-Grad e+ 1, wo A vom I-Grad
a 1st. Setzen wir (A)°:=A und (A)n+1:=TD(A)n, so sind also A und
(A)n strikt dquivalent. Diese Aussagen sind jedoch syntaktisch verschie-
den.

Aussagen der Form (~)sg,AxA[x], in denen a nicht der I-Grad
von A[x] ist, fungieren wie Primformeln: Sie werden nicht durch logi-

sche Regeln eingefiihrt, sondern nur durch Axiome oder die Regeln VV
und HV.

11.2  Der Kalkiil DK1
Es gilt nun:

T11.2-1: Ist eine SQ Ala]—I'[a] in DK1 beweisbar, so auch die SQ
Alt]— It] fiir jeden Term t, falls die GK a in dieser SQ nicht

mehr vorkommt.

Das beweist man wie frither so, dafl die Behauptung fiir Axiome gilt,
und dafl sie fiir die Konklusion jeder Regel von DK1 gilt, falls sie fiir
deren Primisse(n) gilt.

Im Fall HM1° erhalten wir z. B.: Ist mit A[a]— A[s[a],a],[[a] auch
Alt]— A[s[t],t],I'[t] beweisbar, so mit A[a]— s[a]e,AxA[x,a],ITa], wo a

mit B="W_(b) D C aus (2') Wy(b)— W(b) D C fiir ein B> a, also Wp(b), W (b)— C, aber
nicht W, (b)— C. Ebenso fo?gt aus (1) nur Wy(b)>C— Wjy(b). Damit wird also die
Konstruktion des , Liigners® ausgeschlossen. Die intuitive Berechtigung der Schichten-
unterscheidung ergibt sich hier wie im Fall des Operators € daraus, daf die Einfiihrung
der Implikation nach den Gedanken in 2.1 und 2.2 eine eindeutige Zuordnung aller
Sitze bzw. R-Formeln zu Schichten voraussetzt.



11 Direkte Klassenlogik 197

der I-Grad von A[s[a],a] ist, auch A[t]— s[t]e AxA[x,t],I[t]. Denn der
I-Grad von A[s[t],t] ist derselbe wie der von A[s[a],a], da er nicht von
den e-Indices in den Termen des Satzes A[s[t],t] abhingt.

Mithilfe dieses Satzes beweisen wir das Eliminationstheorem:

T11.2-2: Ist eine SQ in DK1 beweisbar, so ist sie ohne TR-Anwendun-
gen beweisbar.

Der Bewetis stiitzt sich auf jenen von T10.1-2. Der Unterschied besteht
nur darin, dafl wir nun der Induktion nach der Stufe (s), dem (p.l.)
Grad (g) und dem Rang (r) noch eine Induktion nach dem I-Grad (i)
der SF iiberordnen. Im iibrigen sind noch die Stufen von Implikations-
formeln (~)ADB festzulegen. Sie sollen immer 0 sein. Die Stufen je-
ner FV, die solche FV zu UFV haben, errechnen sich wie frither. (Auch
in Axiomen nach WS sollen also Implikationsformeln immer die Stufe 0

haben.)
A) i=0

Dieser Fall ist mit den Fillen unter I und II im Beweis von T10.1-2 be-
reits erledigt. Nur die p. l. Fille sind hier natiirlich anders zu behan-

deln, nimlich unter Benutzung von T11.2-1 so wie im Beweis von
T4.3-1.

B) i>0

I) s=0

1) g= 0, r=2:Hier treten keine neuen Fille auf.
2) g=0, r> 2 (behandelt fiir beliebige s, g).

In den Fillen 2a2 und 2b2 ist nun zu zeigen, daf auch im Fall i> 0 eine
Stufenerhshung von FV im Zuge der Elimination der oberen Schnitte
nach I,1a,b keine Stufenerh6hung der AV der SF des unteren Schnitts
bewirken. In DK1 gilt ja die Aussage («) nicht mehr, dal UFV von VF
(HF) immer VF (HF) sind. Es gilt aber:

o) UFV einer HF (bzw. VF) S sind nur dann nicht HF (bzw. VF),
wenn sie von einem kleineren I-Grad sind. — Denn nur eine HF der Ge-
stalt ADB hat eine VF (A) als UFV (nach HI1), und nur eine VF der
Gestalt ADB hat eine HF (A) als UFV (nach VI1). A ist aber immer
von kleinerem I-Grad als ADB.

B) Die Erhshung der Stufe eines UFV von S, das einen kleineren I-
Grad hat als S, bewirkt nach der Festlegung iiber die Stufen von Impli-
kationsformeln keine Stufenerhohung von S.

Es kann also zwar das FV T, dessen Stufe sich bei der Elimination
eines oberen Schnitts erhoht, UFV eines AV der SF S des unteren
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Schnittes sein, aber das kann nach (') nur dann der Fall sein, wenn T
von kleinerem I-Grad ist als S, und dann wirkt sich die Stufenerhéhung
von T nicht auf S aus.

3. g>0,r=2

Hier treten gegeniiber AI3 folgende Fille neu auf (vgl. dazu den Be-
weis von 12.3-2):

a) Swird in X\ wie X, durch eine I-Regel eingefiibrt:
£) S hat die Gestalt AD B

A A-B; A=A T A BT A=A T A A
A—-ADB; A, ADB-T" - AN, A-T,B; A, B>T"
A AT A A, —»l“,l“
, A~ VK, HK
M) S hat die Gestalt ~ AD B
A—-AT5A— ~B, T’ A A, ~B->T
A— ~ADB, T A, ~ADB-T"

AAST, T

A-AT;AA ~B-T
A ~B, ;A A, ~B-T, T

ANAAST T T
AA-T, T VK, HK
In beiden Fillen erhshen sich durch die Anwendungen von VK und
HK keine Stufen von FV in der End-SQ, da nur A- mit A- und I'- mit
I"-Formeln kontrahiert werden bzw. nur A mit A und I'- mit I'-For-
meln. Alle Schnitte in %' lassen sich nach 1. V. eliminieren, da ihre SF
einen kleineren I-Grad haben als AD B. Nach der Festsetzung iiber die
Stufen der Implikationsformeln kann dabei die Stufe der neuen SF gro-
fer sein als die von ADB.

Bei der Elimination des oberen Schnitts nach (1a) oder (1b) kann
sich wieder eine Stufenerhhung von FV ergeben. Selbst wenn sie sich
auf ein AV der SF B bzw. ~B im unteren Schnitt auswirken wiirde,
wire das ohne Bedeutung, da fiir die Elimination des 2. Schnitts die
I. V. benutzt wird, daf die TR +"-Eliminierbarkeit fiir alle kleineren i
sowie beliebige s, g und r bereits bewiesen ist.

b) S wird in 2 mit einer HI-Regel eingefiibrt, %, ist Axiom nach WS:
€) S hat die Gestalt AD B
A, Ao— BB A, Ao— BB; BB, ~BBf—

A—ADB°; ADB°, ~ADB°— A, A, ~Bh—
A, ~ADB°— A, ~ADB°—>

>
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M) S hat die Gestalt ~AD B

A—>Ax T; A ~BB, T A— ~BB, I'; BB, ~ BB~
A— ~ADB°,[; ADB°, ~ADB°— ASACT A, BT
A, ADB°>T = A ADB° ST

Die angegebenen Stufenzuordnungen ergeben sich nach den Festlegun-
gen iiber die Stufen von Implikationsformeln und den Bestimmungen
im Beweis von T10.1-2. Eine Erhohung der Stufen von FV in der
End-SQ von ® gegeniiber jenen in der End-SQ von ® findet also nicht
statt. Nach 1. V. lassen sich die Schnitte in 8 eliminieren, da ihre SF
eine kleinere Schicht haben als (~)ADB.

4. g>0,r>2

Die Fille wurden schon unter (2) behandelt.
II. s>0

1. g=0,r=2

Diese Fille werden wie im Beweis von T10.1-2 unter II,1 behandelt. Es
ergeben sich wieder die Unterfille (f) und (g). In beiden Fillen sind
nach den M°-Regeln die Schichten von (~)seéAxA[x] mit denen von
(~)A[s] identisch.

Bei den restlichen Fillen unter II ergibt sich nichts Neues.

Damit ist der Satz T11.2-2 bewiesen. Aus ihm folgt unmittelbar

771.2-3: Der Kalkiil DK1 ist widerspruchsfrei.

Denn wire fiir einen Satz A sowohl - A wie - ~ A beweisbar, so mit
WS und TR auch —. Die SQ — ist aber nicht ohne TR beweisbar.

11.3 Der Kalkiil DK2

Wir haben nun zwar mit dem Hinweis auf die Deutung der Implikatio-
nen ein intuitives Argument fiir den Ubergang von der Sprache K zu
K® angegeben und betont, daff K° keine Restriktion, sondern eine Des-
ambiguierung von K ist, die Einfihrung der e-Indices bedeutet aber
doch ein Abweichen von der normalen k. l. Sprache, das viele Nachteile
mit sich bringt. Daher wollen wir noch einen anderen Weg zur Uber-
windung der Probleme untersuchen, die sich fiir die direkte Logik mit
dem Ubergang zu Klassen stellen, einen Weg, bei dem wir die Sprache
K beibehalten konnen.

In den SQ-Kalkiilen der P.L., speziell in DP1, kann man die
Axiome auf SQ beschrinken, die nur Atomformeln enthalten, in der
k. I. Schreibweise also Primformeln. Denn man kann damit die iibrigen
Axiome beweisen. (Das gilt auch in der T. L., vgl. T8.3-1.) Das zeigt
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eine Induktion nach dem p. 1. Grad der Sitze. Gilt z.B. ~A— ~A, so
nach VN1 und HN1 auch —A— = A, und gilt A~ A, so nach VN2 und
HN2 auch ~ — A~ ~ — A. Gilt A~ A und B~B, also nach VV A,B-B,
so nach VI1 A, ADB-B, nach HI1 also ADB-ADB. Aus A~A er-
hilt man A, ~B-A, aus ~B-~A A,~B-~B, mit HI2 also A,
~B~ ~ADB, mit VI2 also ~AD B~ ~ADB. Und gilt A[a], ~A[a]-,
so nach VA1 AxA[x], ~A[a]—, nach VA2 also, wo a nicht in AxA[x]
vorkommt, AxA[x], ~AxA[x]—. Und gilt A— A, also A, ~B— A, und
B, ~B—,also A, B, ~B—, sonach VI1 ADB, A, ~B—, also nach VI2
ADB, ADB—, usf. (Diese Beweise erfordern simtlich keine TR-An-
wendungen.) Diese Tatsache kann man nun als Rechtfertigung der all-
gemeinen Axiome nach RF und WS ansehen. Denn obwohl die SQ
S—S und A, ~A— intuitiv elementare Schliisse darstellen, bilden sie
doch, falls in S bzw. A logische Operatoren vorkommen, semantische
Regeln fiir diese Operatoren. Die Beweisbarkeit dieser Regeln zeigt,
dafl sie keine zusdtzlichen Festlegungen bilden. Im Fall der K. L. ist ein
solcher Beweis aber nicht mehr generell moglich. Man erhilt zwar aus
(=)A[s]=(~)A[s] mit den M-Regeln (~)seAxA[x]~(~)seAxA[x] und
ebenso aus A[s], ~A[s]— seAxA[x], ~seAxA[x]—, aber es fehlt ein In-
duktionsparameter, mit dem man zeigen konnte, dafl auf diesem Weg
alle Axiome nach RF und WS beweisbar sind. Tatsichlich erhilt man
z.B. fir die Russellsche Klasse rer— rer nur aus —rer— —rer, das nur
aus ~rer— ~rer, das nur aus ~ —rer— ~ —rer, und das wiederum nur
aus rer— rer. Der Gedanke ist also, die Axiome auf Primformeln zu be-
schrinken und damit zusitzliche semantische Bestimmungen zu ver-
meiden. Die Antinomie von Curry zeigt, daf} die Regel cec— cec, so ele-
mentar sie scheint, mit den semantischen Regeln nicht vertriglich ist.

Bei der Beschrinkung der Axiome auf Primformeln miissen wir
nun zu einem Kalkiil mit Regeln der unendlichen Induktion iibergehen,
in dem alle GK als Grundterme aufgefaflt werden. Aus den Axiomen
s€a— sta fiir alle Terme s und alle GK a wiirde man sonst cea— cga er-
halten, also —ceaDcea, also mit HA1 — Ax(cexDcex), also mit
AxA[x]— A[s] - das folgt aus VA1 — — cecDcec, also cec— cec. Es sei
nun DK2 jener Kalkiil, der aus DP1 dadurch entsteht, dafl man ihn auf
die Sprache K bezieht, seine Axiome auf Primformeln beschrinkt, die
p- l. Regeln VA1 und HA2 auf Terme verallgemeinert und die Regeln
HM1 bis VM2 aus 9.2 hinzunimmt. K sei wieder eine (entscheidbare)
Menge von SQ, die nur Primformeln enthalten und K+ sei die Menge
jener SQ, die sich daraus mit den Axiomen und den auf Primformeln
beschrinkten Regeln von DK2 ergeben. Insbesondere kann K die SQ
— A, ~A fiir alle Primformeln A enthalten. Dann gilt:

T11.3-1: In DK2K + ist die Regel TR eliminierbar.

Das beweist man im wesentlichen so wie das Theorem T10.1-2, wobei
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die Uberlegung nun dadurch wesentlich vereinfacht wird, dafl es keine
vorliufigen Stufen mehr gibt, da alle Axiome nur Primformeln mit der
Stufe O enthalten. Unter I, 1a und 1b entfillt damit das Problem einer
Stufenerh6hung und damit auch die Uberlegung unter 2a2 und 2b2.
Unter I,3a treten die Fille (¢) und (m) aus BI,3a des Beweises von
T11.2-2 neu auf. Schichten gibt es nun nicht mehr und daher sind die
Stufen von Implikationsformeln nach Cb zu berechnen. Stufenerhé-
hung finden auch bei (€) und (m) nicht statt. Unter BL3b treten die
Fille (¢) und () aus BI,3b des Beweises von T11.2-2 neu auf.

Aus T11.3-1 ergibt sich aber nun nicht mehr unmittelbar die Wi-
derspruchsfreiheit von DK2K+, da uns das allgemeine Axiomenschema
WS nicht mehr zur Verfiigung steht. Man kann sie aber mit der Regel:

Ws*: A A T A ~A T - AT
beweisen. Diese Regel folgt aus dem allgemeinen WS, die Umkehrung

gilt aber nicht, da uns in DK2 das allgemeine Axiomenschema RF nicht
zu Gebote steht. Es gilt nun:

771.3-2: Die Regel WS* ist in DK2K+ zulissig.
Beweis: Wir ersetzen zunichst WS* durch
WS A-T[AL; A-»T[~Al = A AT ], TT .

Die Schreibweise versteht sich wie jene von TR+ im Beweis von
T10.1-2.
Diese Regel ist mit WS* dquivalent, denn wir erhalten mit WS*

A—T[A] A-T'[~A]
A A, TT ] As ~A,TT ] HK, VK
L AASA T LT ] A A>~A,T[,T'[] VV,HV

WS

AA-ST[ L, T ]
Und mit WS*+' erhalten wir

A—PA, r, A— ~A) I 4
AA-T, T WS
A-T VK, HK

Der Beweis vollzieht sich nun wieder ganz analog zu dem von T10.1-2
(mit den zu T11.3-1 angegebenen Vereinfachungen), durch eine drei-
fach geschachtelte Induktion nach der Stufe (s) des ,Schnitts®, dem
Grad (g) der ,Schnittformel“ und dem Rang (r) des ,Schnitts®. All das
ist wie oben zu definieren. Wir zeigen wieder, daf} die jeweils erste An-

wendung von WS*+ in einem Beweis eliminierbar ist.
T, sei nun A-T[A], Z,=AT[~A] und Z3=A, A-T[ ], I'T ].
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B (By, B;) sei wieder der urspriingliche Beweis von Zj (bzw. £, Z,),
B (B, B;) der neue. Die AV in B werden wieder so bestimmt, daf} die
AV der Primissen von Z; und Z; in ¥ genau die UFV der AV der SF in
Z; und Z; sein sollen, welche die in den Primissen angegebene Form
haben. In K+ ist WS*+' zulissig, weil es mit TR und WS (fiir Primfor-
meln) beweisbar ist.

I s=0
1. g=0,r=2

a) Z;, X, sind Axiome. Dann sind X4, 2, SQ aus K+, und das gilt dann
auch fiir Zs.

b) X entstebt durch HV mit A als Verdiinnungsformel (beliebige g, s)

AT A—-T

A~ AT AST[~A] _ AAST, T ] VV, HV
AAST,TT ]

c) & entstebt durch HV mit ~ A als Verdiinnungsformel (beliebige g, s):

A-T' A-T

A-T[A]; A-» ~A, T . AAST[ ], T VvV, HV
AAST] LT

2. g=0,r>2

a) ry>1 (beliebiges, g)

al) Durch die Regel R, die zu X fiibrt, wird kein newes Vorkommnis der
SF A eingefiibrt, das AV von A in ['[A] ist:

a) R hat 2 Pramissen; beide enthalten A als HF und als UFV eines AV
von Ain [[A]?

r A= TA) A" T [A]
A-T[A] A=T[~A]

AAST] T ] =
A>T [A]; A= T [~A] A"~ T"[A]; A»T'[~A]
A AT 1T ] AT AST (]

R

AAST LT
Vor die Anwendung von R in 8 sind ggf. solche von VT, HT einzu-

schieben. Ebenso in den folgenden Fillen. Nach (*) wird durch die bei-
den Schnitte in B keine NBF von R eliminiert. Als 2-Primissenregel ist

' Die Worte ,,als HF und“ kann man wieder weglassen.



11  Direkte Klassenlogik 203

R eine a.l. Regel und dabei ist die HPF von den NBF verschieden, so
dafl keine UFV A von einem AV von A in I'TA] NBF sein kann. Ent-
sprechend im Fall unendlich vieler Primissen bei UHA1 und UVA2.
Die Schnitte in 8 lassen sich nach I. V. eliminieren, da r um 1 kleiner
ist als vorher.

Nach T.11.3-1 kann man voraussetzen, dafl 8B keine Anwendun-
gen von TR enthilt. Da wir unter (3) jedoch bei der Elimination eines
WS+-Schnittes die mit TR dquivalente Regel TR: A— A, I'; A, A>T
F A, A= T, I" benutzen, zeigen wir, daf} die Uberlegung auch im Fall
von TR funktioniert:

g A= S, AL A, S T [A]

A A ST[AL T A AT [~A] >
AN AT LT LT ]

A= S, T"[A]; A>T [~A] A", S—T"[A]; AT [~A]
AN, A-S, T LT ] AS, ATV, T ] TR’
N AN AST LT LT T
NN AT LT L) VK, HK

Ist S=A, so ist dieses FV von S doch kein UFV von A in I'TA]. Eine
Stufenerhshung findet nicht statt, da nur A- mit A- und I'- mit I"-For-
meln kontrahiert werden.

B) R hat 2 Pramissen; nur eine enthdlt A als HF und als UFV eines AV
von Ain I'[A].

Dieser Fall kann nicht vorkommen, da 2-Primissenregeln nur a. l. Re-
geln sind oder TR'. Bei ihnen diirfen sich die Primissen aber nur durch
die NBF unterscheiden. Eine HPF zu A nach diesen Regeln ist aber von
A verschieden. Die HPF ist also kein AV von A in [TA], also ist auch
die NBF A kein UFV eines AV von A in [A].

Y) R hat I Pramisse

R A=Al A T'[AL; A T'[~A]
ASTIAL A—=T'[~A] _ AVAST 1T ] ¢
AA-STL LT AA-TL L T[]

Ist ein FV von A in ['"[A] NBF von R, so ist es kein UFV eines AV von
A in T'[A], wird also durch den Schnitt in ' nicht eliminiert. Denn die
HPF ist entweder von anderer Gestalt als A oder sie ist mit A identisch
(wie im Fall der HM1 Regel, die von Ax(xex)eAx(xex) zu eben dieser
Formel als HPF fiihrt); dann ist A’ I'"'[A] mit A~ I'[A] identisch, und
eine Anwendung von R entfillt in 8. Ist R HK mit einem AV von A in
""[A], so entfillt R in ®. Ebenso, wo R HT mit emnem AV von A in
[[A] ist.
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Fiir den Schnitt in B ist r wieder um 1 kleiner als in 8, so daf} er
nach 1. V. eliminierbar ist.

a2) Durch die Regel R, die zu X, fiibrt, wird ein neues Vorkommnis der SF
A eingefiibrt, das AV von A in [[A] ist:

o) R hat 2 Primissen; beide enthalten A als HF und als UFV eines AV
von A in['[A]:

A'ST[A]; A= T"[A]
A—A,T[A]  A-T[~A]
AAN—T[ 1, T ]
A'ST[A]; A= T [~A] A" TU[A]; A= ' ~A]
A A-T[ 1T ] NA-TT ], T ]
A A>A T 1, T J; A= T ~A]

AAA-T[, T[], 1]
A A-TT ] VK, HK

R

R

Aus denselben Griinden wie bei 2ala wird durch die oberen beiden
Schnitte in ¥ keine NBF von R eliminiert. Bei den oberen Schnitten in
B ist r kleiner als in 3. Sie sind also nach 1. V. eliminierbar. Fiir den
unteren Schnitt gilt: r, ist wie in ¥, r| aber ist 1, so dafl dieser Schnitt
ebenfalls nach 1. V. eliminiert werden kann.

Enthilt I FV von A, so sind das keine UFV von AV von A in X;
oder X,; sie spielen also fiir die Berechnung des Rangs keine Rolle.
Entsprechend, wo X; unendlich viele Primissen hat. Bei den Kontrak-
tionen werden nur A- mit A- und ['- mit ["-Formeln kontrahiert, so
dafl sich dabei keine Stufenerh6hung ergibt.

B) R hat 2 Pramissen; nur eine enthdlt A als HF und als UFV eines AV
von Ain ['[A]:

Der Fall kann aus den unter 2alf genannten Griinden nicht vorkom-
men.

Y) R hat eine Pramisse

A'-T[A] AT [A]; A— T [~A]
A~ATAL A-T[~A] AAST LT ] o
AAST[ LT[ ] AASAT] ], T J; A»T[~A]
ANAST LT LT ]
AAST[ 1,1 ] HK, VK

In ¥ werden wieder nur A — mit A — und I’ mit ['-Formeln kontra-

hiert, so dafl sich keine Stufenerhohung von FV ergibt. Wire ein AV
von A in [""[A] NBF der HPF A eines AV in '[A], so wiirde kein neues

Vorkommnis von A eingefiihrt. Ist R HV mit A, so entfillt die Anwen-

R
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dung von R in 8. Beim 1. Schnitt in ®'ist r um 1 kleiner als in ; er ist
also nach 1. V. eliminierbar. Beim 2. Schnitt ist r, unverandert, r; aber
1. Das ergibt sich aus denselben Uberlegungen wie zu 2a2a: ' kann
kein UFV eines AV von A in X, oder £, enthalten.

b) n>1 (beliebige s, g)
Die Uberlegungen dazu entsprechen jenen unter (a).
3. g> 0, r=2 (s beliebig)

Die Fille, daff A bzw. ~A in £ bzw. 2, durch HV eingefihrt wird,
wurden schon unter (1b,c) behandelt. Ist g>0, so kann weder £; noch
Z; ein Axiom sein. Also werden wegen r=2 A bzw. ~A in £; und Z,
durch semantische Regeln eingefiihrt, die wegen g>0 keine M-Regeln
sind.

A>~AT  A=AT As ~A,T; A» A, T
A —AT A>~-AT _ AAST,T
AAST, T

Die in den Primissen von Xy, X, spezifizierten FV sind jeweils die ein-
zigen UFV der durch den Schnitt in 8 eliminierten FV. Die Primissen
konnen zwar typengleiche FV enthalten, aber diese werden in ' nicht
eliminiert. (Hitten wir WS*+ statt WS*+' verwendet, so koénnten I’
und I FV von A bzw. ~ A enthalten, die von einer mindestens ebenso
groflen Stufe wie jene der — A in X;,%, sind. Damit wire die I. V. nicht
erfiillt.) Ebenso in den folgenden Fillen.

A—>AT5A-B, T A-~A, ~B, T

A—-AAB, T A— ~AAB, T
AAST, T

> A->AT;A- ~A, ~B I
A A>T, ~B,T; A»B, T
AANANST, T, T
AAST, T VK, HK

Bei den Kontraktionen erhohen sich die Stufen nicht, da nur A- mit A-
Formeln und I'- mit I'-Formeln kontrahiert werden. Analog im folgen-
den Fall:

A A-B,T ASAT;A— ~B, T
A—-ADB,I'; A~ ~ADB, I'
AAST, T

AI—> A, F'; A, A— B, r

A, A->T,B, ;A ~B, T
AAAST, T, T
A A>T, I VK, HK

»> TR
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Das ist der einzige Fall, in dem wir TR benougen.
A-A[t], T fiir alle Terme t A~ ~A[s], I"
A— AxA[x], T A— ~AxA[x], I

AA-ST, T

A—A[s], T; A—» ~Als], T
AAST, T

Die Stufe von A[s] in A— A[s], ' ist héchstens so groff wie jene von
AxA[x] in 2.

4. g>0,r>0

Diese Fille wurden schon unter (2) erledigt.
II) s>0
1. g=0,r=2

Nach den Uberlegungen unter (3) tritt nur der Fall neu auf, dafl A und
~A in Z; bzw. I, durch eine M-Regel eingefithrt wird:

A-A[t], T A~ ~A[t], T A—A[t], T; A ~A[t], T
A+teAxA[x], I A~ ~teAxA[x], [ _ AAST, T
AA-T, T

Die Stufe des Schnitts in ' ist niedriger als jene des Schnitts in 8.
2. g=0,r>2

Das wurde schon unter 1,2 erledigt.

3. g>0,r=2

Das wurde schon unter 1,3 erledigt.

4. g>0,r>2

Das wurde schon unter 1,2 erledigt.

Damit ist der Satz T11.3-2 bewiesen. Aus thm folgt nun sofort:
T11.3-3: Ist der Basiskalkiil K widerspruchsfrei, so auch DK2K+ (und
damit der dquivalente Kalkiil DK2K).

Denn wire fiir einen Satz A sowohl - A wie - ~ A beweisbar, so mit
WS* auch —. Diese SQ ist aber nicht ohne TR beweisbar, nach
T11.3-1 also iiberhaupt nicht.

Der Kalkiil DK2 hat nun aber gravierende Nachteile: Einfache
Schliisse wie A~ A sind in ihm nicht mehr allgemein beweisbar, und
dasselbe gilt fiir einfache a.l. und p.l. Gesetze wie A, ADB—B,
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AAB—A oder AxA[x]— A[s]. Daher lassen sich die V-Regeln auch
nicht mehr als Umkehrungen der H-Regeln erweisen, usf. DK2 enthilt
zwar die direkte P. L. — deren Gesetze bleiben fiir die p. l. Teilsprache
von DK2 giiltig —, aber der gesamte Ansatz zur Begriindung der direk-
ten Logik versagt in Anwendung auf die Sprache K. Daher ist dieser
Kalkiil aus intuitiven Griinden nicht brauchbar.

Auch der Kalkiil DK1 kann aber nicht befriedigen. Er beruhte auf
dem Gedanken, dafl den Formeln Schichten zugeordnet sein miifiten.
Die Forderung ist aber zu rigide. Ist - A beweisbar, so erhilt man dar-
aus cec— A mit VV — ¢ sei wieder die Klasse Ax(xexD A) —, also mit HI1
— cecDA, also mit HM1 — cec. Daraus kann man dann nach der Kon-
struktion von Curry wieder — A gewinnen. In diesem Fall ist aber eine
solche Ableitung véllig harmlos, obwohl man dem Satz cec in der Ab-
leitung von — cec aus — A keine bestimmte Schicht zuordnen kann.

In der P. L. lassen sich notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir die Wahrheit und Falschheit der komplexen Sitze angeben, die nur
auf die Wahrheitswerte von Primsitzen und Zusammenhinge zwischen
solchen Wahrheitswerten Bezug nehmen. Komplexe Sitze sind — in die-
sem weiteren Sinn — also Wahrheitsfunktionen ihrer einfachen Kompo-
nenten. In der K. L. gilt das nicht mehr. Fiir manche Sitze wie z. B. rer
lassen sich weder notwendige noch hinreichende Bedingungen fiir
Wahrheit oder Falschheit unter Bezugnahme auf Primformeln angeben,
weil sie keine Primformelkomponenten haben. Fiir rer kann man auf-
grund der semantischen Regeln nur sagen, dafl der Satz wesentlich in-
determiniert ist. Wenn wir den Satz rer trotzdem nicht verwerfen, so ist
das auch im Fall cec nicht gerechtfertigt. Die Schichtenunterscheidung
war fiir die Konstruktion der direkten Logik wichtig. In einer befriedi-
genden direkten K. L. miifiten Sitze, denen sich keine Schichten zuord-
nen lassen, aber ohne Modifikation der Sprache K als indeterminiert
erscheinen.

Wir wollen daher zusehen, ob sich nicht durch eine Beriicksichti-
gung indeterminierter Namen eine intuitiv befriedigende Losung des
Problems finden lifit.

11.4 Indeterminierte Namen

Dem Vorkommen indeterminierter Namen koénnen wir auf die gleiche
Weise Rechnung tragen wie wir das in 10.3 fiir die minimale K. L. ge-
tan haben. Es sei also DK3 jener Kalkiil, der aus MK2* durch Hinzu-
nahme der I-Regeln und von TND® entsteht. K, sei wieder jener Basis-
kalkiil, der genau die SQ — sga, ~sea fiir alle GK a enthilt. Es gilt
dann in Entsprechung zu T10.3-1 der Satz:

T11.4-1: Ist eine SQ A— I" in DK3K,, beweisbar, so auch in KK2#. Und
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ist A»T" in KK2* beweisbar, so sjem,...,s,em, A-»T in
DK3K,, wo sy, . . .,s, jene Terme — aufler GK - sind, die in
den Formeln aus A und I" vorkommen.

Das beweist man wie T10.3-1, wobei nun unter (a) zu beriicksichtigen
ist, daf} die I-Regeln in KK2* beweisbar sind (vgl. 3.1).

Die Antinomie von Curry ist nun nicht mehr beweisbar. Denn aus
cec, cecDA— A erhalten wir zwar mit VM1* (und VV) cec, cec— A,
also cec — A, also — cecDA. Daraus folgt aber mit HM1* nur cem—
cec, also nur cem— A.

Im Rahmen der direkten Logik kann man nun die Identitit defi-
nieren durch

D11.4-1: s=t:=Ax(xes LI xer).

Daraus ergibt sich dann das Prinzip I1:—»s=s aus 7.2. Das Subsutu-
tionsprinzip:

12: s=t, A[s]~ Alt]

bleibt jedoch ein Axiom. Aus ihm folgt iiber s=t, r[s]=r[s]— r[s]=r[t]
und I1 s=t—r[s]=1[t], also die Substituierbarkeit des Identischen in
Termen.

I13% sem, tem—s=t, ~s=t

erhalten wir nun mit TND®.

Ohne Prinzipien, die einen Beweis von SQ der Form — sem erlau-
ben, ist DK3K,, jedoch ohne Interesse, ebenso wie MK2*K, und KK2*.
Wir wenden uns daher im nichsten Kapitel der Frage nach solchen
Prinzipien zu.

12 Axiomatische Mengenlehre
12.1 Voriiberlegungen

Wir haben in 10.3 und 11.4 drei konsistente Systeme einer freien K. L.
angegeben: das klassische System KK2*, den Kalkiil MK2* (K,) der mi-
nimalen und den Kalkiill DK3(K,) der direkten K. L. Diese Systeme
enthalten jedoch noch keine Prinzipien zum Beweis von SQ der Gestalt
— sem, so dafl sie noch keine Mengenlehre i.e.S. des Wortes darstellen.
Wir wollen uns nun der Frage der Bestimmung von m zuwenden.
Dazu beziehen wir uns auf die klassische Logik. Die Systeme der
minimalen und der direkten Logik sollen dem Auftreten von Wahr-
heitswertliicken Rechnung tragen. Solche Liicken konnen aus logischen
wie auflerlogischen Griinden entstehen. In der Mengenlehre und bei
der Begriindung der Mathematik sind nun auflerlogische Griinde nicht
relevant. In den Systemen der freien Logik hingt aber das Auftreten
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von ,logischen® Wahrheitswertliicken von der Bestimmung der Klasse
m ab. Man kann also statt der Frage: ,,Wie ist m zu bestimmen, wenn
sem nur fiir determinierte Terme s gelten soll?“auch die Frage stellen:
»Wie ist m zu bestimmen, damit sich alle Terme als determinierte Terme
ansehen lassen kénnen, damit also die Logik mit dem generellen tertium
non datur vertriglich ist?“ Diese Frage bestimmt aber den Ansatz der
Mengenlehre im Rahmen der klassischen Logik.

In der Sprache K treten Wahrheitswertliicken genau dann auf,
wenn es indeterminierte Terme gibt. Wir haben jedoch in 7.1 gesehen,
dafl das Auftreten indeterminierter Terme eine tiefgreifende Abwei-
chung der Deutung der Aussagen von ihrer normalen Interpretation be-
wirkt, da sie sich nicht mehr als Aussagen iiber Objekte verstehen las-
sen. Die Sprache der Mathematik soll aber eine Sprache iiber Objekte,
iiber Klassen, Funktionen, Zahlen usw. sein. Die Begriindung einer so
verstandenen Mathematik erfordert also Systeme, in denen das Prinzip
vom Ausgeschlossenen Dritten uneingeschrinkt giiltig ist. Die Frage
der Objektivierbarkeit der Theorien der minimalen oder direkten K. L.
fihrt also ebenfalls auf das Problem einer Bestimmung von m, die mit
diesem Prinzip vertriglich ist, d. h. auf die Frage, wie m im Rahmen der
freien klassischen Logik zu bestimmen ist.

Da es im folgenden nicht um Eliminationstheoreme geht — die las-
sen sich, wie wir gesehen haben, schon fiir Systeme der hoheren Pridi-
katenlogik nicht mehr beweisen —, gehen wir von einem Satzkalkiil der
freien klassischen Logik aus. Dieser Kalkiil entsteht aus dem Kalkiil
KK durch Ersetzung der p. l. und k. | Axiome und Regeln im Sinn der
freien Logik. Der Einfachheit wegen ersetzen wir ihn hier durch den
dquivalenten Kalkill KK*:

al: AD(BDA)

a2: (AD(BDC))D((ADB)D(ADC))

a3: (=AD —=B)D(BDA)

a4: AxA[x]AsemDA[s]

a’s: s=s

a6: s=tAA[s]DA[t]

a7: seAxA[x]=sem A A[s]

ri: A,ADBHB

r2: AAaemDB[a] - ADAxB[x], wobei die GK a nicht in der Konklu-
sion vorkommen soll.

Da wir auch Individuen zulassen wollen, kénnen wir s=t nicht allge-
mein durch Ax(xes =xet) definieren. Wir miissen daher noch ein Exten-
sionalititsprinzip fiir Klassen angeben. Dazu nehmen wir m, als
Grundterm zur Sprache K hinzu. m, soll die Klasse der Individuen
sein. Das Extensionalititsprinzip lautet dann:
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a8: Ax(xes=xe) A —=semyo A —temyDs=t.
Individuen enthalten keine Elemente, daher fordern wir
a9: s€mg D —1Es.

Und da Abstraktionsterme keine Individuen bezeichnen, soll gelten:
al0: —AxA[x]em,.

a9 und a10 kennzeichnen m,, als Klasse von Individuen. Das ist also der
Rahmen einer freien klassischen Mengenlehre, in dem wir nun Axiome
fiir die Zugehorigkeit zu m angeben miissen. Dazu bendtigen wir aber
noch einige Definitionen. Es sind die iiblichen, wobei aber darauf zu
achten ist, daf} sie auch fiir Individuen gelten sollen:

Di12.1-1 a) A:=Ax—-(x=x)
b) sCt:=Ax(xesDxet)
c) sut:=Ax(xesV xet)
d) snt=Ax(xesA xet)
e) S:=Ax — (XEs)
f) s-tu=snt
g) Us:=AxVy(yes A xey)
h) Ns:=AxAy(yes Dxey)
1) Vi=Ax(x=x)
DSt - ospfi=Ax(x=5;V ... Vx=5)
k) P(s):=Ax(xCs)
D (susa):={{s1h{s1s2}}

m) (g, - - oSn+1):=((S1> - - -»Sn)rSn+1) firn=2.

Bezgl. der Operationen U, n, U, N, ~ verhalten sich Individuen wie
die Nullklasse. Nach (b) gilt wegen a9 sem,DsCt. Das wollen wir hier
zulassen. Es bewirkt aber nach (k) myC P(s) fiir alle Terme s. Die nor-
male Potenzmenge wire zu definieren durch

k*) P*(s):=Ax(—xem, A xCs).

Es ist also P(s)=P*(s)u m,. Da sich Individuen bzgl. P* wie die Null-
menge verhalten, so daf} gilt sem,DP*(s)={A]}, ist also P(s)={A}u m,
fiir sem,. Fiir das folgende bedeutet jedoch die Verwendung von P eine
Vereinfachung der Schreibweise. Fiir my,=A ergeben sich die normalen
Bedeutungen der Relationen und Operationen.

Es bietet sich an, die Klasse m induktiv zu bestimmen. Es sollen
sich also den Elementen von m Ordinalzahlen zuordnen lassen, und
zwar soll, da eine Menge nach dem Extensionalititsprinzip durch ihre
Elemente bestimmt ist, allen Elementen einer Menge eine kleinere Or-
dinalzahl zugeordnet sein als ihr selbst. In der T. L. ist die Stufe einer
Menge eine solche Ordinalzahl. Das Konstruktionsprinzip fiir Mengen
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in der T. L. soll nun aber liberalisiert werden. Wie dort beginnen wir
mit den Individuen als Urelementen von m.
Unsere erste Forderung ist also, daf} alle Individuen existieren,

d.h.
1) semyDsem.

(Das ist nicht mit my C m iquivalent, was nach D12.1-1,b trivialerweise
gilt; aus sCt folgt aber in der freien Logik nicht res Dret, sondern nur
res Arem Dret.) Die zweite Forderung ist dann, dafl alle Klassen von
Individuen existieren:

2) sCmgy,Dsem.

(Das ist wiederum nicht iquivalent mit seP(m,) Dsem, denn das gilt
nach a7 trivialerweise. Aus (2) folgt aber sCmyDseP(m,), d.h.
sCmg=seP(m,).) Daraus ergibt sich insbesondere myem und Aem.
Den Elementen von m, ordnen wir die Stufe 0 zu, den Klassen von Ele-
menten von m, die Stufe 1. Setzen wir m{=P(m,), so ordnen wir also
den Elementen von m;—m, die Stufe 1 zu.

Im dritten Schritt fordern wir, daff auch alle Klassen existieren sol-
len, die nur Individuen und Klassen von Individuen enthalten. Das be-
deutet nun eine Liberalisierung gegeniiber der T. L., da dort alle Ele-
mente einer Klasse immer dieselbe Stufe haben. Das ergibt die
Forderung

3) sCmyDsem.

Danach gilt sCm;=seP(m;). Setzen wir my=P(m;), so ordnen wir
den Elementen von m,-m; die Stufe 2 zu. Das sind also Klassen, die
Klassen von Individuen als Elemente enthalten.

In dieser Weise konnen wir fortfahren und generell setzen
mg + 1 =P(mg) und

4) sCmgDsem fiir alle =0,1,2, . ..

Es gilt dann mg Cmg 4 1, so dafl m schrittweise erweitert wird. Wir ha-
ben ja schon gesehen, dafl m, C my gilt; daraus folgt aber: Ist xemy, also
xCm,, so xCmy, also xeP(m) =m;, also m;Cmy, usf. Die Elemente
von mq 4+ 1—mg, erhalten die Stufe a+ 1, und jede Menge aus mq 4 1 ent-
hilt nur Elemente aus mg.

Setzen wir m=m,, verzichten also auf die Schritte (2), (3) usf., so
haben wir ein System der monadischen P. L. 1. Stufe mit Identitit vor
uns. Horen wir nach dem 2. Schritt auf, so daff m=m;=P(m,) ist, so
haben wir ein System der monadischen P. L. (bzw. T. L.) 2. Stufe mit
Identitit vor uns. Horen wir nach dem n-ten Schritt auf, so dafl
m=m,_; ist, so haben wir ein System der kumulativen monadischen
T. L. n-ter Stufe mit Identitit vor uns — kumulativ, weil es nur einen
einzigen Objektbereich gibt.
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Wir kénnen die Konstruktion nun auch fiir transfinite Ordinal-
zahlen fortsetzen, indem wir fiir Limeszahlen B (d.h. Ordinalzahlen,
die von 0 verschieden und nicht Nachfolgerzahlen o+ 1 sind) setzen
mg= U mg und

a<p
5) sCmgDsem.

mg ist also die Vereinigung der Klassen m,, fiir alle Ordinalzahlen a, die
kleiner sind als B. Es gilt dann wieder my C mg fiir alle o <B. o ist die
kleinste Limeszahl, also jene Zahl, die in der Reihe der Ordinalzahlen

[o o]
auf alle natiirlichen Zahlen 0,1,2, ... folgt. Es ist also m(,)=ny_O my,.

Setzen wir m=m,, so haben wir ein System der vollen kumulativen
T.L. mit Identitit vor uns. In diesem System konnen wir beliebige
n-tupel nach D12.1-1 definieren: Gilt s;,...s,émg,, so auch
(S1s - - »Sp)€Mg, so dall man Axq.xuA[xy,....x5] durch AyVxj.x,
(y=(xq, - - »Xn) AA[Xy, . . .,xn]) ersetzen kann.

Fir Ordinalzahlen B+ 1, B+2, ..., die auf eine Limeszahl B fol-
gen, soll dann wieder die Bestimmung (3) gelten. Fiir m=m, 4 ; erhal-
ten wir ein System, in dem sich das v. Neumannsche mengentheoreti-
sche Modell der Peanoaxiome angeben lifit, in dem sich also die
Arithmetik begriinden lifit. Auf diese Weise erhalten wir also intuitiv
befriedigende und leistungsfihige Systeme.

Der Kalkiil KK* ist entsprechend um die folgenden Axiome zu erwei-
tern:

all*: mg41=P(mgy)
al2*: mg Cmg fiir Limeszahlen B und alle a <f.

Daneben benétigen wir noch die Regel:

r3*: Ist B Limeszahl und ist fiir alle & < myCs beweisbar, so auch
mﬁCs.

Denn da wir in der Objektsprache ja weder Ordinalzahlen definiert ha-
ben noch die Relation < fiir Ordinalzahlen, kénnen wir nicht setzen
mg = UBma. Die a sind nur Indices der Grundterme my.

o<

Horen wir mit dem Schritt 6 auf, so ist
al3: m=mg

das Abschluflaxiom fiir das entsprechende System. Sollen alle m, Ele-
mente von m sein, so ist statt al3* zu fordern:

al3*: sCmgDsem fiir alle a.

r4*: Ist fiir alle a beweisbar my Cs, so auch mCs.
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Das entspricht der Festlegung m= gma. Es laflt sich zeigen, daf} alle

Klassen fundiert sind, d.h. dafl es keine unendliche Folge sy,s5, . .
(nicht notwendig verschiedener Glieder) mit ...,s,4 €y, . . .,53€S7,
s2es; gibt. Daraus folgt insbesondere —ses, also auch —mem, und
—mgEm, fiir alle o

Diese Uberlegung hat aber nur heuristischen Wert, denn wir haben
Ordinalzahlen als Indices verwendet, obwohl ja die Ordinalzahlen erst
auf mengentheoretischem Weg einzufithren sind. Von der Stirke der
Mengentheorie hingt es insbesondere auch ab, welche Ordinalzahlen
es gibt. Daher wollen wir im folgenden Abschnitt diese intuitiven Uber-
legungen so formalisieren, daf} der induktive Aufbau von m ohne Ver-
wendung der Klassenterme mg fiir o> 0 axiomatisch fixiert wird. Wir
orientieren uns dabei an der Arbeit (1974) von D. Scott.!

12.2  Das System S

Es sei S ein Grundterm, den wir — neben den Grundtermen m und m, —
zur Sprache K hinzunehmen. S soll, intuitiv gesehen, die Klasse aller
m sein. Zu den Axiomen al bis a10 und den Regeln r1 und r2 von KK*
— dem Rahmensystem fiir eine freie klassische Mengenlehre — nehmen
wir nun folgende Axiome hinzu:

ml: sem= Vx(x€S A sCx).
Das entspricht dem Axiom a13* in 12.1 und der Regel r4*. Denn ist mC
&1} mg, so gibt es fiir jedes sem ein a mit semgy. Ist a=0, so gilt auch

sCmg, und ist >0, so gibt es ein f<a mit sCmg. Das gilt fiir
a=P+1, und ist & eine Limeszahl, so gibt es ein y<a mit sem,, also

m2: Ax(xeSAx+my D Ay(yex=Vz(zeSAzex A (yCz Vyez)))).

Dieses Axiom legt fest, dafl hohere Elemente my von S genau die Ele-
mente und Teilmengen von niedrigeren Elementen mg von S (B <a) ent-
halten. Ist o eine Nachfolgerzahl y+ 1, so gilt das nach a11* und a12%;

ist a eine Limeszahl, so gilt das wegen a12* und r3 bzw. mO‘:yga my;

denn ist yemy fiir ein y <a, so auch yemg, 1.1nd 1st y Cmy, S0 ygmy 4 1,
also yemg; ist umgekehrt yem, so gibt es ein y <o mit yem,.

m3.: Ax(xe€S D mg,Cx).

m,, ist ja nach a12* Teilmenge aller my,.

t Scotts System wird auch in Ebbinghaus (1979), Kap. XII dargestellt.
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m2 und m3 geben nur notwendige Bedingungen fiir Elemente von
S an. S kann danach - und nach m1 - auch leer sein. Wir formulieren
nun drei Prinzipien, durch welche die Elemente von S induktiv be-
stimmt werden. Das sind also im Blick auf m1 die Existenzaxiome.

m4: mgEeS.

m5: Ax(xeS D P(x)eS)

m4 und m5 besagen, dafl m, eine S-Menge sein soll und mit my auch
mgy 4+ 1- Daneben wire im Sinn von 12.1 zu fordern, dafl mit jeder S-
Menge m auch die auf sie folgende Limesmenge mg ein Element von S
ist, also

*) Ax(xeSD Vy(yeS A xey A Az(zey D P(z)ey))).

(Daraus folgt m5.) Denn mit x=m enthilt y mg, {, also auch my
usf., so daf} y mindestens mg sein mufl. Wenn nun aber S die Mengen

mgy fiir alle Ordinalzahlen a enthalten soll, die sich in der axiomati-
schen Mengenlehre bilden lassen, so brauchen wir noch ein stirkeres
Existenzprinzip, m7, und im Blick auf dieses Prinzip geniigt es, statt (*)
die Existenz der ersten Limesmengen m,, zu fordern:

mé6: Vy(yeSAmgyey A Az(zey DP(z)ey)).
Um m7 formulieren zu konnen, definieren wir:

D12.2-1 a) axb:=AzVxy(xea Ayeb A z=(x,y)) (Cartesisches Produkt)
b) R(a):=aCmxm A —aem, (Relation)
¢) U(a):=Axyz({x,y)ea A(x,z)ea Dy =z) (Nacheindeutigkeit)
d) Fkt(a):=R(a) AU(a) (Funktion)
e) D(a):=AxVy((x,y)ea) (Definitionsbereich)
f) W(a):=AyVx({x,y)ea) (Wertevorrat)
e) Fiir Fkt(a) und seD(a) setzen wir as=t:=(s,t)ea.

m7: Fkt(f) A D(f)eS D Vy(yeS AW () Cy).

Dieses Axiom besagt also, daf} es zu jeder Funktion f, deren Defini-
tionsbereich eine S-Menge x ist, eine S-Menge y gibt, die alle Funk-
tionswerte enthilt. Zum Nachweis, dafl f eine Funktion auf x ist,
braucht man schon die Existenz aller Werte von f fiir Argumente aus x,
d.h. es gilt nach ml Az(zexDVy(yesAfzCy)), also nach m5
Az(zexDVy(yeSAfzey)). Daraus folgt jedoch nicht Vy(yeSA
Az(zex D f'zey)), also Vy(ye A W(f) Cy); das stellt erst m7 sicher. m7 ist
also ein Prinzip, das die Existenz einer Menge W(f) garantiert, deren
Elemente existieren. Diese Existenz impliziert aber nach m1 jene einer
Obermenge aus S. Mit m7 lassen sich Definitionen von Funktionen
durch transfinite Rekursion rechtfertigen, z. B. die der Mengen m,, fiir

alle Ordinalzahlen a durch my 4 ;=P(mg) und mB=ak<Jﬁma fiir Limes-
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zahlen B, so dafl die Existenz aller S-Mengen garantiert ist, die wir in
12.1 betrachtet haben. Es liflt sich auch beweisen, daff S die Menge der
my ISt.

Eine Bezugnahme auf Funktionen wie in m7 ldfit sich vermeiden,
wenn man statt dessen ein Reflektionsprinzip verwendet wie

(**) Ax(xeSD Vy(yeSAxCyA Az(zey D (Alz] = AY[z])))),

wobei AY[z] aus A[z] durch Relativierung der Quantoren auf y ent-
steht, also z.B. durch Ersetzung der Teilausdriicke VuB[u,z] durch
Vu(uey A Bu,z]). Danach gibt es fiir jede Eigenschaft A[z] und jedes
xeS eine Obermenge yeS, so dafl A[z] auf ein zey genau dann zutrifft,
wenn die Eigenschaften bei Beschrinkung auf y als Universum zutrifft.
(Daraus folgen dann m5 bis m7.) (**) ist aber intuitiv kaum einsichtiger
als m7.

Man konnte auch das folgende Auswahlaxiom zu S hinzunehmen:
m8*: Ax(xNmy=AD VzAy(yex Ay+ADVliu(uezNy))).

Denn nach den iibrigen Axiomen gilt, wie wir unten sehen werden,
xeém D Uxem und das Aussonderungsprinzip sem A tC s D tem. Also exi-
stieren alle jene zC Ux, fiir die gilt Ay(yex Ay+ADV!u(uezNy)). Mit
dem Aussonderungsprinzip lifft sich jedoch m8* nicht beweisen, weil
sich keine Aussageform A[x] angeben lift, mit der sich ein solches z als
AxA[x] darstellen liefe, so dal wir nicht beweisen konnen, dafl es (fir
xnmy=A) ein zCUx mit Ay(yexAy*ADV!u(uezny)) gibt. m8*
entspricht aber dem Geist des Aussonderungsaxioms. Wir wollen im
folgenden jedoch m8* aus unseren Betrachtungen ausklammern.

Wir haben die Axiome m1 bis m7 intuitiv von den Uberlegungen in
12.1 her begriindet, d.h. aus dem Gedanken einer induktiven Bestim-
mung von m, nach dem mit den Elementen einer Klasse auch immer die
Klasse selbst existieren soll. Es ist nun zu zeigen, dafl m1 bis m7 auch
den vollen Gehalt der Gedanken aus 12.1 wiedergeben, und dafl S nur
die Mengen m, enthilt. Allgemein wollen wir uns einen genaueren Ein-
blick in das System S verschaffen, indem wir einige Theoreme bewei-
sen.

Zum Rahmensystem KK* der freien klassischen Logik iiberlegt
man sich zunichst leicht, daf in ihm das Deduktionstheorem im Sinne
von T5.1-5 gilt sowie das Ersetzungstheorem A=B +— C[A]=C[B].
Ferner gelten folgende p. 1. Gesetze:

t1 a) Ala] + AxA[x]
b) sem A = A[s]D - AxA[x]
c) sem A A[s]D VxA[x]
d) BAagmD —A[a] = BD -~ VxA[x]
e) A[a]AaemDB F VxA[x]DB.
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Wir haben schon gesagt, daf§ sich Individuen bzgl. der Relation C und
der Operationen U, n, U, N, - nach D12.1-1 wie die Nullmenge A
verhalten. Es gilt also z.B. sémyDsCt und semy AtCsDtem, Ve=A
fir alle Terme s und t. Aus D12.1-1, al bis a10, m1 und m#4 ergeben
sich ferner folgende Sitze:

t2 a) sem=Vx(x=s)
b) setDsem
¢) —mem,
d) m=2Ax(x=x)
e) sCm
) si,.. SaEMD(te{sy,. . ,spf=t=s5; V... Vi=s,)
g) —sem={sj=A
h) —semD{s,ty,. . ,tob={ty,. . ,to}
1) —sem= —seP(s)
j) m=P(m)
k) m,C P(s)
I) semy,DP(s)=m,U{A}

(b) erhilt man so: Ist temy, so nach a9 —set. Ist —tem,, so nach a8
t=2Ax(xet), also fiir set seAx(xet), nach a7 also sem. m4 benétigt man
nur fiir (c): Aus myeS folgt mit m1 myem, und das stellt im Blick auf a9
einen Widerspruch zur Annahme mem, dar.

Wir geben nun zunichst Theoreme an, die (mit t2¢) aus m1 bis m3
folgen.

t3 a) sem AtCsDtem (Aussonderungsprinzip)
b) Axy(xeSAyeSAxeyDxCy)
c) AeSDmy=A
d) Snmy=A
e) Ax(xeSDx=m,Vm,ex).

Beweis: (a) Aus sem folgt nach m1, daf es ein xeS mit sCx gibt. Fiir
tCs gilt dann aber auch tCx, also nach m1 tem. (b) Ist y=m, und xey,
s0 xCm,. Ist y#m, und yeS, so gilt nach m2 Ax(Vz(zeS A zey A (xez
VxCz))Dxey), also Axz(zeSAzey A(xez V xCz)Dxey), also Az(zeS
Azey D Ax(xez V xCzDxey)), also Az(zeSAzeyDzCy); fiir xeS und
xgy gilt also xCy. (c) Das gilt nach m3, denn aus m,C A folgt (wegen
—meyem,) nach a9 my=A. (d) Aus m3 folgt fiir xeS m,Cx. Wire xem,,
so me*A, also ~m,Cx. (e) Es sei xeS und x+ m,; dann ist nach (c)
x# A und nach (d) —xem,, also gibt es ein yex, also nach m2 ein z€S
mit zex. Nach m3 gilt m,Cz, also nach m2 m_gx.

D12.2-2: F(s):=s+ AN —sem,DVx(xes AxNs=A) — s ist_fundiert.

t4: seSD Ay(yes Dy Cs)
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Die S-Mengen sind also transitiv.
Beweis: Wir definieren

a) f(x):=Ay(xey D F(y))

b) xf:=Ay(yex Af(y)).
Dann gilt

c) f(xf).

Denn ist xfey, so xfNy=A, also F(y), oder es gibt ein z: zexf A zgy.
Dann ist f(z) wegen zexf, und wegen zey gilt nach (a) F(y). Ferner gilt

d) Axy(xeS AyeS Axey D xfeyf).

Denn ist xeS, yeS und xey, so wegen xfCx nach m2 xfey, falls y #=m, ist. Mit
f(xf) nach (c) folgt daraus die Behauptung. Wire aber y=m, und xey,
so nach t3,d —xeS.

Zum Beweis von t4 nehmen wir nun an yex und xeS. Es ist zu zei-
gen y Cx. Nach m2 gibt es fiir x+m, (fiir x=m,, gilt fiir yex yCx tri-
vialerweise) ein z,€S: z,€x A (y€z, VyC z,). Ist yC z,, so nach t3,b yCx
(wegen zy,€x Dz, Cx). Es sei nun ygz,. Dann ist die Menge a:={zexf:
Vy(yeSAz=yf Ayey Ayex)}+A, denn es gilt z(f)ea. (Wegen zyex gilt
nach (d) zosxf und es gilt yez, und z,ex.) Wegen f(z(f)) nach (c) und zf
€a gibt es nach (a) ein zea mit zNa=A. Es gibt also ein z;: (€S un
yE€Zy AziexAz=z! also zfﬂa=A. Nach m2 gibt es dann ein z;:
2,6S A 22€21 A (yez; Vy Czy) (¥). (Ist z; =m,, so wegen yez; yCx, und
wir sind fertig.) Ist y Cz,, so wegen z,€z; A z1€x nach t3,b yCx. Es gilt
aber —ygz,. Denn nach (*) und (d) gilt zfezf. Andererseits ist z,€z,
und z€x, also z; Cx nach t3,b und z,ex, also nach (d) z{exf, also fiir
y%‘zzz zgaa, also zf Na=A. Das widerspricht aber dem obigen Ergebnis
ziNa=A.

Aus t4 ergibt sich folgende Variante von m2:
t5: Ax(x€S A x+m,D Ay(yex=Vz(zeS A zex Ay C z))).
t6: F(s).

Beweis: Es sei s+ A und —semg. Es gibt also ein x,¢s, also nach m1 ein
VoeS mit x,Cy,. Ist xo=A oder x,Cm,, so ist die Behauptung trivial.
Denn im letzteren Fall gibt es fiir x,Ns#+A ein z&s mit zem,, also
zNS=A nach a9. Es sei also x+ A und — (x,C m,), also wegen x,Cy,
yo*m,. Dann gibt es ein x1ex,, wegen x,Cy, also xjey,. Nach t5 gibt
es also ein y;eS mit yiey, und x;Cyq. Wir setzen nun a:={zfey{:zey,
A zeS A Vx(xes AxC z)}. Dann gilt y{ea, denn nach (d) im Beweis von
t4 gilt wegen y €y, y{eyo, und fiir z=y; und x=x, ergibt sich die Be-
dingung im Definiens von a. Nach (c) im Beweis von t4 gilt f(y{), also
Ay(nyyDF(y)), also F(a), denn wegen y.£S gilt nach ml y,em, also
nach t3,a wegen aCy/ agm. Es gibt also ein zea mit zNa=A und z;,x):
218S, 218yo, X2ES, X2 Czy und z; Na=A (¥) (z=zf). Es soll nun gezeigt
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werden, daf} es kein zex; gibt mit zyes, d. h. dafl x,Ns=A ist, woraus
dann wegen x,&s F(s) folgt. Ist z; =m,, so gilt wegen x,Cz; x,Cm,,
also x;N's=A oder es gibt ein ugs mit uem,, also uNs=A. Es sei also
z1*m,. Wire nun fiir ein z; z,€x; und z,€s, so nach (*) z,ez;. Nach t5
gibe es wegen z;€S und z; + m, dann ein z3 mit z3£S, z3€z; und z, C z3.
Es ist dann zfezfna, d.h. es ergibt sich wegen zfﬂa=/\ ein Wider-
spruch. Denn nach (d) im Beweis von t4 folgt aus z3ez, zgazf, und zgea
gilt wegen zgsyg — das folgt ebenso aus z3ey, und das ergii)t sich aus

z3gz1 und 2,8y, also z; Cy, nach t3,b -, z3gy,, 23€S, 2,€S und z, C z5.

Damit haben wir aus m1 bis m3 das erste Axiom von ZFF abgelei-
tet, aus dem auf dem iiblichen Wege folgt, dafl es keine unendliche
Folge s, s2,. . . von (nicht notwendig voneinander verschiedenen) Ob-
jekten gibt, fiir die gilt . . .,s,4 1€sp,. . ., $38s, s2€51. Insbesondere gilt:

t7 a) —sE€s
b) —Sem
¢) —me&mg

d) -Sem,

Beweis: (a) Wiirde gelten ses, so sem, nach t2,f also Ax(xe{s} Dxes) im
Widerspruch zu F({s}) nach t6, da ja gilt {s}+A und —{sjem,. (b) Fiir
Sem erhielte man nach m1 ein x€S mit SCx, also xex im Widerspruch
zu (a). (c) Wire mem,, so mem, im Widerspruch zu (a). (d) Wire
Sem,, so Sem im Widerspruch zu (b).

Damit haben wir neben den Klassen, die durch Terme AxA[x] dar-
gestellt werden (vgl. a10) auch die Klassen m, m, und S, die durch
Grundterme dargestellt werden, aus m, ausgeschlossen.

t8 a) Axy(xeSAyeSDxeyVyexVx=y)

b) Axy(xeSAyeSDxCyVyCx).

c) tCSAt*+AA —tem,D Vx(xet A Ay(yetDxey V x=y))
Beweis: (a) Gibe es x, yeS mit —xey A —yex Ax#y, so wire die Menge
s=Ay(yeSAVx(xeSA —~xey Ax+y A —yex))+=A. Nach t6 gilt F(s),
also gibt es ein zes - also zeS - mit zNs=A. Wegen zes ist s,:=Ay(yeS
AN —zeyAz+yA —yez)+A, also gibt es nach t6 ein wes, mit
wNs,=A. (Nach a9 ist —s,em,). Also gilt

(a) —zewAz+wA —~wez AweS.

Es ist nun

(b) zCw:

Es sei xez (ist z=A, so gilt zCw trivialerweise). Nach t5 gibt es dann
ein z€S:

(¢) z1€zAxCz;.

(Ist z=m,, so zCw wegen weS und m3.) Wegen zNs=A und z&z gilt:
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d) ziewVz =wVwez,.

Aus w=2z, folgt wez nach (c). Aus wez, folgt ebenfalls wez, denn aus
z1ez (vgl. (¢)), z1€S, z€S folgt nach t4 z; Cz, also fiir wez; wez. Beide
Fille fithren so auf einen Widerspruch zu (a'). Aus z;ew folgt mit (¢)
xew. Denn nach t5 gilt das wegen weS, z,€S, z;ew und xCzy. (Wire
w=m,, so wiirde wegen zgw gelten z;€m, und z€S, im Widerspruch
zu t3d.) Es gilt also Ax(xezDxew), d.h. (b).

(e) wDz.

Das beweist man ebenso wie (b). Nach (b) und (e) gilt also z=w, im
Widerspruch zu (a).

(b) Das folgt aus (a) und t3b. (c) Aus F(t), t+A, —tem, folgt, dal
es ein xet mit xNt=A gibt. Es gilt also fiir yet —yex, d.h. nach (a)
xey Vx=y.

Die Relation ¢ bildet also eine Wohlordnung auf S mit m, (nach
t3,e) als kleinstem Element.

t9 a) S=ADmyeS
b) m#=ADm,eS

Beweis: (a) Ist S# A, so gibt es nach t7,d ein xeS, also wegen F(S) (nach
t6) ein yeS mit yNS=A, also Az(zeSD —zgey). Ist y=m,, so my€S; an-
dernfalls ist nach t3,e myey. Nach m2 miifite aber y=A sein wegen
Az(zeSD —zey). (b) Ist m*A, so gibt es wegen —mem, (vgl. t2,c)
nach m1 ein xeS, also gilt nach (a) myeS.

t10 a) Axy(xeSAyeSAxey Dxu P(x)Cy)
b) Axy(xeSAyex AsCyA(s+AVx+m,)Dsex)

Beweis: (a) Es sei xeS, yeS und xey. Dann gilt nach m2 wegen y+m,
(vgl. 29) fiir alle z: zCxDzey, also P(x)Cy. Nach t3,b gilt auch xCy.
(b) Es sei xeS, yex und sCy. Ist x+m,, so gibt es nach t5 ein zeS mit
zex und yCz. Wegen sCy gilt also auch sCz, d.h. nach t5 sex. Ist
X=m,, so gilt fiir yex yem,, also fiir sCy s=A oder sem,,.

Wir nennen eine Menge xeS Nachfolgermenge (kurz Nf(x)), wenn gilt .
Vy(yeSAx=DP(y)), und Limesmenge (kurz Lm(x)), wenn gilt
x= UAy(yeS Ayex) und x+m, (das letztere folgt fiir my+ A aus der
Tatsache, daf Ay(yeSAyem,), also auch UAy(yeSAyem,) leer ist).
Dann gilt:

t11 a) Ax(xeS A Nf(x) Dx=*m,)
b) Ax(xeS A Lm(x)D — Nf(x))
c) Ax(xeSDx=m,V Nf(x) V Lm(x)).
d) Ax(xeS Ax#mg,D (Lm(x) =Ay(yex D P(y)ex)).
e) Axy(xeSAyeS Ax=P(y) DUAz(zeS A zex) =y).
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Beweis: (a) Ist x=DP(y), so ist Aex, also x#m, nach a10. (b) Es sei x&S
und Lm(x), d.h. x+m,, also Au(uex=Vy(yeS Ayex Auey)) (¥). Gibe
es nun ein yeS mit x=P(y), so wire yex, also gibe es ein yeS mit yex
und ygy. Dann wire nach t10,a P(y') Cy, also xCy, wegen yex also yey,
im Widerspruch zu t7,a. (c) Es sei xeS, x#+m, und —Nf(x), d.h.
Ay(yeSDx+DP(y)), also nach t10,a Ay(yeSAyexD —xCP(y)). Fir
alle yeS mit yex gibt es also ein zex mit —zCy. Nach t5 gibt es zu z
(wegen x#m,) ein z&S mit zex und zC z, also wegen —(zCy) und da-
her —(z Cy) nach t3,b und t8a yez. Ist nun uCy, so nach t5 (wegen
veS, yez und t3d ist z+my) uez. Es gilt also Ayu(yeSA
yex AuCy D Vz(zeS A zex A uez)) (**). Es sei nun uex. Nach m2 gibt es
dann (wegen x#*m,) ein yeS mit yex und uCy, also nach (*%)
ue UAy(yeS A yex). Gilt umgekehrt ue ULy (yeS A yex), so gibt es ein yeS
mit yex und ugy, also nach m2 (wegen x#*m,) uex. Es gilt also
x= UAy(yeS Ayex), also Lm(x). (d) Es sei xeS und x+m,. Gilt Lm(x),
so gibt es fiir alle zex yeS mit yex und zey, also fiir y#m, nach t5 ein yeS
mit yey AzCy), also P(z) CP(y) und nach t10a P(y)Cy, also P(z) Cy,
also P (z)eP(y), und wegen yex P(y) Cx, also P(z)ex. Ist aber y =m,, so
gilt zem,, also P(z)=m,u {A}, und P(z)Cy, also P(z)eP(y), woraus
man wie oben P(z)ex erhilt. Gilt umgekehrt Ay(yex D P(y)ex), so gilt
fiir zex P(z)ex. Nach t5 gibt es wegen my+ x dann ein z&S mit zex und
P(z)Cz, also zeZ, also zeUAy(yeS Ayex). Gilt umgekehrt zeUly(ye
S Ayex), gibt es also ein yeS mit yex A zgy, so gilt nach t3,b zex. (e) Es
sei xgS, yeS, x =P(y), also yex. Ist dann zgy, so gilt Ze UArz(z€eS A zex).
Und gibt es ein z&S mit zex und zgz, so gilt wegen x=DP(y) zCy, also
zey.

S enthilt also hochstens m,, sowie Nachfolger- und Limesmengen.

Bisher haben wir das Existenzaxiom m4 nur beniitzt, um —méem,
zu erhalten (vgl. t2,c) und m5-m7 noch gar nicht. Aus m4 folgt nach
t2,b unmittelbar m em und Aem sowie sem, Dsem, da aus sem, sCm,, folgt.
Mit diesen Axiomen erhalten wir:

t12 a) sem= Vx(x€S A sex)

b) m=US

c) tem= Vy(tey).
Beweis: (a) Ist xem, so gibt es nach m1 ein yeS mit xCy, also xeP(y).
Nach m5 gilt also Vz(zeSA xez). Gilt umgekehrt zeS und xez, so nach
t4 xCz, also xem nach ml. (b) Das folgt direkt aus (a). (c) Gilt
tea A agm, so wegen t2b tem, also Vx(tex) Dtem, und die Umkehrung
folgt aus (b).

P(x) ist die in der &-Ordnung auf S unmittelbar auf x folgende
Menge, d.h. es gilt

t13: Axy(xeSAyeSAyeP(x) Dx=yV yex).
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Beweis: Es se1 xeS, yeS und yeP(x), also y Cx. Wire xey, so xex im Wi-
derspruch zu t7a. Nach t8a gilt also x=y V yex.

t14: Ax(xeS A x#+myD UAy(yeS A yex)eS)

Das gilt nach t11,c und d.

U Az(zeS A zex) ist die in der e-Ordnung auf S kleinste Menge, die
grofler ist als alle Elemente einer Menge x€S mit Ay(yex D P(y)ex), d. h.
es gilt:

t15: Axy(xeS A yeS A Az(zex D P(z)ex) A yeUAz(zeS A zex) D yex)

Beweis: Es sei xeS, yeS. Aus Az(zex D P(z)ex) folgt nach t11,d Lm(x),
d.h. x=UMAz(zeS A zex). Aus ye U Az(zeS A zex) folgt also yex.

12.3  Die Aguivalenz von S und ZFF

Die Systeme der axiomatischen Mengenlehre sind aus dem Versuch
entstanden, den groflartigen Bau der mathematischen Mengenlehre,
der auf der Grundlage der naiven K. L. errichtet worden war, mog-
lichst vollstindig aus dem Zusammenbruch dieser K. L. durch die Ent-
deckung der Antinomien zu retten. David Hilbert hat diese Intention
treffend formuliert als er sagte: ,Aus dem Paradies, das uns Cantor er-
offnet hat, wird uns niemand vertreiben kénnen.“ Die axiomatische
Mengenlehre hilt an der typenfreien Sprache K und an der klassischen
P. L. fest (in der die Quantoren zunichst nicht im Sinn einer freien Lo-
gik beschrinkt werden, also alle Terme Objekte des Grundbereichs be-
zeichnen sollen), gibt aber das allgemeine Komprehensionsprinzip auf.
Das naive Abstraktionsprinzip, nach dem es zu jeder Satzform A[x]
eine Klasse AxA[x] gibt, fiir die gilt

A: seAxA[x]=A[s]
148¢ sich durch das Komprehensionsprinzip
K: VxAy(yex=A[y]) (wo die GV x nicht in Aly] vorkommt)

und das Extensionalititsprinzip (fiir einen Grundbereich, der nur Klas-
sen enthilt)

E: Ax(xes=xget) Ds=t

ersetzen. Denn nach K und E glt VIxAy(yex=A[y]), so dafl man set-
zen kann AxA[x]:=wxAy(yex=A[y]) und damit A erhilt. Die Ein-
schrinkung von K in der axiomatischen Mengenlehre besteht nun
darin, dafl dieses generelle Schema durch Spezialfille fiir bestimmte
Satzformen A[y] ersetzt wird. Der Gedanke ist dabei, grob gesagt, zu
grofle Klassen, die zu den Antinomien fiithren, wie die Allklasse, die
Russellsche Klasse etc. auszuschlieflen, die in der Mathematik keine
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Rolle spielen, und sich auf jene Klassenbildungsgesetze zu beschrin-
ken, die man in der Mathematik benéugt.

Das erste System der axiomatischen Mengenlehre wurde 1908 von
E. Zermelo formuliert und von A. Fraenkel 1922 weiterentwickelt. Ne-
ben diesem Typ Zermelo-Fraenkelscher Mengenlehren gibt es noch ei-
nen zweiten Typ von Systemen der axiomatischen Mengenlehre, der
auf J. v. Neumann, P. Bernays und K. Gédel zuriickgeht; man spricht
daher von Mengenlehren vom v. Neumann-Bernays-Godel-Typ. Sie
unterscheiden sich vom ersten Typ dadurch, dafl es zwar zu jeder Satz-
form A[x] eine Klasse AxA[x] gibt, daf} aber ein Unterschied zwischen
Klassen und Mengen gemacht wird und nur gewisse Klassen als Men-
gen ausgezeichnet werden; nur Mengen sind Elemente von Klassen.
Man kann also die Klasse m aller Mengen durch m:=AxVy(xgey) defi-
nieren.

Lift man keine Individuen zu, so lauten die beiden Grundaxiome,
die zur klassischen P. L. mit Identitit hinzugenommen werden, so:

K: VxAy(yex=yem A Aly]), wo x nicht in Aly] vorkommt.
E: Axy(Az(zex=zey) Dx=y).

Danach kann man setzen AxA[x]:=wxAy(yex=yem A Aly]), und erhilt
damit

A: Ay(yehxA[x]=yem A Aly]).

Zu den Grundaxiomen K und E kommen dann Axiome fiir die Klasse
m der Mengen hinzu, die jenen der Mengenlehren vom Zermelo-Fraen-
kel-Typ entsprechen.

Die folgende Version einer axiomatischen Mengenlehre stellt eine
Verbindung zwischen beiden Typen dar: Wir verwenden eine freie Lo-
gik, in der nur Mengen und Individuen zum Grundbereich gehéren -
Individuen lassen wir nun ebenso zu wie in S. Klassen, die keine Men-
gen sind, gehoren also nicht zum Grundbereich, iiber sie wird nicht
quantifiziert. Wir kénnen daher den Kalkiill KK* aus 12.1 verwenden.
Er wird nun um Existenzaxiome fiir Mengen erweitert. Sie lauten:

MO: semgyDsem (Individuen existieren)

M1: sem Atem D{s,tjem (Paarmengenaxiom)

M2: semDUsem (Vereinigungsmengenaxiom)
M3: semDP(s)em (Potenzmengenaxiom)

M4: Vy(Aey A Ax(xey DxU{xJey)) (Unendlichkeitsaxiom)
Ms: Fke(f) AD(f)em D W(f)em (Ersetzungsaxiom)
Mé6: FE(s) (Fundierungsaxiom)

Dieses System entspricht jenem von Zermelo-Fraenkel mit dem Fundie-
rungsaxiom. Man bezeichnet es als ZFF. Als ZF bezeichnet man das Sy-



12 Axiomatische Mengenlehre 223

stem ohne M6, als Z das Zermelosche System ohne M5, zu dem man
dann das (mit M5 beweisbare) Axiom

M5a: sem AtCsDtem (Aussonderungsaxiom)

hinzuzunehmen hat.

Wichtig ist auch das Auswablaxiom, das (in einer schwachen Fas-
sung) besagt

M7%: Ax(xNmy=A D Vy(Fkt(y) A Az(zex A z+ A Dyzez)).

Es gibt also zu jeder Menge x, die keine Individuen enthilt, eine Funk-
tion, die auf x definiert ist und alle nichtleeren Teilmengen von x auf
eins ihrer Elemente abbildet. Dieses Axiom betrachten wir hier nicht.
Es ergibt sich jedoch aus m8*. Denn ist xn my=A, so gibt es nach m8*
ein z, so daf} Ay(yex A y=ADV!u(uezn y)). Setzen wir nun y:={{ z,u):
(—zexVz=A)Au=zVzexAz+AAuezny}, so gilt Fkt(y), denn
yCmxm (und D(y)=m) und U(y). Ist nun zgex und z,*A, so gilt
yZo=w(ueyn z,), also y'z,ez,.1

Die Existenzaxiome erscheinen nun, im Gegensatz zu jenen von S,
als ad-hoc-Annahmen: Es ist nicht klar, warum genau diese und nicht
andere Mengen existieren sollen. Natiirlich 183t sich die Existenz vieler
Mengen, an die man dabei denkt, in ZFF beweisen, und die Wahl der
Axiome ist immer eine Frage der Auswahl. Warum wird aber z.B.
(durch M5 bzw. Mb5a) die Existenz der Allmenge ausgeschlossen;
warum ist m keine Menge? Es fehlt hier ein einheitlicher, intuitiv iiber-
zeugender Gesichtspunkt zur Bestimmung von m. Daher hat man die
axiomatische Mengenlehre lange Zeit als typisches Beispiel eines rein
pragmatischen Versuchs zur Vermeidung der Antinomien angesehen.
Zudem wird in M4 die Existenz der natiirlichen Zahlen axiomatisch ge-
fordert, so dal man nicht von einer Begriindung der Arithmetik im
Rahmen von ZFF sprechen kann.

Es gilt nun aber:

T12.3-1: Die Axiome von ZFF sind in S beweisbar.

Damit hat man iiber das System S — mit den dort genannten Einschrin-
kungen — einen Weg, die axiomatische Mengenlehre auch intutiv als ak-
zeptabel zu erweisen, und es ist das grofle Verdienst von D. Scott, die-
sen Weg aufgezeigt zu haben.

Beweis:

MO: Das folgt aus t2,b.

! Die Konsistenz von M7*mit ZFF hat K. Gédel in (1940) bewiesen.
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M1: Gilt sem und tem, so gibt es nach t12,a ein xeS mit sex und ein
yeS mit tey. Gilt (vgl. t8,a) z.B. xeyVx=y, so nach t4s,tey,
also {s,t} Cy, also nach m1 {s,tjem.

M2: Gilt sem, so gibt es nach m1 ein x€S mit sCx, also fiir yes yex,
also nach t4 yCx, also UsCx, also nach m1 Usem.

M3: Gilt sem, so gibt es nach m1 ein x€S mit sCx, also P(s) CP(x),
wegen m5 und m1 also P(s)em.

M4: Nach mé gibt es ein yeS mit my€y und Az(zey D P(z)ey). Es gilt
also P(m,)ey, also nach t4 P(m,)Cy, also Aey. Und gilt zey, so
auch zu {zjey. Denn aus zey folgt P(z)ey, wegen zeP(z) also
{z} CP(z). Nach t5 gibt es ferner wegen y +m,, (sonst wire wegen
m€y mEm, im Widerspruch zu t7a) zu P(z) ein y&S mit yey und
P(z)Cy, also {z}Cy und (wegen zeP(z)) zgy, also nach t4 zCy.
Es gilt also zu {z} Cy), also nach t5 zu {z}ey.

M5:  Gilt Fke(f) und D(f)em, so gibt es nach m1 ein xeS mit D(f)Cx.
Setzt man f:=fu{<zz>: zex-D(f)}, so gilt Fke(f) und
D(f')=x, also gilt nach m7 Vy(yeSAW(f')Cy), also W(f)em.
Wegen W(f) C W(f') gilt dann nach t3a auch W(f)em.

Mé: Vgl. t6.

Es gilt nun auch die Umkehrung von T12.3-1:
T12.3-2: Die Axiome m1 bis m7 sind in ZFF beweisbar.

Den Beweis konnen wir hier nur andeuten: In ZFF lassen sich die Ordi-
nalzahlen einfithren und es lift sich die Korrektheit der folgenden in-
duktiven Definition der my beweisen:

mg 4 1 =P(mg) )
mg = agﬁma fiir Limeszahlen

Das ist die v. Neumannsche Hierarchie. Setzt man S=AxVa(x=my),
so kann man die Axiome m1 bis m7 beweisen. (Vgl. dazu z.B. Ebbing-
haus (1979), Kap. XII.)

Im Rahmen von ZFF lassen sich also die Ordinalzahlen definieren,
die wir bei unserer heuristischen Uberlegung in 12.1 vorausgesetzt ha-
ben und es liflt sich die Definition der mg rechtfertigen. (Da man in
ZFF auch iiber Ordinalzahlen quantifizieren kann, kann man die Defi-
nition von mg fiir Limeszahlen angeben und so auf die Regeln r3* und
r4* mit unendlich vielen Primissen verzichten.)

Einen Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir S (oder ZFF) gibt es nicht,
und das ist auch nicht zu erwarten, da sich nach dem Satz vom K. Go-
del in (1931) die Widerspruchsfreiheit eines formalen Systems, das die
Arithmetik enthilt, nicht mit den Mitteln des Systems selbst beweisen
li¢ (falls es nicht inkonsistent ist). Die Beweismittel von ZFF sind aber
die stirksten, iiber die wir verfiigen.
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12.4 Riickblick

Wir sind in dieser Arbeit ausgezogen, einen Weg zur Elimination der
Antinomien der klassischen Logik durch Zulassung von Wahrheitswert-
licken zu suchen, und sind am Ende bei einem System gelandet, in dem
das tertium non datur uneingeschrinkt gilt. Wir wollten eine intuitive
Rechtfertigung der Logik angeben, und das Ergebnis ist ausgerechnet
die axiomatische Mengenlehre. Der Leser, der den Uberlegungen bis
hierher gefolgt ist, wird jedoch dieses Ende mit dem Anfang verbinden
kénnen:

Wir haben zwei Logiken angegeben, die das Prinzip der Wahr-
heitsdefinitheit nicht voraussetzen, die minimale und die direkte Logik,
und haben sie durch die Stufen von Aussagen-, Pridikaten-, Typen-
und Klassenlogik hindurch verfolgt. Diese Logiken sind die angemesse-
nen, wenn Wahrheitswertliicken vorkommen, wie wir zu zeigen ver-
sucht haben. Dabeli ist die direkte Logik dadurch ausgezeichnet, daf} sie
auch Bedeutungspostulaten Rechnung trigt. Diese Systeme sind auf al-
len Stufen Abschwichungen der klassischen Logik. Bei der Diskussion
indeterminierter Namen im Abschnitt 7.1 hat sich nun gezeigt, daf eine
Sprache mit solchen Namen keine Sprache iiber Gegenstinde ist. Eine
Sprache zu verwenden, mit der man nicht iiber Gegenstinde reden
kann, ist aber wenig sinnvoll. Daher stellt sich die Frage, ob eine solche
Sprache objektivierbar ist, d.h. ob es eine Prizisierung dieser Sprache
gibt, in der alle Namen Gegenstinde bezeichnen. Bei einfachen Namen
kann man das immer voraussetzen. Bei komplexen Termen, insbeson-
dere bei Klassentermen, gibt es eine solche Prizisierung hingegen nur
dann, wenn das tertium non datur mit den sprachlichen Regeln vertrig-
lich ist, zu denen insbesondere die logischen Regeln gehoren, die wir ja
immer als Bedeutungsregeln fiir die logischen Ausdriicke (oder Opera-
toren) formuliert haben. Die Sprache K der Klassenlogik ist so, wie sie
durch die Regeln der minimalen Klassenlogik nach MK1 oder durch
die Regeln der direkten Klassenlogik nach DK1 gedeutet wird, z.B.
nicht objektiverbar. In der minimalen wie in der direkten Klassenlogik
ist also auch das Vorkommen indeterminierter Terme zu beriicksichti-
gen. Das hat uns zu den Systemen der freien minimalen bzw. direkten
Klassenlogik MK2* und DK3 gefiihrt. In diesen Systemen wird man m
zunichst als eine Klasse bestimmen, fiir die sem nur dann gilt, wenn s
determiniert ist, und fir die umgekehrt sem auch fir moglichst viele
determinierte Namen gilt. Wegen des Fehlens eines passenden Induk-
tionsparameters, fiir den gelten wiirde, dafl die (Unter-)Formeln, aus
denen eine Formel sich nach den logischen (= semantischen) Regeln
gewinnen lif}t, einen kleineren Wert haben als die Formel selbst — ins-
besondere kann der Wahrheitswert eines Satzes AxA[x] von Sitzen Aft]
fiir beliebig komplexe Terme t abhingen -, bleibt auf diesem Weg die
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Menge m jedoch eng beschrinkt. Im Blick auf die Objekuvierbarkeit
stellt sich jedoch auch die Aufgabe einer Bestimmung von m, die mit ei-
nem unbeschrinkten tertium non datur vertriglich ist. Dabei wird man
dann von einer klassischen freien Logik ausgehen. m ist nun natiirlich
nicht mehr nach dem Gedanken zu bestimmen, dafl sem fiir determi-
nierte Terme s gelten soll, da ja eine Logik gesucht wird, in der alle
Terme determiniert sind. Wir haben in diesem Kapitel gesehen, dafl die
intuitiv naheliegende induktive Bestimmung von m, nach der, ausge-
hend von den Individuen, mit den Elementen einer Klasse auch immer
die Klasse selbst existiert, zum System S der axiomauschen Mengen-
lehre fiihrt.

Von hier aus gesehen, sind brauchbare Systeme der Klassenlogik,
die Wahrheitswertliicken beriicksichtigen, Teilsysteme von S. Sie sind
brauchbar, weil — die Widerspruchsfreiheit von S immer vorausgesetzt
— sich in ihnen keine Wahrheitswertliicken aus den logischen Regeln er-
geben, so dafl nur Wahrheitswertliicken Rechnung getragen wird, die
sich aus auflerlogischen Regeln der Sprache ergeben. Die Sprache K
bleibt dann — logisch gesehen — objektivierbar.

Wie die semantischen Antinomien zeigen, ergeben sich Wahrheits-
wertliicken auch bei der Einfithrung von Namen fiir objektsprachliche
Ausdriicke und eines Wahrheitspridikats oder eines Erfiilllungspridi-
kats in die Objektsprache. Da hier die Determiniertheit eines Namens
oder eines Pridikats, wie wir im Abschnitt 7.5 gesehen haben, auch von
auflersprachlichen Tatsachen abhingen kann - Wie lautet im Fall des
»Ligners* der 537. Satz dieses Buches, was steht im Fall der Antino-
mie von Berry auf der Tafel? —, kann man hier keine Objektivierbarkeit
unter allen Bedingungen verlangen. Hier zeigt sich die Relevanz von
Logiken, die nicht auf dem Prinzip vom Ausgeschlossenen Dritten be-
ruhen. Unter normalen Bedingungen, in denen eben niemand behaup-
tet ,Dieser Satz ist falsch®, in denen der Autor nicht die Falschheit ei-
nes seiner Sitze behauptet und niemand eine Tafel in Finslerscher
Weise beschreibt, besteht jedenfalls Objektivierbarkeit. Anders in der
Klassenlogik: Hier geht es darum, die logischen Regeln nicht so zu for-
mulieren, dafl sie selbst indeterminierte Terme und Sitze erzeugen. Da-
her benétigt man eine Version dieser Logik, die mit dem tertium non da-
tur vertraglich ist, und die nichtklassischen Systeme miissen Abschwi-
chungen dieser Version sein.

Unser Fazit ist also nicht, dafl wir minimale und direkte Logik ver-
gessen konnen, sondern daf} in ihnen die logischen Regeln als solche
mit dem tertium non datur vertriglich sein miissen, dafl sie also eine
Deutung der Sprache liefern miissen, die in manchen Welten objekti-
vierbar ist, und das erreicht man, wenn die Klasse m im Sinn der axio-
matischen Mengenlehre gedeutet wird.

Geht man von einer Deutung der Sprache durch Wahrheitsregeln
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aus, so ist die generelle Annahme des tertium non datur, wie wir im Ab-
schnitt 3.4 sahen, nicht gerechtfertigt. Wihrend man in der Pridikaten-
und Typenlogik die generelle Annahme aus der speziellen Annahme ab-
leiten kann, alle Primformeln seien wahr oder falsch, gelingt das in der
K. L. nicht. Hier ist das unbeschrinkte tertium non datur nur mit den
semantischen Regeln wvertrdglich. Seine Annahme ist also eine Fiktion:
Man kann so tun, als sei jeder Satz wahr oder falsch, obwohl fiir viele
Sitze A weder A selbst noch — A beweisbar ist, obwohl es also nach
den Regeln des Systems tatsichlich indeterminierte Sitze gibt. Von ei-
nem konstruktiven oder konzeptualistischen Standpunkt, nach dem die
Sitze der Klassenlogik keine objektiven Sachverhalte darstellen, die
unabhingig von unseren Festlegungen entweder bestehen oder nicht
bestehen, sondern nur durch die Regeln der Sprache Wahrheitswerte
erhalten, ist also hier nicht die klassische, sondern nur die direkte Lo-
gik angemessen.
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Symbole, Abkiirzungen, Kalkiile

Symbole der Objektsprache

Symbole, Abkirzungen, Kalkiile

(Sie werden auch als metasprachliche Symbole verwendet.)

A

i)

\

A

A%

V!

L

U

+

L

A

€

A

(-

|

N

U

N

\%

{Sl, N Sn}
(Sts« -« Sp)
(Sl) LIRS Sn)

*gCoRI IO

Negation 1

Konjunktion 1

Implikation 1, 30f.
Adjunktion 1

Aquivalenz 1

Alloperator 80
Existenzoperator 81

Es gibt genau ein 138
Starke Implikation 46
Starke Aquivalenz 46
Identitat 128, 169
Ungleichheit 128
Kennzeichnungsoperator  137f.
Klassenoperator 149, 168
Elementschaft 149, 168
Nullklasse 210

Inklusion 210

Vereinigung 210
Durchschnitt 210

Grofle Vereinigung 210
Grofler Durchschnitt 210
Komplement 210
Klassensubtraktion 210
Allklasse 210

Klasse der s, ..., s, 210
n-tupel der sy, ..., s, 169f, 210
vgl. {sgy. .0y S0
Definitionsbereich 214
Fundiertheit 216
Funktionswert 214
Funktion 214
Potenzmenge 210
Relation 214
Nacheindeutigkeit 214
Wertevorrat 214
Cartesisches Produkt 214
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Symbole der Metasprache

~

b

ST

v BT
|

—

]

[AJS
Un
8P

&M
w

f
u
CV)

Abkiirzungen

A. L.
a. l.
AV
FK
FR
FRS
FV
gdw.
GK
GV
HF
HPF
I. L.
1L

V.
L.
l.

ZF R

BF
K
. L.
.

T O
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Falschheit 2

Sequenzenpfeil 5, 33

Konjunktion von S-T, T-S, ~S» ~T,
~T-~S 9,38

Ableitbarkeit 2f.

13, 42, 62, 99

Extension (fiir Interpretationen und Bewer-
tungen) 26, 93

Andeutung bestimmter Vorkommnisse eines
Ausdrucks 80

s-Beschrankung von A 215

n-te Cartesische Potenz von U 88
pridikatenlogischer Grad 152

typenlogischer Grad 152

Das Wahre 25

Das Falsche 25

Indeterminiertheit 25

V ist eine totale Interpretation bzw. Bewer-
tung 27,51

Aussagenlogik
aussagenlogisch
Ausgezeichnete(s) Vorkommnis(se) 174
Funktionskonstante(n)
Formelreihe 64
Formelreihen-Satz 69
Formelvorkommnis
genau dann, wenn
Gegenstandskonstante(n)
Gegenstandsvariable(n)
Hinterformel (einer Sequenz)
Hauptformel 12
Identititslogik
identititslogisch
Induktionsvoraussetzung
Klassenlogik
klassenlogisch
Nebenformel 12
Pridikatkonstante(n)
Pridikatenlogik
pridikatenlogisch
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SK
SM
SQ
SS
T. L.
t. L.
UA

UFV
VF

Kalkiile
DA

DAO, DA1, DA1, DA2

DK1
DK2
DK3

DP
DP,

DP1, DP1°
DP1*
DP1,

DP1*

KK*
KK1

KP

Symbole, Abkiirzungen, Kalkiile

Satzkonstante(n)

Satzmenge(n)

Sequenz(en) 5

Sequenzen-Satz (bzw. Sequenzen-Sitze) 23
Typenlogik

typenlogisch

Unterausdruck 152
Unterformelvorkommnis 174
Vorderformel (einer Sequenz)

Satzkalkiil der direkten Aussagenlogik 2.3
Sequenzenkalkiile der direkten Aussagenlo-
gik 2.2,2.3

Sequenzenkalkiil der direkten Klassenlogik
iiber der Sprache K° 11.1, 11.2
Sequenzenkalkiil der direkten Klassenlogik
iiber der Sprache K 11.3

Sequenzenkalkiil der freien direkten Klassen-
logik 11.4

Satzkalkiil der direkten Pridikatenlogik 5.1
Satzkalkiil der direkten Pridikatenlogik mit
Identitit 7.2

Sequenzenkalkiile der direkten Pridikatenlo-
gik 5.1,5.2

Sequenzenkalkiil der freien direkten Pradika-
tenlogik 7.1

Sequenzenkalkiil der direkten Pridikatenlo-
gik mit Identitit 7.2

Sequenzenkalkiil der freien direkten Pradika-
tenlogik mit Identitit 7.2

Kalkiil der R-Formeln 2.1

Satzkalkiil der klassischen Aussagenlo-
gik 3.1

Sequenzenkalkiile der klassischen Aussagen-
logik 3.1, 3.2

Formelreithenkalkiil der klassischen Aussa-
genlogik 3.2

Satzkalkiil der klassischen freien Mengen-
lehre 12.1

Sequenzenkalkiil ~der naiven Mengen-
lehre 9.2

Satzkalkiil der klassischen Pridikatenlo-
gik 6.1
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KP,

KP1, KP2

KP3

KP1,

KT
KT1, KT2

KT3

MA1, MA2
MK1, MK2
MK 1%, MK2*
MP1

MP1,

MP1*

PA
PA1

S

ZFF
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Satzkalkiil der klassischen Pridikatenlogik
mit Identtit 7.2

Sequenzenkalkiile der klassischen Pridika-
tenlogik 6.1

Formelreihenkalkiil der klassischen Pridika-
tenlogik 6.2

Sequenzenkalkiil der klassischen Pridikaten-
logik mit Identtit 7.2

Satzkalkiil der klassischen Typenlogik 8.3
Sequenzenkalkiile der klassischen Typenlo-
gik 8.3

Formelreihenkalkiil der klassischen Typenlo-
gik 8.3

Sequenzenkalkiile der minimalen Aussagen-
logik 1.3,1.4,1.5

Sequenzenkalkiile der minimalen Klassenlo-
gik 10.1

Sequenzenkalkiile der freien minimalen Klas-
senlogik  10.3

Sequenzenkalkiil der minimalen Pridikaten-
logik 4.2,4.3

Sequenzenkalkiil der minimalen Pridikaten-
logik mit Idenutit 7.2

Sequenzenkalkiil der freien minimalen Pridi-
katenlogik 7.1

Satzkalkiil der positiven Aussagenlogik 3.3
Sequenzenkalkiil der positiven Aussagenlo-
gik 3.3

Satzkalkiill der axiomatischen Mengen-
lehre 12.2

Satzkalkiil der axiomatischen Mengen-
lehre 12.3

Sequenzen- und Formelreihenkalkiile

Axiome

D

1,12

3%, 14%

K1-K3

RF, RF

TND, TND®

WS, WS, WS+, WS°

64

130

135f., 208
140

5,22, 63,101
59, 191

6, 22, 101



234

Regeln

HK

HT

HV

TR, TR+, TR+',. .
VK

VT

\'a%

WS, WS+
HN1-VN2
HK1-VK2, VK1, HK2
HD1-HD2
HI1-VI2
HG1-VG2
HA1-VA2
HA1#-VA2*

U1, U2, UAL, UA2
UAT1*, UA2¥

HM1-VM2
HM1#-VM2*
HM1°-VM2°

K) Kl) KZ) Kl: KZ
T,K,V,S, S+

N1, N2
K1, K2

A1, A2
M1, M2

HN, VN

Satzkalkiile
Axiome

Al-All
Al2
Al13, Al4

Symbole, Abkiirzungen, Kalkiile

Hintere Kontraktion 12, 63

Hintere Vertauschung 12, 63

Hintere Verdinnung 5, 12, 63
Schnittregeln 5, 12, 14, 63, 174

Vordere Kontraktion 5, 12, 63

Vordere Vertauschung 5, 12, 63

Vordere Verdiinnung 5, 12, 63

Schnittregel fir DK2 201

Negationsregeln 6, 12

Konjunktionsregeln 6, 12, 174
Adjunktionsregeln 6, 12, 71
Implikationsregeln 40, 42

Regeln fiir R-Formeln  34f.

Allregeln 82

Allregeln der freien Logik 124

Regeln der unendlichen Induktion 143, 172
Regeln der unendlichen Induktion der freien
Logk 189

Abstraktionsregeln 161, 169
Abstraktionsregeln der freien Logik 189
Abstraktionsregeln fir die direkte Klassenlo-

gik tber der Sprache K° 195

Klassische Regeln 59, 74

Strukturregeln fur Formelreihenkal-
kille 64

Negationsregeln fur Formelreihenkal-
kile 64

Konjunktionsregeln  fir =~ Formelreihenkal-
kile 64

Allregeln fiir Formelreihenkalkile 116
Abstraktionsregeln  fir ~ Formelreihenkal-
kile 162

Negationsregeln fiir positive und intuitioni-

stische Logik und KA2 63

441,
61
71



Symbole, Abkiirzungen, Kalkiile

A15

Alé6, Al7
A16*, A17%
A18-A20
A21

al-al0
all*—al3*
MO0-Mé6, M7*
ml-m7

m8*

Regeln

R1

R2, R3
R2*%, R3*
R2
rl, r2
r.::-}y r::~4

73

98

127

132
162, 169
209¢.
212
2221,
213f.
215

45
98
127
116
209
212
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