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ZUR SEMANTISCHEN BEGRUNDUNG DER KLASSISCHEN
UND DER INTUITIONISTISCHEN LOGIK

FRANZ von KUTSCHERA

Die Arbeit geht aus von der klassischen Semantik nach Bolzano und
Tarski, die sich auf den Interpretationsbegriff aufbaut, und vollzieht den
Ubergang zu einer einfacheren, #quivalenten Fassung der Semantik, die
sich auf den Bewertungsbegriff stiitzt. Die klassische Logik wird formali-
siert in einem Kalkiil KP des natiirlichen Schliessens in Sequenzenform und
die Adidquatheit dieses Kalkiils bzgl. der Bewertungssemantik wird nach-
gewiesen. Anschliessend wird ein andersartiger Aufbau der Semantik
diskutiert, der auf der Linie der Theorien von P. Lorenzen und H. B. Curry
liegt. Diese Semantik wird in einer klassischen und einer intuitionistischen
Version dargestellt, wobei die klassische Version sich aus der intuitionisti-
schen durch gewisse Zusatzbedingungen gewinnen ldsst. Die Ad#quatheit
von KP bzgl. der klassischen Version wird bewiesen und es wird in
Entsprechung zu KP ein Kalkiil IP aufgebaut, der sich als adiquat bzgl. der
intuitionistischen Version erweist.

1 Die klassische Semantik dev Prddikatenlogik. In diesem Kapitel soll
der Ubergang von der Interpretationssemantik nach Tarski [12]' zur
Bewertungssemantik vollzogen werden mithilfe der normalen Interpre-
tationen. Ein solcher Ubergang empfiehlt sich wegen der grdsseren
Einfachheit der Bewertungssemantik sowohl in theoretischer Hinsicht - ein
Teil der starken mengentheoretischen Voraussetzungen der Interpre-
tationssemantik entfdllt hier - wie in Hinsicht auf den praktischen Vorteil
eines einfacheren Vollstdndigkeitsbeweises fiir die klassische Logik.

1.1 Die Sprache P. Die Objektsprache, die den semantischen Untersu-
chungen im folgenden immer zugrunde gelegt wird, ist die Sprache P der
reinen Pridikatenlogik erster Stufe, die wir wie folgt bestimmen:

Das Alphabet der Sprache P umfasst Hilfszeichen (runde Klammern,
Kommata), die logischen Symbole 1, A, v, D, A, V, Gegenstandsvariable
(kurz: GV) und n-stellige Pr#dikatvariable (PV) iz = 1,2, ...), und zwar
von jeder dieser Kategorien unendlich viele Variablen. Die Menge der GV
sei 8°, die Menge der n-stelligen PV sei 8”. 8 sei die Vereinigung der
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Mengen %’ fiir i = 0,1,... Da wir im folgenden keine konkreten Formeln
von P angeben, werden die Mengen 8’ nicht niher spezifiziert. Alle
auftretenden Buchstabensymbole sind metasprachliche Symbole,

Die Formvegeln fiir P lauten:

1) Wenn F eine n-stellige PV und x,, ...,x» GV von P sind, so ist
F(xy ...,xn) eine (Atom-) Formel von P.

2) Wenn A und B Formeln von P sind, so sind auch T(4), A)A(B), A)v (B),
(A) o (B) Formeln von P,

3) Wenn A eine Formel und x eine GV von P ist, so sind Ax(4) und Vx(A4)
Formeln von P.

Im folgenden lassen wir Klammerzeichen fort, wo der Kontext das erlaubt.

Die Begriffe des freien und gebundenen Vorkommens einer GV in einer
Formel, der freien Einsetzung und freien Umbenennung einer GV seien wie
tiblich definiert’. Um anzudeuten, dass die Formel A die GV x frei ent-
halten kann, schreiben wir auch “A[x]’ statt “A’’. Ist y eine GV, so soll
dann A[y] die Formel sein, die aus A[x] durch freie Einsetzung von y flir
x entsteht. Dabei sind also ggf. vor der Substitution die gebundenen
Variablen y in Quantoren von A[x], in deren Bereich x frei vorkommt, in
passender Weise umzubenennen,

Zur Abkiirzung verwenden wir im folgenden die Ausdriicke ‘‘non’’,
“et?, ‘wel”, ‘‘seq’, ‘“dq’’, “0’°, “E’ fiir ‘‘nicht’’, ‘‘und’’, ‘‘oder’’,
““wenn, dann’’, ‘‘genau dann, wenn’’, ‘‘alle’’, ‘‘einige’’ und die Symbole
‘g ¢A” fir Elementschaftsrelation und Klassenabstraktion. <a1, cees a,,>
sei das geordnete n-tupel aus a,, . .. ,an.

1.2 Normale Interpretationen

1.2.1 Als Interpretation © Uber dem (nichtleeren) Objektbereich y be-
zeichnen wir eine Folge einstelliger Funktionen ©' ©° ©*” (n=1, 2, ..)
fur die gilt:

’

a) ©* bildet B° ab in v,
b) 6% bildet 8” ab in die Menge der n-stelligen Relationen tiber vy,
c¢) ©' bildet die Menge der Formeln von P so in die Menge der Wahrheits-
werte {w,t} ab (‘“‘w’’ stehe fiir das Wahre, “!’’ fiir das Falsche), dass
gilt:
cl) ©'(F(x, .. ,xa) =t ag (& (x), ...,0%,)) e0°" (F)
c2) ©'(~1A)=1m ig OY(A) =t
c3) ©'(ArB)=1 8g ©'(A) =t et ©'(B) =1
c4) ©'(AvB)=1m dg ©'(A) = vel ©'(B) =1
c5) ©'(ADB)= 1w #tg ©'(A) =1 vel ©'(B) =
c6) ©'(AxA[x]) =m dg 0O(© = © seq ©' A[x]) = )
c7) ©'(VxA[x]) = 1w 2q ESO 5 © et ' (A 4]) = v).

1

Dabei bedeute ‘‘© s ©”, dass die Interpretationen ©, © bis auf hdchstens
die Werte ©%(x) und ©*(x) iibereinstimmen.
Wir lassen im folgenden die Indices in “©'’, <“©%"?’ etc. oft weg.



22 FRANZ von KUTSCHERA

Man sieht leicht ein: wenn die Funktionen ©°, ©°” auf 8 definiert sind,
so ist ©! fiir alle Formeln von P definiert durch die Bedingungen (c).

1.2.2 Es sei B, eine Teilmenge von 8. Dann nennen wir zwei Interpre-
tationen ©,, O, Bo-dquivalent, wenn fiir alle Formeln A, die nur freie
Variablen aus B, enthalten, gilt: ©,(4) = 6,(A).

1.2.3 Wenn O,, ©, liber dem gleichen Objektbereich definiert sind und B,
Teilmenge von B ist und es gilt: Ox(x€B, seq ©,(x) = 6,()), sowsind O,, O,
Bo-Hquivalent,

Den Beweis hierzu fiilhrt man durch Induktion nach dem Grad der
Formeln A. Als Grad einer Formel bezeichnet man die Anzahl der
Vorkommnisse von logischen Operatoren in A. - Die Induktionsbasis ist
nach (el) trivial, Im Induktionsschritt greifen wir nur einen Fall heraus:
Die Behauptung des Satzes sei bewiesen fur alle Formeln A vom Grad < =»
und alle Mengen 8,. AxB[x] sei eine Formel vom Grad 7, die nur freie
Variablen aus 8, enthdlt. Dann gilt:

©,(AxB[x]) =m #2g 06,(6, z O, seq 6.(B[x]) = w) (I
2q 06,(6; s 6, seq 6,(B[x]) = m) (I

Aus (I) folgt (II), sonst wire (I) wahr und es gibe ein ©,, so dass 6, z 6,
und 6,(B[x])= . Wir kbnnten dann ein O, so definieren, dass gilt: 6, z ©,
et ©,(x) = 6,(x) (II. Dann wilrde gelten: ©, und ©,, 6, und ©,, O, und 6,
ordnen den Variablen aus 8, - {x} die gleichen Werte zu ({x} sei die
Einermenge aus x). Wegen (III) ordnen also ©, und ©, den Variablen aus
Bou{x} die gleichen Werte zu (das Zeichen ‘‘-’’ symbolisiere die Mengen-
subtraktion, ‘‘y’’ die Mengenvereinigung). Nach Induktionsvoraussetzung
wilirde dann gelten: ©,(B[x]) = 6,(B[x]) = | — im Widerspruch zur Annahme,
(I) sei wahr. Ebenso sieht man: (II) seq (I). Endlich gilt: (II) dq
6,(AxB[x]) = .

Aus 1.2.3 folgt, dass der Wert ©(A) einer Interpretation © fiir eine
Formel A nur abhingt von den Werten von © fiir die freien Variablen von
A und vom Objektbereich von ©. Insbesondere #ndert sich also durch freie
Umbenennung der gebundenen Variablen von A nichts an diesem Wert.

1.2.4 Wir nennen eine Interpretation © normal, wenn fiir alle Formeln der
Gestalt AxA[x], bzw. VxA[x] gilt:

O(AxA[x]) = I seq Ey(ye® et ©A[y])=1), bzw.
O(VxA[x]) = v seq Ey(yen°® et O(A[y]) = n).2
Es gilt nun der Satz:
1.2.5 Zu jeder Interpretation © und jeder Menge B, von GV, fir die B°- 3,

unendlich ist, gibt es eine RB,'-dquivalente normale Interpretation OF, wo
Bo' = (B - B%)UB, sei.

Beweis: Wir definieren ©% tiber dem gleichen Objektbereich wie © und
setzen:

1) ©*(x) =O(x) fiir alle x aus B,'. Dann sind ©, ©F nach 1.2.3 B,'-4quivalent.



ZUR SEMANTISCHEN BEGRUNDUNG 23

8y.1, B1.2, B2.1, D22, . . . S€i eine Zerlegung von $8°-B, in abzXhlbar un-
endlich viele abzihlbar unendliche disjunkte Teilklassen. zi. e (4,k=1,2, ...;
1=1,2) durchlaufe fiir k=1,2, ... die Elemente von %;, Es seien
/\x}e,lAi,l[xi,l] fir 2 =1,2,... die Allformeln, die hdchstens freie GV aus
B, enthalten und denen ©% nach der Bestimmung (1) den Wert | zuordnet®.
Und es seien Vx}.,Aj o[x}..] die Existenzformeln, die hdchstens freie GV
aus B, enthalten und denen ©% nach (1) den Wert v zuordnet. Wenn wir nun
X%.y frei umbenennen in z} ,, so #ndert sich nach 1.2.3 nichts an dem
Wahrheitswert dieser Formeln. Nach 1.2.1 gibt es dann zu jeder dieser
Formeln eine Interpretation ©},,, bzw. ©j ,, so dass gilt 0} ,(A} i[2}..1])=t,
bzw. ©% (A} 2[zk.2])= 1, wobei ©} , mit ©* tibereinstimmt fir alle freien
Variablen in diesen Formeln bis auf htchstens z} ;. Wir setzen:

2) O+(2%.4)= e}z.l(zi_g). Dann ist ©F normal bzgl. aller Formeln, die nur
freie GV aus 8, enthalten, da nach 1.2.3 gilt:

O+(Ak.glzk.4]) = O} g(A;é.n[th.z] ).

Im ({+1) - ten Schritt der Definition von ©% betrachten wir die Formeln
/\x;e 1AL, 1[xk 1), bzw. ka zAk z[xk 2), die nur freie GV aus den Mengen B,
By.1, 812, ..., B;_1,1, B;_1.» enthalten und mindestens eine freie GV aus
8;_,., oder %,_,, und denen 6+ nach den Bestxmmungen (1) bis (i) den Wert
f, bzw. » zuordnet. Die xk ¢ werden fre1 in 2% .2 umbenannt in diesen
Formeln. Es gibt dann Interpretationen ek 1, die mit ©% fiir alle freien
Variablen in A} [z} ,] bis auf hdchstens z}_, ibereinstimmen, und fiir die
gilt:

92.1(141%,,1[22.1]): f, bzw. ei.z(Ai.z[zi,z])z o,
Wir setzen:
i+1) 0%(zi.0) = O4.(2k.0) -

Legt man ©t in dieser Weise fiir alle GV fest, so ist ©* normal, da es fiir
jede falsche All-bzw. fiir jede wahr Existenzformel eine Zahl m gibt,
so dass alle freien GV der Formel den Mengen By, . . ., 8n -1 > angehdren
und mindestens eine freie GV der Menge 8, ._,,, oder 8,-,, angehort.
Dann ist aber die Normalitit von 6+ bzgl. dieser Formeln durch die
Bestimmungen (1) bis (m + 1) sichergestellt.

Um die Bedeutung des Satzes 1.2.5 zu beleuchten, wollen wir ihn bentitzen
fiir einen einfachen Beweis des Satzes von Léwenheim in der Form:

1.2.6 Zu jeder Interpretation © und jeder Menge B, von GV der in 1.2.5
angegebenen Art gibt es eine Bo-dquivalente Intevpretation O* Uber einem
abzdthlbayren Objektbereich.

Beweis: Nach 1.2.5 gibt es zu © eine o-Hquivalente normale Interpretation
O+, Wir definieren ©* iiber dem Wertevorrat y der Funktion ©* und
setzen: ©*(x) = ©+(x) fur alle x aus 8o, und ©***"(F) = Ot*"(F)Ny" (1" sei
die n-te Cartesische Potenz von y). ©%* ist dann iiber einem abzihlbaren
Objektbereich definiert und es gilt:



24 FRANZ von KUTSCHERA

I) ©6* (A) = ©+(4A) fir alle Formeln A, also gilt auch ©*(4) = ©(A) fur alle
Formeln, die nur freie GV aus 8, enthalten.

Die Behauptung (I) beweist man durch Induktion nach dem Grad der
Formeln A. Die Induktionsbasis erh#lt man direkt aus der Definition von
©* und 1.2.1 (cl). Fiir den Induktionsschritt betrachten wir nur den
folgenden Fall: (I) sei bewiesen flir alle Formeln vom Grad <=, AxB [x]
sei vom Grad n. Es gilt:

o+ (AxB[x]) = m seq 06" (B* 5 ©6* seq 6 (B[x]) = m) (I
seq 0 8* (6* ; ©6* seq ©* (B[x]) = 1) (1

Andernfalls wire (II) wahr und es gibe ein ©* so dass ©O* = O*et
©*(B[x]) =f. Nach Festlegung von y gibe es dann eine GV y, so dass
©%*(y) = ©*%(x). Nach 1.2.3 wiirde dann gelten ©*(B[y]) =1, also nach
Induktionsvoraussetzung ©*(B[y]) =f, im Widerspruch zur Annahme, (II)
sei wahr. Ferner gilt: (III) seq ©*(AxB[x]) = v, und

O+(AxB[x]) =1 seq Ey(ye®® et ©+(B[y]) = 1), da ©* normal ist
seq Ey(y e2° et ©*¥(B[v]) =), nach Induktionsvoraussetzung
seq E6*(©* 5 6% et ©6%(B[y]) = 1) (man setze ©* = ©6%)
seq ©*(AyB[y]) = 1
seq ©%(AxB[x]) =t, nach1.2.3°,

1.3 Bewertungen

1.3.1 Als Bewertung bezeichnen wir eine einstellige Funktion & die die
Formeln von P so in die Menge {w,} abbildet, dass gilt:

a) #(1A)=mw 2g ®(A) =T,

b) ®(AAB)=mw ttq ®(A)=w et $(B) = 1,

¢) ¥(AvB)=w 8q ®(A) =1 vel &(B)=n,

d) #(A>B)=1m 8q ®(A) =1 vel ®(B)= w,

e) ®(AxA[x]) = 1w ag 0y(y ex°® seq &(A[y)]) = »),
f) ®(VxA[x]) =t 2g Ey(y e 8° et ®(A[y]) = ).

Man sieht leicht ein, dass eine Bewertung nach diesen Bedingungen fiir
alle Formeln definiert ist, wenn sie flir alle Atomformeln definiert ist, und
dass jede beliebige Belegung der Atomformeln mit Wahrheitswerten eine
Bewertung definiert. Wihrend durch Interpretationen primir die GV (im
Sinne von Eigennamen) und die PV (im Sinne von Priddikaten) gedeutet
wurden, werden durch Bewertungen nur Formeln gedeutet.

Angesichts der Verschiedenheit der Klauseln 1.2.1 (c6), (c7) und 1.3.1
(e), (f) ist eine Entsprechung zwischen Bewertungen und Interpretationen
nicht ohne weiteres offenbar. Sie wird durch folgenden Satz hergestellt:

1.3.2 Zu jeder novmalen Interpretation © gibt es eine dquivalente Be-
wertung & (dh. eine Bewertung, die allen Formeln den gleichen Wahrheits-
wert zuordnet wie ©), und umgekehrt.

Beweis: a) © sei vorgegeben. Wir definieren  durch die Festsetzung:
I)®(A) = ©(A) fur alle Atomformeln A,
und zeigen durch Induktion nach dem Grad der Formeln A
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II) &(A) = ©(A) fir alle Formeln A,

Der Beweis ist trivial, in den pr#dikatenlogischen F#llen des Induktions-
schrittes muss man die Normalit#t von © benlitzen.

b) & sei vorgegeben. y sei ein abz#hlbar unendlicher Objektbereich. Wir
wihlen fiir ©° irgendeine eineindeutige Abbildung von $° auf v und setzen:

O™ MF) = A2Exy, . . ,%a(%), . . , %%’ et 2 = (OP(xy), . . ,E%(x,))
et & (F(xy, .. ,%,) =)

fir alle F aus $”. Dann gilt wieder (II).
Induktionsbasis:

O(F (%1, . . ,%n)) =0 dg (O(x1), . . ,O(x,)) €O(F)

44 Eyy, .., 9,01, . .90 8 8% et (O(x), . . ,0(x,)) = (O(y1), . .,0(3,))
et d (F(yl, .. ;yﬂ)) =m)

d4qg ®(F(xi, .. ,xs)) =w, da ©* eineindeutig ist.

Es sei (II) bewiesen fiir alle Formeln A vom Grad < u, Wir greifen nur
einen Fall heraus: AxA[x] sei vom Grad x. Dann gilt:

O(AxA[x]) =w g 08(0 5 © seq O(A[x]) = m) (Im
dq 0y(yen® seq O(A[y]) = ). av

Aus (III) folgt (IV) trivialerweise. Und sei (IV) wahr, (II) falsch, so gibt es
ein ©, so dass gilt: © 3 © et ©(A[x]) =t. Nach Festsetzung von & gibt es
dann eine GV y,so dass gilt ©(y) =6(x), also nach 1.2.3 6(A[y]) = 6(A[x]) =T,
im Widerspruch zur Annahme, (IV) sei wahr. Ferner ist
(IV) dq Oy(veR® seq ®(A[ ¥]) = m), nach Induktionsvoraussetzung
dq P(AxA[X]) =n.

1.3.3 Als Sequenz (SQ) bezeichnen wir ein geordnetes Paar von Formel-
mengen, von denen eine auch leer sein kann. Die erste Menge nennen wir
Menge der Vorderformeln (VF), die zweite Menge der Hinterformeln (HF).
Seien A,, ..,A, die VF, B;, .. ,B, die HF einer SQ Z, so symbolisieren
wir T durch den Ausdruck ‘““A,, .. ,A, —B,, .. ,B,”.

b

1.3.4 Wir sagen bzgl. einer Interpretation ©, die SQ T sei ein Schluss,
wenn © einer VF von Z den Wert | oder einer HF von X den Wert w
zuordnet. - Wir nennen die SQ einen allgemeingiiltigen Schluss (auch: einen
pridikatenlogischen Schluss), wenn Z bzgl. jeder Interpretation ein Schluss
ist.

Es ist dann — B, ..,B, ein pr#dikatenlogischer Schluss, wenn jede
Interpretation mindestens eine der Formeln B,, ..,B, wahr macht, und
A, ..,A,— ist ein pridikatenlogischer Schluss, wenn jede Interpretation
mindestens eine der Formeln 4,, . . ,A, falsch macht.

Es gilt nun der Satz:

1.3.5 T ist ein pradikatenlogischer Schluss genau dann, wenn jede Be-
wertung, die alle VF von T evfullt (dh. wahr macht), auch mindestens eine
HF von T erfullt.

Definiert man also die pr#dikatenlogischen Schliisse in Entsprechung zu
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1.3.4 unter Bezugnahme auf Bewertungen, so zeichnet man die gleiche
Menge von SQ aus wie durch 1.3.4.

Der Beweis flir 1.3.5 ergibt sich unmittelbar aus den S#tzen 1.2.5 und
1.3.2. Wir kdnnen annehmen, dass die SQ Z nur freie GV aus einer Menge
8, enthilt, die der Bedingung des Satzes 1.2.5 geniigt. Ist nun Z kein
pridikatenlogischer Schluss, so gibt es eine Interpretation, die alle VF von
T erfiillt, aber keine HF von Z. Dann gibt es nach 1.2.5 eine 8,-4quivalente
normale Interpretation und nach 1.3.2 eine #quivalente Bewertung, die das
gleiche leistet. Und gibt es umgekehrt eine Bewertung, die alle VF von T
erfiilllt, aber keine HF, so gibt es nach 1.3.2 eine Interpretation, die das
gleiche leistet.®

Im Hinblick auf 1.3.5 kann man also behaupten, dass die Bewertungs-
semantik bzgl. der {iberlicherweise als grundlegender angesehenen In-
terpretationssemantik adiquat ist. Bevor wir im 3. Kapitel eine noch
einfachere Version der pr#dikatenlogischen Semantik angeben, soll im
nichsten Kapitel zunfichst ein vollstindiger und widerspruchsfreier Kalkiil
der klassischen Logik angegeben werden, an dem sich die Brauchbarkeit
der Bewertungssemantik erweist.

2 Der Kalkiil KP. Wir wollen in diesem Kapitel zuerst den Kalkiill KP
aufbauen, dann die Konstruktionsgedanken diskutieren, die ihm zugrunde
liegen und ihn endlich als adiquat bzgl. der Bewertungssemantik - und damit
wegen 1.3.5 auch als adidquat bzgl. der Interpretationssemantik erweisen.

2.1 Definitionen

2.1.1 Ein Sequenzen-Satz (SS) ist eine Kollektion von einer oder mehreren
SQ, die wir als seine Konstituenten bezeichnen. Wir notieren S§, indem wir
ihre Konstituenten durch das Zeichen ‘‘;’’ getrennt anschreiben.

2.1.2 Wir nennen eine SQ T geschlossen, wenn mindestens eine VF von T
auch als HF von Z auftritt. - Ein SS ist geschlossen, wenn alle seine
Konstituenten geschlossen sind.

2.1.3 Wir sagen, eine Bewertung & erfulle die SQ Z, wenn & alle VF von Z
erfiillt, aber keine HF von Z. & erfiillt einen SS Z', wenn & einen Konsti-
tuenten von Z' erfiillt,

Demnach ist ein geschlossener S$ nicht erfiillbar. Und es gilt:

2.1.4 Eine SQ Z ist evfullbar genau dann, wenn Sie kein pradikatenlogischer
Schluss ist.

Das folgt direkt aus 1.3.5 und 2.1.3.

2.1.5 Ein SS I heisse unmittelbare Folge (UF) eines SS Z' wenn Z durch
einmalige Anwendung einer Deduktionsregel von KP aus Z' hervorgeht.
2.1.6 Eine Herleitung aus einer SQ T in KP ist eine Folge von SS, deren
erstes Glied Z ist und deren simtliche Ubrigen Glieder UF des ihnen in der
Folge unmittelbar vorhergehenden Gliedes sind.

2.1.7T Wir nennen eine Herleitung geschlossen, wenn sie einen geschlos-
senen SS enthidlt. Eine geschlossene Herleitung aus einer SQ Z nennen wir
einen Beweis fur Z in KP.

2.1.8 Ein Faden einer Herleitung $ aus Z ist eine Folge von SQ, die aus
jedem 8§ von 9 genau einen Konstituenten enthilt, und zwar einen solchen
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Konstituenten, dass simtliche Glieder der Folge ausser dem ersten (Z) UF
oder Konstituenten von UF des ihnen in der Folge unmittelbar vorherge-
henden Gliedes sind - oder aber mit diesem identisch.

2.1.9 Wir nennen eine Herleitung % vollsténdig, wenn fiir alle Fiiden § von
© gilt: § enthilt eine geschlossene SQ (wir sagen auch: § ist geschlossen)
oder jede nichtatomare VF und jede nichtatomare HF einer SQ von § tritt
in einer SQ von § als Hauptformel auf. (Der Ausdruck ‘‘Hauptformel wird
in 2.2 erklirt.)

Bei der Beschreibung von Herleitungen ist es meist giinstiger, tiber
konkrete Formelvorkommnisse zu sprechen, iiber SQ-Inschriften, Her-
leitungen als graphische Figuren etc. als liber die vorstehend definierten
abstrakten Gebilde. Da die genauen Unterscheidungen hierzu aber ebenso
terminologisch langwierig wie der Sache nach einfach sind, wollen wir uns
von ihnen dispensieren und, wo der Kontext das erlaubt, z.B. unter
‘‘Herleitung’’ einmal eine konkrete Figur, einmal das in 2.1.6 definierte
Abstractum verstehen.

2.2 Die Deduktionsregeln von KP. Wir geben fiir jeden logischen Operator
eine Regel der vorderen und der hinteren Beseitigung an. In diesem Sinn
sind die Abkiirzungen VN (Regel der vorderen Negationsbeseitigung), HN
(Regel der hinteren Negationsbeseitigung) etc. zu verstehen.

A

“A—-T; Z HN: A—1AT; T
A

QDA AT 2 A A— AT T

)

VN:

’

Erljuterung: Der SS iiber dem Strich stellt die Primisse, der unter dem
die Conclusio dar. Z steht flir einen unspezifizierten SS, der auch leer sein
kann. A, T stehen flir unspezifizierte Formelreihen, die auch leer sein
kdnnen. Die spezifizierte SQ der Primisse nennen wir Haupi-SQ der
Regelanwendung, die spezifizierte(n) SQ(en) der Conclusio Neben-SQ. Die
spezifizierte Formel der Haupt-SQ ist die Haupiformel, die von der Haupt-
formel verschiedenen spezifizierten Formeln der Conclusio sind die
Nebenformeln. Die Unterstreichung der Hauptformel in der Conclusio soll
andeuten, dass auf dieses Formelvorkommnis im weiteren Verlauf der
Herleitung Deduktionsregeln nicht mehr angewendet werden sollen’.

A, AnB—T; Z A— AAB T;Z

VK: :
K A ArB,AB—T; 2 WK A 4B T, 2-B,A7 B, .2
VD: A, AvB—-T;Z HD: A—AvB,T;Z
AAvB,A—-T;A,Av B, B—T;Z A—A,B,AvB,T;Z
. A ADB—-T; 2 HI: A—ADB T;Z
"AADB—AT; AADB,B—T;Z " A A—ADB,B, T;Z

VA: A, ANxA[x]—>T; 2
T A, AxA[x], A[yi], - . LAlyn] =T 2

Dabei seien y,, .. ,y, genau die GV, die in den Formeln der Haupt-SQ
frei vorkommen. Kommt in diesen Formeln keine GV frei vor, so ist
=1 undy, beliebig zu wihlen.
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A — AxA[x],T; =
A,By[y], . . ,Bs[y] = A[¥], Cu[y], . . ,Ci[¥], AxA[x], T; Z

Dabei sei y eine GV, die in der Haupt-SQ nicht frei vorkommt. Die
B;[y] (i=1, . . ,s) seien diejenigen Formeln, zu denen in A eine Formel der
Gestalt A zB;[z] auftritt. Die Cp[y] (=1, .. ) seien diejenigen Formeln,
zu denen in I eine Formel der Gestalt VzC,[z] auftritt. (Es ist dabei
wesentlich, dass diese All-,bzw. Existenzformeln in A, bzw. I unter-
strichen sind.)

HA:

A, VxA[x]—T; %

VE:
A, VxAlx], Aly], Bi[y], . . ,Bs[¥] = Cu[¥], . . ,C[y],T; Z
Dabei seien die y, B;, Cx wie fiir HA gew#hlt.

HE A— VxA[x],T; =

TA— A[yi], .. ,A[¥.], VXA[x], T; Z
Dabei seien die y,, . . ,y, wie flir VA gewihlt.

2.3 Die Konstruktionsgedanken flir den Kalkiil KP

Der Kalklll KP, dessen Deduktionsbegriff durch 2.1 und 2.2 festgelegt
ist, ist ein Kalkill des natiirlichen Schliessens in Sequenzenform. Solche
Kalkitle hat zuerst Gentzen in [4] entworfen. Unser Kalkiil ist eine Formali-
sierung der Tableaux-Methode, die Beth zusammenfassend in [1] dar-
gestellt hat. Dass in KP nicht wie Uiblich SQ aus SQ, sondern SS aus SS$
hergeleitet werden, hat den Zweck, die Beschreibung der Herleitungen
einfacher zu gestalten: anstatt auf dem Kopf stehende stammbaumartige
Gebilde sind Herleitungen in KP lineare Folgen.

Der wesentliche Vorzug von KP besteht nun in zwei Punkten:
1) Der Kalkiil lisst sich auffassen als eine Formalisierung der Bewertungs-
semantik: Die Bedingungen 1.3.1 lassen sich im Hinblick auf 2.1.3 auch so
formulieren, dass man sagt:
® erflillt die SQ A, 1 A— T genau dann, wenn & die SQ A — A, T" erfillt; &
erfilllt die SQ A - Aa B, T genau dann, wenn ® den SS A — A, I'; A—B,T
erfillt, usw. (Wir werden diese Uberlegungen beim Beweis der Adiquatheit
von KP genauer ausftthren.) Dann sind UF im Sinne der Deduktionsregeln
auch unmittelbare semantische Folgerungen und es steht so zu erwarten,
dass sich die Addquatheit von KP sehr einfach beweisen l4sst.
2) Man hitte die Semantik nun auch so formalisieren kdnnen, dass man
einen Beweis fiir eine SQ T so aufbaut, dass man ausgeht von geschlossenen
SQ als Axiomen und Z als Endglied der Herleitung gewinnt. Eine
Herleitung aus Z in KP stellt sich demgegeniiber dar als der systematische
Versuch, eine Bewertung zu konstruieren, die T erfiillt, die also zeigt, dass
Z kein priddikatenlogischer Schluss ist. In diesem Sinn versucht man bei
der Konstruktion einer Herleitung aus T mithilfe der rein zerlegenden
Regeln eine SQ zu gewinnen, die nur Atomformeln enth#lt und nicht
geschlossen ist, und die eine solche Bewertung definiert (vgl. den Voll-
stindigkeitsbeweis flir KP).

Dieses Vorgehen hat den grossen praktischen Nutzen, dass sich jede
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Herleitung rein mechanisch gewinnen ldsst: Zu jedem pridikatenlogischen
Schluss lidsst sich in KP auf rein mechanischem Weg ein Beweis finden, so
dass man also beim Beweisen der sich oft so hinderlich aufdringenden
Abhingigkeit von der Inspiration enthoben ist. Fiir die Aussagenlogik hat
das Beweisverfahren den Charakter eines allgemeinen Entscheidungsver -
fahrens, da hier alle vollstindigen Herleitungen endlich sind. Auch im Fall
der Priadikatenlogik hat man in der Existenz endlicher offener, voll-
stdndiger Herleitungen und in manchen Fillen auch in der Struktur einer
unendlichen Herleitung ein Kriterium fiir die Unbeweisbarkeit von SQ.

2.4 Reguldre Herleitungen. Wir wollen nun zeigen, dass es flir jede
SQ X eine vollstindige Herleitung aus T gibt.

2.4.1 Wir nennen die B;- und Cj-Nebenformeln der Regeln VE, HA
Sekundarformeln (SF) der betreffenden Hauptformeln. Ist A eine SF der
Formel B, so nennen wir auch die Teilformeln von A SF von B®. - Wir sagen
ferner, A sei eine SF vom Rang 0, wenn A keine SF ist, und A sei eine SF
vom Rang n+1, wenn A SF einer SF vom Rang n ist.

2.4.2 Wir nennen eine Herleitung 7egulétr, wenn bei ihrer Konstruktion
Deduktionsregeln auf SF vom Rang # nur dann angewendet werden, wenn
Deduktionsregeln auf SF vom Rang < n nicht mehr an wendbar sind.

2.4.3 Ist $ eine vegulive Hevleitung und bricht $ nicht ab mit einem SS,
dev einen offenen Konstituenten enthilt, auf den noch Deduktionsvegeln
angewendet wevden konnen, so ist § vollstindig. Beweis: 1) Der Abschnitt
von $ von der ersten Regelanwendung auf eine SF vom Rang % (z =0) bis
zur ersten Regelanwendung auf eine SF vom Rang n+1 ist endlich.

L sei die Zeile von §, in deren SQ nur mehr SF vom Rang 7n zur
Regelanwendung offenstehen. Z' sei eine SQ von Z. Dann ist die Summe
der Grade der nichtunterstrichenen Formeln von Z' die nicht SF vom
Rang »n sind, 0. Sei s die Summe der Grade der nichtunterstrichenen SF
vom Rang 7, so erniedrigt sich s bei der Konstruktion einer Herleitung aus
Z' in jedem Schritt, ausser bei Anwendung von VA, HE. Da nur endlich viele
vordere All-und hintere Existenzformeln als SF vom Rang n auftreten Kén-
nen und da die Anzahl der in der Herleitung aus Z' auftretenden freien GV
endlich ist, muss nach endlich vielen Schritten s=0 werden, dh. nach end-
lich vielen Schritten erhalten wir einen SS, in dem nur SF vom Rang n+ I
zur weiteren Regelanwendung offenstehen. Die Herleitung aus Z', in der
Deduktionsregeln nur auf SF vom Rang »n angewendet werden, ist also end-
lich. Das gleiche gilt fiir die tibrigen SQ von Z. Damit ist (1) bewiesen.

2) Nun gibt es fiir jede nichtatomare Formel A eines nicht geschlossenen
Fadens $ von $ eine Zahl », so dass A SF vom Rang » ist. A muss dann
nach Voraussetzung iiber $ wegen (1) nach endlich vielen Deduktionsschritten
in § als Hauptformel auftreten, $ ist vollstindig nach 2.1.9.

Dass nicht jede hinreichend lange Herleitung vollsténdig ist, zeigt das
Beispiel der SQ — VxAy(F(x)va F(y)). Wendet man hier zunfchst die Regel
HE an, und dann ausschliesslich die Regel HA, so erhilt man eine unendlich
lange unvollstindige Herleitung. Die Konstruktion einer reguliren Her-
leitung aus dieser SQ ergibt hingegen nach wenigen Schritten eine geschlos-
sene Herleitung.
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2.5 Die AdHquatheit von KP. Wir wollen nun zeigen, dass der Kalkiil KP
adiquat ist bzgl. der Bewertungssemantik, dh. dass KP widerspruchsfrei
and vollstindig ist in folgendem Sinn:

2.5.1 Wenn die SQ T in KP beweisbar ist, so ist T ein pridikatenlogischer
Schluss.

Beweis: 1) Wenn die Primisse einer Deduktionsregel von KP erfiillbar
ist, so auch die Conclusio.

Es ist zu zeigen: Wenn die Haupt-SQ einer Deduktionsregel erfiillbar ist,
so auch eine der Neben-SQ. Das ergibt sich flir alle Regeln ausser VE, HA
unmittelbar aus den Bedingungen 1.3.1. Greifen wir einen Fall heraus: &
erfiille die Haupt-SQ von HK. Dann gilt ®(4A B) =f, also &(4) =1 vel
®(B) =1 nach 1.3.1 (b). Also erfiillt ¢ eine der beiden Neben-SQ von HK.
Betrachten wir nun die Regel HA: & erfiille die Haupt-SQ, dh. es gelte
®(AxA[x]) =1. Nach 1.3.1 (e) gibt es also eine GV z, so dass gilt $(4[z]) = 1.
Ist z mit der GV y in der Neben-SQ von HA identisch, so gilt auch
®(A[y]) =1. Andernfalls wihlen wir eine eineindeutige Abbildung p von %°
auf sich selbst, die die Menge B, der in den Formeln der Haupt-SQ
auftretenden freien GV identisch auf sich abbildet, und flir die gilt
p(y) = z. Wir definieren dann eine Bewertung &' durch die Festsetzung:
S'(F(xy, . .,%s)) = ®(F(p(xy), . . ,p(xn))), die &' flir alle Atomformeln
fixiert., Man beweist durch Induktion nach dem Grad der Formeln leicht,
dass flir alle Formeln A gilt: ®'(A[x,, . . ,x.]) = ®(A[p(x)), . . ,p(x4)]), wo
X1, . . ,X, die freien GV von A sind. Danach erfiillt auch &' die Haupt-SQ
und es gilt: ®'(A[y]) = ®(A[p(y)]) = ®(A[2]) = I. Ferner gilt '(AzB;[z]) =,
da die Formel AzB;[z] VF der Haupt-SQ ist, also nach 1.3.1 (e)
®"(B;[y]) = m. Und #'(VzC,[z]) =, da die Formel V zC,[z] HF der Haupt-
SQ ist, also nach 1.3.1 (f) ®'(C,[y]) =1. @', bzw. im Fall z =y &, erfullt
also die Neben-SQ von HA.

Ebenso argumentiert man flir die Regel VE.

2) Wire nun Z kein pri#dikatenlogischer Schluss, so wire Z nach 2.1.4
erfiillbar. Nach (1) wire dann auch jeder SS einer Herleitung aus Z erfiill-
bar. Nun gibt es aber nach Voraussetzung eine geschlossene Herleitung aus
Z, die also einen nicht erfiillbaren SS enthilt. Also muss Z ein pridikaten-
logischer Schluss sein.

2.5.2 Wenn Z ein pradikatenlogischey Schluss ist, so ist T in KP beweisbar.
Wir zeigen: Wenn Z nicht beweisbar ist, so ist Z erflillbar. Daraus folgt
mit 2.1.4 und Kontraposition unsere Behauptung.

Z sei nicht beweisbar, dh. alle Herleitungen aus Z sind offen. Nach 2.4
gibt es nun eine vollstindige Herleitung $ aus X, die offen ist. & sei ein
offener Faden von $. B, sei die Menge der GV, die in Atomformeln von §
auftreten. p sei eine Abbildung von %° auf B,,die B, identisch auf B,
abbildet. Dann definieren wir eine Bewertung & durch folgende Festsetz-
ungen:

a) ®(A) = w, wenn A eine Atomformel ist, die in § als VF auftritt,
b) ®(A4) =1, wenn A eine Atomformel ist, die in § als HF auftritt,
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c) ®(A) beliebig, wenn A eine Atomformel mit GV nur aus B, ist, die in §
nicht vorkommt,
d) ®(F(xy, . . ,%s)) = ®(F(p(x,), . .,p(x,))) fir alle PV F und alle x,, .
aus 8%

.« Xn

Wie man leicht durch Induktion nach dem Formelgrad verifiziert, gilt dann
fur alle Formeln A:I) ®(A[x,, . . ,x,]) = @ (A[p(x)), . . ,p(x,)]).

Wir nennen eine Formel A von § wvichtig plazievt, wenn A VF von ist
und es gilt ®(A) = m, oder wenn A HF von & ist und es gilt $(A) = . Es gilt:
II) Wenn eine Formel von Grad = (z > 0) von § falsch plaziert ist, so ist
auch eine Formel vom Grad <n von § falsch plaziert. Das ergibt sich
wieder in einfacher Weise aus den Bedingungen 1.3.1. Wir greifen nur zwei
Fille heraus:

HK: Ax B sei HF von § und es gelte ®(A A B) = w. Dann gilt nach 1.3.1 (b)
auch ®(A) = (B) = m. Da & vollsténdig ist, tritt AaB in § als Hauptformel
der Regel HK auf, also tritt A oder B in § als HF auf und ist dann in §
falsch plaziert.

VA: AxA[x] sei VF von § und es gelte ®(AxA[x]) =f. Dann gibt es nach
1.3.1 (e) eine GV 2z, so dass gilt ®(A[z]) =t. Nach (I) gilt dann auch
®(A[p(2)]) =1, wo p(2) nun eine GV ist, die in Formeln von & frei vor-
kommt. & ist vollstindig, also tritt AxA[x] in & als Hauptformel von VA
auf, so dass in § fiir jede GV y aus 8, die Formel A[y] in § als VF auftritt
(das wird durch die SF B,[y] in HA, VE sichergestellt). Also tritt auch
Alp(2)] in & als VF auf und ist also in § falsch plaziert.

Wire nun eine Formel Grad n > 0 von § falsch plaziert, so nach (II)
auch eine Atomformel von . Nun sind aber nach Definition von & alle
Atomformeln von ¢ richtig plaziert, also sind alle Formeln von § richtig
plaziert. Daher erfiillt & alle SQ von &, insbesondere also auch die
Anfangs-SQ X von .

Damit ist der Satz 2.5.2 bewiesen. Aus ihm ergeben sich nun sofort
die SHtze:

2.5.3 Wenn eine Hevleitung aus einer SQ Z geschlossen ist, so sind alle
vollstindigen Herleitungen aus T geschlossen.

Andernfalls wire X nach 2.5.2 erftillbar, nach 2.5.1 also nicht
beweisbar. Durch Kontraposition erh#lt man:

2.5.4 Wenn eine vollstindige Herleitung aus einer SQ T offen ist, so sind
alle Herleitungen aus % offen.

Es kommt also bei der Konstruktion von Herleitungen auf die Reihen-
folge der Regelanwendungen nicht an, solange man vollstindige Herleitungen
erzeugt. Bleibt man im Rahmen der regulidren Herleitungen, so kann man
also, wie wir oben behauptet haben, fiir jeden pradikatenlogischen Schluss
auf rein mechanischem Weg einen Beweis finden.

3 Die Interpretation von Sequenzen. Whhrend sich eine adiquate Inter-
bretation der intuitionistischen Logik mit der Semantik, die im 1. Kapitel
dieser Arbeit skizziert wurde, nicht durchfihren lisst, soll in diesem
Kapitel eine Semantik aufgebaut werden, in deren Rahmen sich klassische
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und intuitionistische Logik vergleichen lassen. Die folgenden Uberlegungen
liegen auf der Linie der Theorien, die von P. Lorenzen in [10] und von
H. B. Curry in [3] entwickelt worden sind.

3.1 Folgebeziehungen und Systeme. In der Semantik nach 1.2 wurden
primir GV (im Sinne von Eigennamen) und PV (im Sinne von Pridikaten)
gedeutet. Die Deutung der Formeln ergab sich daraus. In der Bewer-
tungssemantik nach 1.3 wurden nur Formeln (im Sinne von S#tzen)
interpretiert. Aus der Interpretation der SHtze ergab sich dann die
Charakterisierung der gilltigen Schliisse. Wir treiben die Abstraktion nun
noch einen Schritt weiter, wenn wir im folgenden nicht Formeln, sondern
nur SQ interpretieren. SQ sollen als Folgebeziehungen gedeutet werden und
Formeln sollen nur im Kontext von Folgebeziehungen bedeutungsvoll sein.
Dieser semantische Ansatz liegt nahe, sofern man sich auf die Betrachtung
von Theorien beschrinkt: hier interessiert in erster Linie nicht die
Wahrheit oder Falschheit eines Satzes, sondern die Beweisbarkeit oder
Widerlegbarkeit eines Satzes in der Theorie und das Bestehen oder Nicht-
bestehen deduktiver Zusammenhinge zwischen den Sitzen der Theorie.
Wir wollen nicht nur formalisierte Theorien ins Auge fassen und daher
zunidchst davon absehen, welcher Art die Folgebeziehungen zwischen den
Sitzen der Theorie im einzelnen sind, ob es sich um syntaktische,
semantische oder etwa kausale Relationen handelt.

Wenn wir eine SQ semantisch als gliltig auszeichnen, so soll das
besagen, dass zwischen der Menge der VF und der Menge der HF dieser
SQ eine Folgebeziehung besteht. Es soll nun der Rahmen der zur Inter-
pretation von SQ zugelassenen Folgebeziehungen abgegrenzt werden.

3.1.1 Eine Folgebeziehung (FB) ist eine Relation zwischen zwei Satz-
mengen, von denen eine auch leer sein kann. Wir sprechen wieder von der
Menge der VF und der Menge der HF und symbolisieren eine Aussage des
Inhalts, dass zwischen den Formeln 4,, . . , A, und den Formeln By, . . ,B,
eine Beziehung der Folge besteht, durch den Ausdruck ‘“‘A, .., A, —
B,, .. ,B,”’. Fiir jede FB soll ferner gelten:

RF) A,A— A, T (Prinzip der Reflexivitit),

VV) A —T seq A, A — T (Prinzip der vorderen Verdiinnung),

HV) A —T seq A — A, T (Prinzip der hinteren Verdinnung),

TR) A— AT et A,A—T" seq A—T,I" (Prinzip der Transitivit#t).

Dabei seien A, T, I Formelreihen, die auch leer sein konnen.

3.1.2 Von einer Folgebeziehung i.e.S. sprechen wir, wenn die FB nur fur
solche Mengen von HF definiert ist, die hchstens ein Element enthalten.

Sei 2 eine Formelreihe, die hdchstens ein Element enthdlt, so lauten
die Bedingungen RF bis TR fiir FB i.e.S. wie folgt:

RF) A,A— A

VV) A—-Q seq A)A—Q,

HV) A— seq A— A,

TR) A—Aet A,A—Q seq A— Q,



ZUR SEMANTISCHEN BEGRUNDUNG 33

Diese Bedingungen stellen die iiblichen Forderungen an eine Konsequenz-
relation dar, die man, wenn K(A) die Konsequenzmenge der Formeln aus A
ist, oft auch so formuliert: AeK(A4), ACA' seq K(A)c K(A"), K(K(A))c K(4).
HV enth#lt zusitzlich noch das Prinzip ex falso quodlibet.

Man kann den Ausdruck ‘“4,, .., A, — B’’. Wir lesen als ‘‘Aus den
Formeln A,, .., A, folgt die Formel B’’, ‘‘— B’ als ‘“B ist giiltig”’,
“A— als “A ist widergiltig’”’, ‘““4,, .., A, =7 als ‘“‘Die Formeln
Ay, . ., A, sind unvertriglich”.

Wenn man den Satz ‘‘A — B,, .. ,B,’’ als synonym versteht mit dem
Satz ‘“A— B, vel...vel A— B,”” - wir sprechen dann von einer dis-

junktiven Deutung der FB mit mehreren HF - dann kann man die Bedingun-
gen RF bis TR in 3.1.1 rechtfertigen mithilfe der Bedingungen RF bis TR
fir FB i.e.S., die wir oben intuitiv begriindet haben.

Wie man allgemein zweistellige Relationen auffassen kann als Mengen

von geordneten Paaren, so kdnnen wir auch FB definieren durch Mengen
von SQ.

3.1.3 Als System bezeichnen wir eine Menge von SQ, die eine FB definiert.
Ist T eine System, so muss also gelten:

1) Jede SQ der Gestalt A, A — A, T' ist Element von T,
2) A—TeTseq A)A— TeT,
3) A— I'eT seq A — A, TeT,
4) A—> ATeT et A,A—T'eTseq A—T,T"eT. \

Ist eine SQ Z Element von T, so nennen wir Z giiltig in T. In Analogie
zu FB i.e.S. kann man auch Systeme i.e.S. betrachten. Enthi#lt eine System
T nur atomare SQ, dh. SQ, deren VF und HF simtlich Atomformeln sind,
so nennen wir T eine Afomsystem. Eine Sonderfall eines Atomsystems ist
das Minimalsystem M, das nur die atomaren SQ der Gestalt, A, A —AT
enthilt., Entsprechend sei M* das Minimalsystem i.e.S. das nur atomare
SQ der Gestalt A, A — A enthilt.

3.1.4 Wir nennen ein System T S-widerspruchsfrei wenn es keine Formel
A gibt, die in T zugleich giiltig und widergtiltig ist.

3.1.5 Wir nennen eine (Atom-) System T S-vollstindig, wenn fiir alle
(Atom-) Formeln A gilt: A ist gliltig in T oder A ist widergiiltig in T.
Das Prifix ‘‘S”’ soll dabei den Unterschied zu den semantischen Begriffen
der Widerspruchsfreiheit und Vollstindigkeit, die wir bei dem Beweis der
Ad¥quatheit von KP verwendet haben, hervorheben.

Beispiele von Systemen sind: 1) Eine empirische Theorie, in der die
FB nicht rein logischer Natur ist, sondern zum Ausdruck von Gesetzen und
Bedeutungspostulaten verwendet wird. 2) Eine formaler oder halbformaler
Kalkiil, in dem die FB die Beziehung der Ableitbarkeit 4,, .., A4, + B ist.

3.2 Klassische Giiltigkeitsbedingungen. Der Grundgedanke der seman-
tischen Interpretation von SQ als FB besteht nun darin, dass man atomare
3Q als gliltig auszeichnet durch Angabe eines Atomsystems T. Dann
definiert man durch Hinzunahme pridikatenlogischer Giiltigkeitsbedingungen



34 FRANZ von KUTSCHERA

zu jedem Atomsystem T eine Erweiterung T', die nun auch nichtatomare
SQ enthilt, Mit diesen Gliltigkeitsbedingungen kann man aus der Giiltigkeit
von SQ, die Teilformeln einer komplexen Formel A enthalten, auf die
Giiltigkeit einer SQ schliessen, die A als VF, bzw. HF enth#lt.

Wir geben zunichst klassische Giiltigkeitsbedingungen an:

3.2.1 Ist T ein Atomsystem iber der Sprache P, so gelten in T' folgende
Bedingungen (dabei sind die Ausdriicke der Gestalt ‘A — I'’’ zu lesen als
Aussagen iiber das Bestehen einer FBin T'):

E) Jede in T giiltige SQ ist auch in T' gliltig, T' ist ein System

Vn) A— A,T dg A, 1A =T

Hn) A,A =T dg A —14,T

VK) A,A,B »T éqg A,AnB—T

Hk) A— A, T et A—B,T g A — ArB,T

Vd) A,A—T et A,B—T &g A,AvB—T

Hd) A — A,B,T 4qg A— AvB,T

Vi) A,B—T et A— AT aq A,ADB —T

Hi) A, A—B,T 4g A— ADB, T

Va) A, A[y], A[v:], ... — T dg A,AxA[x] =T, wo y; fiiri=1,2, . . . alle GV
aus 8° durchlaufen soll,

Ha) Oy(yes® seq A — Aly], T) dq A — AxA[x], T

Ve) Oy(yex® seq A, Aly] = T) dg A, VxA[x] —T

He) A — A[y,], A[v.], . .., dg A— VxA[x], T, wo y; wieder alle GV aus ©°
durchlaufe.

Da es sich bei diesen Bedingungen um kontextuale Gliltigkeits-
definitionen handelt, muss ihre Berechtigung nachgewiesen werden. Zu-
nichst ist ohne weiteres klar, dass die Abschwichung des ‘‘dq’’ zu einem
“‘seq’> in den Bedingungen 3.2.1 zu Gliltigkeitsbedingungen flihrt, die
untereinander und mit den Giiltigkeitsbedingungen fiir T vertr#glich sind.
Die Umkehrungen dieser abgeschwichten Bedingungen sind aber beweisbar.
Wir illustrieren die Beweismethode an drei F4llen:

Vn: In T’ gelte A, 7A—T. Wegen A, A—Agilt nach Hh A—A, 1 A. Mit TR
erhalten wir daraus A—A4,T.

Hn: Es gelte A— A, T, alsonach VV A  A— 1A, T'. Aus A, A— A erhalten
wir mit Vn AJA, 1 A—, mit HV also A,4, vA—T . Mit TR folgt dann
A A—-T.

Vi: Es gelte A)ADB—T. Wegen A, A,B— B, T gilt nach Hi A, B—A>B,T,
also mit VV und TR A,B—T. Aus A, A— A,B erhalten wir mit Hi
A—A>B,Aund mit TR A— A T.

’

Durch diese Giiltigkeitsbedingungen ist das System T' festgelegt, wenn T
vorgegeben ist. Nennt man eine SQ allgemeingiiliig, wenn sie der Erwei-
terung T' jedes Atomsystems T angehdrt, so gilt der Satz:

3.2.2 Eine SQ ist allgemeingiiltig genau dann, wenn sie giiltig ist in M,
Das ergibt sich einfach daraus, dass M in jedem Atomsystem enthalten
ist. Also ist M' in jedem erweiterten System T' enthalten.
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Dem System M' kommt also flir den Aufbau der PrHdikatenlogik
besondere Bedeutung zu, in der es uns um die Auszeichnung der allgemein-
gliltigen SQ geht. Man sieht aus 3.3.2 auch, dass die Menge der allgemein-
gliltigen SQ invariant ist gegeniliber einer Einengung des Atomsystem-
begriffes auf aufzdhlbare, oder gar entscheidbare Mengen von atomaren,
SQ, da M entscheidbar ist.

Fiir M' kann man nun die pr#dikatenlogischen Giiltigkeitsbedingungen
wie folgt vereinfachen:

va) A A[y], .., Alys] = T dg A, AxA[x] =T, WOy, .., ¥,

die GV seien, die in der letzteren SQ frei vorkommen. Falls dort keine GV
frei vorkommt, ist n=1 und y, beliebig zu wihlen,

Ha') A— Afy], T dg A— AxA[x],T, wo y eine GV sei, die in der letzteren
SQ nicht frei vorkommt,

Ve') A, Aly]— T dq A, VxA[x]—T, wo y wie fiir Ha' gewihlt sei.

He') A—A[y], .., ,A[y.], T d@g A— VxA[x],T, wo v, ..,y, wie fiir Va'
gewdhlt seien.

Die Rechtfertigung dieser Bedingungen erfolgt {iber den Hilfssatz:
3.2.3 Die freie Umbenennung einer freien GV in einer M'-giiltigen SQ
evgibt wieder eine M'-giiltige SQ.
Dieser Satz gilt, weil in M, also auch in M' keine GV ausgezeichnet ist.
Formal beweist man den Satz durch Induktion nach dem grdssten Grad
einer Formel in einer SQ. Die Induktionsbasis ergibt sich wie folgt: Eine
atomare SQ von M hat die Gestalt A, A—A, I". Wird durch die Umbenennung
A nicht tangiert, so erhilt man eine SQ der gleichen Gestalt, die wiederum
Element von M sein muss. Geht A durch die Umbenennung in B {iber, so
erhilt man eine SQ von M der Gestalt A',B—B,I''. Im Induktionsschritt
geht man mit Hilfe der Bedingungen 3.2.1 von einer SQ mit Formeln vom
Grad s»n zu SQ mit Formeln vom Grad <z iber, nimmt darin unter
Benlitzung der Induktionsannahme die Umbenennung vor und geht mit Hilfe
der Bedingungen 3.2.1 wieder zu der SQ mit Formeln vom Grad < zuriick.
Es gilt nun:
Va') Ist A,A[y:], ..,A[y.] = T M'-giiltig, so wegen VV auch A, A[y,],
Aly;],...— T, also nach Va auch A, AxA[x]— T'. Ist umgekehrt A,
AxA[x]—T M'-giiltig, so nach Va auch A,A[91},A[y.],...—T; benennt man
nun alle von y,, ...y, verschiedenen GV in dieser SQ iny, um, so erh#lt
man nach 3.2.3 wieder eine M'-gliltige SQ, nimlich A, A[y,], . . ,A[¥x]—T.
Ha') Ist A—A[y], T M'-gliltig, so sind nach 3.2.3 auch alle durch freie
Umbenennungen von y daraus entstehenden SQ M'-giiltig also gilt fir
M! Oy(yes® seq A— A[y],T), also ist A— AxA[x],T" nach Ha M'-gliltig. Ist
umgekehrt diese letztere SQ M'-gliltig, so nach Ha auch Oy(ye®® seq
A—A[y],T) in M', und daraus erh#lt man durch Spezialisierung die M'-
glltige SQ A—A[y], T.

Ebenso argumentiert man fiir die Bedingungen Ve' und He'.’

3.3 Die Ad#quatheit von KP. Wir beweisen nun, dass der Kalkiil KP, der,
Wwie wir in 2.5 gesehen haben, eine Formalisierung der klassischen Logik
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ist, addquat ist auch bzgl. der in 3.2 definierten Semantik. Damit ergibt
sich dann auch, dass die oben als allgemeingiiltig ausgezeichneten SQ genau
die pridikatenlogischen Schliisse im Sinne von 1.3.4 sind.'°

Man kann den Kalkiil KP auch auffassen als eine direkte Formalisier-
ung der Giiltigkeitsbedingungen 3.2.1. Das geht aus den folgenden Beweisen
hervor.

3.3.1 Ist die SQ T in KP beweisbar, so ist sie allgemeingiiltig. Beweis:
% sei ein Beweis fiir £ in KP. Dann enthilt $ einen geschlossenen SS T,
dessen sidmtliche Konstituenten also M'-giiltig sind. Es gilt nun: I) Sind
alle Konstituenten der Conclusio einer Deduktionsregel von KP M'-giiltig,
so auch alle Konstituenten der Primisse. Es ist zu zeigen: Sind alle
Neben-SQ einer Deduktionsregel M'-giiltig, so ist auch die Haupt-SQ M'-
giiltig, Das ergibt sich fiir alle Regeln ausser HA and VE sofort aus den
Bedingungen 3.2.1. Betrachten wir den Fall HA: Die Neben-SQ

A,Bily], .., Bs[v] = Aly], C[y], . ., Ci[v], AxA[x], T sei M'-giiltig. Nun
treten in A die Formeln B,[z] filir alle GV 2z, die in der Haupt-SQ frei
vorkommen, auf. Das ergibt sich daraus, dass AxB,[x] in A vorkommt,
und aus der Struktur der Regeln VA, HA, VE. Man kann dann mit Va' und
nachfolgender Anwendung von VV auf die M'-Giiltigkeit der SQ A,

B:[v], . .,Bs[v] — A[v], Cify],..,Civ], AxA[x],T schliessen. Durch
gleichartige Elimination der Formeln B,[v], . ., Bs[y] und entsprechende
Elimination der Formeln C,[v], .., C/ y] erhilt man die M'-gliltige SQ

A—Aly], AxA[x],T. Mit Ha' ergibt sich daraus, dass auch die SQ
A— AxA[x], AxA[x],T M'-giltig ist, die mit der Haupt-SQ A— AxA[x], T
identisch ist.

Mit (I) folgt aus der M'-Giiltigkeit aller Konstituenten von I' die M'-
Giiltigkeit von Z, und mit 3.2.2 die Allgemeingiiltigkeit von Z.

’

3.3.2 Ist die SQ T allgemeingiiltig, so ist T in KP beweisbar. Beweis: Ist
9 eine vollstindige Herleitung aus T in KP - die Existenz einer solchen
Herleitung folgt aus 2.4.3 - und & ein Faden von 9, so ist & geschlossen,
oder jede nichtatomare Formel einer SQ von § tritt in § als Hauptformel
auf. Im letzteren Fall bilden wir die SQ I* die als VF alle VF von SQ von
&, als HF alle HF von SQ von % enthdlt, wobei die Formelunterstreichungen
fortgelassen werden. Z* ist nun M'-giiltig. Denn I ist allgemeingiiltig,
also M'-giiltig und I* enthilt alle VF von T als VF, alle HF von Z als HF,
Es gilt nun: Wenn man in Z* alle Formeln vom Grad > 0 streicht, indem
man mit den Formeln vom hdchsten Grad beginnt und die Formeln vom
Grad n vor den Formeln vom Grad n-1 streicht, so erhilt man eine
atomare SQ I** die M'-giiltig ist.

Das ergibt sich direkt aus den Bedingungen Vn bis Hi und Ha, Ve aus 3.2.1,
sowie den Bedingungen Va' und He'. Greifen wir einen Fall heraus: Z*!
sei aus Z* entstanden durch Streichung aller Formeln vom Grad > m und
einigen Formeln vom Grad m. ZIZ*' habe die Gestalt A, AxA[{x] —T und
sei M'-giiltig. AxA[x] sei vom Grad . Dann ist nach Va' auch die SQ
A A, .., Alys] — T M'-giiltig, wo y,, . .,v, die GV seien, die frei in
den Formeln aus A, AxA[x], I' vorkommen. Nach der Voraussetzung iiber
§ tritt AxA[x] in § als Hauptformel der Regel VA auf. In § treten dann
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alle Formeln A[y,], .. ,A[y,] als VF auf. Das geht aus der Struktur der
Regeln VA, HA, VE hervor. Also kommen diese Formeln als VF von Z*
und also in A vor, da sie vom Grad m~1 und also in Z*' noch nicht gestri-
chen sind. Also ist die M'-giiltige SQ A, A[yi), . .,A[y,]—=Tmit A =T
identisch. Da Z** M'-giiltig ist und atomar, gibt es eine Atomformel A,
die in Z** zugleich als VF und als HF auftritt. Das ergibt sich aus der
Definition von M. A muss also in § als VF und als HF auftreten. Trete A
zuerst in der Zeile m von § als VF, in der Zeile n von § zuerst als HF auf,
so ist die Zeile mit der Nummer Maximum (#,7) von 3 bzgl. A geschlos-
sen.

Also sind alle F4den von $ geschlossen, und damit auch $ selbst. & ist
also ein Beweis fiir Z in KP.

Da der Adidquatheitsbeweis fiir KP besonders einfach ist, ist er ein
Argument fiir die semantische Begriindung der klassischen Logik nach 3.2.
Ein weiteres Argument ist die Vergleichbarkeit der klassischen mit der
intuitionistischen Logik im Rahmen dieser Semantik, auf die wir im
nichsten Abschnitt zu sprechen kommen. Endlich ist die angegebene
semantische Theorie frei von einer Reihe von problematischen mengen-
theoretischen Voraussetzungen. Wihrend sich in der Bewertungssemantik
die Definition der allgemeingiiltigen Schliisse auf die Menge aller Be-
wertungen bezog, die im klassischen Sinn verstanden tiberabzihlbar ist und
Funktionen enthidlt, die sich konstruktiv auf keine Weise erzeugen lassen,
wird hier die Allgemeingiiltigkeit einer SQ fixiert durch die M'-Giiltigkeit,
die Giiltigkeit in einem rekursiv aufzidhlbaren System.

Zu bemerken ist aber, dass die klassischen Giiltigkeitsbedingungen
nach 3.2.1 unvertriglich sind mit der disjunktiven Deutung der SQ mit
mehreren HF. So ist z.B. sind SQ A—A (A sei eine Atomformel) also nach
Hn auch — 1 A, A allgemeingiiltig, wilhrend in M' weder A — noch — A, also
nach Hn auch nicht — 1A vel — A gilt. Wir werden aber im nichsten
Abschnitt sehen, dass eine Vertriglichkeit der klassischen Giiltigkeits-
bedingungen mit der disjunktiven Deutung erreicht wird, wenn man sich auf
die Betrachtung von S-vollstindigen Systemen beschrinkt.

3.4 Die konstruktive Semantik. Nach der Kklassischen Auffassung der
Logik, wie sie exemplarisch von Frege vertreten wurde, driicken die
logischen Aussagen Sachverhalte einer idealen Wirklichkeit aus. Sie sind
wahr oder falsch, je nachdem diese Sachverhalte in dieser idealen Wirk-
lichkeit realisiert sind oder nicht. Logische Wahrheit ist also eine Sache
objektiver Tatbestinde, sie besteht unabhidngig davon, ob es der mensch-
lichen Intelligenz gelingt, oder auch nur gelingen kann, diese Wahrheit
festzustellen. Von daher versteht sich das Postulat der Wahrheitsdefinit-
heit der Sitze, auf dem die klassische Logik aufbaut.

Nach der konstruktiven Auffassung, die wir hier zugrunde legen wollen,
ist Wahrheit im logischen Bereich hingegen eine Sache der Festlegung. Ein
logischer Satz ist wahr genau dann, wenn er als wahr festgesetzt worden
ist. Die Festsetzung der Wahrheit und Falschheit von Stzen geschieht
Ublicherweise durch die Angabe eines axiomatischen Kalkiils K, in dem die
beweisbaren Sttze als wahr, die widerlegbaren Sitze als falsch aus-
gezeichnet werden. Da nicht alle Kalkiile S-vollstiindig sind, entfillt fiir die
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konstruktive Logik das Postulat der Wahrheitsdefinitheit., Axiomatischen
Kalkiilen kann man die Gestalt von SQ-Kalkiilen geben: Schreibt man die
Axiome A von K in der Gestalt — A, die Deduktionsregeln von K in der
Gestalt A,, .., A, — B, so wird der Herleitungsbegriff (und als Speziali-
sierung der Beweisbegriff) von K vermittels dieser SQ definiert durch
Hinzunahme der SQ der Gestalt

RF) A,A— A und durch die Regeln:
VV) A—=Q A A—Q
TR) A—A; A A= QFA—Q,

Der Widerlegungsbegriff wird vermittels des Prinzips ex falso quod-
libet definiert: Ein Satz A ist in K widerlegbar - allgemein: A ist mit den
Sdtzen aus A unvertriglich - wenn aus A, bzw. aus A, A jeder beliebige
Satz der K zugrunde liegenden Sprache herleitbar ist. Schreibt man
““aA, A7 flir ‘‘die SHtze A, A sind unvertriglich’’, so erhilt man die Regel

HV) A, A— A, A—Q

Wir konnen also axiomatische Kalkiile als Definitionssysteme flir die
Wahrheit und Falschheit von Sitzen darstellen als axiomatische SQ-Kalkiile
oder axiomatische Systeme, wie wir auch sagen wollen. Die konstruktive
Semantik wird also von der Betrachtung axiomatischer Systeme ausgehen.
Damit ist auch der Weg zu ihrem Aufbau vorgezeichnet, den zuerst
P. Lorenzen [10] und H. B. Curry [3] beschritten haben: Man setzt in der
Semantik fest, welche logisch komplexen Sdtze wahr und welche falsch sein
sollen. Diese Festsetzung erfolgt wieder durch Angabe eines axiomatischen
Systems. Da die Festsetzung des Wahrheitswerts der komplexen SHtze in
Abh#ngigkeit vom Wahrheitswert ihrer Teilslitze vorgenommen werden
soll, stellt sich dieses semantische System dar als Erweiterung T*eines
zugrunde gelegten axiomatischen Atomsystems T.

Die semantischen Wahrheitsbedingungen werden also als Beweis-
bedingungen formuliert und damit nimmt die konstruktive Semantik selbst
schon die Gestalt eines Kalkiils an.

3.4.1 Sei T ein axiomatisches Atomsystem, so definieren wir T* als
Erweiterung von T durch Hinzunahme folgender Regeln:

vn) A—AA "A— hn) A,A—FA— 1A

vk) A,A,B—Q+A ArNB—Q hk) A—A;A—=B+A—AArB

vd) A A—=Q; A, B— QA AvB—Q hd) A—A+-A— AV B

A—B+A—AVBEB

Vi) A—A; A, B-Q A ADB—Q hi) A, A—»B+~A—ADB

va) A A[y] =R+ A, AxA[x] 2 Q - dabei sei y eine beliebige GV.

ha) A—A[y]-A— AxA[x] - dabei sei y eine GV, die nicht frei in den
S#tzen aus A, AxA[x] vorkommt und die nur in solchen Axiomen von T
frei vorkommt, die durch Umbenennung aller freien Vorkommnisse von
y in eine beliebige andere GV stets wieder in Axiome von T+ iiber-
gehen.
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ve) A, A[y]—Q A, VxA[x]—Q - dabei sei y wie fiir ha gewihit.
he) A—A[y]A— VxA[x] - dabei sei y eine beliebige GV.

In Tt gelten nun die Schemata RF,VV,HV und TR auch fiir komplexe
Sitze.

Zur intuitiven Begriindung der Regeln ha und ve ist folgendes zu sagen:
Man strebt eine Regel etwa der hinteren Alleinfiihrung an, fiir die gilt:
Wenn beweisbar ist, dass fiir alle GV z die SQ A—A[z] in T* beweisbar
sind, so ist in T*auch A— AxA[x] beweisbar. Wenn nun ein Beweis fiir
A— A[y] vorliegt, wo y die Bedingung von ha erfiillt, so kann man diesen
Beweis in einen Beweis fiir A—A[z] umformen, indem man y in z
umbenennt in den Formeln dieses Beweises und, wofern durch diese
Umbenennung die Variablenbedingungen von ha, bzw, ve fiir eine andere
Variable verletzt wird, auch diese in passender Weise umbenennt. Durch
die Angabe eines Beweises fiir A— A[y] ist also gezeigt, dass fiir alle GV
z die SQ A— A[z] in T* beweisbar sind. Die Beweisbarkeit von A — A[ y] ist
also hinreichend flir die Beweisbarkeit von A— AxA[x] im angestrebten
Sinn. Die Regeln ha und ve sind aber u.U. zu schwach. Eine stirkere
Version dieser Regeln ist jedoch flir unseren Zusammenhang uninteressant.
Denn wir zielen hier ab auf die allgemeingiiltigen SQ, d.h. auf die SQ, die in
allen Erweiterungen axiomatischer Atomsysteme beweisbar sind. Das sind
aber genau die SQ, die in der Erweiterung M*+ des Minimalsystems M*
beweisbar sind. Daher ist das konstruktive Logiksystem, das wir IS nennen
wollen, mit M** identisch. Da nun IS nur Axiome nach dem Schema RF
enthilt, so ist der zweite Teil der Variablenbedingung flir ha und ve tiber-
flissig und wir kdnnen diese Bedingung ersetzen durch: Dabei sei y eine
GV, die in den Sitzen aus A, AxA[x] nicht frei vorkommt. Wenn nun fiir
alle GV z die SQ A—A[z] in IS beweisbar sind, so ist auch A—A[y]
beweisbar, wo y eine Variable nach dieser Bedingung ist. Fiir IS sind also
die Regeln ha und ve hinreichend stark.

Um zu zeigen, dass die oben formulierte konstruktive Semantik eine
addquate Semantik der intuitionistischen Logik ist, beweisen wir die
Kquivalenz von IS mit dem intuitionistischen SQ-Kalkiil G1, den S. C. Kleene
in [8], S. 442f. angegeben hat. Dem Kalkiil G1 liegt ein streng syntakischer
SQ-Begriff zugrunde, der sich aber im Hinblick auf die Vertauschungs - und
Kontraktionsregeln in unseren SQ-Begriff tiberfiihren lisst.

3.4.2 Jeder Beweis einer SQ T in G1 ldsst sich in einen Beweis fitr T in 1S
umformen und umgekehrt.

Um aus einem Beweis in G1 einen Beweis in IS zu erhalten, stellt man
den Anwendungen von vi,vk und TR Anwendungen von VV voraus. Aus einem
Beweis in IS erh#lt man einen Beweis in G1, wenn man eine Anwendung von
vk ersetzt durch eine zweimalige Anwendung von & — mit nachfolgender
Kontraktion, und wenn man die Axiome von IS aus denen von G1 mithilfe der
Regel VV ableitet.

Diese ﬁberlegung ergibt, dass zu jedem Beweis in G1 ein Beweis in IS
existiert mit der gleichen End-SQ, der, abgesehen von zusitzlichen
Anwendungen von VV, nur Anwendungen gleichnamiger Regeln enthilt.
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Wegen der Gliltigkeit des Gentzenschen Hauptsatzes fiir G1 (vgl. [8]
S. 453ff) gilt also der Satz

’

3.4.3 Die Regel TR ist im Kalkiil |S entbehrlich. Ferner gilt:

3.4.4 Die Regel VV ist in IS entbehrlich.

Denn wenn in einem vorgegebenen Beweis in IS die Regel VV an-
gewendet wird, um aus einer SQ A—Q die SQ A, A— Q abzuleiten, so kann
man im Beweis flir A—Q in allen SQ die VF A einfiihren und erhilt so
einen Beweis flir A, A— 2 ohne die fragliche Anwendung von VV, da die
Axiome von IS durch Hinzufiigung neuer VF wieder in Axiome iibergehen.
Dabei ist bei einer Verletzung der Variablenbedingung fiir ve oder ha flir
eine GV diese GV wieder in passender Weise umzubenennen,

3.4.5 Die Regel HV ist in IS entbehrlich, wenn man die Regel vn duvch die
Regelvn': A— AA, " A—Q ersetzt.

Denn die Regel HV ist nur auf SQ der Gestalt A — anwendbar, die in IS
nur durch Anwendung von vn beweisbar sind. Ersetzt man also vn durch
vn' und setzt flir @ die durch HV einzufithrende HF, so erhilt man einen
Beweis ohne Anwendungen von HV. Da vn' in IS zulissig ist, erweitert man
durch die Ersetzung von vn durch vn' den Beweisbegriff von IS nicht. Den
Kalkiil, der aus IS durch Streichung der Regeln VV,HV,TR und Ersetzung
von vn durch vn' entsteht, wollen wir IS' nennen. IS’ ist also mit 1S
Hquivalent.

3.5 Das Verh#ltnis von klassischer und intuitionistischer Logik. Wenn man
von der konstruktiven Semantik in 3.4 ausgeht, kann man die klassische
Logik begriinden, indem man sich auf die Betrachtung S-vollstdndiger
axiomatischer Atomsysteme beschrdnkt. Um das zu zeigen, milssen wir
zunidchst einen Beweisbegriff fiir SQ mit mehreren HF fiir die Systeme T+
und speziell fiir IS definieren. Wir wihlen dazu die disjunktive Deutung und
konnen dann zu T* die Regel HV in der Gestalt A—T'+~A— I'| A hinzu-
nehmen. Es gilt dann in T* auch: Wenn eine SQ A—C,, . ., C, beweisbar
ist, so ist auch eine SQ A— C, beweisbar fiir ein i aus 1, . . ,n. Dann sind
auch die Regeln TR in der verallgemeinerten Form nach 3.1.1 und

Vnty A=A THA 174—-T Vk*) A,A,B—T+A, ArB—T
Hk*) A—AT; A»BT+A—AABT
Hd*) A—A,B,T—A—Av B, T Vity A—AT; A B—-T'+A, ADB—T

Va®™) A A[y] > T A, AxA[x] =T, wo y eine beliebige GV ist -

Ha*) A—A[y],T+A— AxA[x], T, wo y eine GV ist, die nicht frei in den
Sitzen aus A, T, AxA[x] vorkommt -

Ve™) A, Al y] =THa, VxA[x] — T, wo y wie fiir Ha* gew4hlt wird -

He*) A— A[y],T—A— VxA[x], T, wo y eine beliebige GV ist -

in IS zulissig.

Das sieht man fiir die Regel Vn* z.B. so ein: Wenn A— AT in IS
beweisbar ist, so ist A—T in IS beweisbar, also mit VV auch A, 14— T,
oder es ist A— A in IS beweisbar, also A, ~A — und mit HV daher auch
A, AT,
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Betrachten wir nun die SQ, die in den Erweiterungen T+ aller S-
vollstindigen Systeme T beweisbar sind, so sind das diejenigen SQ, die in
IS beweisbar sind, wenn man folgendes Beweisschema hinzunimmt:

‘D) Wenn Z eine §Q, Z' ein SS und A eine Atomformel ist und es gilt
—-A;Z2'FZ und A—;Z'-Z, so gilt Z'+ 2,

In dem so erweiterten System IS kann man das Schema D auch fiir
nichtatomare Formeln A verwenden. Das kann man durch Induktion nach
dem Grad der Formel A beweisen, Wir greifen nur zwei Fialle heraus:
a) Wenn gilt —»1AFZ und -4 —-FZ, so gilt wegen - A+—-1A— und

A—F—-1Aauch A—>FZund — AFZ,

b) Wenn gilt AA B —+Z und — AArB+FZ, so gilt wegen A—-+A,B —
—AArB— auch A—+ZX und wegen B—+A, B—+AAB— und — 4;
—Br+—A aBauch » AF3.M

Das erweiterte System IS ist nun mit dem System ISK #quivalent, das
die Axiome A, A — AT enthilt und die Deduktionsregeln VV,HV,TR (in der
Form 3.1.1), die oben angefiihrten Regeln Vn™ bis He*, sowie die Regeln:

’

Hn*) A, A—=TA— 1A, T Vd*) A,A—T;A,B—>T—A AvB—T
Hit) A, A—=B,T'+~A—ADB,T

Denn es gilt:
A) Alle Axiome von ISK sind in IS beweisbar mit HV. Und alle Deduktions-
regeln von ISK sind im erweiterten Systems IS zulidssig. Das ist fiir die
Regeln Hn*, Vd* Hi+ noch zu beweisen:

Hnt) — 4; A/ A =T—A—T (mit TR)—A— 1A T (mit HV)
A—-F—> 1 AFA— 1A T (HV,VV)

Mit D erhdlt man also A— 1A,T.

Vd*) - A;A, A= THA—T(TR)}~A,Av B—T (VV)
A—;B—+AvB—-+AAv B—T (VV,HV)
—B;A,B—->T+—A—T (TR)—A,Av B—T (VV).

Mit D also A, Av B— T,

Hit*) A, A—-B+~A—A>B+~A—A>B, T (HV)
—A;AA—>T+A-T (TR)}-A— ADB, T (HV)
A—+A—B (HV)—>AD>B+A—AD B, T (VV,HV)

Nun gilt wegen A,A— B, T aber A, A— B oder A,A—T. Also erhalten

wir mit D A— A B, T
B) Ist die SQ T in IS beweisbar ohne Beniitzung des Schemas D, so ist £
auch in ISK beweisbar, da die Axiome und Deduktionsregeln von IS {bei
Anwendung von HV fiir Hd+ und Vi*) Spezialisierungen der Axiome und
Deduktionsregeln von ISK sind. Ist die SQ A— T im erweiterten System IS
mit » Anwendungen des Schemas D beweisbar und ist bereits bewiesen,
dass jede mit wm (m <) Anwendungen von D in erweiterten System IS
beweisbare $SQ auch in ISK beweisbar ist, so ist A— I auch in ISK
beweisbar: Denn sei im vorliegenden Beweis die erste Anwendung von D
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vorgenommen bzgl. der Formel B, so dass zwei Beweise flir A—T im
erweiterten System IS vorliegen, von denen einer die SQ — B, der andere
die SQ B — erhilt, so fligen wir der ersteren SQ und allen im ersten
Beweis auf sie folgenden SQ die VF B hinzu, der letzteren SQ und allen auf
sie folgenden SQ im zweiten Beweis die HF B. Ferner sorgen wir dafiir,
dass in den beiden so entstehenden Beweisen die Variablenbedingungen fir
Ha* und Ve' nicht verletzt sind. Dann erhalten wir nach Induktions-
voraussetzung daraus Beweise fiir A, B—T und flir A—B,I" in ISK, und
daraus mit TR einen Beweis fiir A — T in ISK.

Der Kalkiil ISK ist nun éine Formalisierung der klassischen Logik.
Das sieht man sofort durch einen Vergleich von ISK mit der klassischen
Version des Kalkills G1 in [8], S.442."

Wenn im konzeptuellen Rahmen der konstruktiven Logik das Postulat
der Wahrheitsdefinitheit zu iibersetzen ist in die Forderung nach einer
Beschrinkung auf S-vollstindige Systeme, so ldsst sich also in dieser
Beschrinkung auch innerhalb des konstruktiven Ansatzes die klassische
Logik begriinden.

4 Der Kalkul IP. Wir wollen nun einen intuitionistischen Logikkalkiil
angeben, der den gleichen Vorteil bietet wie der klassische Kalkiil KP, in
dem also die Beweisbarkeit von SQ mit nur aussagenlogischen Formeln
entscheidbar ist und in dem sich flir jede beweisbare SQ mit Formeln der
Pridikatenlogik auf rein mechanischem Wege ein Beweis finden ldsst.

4.1 Definitionen

4.1.1 Als Sequenzenbund (SB) bezeichnen wir eine Kollektion von SS, die
auch B-Konstituenten des SB genannt werden. Wir symbolisieren SB, indem
wir die Ausdriicke fiir die B-Konstituenten durch das Zeichen ‘¢;;”’ getrennt
anschreiben,

4.1.2 Wir nennen einen SB geschlossen, wenn einer seiner B-Konstituenten
geschlossen ist.

4.1.3 Ein SB X heisse unmittelbare Folge eines SB I' wenn T durch

’

einmalige Anwendung einer Deduktionsregel von IP aus Z' hervorgeht.

4.1.4 Eine Herleitung aus einer SQ T in IP ist eine Folge von SB, deren
erstes Glied X ist und deren sidmtliche Ubrigen Glieder unmittelbare
Folgen der ihnen in der Folge unmittelbar vorhergehenden Glieder sind.

4.1.5 Wir nennen eine Herleitung geschlossen, wenn sie einen geschlos-
senen SB enthilt. Eine geschlossene Herleitung aus einer SQ X in IP
nennen wir einen Beweis flir T in IP,

4.1.6 Eine Teilherleitung einer Herleitung $ in IP ist eine Folge von S§,
die aus jedem SB von & genau einen B-Konstituenten enth#lt, und zwar
solche B-Konstituenten, dass simtliche Glieder der Folge ausser dem
ersten unmittelbare Folgen oder B-Konstituenten unmittelbarer Folgen des
ihnen in der Folge unmittelbar vorhergehenden Gliedes sind, oder aber mit
diesem identisch.
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Der Begriff des Herleitungsfadens sei wie in 2.1.8 bzgl. Teilher-
leitungen definiert.

4.2 Die Deduktionsregeln von IP

A1A—=QT;; T A—a4;3;; 2
VN: 2 2 ) hN: ) 2
A NA— ATy T A, A= 25 2
vK: A, AANB—Q; T ' hK: A—>AAB;Z;; 2
A,AAB,A,B—Q;Z;; 2! A—A;A—B; 25 2
vD: A,AvB—Q; T, ' hD: A—Av B; Z;; 2
" AJAvB,A—-Q;A AvB,B—Q;Z;; Z' A—A;Z;; A—B; T T
vi: A, ADB—Q; T 3 hl: A—ADB;Z;; 2"
A, ADB—A;AJADB,B—Q;Z;; ' A, A—B; Z;; 2!
A AXA[X] 2 Q; 25, 2 C . -
VA: A ATAR] A[Y] o0 T3 2 Dabei sei y eine beliebige GV.
hA: A— AxA[x];Z;; 2" Dabei sei y eine GV, die in der Formeln der
A=Ay T Haupt-SQ nicht frei vorkommt,
A N o I TN
vE: A, VXA[X]— Q5 T Dabei sei y wie fiir hA gewihit.

A, VxA[x], A[y]— ;2 2

A— VxA[x]; Z;; 2

M:AﬁAwhzx?

Dabei sei y eine beliebige GV.

Die Termini ‘‘Haupt-SQ’’, ‘‘Hauptformel’’, ‘‘Neben-SQ’’ und ‘‘Neben-
formel’’ tibernehmen wir aus 2.2. In den Regeln stehe T jeweils flir einen
(ev. leeren) SS, der zusammen mit der Haupt-SQ den Haupt-SS ausmacht,
Z' stehe flir einen (ev. leeren) SB. Die n#her spezifizierten SS der
Conclusio nennen wir Neben-SS. A,Q sind wieder Formelreihen, die auch
leer sein kdnnen, Q enthalte htchstens eine Formel.

Es gilt nun der Satz:
4.2.1 Der Kalkiil IP ist mit 1S’ (und also mit 1S) dquivalent.

Sei § ein Beweis flir T in IP, dann enthédlt $ eine Teilherleitung $, die
mit einem geschlossenen SS endet. Wir kdnnen dann $ von unten nach oben
als Beweis fiir £ in IS' lesen. Das ergibt sich unmittelbar aus einem
Vergleich der Regeln von IS' und IP. Einen Beweis fiir £ in IS' kann man so
umformen, dass die vordere Hauptformel einer Regelanwendung auch in den
Primissen auftritt. Den so entstehenden Beweis flir = in IS’ kann man von
unten nach oben lesen als Teilherleitung aus T in IP, die man dann zu einer
Herleitung aus T in IP vervollstindigen kann,'®

4.3 Mechanische Beweiskonstruktionen, IP ist nun noch nicht ein Kalkiil,
in dem man zu beweisbaren SQ auf rein mechanischem Weg einen Beweis
konstruieren kann.* Vielmehr ist eine geschickte Auswahl in der Reihen-
folge der Regelanwendungen in vielen F4llen entscheidend, wie das folgende
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Beispiel zeigt: Die Konstruktion 1 A— 1Av B ergibt im Gegensatz zu
1A—> A
~«A— 1AvB keine geschlossene Herleitung, wenn A eine Atomformel
ist,
1A— qA;;7A—B

Wenn die Primisse einer Regelanwendung die Gestalt A—Q;Z;; 2" hat
und die Formelreihe A Q enth#lt n nichtatomare Formeln, so gibt es in IP
n Mboglichkeiten einer Regelanwendung auf die Haupt-SQ A— Q. Es seien
Ty, .., Zm (m=n) die Neben-SS dieser n Regelanwendungen. Man kann nun
zu einem mechanischen Beweisverfahren gelangen, wenn man zu einem
Kalkiil IP' ibergeht, dessen Deduktionsregeln so geartet sind, dass sie die
Primisse A—Q;Z;; ' mit der Haupt-SQ A —Q iiberfithren in die Conclusio
Zygy e e Zm T

Schwierigkeiten machen dabei zunichst nur die pr#Adikatenlogischen
Regeln, bei deren Anwendung fiir die Wahl der GV y unendlich viele
Moglichkeiten offenstehen, so dass also in den Conclusionen von IP'
unendlich viele Neben-SS =,, .. I, auftreten kdnnen. Man kann in IP aber
die Variablenbedingungen fiir diese Regeln wie folgt verschirfen:

B1) fiir vA und hE: y sei eine GV, die in den Formeln der Haupt-SQ frei
vorkommt, Wenn in diesen Formeln keine GV frei vorkommt, ist flir

y die alphabetisch erste GV zu wihlen.

B2) fiir hA und vE: y sei die alphabetisch erste GV, die in den Formeln
der Haupt-SQ nicht frei vorkommt,
Sei $ ein Beweis in IP, A[v] die Nebenformel einer Anwendung der Regel
vA oder hE in $ und y entspreche nicht der Bedingung B1. Dann benennen
wir y von der zu A[y] gehdrigen Neben-SQ an in den Beweisfdden von %, die
diese SQ enthalten, von oben nach unten fortschreitend in eine GV z nach
der Bedingung Bl um, wobei wir in einem Beweisfaden § die Umbenennung
nur so weit durchfiihren, wie in § keine SQ auftritt, die y nicht frei enthilt.
Wenn dadurch die Variablenbedingung fiir eine GV x nach einer der Regeln
hA oder vE verletzt wird, so benennen wir auch x in passender Weise um,
Dadurch erhalten wir einen Beweis mit der gleichen Anfangs-SQ, da eine
solche Umbenennung die Geschlossenheit der SQ nicht beriihrt. Auch die
Bedingung B2 kann man fiir einen vorgelegten Beweis in IP durch einfache
Umbenennungen von freien GV erfiillen.

Unter Beriicksichtigung von B1 und B2 hat man aber auch im Falle der
Anwendung von priadikatenlogischen Regeln von IP auf die SQ A—§ nur
endlich viele Neben-SS Z,,..,Z, . Denn die SQ A—Q ist aus der Anfangs-
SQ der Herleitung, die nur endlich viele freie GV enhalten kann, durch
endlich viele Regelanwendungen in IP entstanden, durch die nur endlich
viele neue freie GV eingefiihrt worden sind.

Wir sagen, eine SQ sei bzgl. einer Herleitung aus einer SQ Z in IP'
vom Grad 0, wenn sie mit I identisch ist, sie sei vom Grad n+1, wenn sie
Neben-SQ einer SQ vom Grad » ist. Wir sagen ferner, eine Herleitung in
IP' sei gleichmissig entwickelt, wenn in ihr eine SQ vom Grad » nur dann
als Haupt-SQ auftritt, wenn die Primisse nur geschlossene SQ und SQ von
Grad =n enthilt.

Die gleichmissige Entwicklung einer Herleitung aus einer in IP
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beweisbaren SQ Z in IP' ergibt nun auf mechanischem Weg einen Beweis
fir £ in IP' und zeichnet zugleich einen Beweis fiir £ in IP von minimaler
Linge aus.

Um das Verfahren der Konstruktion einer gleichmissig entwickelten

Herleitung als Entscheidungsverfahren im aussagenlogischen Fall ver-
wenden zu kdnnen, muss man die Regelanwendungen in IP und damit auch in
IP' folgender Restriktion unterwerfen:
R) Eine von hD verschiedene Regel von IP darf zur Fortsetzung einer
Herleitung $ auf eine SQ I nur dann angewendet werden, wenn sie keine
Neben-$SQ ergibt, die in dem Faden von 9, der T enthdlt, bereits vorkommt.
Die Regel hD darf auf Z nur dann angewendet werden, wenn nicht beide
Neben-SQ bereits in dem Faden von $, der T enthdlt, vorkommen.

Diese Restriktion engt den Beweisbegriff von IP nicht ein. Denn wenn
man is |S' Beweise entbehren kann, die in einem Beweisfaden zwei gleiche
SQ enthalten, so kann man solche Beweise nach dem Beweis fiir die
Aquivalenz von IS' und IP auch in IP entbehren.

Sei nun I eine SQ, die nur aussagenlogische Formeln enthilt. Dann
gibt es nur endlich viele Teilformeln der Formeln aus X. Da jede SQ
einer Herleitung aus Z in IP' nur solche Teilformeln enthlt, muss bei
Beachtung der Restriktion R jeder Faden dieser Herleitung endlich sein.
d.h. aber die Herleitung selbst ist endlich. L#sst sich eine nicht geschlos-
sene Herleitung aus ¥ in IP' ohne Verletzung der Restriktion R nicht mehr
weiter entwickeln, so ist T in [P nicht beweisbar und also intuitionistisch
nicht giiltig.

Das Beweisverfahren in IP' ist fiir praktische Zwecke zu unhandlich
und liefert im prHdikatenlogischen Fall keine {ibersichtlichen Kriterien fiir
die Unbeweisbarkeit von SQ. Deshalb wird man versuchen, durch Normier-
ung der Regelanwendungen in IP dieses Verfahren zu vereinfachen. Auf
diese Fragen wollen wir hier jedoch nicht mehr eingehen, da sie nur von
technischem Interesse sind.

ANMERKUNGEN

1. Die Ziffern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am
Ende der Arbeit.

2. Vgl. etwa [2], S. 170, 192.
3. Vgl. hierzu auch die verwandten Begriffsbildungen in [6], [5] und [1], S. 263ff.

4. Man macht sich leicht klar, dass es zu jeder Interpretation © und jeder GV unend-
lich viele All-, bzw. Existenzformeln gibt, die diese GV frei enthalten und denen ©
Wert t, bzw. m zuordnet.

5. An diesem Punkt wollen wir einen Blick auf die (reine) PrHdikatenlogik h8herer
Stufe werfen. Ihre Behandlung wird deutlich anhand der Pridikatenlogik 2. Stufe P?,
in deren Ausdrlicken nun auch Quantoren flir PV vorkommen kdnnen. Interpretation-
en sind fir P° wie in 1.2.1 zu definieren, wobei zusftzlich gilt:

O ASA[f]) = dg OB(® = © seq B(A[ f]) = ©), wo f eine PV ist. Daneben definiert
man nun auch Sekundirinterpretationen (vgl. [7]): Eine Sekundirinterpretation
Uber den (nichtleeren) Bereichen vy, 7', 7°, . .. (woy ein Objektbereich ist, 77 flir
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n=1,2, . . eine Teilmenge der Menge aller n-stelligen Relationen Uber v) ist eine
Interpretation, flir die der Wertbereich von ©%” beschrinkt ist auf #n". Die
Definitionen und SHtze 1.2.2 bis 1.2.5 Ubertragen sich in einfacher Weise auf
Interpretationen flir P°. Und man erhilt das Henkin’sche Analogon zum Satz 1.2.6,
indem man beweist, dass es zu jeder Interpretation © von P* und jeder Menge %, von
Variablen, so dass die Mengen B‘ - B} (Bj sei Teilmenge von B‘, B, Vereinigung der
Mengen %) flr i=0,1,2,..) simtlich unendlich sind, eine B,-%quivalente Sekundir-
interpretation tiber abz¥hlbaren Bereichen gibt. Der Beweis l4uft wie der Beweis
fir 1.2.6, wenn man setzt 7" = Wertbereich von ©*'" wo © eine normale,
Bo-Yquivalente Interpretation zu © ist. Henkin hat in [7] diese Betrachtungen
verallgemeinert flir den Fall einer prHdikatenlogischen Typentheorie, die alle
endlichen Priddikattypen umfasst.

Den zu 1.3.2 analogen Satz flir P® erhilt man, wenn man statt Interpretationen
Sekundirinterpretationen betrachtet und die Sekundirinterpretation © bzgl. & so
definiert, dass 7" der Wertbereich von ©*" ist. - Man kann dann auch in strenger
Analogie zu KP einen Kalktil fir P? konstruieren, der bzgl. der Bewertungssemantik
addquat ist, wie man in Entsprechung zu 2.5 zeigen kann. Dieser Kalkiil ist jedoch
sehr schwach, so dass Henkin in [7] die Vollstindigkeit stirkerer Kalkiile bzgl.
engerer Klassen von Sekundirinterpretationen bewiesen hat.

Die Mitfihrung der Hauptformeln in den Conclusionen dient nur praktischen
Zwecken. Wie der AdHiquatheitsbeweis flir KP zeigt, erhflt man einen mit KP
dquivalenten Kalklll, wenn man die Hauptformeln in den Conclusionen streicht. Die
Variablenbedingungen flir die Regeln VA, HA, VE, HE sind dann entsprechend
abzufindern.

A ist Teilformel von A und 1 A4; A,B sind Teilformeln von A B, Av B, A> B und flir
alle GV y ist A[y] Teilformel von AxA[x|und VxA[x]. Die Teilformel relation ist
transitiv.

Man beachte, dass die Bedingung flir die Variableny,, . .,y, aufrecht zu erhalten
ist, wenn aus der M’-Gliltigkeit einer SQ auf die M'-Gliltigkeit einer anderen SQ
geschlossen werden soll. Das wird an folgendem Beispiel deutlich:

AxA[x] — A xA[x] ist M"-gliltig
Aly,] — AxA[x] ist M'-gliltig nach Va'
Aly = Aly.] ist hingegen nicht M'-gliltig. Die Regel Ha'

ergibt hier eine neue GV y, so dass die VF A[y,]| nachgetragen werden muss,
wodurch man die M’ -gliltige SQ A| y,], A[ y.] — A[ y.] erhilt.

Man hitte die Adiquatheit von KP bzgl. der Semantik von 3.2 auch Uber den Satz
beweisen kbnnen: Eine SQ I ist ein pridikatenlogischer Schluss genau dann, wenn Z
allgemeingliltig ist. Jedoch geht es uns hier darum zu zeigen, dass der Adiquat-
heitsbeweis flir KP mithilfe der Semantik aus 3.2 besonders einfach ist. Deshalb
verwenden wir das Ergebnis aus 2.5 nicht.

Man beachte aber, dass aus der S-Vollstindigkeit eines Atomsystems T wegen der
schwachen Regeln ha und ve nicht die S-Vollstindigkeit von T+ folgt.

Ein Aquivalenzbeweis von ISK und KP wire etwas schwieriger, da wir den Kalktil KP
mit der Zielsetzung eines mechanischen Beweisverfahrens formuliert haben und
deshalb in KP gewisse Restriktionen aufgenommen haben, die flir ISK erst
nachzuweisen wiren. Insbesondere wire flir ISK auch die Gliltigkeit des Gentzen-
schen Hauptsatzes nachzuweisen.
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13. Die Idee zum Aufbau eines Kalklils in der Art von IP geht auf Gentzen [4] zurlick,
ebenso wie das Entscheidungsverfahren flir die intuitionistische Aussagenlogik.
Solche Kalklile sind auch von Beth und Lorenzen angegeben worden in Form der
Methode der semantischen tableaux in [1] und der Theorie der Dialogspiele in [11]
und [9]. - Man beachte, dass die Mitflihrung der Hauptformeln in den Conclusionen
der Regeln VN,vl und vA von IP im Gegensatz zu KP (vgl. Anm. 7) wesentlich ist,
Das wird an folgendem Beispiel deutlich:

— a1(Avi A)

A(AvaA)—

A(Ava A)—- Ava A (1
1(Av a1 A)— A;a(Ava A)—aA

1(Av1A)— A a(Ava A) A (I
1(Av1A) = A 1(AvaA),A— Ava A

A(AvaA)— A;a(Ava A),A— A4 a(Ava A),A— A

H4tte man in (I) die VF -(Av 1 A) weggelassen, so wlirde die Herleitung mit dem S$$
(II) enden, wenn A eine Atomformel ist, und die SQ — 11 (Av 1 A) whre in IP nicht
beweisbar.

14. Da die Beweise jedes formalen Kalkiils rekursiv aufzdhlbar sind, gibt es zu jedem
solchen Kalkiil trivialerweise ein mechanisches Verfahren, nach dem sich zu jedem
Theorem ein Beweis finden ldsst. Diese trivialen Verfahren sind im allgemeinen
jedoch viel zu unhandlich fiir praktische Zwecke. Daher die Bedeutung eines Kalkiils
wie KP. Der im folgenden angegebene Kalkiil IP' liefert allerdings auch nur ein
praktisch noch recht unhandliches Verfahren und enthilt nur die ersten Schntte einer
praktisch verwendbaren Beweismethode.
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