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Z U R S E M A N T I S C H E N BEGRÜNDUNG D E R K L A S S I S C H E N 
U N D D E R I N T U I T I O N I S T I S C H E N L O G I K 

F R A N Z von K U T S C H E R A 

D i e A r b e i t geht aus von d e r k l a s s i s c h e n Seman t i k n a c h B o l z a n o und 
T a r s k i , d i e s i c h auf den In t e rp r e t a t i onsbeg r i f f aufbaut, und v o l l z i e h t den 
Übergang zu e ine r e in f a che r en , äquivalenten F a s s u n g de r Semant ik , d i e 
s i c h auf den B e w e r t u n g s b e g r i f f stützt. D i e k l a s s i s c h e L o g i k w i r d f o r m a l i ­
s i e r t i n e inem Kalkül KP des natürlichen S c h l i e s s e n s i n Sequenzen fo rm und 
d i e Adäquatheit d i e s e s Kalküls b z g l . d e r B e w e r t u n g s s e m a n t i k w i r d n a c h ­
gew i esen . A n s c h l i e s s e n d w i r d e in a n d e r s a r t i g e r Au fbau d e r S e m a n t i k 
d i s k u t i e r t , d e r auf de r L i n i e d e r T h e o r i e n von P . L o r e n z e n und H . B . C u r r y 
l i e g t . D i e s e Semant ik w i r d i n e i n e r k l a s s i s c h e n und e in e r i n t u i t i o n i s t i s c h e n 
V e r s i o n d a r g e s t e l l t , wobe i die k l a s s i s c h e V e r s i o n s i c h aus de r i n t u i t i o n i s t i ­
s c h e n d u r c h g ew i s se Zusa t zbed ingungen gewinnen lässt. D i e Adäquatheit 
v o n KP b z g l . d e r k l a s s i s c h e n V e r s i o n w i r d b e w i e s e n und es w i r d i n 
E n t s p r e c h u n g z u KP e in Kalkül IP aufgebaut, d e r s i c h a l s adäquat b z g l . d e r 
i n t u i t i o n i s t i s c h e n V e r s i o n e r w e i s t . 

1 Die klassische Semantik der Prädikatenlogik. In d i e s e m K a p i t e l s o l l 
d e r Übergang von d e r I n t e r p r e t a t i o n s s e m a n t i k nach T a r s k i [12] 1 z u r 
B e w e r t u n g s s e m a n t i k v o l l z o g e n w e r d e n m i t h i l f e d e r n o r m a l e n I n t e r p r e ­
ta t i onen . E i n s o l c h e r Übergang emp f i eh l t s i c h wegen d e r grösseren 
E i n f a c h h e i t d e r B e w e r t u n g s s e m a n t i k s owoh l i n t h e o r e t i s c h e r H i n s i c h t - e i n 
T e i l d e r s t a r k e n mengen theo r e t i s chen V o r a u s s e t z u n g e n d e r I n t e r p r e ­
t a t i o n s s e m a n t i k entfällt h i e r - w ie in H i n s i c h t auf den p r a k t i s c h e n V o r t e i l 
e i nes e i n f a che r en Vollständigkeitsbeweises für d i e k l a s s i s c h e L o g i k . 

1.1 Die Sprache P, D i e Ob j ek t sp ra che , d i e den s e m a n t i s c h e n U n t e r s u ­
chungen i m fo lgenden i m m e r zug runde ge legt w i r d , i s t d i e Sp rache P d e r 
r e i n e n Prädikatenlogik e r s t e r Stufe, d i e w i r w i e fo lgt b e s t i m m e n : 

D a s Alphabet d e r Sprache P u m f a s s t H i l f s z e i c h e n ( runde K l a m m e r n , 
K o m m a t a ) , d i e l o g i s c h e n Symbo l e - i , A , V , D , A , V , G e g e n s t a n d s v a r i a b l e 
( k u r z : GV) und rc-stellige Prädikatvariable (PV) (n = 1,2, . . .), und z w a r 
von j ede r d i e s e r K a t e g o r i e n u n e n d l i c h v i e l e V a r i a b l e n . D i e Menge d e r GV 
s e i B°, d i e M e n g e d e r n - s t e l l i g e n PV s e i Sßw. 8 s e i d i e V e r e i n i g u n g d e r 
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Mengen B 1 für i = 0,1 } . . . D a w i r i m fo lgenden ke ine k o n k r e t e n F o r m e l n 
v on P angeben, w e r d e n d i e M e n g e n B* n i ch t näher s p e z i f i z i e r t . A l l e 
au f t re tenden B u c h s t a b e n s y m b o l e s i n d m e t a s p r a c h l i c h e Symbo l e . 

D i e Formregeln für P l au ten : 

1) Wenn F e ine n-stellige PV und GV von P s i n d , so i s t 
F{xx, • . . yXn) e ine (A tom- ) F o r m e l v o n P. 

2) Wenn A und B F o r m e l n von P s i n d , so s i n d auch ~ i ( Ä ) , ( A ) A ( B ) , ( A ) V ( B ) , 
( A ) D (J5) F o r m e l n von P. 

3) Wenn A e ine F o r m e l und x e ine GV von P i s t , so s i n d f\x{A) und Vx(A) 
F o r m e l n von P. 

Im fo lgenden l a s s e n w i r K l a m m e r z e i c h e n f o r t , wo d e r Kontex t das e r l aub t . 
D i e B e g r i f f e des f r e i e n und gebundenen V o r k o m m e n s e ine r GV i n e ine r 

F o r m e l , d e r f r e i e n E i n s e t z u n g und f r e i e n Umbenennung e i n e r GV s e i e n w i e 
üblich d e f i n i e r t 2 . U m anzudeuten, d a s s d i e F o r m e l A d i e GV x f r e i en t ­
ha l t en k a n n , s c h r e i b e n w i r auch " A [ # ] " statt "A". Ist y e ine GV, so s o l l 
dann A\y] d i e F o r m e l s e i n , d i e aus A[x] d u r c h f r e i e E i n s e t z u n g v on y für 
x entsteht . D a b e i s i n d a l s o ggf. v o r d e r Subs t i tu t i on d i e gebundenen 
V a r i a b l e n y i n Quan to r en von A[x], i n d e r e n B e r e i c h x f r e i v o r k o m m t , i n 
p a s s e n d e r W e i s e umzubenennen . 

Z u r Abkürzung v e rwenden w i r i m fo lgenden d i e Ausdrücke "non", 
"et", "vel", "seq", "äq", "O", "E" für " n i c h t " , " u n d " , " o d e r " , 
" w e n n , d a n n " , " g e n a u dann, w e n n " , " a l l e " , " e i n i g e " und d ie Symbo l e 
" c " , " X " für E l e m e n t s c h a f t s r e l a t i o n und K l a s s e n a b s t r a k t i o n . (a19.. 
s e i das geordnete n - t u p e l aus au . . . ,a„. 

1.2 N o r m a l e In t e rp r e ta t i onen 

1.2.1 A l s Interpretation 0 über dem (n icht l eeren ) O b j e k t b e r e i c h y b e ­
z e i chnen w i r e ine F o l g e e i n s t e l l i g e r F u n k t i o n e n 0 1 , 0 2 , 0 3 # w (n = 1, 2, . .), 
für d i e g i l t : 

a) 0 2 b i l d e t 8° ab i n y , 
b) 0 3 , w b i l d e t %n ab in d i e Menge d e r n - s t e l l i g e n R e l a t i o n e n über y , 
c) 0 1 b i l d e t d i e M e n g e d e r F o r m e l n v on P so i n d i e Menge d e r W a h r h e i t s -

we r t e {to,t} ab ( " t o " stehe für das W a h r e , " \ " für das F a l s c h e ) , d a s s 

c l ) el(F{xx, . . ,xn)) = * äq <0 2 (Xl), . . . ,e2(*ff)> c 0 3 - w ( F ) 
c2) 6 1 ( 1 A ) = to äq e\A) = Ï 
c3) O1 (AAB) = to äq 0 1 ( A ) = to et Q1(B) = to 
c4) Q^iAwB) = to äq 0 * ( A ) = to vel O1 (B) = to 
c5) 0 * ( A D B ) = to äq 0X(A)__=J vel 0 X ( S ) = to 
c6) el(AxA[x]) = to äq 0 0 ( 0 = 0 seq 0 1 (A[#]) = to) 
c7) el{VxA[x]) = to äq £ 0 ( 0 = © et 0X(4^]) = to). 

Dabe i bedeute " 0 = 0 " , d a s s d i e In t e rp r e ta t i onen 0 , 0 b i s auf höchstens 
d ie W e r t e Q2(x) und ö2(x) übereinstimmen. 

W i r l a s s e n i m fo lgenden d i e Ind ices i n " 0 1 " , ^ 0 3 - w , J
> e tc . oft weg . 

g i l t : 



M a n s i eh t l e i ch t e in : wenn d i e F u n k t i o n e n 0 2 , 0 3 , w auf IS d e f i n i e r t s i n d , 
so i s t O 1 für a l l e F o r m e l n v on P d e f i n i e r t d u r c h d i e Bed ingungen (c). 

1.2.2 E s s e i 8 0 e ine T e i l m e n g e v o n SB. Dann nennen w i r z w e i I n t e r p r e ­
ta t ionen GJL, 0 2 8 0-äquivalent, wenn für a l l e F o r m e l n A, d i e n u r f r e i e 
V a r i a b l e n aus S 0 entha l ten , g i l t : O ^ ) = Ö 2 ( ^ ) . 

1.2.3 Wenn © x , 6 2 über d e m g l e i c h e n O b j e k t b e r e i c h d e f i n i e r t s i n d und S 0 

T e i l m e n g e von 8 i s t und es g i l t : Ox(xz%0seq Q^x) = 0 2 (*;)), s o * s i n d 0 1 ? 0 2 

53 o-äquivalent. 
Den B e w e i s h i e r z u führt m a n d u r c h Indukt ion nach d e m G r a d d e r 

F o r m e l n A. A l s Grad e i n e r F o r m e l be ze i chne t m a n d i e A n z a h l d e r 
V o r k o m m n i s s e von l o g i s c h e n O p e r a t o r e n inA. - D i e Induk t i onsbas i s i s t 
nach ( c l ) t r i v i a l . Im I n d u k t i o n s s c h r i t t g r e i f e n w i r nu r e inen F a l l h e r a u s : 
D i e Behauptung des Sa t zes s e i b e w i e s e n für a l l e F o r m e l n A v o m G r a d < n 
und a l l e M e n g e n B 0 . Axi3[#] s e i e ine F o r m e l v o m G r a d n, d i e nu r f r e i e 
V a r i a b l e n aus S 0 enthält. Dann g i l t : 

Q^AxBlx]) = to äq Oë1(Ql = 0 2 seq © ! ( £ [ # ] ) = to) (I 
äq O 0 2 ( 0 2 = 0 2 seq © 2 (J3[*] ) = to) (II 

A u s (I) fo lgt (II), sonst wäre (I) w a h r und es gäbe e i n 0 2 , so d a s s 0 2 = 0 2 

und 0 2 (B [# ] )= t. W i r könnten dann e i n 0 X so d e f i n i e r e n , d a s s g i l t : Q1 = 0 X 

et 0i(#) = 02(x) (III. Dann würde ge l t en : 0 2 und 0 2 , 0 2 und 0 X , 0 X und Qx 

o rdnen den V a r i a b l e n aus 5ß0 - {x} d i e g l e i c h e n W e r t e z u ({*;} s e i d i e 
E i n e r m e n g e aus x). Wegen (III) o r d n e n a l s o 0 2 und Qx den V a r i a b l e n aus 
&oU{#} d i e g l e i chen W e r t e z u (das Z e i c h e n s y m b o l i s i e r e d i e M e n g e n ­
s u b t r a k t i o n , " u " d i e M e n g e n v e r e i n i g u n g ) . N a c h I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g 
würde dann ge l ten : Q^x]) = Q2(B[x]) = \ - i m W i d e r s p r u c h z u r A n n a h m e , 
(I) s e i w a h r . Ebenso s ieht m a n : (II) seq (I). E n d l i c h g i l t : (II) äq 
e2(AxB[x]) = to. 

A u s 1.2.3 folgt, d a s s d e r W e r t O(A) e i n e r I n t e rp r e t a t i on 0 für e ine 
F o r m e l A nu r abhängt v on den W e r t e n von 0 für d i e f r e i e n V a r i a b l e n v on 
A und v o m O b j e k t b e r e i c h von 0 . Insbesonde r e ändert s i c h a l s o d u r c h f r e i e 
Umbenennung d e r gebundenen V a r i a b l e n v on A n i c h t s an d i e s e m W e r t . 

1.2.4 W i r nennen e ine I n t e rp r e t a t i on O normal, wenn für a l l e F o r m e l n d e r 
G e s t a l t AxA[x], b z w . V x A [ x ] g i l t : 

e(AxA[x]) = \ seq Ey(yz%° et 0 (A [ y ] ) = \), b z w . 
Q(VxA[x]) = to seq Ey(yt%° et Q(A[y]) = to).3 

E s g i l t nun d e r Satz : 

1.2.5 Zu jeder Interpretation 0 und jeder Menge S 0 von GV, fitr die S ° - S 0 

unendlich ist, gibt es eine ^Q*-äquivalente normale Interpretation 0 + , wo 
V = (5B - » ° ) u » o sei. 

B e w e i s : W i r d e f i n i e r e n 0 + über d e m g l e i c h e n O b j e k t b e r e i c h w i e 0 und 
se t z en : 
1) 0 + ( x )=0 (%) für a l l e * aus V . Dann s i n d 0 , 0+ nach 1.2.3 V -äqu iva l en t . 



%i.u ^ 1 . 2 , S 2 . i , S 2 . 2 , • • • s e i e ine Z e r l e g u n g von S ° - S 0 i n abzählbar u n ­
e n d l i c h v i e l e abzählbar unend l i che d i s junk t e T e i l k l a s s e n . z\mi (i,k = l,2, ...; 
1 = 1,2) d u r c h l a u f e für k = l,2,... d i e E l e m e n t e von SBf-Bj. E s s e i en 
h^k.y^k.i[^l.i] für k=l,2,... d i e A l l f o r m e l n , d i e höchstens f r e i e GV aus 
S 0 entha l ten und denen G + nach d e r B e s t i m m u n g (1) den W e r t \ z u o r d n e t 4 . 
U n d es s e i e n V x\m2Al

k,2[x\m2\ d i e E x i s t e n z f o r m e l n , d i e höchstens f r e i e GV 

aus S 0 entha l ten und denen 6+ nach (1) den W e r t to zuo rdne t . Wenn w i r nun 
Xk.s. f r e i umbenennen i n z\^, so ändert s i c h nach 1.2.3 n i c h t s an d e m 
W a h r h e i t s w e r t d i e s e r F o r m e l n . N a c h 1.2.1 g ibt es dann z u j ede r d i e s e r 
F o r m e l n e ine In t e rp r e ta t i on G \ a , b z w . ©i.2, so d a s s g i l t ©i.iC^t.ibl.i] )-\> 
b z w . 0i.2(^i.2[^i.2])= -to, wobe i ©^ # £ m i t © + übereinstimmt für a l l e f r e i e n 
V a r i a b l e n in d i e s e n F o r m e l n b i s auf höchstens z \ W i r s e t z en : 
2) Q+{Z\A) = ©l.i(̂ i.ĵ ). Dann i s t © + n o r m a l b z g l . a l l e r F o r m e l n , d i e nur 
f r e i e GV aus S 0 entha l ten, da nach 1.2.3 g i l t : 

© + (^U4J)=©U AU4.^ 
Im (i + 1) - ten S c h r i t t d e r D e f i n i t i o n von © + b e t r a c h t e n w i r d i e F o r m e l n 
Axk.iAk.i[xkmi],bzw. Vxk.zAk^Wk.zl, d i e nu r f r e i e GV aus den Mengen SS0, 
S i . i , S 1 > 2 , . . • , ßf- i . i , S|-.i.2 entha l ten und m i n d e s t e n s e ine f r e i e GV aus 

ode r S|_ 1 # 2 und denen © + nach den B e s t i m m u n g e n (1) b i s (i) den W e r t 
[, b z w . to zuo rdne t . D i e x\^ we rden f r e i i n z%mi umbenannt i n d i e s e n 
F o r m e l n . E s gibt dann In t e rp re ta t i onen © i # * , d i e m i t © + für a l l e f r e i e n 
V a r i a b l e n i n ̂ i . j t t ^ . J b i s auf höchstens Zk.i übereinstimmen, und für d i e 
g i l t : 

e i . i ( A i . i b i . J ) = b z w . ©L(^i.2[4#2]) = -to'. 

W i r s e t z e n : 

i + i ) e+(4.*) = ©L(4.<) • 
Legt m a n 0+ in d i e s e r W e i s e für a l l e GV f est , so i s t 0+ n o r m a l , d a es für 
jede f a l s c h e A l l - , b z w . für jede wahr E x i s t e n z f o r m e l e ine Z a h l m g ibt , 
so dass a l l e f r e i e n GV d e r F o r m e l den Mengen B 0 , • • • , ÏW-1.2 angehören 
und m i n d e s t e n s e ine f r e i e GV d e r Menge 8 m _ l a ode r ' B » . l i 2 angehört. 
Dann i s t abe r d i e Normalität von 0 + b z g l . d i e s e r F o r m e l n d u r c h d i e 
B e s t i m m u n g e n (1) b i s (m+ 1) s i c h e r g e s t e l l t . 

U m d i e Bedeutung des Sa t zes 1.2.5 z u be l euch ten , w o l l e n w i r ihn benützen 
für e inen e in fachen B e w e i s des Sa t zes von Löwenheim i n de r F o r m : 

1.2.6 Zu jeder Interpretation 0 und jeder Menge 8 0 von GV der in 1.2.5 
angegebenen Art gibt es eine So-äquivalente Interpretation 0 * über einem 
ab zählbaren Objektbereich. 

B e w e i s : N a c h 1.2.5 g ibt es z u 0 e ine So-äquivalente n o r m a l e I n t e rp r e t a t i on 
© + . W i r d e f i n i e r e n 0 * über d e m W e r t e v o r r a t y d e r F u n k t i o n e4"2 und 
se t z en : ©* ( * ) = ©+(#) für a l l e * aus S 0 , und © * 3 - w t F ) = 0 + 3 - w ( J P ) n y w (yn s e i 
die n-te C a r t e s i s c h e Po t enz von y ) . 0 * i s t dann über e i n e m abzählbaren 
O b j e k t b e r e i c h d e f i n i e r t und es g i l t : 



I) © * (A) = e + ( A ) für a l l e F o r m e l n A9 a l s o g i l t a u c h 0 * (A ) = 0 ( A ) f ü r a l l e 
F o r m e l n , d i e n u r f r e i e GV aus B 0 en tha l t en . 
D i e Behauptung (I) b ewe i s t m a n d u r c h Indukt ion nach d e m G r a d d e r 
F o r m e l n A. D i e I n d u k t i o n s b a s i s erhält m a n d i r e k t aus d e r D e f i n i t i o n von 
G * und 1.2.1 ( c l ) . Für den I n d u k t i o n s s c h r i t t b e t r a c h t e n w i r nur den 
fo lgenden F a l l : (I) s e i b e w i e s e n für a l l e F o r m e l n v o m G r a d < n , AxB [x] 
s e i v o m G r a d n. E s g i l t : 

Q+(AxB[x]) = to seq O 0 + ( 0 + = 0 + seq 0+ (B[x]) = to) ( n 
seq O 0 * ( 0 * = 0 * seq 0 * (B[x]) = to) ( m 

A n d e r n f a l l s wäre (II) w a h r und es gäbe e in 0 * , so d a s s 0 * = Q*et 
Q*(B[x]) = t . N a c h F e s t l e g u n g von y gäbe es dann e ine GV y , so d a s s 
0 * ( y ) = 0* (x ) . N a c h 1.2.3 würde dann ge l t en Q*(B\y])=\, a l s o n a c h 
I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g 0 + (2?[;y]) = t, i m W i d e r s p r u c h z u r A n n a h m e , (II) 
s e i w a h r . F e r n e r g i l t : (III) seq Q*(AxB[x]) = to, und 

Q+(AxB[x]) = \ seq Ey(ye^° et Q+(B[y]) = \), d a 0 + n o r m a l i s t 
seq Ey{y e93° et Q*(B [y]) = \), n a c h I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g 
seq £ 0 * ( 0 * = 0 * et 0 * C B [y]) = \) (man se t z e 0 * = 0* ) 
seq Q*(AyB[y)) = \ 
seq e*(AxB[x]) = |- , n a c h 1.2.35. 

1.3 B e w e r t u n g e n 

1.3.1 A l s Bewertung b e z e i c h n e n w i r e ine e i n s t e l l i g e F u n k t i o n d i e d i e 
F o r m e l n von P so i n d i e M e n g e { to , ï } abb i l de t , d a s s g i l t : 

a) = to 'äq * ( A ) = \, 
b) $(AAB) = to äq $ ( A ) = to et $ ( B ) = to, 

c) $(AvB) = tcäq $ ( A ) = to vel $(B)= to, 
d) $ ( A z > B ) = to äq * ( A ) = \ vel * (J5 )= to, 
e) $(AxA[x]) = äq Oy(y 8 » ° seq $(A[y]) = to), 
f ) * ( V x A [ x ] ) = to 2S9 e » ° ^ * ( A [ y ] ) = to). 

M a n s i eh t l e i ch t e i n , d a s s e ine B e w e r t u n g n a c h d i e s e n Bed ingungen für 
a l l e F o r m e l n d e f i n i e r t i s t , wenn s i e für a l l e A t o m f o r m e l n d e f i n i e r t i s t , und 
d a s s jede b e l i e b i g e B e l e g u n g d e r A t o m f o r m e l n m i t W a h r h e i t s w e r t e n e ine 
B e w e r t u n g d e f i n i e r t . Während d u r c h I n t e r p r e t a t i o n e n pr imär d i e GV ( i m 
Sinne von E i gennamen ) und d i e PV ( i m S inne von Prädikaten) gedeutet 
w u r d e n , w e r d e n d u r c h B e w e r t u n g e n nu r F o r m e l n gedeutet . 

A n g e s i c h t s d e r V e r s c h i e d e n h e i t d e r K l a u s e l n 1.2.1 (c6), (c7) und 1.3.1 
(e), (f) i s t e ine E n t s p r e c h u n g z w i s c h e n B e w e r t u n g e n und In t e rp r e t a t i onen 
n i ch t ohne w e i t e r e s o f f enbar . S ie w i r d d u r c h fo lgenden Satz h e r g e s t e l l t : 

1.3.2 Zu jeder normalen Interpretation 0 gibt es eine äquivalente Be­
wertung $ (dh. e ine B e w e r t u n g , d ie a l l e n F o r m e l n den g l e i c h e n W a h r h e i t s -
w e r t zuo rdne t w i e 0 ) , und umgekehrt. 

B e w e i s : a) 0 s e i v o rgegeben . W i r d e f i n i e r e n 4> d u r c h d i e F e s t s e t z u n g : 
I ) * ( A ) = Q(A) für a l l e A t o m f o r m e l n A, 
und z e i g e n d u r c h Indukt ion n a c h d e m G r a d d e r F o r m e l n A 



II) $(A) = Q(A) für a l l e F o r m e l n A. 
D e r B e w e i s i s t t r i v i a l , i n den prädikatenlogischen Fällen des Induk t i ons -
s c h r i t t e s m u s s m a n d i e Normalität v on 6 benützen. 
b) $ s e i vo rgegeben , y s e i e i n abzählbar u n e n d l i c h e r O b j e k t b e r e i c h . W i r 
wählen für O 2 i r g ende ine e ine indeut ige A b b i l d u n g von SB0 auf y und s e t z e n : 

9 3 ** (F) = \zExl9 . . 9xn(xly . . 9xnz%° et z = (e2^), . . ,&(x»)) 
et $ (F(xl9 . . , * » ) ) =to) 

für a l l e F aus S w . D a n n g i l t w i ede r (II). 
Indukt i onsbas i s : 

e(F(xl9 . . , * „ ) ) = to äqr <e(̂ ), . . ,9 (x w )> 8©CF) 

J B y i , . . ,yn(yl9 . . ,yn z »° ^ <©(*i), . . ,©(*„)) = (0(yi), . . ,e (y j> 
^ * (F(yl9 . . =to) 

äq $(F(xl9 . . , # « ) ) = to, da G 2 e ine indeut i g i s t . 

E s s e i (II) b e w i e s e n für a l l e F o r m e l n A v o m G r a d < n. W i r g r e i f e n n u r 
e inen F a l l h e r a u s : Ax<4[#] s e i v om G r a d n. D a n n g i l t : 

G(AxA[x]) = to äq 0 0 ( 0 = 0 seq 0(A[x]) = to) ( IH 
äqOy(yz%° seq Q(A[y]) = to). ( IV 

A u s (III) folgt (IV) t r i v i a l e r w e i s e . U n d s e i (IV) w a h r , (IH) f a l s c h , so gibt es 
e i n 0 , so d a s s g i l t : 0 = 0 et Q(A[x]) = t. N a c h F e s t s e t z u n g von O 2 g ibt es 
dann e ine GV y9so dass g i l t G(y) =0(x), a l s o n a c h 1.2.3 0 (A[y] ) = 0(^4[^]) = \9 

i m W i d e r s p r u c h z u r A n n a h m e , (IV) s e i w a h r . F e r n e r i s t 
(IV) äqOy(yz%° seq $(A[y]) =to), nach I nduk t i onsvo rauss e t zung 

äq $(AxA[x]) =to. 

1.3.3 A l s Sequenz (SQ) b e z e i c h n e n w i r e i n geordne tes P a a r von F o r m e l ­
mengen , von denen e ine auch l e e r s e i n k a n n . D i e e r s t e Menge nennen w i r 
Menge d e r V o r d e r f o r m e l n (VF), d ie zwe i t e M e n g e d e r H i n t e r f o r m e l n (HF). 
Seien Alf . . 9Am d i e VF , BXf . . 9Bn d i e HF e i n e r SQ 2 , so s y m b o l i s i e r e n 
w i r 2 d u r c h den A u s d r u c k "A%9 . . 9Am -+Bl9 . . ,Bn". 

1.3.4 W i r sagen b z g l . e i n e r I n t e rp r e t a t i on 0 , d i e SQ 2 s e i e i n Schluss, 
wenn 0 e i n e r VF v on 2 den W e r t \ oder e i n e r HF v on 2 den W e r t to 
zuo rdne t . - W i r nennen d i e SQ e inen allgemeingültigen S c h l u s s (auch: e inen 
prädikatenlogischen S c h l u s s ) , wenn 2 b z g l . j e d e r I n t e rp r e t a t i on e i n S c h l u s s 
i s t . 
E s i s t dann —* BÏ9 . . 9B„ e i n prädikatenlogischer S c h l u s s , wenn jede 
In t e rp r e t a t i on m i n d e s t e n s e ine d e r F o r m e l n BXj . . 9Bn wah r m a c h t , und 
Al9 . . 9Am-> i s t e in prädikatenlogischer S c h l u s s , wenn jede In t e rp r e t a t i on 
m i n d e s t e n s e ine d e r F o r m e l n AÏ9 . . 9Am f a l s c h m a c h t . 
E s g i l t nun d e r Satz : 

1.3.5 2 ist ein prädikatenlogischer Schluss genau dann, wenn jede Be­
wertung, die alle VF von 2 erfüllt (dh. wah r mach t ) , auch mindestens eine 
HF von 2 erfüllt. 

D e f i n i e r t m a n a l s o d i e prädikatenlogischen Schlüsse in E n t s p r e c h u n g z u 



1.3.4 un te r B e z u g n a h m e auf B e w e r t u n g e n , so z e i chne t m a n d i e g l e i c h e 
M e n g e von SQ aus w i e d u r c h 1.3.4. 

D e r B e w e i s für 1.3.5 e r g i b t s i c h u n m i t t e l b a r aus den Sätzen 1.2.5 und 
1.3.2. W i r können annehmen , d a s s d i e SQ 2 n u r f r e i e GV aus e i n e r Menge 
B'o enthält, d i e d e r B e d i n g u n g d e s S a t z e s 1.2.5 genügt. Ist nun 2 k e i n 
prädikatenlogischer S c h l u s s , so gibt e s e ine I n t e rp r e t a t i on , d i e a l l e V F von 
2 erfüllt, abe r k e i n e HF von 2 . D a n n g ibt es nach 1.2.5 e ine 2 0 -äquivalente 
n o r m a l e I n t e r p r e t a t i o n und n a c h 1.3.2 e ine äquivalente B e w e r t u n g , d i e das 
g l e i c h e l e i s t e t . U n d gibt es u m g e k e h r t e ine B e w e r t u n g , d i e a l l e V F von 2 
erfüllt, abe r k e in e HF, so gibt e s n a c h 1.3.2 e ine I n t e r p r e t a t i o n , d i e das 
g l e i che l e i s t e t . 6 

Im H i n b l i c k auf 1.3.5 k ann m a n a l s o behaupten , d a s s d i e B e w e r t u n g s ­
s e m a n t i k b z g l . d e r U b e r l i c h e r w e i s e a l s g rund l egende r angesehenen I n ­
t e r p r e t a t i o n s s e m a n t i k adäquat i s t . B e v o r w i r i m 3. K a p i t e l e ine noch 
e in f a che r e V e r s i o n d e r prädikatenlogischen Seman t i k angeben, s o l l i m 
nächsten K a p i t e l zunächst e i n vol lständiger und w i d e r s p r u c h s f r e i e r Kalkül 
d e r k l a s s i s c h e n L o g i k angegeben w e r d e n , an d e m s i c h d i e B r a u c h b a r k e i t 
d e r B e w e r t u n g s s e m a n t i k e r w e i s t . 

2 Der Kalkül KP. W i r w o l l e n i n d i e s e m K a p i t e l z u e r s t den Kalkül KP 

aufbauen, dann d i e K o n s t r u k t i o n s g e d a n k e n d i s k u t i e r e n , d i e i h m z u g r u n d e 
l i e g en und ihn e n d l i c h a l s adäquat b z g l . d e r B e w e r t u n g s s e m a n t i k - und d a m i t 
wegen 1.3.5 auch a l s adäquat b z g l . d e r I n t e r p r e t a t i o n s s e m a n t i k e r w e i s e n . 

2.1 De f i n i t i onen 
2.1.1 E i n Sequenzen-Satz (SS) i s t e ine K o l l e k t i o n von e i n e r ode r m e h r e r e n 
SQ, d i e w i r a l s se ine Konstituenten b e z e i c h n e n . W i r n o t i e r e n SS, i n d e m w i r 
i h r e Kons t i tuen t en d u r c h das Z e i c h e n ge t rennt a n s c h r e i b e n . 
2.1.2 W i r nennen e ine SQ 2 geschlossen, wenn m i n d e s t e n s e ine V F von 2 
auch a l s HF von 2 au f t r i t t . - E i n SS i s t g e s c h l o s s e n , wenn a l l e s e ine 
Kons t i tuen t en g e s c h l o s s e n s i n d . 
2.1.3 W i r sagen , e ine B e w e r t u n g $ erfülle d i e SQ 2 , wenn $ a l l e V F von 2 
erfüllt, abe r ke ine HF von 2 . $ erfüllt e inen SS 2 ? , wenn <i> e inen K o n s t i ­
tuenten von 2* erfüllt. 
D e m n a c h i s t e i n g e s c h l o s s e n e r SS n i ch t erfüllbar. U n d es g i l t : 

2.1.4 Eine SQ 2 ist erfüllbar genau dann, wenn sie kein prädikatenlogischer 
Schluss ist. 

D a s folgt d i r e k t aus 1.3.5 und 2.1.3. 
2.1.5 E i n SS 2 h e i s s e unmittelbare Folge (UF) e ines SS 2 ' , wenn 2 d u r c h 
e i n m a l i g e Anwendung e i n e r D e d u k t i o n s r e g e l v on KP aus 2 ' h e r v o r g e h t . 
2.1.6 E i n e Herleitung aus e i n e r SQ 2 in KP i s t e ine F o l g e v on SS, d e r e n 
e r s t e s G l i e d 2 i s t und d e r e n sämtliche übrigen G l i e d e r UF d e s ihnen i n d e r 
F o l g e u n m i t t e l b a r v o rhe rgehenden G l i e d e s s i n d . 
2.1.7 W i r nennen e ine H e r l e i t u n g geschlossen, wenn s i e e inen g e s c h l o s ­
senen SS enthält. E i n e g e s c h l o s s e n e H e r l e i t u n g aus e in e r SQ 2 nennen w i r 
e inen Beweis für 2 i n KP • 
2.1.8 E i n Faden e i n e r H e r l e i t u n g § aus 2 i s t e ine F o l g e von SQ, d i e aus 
j e d e m SS v on $ genau e inen K o n s t i t u e n t e n enthält, und z w a r e inen s o l c h e n 



Kons t i tuen t en , d a s s sämtliche G l i e d e r d e r F o l g e a u s s e r d e m e r s t e n (2) UF 
oder Kons t i t u en t en von UF des ihnen i n d e r F o l g e u n m i t t e l b a r v o r h e r g e ­
henden G l i e d e s s i n d - oder abe r m i t d i e s e m i d e n t i s c h . 
2.1,9 W i r nennen e ine H e r l e i t u n g § vollständig, wenn für a l l e Fäden g von 
£ g i l t : g- enthält e ine g e s ch l o s s ene SQ (w i r sagen auch : 8 i s t gesch lossen ) 
oder jede n i c h t a t o m a r e VF und jede n i c h t a t o m a r e HF e i n e r SQ von § t r i t t 
in e i n e r SQ von g a l s H a u p t f o r m e l auf . (Der A u s d r u c k " H a u p t f o r m e l w i r d 
in 2.2 erklärt . ) 

B e i d e r B e s c h r e i b u n g von H e r l e i t u n g e n i s t es m e i s t günstiger, Uber 
konk r e t e F o r m e l v o r k o m m n i s s e z u s p r e c h e n , über SQ - Inschr i f t en , H e r -
le i tungen a l s g r a p h i s c h e F i g u r e n e tc . a l s Uber d i e v o r s t e h e n d d e f i n i e r t e n 
a b s t r a k t e n G e b i l d e . D a d ie genauen U n t e r s c h e i d u n g e n h i e r z u aber ebenso 
t e r m i n o l o g i s c h l a n g w i e r i g w ie d e r Sache nach e in fach s i n d , w o l l e n w i r uns 
von ihnen d i s p e n s i e r e n und, wo d e r Kontex t das e r l aub t , z . B . un te r 
" H e r l e i t u n g " e i n m a l e ine konk r e t e F i g u r , e i n m a l da s i n 2.1.6 d e f i n i e r t e 
A b s t r a c t u m v e r s t e h e n . 

2.2 D i e D e d u k t i o n s r e g e l n von KP. W i r geben für j eden l o g i s c h e n O p e r a t o r 
e ine R e g e l d e r v o r d e r e n und de r h i n t e r e n B e s e i t i g u n g a n . In d i e s e m S inn 
s ind d i e Abkürzungen VN (Rege l d e r v o r d e r e n Nega t i onsbese i t i gung ) , HN 
(Rege l d e r h i n t e r e n Negat ionsbese i t i gung ) e t c . z u v e r s t e h e n . 

V N : A ' ^ r ; 2 H N : ^ / ^ r v 
A , jjA -* A,T; 2 A , A — T A , T; 2 

Erläuterung: D e r SS über d e m S t r i c h s t e l l t d i e Prämisse , d e r un t e r d e m 
die C o n c l u s i o d a r . 2 steht für e inen u n s p e z i f i z i e r t e n SS, d e r auch l e e r s e i n 
kann . A , T s t ehen für u n s p e z i f i z i e r t e F o r m e l r e i h e n , d i e auch l e e r s e i n 
können. D i e s p e z i f i z i e r t e SQ d e r Prämisse nennen w i r Haupt-SQ d e r 
Rege lanwendung , d i e spez i f i z i e r t e (n ) SQ(en) d e r C o n c l u s i o Neben-SQt. D i e 
s p e z i f i z i e r t e F o r m e l d e r Haupt - SQ i s t d i e Hauptformel, d i e von de r H a u p t ­
f o r m e l v e r s c h i e d e n e n s p e z i f i z i e r t e n F o r m e l n d e r C o n c l u s i o s i n d d i e 
Nebenformeln. D i e U n t e r s t r e i c h u n g d e r H a u p t f o r m e l i n d e r C o n c l u s i o s o l l 
andeuten, d a s s auf d i e s e s F o r m e l v o r k o m m n i s i m w e i t e r e n V e r l a u f d e r 
H e r l e i t u n g D e d u k t i o n s r e g e l n n i ch t m e h r angewendet w e r d e n s o l l e n 7 . 

V K . A , A A B—> T ; 2 A~> A A J ? , r ; 2 
A, A A B,A,B^T\ 2 " A - * A , A A B,T; A-+.B, A A B, T; 2 

VD- A , i 4 v B - » r ; S H D . A - » A v B , r ; S 
' A . A v g , A - » r ; A . A v ß , g ^ T ; 2 ' A - > A , £ , A v B,T: 2 

V |. A , A p g - > r ; 2 A ~ > A p i ? , r ; 2 
' A . A D J 3 - > A , r : A . A p g , £ - > r : 2 ' A , A -»A DB, B, T ; 2 

V A : 
A , AxA\x] -> T; 2 

A, AxA\x], A[Vl], . . ,A\yn]-r;Z 

D a b e i s e i e n yl9 . . yyn genau d i e GV, d i e i n den F o r m e l n d e r Haupt - SQ 
f r e i v o r k o m m e n . K o m m t in d i e s e n F o r m e l n ke ine GV f r e i v o r , so i s t 
w = I und yY b e l i e b i g z u wählen. 



U A . A-AxA\x],T; X 
M A * A , B i [ y ] , . . , B s [ y ] - i 4 [ y ] , C i [ y ] , • • ,Ct[y], AxA[x], T; S 

D a b e i s e i y e ine GV, d i e in d e r Haupt - SQ n i ch t f r e i v o r k o m m t . D i e 
Bi[y] ( i = l , . . ,s) s e i e n d i e j en i g en F o r m e l n , z u denen i n A e ine F o r m e l d e r 
G e s t a l t AzB{[z] au f t r i t t . D i e Ck[y] (k=ly . . ,t) s e i e n d i e j en i g en F o r m e l n , 
z u denen i n T e ine F o r m e l d e r G e s t a l t VzCk[z] au f t r i t t . ( E s i s t dabe i 
w e s e n t l i c h , d a s s d i e s e A l l - , b z w . E x i s t e n z f o r m e l n i n A , b z w . T u n t e r ­
s t r i c h e n s ind . ) 

VE - A , V x A f * 1 ^ r ; S 
• ^VxAixlAjylB^y], . . ,BS[y] - d [ y ] C , [ y ] , r ; 2 

D a b e i s e i e n d i e y,Bif Ck w i e für HA gewählt. 

H E . A - » V * 4 f r 1 , r ; S 
" ' ± - A [ y i ] 9 . . ,A[yn],VxA[x],r;Z 

D a b e i s e i e n d i e yÏ9 . . 9yn w i e für VA gewählt. 

2.3 D i e K o n s t r u k t i o n s g e d a n k e n für den Kalkül KP 

D e r Kalkül KP, d e s s e n D e d u k t i o n s b e g r i f f d u r c h 2.1 und 2.2 f estge legt 
i s t , i s t e i n Kalkül des natürlichen S c h l i e s s e n s i n Sequenzen f o rm . So l che 
Kalküle hat z u e r s t G e n t z e n in [4] en twor f en . U n s e r Kalkül i s t e ine F o r m a l i -
s i e r u n g de r T a b l e a u x - M e t h o d e , d i e B e t h z u s a m m e n f a s s e n d i n [1] d a r ­
ges t e l l t hat . D a s s i n KP n i ch t w i e üblich SQ aus SQ, s o n d e r n SS aus SS 

h e r g e l e i t e t w e r d e n , hat den Z w e c k , d i e B e s c h r e i b u n g d e r H e r l e i t u n g e n 
e i n f a che r z u ges ta l t en : ansta t t auf d e m Kop f s tehende s t a m m b a u m a r t i g e 
G e b i l d e s i n d H e r l e i t u n g e n in KP l i n e a r e F o l g e n . 

D e r w e s e n t l i c h e V o r z u g von KP bes teh t nun in z w e i P u n k t e n : 
1) D e r Kalkül lässt s i c h au f f a s s en a l s e ine F o r m a l i s i e r u n g der B e w e r t u n g s ­
s e m a n t i k : D i e Bed ingungen 1.3.1 l a s s e n s i c h i m H i n b l i c k auf 2.1.3 auch so 
f o r m u l i e r e n , d a s s m a n sagt : 
<& erfüllt d i e SQ A , n A—• T genau dann , wenn <i> d i e SQ A - » A , r erfüllt; $ 
erfüllt d i e SQ A - * A A B, T genau dann , wenn $ den SS A — * A , T ; A -*B9T 
erfüllt, u s w . ( W i r we rden d i e s e Überlegungen b e i m B e w e i s d e r Adäquatheit 
v o n KP g enauer ausführen.) D a n n s i n d UF i m S inne d e r D e d u k t i o n s r e g e l n 
a u c h u n m i t t e l b a r e s e m a n t i s c h e F o l g e r u n g e n und es steht so z u e r w a r t e n , 
d a s s s i c h d i e Adäquatheit von KP s e h r e i n f a c h b e w e i s e n lässt. 
2) M a n hätte d i e Seman t i k nun auch so f o r m a l i s i e r e n können, d a s s m a n 
e inen B e w e i s für e ine SQ Z so aufbaut, d a s s m a n ausgeht von g e s c h l o s s e n e n 
SQ a l s A x i o m e n und S a l s E n d g l i e d d e r H e r l e i t u n g gewinnt . E i n e 
H e r l e i t u n g aus S i n KP s t e l l t s i c h demgegenüber d a r a l s d e r s y s t e m a t i s c h e 
V e r s u c h , e ine B e w e r t u n g z u k o n s t r u i e r e n , d i e S erfüllt, d i e a l s o z e i g t , da s s 
S k e i n prädikatenlogischer S c h l u s s i s t . In d i e s e m S inn v e r s u c h t m a n b e i 
d e r K o n s t r u k t i o n e ine r H e r l e i t u n g aus S m i t h i l f e d e r r e i n z e r l e g e n d e n 
R e g e l n e ine SQ z u gewinnen , d i e n u r A t o m f o r m e l n enthält und n icht 
g e s c h l o s s e n i s t , und d i e e ine s o l c h e B e w e r t u n g d e f i n i e r t ( vg l . den V o l l ­
ständigkeitsbeweis für KP). 

D i e s e s V o r g e h e n hat den g r o s s e n p r a k t i s c h e n N u t z e n , d a s s s i c h jede 



H e r l e i t u n g r e i n m e c h a n i s c h gewinnen lässt: Z u j ed em prädikatenlogischen 
S c h l u s s lässt s i c h i n KP auf r e i n m e c h a n i s c h e m W e g e in B e w e i s f inden, so 
d a s s m a n a l s o b e i m B e w e i s e n d e r s i c h oft so h i n d e r l i c h aufdrängenden 
Abhängigkeit v on d e r I n s p i r a t i o n enthoben i s t . Für d i e A u s s a g e n l o g i k hat 
das B e w e i s v e r f a h r e n den C h a r a k t e r e i n e s a l l g e m e i n e n E n t s c h e i d u n g s v e r ­
f ah r ens , da h i e r a l l e vollständigen H e r l e i t u n g e n e n d l i c h s i n d . A u c h i m F a l l 
d e r Prädikatenlogik hat m a n in d e r E x i s t e n z e n d l i c h e r o f fener , v o l l ­
ständiger H e r l e i t u n g e n und in m a n c h e n Fällen auch i n d e r S t r u k t u r e i n e r 
u n e n d l i c h e n H e r l e i t u n g e i n K r i t e r i u m für d i e U n b e w e i s b a r k e i t von SQ. 

2.4 Reguläre H e r l e i t u n g e n . W i r w o l l e n nun z e i g en , d a s s es für jede 
SQ S e ine vollständige H e r l e i t u n g aus 2 g ibt . 
2.4.1 W i r nennen d i e Bi- und Ck-Nebenformeln d e r R e g e l n VE , HA 
Sekundärformeln (SF) d e r be t re f f enden H a u p t f o r m e l n . Ist A e ine SF d e r 
F o r m e l B, s o nennen w i r a u c h d ie T e i l f o r m e l n von A SF von B8. - W i r sagen 
f e r n e r , A s e i e ine SF v o m R a n g 0, wenn A k e i n e SF i s t , und A s e i e ine SF 
v o m R a n g n+I , wenn A SF e i n e r SF v o m R a n g n i s t . 
2.4.2 W i r nennen e ine H e r l e i t u n g regulär, wenn b e i i h r e r K o n s t r u k t i o n 
D e d u k t i o n s r e g e l n auf SF v om R a n g n nu r dann angewendet we rden , wenn 
D e d u k t i o n s r e g e l n auf SF v o m R a n g < n n i c h t m e h r an wendba r s i n d . 
2.4.3 Ist § eine reguläre Herleitung und bricht § nicht ab mit einem SS, 
der einen offenen Konstituenten enthalt, auf den noch Deduktionsregeln 
aylgewendet werden können, so ist § vollständig. B e w e i s : 1) D e r A b s c h n i t t 
von £ von d e r e r s t e n Rege lanwendung auf e ine SF v o m R a n g n(n^0) b i s 
z u r e r s t e n Rege lanwendung auf e ine SF v o m R a n g n + I i s t e n d l i c h . 
S s e i d i e Z e i l e von Sj>, in d e r e n SQ nur m e h r SF v o m R a n g n z u r 
Rege lanwendung o f fenstehen. 2 ' s e i e ine SQ v on S . D a n n i s t d i e S u m m e 
de r G r a d e d e r n i c h t u n t e r s t r i c h e n e n F o r m e l n von 2 f , d i e n icht SF v o m 
Rang n s i n d , 0. S e i 5 d ie S u m m e d e r G r a d e d e r n i c h t u n t e r s t r i c h e n e n SF 
v o m R a n g n , so e r n i e d r i g t s i c h s b e i d e r K o n s t r u k t i o n e i n e r H e r l e i t u n g aus 
Z f i n j edem S c h r i t t , a u s s e r b e i Anwendung von VA, HE. D a n u r e n d l i c h v i e l e 
v o r d e r e A l l - und h i n t e r e E x i s t e n z f o r m e l n a l s SF v o m R a n g n au f t r e t en Kön­
nen und da d i e A n z a h l ' d e r i n d e r H e r l e i t u n g aus Z f au f t re tenden f r e i e n GV 
e n d l i c h i s t , m u s s n a c h e n d l i c h v i e l e n S c h r i t t e n s = 0 w e r d e n , d h . n a c h e n d ­
l i c h v i e l e n S c h r i t t e n e r h a l t e n w i r e inen SS, i n d e m n u r SF v o m R a n g n+1 
z u r w e i t e r e n Rege lanwendung o f fenstehen. D i e H e r l e i t u n g aus 2 ' , i n d e r 
D e d u k t i o n s r e g e l n nu r auf SF v o m Rang n angewendet w e r d e n , i s t a l s o e n d ­
l i c h . D a s g l e i c h e g i l t für d ie übrigen SQ v o n 2 . D a m i t i s t (1) b e w i e s e n . 
2) Nun g ib t es für jede n i c h t a t o m a r e F o r m e l A e ines n i ch t g e s c h l o s s e n e n 
F a d e n s % von £ e ine Z a h l n, so das s A SF v o m R a n g n i s t . A m u s s dann 
nach V o r a u s s e t z u n g über § wegen (1) n a c h e n d l i c h v i e l e n D e d u k t i o n s s c h r i t t e n 
in g a l s H a u p t f o r m e l au f t r e t en , § i s t vollständig nach 2.1.9. 

D a s s n i ch t j ede h i n r e i c h e n d lange H e r l e i t u n g vollständig i s t , z e i g t da s 
B e i s p i e l d e r SQ —* VxAy(F(x)vi F(y)). Wendet m a n h i e r zunächst d i e R e g e l 
HE an , und dann a u s s c h l i e s s l i c h d i e R e g e l HA, so erhält m a n e ine u n e n d l i c h 
lange unvollständige H e r l e i t u n g . D i e K o n s t r u k t i o n e i n e r regulären H e r ­
le i tung aus d i e s e r SQ e r g i b t h ingegen n a c h wen i g en S c h r i t t e n e ine g e s c h l o s ­
sene H e r l e i t u n g . 



2.5 D i e Adäquatheit v o n KP. W i r w o l l e n nun z e i g e n , d a s s d e r Kalkül KP 
adäquat i s t b z g l . d e r B e w e r t u n g s s e m a n t i k , d h . d a s s KP w i d e r s p r u c h s f r e i 
and vollständig i s t i n f o l g endem S i n n : 

2.5.1 Wenn die SQ 2 in KP beweisbar ist, so ist 2 ein prädikatenlogischer 
Schluss. 
B e w e i s : 1) Wenn d i e P rämisse e i n e r D e d u k t i o n s r e g e l von KP erfüllbar 
i s t , so a u c h d i e C o n c l u s i o . 
E s i s t z u z e i g e n : W e n n d i e Haup t - S Q e i n e r D e d u k t i o n s r e g e l erfüllbar i s t , 
so auch e ine d e r Neben - S Q . D a s e r g i b t s i c h für a l l e R e g e l n a u s s e r V E , HA 
u n m i t t e l b a r aus den B e d i n g u n g e n 1.3.1. G r e i f e n w i r e inen F a l l h e r a u s : $ 
erfül le d i e Haupt - SQ v on HK. D a n n g i l t * ( A A B ) = Ï , a l s o * ( A ) = ï v e l 
$(B) = \ nach 1.3.1 (b). A l s o erfüllt $ e ine d e r b e i d e n Neben - SQ von HK. 
B e t r a c h t e n w i r nun d i e R e g e l HA: $ erfül le d i e Haupt - S Q , d h . es ge l te 
$(AxA[x]) = \. N a c h 1.3.1 (e) g ibt es a l s o e ine GV zy s o dass g i l t $ (A [z ] ) = Ï. 
Ist z m i t d e r GV y i n d e r Neben - SQ v on HA i d e n t i s c h , so g i l t auch 
<£(A[3>]) = \. A n d e r n f a l l s wählen w i r e ine e ine indeu t i g e A b b i l d u n g p von HS'0 

auf s i c h s e l b s t , d i e d i e M e n g e C 0 d e r i n den F o r m e l n d e r Haupt - SQ 
au f t re t enden f r e i e n G V i d e n t i s c h auf s i c h abb i l de t , und für d i e g i l t 
p(y) = z. W i r d e f i n i e r e n dann e ine B e w e r t u n g $ f d u r c h d i e F e s t s e t z u n g : 
<£>f(.F(#i, . . ,xn)) = $(F(p(xi), . . ,p(xn))), d i e $ f für a l l e A t o m f o r m e l n 
f i x i e r t . M a n bewe i s t d u r c h Indukt i on nach d e m G r a d d e r F o r m e l n l e i c h t , 
d a s s für a l l e F o r m e l n A g i l t : ^(A[xly . . ,xn]) = $ ( A [ p ( * i ) , . . ,p(xn)])y wo 

. . ,xn d i e f r e i e n GV von A s i n d . D a n a c h erfüllt auch $ f d i e Haupt - SQ 
und es g i l t : * f ( A [ y ] ) = * (A [p (y ) ] ) = *(A|>]) = \. F e r n e r g i l t &(AzBi[z]) = h>, 
d a d i e F o r m e l AzBj[z] V F d e r Haupt - SQ i s t , a l s o n a c h 1.3.1 (e) 
<S>'(Bj[y]) = to. U n d &(VzCk[z]) = \, d a d i e F o r m e l VzCk[z] HF d e r H a u p t -
SQ i s t , a l s o nach 1.3.1 (f ) $'(Ck[y]) = \. $ f , b z w . i m F a l l z = y erfüllt 
a l s o d i e Neben - SQ v on HA. 
E b e n s o a r g u m e n t i e r t m a n für d i e R e g e l V E . 

2) Wäre nun S k e i n prädikatenlogischer S c h l u s s , so wäre 2 n a c h 2.1.4 
erfüllbar. N a c h (1) wäre dann a u c h j e d e r SS e i n e r H e r l e i t u n g a u s 2 er fül l ­
b a r . N u n gibt es abe r n a c h V o r a u s s e t z u n g e ine g e s c h l o s s e n e H e r l e i t u n g aus 
2 , d i e a l s o e inen n i ch t erfüllbaren SS enthält. A l s o m u s s 2 e i n prädikaten­
l o g i s c h e r S c h l u s s s e i n . 

2.5.2 Wenn 2 ein prädikatenlogischer Schluss ist, so ist 2 in KP beweisbar. 
W i r z e i g e n : Wenn 2 n i c h t b e w e i s b a r i s t , so i s t 2 erfül lbar. D a r a u s folgt 
m i t 2.1.4 und K o n t r a p o s i t i o n u n s e r e B e h a u p t u n g . 
2 s e i n i ch t b e w e i s b a r , d h . a l l e H e r l e i t u n g e n aus 2 s i n d of fen. N a c h 2.4 
g ibt es nun e ine vol lständige H e r l e i t u n g § a u s 2 , d i e of fen i s t . 8 s e i e in 
o f f ener F a d e n von S 0 s e i d i e M e n g e d e r GV, d i e i n A t o m f o r m e l n v on g 
au f t r e t en , p s e i e ine A b b i l d u n g v on B° auf 5ß0, d i e 550 i d e n t i s c h auf B 0 

a b b i l d e t . D a n n d e f i n i e r e n w i r e ine B e w e r t u n g 4> d u r c h fo lgende F e s t s e t z ­
ungen : 

a) <3>(A) = to, wenn A e i n e A t o m f o r m e l i s t , d i e i n 3 a l s V F au f t r i t t , 
b) $ (A ) = I", wenn A e ine A t o m f o r m e l i s t , d i e i n g a l s HF a u f t r i t t , 



c) $(A) b e l i e b i g , wenn A e ine A t o m f o r m e l m i t GV n u r aus B 0 i s t , d i e i n g 
n ich t v o r k o m m t , 

d) MF(xh . . , * „ ) ) = 4>(F(p(xx), . . fp(xn))) für a l l e PV F und a l l e xu . . ,xn 

aus 

W i e m a n l e i ch t d u r c h Indukt ion nach d e m F o r m e l g r a d v e r i f i z i e r t , g i l t dann 
für a l l e F o r m e l n A:T) $(A[xl9 . . ,xn]) = $ U [ p ( * i ) , . . ,p(**)] ) . 

W i r nennen e ine F o r m e l A von g richtig plaziert, wenn VF v on i s t 
und es g i l t $(A) = to, ode r wenn A HF von g i s t und es g i l t * C A ) = \. E s g i l t : 
II) W e n n e ine F o r m e l von G r a d n (n> 0) v on g f a l s c h p l a z i e r t i s t , so i s t 
auch e ine F o r m e l v o m G r a d < n von g f a l s c h p l a z i e r t . D a s e r g i b t s i c h 
w i ede r i n e i n f a che r W e i s e aus den Bed ingungen 1.3.1. W i r g r e i f en n u r z w e i 
Fäl le h e r a u s : 
HK: A A B s e i HF von g und es ge l te $(AAB) = h>. Dann g i l t nach 1.3.1 (b) 
auch *(J4) = $(J3) = to. D a vollständig i s t , t r i t t A A B i n g a l s H a u p t f o r m e l 
de r R e g e l HK auf, a l s o t r i t t A oder B i n g a l s HF auf und i s t dann in g 
f a l s c h p l a z i e r t . 
VA: AxA[x] s e i VF von g und es ge l te $(AxA[x]) = \. D a n n gibt es nach 
1.3.1 (e) e ine GV z9 so d a s s g i l t $(i4[;z]) = \. N a c h (I) g i l t dann a u c h 
$(i4[p(z)] ) = \9 wo p(z) nun e ine GV i s t , d i e i n F o r m e l n von g f r e i v o r ­
k o m m t . § i s t vollständig, a l s o t r i t t AxA[x] i n g a l s H a u p t f o r m e l von VA 
auf, so d a s s i n g für jede GV y aus S 0 d i e F o r m e l A[y] i n g a l s V F au f t r i t t 
(das w i r d d u r c h d i e SF Bj[y] i n HA, V E s i c h e r g e s t e l l t ) . A l s o t r i t t auch 
j4[p(2)] i n g a l s V F auf und i s t a l s o i n g f a l s c h p l a z i e r t . 

Wäre nun e ine F o r m e l G r a d n > 0 von g f a l s c h p l a z i e r t , so n a c h (II) 
auch e ine A t o m f o r m e l von g. Nun s i n d abe r n a c h D e f i n i t i o n von $ a l l e 
A t o m f o r m e l n von g r i c h t i g p l a z i e r t , a l s o s i n d a l l e F o r m e l n v on g r i c h t i g 
p l a z i e r t . D a h e r erfüllt * a l l e SQ von g, i n s b e s o n d e r e a l s o auch d i e 
Anfangs - SQ E von 

D a m i t i s t d e r Satz 2.5.2 b ew i e s en . A u s i h m ergeben s i c h nun so fo r t 
d ie Sätze: 

2.5.3 Wenn eine Herleitung aus einer SQ S geschlossen ist, so sind alle 
vollständigen Herleitungen aus S geschlossen. 

A n d e r n f a l l s wäre S nach 2.5.2 erfüllbar, nach 2.5.1 a l s o n i ch t 
b e w e i s b a r . D u r c h K o n t r a p o s i t i o n erhält m a n : 

2.5.4 Wenn eine vollständige Herleitung aus einer SQ 2 offen ist, so sind 
alle Herleitungen aus S offen. 

E s k o m m t a l s o b e i d e r K o n s t r u k t i o n v o n H e r l e i t u n g e n auf d i e R e i h e n ­
folge d e r Rege lanwendungen n i ch t an , so lange m a n vollständige H e r l e i t u n g e n 
erzeugt . B l e i b t m a n i m R a h m e n d e r regulären H e r l e i t u n g e n , s o kann m a n 
a l so , w i e w i r oben behauptet haben, für jeden prädikatenlogischen S c h l u s s 
auf r e i n m e c h a n i s c h e m Weg e inen B e w e i s f i nden . 

3 Die Interpretation von Sequenzen. Während s i c h e ine adäquate I n t e r ­
p re ta t i on d e r i n t u i t i o n i s t i s c h e n L o g i k m i t d e r Semant ik , d i e i m 1. K a p i t e l 
d i e s e r A r b e i t s k i z z i e r t wurde , n i ch t durchführen lässt, s o l l i n d i e s e m 
K a p i t e l e ine S e m a n t i k aufgebaut w e r d e n , i n d e r e n R a h m e n s i c h k l a s s i s c h e 



und i n t u i t i o n i s t i s c h e L o g i k v e r g l e i c h e n l a s s e n . D i e fo lgenden Überlegungen 
l i e g e n auf d e r L i n i e d e r T h e o r i e n , d i e von P . L o r e n z e n i n [10] und von 
H . B . C u r r y i n [3] e n t w i c k e l t w o r d e n s i n d . 

3.1 F o l g e b e z i e h u n g e n und S y s t e m e . In d e r S e m a n t i k n a c h 1.2 w u r d e n 
pr imär GV ( i m S inne v on E i g e n n a m e n ) und PV ( i m S inne von Prädikaten) 
gedeutet . D i e Deutung d e r F o r m e l n e r gab s i c h d a r a u s . In d e r B e w e r ­
t u n g s s e m a n t i k n a c h 1.3 w u r d e n n u r F o r m e l n ( i m Sinne von Sätzen) 
i n t e r p r e t i e r t . A u s d e r I n t e r p r e t a t i o n d e r Sätze e rgab s i c h dann d i e 
C h a r a k t e r i s i e r u n g d e r gültigen Schlüsse. W i r t r e i b e n d i e A b s t r a k t i o n nun 
noch e inen S c h r i t t w e i t e r , wenn w i r i m fo lgenden n i ch t F o r m e l n , s o n d e r n 
n u r SQ i n t e r p r e t i e r e n . SQ s o l l e n a l s F o l g e b e z i e h u n g e n gedeutet w e r d e n und 
F o r m e l n s o l l e n n u r i m Kontex t v on F o l g e b e z i e h u n g e n b e d e u t u n g s v o l l s e i n . 
D i e s e r s e m a n t i s c h e A n s a t z l i e g t nahe , s o f e r n m a n s i c h auf d i e B e t r a c h t u n g 
v on T h e o r i e n beschränkt: h i e r i n t e r e s s i e r t i n e r s t e r L i n i e n i ch t d i e 
W a h r h e i t ode r F a l s c h h e i t e i n e s S a t z e s , s o n d e r n d i e B e w e i s b a r k e i t ode r 
W i d e r l e g b a r k e i t e i n e s Sa t z es i n d e r T h e o r i e und das B e s t e h e n ode r N i c h t ­
bes t ehen d e d u k t i v e r Zusammenhänge z w i s c h e n den Sätzen d e r T h e o r i e . 
W i r w o l l e n n i ch t n u r f o r m a l i s i e r t e T h e o r i e n i n s Auge f a s s en und dahe r 
zunächst davon absehen , w e l c h e r A r t d i e F o l g e b e z i e h u n g e n z w i s c h e n den 
Sätzen d e r T h e o r i e i m e i n z e l n e n s i n d , ob es s i c h u m s y n t a k t i s c h e , 
s e m a n t i s c h e o d e r e twa k a u s a l e R e l a t i o n e n hande l t . 

Wenn w i r e ine SQ s e m a n t i s c h a l s gültig a u s z e i c h n e n , so s o l l d a s 
besagen , d a s s z w i s c h e n d e r M e n g e d e r V F und d e r M e n g e d e r HF d i e s e r 
SQ e ine F o l g e b e z i e h u n g bes t eh t . E s s o l l nun d e r R a h m e n d e r z u r I n t e r ­
p r e t a t i o n von SQ z u g e l a s s e n e n F o l g e b e z i e h u n g e n abgeg renz t w e r d e n . 

3.1.1 E i n e F o l g e b e z i e h u n g (FB) i s t e ine R e l a t i o n z w i s c h e n z w e i S a t z -
mengen , von denen e ine a u c h l e e r s e i n k a n n . W i r s p r e c h e n w i e d e r von d e r 
M e n g e d e r V F und d e r M e n g e d e r HF und s y m b o l i s i e r e n e ine A u s s a g e des 
Inha l t s , d a s s z w i s c h e n den F o r m e l n Aif . . , Am und den F o r m e l n Bl9 . . ,B„ 
e ine B e z i e h u n g d e r F o l g e bes t eh t , d u r c h den A u s d r u c k "Al9 . . , Am > 
Bl9 . . 9Bn". Für j ede F B s o l l f e r n e r g e l t en : 

RF) A , A — A , r ( P r i n z i p d e r Ref lex iv i tät ) , 
VV) A —> r seq A , A —> r ( P r i n z i p d e r v o r d e r e n Verdünnung), 
HV) A —* r seq A —* A , T ( P r i n z i p d e r h i n t e r e n Verdünnung), 
TR) A -> A , T et A , A - * r f seq A —* r , r T ( P r i n z i p d e r Transi t iv i tät ) . 

D a b e i s e i e n A , r , T f F o r m e l r e i h e n , d i e a u c h l e e r s e i n können. 

3.1.2 V o n e i n e r Folgebeziehung i.e.S. s p r e c h e n w i r , wenn d i e F B n u r für 
s o l c h e M e n g e n von HF d e f i n i e r t i s t , d i e höchstens e i n E l e m e n t en tha l t en . 

S e i Ü e ine F o r m e l r e i h e , d i e höchstens e i n E l e m e n t enthält, so l au ten 
d i e B e d i n g u n g e n RFb i s TR für F B i . e . S . w i e fo lg t : 

RF) A , A - A , 
VV) A seq A , A -* ß , 
HV) A — seq A —* A , 
TR) A —* A et A , A - * ß seq A - » ß . 



D i e s e Bed ingungen s t e l l e n d i e üblichen F o r d e r u n g e n an e ine K o n s e q u e n z -
r e l a t i o n d a r , d i e m a n , wenn K(A) d i e Konsequenzmenge d e r F o r m e l n aus A 
i s t , oft a u c h so f o r m u l i e r t : AzK(A)7 A c A T seq K(A)GK(A1), K(K(A))CK(A). 
HV enthält zusätzlich noch das P r i n z i p ex f a l s o quod l ibe t . 

M a n kann den A u s d r u c k "Al9 . . , A]m B". W i r l e s e n a l s " A u s den 
F o r m e l n Au . . , Am folgt d i e F o r m e l B'\ B" a l s "B i s t gült ige, 
"A " a l s "A i s t w i d e r gü l t ig " , CiAi9 . . , Am —*99 a l s " D i e F o r m e l n 
Au . . , Am s i n d unver t räg l i ch" . 

W e n n m a n den Satz " A —* Bu . . ,Bn" a l s s y n o n y m ve r s t eh t m i t d e m 
Satz " A —> ß i v e l . . . v e l A —> I ? « " - w i r s p r e c h e n dann von e i n e r dis­
junktiven Deutung d e r F B m i t m e h r e r e n HF - dann kann m a n d ie B e d i n g u n ­
gen RF b i s TR i n 3.1.1 r e c h t f e r t i g e n m i t h i l f e d e r Bed ingungen RF b i s TR 

für F B i . e . S . , d ie w i r oben i n t u i t i v begründet haben . 
W i e m a n a l l g e m e i n z w e i s t e l l i g e R e l a t i o n e n au f fassen kann a l s Mengen 

von geordne ten P a a r e n , so können w i r auch F B d e f i n i e r e n d u r c h M e n g e n 
von SQ. 

3.1.3 A l s System b e z e i c h n e n w i r e ine M e n g e von SQ, d i e e ine F B d e f i n i e r t . 
Ist T e ine S y s t e m , so m u s s a l s o ge l t en : 

1) J ede SQ d e r G e s t a l t A , A — A, r i s t E l e m e n t von T, 

2) A -> TzT seq A , A —* T £T, 

3) A - » Tzl seq A —* A , Tzl, 
4) A — A , T c T et A , A — T}zl seq A -> T,V zT. \ 

Ist e ine SQ S E l e m e n t von T, so nennen w i r 2 gültig i n T. In A n a l o g i e 
zu F B i . e .S . k a n n m a n auch Sys t eme i . e .S . b e t r a c h t e n . Enthält e ine S y s t e m 
T nur a t o m a r e SQ, d h . SQ, d e r e n V F und HF sämtlich A t o m f o r m e l n s i n d , 
so nennen w i r T e ine Atomsystem. E i n e S o n d e r f a l l e ines A t o m s y s t e m s i s t 
das M i n i m a l s y s t e m M, das nur d i e a t o m a r e n SQ d e r G e s t a l t , A , A —>A,T 
enthält. E n t s p r e c h e n d s e i M * das M i n i m a l s y s t e m i . e .S . das n u r a t o m a r e 
SQ d e r G e s t a l t A , A —* A enthält. 

3.1.4 W i r nennen e i n S y s t e m T S-widerspruchsfrei wenn es k e in e F o r m e l 
A gibt, d i e in T z u g l e i c h gültig und widergült ig i s t . 

3.1.5 W i r nennen e ine (A tom- ) S y s t e m T S-vollständig, wenn für a l l e 
(A tom- ) F o r m e l n A g i l t : A i s t gültig i n T ode r A i s t widergültig i n T. 

D a s Präf ix "S" s o l l dabe i den U n t e r s c h i e d z u den s e m a n t i s c h e n B e g r i f f e n 
der W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t und Vollständigkeit, d i e w i r b e i d e m B e w e i s d e r 
Adäquatheit v on KP v e rwende t haben , h e r v o r h e b e n . 

B e i s p i e l e von S y s t e m e n s i n d : 1) E i n e e m p i r i s c h e T h e o r i e , i n d e r d i e 
FB n i ch t r e i n l o g i s c h e r N a t u r i s t , s o n d e r n z u m A u s d r u c k von G e s e t z e n und 
Bedeu tungspos tu la t en v e rwende t w i r d . 2) E i n e f o r m a l e r ode r h a l b f o r m a l e r 
Kalkül, i n d e m d i e F B d i e B e z i e h u n g d e r A b l e i t b a r k e i t Al9 . . , Am l - B i s t . 

3.2 K l a s s i s c h e Gültigkeitsbedingungen. D e r Grundgedanke d e r s e m a n ­
t i s chen I n t e r p r e t a t i o n von SQ a l s F B bes teht nun d a r i n , d a s s m a n a t o m a r e 
SQ a l s gültig a u s z e i c h n e t d u r c h Angabe e ines A t o m s y s t e m s T . Dann 
de f in i e r t m a n d u r c h H i n z u n a h m e prädikatenlogischer Gültigkeitsbedingungen 



z u j ed em A t o m s y s t e m T e ine E r w e i t e r u n g T f , d i e nun auch n i c h t a t o m a r e 
SQ enthält. M i t d i e s e n Gültigkeitsbedingungen kann m a n aus d e r Gültigkeit 
von SQ, d i e T e i l f o r m e l n e i n e r k o m p l e x e n F o r m e l A en tha l t en , auf d i e 
Gültigkeit e i n e r SQ s c h l i e s s e n , d i e A a l s VF , b z w . HF enthält. 

W i r geben zunächst k l a s s i s c h e Gültigkeitsbedingungen an : 

3.2.1 Ist T e i n A t o m s y s t e m über d e r S p r a c h e P, so ge l t en in T f fo lgende 
Bed ingungen (dabei s i n d d i e Ausdrücke d e r G e s t a l t ( < A - * r ' ) z u l e s e n a l s 
A u s s a g e n Uber das B e s t e h e n e i n e r F B in T 1)-

E) J e d e i n T gültige SQ i s t a u c h i n T gültig, T f i s t e i n S y s t e m 
Vn) A - » A9 r äq A , i A — r 
Hn) A , A -> r äq A — T A, T 

Vk) A , A3 B — r äq A , A A B - T 
Hk) A-+A,T et A -> B , r äq A —> A* B,T 

Vd) A,A-+r et A , B — T äq A,AvB ->T 
Hd) A - * A,B,T äq A —> Av B9T 
V i ) A , B - r et A - A, T äq A,AoB —*F 
Hi ) A , A — B , T äqr A - ^ D ß , T 
Va) A, i4[y ! ] , i4[y 2 ], . . .-> r äq A,AxA[x] — r , wo für i = l,2, . . . a l l e GV 

aus 2° d u r c h l a u f e n s o l l , 
Ha) Oy(yz%° seq A - » i4[y], T ) <7<? A — AxA[x]9 F 
Ve) O y ( y c » ° AyA[y] -> F ) ä<? A , V*;4[x] — »r 
He) A — A[yx]9 A[y2]9 . . . ,T äq A-* VxA[x]9T9 wo y{ w i e d e r a l l e GV aus &° 

d u r c h l a u f e . 

D a es s i c h b e i d i e s e n B e d i n g u n g e n u m kon t ex tua l e G U l t i g k e i t s -
de f in i t i onen hande l t , m u s s i h r e B e r e c h t i g u n g n a c h g e w i e s e n w e r d e n . Z u ­
nächst i s t ohne w e i t e r e s k l a r , d a s s d i e Abschwächung des "äq" z u e i n e m 
"seq" in den Bed ingungen 3.2.1 z u Gültigkeitsbedingungen führt, d i e 
u n t e r e i n a n d e r und m i t den Gültigkeitsbedingungen für T verträg l ich s i n d . 
D i e U m k e h r u n g e n d i e s e r abgeschwächten Bed ingungen s i n d abe r b e w e i s b a r . 
W i r i l l u s t r i e r e n d i e B e w e i s m e t h o d e an d r e i Fäl len: 

Vn: In T ge l te A , iA->T. Wegen A, A —*A g i l t n a c h Hn A - M , iA. M i t TR 
e r h a l t e n w i r d a r a u s A-~*A9 T. 
Hn: E s ge l te A - * A,Ty a l s o nach V V A , A-* i A9 T. A u s A , A-+A e r h a l t e n 
w i r m i t Vn A 9 A 9 T A - * 9 m i t HV a l s o A,Ay -\A-~*T. M i t TR fo lgt dann 
A , 4 — r . 
Vi : E s ge l te A , i 4 z > B — T. Wegen A , A B — B , T g i l t n a c h Hi A , B - > A D By T , 
a l s o m i t V V und TR A , B — T . A u s A , i 4 - > y i , B e r h a l t e n w i r m i t Hi 
A — , 4 D B , , 4 und m i t TR A - > y 4 , r . 

D u r c h d i e s e Gültigkeitsbedingungen i s t da s S y s t e m T f f es tge leg t , wenn T 
vo rgegeben i s t . Nennt m a n e ine SQ allgemeingültig, wenn s i e d e r E r w e i ­
t e r u n g T T j edes A t o m s y s t e m s T angehört, so g i l t d e r Sa t z : 

3.2.2 Eine SQ ist allgemeingültig genau dann, wenn sie gültig ist inM\ 
D a s e r g i b t s i c h e in f a ch d a r a u s , d a s s M i n j e d e m A t o m S y s t e m entha l t en 
i s t . A l s o i s t M ? i n j e d e m e r w e i t e r t e n S y s t e m T T en tha l t en . 



D e m S y s t e m M T k o m m t a l s o für den Au fbau d e r Prädikatenlogik 
b e sonde r e Bedeu tung z u , i n d e r es uns u m d i e A u s z e i c h n u n g d e r a l l g e m e i n ­
gültigen SQ geht. M a n s ieht aus 3.3.2 auch , d a s s d i e Menge d e r a l l g e m e i n ­
gültigen SQ i n v a r i a n t i s t gegenüber e i n e r E inengung des A t o m s y s t e m -
beg r i f f e s auf aufzählbare, ode r ga r en t s che i dba r e M e n g e n von a t o m a r e n , 
SQ, d a M e n t s c h e i d b a r i s t . 

Für M f k a n n m a n nun d i e prädikatenlogischen Gültigkeitsbedingungen 
w ie fo lgt v e r e i n f a c h e n : 

Va ?) A , A [ y i ] , . . ,A[yn]-> T äq &,AxA[x]-+r, wo yu . . ,yn 

d ie GV s e i e n , d i e i n d e r l e t z t e r e n SQ f r e i v o r k o m m e n . F a l l s do r t k e i n e GV 
f r e i v o r k o m m t , i s t n=l und yx b e l i e b i g z u wählen. 

HaT) A—»A [y ] , T äq A—» AxA[x],T9 wo y e ine GV s e i , d i e i n d e r l e t z t e r e n 
SQ n i ch t f r e i v o r k o m m t . 

Ve T) A , A[y]—* r äq A , V # A [ x ] - » r , wo y w i e für Ha' gewählt s e i . 
He f) A — A[yx], . . , A [ ; y w ] , r äq A - * VxA[x], T , wo yly . . ,yn w i e für Va 1 

gewählt s e i e n . 

D i e R e c h t f e r t i g u n g d i e s e r Bed ingungen e r fo l g t über den H i l f s s a t z : 
3.2.3 Die freie Umbenennung einer freien GV in einer M ' -gü l t igen SQ 
ergibt wieder eine M T - gü l t i ge SQ. 
D i e s e r Satz g i l t , w e i l in M, a l s o auch i n M ' k e i n e GV ausge ze i chne t i s t . 
F o r m a l b e w e i s t m a n den Satz d u r c h Indukt ion n a c ^ d e m grössten G r a d 
e ine r F o r m e l i n e i n e r SQ. D i e I n d u k t i o n s b a s i s e r g ib t s i c h w i e fo lgt : E i n e 
a t o m a r e SQ v on M hat d i e G e s t a l t A , A—*A, T . W i r d d u r c h d i e Umbenennung 
A n i ch t t a n g i e r t , so erhält m a n e ine SQ d e r g l e i c h e n G e s t a l t , d i e w i e d e r u m 
E l e m e n t von M s e i n m u s s . Geht A d u r c h d i e Umbenennung i n B über, so 
erhält m a n e ine SQ von M d e r G e s t a l t A\B-~»B,T\ Im I n d u k t i o n s s c h r i t t 
geht m a n m i t H i l f e d e r Bed ingungen 3.2.1 v on e i n e r SQ m i t F o r m e l n v o m 
G r a d ^n z u SQ m i t F o r m e l n v o m G r a d <n über, n i m m t d a r i n un t e r 
Benützung d e r Indukt i onsannahme d i e Umbenennung v o r und geht m i t H i l f e 
de r Bed ingungen 3.2.1 w i e d e r z u d e r SQ m i t F o r m e l n v o m G r a d ^n zurück. 

E s g i l t nun : 

Va T) Ist &,A[yx], . . ,A[y„]-* T N/T-gültig, so wegen V V auch A,A[y±], 
A[V2], . . . - » T , a l s o nach Va a u c h A , A#A[#] -> r . Ist u m g e k e h r t A , 
AxA[x]-*T M f -gül t ig , so n a c h Va a u c h A , A [ y i ] , A [ y 2 ] , . . .->r; benennt m a n 
nun a l l e von ylf . . .yn v e r s c h i e d e n e n GV i n d i e s e r SQ i n y x u m , so erhält 
m a n n a c h 3.2.3 w i e d e r e ine M ' - gü l t ige SQ, nämlich A , A [ y x ] , . . ,A[y„]-> T. 
Ha f) Ist A - > A [ y ] , T M T -gült ig , so s i n d n a c h 3.2.3 auch a l l e d u r c h f r e i e 
Umbenennungen von y d a r a u s ents tehenden SQ M T -gül t ig a l s o g i l t für 
M' Oy(yc^° s eq A —A[> ] , r ) , a l s o i s t A—* A ^ A [ x ] , r n a c h Ha M f -gü l t i g . Ist 
umgekeh r t d i e s e l e t z t e r e SQ M T -gültig, so n a c h Ha a u c h Oy(ycB° s eq 
A ~ > A [ y ] , T ) i n M f , und d a r a u s erhält m a n d u r c h S p e z i a l i s i e r u n g d i e M 1 -
gültige SQ A - » A [ y ] , r . 

Ebenso a r g u m e n t i e r t m a n für d i e Bed ingungen Ve f und He'. 9 

3.3 D i e Adäquatheit v o n KP. W i r b e w e i s e n nun, d a s s d e r Kalkül KP, d e r , 
wie w i r i n 2.5 g esehen haben , e ine F o r m a l i s i e r u n g d e r k l a s s i s c h e n L o g i k 



i s t , adäquat i s t auch b z g l . d e r i n 3.2 d e f i n i e r t e n S e m a n t i k . D a m i t e r g i b t 
s i c h dann auch , d a s s d i e oben a l s al lgemeingült ig ausge z e i chne t en SQ genau 
d i e prädikatenlogischen Schlüsse i m S inne von 1.3.4 s i n d . 1 0 

M a n kann den Kalkül KP auch au f f a ssen a l s e ine d i r e k t e F o r m a l i s i e r -
ung d e r Gültigkeitsbedingungen 3.2.1. D a s geht aus den fo lgenden B e w e i s e n 
h e r v o r . 

3.3.1 Ist die SQ E in KP beweisbar, so ist sie allgemeingültig. B e w e i s : 
§ s e i e in B e w e i s für 2 i n KP. D a n n enthält % e inen g e s c h l o s s e n e n SS S f , 
d e s s e n sämtliche K o n s t i t u e n t e n a l s o M f -gü l t i g s i n d . E s g i l t nun : I) S ind 
a l l e Kons t i tu en t en d e r C o n c l u s i o e i n e r D e d u k t i o n s r e g e l von KP M1 -gültig, 
so auch a l l e K o n s t i t u e n t e n d e r P rämisse . E s i s t z u z e i g e n : S ind a l l e 
Neben - SQ e i n e r D e d u k t i o n s r e g e l M T -gül t ig , so i s t auch d i e Haupt - SQ K/T-
gültig. D a s e r g ib t s i c h für a l l e R e g e l n a u s s e r HA and V E so fo r t aus den 
Bed ingungen 3.2.1. B e t r a c h t e n w i r den F a l l HA: D i e Neben - SQ 

A , ß i [ y ] , • . ,Bs[y]-> A[y], d f y ] , . . ,Ct[y]9 AxA[x], T s e i M f -gü l t i g . N u n 
t r e t e n i n A d i e F o r m e l n Bx[z] für a l l e GV ^, d i e in d e r Haupt - SQ f r e i 
v o r k o m m e n , auf. D a s e r g i b t s i c h d a r a u s , d a s s AxB^x] in A v o r k o m m t , 
und aus d e r S t r u k t u r d e r R e g e l n VA, HA, V E . M a n kann dann m i t Va ' und 
nach fo lgender Anwendung von V V auf d i e M r -Gült igkeit d e r SQ A , 
B2[y], • • ,&s[y] -> A[y]9 C j v ] , . . , C/[y] , AxA[x]9 T s c h l i e s s e n . D u r c h 
g l e i c h a r t i g e E l i m i n a t i o n d e r F o r m e l n ß 2 [ v ] , . . , ß s f y ] und en t sp r e chende 
E l i m i n a t i o n d e r F o r m e l n C i f y ] , . . ,C/[„v] erhält m a n d i e M T -gü l t ige SQ 

A—>j4[y], AxA\x]9T. M i t Ha ! e r g i b t s i c h d a r a u s , d a s s auch d ie SQ 

A — AxA[x], AxÄ\x],T M r -gü l t i g i s t , d i e m i t d e r Haupt - SQ A — AxA\x]9 T 
i d e n t i s c h i s t . 

M i t (I) folgt aus d e r M '-Gült igkeit a l l e r K o n s t i t u e n t e n von S 1 d i e M T -

Gültigkeit von S, und m i t 3.2.2 d i e Al lgemeingült igkeit von E . 

3.3.2 Ist die SQ E allgemeingültig, so ist E in KP beweisbar. B e w e i s : Ist 
S? e ine vollständige H e r l e i t u n g aus E in KP - d i e E x i s t e n z e i n e r s o l c h e n 
H e r l e i t u n g folgt aus 2.4.3 - und g e in F a d e n von so i s t g g e s c h l o s s e n , 
oder jede n i c h t a t o m a r e F o r m e l e i n e r SQ v on g t r i t t i n g a l s H a u p t f o r m e l 
auf. Im l e t z t e r e n F a l l b i l d e n w i r d i e SQ S * , d i e a l s V F a l l e V F von SQ von 
g , a l s HF a l l e HF von SQ von g enthält, wobe i d i e F o r m e l u n t e r s t r e i c h u n g e n 
f o r t g e l a s s e n w e r d e n . S * i s t nun M 1 -gül t ig . Denn S i s t al lgemeingültig, 
a l s o M T -gül t ig und S * enthält a l l e V F von S a l s VF, a l l e HF von E a l s HF, 

E s g i l t nun : Wenn m a n in S * a l l e F o r m e l n v om G r a d > 0 s t r e i c h t , i n d e m 
m a n m i t den F o r m e l n v o m höchsten G r a d beg innt und d i e F o r m e l n v o m 
G r a d n v o r den F o r m e l n v o m G r a d n-1 s t r e i c h t , so erhält m a n e ine 
a t o m a r e SQ S * * , d i e M T -gül t ig i s t . 

D a s e r g i b t s i c h d i r e k t aus den Bed ingungen Vn b i s Hi und Ha, Ve aus 3.2.1, 

sow ie den Bed ingungen VcT und H e \ G r e i f e n w i r e inen F a l l h e r a u s : E * 1 

s e i aus E * ents tanden d u r c h S t r e i c h u n g a l l e r F o r m e l n v o m G r a d > m und 
e in i gen F o r m e l n v o m G r a d m. E * 1 habe d i e G e s t a l t A , AxA\x]—* T und 
s e i M T -gül t ig . A X A [ J C ] s e i vom G r a d m. Dann i s t n a c h V a f a u c h d ie SQ 

A, A [ y ! ] , . . , i 4 [ y w ] - » r M T -gült ig , wo yu . . 9y„ d i e GV s e i e n , d i e f r e i in 
den F o r m e l n aus A , A r v o r k o m m e n . N a c h d e r V o r a u s s e t z u n g über 
8 t r i t t A#j4[Ar] i n g a l s H a u p t f o r m e l d e r R e g e l VA auf . In g t r e t e n dann 



a l l e F o r m e l n A [ y i ] , . . , A [ y „ ] a l s VF auf. D a s geht aus d e r S t r u k t u r d e r 
Rege ln VA, HA, V E h e r v o r . A l s o k o m m e n d i e s e F o r m e l n a l s V F von 2 * 
und a l s o i n A v o r , da s i e v o m G r a d m-1 und a l s o i n 2 * 1 noch n i ch t g e s t r i ­
chen s i n d . A l s o i s t d i e M T -gül t ige SQ A , A [ y i ] , . . , A[yn]->Tmit A —> T 
i d e n t i s c h . D a 2 * * M T -gültig i s t und a t o m a r , gibt es e ine A t o m f o r m e l A , 
d ie in 2 * * z u g l e i c h a l s V F und a l s HF au f t r i t t . D a s e r g ib t s i c h aus d e r 
D e f i n i t i o n von M. A m u s s a l s o i n g a l s V F und a l s HF au f t r e t en . T r e t e A 
z u e r s t in d e r Z e i l e m von g a l s V F , in d e r Zeilen v on g z u e r s t a l s HF auf, 
so i s t d i e Z e i l e m i t d e r N u m m e r M a x i m u m {m,n) v on g b z g l . A g e s c h l o s ­
sen . 
A l s o s i n d a l l e Fäden von § g e s c h l o s s e n , und d a m i t auch § s e l b s t . !g i s t 
a l s o e i n B e w e i s für 2 in KP. 

D a d e r Adäquatheitsbeweis für K P b e s o n d e r s e in fach i s t , i s t e r e in 
A r g u m e n t für d i e s e m a n t i s c h e Begründung de r k l a s s i s c h e n L o g i k nach 3.2. 
E i n w e i t e r e s A r g u m e n t i s t d ie V e r g l e i c h b a r k e i t d e r k l a s s i s c h e n m i t d e r 
i n t u i t i o n i s t i s c h e n L o g i k i m R a h m e n d i e s e r Semant ik , auf d i e w i r i m 
nächsten A b s c h n i t t z u s p r e c h e n k o m m e n . E n d l i c h i s t d i e angegebene 
s e m a n t i s c h e T h e o r i e f r e i von e in e r R e i h e von p r o b l e m a t i s c h e n m e n g e n ­
t h e o r e t i s c h e n V o r a u s s e t z u n g e n . Während s i c h i n d e r B e w e r t u n g s s e m a n t i k 
d ie D e f i n i t i o n d e r allgemeingültigen Schlüsse auf d i e Menge a l l e r B e ­
wer tungen be zog , d i e i m k l a s s i s c h e n S inn v e r s t a n d e n überabzählbar i s t und 
F u n k t i o n e n enthält, d i e s i c h k o n s t r u k t i v auf k e ine W e i s e e r z eugen l a s s e n , 
w i r d h i e r d i e Allgemeingültigkeit e i n e r SQ f i x i e r t d u r c h d i e M T -Gült igkeit , 
d ie Gültigkeit i n e i n e m r e k u r s i v aufzählbaren S y s t e m . 

Z u b e m e r k e n i s t abe r , d a s s d i e k l a s s i s c h e n GU l t i gke i t sbed ingungen 
nach 3.2.1 unverträglich s i n d m i t d e r d i s j u n k t i v e n Deutung de r SQ m i t 
m e h r e r e n HF. So i s t z . B . s i n d SQ A—>A (A s e i e ine A t o m f o r m e l ) a l s o nach 
Hn auch —> i A , A al lgemeingültig, während i n M T wede r A —» noch —> A , a l s o 
nach Hn auch n icht —> i A vel —* A g i l t . W i r w e r d e n abe r i m nächsten 
A b s c h n i t t s ehen , d a s s e ine Verträgl ichkeit d e r k l a s s i s c h e n Gültigkeits-
bed ingungen m i t d e r d i s j u n k t i v e n Deutung e r r e i c h t w i r d , wenn m a n s i c h auf 
die B e t r a c h t u n g von S-vollständigen S y s t e m e n beschränkt. 

3.4 D i e k o n s t r u k t i v e Seman t i k . N a c h d e r k l a s s i s c h e n Au f f a s sung d e r 
Log ik , w i e s i e e x e m p l a r i s c h von F r e g e v e r t r e t e n wurde , drücken d i e 
l o g i s c h e n A u s s a g e n Sachve rha l t e e i n e r i d ea l en W i r k l i c h k e i t aus , S ie s i n d 
wahr ode r f a l s c h , j e nachdem d i e s e S a c h v e r h a l t e i n d i e s e r i dea l en W i r k ­
l i c h k e i t r e a l i s i e r t s i n d oder n i ch t . L o g i s c h e W a h r h e i t i s t a l s o e ine Sache 
ob j ek t i v e r Tatbestände, s i e besteht unabhängig davon , ob es d e r m e n s c h ­
l i c h e n In t e l l i g enz ge l ing t , ode r auch n u r g e l i n g en k a n n , d i e se W a h r h e i t 
f e s t z u s t e l l e n . V o n daher v e r s t eh t s i c h das Pos tu l a t d e r W a h r h e i t s d e f i n i t -
heit d e r Sätze, auf d e m d i e k l a s s i s c h e L o g i k aufbaut. 

N a c h d e r k o n s t r u k t i v e n Au f f a s sung , d i e w i r h i e r zug runde l egen w o l l e n , 
is t W a h r h e i t i m l o g i s c h e n B e r e i c h h ingegen e ine Sache de r F e s t l e g u n g . E i n 
l o g i s c h e r Satz i s t w a h r genau dann, wenn e r a l s wah r f es tgese tz t wo rden 
i s t . D i e F e s t s e t z u n g d e r W a h r h e i t und F a l s c h h e i t von Sätzen gesch ieh t 
üblicherweise d u r c h d i e Angabe e ines a x i o m a t i s c h e n Kalküls K, i n d e m d i e 
b e w e i s b a r e n Sätze a l s w a h r , d i e w i d e r l e g b a r e n Sätze a l s f a l s c h a u s ­
geze ichnet w e r d e n . D a n i ch t a l l e Kalküle S-vollständig s i n d , entfällt für d i e 



k o n s t r u k t i v e L o g i k das P o s t u l a t d e r W a h r h e i t s d e f i n i t h e i t . A x i o m a t i s e h e n 
Kalkülen kann m a n d i e G e s t a l t von SQ-Kalkülen geben: S c h r e i b t m a n d i e 
A x i o m e A von K i n d e r G e s t a l t —> A , d i e D e d u k t i o n s r e g e l n von K i n d e r 
G e s t a l t Au . . , Am - * ß , so w i r d d e r H e r l e i t u n g s b e g r i f f (und a l s S p e z i a l i ­
s i e r u n g de r B e w e i s b e g r i f f ) v on K v e r m i t t e l s d i e s e r SQ d e f i n i e r t d u r c h 
H i n z u n a h m e d e r SQ d e r G e s t a l t 

RF) A, A —• A und d u r c h d i e R e g e l n : 
VV) A - ß l - A , A - * f i 
TR) A — A ; A, A - * ß H A — ß . 

D e r W i d e r l e g u n g s b e g r i f f w i r d v e r m i t t e l s d e s P r i n z i p s ex f a l s o q u o d ­
l i b e t d e f i n i e r t : E i n Satz A i s t i n K w i d e r l e g b a r - a l l g e m e i n : A i s t m i t den 
Sätzen aus A unverträgl ich - wenn aus A , b z w . aus A, A j e d e r b e l i e b i g e 
Satz d e r K z u g r u n d e l i e g enden S p r a c h e h e r l e i t b a r i s t . S c h r e i b t m a n 
" A , A-*" für " d i e Sätze A, A s i n d unver t räg l i ch" , so erhält m a n d i e R e g e l 

HV) A, A — i - A , A — n 

W i r können a l s o a x i o m a t i s c h e Kalküle a l s D e f i n i t i o n s s y s t e m e für d i e 
W a h r h e i t und F a l s c h h e i t von Sätzen d a r s t e l l e n a l s a x i o m a t i s c h e SQ-Kalküle 
ode r axiomatische Systeme, w i e w i r auch sagen w o l l e n . D i e k o n s t r u k t i v e 
S e m a n t i k w i r d a l s o von d e r B e t r a c h t u n g a x i o m a t i s c h e r S y s t e m e ausgehen . 
D a m i t i s t auch d e r W e g z u i h r e m Au fbau v o r g e z e i c h n e t , den z u e r s t 
P . L o r e n z e n [10] und H . B . C u r r y [3] b e s c h r i t t e n haben : M a n se t z t i n d e r 
S e m a n t i k fest , w e l c h e l o g i s c h k o m p l e x e n Sätze w a h r und we l che f a l s c h s e i n 
s o l l e n . D i e s e F e s t s e t z u n g e r f o l g t w i e d e r d u r c h Angabe e ines a x i o m a t i s c h e n 
S y s t e m s . D a d i e F e s t s e t z u n g d e s W a h r h e i t s w e r t s d e r k o m p l e x e n Sätze i n 
Abhängigkeit v o m W a h r h e i t s w e r t i h r e r Te i l sä t ze v o r g e n o m m e n w e r d e n 
s o l l , s t e l l t s i c h d i e s e s s e m a n t i s c h e S y s t e m d a r a l s E r w e i t e r u n g T + e i n e s 
zug runde ge leg ten a x i o m a t i s c h e n A t o m s y s t e m s T . 

D i e s e m a n t i s c h e n W a h r h e i t s b e d i n g u n g e n w e r d e n a l s o a l s B e w e i s -
bed ingungen f o r m u l i e r t und d a m i t n i m m t d i e k o n s t r u k t i v e S e m a n t i k s e l b s t 
s c h o n d i e G e s t a l t e i n e s Kalküls a n . 

3.4.1 S e i T e in a x i o m a t i s c h e s A t o m s y s t e m , so d e f i n i e r e n w i r T + a l s 
E r w e i t e r u n g von T d u r c h H i n z u n a h m e f o l g ender R e g e l n : 

vn) A—* A H A , T A - * hn) A, A — » H A — » • n A 

Vk) A , A , B — f t H A , A*B-*Ü hk) A — A ; A — B H A — A A B 
vd) A, A - * ß ; A, £ - * ß * ~ A , A V B - > f 2 hd) A —* A HA —+ A v B 

A — B H A ~ * A v J 3 
V i ) A— *A ; A, B—>Q H A , A D 23—*£2 h i ) A, A — £ H A — A D B 
va) A, A[y] —»ß H A, A x A [ x ] - d a b e i s e i y e ine b e l i e b i g e GV. 

ha) A —>A[y]HA—> A#A[#] - d a b e i s e i y e ine GV, d i e n i ch t f r e i i n den 
Sätzen a u s A, AxA [# ] v o r k o m m t und d i e nu r i n s o l c h e n A x i o m e n von T + 

f r e i v o r k o m m t , d i e d u r c h U m b e n e n n u n g a l l e r f r e i e n V o r k o m m n i s s e von 
y i n e ine b e l i e b i g e ande r e GV s t e t s w i e d e r i n A x i o m e von T + über­
gehen. 



ve) A,A[y] —>Si h -A, VxA[x]—>£l - dabe i s e i y w i e für ha gewählt, 
he) A - M [ ; y ] l - A - * VxA[x] - dabe i s e i y e ine b e l i eb i g e GV. 

In T + ge l t en nun d i e S c h e m a t a RF,VV,HV und TR auch für k o m p l e x e 
Sätze. 

Z u r i n t u i t i v e n Begründung d e r R e g e l n ha und ve i s t fo lgendes z u sagen : 
M a n s t r eb t e ine R e g e l e twa de r h i n t e r e n Alleinführung an, für d i e g i l t : 
Wenn b e w e i s b a r i s t , d a s s für a l l e GV z d i e SQ A—>A[z] i n T + b e w e i s b a r 
s i n d , so i s t i n T + a u c h A — * A x ^ f x ] b e w e i s b a r . Wenn nun e in B e w e i s für 
A - * i 4 f y ] v o r l i e g t , wo y d i e Bed ingung von ha erfüllt, so kann m a n d i e s e n 
B e w e i s i n e inen B e w e i s für A—*A[z] u m f o r m e n , indem m a n y in z 
umbenennt i n den F o r m e l n d i e s e s B e w e i s e s und , wo f e rn d u r c h d i e s e 
Umbenennung d i e V a r i a b l e n b e d i n g u n g e n von ha, b z w . ve für e ine andere 
V a r i a b l e v e r l e t z t w i r d , auch d i e s e i n p a s s e n d e r W e i s e umbenennt . D u r c h 
d ie Angabe e ines B e w e i s e s für A—*A[y] i s t a l s o geze ig t , d a s s für a l l e GV 

z d i e SQ A—*>4[£] i n T+ b e w e i s b a r s i n d . D i e B e w e i s b a r k e i t von A—*A[y] i s t 
a l s o h i n r e i c h e n d für d i e B e w e i s b a r k e i t von AxA[x] i m anges t r eb t en 
S inn . D i e R e g e l n ha und ve s i n d abe r u . U . z u s c h w a c h . E i n e stärkere 
V e r s i o n d i e s e r R e g e l n i s t j edoch für u n s e r e n Z u s a m m e n h a n g u n i n t e r e s s a n t . 
Denn w i r z i e l e n h i e r ab auf d i e allgemeingültigen SQ, d .h . auf d i e SQ, d i e i n 
a l l e n E r w e i t e r u n g e n a x i o m a t i s c h e r A t o m s y s t e m e b e w e i s b a r s i n d . D a s s i n d 
aber genau d i e SQ, d i e in d e r E r w e i t e r u n g M*+ des M i n i m a l s y s t e m s M * 

b e w e i s b a r s i n d . D a h e r i s t das k o n s t r u k t i v e L o g i k s y s t e m , das w i r IS nennen 
wo l l en , m i t M*+ i d e n t i s c h . D a nun IS nu r A x i o m e nach d e m S c h e m a RF 

enthält, so i s t d e r zwe i t e T e i l d e r V a r i a b l e n b e d i n g u n g für ha und ve über­
flüssig und w i r können d i e s e Bed ingung e r s e t z e n d u r c h : D a b e i s e i y e ine 
GV, d i e i n den Sätzen aus A , A ^ 4 [ x ] n i ch t f r e i v o r k o m m t . Wenn nun für 
a l l e GV z d i e SQ A — * J 4 [ 2 ] in IS b e w e i s b a r s i n d , so i s t auch A - * i 4 [ y ] 
b e w e i s b a r , wo y e ine V a r i a b l e nach d i e s e r B e d i n g u n g i s t . Für IS s i n d a l s o 
d ie R e g e l n ha und ve h i n r e i c h e n d s t a r k . 

U m z u z e i g en , d a s s d i e oben f o r m u l i e r t e k o n s t r u k t i v e Semant ik e ine 
adäquate S e m a n t i k d e r i n t u i t i o n i s t i s c h e n L o g i k i s t , b e w e i s e n w i r d i e 
Äquivalenz von IS m i t d e m i n t u i t i o n i s t i s c h e n SQ-Kalkül G1, den S. C . K l e e n e 
in [8], S. 442f . angegeben hat . D e m Kalkül G1 l i e g t e i n s t r e n g s y n t a k i s c h e r 
S Q -Beg r i f f zug runde , d e r s i c h abe r i m H i n b l i c k auf d i e V e r t a u s c h u n g s - und 
K o n t r a k t i o n s r e g e l n i n u n s e r e n S Q - B e g r i f f überführen lässt. 

3.4.2 Jeder Beweis einer SQ S in G l lässt sich in einen Beweis für S in IS 

umformen und umgekehrt. 
U m aus e i n e m B e w e i s in G1 e inen B e w e i s i n IS z u e rha l t en , s t e l l t m a n 

den Anwendungen von vi,vk und TR Anwendungen von VV v o r a u s . A u s e i n e m 
B e w e i s i n IS erhält m a n e inen B e w e i s i n G l , wenn m a n e ine Anwendung von 
vk e r s e t z t d u r c h e ine z w e i m a l i g e Anwendung von & —» m i t nach fo lgender 
K o n t r a k t i o n , und wenn m a n d i e A x i o m e von IS aus denen von G l m i t h i l f e d e r 
Rege l V V ab l e i t e t . 

D i e s e Überlegung e r g ib t , d a s s z u j e d e m B e w e i s i n G l e i n B e w e i s i n IS 

e x i s t i e r t m i t d e r g l e i c h e n End - S Q , d e r , abgesehen von zusätzlichen 
Anwendungen von VV, nu r Anwendungen g l e i c h n a m i g e r R e g e l n enthält. 



W e g e n d e r Gültigkeit des G e n t z e n s c h e n H a u p t s a t z e s für G l ( vg l . [8], 

S. 453ff) g i l t a l s o d e r Satz 

3.4.3 Die Regel TR ist im Kalkül IS entbehrlich. F e r n e r g i l t : 

3.4.4 Die Regel V V ist in IS entbehrlich. 
Denn wenn in e i n e m vo rgegebenen B e w e i s i n IS d i e R e g e l V V a n ­

gewendet w i r d , u m aus e i n e r SQ A—»£2 d i e SQ A , A —>iï a b z u l e i t e n , so k a n n 
m a n i m B e w e i s für A - * f i i n a l l e n SQ d i e VF A einführen und erhält so 
e inen B e w e i s für A , A—*ß ohne d i e f r a g l i c h e Anwendung von VV, da d i e 
A x i o m e von IS d u r c h Hinzufügung neue r V F w i e d e r in A x i o m e übergehen. 
D a b e i i s t b e i e i n e r V e r l e t z u n g d e r V a r i a b l e n b e d i n g u n g für ve ode r ha für 
e ine GV d i e s e GV w i e d e r in p a s s e n d e r W e i s e umzubenennen . 

3.4.5 Die Regel HV ist in IS entbehrlich, wenn man die Regel vn durch die 
Regel vn1: A - M H A , -*A-*Q ersetzt. 

D e n n d i e R e g e l HV i s t n u r auf SQ d e r G e s t a l t A —> anwendbar , d i e i n IS 

nur d u r c h Anwendung von vn b e w e i s b a r s i n d . E r s e t z t m a n a l s o vn d u r c h 
vn T und se t z t für f2 d i e d u r c h HV einzuführende HF, so erhält m a n e inen 
B e w e i s ohne Anwendungen von HV. D a vn T in IS zulässig i s t , e r w e i t e r t m a n 
d u r c h d i e E r s e t z u n g von vn d u r c h vn' den B e w e i s b e g r i f f von IS n i ch t . D e n 
Kalkül, d e r aus IS d u r c h S t r e i c h u n g d e r R e g e l n VV,HV,TR und E r s e t z u n g 
von vn d u r c h vn T ents teht , w o l l e n w i r IS1 nennen . IST i s t a l s o m i t IS 

äquivalent. 

3.5 D a s Verhältnis von k l a s s i s c h e r und i n t u i t i o n i s t i s c h e r L o g i k . Wenn m a n 
von d e r k o n s t r u k t i v e n S e m a n t i k i n 3.4 ausgeht , kann m a n d ie k l a s s i s c h e 
L o g i k begründen, indem m a n s i c h auf d i e B e t r a c h t u n g S-vol lständiger 
a x i o m a t i s c h e r A t o m s y s t e m e beschränkt. U m d a s z u z e i g e n , müssen w i r 
zunächst e inen B e w e i s b e g r i f f für SQ m i t m e h r e r e n HF für d i e Sy s t eme T + 

und s p e z i e l l für IS d e f i n i e r e n . W i r wählen d a z u d i e d i s j u n k t i v e Deutung und 
können dann z u T + d i e R e g e l HV i n d e r G e s t a l t A — * T l— A—> T , A h i n z u ­
n e h m e n . E s g i l t dann in T + a u c h : W e n n e ine SQ A —* C l y . . , Cn b e w e i s b a r 
i s t , so i s t auch e ine SQ A — * C f b e w e i s b a r für e i n i aus i , . . ,w. Dann s i n d 
a u c h d i e R e g e l n TR in d e r v e r a l l g e m e i n e r t e n F o r m nach 3.1.1 und 

Vn+) A — ; 4 , r » - A , - i i 4 - > r Vk + ) A,AyB^T^A,A A B-*T 
Hk + ) A — A,T; A~*B,ri~A->A A B,T 
Hd +) A—*A,B,Tl-A—*A v ß, T V i + ) A — Ay T; A , B — r i - A , A D ß - T 
Va+) A , A\y] — T H A , Ax<4(x] — T , wo y e ine b e l i e b i g e GV i s t -
Ha + ) A — * i 4 [ y ] , r i - A — * A^ i4 fx ] , r , wo y e ine GV i s t , d i e n i ch t f r e i in den 

Sätzen aus A , T , A J O 4 [ * ] v o r k o m m t -
Ve + ) A , i 4 f y ] - > r i - A , VxA\x] — r , wo y w i e für H a + gewählt w i r d -
He + ) A — i 4 f y ] , r i - A - * VxA\x],T, wo y e ine b e l i e b i g e GV i s t -

i n IS zulässig. 

D a s s i eh t m a n für d i e R e g e l V n + z . B . so e i n : Wenn A ~ M , r i n IS 

b e w e i s b a r i s t , so i s t A - » T i n IS b e w e i s b a r , a l s o m i t V V auch A , nA —* T, 

ode r es i s t A—>A i n IS b e w e i s b a r , a l s o A , -u4—> und m i t HV dahe r auch 

A , nA-*T. 



B e t r a c h t e n w i r nun d i e SQ, d i e i n den E r w e i t e r u n g e n T + a l l e r S-

vollständigen Sys t eme T b e w e i s b a r s i n d , so s i n d das d i e j en igen SQ, d i e in 
IS b e w e i s b a r s i n d , wenn m a n fo lgendes B e w e i s s c h e m a h i n z u n i m m t : 

D) Wenn S e ine SQ, 2 T e in SS und A e ine A t o m f o r m e l i s t und es g i l t 
— A ; 2 1 H S und A —; S F H S , so g i l t £ T I- S . 

In d e m so e r w e i t e r t e n Sys t em IS kann m a n das S c h e m a D auch für 
n i c h t a t o m a r e F o r m e l n A ve rwenden . D a s kann m a n d u r c h Indukt ion nach 
dem G r a d d e r F o r m e l A b e w e i s e n . W i r g r e i f en nur z w e i Fäl le h e r a u s : 
a) Wenn g i l t — n A H E und n A — H 2 ? so g i l t wegen — A H T A — und 

A —• l - — -i A auch A — H 2 und — A h S . 
b) Wenn g i l t A A J B - > H S und — A A B H S , so g i l t wegen A - » H A , B -

H A A £ - > auch A — H S und wegen B ^v-A, B —>\— A A B —> u n d — A ; 
—> 23 i > A AB auch — A n s . 1 1 

D a s e r w e i t e r t e Sy s t em IS i s t nun m i t d e m S y s t e m ISK äquivalent, das 
d ie A x i o m e A , A — A , r enthält und d i e D e d u k t i o n s r e g e l n VV,HV,TR ( in d e r 
F o r m 3.1.1), d i e oben angeführten R e g e l n V n + b i s He + , s ow i e d i e R e g e l n : 

Hn +) A, A — » T H A - n A , r Vd+) A, A — T; A, B — T H A , A v 23 — T 
H i + ) A, A - B , r n A - A D BJ 

Denn es g i l t : 
A) A l l e A x i o m e von ISK s i n d i n IS b e w e i s b a r m i t HV, U n d a l l e D e d u k t i o n s ­
r e g e l n von ISK s i n d i m e r w e i t e r t e n S y s t e m s IS zulässig. D a s i s t für d i e 
Rege ln Hn + , V d + , H i + noch z u b e w e i s e n : 

Hn+) — A ; A, A - T H A - r (mi t TR) H A - n A , T (mi t HV) 

A - H - > T A H A - I A , r (HV,VV) 

M i t D erhält m a n a l s o A — n A , T . 

Vd+) — A ; A, A - T H A - r ( T R ) H A , A v ß — T (VV) 

A - > ; B-HA v B-HA,A v £ - T (VV,HV) 

- 5 ; A , ß - r H A - r ( T R ) H A , A v ß - r (VV). 

M i t D a l s o A, A v ß — T. 

Hi + ) A, A —»23 H A — A D23 H A — A D23, T (HV) 

- A ; A , A - T H A - r ( T R ) H A — A D B , T (HV) 

A - H A —23 ( H V ) H - A D 2 3 H A - A D B , T (VV,HV) 

N u n g i l t wegen A, A — B, T abe r A, A — 23 oder A, A — T. A l s o e r h a l t e n 
w i r m i t D A — A D B , T. 

B ) Ist d i e SQ S in IS b e w e i s b a r ohne Benützung des S c h e m a s D, so i s t 2 
auch in ISK b e w e i s b a r , da d i e A x i o m e und D e d u k t i o n s r e g e l n von IS (be i 
Anwendung von HV für Hd+ und V i + ) S p e z i a l i s i e r u n g e n d e r A x i o m e und 
D e d u k t i o n s r e g e l n von ISK s i n d . Ist d i e SQ A — T i m e r w e i t e r t e n S y s t e m IS 

roit n Anwendungen des S c h e m a s D b e w e i s b a r und i s t b e r e i t s b e w i e s e n , 
dass jede m i t m(m<n) Anwendungen von D i n e r w e i t e r t e n S y s t e m IS 

bewe i sba r e SQ auch i n ISK b e w e i s b a r i s t , so i s t A — T auch i n ISK 

b e w e i s b a r : D e n n s e i i m v o r l i e g e n d e n B e w e i s d i e e r s t e Anwendung von D 



v o r g e n o m m e n b z g l . d e r F o r m e l ß , so d a s s z w e i B e w e i s e für A ~ » r i m 
e r w e i t e r t e n S y s t e m IS v o r l i e g e n , v on denen e i n e r d i e SQ —> B , d e r ande r e 
d i e SQ B —» erhält, so fügen w i r d e r e r s t e r e n SQ und a l l e n i m e r s t e n 
B e w e i s auf s i e fo lgenden SQ d i e VF B h i n z u , d e r l e t z t e r e n SQ und a l l e n auf 
s i e fo lgenden SQ i m z w e i t e n B e w e i s d i e HF B. F e r n e r s o r g e n w i r dafür, 
d a s s in den be iden so ents tehenden B e w e i s e n d i e V a r i a b l e n b e d i n g u n g e n für 
H a + und V e + n i ch t v e r l e t z t s i n d . D a n n e r h a l t e n w i r n a c h I n d u k t i o n s ­
v o r a u s s e t z u n g d a r a u s B e w e i s e für A , B —*T und für A — B , T i n ISK, und 
d a r a u s m i t TR e inen B e w e i s für A —* T i n ISK# 

D e r Kalkül ISK i s t nun e ine F o r m a l i s i e r u n g d e r k l a s s i s c h e n L o g i k . 
D a s s i eht m a n so fo r t d u r c h e inen V e r g l e i c h von ISK m i t d e r k l a s s i s c h e n 
V e r s i o n des Kalküls G l i n [8], S . 4 4 2 . 1 2 

Wenn i m k o n z e p t u e l l e n R a h m e n d e r k o n s t r u k t i v e n L o g i k das P o s t u l a t 
d e r W a h r h e i t s d e f i n i t h e i t z u übersetzen i s t in d i e F o r d e r u n g nach e i n e r 
Beschränkung auf S-vollständige S y s t e m e , so lässt s i c h a l s o i n d i e s e r 
Beschränkung auch i n n e r h a l b d e s k o n s t r u k t i v e n A n s a t z e s d i e k l a s s i s c h e 
L o g i k begründen. 

4 Der Kalkül IP. W i r w o l l e n nun e inen i n t u i t i o n i s t i s c h e n Logikkalkül 
angeben, d e r den g l e i c h e n V o r t e i l b i e t e t w i e d e r k l a s s i s c h e Kalkül KP, i n 
d e m a l s o d i e B e w e i s b a r k e i t von SQ m i t nur a u s s a g e n l o g i s c h e n F o r m e l n 
e n t s c h e i d b a r i s t und i n d e m s i c h für j ede b e w e i s b a r e SQ m i t F o r m e l n d e r 
Prädikatenlogik auf r e i n m e c h a n i s c h e m Wege e i n B e w e i s f inden lässt. 

4.1 D e f i n i t i o n e n 
4.1.1 A l s Sequenzenbtmd (SB) b e z e i c h n e n w i r e ine K o l l e k t i o n von SS, d i e 
auch B-Konstituenten d e s SB genannt w e r d e n . W i r s y m b o l i s i e r e n SB, i n d e m 
w i r d i e Ausdrücke für d i e B - K o n s t i t u e n t e n d u r c h d a s Z e i c h e n ge t rennt 
a n s c h r e i b e n . 

4.1.2 W i r nennen e inen SB geschlossen, wenn e i n e r s e i n e r B - K o n s t i t u e n t e n 
g e s c h l o s s e n i s t . 

4.1.3 E i n SB £ h e i s s e unmittelbare Folge e i n e s SB £ f , wenn £ d u r c h 
e i n m a l i g e Anwendung e i n e r D e d u k t i o n s r e g e l von IP aus £ T h e r v o r g e h t . 

4.1.4 E i n e Herleitung aus e i n e r SQ £ i n IP i s t e ine F o l g e von SB, d e r e n 
e r s t e s G l i e d £ i s t und d e r e n sämtl iche übrigen G l i e d e r u n m i t t e l b a r e 
F o l g e n d e r ihnen in d e r F o l g e u n m i t t e l b a r v o r h e r g e h e n d e n G l i e d e r s i n d . 

4.1.5 W i r nennen e ine H e r l e i t u n g geschlossen, wenn s i e e inen g e s c h l o s ­
s enen SB enthält. E i n e g e s c h l o s s e n e H e r l e i t u n g aus e i n e r SQ £ in IP 
nennen w i r e inen Beweis für £ i n IP. 

4.1.6 E i n e Teilherleitung e i n e r H e r l e i t u n g § i n IP i s t e ine F o l g e v on SS, 
d i e aus j e d e m SB v on S? genau e inen ß-Konstituenten enthält, und z w a r 
s o l c h e ß-Konstituenten, d a s s sämtliche G l i e d e r d e r F o l g e a u s s e r dem 
e r s t e n u n m i t t e l b a r e F o l g e n ode r B-Konstituenten u n m i t t e l b a r e r F o l g e n des 
ihnen i n d e r F o l g e u n m i t t e l b a r v o r h e r g e h e n d e n G l i e d e s s i n d , ode r a b e r m i t 
d i e s e m i d e n t i s c h . 



D e r B e g r i f f d es H e r l e i t u n g s f a d e n s s e i w i e i n 2.1.8 b z g l . T e i l h e r ­
l e i tungen d e f i n i e r t . 

4.2 D i e D e d u k t i o n s r e g e l n von IP 

V N . A , i i l - » n - , S ; ; S ' A - > n , 4 ; 2 ; ; 2 ' 

V L < : . A , J 4 A B - > n ; S ; ; S ' A - M A fl; S ; ; S ' 
A , i 4 AB,A,B 2 ; ; 2 ' A - M ; A ^ B ; 2 ; ; 2 ' 

A . ^ v ß - ^ f i ; S ; ; S ' A — , 4 v B ; 2 ; ; 2 T 

v n . 2 j u hD* 2 — 1 2 

A , ^ v ß , ^ — O ; A ^ v ß , B - > f t ; 2 ; ; 2 ' A ~ ^ ^ 4 ; S ; ; A — * B ; 2 ; ; 2 1 

v i . A , A p B - ^ ; 2 ; ; 2 ' A-+.4 D B ; 2 ; ; 2 ' 
A , > l D ß - ^ ; A , i 4 D ß , ß - ß ; S ; ; S ' A , , 4 ->B ; 2 ; ; 2 ' 

A , AxA\x\ 2 ; ; 2 T ^ ^ . . . , , . ^ w 

vA: A / , r i i r 1 ^ ' — ^ r r D a b e i s e i y e ine b e l i e b i g e GV. 
A , A * i 4 [ * ] , A y - > f i ; 2 ; ; 2 < 

hA: 
- * A x 4 [ x ] ; S ; ; 2 T D a b e i s e i y e ine GV, d i e in d e r F o r m e l n d e r 
A - * - 4 [ y ] ; 2 ; ; 2 f H a u p t - S Q n i ch t f r e i v o r k o m m t . 

c A , V* i4 [ * ] -> fi; 2 : : 2 ' _ , . . . _ U A 

vE: . » , r
 1 ' r '—:--=;—— D a b e i s e i y w i e für hA gewählt. 

. A - » V j a4 [ * l ; 2 ; ; 2 ' ^ , . . . . „ # 

hE: 4 r i j ' — ^ - — D a b e i s e i y e ine b e l i e b i g e GV. 
A — A[y]; S ; ; 2 ' 

D i e T e r m i n i " H a u p t - S Q " , " H a u p t f o r m e l " , " N e b e n - S Q " und " N e b e n -
f o r m e l " übernehmen w i r aus 2.2. In den R e g e l n s tehe 2 j e w e i l s für e inen 
(ev. l e e r en ) SS, d e r z u s a m m e n m i t d e r Haupt - SQ den Haupt-SS a u s m a c h t , 
2 r s tehe für e inen (ev. l ee ren ) SB. D i e näher s p e z i f i z i e r t e n SS d e r 
C o n c l u s i o nennen w i r Neben-SS. A ,ß s i n d w i e d e r F o r m e l r e i h e n , d i e auch 
l e e r s e i n können, entha l te höchstens e ine F o r m e l . 

E s g i l t nun d e r Sa t z : 

4.2.1 Der Kalkül IP ist mit IS' (und a l s o m i t IS) äquivalent. 

Se i § e i n B e w e i s für 2 i n IP, dann enthält § e ine T e i l h e r l e i t u n g S , d i e 
m i t e i n e m g e s c h l o s s e n e n SS endet. W i r können dann S von unten n a c h oben 
a l s B e w e i s für 2 in ISf l e s e n . D a s e r g ib t s i c h u n m i t t e l b a r aus e i n e m 
V e r g l e i c h der R e g e l n von ISf und IP. E i n e n B e w e i s für 2 i n IST k a n n m a n so 
u m f o r m e n , d a s s d i e v o r d e r e H a u p t f o r m e l e i ne r Rege lanwendung auch i n den 
Prämissen a u f t r i t t . D e n so ents tehenden B e w e i s für 2 i n IS* kann m a n von 
unten n a c h oben l e s e n a l s T e i l h e r l e i t u n g aus 2 in IP, d i e m a n dann z u e i n e r 
H e r l e i t u n g aus 2 i n IP vervollständigen k a n n . 1 3 

4.3 M e c h a n i s c h e B e w e i s k o n s t r u k t i o n e n . IP i s t nun noch n ich t e i n Kalkül, 
in d em m a n z u b e w e i s b a r e n SQ auf r e i n m e c h a n i s c h e m W e g e inen B e w e i s 
k o n s t r u i e r e n k a n n . 1 4 V i e l m e h r i s t e ine g e s c h i c k t e A u s w a h l i n d e r R e i h e n ­
folge d e r Rege lanwendungen i n v i e l e n Fäl len en t sche idend , w i e das fo lgende 



B e i s p i e l z e i g t : D i e K o n s t r u k t i o n n A — -] A v B e r g ib t i m G e g e n s a t z z u 
n A - * A 

i A—> i A v B k e i n e g e s c h l o s s e n e H e r l e i t u n g , wenn A e ine A t o m f o r m e l 
i s t . 

i A - > i A ; ; i A - > B 
Wenn d i e P rämisse e i n e r Rege l anwendung d i e G e s t a l t A — » ß ; 2 ; ; 2 T hat 

und d i e F o r m e l r e i h e A , f i enthält n n i c h t a t o m a r e F o r m e l n , so gibt es i n IP 
n Möglichkeiten e i n e r Rege l anwendung auf d i e Haupt - SQ A— * Q . E s s e i e n 
2 i , . . , 2 O T (w/ ^w) d i e Neben -SS d i e s e r n Rege lanwendungen . M a n kann nun 
z u e i n e m m e c h a n i s c h e n B e w e i s v e r f a h r e n ge langen , wenn m a n z u e i n e m 
Kalkül IPT übergeht, d e s s e n D e d u k t i o n s r e g e l n so gear te t s i n d , d a s s s i e d i e 
P rämisse A — » f i ; S ; ; 2 T m i t d e r Haupt - SQ A - * f i überführen in d i e C o n c l u s i o 
v . . v .. v* 

S c h w i e r i g k e i t e n m a c h e n dabe i zunächst nur d i e prädikatenlogischen 
R e g e l n , b e i d e r e n Anwendung für d i e W a h l d e r GV y u n e n d l i c h v i e l e 
Möglichkeiten o f fenstehen, so d a s s a l s o i n den C o n c l u s i o n e n von IP' 

u n e n d l i c h v i e l e Neben -SS S l f . . , S O T au f t r e t en können. M a n kann in IP a b e r 
d i e V a r i a b l e n b e d i n g u n g e n für d i e s e R e g e l n w ie folgt verschärfen: 
B l ) für vA und hE: y s e i e ine GV, d i e i n den F o r m e l n d e r Haupt - SQ f r e i 

v o r k o m m t . Wenn in d i e s e n F o r m e l n k e i n e GV f r e i v o r k o m m t , i s t für 
y d i e a l p h a b e t i s c h e r s t e GV z u wählen. 

B2) für hA und vE: y s e i d i e a l p h a b e t i s c h e r s t e GV, d i e in den F o r m e l n 
d e r Haupt - SQ n i ch t f r e i v o r k o m m t . 

Se i $ e i n B e w e i s i n I P , A [ v ] d i e N e b e n f o r m e l e i n e r Anwendung d e r R e g e l 
vA ode r hE i n § und y e n t s p r e c h e n i ch t d e r B e d i n g u n g B l . Dann benennen 
w i r y von d e r z u A[y] gehörigen Neben - SQ an in den Beweisfäden von d i e 
d i e s e SQ en tha l t en , von oben n a c h unten f o r t s c h r e i t e n d in e ine GV z n a c h 
d e r B e d i n g u n g B l u m , wobe i w i r i n e i n e m B e w e i s f a d e n g d i e Umbenennung 
n u r so we i t durchführen, w i e in g k e i n e SQ a u f t r i t t , d i e y n i ch t f r e i enthält. 
W e n n d a d u r c h d i e V a r i a b l e n b e d i n g u n g für e ine GV x n a c h e i n e r d e r R e g e l n 
hA od e r vE v e r l e t z t w i r d , so benennen w i r auch x in p a s s e n d e r W e i s e u m . 
D a d u r c h e r h a l t e n w i r e inen B e w e i s m i t d e r g l e i c h e n An fangs - S Q , da e ine 
s o l c h e Umbenennung d i e G e s c h l o s s e n h e i t d e r SQ n i ch t berührt. A u c h d i e 
B e d i n g u n g B 2 kann m a n für e inen v o r g e l e g t en B e w e i s in I P d u r c h e in fache 
Umbenennungen von f r e i e n GV erfüllen. 

U n t e r Berücksichtigung von B l und B 2 hat m a n abe r a u c h i m F a l l e d e r 
Anwendung von prädikatenlogischen R e g e l n von IP auf d i e SQ A ^ f i nur 
e n d l i c h v i e l e Neben - SS 2 1 ? . . , 2 W . D e n n d i e SQ A - f l i s t aus d e r A n f a n g s -
SQ d e r H e r l e i t u n g , d i e nu r e n d l i c h v i e l e f r e i e GV enha l t en k a n n , d u r c h 
e n d l i c h v i e l e Rege lanwendungen in IP en t s tanden , d u r c h d i e n u r e n d l i c h 
v i e l e neue f r e i e GV eingeführt w o r d e n s i n d . 

W i r sagen , e ine SQ s e i b z g l . e i n e r H e r l e i t u n g a u s e i n e r SQ 2 i n IPf 

v o m G r a d 0, wenn s i e m i t 2 i d e n t i s c h i s t , s i e s e i v o m G r a d n+1, wenn s i e 
Neben - S Q e i n e r SQ v o m G r a d n i s t . W i r sagen f e r n e r , e ine H e r l e i t u n g in 
IP* s e i gleichmüssig entwickelt, wenn in i h r e ine SQ v o m G r a d n n u r dann 
a l s Haupt - SQ a u f t r i t t , wenn d i e P rämisse n u r g e s c h l o s s e n e SQ und SQ von 
G r a d >n enthält. 

D i e g le ichmässige E n t w i c k l u n g e i n e r H e r l e i t u n g aus e i n e r i n IP 



b e w e i s b a r e n SQ 2 i n IP f e r g i b t nun auf m e c h a n i s c h e m W e g e inen B e w e i s 
für 2 i n IPT und ze i chne t z u g l e i c h e inen B e w e i s für 2 in IP von m i n i m a l e r 
Länge a u s . 

U m das V e r f a h r e n d e r K o n s t r u k t i o n e ine r gle ichmässig en tw i cke l t en 
H e r l e i t u n g a l s E n t s c h e i d u n g s v e r f a h r e n i m a u s s a g e n l o g i s c h e n F a l l v e r ­
wenden z u können, m u s s m a n d i e Rege lanwendungen i n IP und d a m i t auch i n 
IPT f o l gender R e s t r i k t i o n u n t e r w e r f e n : 
R) E i n e von hD v e r s c h i e d e n e R e g e l von IP d a r f z u r F o r t s e t z u n g e i n e r 
H e r l e i t u n g § auf e ine SQ 2 n u r dann angewendet we rden , wenn s i e ke ine 
Neben - SQ e r g i b t , d i e in d e m F a d e n von d e r 2 enthält, b e r e i t s v o r k o m m t . 
D i e R e g e l hD d a r f auf 2 nur dann angewendet we rden , wenn n icht be ide 
Neben - SQ b e r e i t s i n d e m F a d e n von d e r 2 enthält, v o r k o m m e n . 

D i e s e R e s t r i k t i o n engt den B e w e i s b e g r i f f von IP n i ch t e i n . D e n n wenn 
m a n i s IS' B e w e i s e entbehren kann , d i e in e i n em B e w e i s f a d e n z w e i g l e i che 
SQ en tha l t en , so kann m a n so l che B e w e i s e nach d e m B e w e i s für d i e 
Äquivalenz von IST und IP auch i n IP en tbehren . 

Se i nun 2 e ine SQ, d i e nur a u s s a g e n l o g i s c h e F o r m e l n enthält. Dann 
gibt es nur e n d l i c h v i e l e T e i l f o r m e l n d e r F o r m e l n aus 2 . D a jede SQ 
e ine r H e r l e i t u n g aus 2 in IPT nu r s o l c h e T e i l f o r m e l n enthält, m u s s b e i 
B e a c h t u n g d e r R e s t r i k t i o n R j ede r F a d e n d i e s e r H e r l e i t u n g e n d l i c h s e i n , 
d .h . abe r d i e H e r l e i t u n g s e lbs t i s t e n d l i c h . Lässt s i c h e ine n i ch t g e s c h l o s ­
sene H e r l e i t u n g aus 2 in IP1 ohne V e r l e t z u n g d e r R e s t r i k t i o n R n icht m e h r 
we i t e r e n t w i c k e l n , so i s t 2 in IP n i ch t b e w e i s b a r und a l s o i n t u i t i o n i s t i s c h 
n icht gültig. 

D a s B e w e i s v e r f a h r e n i n IPT i s t für p r a k t i s c h e Z w e c k e z u u n h a n d l i c h 
und l i e f e r t i m prädikatenlogischen F a l l k e ine übersichtlichen K r i t e r i e n für 
d ie U n b e w e i s b a r k e i t von SQ. D e s h a l b w i r d m a n v e r s u c h e n , d u r c h N o r m i e r ­
ung d e r Rege lanwendungen i n IP d i e s e s V e r f a h r e n z u v e r e i n f a c h e n . A u f 
d iese F r a g e n w o l l e n w i r h i e r j edoch n i ch t m e h r e ingehen, da s i e n u r v o n 
t e c h n i s c h e m In t e r e s s e s i n d . 

ANMERKUNGEN 

1. Die Ziffern in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am 
Ende der Arbeit. 

2. Vgl. etwa [2], S. 170, 192. 

3. Vgl. hierzu auch die verwandten Begriffsbildungen in [6], [5] und [1], S. 263ff. 

4. Man macht sich leicht klar, dass es zu jeder Interpretation 8 und jeder G V unend­
lich viele A l i - , bzw. Existenzformeln gibt, die diese G V frei enthalten und denen G 
Wert f, bzw. h> zuordnet. 

5. An diesem Punkt wollen wir einen Blick auf die (reine) Prädikatenlogik höherer 
Stufe werfen. Ihre Behandlung wird deutlich anhand der Prädikatenlogik 2. Stufe P 2 , 
in deren Ausdrücken nun auch Quantoren für P V vorkommen können. Interpretation­
en sind für P 2 wie in 1.2.1 zu definieren, wobei zusätzlich gilt: 
81(A./.4f/]) = h> äq 0 0 ( 5 = 8 seq Ö(A\f]) = to), wo ƒ eine P V ist. Daneben definiert 
man nun auch Sekundärinterpretationen (vgl. [7]): Eine Sekundärinterpretation 
über den (nichtleeren) Bereichen y , n\ TT2, . . . (wo y ein Objektbereich ist, v" für 



w=I,2, . . eine Teilmenge der Menge aller «-stelligen Relationen Uber y ) ist eine 
Interpretation, für die der Wertbereich von G 3 * w beschränkt ist auf nn. Die 
Definitionen und Sätze 1.2.2 bis 1.2.5 Ubertragen sich in einfacher Weise auf 
Interpretationen fUr P2. Und man erhält das Henkin'sche Analogon zum Satz 1.2.6, 
indem man beweist, dass es zu jeder Interpretation G von P 2 und jeder Menge Sß0 von 
Variablen, so dass die Mengen 32* - 3}J> sei Teilmenge von &0 Vereinigung der 
Mengen SQQ für i=0,lt2, . .) sämtlich unendlich sind, eine 5}0-äquivalente Sekundär -
interpretation über abzählbaren Bereichen gibt. Der Beweis läuft wie der Beweis 
für 1.2.6, wenn man setzt TTw = Wertbereich von 0+3n, wo G + eine normale, 
Sßo-äquivalente Interpretation zu G ist. Henkin hat in [7] diese Betrachtungen 
verallgemeinert für den Fal l einer prädikatenlogischen Typentheorie, die alle 
endlichen Prädikattypen umfasst. 

6. Den zu 1.3.2 analogen Satz fUr P 2 erhält man, wenn man statt Interpretationen 
Sekundärinterpretationen betrachtet und die Sekundärinterpretation G bzgl. $ so 
definiert, dass irn der Wertbereich von Q 3 w ist. - Man kann dann auch in strenger 
Analogie zu KP einen Kalkül fUr P2 konstruieren, der bzgl. der Bewertungssemantik 
adäquat ist, wie man in Entsprechung zu 2.5 zeigen kann. Dieser Kalkül ist jedoch 
sehr schwach, so dass Henkin in [7] die Vollständigkeit stärkerer Kalküle bzgl. 
engerer Klassen von Sekundär Interpretationen bewiesen hat. 

7. Die Mitführung der Hauptformeln in den Conclusionen dient nur praktischen 
Zwecken. Wie der Adäquatheitsbeweis für KP zeigt, erhält man einen mit KP 
äquivalenten Kalkül, wenn man die Hauptformeln in den Conclusionen streicht. Die 
Variablenbedingungen für die Regeln VA, HA, VE, HE sind dann entsprechend 
abzuändern. 

8. A ist Teilformel von A und -\A;A,B sind Teilformeln von A AJ5, AV B, AD B und für 
alle GV y ist A\y] Teilformel von Ax^4[x] und V xA\x]. Die Teilformel relation ist 
transitiv. 

9. Man beachte, dass die Bedingung für die Variablen yu . . ,v„ aufrecht zu erhalten 
ist, wenn aus der M'-Gültigkeit einer SQ auf die M'-GUltigkeit einer anderen SQ 
geschlossen werden soll. Das wird an folgendem Beispiel deutlich: 

AxA\x] — AxA\x] ist M'-gültig 
Af yi] — AxA\x] ist M'-gültig nach Va f 

A[yi] —- A[y2] ist hingegen nicht M'-gültig. Die Regel Ha* 

ergibt hier eine neue GV y2, so dass die VF A\y2\ nachgetragen werden muss, 
wodurch man die M'-gültige SQ A\ yi],A\y2] —» A\y2] erhält. 

10. Man hätte die Adäquatheit von KP bzgl. der Semantik von 3.2 auch Uber den Satz 
beweisen können: Eine SQ £ ist ein prädikatenlogischer Schluss genau dann, wenn S 
allgemeingültig ist. Jedoch geht es uns hier darum zu zeigen, dass der Adäquat­
heitsbeweis für KP mithilfe der Semantik aus 3.2 besonders einfach ist. Deshalb 
verwenden wir das Ergebnis aus 2.5 nicht. 

11. Man beachte aber, dass aus der S-Vollständigkeit eines Atomsystems T wegen der 
schwachen Regeln ha und ve nicht die 5-Vollständigkeit von T + folgt. 

12. Ein Äquivalenzbeweis von ISK und KP wäre etwas schwieriger, da wir den Kalkül KP 
mit der Zielsetzung eines mechanischen Beweisverfahrens formuliert haben und 
deshalb in KP gewisse Restriktionen aufgenommen haben, die für ISK erst 
nachzuweisen wären. Insbesondere wäre für ISK auch die Gültigkeit des Gentzen-
schen Hauptsatzes nachzuweisen. 



13. Die Idee zum Aufbau eines Kalküls in der Art von IP geht auf Gentzen [4] zurück, 
ebenso wie das Entscheidungsverfahren für die intuitionistische Aussagenlogik. 
Solche Kalküle sind auch von Beth und Lorenzen angegeben worden in Form der 
Methode der semantischen tableaux in fl] und der Theorie der Dialogspiele in [11] 
und [9]. - Man beachte, dass die Mitführung der Hauptformeln in den Conclusionen 
der Regeln vN,vl und vA von IP im Gegensatz zu KP (vgl. Anm. 7) wesentlich ist. 
Das wird an folgendem Beispiel deutlich: 

— n ( i 4 v i > l ) 
TA) -

i(A v -IA) - A v i A (I 
- n 4 ) - A\\ 1 (A v 1 A} * 1 A 

i(Av i A ) - A;; i M v i A),A - (II 
i(Av - 1 , 4 ) - A;; -\(AviA),A-+Av i A 
i ( i 4v ?A)- A;; ^(Av-i A),A--> A;; -i(Av A),A-+-iA 

Hätte man in (I) die VF i(Av -i A) weggelassen, so würde die Herleitung mit dem SS 
(II) enden, wenn A eine Atomformel ist, und die SQ — -m(Av -\ A) wäre in IP nicht 
beweisbar. 

14. Da die Beweise jedes formalen Kalküls rekursiv aufzählbar sind, gibt es zu jedem 
solchen Kalkül trivialerweise ein mechanisches Verfahren, nach dem sich zu jedem 
Theorem ein Beweis finden lässt. Diese trivialen Verfahren sind im allgemeinen 
jedoch viel zu unhandlich für praktische Zwecke. Daher die Bedeutung eines Kalküls 
wie KP. Der im folgenden angegebene Kalkül IPT liefert allerdings auch nur ein 
praktisch noch recht unhandliches Verfahren und enthält nur die ersten Schritte einer 
praktisch verwendbaren Beweismethode. 
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