FREGES BEGRUNDUNG DER ANALYSIS*

Von FranNz v. KuTSCHERA, Miinchen

Tm zweiten Band seines Hauptwerkes, der Grundgesetze der Arithmetik, Jena 1903,
hat Gottlob Frege eine Begriindung der Analysis formuliert, die bisher nur wenig
Beachtung gefunden hat. Da eine exakte Definition der reellen Zahlen vor Frege
schon von Weierstraf3, Dedekind und Cantor angegeben worden war, fand Frege
in diesem Punkt nicht das gleiche Interesse wie bzgl. seiner Begriindung von Logik
und Arithmetik. Zudem hat Frege in den Grundgesetzen seinen Ansatz zur Definition
der reellen Zahlen nicht vollstindig durchgefiithrt. Er plante wohl einen dritten
Band dieses Werkes, der jedoch nicht erschien, da die Grundlagen des Fregeschen
Systems durch die Entdeckung der Antinomie von Russell im Jahre 1902 er-
schiittert wurden. Davon gibt der Anhang zum zweiten Band der Grundgesetze
Zcugnis. Immerhin enthélt dieser Band aber ein so fest umrissenes Programm der
Begrindung der Analysis, daf} es keine Schwierigkeiten macht, Freges Gedanken
zu Ende zu fiithren. Da diese Gedanken sich schon in ihrem ersten Ansatz von den
heute iiblichen Konstruktionen unterscheiden, kénnen sie neben dem historischen
auch ein gewisses systematisches Interesse beanspruchen. Der leichteren Ver-
standlichkeit wegen wollen wir ihrer Darstellung im folgenden die moderne
Begriffsbildung und Symbolik zugrunde legen. Die dadurch bedingten inhaltlichen
Abweichungen von den Definitionen Freges sind jedoch nur unwesentlich. Der
Rahmen der Darstellung ist naturgemil die klassische (naive) Mengenlehre, wie
sic von Frege verwendet wurde.
1

Ublicherweise definiert man in der Mengenlehre die natiirlichen Zahlen ohne
Bezugnahme auf ihre Anwendung zum Zihlen. Die Definition nach v. Neumann
lautet etwal:

0: = N — die Null wird mit der leeren Menge identifiziert,

x': = x v {x} — der Nachfolger von x ist die Vereinigung von x mit der Einer-
menge aus &,

N:= 2z ANy(I(y)—> x €y), wobei man setzt I(y):=0€yaANz(z€y—>2' €y)—
die Menge der natiirlichen Zahlen ist der Durchschnitt aller induktiven Klassen.
Wenn man die so definierten Zahlen zum Zihlen der Elemente einer endlichen
Menge verwenden will, so mufl man zusétzlich noch den Begriff der Gleichmachtig-
keit von Mengen einfithren — symbolisch # ~ ¥ — und kann dann setzen:
A(x):=1ty(y € Nay~ x) — die Anzahl einer endlichen Menge x ist diejenige
natiirliche Zahl, die mit z gleichméchtig ist.

* Eingegangen am 4. 6. 1965.
1 J.v. Neumann: Eine Axiomatisierung der Mengenlehre. J. . Math. 154, 1925, S. 219—240.
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2

Ebenso definiert man iiblicherweise die reellen Zahlen ohne Bezugnahme auf ihre
Verwendung zum Messen von Grofien: von Lingen, Kriften, Geschwindigkeiten
usw. Man kann etwa — Frege bezieht sich auf diese Darstellung [161]2— die reellen
Zahlen definieren als geordnete Paare {m, M), gebildet aus einer ganzen Zahl m
und einer unendlichen Menge M von natiirlichen Zahlen mit AusschluB der 0.
Die Moglichkeit dieser Darstellung erhellt aus der eindeutigen Darstellbarkeit

aller reellen Zahlen in der Form m + Z’I %’, wobei gilt: ¢ = 1, wenn i € M und
i=

c¢M = 0, wenn nicht 7 € M.
Definiert man bzgl. dieser Darstellung der reellen Zahlen als Paare {m, M) die
Addition +, die Kleiner-Beziehung < und das Einselement 1 in passender Weise
und definiert R als Menge der Paare {m, M ), so kann man zeigen, daB (R, <, +, I)
ein Modell des Axiomensystems der reellen Zahlen von Tarski bildet3:
21 Al z+y—s>x<yvy<cw

A2 z<y—>Ty<z

A3: 2 <y—>Vzx<zaz<y)

AM: uCRAvCRANzy(x EunyCvs>ax<y)>VzAay(xCurx+za

AYEvAYyF2zo>x<2zAZ2<Y)

Ab: z+ (y+2)=(x+2)+y*

A6: NzyVz(x=y+2)

AT: z+z<y+torz<yve<t

A8: 1¢R

A9: I< 1+ 1.
Da man die ganzen Zahlen +m und —m ausgehend von den natiirlichen Zahlen m
als geordnete Paare (0, m) und {(m, 0) definieren kann, hat man damit eine
Definition der reellen Zahlen unter Bezugnahme nur auf die natiirlichen Zahlen
gewonnen.

3

Will man die so definierten reellen Zahlen zum Messen von GréBen verwenden, so
muB man eine solche Anwendung zusétzlich erkliren. Das kann etwa in folgender
Weise geschehen: Man fat die Grofen eines eindimensionalen Bereichs § auf als
Vektoren auf einer Geraden. Ein Vektor sei dabei charakterisiert als Verschiebung
eines Punktes in einer bestimmten Richtung um einen bestimmten Betrag. Man
fordert, daB jeder Vektor im Endpunkt jedes anderen angreifen kann und daB er
im Angriffspunkt jedes anderen enden kann. Dann 148t sich die Addition a 4 b

t Die Ziffern in eckigen Klammern stellen Seitenangaben fiir den 2. Bd. der Grundgeseize
der Arithmetik dar.

3 Vgl. A. Tarski: Introduction to logic and to the methodology of deductive sciences, New
York,? 1946, § 61.

¢ Aus A5, A6 folgt die Kommutativitiat der Addition: Sind z, y vorgegeben, so 1aBt sich y
nach A6 in der Form y = z + z darstellen. Nach A5 gilt z + (x + z) = (z + 2) + 2, also
Z + y = y + z. Umgekehrt folgt aus der Kommutativitit und der Assoziativitat z + (y + 2)
= (z + y) + z der Addition sofort A5.
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zweier Vektoren erkliren als Verschiebung a, gefolgt von der Verschiebung b und

a + b liegt in 5, wenn a und b in § liegen. Diese Addition ist assoziativ und kommu-

tativ. Ferner fordert man, dafl zu jedem Vektor a von §, der einen Punkt 4 in

einen Punkt B verschiebt, der Vektor — a in § existiert, der B in A verschiebt.

Dann ist die Differenz a — b als a + (— b) erklirt. Der Nullvektor o sei definiert

durch o = a — a. Weiter zeichnet man eine Richtung als positiv aus und damit

cine Klasse s positiver Vektoren dieser Richtung, so dal} gilt:

31 Nab(aésabés—a+besaTa=oa(atb>a—bcsvb—acys)
und§=Aa(aésv—acsva=no).

Dann kann man setzen: a < b:=b—acs.

Zur Einfithrung der reellen Zahlen als MaBzahlen fiir die Vektorem aus § fehlen

noch Forderungen, die Dichte und Existenz der oberen Grenze sicherstellen:

3.2 /\ab(aESAbGSAas<b—>Vc(as<CAc8<b))und
3.3 /\uv(ucé/\vcs/\/\ab(aEuAbEveafb)»Vc/\ab(aéu/\a#c
AbEOAb=%:C—>0§CAC§b)).

Sind diese Forderungen erfiillt, so bildet {5, +, <, ¢) — der Einheitsvektor ¢ sei
8

ein festes Element aus s — ein Modell des Axiomensystems 2.1. Man setzt nun:
0-a=o0,n-a=n-a+aund —n-a=n-(—a), und definiert so die Multipli-
kation der Vektoren mit ganzen Zahlen. Wegen 3.2 und 3.3 gilt auch

Na(@a€s—>V!Ib(besab+ b=na)),sodall wirsetzenkénnen-cl =1b(b+b=0¢)
und - ,,,, =1b (b +b= -—) Damit sind dann die Summen Z,' € fiir alle 7 defi-

1=1

© LM,

niert und nach 3.3 ist auch }; 3‘—,.—6 als obere Grenze dieser Summen definiert.
i=1

Da (s, +, f,e} Modell des Axiomensystems 2.1 ist, 1i6t sich wie allgemein fiir

reelle Zahlen die eindeutige Darstellbarkeit der Vektoren aus § in der Form:

oM.
34a=m-e¢ +1 ;, 5 ¢ beweisen.

Man kann dann sagen: Dem Vektor a von § kommt bzgl. ¢ die MaBzahl {m, M) zu,
wenn die Beziehung 3.4 besteht. Fiir die eineindeutige Abbildung F (a) = {(m, M)
von § in die Menge R der reellen Zahlen gilt dann: F (¢) = 1, a < b F (a) < F(b)

unda+ b=ce F (a) + F (b) =F (¢). Damit ist die Verwendung der reellen Zahlen
zum Messen der GroBen eines Gebietes § mit den angegebenen Eigenschaften erklart.

4

Die Verschiedenheit des Fregeschen Ansatzes zur Definition der Zahlen von den
heute iiblichen Methoden 1aBt sich nun darauf zuriickfithren, dall Frege der An-
sicht war, die Art und Weise der Anwendung der Zahlen zum Zahlen oder Messen
miisse schon in ihre Definition eingehen und diirfe nicht ,,rein duBerlich angeflickt*
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werden [157]. Er unterschied bzgl. der Anwendung zwei Arten von Zahlen:
Anzahlen, mit denen wir antworten auf die Frage: Wieviele Elemente enthilt eine
Menge ? — und Mafzahlen, mit denen wir auf die Frage antworten: Wie grof} ist
eine GroBe, verglichen mit der Einheitsgrofle ¢ Die natiirlichen Zahlen (wie all-
gemein die Méachtigkeiten) sind dann Anzahlen, die ganzen, die rationalen und die
reellen Zahlen sind MaBzahlen. Daher kann man auch nicht von einer ,.Erweite-
rung‘ der Klasse der natiirlichen etwa zu derjenigen der ganzen oder reellen
Zahlen sprechen, denn diese Zahlarten sind ganz verschiedener Natur [155].
Wie die Anwendung der Anzahlen zum Zé&hlen in ihre Definition bei Frege eingeht
ist bekannt: Er definiert die Anzahl 4 (x) einer Menge x als Klasse aller mit x
gleichméchtigen Mengen 1 y (y ~ ). Frege setzt dann z. B. 0: = 4 (A) und daraus
ergibt sich sofort 4 (x) = 0 - x ~ A. Der Begriff der Gleichméchtigkeit, den wir
oben der Definition der natiirlichen Zahlen fiir ihre Anwendung zum Zahlen noch
hinzufiigen mufiten, ist so bei Frege bereits in seiner Definition der Anzahlen ent-
halten. Er definiert also gewissermaflen die Anzahlen von ihrer Anwendung zum
Zéhlen her.

b

Ahnlich ist Freges Vorgehen auch bei der Einfiihrung der reellen Zahlen: er
definiert sie als Verhéltnisse von Grofen zu EinheitsgroBen, als Mafirelationen also.
Was sind nun Groflen ? Freges Antwort auf diese Frage ist aufgrund der obigen
Darstellung von Groflen durch Vektoren sofort verstindlich: GroBen sind fir
Frege eineindeutige zweistellige Relationen. Einem Vektor a kénnen wir als solche
Relation zuordnen die Menge der Punktpaare {4, B), fiir die gilt, da B aus 4
durch die Verschiebung a hervorgeht. Wie oben ein Groflengebiet als Menge von
Vektoren definiert wurde, bzgl. deren Elementen sich die reellen Zahlen als Mal-
zahlen einfithren lieBlen, so definiert Frege entsprechende GroBengebiete allgemein
fiir Relationen.

Zweistellige Relationen sind in moderner Auffassung Klassen von geordneten
Paaren. In diesem Sinn verstehen wir das Priadikat Rel (r) — r ist eine zweistellige
Relation®. Wir setzen r (x, y): = {z, y) € r — x und y stehen in der Relation r zu-
cinander, Ne(r): = A zyz (r (x,y) A7 (2, 2) -y = z2) — die Relation r ist nach-
eindeutig. D! (r) sei der Vorbereich 2V yr (x, y), D, (r) sei der Nachbereich
Ay VNV xr(x,y) von r [171], r | t sei das Relationsprodukt [72], r™ die m-te Rela-
tionspotenz von r,rZ? die Relationskette 1. Art zu r8. Es sei 0: = %, ¢°
=2zVa(z={x,z))=r|r ! fir Ne(r=!), r= 1 (z,y) = r(y,2) und r—™ = (rm)~ .

Entsprechen den Relationen 7 und ¢ die Vektoren a und b, so entspricht also r~7 der
Vektor —a, 7 | ¢ die Summe a + b und r | ¢~/ die Differenz a — b.

als Doppelwertverlaufe von zweistelligen Funktionen, deren Wertebereich nur die beiden
Wahrheitswerte enthalt.

¢ Vgl. dazu R. Carnap: Einfithrung in die symbolische Logik, Wien 21960, S.149. Frege
hatte die Relationsketten schon in seiner Begriffsschrift (1879) definiert. In den Grund-
gesetzen finden sich seine Definitionen im 1. Bd., S. 60.
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Damit § ein GroBengebiet ist, muB man in Entsprechung zu 3 verlangen:
rCSAtES—~>Rel(r)ANe(r)ar|tcsar—1€3aD;(r) =D, (t). Um eine Klasse s
von positiven GroBen aus § auszuzeichnen, spannt Frege seine Grofengebiete durch
Angabe einer solchen Klasse auf. Er definiert:

5.1 5:=Ar(r€svr—!¢svr=0)— das GroBengebiet von s [169],

5.2 P(s):=Art(rcsantcs—>Ne(r)aANe(r"")ARel (r)ar|tEsan—10¢Cs
Ar|tTTesat= 1| red) —

s ist eine Klasse positiver GroBen oder Positivalklasse [1717.

53 r ft =P (S)ArESAtESAt|r~! €s— rist kleiner als ¢ bzgl. s, [185].

Damit sich die reellen Zahlen spiter als MafBrelationen zwischen den GréBen eines

Gebietes definieren lassen, muB man fir §, bzw. fiir s Eigenschaften in Entspre-
chung zu 3.2 und 3.3 fordern. Frege definiert:

54 uli‘mt :=P(s)AtesA/\r(rESAr‘<t—>r€u)/\/\r(t‘<r—>Vq(q68/\

g<raTig € u)) — tist s-Grenze von u [187].

8.5 P*s):=P@)ANt(t€Es—>Nr(r 68/\7"<t))A A u(Vr(r EsANE(t <r—
LU AV r(r€sa 7 €u) > Ve (ulim t)) — s ist eine Positivklasse [190]°.

Ist s eine Positivklasse und ist s nicht leer, so kann man in s ein Einselement ¢

auszeichnen. Man kann dann zeigen, dafl {3, |, < e) ein Modell des Axiomen-

systems 2.1 bildet. Dieser Aufgabe wenden wir uns nun zu. Der Definitionsbereich
der Relationsvariablen 7, ¢, ¢, p sei im folgenden immer die Menge 3.

T1: r|(t]q) = (r|t) | q, [165], Satz 489.
Diese Assoziativitit des Relationenprodukts gilt allgemein.
Al: 7+ t>r<tvt <r, [186], Satz 588.
Ist r +tund 1 ¢|r~? ¢s,danngiltnach5.2und 5.1 (¢|r~7) ~I =r|t~1 €s, also
nach 5.3 ¢ <r
A2:r < t—> Tt <, [186], Satz 589.
Ist ¢t|r=7¢s,s0gilt =17 |¢t~7 ¢s. Andernfalls erhielten wir aus 5.2 ¢ | r—7| r | t71¢s,
also 0 € s im Widerspruch zu 5.2.
A3: rft—»Vp(rprpft).
Istt|r—!¢s,sogibt esnach 5.5in sein g, so daB ¢ <t |r=1. Ausg¢sfolgtq|r|r~’
=q¢€s, also rfq[r. Aus ¢t | r~ 1| g T¢s folgt t|(q|r)~!€s, also q|r‘<t-
g | r ist also ein p der verlangten Art.
Ad: uC§AvC§A/\rt(r€uAtev—>r§t)—>Vq/\rt (réunr=qgatéont+qg
>7<gAg< t).
;—D—icz—lse:zni_tionsgliederrlt63,r| t-1¢ sund t-1| r € § stellen sicher, daB gilbresatcs—>r|ted

8 Statt der Existenz der s-Grenze von u koénnte man natiirlich mit dem gleichen Effekt auch
die Existenz der oberen Grenze von u fordern, sofern 4 nach oben beschrankt ist.
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Beweis: Ist % oder v leer, so ist die Behauptung trivial. Wir kénnen also fiir das
folgende annehmen u # A und v = A.
1.Fall: uns+ A. Wir setzen u*:= Ath(tEuAr% t) und v*:=ArVt

(tEv/\t%r).Nach5.5gibtesdanneint,sodaBu*liznt,alsorESArs<t—>r€u*
und t<r—>Vg(q ESAqfrA—Iqéu*). Nach Definition von wu* gilt dann
t8<r—>—1r€u*, a]sowegenAlreu*/\r#:t—>rs<t, wegen r € u — r€u*, also
rEuAr:{:t—>rft.Auerv*»—lrEu*und—lrEu*Ar#t—»lfrerhaltenwir
mit r €v > r € ov* auchrev/\rzkt—>t8<r.tist also ein ¢, wie es A4 verlangt.

2. Fall: wns = A. Wegen u + A gibt es ein p aus u und wir konnen annehmen
p =+ 0, denn fiir u = {0} ist 0 das in A4 gesuchte ¢q. Die Menge u' := Ar V ¢
(¢t €uAnr=t]|p?) enthilt dann Elemente aus s, z. B. p | p—%. Wenn wir setzen
vi=ArViEi(tEvar=t|p?), sogibtesalsoein ¢, sodaB gilt A rt (r €u' Ar+q’
AtEU'/\t#q'»rfq'/\q' <) Setzt mannungq: = ¢’ | p%,sogiltr Cunr+q—
r<gq.Dennausr Cunr=+qfolgtr|p~* cu’ undr| p~?+ ¢, darausq’ | (r| p~%)~!
=q¢|p?|rT=q|r ¢s. Ferner gilt: t CvAat+g—~g<t Dennausi€vnt=+gq

folgt t | p~2€v und ¢t | p~?+ ¢, daraus t | p~? | ¢~ 1=t|(¢ | p) " =t]|qg '€s
Die letztere Betrachtung ergibt, sofern wir setzen w': = ArV ¢t ({ Curr=1t]|p),
allgemein den Satz:

T2: uli:nt—»u’lismt[p.
T3: u lizn tAu lizn r—t=r, [189], Satz 602.

Wire t == rund z. B. ¢ <7,50 erhielten wir aus » li:n rnach54 A qg(q€sng <r-

q €u) unddaherVr(t8<r/\ﬁ Vg (g Es/\qs<r/\—\q€u), also—nuli‘mt.
Td: r€sat€s—> Vg (422 (r,q) A qft), [203], Satz 635.

Dabei sei 4p (r,t) : =7 |p=1t, so daB also gilt V¢ ,p=’ (p, t) genau dann, wenn
es eine nicht negative ganze Zahl m gibt, so daBl ¢ = p™ ist [166].

Beweis: Wir setzen u : =Ap Vg (420 (r, @) A p 8<q) und v:=21ApVyg
2 A p < q). Wiirde nun gelten Aq (472° (r, ) > ¢ < t), so gibe es wegen
tCsund t€u einptmitu lizn p*,also nach T3 vh;m pt | r. Nun gilt aber  =» und

nach T3 wiirden wir somit erhalten p+ = p* |, im Widerspruch zur Annahme
r€s,d.h.zur=+0.

T5: t€s—>r|t|r=cCs, [206f].

Beweis: 1. Fall: r = 0. Esgilt dann 7 [t | r=! =t €.

2. Fall:r €¢s. Istdann¢|r~?¢s,sor|t|r~ ! csnach52. Istt=r,soistr|t|r1=r
und r € s. Andernfalls ist wegen Al 7| ¢~ ¢s. Nach T4 gibt es dann eine Zahl m,
sodaBgilt:tm <r= m+1 Seir=tm+1 dannist r [t|r~ ="+ttt " T=tCs.
Seir < tm+1 soerhalten wirr [¢|r—I=(r|t—™) | (¢!™ + 7| r—7) €5, da beide Faktoren

nach Voraussetzung Elemente von s sind.
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3. Fall: Wir beweisen r Cs At €s—r~1|t|r¢s. Daraus folgt dann fiir —17¢s
und 7 == 0, also fir r =1 Cs: (b )71 |t |r~T=7r|t|r~! €s.—Gilt r—! |t €s,s0nach
5.2 auch r—7|t|r €s. Ist r=¢, so erhalten wir r—7 |t | r = r ¢ s. Andernfalls gilt
wegen Al und 52¢=7|r ¢s. Aus unseren Uberlegungen zum 2. Fall folgt
Dpcsnqgésapllgcs—p|(p~'|q|pTecs AlsogiltauchIl)p€sagesna
p|q~'€s—>q~!|p€s. Denn nach Al und 5.2 gilt ¢~ | p€ s oder g= p oder p~*|g¢Cs.
Ist g=p,soist p|g~'=0,also 1 p|g ! ¢s. Istp~!|g€s,sonach (I)g|p~!€s,
also wegen g |p~'|plg~'=0 —plgics.

Aus t~1|r ¢s erhalten wir mit (I) r | ¢~7 ¢ s. Es gibt dann ein m, so daB gilt
tn<r= tm 1 Firr ="+ finden wir r=! |t |r=¢t—7"1|¢|m+1=t¢¢s. Fir
T Tfinden wir ¢m+ 1 | =1 C s, alsonach (IT) r=7 [ g™+ 1 5. Ausr | £7™ € s folgt
nach (IT) ¢t™™|r€s, also r=7|t|r=("T|t"+T)| (=™ |r) €s. Damit ist die
Behauptung r ¢ sAt €s—r~1|t|r s bewiesen und also auch T5.

T6: p8<r/\rft—>p§t.

Aust|r~T¢sundr|p~!¢sfolgtnach 5.2¢|r~ 1 |r|p~I=t]|p!¢s.

T7: qu—>r]q8<r|p/\q|rs<p]r.

Wegen p| ¢! €sgiltnach T57 | p|(r|g)~'=r|p|qg~!|[r~'Csundp|r|(g|n~’
=plr|r!lg'=plg'€s

T8: tés—>Vq@€snglq < t), [233], Satz 670.

Denn nach 5.5 gibt es zu ¢ in s ein kleineres Element p, so daB ¢ | p—7 €s. Gilt nun
plp <t, so ist p das gesuchte ¢. Gilt ¢ <p|p, so auch 2 <t| 2, 2| p* <t

t|p~t<0,t|p! <p(t | p~71)? <t [p~!| pund (¢t | p~1)° <t nach T7. Also ist
dann ¢ | p~7 ein ¢ der gesuchten Art. Gilt endlich p® = ¢, so gibt esein ¢ € s, so daB
qu.Dzmnistq|q8<p[qundp]q8<p|p,alsonachTquq8<t.

T9: r|t=t]|r, [243], Satz 689.

Beweis: 1. Fall: 7 s und ¢ €s. Wir setzen: u;:=Ap(pEsAap §r|t), Upi=Ap
(PEsap<t]r),vr:=2DPV q 40 (97’ @1 ¢2) A 497’ (@1 D) A g2 <TAGz <LV
P<q:1qs) und v2: = 2PV q1 s 45 (97" (1, 92) A $97° (@1, 45) A2 < TAGs AP
<qs | ¢;). Es gilt nun: u; = v;. Denn aus p <q | g;und ¢» <7 und g; < ¢ folgt
q2|q38<r|q3§r|t, alsops<r|t. Und wenn gilt p§r|t,sogibtesa.ucheinq
aus s, so dal3 g™ <r und ¢" <t und p < g™+". Denn nach 5.5 und T8 gibt es ein ¢
aus s, so dal} gilt ¢ <rg< ¢ und ¢° <r |t| p~!. Nach T4 gibt es dann ein m und
ein n, so daB g™ <r=q¢"* Tund " <t=¢"* 1 Aus g"* /|t~ = 0 folgt nach T5
rlg" e[ r=1= 0, aus ¢ * | r~! 2 0 folgt dann i e g
=g T2 (r| t)"%8 0,d.h.r[t<g"*"*2o Aus ¢* <r|t|p~! folgt mit T7
¢|p<r|tundg’|p< g"*" "%, also p < gm+". — Ebenso zeigt man u; = v;.

Wegen g™ | ¢* = ¢" | g™ gilt nun auch 7’ (q,, ¢2) A 497° (41, 0) > 2 | 95 = 45 | 4>
Es ist also auch v; = v,. Also folgt aus u, lism rltundus limt | rmit T3r|t=t¢|r
8



Freges Begriindung der Analysis 109

Die Behauptung u, li:n r | t erhdlt man aber aus der Definition von «; und 5.4
sofort, wenn man beachtet: aus r | ¢ <P folgt p | (r| t)~! €s, also gibt es nach 5.5
ein g aus s, sodanfp[(rU)". Esistdannr[tfq[r|tundq|r|t§p, also
gilt Ap(r|t <p- Vg(g€sng <pATIg €u,;). Ebenso erhidlt man uglignt|r.

2.Fall: r!¢sund t~7¢s. Dann gilb 7 |t = (¢~ | r— )~ = (1|t )" 1=t]r.
3.Fall: 7¢s und t~?¢s. Dann gilt r|t=r|t|t~%|t®=¢|t~%|r|t?, da nach
Voraussetzung ¢ | t=? = ¢~7 und r in s liegen. Ferner gilt ¢ | ¢ =2 | r [ 2=t |7 |t7?|
t?=t|r,da r €s und t~? ¢s. — Ebenso argumentiert man im Fall, daB r—? ¢
und ¢ € s. Ist r = 0 oder ¢ = 0, so ist die Behauptung von T9 trivial. Damit ist T'9
fiir alle r und ¢ aus § bewiesen.

Aus T1 und T9 erhilt man nun sofort:

Abir | (t]p) = (| p) |t

A6: ArtVg(r=t]|q).

Man setzt fiir g ¢~ | 7. Danngilt r=t|qg=1¢t|t""|r.
A7:r|t§p|q—>r8<pvt§q.

Wenn gilt p | ¢ | (r]|¢)~? €sund T r<p, s0 gilt nach Al entweder r = p—

dann finden wir plq|(r]0~ = plq|t~ | p~ = p|pI gt~ =gt~ €5,
also t < g— oder es gilt p < r, dann finden wir rlp~!€s,alsomitp|g |t~ r~?

=g|t7!|(r|p~!)"Csauch g |t~ Cs.

A8:ec¢s.

Das folgt direkt aus der Voraussetzung e € s und 5.1.

A9:e< e’

Esgilt e’ |e ! =e(s.

Damit ist unsere Behauptung bewiesen, dal {3, | < e) ein Modell des Axiomen-

systems 2.1 bildet, wenn gilt P* (s) und e € s.
Als Folgesatz aus T8 und T9 fiithren wir noch folgendes Theorem an:

T10: res—> VE(tEsat|t=r).

Beweis: Die Klasse u:= At (¢ €sat|t < r) enthalt kein groftes Element. Sei
t€sundt|t<r, sogibt es nach T8 ein ¢, so daBl ¢ s und ¢® <r|t72, also wegen
T9 (¢ ¢)? <r und ¢ |t €u und ¢ <q | ¢t gilt. Ebenso zeigt man, daf die Klasse
vi=At(tEsAT < t|t) kein kleinstes Element enthilt: Sei r < t|t, g€s und
¢ < 2 |r~1, so ist ¢°| r<¢*und rfq-2 |2, also nach T9 (g~ |¢)€v und ¢~ | t<t,
dennt | (¢=?|t)~T=t[t=?| q ¢s. Nach 5.5 gibt es nun ein ¢, so daB gilt u lim t und
aus unseren Resultaten tiber 4 und v und u N v = A ergibt sich sofort ¢ |¢=r.
® Setzt man r = t: = T1r <, so gilt r = 0> r € s vr = 0. Man beachte ferner: aus g€s

8 8 8
folgt Ne (¢) und Ne (¢~7) und D, (q) = D, (¢), also A zy (g(x, y) = V uv (q(u, ) A q (3, v))).
Daraus erhélt man g™ | g" = gm+ fiir beliebige ganze m und «.
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Man kann nun, in Entsprechung zu dem Vorgehen im Abschnitt 3, fiir die Gro8en
© M,
des Gebietes einer Positivklasse s die Darstellung in der Form r=m e+ }; (.
i=1
erkliren, wo e aus s ist Man setzt dazu m - e = e™ und definiert vermittels T10 und

A4 die Summen 2 2‘ . Dabei stehe nun r + ¢ fir r | ¢.

Die Emdeutlgkelt dleser Darstellung sowie die Darstellbarkeit jeder Relation aus s
in dieser Form beweist man wie fiir die reellen Zahlen nach 2. Wir brauchen darauf
hier nicht néher einzugehen, da wie die Eigenschaften der reellen Zahlen fiir die
Relationen aus § bereits nachgewiesen haben.

Die reellen Zahlen lassen sich dann nach dem Plan Freges als Relationen zwischen
den GroBen eines GroBengebietes einfithren, das iiber einer Positivklasse auf-
gespannt ist: -
5.6 B 2y (rt) - —\/s(P*(s)ArQS/\t—m r+ Zcﬂ r)

i=1

Diese Konstruktion ist erfolgreich, wenn es gelingt zu zeigen, daB es eine Positiv-
klasse gibt. Frege hatte dafiir folgenden Plan [161, 243]: Man definiert, ausgehend
von den natiirlichen Zahlen die reellen Zahlen nach 2 als geordnete Paare {(m, M)
und zeigt, da3 die Relationen x + a = y fiir positive reelle Zahlen a eine Positiv-
klasse bilden. Um die Existenz der Fregeschen reellen Zahlen nachzuweisen, beniitzt
man also die reellen Zahlen in der Charakterisierung nach 2. Der Nachweis selbst
ist sehr einfach, wenn man die Eigenschaften der reellen Zahlen firr die Paare
{m, M) bereits bewiesen hat. Setzt man a: = l eVaeyz=<{x,yyrz+a= y)
und s: = Klasse der  fiir positive a, so gilt: @' = —a,@|b=a + b,a | b~ ! = a—b
und § = Klasse der a fiir beliebige reelle a. Aus 5.2 erhalten wir dann sofort P (s)
und aus A3 und A4 auch P*(s). Die Klassen R, 5y sind also fiir kein {(m, M) leer.
Ferner gilt Ry, 31y N B (e, 3y = N flir m == m’ oder M == M’'. Denn wegen der Dar-

© i
stellbarkeit aller Elemente einer Positivklasse s in der Form m-r + }] 02, y
1=1
wom =~ 1und r€sist, gilt r Cs A P*(s)ar€s'An P* (s ) s=3s". Wegen der Ein-
deutigkeit dieser Darstellung gilt aber auch m -7 + 2 2‘ =m'-r+ 2 TR
i=1 i=1

—m =m' A M = M'. Es besteht also eine eineindeutige Zuordnung zwuschen den

Paaren (m, M) und den Fregeschen MaBzahlen R, .

Fiir die Fregeschen reellen Zahlen, die Relationen R, 5y, hat man endlich noch
die Addition, die Kleiner-Beziehung und das Einselement in Analogie zu den ent-
sprechenden Definitionen fiir die Paare {m, M) zu erklaren. Man setzt also R: =
Klasse aller Relationen Ry, ay, Wo m eine ganze Zahl ist, N’ die Menge der natiir-
lichen Zahlen mit AusschluB der Nullund M C N’ (M unendlich). Ferner 1: = Ry, y
und Ry + B, syt = B(m, a1y + (m, sy Wobei gelten soll (m, M) + (m M)

oo ﬂ// M
=(m+m' +m”, M"), wenn m" + 3' 5 d1eEntw1cklungderSumme 2 % +c‘
i=1

in die Normalform mit ¢¥” = 0 oder 1 ist. Endlich setzt man Rim, ary < R<m My
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= {m, My < {(m', M"), wobei {m, My < (m', M’y >m <m'vm=m'AVi (M <
<M ANE(k<i—>cM =c])). Man findet dann kraft der Isomorphie zwischen
den Fregeschen MaBzahlen und den reellen Zahlen nach 2, da8 auch (R, 4+, <, 1)
ein Modell des Axiomensystems 2.1 bildet.

Die reellen Zahlen Freges lassen sich nun ihrer Definition nach direkt fir MaB-
angaben verwenden. Wie aus der Fregeschen Definition der Anzahlen nach 4 folgt:
A () = n <> x €n, so erhalten wir aus 5.6: die GroBe ¢ hat, gemessen bzgl. der
GroBe r einer Positivklasse den reellen Wert (m, M) genau dann, wenn gilt
(7, t) € By pry- Wir konnen also zusammenfassen: Reell meBbare Groen lassen
sich als Relationen einer Klasse auffassen, die bzgl. Relationsprodukt, Kleiner-
Beziehung und Einselement ein Modell eines Axiomensystems der reellen Zahlen
bildet. Uber solchen GréBen kann man die reellen Zahlen nach Frege als MaB-
relationen einfiithren.

Bei der Ubertragung der Fregeschen Definitionen der reellen Zahlen in ein System
der axiomatischen Mengenlehre ergibt sich, wie fiir seine Definition der natiirlichen
Zahlen, die Schwierigkeit, daB3 sich der Mengencharakter der Zahlen nicht nach-
weisen laf3t, so daBl man sich bei der Definition der Positivklassen z. B. auf die
Betrachtung von Groflengebieten beschrinken miiflte, deren Relationen iiber
Teilmengen einer festen Menge hinreichender Méchtigkeit definiert sind.



