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EIN VERALLGEMEINERTER WIDERLEGUNGSBEGRIFF
FUR GENTZENKALKULE*

Von FranNz v. KuTsCHERA

In [3] wurde cine aussagenlogische Semantik skizziert, in der giiltige Schliisse
durch Ableitungsbeziehungen in Kalkiilen definiert werden!. Dabei wurde darauf
hingewiesen, daB3 es von diesem Ansatz her wiinschenswert ist, einen moglichst
allgemeinen Kalkiiltyp zu verwenden, und dafl der Widerlegungsbegriff der dort
verwendeten Gentzenkalkiile einer Verallgemeinerung fihig ist. Eine solche Ver-
allgemeinerung soll hier angegeben werden.

Das Interesse einer solchen Verallgemeinerung liegt erstens darin, da8 sie die Frage
nach der Auszeichnung der intuitionistischen Logik durch die Gentzensemantik
in neuem Licht erscheinen 1a8t: Zunéchst sieht es so aus, als ob durch den in [3]
skizzierten semantischen Ansatz die intuitionistische Logik ausgezeichnet sei und
sich auf natiirliche Weise aus diesem Ansatz ergibe, wihrend etwa die klassische
Logik nur durch eine Zusatzforderung an die dort zugrunde gelegten Kalkiile K
zu gewinnen sei, nach der jeder Satz beweisbar oder wideilegbar sein muB. Die
Einfiihrung des Widerlegungsbegriffs fiir die Gentzenkalkiile, nach der eine Formel
widerlegbar ist, wenn aus ihr beliebige Formeln ableitbar sind, ist aber keineswegs
zwingend. Ebenso hédtte man z. B. von einem Widerlegungsbegriff ausgehen
konnen, der in Analogie zum skizzierten Beweisbegriff eingefiihrt ist, d. h. man
hitte von Kalkiilen K ausgehen kdénnen, die durch Antiaxiome definiert sind, die
in K widerlegbar sind, und durch Deduktionsregeln, die besagen, wie aus bereits
in K widerlegten Formeln eine neue in K widerlegbare Formel gewonnen werden
kann. Dann hatte man den Beweisbegriff so einfithren konnen, dal eine Formel
beweisbar ist, wenn durch eine Widerlegung dieser Formel beliebige Formeln
widerlegt werden konnen. So wiirde man zu einer Logik gelangen, die sich zur
intuitionistischen Logik gewissermaBen spiegelbildlich beziiglich Beweis- und
Widerlegungsbegriff verhélt. Da aber durch den semantischen Grundgedanken
einer Definition von Schliissen durch Kalkiile allein das eine Vorgehen nicht vor
dem anderen ausgezeichnet ist, kann man nicht sagen, dal durch diesen Grund-
gedanken selbst schon die intuitionistische Logik ausgezeichnet sei.

Gelingt es, den Widerlegungsbegriff fiir Gentzenkalkiile so zu verallgemeinern, daf3
sich in diesem Rahmen z. B. intuitionistische und klassische Logik auszeichnen
lassen, so hat man — und darin liegt dann der zweite Vorteil dieser Verallgemei-
nerung — auch eine semantische Basis, beziiglich deren sich verschiedene Logik-
systeme vergleichen lassen.

* Eingegangen am 29. 11. 1967.

1 Die Bezeichnung ,,Semantik‘‘ versteht sich hier wie in [3] in dem allgemeinsten Sinn dieses
Wortes, in dem man es auf Untersuchungen anwendet, die sich mit der Deutung von Aus-
driicken, speziell von logischen Operatoren befassen, nicht aber in der engeren Bedeutung
modelltheoretischer Untersuchungen.
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1 R-Formeln

Es sei L eine Sprache, fiir die ein Formelbegriff definiert ist. Der Begriff der
R-Formel iiber L wird dann durch folgende Bedingungen festgelegt :

a) Formeln von L sind R-Formeln iiber L.
b) Ist S eine R-Formel iiber L, die nicht die Qestalt ~ 7' hat, so auch ~ &S.

¢) Sind S,,...,8,, T R-Formeln iber L (n = 0), so ist auch (S,,...,S,— T)
eine R-Formel iiber L. Die Ausdriicke S, ..., S, bezeichnen wir dabei als
Vorderformeln, T als Hinterformel von (S,, ..., S, —~ T).

d) Nur die Ausdriicke nach den Bedingungen (a) bis (c) sind R-Formeln iiber L.

Die uBeren Klammern um R-Formeln lassen wir meist weg. Als Mitteilungs-
zeichen fiir Formeln verwenden wir die Buchstaben ,, 4%, ,,B“, ,,C*, als Mit-
teilungszeichen fiir R-Formeln die Buchstaben ,,8%, ,,7*, ,,U*. Die Buchstaben
»A¢, 0%, IT* symbolisieren im folgenden (evtl. leere) Reihen von R-Formeln,
die durch Kommata getrennt sind.

Wir sagen, eine Formel von L habe den R-Grad 0 und wenn S den R-Grad = hat,
80 auch ~ 8. Ist » das Maximum der R-Grade von 4, S, so ist n -+ 1 der R-Grad
von A — 8. Als Sequenzen bezeichnen wir R-Formeln vom Grad 1.

Wir sagen ferner: S ist R-Teilformel von S und die R-Teilformeln von S, bzw. 4, S
sind auch R-Teilformeln von ~ S, bzw. 4 — S. Als Formelkomponenten einer
R-Formel S bezeichnen wir die R-Teilformeln vom R-Grad 0 von S.

2 Der Ableitungsbegriff fiir R-Formeln

Wir gehen aus von einem Kalkiil K iiber der Sprache L, der definiert ist durch
Angabe einer entscheidbaren Menge von Axiomen, die als in K beweisbar gelten,
einer entscheidbaren Menge von Antiaxiomen, die als in K widerlegbar gelten,
und einer entscheidbaren Menge von Grundregeln, die besagen, wie aus bereits
in K bewiesenen Formeln A, ..., 4, und bereits in K widerlegten Formeln
B,, ..., B, (m,n = 0) eine neue in K beweisbare, bzw. widerlegbare Formel C
gewonnen werden kann.

Ist A Antiaxiom von K, so wollen wir den Ausdruck ~ 4 als Axiom von K
bezeichnen, und ist 4 in K widerlegbar, so nennen wir den Ausdruck ~ 4 in K
beweisbar. Dann stellt sich X dar als ein Kalkiil im iiblichen Sinn, in dem neben
Formeln auch Ausdriicke der Gestalt ~ 4 beweisbar sind. Man wird also festlegen:
Eine Ableitung eines Ausdrucks C, bzw. ~ C in K aus Ausdricken 4,,..., 4,
und ~ B,, ..., ~ B, ist eine endliche Folge von Ausdriicken, deren letztes Glied
C, bzw. ~ C ist und fiir deren simtliche Glieder gilt: sie sind Axiome von K oder
Annahmeformeln aus 4,,...,4,, ~ B,,...,~ B, oder sie gehen durch ein-
malige Anwendung einer der Grundregeln von K aus vorhergehenden Gliedern
der Folge hervor. C, bzw. ~ C ist also in K aus 4,,...,4,, ~ By,...,~ B,
ableitbar (symbolisch: 4,,...,4,,~ B,,...,~ B, »>C, bzw. 4,,...,4,,
~ B,,...,~ B, >~ C) genau dann, wenn C bzw. ~ C in dem Kalkiil K’ beweisbar
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ist, der aus K hervorgeht durch Hinzunahme von A4, ..., 4, zu den Axiomen
und von By, ..., B, zu den Antiaxiomen.

Nach den Uberlegungen in [3], 1.2 ordnen wir nun dem Kalkiil K einen Sequenzen-
kalkiil K zu, der wie folgt bestimmt wird :

A1) Ist S Axiom von K, so ist - S Axiom von K.
A2) Ist 4 — S eine Grundregel von K, so ist 4 — S Axiom von K.

Die Axiome nach A1 und A2 bezeichnen wir wieder als spezielle Axiome von K.
Ferner enthélt K folgende Axiome und Regeln:

RF) S-S (Prinzip der Reflexivitit),

YV) A-S+—4,T-8 (Prinzip der Pramissenverdiinnung),
TR) 4-8;4,8S-T+A4-T (

STy 4,8, 7T, I'->U+—A,T,S,I'>U (Prinzip der Primissenvertauschung)
SK) A4,8,8S->T+A4,8S~>T (

Eine Anwendung der Strukturregeln ST und SK wird im folgenden nicht explizit
hervorgehoben.

Prinzip der Transitivitat)

Prinzip der Primissenkontraktion).

Man erhilt dann wie in [3] den

Satz 1: Die Sequenz A — § ist in K genau dann beweisbar, wenn § in K aus den
Annahmeformeln A4 ableitbar ist.

Um den Ableitungsbegriff fiir R-Formeln beliebigen Grades zu erklaren, geht man
wie in [3], 1.2 vor. Man nimmt also zu K die Regeln PB und PE hinzu, die wir
hier als Regeln 1 HF und 1 VF bezeichnen wollen:

1HF: A, I'->8S+—A4-> I"—N8) (Prinzip der Pramissen-
beseitigung),

1IVF: A->T;4,8>T+HA, (I'->8)>T (Prinzip der Primissen-
einfithrung?).

Dabei stehe A—1I" fir A—-U,;...;4-U,, wo I' die R-Formel-Reihe
Uy,...,U,ist.

Weiterhin ist nun aber auch festzulegen, unter welchen Bedingungen eine
R-Formel I'— S widerlegbar ist. Es liegt nahe, eine Widerlegbarkeit der Ab-
leitungsbeziehung I"— S, bzw. I'—~ ~ S durch die Beweisbarkeit der I™-Formeln
und die Widerlegbarkeit, bzw. Beweisbarkeit von S zu definieren. Um diese
beiden Regeln als eine formulieren zu konnen, setzen wir fest, daB ~ .8 fir U
stehen soll, wo S mit ~ U identisch ist. Dann erhilt man die Regel:

SHF: A>T';4->~ 84—~ ("> 8) (L. Prinzip der Widerlegung von

Ableitungsbeziehungen).

2 Mit 1 VF ist wieder die Umkehrung von 1 HF: 4 — (I" - 8) — A4, I — § aquivalent, die
wir in [3] als PE’ bezeichnet haben.
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Fordert man auch die Notwendigkeit dieser Bedingung, d.h. die Regeln
A>~ T -8 +A-T und A~ T84~ 8,
so erhalten wir eine Bedingung fiir die Ableitbarkeit aus R-Formeln der Gestalt
~ (F-—) S)Z
2VF: A, '~ S>TH+HA, ~I"'—=8)~>T (2. Prinzip der Widerlegung von
Ableitungsbeziehungen).

Erklirt man den Ableitungsbegriff fir R-Formeln in K induktiv, indem man
R-Formeln von immer hoherem Grad in dem Kalkiil zuliBt, der aus K durch
Hinzunahme der Regeln 1 HF bis 2 VF entsteht, so gilt der Satz 1 in der For-
mulierung

Satz 1': Ist K, der Kalkiil, der gegeniiber K zusitzlich die Regeln 1 HF bis 2 VF
enthilt und in dem beliebige R-Formeln anstelle der Sequenzen in K zugelassen
sind, so ist eine R-Formel 4 — S in K., beweisbar genau dann, wenn S in K aus
den A-Formeln ableitbar ist.

Das ergibt sich wie in [3] aus der Eliminierbarkeit der Regel TR in K, fiir An-
wendungen mit Schnittformeln von groferem R-Grad, als sie in den speziellen
Axiomen von K, vorkommen.

Wie in [3] kann man auch fiir K, das Deduktionstheorem beweisen:

Satz 2: Giltin K A, '8, so gilt auch 4 —I"— 8.

Daraus folgt insbesondere, daBl K, abgeschlossen ist gegeniiber einer deduktiven
Erweiterung durch Regeln, die 1 HF bis 2 VF entsprechen, da diese Regeln in
K beweisbar sind.
Es steche S= 7T fir S—> T und ~T >~ S, und S < T stehe fiir S= T und
T = S. Dann lafit sich das Ersetzungstheorem fiir Gentzenkalkiile im Sinne von
K, so formulieren:

Satz 3.' SQ T!_USQ UT'

Dabei sei Ug eine R-Formel, die an einer bestimmten Stelle ein Vorkommnis von
S enthalt und Uy gehe aus Ug hervor durch Ersetzung dieses Vorkommnisses
von S durch ein solches von 7'. Ist g der R-Grad von Ug minus dem R-Grad von
S, so beweist man den Satz durch Induktion nach g in Entsprechung zu dem
Satz 3 aus [3].

Gilt S < T, so nennen wir die R-Formeln S und T auch streng dquivalent. Da S
und (—8) streng dquivalent sind, kann man also z. B. die R-Formeln (—8) in
allen Kontexten durch S ersetzen und erhélt dabei streng dquivalente Formeln.

3 Die Definition aussagenlogischer Operatoren

Nach den Grundgedanken, die in [3], 2.1 dargelegt wurden, kann man nun eine
Semantik auf der Basis von Gentzenkalkiilen mit verallgemeinertem Wider-
legungsbegriff aufbauen. In diesem Rahmen ist dann ein n-stelliger aussagen-
logischer Operator F' zu definieren durch Angabe von Regeln, die besagen, wie



108 Franz v. Kutschera

Ausdriicke der Gestalt F(4,,...,4,) und ~F(4,, ..., 4,) als Hinter-, bzw.
Vorderformeln eingefiihrt werden kénnen. Wie in [3] erhilt man fiir die Formel
F(A,,...,4,) folgende Regeln:

) A>8y;..5A4 8, —A>F(4,,..., 4,),

A~ 84y;.. ;4> 8, FA—~>F(4,,...,4,),
I) 4,8, ..8,—=T;.. 54,84, .8, >THA,F4,,..., 4,)~T.

Dabei seien S;;, (i=1,...,t;k;=1,...,s) R-Formeln, deren Formelkom-
ponenten Formeln aus 4,, ..., 4, sind.

Zusitzlich sind nun Regeln anzugeben fiir die Einfithrung der R-Formeln
~F(4,,...,4,). Offenbar kann man diese Regeln nicht unabhingig von (I) und
(I1) ansetzen, wenn die Konsistenz der Gentzenkalkiile bei der Hinzunahme der
semantischen Regeln erhalten bleiben soll, so daB also nicht zugleich —F (4,,...,4,)
und >~ F(4,,..., A,) beweisbar ist, sofern nicht fiir mindestens ein A;
(j=1,...,n) zugleich > 4; und — ~ 4; beweisbar ist. Es liegt unter diesem
Gesichtspunkt nahe, die Regelschemata zur Einfithrung von ~ F(4,, ..., 4,) als
Hinterformel so zu wihlen, daBl, wenn nach (I) aus der Beweisbarkeit von
Si1s .., Sy, fiir ein ¢ die Beweisbarkeit von F(4,, ..., 4,) folgt, nun aus der
Widerlegbarkeit aller S-Formelreihen S,,,..., S;, die Widerlegbarkeit von
F(4,,...,4,) folgt. Man gelangt so zu folgenden Regeln:

I 4—-~ 8. 34->~ 8y, HAd->~F(4,,...,4,),

A—>~ 8y d>~ 8, HA—>~F(4,,...,4,).

Dabeiseir =8;X... Xxsund k;;=1,...,s;furl=1,...,r
Mit der Forderung der Nichtkreativitit der Definitionsregeln fiir den Operator
F erhilt man dann, ebenso wie (II) aus (I), aus (III) die Regeln:
IV) A, ~8ikyr oo Sy > T5 oo 54, ~Sipgys -+ s
~8pp>THA, ~F(4,,...,4,)>T.3

Auf Grund dieser Regeln kann man nun das folgende Ersetzungstheorem beweisen:

Satz 4: A < BI-C - Cy.

Dabei sei C, eine Formel, die ein bestimmtes Vorkommnis von 4 enthalt und
Cp entstehe aus C, durch Ersetzung dieses Vorkommnisses durch ein solches
von B. Den Beweis des Satzes fithrt man durch Induktion nach der Zahl g, dem
Grad von C, minus dem Grad von 4. Als Grad einer Formel bezeichnet man
dabei die Zahl der Vorkommnisse logischer Operatoren in ihr.

Mit Satz 3 erhilt man dann sofort auch den

s Vgl. (3], 2.1.
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Satz 5: A < B8, < Sg, wobei nun S, eine R-Formel ist, die ein Vorkomm-
nis der Formel 4 enthilt.

Es seien nun die Operatoren —, A, v, D> durch folgende Regeln nach den Schemata
(I) bis (IV) definiert:

1HN: A>~ 4Ad+-A->—4 1VN: 4,~4A-8+—A4,—4->8

2HN: A >A4A+-A—>~—4 2VN: 4, A->S+A4,~—A4->8

1HK: A>A4;4—-B+-A4—-AAB 1VK: A, A, B>S+HA4,ArnB->8

2HK: A >~ A+—A—>~ AANB 2VK: 4, ~A—~>S;4,~B-> S A,

A-~BrFA—-~AAB ~AArB—>S
1HD: A >4A+A—-AvVvB 1VD: 4,4 ->8;4,B>S+—A4,AvB->S8
A—-B+HA—->AvB
2HD: A >~ 4;4—-~ B4 2VD: 4, ~4,~B->S+A,~AvB -8
-~ AVB

A->(A->B)-4—-A4A>B,

oder dquivalent 1HJ: 4,4 -~ B+—A4-A4A>B
A, (A-B) -S4, A>B-~S,

oder dquivalent 1VJ: 4 -A4;4, B>S+—A4,A>DB—~>S
A->~(A->BFHA—-~A4AD>B,

oder dquivalent 2HJ: 4 > A4;4—-~ B4~ ADB
A, ~(A—-B)-S+—4,~4>B- S,

oder dquivalent 2VJ: A, 4, ~B—>S+—A4,~4>B~ 8.

Daraus ergibt sich sofort: — 4 < ~ A und 4 > B < (4 - B).

Die Vollstiandigkeit des Operatorensystems {—, A, v, D} erhélt man auf folgendem
Weg: Wir ordnen jeder R-Formel S eine Formel S zu. Es sei § = 3, wo S eine For-
mel ist, ~ S sei — 5, Asei S;, ..., S5, und 4 sei S, a - - A S,, wo 4 die R-Formel-
reihe S, ..., S, ist. (4 — S) endlich sei 4>.5 und (=3) sei 5. Dann gilt der

Satz 6: -8 = 8.

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach dem R-Grad ¢ von S. Fiir g =1
ist die Behauptung trivial wegen S < S und ~ 8§ < — §. Sei die Behauptung fiir
alleg < n bewiesen und seinung = n + 1. Hat dann S die Gestalt 7', . . ., T,—~ U,
so gilt nach Induktionsvoraussetzung und Satz 5 (7, ..., T, —~ U) = (T4, ..., T,
— U). Nach 1HK, 1VK, 2HF, 2VF gilt aber (7, . ..,T, > U) < (Tyr - - AT,
— U) und wegen ADB < (A—> B) gilt (Tyn--AT,»U) < Tirn--- AT, DT,
so daB wir endlich erhalten (74,...,7,—>U) < (T,,...,T,—> U). Wegen
~ 8 < — S gilt dann auch ~ (T, ..., T, > U) =&~ (T},...,T,— U).
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Aus (I) und (II) erhalten wir nun wie in [3], 2.2 F(4,,..., A,) — B, wo B die
Formel (S;; A+ AS;) v v (S;Aa---aS,) ist. Nach (III) gilt ferner:

~Sikys s~ Bipy >~ F(Ay, o 43)55~ Sy~ S, > ~ F (4, ..., 4,) -
Daraus erhalten wir mit den Sitzen 6 und 5 und 2VK
~ S A A8 )~ (Spa A8 >~ F(4,, ..., 4,), mit 2VD also

~B—>~F(4,,...,4,).
Endlich gilt:

~ Sl ko -
Mit den Sitzen 6, 5 und 2HK ecrhalten wir also:

ey ~Stl'u—)~ Sklt; . ‘;NSII\‘ .y ~Stk“-—> ~ Stl‘” firalle I = l,...,r~

NI

~ Sk s~ Sppg >~ Sy A AS s~ Sirgs s ~ Sy ~ S A A8
und mit 2HD
~ Sy ~ 83y~ ~ B. Daraus folgt aber mit (IV) ~F(4,,...,4,) >~ B.

Es gilt also F(4,, ..., A,) <+ B, so dall man F(4,, ..., 4,) nach Satz 5 in allen
Kontexten durch B ersetzen, also durch die Formel B definieren kann, die sich
aus den Formeln 4,, . . ., 4, nach Konstruktion nur mit den Operatoren —, A, v,
O zusammensetzt. Das System dieser Operatoren ist also vollstandig. Es gilt nun
aber, wie man leicht verifiziert, der

Satz7: AvB < —(—A4A— B).

Man kann also auch 4 v B durch —(— 4 A — B) definieren, so daB auch das
Operatorensystem {—, v, D} vollstindig ist.

4 Die direkte Aussagenlogik

4.1 Ist K ein Gentzenkalkiil im Sinn des Abschnitts 2, dessen spezielle Axiome
nur Atomformeln als Formelkomponenten enthalten, so sei K* die Iirweiterung
von K mit den semantischen Regeln 1 HN bis 2VI. Ist M der Gentzenkalkiil, der
keine speziellen Axiome enthilt, so ist dann M* ein Logikkalkiil, in dem genau
diejenigen R-Formeln beweisbar sind, die in allen Kalkiilen K* bewiesen werden
kénnen. Wir wollen hier zur Vercinfachung der Bezugnahme die Aussagenlogik,
wie sie in M* formalisiert ist, als direkte Aussagenlogik bezeichnen, da in ihr alle
indirekten SchluBweisen ausgeschlossen sind.

In M* ist die Regel TR eliminierbar, wie man in Anlehnung an die ublichen
Beweisverfahren leicht zeigen kann. Daher kann man durch Induktion nach dem
R-Grad von S plus der Summe der Grade der Formelkomponenten von S die
Widerspruchsfreiheit von AM* in folgendem Sinn beweisen:

Satz 8: In M* ist fiir keine R-Formel S zugleich —S und - ~ § beweisbar.

Wie in [3], 2.3 beweist man iiber die Eliminierbarkeit der Regel TR auch leicht
den Satz, daB in M* genau diejenigen Sequenzen beweisbar sind, die in dem
Kalkiill M*’ bewiesen werden konnen, der aus AM* entsteht, indem man die
Axiome auf Sequenzen beschriankt und die Regeln 1HF bis 2VF weglaft. Da
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sich M* als deduktive Erweiterung von M*’ darstellt und da weiterhin die Menge
der in M* beweisbaren R-Formeln A — 8 nach den Sitzen 6 und 5 bereits durch
die Menge der in M*  beweisbaren Sequenzen A — S festgelegt ist, kann man
auch M*' als Kalkiil der direkten Aussagenlogik ansprechen. Um den Gehalt
dieser Logik noch einmal zu umgrenzen, ordnen wir M*’ einen axiomatischen
Formelkalkiil 9 zu, der folgende Axiome und Regeln enthilt:

Al: A>(B>A) A9: a) mA> —(4AB)
A2: (A>(B>()) b) m B> — (A A B)
>((A>B)>(A4>0))
A3: A>(—B>—(4>B) A10: (—A4>0)>((—B>0)
>(—(4 A B)>CY))

A4:a) 1 (ADB)>A All:a) ADAVEB

b) —(4>B)> — B b) BDAvV B
Aj: A>—— 4 Al12:  (AD0)D>((B>C)>(AvB>0))
A6: ——A4>A4 A13: —A>(— B> —(Av B))
A7: A>(B>AAB) Ald:a) m(AvB)> 4
A8:a) AAB>A b) m(4AdvB)> B

b) ArB>B

R: A4, A>DB+~B.

Satz 9: In M ist eine Formel A aus Formeln A genau dann ableitbar, wenn die
Sequenz 4 - A in M*’ beweisbar ist.

Der Beweis des Satzes wird durch Induktion nach der Lange I der Ableitung von
A aus 4 in I, bzw. des Beweises von 4 — 4 in M*’ gefiihrt, wobei man zeigt:
ist A — 8 in M*’ beweisbar, so gilt in M 4 8.

4.2 Wenn oben gezeigt wurde, wie durch eine Semantik auf der Grundlage der
Gentzenkalkiile mit verallgemeinertem Widerlegungsbegriff die direkte Aussagen-
logik ausgezeichnet wird, so soll in den folgenden Abschnitten untersucht werden,
wie sich durch Zusatzforderungen, die einen Zusammenhang zwischen den bisher
als unabhingig betrachteten Beweis- und Widerlegungsbegriffen herstellen,
andere Logiksysteme gewinnen lassen.

Wir betrachten zunichst die Forderung, daBl aus einer zugleich beweisbaren und
widerlegbaren R-Formel beliebige R-Formeln gewonnen werden konnen. Diese
Forderung kann man fir die Gentzenkalkiile durch das folgende zusitzliche
Axiomenschema formulieren:

WS: S§,~S8S—>T (Widerspruchsprinzip).

Dieses Axiomenschema ist gleichwertig mit dem Regelschema 4 -~ S+ 4,8 > T
und enthélt so die Festsetzung, daB eine Ableitungsbeziehung beweisbar ist, wenn
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eine ihrer Primissen widerlegbar ist. Das entspricht einer oft gebrauchten
Konvention.

Nach Hinzunahme des Schemas WS besteht kein AnlaB, die Regeln 1HF bis
2VF oder die semantischen Regeln abzuindern, denn die intuitiven Uberlegungen,
auf die sich die Formulierung dieser Regeln stiitzt, bleiben weiterhin giiltig.
Ebenso dndert sich durch die Hinzunahme von WS nichts an den Grundeigen-
schaften der Gentzenkalkiile. So bleibt die Regel TR weiterhin eliminierbar und
die Sitze 2 bis 8 bleiben erhalten. An der Deutung der Operatoren dndert sich
nur insofern etwas, als wegen der Definition von 4 > B durch 4 — B nun auch
gilt —m A4 — A > B. Das ist aber ganz im Sinn der iiblichen Deutung der Implika-
tion und hat zudem den Vorteil, daB nun fiir alle aussagenlogischen Operatoren F
das Prinzip gilt, daB F (4,, . . ., 4,) entscheidbar ist, d. h. daB gilt - F(4,, ..., 4,)
oder - ~ F(4,,...,4,), wennalle 4,, ..., 4, entscheidbar sind. Das galt bisher
nicht fiir die Implikation, denn aus - ~ 4 und - ~ B konnte man weder -4 > B,
noch - ~ A4 > B gewinnen. Mit WS aber erhilt man:

>~ A;A,~A—->B
A—- B
-~ AD B,

Gilt aber dieses Prinzip der relativen Entscheidbarkeit fiir die Operatoren —, A,
v, D, so wegen der Vollstindigkeit dieses Operatorensystems auch fiir alle
Operatoren F'.

Entsteht der Kalkiil M% aus M* durch Hinzunahme von WS und entsteht M}’
aus M}, durch Beschrinkung auf Sequenzen als Theoreme, so ist M%’ im Sinne

von Satz 9 4quivalent mit dem Kalkiil My, der aus M entsteht durch Hinzunahme
des Axiomenschemas

Als: — A>(ADB).

Wir bezeichnen MY, bzw. My, als Kalkiile der erweiterten direkten Logik4. Diese
Logik hat eine dhnliche Struktur wie das aussagenlogische System von W. Acker-
mann in [1] und das System der fundamentalen Aussagenlogik von K. Schiitte
in [4].

& Intuitionistische und klassische Aussagenlogik

5.1 Da im folgenden eine Asymmetrie zwischen Beweis- und Widerlegungsbegriff
eingefiihrt wird, verwenden wir Ausdriicke der Gestalt ~ ~ S (fiir S) nicht mehr.
Wo also im folgenden ein Ausdruck ~ § vorkommt, besagt das, daB S nicht die
Gestalt ~ T hat.

¢ Durch eine zusitzliche Erweiterung der direkten Logik mit der Regel V aus Abschnitt 5.2
kénnte man von hier aus auch zur klassischen Logik iibergehen. In diesem Abschnitt soll
aber gezeigt werden, daB die Hinzunahme dieser Regel unter dem Gesichtspunkt des
gsemantischen Begriindungsansatzes eine tiefergreifende Modifikation der direkten Logik
erfordert.
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Der Ableitungsbegriff der Kalkiile K sei nun so gefaBt,daB in K, das Axiomen-
schema WS gilt sowie zusitzlich die Regeln

Yi: 48~ T;4, ~S—>~T+HA->~T.

(7" kann also nicht die Gestalt ~ U haben.)

Diese Regeln erscheinen intuitiv gesehen nur dann berechtigt, wenn alle R-For-
meln S entscheidbar sind. Das ist aber eine sehr weitgehende Forderung, die wir
bisher nicht gestellt haben und die den Kalkiilbegriff stark einengen wiirde. Sehen
wir aber von der Frage der intuitiven Berechtigung der Regeln V1 einmal ab und
untersuchen welche Konsequenzen die Regeln V1 fiir den Aufbau der Gentzen-
kalkiile haben!

Mit V1 ist dquivalent das Regelschema :

V1': A, 8->T;4,8S>~TFHA—>~8.

Da nun nach V1’ die Widerlegbarkeit einer Formel dadurch bestimmt ist, dafl
aus ihr beliebige Formeln folgen, so kann man die logischen und semantischen
2V- und 2H-Regeln nicht mehr als Grundregeln ansetzen, da die Festlegungen,
die sie iiber die Widerlegbarkeit von R-Formeln treffen, auf Grund von V1 nicht
mehr unabhéngig von den Festsetzungen der 1V- und 1H-Regeln sind. Die For-
derung eines so starken Zusammenhangs zwischen Beweis- und Widerlegungs-
begriff, wie ihn V1 beinhaltet, bewirkt also, dal der bisher beniitzte semantische
Begriindungsansatz, wie er sich in den logischen und semantischen Grundregeln
der direkten Logik ausdriickt, unter dem Gesichtspunkt der inhaltlichen Recht-
fertigung iiberpriift werden muf. Und es zeigt sich, daB nun speziell die 2V- und
2H-Regeln ihre Berechtigung verlieren und daher zu streichen sind.

Sei M¥ der Kalkiil, der aus M} durch Hinzunahme von V1 und Streichung der
2V- und 2H-Regeln entsteht, so ist nun zu zeigen, dall M¥ ein Kalkiil der
intuitionistischen Aussagenlogik ist. Dazu ordnen wir jeder R-Formel U einen
Ausdruck U+t zu, der aus U entsteht durch Ersetzung aller R-Teilformeln der
Gestalt ~ S durch Ausdriicke (S —). U+ ist dann eine S-Formel im Sinne von [3],
1.1, d. h. eine R-Formel ohne das Symbol ,,~*, in deren R-Teilformeln der Gestalt
4 — 0, 2 auch die leere Formel sein kann. Definiert man den Ausdruck 4 —
(z. B.als 4 - 4 A— A4) so, daB} gilt

HV: A-+H4-8,

so gilt ~ S (§-)5 und damit auch U« U+. Es ist also die Menge der in
M} beweisbaren R-Formeln festgelegt durch die Menge der in M} beweisbaren

® Esgilt S§,~ 8~ nach WS und Definition von 4 —
~8—(8->) 1 HF
und (S =) —>(S—) RF
S =), S — 1VF
S—>),8—>~8 HV
8—>),8~>8 RF, VV

S—>)—>~S8 VI,
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S-Formeln. Diese Menge 148t sich nun induktiv definieren durch die Axiome und
Regeln, die aus den Axiomen und Regeln von M} durch die angegebene Trans-
formation von R-Formeln in S-Formeln hervorgehen, denn jeder Beweis einer
S-Formel a6t sich, wie man leicht verifiziert, umformen in einen Beweis, der nur
von diesen transformierten Axiomen und Regeln Gebrauch macht. Die trans-
formierten Axiome und Regeln sind aber die Axiome und Regeln der intuitioni-
stischen Aussagenlogik, wie sie in [3] im Kalkiil M+ formuliert wurde. Nur WS
geht iiber in S, (S —) — 7', was man in M+ aus (S —) — (S —) mit PE und HV
gewinnt, V1 geht iiber in A, S — (T —=); A, (S—)—> (T =)—A4— (T —), eine
Ableitungsbeziehung, die man in M+ mit PE, PB und TR beweisen kann, und
VN geht iiberin 4, (4 —») - S+ A4, — A - S, was man mit der intuitionistischen
Regel 4 - 4 - A, — A — wie folgt erhilt:

A—->A4
A,— A4
—A->A->) 4,(4-)>8
A4,— A8,

Umgekehrt lassen sich auch alle in M+ beweisbaren S-Formeln in MF beweisen,
da die Axiome und Regeln von M+ bis auf die Negationsregeln auch Axiome und
Regeln von Mf sind. Die Ableitungsbeziehung A, 4 -+ A —~— A4 erhilt man
aker wegen 4, 4 - A — (4 —) aus der Transformation von HN und 4 - 4
A, — A — erhiat man wegen 4, (4 —) — (der Transformation von W.S) mit der
Transformation von VN.

Damit ist gezeigt, daB sich die in MF beweisbaren R-Formeln durch dquivalente
Umformungen aus den intuitionistisch giiltigen S-Formeln gewinnen lassen, so
daB man auch M} als Kalkiil der intuitionistischen Aussagenlogik ansprechen
kann.

Die Aquivalenz ~ S« (S —) und die dadurch mégliche Eliminierung des Sym-
bols ,,~‘ zeigt, daB bei Hinzunahme von V1 zu M} der Widerlegungsbegriff
durch den Beweisbegriff mit Hilfe einer logisch falschen Formel festgelegt ist, und
prazisiert somit die obige Bemerkung, dafl die 2V- und 2H-Regeln nach Hinzu-
nahme von V1 nicht mehr unabhéngig von den 1V- und 1H-Regeln angesetzt
werden konnen.

Wegen der pauschalen Definition der Widerlegbarkeit von R-Formeln S durch die
Beweisbarkeit von S— erhalten nun die negierten komplexen Formeln eine gegen-
iiber der direkten Logik indirekte Deutung. So gilt z. B. —(4 A — 4), weil aus
A A— A beliebige Formeln ableitbar sind. In diesem Sinn gilt in der direkten
Logik 4 A— A — T fir beliebige R-Formeln 7. Daraus kann man aber nicht
— (4 v—1 A) gewinnen. Eine negierte Konjunktion ist vielmehr in der direkten
Logik nur dann wahr, wenn eines der Konjunktionsglieder falsch ist. Dann miif3te
aber im vorliegenden Fall gelten -4 oder -~ ~ A4, d. h. alle Formeln miiflten
entscheidbar sein. In der intuitionistischen Logik hingegen ist — (A4 A — A4) wabhr,
ohne dal 4 oder — 4 falsch sein miiite.
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Der Auszeichnung der intuitionistischen Semantik im Rahmen der Gentzenseman-
tik entspricht es, wenn man in dem Kalkiil 9y, ein Axiomenschema hinzunimmt,
das der Regel V1’ entspricht:

Al16: (4 > B) > ((4 > —B) > —4)

und samtliche Axiome streicht, die hinreichende oder notwendige Bedingungen

fiir die Falschheit komplexer Sitzen enthalten, d. h. also die Axiome A3 bis A6,
A9, A10, A13 und A14. Der so bestimmte Kalkiil heiien ;.6

5.2 Wir nehmen nun zu M} noch die Regel
V2: 4,8->T;4,~8—>THr A - T (wobei T nicht die Form ~ U hat) hinzu,

oder dquivalent die Regel

V2: A4, ~S>T;4,~8S>~THA->S,
d. h. zu M} die Regel
ViA,S>T;4,~8S>T+HA-T.

Die Regel V2ist nunin M¥ dquivalent mit der Regel 4,4 -~ 2;4,— A-Q2+ 40,
d. h. mit dem tertium non datur ~ A v— A, so daB das System M%, das man aus
M?%, durch Hinzunahme von V und Streichung der 2V- und 2H-Regeln erhilt,
ein System der klassischen Aussagenlogik ist. DaBl man bei Hinzunahme der
Regel V zu M}, die 2V- und 2H-Regeln zu streichen hat, erklirt sich wie unter
5.1 dadurch, daBl der Widerlegungsbegriff iiber V durch den Beweisbegriff schon
festgelegt ist.

Eleganter ist es, von M% zu einer Formulierung der klassischen Aussagenlogik
liberzugehen, die der Verwendung von Sequenzen mit mehreren Hinterformeln
bei Gentzen [2] entspricht. Wir bezeichnen zu diesem Zweck als K-Formeln
Formeln und Ausdriicke der Gestalt (4 — I'), in denen A4, I" Reihen von R-
Formeln sind, von denen eine auch leer sein kann. Man kann dann jeder R-Formel
U eine K-Formel ¢ (U) zuordnen, indem man setzt:

pA)y=4, ¢ (81, -, 8 ~Ty, ..., ~T,>U) = @(8,),.. -, @S, — @),
q)(Tl)) . )(p(Tn) und (P(Sl) LR EE] Sm) ~ Tl) BCRERad Tn—> ~ U) = (p(Sl)’ ° "’(p (Sm)!
@(U)— @(Ty), ..., (T,). Die Abbildung ¢ ist nicht umkehrbar eindeutig, da

gilt (p(Sl""YSm’ NTI,,,,’~Tn,~V—>~U) = (p(Sl, .-.,Sm,U,~T1,...,
~T=>V)=@(8), ..., 9(S,), p(U)>@(V), @(Th), ..., (T,). Firp(U)= p(U’)
gilt aber U < U', dennesgit A, S> T+ A4, ~.T—>~ 8:

A4,8->T;T,~T—>~S8S TR
A, ~T, S~ 8;4,~T,8->8 \'ak
A, ~T >~ 8

® Wie einleitend angedeutet wurde, kann man auch ein zur intuitionistischen Logik beziiglich
Beweis- und Widerlegungsbegriff duales Logiksystem gewinnen, wenn man die unten an-
gegebene Regel V2 anstelle von V1 annimmt und entsprechenderweise anstelle der 2 V- und
2H-Regeln die 1V- und 1 H-Regeln streicht.

9 Mathematische Logik (12, 3/4)
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und 4, ~T—>~8FHA4,8->T:

A, ~T>~8;8,~8S->T TR
A, ~T,S>T; A4, ~T,S>~T \%24
A4, 8- T.

Definiert man nun einen Kalkill R fir K-Formeln, dessen Axiome die ¢-Bilder
der Axiome von M% sind und deren Regeln die @-Bilder der Regeln von M% sind,
so ist eine R-Formel U in M% beweisbar genau dann, wenn ¢ (U) in & beweisbar
ist. R ist nun, wie man leicht verifiziert, d4quivalent (ja praktisch identisch) mit
dem Kalkiil &', der folgende Axiome und Regeln enthilt:

RF: S 8
W:A*FFA,S*F HV: 4> FI—A—)S,I‘
ST: 4,8, T, A’ >T'+A,T,S, A>T ST A-TI,8,T,I"—A-T,T,8,I"

| &

:A4,8,S>I'+~A,S—-T

2]

K:A4-8,8,TI'+~4-8,T"

TR: A->8,1';4,8S->T+~A4-1T
HF: A,A->T", '+ A— (A4'~I"), T YF:A4—->A'T; A4, "> T+ A,
(4 =TT
VN:Ad—- A, I'+~A,— A>T HN: 4, A->T'—A—->—A4,I
Kid, A, B>T'+—~A4, ANB->T HK: 4> A, I';A->B, I'—A—~AAB,T

VD: 4, A->T;A,B>T'—A, AvB>I" HD:A— A, B, I'+A4—->AvB 1T
V3: A->A,T';A,B>T+— A, A>B->T HI: A, A—->B,I'+A—-4 > B, T.

In R’ ist wieder die Regel TR eliminierbar und daher sind in & genau diejenigen
Sequenzen beweisbar, die in dem Kalkiil &' beweisbar sind, der gegeniiber R
die Regeln HF, VF nicht enthilt. Ein Vergleich von &’ mit dem klassischen
Sequenzenkalkiil LK in [2] zeigt aber sofort, da & ein Kalkiil der klassischen
Aussagenlogik ist, so daB wir auch & und damit M% als klassischen Logikkalkiil
ansprechen konnen.

Dem skizzierten Vorgehen zur Gewinnung der klassischen Aussagenlogik in
diesem Abschnitt entspricht es, wenn wir M% einen Formelkalkiil zuordnen, der
aus M; durch Hinzunahme des Axiomenschemas

Al18: (A4 >B) > (A >—1B) > A4)
entsteht.

Die aussagenlogischen Operatoren erfahren in der so begriindeten klassischen
Logik gegeniiber der direkten Logik wiederum eine indirekte Deutung, und das
in einem gegeniiber der intuitionistischen Logik verstarkten MaBe.

In der intuitionistischen Logik wird die Widerlegbarkeit und damit die Negation
einer Formel A allgemein definiert dadurch, daBl aus 4 beliebige Formeln ableitbar
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sind, ohne daB dabei auf die Teilformeln von 4 Bezug genommen wird. Deshalb
war — (4 A — A) im Gegensatz zur direkten Logik beweisbar, weil aus 4 A — 4
beliebige Formeln ableitbar sind. In der klassischen Logik ist nun eine Formel 4
auch beweisbar, wenn aus — A beliebige Formeln ableitbar sind. So ist z. B. auch
A v-— A beweisbar, weil aus — (4 v— A) beliebige Formeln ableitbar sind.
In diesem Sinn gilt in der erweiterten direkten Logik auch ~ 4 v— A4 - 8 fir
beliebige R-Formeln 8, aber daraus kann man nicht -~ 4 v— A4 gewinnen. Eine
Disjunktion ist in der direkten Logik nur beweisbar, wenn mindestens ein Dis-
junktionsglied beweisbar ist, dazu miilten aber im vorliegenden Fall alle Formeln
4 entscheidbar sein?.

Zusammenfassend kann man sagen: Durch die hier verwendete Semantik auf der
Basis von Gentzenkalkiilen mit einem allgemeinen Widerlegungsbegriff wird die
direkte Logik im Sinn von M* oder M}, ausgezeichnet. Durch Zusatzforderungen,
wie sie sich in den Regeln V1 und V2 ausdriicken, kann man in diesem Rahmen
auch die intuitionistische und die klassische Aussagenlogik gewinnen, jedoch
hingt die intuitive Berechtigung dieser Regeln an der Entscheidbarkeit aller
Formeln in den betrachteten Kalkiilen, also an einer Zusatzforderung, die die
Menge der zugelassenen Kalkiile sehr stark einschrankt. Ist diese Forderung nicht

7 Fiir die Begriindung der klassischen Logik ist die deduktive Erweiterung der Sequenzen-
kalkiile mit den Regeln HF und VF iiberfliissig. Diese Erweiterung wurde bei der Begriindung
der intuitionistischen Aussagenlogik, wie in [3], 3.2 hervorgehoben, verwendet, um die Voll-
stindigkeit des Operatorensystems —, A, Vv, D zu beweisen. Setzt man aber im Sinne von
[3], 3.2 die Regelschemata an:

Iy 4,4, -1, T;..54, 415> Ty, ' A—>F(4,,...,4,), T

A)Atl_)rtl’ I;...; 4, Ats;—')PIS;vF}—A"’F(Aly~--yAn):F9

wobei die Formelreihen d;p,, I'ix, (¢ = 1,...,¢;k; = 1,..., s;) nur Formeln aus 4,, ..., 4,
enthalten, und

Iy 4—- Aw,, I's .. 4d— Auy, T A, Ty, —~T5 . 5
Ay Typyy > ' — 4, F(Ay, ..., A) > T,
A4 Mpy Ts oo 5 4> Ay, T's 4, Dy, > T 05
A, Ty > T'— A4, F(4,,...,4,) > T,
wobei r = 8, X...X 8, ist und die Indices k;;(I = 1, ...,r) Zahlen aus 1, .. ., s; sind, so kann
man beweisen F(4,, ..., 4,) < B, wobei die Formel B sich wie folgt bestimmt:
Es sei §=8 wo S eine Formel ist, 4* =8, A... A8, wo A=28,...,8,ist, I't
=T, v...vT,,wolI'=T,,...,T,ist,
A* > TI't, wo 4, I' nicht leer sind,
und wo gilt (4 — I') = 1— 4*,  wo I leer ist,
r+, wo A leer ist.
Dann ist B die Formel
(dy > T Ao A (drsy > T1) Ve V(A= T) Ae o A(Agy > Ty))

die sich aus den Formeln 4,, . . ., 4, also nur mit den Operatoren —, A, v, D zusammensetzt.
Alle nach (I’) und (IT") definierten Operatoren F lassen sich daher durch —, A,v,— definieren.
[*1
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erfiillt, so bewirken die Regeln V1 und V2 eine indirekte Deutung der Operatoren.
Will man nicht aus Griinden, die auBlerhalb der hier betrachteten semantischen
Grundgedanken liegen, eine Asymmetrie zwischen Widerlegungs- und Beweis-
begriff einfithren, so ist insbesondere auch die gegeniiber der Regel V1 allgemei-
nere Regel V ausgezeichnet und damit die klassische vor der intuitionistischen
Logik.
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