Sonderdruck aus

ABHANDLUNGEN

AUS DEM

MATHEMATISCHEN SEMINAR

DER

UNIVERSITAT HAMBURG

Herausgegeben von

H. Bauer - L. Collatz - H. Hasse - E. Kihler
E. Sperner - E. Witt

Band 28, Heft 3/4 Oktober 1965

VANDENHOECK & RUPRECHT IN GOTTINGEN



HAHERREY R p

BAND 28, HEFT 3 /4

Inhalt
Dress, Eine Bemerkung iiber Teilringe globaler Kérper ............... 134
Ringel, Das Geschlecht der vollstindigen paaren Graphen............ 139
Hoechsmann, Uber einen Satz von Teichmiiller ..................... 151
X. Gallagher, Determinants of Representations of Finite Groups ...... 162
Knebusch, Der Begriff der Ordnung in einer Jordanalgebra........... 168
Knebusch, Eine Klasse von Ordnungen in Jordanalgebren vom Grade 3 185
Harder, Uber einen Satz von E. Cartan ............c.ceeeeveeeeen.... 208
Leptin, Ideale endlicher Codimension in L!-Algebren................. 215
Zieschang, Alternierende Produkte in freien Gruppen,IL.............. 219
. Soltsien, Bestimmung von Schlingknoten ................. ... .0 232

Salzmann, Zur Klassifikation topologischer Ebenen ................... 250



Eine Klasse von Ordnungen in Jordanalgebren vom Grade 3

Von MaNFRED KNEBUSCH in Hamburg

Einleitung

Eine reduzierte einfache Jordanalgebra vom Grade 3 iiber einem
Korper k 1aBt sich, indem man eine ,,Koordinatendarstellung* (s. § 4)
zugrunde legt, auffassen als eine Algebra 9 (C, y;, 73, 73), bestehend aus
allen dreireihigen Matrizen X mit Koeffizienten in einer Kompositions-
algebra C (s. § 1), fiir die X, von links multipliziert mit der Diagonal-
matrix diag (y,, y,, ¥s) hermitesch ist. Die y, sind dabei Elemente =0
aus k (s. [14], [18] u. d. d. angeg. Literatur).

In k seien nun ganze Elemente erklirt. Dann bilden alle Matrizen aus
9(C, yy, 7s, y3), deren Koeffizienten in einer Ordnung L von C liegen,
eine Ordnung 9 (L, ¥,, 7., ;) der Jordanalgebra in dem in [15] definierten
Sinne. Ordnungen dieser Form sollen in der vorliegenden Arbeit be-
trachtet werden. Die Beschrinkung auf den Grad 3 ist an vielen Stellen
unwesentlich?).

In § 1 bis § 4 formulieren wir bekannte Resultate, auf denen die Arbeit
aufbaut. AuBlerdem setzen wir die Kenntnis von [15], § 2 voraus.

In §5 beweisen wir elementare Sitze iiber Gitter ganzer Elemente.

§ 6 enthilt die Definition der Ordnungen 9 (L, y,, 2, 7s)-

In § 7 untersuchen wir, welche von diesen Ordnungen maximal sind
und welche sogar ,,ausgezeichnet‘ sind, d.h. von keinem Gitter ganzer
Elemente echt umfat werden. Ist die Jordanalgebra speziell, so erweist
sich eine Ordnung § (L, 7,, y,, ys) genau dann als maximal, wenn sie
sogar ausgezeichnet ist. In der zerfallenden Ausnahmealgebra gibt es
aber durchaus maximale, nicht ausgezeichnete Ordnungen § (L, ¥;, ¥, ¥s)-

In § 8 schlieBlich beweisen wir bei komplettem diskret bewerteten
Grundkoérper fiir eine ausgezeichnete Ordnung M folgenden

Satz: M ist genau dann eine Ordnung (L, y,, ys, 7s), wenn M ein
vollstandiges Orthogonalsystem primitiver Idempotente enthiilt.

Bezeichnungen :

OE : ,,Ohne Einschrankung der Allgemeinheit‘‘.

4;;: Kroneckersymbol (8;; = 1 fiir ¢+ = j, = 0 fiir ¢ & j).

1) Die in dieser Arbeit benutzten Methoden sind auf die Behandlung von Aus-
nahmealgebren zugeschnitten.
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k bezeichne stets den Grundkérper der betrachteten Algebren, k* seine
multiplikative Gruppe. Wir setzen voraus, daB die Charakteristik von
k nicht 2 oder 3 ist. In den arithmetischen Teilen der Arbeit ist k Quo-
tientenkorper eines Dedekindringes, den wir mit A bezeichnen und
dessen Elemente wir die ,,ganzen Elemente‘ von k nennen. Fiir zwei
Elemente «, § € k* bedeute «~ 8, dafl « = f7 mit einer Einheit 5 von
A ist. Ist k komplett diskret bewertet, so sei p ein fest gewihltes Prim-
element von k. C bezeichne stets eine Kompositionsalgebra iiber k (s. § 1),
¢ ihr Einselement. Die Gruppe der Normen der invertierbaren Elemente
von C bzgl. k schreiben wir Ng.

V soll stets ein dreidimensionaler nicht ausgearteter unitiarer C-Rechts-
vektorraum sein (s. § 3). ¥ bezeichnet eine Jordanalgebra, die fast immer
reduziert und zentral einfach vom Grade 3 sein wird. Thre Minimalspur
kiirzen wir durch MS ab, ihre Minimalnorm durch MN. Weitere Be-
zeichnungen werden im Text erlautert.

§ 1. Kompositionsalgebren
(Siehe [4] und die dort angegebene Literatur)

In diesem Paragraphen ist die Einschrinkung auf Korper einer
Charakteristik = 2, 3 unnétig.

Eine Kompositionsalgebra ist eine — eventuell nicht assoziative —
Algebra C mit Einselement ¢, auf der eine nicht ausgeartete quadratische
Form N, die sog. Norm, erklart ist mit der Eigenschaft:

(1.1) N(zy) = N(z) N(y) firalle =, yeC.
(1.2) t(z,y) = N(x+ y)— N(z) — N(y)

sei die zu N gehorige Bilinearform.
In einer Kompositionsalgebra C ist
(1.3) rT—>ZT:=t(r, &) —=x

eine Involution (Z = z, zy = §Z) mit
(1.4) zZ = Zx = N(x)e.

Eine Kompositionsalgebra C ist stets alternativ, d.h. fiir beliebige
Elemente a,b von C ist a(ab) = a%b, (ba)a = ba® und damit auch
(ab)a = a(ba).

Dariiber hinaus gilt

Satz 1.1. k sei beliebiger Korper.
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Es gibt genaw zu der Dimensionen 1, 2, 4, 8 Kompositionsalgebren, und
zwar:

Dimension 1: C = ke (N (&¢) = £2)

Dimension 2: Die quadratischen Korper iiber k und C =k & k.

Dimension 4: Die Quaternionenalgebren.

Dimension 8: Dre sog. Cayley-Algebren.
Die Cayley-Algebren sind nicht assoziative, einfache Algebren.

Satz 1.2. Enthilt eine Kompositionsalgebra C Nullteiler, so ist C be-
ziiglich N ein hyperbolischer Raum (d.h. ohne Kernraum). Es gibt zu
jeder der Dimensionen 2,4,8 genau eine Kompositionsalgebra C mit
Nullteilern, die sog. zerfallende Kompositionsalgebra.

Sei jetzt k Quotientenkorper eines Dedekindringes A. Ein A-Gitter L
von C heiBt Ordnung, wenn ¢ L und LL CL ist, Maximalordnung,
wenn L von keiner anderen Ordnung echt umfaft wird. Eine Ordnung
liBt sich stets zu einer Maximalordnung vergroern. Beziiglich der
quadratischen Form N ist eine Maximalordnung L maximales Gitter
ganzer Norm, anders formuliert: Fiir beliebiges z € C gilt:

(1.5) t(z, LYCA, N(z)e 4 »> z€ L.

Satz 1.3. Eine nullteilerfreie Kompositionsalgebra dber komplettem,
diskret bewertetem Korper k besitzt nur eine Maximalordnung L. Es ist
={xeC|N(x)e A4}.

Ist der Restklassenkorper k: von k endlich, so gibt es iiber £ keine null-
teilerfreie Cayley-Algebra, weil eine quadratische Form in mehr als
4 Variablen iiber k isotrop ist.

Satz 1.3. folgt sofort aus [9], Satz 9.4. Die in [9] generell gemachte
Voraussetzung, daf3 % endlich ist, wird an dieser Stelle nicht gebraucht.

Satz 1.3 1aBt sich auch wie der entsprechende Satz iiber assoziative
Algebren beweisen (s. [8], S. 100, [15], § 3).

Satz 1.4. A sei Hauptidealring. C zerfalle. Dann sind alle Maximal-
ordnungen von C isomorph. Sie sind von der Form E(Ax + Ay,) mit

t(xh yi) = 6&!’ t(xi’ xi) = t(y" y!) =0.
Lemma 1.1. k set komplett diskret bewertet. L ses Maximalordnung

etner Kompositionsalgebra C tber k. Die Normform N nehme auf C
den Wert x € A an. Dann nimmt N sogar auf L den Wert & an.

Beweis. Zerfallt C, so nimmt N auf L sowieso jeden Wert aus 4 an.
Fiir nullteilerfreies C folgt die Behauptung aus Satz 1.3,
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§ 2. Zwei Formeln in Jordanalgebren vom Grade 3

A sei Jordanalgebra mit Einselement ¢ vom Grade 3 iiber k. Auf A
fiihren wir die quadratische Form Q(x): = } MS(«2) und die zugehorige
Bilinearform (z, y): = MS(zy) ein. Wir notieren zwei spater gebrauchte
Formeln (2.2), (2.3).

1. Aus der Minimalgleichung
(2.1) 28— (z,e)2? + gy (x)x — MN (x)e = 0

von ¥ folgt fiir generisch unabhingige Elemente z, y von 9 unmittelbar

(s. [18]):

2z(xy) + 22y = 2(z, e)2y + (¥, €)2® + 0,(2)y
(2.2) + [z, ) — (2, €)(y, €)]2
+ [(xz, 3/) - (.’Z?, e) (.’L‘, y) + (3/, 6) Uz(x)]e~

2. Mit Hilfe des von H. FREUDENTHAL ([11]) eingefithrten ,,Kreuz-
produktes‘

rXy: =2y —3(z, e)y—3i(y, &)z + §[(z €)(y, e) — (2, y)]e

148t sich fiir die zu M N (z) gehorige symmetrische Trilinearform 4(x,y,2)
mit A(x, z, ) = 3 MN (z) schreiben: A(z, y, z) = (x X y, z) (s. [18], [19]).
Daher ist

(2.3) MN(z+ y) = MN(2) + (xX2,¥y) + (z, yXy) + MN(y).

§ 3. Die Algebren 9 (C, yy, ¥3, ¥5)

C sei assoziative Kompositionsalgebra iiber k. 7 sei dreidimensionaler
unitdrer C-Rechtsvektorraum. Darunter verstehn wir, auch falls C
Nullteiler besitzt, einen C-Rechtsmodul mit freier dreigliedriger Basis,
versehen mit einer hermiteschen Form (g, 9). ((z, t + 3) = (¢, v) + (£, 3),

b=y, @ ye) = (¢, h)e, also (re, p) = e(, B), (t. e k, fir
beliebige 1, 9,3 € V, ce C. ¢ — € sei die Involution (1.3).) V sei nicht
ausgeartet: (f, V) =0 =>¢ = 0.

Mit Hom (V) bezeichnen wir die assoziative Algebra der C-linearen
Abbildungen von V in sich unter der Multiplikation x -y, definiert
durch (z - y)(r) = z(y(z)). Wir haben auf Hom (V) eine Involution
z — z*. Dabei bedeute z* die zu z adjungierte Abbildung, definiert
durch (2*1, 4) = (¢, zY) (£, Y € V). Die selbstadjungierten Abbildungen
x* = x bilden ersichtlich eine unter dem Produkt zy: =3(z-y+ ¥ )
abgeschlossene Menge, also eine spezielle Jordanalgebra (V).
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Man kann in V stets eine Orthogonalbasis e;, e,, e; finden:
(3. 1) V = 910 + e._,C + 630, (e,-, e;) = ytdij-

Das 1aB3t sich auch, falls C' Nullteiler besitzt, nach iiblicher Methode
(s. z.B. [5], S.90f.) beweisen:

Sei n = dim¢ V beliebig, V eventuell auch ausgeartet.

Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen. Der Satz sei fiir die Dimension
(n — 1) richtig. V habe die Dimension n. Es sei OF (V, V) == 0.

1. Wir suchen eine C-Basis ¢;, g, - - -, §, mit (g5, 9,) = 0: Sei f;, ..., f,
irgendeine C-Basis. OF seien alle (f;, f;) = 0. Wegen (V, V) == 0 diirfen
nicht alle (f;, f;) Null sein. Sei etwa (f,,f;) &= 0. Dann existiert ein
Element d € C, so daB (f, + f.d, f1 + f.d) = t((f1, f.)d, €) & 0 ist.

gi:=h+fd, gi:=1f firi=2, ... n ist Basis von V.
2. 91, 9¢ = 9: — 91(91, 7)1 (91, 94) (t=2...,m)

n
ist eine Basis von V mit (g;, g7) = 0. V': = Y g;C besitzt nach Induk-
)
tionsvoraussetzung eine Orthogonalbasis, die sich durch g, zu einer
Orthogonalbasis von V erginzen la8t. —

Wir kehren zu unserer Situation (3.1) zuriick. Vermoge

(3'2) xre; = E €4 d,‘,‘
i
entsprechen den z e (V) die Matrizen der Form

&1 YaCs V3G,
(3.3) (dy) = 71C3 Ka Y301
Y1Ca Y20y X3

Die Algebra der Matrizen (3.3) bezeichnen wir mit 9 (C, y,, s, ;). Sie
148t sich auch fiir echt alternatives C mit beliebigen y,, ,, y; € k* bilden
und ist dann ebenfalls Jordanalgebra, allerdings nicht speziell. Die
Algebren 9 (C, yy, 2, ¥s) sind zentral einfach vom Grade 3. (S. [1]
und die dort angegebene Literatur.) Wir fiihren folgende Abkiirzung ein:

€;l = €y,
(3. 4) (C),‘k: = YrCe + ‘y,éek, (C € C).

Dabei sei e;; die Matrixeinheit (d,,) mit d,, = 6,;0,;¢. Fir die Matrix
(8.3) laBt sich jetzt schreiben:

(3.5) () = E aie; + Xy (€

(%, 5, k)
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Das Zeichen ), bedeute stets Summation iiber alle zyklischen Permu-
(@1,
tationen (¢, j, k) von (1,2, 3).

Aus (3.4) liest man ab:

(3.6) (©)ki = (€)s>
(3.7) (% = yive N (c)(e; + ex),
(3.8) 2(¢)s;(d) = y;(cd)ix (Jordanprodukt!).

Die Matrizen (3.3) lassen sich fiir beliebiges 4 € k* auch als Elemente
von 9 (C, Ay, Ay,, Ays) auffassen.

(3.9) D(C, 71, ¥2, ¥3) = D(C, Ayy, Ayy, Ayy).

Lemma 3.1. Fiir eine beliebige Kompositonsalgebra C und
V1> Ve, Vs €K*, Ay, Ay, A € k*
st
(3.10) D (C, y1, 72, 73) =2 D (C, nAd, .43, y343).

Ein Isomorphimus von der Algebra links auf die Algebra rechts wird ge-
geben durch:

(3.11) e —e;, (¢)iy — AtA71(c)y
Dabei bezeichnen wir mit (c);; die Ausdriicke (3.4), berechnet mit
vi = yiAl

Beweis. Die Behauptung, daB3 (3.11) einen Isomorphismus liefert,
wird im wesentlichen verifiziert durch die Gleichungen:

(A7* 272 ()i )* = ev1AT2 272N (c) (e + €;) = ys¥; N (c) (e; +- ¢)-
2(A7 271 (0)er) (A7 A1 (@)x) = Vi A7 AT 2% (e D) = 75472 2% (0 D) -
Lemma 3.2. C sei assoziativ; y,, y, ys seten beliebige Elemente aus k*,

a,, a,, a; beliebige tnvertierbare Elemente aus C.
Dann wird durch

(3.12) e; —> e, ()i > (a7* c@zh)y
etn Isomorphismus von 9 (C, y,, ys,vs) ouf @(C’, nN(a,), y.N (a,),

73N (a;)) geliefert. Dabei bezeichnen wir mit (c);; die Ausdriicke (3.4),
berechnet mit y; = ;N (a,) statt y,.

Beweis. Man dndere in (3.2) die Basis {e;} zu {e;a;}. Die zugehorige
Anderung der Matrix (d;;) wird durch (3.12) beschrieben.
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Lemma 3.3. Ist C echt alternativ, so liefert (3.12) zumindest fiir
a, = 1, a, = a, a, = a mit beliebigem invertierbaren a € C einen Isomor-
phismus von 9 (C, 1, ys, 7s) auf @(Ca Y1, 72 N (a), ?’aN(a'))-

Man verifiziert diese Behauptung miihelos durch direktes Nach-
rechnen unter Beachtung der fiir beliebige Elemente a, z, y von C
giiltigen , Moufang-Identititen* (az)(ya) = a(zy)a, (aza)y = a(z(ay)),
y(aza) = ((ya)z)a (. [16], [7]).

Lemma 3.4. Zu einer beliebigen Kompositionsalgebra C, beliebigen
Elementen y,, ys, ya von k* wund beliebigen invertierbaren Elementen
a,, ay, a; von C gibt es einen Isomorphismus von 9 (C, vy, s, ys) auf
9(C, 1N (a,), yaN(a;), y3N (as)), der jedes e; (v = 1,2, 3) auf sich ab-
bildet (s. [3]).

Beweis. Wegen (3.9) kénnen wir OF a, = 1 annehmen. Man bilde
gemdl Lemma 3.3 Isomorphismen

9(C, 71, 72, v3) > 9(C, y1 N (a3) ™2, 72N (a5)72, 7s)
— 9(0, »1 N (@) N(an)7%, yo N (@), v N (a5)™?)
= @(C’ 71> Y2V (a,), VsN(as))° —
AbschlieBend geben wir die Werte

MS(z), Q(x), os(x), MN (z)
fiir
= xet+ D (Coe
t (1,5, k)
an. Ausgehend von der Formel
MS(z) = Z‘) o (s.[2], [13], [6])

erhilt man:

(3.13) Qx) =3 MS(a*) =} 3 of +(;k)y17kN(ci),
(3.14)  oy(x) = $ MS?*(2) — Q(x) = x5 + g3 + 3%, "(izk)%)’kN(Ci),
¥}

MN (z) = } {MS*(x) — 3 MS (x) MS (2?) + 2 MS ()}

3.15
( ) = 1 0g0g + V12 V3t (€1C4Cs, ) —(.;k)}’;‘}’k“sN(cs) (vgl. [10]).

Fir 2 und y = Y, Bie; + 3, (d;);: folgt aus (3.13):
[3 1,4, k)

(3.16) (%, y) = 2 o B + E Yivet(ci, dy).
(CEA ]
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§ 4. Idempotente, Koordinatendarstellungen

Zu einem Idempotent w (u? = u 4= 0) einer Jordanalgebra A mit
Einselement e haben wir eine ,, Peircesche Zerlegung von U in eine direkte
Summe von Moduln

M(u): ={xeA|ux = Az} (A=0,1/2,1).
A=A (u) B QI1/2(“) @ Wo(u).

A, (u) und A, (%) sind Teilalgebren von A mit den Elementen u, e — u.
Naheres s. [1].

Zu einem beliebigen vollstindigen System orthogonaler Idempotente
ey, ... e (e;6; = 0;¢;, D e; = e) gibt es ebenfalls eine Peircesche Zer-

legung %A = Y, A;; von A in eine direkte Summe von Moduln
is]

Wii: = Use), Wiy = Wjis = Wypales) N Wyjale;) (G ==7) (s [1]).

Ein Idempotent » von U heit primitiv, wenn u nicht als Summe
zweier orthogonaler Idempotente darstellbar ist, absolut primitiv, wenn
diese Unzerlegbarkeit in einer beliebigen Grundkdrpererweiterung von
A bestehen bleibt. Ist u absolut primitiv, % nicht ausgeartet, so ist
A, (u) = ku. A heilt reduziert, falls A ein vollstandiges Orthogonalsystem
absolut primitiver Idempotente besitzt. Ein solches besteht dann, falls
A nicht ausgeartet und vom Grade n ist, stets aus n Elementen. Ist U
einfach, reduziert und # Primzahl, so ist jedes primitive Idempotent
von U absolut primitiv (s. [6]).

Wir formulieren einen Satz von N. JacoBsoN ([14]) fiir den Spezial-
fall n = 3 (vgl. [18]).

Satz 4.1. A sei reduziert und einfach vom Grad 3 iber k. ey, e,, e; sei
vollstindiges Orthogonalsystem primitiver Idempotente von A mit der
Peirceschen Zerlegung A = Y, ke, + 3, ;. Wir wihlen ein a, € Uy,

3 i<j
und ein a_e Uy, mit Q(a,) + 0, Q(a_) == 0.

Behauptung. Es gibt (bis auf Isomorphie) genau eine Kompositions-
algebra C, genau ein y, € k*, genau ein y, € k* und genau einen Isomor-
phismus von W auf H(C, 1, y;, v5) = Dkei + Y, (O)yj, der e; auf ¢, a,
auf (e),g und a_ auf (&), abbildet. i<i

Wir identifizieren A mit 9 (C, 1, y,, ¥;) so, dafl dieser Isomorphismus
die Identitat wird, und sprechen von ,,der durch e,,e,, ¢;, a,, a_ defi-
nierten Koordinatendarstellung mit y, = 1 von .



Eine Klasse von Ordnungen in Jordanalgebren vom Grade 3 193

Wir identifizieren weiter C mit %,; und zwar das Element ¢ mit (¢)ys.
Die alternative Multiplikation in C' markieren wir durch das Zeichen .
Dann gilt, wie man mit (3.8) leicht nachrechnet:

(4.1) cxd = 8yzlyzsl(a_c)(a,d) (c,deC).
Nach (3.7) ist
(4.2) 72 =Q(a,), 7s=20Q(a).

Satz 4.2. (Siehe [3], [19], [12] Theorem 3.)

Die Kompositionsalgebra C hingt (bis auf Isomorphie) nicht von der
Wahl von e, e,, €3, a,, a_ ab, ist also allein durch W bestimmd.

§ 5. Elementare Siitze iiber Gitter ganzer Elemente

Fir den Rest der Arbeit sei k stets Quotientenkorper eines Dedekind-
ringes A, W stets eine zentral einfache Jordanalgebra vom Grade 3 iiber k.

Satz 5.1. M set ein Gitter von U, welches das Einselement e enthiilt.
Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
(1) Alle Elemente von M sind ganz.
(2) Fir jedes x € M gilt (x,e)e A, MN (x)e A.

Beweis. (1) = (2) ist trivial.

(2) = (1): Sei z€ M. Dann ist (e,z) e A, MN (z) e A. Weil mit =
auch ¢ — 2 in M liegt, ist weiter

MN(Ee—zx)=1— (=€) + g,(x) — MN (x) € A.

Also ist g,(x) € A. x ist ganz.

Satz 5.2. M sei Qitter von U, welches das Einselement e enthdlt. Dann
sind folgende Aussagen gleichwertig:

(1) zeM = z2e M.
(2) z,ye M = P(x)ye M.

Beweis. (2) = (1): Fir xe M ist P(z)e = 22 M.

(1) = (2): Fiir beide Aussagen (1), (2) gilt das Lokal-Global-Prinzip.
Deshalb sei ¥ OF (komplett) diskret bewertet.

a) Die Funktion x — |MN(x)| nimmt auf dem endlich erzeugten
A-Modul M ihr Maximum an. Auf Grund der Voraussetzung (1) und
der Formel M N (x2) = MN (x)? ist dieses Maximum <1,d.h. MN (z)e 4
fiir alle x € M.

MN(@Ee+ z) =1+ (z,€) + o5(x) + MN(z)e 4
liefert (z, e) + o,(x) € A und weiter 2(x, e) € 4.
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b) Es ist g,(x)? = o,(x?) + 2 MN (x)(z, e), wie man leicht nachrechnet,
indem man alle Terme dieser Gleichung durch die Eigenwerte von z
ausdriickt. Nach a) ist

03 (%)% = oy (2?) mod 4.

Daraus folgt, nach dhnlichem SchluB wie unter a) o,(z) e 4 fiir alle
z € M. Nach a) ist somit auch (z, e) € A fiir alle x € M. Alle Elemente
von M sind ganz. Nach [15], Satz 2.2 ist (M, M) C A.

c) Fir z,ye M ist 22y = (x + y)? — 22 —y2 e M.

d) Die Behauptung folgt nun aus der mit (2.2) gleichwertigen Formel

P(z)y = —22%y + 2(x, e)xy + (y, e)2® + {(x, y) — (=, €)(y, e)}
+ a(2)y + {(2% y) — (2, y) (2, €) + (Y, e) oz ()} e.

Satz 5.3. M sei eine Ordnung von A, x sei ein ganzes Element von U.
Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:

(1) M + Ax ist Gitter ganzer Elemente.
(2) (2, M)C A4, (x*, M)C A.

Beweis. (1) = (2): Nach [15], Satz 2.2 ist (z, M)C A und (22 m)
+ (z, m?) € A fiir ein me M, weil m? e M ist, also (22, m) € A.

(2) = (1): Wir benutzen das in Satz 5.1 aufgestellte Kriterium.
Es ist (M + Az, e) C A. Ferner gilt fir me M und 1€ 4 (s. (2.3)):

MN(m + Az) = MN(m) + A(mXm, z) + A*(m, 2X z) + 2> MN ().

Nun liegt m Xm = m? — (m, e)m + o,(m)e in M, also ist (m X m, z) € A.
Ebenso ist (m, zXz) = (m, x2) — (z, e)(m, ) + o,(x)(m, e) € 4.
MN (m + Az) liegt fir jedes me M und A€ 4 in A. q.e.d.

§ 6. Die Ordnungen (L, y,, ¥, s)

k sei Quotientenkorper eines Dedekindringes A.

C sei eine assoziative Kompositionsalgebra iiber k, eventuell mit Null-
teilern, L eine festgewahlte Ordnung von C.

Wir betrachten, wie in § 3, einen unitiren nichtausgearteten drei-
dimensionalen C-Rechtsvektorraum ¥V und die Jordanalgebra A = 9 (V)
der selbstadjungierten Transformationen von V. Auf diese Weise er-
fassen wir alle speziellen reduzierten zentral einfachen Jordanalgebren
vom Grad 3 iiber k (s. §4).

Unter einem L-Gitter von V verstehen wir ein A-Gitter v des k-Vektor-
raumes V mit L Cv. Zu jedem A-Gitter v von V gibt es natiirlich eine
Ordnung L von C, so daB v ein L-Gitter wird, etwa L: = {d € C | vd C v}.
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9 (v) bezeichne die Menge aller selbstadjungierten Transformationen,
die v stabil lassen. Wir zeigen: $(vb) ist 4-Gitter von 9 (V).

1. (v) spannt H(V) auf: Sei xre H(V) vorgegeben. zp ist wieder
Gitter von V. Es existiert ein 4 € k* mit (Az)v = (zp)A1 Cp, also mit
Az e 9 (v).

2. ©(v) ist endlich erzeugter A-Modul: Es geniigt nachzuweisen, dafl
©(v) in einem endlich erzeugten A-Modul enthalten ist. Sei v, ein L-
Gitter in ¥V mit ,Basis‘: v; = ¢;L + e,L + e;L. Durch Multiplikation
mit einem Skalar aus k* konnen wir erreichen, daBl v, C v ist. Weiter
existiert ein 4 € k* mit ip, D p.

©(v) ist nun ohne Zweifel in dem A-Modul Hom (v,, Av,) aller C-
linearen Transformationen von V, die v, in Ap, abbilden, enthalten.
Hom (v,, Av,) ist aber isomorph zu dem A4-Modul aller (3.3)-Matrizen
mit Koeffizienten in AL und daher sicher endlich erzeugt. —

9 (v) ist sogar Ordnung von §(V): Aus v Cp, ypo Cp folgt sofort,
daB (P(z)y)o = z(y(zv)) Cp ist. Weiter ist ep Cv.

Wir wollen die Ordnungen $ (v) genauer untersuchen fiir den Spezial-
fall, daB v eine orthogonale Basis besitzt:

(6.1) b=eL + e, L+ esL, (e;,e) = y:0;.

Vermoge (3.2) identifizieren wir (V) mit der Algebra §(C, y,, vz, ¥s)-
9 (v) ist dann ersichtlich die Ordnung aller Matrizen mit Koeffizienten
in L in dieser Algebra. Wir wollen diese Matrizen noch mit Hilfe der
Bezeichnung (3.4) charakterisieren. Nach (3.4) liegt

2= 2 xie; + E (¢2)sx
i @i,4,k)

genau dann in § (v), wenn die «, in 4 liegen und y,;c,;e L = L, y,c; € L
ist, d.h. (y;4 + yr4)c; C L ist.

Wir bezeichnen mit (y;, y,) den groBten gemeinsamen Teiler von y;
und y,. Genauer treffen wir die folgende umstindliche, aber fiir spiter
bequeme Konvention: Ist k komplett diskret bewertet, so sei (y;, yx)
eine feste beliebig gewahlte Zahl, die y;4 + y,A4 erzeugt, sonst sei
(y;, yx) das Ideal y;4 = p,A selbst. Wir konnen dann fiir das Gitter
(6.1) schreiben:

(6.2) P) =2 Ae +_Ek(}’n 7e) (L)
i i<
Ist nun C echt alternative Kompositionsalgebra, so kénnen wir keine

solchen geometrischen Uberlegungen anstellen, doch kénnen wir auch
in diesem Falle in einer Algebra A = 9 (C, ¥1, ¥s, ¥s) das A-Gitter

(6.3) QL1 7a, v9): =2 Aes + ;k (v, &) (L)1



196 Manfred Knebusch

betrachten, wobei L eine Ordnung von C und y,, y,, ys Elemente von k*
seien. (6. 3) ist wieder das Gitter aller Matrizen (3. 3) mit Koeffizienten aus L
und nach Satz 5.2 eine Ordnung: Mit z liegt auch 2% in 9 (L, y;, 3, ¥3)-

Wir sahen in (3.9) und Lemma 3.4, daB fiir beliebiges 1 € k* und
invertierbare a,, a,, a; aus C

D(C, 1,72, 7s) = @(0, AnN(a,), Ay N (ap), 173N(aa))
ist.
Der Ordnung 9 (L, y,, Y2, ¥s) wird auf der rechten Seite im allgemeinen
eine in ziemlich komplizierter Form zu schreibende Ordnung entsprechen.
Der Faktor A macht dabei natiirlich keinerlei Schwierigkeiten: Es ist

(6'4) 'b(L, Y15 V2> }’8) = @(L: 1)’1, ;'}’2’)'7"3)‘

Auf beiden Seiten steht ja die Menge der Matrizen (3. 3) mit Koeffizienten
in L.

Lemma 6.1. « sei ganzes Element von k*, ¢, &, & seten Einheiten von k.
Dann ist (L, &, &3, e30) = D (L, &, &, 6,%).

Beweis. Zunichst ist nach (6.4) mit 2 = x!
@(L’ &y, &KX, 830‘) = @(L: (x—lel’ &2, 63) = ®(Ls &2, &3, o‘—lsl)‘

Die durch (3.11) mit 4, =1, 1, =1, 23 = a1 definierte Abbildung
9:9(C, &, &, 5,6) > 9 (C, &, &, o) fithrt nun

D(L, &, &, ,6) = E Ae; 4+ (L) + (L) + (L)og

in die Ordnung Y, Ade; + a(L)y; + (L)1z + x(L)es von H(C, &, &5, &,671)
iiber. Diese Ordnung ist aber gema8 Definition (L, ¢, &, ,67%). q. e. d.

§ 7. Maximale Ordnungen der Form § (L, yy, ¥s ¥s)

Wir stellen uns nun die Frage, wie die Koeffizienten y,, y,, ;3 be-
schaffen sein miissen, damit 9 (L, y,, ,, ¥s) eine maximale Ordnung ist.
Wir setzen L jetzt stets als Maximalordnung von C voraus. Ist L echt
in der Ordnung L' von C enthalten, so ist ja (L, 1, ¥s, ¥s) echt in
O, y1, 72, y3) enthalten. Wir fragen weiter, welche Ordnungen der Form
9 (L, 71, ¥2, 73) nicht nur von keiner Ordnung, sondern von iiberhaupt
keinem Gitter ganzer Elemente echt umfaBt werden. Solche Ordnungen
nennen wir ,,ausgezeichnet'.

Es geniigt, komplette diskret bewertete Grundkérper zu betrachten.
In der Tat: Sei k Quotientenkorper des Dedekindringes 4, It die Menge
der diskreten Primstellen p von £, fiir die alle Elemente von 4 p-ganz
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sind. k, sei die Komplettierung von k zu p, 4, die von 4 zu p. Ferner
schreiben wir fiir einen k-Vektorraum W: W, = W ®k, und fiir ein
A-Gitter N in W : N, = topologischer AbschluB von N in W, bzgl. der
iiblichen Topologie.

Damit gilt fiir eine Ordnung M von U:

M ist maximal <> M, ist maximal fiir alle p € M.
M ist ausgezeichnet <> M, ist ausgezeichnet fiir alle p € IN.

Weiter ist © (L, vy, 72, 7s)p = 9 (Ly, ¥1, ¥z, 75). Das sind triviale Fest-
stellungen.

Satz 7.1. k sei komplett diskret bewertet. In A = H(C, vy, ys, ys) et
B eine Ordnung der Form B = 9 (L, y,, ys, vs) mit maximaler Ordnung L
von C.

Fall I. N enthalte Primelemente.

Behauptung. B ist genau dann ausgezeichnete Ordnung, wenn
ord y, = ord y, = ord y, tst.

Fall I1: N enthalte keine Primelemente.

Behauptung: B ist genau dann ausgezeichnete Ordnung, wenn
lord y;—ord y;| < 1 fir 4,5 = 1,2, 3 ust.

Beweis. Wir benutzen im folgenden hiufig die Formeln (3.13) bis
(3.16).

a) Sei ord y, = ord y, = ord y; im Falle I, |ord y; —ord y;| <1 im
Falle II.

2= Tt 3 oo

sei ein Element von 9, fiir welches auch B 4+ A4 x noch ein Gitter von
ganzen Elementen ist. Es ist zu zeigen: z € B.

Zunichst sehen wir, dal (z,e¢;)) = ;€ 4 ist. Wir kénnen OF an-
nehmen, daB alle x; = 0 sind.

Weiter ist
(7.1) (=, o, v (L)is) = (74, ¥5)2yavst (L, v) C A.
SchlieBlich erhalten wir aus

MN (x + er) = V17273t (V1030;, &) — (v4, ¥5)2ysp; N (vz) € 4
und
MN(:I?) = 717’7"(”1”3”3’ 6) GA

durch Subtraktion:
(7.2) (Y4, 7)) 2p:ps N (v) € 4.

Im Fall I sollte nun ord y; = ord y, sein.
18 8076 Hbg. Math. Abh., Bd. XXVIII
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(7.1) und (7.2) schreiben sich dann als ¢(L,v,)C A und N (v,) e A.
Nach (1.5) ist v, € L.

Im Falle II sollte |ord y; — ord y,| < 1 sein, also ord {(y,, y;)"%y:¥;} = 0
oder 1. N¢ sollte keine Primelemente enthalten. Somit folgt aus (7.2):
N (v,) € A. Da C jetzt eine Divisionsalgebra sein muB, ist N (v;) € 4 mit
v, € L gleichbedeutend (s. Satz 1.3). q.e.d.

b) Sei nun im Falle I ord y, = ord y, + 1, also ord {(y;, ys)2717:} = 1,
im Falle IT ord y, = ord y, -+ 2, also ord{(y;, y5) %172} = 2. L enthalt im
Falle I sicherlich ein » mit N (v) ~ p, im Falle II sicherlich ein » mit
N(@w) ~ 1 (s. Lemma 1.1).

Fir z = {p(7,, 72}~ (0hs gilt nun:

1. zist ganz: (z,e) = 0, MN (z) = 0, 05(%) = — (1, 72) 1172 P *N(v) € 4,
2. (x, B) = (y1, v2) *ny2p 7't (v, L) C A.

3. (2% B) = (y1, 72) 2y17:P 2N (v) (e, + €,, B) C 4.

4. z ¢ B.

Nach Satz 5.3 ist B + Az ein Gitter ganzer Elemente, das echt
groBer als B ist. B ist sicher kein maximales Gitter ganzer Elemente.
qg.e. d.
Es bleibt die Frage, ob einige der Ordnungen 9 (L, y,, 7, 7s), die wir
als micht ausgezeichnet erkannt haben, nicht doch maximale Ordnungen
sind. Diese Frage wird durch Satz 7.2 bis Satz 7.4 beantwortet.

Satz 7.2. k sei komplett diskret bewertet, B sei eine Ordnung O (L, vy, 7s, ¥s)
mit maximaler Ordnung L einer Kompositionsalgebra iiber k.

Es gelte nicht |ord y, —ord y;| < 1 far alle i,j = 1, 2, 3.

Dann ist B nmicht maximale Ordnung.

Beweis. OE y, = 1,9, ~ 9", 3 ~ p*,0 < v < u. Nach Voraussetzung
ist u = 2.

a) Sei v < u.
Wir betrachten den durch (3.11) mit A, =1, 3, =1, 1; = p~! de-
finierten Isomorphismus

@(C’ Y15 V2 ¥3) > ‘6(0’ V1> V2> P2Y3)-

Dabei wird (L, y1, 72, 7s) = X Ae; + (L)a + (Lhs + p7" (L) auf
S Ae; + p(L)sy + (L)ig + p**'(L)2s abgebildet. Diese Ordnung ist
aber echt enthalten in

9L, v1, 70, P29s) = L Ae; + (Dn + (L)is + (77, p*7) 7 (L)ass
weil u— 2 =v—1, also p1| (p’, p*?) ist.
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b) Sei » = p.
Wir betrachten den durch (3.11) mit 4, = 1, 3, = p~1, 13 = p! de-
finierten Isomorphismus

@ 'b(c’ 715 Yo 7’3) g @(0’ Y15 P'zyz, P—zya)-
@B =Y, Ade; + (pL)y + (pL)y + p+2(L)y ist echt enthalten in

DL, y1, P2ys, P2ys) = E Ae; + (L)s, + (L)ig + p~**+2(L)as.
q.e.d.
Satz 7.3. k sei komplett diskret bewertet, C sei assoziativ, N¢ enthalte

Primelemente. &,, &5 seien Einheiten des Korpers k. L sei eine Maximal-
ordnung von C.

Behauptung. (L, 1, &, &p) tst nicht maximale Ordnung.

Beweis. Nach Lemma 1.1 konnen wir in L ein Element a finden mit
N (a) ~ p. Wir betrachten den durch (3.12) fir a, =1, a, = 1, a; = a?
beschriebenen Isomorphismus

(P : b(oﬁ 1; 82’ SSP) - b(o7 1’ 82’ sspN(a)—l)-
Dabei geht
B=9(L, 1,8, 6p) =2 Ade;+ 3, (L)y

i<j
in
¢(B) = X Ae; + (La)is + (L) + (L)
iiber. La ist in L enthalten und zwar echt, weil La beziiglich N (x) ein
Gitter der Norm p ist. ¢ (B) ist daher echt in der Ordnung Y, de; + 3, (L),

1<j
vom Typ 9(L, 1, &, &p N (a)-?) enthalten. ¢(B), also auch B, ist nicht
Maximalordnung. q.e.d.

Bemerkung. Wegen Lemma 6.1 haben wir damit fiir assoziatives C
die Frage, welche der Ordnungen (L, y,, 7,, ;) maximal sind, liickenlos
beantwortet.

Wir sahen: (L, y1, ¥2, ys) maximal <> § (L, y,, 7., ys) ausgezeichnet.

Diese Aussage wird falsch, wenn C echt alternativ ist:

Satz 7.4. k sei komplett diskret bewertet, C sei die zerfallende Cayley-
algebra iber k. &, 5 seien Einheiten aus k, L sei eine Maximalordnung von C.

Behauptung. B = 9(L, 1, &, &p) ist, obschon nicht ausgezeichnete,
80 doch maximale Ordnung.
Beweis. Es ist B= Y ,de, + Y, (L)y;. Sei B’ eine Ordnung DB,
' i<j

13
r= Y, 0.6, + Y, (v)n ein Element von B. Genau wie im Teil a) des
.4,k

13¢
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Beweises von Satz 7.1 sehen wir, daB die &, in 4 liegen und die Gleichun-
gen (7.1) und (7.2) gelten.

(7.1) und (7.2) zeigen fiir (i,4) = (1,2): t(L,v) C A, N(v)€eA.
Daraus schlieBen wir wieder, daB v, € L ist.

Wir sehen:

Jedes Element aus B’ 148t sich modulo B auf eine Summe
Z = (¢)g; + (d)os reduzieren.

Den A-Modul aller ¢ € C, die in einem z = (c);; + (d)ss € B’ auftreten,
nennen wir Hy . Entsprechend definieren wir Hy. Mit 2 = (¢)5; + (d)ys
liegt nun auch

2(e)2® = ()32 + &2(d)1s
in B’. Wir sehen:
H,CH,, H,CH,, also H, = H,.

Weiter ist fiir g € L statt & ebenfalls 2(g),,x = (cg)se + &2(9d)3 € B'.
Dies zeigt: Hy L C Hy, = H,,. Nach [4], S. 414 ist H,, sogar zweiseitiges
Ideal und von der Form AL mit einem A € k*. Insbesondere: Ae € Hy,,
d.h. es existiert ein & = A(e);; + (d)y5 in B'. Nun ist auch (s. (3.7), (3.8))

2% = Ays(e; + €) + Y272 N (d) (e + €5) + Ay3(d)y € B'.

Daher ist A2y, ~ A2pe A. Es muB 2 € 4 sein, also H,;, C L, Hy, C L sein.
B’ CB. q.e.d.
AbschlieBend betrachten wir noch folgende Situation:

C sei nullteilerfreie Cayley-Algebra iiber komplettem diskret bewertetem
Grundkorper k, — ein Fall, der sicher nicht auftreten kann, wenn der
Restklassenkérper von k endlich ist. N¢ enthalte Primelemente. Dann ist
eine Ordnung 9 (L, 1, &, &3p) mit Einheiten ¢,, e; nicht mazximal. Das
laBt sich mit dem gleichen Gedanken wie Satz 7.3 beweisen:

Nach Lemma 6.1 ist § (L, 1, &, &p) zundchst isomorph zu einer Ord-
nung B = 9 (L, 1, nep, 75p) = _EAe.' + (L)a + (L)1a + p7* (L) mit Ein-
heiten 7,, 5. Sei a Element von C, also von L, mit N(a) ~ p. Wir be-
trachten die durch (3.12) mit a, = a-!, a; = @! definierte Abbildung

?:9(C, 1, 9yp, n3p0) > @(0, 1, 9yp N (a), ﬂaPN(a)_l)-
Nach Lemma 3.3 ist ¢ ein Isomorphismus.
¢(B) = Y Ae; + @L)y + (La), + p(aLa)y
ist echt in
2 Ae; + (L) + (L)ig + (L)as = H(L, 1, mapN (@)™, msp N (a)7)

enthalten. Entscheidend ist, daB wir, weil C nullteilerfrei ist, aus Satz 1.3
paLaC L folgern koénnen.
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§ 8. Ausgezeichnete Ordnungen mit Idempotenten

A sei beliebiger Dedekindring. U sei reduziert und einfach vom Grade 3.
M sei eine Ordnung von ¥, die ein primitives Idempotent u enthalte. Zu
der Peirceschen Zerlegung (s. §4). A = ku @ Wy, D A, beziiglich w
haben wir dann auch eine ,,Peircesche Zerlegung wvon M. Mit
My =Wy N M, My: = % N M gilt namlich:

(8.1) M= Au+ My, + M,.
In der Tat, ist m = au + mys + mo€ M (my)€ Uy, my€ Ay), s0 ist auch
au = PuymeM, alsoxecA,
My, = 4u((e —u)m) e M,
my = Ple —u)me M.
M, ist eine Ordnung der Jordanalgebra 9.
Satz 8.1. Ist M = Au + My, + M, ausgezeichnete Ordnung von ¥,
so ist M, ausgezeichnete Ordnung von U,.

Beweis:

a) Zunichst iiberlegen wir uns, wie die Minimalnorm von %, aussieht.
Sei z generisches Element von %,. Es ist MN (z) = 0, da z in % den
Eigenwert 0 besitzt. (Zugehoriger Eigenvektor: u.) Daher folgt aus (2.1):

(8.2) 22— (2, e —u)x 4 op(x) (e — u) = 0.
Dies ist die Minimalgleichung fiir 9.

Man sieht:
1. oy(z) ist die Minimalnorm von .

2. z€ Y, ist genau dann ganzes Element von 9, wenn z ganzes Element
von 9, ist.

(Anderer Beweis: Man betrachte die Eigenwerte von z bzw. z in % und

%)

b) Nun gehen wir zum eigentlichen Beweis iiber. Sei M, 4+ Az ein
Gitter von ganzen Elementen in %,. Zu zeigen: z € M,. Dazu geniigt es,
nachzuweisen, daBB M 4 Az ein Gitter von ganzen Elementen in U ist,
da M ja maximales Gitter ganzer Elemente sein sollte. Wir wenden das
Kriterium Satz 5.1 an.

(M + Az,e) C A ist trivial. Sei me M, 1€ A.

Es ist MN(m + Az) = MN(m) + A(m xXm, z) + A2(m, zxz) (s. (2.3)).
Wegen
mxXm = m?— (m, e)ym + o,(m)ee M
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und
zX2z =22 — (2, €)z + 0y(2)e = 0y(z)u (nach (8.2))

ist (mxm,z)e(M,2z) = (M,,2)CA, (m,z2Xz2)= 0cy(z)(m,u)eEA,

also MN(m + iz) e A.
M + Az ist als Gitter ganzer Elemente erwiesen. g. e. d.

Bemerkung. Ist M nur maximale Ordnung von A, so braucht M,
nicht maximale Ordnung von %, zu sein. Dies zeigt unser Beispiel

M= 9(C, 1, &, &p) = EAG;' + (L) + (L)iz + (L),

mit C = zerfallende Cayley-Algebra iiber komplettem diskret bewertetem
Grundkorper k, g3 ~ 1, &5 ~ 1 (8. Satz 7.4). Fiir u = e, ist M, = (e, +
+ Aeg) + (L)yg. M, ist beziiglich o,(z) die direkte Summe des hyper-
bolischen Gitters Ae, - Ae; und des Gitters (L),; von der Norm p.
Weil der Raum (C),; isotrop ist, ist (L), sicher nicht maximales Gitter
ganzer Norm darin. M, ist kein maximales Gitter ganzer Norm beziig-
lich o,(z) in U,, somit nach [15] Satz 4.4 keine Maximalordnung von %,.

Wir gehen nun zu der Betrachtung von Ordnungen iiber, die sogar
zwei zueinander orthogonale primitive Idempotente enthalten, also ein
vollstandiges Orthogonalsystem primitiver Idempotente e,, e,, e3. Zur
Peirceschen Zerlegung

A= Zke‘ +.25?Iu

von U haben wir dann wieder eine ,, Peircesche Zerlegung von M beziiglich
81, et’ es“:
(8.3) .M=2Ae‘+ EM“ n\it .Z'I‘j=4MnQI;j.
i i<j
Der Beweis von (8.3) erfolgt analog zu dem Beweis von (8.1).

Satz 8.2. A sei Hauptidealring. U sei zentral einfache reduzierte Jordan-
algebra vom Grade 3 tber k. Die Koeffizientenalgebra C von U zerfalle.
M sei ausgezeichnete Ordnung von U und enthalte ein wvollstindiges
Orthogonalsystem primitiver Idempotente ey, ey, €. yy, y5 Seien Einheiten
von A.

Behauptung. Es gibt eine Koordinatendarstellung von U mit e, ey, €5
als Idempotenten und y, = 1, yy, ys als Koeffizienten, so daff M =
9 (L, v1, va, ys) mit einer Maximalordnung L von C wird.

Beweis. a) Wir gehen von der Peirceschen Zerlegung (8.3) von M aus.
My(e,) = Ae, + Ae; + My, ist maximales Gitter ganzer Elemente in
Ay (ey), nach [15], Satz 4.4 also maximales Gitter ganzer Norm beziiglich
og(x).
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Aus gy(£26; + &35 + Va) = £2és — Q(va) (&2, E3€ K, 53 € Ups) ersehen
wir: M,, ist maximales Gitter ganzer Norm von 9, beziiglich —@(z),
also beziiglich @ (). Dasselbe gilt fiir M, , M,,. Weil C zerfallt, hat A,
beziiglich der quadratischen Form @ (z) keinen Kernraum. M,, enthilt
isotrope Vektoren, somit ein Teilgitter

Az, + Az, mit Q(z)) = Q(x) = 0,(2;, 7)) = 1
(s. [17], 82:20, 82: 21a). Daher ist der Wertebereich von @ auf M,,
ganz A. Dasselbe gilt fior My, M,,.
b) Wir wahlen ein a, € M;, mit Q(a,) = y, und ein a_e M, mit
@(a_) = y;. Wir werden zeigen, daf die durch e, e,, ¢; a,, a_ definierte
Koordinatendarstellung von 2 mit y;, = 1 (s. § 4) das Verlangte leistet.

Wie in § 4 identifizieren wir %,; mit C und bezeichnen die Multiplikation
mit *. Mit z und z' liegt auch (s. (4.1))

x*x = 8yzlyzl(a_x)(a,x') in M,,.
M, ist also eine Ordnung L von C. Weiter ist (s. (3.8))
(L)1g = 2(e)a Moz = 2a, Mp C M,5.

Es gilt sogar (L);; = M,;. Denn fiir y_e M, liegt y,y_ = 4a,(a,y_) in
2(e)1g My3 = (L)ys, da y, Einheit ist, also auch y_ selbst. Ebenso ist
(L) = M,,. Wir haben bewiesen:

M= EAC.‘ +_Ek(L)ik = @(L’ 1, s, ¥3)-
i<

Natiirlich mu8 L Maximalordnung von C sein. g.e.d.

Satz 8.3. U sei zentral einfache, reduzierte Jordanalgebra vom Grade 3
tiber komplett diskret bewertetem Korper k. Die Koeffizientenalgebra C
von U set nullteilerfrei. M sei maximale Ordnung von A und enthalte
ein vollstindiges System primitiver orthogonaler Idempotente e,, ey, e;.

y1 = 1, y,, y5 seien zu e,, e,, ¢; gehorige Koeffizienten mit
ord y, = ord y; = 0, falls N¢o Primelemente enthilt (Fall I),

ord y,, ord y; = 0 oder 1, falls N keine Primelemente enthdlt (Fall IT).
(Solche Koeffizienten lassen sich sicher finden (s. Lemma 3.4).) L sei die
Maximalordnung von C.

Behauptung. Beziiglich einer beliebigen Koordinatendarstellung von
A mit e, ey, e; als Idempotenten und y, = 1, v,, y, als Koeffizienten ist
M= @(L’ Y15 V25 V)

Beweis. Nach Satz 1.3 ist L ={ceC|N(c)e A}. Wir legen eine
beliebige Koordinatendarstellung von % mit den Idempotenten e,, e,, e,
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und den Koeffizienten y,, y,, y; zugrunde. M hat eine Peircesche Zer-
legung
M= 2 de; + Y, M.
%<7
Sei (c);; € M;;. Dann ist (s. (3.14))
aa((€)is) = —viiN (€) = — (s, ¥ 2v:iv; N (7, ¥5)c) € A.

Nach Voraussetzung ist (y;, y,;)~2y;7; im Falle I von der Ordnung 0, im
Falle II von der Ordnung 0 oder 1. Daher ist N((y:, v;)c) € A, also

(vi vs)c € L.
Wir haben gezeigt:

MC 2 Ade; + 'Zi (vis ) (L)ss = D (L 715 V25 Va)-

Da M maximal ist, muB M mit § (L, y,, 7., ys) iibereinstimmen.
q.e. d.

Nach Satz 8.2 und Satz 8.3 sind fiir kompletten diskret bewerteten
Grundkorper die ausgezeichneten Ordnungen der Form (L, ¥, ¥a, ¥s)
charakterisierbar als die ausgezeichneten Ordnungen, die ein voll-
stdndiges Orthogonalsystem primitiver Idempotente enthalten.

Wir gehen noch auf die Situation bei beliebigem Dedekindring 4 ein.
Es gilt folgendes Kriterium:

Satz 8.4. k ser Quotientenkorper eines beliebigen Dedekindringes A. A
sei reduzierte zentral einfache Jordanalgebra vom Grade 3 iber k. M sei
ausgezeichnete Ordnung von U und enthalte ein vollstindiges Orthogonal-
system primitiver Idempotente e,, ey, 5. M = E Ae, + X, M,; sei die
Peircesche Zerlequng von M zu ey, e,, e,. i<i

Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
(1) Es gibt eine Koordinatendarstellung ©(C, yy, ys, ys) von U mit
e, e, ey als Idempotenten, so dafp M = (L, y,, y,, vs) wird.

(2) Es existiert ein Element a, € M,, und ein Element a_e M, so
daf Q(a,) Teiler von Q(y,) fir alle y, € M,, ist und Q(a_) Teiler von
Q(y-) fur alle y_e M,, ist.

Beweis. (1) = (2): Man lege eine Koordinatendarstellung der in (1)
beschriebenen Art zugrunde und wahle a, = (¢);5, a- = ()3 -

(2) = (1): Wir betrachten die Koordinatendarstellung von A zu
€, €, €3, a,,a_ mit y; = 1: A= H(C, 1,Q(a_), Q(a,)). Fir jedes p e M
(Bezeichnungen s. § 7 Anfang) ist

QID = @(Op) 1, Q(a+)’ Q(a'-))'
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Weil (M,,),, (My), maximale Gitter ganzer Norm sind (s. Anfang des
Beweises von Satz 8.2), miissen y, = Q(a,) und y; = Q(a_) an den
Stellen p € M, fiir die C, zerfillt, Einheiten sein und an den anderen
Stellen p € M Elemente sein, wie sie in Satz 8.3 beschrieben werden.
Satz 8.3 und der Beweis von Satz 8.2 zeigen, dafl bei unserer Koor-
dinatendarstellung an allen Stellen peIM M, = H(Ly, 1, y,, ys) ist
mit Maximalordnungen L, von C,. Mit Hilfe eines Standardschlusses
zichen wir daraus die Folgerung, daB M = (L, 1, v,, y;) mit einer
Maximalordnung L von C ist: Sei zunichst L irgendeine Maximalord-
nung von C. Dann ist schon (L, 1, y,, y3), = M, an fast allen Stellen
p € M. An den anderen Stellen andern wir L so ab, dal L, = L; wird.
Mit der so geanderten Maximalordnung L ist (L, 1, y,, y3), = M, fiir
alle p e M, also M = H(L, 1, y,, ;). q.e.d.

Die Bedingung (2) des soeben bewiesenen Satzes braucht durchaus
nicht immer erfiillt zu sein. Wir erldutern diese Feststellung durch ein
Beispiel.

Sei L Maximalordnung einer assoziativen Kompositionsalgebra C
iiber k. W sei ein L-Rechtsidealin C, das C aufspannt und dessen Normideal
N (W)= ), AN(z) ein Hauptideal x4 ist. V sei dreidimensionaler uni-

zeW
tiarer C-Rechtsvektorraum mit einer Orthogonalbasis e, e,, e;, firr die
y1: = (&, &;) und y,: = (e,, e,) Einheiten seien und y;: = (e, €5) ~ «~* sei.
Wir legen in A: = (V) die zu den e; gehorige Koordinatendarstellung
(s. (3.2)) zugrunde und betrachten die Ordnung M = § (e, L + ¢, L + e;W).
Man rechnet leicht nach, da

M= z‘: Ae; + (L)a + (W)a + (W),

ist.

M ist ausgezeichnete Ordnung. In der Tat: Fiir jedes p € M ist W,
ein L,-Hauptideal a, L. Man iiberzeugt sich an Hand der Koordinaten-
darstellung von U, zu der Basis e, e;, e;a, von V,, daB

M, =~ @(Lpa 71> V2 VeV (ay))

ist. Aus «d,= N(W),=N(W,) = N(a,)4, und y; ~ ! folgt:

y3N (a,) ist Einheit. Nach Satz 7.1 ist M, ausgezeichnete Ordnung fiir

alle p € M. Der Wertebereich von @ auf My ist {y,y;N (w) |we W}
Fiir ein Element w, € W gilt nun:

(8.4) N(W)=N(w)A4 < W = w,L.

Der Beweis der Richtung ,, = sei kurz skizziert : Wir priifen die Gleichung
W = w,L an allen Stellen p € M. Wegen W, = a, L existiert ein Element
gp € L, mit wy, = a,g,. Aus N(w)) ~ N(a,) schlieBen wir, daBl N(g,)
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Einheit ist und somit g;' = §,N(g,)? (s. (1.4)) in L, liegt. Es ist
W, = w,L,.

(8.4) lehrt: Die Bedingung (2) von Satz 8.4 ist genau dann erfillt,
wenn W ein Hauptideal ist.

Falls k nicht komplett diskret bewertet ist und C nicht gerade die
Klassenzahl 1 besitzt, diirfte es unpraktisch sein, das Augenmerk auf
die Ordnungen 9 (L, y;, 7s, y5) zu richten. Man hat statt dessen allge-
meiner die Ordnungen 9 (e; W, + e, W, + e; W;) mit Rechtsidealen W,
einer Maximalordnung L von C und Orthogonalbasis {e,} eines unitiren
dreidimensionalen Raumes iiber C' zu betrachten sowie ihre Analoga
in den reduzierten Ausnahmealgebren.

Es sei angemerkt, dafl sich aus Satz 8.2 und Satz 8.3 ziemlich leicht
der folgende Satz herleiten 1a0t:

Satz 8.5. M sei ausgezeichnete Ordnung einer Algebra © (V) tber dem
Quotientenkorper k eines beliebigen Dedekindringes A. M besitze ein voll-
stindiges Orthogonalsystem primitiver Idempotente e, e,, e5. Dann ist
M eine Ordnung (e, W, + e, W, + e, W,) mit Rechtsidealen W, einer
Maximalordnung L der Koeffizientenalgebra C und mit einer Orthogonal-
basis {e;} von V, die zu den e; paft: e;e; = d;e;.
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