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Isometrien über semilokalen Ringen 

M A N F R E D K N E B U S C H 

Einleitung 

Witt bewies 1936 in etwas anderer Formulierung den folgenden für die 
Theorie der quadratischen Formen grundlegenden Satz ([16]): Ist E ein nicht 
entarteter quadratischer Raum über einem Körper mit von 2 verschiedener 
Charakteristik und F beliebiger Teilraum von £, so läßt sich jede (injektive) 
Isometrie von F in E zu einem Automorphismus von E fortsetzen. Dasselbe 
wurde 1940 von Ar f über Körpern der Charakteristik 2 gezeigt ([1]). Einen 
anderen, sehr eleganten Beweis des Wittschen Satzes für beliebige Charakte­
ristik gibt Chevalley in seinem Buch über Spinoren an ([5], S. 16). 

In dieser Note studieren wir die Fortsetzung von Isometrien über semi­
lokalen Ringen, d.h. über kommutativen Ringen mit Einselement, die nur 
endlich viele maximale Ideale besitzen. Dabei benutzen wir die folgenden, 
über einem beliebigen kommutativen Ring A mit Einselement sinnvollen 
Begriffe: 

Definition 0.1. Ein quadratischer Raum ist ein projektiver endlich erzeugter 
/1-Modul £, versehen mit einer quadratischen Form q, d.h. einer Abbildung 
q: E-+A, für die gilt: 

a) q(/.x) = A2q(x){AeA,xeE). 
b) B(x,y)' = q(x + y) — q(x)-q(y) ist als Funktion von (x,y)eExE eine 

(symmetrische) Bilinearform. 
A n Stelle von „quadratischer Raum" sagen wir oft kurz „Raum". Die 

quadratischen bzw. bilinearen Formen aller auftretenden Räume bezeichnen 
wir unterschiedslos mit q bzw. B, solange dadurch keine Verwirrung entsteht. 

Definition 0.2. Ein quadratischer Raum E heiße nicht entartet, falls die 
durch seine Bilinearform induzierte lineare Abbildung von E in den Dual­
raum E* = HomA(E, A) bijektiv ist. 

Definition 0.3. Ein Teilraum eines quadratischen Raumes E ist ein direkter 
Summand F des Moduls £, versehen mit der eingeschränkten quadratischen 
Form q\F. Mi t F1 bezeichnen wir den Modul aller xeE mit B(x, F) = 0. Ist E 
oder F nicht entartet, so ist F1 wieder Teilraum von E (s. § 1). 

Definition 0.4. Ein Teilraum F von E heißt totalisotrop, falls q(F) = 0 ist. 
E heißt isotrop, falls E von Nul l verschiedene totalisotrope Teilräume besitzt, 
sonst anisotrop. 

Definition 0.5. Eine Isometrie von einem Raum F in einen Raum G ist eine 
injektive lineare Abbildung cp: F-+G mit q((p(x)) = q(x) für alle x e F , deren 



Bild wieder Teilraum von G ist, also ein Isomorphismus von F auf einen Teil­
raum Fx von G, komponiert mit der Inklusion von Fx in G. 

N. B. Ist F nicht entartet, so ist jede mit den quadratischen Formen von F 
und G verträgliche lineare Abbildung (p: F - » G eine Isometrie. 

Definition 0.6. Sei a ein Ideal von A. Wir nennen zwei Isometrien cp, \\t von 
F in G zueinander kongruent mod a und schreiben (p = ij/ mod a, wenn cp und 
i// dieselbe Isometrie des Raumes F/aF über 4/a in G/aG induzieren. 

Die Automorphismengruppe eines Raumes E über ,4 bezeichnen wir mit 
O(E), den Normalteiler der aeO(E) mit <r= 1 mod a mit 0 ( £ , a). 

Jetzt ist es möglich, das in dieser Note hauptsächlich betrachtete Problem 
zu formulieren: 

Fortsetzungsproblem. Sei E quadratischer Raum über einem kommutativen 
Ring A mit Einselement, F ein Teilraum von £, cp: F - > £ eine Isometrie, die 
modulo einem Ideal a von A zur Inklusion von F in E kongruent ist. Wann läßt 
sich cp zu einem oeO(E, a) fortsetzen? 

Darauf können wir die folgenden Antworten geben: 

(0.1) Satz. Sei F nicht entartet. Dann läßt sich cp sicherlich unter jeder der 
folgenden Voraussetzungen zu einem aeO(E, a) fortsetzen: 

a) a ist im Jacobsonradikal r von A enthalten. 
b) A ist lokal. 
c) A ist semilokal, a ist offen in der x-adischen Topologie. Die Menge q(FL) 

erzeugt als Ideal ganz A. 
(Beweis in § 2.) 

(0.2) Satz. Dasselbe gilt, wenn wir anstelle von F den Raum £ als nicht entartet 
annehmen und unter a) zusätzlich voraussetzen, daß A semilokal ist. 

{Beweis in §4 und §5.) 

Ein Teil des Satzes (0.2) b) wurde unter der Voraussetzung, daß in A die 
Zahl 2 Einheit ist, von Klingenberg bewiesen. ([13], Klingenberg betrachtet 
nur Unterräume, die orthogonale Summen von nicht entarteten und total­
isotropen Räumen sind.) 

Sind £ und F beide entartet, so ist schon über einem vollständigen diskreten 
Bewertungsring mit endlichem Restklassenkörper das Fortsetzungsproblem 
schwierig. Für die hier bisher erzielten Fortschritte s. etwa [11] und die dort 
angegebene Literatur. 

Satz (0.1 )c) läßt sich in dem Spezialfall a = A auch formulieren als 

Kürzungssatz. F, G und G' seien Räume über einem semilokalen Ring A. Die 
Menge q(G) erzeuge als Ideal ganz A (z.B. G^O und nicht entartet). Der Raum 
F sei nicht entartet. Dann gilt: Ist die orthogonale Summe GIF zu GIF 
isomorph, so ist G zu G' isomorph. 

Ist A sogar lokal, so läßt sich die Voraussetzung über G streichen. 



Aus diesem Satz folgt insbesondere, daß sich die Elemente der ähnlich wie 
über Körpern definierten Wittgruppe W(A) (s. [3], S. 144) bei semilokalem A 
eineindeutig durch die Isomorphieklassen der anisotropen Räume repräsen­
tieren lassen. 

Unser Beweis des Satzes (0.2) sowie des Teiles c) von Satz (0.1) ist mit dem 
Problem der Liftung von Isometrien verquickt. Wir beweisen in § 3 und § 5 den 
(0.3) Liftungssatz. F sei Teilraum eines quadratischen Raumes E über einem 
semilokalen Ring A, a ein im Radikal von A enthaltenes Ideal. <p sei eine Iso­
metrie von F/aF in E/aE. Mindestens einer der Räume E, F sei nicht entartet. 

Behauptung. Unter jeder der beiden folgenden Voraussetzungen läßt sich cp 
zu einer Isometrie von F in E liften: 

a) A ist lokal 
b) q(FL) erzeugt das Ideal A. 

Ist A henselscher lokaler Ring und F oder E nicht entartet, so können wir 
cp sogar liften, ohne vorher zu wissen, daß F zu einem Teilraum von E iso­
morph ist (§3, vgl. [6], Prop. 8.1, S. 79; [14], §7). 

Definition 0.7. Sei £ nicht entarteter Raum über einem Ring A. Wir nennen 
einen Automorphismus von £ eigentlich, wenn er auf den reduzierten Räumen 
£ / m £ zu allen maximalen Idealen m von A eigentliche Automorphismen im 
üblichen Sinne induziert (s. [8], S. 65, falls 2em). Die Gruppe der eigentlichen 
Automorphismen von £ bezeichnen wir mit 0+(E). 

In Ergänzung zu Satz(0.3) werden wir in §3 zeigen: 

(0.4) Satz. Ist A semilokal und a ein im Radikal von A enthaltenes Ideal, so ist 
für jeden nicht entarteten Raum E über A die kanonische Abbildung von 0 + ( £ ) 
in 0 + ( £ / a £ ) surjektiv. 

Ist A lokal, so ist nach Satz (0.3) (Spezialfall E = F) sogar die Abbildung 
von 0 ( £ ) in 0{E/aE) surjektiv. Dies ist aber über nur semilokalen Ringen im 
allgemeinen falsch aufgrund des folgenden Satzes: 

(0.5) Satz. Sei A semilokal. e{,..., er sei das System der unzerlegbaren Idempo-
tente von A. E sei nicht entarteter Raum über A mit ^£={=0 für alle i= 1 , r . 
Dann hat 0+(E) in O(E) den Index 2r. 

Die Zahl r kann sich nämlich bei Reduktion mod a durchaus vergrößern. 
Die Tatsache, daß im semilokalen Fall im allgemeinen nicht jeder Auto­

morphismus von E/aE zu einem Automorphismus von £ geliftet werden kann, 
ist der Grund, weshalb wir für unsere Beweise von Satz(O.l)c), (0.2) c) und 
(0.3) b) eine Zusatzvoraussetzung über F1 brauchen. 

D a wir den Satz (0.5) für die Herleitung der zuvor formulierten Sätze nicht 
benötigen, deuten wir seinen Beweis nur an: Der Zentralisator D(E) der 
zweiten Cliffordalgebra C + ( £ ) in der ersten Cliffordalgebra C(£) erweist sich 
als eine kommutative quadratische etale Ringerweiterung (s. [10]) von A 
(„Diskriminantenalgebra"). Seine Automorphismengruppe Aut D(E) ist daher 



isomorph zu (Z/2Z)r (Z: = ganze rationale Zahlen). Die kanonische Abbildung 
von O(E) in A u t D ( £ ) („Dickson-Invariante") hat als Kern gerade 0 + (£). Ist 
A semilokal, so ist sie überdies surjektiv. 

Als Nebenresultat beim Beweis von Satz (0.2) erhalten wir in §4 den fol­
genden 

(0.6) Satz. Sei A semilokaler Ring ohne nichttriviale Idempotente ( r=l) , £ 
nicht entarteter Raum über A. Dann läßt sich O(E) genau dann durch Spiege­
lungen (s. § 1) erzeugen, wenn sich für jedes maximale Ideal m von A die Gruppe 
0 ( £ / m £ ) durch Spiegelungen erzeugen läßt. 

Letzteres ist bekanntlich nur dann nicht der Fall, wenn A/w\ aus zwei 
Elementen besteht und zugleich £ / m £ vierdimensional und hyperbolisch ist 
([7], Prop. 14). 

Abschließend sei angemerkt, daß wir für unsere Beweise den Satz von Witt 
nicht voraussetzen, also als Nebenprodukt auch eine — von den eingangs 
erwähnten Beweisen verschiedene — Herleitung dieses Satzes erhalten (s. §2). 

§ 1 . Vorbereitungen 

Orthogonalräume 

Ist ein quadratischer Raum £ über einem kommutativen Ring A (stets mit 
Einselement) direkte Modulsumme zweier Teilräume F und G, so schreiben 
wir £ = £ © G . Stehen £ und G überdies aufeinander senkrecht (B(F, G) = 0), 
so schreiben wir E = F±G. Für jeden Teilraum F von £ bezeichnen wir mit 
F1 den Modul der xeE mit B(x, F) = 0. Für den dualen Modul HomA(P,A) 
zu einem projektiven Modul P über A schreiben wir P*. (P^A; mit A* be­
zeichnen wir die Einheitengruppe von A.) Wir erwähnen ([12], § 1; [3], S. 136; 
[14], §1). 

(1.1.1) Satz. Ist F Teilraum (s. Def. 0.3) eines nicht entarteten Raumes £, so 
sind die durch die Bilinearform von E gelieferten kanonischen Abbildungen 
F 1 - • ( £ / £ ) * und £/£1-^£* bijektiv. Insbesondere ist F 1 wieder Teilraum von £. 
Weiter ist (FL)1 = F. 

A n diesem Satz interessiert uns besonders die 

(1.1.2) Folgerung. £ sei nicht entartet, F ein Teilraum von £. Dann gilt für jeden 
Homomorphismus A-^B von A in einen weiteren kommutativen Ring B (mit 
Einselement, Ii—>\): Der Orthogonalraum (F®AB)L von F®AB bezüglich 
E®AB stimmt mit (F1) ®A B überein. 

Dieselbe Folgerung können wir ziehen, wenn anstelle von £ der Raum F 
nicht entartet ist. Dann ist nämlich 

(1.1.3) £ = F ± ( F 1 ) . 

M a n erhält die zu dieser Zerlegung führende Projektion von £ auf F, indem 
man jedem xeE denjenigen Vektor von F zuordnet, der auf F unter der 
Bilinearform dieselbe Linearform induziert wie x. 



(1.1.4) Lemma. Sei a ein im Jacobson-Radikal r von A enthaltenes Ideal, 
E quadratischer Raum über A. 

Behauptung. Jede orthogonale Zerlegung E = FIG des Raumes E> = E/aE, 
in der F freier, nicht entarteter Unterraum von E ist, läßt sich zu einer Zerlegung 
gleicher Art von E liften. 

Beweis. Indem wir eine Basis x{,...,xr von F irgendwie zu einer Folge 
x{,...,xr in E liften, erhalten wir wieder die Basis eines nicht entarteten 
Raumes F, denn die Determinante der Matrix (B(xhXj)) muß wegen aczr 
Einheit sein. Natürlich liegt die orthogonale Zerlegung von E zu F über der­
jenigen von E zu F. q.e.d. 

(1.1.5) Bemerkung. Allgemeiner läßt sich jeder Teilraum von E zu einem 
Teilraum von E liften, der als Modul zu der Reduktion mod et irgendeines 
projektiven endlich erzeugten Moduls über A isomorph ist. Doch wird dies 
hier nicht gebraucht. 

1.2. Hyperbolische Räume 

Zu jedem projektiven endlich erzeugten /1-Modul U definieren wir einen 
quadratischen Raum H(U), der als Modul die direkte Summe U ®U* ist und 
dessen quadratische Form q durch 

q(u + u*)=(u, u*} (ueU, u*eU*) 

beschrieben wird (s. [3], S. 140). H(U) ist ersichtlich nicht entartet. Die zu den 
H(U) isomorphen Räume bezeichnen wir als „hyperbolische Räume". Ist 
U = A, so besitzt H(U) eine Basis u, v mit q(u) = q(v) = 0, B(u, v)=\. Ein solches 
(geordnetes) Paar von Vektoren eines beliebigen Raumes nennen wir hyper­
bolisches Vektor paar. H(U) besitzt bei freiem U eine Basis von zueinander 
orthogonalen hyperbolischen Vektorpaaren. Allgemeiner gilt die Formel 

(1.2.1) H ( l / , e i / 2 ) = H ( ü i ) l H ( l / 2 ) . 

Wir benötigen später den folgenden 

(1.2.2) Satz. ([3], S. 142, Lemma 2.2.) Sei E nicht entarteter Raum über A. Den 
Raum, der aus E entsteht, indem wir die quadratische Form q von E in —q ab­
ändern, bezeichnen wir mit — E. Weiter schreiben wir H(E) für den hyperbolischen 
Raum zu dem E zugrunde liegenden Modul. Mit diesen Bezeichnungen gilt 

E±(-E)^H(E). 

1.3. Spiegelungen 

Wir nennen einen Vektor g eines Raumes E über A strikt anisotrop, wenn 
q(g) eine Einheit von A ist. Bei strikt anisotropem g wird durch 

T(g)(x) = x-q(g)-1B(g,x)g (xeE) 



ein Automorphismus r(g) von E mit t(g) 2 = 1 definiert, wie man leicht nach­
rechnet. i(g) läßt die zu g orthogonalen Vektoren fest und führt g in — g über. 
Wir nennen i(g) die Spiegelung von E an dem Vektor g. 

1.4. Siegeltransformationen (vgl. [9], S. 13) 

Sei M quadratischer Raum über A. Ein Vektor / von M heiße isotrop, 
falls g( / ) = 0 ist. Ist g ein weiterer Vektor aus M mit £ ( / , g) = 0, so wird durch 

E(fg)(x) = x-B(x,f)g + B(x,g)f-q(g)(x,f)f (xeM) 

eine lineare Abbildung E(f g) von M in sich definiert, die mit der quadratischen 
Form verträglich ist, wie man leicht verifiziert. Ferner rechnet man nach, daß 
mit einem weiteren zu / senkrechten Vektor g gilt: 

E(fg)E{fg') = E(fg + g'). 

Insbesondere hat E(fg) ein Inverses, nämlich E(f — g), ist also ein Auto­
morphismus von M. Wir nennen die E(fg) Siegeltransformationen. E(fg) 
läßt / fest. Für ge Af ist E(f g) = 1. 

(1.4.2) Bemerkung. Zum begrifflichen Verständnis der E(f g) erwähnen wir: 
Sei M nicht entartet u n d / überdies primitiv, d.h. Af ein Teilraum K#=0 von M. 
Dann ist E(fg) die einzige mögliche Fortsetzung des naheliegenden Auto­
morphismus A* i—• -V -+- B(x, g)f von VL zu einem Automorphismus von M. Bei 
festem / bilden die E(fg) die Gruppe aller Automorphismen von M , welche 
die Kompositionsreihe Ocz Vcz V1czM stabil lassen und auf jedem Faktor die 
Identität induzieren. 

Sei M weiterhin nicht entartet. Dann sind die Siegeltransformationen 
eigentliche Automorphismen von M. Das brauchen wir aufgrund der Defi­
nition 0.7 (s. Einleitung) nur über Körpern zu prüfen. Dort ist dies wohlbekannt 
(s. z .B. [15], S. 195). 

§ 2 . Beweis von Satz (0.1) 

Sei (fi,f2) ein hyperbolisches Vektorpaar in einem beliebigen quadra­
tischen Raum E über einem kommutativen Ring A und 

E = (Af+Af2)±G 

die dazu gehörige orthogonale Zerlegung von E (s. (1.1.3)). Jede Einheit e von 
A liefert uns einen Automorphismus R(e,f,f2) von E, der f auf ef, f2 auf 
e~\f2 abbildet und G elementweise festläßt. Aufgrund der Formel 

Ä f e / l , / 2 ) = T ( / i - / 2 ) T ( / 1 - f i / 2 ) 

sind diese Automorphismen - bei nicht entartetem E - eigentlich. 
Zu einem Ideal a von A bezeichnen wir mit D(f,f2,a) die von den 

R(8,f,f2) mit e=\ mod a und den Siegeltransformationen (s. §1.4) E(f,g) 
mit /= 1, 2; g e a G erzeugte Gruppe. Für D(f, f2, A) schreiben wir auch kürzer 
D ( / i , / 2 ) -



Der Beweis des Satzes (0.1) der Einleitung wird sich leicht ergeben aus 
folgendem 

(2.1) Lemma, a) Ist A beliebig, a aber in dem Jacobsonradikal r von A ent­
halten, so operiert D(f,f2,a) transitiv auf der Menge der mod a zu (f,f2) 
kongruenten hyperbolischen Vektor paare in E. 

b) Ist A lokal, so operiert die von D(fl,f2) und r(/j —f2) erzeugte Gruppe 
transitiv auf der Menge aller hyperbolischen Vektorpaare in E. 

c) Ist A semilokal, a offen in der x-adischen Topologie und erzeugt die Menge 
q(G) als Ideal ganz A, so operiert D(f,f2,a) transitiv auf der Menge aller 
hyperbolischen Vektor paare von E, die mod a zu (f, f2) kongruent sind. 

Beweis, i) Sei (u, v) ein zu (f,f2) modulo einem Ideal a kongruentes hyper­
bolisches Paar. Es ist dann 

(2.2) w = a i / i + « 2 / 2 + 8 

mit = 1 mod a, a 2 ea , geaG. Ist *xx eine Einheit, so läßt sich (u, v) sicherlich 
durch ein Element aus D(f,f2,a) in (f,f2) transformieren: Anwendung von 
R(*r\f 11/2)auf u

 e r s i b t 

w / = / 1 - h a 1 a 2 / 2 + g. 

E(f2,g) führt u' in f über. Bei diesen Transformationen muß v in einen Vektor 

V" = ßifi+f2 + W 

mit ßiE^weaG übergehen. Durch E(f, w) wird v" auf f2 abgebildet, während 
f festbleibt. 

ii) Ist a im Radikal von A enthalten, so sind wir schon fertig, da dann in 
(2.2) der Koeffizient <xx automatisch Einheit ist. Wir wollen jetzt Teil b) des 
Lemmas und für lokale Ringe auch Teil c) beweisen. Sei also A lokaler Ring 
mit maximalem Ideal m und a = A. Nach i) können wir annehmen, daß der 
Koeffizient OLX von u in der G l . (2.2) zu m gehört. 

Ist a 2 Einheit, so läßt sich u durch ein Element aus D(f,f2) in f2 trans­
formieren. f2 wird durch x(f — f2) in f überführt. Ist q(G) nicht in m enthalten, 
so läßt sich aber f2 auch durch ein Element aus D{f, f2) in f überführen: Man 
suche in G einen strikt anisotropen Vektor h. Der Vektor E(f,h)f2 hat als 
zu f gehörigen Koeffizienten die Einheit —q(h), geht also nach i) unter einer 
geeigneten weiteren Transformation aus D(f,f2) in f über. 

Es bleibt der Fall zu betrachten, daß a x und a 2 beide in m liegen. D a 
B(u, E) = A ist, muß es ein zeG mit B(g, z)eA* geben. Wenden wir auf u die 
Transformation E(f, z) an, so erhalten wir als neuen Koeffizienten bei f das 
Element a t —q(z)ct2 + B(z, g), also eine Einheit. 

iii) Es fehlt noch der Beweis der Aussage c) über einem beliebigen semi­
lokalen Ring A. D a wir diese Aussage über lokalen Ringen schon als richtig 

r 
erkannt haben, ist sie auch wahr, falls A ein Produkt f ] Ax lokaler Ringe ist: 

i= 1 



Wir haben dann Zerlegungen 

1 = 1 1=1 

wobei a, Ideal von A{ und £, Raum über A{ ist. Seien fu,f2t die Komponenten 
von fl, f2 in £,. Die Voraussetzung über das orthogonale Komplement von 
Aj\ + Af2 in £ ist genau dann erfüllt, wenn sie für die orthogonalen Komple­
mente der Aifu + Aifji in £, erfüllt ist. Schließlich induziert die Zerlegung 

r 

O(E) = Y\ e m e Zerlegung 
i= 1 

(2-3) D ( / i , / 2 . « ) = n D ( / w , / 2 « . « . - ) . 
1 = 1 

Sei nun A beliebiger semilokaler Ring. Nach Voraussetzung ist in a eine 
geeignete Potenz r" des Radikals von A enthalten. Wir betrachten die Bilder 
/ , / 2 , ü, F von / j , / 2 , M, r in E/xnE. Da /4/r" Produkt lokaler Ringe ist (s. [4], 
§2 Prop. 7 und Cor. 1 zu Prop. 9), läßt sich (w, r) durch ein öeD(fl, f2, a/r") in 
(/n/2) überführen, ä läßt sich ersichtlich zu einem creD(fuf2,a) liften. Das 
Vektorpaar (Ö-W, <xr) ist zu ( / i , / 2 ) m o d r n kongruent. Es kann somit nach dem 
bewiesenen Teil a) des Lemmas durch ein geeignetes Element aus D(fl,f2,xn) 
in das Paar (/j, f2) transformiert werden. q.e.d. 

(2.4) Bemerkung. Die Aussage b) läßt sich auf diese Weise nicht auf semi­
lokale Ringe übertragen, da für die von D(f{,f2) und r(fl-f2) erzeugte 
Gruppe die (2.3) entsprechende Gleichung falsch ist. 

Wir kommen nun zu dem Beweis des in der Einleitung formulierten 
Satzes (0.1). Sei F nicht entarteter Teilraum eines Raumes E über einem 
Ring A, cp: F - > £ eine Isometrie, die modulo einem Ideal a von A zu der 
Inklusion von F in E kongruent ist. Es gibt einen endlich erzeugten projektiven 
Modul P, so daß der Modul F@P frei ist. Wir bilden den Hilfsraum El-- = 
E±(-F)±H(P) (s. §1.2). Der Teilraum FX: = F±(-F)±H(P) besitzt nach 
Satz (1.2.2) und (1.2.1) eine Basis von zueinander orthogonalen hyperbolischen 
Vektorpaaren wf, i\ ( /=l , . . . ,m). Die Isometrie ij/: = (p±\± \ von F{ in E{ ist 
mod a zur Inklusion von Fx in Ex kongruent. 

Unter den im Satz (0.1) gemachten Voraussetzungen über A, a und das 
orthogonale Komplement von F in E liefert uns das Lemma (2.1) zunächst ein 
p 1 e O ( £ 1 , a ) , das (ipu^il/i^) in (uui\) überführt, dann ein p 2 e O ( £ 1 , a ) , das 
(uui\) festläßt und (pl \\tu2, px \\JV2) in (u2,v2) überführt, etc. Schließlich er­
halten wir eine Transformation p = pm-"Pi in 0 ( £ 2 , a ) , die (\j/U^IJJvt) auf 
(i/,, r,) für jedes /= 1,..., m abbildet. p~l setzt \\t fort, ist also von der Gestalt 
al 111 mit einem <reO(£, a), das cp fortsetzt. q.e.d. 

§ 3. Liftung von Isometrien 

Die soeben benutzte Methode ergibt auch einen Beweis des in der Ein­
leitung formulierten Liftungssatzes (0.3) bei nicht entartetem F. 



Sei a ein im Radikal des semilokalen Ringes A enthaltenes Ideal. Für 
einen quadratischen Raum L über A bezeichne L den Raum L/aL über dem 
Ring Ä-- = A/a. Für einen Vektor xeL bezeichne x dessen Bild in L. 

Uns ist ein Raum E über A, ein nicht entarteter Teilraum F von E und eine 
Isometrie cp: F^E vorgegeben, die wir liften wollen. Wir betrachten wieder 
die am Ende von §2 eingeführten Hilfsräume Ex: = £ ! ( —F)lH(P) und 
Fx: = F1 ( - F) 1 H(P). cp liefert uns die Isometrie \j/ • = cp 1 1 1 1 von Fx in Ex. 

Erzeugt nun die Wertemenge q(FL) des orthogonalen Komplementes F1 

von F in E als Ideal ganz A, so läßt sich, wie wir am Ende von § 2 sahen, \j/ zu 
einem peO(Ex) fortsetzen, das Produkt von Transformationen der Form 
E(ü,g), E(v, g), R(e, ü, v) zu hyperbolischen Vektorpaaren (u,v) von £ j ist. 
Wird über q(FL) nichts vorausgesetzt, aber angenommen, daß A lokal ist, so 
muß man noch Spiegelungen T(U — V) hinzunehmen. In beiden Fällen ist klar, 
daß p zu einem pGÖ{E{) geliftet werden kann. Die Restriktion von p auf den 
Teilraum ( - F ) I H ( P ) von Ex ist mod a zu der Inklusion desselben in Ex 

kongruent, läßt sich also nach Satz(O.l)a) zu einem neO(Ex,a) fortsetzen. 
n~l p ist von der Form a 1111 mit einem oeO(E). Die Restriktion cp: F^E 
von o auf F liegt über cp. q.e.d. 

In ähnlicher Weise ergibt sich die Surjektivität der kanonischen Abbildung 
von 0 + (E) in 0+(E/aE) bei nicht entartetem E (s. Einleitung, Satz (0.4)) aus 
folgendem 

(3.1) Lemma. Sei A semilokaler Ring, E ein Raum über A, der eine Basis von 
zueinander orthogonalen hyperbolischen Vektorpaaren u,, i\ (i= 1,..., m) besitzt. 

Behauptung. 0 + (E) wird erzeugt durch Transformationen der Form E(ut,g), 
E(t\, g), R(s, ut, vt) mit geE (und zu u{ bzw. vt orthogonal), eeA*,i=\,...,m. 

Beweis des Lemmas. Sei creO + (E) gegeben. Nach Lemma (2.1)c) gibt es ein 
Produkt p von Transformationen aus den Gruppen D(ui91\) mit /> 1, so daß 
p - 1<r den Orthogonalraum zu Aux+AVi festläßt, also von der Form tr0± 1 
mit a0eO + (Aul + Ai\) ist. Wir können uns also auf den Fall m=i zurück­
ziehen. 

Seien m l 5 . . . , m r die maximalen Ideale von A, r ihr Durchschnitt. 

0 + ( £ / r £ ) = n O + (£/m,.£) 
i= l 

enthält nur Transformationen der Form R(e, ü^i^) mit se(A/x)*, denn ent­
sprechendes gilt bekanntlich für alle 0 + (£/m,-£). (In E/mtE gibt es genau zwei 
isotrope Geraden ... .) Ebenso enthält 0(E, r) nach Lemma (2!)a) nur Trans­
formationen der Form R(E, UX, I\). Daher gilt dies auch für 0 + (E). q.e.d. 

Wir gehen noch kurz auf das Problem der Liftung von Isometrien ein, 
falls nicht von vornherein angenommen wird, daß F Teilraum von E ist. Jetzt 
betrachten wir nur lokale Ringe. 



(3.2) Definition. Ein lokaler Ring A mit maximalem Ideal m heiße quadratisch 
henselsch, falls jedes Polynom der Form T2 + ctT+ß in einer Unbestimmten 
T mit xeA, ßeA, das nach Reduktion mod m zwei verschiedene Nullstellen 
in A/m besitzt, auch in A Nullstellen besitzt. 

Diese Eigenschaft läßt sich offenbar auch so formulieren: Ist F zwei­
dimensionaler nicht entarteter quadratischer Raum über A und F/mF hyper­
bolisch, so ist F selbst hyperbolisch. 

(3.3) Satz. (Vgl. [6], Prop. 8.1, S. 79; [14], §7.) A sei quadratisch henselscher 
lokaler Ring, a ein echtes Ideal von A. Seien F und E quadratische Räume über A, 
von denen mindestens einer nicht entartet ist. Dann läßt sich jede Isometrie cp 
von F/a F in E/a E zu einer Isometrie von F in E liften. 

Beweis, a) Sei zunächst F nicht entartet. Die Behauptung stimmt, falls F 
Teilraum von E ist. Daher genügt es, aus der Existenz von cp zu folgern, daß 
F zu einem Teilraum von E isomorph ist. Das Bild von cp ist nicht entarteter 
Teilraum von E/aE, läßt sich also nach Lemma (1.1.4) zu einem nicht entarte­
ten Teilraum G von E liften. Wegen des schon bewiesenen Kürzungssatzes 
(s. Einleitung und §2) brauchen wir nur zu zeigen, daß Fl(-F) zu Gl( — F) 
isomorph ist. Indem wir noch a zu m vergrößern und Satz (1.2.2) beachten, 
stoßen wir auf folgendes Problem: Sei T ein Raum über A, dessen Reduktion 
T/m T hyperbolisch ist. Man zeige, daß T selbst hyperbolisch ist. 

Dazul i f ten wir eine Zerlegung r / m T = H 1 l - ± H r in hyperbolische 
Ebenen / / , irgendwie zu einer Zerlegung 7 = H 1 l - - l H r (s. Lemma (1.1.4)). 
Da A quadratisch henselsch ist, sind die Ht automatisch wieder hyperbolische 
Ebenen. 

b) Jetzt sei E nicht entartet. Nach dem schon Bewiesenen genügt es, einen 
nicht entarteten quadratischen Raum Fx zu finden, der F als Teilraum enthält, 
so daß sich 7p zu einer Isometrie \jj von Fx/aFx in E/aE fortsetzen läßt. 

Sei T freier Modul , der F zu einem freien Modul FX- = F®T gleicher 
Dimension wie E ergänzt. Wir können cp zu einem Modulisomorphismus \\i 
von Fx/aFx auf^£/a£ fortsetzen. Indem wir die quadratische Form von E/aE 
mit Hilfe von \jj auf Fl/aF1 übertragen, setzen wir die Form von F/aF zu einer 
Form qx von Fx/aFx fort und erreichen zugleich, daß ij/ Isomorphismus quadra­
tischer Räume wird. D a F und T frei sind, ist es leicht, die Form von F zu 
einer quadratischen Form qx auf Fx fortzusetzen, deren Reduktion mod a 
mit qx übereinstimmt. M i t qx ist automatisch qx eine nicht entartete Form, 
q.e.d. 

Offenbar ist in Satz (3.3) „quadratisch henselsch" auch eine notwendige 
Voraussetzung. 

§ 4. Rückungen 

Sei E nicht entarteter Raum über einem Ring A, a ein im Radikal r von 
A enthaltenes Ideal. Als Rückung mod a bezeichnen wir jedes Spiegelungs­
produkt x{u)x(v) zu strikt anisotropen Vektoren u, v von E, die m o d a E 



zueinander kongruent sind. Die Situation, in der bei uns Rückungen auf­
treten werden, wird beschrieben durch den folgenden evidenten 

(4.1) Hilfssatz. Seien x,y,t drei Vektoren aus E, für die gilt: x = j / m o d a £ , 
q(x) = q(y\ B(x, t)e,4* und q(t)eA*. Der Vektor r- = x(t)(x)-y ist m o d a E zu 
— q(t)'1 B(x, t)t kongruent. Daher ist r strikt anisotrop und x(r)x(t) eine Rük-
kung, die wir mit x(x, y, t) bezeichnen. 

Behauptung, /(x, y, t) führt x in y über und läßt die zu x-y und t orthogo­
nalen Vektoren fest. 

Der folgende Satz umfaßt den Teil a) des in der Einleitung formulierten 
Satzes (0.2). 

(4.2) Satz. (Vgl. [13], S. 295.) Sei E nicht entarteter Raum über einem semi­
lokalen Ring A, a ein im Radikal von A enthaltenes Ideal, cp: F-* E sei eine 
Isometrie von einem Teilraum F von E in £, die mod a zu der Inklusion von F 
in E kongruent ist. Sei m das Maximum der Dimensionen der Reduktionen von 
F nach den maximalen Idealen von A. 

Behauptung, cp läßt sich zu einem Automorphismus a von E fortsetzen, der 
Produkt von m Rückungen mod a ist. Ist £ = £, so kommt man sogar mit (m— 1) 
Rückungen aus. 

Beweis. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit setzen wir voraus, daß A 
keine nicht trivialen Idempotente besitzt. F ist dann freier ,4-Modul der 
Dimension m. 

Zunächst behandeln wir den Fal l F^E. Wir wählen für £ eine feste Basis 
X j , . . . , x m mit folgender Eigenschaft: Zu jedem maximalen Ideal m von A 
gibt es eine - von m abhängige - natürliche Zahl t zwischen 0 und m, so daß 
die x, mit 1 ^i^t bei Reduktion mod m Basis eines nicht entarteten Raumes 
über A/m werden, die x, mit f+ 1 ^i^m hingegen Basis eines dazu orthogo­
nalen totalisotropen Raumes über A/m. Man erhält die Basis xu...,xm, 
indem man in jeder Komponente von £ / r £ = f ] £ / m £ eine Basis dieser Art 

m 

aufsucht, daraus eine Basis von E / r E über A/x zusammensetzt und diese 
irgendwie nach E liftet. 

Gelingt es uns, strikt anisotrope Vektoren gu . . . , g m zu finden, so daß für 
jedes k zwischen 1 und m der Vektor gk auf den x, mit i<k senkrecht steht, 
aber B(gk,xk) Einheit ist, so sind wir aufgrund des Hilfssatzes(4.1) fertig: 
Wir definieren sukzessive folgende Automorphismen au...,am von £ : 

<Xi=x(xi,<P*i,gi) 

<72 = A(<71 X2,CpX2,(Jl g 2 W l 

°m = *(°m-l Xm,<pXm,Om-\ gm) ° °m - 1 • 

om setzt cp fort. 



Zur Konstruktion der gk können wir, indem wir die Folgerung (1.1.2) aus 
§ 1 beachten, den Raum £ mod r reduzieren. Wir können uns dann sogar auf 
den Fall zurückziehen, daß A ein Körper ist. 

Unsere Basis x x , . . . , x m von F war so gewählt, daß es einen Index t gibt, 
so daß die xk mit 1 Skf^t einen nicht entarteten Raum Fl aufspannen, die xk 

mit f + l = A;^m hingegen einen zu Fx orthogonalen totalisotropen Raum. 
Wegen F#=£ ist das orthogonale Komplement Ff1 von Fx in E ein von Nul l 
verschiedener nicht entarteter Raum. FX

L enthält also sicher einen anisotropen 
Vektor h. Weiter gibt es, da E nicht entartet ist, Vektoren v ' i , j ' w in E mit 
B(xiiyj) = &ij' Wir wählen nun die gk ( fc=l , . . . ,w) auf folgende Weise: Ist 
<?(>'*) 4=0, so sei gk = yk. Ist q(yk) = 0 und kf^t, so sei gfc = yfc + /?. Ist g(yk) = 0 und 
k>t, so sei gfc = 3'k + x f c. Diese gk leisten das Verlangte. 

Es bleibt der Fall F = E zu betrachten. Wir können eine orthogonale Zer­
legung E = E11E2 finden, bei der E2 frei vom Rang 2 ist, indem wir eine ent­
sprechende Zerlegung von F / r £ liften (s. Lemma (1.1.4)). Auf ähnliche Weise 
finden wir in E2 eine Basis x, v mit B(x, y)= 1. Die Einschränkung von cp auf 
ElLAx können wir nach dem schon Bewiesenen zu einem Produkt a von 
m—l Rückungen mod a fortsetzen. a~l cp hat die Gestalt 1_L^ mit einem 
i / / eO(£ 2 , a ) , das x festläßt. Wir zeigen, daß \\J = \ sein muß. Damit ist dann 
Satz (4.2) auch in dem Falle F = E bewiesen. Der Vektor ij/ y hat wegen B (x, \\t y) 
= 1 die Gestalt i/, y = aix + (l-2xq(x))y 
mit einem OLECL. Die Bedingung q{\jjy) = q(y) führt auf 

0L(\-0Lq(x)){\-4q(x)q(y)) = 0. 

Der letzte Faktor auf der linken Seite dieser Gleichung ist Einheit, da E nicht 
entartet ist, der mittlere ebenfalls, da a im Radikal liegt. Daher muß a = 0 
und somit \J/= 1 sein. q.e.d. 

Als Nebenprodukt liefert uns der Spezialfall a = r, F = F des soeben be­
wiesenen Satzes zusammen mit dem in § 3 bewiesenen Satz (0.4) der Einleitung 
das folgende Resultat: 

(4.3) Satz. Sei E nicht entarteter Raum über einem semilokalen Ring A. Dann 
sind folgende Aussagen gleichwertig: 

(i) Alle Elemente von 0 + (F) sind Produkte von Spiegelungen. 
(ii) Für jedes maximale Ideal m von A sind alle Elemente von 0 + (E/mE) 

Produkte von Spiegelungen. 
Beweis. Da die kanonische Abbildung von 0+(E) in 0 + ( F / r £ ) = 

f ] 0 + ( £ / m £ ) surjektiv ist (Satz (0.4)), folgt aus (i) sicher (ii). Sei nun (ii) vor-
m 

ausgesetzt und G ein Element von 0 + (E). Die Reduktion ä von a modr läßt 
sich als Produkt von Spiegelungen schreiben, also zu einem Produkt p von 
Spiegelungen des Raumes £ liften. p~l a liegt in 0 ( £ , r), ist nach Satz (4.2) 
also ebenfalls Produkt von Spiegelungen. Somit ist o Produkt von Spiege­
lungen, q.e.d. 



Die Aussage (ii) läßt sich auch so formulieren: 
(iia) Für jedes maximale Ideal m wird 0(E/mE) durch Spiegelungen 

erzeugt. 
Besitzt A keine nichttrivialen Idempotente, so können wir aufgrund des 

Satzes (0.5) der Einleitung anstelle von (i) auch sagen: 
(ia) O(E) wird durch Spiegelungen erzeugt. 
Damit erhalten wir aus Satz (4.3) den in der Einleitung angekündigten 

Satz (0.6). 

§ 5 

Es ist jetzt leicht, die noch fehlenden Teile des Fortsetzungssatzes (0.2) und 
des Liftungssatzes (0.3) aus der Einleitung zu beweisen. 

(5.1) Satz. F sei Teilraum eines nicht entarteten Raumes E über einem lokalen 
Ring A. Weiter sei c ein Ideal von A. 

a) Jede Isometrie cp: F-+E läßt sich zu einem Automorphismus von E fort­
setzen. 

b) Jede Isometrie von F/c F in E/c E läßt sich zu einer Isometrie von F in E 
liften. 

Beweis, b) folgt unmittelbar aus a), da nach § 3 jeder Automorphismus 
von E/c E zu einem Automorphismus von E geliftet werden kann. 

Es bleibt Teil a) zu zeigen. Sei m das maximale Ideal von A. Es genügt, die 
Reduktion cp: F/mF-• E/mE von cp zu einem äeO(E/mE) fortzusetzen. 
Denn nach §3 können wir ä zu einem oeO(E) liften, und da a ^ o ^ m o d m 
zu der Inklusion von F in E kongruent ist, läßt sich a~locp aufgrund von 
Satz (4.2) zu einem Automorphismus von E fortsetzen. Damit haben wir uns 
auf den Fall zurückgezogen, daß A ein Körper ist. 

Es folgt die klassische Argumentation: Man erweitert die Räume F und 
cp(F) durch hyperbolische Ergänzung ihrer Radikale zu nicht entarteten 
Räumen F{ und F[ und setzt cp auf naheliegende Weise fort zu einem 
Isomorphismus cpx: FX->F[ (s. z.B. [2], Theorem 3.8). cpl läßt sich nach §2 
zu einem Automorphismus von E fortsetzen. q.e.d. 

(5.2) Satz. Sei F Teilraum eines nicht entarteten Raumes E über einem semi­
lokalen Ring A mit Radikal x. Die Menge q(FL) erzeuge als Ideal ganz A. Sei a 
ein in der x-adischen Topologie offenes Ideal von A und c ein in x enthaltenes Ideal. 
Dann gilt: 

a) Jede Isometrie cp: F -• £, die mod a zu der Inklusion von F in E kongruent 
ist, läßt sich zu einem aeO(E, a ) n O + (E) fortsetzen. 

b) Jede Isometrie von F/cF in E/cE läßt sich zu einer Isometrie von F in 
E liften. 

Beweis, b) folgt wieder aus a), da sich eigentliche Automorphismen von 
E/cE nach Satz(0.4) zu Automorphismen von E liften lassen. 



Es bleibt Teil a) zu beweisen. Sei r n eine in a enthaltene Potenz des Radikals. 
Aufgrund von Satz (0.4) und (4.2), genügt es, die von cp induzierte Isometrie von 
F/xnF in E/xnE zu einem in 0 + ( £ / r n £ ) und 0 ( £ / r " £ , a/r") gelegenen Auto­
morphismus fortzusetzen (gleiche Argumentation wie im Beweis von Satz 
(5.1)a)). Wir können also annehmen, daß eine Potenz von r verschwindet. Da 
jetzt A Produkt (artinscher) lokaler Ringe ist (s. [4], § 2 Prop. 7 und Cor. 1 
zu Prop. 9), können wir uns sogar auf den Fall zurückziehen, daß A (artinscher) 
lokaler Ring ist. 

Nach Satz (5.1) läßt sich cp zu einem aeO(E, a) fortsetzen. Ist a=M, so ist 
G automatisch eigentlich. Sei a = A und o nicht eigentlich. Aufgrund der Vor­
aussetzung über q(FL\ die bei allen Reduktionsschritten erhalten blieb, gibt 
es in F1 einen strikt anisotropen Vektor h. Der Automorphismus o°x(h) ist 
eigentlich und setzt cp ebenfalls fort. q.e.d. 
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