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Wit t hat in seiner fundamentalen Arbe i t [19] die allgemeine Theorie der 
quadratischen Fo rmen ü b e r K ö r p e r n entwickelt und dabei insbesondere den 
Begriff der „ W i t t - G r u p p e " e ingeführ t . A u ß e r d e m faßte er die damals bekannten 
Kenntnisse übe r die Klass i f ika t ion der quadratischen Formen übe r speziellen 
K ö r p e r n (insbesondere ü b e r algebraischen Z a h l k ö r p e r n ) zusammen. Diese 
Resultate gipfeln im Satz von H a s s e - M i n k o w s k i ([19], Satz 19, Satz 20) und 
der „ U m k e h r u n g " des Satzes von H a s s e - M i n k o w s k i ([19], Satz 21). 

Im A n s c h l u ß an Wit ts Arbe i t sind in dieser Arbe i t folgende drei Probleme 
behandelt: 

1. D ie Berechnung der W i t t - G r u p p e eines algebraischen Z a h l k ö r p e r s . (Was 
unter „ B e r e c h n u n g " verstanden werden soll , ist na tü r l i ch etwas vage. Eine 
befriedigende L ö s u n g w ä r e das Auftreten der W i t t - G r u p p e in einer exakten 
Sequenz, deren andere Terme bekannt sind und die in geeigneter Weise das 
L o k a l - G l o b a l - P r i n z i p widerspiegelt.) Den Beitrag unserer Arbei t dazu findet 
man in § 2 und K o r o l l a r 6 . 9 . 

2. D i e R o l l e des quadratischen Rez ip roz i t ä t sgese t ze s in der Wei lschen 
F o r m ([17], S. 179, P ropos i t ion 5), also für beliebige quadratische F o r m e n und 
nicht nur für die N o r m f o r m e n von Quaternionen-Algebren (vgl. [14]). 

3. D i e Eindeutigkeit des quadratischen Rez ip roz i t ä t sgese t ze s im Sinne von 
M o o r e [11], Chap . II. 

W i r benutzen in der vorliegenden Arbe i t nur algebraische Hilfsmit te l , die 
nicht ü b e r die globale und lokale K l a s s e n k ö r p e r t h e o r i e für quadratische E r ­
weiterungen hinausgehen (vgl. die Dars te l lung in [12]). Insbesondere geben 
wir einen elementaren algebraischen Beweis für das Weilsche R e z i p r o z i t ä t s ­
gesetz. E r verläuft analog dem Beweis des „ R e s i d u e n s a t z e s " für differential-
wertige symmetrische Bil inearformen übe r einem algebraischen Funk t ionen ­
k ö r p e r in einer Var iab len [6]. Differentialwertige Fo rmen spielen wieder eine 
entscheidende Rol le . A u f G r u n d des Zusammenhangs zwischen Differentialen 
und der Differente ergibt sich als leichte Konsequenz des Weilschen R e z i ­
p roz i t ä t sgese tzes der Heckesche Satz, d a ß die Differente ein Quadrat in der 
Idealklassengruppe ist. Es ergibt sich auch die von Armi tage [1] gegebene 
Charakter is ierung der Differente in der engeren Klassengruppe. 



F ü r die in dieser Arbe i t b e n ö t i g t e n Dinge ü b e r quadratische F o r m e n und 
symmetrische Bi l inearformen verweisen wir auf [7, 12, 13, 19]. W i r setzen 
insbesondere eine genaue Kenn tn i s der lokalen Theorie voraus. V o n der 
algebraischen Zahlentheorie b e n ö t i g e n wir nirgends mehr, als etwa in dem 
Buch [12] von O ' M e a r a enthalten ist (wobei der kompliz ier te § 71 durch [14] 
§ 2 ersetzt werden kann). Z w a r benutzen wir auch zwei Ex i s t enzsä t ze ü b e r 
unverzweigte quadratische K ö r p e r e r w e i t e r u n g e n aus der K l a s s e n k ö r p e r t h e o r i e . 
D o c h lassen sich diese aus dem Weilschen R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z bei Benutzung 
des Satzes von H a s s e - M i n k o w s k i und seiner U m k e h r u n g schnell herleiten. 
Dies wi rd in einem A n h a n g zu unserer Arbe i t e r l äu t e r t (vgl. [5], K a p . VIII) . 

§ 1. Modulare Formen über Dedekind-Ringen 
Der Inhalt dieses Abschni t tes ist mehr oder weniger „ w o h l b e k a n n t " . 

(Vgl . [4, 7, 10].) 

1.1. Modulare Formen. Es sei A ein D e d e k i n d - R i n g mit Q u o t i e n t e n k ö r p e r F . 
W i r setzen char(F)4=2 voraus. Es sei Q ein eindimensionaler F - V e k t o r r a u m 
und W(Q) die W i t t - G r u p p e der n i c h t - s i n g u l ä r e n quadratischen F o r m e n 
q: V-*Q, die auf endl ich-dimensionalen F - V e k t o r r ä u m e n V definiert sind 
und Werte in Q haben. D a wir char(F)=h2 voraussetzen, identifizieren wir 
ü b e r F quadratische F o r m e n q mit symmetrischen Bil inearformen b durch die 
G le i chung q(x) = \b (x, x). Es sei F c Q ein von 0 verschiedener endlich-erzeugter 
(also projektiver) / 1 - M o d u l und M ein endlich-erzeugter projektiver / 1 - M o d u l . 
Eine symmetrische Bi l inear form 

b: M x M - * F 

he iß t n i c h t - s i n g u l ä r (oder F - m o d u l a r ) , wenn b einen Isomorphismus 
M ^ H o r n ^ M , F) induziert . Ist/r. Vx V~+Q n i ch t - s ingu lä r , so he iß t ein Gi t t e r M 
auf F F -modu la r falls b \ M x M F - m o d u l a r ist. Eine quadratische F o r m q: M —>F 
heißt F -modu la r , falls die z u g e h ö r i g e symmetrische Bi l inearform 

bq(w, m')- = q(m + m)-q(m)-q(m) 

F - m o d u l a r ist. Es ist offensichtlich, d a ß die direkte Summe F-modula re r 
F o r m e n wieder F - m o d u l a r ist. 

1.2. Hyperbolische Formen. Ist M endlich-erzeugter projektiver / 4 - M o d u l 
und q: M —• F eine beliebige (nicht notwendig F-modulare) quadratische F o r m , 
so wi rd eine quadratische F o r m I H ( M , q) (metabolische F o r m im Sinne von [7]) 
auf dem M o d u l M © M * mit M * = H o r n J M , F) definiert durch 

M 0 M * -> F , (m, J')h->q (m)+f(m). 

Die z u g e h ö r i g e symmetrische Bi l inearform ist dann 

( M © M * ) x ( M 0 M * ) - > F , 

(m, / ) x (m\/ ')h-> hq(m, m) +j (ni) + /'(m). 



M a n prüft leicht nach, d a ß I H ( M , q) F - m o d u l a r ist. M * ist ein totalisotroper 
U n t e r m o d u l , der sein eigener Or thogona l r aum ist. D i e U n t e r m o d u l n M und M * 
stehen unter der Bi l inearform zu I H ( M , q) in D u a l i t ä t . Ist q = 0, so ist auch M 
total isotrop und M = ML. In diesem F a l l schreiben wir I H ( M ) = I H ( M , 0) und 
nennen I H ( M ) die hyperbolische F o r m zu M. 

Geht man statt von einer quadratischen F o r m von einer symmetrischen 
Bi l inear form b: MxM —>F aus, so definiert man die F o r m I H ( M , b) ganz 
analog. N a t ü r l i c h ist b M { v / q ) = M ( M , bq). 

D i e G r o t h e n d i e c k - G r u p p e der F-modularen quadratischen F o r m e n modu lo 
der Untergruppe, die von den hyperbolischen F o r m e n M ( M ) erzeugt wi rd , 
he iß t W i t t - G r u p p e der F-modularen quadratischen F o r m e n und wi rd mit W(F) 
bezeichnet. A n a l o g wi rd die W i t t - G r u p p e der F-modularen symmetrischen 
Bil inearformen definiert und mit B(F) bezeichnet. W(F) wi rd als Untergruppe 
von B(F) aufgefaßt v e r m ö g e qy->bq. Ist 2 eine Einhei t in so ist W(F) = B(F). 

Bemerkung 1.3. Eine F o r m kann offenbar nur dann F-modula r sein, wenn 
für die Steinitz-Invariante m von M und für die Steinitz-Invariante c von F in 
der Idealklassengruppe C von A die G l e i c h u n g 

m 2 = c

R a n g ( A / ) 

gilt. 

Lemma 1.4. Die kanonischen Homomorphismen 

W(F)-+W(Q), q^q®AF 

B(F)^B(Q), bv^b®AF 

sind injektiv. 

Beweis. W i r zeigen nur die In jek t iv i tä t von B(r)-+ B(Q); für quadratische 
F o r m e n verläuft der Beweis analog. O . B . d . A . nehmen wir an ß = F und F = a, 
wobei a ein gebrochenes Ideal ist. Sei b: MxM—>a eine a-modulare F o r m . 
W i r betrachten M als Gi t t e r in dem F - V e k t o r r a u m V • = M ®A F , und wir setzen 
b auf F fo r t . D i e Fortsetzung bezeichnen wir ebenfalls mit b. 

A n g e n o m m e n (K b) ist hyperbolisch, d. h. V=V{ + V2 mit V]1 = V\, V£ = V2. 
Es sei M j := V\ n M. De r ^ - M o d u l M / M , ist torsionsfrei und endlich erzeugt, 
also projektiv. Daher besitzt M eine Zerlegung M = M{ + M2 mit M^ = MX, 
Mxn M2=0. Unter b k ö n n e n wir Mx mit M ? = H o m ^ (M2, a) identifizieren. 
W i r haben also 

( M , / ) ) ^ H ( N , h v ) 

mit N : = M 2 , bs: = h \ S x S . D a ß (M.h) das Element 0 von B(a) r ep rä sen t i e r t , 
folgt nun aus 

Lemma 1.5. Für einen a-modularen Raum JH(N,b) gilt 

I H ( N , 6 ) 0 H ( N , - f e ) ^ H ( N ) 0 I H ( N , -b). 



Beweis. W i r betrachten in F = M(N,b)@M(N,-b) den von (M,M*,M , 0 ) , 
ueN, u*eN* erzeugten Un te r r aum N. M a n stellt ohne Schwierigkeiten fest, 
d a ß N i somorph zu I H ( N ) ist. Insbesondere ist also N a-modular, also ist das 
orthogonale K o m p l e m e n t N1 a-modular und F = N@N1. De r M o d u l N1 

besteht aus den (v, t'*, vv, vv*), die zu allen (u, w*, w, 0) or thogonal sind. Es ergeben 
sich folgende Bedingungen: v = 0 und 

v*{u)-b(u, w) + w*(w) = 0. 

Fixier t man (vv, vv*), so hat man eine eindeutig bestimmte lineare A b b i l d u n g 

<p(w, w*): JV—>a, M I — v v ) —w*(u). 

A l s o ist u*=<p(w, vv*) eindeutig durch (vv, vv*) bestimmt. Offensichtlich ist aber 

H(/v ,—/?)—• yv 1 

(vv, w*)i—• (0, (/>(w, vv*), vv, vv*) 

eine Isometrie, q.e.d. 

A u f G r u n d von L e m m a 1.3 werden wir W(F) und ß ( F ) als Untergruppen 
von W(Q) = B(Q) auffassen. 

D i e Menge der maximalen Ideale von A werde mit Max( ,4) bezeichnet. 
F ü r peMax(A) führen wir folgende Bezeichnungen e in : 

Av = Komple t t i e rung von A an der „Ste l le" p, 

F p = Komple t t i e rung von F an der „Ste l le" p, 

QP = Q®FFP, 

rP = r®AAp. 

Satz 1.6. Die kanonischen Sequenzen 

o _ » w ( r ) - w ( ß ) - LI w{Qp)/w(rvi 
peMaxM) 

0 ^ B ( D - B ( ß ) - LI B(Q9)IB(rp) 
peMax(A) 

sind exakt. 

Beweisskizze. (Vgl . [4, 7, 10].) O . B . d . A . sei wieder Q = F,T = a. Ers ich t l ich 
sind die zusammengesetzten H o m o m o r p h i s m e n gleich 0. Es sei b: Vx V—> F 
eine symmetrische Bi l inearform, so d a ß bp an jeder Stelle p in B(ap) liegt. W i r 
w ä h l e n ein beliebiges /4-Gitter M auf V. A n fast allen Primstel len ist M a-
modular (denn a-modular = un imodula r fast übera l l ) . A n den verbleibenden 
Stellen kann man wegen unserer Voraussetzung ü b e r b in Vv ein a p -modulares 
Gi t te r M p finden (vgl. [7] 13.3.3). N a c h elementarer Git ter theorie ([12], 81:14) 
hat F e i n Gi t t e r N mit N p = M p , sofern M p a p -modular ist, und N p = M p sonst. 
N ist a-modular, also liegt b im B i l d von B(a). F ü r quadratische Fo rmen 
verfähr t man analog. 



Bemerkung 1.7. D i e kanonischen A b b i l d u n g e n B(Q) —• B(Qp)/B(Fp) aus 
Satz 1.6 entsprechen den bekannten Restklassenformen ([6, 7, 9, 14, 16]). Ist A 
vo l l s t änd ige r diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal p, Pr imelement 7r, 
Q u o t i e n t e n k ö r p e r Fp (char F p =1=2) und R e s t k l a s s e n k ö r p e r /c(p), und ist b eine 
symmetrische Bi l inear form ü b e r F , so kann man eine Basis finden, bezüg l ich 
der die F o r m b sich f o l g e n d e r m a ß e n schreibt 

a{ xl y, H h am xm ym + n bm + l x m + l ym+ , + ••• + n bn xn yn 

mit Einhei ten ahbj. D i e F o r m 

liefert ein wohldefiniertes Element von £(/c(p)). De r sich so ergebende kanonische 
H o m o m o r p h i s m u s 

c\: B(Fp)^B(k(p)) 

he iß t 1. Restklassenform. Der K e r n ist B(p). M a n hat also eine kanonische 
exakte Sequenz , 

0-^ B(p)^ B(Fp)-^ B(k(p))-+0. 

D i e F o r m 

>m+l *n J'n 

liefert ebenfalls ein wohldefiniertes (aber von der W a h l von n a b h ä n g i g e s ) 
Element <?p (/>) von B(k(p)). M a n hat dann eine von n a b h ä n g i g e exakte Sequenz 

0^>B{Ap)-+B(Fp)-^B(k(p))->0. 

t'l he iß t 2. Restklassenform. 

Ist p nicht-dyadisch (char(Ä:(p))=j=2), so hat man nach dem Henselschen 
L e m m a ferner kanonische Isomorphismen 

B(Ap) = B(k(p))=W(k(p))=W(Ap), 

in der Si tuat ion von 1.6 hat man also 

W(k(p))= W(Qp)/W(Fp) = B(Qp)/B(Fp) = B(k(p)). 

Ist dagegen p eine dyadische Primstel le (d. h. char k(p) = 2), so gilt W(Fp)^B(Fp). 
Ist z . B . k(p) vo l l kommen , so gilt B(fc(p))^Z/2Z, d.h. B(Fp) ist vom Index 2 in 
B(Qp). Andererseits ist 

W(rp)^W(k(p))^k(p)/p(k(p)) 

mit p ( x ) = x 2 + x. H i e r w i rd der erste Isomorphismus durch Hensels L e m m a 
und der zweite durch die Arf-Invar iante hergestellt. F ü r endliches k ist also 
H / ( F p ) ^ Z / 2 Z . 



§ 2. Die Witt-Gruppe eines algebraischen Zahlkörpers 

Sei z u n ä c h s t A ein beliebiger D e d e k i n d - R i n g mit Q u o t i e n t e n k ö r p e r F . 
Sei Q = F und r = a ein (gebrochenes) Ideal. Es sei a = f ] p ü ( p l , a{p)eZ, wobei 
hier und im folgenden p die Menge Max(A) der maximalen Ideale von A 
durch läu f t . 

W i r wol len die kanonische exakte Sequenz 

0 - B ( a ) - B(F)-+UB(Fp)/B(ap) 

nach rechts fortsetzen. C sei die Idealklassengruppe von A. M i t da

p oder kurz cp 

bezeichnen wir die 2. Restklassenform auf B(Fp), falls p in a in gerader Potenz 
enthalten ist, und die 1. Restklassenform sonst. D a z u m u ß (im 1. Falle) eine 
Ortsuniformisierende np fest a u s g e w ä h l t werden. N a c h Bemerkung 1.7 liefert cp 

einen Isomorphismus von B(Fp)/B(ap) auf B(k(p)). W i r betrachten nun den 
kanonischen surjektiven H o m o m o r p h i s m u s 

UB(Fp)/B(ap)^C/C\ 

der ein Element {f]p} auf die Klasse von [~[p d i m r*>''e abbildet. (Dieser H o m o ­

morphismus h ä n g t nicht von der W a h l der np ab.) 

Lemma 2.1. Das Bild eines ungerade-dimensionalen Elements von B(F) unter 
der zusammengesetzten Abbildung 

B(F)^UB(Fp)/B{av)^C/C2 

P 

ist die Klasse von a. Das Bild eines gerade-dimensionalen Elements ist also 
trivial. 

Beweis. Es genüg t , das für eine eindimensionale F o r m axy zu beweisen. 
Das B i l d dieser F o r m in C/C2 w i rd durch das Ideal 

[ ] p l ' p , a , + f l , P = W a E Q 
P 

gegeben, q.e.d. 

Es bezeichne B0 (bzw. WQ) die Untergruppe der gerade-dimensionalen 
Formen . Ist a nicht Quadrat in C, so hat man einen K o m p l e x 

0 - B(a)-+ B0(F)^> LI B(Fp)/B(av)-+ C/C2 ->0 . 

Dabe i ist zu beachten, d a ß B(a) nach 1.3 jetzt nur aus F o r m e n gerader D i m e n ­
sionen besteht. Ist a ein Quadra t in C, so hat man einen K o m p l e x 

0^B(a)^B(F)^UB(Fp)/B(ap)-+C/C2-^0. 

Satz 2.2. £.s sei F ein algebraischer Zahlkörper und A ein Dedekind-Ring 
mit Quotientenkörper F , z.B. der Ring der ganzen Zahlen von F. Dann sind diese 
Sequenzen exakt. 



Beweis. Es genüg t , für jedes a die Exakthei t der Sequenz 

0 -> B0 (a) - ß 0 (F) - L J B ( F p ) / ß ( a p ) - C / C 2 0 

einzusehen. W i r d das Element ^ 7 p } e ß ( F p ) / ß ( a p ) auf das Einselement von C/C2 

abgebildet, so existiert ein deF* mit 

d i m r p ( / / p ) = r p(c/) + a(p) (mod 2). 

W i r konstruieren jetzt für jedes p eine vierdimensionale F o r m £ p ü b e r F p , die 
Di sk r imina te d hat, und so d a ß gilt >7P = C P in B(FP)/B(ap). Es ist leicht zu sehen, 
d a ß das immer m ö g l i c h ist. A n den dyadischen Stellen k ö n n e n wir a u ß e r d e m 
das H a s s e - M i n k o w s k i - S y m b o l c p (C p ) beliebig vorschreiben. A n den reellen 
Primstel len und an den endlichen Primstel len, die nicht in Mdx(A) liegen, 
w ä h l e n wi r ebenfalls vierdimensionale F o r m e n £ p mit D i sk r iminan te d. Diese 
Wah len k ö n n e n so vorgenommen werden, d a ß fast alle H a s s e - M i n k o w s k i -
Symbole gleich 1 sind. Indem wir notfalls £ p an einer einzigen dyadischen 
Primstel le a b ä n d e r n , k ö n n e n wir erreichen, d a ß Y\ <• p (Cp) = 1 • N a c h [ 19], Satz 21 
oder [12], 72:1 existiert eine vierdimensionale F o r m C ü b e r F mit £ ( g ) F = C P 

für alle p, also mit dem B i l d {rjp} in \]_B(FV)/B(ap). q.e.d. 

Bemerkung. Dieser Satz wurde u n a b h ä n g i g von uns von M i l n o r [10] be­
wiesen. 

W i r haben in 1.7 schon darauf hingewiesen, d a ß man L J ß ( F p ) / £ ( a p ) un­
kanonisch durch LI#(A'(p)) ersetzen kann. In einem kuriosen F a l l kann dies 
in kanonischer Weise geschehen: 

Satz 2.3. Es sei F / Q normal und A der Ring der ganzen Zahlen von F. Es 
sei D die Differente von F / Q . Dann hat man eine kanonische exakte Sequenz 

0 - B ( D ) - + B(F)-^UB(k(p))-> C/C2-0. 
p 

Beweis. W i e wir noch zeigen werden (5.4) ist die Differente ein Quadrat 
in C ; deshalb haben wir eine exakte Sequenz. Es ist jetzt noch eine kanonische 
W a h l des H o m o m o r p h i s m u s c anzugeben. Es sei D = J^p" , (p'. Ist m(p) ungerade, 
so sei ^ 

r p : B[F)-+B(k{p)) 

die kanonische 1. Restklassenform. Ist m(p) gerade, was fast übera l l der F a l l 
ist, so ist ^ 

<\: B{F)->B(k(p)) 

jedenfalls eine 2. Restklassenform. Z u n ä c h s t bemerken wir, d a ß an den dyadi ­
schen Stellen kein (!) P rob l em entsteht, weil W v ( / c ( p ) ) ^ Z / 2 Z ; es gibt also nur 
eine 2. Restklassenform. F ü r eine nicht-dyadische Stelle p gilt, wie wir gleich 
zeigen werden / v 

m(p) = e(p)-\ (mod 2), (*) 

wobei e(p) den Verzweigungsindex bezeichnet. Ist m(p) gerade, so ist also e(p) 
ungerade, also ist die rationale P r i m z a h l p unter p bis auf Quadrate ein unifor-
misierendes Element für p. W i r w ä h l e n dann r p als 2. Restklassenform bzgl. p. 



Der Beweis von (*) ergibt sich aus der Hilber tschen F o r m e l ([15], Chap . IV , 
§ 1 , P rop . 4) 

ro(p)=£([K-:l]-U, 
i = 0 

wobei V0ZDV\ZD'-- die Folge der Verzweigungsgruppen bei p bezeichnet. Es 
ist V\ eine p-Gruppe für z ^ l und [ F 0 : l ] = <>(p), q.e.d. 

§ 3. Lokale Untersuchung differentialwertiger Formen 

Sei F ein algebraischer Z a h l k ö r p e r mit ganzen Zahlen A. Sei 

7 = { z e C | | r | = l } 

und A ( F ) der A d e l r i n g von F . Es bezeichne Q = Q(F) die addit iv geschriebene 
G r u p p e der stetigen G r u p p e n h o m o m o r p h i s m e n OJ: A ( F ) / F - > F . E S ist Q in 
kanonischer Weise ein eindimensionaler F - V e k t o r r a u m . D i e M u l t i p l i k a t i o n mit 
Skalaren aeF ist durch (a o))(x) = o)(a x) definiert. Z u einer diskreten oder 
archimedischen Primstel le p bezeichne Qp = Q(Fp) die G r u p p e der stetigen 
H o m o m o r p h i s m e n von F p nach 7. D a n n ist Qp in analoger Weise ein ein­
dimensionaler F p - V e k t o r r a u m und man hat einen kanonischen Isomorphis­
mus Q(F)(g)F Fp = Q(Fp). D i e Elemente von Q he ißen Differentiale von F . 
(Vgl . [2] C h a p . 13 oder [18] für Einzelheiten.) D ie lokalen K o m p o n e n t e n 
(opeQ(Fp) eines Elementes coeQ sind die H o m o m o r p h i s m e n 

F p — A ( F ) ^ A ( F ) / F - ^ 7 . 

E/F sei endliche algebraische Erweiterung. M a n hat einen kanonischen 
F-l inearen E i n s c h r ä n k u n g s h o m o m o r p h i s m u s 

TrEF: Q(E)-+Q(F), o)h-><»\MF)iF. 

Indem man einer quadratischen F o r m q: V—>Q(E) übe r E die F o r m TrF {oq; 
F—>ß(F) ü b e r F zuordnet, e rhä l t man einen Ver lagerungshomomorphismus 

Tr* F: W(Q(£))-•> W(Q(F)) 

(vgl. [6, 14]). A n a l o g hat man zu einer Primstel le p von F und einer übe r p 
liegenden Primstel le s ^ von E einen E i n s c h r ä n k u n g s h o m o m o r p h i s m u s 
7yEslx F p = 1 I \ \ P von Q(E%X) nach Q(Fp) und dazu eine Verlagerung 

7 r * p : W(Q(Ey))-+W(Q(F9)). 

Lemma 3.1. 1st EF endliche algebraische Erweiterung und p eine endliche 
oder unendliche Primstelle von F , so gilt Jür alle (ueQ(E) 

(Tri: / ^ ) P = X 7 ' W V 

Beweis. D u r c h unmittelbares Nachrechnen. 
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Lemma 3.2. In der Situation des letzten Lemmas gilt für alle Q(E)-\vertigen 
quadratischen Formen Q 

( 7 / ^ , < 0 ) p = 0 7 r * p ( Ö . t l ) . 
V/P 

Beweis. Unter Verwendung des letzten Lemmas durch Nachrechnen. 

F ü r (!)eQp definiert man die O r d n u n g vp((o) als das maximale neZ mit 
a>(p~")={l}. D i e Differentiale der O r d n u n g ^ 0 bilden einen freien / l p - M o d u l 
F ( F p ) = /p vom R a n g 1. F ü r w e ß definieren wir VP(OJ) = vp(o)p). D ie Differentiale 
von F , die übe ra l l O r d n u n g ^ 0 haben, bi lden einen projektiven / 1 - M o d u l 
F = F(F) vom R a n g 1. D i e Steinitz-Invariante von F ist die Idealklasse der 
Differente von F Q . (Vgl . [2], C h a p . 13.) 

Lemma 3.3. Sei E/F endliche Erweiterung und h: V x V—.> Q(E) symmetrische 
Bilinearform über E. Ist ein Gitter M F{E)-modular bezüglich /?, .SY; ist es F (F) -
modular bezüglich lr*h. 

Z u m Beweis benutzen wir folgendes L e m m a : Es sei A ein kommuta t iver 
R i n g , B eine kommuta t ive /4-Algebra, die endlich erzeugt ist als / l - M o d u l , 
F sei ein 4 - M o d u l und A sei ein ß - M o d u l . 

Lemma 3.4. Ist h: M x M —• A eine nicht-singulare symmetrische Bilinear­
form über B und ist s: A -> F eine A-lineare Abbildung, derart daß 

BxA^F, (lid)^s(ßd) 

nicht-singulär ist (d.h. Isomorphismen B^ H o m 4 ( z l , F), z l ^ H o m 4 ( ß , F) liefert), 
S ( ) i s t sob: MxM^F 

nicht-singulare symmetrische Bilinearform über A. 

Beweis. (Vgl . [8].) Sei meM, m^O. D a n n gibt es ein m'eM mit b(m. m')^0. 
D a n n gibt es ein ßeB mit s(ßb(m, m')) = sb(nu m ß)4=0. A l s o ist 

M —• H o m 4 ( M , F) 
injektiv. 

W i r beweisen nun die Sur jek t iv i t ä t dieser A b b i l d u n g . Sei also cp: M —• F 
eine /I-lineare A b b i l d u n g . Jedes meM definiert eine ,4-lineare A b b i l d u n g 

ß ~ + F , ßh->cp(mß). 

Es gibt also ein eindeutig bestimmtes Element ij/(m)eA mit 

s(ßil/(m)) = cp(ßm) für alle / i e ß . (*) 

D a m i t haben wir eine A b b i l d u n g 

definiert. Es ist t r iv ia l , d a ß diese A b b i l d u n g addit iv ist, und es ist leicht zu 
sehen, d a ß sie auch ß - l i n e a r ist. A l s o gibt es ein m'eM mit 

b{nu m') = ijj(m) für alle m e M . 



A u s (*) ergibt sich dann mit ß = 1 

sb(m, m') = tp(m) 
für alle m e M , q.e.d. 

Beweis von 3.3. W i r brauchen die Behauptung nur im L o k a l e n zu prüfen. 
Sei also F p-adischer K ö r p e r , E/F endliche algebraische Erwei terung und B 
der R i n g der ganzen Zah len von E mit maximalen Ideal s £ . W i r ü b e r n e h m e n 
den Beweis im wesentlichen aus [6]. Es genüg t , die Fä l le E/F unverzweigt 
und E/F rein-verzweigt zu betrachten. N a c h dem letzten L e m m a genüg t es 
jeweils zu beweisen, d a ß 

7r : ß x F ( £ ) - ^ F ( F ) , (ß,o))v-+Tr(ß o)) 

n i c h t - s i n g u l ä r ist. 

(i) Sei also z u n ä c h s t E/F unverzweigt und x p . . . , * „ eine Basis von B übe r A. 
M i t s bezeichnen wir die Spur von E nach F . Sei nun a)0: F —• 7 ein Charak te r 
der O r d n u n g 0, d.h. OJ0(A)= {1}, o)0(p~ {1}. D a n n ist co = w 0 .sein Charakter 
der O r d n u n g 0 auf E. D i e M a t r i x der Bi l inearform 

7r . B x F(E)—• F ( F ) 

bzgl. der Basen {x,}, {.v,w}, {OJ0} von ß , F (F ) , F ( F ) respektive ist (s(x{.\'y)). 
Sie ist n i ch t - s ingu lä r , weil E/F unverzweigt ist. 

(ii) Sei jetzt E/F rein-verzweigt. D a n n existiert eine Uniformisierende r 
von E mit M i n i m a l g l e i c h u n g xn + an_x xn~x + ••• + f = 0 mit £ = F(r ) . D a n n ist t 
eine Uniformisierende von F . Es sei OJ0: F — • 7 ein Charakter der O r d n u n g 0 
mit (t)0(t~l)$: 1. Definiere die F-l ineare A b b i l d u n g s: E—> F durch 

: i S ( T » - 2 ) = 0 , S ( T " - 1 ) = 1 . 

F ü r (/; = d){) s gilt dann to(B) = {1}, denn ß = ,4 + T 4 + • 
denn 

• - l - T ' , - 1 / l , u n d W I T " 1 ) * ! , 

r " - 2 + T n 

A l s o hat co die O r d n u n g 0. D i e M a t r i x der Bi l inearform 7r: BxF(E)-+ F(F) 
bezügl ich der Basen {1, r , . . . , x"~l}; ( W , T W T ^ ' W ) , {OJ0} ist 

0 

\ 
also n i c h t - s i n g u l ä r ; q.e.d. 
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§ 4. Das Weilsche Reziprozitätsgesetz 

W i r beweisen das Weilsche R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z [17], S. 179, P ropos i t i on 5 
in etwas anderer F o r m unter Verwendung der in [6] benutzten Methode und 
der lokalen Ergebnisse aus § 3. 

7 8 sei die G r u p p e der 8-ten Einhei tswurzeln, die wir uns immer als Unter ­
gruppe von 7 denken. Im ü b r i g e n ü b e r n e h m e n wir die f rüheren Bezeichnungen. 

Satz 4.1. Es sei F algebraischer Zahlkörper und Q der eindimensionale 
Vektorraum der Differentiale über F . Dann gibt es für alle endlichen und reellen 
Primstellen p Homomorphismen 

7P : H (f2 p)-> 7 8 

mit folgenden Eigenschaften: 

(i) Für jedes Qe W(Q) gilt yp(Qp) = 1 für fast alle p. 

(ii) Für jedes QeW(Q) gilt 

I I 7 p ( ß P ) = 1 (Reziprozitätsgesetz). 
p 

(iii) Ist (pp anisotrope vierdimensionale Form der Diskriminante 1 von W(Qp), 
so gilt ypi<pp)= - 1. 

Korollar 4.2. (Hilbertsches Rez ip roz i t ä t sgese tz . ) Est (a, b) eine Quaternionen-
Algebra über F , so ist die Anzahl der Primstellen p, an denen (a, b) nicht zerfällt, 
endlich und gerade. 

Beweis. D u r c h A n w e n d u n g von 4.1 auf die N o r m f o r m der Quaternionen-
Algeb ra (a, b). (Vgl . [14].) 

Beweis von 4.1. Es sei z u n ä c h s t F = Q . In [14] wurde bewiesen, d a ß es 
H o m o m o r p h i s m e n 

gibt, die analoge Eigenschaften haben. W i r wiederholen die Def in i t ion der y p : 
Sei a = c 1 " ' . W i r definieren 

•/,.: M / ( I R ) ^ 7 8 , < 1 > ^ * , 

•/',: W ( Q , ) - > 7 8 . < l > H - a " 1 . 

<1, l , l , 5> i -» 1, 

< - l , 2 ) ^ l ; 
für p ungerade P r i m z a h l 

W / (Q | , ) - ->7 8 , 1, falls i: E inhe i t , 

(p}y-> y.p~\ 

D a d u r c h sind die y'p eindeutig bestimmt. 



Offensichtlich ist Bedingung (iii) erfüllt, denn + <px = <1, 1, 1, 1> und cp2 = 
<1, 1, 1, 1>. Bedingung (i) ergibt sich aus der Tatsache, d a ß jedes a e Q * an fast 
allen Stellen eine Einhei t ist, und (ii) ist im wesentlichen der Inhalt des G a u ß -
schen Rez ip roz i t ä t sgese t ze s . Eine Fami l i e {yp} mit den g e w ü n s c h t e n Eigen­
schaften erhalten wir, indem wir durch W a h l irgendeines Basiselementes 
o j e ß ( Q ) die G r u p p e W ( ß ( Q ) ) mit W ( Q ) und die G r u p p e n W(Q{<Qp)) mit den 
entsprechenden W(<Qp) identifizieren. Es ist klar , d a ß dabei alle Bedingungen, 
insbesondere (iii), erhalten bleiben. 

Sei nun F / Q eine endliche Erweiterung. W i r definieren yp = yp° Tr*p und 
haben die Eigenschaften (i), (ii), (iii) n a c h z u p r ü f e n . 

(i) QeW(Q(F)) sei gegeben. A n fast allen Pr imstel len existiert ein F(F p ) -
modulares Gi t t e r von maximalem Rang. N a c h 3.4 ist an fast allen Stellen dieses 
Gi t te r auch F (Q / ; ) -modu la r bezüg l ich Tr*/p{Qp). D a der Charakter , mit dem 
wir die differentialwertigen und die g e w ö h n l i c h e n F o r m e n identifizieren, fast 
übera l l O r d n u n g 0 hat, folgt die Behauptung. 

(ii) F ü r alle QeW(Q(F)) gilt unter Verwendung von 3.2 und dem schon 
bewiesenen F a l l F = Q : 

11 v P(ß P)=n (n vp(ßp))=n (n ?̂ M ) = U - / p ( © n P ^ ) 
P p pp p pp p 

=n-/,(7i*«<e))P=i. 
p 

(iii) N u r der F a l l p endl ich ist interessant. N a c h einem Satz von M i l n o r [8] 
ist Tr*((pp)*<pp, also yp(q>p) = yp(<Pp) = ~ 1. 

§ 5. Existenz von Reziprozitätsgesetzen. Ein Satz von Armitage 

In Ana log ie zu den Betrachtungen in 4. untersuchen wir Fami l i en von 
H o m o m o r p h i s m e n . j ^ / r ) _ > 7 g 

mit folgenden Eigenschaften: 

( R l ) Für fast alle p gilt yp(W(Ap))= {1}. Ist insbesondere QeW(F), so gilt 
also yp{Q)= 1 für fast alle p. 

(R2) Ist QeW(F), so gilt f ] V p ( ß ) = 1-
p 

Eine solche Fami l i e nennen wir Rez ip roz i t ä t sgese t z . W i r sprechen von einem 
erzeugenden Rez ip roz i t ä t sge se t z , falls zusä tz l ich gi l t : 

(R3) Ist cpp die anisotrope Quaternionenform über Fp, so gilt yp(cpp)= — 1. 

Bemerkung 5.1. G i l t (R3) für ein einziges p, so folgt diese Bedingung wegen 
(R2) und der Existenz globaler Quatern ionen-Algebren mit vorgeschriebenen 
Invarianten schon für alle p. 

Ist a ein gebrochenes Ideal, so sprechen wir von einem „Reziprozitätsgesetz 
Jür a w\ falls zusä tz l i ch gi l t : 

( R a ) F ü r alle p ist yp(W(ap))= 1. 



Bemerkimg 5.2. G e n ü g t ein erzeugendes R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z den Bedingun­
gen ( R Q ) und (Ret') für zwei Ideale a, a', so m u ß a' = ab2 mit einem weiteren 
Ideal b sein. Ist n ä m l i c h an einer diskreten Stelle p die O r d n u n g i p ( a ) = 0(2), 
so gilt für die N o r m f o r m \f/p der unverzweigten quadratischen Erwei terung 
von F p die G l e i c h u n g y p ( ^ p ) = l , denn \fjpeW(ap). M i t beliebiger Or tsuni -
iormisierender np ist if/p®np<AP = also yp(np\fjp) = - 1 . Ist hingegen vp(a) = 1 (2\ 
so m u ß 7 P ( ^ P ) = - 1 und y p(?r p ijjp) = 1 sein. 

W i r stellen jetzt folgende naheliegende Frage: 

Existenzproblem. F ü r welche Ideale a existiert ein erzeugendes Rez ip roz i ­
t ä t sgese tz? 

Diese Frage w i rd durch den folgenden Satz beantwortet, dessen Beweis das 
Haup tz ie l dieses Paragraphen ist. 

Satz 5.3. Für a existiert ein erzeugendes Reziprozitätsgesetz genau dann, 
wenn a ein Quadrat in der Idealklassengruppe C von F ist. 

Dabe i wi rd sich folgendes Resultat von Hecke ([1, 5, 18]) mitergeben: 

Korollar 5.4. Die Differente D von F / Q ist ein Quadrat in der Idealklassen-
Gruppe. 

Es ist offensichtlich, d a ß für a ein erzeugendes R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z genau 
dann existiert wenn für a b 2 , b beliebig, eins existiert, oder wenn für (a) a, a e F * , 
eins existiert. D i e L ö s u n g des Exis tenzproblems h ä n g t also nur von der Klasse 
von a in C/C2 ab. 

Lemma 5.5. Die Differente D läßt ein erzeugendes Reziprozitätsgesetz zu. 

Beweis. Identifiziert man nach W a h l eines Basiselementes toeQ(F) den 
V e k t o r r a u m Q(F) mit F , so entspricht dem M o d u l F ( F ) ein Ideal D ' , das zur 
Idealklasse der Differente g e h ö r t . N u n läßt F ( F ) ein erzeugendes R e z i p r o z i t ä t s ­
gesetz zu (es ist offensichtlich, was damit gemeint ist), n ä m l i c h das Weilsche. 
D e r Isomorphismus Q(F) = F liefert Isomorphismen Q(Fp) = Fp, und die den 
H o m o m o r p h i s m e n yp des Wei lschen R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z e s entsprechenden 
H o m o m o r p h i s m e n W(Fp)-+ 7 8 bi lden ein R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z für D ' , q.e.d. 

N a c h dem schwachen Approx ima t ionssa tz kann man nicht-dyadische 
diskrete Pr imste l len p{,..., p c finden, die eine Basis von C/C2 bilden. Es sei A + 

die G r u p p e der unverzweigten totalposit iven Quadratklassen von F . Es besteht 
ein kanonischer H o m o m o r p h i s m u s 

A + - (Z/2ZY, di > ( [ F P i ( / d ) : F p - ] - \ ) i = l 

D e r Existenzsatz der K l a s s e n k ö r p e r t h e o r i e besagt insbesondere (s. § 7). 

Lemma 5.6. Die eben beschriebene Abbildung A +—>(Z/2Z)C ist ein Iso­
morphismus. 

W i r geben im A n h a n g der Arbe i t einen Beweis dieses Lemmas mit den 
hier benutzten Methoden . 



Lemma 5.7. Ist a kein Quadrat in C, so läßt a kein erzeugendes Reziprozitäts-
gesetz zu. 

Beweis. p n . . . , p c se i wie oben Basis von C/C2.0. B . d . A . sei a = p{ . . . p k , k^i 1. 
W i r führen die A n n a h m e „a läß t ein erzeugendes R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z z u " zum 
Wide r sp ruch : W ä h l e nach dem letzten L e m m a ein deA+, so d a ß d in Fpi kein 
Quadrat ist, wohl aber in F p 2 , . . . , FPe. D a n n gilt nach 5.2, d a ß }'P1<1, - d } = - 1, 
y .< 1, — d} = \ für i = 2,...,c und y p < l , — d} = \ an allen anderen endlichen 
Stellen, weil die F o r m dort a-modular (= unimodular) ist. D a d total-posit iv 
ist, gilt auch y <1, — d> = l an allen unendlichen Stellen, womit wir einen 
Widersp ruch zu (R2) haben. 

L e m m a 5.5 ergibt nun, d a ß die Differente D ein Quadrat in C ist, und dann 
den noch fehlenden T e i l von Satz 5.3. 

D u r c h eine Bedingung ( R Q ) wi rd ein erzeugendes R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z {y p} 
nur an den diskreten Pr imste l len n ä h e r beschrieben. Fragestellung und Resu l ­
tate dieses Paragraphen lassen sich verfeinern, indem man zu einem Ideal a 
nach der Existenz erzeugender R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z e fragt, für die neben (R a) 
gi l t : 

(Roo) An allen reellen Primstellen p ist 

} ' p « l » = a = e i 7 r ' ' . 

Wie eben ergibt sich, daß für die Differente ein erzeugendes Reziprozitätsgesetz, 
welches (Roc) erfüllt, existiert. 

Anstel le der Klassengruppe C hat man jetzt die engere Klassengruppe C 0 

(man dividier t nur durch Haupt ideale mit totalposit iven Erzeugenden) zugrunde 
zu legen. Z u einem Charak te r #: C 0 — • { +1} bezeichne M(x) die A n z a h l der 
reellen Pr imstel len p mit / (p ) = — 1. D a b e i ist unter x(P) der Wer t von x auf 
dem B i l d von p in C 0 zu verstehen, das durch ein Haupt idea l ( / ) r e p r ä s e n t i e r t 
wi rd mit / negativ bei p und posit iv an den anderen reellen Stellen. W e i l % 
auf dem Ideal ( / ) = ( — / ) zu einer totalnegativen Z a h l / verschwindet, ist M(x) 
eine gerade Z a h l . 

Satz 5.8. Für ein Ideal a existiert ein erzeugendes Reziprozitätsgesetz mit 
(Roc) genau dann, wenn für alle Charaktere x'- C 0—> { ± 1} der engeren Ideal-
klassen-Gruppe C0 gilt 

X(a) = im*>. 

A n w e n d u n g auf die Differente liefert einen Satz von Armi tage ([1], T h . 3). 
F ü r den Beweis von Satz 5.8 b e n ö t i g e n wir anstelle des Lemmas 5.6 den 

folgenden Spezialfall des Existenzsatzes der K l a s s e n k ö r p e r t h e o r i e , für den wir 
im A n h a n g der Arbe i t ebenfalls einen Beweis angeben. 

Lemma 5.9. Zu jedem Charakter x : C 0 —> { ± 1} gibt es eine an allen endlichen 
Stellen unverzweigte Quadratklasse (d) von F, so daß für jede Primstelle p gilt: 
Genau dann ist F p (] /5)4=F p , wenn / (p ) den Wert — 1 hat. 



Beweis von 5.8. W i r nehmen o . B . d . A . an, d a ß a P roduk t P j . - . p ^ von 
verschiedenen nichtdyadischen Primstel len ist. Z u dem vorgegebenen Cha rak ­
ter / w ä h l e n wir eine Quadratklasse (d) wie in 5.9 angegeben. Existiert für a ein 
erzeugendes R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z {y p }, so gilt nach 5.2: 

i = n v p < K - ' / > = ' ' M u ' n y P , < i - - ' / > 
P i=i 

= ' M u ' n z < p . - ) = ' , M o t , x ( ° ) . 
i = i 

q .e.d. 

§ 6. Eindeutigkeitssätze 

In diesem Abschni t t beweisen wir die Eindeutigkei t des Weilschen R e z i ­
p roz i t ä t sge se t z 4.1 im Sinne von M o o r e [11], Chap . II. 

Dabe i spielen die Elemente aus der 3. Potenz B^(F) des Ideals B0(F) der 
gerade-dimensionalen F o r m e n ü b e r F keine Ro l l e , weil wir nur Charaktere 
mit Werten in F 8 betrachten. BQ(F) besteht aus den Formen , die an allen 
diskreten Stellen hyperbol isch sind und an allen reellen Stellen durch 8 teilbare 
Signatur haben. Dieses Ideal ist für jedes a in den W i t t - G r u p p e n ß ( a ) , W(a) 
enthalten. W i r definieren 

B'(F) = B(F)/B3

0(F), B'(a) = B(a)/B>(F), 

etc. F ü r eine diskrete Stelle p ist ß ' ( F p ) = ß ( F p ) , für eine reelle Stelle p ist 

B'(FP) = B(F9)/B3

0(F9)^Z/&Z. 

U m die Bezeichnungen zu vereinfachen schreiben wir statt B\ W wieder ß , W. 
D i e u r s p r ü n g l i c h e n W i t t - G r u p p e n werden ü b e r h a u p t keine R o l l e mehr spielen. 
D i e neue G r u p p e B ist ü b r i g e n s eine Untergruppe des 2-Antei ls der „ g r a d u i e r t e n 
Brauer -Gruppe" . 

W i r betrachten z u n ä c h s t den lokalen F a l l : Es sei F ein p-adischer oder 
reeller K ö r p e r und cpF die N o r m f o r m der nicht- tr ivialen Quatern ionen-Algebra . 
W(F) = B(F) ist eine endliche G r u p p e ; die duale G r u p p e B(F)*: = Hom(B(F\ T 8) 
ist ein ß ( F ) - M o d u l v e r m ö g e 

{bx)(b') = x(b®b'). 

Satz 6.1. B(F)* ist ein freier B(F)-Modul vom Rang\. Jeder Charakter 
/: B(F)—> T 8 mit X((PF)= ~ 1 / s f e m Basiselement. 

Beweis. D a B(F) und B(F)* endliche G r u p p e n gleicher O r d n u n g sind, 
g e n ü g t es zu beweisen, d a ß 

B(F)-+B(F)*, bh^bx 

injektiv ist, falls X((PF)= — 1- Jede ungerade-dimensionale F o r m b ist Einhei t 
von B ( F ) , also b/^\. Ist b gerade-dimensionale F o r m der Di sk r iminan te 
d=M, so gibt es, wie man mittels [12], §63 , leicht sieht, eine F o r m b' mit 



b®b' = (pF in B(F\ also (bx)(b')= -1, also fc/=t=l. Ist & = <pF in ß ( F ) , so gilt 
b/f\) = - 1 , also q.e.d. 

Es sei nun F ein algebraischer Z a h l k ö r p e r und a ein gebrochenes Ideal, wel­
ches ein erzeugendes R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z zu l äß t , a ist also ein Quadrat in der 
Idealklassen-Gruppe. Es sei ft der K o k e r n der kanonischen A b b i l d u n g 

W(F)-+\lW(F9)/W(ap). 
p 

Hie r du rch läu f t p alle n icht -komplexen Primstel len (W(ap) = 0 für p reell). 
L i W(Fp)/W(ap) ist ebenso wie W(F) ein B(A)-Modu\ und obige A b b i l d u n g ist 
ß ( / l ) - l i nea r . Daher ist ft in kanonischer Weise B(A)~Modu\ und damit auch die 
Charaktergruppe ft* von ft. Offenbar entsprechen die Elemente von ft* in 
eindeutiger Weise den R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z e n für a. 

In Ana log ie zum letzten Satz gilt nun folgender Eindeutigkeitssatz: 

Satz 6.2. ft* ist ein freier B(A)-Modul vom Rang 1. Jedes erzeugende Rezi­
prozitätsgesetz für a ist ein Basiselement. 

Beweis. 7eft* sei erzeugendes Rez ip roz i t ä t sgese t z . F ü r die lokalen K o m p o ­
nenten 

/ p : W(FP) - W(FP)/W(ap) - L J W(Fp)/W(ap) - ft - T 8 

gilt also 7p(<pp)= —1. W i r behaupten z u n ä c h s t , d a ß B(A)-+ ft*, bh^b7 eine 
Injektion ist. Ist b=^0 in B(A), so gibt es nach H a s s e - M i n k o w s k i eine P r i m ­
stelle p mit bp^0 in B(Ap\ also /?p7p=j=l nach dem letzten Satz, womit die 
Behauptung bewiesen ist. 

Der Haupt te i l des Beweises besteht jetzt dar in zu zeigen, d a ß ft und B(A) 
endliche G r u p p e n gleicher O r d n u n g sind. Dieser Beweis wi rd in mehreren 
Hi l fssä tzen erbracht. 

Es sei 

m = A n z a h l der reellen Pr imstel len von F, 

n = A n z a h l der komplexen Primstel len von F , 

d = A n z a h l der dyadischen Primstel len von F , 

2C = [ C : C 2 ] . 

Lemma 6.3. Es sei 

P={aeF*\vp(a) = 0(2) für alle endlichen p}. 

Dann enthält P / F * 2 genau 2m + n + c Elemente. 

Beweis. Ist U die E inhe i ten-Gruppe von F , so hat man eine kanonische 
exakte Sequenz 

U/U2^ P / F * 2 - > 2 C - > 1 

mit 
2C={aeC\a2 = \}. 



D i e A b b i l d u n g P —• 2 C ist dabei durch 

P P 

definiert. N a c h dem Dir ichle tschen Einheitssatz ist [U: l / 2 ] = 2 m + " , wegen der 
Endl ichke i t der Klassenzah l ist [ 2 C : 1] = [ C : C 2 ] = 2C, q.e.d. 

Lemma 6.4. Ist a ein Quadrat, so enthält B(a) genau 22m+"+c+d Elemente. 

Beweis. Wegen B(a) = B(a b2) = B((a) a) g e n ü g t es den F a l l a = A zu be­
trachten. Das Ergebnis ergibt sich unter Benutzung des Satzes von Hasse-
M i n k o w s k i und seiner U m k e h r u n g durch A b z a h l u n g der m ö g l i c h e n Invarian­
ten: die D i m e n s i o n von beB(A) kann gerade oder ungerade sein, die D i s -
kr iminate ist ein Element von P / F * 2 , das H a s s e - M i n k o w s k i - S y m b o l kann nur 
an den reellen und dyadischen Stellen nicht verschwinden, wobei man jedoch 
das R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z zu beachten hat. A u f diese Weise ergeben sich genau 

2 . 2' n + n + c 2'" + ̂ — ^ 

Elemente (vgl. [10]). 

Jetzt k o m m t der unangenehmste Te i l des Beweises: 

Lemma 6.5. Ist a ein Quadrat, so enthält ft genau 2 2 m + n + c + d Elemente. 

Beweis. O . B . d . A . sei wieder a = A. Es ist etwas bequemer, die wegen 
W(a)a W0(F) doppelt so g r o ß e O r d n u n g des Kokernes von 

W0(F)-*]\W(FV)IW(AV) 
p 

zu berechnen. Wegen W(Ap) c B (Ap) hat man nach Abschn i t t 2. eine kanonische 
surjektive A b b i l d u n g 

«: LI W(FV)/W(AV)-+ C/C2. 
P 

Das B i l d von W0(F) liegt im K e r n von a. A l s o gilt 

[ft: 1 ] = 2 C " 1 O r d n u n g ( K o k e r n (W0 (F) — K e r n (a))). 

Sei also {rjp} ein Element von K e r n (a). (Der Querst r ich bezeichnet die kanon i ­
sche A b b i l d u n g W(Fp)-> W(Fp)/W(Ap).) D a n n gibt es ein deF* mit 

vp(d) = dimd2

p(np) (mod 2) 

für alle p, wobei c2 die 2. Restklassenform (vgl. 1.7) bezeichnet. D i e Fami l i e 
{Cp} mit C P = >/p © <l ,d> r e p r ä s e n t i e r t dasselbe Element des K o k e r n s wie die 
Fami l i e {rjp}. A n allen endlichen Stellen ist nach W a h l von d die 2. Restklassen­
form von C p gerade-dimensional. D u r c h A d d i t i o n einer geeigneten globalen 
Quaternionenform ij/e W0(F) (die \j/p k ö n n e n an den dyadischen Stellen beliebig 
sein) ergibt sich eine Fami l i e {c p } , c p = C P©*A P mit c p = 0 für alle nicht-dyadischen 
Primstel len und 6 , 2 (c p ) = 0 an allen dyadischen Stellen. D i e Z a h l dieser F a ­
mi l ien ist 



denn für p reell e n t h ä l t W(Fp)/W(Ap) gerade 8 Elemente und für p, dyadisch 
und [ F P i : Q 2 ] = N - e n t h ä l t B(Ap)/W(Ap) genau 2Nl + 2 Elemente. ( M a n beachte 
£ N . = m + 2w.) 

Eine solche Fami l i e liegt nach 1.6 im B i l d von W0(F\ wenn sie i m B i l d von 
B0(A) liegt. N a c h dem letzten L e m m a ist die O r d n u n g von B0(A) gleich 
22m+n+c+d-i £ s bleibt jetzt noch die A n z a h l der Elemente im K e r n von 

B0(A)^UW(FP)/W(AP) 

zu berechnen. E i n Element von B0{A) liegt im K e r n , wenn es übe ra l l unver­
zweigte totalpositive Di sk r iminan te d und an allen Stellen triviales Hasse-
M i n k o w s k i - S y m b o l hat. N a c h L e m m a 5.4 gibt es 2C solche D i sk r iminan ten d. 
D i e Elemente des Kernes werden durch die b i n ä r e n F o r m e n <1, -d} r e p r ä s e n ­
tiert. D i e A n z a h l der Elemente in ft ergibt sich nun zu 

D a m i t ist der Beweis des Lemmas und des Satzes 6.2 beendet. 

W i r wol len jetzt einen Eindeutigkeitssatz für quadratische R e z i p r o z i t ä t s ­
gesetze beweisen, ohne eine Bedingung (R a) zugrunde zu legen. D a z u definieren 
wi r den „Adelring" A(B(F)) = \(W(F)) als das e i n g e s c h r ä n k t e topologische 

P r o d u k t n m i B(A,)), 

P 

wobei B(Fp) mit der diskreten Topo log ie versehen ist. In Ana log i e zur Def in i t ion 
der Differentiale sei X(F) die G r u p p e der stetigen Charaktere 

y: A ( W ( F ) ) - r 8 , 

die auf dem B i l d von W(F) in A (W(F)) verschwinden. Ist y ein solcher Charakter , 
so bilden die lokalen K o m p o n e n t e n 

yp. W(Fp)^A(W(F))-^T8 

ein Rez ip roz i t ä t sgese t z . D i e Bedingung (R 1) ergibt sich aus der Stetigkeit von y. 
D i e Bedingung (R2) gilt, weil y auf W(F) verschwindet. Ist umgekehrt {y p} ein 
R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z und n = {np}eA{W(F)\ so ist 

p 
wegen ( R l ) wohldefiniert und wegen (R2) ein Element von X(F). D i e R e z i ­
p roz i t ä t sgese t ze entsprechen also umkehrbar eindeutig den Elementen von 
X(F). N u n ist A(W(F)) und damit auch X(F) in offensichtlicher Weise ein 
B ( F ) - M o d u l , und es gi l t : 

Satz 6.6. X(F) ist ein freier B{F)-Modul vom Rang 1. Den erzeugenden Rezi­
prozitätsgesetzen entsprechen die Basiselemente dieses Moduls. 

Beweis. Es sei {y p} ein erzeugendes R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z für A und y: 
A(W(F))—>T8 der z u g e h ö r i g e Charakter . D i e B(F)- l ineare A b b i l d u n g 



B(F)-+X(F), b\-+by ist nach demselben Argument wie früher injektiv. W i r 
wol len die Sur jek t iv i t ä t zeigen. Sei also x'. \(W(F)) —• 7 8 ein stetiger Charak te r 
mit lokalen K o m p o n e n t e n yp: W(Fp) —• 7 8 . N a c h 6.1 gibt es eindeutig bestimmte 
F o r m e n bDeB(F) mit / M _ , , 

für alle ^ e W ( F p ) . D a z P ( W ( , 4 p ) ) = { l } und y p ( ^ M p ) ) = l für fast alle p ist, 
folgt / ) p e ß ( / l p ) für fast alle p, also {bp}eA(B(F)). W i r betrachten die Fami l i e 

{bv}e\\W(Fp)/W(Ap). 

A u s n / p t ^ ) ^ * f u r a ^ e und (*) folgt nach dem letzten Satz, d a ß {bp} 
unter allen Charakteren von ft verschwindet, d.h. {bp} liegt im B i l d von B(F). 
W i r k ö n n e n also eine globale F o r m beB(F) finden, so d a ß die zu x + by 
g e h ö r i g e Fami l i e {bp@b} gleich 0 ist. O . B . d . A . k ö n n e n wir also vornherein 
annehmen, d a ß bpeW(Ap) für alle p ist. D a n n ist / ebenfalls ein R e z i p r o z i t ä t s ­
gesetz für A, nach dem letzten Satz also von der F o r m by für beB(A). D a m i t 
haben wir gezeigt, d a ß X(F) freier von 7 erzeugter £ ( F ) - M o d u l ist. E i n Element 
c y mit ceB(F) ist ein Basiselement von X(F) genau dann wenn c eine Einhei t 
von B(F) ist, also ungerade D i m e n s i o n hat. Das c y entsprechende R e z i p r o z i ­
t ä t sgese tz erfüllt dann aber Bedingung (R3) , q.e.d. 

Bemerkung d.i. Sei y e X ( F ) ein erzeugendes Rez ip roz i t ä t sgese t z , das einer 
Bedingung ( R Q ) g e n ü g t , und ceB(F) ein Element von ungerader D i m e n s i o n . 
Es ist nicht schwer einzusehen, d a ß c y genau dann einer Bedingung ( R a ) 
genüg t , wenn die Cl i f fordinvar iante von c an allen nichtdyadischen Pr imstel len 
verschwindet. 

Satz 6.6 e r m ö g l i c h t uns, die Wi t tgruppe W(F) eines algebraischen Z a h l ­
k ö r p e r s F i m S inn der E in le i tung zu „ b e r e c h n e n " . Sei ein erzeugendes R e z i ­
p r o z i t ä t s g e s e t z {y p} für ein Ideal c von F fest vorgegeben. Seien a und b weitere 
Ideale mit o b = c. Unser R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z liefert einen H o m o m o r p h i s m u s 

*: ®W(Fp)/W(ap)^B(b)\ 
P 

der einem Element {fjp} den Charak te r 

P 

auf B(b) zuordnet, denn es ist W(ap) B(bp)a W(cp). D a n n verschwindet <P auf 
dem kanonischen B i l d von W(F). W i r führen die Untergruppe W + ( b ) der 
ceW(b) mit c p ^ 0 an allen reellen p ein. A n a l o g zu <P definiert unser R e z i ­
p r o z i t ä t s g e s e t z einen H o m o m o r p h i s m u s 

f : ®W(Fp)/B(ap)^W+(b)*. 
p 

Dabe i ist an den reellen Pr imstel len B(ap)=W(Fp) zu lesen, d.h. der A n t e i l 
der reellen Primstel len ist t r iv ia l . N u n macht man sich unter Benutzung von 
5.2 und 6.1 an jeder Stelle p leicht k l a r : 



Lemma 6.8. Die Gruppe B(ap) besteht aus allen ce W(FV) mit yp(c n)= 1 für 
alle neW(bp). Ebenso ist W(ap) die Gruppe der ceW(Fp) mit yp(c n)= 1 für alle 
neB(bp). 

D a m i t erhalten wir aus Satz 6.6 unmittelbar folgendes K o r o l l a r . 

Korollar 6.9. Die Sequenzen 

0-+W+(a)-+W(F) 

und 
0-+B(a) -+W(F) 

sind exakt. 

D i e Ordnungen der endlichen G r u p p e n B(a) lassen sich leicht berechnen 
(vgl. L e m m a 6.4). D i e Ordnungen der W + (a) ergeben sich z . B . aus einem Ver ­
gleich der zweiten Sequenz aus K o r o l l a r 6.9 mit den in Satz 2.2 betrachteten 
Sequenzen, unter B e r ü c k s i c h t i g u n g des Existenzsatzes 5.3: 

[ H / + ( b ) : l ] = [ C : C 2 ] , 

falls b ein Quadrat in C ist, und 

[ W + ( b ) : l ] = H C : C 2 ] 

sonst. D i e erste dieser Gle ichungen hatten wir n a t ü r l i c h schon im Beweis 
von L e m m a 6.5 benutzt. 

In K o r o l l a r 6.9 k ö n n e n die Wit tgruppen auch im u r s p r ü n g l i c h e n Sinne 
gelesen werden, also nicht m o d ( ß 0 ) 3 reduziert. Unter B(b)* ist dann die G r u p p e 
H o m ( ß ( b ) , 7 8 ) zu verstehen. 

§ 7. Anhang. Zum Existenzsatz der globalen Klassenkörpertheorie 
für quadratische Erweiterungen 

W i r betrachten zu der G r u p p e A + der unverzweigten totalposit iven Q u a ­
dratklassen von F und der G r u p p e D i v ( F ) der Div i so ren (= mul t ip l ika t ive 
G r u p p e der gebrochenen Ideale) von F die biaddit ive A b b i l d u n g 

p: A + x D i v ( F ) - > Z / 2 Z , 
die einer Quadratklasse d und einem Pr imidea l p den Wert (Fp(]/d): Fp)- 1 
m o d 2 zuordnet. Unter dieser Paarung liefert ein Element (d)=l=(l) von A + eine 
von 0 verschiedene A b b i l d u n g von D i v ( F ) nach Z/2Z. Weiter besagt das W e i l -
sche R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z , angewandt auf eine F o r m <1, — / ) ® < 1 , — d > ® < w > 
mit toeQ(F), w + . / G F * , (d)eA+ (also Hi lber ts Rez ip roz i t ä t sgese tz ) , d a ß 
p(cL(j )) = 0 ist. p faktorisiert somit ü b e r eine Paarung 

A + x C / C 2 - > Z / 2 Z , (1) 

die im Argumen t A + nicht ausgeartet ist. L e m m a 5.6 bedeutet gerade, d a ß diese 
Paarung eine perfekte D u a l i t ä t ist. (Dazu g e n ü g t es, [A+: 1] ^ [ C : C 2 ] zu 
zeigen.) Dies ist ein Spezialfall des Existenzsatzes der K l a s s e n k ö r p e r t h e o r i e 
(vgl. z . B . [3] , C h a p . VIII ) . 

®W(Fp)/W(ap)-^B(b)* ->0 

0 W(FP)/B{av) ^ W + ( b ) * ^ 0 



A n a l o g e rhä l t man zu der G r u p p e A der an allen diskreten Pr imstel len 
unverzweigten Quadratklassen eine im 1. Argument nicht ausgeartete Paarung 

A x C0/C2

0^Z/2Z. (2) 

L e m m a 5.9 bedeutet, d a ß diese Paarung eine perfekte D u a l i t ä t ist, ein anderer 
Spezialfall des Existenzsatzes der K l a s s e n k ö r p e r t h e o r i e . 

W i r beweisen jetzt die Ung le i chung [z l : 1] ^ [ C 0 : C Q ] unter Benutzung des 
Satzes von H a s s e - M i n k o w s k i und seiner U m k e h r u n g mit den Me thoden aus 
§ 6 . D a n n wissen wir, d a ß (2) eine perfekte D u a l i t ä t ist. D i e G r u p p e § der 
Bi lder a ü e r Hauptd iv i soren in C 0 wi rd von den „reel len P r i m d i v i s o r e n " 
erzeugt. § hat also unter (2) in A den A n n u l l a t o r A + . Andererseits ist C 0 / § ^ C . 
Somit wissen wir nach Beweis von [ z l : l ] ^ [ C 0 : C ^ ] , d a ß auch (1) eine perfekte 
D u a l i t ä t ist. 

W i e in § 6 bezeichnen wir mit m, n, d die A n z a h l der reellen bzw. komplexen 
bzw. dyadischen Primstel len von F und schreiben [ C : C 2 ] = 2 C . W i e in § 6 
betrachten wir nur m o d reduzierte W i t t - G r u p p e n . Sei a ein (evtl. gebro­
chenes) Ideal von A, für das es ein erzeugendes R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z {y p} gibt, 
etwa die Differente von F / Q (s. 5.5). fi (a) bezeichne den K o k e r n der kanonischen 
A b b i l d u n g 

B(F)/B0(F)2 -+ U B(Fp)/(W(ap) + B0(Fp)2), 
p 

wobei p jetzt nur die diskreten Pr imstel len durch läu f t . B+(A) bezeichne die 
G r u p p e aller ceB(A) von gerader D i m e n s i o n mit c p ~ 0 an allen reellen Stellen. 
(Ist m > 0 , so braucht man „ g e r a d e D imens ionen" n a t ü r l i c h nicht extra zu 
fordern.) Unser R e z i p r o z i t ä t s g e s e t z gibt eine wohldefinierte Paarung 

ß + ( / l ) x £ ( a ) - > 7, (3) 

die einem ceB+(A) und einem durch eine Fami l i e {>/p} mit npeB(Fp) r e p r ä ­
sentierten Element von 2(a) die Einhei tswurzel ]~] y p ( c / / p ) zuordnet. Ä h n l i c h 
wie zu A n f a n g des Beweises von 6.2 sieht man, d a ß diese Paarung im Argument 
B+(A) nicht ausgeartet ist. W i r erhalten somit 

Lemma 7.1. [*}(<*):0] ̂  [ ß + (A):0]. 

W i r werden jetzt [ß+( / ! ) : ( )] berechnen und dann [2(a):0] nach oben 
a b s c h ä t z e n . 

Lemma 7.2. Die Ordnung der Gruppe B+(A) ist gleich 2" + d~1 [ C 0 : C 2 ] . 

Beweis. W i e im Beweis von 6.4 sieht man, d a ß die O r d n u n g von B+(A) 

g l e i G h 2 d - ' [ P + : F * 2 ] 

ist, wobei P+ die G r u p p e der totalposit iven aeF* mit t;p(^) = 0 m o d 2 für 
alle endlichen p bezeichnet. Sei (7+ die G r u p p e der totalposit iven Einhei ten 
von A und § = § ) /§ ) + das B i l d der G r u p p e der Hauptd iv i soren in der engeren 
Klassengruppe C 0 = D i v ( F ) / § + . A n a l o g zum Beweis von 6.3 erhalten wir 



eine exakte Sequenz 

1 — U+/U2 — P+/F*2 — 2 ( C 0 ) / § ^ 0, 

indem wir einem aeP+ die Klasse von J~[ p* l'p ( f l ) zuordnen. A l s o ist 

IP+ : F * 2 ] = [ l / + : £ / 2 ] [ C 0 : C 2 ] [ § : § + ] - 1 . 

Andererseits haben wir trivialerweise eine exakte Sequenz 

1 > U/U+ -> F * / F + > 1, 

wobei F+ die G r u p p e der totalposit iven Zahlen aus F * bezeichnet. Daher ist 

[ £ : £ + ] [ l / : l / + ] = 2 ' \ 
Insgesamt erhalten wir 

[P+:F*2] = 2-'n[U:U2] - [ C 0 : C 2 ] , 

also mit dem Dir ichletschen Einheitensatz die Behauptung, q.e.d. 

W i r wollen jetzt die O r d n u n g von 2(a) mög l i chs t weitgehend berechnen. 
Sie ist doppelt so g r o ß wie die O r d n u n g des K o k e r n s der kanonischen A b b i l d u n g 

A: ß ° ( F ) / ß 0 ( F ) 2 - U ß ( F p ) / ( M / ( a p ) + ß 0 ( F p ) 2 ) . 
P 

Offensichtlich liegt das B i l d von A im K e r n der n a t ü r l i c h e n Surjektion 

ß : ß(F p ) / (H/(a p ) + ß 0 ^ 
P 

wobei der zweite Pfeil von der in §2 betrachteten A b b i l d u n g stammt. W i r 
bezeichnen den K o k e r n der aus A durch E i n s c h r ä n k u n g des Bildbereiches 
entstehenden A b b i l d u n g von B0(F)/B0(F)2 nach K e r ( ß ) mit fi^a). Es ist 

[f i(a):0] = 2 c - 1 [ £ 1 ( a ) : 0 ] . (4) 

M a n sieht nun, mit weniger M ü h e als im Beweis von 6.5, d a ß alle Elemente 
von fij(a) schon durch F a m i l i e n aus 

22(ah = UB(ap)/(W(ap) + B0(Fp)2) 
P/2 

r e p r ä s e n t i e r t werden. D a m i t e rhä l t man eine n a t ü r l i c h e exakte Sequenz 

0 ^ V y ( a ) / ( ^ ( a ) n ß o ( F ) 2 ) - ^ ( ß ( a ) n ß o ( F ) ) / ( ß ( a ) n ß o ( F ) ) 2 

M a n verifiziert (vgl. Beweis von 6.5) 

[ f i 2 ( a ) :0 ] = 2 m + 2 n + d . (6) 

D i e Elemente des ersten und zweiten Terms aus (5) werden durch ihre 
Disk r iminan te klassifiziert. Diese m u ß beim ersten T e r m in A liegen, kann 
jedoch beim 2. T e r m jedes Element der in 6.3 betrachteten Menge P / F * 2 sein. 



[W(a):(W(a)nB0(F)2)]^[A:\] (7) 
und nach 6.3 

l(B(a)nB0(F)):(B(a)nB0(F)2)] = 2m + H + c . (8) 

A u s (4), (5), (6), (7), (8) e rhä l t man 
Lemma 7.3. [ £ ( a ) : 0 ] ^ 2 n + d ' 1 [A: 1]. 

Diese drei Hi l fssä tze ergeben zusammen die Behauptung [A: 1] ̂  [ C 0 : C ^ ] . 
Es sei noch angemerkt, d a ß die jetzt bewiesene Gle ichhei t [A: 1] = [ C 0 : C ^ ] 
auch bedeutet, d a ß die Paarung (3) eine perfekte D u a l i t ä t ist. Das ist eine 
A b s c h w ä c h u n g von Satz 6.6. 
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