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Annullatoren von Pfisterformen tiber semilokaleh R'ingen

Ricardo Baeza und Manfred Knebusch

§ 1. Einleitung

Mit der vorliegenden Untersuchung setzen wir unset in den Arbeiten [6],
[1,§1] und [2] begonnenes Studium der Pfisterformen iiber semilokalen Ringen
fort. Wir benutzen hier dieselben Bezeichnungen wie in den drei genannten
Arbeiten bis auf den unwesentlichen Unterschied, daB alle symmetrisch bilinearen
und quadratischen Ridume in dieser Arbeit nicht nur projektive, sondern freie
Moduln sein sollen. '

Ohne Zweifel hat auch iiber semilokalen Ringen eine moglichst genaue
Kenntnis der Eigenschaften von Pfisterformen zentrale Bedeutung fiir den weiteren
Aufbau einer Theorie der quadratischen und (symmetrisch) bilinearen Formen,
wie dies iiber Korpern eindrucksvoll durch Arbeiten von Pfister, Arason, Elman
und Lam belegt wird.

A ist in dieser Arbeit stets ein kommutativer Ring mit Eins, der scmllokal ist,
d.h. nur endlich viele maximale Ideale hat. W(A) bezeichnet den Wittring der
(freien) bilinearen Raume iiber 4 und Wy(A) die Wlttgruppe der (freien) quadra-
tischen Rdume iiber 4.

Wie in [1] bezeichnen wir fiir Elemente a,b aus A mit 1—4ab Einheit den

1 .
biniiren quadratischen Raum [‘11 b] kurz mit [a, b]. In [6, §4] wurde unter einer

kleinen Emschrankung fiir 4 gezeigt, daB das Annullatorideal eines quadratischen
nicht hyperbolischen Pfisterraumes

F=(1,a)®-®(1,4)®[1,b],

n=0, in dem Wxttrmg W(A) durch eigentliche bindre Riaume erzeugt wird, also
durch Réume (1, —c) mit ¢ in der Gruppe D*(F) der durch F dargestellten Ein-
heiten. Fiir Korper einer Charakteristik 2 wurde dieser Satz schon friiher von
E. Witt-bemerkt [unveroffenthcht]

Sei nun

(p=(l9al)®"'®(1’an) (nzl)

ein bilinearer Pfisterraum iiber A4, dessen Bild in W(A) nicht Null ist. Das Ziel der
vorliegenden Arbeit ist die Bestimmung des Annullators (p) von ¢ in dem
W(A4)-Modul Wq(A) Ersichtlich ist (@) ein Untermodul von Wg(4). Wir be-
zeichnen mit ¢’ den reinen Anteil des Pﬁsterraumes ¢, also den nach [2] durch

dle Zerlegung
@ E(l)l ¢’
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bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Raum. Unser Hauptresultat besagt,
daB U(p) als W(4)-Modul durch binidre Riume erzeugt wird sofern A4 keinen
Restklassenkorper mit nur 2 Elementen besitzt (Satz 6.1). Weiter zeigen wir, daBl
ein binidrer quadratischer Raum E mit ¢ ® E~0 sich in der Gestalt

Ex()®[1, —y*—y—n(v)]

schreiben 148t mit ¢ in 4*,y in 4 und v in ¢’ {A* =Gruppe der Einheiten von 4;
n(v)=Wert der Bilinearform auf (v, v)} und unter milden Einschrinkungen fiir 4

sogar in der Gestalt Ex(0)®[1, —n®)]

mit v in ¢’ und n(v) Einheit (Satz 5.1, Satz 5.2).

Zum Beweis bendtigen wir als technisches Hilfsmittel einige ,,Transversalitits-
sdtze®, die wir in §2 und §4 zusammenstellen. Diese Transversalititssitze diirften
auch bei der Behandlung anderer Probleme iiber quadratische Formen von
Nutzen sein. Zum Beispiel hat Hermann Bauer, ein Doktorand in Regensburg,
kiirzlich mit ihrer Hilfe festgestellt, daB3 iiber einem semilokalen Ring, in dem
2 Einheit ist, einige wichtige von Elman und Lam in-[4] fiir Pfisterformen iiber
Korpern bewiesene Aussagen richtig-bleiben, ndmlich der Satz 3.2 dort iiber die
,bindre Verbindlichkeit der Produktdarstellungen einer Pfisterform, und die
Teilbarkeitssdtze 1.4 und 2.7. Auch sei vermerkt, daB der in [1,§1] bewiesene
Satz, daB3 eine isotrope quadratische Pfisterform hyperbolisch ist, sich mit dem
Transversalitidtssatz 2.7 in §2 wesentlich schneller herleiten 148t als in [1].

Im Hinblick auf weitere zu erwartende Anwendungen von Transversalitéits-
sdtzen erschien es uns angebracht, in §2 und §4 an einigen Stellen etwas mehr zu
beweisen, als wir in der vorliegenden Arbeit brauchen.

Es bleibt zu fragen, ob das Annullatorideal eines bilinearen Pfisterraumes ¢
in W(A) durch eigentliche bindre Riume (1, —a) erzeugt wird, und weiter, fiir
-welche Einheiten a von A der Raum (1, —a) durch ¢ annulliert wird. Diese beiden
Fragen sind unseres Wissens noch véllig offen, abgesehen von dem hier nicht mehr
interessierenden Falle, daB 2 Einheit in A ist, der schon in der Arbeit [6] erledigt
wurde. Zur Verdeutlichung der Schwierigkeit, die einer Beantwortung.selbst der
zweiten Frage entgegensteht, bringen wir ein Beispiel. '

Sei ¢ =8 x (1). Weiter sei h eine natiirliche Zahl, fiir die2h—1und 4h—1in 4 -
Einheiten sind. (Solche Zahlen h gibt es zu jedem semilokalen Ring A.) SchlieBlich
sei a eine Einheit von A4, die sich in der Form

a=x*+xy+y*h

mit x, ye A schreiben 148t und nicht in dem Teilring A® liegt, der von den Qua-
draten in 4 erzeugt wird. Der quadratische Raum (1, —a) ® [1, h] ist hyperbolisch.
Daraus folgt mit dem im Beweis von Lemma 3.2 in [7] benutzten Verfahren, daB3
der bilineare Raum ¢ ® (1, —a)=8 x(1, —a) in W(A4) das Bild Null hat. Jedoch
wird die Einheit a nicht von dem Raum ¢ dargestellt.

§ 2. Transversalitiitssiitze

Wir machen zunichst eine Bemerkung iiber Basen von quadratischen Riumen
iiber unserem semilokalen Ring A. Die quadratische Form eines quadratischen
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Raumes bezeichnen wir gewShnlich mit g und die zugehdrige symmetrische
Bilinearform mit B. Es ist also B(x, y)=q(x+y)—q(x)—q(). v

Definition 2.1. Sei E ein quadratischer Raum +0 iiber 4 und n seine Dimen-
sion. Eine kanonische Basis von E ist bei geradem n=2m eine Basis

' {elafl""’em’fm}
des Moduls E iiber 4 mit

B(ei’ej)=B(j;',f})=B(eiaf;')=0

fiir i%j, und B(e;, f)=1 fiir jedes i. Die Elemente 1—44(e;) q(f) miissen dann
Einheiten von 4 sein. Ist n=2m+1 ungerade und somit insbesondere 2 Einheit
in A, so verstehen wir unter einer kanonischen Basis von E eine Basis

{el ’.fl LA ] emafm’ g}’

bei der die ¢;, f; den obigen Beziehungen geniigen, und g auf allen anderen Basis-
vektoren senkrecht steht. g muB dann strikt anisotrop sein, d.h. g(g) ist Einheit. .
_Eine kanonische Basis {ey, fi, .-, €m> £} bzw. {e1, fis---»€m; fu,8} heiBe strikt
kanonisch, wenn alle Vektoren e;, f; strikt anisotrop sind. ‘
Es ist wohlbekannt und leicht zu zeigen, daB jeder quadratische Raum E=+0
eine kanonische Basis besitzt, bei der iiberdies die Vektoren e; alle strikt anisotrop
sind. Wenn A nicht zu ,klein® ist, existiert sogar eine strikt kanonische Basis.

Lemma 2.2. Jeder Restklassenkorper A/m von ‘A enthalte mindestens 4 Ele-
mente. {m durchliuft die endlich vielen maximalen Ideale von A} Dann hat jeder
quadratische Raum E=+0 iiber A eine strikt kanonische Basis.

Beweis. Weil E sich orthogonal in Teilriume einer Dimension <2 zerlegen
148t, geniigt es den Fall dim E =2 zu betrachten. Indem wir die quadratische Form

" von E mit einer geeigneten Einheit von 4 multiplizieren, k6nnen wir erreichen,

daB E eine Basis {e, f} mit g(e)=B(e, f)=1 hat. Sei g(f)=b. Wir suchen nun
ein A in A, so daB die Werte '

qle+f)=22+1+b, Ble,de+f)=1+24

beide Einheiten sind. Das ist aufgrund des chinesischen Restsatzes moglich, weil
alle Korper A/m mehr als 3 Elemente enthalten. Die Basis

{e, (1+2)" 1 (Ae+f)}

von E ist strikt kanonisch. q.e.d.

Definition 2.3. Sei B={z,,...,z,} eine Basis unseres quadratischen Raumes
E und sei .
X=04 2+ +0,2,

ein Vektor aus E. Der Vektor x heiBe primitiv, falls der Modul A x sich als direkter
Summand von dem A-Modul E abspalten 148t, also falls

At o, A=A

ist. x heiBe transversal zu der Basis B, falls sogar alle o; Einheiten von A4 sind.
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Wir kommen nun zu unserem ersten Transversalitidtssatz.

Satz 2.4. Sei x ein primitiver Vektor des quadratischen Raumes E und B eine
strikt kanonische Basis von E. Der Ring A habe keine Restklassenkorper mit nur
2 Elementen und im Falle dim E=3 auch keine Restklassenkdrper mit nur 3 .Ele-
menten. Dann gibt es einen eigentlichen Automorphismus ¢ von E {d.h. e 0" (E)},
der x in einen zu B transversalen Vektor ﬁberﬁihrt

Beweis. t bezeichne das Jacobson-Radikal von 4 und E bezeichne den Raum
E/tE iiber A/t Das Bild B von B in E ist eine kanonische Basis von E und das
Bild X von x in E ist ein primitiver Vektor von E. Nun ist die natiirliche Abbildung
von 0*(E) nach O*(E) surjektiv [8]. Haben wir also ein & in O*(E) gefunden, so
daB &(X) transversal zu B ist, so brauchen wir nur ein Urbild ¢ von & in 0*(E) zu
wihlen. a(x) ist dann transversal zu B. Wir diirfen uns also auf den Fall r=0
zuriickziehen und dann wegen

E=[]E/mE, 0*(E)=[]0*(E/mE)

sogar auf den Fall, daB A4 ein Korper ist. {m durchlduft wieder die endlich vielen
maximalen Ideale von A4.}

Seialso A jetzt ein Korper. Es geniigt, die Behauptung fiir dim(E)<4 und im
Falle A=IF; noch fiir dim(E)=35 zu beweisen. Dann folgt die Behauptung fiir
beliebiges E durch Induktion nach der Dimension. Im Falle dim(E)=3 geniigt es
auflerdem, ein ¢ in O(E) zu finden, das x zu B transversal macht, denn es gibt
sicherlich einen zu x senkrechten anisotropen Vektor h, und wir kdnnen ¢ bei
Bedarfzu o t(h) abdndern. Dabei bezeichnet t(h) die Spiegelung an h, also den durch

t(h)(z2)=z—q(h)~'B(z, h)h

definierten Automorphismus von E. Um die Existenz eines Automorphismus ¢
einzusehen, der x zu B transversal macht, geniigt es weiter nach dem Wittschen
Fortsetzungssatz fiir Isometrien, einen Vektor x'+0 anzugeben, der dieselbe
Linge wie x hat.

Im Falle dim(E)=1 ist nichts zu zeigen. Sei jetzt dim(E)=2 und B={e, f}.
Es geniigt, den Fall x=u0e mit « %0 zu betrachten. Ersichtlich leistet o =1(f) t(e)
das Gewiinschte. ;

Sei jetzt dim(E)=3, also insbesondere Char(A4)+2. Weiter sei 4 +IF; und zu-
néchst auch A +IF;. Sei B={e, f,g} und F der von e und f aufgespannte Teilraum
von B. Wir wihlen eine Orthogonalbasis {g;,g,} von F. Nach Witt [10,S. 39]
gibt es einen Vektor X+0 von gleicher Lange wie x, der transversal zu {g;, g,, g}
ist. Es ist also o =

X=y+7g
mit y£0 und j+0, j in F. Zu j finden wir dann in F einen Vektor y'+0 von glei-
cher Linge, der zu {e, f} transversal ist, wie oben gezeigt wurde.

x:=y+yg

ist dann ein Vektor der gewiinschten Gestalt. Im Falle 4 =IFs benutzen wir ein
anderes Argument. Es gibt ein y+0 in A4, so daB y%g(g) von g(x) verschieden ist.
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Weiter gibt es in dem universellen Raum F einen Vektor 7 mit

4(x)=¢()+7*q(2).

Man kommt nun wie zuvor zum Ziel.

Sei jetzt dim(E)=4 und A +IF,. Sei weiter 8={e,, f; ,e,, f;} und F, der Teil-
raum Ae;+ A f; von E. Es genugt einen Vektor

X=%+X,

mit X; in F;, X;=0 fiir i =1,2zu finden, der dieselbe Linge wie x hat. Dann sind wir
aufgrund des erledigten Falles dim(E)=2 fertig. Ist Char(4)+2 und A +IF;, IF;,
so ist man wieder mit der oben zitierten Bemerkung von Witt [10, S. 39] fertig.
Ist A endlich, so kommt man mit dem anderen fiir dim (E)=3 benutzten Argument
zum Ziel: F, F, sind jetzt beide universell. Wir wihlen einen Vektor X,+0 in F,
mit g(X;)*+q(2). Das ist moglich, weil 4 =+IF, ist. Dann wihlen wir einen Vektor

X, in F; mit
1t 4()=q(%;) +4(%,).

Mit derselben Methode kommt man fiirr A=IF;, dimE =5 zum Ziel.

Wir brauchen jetzt nur noch den Fall dim E=4, A unendlich, Char 4=2 zu
betrachten. Wir diirfen annehmen, da} x in F, liegt und zu {e, , f;} transversal ist.
Wir suchen nun Vektoren g in F, und hin F,, so daf} g nicht proportional zu x ist
und weiter

B(x,g)*+0, 4q(g)+q(h)+0
“ist. Ist uns dies gclungen so fiihrt die Spiegelung an g+h den Vektor X in einen
Vektor
X=x—c(g+h)

mit ¢#0 iiber. Die Komponenten von X in beiden Rdumen F,, F, sind von Null
verschieden, und wir sind dann fertig. Als g 148t sich nun einer der Vektoren e;, f,
wihlen und als h ein geeignetes skalares Vlelfaches eines ausgewihlten anisotropen
Vektors von F,. q.e.d.

Man sieht sofort, daBB die Behauptung von Satz24 stets falsch ist, wenn
dim E>2 ist und IF, als Restklassenkérper auftritt, und ebenso, wenn dim E=3
ist und IF; als Restklassenkorper auftritt.

Ist 2 Einheit in A, so besitzt bekanntlich jeder quadratische Raum E #0 iiber
A eine Orthogonalbasis, d.h. eine Basis {g,,...,g,} von paarweise zueinander
senkrechten strikt anisotropen Vektoren g;. Aufgrund der Reduktionsschritte am
-Anfang des soeben gefiihrten Beweises und der schon zitierten Bemerkung
[10, S. 39] von Witt ist auch der folgende Satz bewiesen.

- Satz 2.5. Sei 2e A*, und jeder RestklassenkOrper von A enthalte mehr als 5
Elemente. Sei B eine Orthogonalbasis eines quadratischen Raumes E iiber A und x
ein primitiver Vektor von B. Dann gibt es einen eigentlichen Automorphismus o
von E, der x in einen zu B transversalen Vektor iiberfiihrt.

Deﬁnition 2.6. Sei
E=E;1..-1E;
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eine orthogonale Zerlegung eines quadratischen Raumes E iiber 4 in von Null
verschiedene Rdume E; und s>2. Ein Vektor x von E heiBle transversal zu dieser
Zerlegung, wenn :

xX=X;+ - +X

ist mit strikt anisotropen Vektoren x; in E;.

Satz 2.7. Sei eine orthogonale Zerlegung von E wie in (2.6) vorgegeben, und
sei x ein primitiver Vektor von E. Es gelte eine der folgenden Voraussetzungen:

a) Jeder Restklassenkdrper von A hat mindestens 4 Elemente, und dim(E;})22
fur mindestens einen Index i.

b) Jeder Restklassenkiorper von A hat mindestens 3 Elemente, und dim(E;)=2
fiir mindestens zwei Indizes i.

c) x isotrop, s gerade.
d) x strikt anisotrop, s ungerade.

Dann gibt es einen eigentlichen Automorphismus o von E, der x in einen zu der
Zerlegung transversalen Vektor iiberfiihrt.

Beweis. Wir diirfen wieder annehmen, daB3 4 ein Korper ist, und brauchen nur
einen Vektor x’ von gleicher Linge wie x zu finden, der zu der Zerlegung transversal
ist. :

Wir nehmen zunichst an, daB 4 mindestens 4 Elemente enthilt. Es geniigt
offenbar, den Fall's=2, dimE, =22, dimE, =1 zu betrachten. Sei x=x, +x, der
vorgegebene primitive Vektor und x; in E;. Aufgrund von Lemma 2.2 und Satz 2.4
diirfen wir x, +0 und x, +0 voraussetzen. Weiter nehmen wir an, dal mindestens
einer der Vektoren x; isotrop ist, weil wir sonst nichts zu zeigen haben. Ist x,
isotrop, so ist sicherlich dim E, >2. Wir diirfen also ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit g(x,)=0 voraussetzen. Wir wihlen nun in E, einen anisotropen
Vektor y, mit g(y,)+q(x,). Das ist moglich. weil A mindestens 4 Elemente ent-
hilt. Dann wihlen wir in dem isotropen und somit universellen Raum E; einen
Vektor y; mit

q(y1)=4q(x2)—q(2)-

Der Vektor y:=y, +y, hat dieselbe Linge wie x und ist zu der Zerlegung trans-
versal.

Sei jetzt A=IF; und dim E, 22, dim E, 2. Sofern s =3 ist, wihlen wir in jedem
Raum E; mit i=>3 einen anisotropen Vektor y;. Weil die Rdume E, und E, beide
universell sind, gibt es nun anisotrope Vektoren y; in E; und y, in E,, so daf

q(x)=q(y) +q(y2)+---+alyy)

im Falle s=3 und

q(x)=q01)+4q(2)
im Falle s=2 ist. Der Vektor
Y=yt

ist transversal zu der Zerlegung und hat dieselbe Lange wie x.
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Sei schlieBlich A=IF,. Wir wihlen in jedem Raum E; einen anisotropen .
Vektor y;. Dann hat

V=it

dieselbe Linge wie x, falls entweder x isotrop und s gerade oder x anisotrop und
s ungerade ist. Damit ist der Beweis von Satz 2.7 beendet.

Mit Hilfe des soeben bewiesenen Satzes 148t sich der frithere Transversalitits-
satz 2.4 wie folgt ausweiten.

Satz 2.8. Jeder Restklassenkérper von A enthalte mindestens 4 Elemente. E sei
ein quadratischer Raum iiber A und B sei eine kanonische Basis von E.

i) Ist dim(E)23, so ergibt es zu jedem primitiven Vektor x von E einen eigent-
lichen Automorphismus ¢ von E, so daf o(x) transversal zu B ist.

ii) Ist dim(E)=2, so gilt dies wenigstens fiir strikt anisotrope Vektoren x.

Beweis. Aufgrund von Satz 2.7 mit der Voraussetzung a) geniigt es, die zweite
Behauptung zu beweisen. Wir diirfen 4 wieder als Korper voraussetzen. Sei
B={e, f}. Sind g(e) und g(f) beide +0, so sind wir aufgrund von Satz 2.4 fertig.
Sei jetzt g(e)=a, g(f) =0, wobei fiir a der Wert Null zugelassen ist. Es geniigt,einen

zu B transversalen Vektor y gleicher Linge wie x anzugeben. Denn dann gibt es
* einen Automorphismus p von E mit p(x)=y, und o =p oder ¢ =p1(x) leistet das
Verlangte. Wir machen den Ansatz

: y=Ae+uf
und haben die Gleichung
Pa+ip=q(x)

mit 130, £=+0 zu 16sen. Dazu wihlen wir zunichst ein 240 mit A2a#q(x). Das
ist moglich, weil g(x)=+0 ist und A mindestens 4 Elemente enthilt. Dann 16sen
wir obige Glelchung nach g auf. q.ed.

§ 3. Erzeugnis des Annulators durch binire und quaterniire Riiume

Sei zundchst 4 ein beliebiger semilokaler Ring und ¢ ein bindrer bilinearer
Pfisterraum (1, a) iiber 4. Der folgende Satz wurde iiber Ko6rpern einer Charak-
teristik #2 von Elman und Lam bemerkt [5, Prop. 2. 2] und als niitzliches Hilfs-
" mittel vielfdltig angewendet.

Satz 3.1. Jeder quadratische Raum E iiber A besitzt eine Zerlegung
E=E,1---1E,1G

mit bindren Réumen E;, fiir die p®E; hyperbolisch ist, und einem Raum G, fiir den
@®G anisotrop oder dimG =1 ist. {r=0, falls p®E anisotrop.}

Fiir einen beliebigen Bilinearraum y iiber 4 bezeichnen wir den Wert der
Bilinearform auf einem Vektorpaar x, y gewohnlich mit (x, y), und fiir den Wert
(x, x) schreiben wir auch n(x). Satz 3.1 ergibt sich sofort aus der folgenden Trans- .
versalitdtsaussage.
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Lemma 3.2. Sei dim E =2 und ¢ ®E isotrop. Weiter sei {g,, g,} eine Orthogonal-
basis von ¢ mit n(g,)=1, n(g,)=a. Schlieflich sei z ein primitiver isotroper Vektor
von @ ® E. Dann gibt es einen eigentlichen Automorphismus ¢ von ¢ ® E, so daf
a(2) die Gestalt g, @ x +g, ® y hat mit Vektoren x, y aus E, die einen bindren nicht
entarteten Raum Ax+ Ay aufspannen.

In der Tat, angenommen Lemma 3.2 sei schon bewiesen. Zum Beweis von
Satz 3.1 geniigt es offenbar einzusehen, daB sich von E ein bindrer Raum F mit
¢ ® F hyperbolisch abspalten ldBt, falls dimE=2 und ¢ ® E isotrop ist. Ein
solcher Raum ist nun der Raum F=Ax+ A4y aus dem Lemma 3.2, denn ¢ @ F
ist isotrop und somit nach [1, § 1] hyperbolisch.

Wir kommen jetzt zu dem Beweis des Lemmas 3.2 und durchlaufen zunichst

dieselben Reduktionsschritte wie zu Anfang des Beweises von Satz24. Wir
~ nehmen also an, daB A4 ein K&rper ist, und wir brauchen nur in dem isotropen
Raum ¢ ® E einen isotropen Vektor

=g, ®x+g,®y

anzugeben, dessen Komponenten x und y einen nicht entarteten bindren Raum
aufspannen. Das bedeutet, daB} wir Vektoren x, y in E finden miissen, die einen
nicht entarteten bindren Teilraum aufspannen und der Gleichung

gentigen, q(x)+aq(y)=0
Ist E schon isotrop, so wihlen wir x und y als ein hyperbolisches Vektorpaar
in E {d.h. g(x)=¢q(y)=0, B(x,y)=1}. Ist a= —1, so nehmen wir einen nicht ent-
arteten bindren Teilraum F von E her, und widhlen darin eine kanonische Basis
{e, f} mit g(e)+0. Dann leisten x=f und y=1(e)f das Verlangte.
Ab jetzt seien E und ¢ beide anisotrop. Sei g, ® u + g, ® v ein isotroper Vektor
#0 in ¢ ® E. Es ist dann :

q(u)+aq(v)=0,

und wegen der Anisotropie von E miissen g(u) und g(v) beide von Null verschieden
sein. Wir fithren die Bezeichnungen

q(v)=4, Blu,v)=p

ein und haben q(u) = —al. Ist u> +4a A* +0, so leisten x =u und y=v das Verlangte.
Ab jetzt sei u? +4aA?>=0. Weil —a kein Quadrat in A ist, muB der Korper A die
Charakteristik 2 haben und weiter u=0 sein. E hat also eine Dimension =4 und
-enthédlt Vektoren r,s, so daBB die Wertetabelle der quadratischen Form fiir die
Folge von Vektoren u, r, v, s die Gestalt

—ald 1 A1
[0
mit b, ¢ in A hat. Der Vektor r+s ist anisotrop, weil von Null verschieden, und der

Vekt
e yi=t(r+5)(v)
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hat dieselbe Linge wie v und steht nicht auf u senkrecht. Somit leisten die Vek-
toren x=u und y das Verlangte. Damit ist Lemma 3.2 und Satz 3.1 vollstidndig
bewiesen.

Fiir einen bilinearen Raum y iiber 4 bezeichnen wir mit () den W(4)-Modul,
der von den Klassen aller quadratischen Rdume E in Wg(A) gebildet wird, fiir
die y ® E~0 und dim E gerade ist. 2(y)) ist der volle Annullator von  in Wg(A)
aufler in dem uninteressanten Falle, daB 2 Einheit und  hyperbolisch ist.

Als eine Abschwichung von Satz 3.1 erhalten wir

Korollar 3.3. Sei ¢ ein bindrer bilinearer Pfisterraum. Dann wird W(¢p) als W(A)-
Modul von den Raumen [1,b] mit ¢ ® [1, b]~0 erzeugt.

Fiir einen beliebigen bilinearen Pfisterraum ¢ =(1,a,)®---® (1, a,). konnen
wir zunéchst nur das folgende schwéchere Resultat beweisen.

Satz 3.4. A sei beliebiger semilokaler ng Dann wird () als W(A)-Modul von
folgenden Riumen erzeugt.

1. Raume [1,b] mit o ®[1,b]~0 :

2. Réume (1, —a) ® [1, b] mit a eine von ¢ ® [1, b] dargestelite Einheit.

Wir wollen diese Rdume als Rdume vom Typ 1 bzw. vom Typ 2 zu ¢ bezeichnen.
Zum Beweis von Satz 3.4 sei zundchst angemerkt, da3 die Rdume vom Typ 2
tatsdchlich in () liegen. Ist ndmlich a eine von ¢ ® [1, b] dargestellte Einheit,
so ist a Ahnlichkeitsnorm dieses Raumes und somit (1, —a)®(p® [1, b] hyper-
bolisch.

Sei B(¢p) der von den Raumen vom Typ 1 und 2 zu ¢ erzeugte Untermodul
von (), und sei E ein quadratischer Raum gerader Dimension 2r mit ¢ ® E~0

Wir wollen durch Induktion nach r zeigen, daB E in B(¢p) liegt. Dabei setzen wir
aufgrund von Korollar 3.3 dim(¢)>2 voraus.

Im Falle r=1 ist nichts zu zeigen. Sei jetzt r>1 und
Eg(al) ® [1’ bl] ‘L“"L(ar) ® [la br]

eine Zerlegung von E in bindre Rdume. Zunéchst nehmen wir an, daB r gerade ist.
Der Raum ¢ ® E ist isotrop. Nach Satz 2.7 mit der Voraussetzung c) gibt es strikt
anisotrope Vektoren x; in den Rdumen ¢ ® [1, b;] mit

a; q(x,)+ -+ +a,q(x,)=0.
Wir betrachten nun den Raum
F:=(a,q(x,))®[1,5,] L - L(a,q(x))®[1,b,].
Dieser Raum ist isotrop und es gilt
E~@)®G,L-L(a)®G,LF.
Gi:=(1, —q(x)) ®[1, b1,

die vom Typ 2 sind. F liegt also wieder in 2(¢) und es ist F ~G mit einem Raum G
einer Dimension <2r. Nach Induktionsvoraussetzung liegt G in %((p) und damit
auch F und E.
4 Math. Z, Bd. 140

mit Rdumen
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Sei jetzt r ungerade. Wir bezeichnen mit E’ die orthogonale Summe der Riume
(@) ®[1,b;] fir 1<i<r-—1. Ersichtlich ist
®Q ®E’~(_ar)®¢ ®[1, br]'

Weil r 23 ist, hat die rechte Seite kleinere Dimension als die linke Seite, und ¢ ® E’
ist also isotrop. Nach Satz 2.7 gibt es strikt anisotrope Vektoren x; in den Riumen
o ®[1,b] fir 1Sisr—1,so daB

a; q(x;) +---+a,_; q(x,_4)=0

ist. Man kommt nun wie zuvor zum Ziel, indem man den Raum
Fi=(a,q(x,))®[1, b1 L L(a,_,1q(x,~ 1)) ®[Lb,_,] L(a)®[L,b]

betrachtet. Damit ist Satz 3.4 bewiesen.

- Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einer Anwendung von Satz 3.4. Zu-
néchst sei an einige wohlbekannte Begriffe erinnert [vgl. 3, 9]. Zu einem quadra-
tischen Raum E iiber 4 bezeichne D(E) die Diskriminantenalgebra von E. Diese
ist in dem hier alleine interessierenden Fall, daB E gerade Dimension hat, definiert
als das Zentrum der 2. Cliffordalgebra C*(E). Sie ist eine quadratische etale Er-
weiterung, also von der Gestalt 4 ® Aw mit einer Relation ©w?—w=>b, wobei

bed und 1+4beA*-ist. Eine solche Erzeugende w bezeichnen wir mit ib.
Eine quadratische etale: Erweiterung B=A [é——b] ist unter ihrer Normform ein

quadratischer Raum, den wir mit [B] bezeichnen. Es ist [B]~[1, —b] und
D([B])=B.

Satz 3.5. Sei A beliebiger semilokaler Ring. Sei ¢ ein bilinearer Pfisterraum
und E ein quadratischer Raum iiber A mit ¢ @ E~0. Dann ist auch ¢ ® [D(E)] ~0.

Beweis. Wir diirfen ¢ als anisotrop voraussetzen. E hat dann gerade Dimension.
Nach Satz 3.4 ist

E~(@)®F 1--1(a)®FKL(c,)®[B,] L~ L(c)Q[B]

mit Riumen F, vom Typ 2 zu ¢ und quadratischen etalen Algebren B;, die Rdume
[B;] vom Typ 1 liefern. Es sei daran erinnert, daB wir fiir quadratische etale Er-

1 1
weiterungen B=A4 [8—9b] und B'=A4 [Eb’] eine wohldefinierte Komposition

BoB =4 [Zol—(b+b’+4bb’)]

haben [3, S. 128]. Damit berechnet man
D(E)=B,o-:-0B,.
Nun ist fiir zwei quadratische etale Erweiterungen B und B’

[B] L(-1)®[B]=[0,0] L(a)®[B- B]
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mit einer Einheit a von A4, denn die linke Seite ist isotrop und hat die Diskrimi-
nante Bo B'. Aus dieser Bemerkung und der Tatsache, daB8 die Rdume ¢ ® [B] .
hyperbolisch sind, folgt daB ¢ ® [D(E)] hyperbolisch ist. q.e.d.

§ 4. Eine Erweiterung des Transversalitiitssatzes 28
Sei y ein eigentlicher bilinearer Raum einer Dimension =2 und E ein binirer
quadratischer Raum iiber A. Weiter sei {e, f} eine kanonische Basis von E und z
ein primitiver Vektor des Raumes y ® E. Wir wollen das folgende Lemma be-
weisen.

Lemma 4.1. Es gelte eine der folgenden Voraussetzungen:

a) dimy23; :

b) dimy =2, und A hat IF 5 nicht als Restklassenkorper;

¢) dimy =2, und z ist strikt anisotrop. ' :

Dann gibt es einen eigentlichen Automorphismus a von Y ® E, der z in einen
~ Vektor X’ ®@e+y' ® f iiberfithrt mit strikt anisotropen Vektoren x' und y' aus Y

{d.h. n(x") und n(y’) sind Einheiten}.
 Beweis. Wir diirfen annehmen, daB A ein Korper ist, und brauchen nur einen
Vektor z'=x'®e+y @ f anzugeben mit n(x')+0, n(y)=i=0 und q(z) q(2), vgl
Anfang des Beweises von Satz 2.4.

Wir behandeln zunichst den Fall g(f)=0. Wir wahlen in |/1 zwei zueinander
senkrechte anisotrope Vektoren u, v und machen den Ansatz

’

» X'=u, y=Au+tpv.

Dann haben wir an A und p in A4 die folgenden beiden Bédingungen zu stellen:
An(u)+p*n(v)+0.
n(u) q(e) +An(u) =4(2).

Diese ﬁedingungen lassen sich fiir jeden Korper A simultan erfiillen.
Ab jetzt sei q(e)+0, g(f)+0. Sei ’

z=x®e+yRf.

Aufgrund von Satz 2.4 diirfen wir, auer in dem Falle A =IF,, voraussetzen,
daB x40 und y+0 ist. {Wir konnten sogar annehmen, daB x und y transversal zu
einer vorgegebenen Orthogonalbasis von y sind.} Weiter nehmen wir an, dal x
und y nicht schon beide anisotrop sind, und dann ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit n(x)=0. Indem wir schlieBlich die quadratische Form von E und den
Vektor f mit geeigneten Skalaren multiplizieren, erreichen wir, daB zusitzlich
g(e)=1 ist. Den Wert g(f) bezeichnen wir mit b.

Wir behandeln zunichst 4 besonders einfache Fille (i) —(iv). Ist Char 4 =2
und A endlich, so werden wir dabei unsere Voraussetzung .x =0, y+0 nicht be-

nutzen. Somit ist jetzt auch der Korper A =IF, zugelassen 4

(i) Char A#2, q(z)+0
(ii) Char A=2, A endlich, g(z)+0.

p
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Im ersten Falle ist der Raum  universell, weil i isotrop ist. Auch im zweiten
Falle ist i universell, denn dann ist jedes Element von A4 ein Quadrat. Wir wihlen
nun einen Vektor 4 in y mit

n(u)=b"1 q(z).

Z=u®e—-u®f

Dann ist

ein Vektor der gewiinschten Gestalt.

(i) b ist Quadrat in 4, q(z)=0.

Der Raum y enthilt zueinander senkrechte anisotrope Vektoren u, v mit
n(v)= —n{u). Sei b=A1? mit A in A. Der Vektor :

Z=lu®e+v® f

hat dann anisotrope Komponenten und die Lange Null.

Damit haben wir insbesondere den Fall, daB A endlich und Char(4)=2 ist,
vollig erledigt.

(iv) Char A %2, dim ¢ >2, gq(z)=0.

Wir ergidnzen x zu einem hyperbolischen Vektorpaar x,u und wihlen einen
zu x und u senkrechten anisotropen Vektor w. Dann machen wir den Ansatz.

Z=uU+ix)@e+w®f
und haben fiir A die Bedingungen

A%0, 24+n(w)b=0

zu stellen, die sich erfiillen lassen.

Nachdem wir diese Fille (i)—(iv) vorweg erledigt haben, gehen wir jetzt so
vor, daB wir z direkt durch Anwendung von geeigneten Spiegelungen in die ge-
wiinschte Gestalt iiberfiilhren. Wir diskutieren getrennt die Fille n(y)+0 und
n(y)=0.

(y)Sei zunichst n(y)#0. Durch Anwendung von 7(y ® e) auf z erhalten wir den
Vektor
’=X®e+y®f
mit
x'=x—[2(x, ) +n(»]n() " y.
Man errechnet
n(x)=2(x, y)+n(y).

Somit sind wir fertig, falls 2(x,y)+n(y)+0 ist. Sei jetzt 2(x,y)=—n(y) und
insbesondere Char 4 #2. Indem wir die Bilinearform von ¢ um einen skalaren
Faktor abindern, kénnen wir (x,y)=1, n(y)= —2 annehmen. Wir wenden auf z
eine Spiegelung 7(g) mit

g=(Ax+y)®e
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fiir geeignetes A€ 4 an. Es ist
q(g)=2(A—1), B(g,2z)=A.
Wir miissen also zunichst 140, /H:l fordern. Es ist dann

(@) (2)=x'®e+y®f
X'=—[2(A-1]"'[(A2-21+2) x +Ay],

mit

und v
2n(x)=A(A-2)(A—-1)"L

Wir miissen also auch 442 fordern. Diese Forderungen sind fiir 4 +IF; erfiillbar.
Sei jetzt n(x)=n(y)=0. Wir betrachten zunichst den Fall (x, y)+0 und nechmen
wieder (x, y)=1 an. Es ist also auch g(z)=1, und nach (i) diirfen wir Char 4 =2
voraussetzen. Der Raum A x+ Ay ist nicht ausgeartet und nicht eigentlich. Also
ist dim Y >2 und es gibt einen zu x und y senkrechten anisotropen Vektor v in y.
Sei n(v)=c. Wir betrachten
=(+9)®f

Es ist g(g)=cb und B(z, g)=1, und wir erhalten
1) (2D)=xQe+y ®f

mit v
bcy'—(bc—l)y v.

Man sieht, daB y’ anisotrop ist, und wir haben uns auf den schon betrachteten
Fall n(x)=0, n(y)+0 zuriickgezogen.

Sei jetzt (x, y)=0, aber y nicht zu x proportional. Wegen (iv) diirfen wir wieder
Char A =2 annehmen. Indem wir eventuell die Rolle von x und y und die Rolle
von e undf vertauschen, kénnen wir annehmen, daB es einen anisotropen Vektor u
in  gibt mit (4, x)=1 und (u, y)=0. Fiir g=u ® f erhalten wir

g)(D)=x@e+y ®f
mit :
y=y-n) by,
also n(y")+0, und sind damit bei einem erledigten Fall angekommen.

Sei schlieBlich y=ax, a=#0. Wir wihlen einen anisotropen Vektor u in  mit
(u, x)*0. Indem wir die Form von ¢ und den Vektor z mit geeigneten Skalaren
multiplizieren, kGnnen wir
n)=(u,x)=1

“erreichen. Fiir g:=u ® e erhalten wir
t(g)(z)=[x—(2+a)u]®e+cxx®f. ,

Ist also a% —2, so haben wir uns auf den Fall (x, y)+0 zuriickgezogen. Sei jetzt
a= —2 und insbesondere Char 4 +2. Dann wéhlen wir g =u @ (¢ — f) und erhalten

q(@)=b, B(z,g)=4b—1%*0,
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also mit A:=@4b—-1)b"!
1(g) (D) =(x—Au)@e+(-2x+iu)® f.

Wir sind damit bei dem schon erledigten Fall, daB x und y nicht proportional
sind, angelangt.

© Jetzt ist Lemma 4.1 véllig bewiesen. Nur der folgende Fall blieb bei dieser
Betrachtung offen:

A=F,, y=(1,-1), q@=1, q(f)=—1 q@=0. *)

In diesem Falle miissen wir anisotrope Vektoren x’ und y’ in ¢ findén, die der
Gleichun , o ;
s n(x)+ (¢, y)—n(y)=0 ' )

geniigen. Man iiberzeugt sich leicht, daBl es solche Vektoren x' und y' nicht gibt.

Wir konnen jetzt einen Satz beweisen, der sich als Erweiterung des Trans-
versalitdtssatzes 2.8 ansehen 146t.

Satz 4.2. Sei {z,,...,z,} eine kanonische Basis eines quadratischen Raumes E
einer Dimension n=2, und sei { ein eigentlicher bilinearer Raum einer Dimension
22 iiber A. Im Falle dim E=dim y =2 sei vorausgesetzt, da} A nicht IFy als Rest-
klassenkdrper hat. Dann 1dft sich jeder primitive Vektor z von Yy ® E durch einen
eigentlichen Automorphismus ¢ von Y ® E in die Gestalt

O'(Z)=ul ®zl +--- +un®zn
mit strikt anisotropen Vektoren u; aus s iiberfiihren.

Beweis. Ist dim (E)=2, so wird unsere Behauptung durch Lemma 4.1 gedeckt.

Sei jetzt dim (E)=3 und
E=E, 1l---1E

die zu der kanonischen Basis gehorige Zerlegung von E in Rdume der Dimension 1

oder 2, wobei héchstens E, die Dimension 1 hat. Wir diirfen wieder voraussetzen,

daB A ein Korper ist. Ist A+IF,, so kénnen wir z aufgrund von Satz 2.7 in einen

Vektor Fimx, o4 x,

mit anisotropen x; in § ® E; transformieren und dann Lemma 4.1 mit der Voraus-
. setzung a) oder ¢) auf x, , ..., x,_, und gegebenenfalls x, anwenden. Sei jetzt 4 =IF,.

Die Rdume  ® E; sind sicherlich isotrop. Daher kdnnen wir Vektoren x;+0

in Y ® E; finden, so daB3

q(2)=q(x))+ - +4(x)
ist. z 14Bt sich in den Vektor
Z=xp 4+ X

transformieren. Man wende dann Lemma 4.1 mit der Voraussetzung a) oder b)
auf die Vektoren x;, ..., x,an. g.ed.

Im folgenden Paragraphen bendtigen wir zunichst nur eine Abschwichung
der Aussage von Lemma 4.1, die iiber jedem semilokalen Ring gilt. Wir betrachten
wieder die vor Lemma 4.1 beschriebene Situation.
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Lemma 4.3. Es gibt stets einen eigentlichen Automorphismus ¢ von Y ®E der
z in einen Vektor x' @ e+y' ® f mit strikt anisotropem y' iiberfiihrt.

Beweis. Aufgrund des Beweises von Lemma 4.1 brauchen wir dies nur noch
in der vor Satz4.2 beschriebenen Situation (¥) zu zeigen. Man kann dann die
Gleichung (++) mit anisotropem y’ und isotropem x’ 16sen. q.e.d.

§ 5. Beschreibung der Riiume vom Typ 1

Wie frither bezeichne ¢ einen bilinearen Pfisterraum einér Dimension >1.
Wir wihlen in ¢ einen Vektor ¢ der Lénge 1 fest aus und haben eine Zerlegung

p=Ael '

Wir wollen die Riume vom Typ1 zu ¢ beschreiben, also die biniren Riume
[1, 5] mit ¢ ®[1,b]~0. Wir geben zunichst Beispiele solcher Rdume. Sei b ein
Element aus A der Gestalt

b=—y—y2—n(®)

mit y in 4 und v in ¢’. Weiter sei 1 —4b Einheit. Dann wird der Raum E:=[1, b]
von ¢ annuliert. In der Tat, E stellt das Element y? +y+b primitiv dar und ¢’ ® E
stellt das Element n(v) dar. Somit ist

OQRE=ELl ¢'®E
isotrop, also nach [1,§1] hyperbolisch.

Satz 5.1. A sei beliebig semilokal. Dann gibt es zu jedem Raum E vom Typ 1 zu
¢ Elemente y in A und v in ¢', so daf

Ez[1, —y—y*—n(v)].

Beweis. Sei E=[1,b] und ¢ ® E hyperbolisch. Nach Lemma 4.3 gibt es Vek-
toren x, y in ¢, so daB n(y) Einheit und '

n(x)+(x, y)+n(y) b=0

ist. Sei z der Vektor n(y)~! y. Wir erhalten die Gleichung
b= —n(x)n(z)—(x, 2).

- Nach [2] gibt es einen Vektor w in ¢, so daB

| n(x) n(z) =n(w)

und

) . ) . w=(x,z)e+v
mit ve ¢’ ist. Wir definieren

y:=(x,2)=(x, y) n(y)~*
und erhalten
=—y—y*—n(v). qed.

Wenn A nicht zu kleine Restklassenkdrper hat, 146t sich unser Resultat noch
verbessern.
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Satz 5.2. Es gelte eine der beiden folgenden Voraussetzungen:

a) dim¢>2;

b) dim ¢ =2, A hat IF; nicht als Restklassenkorper.

Dann hat jeder Raum E vom Typ 1 zu ¢ die Gestalt

Ex[1, —n(v)]

mit v in ¢'. Dabei lat sich v sogar als strikt anisotroper Vektor von ¢’ wihlen, wenn
eine der beiden folgenden stirkeren Voraussetzungen erfiillt ist.

c) dim ¢ >2, A hat weder IF, noch IF; als Restklassenkérper;

d) dim @ =2, A hat keinen der Korper IF,, IF;, IF;5 als Restklassenkorper.

Beweis. Wir schlieBen an den Beweis von Satz 5.1 an. Sei e, f eine kanonische
Basis von E mit

a@=1, q(f)=b=—y—y*—n(v).
Ist nun 1429y Einheit, so ist

e, [:=(142y)" (ye+f)
kanonische Basis mit

q(e)=1, a(f)=-(1+2y)"2n(v).
Man berechnet
1+2y=n(y)"" [n(y)+2(x, y)]

n(v)=n(y)~ [n(x) n(y) - (x, »)*1-

Wir miissen unsere Vektoren x, y in ¢ also so wihlen, dal neben den Bedingungen

und

n(y)eA*, n(x)+(x,y)+n(y) b=0

auch die Bedingungen
n(y)+2(x, y)e A*
und moglichst

n(x) n(y)—(x, y)* e A*

gelten. Somit ist der Beweis von Satz 5.2 erbracht, wenn die folgende Verfeinerung
des frilheren Lemmas 4.3 gezeigt ist.

Lemma 5.3. Wir betrachten die zu Anfang von §4 beschriebene Situation und
setzen jetzt q(e)=1 und q(z)=0 voraus.

1) Es gelte eine der beiden folgenden Voraussetzungen:

8) dimy 23; |

b) dim y =2, A hat IF; nicht als Restklassenkdorper.

Dann gibt es einen eigentlichen Automorphismus ¢ von Y ® E, so daf
. o)=xX@e+y®f

ist mit Vektoren x', y' aus ), fiir die n(y') und 2(x', y') +n(y") Einheiten sind.



Annullatoren von Pfisterformen iiber semilokalen Ringen . 57

i) Man kann zusitzlich erreichen, daB n(x’) n(y’)—(x’, y')* Einheit ist, also daf
x" und y' einen bindren nicht entarteten Teilraum von  aufspannen, wenn eine der
beiden folgenden stirkeren Voraussetzungen erfiillt ist:

¢) dim y 23, 4 hat weder IF, noch IF; als Restklassenkérper;
- d) dim Y =2, A hat keinen der Korper IF,,IF;,IFs als Restklassenkorper.

Beweis. Wie zu Anfang des Beweises von Lemma 4.1 sehen wir, daB wir A als
Korper voraussetzen diirfen, und daB es geniigt, einen isotropen Vektor

Z=x" ®e+y Rf

anzugeben, dessen Komponenten x’, y’ den im Lemma aufgezahlten Bedingungen
geniigen. Wir wollen zunichst Teil (i) beweisen und setzen also im Falle 4=IF,
voraus, daB dim ¢ = 3 ist. Aufgrund von Lemma 4.1 nehmen wir an, daB3

\

z=x@e+y®f

ist mit anisotropen Vektoren x,y aus y. Ist b=0, so ist z':=y ® f ein isotroper
Vektor, der allen in Teil (i) des Lemmas gestellten Forderungen geniigt.

AD jetzt sei b+0. Angenommen, es ist

2(x, y)+n(y)=0

und insbesondere Char A #2. Indem wir die Bilinearform von y um einen skalaren
Faktor abdndern, konnen wir :

xy=1, n@)=-2

‘voraussetzen. Wir wollen nun z an dem Vektor y ® f spiegeln. Es ist

q0®f)=-2b, B(z,y®f)=1-4b=*0. .
Anwendung von 7(y ® f) auf z ergibt also
I’=xQe+iy®f
mit 2=(1 —2b)(2b)~". Sicherlich ist 140, denn anderenfalls wire
n(x)=¢(z)=4q(z)=0.
im Widérspruch zu unserer Annahme. Ersichtlich ist auch 11, weil 4b=+1 ist.
Sormit ist 2(x, Ay) +1(dy) =2(A— 12)£0.

Damit ist Teil i) des Lemmas bewiesen. ‘
Wir kommen jetzt zum Beweis von Teil (ii) und diirfen schon voraussetzen,

daB Z=X®e+}’®f

_ist mit n(y) 1, 2(x, y)+n(y)#0. Die Korper IF, und IF; schlieBen wir aus. Wir

haben eine Zerlegung
v x=ay+u
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mit zu y senkrechtem u und 2+ 1 0. Ist u anisotrop, so sind wir fertig, denn dann
spannen x und y einen nicht ausgearteten Raum auf. Sei jetzt n(u)=0. Dann ist

auch der Vektor S=ay@e+y® f
isotrop. Wir betrachten zunichst den Fall, daB es in  einen zu y senkrechten

anisotropen Vektor w gibt. Das ist bei Char 42 automatisch der Fall. Wir

spiegeln Z an dem Vektor
g=(Aw+y)®@e

mit geeignet zu wihlendem A. Das ist aussichtsreich, weil von vornherein
, B(g,Z)=2a+1%0
ist. Zundchst haben wir

: q(g)=A>n(w)+1+0
zu fordern. Wir erhalten

Q) (B)=(y+W)Re+y@f=x'Qe+y®f
y=4(g) ™! [aA® n(w)—a—1],
=—q(g) ' A2a+1).

Ist nun A+0, so spannen x' und y den nicht entarteten Raum Ay+Aw auf.
SchlieBlich besagt die Forderung 2(x’, y)+n(y)+0, daB

A2n(w)—1+0

mit

ist, wie man nachrechnet. Die drei an A gestellten Forderungen lassen sich erfiillen,

falls A mehr als 5 Elemente enthélt und auch fiir A=IF,. Im Falle A =IF; miissen

wir dim y =3 voraussetzen. Dann ist der Teilraum (4 y)* von  universell. Wir

wihlen jetzt obiges w so, daB n(w)=2 ist. Dann werden die an 4 gestellten Forde- .
rungen durch A=1 erfiillt.

AbschlieBend betrachten wir den Fall, daB in  kein zu y senkrechter aniso-
troper Vektor existiert. Jetzt hat A die Charakteristik 2. Sei {g;,...,g,} eine
Orthogonalbasis von  und

y=hgit+4g,.

Weil es keinen zu y senkrechten anisotropen Vektor gibt, miissen alle A;30 sein.
Indem wir die g; zu A; g; abdndern, diirfen wir

y=g+:-+g

annehmen. Sei g;:=n(g;). Fiir beliebige Indizes i <j steht der Vektor a;g;—a;g;
auf y senkrecht und ist somit isotrop. Daraus folgt a;=a;. Es ist also

l=n(y)=ra,.
Somit hat § ungerade Dimension und alle g; haben den Wert 1. Der Vektor
=g ®e+g, ®f

hat nun wieder die Linge Null, und es gibt in { zu g, senkrechte anisotrope
Vektoren. Unser urspriinglicher Vektor z 148t sich durch eine eigentliche Iso-
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metrie in z” transformieren und dann in einen Vektor X' ® e+ Y’ ® f mit den ge-
wiinschten Eigenschaften, wie weiter oben gezeigt wurde.

Jetzt ist Lemma 5.3 und damit Satz 5.2 vollig bewiesen. Man pruft ubrlgens
leicht, daB die dort aufgezihlten Einschrinkungen fiir die Restklassenkorper
von A wirklich erforderlich sind.

Schon aus Satz 5.1 und unserer Beschreibung des Annullators 2(p) von ¢ in
dem W(A4)-Modul der quadratischen Rdume gerader Dimension in Satz 3.4 140t
sich eine interessante Folgerung ziehen. '

Satz 5.4. Sei p ein weiterer bilinearer Pfisterraum und sei

o=(@®pLly - , (%)
mit a in A* und einem Raum . Dann ist der Annullator U(p) in U(¢p) enthalten.

Beweis. Weil a Ahnlichkeitsnorm von ¢ ist, diirfen wir in der Zerlegung
(*) a=1 annehmen. p ist also Teilraum von ¢ und somit p’ Teilraum von ¢'. Die
Behauptung folgt jetzt aus der Beschreibung von 2(¢) und Ql(p) durch die Sitze
34und 51. qed.

Aufgrund dieses Satzes ist die Vermutung naheliegend, daB in der Situation (x)
ein Raum ¢ existiert mit ¢ =~ p ® o oder wenigstens ¢ ~p ®o. Kiirzlich hat H.
Bauer (Regensburg) festgestellt, daB im Falle 2e A* in der Tat eine Faktorisierung
¢ = p @ o existiert. Man kann dann sogar ¢ als Pfisterraum wihlen. Im Kérperfall
findet sich dieses Resultat schon bei Elman und Lam [5].

§ 6. Der Hauptsatz _
Wir beweisen jetzt eine Verschirfung des friiheren Satzes 3.4.

Hauptsatz 6.1. A habe nicht TF, als Restklassenkorper. ¢ sei ein btlmearer
Pfisterraum einer Dimension >1. Dann_wird der Annullator (@) von bindren
Rdéumen erzeugt. (Fiir eine Beschreibung dieser Rdume s.§5.)

Fiir dim (¢)=2 wurde dies schon in Kor. 3.3 festgestellt. Im folgenden nehmen
wir stets dim (@) =4 an. Sei B(¢) der von den Rdumen vom Typ 1 erzeugte W(4)-
Teilmodul von A(p). Aufgrund von Satz 3.4 geniigt es einzusehen, daBl jeder
Raum F vom Typ2 in B(¢) liegt. Sei also

"F=(l,—0)®E,

wobei E ein bindrer Raum [1, b] ist und « von ¢ ® E dargestellt wird. Aufgrund
von Lemma 4.3 gibt es Vektoren x und y in ¢ mit n(y) Einheit und

a=n(x)+(x, y)+n(y) b.

{Nach Lemma 4.1 kann man iiberdies n(x)e A* erreichen, doch brauchen wir das
nicht.} Mit z: =n(y) y gilt a=n(y) B, wobei

B=b+(x,z)+n(x) n(z)
ist. Wir konnen nun einen Vektor u in (p finden, so da3

n(x) n(z)= (x z)2 +n(u)
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~ist [2, vgl. Beweis von Satz 5.1]. Mit der Abkiirzung

yi=(x,2)=n()"" (x, )
haben wir also ~
B=b+7y+y*+n(u).
Nun gilt

() (1, —)~(1, =n() L(n()) (1, - B).

Es geniigt also zu zeigen, daf3 die Rdume

Fl =(11 —'n(y))® [la b]
und F,=(1, -p)®[1,b] |
in B(p) liegen. Man zieht sich iiberdies leicht auf den Fall n(y)=A>+n(v) mit
strikt anisotropen veg’ zuriick!. F; wird von (1, n(v)) annulliert. Aufgrund von
Satz 3.1 und Satz 5.1 ist also F, orthogonale Summe von zwei Riumen, die von
(1, n(v))annulliert werden. Nach Satz 5.4 werden diese Rdume auch von ¢ annulliert,

und liegen somit in B(g). Wir untersuchen jetzt den Raum F,. Angenommen, €s
ist n(u) eine Einheit. Dann kommen wir wie folgt zum Ziel: F, stellt das Element

Y +y+b—f=—n(w)

dar, also ist F, =(—n(u))® F,, und F, wird von (1, n()) annulliert. Daraus folgt
wie zuvor, daf} F, in B(¢) liegt. Nun ist

n(w)=n()~? [1(x) n() — (x, 11

Der Beweis des Hauptsatzes ist also erbracht, wenn wir das folgende Lemma
gezeigt haben.

Lemma 6.2. A habe nicht TF, als Restklassenkérper. Wir betrachten wieder die
vor Lemma4.]1 beschriebene Situation. Jetzt sei dimy =3, q(e)=1 und z strikt
anisotrop. Awsei-betiebiger—semttofeter—Rimg. Dann gibt es einen eigentlichen Auto-
morphismus ¢ von Yy @ E, so daf o(z) die Gestalt X' ® e+y' ® f hat mit n(y’) Einheit
und n(x') n(y") —(x', y')* Einheit.

Beweis. Wir diirfen voraussetzen, daB A Korper ist, und brauchen nur irgend-
einen Vektor z’=x'®e+)' ® f der soeben beschriebenen Gestalt von gleicher
Linge wie z anzugeben. Den Wert g(f) bezeichnen wir wieder mit b.

Wir diskutieren zunichst den Fall b=0. Ist 4 endlich, so wihlen wir fiir y’
irgendeinen Vektor aus einer Orthogonalbasis von . Dann wihlen wir fiir x’
einen zu y’ senkrechten Vektor mit n(x)=gq(z). Das ist moglich, weil der Raum
(Ay')* universell ist. Ist 4 unendlich, so wihlen wir zwei zueinander senkrechte
anisotrope Vektoren u, » und kommen mit dem Ansatz

X'=u, y=Autpv
fiir geeignete 1 und p aus A4, u+0, zum Ziel, vgl. Anfang des Beweises von Lemma
4.1.

Weiter erledigen wir vorweg den Fall, da A endlich ist. Wir wihlen in
einen anisotropen Vektor u, der sich zu einer Orthogonalbasis von y erginzen

! Mit Hilfe von [2] findet man einen strikt anisotropen Vektor w in ¢’, so daB n(y)n(w)=1%+n(v)
mit strikt anisotropem v in ¢'. Man benutze nun eine zu () analoge Relation.
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148t, und machen den Ansatz
X'=Au+v,  y=u
mit v ahisotrop und senkrecht zu u. Wir hében dann nur die weitere Eedingung
(A2 + A+ b) n(u) +n(v)=4(z) (*)

zu erfiillen. Das ist fiir 4 +IF, moglich:
Man wihle zunéchst ein A in 4 mit

2+ A+b+nu) ! q(2)

und dann in dem universellen Teilraum (4 u)* von einen Vektor v, so daB (+) gilt.

Sei ab jetzt b+0 und A4 unendlich. Dann gehen wir genauso wie im Beweis von
Teil (ii) des Lemmas 5.3 vor. Aufgrund von Lemma 4.1 diirfen wir

z=xQe+y®f

mit anisotropen x, y VOraussetzen und dann sogar n(y)=1 annehmen. Wir haben
eine Zerlegung x=ay+u mit a+0 und zu y senkrechtem u. Ist u anisotrop, so
sind wir fertig, Sei jetzt u isotrop. Dann hat z dieselbe Linge wie der Vektor

=ay®e.'+y®f~

Aufgrund derselben Uberlegung wie am Ende des Beweises von Lemma 5.3
konnen wir uns auf den Fall zuriickziehen, daB es in i einen zu y senkrechten
anisotropen Vektor w gibt. Ist 2a+ 120, so spiegeln wir Z an einem Vektor

g= (AW+y)®e,

und dleselbe Rechnung wie im Beweis von Lemma 5.3 (ii) zeigt, daB bei geeigneter

Wahl von A der Vektor g anisotrop ist und z'=1(g) (Z) die gewiinschte Gestalt
hat. Ist 2a+1=0, so spiegeln wir Z an einem Vektor

h=Aw+)®f |
mit geeignetcm A. Wir haben 12 n(w)+ 1 40 zu fordern, damit & anisotrop ist. Es ist
B(h,2)=B(—}e+, f)=4@b—1)%0.
Ist nun 140, so erhidlt man

T(h)(Z)= -3y @e+(ry+oW @ f

mit +0. Die Forderung, daB yy+&w anisotrop ist, bedeutet weiter, da3 1 nicht
‘Wurzel eines gewissen Polynoms vom Grad 4 ist. Weil A unendlich ist, konnen
wir alle hier an 1 gestellten Wiinsche erfiillen. Damit ist unser Lemma 6.2 und
Satz 6.1 bewiesen.

Man sieht iibrigens lelcht ein, daB unsere Voraussetzung iiber A in Lemma 6.2
notwendig ist.
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