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Kapitel 1

EINLEITUNG

Seit der Einfithrung der Quantenmechanik zu Beginn des 20. Jahrhunderts und der seither
stattgefundenen stetigen Weiterentwicklung ist sie klar als eine der grundlegenden phy-
sikalischen Theorien zur Beschreibung der Welt anerkannt. Insbesondere das Verhalten
mikroskopischer Systeme auf atomarer und subatomer Ebene kann nur mit ihrer Hilfe
hinreichend genau verstanden werden. Allerdings ist dieses Verstindnis immer nur ein
theoretisches: Wellenfunktionen, die statt eines festen Ortes eines Teilchens nur mehr
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten dafiir festlegen, und diskrete Energieniveaus statt kon-
tinuierlich annehmbarer Energien sind Konzepte, die nicht auf der anschaulichen Vorstel-
lung von der uns umgebenden makroskopischen Welt beruhen. Letztere wird durch die
klassische Mechanik beschrieben, die unserem intuitiven Verstindnis der Natur sehr viel
mehr entspricht.

Nichtsdestoweniger ist unbestritten, dafl die Quantenmechanik die grundlegende Theo-
rie ist, die aber auch — gemifl dem Bohrschen Korrespondenzprinzip — im Grenzfall sehr
grofler Quantenzahlen das bekannte klassische Verhalten beschreibt. Damit erhebt sich
aber zugleich die Frage nach dem Ubergangsbereich zwischen beiden Sichtweisen: Dies ist
die Doméne der sogenannten semiklassischen Methoden, die immer dann angewandt wer-
den konnen, wenn das Plancksche Wirkungsquantum # klein im Vergleich zur Wirkungs-
funktion des entsprechenden klassischen Problems ist. Semiklassische Methoden zeichnen
sich also dadurch aus, da8 sie quantenmechanische Gleichungen in fithrender Ordnung
von A anndhern. Im asymptotischen Grenzfall liefern sie eine korrekte Beschreibung von
Zustinden mit groflen Quantenzahlen. In der Praxis erweisen sich jedoch oftmals auch
schon ihre Ergebnisse fiir den Grundzustand als sehr brauchbar.

Historisch gesehen sind solche Ansitze bereits sehr alt: Schon die Bohr-Sommerfeld-
Regel zur Quantisierung der Energieniveaus des Wasserstoffatoms aus dem Jahr 1913,
also noch vor der Einfithrung der Wellen- und Quantenmechanik durch Heisenberg und
Schrodinger, besagt, daf fiir die Wirkungsintegrale der klassischen periodischen Bahnen
nur ganzzahlige Vielfache von A moglich sind. Wihrend diese Regel aber auf einem nicht
weiter begriindbaren Postulat beruht, stellt die spatere, nach Wentzel, Kramer und Bril-
louin benannte WKB-Methode [1, 2, 3]) eine rigorose semiklassische Niherung der Quan-
tenmechanik dar, die fiir den Spezialfall integrabler Systeme giiltig ist. Ihre Erweiterung
auf mehrdimensionale integrable Systeme erfolgte durch Einstein [4], Brillouin [5] und
Keller [6] als sogenannte EBK-Quantisierung. Die notwendige Beschrinkung auf integra-
ble Systeme — wodurch z.B. schon die Beschreibung des Heliumatoms, dessen chaotische
Dynamik erst viel spéter erkannt wurde, unméglich wurde — sowie die immer gréfleren Er-
folge der bis dato jungen Quantenmechanik liessen diese frithen semiklassischen Verfahren
jedoch zunichst in Vergessenheit geraten.

Einen neuen Schub erhielt die Semiklassik erst wieder Ende der 60er Jahre des ver-
gangenen Jahrhunderts mit der Verdffentlichung von Gutzwillers beriihmter Spurformel
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[7]. Ausgehend von Feynmans Pfadintegralformulierung der Quantenmechanik gelangte er
durch konsequente semiklassische Naherungen zu einer Darstellung der quantenmechani-
schen Niveaudichte als eine Art Fourierreihe iiber die in dem jeweiligen System moglichen
klassischen periodischen Bahnen, woher auch der Begriff ,periodic orbit theory“ (POT)
rithrt. Gutzwillers Spurformel ist fiir chaotische Systeme giiltig, in denen die periodischen
Bahnen vollig isoliert sind. Fiir integrable Systeme hingegen gelang es Berry und Tabor
[8], die Niveaudichte als Spurformel auszudriicken, wobei sie von der EBK-Quantisierung
ausgingen. Diese Arbeiten markieren den Startpunkt einer bis heute andauernden Weiter-
entwicklung, z.B. auch auf Systeme mit gemischter Phasenraumdynamik.

Dabei beruht die grofie Faszination aller Spurformeln darauf, daf} eine rein quanten-
mechanische Grofle wie die Niveaudichte eines gegebenen Systems (auch andere Grofien
wie Leitfihigkeit oder Suszeptibilitit konnen als Spurformeln dargestellt werden) durch
die Eigenschaften der entsprechenden klassischen Bahnen ausgedriickt wird. Dabei geht
es ausdriicklich nicht darum, die Quantenmechanik durch die klassische Mechanik erset-
zen zu wollen. Vielmehr er6ffnen sie aber die Moglichkeit einer anschaulichen Interpre-
tation der beobachteten Quanteneffekte durch Verweis auf das Verhalten der klassischen
periodischen Bahnen und erlauben damit auch ein intuitiveres Verstdndnis der Beobach-
tungen. Insofern kénnen Spurformeln die eingangs angesprochene ,, Verstindnisliicke* auf
wissenschaftlich korrekte Weise schlieflen. Damit stellen sie eine moderne Form des Kor-
respondenzprinzips dar.

Neben diesen eher wissenschaftstheoretischen Betrachtungen bieten Spurformeln aber
auch handfeste praktische Vorteile: Mit steigender Zahl der beteiligten Teilchen werden
exakte quantenmechanische Rechnungen numerisch sehr aufwendig. Insbesondere beim
Vergleich mit experimentellen Ergebnissen ist man aber oftmals gar nicht an mathema-
tisch exakten, sondern eher an gemittelten oder gar nur qualitativen Resultaten inter-
essiert, so dal der notige rechentechnische Aufwand umso mehr iibertrieben erscheint.
Semiklassiche Spurformeln stellen hier eine interessante Alternative dar, da sie intrinsisch
eine beliebig einstellbare Auflésung ihrer Ergebnisse zulassen, numerisch hingegen sehr
anspruchslos sind.

Ahnlich wie die Semiklassik als Theorie zwischen den Grenzfillen der klassischen und
der Quantenmechanik steht, bezeichnet man physikalische Systeme, die sich aufgrund ihrer
rdumlichen Ausdehnung und ihrer damit verbundenen physikalischen Eigenschaften weder
eindeutig als makroskopisch noch klar als mikroskopisch einordnen lassen, als mesosko-
pisch. Sie sind ,,zu klein*, um ausschlielich mit den Methoden der klassischen Mechanik
beschrieben werden zu kénnen, da sie auch quantenmechanische Effekte zeigen. Anderer-
seits sind sie ,grofl genug“, daf fiir ihr Verstdndnis nicht der volle quantenmechanische
Apparat nétig ist. Endlich grole Fermionensysteme fallen in diese Kategorie: Durch die
rdumliche Begrenzung der sie konstituierenden Fermionen kommt es zur Quantisierung
ihrer Energieniveaus, die wiederum wegen des fiir Fermionen giiltigen Pauli-Prinzips zu
sogenannten Schalen gebiindelt sind. Viele Eigenschaften solcher Systeme lassen sich auf
das Bestreben nach einem Schalenabschluf} zuriickfiithren, also darauf, daf die letzte Schale
unterhalb der Fermienergie mit den zur Verfiigung stehenden Fermionen vollstédndig gefiillt
ist und so ein lokales Minimum der Gesamtenergie erreicht wird. Solche sogenannten Scha-
leneffekte, die fiir das Verstédndnis dieser Systeme unverzichtbar sind, sind also quantenme-
chanischer Natur. Andererseits ist fiir eine vollstdndige quantenmechanische Beschreibung
zunichst die Kenntnis aller einzelnen Energieniveaus nétig, was bei der typischerweise sehr



groflen Zahl beteiligter Teilchen enorm schwierig ist. Es liegt also nahe, daf§ mesoskopische
Systeme das natiirliche Anwendungsfeld semiklassischer Methoden sind.

Ein Beispiel fiir mesoskopische Systeme sind sogenannte Nanostrukturen: Hierbei han-
delt es sich um nur nanometergrofle, kiinstlich hergestellte Halbleiter-Heterostrukturen,
in denen es durch Dotierung einer Schicht zur Ausbildung eines auf zwei Dimensionen
beschrinkten Elektronengases kommt. Durch auf die Nanostrukturen aufgedampfte Elek-
troden, deren Geometrie beliebig wéhlbar ist, kann ein zusétzliches elektrisches Feld an-
gelegt werden, das die Elektronen auch lateral eingrenzt. Man spricht deshalb auch von
Quantenpunkten. Bei entsprechender Reinheit der Halbleitermaterialien und sehr tiefen
Temperaturen ist die mittlere freie Weglinge und die Phasenkohérenzldnge dieser Elek-
tronen deutlich groer als die Ausdehnung des Systems, so daf sie als frei angesehen wer-
den konnen. Die Verwendung des Begriffs ,elektronisches Billard* liegt deshalb nahe. Die
Leitfihigkeit des Quantenpunktes als experimentell zugingliche Eigenschaft wird zunéchst
von der vorgegebenen geometrischen Form bestimmt. Ein weiterer experimenteller Para-
meter, der die Leitfihigkeit stark beeinflufit, ist die Stérke eines zusétzlichen, senkrecht
zur Schicht angelegten magnetischen Feldes. Experimentelle Ergebnisse finden sich in [9].

Ein anderes, dreidimensionales Beispiel eines mesoskopischen Systems stellen Metall-
cluster dar. Generell versteht man unter einem Cluster ein gebundenes System aus bis zu
mehreren tausend gleichartigen Atomen oder Molekiilen. Sie stellen also den Ubergangs-
bereich zwischen echten Molekiilen und dem Festkorper dar. Dadurch lassen sich an ihnen
iiber einen sehr viel grofleren Bereich unterschiedlicher Teilchenzahlen Effekte studieren,
als dies z.B. bei Atomen oder Kernen wegen derer natiirlicher Gréenbegrenzung moglich
ist. Im Gegensatz zu den zweidimensionalen Nanostrukturen ist die geometrische Form
der Cluster nicht experimentell vorgegeben, sondern stellt vielmehr einen intrinsischen
freien Parameter des Systems dar, um bei gegebener Teilchenzahl einen Schalenabschlufl
zu erreichen. Metallcluster werden experimentell erzeugt durch die Expansion eines hei-
Ben Metalldampfes iiber ein Tragergas ins Vakuum, so daf§ die freien Metallatome durch
die schnelle Abkiihlung kondensieren und Partikel unterschiedlichster Grofle bilden. Die
Bindung der darin enthaltenen Atome wird dabei durch delokalisierte Valenzelektronen
vermittelt (Beispiele dafiir sind Alkali- und Edelmetallcluster). Dabei zeigt sich, dafl das
Massenspektrogramm dieses Kondensats keineswegs eine glatte Verteilung darstellt, son-
dern vielmehr klare Peaks bei bestimmten Teilchenzahlen aufweist, die offensichtlich be-
sonders stabile Konfigurationen darstellen [10]. Fiir nicht allzu grofie Cluster weif man,
daf viele ihrer Eigenschaften durch ihre elektronische Struktur bestimmt sind. Da das Viel-
teilchensystem der delokalisierten Valenzelektronen quantenmechanisch aber nicht exakt
l6sbar ist, greift man auch hier auf das aus der Kern- und Atomphysik bekannte Schalen-
modell zurck. Dabei betrachtet man nur ein einzelnes Valenzelektron, das sich in einem
mittleren Potential bewegt, das von den iibrigen Elektronen sowie von den positiv gelade-
nen Atomriimpfen gebildet wird. Damit lassen sich die Peaks in den Groflenverteilungen
der Metallcluster als Resultat von Schaleneffekten erkldren, wie wir sie bereits im vor-
letzten Absatz besprochen haben. Ein besonders auffilliger Effekt ist dabei das Auftreten
sogenannter Superschalen [11], also einer dem Massenspektrum zusitzlich iiberlagerten
Schwebung, die — wie wir sehen werden — semiklassisch sehr einfach als Interferenz der
beiden wichtigsten klassischen periodischen Bahnen interpretiert werden kann.
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In der vorliegenden Arbeit beschéiftigen wir uns nun mit der semiklassischen Analyse
solcher dreidimensionalen mesoskopischen Systeme und stellen den Ergebnissen die ent-
sprechenden quantenmechanischen Resultate gegeniiber, um so die praktische Anwendbar-
keit, aber auch die Grenzen der hier vorgestellten semiklassischen Methoden aufzuzeigen.
Die grobe Gliederung sieht dabei wie folgt aus:

Nach dieser allgemeinen Einleitung stellen wir im zweiten Kapitel die Grundziige der
Theorie der periodischen Bahnen dar. Nach einer kurzen Herleitung der Gutzwillerschen
Spurformel, die fiir das Verstéindnis der folgenden Kapitel grundlegend ist, zeigen wir,
wie man sie auf Systeme mit Symmetrien erweitern kann. Angewandt wird diese Metho-
de dann auf sphérische und axialsymmetrische Kavitidten als Modellfunktionen fiir das
Hintergrundpotential der Valenzelektronen.

Im dritten Kapitel kliren wir, warum die Standard-POT in Systemen mit gemischter
Phasenraumdynamik (wo also isolierte wie auch entartete periodische Bahnen existieren)
wegen des Auftretens von Symmetrieinderungen und Bifurkationen versagt, und stellen
zwei Ansétze vor, um die Theorie auch auf diesen Fall zu verallgemeinern.

Im vierten Kapitel gehen wir zunéchst noch einmal etwas genauer auf die Beschreibung
von Metallclustern im Schalenmodell ein und diskutieren, wie ihr Deformationsverhalten
in Abhéngigkeit der Teilchenzahl aussieht. Danach wenden wir schlie§lich unseren theo-
retischen Apparat auf dieses Modell an und zeigen, welche Ubereinstimmung mit den
quantenmechanischen Resultaten moglich ist.

Im Anschlufl an eine kurze Zusammenfassung haben wir in den Anhéingen noch einige
rechentechnische Details zusammengefafit.



Kapitel 2

DIE THEORIE DER PERIODISCHEN BAHNEN

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, sind die sogenannten Spurformeln das semiklassi-
sche Werkzeug, das wir in dieser Arbeit beniitzen. Sie stellen eine interessante Briicke zwi-
schen klassischer und Quantenmechanik dar, indem sie eine eigentlich rein quantenmecha-
nische Grofle, die Einteilchen-Niveaudichte, niherungsweise durch die Eigenschaften der
klassischen periodischen Bahnen, die in dem gegebenen System moglich sind, ausdriicken.
Ganz mit am Anfang der Entwicklung dieser ,periodic orbit theory“ (POT) stand dabei
die Gutzwillersche Spurformel [7]. Da deren Verstandnis grundlegend ist fiir alle ihre spéter
erfolgten Verallgemeinerungen, die wir in dieser Arbeit verwenden, beginnen wir dieses Ka-
pitel mit einer kurzen Herleitung. Ausgehend von der Definition der Niveaudichte m6chten
wir in kurzen Ziigen zeigen, wie man iiber semiklassische Ndherungen fiir den Propagator
und die Greensfunktion zur Gutzwillerschen Spurformel gelangt. Dadurch wird einerseits
klar werden, dafl ihr Anwendungsbereich beschrinkt ist, aber auch, wie sie entsprechend
erweitert werden kann. Dies ist der Inhalt des nichsten Abschnitts. Anschlieflend gehen wir
kurz auf die Frage der Konvergenz von Spurformeln ein und zeigen, daff auch die Gesamt-
energie des betrachteten Systems von N nicht-wechselwirkenden Fermionen durch Spurfor-
meln ausgedriickt werden kann. Als Anwendung bringen wir schliefilich die Herleitung der
Spurformel fiir eine sphirische bzw. eine axialsymmetrische Kavitéit, die uns als einfaches
Modell fir das effektive Einteilchenpotential in endlichen Fermionensystemen dient.

2.1 Die Gutzwillersche Spurformel

2.1.1 Die Niveaudichte

Das interessierende d-dimensionale Einteilchen-System werde beschrieben durch einen
Hamiltonoperator
H=T+V(r) |, (2.1)

wobei T' = —%VQ der Operator der kinetischen Energie und V(r) ein lokales Potential
ist, in dem sich das Teilchen der Masse m bewegt. Die stationire Schrédingergleichung fiir
dessen Eigenzusténde |n) (n bezeichne in mehrdimensionalen Systemen einen vollstdndigen
Satz von Quantenzahlen) bestimmt seine Energieeigenwerte E,;:

Hin) = Eqln) . (2.2)

Da wir gebundene Systeme betrachten, sind diese Eigenwerte diskret.
Die Einteilchen-Niveaudichte g(E) ist nun ein Ma$ fiir die Zahl AN der Eigenwerte pro
Energieintervall dE. Sie ist definiert durch

o(B) = % =Y did(B By (2.3)
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Summiert wird dabei iiber das ganze Spektrum, jeder Eigenwert wird mit seinem Ent-
artungsfaktor d,, gewichtet.
Anschaulicher als die singulire Niveaudichte ist ihr Integral

Er
N(Ee) =2 / dEg(E) (2.4)
— 00
die Teilchenzahl-Funktion. Sie gibt an, wieviele Teilchen gem&fl dem Pauli-Prinzip bis zu
einer Fermienergie Fp eingefiillt werden kénnen. Der Faktor 2 tréigt der Spin-Entartung
Rechnung, die iiblicherweise nicht im Entartungsfaktor d, enthalten ist. N(Ey) ist eine

Stufenfunktion, die an den Stellen Er = FE, jeweils um den Wert d,, springt.

In Billardsystemen! erweist sich statt der Energie die Wellenzahl k = \/2mE/h? als
natiirliche Variable. Die Definition der Niveaudichte im k-Raum lautet analog zu Gl. (2.3)

g(k) = Z dy 5(k - kn) ) (25)

wobei k, = /2mE, /h?. Fir die Zahl der Niveaus unterhalb der Fermi-Wellenzahl k, =
V/2mEg/h? muB natiirlich gelten

kg
Nk =2 [ dkgll) = N(B) (2.6)

—00
so daB fiir den Zusammenhang zwischen g(F) und g(k) folgt?:

dE h?

k)y=—-9g(F)=—" 2k-g(E) . 2.7
g(k) = S 9(E) = o 2k g(B) 27)
Die Teilchenzahl-Stufenfunktion kann nun zerlegt werden in einen glatten, mittleren Anteil
N sowie einen oszillierenden Anteil JV:

N(Ey) = N(Ey) + 0N (Er) . (2.8)
Die gleiche Zerlegung ist auch fiir ihre Ableitung, die Niveaudichte, moglich:
9(E) = g(E) +69(E) . (2.9)

Der glatte Anteil g ist in fiihrender Ordnung von # identisch mit der Thomas-Fermi-
Niveaudichte.

Fiir Systeme mit weichem Potential V() (d.h. alle seine Ableitungen miissen endlich
sein) liefert das erweiterte Thomas-Fermi-Modell [12] eine systematische Entwicklung von
g in Potenzen von i und der Energie.

In Billards bzw. Kavititen gilt hingegen die verallgemeinerte Weyl-Formel [13]. Sie
stellt ebenfalls eine Entwicklung in % und in vE dar, wobei die Entwicklungskoeffizien-
ten proportional zu geometrischen Kenngroflen des Systems wie Volumen, Flichen oder
Kriimmungen sind (siche Anhang A.2).

!Unter Billardsystem wollen wir, unabhiingig von der Dimension, ein System mit einem unendlich hohen
Kastenpotential verstehen. In zwei Dimensionen sprechen wir einfach von Billards, in drei Dimensionen
von Kavitdten.

Wir verwenden der Einfachheit halber fiir die Niveaudichte im Energie- und im Wellenzahl-Raum
das gleiche Symbol g und unterscheiden zwischen beiden Groflen nur anhand des Arguments. Es ist also

g(k) # g(v/2mE/Rh?) bzw. g(E) # g(h*k*/2m) zu beachten.
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Eine weitere Moglichkeit, den glatten Anteil ¢ der Niveaudichte zu bestimmen, stellt
die Strutinsky-Methode [14] dar. Sie ist insbesondere dann geeignet, wenn das Energie-
spektrum nur numerisch bekannt ist. Die Grundidee dieser Methode ist die Faltung der
exakten Niveaudichte mit einer geeignet gewéhlten Mittelungsfunktion. In Anhang A.2
gehen wir nidher darauf ein.

Der oszillierende Anteil dg der Niveaudichte ist betragsmiflig sehr viel kleiner als g.
In ihm steckt aber die ganze Information iiber die Schaleneffekte. dg wird mit Hilfe der
Spurformeln durch klassische, periodische Bahnen ausgedriickt. Auf die Herleitung dieser
Formeln gehen wir im nun folgenden Abschnitt ein.

2.1.2 Propagator und Greensfunktion

Allgemeines

Der Propagator K (r,r';t) ist der quantenmechanische Ausdruck fiir die Wahrscheinlich-
keit, daf} sich ein Teilchen, das sich zur Zeit 0 am Ort »' befindet, nach der Zeit ¢ am
Ort r aufhélt. Er ist gegeben durch das Matrixelement des Zeitentwicklungsoperators
in der Ortsdarstellung und la8t sich mit den Eigenwellenfunktionen ®,(r) = (r|n) des
Hamiltonoperators ausdriicken als

K(r,r';t) = (rle 7Ty = 3 @, (r) @ (r')e 7 (2.10)
n

Eine halbseitige Fouriertransformation fithrt vom zeitabhingigen Propagator auf die ener-
gieabhéngige Greensfunktion:

3 o.¢] .
G(r,r;E) = —%/ dt K (r,r'; t)en (2.11)
0

= —%Z@n(r)@;(r')/o dten(E=En)t (2.12)

Gibt man der Energie E noch einen kleinen, positiven Imaginérteil €, so konvergiert das
Integral auf der rechten Seite und wir erhalten folgenden Ausdruck fiir die Greensfunktion:

1
G(r,r'; E) = lim

0, ()2 () . 2.1
=04~ F — B, +ie (F)2a() (2.13)

Fiir die Spur der Greensfunktion gilt also wegen der Orthonormalitit der Eigenfunktionen

trG = [d% G(r,r; E) —il_r)r(l)ZE E e (2.14)
Mit der Identitét
. 1 I
!lg(l)x—i—ig _PE —ind(z) (z,e€R) (2.15)

(P bezeichnet den Hauptwert) folgt schlieflich fiir die Niveaudichte® (2.3):

g(E) = LY [trG(r,7;E)] . (2.16)

™

3Mit dem Symbol ,tr* bezeichnen wir hier und im folgenden die Spur einer Matrix.
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Die Niveaudichte ist also im wesentlichen gegeben durch die Spur der Greensfunktion. In
den néchsten Abschnitten werden wir fiir den Propagator und die Greensfunktion eine
semiklassische Ndherung herleiten, die schliellich auf die Spurformel fiihrt.

Propagator

Der Propagator eines freien Teilchens 148t sich mit Hilfe von GIL. (2.10) exakt berechnen.
Er ist gegeben durch

m \4/2 . )
Ky(r,r'st) = <27riht) exp (3 2(r — 7)) . (2.17)
Dieser Term kann nun auch durch die aus der klassischen Mechanik bekannte Hamiltonsche
Prinzipalfunktion R(r,7’;t) (auch Wirkungsintegral genannt) ausgedriickt werden, die
allgemein definiert ist als das Zeitintegral iiber die Lagrangefunktion L(q(t),q(t),t):

¢
R(r, ;1) = / at'L (q (), q (#) ) . (2.18)
0
R ist nicht nur eine Funktion der Endpunkte ' und r sowie des Zeitintervalls ¢, sondern
ganz wesentlich auch ein Funktional R|[q| des Pfades g, auf dem sich das Teilchen zwischen
den beiden Endpunkten bewegt.
Fiir ein klassisches freies Teilchen findet man insbesondere

m (r — v/)?

RO(r7rl;t) = 2 t

(2.19)

Fiir die Determinante der Matrix der zweiten Ableitungen gilt

0’R, my\d
J— pr— _— 2-2
det ( 87‘87") ( t ) ’ (2.20)

so daf} der freie Propagator auch in der folgenden Form geschrieben werden kann:

. 2R .
Ko(r,r';t) = (27ih) d/2\/det <_8r—87?’) exp (3 Ro(r,7";t)) . (2.21)

Die von van Vleck [16] schon 1928 vorgeschlagene semiklassische Niherung fiir den Pro-
pagator eines Teilchens im Potential V() besteht einfach in der Ersetzung der freien
Prinzipalfunktion R, durch die volle Funktion R, berechnet entlang der klassischen Bahn
von r’ nach r. Weil es i.a. mehrere solche Bahnen b gibt, ist iiber diese zu summieren:

K(r,r';t) = Z(Zwih)_d/2 v/ detCy exp (%Rb(r,r';t)) , (2.22)
b
wobel wir definiert haben
_O’Ry
oror'

Gutzwiller [7] ging bei seiner Herleitung der Spurformel von der Feymanschen Pfadin-
tegraldarstellung [17] des Propagators aus. Weil an dieser Stelle Pfade und damit auch
periodische Bahnen ins Spiel kommen, méchten wir dieses Konzept hier kurz erldutern.

Cp = (2.23)
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Aus G1.(2.10) folgt die sogenannte Kompositionseigenschaft des Propagators
K(r,r';t) = /ddr"K(r,r";t — K" ;") . (2.24)

Da der Propagator eine Ubergangswahrscheinlichkeit darstellt, kann diese Gleichung leicht
interpretiert werden: Ein Teilchen, das sich in der Zeit ¢ vom Ort »' nach r» bewegt, kann
dabei zur Zeit t” alle moglichen Zwischenpunkte 7’ passieren. Um die Gesamtiibergangs-
wahrscheinlichkeit zu erhalten, mufl das Produkt der Teilwahrscheinlichkeiten iiber alle
diese Punkte integriert werden.

Dieser Prozefl des Unterteilens des Weges kann nun rekursiv immer weitergefithrt wer-
den, bis man schliefflich im Grenzfall {iber unendlich viele Zwischenpunkte g; = q(j - 6t)

mit j=1,...,n—1,0t = t/n,n — 0o zu integrieren hat:
n—1
K(r,r';t) = nhi%o/ [1d% K (41,4 6) K (q1,qo; 6t) (2.25)
j=1

wobei g, = r',q, = 7. Entlang des infinitesimal kleinen Teilwegstiicks dq = g;,, —gq; =
q(t'+0t) —q(t') kann das Potential lokal als konstant betrachtet werden, so dal man es
mit einer quasi-freien Bewegung zu tun hat. Es ist also naheliegend, dafl die Integranden
jeweils von der Form freier Propagatoren

m

) exp (AL (al). 4. 1) - 31) (2.26)

K (q(t') + dq, q(t); 6t) = (
sind. Die Exponenten im Gesamtintegranden addieren sich zum Wirkungsintegral R[q]
(2.18), so dafl man insgesamt folgendes Ergebnis fiir den Propagator findet:

. . d d m nd/2 i
K(r,r';t) = nll)nolo d%, ...d%,_. (727&%&) exp (hR[q]) . (2.27)

Jede Folge von Punkten (qo,q,,...,q,._1,q,) entspricht dabei einem Pfad g, der die bei-
den Endpunkte ' und r verbindet, so dal man vom Pfadintegral spricht. Die quanten-
mechanische Natur des Propagators kommt nun dadurch zum Ausdruck, daf} nicht nur
iiber die klassisch moéglichen, sondern iiber alle Pfade, also z.B. auch nicht-differenzierbare
oder unstetige, integriert wird. Das Pfadintegral stellt eine Lagrangesche Formulierung
der Quantenmechanik dar, die zur Hamiltonschen Formulierung durch die Schrodinger-
gleichung vollkommen &quivalent ist.

Um den Zusammenhang mit der klassischen Mechanik zu erkennen, 148t man geméfl
dem Korrespondenzprinzip die Plancksche Konstante A formal gegen Null gehen. Fiir das
Pfadintegral (2.27) bedeutet dies, da§ die Phase R[q] /i im Exponenten des Integran-
den sehr grofl wird, der Integrand selber also stark oszilliert. Die Beitréige benachbarter
Pfade zum Integral heben sich damit aufgrund destruktiver Interferenz gréfitenteils weg.
Einen nicht-verschwindenden Beitrag liefern im Grenzwert 5 — 0 nur die Pfade, fiir die
die Phase stationir wird, d.h. fiir die die Variation der Hamiltonschen Prinzipalfunkti-
on verschwindet:

SR[g]=0 . (2.28)
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Das sind aber nach dem Hamiltonschen Prinzip genau die klassischen Bahnen. Uber die
Pfadintegraldarstellung erhélt man also auf ganz natiirliche Weise die klassische Mechanik
als Grenzfall der Quantenmechanik.

Diesen qualitativen Uberlegungen entspricht rechnerisch die sogenannte Sattelpunkts-
ndherung fiir das Pfadintegral. Diese Methode, ein Integral mit oszillierendem Integranden
asymptotisch auszuwerten (auch bekannt als Methode der stationéiren Phase), ist kenn-
zeichnend fiir die ganze semiklassische Theorie und wird in der weiteren Herleitung der
Spurformel wiederholt angewandt werden.

Um nun zu einer semiklassischen Niherung fiir den Propagator zu kommen, entwickelt
man zuerst das Wirkungsintegral im Exponenten des Pfadintegrals (2.27) um eine klas-
sische Bahn ¢:

n—-Dd

)
Rlql~Rlg+3 Y Rijdaxda (2.29)
k=1

Ry, bezeichne dabei die gemischten zweiten Ableitungen des Wirkungsintegrals nach den
Komponenten der Zwischenpunkte g;. Im Hauptachsensystem ist die (n—1)d-dimensionale
Matrix R" diagonal, ihre Eigenwerte seien R}. Mit dieser N&herung separiert das Pfadin-
tegral (2.27) in ein Produkt aus (n—1)d Fresnelintegralen

/ dgy, exp (5= Ry (5gx)%) = V2rh |Ry|~'/? eisnBiim/d (2.30)
so daf} es sich insgesamt schreiben 148t in der Form
nd/2 _ .
K (r, ;1) & (2mif) /2 Tim (%) |detR"| ™ exp (iR[q] —ikZ) . (2.31)

Fir den in dieser Formel auftretenden Grenzwert 148t sich folgende Eigenschaft zeigen:

2 1/2
lim (%)"d/2 |detR"| * = ‘det( OR )

= |detC|'/? | (2.32)

n— 00 6r6r’

d.h. man erhilt fiir die Amplitude fast den gleichen Ausdruck wie schon in der van Vleck-
schen Formel (2.22). Hier ist allerdings die Wurzel aus dem Betrag der d-dimensionalen
Matrix C' zu nehmen.

In der Phase hingegen tritt zusétzlich ein ganzzahliges Vielfaches x von —3 auf, das von
der Phase im Fresnelintegral (2.30) stammt. Dieser Term stellt sicher, dafl die Kompositi-
onseigenschaft (2.24) auch in Sattelpunktsniherung erfiillt ist.  ist dabei die Anzahl der
sogenannten konjugierten Punkte. Eine Aussage dariiber liefert ein Theorem von M. Morse
[18]. Es besagt, dafl die Matrix C' (2.23), ausgewertet an einer klassischen Bahn g, ebenso
viele negative Eigenwerte hat wie es entlang dieser Bahn konjugierte Punkte gibt.

Betrachten wir zur geometrischen Veranschaulichung die Bewegung eines Teilchens, das
vom Punkt 7’ startet, allerdings gegeniiber der klassischen Trajektorie mit einer kleinen
Storung 0p’ des Anfangsimpulses (Abb. 2.1).

In linearer Niherung ist die daraus resultierende Anderung dr des Endpunktes gegeben
durch den Zusammenhang

or
dr =B-6p = (8—p’> op' . (2.33)
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2. konjugierter
Punkt v €

1. konjugierter =z == r+or
Punkt

ABBILDUNG 2.1: Mehrere Bahnen, die am Punkt v mit leicht verschiede-
nen Anfangsimpulsen starten, schneiden sich zu den konjugierten Zeiten
t, und t, in den jeweils konjugierten Punkten. 0r ist die Differenz ihrer
Endpunkte.

Die dabei auftretende Matrix B ist aber wegen der allgemein giiltigen Identitéten

I. /. /.

8R(7a',r ;1) —p. 8R(r,t° ;1) - OR(r,r';t) _ & (2.34)
r or ot
genau die zu C inverse Matrix. Fiir hinreichend kleine Zeiten ¢ werden sich die beiden
Trajektorien einfach linear auseinanderentwickeln, d.h. die Matrix B — und damit C
— ist proportional zur Einheitsmatrix, mit positiven Eigenwerten. Mit wachsendem ¢
kann es aber passieren, dafl sich die Trajektorien in einem festen Punkt schneiden. Die-
sen Schnittpunkt nennt man einen konjugierten Punkt. An solch einem Punkt muf} gel-
ten detB = (detC)~! = 0, d.h. einer der Eigenwerte von B und damit von C nimmt
negatives Vorzeichen an. Somit entspricht jedem negativen Eigenwert der Matrix C' ein
konjugierter Punkt.

La. hat die klassische Bewegungsgleichung (2.28) mehrere Bahnen als Losung. Aufgrund
des Superpositionsprinzips ist iiber deren Beitrige zu summieren. Damit lautet nun die
Gutzwillersche Naherung fiir den Propagator

K(r,r'st) ~ (2rih) =92 |detCy| ' exp (L Ry(r,7'st) — ik, 5) (2.35)
b

wobei b iiber alle klassischen Bahnen von 7' nach r laufe.

Die letzte Formel ist allerdings nur giiltig, wenn alle diese Bahnen isoliert sind. Bei
der Anwendung der Sattelpunktsniherung wurde ndmlich davon ausgegangen, dafl die
Eigenwerte Rj nur auf isolierten Punkten (eben den konjugierten Punkten) verschwinden.
In Systemen mit sehr hoher Symmetrie kann dies aber sogar auf einem kontinuierlichen
Bereich der Fall sein, so dafi die Sattelpunktsniherung nicht mehr gerechtfertigt ist. Eine
Losung dieses Problems wird in Abschnitt 2.2 skizziert.
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Greensfunktion

Aus der semiklassischen Néherung (2.35) fir den Propagator erhilt man nun geméif
Gl. (2.11) durch halbseitige Fouriertransformation eine entsprechende Niherung fiir die
energieabhingige Greensfunktion:

G(r,r'; E) =~ (ih) " (2min) 2 / dt |detCy|"? exp (L (R, + Bt) —ir,T) . (2.36)
b 0

Das Integral wird wieder in Sattelpunktsniherung berechnet. Da es sich hier um ein ein-
faches eindimensionales Integral handelt, méchten wir an dieser Stelle die Vorgehensweise
bei der Sattelpunktsniherung genauer erldutern. Auch hier erwarten wir wieder, daf§ der
fithrende Beitrag zum Integral im Limes A — 0 von den Punkten im Integrationsintervall
kommt, an denen der Exponent im Integranden stationir ist. Die Beitrdge aller ande-
ren Punkte sind wegen des dann stark oszillierenden Integranden von hoherer Ordnung
in A. Zunichst entwickelt man nun den Exponenten in der Umgebung eines stationéren
Punktes ¢, bis zur zweiten Ordnung

1 0°R,

Rb(’l", ’l",; t) + Ft =~ Rb('f’, ’l"l; tO) + Eto + 5 W (t — t0)2 . (237)

to

Von der Amplitudenfunktion |detC}| nimmt man an, daf§ sie nur schwach mit ¢ oszilliert,
so daB man sie in guter Ndherung vor das Integral ziehen kann; ¢, sei hinreichend grofi.
Mit diesen Ndherungen hat man das gesuchte Integral im wesentlichen auf das bekannte
Fresnelintegral reduziert:

/_c:dw ehe? = \/%ei'sgn)"w/4 ,wobei X\ = % % . (2.38)
so daf sich fiir die semiklassische Greensfunktion folgender Ausdruck ergibt:
2 1—1/2
G(r,7'; E) =~ 2r(2xih)~(@+1)/2 Z |det C;,|1/2 % exp (ih(Rb + Ety) —ip, %)
' (2.39)

Im Exponenten steht die Legendre-Transformierte S der Hamiltonschen Prinzipalfunktion,
die eine Funktion der Energie ist und fir die gilt:

-
R(r,7';ty) + Et, = S(r,r; E) = / p-dr” . (2.40)

”
Im weiteren werden wir S einfach als Wirkung bezeichnen. Sie erfiillt &hnliche Relationen
wie die Prinzipalfunktion:
aS(r,r"; E) aS(r,r'; E) ,  0S(r,r;E)
or P ar! - P OE
Die Amplitudenterme in Gl. (2.39) lassen sich mit den Gln. (2.34) sowie den Rechenre-
geln fiir Jacobi-Determinanten zur Determinante einer (d+1)-dimensionalen Jacobi-Matrix
D zusammenfassen (Indizes bezeichnen dabei jeweils festgehaltene Grofien):

v () = (), (), (5 55)

—det (g((flé))> —: —detD . (2.42)

=t . (2.41)
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Diese Jacobi-Matrix kann man wegen der Gln. (2.41) auch durch die zweiten Ableitungen
der Wirkung S ausdriicken:

ol opl 05 oS

detD =det | O OE | = (—1)ldet| Or'dr Or'0E . (2.43)
o o s 0%
or OFE O0EOor  OFE?

Der Index p, im Exponenten von Gl. (2.39) ergibt sich schliefilich aus x, und dem Vorzei-
chen von \. Er 148t sich analog zu &, interpretieren als die Zahl der konjugierten Punkte
entlang der Bahn b — nun allerdings bei fester Energie E gezdhlt — und ist gegeben
durch die Zahl der negativen Eigenwerte der Matrix D. In Billardsystemen sind x, und p,
gleich, i.a. gilt dies jedoch nicht. In Billardsystemen (mit Dirichletschen Randbedingungen)
liefert auBlerdem jeder Reflexionspunkt auf einer klassischen Bahn wegen des singulidren
Potentials am Rand einen Beitrag 2 zum Gesamtindex.

In der geometrischen Optik kennt man den Begriff der Kaustik. Sie ist die Einhiillende
fiir eine Schar von Lichtstrahlen bei gegebenen Randbedingungen. In Analogie dazu kann
man auch die Kaustik eines Biindels von klassischen Trajektorien definieren, die mit der
Energie £ am Punkt r’ starten. Konjugierte Punkte sind dann genau die Beriihrpunkte
einer klassischen Bahn mit dieser Kaustik. Quantenmechanisch hat ein Teilchen auch jen-
seits dieser Grenze eine nicht-verschwindende Aufenthaltswahrscheinlichkeit, was sich in
einer Phasenverschiebung der Wellenfunktion duflert. Der Index p, — auch Morse-Index
genannt — ist nun nichts anderes als Ausdruck dieser Phasenverschiebung.

Die Gutzwillersche Niherung fiir die Greensfunktion lautet schlieflich also folgender-
mafen:

G(r,r'; B) = 2m(2rih) =@ D/2 N " det Dy exp (18 — i 5) (2.44)
b

Dabei gilt auch hier die schon beim semiklassischen Propagator (2.35) gemachte Ein-
schrinkung auf isolierte Bahnen.

2.1.3 Die Spurbildung

Als letzter Schritt auf dem Weg zu einem semiklassischen Ausdruck fiir die Niveaudichte
ist gemifl Gl. (2.16) die Spur der Greensfunktion G(r,r’; E) zu berechnen (woher auch
die Bezeichnung , Spurformel® riihrt), d.h. die beiden riumlichen Argumente 7, r’ werden
gleichgesetzt, anschlielend wird dariiber integriert.

Ersteres bedeutet in Bezug auf Gl. (2.44), daf nur iiber geschlossene Bahnen zu sum-
mieren ist. Dabei ist prinzipiell zu unterscheiden zwischen direkten Bahnen, deren Linge
im Grenzfall » — r’ gegen Null geht, und solchen mit nicht-verschwindender Linge. Von
dem Integral iiber den Beitrag G, der direkten Bahnen 148t sich zeigen ([19]), dafl es den
Thomas-Fermi-Ausdruck fiir die mittlere Niveaudichte g(E) liefert:

—%Im d% Go(r,r; E) = ﬁ/ddrddp §(E—H(r,p)) |, (2.45)

also das bei der Energie F zugingliche Phasenraumvolumen, dividiert durch das Volumen
einer , Quanten-Elementarzelle“.
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Alle Bahnen endlicher Linge tragen dagegen zum oszillierenden Anteil dg(E) der Ni-
veaudichte bei, mit dem wir uns hauptséichlich beschéftigen. Das zu berechnende Spurinteg-
ral wird dabei wiederum in Sattelpunktsnidherung ausgefiihrt. Die wesentlichen Beitréige
zum Integral kommen also von den Punkten, an denen die Wirkung im Exponenten der
Greensfunktion (2.44) stationér ist:

oS(r,rm;E) _ (0S(r,r;E) 0S(r,r'; E) B ;o
or _( o o), TPP=0 . (240

Die Stationarititsbedingung fiihrt wegen der Eigenschaften (2.41) dazu, dafl nicht nur
Anfangs- und Endpunkt der klassischen Bahnen, sondern auch deren Impulse an diesen
Punkten iibereinstimmen miissen. Von der Summe in Gl. (2.44) tragen somit nur die
periodischen Bahnen (abgekiirzt mit po fiir periodic orbit) mafigeblich bei, wihrend die
Beitriage der iibrigen Bahnen von hoherer Ordnung in A sind.

Zur Berechnung des Spurintegrals wihlt man zweckméiBigerweise ein lokales Koordina-
tensystem, dessen eine Koordinate r; entlang der jeweiligen periodischen Bahn verlduft
und die iibrigen d—1 Koordinaten r, senkrecht dazu:

r = (T‘|,TL’1, . 77/'L,f—1) = (7"‘|,Tl) . (247)

Weil es sich dabei um eine orthogonale Koordinatentransformation handelt, ist die zu-
gehorige Jacobi-Determinante gleich 1. Entlang der periodischen Bahn ist die Wirkung
konstant, so dafl {iber r| exakt integriert wird, wihrend man fiir das Integral iiber
die Sattelpunktsniherung verwendet. Man erhélt also fiir den oszillierenden Anteil der
Niveaudichte folgenden Ausdruck:

1 : -
69(E) ~ — Re > " exp (£Spo—i(kpo+po) §) 74 dry [detDpo|Y? |detW,,o| 12 . (2.48)
po p

PO

Der Index ppo stehe fiir die primitive, d.h. einfach durchlaufene periodische Bahn. W ist
die Matrix der zweiten Ableitungen der Wirkung nach den Komponenten von 7 :

2 2 2 2
048 048 0°S 0°S ) (2.49)
0

Wiry) = (871671 + or, or', + or' or, + or' or',

(der Index 0 bedeute, dal die Ableitung an der periodischen Bahn, also bei r, =7/ =0
genommen werde), v ist die Zahl der negativen Eigenwerte von W. Es lafit sich zeigen
[20], daB8 die Summe g+ v der Phasenindices nicht von r; abhéngt und deshalb vor das
Integral gezogen werden kann. Die Determinante von W l48t sich mit den Eigenschaften
(2.41) und etwas Determinantenrechnung auch darstellen als Determinante einer (2d—2)-
dimensionalen Jacobimatrix:

/ /
detW (r,)| = ‘det (31& o, op. 3pl>
0

or, Or,  or, or,
_ ‘det (8(m —p\ Ty ri))
0

D) (2.50)
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Auch die Determinante der Matrix D kann vereinfacht werden. Weil namlich die erste Zeile
und Spalte der linken oberen Teilmatrix von D (2.43) in dem lokalen Koordinatensystem
verschwinden*, gilt:

0?’S 0?8 0?8 1 op'
detD =|l—r—v——det | =——— || = = |det L 2.51
[detD{ry)] ‘8E6r” 0B, ° (ar;an)‘ 72 | (6m)0 (2:51)
Damit kann der Integrand in Gl. (2.48) folgendermafBen zusammengefat werden®:
1 [ I 1/2 oo o -1/2
|detD|M? [detW V2 = T |det LL’&} det [ 2P P’y )
A 871,873_ 0 8(TL7TL) 0
L (O =rp—pl) [
= — det 7 7
LA a(r'.,p) 0
1 d(r.,p.L) > e 1 —1/2
= —l|det| =—————=| —1 = —|det (M —1 2.52
l (3(7'1,%) 0 al ldet{ A (252)

Im letzten Schritt haben wir die sogenannte Stabilitdtsmatrix M definiert, die beschreibt,
wie sich im Phasenraum eine auf der periodischen Bahn senkrechte, infinitesimale Storung
des Anfangspunktes (v ,p/ ) nach einem Umlauf entlang der Bahn entwickelt, und damit
eben Aufschluf} iiber die Stabilitdt der Bahn im Phasenraum gibt. In Abschnitt 2.5.2 wer-
den wir darauf niaher eingehen. An dieser Stelle ist nur wichtig festzustellen, daf§ die Sta-
bilitdtsmatrix eine invariante Eigenschaft einer jeden periodischen Bahn ist. Insbesondere
héngt sie nicht vom Startpunkt r, auf der Bahn ab. Die obige Determinante kann deshalb
vor das Integral in Gl. (2.48) gezogen werden. Damit bleibt nur mehr das triviale Integral

1
% d']"H - = % dt = Tppo (253)
ppo ) ppo

iibrig, das die Periode der primitiven periodischen Bahn liefert.
Fafit man nun alle Ergebnisse zusammen, erhilt man schliefilich die Gutzwillersche
Spurformel:

1 Tppo(E)
B~ — E Ppo

09.a(B) ~ 7% |det(M,, — T)|1/2

po

cos (Spo(E) [l — 0po%) . (2.54)

Sie kann als eine Fourier-Zerlegung fiir den oszillierenden Teil der Niveaudichte betrach-
tet werden, zu der jede klassische, periodische Bahn mit einem oszillierenden Term bei-
tragt. Dabei hingt die Amplitude von der Periode und (iiber die Stabilitdtsmatrix My,)
v.a. von der Stabilitéit der jeweiligen Bahn gegeniiber Stérungen der Anfangsbedingungen
ab, d.h. je stabiler die Bahn, umso grofler ist ihr Beitrag zur Niveaudichte (s. Abschnitt
2.5.2). Die Amplitude ist i.a. eine weiche Funktion der Energie. Die Phase ist im wesentli-
chen gegeben durch die klassische Wirkung S, = fpo p-dr der Bahn sowie den sogenannten
Maslov-Index op,, der sich aus den schon erwéhnten Indices jip, und v, zusammensetzt:

Tpo = Ihpo + Vpo - (2.55)

“Zum Beweis schreibt man die Energieerhaltung in der Form H(r,p) = H(r, %) = E und bildet den
Gradienten bzgl. '. Mit Hilfe der Hamilton-Gleichung ergibt sich die Behauptung.
SMit dem Symbol ,, I bezeichnen wir die Einheitsmatrix. Thre Dimension sollte aus dem Zusammenhang

klar sein, hier also 2(d—1).
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Der Maslov-Index einer periodischen Bahn ist eine nur von ihren topologischen Eigen-
schaften abhingige Konstante.

Bei der Berechnung des Spurintegrals in Sattelpunktsniherung wurde davon ausgegan-
gen, daf} die Eigenwerte der Matrix W (2.49), also die zweiten Ableitungen der Wirkung,
hochstens auf einer endlichen Zahl von Punkten verschwinden, weil die Ndherung anson-
sten ein divergierendes Ergebnis liefert. Die Gutzwillersche Spurformel (2.54) ist somit
nur giiltig, wenn es (bei fester Energie) in der Nihe einer periodischen Bahn keine andere
Bahn mit gleicher Wirkung gibt, wenn alle Bahn also isoliert sind. Dies ist insbesondere
in vollstdndig chaotischen Systemen der Fall, bei deren Beschreibung die Spurformel auch
sehr erfolgreich ist [21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28].

Bei Vorhandensein einer kontinuierlichen (rdumlichen oder dynamischen) Symmetrie in
dem betrachteten System ist die obige Bedingung nicht mehr erfiillt: Hier konnen Bahnen
durch Anwendung von Symmetrieoperationen aufeinander abgebildet werden und bilden
somit kontinuierliche Familien von Bahnen mit identischer Wirkung. Man nennt diese Bah-
nen dann entartet (beziiglich ihrer Wirkung). Der Grad f dieser Entartung ist i.a. gleich
der Dimension der zugrunde liegenden Symmetriegruppe. In konservativen Systemen hat
man iiberdies noch Invarianz gegeniiber zeitlichen Translationen. Die Elemente einer Fami-
lie iiberdecken daher im Integrationsgebiet eine endliche, (f+1)-dimensionale Hyperfliche
F| auf der zumindest ein Eigenwert von W verschwindet, so dafl das Spurintegral diver-
giert. In der Gutzwillerschen Spurformel dufiert sich das darin, dafl mindestens ein Eigen-
wert der Stabilitdtsmatrix M den Wert 1 annimmt und der Nenner damit verschwindet.
Integrable Systeme sind ein Beispiel fiir das Auftreten solch entarteter Bahnen.

Wie schon in Abschnitt 2.1.2 erwéhnt, kann diese Entartung von klassischen Bahnen in
Systemen mit sehr hoher Symmetrie auch schon auf der Ebene des Propagators bzw. der
Greensfunktion auftreten.

Im néchsten Abschnitt wenden wir uns nun der Frage zu, wie der Gutzwillersche Ansatz
auf Systeme mit kontinuierlicher Symmetrie erweitert werden kann.

2.2 Erweiterung auf Systeme mit Symmetrie

Viele physikalische Systeme in der Natur weisen eine kontinuierliche Symmetrie auf und
erfiillen deshalb die fiir die Anwendbarkeit der Gutzwillerschen Spurformel nétige Vor-
aussetzung nicht: Wenigstens einige der mdoglichen klassischen periodischen Bahnen sind
nicht isoliert, sondern liegen vielmehr als Elemente einer ganzen Familie von entarteten
Bahnen vor. Dies gilt insbesondere in den Systemen, mit denen wir uns spiter im Rah-
men der Anwendung auf endliche Fermionensysteme beschéftigen wollen: In sphérischen
bzw. axialsymmetrischen Kavitéiten gehen die periodischen Bahnen in einer entarteten
Familie durch Rotation um eine Symmetrieachse auseinander hervor.

Nach dem Gesagten ist aber auch klar, wie der Gutzwillersche Ansatz zu modifizieren
ist, um auch fiir solche Systeme eine Spurformel zu erhalten: Bei der Spurbildung muf}
iiber die von einer entarteten Familie {iberdeckte Hyperfliche exakt integriert werden
(analog dem Integral iiber 7| in Gutzwillers Herleitung), wihrend in den dazu senkrechten
Richtungen weiterhin die Sattelpunktsniherung angewandt werden kann.

Dieser Weg wurde zuerst von Strutinsky et al. [29] angewandt. Auf diese Weise konnten
sie z.B. die Spurformel fiir ein zweidimensionales, kreisférmiges Billard bestimmen.
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Ganz dhnlich konnten sie das schon erwihnte Problem l6sen, dafl bereits die Gutzwil-
lersche Niherung fiir den Propagator (2.35) und damit auch fiir die Greensfunktion (2.44)
divergiert. Als Beispiel sei hier die sphirische Kavitéit genannt, die spéter noch ausfiihrli-
cher behandelt wird (s. Abschnitt 2.4): Sind die beiden Punkte » und 7’ verschieden, so
sind alle klassischen Bahnen, die sie verbinden, isoliert. Fallen sie jedoch wie im Spurin-
tegral zusammen, ist die Wirkung der Bahnen stationir beziiglich einer Rotation um eine
Gerade durch den Punkt » =7’ und den Ursprung. Zur Lésung dieses Problems gingen
sie zuriick zur Kompositionseigenschaft (2.24) des Propagators. Die rdumlichen Argumen-
te in den beiden Teilpropagatoren des Integranden sind verschieden, so daf} dafiir jeweils
der Gutzwiller-Propagator eingesetzt werden kann. Das Integral iiber " wird nun nicht
vollsténdig in Sattelpunktsniherung, sondern soweit wie moglich exakt bestimmt. Dadurch
erhélt man eine symmetrie-angepafite Form des Propagators und damit der Greensfunk-
tion, deren Spur wie oben beschrieben berechnet wird.

Im Gegensatz zur Gutzwiller-Spurformel (2.54) erhilt man aber auf die beschriebene
Weise keine allgemein giiltige Formel mehr, in der nur noch invariante Gréflen der periodi-
schen Bahnen auftauchen. Vielmehr mu# fiir jedes System die Spur auf eine der Symmetrie
entsprechende Weise erneut berechnet werden. Dies kann insbesondere dann schwierig sein,
wenn keine anschauliche rdumliche Symmetrie vorliegt.

Einen sehr viel allgemeineren Ansatz zur semiklassischen Beschreibung von Systemen
mit kontinierlicher Symmetrie wihlten Creagh und Littlejohn [30]. Zunéchst wird senk-
recht zur Hyperfliche F' wie schon oben in Sattelpunktsniherung integriert. F' ist fiir
jede Bahnfamilie dadurch definiert, daf§ alle Elemente g der zugrunde liegenden Symme-
triegruppe G auf eine Referenzbahn aus dieser Familie angewandt werden. Anstatt das
verbleibende Integral iiber F' nun als rdumliches Integral aufzufassen, wird deshalb viel-
mehr iiber alle Gruppenelemente g (sowie die Zeit t) integriert. Dazu beniitzt man das
sogenannte Haar-Maf}, das als natiirliches Maf} auf jeder kontinuierlichen Gruppe definiert
ist. Das ,,Gruppen-Volumenelement“ ist dabei gegeben durch du(g) =dO,...dO; =d0O,
wobei die Gruppenvariablen ® die einzelnen Gruppenelemente parametrisieren. Auf diese
Weise niitzt man die jeweilige Symmetrie optimal aus: Von dem Integranden kann man
ndmlich durch geschicktes Umformen zeigen, daf er eine fiir jede Familie von Bahnen
invariante Form hat. Das Integral wird dadurch (dhnlich dem iiber die Zeit ¢ bei der Her-
leitung der Gutzwiller-Spurformel, siehe Gl. (2.53)) trivial. Insgesamt kommt man so zu
einer Formel, die der Gutzwillers sehr &hnlich ist:

11 Ty Vi
§5ge (E) = — =
e (1) 7Tfi(27r7i)f/22F:|QJFolet(z\4F—]1)|1/2

cos (Sp/h—o0p3 — fZ) . (2.56)

Summiert wird nicht mehr iiber einzelne periodische Bahnen, sondern iiber alle Bahnfami-
lien, die jeweils durch eine Hyperfliche F' reprisentiert werden. T’ ist wieder die primitive
Periode, S die Wirkung einer Bahn aus der Familie F. V; ist das , Gruppenvolumen*
Ve = [du(g) bzw. bei einer zusitzlichen diskreten Symmetrie von F ein entsprechender
Bruchteil davon. Die reduzierte Stabilitétsmatrix M, ist eine 2(d—f—1)-dimensionale Un-
termatrix der vollen Stabilitdtsmatrix Mp. Sie zeichnet sich dadurch aus, daf} die bei der
Definition von My erwihnte infinitesimale Storung des Anfangspunktes einer periodischen
Bahn im Phasenraum nicht nur senkrecht zur Bahn, sondern zu ganz F' zu wihlen ist. Man
untersucht also eine Stérung bei festgehaltenem L, wobei L= (L,,...,Ly) die zur jeweili-
gen Symmetrie gehorigen Erhaltungsgrofien bezeichne. Jy, der sogenannte Anholonomie-
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Term, ist gewissermaflen komplementir zu M, r. Er gibt ndmlich — ausgedriickt durch die
Gruppenkoordinaten ® — an, um welchen Betrag sich die Bahn nicht mehr schliefit, wenn
man den Wert von L fiir die Bahnfamilie F' infinitesimal dndert:

00

Der Faktor @ ist trivial und hingt nur von der jeweiligen Symmetrie ab. So gilt in Syste-
men mit abelscher (d.h. kommutativer) Symmetrie allgemein @ =1 und bei sphérischer
Symmetrie Q= L2 (L ist dabei der Betrag des Gesamtdrehimpulses). Der Maslov-Index
o ergibt sich wieder als die Summe der Zahl von konjugierten Punkten entlang einer Bahn
aus F' sowie eines Beitrages von der Spurbildung senkrecht zu F'. In Abschnitt 2.5.2 werden
wir diese Grofien am Beispiel der Gruppe SO(1), also axialer Symmetrie, genauer erliutern.

Anhand von Gl. (2.56) wird sofort einsichtig, dal der Beitrag zur Niveaudichte von
einer Bahnfamilie mit Entartungsgrad f um einen Faktor A~//2 grofer ist als der einer
isolierten Bahn (siehe Gl. (2.54)). Die Amplitude einer periodischen Bahn ist neben ihrer
Stabilitit also ganz wesentlich von ihrer Symmetrie-Entartung bestimmt.

Hier deutet sich schon ein Problem an: Andert man einen dufieren Parameter (wie
z.B. ein magnetisches Feld oder die Deformation) auch nur infinitesimal, kann sich der Ent-
artungsgrad f einer Bahnfamilie und damit ihr Beitrag zur Niveaudichte abrupt &ndern,
im Gegensatz zur quantenmechanischen Niveaudichte, die sich natiirlich nur wenig &ndern
wird. Dieser Widerspruch ist darauf zuriickzufithren, dafl in diesem Fall nicht mehr alle
Sattelpunktsintegrationen in der Herleitung der Spurformel gerechtfertigt sind. In Kapitel
3 werden wir zeigen, wie man diesen Defekt der POT beheben kann.

Im Falle isolierter Bahnen, also fiir f = 0, entspricht Gl. (2.56) wieder genau der
Gutzwiller-Formel (2.54). Ein anderer Spezialfall sind integrable Systeme (d.h. es gilt
f = d). Hier erhélt man mit Gl (2.56) das gleiche Ergebnis wie schon Berry und Ta-
bor [8]. Deren Ausgangspunkt ist die EBK-Quantisierung, die schon in der Einleitung
erwihnt wurde. Durch Anwendung der Poisson-Summationsformel und ebenfalls der Sat-
telpunktsintegration erhalten sie eine Summe iiber alle rationalen Tori im Phasenraum,
die als periodische Bahnen interpretiert werden konnen. Speziell fiir Billardsysteme wurde
von Balian und Bloch eine Spurformel hergeleitet, die bei beliebiger Symmetrie giiltig ist
[31]. Sie beniitzen eine sogenannte Vielfach-Reflexions-Entwicklung der freien Greensfunk-
tion und machen bei der Spurbildung gleichfalls Gebrauch von der Sattelpunktsniherung.
Damit kommt man (in Billardsystemen) zum gleichen Resultat wie mit der Spurformel
(2.56). Eine fiir praktische Rechnungen sehr niitzliche Spurformel fiir isolierte Bahnen als
auch solche mit Rotationssymmetrie in einer Kavitdt stammt von Sieber [32]. Zur Bestim-
mung der semiklassischen Greensfunktion startet er nicht bei der Schrédingergleichung fiir
die Kavitit, sondern beniitzt eine dquivalente Randintegralgleichung. Die sich ergebende
Spurformel stimmt wiederum mit Gl. (2.56) (angewandt auf Kavitéiten) iiberein.

Damit schlieen wir die allgemeine Diskussion von Spurformeln in Systemen mit und oh-
ne kontinuierliche Symmetrie ab. Bevor wir uns nun mit speziellen Beispielen beschiftigen,
mochten wir uns kurz zwei praktischen Problemen zuwenden: der Konvergenz von Spur-
formeln, die auf eine Mittelung hinauslduft, und der Moglichkeit, auch den oszillierenden
Teil der Gesamtenergie als Spurformel auszudriicken.
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2.3 Die gemittelte Niveaudichte und die Gesamtenergie

2.3.1 Die Mittelung

Da die oben besprochenen Spurformeln Niherungen fiir den oszillierenden Anteil der Ni-
veaudichte darstellen, sollte man erwarten, aus der Position ihrer Pole geniherte Energie-
Eigenwerte bestimmen zu kénnen. Damit hitte man eine semiklassische Quantisierung
erreicht. In der Praxis ist dies jedoch nur fiir wenige Modellsysteme moglich. Dies liegt
daran, dafl Spurformeln i.a. asymptotische Reihen sind, also nicht konvergieren, sondern
vielmehr an einer bestimmten Stelle abgebrochen werden miissen. Daneben bringt die Sum-
me iber alle periodischen Bahnen auch rein praktische Probleme mit sich. Insbesondere
in Systemen mit gemischter Phasenraumstruktur, die weder integrabel noch vollstindig
chaotisch sind, ist die systematische Suche v.a. nach ldngeren Bahnen sehr schwierig. In
chaotischen Systemen steht man dagegen vor dem Problem, dafl die Zahl der periodischen
Bahnen exponentiell mit der Energie zunimmt.

Andererseits ist die semiklassische Bestimmung einzelner Energieniveaus im Hinblick
auf Anwendungen (siehe Kapitel 4) aber auch gar nicht nétig. Dafiir sind auch die gewihl-
ten Einteilchen-Potentiale zu modellhaft. Wir sind vielmehr an der groben Schalenstruktur
interessiert, die von den Details des Spektrums relativ unabhéngig ist. Diese Grobstruk-
tur wird durch eine leicht gemittelte Niveaudichte beschrieben. Technisch entspricht dies
einer Faltung der Niveaudichte mit einer symmetrischen, normierten Mittelungsfunktion,
deren Breite v grofler als die Abstinde zwischen den einzelnen Energieniveaus, jedoch
kleiner als die Schalenabstéinde zu wihlen ist. In dieser Arbeit beniitzen wir dazu eine
GaufBifunktion ﬁe_(’””)z .

Quantenmechanisch bedeutet diese Faltung einfach eine Ersetzung der Deltafunktionen
in Gl. (2.3) durch Gauffunktionen (siehe Anhang A.2). Auch semiklassisch kann diese Fal-
tung (zumindest niherungsweise) analytisch durchgefiihrt werden. Der glatte Anteil g der
Niveaudichte bleibt von dieser Mittelung definitionsgem&f natiirlich unberiihrt. Schreibt
man den oszillierenden Anteil dg, also die Spurformel, in der allgemeinen Form

59501 ReZApo Spo )/h—apo.7r/2) (258)

(der Index ,,po* bezeichne hier je nach System eine einzelne, isolierte Bahn oder eine ganze
Bahnfamilie, A,, stehe fiir die gesamte Amplitude, o), fiir den [je nach Symmetriegrad
halb- oder ganzzahligen] Maslovindex), ist folgendes Faltungsintegral zu berechnen:

o () = <2—Re Y [ Ay (1) Sl E e 2) o (B (2,50
po T

Nun entwickelt man die Wirkung im Exponenten bis zur ersten Ordnung in E’, wodurch
wegen d,f—E" = Ty (siehe Gl. (2.41)) die Periode T}, der Bahn auftaucht. Anschlieflend
ergdnzt man den Exponenten quadratisch und bringt alle energie-unabhéingigen Terme
(einschlieBlich der Amplitude A,,, die nur wenig mit der Energie variiert) vor das Inte-
gral. Das verbleibende Gauflintegral kann exakt berechnet werden und hebt sich einfach
gegen den Normierungsfaktor weg. Damit kommt man zu folgendem Ergebnis fiir die ge-
mittelte Spurformel:

R ReZApO el(Spo( )/ﬁb*ffpo'7T/2)e*(“7ETpo/2ﬁ)2 ) (2.60)
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Die Faltung mit einer Gaufifunktion bewirkt also, dafl der Beitrag jeder Bahn(familie)
entsprechend ihrer Periode exponentiell geddmpft wird. Diese zuséitzliche Didmpfung ga-
rantiert die Konvergenz der Spurformel. Praktisch fiithrt sie dazu, daf fiir die grobe Scha-
lenstruktur semiklassisch nur die kiirzesten Bahnen ausschlaggebend sind. Das ist auch
intuitiv verstdndlich, wenn man sich in Erinnerung ruft, daf eine Spurformel letztlich eine
Fourier-Zerlegung des oszillierenden Teils der Niveaudichte darstellt. Will man letztere nur
grob aufldsen, geniigen dafiir die Terme mit den kleinsten Wirkungen. Die Beschrinkung
auf relativ wenige Bahnen erleichtert die semiklassische Rechnung natiirlich erheblich. Die
Interpretation von Schaleneffekten im Rahmen der POT wird damit auch sehr anschaulich.

Die Mittelungsbreite vz hat die Dimension einer Energie und ist, wie gesagt, etwas
kleiner als die typischen Schalenabstande zu wihlen. Da diese Abstéinde i.a. aber mit der
Energie variieren, mufl normalerweise auch 7y, energieabhéingig sein. Fiir Billardsysteme
eignet sich, wie schon zu Beginn dieses Kapitels erwihnt, statt der Energie E besser die
Wellenzahl k = \/2mE/h? als unabhiingige Variable. Das zeigt sich darin, daf die Ener-
gieschalen im k-Raum dquidistant sind. Mittelt man also die Wellenzahl-Niveaudichte®

8gsa (k) = ReZApo(k) el(kLpo—0po-m/2) (2.61)
po

iiber k£, so kann man die Breite 7, (die dann natiirlich wie die Wellenzahl die Dimension
einer inversen Linge hat) konstant wéhlen. Das Ergebnis der Faltung lautet dann

5gsc1,7(k) — Re Z Apo(k) ei(k:Lpo—Upo-W/Z)e—WgLf,o/4 : (2.62)
po

wobei L, die Linge der periodischen Bahnen bezeichnet.

2.3.2 Die Schalenkorrekturenergie

Bislang haben wir als physikalisch relevante Grofle immer nur von der Einteilchen-Niveau-
dichte g(FE) gesprochen, die experimentell aber nur schwer zu bestimmen ist. Viel eher ist
dagegen die in einem System enthaltene Gesamtenergie U zugénglich, deren Minima (als
Funktion von Deformationsparametern) schliefilich auch die uns interessierende Grundzu-
standsdeformation des Systems bestimmen.

U 14aBt sich jedoch auf die Niveaudichte zuriickfithren’,

Ep(N)
U(N):2/ dEEg(E)=2 Y dyE, mit 2 Y dy=N |, (2.63)

—00 N<Nmax n<Nmax

und wird tiblicherweise als Funktion der Teilchenzahl angegeben, die iiber Gl. (2.4) mit
der Fermienergie Ey verkniipft ist. Der Faktor 2 beriicksichtigt wieder die Spinentartung.
Ebenso wie die Niveaudichte 148t sich auch die Gesamtenergie in einen glatten und einen
oszillierenden Anteil zerlegen,

U(N) = U(N) + 6U(N) , (2.64)

®Fiir die dimensionsbehafteten Amplituden A,,(E) bzw. Ay, (k) gilt in analoger Weise dieselbe Bemer-
kung wie fiir die Niveaudichten g(E) bzw. g(k) in der Fufinote auf Seite 8.

"Ist der hochste besetzte Zustand 7max nur teilweise besetzt, muf in dieser Gleichung der Entartungsgrad
natiirlich durch die tatséchliche Besetzungszahl d ersetzt werden.

*

d

Mmax Mmax
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wobei U wiederum durch den glatten Anteil der Niveaudichte ausgedriickt wird:

" Ep(N)
U(N) = 2/ dEEg§(E) . (2.65)

— 00

Die hier auftretende ,glatte* Fermienergie E ist ebenfalls durch die glatte Niveaudichte
definiert,

~ ~ Ep
N(Ey) = 2/ dE§(E) = N(BEy) (2.66)
—00

und ist i.a. nicht identisch mit der exakten Fermienergie Ey (siche Gl. (2.4). Wir interessie-
ren uns hier v.a. fiir den oszillierenden Anteil U der Gesamtenergie, auch Schalenkorrektur-
Energie genannt, da er die Information tiber die Schaleneffekte triigt (sieche Abschnitt 4.1).
Die quantenmechanische Berechnung von U wird in Anhang A.3 beschrieben.

6U kann zumindest néherungsweise auch durch dg ausgedriickt werden. Dazu schreibt
man die Fermienergie in der Form E, = Er 4+ §Er und entwickelt zunéchst die Gesamt-
energie U (2.63) bis zur ersten Ordnung in 0Fg:

By o
U(N) ~ 2 / dE B g(E) + 2Fe g(Be) 6Es . (2.67)
—00

Ganz analog entwickelt man die Teilchenzahl N (2.4), 16st dann nach 0 Ey auf und setzt das
Ergebnis wieder in Gl. (2.67) ein. Damit findet man fiir 6U folgende Integraldarstellung:

~ Er ~
SU(N) = U(N) — T(N) =2 / aB (B - B) s9(B) + 0 (6E)?) . (268)
—00
Um nun einen semiklassischen Ausdruck fiir U erhalten, setzen wir fiir g die allgemeine
Spurformel (2.58) ein. Um zu einem analytischen Ergebnis fiir das Integral zu kommen,
verwenden wir die gleichen N&herungen wir schon bei der Berechnung der gemittelten
Spurformel im letzten Abschnitt. Damit das dabei auftretende Integral

/ dE'E' enTro B (2.69)
—00

konvergiert, gibt man der Periode T}, noch einen kleinen, negativen Imaginérteil, den man
anschliefend wieder gegen Null gehen 1ifit. Das Endergebnis ist schlielich

oU, scl ~ QImZ ( > po EF) (SPO(EF)/hfa'poﬂr/Z) (270)
po
bzw. fiir Billardsysteme (mit einer typischen Linge R und der daraus folgenden natiirlichen
Energieeinheit F, = %)
0U.a(N) ~ 4 E, Imz po/R Ay () elirro—opom/2) (2.71)

po

Man erhélt also auch fiir U einen Spurformel-dhnlichen Ausdruck. Im Vergleich zur Ni-
veaudichte wird jedoch der Beitrag jeder Bahn(familie) entsprechend dem Quadrat ihrer
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Periode geddmpft. Dieser zusétzliche Ddmpfungsfaktor sichert &hnlich wie die Mittelung
im vorhergehenden Abschnitt die Konvergenz der Reihe und erlaubt es in praktischen
Anwendungen, sich wiederum auf die kiirzesten Bahnen zu beschrianken.

Um EF bzw. IZJF als Funktion der Teilchenzahl zu berechnen, beniitzt man zunéchst
Gl (2.66), wobei man fiir §(F) bzw. (k) die verallgemeinerte Weyl-Formel verwendet
und dann nach Eyp bzw. kp auflost (siche Anhang A.2).

2.4 Die sphirische Kavitét

Nachdem wir nun die allgemeine Theorie der periodischen Bahnen behandelt haben, kom-
men wir jetzt zu den schon in der Einleitung erwihnten speziellen Beispielen, mit denen
wir endliche Fermionensysteme semiklassisch beschreiben wollen (siche Kapitel 4). Im
nichsten Abschnitt werden wir die Spurformel fiir eine (im Prinzip) beliebig deformierte,
aber immer noch axialsymmetrische Kavitéit herleiten, in diesem Abschnitt beschéiftigen
wir uns zunichst mit der sphéirischen Kavitit.

Eine Kavitit ist ganz allgemein ein dreidimensionales System, das durch ein unendlich
hohes Kastenpotential mit harten Wanden beschrieben wird. Die Bewegung eines Teilchens
ist also auf das Innere der Kavitit beschrinkt, wo es sich wegen des verschwindenden
Potentials auf Geraden frei bewegt, bis es an der Wand spiegelnd reflektiert wird. Die
klassischen, periodischen Bahnen eines solchen Systems sind somit einfach Polygone. In
einer sphirischen Kavitét sind sogar nur ebene, regulire Polygone moglich (vgl. Abb. 2.2).
Man kann sie durch ihre Eckenzahl n und Windungszahl ¢ eindeutig charakterisieren. Fiir

die Durchmesser-Bahn gilt n = 2¢, fiir alle anderen n > 2t.

(nH)=(2,2) (3,1) (4,1) (5:1)

& O

(4;,2) (5:2 (6;2) (7;2)

ey

ABBILDUNG 2.2: Die kiirzesten periodischen Bahnen in einer kugelférmigen
Kavitdt, klassifiziert durch Ecken- und Windungszahl (n;t). Die dargestell-
te Ebene enthdlt jeweils den Mittelpunkt der Kavitit und kann beliebig zu
thm orientiert sein. Doppelpfeile sollen andeuten, daf§ die Bahn zweifach
durchlaufen wird.
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Wegen des verschwindenden Potentials im Inneren ist die Wirkung einer Bahn einfach
proportional zu ihrer Linge L,, sowie zur Wellenzahl k= \/2mFE /h?:

S..(k) =hk- L, . (2.72)

Im folgenden werden wir auch alle anderen energieabhingigen Gréflen als Funktion der
Wellenzahl angeben. Fiir die Linge findet man rein geometrisch

L,,=2Rn-sing,, , (2.73)

wobei R der Radius der Kavitat ist und ¢,, = %71’ die Hilfte des Winkels, der von einer
Polygonseite aufgespannt wird.

Die SO(3)-Symmetrie des Systems duflert sich darin, dafl sowohl die Bahnen in ihrer
Ebene als auch diese Ebenen selbst beliebig um den Mittelpunkt orientierbar sind. Die
(echten) Polygon-Bahnen bilden somit eine entartete Familie mit Entartungsgrad f =3.
Um némlich eine bestimmte Bahn innerhalb dieser Familie eindeutig festlegen zu konnen,
braucht man — entsprechend der Dimension der Gruppe SO(3) — drei Parameter. Ei-
ne mogliche Wahl sind die Angabe einer Drehachse und eines Drehwinkels, um die man
eine feste Referenzbahn drehen muf}, um zur jeweiligen Bahn zu gelangen. In dieser Ar-
beit verwenden wir die drei Euler-Winkel, die die relative Lage des Polygons innerhalb
der Bewegungsebene sowie die Richtung der Normale auf diese Ebene beschreiben (siehe
Abschnitt 3.3.1 fiir eine genauere Definition).
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ABBILDUNG 2.3: Oszillierender Anteil der Niveaudichte fiir eine sphdrische
Kavitdt: Vergleich zwischen quantenmechanischem (durchgezogene Linie)
und semiklassischem Ergebnis (gestrichelte Linie).

Die Entartung der Polygonbahnen in einer sphirischen Kavitit geht natiirlich ganz
entscheidend bei der Herleitung der Spurformel fiir dieses System mit ein. Diese wurde
zum ersten Mal von Balian und Bloch angegeben [31]. Strutinsky et al. [29] fanden mit Hilfe
der in Abschnitt 2.2 beschriebenen erweiterten Gutzwiller-Theorie das gleiche Ergebnis.
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Auch die allgemeine Spurformel von Creagh und Littlejohn [30] (siehe Abschnitt 2.2) fiihrt
zu diesem Resultat. An dieser Stelle geben wir deshalb nur mehr das Ergebnis an:

2 siny,,; .
Sg.0(k) = R=(kR) 3/2 ;g;t ' sin(2p,.) | = sin (kLy, — dnm + )
kR X1
— R—R n sin(4tkR) . (2.74)
s

t=1

Der erste Term auf der rechten Seite von Gl. (2.74) ist der Beitrag der echten Polygon-
bahnen mit n > 2¢, der zweite der der Durchmesserbahnen (n =2t). Da letztere bei einer
Rotation um die eigene Achse wieder nur auf sich selbst abgebildet werden, sind sie nur
zweifach entartet. Sie tragen daher in hoherer Ordnung von A zur Niveaudichte bei und
konnen in praktischen Rechnungen vernachlissigt werden.

Abb. 2.3 zeigt den mit Gl. (2.74) berechneten oszillierenden Anteil der Niveaudichte fiir
eine sphirische Kavitit. Dabei haben wir eine Mittelungsbreite v, = 0.6 verwendet®. Die
Ubereinstimmung mit dem entsprechenden quantenmechanischen Resultat (durchgezoge-
ne Linie) ist offensichtlich sehr gut. Die einzelnen Energieschalen sind deutlich sichtbar.
Dariiber hinaus erkennt man aber noch eine zusitzliche Modulation dieser Schalen, die
unter der Bezeichnung ,,Superschalen“ bekannt ist. Dieses Schwebungsmuster ist zuriick-
zufithren auf die Interferenz der Beitrdge von Dreiecks- und Vierecksbahn (n =3 bzw. 4,
t =1), die sich in ihrer Linge nur wenig unterscheiden.
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ABBILDUNG 2.4: Fourierspektrum von 0g(k) fir eine spharische Kavitat
(quantenmechanisches und semiklassisches Ergebnis). Die Peaks entspre-
chen (von links nach rechts) den Bahnen mit n=2 bis 5. Lingere Bahnen
tragen wegen der exponentiellen Ddmpfung nicht mehr erkennbar bei.

8Statt der dimensionsbehafteten Breite -y geben wir im folgenden immer das dimensionslose v, =R
an.
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Wie schon gesagt, kann die Spurformel als eine Fourierdarstellung des oszillierenden
Teils der Niveaudichte interpretiert werden. Unterzieht man daher dg(k) einer Fourier-
transformation bzgl. k& (auf technische Einzelheiten dazu gehen wir in Anhang A.2 ein),
erwartet man Peaks genau bei den Lingen, die einer periodischen Bahn entsprechen. Der
Vergleich der so erhaltenen quantenmechanischen und semiklassischen Fourieramplituden
stellt auch einen sehr genauen Test der Qualitéit der semiklassischen Niherung dar. In
Abb. 2.4 zeigen wir das Ergebnis dieses Vergleichs fiir die sphérische Kavitit. Die Position
der einzelnen Peaks entspricht genau den Léngen der oben diskutierten Polygonbahnen.
Deutlich erkennt man auch, dafl der Beitrag der Durchmesserbahn bei L =4R wie erwartet
trotz der geringen Linge kleiner ist als der der iibrigen Bahnen. Deren Amplitude nimmt
wegen der Mittelung in g mit zunehmender Linge ab. Die gute Ubereinstimmung der
beiden Fourierspektren zeigt, wie gut die semiklassische Ndherung in diesem Fall ist.

Schon mit dem einfachen Modell der sphérischen Kavitit kénnen einige typische Scha-
leneffekte von endlichen Fermionensystemen — insbesondere das Auftreten von Super-
schalen — semiklassisch sehr einfach und anschaulich interpretiert werden. Trotzdem muf}
man natiirlich Deformationen beriicksichtigen, um zu einer realistischeren Beschreibung zu
kommen. Im nichsten Abschnitt werden wir deshalb die Spurformel fiir axial deformierte
Kavitéten herleiten. Die Spurformel (2.74) fiir die sphérische Kavitit wird aber in Kapitel
3 als Ausgangspunkt einer semiklassischen Storungstheorie wieder wichtig werden.

2.5 Die axialsymmetrische Kavitét

Indem man von der sphéirischen Symmetrie abgeht und nur mehr axiale Symmetrie fordert,
hat man im Prinzip unendlich viele Deformations-Freiheitsgrade zur Verfiigung. In der
Praxis verwendet man daher eine empirische Parametrisierung der Oberfléiche der axialen
Kavitit, die einerseits dem zu beschreibenden physikalischen System angepaft ist und
andererseits mit moglichst wenig Parametern auskommt. Die in dieser Arbeit beniitzte
Parametrisierung wird bei der Anwendung in Kapitel 4 erliutert, da sie in die Spurformel
nicht direkt eingeht.

Im folgenden Abschnitt gehen wir zunichst darauf ein, welche periodischen Bahnen in
einer axialen Kavitit auftreten.

2.5.1 Die periodischen Bahnen

Grundsitzlich ist klar, dafl auch in einer deformierten Kavitit alle periodischen Bah-
nen wiederum Polygone sind. Aufgrund der axialen Symmetrie haben sie jeweils eine feste
Komponente [, des Drehimpulses entlang der z-Achse, die wir als Symmetrieachse wihlen.
Geometrisch zeigt sich die Symmetrie darin, dafl man durch Rotation einer periodischen
Bahn um einen beliebigen Winkel um die z-Achse wieder eine periodische Bahn mit iden-
tischer Ldnge und somit Wirkung erhélt. Wir haben es also mit einer Familie von einfach
entarteten Bahnen zu tun (f =1), deren Spurformel durch Gl. (2.56) gegeben ist. Eine Aus-
nahme stellt die bei jeder Deformation existierende Durchmesserbahn entlang der z-Achse
dar. Sie ist isoliert, wird also durch die Gutzwiller-Spurformel (2.54) beschrieben. Aller-
dings ist ihr Beitrag zur Gesamtniveaudichte (aufer bei stark oblaten Deformationen, wo
sie die kiirzeste Bahn ist) eben wegen ihrer geringeren Symmetrie normalerweise sehr klein.

Im Gegensatz zur sphiirischen Kavitéit, wo alle periodischen Bahnen planar sind, kénnen
in einer deformierten Kavitit auch nicht-planare Bahnen auftreten. Dies geschieht norma-
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lerweise aber erst bei relativ grolen Deformationen. Auflerdem sind diese Bahnen dann
gewOhnlich vergleichsweise lang, so dafl man sie in einer semiklassischen Beschreibung
der groben Schalenstruktur vernachlédssigen kann. In dieser Arbeit erscheinen sie nur im
Zusammenhang mit den Bifurkationen der Aquatorbahnen (siehe Abschnitt 3.2.1), anson-
sten beriicksichtigen wir nur planare Bahnen.

Diese planaren Bahnen kann man nach der Lage ihrer Bewegungsebene in verschiedene
Klassen einteilen. Die einfachsten sind die sogenannten Aquatorbahnen. Thre Bewegungs-
ebene steht senkrecht zur Symmetrieachse an den Stellen, an denen die Oberfliche der
Kavitit eine Tangente parallel zur z-Achse besitzt, d.h. die Ebene schneidet die Kavitit im
rechten Winkel (siehe Abb. 2.5, links). Die Schnittkurve ist einfach ein Kreis, die periodi-
schen Bahnen sind die gleichen reguliren Polygone, wie wir sie schon bei der sphérischen
Kavitdt besprochen haben. Sie haben hier nur einen geringeren Entartungsgrad f = 1.
Unabhiingig von der Deformation existiert immer mindestens eine Aquatorbahnebene,
i.a. sind aber auch mehrere moglich.
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ABBILDUNG 2.5: Die Lage der Bewegungsebenen von Aquator- (links) und
Meridianbahnen (rechts), dargestellt am Beispiel der Vierecksbahn in einer
quadrupol-deformierten Kavitdt. Der dicke Pfeil bezeichnet die Symmetrie-
achse, die dinnen Pfeile deuten eine mdogliche Rotation der Bahn an, die
deren Eigenschaften aber unverdndert lassen.

Eine andere Klasse von planaren Bahnen sind die Meridianbahnen, deren Bewegungs-
ebene die Symmetrieachse enthilt (siehe Abb. 2.5, rechts). Es handelt sich somit um die
gleichen Bahnen wie in einem zweidimensionalen Billard, aus dem durch Rotation um die
z-Achse die Kavitit hervorgeht. Ist dieses Billard integrabel (wie z.B. bei einer elliptischen
Berandung®), so kann man die periodischen Bahnen analytisch bestimmen. In einem streng
chaotischen Billard kann man dazu die Methode der symbolischen Dynamik verwenden.
La. ist das Auffinden dieser Bahnen jedoch nur mehr numerisch méglich. In Anhang B
beschreiben wir einen entsprechenden, einfachen Algorithmus.

°In diesem Fall ist neben der Energie das Produkt der Drehimpulse beziiglich der beiden Brennpunkte
eine weitere Erhaltungsgrofie.
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In der letzten Klasse fassen wir alle {ibrigen planaren Bahnen zusammen. Im Gegensatz
zu den Aquator- und Meridianbahnen existieren sie nicht fiir jede Deformation, da ihre
Bewegungsebene gewissermaflen schief zur Symmetrieachse liegen miifite. In dieser Arbeit
vernachlissigen wir sie (bis auf eine Erwihnung in Abschnitt 3.2.1) ganz.

Nachdem wir uns nun klargemacht haben, welche periodischen Bahnen es in einer axial-
symmetrischen Kavitit gibt, werden wir im folgenden Abschnitt die Spurformel fiir dieses
System herleiten. Dabei erleichtert die Beschrinkung auf Aquator- und Meridianbahnen
die Rechnung erheblich, weil man es ndmlich im wesentlichen nur mehr mit einer zwei-
dimensionalen Dynamik zu tun hat.

2.5.2 Die Spurformel

Unser Ausgangspunkt ist die allgemeine Spurformel (2.56) fiir Systeme mit entarteten
periodischen Bahnen. Inhalt dieses Abschnittes ist die Herleitung konkreter Ausdriicke
fiir die einzelnen Groflen, die dort auftauchen. Dabei zeigt sich, dafi sowohl die reduzierte
Stabilitatsmatrix M als auch der Anholonomieterm J und der Maslovindex o mit Hilfe
der vollen Stabilitdtsmatrix M bestimmt werden konnen. Daher beschéftigen wir uns
zunichst etwas eingehender mit ihr.

Die Stabilitdtsmatrix

Gegeben sei eine geschlossene, klassische Bahn mit Periode 7. Betrachten wir nun ei-
ne infinitesimale Storung (dr', 0p’) des Anfangspunktes im Phasenraum. Sie bewirkt eine
infinitesimale Verschiebung (7, dp) des Endpunktes nach der Zeit T'. Der lineare Zusam-
menhang zwischen beiden ist durch die sogenannte Monodromiematrix M gegeben:

(g;) =M (g;:) . (2.75)

M ist eine 2d-dimensionale Matrix. Sie ist i.a. nicht symmetrisch, dafiir aber symplek-
tisch, d.h. ihre Eigenwerte treten in Paaren auf, deren Produkt 1 ist. Weiterhin haben
in konservativen Systemen zwei dieser Figenwerte den Wert 1. Die zugehorigen Eigen-
vektoren entsprechen einer infinitesimalen Anderung der Energie bzw. einer Verschiebung
entlang der Bahn. Die Stabilitdtsmatrix M, die schon bei der Diskussion der Gutzwiller-
Spurformel (2.54) auftauchte, ist nun jene 2(d—1)-dimensionale Untermatrix von M, die
die trivialen Eigenwerte 1 nicht enthéalt. Thre Eigenvektoren stehen senkrecht zu der Bahn,
ihre Eigenwerte geben Aufschluf iiber deren Stabilitét.

In Billardsystemen 148t sich die Stabilitdtsmatrix wegen der relativ einfachen klassischen
Dynamik analytisch angeben [33]. Zunichst gehen wir auf den zweidimensionalen Fall ein,
der dann leicht auf drei Dimensionen verallgemeinert werden kann.

Die Bewegung eines Teilchens in einem Billard setzt sich zusammen aus aufeinander-
folgenden Paaren von reiner Translationsbewegung (d.h. das Teilchen bewegt sich frei auf
einer Geraden) und anschliefender Reflexion an der Wand. Jede dieser Teilbewegungen
wird durch eine entsprechende zweidimensionale Teilstabilitdtsmatrix M, bzw. My be-
schrieben, die man rein geometrisch herleiten kann:

MT:<(1) l/1p> , MR:< },,1 _01> . (2.76)

Ro sin«
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Dabei ist [ die Lénge des jeweiligen Bahnsegmentes, p der Betrag des Impulses, R, der
Kriimmungsradius der Billardberandung am entsprechenden Reflexionspunkt und « der
Einfallswinkel des Teilchens in diesem Punkt, gemessen gegen die Tangente an die Rand-
kurve. Die gesamte Stabilitdtsmatrix einer periodischen Bahn mit n Reflexionen ist dann
das Produkt der jeweiligen Paare von Teilmatrizen:

n
M =T M Mg (2.77)
j=1

In drei Dimensionen wahlt man sinnvollerweise ein lokales Koordinatensystem (ry,r.),
dessen Achsen senkrecht zur Bahn und parallel bzw. senkrecht zu der momentanen Be-
wegungsebene!? orientiert sind, die in jedem Reflexionspunkt von dem ein- und dem aus-
laufenden Bahnsegment definiert wird.

Die Translationsmatrix M, kann dann sofort auf den dreidimensionalen Fall erweitert
werden. Fiir den Fall, daf eine der beiden Hauptkriimmungsrichtungen in der momenta-
nen Bewegungsebene liegt, gilt dies auch fiir die Reflexionsmatrix M. W&hlt man die
Phasenraumkoordinaten in der Reihenfolge (r,p;,7.,p.), so haben beide Blockform:

_( My O _( Mgy O
MT_( . Mﬂ) , MR_< o) (2.78)

Die Untermatrizen M, =M,  sind identisch mit der entsprechenden zweidimensionalen
Matrix (2.76), ebenso My, wobei jedoch R, durch den Hauptkriimmungsradius R in der
Ebene zu ersetzen ist. In My, erscheint entsprechend der zweite Hauptkriimmungsra-
dius R, :

1 0
Mg, = ( _ 2psina > . (2.79)
R, !
Die Verallgemeinerung der Matrix My auf den Fall, daf} keine der beiden Hauptkriimmungs-
richtungen in der Bewegungsebene liegt, ist in [32] angegeben. Im ganz allgemeinen Fall
nicht-ebener Bahnen taucht noch eine dritte Matrix auf, die die Drehung des lokalen Ko-
ordinatensystems nach jeder Reflexion beschreibt. Da beide Verallgemeinerungen aber fiir
die uns interessierenden Aquator- und Meridianbahnen nicht nétig sind, gehen wir hier
nicht niher darauf ein. Die Gesamtstabilitdtsmatrix ist dann durch das zu Gl (2.77) ana-
loge Produkt der oben erlauterten (4 x4)-Matrizen gegeben und hat ebenfalls Blockform,
wobei die einzelnen Blocke die Bewegung parallel bzw. senkrecht zur Bewegungsebene
beschreiben:

M” 0 - () (j+i—1)
M={"0 M ) M= ] Mg, ME0 (2.80)

=1
Die reduzierte Stabilitdtsmatrix

Die Stabilitdtsmatrix My einer Familie F' von periodischen Bahnen hat aufgrund der axia-
len Symmetrie wiederum zwei triviale Eigenwerte 1. Die zugehorigen Eigenvektoren liegen

10Dje Indices ,, [|“ und ,, L“ beziehen sich hier also auf die Lage relativ zur Bewegungsebene und nicht wie
in Abschnitt 2.1.3 zur Bahn selbst. Vielmehr hat der dort verwendete Vektor 7, hier die zwei Komponenten
rpund r.
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nidmlich parallel zu der von F' im Phasenraum aufgespannten Hyperfliche, beschreiben
also eine infinitesimale Drehung um die Symmetrieachse bzw. eine Anderung von [,. Die
reduzierte Stabilitdtsmatrix M, die in die Spurformel (2.56) eingeht, ist dann die zwei-
dimensionale Untermatrix von M, die die nichttrivialen Eigenwerte enthélt. Mit anderen
Worten muf} die bei der Definition der Stabilitdtsmatrix erwdhnte Storung des Anfangs-
punktes einer Bahn im Phasenraum senkrecht zu ganz F gewihlt werden, so dafl dabei
neben der Energie auch [, erhalten bleibt. Fiir die Klasse der Aquatorbahnen bedeutet
dies anschaulich, dafy der Storvektor senkrecht auf ihrer Bewegungsebene stehen mufl. M
ist dann gegeben durch die Matrix M, in Gl. (2.80). Ganz analog gilt fiir die Meridian-
bahnen M = M,.

A, und A, bezeichne die beiden Eigenwerte von M , AT und A} entsprechend die Eigen-
werte der zur r-fach durchlaufenen Bahn gehorigen Matrix M". Da A, und )\, zueinander
invers sind, kann man sie einfach durch die Spur von M ausdriicken:

Mipp = str M4/ LerM)2 =1 . (2.81)

Abhéingig vom Wert von tr . M kann man nun eine Aussage iiber die Stabilitdt der jeweiligen
Bahn treffen. Im Fall |tr M| <2 ist A,/, eine komplexe Zahl vom Betrag 1, A/, kann daher
mit dem sogenannten Stabilitdtswinkel

X s = arccos (%tr M) (2.82)

dargestellt werden als A], = etirXs Eine kleine Storung der Anfangsbedingungen fiihrt
also nur zu einer Oszillation um die klassische Bahn, die somit stabil ist. Entsprechend
gilt fiir eine instabile Bahn [tr M| > 2. A,/, ist dann reell, A],, kann geschrieben werden
als Aj, = et™Xu wobei der Ljapunow-Exponent

Xu=Arcosh (%|tr M|> (2.83)

ein Ma$ fiir das exponenticlle Wegdriften der gestérten Bahn ist. Der Spezialfall |tr M| =2
fiihrt zu einer Divergenz, deren physikalische Bedeutung und mathematische Behandlung
Thema in Kapitel 3 ist. .

Auch der in der Spurformel (2.56)' stehende Stabilititsterm A := |det(M" —1)|'/?
kann durch den Stabilitdtswinkel bzw. den Ljapunow-Exponenten ausgedriickt werden.
Man findet leicht

2 |sin X (|trM| <2)
A =4 2sinh (trM >2 V. (trM<-2 A 7 gerade)) : (2.84)
2 cosh =X+ (trﬁ <=2 A r ungerade)

Im ersten Fall spricht man auch von elliptischen, in den anderen von hyperbolischen Bah-
nen.

"'Die r-fachen Wiederholungen der periodischen Bahnen sind dort implizit in der Summe iiber alle
Bahnen miteingeschlossen.
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Die obigen Ausdriicke lassen sich fiir eine Aquatorbahn noch vereinfachen, weil deren n
Bahnsegmente alle gleichwertig sind. Fiir die reduzierte Stabilititsmatrix gilt

M = ML = (MR,LMT,L)n = ( _2psin Qnt 1 o Ql:Lt/SlIl Qnt ) . (2-85)
R, R,

Dabei ist R, der Kriimmungsradius in einer Ebene senkrecht zur Aquatorbahnebene. Er ist
einer der beiden Hauptkriimmungsradien der Kavitdt und identisch mit dem Kriimmungs-
radius eines Billards, das durch Projektion der Kavitit auf die z-p-Ebene entsteht. Im
folgenden nennen wir ihn R,. Fiir den Einfallswinkel «,, gilt «,, = ¢,, mit ¢,, = %W.
l,; =2R, sinp,, bezeichnet die Linge eines Bahnsegmentes. R ist der Kriimmungsradius
in der Bahnebene und fiir Aquatorbahnen identisch mit dem anderen Hauptkriimmungs-
radius R, der Kavitéit. Auf die Berechnung der Hauptkriimmungsradien gehen wir in
Anhang C ein. p = Ak ist der Impuls.

Die gesamte Aquatorbahn ist die n-fache Wiederholung eines Segments. Der Stabi-
litdtsterm ist somit durch Gl. (2.84) gegeben, wobei r =n zu setzen und statt trM nur
die Spur der Teilmatrix (Mg My ) zu bestimmen ist:

21, sin a,,,

tr (Mzr | M. =2 -
r( R,L T,L) R,

=2- 4% sin®,, . (2.86)
Fiir eine Aquatorbahn ist der Stabilititsterm also analytisch gegeben und hingt nur ab
von der Ecken- und Windungszahl der Bahn und den beiden Hauptkriimmungsradien der
Kavitit (an der Stelle, wo sie die Aquatorbahnebene schneidet).

Bei den Meridianbahnen ist solch eine geschlossene Losung nicht allgemein moglich.
Vielmehr mufl man die Spur der gesamten reduzierten Stabilitdtsmatrix M = M, (2.80)
berechnen, wobei By = R, und R, = R, zu setzen ist.

Der Anholonomieterm

Der Anholonomieterm J wurde in Abschnitt 2.2 schon allgemein definiert. In unserem
speziellen Fall axialer Symmetrie (f = 1) ist er ein Skalar.

Andert man den Wert der z-Komponente I, des Drehimpulses einer periodischen Bahn
infinitesimal, so ist diese Bahn i.a. nicht mehr geschlossen, sondern ihr Endpunkt ist um
einen infinitesimalen Rotationswinkel dy gegen den Anfangspunkt verschoben. J ist dann
der Quotient

de

J = a (2.87)
Fiir eine Kavitidt kann man diese Grofie anhand einfacher geometrischer Uberlegungen
wiederum auf die Stabilitdtsmatrix zuriickfithren. Betrachten wir dazu die Projektion
zuniichst des ersten Segmentes einer Bahn auf die z-y-Ebene (sieche Abb. 2.6). p, sei
die entsprechende Komponente des Impulses, p die des Radialstrahls eines Punktes auf
der Bahn und n der Zwischenwinkel. [, ist gegeben durch [, = p, p sinn = p, puin, wobei
Pmin der minimale, senkrechte Abstand der Bahn zur z-Achse ist. Die Variation von [,
ist also dl,; = puin APy +Dpp dPmin- Davon verschwindet der erste Summand: Bei den Aqua-
torbahnen ist p, gleich dem Betrag des Gesamtimpulses, dp, entspricht somit auch einer
Variation der Energie, die aber konstant gehalten werden soll. Fiir die Meridianbahnen
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pmin

ABBILDUNG 2.6: Projektion des ersten Bahnsegmentes auf die x-y-FEbene: p
ist der Abstand des Startpunktes von der z-Achse, p, die p-Komponente des
Startimpulses. Eine infinitesimale Anderung von 1, fihrt zu einer Ande-
rung dpmi. des Abstandes des Bahnsegmentes von der z-Achse und damit
zu einer Anderung von pp senkrecht zur Bahn.

gilt immer ppi, =0. Der zweite Summand 148t sich durch Anwendung des Strahlensatzes
noch umformulieren, so da} man insgesamt dl, = p cosndp,, erhélt. Eine Variation von
[, entspricht also einer Variation von p, senkrecht zur Bahn.

Betrachten wir nun die Projektion des letzten Bahnsegmentes auf die z-y-Ebene (siche
Abb. 2.7). Der Winkel dyp ist gegeben durch dp= % = p(l’(’) én’ wobei ds das Bogenelement
und dp, die Variation von p wiederum senkrecht zur Bahn ist. Das durch p, und p,,
definierte lokale Koordinatensystem im Phasenraum ist senkrecht zur Bahn und parallel
zur Aquatorebene orientiert. Die Bewegung in diesem System wird also durch die zur re-
duzierten Stabilititsmatrix M komplementire Teilmatrix M der Gesamtstabilititsmatrix

M beschrieben. Insgesamt findet man somit

1 dp, 1 —
J = = My . 2.88
(pcosm)2Zdp,,  (pcosn)®™ 2 (288)

p ist der Abstand des Startpunktes von der z-Achse'?. Fiir die Meridianbahnen gilt =0
und M = M, fiir die Aquatorbahnen n=7%— @, und M= M.

AuBlerdem kann man fiir letztere das Matrixelement M, durch vollstindige Induk-
tion auch analytisch berechnen und erhilt damit einen geschlossenen Ausdruck fiir den
Anholonomieterm:

2n

J=——
1l pR,sinp,,

(2.89)

'2Man kann zeigen, daf$ der Anholonomieterm (2.88) einer periodischen Bahn trotzdem unabhingig von
der Wahl des Startpunktes ist. In praktischen Rechnungen verwendet man natiirlich einen Punkt, der nicht
auf der z-Achse liegt (p # 0).
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ABBILDUNG 2.7: Projektion des letzten Bahnsegmentes auf die x-y-Ebene:
Wegen der infinitesimalen Anderung von 1, ist die Bahn nicht mehr ge-
schlossen, die p-Komponenten von End- und Startpunkt unterscheiden sich
um den Winkel de.

Der Maslov-Index

Der Maslov-Index o ist die letzte Grofle in der allgemeinen Spurformel (2.56), die noch
zu bestimmen ist. Genauso wie bei der Gutzwillerschen Spurformel (2.54) setzt er sich
zusammen aus einem Beitrag p von den konjugierten Punkten und einem Beitrag v von
der Spurbildung in Sattelpunktsniherung.

Zu den konjugierten Punkten zdhlen auch die Reflexionspunkte, die p jeweils um den
Wert 2 erhohen, damit die Dirichletschen Randbedingungen erfiillt sind. Alle iibrigen kon-
jugierten Punkte sind Beriihrpunkte mit einer Kaustik. Nach dem im Abschnitt 2.1.2
Gesagten ist klar, dafl dies genau jene Punkte sind, an denen die Amplitude der semiklas-
sischen Greensfunktion (2.44) divergiert. Wahlt man dafiir die Darstellung (2.51), so zeigt
sich, dal man, um g zu erhalten, nur zu zihlen braucht, wie oft die Eigenwerte der Matrix
Or, /0p, entlang der jeweiligen Bahn das Vorzeichen wechseln [20, 32].

In Billardsystemen ist das besonders einfach, weil es wegen der linearen Bewegung
hochstens einen kaustischen Punkt entlang eines Bahnsegmentes geben kann. Die obige
Matrix ist eine Teilmatrix der Stabilitdtsmatrix M. Insbesondere sind ihre Eigenwerte in
unserem Fall von Aquator— und Meridianbahnen identisch mit den Elementen M, und M,,
der Stabilitdtsmatrix (2.80). Insgesamt mufl man also nur priifen, wie oft diese Elemente
wéhrend der schrittweisen Berechnung von M geméfl Gl. (2.80) jeweils zwischen einer
Reflexion und einer anschliefenden Translation

,',Ll

M =T MP M7 — MO MO0 =1, 1) (2.90)
j=1

das Vorzeichen wechseln. Dabei erhoht jeder Wechsel 1 um eine Einheit.
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__Der Beitrag v ist allgemein gegeben durch die Zahl der negativen Eigenwerte der Matrix
W, die analog zu Gl. (2.49) die zweiten Ableitungen der Wirkung nach den zur Bahnfamilie
senkrechten Koordinaten 7 enthélt:

— 0?8 0?8 0?8 0?8 _op opf op op

= = - 2.91
W= oror T oror T omor T oror —or o o o (2.91)

In unserem Fall ist W einfach ein Skalar, so daf} v entsprechend dem Vorzeichen von W nur
die Werte 0 oder 1 annehmen kann. W kann seinerseits durch die Elemente der reduzierten
Stabilitdtsmatrix M ausgedriickt werden. Diese ist ndmlich gegeben durch

oF  oF I

— Y 957 Mll M12

mM=| 0" o .| T T (2.92)
@ @ —(My5)™" Mo,
o op

(die spezielle Form des Elementes Mm ist eine Folge der symplektischen Eigenschaft der
Stabilitdtsmatrix), so daf man mit Gl. (2.91) fir W leicht findet [20, 32]

’WV_M1+J%2_2_HM_2
M, M,

(2.93)

Ist nun W positiv, so gilt ¥ =0, ansonsten v =1. Damit ist auch der Maslovindex o =u+v
eindeutig festgelegt und auf die Stabilitdtsmatrix M zuriickgefiihrt.

Fiir die Aquatorbahnen 148t sich o wieder analytisch bestimmen. Die Eckpunkte liefern
einen Beitrag 2n, die Vorzeichenwechsel des Elementes M;, unabhingig von der Defor-
mation einen Beitrag p =n—1 (der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion). Der
Beitrag v, des Elementes M;, sowie der Index v von der Spurbildung sind dagegen de-
formationsabhéngig. Insbesondere bei den stabilen Bahnen dndern sich diese Groflen in
Abhéngigkeit vom Verhéltnis der beiden Kriimmungsradien. Das Ergebnis vereinfacht sich
jedoch wesentlich, wenn man den Stabilitétsterm (2.84, oben) ohne Betragsstriche schreibt.
Die dann notigen Vorzeichen kénnen als zusétzlicher Beitrag zum Maslovindex aufgefafit
werden. Dabei zeigt es sich, dafl der Gesamtindex nur mehr von der Eckenzahl n abhéngt.
Insgesamt findet man dafiir

3n—1 (r>1) R
Ot =1 3n (7] < 1) mit 7=1-2 KZ sinp,, . (2.94)
-1 (r<-1) 1

Ergebnisse

In den letzten Abschnitten haben wir die reduzierte Stabilititsmatrix M, , den Anholo-
nomieterm J sowie den Maslovindex o fiir den Fall einer axialsymmetrischen Kavitéit
hergeleitet. Die iibrigen Groflen, die in der allgemeinen Spurformel (2.56) auftauchen, sind
trivial: Der Faktor @@ hat den Wert 1, weil wir es mit einer abelschen Symmetrie zu tun
haben. Die primitive Periode 7" und die Wirkung S sind direkt proportional zur Bahnlénge
L: T=121 (r ist die Wiederholungszahl) bzw. S =fik-L. V; ist das Gruppenvolumen



36 KAPITEL 2. DIE THEORIE DER PERIODISCHEN BAHNEN

Vsouy = 027r de = 2 dividiert durch die Zéhligkeit einer eventuellen diskreten Rotati-
onssymmetrie der Bahnfamilie F'. Bei den Aquatorbahnen ist das einfach die Eckenzahl
n, bei den Meridianbahnen ist es 2 oder 1, je nachdem, ob die Bahn symmetrisch zur
z-Achse ist oder nicht.

FaBt man alle diese Ergebnisse fiir die Aquatorbahnen zusammen, so lautet deren Spur-
formel folgendermaflen:

kR [ R,\*/* & .
09 (k) = R\ — | & SN fu \FA “cos (kL. — 0.5 —%) . (2.95)

t=1 n>2t

R ist der Radius einer Kugel mit gleichem Volumen wie die Kavitdt und dient hier
nur als Skalierungsfaktor, um dimensionslose Gréflen zu erhalten. R, ist der Radius des
Schnittkreises von Aquatorbahnebene und Kavitit. n und ¢ sind Ecken- bzw. Windungs-
zahl der Bahnen. Der Faktor f,, hat fiir Durchmesserbahnen (n=2t) den Wert 1, fiir alle
anderen ist er gleich 2. Eine Zeitumkehr fiihrt ndmlich bei letzteren dazu, dafl die Bahn in
umgekehrter Richtung durchlaufen wird, wihrend die ersteren nur wieder auf sich selbst
abgebildet werden. Der Winkel ¢,, ist gegeben durch ¢,, = %w, die Bahnlinge durch
L,,=2n R, sinp,,. Die Ausdriicke fiir den Stabilitdtsterm A,, und den Maslovindex o,
sind in der folgenden Tabelle zusammengefaft:

T=1-2 22 sin%o,, X A, Ot
T>1 Arcoshr sinh ¢ | 3n—1
7| <1 arccos T sin 2X 3n

T<—-1 A n gerade Arcosh(—7) | sinhf&t | 4n—1

— - ﬂ -
7<—-1 A nungerade || Arcosh(—7) | cosh=* | 4n—1 (2.96)

Sie sind abhéngig vom Wert der Grofle 7, in die wiederum der Kriimmungsradius R, der
Kavitit senkrecht zur Bahnebene eingeht. Fiir die Aquatorbahnen einer Ebene sind die
beiden Kriimmungsradien natiirlich konstant. Gibt es mehrere Aquatorbahnebenen, so ist
iiber diese ebenfalls noch zu summieren. Gl. (2.95) stimmt mit der von Balian und Bloch
[31] bereits 1972 hergeleiteten Spurformel fiir Aquatorbahnen iiberein.

Die Spurformel fiir die Meridianbahnen nimmt folgende Gestalt an:

2kR Ir PF/R LF/R
OGmer (k) = cos (kL — 0T —
"y Z e lp (Myg),, /RIM? A o

Sie hat keine einfache, geschlossene Form; vielmehr miissen ihre Elemente fiir jede peri-
odische Bahn F' explizit berechnet werden. Der Faktor fr hat fiir Bahnen mit Zeitum-
kehrsymmetrie (das sind solche, die an zwei Eckpunkten senkrecht auf die Berandung
auftreffen, also z.B. Durchmesserbahnen) den Wert 1, fiir alle anderen den Wert 2. Fiir
Bahnen, die spiegelsymmetrisch bzgl. der z-Achse sind, gilt N =2, ansonsten gilt N, =1.
Die Linge Lp ergibt sich einfach als Summe der Lingen der Teilsegmente. Ausgehend
von einem beliebigen Startpunkt (allerdings mit nicht-verschwindendem Abstand pp zur
z-Achse), bestimmt man den Maslovindex o, sowie die Matrizen M,  und M, » gemiB
den in den vorhergehenden Abschnitten erklirten Regeln. Das rechte, obere Element von
M, r geht direkt in die Formel (2.97) ein, wihrend die Spur von M| » mit Gl. (2.84) den

) (2.97)

ESE
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Stabilitiatsterm Ay festlegt. Mit der von Sieber [32] beniitzten Methode kommt man fiir
die Meridianbahnen zum gleichen Ergebnis wie in Gl. (2.97). Angewandt auf die bei jeder
Deformation existierende, senkrecht zur Symmetrieachse verlaufende Durchmesserbahn,
die sowohl zu den Meridianbahnen als auch zu den Aquatorbahnen gezihlt werden kann,
liefert Gl. (2.97) erwartungsgemif das gleiche Ergebnis wie Gl. (2.95).

Der Beitrag zum oszillierenden Anteil der Niveaudichte sowohl von den Aquatorbahnen
als auch von den Meridianbahnen ist proportional zu k'/2. Dies spiegelt die einfache Ent-
artung dieser Bahnen wieder!®. Da die Durchmesserbahnen (im Gegensatz zur Situation
in der sphirischen Kavitit) die gleiche Entartung aufweisen wie die echten Polygonbah-
nen und sie auflerdem die kiirzesten Bahnen sind, liefern sie i.a. den grofiten Beitrag zu
einer gemittelten Niveaudichte.

Eo= 0.2

69(k) [R]

0 5 10 15 20 25 30 35
KR
ABBILDUNG 2.8: Der oszillierende Anteil der Niveaudichte einer axialsym-
metrischen, quadrupol-deformierten Kavitdt mit €, = 0.2. Gezeigt ist ein

Vergleich des quantenmechanischen Resultats (durchgezogene Linie) mit
dem der erweiterten Gutzwiller-Theorie (gestrichelte Linie).

Die letzte Aussage gilt natiirlich nicht fiir die Durchmesserbahn entlang der Symmetrie-
achse. Sie ist isoliert und ihr Beitrag zur Gesamtniveaudichte deshalb trotz ihrer geringen
Lénge nur relativ klein. Letzterer ist durch die Gutzwiller-Spurformel (2.54) gegeben. Die
darin auftretende Stabilititsmatrix M ist die volle (4 x4)-Matrix (2.80) (mit n=2), die
aber wegen der einfachen Geometrie der Bahn'# nur aus zwei identischen Blocken besteht.
Der Stabilititsterm |det(M —T)|'/2 kann daher leicht direkt berechnet werden. Der Bei-
trag der konjugierten Punkte zum Maslovindex wird auf die gleiche Weise bestimmt wie
fiir die Meridianbahnen; deren Regel zur Bestimmung des Beitrags von der Spurbildung
muf hingegen auf beide Blocke der Stabilitdtsmatrix M angewandt werden, da bei dieser
isolierten Bahn die Spur iiber die Greensfunktion ja in zwei Richtungen in Sattelpunkts-

!3Die periodischen Bahnen in der sphirischen Kavitiit tragen entsprechend ihrer Entartung mit k372
bzw. k bei.

"Die beiden Kriimmungsradien R; und R. sind an den Reflexionspunkten, den Polen der Kavitit, jeweils
gleich (siehe Anhang C).
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niherung bestimmt wird. Fiithrt man diese Rechnung explizit durch, zeigt sich, dafl man
den Maslovindex sogar ganz wegfallen lassen kann, wenn man dafiir den Stabilitdtsterm
ohne Betrag schreibt. Insgesamt findet man folgende Formel fiir den Beitrag der isolierten
Durchmesserbahn zur Gesamtniveaudichte (wir geben nur das Ergebnis fiir die einfach
durchlaufene Bahn [r = 1] an):

Rl,l R1,2

090 (k) = S T Ry = o)
Dabei sind R,; und R,, die Kriimmungsradien an den beiden Polen und [ die Linge
eines Bahnsegmentes, also einfach der Abstand der Pole. Die Amplitude ist erwartungs-
gemifl konstant in k.

Der semiklassische Ausdruck fiir den oszillierenden Anteil der Niveaudichte einer axi-
alsymmetrischen Kavitét ist schlieBlich die Summe der Beitréige von den einzelnen Bahn-
klassen (wobei wir, wie gesagt, eventuell existierende nicht-planare und ,schiefliegende®
planare Bahnen vernachléssigen):

09sc1(k) = 6Geq (k) + 0Gmer (k) + 6giso (k) . (2.99)

cos(2kl) . (2.98)

Zum Abschlufl dieses Kapitels zeigen wir zwei Beispiele, in denen wir obige Formel
fiir eine rein quadrupol-deformierte Kavitit (zur genauen Parametrisierung siehe Kap. 4)
ausgewertet haben und mit dem entsprechenden quantenmechanischen Ergebnis (auf seine
Bestimmung wird in Anhang A.2 eingegangen) vergleichen. In Abb. 2.8 haben wir dies
fiir eine relativ stark (e, = 0.2), in Abb. 2.9 fiir eine nur schwach deformierte Kavitit
(e, = 0.05) getan.

e,=0.05

69(k) [R]
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KR
ABBILDUNG 2.9: Wie Abb. 2.8, allerdings fiir €,=0.05.

In beiden Fillen ist die Ubereinstimmung sehr schlecht, das semiklassische Ergebnis ist
jeweils zu grof}. Offensichtlich ist die Voraussetzung, dafl man die Beitréige aller Bahnfami-
lien und -klassen jeweils getrennt voneinander betrachten kann, nicht erfiillt. Im nichsten
Kapitel diskutieren wir eingehender die Ursachen fiir das divergierende semiklassische Er-
gebnis und zeigen Methoden, wie die POT erweitert werden muf, um auch in solchen
Fillen anwendbar zu sein.



Kapitel 3

POT IN GEMISCHTEN SYSTEMEN

Im letzten Kapitel haben wir die Gutzwillersche Spurformel fiir Systeme mit isolierten
periodischen Bahnen sowie ihre Erweiterung auf Systeme mit kontinuierlichen Symmetrien
(im folgenden sprechen wir einfach von der erweiterten Gutzwiller-Theorie) besprochen.
Bei den zwei dazu gezeigten Beispielen stimmen die Ergebnisse dieser Theorie nur sehr
schlecht mit den quantenmechanischen Resultaten iiberein. In diesem Kapitel gehen wir
auf die Ursache dieser Diskrepanz ein und zeigen dann Moglichkeiten, diese zu beheben.

3.1 Grenzen der Standard-POT

Ein wesentlicher Schritt bei der Herleitung der Spurformel (2.54) bzw. (2.56) ist die Be-
rechnung des Spurintegrals in Sattelpunktsndherung. Dabei entwickelt man zunichst die
Wirkung S im Exponenten des Integranden bis zur zweiten Ordnung, d.h. man ersetzt
die Wirkung in der Umgebung eines stationéiren Punktes (der ja immer einer periodischen
Bahn[familie] entspricht) durch eine Parabel. Die iibrigen Punkte im Integrationsgebiet
tragen wegen destruktiver Interferenz kaum zum Integral bei. Schliefilich mufl man noch
iiber alle stationdren Punkte summieren und gelangt so zu einer analytisch l6sbaren Form
des Spurintegrals.

Dieses Vorgehen ist aber nur gerechtfertigt, wenn die stationfiren Punkte geniigend weit
voneinander entfernt sind, wenn also die einzelnen (Familien von) periodischen Bahnen
als isoliert betrachtet werden konnen, weil nur dann der Fehler bei der Approximation der
Wirkung durch einzelne Parabeln klein ist. Wenn dagegen zumindest lokal die zweite Ab-
leitung der Wirkung gegen Null geht, gilt dies gerade nicht mehr und die Standard-POT
versagt. Dann geht ndmlich mindestens ein Eigenwert der (reduzierten) Stabilitdtsma-
trix in der Spurformel (2.54) bzw. (2.56) gegen Eins, was sich in einer Divergenz der
Amplituden #ufert.

Man kann zwei Félle unterscheiden, in denen die beschriebene Bedingung nicht erfiillt
ist: Bifurkationen und Anderungen der Symmetrie. Ist das interessierende System abhingig
von einem kontinuierlichen Parameter € (z.B. einem dufleren Feld oder einem Deforma-
tionsfreiheitsgrad), so dndern manche periodische Bahnen bei bestimmten Werten von ¢
ihre Stabilitit. Gleichzeitig entstehen dabei in der Regel neue periodische Bahnen, so dafl
man von einer Bifurkation, also einer Aufspaltung der urspriinglichen Bahn spricht. In der
Nihe der Bifurkation liegen die stationéiren Punkte im Spurintegrationsintervall, denen
die beteiligten Bahnen entsprechen, sehr nahe beieinander, ihre Wirkung unterscheidet
sich nur wenig. Die Bahnen kénnen also nicht mehr als isoliert betrachtet werden, sondern
geben vielmehr einen gemeinsamen Beitrag zur Niveaudichte. Bifurkationen sind auch die
Ursache dafiir, dafl die Zahl der periodischen Bahnen in einem System mit zunehmender
Chaotizitét stark ansteigt, da v.a. lingere Bahnen mit groen Wiederholungszahlen schon
bei relativ kleinen Anderungen von & immer ofter aufspalten.
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Divergierende Amplituden treten auch auf, wenn sich durch Anderung von e die zu-
grundeliegende kontinuierliche Symmetrie des Systems erhoht, z.B. beim Ubergang von
axialer zu sphérischer Symmetrie. Zunéchst isolierte Bahn(familien) gleichen sich in ihrer
Wirkung immer mehr an, bis sie im Grenzfall schlielich entartet sind, die Wirkung also
sogar in einem endlichen Intervall einen konstanten Wert annimmt, so dafl die Amplituden
in der Spurformel wiederum divergieren. Bei der Diskussion der Spurformel (2.56) haben
wir ja bereits auf dieses Problem hingewiesen.

Bei der uns interessierenden Anwendung (siehe Kap. 4) ist die oben genannte Voraus-
setzung ebenfalls nicht erfiillt. Die Systeme zeichnen sich n&mlich durch eine gemischte
Phasenraumstruktur aus, d.h. sie sind weder integrabel noch vollkommen chaotisch. Die
auftretenden Familien von periodischen Bahnen jeweils gleicher Eckenzahl sind dement-
sprechend weder isoliert noch sind sie identisch (so dafi man sie als Elemente einer grofieren
Familie auffassen konnte). Will man diese Systeme semiklassisch beschreiben, muff man
also Wege finden, Bifurkationen und Symmetrieinderungen im Rahmen der POT adiquat
behandeln zu koénnen.

3.2 Bifurkationen

In diesem Abschnitt beschreiben wir zunéichst allgemeine Eigenschaften von Orbitbifur-
kationen am Beispiel der axialsymmetrischen Kavitidt und skizzieren dann eine Methode,
den Beitrag bifurkierender Bahnen zur Niveaudichte zu bestimmen.

3.2.1 Allgemeines

Bifurkationen treten in einer axialen Kavitiit sowohl bei den Aquator- als auch bei den
Meridianbahnen auf. Weil bei ersteren die Amplitude in der Spurformel (2.56) als ge-
schlossener Ausdruck gegeben ist (siehe Gl. (2.95)), kann man iiber deren Divergenzen
analytisch vorhersagen, bei welchen Deformationen sie bifurkieren. Darauf gehen wir im
Anschluf} ein. Bei den Meridianbahnen 148t sich dies wiederum nur numerisch feststellen.
An ihnen kann man sich aber gut veranschaulichen, was bei einer Bifurkation passiert.

Betrachten wir dazu die in Abb. 3.1 gezeigten Fourierspektren der quantenmechanisch
und semiklassisch berechneten Niveaudichten aus Abb. 2.8. Die periodischen Bahnen, die
den einzelnen Peaks entsprechen, sind eingezeichnet. Man erkennt, dafl die Amplituden der
Aquatorbahnen sehr gut iibereinstimmen, wihrend der semiklassische Beitrag der Meri-
dianbahnen viel zu grof} ist. Offensichtlich sind sie in diesem Fall fiir den Unterschied zwi-
schen quantenmechanischer und semiklassischer Niveaudichte verantwortlich. Die verschie-
denen Meridianbahnen mit jeweils gleicher Eckenzahl unterscheiden sich in ihrer Lidnge nur
so wenig, daf} sie in diesem Fourierspektrum nicht mehr getrennt aufgelost werden. Es liegt
also nahe zu vermuten, daf} sie (zumindest einige) nicht vollstindig isoliert sind.

Um dies zu iiberpriifen, betrachten wir, wie sich die Lingen z.B. der Viereckbahnen
als Funktion des Quadrupolparameters ¢, entwickeln (siche Abb. 3.2). Fiir Werte von
£, <0.19 findet man neben der Aquatorbahn (deren Liinge in der Abbildung nicht darge-
stellt ist) nur zwei Meridianbahnen, eine rechteckige und eine rautenférmige. Dann aber
spaltet letztere plotzlich auf und es entsteht eine weitere Bahn, die beziiglich der x-y-
Ebene nicht mehr spiegelsymmetrisch ist. Diese beiden Bahnen miissen also in der Néhe
des Bifurkationspunktes tatsichlich als zusammengehorig betrachtet werden.
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ABBILDUNG 3.1: Das Fourierspektrum zu den Niveaudichten aus Abb. 2.8.
Die den einzelnen Peaks entsprechenden Aquator- und Meridianbahnen
sind eingezeichnet. Die Amplituden der Aquatorbahnen stimmen sehr gut
tberein, bei den Meridianbahnen dagegen sind die semiklassischen Ampli-
tuden viel zu grof.

Interessant ist es auch, sich das Stabilitdtsverhalten der an der Bifurkation beteiligten
Bahnen klar zu machen. Gemédfi Abschnitt 2.5.2 ist es durch die Spur der reduzierten
Stabilitdtsmatrix M bestimmt (siehe Abb. 3.3). Am Bifurkationspunkt iiberschreitet
tr M fiir die symmetrische Rautenbahn den Wert 2, aus einer stabilen wird also eine
instabile Bahn, wihrend die neu entstandene Bahn (zumindest zunéchst) stabil ist. tr M =
2 bedeutet aber gleichzeitig auch, da§ der Stabilititsterm A (2.84) verschwindet, so daf}
die Amplitude in der Spurformel (2.56) wie beobachtet divergiert!.

Bifurkationen von periodischen Bahnen lassen sich auch sehr gut anhand eines sogenann-
ten Poincaré-Schnittes veranschaulichen. Dabei handelt es sich gewissermaflien um die auf
zwei Dimensionen reduzierte Darstellung der Dynamik des Systems im Phasenraum. Der
Poincaré-Schnitt enthélt alle Schnittpunkte einer Menge von typischen Trajektorien mit ei-
ner sinnvoll gewédhlten zweidimensionalen Fliche im Phasenraum. Chaotische Trajektorien
erzeugen dabei wegen ihrer Ergodizitit eine ganze Wolke von Punkten, wihrend periodi-
sche Bahnen Fixpunkte dieser Abbildung sind, sie schneiden die Fliche immer im selben
Punkt bzw. einer Folge von endlich vielen Punkten. Ist die periodische Bahn stabil, erzeugt
eine benachbarte quasiperiodische Bahn eine ellipsenformige Kurve um diesen Fixpunkt
herum (daher auch die Bezeichnung ,elliptische Bahn“). Ist sie dagegen instabil, liegt
ihr Fixpunkt im Schnittpunkt der Asymptoten zweier (zumindest lokal) hyperbelférmi-
ger Kurven (,hyperbolische Bahn“). Auf diese Weise erlaubt ein Poincaré-Schnitt, sehr

!'Der Anholonomieterm J &ndert sich auch in der Nihe einer Bifurkation nur weich mit der Deformation
und hat daher keinen Einfluf} auf die Divergenz.
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ABBILDUNG 3.2: Die Ldinge der viereckigen Meridianbahnen in einer de-
formierten Kavitdt als Funktion des Quadrupolparameters. Bei e, ~0.19
bifurkiert die rautenformige Bahn (durchgezogene Linie unten) und es ent-
steht eine neue, unsymmetrische Bahn (gestrichelte Linie).

schnell Aussagen iiber die Natur eines Systems machen zu kénnen, ob es also integrabel
oder chaotisch ist bzw. eine gemischte Phasenraumstruktur hat.

Fiir die Meridianbahnen in einer axialen Kavitéit erhélt man einen Poincaré-Schnitt auf
sehr einfache Weise, indem man fiir jeden Eckpunkt einer Reihe von Trajektorien den Win-
kel v, der die Impulsrichtung in diesem Punkt charakterisiert (siehe Anhang B), gegen den
Polarwinkel 9 des Punktes auftrigt?. In Abb. 3.4 haben wir dies fiir eine Situation kurz vor
der oben beschriebenen Bifurkation getan. Der Mittelpunkt entspricht der dargestellten,
stabilen, rautenformigen Bahn (genauer gesagt ihrer oberen Ecke). Die ihn umgebenden
ellipsenférmigen Kurven bilden zusammen eine ,,stabile Insel“. Die weiter auflen liegenden,
kleineren stabilen Inseln gehéren bereits zu einer anderen Bahn. Uberschreitet man den
Bifurkationspunkt, erhélt man ein Bild wie in Abb. 3.5. Aus dem stabilen ist ein instabiler
Fixpunkt geworden, der sich nun zwischen den neu entstandenen stabilen Inseln zu sei-
nen beiden Seiten befindet. Diese entsprechen den neuen, drachenférmigen Bahnen. Das
Nebeneinander von geordneten und chaotischen Bereichen in beiden Poincaré-Schnitten
macht sehr anschaulich klar, dafl wir es mit einem gemischten System zu tun haben.

An dieser Stelle méchten wir darauf hinweisen, dafl das besprochene Beispiel einer Or-
bitbifurkation nicht allgemein giiltig ist. Je nach Anzahl der beteiligten Bahnen und ihrem
jeweiligen Stabilititsverhalten lassen sich nidmlich alle Bifurkationen in verschiedene, end-
lich viele Klassen einteilen. Darauf werden wir im nédchsten Abschnitt 3.2.2 eingehen. Al-

2Genaugenommen handelt es sich dabei nicht um zwei zueinander konjugierte Variablen. Dies wiren
z.B. die Lénge der Billardberandung bis zum Eckpunkt und die Impulskomponente parallel zum Rand.
Diese beiden Variablenpaare konnen aber eineindeutig ineinander umgerechnet werden, die Abbildungen
dndern sich also nicht qualitativ.
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ABBILDUNG 3.3: Die Spur der reduzierten Stabilitdtsmatriz M fir die bei-
den an der oben beschriebenen Bifurkation beteiligten Bahnen, wiederum
als Funktion von ¢,. Am Bifurkationspunkt selbst nimmt tr M den Wert 2
an.

len gemeinsam ist jedoch das Auftreten neuer periodischer Bahnen, verbunden mit einem
Wechsel der Stabilitdt und damit einer Divergenz in den semiklassischen Amplituden.
Bei den Aquatorbahnen sind diese Divergenzen analytisch vorhersagbar, da deren Am-
plitude ja als geschlossener Ausdruck vorliegt (siehe Gl. (2.95)). Divergierende Amplituden
treten demnach immer genau dann auf, wenn der Stabilitdtsterm A,; den Wert 0 annimmt.
Diese Bedingung fithrt mit den Ausdriicken fiir A,; in Tabelle (2.96) letztlich auf folgende
Gleichung, die erfiillt sein muB, damit eine Bifurkation der Aquatorbahnen vorliegt:
R, sin? (

s

)

R sin2( W) (1 eN) . (3.1)
Dabei ist R, der Radius der Kavitdt an der Stelle, wo sie sich mit der Bewegungsebene
der Aquatorbahnen schneidet, R, ist der Hauptriitmmungsradius der Kavitiit senkrecht zu
dieser Ebene, n und ¢ bezeichnen die Ecken- und Windungszahl der Bahnen und j ist eine
beliebige natiirliche Zahl. Da fiir die uns interessierende Anwendung nur die kiirzesten
Bahnen wichtig sind, beschrinken wir uns auf den Fall ¢ =1.

IS~

Fir j =0 ist die Gleichung — unabhiingig von n — nur dann erfiillt, wenn R, = oo
gilt, d.h. die Kriimmung der Randkurve verschwindet, es liegt eine lokale Translations-
symmetrie vor. Geometrisch kann man das so interpretieren, dafl aus der urspriinglichen
Bewegungsebene i.a. zwei neue, dazu parallele Ebene hervorgehen. Die neuen periodischen
Bahnen in dieser Ebene sind also wiederum Aquatorbahnen, allerdings mit i.a. anderen
Radien R, und R,.

Der Fall j =1 liefert — ebenfalls unabhéingig von n — die Bedingung R, =R,, d.h. man
hat eine lokale Kugelsymmetrie. Aus der urspriinglichen Bewegungsebene entsteht eine
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ABBILDUNG 3.4: FEin Poincaré-Schnitt in der Umgebung des oberen Eck-
punktes der dargestellten periodischen Bahn, kurz vor der weiter oben be-
schriebenen Bifurkation. Man erkennt ganz klar eine stabile Insel aus el-
lipsenformigen Kurven.

neue, zur z-Achse schrige Ebene. Die neuen periodischen Bahnen sind keine Aquatorbah-
nen mehr. Vielmehr handelt es sich um eine der Bahnklassen, die wir bei der Bestimmung
der Spurformel in Abschnitt 2.5 vernachlissigt haben.

Waihrend also fiir R, =00 und R, =R, alle Aquatorbahnen gleichzeitig bifurkieren, tun
dies in allen Féllen, in denen die obige Gleichung mit einem j > 1 erfiillt ist, nur Bah-
nen mit bestimmter Eckenzahl n. Dabei kann man sich wegen der Periodizitdt der oben
rechts stehenden Funktion bei festem n auf die Betrachtung der j <int (%) beschréinken.
Das einfachste Beispiel ist dann mit n = 4,5 = 2 gegeben. Es fiihrt auf die Bedingung
R, = 2R,. Bei diesem Verhiltnis der beiden Hauptkriimmungsradien (einer lokal stark
oblaten Deformation) bifurkiert also genau die Vierecks-Aquatorbahn. Geometrisch kann
man sich das so vorstellen, daf§ die Eckpunkte der Bahn aus der Aquatorebene heraustreten
und somit eine neue, nicht-planare periodische Bahn entsteht (in diesem Falle von tetra-
edrischer Gestalt). Auch alle weiteren, moglichen Kombinationen von n und j < int (%)
kennzeichnen das Auftreten echt dreidimensionaler Bahnen (die wir in Abschnitt 2.5 nicht
beriicksichtigt haben).

Ganz allgemein kann man feststellen, dal bei den Bifurkationen der periodischen Bah-
nen in der axialsymmetrischen Kavitdt deren Entartung erhalten bleibt, denn auch die
neu entstandenen Bahnen weisen die Rotationssymmetrie beziiglich der z-Achse auf. Eine
Ausnahme von dieser Regel bildet nur die Durchmesserbahn entlang der Symmetrieachse.
Wiéhrend diese Bahn selbst isoliert ist, sind die aus ihr entstehenden Bahnen entartet. Es
findet also eine Symmetrieerh6hung statt.

Damit beschlielen wir die Diskussion der allgemeinen Eigenschaften von Orbitbifurka-
tionen, soweit sie fiir unsere Anwendung wichtig sind. Wir haben gezeigt, dafl bei einer
Bifurkation die (erweiterten) Gutzwiller-Amplituden der bifurkierenden Bahn divergieren.
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ABBILDUNG 3.5: FEin Poincaré-Schnitt fiir eine Situation kurz nach der
Bifurkation. Die stabile Insel im Mittelpunkt ist verschwunden, dort fin-
det man nun einen hyperbolischen Fizpunkt zwischen zwei neuen stabilen
Inseln. Die zugehérigen periodischen Bahnen sind eingezeichnet.

Klassisch 148t sich das durch das Auftreten neuer periodischer Bahnen mit &hnlicher Wir-
kung erkldren. Um die — physikalisch gesehen spuriosen — Divergenzen zu vermeiden,
ist es notig, die beteiligten Bahnen gemeinsam zu betrachten. Wie dies formal geschieht,
ist Inhalt des folgenden Abschnitts.

3.2.2 Uniformisierung

Nach dem in Abschnitt 3.1 Gesagten ist prinzipiell klar, wie die Standard-POT erweitert
werden muf}, um dem Auftreten benachbarter, beinahe entarteter Bahnen bei einer Bifur-
kation Rechnung zu tragen: Statt bei der Berechung des Spurintegrals die Wirkung S im
Exponenten des Integranden im Rahmen der Sattelpunktsnidherung nur bis zur zweiten
Ordnung zu entwickeln, miissen auch hohere Terme beriicksichtigt werden, deren stationére
Punkte den beteiligten Bahnen entsprechen. Dies fithrt i.a. aber zu sehr komplizierten Ex-
ponenten, die eine analytische Lésung unméglich machen.

Durch eine kanonische Transformation der Koordinaten 148t sich die Form von S und
damit des Spurintegrals aber wesentlich vereinfachen. Dabei macht man Gebrauch von der
Tatsache, daf letztere invariant unter kanonischen Transformationen ist [34]. Die einfach-
ste Gestalt, die die Wirkung S bei einer bestimmten Bifurkation annehmen kann, ist dabei
durch ihre sogenannte Normalform gegeben. Sie beschreibt die klassische Bewegung in der
Nihe einer periodischen Bahn und enthélt somit alle Information {iber Anzahl und An-
ordnung der an der Bifurkation beteiligten Bahnen. Eine Klassifikation aller generischen®

3Unter , generisch® versteht man in der Physik lose ,typisch“ oder ,bis auf bestimmte Ausnahmen.
Vermutlich sind Systeme ohne jegliche (kontinuierliche oder diskrete) Symmetrien generisch im streng
mathematischen Sinne.
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Bifurkationen in einem zweidimensionalen, konservativen System wurde von Meyer [35]
gegeben. Grundséitzlich kann man fiinf Klassen sogenannter perioden-vervielfachender Bi-
furkationen unterscheiden, bei denen aus der r-fachen Wiederholung einer zentralen Bahn
neue Satellitenbahnen hervorgehen. Fine genauere Beschreibung der einzelnen Klassen
folgt im Anschluf.

Obwohl die uns interessierenden Systeme dreidimensional sind, kénnen die wichtigsten
auftretenden Bifurkationen trotzdem den oben erwihnten Klassen zugeordnet werden, weil
man sich wegen der Rotationssymmetrie beziiglich der z-Achse im wesentlichen auf eine
Meridianebene beschranken kann. Auch die Forderung nach Generizitét ist bei diesen Bi-
furkationen nicht immer erfiillt (z.B. bei einer Spiegelsymmetrie beziiglich der z-y-Achse).
Auflerdem erfolgt — wie bei den Beispielen im letzten Abschnitt — auch nicht immer
eine Periodenvervielfachung. Es zeigt sich jedoch, dafl diese nicht-generischen Bifurkatio-
nen oftmals trotzdem durch die gleichen Normalformen wie die generischen Bifurkationen
beschrieben werden kénnen, die man dann nur anders interpretieren muf. Wir werden dies
am Ende dieses Abschnittes an einem Beispiel klar machen.

Die erste Verallgemeinerung der Standard-PO'T, die eine Behandlung von Bifurkationen
erlaubt, stammt von Ozorio de Almeida et al. [36]. Durch Anwendung der Theorie der
Normalformen gelangten sie zu einer Ndherung fiir den gemeinsamen, endlichen Beitrag der
beteiligten Bahnen zur Niveaudichte, die allerdings nur in der Umgebung der Bifurkation
giiltig ist. In groflerer Entfernung davon, wo man schon wieder isolierte Bahnen vorliegen
hat, 148t sich auf ihr Ergebnis erneut die Sattelpunktsnidherung anwenden, was zu einer
Summe einzelner, Gutzwiller-dhnlicher Terme fiir die Niveaudichte fithrt. Allerdings stellen
die so erhaltenen Amplituden nur eine Ndherung an die echten Gutzwiller-Ausdriicke dar.

Wihrend also die Gutzwiller-Theorie nur in geniigend grofler Entfernung von der Bi-
furkation, die Formel von Ozorio de Almeida dagegen nur in deren Néhe eine brauchbare
semiklassische Ndherung darstellt, fehlte zunéichst eine Theorie, die diese beiden Ansétze
vereinigt, die also gewissermaflen zwischen beiden Bereichen interpoliert. Diese wurde von
Sieber et al. entwickelt [37]. Durch eine abgednderte Form der Methode von Ozorio de
Almeida et al. und die Beriicksichtigung noch héherer Terme in den Normalformen er-
hielten sie analytische Formeln fiir den Beitrag bifurkierender Bahnen zur Niveaudichte.
Dabei erscheinen in diesen Ausdriicken nur die Grofen, die schon aus der Gutzwiller-
Spurformel (2.54) fiir die beteiligten Bahnen bekannt sind. Dies stellt sicher, dafl diese
Formeln auch gegen den exakten asymptotischen Grenzwert fiir isolierte Bahnen konver-
gieren. Sie sind somit tatséchlich iiber den ganzen Bereich von der Bifurkation bis hin
zu den isolierten Bahnen giiltig, weshalb man von einer ,uniformen N&herung® spricht.
An dieser Stelle gehen wir nicht weiter auf ihre Herleitung ein und geben nur kurz die
Ergebnisse wieder. Dabei beschreiben wir auch kurz die typischen Eigenschaften der ver-
schiedenen Bifurkationsklassen.

Bei der isochronen Bifurkation (auch Tangentenbifurkation genannt) findet man nach
der Bifurkation zwei periodische Bahnen, eine stabile und eine instabile, wihrend vorher
keine (reellen ) Bahnen existieren. Genaugenommen mufl man dort aber ihre komplex-
wertigen Vorldufer, sogenannte ,,ghost orbits“, beriicksichtigen. Bei diesem Typ von Bifur-
kation findet keine Periodenvervielfachung im eigentlichen Sinne statt, da die primitiven
Perioden der beteiligten Bahnen am Bifurkationspunkt identisch sind. Die uniforme N&he-



3.2. BIFURKATIONEN 47

rung fiir den gemeinsamen Beitrag 0¢,,;; der beiden reellen Bahnen zur Niveaudichte kann
durch Besselfunktionen mit gebrochen-zahligem Index ausgedriickt werden und lautet

5gunit(E) = 1 /§—2|AS| (A cos(S/h— %) - (Juys (1ASI/B) + 3.5 (1AS|/R) ) +

o AA-sin(S/h—6T) - (J,m (JAS|/R) — Jys (JAS|/R) )) . (3.2)

S=1(8,48,) ist die mittlere Wirkung der beiden Bahnen, AS = (S, —S,) die Diffe-
renz der Wirkungen, o =sgn(AS) ihr Vorzeichen, A=1(A4,+A4,) die mittlere Amplitude,
AA=1(A,-A4,) die Differenz der Amplituden sowie & =1 (o, +0,) der mittlere Maslov-
index. Dabei sind diese Gréflen (wie auch in den néchsten Formeln) so gewéhlt, dafl der
(erweiterte) Gutzwiller-Beitrag der einzelnen Bahnen jeweils die Form A;-cos (Sj/h—0;Z)
(j = 1,2) hat*. Im Grenzwert |AS| — oo, also weit weg von der Bifurkation, kann man
die Besselfunktionen durch ihre asymptotischen Entwicklungen ersetzen und erhilt dann
wie erwartet die Summe der zwei Gutzwiller-Beitrége. Formel (3.2) ist symmetrisch unter
Vertauschung der beiden Indices.

Die nichste Klasse ist die der perioden-verdoppelnden oder auch Gabelbifurkationen
(,,pitchfork bifurcations®). Sie zeichnen sich dadurch aus, daf§ es vor solch einer Bifurkation
nur eine reelle, die zentrale Bahn gibt, die dann ihre Stabilitit wechselt, wobei gleichzeitig
eine neue Bahn mit entgegengesetzter Stabilitéit entsteht. Die primitive Periode dieser
Satellitenbahn ist, wie der Name schon sagt, das Doppelte der primitiven Periode der
zentralen Bahn. In einem Poincaré-Plot duflert sich das so, dafl man nach der Bifurkation
symmetrisch zu beiden Seiten des Fixpunktes, der der zentralen Bahn entspricht, zwei
neue Fixpunkte findet, die jeweils zu einer Windung der Satellitenbahn gehoren (ganz
dhnlich wie in Abb. 3.5). Die uniforme Niherung fiir den gemeinsamen Beitrag beider
Bahnen zur Niveaudichte lautet dann:

™ A A - o x
Sgun9) = \[ 3181 (5 + 32 (con(S7m % — %) -0 (25110 +

cos(S/h— o5 +0F) - Ty (1ASI/B) ) +

(% - %) (cos(S*/h — 6T — L) - Iy (|AS|/R) +

cos(S/h — 5% + o) - s (JAS|/R) )) . (3.3)

Dabei bezeichnen A, und A, die Amplitude von zentraler bzw. Satellitenbahn, S und
& das arithmetische Mittel ihrer Wirkungen bzw. Maslov-Indices und AS = %(S1 —Sy)
ihre Wirkungsdifferenz.

Bei der perioden-verdreifachenden Bifurkation existieren sowohl vor- als auch nachher
zwei reelle Bahnen, wiederum zentrale und Satellitenbahn genannt, deren primitive Pe-
rioden im Bifurkationspunkt im Verhé&ltnis 1:3 stehen. Die Bahnen nihern sich einander
immer weiter an, fallen dann im Bifurkationspunkt zusammen, um schliefflich wieder aus-

*In unseren Beispielen, also bei Vorliegen einer Rotationssymmetrie, ist o; halbzahlig, ansonsten ganz-
zahlig.
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einander zu gehen. Daher spricht man auch von einer ,touch and go“-Bifurkation. Die
uniforme Niherung dafiir lautet (mit denselben Bezeichnungen wie oben)

Sgunit (E) = ,/2%|AS| ((% + 2‘%) (cos(S/h —0,T) - Ty (|AS|/B) —

o-sin(5/h—15) -y (AS|/H) ) -

(% — 2%) (cos(S’/h— 01%) - 55 (|AS|/B) —

o -sin(S/h — 0,F) - Jojs (|AS|/B) )) . (34)

Eine weitere Klasse ist die der Bifurkationen mit Wiederholungszahlen r > 5, die al-
le nach dem gleichen Schema ablaufen: Eine zentrale, stabile Bahn bifurkiert, ohne ihre
Stabilitdt zu wechseln, und erzeugt dabei zwei Satellitenbahnen, eine stabile und eine insta-
bile. Das Verhiltnis der primitiven Perioden von zentraler und Satellitenbahn betrigt 1:r.
Im Poincaré-Schnitt bilden die Satellitenbahnen nach der Bifurkation um den elliptischen
Fixpunkt der zentralen Bahn eine Kette aus 2r abwechselnd elliptischen und hyperboli-
schen Fixpunkten, die ihren jeweils » Windungen entsprechen (s. Abb. 3.4 als Beispiel fiir
r=>5). Die Wirkungsdifferenz der beiden Satellitenbahnen untereinander wichst mit zu-
nehmender Entfernung vom Bifurkationspunkt weit schwécher als die Differenz zwischen
der Wirkung der zentralen Bahn und dem Wirkungsmittelwert der Satellitenbahnen. Die-
ses Verhalten erlaubt es, bei der Herleitung der uniformen Niherung (die wir hier nicht
angeben) zusitzliche Vereinfachungen vorzunehmen. Sie besteht aus drei Termen, namlich
dem Gutzwiller-Beitrag der zentralen Bahn, einem gemeinsamen Beitrag der Satelliten-
bahnen sowie einem (als Integral ausgedriickten) Interferenzterm. Obwohl die einzelnen
Terme am Bifurkationspunkt divergieren, hebt sich die Summe der Divergenzen gerade
wieder weg, so dal man wieder ein endliches Resultat erhilt.

Die perioden-vervierfachenden Bifurkationen stellen die letzte Klasse generischer Bifur-
kationen in zwei Dimensien dar. Sie treten in zwei verschiedenen Formen auf: Im einen
Fall findet man das gleiche Verhalten wie im letzten Absatz (nur mit r =4), im anderen
gibt es vor und nach der Bifurkation eine stabile, zentrale Bahn, eine reelle, instabile sowie
eine komplexe Satellitenbahn. Bei der Bifurkation wird die reelle Satellitenbahn komplex
und umgekehrt. In beiden Fillen jedoch sind alle auftretenden Wirkungsdifferenzen von
der gleichen Groflenordnung, was letztlich dazu fithrt, daf die uniforme Niherung nur als
Integral angegeben werden kann, das (bis auf einige Spezialfille) numerisch berechnet
werden muf.

Bei der Herleitung der hier erlduterten uniformen Nidherungen wurde davon ausgegan-
gen, daf} die an einer Bifurkation beteiligten Bahnen nicht weiter bzw. nicht gleich wieder
bifurkieren. Um némlich solche Folgen von Bifurkationen beschreiben zu kénnen, ist es
notig, hohere Terme in den Normalformen zu beriicksichtigen. Oftmals ist es dann moglich,
durch Variation eines zweiten dufieren Parameters zwei aufeinanderfolgende Bifurkationen
zusammenfallen zu lassen. Man spricht dann von einer Bifurkation mit Kodimension zwei.
Beispiele fiir die Relevanz solcher Bifurkationen finden sich in [38, 39].

Eine andere Voraussetzung ist, wie schon erwéhnt, die Generizitéit des Systems. Ist diese
nicht erfiillt, wenn also z.B. diskrete Symmetrien vorliegen, kann es noch weitere Klassen
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von Bifurkationen geben, die zunéchst diese Symmetrien bei den periodischen Bahnen
brechen. Um auch solche Bifurkationen zu beschreiben, mufi man wiederum héhere Terme
in den Normalformen mitnehmen. Beispiele dafiir finden sich in [40]. In einigen Fillen
lassen sich — mit leichten Verdnderungen — trotzdem die obigen Formeln verwenden.
Als Beispiel dafiir, das zugleich die Qualitit dieser uniformen Niaherungen demonstrie-
ren soll, kommen wir auf die im vorhergehenden Abschnitt beschriebene Bifurkation der
rautenféormigen Meridianbahn zuriick. Dabei tritt zwar keine Periodenvervielfachung auf.
Trotzdem kann man sie, wenn man A, durch 24, ersetzt, mit der Formel (3.3) fiir gene-
rische, perioden-verdoppelnde Bifurkationen behandeln. Die beiden drachenférmigen, bis
auf eine Spiegelung identischen Satellitenbahnen entsprechen hier den beiden Umlaufs-
richtungen der im generischen Fall auftretenden Satellitenbahn. In Abb. 3.6 zeigen wir fiir
eine Situation kurz nach der Bifurkation, bei €, =0.192, einen Vergleich des quantenme-
chanischen Ergebnisses mit dem Resultat der semiklassischen, uniformen N&herung.
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ABBILDUNG 3.6: Der oszillierende Anteil der Niveaudichte einer axialsym-
metrischen, quadrupol-deformierten Kavitdt mit €,=0.192. Gezeigt ist ein
Vergleich von quantenmechanischem Resultat (durchgezogene Linie) und
semiklassischer, uniformer Naherung (gestrichelte Linie).

Die Ubereinstimmung ist — sowohl was die Periode als auch die Amplitude angeht
— schon sehr viel besser als in Abb. 2.8, wo wir nur die erweiterte Gutzwiller-Formel
verwendet haben. Die iibrige Diskrepanz ist — neben unvermeidlichen numerischen Un-
genauigkeiten — einerseits darauf zuriickzufiihren, dafl die neu entstandenen Satelliten-
bahnen bereits kurz vor einer erneuten Bifurkation stehen. Ein anderer Grund ist darin
zu suchen, dafl die schon bei sehr kleinen Deformationen einsetzende Aufspaltung zwi-
schen den verschiedenen Meridianbahnen mit gleicher Eckenzahl (siehe Abb. 3.1 bzw. 3.2)
immer noch recht gering ist, so dal man eigentlich alle diese Bahnen jeweils gemeinsam
betrachten muff. Wie man dieses grundsétzliche Problem allgemein behandeln kann, ist
Inhalt des nichsten Abschnitts.
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3.3 Symmetrieinderung

Bei einer Symmetriebrechung dndern sich schon durch einen infinitesimal von Null ver-
schiedenen Wert des Parameters® ¢ die periodischen Bahnen eines Systems schlagartig.
Kontinuierliche Familien von beziiglich ihrer Wirkung entarteten Bahnen werden ersetzt
durch diskrete Mengen von isolierten Bahnen bzw. Familien mit geringerem Entartungs-
grad. Weil aber der Beitrag einer periodischen Bahn zur Niveaudichte, wie wir schon in
Abschnitt 2.2 eingesehen haben, sehr stark von ihrem Entartungsgrad abhingt und die
Spurformeln fiir jeden Symmetrietyp vollkommen verschieden sind, ergibt sich insgesamt
ein (als Funktion von ) unstetiger semiklassischer Ausdruck fiir die Niveaudichte. Typi-
scherweise nehmen nimlich beim Ubergang zu einer héheren Symmetrie fiir jeden neuen
Entartungsgrad zwei Eigenwerte der (reduzierten) Stabilitéitsmatrix den Wert 1 an, so
daf} die Amplituden in den Spurformeln (2.54) bzw. (2.56) divergieren. Dies widerspricht
natiirlich der Tatsache, dafl die Niveaudichte als quantenmechanische Grofle eine stetige
Abhéngigkeit von kontinuierlichen Parametern zeigt.

Genau das ist die Ursache fiir die grofle Diskrepanz zwischen quantenmechanischem
und semiklassischen Ergebnis in Abb. 2.9. Das wird besonders gut klar, wenn man das
zugehorige Fourier-Spektrum betrachtet (siehe Abb. 3.7%). Hier sind es (neben allen ande-
ren Bahnen) besonders die jeweils zwei Meridianbahnen mit drei bzw. fiinf Ecken, die sich
in ihren Lingen nur duflerst wenig unterscheiden und deswegen eigentlich nicht getrennt
behandelt werden konnen.
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ABBILDUNG 3.7: Das Fourierspektrum zu den Niveaudichten aus Abb. 2.9.
Die zu den zwei gréfiten Peaks gehérenden Meridianbahnen sind einge-
zeichnet. Offensichtlich sind v.a. sie fir die schlechte Ubereinstimmung
der Kurven in Abb. 2.9 verantwortlich.

S¢ sei so gewiihlt, daB € =0 den Zustand mit der héheren Symmetrie bezeichne.
®Der besseren Erkennbarkeit wegen zeigen wir hier die Bahnen fiir £2=0.2, die sich in ihrer Form aber
nicht qualitativ von denen fiir e2=0.05 unterscheiden.
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Ganz allgemein kann man in dem uns interessierenden Beispiel des Ubergangs von axia-
ler zu Kugelsymmetrie diese Divergenz zumindest fiir die Aquatorbahnen sofort analytisch
zeigen. Bildet man ndmlich in Tabelle (2.96) den Grenzwert R, — R,, so geht der Stabi-
litdtsterm A,; unabhéngig von der Ecken- und Windungszahl gegen Null.

In diesem Abschnitt besprechen wir nun Mdoglichkeiten, dieses Problem divergierender
Amplituden bei Anderungen der dem System zugrundeliegenden kontinuierlichen Sym-
metrie zu beheben. Zunichst gehen wir auf einen stérungstheoretischen Ansatz ein, der
sich als sehr leicht zu handhaben und damit fiir praktische Anwendungen sehr brauch-
bar erweist. Anschliefend zeigen wir eine Methode, wie man im Rahmen einer uniformen
Naherung — ganz analog zur Behandlung von Bifurkationen im letzten Abschnitt — den
gemeinsamen Beitrag zur Niveaudichte von Bahnen, die bei einer Symmetriebrechung aus
einer Bahnfamilie hervorgehen, berechnen kann, so da man sowohl im Falle hherer Sym-
metrie als auch isolierter Bahn(famili)en den richtigen Grenzwert erhélt.

3.3.1 Storungstheorie

In einer quantenmechanischen Rechnung stellt eine Symmetriebrechung durch ,,Einschal-
ten“ des Parameters ¢ kein grofles Problem dar. Ist ¢ nicht allzu grof, so ist die Stérungs-
theorie die einfachste Methode, die resultierende Aufspaltung und Verschiebung der Eigen-
energien zu berechnen. Dieser Gedanke legt es nahe, auch in der semiklassischen Rechung
storungstheoretische Methoden anzuwenden und so zu einem divergenzfreien semiklassi-
schen Ausdruck fiir die Niveaudichte zu kommen. Solch ein Ansatz wurde zum ersten Mal
von Ozorio de Almeida [41] verfolgt. Eine &hnliche, etwas allgemeinere Methode wurde
von Creagh [42] vorgestellt. Auf sie gehen wir im folgenden néher ein. Beiden Verfahren
ist gemeinsam, dafl im Ergebnis der Beitrag einer entarteten Bahnfamilie zur Niveaudichte
mit wachsendem e auf oszillierende Weise abnimmt.

Ausgangspunkt der Stérungstheorie von Creagh ist die Herleitung der Spurformel (2.56)
fiir das symmetrische System mit seinen noch ungestorten, in entarteten Familien vorlie-
genden periodischen Bahnen. Bei der Spurbildung wurde zunéchst iiber alle Koordinaten
senkrecht zu der von jeder Bahnfamilie aufgespannten Hyperfliche F' in Sattelpunktsnihe-
rung integriert. Daran dndert sich auch nichts, wenn man den Effekt der Symmetriebre-
chung beriicksichtigen mochte. Die Integration parallel zu F' wird dagegen komplizierter,
da die Familie nun ja aufgebrochen ist und sich ihre Mitglieder in ihrer Wirkung un-
terscheiden. An dieser Stelle ist, um zu einer geschlossenen, allgemeinen Formel fiir das
Endergebnis zu kommen, die Beschrinkung auf hinreichend kleine Stérungen der Sym-
metrie notig, die die klassischen Gréflen nur wenig dndern. Insbesondere geht man davon
aus, daB} in erster Ordnung von ¢ die Familien von periodischen Bahnen zunichst erhalten
bleiben und auch ihre semiklassischen Amplituden sich nicht &ndern. Beriicksichtigt wird
nur die Anderung AS;, der Wirkung ihrer Mitglieder, da diese in die Phase eingeht und
daher den wichtigsten Effekt auf die Niveaudichte ausiibt. Dann kann man das Integral
iiber die parallelen Koordinaten wiederum umformen in ein Integral iiber die Elemente der
(ungestorten) Symmetriegruppe G, das schlieflich den sogenannten Modulationsfaktor

MF(E, 8) _ (eiASF(E;s;g)/ﬁ,)geG _ Vi /d,u(g) eiASF(E;€§9)/fZ (35)
G JG
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liefert”. Dieser Faktor ist gewissermaBen das Gruppenmittel (angedeutet durch die spitzen
Klammern) des Terms, in dessen Phase im wesentlichen die Wirkungsénderung ASy steht.
Er hingt natiirlich von € und von der Energie sowie von der jeweiligen Bahnfamilie F' ab.
Insgesamt erhiilt man so eine Spurformel fiir Systeme mit ndherungsweiser Symmetrie, die
sich von der Spurformel (2.56) nur durch eben diesen Modulationsfaktor unterscheidet, mit
dem der Beitrag jeder Familie multipliziert wird. Weil dieser Faktor i.a. komplexwertig
ist (d.h. er bewirkt in der Spurformel sowohl eine Modulation der Amplitude als auch
eine Phasenverschiebung), geben wir das Ergebnis der Einfachheit halber in komplexer
Schreibweise an:

Ogperi(Bre) = Re Y Ap(E) My(Ese) e SrB)/h—orm/2fm/t) (3.6)
F

Dabei bezeichnen wir mit A, die gesamte Amplitude in Formel (2.56) einschliefilich aller
Konstanten. Gl. (3.6) ist bemerkenswert einfach, wenn man sich vergegenwértigt, daf} sie
die Brechung einer beliebigen Symmetrie beschreibt, wobei nicht einmal die Kenntnis der
periodischen Bahn(famili)en im niedriger-symmetrischen Fall notig ist. Alle Information
dariiber steckt ndmlich — zumindest ndherungsweise — in dem Ausdruck fiir die Wir-
kungsdnderung ASj. Darauf werden wir gleich etwas ndher eingehen. Hat man die Bahn-
familien und die zugehorige Spurformel fiir das symmetrische System einmal ermittelt,
besteht der einzige Mehraufwand nur mehr in der Berechnung des Modulationsfaktors
M, die im schlimmsten Fall auf die numerische Bestimmung eines mehrdimensionalen
Integrals hinausliuft.

M. (bzw. sein Betrag) verhélt sich als Funktion von € &hnlich wie eine J,-Besselfunktion.
Bei £ =0 hat es per Konstruktion fiir alle Bahnfamilien den Wert 1, d.h. man gelangt wie
erwartet wieder zur Spurformel (2.56) fiir das symmetrische System. Mit wachsendem &
wird der Beitrag jeder Familie hingegen allmé&hlich geddmpft, so wie es die Symmetrie-
erniedrigung ja auch erwarten ld8t.

Da es sich hier um einen storungstheoretischen Zugang handelt, darf € aber auch nicht
zu grof} werden. Trotzdem kann man aus dem Grenzwert € — oo noch physikalische In-
formation gewinnen: In diesem Fall kann man den Modulationsfaktor ndmlich asympto-
tisch auswerten, indem man das Integral (3.5) in Sattelpunktsndherung berechnet. Die
stationdren Punkte von ASy im Exponenten des Integranden sowie die Punkte an den
Integrationsgrenzen entsprechen dann — im Rahmen der Beschrinkung auf Terme der
Ordnung O(e) — den periodischen Bahn(famili)en im System mit gestérter Symmetrie.
Wir werden dies gleich noch an einem Beispiel veranschaulichen. Setzt man das Ergeb-
nis der asymptotischen Auswertung wieder in Gl. (3.6) ein, so erhilt man eine Summe
von Beitriagen, die allerdings wieder nur eine Niherung fiir die tatsichlichen (erweiterten)
Gutzwiller-Ausdriicke darstellen, die man in diesem Fall — weit weg von der htheren Sym-
metrie — erwartet. In diesem Sinne handelt es sich also nicht um eine uniforme, sondern
um eine nur lokale Ndherung zur Beschreibung der Symmetriebrechung.

Uber die Wirkungsinderung AS; haben wir noch nichts Genaueres gesagt. Sie ist ei-
ne Funktion der Energie F, von £ und der Bahnfamilie F', aber i.a. auch der jeweiligen
Bahn innerhalb der Familie. Diese Abhingigkeit bringen wir durch das Gruppenelement
g im Argument von ASy zum Ausdruck, weil ja jede dieser Bahnen genau einem g € G

"Wir definieren My hier mit dem Normierungsfaktor VL Vi, das Gruppenvolumen, steht deshalb wei-
terhin explizit in der Amplitude. .
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entspricht (siehe Abschnitt 2.2). Da wir uns auf die erste Ordnung in ¢ beschréinken, kann
man ASy explizit angeben. Wir geben hier nur den fiir Billardsysteme giiltigen Ausdruck
wieder. Fiir eine Bahn mit n Ecken lautet er [43]:
n—1
ASp(E;e;9) = hk - ALp(e;9) = hk Z 2 sina - Arj(e;g) . (3.7)
j=0
Die ganze Energieabhingigkeit steckt in der Wellenzahl k. Die Gesamtlingeninderung
ALy ist die Summe der Liangeninderungen an den einzelnen Reflexionspunkten j, die (bis
auf Terme der Ordnung O(e?)) jeweils nur vom senkrechten Abstand Ar; der gestorten
zur ungestorten Billardberandung sowie vom Reflexionswinkel ¢ der Bahn (relativ zur
Tangente an die ungestorte Berandung) abhéngen.

Anwendung auf multipol-deformierte Kavitéiten

Weil wir diese Stérungstheorie bei der Bestimmung der (relativ kleinen) Grundzustands-
deformationen von Metallclustern anwenden wollen (siehe Kap. 4), fithren wir die Be-
rechnung des Modulationsfaktors am Beispiel der multipol-deformierten Kavitit vor. Aus-
gangspunkt der Rechnung ist die sphérische Kavitdt mit ihrer Kugelsymmetrie, die zu
einer nur mehr axialsymmetrischen Kavitit deformiert wird. Die Spurformel haben wir in
Gl. (2.74) angegeben, die entarteten Bahnfamilien F' sind durch die regulidren Polygone
mit Ecken- und Windungszahl n und ¢ gegeben (siche Abschnitt 2.4). Dort haben wir
auch schon erwihnt, da§ wir zur Parametrisierung der SO(3)-Gruppenelemente, also der
Rotationen im Dreidimensionalen, und damit zur Kennzeichnung einer einzelnen periodi-
schen Bahn innerhalb ihrer Familie die drei Euler-Winkel ¢, 9, 1) verwenden®, die auf eine
feste Referenzbahn angewandt werden. ¢ beschreibt eine Drehung um die z-Achse, die die
2- in die z'-Achse iiberfiihrt. Bei der anschliefenden Drehung um diese z’-Achse um den
Winkel 9 geht die z- in die z’-Achse iiber. Schlieflich dreht man die Bahn noch um den
Winkel 1) um die z’-Achse. Als Referenzbahn fiir alle Familien mit n > 2¢ definieren wir die
Bahn, die in der z-y-Ebene liegt, mit einem Eckpunkt auf der z-Achse®. Alle Eckpunkte
sind dann durch die Angabe des Azimutwinkels ¢; = 2‘7 , (1=0,...n—1) festgelegt.
Mittels Drehmatrizen kann man zeigen, dafl diese Referenz Eckpunkte durch Anwendung
der Euler-Rotationen auf Punkte abgebildet werden, deren Polarwinkel +; durch

cos ¥ (p,,1) = sind sin(p; + 1) (3.8)

bestimmt ist. Mehr braucht man dariiber nicht zu wissen, denn die Verschiebung Ar der
Billardberandung, die man direkt aus der Parametrisierung (4.1) der Oberfliche ablesen
kann, hingt nur vom Kosinus dieses Polarwinkels ab. Der Parameter ¢ ist hier durch
den Vektor der Multipol-Parameter ¢,, €5, €, gegeben. Der Reflexionswinkel «; ist fiir alle
j gleich und identisch mit dem Winkel ¢,, = %71’. Damit lautet der Ausdruck fiir die
Gesamtlingeninderung

n—1 4
AL, (ey,€5,€4;0,9,1) :2sin<,0m52236Z cos19 (p, 9, 1/) ZALnt . (3.9)
] 0 =0
i#1 z;él

8Zwei von ihnen, nimlich ¢ und 9, entsprechen den beiden Winkeln der Polarkoordinaten.

®Als Referenzbahn fiir die Durchmesserbahnen n = 2t erweist sich die Bahn entlang der z-Achse als
giinstig, weil sich die Rechnung dann sehr vereinfacht. Wir geben weiter unten nur das Ergebnis dieser
Rechnung an.
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AL,, hingt erwartungsgemif nicht vom Eulerwinkel ¢ ab, weil dieser ja eine Drehung
um die z-Achse beschreibt, die auch im deformierten Fall Symmetrieachse bleibt. Die
Teillingenénderungen ALSft), die von den einzelnen Multipol-Freiheitsgraden herriihren,
konnen jeweils ausgerechnet werden. Man findet!? [44]

ALY =2Rne, sing,, (3.10)
ALY, =4Rte,Py(cosd), ALY, = —Rne, sinp,, Py(cos ), (3.11)
ALY, =0, ALY, = —3V3Rne, sin®d sin(3¢), (3.12)
ALSQ% =4Rte,P,(cos ), ALsizmAt = %Rn g4 sing,, P,(cos¥),

ALY, = 10Va Rte, (sin' (eos(4p) +1) — $sin®) + &) (3.13)

Bei einer reinen Quadrupoldeformation (e;=¢,=0) ist AL, fiir alle Bahnen unabhingig
von 1, was auf eine weitere Entartung der gestorten Bahnen hinweist. Ein Quadrupol
ist ndmlich in erster Ordnung von &, identisch mit einem Sphiroid, dessen Meridian-
bahnen tatséichlich eine weitere kontinuierliche Symmetrie aufweisen (siehe Fufinote auf
Seite 28). Diese Entartung ist natiirlich ebenfalls nur exakt bis auf Terme der Ordnung
O(g?). Auch bei den hoheren Multipolen tritt diese Entartung auf (im Rahmen der Nihe-
rung), aber auffilligerweise nicht bei genau jenen Bahnen, bei denen das Verhiltnis von
Ecken- zu Windungszahl mit der Ordnung des Multipols iibereinstimmt. Man konnte sa-
gen, dafl die Bahnen mit einer ¢-zdhligen Symmetrie mit einem Multipol der Ordnung i
in Resonanz geraten.

Der letzte Schritt bei der Berechnung des Modulationsfaktors ist gemafl Gl. (3.5) die
Bestimmung des Gruppenintegrals. Dabei lautet das Volumenelement dyu fiir die Gruppe
SO(3), ausgedriickt durch die Euler-Winkel [46]:

du(p,9,9) = dpddsinddy . (3.14)

Die Winkel ¢ und % laufen von 0 bis 27, ¥ bis 7. Das Gruppenvolumen ergibt sich damit
zu Vi =872, Das Integral iiber ¢ ist wie gesagt trivial und liefert nur die Konstante 2.
Dies gilt in allen Fillen mit n#jt (j =2,...4) auch fiir das Integral iiber 1. Ansonsten
kann es aber immer durch eine J,-Besselfunktion mit mehr oder weniger kompliziertem
Argument ausgedriickt werden. Das verbleibende Integral iiber ¥ kann bei einer reinen
Quadrupol-Deformation noch analytisch gelost werden und liefert im wesentlichen eine
Kombination von Fresnel-Integralen [44]. Im allgemeinen Fall ist solch eine geschlossene
Losung nicht mehr mdéglich, so dafl man das d-Integral numerisch berechnen mufl. Mit der
Substitution u:= cos ¥ findet man die folgenden Ausdriicke fiir die Modulationsfaktoren:

1

M, _ (E;ey,65,64) = / du exp (4itkz (20 + &P (u) + 64P4(u))) (3.15)
0

1
M, _ (E;ey,e5,64) = / du exp (3\/§itk(€0 — %52P2(u) + %€4P4(u))) .
0

7, (%\/ﬁtkzgs(l . u2)3/2) (3.16)

OFiir die Berechnung der Lingeninderung der Durchmesserbahnen (n=2t) erweist es sich als giinstig,
als Referenzbahn die Bahn entlang der z-Achse zu wéhlen.



3.3. SYMMETRIEANDERUNG 95

1
M, _, (E;ey,e5,64) = /0 du exp(x/iitk(lleo —2e,P,(u) + %64 — 1—2564(1 —u?) + %64(1 — u2)2)> .

3, (%\/itk@(l - u2)2>

1
Mossi (B 65, 65,60) = / du exp(insingpntk(%o — e,Py(u) + %54P4(u))> . (3.18)
0

In Abb. 3.8 haben wir die Spurformel (3.6) mit diesen Modulationsfaktoren auf das schon
beniitzte Beispiel einer quadrupol-deformierten Kavitit mit €, =0.05 angewandt.

Eo= 0.05
5 .
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ABBILDUNG 3.8: Der oszillierende Anteil der Niveaudichte einer axialsym-
metrischen, quadrupol-deformierten Kauvitdt mit €,=0.05. Gezeigt ist ein
Vergleich von quantenmechanischem Ergebnis (durchgezogene Linie) und
dem Resultat der semiklassischen Stérungstheorie (gestrichelte Linie).

Im Vergleich zu Abb. 2.9 ist die Ubereinstimmung mit dem quantenmechanischen Er-
gebnis nun schon sehr viel besser. Erst ab etwa der zweiten Superschale treten allm&hlich
grofler werdende Unterschiede auf. Das ist aber bei dieser storungstheoretischen Niherung
auch zu erwarten, da die als klein vorausgesetzte Wirkungsinderung AS (3.7) nicht nur
mit ¢, sondern auch mit der Energie E bzw. mit der Wellenzahl k=/2mE/h? zunimmt.

Wie schon weiter vorne erwédhnt, liefert die Storungstheorie auch Aussagen iiber die
im gestorten System zu erwartenden periodischen Bahnen, wenn man sich — als ersten
Schritt einer asymptotischen Auswertung des Modulationsfaktors (3.5) — die (beziiglich g)
stationiiren Punkte von AS%(E;¢;g) betrachtet, die im Limes £ — 0o den grofiten Beitrag
zum Gruppenintegral (3.5) liefern. In unserem Beispiel findet man fiir alle Eckenzahlen
einen stationéiren Punkt bei ¥ =7 (siehe GIn. (3.10)—(3.13)). Dies entspricht einer Drehung
der Referenzbahn in die z-p-Ebene: Man kommt also genau zu den Meridianbahnen, von

denen wir ja wissen, daf} sie im deformierten Fall eine wichtige Klasse von periodischen

(3.17)
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Bahnen bilden. Der Euler-Winkel 1 beschreibt nun noch die Orientierung dieser Meri-
dianbahnen in ihrer Bewegungsebene. In allen Fillen, in denen AL unabhingig von 9 ist
(siehe Gln. (3.10)—(3.13)), wiren demnach die Bahnen in ihrer Ebene noch frei drehbar,
also zusétzlich entartet. Wie wir aus der Diskussion der periodischen Bahnen in Abschnitt
2.5.1 wissen, ist diese Aussage nicht richtig. Um auch fiir diese Bahnen die Aufspaltung in
1) richtig beschreiben zu kénnen, miifite man in dem Ausdruck fiir AL noch héhere Terme
in den Deformationsparametern ¢,, €; und ¢, beriicksichtigen.

Neben den stationdren Punkten im Integrationsgebiet tragen auch noch dessen Rand-
punkte wesentlich zum Integral bei''. In unserem Beispiel sind es genau die Aquator-
bahnen, die diesen Randpunkten bei ¥ =0 bzw. 7 entsprechen. Bei dieser Orientierung
der Bewegungsebene beschreibt ¢ genauso wie der Eulerwinkel ¢ eine Drehung um die
Symmetrieachse, so dal AL hier erwartungsgeméifl nicht von 1 abhingt. Damit liefert
die asymptotische Auswertung des Modulationsfaktors auch die zweite Klasse von pe-
riodischen Bahnen, die bei jeder Deformation existiert. In entsprechenden Féllen erhé&lt
man mit dieser Methode auch einen Hinweis auf eventuelle Familien von planaren Bah-
nen mit ,,schrigliegender“ Bewegungsebene. Andere mogliche Familien, also z.B. zuséitzli-
che Aquatorbahnen, deren Bewegungsebene nicht den Koordinatenursprung enthélt, oder
nicht-planare Bahnen, konnen so allerdings nicht bestimmt werden, da sie ja nicht aus
einer einfachen Rotation der Referenzbahn, wie sie die Eulerwinkel beschreiben, hervor-
gehen. Allerdings treten solche Bahnfamilien auch erst bei relativ grofien Deformationen
auf, so dafl man von einer Stérungstheorie auch gar keinen Hinweis darauf erwarten kann.

Zusammenfassend kann man also sagen, dafi die asymptotische Auswertung des Modu-
lationsfaktors (3.5) die Aufspaltung der Familien von entarteten, periodischen Bahnen in
isolierte Bahnen bzw. Familien mit geringerer Entartung anschaulich widerspiegelt.

3.3.2 Uniformisierung

Im letzten Abschnitt haben wir einen stérungstheoretischen Ansatz zur Behandlung von
Symmetrieinderungen beschrieben, die in der Standard-POT ein grofles Problem dar-
stellen. Dabei erweist sich dieser Ansatz fiir hinreichend kleine Stérungen des héhersym-
metrischen Systems als sehr gute und auch leicht zu handhabende N&herung. In gréfie-
rer Entfernung vom symmetrischen Grenzfall werden ihre Ergebnisse erwartungsgeméif
schlechter. Dort ist dann wiederum die (erweiterte) Gutzwiller-Theorie giiltig. In einigen
Systemen gibt es sogar einen Bereich, in dem die Ergebnisse beider Theorien sehr gut
iibereinstimmen [47]. L.a. ist es aber unklar, bei welchem Wert der Stérung man zwischen
beiden umschalten soll. Wiinschenswert ist daher — &dhnlich wie bei der Beschreibung von
Bifurkationen (siehe Abschnitt 3.2) — eine uniforme Niherung, die fiir beide Bereiche glei-
chermaflen giiltig ist. Im folgenden erliutern wir die Herleitung einer solchen N#herung.
Dabei gehen wir zunéichst auf die Symmetrieinderung in zwei Dimensionen ein, um die
prinzipielle Vorgehensweise zu erkldren. Anschlielend verallgemeinern wir das Ergebnis
auf drei Dimensionen am speziellen Beispiel des Ubergangs von einer sphiirischen zu einer
quadrupol-deformierten Kavitét.

Eine uniforme Niherung zur Beschreibung der Symmetriebrechung in zwei Dimensionen
wurde zuerst von Tomsovic et al. [48] entwickelt, aufbauend auf einer Arbeit von Ozorio de
Almeida [41]. Eine Vereinfachung ihrer Ergebnisse wurde schliefllich noch von Sieber [49]

" Bei unserem zweidimensionalen Integral ist ihr Beitrag sogar genauso grof, wie wir im letzten Kapitel
gezeigt haben.
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vorgenommen. Wir geben hier nur die grundlegende Idee wieder, ohne auf diese Arbeiten
genauer einzugehen.

Nach dem bei der Herleitung der semiklassischen Stérungstheorie Gesagten ist im Grun-
de klar, was zu tun ist: Bei der Berechnung des Gruppenintegrals iiber die Mitglieder g der
entarteten Bahnfamilie muf deren Wirkungsiinderung AS(F;¢;g), die sie beim Einschal-
ten der Storung erfahren, exakt und nicht nur in erster Ordnung beriicksichtigt werden.
Dariiberhinaus muf} natiirlich beachtet werden, daf} sich auch ihre Amplituden dndern, die
in der Storungstheorie noch als konstant angenommen wurden. Dieses Programm ist aber
i.a. nicht durchfithrbar, weil man normalerweise das exakte AS nicht kennt. Dariiberhin-
aus wéaren die so entstehenden Integrale in den meisten Fillen auch nicht analytisch zu
16sen. Daher beniitzt man im Prinzip die gleiche Methode wie schon bei der Behandlung
von Bifurkationen: Man macht eine Variablentransformation dergestalt, daf} die Wirkung
in den neuen Variablen eine mdglichst einfache Form annimmt. Wir sprechen kurz wie-
der von einer Normalform der Wirkung. Bei dieser Transformation sollen die Position
der stationiren Punkte sowie die Funktionswerte an diesen Stellen erhalten bleiben, so
dal man damit auch weiterhin die gleichen periodischen Bahnen beschreibt. Wihrend die
Normalformen zur Beschreibung von bifurkierenden Bahnen im wesentlichen Polynome
in den Phasenraumvariablen sind, werden hier Winkelfunktionen bzw. Kugelflichenfunk-
tionen verwendet.

Herleitung fiir zweidimensionale Systeme

In einem generischen zweidimensionalen System mit einer kontinuierlichen Symmetrie ist
deren Verhalten unabhéngig von der Art der Stérung sehr einfach: Die Familien von ent-
arteten periodischen Bahnen brechen stets auf in jeweils eine stabile und eine instabile
isolierte Bahn. Handelt es sich bei der Symmetrie um eine Drehsymmetrie, wiirde man
das Spurintegral durch die zugehorige Symmetrievariable, also einen Drehwinkel ¢, for-
mulieren. Es liegt also nahe, auch als transformierte Variable einen Winkel zu verwenden,
den wir kurzerhand wieder mit ¢ bezeichnen'?. Gleichwohl kann man damit auch die Bre-
chung anderer Symmetrien behandeln, soweit die Familien von periodischen Bahnen wie
oben geschildert aufbrechen. Die einfachste Funktion, die (mit ihren stationdren Punkten)
dieses Aufspalten wiedergibt, ist der Kosinus, d.h. die transformierte Wirkungsfunktion
lautet: S(p) = s,+$;-cos p. Dabei sind s, und s, nur mehr Funktionen der Energie und
von €. Auf ihre Bestimmung gehen wir gleich ein. Bis zu diesem Punkt ist das Vorgehen
noch exakt. Die einzige Naherung besteht nun darin, dal man die Amplitude inklusive der
Jacobi-Determinante, die vom Ubergang zu den neuen Variablen herriihrt, entwickelt in
eine Funktion vom gleichen Typ wie die Wirkung'®. Der gemeinsame Beitrag der beiden
beteiligten Bahnen zur Niveaudichte nimmt damit zunéchst folgende Form an:

1 2w . ~
0Gunis = Re o ; dy (ap+a,- cos p) el((sotsicosp)/h—o-m/2) (3.19)

2Eigentlich miifite man zwischen dem Winkel ¢ und dem transformierten Winkel ¢ und entsprechend
zwischen den Wirkungen S(¢) und S(¢) unterscheiden. Weil aber im folgenden nur mehr von den trans-
formierten Groflen die Rede ist, lassen wir den Akzent der Einfachheit halber gleich wieder weg.

3In der Néherung von Ozorio de Almeida [41] wird die Amplitude — #hnlich wie in Creaghs Stérungs-
theorie — als konstant angenommen.



o8 KAPITEL 3. POT IN GEMISCHTEN SYSTEMEN

Dieses Integral kann analytisch sehr einfach durch die Besselfunktionen J, und J, aus-
gedriickt werden:

5gunif — ao‘Jo(Sl/h)‘COS(So/h_a-%) - al'Jl(Sl/h)‘sin(So/h_ag) . (3.20)

Die Amplitudenkoeffizienten a,, ¢, und der Maslovindex & sind zunéchst noch unbestimmt.
Sie sind aber genauso wie s, und s, dadurch festgelegt, dafl der obige Ausdruck im Grenzfall
weit weg von der Symmetrie, also fiir s,/h — 0o, gegen den entsprechenden Gutzwilleraus-
druck konvergieren soll. In diesem Grenzfall kann man das Integral mit der Sattelpunkt-
sndherung [50], auch Niherung der stationiren Phase genannt, asymptotisch auswerten:

’ i : 1" Y.
/dIL‘g( ) iaf(zx)/h Or/ﬁ%oo Z a|f” (:L‘]) elaf(a:j)/hel.sgn(f (z;)) 7r/4+0(h)

(3.21)
« bezeichne hier einen reellen, positiven Parameter, summiert wird iiber die Menge {z;}
aller stationfiren Punkte!* der Funktion f(z) im Intervall [a; b]. Angewandt auf das Integral
im Ansatz (3.19) findet man (mit der Definition o :=sgn(s,)) den folgenden asymptoti-
schen Ausdruck!s:

gune 5™ Re L((oaoJral)ei((so+s1)/h—&-7r/2—a-7r/4) +
27|s,|

(ag—ay) ei((s‘)_31)/h_5'”/2+”'”/4)) : (3.22)

Die beiden Summanden stammen von den stationiren Punkten bei ¢ =0 bzw. 27 und
bei ¢ = m . Erstere liefern wegen der Periodizitit des Integranden den gleichen Beitrag,
der jedoch, weil sie genau auf dem Rand des Integrationsgebietes liegen, jeweils mit einem
Faktor % multipliziert werden muf}. Identifiziert man diese Summanden nun mit den Gutz-
willerausdriicken Re[A4;,, el(Ss/u/h—0s/um/ 2)] fiir den Beitrag der stabilen und der instabilen
isolierten Bahn zur Niveaudichte, findet man fiir die bislang unbestimmten Parameter:

s0=3(S,+48) =8, s=4(5.-8):=A8, 7=4(0.+0) .

a, = 51/ 2Z|AS| (A, +A,) ZLIAS|A

| (
a, = L1/ ZE|AS| (A, —A,) = \/ZE|AS|AA . (3.23)

Mit diesem Ergebnis lautet die uniforme Niherung fiir den gemeinsamen Beitrag der
beiden isolierten Bahnen zur Niveaudichte, die bei der Symmetriebrechung in zwei Di-
mensionen aus einer entarteten Bahnfamilie hervorgehen, explizit:

OGunic = \/2%|AS| (A-Jo(AS/h)-cos(S/h—5F) — AA- J,(AS/h)-sin(S/h—5F)) . (3.24)

YWo also gilt: f'(x;)=0. Natiirlich darf die zweite Ableitung von f an diesen Punkten nicht verschwin-
den. Falls ein stationdrer Punkt am Rande des Integrationsintervalls liegt (z; =a oder z; =b), muf} die
rechte Seite dieser Gleichung mit dem Faktor % multipliziert werden. Falls im ganzen Intervall [a;b] kein
stationdrer Punkt von f(x) existiert, entfillt der fiilhrende Term und es verbleiben nur Randkorrekturen,
die in Ordnung O(h) beitragen, vgl. 3.33. Eine weitere Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit dieser Formel
ist ein hinreichend glattes Verhalten der Funktion g(z) im Intervall [a;b]. Die Formel (3.21) wurde fiir den
Spezialfall einer quadratischen Funktion f(z) schon in den Gln. (2.30) und (2.38) angewandt.

'5Zum gleichen Ergebnis gelangt man auch, wenn man direkt in Gl. (3.20) die bekannte asymptotische

Formel J, (z) =5 ,/% cos (z ny— —) fiir die Besselfunktionen einsetzt.
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Sie ist auf uniforme Weise, d.h. ohne unphysikalische Divergenzen zu liefern, fiir den ge-
samten Bereich von exakter Symmetrie, wo eine entartete Bahnfamilie vorliegt, bis weit
weg von der Symmetrie'®, wo diese in zwei isolierte Bahnen aufgebrochen ist, giiltig. Mit
den obigen Bestimmungsgleichungen konvergiert sie fiir den letzteren Grenzfall |AS|— oo
per Konstruktion gegen die Summe der beiden Gutzwillerterme A;- cos(S,/h—o,-5)+A,-
cos(S,/h—o,-5) mit o,,, = Uoi%. Im symmetrischen Grenzfall |AS|— 0 hingegen liefert
sie gemif dem Ansatz (3.19) den erweiterten Gutzwillerausdruck A,- cos(S,/h—o0,- %)
der Bahnfamilie, d.h. mit anderen Worten, die Gutzwilleramplituden A,,, divergieren in

diesem Fall ihrerseits wie /1/|AS|.

Verallgemeinerung auf quadrupol-deformierte Kavitéiten

Nachdem wir somit das Prinzip der Herleitung einer uniformen Niherung erldutert haben,
die die Symmetriebrechung in zwei Dimensionen beschreibt, mochten wir dieses Prinzip
nun auf drei Dimensionen verallgemeinern. Dabei ergibt sich die Schwierigkeit, daf in drei
Dimensionen das Aufspalten einer Familie von entarteten periodischen Bahnen in einzelne
isolierte Bahnen bzw. Bahnfamilien mit niedrigerer Entartung nicht mehr nach einem uni-
versellen Schema abliuft, sondern sehr stark von der gewéhlten Stérung abhingig ist. Im
Hinblick auf die Anwendung in Kapitel 4 beschrinken wir uns deshalb auf die Beschreibung
der Symmetriebrechung beim Ubergang von der sphirischen zu axialsymmetrischen Ka-
vitdten. Deren periodische Bahnen haben wir bereits in Abschnitt 2.5.1 besprochen. Wei-
terhin setzen wir voraus, daff im deformierten Fall (neben der isolierten Durchmesserbahn
entlang der Symmetrieachse) nur planare Bahnen existieren, und zwar eine Familie von
Aquatorbahnen sowie die Meridianbahnen'?. Fiir eine rein quadrupol-deformierte Kavitiit
sind all diese Bedingungen erfiillt, weshalb wir im folgenden diesen Spezialfall betrachten.
Als Gruppenvariablen wihlen wir wie schon bei der Anwendung der Stérungstheorie auf
dieses System (siehe Abschnitt 3.3.1) die Eulerwinkel ¢, ¥,1). Zunichst miissen wir eine
geeignete Modell-Wirkungsfunktion'® S(p, 9, 1) =hkL(p,9,) finden, die mit ihren stati-
onéren Punkten das Aufspalten der dreifach entarteten Polygonbahnen in der sphérischen
Kavitit in die nur mehr einfach entarteten Aquator- und Meridianbahnen der deformierten
Kavitit wiedergibt. Wegen der gewihlten axialen Symmetrie mufl sie unabhéngig von ¢
sein. Fiir die verbleibende Funktion zweier Winkelvariablen liegt eine Entwicklung in Ku-
gelflichenfunktionen nahe. Die kiirzestmogliche Entwicklung, die beziiglich ¢ (dieser Win-
kel beschreibt die Orientierung der Bahnebene) zwei stationdre Punkte aufweist, lautet:

L(ﬂ, /L/)) = lOO + lQO'PQO(COS 19) + l22‘COS 21/) 'P22 (COS 19)
= Iy + l2o-%(3 (:08219—1) + lyy-cos 2¢p-3sin?9 . (3.25)

16 Andererseits darf man sich aber nicht zu weit davon entfernen, weil die isolierten Bahnen dann ihrerseits
evtl. schon wieder bifurkieren.

'"Grund fiir die letztere Einschriankung ist die Tatsache, da wir von einem kugelsymmetrischen System
ausgehen, d.h. alle periodischen Bahnen kénnen durch Anwendung einer Rotation aus der Gruppe SO(3)
aufeinander abgebildet werden. Daher miissen wir uns auch auf solche Deformationen beschrinken, bei
denen man die moglichen Bahn(familien) als Ergebnis einer Rotation einer Referenzbahn(familie) betrach-
ten kann. Mehrere Aquatorbahnebenen oder nicht-planare Bahnen konnen somit nicht auf diese Weise
behandelt werden.

8Da wir hier ja Billardsysteme behandeln, beniitzen wir im folgenden statt der eigentlichen Wirkungs-
funktion S die Léngenfunktion L. k bezeichne wiederum die Wellenzahl.
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Die stationédren Punkte dieser Wirkungsfunktion liegen bei ¢ =0 (unabhéngig von ) und
bei (9,4)=(%,0) bzw. (Z,Z). Sie entsprechen der Aquatorbahn (gekennzeichnet mit dem
Index ,eq“), fiir die ¢ ja genauso wie ¢ eine Drehung um die Symmetrieachse darstellt,
und den Meridianbahnen (Index ,,mer*), von denen (bei fester Ecken- und Windungszahl)
jeweils zwei Familien existieren, namlich eine instabile (Index ,,u“) und eine stabile (Index
,8“), dhnlich wie im eben beschriebenen zweidimensionalen Fall. Mit dieser Gleichsetzung

findet man fiir die Parameter [y, l5, [, folgende Bestimmungsgleichungen:

lop = #(Leq+Ly+Ly), =2 (Leq—3(L,+L,)) =t 2(L.,—L) =: 2AL,

l22 = %(LU_LS) =: %61] (326)
und die Lingenfunktion lautet schlieBlich (mit der Substitution u:=cos¥):
L(u,v) = L+ AL-u? + 6L-cos 2¢-(1—u?) . (3.27)

An dieser Stelle méchten wir noch einmal kurz auf die Stérungstheorie in Abschnitt
3.3.1 zuriickkommen. Dort haben wir fiir die Lingeninderung ALEL%) (siehe Gl. (3.11))
der (sphirischen) Polygonbahnen, die durch die Quadrupoldeformation in erster Ordnung
von &, hervorgerufen wird, einen Ausdruck gefunden, der im wesentlichen dem zweiten
Summanden auf der rechten Seite von Gl. (3.25) entspricht. Daraus schlieflen wir, daf§ [,
und damit AL ebenfalls von der Ordnung O(e,) sind. Im Rahmen der Storungstheorie
waren die Meridianbahnen jedoch noch zusétzlich entartet. Die Aufspaltung in jeweils ei-
ne Familie von stabilen und instabilen Bahnen wird erst durch den dritten, ¥-abhingigen
Summanden in Gl. (3.25) beschrieben. Folglich miissen l,, bzw. L mindestens von der
Ordnung O(e2) sein. Es gilt also — wie man auch leicht numerisch iiberpriifen kann, siehe
Abb. 3.9 — |dL| < |AL|, weswegen wir im folgenden nur Terme in erster Ordnung von
% beriicksichtigen.

An diesem Beispiel zeigt sich sehr klar, inwiefern die uniforme Né#herung iiber die
Storungstheorie hinausgeht: Die exakte Wirkungsinderung wird nicht nach Potenzen des
Storparameters entwickelt, sondern (mit der Kenntnis der exakten, im deformierten Fall
existierenden periodischen Bahnen) auf eine moglichst einfache Funktion abgebildet, die
also immer noch exakt ist. Erst durch die Entwicklung der Amplitude nimmt man ei-
ne Niherung vor.

In unserem Beispiel machen wir fiir die Amplitudenfunktion A(u,)) zunéchst noch kei-
nen expliziten Ansatz'?. Der gemeinsame Beitrag von Aquatorbahn, stabiler und instabiler
Meridianbahn zur Niveaudichte hat folgende Form?°:

1 2w
1 .
0Gunit = Re 5 /du /dz/) Alu, 1) el(kL(up)—0oo-7/2) (3.28)
0 0

Zur néheren Festlegung von A(u, 1)) und zur Bestimmung des ungestorten Maslovindex o
miissen wir dieses Integral wieder asymptotisch auswerten. Dabei ist bei einem zweidimen-
sionalen Integral wie in Gl. (3.28) zu beachten, daf} es verschiedene Typen von stationdren

19Wir konnten auch bereits an dieser Stelle fiir A(u,) eine Entwicklung vom gleichen Typ wie fiir die
Wirkung ansetzen und nach demselben Prinzip wie im zweidimensionalen Fall fortfahren. Wir folgen hier
aber einer in [51] angegebenen Methode, die zu einer geschlossenen, sehr anschaulichen Lésung fiihrt. In
[62] dient die Stérungstheorie explizit als Ausgangspunkt eines Ansatzes fiir eine uniforme Niherung. Das
Endergebnis dieser Rechnung ist unserem (s. Gl. (3.39)) sehr &hnlich, die numerischen Ergebnisse sind
praktisch nicht unterscheidbar.

**Das Volumenelement dieser SO(3)-Gruppenintegration wurde bereits in G1. (3.14) angegeben.
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ABBILDUNG 3.9: Als Funktion der Quadrupoldeformation e, ein numeri-
scher Vergleich der Léingendifferenz AL von Aquator- und Meridianbahn
mit der Langendifferenz 6L zwischen den beiden Meridianbahnen, hier am
Beispiel der Vierecksbahnen. Ganz offensichtlich gilt |0L| < |AL|.

Punkten gibt, die mafigeblich zum Gesamtintegral beitragen. Fiir echt stationire Punkte
x; im Integrationsgebiet D gilt [50]

;) 0] @)/N gilsgnAitsgndo)m/4 (3 99)

dZLL‘ l(lf h a/h—)oo
/D glz)e Z \/|detf” x;)|

Mit echt stationdr meinen wir hier Punkte ;, an denen die Matrix f”(x;) der zweiten
Ableitungen der Phasenfunktion f(x) nur von Null verschiedene Eigenwerte A, und A,
hat. Die Punkte (u,)=(0,0) bzw. (0, %) in unserem Beispiel sind von diesem Typ. Der
»Punkt“ w = 1 hingegen beschreibt eine ganze stationire Kurve. Entlang dieser Kurve
ist die Phasenfunktion f(z) konstant und ein Eigenwert von f”(z) verschwindet, so daf
die letzte Formel nicht anwendbar ist. Der asymptotische Beitrag solch einer stationéiren

Kurve I':={x(t) : ¢t € [a;b]} 1aBt sich als Kurvenintegral formulieren [50]

2 iaf(x)/h */hzee Ji(af(zr)/h—m/2) ’ 4 a%lf(a:(t))
/dxg(a:)e L /dt 4 2(r)] - | gle() . (3.30)
D a [V f((1))]
In unserem Beispiel vereinfacht sich der Integrand in dieser Formel erheblich, weil es sich
bei der Kurve I' := {(u, %) : u=1 A €[0;27]} ja nur um eine einfache Gerade handelt.
Das verbleibende bestimmte Integral ist analytisch l6sbar.
Mit diesen allgemeinen Formeln kann man das uns interessierende Integral (3.28) asymp-
totisch auswerten mit dem Ergebnis:

Sa. . |AL|,|5L] i(kLeq—(00+0)-7/2)
unif Re 2k|AL| € +
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A(0,0) Gi(kLu=00 /24 (0—0")m/1)
2\/_k\/|5L AL—0L)|
A(Oa 2) (kLS—ao-ﬂ/2+(zr+a’)-7r/4) ] (3‘31)

2\/_k\/|5L AL+0L)|

Dabei haben wir definiert o := sgn(AL) bzw. o’:=sgn(dL). Die einzelnen Summanden
kénnen (in dieser Reihenfolge) mit den erweiterten Gutzwillerausdriicken Re[A. /. /s -
el(Seasu/s/h=0easussm/2)] der Aquatorbahn und der instabilen bzw. stabilen Meridianbahn
identifiziert werden?'. Fiir den Maslovindex o, findet man damit sofort:

Og=0—0=0+%0 mit o=3(c,+0,) . (3.32)

Die Ausdriicke fiir die Amplituden werden wir gleich im Anschlufl bené6tigen.

Der néchste Schritt ist nun die Ausfithrung der Integrationen in GI. (3.28). Um dabei zu
einem analytischen Ergebnis zu kommen, beniitzen wir fiir die Integration iiber u folgende
allgemeingiiltige uniforme N&herung:

b
/ Az ()@~ 1), [ 2R e ir©/m . 1t gb) e oy

0 R T P f(
1(7”902/2
+i0” (0 |f,, /ﬁ/ dz (3.33)
mit 0" :=sgn(f"(0)). B bezeichne die Gréfle B = \/2 o' - 0))/h. Es wird voraus-

gesetzt, daff die Phasenfunktion f(z) ihren einzigen statlonaren Punkt bei =0 hat. Der
erste Term auf der rechten Seite ist der uns schon bekannte asymptotische Beitrag dieses
Punktes zum Gesamtintegral (siehe Gl (3.21)). Der mittlere Term stellt den asymptoti-
schen Beitrag des Randpunktes bei =0 (mit b>0) dar. Der letzte Term, Interferenzterm
genannt, sorgt dafiir, daf§ diese Naherung trotz ihrer asymptotischen Natur (f”(0) — oo)
auch im Grenzfall f”(0) — 0 zum exakten Ergebnis fiihrt. Die Herleitung dieser Niherung
beschreiben wir in Anhang D. Fiir unser Problem stellt die Anwendung dieser Formel
keinen Verlust an Genauigkeit dar, da wir ja sowieso nicht das exakte Spurintegral 16sen
(das wir gar nicht explizit kennen), sondern nur eine uniforme Niherung dafiir vornehmen
wollen (was sich letztlich in einer Entwicklung der Amplitudenfunktion duflert), die in den
beiden Grenzfillen exakter bzw. stark gestorter Symmetrie das richtige Ergebnis liefert
und dazwischen weich interpoliert. Unser Spurintegral (3.28) nimmt mit dieser Ndherung
folgende Form an:

1 27 - - . .
e = Reg [ ay (%+ §I(¢)> A() - ELOD 70/ |
+ Aoy €08 (kLeg— 0o 5) . (3.34)
Dabei wurden folgende Abkiirzungen beniitzt??:
. H 2
i) M A0, 1) =] T B = IRAL e 3)
= ———=<A(0,7), = x =20 —0L-cos
RD7(0, ) B

(3.35)

*Hierbei ist zu beachten, daB die so definierten Maslovindices o.q,./. halbzahlig sind, siehe GIn. (2.95)
und (2.97).
221(0, ) stehe hier fiir die zweite Ableitung von L(u,) nach u an der Stelle u=0.
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Die Gleichsetzung des letzten Terms mit dem Beitrag der Aquatorbahn erfolgte anhand der
asymptotischen Auswertung in Gl. (3.31). Mittels der Substitution y? :=z?+20k-d L-cos 21)
(die bewirkt, daf nicht mehr die untere Integrationsgrenze B, sondern der Integrand selbst
y-abhéingig ist) und der konsequenten Vernachlissigung von Termen hoherer als erster
Ordnung in % kann das Integral I(¢) folgendermafien umgeformt werden:

* 1 3ok-0L- 2 ~
I(Q'b) = /§ dy? (1 + O—y—QCOSQp> 0'y2/2 k-0L- COSZ’(L’) B := /2I€|AL| ) (336)

Fiir die modifizierte Amplitudenfunktion A()) machen wir den Ansatz A(1) = a, +a,-
cos 2¢p. Die Koeflizienten a, und a, kénnen bestimmt werden, indem man die Werte von
A(0) bzw. A(F) gemif dieses Ansatzes mit den entsprechenden Werten geméf der obigen

Definition von E(zﬁ) gleichsetzt. Letztere konnen ja nach der asymptotischen Auswertung
in Gl. (3.31) durch die Amplituden A, und A, ausgedriickt werden. Damit findet man:

a; = 34/ l°'l<:|5L [(A,+A,) =14/ 1”l<;|5L| A, ay,= %\/%k|5L|(Au—AS) =: \/%k|5L| dA
(3.37)

Setzt man nun all diese Ergebnise in Gl. (3.34) ein, kann das Integral iiber v ausgefiihrt

werden und man erhilt schlielich folgende geschlossene Formel fiir eine uniforme Né&he-

rung des gemeinsamen Beitrags der drei Bahnfamilien zur Niveaudichte:
0guie = /2mk|6L| (A-Jo(k-0L)-cos(kL—c-5) — 6A-J,(k-0L)-sin(kL—o-
+ A, cos(kL.,—0.q %) +

oo
+2\/k|5L|A/§ dxﬁcos(k:L-l—%xZ—(ao—o)-%) . (3.38)

)+

VB

Diese Formel ist sehr einfach zu interpretieren: Den ersten Term kennen wir schon von
der Besprechung des zweidimensionalen Falles (siehe Gl. (3.24)). Er enthilt den Beitrag
der Meridianbahnen, die zunéichst noch gemeinsam betrachtet werden miissen, weil ihr
Liangenunterschied dL sehr viel kleiner ist als der zwischen ihnen und der Aquatorbahn,
AL. Erst im Grenzfall L. — oo zerfillt dieser Beitrag, wie schon oben gezeigt, in die
erweiterten Gutzwillerbeitrige von stabiler und instabiler Bahn. Der zweite Term ist ex-
plizit der erweiterte Gutzwillerbeitrag der Aquatorbahn. Der dritte Term schlieBlich, der
Interferenzterm, beriicksichtigt gewissermaflen die Wechselwirkung zwischen diesen beiden
Klassen von Bahnen?3. Er verschwindet offensichtlich fiir AL — oo, so daf8 diese Formel
tatséichlich das richtige asymptotische Verhalten fiir grofie Storungen der Kugelsymmetrie
zeigt. Durch Umformen des Interferenzterms (im wesentlichen eine partielle Integration)
kann man Gl. (3.38) noch in eine andere, zwar etwas uniibersichtlichere, dafiir integral-
freie Gestalt bringen:

0Gunic = \/27rk|(5L|(fl-(J0(k-5L)— )-cos(kL—5-5) — 0A-J, (k-dL)-sin(kE—&-%)) +
( — V2[5L/|AL| A) 008 (kLeq—0eq-5) + 24/TK[OL] A -
-(C(\/2k|AL|/7r)-cos(ki—ao-%) :S(V2RIAL|/7)-sin(kL—0,-3) ) (3.39)

3Die bei Bifurkationen mit Wiederholungszahlen r > 5 beteiligten periodischen Bahnen (siehe Seite 48)
zeigen ein ganz dhnliches Aufspaltungsverhalten. Die Herleitung der dafiir giiltigen uniformen Naherung
verlduft daher ganz analog zu der oben gezeigten.
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Dabei stehen C bzw. S fiir die Fresnelfunktionen:

C(x) = /Omdy Cos (%yQ) , S(x):= /Owdy sin (%yZ) . (3.40)

0
0.0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
€2

ABBILDUNG 3.10: Die Amplitude A., der Aquatorvierecksbahn (durchge-
zogene Linie) und die mittlere Amplitude A der Meridianvierecksbahnen
(gestrichelte Linie) als Funktion des Deformationsparameters e,: Beide
divergieren fiir e, — 0.

T—r 00

Durch Anwendung der fiir diese Integrale giiltigen asymptotischen Formeln C(z) —
++ L sin (Z2?) und S(z) =5 § — L cos (52?) erhélt man auch in dieser Darstellung die
im Grenzfall AL — 0o erwarteten separaten Beitriige von Meridian- und Aquatorbahnen.

Im anderen Grenzfall, 0L, AL — 0, divergieren zwar die Gutzwilleramplituden (siehe
Abb. 3.10), der Gesamtausdruck bleibt jedoch gemifi der Konstruktion des Spurintegrals
Gl (3.28) endlich. Bei genauerer Betrachung findet man, dafl die Amplitude 2\/7k|dL| -
C(y/2k|AL|/7) - A genau gegen den im sphérischen Fall giiltigen Wert (siche Gl. (2.74))
konvergiert, wiahrend alle anderen Terme in Gl. (3.39) zusammen gegen Null gehen. In
Abb. 3.11 wird dies am Beispiel der Vierecksbahnen veranschaulicht?4.

Die bisher gezeigte Herleitung geht von einer Aufspaltung der dreifach entarteten Bah-
nen in der sphirischen Kavitit in jeweils einfach entartete Aquator- und Meridianbahnen
aus. Sie ist daher nur auf echte Polygonbahnen, nicht aber auf die (in der Kugel zweifach
entartete) Durchmesserbahn anwendbar, die ja in eine einfach entartete Aquatorbahn und
in die isolierte Bahn entlang der Symmetrieachse aufspaltet. Zu deren Beschreibung ver-
wenden wir als Referenzbahn diejenige entlang der Symmetrieachse. Die Modell-Léngen-
funktion L(¢,¥,1) mufl nicht nur unabhingig vom Eulerwinkel ¢, sondern wegen der

24Dje dort sichtbare starke Oszillation bei Werten von e, < 0.005 ist spurios, sie ist auf numerische Run-
dungsfehler zuriickzufiihren, die bei den in diesem Bereich extrem kleinen Langendifferenzen viel stirker
ins Gewicht fallen.
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ABBILDUNG 3.11: Zur Veranschaulichung der Konvergenz der uniformen
Niherung (8.39) im sphdrischen Grenzfall: Dargestellt ist der in dieser
Formel auftretende Term 2\/mk|6L] - C(\/2k|AL[/m) - A (durchgezogene
Linie) als Funktion von €,, berechnet fir die Vierecksbahnen. Fir e, — 0
konvergiert er genau gegen den entsprechenden Amplitudenwert aus der
sphérischen Spurformel GL. (2.74), in diesem Fall (v/21)~'/? =0.4744 (ge-
strichelte, horizontale Linie).

Invarianz der Durchmesserbahnen bei einer Drehung um die eigene Léngsachse auch un-
abhingig von 1 sein. Dariiberhinaus mufl L(«}) mit obiger Wahl der Referenzbahn einen
stationdren Punkt bei ¥ = 7 aufweisen, der der Aquator-Durchmesserbahn entspricht,
wahrend die isolierte Durchmesserbahn durch die Randpunkte bei 4 =0 bzw. 7 reprisen-
tiert wird. Mit diesen Vorgaben finden wir (wiederum nach der Substitution v := cos )
fiir die Langenfunktion

L(U’) = Leq + Adeia',u'Qa Adeia = Liso - L (341)

eq
Es handelt sich also um den Spezialfall § L =0 der Lingenfunktion Gl. (3.27) fiir die echten
Polygonbahnen, wobei die isolierte Durchmesserbahn die Rolle der echten Aquatorbahnen
und die Aquatordurchmesserbahn die der Meridianbahnen iibernimmt.

Fiir die Amplitude machen wir einen Ansatz von derselben Form wie fiir die Wirkung:
A(u) = ay + a, - u?. Zur Bestimmung der Koeffizienten a,, a, und des Maslovindex be-
rechnen wir zunéchst den asymptotischen Wert des Spurintegrals Gl (3.28), wofiir uns der
allgemeine Ausdruck schon bekannt ist:

b
iaf) amee [T\ af(a) gisga(f" (a)r/4 9
/adxg(x)e 2ala)] gla)e e + (3.42)
90 iaf) g—isen(ro) /2 (3.43)

alf'(b)]
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Er setzt sich aus dem Beitrag des stationiren Punktes bei ¢ und des Randpunktes bei b
zusammen, die wir mit den entsprechenden (erweiterten) Gutzwillerausdriicken identifizie-
ren. Das Spurintegral ist wegen der fehlenden Abhéngigkeit von ¢ analytisch ausfithrbar
und kann wiederum durch die Fresnelfunktionen ausgedriickt werden. Insgesamt ergibt
sich damit folgender Ausdruck fiir den gemeinsamen Beitrag von isolierter und einfach
entarteter Durchmesserbahn zur Niveaudichte:

6gunif,dia = (Aiso_Aeq/\/ 7rk|ALdia|> ' COS(kLiso_o—iso'%) +
V2 A, (C(VEMALI/7) - cos(kLug—00-F) -
oS (V2MA Lyl [7) - sin(kLeg—0-5) (3.44)

mit dem Maslovindex o, = o,, + %0’ und o =sgn(ALg,).
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ABBILDUNG 3.12:  Der oszillierende Anteil der Niveaudichte einer
quadrupol-deformierten Kavitdt mit €, = 0.05. Gezeigt ist ein Vergleich
von quantenmechanischem Ergebnis (durchgezogene Linie) und dem Re-
sultat der semiklassischen uniformen Niherung (gestrichelte Linie).

Abb. 3.12 zeigt das Ergebnis dieser Rechnungen fiir das schon mehrfach behandelte Bei-
spiel £,=0.05 (siehe Abb. 2.9 und 3.8). Obwohl man sich bei dieser geringen Deformation
noch immer sehr nahe am sphérischen Grenzfall mit seinen divergierenden Gutzwiller-
Amplituden befindet, ist die Ubereinstimmung mit dem quantenmechanischen Resultat
hervorragend. Dies wird auch deutlich, wenn man sich die entsprechenden Fourierspek-
tren in Abb. 3.13 betrachtet. Hier wird auch deutlich, dafl sich bei dieser Deformation
die Aquatorbahnen in ihrer Liinge schon klar von den jeweils zwei Meridianbahnen glei-
cher Eckenzahl unterscheiden, wiahrend letztere noch nicht als einzelne Peaks aufgelost
werden konnen. Tatsichlich kommt man numerisch zum gleichen Ergebnis wie in den bei-
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ABBILDUNG 3.13:  Das Fourierspektrum zu den Niveaudichten aus
Abb. 3.12.

den letzten Abbildungen, wenn man in Gl. (3.38) den Interferenzterm vernachlissigt, also
Aquatorbahn und Meridianbahnen unabhiingig betrachtet.

Als Beispiel fiir die Giiltigkeit der in diesem Abschnitt hergeleiteten uniformen Nihe-
rungen auch bei grofieren Deformationen zeigen wir in Abb. 3.14 und 3.15 noch die Ergeb-
nisse fiir £,=0.10. Die Ubereinstimmung der beiden Niveaudichten ist auch hier sehr gut.
Im Fourierspektrum deutlich zu sehen ist die im Vergleich zum vorhergehenden Beispiel
groBere relative Bedeutung der Aquator-Durchmesserbahn, die ja mit zunehmender Defor-
mation immer kiirzer und deren Beitrag damit bei der Mittelung am wenigsten gedampft
wird. Weiterhin erkennt man eine mit zunehmender Eckenzahl leicht schlechter werdende
Ubereinstimmung der beiden Kurven fiir die Peaks der Meridianbahnen. Dies ist darauf
zuriickzufithren, dafl die Meridianbahnen bei noch groflerer Deformation Bifurkationen
durchlaufen, deren Einflu} allerdings schon hier spiirbar wird.
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ABBILDUNG 3.14:  Der oszillierende Anteil der Niveaudichte einer
quadrupol-deformierten Kavitdt mit €, = 0.10. Gezeigt ist ein Vergleich
von quantenmechanischem Ergebnis (durchgezogene Linie) und dem Re-
sultat der semiklassischen uniformen Niherung (gestrichelte Linie).
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ABBILDUNG 3.15:  Das Fourierspektrum zu den Niveaudichten aus
Abb. 3.14.



Kapitel 4

GRUNDZUSTANDSDEFORMATIONEN VON
METALLCLUSTERN

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die Grundziige der semiklassischen Theorie
der periodischen Bahnen behandelt. Als ein Beispiel der Anwendung dieser Methoden auf
ein realistisches endliches Fermionensystem versuchen wir nun, das typische Deformati-
onsverhalten von einfachen Metallclustern zu reproduzieren.

4.1 Metallcluster im Schalenmodell

Wie schon in der Einleitung zu dieser Arbeit erwiihnt, stellen Metallcluster ein sehr kom-
pliziertes quantenmechanisches Vielteilchensystem dar, das nicht exakt l6sbar ist. Es ist
aber bekannt, dafl ihre geometrische Gestalt, fiir die wir uns hier interessieren, fiir eine
nicht allzu grofie Zahl der sie konstituierenden Atome vornehmlich von den Eigenschaften
ihrer Valenzelektronen bestimmt wird, so dafl man deren Wechselwirkung mit und auch die
zwischen den Atomriimpfen zunichst nicht explizit betrachtet. Eine weitere drastische Ver-
einfachung in der Beschreibung dieses immer noch sehr komplexen Systems besteht darin,
die einzelnen Valenzelektronen als unabhéngig voneinander zu betrachten. Die positiv ge-
ladenen Atomriimpfe sowie die iibrigen Valenzelektronen erzeugen in diesem Modell ein so-
genanntes effektives Einteilchenpotential, in dem sich das interessierende Elektron bewegt.
Es handelt sich hier also um das aus der Atom- und Kernphysik bereits bekannte Scha-
lenmodell. Die einzelnen Anwendungsgebiete dieses Modells unterscheiden sich v.a. in der
Wabhl einer passenden phinomenologischen Potentialfunktion. Allen gemeinsam ist, daf} die
Energieeigenwerte in diesen Potentialen in Gruppen gebiindelt sind, eben den sogenannten
Schalen, zwischen denen sich Energieliicken befinden. Das System ist dann besonders sta-
bil, wenn eine solche Schale geméfl dem fiir Fermionen giiltigen Pauli-Prinzip mit den zur
Verfiigung stehenden Valenzteilchen gerade gefiillt, die Schale also abgeschlossen ist. Dann
bedarf es ndmlich einer relativ hohen Energie, um ein weiteres Teilchen hinzuzufiigen, das
ja erst in der nichsten, energetisch hoherliegenden Schale eingebaut werden kann.

Die geometrische Gestalt freier Metallcluster ist — ebenso wie die von Atomen und
Kernen — nicht durch duflere Zwangsbedingungen festgelegt. Vielmehr haben sie noch
Deformationsfreiheitsgrade, mit denen die Position und die Entartung der einzelnen Ener-
gieniveaus und damit auch der Schalen variieren. Die Grundzustandsdeformation, die sich
schliefflich im Gleichgewicht einstellt, zeichnet sich dadurch aus, dal — bei gegebener Zahl
von Valenzelektronen — wie oben beschrieben ein Schalenabschlufl angestrebt und damit
die Gesamtenergie des Systems minimiert wird.

Aus der Kernphysik weifl man jedoch, daf} einfache Summation der Einteilchenenergien,
wie sie das Schalenmodell liefert, nicht auf die richtige Gesamtenergie fiihrt. Trotzdem ist
es mit Hilfe der von Strutinsky [14, 15] entwickelten Schalenkorrektur-Methode zumin-
dest niherungsweise moglich, die korrekte Gesamtenergie aus dem Einteilchenspektrum
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zu berechnen, auch wenn letzteres nur numerisch bekannt ist. Dazu zerlegt man zunéchst,
wie in Gl. (2.64) bereits gezeigt, die Energie in einen mittleren und einen oszillierenden
Anteil. Der mittlere Anteil, der den Grofiteil der Energie ausmacht, wird dabei durch eine
Faltung aus der Gesamtenergie gewonnen. In einem zweiten Schritt ersetzt man dann die-
sen Anteil, der im Schalenmodell nicht richtig wiedergegeben wird, durch die Energie, die
ein phinomenologisches Tropfchenmodell liefert. Der oszillierende Anteil, den man auch
Schalenkorrektur-Energie nennt, ist rein quantenmechanischer Natur. Er beinhaltet die
ganze Information {iber die Schaleneffekte und wird deshalb beibehalten.

Fiir das effektive Einteilchenpotential, in dem sich die delokalisierten Valenzelektronen
bewegen, verwenden wir das einfache Modell einer Kavitit, also eines dreidimensionalen
Potentialtopfes mit unendlich hohen, ideal reflektierenden Wénden. Trotz seiner offen-
sichtlichen Einfachheit beschreibt dieses Potential hinreichend grofle Metallcluster iiber-
raschend gut [53, 54, 55].

Da man von den Metallclustern weify, dal ihre Form im Grundzustand nicht allzusehr
von der Kugelgestalt abweicht, beschreiben wir die Oberfliche der Kavitit in Kugelkoordi-
naten (r,1, ) als eine Entwicklung in Kugelflichenfunktionen (, Multipol-Entwicklung®),
wobei wir uns auf den axialsymmetrischen Fall beschrinken:

4
rs(9) = R(l + &0+ Z g;P;(cos 79)) . (4.1)
=2

Der Index ,s* stehe fiir ,shape“. €, ist eine Funktion der iibrigen £; und wird so gewéhlt,
daf} das Volumen der Kavitét gleich dem einer Kugel vom Radius R ist, d.h. man verlangt
wegen der Inkompressibilitdt der Clustermaterie Volumenerhaltung. P; bezeichnet das j-te
Legendre-Polynom. ¢,, €5 und ¢, sind die Deformationsparameter und beschreiben jeweils
den Quadrupol-, Oktupol- und Hexadekapolanteil der Kavitit. Realistische Deformationen
liegen in dem Bereich 0 < |e, |, €3, |e4| £ 0.2. Der sphirische Grenzfall ist gegeben fiir e, =¢, =
€,=0. Hohere Multipolanteile sind im Rahmen des von uns gewihlten Modells physikalisch
irrelevant und beriicksichtigen wir daher nicht, ebenso wie einen Dipolanteil (j =1), der
ja im wesentlichen nur eine Translation beschreibt.

Die Beschrinkung auf axiale Symmetrie ist aus physikalischer Sicht sehr wohl gerecht-
fertigt, weifl man doch aus anderen Untersuchungen [56, 57, 58], dal Metallcluster meist
nicht triaxial sind. Fiir eine Beschreibung im Rahmen der POT bringt sie den Vorteil mit
sich, daf} die wichtigsten periodischen Bahnen leicht zu finden und ihre Amplituden in der
Spurformel einfach zu berechnen sind (siehe Abschnitt 2.5).

In Anhang C haben wir einige Formeln zu dieser Parametrisierung zusammengestellt,
die fiir diese Arbeit wichtig sind. Die Bestimmung der quantenmechanischen Energie-
eigenwerte fiir solche Kavitidten wird in Anhang A.1 beschrieben.

Bevor wir nun unseren semiklassischen Apparat auf dieses System anwenden, wollen wir
zuniichst einen Uberblick dariiber geben, wie das qualitative Deformationsverhalten von
Metallclustern iiberhaupt aussieht, das wir damit reproduzieren wollen. Die systematische
Anderung der Grundzustandsdeformation von Natriumclustern mit der Zahl der Valenz-
elektronen wurde ndmlich bereits in [59] theoretisch untersucht. Ohne auf die Details dieser
Rechnung niher einzugehen', geben wir die dort priisentierten Ergebnisse hier kurz wieder.

! Auch dort wurde die Schalenkorrekturmethode angewandt, allerdings mit einem realistischeren Woods-
Saxon-Potential.
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Abb. 4.1 zeigt die Multipoldeformationen? von Natriumclustern im Grundzustand fiir
Teilchenzahlen von 90 bis 310.

ﬂ.& I r P H :l U r: F T

ABBILDUNG 4.1: Die Grundzustands-Deformationsparameter a, as und oy
von Natriumclustern fir Teilchenzahlen von 90 bis 310 gemaf [59] (woraus
diese Grafik leicht verdndert entnommen wurde; nur die Kurven entlang
der ausgefillten Punkte sind hier von Bedeutung). Die senkrechten, ge-
strichelten Linien bezeichnen die magischen Zahlen bei 92, 158, 198 und
254,

Fiir alle drei Multipolarititen erkennt man ganz deutlich ein regelmifiges Muster. Der
obere Teil der Abbildung beschreibt die Quadrupoldeformation: Offensichtlich sind die
meisten Cluster (v.a. die grofleren mit Teilchenzahlen ab etwa N = 100) prolat. Nur je-
weils zu Beginn einer neuen Schale haben die Cluster oblate Form. Dieses systematische
Verhalten ist aus der Kernphysik wohlbekannt [60] und wurde sowohl quantenmechanisch
[61] als auch semiklassisch [62, 63] zu erkliren versucht. Im mittleren Teil der Abbildung

2Die Oberfliche der Cluster wurde in der hier zitierten Arbeit ebenfalls durch eine Multipol-Entwicklung
parametrisiert, jedoch bis zur 6. Ordnung und nicht in Kugelkoordinaten, sondern in sogenannten Cassi-
nischen Koordinaten. Der Unterschied ist in dem vorliegenden Parameterbereich jedoch relativ gering und
wird hier vernachléssigt, da wir ohnehin nur an dem qualitativen Deformationsverhalten interessiert sind.
Die Parameter «, a; und a. entsprechen dann den Parametern e., €3 und €4 in Gl. (4.1).
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wird der Oktupolanteil an der Deformation dargestellt®: Nur Cluster knapp jenseits eines
Schalenabschlusses sind — mit steigender Teilchenzahl in stéirkerem Mafle — oktupol-
deformiert. Dann fiillt dieser Deformationsparameter schlagartig auf Null und behélt die-
sen Wert bis zum néchsten Schalenabschlufl bei, d.h. die Cluster in diesem Bereich sind
spiegelsymmetrisch zur z-y-Ebene. Die plotzliche Wertednderung ist auf die Koexistenz
zweier konkurrierender Minima der Gesamtenergie zuriickzufiihren, die in diesem Bereich
ihre Rollen tauschen. Das Zusammenspiel von Quadrupol- und Oktupoldeformation wird
auch in [64, 65] sowohl quantenmechanisch als auch semiklassisch untersucht. Der un-
tere Teil von Abb. 4.1 zeigt schliefilich die Hexadekapoldeformation. Fiir die grofileren
Cluster (wiederum ab N = 100) ist «, zu Beginn einer neuen Schale positiv und wech-
selt dann etwa in der Mitte der Schale das Vorzeichen. Anschaulich formuliert haben sie
zunéchst eher zitronenférmige, dann fafiihnliche Gestalt, wihrend sie dazwischen prak-
tisch rein quadrupoldeformiert sind. Das Zusammenwirken aller drei Multipolordnungen
wird in [66] diskutiert.
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ABBILDUNG 4.2: Ubersicht iber die azialsymmetrischen Grundzustands-
formen von Natriumclustern (mit geraden Teilchenzahlen von 90 bis 810)
gemdaf$ [59]. Die Symmetrieachse liegt horizontal.

Abb. 4.2 faBt die obigen Ergebnisse in einer graphischen Ubersicht noch einmal zu-
sammen.

Da eine Anderung des Vorzeichens von s ja nur einer Spiegelung an der z-y-Ebene entspricht, physi-
kalisch also nichts dndert, wird as als positiv definiert.
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4.2 Deformationsverhalten der periodischen Bahnen

Um nun Kavitdten — als Modell fiir das effektive Einteilchenpotential der Valenzelek-
tronen in Metallclustern — mittels einer uniform giiltigen, semiklassischen Spurformel
beschreiben zu kénnen, miissen wir zunéchst wissen, welche periodischen Bahnen bei die-
sen allgemeinen Deformationen, wie sie oben gezeigt wurden, existieren. Bislang haben
wir bei der Herleitung einer solchen Niherung (sieche Abschnitt 3.3.2) ja nur eine reine
Quadrupoldeformation beriicksichtigt.

Abb. 4.3 zeigt das Ergebnis dieser Bahnsuche fiir die kiirzesten, die Durchmesserbah-
nen bei einer Kombination von Quadrupol- und Oktupoldeformation. Bei ¢, =0 existieren
fiir alle Werte von e, nicht nur die isolierte und die Aquatorbahn, sondern zwei weitere,
schrigliegende Durchmesserbahnen. Bei nicht-verschwindenden Werten von ¢, zeigt sich,
daB diese Bahnen jeweils aus einer Bifurkation der isolierten bzw. der Aquatorbahn her-
vorgehen. Obwohl man sich also beziiglich beider Deformationsfreiheitsgrade noch ganz
in der N&dhe des sphérischen Grenzfalles befindet, kommt es schon bei diesen einfachsten
Bahnen zu Bifurkationen.

Bei den Dreiecksbahnen findet man bei einer reinen Oktupoldeformation — wie auch
im Falle einer reinen Quadrupoldeformation — neben der Aquatorbahn noch zwei Meri-
dianbahnen (siche Abb. 4.4, oben). Im Gegensatz zur Quadrupoldeformation ist aber hier
deren Lingenunterschied groBer als der zwischen ihrem Mittelwert und der Aquatorbahn.
Kommt zur Oktupol- noch eine Quadrupoldeformation hinzu (Abb. 4.4, Mitte; die Kurve
fiir die Aquatorbahn liegt auBerhalb des hier gezeigten Bereichs.), zeigt sich, daB bei extrem
kleinen Werten von €; zunéchst sogar drei Meridianbahnen existieren, von denen dann je-
doch zwei zu einer verschmelzen, also gewissermaflen eine inverse Bifurkation durchlaufen.

Bei den Vierecksbahnen treten schon bei einer reinen Oktupoldeformation Bifurkationen
auf (Abb. 4.4, unten): Bereits bei €5 ~0.06 ereignet sich eine Tangentenbifurkation, bei der
ohne reellwertige Vorlidufer zwei neue Bahnen, eine stabile und eine instabile, entstehen.

Diese exemplarische Untersuchung, bei der der Hexadekapolfreiheitsgrad ja noch gar
nicht beriicksichtigt wurde, macht folgendes klar: Durch das Zusammenspiel mehrerer
Deformationsfreiheitsgrade treten Bifurkationen periodischer Bahnen beliebig nahe beim
sphérischen Grenzfall auf. Mit den bislang vorgestellten uniformen Niherungen ist es nicht
moglich, dieses Verhalten angemessen zu beschreiben, da sie jeweils explizit fiir einen
der beiden Fille — Bifurkationen oder Nidhe zum sphérischen Grenzfall — hergeleitet
wurden, was durch die Wahl einer passenden Normalform fiir die Wirkungsfunktion S
geschah. Zur Behandlung solcher realistischer Deformationen ist vielmehr eine Art ,, Hyper-
Uniformisierung® nétig, die diese beiden Ansétze vereinigt. Dieses Programm wurde in der
vorliegenden Arbeit aber nicht weiter verfolgt und unseres Wissens auch noch nicht in der
Literatur vorgestellt.

Um dennoch semiklassische Voraussagen iiber die Grundzustandsdeformationen von
Metallclustern machen zu konnen, wenden wir uns im néichsten Abschnitt wieder der
Storungstheorie zu, die in Kapitel 3.3.1 bereits beschrieben wurde. Dabei ist die explizite
Kenntnis der isoierten Bahnen und deren Bifurkationen nicht nétig, solange die Defor-
mationsparameter ¢; den Giiltigkeitsbereich der Storungstheorie nicht iiberschreiten. Wie
wir sehen werden, ist dies fiir die typischen Grundzustandsdeformationen von Abb. 4.1
tatsidchlich auch der Fall.
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ABBILDUNG 4.3: Die Spur der reduzierten Stabilitatsmatriz (rechts) und die
Linge (links) der Durchmesserbahnen als Funktion von €5, dargestellt fiir
£,=0 und drei verschiedene Werte von €,. Neben der isolierten (rote Kur-
ve) und der Aquatorbahn (blaue Kurve) existieren zwei weitere, schriglie-
gende Bahnen (grine und gelbe Kurve).
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ABBILDUNG 4.4: Die Spur der reduzierten Stabilitdtsmatriz (rechts) und die
Lénge (links) der Dreiecks- (oben und Mitte) und Vierecksbahnen (unten)
als Funktion von 5 (bei e,=0). Interessant bei beiden Bahnfamilien ist,
daf$ bereits bei sehr kleinen Deformationen Bifurkationen auftreten.



76 KAPITEL 4. GRUNDZUSTANDSDEFORMATIONEN VON METALLCLUSTERN

4.3 Ergebnisse der semiklassischen Storungstheorie

Um die Grundzustandsdeformationen zu finden, minimieren wir die Gesamtenergie — bei
fester Teilchenzahl N — beziiglich der Deformationsparameter € =(¢,, €3, €,). Im Rahmen
der Schalenkorrekturmethode setzt sich die Gesamtenergie dabei zusammen aus einem
mittleren Anteil Uppy, den das Tropfchenmodell liefert, und der Schalenkorrekturenergie
0U, die wir einerseits mit Hilfe der semiklassischen Storungstheorie und zum Vergleich
exakt quantenmechanisch berechnen:

Im Tropfchenmodell beriicksichtigen wir nur die Oberflichenenergie,
Urom(N;e) = dror2 N*3A(e) /A, | (4.3)

da die Volumenenergie ja deformationsunabhingig und somit fiir die Minimierung uner-
heblich ist. In die Oberflichenenergie geht das Verhéltnis der Oberflichen A(e) und A,
von deformierter und sphérischer Kavitit ein sowie die Oberflichenspannung o und der
Wigner-Seitz-Radius 5. Wir verwenden fiir beide die Werte aus [59] (o =0.0111 eV/AQ,
rs = 2.17A), die an Natriumcluster angepafit sind.

Die Bestimmung der quantenmechanischen Schalenkorrekturenergie wird in Anhang A.3
erlautert. In Abschnitt 2.3.2 haben wir gezeigt, wie man im Rahmen der POT die Scha-
lenkorrekturenergie niherungsweise durch eine Spurformel ausdriicken kann, indem man
den Unterschied zwischen glatter und exakter Fermienergie nur bis zur ersten Ordnung
beriicksichtigt, sieche Gl. (2.69). Hier gehen wir iiber diese Ndherung hinaus und berech-
nen die Schalenkorrekturenergie exakt geméifl ihrer Definition (siehe Gln. (2.64), (2.63),
(2.9) und (2.65)):

kp(Nse) kr(N:e)
dk (kR)? ((k;€) + 6g(k:€)) — 2B, / dk (kR)? §(k: €)

- (4.4)

Diese Integraldarstellung kann durch einfache Umformungen auf folgende Gestalt ge-

bracht werden, in der ganz rechts wieder die oben erwédhnte, gendherte semiklassische

Schalenkorrekturenergie 6U,, (Gl (2.71), allerdings ausgewertet bei der exakten Fermi-
wellenzahl kg) erscheint:

SU(N;e) = 2E0/

— 00

0Uvex(N;€) = Ulkpi€) — Ulkp;e) + (N—N(kp;€)) k2 - By + 6Us(kpse) . (4.5)

U und N ergeben sich iiber Gl. (2.65) bzw. (2.66) aus der mittleren Niveaudichte §,
fiir die wir die verallgemeinerte Weyl-Formel (A.15) verwenden. Gl. (2.66) liefert auch die
glatte Fermiwellenzahl kr als Funktion der Teilchenzahl und der Deformation, so wie in
Gl. (A.17) beschrieben. Die exakte Fermiwellenzahl k; mufl dagegen iterativ mit Hilfe von
Gl. (2.4) und (2.9) bestimmt werden.

Fiir den oszillierenden Anteil g der Niveaudichte in Gl. (2.9) verwenden wir schliefilich
im Rahmen unserer semiklassischen Storungstheorie die perturbative Spurformel (3.6) mit
den Amplituden, Wirkungen und Maslovindices aus Gl. (2.74) und den Modulationsfak-
toren (3.15) bis (3.18). Dieselben Grofilen gehen natiirlich auch in 60U, ein (Gl (2.71),
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dort muf} jedoch die Amplitude durch das Produkt aus Amplitude und entsprechendem
Modulationsfaktor ersetzt werden).

Insgesamt machen wir bei der Herleitung von Gl. (4.5) nur eine einzige Ndherung: In
den Integralen iiber dg in Gl. (2.4) und (2.69) wird — wie schon in Abschnitt 2.3.1 und
2.3.2 — die gesamte Amplitude als hinreichend konstant angenommen, so daf} sie vor das
Integral gezogen werden kann. Diese Nidherung ist aber angesichts des stark oszillierenden
Charakters von dg sehr gut erfiillt.

Die Mittelungsbreite v (siehe Abschnitt 2.3.1) der Gesamtspurformel fiir g wird auf
Null gesetzt, da wir zur Bestimmung der exakten Fermiwellenzahl kr natiirlich von einer
moglichst exakten, d.h. auch nicht gemittelten Niveaudichte ausgehen miissen. Trotz dieses
Verzichts auf eine Mittelung konvergiert das Verfahren, da ja schon die Amplituden in der
Spurformel (2.74) mit zunehmender Linge der periodischen Bahnen gegen Null gehen. Es
zeigt sich, da} die mit dieser Methode ermittelten Grundzustandsdeformationen mit einer
maximalen Windungs- und Eckenzahl von 3 bzw. 30 praktisch konvergiert sind [67].
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ABBILDUNG 4.5: Die Deformationsenergie Uy als Funktion der Teilchen-
zahl N . Quantenmechanisch und semiklassisch berechnete Werte (durchge-
zogene bzw. gestrichelte Linie) nach gleichzeitiger Minimierung beziiglich
€,,65 und €, und quantenmechanische Werte bei sphdrischer Form (ge-
punktete Linie).

In Abb. 4.5 zeigen wir die beziiglich € minimierte Deformationsenergie* Uy, := U(N;¢e)—
Urpm(V;0) als Funktion der Teilchenzahl N im Bereich 90 < N < 200, berechnet semi-

*Als Energieeinheit verwenden wir hier eV. Der Zusammenhang mit der natiirlichen Energieeinheit

E,= % ist (mit der Elektronenmasse und dem hier verwendeten Wigner-Seitz-Radius) gegeben durch

Ey(N) = 0.8089 - N=2/2 . eV,
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klassisch gemifl Gl. (4.5) und quantenmechanisch (gestrichelte bzw. durchgezogene Linie)
sowie zum Vergleich die quantenmechanische Deformationsenergie bei fester, sphérischer
Gestalt der Cluster (gepunktete Linie). Ganz deutlich erkennt man dort die Schalenab-
schliisse bei den magischen Zahlen N = 92,138 und 186 als scharfe Minima. Ebenso klar
wird durch die unteren Kurven der Effekt der Deformationsfreiheitsgrade: Die Gesamt-
energie im Gleichgewichtszustand wird in den Bereichen zwischen den magischen Zahlen
im Vergleich zur rein sphérischen Gestalt deutlich verringert. Dies ist durch das Zustande-
kommen neuer Schalenabschliisse in den deformierten Clustern zu erkliren. Offensichtlich
ist auch die Ubereinstimmung zwischen quantenmechanischer und semiklassischer Kurve
sehr gut, was ja angesichts des stérungstheoretischen Zugangs bei der Berechnung von
0U,, v.a. bei grofleren Deformationen nicht von vorneherein zu erwarten ist.
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ABBILDUNG 4.6: Quantenmechanisch und semiklassisch berechnete Grund-

zustandsdeformationen €,,e5 und e, (durchgezogene bzw. gestrichelte Li-
nie) als Funktion der Teilchenzahl N.

Noch interessanter ist natiirlich, welche Grundzustandsdeformationen mit beiden Me-
thoden gefunden werden und wie weit sich deren Ergebnisse unterscheiden. Dies ist in
Abb. 4.6 dargestellt: Zunichst erkennt man, daf sich beide Kurven — insbesondere die fiir
die Werte von €, und e; — erstaunlich gut entsprechen. Dies ist umso verwunderlicher,
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als die so bestimmten Werte fiir die Deformationsparameter z.T. bereits in einer Griéfien-
ordnung liegen, bei der man von einer stérungstheoretischen Rechnung keine brauchbaren
Ergebnisse mehr erwartet. Dies ist aber wohl auch der Grund dafiir, daf} die maximalen
Oktupol- und Hexadekupol-Deformationen in der semiklassischen Rechnung etwas un-
terschétzt werden.

Ebenfalls sehr gut reproduziert wird die am Ende von Abschnitt 4.1 vorgestellte Syste-
matik der Grundzustandsdeformationen: Spérische Formen bei den magischen Teilchen-
zahlen 92, 138 und 186. Nach diesen Schalenabschliissen kurzzeitig oblate, fiir den Grofiteil
der neuen Schale hingegen prolate Formen; anfangs ein starker Oktupolanteil, der dann
schlagartig auf Null fillt; und jeweils etwa in der Mitte der Schale der Ubergang von
positiver zu negativer Hexadekupoldeformation.
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ABBILDUNG 4.7: Konturplot von quantenmechanisch und semiklassisch be-
rechneter Deformationsenergie als Funktion von €, und €5, fiir feste Teil-
chenzahl N = 138 und konstantes ¢, = 0.0.

Das Zustandekommen dieser Systematik 148t sich auch sehr anschaulich anhand von
Konturplots der Deformationsenergie aufzeigen. Abb. 4.7 ist ein solcher Plot fiir die ma-
gische Teilchenzahl 138, als Funktion von e, und €; bei konstantem e, = 0.0, im Ver-
gleich von quantenmechanischem® und semiklassischem Ergebnis. Das einzige Minimum
bei der sphérischen Form ist eindeutig. Erhoht man die Teilchenzahl (s. Abb. 4.8 fiir das
Beispiel N = 146), so erkennt man nun zwei konkurrierende Minima. Beide liegen bei
nicht-verschwindenden Werten von ¢,, eines aber (das weniger tiefe) bei e; = 0. Bei noch
groflerem N (s. Abb. 4.9 fiir N = 160) ist das Minimum im prolaten Bereich nach wie vor
das tiefere, liegt aber nun seinerseits bei ¢; = 0: Hier hat also das plétzliche Verschwinden
des Oktupolanteils der Grundzustandsdeformation stattgefunden.

®Der helle Bereich links oben in dieser Graphik (und entsprechend auch in den folgenden Plots) steht
fiir Deformationsbereiche, wo eine quantenmechanische Berechnung mit der von uns gewahlten Basis nicht
moglich ist, s.a. Anhang A
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ABBILDUNG 4.8: wie Abb. 4.7, aber fiir N = 146
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ABBILDUNG 4.9: wie Abb. 4.7, aber fir N = 160
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Uger (€4, £3; £2=0.0), N =138
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ABBILDUNG 4.10: Konturplot von quantenmechanisch und semiklassisch
berechneter Deformationsenergie als Funktion von €5 und €,, fir feste Teil-
chenzahl N = 138 und konstantes ¢, = 0.0.

Abb. 4.10 zeigt noch einmal das Ergebnis fiir N = 138, nun aber als Funktion von
e; und g, (bei e, = 0.0). Wie erwartet liegt das Minimum bei sphérischer Form. Geht
man weiter zu N = 154, so findet man erneut zwei Minima. Beide liegen bei einem nicht-
verschwindenden Wert von e; und einem betragsmifig etwa gleichem Wert von ¢,. Hier
deutet sich also der Vorzeichenwechsel des Gleichgewichtswertes von €, bei noch gréfierem
N an.

Auch das Zusammenspiel von Quadrupol- und Hexadekapoldeformation kann sehr gut
reproduziert werden. In Abb. 4.12 ist das Ergebnis fiir N = 144 (bei konstantem e; = 0.0)
dargestellt: Hier, leicht jenseits einer magischen Zahl, sind klar sogar mehrere Minima zu
unterscheiden, die sich um die spérische Gestalt gruppieren; die tieferen Minima liegen
jedoch eindeutig bei positiven Werten fiir £,. Geht man weiter zu N = 180, findet sich nur
mehr ein deutliches Minimum, nun — wie erwartet — bei negativem e, und positivem ¢,.

Diese Beispiele lielen sich noch beliebig fortfithren. Zusammenfassend kann man aber
bei allen festhalten: Obwohl sich in den quantitativen Details (d.h. in der Position und
der Amplitude der Minima) natiirlich Unterschiede zwischen den quantenmechanischen
und semiklassischen Ergebnissen zeigen, ist die qualitative Ubereinstimmung verbliiffend.
Dies gilt umso mehr, wenn man sich noch einmal klar macht, daf} fiir die semiklassischen
Rechnungen nicht einmal die Kenntnis der tatséchlich méglichen klassischen periodischen
Bahnen nétig ist, sondern ausschliefilich die trivialen Bahnen der sphérischen Kavitit ein-
gehen. Die Deformation flieft nur bei der (numerisch anspruchslosen) Berechnung der Mo-
dulationsfaktoren ein, die sich aus einer stérungstheoretischen Betrachtung ergeben. Trotz
dieser Naherung erweist sich die vorgestellte Methode demnach als geeignet, die Grund-
zustandsdeformationen von Metallclustern im Rahmen des Schalenmodells zu erkléren.



Udes (€4, €3; £2=0.0), N =154

am scl
014} ] 0.14
0.12 - 0.12
0.10- 0.10
&3 0.08 - 0.08
0.06 - 0.06
0.04 - 0.04
0.02 - 0.02
0.00 . 0.00

-010 -005 0.00 0.05 0.10 -010 -0.05 0.00 0.05 0.10

&y &4

ABBILDUNG 4.11: wie Abb. 4.10, aber fiir N = 154
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ABBILDUNG 4.12: Konturplot von quantenmechanisch und semiklassisch

berechneter Deformationsenergie als Funktion von €, und €,, fir feste Teil-
chenzahl N = 144 und konstantes €; = 0.0.
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ABBILDUNG 4.13: wie Abb. 4.12, aber fiir N = 180.






Kapitel 5

ZUSAMMENFASSUNG

Das grundlegende Faszinosum der von Gutzwiller begriindeten Theorie der periodischen
Bahnen besteht darin, daf sie es erlaubt, aus den Eigenschaften der in einem gegebenen
physikalischen System mdoglichen klassischen periodischen Bahnen nidherungsweise Aus-
sagen iiber dessen quantenmechanisches Verhalten zu machen. Dadurch ermdglicht sie
oftmals ein fiir die menschliche Anschauung intuitiveres Verstéindnis.

In der hier vorgelegten Arbeit haben wir versucht, diesen modernen semiklassischen
Formalismus auf Metallcluster als ein realistisches Beispiel eines endlichen Fermionensys-
tems anzuwenden. Deren Deformationsverhalten ist durch Schaleneffekte bestimmt, also
klar quantenmechanischer Natur. Mit ihrer typischen rdumlichen Ausdehnung handelt es
sich andererseits um ein mesoskopisches System, fiir das sich eine semiklassische Beschrei-
bung anbietet. Dabei haben wir die Cluster im Schalenmodell betrachtet und als effektives
Einteilchenpotential das einer zylindersymmetrischen Kavitéit verwendet, dessen geome-
trische Gestalt empirisch parametrisiert wurde.

Entsprechend haben wir zunichst die Herleitung der Gutzwillerschen Spurformel so-
wie ihrer Verallgemeinerung auf Systeme mit kontinuierlicher Symmetrie wiedergegeben
und schlieBlich fiir den Spezialfall des oben genannten Modellpotentials explizit berechnet
sowie die moglichen periodischen Bahnen bestimmt. Beim Vergleich der Ergebnisse die-
ser Formel mit den entsprechenden quantenmechanischen Resultaten stellte sich zunichst
eine teilweise deutliche Diskrepanz heraus.

Als Ursache dafiir konnten wir einerseits Orbitbifurkationen identifizieren, also das in
Abhéngigkeit von den Deformationsparametern plotzliche Auftreten neuer periodischer
Bahnen. Als Losung dafiir haben wir fiir verschiedenen Klassen von Bifurkationen soge-
nannte uniforme Spurformeln prisentiert, die auch in der Néhe einer Bifurkation sehr gute
Resultate liefern. Ein anderer Fall, in dem die Theorie versagt, liegt vor bei kleinen Defor-
mationen, genauer gesagt beim Bruch der sphérischen hin zur zylindrischen Symmetrie.
Fiir diesen Grenzfall haben wir sowohl eine stérungstheoretische Naherung angegeben als
auch (fiir den Spezialfall einer reinen Quadrupoldeformation) eine uniforme Spurformel
berechnet, die beide im Rahmen ihrer Ndherung sehr gute Ergebnisse zeigen.

Im Hinblick auf die praktische Anwendung haben wir uns anschlielend mit den bei einer
allgemeineren Multipoldeformation moéglichen periodischen Bahnen beschéiftigt und dabei
festgestellt, dafl Orbitbifurkationen schon bei beliebig kleinen Deformationen auftreten
konnen. Dieser Fall wird von keiner der oben genannten uniformen N&herungen beschrie-
ben, so dafl wir diesen Zugang nicht weiter verfolgt haben. Im Gegensatz dazu hat sich die
relativ einfache stérungstheoretische Spurformel als {iberraschend stabil erwiesen. Deswe-
gen haben wir diese Methode gewihlt, um damit schliefllich die Schalenkorrekturenergie
zu berechnen und iiber deren Minimum die Grundzustandsdeformation eines Clusters bei
gegebener Teilchenzahl zu bestimmen. Die Ubereinstimmung dieser Resultate mit den
(rechentechnisch deutlich aufwendigeren) quantenmechanischen Rechnungen ist erstaun-
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lich gut. Die in der Natur auftretenden Clusterdeformationen sind offensichtlich von einer
Groflenordnung, in der die stérungstheoretische Ndherung noch sehr gut erfiillt ist. Der
grofle praktische Vorteil dieser Methode ist, dal keine explizite Kenntnis der moglichen
periodischen Bahnen im deformierten Fall n6tig ist, so dal man die Probleme mit Sym-
metriebruch und Bifurkation elegant vermeiden kann. Allein mit den trivialen Bahnen im
sphérischen Fall und der storungstheoretischen Spurformel sind bereits sehr gute qualita-
tive Aussagen iiber das Deformationsverhalten von Metallclustern moglich.



Anhang A

(QUANTENMECHANISCHE RECHNUNGEN

In diesem Kapitel wird die Berechnung der quantenmechanischen Gréflen beschrieben.
Wir beginnen mit einer kurzen Darstellung des quantenmechanischen Eigenwertproblems
und seiner numerischen Lisung. Anschlieflend zeigen wir, wie man, ausgehend von den so
bestimmten Energieeigenwerten, die Niveaudichte als auch die Schalenkorrekturenergie
erhélt.

A.1 Die Energie-Eigenwerte

Ausgangspunkt fiir die quantenmechanische Behandlung des Problems ist die zeitun-
abhéngige Schrédinger-Gleichung. Da wir uns nur mit axialsymmetrischen Systemen be-
schiiftigen, liegt die Verwendung von Zylinderkoordinaten p, z und ¢ nahe. Dann separiert
der vom Azimutwinkel ¢ abhéngige Teil der Wellenfunktion und man hat es im wesent-
lichen nur mehr mit einem zweidimensionalen Problem zu tun. Die Eigenfunktionen und
-werte kénnen dann nach dem Wert der Quantenzahl v, die der Projektion [, des Dreh-
impulses auf die z-Achse entspricht, klassifiziert werden, und die Hamiltonmatrix zerfillt
in Blécke mit festem v, was die Diagonalisierung natiirlich vereinfacht.
Schreibt man die restliche Wellenfunktion @, ,(p, ) in der Form

By 2) = Uun(ps )V (A.1)

so lautet die Schrodinger-Gleichung zu fester Drehimpulsquantenzahl v fiir die Funktion
U, n(p,z) schlieBllich

H, \IJV,n(pa Z) = El/,n \Ijll,n(pa Z) 3 (A2)

wobei der Hamiltonoperator die Form

n [ 0? 1 v 02
Hy—— (2t v, 9 A3
2m (8p2 + 4p?  p? + 3z2) (A-3)

hat (m ist die Teilchenmasse). Das Potential ist im Inneren der Kavitét identisch Null, da
wir ein Kastenpotential mit harten, unendlich hohen Winden verwenden.

Ansonsten geht das Potential nur in die Randbedingung ein: Wir haben es mit einem
Dirichletschen Randwertproblem zu tun, d.h. wir fordern, dafl die Wellenfunktion am
Rand der Kavitidt verschwindet:

\Iju,n (PS(Z), Z) =0 . (A4)

ps(z) beschreibt die Form der Kavitit.
Wegen der Zeitumkehrsymmetrie sind — unabhéngig von der Deformation — die Ener-
gieeigenwerte zur Drehimpulsquantenzahl v =0 einfach, alle anderen zweifach entartet.
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Zur numerischen Berechnung der Eigenwerte folgen wir der von Koizumi et al. [69]
vorgeschlagenen Methode, auf dessen Fortran-Programmcode auch das von uns beniitzte
Programm aufbaut.

Der erste Schritt ist die Diskretisierung der in Zylinderkoordinaten vorliegenden Variab-
len. Da Rotationssymmetrie vorliegt, haben wir es mit einem quasi-zweidimensionalen
Problem zu tun, der Azimutwinkel ¢ taucht nicht mehr auf. Die diskreten, dquidistant
gewdhlten Punkte liegen in der z-p-Ebene in dem Bereich 2, <2 <20 A 0 <0 <04 maxs
wobei z,,;, und z,,,, der unterste bzw. oberste Punkt der Kavitat auf der z-Achse sind und
Ps.max der grofite Wert von p,(z) in diesem z-Bereich ist. Die Punkte haben die Koordinaten

. Ps,max .
pPi = ZTp, 'L:].,...,Np (A5)
. Zmax — “min .
Z; = Zmin-i-jTZ, jzl,...,NZ . (AG)

Als Basisfunktionen verwenden wir die normierten Eigenfunktionen einer zylindrischen
Kavitit, also Produkte von Sinusfunktionen fiir die z-Richtung'

[ 2 . . T ,
(pyrl2) = E Sin(py (2 —Zmin)); Py = Jlﬁa j=1,...,N, (A.7)
und den Besselfunktionen mit ganzzahligem Index (fiir die p-Richtung)

V20, ( P_) o \
ps(zj)|Ju+1(fu,z)|JV éﬂu’lps(zj) SRl (A.8)

(€, bezeichnet die I-te Nullstelle der Besselfunktion der Ordnung v; z; ist hier nur als
Parameter, nicht als Quantenzahl aufzufassen). Die spezielle Form der Basisfunktionen
garantiert dabei, daf sie (und damit auch die gesuchte Eigenfunktion) die Randbedingung
erfiillen. Allerdings beschréinkt man sich mit dieser Wahl der Basis auf Kavitdten, deren
Randkurve ps(z) fiir alle Werte von z eindeutig ist?. Ansonsten miifite man statt der
einfachen Besselfunktion die Figenfunktionen eines Kreisrings, also Linearkombinationen
aus Bessel- und Neumannfunktionen, verwenden.

Der p-abhéngige Anteil der Hamiltonmatrix ist in der gew#hlten Basis schon diagonal

mit den Eigenwerten
2 2
E,Efz) — A (i) . (A.9)
2m ps(zj)

Verwendet man fiir den z-abhéngigen Teil des Hamiltonoperators die Impulsdarstellung,
vereinfachen sich seine Matrixelemente erheblich. Sie lauten in diskretisierter Form:

(oill; z;) =

(zj1?l1|HV|zj2?l2> = (zj1|<l1;zj1|HV|l2;Z' >|zj2> =

72

oo X No
D P2 - s (D, (2, = Zuin)) - SI(D; (27, = 2uin)) - > Qiguty Vit +
zZ . N
Jj'=1 i=1
+ E'Eﬁ')l)ll 5]'1]'2 5’112 : (A.IO)

"Wegen der Ortsdiskretisierung gibt es nur endlich viele Basisfunktionen in dieser Richtung. Daher
erscheint im Normierungsfaktor auch die Zahl N, der Gitterpunkte in z-Richtung.

Dies gilt z.B. im Falle der Multipolparametrisierung nicht fiir die Werte e, =5 =0, €4 =—0.2, wo die
Kurve in der Ndhe der beiden Pole stark konkav ist.
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Um diese Matrix und den damit verbundenen numerischen Aufwand ihrer Diagonalisie-
rung moglichst klein zu halten, berechnet man nur die Matrixelemente zwischen den Ba-
sisfunktionen |l; z;), bei denen die Energie E,E] ,) kleiner als eine festzulegende Abschneide-
Energie E; ist. Die gesuchten Energie- und damit auch die Wellenzahl-Eigenwerte E, ,,
bzw. kyn = \/2mE, /h? ergeben sich schliefilich durch Diagonalisierung dieser Matrix

fir alle Werte von v.

Insgesamt wird die Grofle der Basis also bestimmt durch den gewidhlten Maximalwert
Vmax der Drehimpulsquantenzahl v, durch die Zahl N, der Gitterpunkte in z-Richtung,
durch die maximale Knotenzahl [_,, in p-Richtung sowie natiirlich durch den Wert von
E.. Bei unseren Rechnungen verwenden wir i.a. ein z-p-Gitter mit 50x50 Punkten sowie
die Werte v, =40, [0 =20 und E. = 5000 (wir setzen % =1). Diese Wahl der Basis
stellt einen Kompromify dar zwischen annehmbarer Rechenzeit einerseits und andererseits
einer geniigend grofien Zahl von hinreichend genauen Energieeigenwerten, wie man sie fiir
die Berechnung der Niveaudichte bendtigt.

A.2 Die Niveaudichte

Nachdem wir die numerische Berechnung der Wellenzahl-Eigenwerte k, ,, erliutert haben,
wollen wir nun kurz erkliren, wie man daraus den leicht gemittelten, oszillierenden An-
teil dgy(k) der Niveaudichte bestimmt, mit dem wir die entsprechenden semiklassischen
Ergebnisse vergleichen.

Zunichst ist das ungemittelte dg(k) gemifl Gl. (2.9) die Differenz von Gesamtniveau-
dichte g(k)=)_,, d, 0(k — k,n) (Gl. 2.3) und ihrem glatten Anteil g(k). Letzterer bleibt
von der Mittelun;g, definitionsgemif unverdndert. Bei g(k) fiihrt sie, wie schon in Abschnitt
2.3.1 erwdhnt, auf eine Faltung mit einer normierten Mittelungsfunktion, fiir die wir eine
Gaufifunktion wéhlen, letztlich also auf eine Ersetzung der Delta- durch Gauffunktionen:

S dy e (ke (A1)

v,n

1 [o 0]
0 (k) =<~ [ kgl ek —

Die Breite vy, ist dabei etwas grofler als die Abstdnde zwischen den einzelnen Wellen-
zahlniveaus innerhalb einer Schale, aber kleiner als die Schalenabstéinde selbst zu wihlen.
Typische Werte sind vy, = v, R~ 0.4 — 0.6.

Zur Berechnung des glatten Anteils g(k) verwenden wir die sogenannte Strutinsky-Me-
thode [14]. Deren Grundidee ist ebenfalls eine Faltung der exakten Niveaudichte mit einer
Mittelungsfunktion f(x) iiber einen Wellenzahlbereich I';, der grofl genug gewéhlt werden
muf, um den oszillierenden Anteil ,auszuschmieren“, d.h. I';y mufl den mittleren Schalen-
abstinden entsprechen. Allerdings darf I', auch nicht zu grof werden, weil sich sonst die
unvermeidbar endliche Basis bei der numerischen Bestimmung der Eigenenergien bemerk-
bar macht. Von der Mittelungsfunktion f(z) wird nur vorausgesetzt, daf} sie symmetrisch
um ihr Maximum bei x =0, sowie positiv, differenzierbar und normiert ist.
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Die bei dieser Mittelung erhaltene glatte Funktion ist i.a. jedoch nur eine Nidherung
fiir g(k). Um diese zu verbessern, erginzt man f(x) um passend gewihlte, sogenannte
Kriimmungskorrektur-Terme und beniitzt somit als Faltungskern die Funktion®

M
fu(@) =), fO(z) . (A.12)
n=0

Die Faktoren a,, ergeben sich aus den p-ten Momenten der Mittelungsfunktion. Laft
sich die exakte mittlere Niveaudichte als Polynom der Ordnung 2M +1 (oder kleiner) in
k schreiben, wird sie durch diese Methode identisch reproduziert, ansonsten erhilt man
einen lokalen Fit der exakten mittleren Dichte durch ein Polynom der Ordnung 2M.

Mit den Kriimmungskorrektur-Termen verwendet man also als Naherung fiir den exak-
ten mittleren Anteil g(k) der Niveaudichte den Ausdruck

M
s = 1 Y, 3, £ (B (A13)
v,n un=0

Wir wihlen als Mittelungsfunktion wiederum eine Gauffunktion, fiir die gilt:

f@) = gze L 0=l mwe -5

H,, bezeichnet dabei das p-te Hermite-Polynom. In unseren Rechnungen hat sich der Wert
2M =6 der Ordnung der Kriimmungskorrektur als ausreichend erwiesen. Mit einem Wert
von I'g = 2 — 3 werden alle Oszillationen in der Niveaudichte herausgemittelt.

Die Niveaudichte g(k) ist aufgrund der mit einer endlichen Basis bestimmten Eigenwerte
k,n, mit einem gewissen Fehler behaftet. Die Strutinsky-Methode hat nun den Vorteil,
daf} sie genau den zu dieser fehlerhaften Niveaudichte gehérenden mittleren Anteil g(k)
bestimmt, so daf} sich in der Differenz dg, (k) = g, (k) —g(k) der Fehler zum grofiten Teil
wieder weghebt.

Der exakte mittlere Anteil g(k) der Niveaudichte in einer Kavitit wurde von Balian
und Bloch [13] berechnet. Die ersten Terme dieser sogenannten verallgemeinerten Weyl-
Formel lauten (bei Dirichletschen Randbedingungen):

V A o

gk) = —k* - —k+ — . Al
9(k) 272 87 + 672 (A.15)
Dabei ist V' das Volumen und A = §dA die Oberfliche der Kavitit. C' ist die mittlere
Kriimmung, die mit Hilfe der beiden Kriimmungsradien R, und R, definiert ist als

11
C= %}[dA (ﬁ +§> : (A.16)

Durch Vergleich mit der nach der Strutinsky-Methode berechneten mittleren Niveaudichte
(A.13) 148t sich sehr einfach eine Aussage iiber die Qualitit der numerischen Eigenwer-
te k,, machen.

8Der Exponent in Klammern bezeichne die entsprechende mehrfache Ableitung nach dem Funktionsar-
gument.
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Durch Integration der exakten mittleren Niveaudichte (siche GIl. (2.66)) erhélt man
einen Ausdruck fiir die exakte mittlere Teilchenzahl N als Funktion der Fermi-Wellenzahl
kp:

A C

Vo — A2 + —kr (A.17)

N(kF):fi? o8t 3n2

der mit Hilfe der Formel von Cardano [71] nach kp aufgelost werden kann.

Neben dem quantenmechanischen und semiklassischen Ergebnis fiir dg, (k) vergleichen
wir in dieser Arbeit auch deren Fouriertransformierte miteinander. Dabei ist man natiirlich
an einer moglichst guten Auflésung interessiert. Wie aus der Theorie der Fouriertransfor-
mation bekannt, ist die Breite der Peaks im Fourierspektrum indirekt proportional zur
Lange dieses k-Intervalls, in dem dg, (k) gegeben ist. Dieses ist aber im quantenmechani-
schen Fall wegen der endlichen Basis notwendigerweise nur bis zu einem Maximalwert
kmax gegeben.

Im Fourierspektrum erhilt man dann neben den ,physikalischen“ Peaks noch weite-
re, spuriose Signale. Sie sind darauf zuriickzufithren, dafl man bei diesem Vorgehen in
Wirklichkeit nicht dg. (k) selbst, sondern das Produkt von dg,(k) mit einer rechteckigen
Fensterfunktion ©(k,,.,—k) der Fouriertransformation unterzieht. Die Fouriertransformier-
te dieses Produktes ist gleich dem Faltungsprodukt der Fouriertransformierten von dg. (k)
und der Fensterfunktion. Letztere hat aber wegen der singuldren Natur der Fensterfunktion
viele Seitenpeaks, die durch die Faltung zu den beobachteten spuriosen Signalen fiihren.

Um sie moglichst zu vermeiden, verwendet man deshalb eine andere Fensterfunktion,
die bei k =0 ebenfalls den Wert 1 hat, dann aber weich gegen Null geht, also z.B. eine
Gauf}- oder eine Fermifunktion. Wir beniitzen eine bei k = 0 zentrierte Gauflifunktion,
deren Breite etwa ein Drittel bis die Hélfte des Wertes von k... R =90 betrigt.

A.3 Die Schalenkorrekturenergie

Die Schalenkorrekturenergie 6U (N) wurde schon in Abschnitt 4.1 angesprochen. Hier er-
kliren wir nun kurz, wie man diese Gréfle aus den Energie-Eigenwerten E,,, bestimmt.

dU(N) ist der oszillierende Anteil der Gesamtenergie U (INV), also die Differenz von U (V)
und seinem mittleren Anteil U(N). U(N) selbst ist einfach die Summe der Eigenenergien
E,, (siehe Gl (2.63)), U(N) wurde in GL (2.65) definiert. Wir fiihren dieses Integral
wieder im k-Raum aus, da wir dann die im letzten Abschnitt bestimmte mittlere Niveau-
dichte g(k) mit konstanter Mittelungsbreite I', beniitzen kénnen. Es ist also folgendes
Integral zu berechnen:

~ B2 [Re(N) o
UNN) = 2— dk k= g(k) (A.18)

— 00

= 2——Zd Z%”/ dz (T z 4k, ,,)* H%(x)e*m2 ,  (A.19)

~ J
-~

=I,(Zr)
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wobei wir mit z die Grofe = k" —p—= substituieren. Das Integral I, ist analytisch l6sbar und

liefert abhingig vom Wert Von u folgendes Ergebnis:

5 T2+ k2,) (L+ Vrert(@r)) = (30w &r + ko) Tee™™ (n=0)
L(Ep) = { T2(1+ merf(@r)) — 2kp (T + kp &p)e 7F (n=1)
— (B = gk ) Moy (Be) + T (b + B8 )M, (30) | €% (n>2)

(A.20)

Die Fermi-Wellenzahl k(N) (und damit auch #(N)) muB dabei iterativ aus der Gleichung
fiir die Teilchenzahl

. ke ,
N@g:2/<mmmiN (A.21)

—00

bestimmt werden, fiir die man mit Gl (A.13) findet:

- 1 M -
N(kp) = ﬁZdV (1+\/Eerf(ip) —22(12# H2u1(:EF)e—f’?F> i (A.22)
v,n pn=1



Anhang B

ZUR BESTIMMUNG DER PERIODISCHEN BAHNEN

In diesem Anhang beschreiben wir einen einfachen Algorithmus zur Bestimmung der pe-
riodischen Bahnen in einem zweidimensionalen Billard, dessen Randkurve in Polarkoor-
dinaten gegeben ist. Wir beniitzen diesen Algorithmus, um die Meridianbahnen in einer
axialsymmetrischen, multipol-deformierten Kavitéit zu finden. Der Algorithmus 148t sich
ohne weiteres auch auf Randkurven verallgemeinern, die in kartesischen Koordinaten ge-
geben sind, und damit zur Bestimmung der Meridianbahnen in einer Kavitit verwenden,
die in Zylinderkoordinaten parametrisiert ist.

Da es sich bei diesen periodischen Bahnen wegen des verschwindenden Potentials im
Inneren des Billards um einfache Polygone handelt, die an den Eckpunkten dem Refle-
xionsgesetz geniigen, kann man sie rein geometrisch bestimmen. Die Grundidee dieses
Algorithmus ist sehr einfach: Jede Bahn in dem Billard ist durch einen Startpunkt und
eine Anfangsrichtung eindeutig festgelegt. Nun variiert man diese Startbedingungen so
lange, bis man (bei fester Eckenzahl n) eine nahezu periodische Bahn gefunden hat. Die
Position ihrer Eckpunkte dient dann als Ausgangswert fiir die numerische Losung eines
Gleichungssystems, das durch die Forderung gegeben ist, dal an jedem Eckpunkt das
Reflexionsgesetz erfiillt sein muf.

Die Randkurve sei in Polarkoordinaten durch die Funktion r,(p) gegeben. Der Start-
punkt (r,(¢;), ;) und der Startwinkel «; einer Bahn (gemessen gegen die Tangente an
die Kurve im Startpunkt in positiver p-Richtung, sieche Abb. B.1) legen eine Gerade fest,
deren Gleichung in Polarkoordinaten lautet:

)Sin(ﬁl - ‘Pl)
sin(; — ¢)
Dabei ist 8, der Winkel der Geraden gegen die positive z-Achse und gegeben durch

re(p) = 1s(n (B.1)

B1:7T+901+a1_51 . (B.2)

0, ist seinerseits der Winkel zwischen dem Radialstrahl zum Startpunkt und der dortigen
Tangente. Er hingt von der Steigung der Randkurve in diesem Punkt ab:

rs(p1) !
—arctan 2 (! (p;) < 0)
5, = { rsten) ' (B.3)

m — arctan D) (rl(¢1) > 0)

Der néchste Eckpunkt ¢, der Bahn ist nun der néichstgelegene Schnittpunkt der Geraden
r.(¢) mit der Randkurve, ist also festgelegt durch die Forderung

re(p2) —rs(2) =0 . (B.4)

Zur Losung dieser Gleichung ermittelt man zunichst durch schrittweises Erhohen des
Polarwinkels ¢ einen N&dherungswert fiir ¢,, der dann als Ausgangswert einer Newton-
Iteration dient. Damit hat man also den zweiten Eckpunkt ¢, als Funktion von ¢, und
«; bestimmt.
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Die Richtung des zweiten Bahnsegmentes ist nun aber wegen der Reflexionsbedingung
auch schon festgelegt. Man findet durch Vergleich der auftretenden Winkel

a2(‘:017a1):‘;02_§01+51_52_a1 . (B.5)

Durch Wiederholung dieser Schritte lassen sich somit n+1 Eckpunkte der Bahn bestimmen.
Nun vergleicht man den (n+1)-ten Eckpunkt mit dem Startpunkt. Ist die Differenz ¢, ,,—p,
grofer als ein festzulegender Maximalwert, verwirft man die Bahn und beginnt die Iteration
mit leicht verinderten Startbedingungen neu.

j=2

ABBILDUNG B.1: Zur Veranschaulichung der im Text erwdhnten Grofien:
Gezeigt ist das Bahnsegment mit der Linge |, zwischen den Punkten j=1
und j =2, den dazugehdérigen Radialstrahlen sowie ein Teil der Randkurve
rs(@) (fett) mit der Tangente (gestrichelt) im Punkt j=1.

Ansonsten bilden die n ersten Eckpunkte eine geschlossene, fast periodische Bahn. Nun
mufl man ihre Positionen noch so lange variieren, bis die Reflexionsbedingung iiberall
erfiillt ist, um eine echt periodische Bahn zu erhalten. Zu diesem Zweck driickt man
zunichst ganz allgemein den Einfallswinkel ; und den Ausfallswinkel o als Funktion
der Position der benachbarten Eckpunkte aus. Man findet geometrisch:

a;(pj1,05) = m—0;—n; (B.6)
a;((pjv(:ijrl) = Pn—@itnntd—m . (B.7)

Dabei ist n; der Winkel zwischen dem Radialstrahl zum Punkt j und dem Bahnsegment
mit der Lénge [; , zwischen den Punkten j7—1 und j:

sing, = ") G ) (B.)

ljfl
P, = 12(p) +12(p-1) — 21.(p;) ra(05-1) cos(p; — 1) - (B.9)

Die Forderung nach Gleichheit von Ein- und Ausfallswinkel definiert nun ein System von
n Gleichungen

=0 (j=1,...n) (B.10)
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mit den n Unbekannten ¢;. Dieses Gleichungssystem 16st man schlief8lich numerisch, wobei
die oben bestimmte fast periodische Bahn als Ausgangswert dient.

Durchlduft man nun in einer Doppelschleife alle Werte fiir die Startbedingungen ¢,
und «; auf einem hinreichend feinen Gitter, kann man auf die beschriebene Weise alle
periodischen Bahnen mit gegebener Eckenzahl bestimmen. Zuletzt miissen noch eventuell
mehrfach gefundene, identische Bahnen aussortiert werden.



Anhang C

ZUR PARAMETRISIERUNG DER KAVITAT

In diesem Anhang stellen wir einige Formeln zusammen, die im Zusammenhang mit den
Parametrisierungen der axialen Kavitit stehen und die in den vorangegangenen Kapiteln
ohne Herleitung verwendet wurden.

C.1 Volumenerhaltung
Wie schon in Kapitel 4 erwdhnt, wihlen wir die Parametrisierungen so, daf das Volu-
men V der Kavitdt bei einer Deformation erhalten bleibt, also gleich dem einer Kugel

vom Radius R ist.
Bei der Multipol-Parametrisierung

4
rs(9) = R(l + &0+ Z g;P;(cos 79)) . (C.1)
=2

fiithrt diese Bedingung letztlich auf eine Bestimmungsgleichung fiir ¢,:

2w T rs(9) 5 1 4
V:/d¢ /dz? sin® /dw2 = % dz i3 (z) = %R?’ : (C.2)
0 0 0 —1

wobei wir die Substitution x =cos® und entsprechend 74(x) =rs(¢) vorgenommen haben.
Multipliziert man den rechten Integranden aus, erhilt man im wesentlichen Integrale {iber
Produkte aus zwei bzw. drei Legendre-Polynomen. Erstere sind wegen der Orthogonalitit
dieser Funktionen trivial:

! 2
/_Idei(ac) Pi(e) = 5oyl (C.3)

Letztere konnen durch spezielle 3-j-Symbole ausgedriickt werden, die folgendes Ergeb-
nis liefern [70]:

D ()P (21D () — T 201 = 25) (1 — 2)! (5)"
/ldx Ph(x) PJ2(5E) P]3(IL‘) =2 (n+ 1)! (% _jl)!Z (% i i

wobei n = j, +j,+Jj; gerade sein mufy (ansonsten verschwindet das Integral). Setzt man
diese Ergebnisse in obige Gleichung ein, so erkennt man, dafl €, als reelle Nullstelle des
kubischen Polynoms (g,+41)3+3v (g,41) +2w mit den Koeffizienten

_1.2,1.2,1.2 _ 1.3, 9 3,2 _ 2,32 3 .2_ ,10 . 2 1
vV=ceytetgEy, W= g5 €yt qnor €1t a5 €265 T35 €y Eat i 5 Eat gy £265—5 (C.5)
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gegeben ist. Diese kann wiederum mit der Formel von Cardano [71] bestimmt werden:

€0 = Uy + Uy — 1, uw:i/—w:l: v3+w? . (C.6)

Es zeigt sich, daf} ¢, erst in zweiter Ordnung in den Deformationsparametern €,, €5 und
g, von Null verschieden ist.

Wihrend also das Volumen V fiir alle Deformationen konstant gehalten wird, miissen
die Oberfliche A und die mittlere Kriimmung C, die in der Weylschen Formel (A.15) auf-
tauchen, jeweils neu (i.a. numerisch) berechnet werden. Dabei lautet das Flichenelement
dA in Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten

dA =27 ps(2) V1 + p2(2) dz = 2w (V) sind \/r2(9) + r2(9)dY . (C.7)

C.2 Kriimmungsradien

Wichtige geometrische Kenngréflen der Kavitét, die in die Spurformel miteingehen, sind
die beiden Hauptkriimmungsradien.

Wegen der axialen Symmetrie enthélt eine der beiden Hauptkriimmungsebenen immer
die z-Achse. Den zugehorigen Kriitmmungsradius bezeichnen wir mit R,. Er ist identisch
mit dem einer Kurve, die durch Projektion der Berandung der Kavitit auf die z-p-Ebene
entsteht (sieche Abb. C.1).

P

ABBILDUNG C.1: Zur Veranschaulichung des Krimmungsradius R,: Der
Kriimmungskreis liegt in der z-p-Ebene. Im Punkt 2’ ist er tangential zur
Kurve pg(2), steht aber senkrecht auf der Oberflache der Kavitat, die durch
Rotation dieser Kurve um die z-Achse entsteht.

In Zylinder- und Kugelkoordinaten ist er gegeben durch [72]

(r2(9) +ri2(9))**
r2(0) + 272(9) — r5(9) 7 (9)

S

(1 +p2(2))**
Py (2)

Ri(2) = , R(9) = (C.8)

Die zweite Hauptkriimmungsebene steht senkrecht auf der ersten als auch (im jeweils inter-
essierenden Punkt) auf der Oberfliche der Kavitéit. Der entsprechende Kriimmungsradius
R, in diesem Punkt ist einfach dessen Abstand vom Schnittpunkt der Kriimmungsebene
mit der z-Achse (siehe Abb. C.2).
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Man findet dafiir [72]

R = ) VIR L (o) =SSR ()

An den beiden Polen der Kavitét (2 =2pin/max bzw. 9 =0, 7) ist dieser Abstand nicht mehr
eindeutig definiert. Nach Anwendung der Regel von L’Hospital fiir diesen Grenzwert zeigt
sich, daB8 dort! die beiden Kriimmungsradien jeweils gleich sind,

lim  R,(2) = R\(Zminjmax) » Um R,(9)=R,(0) , lim R,(9)=R,(7) ,
Z%zmin/max 9—0 d—7
(C.10)

was anschaulich auch klar ist.

p

ABBILDUNG C.2: Zur Veranschaulichung des Krimmungsradius R,: Der
Krimmungskreis liegt hier senkrecht zur Bildebene mit dem Mittelpunkt
auf der z-Achse. Er steht senkrecht zur Kurve ps(z) als auch wiederum zur
Oberfliche der Kauvitdt.

Die Bewegungsebene der Aquatorbahnen ist durch die Bedingung pi(z) =0 festgelegt,
so daf} sich die Formeln fiir die Kriimmungsradien in Zylinderkoordinaten in diesem Fall
noch vereinfachen:

Ry eq(2) = Ry eq(2) = ps(2) - (C.11)

pi(z)
C.3 Umrechnung von Kugel- in Zylinderkoordinaten

Das von uns zur Berechung der quantenmechanischen Energieeigenwerte verwendete Pro-
gramm macht explizit Gebrauch von der axialen Symmetrie des Problems, indem es intern
mit Zylinderkoordinaten arbeitet (sieche Anhang A.1). Daher ist bei Anwendung der Mul-
tipolparametrisierung (C.1) zuerst eine Umrechnung in dieses Koordinatensystem notig.
Dazu driickt man zunichst den Radius rg als Funktion der z-Koordinate aus, indem
man in der Parametrisierung (C.1) die Identitdt cosd = = einsetzt. Multipliziert man
noch mit ¢, so ist r(z) als reelle Nullstelle eines Polynoms fiinften Grades gegeben, die
man leicht numerisch bestimmen kann:
4
75 — Ry Zaj Ariti=0 . (C.12)
j=0

!Dabei geht mit ein, daB natiirliche Formen an den Polen keine Spitzen aufweisen, daf also gilt:
Ps(Zemin/max) =00 bzw. ri(0) =ri(7) =0.
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Dabei lauten die Koeflizienten

_ 1 3 _ 3 _ 3 15 _ 5 _ 35
ap=1+¢e —5&+ 56, @ =—5€, =56 —FE, G3=5E, a3=FE

(C.13)
Schliefllich erhélt man pg(z) mittels der Identitit pg(z) =+/12(2) — 22.

Zur Bestimmung der Aquatorbahnen ist es notig, diejenigen Punnkte auf der z-Achse
zu finden, an denen die Kavitéit eine zur Symmetrieachse parallele Tangente hat, an denen
also p(z) =0 gilt. Fiir die Multipolparametrisierung muff man dazu erst die Umrechnungs-
formeln ps=r4() sin? und z=rg(1)) cos ¥ einsetzen und anschliefend die Kettenregel an-
wenden. Mit den Substitutionen aus Abschnitt C.1 erhélt man letztlich folgende Gleichung

(1—2?)7(z) —2fg(z) =0 (C.14)

die wiederum leicht numerisch nach z=cos®¥ und damit nach 9 aufgelést werden kann.



Anhang D

UNIFORME INTEGRALNAHERUNG

In diesem Anhang leiten wir eine uniforme Niherung fiir ein Integral der Form

b
I:/dxg(x)eif(m) (D.1)
0

her. Der linke Randpunkt =0 sei der einzige stationdre Punkt der Phasenfunktion f(x),
d.h. es gilt f'(0) = 0. Weiterhin sei b > 0.

Der asymptotische Grenzwert eines solchen Integrals im Limes f”(0) — oo ist wohl-
bekannt (siehe Gl. (3.21)). Dieser Grenzwert divergiert jedoch (aufgrund der bei seiner
Herleitung gemachten Niherungen) im anderen Grenzfall f”(0) — 0. Die uniforme Néhe-
rung hingegen liefert in beiden Féllen das exakte Ergebnis, wihrend sie im Zwischenbe-
reich das exakte Integral (das eben i.a. nicht bekannt ist) nur interpoliert. In diesem Sinne
stellt die uniforme Néherung eine Verallgemeinerung der asymptotischen Auswertung von
Integralen mit obiger Gestalt dar.

Damit der stationdre Punkt nicht mehr am Rand des Integrationsintervalls liegt, ver-
schiebt man die untere Integrationsgrenze zunichst nach —oo. Zum Ausgleich subtrahiert
man das Integral von —oo bis 0 und ersetzt es gleich durch seinen asymptotischen Wert:

I~ / ’ dz g(z)e /@ — L g(0), [ 2T 6if®) (D.2)
o0 2 f"(0)

Im néichsten Schritt macht man nun eine Variablentransformation x+— 7, so dafl die Pha-
senfunktion f(z) in der neuen Variablen eine moglichst einfache Form annimmt, ohne
aber ihre fiir das Integral wesentlichen Eigenschaften zu dndern. In diesem Fall ist dies
eine quadratische Funktion:

f(z) = f(0) + 5f"(0) - Z° . (D.-3)

Der Punkt =0 entspricht Z=0, b wird abgebildet auf b= V2(f(b) — £(0))/f"(0). Durch
ein- bzw. zweimaliges Ableiten der obigen Definition nach 7 findet man fiir die Ableitung
der alten nach der neuen Variablen an den Stellen £ =b bzw. =0

dz
dz

CfM0)-b dz|
= 50_1 . (D.4)

Das Integral I sieht in der neuen Variablen wie folgt aus:

27I'i i ~ ~ b ~~pmy i f T i o~ ~ de‘
%590 | e +1 = / _drg@)e"OTEO, - G(E) 1= 9(a(@) 32
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Die nicht explizit bekannte Amplitudenfunktion ¢(z) nihert man durch eine lineare Funk-
tion an: g(7) = go + ¢, z. Fiir die Koeffizienten findet man

g(b) - == . (D.6)

Diese Entwicklung setzt man in den letzten Ausdruck fiir I ein. Im Ausdruck fiir I ver-
schiebt man nach dem gleichen Prinzip wie schon oben gezeigt die obere Integrationsgren-
ze nach oo. Dann kann man (bis auf eines) alle Integrale durch partielle Integration 16sen
und erhilt die uniforme Niherung

Ird 2 0y 4 9O rey | 19O o / TG Ldrowr (o

1
2\ £(0) if'(b) 1"(0) z?

Macht man in dem verbliebenen Integral noch die Substitution z := /|f"(0)| z, kommt
man schlieBlich zu der in Gl. (3.33) angegebenen Form der uniformen Néiherung.
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