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Bewertungen mit reeller Henselisierung

Von Manfred Knebusch in Regensburg und Michael J. Wright*) (1)

Einleitung

Sei K ein mit einer Anordnung ¢ versehener Koérper und F ein Teilkorper von K.
Dann bilden bekanntlich die Elemente a von K, die nicht unendlich groB iiber F sind,
d. h. einer Ungleichung |a| < |x| mit x in F bzgl. o geniigen, einen Bewertungsring von K,
den wir mit o(K/F, o) bezeichnen {[1], S. 95, [4], S. 165; ein Bewertungsring von K
ist ein Bewertungsring in K, dessen Quotientenkorper ganz K ist}. Das maximale Ideal
von o(K/F, o) besteht gerade aus den iiber F unendlich kleinen Elementen a, also dena € K
mit |a| < |x| fiir jedes x £ 0 aus F.

Michael J. Wright bewies in seiner Arbeit im wesentlichen folgenden schonen Satz.

Theorem. Sei A ein Bewertungsring unseres angeordneten Korpers K, weiter m das
maximale Ideal von A und R ein reeller Abschluff von K bzgl. 6. Dann sind die folgenden
Aussagen gleichwertig : ’

(i) A hat die Gestalt o(K/F, o) fiir einen geeigneten Teilkorper F von K.

(11) Die Elemente von m sind unendlich klein bzgl. Q.

(iii) A ist konvex in K (bzgl. der Anordnung o).

(iv) Uber A liegt mindestens ein henselscher Bewertungsring von R.

(V) o ldpt sich zu einer Anordnung des Quotientenkirpers K der Henselisierung A
von A fortsetzen.

Die Bewertungsringe der Gestalt o(K/F, ) sind somit gerade alle Bewertungsringe,
deren Henselisierungen (formal) reelle Quotientenkérper haben.

Zum Verstandnis des Theorems sei noch folgendes angemerkt: 4 geniige den dqui-
valenten Bedingungen (i)—(v). Dann laBt sich als Korper F in (ii) offenbar jeder maximale
Teilkorper von 4 wihlen, und auf diese Weise treten gerade die maximal archimedischen
Teilkorper ([1], S. 94; [5], S. 379) von K auf. Weiter werden wir sehen, dal dann {iber 4
genau ein henselscher Bewertungsring B von R liegt und daB sich ¢ auf genau eine Weise
zu einer Anordnung von K fortsetzen 148t (s. § 2).

*) Ein von Michael J. Wright, Loyola University of Los Angeles, am 4. Oktober 1972 eingereichtes
Manuskript mit dem Titel ,,Henselian valuations on an ordered field** wurde nach dem Tode des Verfassers von
Manfred Knebusch iiberarbeitet und erginzt.
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Offenbar hat Wright nicht bemerkt, in welch engem Zusammenhang sein Satz
sowohl zu § 12 der klassischen Arbeit ,,Aligemeine Bewertungstheorie*“ von Krull [4]
als auch zu der von Lang entwickelten Theorie der reellen Stellen [5] steht. Diese beiden
Arbeiten werden bei ihm nirgends zitiert, und die offensichtlichen Zusammenhinge
werden weder registriert noch ausgenutzt. Deshalb lieB sich sein Manuskript in der
urspriinglichen Form nicht veroffentlichen.

Lang beweist in der oben zitierten Arbeit insbesondere den Satz, daB jede Stelle A
von einem Korper K in einen reell abgeschlossenen Korper P zu einer P-wertigen Stelle
mindestens eines reellen Abschlusses R von K fortgesetzt werden kann [5], Theorem 6.
Wie ich in § 3 erldutern werde, ergibt sich aus dem Satz von Wright unmittelbar eine
Vervollstindigung dieses Fortsetzungssatzes: A 148t sich genau dann auf einen reellen
AbschluB R von K fortsetzen, wenn bzgl. der zu R gehdrigen Anordnung von K gilt:
Ist a ein positives Element von K, so ist A(a) 20 oder A(a) = co. Es gibt dann genau eine
P-wertige Fortsetzung von 4 nach R.

Mit vollig anderen Methoden wurde dies kiirzlich von mir in der Arbeit [3] bewiesen.
Dort wird der Zusammenhang zwischen den Anordnungen eines Korpers K und den
Primidealen des Wittrings der quadratischen Formen iiber K ausgenutzt und praktisch
jedes bewertungstheoretische Argument vermieden. Diese Methode ist sehr schnell und
fiihrt auch zu anderen neuen Einsichten in den Zusammenhang zwischen Anordnungen und
reellen Stellen, s. insbesondere die Spurformel in [3], § 3, aus der man die Anzahl der
P-wertigen Fortsetzungen einer Stelle A:K— P U oo auf eine vorgegebene endliche
Erweiterung von K ablesen kann. Man mochte aber Sitze iiber reelle Stellen auch be-
wertungstheoretisch einsehen konnen. Fiir § 1 der Arbeit [3] wird dies durch die Arbeit
von Wright in sehr direkter und elementarer Weise ermdglicht.

Nach dem Tode von Michael J. Wright beauftragte mich die Schriftleitung von
Crelles Journal, das Wright’sche Manuskript zu iiberarbeiten und den von dem Referenten
bemerkten Zusammenhang zwischen den Wright’schen Resultaten und den Arbeiten [5]
und [3] iiber reelle Stellen sichtbar zu machen.

§1

A bezeichne stets einen Bewertungsring, m das maximale Ideal von 4 und K den
Quotientenkorper von 4. Der K6rper K sei mit einer Anordnung ¢ versehen.

Lemma 1. 1. Die folgenden Aussagen iiber A sind gleichwertig :
(i) A ist konvex in K bzgl. o.

(ii) Fiir beliebiges positives x aus A liegt jedes Element y aus K, das der Ungleichung
0 <y < x geniigt, ebenfalls in A.

(iii) Alle Elemente von m sind unendlich klein tiber Q.

(iv) A enthdlt den Bewertungsring o(K/Q, o) der iiber Q endlichen Elemente (vgl.
Einleitung), und ist somit eine Lokalisierung dieses Ringes nach einem Primideal.

Beweis. Die Gleichwertigkeit der Aussagen (i) und (ii) liegt auf der Hand, desgleichen
die von (iii) und (iv), weil 4 genau dann einen Bewertungsring B von K enthélt, wenn m
in dem maximalen Ideal von B enthalten ist.
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(i) => (ii1): Sei x € m und ohne wesentliche Einschriankung der Allgemeinheit x > 0.
Angenommen, es gibt eine natiirliche Zahl r, so daB x=r""! ist. Dann ist 0 <x"!<r,
und wegen der Eigenschaft (ii) ist x~! ein Element von A4, wihrend doch x in m liegt.
Somit muB x unendlich klein iiber @ sein.

(iif) = (ii): Sei also x € 4, y € K und 0<y<x. Dann ist xy~!>1. Daher liegt
xy~! nach Voraussetzung nicht in m. Somit muB yx~! in 4 liegen, also auch y, q.e.d.

Definition 1. 2. Wenn A4 die dquivalenten Bedingungen (i)—(iv) dieses Lemmas
erfiillt, so sagen wir, die Anordnung ¢ und der Bewertungsring 4 seien vertrdglich.

Ist A mit ¢ vertrdglich, so enthdlt 4 aufgrund von (iv) sicherlich eine Kopie des
rationalen Zahlkorpers Q.

Theorem 1. 3. Sei A mit o vertrdaglich, und sei F ein maximaler Teilkorper von A.
Dann stimmt A mit dem Bewertungsring o(K/F, o) aller iiber F endlichen Elemente von
K iiberein.

N.B. Insbesondere ist F also ,,maximal archimedisch* in K, d.h. keine echte
Korpererweiterung von Fin K ist liber F archimedisch.

Beweis. Sei zunichst x ein Element von K, das iiber F endlich ist. Es gibt also ein
Ain Fmit |x| £ 1. Weil 4 konvex ist, muB x in 4 liegen. Somit ist o(K/F, o) in 4 enthalten.
Sei jetzt x ein iiber F unendlich groBes Element. Angenommen, x liegt in 4. Weil x™! in
o(K/F, o) und somit auch in A4 liegt, muB x eine Einheit von A4 sein. Der Durchschnitt
von m mit dem in A4 gelegenen Ring F[x] ist sicherlich von Null verschieden, denn sonst
wiirde sogar der Korper F(x) in A liegen, im Widerspruch zur Maximalitidt von F.

Dabher gibt es eine Gleichung
X+ x" N4 A=
mit A, ..., 4,in Fund g in m. Weil x Einheit von 4 ist, folgt daraus, da3

T+Ax o+ 2, x7"

in m liegt, und somit nach Voraussetzung unendlich klein iiber @ ist. Aber auch x ™! ist

unendlich klein iiber Q. Das ist ein Widerspruch. Somit liegt x nicht in 4. Die Ringe
o(K/F, o) und 4 stimmen also iiberein, q.e.d.

Folgerung 1. 4. Ist A mit ¢ vertrdglich, so gibt es eine wohldefinierte Anordnung &
des Korpers A/m, so dap fiir beliebiges a in A\m die Restklasse a genau dann positiv bzgl. 6 ist,
wenn a positiv bzgl. ¢ ist.

In der Tat ist dies fiir die Ringe o(K/F, ) wohlbekannt [4], S. 188, und leicht zu
verifizieren. Wir nennen ¢ die von ¢ auf A/m induzierte Anordnung.

Umgekehrt miissen natiirlich die Elemente von m iiber @ unendlich klein sein,
d.h. 4 muB mit o vertraglich sein, damit auf diese Weise 4/m angeordnet werden kann.

§2
Lemma 2. 1. Ist A henselsch, so ist jede Anordnung von K mit A vertrdglich.

Beweis. Wir diirfen natiirlich K als reellen Korper voraussetzen, weil sonst die
Behauptung leer ist. Fiir beliebiges @ in m zerfillt das Polynom x*+x+a modm in
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verschiedene Linearfaktoren. Daher hat dieses Polynom auch in 4 Nulistellen, d.h.

o . 1 . .
1 —4a ist Quadrat in 4. Somit ist bzgl. jeder Anordnung a<— fir alle @ in m. Die

Elemente von m sind also bzgl. jeder Anordnung unendlich klein iiber @, q.e.d.

Satz 2. 2. K sei reell abgeschlossen. Dann ist A/m entweder reell abgeschlossen oder
algebraisch abgeschlossen. Folgende Aussagen sind gleichwertig :

a) A/m ist reell abgeschlossen.
b) A ist henselsch.
c) A ist mit der einzigen Anordnung von K vertraglich.

Beweis. Seien By, ..., B, die endlich vielen iiber 4 liegenden Bewertungsringe des
algebraischen Abschlusses K und 9, ..., 9, ihre maximalen Ideale. Die Restklassen-
korper B;/I; sind algebraisch abgeschlossen und es ist

5 (B Am] < [R: K] =2

[2], § 8 n® 3, Théoréme. Somit gibt es nur die Moglichkeiten
r=2, Bl/ml;Bz/g.Rz ;A/m
und

r=1, d.h. 4 henselsch, [B,/M, :A/m]<2.

Also in der Tat A/m entweder algebraisch oder reell abgeschlossen, und die zweite
Alternative tritt hochstens bei henselschem A4 auf. Die Implikation a) = b) ist also schon
bewiesen. Weiter folgt die Implikation b) = c¢) aus dem vorigen Lemma 2. 1. Ist schlieBlich
A mit der Anordnung von K vertraglich, so muB3 nach 1. 4 der Koérper 4/m reell sein.
Er kann dann also nicht algebraisch abgeschlossen sein. Das beweist ¢) = a); q.e.d.

Korollar 2. 3. Sei K reell abgeschlossen und A/m reell, also reell abgeschlossen. Sei
weiter F ein maximaler Teilkorper von A. Dann wird F unter der Restklassenabbildung
von A nach A/m bijektiv auf A/m abgebildet (vgl. [1], S. 95).

Beweis. F ist in K algebraisch abgeschlossen. Also ist F ein reell abgeschlossener
Korper. Andrerseits ist A/m iiber dem Bild F von F algebraisch. Somit muB3 4/m mit
F iibereinstimmen, q.e.d.

N.B. Die hier betrachteten Korper F sind nach § 1 die maximal archimedischen
Teilkorper von K.

Wir konnen jetzt ein weiteres Kriterium fiir die Vertriaglichkeit des vorgegebenen
Bewertungsringes 4 mit der vorgegebenen Anordnung ¢ herleiten. Wir bezeichnen mit R
einen reellen AbschluB3 von K zu ¢ und mit ¢ die Anordnung von R.

Theorem 2. 4. A ist genau dann mit ¢ vertrdglich, wenn es einen henselschen Bewertungs-
ring B von R mit B n K= A gibt. Es gibt dann genau einen solchen Bewertungsring von B.

Beweis. Ist A mit o vertraglich, so wihlen wir einen maximalen Teilkdrper F von 4.
Nach Theorem 1.3 ist dann 4 =o(K/F, 6). Somit ist sicherlich B:=o0(R/F, g) ein nach
Satz 2.2 henselscher Bewertungsring von R iiber A4. Ist B’ irgendein henselscher
Bewertungsring von R iiber 4 =0(K/F, o), so enthdlt B’ den algebraischen Abschlul F’
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von F in R, und F' muB maximaler Teilkérper von B’ sein, weil B’ einen iiber 4/m
algebraischen RestklassenkOrper hat. Also ist, wiederum nach Satz 2. 2 und Theorem 1. 3,
B'=0o(R/F,0)=B. Sei jetzt umgekehrt vorausgesetzt, daBl iber 4 ein henselscher
Bewertungsring B von R liegt. Dann ist B mit ¢ vertrédglich, und somit 4 mit der Ein-
schrankung o von g vertraglich, q.e.d.

Korollar 2. 5. ¢ ist genau dann mit A vertrdglich, wenn sich o auf den Quotienten-
korper K der Henselisierung A von A fortsetzen lift. Es gibt dann genau eine Fortsetzung
von o auf K.

Beweis. Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir reelle Abschliisse [1], Satz 8, 148t
sich ¢ genau dann auf K fortsetzen, wenn K iiber K in R eingebettet werden kann. Wegen
der universellen Eigenschaft der Henselisierung bedeutet dies wiederum, daB iiber 4
ein henselscher Bewertungsring von R liegt, also nach Theorem 2.4, da 4 mit ¢ ver-
traglich ist. Wir miissen noch einsehen, daB iiber ¢ nicht zwei verschiedene Anordnungen
von K liegen kénnen. Nun bilden sich Wertegruppe und Restklassenkorper von 4 isomorph
auf Wertegruppe bzw. Restklassenkorper von 4 ab [6], S. 184. Daher wird die
multiplikative Gruppe K* des Korpers K von K* und 1+ th erzeugt (1t = maximales Ideal
von A). Nach Lemma 2.1 sind die Elemente von 1+ bzgl. jeder Anordnung von K
positiv. Daher haben zwei Anordnungen von K mit gleicher Einschrinkung auf K dieselbe
Menge von positiven Elementen und stimmen somit iiberein (vgl. Satz 3. 1), q.e.d.

§3

Wir wollen jetzt den Bezug zur Theorie der reellen Stellen herstellen. Zunichst
zitieren wir einen Satz von Baer und Krull. Sei I' die Wertegruppe einer Bewertung v
von K zu dem Bewertungsring A. Weiter sei ()i € I) eine Familie von Elementen aus X,
so daB die Bilder der Werte v(m;) in I'/2T eine Basis dieses Vektorraumes iiber dem K 6rper
mit 2 Elementen bilden.

Satz 3.1. [4],§ 12. Es sei auf A/m eine Anordnung t vorgegeben. Dann gibt es
mindestens eine Anordnung o von K, die mit A vertrdglich ist und auf A/m die Anordnung t
induziert. Genauer gilt: Sei zu jedem i€ I ein Vorzeichen ¢;= +1 gewdhlt. Dann gibt es
genau eine solche Anordnung o, bei der iiberdies jedes m; das Vorzeichen ¢; hat.

Im folgenden bezeichne P einen festen reell abgeschlossenen K6rperund 4: K— P U o
eine Stelle von K mit Werten in P. Weiter sei A jetzt der Bewertungsring von 4.

Definition 3. 2 (vgl. [3]). 4 und die Anordnung o von K heiBen vertrdglich, wenn
jedes bzgl. g positive Element a von K einen Wert A(a) =0 oder = o hat.

Ist ¢ mit A vertraglich, so miissen alle Elemente von 1+ m positiv bzgl. ¢ sein,
weil sie unter A den Wert 1 haben. Somit miissen die Elemente von m unendlich klein
tber @ sein, d. h. A4 ist mit ¢ vertriglich. Genauer gilt ersichtlich

Lemma 3. 3. ¢ ist genau dann mit 1 vertrdglich, wenn ¢ mit A vertrdglich ist und die von A
induzierte Abbildung von A/m nach P ordnungstreu ist bzgl. der induzierten Anordnung &
von A/m und der einzigen Anordnung von P.

Aus dem ersten Teil von Satz 3. 1 folgt

Satz 3. 4 (vgl. [3], Proposition 1.1). Zu jeder Stelle A: K — P U oo existiert min-
destens eine Anordnung o von K, die mit A vertrdglich ist.



Knebusch und Wright, Bewertungen mit reeller Henselisierung 319

Natiirlich erhalten wir aus Satz 3. 1 sogar eine genaue Ubersicht iiber alle Anord-
nungen, die mit 4 vertréglich sind, vgl. hierzu [3], Theorem 2. 5.

Theorem 3. 5 (=[3], Theorem 1. 6). Sei o eine Anordnung von K, und R ein reeller
Abschluf von K zu 6. Weiter sei eine Stelle .:K — P U oo vorgegeben. /. ldft sich genau
dann zu einer P-wertigen Stelle von R fortsetzen, wenn A mit ¢ vertraglich ist. Es gibt in
diesem Falle genau eine solche Fortsetzung.

Beweis. Ist p: R — P U oo eine Fortsetzung von 4, so muB u nach dem vorigen Satz
mit der einzigen Anordnung ¢ von R vertriglich sein. Also muB dann A mit der Ein-
schrinkung o von ¢ vertraglich sein. Sei jetzt umgekehrt die Vertraglichkeit von ¢ mit A
vorausgesetzt. Aufgrund von § 2 gibt es genau einen Bewertungsring B von R iiber 4
mit reellem Restklassenkorper B/, und dieser ist ein reeller AbschluB von 4/m bzgl.
der induzierten Anordnung 6. Die von 4 induzierte ordnungstreue Abbildung 7 von 4/m
nach P hat nach dem Eindeutigkeitssatz fiir reelle Abschliisse [1], Satz 8, genau eine
Fortsetzung zu einem Homomorphismus von B/It nach P. Dieser liefert die einzige
mogliche P-wertige Stelle von R, die A fortsetzt, q.e.d.

Die letzten beiden Sitze bilden zusammen eine Verfeinerung des Fortsetzungs-
satzes [5], Theorem 6, von Lang (vgl. Einleitung).

§4

In diesem Abschnitt bezeichne R stets einen reell abgeschlossenen Koérper und ¢
die einzige Anordnung von R. Zu einem Teilkorper F von R bezeichnen wir den
Bewertungsring o(R/F, ¢) der iiber F endlichen Elemente jetzt kiirzer mit o(R/F). Nach
der bisherigen Untersuchung sind diese Ringe genau die henselschen Bewertungsringe
von R. Als Korper F brauchen wir dabei nur die maximal archimedischen Teilkérper
von R ins Auge zu fassen. Diese sind gerade die maximalen Teilkorper der henselschen
Bewertungsringe von R. Wir wollen den Zusammenhang zwischen den henselschen
Bewertungsringen von R und den maximal archimedischen Teilkorpern von R etwas
weiter verfolgen').

Lemma 4. 1. Seien A, < A, zwei henselsche Bewertungsringe von K. Weiter sei F,
ein maximaler Teilkérper von A, und F, ein maximaler Teilkérper von F, N A, . Dann ist F,
maximaler Teilkorper von A, .

Bemerkung. Eine Abschwichung dieses Sachverhaltes findet sich bereits bei Lang [5],
Theorem 11: Ist F, maximal archimedischer Teilkérper von K und F; maximal archi-
medischer Teilkorper von F,, so ist F, maximal archimedischer Teilkorper von K.

Beweis. Mit m; bezeichnen wir das maximale Ideal von 4; und mit 4 die Restklassen-
abblldung von A, auf 4,/m,. Sei T ein maximaler F, umfassender Teilkorper von 4, und
F, ein maximaler Teilkérper von A4, iiber 7. Unter A wird sowohl F, als auch F, bljekth
auf A,/m, abgebildet (s. 2. 3). Wir haben also einen Isomorphismus o von F, nach F,,
der durch a(x)=xmodm, fiir x in F, gekennzeichnet ist. Dieser Isomorphismus 148t
jedes Element von F, fest. Sei T das Urbild o ~* (T) von T in F,. Fiir jedes Element 7 von T
liegt a()—1¢ in A4,, weil m, cm,; = 4, ist, und auch a(f) liegt in 4,. Daher ist T< 4.

') Diese Betrachtung geht zum Teil iiber das Wright’sche Manuskript hinaus.

41*
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Aufgrund der Maximalititsvoraussetzung tber F;, muB F, =7 sein. Somit ist
A(T)=A(T)=A(F,), und daraus folgt T=F,, d.h. F, ist maximaler Teilkorper
von 4,, q.e.d.

Satz 4. 2. Sei
FogFlggf;':R

eine Kette von maximal archimedischen Teilkorpern von R. Der Bewertungsring A: =o(R/F,)
hat einen Rang =n, und A hat genau dann den Rang n, wenn sich diese Kette nicht ver-
Sfeinern ldft. In diesem Falle sind die Ringe A;: =o(R/F,) sdmtliche Bewertungsringe,
die A umfassen.

Beweis. Sicherlich sind die A4; paarweise verschiedene Bewcrtungsringe, die A
umfassen, und somit hat 4 einen Rang =n. Es bleibt zu zeigen, dal die A4; samtliche 4
umfassende Bewertungsringe sind, wenn sich unsere Kette nicht verfeinern 14aBt. Sei
alos B ein Bewertungsring, der 4 echt umfaBt. Es gibt dann genau einen Index i<n
mit A;< B< A;,,. Weiter ist B aufgrund von Lemma 1. 1 mit ¢ vertraglich, also henselsch.
Sei F ein maximaler Teilkorper von B n F;,,. Nach Lemma 4. 1 ist F maximaler Teil-
korper von B und somit B=o(R/F) aufgrund von Theorem 1. 3. Weiter ist ;c Fc F;,.
Weil sich unsere Kette nicht verfeinern 1aBt, ist F=F; oder F;,, und somit B=4;
oder=4;,,, q.e.d.

Beispiel 4. 3 (Wright). Sei K=0Q(¢,, ¢,,...) die rein transzendente Erweiterung des
rationalen Zahlkorpers Q@ mit einer abzdhlbaren Folge ¢, #,,... von Unbestimmten.
Wir installieren auf K die eindeutig bestimmte Anordnung o, in der jedes ¢; positiv und
unendlich klein iiber Q(¢, ..., t;_,) ist, vgl. Satz 3. 1. Sei R ein reeller AbschluB3 von K
zu ¢. Dann sind die henselschen Bewertungsringe von R genau die Ringe der iiber den
Korpern Q(t,, ..., t;) endlichen Elemente (i=0). Sie haben alle abzdhlbar unendlichen
Rang.

Zum Beweis betrachte man die Durchschnitte eines vorgegebenen henselschen
Bewertungsringes von R mit den algebraischen Abschliissen der Korper Q(¢y,...,¢,)
in Rfiiraller=1.

Ist K irgendein Korper mit einer Anordnung o, so erhebt sich die Frage, ob ein zu
Satz 4. 2 analoger Satz fiir die mit ¢ vertraglichen Bewertungsringe von K gilt. Wie wir
wissen, entsprechen diese Bewertungsringe eineindeutig den henselschen Bewertungs-
ringen eines reellen Abschlusses R von K bzgl. ¢ (Theorem 2. 4). Auch ist leicht zu sehen,
daB der algebraische AbschluB F' in R eines maximal archimedischen Teilkorpers F von K
ein maximal archimedischer Teilkorper von R ist, fiir den F' n K=F ist. Aber es bleibt
die Frage, ob man auf diese Weise alle maximal archimedischen Teilkérper von R erhilt.
Deshalb ist es mir bisher nicht gelungen, Satz 4. 2 auf (X, o) zu iibertragen.

AbschlieBend fragen wir nach der Existenz eines mit o vertrdglichen Bewertungs-
ringes A vom Rang 1 zu vorgegebenem angeordneten Korper (K, o). Ersichtlich kann
es hochstens einen solchen Bewertungsring 4 von K geben, weil 4 den Ring o(K/Q, o)
umfassen muB.

Satz 4. 4 (Wright). K besitzt genau dann einen mit ¢ vertrdglichen Bewertungsring A
vom Rang 1, wenn es in K einen Kérper k und ein bzgl. k unendlich kleines positives Element t
gibt, so daB K archimedisch iiber k (t) ist.
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Beweis. Sei zundchst vorausgesetzt, daB in K ein solcher Ring A existiert. Wir
wihlen als k einen maximalen Teilkorper von 4 und als ¢ ein beliebiges positives
Element, das iber k& unendlich klein ist. Der Bewertungsring o (K/k(t), o) ist ein echter
Oberring von 4, muB also ganz K sein. Somit ist K iiber k (#) archimedisch.

Sei jetzt vorausgesetzt, daB K einen Teilkérper & und ein Element ¢ mit den im
Satz genannten Eigenschaften besitzt. Es geniigt, einen henselschen Bewertungsring vom
Rang 1 fiir den reellen AbschluB R von (X, o) nachzuweisen. Somit nehmen wir jetzt
zusitzlich K= R an. Nach dem Lemma von Zorn gibt es einen maximalen Oberkorper F
von k(t) mit der Eigenschaft, da ¢ unendlich klein iber F ist. Ersichtlich ist F maximal
archimedisch. Aufgrund von Satz 4. 2 — oder eines schwicheren Arguments — geniigt
es einzusehen, dal R selbst der einzige maximal archimedische Teilkdrper von R ist,
der F echt umfaft. Dann ist A =0o(R/F) der gesuchte Bewertungsring. Sei also E ein
maximal archimedischer Teilkérper von R, der F echt umfat. Wir betrachten ein Element

x=t"+aq,t" '+ ... +a, nz1)
mit Koeffizienten g; in F. Es ist
x=r'"1+a,t™ '+ .- +a,t™".

Der zweite Faktor ist eine Einheit von o(R/F), also erst recht eine Einheit von o(R/E).
Wegen der Maximalitdt von F ist auch ¢ eine Einheit von o(R/E), also x eine Einheit.
Somit ist der Korper F(f) in E enthalten. Aufgrund unserer Voraussetzungen ist R
archimedisch iiber F(¢),also E=R, q.e.d.

Es wire wiinschenswert, ein dhnliches Kriterium fiir die Existenz von mit ¢ ver-
traglichem Bewertungsring von K von vorgegebenem Rang n > 1 zu haben.
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