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Grothendieck- u n d Wittringe v o n nichtausgearteten 

symmetrischen Bilinearformen * 

M A N F R E D K N E B U S C H 

Mathematisches Institut der Universität des Saarlandes, Saarbrücken 

Vorbemerkungen 

Diese A r b e i t besteht aus d r e i T e i l e n . I n § 1 —4 e n t w i c k e l n w i r 
d ie D e f i n i t i o n des W i t t r i n g e s W(X) der n i c h t a u s g e a r t e t e n s y m ­
m e t r i s c h e n Bilinearräume über e i n e m be l i eb igen S c h e m a X ( = Prä ­
s c h e m a i n der T e r m i n o l o g i e der [ E G A ] 1 ) . I n § 5—10 s t u d i e r e n w i r 
W i t t r i n g e über l o k a l e n R i n g e n , i n § 1 1 — 1 4 über D e d e k i n d r i n g e n 
u n d d a m i t v e r w a n d t e n S c h e m a t a . 

Einleitung und Überblick 

A. I n der H a l b g r u p p e S(X) der I s o m o r p h i e k l a s s e n n i c h t a u s -
gearteter s y m m e t r i s c h e r Bilinearräume über e i n e m S c h e m a X ( in 
der E i n l e i t u n g k u r z , ,Räume über Xit g e n a n n t , De f . i n § 1) g i l t i m 
a l l g e m e i n e n n i c h t d ie Kürzungsregel . S ie i s t z . B . stets v e r l e t z t , 
f a l l s X dyadisch i s t , d . h . fa l l s das E l e m e n t 2 i n d e m R i n g r(X, (PX) 
der g l oba len F u n k t i o n e n auf X n i c h t E i n h e i t i s t (s. 3 .4 .2) 2 . D i e 
d a d u r c h b e d i n g t e n S c h w i e r i g k e i t e n lassen s i c h g e w a l t s a m be ­
se i t igen , i n d e m m a n n u r die z u S (X) gehörige G r o t h e n d i e c k g r u p p e 
K(X) b e t r a c h t e t . E s sei a n dieser Ste l le gestat te t , a n die K o n ­
s t r u k t i o n v o n K (X) z u e r i n n e r n . 

W i r n e n n e n z w e i E l e m e n t e f, rj v o n S (X) stark äquivalent u n d 
s chre iben £&rj, w e n n es i n S(X) e i n weiteres E l e m e n t £ m i t 
f - f £ =zfj+ C g i b t . I n der H a l b g r u p p e G der K l a s s e n dieser Ä q u i ­
v a l e n z r e l a t i o n auf S(X) g i l t die Kürzungsregel. K(X) i s t d ie v o n G 

erzeugte abelsche G r u p p e . ( Ihre E l e m e n t e s i n d d ie D i f f e r e n z e n 
* Habilitationsschrift Hamburg 1968, überarbeitet und leicht gekürzt. 

This research was supported in part by the National Science Foundation 
at the University of Notre Dame under grant GP-6652. 

1 Hinweis auf das Literaturverzeichnis. 
2 Hinweis auf ,,Folgerung 3.4.2" in § 3. 



g1 —g2 v o n E l e m e n t e n aus G m i t der R e g e l : 

gi - £ 2 = g[ ~g'2 gi + g'2 = g2 + gi) • 

K e n n e n w i r K(X)t so k e n n e n w i r i m m e r h i n a l le a d d i t i v e n A b ­
b i l d u n g e n v o n S(X) i n abelsche G r u p p e n , d a diese s i ch e i n d e u t i g 
über K(X) f a k t o r i s i e r e n lassen. W i r können i n S(X) T e n s o r p r o ­
d u k t e u n d äußere P o t e n z e n b i l d e n (§ 2) u n d d a m i t K (X) z u e i n e m 
A - R i n g (s. [ G J 1 , S. 148) m a c h e n , der überdies eine A u g m e n t a t i o n 
d u r c h die D i m e n s i o n s f u n k t i o n bes i t z t (vg l . [Se] , S. 6). D o c h w i r d 
d ie A - S t r u k t u r i n dieser A r b e i t n i c h t u n t e r s u c h t . 

E i n R a u m E über X m i t B i l i n e a r f o r m B heiße metabolisch, fa l l s 
E als C \ - M o d u l ((PX = S t r u k t u r g a r b e v o n X) d i r e k t e S u m m e zwe ier 
M o d u l n U u n d V i s t , d ie u n t e r B i n Dualität s tehen u n d v o n d e n e n 
m i n d e s t e n s e iner , e t w a Vt totalisotrop i s t , d . h . B(Vf V) = 0. G i b t 
es eine solche Z e r l e g u n g v o n Ei b e i der a u c h U t o t a l i s o t r o p i s t , so 
n e n n e n w i r E hyperbolisch. 

Ist X nicht dyadisch, d . h . i s t 2 E i n h e i t des R i n g e s r(Xf (PX), so 
i s t j eder m e t a b o l i s c h e R a u m sogar h y p e r b o l i s c h (s. § 3 . 3 ) . Ü b e r 
be l i eb igem X g i l t i m m e r h i n : 

( M 1) J e d e r m e t a b o l i s c h e R a u m ist z u e i n e m h y p e r b o l i s c h e n 
R a u m s t a r k äquivalent . 

, , M e t a b o l i s c h " ist also n u r eine l e i chte V e r a l l g e m e i n e r u n g v o n 
, , h y p e r b o l i s c h " , d ie w i r b e n u t z e n , u m d e n G e b r e c h e n der R ä u m e 
über d y a d i s c h e n S c h e m a t a R e c h n u n g z u t r a g e n . D i e m e t a b o l i s c h e n 
R ä u m e h a b e n a u c h w e i t g e h e n d die nützlichen E i g e n s c h a f t e n der 
h y p e r b o l i s c h e n R ä u m e i n der W i t t s c h e n T h e o r i e [ W ] über n i c h t -
d y a d i s c h e n Körpern (Beweise i n § 3 ) ' 

( M 2) Is t X a f f i n , V t o t a l i s o t r o p e r T e i l r a u m (s. § 1 . 3 ) eines 
R a u m e s E über Xf so läßt s i c h V z u e i n e m m e t a b o l i s c h e n T e i l ­
r a u m U © V v o n d o p p e l t e r D i m e n s i o n i n E ergänzen. 

Insbesondere läßt s i c h jeder n i ch tausgear te te R a u m E o r t h o ­
g o n a l zer legen i n e i n e n m e t a b o l i s c h e n R a u m M u n d e inen aniso­
tropen R a u m F (d. h . F bes i t z t ke ine t o t a l i s o t r o p e n Teilräume 4=0). 

D i e V o r a u s s e t z u n g ttX a f f i n " ist d a b e i w e s e n t l i c h . S c h o n über v o l l ­
ständigen e l l i p t i s c h e n K u r v e n g i b t es Gegenbeisp ie le (s. I 3 . I . 9 ) . 

Z u e i n e m R a u m E über X m i t B i l i n e a r f o r m B beze ichne — E 
d e n M o d u l Et ve rsehen m i t der B i l i n e a r f o r m —B. 

( M 3) E J _ ( — E) i s t stets m e t a b o l i s c h . 
( M 4) D a s T e n s o r p r o d u k t eines m e t a b o l i s c h e n R a u m e s m i t 

e i n e m be l i eb igen R a u m ist w ieder m e t a b o l i s c h . 



W e g e n ( M 3) i s t jeder R a u m or thogona le r S u m m a n d eines 
m e t a b o l i s c h e n R a u m e s . W i r können daher d ie G r o t h e n d i e c k g r u p p e 
KM(X) z u der H a l b g r u p p e M(X) der I s o m o r p h i e k l a s s e n m e t a ­
bo l i s cher R ä u m e über X als a d d i t i v e U n t e r g r u p p e v o n K (X) au f ­
fassen. KM(X) i s t wegen ( M 4) sogar e i n I d e a l i n K(X). D e n Q u o ­
t i e n t e n K(X)JKM(X) n e n n e n w i r d e n Wittring W(X) v o n X. 
N a c h ( M 3) g i l t für das B i l d (E) eines R a u m e s E i n W(X) d ie 
G l e i c h u n g (E) + (— E) = 0. Insbesondere lassen s i ch al le E l e m e n t e 
v o n W(X) d u r c h R ä u m e beschre iben , n i c h t n u r d u r c h f o rmale 
D i f f e r e n z e n v o n Räumen . L e i d e r b i l d e n , selbst be i a f f inem X, d ie 
I s o m o r p h i e k l a s s e n der a n i s o t r o p e n R ä u m e t r o t z ( M 2) i . a . k e i n 
e ine indeut iges Repräsentantensystem der E l e m e n t e v o n W(X) 
( , ,Kernräume") . S i eh t m a n j e d o c h v o n d iesem U m s t a n d ab , so 
k a n n m a n sagen, daß unsere D e f i n i t i o n des W i t t r i n g e s auf e iner 
natürlichen V e r a l l g e m e i n e r u n g der W i t t s c h e n Idee [ W ] b e r u h t . 

H beze ichne den z w e i d i m e n s i o n a l e n fre ien R a u m über Xt dessen 

l oka l f re i e tf^-Modul v o n e n d l i c h e m T y p g loba l f re i , so ist KM (X) = 
TLH (s. §3 .1 ) u n d W(X) enthält z u s a m m e n m i t der D i m e n s i o n s ­
f u n k t i o n auf K(X) (s. 1.4.1) a l le I n f o r m a t i o n e n über K(X)t d ie 
s i c h n i c h t auf d ie ^ - O p e r a t i o n e n bez iehen . 

B. E s folgt eine I n h a l t s a n g a b e . D i e b i sher besprochenen B e ­
grif fe w e r d e n i n § 1 — 3 eingeführt. I n § 2 de f in ieren w i r außerdem 
die Quadratklassengruppe Q(X) eines S c h e m a s X a ls d ie G r u p p e 
der I s o m o r p h i e k l a s s e n e i n d i m e n s i o n a l e r R ä u m e u n t e r d e m T e n s o r ­
p r o d u k t als Verknüpfung. W i r können d a n n d ie Determinante 
det (E) eines R a u m e s E der D i m e n s i o n n e i n f a c h a ls d ie I s o m o r p h i e -
klasse der w-ten äußeren P o t e n z v o n E de f in ieren . (Das W o r t 
, , D i s k r i m i n a n t e " reserv ieren w i r für d ie h i e r n i c h t b e h a n d e l t e n 
q u a d r a t i s c h e n F o r m e n . ) D a s erg ibt eine a d d i t i v e A b b i l d u n g 
d e t : K(X)-^Q(X) u n d m i t d e m üblichen V o r z e i c h e n t r i c k eine 
, , s ignierte D e t e r m i n a n t e " d: W(X)-^Q(X) (s. § 4 . 2 ) . D iese i s t n u r 
auf d e m I d e a l W0(X) der E l e m e n t e z u d e n R ä u m e n gerader D i m e n ­
s i o n a d d i t i v u n d v e r s c h w i n d e t auf W0(X)2. I s t W(X) diagonalisier-
bar, d . h . , w i r d dieser R i n g v o n der i n i h n e i n b e t t b a r e n Q u a d r a t ­
k lassengruppe Q(X) a d d i t i v erzeugt , so s t i m m t der K e r n der 
Einschränkung v o n d auf W0(X) sogar m i t W0(X)1 überein (s. § 4.3). 

Sonst k a n n er größer se in (s. 14.2.1, 14-3.4). 

B i l i n e a r f o r m d u r c h beschr ieben w i r d . Ist jeder 



W(X) i s t stets d i a g o n a l i s i e r b a r , fa l l s X S p e k t r u m eines s e m i ­
l o k a l e n R i n g e s i s t . A b e r s chon , w e n n X S p e k t r u m eines D e d e k i n d -
r inges i s t , s che int die D i a g o n a l i s i e r b a r k e i t v o n W(X) e i n seltenes 
Phänomen z u se in (Beispie le i n § 13.4, § 14). A l l g e m e i n ist K(X) 
a u c h der G r o t h e n d i e c k r i n g der eigentlichen R ä u m e über X, d . h . 
der R ä u m e , die lokale O r t h o g o n a l b a s e n bes i t zen (s. § 5.4). D e n n o c h 
i s t , selbst fa l ls X S p e k t r u m eines d y a d i s c h e n l o k a l e n R i n g e s i s t , 
i . a . n i c h t jeder R a u m z u e i n e m e igent l i chen R a u m s t a r k äqui ­
v a l e n t (s. § 8 .4). 

Ist X S p e k t r u m eines R i n g e s Ct so können w i r uns die R ä u m e 
über X als p r o j e k t i v e e n d l i c h erzeugte C - M o d u l n m i t B i l i n e a r f o r m 
v o r s t e l l e n (Übergang z u d e n g l o b a l e n S c h n i t t m o d u l n ) . W i r s c h r e i ­
b e n anste l le v o n Q(X)t S(X)t K(X)t W(X)t . . . d a n n Q(C)t S(C)t 

K(C)t W(C)t . . . . S e i j e t z t C e i n s e m i l o k a l e r R i n g , dessen R e s t ­
klassenkörper n a c h d e n m a x i m a l e n I d e a l e n al le m i n d e s t e n s 3 E l e ­
m e n t e e n t h a l t e n . D a n n läßt s i c h der K e r n der k a n o n i s c h e n S u r -
j e k t i o n des G r u p p e n r i n g e s Z [Q(C)] auf K(C) angeben ( § 5 . 5 ) . 

A . D e l z a n t b e n u t z t dieses R e s u l t a t über n i c h t d y a d i s c h e n Körpern 
i n [De] a ls A u s g a n g s p u n k t für die K o n s t r u k t i o n v o n , , S t i e f e l -
W h i t n e y - K l a s s e n " . E s sei h i e r a n g e m e r k t , daß seine M e t h o d e s i c h 
auf bel iebige nichtdyadische s emi l oka le R i n g e übertragen läßt. D i e 
S t i e f e l - W h i t n e y - K l a s s e n s i n d d a n n A b b i l d u n g e n 

Wi: K(C)^Hi(Xett ZJ^ 

( i = l , 2 , ...) i n die K o h o m o l o g i e g r u p p e n der k o n s t a n t e n G a r b e 
Z / 2 TL auf d e m e ta len S i t u s X e t z u d e m S p e k t r u m X v o n C (s. 
[ S G A A ] V I I ) . 

I n § 7 beweisen w i r d e n nahe l i egenden S a t z , daß für e inen 
henselschen l o k a l e n R i n g (Ct m) d ie R e d u k t i o n s a b b i l d u n g v o n S(C) 
auf S ( C / 4 m ) b i j e k t i v i s t , also a u c h die v o n K(C) auf K(CjAm) 
(vg l . [Du] ) . 

D e r Kürzungssatz v o n O ' M e a r a ( [ O M ] , 93 :14a) läßt s i c h für 
d ie h i e r b e t r a c h t e t e n R ä u m e auf bel iebige l o k a l e R i n g e C über­
t r a g e n { § 6 . 1 ; m a n könnte a l lgemeiner R ä u m e zu lassen m i t 
W r e r t e n der B i l i n e a r f o r m i m t o t a l e n Q u o t i e n t e n r i n g v o n Ct deren 
D e t e r m i n a n t e n n i c h t N u l l t e i l e r s ind} . D e r Schlüssel z u d iesem 
S a t z i s t O ' M e a r a s B e g r i f f der Normgruppe eines R a u m e s ( § 6 . 1 , 
[ O M ] § 93 A ) . Über be l i eb igen l o k a l e n R i n g e n ist e i n m e t a b o l i s c h e r 
R a u m d u r c h seine D i m e n s i o n u n d N o r m g r u p p e b is auf I s o m o r p h i e 



gekennze i chnet ( § 6 . 2 ) . O f f en i s t d ie F r a g e , ob es für d e n w e i t e r ­
gehenden K l a s s i f i k a t i o n s s a t z v o n O ' M e a r a für R ä u m e über B e ­
w e r t u n g s r i n g e n ( § 6 . 2 , [ O M ] 9 3 : ^ 6 ) e inen s i n n v o l l e n E r s a t z e t w a 
über regulären d y a d i s c h e n l o k a l e n R i n g e n g ib t (vg l . S a t z 6.2.2). 
D a b e i müßten die uneigentlichen R ä u m e , d . h . die R ä u m e ohne 
O r t h o g o n a l b a s i s , i r g e n d w i e a u s g e k l a m m e r t w e r d e n . Z u m B e i s p i e l 
lassen s i c h über d e m f o r m a l e n P o t e n z r e i h e n r i n g i n 4 V a r i a b l e n m i t 
e i n e m d y a d i s c h e n Körper als K o e f f i z i e n t e n b e r e i c h l e i c h t z w e i a n ­
i so trope , s t a r k äquivalente, une igent l i che R ä u m e m i t g le icher 
N o r m g r u p p e angeben, die n i c h t i s o m o r p h s i n d . Z i e l v o n § 8 i s t der 
B e w e i s der f o lgenden b e i d e n Tei lergebnisse i n R i c h t u n g au f e inen 
so l chen K l a s s i f i k a t i o n s s a t z : Se i (Ci m) d y a d i s c h e r l o k a l e r R i n g , 
c das v o n 2 m u n d der M e n g e m ( 2 ) der Q u a d r a t e i n m erzeugte 
I d e a l v o n C 

T h e o r e m 8.2.1. Ist C = O ( z . B . C e in Körper ) , so sind zwei aniso­
trope Räume über C mit gleichem Bild in W (C) isomorph. {Dies i s t 
a u c h über j e d e m nichtdyadischen s e m i l o k a l e n R i n g B r i c h t i g , w e i l 
d a n n i n S(B) d ie Kürzungsregel g i l t , s. 6.1.3, [ K l ] , [Kn] . } 

T h e o r e m 8.5.5. Entsteht (Cy m) aus einem regulären lokalen Ring 
(BiW) durch Reduktion nach einem Ideal zwischen 290¾2 + 9ft ( 2 ) 9tt 

und SJt 3, so hat jeder anisotrope Raum E 4=0 über Ci der keine un­
eigentlichen nichtausgearteten Teilräume 4=0 besitzt, in W(C) ein 
Bild 4= 0. {Die zwe i te V o r a u s s e t z u n g über E läßt s i ch n i c h t e r s a t z ­
los s t re i chen , s. 9-3-8.} 

Diese R e s u l t a t e ges ta t ten uns i n § 9 d e n B e w e i s e in iger A u s ­
sagen über das I d e a l Wm (C) der E l e m e n t e v o n Ci d ie s i c h d u r c h 
une igent l i che R ä u m e repräsentieren lassen. B e z e i c h n e n w i r z u 
e i n e m I d e a l a v o n C m i t W (Ci a) d e n K e r n der R e d u k t i o n s a b b i l ­
d u n g v o n W(C) auf W(Cja)i so g i l t Wm(C) C I f ( C m ) u n d Wm(C)^ 
W(Ct c) = W(C, mc) (s. 9-3-7), insbesondere also Wm(C) } W(Ct m c ) . 

I n § 9.3 u n d § 9.4 w e r d e n der erste u n d d r i t t e F a k t o r der R e i h e 

W(Ci mc) C Wm(C) C Wm(C) + W(Ci c) C W(Ci m) 

d u r c h E r z e u g e n d e u n d R e l a t i o n e n beschr ieben u n d für reguläres C 
a u c h der m i t t l e r e F a k t o r . Unabhängig v o n d e n R e s u l t a t e n aus § 8 
ze igen w i r i n § 9 - 5 , daß Wm(C) b e i v o l l k o m m e n e m R e s t k l a s s e n ­
körper C / m als K e r n eines k a n o n i s c h e n R i n g - E p i m o r p h i s m u s 
<y\ W(C)-^CJtv a u f t r i t t . D a b e i is t C 0 der T e i l r i n g n t u ( l - f m ) 



v o n C u n d tv das v o n d e n E l e m e n t e n 2£ + I 2 m i t | G m i n C 0 e r z e u g t e 
I d e a l . Is t C der R i n g der g a n z e n 2 - ad i s chen Z a h l e n , so i s t C = C 0 , 
tu = 8 C u n d d ie I n v a r i a n t e a w o h l b e k a n n t (s. [ B l ] , [Se] S. 3). 

D i e S t r u k t u r t h e o r i e v o n W(C) w i r d i n dieser A r b e i t n i c h t 
we i t e r ver fo lg t , d o c h sei a n g e m e r k t , daß die fo lgenden V e r a l l ­
geme inerungen zweier Sätze v o n A . P f i s t e r [Pf] r i c h t i g s i n d : Se i C 
s e m i l o k a l e r R i n g , dessen Restklassenkörper n a c h d e n m a x i m a l e n 
I d e a l e n al le mindes tens 3 E l e m e n t e e n t h a l t e n . D a n n h a t i n der 
a d d i t i v e n G r u p p e v o n W(C) jedes T o r s i o n s e l e m e n t 2 - P o t e n z -
O r d n u n g . D i e n i l p o t e n t e n E l e m e n t e v o n W(C) s i n d gerade d ie 
Tors i onse l emente aus W0(C). D e r B e w e i s m u ß späterer Veröf fent ­
l i c h u n g v o r b e h a l t e n b l e i b e n . 

E i n an i so t roper R a u m über e i n e m Körper k der C h a r a k t e r i s t i k 2 

b l e i b t über jeder separab len Körpererweiterung L v o n k a n i s o t r o p 
( § 1 0 ) . D i e s ze igt d e u t l i c h , daß für eine kohomo log i s che B e s c h r e i ­
b u n g der e igent l i chen R ä u m e über e i n e m S c h e m a die 6tale T o p o -
logie n i c h t ausre i cht . M a n müßte e t w a die t reu f lache T o p o l o g i e 
( , , t reuf lach, end l i che Präsentat ion" , [ S G A D ] I V , S. 86) h e r a n z i e h e n . 

Ist C e i n D e d e k i n d r i n g , L se in Quotientenkörper, so i s t d ie 
natürliche A b b i l d u n g v o n W(C) n a c h W(L) i n j e k t i v (11.1.1). D e r 
K e r n der entsprechenden A b b i l d u n g v o n K(C) n a c h K(L) läßt 
s i c h e x p l i z i t angeben (11.1.2, 11.1.3, 11.3-5). Is t 2 4=0 i n C , so s i n d 
z w e i i so trope R ä u m e über C genau d a n n s t a r k äquivalent, w e n n 
ihre L o k a l i s i e r u n g e n n a c h der H a l b g r u p p e der P o t e n z e n v o n 2 

i s o m o r p h s i n d . 

I n § 1 2 k o n s t r u i e r e n w i r z u e i n e m B e w e r t u n g s r i n g (C, m) m i t 
a r c h i m e d i s c h e r W e r t e g r u p p e r, Restklassenkörper k u n d Q u o ­
t ientenkörper L e ine e x a k t e Sequenz 

0 -> w (Ci m) -> w (L) -> w(k) [ r / 2 r\ -> o . 

D a s K o n g r u e n z i d e a l W(Ci m) v e r s c h w i n d e t genau d a n n , w e n n 
jedes E l e m e n t aus 1 + m e i n Q u a d r a t i s t . 

S e i Y eine vollständige i r r e d u z i b l e reguläre a lgebraische K u r v e 
über e i n e m Körper k ( [ E G A ] I I , § 7.4), L i h r Funktionenkörper . 
D e r K e r n der natürlichen A b b i l d u n g v o n W(Y) n a c h W(L) i s t das 
I d e a l der B i l d e r a l l e r l o k a l m e t a b o l i s c h e n R ä u m e über Y ( 13 . I . I ) . 
E s enthält s c h o n für e l l ip t i sches Y u n d a lgebra i s ch abgeschlossenes 
k u n e n d l i c h v ie le E l e m e n t e ( I 3 . I . 9 ) . A l l e r d i n g s ist über der p r o ­
j e k t i v e n G e r a d e n IP* b e i be l i eb igem Körper k j eder l o k a l m e t a -



bol i sche R a u m m e t a b o l i s c h u n d die k a n o n i s c h e A b b i l d u n g v o n 
W(k) n a c h W(JP1

k) b i j e k t i v (§ 13.2). 

D i e Überlegungen aus § 1 2 l i e f e rn z u j e d e m abgeschlossenen 
P u n k t p der K u r v e Y n a c h W a h l e iner O r t s u n i f o r m i s i e r e n d e n eine 
„Hindern i s -Funkt i on" dp: W(L)->W(k(p))f w o b e i k(p) der R e s t ­
klassenkörper v o n Oy i n p i s t . Ist X offener T e i l v o n Y1 so l iegt e i n 
f e W(L) genau d a n n i m B i l d der k a n o n i s c h e n A b b i l d u n g v o n 
W(X) n a c h W(L)f w e n n dp£ = O für al le p e Y \ X is t (§ 13.3). I n 
§ 13.4 geben w i r d e n B e w e i s e iner v o n G . Härder ge fundenen 
, , S u m m e n f O r m e l ' ' für die H i n d e r n i s s e dp i m F a l l e Y = JP1

k w i e d e r 3 . 
D iese F o r m e l h a t für be l i eb igen Körper k z . B . fo lgende K o n s e ­
q u e n z : Z w e i R ä u m e über d e m r a t i o n a l e n Funktionenkörper k(t) 
i n e iner V a r i a b l e n t s i n d i s o m o r p h , fa l l s ih re K o m p l e t t i e r u n g e n z u 
a l l e n v o n einer festen r a t i o n a l e n P r i m s t e l l e versch iedenen P r i m ­
s te l l en v o n k (t) i s o m o r p h s i n d . 

Ist X reguläre K u r v e über e i n e m n i c h t d y a d i s c h e n C 1 - K o r p e r 
oder a u c h über d e m Körper der ree l len Z a h l e n , so w i r d W(X) 
a d d i t i v erzeugt v o n d e n B i l d e r n der e i n d i m e n s i o n a l e n R ä u m e , der 
Quaternionenräume u n d (bei n i c h t a f f i n e m X) der l o k a l m e t a b o l i ­
schen R ä u m e ( § 1 4 . 2 ) . Ähnliches g i l t für offene T e i l e des S p e k t r u m s 
des R i n g e s der ganzen Z a h l e n eines a lgebra i s chen Zahlkörpers 
(14.2.4). 

J . P . Serre h a t i n [Se] K(Z) b e s t i m m t (und der W u n s c h , se in 
R e s u l t a t z u vers tehen , w a r der erste A n t r i e b z u dieser A r b e i t ) . 
W i r g e w i n n e n dieses R e s u l t a t i n § 14-3 i n der F o r m u l i e r u n g 
W(Z) ~ Z. W e i t e r geben w i r W(C) e x p l i z i t a n für d ie L o k a l i ­
s i e rungen C=p~°°Z v o n Z n a c h den P o t e n z e n e iner P r i m z a h l p. 

Für eine ausgedehnte br ie f l i che u n d mündliche D i s k u s s i o n 
d a n k e i c h m e i n e m F r e u n d e H e r r n Günter Härder h e r z l i c h . 

Bezeichnungen 

D a s Z e i c h e n O E bedeutet , ,ohne Einschränkung der A l l g e m e i n ­
h e i t " . N = natürliche Z a h l e n ; Z = ganze r a t i o n a l e Z a h l e n ; Q = 
r a t i o n a l e Z a h l e n ; IR = reelle Z a h l e n ; C = k o m p l e x e Z a h l e n ; F 2 = 
der Körper m i t 2 E l e m e n t e n ; Z2 = ganze 2-adische Z a h l e n . Z u 
einer abe lschen G r u p p e G u n d e i n e m r € N beze ichnet rG b z w . Gr 

3 Zusatz bei der Korrektur: Vg l . die demnächst erscheinende Arbeit 
, ,Reciprocity Iaws for quadratic forms", T h . 3.1, von W . Scharlau. 



d e n K e r n b z w . K o k e r n der H o m o t h e t i e auf G m i t r. Z u e iner 
abe lschen H a l b g r u p p e M beze i chnet KM d ie zugehörige G r o t h e n -
d i e c k g r u p p e (s. E i n l e i t u n g A ) . K i s t also der L i n k s a d j u n g i e r t e z u 
d e m V e r g e s s e n s f u n k t o r v o n der K a t e g o r i e der abe l s chen G r u p p e n 
i n d ie der abe l s chen H a l b g r u p p e n . 

D a s Z e i c h e n ~ bedeutet , , i s o m o r p h " , & bedeutet , , s t a r k 
äquiva lent " (s. E i n l e i t u n g A ) , ~ bedeutet , ,äquivalent" (s. § 3 - 5 ) . 

E i n P f e i l beze ichnet e inen E p i m o r p h i s m u s , e inen M o n o m o r -
m 

p h i s m u s , -=* e inen I s o m o r p h i s m u s . E i n e S u m m e ^ • • • r r u ^ natür­
l i c h e n If m sei N u l l , fa l ls l>m i s t . 1 

Z u e i n e m S c h e m a X (= , ,Präschema" i n d e n [ E G A ] ) beze i chnet 
Ox oder O d ie S t r u k t u r g a r b e v o n X, Ox d ie G a r b e i h r e r E i n h e i t e n , 
XXXp das m a x i m a l e I d e a l des H a l m e s Op v o n Ox i n fieX, k(p) d e n 
Restklassenkörper OpJmp. X heiße nichtdyadisch, fa l l s 2 i n r(X, Ox) 
E i n h e i t i s t , sonst dyadisch. Z u e i n e m 0 ^ - M o d u l E beze i chnet Ep 

den H a l m i n peX, E(p) d ie F a s e r EpJmpEp. D e n D u a l m o d u l 
Jfom (Ef Ox) beze i chnen w i r m i t £ * . Für l o k a l e S c h n i t t e u i n E1 

v i n E* über g le i cher offener M e n g e (oder zugehörige K e i m e i m 
g le i chen P u n k t ) s chre iben w i r anste l le v o n v(u) a u c h <u, v} oder 
(v, u). Z u e iner M e n g e T beze i chnet Tx oder T d ie G a r b e der 
(Zar i sk i - ) l o k a l k o n s t a n t e n F u n k t i o n e n auf X m i t W e r t e n i n T. 
Z u e iner G a r b e F auf X u n d o f fenem Z c X beze ichnet F\Z d ie 
Einschränkung v o n F auf Z . P i c (X) = G r u p p e der I s o m o r p h i e -
k lassen i n v e r s i b l e r C V M o d u l n ( [ E G A ] O 1 , § 5-4). E i n „Raunt" E 
au f X i s t stets e i n s y m m e t r i s c h e r B i l i n e a r r a u m (s. § 1), dessen 
B i l i n e a r f o r m w i r gewöhnlich m i t B beze i chnen . I s t x l o k a l e r 
S c h n i t t i n E1 so s chre iben w i r für d ie Norm B(x, x) a u c h n(x). 
M i t (E) b e z e i c h n e n w i r je n a c h K o n t e x t d ie I s o m o r p h i e k l a s s e 
v o n E oder deren B i l d i m W i t t r i n g W(X) (s. E i n l e i t u n g A ) . 

Z u e i n e m k o m m u t a t i v e n R i n g C (stets m i t 1) beze i chnet C * 
die E i n h e i t e n g r u p p e , C ( 2 ) d ie M e n g e der Q u a d r a t e i n C1 a ( 2 ) d ie 
M e n g e der Q u a d r a t e der E l e m e n t e eines Ideals a v o n C. Z u e i n e m 
C - M o d u l M u n d feC beze i chnet f~°°M d ie L o k a l i s i e r u n g v o n M 
n a c h der H a l b g r u p p e der P o t e n z e n v o n / . M a x ( C ) sei der i m 
S p e k t r u m S p e c ( C ) entha l tene T e i l r a u m der m a x i m a l e n Ideale 
v o n C Für e inen F u n k t o r R auf der K a t e g o r i e der S c h e m a t a 
s chre iben w i r anste l le v o n R ( S p e c C ) a u c h R(C). W i r n e n n e n C 
n i c h t d y a d i s c h , fa l l s 2eC* i s t , sonst d y a d i s c h . W e i t e r e B e z e i c h n u n ­
gen f inde t m a n v o r a l l e m i n § 1. 



§ 1. Symmetrische Bilinearräume 

1.1. U n t e r e inem symmetrischen Bilinearraum E über e i n e m 
S c h e m a X ve rs tehen w i r e inen lokal freien C \ - M o d u l E v o n e n d ­
l i c h e m T y p , versehen m i t e iner s y m m e t r i s c h e n B i l i n e a r f o r m 
B:ExE->OX. D i e A n g a b e v o n B i s t g l e i c h w e r t i g m i t der A n g a b e 
eines ^ - M o d u l h o m o m o r p h i s m u s y.E^E*, der m i t seiner T r a n s ­
p o n i e r t e n V übereinstimmt. D e r Z u s a m m e n h a n g w i r d gegeben 
d u r c h (u, veEp> peX) 

(1.1.1) B(utv) = <ut (p(v)}. 

E (oder B) heiße nicht ausgeartet, fa l l s <p e i n I s o m o r p h i s m u s i s t . 
D i e s ist g e n a u d a n n der F a l l , w e n n cp für al le xeX B i j e k t i o n e n 
<px:Ex-+E* auf d e n H a l m e n i n d u z i e r t . N a c h d e m L e m m a v o n 
N a k a y a m a bedeutet das, daß jede F a s e r E(x) n i ch tausgear te te r 
B i l i n e a r r a u m über d e m Körper k (x) i m k lass i s chen S i n n ist (unter 
der v o n B ge l ie ferten B i l i n e a r f o r m ) . E erweist s i ch s chon als n i c h t 
ausgeartet , w e n n E(x) für al le abgeschlossenen P u n k t e xeX n i c h t -
ausgeartet ist (s. [ B J 1 , S. 111). 

Bemerkung. D i e n i c h t a u s g e a r t e t e n R ä u m e i n d e m h i e r d e f i ­
n i e r t e n S i n n e s i n d die natürliche V e r a l l g e m e i n e r u n g der u n i m o d u -
l a r e n G i t t e r i n der k lass i s chen A r i t h m e t i k der q u a d r a t i s c h e n F o r ­
m e n . A n d r e r s e i t s s tehen sie i n A n a l o g i e z u d e n Vektorraumbündeln 
m i t n i ch tausgear te te r M e t r i k , e t w a über t opo log i s chen Räumen . 
W i r könnten a u c h i n dieser A r b e i t Vektorraumbündel b e t r a c h ­
t e n , d a über e i n e m S c h e m a jeder l oka l f re i e e n d l i c h erzeugte OX-
M o d u l als S c h n i t t m o d u l eines d u r c h i h n b is auf I s o m o r p h i e e i n ­
d e u t i g b e s t i m m t e n Vektorraumbündels aufgefaßt w e r d e n k a n n 
(s. [ E G A ] I I , §1 . 7 ) . 

Notationen 1.1.2. Ist E g l o b a l f re i , elt ener(Xt E) eine 
B a s i s v o n Et so kürzen w i r E oder die I somorph iek lasse (E) v o n E 
oft d u r c h die M a t r i x (a{j): = (B(eit e^) ab . E i s t genau d a n n n i c h t 
ausgeartet , w e n n die D e t e r m i n a n t e v o n (a{j) i n r(Xt OX) l i egt . 
I s t (UIJ) eine D i a g o n a l m a t r i x , so s chre iben w i r für E a u c h ( O 1 1 , 

ann). Für e inen R a u m m i t M a t r i x s chre iben w i r a u c h A (a, ß). 

1.2. I s t / : Y -+X e i n M o r p h i s m u s , so ents teht aus e i n e m R a u m E 
über X d u r c h B a s i s e r w e i t e r u n g (mi t OY t ensor iertes inverses B i l d ) 
w ieder e i n s y m m e t r i s c h e r B i H n e a r r a u m f*E. Is t E n i c h t a u s ­
geartet , so a u c h f*E. B e i s u r j e k t i v e m / g i l t d ie U m k e h r u n g . 



1.3. A l s Teilraum eines R a u m e s E b e z e i c h n e n w i r j eden T e i l ­
m o d u l F der l o k a l d i r e k t e r S u m m a n d ist (mit der Einschränkung 
der B i l i n e a r f o r m v o n E). E s genügt d a z u , z u wissen , daß EjF l o k a l 
freier M o d u l i s t . F heiße totalisotrop, f a l l s B auf FxF v e r s c h w i n d e t . 
E heiße isotrop, w e n n E e inen t o t a l i s o t r o p e n T e i l r a u m 4=0 bes i t z t , 
sonst anisotrop. Z u e i n e m T e i l r a u m F v o n E beze ichne FL d ie 
G a r b e der l o k a l e n S c h n i t t e v o n Ey d ie i n j e d e m H a l m Ex au f Fx 

senkrecht s tehen. Ist F n i c h t ausgeartet (E e v t l . ausgeartet ) , so 
ist E d ie d i r e k t e S u m m e v o n F u n d FL . A l l g e m e i n schre iben w i r 
E = G 1 © G 2 , fa l l s E d i r e k t e S u m m e der Tei lräume G 1 , G 2 a ls M o d u l 
i s t , E = G1 j _ G 2 , fa l l s überdies G 1 au f G 2 s enkrecht s teht . D i e o r t h o ­
gonale S u m m e v o n r K o p i e n v o n E beze i chnen w i r m i t rxE. 

Satz 1.3.1. Sei F Teilraum eines nichtausgearteten Raumes E. 

a) Die durch die Bilinearform von E gestifteten Modulhomo­
morphismen F L ( E JF)* und EjFx- -^F* sind bijektiv. Insbesondere 
ist Fl wieder Teilraum von E. 

b) (Fl)1-=F. 

Beweis (vgl . [ J ] § 1 ) . W i r können E als R a u m über e i n e m 
l o k a l e n R i n g vorausse tzen . T e i l a) b e r u h t darau f , daß jede L i n e a r ­
f o r m v o n EjF oder F d u r c h e in E l e m e n t v o n E u n t e r B i n d u z i e r t 
w i r d . B setzt EJFL z u F i n Dualität u n d EjF z u F A - , also a u c h 
EJFL Z U F L L . D a h e r m u ß F = F L L se in . 

S i n d Et F R ä u m e über g l e i chem S c h e m a Xt so b e z e i c h n e n w i r 
als Isometrie v o n E i n F j eden I s o m o r p h i s m u s v o n E auf e inen 
T e i l r a u m v o n F. 

1.4. S(X) beze ichne d ie H a l b g r u p p e der I s o m o r p h i e k l a s s e n 
a l ler n i c h t a u s g e a r t e t e n R ä u m e über X u n t e r der o r t h o g o n a l e n 
S u m m e j _ . Für die G r o t h e n d i e c k g r u p p e KS(X) (s. E i n l e i t u n g , 
T e i l A ) s chre iben w i r kürzer K (X). 

A l s Dimension d i m E eines R a u m e s E über X beze i chnen w i r 
d ie l o k a l k o n s t a n t e A b b i l d u n g v o n X n a c h N , d ie j e d e m peX d e n 
R a n g des M o d u l s Ep über Op z u o r d n e t . (E) »-•dim E i n d u z i e r t eine 
a d d i t i v e F u n k t i o n 
(1.4.1) d i m : K(X)-^T(XtZ). 

§ 2 . K(X) 

2.1. Tensorprodukt'. E u n d F seien R ä u m e über X m i t s y m ­
m e t r i s c h e n B i l i n e a r f o r m e n B19 B2. A l s T e n s o r p r o d u k t £ < g ) F 



dieser R ä u m e beze i chnen w i r d e n M o d u l E(S)0Ft versehen m i t der 
B i l i n e a r f o r m Bf d ie d u r c h die F o r m e l 

B (ex ®flte2 <g)/2) = B1 (e,, e2) B2 (U, f2) 

(efiEp, UtFpt peX) c h a r a k t e r i s i e r t w i r d ( [ B ] , S. 28, 29). S i n d 
(p: E-+E*, ip: F->F* d ie n a c h (1.1.1) z u JS 1 , B2 gehörigen l i n e a r e n 
A b b i l d u n g e n , so e n t s p r i c h t B d ie A b b i l d u n g y(Sy>'. E(S)F-+E*® F* 

M i t Et F i s t a u c h E®F n i c h t ausgeartet . D a s T e n s o r p r o d u k t 
m a c h t S(X) z u e i n e m H a l b r i n g , also K(X) z u e i n e m R i n g . D ieser 
ist k o m m u t a t i v u n d a s s o z i a t i v u n d bes i t z t e i n E i n s e l e m e n t , das 
d u r c h d e n R a u m (1) gel iefert w i r d . D i e D i m e n s i o n s f u n k t i o n (1.4.1) 
i s t e i n R i n g - H o m o m o r p h i s m u s . 

2.2. Äußere Potenzen. Is t E e i n R a u m über X m i t der B i l i n e a r -
r 

f o r m Bt so können w i r für jede natürliche Z a h l r^\ auf AE 
w i e d e r eine B i l i n e a r f o r m Bf de f in ieren d u r c h die F o r m e l ( [ B ] , 
S. 3 0 , 3 1 . ) 
(2.2.1) J B ' f o A ...AertZ1A ... Afr) = det (B(eit /,-)). 

r 

Gehört z u E d ie l ineare A b b i l d u n g 99: E-+E*t so z u AE d ie A b -
r r r r 

b i l d u n g A cp\ AE-+AE*, w e n n m a n AE* i n der üblichen W e i s e als 
r 

D u a l r a u m v o n AE auffaßt. Diese B e m e r k u n g zeigt insbesondere , 
r 

daß m i t E a u c h AE n i c h t ausgeartet i s t . W i r de f in ieren schließlich 
0 
AE a ls d e n M o d u l Oxt versehen m i t der B i l i n e a r f o r m B(u, v)=uv. 
Is t F e in we i terer R a u m auf X, so h a b e n w i r z u j e d e m r eine 
I sometr i e 
(2.2.2) ± AE® AF ^ A(E ±F), 

die d a d u r c h festgelegt i s t , daß jeder l o k a l e S c h n i t t der F o r m 
eTA ... Aei® J1A ... Afj- au^ exA ... AeiAf1A ... Afj abgeb i ldet w i r d u n d 

r o t o f f 

die R ä u m e AE(S)AF =AE u n d AE®AF =AF i n der e v i d e n t e n 

W e i s e i n A (E ±F) i n j i z i e r t w e r d e n . 
2.3. Quadratklassengruppe. D i e e i n d i m e n s i o n a l e n E l e m e n t e v o n 

S(X) b i l d e n u n t e r der T e n s o r m u l t i p l i k a t i o n eine G r u p p e Q (X) 
v o m E x p o n e n t e n 2, die w i r als die Q u a d r a t k l a s s e n g r u p p e v o n 
X beze i chnen . Sie ha t als U n t e r g r u p p e die G r u p p e der f re ien 
e i n d i m e n s i o n a l e n R a u m k l a s s e n , die s i ch m i t r(X, 0*)2 i d e n t i f i ­
z i e r e n läßt. r(X, 0*)2 i s t der K e r n des d u r c h Vergessen der B i l i n e a r -



f o r m e n ents tehenden H o m o m o r p h i s m u s v: Q(X)-^2Pic(X), w o b e i 
P i c ( X ) w ie üblich d ie G r u p p e a l l e r I s o m o r p h i e k l a s s e n i n v e r s i b l e r 
( = e ind imens iona ler ) 6 \ - M o d u l n beze ichne , v i s t s u r j e k t i v . I s t 
nämlich JSf i n v e r s i b e l u n d J ? ® S£ = Of so g i b t es e inen ( u n k a n o ­
nischen) I s o m o r p h i s m u s cp\££^<£*. D i e s e r erklärt eine n i c h t -
ausgeartete B i l i n e a r f o r m au f (nach F o r m e l 1.1.1), d ie a u t o ­
m a t i s c h s y m m e t r i s c h i s t . W i r h a b e n also eine e x a k t e Sequenz 

(2.3.1) 0 -> r(x, o*)2 -> Q (X) -> 2 P i c (X)^o. 

Bemerkung 2.3.2. D iese Sequenz läßt s i c h als , , K u m m e r ­
s e q u e n z " i n t e r p r e t i e r e n . W i r w o l l e n das k u r z erläutern. 

Z u vorgegebenem (5£) eQ (X) g i b t es eine t reu f lache E r w e i t e r u n g 
/ : Y - > X , die l o k a l v o n e n d l i c h e r Präsentation ( u n d quas iend l i ch ) 
i s t , so daß /•(JSf) s f*(\x) i s t . { I x = E i n s e l e m e n t v o n T(XfO). Z u r 
K o n s t r u k t i o n v o n / z iehe m a n Q u a d r a t w u r z e l n auf einer o f fenen 
Überdeckung v o n Xf über der JSf fre i ist} . S e i X f l der t reu f lache 
S i t u s v o n X ( , , treuf lach, end l i che Präsentat ion" , s. [ S G A D J I V , 
S. 86). D e r R a u m (\x) au f X h a t als A u t o m o r p h i s m e n g a r b e au f Xn 

die G a r b e /U2fl der 2. E i n h e i t s w u r z e l n auf X f l . N a c h G r o t h e n -
d ie cks A b s t i e g s t h e o r i e ( [ T D T E ] I , insbes . S. 13, 14) läßt s i c h Q(X) 
m i t der K o h o m o l o g i e g r u p p e H1(Xflf^2fl) k a n o n i s c h i d e n t i f i z i e r e n . 
E b e n s o läßt s i c h P i c ( X ) m i t H1 (Xflf Oxfl) i d e n t i f i z i e r e n . D a s Q u a ­
d r i e r e n auf Oxfl l ie fert u n s eine e x a k t e Sequenz 

(2.3.3) ! ^ , f i ^ ^ f l ^ ^ f l ^ l . 

D i e zugehörige lange e x a k t e Sequenz l i e fer t u n t e r a n d e r e m (2 .3 . I ) . 
M a n beachte , daß i m „£talen S i t u s " d ie z u (2.3.3) analoge S e q u e n z 
rechts n i c h t e x a k t z u se in b r a u c h t . 

2.4. D i e Determinante det E eines n i c h t a u s g e a r t e t e n R a u m e s E 

der D i m e n s i o n w de f in ieren w i r als d ie R a u m k l a s s e (AE)eQ(X). 
D i e s e D e f i n i t i o n i s t a u c h b e i n u r l o k a l k o n s t a n t e m n s i n n v o l l . A l s 
S p e z i a l f a l l v o n (2.2.2) e rg ib t s i c h d ie F o r m e l det (E±F) = d e t £ • 
det F . D i e D e t e r m i n a n t e n f u n k t i o n auf S(X) f a k t o r i s i e r t d a h e r 
über e i n e n e i n d e u t i g b e s t i m m t e n H o m o m o r p h i s m u s 

(2.4.1) det: K(X)-^Q(X) 

v o n abe lschen G r u p p e n . 

Beispiel: I s t E f r e i m i t M a t r i x (UIL)T so i s t det £ = (det(a^)). 

D i e D e t e r m i n a n t e des T e n s o r p r o d u k t e s zwe ier n i c h t a u s g e a r t e t e r 



R ä u m e Ei F der D i m e n s i o n e n m, n berechnet s i c h z u 

(2.4.2) det (E®F) = (det £ ) w ( d e t F)m. 

E s g i l t sogar 

Satz 2.4.3. Sind E und F (evtl. ausgeartete) Räume über X der 
Dimensionen m, n so gibt es einen natürlichen Isomorphismus 

r . (AE)®n®(AF)®m^AE(g)F. 

Beweis: (OEmt n kons tant . ) Se ien Et F zunächst fre i m i t B a s e n 
elf...,em u n d Z 1 , . . . , / „ . W i r de f in ieren 99, i n d e m w i r der B a s i s 

m n 

foA . . . A e J ® " ® ( / iA ••• A / „ ) ® m v o n ( A £ ) ® " ® ( A F ) ® M d ie B a s i s 
fo®A)A . . . A f o ® / J A f o O Z 1 ) A . . . A f o ( S Z l l ) A . . . A fo (g> / „ ) v o n 
m n 

AE®F z u o r d n e n . 99 hängt n i c h t v o n der W a h l der u n d / y ab . 
D a s fo lgt aus der k lass i s chen F o r m e l 
(2.4.4) det (A <g)ß) = (det 4 ) » (det ß ) m 

für M a t r i z e n ^4, m i t S p a l t e n u n d Z e i l e n z a h l m b z w . n über 
e i n e m k o m m u t a t i v e n R i n g . ( M a n b r a u c h t diese F o r m e l n u r e i n ­
zusehen , fal ls A oder B E i n h e i t s m a t r i x i s t . D a n n i s t sie ev ident . ) 
E b e n f a l l s m i t (2.4.4) beweist m a n , daß y i s o m e t r i s c h i s t . 

S i n d E u n d F n u r l o k a l f re i , so de f in ier t m a n I s o m o r p h i s m e n 
n a c h ob iger P r o z e d u r l o k a l m i t l o k a l e n B a s e n . D iese l o k a l e n 
I s o m o r p h i s m e n passen a u t o m a t i s c h z u s a m m e n , l i e f e rn also e inen 
g l oba len I s o m o r p h i s m u s . q.e.d. 

§ 3. Metabolische Räume 

3.1. Se i U ( evt l . ausgearteter) R a u m über X m i t B i l i n e a r -
f o r m B. W i r de f in ieren e inen n i ch tausgear te ten R a u m M(U)t 

i n d e m w i r d e n M o d u l U ®U* m i t der B i l i n e a r f o r m B' versehen , 
d ie d u r c h 

B'(u + u*t v + v*) = B(ut v) + <u, v*> + <v, w * > 

{utveUp> u*, v*eU*t peX} beschr ieben w i r d . D i e z u d iesen M(U) 
i s o m o r p h e n R ä u m e n e n n e n w i r metabolisch. 

Beispiel. Für bel iebiges *er(Xt 0) i s t M ( ( a ) ) S A (a, 0) . 

Satz 3.1.1. Ist U als M o d u l direkte Summe der Teilräume Ult U2t 

so ist M(U) s M(CZ 1 ) ±M(U2). 



Beweis: M a n h a t eine Z e r l e g u n g U* = Uf ±U2*, b e i der Ui* 
d e n M o d u l Uj für i^j a n n u l l i e r t . S e i cp: U2^U1* d ie l ineare A b ­
b i l d u n g m i t B(ulyu2) = cp(u2)} für bel iebige U1^Ulp, u2eU2p, 
peX. M(U) h a t d a n n die or thogona le Z e r l e g u n g 

M (U) = (U1 e U1*) _L [ ( l - cp) u2 © u*]. 

D e r zwe i t e S u m m a n d ist z u M(U2) i s o m o r p h . q . e .d. 

Beispiel 3.1.2. Is t U f re i , X1, xn eine B a s i s v o n U, so g i l t 
m i t ai: = B(xi, x{)eT(X, 6): M(U) ~ A (alt 0) J_ . . . ±A(aH, 0). 

M a n v e r i f i z i e r t u n m i t t e l b a r 

Satz 3.1.3. Ist U ein beliebiger, E ein nicht ausgearteter Raum 
über X, so istE®M(U) ^M(E®U). 

Für U ~ (1) e r h a l t e n w i r E®A (1, 0) £ A f ( E ) . 

N u n ist e r s i c h t l i c h -4 (1, 0) ^ (1) _L ( — 1). W i r s chre iben für d e n 
z u (— l )<g)£ i s o m o r p h e n R a u m , der aus E d u r c h Übergang v o n 
B zu — B ents teht , k u r z — E u n d e r h a l t e n 

Folgerung 3.1.4. E J_ ( - £ ) ^ M ( £ ) . 

3 .2. Metabolische Ergänzung ( vg l . E i n l e i t u n g ( M 2)). S e i F 
totalisotroper T e i l r a u m eines n i c h t ausgearte ten R a u m e s £ über 
X{B(V, V) = Ö}. I s t X affin, so h a b e n w i r z u d e m T e i l r a u m Vx-
v o n £ (s. 1.3.1) stets eine Z e r l e g u n g E= C7© F 1 . {Das H i n d e r n i s 
für d ie E x i s t e n z v o n C/ ist e i n E l e m e n t aus H1 (X, Jfom (EjVx-, V1-)). 
Diese G r u p p e is t N u l l , [s. E G A ] ! ! ! ! . } E r s i c h t l i c h s teht U u n t e r 
der B i l i n e a r f o r m v o n E z u V i n Dualität (s. I . 3 . I a). M: = U®V 
i s t also m e t a b o l i s c h e r T e i l r a u m v o n E. J e t z t i s t e v i d e n t 

Satz 3.2.1. Sei E nichtausgearteter Raum über affinem X und V 
totalisotroper Teilraum von E. Dann gilt es eine Zerlegung E = M ±F 
mit metabolischem M^V und d i m M = 2 d i m V. Der Raum F ist 
zu Vx-JV isomorph, also durch E und Vbis auf Isomorphie festgelegt. 
Insbesondere ist E genau dann metabolisch, wenn E einen Teilraum 
V mit Vx- = V besitzt. 

NB. 3.2.2. D i e B e d i n g u n g V=Vx- ist b e i be l i eb igen X g l e i c h ­
w e r t i g z u : V t o t a l i s o t r o p u n d d i m V = \ d i m E. 

3.3. Hyperbolische Räume. W i r können j eden l o k a l f r e i e n Qx-
M o d u l U v o n e n d l i c h e m T y p m i t der B i l i n e a r f o r m B = O versehen 
u n d d e n d a z u gehörigen m e t a b o l i s c h e n R a u m b i l d e n . D i e s e n be ­
z e i c h n e n w i r m i t H(U). E s ist H(U) s H(U*). Für H(Q) s chre iben 



w i r a u c h k u r z H. D i e z u den H(U) i s o m o r p h e n R ä u m e nennen w i r 
hyperbolisch. 

Satz 3.3.1. Ist X nichtdyadisch (d. h. 2 Einheit in r(X, (P)), so 
ist jeder metabolische Raum über X sogar hyperbolisch. 

W i r beweisen etwas a l lgemeiner 

L e m m a 3.3.2. (X beliebig). Sei U ein Raum über X mit sym­
metrischer Bilinearform B. Wir ändern die Bilinearform B auf U 
mit Hilfe einer (evtl. unsymmetrischen) Bilinearform D ab zu einer 
Bilinearform B', definiert durch 

Bf (u, v) = B (u, v)+D (u, v)+D (v, u) 

(u, veUp, p€X). Den so entstehenden Raum nennen wir U'. 

Behauptung: M(Uf)^M(U). 

A u s d iesem L e m m a folgt für D= — \ B der S a t z 3 . 3 . I . 

Beweis des Lemmas. Se i X: £7->£7* die l ineare A b b i l d u n g m i t 
D(u, v) = (u, X(v)} (u, veUp, peX). W i r de f in ieren e inen M o d u l ­
a u t o m o r p h i s m u s a : £7® U* -> £7® U* d u r c h a (u) = u + X (u), 
v.(u*)=u* für l oka le S c h n i t t e u, u* i n £7, £7*. D ieser ist eine 
I sometr i e v o n M(Ut) auf M(U). 

Beispiel 3.3.3. A (ß, 0) z A (ß + 2ju, 0) für al le ß, juer (X, 0). 

3.4. J e d e r metabo l i s che R a u m ist z u e i n e m h y p e r b o l i s c h e n 
R a u m s t a r k äquivalent. G e n a u e r g i l t 

Satz 3.4.1. Sei U ein Raum über X, H(U) der hyperbolische 
Raum zu U als Modul. Dann gibt es eine Isomorphie 

M(U) ±M(-U) ^H(U) LM(-U). 

E h e w i r diesen S a t z beweisen, z i ehen w i r die 

Folgerung 3.4.2 (vgl . [ O M ] S. 258). Für jedes d y a d i s c h e 
S c h e m a X (2 n i c h t E i n h e i t i n r(X, O)) i s t i n S(X) d ie Kürzungs­
regel v e r l e t z t . Z u m B e i s p i e l s i n d die R ä u m e A (1, 0) u n d A (0, 0) 
s t a r k äquivalent, sie s i n d aber n i c h t i s o m e t r i s c h , d a für j eden 
l o k a l e n S c h n i t t x des R a u m e s A (0, 0) der l o k a l e S c h n i t t B (x, x) 
i n 2O x l i egt . 

L e m m a 3.4.3 (vgl . [ O M ] 9}'A2). Sei cp: U->£ eine lineare Ab­
bildung von einem Raum U in einen (evtl. ausgearteten) Raum E 
über X. Uip sei der Graph zu cp, d.h. die Bildgarbe von (1, cp): 



U-+U A_E. In dem Raum F: = M(U) ±E = (U&U*) ±E stehen 
ersichtlich auch UFF und U* in Dualität. 

Behauptung. D e r O r t h o g o n a l r a u m E' des z u M(UFF) i s o m o r p h e n 
T e i l r a u m e s UFPQ U* i n F i s t z u E i s o m e t r i s c h . 

N.B. Insbesondere g i l t also 

(3.4.3.1) M(U) JLE ̂ M(UFF) LE. 

W e n d e t m a n (3.4.3-I) auf E = M(-U) = (- C/)© E7* u n d die 
ev idente A b b i l d u n g cp v o n U auf den T e i l r a u m (-U) v o n E a n , 
so erhält m a n S a t z 3-4 .1. 

Beweis von Lemma 3.4.3. Se i tp: E->U* d ie A b b i l d u n g m i t 
<« , y (tf)> = B((p(u)t e) für bel iebige 6 aus UPT E P I peX. D a n n i s t , 
wie m a n l e i cht nachrechnet , 

£ J k z z U £ © U* c J 2 ^ F 

eine I sometr i e m i t B i l d q.e.d. 

Beispiel 3.4.4. S e i 2 g l oba ler S c h n i t t eines R a u m e s E über X , 
aer(XT(P). D a n n ist 

4 (a, 0) ± £ s -4 (a + B (zt z), 0) _L E. 

3.5. W i r b e z e i c h n e n m i t M(X) d e n H a l b r i n g der I s o m o r p h i e -
k l a s s e n m e t a b o l i s c h e r R ä u m e . A l s Wittring v o n X de f in i e ren w i r 
d e n Q u o t i e n t e n W(X) = K (X)/KM(X). D iese D e f i n i t i o n w u r d e 
s c h o n i n T e i l A der E i n l e i t u n g erläutert. W i r n e n n e n z w e i n i c h t -
ausgeartete R ä u m e E u n d F äquivalent u n d s chre iben E ~ F , w e n n 
sie gleiches B i l d i n W (X) h a b e n , also w e n n es metabo l i s che R ä u m e 
MT N mit E ±M ^F ±N gibt. 

§ 4. Signierte Determinante 

4.1. S e i X eine S c h e m a . I n d iesem A b s c h n i t t beze i chnen w i r 
z u e i n e m XeT(X, 0*) m i t [X] den M o d u l (PX T versehen m i t der 
B i l i n e a r f o r m B(ut v) = Xuv für bel iebige ut ve(PPT peX. Se i E e i n 
n i ch tausgear te te r R a u m über Xt der e inen T e i l r a u m V m i t VL = V 
bes i t z t . D a n n g i l t m i t m: = d i m V 

(4.1.1) d e t £ = ( - l ) w . 

W i r ze igen sogar 

Satz 4.1.2. Zu dem Paar (ET V) gibt es einen natürlichen J s o -
2m 

morphismus <P\ AE [(— l ) m ] . 



Beweis. Se i {Za} eine offene Überdeckung v o n Xy so daß z u 
j e d e m I n d e x a eine Z e r l e g u n g E\Za=V\ Z a © Ua ex i s t i e r t . W i r 
de f in ieren M o d w Z - I s o m o r p h i s m e n 

<pA:E\ZA^H(V)\ZA=(V<&V*)\ZA, 

i n d e m w i r für l o k a l e S c h n i t t e v, u i n V \ Za b z w . Ua folgende Z u ­
o r d n u n g v o r n e h m e n : ya (v) = v; ya (u) = der v o n u vermöge der 
B i l i n e a r f o r m v o n E auf VcE i n d u z i e r t e S c h n i t t v o n 7 * . Für 
bel iebige Ind izes a, ß h a b e n w i r auf Za^Zß G l e i c h u n g e n 

2m 
m i t gee ignetem Xaß: V*\Za^Zß-+V\Za^Zß. D a h e r s t i m m e n A ^ a 

2m 2m 
u n d A q>* auf Za^Zß überein. Z u s a m m e n ergeben die Acpa e inen 

2m 2m 

M o d u l i s o m o r p h i s m u s ¢ ' : A E - > A H ( V ) . D ieser hängt n i c h t v o n 
der W a h l der Überdeckung {Za} ab u n d erweist s i ch als i s ometr i s ch . 
D a m i t h a b e n w i r uns auf den S p e z i a l f a l l E = H(V) = VQV* 

m 2m 

zurückgezogen. M i t J?:= AV können w i r s chre iben A E = ££ ® 
w o b e i d ie B i l i n e a r f o r m B d u r c h 

B(u®u*y v ® v * ) = ( — l ) m < w , v*}<y, u*} 

gegeben w i r d (uy ve&p, u*y v*e&*, peX). E r s i c h t l i c h ist u (g)w*-> 
2m 

<«, u*} e i n I s o m o r p h i s m u s v o n AE auf [( — l ) m ] . q.e.d. 
Bemerkung 4.1.3. Natürlich lassen s i ch a u c h die a n d e r e n 

äußeren P o t e n z e n z u m i n d e s t für e inen m e t a b o l i s c h e n R a u m M(U) 
e x p l i z i t b e r e c h n e n : Z u e inem l o k a l f r e i e n (P^-Modul W v o n e n d ­
l i c h e m T y p bezeichne G(W) d e n M o d u l W §§W* u n t e r der n i c h t ­
ausgearte ten B i l i n e a r f o r m B m i t 

B(u(g)u*t v = <uy v*}<[vy u*} 
2 n + l 

für bel iebige u, v € Wpy u*y v* e W*, p e X. Für jedes n ^ O ist A M(U) 
2 » 

m e t a b o l i s c h , AM(U) o r thogonale S u m m e eines m e t a b o l i s c h e n 

R a u m e s u n d des R a u m e s (— l ) n G ( A U). 

4.2. Z2(X)oQ(X) bezeichne die G r u p p e a l ler P a a r e (ß, a) m i t 
/ / € ¾ ( X ) W = ^ ( X , Z2), aeQ(X)y u n t e r der Verknüpfung 

(4.2.1) (Jh, O1) (fx2 ya2) = (/Z1 + ii2, ( - 1 r Mt <h <**) • 



I n d e m w i r e i n e m (E)eS(X) das E l e m e n t 

(n = d i m E) i n dieser G r u p p e z u o r d n e n , e r h a l t e n w i r eine a d d i t i v e 
F u n k t i o n auf S(X)j d ie n a c h (4.1.1) s i c h e r l i c h auf d e n h y p e r ­
bo l i s chen R a u m k l a s s e n v e r s c h w i n d e t , u n d somi t eine F u n k t i o n 

W i r beze i chnen v als d e n Dimensionsindex, d als die signierte 
Determinante. M i t (2.4.2) e r h a l t e n w i r für f, TJ€W(X) 

4.3. M i t H i l f e der I n v a r i a n t e n d ze igt m a n sofort , daß Q(X) 
als U n t e r g r u p p e der E i n h e i t e n v o n W(X) aufgefaßt w e r d e n k a n n . 
W(X) heiße diagonalisierbar, fa l ls dieser R i n g v o n Q(X) erzeugt 
w i r d . (Beispie le i n § 5.4, 13-4, 14.) 

W0(X) beze ichne das I d e a l a l ler SeW(X) m i t v(S) = O. D e r 
K e r n der A b b i l d u n g (v, d) (s. 4.2.3) ist e in I d e a l , das W0(X)2 u m ­
faßt (s. 4 .2 .4). 

Satz 4.3.1. Ist W(X) diagonalisierbar, so ist der Kern von (v, d) 
genau W0(X)2. 

Ist W(X) n i c h t d i a g o n a l i s i e r b a r , so k a n n der K e r n größer se in 
(s. 14 .2.1, 14 .3-4). S a t z 4 .3 . I läßt s i c h w ie i n d e m S p e z i a l f a l l [ P f ] , 
S a t z 13 beweisen. E b e n s o läßt s i ch [P f ] , S a t z 15 übertragen: 

Satz 4.3.2. Ist W(X) diagonalisierbar, so stimmen die minimalen 
Erzeugendenanzahlen (natürliche Zahl oder 00) der Gruppe Q(X) 
und des Ideals W0(X) über ein. Ein System (OLI)I € / aus Q(X) erzeugt 
Q(X) genau dann, wenn { l — oc,} l 6 / das Ideal W0(X) erzeugt. 

5.1. Se i E e in R a u m über X. W i r o r d n e n j e d e m of fenen UcX 
das I d e a l n r ( C 7 , E) v o n r(UfO) z u , das d ie E l e m e n t e n (z): = B (z, z) 
m i t zeT(U, E) erzeugen. D i e z u der Prägarbe U~->nr(U, E) 
assozi ierte G a r b e 11 £ ist I d e a l v o n OX u n d heiße die Norm v o n E. 

Satz 5.1.1. \\E ist quasikohärentes Ideal von endlichem Typ. Für 
jedes offene affine UcX ist r(U9XiE) = nT(U, E). 

Beweis: W i r können X als a f f in vo rausse tzen u n d b r a u c h e n 
für die zwe i te B e h a u p t u n g n u r den F a l l U = X zu b e t r a c h t e n . W i r 

(4.2.3) (v,d): W(X) -»Z2(X)QQ(X) . 

(4.2.4) V(^ti)=V(S) v(r))}d(Sr1)=d(Sy{n)d(r))^). 

§ 5. Norm eines Raumes, lokale Zerlegungen 



müssen ze igen, daß uE das z u d e m I d e a l a:=uT(X, E) v o n T ( X , 0 ) 
gehörige quasikohärente I d e a l ä v o n Ox i s t (s. [ E G A ] I , § 1 . 3 , 

1.4). Is t VcX offen u n d M e in E r z e u g e n d e n System des T(V,0)-
M o d u l s T(V1 E), so ist e r s i c h t l i c h 

(5.1.2) nT(Vi E)= X n(z) T(Vi 0) + 2 £ B(z, z') T(Vi 0). 

Sei V spez ie l l die M e n g e D(f) der P u n k t e xeX, i n denen e in v o r ­
gegebenes feT(X, 0) e inen W e r t f(x) 4=0 a n n i m m t . E i n E r z e u g e n ­
d e n s y s t e m v o n T(X, E) erg ibt d u r c h R e s t r i k t i o n e i n E r z e u g e n d e n -
s y s t e m v o n T(V, E). N a c h (5.1.2) ist daher uT(V, E)=f-°°a. D a 
w i r z u r B i l d u n g v o n uE unsere Prägarbe n u r auf den D(f) z u 
k e n n e n b r a u c h e n , m u ß E = ä se in . A u s (5.1.2) folgt a u c h , daß nE 
v o n e n d l i c h e m T y p i s t . q.e.d. 

Für jede B a s i s e r w e i t e r u n g / : Y->X i s t f*nE =nf*E. I n s ­
besondere ist der H a l m v o n nE i n xeX das v o n d e n E l e m e n t e n 
n(z), zeEx i n Ox erzeugte I d e a l u(Ex). 

5.2. A b j e t z t seien die i n d iesem P a r a g r a p h e n a u f t r e t e n d e n 
R ä u m e nicht ausgeartet. D i e N o r m jedes so l chen R a u m e s E umfaßt 
das I d e a l 2O x u n d (5.1.2) v e re in facht s i ch z u (V affin) 

(5.2.1) T(Vf nE)=%n(*) r(v> <*) + ^r(v> <*) • 

D a r a u s fo lgt 

(5.2.2) n(E±F)=n(E)+Xi(F)i 

(5.2.3) n(E 0 F ) =Xi(E)U(F) + 20. 

Bemerkung 5.2.4: M i t (2.2.2) u n d d e m späteren L e m m a 5.4.1 

erg ibt s i c h l e i cht (r ^ d i m E): n (AE)=Oi fa l ls r gerade ; n (AE) = 
uE, fa l ls r ungerade . 

5.3. W i r n e n n e n E eigentlich, fa l l s nE = Ox i s t , sonst uneigent­
lich. D i e o r thogona le S u m m e eines e igent l i chen u n d eines be l ieb igen 
R a u m e s ist w ieder e igent l i ch (s. 5.2.2). K(X) ist s c h o n der G r o t h e n -
d i e c k r i n g z u d e m H a l b r i n g (s. 5.2.3) der e i gent l i chen R ä u m e über X. 

5.4. Lokale Zerlegungen. Se i C e in semilokaler R i n g , d . h . C 
besitze n u r e n d l i c h v ie le m a x i m a l e Ideale XXi1, . . . , m r . 

L e m m a 5.4.1 (vg l . [ O M ] S. 258). Ein freier eigentlicher Raum 
über C läßt sich orthogonal in eindimensionale Räume zerlegen, ein 



freier uneigentlicher Raum in zweidimensionale. Insbesondere ist 
W (C) diagonalisierbar. 

Beweis: Se i r : = TTt1^ . . . ^ m f . D i e B e h a u p t u n g g i l t über K ö r ­
p e r n , also z u vorgegebenem E über C für d e n R a u m 

EjxE^ fj EImiE 
i = l 

über C/x. J e d e or thogonale Z e r l e g u n g v o n EfxE läßt s i c h l i f t e n z u 
e iner o r t h o g o n a l e n Z e r l e g u n g v o n E. q .e .d. 

D u r c h R e d u k t i o n auf d e n Körperfall s ieht m a n w e i t e r e i n , daß 
e i n z w e i d i m e n s i o n a l e r R a u m die G e s t a l t A (a, ß) m i t a, ßeC bes i t z t . 

L e m m a 5.4.1 (für l oka les C) l i e fert sofort 

Satz 5.4.2. Zu einem (nicht ausgearteten) Raum E über einem 
Schema X existiert eine offene Überdeckung {X0} von X, so daß 
jede Einschränkung E \ XA in ein und zweidimensionale Räume zer­
legt werden kann. E ist genau dann eigentlich, wenn es eine offene 
Überdeckung gibt, bei der alle E \ X o l orthogonale Summen eindimen­
sionaler Räume sind. Jeder Raum ungerader Dimension ist eigentlich. 

5.5. K(C) als Quotient des Gruppenringes Z[Q(C)]: S e i C s e m i ­
l o k a l e r R i n g m i t d e n m a x i m a l e n I d e a l e n Xti1, . . . , m f . W i r w o l l e n 
d e n K e r n des k a n o n i s c h e n — a u f g r u n d v o n L e m m a 5.4.1 s u r -
j e k t i v e n — H o m o m o r p h i s m u s 

0:Z[Q(Q]+K{C) 

b e s t i m m e n . W e n n w i r i n rE [Q(C)] r e chnen , s chre iben w i r für d ie 
z u e i n e m e€C* gehörige Q u a d r a t k l a s s e der D e u t l i c h k e i t h a l b e r [e]. 

Satz 5.5.1 (vg l . [De]) . Besitzen alle Restklassenkörper Cjxtii 

(i =Ij ... r) mehr als zwei Elemente, so wird der Kern von O als 
abelsche Gruppe erzeugt von den Elementen 

ta] + [ca] ~ - l£2] m i t (¾) -L ( £ 2 ) = -L (S2). 

Bemerkung 5.5.2. K e r 0 w i r d also als I d e a l v o n d e n E l e m e n t e n 

q(e, X, 0) = (1 + 0 ] ) ( 1 - [ A 2 + / ^ ] ) 

m i t eeC*, l,n$.C, X2 + [i2eeC* erzeugt . M a n überlegt s i ch l e i c h t , 
daß m a n s c h o n m i t d e n E l e m e n t e n q (e, 1, /J) a u s k o m m t , w e n n al le 
Cjxtii m e h r als 3 E l e m e n t e e n t h a l t e n , u n d natürlich a u c h , w e n n C 
l o k a l i s t . D i e V o r a u s s e t z u n g über C i n S a t z 5-5.1 i s t w e s e n t l i c h : 



Ist z . B . (Ci m) l o k a l m i t Restklassenkörper F 2 u n d r n 2 = 0, so 
v e r s c h w i n d e n al le q(e, Xi p). T r o t z d e m b r a u c h t 0 n i c h t b i j e k t i v 
z u se in . 

S a t z 5.5.1 ist u n m i t t e l b a r e F o l g e des u n t e n f o r m u l i e r t e n 
L e m m a s 5.5.3. M a n beachte d a z u , daß K(C) s chon der G r o t h e n -
d i e c k r i n g der f re ien e igent l i chen R ä u m e über C i s t . 

W i r n e n n e n z w e i O r t h o g o n a l b a s e n 93, 33' eines f re ien e igent ­
l i c h e n R a u m e s E (binär) verbindbar, w e n n es eine endl i che F o l g e 
» ! , . . . , » „ v o n O r t h o g o n a l b a s e n g ib t m i t : 93 = , 33' = 9 3 w , 9 3 i + 1 

unters che ide t s i c h v o n SSi i n höchstens z w e i E l e m e n t e n . 

L e m m a 5.5.3 (vgl . [ W ] , S a t z 7). Alle Cfmi mögen mindestens 
3 Elemente besitzen. Dann sind je zwei Orthogonalbasen 33 , 93' eines 
freien eigentlichen Raumes E über C verbindbar. 

Beweis: D u r c h I n d u k t i o n n a c h m: = d i m E. 

a) Für m^2 i s t n i c h t s z u zeigen. Se i m ^ 3 , 93 = (%, xm}} 

93' = {_yx, . . . , j y m } . E s genügt, 93 m i t einer O r t h o g o n a l b a s i s 93" = 

{y,z2i ...,zm} z u v e r b i n d e n , d ie m i t y.=yx beg innt . D e n n d a n n 
läßt s i ch die I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g auf die B a s e n {z2, ..., zm} 
u n d {y2i ym} v o n (Cy)1 a n w e n d e n . 

b) S e i C zunächst e in Körper. Se i O E 

(5.5.4) y = X1 X1 + •'• +Kxt 

m i t Xi4=0 für i = 1, . . . t. U m die soeben gestel l te A u f g a b e z u lösen, 
n e h m e n w i r — be i festem m — I n d u k t i o n n a c h t v o r . D e r F a l l 
t = \ i s t t r i v i a l . Se i t^2. D a w i r 93 m i t der B a s i s {X1Xli XtXti 

XiJrli ... xm} v e r b i n d e n können, dürfen w i r X1= ••• =Xt=\ a n ­
n e h m e n . Ist n (Xi) + n (Xj) 4= O für i r g e n d z w e i i +j z w i s c h e n 1 u n d t, 
so läßt s i c h 93 binär so abändern, daß d ie rechte Seite v o n (5.5.4) 
kürzer w i r d : M a n gehe v o n der B a s i s x%, Xj v o n C Xi +C Xj z u einer 
O r t h o g o n a l b a s i s Xi + Xjf Xj über. 

E s b l e i b t der F a l l n (Xi) = —n(xJ) für al le i +j z w i s c h e n 1 u n d t. 
D a n(y)+0 i s t , m u ß ^ 3 se in . C m u ß C h a r a k t e r i s t i k 2 h a b e n . 
W ä r e t = m, so würde für jedes zeE g e l t e n : B(y, z)2 = n(z)ai m i t 
a : = n(x^= — =n(xt). D a s steht i m W i d e r s p r u c h d a z u , daß y 
z u e iner O r t h o g o n a l b a s i s ergänzt w e r d e n k a n n . E s m u ß also t < m 
se in . C enthält mindes tens 4 E l e m e n t e . D a h e r können w i r e in 
e£C* f i n d e n , so daß z u OLm:= n(xm) a u c h ß := a + e2 a m 4=0 i s t . 



W i r ersetzen d ie O r t h o g o n a l b a s i s X1, xm v o n C X1 +C Xtn d u r c h 
x[ = ß-1 «.(X1-exm), x'm = ß-1 EieamX1 + «.xm). E s i s t X1= X1 +Xm 

u n d s o m i t 

y = X1 + x2+ ••• +xt+ xm. 

W i r h a b e n e inen längeren A u s d r u c k für y e r h a l t e n , d o c h s i n d w i r 
j e t z t s icher , daß n(x'm) = ß~1E20L0LM v o n a vers ch ieden i s t . I n d e m 
R a u m C X2 +C xm können w i r eine O r t h o g o n a l b a s i s X2 := X2 + xm, x'm 

f i n d e n u n d schre iben 

y = X1 + X2 + X3 + • • • + Xt 

m i t n {X2) = OL + ß~x E2OLOLM+ OL. Schließlich ändern w i r d ie B a s i s X2, X3 

v o n C X2 +C X3 z u einer O r t h o g o n a l b a s i s X2 = x2 + x3t X3 ab . W i r 
e r h a l t e n i m F a l l e t = 3 : y = X1 + x2 , s o n s t : 

y = X1 + X2 + xA + • • • + xtt 

u n d können die I n d u k t i o n s V o r a u s s e t z u n g a n w e n d e n . 

c) Se i j e t z t C e in s e m i k o l a r e r R i n g ohne zwe ie lement ige R e s t ­
klassenkörper. D u r c h Q u e r s t r i c h e beze i chnen w i r R e d u k t i o n e n 
n a c h d e m R a d i k a l r v o n C. A u f g r u n d des soeben B e w i e s e n e n läßt 
s i c h d ie B a s i s {xlt ...,xm) v o n E m i t e iner O r t h o g o n a l b a s i s v e r ­
b i n d e n , d ie m i t y b e g i n n t . D a h e r läßt s i ch {x1} xm) m i t e iner 
O r t h o g o n a l b a s i s v o n E v e r b i n d e n , d ie m i t e i n e m z=y m o d r £ be ­
g i n n t . W i r können also v o n v o r n h e r e i n a n n e h m e n : 

y=(\ + JLi1) X1 + Ii2 X2 + • • • +IXtXt 

m i t gewissen /z,-€r, 2 f^t ̂ m. D i e B e h a u p t u n g erg ibt s i ch w ieder 
d u r c h I n d u k t i o n n a c h t. M a n gehe v o n der B a s i s X1, xt v o n C X1+Cxt 

z u e iner O r t h o g o n a l b a s i s (i + fh) X1+ Litxt, x\ über, q.e .d. 

§ 6. Ein Kürzungssatz über semilokalen Ringen 

6.1. D i e i n [ K n ] , § 2 b e n u t z t e M e t h o d e z u m B e w e i s des 
W i t t s c h e n Kürzungssatzes über s e m i l o k a l e n R i n g e n l ie fert a u c h 
eine d e m Kürzungssatz v o n O ' M e a r a ( [ O M ] , 9 3 : 1 4 a ) ähnelnde 
Aussage . C sei i n d iesem P a r a g r a p h e n e in s e m i l o k a l e r R i n g m i t 
m a x i m a l e n I d e a l e n T t x 1 , . . . , m r . W i r setzen O E S p e c C als z u ­
sammenhängend v o r a u s . 

Ist M e in (evt l . ausgearteter) R a u m über C u n d (/, g, A) e in 
T r i p e l aus MxMxC m i t » ( / ) = B(f, g) = 0, n{g) = 2k, so w i r d 



— w i e m a n l e i ch t nachrechnet — d u r c h 

E(/, g, X) (z) =z + B(z, g)f -B(zff)g -XB(z, f) f 

e i n A u t o m o r p h i s m u s Elf, g, X) v o n M de f in ier t . 
E i n V e k t o r p a a r J1, f2)eMxM heiße hyperbolisch, fa l ls njx) = 

n(f2) = 0 , Bijlt / 2) = 1 i s t . W i r h a b e n d a n n eine Z e r l e g u n g 

M=(Cf^Cf2)LG. 

Z u j e d e m eeC* g i b t es e inen A u t o m o r p h i s m u s R(e,fltf2), der Z 1 

auf efl9 / 2 u n d e _ 1 / 2 a b b i l d e t u n d G e lementweise festläßt. D(flf f2) 
beze ichne d ie v o n diesen A u t o m o r p h i s m e n u n d den E(fi9g, X) zu 
a l l e n zulässigen T r i p e l n (/,-, g, X) m i t i = 1, 2, g € G erzeugte G r u p p e . 
W e i t e r s p r i n g t der A u t o m o r p h i s m u s r(fl9 f2) ins A u g e , der Z1 m i t f2 

v e r t a u s c h t u n d G e lementweise festläßt. 

E n t s p r e c h e n d d e m T e i l b) v o n L e m m a 2.1. aus [ K n ] e r h a l t e n 
w i r mühelos d e n ersten T e i l v o n 

L e m m a 6.1.1. Sei J1, f2) hyperbolisches Vektorpaar in einem 
Gitter M über C 

i) Ist C lokal, so operiert die von D(fl9 f2) und r(fl9f2) erzeugte 
Gruppe transitiv auf der Menge aller hyperbolischen Vektorpaare 
von M. 

ii) C sei semilokal. Das orthogonale Komplement G von Cf1-JrCf2 

in M enthalte einen Vektor g, für den n(g) = 2rj mit r)€C* ist. Dann 
operiert Dj1, f2) transitiv auf der Menge aller hyperbolischen Vektor-
paare von M. 

N.B. Natürlich läßt s i ch a u c h T e i l a) v o n [ K n ] , L e m m a 2.1 
übertragen. 

Z u m B e w e i s v o n T e i l i i ) können w i r den B e w e i s des e n t s p r e c h e n ­
den Te i l es c) des z i t i e r t e n L e m m a s aus [ K n ] n i c h t d i r e k t h e r a n ­
z i ehen , d a d ie E(f, g, X) s i ch j e t z t be i L i f t u n g e n weniger a n g e n e h m 
v e r h a l t e n . W i r gehen fo lgendermaßen v o r : Se i 

f'i = a i / i + a 2 / 2 + x, f'2 = ßifi + ß2fz+y 

e i n b e l i e b i g vorgegebenes weiteres hyperbo l i s ches V e k t o r p a a r aus 
M m i t OLI, ß{eC u n d x, yeG. W i r w o l l e n d u r c h A n w e n d u n g v o n 
A u t o m o r p h i s m e n Eji, h, X) (i=i,2, heG, XeC) auf ( / i , / 2 ) er ­
re i chen , daß der K o e f f i z i e n t OL1 eine E i n h e i t w i r d . D a n n ist es l e i c h t , 
dieses P a a r i n J1, f2) z u überführen (s. [ K n ] , B e g i n n des Beweises 



v o n L e m m a 2.1). M a n ha l te s i ch i m fo lgenden v o r A u g e n , daß 
E{fi> *. X) den V e k t o r fx auf ZI = O I Z I H - 5 ^ A S + * m i t 

A 1 = OL1 — A a 2 + B(x, h) 

O 2 = O 2 

.V= — a 2 A + x 

abb i lde t . Zunächst wenden w i r auf ( Z i , / i ) eine T r a n s f o r m a t i o n 
E{fi> Qy* —Q2ßiß2) m ^ t QeC a n . D a b e i wählen w i r Q so, daß für 
J e d e s m t (* = l , . . . r ) g i l t : Q = 1 m o d m , , fa l ls O 1 = O 2 = O m o d m t , 
g = 0 m o d iitj sonst. D a d u r c h erre ichen w i r , daß für das neue P a a r 
keines der Ideale m t d ie K o e f f i z i e n t e n O 1 u n d a 2 beide enthält. 
( N a c h jeder T r a n s f o r m a t i o n beze i chnen w i r das aus (f[, f'2) e n t ­
stehende P a a r wieder m i t (fx, f2) u n d die zugehörigen K o e f f i z i e n t e n 
wieder m i t <xi9 ßi9 x, y.} U n t e r B e n u t z u n g einer T r a n s f o r m a t i o n 
E (Z1, £x9 — 1 2 O 1 a 2) m i t { a 2 — 1 m o d m t , fa l ls a 2 $ 0 m o d m t , 
I = O m o d m t sonst (t = l , . . . r ) , e rre i chen w i r , daß überdies für 
jedes m t m i t O 2 = O m o d m t der V e k t o r x i n m , A f e n t h a l t e n i s t . 
M i t e iner T r a n s f o r m a t i o n E (f2, f ' x, — f ' 2 O 1 a 2) ähnlicher A r t ge­
l angen w i r schließlich z u e i n e m P a a r (f'Xt f'2), für das x i n j e d e m m t M 
l i egt . J e t z t w e n d e n w i r e inen A u t o m o r p h i s m u s E(fx,Cg, C2*?) &n> 
m i t d e m i n der B e h a u p t u n g g e n a n n t e n P a a r (gt rj) aus GxC*. 
D a b e i s chre iben w i r v o r : C = I m o d m t , fa l ls O 1 = O m o d m t , 
C = O m o d m t sonst (i=\, ...r). Für das so entstehende h y p e r ­
bol ische V e k t o r p a a r ist der K o e f f i z i e n t O 1 i n der T a t eine E i n h e i t . 
D a m i t ist der T e i l ii) v o n L e m m a 6.1.1 bewiesen. 

M i t O ' M e a r a beze i chnen w i r als Normgruppe QE eines R a u m e s E 
die v o n a l l e n n(z)t zeE a d d i t i v i n C erzeugte G r u p p e , g E l i egt 
z w i s c h e n d e n Idea len B (Et E) u n d 2 B (E9 E). 

L e m m a 6.1.2 (vgl . [ O M ] S. 257/258). Ist M metabolisch von 
der Dimension 2r9 E beliebiger Raum mit qE + 2 C } (\M, so ist 
E LM = E LrxH. 

Z u m B e w e i s beachte m a n (3.1.2) u n d (3-4.4). 

Satz 6.1.3 (vg l . [ O M ] 9 3 : 1 4 a ) . ETFT J seien Räume über C mit 
ELJ=FL JtQjC(g£ + 2 C ) ^ ( g F + 2 C ) , J nicht ausgeartet. Weiter 
gelte eine der folgenden Voraussetzungen: 

i) C ist lokal 



i i ) C ist semilokal) E enthält einen Vektorg mit n(g) = 2rj, 
ytC*. ( Z u m B e i s p i e l E ha t T e i l r a u m S H.) 

Dann ist E = F. 

D e r B e w e i s erg ibt s i ch u n m i t t e l b a r aus L e m m a 6.1.1 u n d 6.1.2, 

d a a f o r t i o r i E ±J ±(—J) = F ±J ±(—J) i s t . I m l o k a l e n F a l l e 
k o m m t m a n ans ta t t m i t L e m m a 6.1.1 a u c h m i t der v o n O ' M e a r a 
b e n u t z t e n M e t h o d e ( [ O M ] , § 9 3 Q z u m Z i e l . 

6.2: Se i j e tz t C lokal. 

Satz 6.2.1. Zwei metabolische Räume Mf N gleicher Dimension r 
und gleicher Normgruppe sind isomorph. 

Beweis. N a c h L e m m a 6.1.2 ist MLrxHsMl_NsNLrxH. 
M a n wende S a t z 6.1.3 a n . q.e.d. 

Satz 6.2.2. Uber C sei jeder nichtausgeartete Raum E mit E ~ 0 

metabolisch ( ~ : s. § 3-5). Dann folgt für nichtausgeartete E, F über C 
aus d i m E = d i m FF QE = QF und E~F, daß E=\F ist. 

Beweis. D a g ECq F i s t , genügt es z u zeigen, daß E± (— E) L E=% 
F±( — E)±E i s t . I n der T a t s i n d beide Se i ten z u ELrxH i so ­
m o r p h m i t r: = d i m E. q.e.d. 

S a t z 6.2.2 umfaßt a u f g r u n d des späteren § 1 1 . 1 O ' M e a r a ' s 
K l a s s i f i k a t i o n s s a t z [ O M ] 9 3 : 1 6 über bel iebigen B e w e r t u n g s r i n g e n . 
E i n anderes B e i s p i e l b e t r a c h t e n w i r i n § 8.3. 

§ 7. Reduktion m o d 4111 

Satz 7.1.1. Sei (Cf m) henselscher lokaler Ring. Zu zwei nicht-
ausgearteten Räumen E und F über C sei r: E^F eine lineare Ab­
bildung, die bei Reduktion m o d 4 m eine Isometrie wird. Dann 
existiert eine Isometrie a: E-+F mit a = x m o d 2 m . 

N.B. 7.1.2. Insbesondere ist die R e d u k t i o n s - A b b i l d u n g S(C)-> 
S(C/4m) b i j e k t i v , erst recht also K(C)-^K(CfAm). B e i Vergrößerung 
des Ideals a, n a c h d e m w i r reduz ieren , w i r d das i m a l lgemeinen fa l sch , 
d a d a n n i m a l lgemeinen n i c h t e i n m a l Q(C)-^Q(Cja) i n j e k t i v is t 
(s. [ O M ] 6 3 : 5 ) . 

S a t z 7.1.1 w u r d e 1943 v o n Dur fee für k o m p l e t t e d i skre te B e ­
wer tungsr inge bewiesen. ( [ D u ] , D u r f e e behande l t a u c h ausgeartete 
Räume. ) D i e v o n Dur fee benutz te Beweis idee läßt s i c h ebenfal ls 
auf bel iebige komplette l oka le R i n g e übertragen. 



Beweis von Satz 7 AA. a) Ist X1, xn eine B a s i s v o n E, so ist 
det {B {rxit TXj)) eine E i n h e i t . D a h e r ist r(E) n i ch tausgear te ter 
T e i l r a u m v o n F. W i r können O E a n n e h m e n , daß r b i j e k t i v i s t . 

b) Se i E = E1 j _ • • • L Et eine Z e r l e g u n g v o n E i n e i n d i m e n s i o ­
nale oder une igent l i che z w e i d i m e n s i o n a l e Ei (s. 5-4.1). F ist als 
M o d u l d i r e k t e S u m m e der n i ch tausgear te ten R ä u m e Fi:= T(Ei). 
Für i 4=;' ist B (Fi, Fj) C 4 m . Sei <p: F - > / \ die l ineare A b b i l d u n g m i t 
Cp(F1) = O u n d B (*, y) = B (x, <py) für bel iebige XeF1, yeF2 H + Ft. 
D a <p = O m o d 4 m is t , können w i r T d u r c h (1 — <p) o T ersetzen. D a n n 
ist i \ z u i£ + ••• + i j o r t h o g o n a l . D u r c h I t e r a t i o n des V e r f a h r e n s 
z i ehen w i r uns auf den F a l l zurück, daß die Fi paarweise o r t h o g o n a l 
s i n d , u n d d a m i t auf die Fälle d i m E = 1 u n d d i m E = 2, E u n ­
e igent l i ch . 

c) dim E = I. Sei x Bas i se l ement v o n E, y=rx. D a n n ist 
n(y) = n(x)(\ + 4A) m i t kern. W i r müssen für a den A n s a t z 
ax=(\ + 2£)y m a c h e n u n d die G l e i c h u n g (1 + 2 £ ) 2 = 1 + 4A m i t 
f € m lösen. D a s ist möglich, w e i l C henselsch i s t . 

d) dim E = 2. E uneigentlich. Se i x, y eine B a s i s v o n E m i t 
W e r t e m a t r i x A(<x, ß), a, ßem. D u r c h Abänderung des W e r t e s v o n T 

auf y u m e i n E l e m e n t aus 4 m F e rre i chen w i r zunächst B (r x, ry) = 1. 
Sei A(OL', ß') d ie W e r t e m a t r i x v o n u:=rx u n d v:=ry. E s ist 
a ' = a + 4 A f ß'=ß + 4p m i t k, juem. D a C henselsch i s t , läßt s i ch 
e in t]€m f inden , so daß für 

UT :=(\ + 2t)ß')-1 (U + 2TJV) 

neben der d u r c h den A n s a t z g a r a n t i e r t e n G l e i c h u n g B(u',v) = \ 
a u c h B(U',U') = OL g i l t ( leichte R e c h n u n g ) . E b e n s o läßt s i ch j e t z t 
e in v' =v m o d 2 m F m i t B(u', v') = l , B(v',v')=ß f inden . M a n 
definiere a d u r c h a x = u', ay = v'. q.e.d. 

N.B. 7.1.3. W i r b r a u c h t e n das Hense lsche L e m m a n u r für 
q u a d r a t i s c h e P o l y n o m e . 

§ 8. Anisotrope Räume über einigen artinschen lokalen Ringen 
8.1. I n d iesem P a r a g r a p h e n ist C e i n dyadischer lokaler Ring m i t 

m a x i m a l e m I d e a l m m i t Restklassenkörper k. W i r beze i chnen das 
v o n 2 m u n d der Menge m ( 2 ) der Q u a d r a t e i n m erzeugte I d e a l m i t c. 
D i e B e d e u t u n g v o n c für uns beruht auf d e m le i cht z u ver i f i z i e renden 



Lemma 8.1.1. Sei E ein (evtl. ausgearteter Raum) über CtE: = 
EJmE. Die Normfunktion n:E->C induziert eine Funktion n: 
E-+C/c, so daß das Diagramm 

E^C 
J 1 
E-^C/c 

mit den natürlichen Projektionen in den Vertikalen kommutativ ist. 

8.2. A b j e t z t w e r d e n i n § 8 al le au f t re tenden Räume als nicht-
ausgeartet vorausgesetzt , sofern aus d e m K o n t e x t n i c h t das G e g e n ­
t e i l hervorgeht . Z i e l dieses A b s c h n i t t s ist der B e w e i s des fo lgenden, 
insbesondere für §9 -3 , 9-4 w i c h t i g e n Satzes : 

Theorem 8.2.1. Sei c = 0. Für anisotrope Räume EtF über C 
folgt aus E ~F schon E = F. 

A n g e n o m m e n , w i r wüßten schon (c = 0 ) : 

Lemma 8.2.2. Ist E ~ 0, so ist E metabolisch. 

D a n n ist es l e i ch t , T h e o r e m 8.2.1 a l l g e m e i n z u bewe isen : N a c h 
(8.2.2) ist M := EL( — F) metabo l i s ch , besi tzt also e inen T e i l ­
r a u m V m i t V=V1. D i e o r thogona len P r o j e k t i o n e n v o n M auf E 
u n d — F ergeben be i Einschränkung auf V l ineare A b b i l d u n g e n 
p: V-+Et q: V-+F. D i e R e d u k t i o n e n ^ , ^ d i e s e r A b b i l d u n g e n m o d m 
müssen i n j e k t i v se in , d a die i n § 8.1 eingeführte F u n k t i o n n z u M 
auf — F u n d E ke ine N u l l s t e l l e n #=0 bes i tz t . D a h e r ist d i m E ^ 
d i m V, d i m F = d i m V. D a andererseits d i m E + d i m F = 2 d i m V 
i s t , müssen die d r e i D i m e n s i o n e n übereinstimmen. D a h e r s i n d p 
u n d q b i j e k t i v , a u f g r u n d des L e m m a s v o n N a k a y a m a also a u c h 
p a n d q b i j e k t i v . qop~l ist eine Isometr ie v o n E auf F. q.e.d. 

8.2.3. W i r beweisen L e m m a 8.2.2 zunächst für d e n F a l l , daß 
neben c = O a u c h 2 = 0 i s t . D a n n ist C ( 2 ) = k{2). A n g e n o m m e n es 
g ibt e inen v o n N u l l verschiedenen a n i s o t r o p e n R a u m E <^> 0. D ieser 
m u ß gerade D i m e n s i o n 2m h a b e n . N a c h § 5-4 h a b e n w i r eine Z e r ­
l egung 

E=-A(XltX2) ±— LA(X2m^tX2m). 

D i e A n i s o t r o p i e v o n E besagt, daß die Xi über k{2) l i n e a r unabhängig 

s i n d . E s g ib t e inen metabo l i s chen R a u m N = JL A (0, Jnj), so daß 



a u c h E±_N m e t a b o l i s c h i s t . N a c h S a t z 6.2.1 g i l t m i t 

M:=2ZA(0tXx) 

(8.2.3 .I) E±mxH±N=-M±N. 

D u r c h F o r t l a s s e n m e t a b o l i s c h e r E b e n e n aus N läßt s i c h diese 
R e l a t i o n so verbessern , daß Xl9 ... X2,n, Ä , ... pr über k{2) l i n e a r u n ­
abhängig s i n d (s. 6 . I . 3 ) . R e d u z i e r t m a n j e t z t d ie M o d u l n auf b e i d e n 
S e i t e n v o n (8.2.3.1) m o d m u n d be t rachte t m a n die N u l l s t e l l e n ­
m e n g e n der F u n k t i o n w (s. § 8 . 1 ) als s y m m e t r i s c h e Bilinearräume 
über k, so erhält m a n rechts { 2 w + r } x ( 0 ) , l i n k s aber d e n d a z u 
n i c h t i s ometr i s chen R a u m mxH l r x (O). W i d e r s p r u c h ! q .e .d. 

8.2.4. W i r w o l l e n L e m m a 8.2.2 i n d e m feh lenden F a l l 2 4=0 

beweisen. Se i E an i so t rop , £ ~ 0 . A f o r t i o r i i s t £ / 2 £ ~ 0 über 
C:= C / 2 C . A u f g r u n d des v o r i g e n A b s c h n i t t e s i s t 

E/2E s 1 A(Ot öi)±txA(0, 0) 

m i t E l e m e n t e n Si aus C , d ie w i r als l i n e a r unabhängig über ki2)=C{2) 

a n n e h m e n können. Diese Z e r l e g u n g I i f ten w i r z u einer Z e r l e g u n g 

(A) E^ lA(2yi9öi)l_ j _ , 4 ( 2 ^ , , 2 0 , ) . 
»=1 i = i 

U n s e r Z i e l i s t der N a c h w e i s , daß m = t = 0 i s t . Ähnlich w i e i n 
§ 8.2.3 ge langen w i r z u einer I sometr i e 

(B) E± I A(09 X1) s 1 A(0, di)±txH± ±A(0, X1) 
/ = 1 » - 1 1 - 1 

m i t gewissen XfiC9 d ie z u s a m m e n m i t d e n Oi e i n m o d 2 C l i n e a r 
unabhängiges S y s t e m über A ( 2 ) b i l d e n . W i r r e d u z i e r e n die R ä u m e 
auf be iden Se i t en v o n (B) m o d m u n d b e t r a c h t e n d ie N u l l s t e l l e n ­
m e n g e n N1 l i n k s u n d N2 rechts der C - w e r t i g e n F u n k t i o n e n h 
(s. § 8 . 1 ) . 

S e i {xif y{\ zj9 Wj\i=i, ... m\j=\y . . . /} d ie m o d m reduz ier te 
B a s i s v o n E z u der Zer l egung (A) u n d {s/, tt\l= 1, . . . r) d ie r e d u -

r 

z ier te B a s i s z u d e m T e i l _L ^1(0, X1) l i n k s i n (B) . A n a l o g beze i chnen 
1 

w i r d ie m o d m reduz ier te B a s i s z u r rechten Seite v o n (B) m i t 
ixi> yo z>> wj> si» F ü r c ^ i e R e d u k t i o n eines XeC m o d m schre iben 
w i r L B e a c h t e t m a n die l ineare Unabhängigkeit der 6i9 X1 m o d 2 C 



über ki2) u n d wei ter , daß für e in XeC das E l e m e n t 2 X genau d a n n 
v e r s c h w i n d e t , w e n n Xem i s t , so ver i f i z i e r t m a n so for t : N1 = 

(2 k s i j X w o b e i # die Menge der E l e m e n t e (Sit C/, cofek) 

i s t m i t 

m t 

Z $ Vi+Z ( £ « / + f / « v + « » / * » • ) = 0 •• 
1 1 

N2=(£ks[ + ]?kx^x¥, wobe i ^ d ie Menge der E l e m e n t e 
t \ 1 1 

2 (C; ^ H-W 7Ze/-) ist m i t 
1 

J e d e r m a x i m a l e l ineare T e i l r a u m der Menge N2 ha t die D i m e n s i o n 
r-\-m + t (s. z . B . [ C h ] , 1.4-3). E i n m a x i m a l e r l inearer T e i l r a u m 

v o n N 1 h a t daher die G e s t a l t ^jT * s,j X G m i t G C 0t d i m G = m +1. 

D e n v o n den * t au fgespannten k-Vektorraum beze ichnen w i r m i t Vt 

den v o n den zj9 Wi au fgespannten m i t V". E s i s t G c F ' © K " . Für 
die K o d i m e n s i o n e n v o n Gt Vt GnVff bezüglich des (m + 2tf)-dimen-
s i ona len R a u m e s F ' 0 F " g i l t 

c o d i m ( G ^ F ' ' ) ^ c o d i m G + c o d i m 7 " = * + m . 

N u n i s t aber G^ Vff= 0, d a wegen der A n i s o t r o p i e v o n E d ie 
q u a d r a t i s c h e F o r m 

1 

über * ebenfal ls an i so t rop i s t . E s k a n n n u r t = Ot a lso Vn= O se in . 
A u s G c F ' u n d d i m G = m folgt G = F ' . A b e r a u c h d ie F o r m 
m 

2 ist a n i s o t r o p . D a h e r ist m = 0. q.e.d. 
1 

8.3. Se i w e i t e r h i n c = 0. W i r können jeden (nichtausgearteten) 
R a u m E o r t h o g o n a l zer legen i n e inen m e t a b o l i s c h e n R a u m u n d 
e inen an i so t ropen R a u m L. W i r nennen L e inen Kernraum v o n E 
u n d beze i chnen d ie n a c h T h e o r e m 8.2.1 d u r c h die Ähnlichkeits­
klasse v o n E e i n d e u t i g festgelegte I somorphiek lasse (L) als d e n 
Kerntyp K e r E v o n E. A l s S p e z i a l f a l l v o n S a t z 6.2.2 e r h a l t e n w i r 



Satz 8.3.1. E ist durch seinen Kerntyp (L), seine Normgruppe g 
und seine Dimension m bis auf Isomorphie festgelegt. 

D i e B i n d u n g e n z w i s c h e n d e n I n v a r i a n t e n (L) e S (C), g : = 
g / 2 C c C / 2 C u n d m € N s i n d : L ist a n i s o t r o p ; ( p w ( L / 2 L ) ; 

m — 2 d i m f t ( 2 ) g + d i m L ist eine gerade Z a h l 2 r. Dieses r i s t die 
m a x i m a l e A n z a h l h y p e r b o l i s c h e r E b e n e n , die s i ch v o n E a b s p a l t e n 
lassen. 

8.4. T h e o r e m 8.2.1 l ie fert uns Be isp ie le binärer Räume , die nicht 
zu eigentlichen Räumen stark äquivalent sind. Se i e t w a C l o k a l m i t 
2 = 0 u n d m 2 = 0. J e d e r R a u m E = A (a, ß) m i t über k{2) l i n e a r 
unabhängigen a, ßem ist an i so t rop , also n i c h t ~ 0 . W e g e n d(E) = 1 

i s t E z u k e i n e m e igent l i chen R a u m s t a r k äquivalent. E r s t recht 
g i l t dies z . B . für d e n R a u m A (J 1 , t2) über d e m f o r m a l e n P o t e n z ­
r e i h e n r i n g k [Itlf t2]] i n 2 V a r i a b l e n z u e inem d y a d i s c h e n Körper k. 
E i n anderes B e i s p i e l ist der R a u m A (2, 2) über Z 2 . [ M a n reduziere 
m o d 4.] 

8.5. I n C gelte j e tz t stets m c = 0. W i r fragen n a c h B e i s p i e l e n C , 

über denen g i l t : 
(P) Ist E+0 e in an iso troper R a u m ohne une igent l i che n i c h t ­

ausgeartete Teilräume 4=0, so k a n n n i c h t £ ^ 0 se in . 
So lche R i n g e w e r d e n i n § 9.4 eine R o l l e sp ie len . Z u m V e r ­

ständnis v o n (P) sei a n g e m e r k t , daß e in une igent l i cher R a u m F 
über C stets genau d a n n ^ O i s t , w e n n FjzF m e t a b o l i s c h ist (siehe 
9.3.8). F selbst k a n n d u r c h a u s an i so t rop se in . 

Bemerkung 8.5.1. M a n k a n n we i tergehend fragen, w a n n über C 

sogar g i l t : 
(Q) Für anisotrope R ä u m e EfF ohne v o n N u l l verschiedene 

une igent l i che n i chtausgearte te Teilräume folgt aus £ ~ F stets 
E = F. Diese F r a g e scheint weniger f r u c h t b a r z u se in . (Q) ist s chon 
für C = A p 1 , *2]/(*i> ^ 2 ) 3 v e r l e t z t , w e n n k (dyadischer) n i c h t v o l l ­
k o m m e n e r Körper ist (s. aber S a t z 9.5.5): 

S e i eek\k{2). D i e R ä u m e E := A(t2, e), F := Aß, e - M a ) s i n d 
über C an i so t rop , d a d(E) + 1 , d(F) + 1 i s t , u n d n i c h t i s o m o r p h , 
d a g £ + g F i s t . T r o t z d e m ist E~F (s. 9.2.1, 9-3-7). A u c h für 
C=Z2[t]/(2,t)3 ist (Q) v e r l e t z t : M a n be t rachte A(2t, i) u n d 
A(2t, i + t) über C u n d beachte wieder (9-2.1) u n d (9-3-7). 

Satz 8.5.2. Ist k vollkommen, so hat C die Eigenschaß (P) . 
{mc = 0 w i r d h ier n i c h t gebraucht . } 



Beweis. Se i E 4=0 an i so t rop über C Enthält EjmE ke ine h y p e r ­
bo l ische E b e n e , so ist n a c h § 8.3 d i m E 5^2. Wäre E~0, so müßte 
d i m E = 2, d(E) = 1 se in . D a E e igent l i ch i s t , wäre E d o c h i so t rop . 
W i d e r s p r u c h ! q.e.d. 

Z u m Verständnis des fo lgenden Theorems m e r k e n w i r a n , daß 
die Menge m ( 2 ) der Q u a d r a t e i n m e in k{2)-Vektorraum i s t , d a 
2 m 2 = m ( 2 ) m = O i s t . Für das I d e a l m ( 2 ) C können w i r a u c h m{2)k 
schre iben . 

Lemma 8.5.3. Sei mc = 2m = 0. Die kanonische Abbildung von 
m ( 2 ) <&k,k auf m{2)k sei bijektiv. Dann hat C die Eigenschaft (P). 

Beispiel 8.5.4. (B, 9R) sei (dyadischer) regulärer l o k a l e r R i n g , 
21 e in I d e a l zw i s chen 29K + 9 K ( 2 ) 5 K u n d 25R + 3 K 3 . D a n n ist die 
V o r a u s s e t z u n g des Theorems für C = Bjty erfüllt. { M a n unterscheide 
die Fälle 26¾» 2, 2e9K\9!K 2 . } 

Beweis von Lemma 8.5-3- i) E s e * +0 , aber ^ O , u n d besitze 
ke ine n i chtausgear te ten une igent l i chen Teilräume 4= 0. W i r müssen 
ze igen, daß E i so t rop i s t . Zunächst benutzen w i r noch n i c h t , daß 
2m = 0 i s t . A u f g r u n d v o n T h e o r e m 8.2.1 ist 

(A) E^lA(OLi99i) 
*=i 

m i t QfiC, OLfic W i r setzen sämtliche a t 4=0 voraus , d e n n sonst ist 
n i c h t s z u beweisen. D a EjmE ke ine h y p e r b o l i s c h e n E b e n e n ent ­
hält, s i n d d ie Q1modm über k{2) l i n e a r unabhängig. W i r h a b e n 
G l e i c h u n g e n (i=\t ... m) 

(B) OLi=ZvlQ, +t& *>+ 2ßi 
I i = I r=l 

m i t Viß> ßiv> ßi^™. u n d gewissen XfiC9 d ie m i t den Qfi z u s a m m e n 
m o d m e in über k{2) l i n e a r unabhängiges S y s t e m b i l d e n . D u r c h eine 
ähnliche B e t r a c h t u n g wie i n § 8.2.3 e rha l t en w i r n a c h e v t l . V e r ­
größerung des S y s t e m s der Xj eine Isometr ie 

r h 

E±±A(09 X1)L LA(OilXl) 

S _L A (0, Qi) ± ± A (0, Xj) 1 J _ A (0, fit) 

m i t fAfim. W i r d e n k e n uns n a c h W a h l der Xj d ie so gewählt, daß h 
i n (C) möglichst k l e i n i s t . W i r fassen n u n beide Se i ten v o n (C) a ls 
Zer l egungen eines R a u m e s F auf . Se i {x,, yi | i = \ f . . . n) eine B a s i s 



v o n E z u der Z e r l e g u n g (A) u n d {ujf Vi] S1, tt\j = 1, . . . w ; / = 1, ...h) 
eine Ergänzung dieser B a s i s z u einer B a s i s v o n Ff d ie der Z e r l e g u n g 
l i n k s i n (C) e n t s p r i c h t . A n a l o g beze ichne {x\, y\; Uj, Vj; S1, e ine 
B a s i s v o n F z u der Zer l egung rechts . W i r b e t r a c h t e n d ie N u l l ­
s te l lenmenge N der N o r m f u n k t i o n n auf F. Se i 

m r h 

2=2 +y ' i ) +XfPi uJ +xPi vj) +2 (** si + r< O 
i i i 

e in E l e m e n t aus N. D i e Yji u n d Xpi müssen i n tu l iegen, d a w i r sonst 
eine l ineare R e l a t i o n zwis chen den Qi, A ; m o d m über k{2) h e r l e i t e n 
könnten. E b e n s o müssen al le T /Gm se in . Sonst ließe s i c h e i n 
Iil m o d 2 C l i n e a r d u r c h die QifXj m i t K o e f f i z i e n t e n i n C ( 2 ) a u s ­
drücken u n d der R a u m A (0, ///) auf b e i d e n S e i t e n v o n (C) kürzen 
(s. 6.1.3). 

ii) U n t e r B e a c h t u n g v o n m c = 2 m = 0 erhält m a n aus n(2:)==0 

j e tz t 2 V2 Q1+Ii V 2 * , = 0. 
1 1 

A u f g r u n d unserer V o r a u s s e t z u n g über m{2)k müssen al le Tj2
if X2 v e r ­

s c h w i n d e n , n bezeichne das I d e a l der £€m m i t f 2 = 0. W i r e r h a l t e n 

1 1 1 

Insbesondere ist N e in C - M o d u l . M i t H i l f e der n a c h (B) i s o t ropen 
V e k t o r e n (i = 1, . . . tn) 

m r 

- v = - 2 y<„ : y „ - 2 *>, 
e r h a l t e n w i r ebenso 

1 1 1 

Sei R der M o d u l der zeN m i t B(z, AT) C n . S i c h e r l i c h ist n 4= m , d e n n 
i n (B) s i n d d ie a ,4=0. D a h e r i s t e inerseits 

(D') R^Ct+ZCut+Zms't+nF, 
1 1 1 

andererse i ts 
k 

(D) R = G+][jmsi + nFf 

1 
m ' 

w o b e i G der M o d u l der E l e m e n t e z i n V: = 2 c *» + Zi C w> m i t 

1 1 



B(z, V)cn i s t . D a s B i l d v o n G i n VjxnV muß n a c h (D) u n d (D') 
d ie D i m e n s i o n m + r über k h a b e n , also m i t ganz VjmV über­
e i n s t i m m e n . N a c h d e m L e m m a v o n N a k a y a m a i s t G=Vf d . h . 
B(VfV)Cn. Insbesondere l iegen die ßif = -B(XIFUJ) i n n . D i e 

m 

V e k t o r e n Xi — £ yifJ yll aus E s i n d i sotrop , q.e.d. 

Theorem 8.5.5. (Cf m) entstehe aus einem (dyadischen) regulären 
Ring (BfTl) durch Reduktion nach einem Ideal zwischen 2 9 R 2 + 
W2)m und SR» Dann hat C die Eigenschaft (P) (s. § 8.5 A n f a n g ) . 

N.B. 8.5.6. W i r w e r d e n für den B e w e i s neben mc = 0 n u r die 
fo lgenden l e i cht z u ver i f i z i e renden E i g e n s c h a f t e n v o n C b e n u t z e n : 

(8.5.6.1) Cjlm genügt der V o r a u s s e t z u n g v o n L e m m a 8.5-3. 

(8.5.6.2) Für fem folgt aus f 2 G2m stets f e 2 C + n , wobe i n das 
I d e a l der rjem m i t rf = 2rj = O bezeichne. 

Beweis von Theorem 8.5.5. Z u zeigen is t , daß e in vorgegebener 
R a u m £ 4 = 0 über Cf der ~ 0 ist u n d keine une igent l i chen n i c h t ­
ausgearte ten Teilräume 4=0 bes i t z t , i s o t rop i s t . A u s (8.5-3) u n d 
(8.5.4) w issen w i r s chon , daß EjlmE m e t a b o l i s c h i s t . W i r können 
den T e i l i) des Beweises v o n L e m m a 8.5-3 n o c n e i n m a l d u r c h l a u f e n , 
w o b e i s i c h j e t z t d ie G i n . (B) z u Oii = Ifii m i t ßfim vere in fachen . 
W i r b e n u t z e n d ie d o r t i g e n B e z e i c h n u n g e n . Se i 

* = Z (£i*i+r)iyi)+Z (Wi+vM) 
W 

+ Z faSi+Tttt) 
1 

e in E l e m e n t aus N. A l l e rji9 tpjf T1 müssen i n m l iegen (s. B e w e i s v o n 
8.5.3, i ) . M i t (8.5-6.1) folgt aus n(z)=0 we i ter , daß al le Tj2

f yj2 i n 
2 m l i egen (vgl . B e w e i s v o n 8.5-3. W e g e n (8.5.6.2) e rha l t en w i r 
(i=\f ...m\j=\f ...r\l=\f ...h)\ 

(b) TjiZlC+ n, tpfilC + n, T z G m . 

Dasse lbe können w i r für d ie K o e f f i z i e n t e n v o n z bez. der ges t r i che ­
n e n B a s i s {Xi, y\; UJI v]\ s\ f t[) schließen. N enthält den v o n d e n 
Xi, u], S1 au fgespannten T e i l r a u m U v o n F. A n d e r e r s e i t s i s t das 
B i l d v o n N i n FjmF i n d e m v o n d e n B i l d e r n der xif UJT S1 aufge ­
s p a n n t e n V e k t o r r a u m e n t h a l t e n . W e g e n gle icher D i m e n s i o n m u ß 
dieser V e k t o r r a u m m i t UjmU übereinstimmen. Z u j e d e m i m i t 
1 ^ i g m g i b t es e i n zeU, so d a ß i n der D a r s t e l l u n g (a) f t = l i s t 



u n d al le anderen K o e f f i z i e n t e n i n m l iegen. A u s n(z)=0 u n d (b) 
erhält m a n Cni=Ayi m i t yfiC(\ <*i^m). 

Ist 4 = 0 , so s i n d w i r f e r t ig . Se i 4 4= 0. W i r s t u d i e r e n d ie M e n g e 0 
der ztN m i t B(z, z)e2C+n für jedes zeN. D a b e i unters che iden 
w i r d ie Fälle m 4= 2 C + n u n d m = 2 C + n . Se i zunächst m 4= 2C + n . 
E i n zeN l iegt genau d a n n i n 0, w e n n i n (a) d ie rfi2C+n u n d die 
Ofixn s i n d . Diese lbe B e d i n g u n g erg ibt s i ch für d ie K o e f f i z i e n t e n 
v o n z bez. der gestr i chenen B a s i s . Se i M der v o n 0 i n F erzeugte 
C - M o d u l . M i t den i so t ropen V e k t o r e n y-\= — Qixi + 2yiiv" = 
- X1UJ + 2v'j, t" = -IxlSl + 2t\ g i l t 

(c) M =X (Cx\ + Cy") +Z (Cuj +CV'/) + £ (msf' + Ct") +nF 
i i i 

u n d 0 = M^N. D a n(M)C4C i s t , h a b e n w i r eine , , quadrat i s che 
F o r m " q: M->k m i t n(z) = 4q(z) für al le zeM i n e v i d e n t e r N o t a ­
t i o n . Se i P das R a d i k a l v o n M1 d . h . der M o d u l der zeM m i t 
q(z + z) = q(z) für jedes zeM. E r s i c h t l i c h is t 

(d) P= ^(Xxxsf
l+Ct")+mM+ nF. 

i 

D i e B i l d e r der V e k t o r e n x\, y", Uj, v" (\ ^m1 \ ^r) i n 
MjP b i l d e n e in S y s t e m paarweise o r thogona ler h y p e r b o l i s c h e r 
V e k t o r p a a r e des q u a d r a t i s c h e n R a u m e s MjP über k, das MjP 
a u f s p a n n t (insbes. eine B a s i s v o n M/P). Für jeden m a x i m a l e n 
C - M o d u l Wc0 ha t also WjP d ie D i m e n s i o n m + r über k ( z . B . 
[Ch] I , 4-3). Se i W e in solcher M o d u l , der den i n 0 e n t h a l t e n e n 

F 

M o d u l ZCui umfaßt . Für e in i n der G e s t a l t (a) geschriebenes 
i 

zeW m u ß IB(ZtU1) = Itp1 = O sein (1 ^ r ) , wegen (b) also 
y ; - € n . Außerdem l iegen d ie O1 i n m . M i t Tji = 2 £ » m o d n e r h a l t e n w i r 

n(z)=4Z(^Y, + ^ t + C2
 Qi) =0. 

i 

S i n d al le Sfixxx, so müssen a u f g r u n d der l i n e a r e n Unabhängigkeit 
r 

der Q , m o d m über k(2) a u c h al le f < i n m l iegen. D a n n ist ze P+Z C U1r. 
i 

D a d i m WjP>r i s t , m u ß es also e in zeW geben, für das n i c h t a l le 

f , € m s i n d . D e r zugehörige V e k t o r JT (Sixi + 2Ciyi) erweist £ als 

i so t rop . 1 



E s b l e ib t der F a l l m = 2 C + n . D a n n ist 0 = N. I n (c) ist 
Vxsl d u r c h Csl z u ersetzen, (d) ist d u r c h P = m A f + n F z u er ­
setzen. D i e soeben benutz te M e t h o d e führt a u c h je tzt z u m 
Z i e l , q .e .d. 

§ 9. Das von den uneigentlichen Räumen erzeugte Ideal 
9.1. Einige Hüfsformeln. Zunächst dar f C e in bel iebiger R i n g 

( k o m m u t a t i v , m i t 1) se in . A l l e au f t re tenden Räume werden s t i l l ­
s chwe igend als n ichtausgearte t vorausgesetzt . K l e i n e gr iechische 
B u c h s t a b e n bedeuten E l e m e n t e aus C. 

(9.1.1) (£)®A(<x,ß)*A(eoL, e-*ß). 

D a s ist ev ident . W e i t e r g i l t 

(9.1.2) A(2Ä-PQ, Q)^A(0, O ) , 

(9.1.3) A (*ffx) = A ( - (1 - a/ /) " 1 a, fx). 

Z u m B e w e i s ersetze m a n i n einer B a s i s xf y z u r l i n k e n Seite x d u r c h 
( 1 — kg)-1 (x — ky) b z w . (1 — a / / ) " 1 (x — <xy). 

(9.1.4) A ( - a, fx) ± A (a, o) S A (0, fx) ± A ( - (1 - ap) " 1 *,<> + fi). 

D a s sieht m a n d u r c h Übergang v o n einer B a s i s x l f y l t x2, y2 für 
die l i n k e Seite z u der B a s i s x[ = X1 + x2, y[=ylt 

* 2 = (1 ~ ÖLQ)'1 (X2 - Oiy2), y% = (y2 -yx) + /i (x2+xx). 

E r s e t z t m a n i n (9.1.4) a d u r c h e in E l e m e n t der Ges ta l t —(1 —ßg^ß, 
so erhält m a n m i t (9-1-3) 

(9.1.5) A Ifi9 Q) ± A ((1 - ß Q ) - ' ß, fi) S A (0, ix) L A {ß, g + fx). 

Schließlich ver i f i z i e r t m a n ähnlich wie (9-1.4) 

(9.1.6) A((x2e, X)±(-e)*A{0, /) ± {-e + a 2 e2 X). 

9.2. Kongruenzen m o d Wa(C). Se i a e in I d e a l v o n C M i t W(C9 a) 
oder W(a) beze ichnen w i r den K e r n der R e d u k t i o n s - A b b i l d u n g 
v o n W(C) n a c h W(Cja) { , , K o n g r u e n z i d e a l " z u a}, m i t Wa(C) oder Wa 

das i n W(a) enthal tene I d e a l der E l e m e n t e v o n W(C), d ie s i ch d u r c h 
R ä u m e E m i t nEca repräsentieren lassen (s. § 5.2). I n § 9.4 werden 
w i r den Q u o t i e n t e n W(a)/Wa für einen d y a d i s c h e n l o k a l e n R i n g 
(C, m) u n d a = m be t rachten . A l s V o r b e r e i t u n g d a z u s tud ie ren w i r 
j e tz t den A u s d r u c k A(<x, Q), aufgefaßt als F u n k t i o n v o n axC n a c h 



W(O)JWa. Zunächst b r a u c h e n w i r n u r v o r a u s z u s e t z e n , daß C s e m i ­
l o k a l u n d 2 C C a C r ist m i t r : = R a d i k a l v o n C I m fo lgenden s i n d 
n i c h t näher beze ichnete K o n g r u e n z e n m o d Wa z u lesen. 

N a c h (9-1.5) g i l t für ß, ^eat geC: 

(9.2.1) A(ß,Q)=A(ß,Q + p). 

Seien / J 1 , ß2ea, geC. D a (1 — ßxg)~lg ~ g m o d a i s t , e r h a l t e n w i r aus 
(9.1.5) a u c h 

(9.2.2) A(ßl9 g)+A(ß2, g) ^A(ß1 + ß2,g). 

Diese be iden K o n g r u e n z e n w e r d e n w i r ständig b e n u t z e n . W i r 
w o l l e n i n Wa e in möglichst großes K o n g r u e n z i d e a l au f suchen . Für 
kea, geC ist (s. 9.1.2) 

(9.2.3) A(2k, g) ^A(X2g, Q). 

E r s e t z t m a n h i e r i n Q d u r c h g + fx m i t fxea, so ge langt m a n z u 
A(X2/n, g) = 0 . E r s e t z t m a n n u n i n (9.2.3) X d u r c h Xji, so ge langt 
m a n z u A (2 Ijx, g) ^ 0 . E s g i l t also 

Lemma 9.2.4. Wa^W (ab) mit b := 2 a + a ( 2 ) C . 
E r n e u t e A u s w e r t u n g v o n (9-1.5) l i e fert uns j e t z t — i n V e r ­

a l l g e m e i n e r u n g v o n (9.2.1) — für ßea, g, aeC: 

(9.2.5) A(ß, g + a) = A(ß, g)+A(ß, o)+A(ß2g, a). 

[ M a n beachte ß(\ -ßg)-1 =ß + ß2g m o d ab.] 

Für bel iebige a, ßea, geC, (x€C* ist 

(9.2.6) A(OL, g)®A(ß, a) ^ A (aß, ga) m o d Wa. 

Z u m B e w e i s zerlege m a n A (ß, a) i n e i n d i m e n s i o n a l e R ä u m e u n d 
beachte (9.1-1)-

9.3. Struktur vonWm/W(mc): I n d iesem u n d d e m nächsten A b ­
s c h n i t t sei (C, m) dyadischer lokaler R i n g m i t Restklassenkörper k. 
W i r w o l l e n für e i n I d e a l a z w i s c h e n 2 C u n d m d e n Q u o t i e n t e n 
WJW(ab) (vg l . 9.2.4) u n t e r s u c h e n . N i c h t näher beze ichnete K o n ­
g r u e n z e n s i n d j e t z t m o d W ( a b ) z u lesen. 

A u s (9.1.5) e rg ibt s i ch für Ot1, a 2 , ßea d ie i m fo lgenden ständig 
b e n u t z t e K o n g r u e n z 

(9.3-1) A(oLlt ß) +A(*2> ß) = A(^+a2, ß). 



Seien a, ßea. W e g e n (9-1.2) ist A (2*, ß)=0. A u s (9-1-6) folgt 
A(a2Xf ß) ~ o für XeC* u n d d a m i t für XeC W i r h a b e n b e w i e s e n : 

Lemma 9.3.2. Für aea, ßeb liegt A(a, ß) in W(ab). 

Seien a, ßea, XeC A u s (9-1.2) e r h a l t e n w i r 

(9.3.3) A(2X,a)--A(X2afa)f 

u n d d a r a u s 
(9.3.4) , 4 ü 2 a , £ ) ^ ( a , A 2 

C bezeichne den R i n g Cja, C < 2 ) den T e i l r i n g der Q u a d r a t e v o n C. 
W i r fassen 5 : = ajb als M o d u l über C ( 2 ) auf. Z u j e d e m h a b e n 
w i r e in wohlde f in ier tes E l e m e n t 2 X v o n ct. W i r b i l d e n den Q u o t i e n ­
t e n 5 * 5 v o n ä(g)c<2>5 n a c n ^ e r v o n c ^ n E l e m e n t e n (2Ä) (g )ä 
+ A 2 ä (g> ä m i t XeCf aeä erzeugten abelschen G r u p p e {die a u c h die 
E l e m e n t e ä@ß — /?(g>ä m i t ä, / ?eä enthält} . 

(9.3 .I) bis (9.3.4) lassen s i ch wie folgt z u s a m m e n f a s s e n : 

Satz 9.3.5. Die Funktion A(af ß) m o d W(ab) induziert einen sur-
jektiven Homomorphismus 

Q: ä'a-*>WJW[ab) 

von abelschen Gruppen. 

N.B. Für 2 e a ( 2 ) ist ä • ä = ä A a . 

Theorem 9.3.6. Sei (C, m) dyadischer lokaler Ring, c : = 2 m + 

m ( 2 ) C , fn : = m/c. Die zu a = m gehörige Abbildung 

(9-3-6.1) Q: i n • m -> WJW(Xnc) 

ist bijektiv. 

E s genügt, d ie Injektivität dieser A b b i l d u n g i m F a l l e c = 0 

zu ze igen. Scha l te t m a n nämlich h i n t e r (9.3.6 .I) d ie kanon i s che 
P r o j e k t i o n n v o n Wm (C)/W(C, mc) auf W-(Cfc)t so erhält m a n die 
entsprechende A b b i l d u n g für den R i n g C/c. N e b e n h e r ergibt s i ch , 
daß 7t a u f g r u n d v o n T h e o r e m 9.3.6 b i j e k t i v sein muß , also 

Korollar 9.3.7. Wm- W(c) =-- W(mc). 

Beweis von Theorem 9-3-6. Sei also O E c = O. W i r d e n k e n uns 
e in vorgegebenes ^ e K e r Q i n der F o r m 

m t r 

(A) 2 a 2 . - i • a 2 . - + Z 2 ^ / * ßi+Z 2e> -

1 = 1 ; = 1 / = 1 



m i t a , , / 9 ; e m , yjt ElfOlZC so geschr ieben, daß das T r i p e l (m, t,r) 
i n der l e x i k o g r a p h i s c h geordneten M e n g e N X IN X N möglichst 
k l e i n ausfällt. W i r müssen e insehen, daß m = t = r=0 i s t . A u f g r u n d 
v o n T h e o r e m 8.2.1 genügt es z u zeigen, daß der R a u m 

tn t 

(B) E:= ± A ( « 2 , « 2 , .) ± J _ A(2Yi, /?,) 
J = I ; = 1 

r 

± _ L i 4 ( 2 c / f 2 ¾ 

a n i s o t r o p i s t , also daß die i n § 8.1 eingeführte C -wer t ige F u n k t i o n h 

auf E := E/mE ke ine n i c h t t r i v i a l e N u l l s t e l l e bes i t z t . 

D i e E l e m e n t e Oc1, . . . , a 2 w , / J 1 , . . . , ßt müssen m o d 2 C über £ ( 2 ) 

l i n e a r unabhängig se in , d e n n sonst ließe s i ch (m, t, r) v e r k l e i n e r n . 
[ M a n beachte die R e l a t i o n e n i n m • in . ] Se i geE u n d n(g) = 0. W i r 
beze i chnen R e d u k t i o n e n m o d m oder \\\E d u r c h Dächer ( " ) . Ist 

{xit yi\ujtvi'tshtl\i=\t . . . r ; ; = l , ...t\l=\t ...r) 

eine z u r rechten Seite v o n (B) passende B a s i s v o n E1 so m u ß 

t r 

g = 2 q>j Uj + £ fah + T111) 
l l 

m i t <pjt ah rfiC se in , d e n n sonst ließe s i ch d o c h eine l ineare A b ­
hängigkeit z w i s c h e n den a , , ßj m o d 2C über k{2) her l e i t en . A u s 
n(g) = 0 folgt 

(C) 2 £ V* Yi + 2 Z (°? ei + ai T< + ri §i) = 0 

i i 
N u n können w i r i n (A) den A u s d r u c k 2yf • ßj ersetzen d u r c h 
2 CpJyi • (p~2ßj, fa l ls <p; + 0 i s t , 2 E1 • Iftl ersetzen d u r c h 

2(o? E1 + G1 T1+ T2 O1) -2a^&lf 

fa l ls 0-/4=0 i s t , u n d d u r c h 2rf2 E1 • 2 T 2 f a l l s O 7 = 0 , aber T 7=J=Oist. 
N a c h dieser V o r b e r e i t u n g ist es l e i ch t , u n t e r B e n u t z u n g v o n (C) 
i n (A) das T r i p e l (mt t, r) z u v e r k l e i n e r n , es sei d e n n , al le (JpjtOlt ti 
s i n d N u l l . E s m u ß g = 0 se in , q.e .d. 

A u s K o r o l l a r 9.3.7 folgt m i t T h e o r e m 8.2.1 

Satz 9.3.8. Sei mc = 0. Ein uneigentlicJter Raum E über C ist 
genau dann ~ 0 , wenn EjcE über Cjc metabolisch ist. 



9.4. Struktur von W(m)/Wm. A u f g r u n d v o n (9.2.1) bis (9.2.6) 

können w i r eine a d d i t i v e u n d m u l t i p l i k a t i v e A b b i l d u n g 

(9.4.1) 0 : m/c k -> W(xn)/Wm + W(c) 

def in ieren , i n d e m w i r e inem Tensor &<g)Q ( a6m, peC) die N e b e n ­
klasse Afaf Q) m o d (W r

m + W(c)) z u o r d n e n . [ R e c h n e t m a n n u r 
m o d Wmf so ist A(a, Q) i n n n i c h t a d d i t i v , s. (9-2.5).] 

Theorem 9.4.2. 0 ist bijektiv. 

Beweis: Se i O E c = 0. W i r müssen ze igen : S i n d QLF ..., QR 

E l e m e n t e aus Cf d ie m o d m über k{2) l i n e a r unabhängig s i n d , we i ter 
r 

OLLF . . . ocr E l e m e n t e aus m , so daß ^ Afai f Qt)eWm i s t , so s i n d al le 
r 1 

a- = 0. D e r R a u m E : = _L Afaif QI) hat e inen une igent l i chen K e r n -
»=i 

räum (s. § 8.3), andererseits überhaupt k e i n e n u n e i g e n t l i c h e n n i c h t ­
ausgearteten T e i l r a u m =#0 (§ 8.3, m a n be t rachte EjxxxE). D a h e r ist 
E m e t a b o l i s c h . D i e N u l l s t e l l e n m e n g e N der F u n k t i o n n auf EjxnE 
(s. §8 .1) enthält also e inen ^ - l inearen R a u m der D i m e n s i o n r. 
A n d e r e r s e i t s ist die N umfassende N u l l s t e l l e n m e n g e Nf der N o r m ­
f u n k t i o n v o n EjxnE e in r - d i m e n s i o n a l e r l inearer R a u m , d a die 
QI m o d m über k{2) l i n e a r unabhängig s i n d . E s m u ß N = N' se in . 
A l l e OLI s i n d N u l l , q.e.d. 

J e t z t b e t r a c h t e n w i r Wm + W(c)jWm^ W{i)jW{xni) (s.9-3-7). M i t 
c/mcok beze ichnen w i r den Q u o t i e n t e n v o n c / m c ® * « ) * n a c h der 
v o n den E l e m e n t e n 2 A(S)Q + A 2o(g>£(A€m, oeC) erzeugten abe lschen 
G r u p p e . A u f g r u n d v o n § 9-2 h a b e n w i r eine a d d i t i v e A b b i l d u n g 

(9-4-3) lIj: c / m c a * ^ Wm + W(z)jWmf 

die e inem E l e m e n t ÖLCQ (a€c, oeC) das B i l d Afaf Q) m o d Wm zu­
ordnet. 

Theorem 9.4.4. C / m c besitze die in § 8 . 5 diskutierte Eigen­
schaft (P) . Dann ist 1F bijektiv. 

Beweis. Se i O E m c = O. A n g e n o m m e n , K e r V 7 enthält e in 
E l e m e n t z + 0. W i r schre iben 

W 

(A) Z=^X1DQ1 

i=l 

m i t OClGc, o , e C u n d möglichst k l e i n e m m. D a n n s i n d die O I über k{2) 

m 

l i n e a r unabhängig. E : = ± Afalfot) enthält k e i n e n n i chtausge -



ar te ten u n e i g e n t l i c h e n T e i l r a u m 4=0. D a s B i l d v o n E i n W(C) 
l iegt i n Wm^W(c)=0. A u f g r u n d der E i g e n s c h a f t (P) m u ß E also 
i s o t rop (sogar metabo l i s ch ) se in . S e i 

m 
(B) Z ( « , ^ + 2 ^ , + ^ ^ ) = 0 

eine G l e i c h u n g , be i der n i c h t al le Z0Tji i n m l iegen. W e g e n der 
l i n e a r e n Unabhängigkeit der p . m o d m über k{2) s i n d al le ?y tem. 
Se i e t w a I 1 GC* u n d d a n n (B) auf I 1 = I n o r m i e r t . E r s e t z t m a n i n 
(A) das E l e m e n t Oc1 d u r c h 

m 

so gelangt m a n le i cht z u e i n e m kürzeren A u s d r u c k für z (vgl . E n d e 
des Beweises v o n T h e o r e m 9.3.6). W i d e r s p r u c h ! q.e.d. 

9.5. Die o-Invariante. N a c h wie v o r seien al le a u f t r e t e n d e n 
R ä u m e n i c h t ausgeartet . C sei j e t z t s e m i l o k a l e r R i n g m i t m a x i ­
m a l e n I d e a l e n m 1 , . . . m f , d e s s e n sämtliche Restklassenkörper Cjxni 

vollkommen u n d d y a d i s c h seien, r beze ichne das R a d i k a l v o n C u n d c 
das I d e a l 2 r 2 + r ( 2 ) C . I m fo lgenden w i r d das I d e a l rö d ie H a u p t r o l l e 
sp ie len , welches die E l e m e n t e 2 X -X2 m i t Xex i n d e m R i n g r u (1 - fr) 
erzeugen, rö ist e r s i c h t l i c h d ie M e n g e der E l e m e n t e 2X + X2 + p m i t 
AGr, ^ G r c M a n v e r i f i z i e r t sofort , daß rö sogar I d e a l ist i n d e m 
R i n g C 0 a l ler | G C m i t I 2 = I m o d r , d . h . d e m U r b i l d v o n F 2 X 
• • • X I F 2 u n t e r der R e s t k l a s s e n a b b i l d u n g v o n C n a c h C / r . 

Se i E e in R a u m über d e m P r o d u k t C /r der Restklassenkörper. 
D a diese v o l l k o m m e n s i n d , h a b e n w i r eine C / r - l i n e a r e F u n k t i o n 
z ]?n (z) auf E, also e i n ausgezeichnetes E l e m e n t uE i n E m i t 
B(z, uE)2 = n(z) für al le zeE. M i t e i n e m we i te ren R a u m F über 
C / r gut 

(9.5.1) u E l F = uE + uF, UEQF = UE®UF. 

W e i t e r zeigt m a n le i cht 

(9.5.2) n(uB)=v{E). 

[ = kanonisches B i l d der Z a h l d i m E i n C/r.] 

Hilfssatz 9.5.3. Sei E ein Raum über CyEi=EjxE. Für zwei 
beliebige Urbilder u, u' von uE in E ist n(u') — n(«)Grö. 



Beweis. u'=u +^XiVl m i t e n d l i c h v i e l en XiZxt ViZEt also 

n ( « ' ) = »(u) +Z [2 ß (u, vt) + X2
iB (u, Vi)*] + 

i 

+ 22 XiXiBivi, Vi) +£X2[n(Vi) - B(u, Vi)*]. q .e .d. 

C 0 beze ichne d e n T e i l r i n g (J (e + x) v o n C 0 , w o b e i e al le E l e m e n t e 
e 

v o n C m i t e2 = e d u r c h l a u f e . W e g e n (9-5-3) u n d (9-5.2) können w i r 
j e d e m R a u m E über C eine „o-Invariante" a(E) = n(u) + tv i n 
C 0 /rö z u o r d n e n m i t be l i eb igem U r b i l d u v o n w £ i n Zs. {Vg l . [ B l ] , 
[Se] S. 0 3 , fa l l s C = Z 2 . D a n n ist w = 8 C . } Für aGr ist cr((l + a)) = 
1 + a + rö. D a a(E) a d d i t i v u n d m u l t i p l i k a t i v v o n E abhängt 
(s. 9.5.1) u n d v e r s c h w i n d e t , fal ls n(E)Cx i s t , i n d u z i e r t diese I n ­
v a r i a n t e e inen — e r s i c h t l i c h s u r j e k t i v e n — R i n g h o m o m o r p h i s m u s 

d: W(C)IWx(C)+C0/tv. 
Theorem 9.5.4. ä ist bijektiv. 

Beweis. E s genügt, z u der Einschränkung o: WJWX -> t/to v o n ä 
eine inverse A b b i l d u n g z u f inden . W i r o r d n e n j e d e m a€r d ie N e b e n ­
klasse A(OL, 1) + WX z u . Diese Z u o r d n u n g ist n a c h (9-2.2) u n d (9.2.6) 

a d d i t i v u n d m u l t i p l i k a t i v u n d b i lde t e in E l e m e n t 2 X — X2 auf N u l l 
ab (s. 9 .1 .2). D a h e r i n d u z i e r t sie eine A b b i l d u n g A : xltv-+W0/WX, 
für d ie m a n sofort SoA = Id v e r i f i z i e r t . W i r beenden den B e w e i s , 
i n d e m w i r d ie Surjektivität v o n A zeigen. WJWX w i r d erzeugt v o n 
d e n E l e m e n t e n A(<x, Q) + WX m i t <x€r, geC. E i n solches E l e m e n t 
ändert s i ch n i c h t , w e n n w i r g m o d r v a r i i e r e n (s. 9-2.1), k a n n also 
wegen der V o l l k o m m e n h e i t der Cfxwi i n der G e s t a l t A (a, X2) + WX m i t 
XeC geschr ieben w e r d e n . A u f g r u n d v o n (9-1-6) ist A(OL, X2) ± 
( - 1 ) ~ ( - 1 + a A 2 ) , also Afat X2)~AfaX2, 1). q.e.d. 

I c h empfehle d e m Leser das Vergnügen, d ie Injektivität v o n A 
für l oka les C ohne B e n u t z u n g der a - I n v a r i a n t e n aus (8.5.2), (9.4.2) 

u n d (9.4.4) h e r z u l e i t e n . 

W i r können j e t z t e inen S a t z beweisen, der d ie Be isp ie le i n 
(8.5.1) be leuchtet . 

Satz 9.5.5. Ein dyadischer lokaler Ring (C, m) mit 2 m = m c = 0 

und vollkommenem Restklassenkörper hat die in (8.5.1) formulierte 
Eigenschaft (Q) . 



Beweis. E s ist c = tu = m ( 2 ) . W i r müssen zeigen, daß für z w e i 
äquivalente an iso t rope R ä u m e Ei F über C , die ke ine u n e i g e n t l i c h e n 
n i chtausgear te ten Teilräume + 0 bes i tzen , aus E ~F s chon 
E=F fo lgt . A u f g r u n d des Beweises v o n S a t z 8.5.2 b r a u c h e n w i r 
n u r n o c h den F a l l d i m E = d i m F = 2 z u b e t r a c h t e n . I n d e m w i r 
beide R ä u m e s i m u l t a n m i t e iner O u a d r a t k l a s s e tensor ieren , er ­
re i chen w i r , daß E ^ A(OL, 1), F^A(CL\ i + fi) rnit a, a , / / G m is t . 
G (E) = a + \v u n d G (F) = ÖL' + rü s t i m m e n überein. D a h e r ist 
a ' = a + A 2 m i t / G m . Sei x, y eine B a s i s v o n F m i t der W e r t e m a t r i x 
A(OL',i+ju). I n d e m w i r x z u (1 — A — A/ / ) - 1 (x — Xy) abändern, 
sehen w i r , daß w i r v o n v o r n h e r e i n a = a ' a n n e h m e n können. N a c h 
T h e o r e m 8.2.1 s i n d die R e d u k t i o n e n v o n A (a, 1) und^4 (a, 1+//) m o d c 
m e t a b o l i s c h oder z u e i n a n d e r i s o m o r p h . D e r erste F a l l scheidet aus, 
d a s i ch a d a n n als Q u a d r a t herauss te l l en würde, A(OL, 1) also i so ­
t r o p wäre. D a h e r g ib t es eine K o n g r u e n z 1 + /i = a f 2 + rj2mod c m i t 
ZfTjeC E r s i c h t l i c h ist TJ = 1 m o d m , somi t JJ, = OL^2+ X2 m i t e i n e m 
A G m . F enthält e inen V e k t o r der N o r m 1, nämlich (1 + X)~l(y+Z x). 
M i t d(E)=d (F) folgt F = F . q.e.d. 

§ 10. Körper der Charakteristik 2 

10.1 (vgl . [Pf] ) . Se i k d y a d i s c h e r Körper . I n W(k) ist 2 = 0. 
Jedes E l e m e n t aus W0 (k) ha t Q u a d r a t 0. Insbesondere ist W(k) 
l o k a l e r R i n g . Ist das m a x i m a l e I d e a l W0(k) e n d l i c h erzeugt , so 
m u ß Q(k) = k*/k*2 e n d l i c h se in (s. 4-3-2) u n d daher a u c h W(k) 
eine end l i che M e n g e se in , d e n n es g ib t eine S u r j e k t i o n 

**[Q{k)]^W(k). 

(Al les dies b l e ib t über j e d e m l o k a l e n R i n g m i t 2 = 0 r i cht ig . ) 

10.2. Se i L eine separable Körpererweiterung v o n k. D a n n ist 
die k a n o n i s c h e A b b i l d u n g v o n W(k) n a c h W(L) i n j e k t i v . E s g i l t 
sogar 

Satz 10.2.1. Für jeden anisotropen Raum E über k ist auch 
E (g)L über L anisotrop. 

Beweis. M a n z ieht s i ch sofort auf den F a l l zurück, daß Ljk 
a lgebra i s ch separabe l v o n e n d l i c h e m G r a d i s t . W i r können L so v e r ­
größern, daß Ljk überdies ga lo i sch i s t . Se i K der Zwischenkörper 
z u einer 2 - S y l o w g r u p p e der G a l o i s g r u p p e v o n Ljk. Für die E r ­
w e i t e r u n g Kjk v o n u n g e r a d e m G r a d e folgt d ie B e h a u p t u n g au f ­
g r u n d einer w o h l b e k a n n t e n A r g u m e n t a t i o n ( [Sp ] , v g l . a u c h [Sch]) . 



Sie b r a u c h t also n u r noch für LjK bewiesen z u werden . D a L aus 
K d u r c h sukzess ive E r w e i t e r u n g e n v o m G r a d e 2 gewonnen werden 
k a n n , genügt es schließlich, die B e h a u p t u n g für den F a l l L = k('0) 
m i t #¢/¾, d2 — dek z u ver i f i z i e ren . Sei E = (Q1, ..., Qn). E i n e G l e i ­
c h u n g 

2 > , . ( a , + / W = 0 (Xi.ßitk) 
i 

h a t z u # den K o e f f i z i e n t e n ^ /Sf = 0. D a £ a n i s o t r o p is t , müssen 
i 

al le /?,• v e r s c h w i n d e n u n d d a n n a u c h alle a , . q.e.d. 

§ 11. Dedekindringe 

11.1. Zunächst sei C a l lgemeiner e in prüferscher R i n g , d . h . e in 
Integritätsbereich, über d e m jeder e n d l i c h erzeugte torsionsfreie 
M o d u l p r o j e k t i v ( = I o k a l frei) i s t . L bezeichne den O u o t i e n t e n -
körper v o n C . A l l e au f t re tenden R ä u m e werden als n i c h t ausge­
artet vorausgesetzt , soweit aus d e m K o n t e x t n i c h t anderes her ­
vorgeht . 

Se i E e in R a u m über Cf den w i r uns i n E%L e ingebettet d e n k e n . 
Ist V t o ta l i s o t roper T e i l r a u m v o n E(g>L, so ist V^E t o ta l i s o t roper 
T e i l r a u m v o n Ef d e n n EjV^E ist tors ionsfre i u n d e n d l i c h erzeugt , 
also p r o j e k t i v . A u s dieser B e m e r k u n g folgt sofort [unter B e a c h t u n g 
v o n § 8.3, fa l ls L d y a d i s c h ] : 

Satz 11.1.1. Alle maximalen totalisotropen Teilräume von E 
haben gleiche Dimension. Ist E0L metabolisch, so auch E. Die 
kanonische Abbildung W(C) -> W(L) ist injektiv. 

M i t H i l f e des k a n o n i s c h e n k o m m u t a t i v e n D i a g r a m m s (s. § 3.5) 

O -> KM(C) -> K(C) -> W(C) -> O 

1 i I 
O -> KM(L) -> K(L) -> W(L) -> O 

e r h a l t e n w i r , u n t e r B e a c h t u n g v o n KM(L) = ZHf d ie 

Folgerung 11.1 2. D e r K e r n der k a n o n i s c h e n A b b i l d u n g K(C) -> 
K(L) ist d ie Menge KM(C)0 der n u l l d i m e n s i o n a l e n E l e m e n t e i n der 
G r o t h e n d i e c k g r u p p e KM(C) der m e t a b o l i s c h e n R ä u m e über C 

W i r wo l l en die z u Z i M ( C ) 0 i s omorphe abelsche G r u p p e 
KM(C)JZH untersuchen . A b j e tz t sei C e in Dedekindring. D a n n ist 
jeder e n d l i c h erzeugte p r o j e k t i v e M o d u l U d i r e k t e S u m m e eines 
freien M o d u l s u n d eines i n v e r s i b l e n M o d u l s a ( z . B . [ O M ] 8 l : 5 , 



[ S e J 1 T h . ! ) , der d u r c h U b is auf I s o m o r p h i e festgelegt i s t : 
n 

a = AU m i t n: = d i m U. D i e R ä u m e H(a) m i t i n v e r s i b l e m a 
repräsentieren also a l le E l e m e n t e v o n KM(C)JZH. 

Satz 11.1.3. Ist 2 = 0 in C1 so ist KM(C) = ZHf also K(C)^ 
K(L) injektiv. 

Beweis. H(a) ist e in freier R a u m , auf d e m die N o r m f u n k t i o n 
v e r s c h w i n d e t . D a h e r ist H(a) = H. q.e.d. 

Für den R e s t des P a r a g r a p h e n setzen wir 2 4=0 voraus. Für i n -
vers ib le C - M o d u l n a, b ist a © b =• ab © Cf also H(a) ± H(b) ^ 
H(ab)±H. F e r n e r ist H(a) ^H(a~x). W i r e r h a l t e n 

Lemma 11.1.4. Die Zuordnung a*->H(a) liefert einen Epimor-
phismus 

h: P i c ( C ) -> KM(C)JZH 

von abelschen Gruppen, dessen Kern 2 P i c (C) umfaßt. 
11.2. Hilfsbetrachtungen (C D e d e k i n d r i n g m i t 2 4=0). W i r be ­

nötigen einige aus der Z a h l e n t h e o r i e der q u a d r a t i s c h e n F o r m e n be ­
k a n n t e n Gedankengänge i n s chwacher V e r s i o n . I m H i n b l i c k auf d ie 
klass ische L i t e r a t u r ( z . B . [ K ] , [OM]) können w i r uns k u r z fassen. 

Z u j e d e m P r i m i d e a l p v o n C beze i chnen w i r m i t C p , Lp d ie 
K o m p l e t t i e r u n g e n v o n C u n d L bez. p. Für e inen R a u m M über C 
schre iben w i r anste l le v o n M (g C p a u c h M p . F ( M ) beze ichne d ie 
Menge der K l a s s e n i m Geschlecht v o n Mf d . h . der (N)eS(C) m i t 
Np ^ M p für al le P r i m i d e a l e p. D a b e i sei a n g e m e r k t , daß aus der 
B e d i n g u n g AT(g)L ^ M ( g L z u p ={0} d ie B e d i n g u n g e n Np^ Mp für 
a l le u n g e r a d e n m a x i m a l e n p (2+p) fo lgen ( [ E ] , S. 52, [ O M ] 9 1 : 2 ) . 
Ist (N)ZT(M)f so h a b e n w i r e inen I s o m o r p h i s m u s a v o n M g ) L 
auf N®L u n d l o k a l e A u t o m o r p h i s m e n opeO+(N(g)Lp) z u a l l e n 
p G M a x (C), so daß 
(11.2.1) Np = opaMp ( p e M a x C ) 

i s t . M a n beachte d a z u , daß al le O'(Np) n i c h t leer s i n d ( [ O M ] 9 1 : 4 ) . 
vp beze ichne z u (11.2.1) d ie m o d 2 festgelegte O r d n u n g des 

W e r t e s 0 (op) der S p i n o n o r m 

(11.2.2) 0 : O + ( i V ® F p ) - > Z * / L * 2 . 

N u n ist für ungerades p G M a x C das B i l d v o n O+ (Np)CO+ ( i V ® £ p ) i n 
C*L*2 e n t h a l t e n , d e n n O(Np) w i r d erzeugt d u r c h Sp iege lungen rx 



a n V e k t o r e n xeNp m i t n(x) E i n h e i t , de f in iert d u r c h 

(11.2.3) rx(y)=y~2n(x)-'B(x, y)x 

( [ O M ] 9 2 : 4 , [ K l ] , [ K n ] ) . D a s i n P i c ( 2 - ° ° C ) 2 geb i ldete P r o d u k t 

(11.2.4) Cf(MtN):= [JiPYp 

P+2 

{(p) := B i l d v o n p i n P i c ( 2 ~ ° ° Q2} hängt daher e r s i c h t l i c h n u r v o n 
d e n I somorph iek lassen (M)t (N) ab . M a n hat so z u j edem G e ­
schlecht T c S (C) eine wohlde f in ier te F u n k t i o n cp'.Tx T-+ P i c (2~^C)2. 
S t a m m e n Mf

t Nf aus e inem wei teren Gesch lecht Ft so ist 

(11.2.5) (p(M±M't N±N') = <p(M, N) <p(M't N'). 

Z(M) bezeichne die Menge der K l a s s e n (N) i m Spinorgeschlecht 
v o n Mt d . h . der jenigen (N)ZT(M)t für d ie s i ch i n (11.2.1) die GP 

i m K e r n 0'(N®Lp) der S p i n o r n o r m (11.2.2) wählen lassen. Später 
b r a u c h e n w i r fo lgenden le i cht z u ver i f i z i e renden 

Hilfssatz 11.2.6. Sei M ein Raum über C mit & (O+(Mp)) = 
C * L * 2 für ungerades p e M a x C , =Lp für gerades p e M a x C und 
= L* fürp={Ö}. Dann liegt jede Klasse (N) eT(M) mit cp(M, N) = \ 
im Spinorgeschlecht Z(M). 

Beispiel 11.2.7. D i e V o r a u s s e t z u n g des H i l f s s a t z e s ist erfüllt, 
fa l ls M e inen h y p e r b o l i s c h e n T e i l r a u m + 0 bes i tzt u n d QM/2C 
(s. §6 .1) für jedes der e n d l i c h v i e l en m a x i m a l e Ideale v o n C / 2 C eine 
E r z e u g e n d e enthält. [ M a n benutze T r a n s f o r m a t i o n e n R(e,fltf2) aus 
§6.1 u n d Spiege lungen r , m i t xeMpt n(x) T e i l e r v o n 2, s. 11.2.3.] 

Schließlich benötigen w i r die folgende schwache V e r s i o n des 
s t a r k e n A p p r o x i m a t i o n s s a t z e s aus [ K ] {die für e inen q u a d r a t i s c h e n 
R a u c h V a u c h be i d y a d i s c h e m L richtig b l e i b t } : 

Satz 11.2.8. Sei V ein isotroper Raum über Lt M ein C-Gitter 
von V. An endlich vielen Primstellen p ^ M a x C , 1 g i g r , seien 
Gitter Ni der Komplettierungen VP. vorgegeben und Elemente GI aus 
denSpinorkernenOi'(VPI)- Dann gibt eseinGZÖ'(V) mit (G-G1) MpiCNi 

für 1 t^i und GMq = M q für alle maximalen q =Np 1, . . . p r . 

Zum Beweis. I n d e m m a n die GI als P r o d u k t e g le icher Länge v o n 
K o m m u t a t o r e n (rxry)2 s chre ibt u n d die x, y i n d e m V e k t o r r a u m V 
s c h w a c h a p p r o x i m i e r t , erhält m a n zunächst e in Q€0'(V) m i t 



(Q-Oi) MVICNL für 1 ^i ^r (s. [OM], S. 315). Nun schreibe man Q 

bis auf einen Faktor ± 1 als Produkt von Transformationen 
E(f>g> lnig)) (s- §6.1) mit isotropen feM und dazu senkrechten 
geV ([D], S. 61). Man suche zu jedem g ein Ze(Lf)1-, das an den 
Stellen P 1 , . . . , p, nahe an g liegt und an den anderen Stellen q in Mq. 
(starke Approximation). Das Q entsprechende Produkt o von ± 1 
und den E(f, g, \ n(g)) leistet das Verlangte, q.e.d. 

Aus diesem Satz erhält man in bekannter Weise ([K]) 
Folgerung 11.2.9- Ist M isotroper Raum über C, so enthält 

Z(M) nur die Klasse von M. 

H . 3 . Ist M ein metabolischer Raum der Dimension 2r über Cy 

so gibt es einen Raum Gy so daß M JL G ^ M1L G mit hyperbolischem 
Mf ist, also M 1.G im Geschlecht von rxH ±G liegt. Das Element 

y>(il/):= <p{M±G,rxHjiG) 

von Pic ( 2 " ° ° C ) 2 (s. 11.2.4) hängt nicht von der Wahl von G ab und 
ist eine additive Funktion von M (s. 11.2.5). y> induziert also einen 
Homomorphismus 

(H .3 .1) V: KM(C)JrEH -> P i c ( 2 - ° ° C ) 2 . 

Dieser ist surjektiv, denn man verifiziert sofort den 

Hilfssatz 11.3.2. Das Produkt lFoh der Abbildungen in (11.1.4) 
und (11.3.I) ist die kanonische Surjektion von Pic(C) auf Pic(2~°° C ) 2 . 

Bemerkung 11.3.3. Insbesondere hat // im Falle 2 € C * den Kern 
2 Pic(C) (s. 11.1.4). Diese Aussage läßt sich samt Beweis für nicht­
ausgeartete quadratische Räume (,,quadratic Space*' [Ba], S. 144) 
auf alle Dedekindringe übertragen. 

Satz 11.3.4. Die Abbildung 1F (s. H . 3 . 1 ) ist bijektiv. 

Beweis. Sei M hyperbolischer Raum der Dimension 2r über C 
mit ip(M) =-=0. Wir wählen einen Raum G mit den in (11.2.7) be­
schriebenen Eigenschaften. Dann liegen nach (11.2.6) M±G und 
rxH j_G im gleichen Spinorgeschlecht, sind also isomorph (s.11.2.9). 

M hat in KM(C)JTLH das B i l d Null , q.e.d. 

Mit (H .3 .2) und (11.1.2) ergeben sich die 

Folgerungen 11.3.5. Die Abbildung h von Pic(C) auf KM(C)/ZH 
(s. 11.1.4) hat den Kern 2 Pic(C) + £ Z(p). Die kanonische A b -

p|2 

bildung von A r(C) nach K(2~™ C) ist injektiv. 



Satz 11.3.6. M sei isotroper Raum über C. Ein weiterer Raum N 
über C ist genau dann stark äquivalent zu Mt wenn die Räume 
2-°°M, 2~°°N über 2~°° C isomorph sind. 

Beweis. W i r können a u f g r u n d v o n (11.3.5) 2 e C * a n n e h m e n u n d 
müssen n u r n o c h v o n M^N auf M=1N schließen. N a c h d e m 
l o k a l e n Kürzungssatz 6.1.3 l i egt N i m Gesch lecht v o n M. M i t 
(11.2.5) e r h a l t e n w i r <p(M, N) = i. N a c h (11.2.6) m u ß N sogar 
i m Sp inorgesch lecht v o n M l i egen , also n a c h (11.2.9) z u M i s o m o r p h 
se in , q.e .d. 

N a c h e i n e m a l l geme inen S a t z v o n A . R o y ( [R]) folgt M=-N 
aus M^Nt fa l ls 2eC* ist u n d M e inen mindes tens v i e r d i m e n -
s i ona len h y p e r b o l i s c h e n R a u m enthält. 

§ 12. Bewertungsringe der Höhe 1 

12.1. W i r w o l l e n die B e z i e h u n g e n z w i s c h e n den W i t t r i n g e n eines 
B e w e r t u n g s r i n g e s C der Höhe 1 ( [ B j 2 , § 4 ) , seines Q u o t i e n t e n ­
körpers L u n d seines Restklassenkörpers ß untersuchen , v: L 
f u { o o } sei eine B e w e r t u n g s f u n k t i o n z u C . D i e Verknüpfung i n 
der W^ertegruppe . T s c h r e i b e n w i r a d d i t i v , m bezeichne das m a x i m a l e 
I d e a l v o n C. A l l e au f t re tenden R ä u m e seien n i chtausgear te t . A u f ­
g r u n d v o n (11.1.1) fassen w i r W(C) als T e i l r i n g v o n W(L) auf . 

Hilfssatz 12.1.1. Der Kern W (C1 m) der Reduktionsabbildung 
W(C) -> W(k) ist sogar ein Ideal von W(L). 

Beweis. W(Ci m) w i r d v o n den Räumen 

(*) A(*9ß) m i t v(*)^0,v(ß)>0, 

a d d i t i v erzeugt , W(L) v o n der Q u a d r a t k l a s s e n g r u p p e Q (L). D a r 
a r c h i m e d i s c h geordnet i s t , enthält jede Q u a d r a t k l a s s e z u v o r ­
gegebener M a t r i x (*) e in E l e m e n t X m i t O ^v(X) iß). Über L ist 
(X)<&A(a, ß) z u A(XK, X~lß) i s o m o r p h . D ieser R a u m h a t wieder d ie 
G e s t a l t (*). [ M a n untersche ide die Fälle v(X) > 0 , v(X) =O.] q.e.d. 

W i r wählen i n L * e in V e r t r e t e r s y s t e m A v o n Q(L)JQ(C) ^ T/2 T 
m i t \ eA. 

Hilfssatz 12.1.2. Jedes ijeW(L) läßt sich schreiben als Summe 

mit Elementen r\ö von W(C)t die fast alle verschwinden. 

Diese B e h a u p t u n g ist k l a r für ^eQ(L)t also für jedes f 6 W(L). 



Hilfssatz 12.1.3. Zu jedem 6 aus einer endlichen Teilmenge A' 
von A sei ein Element r)6eW(C) gegeben. Gilt dann in W(L) 

(**) 2 % ( * ) = 0 , 
Ö€ A' 

so müssen alle rjd in W(Cf m) liegen. 

Beweis. A n g e n o m m e n es g i b t solche R e l a t i o n e n , b e i denen n i c h t 
a l le K o e f f i z i e n t e n i n W(C9 m) l i egen , u n d d ie w i r als „bösart ig ' ' 
beze i chnen . W i r wählen eine bösartige R e l a t i o n (**) v o n m i n i m a l e r 
Länge \A'\. D a s i ch W(C) i n W(L) i n j i z i e r t , m u ß |^'|>1 se in . 
K e i n K o e f f i z i e n t rjö> SeAf dar f i n W(Cf m) l i egen , d e n n sonst ließe 
s i ch aus (**) n a c h H f s . 12.1.1 eine kürzere bösartige R e l a t i o n h e r ­
l e i t e n . D u r c h M u l t i p l i k a t i o n m i t e iner geeigneten Q u a d r a t k l a s s e 
n o r m i e r e n w i r (**) so, daß AeA' i s t . Z u j e d e m deA' wählen w i r 
e inen R a u m E0 über C m i t B i l d r\6. D a z u suchen w i r eine Z e r l e g u n g 
E6 = F6 ± Mdf so daß F6®k a n i s o t r o p u n d M6®k m e t a b o l i s c h i s t , 
i n d e m w i r eine geeignete Z e r l e g u n g v o n E6®k I i f ten . E r s e t z t m a n 
i n (**) die r\6 m i t 6 4= 1 d u r c h d ie B i l d e r rj6 der R ä u m e F6f so erhält 
m a n n a c h (12.1.1) w ieder eine bösartige R e l a t i o n m i n i m a l e r Länge, 
w e n n m a n g le i chze i t i g Tj1 z u e i n e m K o e f f i z i e n t e n Tjf

1 geeignet a b ­
ändert. Tjf

1 d e n k e n w i r u n s d u r c h e inen a n i s o t r o p e n R a u m E[ über C 
repräsentiert. D e r R a u m 

F:= ±(d)®(Fd®L) 
<5=M 

i s t e r s i c h t l i c h a n i s o t r o p u n d ste l l t ke ine E i n h e i t e n d a r . F i s t z u 
d e m a n i s o t r o p e n R a u m — E'X®L ähnlich, also sogar i s o m o r p h 
(s. 8.2.1, fa l ls L d y a d i s c h ) . D a h e r s te l l t E[ ke ine E i n h e i t e n d a r . 
Ef

1® k i s t h y p e r b o l i s c h (und 2 € m ) , i m W i d e r s p r u c h z u r}[$ W(Ct m ) . 
q.e.d. 

Definition 12.1.4. W(k) (Q (L) > beze ichne das T e n s o r p r o d u k t v o n 
W(k) m i t d e m G r u p p e n r i n g Z [Q(L)] über Z [Q(C)]. W i r s chre iben 
die E l e m e n t e dieses R i n g e s als end l i che S u m m e n v o n Ausdrücken 
£<A> m i t SeW(k), XeL* u n d d e n R e l a t i o n e n <A> = <Xf*2>, £<«X} = 
(e) £ <X>{X, jxeL*, f € W(k)t (e) = Q u a d r a t k l a s s e z u e€C*}. W(k) (Q (L) > 
i s t z u d e m G r u p p e n r i n g W(k) [T/2 T] — u n k a n o n i s c h — i s o m o r p h : 
M a n wähle z u der v o n v i n d u z i e r t e n S u r j e k t i o n Q (L) -> T/2 T v o n 
F 2 - V e k t o r r a u m e n e inen a d d i t i v e n S c h n i t t s : T/2 T^Q (L). D i e s e r i n ­
d u z i e r t e inen W ( A ) - A l g e b r e n - I s o m o r p h i s m u s v o n W(k) [T/2 T] auf 
W(k)(Q(L)y 



A u s d e n Hilfssätzen 12.1.1 b i s 12.1.3 fo lgt u n m i t t e l b a r : 

Theorem 12.1.5. Es gibt eine exakte Sequenz 

O -> W (Ct m) W(L) ^ W{k) (Q (L) > -> O 

mit der kanonischen Injektion i und einem Ringhomomorphismus xPt 

der die Reduktionsabbildung W(C)->W(k) fortsetzt und jedes Element 
(X) mit XeL* auf <A> abbildet. 

Bemerkung 12.1.6. Ist C be l iebiger B e w e r t u n g s r i n g end l i cher 
H ö h e ht so k a n n m a n j e t z t d ie W i t t r i n g e der Restklassenkörper 

k(P) { = Q u o t i e n t e n k o r p e r CJpCp v o n C/p} sämtlicher P r i m i d e a l e 
p v o n C z u e i n a n d e r i n B e z i e h u n g se t zen : N a c h T h e o r e m 12.1.5 

erhält m a n für d ie L o k a l i s i e r u n g Cq n a c h d e m m i n i m a l e n P r i m ­
i d e a l q =4= O v o n C eine e x a k t e Sequenz 

O -> W (Cq, q Cq) -> W(L) -> W(k (q) ) < Q (L) > -> O. 

D a b e i is t übrigens q C Q = q u n d W ( C q , q) = W(Ct q), w ie m a n l e i cht 
v e r i f i z i e r t . D a n n b i lde m a n , sofern h>\ i s t , die entsprechende 
Sequenz z u d e m B e w e r t u n g s r i n g C / q der Höhe h — 1, etc. 

12.2. W i r b e t r a c h t e n z w e i Spezialfälle v o n T h e o r e m 12.1.5. 

Ist k d y a d i s c h u n d v o l l k o m m e n , so schre ibt s i ch unsere Sequenz so : 

(12.2.1) O-^W0(C) ^W(L) -> Z 2 [r/2 r] - * 0 . 

Is t k n i c h t d y a d i s c h u n d g i l t über C das Hense lsche L e m m a für 
q u a d r a t i s c h e P o l y n o m e , so i s t W(CtXn) = O (s. 7.1-3), also W(L) z u 
W(k)[r/2r] i s o m o r p h . {Vg l . [ S p J 1 , [ S c h J 1 . D i e V o r a u s s e t z u n g 
„ H ö h e = l " k a n n gestr i chen werden , d a W ( C m ) = O v o n v o r n ­
h e r e i n I d e a l i n W(L) i s t . } 4 G e n a u e r g i l t über e inem B e w e r t u n g s ­
r i n g C der Höhe 1 

Satz 12.2.2. Folgende Aussagen sind gleichwertig: 

a) 1P: W(L) -> W(k)(Q(L)} ist bijektiv, 

b) Jedes Element aus 1 + m ist Quadrat in C 

Beweis. N a c h T h . 12.1.4 bedeutet a) daß W (Cm) = O i s t . D a s 
i s t g l e i c h w e r t i g z u 

c) Is t für e inen binären R a u m E über C der R a u m E®k m e t a ­
b o l i s c h , so a u c h E®L. 

4 Auf diesen Satz hat mich schon vor langer Zeit Herr A . Dress h in ­
gewiesen. 



D i e G l e i c h w e r t i g k e i t v o n c) u n d b) ist e v i d e n t , d a e in binärer 
R a u m über e i n e m Körper genau d a n n m e t a b o l i s c h i s t , w e n n seine 
s ignierte D e t e r m i n a n t e 1 i s t . q .e .d. 

§ 13. Die projektive Gerade 

13.1. Lokal metabolische Räume. I n d iesem ganzen P a r a g r a p h e n 
sei das S c h e m a Y eine vollständige reguläre i r r e d u z i b l e a lgebraische 
K u r v e (s. [ E G A ] I I , § 7.4). k beze ichne den Konstantenkörper z u 
Yy L den Funktionenkörper , d . h . d e n H a l m O3 i m gener ischen 
P u n k t f. M i t X beze i chnen w i r e inen offenen T e i l v o n Y. Is t 
X 4= Yy so ist X a f f in u n d der zugehörige R i n g r(X, (9Y) e in D e d e -
k i n d r i n g . 

Se i E e in n i ch tausgear te te r R a u m über X. D a n n g ib t es z u 
j e d e m T e i l r a u m W v o n Et g enau e inen T e i l r a u m V v o n E m i t 
V3 = W. {Siehe A n f a n g v o n § 1 1 . D e n k t m a n s i ch die H a l m e Exy 

xeX, als T e i l m e n g e n v o n E3 = Ex®Ly so m u ß Vx = Ex^W sein.} 
Insbesondere s i n d die fo lgenden A u s s a g e n g l e i c h w e r t i g : 

(a) E®L ist m e t a b o l i s c h 

(b) E ist l o k a l m e t a b o l i s c h , d . h . es g ib t eine offene Überdeckung 
{A'a} v o n Xy so daß al le E \ Xtx m e t a b o l i s c h s i n d . 

(c) E bes i tz t e inen T e i l r a u m V m i t V1 = V. 

N(X) bezeichne den H a l b r i n g der I s o m o r p h i e k l a s s e n l o k a l 
m e t a b o l i s c h e r R ä u m e über X u n d WN(X) den Q u o t i e n t e n 
KN(X)JKM(X)y also den v o n N(X) i n W(X) a d d i t i v erzeugten 
R i n g . I m F a l l e X #= Y ist WN(X)=O [s. (b) o (c)]. A l l g e m e i n g i l t 
[s. (a) o (b)] 

Satz 13.1.1 (vgl . 11.1.1). WN(X) ist der Kern der kanonischen 
Abbildung von W(X) nach W(L). 

D e n Q u o t i e n t e n 

(13.1.2) W(X): = W(X)JWN(X) 

fassen w i r gewöhnlich als T e i l r i n g v o n W(L) auf . D i e A b b i l d u n g 
(v, d) aus § 4 . 2 f a k t o r i s i e r t n a c h (4.1.1) über eine — ebenfal ls m i t 
(vy d) beze ichnete — a d d i t i v e A b b i l d u n g 

(13.1.3) (vyd): W(X)-+Z2OQ(X). 

Satz 13.1.4. /5/ k algebraisch abgeschlossen oder vollkommen und 
dyadisch, so ist diese Abbildung (13.I.3) bijektiv. 



Beweis. Sogar die A b b i l d u n g (v, d): W(L)Z2oQ(L) ist i n -
j e k t i v , d e n n e in an iso t roper R a u m F über L hat höchstens d ie 
D i m e n s i o n 2 u n d ste l l t d a n n jedes E l e m e n t aus L* d a r (s. [L ] ) , ist 
also d u r c h d(F) b is auf I s o m o r p h i e b e s t i m m t , q.e.d. 

Z u einer B e s c h r e i b u n g v o n WN(Y) l ie fert diese A r b e i t n u r für 
d ie p r o j e k t i v e G e r a d e e inen B e i t r a g . D a n n ist WN(Y) = O (s. 13.2.2). 

D o c h w o l l e n w i r k u r z erläutern, daß schon für e l l ip t i s che K u r v e n 
über a lgebra i sch abgeschlossenem k d ie G r u p p e WN(Y) u n ­
e n d l i c h i s t . 

Se i Z bel iebiges eigentliches S c h e m a über e inem Körper k. M i t 
P(Z) beze i chnen w i r d ie H a l b g r u p p e der I somorph iek lassen der 
l o k a l f r e i e n 6 V M o d u l n v o n e n d l i c h e m T y p (Verknüpfung: © ) . W i r 
z i t i e r e n die be iden fo lgenden, v o n A t i y a h b z w . G r o t h e n d i e c k be ­
wiesenen Sätze : 

Theorem 13.1.5 ( [At ] ) . In P(Z) gilt der Satz von KrulUSchmidtf 

Jedes Element t» ist Summe endlich vieler unzerlegbarer Elemente, 
die durch co bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind. 

Theorem 13.1.6 ( [ G ] , P r o p . 3.1). Ist k nichtdyadisch und alge­
braisch abgeschlossen, so ist die durch das Vergessen der Bilinear-
formen entstehende Abbildung 

v: S(Z) -> P(Z) 

injektiv. 

L i e g t e in E l e m e n t o> v o n P(Z) i n vS(Z)f so müssen i n der K r u l l -
S c h m i d t - Z e r l e g u n g v o n OJ dua le unzer legbare E l e m e n t e £ £* i n 
g le i cher Multiplizität au f t re ten . Andererse i t s w i r d vM(Z) v o n den 
E l e m e n t e n C + C* a d d i t i v erzeugt . W i r e r h a l t e n also — bei n i c h t -
d y a d i s c h e n a lgebra isch abgeschlossenem k — eine kanon i s che 
I n j e k t i o n 

(13.1./) v: W(Z) <-+Z2
A) 

i n den freien Z 2 - M o d u l über der Menge A der se lbs tdua len E l e m e n t e 
v o n P(Z). D a s B i l d v o n v umfaßt das E r z e u g n i s der E l e m e n t e u n ­
gerader D i m e n s i o n aus Af d e n n es g i l t über e i n e m bel ieb igen n i c h t -
d y a d i s c h e n Körper 

Hilfssatz 13.1.8. Ist ein unzerlegbarer lokalfreier Oz-Modul E von 
ungerader Dimension zu E* isomorph, so trägt E nichtausgeartete 
symmetrische Bilinearformen. 



Beweis. Z u e i n e m I s o m o r p h i s m u s <p v o n E auf E* b e t r a c h t e n 
w i r i n H o r n (E, E*) d ie G l e i c h u n g 

2<p=(<p+ '<p) + (<p-tCf). 

D a H o m ( £ , £ ) e in ( n i c h t k o m m u t a t i v e r ) l o k a l e r R i n g ist ( [ A t ] , 
L e m m a 6), m u ß cp + fq> oder y — l(p e i n I s o m o r p h i s m u s se in . E be ­
s i t z t also eine s y m m e t r i s c h e oder a l tern ierende n i ch tausgear te te 
B i l i n e a r f o r m . D e r zwe i te F a l l scheidet b e i ungerader D i m e n s i o n 
aus. q.e.d. 

N a c h diesen V o r b e r e i t u n g e n k o m m e n w i r z u u n s e r e m 
Beispiel 13.1.9. Se i Y eine reguläre i r r e d u z i b l e vollständige 

K u r v e v o m Gesch lecht 1 über n i c h t d y a d i s c h e m a lgebra i s ch abge­
schlossenem k. Z u jeder D i m e n s i o n > 0 g ib t es genau | 2 P i c Y| = 4 

unzer legbare se lbstduale E l e m e n t e i n P(Y) ( [ A t J 1 , S. 432, 433) . 

D e r Z 2 - V e k t o r r a u m W(Y) h a t d a h e r d ie D i m e n s i o n tf0. N a c h 
S a t z 13.1.4 h a t W(Y) d ie D i m e n s i o n 3 u n d s o m i t a u c h WN(Y) d ie 
D i m e n s i o n H 0 . 

13.2. Räume über IP1
k. Zunächst sei Y n o c h eine bel iebige v o l l ­

ständige reguläre i r r e d u z i b l e K u r v e . A l s G r a d deg JP eines i n -
v e r s i b l e n 6 \ - M o d u l s JP beze i chnen w i r w ie üblich den G r a d des 
D i v i s o r s z u e i n e m g l o b a l e n m e r o m o r p h e n S c h n i t t v o n JP. 

Hilfssatz 13.2.1. JP1, JP2 seien inversible Teilräume eines Raumes 
E über Y (evtl. JP1=JP2). Ist deg JP1+ deg J?2>0, so ist Jf1 zu Je2 

orthogonal. Ist deg Jf1 + deg Jf2 = 0, so ist Jf1 zu Jf2 orthogonal oder 
steht zu JP2 unter der Bilinearform B von E in Dualität. 

Beweis. B l i e fert eine l ineare A b b i l d u n g v o n JP1 i n JP2*, a lso 
e inen g l oba len S c h n i t t v o n F := JPvm (JP1, JP2*) == JP1*® JP2*. I s t 
deg JP1 + deg JP2>0, so i s t T(Y,F)=0. Is t deg JP1 + deg JP2 = O 
u n d JT(YfF)=I=Of so m u ß F^GY se in , also JP1^JP2* u n d T(YTF) 
über k e i n d i m e n s i o n a l . D i e B e h a u p t u n g ist e v i d e n t , q.e .d. 

N.B. E s w u r d e n i c h t benöt igt , daß B s y m m e t r i s c h oder n i c h t -
ausgeartet i s t . 

Für d e n R e s t dieses A b s c h n i t t s sei Y d ie p r o j e k t i v e G e r a d e P \ 
über e i n e m be l ieb igen Körper k (s. [ E G A J I I , 2.4-3, 7.4.14) u n d 
/: Y Spec (k) der zugehörige S t r u k t u r m o r p h i s m u s . 

Theorem 13.2.2 ( V g l . [ H ] , S a t z 3.5). Jeder nichtausgeartete 
Raum E über IP1

k hat eine Zerlegung 

(13.2.2.I) E^ f*(F)±M1±_ ±Mt 



mit einem Raum F über k und metabolischen binären Mi. Die kano­
nische Abbildung W (k)-^W (JP1

k) ist bijektiv. Jeder lokal meta­
bolische Raum über W1

k ist metabolisch. 

Beweis. E ist als M o d u l d i r e k t e S u m m e i n v e r s i b l e r T e i l m o d u l n 
(s. [G] ) . Se ien U+, U~, U0 d ie v o n den S u m m a n d e n J ^ m i t degJ?>0, 
deg deg 3? = O au fgespannten Teilräume. N a c h d e m v o r i g e n 
H i l f s s a t z ist U+ zu U+-\- U0 o r thogona l . F e r n e r ist n a c h T h e o r e m 
13.1.5 der M o d u l U+ z u d e m D u a l m o d u l v o n U~ i s o m o r p h , i n s ­
besondere also d i m U+= d i m U~. D i e B i l i n e a r f o r m v o n E s t i f tet 
eine S u r j e k t i o n 

U-^ EJU0+U++ U+*. 

Diese i s t n a c h d e m L e m m a v o n N a k a y a m a sogar b i j e k t i v , d . h . U~ 
steht z u [ 7 + i n Dualität. E ist or thogonale S u m m e des m e t a b o l i ­
schen R a u m e s U++ U~ u n d eines R a u m e s / 7 , der als M o d u l i n 
i n v e r s i b l e M o d u l n v o m G r a d e N u l l zer legbar i s t . W i e d e r m i t 
H i l f s s a t z 13.2 .I zerlegt m a n JF o r t h o g o n a l i n e ind imens iona le u n d 
h y p e r b o l i s c h e zwe id imens iona le Räume . E i n i n v e r s i b l e r ^ y - M o d u l 
v o m G r a d N u l l ist f re i . D a h e r ist Q(Y)=T(YyOy)2t also u n t e r / * 
z u Q(k) i s o m o r p h . W i r h a b e n die Z e r l e g b a r k e i t (13.2.2.1) bewiesen, 
sowie d ie Surjektivität v o n W(k) -> W(Y). D i e Injektivität ist 
e v i d e n t , w e i l Y ra t i ona le P u n k t e bes i tz t . Ist schließlich E l o k a l 
m e t a b o l i s c h e r R a u m über Y, so ist insbesondere die F a s e r E(p) i n 
e i n e m r a t i o n a l e n P u n k t p m e t a b o l i s c h , also i n der Z e r l e g u n g 
(13.2.2 .I) der R a u m F m e t a b o l i s c h (vgl . 8.2.1, fa l ls k d y a d i s c h ) . 
q .e .d. 

N e b e n b e i sei a n g e m e r k t , daß a u f g r u n d der Z e r l e g b a r k e i t 
(I3 .2 .2 . I ) u n d des Satzes 13.1.5 i n S(JP1

k) be i n i c h t d y a d i s c h e m k d ie 
Kürzungsregel g i l t . 

13.3. Die Hindernisse dp. J e t z t sei Y wieder eine bel iebige v o l l ­
ständige reguläre i r r e d u z i b l e K u r v e u n d X e in offener T e i l d a v o n . 
Xa bezeichne d ie Menge der abgeschlossenen P u n k t e v o n X. 

W i r d e n k e n uns z u j e d e m peYa e in P r i m e l e m e n t np v o n Op fest 
gewählt . A l l e au f t re tenden R ä u m e seien n i c h t ausgeartet . 

Hilfssatz 13.3.1. Für die Bilder der Halbringe S(X) und S(Op)f 

peXat in S(L) gilt P 

ImS(X)= 0 IrnS(Ov). 
P € A ' 0 



Zum Beweis. D a s ist i m F a l l e X 4= Y e l ementare G i t t e r t h e o r i e 
über D e d e k i n d r i n g e n (vgl . [ O M ] 81 :14 ) . Se i X = Y u n d V e i n 
R a u m über Lf der z u j e d e m peYa e in u n i m o d u l a r e s ^ p - G i t t e r (stets 
v o n v o l l e m R a n g ) enthält. W i r überdecken Y d u r c h z w e i offene 
aff ine M e n g e n Xlf X2. E s g ib t e inen R a u m E1 über X1 m i t E13^ V. 
D a E13 a u c h z u j e d e m peX2a e i n u n i m o d u l a r e s G i t t e r enthält, läßt 
s i c h E 1 I X 1 ^ X 2 z u e i n e m R a u m E2 über X2 f o r tse tzen . E1 u n d E2 

ergeben z u s a m m e n e inen R a u m E über Y m i t E3 ^ V. 

Beispiel 13.3.2. Q(X) i n j i z i e r t s i ch i n Q(L)f d e n n e in e i n d i m e n ­
s ionaler R a u m über L enthält z u j e d e m peYa höchstens e in u n i ­
m o d u l a r e s ^ p - G i t t e r . A l s U n t e r g r u p p e v o n Q(L) besteht Q(X) aus 
d e n Q u a d r a t k l a s s e n (/) m i t / € L * , / v o n gerader O r d n u n g a n a l l e n 
peXa. 

Hilfssatz 13.3.3. V und W seien äquivalente Räume über L. Ent­
hält V zu einem peYa ein unimodulares Ov-Gitter Ef so auch W. 

Beweis. Se i E = F j _ M m i t a n i s o t r o p e m F u n d m e t a b o l i s c h e m M. 
E i n K e r n r a u m U v o n W ist z u F(g>L i s o m o r p h . E s ist W= U_L Uf 

m i t m e t a b o l i s c h e m Ur
f i n d e m m a n ebenfal ls l e i cht e in u n i m o d u l a r e s 

^ p - G i t t e r f indet , q .e .d. 
A u s d e n Hilfssätzen 13.3.1 u n d 13.3.3 fo lgt i n W(L) d ie B e ­

z i e h u n g (s. De f . 13.1.2) 

(13.3.4) W(X)= 0 W(Ov). 

U m z u entsche iden , ob e in $eW(L) i n W(Ov) l i egt , wende m a n eine 
v o n Ttv abhängige A b b i l d u n g 

(13-3-5) V W(L) -» W(k(p)) 

a n , d ie w ie folgt de f in ier t i s t : M a n repräsentiere f d u r c h e inen 
R a u m V über Li suche d a r i n e in 0 p - G i t t e r der G e s t a l t E± (nv) (g>F 
m i t u n i m o d u l a r e n Ef F u n d setze dv f g l e i ch d e m B i l d v o n FjnvF 
i n W(k(p)). N a c h T h e o r e m 12.1.5 i s t dv eine woh lde f in i e r t e A b ­
b i l d u n g m i t K e r n W(Ov). A n s t e l l e v o n d p f s chre iben w i r a u c h dvV. 
A u s d e m b i sher igen (13.3.1, 13.3.3 , 13-3-4) fo lgt u n m i t t e l b a r 

Satz 13.3.6. Ein Element (V) von S(L) liegt genau dann im Bild 
von S (X)f wenn BvV=O ist für alle peXa. Die Sequenz 

0->W(X)->W(L) id-i JJ W(k(p)) 

ist exakt. 



13.4. Offene Teile von P * . W i r w o l l e n die n i ch tausgear te ten 
R ä u m e über e i n e m echten offenen T e i l X v o n Y: = JP1

k s tud ie ren . 
S beze ichne das endl i che K o m p l e m e n t Y\X. D e r folgende G e ­
d a n k e n g a n g s t a m m t v o n H e r r n G . Härder u n d w i r d h ier , ebenso 
wie das spätere T h e o r e m 13.4.8, m i t seiner f r e u n d l i c h e n G e n e h m i ­
g u n g wiedergegeben. 

Hilfssatz 13.4.1. Zu jedem Raum E über X gibt es einen evtl. 
ausgearteten Raum E über Y mit E\X ^E, so daß jeder Halm Ep, 
peS, die Gestalt FP A-(TIP)§Z)Fp' mit nichtausgearteten Räumen 
FP , FP über Op hat. 

Zum Beweis. E s genügt, n a c h F o r t l a s s e n eines abgeschlossenen 
P u n k t e s p0 d ie Einschränkung E\X\p0 auf das aff ine S c h e m a 
Y\p0 geeignet f or tzusetzen . D a s ist a u f g r u n d e lementarer G i t t e r ­
theor ie mögl ich, v g l . [ O M ] 8 1 : 1 4 . 

S e i e in n i chtausgear te ter R a u m E e iner D i m e n s i o n r > O über X 
gemäß d iesem H i l f s s a t z auf Y fortgesetzt . D i e B i l i n e a r f o r m v o n E 
i n d u z i e r t eine e x a k t e Sequenz 

0->E->E*->N->0 

v o n kohärenten c V M o d u l n , wobe i N auf die Menge S k o n z e n t r i e r t 
i s t . Für d ie E u l e r - C h a r a k t e r i s t i k 

X(E):= d i m H0(Yt E) - d i m H1 (Y9 E) 

über k g i l t a u f g r u n d einer s chwachen V e r s i o n des Satzes v o n R i e -
m a n n - R o c h ( z . B . [ A t J 1 , S. 420) 

x(E)=degAE + r. 
E b e n s o i s t 

x(E*) = — deg A E + r. 

Schließlich g i l t m i t den B e z e i c h n u n g e n rp : = d i m FP u n d 
deg p := [k(p): k] e r s i c h t l i c h 

x (N) = d i m H0(YtN)=X K' deg p. 
pe.S 

D a die W e c h s e l s u m m e dieser E u l e r - C h a r a k t e r i s t i k e n N u l l i s t , m u ß 
r ^ 

deg AE=-^x (N) se in , s o m i t 

(13.4.2) x(E)=r-l^rp degp. 

pe.S 

— 147 — 



Theorem 13.4.3 (Härder) . Sei k beliebig, t eine Unbestimmte. Zu 
jedem nichtausgearteten anisotropen Raum E über k[t] existiert ein 
Raum F über k mit E ^F®k[t]. Insbesondere ist W(k[f]) zu W(k) 
kanonisch isomorph. 

Beweis. D a s ist der F a l l S = {p} m i t d e g p = 1. N a c h (13-4.2) i s t 
x(E)>0. D a h e r bes i t z t E e inen g l oba len S c h n i t t s#=0. Dessen 
N o r m n(s) l i egt i n r(Y, Oy) = k u n d ist wegen der A n i s o t r o p i e v o n 
E n i c h t N u l l . M a n spal te v o n E d e n e i n d i m e n s i o n a l e n R a u m Oys 
ab u n d setze das V e r f a h r e n fort , q.e.d. 

Ähnlich zeigt m a n etwas a l lgemeiner 

Satz 13.4.4. Ist die Summe der Grade aller peS höchstens 2, so 
ist jeder anisotrope Raum E über X orthogonal zerlegbar in ein­
dimensionale Räume. 

Zum Beweis. D e r F a l l S = 0 geht wie z u v o r u n d w u r d e auf 
andere W e i s e i n § 1 3 - 2 er ledigt . E s b l e i b e n die Fälle S = {p} m i t 
d e g p = 2 u n d S = J p l j P 2 } m i t deg P 1 = deg p 2 = 1. J e t z t k a n n i n 
(13.4.2) d ie rechte Seite N u l l se in . D o c h d a n n m u l t i p l i z i e r e m a n E 
m i t e iner Q u a d r a t k l a s s e über A ' , deren B i l d i n Q(L) d u r c h e in 
feL* repräsentiert w i r d m i t D i v i s o r p — 2 p 0 , p 0 b e l i eb ig r a t i o n a l , 
b z w . P 1 - P 2 . Für d e n so m o d i f i z i e r t e n R a u m k a n n m a n i n (13.4.2) 

rechts den W e r t r > 0 e rz ie len . 
Wir w o l l e n aus T h e o r e m 13-4.3 eine , , S u m m e n f o r m e l " für d ie 

H i n d e r n i s f u n k t i o n e n dp aus § 1 3 . 3 h e r l e i t e n . Zunächst müssen w i r 
i n j e d e m H a l m Op, p e Yat e i n P r i m e l e m e n t Trp f i x i e r e n , bez. dessen dp 

de f in ier t w i r d . W i r wählen eine feste E r z e u g e n d e t v o n L über k 
u n d beze i chnen die Po l s te l l e der r a t i o n a l e n F u n k t i o n / auf Y m i t 00. 

Z u j e d e m abgeschlossenen P u n k t p4=oo h a b e n w i r g e n a u e i n 
n o r m i e r t e s i r r e d u z i b l e s P o l y n o m p (t) i n k [t] m i t D i v i s o r p — (degp) 00. 

Ist p(t)=t — (x. m i t a€Ä, so s chre iben w i r für p a u c h a. W i r f i x i e r e n 
np=p(t) für p 4=00 u n d Tt00= —tr1. 

H i l f s s a t z 13.4.5. Zu vorgegebenem qeYa> q 4= 0 0 und r)£W(k(q)) 
gibt es ein £eW(L) mit dq£ = rj, dp$ = 0 für alle p #=q, 00 und, falls 
deg q = 1 ist, überdies O00Z= —rj. 

Beweis d u r c h I n d u k t i o n n a c h d e g q . Ist q = a r a t i o n a l , so 
le istet das E l e m e n t f : = (/— OL)T) das V e r l a n g t e . Se i d e g q > 1 u n d 
q(t) das P r i m p o l y n o m z u q. W i r können uns auf d e n F a l l beschrän­
k e n , daß rj eine Q u a d r a t k l a s s e v o n k(q) = k[t]/(q(t)) i s t . W i r 
s u c h e n e i n P o l y n o m a(t) v o m G r a d < d e g q , dessen B i l d i n £(q) 



unser rj repräsentiert. D i e Q u a d r a t k l a s s e f : = (a(t) q(t)) v o n L h a t 
n e b e n dqg=rj n u r i n P u n k t e n p m i t d e g p < d e g q v o n N u l l v e r ­
schiedene H i n d e r n i s s e . A u f g r u n d der I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g g ib t 
es e in ZtW(L) m i t 0 p f = 0 p f für al le p+q, oo u n d BqC = O. D a s 
E l e m e n t | : = |' — C leistet das V e r l a n g t e , q.e.d. 

A u f g r u n d dieses H i l f s s a t z e s k o n s t r u i e r e n w i r z u j e d e m q€Ya eine 
A b b i l d u n g 

(13.4.6) vq: W(k(q))-*W(k) 

wie f o l g t : V00 sei d ie Identität. Ist q4=oo, so suche m a n z u vorge ­
gebenem rjeW(k(q)) e in £eW(L) m i t BQ£ = rj, BQ$ = 0 für p4=q> 0 0 

u n d setze VqTj=-B00!=. N a c h T h e o r e m 13.4.3 k a n n f n u r u m 
S u m m a n d e n aus W(k) v a r i i e r t w e r d e n . vqrj hängt also n i c h t v o n der 
W a h l v o n f ab ( jedoch v o n der W a h l v o n t). D iese A b b i l d u n g vq 

i s t W(A)-I inear u n d für ra t i ona les q — wieder n a c h H f s . 13-4.5 — 

die Identität. 

Bemerkung 13.4.7. Z u rj = \ k a n n m a n £ = (q(t)) wählen m i t 
d e m P r i m p o l y n o m q(t) z u q. M a n s i e h t : ^ q (I ) = I , fa l ls d e g q u n ­
gerade, u n d = 0, fa l ls deg q gerade. I m ersten F a l l e ist vq e in R e c h t s ­
inverses z u der k a n o n i s c h e n A b b i l d u n g W(k) ->W(k(q)). W i r 
e r h a l t e n nebenher den w o h l b e k a n n t e n S a t z ( [Sp ] , s. a u c h [Sch] ) , 
daß für eine end l i che Körpererweiterung Kjk v o n u n g e r a d e m 
G r a d e s i ch W(k) i n W(K) i n j i z i e r t . 

T h e o r e m 13.4.8 (Härder) , (i) Für jedes SeW(L) gilt 

(*) 2 V p £ = ° . 

r 

(H)Zu endlich vielenpteYaundrjieW(k(pi)), 1 4^i ^r,mit ^jVviTji=O 
1 

gibt es ein f 6 W(L) mit BVI f,- = Tji (1 <: i ^ r) u n d £ p £ = O scws/. 

W i r h a b e n also eine e x a k t e Sequenz 

Beweis, (ii) folgt sofort aus H f s . 13.4.5 u n d der D e f i n i t i o n der vv. 
D a m i t ist aber a u c h (i) k l a r : N a c h (ii) g i b t es e in f €W(L), für das 
(*) g i l t u n d BV$'= 0 p f i s t für a l le p 4=00. D a s E l e m e n t f — f l i egt 
i n W 7 ( Y X p ) , also n a c h T h . 13.4.3 i n W(k). S o m i t g i l t (*) a u c h 
für f. q .e .d. 



A l s w i cht iges offenes P r o b l e m b l e ib t d ie e x p l i z i t e B e r e c h n u n g 
der vD.5 

W i r u n t e r s u c h e n m i t H i l f e des T h e o r e m s 13.4.8 für e inige 
offene M e n g e n X v o n JP1

kf ob W(X) d i a g o n a l i s i e r b a r ist (s. § 4 - 3 ) . 

5 bezeichne das K o m p l e m e n t Y\X. 
Beispiel 13-4.9. 5 besteht n u r aus r a t i o n a l e n P u n k t e n . D a n n ist 

W(X) d i a g o n a l i s i e r b a r . 
Beweis. Se i O E S = {00, cnlf ..., cnr} m i t r^\. T h e o r e m 13.4.8 

l ie fert eine e x a k t e Sequenz 

O -> W(k) -> W(X) -i> JJ W(k) -> O. 
S\oo 

Q(X) w i r d als U n t e r g r u p p e v o n Q(L) erzeugt v o n Q(k) u n d d e n 
Q u a d r a t k l a s s e n (*—Oc

1
), (t — oc

f
) (s. 13-3-2). M a n s ieht sofort , daß 

s chon ZQ(X) u n t e r 3 au f JJ W(k) abgeb i ldet w i r d , also m i t W(X) 
S\oo 

übereinstimmen m u ß . q.e.d. 

Beispiel 13.4.10. S = {p} m i t d e g p ungerade . W(X) ist g e n a u 
d a n n d i a g o n a l i s i e r b a r , w e n n die — n a c h (13-4-7) i n j e k t i v e — 
k a n o n i s c h e A b b i l d u n g W(k)-> W(k(p)) a u c h s u r j e k t i v i s t . 

Beweis. D i e e x a k t e Sequenz 

0 -> W(k) -> W(X) ^ W(k (p)) X W(k) 

l ie fert u n t e r B e a c h t u n g v o n ZQ(X) =W(k) (s. 13.3.2), daß W(X) 
genau d a n n d i a g o n a l i s i e r b a r i s t , w e n n vv i n j e k t i v i s t . D i e B e h a u p ­
t u n g folgt m i t (13.4.7). q .e .d. 

Beispiel 13.4.11. S = {<x>fq} m i t q4=oo. W(X) ist genau d a n n 
d i a g o n a l i s i e r b a r , w e n n d ie k a n o n i s c h e A b b i l d u n g W(k) -> W(k (q)) 
s u r j e k t i v i s t . 

Beweis. Q(X) w i r d v o n Q(k) u n d der Q u a d r a t k l a s s e des P r i m ­
p o l y n o m s z u q erzeugt . M a n beachte d ie e x a k t e Sequenz 

0 _> W(k) -> W(X) X W(k (q)) -> 0 . 

§ 14. Weitere Beispiele diagonalisierbar er Wittringe 

14.1. Quaternionenräume. B r ( X ) beze ichne d ie B r a u e r g r u p p e 
eines Schemas A^, d . h . d ie G r u p p e der Ähnlichkeitsklassen der 

5 Zusatz bei der Korrektur. Diese ergibt sich bei einem neuen Beweis 
für Th . 1 3 . 4 . 8 von \V. Scharlau, s. seine demnächst erscheinende Arbeit 
,,Reciprocity Iaws for quadratic forms", Th . 3 . 1 . 



Azumaya-Algebren über X (s. [GB] I), und R(X) die Teilmenge 
der Ähnlichkeitsklassen zu den Azumaya-Algebren vom Rang 4, 
die wir als Quaternionenalgebren bezeichnen. Auf jeder Quater-
nionenalgebra 91 über X haben wir eine Minimalspur S : 9 l - > 6 \ 
(s. [GB] I, S. 15, ,,trace reduite"), einen Antiautomorphismus 
jari—>z := S(z) — z (zeOp>peX), schließlich eine nichtausgeartete 
Bilinearform 

(14.1.1) B(x,y) : = S(xy) (x, yeWp, peX). 

Die so entstehenden Räume nennen wir Quaternionenräume. 

Im Hinblick auf die späteren Beispiele sei X ab jetzt regulär 
und irreduzibel von der Dimension 1 mit nichtdyadischem H a l m 
Li=Ofim generischen Punkt f. In dieser Situation bleiben § 1 3 . 3 

und der Anfang von § 1 3 . 1 richtig. Wir übernehmen die dort ver­
einbarten Bezeichnungen. Die kanonische Abbildung von Br(AT) 
nach Br(L) ist injektiv ( [A—G] , T h . 7.2; [GB] II, Cor. 1.10), a 
fortiori also die von R(X) nach R(L). D a über L ähnliche Quater-
nionenalgebren isomorph sind, liefert der Übergang zu den Bilinear-
formen eine — bekanntlich injektive — Abbildung hL: R (L) f^W(L). 
Andererseits injiziert sich auch W(X) in W(L). Wir erhalten durch 
Einschränkung von hL eine Injektion hx: R(X)• W(X)f d .h . 
ähnliche Quaternionenalgebren über X haben lokal isometrische 
Bilinearräume. 

Rf(X) bezeichne den Durchschnitt von W(X) mit dem Bi ld 
R'(L) von hL. Nach (13.3.4) gut 

(14.1.2) Rf(X)= ClRf(O9). 

Lemma 14.1.3. /5/ X nichtdyadisch, so ist Rf(X) das Bild von 
R (X) unter hx. 

Beweis. Die Quaternionenalgebra 91 über L repräsentiere ein 
Element aus Rf(X). Dann enthält 91 zu jedem p€Xa ein unimodu­
lares C^p-Gitter (s. 13.3.3). Wir wollen eine Quaternionenalgebra $ 
über X mit 93 p ^9l konstruieren. Aufgrund elementarer Gitter­
theorie genügt es zu zeigen, daß jede Komplettierung 9l p , peXa, 
eine Quaternionenalgebra über Ov enthält (vgl. Beweis von 13.3.1). 

Das ist evident, falls 9l p zerfällt. Andernfalls bilden die #€9lp mit 
Norm xx =\ B(x, x)eOv eine Ordnung SBp (z.B. [Dr], S. 100), die 
unimodular sein muß, da 9tp überhaupt höchstens ein unimodulares 



G i t t e r enthält ( [ E ] , S a t z 9-4, [ O M ] 9 1 D i e R e d u k t i o n » p ® A ( p ) 
h a t n i chtausgear te te M i n i m a l s p u r , is t also Q u a t e r n i o n e n a l g e b r a . 
D a h e r i s t a u c h 33 p Q u a t e r n i o n e n a l g e b r a . q.e .d. 

Bemerkung 14.1.4. D i e Q u a t e r n i o n e n a l g e b r e n s i n d sogar n i c h t ­
ausgeartete quadratische R ä u m e ( , ,quadrat i c s p a c e " [ B a ] , S. 144). 
D a s A n a l o g o n z u L e m m a 14.1-3 b l e ib t a u c h b e i d y a d i s c h e m X 
r i c h t i g i n d e m ähnlich (13-1.2) de f in i e r ten Q u o t i e n t e n Wq(X) der 
W i t t g r u p p e Wq(X) der n i c h t a u s g e a r t e t e n q u a d r a t i s c h e n R ä u m e 
auf X (Def. s. [ B a ] S. 144 für X a f f in) . N e b e n h e r erhält m a n u n t e r 
B e a c h t u n g des A n a l o g o n s z u (14.1.2) für Wq(X): 

(14.1.4.1) R(X)= OR(Ov). 
p € A ' a 

( V g l . [ G B ] I I , P r o p . 2.3, [ A - G ] , P r o p . 7.4.) 

Lemma 14.1.5. L sei algebraischer Zahlkörper, Q die Menge seiner 
Primstellen, S eine endliche Teilmenge, die alle archimedischen Prim­
stellen enthält. C sei der Ring D s der Elemente von L, die an allen 
Primstellen aus Q\S ganz sind. 

Behauptung. Rf (C) = R' ( 2 " ~ C ) . 

Beweis. N a c h (14.1.2) genügt es z u ze igen, daß für gerades 
peQ {p d i s k r e t u n d T e i l e r v o n 2} Rf(Cv) = Rf(L) i s t , also daß jede 
Q u a t e r n i o n e n a l g e b r a 91 über L e in u n i m o d u l a r e s C p - G i t t e r enthält. 
W i r können d a z u z u r K o m p l e t t i e r u n g 9 l p übergehen. Zerfällt diese, 
so i s t d ie B e h a u p t u n g k l a r . A n d e r n f a l l s enthält 9( p e in C p - G i t t e r 
der G e s t a l t M _ L ( T E ) ® M m i t Jr = P r i m e l e m e n t v o n C p , M = M a x i ­
m a l o r d n u n g der u n v e r z w e i g t e n q u a d r a t i s c h e n E r w e i t e r u n g Kv v o n 
Lv u n t e r der a n a l o g (14.1.1) de f in i e r ten B i l i n e a r f o r m ( [ E ] , S a t z 9.7). 

N u n ist M^ A(2, 2Q) m i t gee ignetem ^ e C * ( [ E ] , S. 37 u n t e n ) . 
9 l p enthält e in G i t t e r ^4(2, 2 Q) _L A (2 TZ"1, 2n Q). q .e .d. 

14.2. W i r b e t r a c h t e n einige B e i s p i e l e , i n denen W(X) v o n Q (X) 
u n d Rf(X) a d d i t i v erzeugt w i r d . 

14.2.1. X sei n i c h t d y a d i s c h . Über L sei jeder 5 -d imensionale 
R a u m i so t rop , also jeder 4 -d imens iona le R a u m u n i v e r s e l l { z . B . X 
K u r v e über e i n e m C 1 - K o r p e r } . Z u z w e i Q u a t e r n i o n e n a l g e b r e n 
9 l x , 9 l 2 über L i s t 9l x ± 9 l 2 i s o m e t r i s c h z u 9 l 3 _L 2 X H m i t e iner w e i t e r e n 
Q u a t e r n i o n e n a l g e b r a 9 l 3 . V e r g l e i c h der C l i f f o r d a l g e b r e n ze igt , daß 
9 l 3 z u der A l g e b r a 9^(8)9^ ähnlich i s t . R (L) i s t also U n t e r g r u p p e 



v o n Br(L) u n d hL i s t a d d i t i v . F e r n e r is t Rf (L) W0(L) = 0. A f o r t i o r i 
ist R(X) eine G r u p p e , hx a d d i t i v u n d Rf(X) e in I d e a l v o n W(X)i 

das v o n d e m K e r n W0(X) des D i m e n s i o n s i n d e x e sv (s. 13 .I .3) 

a n n u l l i e r t w i r d . Schließlich ist W(X) = ZQ(X) + R'(X). Z u m B e ­
weis add iere m a n z u e i n e m vorgegebenen n i ch tausgear te ten R a u m Z s 
über X den R a u m — d(E) oder (— i)±d(E), so daß m a n e inen 
R a u m F m i t v (F) = 0,d(F) = \ erhält. F l ie fert i n W(L) e in E l e m e n t 
aus R'(L)r, W(X), a lso # ' ( X ) . 

Is t X offener T e i l e iner vollständigen i r r e d u z i b l e n regulären 
K u r v e Y über e i n e m e n d l i c h e n n i c h t d y a d i s c h e n Körper k (für 
d y a d i s c h e s k. s. I 3 . I . 4 ) , so i s t a u f g r u n d der Klassenkörpertheorie 
R(X) i m F a l l e X=Y N u l l u n d sonst e in Z 2 - V e k t o r r a u m der 
D i m e n s i o n s — 1 m i t s = A n z a h l der P u n k t e v o n Y\X. { M a n be ­
achte (14.1.4.1) u n d B r ( 0 p ) ^ B r ( £ ( p ) ) = O für a l le peYa, s. z . B . 
[ A - G ] , T h . 6.5.} Is t s ^ l , so is t W(X) also d iagona l i s i e rbar . Für 

2 b r a u c h t das n i c h t der F a l l z u se in (s. 13-4.11). D e r K e r n der 
A b b i l d u n g (v, d) aus § 4 . 2 berechnet s i ch z u W0(X)2+Rt(X) (vg l . 
[P f ] , B e w e i s v o n S a t z 13) u n d ist d a n n wegen W0(X)2CZQ(X) echt 
größer als W0(X)2. 

14.2.2. S e i j e t z t X eine reguläre i r r e d u z i b l e K u r v e über d e m 
Körper IR der reel len Z a h l e n . D i e Menge X(JR) der reel len P u n k t e 
v o n X zerfällt i n der v o n der R i e m a n n s c h e n Fläche X ( C ) i n d u ­
z i e r t e n , , s t a r k e n T o p o l o g i e " i n Z u s a m m e n h a n g s k o m p o n e n t e n 
Z1, ...,Zr (r = 0, fa l ls X(JR) leer). Für e inen n i ch tausgear te ten 
R a u m F über X i s t d ie S i g n a t u r Tx(E) der F a s e r E(x), xeX (JR)1 

über k(x) = JR (Überschuß a n , , pos i t i ven Q u a d r a t e n " ) eine bez . 
der s t a r k e n Topo l og i e l o k a l k o n s t a n t e F u n k t i o n , also auf j e d e m 
Zi (1 ^r) e ine K o n s t a n t e Ti(E). [ M a n betrachte Z a r i s k i - I o k a l e 
O r t h o g o n a l b a s e n . Für offenes UcX l i e fert e in fer(U,Ox) eine i n 
der s t a r k e n Topo l og i e stetige ree l lwert ige F u n k t i o n auf f / ( lR).] 
N a c h W i t t ( [ W ] , S a t z 23) i s t e in SeW(X) d u r c h d ie W e r t e v(£), 

T*(f) (l^i^r) e i n d e u t i g festgelegt. W e i t e r besagt der 
S a t z I I I ' aus [ W J 1 gerade : R(X) = Br(X); z u be l i eb ig vorgegebenen 
S i g n a t u r e n Aki (1 ^r) g i b t es genau e i n £eR'(X) m i t Ti(S) =Aki 

für a l le *. M a n ver i f i z i e r t n u n wieder l e i ch t , daß W(X) v o n Q (X) 
u n d Rf(X) erzeugt w i r d : Z u vorgegebenem n i ch tausgear te ten 
R a u m £ über X ge langt m a n d u r c h A d d i t i o n v o n —d(E) oder 
( — i)±d(E) z u e i n e m R a u m F m i t v(F)=O, d(F) = \ u n d s o m i t 
d u r c h 4 t e i l b a r e n S i g n a t u r e n Ti (F) =Aki. A d d i e r t m a n z u F d i e R ä u m e 



\ k i \ * ( ± % ) z u d e n Q u a t e r n i o n e n a l g e b r e n % m i t Ti(Wi)=Adijt so 
erhält m a n e inen l o k a l h y p e r b o l i s c h e n R a u m . 

Für r = 0 ist W(X) d i a g o n a l i s i e r b a r , ebenso für r = 1, d e n n d a n n 
ist B r (X) = Z 2 [ — 1, — l ] m i t der H a m i l t o n s c h e n A l g e b r a [ — 1 , - 1 ] . 

Problem 14.2.3 (vgl . § 1 3 . 4 ) . Se i p r a t i o n a l e r P u n k t e iner v o l l ­
ständigen regulären K u r v e über d e m Körper k. I s t d ie R e s t r i k ­
t i o n s a b b i l d u n g W(Y)->W(Y\p) s u r j e k t i v ? D a s ist j edenfa l l s 
w a h r , w e n n k a lgebra i s ch abgeschlossen, v o l l k o m m e n u n d d y a d i s c h 
oder e n d l i c h i s t , w e i l W(Y\p) d a n n d i a g o n a l i s i e r b a r (13.1.4, 14.2.1) 
u n d Q(Y)^Q(Y\p) s u r j e k t i v i s t (s. 13.3.2), ebenso für k = WL, w e i l 
a u c h R(Y)^R(Y\p) d a n n s u r j e k t i v i s t . 

14.2.4. Se i C e in Z a h l r i n g O s w ie i n L e m m a 14.1.5 beschr ieben . 
Se ien Vi (1 <Li <^r, e v t l . r = 0) d ie ree l len P r i m s t e l l e n u n d p0 e ine 
feste gerade P r i m s t e l l e v o n L. W e i t e r beze ichne a t das E l e m e n t i n 
W(C) z u der Q u a t e r n i o n e n a l g e b r a , d ie genau a n d e n S t e l l e n p0, 
Vi n i c h t zerfällt (s. 14.1 .5). M i t der T h e o r i e v o n H a s s e - M i n k o w s k i 
s ieht m a n , daß die G r u p p e 2 B r ( 2 ~ ° ° C ) der Ähnlichkeitsklassen 
a l l e r Q u a t e r n i o n e n a l g e b r e n über 2~°°C, d ie a n d e n reel len S t e l l e n 
ze r fa l l e n , u n t e r hL a d d i t i v auf e in I d e a l Rn(C) v o n W(C) m i t 
R"(C)W0(C) = O abgeb i ldet w i r d , u n d w e i t e r : 

(14.2.4.1) W(C) = ZQ(C) + Rff(C) + £ Zai. 
1 

[ V g l . 14 .2.2, 14 .2 .1 . M a n lese d ie Ti i n 14 .2.2 j e t z t als d ie S i g n a t u r e n 
a n d e n Vi.] 

14.3. W i r b e n u t z e n (14 .2 .4.1), u m W(C) für einige besonders 
e infache Z a h l r i n g e als a d d i t i v e G r u p p e e x p l i z i t anzugeben , [a, b] 
beze ichne die Q u a t e r n i o n e n a l g e b r a m i t d e n S t r u k t u r k o n s t a n t e n 
a, beL*, also m i t d e m B i l i n e a r r a u m (2)<g)(l, — a ) ® ( l , —b)- D i e s e r 
ist z u (1, — a)(g) ( l , — b) i s o m o r p h , w e i l das E l e m e n t 2 t o t a l ­
p o s i t i v i s t . 

14.3.1. C sei der R i n g der g a n z e n Z a h l e n eines imaginär q u a d r a t i ­
schen Zahlkörpers L. Ist d ie P r i m z a h l 2 i n C zerlegt , so ist 
2Br(2~O0C) =Z2[— 1, — 1]. A n d e r e n f a l l s i s t diese G r u p p e N u l l . 
W(C) u n d W(2~°°C) s i n d d i a g o n a l i s i e r b a r . 

H a t P i c ( C ) ungerade O r d n u n g , so ist W(C) = Z ( I ) s Z 4 , außer 
i m F a U e C = Z []/ - 1 ] . D a n n ist W(C) = Z (1) 0 Z (\ - 1) s Z 2 0 Z 2 . 



14.3.2. H a t L n u r eine reelle P r i m s t e l l e , so t r i t t i n (14.2.4.1) i m 
l e t z t e n T e r m n u r die A l g e b r a [—1, —1] auf. A l s o i s t W(C) = 
TLQ(C) + RN(C). Für C = TL e rg ibt s i c h , d a B r ( 2 - ° ° Z ) = O i s t : 

W(TL) = Z ( I ) ^ Z 

W(I-COTL) = Z (1) © Z [ ( 2 ) - (1)] s Z 0 Z 2 . 

D a s z u W(TL) = TL(X) g le i chwert ige R e s u l t a t AT(Z) = Z ( 1 ) 0 Z ( - 1 ) s 

Z 0 Z f indet s i ch s chon be i Serre ([Se]). 

74 .3 .3. C=P-QOTL, p P r i m z a h l = 3 m o d 4. D a s L e g e n d r e -

S y m b o l [^y} i s t - 1 . D a h e r ist 2 g r (2 " " 0 0 C) = Z 2 [—1, p] u n d w i r 

e r h a l t e n 

W ( ^ ) - 0 o Z ) = Z (1) © Z [(P) - (1)] s Z © Z 4 . 

A u c h W ( 2 ^ ) ~ ° ° Z ) i s t d iagona l i s i e rbar . 

14.3.4. C=P-00Zf p P r i m z a h l = 5 m o d 8. I m m e r h i n ist = 

— 1, d a h e r 2 B r ( 2 " ° ° C ) = Z 2 [ - 2 , ^>]. D e r R a u m z u [-2fp] über L 

enthält e in C - u n i m o d u l a r e s G i t t e r (1, — p)±M mit A [2, - ^ - j . 

W i r e r h a l t e n 

W(p~°°Z) = Z(X) © Z [(P)-(X)} © Z ( M ) ^ Z © Z 2 © Z 2 . 

PT(C) i s t n i c h t d i a g o n a l i s i e r b a r , w o h l aber W(2-°°C). D e r K e r n der 
A b b i l d u n g (v9 d) auf W(C) (s. §4 . 2 ) i s t 4= ( Q 2 • 

14.3.5. C=p~°°Zfp P r i m z a h l == 1 m o d 8. Se i / eine P r i m ­
z a h l m i t l = 3 m o d 4 u n d = — 1, also ( - z ^) = + 1. E s ist 

2 B r ( 2 ~ ° ° C ) = Z2[—p, l]. I n d e m R a u m (/, pl) über Q h a b e n w i r z u 
be l i eb ig gewähltem xeZ m i t x2 == — >̂ m o d / e in u n i m o d u l a r e s 
C - G i t t e r 

-\x I-* (x2+ p)J 

W i r e r h a l t e n 
W(p-°°Z) = Z (1) © Z [#) - ( 1 ) ] © Z [ (M) - (£) - (1)] s Z © Z 2 © Z 2 . 
M a n s ieht l e i ch t , daß neben W(C) a u c h W ( 2~°°C) n i c h t d i a g o n a l i ­
s i e rbar i s t . 
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