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Grothendieck- und Wittringe von nichtausgearteten
symmetrischen Bilinearformen *

MANFRED KNEBUSCH

Mathematisches Institut der Universitidt des Saarlandes, Saarbriicken

Vorbemerkungen

Diese Arbeit besteht aus drei Teilen. In § 1 —4 entwickeln wir
die Definition des Wittringes W (X) der nichtausgearteten sym-
metrischen Bilinearrdume liber einem beliebigen Schema X (= Pri-
schema in der Terminologie der [EGA]Y). In § 5—10 studieren wir
Wittringe tber lokalen Ringen, in §11—14 tUber Dedekindringen
und damit verwandten Schemata.

Einleitung und Uberblick

A. In der Halbgruppe S(X) der Isomorphieklassen nichtaus-
gearteter symmetrischer Bilinearrdume iiber einem Schema X (in
der Einleitung kurz ,,Riaume iiber X* genannt, Def. in § 1) gilt im
allgemeinen nicht die Kirzungsregel. Sie ist z.B. stets verletzt,
falls X dyadisch ist, d. h. falls das Element 2 in dem Ring I'(X, 0y)
der globalen Funktionen auf X nicht Einheit ist (s. 3.4.2)2 Die
dadurch bedingten Schwierigkeiten lassen sich gewaltsam be-
seitigen, indem man nur die zu S (X) gehorige Grothendieckgruppe
K (X) betrachtet. Es sei an dieser Stelle gestattet, an die Kon-
struktion von K (X) zu erinnern.

Wir nennen zwei Elemente &, n von S(X) stark dquivalent und
schreiben &7, wenn es in S(X) ein weiteres Element { mit
&4 ¢=mn-+¢ gibt. In der Halbgruppe G der Klassen dieser Aqui-
valenzrelation auf S (X) gilt die Kiirzungsregel. K (X) ist die von G
erzeugte abelsche Gruppe. (Ihre Elemente sind die Differenzen

* Habilitationsschrift Hamburg 1968, iiberarbeitet und leicht gekiirzt.
This research was supported in part by the National Science Foundation
at the University of Notre Dame under grant GP-6652.

1 Hinweis auf das Literaturverzeichnis.

2 Hinweis auf ,,Folgerung 3.4.2“ in § 3.



6 M. Knebusch:

& — &, von Elementen aus G mit der Regel:

G1—8: =8 —8S&+8=8 &)

Kennen wir K(X), so kennen wir immerhin alle additiven Ab-
bildungen von S(X) in abelsche Gruppen, da diese sich eindeutig
tber K (X) faktorisieren lassen. Wir kénnen in S(X) Tensorpro-
dukte und duBere Potenzen bilden (§ 2) und damit K (X) zu einem
A-Ring (s. [G],, S.148) machen, der tberdies eine Augmentation
durch die Dimensionsfunktion besitzt (vgl. [Se], S. 6). Doch wird
die A-Struktur in dieser Arbeit nicht untersucht.

Ein Raum FE iiber X mit Bilinearform B heiBle metabolisch, falls
E als 0x-Modul (O = Strukturgarbe von X) direkte Summe zweier
Moduln U und V ist, die unter B in Dualitit stehen und von denen
mindestens einer, etwa V, totalisotrop ist, d. h. B(V, V)=0. Gibt
es eine solche Zerlegung von E, bei der auch U totalisotrop ist, so
nennen wir E hyperbolisch.

Ist X nicht dyadisch, d. h. ist 2 Einheit des Ringes I'(X, 0y), so
ist jeder metabolische Raum sogar hyperbolisch (s. §3.3).Uber
beliebigem X gilt immerhin:

(M 1) Jeder metabolische Raum ist zu einem hyperbolischen
Raum stark dquivalent.

,,Metabolisch“ ist also nur eine leichte Verallgemeinerung von
,,hyperbolisch*, die wir benutzen, um den Gebrechen der Riume
tiber dyadischen Schemata Rechnung zu tragen. Die metabolischen
Riume haben auch weitgehend die niitzlichen Eigenschaften der
hyperbolischen Riume in der Wittschen Theorie [W] dber nicht-
dyadischen Kérpern (Beweise in § 3):

(M 2) Ist X affin, V totalisotroper Teilraum (s. §1.3) eines
Raumes E iber X, so laBt sich V' zu einem metabolischen Teil-
raum U @ V von doppelter Dimension in E ergdnzen.

Insbesondere 148t sich jeder nichtausgeartete Raum E ortho-
gonal zerlegen in einen metabolischen Raum M und einen aniso-
tropen Raum F (d. h. F besitzt keine totalisotropen Teilraume = 0).
Die Voraussetzung ,, X affin‘‘ ist dabei wesentlich. Schon iiber voll-
standigen elliptischen Kurven gibt es Gegenbeispiele (s. 13.1.9).

Zu einem Raum E iiber X mit Bilinearform B bezeichne —E
den Modul E, versehen mit der Bilinearform — B.

(M 3) E | (—E) ist stets metabolisch.

(M 4) Das Tensorprodukt eines metabolischen Raumes mit
einem beliebigen Raum ist wieder metabolisch.

— 94 —
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Wegen (M 3) ist jeder Raum orthogonaler Summand eines
metabolischen Raumes. Wir kénnen daher die Grothendieckgruppe
KM (X) zu der Halbgruppe M (X) der Isomorphieklassen meta-
bolischer Riume iiber X als additive Untergruppe von K (X) auf-
fassen. KM (X) ist wegen (M 4) sogar ein Ideal in K (X). Den Quo-
tienten K (X)/KM (X) nennen wir den Wittring W(X) von X.
Nach (M 3) gilt fur das Bild (E) eines Raumes E in W(X) die
Gleichung (E) + (— E) = 0. Insbesondere lassen sich alle Elemente
von W (X) durch Ridume beschreiben, nicht nur durch formale
Differenzen von Riaumen. Leider bilden, selbst bei affinem X, die
Isomorphieklassen der anisotropen Raume trotz (M 2) i.a. kein
eineindeutiges Reprisentantensystem der Elemente von W (X)
(,,Kernrdaume'*). Sieht man jedoch von diesem Umstand ab, so
kann man sagen, daB unsere Definition des Wittringes auf einer
natiirlichen Verallgemeinerung der Wittschen Idee [W] beruht.

H bezeichne den zweidimensionalen freien Raum tber X, dessen
01
Bilinearform durch die Matrix (1 O) beschrieben wird. Ist jeder

lokalfreie 0x-Modul von endlichem Typ global frei, so ist KM (X) =
ZH (s. §3.1) und W (X) enthilt zusammen mit der Dimensions-
funktion auf K (X) (s. 1.4.1) alle Informationen tber K(X), die
sich nicht auf die 2-Operationen beziehen.

B. Es folgt eine Inhaltsangabe. Die bisher besprochenen Be-
griffe werden in § 1 —3 eingefiihrt. In § 2 definieren wir auBerdem
die Quadratklassengruppe Q(X) eines Schemas X als die Gruppe
der Isomorphieklassen eindimensionaler Raume unter dem Tensor-
produkt als Verkniipfung. Wir kénnen dann die Determinante
det (E) eines Raumes E der Dimension # einfach als die Isomorphie-
klasse der n-ten duBeren Potenz von E definieren. (Das Wort
,,Diskriminante’‘ reservieren wir fiir die hier nicht behandelten
quadratischen Formen.) Das ergibt eine additive Abbildung
det: K(X)—~Q(X) und mit dem diblichen Vorzeichentrick eine
,,signierte Determinante’ d: W (X) —>Q(X) (s. §4.2). Diese ist nur
auf dem Ideal W, (X) der Elemente zu den Raumen gerader Dimen-
sion additiv und verschwindet auf W, (X)2 Ist W(X) diagonalisier-
bar, d. h., wird dieser Ring von der in ihn einbettbaren Quadrat-
klassengruppe Q(X) additiv erzeugt, so stimmt der Kern der
Einschrankung von d auf W, (X) sogar mit W, (X)? iiberein (s. § 4.3).
Sonst kann er groBer sein (s. 14.2.1, 14.3.4).
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W (X) ist stets diagonalisierbar, falls X Spektrum eines semi-
lokalen Ringes ist. Aber schon, wenn X Spektrum eines Dedekind-
ringes ist, scheint die Diagonalisierbarkeit von W (X) ein seltenes
Phanomen zu sein (Beispiele in §13.4, §14). Allgemein ist K (X)
auch der Grothendieckring der eigentlichen Riume tiber X, d. h.
der Raume, die lokale Orthogonalbasen besitzen (s. § 5.4). Dennoch
ist, selbst falls X Spektrum eines dyadischen lokalen Ringes ist,
i.a. nicht jeder Raum zu einem eigentlichen Raum stark dqui-
valent (s. § 8.4).

Ist X Spektrum eines Ringes C, so kénnen wir uns die Raume
iber X als projektive endlich erzeugte C-Moduln mit Bilinearform
vorstellen (Ubergang zu den globalen Schnittmoduln). Wir schrei-
ben anstelle von Q(X), S(X), K(X), W(X), ... dann Q(C), S(C),
K(C), W(C), .... Sei jetzt C ein semilokaler Ring, dessen Rest-
klassenkérper nach den maximalen Idealen alle mindestens 3 Ele-
mente enthalten. Dann 148t sich der Kern der kanonischen Sur-
jektion des Gruppenringes Z[Q(C)] auf K(C) angeben (§5.5).
A. Delzant benutzt dieses Resultat iiber nichtdyadischen Kérpern
in [De] als Ausgangspunkt fir die Konstruktion von ,,Stiefel-
Whitney-Klassen®. Es sei hier angemerkt, daB seine Methode sich
auf beliebige nichtdyadische semilokale Ringe iibertragen 1a8t. Die
Stiefel-Whitney-Klassen sind dann Abbildungen

w;: K(C)—>H' (X,,, Z|2Z)

(¢#=1,2,...) in die Kohomologiegruppen der konstanten Garbe
Z[2Z auf dem etalen Situs X, zu dem Spektrum X von C (s.
[SGAA]VII).

In §7 beweisen wir den naheliegenden Satz, daB fiir einen
henselschen lokalen Ring (C, m) die Reduktionsabbildung von S (C)
auf S(C/4m) bijektiv ist, also auch die von K(C) auf K(C/4m)
(vgl. [Du]).

Der Kiirzungssatz von O’Meara ([OM], 93:14a) laBt sich fur
die hier betrachteten Riume auf beliebige lokale Ringe C tber-
tragen {§6.1; man konnte allgemeiner Réume zulassen mit
Werten der Bilinearform im totalen Quotientenring von C, deren
Determinanten nicht Nullteiler sind}. Der Schlissel zu diesem
Satz ist O’Mearas Begriff der Normgruppe eines Raumes (§ 6.1,
[OM] §93 A). Uber beliebigen lokalen Ringen ist ein metabolischer
Raum durch seine Dimension und Normgruppe bis auf Isomorphie

_96_



Grothendieck- und Wittringe von Bilinearformen 9

gekennzeichnet (§ 6.2). Offen ist die Frage, ob es fiir den weiter-
gehenden Klassifikationssatz von O’Meara flir Riume iiber Be-
wertungsringen (§ 6.2, [OM] 93:16) einen sinnvollen Ersatz etwa
tiber reguliren dyadischen lokalen Ringen gibt (vgl. Satz 6.2.2).
Dabei miBten die wuneigentlichen Riume, d. h. die Riume ohne
Orthogonalbasis, irgendwie ausgeklammert werden. Zum Beispiel
lassen sich iiber dem formalen Potenzreihenring in 4 Variablen mit
einem dyadischen Korper als Koeffizientenbereich leicht zwei an-
isotrope, stark dquivalente, uneigentliche Raume mit gleicher
Normgruppe angeben, die nicht isomorph sind. Ziel von § 8 ist der
Beweis der folgenden beiden Teilergebnisse in Richtung auf einen
solchen Klassifikationssatz: Sei (C, m) dyadischer lokaler Ring,
¢ das von 2m und der Menge m® der Quadrate in m erzeugte
Ideal von C.

Theorem 8.2.1. Ist ¢ =0 (z.B. C ein Korper), so sind zwei aniso-
trope Raume iiber C mit gleichem Bild in W (C) isomorph. {Dies ist
auch tber jedem mnichtdyadischen semilokalen Ring B richtig, weil
dann in S(B) die Kiirzungsregel gilt, s. 6.1.3, [Kl], [Kn].}

Theorem 8.5.5. Entsteht (C, m) aus einem reguldren lokalen Ring
(B, M) durch Reduktion nach einem Ideal zwischen 292+ MDIN
und B, so hat jeder anisotrope Raum E =0 iiber C, der keine un-
eigentlichen nichtausgearteten Teilrdume =0 besitzt, in W (C) ein
Bild 0. {Die zweite Voraussetzung tber E 14aBt sich nicht ersatz-
los streichen, s. 9.3.8.}

Diese Resultate gestatten uns in § 9 den Beweis einiger Aus-
sagen iiber das Ideal W, (C) der Elemente von C, die sich durch
uneigentliche Ridume reprisentieren lassen. Bezeichnen wir zu
einem Ideal a von C mit W(C, a) den Kern der Reduktionsabbil-
dung von W(C) auf W(C/a), so gilt W, (C) <W(C, m) und W, (C)n
W(C, ¢)=W(C, mc) (s.9.3.7), insbesondere also W, (C) > W(C, mc).
In §9.3 und § 9.4 werden der erste und dritte Faktor der Reihe

W(C, mc) W, (C) < W, (C)+W(C, ) <W(C, m)

durch Erzeugende und Relationen beschrieben und fiir regulires C
auch der mittlere Faktor. Unabhingig von den Resultaten aus § 8
zeigen wir in §9.5, daB W, (C) bei vollkommenem Restklassen-
kérper C/m als Kern eines kanonischen Ring-Epimorphismus
o: W(C)»Cyfro auftritt. Dabei ist C, der Teilring mo (1 +m)
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von C und v das von den Elementen 2& + 2 mit £ €em in C,erzeugte
Ideal. Ist C der Ring der ganzen 2-adischen Zahlen, so ist C =C,,
tv = 8C und die Invariante ¢ wohlbekannt (s. [Bl], [Se] S. 3).

Die Strukturtheorie von W(C) wird in dieser Arbeit nicht
weiter verfolgt, doch sei angemerkt, daB die folgenden Verall-
gemeinerungen zweier Sdtze von A. Pfister [Pf] richtig sind: Sei C
semilokaler Ring, dessen Restklassenkérper nach den maximalen
Idealen alle mindestens 3 Elemente enthalten. Dann hat in der
additiven Gruppe von W (C) jedes Torsionselement 2-Potenz-
Ordnung. Die nilpotenten Elemente von W(C) sind gerade die
Torsionselemente aus W, (C). Der Beweis muB spiterer Veroffent-
lichung vorbehalten bleiben.

Ein anisotroper Raum iiber einem Koérper & der Charakteristik 2
bleibt tber jeder separablen Korpererweiterung L von % anisotrop
(§ 10). Dies zeigt deutlich, daB fiir eine kohomologische Beschrei-
bung der eigentlichen Riume iiber einem Schema die étale Topo-
logie nicht ausreicht. Man miiBte etwa die treuflache Topologie
(,,treuflach, endliche Prasentation®, [SGAD]IV, S. 86) heranziehen.

Ist C ein Dedekindring, L sein Quotientenkorper, so ist die
natiirliche Abbildung von W(C) nach W(L) injektiv (11.1.1). Der
Kern der entsprechenden Abbildung von K (C) nach K (L) laBt
sich explizit angeben (11.1.2, 11.1.3, 11.3.5). Ist 240 in C, so sind
zwei isotrope Raume iiber C genau dann stark dquivalent, wenn
ihre Lokalisierungen nach der Halbgruppe der Potenzen von 2
isomorph sind.

In §12 konstruieren wir zu einem Bewertungsring (C, m) mit
archimedischer Wertegruppe I', Restklassenkorper £ und Quo-
tientenkorper L eine exakte Sequenz

0—W(C, m)—>W (L) —W(k) [[/2T"]—0.

Das Kongruenzideal W(C, m) verschwindet genau dann, wenn
jedes Element aus 1 +m ein Quadrat ist.

Sei Y eine vollstindige irreduzible regulidre algebraische Kurve
iiber einem Korper & ([EGA]II, §7.4), L ihr Funktionenkorper.
Der Kern der natiirlichen Abbildung von W(Y) nach W(L) ist das
Ideal der Bilder aller lokal metabolischen Raume iber Y (13.1.1).
Es enthilt schon fir elliptisches Y und algebraisch abgeschlossenes
E unendlich viele Elemente (13.1.9). Allerdings ist iiber der pro-
jektiven Geraden P} bei beliebigem Korper k& jeder lokal meta-

— 98 —
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bolische Raum metabolisch und die kanonische Abbildung von
W (k) nach W (IP}) bijektiv (§13.2).

Die Uberlegungen aus §12 liefern zu jedem abgeschlossenen
Punkt p der Kurve Y nach Wabhl einer Ortsuniformisierenden eine
,,Hindernis-Funktion“ &,: W(L) - W(k(p)), wobei k(p) der Rest-
klassenkérper von 0y in p ist. Ist X offener Teil von Y, so liegt ein
EeW(L) genau dann im Bild der kanonischen Abbildung von
W(X) nach W(L), wenn 9,§=0 fir alle peY\ X ist (§13.3). In
§ 13.4 geben wir den Beweis einer von G. Harder gefundenen
,,Summenformel  fiir die Hindernisse 2, im Falle Y = IP; wieder?3.
Diese Formel hat fiir beliebigen Koérper % z.B. folgende Konse-
quenz: Zwei Riume tber dem rationalen Funktionenkorper ()
in einer Variablen ¢ sind isomorph, falls ihre Komplettierungen zu
allen von einer festen rationalen Primstelle verschiedenen Prim-
stellen von £ (¢) isomorph sind.

Ist X regulire Kurve iiber einem nichtdyadischen C,-Koérper
oder auch iiber dem Korper der reellen Zahlen, so wird W(X)
additiv erzeugt von den Bildern der eindimensionalen Riume, der
Quaternionenrdume und (bei nichtaffinem X) der lokal metaboli-
schen Riume (§ 14.2). Ahnliches gilt fiir offene Teile des Spektrums
des Ringes der ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers

(14.2.4).

J. P. Serre hat in [Se] K (Z) bestimmt (und der Wunsch, sein
Resultat zu verstehen, war der erste Antrieb zu dieser Arbeit).
Wir gewinnen dieses Resultat in §14.3 in der Formulierung
W(Z) ~ Z. Weiter geben wir W(C) explizit an fur die Lokali-
sierungen C =p~*Z von Z nach den Potenzen einer Primzahl 4.

Fiir eine ausgedehnte briefliche und miindliche Diskussion
danke ich meinem Freunde Herrn Giinter Harder herzlich.

Bezeichnungen

Das Zeichen OE bedeutet ,,ohne Einschrankung der Allgemein-
heit“. N = natiirliche Zahlen; Z =ganze rationale Zahlen; Q@ =
rationale Zahlen; R =reelle Zahlen; €= komplexe Zahlen; IF,=
der Korper mit 2 Elementen; i2=ganze 2-adische Zahlen. Zu
einer abelschen Gruppe G und einem 7€N bezeichnet ,G bzw. G,

3 Zusatz bei der Korrvektur: Vgl. die demnichst erscheinende Arbeit
,,Reciprocity laws for quadratic forms*, Th. 3.1, von W. Scharlau.

_99..._



12 M. Knebusch:

den Kern bzw. Kokern der Homothetie auf G mit ». Zu einer
abelschen Halbgruppe M bezeichnet KM die zugehoérige Grothen-
dieckgruppe (s. Einleitung A). K ist also der Linksadjungierte zu
dem Vergessensfunktor von der Kategorie der abelschen Gruppen
in die der abelschen Halbgruppen.

Das Zeichen 7z bedeutet ,isomorph, ~~ bedeutet ,stark
aquivalent” (s. Einleitung A), ~ bedeutet ,,dquivalent” (s. §3.5).
Ein Pfeil -» bezeichnet einen Epimorphismus, < einen Monomor-

phismus, = einen Isomorphismus. Eine Summe Z . mit natir-
lichen /, m sei Null, falls /> m ist.

Zu einem Schema X (=,,Praschema‘ in den [EGA]) bezeichnet
Oy oder O die Strukturgarbe von X, 0% die Garbe ihrer Einheiten,
m, das maximale Ideal des Halmes ¢, von 0y in p€X, k(p) den
Restklassenkorper 0,/m,. X heiBe nichtdyadisch, falls 2 in I'(X, Ox)
Einheit ist, sonst dyadisch. Zu einem Ox-Modul E bezeichnet E,
den Halm in peX, E(p) die Faser E,/m,E,. Den Dualmodul
Hom (E, Oy) bezeichnen wir mit E*, Fiir lokale Schnitte % in E,
v in E* uber gleicher offener Menge (oder zugehorige Keime im
gleichen Punkt) schreiben wir anstelle von v (%) auch (%, v> oder
{v, ). Zu einer Menge T bezeichnet Ty oder T die Garbe der
(Zariski-) lokal konstanten Funktionen auf X mit Werten in T.
Zu einer Garbe F auf X und offenem Z <X bezeichnet F|Z die
Einschrinkung von F auf Z. Pic(X)= Gruppe der Isomorphie-
klassen inversibler Oy-Moduln ([EGA] O,, §5.4). Ein ,,Raum’‘ E
auf X ist stets ein symmetrischer Bilinearraum (s. §1), dessen
Bilinearform wir gewo6hnlich mit B bezeichnen. Ist x lokaler
Schnitt in E, so schreiben wir fiir die Norm B(x, x) auch »(x).
Mit (E) bezeichnen wir je nach Kontext die Isomorphieklasse
von E oder deren Bild im Wittring W(X) (s. Einleitung A).

Zu einem kommutativen Ring C (stets mit 1) bezeichnet C*
die Einheitengruppe, C® die Menge der Quadrate in C, a® die
Menge der Quadrate der Elemente eines Ideals a von C. Zu einem
C-Modul M und feC bezeichnet =M die Lokalisierung von M
nach der Halbgruppe der Potenzen von f. Max(C) sei der im
Spektrum Spec(C) enthaltene Teilraum der maximalen Ideale
von C. Fiir einen Funktor R auf der Kategorie der Schemata
schreiben wir anstelle von R(Spec C) auch R(C). Wir nennen C
nichtdyadisch, falls 2€C* ist, sonst dyadisch. Weitere Bezeichnun-
gen findet man vor allem in §1.
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§ 1. Symmetrische Bilinearriume

1.1. Unter einem symmetrischen Bilinearraum E iiber einem
Schema X verstehen wir einen lokal freien Oy-Modul E von end-
lichem Typ, versehen mit einer symmetrischen Bilinearform
B:E X E—0y. Die Angabe von B ist gleichwertig mit der Angabe
eines Oy-Modulhomomorphismus ¢:E — E*, der mit seiner Trans-
ponierten ‘p ibereinstimmt. Der Zusammenhang wird gegeben
durch (u, veE,, peX)

(1.1.1) B(u, v) =<u, ¢(v)).

E (oder B) heiBle nicht ausgeartet, falls ¢ ein Isomorphismus ist.
Dies ist genau dann der Fall, wenn ¢ fiir alle x€X Bijektionen
¢.:E,—~E?¥ auf den Halmen induziert. Nach dem Lemma von
Nakayama bedeutet das, daB jede Faser E(x) nichtausgearteter
Bilinearraum tber dem Korper k(x) im klassischen Sinn ist (unter
der von B gelieferten Bilinearform). E erweist sich schon als nicht
ausgeartet, wenn E (x) fir alle abgeschlossenen Punkte x€X nicht-
ausgeartet ist (s. [B];, S. 111).

Bemerkung. Die nichtausgearteten Riume in dem hier defi-
nierten Sinne sind die natiirliche Verallgemeinerung der unimodu-
laren Gitter in der klassischen Arithmetik der quadratischen For-
men. Andrerseits stehen sie in Analogie zu den Vektorraumbiindeln
mit nichtausgearteter Metrik, etwa Uber topologischen Riumen.
Wir kénnten auch in dieser Arbeit Vektorraumbiindel betrach-
ten, da iiber einem Schema jeder lokalfreie endlich erzeugte Oy-
Modul als Schnittmodul eines durch ihn bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmten Vektorraumbiindels aufgefaBt werden kann
(s. [EGAIII, §1.7).

Notationen 1.1.2. Ist E global frei, ¢,...,¢,eI'(X, E) eine
Basis von E, so kiirzen wir E oder die Isomorphieklasse (E) von E
oft durch die Matrix (a;,): = (B(e;, ¢;)) ab. E ist genau dann nicht
ausgeartet, wenn die Determinante von (a;;) in I'(X, 0%) liegt.
Ist (a,;) eine Diagonalmatrix, so schreiben wir fir £ auch (a4, ...,

1
a,,). Fir einen Raum mit Matrix (:‘ ﬁ) schreiben wir auch A4 («, f).

1.2. Ist f: Y — X ein Morphismus, so entsteht aus einem Raum E
iber X durch Basiserweiterung (mit @y tensoriertes inverses Bild)
wieder ein symmetrischer Bilinearraum f*E. Ist E nicht aus-
geartet, so auch f*E. Bei surjektivem f gilt die Umkehrung.
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1.3. Als Teilraum eines Raumes E bezeichnen wir jeden Teil-
modul F der lokal direkter Summand ist (mit der Einschrinkung
der Bilinearform von E). Es gentigt dazu, zu wissen, daB E/F lokal
freier Modul ist. F heile fotalisotrop, falls B auf F X F verschwindet.
E heiBe isotrop, wenn E einen totalisotropen Teilraum =0 besitzt,
sonst anisotrop. Zu einem Teilraum F von E bezeichne F' die
Garbe der lokalen Schnitte von E, die in jedem Halm E, auf F,
senkrecht stehen. Ist F nicht ausgeartet (E evtl. ausgeartet), so
ist E die direkte Summe von F und F*. Allgemein schreiben wir
E =G0 G,, falls E direkte Summe der Teilrdume G,, G, als Modul
ist, E =G, L G,, falls iiberdies G, auf G, senkrecht steht. Die ortho-
gonale Summe von » Kopien von E bezeichnen wir mit r X E.

Satz 1.3.1. Sei F Teilraum eines nichtausgearteten Raumes E.

a) Die durch die Bilinearform von E gestifteten Modulhomo-
morphismen F+ — (E[F)* und E|F*—F* sind bijektiv. Insbesondere
ist F+ wieder Teilraum von E.

b) (F+)L =F.

Beweis (vgl. [J] §1). Wir konnen E als Raum tber einem
lokalen Ring voraussetzen. Teil a) beruht darauf, daB jede Linear-
form von E/F oder F durch ein Element von E unter B induziert
wird. B setzt E/F* zu F in Dualitit und E/F zu F*, also auch
E[Ft zu F++. Daher muB3 F =F1+ sein.

Sind E, F Riume iber gleichem Schema X, so bezeichnen wir

als Isometrie von E in F jeden Isomorphismus von E auf einen
Teilraum von F.

1.4. S(X) bezeichne die Halbgruppe der Isomorphieklassen
aller nichtausgearteten Riume tiber X unter der orthogonalen
Summe 1. Fiir die Grothendieckgruppe KS(X) (s. Einleitung,
Teil A) schreiben wir kiirzer K (X).

Als Dimension dim E eines Raumes E tber X bezeichnen wir
die lokal konstante Abbildung von X nach N, die jedem p€X den
Rang des Moduls E, iiber 0, zuordnet. (E) — dim E induziert eine
additive Funktion

(1.4.1) dim: K (X)>T'(X, Z).

§2. K(X)

2.1. Tensorprodukt: E und F seien Raume iber X mit sym-
metrischen Bilinearformen B,;, B,. Als Tensorprodukt E® F
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dieser Raume bezeichnen wir den Modul E ®,F, versehen mit der
Bilinearform B, die durch die Formel

B(e;®f1, e21s) = By(eq, €2) By (s, f2)

(e;,€E,, f€F,, peX) charakterisiert wird ([B], S.28, 29). Sind
¢: E—E* y: F—F* die nach (1.1.1) zu B;, B, gehorigen linearen
Abbildungen, so entspricht Bdie Abbildung ¢ @ y: EQ F —E*Q F*

Mit E, F ist auch E @ F nicht ausgeartet. Das Tensorprodukt
macht S(X) zu einem Halbring, also K (X) zu einem Ring. Dieser
ist kommutativ und assoziativ und besitzt ein Einselement, das
durch den Raum (1) geliefert wird. Die Dimensionsfunktion (1.4.1)
ist ein Ring-Homomorphismus.

2.2. Aupfere Potenzen. Ist E ein Raum tber X mit der Bilinear-
form B, so kénnen wir fir jede natiirliche Zahl =1 auf /(E
wieder eine Bilinearform B’ definieren durch die Formel ([B],
S. 30, 31.)

(2.2.1) B' (A ... Ae,, LA ... Af,)=det(B(e, f,).

Gehort zu E die lineare Abbildung ¢: E—E*, so zu AE die Ab-
bildung A @: AE —>;\E*, wenn man A E* in der iiblichen Weise als
Dualraum von A E auffaBt. Diese Bemerkung zeigt insbesondere,
daB mit E auch /'\E nicht ausgeartet ist. Wir definieren schlieBlich
0

A E als den Modul Oy, versehen mit der Bilinearform B (u, v) = uv.
Ist F ein weiterer Raum auf X, so haben wir zu jedem r =0 eine
Isometrie . '

(2.2.2) | AEQAF 5 A(E LF),

i+j=r
die dadurch festgelegt ist, daB jeder lokale Schnitt der Form
ah .. AgQKHA .. Afauf AL AeAf A .. Af;abgebildet wird und

die Riume ;\E®/(:F=/'\E und ;\E®/'\F=/'\F in der evidenten
Weise in ;\(E L F) injiziert werden.

2.3. Quadratklassengruppe. Die eindimensionalen Elemente von
S(X) bilden unter der Tensormultiplikation eine Gruppe Q(X)
vom Exponenten 2, die wir als die Quadratklassengruppe von
X bezeichnen. Sie hat als Untergruppe die Gruppe der freien

eindimensionalen Raumklassen, die sich mit I'(X, 0*), identifi-
zieren liBt. I'(X, 0*), ist der Kern des durch Vergessen der Bilinear-
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formen entstehenden Homomorphismus »: Q (X) — ,Pic(X), wobei
Pic(X) wie tiblich die Gruppe aller Isomorphieklassen inversibler
(= eindimensionaler) Ox-Moduln bezeichne. v ist surjektiv. Ist
namlich & inversibel und ¥® £ = 0, so gibt es einen (unkano-
nischen) Isomorphismus ¢: ¥ — #*. Dieser erklirt eine nicht-
ausgeartete Bilinearform auf % (nach Formel 1.1.1), die auto-
matisch symmetrisch ist. Wir haben also eine exakte Sequenz

(2.3.1) 0—>TI'(X, 0%),—>Q (X) - ,Pic (X) —O0.

Bemerkung 2.3.2. Diese Sequenz 1aBt sich als ,,Kummer-
sequenz‘‘ interpretieren. Wir wollen das kurz erlidutern.

Zu vorgegebenem (£)€Q (X) gibt es eine treuflache Erweiterung
f: Y—X, die lokal von endlicher Prisentation (und quasiendlich)
ist, so daB f* (&) = f*(1x) ist. {1x = Einselement von I'(X,®). Zur
Konstruktion von f ziehe man Quadratwurzeln auf einer offenen
Uberdeckung von X, iiber der % frei ist}. Sei X, der treuflache
Situs von X (,,treuflach, endliche Prisentation®, s. [SGAD]IV,
S. 86). Der Raum (1x) auf X hat als Automorphismengarbe auf X
die Garbe u,q der 2. Einheitswurzeln auf X;. Nach Grothen-
diecks Abstiegstheorie ([TDTE]I, insbes. S. 13, 14) 148t sich Q@ (X)
mit der Kohomologiegruppe H* (X, psq) kanonisch identifizieren.
Ebenso 148t sich Pic(X) mit H'(Xy, 0% ;) identifizieren. Das Qua-
drieren auf 0% , liefert uns eine exakte Sequenz

(2.3.3) 1—>y2,ﬂ——>0§'ﬂ—’> 0% a—>1.

Die zugehorige lange exakte Sequenz liefert unter anderem (2.3.1).
Man beachte, daB im ,,étalen Situs‘“ die zu (2.3.3) analoge Sequenz
rechts nicht exakt zu sein braucht.

2.4. Die Determinante det E eines nichtausgearteten Raumes E

der Dimension 7 definieren wir als die Raumklasse (/’(E)GQ (X).
Diese Definition ist auch bei nur lokal konstantem # sinnvoll. Als
Spezialfall von (2.2.2) ergibt sich die Formel det(E LF)=det E-
det F. Die Determinantenfunktion auf S(X) faktorisiert daher
iiber einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

(2.4.1) det: K (X)»Q(X)
von abelschen Gruppen.

Beispiel: Ist E frei mit Matrix (a;;), so ist det E =(det(a;;)).
Die Determinante des Tensorproduktes zweier nichtausgearteter
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Riaume E, F der Dimensionen m, # berechnet sich zu
(2.4.2) det (E® F) = (det E)"(det F)™.

Es gilt sogar

Satz 2.4.3. Sind E und F (evtl. ausgeartete) Rdaume iiber X der
Dimensionen m, n so gibt es einen natiirlichen Isomorphismus

o (RE)®"S(AF)®"SNEQF.

Beweis: (OE m, n konstant.) Seien E, F zunichst frei mit Basen

€1, ..., 6, und f;, ..., f,. Wir definieren ¢, indem wir der Basis

(@A ... Ae)® @ (A ... AL)®™ von (AE)®*®(AF)®™ die Basis
@A .. Ma®LIA (LA ... MeQf)A ... Ae,®1,) von
'/’("E@)F zuordnen. ¢ hingt nicht von der Wahl der ¢; und f; ab.
Das folgt aus der klassischen Formel

(2.4.4) det (A ® B) = (det A)"(det B)"

fir Matrizen A, B mit Spalten und Zeilenzahl m bzw. % {iiber
einem kommutativen Ring. (Man braucht diese Formel nur ein-
zusehen, falls 4 oder B Einheitsmatrix ist. Dann ist sie evident.)
Ebenfalls mit (2.4.4) beweist man, daB ¢ isometrisch ist.

Sind E und F nur lokal frei, so definiert man Isomorphismen
nach obiger Prozedur lokal mit lokalen Basen. Diese lokalen
Isomorphismen passen automatisch zusammen, liefern also einen

globalen Isomorphismus. q.e.d.

§ 3. Metabolische Riume

3.1. Sei U (evtl. ausgearteter) Raum iiber X mit Bilinear-
form B. Wir definieren einen nichtausgearteten Raum M (U),
indem wir den Modul U @ U* mit der Bilinearform B’ versehen,

die durch
B’ (u +u*, v+ v*) = B(u, v) + {u, v*) + {v, u*)
{u, vel,, u*, v*eUp¥, peX} beschrieben wird. Die zu diesen M (U)
isomorphen Riume nennen wir mefabolisch.
Beispiel. Fiir beliebiges a€I'(X, 0) ist M ((«)) = A4 («, 0).
Satz 3.1.1. Ist U als Modul direkie Summe der Teilriaume Uy, U,
so st M(U) = M (U,) L M (U,).
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Beweis: Man hat eine Zerlegung U* =U* L U*, bei der U*
den Modul U fir 7 4=7 annulliert. Sei ¢: U,— U* die lineare Ab-
bildung mit B (u,, ;) = {u,, ¢(uy)) fur beliebige u,€U;,, u,€ls,,
p€X. M (U) hat dann die orthogonale Zerlegung

MU)=UGe U L1 —9) U, G
Der zweite Summand ist zu M (U,) isomorph. q.e.d.

Beispiel 3.1.2. Ist U frei, x,, ..., x, eine Basis von U, so gilt
mit a,: = B(x;, x,)el'(X,0): M(U) ~ A(a;,0) L ... LA(a,,0).
Man verifiziert unmittelbar

Satz 3.1.3. Ist U ein beliebiger, E ein nicht ausgearteter Raum
tiber X, so ist EQM (U) ~ M(EQU).

Fir U x (1) erhalten wir EQ A (1, 0) ~ M (E).

Nun ist ersichtlich 4 (1, 0) ~ (1) L (—1). Wir schreiben fiir den

zu (—1)QE isomorphen Raum, der aus E durch Ubergang von
B zu — B entsteht, kurz — E und erhalten

Folgerung 3.1.4. E 1 (—E) ~ M(E).

3.2. Metabolische Erginzung (vgl. Einleitung (M 2)). Sei V
totalisotroper Teilraum eines nicht ausgearteten Raumes E iiber
X{B(V,V)=0}. Ist X affin, so haben wir zu dem Teilraum V+
von E (s. 1.3.1) stets eine Zerlegung E= U@ V. {Das Hindernis
fir die Existenz von U ist ein Element aus H* (X, #om (E|VL, V7).
Diese Gruppe ist Null, [s. EGA]IIL .} Ersichtlich steht U unter
der Bilinearform von E zu V in Dualitit (s. 1.3.1 a). M:=U@V
ist also metabolischer Teilraum von E. Jetzt ist evident

Satz 3.2.1. Sei E nichtausgearicter Raum iiber affinem X und V
totalisotroper Teilraum von E. Dann gilt es eine Zerlegung E=M 1 F
mit metabolischem M >V und dim M =2 dim V. Der Raum F 1ust
zu V4|V isomorph, also durch E und V bis auf Isomorphie festgelegt.
Insbesondere ist E genau dann metabolisch, wenn E einen Teilraum
V mit V- =V besitat.

NB. 3.2.2. Die Bedingung V' =V ist bei beliebigen X gleich-
wertig zu: V totalisotrop und dim ¥V =3 dim E.

3.3. Hyperbolische Rdume. Wir konnen jeden lokalfreien Oy-
Modul U von endlichem Typ mit der Bilinearform B =0 versehen
und den dazu gehérigen metabolischen Raum bilden. Diesen be-
zeichnen wir mit H (U). Es ist H(U) = H(U*). Fir H (0) schreiben
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wir auch kurz H. Die zu den H (U) isomorphen Riume nennen wir
hyperbolisch.

Satz 3.3.1. Ist X nichtdyadisch (d.h. 2 Einheit in I'(X, 0)), so
ist jeder metabolische Raum iiber X sogar hyperbolisch.

Wir beweisen etwas allgemeiner

Lemma 3.3.2. (X beliebig). Sei U ein Raum iiber X mit sym-
wmetrischer Bilinearform B. Wir dndern die Bilinearform B auf U
mit Hilfe einer (evtl. unsymmetrischen) Bilinearform D ab zu einer
Bilinearform B’, definiert durch

B’ (u, v) = B(u, v) + D (u, v) + D (v, u)
(u, vel,, peX). Den so entstehenden Raum nennen wir U'.

Behauptung: M (U’) ~ M (U).

Aus diesem Lemma folgt fir D= — § B der Satz 3.3.1.

Beweis des Lemmas. Sei A: U—U* die lineare Abbildung mit
D (u, v) = <{u, 2(v)> (u, vel,, peX). Wir definieren einen Modul-
automorphismus o: UG U* - UG U* durch a(u) =u+ A(u),
o(u*) =u* fur lokale Schnitte #, »* in U, U*. Dieser ist eine
Isometrie von M (U’) auf M (U).

Beispiel 3.3.3. A (B, 0) @ A (B+ 2u, 0) fur alle B, uel" (X, 0).

3.4. Jeder metabolische Raum ist zu einem hyperbolischen
Raum stark dquivalent. Genauer gilt

Satz 3.4.1. Sez U ein Raum idiber X, H(U) der hyperbolische
Raum zu U als Modul. Dann gibt es eine Isomorphie

MU)LM(—U)zHWU) LM(—-U).

Ehe wir diesen Satz beweisen, ziehen wir die

Folgerung 3.4.2 (vgl. [OM] S.258). Fir jedes dyadische
Schema X (2 nicht Einheit in I'(X, 0)) ist in S(X) die Kiirzungs-
regel verletzt. Zum Beispiel sind die Rdume A (1, 0) und 4 (0, 0)
stark dquivalent, sie sind aber nicht isometrisch, da fiir jeden
lokalen Schnitt x des Raumes A4 (0, 0) der lokale Schnitt B(x, x)
in 20y liegt.

Lemma 3.4.3 (vgl. [OM] 93:12). Sei ¢: U —E eine lineare Ab-

bildung von einem Raum U in einen (evil. ausgearteten) Raum E
iber X. U, sei der Graph zu @, d.h. die Bildgarbe von (1, ¢):
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U—UL_LE. In dem Raum F:=M(U) LE=(U® U*) LE stehen
ersichtlich auch U, und U* in Dualitit.

Behauptung. Der Orthogonalraum E’ des zu M (U,) isomorphen
Teilraumes U, @ U* in F ist zu E isometrisch.

N.B. Insbesondere gilt also
(3.4.3.1) MU)LE=xM(U,) LE.

Wendet man (3.4.3.1) auf E=M(—U)=(—U)® U* und die
evidente Abbildung ¢ von U auf den Teilraum (— U) von E an,
so erhilt man Satz 3.4.1.

Beweis von Lemma 3.4.3. Sei y: E—U* die Abbildung mit
Cu,y(e)) = B(g(u), ¢) fir beliebige u, ¢ aus U,, E,, peX. Dann ist,
wie man leicht nachrechnet,

ELV, FEQU* 2, F
eine Isometrie mit Bild E’. q.e.d.

Beisprel 3.4.4. Sei z globaler Schnitt eines Raumes E iiber X,
acl’'(X, ®). Dann ist

A(a,0) LExA(a+ B(z2),0) LE.

3.5. Wir bezeichnen mit M (X) den Halbring der Isomorphie-
klassen metabolischer Raume. Als Wittring von X definieren wir
den Quotienten W(X)=K(X)/KM (X). Diese Definition wurde
schon in Teil A der Einleitung erliutert. Wir nennen zwei nicht-
ausgeartete Raume E und F dguivalent und schreiben E ~F, wenn
sie gleiches Bild in W (X) haben, also wenn es metabolische Riaume
M, Nmit E1 M>~F LN gibt.

§ 4. Signierte Determinante

4.1. Sei X eine Schema. In diesem Abschnitt bezeichnen wir
zu einem A€l'(X, 0*) mit [A] den Modul Oy, versehen mit der
Bilinearform B (u, v) = Auv fir beliebige u, ve€0,, peX. Sei E ein
nichtausgearteter Raum iber X, der einen Teilraum ¥ mit V+ =V
besitzt. Dann gilt mit m:=dim V

(4.1.1) det E=(—1)"
Wir zeigen sogar

Satz 4.1.2. Zu dem Paar (E, V) gibt es einen natiirlichen Iso-
morphismus d’:z/’\” ES[(—1)"].
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Beweis. Sei {Z,} eine offene Uberdeckung von X, so daB zu
jedem Index « eine Zerlegung E |Z,=V|Z & U, existiert. Wir
definieren Modul-Isomorphismen

9 E|Z,~H(V)| Z,=(V@®V|Z,

indem wir fiir lokale Schnitte v, # in V|Z_ bzw. U, folgende Zu-

ordnung vornehmen: ¢, (v) =v; ¢,(#)=der von u vermoge der
Bilinearform von E auf V CE induzierte Schnitt von V*. Fir

beliebige Indizes «, # haben wir auf Z,~Z, Gleichungen

Ay
(pa‘Z Zﬂ—(o 1 )o((pﬂlZaf‘\Zﬂ)
mit geelgnetem Aop: V¥|ZynZy—V|Z,~Z,. Daher stlmmen /\(p
und /\tpﬁ auf Z,nZ, uberem Zusammen ergeben die A(p« einen

Modulisomorphismus @': /\ E — /\ H (V). Dieser hingt nicht von

der Wahl der Uberdeckung {Z,} ab und erweist sich als isometrisch.

Damit haben wir uns auf den Spezialfall E=H(V)=V @ V*
2

zuriickgezogen. Mit £: = AV kénnen wir schreiben A E — & R L*,
wobei die Bilinearform B durch
B(u @u*, v Qu¥) = (—1)"<u, v*) v, u*)
gegeben wird (u, ve&,, u*, v*€ £}, peX). Ersichtlich ist u Qu* >
2m

{u, u*) ein Isomorphismus von A E auf [(—1)"]. q.e.d.

Bemerkung 4.1.3. Natiirlich lassen sich auch die anderen
duBeren Potenzen zumindest fiir einen metabolischen Raum M (U)
explizit berechnen: Zu einem lokalfreien @y-Modul W von end-
lichem Typ bezeichne G (W) den Modul W @ W* unter der nicht-
ausgearteten Bilinearform B mit

B(u Qu*, v Qu*) = {u, v*) (v, u*)
2n+1
fir beliebige u, ve W,, u*, v*eW*, pe X. Fiir jedesn =2 0 ist /T M(U)
2n

metabolisch, AM (U) orthogonale Summe eines metabolischen
Raumes und des Raumes (— 1)"G(A U).

4.2. Z,(X)oQ(X) bezeichne die Gruppe aller Paare (u, a) mit
UEZ,(X)=TI'(X, Z,), acQ(X), unter der Verkniipfung

(4.21) (1, @) (g2, a5) = (g + 2, (— 1) ay a,).
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Indem wir einem (E)eS(X) das Element
n(n—1)

(422)  (v(E),d(E):=(nmod2 (—1) * detE)

(n=dim E) in dieser Gruppe zuordnen, erhalten wir eine additive
Funktion auf S(X), die nach (4.1.1) sicherlich auf den hyper-
bolischen Raumklassen verschwindet, und somit eine Funktion

(4.2.3) (v,d): W(X)»>Z,(X)oQ(X).

Wir bezeichnen » als den Dimensionsindex, d als die signierte
Determinante. Mit (2.4.2) erhalten wir fur &, ne W(X)

(4.2.4) v(&n) = (&) v(n), d(&n) =d (&)’ d ().

4.3. Mit Hilfe der Invarianten d zeigt man sofort, daB Q(X)
als Untergruppe der Einheiten von W(X) aufgefaBt werden kann.
W(X) heiBe diagonalisierbar, falls dieser Ring von Q(X) erzeugt
wird. (Beispiele in § 5.4, 13.4, 14.)

W, (X) bezeichne das Ideal aller éeW (X) mit »(&)=0. Der
Kern der Abbildung (v, d) (s. 4.2.3) ist ein Ideal, das W,(X)? um-
faBt (s. 4.2.4).

Satz 4.3.1. Ist W(X) diagonalisierbar, so ist der Kern von (v, d)
genau Wy(X)2

Ist W(X) nicht diagonalisierbar, so kann der Kern groBer sein
(s- 14.2.1, 14.3.4). Satz 4.3.1 1aBt sich wie in dem Spezialfall [Pf],
Satz 13 beweisen. Ebenso 148t sich [Pf], Satz 15 tbertragen:

Satz 4.3.2. Ist W(X) diagonalisierbar, so stimmen die minimalen
Erzeugendenanzahlen (natiirliche Zahl oder oo) der Gruppe Q(X)
und des Ideals Wy (X) diberein. Ein System {o};.; aus Q(X) erzeugt
Q (X) genau dann, wenn {1 —o};.; das Ideal Wy(X) erzeugt.

§ 9. Norm eines Raumes, lokale Zerlegungen

5.1. Sei E ein Raum iiber X. Wir ordnen jedem offenen U< X
das IdealnI'(U, E) von I'(U, 0) zu, das die Elemente % (z): = B (z, 2)
mit zeI'(U, E) erzeugen. Die zu der Prigarbe U~—nl'(U, E)
assoziierte Garbe nE ist Ideal von @y und heiBe die Norm von E.

Satz 5.1.1. nE ist quastkohdrentes Ideal von endlichem Typ. Fiir
jedes offene affine UcX ist I'(U,nE)=nl'(U, E).

Beweis: Wir konnen X als affin voraussetzen und brauchen
fiir die zweite Behauptung nur den Fall U = X zu betrachten. Wir
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miissen zeigen, daB n E das zu dem Ideal a: =nI'(X, E) von I'(X, 0)
gehorige quasikohirente Ideal @ von Oy ist (s. [EGA]I, §1.3,
1.4). Ist V<X offen und M ein Erzeugendensystem des I'(V,0)-
Moduls I'(V, E), so ist ersichtlich

(514.2) nI(V,E)= D n(2) I'(V,0)+2 > B(z,2)I'(V,0).
€M 2,¥eM

Sei V speziell die Menge D (f) der Punkte x€X, in denen ein vor-
gegebenes fel'(X, 0) einen Wert f(x) +0 annimmt. Ein Erzeugen-
densystem von I'(X, E) ergibt durch Restriktion ein Erzeugenden-
system von I'(V, E). Nach (5.1.2) ist daher nI’'(V, E)=f"*a. Da
wir zur Bildung von nE unsere Pridgarbe nur auf den D(f) zu
kennen brauchen, muBl E =a sein. Aus (5.1.2) folgt auch, daB nE
von endlichem Typ ist. q.e.d.

Fir jede Basiserweiterung f: Y —X ist ffnE=nf*E. Ins-
besondere ist der Halm von nE in x€X das von den Elementen
n(2), z€E, in 0, erzeugte Ideal n(E,).

5.2. Ab jetzt seien die in diesem Paragraphen auftretenden
Riume nicht ausgeartet. Die Norm jedes solchen Raumes E umfaBt
das Ideal 20y und (5.1.2) vereinfacht sich zu (V' affin)

(5.2.1) I'(V,nE)= > n(z) I'(V,0)+2I'(V,0).
zeM
Daraus folgt

(5.2.2) n(E LF)=n(E)+n(F),

(5.2.3) n(E @F)=n(E)n(F)+20.

Bemerkung 5.2.4: Mit (2.2.2) und dem spateren Lemma 5.4.1
ergibt sich leicht (» <dim E):n (/'\E) =0, falls r gerade; n (/'\ E)=
nkE, falls » ungerade.

5.3. Wir nennen E eigentlich, falls nE =0y ist, sonst uneigent-
lich. Die orthogonale Summe eines eigentlichen und eines beliebigen
Raumes ist wieder eigentlich (s. 5.2.2). K (X) ist schon der Grothen-
dieckring zu dem Halbring (s. 5.2.3) der eigentlichen Riume iiber X.

5.4. Lokale Zerlegungen. Sei C ein semilokaler Ring, d.h. C
besitze nur endlich viele maximale Ideale m,, ..., m,.

Lemma 5.4.1 (vgl. [OM] S. 258). Ein freier eigentlicher Raum
iber C laft sich orthogonal in eindimensionale Riume zerlegen, ein
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freier umeigentlicher Raum in zweidimensionale. Insbesondere 1ist
W (C) diagonalisierbar.

Beweis: Sei r:=m;~ ... ~m,. Die Behauptung gilt iiber Kor-
pern, also zu vorgegebenem E iiber C fir den Raum

EREx J] E/mE
1=1

tiber C/r. Jede orthogonale Zerlegung von E/rE 148t sich liften zu
einer orthogonalen Zerlegung von E. q.e.d.

Durch Reduktion auf den Koérperfall sieht man weiter ein, daB
ein zweidimensionaler Raum die Gestalt 4 («, f) mit «, f€C besitzt.

Lemma 5.4.1 (fir lokales C) liefert sofort

Satz 5.4.2. Zu einem (nicht ausgearteten) Raum E iiber einem
Schema X existiert eine offene Uberdeckung {X,} von X, so dap
jede Einschrinkung E|X, in ein und zweidimensionale Riaume zer-
legt werden kamn. E ist genau dann eigentlich, wenn es eine offene
Uberdeckung gibt, bei der alle E| X, orthogonale Summen eindimen-
stonaler Raume sind. Jeder Raum ungerader Dimension ist eigentlich.

5.5. K(C) als Quotient des Gruppenringes Z[Q(C)]: Sei C semi-
lokaler Ring mit den maximalen Idealen m,, ..., m,. Wir wollen
den Kern des kanonischen — aufgrund von Lemma 5.4.1 sur-
jektiven — Homomorphismus

D:Z[Q(C)]»K(C)

bestimmen. Wenn wir in Z [Q(C)] rechnen, schreiben wir fiir die
zu einem e€C* gehorige Quadratklasse der Deutlichkeit halber [&].

Satz 5.5.1 (vgl. [De]). Besitzen alle Restklassenkorper C|m;
(¢=1, ...7) mehr als zwer Elemente, so wird der Kern von ® als
abelsche Gruppe erzeugt von den Elementen

[e) + 2] — [e1] — [e2) mit (&) L (ea) = (&7) L (ea).
Bemerkung 5.5.2. Ker @ wird also als Ideal von den Elementen
g(e, 2 @) = (1 + [e]) (1 — [2+p2e))

mit ¢€C*, A, u€C, A2+ u? e€C* erzeugt. Man tberlegt sich leicht,
daB man schon mit den Elementen ¢ (e, 1, u) auskommt, wenn alle
C/m; mehr als 3 Elemente enthalten, und natirlich auch, wenn C
lokal ist. Die Voraussetzung iiber C in Satz 5.5.1 ist wesentlich:

— 112 —



Grothendieck- und Wittringe von Bilinearformen 25

Ist z.B. (C,m) lokal mit Restklassenkérper IF, und m?2=0, so
verschwinden alle ¢(e, 4, u). Trotzdem braucht @ nicht bijektiv
zu sein.

Satz 5.5.1 ist unmittelbare Folge des unten formulierten
Lemmas 5.5.3. Man beachte dazu, daB K (C) schon der Grothen-
dieckring der freien eigentlichen Raume tiber C ist.

Wir nennen zwei Orthogonalbasen B, B’ eines freien eigent-
lichen Raumes E (bindr) verbindbar, wenn es eine endliche Folge
%B;, ..., B,, von Orthogonalbasen gibt mit: 8 =%,, 8'=19,,, B,
unterscheidet sich von %B; in hichstens zwei Elementen.

Lemma 5.5.3 (vgl. (W], Satz 7). dlle C/m; mdogen mindestens
3 Elemente besitzen. Dann sind je zwei Orthogonalbasen B, B’ eines
freien eigentlichen Raumes E diber C verbindbar.

Beweis: Durch Induktion nach m:=dim E.

a) Fiir m <2 ist nichts zu zeigen. Sei m=3, 8= {x,, ..., ,},
B ={y;, ..., Ym}. Es geniigt, B mit einer Orthogonalbasis 8"’ =
{y, 25, ..., 2,} zu verbinden, die mit y:=y, beginnt. Denn dann
1aBt sich die Induktionsvoraussetzung auf die Basen {z,, ..., z,}
und {y,, ..., ¥} von (Cy)+ anwenden.

b) Sei C zunichst ein Kérper. Sei OE
(5.5.4) y=hx+ - +ix

mit 4,40 fiir =1, ... ¢. Um die soeben gestellte Aufgabe zu lésen,
nehmen wir — bei festem m — Induktion nach ¢ vor. Der Fall
¢ =1 ist trivial. Sei £=2. Da wir 8 mit der Basis {4x,, ..., A4x,,
Xey1, .- %, verbinden konnen, dirfen wir 4, =--- =1,=1 an-
nehmen. Ist n(x;) + n(x;) # 0 fir irgend zwei ¢ =5 zwischen 1 und ¢,
so 4Bt sich B binir so abindern, daB die rechte Seite von (5.5.4)
kirzer wird: Man gehe von der Basis %,, x; von Cx;+4C %; zu einer
Orthogonalbasis ¥; + #;, ; iber.

Es bleibt der Fall #(x;) = —n(x;) fiir alle 2 =5 zwischen 1 und ¢.
Da n(y) =0 ist, muB £=3 sein. C muB Charakteristik 2 haben.
Wire t=m, so wiirde fir jedes 2€E gelten: B(y, 2)2=#(2)a mit
a:= n(x)= - =n(x). Das steht im Widerspruch dazu, daB ¥
zu einer Orthogonalbasis erginzt werden kann. Es muB3 also ¢ < m
sein. C enthidlt mindestens 4 Elemente. Daher koénnen wir ein
€€C* finden, so daB zu «,:= n(%,) auch B:= a4+ e a, 30 ist.
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Wir ersetzen die Orthogonalbasis x,, x,, von Cx;+ Cx, durch
xy=fla(x, —ex,), %,=pfle(ea, ,+ax,). Es ist x,=x + %,
und somit

y=2%+%+ o + x5+,

Wir haben einen lingeren Ausdruck fiir y erhalten, doch sind wir
jetzt sicher, daB #(x,) =f1e%aw, von « verschieden ist. In dem

Raum C x, + C x,, kénnen wir eine Orthogonalbasis %, := x, + %,,, %,
finden und schreiben

Y=+ %+ X+ - + %,

mit % (xp) = & + 1 e2aa,, = a. SchlieBlich indern wir die Basis xj, %3
von C xy+ C %3 zu einer Orthogonalbasis x; = %3+ %3, x5 ab. Wir
erhalten im Falle #=73: y = x, + x, , sonst:

’ 1’
y=%+% +x%+ "+,
und kénnen die Induktionsvoraussetzung anwenden.

c) Sei jetzt C ein semikolarer Ring ohne zweielementige Rest-
klassenkorper. Durch Querstriche bezeichnen wir Reduktionen
nach dem Radikalt von C. Aufgrund des soeben Bewiesenen 148t
sich die Basis {x, ..., %,} von E mit einer Orthogonalbasis ver-
binden, die mit ¥ beginnt. Daher 148t sich {x,, ..., x,,} mit einer
Orthogonalbasis von E verbinden, die mit einem z=y mod t E be-
ginnt. Wir kénnen also von vornherein annehmen:

Y= +pm) % +ps %o+ 0 +py 3,

mit gewissen u€r, 2 =t <m. Die Behauptung ergibt sich wieder
durch Induktion nach ¢£. Man gehe von der Basis %, x, von C x;,+ C %,
zu einer Orthogonalbasis (14 u,) %+ p %4, x, iiber. q.e.d.

§ 6. Ein Kiirzungssatz iiber semilokalen Ringen

6.1. Die in [Kn], §2 benutzte Methode zum Beweis des
Wittschen Kiirzungssatzes iiber semilokalen Ringen liefert auch
eine dem Kiirzungssatz von O’Meara ([OM], 93:14a) &hnelnde
Aussage. C sei in diesem Paragraphen ein semilokaler Ring mit
maximalen Idealen m,,...,m,. Wir setzen OE Spec C als zu-
sammenhingend voraus.

Ist M ein (evtl. ausgearteter) Raum iiber C und (f, g, 4) ein
Tripel aus M XM xC mit n(f)= B(f,g) =0, n(g) =24, so wird
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— wie man leicht nachrechnet — durch
E(f,g, ) (2)=2+B(z,8f—B(z/)g—4B(z /)f

ein Automorphismus E(f, g, 2) von M definiert.
Ein Vektorpaar (f;, f,)e M X M heiBe hyperbolisch, falls n(f,) =
n(fy) =0, B(f,, f;) =1 ist. Wir haben dann eine Zerlegung

M =(Cf,+Cf) LG.

Zu jedem e€C* gibt es einen Automorphismus R (e, f,, f,), der £,
auf ¢f;, f, und e71f, abbildet und G elementweise festlaBt. D(f,, f,)
bezeichne die von diesen Automorphismen und den E(f;, g, ) zu
allen zulissigen Tripeln (f;, g, 4) mit i=1, 2, g€G erzeugte Gruppe.
Weiter springt der Automorphismus z(f;, f,) ins Auge, der £, mit f,
vertauscht und G elementweise festlaft.

Entsprechend dem Teil b) von Lemma 2.1. aus [Kn] erhalten
wir miihelos den ersten Teil von

Lemma 6.1.1. Sei (f;, f,) hyperbolisches Vektorpaar in einem
Gitter M iiber C.

i) Ist C lokal, so operiert die von D(f;, f,) und t(fy, f,) erzeugte
Gruppe transitiv auf der Menge aller hyperbolischen Vektorpaare
von M.

ii) C sei semilokal. Das orthogonale Komplement G von Cf,+ Cf,
in M enthalte einen Vektor g, fiir den n(g) = 2n mit neC* ist. Dann
operiert D(f,, f,) transitiv auf der Menge aller hyperbolischen Vekior-
paare von M.

N.B. Natiirlich 148t sich auch Teila) von [Kn], Lemma 2.1
iibertragen.

Zum Beweis von Teil ii) konnen wir den Beweis des entsprechen-
den Teiles c) des zitierten Lemmas aus [Kn] nicht direkt heran-
ziehen, da die E(f, g, 4) sich jetzt bei Liftungen weniger angenehm
verhalten. Wir gehen folgendermaBen vor: Sei

f;=°‘1f1+°‘2f2+x’ f;=ﬂ1f1+ﬂ2f2+y

ein beliebig vorgegebenes weiteres hyperbolisches Vektorpaar aus
M mit «;, ;,€C und x, yeG. Wir wollen durch Anwendung von
Automorphismen E(f;, b, 4) (i=1,2, h€G, AeC) auf (f;,f;) er-
reichen, daB der Koeffizient «; eine Einheit wird. Dann ist es leicht,
dieses Paar in (f, f;) zu iberfiihren (s. [Kn], Beginn des Beweises
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von Lemma 2.1). Man halte sich im folgenden vor Augen, daB
E(f,, h, A) den Vektor f, auf f, =&, f, + &, f, + % mit

&G =a, —Aay+ B(x, h)
%=ty
¥=—oh+x

abbildet. Zunichst wenden wir auf (f;, f;) eine Transformation
E(f;, 0y, —0®B1Bs) mit p€C an. Dabei wahlen wir ¢ so, daB fir
jedes m; (1=1,...7) gilt: ¢=1 mod m,, falls a; =a,=0mod m,,
o = 0 mod m, sonst. Dadurch erreichen wir, daB fiir das neue Paar
keines der Ideale m; die Koeffizienten «; und «, beide enthilt.
{Nach jeder Transformation bezeichnen wir das aus (f;, fs) ent-
stehende Paar wieder mit (f;, f5) und die zugehorigen Koeffizienten
wieder mit «;, §;, ¥, ¥.} Unter Benutzung einer Transformation
E(f,,¢x, —&aa,) mit oy, =1 modm;, falls «,30 modm,,
& =0mod m,; sonst ({=1,...r), erreichen wir, daB iberdies far
jedes m; mit «, =0 mod m; der Vektor x in m; M enthalten ist.
Mit einer Transformation E(f,, £ x, —& %« a,) ihnlicher Art ge-
langen wir schlieBlich zu einem Paar (f,, f;), fir das x in jedem m; M
liegt. Jetzt wenden wir einen Automorphismus E (f;, g, {%n) an,
mit dem in der Behauptung genannten Paar (g, 5) aus GXxC*.
Dabei schreiben wir vor: {=1modm;, falls « =0mod m,,
c=0modm, sonst ({=1,...7). Fir das so entstehende hyper-
bolische Vektorpaar ist der Koeffizient «, in der Tat eine Einheit.
Damit ist der Teil ii) von Lemma 6.1.1 bewiesen.

Mit O’Meara bezeichnen wir als Normgruppe g E eines Raumes E
die von allen %(2), z€E additiv in C erzeugte Gruppe. gE liegt
zwischen den Idealen B(E, E) und 2B(E, E).

Lemma 6.1.2 (vgl. [OM] S. 257/258). Ist M metabolisch von
der Dimension 2r, E beliebiger Raum mit gE +2C>qM, so ist
Ei1M=E 17rXH.

Zum Beweis beachte man (3.1.2) und (3.4.4).
Satz 6.1.3 (vgl. [OM] 93:14a). E, F, J seien Raume iiber C mit

E1J=F1],8] <(8E+2C)n(gF +2C), J nicht ausgeartet. Weiter
gelte eine der folgenden Voraussetzungen:

i) C ist lokal
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i) C ist semilokal; E enthdlt einen Vektor g mit n(g) =27,
n€C*. (Zum Beispiel E hat Teilraum = H.)
Dann ist ExF.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Lemma 6.1.1 und 6.1.2,

da a fortiori E1 J1(—J)=F1]J1L(—J) ist. Im lokalen Falle
kommt man anstatt mit Lemma 6.1.1 auch mit der von O’Meara

benutzten Methode ([OM], § 93C) zum Ziel.

6.2: Sei jetzt C lokal.

Satz 6.2.1. Zwei metabolische Raume M, N gleicher Dimensson r
und gleicher Normgruppe sind isomorph.

Beweis. Nach Lemma 6.1.2 ist M1rxH=M1IN=NirxH.
Man wende Satz 6.1.3 an. q.e.d.

Satz 6.2.2. Uber C sei jeder nichtausgeartete Raum E mit E ~0
metabolisch (~: s. § 3.5). Dann folgt fiir nichtausgeartete E, F iiber C
aus dim E =dim F, gE =gF und E~F, daff E=F 1st.

Beweis. Da g ECgF ist, geniigt es zu zeigen, daB E | (—E) | Ex
F1(—E)_LE ist. In der Tat sind beide Seiten zu E 17X H iso-
morph mit r:= dim E. q.ed.

Satz 6.2.2 umfaBt aufgrund des spiteren §11.1 O‘Meara's
Klassifikationssatz [OM] 93:16 tlber beliebigen Bewertungsringen.
Ein anderes Beispiel betrachten wir in § 8.3.

$7. Reduktion mod 4m

Satz 7.1.1. Sei (C, m) henselscher lokaler Ring. Zu zwei nicht-
ausgearteten Raumen E und F idiber C sei 1: E—F eine lineare Ab-
bildung, die bei Reduktion mod 4m eine Isometrie wird. Dann
existiert eine Isometrie o: E—~F mit ¢ =7 mod 2m.

N.B. 7.1.2. Insbesondere ist die Reduktions-Abbildung S (C) -
S (C/4m) bijektiv, erst recht also K(C) —K(C/4m). Bei VergroBerung
des Ideals a, nach dem wir reduzieren, wird das im allgemeinen falsch,
da dann im allgemeinen nicht einmal Q(C)—>Q(C/a) injektiv ist
(s. [OM] 63:5).

Satz 7.1.1 wurde 1943 von Durfee fiir komplette diskrete Be-
wertungsringe bewiesen. ([Du], Durfee behandelt auch ausgeartete
Raume.) Die von Durfee benutzte Beweisidee 148t sich ebenfalls
auf beliebige komplette lokale Ringe tibertragen.
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Bewers von Satz 71.1. a) Ist x,, ..., x, eine Basis von E, so ist
det (B(tx,, tx,)) eine Einheit. Daher ist 7(E) nichtausgearteter
Teilraum von F. Wir kénnen OE annehmen, daB 7 bijektiv ist.

b) Sei E=E, 1 --- LE, eine Zerlegung von E in eindimensio-
nale oder uneigentliche zweidimensionale E; (s. 5.4.1). F ist als
Modul direkte Summe der nichtausgearteten Riume F := t(E;).
Fir i +jist B(F, F)<c4m. Sei ¢: F —F die lineare Abbildung mit
¢(K) =0und B(x, y) = B(x, ¢y) fir beliebige x€F, yeF+ --- + F.
Da ¢ =0 mod 4m ist, konnen wir = durch (1 — ¢)o 7 ersetzen. Dann
ist § zu K+ --- 4+ F orthogonal. Durch Iteration des Verfahrens
ziehen wir uns auf den Fall zuriick, daB die F, paarweise orthogonal
sind, und damit auf die Fille dim E=1 und dim E =2, E un-
eigentlich.

c) dim E=1. Sei x Basiselement von E, y=tx. Dann ist
n(y)=n(x)(1+44) mit Alem. Wir missen fir o den Ansatz
ox=(14+2&)y machen und die Gleichung (1+2£)2=1+44 mit
&em losen. Das ist méglich, weil C henselsch ist.

d) dim E =2. E uneigentlich. Sei x,y eine Basis von E mit
Wertematrix 4 («, B), «, fem. Durch Abinderung des Wertes von 1
auf y um ein Element aus 4m F erreichen wir zunichst B (tx, ty)=1.
Sei A(«’, f’) die Wertematrix von #:=7x und v:=7ty. Es ist
a'=a+42, p'=F+4u mit i, uem. Da C henselsch ist, 1aBt sich
ein n€m finden, so daB fir

W = (14208~ (u + 27v)

neben der durch den Ansatz garantierten Gleichung B(u’, v) =1
auch B(#', ') = a gilt (leichte Rechnung). Ebenso 148t sich jetzt
ein v =vmod 2m F mit B(«',v")=1, B(v',v')=p finden. Man
definiere o durch ox=u', sy =2". q.e.d.

N.B. 7.1.3. Wir brauchten das Henselsche Lemma nur fir
quadratische Polynome.

§ 8. Anisotrope Raume iiber einigen artinschen lokalen Ringen

8.1. In diesem Paragraphen ist C ein dyadischer lokaler Ring mit
maximalem Ideal m mit Restklassenkorper k. Wir bezeichnen das
von 2m und der Menge m® der Quadrate in m erzeugte Ideal mit c.
Die Bedeutung von ¢ fiir uns beruht auf dem leicht zu verifizierenden
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Lemma 8.1.1. Sei E ein (evtl. ausgearteter Raum) diber CE:=
E/mE. Die Normfunktion n: E—C induziert eine Funktion #:

E—Cle, so daf das Diagramm
E>C
b
E>Cle
mit den natiirlichen Projektionen in den Vertikalen kommutativ ist.

8.2. Ab jetzt werden in § 8 alle auftretenden Riume als nicht-
ausgeartet vorausgesetzt, sofern aus dem Kontext nicht das Gegen-
teil hervorgeht. Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden,
insbesondere fiirr §9.3, 9.4 wichtigen Satzes:

Theorem 8.2.1. Set ¢ =0. Fiir anisotrope Raume E,F iiber C
folgt aus E ~F schon E = F.
Angenommen, wir wiiBten schon (c=0):

Lemma 8.2.2. Ist E ~ 0, so ist E metabolisch.

Dann ist es leicht, Theorem 8.2.1 allgemein zu beweisen: Nach
(8.2.2) ist M := E 1 (—F) metabolisch, besitzt also einen Teil-
raum ¥V mit V= VL. Die orthogonalen Projektionen von M auf E
und —F ergeben bei Einschrinkung auf V lineare Abbildungen
p: V—>E,q: V—F. Die Reduktionen $, § dieser Abbildungen mod m
missen injektiv sein, da die in § 8.1 eingefiihrte Funktion # zu M
auf —F und E keine Nullstellen 40 besitzt. Daher ist dim E =
dim ¥, dim F 2 dim V. Da andererseits dim E + dim F =2 dim 7
ist, miissen die drei Dimensionen ibereinstimmen. Daher sind p
und ¢ bijektiv, aufgrund des Lemmas von Nakayama also auch
£ and g bijektiv. gop~ ! ist eine Isometrie von E auf F. q.e.d.

8.2.3. Wir beweisen Lemma 8.2.2 zunichst fiir den Fall, daB
neben ¢=0 auch 2=0 ist. Dann ist C® 2 k®. Angenommen es
gibt einen von Null verschiedenen anisotropen Raum E ~ 0. Dieser
muB gerade Dimension 2 haben. Nach § 5.4 haben wir eine Zer-

legung
EgA(;q, 12) L J—A()'Zm—l' ;'Zvu)'

Die Anisotropie von E besagt, daB die 2, iiber £* linear unabhingig
sind. Es gibt einen metabolischen Raum N = | A4 (o, #;), so daB
=1
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auch E | N metabolisch ist. Nach Satz 6.2.1 gilt mit

2m
M:=J_1A(0, 1)
(8.2.3.1) EimxHIN=M1N.

Durch Fortlassen metabolischer Ebenen aus N 1iBt sich diese
Relation so verbessern, daB 4,, ... 4,,,, 44, ... p, iber £® linear un-
abhangig sind (s. 6.1.3). Reduziert man jetzt die Moduln auf beiden
Seiten von (8.2.3.1) mod m und betrachtet man die Nullstellen-
mengen der Funktion# (s. § 8.1) als symmetrische Bilinearriume
Uber %, so erhalt man rechts {2m + 7} x (0), links aber den dazu
nicht isometrischen Raum m x H 17X (0). Widerspruch! q.e.d.

8.2.4. Wir wollen Lemma 8.2.2 in dem fehlenden Fall 240
beweisen. Sei E anisotrop, E~0. A fortiori ist E/2E ~0 iiber
C:= C/2C. Aufgrund des vorigen Abschnittes ist

ERE =] A(0,6;) Ltx A(0, 0)
t=1

mit Elementen §, aus C, die wir als linear unabhingig iiber #®=C®
annehmen konnen. Diese Zerlegung liften wir zu einer Zerlegung

m t
(A) E;.l‘A(Zy;,éf)J_._[_ A(2¢), 29)).
1= =1
Unser Ziel ist der Nachweis, daB m=¢=0 ist. Ahnlich wie in
§ 8.2.3 gelangen wir zu einer Isometrie

(B) EL li A, %) = 1 A(0,8) LtxHL r'L A(0, )
=1 $=1 =1

mit gewissen 4€C, die zusammen mit den &; ein mod 2C linear
unabhingiges System iber &2 bilden. Wir reduzieren die Raume
auf beiden Seiten von (B) mod m und betrachten die Nullstellen-
mengen N, links und N, rechts der C-wertigen Funktionen #%
(s. §8.1).

Sei {x;, ¥,; 2;, w;|i=1,...m;j=1, ...t} die mod m reduzierte
Basis von E zu der Zerlegung (A) und {s;, 4;|l=1, ... r} die redu-

zierte Basis zu dem Teil | A4(0, 4) links in (B). Analog bezeichnen
1

wir die mod m reduzierte Basis zur rechten Seite von (B) mit
{x:, ¥ zj, w;; 5;, t}. Fur die Reduktion eines A6C mod m schreiben
wir 1. Beachtet man die lineare Unabhingigkeit der é;, 4, mod 2C
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iber £ und weiter, daB fiir ein A€C das Element 21 genau dann
verschwindet, wenn A€m ist, so verifiziert man sofort: N,=

(Z ks,) X @, wobei @ die Menge der Elemente (§;, {;, w;€k)
=1

m ¢
Zf.’ ¥+ Z Ciztow)
=1 j=1
ist mit

m ¢ .
S e+ D 5+ 0+ w] 9)=0
1 1
N,= (Z ks, + Z kx ) x ¥, wobei ¥ die Menge der Elemente
t

Z +w w ) ist mit

1 ¢t

ZC,(D,:O.

1

Jeder maximale lineare Teilraum der Menge N, hat die Dimension
r+m-4t (s. z.B. [Ch], 1.4.3). Ein maximaler linearer Teilraum

von M, hat daher die Gestalt (Z k s,) XG mit G <P, dimG=m¢.
© 1

Den von den x, aufgespannten k-Vektorraum bezeichnen wir mit V”,
den von den z,, w; aufgespannten mit V"'. Es ist G<V'@V". Fiir
die Kodimensionen von G, V",GNV"’ beziiglich des (m + 2¢)-dimen-
sionalen Raumes V'@ V" gilt

codim (G~ V") =codim G 4 codim V"'=¢4-m.

Nun ist aber GAV”=0, da wegen der Anisotropie von E die
quadratische Form

‘ A~
Z G+ w4 0f 9))

iiber %k ebenfalls anisotrop ist. Es kann nur {=0, also V''=0 sein.
Aus GcV’' und dimG=m folgt G=V’. Aber auch die Form

Z &5, ist anisotrop. Daher ist m=0. q.e.d.
1

8.3. Sei weiterhin ¢=0. Wir kénnen jeden (nichtausgearteten)
Raum E orthogonal zerlegen in einen metabolischen Raum und
einen anisotropen Raum L. Wir nennen L einen Kernraum von E
und bezeichnen die nach Theorem 8.2.1 durch die Ahnlichkeits-
klasse von E eindeutig festgelegte Isomorphieklasse (L) als den
Kerntyp Ker E von E. Als Spezialfall von Satz 6.2.2 erhalten wir
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Satz 8.3.1. E ist durch seinen Kerntyp (L), seine Normgruppe g
und seine Dimension m bis auf Isomorphie festgelegt.

Die Bindungen zwischen den Invarianten (L)eS(C), §g:=
g/2CcC[2C und meN sind: L ist anisotrop; g>#n(L/2L);
m — 2 dim,e g +dim L ist eine gerade Zahl 27. Dieses 7 ist die

maximale Anzahl hyperbolischer Ebenen, die sich von E abspalten
lassen.

8.4. Theorem 8.2.1 liefert uns Beispiele biniarer Raume, die nicht
zu eigentlichen Raumen stark dquivalent sind. Sei etwa C lokal mit
2=0 und m*=0. Jeder Raum E = A(«, f) mit iber £® linear
unabhingigen «, f€m ist anisotrop, also nicht ~0. Wegen d (E) =1
ist E zu keinem eigentlichen Raum stark Zquivalent. Erst recht
gilt dies z.B. fir den Raum 4 (¢, ¢,) Gber dem formalen Potenz-
reihenring k[[4, t,]] in 2 Variablen zu einem dyadischen Kérper k.
Ein anderes Beispiel ist der Raum A(2, 2) dber iz. [Man reduziere
mod 4.]

8.5. In C gelte jetzt stets mc=0. Wir fragen nach Beispielen C,
iber denen gilt:

(P) Ist E =0 ein anisotroper Raum ohne uneigentliche nicht-
ausgeartete Teilrdume =0, so kann nicht E ~0 sein.

Solche Ringe werden in §9.4 eine Rolle spielen. Zum Ver-
stindnis von (P) sei angemerkt, daB ein uneigentlicher Raum F
iber C stets genau dann ~0 ist, wenn F/cF metabolisch ist (siehe
9.3.8). F selbst kann durchaus anisotrop sein.

Bemerkung 8.5.1. Man kann weitergehend fragen, wann iber C
sogar gilt:

(Q) Fur anisotrope Riaume E, F ohne von Null verschiedene
uneigentliche nichtausgeartete Teilriume folgt aus E~F stets
E=F. Diese Frage scheint weniger fruchtbar zu sein. (Q) ist schon
far C=k[4, t,)/(t, t;)® verletzt, wenn k (dyadischer) nicht voll-
kommener Korper ist (s. aber Satz 9.5.5):

Sei eck\k?®. Die Riaume E:= A(f ¢), F:=A(f, ¢+1,) sind
iiber C anisotrop, da d(E) =1, d(F) 41 ist, und nicht isomorph,
da gE #gF ist. Trotzdem ist E~F (s. 9.2.1, 9.3.7). Auch fur
C=12Z,[t]/(2,t)® ist (Q) verletzt: Man betrachte A(2¢1) und
A(2t, 1+ ¢) iber C und beachte wieder (9.2.1) und (9.3.7).

Satz 8.5.2. Ist k wvollkommen, so hat C die Eigenschaft (P).
{mc= 0 wird hier nicht gebraucht.}
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Beweis. Sei E <0 anisotrop tiber C. Enthilt E/m E keine hyper-
bolische Ebene, so ist nach § 8.3 dim E <2. Wire E ~0, so miite
dim E =2, d(E) =1 sein. Da E eigentlich ist, wire E doch isotrop.

Widerspruch! q.e.d.
Zum Verstindnis des folgenden Theorems merken wir an, daB

die Menge m® der Quadrate in m ein &®-Vektorraum ist, da
2m?=m®m =0 ist. Fir das Ideal m®C kénnen wir auch m®%
schreiben.

Lemma 8.5.3. Se7 mc=2m=0. Diec kanonische Abbildung von
M?P R,k auf m®k sei bijektiv. Dann hat C die Eigenschaft (P).

Beispiel 8.5.4. (B, M) sei (dyadischer) regularer lokaler Ring,
%A ein Ideal zwischen 29 + MM und 2M + M2 Dann ist die
Voraussetzung des Theorems fiir C = B/Y erfiillt. {Man unterscheide
die Fille 2eIR2, 2e M\ M2}

Beweis von Lemma 8.5.3. i) E sei 0, aber ~0, und besitze
keine nichtausgearteten uneigentlichen Teilraume 0. Wir miissen
zeigen, daB E isotrop ist. Zundchst benutzen wir noch nicht, daB
2m =0 ist. Aufgrund von Theorem 8.2.1 ist

() Ex A )

mit p,€C, a,6c. Wir setzen samtliche «; &0 voraus, denn sonst ist
nichts zu beweisen. Da E/mE keine hyperbolischen Ebenen ent-
hilt, sind die o, mod m tber £® linear unabhingig. Wir haben

Gleichungen (1 =1, ... m)

(B) d:___z u O+ Zﬂw A+ 28;

3

mit y,, B,, f;€m und gewissen A,€C, die mit den p, zusammen
mod m ein tiber £? linear unabhingiges System bilden. Durch eine
dhnliche Betrachtung wie in § 8.2.3 erhalten wir nach evtl. Ver-
groBerung des Systems der 4; eine Isometrie

EJ_,I'_A(O, ).,-).L.f.A(O,,u,)
(©) )
J=_A(0 g,)J__LA(O ).)J_J_A(O w)

mit x,€m. Wir denken uns nach Wahl der 4; die g, so gewahlt, daB &
in (C) moglichst klein ist. Wir fassen nun beide Seiten von (C) als
Zerlegungen eines Raumes F auf. Sei {x;, y,|i=1, ... n} eine Basis
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von E zu der Zerlegung (A) und {u,, v;; s;, ;|7 =1, ... m;l=1, ...k}
eine Erginzung dieser Basis zu einer Basis von F, die der Zerlegung
links in (C) entspricht. Analog bezeichne {x;, y;; ;, v;; s/, ¢} eine
Basis von F zu der Zerlegung rechts. Wir betrachten die Null-
stellenmenge N der Normfunktion # auf F. Sei

[ r L]
Z=Z (&ix; +ny:) +Z‘7’i “,, +y; "’;) +Z (0,5 + T t,)
1 1 1

ein Element aus N. Die #; und y; miissen in nt liegen, da wir sonst
cine lineare Relation zwischen den g,, 4; mod m iber £® herleiten
konnten. Ebenso miissen alle 7,6m sein. Sonst lieBe sich ein
mmod 2C linear durch die p,, ; mit Koeffizienten in C® aus-
driicken und der Raum A4(0, u;) auf beiden Seiten von (C) kiirzen
(s. 6.1.3).

ii) Unter Beachtung von mc¢=2m =0 erhilt man aus n(2) =0
jetzt D %o, + > ¥4, =0.
1 1
Aufgrund unserer Voraussetzung tiber m® & miissen alle #}, A7 ver-
schwinden. n bezeichne das Ideal der £em mit £2 = 0. Wir erhalten

(3 r h
N=nF+3 Cx;+> Cuj+ > (Cs;+mt).
1 1 1

Insbesondere ist N ein C-Modul. Mit Hilfe der nach (B) isotropen
Vektoren (1 =1, ... m)

m r
> ul
X ’:xi_zyip yu _Zﬁlr v,
u=1 r=1
erhalten wir ebenso

m r h
N=nF+ZC&.+ZC“,+Z(CS,+mt,).
1 1 1

Sei R der Modul der zeé N mit B(z, N)Cn. Sicherlich ist n 4=, denn
in (B) sind die «;#=0. Daher ist einerseits

» r h
(D) R:ZCx:—i—ZCu;—{—st;—{—nF,
1 1 1
andererseits
Ak
(D) R=G+) ms;+nF,
1

wobei G der Modul der Elemente z in V: = Z C %+ D Cu; mit
1 1
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B(z, V)<n ist. Das Bild von G in ¥V/mV muB nach (D) und (D’)
die Dimension m -+ r iber k2 haben, also mit ganz V/mV iber-
einstimmen. Nach dem Lemma von Nakayama ist G=V, d.h.
B(V, V)<n. Insbesondere liegen die f;,= — B(%;, %;) in n. Die

Vektoren x;, — > y,, v, aus E sind isotrop. q.e.d.
p=1
Theorem 8.5.5. (C, m) entstehe aus einem (dyadischen) reguldren
Ring (B, M) durch Reduktion nach einem Ideal zwischen 29N+
MPIN und M3. Dann hat C die Eigenschaft (P) (s. § 8.5 Anfang).

N.B. 8.5.6. Wir werden fiir den Beweis neben 11c =0 nur die
folgenden leicht zu verifizierenden Eigenschaften von C benutzen:
(8.5.6.1) C/2m geniigt der Voraussetzung von Lemma 8.5.3.

(8.5.6.2) Fiir £em folgt aus é2e€2m stets £€2C +n, wobei n das
Ideal der €m mit 5?= 2% =0 bezeichne.

Beweis von Theorem 8.5.5. Zu zeigen ist, daB ein vorgegebener
Raum E =0 tdber C, der ~0 ist und keine uneigentlichen nicht-
ausgearteten Teilriume =0 besitzt, isotrop ist. Aus (8.5.3) und
(8.5.4) wissen wir schon, daB E/2m E metabolisch ist. Wir kénnen
den Teil i) des Beweises von Lemma 8.5.3 noch cinmal durchlaufen,
wobei sich jetzt die Gln. (B) zu «;=2pf; mit g,em vereinfachen.
Wir benutzen die dortigen Bezeichnungen. Sei

2= > (&%, +my:) + Zl: (@i +v;v))
1

(a) *
+ Z (o151 + Tty

ein Element aus N. Alle 7,, y,;, 7, missen in m liegen (s. Beweis von
8.5.3,i). Mit (8.5.6.1) folgt aus n(z) =0 weiter, daB alle 5}, ? in
2m liegen (vgl. Beweis von 8.5.3, ii). Wegen (8.5.6.2) erhalten wir
(G=1,...m;5=1,...r;1=1,... h):

(b) n:€2C+n, p;€e2C+n, yem.

Dasselbe kénnen wir fiir die Koeffizienten von z bez. der gestriche-
nen Basis {x], y/;#%,,v;;s %} schlieBen. N enthilt den von den
x;, 4, s; aufgespannten Teilraum U von F. Andererseits ist das
Bild von N in F/mF in dem von den Bildern der x,, %;, s; aufge-
spannten Vektorraum enthalten. Wegen gleicher Dimension muB
dieser Vektorraum mit U/mU dbereinstimmen. Zu jedem ¢ mit

1 =4 <m gibt es ein zeU, so daB in der Darstellung (a) &=1 ist
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und alle anderen Koeffizienten in m liegen. Aus #(z)=0 und (b)
erhdlt man «;=4y; mit y,eC(1 <1 <m).

Ist 4=0, so sind wir fertig. Sei 4 30. Wir studieren die Menge @
der zeN mit B(z 2)€2C +n fir jedes 2€N. Dabei unterscheiden
wir die Fallem £=2C 4+n und m = 2C +n. Sei zunichst m £=2C +n.
Ein z€éN liegt genau dann in @, wenn in (a) die 7,62C +n und die
o€m sind. Dieselbe Bedingung ergibt sich fiir die Koeffizienten
von z bez. der gestrichenen Basis. Sei M der von @ in F erzeugte
C- Modul Mit den isotropen Vektoren v = —oixi+ 2y, v =

— Au; +2v), 4 = — s, +2t, gilt

m r h
(€ M=3(Cx;+Cy )+ (Cu+Cv)+> (ms; +C4")+nF
1 1 1

und @=M~N. Da n(M)c4C ist, haben wir eine ,,quadratische
Form" ¢: M —k mit n(z) =44¢(2) fir alle ze M in evidenter Nota-
tion. Sei P das Radikal von M, d.h. der Modul der zée M mit
q(z+2) = q(2) fir jedes ze M. Ersichtlich ist

h

(d) Z ms,—i—Ct, +mM +nF.

1

Die Bilder der Vektoren x;,y;",u;,v; (1<i<m, 1 <j=7) in
M/P bilden ein System paarweise orthogonaler hyperbolischer
Vektorpaare des quadratischen Raumes M/P iiber k, das M/P
aufspannt (insbes. eine Basis von M/P). Fir jeden maximalen
C-Modul W< @ hat also W/P die Dimension m + r uber & (z.B.
[Ch] I, 4.3). Sei W ein solcher Modul, der den in @ enthaltenen

Modul ZCui umfaBt. Fir ein in der Gestalt (a) geschriebenes
1

z€W muB 2B(z,u)=2y,=0 sein (1 <j<7), wegen (b) also

p;€n. AuBerdem liegen die g; in m. Mit 7, =2¢; mod n erhalten wir

=4Zm: (E v+ &8+ ) =0.

Sind alle £,em, so missen aufgrund der linearen Unabhingigkeit
der p, mod m iiber 2 auch alle ; in m liegen. Dann ist z€ P +2C uj.
Da dim W/P>r ist, muB es also ein z€ W geben, fir das nicilt alle
&,em sind. Der zugehorige Vektor 2(5,~x,-+24‘,- y,;) erweist E als

isotrop.
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Es bleibt der Fall m=2C+n. Dann ist @=N. In (c) ist
ms; durch Cs, zu ersetzen. (d) ist durch P=mM +nF zu er-
setzen. Die soeben benutzte Methode fiihrt auch jetzt zum

Ziel. q.e.d.

$9. Das von den uneigentlichen Riumen erzeugte Ideal
9.1. Einige Hilfsformeln. Zunichst darf C ein beliebiger Ring
(kommutativ, mit 1) sein. Alle auftretenden Raume werden still-
schweigend als nichtausgeartet vorausgesetzt. Kleine griechische
Buchstaben bedeuten Elemente aus C.

(9.1.1) (6) QA (2, B) = A(ea, €1 B).
Das ist evident. Weiter gilt

(9.1.2) A(24—2%p, 0) = A(0, 0),
(9.1.3) A, p) = A(— (1 —ap) o, u).

Zum Beweis ersetze man in einer Basis x, v zur linken Seite x durch
(1—249) Y (x —Ay) bzw. (1 —au)(x —ay).
(91.4) A(—a, p) LA(x 0)=A(0, u) LA(—(1—ap) o, ¢+ p).
Das sieht man durch Ubergang von einer Basis x,, y;, x,, v, fir
die linke Seite zu der Basis x; = x;, + 3, y1 =¥,

Xy =(1—ag) (%2 —ays), Ye=(y: — )+ p (%t 7).
Ersetzt man in (9.1.4) « durch ein Element der Gestalt —(1 —gp)-18,
so erhilt man mit (9.1.3)
(91.5) AB, o) LA((1—Bo)* B pu) = A0, n) LAPB, 0+ p).
SchlieBlich verifiziert man dhnlich wie (9.1.4)
(9.1.6) A(a?e, A) L(—e) = A(0, 2) L(—e+a®e? ).

9.2. Kongruenzen mod W, (C). Sei a ein Ideal von C. Mit W(C, q)
oder W(a) bezeichnen wir den Kern der Reduktions-Abbildung
von W(C) nach W(C/a) {,, Kongruenzideal zu a}, mit W, (C) oder W,
das in W(a) enthaltene Ideal der Elemente von W(C), die sich durch
Raume E mit n ECa reprasentieren lassen (s. § 5.2). In § 9.4 werden
wir den Quotienten W(a)/W, fir einen dyadischen lokalen Ring
(C, m) und a =m betrachten. Als Vorbereitung dazu studieren wir
jetzt den Ausdruck A(«, o), aufgefaBt als Funktion von a x C nach
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W(a)/W,. Zunichst brauchen wir nur vorauszusetzen, daB C semi-
lokal und 2Ccacx ist mit r:= Radikal von C. Im folgenden sind
nicht niher bezeichnete Kongruenzen mod W, zu lesen.

Nach (9.1.5) gilt far 8, u€aq, peC:
(9.2.1) AB. o) =AB, 0+4).

Seien f,, f,€a, p€C. Da (1— f,0)"1p = p mod qa ist, erhalten wir aus
(9.1.5) auch

(9:2.2) ABr, @) +A(By, ) =A (B + B2 0) -

Diese beiden Kongruenzen werden wir stindig benutzen. Wir
wollen in W, ein moglichst groBes Kongruenzideal aufsuchen. Fir
A€q, p€C ist (s. 9.1.2)

(923) A2, o) =A(R%, o).

Ersetzt man hierin p durch ¢+ x4 mit u€q, so gelangt man zu
A(A%u, o) =0. Ersetzt man nun in (9.2.3) 4 durch Ay, so gelangt
man zu A(24pu, p) =0. Es gilt also

Lemma 9.2.4. W>W(ab) mit b:= 2a +a® C.

Erneute Auswertung von (9.1.5) liefert uns jetzt — in Ver-
allgemeinerung von (9.2.1) — fur feq, p, 0€C:

(9.2.5)  A(B.o+o) =4 o) +A(B, o)+ A(B?e, 0).

[Man beachte (1 —pp)~! =B+ 20 mod ab.]
Fir beliebige «, f€a, o€C, ceC* ist

(9.2.6) A(x, 0) RA(B, o) =A(af, po)mod W,.

Zum Beweis zerlege man A(B, o) in eindimensionale Riume und
beachte (9.1.1).

9.3. Struktur von W, /W(mc): In diesem und dem nichsten Ab-
schnitt sei (C, m) dyadischer lokaler Ring mit Restklassenkorper k.
Wir wollen fiir ein Ideala zwischen 2C und m den Quotienten
W,/W(ab) (vgl. 9.2.4) untersuchen. Nicht niher bezeichnete Kon-
gruenzen sind jetzt mod W(ab) zu lesen.

Aus (9.1.5) ergibt sich fir «;, «,, f€a die im folgenden stindig
benutzte Kongruenz

(9-3-1) A(ay, B) + A(%g, B) = A (1 +2, B)-
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Seien «, Bea. Wegen (9.1.2) ist A(2«, f)=0. Aus (9.1.6) folgt
A (a4, B) =0 fiir 2€C* und damit fiir A€C. Wir haben bewiesen:

Lemma 9.3.2. Fiir a€q, f€b liegt A(x, B) in W(ab).
Seien «, Bea, A€C. Aus (9.1.2) erhalten wir

(9:3.3) A(24, a) =A(R2a, a),
und daraus
(9:3.4) Al22a, f) =A(a, A28).

C bezeichne den Ring C/a, C® den Teilring der Quadrate von C.
Wir fassen a:= a/b als Modul iiber C® auf. Zu jedem 1€C haben
wir ein wohldefiniertes Element 22 von a. Wir bilden den Quotien-
ten @-a von @ @z a nach der von den Elementen (27)®a
+22& ® & mit AeC, a€a erzeugten abelschen Gruppe {die auch die

Elemente &6 f — Q& mit «, f€a enthalt}.

(9.3.1) bis (9.3.4) lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Satz 9.3.5. Die Funktion A(«, f) mod W(ab) induziert einen sur-
jektiven Homomorphismus

2:a-a-»W,/W(ab)
von abelschen Gruppen.

N.B. Fiir 2ea® ist a - a=aAa.

Theorem 9.3.6. Sei (C, m) dyadischer lokaler Ring, ¢:=2m +
m®C, m := mjc. Dic zu a =m gehdrige Abbildung
(9-3.6.1) Q:m-m > W, /W(mc)
ist bijektiv.

Es geniigt, die Injektivitit dieser Abbildung im Falle ¢=0
zu zeigen. Schaltet man nidmlich hinter (9.3.6.1) die kanonische
Projektion = von W, (C)/W(C, mc) auf W= (C/c), so erhilt man die
entsprechende Abbildung fiir den Ring C/c. Nebenher ergibt sich,
daB x aufgrund von Theorem 9.3.6 bijektiv sein muB, also

Korollar 9.3.7. W, ~W(c) = W(mc).

Beweis von Theorem 9.3.6. Sei also OE ¢=0. Wir denken uns
ein vorgegebenes z€ Ker 2 in der Form

” (1 r1
(A) Z“z.‘»l'°‘2«'+22)’;"l37+2,251'2191
iz1 j=1 =1
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mit «,, f,€m, Vi, &, $€C so geschrieben, daB das Tripel (m, ¢, 7)
in der lexikographisch geordneten Menge NxNxN moglichst
klein ausfillt. Wir missen einsehen, daB m = ¢ =7»=0 ist. Aufgrund
von Theorem 8.2.1 geniigt es zu zeigen, daB der Raum

»m t
(B) E: =‘,—=l—lA(°‘2.'—1: o) -LjJ=-lA(27i’ Bi)

1 1_—1‘1A(2 &, 2’(91)

aniscltrop ist, also daB die in § 8.1 eingefiihrte C-wertige Funktion #
auf E:= E/mE keine nichttriviale Nullstelle besitzt.

Die Elemente oy, ..., a5, f;, ..., f; missen mod 2C tber &
linear unabhingig sein, denn sonst lieBe sich (m, ¢, r) verkleinern.
[Man beachte die Relationen in i - ii.] Sei geE und n(g) =0. Wir
bezeichnen Reduktionen mod m oder mE durch Dacher (). Ist

{xi, vy u,v;;8, 4li=1, ...r;j=1, ... t;l=1, ...7}

eine zur rechten Seite von (B) passende Basis von E, so mul3
3 . rﬁ .
8= Z PiU; "FZ (@8 + 1t)
1 1

mit @,, o;, 1,€C sein, denn sonst lieBe sich doch eine lineare Ab-
hingigkeit zwischen den «,, §; mod 2C iber £® herleiten. Aus
7 (g) = 0 folgt

H f._‘
(©) 2Y @yi+2) (@atanttd)=0
1 1

Nun kénnen wir in (A) den Ausdruck 2y;-pB; ersetzen durch
2¢%y; - 7B, falls ¢, +0 ist, 2 - 29, ersetzen durch

2(012 &+ o0 T;+712191) ) 2"1_2"91,

falls 6,40 ist, und durch 27, %¢ - 2779, falls 6,=0, aber %, 40 ist.
Nach dieser Vorbereitung ist es leicht, unter Benutzung von (C)
in (A) das Tripel (m, ¢, r) zu verkleinern, es sei denn, alle ¢;,4,, T
sind Null. Es muB g=0 sein. q.e.d.

Aus Korollar 9.3.7 folgt mit Theorem 8.2.1

Satz 9.3.8. Sei mc=0. Ein uneigentlicher Raum E diber C 1st
genau dann ~O0, wenn E[cE diber C[c metabolisch ist.
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9.4. Struktur von W(m)/W,,. Aufgrund von (9.2.1) bis (9.2.6)
konnen wir eine additive und multiplikative Abbildung

(9.4.1) D mfc Qua k > W(m)/W,, + W()

definieren, indem wir einem Tensor a®o (x€m, peC) die Neben-
klasse A(x, o) mod (W, + W()) zuordnen. [Rechnet man nur
mod W,,, so ist A(«, p) in p nicht additiv, s. (9.2.5).]

Theorem 9.4.2. @ ist bijektiv.

Beweis: Sei OE ¢=0. Wir miissen zeigen: Sind g, ..., n,
Elemente aus C, die mod m tber £® linear unabhingig sind, weiter

%, ..., Elemente aus m, so daB > A(a;, p,)€W,, ist, so sind alle
r 1
o;=0. Der Raum E := _J-IA(an 0;) hat einen uneigentlichen Kern-

raum (s. § 8.3), andererseits iiberhaupt keinen uneigentlichen nicht-
ausgearteten Teilraum =0 (§ 8.3, man betrachte E/mE). Daher ist
E metabolisch. Die Nullstellenmenge N der Funktion # auf E/mE
(s. §8.1) enthilt also einen k-linearen Raum der Dimension 7.
Andererseits ist die N umfassende Nullstellenmenge N’ der Norm-
funktion von E/mE ein r-dimensionaler linearer Raum, da die
o; mod m iiber #® linear unabhingig sind. Es muB N =N’ sein.
Alle «; sind Null. q.e.d.

Jetzt betrachten wir W, + W(c)/W,,= W(c)/W(mc) (s.9.3.7). Mit
¢/mcok bezeichnen wir den Quotienten von ¢/mc¢®u» £ nach der
von den Elementen 22® ¢ + 2260 (Aem, 0eC) erzeugten abelschen
Gruppe. Aufgrund von § 9.2 haben wir eine additive Abbildung

(9.4.3) Y. ¢/mecok » W,+W()/W,,

die einem Element acg (x€c, p€C) das Bild A(«, o) mod W,, zu-
ordnet.

Theorem 9.4.4. C/mc besitze dic in §8.5 diskutierte Eigen-
schaft (P). Dann ist 'V bijektiv.

Beweis. Sei OE mc=0. Angenommen, Ker ¥ enthilt ein
Element z #=0. Wir schreiben

m

(A) zzzaigéi

1=1
mit «,€c, p,€C und moglichst kleinem m. Dann sind die o, iiber £®

linear unabhingig. E := ’1L A(x;, 0,) enthilt keinen nichtausge-
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arteten uneigentlichen Teilraum =0. Das Bild von E in W(C)
liegt in W;;~W(c) =0. Aufgrund der Eigenschaft (P) muB E also
isotrop (sogar metabolisch) sein. Sei

(B) Z (“i§?+ 286mi+ 91'77?) =0

=1
eine Gleichung, bei der nicht alle &;, ; in m liegen. Wegen der
linearen Unabhingigkeit der p;, mod m iiber £? sind alle n,em.

Sei etwa &,€C* und dann (B) auf & =1 normiert. Ersetzt man in
(A) das Element «, durch

2m 4+ D) (& 4 2Emi+ o),
§=2

so gelangt man leicht zu einem kiirzeren Ausdruck fiir z (vgl. Ende
des Beweises von Theorem 9.3.6). Widerspruch! q.e.d.

9.5. Die o-Invariante. Nach wie vor seien alle auftretenden
Réaume nichtausgeartet. C sei jetzt semilokaler Ring mit maxi-
malen Idealen m,, ... m,, dessen simtliche Restklassenkorper C/m;
vollkommen und dyadisch seien. r bezeichne das Radikal von C und ¢
das Ideal 2¢2+ v@C. Im folgenden wird das Ideal tv die Hauptrolle
spielen, welches die Elemente 24 — A2 mit A€ in dem Ringru(1+41)
erzeugen. v ist ersichtlich die Menge der Elemente 24+ 2% + x4 mit
A€x, uexc. Man verifiziert sofort, daB tv sogar Ideal ist in dem
Ring C, aller é€C mit & =&modr, d.h. dem Urbild von IF,X
-+ X IF, unter der Restklassenabbildung von C nach C/x.

Sei E ein Raum tiber dem Produkt C/r der Restklassenkorper.
Da diese vollkommen sind, haben wir eine C/r-lineare Funktion
z»—»]/ﬁz—) auf E, also ein ausgezeichnetes Element #; in E mit
B(z, ug)2=mn(z) fiir alle zeE. Mit einem weiteren Raum F tber
Clr gilt

(9.5.1) Up | p="Ug+ Uy, Upgp =Ug DUF.
Weiter zeigt man leicht
(9.5.2) n(ug) =v(E).
[= kanonisches Bild der Zahl dim E in C/t.]
Hilfssatz 9.5.3. Set E ein Raum iiber C, E: =E[tE. Fiir zwes

beliebige Urbilder u, u’ von ug in E ist n(u’) —n (u)€.
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]
Bewers. u'= “+Z A;v; mit endlich vielen 1,€r, v,€E, also

$=1

n(u') =n(u) +Z [24;B(u,v,) + A2 B(u, v,)?+

+2> A4 B(v;, v) + D A [n(v) — B(w,v)?. qed.

i<j i
C, bezeichne den Teilring |J (¢ 4t) von C,, wobei e alle Elemente

von C mit 2 =¢ durchlaufe. Wegen (9.5.3) und (9.5.2) kénnen wir
jedem Raum E iber C eine ,,0-Invariante’” o(E)=mn(u) 41w in
C,o/ zuordnen mit beliebigem Urbild » von u; in E. {Vgl. [Bl],
[Se] S. 03, falls C =Z,. Dann ist v = 8C.} Fiir a€r ist o ((1+ «)) =
1+a+mw. Da o(E) additiv und multiplikativ von E abhingt
(s. 9.5.1) und verschwindet, falls n(E)Cr ist, induziert diese In-
variante einen — ersichtlich surjektiven — Ringhomomorphismus

G: W(C)| W, (C)»Cy/r.

Theorem 9.5.4. G ist bijektiv.

Bewess. Es genugt, zu der Einschrinkung ¢: Wy/W, » t/iw von &
eine inverse Abbildung zu finden. Wir ordnen jedem «€r die Neben-
klasse A(«, 1) +W, zu. Diese Zuordnung ist nach (9.2.2) und (9.2.6)
additiv und multiplikativ und bildet ein Element 21 — A% auf Null
ab (s. 9.1.2). Daher induziert sie eine Abbildung A: r/o W, /W,,
fir die man sofort 6o A =Id verifiziert. Wir beenden den Beweis,
indem wir die Surjektivitit von A zeigen. Wy/W, wird erzeugt von
den Elementen A(x, o) + W, mit a€r, geC. Ein solches Element
andert sich nicht, wenn wir ¢ mod r variieren (s. 9.2.1), kann also
wegen der Vollkommenheit der C/nt; in der Gestalt 4 («, 4%) +W, mit
A€C geschrieben werden. Aufgrund von (9.1.6) ist A(x, A2) L
(—1) ~(—1+a4?), also A(x, A%) ~A(x23,1). q.ed.

Ich empfehle dem Leser das Vergniigen, die Injektivitit von A
fir lokales C ohne Benutzung der ¢-Invarianten aus (8.5.2), (9.4.2)
und (9.4.4) herzuleiten.

Wir kénnen jetzt einen Satz beweisen, der die Beispiele in
(8.5.1) beleuchtet.

Satz 9.5.5. Ein dyadischer lokaler Ring (C, m) mit 2m =mc=0
und vollkommenem Restklassenkorper hat die in (8.5.1) formulierte
Eigenschaft (Q).
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Beweis. Es ist ¢ =1 =m®. Wir miissen zeigen, daB fiir zwei
dquivalente anisotrope Rdume E, F iiber C, die keine uneigentlichen
nichtausgearteten Teilriume 40 besitzen, aus E~F schon
E = I folgt. Aufgrund des Beweises von Satz 8.5.2 brauchen wir
nur noch den Fall dim E =dim F =2 zu betrachten. Indem wir
beide Riume simultan mit einer Quadratklasse tensorieren, er-
reichen wir, daB E = A(«, 1), F = A (¢, 14+ p) mit «, o', uem ist.
o(E)=a+mw und o(F)=a«' +w stimmen iiberein. Daher ist
a'= o+ A2 mit Aem. Sei x, y eine Basis von F mit der Wertematrix
A(e', 1+ p). Indem wir x zu (1—4—Au)'(x —Ay) abdndern,
sehen wir, daB wir von vornherein « = o’ annehmen kénnen. Nach
Theorem 8.2.1 sind die Reduktionen von A(«, 1) und 4 («,1+4u) mod ¢
metabolisch oder zueinander isomorph. Der erste Fall scheidet aus,
da sich « dann als Quadrat herausstellen wiirde, A4 («, 1) also iso-
trop wire. Daher gibt es eine Kongruenz 1+ u =« &%+ n?mod ¢ mit
&, neC. Ersichtlich ist # =1 mod m, somit u = a£%4 A% mit einem
Aem. F enthilt einen Vektor der Norm 1, namlich (14 4)~Y(y+£&x).
Mit d(E) =d(F) folgt E=F. q.e.d.

$ 10. Korper der Charakteristik 2

10.1 (vgl. [Pf]). Sei & dyadischer Korper. In W(&) ist 2=0.
Jedes Element aus W, (k) hat Quadrat 0. Insbesondere ist W(k)
lokaler Ring. Ist das maximale Ideal W,(k) endlich erzeugt, so
muB Q (k) = k*/k*? endlich sein (s. 4.3.2) und daher auch W(&)
eine endliche Menge sein, denn es gibt eine Surjektion

Z,[Q (k)] > W(k).
(Alles dies bleibt iiber jedem lokalen Ring mit 2 =0 richtig.)

10.2. Sei L eine separable Korpererweiterung von k. Dann ist
die kanonische Abbildung von W(k) nach W(L) injektiv. Es gilt
sogar

Satz 10.2.1. Fiir jeden anisotropen Raum E iiber k ist auch
E QL iiber L anisotrop.

Beweis. Man zieht sich sofort auf den Fall zurick, daB L/k
algebraisch separabel von endlichem Grad ist. Wir konnen L so ver-
groBern, daB3 L/k tberdies galoisch ist. Sei K der Zwischenkérper
zu einer 2-Sylowgruppe der Galoisgruppe von L/k. Fir die Er-

weiterung K/k von ungeradem Grade folgt die Behauptung auf-
grund einer wohlbekannten Argumentation ([Sp], vgl. auch [Sch]).
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Sie braucht also nur noch fiir L/K bewiesen zu werden. Da L aus
K durch sukzessive Erweiterungen vom Grade 2 gewonnen werden
kann, geniigt es schlieBlich, dic Behauptung fiir den Fall L =#£(0)
mit 9¢k, 92— J€k zu verifizieren. Sei E = (p, ..., p,). Eine Glei-

chung
2 0i(x+B9)=0  (x;, pick)

hat zu 9 den Koeffizienten Z 0: 2=0. Da E anisotrop ist, miissen

alle 8, verschwinden und dann auch alle «;. q.e.d.

§ 11. Dedekindringe

11.1. Zunichst sei C allgemeiner ein priiferscher Ring, d.h. ein
Integritdtsbereich, iber dem jeder endlich erzeugte torsionsfreie
Modul projektiv (=Ilokal frei) ist. L bezeichne den Quotienten-
korper von C. Alle auftretenden Rédume werden als nicht ausge-
artet vorausgesetzt, soweit aus dem Kontext nicht anderes her-
vorgeht.

Sei E ein Raum iiber C, den wir uns in E & L eingebettet denken.
Ist V totalisotroper Teilraum von E@ L, so ist V~E totalisotroper
Teilraum von E, denn E/V~ E ist torsionsfrei und endlich erzeugt,
also projektiv. Aus dieser Bemerkung folgt sofort [unter Beachtung
von § 8.3, falls L dyadisch]:

Satz 11.1.1. Alle maximalen totalisotropen Teilrdume von E
haben gleiche Dimension. Ist E@L metabolisch, so auch E. Die
kanonische Abbildung W(C)— W(L) ist injektiv.

Mit Hilfe des kanonischen kommutativen Diagramms (s. § 3.5)

0—>KM(C)—->K({C)->W({C)—0

v v ¥
0—>KM(L)—~>K(L)—>W(L)—>0

erhalten wir, unter Beachtung von KM (L) =Z H, die

Folgerung 11.1 2. Der Kern der kanonischen Abbildung K(C) -
K(L) ist die Menge KM(C), der nulldimensionalen Elemente in der
Grothendieckgruppe KM(C) der metabolischen Riaume {iber C.

Wir wollen die zu KM(C), isomorphe abelsche Gruppe
KM(C)/Z H untersuchen. Ab jetzt sei C ein Dedekindring. Dann ist
jeder endlich erzeugte projektive Modul U direkte Summe eines
freien Moduls und eines inversiblen Modulsa (z.B. [OM] 81:5,
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[Se], Th. 1), der durch U bis auf Isomorphie festgelegt ist:

a=AU mit n:=dim U. Die Riume H(a) mit inversiblem a
reprasentieren also alle Elemente von KM (C)/Z H .

Satz 11.1.3. Ist 2=0 in C, so ist KM(C)=ZH, also K(C)—
K(L) tnjektiv.

Beweis. H(a) ist ein freier Raum, auf dem die Normfunktion
verschwindet. Daher ist H(a) @ H. q.e.d.

Fir den Rest des Paragraphen setzen wir 2 40 voraus. Fir in-
versible C-Moduln a,b ist a@b=ab@®C, also H(a) L H(b) =
H(ab) L H. Ferner ist H(a) =~ H(a™). Wir erhalten

Lemma 11.1.4. Die Zuordnung a— H(a) liefert einen Epimor-
phismus
h: Pic(C) » KM(C)|ZH

von abelschen Gruppen, dessen Kern 2 Pic(C) umfaft.

11.2. Hilfsbetrachtungen (C Dedekindring mit 2 ==0). Wir be-
nétigen einige aus der Zahlentheorie der quadratischen Formen be-
kannten Gedankenginge in schwacher Version. Im Hinblick auf die
klassische Literatur (z.B. [K], [OM]) kénnen wir uns kurz fassen.

Zu jedem Primideal p von C bezeichnen wir mit 6,,, Zp die
Komplettierungen von C und L bez. p. Fiir einen Raum M iber C
schreiben wir anstelle von M ®6 auch M I'(M) bezeichne die
Menge der Klassen im Geschlecht von M, d h. der (N)eS(C) mit
N M fir alle Primideale p. Dabei sei angemerkt, daB aus der
Bedmgung NQL=MQQL zu p={0} die Bedingungen N =~ M far
alle ungeraden maximalen p (24p) folgen ([E], S. 52, [OM} 91 :2).
Ist (N)eI'(M), so haben wir einen Isomorphismus ¢ von M QL
auf NQ®L und lokale Automorphismen ¢,€0*(N ®Zp) zu allen
peMax (C), so daB

(11.2.1) N,=o,0 M, (peMax ()

ist. Man beachte dazu, daB alle O'(ZVD) nicht leer sind ((OM] 91:4).

v, bezeichne zu (11.2.1) die mod 2 festgelegte Ordnung des
Wertes @ (qg,) der Spinonorm

(11.2.2) 0: 0+(N®L,)—~L/L*>.

Nun ist fiir ungerades peMax C das Bild von O+ (ﬁp)c O+(N®L,) in

6;," Z;z enthalten, denn O(Np) wird erzeugt durch Spiegelungen t,
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an Vektoren xeN mit »(x) Einheit, definiert durch

(11.2.3) n(y)=y—2n(x)7"B(x, y)x
([OM] 92:4, [K1], [Kn]). Das in Pic(27* C), gebildete Produkt
(11.2.4) ¢(M, N) ::])(] (p)>

42

{(p) := Bild von p in Pic(27% C),} hangt daher ersichtlich nur von
den Isomorphieklassen (M), (N) ab. Man hat so zu jedem Ge-
schlecht I'cS (C) eine wohldefinierte Funktion ¢ : I' X I'— Pic (27 °C),.
Stammen M’, N’ aus einem weiteren Geschlecht I, so ist

(11.2.5) @(M1 M, N1LN)=g(M, N)¢(M', N).

2 (M) bezeichne die Menge der Klassen (N) im Spinorgeschlecht
von M, d.h. derjenigen (N)€l'(M), fir die sich in (11.2.1) die o,
im Kern O'(N ®I;) der Spinornorm (11.2.2) wihlen lassen. Spiter
brauchen wir folgenden leicht zu verifizierenden

Hilfssatz 11.2.6. Set M ein Raum idiber C mit 9(0+(M))
cx L"‘2 fiir ungerades peMax C, -—L* fiir gerades peMax C und
—-L* fiir p ={0}. Dann liegt jede Klasse (NYeI'(M) mit ¢ (M, N)=1
tm Spinorgeschlecht X (M).

Beispiel 11.2.7. Die Voraussetzung des Hilfssatzes ist erfiillt,
falls M einen hyperbolischen Teilraum =0 besitzt und g}/ 2C
(s. §6.1) fiir jedes der endlich vielen maximale Ideale von C/2C eine
Erzeugende enthilt. [Man benutze Transformationen R (e, f,, f,) aus
§6.1 und Spiegelungen 7, mit xGM , n(x) Teiler von 2, s.11.2.3.]

SchlieBlich benotigen wir die folgende schwache Version des
starken Approximationssatzes aus [K] {die fir einen quadratischen
Rauch V auch bei dyadischem L richtig bleibt}:

Satz 11.2.8. Sei V ein isotroper Raum iiber L, M ein C-Gilter
von V. An endlich vielen Primstellen p,eMaxC, 1 <i <7, seien
Gitter N, der Komplettzerungen V vorgegeben und Elemente o, aus
den Spinorkernen O’ (V ). Dann gzbt es ein o€0'(V) mit (¢ —o,) M CN;
fiir 1 <1 <r und O'M M fiir alle maximalen q +=yp,, ... p,.

Zum Beweis. Indem man die o, als Produkte gleicher Lange von
Kommutatoren (7, 7,)? schreibt und die x, y in dem Vektorraum V
schwach approximiert, erhdlt man zunichst cin peO'(V) mit
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(0 —0;) M, <N, fir 1 <7 <7 (s. [OM], S. 315). Nun schreibe man o
bis auf einen Faktor 41 als Produkt von Transformationen
E(f, g 3n(g)) (s. §6.1) mit isotropen f€ M und dazu senkrechten
geV ([D], S.61). Man suche zu jedem g ein ge(Lf)*, das an den
Stellenyp,, ..., p, nahe an g liegt und an den anderen Stellen g in Mq.
(starke Approximation). Das p entsprechende Produkt ¢ von 41
und den E(f, g, § n(g)) leistet das Verlangte. q.e.d.

Aus diesem Satz erhilt man in bekannter Weise ([K])

Folgerung 11.2.9. Ist M isotroper Raum iiber C, so enthilt
X (M) nur die Klasse von M.

11.3. Ist M ein metabolischer Raum der Dimension 27 iiber C,
so gibt es einen Raum G, so daB3 M 1 G= M’ | G mit hyperbolischem
M’ ist, also M 1 G im Geschlecht von rx H 1 G liegt. Das Element

p(M):= ¢(M1G,rxH_LG)
von Pic(27% C), (s.11.2.4) hingt nicht von der Wahl von G ab und

ist eine additive Funktion von M (s. 11.2.5). y induziert also einen
Homomorphismus

(11.3.1) Y. KM(C)]ZH — Pic(27* C),.
Dieser ist surjektiv, denn man verifiziert sofort den

Hilfssatz 11.3.2. Das Produkt ¥oh der Abbildungen in (11.1.4)
und (11.3.1) ist die kanonische Surjektion von Pic (C) auf Pic (27 C),.

Bemerkung 11.3.3. Insbesondere hat /1 im Falle 2€C* den Kern
2 Pic(C) (s. 11.1.4). Diese Aussage 1Bt sich samt Beweis fiir nicht-
ausgeartete quadratische Raume (,,quadratic space’ [Ba], S.144)
auf alle Dedekindringe iibertragen.

Satz 11.3.4. Die Abbildung ¥ (s. 11.3.1) ist bijektiv.

Beweis. Sei M hyperbolischer Raum der Dimension 27 iber C
mit ¢ (M) ==0. Wir wihlen einen Raum G mit den in (11.2.7) be-
schriebenen Eigenschaften. Dann liegen nach (11.2.6) M LG und
rx H 1 G im gleichen Spinorgeschlecht, sind also isomorph (s.11.2.9).
M hat in KM(C)/Z H das Bild Null. q.ed.

Mit (11.3.2) und (11.1.2) ergeben sich die

Folgerungen 11.3.5. Die Abbildung / von Pic(C) auf KM(C)/ZH
(s. 11.1.4) hat den Kern 2 Pic(C) + D' Z(p). Die kanonische Ab-

pj2

bildung von K(C) nach K(27% () ist injektiv.
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Satz 11.3.6. M sei isotroper Raum iiber C. Ein werterer Raum N
tiber C ist genaw dann stark dquivalent zu M, wenn die Rdume
27° M, 27 N iiber 2= C isomorph sind.

Beweis. Wir kénnen aufgrund von (11.3.5) 2€C* annehmen und
miussen nur noch von M ~N auf M =N schlieBen. Nach dem
lokalen Kiirzungssatz 6.1.3 liegt N im Geschlecht von M. Mit
(11.2.5) erhalten wir ¢@(M, N)=1. Nach (11.2.6) muB N sogar
im Spinorgeschlecht von M liegen, also nach (11.2.9) zu M isomorph
sein. q.e.d.

Nach einem allgemeinen Satz von A. Roy ([R]) folgt M= N
aus M ~ N, falls 2e€C* ist und M einen mindestens vierdimen-
sionalen hyperbolischen Raum enthalt.

$ 12. Bewertungsringe der Hohe 1

12.1. Wir wollen die Beziehungen zwischen den Wittringen eines
Bewertungsringes C der Hohe 1 ([B],, §4), seines Quotienten-
korpers L und seines Restklassenkérpers £ untersuchen. v: L —»
I' J{co} sei eine Bewertungsfunktion zu C. Die Verkniipfung in
der Wertegruppe I"schreiben wir additiv. m bezeichne das maximale
Ideal von C. Alle auftretenden Riume seien nichtausgeartet. Auf-
grund von (11.1.1) fassen wir W(C) als Teilring von W(L) auf.

Hilfssatz 12.1.1. Der Kern W (C,m) der Reduktionsabbildung
W(C) > W (k) ist sogar ein Ideal von W(L).

Beweis. W(C, m) wird von den Raumen
(*) A, f) mit v(x)=0,v(8)>0,

additiv erzeugt, W(L) von der Quadratklassengruppe Q(L). Da I"
archimedisch geordnet ist, enthilt jede Quadratklasse zu vor-
gegebener Matrix () ein Element 4 mit 0 <v(4) <v(f). Uber L ist
() ®A(«, B) zu A(Aa, A71p) isomorph. Dieser Raum hat wieder die
Gestalt (*). [Man unterscheide die Fille v(1) >0, v(4) =0.] q.e.d.

Wir wihlen in L* ein Vertretersystem 4 von Q(L)/Q (C) = I'/2T’
mit 1€4.

Hilfssatz 12.1.2. Jedes £ W (L) ldft sich schreiben als Summe
é =Z 74(0)

dea

mit Elementen ng von W(C), die fast alle verschwinden.
Diese Behauptung ist klar fiir £€Q (L), also fiir jedes £eW(L).
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Hilfssatz 12.1.3. Zu jedem 6 aus einer endlichen Teilmenge A’
von A sev ein Element n,e W (C) gegeben. Gilt dann in W (L)

(**) an(é)zo!

sea’
so miissen alle ny tn W(C, m) liegen.

Bewers. Angenommen es gibt solche Relationen, bei denen nicht
alle Koeffizienten in W(C, m) liegen, und die wir als , bdsartig*
bezeichnen. Wir wihlen eine bésartige Relation () von minimaler
Lange |4'|. Da sich W(C) in W(L) injiziert, muB |4’|>1 sein.
Kein Koeffizient #,, 6€ 4’ darf in W(C, m) liegen, denn sonst lieBe
sich aus (*x) nach Hfs. 12.1.1 eine kiirzere bosartige Relation her-
leiten. Durch Multiplikation mit einer geeigneten Quadratklasse
normieren wir (xx) so, daB 1€4’ ist. Zu jedem deA’ wihlen wir
einen Raum E, iber C mit Bild 5,. Dazu suchen wir eine Zerlegung
E;,=F1 M,, so daB F®*k anisotrop und M,;®% metabolisch ist,
indem wir eine geeignete Zerlegung von E,®*k liften. Ersetzt man
in (x*) die 5, mit 6 =1 durch die Bilder 7, der Raume Fj, so erhilt
man nach (12.1.1) wieder eine bosartige Relation minimaler Linge,
wenn man gleichzeitig 7, zu einem Koeffizienten 7; geeignet ab-
andert. %, denken wir uns durch einen anisotropen Raum E, iiber C
reprasentiert. Der Raum

Fi= LO®ESL)

ist ersichtlich anisotrop und stellt keine Einheiten dar. F ist zu
dem anisotropen Raum —E;®L ahnlich, also sogar isomorph
(s. 8.2, falls L dyadisch). Daher stellt E; keine Einheiten dar.
E,®F ist hyperbolisch (und 2€m), im Widerspruch zu ;¢ W(C, m).
q.e.d.

Definition 12.1.4. W(k) {Q (L)) bezeichne das Tensorprodukt von
W (k) mit dem Gruppenring Z [Q(L)] tber Z[Q(C)]. Wir schreiben
die Elemente dieses Ringes als endliche Summen von Ausdriicken
&(A) mit £eW(k), AeL* und den Relationen {A) = {Au?>, £{ed)=
(&) E<AY{A, ueL*, te W (k), (¢) = Quadratklasse zu e€C*}.W(k) <Q (L))
ist zu dem Gruppenring W (k) [I'/2I"] — unkanonisch — isomorph:
Man wihle zu der von v induzierten Surjektion Q(L) » I'/2T" von
IF,-Vektorraumen einen additiven Schnitt s: I'/2I"—Q (L). Dieser in-
duziert einen W(k)-Algebren-Isomorphismus von W(k) [I'/2I'] auf

W(k) <Q(L)>-
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Aus den Hilfssitzen 12.1.1 bis 12.1.3 folgt unmittelbar:
Theorem 12.1.5. Es gibt eine exakte Sequenz
0—>W(C, m) >W(L) > W(k) <Q(L)>—0

mit der kanonischen Injektion © und einem Ringhomomorphismus ¥,
der die Reduktionsabbildung W(C)— W (k) fortsetzt und jedes Element
(2) mit A€L* auf (i) abbildet.

Bemerkung 12.1.6. Ist C beliebiger Bewertungsring endlicher
Hohe 2, so kann man jetzt die Wittringe der Restklassenkérper
k(p) {=Quotientenkérper C,/pC, von C/p} samtlicher Primideale
p von C zueinander in Beziehung setzen: Nach Theorem 12.1.5
erhilt man fiir die Lokalisierung C, nach dem minimalen Prim-

ideal g 0 von C eine exakte Sequenz
0—>W(C,, qCo) > W(L) > W(k(a) <O(L)>—0.

Dabei ist tibrigens qC,=q und W(C,, q) = W(C, g), wie man leicht
verifiziert. Dann bilde man, sofern %2>1 ist, die entsprechende
Sequenz zu dem Bewertungsring C/q der Hohe & —1, etc.

12.2. Wir betrachten zwei Spezialfille von Theorem 12.1.5.
Ist % dyadisch und vollkommen, so schreibt sich unsere Sequenz so:

(12.2.1) 0> W,(C) >W(L) - Z,[I'[2T"] - 0.
Ist % nichtdyadisch und gilt iber C das Henselsche Lemma fiir

quadratische Polynome, so ist W(C, m)=0 (s. 7.1.3), also W(L) zu

W(k) [I'J2I"} isomorph. {Vgl. [Sp];, [Sch],. Die Voraussetzung
,,H6he =1 kann gestrichen werden, da W(C, m)=0 von vorn-
herein Ideal in W(L) ist.}* Genauer gilt iiber einem Bewertungs-

ring C der Hohe 1

Satz 12.2.2. Folgende Aussagen sind gleichwertig:

a) ¥: W(L) » W(k)<Q (L)) ist bijektiv,

b) Jedes Element aus 1+ m ist Quadrat in C.

Beweis. Nach Th. 12.1.4 bedeutet a) daBB W(C, m) =0 ist. Das

ist gleichwertig zu
c) Ist fir einen biniren Raum E iiber C der Raum E ®% meta-

bolisch, so auch EQL.
4 Auf diesen Satz hat mich schon vor langer Zeit Herr A. Dress hin-
gewiesen.
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Die Gleichwertigkeit von c¢) und b) ist evident, da ein binirer
Raum iiber einem Korper genau dann metabolisch ist, wenn seine
signierte Determinante 1 ist. q.e.d.

$ 13. Die projektive Gerade

13.1. Lokal metabolische Riume. In diesem ganzen Paragraphen
sei das Schema Y eine vollstindige regulire irreduzible algebraische
Kurve (s. [EGA]II, §7.4). k bezeichne den Konstantenkorper zu
Y, L den Funktionenkérper, d.h. den Halm 0O, im generischen
Punkt £. Mit X bezeichnen wir einen offenen Teil von Y. Ist
X +Y, soist X affin und der zugehorige Ring I'(X, @y) ein Dede-
kindring.

Sei E ein nichtausgearteter Raum iber X. Dann gibt es zu
jedem Teilraum W von E, genau einen Teilraum V' von E mit
V.=W. {Siehe Anfang von §11. Denkt man sich die Halme E,,
x€X, als Teilmengen von E.=E QL, so mu V,=E ~W sein.}
Insbesondere sind die folgenden Aussagen gleichwertig:

(a) EQL ist metabolisch

(b) E ist lokal metabolisch, d.h. es gibt eine offene Uberdeckung
{X,} von X, so daB alle E| X, metabolisch sind.

(c) E besitzt einen Teilraum V mit V1 =7V.

N(X) bezeichne den Halbring der Isomorphieklassen lokal
metabolischer Rdume iber X und WN(X) den Quotienten
KN(X)/KM(X), also den von N(X) in W(X) additiv erzeugten
Ring. Im Falle X Y ist WN(X) =0 [s. (b) < (c)]. Allgemein gilt
[s. (a) = (b)]

Satz 13.1.1 (vgl. 11.1.1). WN (X)) st der Kern der kanonischen
Abbildung von W(X) nach W(L).

Den Quotienten

(13.1.2) W(X): =W(X)/WN(X)

fassen wir gewdohnlich als Teilring von W(L) auf. Die Abbildung
(v, d) aus § 4.2 faktorisiert nach (4.1.1) iber eine — ebenfalls mit
(v, d) bezeichnete — additive Abbildung

(13.1.3) (n, d): W(X) > Zy0Q(X).

Satz 13.1.4. Ist k algebraisch abgeschlossen oder vollkommen und
dyadisch, so ist diese Abbildung (13.1.3) bijektiv.
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Beweis. Sogar die Abbildung (v, d): W(L) » Z,0Q(L) ist in-
jektiv, denn ein anisotroper Raum F tber L hat hochstens die
Dimension 2 und stellt dann jedes Element aus L* dar (s. [L]), ist
also durch d(F) bis auf Isomorphie bestimmt. q.e.d.

Zu einer Beschreibung von WN(Y) liefert diese Arbeit nur fiir
die projektive Gerade einen Beitrag. Dannist WN(Y) =0 (s.13.2.2).
Doch wollen wir kurz erliutern, daB schon fir elliptische Kurven
iber algebraisch abgeschlossenem % die Gruppe WN(Y) un-
endlich ist.

Sei Z beliebiges eigentliches Schema iiber einem Koérper &. Mit
P(Z) bezeichnen wir die Halbgruppe der Isomorphieklassen der
lokalfreien @,-Moduln von endlichem Typ (Verkniipfung: ). Wir
zitieren die beiden folgenden, von Atiyah bzw. Grothendieck be-
wiesenen Sitze:

Theorem 13.1.5 ([At]). In P(Z) gilt der Satz von Krull-Schmidt,
Jedes Element o ist Summe endlich vieler unzerlegbarer Elemente,
die durch o bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Theorem 13.1.6 ([G], Prop. 3.1). Ist k nichtdyadisch und alge-
braisch abgeschlossen, so ist die durch das Vergessen der Bilinear-

formen entstehende Abbildung
v: S(Z) - P(2)
injektiv.
Liegt ein Element »» von P(Z) in vS(Z), so miissen in der Krull-
Schmidt-Zerlegung von o duale unzerlegbare Elemente ¢, (* in

gleicher Multiplizitat auftreten. Andererseits wird vM(Z) von den
Elementen ¢+ ¢* additiv erzeugt. Wir erhalten also — bei nicht-

dyadischen algebraisch abgeschlossenem %2 — eine kanonische
Injektion
(13.1.7) v: W(Z) - ZY

in den freien Z,-Modul iiber der Menge A der selbstdualen Elemente
von P(Z). Das Bild von v umfaBt das Erzeugnis der Elemente un-
gerader Dimension aus /4, denn es gilt iber einem beliebigen nicht-
dyadischen Koérper

Hilfssatz 13.1.8. Ist ein unzerlegbarer lokalfreier O,-Modul E von
ungerader Dimension zu E* isomorph, so trigt E nichtausgeartete
symmetrische Bilinearformen.
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Beweis. Zu einem Isomorphismus ¢ von E auf E* betrachten
wir in Hom (E, E*) die Gleichung

29=(p+'9)+(p—"9).

Da Hom(E, E) ein (nichtkommutativer) lokaler Ring ist ([At],
Lemma 6), muB ¢ +‘p oder ¢ —‘g ein Isomorphismus sein. E be-
sitzt also eine symmetrische oder alternierende nichtausgeartete
Bilinearform. Der zweite Fall scheidet bei ungerader Dimension
aus. q.e.d.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zu unserem

Beispiel 13.1.9. Sei Y eine reguldre irreduzible vollstindige
Kurve vom Geschlecht 1 iiber nichtdyadischem algebraisch abge-
schlossenem k. Zu jeder Dimension >0 gibt es genau |,Pic Y| =4
unzerlegbare selbstduale Elemente in P(Y) ([At];, S. 432, 433).
Der Z,-Vektorraum W(Y) hat daher die Dimension ¥,. Nach
Satz 13.1.4 hat W(Y) die Dimension 3 und somit auch WN(Y) die
Dimension ¥,.

13.2. Riume iiber P}. Zunichst sei Y noch eine beliebige voll-
standige regulire irreduzible Kurve. Als Grad deg.# eines in-
versiblen 0y-Moduls # bezeichnen wir wie iiblich den Grad des
Divisors zu einem globalen meromorphen Schnitt von £.

Hilfssatz 13.2.1. %, %, seien inversible Teilrdume eines Raumes
E iiber Y (evtl. £, =%,). Ist deg ¥ +deg % >0, so ist A 2u £,
orthogonal. Ist deg &, + deg £, =0, so ist £ zu &, orthogonal oder
steht zu %, unter der Bilinearform B von E in Dualitit.

Beweis. B liefert eine lineare Abbildung von % in %*, also
einen globalen Schnitt von F:= #om (¥, L) = HQL*. Ist
deg %, +deg % >0, so ist I'(Y,F)=0. Ist deg % +deg £ =0
und I'(Y, F) +0, so muB F = 0y sein, also &= %* und I'(Y, F)
iiber % eindimensional. Die Behauptung ist evident. q.e.d.

N.B. Es wurde nicht benétigt, daB B symmetrisch oder nicht-
ausgeartet ist.

Firr den Rest dieses Abschnitts sei Y die projektive Gerade IP;
iiber einem beliebigen Kérper % (s. [EGA] II, 2.4.3, 7.4.14) und
f: Y —>Spec (k) der zugehorige Strukturmorphismus.

Theorem 13.2.2 (Vgl. [H], Satz3.5). Jeder mnichtausgeartete
Raum E iiber PP} hat eine Zerlegung

(13.2.2.1) Exf*F)LM,1 - LM,
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mit etnem Raum F idiber k und metabolischen bindren M;. Die kano-
nische Abbildung W (k)—W (P;) ist bijektiv. Jeder lokal meta-
bolische Raum diber P} ist metabolisch.

Beweis. E ist als Modul direkte Summe inversibler Teilmoduln
(s. [G)). Seien U+, U-, U° die von den Summanden .# mit deg.#>0,
deg £ <0, deg ¥ = 0 aufgespannten Teilriume. Nach dem vorigen
Hilfssatz ist U+ zu U++ U° orthogonal. Ferner ist nach Theorem
13.1.5 der Modul Ut zu dem Dualmodul von U- isomorph, ins-
besondere also dim U+=dim U-. Die Bilinearform von E stiftet
eine Surjektion

U= 5 E[U°+ U+ » U**.

Diese ist nach dem Lemma von Nakayama sogar bijektiv, d.h. U~
steht zu U+ in Dualitit. E ist orthogonale Summe des metaboli-
schen Raumes U*-+ U~ und eines Raumes F, der als Modul in
inversible Moduln vom Grade Null zerlegbar ist. Wieder mit
Hilfssatz 13.2.1 zerlegt man F orthogonal in eindimensionale und
hyperbolische zweidimensionale Riume. Ein inversibler 0y-Modul
vom Grad Null ist frei. Daher ist Q(Y)=1I(Y, 0y),, also unter f*
zu Q (k) isomorph. Wir haben die Zerlegbarkeit (13.2.2.1) bewiesen,
sowie die Surjektivitit von W(k)—W(Y). Die Injektivitat ist
evident, weil Y rationale Punkte besitzt. Ist schlieBlich E lokal
metabolischer Raum iiber Y, so ist insbesondere die Faser E(p) in
einem rationalen Punktyp metabolisch, also in der Zerlegung
(13.2.2.1) der Raum F metabolisch (vgl. 8.2.1, falls 2 dyadisch).
q.ed.

Nebenbei sei angemerkt, daB aufgrund der Zerlegbarkeit
(13.2.2.1) und des Satzes 13.1.5in S (P}) bei nichtdyadischem & die

Kiirzungsregel gilt.
13.3. Die Hindernisse 9,. Jetzt sei Y wieder eine beliebige voll-

stindige regulire irreduzible Kurve und X ein offener Teil davon.
X, bezeichne die Menge der abgeschlossenen Punkte von X.

Wir denken uns zu jedem p€Y, ein Primelement 7, von 0, fest
gewihlt. Alle auftretenden Riume seien nicht ausgeartet.
Hilfssatz 13.3.1. Fiir die Bilder der Halbringe S (X) und S @,),
peX,, tn S(L) gilt
Im S(X)= ) Im S(g,).

pEXg
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Zum Beweis. Das ist im Falle X =Y elementare Gittertheorie
iber Dedekindringen (vgl. [OM]81:14). Sei X=Y und V ein
Raum iiber L, der zu jedem p€Y, ein unimodulares 0,-Gitter (stets
von vollem Rang) enthilt. Wir iiberdecken Y durch zwei offene
affine Mengen X, X,. Es gibt einen Raum E, iber X; mit E; > V.
Da E,,; auch zu jedem p€X,, ein unimodulares Gitter enthilt, 148t
sich E,| X;~ X, zu einem Raum E, iiber X, fortsetzen. E, und E,
ergeben zusammen einen Raum E dber Y mit E, = V.

Beispiel 13.3.2. Q(X) injiziert sich in Q (L), denn ein eindimen-
sionaler Raum tiber L enthilt zu jedem peY, héchstens ein uni-
modulares ¢,-Gitter. Als Untergruppe von Q(L) besteht Q (X) aus
den Quadratklassen (f) mit feL*, f von gerader Ordnung an allen
peX,.

Hilfssatz 13.3.3. V und W seien dquivalente Raume iiber L. Ent-
hilt V zu einem p€Y, ein unimodulares O,-Gitter E, so auch W.

Beweis. Sei E = F | M mit anisotropem F und metabolischem M.
Ein Kernraum U von W ist zu F ® L isomorph. Esist W=U L U’
mit metabolischem U’, in dem man ebenfalls leicht ein unimodulares
C,-Gitter findet. q.e.d.

Aus den Hilfssatzen 13.3.1 und 13.3.3 folgt in W(L) die Be-
ziehung (s. Def. 13.1.2)

(13.3.4) X)) =N W@,.
PEX,
Um zu entscheiden, ob ein éeW(L) in W(0,) liegt, wende man eine
von 7, abhidngige Abbildung
(133.5) %: W(L) > W(k(p)

P

an, die wie folgt definiert ist: Man représentiere & durch einen
Raum V tber L, suche darin ein (Dp-Gitter der Gestalt E | (7)) @F
mit unimodularen E, F und setze 8,& gleich dem Bild von F/xn,F
in W(k(p)). Nach Theorem 12.1.5 ist &, eine wohldefinierte Ab-
bildung mit Kern W(@,). Anstelle von &,¢ schreiben wirauch 9, V.
Aus dem bisherigen (13.3.1, 13.3.3, 13.3.4) folgt unmittelbar

Satz 13.3.6. Ein Element (V) von S (L) liegt genaw dann im Bild
von S (X), wenn 0,V =0 ist fiir alle peX,. Die Sequenz

(2p)
0—>W(X)->W(L) > [T W(k(
peds
ist exakt.
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13.4. Offene Teile von P;. Wir wollen die nichtausgearteten
Riume iiber einem echten offenen Teil X von Y := IP} studieren.
S bezeichne das endliche Komplement Y\X. Der folgende Ge-
dankengang stammt von Herrn G. Harder und wird hier, ebenso
wie das spiatere Theorem 13.4.8, mit seiner freundlichen Genehmi-
gung wiedergegeben.

Hilfssatz 13.4.1. Zu jedem Raum E iiber X gibt es einen evtl.
ausgearteten Raum E iiber Y mit EIX =~ E, so dap jeder Halm E’p,
PES, die Gestalt F 1 (n,)QF," mit nichtausgearteten Riumen
E, E iiber 0, hat.

Zum Bewers. Es geniigt, nach Fortlassen eines abgeschlossenen

Punktes p, die Einschrinkung E|X\p, auf das affine Schema
Y\p, geeignet fortzusetzen. Das ist aufgrund elementarer Gitter-

theorie méglich, vgl. [OM] 81:14.

Sei ein nichtausgearteter Raum E einer Dimension 7 > 0 iiber X
gemiB diesem Hilfssatz auf Y fortgesetzt. Die Bilinearform von E
induziert eine exakte Sequenz

0—>E—>E*>N->0
von kohirenten 0y-Moduln, wobei N auf die Menge S konzentriert
ist. Fir die Euler-Charakteristik
x(E) := dim H°(Y, E) —dim H\(Y, E)
tber % gilt aufgrund einer schwachen Version des Satzes von Rie-
mann-Roch (z.B. [At];, S. 420)
2 (E) =deg A E+4r.
Ebenso ist
y(E*)= —deg N E +7.
SchlieBlich gilt mit den Bezeichnungen 7, := dim F, und
degp := [k(p): k] ersichtlich
2 (N)=dim H°(Y, N)= > 7, degyp.

peS

Da die Wechselsumme dieser Euler-Charakteristiken Null ist, muB
deg A E = — } 4 (N) sein, somit
(13.4.2) 2(E)=7—3%> 7 degyp.

peS
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Theorem 13.4.3 (Harder). Sei k beliebig, t eine Unbestimmte. Zu
jedem michtausgearteten anisotropen Raum E iiber k[t] existiert ein
Rawum F iiber k mit E =~ FQFk(t]. Insbesondere ist W(k [t]) zu W (k)
kanonisch isomorph.

Beweis. Das ist der Fall S ={p} mit degp=1. Nach (13.4.2) ist
#(E)>0. Daher besitzt E einen globalen Schnitt s=0. Dessen
Norm #(s) liegt in I'(Y, 0y) = & und ist wegen der Anisotropie von
E nicht Null. Man spalte von E den eindimensionalen Raum 0y s
ab und setze das Verfahren fort. q.e.d.

Ahnlich zeigt man etwas allgemeiner

Satz 13.4.4. Ist die Summe der Grade aller peS hochstens 2, so
ist jeder amisotrope Raum E idiber X orthogonal zerlegbar in ein-
dimensionale Riume.

Zum Beweis. Der Fall S=0 geht wie zuvor und wurde auf
andere Weise in § 13.2 erledigt. Es bleiben die Falle S= {p} mit
degp=2 und S={p,,p,} mit degp, =degp,=1. Jetzt kann in
(13.4.2) die rechte Seite Null sein. Doch dann multipliziere man E
mit einer Quadratklasse Uber X, deren Bild in Q(L) durch ein
feL* reprisentiert wird mit Divisor p — 2¥p,, p, beliebig rational,
bzw. p, —p,. Fir den so modifizierten Raum kann man in (13.4.2)
rechts den Wert » > 0 erzielen.

Wir wollen aus Theorem 13.4.3 eine ,,Summenformel fiir die
Hindernisfunktionen 8, aus §13.3 herleiten. Zunichst miissen wir
in jedem Halm @,, p€Y,, ein Primelement z, fixieren, bez. dessen o,
definiert wird. Wir wihlen eine feste Erzeugende ¢ von L iiber %
und bezeichnen die Polstelle der rationalen Funktion ¢ auf Y mit oo.
Zu jedem abgeschlossenen Punkt p #=co haben wir genau ein
normiertes irreduzibles Polynom  (¢) in % (¢] mit Divisor p —(degyp) co.
Ist  (f) = ¢ —« mit a€k, so schreiben wir fiir p auch «. Wir fixieren
my=p(¢) fir p f00 und 7, = —¢71.

Hilfssatz 13.4.5. Zu vorgegebenem g€Y,, q =4 o und neW(k(q))
gibt es ein EeW (L) mit 8,6 =mn, 8,6 =0 fiir alle p #+q, oo und, falls
deg q =1 ist, iiberdies 0., &= —n).

Beweis durch Induktion nach deggq. Ist q=a rational, so
leistet das Element &:= (¢ —a)#n das Verlangte. Sei degq> 1 und
g(¢) das Primpolynom zu q. Wir kénnen uns auf den Fall beschran-

ken, daB % eine Quadratklasse von k(q)=*k[t]/(g(?) ist. Wir
suchen ein Polynom a(f) vom Grad <deggq, dessen Bild in k(q)
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unser 7 repriasentiert. Die Quadratklasse &' := (a(f) ¢(¢)) von L hat
neben &,&'=7 nur in Punkten p mit degp <deggq von Null ver-
schiedene Hindernisse. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung gibt
es ein (eW(L) mit §,{=g,& fir alle p +q, co und §,{=0. Das
Element &:= & —( leistet das Verlangte. q.e.d.

Aufgrund dieses Hilfssatzes konstruieren wir zu jedem g€ Y, eine
Abbildung

(13.4.6) vy: W(k(q)) — W (k)

wie folgt: v, sei die Identitit. Ist q 2=o0, so suche man zu vorge-
gebenem neW(k(q)) ein £eW(L) mit g,é=n, 9,6=0 fiir p &q, o
und setze 9= — 0,,&. Nach Theorem 13.4.3 kann & nur um
Summanden aus W (k) variiert werden. v, hingt also nicht von der
Wahl von & ab (jedoch von der Wahl von #). Diese Abbildung v,
ist W(k)-linear und fir rationales ¢ — wieder nach Hfs. 13.4.5 —
die Identitit.

Bemerkung 13.4.7. Zu n=1 kann man &=(¢(f)) wihlen mit
dem Primpolynom ¢({) zu g. Man sieht: v,(1) =1, falls degq un-
gerade, und = 0, falls deg q gerade. Im ersten Falle ist v, ein Rechts-
inverses zu der kanonischen Abbildung W(k)—W(k(q)). Wir
erhalten nebenher den wohlbekannten Satz ([Sp], s. auch [Sch]),
daB fir eine endliche Korpererweiterung K/k von ungeradem
Grade sich W(%) in W(K) injiziert.

Theorem 13.4.8 (Harder). (i) Fiir jedes (e W (L) gilt

(+) 2. % dE=0.

peYq

(il) Zu endlich vielen p,€Y, und n,e W(k(p,)), 1 St <7, mit 3 v, 7,=0
1
gibt es ein E€W(L) mit 8, &;=n, (1 =i <) und 9, & =0 sonst.
Wir haben also eine exakte Sequenz
0= W ()= W(L) g5 [T W(k() 53 W (B0
Beweis. (ii) folgt sofort aus Hfs. 13.4.5 und der Definition der v,.
Damit ist aber auch (i) klar: Nach (ii) gibt es ein &€ W(L), fir das
(*) gilt und §,&'=9,¢ ist fiir alle p 4=c0. Das Element & —¢& liegt

in W(Y\p), also nach Th.13.4.3 in W(k). Somit gilt («) auch
fir &. q.e.d.
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Als wichtiges offenes Problem bleibt die explizite Berechnung
der v,.%

Wir untersuchen mit Hilfe des Theorems 13.4.8 fiir einige
offene Mengen X von P}, ob W(X) diagonalisierbar ist (s. § 4.3).
S bezeichne das Komplement Y\ X.

Beispiel 13.4.9. S besteht nur aus rationalen Punkten. Dann ist
W(X) diagonalisierbar.

Beweis. Sei OE S={cc, «;, ..., «,} mit » =21. Theorem 13.4.8
liefert eine exakte Sequenz

0—>W(k)—>W(X)— [[ W(k)—o0.
S\ oo
Q(X) wird als Untergruppe von Q(L) erzeugt von Q (k) und den
Quadratklassen (¢ —a), ..., (! —«,) (s. 13.3.2). Man sieht sofort, daB
schon ZQ (X) unter & auf | [ W(k) abgebildet wird, also mit W(X)
S\ oo

ibereinstimmen mufl. q.e.d.

Beispiel 13.4.10. S = {p} mit degp ungerade. W(X) ist genau
dann diagonalisierbar, wenn die — nach (13.4.7) injektive —
kanonische Abbildung W (k) — W (k(p)) auch surjektiv ist.

Beweis. Die exakte Sequenz
0> W(k) - W(X) 2 W(k(p) 2 W(k)

liefert unter Beachtung von ZQ(X)=W(k) (s. 13.3.2), daB W(X)
genau dann diagonalisierbar ist, wenn v, injektiv ist. Die Behaup-
tung folgt mit (13.4.7). q.e.d.

Beispiel 13.4.11. S ={o0, q} mit q4oc0. W(X) ist genau dann
diagonalisierbar, wenn die kanonische Abbildung W(k)— W (k(q))
surjektiv ist.

Beweis. Q(X) wird von Q (k) und der Quadratklasse des Prim-
polynoms zu q erzeugt. Man beachte die exakte Sequenz

0 W(k) =W (X) S W(k(g)) —O0.

§ 14. Weitere Beispicle diagonalisierbarer Wittringe

14.1. Quaternionenrdume. Br(X) bezeichne die Brauergruppe
eines Schemas X, d.h. die Gruppe der Ahnlichkeitsklassen der

5 Zusatz bei der Korrektur. Diese ergibt sich bei einem neuen Beweis
fiir Th. 13.4.8 von W. Scharlau, s. scine demndichst erscheinende Arbeit
,,Reciprocity laws for quadratic forms*, Th. 3.1.
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Azumaya-Algebren tiber X (s. [GB]I), und R(X) die Teilmenge
der Ahnlichkeitsklassen zu den Azumaya-Algebren vom Rang 4,
die wir als Quaternionenalgebren bezeichnen. Auf jeder Quater-
nionenalgebra U tber X haben wir eine Minimalspur S: %0,
(s [GB]1,S.15, ,trace reduite”), einen Antiautomorphismus
z—7Z:= S(2) —z (2€0,, p€X), schlieBlich eine nichtausgeartete
Bilinearform

(14.1.1) B(x, y) := S(x%) (%, yeU,, peX).
Die so entstehenden Riaume nennen wir Quaternionenrdume.

Im Hinblick auf die spiteren Beispiele sei X ab jetzt regulir
und trreduzibel von der Dimension 1 mit nichtdyadischem Halm
L := 0, im generischen Punkt &. In dieser Situation bleiben §13.3
und der Anfang von §13.1 richtig. Wir iibernehmen die dort ver-
einbarten Bezeichnungen. Die kanonische Abbildung von Br(X)
nach Br(L) ist injektiv ([A—G], Th.7.2; [GB]II, Cor.1.10), a
fortiori also die von R(X) nach R(L). Da tiber L &hnliche Quater-
nionenalgebren isomorph sind, liefert der Ubergang zu den Bilinear-
formen eine — bekanntlich injektive — Abbildung 4, : R (L) —W(L).
Andererseits injiziert sich auch W(X ) in W(L). Wir erhalten durch
Einschrankung von A; eine Injektion Ay: R(X)— W(X), d.h.
dhnliche Quaternionenalgebren iiber X haben lokal isometrische
Bilinearraume.

R’(X) bezeichne den Durchschnitt von W(X) mit dem Bild
R’(L) von A, . Nach (13.3.4) gilt
(14.1.2) R'(X)= N R'(0,).

PEXa

Lemma 14.1.3. Ist X nichtdyadisch, so ist R'(X) das Bild von
R(X) unter hy.

Beweis. Die Quaternionenalgebra 9 iiber L reprisentiere ein
Element aus R’(X). Dann enthilt % zu jedem p€X, ein unimodu-
lares O-Gitter (s. 13.3.3). Wir wollen eine Quaternionenalgebra B
iber X mit B,=A konstruieren. Aufgrund elementarer Gitter-
theorie geniigt es zu zeigen, daB jede Komplettierung ﬁp, peX,,
eine Quaternionenalgebra iiber @p enthilt (vgl. Beweis von 13.3.1).
Das ist evident, falls 9, zerfallt. Andernfalls bilden die €%, mit
Norm xx¥=3 B(x, x)€0, eine Ordnung %p (z.B. [Dr], S.100), die
unimodular sein muB, da QA[p iberhaupt hochstens ein unimodulares
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Gitter enthilt ([E], Satz 9.4, [OM] 91:1). Die Reduktion @‘,@k(p)
hat nichtausgeartete Minimalspur, ist also Quaternionenalgebra.
Daher ist auch sfsp Quaternionenalgebra. q.e.d.

Bemerkung 14.1.4. Die Quaternionenalgebren sind sogar nicht-
ausgeartete quadratische Raume (,,quadratic space’ [Ba], S. 144).
Das Analogon zu Lemma 14.1.3 bleibt auch bei dyadischem X
richtig in dem #hnlich (13.1.2) definierten Quotienten Wgq(X) der
Wittgruppe Wgq(X) der nichtausgearteten quadratischen Riume
auf X (Def. s. [Ba] S. 144 fur X affin). Nebenher erhilt man unter
Beachtung des Analogons zu (14.1.2) fir Wg(X):

(14.1.4.1) R(X)= N R(0,).

peXa
(Vgl. [GB] 11, Prop. 2.3, [A-G], Prop. 7.4.)

Lemma 14.1.5. L se: algebraischer Zahlkorper, Q die Menge seiner
Primstellen, S eine endliche Tetlmenge, die alle archimedischen Prim-
stellen enthilt. C sei der Ring $° der Elemente von L, die an allen
Primstellen aus Q\S ganz sind.

Behauptung. R’ (C) = R’ (2==C).

Beweis. Nach (14.1.2) geniigt es zu zeigen, daB fiir gerades
peQ {p diskret und Teiler von 2} R'(C,) = R’(L) ist, also daB jede
Quaternionenalgebra U iiber L ein unimodulares C,-Gitter enthilt.
Wir kénnen dazu zur Komplettierung Qip ﬁbergehe}}. Zerf:‘iAllt diese,
so ist die Behauptung klar. Andernfalls enthilt 9, ein C,-Gitter
der Gestalt M | (n) @ M mit &= Primelement von C‘p, M = Maxi-
malordnung der unverzweigten quadratischen Erweiterung Rp von
Iip unter der analog (14.1.1) definierten Bilinearform ([E], Satz 9.7).
Nun ist M= A(2, 2p) mit geeignetem 966{,“ (CE]l, S.37 unten).
QA[p enthilt ein Gitter A(2, 29) L A(2n7%, 27 ). q.ed.

14.2. Wir betrachten einige Beispiele, in denen W(X) von 0(X)
und R’(X) additiv erzeugt wird.

14.2.1. X sei nichtdyadisch. Uber L sei jeder 5-dimensionale
Raum isotrop, also jeder 4-dimensionale Raum universell {z.B. X
Kurve iiber einem C;-Kérper}. Zu zwei Quaternionenalgebren
A, , A, iber L ist Ay 1 A, isometrisch zu Wz 1 2 X H mit einer weiteren
Quaternionenalgebra Az. Vergleich der Cliffordalgebren zeigt, daB
A, zu der Algebra A; @A, dhnlich ist. R(L) ist also Untergruppe
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von Br(L) und 4, ist additiv. Ferner ist R’'(L) W, (L) =0. A fortiori
ist R(X) eine Gruppe, hy additiv und R’(X) ein Ideal von W(X),
das von dem Kern W,(X) des Dimensionsindexes» (s. 13.1.3)
annulliert wird. SchlieBlich ist W(X) =ZQ(X)+ R'(X). Zum Be-
weis addiere man zu einem vorgegebenen nichtausgearteten Raum E
iber X den Raum — d(E) oder (—1) 1d(E), so daB man einen
Raum F mit »(F) =0, d (F) =1 erhilt. F liefert in W(L) ein Element
aus R'(L)~W(X), also R'(X).

Ist X offener Teil einer vollstindigen irreduziblen reguliren
Kurve Y iiber einem endlichen nichtdyadischen Korper & (fiir
dyadisches k. s. 13.1.4), so ist aufgrund der Klassenkérpertheorie
R(X) im Falle X=7Y Null und sonst ein Z,-Vektorraum der
Dimension s —1 mit s= Anzahl der Punkte von Y\X. {Man be-
achte (14.1.4.1) und Br(@;,) =~ Br(k(p)) =0 fir alle peY,, s.z.B.
[A-G], Th.6.5.} Ist s <1, so ist W(X) also diagonalisierbar. Fir
s=2 braucht das nicht der Fall zu sein (s. 13.4.11). Der Kern der
Abbildung (v, d) aus § 4.2 berechnet sich zu W;(X)2+ R'(X) (vgl.
[Pf], Beweis von Satz 13) und ist dann wegen W, (X)2CZQ (X) echt
groBer als W, (X)2.

14.2.2. Sei jetzt X eine regulire irreduzible Kurve iiber dem
Korper R der reellen Zahlen. Die Menge X (R) der reellen Punkte
von X zerfillt in der von der Riemannschen Fliche X (C) indu-
zierten ,starken Topologie in Zusammenhangskomponenten
Zy,...,Z, (r=0, falls X(R) leer). Fir einen nichtausgearteten
Raum E iber X ist die Signatur 7,(E) der Faser E(x), x€X (R),
iber k(x) =R (UberschuB an ,,positiven Quadraten®) eine bez.
der starken Topologie lokal konstante Funktion, also auf jedem
Z;(1 =i <7) eine Konstante 7,(E). [Man betrachte Zariski-lokale
Orthogonalbasen. Fiir offenes UC X liefert ein feI'(U, @) eine in
der starken Topologie stetige reellwertige Funktion auf U(R).]
Nach Witt ([W], Satz 23) ist ein £€W(X) durch die Werte »(£),
(&), () (1 <7¢<r) eindeutig festgelegt. Weiter besagt der
Satz III' aus [W], gerade: R (X) = Br(X); zu beliebig vorgegebenen
Signaturen 4%, (1 <7 <7) gibt es genau ein £€ R'(X) mit ,(£) = 4%,
far alle +. Man verifiziert nun wieder leicht, daB W(X) von Q(X)
und R’(X) erzeugt wird: Zu vorgegebenem nichtausgearteten
Raum E iber X gelangt man durch Addition von —d(E) oder
(—1)Ld(E) zu einem Raum F mit »(F) =0, d(F)=1 und somit
durch 4 teilbaren Signaturen t;(F) = 4 k;. Addiert man zu F die Riume
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%] X (+2(;) zu den Quaternionenalgebren ; mit z,(A;) =46
erhdlt man einen lokalhyperbolischen Raum.

ij» SO
Firr=0ist W(X ) diagonalisierbar, ebenso fiir r =1, denn dann
ist Br(X) =Z,[—1, — 1] mit der Hamiltonschen Algebra [—1, —1].

Problem 14.2.3 (vgl. §13.4). Sei p rationaler Punkt einer voll-
standigen reguliren Kurve iber dem Korper k. Ist die Restrik-
tionsabbildung W(Y)—>W(Y\p) surjektiv? Das ist jedenfalls
wahr, wenn % algebraisch abgeschlossen, vollkommen und dyadisch
oder endlich ist, weil W(Y \p) dann diagonalisierbar (13.1.4, 14.2.1)
und Q(Y) —Q (Y \p) surjektiv ist (s. 13.3.2), ebenso fiir £ =R, weil
auch R(Y)— R(Y\p) dann surjektiv ist.

14.2.4. Sei C ein Zahlring ©° wie in Lemma 14.1.5 beschrieben.
Seien v; (1<t =7, evtl. »=0) die reellen Primstellen und p, eine
feste gerade Primstelle von L. Weiter bezeichne «; das Element in
W(C) zu der Quaternionenalgebra, die genau an den Stellen p,,
v; nicht zerfillt (s. 14.1.5). Mit der Theorie von Hasse-Minkowski
sieht man, daB die Gruppe ,Br(2-®C) der Ahnlichkeitsklassen
aller Quaternionenalgebren iiber 27* C, die an den reellen Stellen
zerfallen, unter 4; additiv auf ein Ideal R"(C) von W(C) mit
R"(C)W,(C) = 0 abgebildet wird, und weiter:

14

(14.2.4.1) W(C)=ZQ(C)+ R"(C)+ > Za,.

1

[Vgl. 14.2.2, 14.2.1. Man lese die 7, in 14.2.2 jetzt als die Signaturen
an den v,.]

14.3. Wir benutzen (14.2.4.1), um W(C) fiir einige besonders
einfache Zahlringe als additive Gruppe explizit anzugeben. [a, b]
bezeichne die Quaternionenalgebra mit den Strukturkonstanten
a, beL*, also mit dem Bilinearraum (2) (1, —a)® (1, —b). Dieser
ist zu (1, —a)®(1, —b) isomorph, weil das Element 2 total-
positiv ist.

14.3.1. C sei der Ring der ganzen Zahlen eines imaginir quadrati-
schen Zahlkérpers L. Ist die Primzahl2 in C zerlegl, so ist
,Br(2 > C)=12Z,[—1, —1]. Anderenfalls ist diese Gruppe Null.
W(C) und W(2~=C) sind diagonalisierbar.

Hat Pic(C) ungerade Ordnung, so ist W(C) =Z (1) = Z,, auller
im Falle C =Z [}/ —1]. Dann ist W(C) = ZU)BZ()—1)=Z,DZ,.
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14.3.2. Hat L nur eine reelle Primstelle, so tritt in (14.2.4.1) im
letzten Term nur die Algebra [—1, —1] auf. Also ist W(C)=
ZQ(C)+ R"(C). Fir C =Z ergibt sich, da Br(2-%°Z) =0 ist:

W(Z)=Z(1)=Z
W2Z)=2Z(1)®Z[(2) —(1)]=Z D Z,.

Das zu W(Z) = Z (1) gleichwertige Resultat K(Z)=Z(1)® Z(—1) =
Z @ Z findet sich schon bei Serre ([Se)).

1433. C=p~*1Z, p Primzahl=3 mod 4. Das Legendre-
Symbol (_71) ist —1. Daher ist ,Br(2-°C)=2Z,[—1, #] und wir
erhalten

W =Z)=Z(1) @ Z[(p) —(1)]=ZDZ,.

Auch W(2p)~*Z) ist diagonalisierbar.

14.3.4. C=$""Z, p Primzahl =5 mod 8. Immerhin ist (~;~2) =

—1, daher ,Br(27°C) = Z,[— 2, p]. Der Raum zu [—2, p] iiber L

enthilt ein C-unimodulares Gitter (1, —p) LM mit M~ 4 (2: ! ;P)

Wir erhalten

Wp—2Z)=Z(1)DZ[(p) —(1)]BZM)=ZDZ, DZ,.
W(C) ist nicht diagonalisierbar, wohl aber W(27%C). Der Kern der
Abbildung (v, d) auf W(C) (s. § 4.2) ist =W, (C)*.

14.3.5. C=p""Z, p Primzahl =1 mod 8. Sei / eine Prim-
zahl mit J=3mod 4 und (,)=—1, also (57)=+1. Es ist
oBr (27°C)=12Z,[—p,!]. In dem Raum (/, p/) tiber @ haben wir zu
beliebig gewihltem x€Z mit x*= —p mod/ ein unimodulares
C-Gitter

M ) x )
T \x Pt p))
Wir erhalten

Wep—Z)=Z(1)BZ[(p)—(1ISZ[(M)—(p)—(1)]=2ZHZ, Z,.
Man sieht leicht, daB neben W(C) auch W(27*C) nicht diagonali-
sierbar ist.
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[A-G)
(At]
[At],
(Ba)
[BI]
(B]
[B],
(Bl
[C-E]
[Ch)

(De]

(Dr]
(D]

(Du]

[EGA]
[G]
[Gh
[GB]
(H]

(J]

[K1]
(Kn]
(K]
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