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0.T.0'Meara ist es Mitte der flinfziger Jahre gelungen, die
symmetrisch bilinearén Gitter (Def..s. § 1.1) Uber einem diskreten
kompletten Bewertungsring C mit von 2 verschiedener Charakteristik
und vollkommenem Restklassenkorper k zu klassifizieren (s.[bM]e
Chgp. IX,[OM 1). Joch 1dB% die Komplexitat von O'Meara's Resulta-
ten vermuten, daB schon uUber dyadischen diskrcten kompletten Be-
wertungsringen mit unvollkommenem Restklassenkorper das Klassifi-

kationsprogramm heutzutage keine Aussicht auf Erfolg hat.

Im Gegensatz dazu werden wir in dieser Studie unter
aﬁderem die Frage beantworten konnen, wann zwel -~ ohne Hinschrin-
kung der Allgemeinheit radikalfreie - Gitter Uber einem beliebigen
Bewertungsring endlicher Hohe ([B], S. 115) dasselbe Bild im Gro-
thendieckring KG(C) aller (radikalfreier, symmetrisch bilinearer)

Gitter aber C haben.

Bel diesen Untersuchungern kann man von den Grothen-

dieckringen zu - #hnlich wie in [W] definierten - "Wittringen"

iibergehen, ohne wesentliche Information zu verlieren (s. § 1C).
Die Elemente der Wittringe lassen sich durch Gitter reprasentierecn,
wahrend wir fir die Grothendieckringe "Differenzen" von Gittern
bendtigen. Die Wittringe sind somit einfacher zu handhaben und

N\
als der eigentliche Gegenstand unserer Theorie anzusehen.

Als Nebenprodukt unserer Uberlegungen werden sich
Beziehungen zwischen den Wittringen der verschiedeanen Restxlassen-

korper eines beliebigen Bewertungsringes endlicher Hohe ergeben



(5 43, vel.[€1, § 12).

Der letzte Paragraph enthalt von den tlbrigen Paragra-
phen unabhingige Betrachtungen. Wir/beweisen ein Analogon zu
O'Méara's Kurzungssatz ([bM] 5%:14a) iber semilokaien Ringen
(vgﬁ.[K]§ 6). Insbesondere bleibt dieser Satz von O'Meara iber
beliebigen Bewertungsringen richtig. Weiter studieren wir Uuber
diskreten Bewertungsringen die besonders angenehme Klasse der
"ausgeglichenen" Gitter (s. § 5B), die in einigen Arbeiten von
G.L. Watson eine Rolle spielt (s.z.B. [Wa]). O'Meara's Klassifi-
kation der unimodularen Gitter ([QM] 9%:16) 14t sich auf diese

/
Gitter verallgemeinern.

Uber diskret bewerteten Ringen (zumindest) lassen
si¢h, nach einer freundlichen Mitteilung von Herrn M.Kneser, die

in' § 2 = § 4 gewonnenen Resultate wesentlich schneller herleiten.
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§ 1 Vorbereitungen.

1 A. Bezeichnunzen. Sei C ein beliebiger Bewertungsring

(z.B. auch ein Kérper),vuxsein.maximales Ideal, L sein Quo-
tientenkoOrver. ¢¥* bezeichne die KBinheitengruppe Csmt von C,
Maie Wertegruppe zu einer fest gewdhlten zu C gehorigen
Bewértung v : L = Muf{eot. (Wir schreiben M als additive
Gruppe.) Fur jedes Primideal@g'voﬁ C bezeichne k{}a?) den
Quotientehkérper UA{/&; des ringes C/EQ « Flir k() schreiben
wir oft kirzer k.

Unter einem symmetrisch bilinearen Gitter I iber C
(meist kurz "Gitter" genannt), verstehen wir einen freien
C-Modul & von endlichem Rang, versehen mit einer symmetrischen,
bzgl. C bilinéaren Abbildung B: ExXE —> L, Die bBilinearformen
aller Gitter werden wir unterschiedslos mit B bezeichnen, so-
lnage dadurch keine verwirrung entstehen kann. Ein Gitter
(oder seine Isomorphieklasse) bezeichnen wir oft durch die
Wertematrix (B(hi;\h.)) zu irgend einer freien Basis |

-9 & A
h1’°"’hn von E. Fir eine zweireihige Matrix (4 P> mit
» . - , ‘
X € C, (5 €C, 1~ o((':. € C benutzen wir das Symbol A(« ,(3).
Wir nennen einen Vektor x eines Gitters E

primitiv, falls x nicht Vielfaches A z eines z€E mit A€ m

ist, also wenn x Anfang einer Basis von C ist. Vektoren x == 0
aus E mit B(x,Xx) = o nennen wir isotrop. Falls & isotrope
Vektoren besitzt, bezeichnen wir auch E als isotrop, sonst
als anisotrop.

Zu zwei Gittern & und ¥ iUber C konnen wir als

neue Uitter die orthogonale Summe ELF und das lensorprodukt

E®F bilden., BEALF ist die direxte Summe der Moduln & und ¥,

versehen mit der Bilinearform (e;€ E, f,€ F)



Bey + £45 €5 + £5) = Bleg,e,) + B(£,,55).
E@F ist der Modul E @CF, versehen mit der durch

5(819 £4, e2®f2) = B(e,l,e2) B(f'l’fz)
testgelegten Bilinearform. Fir die orthogonale Summe von T
Kopien eines Gitters E schreiben wir rxlﬁ.

Fur jéden Teilmodul ¥ einesg GittersiEbezeichﬁe

Wt das Gitter aller vektoren von &, die auf ganz W senkrecht
fstehen (natirlich unter der Einschridnkung der Bilinearform
jvon E). Das Gitter Y heifie das Radikal rad & von B.
Wir haben eine Zerlegung E = . &' radE mit einem durch E bis
Jauf Isomorphie eindeﬁtig bestimmten radikalfreien Gitter E'
‘(d.h. rad &' = o). Sind B und F radikalfrei, so gilt gleiches
; fir B4 F und E®@F. Ohne Einschrénkung der Allgemeineheit setzen

wir daher alle in dieser HWote auftretenden Gitter als radikal-

frei voraus. Sofern doch einmal Radikale auftreten, werden

wir dies ausdriicklich erwsdhnen.

Wir nennen ein Gitter & iber C unimodular oder

auch einen nichtentarteten Raum iiber C, wenn B(EXE) in C

enthalten ist und die durch die Formel (er, yeE)
B<Xay) = X, 5‘?(.7)>

definierte lineare Abbildunch von & in den Dualmodul
% - . . .. . . . .
E7 s = Homc(m,C) bijektiv ist. Dies ist dazu gleichwertig,
. . W . . . .
dafl die Vetermingten der Wertematrizen von & Einheiten sind.
Als modulares Gitter bezeichnen ..wir wie ilblich jedes zu

13 . ’ - - e 3 3 *
einem unimodularen Gitter i ghnliche gitter (AL )®M mit A€ L,

G(C) sei der zssoziative und kommutative Halb=-
ring der Isomorphieklassen radikalfreier Gitter iliber C, mit

der orthogonalen Summe als Addition und dem Tensorprodukt



als Multiplikation; G(C) besitzt ein Einselement, renrisen-
tiert durch das Gitter (1). Mit S(C) bezeichnen wir den Teil-

Helbring (!) der isomorphieklassen unimodularer Gitter von G(C).

Zu einer abelschen Halbgruppe M bezeichne KM die
zugenorige Grothendieckgruppe. (Die Elemente von KM sind
“Differenzen" § ~m von blementen % sy aus M mit der Regel:

“§-—nz = ‘g'-—nz' & Es gibt ein ¥ € M, so daB

in M gilt ‘§+n' +‘,‘ = f' +M+ g .) Jede additive Abbidlung

f

t—von M in eine abelsche Gruppe W 1ldBt sich schreiben als
Komposition der kanonischen Abbildung von M in KM mit genau
einem Homomorphismus KM —> W von abelschen Gruprpen; in anderen
Worten: K ist der linksadjungierte Funktor zu dem Vergessens-
funktor von der Kategorie der abelschen Gruppen in die Kate-
gorie der abelschen Halbgruppen. Ist M ein Halbring, so ist
KM in natiirlicher Weise ein Ring.

Fir den Ring KS(C) schreiben wir kiirzer K(C).
Die vimensionsfunktion auf S(C) liefert uns einen Ringhomo-
morphisihus dim: X(C) —> # . Ferner haben wir zu einem be-
liedigen Homomorphiémus \P: C —> D von (Bewertungs)<Ringen einen
Ringhomomorphismnus K(&p) : K(C) —> K(D). Dieser entsteht,
indem wir einem unimodularen Gitter 3 iiber C mib Bilinearform B
den mit ¢ gebildeten L-Modul E % Dy, mit der induzierten - wie-

derum unimodularen - Bilinearform B' zuordnen, die durch

B'(x®@1, y®1) = ¢ (B(x,7))
‘(x€en, y€ E) charakterisiert wird. Ist S ein multiplikativer
Teil von C ~{o}, so erhalten wir in #hnlicher Weise zu jedem
Gitter E iber C ein Gitter E<% S'1C = 5714 tiber dem Quotienten-

0] .,"'1 . . . . .
ring 5 C. Diese Zuordanung induziert einen Ringhomomorphismus

von KG(C) auf nG(S’qC).
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1 B. Der Wittring W(C).

Wir notieren die spidter bendtigten Aussagen iiber unimodulare
Gitter. vie Theorie von K(C) 188t sich in wesentlich breiterem
Rahmen aufbauen, s. LK)} . Da die Arbeit [K] noch nicht er-
schieneﬁ ist, und fir Bewertdngsringe die Verhaltnisse be-
sonders einfach sind, werden wir fast alle Aussagen beweisen.
Dabei spielt die Voraussetzung, daR C Bewertuangsring ist, erst

ab Lemma 1.5 eine Rolle.

Zunidchst erinnern wir an den evidenten

Hilfssatz 1.1. ( [OM} , 82:15). Sei B ein beliebiges Gitter,

F ein (unter der Bilinearform von E) unimodulares Teilgitter.

B(F,E) < C ist. (‘< bedeutet echte oder unechte Inklusion.)

Das folgende Lemma hat fiir unsere Uberlegungen
zentrale Bedeutung, wird aber erst in § 2 voll ausgenutzt wer-
den.

Lemma 1.2, Seien &, (3, ¥ Zlemente aus C mit Yy = o und

A: =1-xpy € G*. Dann gilt
(1.2.1) Alot,py )L (-y) @Al g, p) =
= AlxdD o)L (-y) @ Ao, BA).

(£ vedeutet "isomorph".)

Beweis. Wir gehen aus von einer Basis des Gitters auf der
linken Seite von (1.2.1), die aus zwei zueinander orthogonalen

Vektorpaaren x,, y.; X Y~ besteht mit Wertematrizen A( )
. 10 13 Xos I ' B
bzw.

. -y -y
Cpe Ay = |y gy

Dann ist auch
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' : -1
x1 ' X,] +“y2’ yq' = (Y1 + :)'2)
L _
X' = A (xpryxg)y ¥ =¥y ¢ fY X
eine Basis dieses Gitters, die gérade zu der recnten Seite

o .
von (1.&-01) paBtO q.e.d.

Der Spezialfall Y = 1,&= o0 fihrt auf das
Lertma 1.2a. (vgl. Hfs. 5.5) PFiir jedes ﬁ € C haben A(o,{3)
und 4(o,0) in K(C) dasselbe Bild.

Eine orthogonale Summe von Gittern der Gestalt

A(o,@;) nennen wir ein (unimodulare) metabolisches Gitter.

Diese Gitter lassen sich auch folgendermal3en charakterisieren:

Lemma 1.%. Ein unimodulares Gitter M gerader Dimension 2r

ist genau dann metabolisch, wenn es als Modul einen direkten

Summanden V der Dimension r mit B(V,V) = o besitazt.

Beweis. Sei Xqseeey X, elne Basis von V.M besitzt eine

T
Linearform , die auf X4 den Wert 1 annimmt, auf den X4 mit
i2 2 aber den Wert Null. Da M unimodulsr: ist, gibt es also

einen Vektor Iq mit B(xi,yq) =4 fir 1 = 1,.s.r. Nach Hilfs-

i1
satz 1.1 haben wir eine Zerlegung
- - Y i
M= (Cx,] +C_y,l)..\.II . |
Die Vektoren XpgeeesX, sind Basis eines direkten Summanden
V' von M'., Durch Fortsetzung des Verfahrens zerlegt man I in
Gitter der Gestals A(o,(S).
' ge.e.d.

Hilfssatz 1.4, Das Tensorprodukt eines metabolischen

Gitters M mit einem beliebigen unimodularen Gitter E ist
wieder metabolisch,
§gweisL Sei dim M = 2r, dim & = m. Ist V direkter Summand

von M der Dimension r mit B(V,V) = o, so ist V@ E direkter
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Summand von E@® M der Dimension mr, auf dem die Bilinearform

von E@ M verschawindet,.

Zu einem Gitter ® mit Bilinearform B bezeichne

-E den Modul &, versehen mit der Bilirnearform -B.

Folgerung 1.5. Fir jedes unimodulare Gitter E ist BA(=B)

metabolische.

Beweis. BL(-B)=E® [(M) L (-1)] = z®4i(1,0).

Die Bilder der metabolischen Gitter in K(C)
liegen nach Lemma 1.2a in der von A(o,0) additiv erzeugten
abelschen Gruppe #Z A(0,0). Nach Hfs. 1.4 ist #Z A(o,0) sogar
ein Ideal von K(C). Den Quotienten von K(C) nach diesem Ideal
nennen wir den ¥Wittring W(C) der unimodularen Gitter lber C.
Jedes Element von K(C) ist durch seine Dimension und sein
Bild in ¥W(C) eindeutig festgelegt. Fir jedes unimodulare

Gitter & hat EXL (=E) nach‘Folgerung 1.5 in w(C) das Bild Hull.

Die kanonische Abbildung von S(C) nachk W(C) ist also surjektiv.

Die Elemente von W(C) lassen sich durch anisoimpe

Gitter représeatieren, denn es gilt

Lemma 1.56. Jedes unimodulzre uitter E laBit sich in ein

anisotropes und ein metabolisches Gitter orthogonal zerlegen.

Beweis, Ist B nicht schon anisotorp, so enth#lt #® einen
primitiven isotrpen Vektor x. Es gibt eine Linearform des
C-Hoduls I, db‘in x den Wert 1 znnimmt, also, da & unimodular
ist, einen Vektor y€E mit B(x;y) = 1, Nach Hilfssatz 1.1
haben wir eine Zerlecung

= (Cx + Cy)L E' ,
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Ist E' noch nicht anisotrop, so setze man das Verfahren fort.
q.e.d.

Satz 1.7. Sei C ein Kbrper. © = 5,4 Mund F = F_ L N

seien Zerlegungen zweier Gitter E, F in aanisotrope Gitter

Eo s Fo und metabolische Gitter M und N.

Behauptung. 3 und F habea genau dann gleiches Bild in W(C),

wenn E_ & F_ ist.
o o

Dies folgt, falls C eine von 2 verschiedene
Charakteristik hat, sofort aus dem Witt'schen Kiirzungssatz
(s. LW] ). Fir Charakteristik 2 ist Satz 1.7 aber auch richtig,
obwohl dazna in 3(C) die Kirzungsregel verletzt wird (s. [ﬁ]II)
The 8.2.1).

Fur einen beliebigen Bewertuangsring C mit Quo-

tientenkorper L erhalten wir aus Lemma 1.6 und Satz 1.7. den

Satz 1.8, Die kanonische Abbildung von W(C) nach W(L) ist
injektiv., ®in unimodulares Gitter liber C hat genau dann Bild

wull in W(C), wenn es metabolisch ist.

1C . Definition der VWittsruppen WG(I,C).

'3 . . . *
Wir denken uns zu jedem we€ M ein urbila ma'e L” unter der

Bewertung ar fest ausgewahlt.

Satz 1.9, ( COM] s § 91C). Jedes Gitter E liber C ist von

der Form

(w)e E,,

~
RN
L
O
o
-
NS
s

wel
mit unimodularen Gittern E,, (von denen selbstredend fast
alle Null sind).
In der Tat bleibt der klassische Beweils uber

beliebigen Bewertungsringen richtig: Die Behauptung besagt,



dal sich E irgendwie in modulare Gitter zerlegen l&dBt. Sei
ohne Einschrénkung % 0 . Die B(x,y) mit x€E, y€E er-
zeugen zusarmen ein (ev. gebrochenes) Hauptideal B(E,E) =w'C
Wir suchen in E einen Vektor x mit B(x,E) = as'C. Ist
v(B(x,x)) = w, so 1dBt sich nach Hilfssatz 1.1 von E .das
modulare Gitter Cx orthogonal abspalten. Anderenfalls gibt es
ein ye & mit B(x,y) =ar'. Dann 188t sich das modulare

Gitter Cx + Cy abspalten. Man setze dieses Verfahren, wenn

notig, fort. qec.d.

Bine 4erlegung (1.9.1) von E heiBt Jordan-Zer-

legung mit den unimodularen Xomoponenten £ ;.

(vgl. EOM] y 91:9). - Die Reduktionen

(®)

Satz 1.70
B .
Ewak = w/,m,Ew der unimodularen Xomponenten einer Jordan-

zerlegung (1.9.1) sind - ersichtlich nichtentartete- REume
Y:“\

uber k, die bis auf Isomorphie nur von E und dem System.{uflwep

abhiangen.

Beweis. FiUr ein w4 € M bezzsichnen wir mit T(4w ) das Gitter
aller xe & mit 5(x,3):c w'C.

Aus (1.9.1) folgt
E(w) = (AA!)@SL E. v+ L (waw™)® E,, +

AT DAL
_._L__ (U-‘ M'M) d E/w' .] .
‘ =
I’Z(M‘“)Q Reduziert mem“E(u) rnodwe, so entstent ein i.a. entarteter

. Reum iiber k. Dividiert man bei diesem Raum das Radikal heraus,
so erh&dlt man - bis auf Isomorphie- die Reduktion &, & k.

q.e.d.

Insbesondere sind die "modularen Dimensionen"

(1.11)  dim  E: = dim B,
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fiir alle %r € I 2lleine durca E festgelegt. Sei I eine Teil-

menge von || . Wir bezesichnen E als I-unimodular, wenn fur

alle A~ ¢ I die modularean Dimensionen dim, E Null sind. Die
additivé Halbgruppe der lsomorphieklassen i-unimodularer
Gitter iiber C nennen wir G(I,C). Zu jedem amr€ I induziert die
additive Abbildung dim, : GCI;C)jalhleine - ebenfalls mit

dim,_, bezeichnete - Abbildung von KG(I,C):hl;Z.

Sind I, J und M drei Teilmengen von [T mit
I + Jc M, so liefert das Tensorprodukt eine Komposition
(1.12)  KkG(I,C) % KG(J,0) —> KG(,0).

Insbesondere (I = M, J = {0} ) ist jede Gruvpe KG(I,C) ein
Modul iiber X(C). Ist I eine Halbgruppe, so ist KG(I,C) eine
Algebra iliber K(C) (I =J = M).

Als Wittgruppe WG(I,C) bezeichnen wir den

Wuotienten von XG(I,C) nach dem K(C)-Teilmodul

H(I,C): = 4(o0,0) ¢ KG(I,C).
Die Komvosition (1.12) induziert eine entsprechende Xompo-
sition
#G(I,C) x WG(J,C) —> WG(M,C).
Fir die Wittalgebra WG( M ,C) Uber W(C) schreiben wir auch

WG ( C ) .
Als metabolische Gitter bezeichnen wir die

orthogonzlen Summen von Gittern der Gestalt (A ) @ A(x ,0)
mit )l e L¥, &« & C. Sie haben, sofern alle v(A ) in I
liegen, in WG(I,C) das Bild Null (s. Lemma 1.2a). Doch kann
es - in lLontrast zu 3ztz 1.8 - auch nicht metabolische Gitter
mit Bild Null in #G(I,C) geben (s. § 3, Bsp. 3.2 u. Th. 3.3).
Das Analogon-zu Lemma 1.% ist i.a. falsch. Aus Hilfssatz 1.4

und Folgerung 1.5 ergeben sich aber sofort die entsorechenden
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Ausszgen flir beliebige Gitter:

Hilfssatz 1.13. Das Tensorprodukt eines metabolischen Gitters

mit einem beliebigen Gitter iber C ist wieder metabolisch.
Insbesondere ist fir jedes Gitter & die Sume E 4 (-E) meta-
bolisch.

Die kanonische Abbildung von G4(I,C) nach #G(I,C)
ist daher surjektiv. Weiter enthalten die Ideale H(I,C) nur
Zlemente, die sich durch metabolische Gitter reprisentieren
lassen. Unter Benutzung der Invarienten dim  mit w€ I sehen
wir, daB die Gitter (w')® A(o,0) zu den w € I eine freie

/
Basis von H(I,C) als # -Modul bilden, und weiter

Satz 1.14. Bin Zlement aus KG(I,C) ist durch sein Bild in

WG(I,C) und seine modularen Dimensionen zu den we I eindeutig
festgelegt.

Wir werden vorwiegend mit den Wittgruopen arbei-
ten uhd die Formulierung der entsprechenden Aussagen uber die
zugehdorigen Gréthendieckgruppen i.a. dem Leser uUberlassen.

Die durch die Abbvildung von G*(I,C) nach WG(I,C)
auf G(I,C) induzierte Aquivalenzrelation 188t sich folgender-

mafBen beschreiben:

Satz 1.15, Sei I beliebige Teilmenge von M . Zwei I-unimo-

dulare Gitter © und F iiber C haben genau dann gleiches Bild
in wG(I,C), wenn es I-unimodulare metabolische Gitter I und N

gibt mit TLM S FL N,

Beweis: Angenommen, E und F haben gleiches Bild in WG(I,C).
Dann diirfen sich die modularen Dimensionen beider Gitter nur
um gerade Zahlen unterscheiden. Wir konnen I-unimodulare
metabolische Gitter M1 und N,I finden, so dal die mecdularen

Dimensionen von jJ.M1 und F.I.N,l ubereinstimmen, Nach Satz 1.14
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1 gleiches Bild in KG(I,C). Sie werden

also nach Addition eines geeigneten Gitter T isomorph. Mit

haben E.z,m1 und F4L N

den metabolischen Gittern M: = MqJ.T.L(-T), Ne = N,A TaA (-T)

1
gilt ELM = FiN.

q.e.d.
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§ 2 Zusammenhang zwischen WG(C) und K*JG(C/Ag, ).

2 A. Reduktion von A -unimodularen Gittern.

Sei A\ eine isolierte Untergruspe von r
( 8, §4.2), 4 das zu A gehij.rige Primideal (4 = Menge
der A € C it v(A) > w fir jedes w € AN ).
Fir ein A\ =~ unimodulares Gitter & iber C ist B(E,E) in dsr
;Lokalisierung C‘f von C nachg enthalten. Die Bilinearform
,"B von E induziert daher eine Bilinearform B auf E’//g E iber C/g
:;nit Werten in dem Quotientenkdrper k(l.g') = C?/Ag' von C/Af.

Da E ein  -unimodulares Gitter ist, hat B kein Radikal.
/1
Sei I eine Teilmenge von & . Ist E ein I-unimo-

- dulares Gitter uber C, so ist E/Aé;E ein I-unimodulares Gitter

j uber C/,f . (Wir versehen natiirlich k(/g) nit der von v indu-
zierten Sewertuag V. Sie hat die Wertegruppe A .) Wir haben
somit eine - ersichtlich surjektive - Reduktionsabbildung von
G(I,C) nach G(I,C/Ag ). Unser Ziel ist die Bestimmung des kerns

der zugehdrigen Abbildung von WG(I,C) auf WG(I,C/.«S ).

Sei ohne wesentliche Binschrankung der Allgemein-
heit C€ I. Die kanonische Abbildung von W(C) in WG(I,C) ist
nach Satz 1.8 sicherlich injektiv. Der Kern W(C,ﬁg) der Re-
duktionsarbildung von W(C) auf W(C/ﬁ?) wird dabei in den Kern
der Reduktionsabbildung von #WG(I,C) auf WG(I,CA? ) abgebildet.

Satz 2.1. Sei Ic /A und CeI. Dann ist die kanonische
Sequenz

0 —> W(C,ap) —> UA(I,0) —> WG(I,%/) ~> O
exakt. :

>y S

Zum Bewels benotigen wir folgenden
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Hilfssatz 2.2. Sei E ein A -unimodulares Gitter uber C,

-
et

T seine Reduktion modAg. Dann 1ld3t sich jede (orthogonale)
Zerlegung von & in Gitter'ﬁi (i = 1...7) liften zu einer Zer-

lecung von E in Gitter Ei’

Beweis. Indem wir dies Zerlegung von E eventuell noch ver-
feinern, kOnnen wir nach Satz 1.9 annehmen, dal alle Ei no-
dulare Gitter sind. wWir denken uns die Numerierung der Summan-

den so gewihlt, daf fir die Ideale A : = B(Ei,Ei) cilt:
'&—L/] DE—LD"'- )’O-'ero

Sei Ani das Urbild von iii in Cg.. Es ist B(m b) also

1,
B(E,E) =,€11. Wir konnen ein Teilgitter E, von B finden, das
unter der Reduktionsabbildung von & auf E das Bilclml?},I hat,
indem wir irgendsine Basis von Eﬁ nach E liften. E,l ist auto-
matisch modular mit der Skala B(u Eq) =<21, die als endlich
erzeugtes Idezl ein Hauptideal ist. Nach Hilfssatz 1.1 ist

E = B LB . Das Gitter £t liegt tber ,4....F, . Die
Behauptung ergibt sich durch Induktion nach r.

qe€ede.

Beweis von Satz 2.1, Sei E ein I-unimodulares Gitter, dessen

Reduktion E'modfg in WG(I“%@;) das Bild Kull hat. Nach Satztds
5ibt es ein I-unimodulares metabolisches Gitter M iiber QA$ s

sc dalB auch E LM metabolisch isﬁ. #ir konnen ein|imetabolisches
Gitter M Uber C finden, dessen Reduktion modff zu M isomorsch
ist. Die Reduktion des Gitters P: = ELM mod 4 188t sich in
binire metabolische Gitter zerlegen. Wir liften eine solche
Zerlegung von FA%.F aufgrund von Hilfssatz 2,2 zu einer Zer-
legung von F ﬁnd sehen, dall F orthogonale Summe von Gittern
der Gestalt (x) @A(oﬁ,(S) mit &40, [56 C,v(y) e I ist.
Diese bin%“ren Gitter erzcugen alco additiv den Kern der Re-

duktionsabbildung von WG(I,C) nach WG(I,C/fg). Nach Lemma 1.2
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hat aber (3 )@ Al ,(5) in WG(I,C) dassslbe Bild wie
A(x"1

heit der Sequenz in Satz 2.1 bewiesen.

[ X[B ) und es ist x-qo( €4p . Damit ist die Zxekt-

ge2eQe

2 B, Die Abbildung von WG(C) auf WG(C/Q,Z< r./&> .
o

Wir wollen zun'ichst den Bindeutigkeitssatz 1.710
fiir Jordanzerlegungen verallgemeinern. Sei nach wir vor A
eine isolierte Untergruppe von [ und/g das zu N gehorige Prim-
ideal. Zu jedem 4« €.er§ wihlen wir uns einen festen Re-
prisentaten a' in L* . Aus der Jordan-Zerlegung (1.9.1) cines
Gitters i Uber C erhilt man durch Zusammenfassen geeigneter
Summanden eine Zerlegung
(2.3) e |1 (e E,

“w e QQA

nit A -unimodularen Gittern Z, .

Satz 2.4, Die Reduktionen hu/%E der O -unimodularen
' u

i

Komponenten &, einer Zerlegung (2.%) h3ngen bis auf Isomorphie

nur von i und dem Reprisentantensysten -{u‘} ab.

ve o

Beweis, (vgl. Bew. v. Satz 1.10). Wir bilden zu vorgegebenem

v, € r7£> das Teilgitter E(uo) aller x € E mit B(X,E)CLHJ

g
Die Bilinearform des Gitters (uo' —1)®E(uo) hat ihre Werte

in C% . Indem wir dieses Gitter modulo @ reduzieren, erhalten
wir ein Gitter Uber CA$ , das i.a. ein Radikal begitzt.
Dividiert mazn das Radiksl heraus, so erh3lt man bis auf Iso-

morphle die Reduktion von E“ .
o .
q.e. .

Satz 2.4 legt es nzhe, lber WG(“Ag ) die Algebra
der endlichen Summen von Ausdricken f « <AY zu Elementen g

aus WG(C/A;), A 2us L zu betrachten, mit dea Relationen
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€ <mA> = £GP <AD

zu beliebigen%’g@?*’v“,’( A). Uabei bezeichne 4 das 3ild
von m in k(xf) = C‘g /‘f y ‘(:L) das dazu gehdrige eindimen-
sionale Gitter, aufgefziit als Zlement von ?"'JG(C/? ). Die
skalzre ?*Iultiplikationgmit slementen aus ’.'."G(C/%)') ist .in
evidenter Weise definiert, die Ringmultiplikation durch
SA><u> =<Au> {4, uel*}  festelest.
Wir nennen diese Algebra 1»'."G(CA2 ) < P/A > __ » Sie ist das
kanonische Tensorprodukt von WG(C/,‘? ) mit dem Grupvenring

ZEL*] tber Z[C?*] .

N.B.2.5. Jedes Reprisentantensysten {:u'} von P/A in L*
liefert eine freie Basis{< u')}von 'r.'G(C/? ) <P/A> als
Modul tber "M'G(C/,?). Insbesondere 18Rt sich '.‘,‘G(C/?) in
kanonischer Weise als Teilring von w‘G(C/&g ) < '—‘/A > auf-
fassen, so dali die Einselemente iibereinstimmen. Besitzt P/A
ein gegen Multiplikation abgeschlossenes Représentafensystem
in ¥ , SO ist ",-{G(C/.g ) < P/A) zu den Gruppenring

WG(C/,(g ) E P/A] (unkanonisch) isomorvh.

Wir konnen nun Jjedem Gitter B ﬁbeer ein Element

¢ (Z) aus '«:'JG(C/? ) < F‘/A> in folgender Weise zuordaen:

Man wihle eine Zerlegung (2.3) von b in Gitter (u') ® E, mit

A -unimodularen E_ . Sei & = das Bild von Eu/ »  in ",u'G(C/ ).
u u . uu Ig

Man definiere

Nach Satz 2.4 erhalten wir so eine wohldefinierte Abbildung
@ von G(C) =uf ’.-JG(C/? Y < F/A> , die nicht von der Wazhl des

Reprisentatitensystens {u'} abnngt. ¢ ist additiv und multi-~
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plikativ und bildet A(o,0) auf Null ab., Sie faktorisiert daher

liber einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

; @ o) ——>  ue(/g)<Tad.
E§ ist ersichtlich surjektiv.\ﬁei Jjetzt speziellg das mini-
%ale von Xull verschiedene Primideal von C (sofern es dieses
éibt). Wir wollen fir diessa Fall den Kern von § bestinmmen.
Dazu deuten wir den Wittring W(C) der unimodularen Gitter als
#eilring von «G(C). Wach Satz 1.8 ist ja die kanonische Ab-
:bildung von W(C) in WG(C) sicher injektiv. Zs ist klar, dal

der Kern %‘J(C,lg) der Reduktionsabbildung von % (C) auf \-\J(C/? )
in ker § enthalten ist. In Wahrheit sind aber beide Kerne sogar

gleich, d.h.

Theorem 2.6, Es gebe in C 2in minimales von [full verschiedenes

Primideal,«g. Sei A die zug gehorige isolierte Untergruppe

von ['*. Dann ist die kzanonische Sequenz

$

0 —> W(C,4) —> uG(0) > ".\v'G-(C/‘g)<‘-‘/A>“"°

Beweis. a) Hach der Definition Voﬂ@ ist klar, dai ker @

als ldeal erzeugt‘wird von den O -unimodularen Gittern i,
deren Reduktionen EA%!E Bild #{ull in wG(ng_) haben. Nach
Satz 2.1 (Gpezialfall I = A ) ist somit Ker$ das von n«'(c,g)
in WG(C) erzeugte Ideal.

b)‘ Wir niissen einsehen, dal N(C,%p) selbst schon Ideal in
"#G(C) ist. Dazu fuhren wir voribergechend folgende Bezeichnung
ein: Wir nennen zwei Gitter < und F Uber C aquivalent und
schpéiben E ~7F, wean sie gleiches »ild in WG(C) haben. Im
Beweis von Satz 2.1 wurde gezeigt (Spezialfsll I = {o} ), daB

'.*;‘(C,Ag) additiv erzeugt wird von dea Gittern A(o ,(5 ) mit

XE 2 [’:\6 C. ¥ir haben also zu zeigen: Fir jedes o€ 42,
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(’3 € C, XG,L* ist das Gitter (X) @ A(X ,(3) zu einem

unimodularen Gitter dquivalent.
c) Ist v(y) < v(x), so ist nacih Lemma 1.2
(y)@ale,p )~ aly o, yB ),
und wir sind fertig. Sei also v(y ) > v(e¢ ). Dann liefert
Lemmz 1.2 immerhin
()@ a(,0) ~ (Yt He 401, xp ).

Ist v(y ) < 2v(& ), so teilt yo all

sicher das Element u(.’)
und wir kommen mit Lzmma 1.2 wie zuvor zum Ziel. Ist

viy) > 2v(X), so liefert unser Lemma
- =2 X
(ya™MHe at, «p) ~ (yx ™)@ a(x,p).
" Ist auch noch v(g ) > 3¥(o)so erniedrige man Y um weitere
' Potenzen von & . Das vVerfahren mufl nach endlich vielen schrit-
ten abbrechen, da das pild von V(X ) in der archimedischen

Gruppe P/A echt positiv ist.
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§ 3 Zwei Anwendungen

A, Stabile Aquivalenz. Wir nennen zwei Gitter E und F

iber C stabil Zguivalent, wenn es ein weiteres uitter T iliber C

nit BAT2FLT gibt, also wenn T und F gleiches Bild in

KG(C) haben. Daflir erhalten wir aus dem soeben bewiesenen

Theorem 2.6 leicht ein Kriterium. Wir wdhlen zu Jjeder iso-

lierten untergrupve A von ' ein Reprisentantensystem

{u'} O von erS in L*'und zerlegen die vorgegebenen
we /N

uitter £ und F orthogonal in uitter (u')@® £ (u)® P nit

0 -unimodularen B, und F, (s. (2.3), u durchliuft P/£> ).

Satz 3.1. C habe endliche Hdhe ( [B] s § 4.4). E ist genau
dann stabil dquivalent zu F, wenn gilt:
a) Flir jedes we€ [? stimmen die modularen Dimensionen

dimwm und dimwF (s. (1.11)) liberein.

b) Fir jedes Erimidealtg und Jjedes u aus dem RQuotienten
P/A nach der g entsprechenden isolierten Unter-
gruppe A haben die nichtentarteten Riume E,® k(/?n)

und F @ 1«:(»(3) gleiches Bild in w(k(&g,)). (s.dazu Satz1 ‘2‘)

Bewels. &s ist klar, daf ein Paar stapil dquivalenter
Gitter E, F die Bigenschaften a) und b) besitzt (s. Satz 2.4).
Seien jetzt umgekehrt diese Eigenschaften vorausgesetzt.
Lufgrund von a) brauchen wir flr den lachweis der stabilen
Aquivalenz nur zu zeigen, dall B und F dasselbe Bild in
WG(C) haben (s. Satz 1.14). Indem wir zu dem Gitter M:=
= L (-F)libergehen, stoden wir auf folgende Aufgabe:

Sel M ein Gitter Uber C, fir das zu beliebigen
Primideal 4 von C alle Rdume M @ k(kg) (u € P/A , & = Unter-
gruppe zu%o) Bild ®mull in ‘a-'."(k(tg)) haben. Man zeige, daB das
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?ild € von M in WG(C) Kull ist.
| Den geforderten Bewels fiuhren wir durch Induktion -
nach der Hoéhe h von C. Fir h = o ist nichts zu tun. Sei'n> o.
Sei <) das minimale Frimideal # o von C, /\. die maximale echte
isolierte Untergruppe von ' . ba Cﬂq die Hthe h-1 hat, kon-

. . . . M
nen wir die Lnduktionsvoraussetzung auf das Gitter uAO]M
_ ‘ u

iber Cﬁq fiir jedes u € qé\_ anwenden. Diese Gitter haben also
sZmtlich das Bild ¥ull in HG(CAq ). Das bedeutet zerade, daB

die in 3 2B konstruierte Abbildung
-
@ :wee) —> wCq)<VAY
unser klement § auf Null abbildet. f stammt nach Theorem 2.6
aus W(C,4y). Da sich andrerseits W(C) in W(L) injiziert und
‘gin.W(L) das Bild Null hat, (Voraussetzung zum Primideal

ﬁgz 9) mu 3 § = o sein. ge.eed.

Jefzt 1828t sich auch leicht ein Gitter angeben,
das nicht metabolisch ist, aber trotzdem in WG(C) das Bild

Null hat.

Beispiel 3.2. (vgl. dazu Satz 5.9). Sei C diskreter Be-

wvertungsring mit 2€4m. S5eiJr ein Primelement von C. Hach

Satz 3.1 ist das Gitter

(3.2.1) B: = A(QL,-1) L (3@ 4(-31,1)

ca e , 2 . .
stabil 8quivalent zu 4(o,0) L (JU7)® 4(0,0), hat also in
WG(C) das Bild Kull. W8re E metabolisch, so milite der Raum

B . C . . . o s .
w ube 2 h Ee k S eines Rac S Ge-
4%?5 iber “/ 2 nach Herauskiirzen seines Radikals die Ge

2 by C ) ny 3 :
stalt A(X ,0) mit L& 4%2 naben. (Man bstrachte dszu eine
Jordan-Zerlesung von E mit metavolischen unimodularen Kompo-

nenten.) Wir hitten alsc aufgrund der Zecrlegung (3.2.1) eine



Isomorphie

4(3L,-1) = AR, uIE)

mit gecigneten )l,/u.e.c. Vergleich der Determinanten zeigt,

. 5 E
dab 1 +3gund 1 - Audt® gleiches Bild in U

~
Da 2evmWrist, 18Rt sich dies leicht widerlegen. ¥ ist also

/0*2 haben miiRten.

sicher nicht metabolisch.

3B.  WG(I,C) flir konvexes I. Wir bringen eine weitere Anwen-

-

dung der in & 2B konstruiertea Abbildung aé‘..Eine Teilmenge I
“von " heifie konvex, falls I mit zwei Elementen u< v auch jedes
we [V enthdlt, fiir das u<w< v ist. Unter Ziel ist der Beweis

von

Theorem %.%, Die dche h des Bewertungsringes C seil endlich.

Dann ist flr jedes konvexe Ic|[' die kenonische Abbildung von

WG(I,C) nach WG(C) injektiv.

K.B. 2.4. Aufgrund von Satz 1.14 ist dieses Theorem zu fol-
gender Aussage gleichwertig: Gibt es zu I-unimodularen Gittern
K und ¥ Uber € ein Gitter M mit 4 M £ FAM, so gibt es - bei
eadlichem h und konvexem I - sogar ein I-unimodulares Gitter

Mt mit EA M's FoM'.

Wir beweisen Theorem %.% durch Iaduktion nach h.
Chne Einschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, da ce I ist
In Falle h = o ist aichts zu zeigen. C habe jetzt eine HEdhe h> o.

Mir kleincre HShen wird der Satz als richtig vorausgesetzt.

Sei § ein Element von wG(I,C), dessen Bild m in
WG(C) Null ist. ¥ werde durch das I-unimodulare Gitter ¥ re-
prisentiert. SeiJg das minimale von Nuil verschiedene Primidez

von C, A die maximale echte isolierte Untergrurpe von r;
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{u'} AN ein Reprisentatensystem von RQ> in L¥ .
Wir zerlegen E irgendwie orthogonal in Gitter (u')® Eu mit

A -unimodularen Gittern B Dabei brauchen wir u nur die
Bildmenge E‘von I in PAQ durchlaufen zu lassen. Das Urbild
jedes weT in I ist von der Form v(u')+Ju mit einer wiederum

ist Ju-unimodular.

konvexen Teilmengen? von A\ . Jedes E,

Die Reduktionen Eu/ (s. § 2A) haben fiir

A TEN
alle u€T das Bild null in '-;JG(C/,,g ), denn fir die in § 2B

definierte Abbildung

®

ist ® (M) = o, da sogar 7 = o ist. Nach lnduktionsvoraus-

X3

We(Cc) —> wa(cﬁg Y VAD

setzuns sind aber die kanonischen Abbildungen von den

WG(Ju,LA? ) nach WGG%@Q) injektiv. Jedes Gitter By

| : : C LRt

nat also sogar Bild Null in WG(Ju, A? )
Wie im Bewels von vatz 2.1 gezeigt wurde, 1laB%

sich fir jedes ue'f ein metabolisches Ju—unimodulares
Gitter M, Uber C finden, so a3 E, 41, orthogonale Summe von
Attern der vestalt (d)OA(X,) mit xeé4 , pec,
v(&l)eé&list. ba fast alle B, = o sind, kbnnen wir auch fast
alle Mu.= ¢ wihlen., Indem wir zu E die orthogonale Summe der
(u')@Mu mit uef[\ addieren, reprizgsentierer wir f durch eine
Sunme von Gittern der uestalt (X )® A(X ,(5) nit o« €42,
ﬁ € ¢c, v(y) e I.

kdorbnmmduku.

{ A 86:£_d.wu%
i nach WG(I,C ) liegt. Man braucht dazu nur Teil c) des peweises

Jetzt 183t sich zeigen, daB § im Bildeon 'w'(C,-!g)

von Theorem 2.6 zu wiederholen,liobei aber jetzt das seichen ~v
als die Aquivalenzrelation "gleiches Bild in WG(I,C)" zu lesen

ist. Jedesmal, wenn dort Lemma 1.2 benutzt wird, ist man sicher



dall alle auftretenden Gitter I-modular sind, weil I konvex
und oel ist. Da die kanounische Abbildung von 'w‘(C,Ag) nach
WG(C) injektiv ist (s. Satz 1.8) mub §==o sgin. Theorem %.5

ist bewlesen.
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8 4 Lokalisationen

41, Zusammenhang zwischen WG(C) und WG(Cu ).
. "

Sei AQ ein beliebiges Primideal von C mit zu-
gehoriger isolierter Untergruppe D von [T . Die durch Loka-
lisation der Gitter iber C nach der Halbgruppe C~u¥ entstehende
Abbildung von WG(C) nach WG(C&g) ist ersichtlich surjektiv.

Wir wollen ihren Kern bestimmen. Sicherlich umfait dieser
das Ideal P(C,N), welches die Elemente (f72)—1 mit

M € v (o) in wa(o) erzeugen.

Theorem 4.1, Hat C endliche Hohe, so ist fir jedes Prim-

idesl4g von C und die zugehorige isolierte Untergruppe O von C

die kanonische Sequenz
o — P(C,D) — wWG(C) — WG(C?) —2 0
exaxt.

Beweis. (s. Bem. 5.10 fir kirzeren Beweis, falls C diskret.)

a) Seien 4&)01 zwel verschiedene Primideale von C und A C/A-
die zugehdrigen isolierten Untergrupven von I . Daan ist Q?
Bewsrtungsring mit der Wertegruppe ‘1Q> und 4] auch Primideal
von C‘f mit zugehoriger Untergruoppe A'/A . Wei man, daB
P(C, ) der Xern ven HWG(C) -—=> *«-.fe(cg; ) und z:'(% , N/ der
Kern von WG(CX ) —=> WG(Coz) ist, so ist klar, daBl P(C,A.)

der Kern von WG(C) —> WG(Ctﬂ) ist, weil die Abbildung von
P(C,A.) nach E(Cg_,Ast ) surjektiv ist. Weiter ist Theorem 4.1
inhaltsleer, falls g das maximale Idealaw.von C ist.

Wir brauchen daher nur den Fallvzu betracnten, dzl C eine

Hohe h > o besitzt undﬁg das maximzle Primideal unterhalbma iste.

Dies sei im folgenden vorausgesetzt.
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b) Betrachten wir zunichst den Fall h = A1 (vglﬂwigK]III,
Bew. v. Satz 12.2.1.) Dann ist42 = o und A =T,

Als Linge 1(Z) eines Gitters iiber C bezeichnen wir voriber-
cehend die fnzahl der we ' mit dim 2 = o (se (1.11)). Als
Lénge 1( ¥ ) eings 13 € WG(C) bezeichnen wir das Minimum der
Lizngen aller Gitter, die g reorasentieren. Anbenommﬁn unsere
Behauptung ist falsch. Wir suchen im Xern der Abbildung

WG(C) —> WG(L) ein nicht in ‘(C ") gelegenes Hlement § von

minimaler Linge 1.

g 158t sich durch ein Gitter E der Gestalt

(5.2.) s (uW)eE,

Ac&‘?&n

repriasenticren, wobeil u'? ein geciecnetes Repri-
> = “ y Vv '{ uer‘ér‘ % ) RS

rS

sentantensystem von PVEF in 1% ist, und die Eu unimodulare
Gitter sind, von denen genau 1 sStick nicht verschwinden.
Indem wir f eventuell mit einem eindimewsionalen Gitter tenso-
rieren, errsichen wir, daf 4&0;1st. Jedes Eu hat eine Zer-
legung Eb:_,.L M,» so dzf Eu._@ k iber k:\/= C/w, anisotrop

und Muégk metabolisch ist. (Man benutze Lemma 1.6 fir k

und Hfs. 2.2 fur I.= {o} .) Mach Theorem 2.6 158t sich nun
Y(Cym) als Ideal von WG(C) auffassen. Daher konnen wir, ohne 13

zu #ndern, in (4.2) die M, mit u = o weglassen, wenn wir

1,

gleichzeitig zu Eo ein geeignetes Gitter addieren. Dabei ver-
grolert sich die Linge von b nicht. SchlieRlich kdnnen wir
bei Eo einen etwa vorhandenen metabolischen orthogonalen
Summanden weglassen. Wir kOanen also annehmen, dafli in der
Zerlegung (4.2) alle & ng mit u:# o anisotop sind und dal

Eo anisotrop und von Null verschieden ist.
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g hat in W(L) das Bild Null. Die Riume ~E ® L und
V: = ——L- (u') @ 3 QQL
A FO

haben also gleiches Bild in W(L). Hun ist jeder Raum E®L
mit u g 0 anisotrop und stellt nur Elemente e L* nit
v(A)e2n dar. Nach dem Dominanzprinzip fiir Bewerbtungen ist
V znisotrop und kann keine #lemente mit Wert in 2" darstellen.
Da auch —BO® L anisotrop ist, tuB dieser Raum zu V¥ sogar iso-
morph sein.

ﬁhsbesondere darf EO ¥eine winheiten darstellen,
Darsus gewingén wir den gesuchten Widerspruch: ﬁas k null ven

der Form rwnE(o,o) sein (uné k mu? Charakteristik 2 haben).

n
)
=

U, ein von mull verschiedenes #Zlement von r'/2[_,, fur

o
0
w
L 4

Fu # o ist (gibt's, da V% o). Wir konnen, wieder nach
o}

Theorem 2.6, in (4.2) das Gitter B fortlassen, wean wir

gleichzeitig ein geeignetes unimodulares Gitter zu Eu addieren.
. o}

ohne daB sich das Bild g in WG(C) Zndert. § mulite eine

Linge < 1-1 haben, entgegen unserer Annahme.

c) Wir fihren den Beweis im allgemeinen Falle durch Induktion
nach der Hohe h. Sei h>1. Dann umfaft A2 das mininzale Prin-
idezl O # o von C (evtl. Ag =q ). 0] ist =uch in dem Bewertungs-
ring Cﬁg das minimale von null verschiedsne Primideal. A. be-
zelchne die maximale echte isoclierte untergruppe von [ . Die
exakten BSequenzen aus Theorem 2.6 zu C und Cﬁ lassen sich

durch ein kanonisches kommutatives viagramm verbinden:
W(C,q) = ue(c) = we(CI< Ry = o

(.3) 2] #é V¢
0 > U(Chy ) —>C(0e) — (/) <TA> > O
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Dabei ist/@ die Abbildung, deren Korn wir bestimmen wollen.

Y ist die evidente Fortsetzung der ertsprecaenden Abbildungfd
von ﬁG(C/q ) auf WG(Cﬁg)Qq ) zu einem Ringhomomorphismus von
WG(C/O‘ ) < r’/,«_‘) anf wG(Cﬁ/q ) < F//\_) « Wir wenden auf/u,’
die Induktionsvoraussetzung an und erkennen, dald Ker(Y ) zls
Ideal erzeuvgt wird von den klementen (512) -1 aus WG(CAW )

zu den ﬁildernﬁ der "q_ev-/](A) in C‘&[q‘ (s« N.B. 2.5).

Deher hat P(C,4& ) unter é als p5ild ganz Ker(Y ). DaA injek-
tiv ist (s. Satz 1.8), muB andrerseits Ker(/b.) unter § injek=-

tiv zbgebildet werden. Is muf also Ker(/U.) = ?(C,A ) sein, c.2.d.

Bemerkung 4.4. Die exekte Ker-Koker-Seguenz zu dem Dia-

[6)]

ST oM . iefert Uberdies, dal uch surjekti ist. Do
romm (4.3) liefert iberdies, dal A auch surjektiv ist. Da
kann man leicht direkt sehen: 3ind o(,@ ¥ ©Blemente aus U

, . P
mit (Seq , v( X')GA , 50 ist das Gitter 4(y ~ ' ,(3) uber

C

‘¥
- ,‘ 2 . =2
isomorph zu A4A( YR, ¥ (l) und es ist auch Y [Se q .
48, Beziehungen zwischen den Wiktrimaen der Resthlassenbherper

Sei «g das minimgle primideal # ¢ von C (sofern vornanden),
D die zu tg gehorige 1lsolierte Untergrucspe von r.
Indem wir lheorem 2.6 und Theorem 4.1 auf den Bewertungsring C
der nche 1 mit Wertegrucpe r anwenden, gewinnen wir sofortv
S FAN » B
eine Beziehung zwischen W(L) und '.‘/(k(dg )), die schon in
../\\‘.
Ck1 =,

N
leitet wurde.

(7]

12- ohne Benutzung des xinges ‘.‘-:’G(C,‘g ) - herge-

Nach Theorenm 2.6 haben wir unter Bericksichtigung
der soeben gemachten Bemerkung 4. eine kanonische exakte
sequenz

(4.5) o —>¥(C,4) — wG(C? ) g—%«f(k(g N<a> > o

Dividieren wir im mittleren Term das lLdeal P(C’f s I-‘/A) heraus,
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welche/s die Elemente (),2) -1 mit A € L® erzeugen, so erhalten
wir den Ring W(L) (s. Theorem 4.1). Da sich W(C,ff) auch in #W(L)
injiziert (s. Satz 1.8), fihrt unsere Seqguenz (4.5) sofort zu
einer exakten Sequenz
BN
0 =>i(C,4p) => U(L) =P M —> o,
in der M der Quotient von _W(k("g )) <SYAD nach i (P(C"S’, V7 ND))

ist, und X durch § induziert wird.

Sehen wir uns die Alcebra M iber W(k(lg )) ndher an!
Ihre #Zlemente sind endliche Summen von Ausdriicken ‘g <A mit
€ e ux ("g,)), A€ ®und den Relationen
<nA> = () <A> , <A*>=<4ar.

frert, me v (D), 7= sild vona in x(4).§ Die
skalare Multiplikation und die Ringzmultiplikation von M sind in
evidenter Veige erklért. Yir schreiben fir die Quadratklassen-
gruppe /_{4"9 eines Bewertungsringes D kurz Q(D) und sehen, daB
M isomorph ist zu dem kanonischen Tensorprodukt von ‘d(k(g )) mit
den Gruvpenring ’Z[Q(L)l iber ZEQ(C,‘g )]. Diese Algebra iber
W(k(zlg )) nennen wir ".-‘J(k(/g)) < Q(I) > . Wir kbnnen zu der durch die
Bewertung v induzierten Abbildung von Q(L) auf M/2P+A einen
multiplikationstreuen Schnitt

St r‘/gma —> QL)

finden, da beide abelschen Gruppen den Exponenten 1 oder 2
haben., W(k(«g}) < (L) ist freier W(k(,g;))-lvlodul iber den
Blementen < s(u)7 mit u € r'/gr._l_a. Diese Algebra ist also
zu dem Gruppenring *';,r(k(,(g )) [p/QrWA—l (unkanonisch) isomornh.

Wir fassen die zuvor angestellten Uberlegungen

D

zusammens:
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Satz 4.6. Es gebe in C ein nminimales rTimidealﬁgz# Ce

i) Dann existiert ein Ringhomomorphismus W von W(IL) auf

VV(%&%&)(Q(L)) , der durch die folsgenden beiden Wigenschaften festge-

legt ist:
a) Das Diagramm

W(0g)  ——>  u(x(g))

Ly

en > W(k(ag)) < ATID

mit kanonidcien unbezeichneten rfeilen ist kommubtativ.

b) 1+J bildet das ven einem sindimensicnalen Raum (A )

mit e r* gelieferte Llement von W(L) auf <A> ab.

ii) Die kanonische Jequenz
il ey W “
o —> ""J\b,g ) —_— ‘:‘;(L) _— 'é(.f{(g ))<Q<L)> — (o]

ist exakt.
Ist C Bewertungsring endlicher Hohe, so kann man
durch mehrfache Anwendung dieses Satzes die Wittringe sEml-

licher Restklassenkdroer von C zueinander in Beziehung setzen.
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4§ 5 ©rgdnzende Betrachtunge

\J1

A, Zur Abrundung unserer bisherigen Untersuchungen er-
scieint es mir angebracht, den Leser davon zu uberzeugen, dalb
der Kurzungssatz vecn O'Meara ([bﬁ], 9%:14a) iiber beliebigen
Bewertungsringen gilltig bleibt. Dazu wirde die Aufforderung ge-
nuigen, einen Blick auf den Beweis dieses Satzes in [OM] ZU wWar-
fen. Doch mochte ich die Gelegenheit pbenutzen, sogar lber semi-
lokalen Ringen eipen shnlichen Kirzungssatz herzuleiten (vgl.
(<1, 8

Zubiéhst darf C ein beliebiger kommutativer Ring @it
fZingselement sein. I sel der totale Quotientenring von C, d.h.
die Lokalisierung s‘qc nach der Helbgruppe S der Nichtanullteiler
von C.
Als Gitter Uber C bezeichnen wir jeden endlici erzeugten pro-
jektiven C-~Modul M, der mit einer symmetrischen bezgl. C bi-

linearen Form 3B:MrM T versshen ist.

Wir wollen einige der in [qu, S 2 fir quadratische
Formen benutzte Begriffe auf symmetrisch bilinecare Formen Ubet-
tragen. Sei M ein Gitter tber C und (f, g, A) ein Iripel aus
MxMxCnit B(f,M) € ¢, B(g,M) e C, B(f,f) = 38(f,g)

B(g,2) = 2A . Man rechnet leicht nach, dafl die fir alle xeM

durch
B(f,z, A)(x) = x + B(x,g)f - B(x,f)g - A B(x,f)f

definierte "Siegmeltransformation" (£ Q,;X) von 1 in sich

nit der Bilinearform B vertriglich istv.
Ist (£f,g', A') ein weiteres Tripel asus M XM xC, fir das

i(f,g', A') definiert ist, so gilt

B(E,2, A) o B(E,3', A') = 5(f,8+8", A+ A'+B(g,5')).
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Insbesondere hat E(f,g,A ) ein inverses, ndmlich E(f,-g,A),
ist also ein Automorphismus von M.

Wir nennen ein Paar (Fq’fz) von Vektoren aus M

hyperbolisches vektorvaar, wenn

und H: =Cf,| + Cf2 orthogonaler direkter Summand von M ist
(d.h. B(H,M)e C, s. Hfs. 1.1). Zu jedem §& € c* bezeichnen

wir mit R(E , fq’fg) den Automorphismus von M, der f, auf

/I
8f1 und f2 auf 2f4f2 abbildet und die Vektoren aus HJ‘

festldB8t. rlir ein Tdeale von C bezeichne D(fq,fg,ob) die

von den Automorphismen R( &, f f2) mit € =1 mod o und

f],
E(fi,g,;\.) mit i= 1,2, g € odt , A€O0L erzeugte Gruvpse.

Anstelle von D(fq,fe,C) schreiben wir auch kiirzer D(fq,fg).
Den Automorphismus von M, der H4 eclementweise festliBt und

-fq mit f2 vertauscht, bezeichnen wir mit 1:(f1,f2).

Durch Ubertragung des Beweises von Teil a) und
des Lemmas 2.1 aus [K] 1 erhalten wir milhelos die Teile a)

und b) von

Lemma 5.1, Sei (fq,fg) hyperbolisches Vektorpaar in einem

beliebigen Gitter M liber C.

a) Istorein im Jacobson-Radikal 4 von C enthaltenes Ideal,
SO0 operiert D(f1,f9,AN,) transitiv auf der Menge aller zu

(fq’fg) modulo @& kongruenten hyperbolischen Vektorpaare von M.

b) Ist C lokaler Ring, so operiert die von D(fq,fg) und
1:(f1,f2) erzeugte Grucpe transitiv auf der Menge aller

hyperbolischen Vektorpaare von C.



- 35~

c) Ist C semilokal, d.h. besitzt C nur endlich viele maximale
Ideale W, , oo oMy und enthalt das orthogonale Xomplement gt
von H: = Cf4 + Cf2 bezgl. M einen Vektor g, fur den

B(g,B)c C und'B(g,g) = 2m mit fq_GC* ist, so operiert
D(fq,f2) transitiv auf der Menge aller hyperbolischen Vekitor-

pazare von M.

Zum Beweis Teiles c¢) kOnnen wir den Beweis des
entsprechenden Teiles von [K] 19 Lemma 2.1 nicht unmittelbar
heranzichen, da die Siegeltransformationen sich jetzt bei
"Liftungen'" weniger angenehm verhalten.

Wir gehen folgendermafen vor:
Sei

f400= R f, 4 Xof, +x, ' = (5,11‘.‘,] +(32f2 +y
ein beliebig vorgegebenes weiteres hyperbolisches Vektorpazr

m it umal > A

aus M ‘., [Bie C (x,ye€H ~ . Wir wollen durch Anwendung von
Automorvhismen 3(f,, h,A) (i = 1,2, heH‘L, A e C) auf
(fq', f2') erreichen, daB der Koeffizient C>(,l eine Zinheit
wird. Dann ist es leicht, dieses Paar in (fq’fg) zu Uberfihren
(s« [k],, Begimn des Bew. v. Lemma 2.1). Men halte sich
im Folgenden vor Augen, dzaB E(fq,h,)L) den Vektor f,' auf

~ o~

i‘,' = o(,‘f,, + 0(21‘2 + X mit

O(’I =, -).O(2+B(x,h)
~ _

0(2 = 0(2

X =-dg1+x

abbildet. .
Zuhéchst wenden wir auf (fq',fg') eine Trans-—
formation b(f,‘,g;-,r, -92(3,] P’-) mit @ € C an. Dabei wiZhlen

wir @ so, daB fir jedesmM.. (i = 1,eee T) gilt: @ =1 mod M,
i <)
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falls &, = 0(2 = o0 modM,, § = 0 modwm; sonst. Dadurch'er-
reichen wir, daB flir das neue Paar kxeines dexr IdealeAMLi die
Koeffizienten %, und 0(2 beide enthilt. {Nach jeder Transfor-
mation bezeichnen wir das aus (fq', f2') entstehende Paar wie~
der mit (fq', f2') und die zugehorigen Koeffizienten wieder

mit dﬁj ﬁiﬁ X, :.% Unter Benutzﬁng einer Transformation

B(£1, 8%, - o, 0 ) mit § X, =1 modm; , fals &, o modmy:
‘g = 0 modM, sonst (i =1,...7), erreichen wir, daB ﬁberdiés
fir jedes 'WLi mit R 5=0 mod M der Vektor x in MLiE enthalten
ist. Mit einer Transformation E(f2, g'x, - g'go(,lo(g) fhnlicher
Art gelangen wir schlieBlich 2zu einem Paar (fq"fe')’ fir das

X in jedem/WtiE liegt. Jetzt wenden wir einen Automorphismus
E‘(fq, €, §2%) an, mit dem in der Behauptu’ng genannte

Paar (g ,'Yl) aus HE x ¢ ™. Dabei schreiben wir vor:‘g—-.:- 1 modmeg,
falls O(‘,‘ = o modme,, $=o0 modm, sonst (i=1,...r). Fir das

so entstehende hyperbolische Vektorpazr ist der Koeffizient 0(1
in der Tat eine Einheit. Damit ist der letzte Teil von ILemma 5.1

bewiesen,.

Als Norm mE eines Gitters E bezeichnen wir wie
iblich das veon den Werten B(x,x) mit x€E in L erzeugte Ideal

von C, Ist E unimodular, so liegtME zwischen C und 2C.

Theorem 5.2 (vgl. [OM] y 95:14). E und F seien beliebige

Gitter, J sei unimodulares Gitter liber C mit der Norm 2C. Es

gelte weiter eine der beiden folgenden Voraussetzungen:

a) C ist lokal.
b) C ist semilokal; E enthidlt einen Vektor g,

fir den B(g,E)<C und B(g,g) = 2m nit m € c* ist.
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Behauptung. Ist ELJ 2 FLJ, so ist E&F,

Beweis. A fortiori ist EAJA(=T) zu FLJIL(=J) isomorph.
Bei semilokalem C ist Ja (-J) orthogonale Summe von Gittern
oev Gestalt A(2X,0) mit )} € C. Ist (x,y) ein Paar von Vektoren

aus JL (~J) mit Wertematrix A(2A ,0) so ist (x-Ay,y) hyper-
bolisches Vektorpaar. JAL (~J) ist also isomorph zu einem Gitter
rxtA(o,o). Wir kénnen uns somit auf den Fall J = A(o0,0) zuriick-
ziehen. Die Behauptung folgt jetzt unmittelbar aus Lemma 5.1

b) und c¢). § Teil a) des Lemmas wird in dieser Arbeit nicht

gebraucht.} q.e.d.

N.B. 5.3. Ist C Bewertungsring uad 2 Einheit in C, so

folgt mit Satz 1.9, daB in G(C) die Klirzungsregel gilt ( (D] ,
falls C komplett). Hat C iliberdies eadliche Hohe, so kdnnen wir
also die Gitter iliber C aufgrund von Satz 3.1 weitgehend klassi-

fizieren.

Hilfssatz S.4. ( [oM] 9%:12, vgl. [K] , Lemma 3.4.3.)

Sei J unimodularsr orthogonalsr Summand eines Gitters £ ilber C,
der eine freie Basis (uq,uz) mit Wertematrix A(X ,0) besitzt
(X € C)., Sei g eine Vektor aus dem orthogonalen Komplement J
in E mit B(g,E)c C. Dann ist auch J': = C(u1+g) + Cu, ortho-
gonaler Summand von & (s. Hfs. 1.1) und die Xomplemente J+

und J'+ sind isomorrh.

Beweis. Wir definieren linears Abbildungen @ JL—Q(I“L

und WP Jrt gt durch

<{(z)
Y(z')

CQ1nuiﬂy sind zueinander invers und mit B vertridglich.

i

z - B(z,g) us (ze 1)

und

z' + B(z',g) us (z'ed't).

g.e.d.
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Zu jedem A €I¥bezeichne E(A ) den Teilmodul
aller x aus E mit B(x,E) €AC, versehen mit der Einschrinkung
der Bilinearform von E.

Die Normsruppe 3£M}L) sei die von den Werten B(x,x) mit

x@E(A) additiv in AC erzeugte abslsche Gruope.

Aus Hilfssatz 5.4 ergibt sich unmittelbar fol-

gende Prazisierung des friheren Lemmas 1.2a:

Hilfssatz 5.5. (vgl. [OM] S. 257/258).

Das uitter M iiber C besitze eine Zerlezung
I‘“I:J'_- A(A/l,o)nl- ....-LA(lr’o)‘
E sei ein Gitter iiber C mit A}E(ﬂ):) f}M. Dann ist
oM 51 rx A(o,0).
Aufgrund dieses Hilfssatzes 14Bt sich Theorem 5.:

verallgemeinern zu

Satz 5.6. (vgl. [bﬁ] 93: 14a.) Unter den in Theorem 5.2

e vt s C s Ot

angegebenen Voraussetzungen a) oder b) bleibt die dortige
Behauptung richtig, falls filir das unimodulare uitter ¢ an-

stelle von#d = 2C nur gilt:

QI < qﬁ(’i)ﬁﬂgF(’i).
Beweis. J habe die Dimension r. Nach Hilfssatz 5.5 ist bei
semilokalem ¢ sicherlich 34 J1L(-J) &2 Zorx a(o,0) und ebensc

FLJAL(-J) 2 FLrxi(o,0). Han wende Theorem 5.2 anl

. q.e.d.

Bemerkung 5.7. - Aus dem dilfssatz 5.5 ergibt sich weiter

leicht: Sind zwei unimodulare Gitter E und F Uber einem be-

liebigen Bewertungsring stabil dquivalent (s. § 3A), so sind
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sie genau dann isomorph, wenn %L =@F ist. (s. Bew. v.

Satz 5.10 weiter unten, od. [OM] 93:16, (X] I, Satz 6.2.2.).

5B  Ausgezlichens Gitter. Sei C jetzt diskreter Bewertungs-

ring, Juein Primelement von C. Wir nennen ein Gitter Uber C

ausgeglichen, wenn fir alle Y& Z ~ {o,’l} die modularen

Dimensionen dim, B (s; (1,11)) verschwinden. Dies 1liBt sich
auch so ausdricken: Man denke sich & in V: = E®@L eingebettet
und bezeichne mit 3 das Gitter aller x€V, fir die 3(x,Z)< C
ist. E ist genau dann ausgeglichen, wenn u'ECLc: ist.

(Bei anderen Gelegmnheiten ist es zweckmaiiig, auch die zu
diesen Gittern dhnlichen Gitter als ausgeglichen zu bezeichnen.)
Fur die Haiﬁgruppe der Isomorphicklassen aller ausgeglichenen

uitter schreiben wir anstelle von G({ 0,1} , C) kiirzer G(o,1,C).

Lemma 5.8. - Jedes ausgeglichene uitter B hat eine Zerlesgung

& = FAM in ein anisotropes Gitter F und ein metabolisches M.

Beweis, Ist & nicht schon anisotrop, so enth&lt B einen
primitiven isotropen Vektor x. Sei & = I L (v)e@ 5, eine

Jordan-zerlegung von E und x

i

X, + %4 die zugehdrige 4erle-
gung von X. Ist X, primitiv, so konnen wir ein V&€ Eo mit
B(xo,yo) = 1 finden und (nach Hfs. 1.1) von & das unimodulare
netabolische Gitter Cx + Cyo abspalten. Ist X, nicht primitiv,
so muf x, primitiv und B(x,%) =2x¢C sein. Jetzt suchen wir 4
ein y1€£E1 mit B(xq,yq) =J¢ und spalten von & das Jt-modulare

metabolische Gitter Cx + Cy1 ab. Das Verfahren 188t sich,

wenn ndtig, fortsetzen. g.e.d
* ] .

Dieses Lemma ist eine Verallgemeinerung von
Lemma 1.6 im diskreten ¥all. Entscrechend dem Satz 1.8 erhalter

wir Jjetzt
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Satz 5.9. Die kanonische Abbildung von WG(o0,1,C) nach #(L)
ist bijektive Ein ausgeglichenes uitter {iber C hat genau

dann 8ild Null in wG(0,1,C) wenn es metabolisch ist.

Bemerkung 5.10. Damit erhalten wir sofort einen neuen Beweils

von Theorem 4,1 im diskreten Fall: WG(0,1,C) injiziert sich
in WG(C) und es ist ersichtlich
2 ~ o
we(c) = f(oe™)-11_#e(c) + ¥6(0,1,0).
Diese Zzrlegung macht evident, daB der Kern der kanonischen
Abbildung von WG(C) auf W(L) mit {K0t2) - 1] WG(C) lberein-
stimmt.

Die ausgeglichenen Gitter lassen sich folgender-

naken klacssifiziemen:

Satz 5.11. E und F seien ausgeglichene uitter iber C mit
£@®L = F®L, dim & = dim F, A}E = 47 und @E(:Tc) =A}F(3Z).

Dann ist E=2F.

Beweis. Mit Q}O bezeichnen wir die gemeinsame Normgruppe
von & und F, mitatgﬁ die von E(gr) und F(or). Mit r, bezeichne
wir die Zshl dimow = dimoF, mit T, die Zzhl diqu = diqu.

Das Gitter EL (~F) hzt nach Satz 5.9 die uwestalt R L (3u)® R,
miﬁ.unimodularen metabolischen Gittern Ri der Dimensionen Bri,

fiir die k}RiC 4 ; ist. Dasselbe gilt fiir das Gitter FA(-1).

Viermalige Anwendung von Hilfssatz 5.5 liefert uns

FLBL(-F)XZFL T % A(o,o).l..r,,x Gv)® A(o,0)

und
ELPL(-r)2% Tir x A(o,0) L % ()@ 4(0,0).

Indem wir den Kurzungssatz Theorem 5.2 zweimal benutzen,

erhalten wir die Behauptung E=F. qes.d
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