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O.T.O'Meara' i s t es H i t t e der fünfziger Jahre gelungen, d i e 
symmetrisch b i l i n e a r e n G i t t e r (Def. s. § 1.1) über einem d i s k r e t e n 
kompletten Bewertungsring C mit von 2 verschiedener C h a r a k t e r i s t i k 
und vollkommenem Restklassenkörper k zu k l a s s i f i z i e r e n ( s . [OM^, 
Chap. IX, [pI-Q^ ). Doch läßt d i e Komplexität von O'Meara's R e s u l t a ­
t e n vermuten, daß schon über dyadischen d i s k r e t e n kompletten Be­
wertungsringen mit unvollkommenem Restklassenkörper das K l a s s i f i ­
kationsprogramm heutzutage keine A u s s i c h t auf E r f o l g hat. 

Im Gegensatz dazu werden w i r i n d i e s e r S tudie unter 
ariderem d i e Frage beantworten können, wann zwei - ohne Einschrän­
kung der A l l g e m e i n h e i t r a d i k a l f r e i e - G i t t e r über einem b e l i e b i g e n 
Be we r t u n g s r i n g e n d l i c h e r Höhe ( C B 3 i S. 115) dasselbe B i l d im Gro-
t h e n d i e c k r i n g KG(C) a l l e r ( r a d i k a l f r e i e r , symmetrisch b i l i n e a r e r ) 
G i t t e r über C haben. 

B e i d i e s e n Untersuchungeri kann man von den Grothen-
d i e c k r i n g e n zu - ähnlich wie i n D G d e f i n i e r t e n - " W i t t r i n g e n 1 1 

übergehen, ohne we s e n t l i c h e I n f o r m a t i o n zu v e r l i e r e n ( s . § 1C). 
Die Elemente der W i t t r i n g e l a s s e n s i c h durch G i t t e r repräsentieren, 
während w i r für d i e Grothendieckringe " D i f f e r e n z e n " von G i t t e r n 
benötigen. Die W i t t r i n g e s i n d somit e i n f a c h e r zu handhaben und 
a l s der e i g e n t l i c h e Gegenstand unserer Theorie anzusehen» 

A l s Nebenprodukt unserer Überlegungen werden s i c h 
Beziehungen zwischen den W i t t r i n g e n der verschiedenen R e s t k l a s s e n ­
körper e i n e s b e l i e b i g e n Bewertungsringes e n d l i c h e r flöhe ergeben 



(§ 4B, vgl.DO , § 12). 
Der l e t z t e Paragraph enthält von den übrigen Paragra­

phen unabhängige Betrachtungen. Wir beweisen e i n Analogon zu 
O'Meiara's Kürzungssatz ( TOMI 93:14a) über semil o k a l e n Ringen 
(vgl]• (jO § 6 ) . Insbesondere b l e i b t d i e s e r Satz von 0 1Meara über 
b e l i e b i g e n Bewertungsringen r i c h t i g . Weiter s t u d i e r e n w i r über 
d i s k r e t e n Bewertungsringen, die besonders angenehme K l a s s e der 
"ausgeglichenen" G i t t e r ( s . § 5B), d i e i n e i n i g e n A r b e i t e n von 
G.L. Watson eine R o l l e s p i e l t (s.z.B. f w a j ) . O'Meara 1s K l a s s i f i ­
k a t i o n der unimodularen G i t t e r (£0M3 93:16) läßt s i c h auf di e s e 

/ 
G i t t e r v e r a l l g e m e i n e r n . 

Über d i s k r e t bewerteten Ringen (zumindest) l a s s e n 
s i c h , nach e i n e r f r e u n d l i c h e n M i t t e i l u n g von Herrn M.Kneser, d ie 

i n § 2 - § 4 gewonnenen R e s u l t a t e w e s e n t l i c h s c h n e l l e r h e r l e i t e n . 
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§ 1 Vorbereitungen» 

1 A. Bezeichnungen. S e i C e i n b e l i e b i g e r Bewertungsring 
(z.B. auch e i n Körper) , 4*t s e i n maximales I d e a l , L s e i n Quo­
tientenkörper, ü* bezeichne d i e Einheitengruppe C ^ A M , von C , 

r d i e Wertegruppe zu e i n e r f e s t gewählten zu C gehörigen 
Bewertung v : L —> Put**}* (Wir sc h r e i b e n P a l s a d d i t i v e 
Gruppe») Pur jedes P r i m i d e a l ̂  von C bezeichne k^( den 
Quotientenkörper des Kinges /<£ . Pur k\4vv) s c h r e i b e n 
w i r o f t kürzer k. 

Unter einem symmetrisch b i l i n e a r e n G i t t e r B über U 
(meist k u r z " G i t t e r " genannt), verstehen w i r einen f r e i e n 
.C-Modul E von endlichem Rang, versehen mit e i n e r symmetrischen, 
b z g l . 0 b i l i n e a r e n Abbildung B: E x S — > L. Die I3i l i n e a r formen 
a l l e r G i t t e r werden w i r u n t e r s c h i e d s l o s mit B bezeichnen, so-
lnage dadurch keine Verwirrung entstehen kann. E i n G i t t e r 
(oder seine Isomorphieklasse) bezeichnen w i r o f t durch d i e 
Wertematrix ( B ( h . p h . ) ) zu i r g e n d e i n e r f r e i e n B a s i s 
h^,...,h n von E . Pur eine z w e i r e i h i g e M a t r i x [ A mit 

oC e G, fi> C C, 1- ocß e C benutzen -wir das Symbol A(c* ,ß ). 
Wir nennen einen Vektor x eines G i t t e r s S 

p r i m i t i v , f a l l s x n i c h t V i e l f a c h e s \z eines z e E mit A e ^ t c 
i s t , a l s o wenn x Anfang e i n e r B a s i s von C i s t . Vektoren x 4* ö 

aus E mit B(x,x) = o nennen w i r i s o t r o p . P a l l s S i s o t r o p e 
Vektoren b e s i t z t , bezeichnen w i r auch E a l s i s o t r o p , sonst 
a l s anisotroD» 

Zu zwei G i t t e r n E und i? über C können w i r a l s 
neue u i t t e r d i e orthogonale Summe E J L P und das Tensorprodukt 
S ® P b i l d e n . E J L P i s t d i e d i r e k t e Summe der Moduln S und P, 
versehen mit der B i l i n e a r f o r m ( e . t E, f ^ F ) 
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B ( e 1 + f v e 2'+ f 2 ) = B ( e v e 2 ) + B ( f 1 t f 2 ) . -

E<$F i s t der Modul E 0 F, versehen mit der durch 

^ ( e 1 ® f 1 , e 2 ® f 2 ) = B ( e 1 , e 2 ) B ( f 1 f f 2 ) 

f e s t g e l e g t e n B i l i n e a r f o r m . Für d i e orthogonale Summe von r 
Kopien e i n e s G i t t e r s E schreiben w i r r x J S , 

Für jeden Teilmodul W ei n e s G i t t e r s E bezeichne 
WmL das G i t t e r a l l e r Vektoren von S, d i e auf ganz W senkrecht 
/stehen (natürlich unter der Einschränkung der .bilinearform 
von E ) . Das G i t t e r E x heiße das R a d i k a l r a d E von E. 
Wir haben eine Zerlegung E = ^ -3 fj* radE mit einem durch E b i s 
auf Isomorphie e i n d e u t i g bestimmten r a d i k a l f r e i e n G i t t e r E f 

(d.h. r a d E 1 = o ) . Sind E und F r a d i k a l f r e i , so g i l t g l e i c h e s 
für EU. F und E® F. Ohne Einschränkung der A l l g e m e i n e h e i t s e t z e n 
w i r daher a l l e i n d i e s e r ITote a u f t r e t e n d e n G i t t e r a l s r a d i k a l ­
f r e i voraus. Sofern doch einmal R a d i k a l e a u f t r e t e n , werden 
w i r d i e s ausdrücklich erwähnen. 

Wir nennen e i n ( i i t t e r E über C unimodular oder 
auch einen n i c h t e n t a r t e t e n Raum über C, wenn B ( S x E ) i n C 
e n t h a l t e n i s t und d i e durch d i e Formel ( x € E v y € E ) 

B(x,y) » < x , J f ( y ) > 

d e f i n i e r t e l i n e a r e Abbildung cp von E i n den Dualmodul 
E : = Hom^jCE^C) b i j e k t i v i s t . Dies i s t dazu g l e i c h w e r t i g , 
daß d i e Determinäten der Wertematrizen von E E i n h e i t e n s i n d . 
A l s modulares G i t t e r bezeichnen .wir wie üblich jedes zu 
einem unimodularen G i t t e r M ähnliche G i t t e r (X )®M mit A £ L-. 

G(G) s e i der a s s o z i a t i v e und kommutative Halb­
r i n g der Isomorphieklassen r a d i k a l f r e i e r G i t t e r über G, mit 
der orthogonalen öumme a l s A d d i t i o n und dem Tensorprodukt 



a l s M u l t i p l i k a t i o n . G(0) b e s i t z t e i n Einselement, repräsen­
t i e r t durch das G i t t e r ( 1 ) . M i t S(C) bezeichnen w i r den T e i l -
H a l b r i n g ( I ) der iso m o r p h i e k l a s s e n unimo&ularer G i t t e r von G(C). 

Zu e i n e r abelschen üalbgruppe M bezeichne KM d i e 
zugehörige Grothendieckgruppe. (Die Elemente von KM s i n d 
" D i f f e r e n z e n " ^ von Elementen % , ̂  aus M mit der Ke g e l : 
i — . - ^ - o ^ ~ ? f - Y <—*> Ss g i b t e i n ^ £ M, so daß 
i n M g i l t f - J 1 tj •) Jede a d d i t i v e Abbidlung 
l — v o n M i n eine abelsche Gruppe W laßt s i c h s c h r e i b e n a l s 
Komposition der kanonischen Abbildung von M i n KM mit genau 
einem Homomorphismus KM —> V/ von abelschen Gruppen; i n anderen 
Worten: K i s t der l i n k s a d j u n g i e r t e Funktor zu dem Vergessens-
f u n k t o r von der K a t e g o r i e der abelschen Gruppen i n d i e Kate­
g o r i e der abelschen Halbgruppen. I s t M e i n H a l b r i n g , so i s t 
KM i n natürlicher Weise e i n Ring. 

Für den Ring KS(C) s c h r e i b e n w i r kürzer K(C). 
Die u i m e n s i o n s f u n k t i o n auf S(C) l i e f e r t uns einen Ringhomo­
morphismus dim: K(C) > 2 i . Ferner haben w i r zu einem be­
l i e b i g e n Homomorphismus : C —> O von (Bewertungs)^Ringen e i n e n 
Ringhomomorphismus K(*p) : K ( C ) — > K(D). D i e s e r e n t s t e h t , 
indem w i r einem unimodularen G i t t e r E über C mit B i l i n e a r f o r m B 
den mit <f> g e b i l d e t e n Jü-Modul E ® D, mit der i n d u z i e r t e n - wie-' 
derum unimodularen - B i l i n e a r f o r m B' zuordnen, d i e durch 

B 8 ( x ® 1 , y ® 1 ) = <f (B(x, y ) ) 
x ( x € E , y e E) c h a r a k t e r i s i e r t w i r d . I s t S e i n m u i t i p l i k a t i v e r 
T e i l von G ̂  {0}, so e r h a l t e n w i r i n ähnlicher Weise zu jedem 
G i t t e r E über C e i n G i t t e r E ̂  S C = S E über dem Quotienten­
r i n g isT^G. Diese Zuordnung i n d u z i e r t einen Ringhomomorphismus 
von KG(C) auf &G(S~ 1C). 
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1 B. Der Wittrinp; W(C). 

Wir n o t i e r e n d i e später benötigten Aussagen über unimodulare 
G i t t e r . Die Theorie von K(C) läßt s i c h i n w e s e n t l i c h b r e i t e r e m 
Rahmen aufbauen, s. [ic] . Da d i e A r b e i t [K} noch n i c h t e r ­
schienen i s t , und für Bewertungsringe d i e Verhältnisse be­
sonders e i n f a c h s i n d , v/erden w i r f a s t a l l e Aussagen beweisen. 
Dabei s p i e l t d i e Voraussetzung, daß C Bewertungsring i s t , e r s t 
ab i>emma 1.6 eine R o l l e . 

Zunächst e r i n n e r n w i r an den evidenten 
H i l f s s a t z 1.1. ( [OM} , 82:15). S e i E e i n b e l i e b i g e s G i t t e r , 
P e i n ( u n t e r der B i l i n e a r f o r m von E) unimodulares T e i l g i t t e r . 
Dann i s t P genau dann o r t h o g o n a l e r Summand von E, wenn 
B(P,E) o C i s t . ('<! bedeutet echte oder unechte I n k l u s i o n * ) 

Das folgende Lemma hat für unsere Überlegungen 
z e n t r a l e Bedeutung, w i r d aber e r s t i n § 2 v o l l ausgenutzt wer­
den» 

Lemma 1.2. Seien c< , | i , y Elemente aus ü mit ^ + o und 
A : - 1 - oCßtf e G* . Dann g i l t 
(1.2.1) A(o< , ) JL (-# ) <2> A(tf ̂  ,p ) = 

S A(oC A ,o) JL (-£ ) ® A(o, (2> A ) . 

(£~ bedeutet "isomorph".) 

Beweis. Wir gehen aus von e i n e r B a s i s des G i t t e r s auf der 
l i n k e n S e i t e von (1.2 . 1 ) , d i e aus zwei zueinander orthogonalen 
Vektorpaaren x^ , y^; X£, J2 besteht mit Wertematrizen A(o< , ) 

Dann i s t auch 



x 1 * X l + « y 2 , • y 1 « = £ T ( y 1 + y 2 ) 

x 2 ' = A " 1 ( x 2 + y x 1 ) , y 2 ' = y 2 + X / ] 

eine Basis dieses Gitters, die gerade zu der rechten Seite 
von ( 1 . 2 . 1 ) paßt. • 

(J • e • CL • 
Der S p e z i a l f a l l y = 1, oC = o führt auf das 

Lemma 1 .2a. ( v g l . H f s . 5*5) ^ür jedes | i 6 C haben A(o,[3>) 

und A(o,o) i n K(C) dasselbe B i l d . 
E ine orthogonale Summe von G i t t e r n der G e s t a l t 

A(o, ) nennen w i r e i n (unimodulare) metabolisches G i t t e r . 
Diese G i t t e r l a s s e n s i c h auch folgendermaßen c h a r a k t e r i s i e r e n : 
Lemma 1.3* E i n unimodulares G i t t e r M gerader Dimension 2r 

i s t genau darin m e t a b o l i s c h , wenn es a l s Modul einen d i r e k t e n 
Summanden V der Dimension r mit B(V,V) = o b e s i t z t . 

ji Der Moolcug Beweis » S e i ,..., x r eine B a s i s von V.!?M b e s i t z t eine 
L i n e a r f o r m , d i e auf den Viert 1 annimmt, auf den x^ mit 
i > 2 aber den Wert N u l l . Da M unirnodular<: i s t , g i b t es a l s o 
einen Vektor y^ mit B ( x i > y ^ ) = für i = 1,...r. Nach H i l f s ­
s a t z 1.1 haben w i r eine Zerlegung 

M = ( c X l + C y 1 ) i M » . 
Die Vektoren x 0,...,x_ s i n d B a s i s e i n e s d i r e k t e n Summanden d7 7 r 
V 1 von M 1. Durch F o r t s e t z u n g des Verfahrens z e r l e g t man M i n 
G i t t e r der G e s t a l t A(o,p>). 

q.e.d. 

H i l f s s a t z 1.4. Das Tensorprodukt e i n e s metabolischen 
G i t t e r s M mit einem b e l i e b i g e n unimodularen G i t t e r E i s t 
wieder m e t a b o l i s c h . 

Beweis. S e i dim M » 2 r , dim 3 = »t. I s t V d i r e k t e r Summand 

von M der Dimension r mit B(V,V) = o, so i s t V® E d i r e k t e r 



Summandvon E® M der Dimension mr, auf dem d i e .Bilinearform 
von E 0 M verschwindet. 

Zu einem G i t t e r E mit B i l i n e a r f o r m B bezeichne 
-E den Modul E, versehen mit der B i l i n e a r f o r m -B. 

Folgerung 1 »5» Für jedes uniraodulare G i t t e r E i s t E J L ( - E ) 

m e t a b o l i s c h . 

Be v/eis. E J L ( ~ E ) a E ® [ ( 1) X (-1 \ ^ E ® A ( 1 , O ) . 

Die B i l d e r der metabolischen G i t t e r i n K(C) 
l i e g e n nach Lemma 1.2a i n der von A(o,o) a d d i t i v erzeugten 
abelschen Gruppe 2 l A ( o , o ) . Nach H f s . 1.4 i s t 2. A(o,o) sogar 
e i n I d e a l von K(C). Den Quotienten von K(C) nach diesem I d e a l 
nennen w i r den W i t t r i n g W(G) der unimodularen G i t t e r über C. 
Jedes Element von K(G) i s t durch seine Dimension und s e i n 
B i l d i n W(C) e i n d e u t i g f e s t g e l e g t . Für jedes unimodulare 
G i t t e r E hat E X ( - E ) nach Folgerung 1.5 i n w(C) das B i l d N u l l . 
Die kanonische Abbildung von S(C) nach W(G) i s t a l s o s u r j e k t i v . 

Die Elemente von W(G) l a s s e n s i c h durch anisotrope 
G i t t e r repräsentieren, denn es g i l t 

Lemma 1.6. Jedes unimodulare G i t t e r E läßt s i c h i n e i n 
a n i s o t r o p e s und e i n metabolisches G i t t e r orthogonal z e r l e g e n . 

Beweis. I s t E n i c h t schon a n i s o t o r p , so enthält E einen 
p r i m i t i v e n i s o t r p e n Vektor x. Es g i b t eine L i n e a r f o r m des 
C-Moduls 3, äfe i n x den Wert 1 annimmt, a l s o , da E unimodular 
i s t , e i n e n Vektor y e E mit B(x,y) = 1. Wach H i l f s s a t z 1.1 

haben v/ir eine Zerlegung 
E = (Cx + Cy ) - L E 1 . 
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I s t E 1 noch n i c h t a n i s o t r o p , so setze man das Verfahren f o r t . 
q.e.d. 

Satz 1.7» S e i C e i n Körper. 3 = S 0 X M und F = F Q J L N 
se i e n Zerlegungen zweier . G i t t e r E, F i n aniso t r o p e G i t t e r 
E 0 , F 0 und metabolische G i t t e r M und N. 

Behauptung> E und F haben genau dann g l e i c h e s B i l d i n V/(C), 
wenn E Ä ~ F i s t . o o 

Dies f o l g t , f a l l s C eine von 2 verschiedene 
C h a r a k t e r i s t i k h a t , s o f o r t aus dem W i t t 1 s e h e n Kürzungssatz 
( s . CW] ). Für C h a r a k t e r i s t i k 2 i s t Satz 1.7 aber auch r i c h t i g , 
obwohl dann i n 3 ( C ) d i e Kürzungsregel v e r l e t z t w i r d ( s . [K} 31, 
Th. 8 . 2 . 1 ) . 

Für e i n e n b e l i e b i g e n Bewertungsring C mit Quo­
tientenkörper \L e r h a l t e n w i r aus Lemma 1 . 6 und Satz 1.7* <äen 

Satz 1 . 8 . Die kanonische Abbildung von W(C) nach W(L) i s t 
i n j e k t i v . E i n unimodulares G i t t e r über C hat genau dann B i l d 
Jüull i n W(C), wenn es me t a b o l i s c h i s t . 

1C* D e f i n i t i o n der Wittgruppen WG(I,C). 
Wir denken uns zu jedem oer 6 T e i n U r b i l d itf € L unter der 
Bewertung XT f e s t ausgewählt. 

Satz 1 . 9 » ( COI'Ü , § 9 1 C ) . Jedes G i t t e r E über C i s t von 
der Form 

( 1 . 9 . 1 ) s * - l U ^ ) ® 

mit unimodularen G i t t e r n E ^ (von denen s e l b s t r e d e n d f a s t 
a l l e N u l l s i n d ) . 

In der Tat b l e i b t der k l a s s i s c h e Beweis über 
b e l i e b i g e n Bewertungsringen r i c h t i g : Die Behauptung besagt, 



daß s i c h E irgendwie i n modulare G i t t e r z e r l e g e n läßt. S e i 
ohne Einschränkung E 0 . D i e B(x,y) m i t x e E , y € S e r ­
zeugen zusammen e i n (ev. gebrochenes) H a u p t i d e a l B(E,E) = u j f C < 
Wir suchen i n E ei n e n Vektor x mit B(x,E) = tcr'C. I s t 
v ( B ( x , x ) ) = w, so läßt s i c h nach H i l f s s a t z 1.1 von E das 
(nodulare G i t t e r Cx orthogonal a b s p a l t e n . A n d e r e n f a l l s g i b t es 
e i n y € E mit B(x,y) =4orl. Dann läßt s i c h das modulare 
G i t t e r Cx + Cy a b s p a l t e n . Man setze d i e s e s V e r f a h r e n , wenn 
nötig, f o r t . q > e # d # 

Eine Zerlegung (1.9*1) von E heißt Jordan-Zer­
legung mit den unimodularen Komponenten E„ 

Satz 1.10 ( v g l . C 0 M 1 * 9 1 : 9 ) . Die Reduktionen 
3,®k = ^w/u-E der unimodularen Komponenten e i n e r Jordan-w w 
Zerlegung (1.9*1) s i n d - e r s i c h t l i c h n i c h t e n t a r t e t e - Räume 
über k, d i e b i s auf Isomorphie nur von E und dem System C ^ ^ ^ p 
abhängen. 

Beweis,. Für e i n -tte P bezeichnen w i r mit E(^t) das G i t t e r 
a l l e r x € E mit #(x,S) ;cu' G. 
Aus (1.9*1) f o l g t 

|j(xx!"4)® R e d u z i e r t manjJE(^c) modttc, so e n t s t e h t e i n i . a . e n t a r t e t e r 
v Raum über k. D i v i d i e r t man b e i diesem Raum das R a d i k a l heraus, 

so erhält man - b i s auf Isomorphie- d i e Reduktion E ^ ® k. 
q.e.d. 

Insbesondere s i n d d i e N o d u l a r e n Dimensionen 1 1 

(1.11) dim „E: = dim E„, 
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für.alle O L T G P a l l e i n e durch E f e s t g e l e g t . S e i I eine T e i l ­
menge von r . Wir bezeichnen E a l s I-unimodular, wenn für 
a l l e /U7 £ I d i e modularen Dimensionen dim^E N u l l s i n d . Die 
a d d i t i v e Halbgruppe der iso m o r p h i e k l a s s e n i-unimodularer 
G i t t e r über G nennen w i r G(I,C). Zu jedem acre I i n d u z i e r t d i e 
a d d i t i v e Abbildung d i m ^ : G(I,C)~* IN/ eine - e b e n f a l l s mit 
d i m ^ bezeichnete - Abbildung von KG(I,C) i n 2, . 

Sind I , J und M d r e i Teilmengen von P mit 
I + J e M, so l i e f e r t das Tensorprodukt eine Komposition 

(1.12) KG(I,C) X K G ( J , C ) ^ KG(M,C). 

Insbesondere ( I = M, J = {p} ) i s t ,jede Gruppe KG(I,C) e i n 
Modul über K(C). I s t I eine Halbgruppe, so i s t KG(I,C) eine 
A l g e b r a über K(C) ( I - J = M ) . 

Wittgruppe WG(I,C) bezeichnen w i r den 
Quotienten von KG(I,C) nach dem K(C)-Teilmodul 

H ( I * C ) : = A(o*o) • KG(I,G). 
Die Komposition (1.12) i n d u z i e r t eine entsprechende Kompo­
s i t i o n 

WG(I,C) x WG(J,C) > WG(M,C). 

Für d i e W i t t a l g e b r a WG( P ,C) über W(C) sch r e i b e n w i r auch 
WG(C). 

A l s metabolische G i t t e r bezeichnen w i r d i e 
orthogonalen Summen von G i t t e r n der G e s t a l t ( A ) ® A(cx ,o) 
mit X & L*" , oc € G. Sie haben, s o f e r n a l l e v(A ) i n I 
l i e g e n , i n WG(I,C) das B i l d N u l l ( s . Lemma 1.2a). Doch kann 
es - i n Ko n t r a s t zu Satz 1.8 - auch n i c h t metabolische G i t t e r 
mit B i l d N u l l i n WG(I,C) geben ( s . § 3 , Bsp. 3.2 u. Th. 3 . 3 ) . 

Das Analogen zu Lemma 1 . 3 i s t i . a . f a l s c h . Aus H i l f s s a t z 1.4-
und Folgerung 1 . 5 ergeben s i c h aber s o f o r t d i e entsprechenden 



Aussagen für b e l i e b i g e G i t t e r : 

H i l f s s a t z 1.15» Das Tensorprodukt eines metabolischen G i t t e r s 
mit einem b e l i e b i g e n G i t t e r über 0 i s t wieder m e t a b o l i s c h . 
Insbesondere i s t für jedes G i t t e r 3 d i e Sume E J L (-E) meta­
b o l i s c h . 

Die kanonische Abbildung von g ( I , C ) nach WG(I , C ) 

i s t daher s u r j e k t i v . Weiter e n t h a l t e n d i e Id e a l e H ( I , C ) nur 
Elemente, d i e s i c h durch metabolische G i t t e r repräsentieren 
l a s s e n . Unter Benutzung der I n v a r i a n t e n dim mit w€ I sehen 

w 
w i r , daß d i e G i t t e r (w')® A(o,o) zu den w e I eine f r e i e 
B a s i s von H ( I , C ) a l s 2L-Modul b i l d e n , und v e i t e r 
Satz 1.14. E i n Element aus K G ( I , C ) i s t durch s e i n B i l d i n 
WG(I , C ) und seine modularen Dimensionen zu den we I e i n d e u t i g 
f e s t g e l e g t . 

Wir werden vorwiegend mit den Wittgruppen a r b e i ­
t e n und d i e Formulierung der entsprechenden Aussagen über d i e 
zugehörigen Grothendieckgruppen i . a . dem Leser überlassen. 

Die durch d i e Abbildung von G ( I , C ) nach WG(I , C ) 

auf G ( I , C ) i n d u z i e r t e Äquivalenzrelation läßt s i c h f o l g e n d e r ­
mäßen beschreiben: 

Satz 1 . 1 % S e i I b e l i e b i g e Teilmenge von P . Zwei I-unimo-
dulare G i t t e r E und F über C haben genau dann g l e i c h e s B i l d 
i n W G ( I , C ) , wenn es I-unimodulare metabolische G i t t e r M und N 
g i b t mit SJLMö F I N . 

Beweis: Angenommen, E und F haben g l e i c h e s B i l d i n W G ( I , C ) . 

Dann dürfen s i c h d i e modularen Dimensionen b e i d e r G i t t e r nur 
um gerade Zahlen u n t e r s c h e i d e n . Wir können I-unimodulare 
metabolische G i t t e r M̂  und f i n d e n , so daß d i e modularen 
Dimensionen von E J - M ^ und F x N ^ übereinstimmen. Wach Satz 1.14 



haoen E x i ^ u n d F x N / J g l e i c h e s B i l d i n KG(I,C). üie werden 
a l s o nach A d d i t i o n e i n e s geeigneten G i t t e r T isomorph. M i t 
den metabolischen G i t t e r n M: = JL , N: = N ^ T l C - T ) 
g i l t E l M 3* FJLN. 

q.e.d. 



c 
§ 2 Zusammenhang zwischen WG(C) und WG( 

2 A> Reduktion von A -unimodularen G i t t e r n . 
S e i A eine i s o l i e r t e Untergruppe von P 

( DO > § 4.2), das zu A gehörige P r i m i d e a l •» Menge 
der A £ C mit v(/L) > w für Jedes w €. A> )• 
Für e i n A - unimodulares G i t t e r £ über C i s t B(E,E) i n der 
^ L o k a l i s i e r u n g von C nach e n t h a l t e n . Die B i l i n e a r f o r m 
B von E i n d u z i e r t daher eine B i l i n e a r f o r m B auf ^//g E über 
mit V/erten i n dem Quotientenkörper k ( ^ ) = von 
/Da E e i n A -unimodulares G i t t e r i s t , hat B k e i n R a d i k a l . 

S e i I eine Teilmenge von A • I s t E e i n I-unimo-
ff 

d u l a r e s G i t t e r über C, so i s t ^/^g E e i n I-unimodulares G i t t e r 
über . (Wir versehen natürlich k ( ^ ) mit der von v i n d u ­
z i e r t e n Bewertung ~v. S i e hat d i e Wertegruppe A.) Wir haben 
somit eine - e r s i c h t l i c h sur.jektive - Reduktionsabbildung von 

C 
G(I,C) nach G ( I , ). Unser Z i e l i s t d i e Bestimmung des nerns 

G 
der zugehörigen Abbildung von WG(I,C) auf WG(I, ). 

S e i ohne we s e n t l i c h e Einschränkung der A l l g e m e i n ­
h e i t 0 £ I . Die kanonische Abbildung von W(C) i n WG(I,C) i s t 
nach Satz 1.8 s i c h e r l i c h i n j e k t i v . Der Kern w(C,*£ ) der Re-

C 
du k t i o n s a b b i l d u n g von W(C) auf W( ) w i r d dabei i n den Kern 
der Reduktionsabbildung von WG(I,C) auf WG(I, ) a b g e b i l d e t . 

Satz 2.1. S e i I C A und 0 6 1 . Dann i s t d i e kanonische 
Sequenz 

0 — » W(C,^) — > WG(I,C) — » WG(I, C/^) — > 0 

exakt. 
—— — 

Zum -Beweis benötigen v/ir folgenden 



H i l f s s a t z 2.2. S e i E e i n C±-unimodulares G i t t e r über C, 
E seine Reduktion mod*g. Dann läßt s i e b jede (orthogonale) 
Zerlegung von E i n G i t t e r E^ ( i - 1...r) l i f t e n zu e i n e r Zer­
legung von E i n G i t t e r E^. 

Beweis. Indem w i r d i e Zerlegung von E e v e n t u e l l noch v e r ­
f e i n e r n , können v/ir nach Satz 1 . 9 annehmen, daß a l l e E^ mo­
dula r e G i t t e r s i n d , w i r denken uns d i e Numerierung der Summan­
den so gewählt, daß für d i e Id e a l e <^L: = 3(E^ , I L ) g i l t : 

2> 151^ > - - - • ^ <n~r • 
S e i v Oi i das U r b i l d von fii^ i n . Es i s t B(E,E) « ̂  , a l s o 
B(E,E) = /OL^. Wir können e i n T e i l g i t t e r E^ von E f i n d e n , das 
unter der Reduktionsabbildung von S auf E das B i l d E^ h a t , 
indem w i r i r g e n d e i n e B a s i s von E^ nach E l i f t e n . E^ i s t auto­
matisch modular mit der S k a l a B(S X ],E^) d i e a l s e n d l i c h 
erzeugtes I d e a l e i n H a u p t i d e a l i s t . Nach H i l f s s a t z 1.1 i s t 
E = E 1 x E 1

a " . Das G i t t e r E ^ l i e g t über I 2 i , . , i E r . Die 
Behauptung e r g i b t s i c h durch I n d u k t i o n nach r . 

q.e.d. 

Beweis von Satz 2.1. S e i E e i n I-unimodulares G i t t e r , dessen 
Reduktion E mod^ i n WG(I,°/^) das B i l d K u l i h a t . Nach S a t z U S 

C 
g i b t es e i n I-unimodulares metabolisches G i t t e r M über /<£ , 

llX-Uu^Koctuda^es 3 0 auch E i M m e t a b o l i s c h i s t . Wir können ein||metabolisches 
G i t t e r M über C f i n d e n , dessen Reduktion mo&Ag zu M isomorph 
i s t . Die Reduktion des G i t t e r s F: - E i M mod Hg. läßt s i c h i n binäre metabolische ( i i t t e r z e r l e g e n . .Wir l i f t e n eine solche 
Zerlegung von 1 ? aufgrund von H i l f s s a t z 2.2 zu e i n e r Zer-

c * 

legung von F und sehen, daß F orthogonale Summe von G i t t e r n 
der G e s t a l t ( ̂ ) <& A(<* , £> ) mit o<e^> , ß € G , v( # ) e I i s t . 
Diese binären G i t t e r erzeugen a l s o a d d i t i v den Kern der Re-
du k t i o n s a b b i l d u n g von WG(I,C) nach WG(I, ). Nach Lemma 1 . 2 



hat aber ) A(o( , ß ) inV/G(l,C) dasselbe Bild wie 
•-1 A — 1 

~ t* > ) und es i s t ̂ ~ oc S ̂  . Damit i s t d i e .Exakt­
h e i t der Sequenz i n Satz 2 . 1 bewiesen. 

q.e.d. 

2 B, Die Abbildung von WG(C) auf WG( C/^) 

Wir v/ollen zunächst den E i n d e u t i g k e i t s s a t z 1 . 1 0 

für JordanZerlegungen v e r a l l g e m e i n e r n . S e i nach w i r vor A 

eine i s o l i e r t e Untergruppe von P und ̂  das zu A gehörige Prim­
i d e a l . Zu Jedem <Ct G wählen w i r uns einen f e s t e n He-
präsentaten AJL

 1 i n L . Aus der Jordan-Zerlegung ( 1 . 9 * 1 ) e i n e s 
G i t t e r s E über C erhält man durch Zusammenfassen geeigneter 
Summanden ei n e Zerlegung 

( 2 . 3 ) B « _ l O 1 ) ® 

mit A -unimodularen G i t t e r n 3 ^ . 

Satz 2.4. Die Reduktionen \x/AJ> T ? der A -unimodularen 
*r u 

Komponenten 3 e i n e r Zerlegung ( 2 . 3 ) hängen b i s auf Isomorphie 
nur von E und dem Repräsentantensystem «tu1"} u £ ab. 

Beweis, ( v g l . Bew. v. Satz 1 . 1 0 ) . Wir b i l d e n zu vorgegebenem 

u Q € das T e i l g i t t e r S ( u q ) a l l e r x £ E mit B(x,E)c u 0' G^ 
/ —1 

Die B i l i n e a r f orm des G i t t e r s ( u 0 ~ )® E(u Q) hat i h r e Werte 
i n C^, Indem w i r d i e s e s G i t t e r modulo r e d u z i e r e n , e r h a l t e n 

G 
w i r e i n G i t t e r über , das i . a . e i n R a d i k a l b e s i t z t . 

D i v i d i e r t man das R a d i k a l heraus, so erhält man b i s auf I s o ­

morphie d i e Reduktion von . 
° q.e.d. 

G 
Satz 2.4 l e g t es nahe, über WG( /j^ ) d i e Al g e b r a 

der e n d l i c h e n Summen von Ausdrücken \ • < X > zu Elementen ^ 
aus WG( /A£ ), X aus L zu b e t r a c h t e n , mit den R e l a t i o n e n 
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zu beliebigen |l C^« v~ 1 ( ). Dabei bezeichne *i das Bild 

von i n ) = ^ AP , (^) das dazu gehörige eindimen-
C 

s i o n a l e G i t t e r , aufgefaßt a l s Element von ¥G( /c^ ). Die 
|Wx££o*vvĉ -(ovv s k a l a r e M u l t i p l i k a t i o n ! / ' m i t Elementen aus .vG(̂ /<£ ) i s t . i n 

e v i d e n t e r V/eise d e f i n i e r t , d i e R i n g m u l t i p l i k a t i o n durch 

< A > < / * > = <XJUL> IX\JULG. L * } f e s t g e l e g t . Wir nennen d i e s e A l g e b r a WG(G/^> ) <C ^ ^ • S i e i s t das 
kanonische Tensorprodukt von WGCV^ ) niit dem Gruppenring 

^ Ü L * ] über ilLc<*1. 

N . B , 2 Q . _ Jedes Repräsentantensystem £ u 1 ^ von f 1 / ^ i n L * 

l i e f e r t eine f r e i e B a s i s ( < u'>}von v/G( G/^ ) < >̂ a l s 
Modul über W G ( V ^ ) * Insbesondere läßt s i c h V/G(°/>^ ) i n 
kanonis c h e r V/eise a l s T e i l r i n g von WG( C/^ ) <C ^ / A ̂  auf­
f a s s e n , so daß d i e Einselemente übereinstimmen. B e s i t z t 
e i n gegen M u l t i p l i k a t i o n abgeschlossenes Repräsentatensystem 
i n L * , so i s t v;G(^/^ ) K ^Y&^ Z U dem uruppenring 

(unkanonisch) isomorph. 
Wir können nun jedem G i t t e r E über C e i n Element 
G r* / 

Cp(E) aus WG( ) ^ /A) ^ n f o l g e n d e r Weise zuordnen: 
Man wähle eine Zerlegung ( 2 . $ ) von E i n G i t t e r (u')<8 E u mit 

& -unimodularen E . S e i 5? das B i l d von u/ / Ä x, i n WG( /xg ), 
u ? u ^ . u u 5 

Man d e f i n i e r e 

Nach Satz 2.4 e r h a l t e n v/ir so eine w o h l d e f i n i e r t e Abbildung 

1$ von G(C) auf WG( G/^ ) < H ^ i O * äie n i c h t von der Wahl des 

Repräsentatitensystems •{ u'} abhängt. <p i s t a d d i t i v und m u l t i -



p l i k a t i v und b i l d e t A(o,o) auf N u l l ab. Sie f a k t o r i s i e r t daher 
über einen e i n d e u t i g bestimmten Ringhomomorphismus 

§ : WG(G) ~> WG(°/^ ) < P/A> . 
$ i s t e r s i c h t l i c h sur j e k t i v . J S e i j e t z t s p e z i e l l das m i n i ­
male von K u l i verschiedene P r i m i d e a l von G ( s o f e r n es d i e s e s 
g i b t ) . Wir v/ollen für diese:! F a l l den Kern von bestimmen. 
Dazu deuten w i r den W i t t r i n g W(C) der unimodularen G i t t e r a l s 
i 
f P e i l r i n g von WG(G). jftach Satz 1.8 i s t j a die kanonische Ab-
h i l d u n g von V/(C) i n WG(C) s i c h e r i n j e k t i v . 3s i s t k l a r , daß 
der Kern W(C,<<£ ) der Reduktionsabbildung von w(G) auf W( ) 
i n Ker l l e n t h a l t e n i s t . I n Wahrheit s i n d aber beide Kerne sogar 
g l e i c h , d.h. 
Theorem 2.6. Es gebe i n G e i n minimales von K u l i verschiedenes 
P r i m i d e a l ^ . S e i A d i e zu ̂  gehörige i s o l i e r t e Untergruppe 
von P . Dann i s t d i e kanonische Sequenz 

0 —> W(C,£) > WG(C) - I 5> W G ( ° / < g ) < % > ~* ° 

exakt. 

Beweis, a) Nach der D e f i n i t i o n v o n $ i s t k l a r , daß Ker <§. 
a l s I d e a l erzeugt w i r d von den A -unimodularen G i t t e r n 3, 
deren Reduktionen ^/ ^ B i l d M u l l i n WG( ) haben. Nach 
Satz 2.1 ( S p e z i a l f a l l I = & ) i s t somit KerJ> das von w(C,<£ ) 
i n WG(C) erzeugte I d e a l . 
b) Wir müssen einsehen, da3 W(G,^) s e l b s t schon I d e a l i n 
' WG(G) i s t . Dazu führen w i r vorübergehend folgende Bezeichnung 
e i n : Wir nennen zwei G i t t e r 3 und F über C äquivalent und 
sch r e i b e n E <^P, wenn s i e g l e i c h e s B i l d i n V/G(C) haben. Im 
Beweis von Satz 2.1 wurde g e z e i g t ( S p e z i a l f a l l I = { o } ), daß 
v;(C, ) a d d i t i v erzeugt w i r d von den G i t t e r n A(<* , ) mit 
o(£ ̂  , |?> C C. V/ir haben also zu ze i g e n : Für jedes OC € ̂  , 



f> £ G, y e L* i s t das G i t t e r ( ̂  ) ® A(oc , ̂  ) zu einem 
unimodularen G i t t e r äquivalent. 

c) I s t v ( ^ ) ̂  v(o< ), so i s t nach Lemma 1.2 

' ( y) • A(cC f £ ) ~ A ( y - 1 * , (3> ), 

und w i r s i n d f e r t i g . S e i a l s o v(y ) > v(oc ). Dann l i e f e r t 
Lemma 1.2 immerhin 

(y)«A(cc,p>) — (y oc" 1)® A ( i f ocp 
—1 

I s t v( y ) <; 2v(crt ), so t e i l t yoC ~ s i c h e r das Element c*^ 
und w i r kommen mit Lemma 1.2 wie zuvor zum Z i e l . I s t 
VC ̂  ) > 2v(oO* so l i e f e r t unser Lemma 

( yoC~1)<S> A(1, <xß>) — <*~ 2)® A(oc,(i). 

I s t auch noch v ( $ ) > 3V(tf)so e r n i e d r i g e many um weitere 
Potenzen von o( • Das ver f a h r e n muß nach e n d l i c h v i e l e n o c h r i t -
ten abbrechen, da das B i l d von v(,^ ) i n der archimedischen 
Gruppe echt p o s i t i v i s t . 



§ 3 Zwei Anwendungen 

j>A. S t a b i l e Äquivalenz. Wir nennen zwei G i t t e r E und F 
über G s t a b i l äquivalent, wenn es e i n w e i t e r e s u i t t e r T über C 
mit E x T Si F JL T g i b t , a l s o wenn E und F g l e i c h e s B i l d i n 
KG(C) haben* Dafür e r h a l t e n w i r aus dem soeben bewiesenen 
Theorem 2.6 l e i c h t e i n K r i t e r i u m . Wir wählen zu Jeder i s o ­
l i e r t e n Untergruppe A v o n P e i n Repräsentantensystem 
£ u 1 }^ £ f y ^ von i n L * und z e r l e g e n d i e vorgegebenen 
G i t t e r E und F orthogonal i n b i t t e r ( u 1 )® E ^ , ( u 1 ) ® ' ^ mit 
& -unimodularen E und F ( s . ( 2 . 3 ) , u durchläuft * Y A )• 

U U "̂"̂  

Satz 3*1» C habe e n d l i c h e Höhe ( £B]\ % § 4 . 4 ) . E i s t genau 
dann s t a b i l äquivalent zu F, wenn g i l t : 

a) Für jedes we P stimmen d i e modularen Dimensionen 
dimwüi und <i.im F ( s . (1.11)) überein. 

b) Für jedes P r i m i d e a l u n d jedes u aus dem Quotienten 
^Y/Y nach der entsprechenden i s o l i e r t e n Unter­

gruppe A haben d i e n i c h t e n t a r t e t e n Räume E U ® k ( ^ ) 
und F u®k(/^) g l e i c h e s B i l d i n w ( k ( ^ ) ) . (s.dazu S a t z l 

Beweis. Es i s t k l a r , daß e i n Paar s t a b i l äquivalenter 
G i t t e r E , F d i e E i g e n s c h a f t e n a) und b) b e s i t z t ( s . Satz 2.4-). 
Seien j e t z t umgekehrt d i e s e E i g e n s c h a f t e n v o r a u s g e s e t z t . 
Aufgrund von a) brauchen w i r für den Nachweis der s t a b i l e n 
Äquivalenz nur zu z e i g e n , daß E und F dasselbe B i l d i n 
WG(C) haben ( s . Satz 1.14-). Indem w i r zu dem G i t t e r M:~ 
s EXC-F)übergehen, stoßen w i r auf folgende Aufgabe: 

S e i n e i n G i t t e r über C, für das zu beliebigem 
P r i m i d e a l von C a l l e Käume M u®k(*£) (u € ^ > A 9 Unter­
gruppe z u ^ ) B i l d N u l l i n W ( k ( ^ ) ) haben. Man z e i g e , daß das 



B i l d ^ von M i n WG(G) N u l l i s t . 

Den g e f o r d e r t e n Beweis führen v/ir durch I n d u k t i o n 

nach der üöhe h von C. Für h - o i s t n i c h t s zu tun. S e i *h> o. 

S e i /Ĉ  das minimale P r i m i d e a l o von C, A. d i e maximale echte 

i s o l i e r t e Untergruppe von V . Da w/o| d i e Höhe h-1 hat, kön-
M 

nen v/ir d i e i n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g auf das G i t t e r u/^ ^ 
über ^/(7| für jedes u €TV/^ anwenden. Diese G i t t e r haben a l s o 

G 
sämtlich das B i l d N u l l i n V/G( /oj ). Das bedeutet gerade, daß 
die i n ö 2B k o n s t r u i e r t e Abbildung 

$ . WG(G) » W G ( % ) < I7A.> 

unser Element ^ auf N u l l a b b i l d e t . ̂  stammt nach Theorem 2.6 

aus -W(Ct-<0|-)# Da s i c h a n d r e r s e i t s W(G) i n W(L) i n j i z i e r t und 

^| i n W(L) das B i l d N u l l h a t , (Voraussetzung zum P r i m i d e a l 

x£= o) muß ? = o s e i n . q > e < d # 

J e t z t läßt s i c h auch l e i c h t e i n G i t t e r angeben, 
das n i c h t m e t a b o l i s c h i s t , aber trotzdem i n WG(C) das B i l d 
N u l l h a t . 

B e i s p i e l 3*2. ( v g l . dazu Satz 5 9 ) * S e i G d i s k r e t e r Be­
wertungsring mit 2e<ut. SeiCTt e i n Primelement von C. Nach 
Satz 3*1 i s t das G i t t e r 

(3-2.1) S: » A(Ot,-D -L (crt2)® A(-Jt,D 
p 

s t a b i l äquivalent zu A(o,oj JL (01^)® A(o ,o) , hat a l s o i n 
WG(C) das B i l d K u l i . Wäre E m e t a b o l i s c h , so müßte der Raum 
E G 
/. 2Ü, über / 2 nach Eerauskürzen sei n e s R a d i k a l s d i e Ge-

s t a l t A ( A , o ) mit A 6 Lk2 haben. (Man betrachte dazu eine 

Jordan-'Zerlegung von E mit metabolischen unimodularen Kompo­

nenten.) V/ir hätten a l s o aufgrund der Zerlegung (3-2.1) eine 



Isomorohie 

A ( 3 t , - 1 ) « A ( A,yUOt?) 

mit geeigneten X , €. C. V e r g l e i c h der Determinanten z e i g t , 

daß 1 +31 und 1 - AytcZX" g l e i c h e s B i l d i n / c*2 haben müßten, 

Da 2 e / W t i s t , läßt s i c h d i e s l e i c h t w iderlegen. E i s t a l s o 

s i c h e r n i c h t m e t a b o l i s c h . 

3 ^ WG(I,C)' für konvexes I« Wir bringen eine w e i t e r e Anwen­
dung der i n § 2B k o n s t r u i e r t e n Abbildung 1? . Eine Teilmenge I 
von P heiße konvex, f a l l s I mit zwei Elementen u< v auch jedes 
w fe P enthält, für das u < w< v i s t . Unter Z i e l i s t der Beweis 
von 

Theorem 3*3» Die Höhe h des Bewertungsringes G s e i e n d l i c h . 
Dann i s t für jedes konvexe i c p d i e kanonische Abbildung von 
WG(I,C) nach WG(G) i n j e k t i v . 

N»B. 3*^-« Aufgrund von Satz 1 . 1 4 i s t d i e s e s Theorem zu f o l ­
gender Aussage g l e i c h w e r t i g : G i b t es zu T-unirnodularen G i t t e r n 
Jö und if über C e i n G i t t e r M mit 3 JL M sä F J L M , so g i b t es - b e i 
endlichem h und konvexem I - sogar e i n I-unimodulares G i t t e r 
ftx mit E J L M F SS F J - M 1 . 

Wir beweisen Theorem 3*3 durch I n d u k t i o n nach h. 
Ohne Einschränkung der A l l g e m e i n h e i t nehmen w i r an, daß o€ I i s 
Im F a l l e h = o i s t n i c h t s zu zei g e n . C habe j e t z t eine Höhe h> 
Für k l e i n e r e Höhen w i r d der Satz a l s r i c h t i g v o r a u s g e s e t z t . 

S e i e i n Element von WG(I,C), dessen B i l d T£ i n 

WG(G) N u l l i s t . werde durch das I-unimodulare G i t t e r E r e ­

präsentiert. S e i \g das minimale von N u l l verschiedene JPrimideal 

von C, & d i e maximale echte i s o l i e r t e Untergruppe von P^ 
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^ u 1 ^ u € e i n Repräsentaabensystem von i n L* . 
Wir z e r l e g e n E irgendwie orthogonal i n G i t t e r ( u f ) ® E u mit 
&-unimodularen G i t t e r n u; . Dabei brauchen w i r u nur di e 
Bildmenge I von I i n durc h l a u f e n zu l a s s e n . Das U r b i l d 

SS. 

jedes u€, I i n I i s t von der Form v ( u ' ) + J u mit. e i n e r wiederum 
konvexen Teilmengen 3 von A . Jedes E u i s t J -unimodular« 

Die Reduktionen u/V ~ ( s . § 2A) haben für 
c * u 

a l l e u € I das B i l d I N U I I i n VG( ), denn für d i e i n § 2B 
d e f i n i e r t e Abbildung 

"§>•: WG(C) > WG(C/<g ) < % , > 

ist $ C^) s o, da sogar o i s t . Nach InduktionsVoraus­
setzung s i n d aber d i e kanonischen Abbildungen von den 

G G B WG(J , / M ) nach WG( /AD ) i n j e k t i v . Jedes G i t t e r u /^ ™ u ^ ^ V 
aat a l s o sogar B i l d N u l l i n WG(J , /ip ). 

u 3r 
Wie im Beweis von batz 2 . 1 g e z e i g t wurde, läßt 

s i c h f u r jedes ue T e i n metabolischem J -unimodulares 
S i t t e r M u über G f i n d e n , so daß E -L-Mu orthogonale Summe von 
G i t t e r n der u e s t a l t ( <£ ) ® A( <* ,ß ) mit * € ̂  , ß e C, 

ist. Da f a s t a l l e E = o s i n d , können w i r auch f a s t 
a l l e .M - c wählen. Indem w i r zu E d i e orthogonale Summe der 
(u')®M mit u e l a d d i e r e n , repräsentierer: w i r ̂  durch eine 
Summe von G i t t e r n der G e s t a l t ( # ) ® A(cx , jV) mit oC £ ^ , 

f>' e c, v ( ^ ) e i . 

l * ^ / ^ ^ * ^ * 1 * J e t z t läßt s i c h z e i g e n , daß? im B i l d l j v o n W ( C , < P ) 

nach V/G(I, C ) l i e g t . Man braucht dazu nur T e i l c) des Beweises 
von Theorem 2.6 zu wiederholen,wobei aber j e t z t das z e i c h e n 
a l s die.Äquivalenzrelation " g l e i c h e s B i l d i n WG(I,C) n zu l e s e n 
ist. Jedesmal, wenn d o r t Lemma 1.2 benutzt w i r d , i s t man s i c h e r 



daß a l l e a u f t r e t e n d e n G i t t e r I-modular s i n d , w e i l I konvex 
und o e I i s t . Da d i e kanonische Abbildung von W(C,^) nach 
WG (0) i n j e k t i v i s t ( s . Satz 1.8) muß ^= o s e i n . Theorem 3. 
i s t bewiesen. 



§ 4 L o k a l i s a t i o n e n 

4A. Zusammenhang zwischen WG(C) und WG(G^ ). 

S e i ^ e i n b e l i e b i g e s P r i m i d e a l von C mit zu­
gehöriger i s o l i e r t e r Untergruppe & von P . Die durch Loka­
l i s a t i o n der G i t t e r über C nach der Halbgruppe C^^ entstehende 
Abbildung von WG(C) nach WG(G^) i s t e r s i c h t l i c h s u r j e k t i v . 

Wir w o l l e n Ihren Kern bestimmen. S i c h e r l i c h umfaßt d i e s e r 
2 

das I d e a l P(C,£s), welches d i e Elemente ( ) - 1 mit 
—1 

^ € v (£s) i n TWG(C) erzeugen. 
Theorem 4» 1. Hat C e n d l i c h e Höhe, so i s t für jedes Prim­
i d e a l ̂  von C und d i e zugehörige I s o l i e r t e Untergruppe & von P 

d i e kanonische Sequenz 

o — » P ( C , A ) —> WG(G) — * WG(G^ ) —> o 

exakt. 

Beweis. ( s . Bern. 5 . 1 0 für kürzeren Beweis, f a l l s C d i s k r e t . ) 

a) Seien 4̂ , :> €j zwei verschiedene P r i m i d e a l e von C und / ^ c A . 

d i e zugehörigen i s o l i e r t e n Untergruppen von P . Dann i s t 
•Bewertungsring mit der Wertegruppe und x)| auch P r i m i d e a l 

von mit zugehöriger Untergruppe . V/eiß man, daß 
P ( C , & ) der Kern von WG(G) WG(C^ ) und ? ( C ^ , der 
Kern von WG(C^ ) —̂ > WG(C^ ) i s t , so i s t k l a r , daß P(C, A . ) 

der Kern von WG(G) •—> WG(C ̂  ) i s t , w e i l d i e Abbildung von 
P ( 0 , / V ) nach -KC^ i ̂ "/& ) s u r j e k t i v i s t . Weiter i s t Theorem 4 . 1 

i n h a l t s l e e r , f a l l s das maximale I d e a l v o n G i s t . 
Wir brauchen daher nur den F a l l zu b e t r a c h t e n , daß G eine 
Höhe h > o b e s i t z t und das maximale P r i m i d e a l unterhalb****, i s t , 
Dies s e i im folgenden v o r a u s g e s e t z t . 
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b) Betrachten w i r zunächst den. P a l l h - 1! ( v g l . [ X I H I > 

Bew. v. Satz 12.2.1.) Dann i s t ^ = o und A = P . 

A l s Länge 1(3) e i n e s G i t t e r s über G bezeichnen w i r vorüber­

gehend d i e Anzahl der we V mit dim E 4 s o ( s . ( 1 . 1 1 ) ) . A l s 
W 

Länge l ( ^ ) einos ^ £ WG(C) bezeichnen w i r das Minimum der 
Längen a l l e r G i t t e r , d i e ̂  repräsentieren. Angenommen unsere 
Behauptung i s t f a l s c h . Wir suchen im Kern der Abbildung 
WG(C) —> V/G(L) e i n n i c h t i n P ( C , r > gelegenes Element 5 von 
minimaler Länge 1. 

^ läßt s i c h durch e i n G i t t e r E der G e s t a l t 

(4.2.) i.»_J (u!)® 
e r/xp 

repräsentieren, wobei i u , l u ^ H^p e ^ n ß e ö*-£ n e'k e s Reprä­
sentantensystem von in. L * i s t , und d i e E u unimodulare 
G i t t e r s i n d , von denen genau 1 otück n i c h t verschwinden* 
Indem w i r ̂  e v e n t u e l l mit einem eindineusLonalen G i t t e r tenso 

CLAT\OL O1- 4 r i e r e n , e r r e i c h e n w i r , daß E 4* o j i i s t . Jedes HL hat eine Zer 
o 1 II u 

i / G 
legung E^.JLI'^, so daß E^ © k über k j ^ ,~ a n i s o t r o p 
und Mu<g>k me t a b o l i s c h i s t . (Man benutze Lemma 1.6 für k 
und H f s . 2.2 für I = { o ^ .) Wach Theorem 2.5 läßt s i c h nun 
W(C,-nfr) a l s I d e a l von WG(G) a u f f a s s e n . Daher können w i r , ohne 
zu ändern, i n ( 4 . 2 ) d i e M mit u =4=- o weglassen, wenn.wir 
g l e i c h z e i t i g zu E Q e i n geeignetes G i t t e r addieren. Dabei v e r 
größert s i c h d i e Länge von E n i c h t . Schließlich können w i r b e i S einen etwa vorhandenen metabolischen orthogonalen o 
Summanden weglassen* Wir können a l s o annehmen, daß i n der 
Zerlegung (4.2) a l l e Js ® k mit u ̂  o anisotrop s i n d und daß 
E Q a n i s o t r o p und von K u l i v e r s c h i e d e n i s t . 



^ hat i n W(L) das B i l d N u l l * Die Räume - E ® L und 

Y: - ~ - L ( u
f ) © E u ® L 

haben a l s o g l e i c h e s B i l d i n V/(L). Nun i s t j e d e r Raum E^® L 
mit u 4 1 o a n i s o t r o p und s t e l l t nur Elemente L* mit 

v ( X ) £ 2 P dar. Nach dem Dominanzprinzip für Bewertungen i s t 
V a n i s o t r o p und kann keine Elemente mit Wert i n 2V d a r s t e l l e n . 
Da auch -E ® L a n i s o t r o p i s t , muß d i e s e r Raum zu V sogar i s o ­
morph s e i n . 

Insbesondere d a r f E Q keine E i n h e i t e n d a r s t e l l e n . 
Daxaus gewinnen w i r den gesuchten Widerspruch: E ® k muß von 
der Form r x A(o,o) s e i n (und k muß C h a r a k t e r i s t i k 2 haben). 
S e i U q e i n von r m l l verschiedenes Element von , für 
das E u 4* o i s t ( g i b t 1 s, da V ̂  o ) . Wir können, wieder nach 

o 
Theorem 2.6, i n (4.2) das G i t t e r B f o r t l a s s e n , wenn v/ir 

g l e i c h z e i t i g e i n geeignetes unimodulares- G i t t e r zu E^ addieren. 
o 

ohne daß s i c h das B i l d ^ i n WG(C) ändert, ij müßte eine 

Länge ̂  1-1 haben, entgegen unserer Annahme. 

c) Wir führen den Beweis im allgemeinen F a l l e durch I n d u k t i o n 
nach der Höhe h. S e i h > 1. Dann umfaßt das minimale P r i n i -
i d e a l <0| 4* o von G ( e v t l . ̂  ~*\ ). <ö) i s t auch i n dem Bewertungs­
r i n g G^ das minimale von I N U I I verschiedene P r i m i d e a l . A. be­
zeichne d i e maximale echte i s o l i e r t e Untergruppe von P . Die 
exakten Sequenzen aus Theorem 2.6 zu G und G^ l a s s e n s i c h 
durch e i n kanonisches kommutatives uiagramm verbinden; 

o W(C,Oj) ~ > WG(C) -̂ -~> W G ( C / ^ ) < f X > ~ * 0 

O W ( C ^ , ^ - ) — » V/G(C,y) > WG(^/ öj)< r>A.> 0 



Dabei istjuu d i e Abbildung, deren Korn w i r bestimmen wollen* 
t 

Y i s t d i e evidente F o r t s e t z u n g der entsprechenden AbbildungJJL 

von WG( ) auf ¥G( * f ) zu einem Ringhomomorphismus von 
WG(G/oj .)•<%•>• m f w G ( G f / ^ ) < F/A-> • Wir wenden aufyuJ 
d i e I n duktionsvoraussetzung can und erkennen, daß K e r ( Y ) a l s 
I d e a l erzeugt w i r d von den Elementen (nr^ ) -1 aus V/G( /by ) 
zu den B i l d e r n \ der l£ e v~ 1 <^) i n G*&/*\ (s* N.B. 2 . 5 ) . 

Daher hat P(C,A) u n t e r $ a l s s i l d ganz K e r ( Y ). Da/L i n j e k -
t i v i s t ( s . Satz 1.8), muß a n d r e r s e i t s Ker(ylt) u n t e r $ i n j e k -
t i v a b g e b i l d e t werden. 3s muß a l s o Ker(ytt) - P(C,A>) s e i n , q.e.d, 

Bemerkung 4»4» Die exakte Ker-iloker-3equenz zu dem D i a ­
gramm (4.3) l i e f e r t überdies, daß \ auch s u r r j e k t i v i s t . Das 
kann man l e i c h t d i r e k t sehen: S i n d <* , ,^ Elemente aus G 
mit p>£^ , v( ^ )£ A , so i s t das G i t t e r A( £ ~ 1oc , ̂  ) über G^ 
isomorph zu , #~ ß>) und es i s t auch %~ fi> 6 <C| . 

4B. Beziehungen zwischen den W4&r*'*ftg?i <j&f- R*sU^ss^lto*pftr. 
S e i ^ das minimale f r i m i d e a l ^ o von C ( s o f e r n vorhanden) t 

A d i e zu gehörige i s o l i e r t e Untergruppe von P . 

Indem w i r Theorem 2.6 und Theorem 4 .1 auf den Bewertungsring G 
der liehe 1 mit Wertegruppe ^ a n w e n d e n , gewinnen w i r s o f o r t 
eine Beziehung zwischen W(L) und v/(k(<<£ )) , d i e schon i n 

CK1 - , § 1 2 - ohne Benutzung des Tinges V/G(G^ ) - herge­
l e i t e t wurde. 

Nach Theorem 2.6 haben wir unter Berücksichtigung 
der soeben gemachten Bemerkung 4.4- eine kanonische exakte 
beauenz 

(4 .5) o - > V / ( C , ^ ) WG(C^ ) > W ( l c ( ^ ) ) < % k > -~» o 

D i v i d i e r e n w i r im m i t t l e r e n Terra das i d e a l PCC^ , ^//s ) berau 



welches d i e Elemente ( ̂ X^) -1 mit A S L* erzeugen, so e r h a l t e n 
/ 

w i r den Ring-W(L) ( s . Theorem 4 . 1 ) . Da s i c h W(C,*^) auch i n W(L) 
i n j i z i e r t ( s . Satz 1.8), führt unsere Sequenz (4 . 5 ) s o f o r t zu 
e i n e r exakten Seouenz 

O -V.'/(C,^) ;V(]..)—y>H —5> o, 

i n der M der Quotient von W(k(«£ )) <n/A> nach (P(G^.» P/& )) 
i s t , und durch i n d u z i e r t w i r d . 

Sehen v/ir uns d i e Al g e b r a M über W ( k ( ^ ) ) näher an! 

Ihre Elemente s i n d e n d l i c h e Summen von Ausdrücken ^-<CPl*> mit 

^ W(k(<<^)), A £ L*und den R e l a t i o n e n 

{ ^ 6 L K , ^ 6 v ~ 1 ( A ) , ^ = B i l d v o n ^ i n k ( ^ ) . ^ Die 
s k a l a r e M u l t i p l i k a t i o n und d i e R i n g m u l t i p l i k a t i o n von M sind i n 
e v i d e n t e r Weise erklärt. Mir sch r e i b e n für d i e Quadratklassen-
gruppe ' /-Q 2 e i n e s Bewertungsringes D kurz Q(D) und sehen, daß 

M isomorph i s t zu dem kanonischen Tensorprodukt von W(k(^ )) mit 

dem Gruppenring ^ C Q ( L ) 3 über "2 C o ( G ^ ) J . Diese A l g e b r a über 
W(k(/^)) nennen w i r W ( k ( ^ ) ) <]Q(L)^>. Wir können zu der durch d i e 
Bewertung v i n d u z i e r t e n Abbildung von Q(L) auf P/jl P-f-A einen 
m u l t i p l i k a t i o n s t r e u e n S c h n i t t 

s : n / 2 r - f A — ^ Q ( L ) 

f i n d e n , da beide abelschen Gruppen den Exponenten 1 oder 2 

haben. W ( k ( ^ ) ) < ^ q ( L ) ^ i s t f r e i e r ¥(k(^) )-Modul über den 
Elementen <; s ( u ) ^ mit u £ H/ 2 p f Diese Algebra i s t a l s o 
zu dem Gruppenring W ( k ( ^ ) ) £ P / 2 p f (unkanonisch) isomorph. 

Wir f a s s e n d i e zuvor a n g e s t e l l t e n Überlegungen 

zusammen: 
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CT a m 

Satz 4.6. Es gebe i n C e i n minimales i T i m i c l e a l ^ 4* o 

i) Dann e x i s t i e r e e i n K i n g h o m o m o r p h i s m u s v o n W(L) auf ; 

(^Xf)) <Q(L)> , der durch d i e folgenden beiden E i g e n s c h a f t e n festg 
l e g t i s t : 

a) Das Diagramm 

WdC^ ) > W ( k ( ^ ) ) 

Y|(L) — 2 — > V/(k(xg)) < Q(L)> 

mit kanonischen unbezeichneten r f e i l e n i s t kommutativ* 

b) b i l d e t das von einem eindimensionalen Baum (A ) 
mit \ & L g e l i e f e r t e Element von W(L) auf < X> ab* 

i i ) Die kanonische Sequenz 
i L / 

o - » ¥ ( C , ^ ) —> W(L) ? W(kC<g ) ) < Q ( L ) > — * o 
i s t exakt* 

I s t G Bewertungsring e n d l i c h e r Höhe, so kann man 
durch mehrfache Anwendung-dieses .Satzes d i e W i t t r i n g e sämt­
l i c h e r Restklassenkörper von G zueinander i n Beziehung setzen, 



§ 5 Ergänzende Betrachtungen. 

5A. Zur Abrundung unserer b i s h e r i g e n Untersuchungen e r ­

s c h e i n t es mir angebracht, den Leser davon zu überzeugen, daß 
dör Kürzungssatz vcn 0 1 Meara ( [OM], 93:14a) über b e l i e b i g e n 
Bewertungsringen gültig b l e i b t . ' D a z u würde d i e Aufforderung g e ­

nügen, einen B l i c k auf den Beweis d i e s e s Satzes i n £OM3 Z U wer­
f e n . Doch möchte i c h d i e Gelegenheit benutzen, sogar über semi-
l o k a l e n Ringen eihen ähnlichen Kürzungssatz h e r z u l e i t e n (vgl« 
M , § 5 ) . 

Zunächst d a r f C e i n b e l i e b i g e r kommutativer Ring mi 

Einselement se:in. L s e i der t o t a l e Q u o t i e n t e n r i n g von C, d.h. 
-1 

d i e L o k a l i s i e r u n g S C nach dar Halbgruppe S der K i c h t n u l l t e i l e 

von G. 

A l s G i t t e r über C bezeichnen w i r jeden e n d l i c h erzeugten pro­

j e k t i v e n C-Modul M, der mit e i n e r symmetrischen b e z g l . C b i ­

l i n e a r e n Form 3:M*M -^L versehen i s t . 
Wir w o l l e n e i n i g e der i n £ K ] ^ , § 2 für quadratische 

Formen benutzte B e g r i f f e auf symmetrisch b i l i n e a r e Formen über­
tragen* S e i M e i n G i t t e r über G und ( f , g , X ) e i n T r i p e l aus 
M X M *C mit 3(f,M) O C, B(g,M) C G , B ( f , f ) = B(f,g) = o, 
B(g , g ) = 2X . Man rechnet l e i c h t nach, daß d i e für a l l e x e M 
durch 

E ( f , g , X ) ( x ) = x + B(x,g)f - B(x.,f)g - X B ( x , f ) f 

d e f i n i e r t e "Sie g e l t r a n s format i o n " E ( f , g , X ) von M i n s i c h 
mit der B i l i n e a r f o r m B verträglich i s t . 

I s t ( f , g f , X f ) e i n w e i t e r e s T r i p e l aus MXMtfC, für'das 
E ( f , g f , /\J ) d e f i n i e r t i s t , so g i l t 

E ( f , g , A ) o ä(f,g<, A f ) = E ( f , g + g S X + A'+B(g,g')). 



Insbesondere hat E ( f , g , , X ) e i n i n v e r s e s r nämlich E ( f , - g , A ) r 

i s t a l s o e i n Automorphismus von M. 

Wir nennen e i n Paar ( f ^ i ' f g ) ' v o n Rektoren aus M 
h y p e r b o l i s c h e s Vektoroaar, wenn 

BC^,^) = B(f 2,f 2) « o, B ( f v f 2 ) = 1 

und H: =Cf^ + C f 2 o r t h o g o n a l e r d i r e k t e r Summand von M i s t 
(d.h. B(H,M)c C, s. H f s . 1 .1). Zu jedem £ € 0 * bezeichnen 

w i r m i t R(£ , f ^ i * ^ < i e n • Ä u^omorphismus von M, der auf 
—1 1 

£.f^ und f 2 auf £. f 2 a b b i l d e t und d i e Vektoren aus H 
festläßt, rür e i n Tdeal-OU von C bezeichne 0(1^,^,01,) d i e 
von den Automorphismen R( t , f ^ , f 2 ) mit £ » 1 mod/OL. und 
^ ( f j^S> A. ) mit i= 1 ,2, g £. , A.G'Öt erzeugte Gruppe. 
A n s t e l l e von D ( f , j , f 2 , C ) s c h r e i b e n w i r auch kürzer D ( f ^ , f 2 ) . 
Den Automorphismus von M, der H 1 , elementweise festläßt und 

i.-

f^ mit f2 v e r t a u s c h t , bezeichnen w i r mit T l ( f / ] > f 2 ) . 

Durch Übertragung des Beweises von T e i l a) und 
des Lemmas 2.1 aus £x"] ̂  e r h a l t e n w i r mühelos d i e T e i l e a) 
und b) von 

Lemma 5*1» S e i ( f ^ , f 2 ) h y p e r b o l i s c h e s Vektorpaar i n einem 
b e l i e b i g e n G i t t e r M über C. 

a) I s t e i n im Jacobson-RadikalA r t von C en t h a l t e n e s I d e a l , 
so o p e r i e r t D ( f ^ , f p , / O t ) t r a n s i t i v auf der Menge a l l e r zu 
(f^pf,-)) modulo-Ot kongruenten h y p e r b o l i s c h e n Vektorpaare von M« 

b) I s t G l o k a l e r R i n g , so o p e r i e r t d i e von D ( f < 1 , f 2 ) und 

T ^ ( f ^ , f 2 ) erzeugte Gruppe t r a n s i t i v auf der Menge a l l e r 
h y p e r b o l i s c h e n Vektorpaare von C. 
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c ) I s t C s e m i l o k a l , d*h. b e s i t z t 0 nur e n d l i c h v i e l e maximale 
Idea l e 44^, • • •44t-r, und enthält das orthogonale Komplement EX 

von H: = Cf^ + C f 2 b e z g l * M einen Vektor g, für den 
B(g,E)cC und B(g,g) = 2 ^ mit € G* i s t , so o p e r i e r t 
D ( f , p f 2 ) t r a n s i t i v auf der Menge a l l e r h y p e r b o l i s c h e n Vektor­
paare von M* 

Zum Be v/eis T e i l e s c) können w i r den Beweis des 
entsprechenden T e i l e s von. £ K 3 ^ I Lemma 2.1 n i c h t u n m i t t e l b a r 
heranziehen, da d i e S i e g e l t r a n s f o r m a t i o n e n s i c h j e t z t b e i 
" L i f t u n g e n " weniger angenehm v e r h a l t e n * 
V/ir gehen folgendermaßen vor: 
S e i 

f 1
l - oc^f,, + o c 2 £ 2 + x, f 2

f *• ß 1 f 1 + ß 2 f 2 + y 

e i n b e l i e b i g vorgegebenes w e i t e r e s h y p e r b o l i s c h e s Vektorpaar 

aus M < o cj^» f x , y e H • V/ir w o l l e n durch Anwendung von 

Automorphismen $(£ ±> h , A . ) ( i = 1 ,2, h £ H X , X'& C) auf 

(fyj 1 , f 2
f ) e r r e i c h e n , daß der K o e f f i z i e n t OĈ  eine E i n h e i t 

w i r d * Dann i s t es l e i c h t , d i e s e s Paar i n ( f ^ , ^ ) zu überführen 

( s . C K ^ I * Beginn des Bew* v. Lemma 2*1). Man h a l t e s i c h 

im Folgenden vor Augen, daß E ( f ^ , h , A ) den Vektor f^ 1 auf 

f^ « o< ̂ f ^ j + 0^2^2 + x m ^ 

3t, » o ( 1 - X o c 2 + B(x,h) 

* 2 . o ( 2 

x = - 0( 2 h + x 

a b b i l d e t . 

Zunächst Wenden wir- auf ( f / j , , f 2 * ) eine Trans-
f o r m a t i o n L ' ( f ^ y y , ^ j}^) mit § € G an. Dabei wählen 
w i r ^ so, daß für jedes AH-^ ( i » 1,*.. r ) g i l t : J s 1 mod**.^ 



A b ­

f a l l s <X ^ = 0 ( 2 « o mod^M^, 5 3 o mod-w,^ sonst. Dadurch e r ­
r e i c h e n w i r , daß für d a s neue Paar k e i n e s der Idea l e d i e 
K o e f f i z i e n t e n und beide enthält. ^Nach j e d e r T r a n s f o r ­
mation bezeichnen w i r das aus ( f ̂  1

 r entstehende Paar wie­
der mit ( f ^ 1 , ^2'^ u n ( i z uS e t lörigen K o e f f i z i e n t e n .wieder 
mit fci* x * y*^ Unter Benutzung e i n e r Transformation 
S ( f 1 f 1 g x , - ̂ 2 o C 1 o< 2 ) mit ? C^ 2=1 mod/u^; ^ f a l l s « 2 ^ o m o d 4 i ^ 

§̂ s o mod<uu sonst ( I = 1 , . . . r ) , e r r e i c h e n w i r , daß überdies 
für jedes'Vvt i mit Ä ^ o ißod^ der Vektor x i n /Wi~E e n t h a l t e n 
i s t . M i t e i n e r Transformation E ( f 2 , £'x, °^^j0<2^ ähnlicher 
A r t gelangen w i r schließlich zu einem Paar (f^ 1,f 2

1)» für das 
x i n jedem 4M, ̂ £ l i e g t . J e t z t wenden w i r einen Automorphismus 

2 

E ( f ^ , ^ g , ^ (Y£ ) an, mit dem i n der Behauptung genannte 

Paar ( $ ) aus H X x C * . Dabei s c h r e i b e n w i r v o r : ̂  = 1 modMtjj 

f a l l s 3 o mod4*^, £ = o mod<vü^ sonst ( i = 1 , . . . r ) . Für das 

so entstehende h y p e r b o l i s c h e Vektorpaar i s t der K o e f f i z i e n t 
i n der Tat eine E i n h e i t . Damit i s t der l e t z t e T e i l von Lemma 5«1 

bewiesen. 

A l s Horm <vtS e i n e s G i t t e r s E bezeichnen w i r wie 
üblich das von den Werten 3 ( x , x ) m i t x € E i n L erzeugte I d e a l 
von C. I s t E unimodular, so liegt'VtE zwischen C und 2C. 

Theorem 5.2 ( v g l . [OMI , 9 3:14). £ und F s e i e n b e l i e b i g e 
G i t t e r , J s e i unimodulares G i t t e r über C mit der Worm 2C. Es 
g e l t e w e i t e r eine der beiden folgenden Voraussetzungen: 

a) C i s t l o k a l . 

b) C i s t s e m i l o k a l ; E enthält einen Vektor g, 
für den B(g,B.)C0 und B(g,g) = 2 ^ mit ̂ 6 C* i s t . 



Behauptung;. I s t B l J Ä P U , so i s t E S F ^ 

Beweis. A f o r t i o r i i s t E i J i ( - J ) zu F l J l ( - J ) isomorph. 

B e i semilokalem G i s t J x ( - J ) orthogonale Summe von G i t t e r n 
oler G e s t a l t k(2\,o) mit C. I s t (x,y) e i n Paar von Vektoren 
aus J X (-J) mit Wertematrix A(2 / L*o) so i s t ( x - X y , y ) hyper­
b o l i s c h e s Vektorpaar. J X ( - J ) i s t a l s o isomorph zu einem G i t t e r 
r x A ( o , o ) . V/ir können uns somit auf den F a l l J « A(o,o) zurück­
zie h e n . Die Behauptung f o l g t j e t z t u n m i t t e l b a r aus Lemma 5.1 
b) und c ) . ^ T e i l a) des Lemmas w i r d i n d i e s e r A r b e i t n i c h t 
gebraucht.]; q.e.d. 

N.B. 5» 3* I s t G Bewertungsring und 2 E i n h e i t i n C, so 
f o l g t mit Satz 1 . 9 » daß i n ü(C) d i e Kürzungsregel g i l t C•CD3 * 
f a l l s C k o m p l e t t ) . Hat G überdies e n d l i c h e Höhe, so können w i r 
a l s o d i e G i t t e r über C aufgrund von Satz $.1 weitgehend k l a s s i ­
f i z i e r e n . 

H i l f s s a t z 5*4. ( [CM} 93:12, v g l . [K] , Lemma 3 . ^ . 3 . ) 

S e i J unimodularer o r t h o g o n a l e r Summand eines G i t t e r s E über C, 
der eine f r e i e B a s i s (u^,u 2) mit Wertematrix A(oc ,o) b e s i t z t 
(<X€ C). S e i g eine Vektor aus dem orthogonalen Komplement J~*~ 

i n E mit 3(g,E)c C. Dann i s t auch J 1 : « C(u^+g) + C u 2 o r t h o ­
gonaler Summand von B ( s . H f s . 1.1) und d i e Komplemente J~*~ 

und J f J - s i n d isomorph. 

Be v/eis. Wir d e f i n i e r e n l i n e a r e Abbildungen : J1"—> J , J " 
und -\p : J > > J x durch 

Cf (z ) . - z - B(z,g) u 2 

und 
^ ( z ' ) = z« + B(z',g) u 2 

und <\p s i n d zueinander i n v e r s und mit B verträglich. 
a.e.d. 



Zu jedem X € L*bezeichne E(X ) den Teilmodul 
a l l e r x aus E mib 3(x,E) c ^ C , versehen mit der Einschränkung 
der B i l i n e a r f o r m von E. 
Die Normgruope < j E ( A ) s e i d i e von den Werten B(x,x) mit 
x 6 E ( / l ) a d d i t i v i n \C erzeugte abelsche Gruppe* 

Aus H i l f s s a t z 5.4- e r g i b t s i c h u n m i t t e l b a r f o l ­
gende Präzisierung des früheren Lemmas 1.2a: 

H i l f s s a t z 5-5« ( v g l . tOMl S. 257/258). 
Das i x i t t e r M über C b e s i t z e eine Zerlegung 

MS A( A 1 >o)-L .•••JLA(X r fo')* 

E s e i e i n G i t t e r über C mit <op(1):> Dann i s t 
EJLMSt E X r x A(o,o). 

Aufgrund d i e s e s Hilfssaüzes läßt s i c h Theorem 5.1 

v e r a l l g e m e i n e r n zu 

Satz 5*6» ( v g l . [CM) 93: 14a.) Unter den i n Theorem 5*2 
angegebenen Voraussetzungen a) oder b) b l e i b t d i e d o r t i g e 
Behauptung r i c h t i g , f a l l s für das unimodulare f i t t e r Ü an­
s t e l l e von 4 t J = 2U nur g i l t : 

Beweis* J habe d i e Dimension r . Nach H i l f s s a t z 5*5 i s t b e i 
semilokalem G s i c h e r l i c h S i J i (-J) » E x r x A ( o , o ) und ebensc 
? 1 J J . ( - J ) ^ F i r x A ( o r o ) , Man wende Theorem 5.2 ani 

q.e.d. 

Bemerkung 5*7» " Aus dem H i l f s s a t z 5*5 e r g i b t s i c h w e i t e r 
l e i c h t : S i n d zwei unimodulare G i t t e r E und P über einem be­
l i e b i g e n Bewertungsring s t a b i l äquivalent ( s . s 3A). so s i n d 



s i e genau dann isomorph, v/enn <cj.E = <oj,P i s t . ( s . Bew. v. 
Satz 5*10 w e i t e r unten, od. COM] 93:16, [K3 I , Satz 6.2.2.). 

3B Ausgeglichene G i t t e r . S e i C j e t z t d i s k r e t e r Bewertungs­
r i n g , 3 t ein; Primelement von C. Wir nennen e i n G i t t e r über C 
au s g e g l i c h e n , v/enn für a l l e Y€ ^ 1^,1^ d i e modularen 
Dimensionen dimy E ( s . (1,11)) verschwinden. Dies läßt s i c h 
auch so ausdrücken: Man denke s i c h E i n V: = E ® L e i n g e b e t t e t 
und bezeichne mit E das G i t t e r a l l e r x e V , für d i e B(x,E) a C 
i s t . E i s t genau dann a u s g e g l i c h e n , wenn jtJ2)<^E<^E i s t . 
( B e i anderen Gelegenheiten i s t es zweckmäßig, auch d i e zu 
di e s e n G i t t e r n ähnlichen G i t t e r a l s ausgeglichen zu bezeichnen.) 
Pur d i e Halbgruppe der Isomorphieklassen a l l e r ausgeglichenen 
b i t t e r s c h r e i b e n w i r a n s t e l l e von G(£o,1^ , C) kürzer G(o,1 ,C). 

Lemma 5 * 8 . Jedes ausgeglichene G i t t e r E hat eine Zerlegung 
E = F X M i n e i n a n i s o t r o p e s G i t t e r F und e i n metabolisches M. 

Beweis. I s t E n i c h t schon a n i s o t r o p , so enthält E einen 
p r i m i t i v e n i s o t r o p e n Vektor x. S e i E = E o - i - (OL )& E^ eine 
Jordan-Zerlegung von E und x = x Q + x^ d i e zugehörige Z e r l e ­
gung von x. I s t x Q p r i m i t i v , so können w i r e i n y Q€. &Q mit 
B ( x o , y Q ) =s 1 f i n d e n und (.nach Hf s . 1.1) von E das unimodulare 
metabolische G i t t e r Cx + Cy a b s p a l t e n . I s t x Q n i c h t p r i m i t i v , 
so muß x^j p r i m i t i v und 3(X,E) =DtG s e i n . J e t z t suchen w i r 
e i n y ^ E ^ mit B(x / ],y^) = Jt, und s p a l t e n von E das 3T-modulare 
metabolische G i t t e r Gx + Cy^ ab. Das Verfahren läßt s i c h , 
wenn nötig, f o r t s e t z e n . ^ A 

Dieses Lemma i s t eine Verallgemeinerung von 
Lemma 1.6 im d i s k r e t e n JJ'all.' Entsprechend dem Satz 1.8 e r h a l t e r 
v/ir j e t z t 
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Satz 5*9» Die kanonische Abbildung von WG(o,1,C) nach tf(L)' 
i s t b i r j e k t i v . E i n ausgeglichenes G i t t e r über G hat genau 
dann Jöild N u l l i n wG(o,1,C) wenn es metabolisch i s t * 

Bemerkung 5*10* Damit e r h a l t e n w i r s o f o r t einen neuen Beweis 
von 'Theorem 4.1 im d i s k r e t e n F a l l : WG(o,1,C) i n j i z i e r t s i c h 
i n WG(C) und es i s t e r s i c h t l i c h 

WG(C) = 0 : a t 2 ) - l X L v ^ ^ G ) + WG(o,1,C). 

Diese Zerlegung macht e v i d e n t , daß der Kern der kanonischen 
Abbildung von WG(C) auf W(L) mit [ ( O t 2 ) ~ l ] WG(G) überein­
stimmt . 

Die ausgeglichenen G i t t e r l a s s e n s i c h f o l g e n d e r ­
maßen k l a s s i f i z i e r e n : 

Satz 5*1j» E und F s e i e n ausgeglichene u i t t e r über C mit 
S Ä L S ? ® L , dim QE » dim QP, ^ E = /Op und ^ E ( 0 t ) = XjF(0E). 
Dann i s t E S F. 

Beweis* M i t >öpQ bezeichnen w i r d i e gemeinsame Normgruppe 
von E und F, m i t d i e von E ( o t ) und F ( O t ) . M i t r Q bezeichne 
w i r d i e Z a h l dim £ • dim F, mit r ^ d i e Zahl dim.E = dim.F. 

o o 1 1 1 

Das G i t t e r E x ( - F ) hat nach Satz 5 . 9 ' d i e G e s t a l t R xCiJt)®^ 
mit unimodularen metabolischen G i t t e r n R^ der Dimensionen 2 r ^ , 

für d i e H J ^ C <<fy± i s t . Dasselbe g i l t für das G i t t e r P J . ( ~ F ) . 
V i e r m a l i g e Anwendung von H i l f s s a t z 5*5 l i e f e r t uns 

F l E i ( . ? ) S F l r o ) ( M c o ^ r ^ (Ox)®A(o,o) 
und 

E X F J L ( - i f ) 9 * EJL r Q K A ( o , o ) ^ r 1 x (OL ) ® A(o ,o;. 

Indem w i r den Kürzungssatz Theorem 5*2 zweimal benutzen, 

e r h a l t e n w i r d i e Behauptung ESSF. 0 ^ 
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