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Ein Residuensatz fiir symmetrische Bilinearformen

W.-D. GEYER (Heidelberg), G. HARDER (Bonn),
M. KNEBUSCH (Saarbriicken), W. SCHARLAU (Miinster)

Diese Arbeit beschiftigt sich mit nicht-entarteten symmetrischen
Bilinearformen iiber einem algebraischen Funktionenkorper F in einer
Variablen mit beliebigem Konstantenkorper k. Unser Ziel ist es, die in
[2], §13 und [4], Theorem 4.1 fiir den Fall eines rationalen Funktionen-
korpers bewiesene ,,Summenformel” auf den Fall eines algebraischen
Funktionenkorpers zu verallgemeinern. Dabei handelt es sich etwas
genauer um folgendes:

Ist b eine symmetrische Bilinearform iiber dem rationalen Funktio-
nenkdrper F=k(x) und p eine Bewertung von F/k, so bezeichne b, die
b entsprechende Form b ®F, tiber der Komplettierung F, von F. Nun
gilt nach Springer fiir die Witt-Gruppe W(F,) von F

W(F)=W(k(p))® W(k(p)),

wobei k (p) den Restklassenkdrper von F, bezeichnet. (Hier ist char (k) +2
vorausgesetzt.) Der Form b sind also zwei ,,Restklassenformen*

(b,);. (b,),€ W(k(p))

zugeordnet, von denen die erste kanonisch ist, die zweite jedoch von
der Wahl eines uniformisierenden Elementes abhéngt. (Vgl. [2] fiir Ein-
zelheiten.) Man erhdlt mittels der zweiten Restklassenformen einen

Homomorphismus
W(F)— LI w(k(p)).

Nun wihlt man geeignete k-lineare Abbildungen s,: k(p)—k. Diese
induzieren Homomorphismen s¥: W(k(p))— W(k) (vgl. [4], Section 0),
und man beweist:
Fiir alle be W(F) ist
Y sx(b,),=0
P
in W(k).
Wie schon gesagt, ist diese Konstruktion nicht kanonisch, sondern

hdngt von der Wahl geeigneter uniformisierender Elemente und geeig-
neter ,Spuren* s, ab. Es scheint daher zunidchst unmdoglich zu sein,
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diesen Satz auf algebraische Funktionenkorper zu verallgemeinern. Es
ist vollig unklar, wie man im allgemeinen Fall die uniformisierenden
Elemente und die Spuren wihlen soll.

Die Losung dieser Schwierigkeiten ergibt sich aus der Beobachtung,
daB wir nicht die fir unser Problem ,,richtigen* symmetrischen Bilinear-
formen betrachtet haben. Genauso wenig wie man fiir eine algebraische
Funktion Residuen definieren kann und beweisen kann, daf} ihre Summe
gleich 0 ist, genauso wenig kann man das Analoge fiir gewohnliche (d.h.
funktionenwertige) symmetrische Bilinearformen tun. Man muB viel-
mehr nicht-entartete symmetrische bilineare Formen b mit Werten in
dem eindimensionalen F-Vektorraum A der F/k-Differentiale betrach-
ten: ,

b: VxV—oA.
Natiirlich iibertrégt sich die ganze gewohnliche Theorie (Diagonalisier-
barkeit, Wittscher Satz, Witt-Zerlegung). Die Witt-Gruppe dieser For-
men bezeichnen wir mit W(A)= W(A(F/k)).

Die zweiten Restklassenformen von b werden nun mittels des Resi-
duums in kanonischer Weise definiert. Wir sprechen konsequenterweise
deshalb auch von den Residuen einer Form. Der angestrebte Satz lautet
dann einfach:

Die Summe der Residuen einer symmetrischen Bilinearform mit Werten
in dem eindimensionalen Vektorraum der Differentiale iiber einem alge-
braischen Funktionenkérper in einer Variablen ist gleich 0.

Fiir diesen Satz geben wir zwei wesentlich verschiedene Beweise.
Dem ersten liegt die iibliche Definition der Differentiale (mittels Deri-
vationen) zugrunde. Er verlduft analog dem Hasseschen Beweis des
Residuensatzes ([3], Chapter X, 4.) durch Zuriickfithrung auf den ratio-
nalen Fall. Hierbei beschrinken wir uns auf den Fall, daB} keine Insepa-
rabilititen auftreten, z.B. char(F)=0. Der zweite Beweis benutzt die
Weilschen Differentiale ([1], Chapter I, §5). Er ist formal besonders
einfach, denn alle an sich in den Beweis eingehenden Rechnungen sind
schon bei der Identifizierung der Weilschen Differentiale mit den ge-
wohnlichen (im Fall eines konservativen Funktionenkdrpers), d.h. beim
Beweis des iiblichen Residuensatzes, erledigt worden.

Wir danken den vielen Kollegen, die mit uns beim gemeinsamen Mittagessen am
15.7.1970 im Hotel Allerbeck zu Rheda (Westf.) wesentliche Ideen zu diesem Satz und
seinem Beweis entwickelt haben.

1. Lokale Betrachtungen

Es sei k ein Korper (beliebiger Charakteristik) und K =k((t)) der
Potenzreihenkdrper in der Variablen t. Es sei Q(K)= K dt der eindimen-
sionale K-Vektorraum der analytischen Differentiale von K/k. Es be-
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zeichne W(Q(K)) die Witt-Gruppe der nicht-entarteten symmetrischen
Bilinearformen mit Werten in Q(K). Jedem Element he W(Q(K)) ordnen
wir jetzt folgendermaBen ein Residuum res(bh)e W(k) zu:

Wir reprédsentieren b durch eine anisotrope Form, die wir ebenfalls
mit b bezeichnen. Da b anisotrop ist, konnen wir b diagonalisieren, d.h.
eine Basis finden, so daB sich b folgendermaBen schreibt

b(x,y)=Y a;x;y;dt.
i=1

(In Charakteristik 2 kann man isotrope Formen nicht immer diagona-
lisieren.) Durch Multiplikation der ¢; mit geeigneten Quadraten konnen
wir folgende Form erreichen

m dt e
b(x,y)= 3. 4GV 2 a4y, (*)
j=1

j=m+1

wobei die g; Einheiten sind. Dann sei res(b) das durch folgende m-dimen-

sionale Form gelieferte Element von W(k):

Man kann zeigen, daB res(b) unabhéngig von allen gemachten Wah-
len ist: Zunéchst ist es unabhingig von der Diagonalisierung (*), denn
das gilt fiir die zweite Restklassenform einer K-wertigen Bilinearform.
Uberdies hidngt es (im Gegensatz zum klassischen Fall) nicht von der
Auswahl des uniformisierenden Elementes ¢t ab, denn

Aus dem analogen Satz fiir gewohnliche Formen folgt sofort, dal3

res: W(Q(K))— W(k)

ein Homomorphismus ist (mit Kern W(k) falls char(k)+2).

Fiir die Berechnung des Residuums ist oft folgende Bemerkung niitz-
lich: Es sei A=k[[t]] der Ring der ganzen Zahlen von K und b:
V x V— Q(K) eine symmetrische Bilinearform. Ein 4-Modul McV
heiBt unimodular, falls b(M, M)c Adt und b einen Isomorphismus
M =Hom, (M, Adt) induziert. Ist M unimodular, so gilt res(h)=res(b’),
wobei b’ die Beschriankung von b auf das orthogonale Komplement von
MK ist.
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Sei nun L/K eine endliche separable Erweiterung. Die iibliche Spur
fir Differentiale ([1], Chapter VI, § 2)

Trpx: Q(L)— Q(K)
induziert einen Gruppenhomomorphismus
Trifx: W(Q(L) —» W(Q(K)), br>Trpxob.

Lemma. Sei L/K separabel und die zugehérige Erweiterung der Rest-
klassenkdrper 1/k sei ebenfalls separabel. Dann ist folgendes Diagramm

kommutativ. W(Q(L) —=— W(l)
Trix lr’f,k

W(Q(K)) —=— W(k)

Beweis. Wir brauchen die Kommutativitédt nur fiir eine eindimensio-
nale Form {w) nachzurechnen. Sei L/K zunéchst unverzweigt. Ist B=
I[[r]] der Bewertungsring von L, so definiert die Spur eine surjektive
Abbildung Tr|z: B— A. Dabei wird tB auf t A abgebildet, und die fiir
die Restklassenkdrper induzierte Abbildung [ —k ist die Spur Tr,,,. Der
A-Modul B ist beziiglich der Bilinearform Tr(¢ x y) mit ¢ Einheit von B
unimodular. Aus diesen Bemerkungen folgt leicht die Behauptung.

Wegen der Transitivitdt der Spur konnen wir uns jetzt auf den rein-
verzweigten Fall beschrinken. Dann ist =k, also der rechte senkrechte
Pfeil die Identitét. Sei t eine Uniformisierende von L und

f@=t"+a,_, "'+ +a;t+t=0

ihre Minimalgleichung iiber K. Dann ist t=(—1)" N, k(t) Uniformisie-
rende von K. Da wir {(w) durch beliebige Quadrate abdndern konnen,

. . dt . C .
haben wir nur die Fille w=¢dt und w=eT mit ¢ Einheit zu betrach-

ten. Alle Gruppen unseres Diagrammes sind in einem evidenten Sinn
W(A)-Moduln, alle Abbildungen sind W(A)-linear. Deshalb konnen wir
sogar annehmen, daB ¢ eine 1-Einheit ist. Dann ist

d
res{edt)y=0, res < TT>=(1>.
Wir untersuchen zunichst den Fall w=¢dt=— ff(lt) dt fur eine ge-

eignete 1-Einheit ¢,. Nach einem Lemma von Euler ([5] III, §6) gilt

fir alle AeL i
TrL/K (TG)—) =S(/2~),
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wobei die K-lineare Abbildung s: L - K durch s(1)=---=s(t""2)=0,
s(t"" " =1 definiert ist. (Vgl. die in [4] auftretenden ,,Spuren* s,!) Es ist
B=A+At+--+ A7t !, und beziiglich der Basis 1,7,...,7"" ! ist die
Matrix von s*{1) gleich

0....01
0 1
01
1

Das A-Gitter B ist also unimodular beziiglich Tr} ¢ (d7), und da ¢ eine
Einheit ist, ist es auch unimodular beziiglich Ti}<edt). Wir haben
also in Trfx (edt) ein unimodulares Gitter von maximalem Rang. Also
verschwindet das Residuum.

d )
Wir betrachten nun die Form <aTT> Wir behaupten zunichst,
daB der A-Modul M=At+---+ A" ! beziiglich der Form

dt> <£>
= * — )= —gs* _ d
b Tr,_/,(<e - s () dt

unimodular ist. Um das zu zeigen, bemerken wir zunichst, daB die
Koeffizienten a,_,,...,a,,t von f alle in t A4 liegen. Also gilt s(t¥)et A
fiir alle k=n. Schreiben wir ¢ als Potenzreihe und berechnen wir die
Matrix von b|,, beziiglich der Basis 1,...,7"" ', so ergibt sich deshalb
folgende Gestalt:

()

n'. *ok ’

Hier ist n=s(¢t"" ') eine 1-Einheit, und unter der Diagonale (bei **)
stehen nur Elemente aus t A. Also ist M unimodular. Das orthogonale

k
Komplement von M ist e”! K, denn s (ss‘lr—) =0 firk=1,...,n—1.
Ferner ist T

1
R —_ _ :1
res(b(e™ ', &™) res( s(m)dt> ,
denn

1
t"=——t—(a,+-~+a,,_,t"‘2+t"")

und ¢! ist 1-Einheit. Also beginnt die Potenzreihenentwicklung von

s(t™le™ 1) mit —%. Also ist res(b)=<(1)>, q.e.d.
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Bemerkung. Die Rechnungen in diesem Beweis vereinfachen sich,
wenn ¢ =1 ist, was man im Fall char(k)#+2 immer annehmen kann. Zum
Beispiel werden die Koeffizienten » der obigen Matrix alle Null.

2. Der Residuensatz

Wir betrachten zunichst einen algebraischen Funktionenkdrper F
in einer Variablen mit vollkommenem Konstantenkorper k. Es sei Q=
Q(F/k) der (in diesem Fall) 1-dimensionale F-Vektorraum der Differen-
tiale von F/k. Ist he W(Q) und p eine Primstelle von F/k, so bezeichne
res,(h)e W(k(p)) das Residuum von h,=bh®;F,.

Satz. In der eben beschriebenen Situation gilt fiir alle he W(Q)

Y Ti¥ res, (h)=0.
P

Hier durchliuft p alle Primstellen von F/k, und Tr: k(p) —k ist die Spur.

Beweis. Es geniigt b= {®) eindimensional zu wihlen. Wir wiihlen
einen rationalen Funktionenkorper K =k(x)c F, derart da3 F/K sepa-
rabel ist ([3] IIL, 1.). Wir werden den Beweis durch Zuriickfithrung auf
den rationalen Korper K fithren. Dazu benutzen wir folgendes Lemma
[4] (dessen Beweis sich sofort auf den hier betrachteten allgemeineren
Fall tibertrigt): Ist p eine Primstelle von K/k, so gilt fiir alle he W(Q)

(TigE (D), ;\B(% Triy Kp(h‘l‘)'

Mit dem Lemma ergibt sich nimlich

% Tig (resp(h) =Y (Y Tig(resy(h))

p Blp

=Y (¥ res, (Tif x, hg))=Y res (Y Tty k, Py)
P Blp P Rlp

=Y res, (Tigg(h)),.
P

Wir brauchen uns also nur noch mit der Form Ti-f . (h) iliber dem ratio-
nalen Funktionenkorper K zu beschiiftigen.

Fiir den rationalen Fall wurden in [4] zwei Beweise angegeben (die
man leicht auf den Fall von symmetrischen bilinearen Differentialformen
iibertragen kann). Wir wollen einen dieser Beweise wiederholen:

Da alle vorkommenden Gruppen W(k)-Moduln und alle Abbildun-
gen W(k)-linear sind. konnen wir nach Multiplikation mit einem Qua-
drat annehmen. dal

m=p,(x)"".p(x) N,
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wobei p,, ..., p, verschiedene normierte irreduzible Polynome aus k[x]
von Graden d;>0 sind. Offensichtlich ist res (h)=0 fiir p# o, p,,....p,,
wobei p; die zu p, und = die zu x~ ! gehorige Primstelle bezeichne. Wei-
ter ist res_ (h)=0, falls ¢1=Zdi gerade ist, und res_ (h)={—1), falls d
ungerade ist (weil alle p; normiert sind). Die Form T} res, (b) wird
gegeben durch den k-Vektorraum A; = k[x]/(p;(x)) mit der Bilinearform

bi(a, ay)=Tr,, res, (a;a, m),

wobei ~: k[x] — k[x]/(p;(x)) die kanonische Projektion ist. Wir machen
den kanonischen Ring-Isomorphismus

r

A=k[x]/p,(x)...p,(x)) > ]] A4,

i=1

r
zu einer Isometric 4= @ A,, indem wir auf dem k-Vektorraum A die
Bilinearform i=1

r
B(a,.a,)= ) T, res, (a,a, m)
i=1

installieren. Wir betrachten die Matrix von B beziiglich der Basis
1,5, ... =1 Offensichtlich ist res (X"w)=0 fiir p+. p,.....p, und
beliebiges n. Ferner ist res, (X"w)=0 fir 0Sn<d—2 und = -1 fir
n=d—1. Aus dem gewohnlichen Residuensatz folgt, da3 unsere Matrix

die Gestalt

0..0 I
o
-

hat. Das liefert in W(k) das Element 0 falls d gerade und (1) falls d
ungerade, q.e.d.

Im Fall eines nicht-vollkommenen Konstantenkdrpers miissen wir
die Weilschen Differentiale betrachten. Sei 4 (F/k) der Adéle-Ring von
F/k. Dann ist

AF)=A=1{s: A(F'k) —k|/ stetig, k-linear, ~(F)=0}

cin l-dimensionaler F-Vektorraum. Der Einbettung F, >A(F/k) ent-
spricht eine Komponentenbildung A(F)3/+ 2°: F, —k, wobei /” stetig
und k-linear ist. Also gilt 2P (p")=0 fiir groBe n. Das kleinste solche n
ist —v,(%). Man hat eine kanonische Abbildung

!ﬁi Q(F)-—- A(F)

w>(ar> Y Res,a, ).
P
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Der Residuensatz fiir Q(F) liefert gerade, daB die Bilder unter y tat-
sdchlich auf F verschwinden (Res, im Sinne von [6]). Falls F/k konser-
vativ ist, ist Y ein divisorenerhaltender Isomorphismus (genauer: ein
[somorphismus der  und A entsprechenden Moduln iiber dem reguli-
ren projektiven Modell von F/k). Fiir separable Stellen p gilt ferner,
wenn res, wie zuvor das gewohnliche Residuum mit Werten in k(p)
bezeichnet
Res, w=Tr, res, . (**)
Sei nun b eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform mit Wer-
ten in A(F). Indem wir b notfalls anisotrop repridsentieren, konnen wir
ganz wie frither schreiben

b(x, )= x; A+ Y X;j¥;A
i=1 j=m+1
mit v(4)= —1, v(4)=0. Mit Res b bezeichnen wir nun die folgende k-
wertige symmetrische Bilinearform auf k(p)™:

b(%,y)=Y A2(x; )
i=1

wobei x;, y;€ F Urbilder der x;, y,ek(p)sind. Mit den iiblichen Schliissen
zeigt man, daB diese Definition eine wohldefinierte Abbildung

Res,: W(A(F/k))— W(k)

liefert. AuBerdem zeigt die Formel (**), daB fiir eine separable Stelle p
und eine Q-wertige symmetrische Bilinearform b gilt

Res, (Y b)=Tr} res, b,

wobei res, wie in Abschnitt 1 gebildet wird. (F, ist in kanonischer Weise
ein Potenzreihenkorper iiber k(p).) Dies zeigt, daBl der folgende all-
gemeine Residuensatz wirklich den vorhergehenden Satz verallgemei-
nert.

Satz. Sei F/k ein algebraischer Funktionenkorper in einer Variablen
mit Konstantenkérper k. Dann gilt fiir jedes Element be W(A), daf8

Y Res, (h)=0
in W(k). ’

Beweis. Es geniigt eine eindimensionale Form b= {4} zu betrachten.
Nachdem wir A notfalls mit dem Quadrat einer Funktion he F multi-
pliziert haben, konnen wir annehmen, daB (4)=q~ 'n? mit q~! und n
relativ-prim und q~! hat keine Nullstelle und nur einfache Polstellen.
(Um das zu erreichen, miissen wir ja nur ein h finden, das an den Stellen
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p mit grad (4) ungerade die Ordnung —3(grad,(4)+1) hat, was nach
dem Approximationssatz moglich ist.) Ist r=grad g, n=grad u und g
das Geschlecht von F/k, so gilt also r=2(n+ 1 —g). Nach dem Riemann-
Rochschen Satz gilt ferner

dim(L(n))=n+1-g+dim(L(q” ' n)).

Fiir feL(n) ist {24 ganz auBerhalb von q und hochstens von (—1)-ter
Ordnung an den Stellen p|q. Offenbar kann Res, (b)#0 nur fiir p|q gel-
ten. Der @ Res, (b) zugrunde liegende Vektorraum ist V=@ k(p). Wir

p vla
betrachten nun die k-lineare Abbildung L(n) — V, die jedem f seine Rest-

klassen in k(p) zuordnet (v,(f)=0!). Der Kern dieser Abbildung ist
gerade L(q~ ' n). Das Bild ist also ein Teilraum V, von V der Dimension
n+1—g=r/2. Es geniigt jetzt zu zeigen, daB Vj total-isotrop ist, und
das folgt unmittelbar aus dem Residuensatz A(F)=0: A(ff")=0.

3. Eine Anwendung

Zum SchluB wollen wir noch eine Anwendung des Residuensatzes
diskutieren. Sei zundchst K ein diskret bewerteter Korper, V sei ein
endlich-dimensionaler Vektorraum und b: V x V— K sei eine nicht-ent-
artete symmetrische Bilinearform. Sei A< K der Ring der ganzen Zah-
len in K. Man kann sich nun die Frage stellen, wann diese Form {iber
Spec(K) sich zu einer nicht-entarteten Form iiber Spec(A4) fortsetzen
1aBt. Mit anderen Worten, wann gibt es ein A-Gitter M < V, auf dem b
ganze Werte annimmt und fiir das die Form b: M x M — A4 nicht-ent-
artet ist? Die Antwort ist einfach: Diese Fortsetzung ist genau dann
moglich, wenn iiber der Komplettierung von K die beziiglich irgend einer
Wahlder Uniformisierenden gebildete zweite Restklassenform verschwin-
det. Das folgt sofort aus der Definition der zweiten Restklassenform.

Wir betrachten nun wieder einen FunktionenkGrper F in einer Varia-
blen mit Konstantenkorper k. Sei Y/k ein reguldres projektives Modell
von F/k. Eine unmittelbare Folgerung aus dem Residuensatz ist der
folgende Satz.

Satz. Die Kurve Y/k besitze einen rationalen Punkt coeY (k). Sei L/Y
ein inversibler Modul und M’ ein lokal-freier Modul auf dem affinen Schema
Y'=Y—{o0}. Sei

b: M'xM —-L=L|,.
eine nicht-entartete symmetrische Bilinearform. Wenn die Klasse von
wy'® L ein Quadrat in der Picard-Gruppe von Y ist, dann kann man b’
zu einer nicht-entarteten Form b: M x M — L fortsetzen, wobei M|Y
lokal-frei ist. (Dabei ist wy der inversible Modul der Weilschen Differen-
tiale auf Y))
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Beweis. Fiir L=, folgt der Satz aus der oben gemachten Bemerkung
und dem Residuensatz. Ist L beliebig, so wihle man einen inversiblen
Modul H mit H®2=L“®wy. Mit ¢y bezeichnen wir die kanonische
Bilinearform H x H - H ® H. Wir setzen die Form

b®cy: (M@ H)x (M ® H)— o,

iiber Y’ fort zu einer nicht-entarteten Form a: M x M — w, iiber Y. Die

Form N N
a®cy-: MOH YxM®H ')—>L

ist dann eine Fortsetzung der Form b’ auf Y.
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