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Runde Formen über semilokalen Ringen* 

M A N F R E D K N E B U S C H 

H e r r n Ernst W i t t z u seinem 60. Gebur ts tag am 26. Jun i 1971 gewidmet 

Das A n a l o g o n zu der von A . Pfister entdeckten Tatsache, d a ß eine quadra­
tische F o r m (1, a x ) ® • • • ® (1, ak) ü b e r einem K ö r p e r für beliebiges k „ r u n d " ist 
([10], Theorem 1), bleibt ü b e r jedem loka len R i n g C sowohl für nichtausgeartete 
quadratische als auch für nichtausgeartete symmetrisch bilineare F o r m e n 
richtig. W i r werden dies sogar ü b e r nahezu jedem semilokalen R i n g beweisen, 
s. Theorem 1.5. Fa l l s C l o k a l mit 2 Einhei t ist, werden wi r daraus folgern k ö n n e n , 
d a ß die Stufe von C , d. h. die kleinste A n z a h l von Quadra ten in C , die man 
b e n ö t i g t , u m — 1 als Quadra t summe darzustellen, eine 2-Potenz ist, sofern — 1 
ü b e r h a u p t Quadra t summe ist (vgl. [9, 10]). Ist 2 nicht Einhei t , so braucht dies 
nicht wahr zu sein, wie schon C = Z/4Z zeigt. D o c h k ö n n e n i m loka len Fal le 
für die Stufe neben 2 r , oo h ö c h s t e n s noch Werte 2 r — 1 auftreten. 

Wei ter verallgemeinern wi r den Satz von W i t t [ u n v e r ö f f e n t l i c h t ] , d a ß das 
Annu l l a to r idea l eines runden quadrat ischen Raumes b i n ä r erzeugt wi rd , auf 
semilokale Ringe. Le ider scheint ü b e r die Annul la tor idea le der runden b i ­
linearen R ä u m e ü b e r loka len Ringen , in denen 2 nicht Einhei t ist, nichts bekannt 
zu sein. 

A u s der Tatsache, d a ß die F o r m e n (1, aj® ••• ® (1, ak) rund sind, lassen 
sich auch ü b e r semilokalen Ringen die bekannten Folgerungen ü b e r die 
St ruktur des Wit t r inges W(C) ziehen ([11], vgl . [7,14]). W i r werden uns 
h i e r ü b e r jedoch kurz fassen, weil es inzwischen einen elementareren Zugang zu 
Pfisters S t r u k t u r s ä t z e n ü b e r semilokalen Ringen gibt, s. [3] . 

A l l e i n dieser Arbe i t wiedergegebenen Beweise wurden 1967/68 ü b e r 
K ö r p e r n von W i t t gefunden. D a s meiste wurde inzwischen in [7] und [14] 
dargestellt. Be i der Ü b e r t r a g u n g der Wit tschen Beweise auf semilokale oder 
auch nur lokale Ringe treten technische K o m p l i k a t i o n e n auf. D e r Leser m ö g e 
sich k la r machen, wie elegant und ü b e r a u s k u r z alle Beweise werden, wenn man 
sich auf den K ö r p e r f a l l b e s c h r ä n k t . 

Ich danke Herrn Prof. Witt herzlich für anregende Gespräche und Einsicht in seine Manu­
skripte. 

Bezeichnungen. C ist stets ein semilokaler R i n g , d . h . ein kommuta t iver 
R i n g mit Einselement, der nur endl ich viele maximale Ideale . . . m f besitzt. 
W i r setzen ohne wesentliche E i n s c h r ä n k u n g der Al lgemeinhei t immer voraus, 

* Der Hauptteil dieser Arbeit wurde, neben anderen Resultaten, bereits in dem Bericht [6] 
skizziert. 



d a ß C keine Idempotenten =#0,1 besitzt. M i t r bezeichnen wi r das R a d i k a l 
( = Durchschni t t der m,), mi t C * die Einhei tengruppe von C . Un te r einem 
(symmetrisch) bilinearen Raum E ü b e r C verstehen wir einen freien, endlich 
erzeugten C - M o d u l E, versehen mit einer symmetrischen bi l inearen F o r m 
B\E x E->C. W i r beschreiben E häuf ig durch die Wertematr ix (B(ei,eJ)) z u 
einer Basis eu ... en. D e r R a u m E (oder die F o r m B) h e i ß e nicht entartet, falls 
die Determinante dieser M a t r i x eine Einhe i t ist. E i n b i n ä r e r nichtentarteter 

R a u m hat eine M a t r i x ^ j , für die wi r k u r z A(oc, ß) schreiben. D a b e i m u ß 

1 — ccße C * sein. E i n bil inearer R a u m E h e i ß e eigentlich, falls E nichtentartet 
ist u n d das v o n den Wer ten B(x, x) mit x e E i n C erzeugte Ideal mi t C ü b e r e i n ­
st immt. D a n n besitzt E eine Or thogonalbas is , d. h. ist zu einem R a u m 
(X^l-" ± ( A „ ) mit A , G C * i somorph ([4], L e m m a 5.4.1 L). F ü r eine solche 
or thogonale Summe schreiben wi r auch D e r R a u m E h e iß t meta­
bolisch, falls £ or thogonale Summe b i n ä r e r R ä u m e der Gestal t A(a, 0) ist 
(vgl. [4]), hyperbolisch, falls dabei ü b e r d i e s alle Koeffizienten a = 0 g e w ä h l t 
werden k ö n n e n . {Ist 2 e C * , so ist jeder metabolische R a u m hyperbol isch, 
s. [4].} 

U n t e r einem quadratischen Raum E ü b e r C verstehen wir einen freien 
endlich erzeugten C - M o d u l E, versehen mit einer quadratischen F o r m q, d. h . 
einer A b b i l d u n g q:E-> C, so d a ß für x, y e E, k e C g i l t : q(X x) = k2q{x), q(x + y) 
= q(x) + q(y) + B(x, y) mit bil inearer F o r m B. W i r beschreiben E oft durch die 
Wertetabelle [ a 0 ] , aü\ = q{e^, aij: = B(ei,eJ) für / + / , zu einer Basis {et} von E 
ü b e r C . D e r quadratische R a u m E h e i ß e mc/tf entartet, falls £ nicht entartet ist. 

E i n nicht entarteter b i n ä r e r quadratischer R a u m hat eine Wertetabelle ^ ^ 

D a f ü r schreiben wi r k u r z A[OL, /*]. D a b e i m u ß 1 -4<xße C * sein. Or thogona le 
Summe von K o p i e n von A [0 ,0 ] bezeichnen wir als hyperbolische R ä u m e . 
Neben dem Tensorprodukt bil inearer R ä u m e ([2], § 1, Def. 11) haben wi r auch 
z u einem bil inearen R a u m (E, BJ und einem quadrat ischen R a u m (F, q2) ein 
Tensorprodukt E® F. Dies ist der M o d u l E®CF, versehen mit der quadrat i ­
schen F o r m q, die f o l g e n d e r m a ß e n charakterisiert werden k a n n : q(x®y) 
= Bx(x, x) q2(y) für beliebige xe E,yeF; die Bi l inear form zu q ist das Tensor­

p roduk t BY ®B2 (z. B . [1] , S. 145). Ist 2eC*, so stammt jede symmetrische 
Bi l inear form B von genau einer quadrat ischen F o r m q her, n ä m l i c h q(x) 
= 1/2 B(x, x), und es besteht ke in Untersch ied zwischen bi l inearen und quadra­
tischen R ä u m e n . 

F ü r die quadrat ischen bzw. bi l inearen F o r m e n aller auftretenden R ä u m e 
schreiben wi r unterschiedslos q bzw. B, solange keine V e r w i r r u n g entstehen 
kann . D i e zu einer symmetrischen Bi l inea r fo rm B g e h ö r i g e N o r m f o r m B(x, x) 
bezeichnen wi r i m allgemeinen mit n(x). D i e orthogonale Summe von r K o p i e n 

1 Wie mir verschiedene Herren freundlicherweise mitteilten, fehlt in der letzten Aussage des 
Lemmas 5.4.1 und einem Teil von § 5.5 aus [4] irrtümlich die Voraussetzung, daß C keine nicht­
trivialen Idempotente hat. 



eines Raumes E bezeichnen wir mit r x E. A l l e in dieser Arbe i t betrachteten 
R ä u m e werden stillschweigend als nicht entartet vorausgesetzt, sofern nicht 
a u s d r ü c k l i c h etwas anderes gesagt wi rd . E i n R a u m E he iße isotrop, falls er 
einen V e k t o r x mi t q(x) = 0 bzw. n(x) = 0 e n t h ä l t , der sich zu einer Basis von E 
e r g ä n z e n läßt . Sonst he iße E anisotrop. 

§ t. Konstruktion runder Räume 

Sei E quadratischer oder bi l inearer R a u m . E* bezeichne die Menge der 
strikt anisotropen Vek toren , d . h . der xeE mit q(x)eC* bzw. n{x)eC*. M i t 
N(E) bezeichnen wir die G r u p p e der Ähnlichkeitsnormen von E, d. h . die G r u p p e 
aller x e C * mit E^(A)®E. W i r nennen mit W i t t E rund, falls q(E*) = N(E) 
bzw. n(E*) = N(E) ist. 

N.B. A l lgemein gilt für bilineares £ : I s t len(E*), so ist N(E)Cn(E*). Ist 
n(E*) C N(E), n(E*) =# 0, so ist 1 e n(E*), also E rund . Entsprechend für quadra­
tisches E. 

Beispiele LI. (vgl. [7] , S. 23, 24). E i n b i n ä r e r bilinearer oder quadratischer 
R a u m ist genau dann rund , wenn er die 1 darstellt. Runde R ä u m e E einer 
ungeraden D i m e n s i o n n> 1 k ö n n e n nur selten auftreten: D a N(E) = C*2 ist 
(man betrachte die Determinante von E), m u ß E^n x (1) sein und ü b e r d i e s 
jede Einhei t von C, die sich als Summe von n Quadra ten schreiben läß t , selbst 
Quadra t sein. Zumindes t bei l oka l em C folgt daraus leicht, d a ß ü b e r h a u p t jede 
Einhei t , die Quadra t summe ist, ein Quadra t ist. D a s s p ä t e r e K o r . 1.4 zeigt, 
d a ß dies auch bei semi lokalem C sicher r icht ig ist, wenn alle | C / m f | > 3 sind. 

Satz 1.2. Die Anzahl | C / m , | der Elemente jedes Restklassenkörpers C / m , 
möge mindestens 3 sein. Dann gilt für beliebiges aeC*: Ist F ein runder bilinearer 
oder quadratischer Raum, so ist (1, a)®F ebenfalls rund. 

F ü r den Beweis b e n ö t i g e n wir 
Hilfssatz 1.3. Sei F quadratischer oder bilinearer Raum, k,\ie N(F), a e C * , 

£,neC. Ist e: = £2Ä + n2afi Einheit, so ist e Ähnlichkeitsnorm von (\,a)®F. 

Beweis (Witt). Es ist 

(A, ap)^(e)®(\,akn). 

M a n tensoriere beide Seiten mit F. 
W i r brauchen s p ä t e r Satz 2.2 vor a l lem für den F a l l , d a ß alle C / m , m i n ­

destens 7 Elemente enthalten. D a s w i r d i m T e i l a) des folgenden Beweises ohne 
besondere M ü h e gezeigt. D e n kompl iz ie r te ren T e i l b) kann der Leser z u n ä c h s t 
ü b e r s c h l a g e n . 

Beweis von Satz 1.2. a) Im bil inearen Fa l le ist z u zeigen, d a ß für beliebige 
x,y F das Element Q(X, y)\ = n(x) + an(y) i n N(E) liegt, sofern es Einhei t ist. 
N a c h Hilfssatz 1.3 ist es klar , wenn ü b e r d i e s n(x) und n(y) Einhei ten sind. Ist 
dies nicht der F a l l , so k ö n n e n wi r z u g(x, y) eine Einhei t der Gestal t £ 2 + an2 

mit £, neC mul t ip l iz ie ren und brauchen uns nur davon z u ü b e r z e u g e n , d a ß 
das P r o d u k t i n N(E) liegt, denn auch £ 2 + an2 ist Ä h n l i c h k e i t s n o r m . M a n 



verifiziert sofort, d a ß 
Q(X, y) (i2 + an2) = g(£x - any, £y + rix) 

ist. W i r wol len <!;, n so w ä h l e n , d a ß neben £2 + AT / 2 auch n(£x — any) und 
n(£y + nx) E inhei ten s ind. D a n n s ind wi r aufgrund des Hilfssatzes fertig. W i r 
haben also für jedes maximale Ideal m, die Bedingungen 

Z2 + an2$0 (rtii) 

Z2n(x)-ak£n + a2n2n(y)$0 (m.) 

?n{y)+Kfi +n2n(x)$0 (m f) 

zu erfüllen mit der A b k ü r z u n g ! = 2B(x, y). N a c h dem chinesischen Restsatz 
k ö n n e n wi r die Restklassen von r /modm, beliebig vorschreiben, haben also 
nur gewisse Ungle ichungen in K ö r p e r n zu erfüllen. Ist /i(x)^=0, /?(>') ̂ 0 m o d m „ 
so w ä h l e n wi r £ = 1 , ^ = 0modm,- . Sei jetzt n(x) = Omodm, , also sicherlich 
n(y) ^ 0 (m t). W i r m ü s s e n £ 0 w ä h l e n und w ä h l e n , ohne eine Chance zu ver­
spielen, £ = 1 . D a n n ist m o d m , zu erfül len: n2^—a~\ nan(y)^X, n^O, 
ln^ —n(y). D a s geht, falls | C / m f | > 5 ist, und ü b r i g e n s auch für C / m — F ^ 
wei l dann X = 0 (m£) ist. G a n z entsprechend erledigt man den quadratischen 
F a l l , falls alle | C / m , | > 5 sind. M a n lese übe ra l l q(x) statt n(x) und h = B(x, y). 
D e r F a l l C / m f = F 4 bleibt jetzt offen. 

b) W i r bleiben z u n ä c h s t be im quadrat ischen F a l l . D u r c h obige U m f o r m u n g 
der vorgegebenen Einhei t q(x) + aq(y) konnten wi r erreichen, d a ß an allen m, 
mit | C / m t | > 5 gi l t : q(x) ̂  0, q(y) ̂  0. A n den anderen m, k ö n n e n wir erreichen, 
d a ß wenigstens q(x) ̂  0 ist. = 1, n = 0 falls q(x) ̂ 0;^ = 0,n = \ sonst.} D a m i t 
w i rd q(x) zu einer Einhei t . D a F rund ist, gibt es ein z e F mit q(y) = q(x) q(z), also 

q(x) + aq(y) = q(x) [1 + aq(zj] . 

N a t ü r l i c h ist q(x) auch Ä h n l i c h k e i t s n o r m von £ . Es fehlt der Nachweis , d a ß 
1 + aq(z) e N(E) ist. N a c h Hilfssatz 1.3 dür fen wi r dazu \+aq{z) mi t einer 
Einhei t 1 + a£2q(w) mi t £eC,weF* mul t ip l iz ieren . Im folgenden bezeichne a 
eine Ä h n l i c h k e i t s t r a n s f o r m a t i o n von F mi t der N o r m q(w). N u n gilt für jedes 
solche Paar £, w : 

[1 + aq(zy] [1 + a£2qMl = q(x') + aq(y') 

mit 

x' = q(w)~ 1 a(w) - a£a(z), / = z + f w . 

In der Ta t ist 

q(x') = 1 - a£B(z, w) + a2£2q(z)q(w), 

q[y')=q(z) + SB(z, w) + £ 2 <z(w). 

D u r c h geeignete W a h l von £eC und we F wol len wir erreichen, d a ß q(x'), 
q(y') und n a t ü r l i c h q(w) und 1 + fl£2g(w) Einhei ten sind. D a n n s ind wir fertig. 
N a c h dem chinesischen Restsatz k ö n n e n wi r w m o d m ^ F und £ m o d m , beliebig 



vorschreiben. Ist g (z )^0(m, ) , so schreiben wir ^ = 0(mf-) und w m o d m ^ F als 
irgend einen anisotropen V e k t o r von F / m , F vor. Sei jetzt m t ein maximales 
Ideal, für das q(z) = 0(m t) ist, also insbesondere | C / m f | ^ 5. W i r k ö n n e n d i m F > 2 
voraussetzen, denn für d i m F ^ 2 l äß t sich bekannt l ich auf E eine (assoziative) 
M u l t i p l i k a t i o n x • y e r k l ä r e n , so d a ß q(x • y) = q(x) q(y) für x, y e E gilt, und E 
ist ersichtl ich rund. Ist z e m , F , so k o m m e n wir mit £ = 1 und einer geeigneten 
Vorschrif t für q(w) m o d m , z u m Z i e l , denn der R a u m F / m , F stellt jedes Element 
=}=0 von C/m t - dar (z. B . [8] , S. 157). Sei jetzt z £ m.-F und z das B i l d von z in 
F / n ^ F . W i r k ö n n e n i n F = F/miF eine Zerlegung_F = H1G finden mit einer 
hyperbolischen Ebene H, die z en thä l t . D e r R a u m G hat nicht die D i m e n s i o n 1. 
Das ist klar , falls C / m , = F 4 ist, weil F nicht entartet ist. In den verbleibenden 
Fä l l en | C / m f | = 3,5 sieht man es so: F / r F = f ^ F / m ^ F ist runder R a u m ü b e r C / r . 

j 

A l s o ist F / m f F runder R a u m ü b e r C / m , . D i e A n n a h m e d i m F = 3 w i d e r s p r ä c h e 
unserem Beispiel 1.1, weil in F 3 , F 5 nicht jede Quadra t summe Quadra t ist. 
Daher ist der R a u m G universell . M a n w ä h l e nun £ = 1 m o d m, und w m o d m , F 
als Element von G mit geeigneter Vorschrif t für q(w). 

D e r bilineare F a l l geht entsprechend. M a n lese übe ra l l n statt q und 2B 
statt B. q.e.d. 

Bei Durchs ich t des soeben ge führ t en Beweises stellt man fest, d a ß nirgends 
ausgenutzt wurde, d a ß - etwa i m quadrat ischen Fa l le - q(x) + aq(y) eine Einhei t 

ist, sondern nur, d a ß für jedes m, mindestens eines der Elemente g(x), g(y) nicht 
in m, liegt. D a s führt uns auf ein in § 4 b e n ö t i g t e s 

Korollar 1.4. Sei F ein runder quadratischer Raum und ae C*. Weiter seien 
Vektoren x,ye F mit q(x)C + q(y)C = C gegeben. 

(i) Ist d i m F > 2 und \C/m{\ > 2 für alle m p so gibt es ein Produkt c von Ein­
heiten der Gestalt £2q(u) + n2q(v) mit u,ve F* und ̂ neC, so daß 

c(q(x) + aq(y)) = q(x') + aq(y') 

mit x' e F * , y' e F * ist. 
(ii) Dies bleibt auch für d i m F 5^2 richtig, falls | C / m f | > 3 für alle m,- ist. 
Die Analoga zu (i), (ii) gelten auch für einen runden Bilinearraum F. Man lese 

überall n statt q. 
Beweis, (i) wurde i m Beweis von Satz 1.2 gezeigt, desgl. (ii), sofern sogar 

| C / m f | > 5 für alle m , ist. U m (ii) unter der jetzigen s c h w ä c h e r e n Voraussetzung 
einzusehen, gehen wir den T e i l b) des Beweises von Satz 1.2 noch e inmal durch. 
W i r hatten ein vorgegebenes Element 1 + aq(z) mi t einer Einhei t 1 + a£2q(w) zu 
mul t ip l iz ieren, so d a ß für alle m, neben g ( w ) ^ 0 , 1 + a£2q(w)^0 noch 

l - f l £ f l ( z , w) + a2eq(z)q(w)$0 

q(z) + ZB(z, w) + £ 2 < 2 ( w ) ^ 0 

m o d m f erfüllt werden. Jetzt haben wi r uns nur noch i m Fa l le d i m F ^ 2 ü b e r 
die Vorschrif t an einer Stelle m , mit IC/m,! = 4 oder 5 Gedanken zu machen, 



an der ü b e r d i e s q(z) = 0(m,) ist. H a t z i n F / m t F das B i l d z = 0, so k o m m e n wir 
auf die Bedingungen q(w) =|= 0, £ ̂  0,1 + a £ 2 g ( w ) ^ 0, die sich ersichtl ich erfüllen 
lassen. Sei jetzt z 4= 0. D a n n l äß t sich z zu einem hyperbol ischen Vek to rpaa r 
zx = z, z 2 e r g ä n z e n und dieses Vek to rpaa r spannt F = F / m , F auf. M i t U r b i l d e r n 
zx =z, z2 i n F setzen wi r an : w = ^ Z j + A 2 z 2 , f = 1, und haben zu erfül len: 
x ^ O , A 2 E £ 0 , l + f l ^ A a ^ O , l - a ^ O , l + A ^ O . Das ist mög l i ch , falls 
|C/m 8 . | ^ 4 ist. 

D e r bil ineare F a l l , i n dem nur noch m, mit \C/mi\ = 5 zu betrachten sind, 
geht entsprechend. q.e.d. 

A l s bilineare Pfist er- Räume bezeichnen wir die R ä u m e (1) und 
(1, a!) ® • • • (g) (1, mi t a, e C * , /c beliebig ^ 1. A l s quadratischen Pfister-Raum 
bezeichnen wi r das P r o d u k t P ® 93 eines beliebigen bil inearen Pfister-Raumes 
mit einem b i n ä r e n quadrat ischen R a u m 93, der die 1 darstellt. 

Theorem 1.5. a) Jeder quadratische Pfisterraum ist rund. 
b) Jeder bilineare Pfisterraum P über einem lokalen Ring ist rund. 
c) Jeder bilineare Pfisterraum P über einem semilokalen Ring C mit IC/mJ > 2 

für alle m , ist rund. 
d) Über einem beliebigen semilokalen Ring ist das doppelte 2xP jedes 

bilinearen Pfisterraumes rund. 
Beispiel 1.6. F ü r jede 2-Potenz 2m ist die M e n g e G2™ aller Einhei ten von C , 

die Summen von 2m Quadra ten s ind, ü b e r jedem semilokalen R i n g C eine 
Gruppe . 

Beweis von Theorem 1.5. N a t ü r l i c h ist aufgrund von Satz 1.2 nur noch etwas 
zu zeigen, falls | C / m , | = 2 für mindestens ein m, ist. W i r wol len aber Satz 1.2 
nur in dem wesentlich einfacheren Fa l le , d a ß alle | C / m f | > 5 sind, ausnutzen. 

D a s P o l y n o m f(T) = T 3 -I- 6 T 2 — T + 1 ist, wie leicht zu sehen, ü b e r al len 
K ö r p e r n JFq mi t q^5 i r reduzibel . W i r betrachten die ganze kubische E r ­
weiterung D = C[T]l(f{T)) = C[t] von C , wobei t die Restklasse von T be­
zeichne. A u c h D ist ein semilokaler R i n g , denn ü b e r jedem maximalen Ideal 
k ö n n e n h ö c h s t e n s 3 maximale Ideale von D liegen. D hat aber keine 
R e s t k l a s s e n k ö r p e r mit weniger als 7 Elementen. Sei nun E ein bil inearer oder 
quadratischer Pfisterraum ü b e r C. D a n n ist D 0 E ein Pfisterraum ü b e r D , 

c 
also rund. F ü r ein vorgegebenes Element Xen(E*) bzw. q(E*) ist also 
D ( X ) F ^ D ( x ) [ ( > l ) ® F ] . W i r betrachten nun die Ver lagerung dieser beiden 

c c 
R ä u m e nach C bezüg l i ch der C - L i n e a r f o r m s.D^C, definiert durch s ( l ) = 1, 
s(t) = s(t2) = 0 (vgl. [13]), d . h . wi r gehen von den D-wert igen F o r m e n dieser 
R ä u m e durch Hinterschal ten von s zu C-wert igen quadrat ischen bzw. bil inearen 
F o r m e n übe r . D a d u r c h ergibt sich eine Isometrie 

s # ( D ) ( X ) F ^ ( D ) ( X ) W ® F . 
c c c 

H i e r bezeichnet s+(D) den C - V e k t o r r a u m D mit der Bi l inear form s(xy). Dieser 
R a u m hat bezgl. der Basis 1, - f , t2 die Gestal t (1)1 /1(0, 6). W i r erhalten also, 
d a ß k Ä h n l i c h k e i t s n o r m des Raumes £ 1 / 1 ( 0 , 6 ) ® E = F ist. Betrachten wir 



z u n ä c h s t den quadratischen F a l l ! A(0, 6 ) ® E ist ein hyperbolischer R a u m 
x A [ 0 , 0 ] mit r = d i m £ (z. B . [1] , S. 141, L e m m a 2.1). 
W i r erhalten 

E1 r x A [0, 0] ^ (A) ® £ 1 r x A [0 ,0 ] . 

D a für quadratische R ä u m e bei semi loka lem C die K ü r z u n g s r e g e l gilt ([5], 
vgl . [12]), ist £ ^ ( A ) ® £ , was zu zeigen war. Sei nun E bil inear. D i e von den 
N o r m e n aller xe E addi t iv erzeugte G r u p p e g £ u m f a ß t die N o r m g r u p p e 
g ( , 4 ( 0 , 6 ) ® £ ) = 2 C . Dahe r ist F = £ l r x A(0,0) ([4], L e m m a 6.1.2). W i r 
erhalten also 

E1 r x A (0,0) ^ (A) ® £ 1 r x A (0 ,0) . 

Aufgrund einer Veral lgemeinerung des O 'Mearaschen K ü r z u n g s s a t z e s ([4], 
Satz 6.1.3) erhalten wir E ̂  (A) ® £ , falls C l o k a l ist, und auch bei semi lokalem C , 
sofern E ein Element 2rj mit 77 e C * darstellt. Dies ist sicher der F a l l , wenn E 
das doppelte 2 x P eines Pfisterraumes ist. q.e.d. 

§ 2. Nullteiler und nilpotente Elemente in W(C) 

(vgl. [3, 7, 11, 14]) 

In diesem Paragraphen seien alle R ä u m e bi l inear (und nicht entartet). W i r 
nennen zwei R ä u m e £ , F ü b e r unserem semilokalen R i n g C äquivalent und 
schreiben E~~F, wenn es metabolische R ä u m e M , N gibt mit E±M ^F ±N. 
D i e Menge W ( C ) aller Ä q u i v a l e n z k l a s s e n ist ein R i n g (Kompos i t i onen von 
_L, ® induziert), und he iß t der W i t t r i n g von C (s. [4]). Das negative zu einer 
Ä q u i v a l e n z k l a s s e (E) w i r d dabei durch den R a u m — E r ep rä sen t i e r t , der aus E 
durch Ä n d e r u n g der Bi l inear form B zu — B entsteht. F ü r eine n a t ü r l i c h e Z a h l 
r > 0 schreiben wir für den R a u m r x( — E) auch (— r) x E. F ü r r — 0 bezeichne 
r x E den N u l l r a u m . 

Theorem 2.1. Jedes Torsionselement der additiven Gruppe von W(C) hat als 
Ordnung eine 2-Potenz. 

U m dies zu beweisen, b e n ö t i g e n wir z u n ä c h s t einen 

Hilfssatz 2.2. E und M seien Räume über C. Die von den Normen von E 
additiv erzeugte Normgruppe qE umfasse g M ; M und ELM seien metabolisch. 
Dann ist kx E metabolisch für jedes k ̂  3. 

Beweis. Es ist ELM ^ Elr x A(0,0) mit r = d i m M (s. [4] , 6.1.2). W i r 
k ö n n e n also M = r x ,4(0,0) voraussetzen. Sei x 1 ? . . . , x 2 n eine Basis von E 
und cct = n(xt). M a n übe r l eg t sich leicht, d a ß für k ̂  2 die metabolischen R ä u m e 
k x Elkr x A(0 ,0) und 

2n 

1 A(oLi9 0 ) 1 [/er + (k - 2) ri] x ,4(0,0) 
i = 1 

dieselbe N o r m g r u p p e haben. D a in beiden R ä u m e n mindestens eine hyper­
bolische Ebene enthalten ist, s ind sie i somorph (s. Beweis von [4] , 6.2.1). F ü r 



/ c ^ 3 e rhä l t man nun mit dem verallgemeinerten K ü r z u n g s s a t z von O ' M e a r a 
([4], 6.1.3): 

kxE^ 1 /!(«,•, 0 ) l ( fc - 2) n x 4 ( 0 , 0 ) . q.e.d. 
i = i 

Beweis von Theorem 2.1. W i r denken uns ein vorgegebenes Tors ions­
element von W(C) durch einen eigentlichen R a u m E = (a^ an) r ep rä sen t i e r t . 
Z u jedem fl-Tupel e = (ex, . . . ,£„) von Vorze ichen et = ±1 bi lden wir den R a u m 

n 
7c(e,a):= (g) (1,8,-a,.). 

/ = i 

Ers ich t l i ch ist (at) ® n(e, a) ^ (ef) ® 7r(e, a) für 1 ^ / <; n. Daher gilt 

£ ® 7r(e, a) — <p(e) x 7r(ß, a) (2.3) 

mit cp(e): = — + en. 
A u s (2.3) erhalten wir durch S u m m a t i o n ü b e r alle n-Tupel 8 

2" x E - 1 (p(e) x TT(£, Ö) . (2.4) 
r. 

Es g e n ü g t zu zeigen, d a ß jedes 7c(e, a) mit cp(£)4=0 in W ( C ) als O r d n u n g eine 
2-Potenz hat. N a c h (2.3) ist n(e, a) ein Torsionselement. W i r haben uns damit 
auf den F a l l z u r ü c k g e z o g e n , d a ß E von der F o r m n(e, a) ist. 

Sei also E ein Pfisterraum und m x E ~ 0 mit m > 0. W i r k ö n n e n einen R a u m 

M : = 4 ( 0 , ^ ) 1 • • • 1 4 ( 0 , br) 

finden, so d a ß m x ELM metabol isch ist. Z u jedem r -Tupe l n = (nl,... nr) von 
Vorze ichen bi lden wir den R a u m 

r 

i = 1 

F ü r jedes n ist 

g [ M ® n(n, &)] = 97T(^, ft) C g [ £ ® rcfa, fc)] , 

also nach Hfs. 2.2 der R a u m 3m x E ® 7r(̂ y, b) metabolisch. Sei 2 N > 3m. N a c h 
Theorem 1.5 d) ist 2N x E®n(n, b) ein runder R a u m . E r e n t h ä l t einen T e i l r a u m 
der Gestal t (A, - A ) mit A e C * , besitzt also ( - 1 ) als Ä h n l i c h k e i t s n o r m . F ü r 
jedes rj ist somit 2N+1 x £ ® 7r(yy, fc) metabol isch. Summat ion ü b e r alle rj ergibt 
2 iv + r+i x £ _ o . q.e.d. 

W i e bei Pfister ([11], S. 120) l äß t sich auch hier das soeben bewiesene 
Theorem verschär fen z u 

Satz 2.2. In W(C) gibt es keine Nullteiler ungerader Dimension. 

Satz 2.3. (vgl. [11] , Satz 17, Satz 22). Das Nilradikal von W(C) besteht aus 
den Torsionselementen gerader Dimension. 



Beweis (Witt). W i r setzen sti l lschweigend alle auftretenden R ä u m e als 
eigentlich voraus. 

a) Sei d i m £ = 2m, 2 M x £ ^ 0 . W i r zerlegen £ in R ä u m e £ , = (£>;)®(1,a,) 
(i = 1,... m). Es ist 

Ef<»+1>^2ltx(b?)®Ei, 

also £ f ( " + 1 ) ® £ ~ 0 . Daher £ ® < m " + 2 > - 0 . 
b) S e i £ ( 8 ) r ~ 0 u n d £ ^ ( t f 1 , a j m i t ^ e C * . W i r zeigen, d a ß £ ein Tors ions­

element von W(C) liefert. M i t den i m Beweis von Theorem 2.1 e ingeführ ten 
H i l f s r ä u m e n 7t(e, ä) gilt nach (2.3) 

(p(e)r x n(e, a) ~ £ ® r ® rcfo a) ~ 0 . 

D i e 7r(£, ä) mi t cp(e) 4= 0 sind also Torsionselemente. N a c h (2.4) ist auch £ in 
W(C) Torsionselement. 

§ 3. Stufe eines lokalen Ringes 

In diesem Abschni t t sei C ein lokaler R i n g mit max ima lem Ideal m. 
Satz 3.1. Es sei 2eC* und E ein isotroper bilinearer Pfister-Raum über C. 

Dann gibt es einen Pfister-Raum P mit £ = (1, — 1 ) ® P . 
Beweis. Sei £ = (1, tfi)® ••• ® (1, an) und ohne E i n s c h r ä n k u n g n>\. W i r 

benutzen i m folgenden den R a u m V: = (Z2)n ü b e r dem K ö r p e r Z2 mit 2 Elemen­
ten als Indexmenge. Sei e l 9 e n die Standardbasis von V. Z u jedem V e k t o r 
x = eit + +eir(il< -• <ir) bezeichne ax das P r o d u k t atl... air. N a c h Voraus ­
setzung gibt es eine G l e i c h u n g 

I axu2

x=0 (3.2) 
xeV 

mit Elementen ux von C , die nicht alle in m liegen. W i r normieren die G l e i c h u n g 
so, d a ß u0 = 1 ist. F ü r eine beliebige Hyperebene W von V bezeichne Ew den 
in £ einbettbaren Pf is ter-Raum _L (ax) und cw das von Ew dargestellte Element 

xeW 
y axu\. M i t beliebig g e w ä h l t e m xeV\W und ebenfalls von Ew dargestelltem 

xeW 
dw l ä ß t sich (3.2) schreiben als G l e i c h u n g 

cw + axdw = 0 . 

Ist für mindestens eine Hyperebene W das Element cw Einhei t , so sind wir 
fertig: Ew hat ~ax = cwd^x als Ä h n l i c h k e i t s n o r m , also ist £ = (1, ax)® Ew 

= (1, — 1 ) ® Ew. Es k ö n n e n aber nicht alle cw in m liegen. D e n n dann erhielte 
m a n durch S u m m a t i o n ü b e r alle W: 

( 2 " - l ) c 0 + ( 2 " - 1 - l ) X cxem 
x±0 

mit cx\ = axux. A u s (3.2) w ü r d e 2 n _ 1 c 0 e m folgen, i m Wide r sp ruch z u c 0 = l 
u n d 2 e C * . q.e.d. 



A u s diesem Satz 3.1 folgt sofort (Pfister, Wit t ) 
Satz 3.3. Sei 2e C* und E ein Pfister-Raum. 
(i) E ist genau dann Torsionselement in W(Q, wenn ein Vielfaches r x E den 

Raum — E enthält. 
(ii) Hat E die Ordnung 2ß+1 in W{C) mit fi ̂  0, so ist 2" x £ das kleinste Viel­

fache von E, das — E enthält. 
Beweis. Ist - E i n 2* x E enthalten, so ist - 1 e N(2k x £ ) , also 2 * + 1 x E ~ 0. 

Umgekehr t folgt aus 2 " + 1 x E ~ 0 wegen 2 e C , d a ß 2 M x E s 2" x ( - £ ) ist, 
und somit, d a ß - E i n 2 M x £ einbettbar ist. D a m i t ist (i) k lar , sogar ü b e r einem 
semilokalen R i n g C mi t 2 e C * . Z u m Beweis von (ii) ist nur noch a u s z u s c h l i e ß e n , 
d a ß —E i n (2M — 1) x E enthalten ist. W ä r e dies nun der F a l l , so w ä r e 2 M x £ 
isotrop, aufgrund unseres Satzes 3.1 also schon 2 M x E — 0. q.e.d. 

A l s Stufe eines loka len Ringes C bezeichnen wir die kleinste Z a h l 5, z u der 
eine Re la t ion 

- l = c 2 + - . . + c s

2 

mit c , e C existiert (s = oo, falls —1 nicht Quadratsumme). D e r Spezialfall 
E = (1) v o n Satz 3.3 besagt, d a ß i m Fa l l e 2 e C * der R i n g C genau dann endliche 
Stufe s hat, wenn die G r u p p e W(C) endl ichen Exponenten h hat, und d a ß s dann 

h . 
die 2-Potenz —is t . 

Ist 2 G m, und 5 endl ich, 2k~1 < 5 g 2 \ so k ö n n e n wi r immer noch folgern, 
d a ß W(Q endl ichen Exponenten h hat, der 2k+1 teilt. M i r ist j edoch nicht klar , 
ob d a r ü b e r hinaus ein Zusammenhang zwischen der Stufe und Eigenschaften 
von W(C) besteht. Fo lg t aus einer Re la t ion 2 f c x ( l ) ~ 0 , d a ß ü b e r h a u p t ein 
Vielfaches r x ( l ) das Element - 1 darstell t? D i e Stufe braucht auch keine 
2-Potenz z u sein, wie schon der R i n g Z / 4 Z der Stufe 3 zeigt. 

Hilfssatz 3.4. Sei 2em und r eine 2-Potenz. Dann folgt aus einer Relation 
x 2 H + x\r = 0 mit Elementen xt e C , die nicht alle in der gleichen Kongruenz­
klasse m o d m liegen, daß die Stufe s^r ist. 

Beweis. G i b t es eine Te i l summe von r Quadra ten in x 2 + ••• + x\r, die eine 
Einhei t e ist, so ergibt unsere Re la t ion nach D i v i s i o n durch e eine Dars te l lung 
von - 1 als Summe von r Quadra ten , denn nach 1.6 ist Gr eine G r u p p e . Liegen 
aber alle Te i l summen von r G l i e d e r n aus x\ + •• • + x f r * n m > s o m ü s s e n alle x, 
zueinander m o d m kongruent sein. Dieser F a l l wurde ausgeschlossen. q.e.d. 

Satz 3.5. Sei 2 e m . C habe endliche Stufe s. Dann hat s die Gestalt 2k oder 
2 * - l . 

Beweis. Sei 2k~1 < s g 2k. W i r haben eine Re la t ion 

l + x ^ - h - - . - h x 2

+ 1 = 0 . 

Ist s ^ 2 f c - 2 , so k ö n n e n wi r Hilfssatz 3.4 anwenden mit x s + 2 = ••• =*2r = 0-
W i r erhalten den Wide r sp ruch s^2k~l. q.e.d. 

Beispiel 3.6. Ausgehend v o n dem R i n g C = Z / 4 Z lassen sich leicht lokale 
Ringe der Stufe 3 mit g r o ß e n R e s t k l a s s e n k ö r p e r n konstruieren. W i r betrachten 



allgemeiner einen loka len R i n g (C, m) mit 2k = k2 = 0 für alle kern. Sei D die 
Loka l i s i e rung C [ f x , f „ ] p des Polynomringes i n n Va r i ab len tt ü b e r C nach 
einem Pr imidea l p, das m C [ r 1 , . . . r j u m f a ß t . D a n n ist D eine Erwei terung 
von C , welche dieselbe Stufe wie C besitzt. Sei n ä m l i c h 

-i=to~7i) 2 + - - + ( g - l f s ) 2 

eine G l e i c h u n g i n D mi t / i , ^ e C [ f l 5 . . . f„], # ^ p. M i t einem weiteren nicht i n p 
gelegenen P o l y n o m h haben wi r eine G l e i c h u n g 

-(gh)2 = f ? + • • • + / / . 

M i t # bzw. / bezeichnen wi r die Po lynome , die aus gh und den fh entstehen, 
indem wi r alle G l i ede r mit Koeffizienten in m einfach weglassen. Wegen 
unserer Voraussetzung ü b e r m ist g2 = (gh)2, f2 =(fih)2 und sicher #=f=0, da 
sogar g $ p. W i r vergleichen nun in der G l e i c h u n g 

- 3 2 = /V + -+/7 
die Koeffizienten des h ö c h s t e n M o n o m e s bzgl . der lexikographischen A n ­
ordnung, das in einem der f2 w i r k l i c h auftritt, und sehen, d a ß — 1 schon i n C 
Summe von s oder weniger Quadra ten ist. 

§ 4. Annullatoren runder Formen 

W i r nennen zwei quadratische R ä u m e £ , F äquivalent, und schreiben 
E ^ F , falls es hyperbolische quadratische R ä u m e M , N gibt mi t E1M ^ F 1 N . 
D i e Ä q u i v a l e n z k l a s s e n aller quadrat ischen R ä u m e ü b e r C bi lden eine Gruppe , 
die Wi t tgruppe Wq(C) (vgl. [1] , Chap te r V) . Wq(C) ist durch das Tensor­
produkt ein M o d u l ü b e r dem W i t t r i n g W{Q der bi l inearen R ä u m e . Jeder 
quadratische R a u m E ist or thogonale Summe N1E0 eines hyperbolischen 
Raumes N mi t einem anisotropen R a u m E0 (vgl. [4] , 3.2.1). D a nun für quadra­
tische R ä u m e ü b e r semi lokalem C die K ü r z u n g s r e g e l gilt ([5], s. auch [12]), 
ist - wie i m K ö r p e r f a l l e - die Ä q u i v a l e n z k l a s s e von E durch die Isomorphie-
klasse von E0 gekennzeichnet. W i r nennen E0 einen Kernraum von E. 

Theorem 4.1. Sei E runder quadratischer Raum über C und E nicht hyper­
bolisch. Es gelte eine der folgenden Voraussetzungen: 

a) d i m £ > 2, | C / m f | > 2 für alle m f ; 
b) d i m F = 2, IC/m,! > 3 für alle m f , für jedes m, mit | C / m f | = 4 ist F / m , F 

anisotrop. 
Behauptung. Das Annullatorideal von (E) e Wq(C) in W(C) wird durch die 

Räume (1, —k) mit k e N(E) erzeugt. 
Beweis. W i r k ö n n e n uns auf den F a l l z u r ü c k z i e h e n , d a ß E anisotrop ist. 

Ist E n ä m l i c h i sot rop und rund und E0 ein K e r n r a u m von F , so folgt aus 
N ( £ ) = 4(F*) = C * mi t der K ü r z u n g s r e g e l N(E0) = C*9 also a fort ior i , d a ß E0 

rund ist. 



Sei ab jetzt £ anisotrop und / das von den (1, — X) mi t Xe N(E) in W(Q 
erzeugte Ideal, das sicherl ich i m Annu l l a to r idea l A n n £ enthalten ist. F ü r 
beC* und eine Einhei t c = £2q(x) + bn2q(y) mi t x , y e £ * ; £,rjeC g i l t : 

(l,fe) = ( c ) ® ( l , f e ) m o d / . (4.2) 

In der Tat w i rd E von (1, - c ) ® ( l , Z ? ) annull ier t (s. Hilfssatz 1.3) und damit 
auch von dem dazu m o d / kongruenten R a u m 

F = (q(x\bq{y), - c , -bc). 

D a der T e i l r a u m (q(x),bq(y\ — c) i sotrop ist, hat F die Gestal t NLG mit 
metabol ischem N und b i n ä r e m eigentlichen G , und es ist £ = G = 0 m o d / . 
Kongruenzen der A r t (4.2) werden wir i m folgenden ohne besondere E r w ä h n u n g 
häuf ig ausnutzen. 

Angenommen , A n n £ + / . Sei F = (b1, ...,fen) ein eigentlicher R a u m m i n i ­
maler D i m e n s i o n n mit F 0 m o d / , F ® E ~ 0. D e r R a u m (b2,..., &n) ® £ m u ß 
einen zu ( — fcj)® £ i somorphen K e r n r a u m besitzen. Daher gibt es eine G l e i ­
chung 

bl+b2q(x2)+-+bHq{Xn) = 0 (4.3) 

mit x , e £ . W i r wol len z u n ä c h s t F m o d u l o / zu einem R a u m F' = (b\, ...,b'n) 
a b ä n d e r n , so d a ß sogar 

fei +fc'2 + ••• +K = 0 

ist. Aufg rund von K o r o l l a r 1.4 gibt es ein P roduk t c von Einhei ten der Gestal t 
£2q(x) + bilb2n2q(y) mi t x , yeE*, ^neC, so d a ß c(bt +b2q(x2)) sich in der 
Gestal t blq(x\)-\-b2q(x2) mit x ' 1 ? x'2 e £ * schreiben läßt . M i t fej1 = c~ 1biq(x'i) 
(i= 1, 2) gilt nach der anfangs gemachten Bemerkung 

(bu . . . , bn) = (c - 1 bx, c - 1 b 2 , b 3 , • • • b„) = (b\, b'2, ft3,... b„) 

m o d / und es ist fei + b'2 -I- b3 q(x3) + ••• +bbq(xn) = 0. M a n setze das Ver ­
fahren fort. 

W i r k ö n n e n also annehmen, d a ß für unseren R a u m F = (bx ...,bn) die 
Summe bl H +bn = 0 ist. Sei eu ...,<?„ eine Or thogonalbas is von F mit 
H(e.) = &.. W i r wol len den isotropen V e k t o r 14 = ̂ + • • • + £ „ in eine meta­
bolische Ebene i V c f einbetten, so d a ß das orthogonale K o m p l e m e n t N1 = G 
eigentlich ist. Es ist dann F = NLG und wir erhalten den g e w ü n s c h t e n Wide r ­
spruch G ® £ — 0 zur M i n i m a l i t ä t von d i m £ . Dieses P rob l em ist l ö sba r , wenn 
es für jedes maximale Ideal m von C gelingt, das B i l d u e F/mF in eine meta­
bolische Ebene von F/mF mi t eigentl ichem orthogonalen K o m p l e m e n t einzu­
betten, und das wiederum ist genau dann m ö g l i c h , wenn es einen z u u or tho­
gonalen anisotropen V e k t o r i n F/mF gibt. 

Angenommen , für ein maximales Ideal m seien alle zu ü or thogonalen 
Vek to ren isotrop. Insbesondere s ind die Bi lde r der Vek to ren fc,-xf — fe/X; für 
i =t= j alle isotrop, d. h. bt = — ft, m o d m . D a sicherl ich n^3 ist, m u ß lern und 



bl = -"=bn m o d m sein. In diesem Fa l l e ist B ( w , x ) 2 = n(x) bx für alle xeE und 
unsere Aufgabe t a t s ä c h l i c h u n l ö s b a r . 

W i r m ü s s e n also den R a u m F = (bu ...,bn) zuvor m o d / so a b ä n d e r n , d a ß 
n 

immer noch £ b{= 0 ist, aber für kein m mit lern alle bt zueinander kongruent 
i 

sind. D a z u gehen wi r z u n ä c h s t z u (b^ 1)®F über , nehmen also ohne E i n s c h r ä n ­
k u n g der Al lgemeinhei t bx = 1 an. Sei c eine Einhei t der Gestalt £,2q{x) + n2b2q{y) 
mit x , y G E*, ^neC. D a n n ist 

c(l + b2) = q(x') + b2qty) 

mit x ' = £ x — 7jb2y> / = + Angenommen , q(x') und s ind Einhei ten. 
D a n n gilt mi t b\=c~lq(x'\ b'2 = c~1b2q(y') wie oben: 

F = {c~l,c~ lb2, fo3,..., bn) = (b\9 b'2, fe3,..., bn) 

m o d / und es ist n ̂  3 und auch 

b\ +b'2+bz + . . . + fc„ = 0 . 

W i r wol len nun X J G £ * u n d £, G C so w ä h l e n , d a ß neben den für alle max i ­
malen Ideale m zu er fü l lenden Bedingungen q(x') 0, q(y') ^ 0, c ̂  0, an den m 
mit 2 G m zusä tz l i ch nicht b\ = b'2 = b3 ist. D a n n s ind wir fertig. Ist 2 £ m oder 
nicht 1 = b2 =. ^ 3 , so k o m m e n wi r mi t 1, irgendwelchen anisotrop vor­
geschriebenen B i lde rn für x , y i n E/mE u n d f/ = 0 z u m Z i e l . Sei jetzt m ein 
maximales Ideal mi t 1 =b2 = b3(m) und 2 G m . D e r R a u m E = E/mE e n t h ä l t 
eine Ebene ^ 4 [1,5] mit z u n ä c h s t beliebigem aeC/m, das wi r aber durch 
A b ä n d e r u n g des entsprechenden Basiselementes der Ebene immer z u #=0 
machen k ö n n e n , weil \C/m\ > 2 ist. W i r schreiben die Bi lder von x, y i n E/mE 
als Vek to ren mit der Wertetabelle 4 [1,5] vor und weiter £ = 1. D a n n haben 
wi r für das B i l d rj von n i n C / m folgende Vorschr i f ten: 

l+5*y 2=N0, l + r j + ä ^ + O , >j=N0, 

wobei die Fo rde rung rj=\= 0 gleichwertig z u b\ ̂  1 ist. Diese Vorschrif ten lassen 
sich für | C / m | >4, also ^ 8 , ersichtl ich erfüllen und für | C / m | = 4 genau dann, 
wenn 5=f= 1 ist. Sei jetzt \C/m\ =4. Ist d i m £ > 2 , so ist £ = 4 [ 1 , 5 ] ± G mi t un i ­
versellem G , und wi r k ö n n e n diese Zer legung leicht so a b ä n d e r n , d a ß 5 #= 1 ist. 
Ist d i m £ = 2 und 5 = 1, so ist £ = 4[0 ,0] und man sieht leicht, d a ß der hier 
eingeschlagene W e g keinen Er fo lg hat. q.e.d. 

Bemerkung 4.4. Ist C ein K ö r p e r , so s ind die ü b e r C i n Theorem 4.1 gemach­
ten E i n s c h r ä n k u n g e n überf lüss ig . Es ist dann n ä m l i c h a p r io r i k lar , d a ß der 
bilineare R a u m F i m Beweis anisotrop sein m u ß , auch für Charakter i s t ik 2. 
In der G l e i c h u n g (4.3) kann man die Gl i ede r mi t g(x,) Nichte inhei t , also = 0, 
weglassen und sofort den Wide r sp ruch he rbe i füh ren [Wi t t , unve rö f fen t l i ch t ] . 
Ü b e r einem K ö r p e r C der Charakter i s t ik 2 w i r d auch der A n n u l l a t o r eines 
runden Bilinearraumes E durch eigentliche b i n ä r e R ä u m e erzeugt. Dies ergibt 
sich ä h n l i c h dem soeben skizzierten Beweis, wei l jetzt auch i n jeder Ä h n l i c h ­
keitsklasse von B i l i n e a r r ä u m e n genau eine Isomorphitklasse von anisotropen 
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R ä u m e n liegt ([4], 8.2.1, [15]). { Ü b e r beliebigen lokalen Ringen mit 2 N i c h t -

einheit braucht das nicht der F a l l zu sein, s. z. B . [4] , 9.3.8.} 

A u s Theorem 4.1 folgt mit Satz 1.2, d a ß ein Torsionselement der Wi t t ­

gruppe Wq(C), das durch einen runden R a u m r e p r ä s e n t i e r t werden kann , 

2 -Potenz-Ordnung hat, sofern alle | C / m , | > 2 sind. Meines Wissens ist i m Fa l l e 

2 £ C * nicht bekannt, ob jedes Torsionselement von Wq(C) 2 -Potenz-Ordnung 

hat. 
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