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Runde Formen iiber semilokalen Ringen*

MANFRED KNEBUSCH
Herrn Ernst Witt zu seinem 60. Geburtstag am 26. Juni 1971 gewidmet

Das Analogon zu der von A. Pfister entdeckten Tatsache, daB eine quadra-
tische Form (1,a,) ® --- ® (1, a,) tiber einem Korper fiir beliebiges k ,,rund* ist
([10], Theorem 1), bleibt iiber jedem lokalen Ring C sowohl fiir nichtausgeartete
quadratische als auch fir nichtausgeartete symmetrisch bilineare Formen
richtig. Wir werden dies sogar iliber nahezu jedem semilokalen Ring beweisen,
s. Theorem 1.5. Falls C lokal mit 2 Einheit ist, werden wir daraus folgern kénnen,
daB die Stufe von C, d. h. die kleinste Anzahl von Quadraten in C, die man
benotigt, um — 1 als Quadratsumme darzustellen, eine 2-Potenz ist, sofern —1
iberhaupt Quadratsumme ist (vgl. [9, 10]). Ist 2 nicht Einheit, so braucht dies
nicht wahr zu sein, wie schon C =7Z/4Z zeigt. Doch konnen im lokalen Falle
fiir die Stufe neben 2", 0 hochstens noch Werte 2" — 1 auftreten.

Weiter verallgemeinern wir den Satz von Witt [unveroffentlicht], daB das
Annullatorideal eines runden quadratischen Raumes binir erzeugt wird, auf
semilokale Ringe. Leider scheint {iber die Annullatorideale der runden bi-
linearen Raume iiber lokalen Ringen, in denen 2 nicht Einheit ist, nichts bekannt
Zu sein.

Aus der Tatsache, daB3 die Formen (1,4,)® --- ®(1, a;) rund sind, lassen
sich auch iiber semilokalen Ringen die bekannten Folgerungen iiber die
Struktur des Wittringes W(C) ziehen ([11], vgl. [7, 14]). Wir werden uns
hieriiber jedoch kurz fassen, weil es inzwischen einen elementareren Zugang zu
Pfisters Struktursidtzen iiber semilokalen Ringen gibt, s. [3].

Alle in dieser Arbeit wiedergegebenen Beweise wurden 1967/68 iiber
Korpern von Witt gefunden. Das meiste wurde inzwischen in {7] und [14]
dargestellt. Bei der Ubertragung der Wittschen Beweise auf semilokale oder
auch nur lokale Ringe treten technische Komplikationen auf. Der Leser moge
sich klar machen, wie elegant und iiberaus kurz alle Beweise werden, wenn man
sich auf den Korperfall beschrankt.

Ich danke Herrn Prof. Witt herzlich fiir anregende Gespriache und Einsicht in seine Manu-
skripte.

Bezeichnungen. C ist stets ein semilokaler Ring, d.h. ein kommutativer
Ring mit Einselement, der nur endlich viele maximale Ideale m,, ... m, besitzt.
Wir setzen ohne wesentliche Einschrankung der Allgemeinheit immer voraus,

* Der Hauptteil dieser Arbeit wurde, neben anderen Resultaten, bereits in dem Bericht [6]
skizziert.
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daB C keine Idempotenten +0,1 besitzt. Mit r bezeichnen wir das Radikal
(= Durchschnitt der m;), mit C* die Einheitengruppe von C. Unter einem
(symmetrisch) bilinearen Raum E iiber C verstehen wir einen freien, endlich
erzeugten C-Modul E, versehen mit einer symmetrischen bilinearen Form
B:E x E—C. Wir beschreiben E hiufig durch die Wertematrix (B(e,, ej)) Zu
einer Basis e, ... e,. Der Raum E (oder die Form B) hei3e nicht entartet, falls
die Determinante dieser Matrix eine Einheit ist. Ein bindrer nichtentarteter

Raum hat eine Matrix ( ) fiir die wir kurz A(a, B) schreiben. Dabei muB

a1l
1B
1 —af e C* sein. Ein bilinearer Raum E heile eigentlich, falls E nichtentartet
ist und das von den Werten B(x, x) mit x € E in C erzeugte Ideal mit C iiberein-
stimmt. Dann besitzt E eine Orthogonalbasis, d.h. ist zu einem Raum
(A)L---L(4,) mit 4;e C* isomorph ([4], Lemma 5.4.1'). Fiir eine solche
orthogonale Summe schreiben wir auch (4,, ..., 4,). Der Raum E heiBt metqa-
bolisch, falls E orthogonale Summe bindrer Rdume der Gestalt A(a, 0) ist
(vgl. [4]), hyperbolisch, falls dabei iiberdies alle Koeffizienten a=0 gewihit
werden konnen. {Ist 2e C*, so ist jeder metabolische Raum hyperbolisch,
s.[4].}

Unter einem quadratischen Raum E iiber C verstehen wir einen freien
endlich erzeugten C-Modul E, versehen mit einer quadratischen Form g, d. h.
einer Abbildung q:E— C, so daB fiir x, y € E, 2 € C gilt: q(4 x) = A2q(x), q(x + y)
= gq(x) + q(y) + B(x, y) mit bilinearer Form B. Wir beschreiben E oft durch die
Wertetabelle [a;;], a;;:=q(e)), a;;:= Bl(e;, ¢)) fiir i %}, zu einer Basis {¢;} von E
iiber C. Der quadratische Raum E hei3e nicht entartet, falls B nicht entartet ist.
al
1B
Dafiir schreiben wir kurz A [«, 8]. Dabei muB 1 —4af e C* sein. Orthogonale
Summe von Kopien von A[0, 0] bezeichnen wir als hyperbolische Raume.
Neben dem Tensorprodukt bilinearer Rdume ([2], § 1, Def. 11) haben wir auch
zu einem bilinearen Raum (E, B,) und einem quadratischen Raum (F, g,) ein
Tensorprodukt E ® F. Dies ist der Modul E ® F, versehen mit der quadrati-
schen Form g, die folgendermaBen charakterisiert werden kann: g(x ®y)

= B, (x, x) q,() fiir beliebige x € E, y € F; die Bilinearform zu g ist das Tensor-
produkt B, ® B, (z. B. [1], S. 145). Ist 2 € C*, so stammt jede symmetrische
Bilinearform B von genau einer quadratischen Form g her, ndmlich g(x)
= 1/2 B(x, x), und es besteht kein Unterschied zwischen bilinearen und quadra-
tischen Raumen.

Fir die quadratischen bzw. bilinearen Formen aller auftretenden Raume
schreiben wir unterschiedslos g bzw. B, solange keine Verwirrung entstehen
kann. Die zu einer symmetrischen Bilinearform B gehoérige Normform B(x, x)
bezeichnen wir im aligemeinen mit n(x). Die orthogonale Summe von r Kopien

Ein nicht entarteter bindrer quadratischer Raum hat eine Wertetabelle

! Wie mir verschiedene Herren freundlicherweise mitteilten, fehlt in der letzten Aussage des
Lemmas 5.4.1 und einem Teil von § 5.5 aus [4] irrtiimlich die Voraussetzung, daB C keine nicht-
trivialen Idempotente hat.
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eines Raumes E bezeichnen wir mit r x E. Alle in dieser Arbeit betrachteten
Riaume werden stillschweigend als nicht entartet vorausgesetzt, sofern nicht
ausdriicklich etwas anderes gesagt wird. Ein Raum E heiBe isotrop, falls er
einen Vektor x mit g(x) =0 bzw. n(x) = 0 enthilt, der sich zu einer Basis von E
erginzen laBt. Sonst heiBe E anisotrop.

§ 1. Konstruktion runder Riume

Sei E quadratischer oder bilinearer Raum. E* bezeichne die Menge der
strikt anisotropen Vektoren, d. h. der x € E mit g(x) € C* bzw. n(x) e C*. Mit
N(E) bezeichnen wir die Gruppe der Ahnlichkeitsnormen von E, d. h. die Gruppe
aller A€ C* mit Ex~(4)® E. Wir nennen mit Witt E rund, falls q(E*)= N(E)
bzw. n(E*)= N(E) ist.

N.B. Allgemein gilt fiir bilineares E: Ist 1 e n(E*), so ist N(E) C n(E*). Ist
n(E*)C N(E), n(E*) + 0, so ist 1 € n(E*), also E rund. Entsprechend fiir quadra-
tisches E.

Beispiele 1.1. (vgl. [7], S. 23, 24). Ein binirer bilinearer oder quadratischer
Raum ist genau dann rund, wenn er die 1 darstellt. Runde Rdume E einer
ungeraden Dimension n> 1 kénnen nur selten auftreten: Da N(E)= C*? ist
(man betrachte die Determinante von E), muBl E=~n x (1) sein und iiberdies
jede Einheit von C, die sich als Summe von n Quadraten schreiben 148t, selbst
Quadrat sein. Zumindest bei lokalem C folgt daraus leicht, daB liberhaupt jede
Einheit, die Quadratsumme ist, ein Quadrat ist. Das spitere Kor. 1.4 zeigt,
daB dies auch bei semilokalem C sicher richtig ist, wenn alle |C/m;| > 3 sind.

Satz 1.2. Die Anzahl |C/m;| der Elemente jedes Restklassenkorpers C/m;
mége mindestens 3 sein. Dann gilt fiir beliebiges a e C*: Ist F ein runder bilinearer
oder quadratischer Raum, so ist (1,a) ® F ebenfalls rund.

Fir den Beweis benotigen wir

Hilfssatz 1.3. Sei F quadratischer oder bilinearer Raum, A, p€ N(F), ae C*,
& neC. Ist e:=E*) +n*ap Einheit, so ist ¢ Ahnlichkeitsnorm von (1,a)® F.

Beweis (Witt). Es ist
Aaw)=()®(1,aly).

Man tensoriere beide Seiten mit F.

Wir brauchen spiter Satz 2.2 vor allem fiir den Fall, daB alle C/m; min-
destens 7 Elemente enthalten. Das wird im Teil a) des folgenden Beweises ohne
besondere Miihe gezeigt. Den komplizierteren Teil b) kann der Leser zundchst
iiberschlagen.

Beweis von Satz {.2. a) Im bilinearen Falle ist zu zeigen, daB fiir beliebige
x,y F das Element g(x, y): =n(x) +an(y) in N(E) liegt, sofern es Einheit ist.
Nach Hilfssatz 1.3 ist es klar, wenn iiberdies n(x) und n(y) Einheiten sind. Ist
dies nicht der Fall, so kénnen wir zu g(x, y) eine Einheit der Gestalt &2 + an?
mit &, n € C multiplizieren und brauchen uns nur davon zu iiberzeugen, dal
das Produkt in N(E) liegt, denn auch &2 +an? ist Ahnlichkeitsnorm. Man
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verifiziert sofort, daf3
o(x, y) (&* +an?)=o(lx —any, &y +nx)

ist. Wir wollen &, n so wihlen, daBl neben &2 +an? auch n(éx —any) und
n(¢y +nx) Einheiten sind. Dann sind wir aufgrund des Hilfssatzes fertig. Wir
haben also fiir jedes maximale Ideal m; die Bedingungen

E+an*£0 (m)
En(x) —aién+a’n*n(y)£0 (m,)
En(y) +ién +n’n(x)£0 (m,)

zu erfiillen mit der Abkiirzung A =2B(x, y). Nach dem chinesischen Restsatz
kénnen wir die Restklassen von £, nmodm; beliebig vorschreiben, haben also
nur gewisse Ungleichungen in Korpern zu erfiillen. Ist n(x)%0, n(y)%£0 mod m,,
so wahlen wir ¢=1, n=0modm, Sei jetzt n(x)=0modm;,, also sicherlich
n(y) %0 (m;). Wir miissen ¢ 0 wihlen und wiéhlen, ohne eine Chance zu ver-
spielen, £=1. Dann ist modm; zu erfiillen: n*% —a™"', nan(y)% 41, n%0,
An% —n(y). Das geht, falls |[C/m;|>35 ist, und ibrigens auch fir C/m,=1JF,,
weil dann A=0 (m,) ist. Ganz entsprechend erledigt man den quadratischen
Fall, falls alle |C/m;| > 5 sind. Man lese iiberall g(x) statt n(x) und 4= B(x, y).
Der Fall C/m;=1IF, bleibt jetzt offen.

b) Wir bleiben zunédchst beim quadratischen Fall. Durch obige Umformung
der vorgegebenen Einheit g(x) + aq(y) konnten wir erreichen, daB3 an allen m;
mit |C/my| > 5 gilt: q(x) £0, q(y) £ 0. An den anderen m; konnen wir erreichen,
daB wenigstens q(x) £ 0ist. {{=1,n=0fallsq(x)£0; ¢ =0,n =1 sonst.} Damit
wird g(x) zu einer Einheit. Da F rund ist, gibt es ein z € F mit q(y) = q(x) g(z), also

q(x) +aq(y)=q(x) [1 +aq(2)] .

Natiirlich ist g(x) auch Ahnlichkeitsnorm von E. Es fehlt der Nachweis, daB
1 +aq(z)e N(E) ist. Nach Hilfssatz 1.3 diirfen wir dazu 1+ aq(z) mit einer
Einheit 1 + aé2q(w) mit & € C, w e F* multiplizieren. Im folgenden bezeichne o
eine Ahnlichkeitstransformation von F mit der Norm g(w). Nun gilt fiir jedes
solche Paar &, w:

[1+aq(2)][1+a&*q(w)]=q(x)+aq(y)
mit
x' =q(w)"'a(w)—ala(z), y=z+¢w.
In der Tat ist
q(x') =1—a&B(z, w) + a*£*q(z)q(w)
q(y') =q(2) + EB(z, w) + E2q(w) .

Durch geeignete Wahl von ¢ e C und we F wollen wir erreichen, daB g(x’),
q(y') und natiirlich g(w) und 1 + a&%q(w) Einheiten sind. Dann sind wir fertig.
Nach dem chinesischen Restsatz kénnen wir w modm; F und & modm;, beliebig
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vorschreiben. Ist g(z) £ 0(m;), so schreiben wir £ =0(m;) und w modm;F als
irgend einen anisotropen Vektor von F/m,F vor. Sei jetzt m; ein maximales
Ideal, fiir das g(z) = 0(m;) ist, also insbesondere |C/m;| < 5. Wir konnen dim F > 2
voraussetzen, denn fiir dimF < 2 148t sich bekanntlich auf E eine (assoziative)
Multiplikation x - y erkldren, so daB gq(x - y) =q(x) q(y) fiir x, y € E gilt, und E
ist ersichtlich rund. Ist ze m;F, so kommen wir mit £ =1 und einer geeigneten
Vorschrift fiir g(w) modm; zum Ziel, denn der Raum F/m;F stellt jedes Element
%0 von C/m; dar (z. B. [8] S. 157). Sei jetzt z ¢ m;F und Z das Bild von z in
F/m,;F. Wir konnen in F = F/m,F eine Zerlegung | F=H 1 G finden mit einer
hyperbolischen Ebene H, die 7 enthilt. Der Raum G hat nicht die Dimension 1.
Das ist klar, falls C/m; = IF, ist, weil F nicht entartet ist. In den verbleibenden
Fillen |C/m;| = 3,5 sieht man es so: F/rF = [ [ F/m,F ist runder Raum iiber C/r.

J

Also ist F/m;F runder Raum iiber C/m;. Die Annahme dim F = 3 widerspriche
unserem Beispiel 1.1, weil in IF;, IFs nicht jede Quadratsumme Quadrat ist.
Dabher ist der Raum G universell. Man wihle nun ¢ = 1 mod m; und w mod m; F
als Element von G mit geeigneter Vorschrift fiir g(w).

Der bilineare Fall geht entsprechend. Man lese iiberall n statt g und 2B
statt B. q.ed.

Bei Durchsicht des soeben gefiihrten Beweises stellt man fest, daB nirgends
ausgenutzt wurde, daB —etwa im quadratischen Falle — g(x) + aq(y) eine Einheit
ist, sondern nur, daB fiir jedes m; mindestens eines der Elemente g(x), g(y) nicht
in m, liegt. Das fiihrt uns auf ein in § 4 benétigtes

Korollar 1.4. Sei F ein runder quadratischer Raum und ae C*. Weiter seien
Vektoren x,y € F mit q(x)C + q(y)C = C gegeben.

(i) Ist dimF > 2 und |C/m;| > 2 fiir alle m;, so gibt es ein Produkt c von Ein-
heiten der Gestalt £2q(u) +n*q(v) mit u,ve F* und &, ne C, so daB

c(g(x) +aq(y) =q(x') +aq(y)
mit x' € F*, y' € F* ist.

(i) Dies bleibt auch fiir dimF <2 richtig, falls |C/m,| >3 fiir alle m, ist.

Die Analoga zu (i), (ii) gelten auch fiir einen runden Bilinearraum F. Man lese
itberall n statt q.

Beweis. (i) wurde im Beweis von Satz 1.2 gezeigt, desgl. (ii), sofern sogar
|C/m;| > S fiir alle m; ist. Um (ii) unter der jetzigen schwicheren Voraussetzung
einzusehen, gehen wir den Teil b) des Beweises von Satz 1.2 noch einmal durch.
Wir hatten ein vorgegebenes Element 1 + aq(z) mit einer Einheit 1 + a&*q(w) zu
multiplizieren, so daB fiir alle m; neben g(w) £0, 1 + a¢2q(w) £ 0 noch

1 —a¢B(z, w) +a*¢%q(z) g(w) £ 0
q(2) + &B(z, w) + E2q(w) %0

modm; erfiillt werden. Jetzt haben wir uns nur noch im Falle dimF <2 iiber
die Vorschrift an einer Stelle m; mit |C/m;| =4 oder 5 Gedanken zu machen,
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an der iiberdies g(z) =0(m;) ist. Hat z in F/m;F das Bild Z=0, so kommen wir
auf die Bedingungen g(w) £ 0, £ £0, 1 + a&2q(w) £ 0, die sich ersichtlich erfiillen
lassen. Sei jetzt z+ 0. Dann 148t sich Z zu einem hyperbolischen Vektorpaar
Z, =Z,7, erginzen und dieses Vektorpaar spannt F = F/m,F auf. Mit Urbildern
z,=2, 2z, in F setzen wir an: w=4,z, + 4,z,, £=1, und haben zu erfiillen:
A1 %0, 4, %0, 1+ai;4,%0, 1 —al, %0, 1+4,%0. Das ist moglich, falls
|C/m;| =4 ist.

Der bilineare Fall, in dem nur noch m; mit |C/m,;| =5 zu betrachten sind,
geht entsprechend. g.ed.

Als bilineare Pfister-Ridume bezeichnen wir die Rdume (1) und
(1,a,)® - ®(1, @) mit a;€ C*, k beliebig = 1. Als quadratischen Pfister-Raum
bezeichnen wir das Produkt P ® B eines beliebigen bilinearen Pfister-Raumes
mit einem bindren quadratischen Raum B, der die 1 darstellt.

Theorem 1.5. a) Jeder quadratische Pfisterraum ist rund.

b) Jeder bilineare Pfisterraum P iiber einem lokalen Ring ist rund.

c) Jeder bilineare Pfisterraum P iiber einem semilokalen Ring C mit |C/m;| > 2
Sur alle m; ist rund.

d) Uber einem beliebigen semilokalen Ring ist das doppelte 2 x P jedes
bilinearen Pfisterraumes rund.

Beispiel 1.6. Fiir jede 2-Potenz 2™ ist die Menge G,.. aller Einheiten von C,
die Summen von 2™ Quadraten sind, iiber jedem semilokalen Ring C eine
Gruppe.

Beweis von Theorem 1.5. Natiirlich ist aufgrund von Satz 1.2 nur noch etwas
zu zeigen, falls |C/m;| = 2 fiir mindestens ein m; ist. Wir wollen aber Satz 1.2
nur in dem wesentlich einfacheren Falle, daB alle |C/m;| > S sind, ausnutzen.

Das Polynom f(T)=T3+6T?— T + 1 ist, wie leicht zu sehen, iiber allen
Koérpern IF, mit ¢ <5 irreduzibel. Wir betrachten die ganze kubische Er-
weiterung D= C[T]/(f(T))= C[t] von C, wobei t die Restklasse von T be-
zeichne. Auch D ist ein semilokaler Ring, denn iiber jedem maximalen Ideal
konnen hochstens 3 maximale Ideale von D liegen. D hat aber keine
Restklassenkérper mit weniger als 7 Elementen. Sei nun E ein bilinearer oder
quadratischer Pfisterraum iiber C. Dann ist D (X) E ein Pfisterraum iiber D,

C

also rund. Fiir ein vorgegebenes Element Aen(E*) bzw. q(E*) ist also
D) E=D (X)[(1)® E]. Wir betrachten nun die Verlagerung dieser beiden

C C
Riaume nach C beziiglich der C-Linearform s:D— C, definiert durch s(1) =1,
s(t)=s(t?)=0 (vgl. [13]), d. h. wir gehen von den D-wertigen Formen dieser
Riume durch Hinterschalten von s zu C-wertigen quadratischen bzw. bilinearen
Formen iiber. Dadurch ergibt sich eine Isometrie

s« DR E=s,D) QM RE.
C C C

Hier bezeichnet s, (D) den C-Vektorraum D mit der Bilinearform s(xy). Dieser
Raum hat bezgl. der Basis 1, —t, t* die Gestalt (1) L A(0, 6). Wir erhalten also,
daB A Ahnlichkeitsnorm des Raumes E L A(0, 6) ® E = F ist. Betrachten wir
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zunichst den quadratischen Fall! A(0,6)® E ist ein hyperbolischer Raum
~r x A[0,0] mit r=dimE (z. B. [1], S. 141, Lemma 2.1).
Wir erhalten
Elrx A[0,0]=()®ELrx A[0,0].

Da fiir quadratische Rdume bei semilokalem C die Kiirzungsregel gilt ([5],
vgl. [12]), ist E = (4)® E, was zu zeigen war. Sei nun E bilinear. Die von den
Normen aller x e E additiv erzeugte Gruppe gE umfaBt die Normgruppe
g(A(0,6)® E)=2C. Daher ist F~ELlrx A(0,0) ([4], Lemma 6.1.2). Wir
erhalten also

ELrx A(0,0)=()®ELr x A(0,0).

Aufgrund einer Verallgemeinerung des O’Mearaschen Kiirzungssatzes ([4],
Satz 6.1.3) erhalten wir E = (1) ® E, falls C lokal ist, und auch bei semilokalem C,
sofern E ein Element 2y mit n e C* darstellt. Dies ist sicher der Fall, wenn E
das doppelte 2 x P eines Pfisterraumes ist. q.ed.

§ 2. Nullteiler und nilpotente Elemente in W (C)
(vgl. [3,7, 11, 14])

In diesem Paragraphen seien alle Rdume bilinear (und nicht entartet). Wir
nennen zwei Radume E, F iiber unserem semilokalen Ring C dquivalent und
schreiben E ~ F, wenn es metabolische Rdume M, N gibt mit ELM =F LN.
Die Menge W(C) aller Aquivalenzklassen ist ein Ring (Kompositionen von
1, ® induziert), und heiBt der Wittring von C (s. [4]). Das negative zu einer
Aquivalenzklasse (E) wird dabei durch den Raum — E reprisentiert, der aus E
durch Anderung der Bilinearform B zu — B entsteht. Fiir eine natiirliche Zahl
r> 0 schreiben wir fiir den Raum r x (— E) auch (—r) x E. Fiir r =0 bezeichne
r x E den Nullraum.

Theorem 2.1. Jedes Torsionselement der additiven Gruppe von W(C) hat als
Ordnung eine 2-Potenz.

Um dies zu beweisen, ben6tigen wir zunéchst einen

Hilfssatz 2.2. E und M seien Riume iiber C. Die von den Normen von E
additiv erzeugte Normgruppe gE umfasse gM; M und E L M seien metabolisch.
Dann ist k x E metabolisch fiir jedes k = 3.

Beweis. Es ist ELM=~Elrx A(0,0) mit r=dimM (s. [4], 6.1.2). Wir
konnen also M =r x A(0,0) voraussetzen. Sei x, ..., x,, eine Basis von E
und a; = n(x;). Man iiberlegt sich leicht, daB fiir k > 2 die metabolischen Rdume
k x E Lkr x A(0,0) und

2n

1 A(a;, 0) L[kr + (k — 2) n] x A(0,0)

i=1
dieselbe Normgruppe haben. Da in beiden Rdumen mindestens eine hyper-
bolische Ebene enthalten ist, sind sie isomorph (s. Beweis von [4], 6.2.1). Fiir
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k = 3 erhidlt man nun mit dem verallgemeinerten Kiirzungssatz von O’Meara
([4], 6.1.3):

2n
kxEx= 1 A(x;,0)L(k—2)nx A(0,0). g.ed.

i=1
Beweis von Theorem 2./. Wir denken uns ein vorgegebenes Torsions-
element von W(C) durch einen eigentlichen Raum E =(a,, ..., a,) reprisentiert.
Zu jedem n-Tupel ¢ = (¢4, ..., &,) von Vorzeichen ¢; = + | bilden wir den Raum

n

(e, a):= X (1, ga).

i=1
Ersichtlich ist (a,) ® n(e, a) = (&) ® n(e, a) fiir | i <n. Daher gilt

E® n(e, a) ~ @(e) X n(e, a) (2.3)

mit @(e):=¢&, + - +¢,
Aus (2.3) erhalten wir durch Summation iiber alle n-Tupel ¢

2"x E~ 1 ole) xn(ea). (2.4)

Es geniigt zu zeigen, daB jedes n(e, a) mit ¢(g) +0 in W(C) als Ordnung eine
2-Potenz hat. Nach (2.3) ist n(¢, a) ein Torsionselement. Wir haben uns damit
auf den Fall zuriickgezogen, dal3 E von der Form n(e, a) ist.

Sei also E ein Pfisterraum und m x E ~ 0 mit m > 0. Wir konnen einen Raum

M:=A(0,b,)L - LAO,b,)

finden, so dall m x E_L M metabolisch ist. Zu jedem r-Tupel n =(y,, ... n,) von
Vorzeichen bilden wir den Raum

n(n, b)= ® (1, ;b)) .

i=1
Fiir jedes n ist

g[M ® n(n, b)] = gn(n, b) Cg[E @ n(n, b)],

also nach Hfs. 2.2 der Raum 3m x E ® n(n, b) metabolisch. Sei 2V > 3m. Nach
Theorem 1.5 d) ist 2V x E ® n(n, b) ein runder Raum. Er enthilt einen Teilraum
der Gestalt (4, —4) mit 4e C*, besitzt also (— 1) als Ahnlichkeitsnorm. Fiir
jedes 7 ist somit 2¥*! x E ® n(n, b) metabolisch. Summation iiber alle 1 ergibt
VL E~Q. g.ed.

Wie bei Pfister ([11], S. 120) 148t sich auch hier das soeben bewiesene
Theorem verschirfen zu

Satz 2.2. In W(C) gibt es keine Nullteiler ungerader Dimension.

Satz 2.3. (vgl. [11], Satz 17, Satz 22). Das Nilradikal von W(C) besteht aus
den Torsionselementen gerader Dimension.
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Beweis (Witt). Wir setzen stillschweigend alle auftretenden Rdume als
eigentlich voraus.
a) Sei dimE =2m, 2* x E~0. Wir zerlegen E in Rdume E;=(b)® (1, a;)
(i=1,...m). Esist
ERW D22 x () ® E;,

also E®**1Y® E~0. Daher E®™#*2 ~ 0.

b)Sei E®"~0und E = (a,, ..., a,) mita; € C*. Wir zeigen, daB E ein Torsions-
element von W(C) liefert. Mit den im Beweis von Theorem 2.1 eingefiihrten
Hilfsrdumen =(e, a) gilt nach (2.3)

@(e) x n(e,a) ~ E®" @ n(e,a)~0.

Die n(e, a) mit ¢(g) +0 sind also Torsionselemente. Nach (2.4) ist auch E in
W (C) Torsionselement.

§ 3. Stufe eines lokalen Ringes

In diesem Abschnitt sei C ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m.

Satz 3.1. Es sei 2e C* und E ein isotroper bilinearer Pfister-Raum iiber C.
Dann gibt es einen Pfister-Raum P mit E=(1, —1)® P.

Beweis. Sei E=(1,a,)® --- ®(1, a,) und ohne Einschrankung n>1. Wir
benutzen im folgenden den Raum V : = (Z,)" iiber dem Korper Z, mit 2 Elemen-
ten als Indexmenge. Sei e, ..., e, die Standardbasis von V. Zu jedem Vektor
x=e; + - +e (iy <--- <i,) bezeichne a, das Produkt a;, ...a; . Nach Voraus-
setzung gibt es eine Gleichung

Y aui=0 (3.2)
xeV
mit Elementen u, von C, die nicht alle in m liegen. Wir normieren die Gleichung
so, daB u, = 1 ist. Fiir eine beliebige Hyperebene W von V bezeichne Ey den
in E einbettbaren Pfister-Raum | (a,)und cy das von E,, dargestellte Element

xeW
a u?. Mit beliebig gewidhltem x € V' \ W und ebenfalls von Ey, dargestelltem
W XX

dyw 1aBt sich (3.2) schreiben als Gleichung
cw+ady=0.

Ist fiir mindestens eine Hyperebepe W das Element cy Einheit, so sind wir
fertig: Ey hat —a,=cydy,' als Ahnlichkeitsnorm, also ist E=(1,a,)® Ey
~(1, —1)® Ey. Es konnen aber nicht alle ¢y, in m liegen. Denn dann erhielte
man durch Summation iiber alle W:
"=+ ' =1 Y c,em
x#0
mit c,:=au2. Aus (3.2) wiirde 2" ¢, e m folgen, im Widerspruch zu ¢y =1
und 2 e C*. q.ed.
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Aus diesem Satz 3.1 folgt sofort (Pfister, Witt)

Satz 3.3. Sei 2e C* und E ein Pfister-Raum.

(1) E ist genau dann Torsionselement in W (C), wenn ein Vielfaches r x E den
Raum —E enthilt.

(i) Hat E die Ordnung 2*** in W (C) mit u 2 0, so ist 2* x E das kleinste Viel-
fache von E, das — E enthiilt.

Beweis. Ist — E in 2% x E enthalten, so ist — 1 € N(2* x E), also 2**! x E~0.
Umgekehrt folgt aus 2**! x E~0 wegen 2e C*, daB 2* x Ex=2* x (—E) ist,
und somit, daB — E in 2* x E einbettbar ist. Damit ist (i) klar, sogar iiber einem
semilokalen Ring C mit 2 € C*. Zum Beweis von (ii) ist nur noch auszuschlieBen,
daB —E in (2* — 1) x E enthalten ist. Wire dies nun der Fall, so wire 2* x E
isotrop, aufgrund unseres Satzes 3.1 also schon 2* x E ~ 0. q.ed.

Als Stufe eines lokalen Ringes C bezeichnen wir die kleinste Zahl s, zu der
eine Relation

—l=ct+ - +¢?

mit ¢;€ C existiert (s=o00, falls —1 nicht Quadratsumme). Der Spezialfall
E =(1) von Satz 3.3 besagt, daB im Falle 2 € C* der Ring C genau dann endliche
Stufe s hat, wenn die Gruppe W (C) endlichen Exponenten h hat, und daB s dann
die 2-Potenz % ist.

Ist 2e m, und s endlich, 2~ ! < s < 2* so kénnen wir immer noch folgern,
daB W(C) endlichen Exponenten h hat, der 2**! teilt. Mir ist jedoch nicht klar,
ob dariiber hinaus ein Zusammenhang zwischen der Stufe und Eigenschaften
von W(C) besteht. Folgt aus einer Relation 2* x (1) ~0, daB iiberhaupt ein
Vielfaches r x (1) das Element —1 darstellt? Die Stufe braucht auch keine
2-Potenz zu sein, wie schon der Ring Z/4Z der Stufe 3 zeigt.

Hilfssatz 3.4. Sei 2 e m und r eine 2-Potenz. Dann folgt aus einer Relation
x2 + --- +x2,=0 mit Elementen x; € C, die nicht alle in der gleichen Kongruenz-
klasse modm liegen, daf3 die Stufe s<r ist.

Beweis. Gibt es eine Teilsumme von r Quadraten in x? + -+ + x3,, die eine
Einheit ¢ ist, so ergibt unsere Relation nach Division durch ¢ eine Darstellung
von — 1 als Summe von r Quadraten, denn nach 1.6 ist G, eine Gruppe. Liegen
aber alle Teilsummen von r Gliedern aus x? + --- + x3, in m, so miissen alle x;
zueinander modm kongruent sein. Dieser Fall wurde ausgeschlossen. q.ed.

Satz 3.5. Sei 2 e m. C habe endliche Stufe s. Dann hat s die Gestalt 2* oder
2k 1.
Beweis. Sei 2~ ! < s < 2*. Wir haben eine Relation

T+xi+-+x2,=0.

Ist s<2¥—2, so kénnen wir Hilfssatz 3.4 anwenden mit x ,,= - =Xx,,=0.
Wir erhalten den Widerspruch s <271 q.ed.

Beispiel 3.6. Ausgehend von dem Ring C =7Z/4Z lassen sich leicht lokale
Ringe der Stufe 3 mit groBen Restklassenk6rpern konstruieren. Wir betrachten
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allgemeiner einen lokalen Ring (C, m) mit 24 = A2 =0 fiir alle A e m. Sei D die
Lokalisierung C[t, ..., t,], des Polynomringes in n Variablen ¢; iiber C nach
einem Primideal p, das mC[t,,...t,] umfaBt. Dann ist D eine Erweiterung
von C, welche dieselbe Stufe wie C besitzt. Sei nimlich

—1=(@ 1)+ +@ ' £

eine Gleichung in D mit f;,ge C[t,, ... t,], g ¢ p. Mit einem weiteren nicht in p
gelegenen Polynom h haben wir eine Gleichung

—(@gh*=fi+-+ 7.

Mit § bzw. f; bezeichnen wir die Polynome, die aus gh und den f;h entstehen,
indem wir alle Glieder mit Koeffizienten in_m einfach weglassen. Wegen
unserer Voraussetzung iiber m ist G2 =(gh)?, f? =(f;h)* und sicher §+0, da
sogar § ¢ p. Wir vergleichen nun in der Gleichung

—@ =1+ +f]

die Koeffizienten des hochsten Monomes bzgl. der lexikographischen An-
ordnung, das in einem der f 2 wirklich auftritt, und sehen, daB — 1 schon in C
Summe von s oder weniger Quadraten ist.

§ 4. Annullatoren runder Formen

Wir nennen zwei quadratische Raume E, F dquivalent, und schreiben
E ~ F, falls es hyperbolische quadratische Riume M, N gibt mit ELM ~F L N.
Die Aquivalenzklassen aller quadratischen Ridume iiber C bilden eine Gruppe,
die Wittgruppe Wq(C) (vgl. [1], Chapter V). Wq(C) ist durch das Tensor-
produkt ein Modul iiber dem Wittring W(C) der bilinearen Raume. Jeder
quadratische Raum E ist orthogonale Summe N LE, eines hyperbolischen
Raumes N mit einem anisotropen Raum E (vgl. [4], 3.2.1). Da nun fiir quadra-
tische Rdume iiber semilokalem C die Kiirzungsregel gilt ([5], s. auch [12]),
ist — wie im Korperfalle — die Aquivalenzklasse von E durch die Isomorphie-
klasse von E, gekennzeichnet. Wir nennen E, einen Kernraum von E.

Theorem 4.1. Sei E runder quadratischer Raum iiber C und E nicht hyper-
bolisch. Es gelte eine der folgenden Voraussetzungen:

a) dimE > 2, |C/m,| > 2 fiir alle m;;

b) dimE =2, |C/m;| > 3 fiir alle m,, fur jedes m; mit |C/m)|=4 ist E/m;E
anisotrop.

Behauptung. Das Annullatorideal von (E)e Wq(C) in W(C) wird durch die
Rdume (1, — ) mit A e N(E) erzeugt.

Beweis. Wir konnen uns auf den Fall zuriickziehen, daB3 E anisotrop ist.
Ist E ndmlich isotrop und rund und E, ein Kernraum von E, so folgt aus
N(E)=q(E*)= C* mit der Kiirzungsregel N(E,) = C*, also a fortiori, dal} E,
rund ist.
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Sei ab jetzt E anisotrop und I das von den (1, —A) mit A€ N(E) in W(C)
erzeugte Ideal, das sicherlich im Annullatorideal AnnE enthalten ist. Fir
b e C* und eine Einheit ¢ = £2g(x) + bn*q(y) mit x, ye E*; {,ne C gilt:

(1L =(c)®(1,b)mod] . 4.2)

In der Tat wird E von (1, —c)® (1, b) annulliert (s. Hilfssatz 1.3) und damit
auch von dem dazu mod! kongruenten Raum

F=(q(x)7 b(I()’)a —C, —bC)

Da der Teilraum (q(x), bq(y), — ¢) isotrop ist, hat F die Gestalt N1 G mit
metabolischem N und bindrem eigentlichen G, und es ist F=G=0modl.
Kongruenzen der Art (4.2) werden wir im folgenden ohne besondere Erwihnung
haufig ausnutzen.

Angenommen, AnnE % 1I. Sei F=(b,, ..., b,) ein eigentlicher Raum mini-
maler Dimension n mit F £0modI, F ® E ~0. Der Raum (b,, ..., b,) ® E muBl
einen zu (—b,)® E isomorphen Kernraum besitzen. Daher gibt es eine Glei-
chung

b, +b,q(x;) + -+ + b,q(x,) =0 4.3)

mit x; € E. Wir wollen zundachst F modulo I zu einem Raum F' = (b, ..., b))
abdndern, so daB sogar
by +by+ - +b,=0

ist. Aufgrund von Korollar 1.4 gibt es ein Produkt ¢ von Einheiten der Gestalt
E2q(x)+ by 'byn?q(y) mit x, y€ E*, &, ne C, so daB c(b, + b,q(x,)) sich in der
Gestalt b,q(x})+ b,q(x;) mit x, x, € E* schreiben 148t. Mit b, =c~'b,q(x})
(i=1, 2) gilt nach der anfangs gemachten Bemerkung

(by, ..., b)=(c"1by, ¢~ 1by, by, ... b) = (b}, b, by, ... by)

mod! und es ist by + b, + b3 q(x3)+ -~ +b,q(x,)=0. Man setze das Ver-
fahren fort.

Wir koénnen also annehmen, daB fiir unseren Raum F=(b, ..., b,) die
Summe b, + - +b,=0 ist. Sei e, ..., e, eine Orthogonalbasis von F mit
n(e)=b,. Wir wollen den isotropen Vektor u=e, + --- +e, in eine meta-
bolische Ebene N C F einbetten, so daB das orthogonale Komplement N* =G
eigentlich ist. Es ist dann F = N 1 G und wir erhalten den gewiinschten Wider-
spruch G ® E ~ 0 zur Minimalitdt von dim F. Dieses Problem ist 16sbar, wenn
es fur jedes maximale Ideal m von C gelingt, das Bild u e F/mF in eine meta-
bolische Ebene von F/mF mit eigentlichem orthogonalen Komplement einzu-
betten, und das wiederum ist genau dann mdoglich, wenn es einen zu u ortho-
gonalen anisotropen Vektor in F/mF gibt.

Angenommen, fiir ein maximales Ideal m seien alle zu u orthogonalen
Vektoren isotrop. Insbesondere sind die Bilder der Vektoren b;x; — b;x; fir
i #j alle isotrop, d. h. b;= —b; modm. Da sicherlich n >3 ist, muB3 2€ m und
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b, =--- =b, mod m sein. In diesem Falle ist B(u, x)> = n(x) b, fiir alle x € E und
unsere Aufgabe tatsdchlich unlosbar.
Wir miissen also den Raum F =(b,, ..., b,) zuvor mod] so abindern, daB3

n

immer noch ) b; = 0ist, aber fiir kein m mit 2 € m alle b, zueinander kongruent

1
sind. Dazu gehen wir zunichst zu (b; ') ® F iiber, nehmen also ohne Einschrén-
kungder Allgemeinheit b, = 1 an. Sei c eine Einheit der Gestalt £2g(x) +n2b,q(y)
mit x, ye E*, £, ne C. Dann ist

c(1+by)=q(x") + byq(y)

mit x'=¢&x —nb,y, y =&x +ny. Angenommen, g(x’) und g(y’) sind Einheiten.
Dann gilt mit b} = ¢~ 'q(x), by =c'b,q(y’) wie oben:

F=(c"' ¢ by, bs,...,b,)= (b}, by, bs, ..., by)
mod I und es ist n=3 und auch
by +by+by+---+b,=0.

Wir wollen nun x, ye E* und &, n e C so wihlen, daB neben den fiir alle maxi-
malen Ideale m zu erfiillenden Bedingungen g(x')£0, q(y') %0, c %0, an den m
mit 2 € m zusitzlich nicht by =b’, = b, ist. Dann sind wir fertig. Ist 2 ¢ m oder
nicht 1 = b, = b;, so kommen wir mit ¢ =1, irgendwelchen anisotrop vor-
geschriebenen Bildern fiir x, y in E/mE und n=0 zum Ziel. Sei jetzt m ein
maximales Ideal mit 1 =b, =b;(m) und 2e m. Der Raum E = E/mE enthilt
eine Ebene = A[1,a] mit zunichst beliebigem a e C/m, das wir aber durch
Abénderung des entsprechenden Basiselementes der Ebene immer zu +0
machen koénnen, weil |C/m| > 2 ist. Wir schreiben die Bilder von x, y in E/mE
als Vektoren mit der Wertetabelle A[1,a] vor und weiter £ = 1. Dann haben
wir fiir das Bild # von n in C/m folgende Vorschriften:

1+an*+0, 1+7+an*+0, 7+0,

wobei die Forderung 77 + 0 gleichwertig zu b, % 1 ist. Diese Vorschriften lassen
sich fiir |C/m| >4, also =8, ersichtlich erfiillen und fiir |C/m| =4 genau dann,
wenn a + 1 ist. Sei jetzt [C/m|=4. Ist dimE > 2, so ist Ex A[1,a] L G mit uni-
versellem G, und wir kénnen diese Zerlegung leicht so abindern, daB @+ 1 ist.
Ist dimE =2 und a=1, so ist E= A[0, 0] und man sieht leicht, daB der hier
eingeschlagene Weg keinen Erfolg hat. q.ed.

Bemerkung 4.4. Ist C ein Korper, so sind die iiber C in Theorem 4.1 gemach-
ten Einschrinkungen iiberfliissig. Es ist dann nidmlich a priori klar, da der
bilineare Raum F im Beweis anisotrop sein muB, auch fiir Charakteristik 2.
In der Gleichung (4.3) kann man die Glieder mit g(x;) Nichteinheit, also =0,
weglassen und sofort den Widerspruch herbeifithren [Witt, unveréffentlicht].
Uber einem Koérper C der Charakteristik 2 wird auch der Annullator eines
runden Bilinearraumes E durch eigentliche bindire Raume erzeugt. Dies ergibt
sich dhnlich dem soeben skizzierten Beweis, weil jetzt auch in jeder Ahnlich-
keitsklasse von Bilinearrdumen genau eine Isomorphitklasse von anisotropen

3 Math. Ann. 193
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Riumen liegt ([4], 8.2.1, [15]). {Uber beliebigen lokalen Ringen mit 2 Nicht-
einheit braucht das nicht der Fall zu sein, s. z. B. [4], 9.3.8.}

Aus Theorem 4.1 folgt mit Satz 1.2, daf3 ein Torsionselement der Witt-
gruppe Wq(C), das durch einen runden Raum reprisentiert werden kann,
2-Potenz-Ordnung hat, sofern alle |C/m,| > 2 sind. Meines Wissens ist im Falle
2 ¢ C* nicht bekannt, ob jedes Torsionselement von W q(C) 2-Potenz-Ordnung
hat.
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