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Uber das Verhalten der Witt-Gruppe bei
galoischen Korpererweiterungen

M. KNEBUSCH und W. SCHARLAU

In dieser Note untersuchen wir quadratische Formen iiber beliebigen
Korpern. Wir studieren das Verhalten der Witt-Gruppe bei einer galoischen
Erweiterung des Grundkérpers; das wesentliche Hilfsmittel ist die in [12] ein-
gefiihrte Verlagerungsmethode. Im ersten Abschnitt beweisen wir einen Satz
von Rosenberg und Ware [11]: Ist L/K eine galoische Erweiterung von un-
geradem Grad mit Galois-Gruppe G, so ist W(K) = W(L)®. In den weiteren Ab-
schnitten definieren wir die Hohe eines Korpers als den Exponenten des
Torsionsteiles der Witt-Gruppe und untersuchen das Verhalten der Hohe bei
galoischen Korpererweiterungen. Es scheint uns, daB unsere diesbeziiglichen
Resultate weit davon entfernt sind, optimal zu sein. Deswegen formulieren wir
eine ganze Reihe von offenen Problemen und Vermutungen.

Wir betrachten nur Korper der Charakteristik =+ 2. Jedoch sind die Analoga
zu den Sitzen aus § 1 sowohl fiir die Witt-Gruppe der quadratischen Formen
als auch die der symmetrischen Bilinearformen ([2]) in Charakteristik 2
richtig. Die in den §§ 2—4 betrachteten Fragen sind in Charakteristik 2 un-
interessant.

Es bezeichne W(K) den Witt-Ring der nicht-singuldren quadratischen
Formen iiber K. Ist L/K eine Korpererweiterung, so liefert eine quadratische
Form g tiber K durch tensorieren mit L eine Form g, iber L. Man erhilt so
einen kanonischen Ringhomomorphismus r: W(K)— W(L). Ist L/K endlich
und s: L— K eine K-lineare Abbildung #0 und g: V— L eine nicht-singulare
quadratische Form, so ist sq: V- K eine nicht-singulare quadratische Form
iiber K. Diese Konstruktion liefert einen Gruppenhomomorphismus

S, W(L)- W(K)
(,,Verlagerung™).

§ 1. Ein Satz von Rosenberg und Ware

Ist L/K eine galoissche Erweiterung mit Galois-Gruppe G undistq: V—L
eine quadratische Form iiber L, so definieren wir fiir o € G die quadratische
Form ¢° folgendermaBen: Der zugrunde liegende Vektorraum ist Vo mit Vo=V
als abelsche Gruppen, aber der mit ¢~ getwisteten Skalarmultiplikation -:

iovi=c"YA)v, AeL, veV.
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Dann ist ¢°: V’— L, v—a(g(r)) eine quadratische Form. Diese Konstruktion
liefert eine Operation der Galois-Gruppe G auf der Witt-Gruppe W(L).

Lemma 1.1. Sei L/K endliche galoissche Erweiterung mit Galois-Gruppe G.
Ist q eine quadratische Form iiber L, so gilt
(Trp k)= (‘B q°,

ceG
Beweis. Der Homomorphismus
LRV->PDV, i@v—) it
6eG ceG
ist eine Isometrie.

Satz 1.2 (vgl. [11]). Ist L/K galoissche Erweiterung von ungeradem Grad,
so gilt
W(L)® = W(K).

Beweis. Der Grad von L/K sei 2n + 1, die Galois-Gruppe dieser Erweiterung
sei G. Sei x ein Erzeugendes von L, und s: L — K sei definiert durch s(1)=1,
s(x)= -+ =s(x?" =0. Die zusammengesetzte Abbildung

W(K)—> W(L)° = W(K)

ist Multiplikation mit 1 (vgl. [12]), also ist s, surjektiv. Zu s gibt es ein Element
ae L mit s(x)=Tr(ax) fir alle xe L. Nach Lemma 1.1 ergibt sich fiir die zu-
sammengesetzte Abbildung

W(L)GL W(K)-——> W(L)
rsulg)=rTrag = ¥ (agr =3 (00| @0
aeG o

denn ¢° =gq firr alle 0 € G. Nun sind nach Pfister ([8], Satz 11) Elemente un-
gerader Dimension keine Nullteiler, also ist insbesondere s, : W(L)¢ - W(K)
injektiv. q.e.d.

Bemerkung 1.3. Unter Benutzung anderer Methoden ([4]) 14Bt sich zeigen,
daB die Kohomologie-Gruppen H'(G, W(L)) fiir i > 1 verschwinden. Fir die
Lokalisierung 2™ > W(L) von W(L) nach der Halbgruppe der Potenzen von 2
besteht nimlich eine unkanonische Isomorphie

27FW(IL)Y = W(K)®, 2™ *Z[G]
Es ist zu vermuten, daB sogar der G-Modul W(L)/W,(L) induziert ist.

Bemerkung 1.4. Satz 1.2 wurde zuerst von Rosenberg u. Ware [11] bewiesen.
Rosenberg u. Ware reduzieren mittels des Satzes von Feit-Thompson das
Problem auf den Fall einer zyklischen Erweiterung, Sie stellten die Frage nach
einem direkten Beweis und erregten damit unser Interesse an diesem Problem,
wofiir wir ihnen herzlich danken. Herr Rosenberg wies uns auch darauf hin,
daf} sich der Beweis von 1.2 ohne den Satz von Pfister zu Ende fithren 1a8t:
Wir sahen rs,(q)=q® ¢ fir alle ge W(L)° und geeignetes ¢ € W(L)® und
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s,r(q)=¢q fir alle ¢'e W(K). Also

rHg)=rs,r(@)=r(q@)®¢,

also @ ~ (1) (wahle z.B. g'~(1)!), also sind s, und r zueinander invers.
Wir ergidnzen Satz 1.2 durch

Satz 1.5. Ist L/K eine endliche galoissche Erweiterung, so wird der Cokern von

r: W(K)- W(L)®
und der Kern von
Tr, : W(L)° - W(K)
von [L: K] annulliert.
Beweis. Die zusammengesetzte Abbildung

rTr,: W(L)° > W(K)-> W(L)®
ist Multiplikation mit [L: K].

§ 2. Die Hohe eines Korpers

Es bezeichne W,(K) die Torsionsuntergruppe von W(K). Nach Pfister [8]
ist W,(K) 2-primdr.

Definition 2.1. Die Héhe des Kérpers K ist die kleinste 2-Potenz h(K) = 2¢,
welche W,(K) annulliert. (Bei dieser Definition miissen wir auch h(K)=
zulassen.)

Beispiel 2.2. (i) Hat der Korper K endliche Stufe s [8], so gilt h(K)=2s;
jede ungerade-dimensionale Form hat namlich Ordnung 2s in der Witt-Gruppe.

(i1) Ist s= x, so ist h die kleinste Potenz von 2, so dal} jede Quadratsumme
schon Summe von h Quadraten ist. Das folgt aus Pfisters Satz 22 in [8], aus
dem sich ergibt, daBl W,(K) von den bindren Formen {1, —w) mit w Summe
von Quadraten erzeugt wird. Ein unveroffentlichter Satz von Witt (vgl. [3],§ 4)
liefert dariiber hinaus, daB3 das Ideal aller y € W(K) mit 2"y = 0 von den Formen
{1, —w) mit w Summe von 2" Quadraten erzeugt wird. Die Hohe spielt eine
wesentliche Rolle bei Pfisters Untersuchung definiter Funktionen ([9], siehe
auch [6, [3]).

Beispiel 2.3. Ist K = k(t) rationaler Funktionenkorper in einer Variablen,
so gilt
h(K)= sup h(k').
[k':k]<x
Das folgt sofort aus der Berechnung von W(K) in [7].

Beispiel 2.4. Ist k formal-reell und K rationaler Funktionenkorper in n Va-
riablen, so gilt h(K)=n+ 1. Das folgt sofort aus 2.2 (ii) und einem Satz von
Cassels [10, Satz B]. Durch Ubergang zu unendlich vielen Variablen folgt
insbesondere, dafl es Korper der Hohe ¢ gibt.
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Satz 2.5. Sei L/K eine galoissche Erweiterung vom Grad n=2%n, mit n,
ungerade. Dann gilt

h(L)|h(K) 24"~

Beweis. Nach Pfister und Witt wird, wie schon gesagt, W,(L) von 2-dimen-
sionalen Formen ¢ =1, —w) erzeugt. Mit f,(¢) bezeichnen wir die i-te
elementar-symmetrische Funktion in den Elementen ¢?, wobei die ¢ die Galois-
Gruppe G von L/K durchlaufen. In W(L) gilt die Gleichung

"= fi@ " 1+ + (=1 fi(@)=0. (¥)
Offenbar liegen alle f;(¢) in W,(L)°. Nach Lemma 1.1 ist

h(K)-n-fi(o)=(h(K) Trpx fi(®).=0,
also
h(K)- 2% fi(¢)=0.

Die Behauptung ergibt sich nun aus der Gl () unter Verwendung von
e"=2""1p. qed.

Satz 2.6. Sei L= K(\/&)/K eine quadratische Erweiterung. Dann gilt
h(L)|2h(K).

1. Beweis. Sei g € W,(L) und sei p=h(K)q. Dann ist Tr (yp)=yp®yp° =0,
wobei ¢ das nichttriviale Element der Galois-Gruppe bezeichnet. Dieselbe
Uberlegung, auf die Form (|/a)q angewandt, ergibt ([/E)w@(—l/a)wdzo,
Durch Multiplikation mit }/a folgt py @ (—y’) =0, also y@y=0. q.ed.

2. Beweis. Sei ¢ = {1, —w) e W,(L). Dann ist {1, — Npx(w)) e W,(K). Ist
namlich 2"{1, —w) =01in W(L), so ist 2"{1, — N x(w)> =0in W(K) (vgl. [13],
2.2.6). Die Gl. (x) lautet im Spezialfall einer quadratischen Erweiterung

O —(@@®P?) 9 +pp°=0
also
20=(p®¢°) @ — (=<1, = NLxW)> + (9@ ¢"),

und @@ ¢ sowie {1, — N x(w)) werden von h(K) annulliert.

Bemerkung 2.7. Wir wissen nicht, wie ,zahlreich” Korpererweiterungen
L/K sind, bei denen sich die Hohe vergroBert. Tatsdchlich kennen wir nur
ziemlich triviale Beispiele, bei denen das der Fall ist (z. B. €/R) und die immer
dadurch entstehen, daB man einen formal-reellen Ko6rper nicht formal-reell
macht (z. B. Q(ﬁ)/ Q). Wir kennen keine Beispiele von ungeraden Erweite-
rungen, bei denen sich die Hohe vergroBert, oder welche, bei denen sich die
Ho6he um mehr als den Faktor 2 vergréBert. Vermutlich gibt es jedoch solche
Beispiele; als Kandidaten fiir die Grundkoérper kimen z. B. die pythagordischen
Hiillen von rationalen Funktionenkdrpern iiber @Q in gentigend vielen Variablen
in Frage.
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§ 3. Ein Induktionsverfahren

In diesem Abschnitt benutzen wir das in [14] in einem anderen Zusammen-
hang eingefiihrte Induktionsverfahren, um die in Satz 2.5 gegebene Abschitzung
in vielen Fillen wesentlich zu verbessern.

Es sei G eine endliche Gruppe und Z[G] ihr Gruppenring. Mit a; bezeichnen
wir das von folgenden Elementen erzeugte Rechtsideal von Z[G]

{1+6+ - +6" 'loeG, o+1, n,=Ordnung(o)}
Dann ist agnZ-1 ein Ideal von Z; es bezeichne ¢(G) das nicht-negative

Erzeugende dieses Ideals.

Lemma 3.1. Sei L/K galoissche Erweiterung mit Galois-Gruppe G. Ist &(G)
ungerade, so ist
[[ W(M)-w(L)

KcM G L
surjektiv.

Beweis. Schreibe
G =r=X(1+0+ - +o" 1.
Nach Lemma 1.1 liegt fiir jedes g € W,(L)
rg=Z(l+o+ - +0" ") (tq)
im Bild des obigen Homomorphismus. Da W,(L) 2-primér ist, folgt die
Behauptung.

Lemma 3.2. Sei G eine nicht-zyklische elementar-abelsche Gruppe vom Typ
(p, --., p), mit p Primzahl. Dann ist ¢(G)=p.

Beweis (vgl. [13]). Wihle a,be G, die eine nicht-zyklische Untergruppe
erzeugen. Dann ist

l+a+ - +ar™!

+(1+ab+ --- +(abp~1)

+ .-

+(l+abP™ 4+ oo 4 (abP )P

+(1+b+ - +b27Y

—(1+b+ - +br" (1 +a+ - +a )=p.
¢(G) kann nicht 1 sein, weil a; unter der Augmentationsabbildung ZG—Z
ersichtlich auf pZ abgebildet wird. Also ist &(G)=p.

Korollar 3.3. Sei L/K galoissche Erweiterung mit elementar-abelscher Galois-
Gruppe G vom Typ (p, ..., p) mit p ungerade Primzahl. Dann gilt

h(L)|h(K)- 2771 .
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Beweis. Durch wiederholte Anwendung von Lemma 3.2 folgt:

[ wm-wiL

[M:K)=p

ist surjektiv. Nach Satz 2.5 teilt die Hohe h(M) aller dieser Zwischenk6rper M
die Zahl h(K)-2P~!. Daher gilt das gleiche fiir h(L).

Das Problem der Berechnung von &(G) fiihrt auf komplizierte gruppen-
theoretische Fragen, die einer besonderen Arbeit vorbehalten bleiben sollen.
Wir wollen nur noch andeuten, wie man eine Abschidtzung fiir h(L) erhilt,
wenn G = G(L/K) eine p-Gruppe ist, wobei p eine ungerade Primzahl ist:

Ist G zyklisch, so versagt die Induktionsmethode und man muB Satz 2.5
anwenden. Ist G nicht-zyklisch, so ist auch G/F nicht-zyklisch, wenn F die
Frattini-Gruppe bezeichnet. Ist K, der Fixkorper von F, so gilt nach dem
letzten Korollar

h(K,) | h(K)2r~".

Durch Fortsetzung des Verfahrens auf L/K, erhalten wir schlieBlich eine
Abschitzung fir h(L).

Vermutung: Es gibt eine Funktion ¢ : N —N mit folgender Eigenschaft: Ist
L/K Erweiterung vom Grad n. so gilt h(L)|¢(n) - h(K).

§ 4. Regulire Quadratklassen

Wir wollen abschlieBend die Frage aufwerfen, wie sehr die Hohe h(K)
=2"%) eines Korpers K bei Ubergang zu einer endlichen galoisschen Er-
weiterung L/K abnehmen kann. Da die Hohe ja nicht abnehmen kann, falls
[L: K] ungerade ist, konzentrieren wir uns auf den Fall [L: K]=2.

Definition 4.1. Eine Quadratklasse (a) + (1) von K heift regulir, falls r;(K([/;z))
>n(K)—1 ist.

Beispiel 4.2. Ist n(K)< 2, so sind alle Quadratklassen reguldr.

Beweis. n(K([/E))=0 bedeutet, dal3 K([//Z) reell-pythagordisch ist [14].
Dann ist aber auch K reell-pythagoriisch [1]. also #(K)=0.

Beispiel 4.3. Ist n(K) = 3, so ist (— 1) irreguldr, denn K(]/——El) hat die Stufe 1,
also Hohe 2.

Lemma 4.4. Von drei verschiedenen Quadratklassen (a), (b), (ab) ist wenigstens
eine regular.

Beweis. Nach [14] enthidlt der Kern von
W(K)— W(K(}/a) x W(K(/b)) x W(K()/ab))

nur Elemente der Ordnung < 2. Damit folgt leicht die Behauptung.
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Korollar 4.5. Fiir jede Quadratklasse (a)# (% 1) ist (a) oder (— a) reguldr.
Das folgt aus 4.2, 4.3 und 4.4

Satz 4.6. Sei a Summe von Quadraten in K und h(K) = 8. Die Quadratklasse

. h(K)
(— a) ist genau dann irreguliir, wenn a Summe von weniger als 4

Beweis. Fiir h(K)= x ist die Behauptung evident. Sei jetzt h(K) endlich.
h(K)

Ist a Summe von < 7 Quadraten, so ist —1 in K(]/ —a) Summe von

< h(K) h(K)

4 Quadraten, also von < 5 Quadraten und somit (— a) irregular.

Die Umkehrung folgt aus Satz 3.7 in [6].

Mit 4.2 und 4.6 haben wir bei nicht-reellem K eine Ubersicht iiber alle
irreguldren Quadratklassen gewonnen.

Quadraten ist.

h(K)

Satz 4.7. Sei K reell und a Summe von hochstens + 1 Quadraten,

(a)=* 1. Dann ist (a) regulir.
h(K)

Beweis. Ist a Summe von hdchstens — 1 Quadraten, so folgt dies

schon aus Satz 4.6 und Kor. 4.5. Daher konnen wir ab jetzt insbesondere
h(K) < > annehmen.
Angenommen, (a) ist irreguldr. Wir wihlen eine Quadratsumme c € K, zu

h(K)
3 + 1 Quadrate braucht. In L= K(]/;)

deren Darstellung man mindestens

haben wir eine Gleichung
h(L)

c=3 (xi+y|'l/5)2
i=1

mit x;, y; € K, somit

h(L) h(L)

c= Y xt+ad yt, Yxy=0.
i=1 i=1 i

h(K
Nach [10], Satz 2, ist Y x} - Y y? eine Summe von h(L)—1 < (—4)— — 1 Qua-

draten. Wir konnen daher c- (Zy,z) als Summe von

t

h(K) h(K) _ h(K)
4 —1+—4 +1———2

Quadraten schreiben, und ) y? ist sicherlich # 0. Nach dem gleichen Satz von
h(K)

Pfister 148t sich nun ¢ als Summe von Quadraten schreiben. Widerspruch!
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Vermutung. Ist h(K)= und L eine endliche reelle Korpererweiterung
von K, so ist auch h(L)= ~0. (Dies wurde im letzten Satz fiir L = K(l/;) mit a
Summe von Quadraten bewiesen.)

Zusatz bei der Korrektur. Herr Pfister hat Satz 2.5 inzwischen wesentlich verbessert und
unsere Vermutung Ende § 3 bewiesen [briefliche Mitteilung]: Fiir einen Kérper K bezeichne t(K)

die kleinste Anzahl von Quadraten, die erforderlich ist, um jedes totalpositive Element von K
als Quadratsumme zu schreiben. Fiir jede Korpererweiterung L/K vom Grade n gilt t(L) < nt(K).
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