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1. Einleitung

Sei ¢ eine quadratische Form iiber einem Korper K einer Charakteristik +2, die
wir stillschweigend stets als nicht ausgeartet voraussetzen. Ist ¢ nicht hyper-
bolisch, so betrachten wir zu allen Korpererweiterungen L von K in einem
Universalkorper, fir die ¢®L nicht hyperbolisch ist, die Dimensionen der
Kernformen ker(p®L) {Kernform=anisotroper Anteil}. Das Minimum dieser
Dimensionen ist eine 2-Potenz 2¢ [9, Proposition 6.1], und wir nennen d den
Grad deg(¢) der Form ¢. Einer hyperbolischen Form ordnen wir den Grad oo zu.
Der Grad von ¢ hingt ersichtlich nur von der Klasse {¢} von ¢ im Wittring W(K)
ab. Wir haben also eine numerische Funktion

deg: W(K)-»Nuoo.

Die Menge J,(K) aller Klassen {¢} mit Grad =n erweist sich als ein Ideal des
Ringes W(K) [loc.cit., Theorem 6.4]. Weil eine nicht hyperbolische Pfisterform
{1,4,)>®...®<1,a,) sicherlich den Grad n hat, umfaBt J,(K) die n-te Potenz I"(K)
des Fundamentalideals I(K) der Formen gerader Dimension in W(K) [loc.cit.,
Corollary 6.6]. Dies ist in anderer Formulierung der ,,Hauptsatz“ von Arason und
Pfister in der Arbeit [3].

Fiir n<2 148t sich leicht zeigen, daB J,(K) mit I"(K) iibereinstimmt [9, 6.2].
J3(K) besteht genau aus den Klassen {¢} mit dim¢ gerade, Diskriminante d(¢)=1
und Cliffordinvariante c¢(p)=1 [loc.cit., 6.2]. Die Frage, ob das Ideal J (K) mit
I"(K) iibereinstimmt, ist somit schon fiir n=3 offen und vermutlich schwierig.

Die vorliegende Arbeit ist aus der Beschiftigung mit dieser Frage entstanden.
Sei deg’ die zu der Filtrierung von W(K) durch die Potenzen I"(K) gehorige
Gradfunktion. Wir weisen zunéchst nach (§2), daB die Funktionen deg und deg’
,stabil gleich“ sind im folgenden Sinne: Zu jeder Form ¢ gibt es eine 2-Potenz 2!
mit

deg(2' x p)=deg'(2' x ¢).

Wir wenden uns dann einer Untersuchung der Ideale J, selbst zu. Unser Ziel ist, in
einschldgigen Situationen nachzuweisen, daB die J, dasselbe Verhalten haben wie
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die I". Das gelingt uns in § 3 fir die Scharlausche Verlagerung s, : W(L)— W(K) zu
einer endlichen Korpererweiterung L/K und K-Linearform s: L—K (vgl. [13,
Chapter 7]) und in §4 fiir die Restklassenabbildungen von W(K) nach W(K/v) zu
einer beliebigen Krull-Bewertung v auf K mit Restklassenkdrper K/v nicht von der
Charakteristik 2. Fiir eine henselsche Bewertung kdnnen wir im charakteristik-
gleichen Fall die Ideale J,(K) aus den Idealen J,(K/v) berechnen. Insbesondere
sehen wir, daB bei Ubereinstimmung der J(K/v) mit den I"(K/v) auch die J (K)
mit den I"(K) iibereinstimmen.

Aufbauend auf diesen Resultaten zeigen wir in §5 fiir einen rationalen
Funktionenkorper K(x) in einer Unbestimmten x, daB die Milnor-Sequenz [13,
Chapter 9]

0 W(K)— W(K(x)) —2 @ W(K[x]/p)-0"

fir jedes n=0 eine split-exakte Sequenz

OAJ,“(K)aJH,(K(x»—‘a'i»q,—)mx[x]/p)—»o

induziert. Die analogen Sequenzen fiir die I" finden sich schon bei Milnor [14,
Lemma 5.7]. Wir beweisen auch fiir die Formen iiber dem rationalen
Funktionenkorper K(x,,...,x,) in mehreren Variablen x,, ..., x, eine Gradformel
(§5, Satz 13). Diese 4Bt sich als eine sehr weitgehende Verallgemeinerung des
Normensatzes in [10, § 4] auffassen.

In § 6 fiihren wir einige wenige Fille an, in denen sich die Gleichheit von J, und
I" nachweisen 14Bt.

In § 7 befassen wir uns mit dem Phdnomen der Graderh6hung einer Form ¢
bei Erweiterung des Grundkorpers K zu dem Funktionenkoérper K(y) oder dem
Leitkorper oder dem totalen generischen Zerfallungskorper (vgl. [9, §5]) einer
weiteren Form y. Analoge Betrachtungen scheinen fiir die zu den I" gehorige
Gradfunktion deg’ auBer Reichweite aller bekannten Methoden zu sein. Somit
wird hier ein Vorteil der Ideale J, gegeniiber den I sichtbar.

Am Ende der Arbeit (§8) studieren wir auch die GraderhShung von ¢ bei
Multiplikation mit einer Pfisterform 7. Es war bereits bekannt [9, Proposition 6.9],
daB8

(*) deg(t®q)=degt+degep

ist. Wir behandeln jetzt den Fall, daB hier Ungleichheit auftritt.

Wir machen in der vorliegenden Arbeit oft Gebrauch von der Theorie der
generischen Zerfillung, wie sie in der Arbeit [9] dargestellt wurde. Deshalb
benutzen wir die dort entwickelte Terminologie, ohne diese hier erneut zu
erkldren.

AbschlieBend sei auf zwei Probleme hingewiesen, die uns fiir eine bessere
Erkenntnis der Ideale J, wichtig erscheinen:

A) Die Ungleichung (*) besagt, daBl I™J, in J,,,, enthalten ist. Gilt sogar
Jm‘]ng‘,m+n?

! pdurchliuft die normierten irreduziblen Polynome in K[x] und 4, ist die 2. Restklassenabbildung
zup
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B) Zu einer quadratischen Erweiterung L=K([/(2) hat man bekanntlich ein
exaktes Dreieck ([1, Satz 2.4], [6, Theorem 2.6])
W(L)

W(K) «—2t—W(K).

Hier ist i die kanonische Abbildung von W(K) nach W(L), s, die Verlagerung zu
der K-Linearform s:L— K mit s(1)=0, s([/3)=1 und p die Multiplikation mit der
Form (1, —d). Durch i wird J,(K) nach J (L), durch s, wird J,(L) nach J,(K) (vgl.
§3) und durch pu wird J (K) nach J,,,(K) abgebildet. Ist der so entstehende
Komplex

W(K)— W(L) - W(K) =5 T, (K)—> T (L) >

exakt? Die Exaktheit 1dBt sich bis zur Stelle J(L) nachweisen, wie in § 3 erldutert
wird.

2. Stabilititsbetrachtungen

Wir bezeichnen mit deg/() den Grad der Form ¢ iiber K zu der Filtrierung von
W(K), die durch die Ideale I"(K) gegeben wird, d.h. deg'(p)=sup{njpeI*(K)}.
Wegen I"(K)SJ,(K) gilt deg'(p) <deg(p).

Satz 1. Ist dim(g)=n, so gilt
deg(2" ' x @)= n— 1 +deg(ep).

Beweis. Es sei 0.E. ¢ =1, a,, ...,a,). Fiir jedes e =(e,, ..., ,)e {1, — 1}"~ ! setzen wir

n(e) : = g"()z {1,ga;.

Dies sind (n— 1)-fache Pfisterformen. Durch elementare Rechnung im Wittring
W(K) erhalten wir

1 ae)~2" 1 x (1

-3

und dann

2 'xo~ 1 o@nle).

Fener ist a{1,¢a;)> =e1,¢a4;), also
eQme)~(1+e,+ ... +¢,) x n(e).

Hier kann die rechte Seite als ein ungerades ganzzahliges Vielfaches einer
Pfisterform geschrieben werden, und auf solchen Formen stimmen deg’ und deg
iberein (s. [9, Corollary 6.10]). Es folgt

deg' (¢ ®@n(e)) =deg(e @n(e)) 2 n— 1 +deg(¢).
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Durch Summation iiber alle ¢ bekommen wir deg'(2"~! x @) =n— 1+ deg(p).

Ist K nicht formal reell, so gibt es zu der Form ¢ iiber K eine 2-Potenz 2* mit
2% x @ ~0. Fiir den Rest dieses Paragraphen sei daher K formal reell. Fiir die Form
¢ iiber K sei deg(¢) das Minimum der Grade deg(p®R), wo R die reellen
Abschliisse von K durchlduft. Dann bedeutet deg(p)=n genau, daB fiir jede
Anordnung « von K die Signatur sign,(¢) von ¢ beziiglich a durch 2" teilbar ist.
Offenbar ist deg(p) < deg(¢).

Satz 2. Es gilt
deg'(2* x @) =deg(2* x ¢)=deg(2* x ¢)
fiir alle geniigend grofen k.

Beweis. Sei d =deg(p). Offenbar ist dann deg(2* x )=k +d fiir alle k. Wir nehmen
jetzt die Bezeichnungen des Beweises von Satz 1 auf. Fiir jede Anordnung « von K
sei ¢;, das Signum von g, beziiglich @ und &, =(e,,, ...,¢,,). Dannist 1+¢&,,+... +¢,,
=sign,(¢p) durch 2¢ teilbar. Es folgt

deg'(2' x p@mile,)) =deg'(2' sign (@) x n(e,) 2 1+ d+n—1

fiir alle I. Ist ¢ aber nicht von der Form ¢, so hat n(e) fiir jedes o die Signatur 0, also
ist n(¢) eine Torsionsform. Fiir solche ¢ gilt also
2'x o @mn(e)~0
fiir alle geniigend groBe I. Summieren iiber alle ¢ gibt
deg(2*" I x@)2l+d+n—1 '
fiir alle geniigend groBe [, d.h.
deg'(2* x @) 2 k+d=deg(2* x ¢)

fiir alle geniigend groBe k. Wegen deg'(2* x ¢) <deg(2* x p) <deg(2* x ¢) folgt
daraus die Behauptung.

Das so gewonnene Resultat wollen wir jetzt unter anderen Blickwinkeln
betrachten. Multiplikation mit {1,1)* gibt Homomorphismen I"(K)—I**"(K)
und J (K)—-J,, (K). Wir konnen damit die direkten Limites li_l:n I'(K) und
li_gl J(K) bilden; und wegen I"(K)SJ,(K) ist li_x.n I"(K)€ lim J(K). Aus Satz 2

folgt jetzt sofort die ,,stabile Gleichheit“ von I"(K) und J(K):
Satz 2a. li_xp I"K)= li_rp J(K).

Diese Gruppe kann man noch auf eine dritte Weise beschreiben. Sei X der
Raum der Anordnungen von K und C(X, Z) die Gruppe der stetigen Abbildungen
X —Z in die additive Gruppe Z der ganzen Zahlen, die mit der diskreten Topologie
versehen ist. Fiir jedes n definieren wir einen Homomorphismus s, : J (K)— C(X, Z)
durch s,(¢):=2""sign(¢p), wobei sign(p)e C(X,Z) die totale Signatur von ¢
bezeichnet. Dann induzieren die s, einen Isomorphismus

s:lim J,(K)-%> C(X, 7).
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Die Injektivitidt von s folgt ndmlich aus dem Lokal-Global-Satz von Pfister und
die Surjektivitdt aus dem Normalititssatz [5, Theorem 3.2] von Elman und Lam
und der Kompaktheit von X.

Setzen wir J(K):=J(K)/J,.(K), so ist J (K):= @ J(K) ein graduierter

n20

Modul iiber dem graduierten Wittring W, (K)= (—B I"(K), wobei I"(K)

—I"(K)/I"“(K) Nach [9, Proposition 6.9] ist namhch I"‘(K) J(K)SJ,, . (K).
Sei [1,1]eI(K) die Klasse von <1,1). Dann folgt aus Satz 2 sofort das fol-
gende Lokal-Global-Prinzip fiir J «K):

Satz 3. Ist PeJ, AK)und PQR = 0eJ J(R) fiir jeden reellen Abschluf R von K, so gibt
es ein k=0 mit [1,1]*-®=0eJ, , (K).

Ein analoges Prinzip gilt auch in dem graduierten Wittring W, (K) selbst, s. [2,
Satz 2].

3. Verlagerung

Ist L/K eine endliche algebraische Erweiterung, so induziert jede nicht-triviale
K-lineare Abbildung s:L—K einen Gruppenhomomorphismus

s, :W(L)~»W(K)

— die Verlagerung von Scharlau (siehe z. B. [13, VII, §1]). Nach [1, Satz 3.3] ist
s (I"L)S I"K fir alle n. Wir zeigen jetzt, daB auch 5, (J,L)SJ K fiir alle n, d.h.
deg(s,(y)) 2deg(y) fir alle we W(L). Zunichst beweisen wir als Hilfssatz einen
Spezialfall :

Hilfssatz. Sei L=K([/¢—1) eine quadratische Erweiterung und s:L— K die K-lineare
Abbildung mit s(1)=0 und s( [/2): 1. Ist dann y eine Form iiber L, so ist deg(s,(y))
2deg(v)-

Beweis. Sei ¢:=s,(p). Zerfillt ¢, so ist die Behauptung trivial. Es sei daher
m:=deg(p) < co. Es ist dann m > 1. Wir betrachten jetzt solche Erweiterungen K’
von K, die [/3 nicht enthalten und fiir die gilt ¢ @ K’ ~ar mit einer anisotropen
m-fachen Pfisterform 7 iiber K’ und ae K'* (ein reguldrer Leitkorper von ¢ ist z. B.
ein solches K’). Wir setzen L':=K/'( [/3) und definieren s':L'->K’ dem s ent-
sprechend. Da deg(y® L') = deg(y) ist, geniigt es zu zeigen, daB deg(y @ L) Smist.

Aus s, (p®L)=@QK' ~ar folgt nach [1, Satz 2.4 und Zusatz], daB at ~ 5, (ac)
ist mit einer m-fachen Pfisterform o iiber L, und dann, da3

YRL ~acly@L

mit einer Form y iiber K'. Wir wihlen jetzt K’ und y so, daB y minimale
Dimension hat. Insbesondere ist dann y® L' anisotrop. Ist y =0, so ist deg(py®L’)
=deg(ac)=m, und ist 1<dim(y)<2™, so deg(x®L)<m=deg(as), damit
deg(py®L')=deg(x®L')<m. Sei schlieBlich dimy =2™. Der Korper K'(x) enthilt
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nicht ]/3, und y wird iiber diesem Korper isotrop. Wegen der Wahl von K’ und y
zerfdllt also 7 iiber K'(y). Nach [1, Satz 1.3] oder [9, Lemma 4.5] ist y dhnlich zu
einer Teilform von 7, aus Dimensionsgriinden also y=~bt mit be K'*. Die Form
acLy®L' hat somit die Dimension 2™* !, Wire nun deg(y®L')>m, so miiBte
w®L’' dhnlich zu einer (m+ 1)-fachen Pfisterform sein. Insbesondere wiirde y® L’
in I"*!(L’) liegen. Daher wiirde die zu s, (y® L’) dquivalente Form at in I"*1(K’)
liegen. Das ist ein Widerspruch. Es ist also deg(py®L')<m.

Bemerkung. Wie in [1, Bemerkung nach Satz 3.4] bekommen wir jetzt eine lange
Nullsequenz

* =] _K5TKSTLSTKST , Ko...,

n

wobei J,=J,/J,,, ist, i:W(K)—>W(L) der kanonische Ringhomomorphismus,
und p:W(K)— W(K) die Multiplikation mit der Klasse von {1, —d) in W(K).

Ob diese Sequenz exakt ist, ist nicht bekannt. Der Anfang
0-T,KS . BT KLHT,KST,L

ist aber jedenfalls exakt. Das folgt aus der Exaktheit der (*) entsprechenden
Sequenz fiir die Galois-Cohomologiegruppen H"(K,2) mit Werten in Z/2Z (siche
[1, Corollar 4.6]) und der Kommutativitit des Diagramms

Q0 — JK —-..—> JJK - LK — J,L — J,K
e d c c c
0 —» H°K,2)—...— H'(K,2)— H¥K,2)— H*(L,2)— H*K,2)

(siche [1, Bemerkung nach Satz 4.18]). Dabei ist e der Dimensionsindex, d die
Diskriminante und ¢ die Klasse der Cliffordalgebra. Die Pfeile e und d sind
bekanntlich Isomorphismen, und die restlichen Pfeile ¢ sind injektiv, weil J,
gerade der Kern der Cliffordinvarianten auf I>=J, ist, vgl. [9, Ex. 6.2].

Gilt allgemein, daB die Sequenz (*) auch an der nichst folgenden Stelle

T,KSHT,L5T,K
exakt ist, so folgert man wie in [1, Satz 4,19], daB c:J,K—H?*K,2) immer
surjektiv ist. Das wire eine positive Antwort auf die bekannte Frage ob die
Gruppe der Algebrenklassen vom Exponenten <2 von den Klassen der

Quaternionenalgebren erzeugt wird.
Man kann natiirlich genauso die Nullsequenz

(**) W(K)-> W) WEK)SJ,KST,L— ...
oo K5 JTKSILSTKST K- ...
benutzen. Die Exaktheit von (*) bis zur Stelle

LT,KS
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ist, wie mit etwas Diagramm-Jagd folgt, gleichbedeutend mit der Exaktheit von
(**) bis zur Stelle

LIl

Satz 4. Sei L/K eine endliche algebraische Erweiterung und s:L—K eine nicht-
triviale K-lineare Abbildung. Dann gilt

s, L)EJ K
fiir alle n.

Der Beweis verlduft in 5 Schritten:

(1) Fiir jede endliche Erweiterung L/K geniigt es, den Satz fiir eine feste
Linearform s, :L—K zu beweisen. Es gibt ndmlich ein ce L* mit s(z)=s,(cz) fiir
alle ze L, damit s_(yp)=s,,(cy).

(2) Gilt der Satz fiir die Erweiterungen L/L, und L,/K, so auch fiir L/K. Ist
namlich ry:L—L, eine nicht-triviale L,-lineare Abbildung und t,:L,—K eine
nicht-triviale K-lineare Abbildung, so ist s,:=ty°r,:L—K nicht-trivial und
K-linear und sy, =to,°rg,.

(3) Es geniigt den Satz fiir separable Erweiterungen L/K zu beweisen. Ist
namlich L/L, rein inseparabel und i:W(L,)—»W(L) der kanonische
Ringhomomorphismus, so ist i bijektiv und wegen [L:L,] ungerade auch
graderhaltend (vgl. [9, Proposition 6.11]). Ferner gilt es (s.[1,S.458]) eine
L,-lineare Abbildung ro:L— L, mit r,, =i~ ".

(4) Entsteht L aus K durch sukzessive quadratische Erweiterungen, so gilt der
Satz fiir die Erweiterung L/K. Dies folgt aus den Schritten (1), (2) und dem
Hilfssatz.

(5) Sei jetzt L/K eine endliche separable Erweiterung und s:L—K eine nicht-
triviale K-lineare Abbildung. Sei dann M/K eine endliche galoissche Erweiterung,
die L enthilt, und sei K’ der zu einer 2-Sylowgruppe der Galoisgruppe von M/K

gehorige Zwischenkorper. Dann ist K'® L= [] L; ein direktes Produkt von
i=1

Zwischenkorpern K'CLiCM. Sind ferner s;:L;—K’ die zu dieser Zerfillung
gehorige Komponenten der K'-linearen Abbildung 1®s:K'® L—K’, so gilt nach
[1, Satz 2.2]

5, (WK = Y s, w®L)
i=1

fiir alle we W(L). Sei jetzt weJ, L. Da die Galoisgruppe von M/K’ eine 2-Gruppe
ist, so entsteht L; aus K’ durch sukzessive quadratische Erweiterungen. Nach (4)
liegt damit s; (py®L;) in J K'. Es folgt s (p)®K'eJ, K" Nun ist aber [K':K]
ungerade, damit die Erweiterung K'/K graderhaltend, also liegt s,(y) in J K.

Bemerkung. Die induzierten Abbildungen

sy J,L>JT K
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hingen nicht von der speziellen Wahl der nicht-trivialen K-linearen Abbildung
s:L—K ab. Ist namlich t eine zweite solche Abbildung, so gibt es ein ce L* mit
t(z)=s(cz) fur alle ze L. Fiir yeJ,L folgt t (p)=s,(cp)=5s,(p)+5,(c, — 1)Q@yp)
=s,(p)modJ, , ,(K).

4. Bewertungen

Sei v eine (Krull-) Bewertung des Korpers K. Wir bezeichnen mit I' die
Wertegruppe, mit o den Bewertungsring und mit K den Restklassenkorper von v.
Wir nehmen an, daB K von 2 verschiedene Charakteristik hat. Ist aeo, so sei a die
Klasse von a in K, und ist pe W(o), so sei » das Bild von ¢ in W(K). Wir
identifizieren W(o) mit seinem Bild in W(K).
Es gibt eine eindeutig bestimmte additive Abbildung 9, ,: W(K)— W(K) mit
0,,1({a))=<a) falls a eine Einheit in o ist, und 9, ,({a))=0 falls die Quadratklasse
aK"‘2 von a keine Einheit von o enthdlt ([11, Proposmon 2.1]). Ersichtlich gilt
0,.1(¢)=o fiir pe W(o). Fiir jedes ge K* definieren wir den Restklassenhomomor-
phismus

8,.4: W(K)->W(K)

durch 9, (¢):=0, ,(q¢). Offenbar hingt J, , nur von der Quadratklasse von q ab.
Sei jetzt M S K*/K*? eine Untergruppe, die unter v bijektiv auf I'/2I" abgebil-

det wird. Dann kann jedes e W(K) in der Form o= )’ q¢, geschrieben werden
qeM
mit ¢, € W(o) fiir alle ge M, und es gilt 9, (p)=§,. Ferner wird durch

av, M((p) = ZM av,q((p)q

ein Ringhomomorphismus

3., WK)>W(K)[M]

von W(K) auf den Gruppenring W(K)[M] definiert ([11,§2], wo 0, ,, mit 4
bezeichnet wird). Ist v henselsch, so ist d, ,, sogar ein Isomorphismus (s. [11,
Proposition 2.4] und [12, Satz 7.1.1]).

Komposition von 9, ,, mit der Augmentation W(K)[M]-W(K) gibt einen
Ringhomomorphismus

4, y: WK)->W(K).

Ist v diskret einrangig und peK ein Primelement beziiglich v, so kann man
M={K*? pK*?} nehmen. §,, heiBt dann der erste und J,, der zweite
Restklassenhomomorphlsmus Statt 4, ,, schreiben wir in diesem Fall einfach 4,
wie in [1, S. 460].

W(K)[M] ist das Tensorprodukt von W(K) und dem Gruppenring Z[ M] iiber
Z. Auf Z[M] betrachten wir die Filtrierung durch die Potenzen des Ideals

I,=ip+2Z
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wobei i,, das Augmentationsideal von Z[ M] ist. Diese Filtrierung 148t sich sehr
explizit wie folgt beschreiben:

Wir wihlen eine Basis B des F,-Vektorraumes M. Zu jeder endlichen
Teilmenge T von B fiihren wir das Produkt

Xr:=][](1-D)

beT
ein. {X4 =1.} Ersichtlich bilden diese X ; eine freie Basis von Z[ M] als Modul iiber
Z. Unter Beachtung der Gleichung (1 — b)?> =2(1 — b) sicht man durch Induktion
nach n sofort, daB die Produkte 2'X ;. mit r+|T]=n und die Produkte X, mit
|T|>n zusammen eine freie Basis von I, bilden.

Auf dem Tensorprodukt W(K)[M] betrachten wir nun den — wieder mit
»deg* bezeichneten — Totalgrad beziiglich der Filtrierung durch die J, auf W(K)
und der Filtrierung durch die I}, auf Z[ M]. Das Ideal der Elemente vom Grad =n
in W(K)[M] ist also

Jou= 2 JR)I,

r+s=n

und der Grad eines Elementes

o= Z P Xy

B
{®,€ W(K), fast alle &, =0} ist gegeben durch die Formel
deg(®)= Min(deg ;. +|T1).

Den X, entsprechend fithren wir fiir jede endliche Teilmenge T von B die
| T)-fache Pfisterform

1ri= @<L —b)

beT
iiber K ein. Dann kann jedes ¢e W(K) in der Gestalt

* o= ;‘P1®XT

mit @€ W(o) geschrieben werden?, und es ist

2o (@)=L PrX 1.
T

Satz 5. Fiir jedes o W(K) ist
degd, y(p)2deg(p).

Beweis. Sei ¢ in der Gestalt (*) hingeschrieben und &;:=@re W(K). Ist
0, u(®)=0, so ist unsere Behauptung trivial. Sei jetzt m:=degd, ,(¢p) endlich und
S eine endliche Teilmenge von B mit

m=deg®Ps+|S|.

2 Die ¢y sind durch ¢ nicht notwendig eindeutig bestimmt
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Wir fiilhren den Korper K’ ein, der aus K durch Adjunktion der Quadratwurzeln
aus allen Elementen in B\ S entsteht. Es gibt genau eine Bewertung v’ von K’, die v
fortsetzt, und diese hat denselben Restklassenkorper K wie v. Es bezeichne I'” die
Wertegruppe von v'. Fiir jedes TCS bezeichne weiter T' das Bild von T in der
Quadratklassengruppe von K'. Es ist dann |T'|=|T|. Weiter ist S’ Teil einer Basis
B’ einer Untergruppe M’ von K'*/K'*2, die unter v’ bijektiv auf I'""/2I"" abgebildet
wird. Jetzt ist

PRK' = Z¢T®xT®K Y 0r®xr

TCS

weiter

Oy m@®K)= Y &.X;.
TCS
Insbesondere hat d,. ,,(p®K') wieder den Grad m. Wegen deg(e®K') 2 deg(¢)
konnen wir jetzt den Korper K’ vergessen und von vornherein annehmen, es sei
schon

av,M(‘p)= Z ¢7‘XT
TCS

und m=k+|S| mit k:=degPs.

Unter den Korpererweiterungen von K in einem Universalkdrper greifen wir
jetzt einen Korper F mit folgenden beiden Minimal-Eigenschaften heraus:

a) Die Kernform von ®;®F ist skalares Vielfaches eo einer k-fachen
Pfisterform o.

b) Fiir die Kernformen a; der Elemente #,.®F ist die Summe der
Dimensionen iiber alle TCS moglichst klein.

Fiir jede echte Teilmenge T von S ist nun

degay2deg®r2m—|T|=k+[S|—|T|>k,

also die Dimension von a, entweder Null oder >2* Im zweiten Falle wiirde
jedoch der Funktionenkorper F(ay) die Form o nicht zerfillen, und der Korper
F(aT) widerspriche den Minimaleigenschaften von F. Somit miissen alle a;=0
sein.

Sei jetzt (K, 9) eine Henselsche Erweiterung von (K, v) mit Restklassenkorper-
erwenterung F/K und Wertegruppe I'=TI". Mit M bezeichnen wir das Bild der
Gruppe M in K “/K"‘2 Ebenso bezeichnen wir fiir jede endliche Teilmenge T von
8 mit T ihr Bild in M. Offenbar ist

05w @®K)= Y (6;®F)X p=e0Xj.
7¢s

Fiir die k-fache unimodulare Pfisterform 7 iiber K mit 7 =0 und eine Einheit e in K
mit e=¢ ist auch

05, m(et®yxs)=e0X 5.
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Nun ist # jedoch Henselsch, somit J; ,, bijektiv. Daher ist

(p®IZ~et®xs.

Wir lesen ab, daB ¢ ® K den Grad k +|S|=m hat. Also hat ¢ in der Tat einen Grad
<m, und unser Satz ist bewiesen.
Als Folgerungen bekommen wir die beiden folgenden Sitze.

Satz 6. Fiir jedes e W(K) gilt
deg(4, (¢)) 2 deg(e).
Satz 7. Ist |[/2T'|=2, so gilt fiir jedes ge K* und jedes pe W(K)
deg(d, (@) 2deg(p)—1.
Beweise. Ist 0, \(o)= Z¢PTX r wie im Beweis von Satz 5, so ist 4, ,(¢)=®, und

0, (@) ist eine W(K)-lmeare Kombination der @,. Nach Satz 5 ist aber deg(®;)
+ |T| >deg(o) fiir alle T, also deg(®,) =deg(p) und deg(®;) + 1= deg(o) fiir alle T
falls |I'/2I| 2.

Es folgt, daB allgemein 4, ,,(J (K))SJ, (K) ist, und daB im Falle |I'/2I'|=
auch 9, (J(K))E J,- (K) ist. Die entsprechenden Aussagen fiir die Ideale I" smd
leicht zu beweisen. Der Fall v diskret einrangig findet sich bei Milnor [14, § 5], vgl.
auch (1, §3].

Bemerkung. Ist |[['/2T'|=2', so sind die Homomorphismen
0,=0,,4:J{K)=J,_(K)
nicht von der speziellen Wahl von q abhingig®. Ist ndmlich @eJ (K), so ist
0,,4®)=0,1(90)=0, ,(p)+0, ,(Kg, — 1> ®9)
Eau.l(¢)m0djn+l—l(12)-
Ist die Bewertung v henselsch, so ist, wie schon bemerkt,
0, u:W(K)—>W(K)[M] ein Isomorphismus. Man méchte aber haben, daB in
diesem Fall sogar deg(d, ,(p))=deg(¢p) ist fiir alle pe W(K). Wie man leicht
einsieht (die X ; und x; benutzen!), ist das dazu dquivalent, daB deg(p)=deg(¢) ist

fir alle o€ W(o). Das zu zeigen ist uns leider nur im Falle char(K)=char(K)
gelungen:

Satz 8. Sei v henselsch und char(K)=char(K). Dann gilt
deg(p)=deg(¢)

fiir alle pe W(o).

Beweis. Zunichst ist

deg(p)=deg4, (@) 2deg(o).

3 J, bezeichnet nach friiherer Verabredung den Quotienten J,/J,, , -
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Sei 1: K— KU oo die zu v gehorige Stelle. Ist P der in K enthaltene Primkorper,
so gibt es wegen der Gleichheit der Charakteristiken (genau) eine Einbettung
n:P—K, und A ist trivial auf n(P), also ist A-n die Inklusion P— K. Wir betrachten
jetzt weitere Paare (C,7) bestehend aus einem Teilkorper C von K und einer
Einbettung y:C— K, fiir die 4 auf y(C) trivial ist und Ay die Inklusion von C in K
ist. Sei (4,a) ein — nach Zorn’s Lemma existierendes — maximales Paar dieser
Art. Dann muB K iiber 4 ersichtlich algebraisch sein. Nach Hensels Lemma kann
K\ A iiberdies keine separablen Elemente enthalten, also ist K iiber A rein
inseparabel. Daher gibt es eine Form y iiber A mit y® K =¢, weil sich die
Quadratklassen von A bijektiv auf die Quadratklassen von K abbilden. Weiter ist
[K : A] ungerade und somit deg(y)=deg(@). Da A-a die Inklusion von A4 in K ist,
gilt o (y) = @*. Daraus folgt «(x)= @, weil v henselsch ist. Wir erhalten nun

deg(p)=deg(x) =deg(®),

und unser Satz ist bewiesen.

Der entsprechende Satz fiir die durch die Ideale I" gegebene Gradfunktion ist
trivial, auch im charakteristikungleichen Falle. Bei dem Isomorphismus
W(0) > W(K) wird nimlich ersichtlich I(0): = I(K)~W(o) auf I(K) abgebildet, also
I"(0) auf I"(K).

Sei jetzt v spezieller henselsch und einrangig diskret. Ist pe K ein Primelement
zu v, so hat man bekanntlich die exakte Sequenz

0 — W(K) —> W(K) 222 W(K)—0,

wobei j durch Komposition des Inversen zu dem Isomorphismus W(o)=> W(K)
mit der Inklusion W(o)— W(K) entsteht. Haben K und K dieselbe Charakteristik,
so bildet j nach Satz 8 jedes Ideal J (K) in J,(K) ab. Ferner bildet 9, p nach Satz 7
jedes Ideal J(K) in J,_,(K) hinein ab.

Satz 9. Sei v einrangig diskret und henselsch, und sei Char(K)= Char(K). Dann sind
die Sequenzen

07, (K)—7,,,(K) -2 T (K)—0

exakt. Sie werden iiberdies zerfallt durch die von der Wahl des Primelementes p im
allgemeinen abhdngigen Homomorphismen

Au,p :jn+ 1(K)_’jn+ I(IZ) .

Beweis. Es sind namlich sogar die Sequenzen
0 J,, (K)—5J,, (K)222 J (R)—0

exakt und werden von 4, , zerfdllt. AuBer der Surjektivitdt von
av,p :Jn+ I(K)_’Jn(lz)

folgt dies aus dem Obigen. Ist nun yeJ (K) vorgegeben, so ist (1,p>®j(x) ein in
J.+1(K) gelegenes Urbild von y unter 0, .

4 a,(x) bezeichnet die Basiserweiterung y®K beziiglich a:A—-K
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Jede anisotrope Form ¢ iiber unserem henselsch diskret bewerteten Korper K
hat eine Zerlegung
©=9oLpp,

mit unimodularen Formen ¢, und ¢,, deren Reduktionen @, und @, iiber K
anisotrop und bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind. Aufgrund von Satz 9
konnen wir — im Falle Char(K)=Char(K) — den Grad von ¢ wie folgt aus den
Graden von ¢, und @, berechnen:

Satz 9a. deg(p)=Min(degp,, deg®,) aufer in dem Falle, daf §, und p, gleichen
Gradn haben und ,=@, modJ,, ,(K) ist. In diesem Falle ist deg(¢)=n+1.

Beweis. Sei degp,=n,, degp, =n, (natiirliche Zahlen oder ). Aus Satz 9 liest
man ab:

deg(p)=Min(n, +1,deg(p,1%,))-

Im Falle n, <n, ergibt die rechte Seite n,, im Falle n,>n, ergibt sie n,. Sei jetzt
no=n,=n. Ist deg(¢,Lp,)=n so ergibt die rechte Seite n. Ist jedoch
deg(®,L®,)>n, so ist p,=p, modJ,, (K) und deg(p)=n+1. Damit ist alles
gezeigt.

Allgemeiner bleiben Satz9 und Satz9a natiirlich richtig, wenn man die
Voraussetzung ,,v diskret einrangig” zu ,(I':2I')=2“ abschwicht und p als ein
Element aus K* mit v(p) nicht in 2I" wihlt.

5. Rationale Funktionenkdrper

Sei K(x) der rationale Funktionenkérper in einer Unbestimmten x iiber K. Fiir
jedes normierte Primpolynom p in K[x] sei K,=K[x]/p) und
d,: W(K(x))—»W(K,) der zu der zu p gehorigen Stelle von K(x) iiber K und der
Ortsuniformisierenden p gehorige zweite Restklassenhomomorphismus. Nach

Satz 7 gilt dann deg(d,®)=deg(®)—1, d.h. degd<1+ mpin (deg(0,9)) fiir alle

de W(K(x)).
Es sei ferner 0, : W(K(x))— W(K) der zu der unendlichen Stelle von K(x) iiber

K und der Ortsuniformisierenden X gehorige zweite Restklassenhomomor-

phismus. Ist dann fiir jedes normierte Primpolynom p in K[x] die K-lineare
Abbildung s,:K,— K definiert durch

5,71 :=1 und s,(x):=0 fir 0si<d—1,

wobei d den Grad von p und x, die Klasse von x in K, bezeichnet, so gilt nach [15,
Theorem 4.1] die Formel

(*) 0nW)= 25, 0,w)

fiir alle pe W(K(x)).
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Jetzt sei A4, :W(K(x))>W(K) der zu der unendlichen Stelle und der

Ortsuniformisierenden )l—c gehorige Ringhomomorphismus. Dann ist 4_(y)

=0, 1,% ®1p) fir alle pe W(K(x)). Nach Satz 6 gilt deg(®)=<deg(4(P)) fiir
alle ®e W(K(x)). Wir werden zeigen, daB deg(®)=degd (P) oder deg(®)=1
+ m’jn deg(d,P).

Fiir ae K sei 4,: W(K(x))— W(K) der zu der zu x —a gehorigen Stelle von K(x)
und der Ortsuniformisierenden x —a gehorige Ringhomomorphismus, also 4,(y)
=0,_,((1,x—a)®vy) fir alle we W(K(x)). Wir haben jetzt (vgl. [15, Corollary
4.3]):

Lemma. Fiir alle ¢ W(K(x)) gilt

@)=, - T 5,(1,x,—a)®,®).

p¥x—a

Beweis. Da x_;_g beziiglich der unendlichen Stelle von K(x) iliber K eine

Einseinheit ist, gilt

sime. ()] (155
=01, x—a)®®).

Das Lemma folgt daher aus der Formel (*) angewandt auf y=(1,x—a)®%® und
der Tatsache, daB 0,({1,x—a)®@®)=(1,x,—ay)®03,P ist falls p+x—a.

Satz 10. Fiir jedes ®e W(K(x)) gilt
deg®=min(deg4 (P),1 + m‘;'n degd,(P)),

wo p die normierten Primpolynome in K[x] durchliuft.

Beweis. Sei N :=deg(4,(®)) und n:= mindegd (®). Wir wissen schon, dal deg(®)
p

=<min(N,1+n). Aus Satz 4 und dem Lemma folgt deg(4,(®))=min(N,1+n)
fir alle aeK. Es sei jetzt u eine von x unabhingige Unbestimmte iiber
K und K':=K(u), ¢':=P®K'(x). Dann gilt deg(®’)=deg(®) und deg(4_(P"))
=deg(4,(®P)) (s. [9, Proposition 6.11]). Ist p’e K'[ x] ein normiertes Primpolynom,
so gilt 0,(9)=0 falls p'¢ K[x], aber degd,(®")=degd,(®) falls p'=pe K[x]. Mit
a=u folgt daher deg4,(®')Zmin(N, 1+ n). Nun ist aber 4,(9")e W(K(u)) offenbar
das zu ¢e W(K(x)) unter dem durch x—u definierten Isomorphismus zwischen
K(x) und K(u) iiber K gehorige Element, insbesondere deg(4,(®')) =deg(®P). Damit
haben wir auch deg(®)=min(N, 1+ n) bewiesen.
Nach [14, Theorem 5.3] (vgl. auch [15, Theorem 1.4]) ist die Sequenz

0— W(K)~ W(K(x)) 2> P W(K ,)»0
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exakt und zerfallend. Zur Zerfdllung kann man 4 : W(K(x))— W(K) nehmen. Wir
haben jetzt

Satz 11. Die Sequenzen
0T, 1 1(K) =T, 4 (K() 25 D T,(K ) -0
p

sind exakt und zerfallend. Zur Zerfillung kann man A :J, . (K(x)—-J,, (K)
nehmen.

Beweis. Es sind sogar die Sequenzen

0-J, ., (K)=J, 1(K(x))—@i» C—BJ"(KP)—»()

exakt und durch 4 :J,, ,(K(x))—>J,, (K) zerfillt. Dabei ist nur noch die
Surjektivitit von (9,):J, ., {(K(x))— P J,(K,) zu zeigen. Ist aber (¢,)e P J,(K,)

so gibt es nach dem Obigen ein ¢e W(,K(x)) mit 0,(P) =g, fiir alle p und pr(¢)=0.
Aus Satz 10 folgt dann ®eJ, . ,(K(x)).

Der entsprechende Satz fiir die Ideale I” ist ebenfalls richtig, s. (14, Lemma
5.71.

Satz 10 148t sich auf den Fall eines rationalen Funktionenkorpers K(x) mit
einer beliebigen endlichen Folge x=(x,,...,x,) von Unbestimmten verallge-
meinern. Um unsere Notationen zu fixieren, definieren wir eine Anordnung der
Monome x}'...x;” in K[x], indem wir x}*...x)<x'...x# setzen genau dann
wenn es ein i gibt, 1 Si<r, mitv, <y, und v;=y, fiir j>i. Wir nennen ein Polynom
f in K[x] normiert, falls der Koeffizient zum gréBten in f vorkommenden
Monom gleich 1 ist. Ist pe K[x] ein normiertes irreduzibles Polynom, so sei K, der
Quotientenkdrper  von K[x]/(p) und 0,: W(K(x))—»W(K,) der zweite
Restklassenhomomorphismus bzgl. der kanonischen Stelle von K(x) in K,
iiber K und der Ortsuniformisierenden p. Ferner sei 4; . :W(K(x,,...,x;))
—W(K(x,, ..., X;— 1)) analog wie oben definiert und

Ay:=4y 5028, o WK(x)->W(K).
Dann ist offenbar 4 ein Linksinverses zu W(K)— W(K(x)).

Satz 12. Fiir jedes n20 ist die Sequenz

0T, 1(K)=J 4 1 (K(x) 22 P T (K ,)

exakt {p durchliuft die normierten Primpolynome in K[x], x=(x,,...,x,)}.

Beweis. Die Exaktheit an der ersten Stelle liegt auf der Hand. Die an der zweiten
Stelle zeigen wir durch Induktion nach r. Der Fall r=1 wurde erledigt. Sei r>1
und x'=(x,,...,X,_,). Sei @ ein Element in T, {(K(x)) mit 0,0=0 fir alle
normierten Primpolynome p von K[x]. Ist nun P ein normiertes Primpolynom
von K(x) [x,], so haben wir P= f~!p mit einem eindeutig bestimmten normierten
Primpolynom p von K[x] und einem Polynom f in K[x"]. Fiir die zu P gehdrige
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Restklassenabbildung 8, von J, , ,(K(x)) nach J(K,) gilt
0(P)=(f>0,(P)=0.

Aufgrund von Satz 11 ist somit #=¥Y®K(x) mit einem Element ¥ aus
Jos1(K(x). Ist jetzt q ein normiertes Primpolynom von K[x'], so ist q auch
normiertes Primpolynom von K[x], und wir haben zwei zu q gehorige
Restklassenhomomorphismen

2T (KN =T (K,
032 T i ((K(X) =T (K}(x,),

wobei K;; den Quotientenkdrper von K[x']/(p) bezeichnet. Es ist
0=0,(9)=0,(¥)®K(x,),

also J,(¥)=0. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es somit ein Element A in
J, 1 1(K) mit ¥ =AQK(x'), also ®=A®K(x). Damit ist Satz 12 bewiesen.
Jetzt konnen wir Satz 10 wie folgt verallgemeinern:

Satz 13. Fiir jede Form & iiber K(x) ist
deg®=min(deg4 ,(®), 1 + min degd (P)),
1 4

wobei p die normierten irreduziblen Polynome in K[x]=K[x,, ..., x,] durchlduft.
Beweis. Fiir n:=deg® gilt nach den Sédtzen 6 und 7
n<min(degd (P),1+ n';in degd,(P)).

Ist aber n<1+ mpin degd,(®), so hat die Klasse [#] von @ in J(K(x)) unter jeder
Restklassenabbildung
0, T (K(x)—T,_,(K,)

das Bild Null. Nach Satz 12 gibt es also eine Form ¢ in J (K)\J, , ,(K) so daB [®]
=[@®K(x)]. Daraus folgt [4.(P)]=[¢], also

degd (P)=deg(p)=n.
Als Beispiel betrachten wir den Fall
P=(1, - [H®@9®K(x)

mit feK[x] und einer Form ¢ iiber K. Ist a der Koeffizient zum groBten in f
vorkommenden Monom, und sind ¢, ..., g, die normierten Primpolynome, die in
f in ungerader Potenz aufgehen, so ist {1, — f>=(1, —aq,...q,>. Aus Satz 13
folgt

deg(®)=min(deg(<1, —a)®¢), 1 +deg(¢®K,)), ..., 1 + deg(¢ ®K,)) -
Ist sogar f =g ein normiertes irreduzibles Polynom, so erhalten wir

deg(®)=1+deg(¢®K,).
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Diese Formeln konnen als Verallgemeinerung des Normensatzes [ 10, Theorem 4.2
und Corollary 4.3]—im Falle char K +2—gedeutet werden.

6. Gleichheit von J, und I*

Wir wollen einige Spezialfille anfiihren, in denen sich die Gleichheit der Ideale J,

und I" nachweisen 1dB8t. Es sei angemerkt, daBl diese Fille nicht ausreichen, um

unsere Skepsis gegeniiber Gleichheit dieser Ideale im allgemeinen zu zerstreuen.
Aus den in §4 angestellten Betrachtungen folgt sofort:

Satz 14. Sei (K,v) ein henselsch bewerteter Korper, desselz Restklassenkorper K
dieselbe Charakteristik +2 wie K hat. Ist dann J (K)=I"(K) fiir alle n<n,, so ist
auch J (K)=1I"(K) fir alle n<n,,.

Insbesondere gilt somit J,(K)=I"(K) fiir jedes n, falls K Henselisierung eines
Funktionenkorpers F nach einer auf seinem Konstantenkorper k trivialen Stelle
ist, und der Konstantenkorper etwa algebraisch abgeschlossen oder endlich oder
reell abgeschlossen ist.

Satz 14 umfaBt nicht die p-adischen Korper der Zahlentheorie, doch bei diesen
ist J, =0 und tritt somit kein Problem auf.

Fiir einen algebraischen Zahlkérper K gilt ebenfalls J,(K)=I%(K) fiir alle n,
denn fiir n=3 enthilt J (K) nur die Formen 2"r x{ 1) mit r=0.

Satz 15. Sei K ein Korper und n eine natiirliche Zahl mit J (K)=I"(K) und J,_ (L)
=]""Y(L) fur jede endliche Erweiterung L von K. Dann ist fiir den rationalen
Funktionenkérper K(x) in einer Variablen J (K(x))=I"(K(x)).

Das folgt sofort aus einem Vergleich der in § 5 aufgestellten Sequenz
0— J,(K) = JKx) 2 B J,_(K,)—0

mit der von Milnor aufgestellten Sequenz [14, Lemma 5.7]
0 — I"(K) — I"(K(x)) 2% PriK,)—0.

Insbesondere gilt J (K(x))=I"(K(x)) fiir alle n, wenn K etwa ein Zahlkorper
oder ein p-adischer Korper ist. Wir konnen in diesen Fillen aber nicht ent-
scheiden, ob bei zwei Unbestimmten x,y die Ideale J(K(x,y)) und I"(K(x,y))
fiir jedes n iibereinstimmen. Hingegen erhalten wir allgemein aus Satz 15 sofort die

Folgerung. Ist J4(K)=I3(K), so ist fiir beliebig viele Unbestimmte x,,...,x,
ebenfalls Jy(K(x,, ..., x)) =3 (K(x,, ..., x,))-

Sei jetzt F ein beliebiger Funktionenkorper iiber einem Konstantenkorper k
von einem Transzendenzgrad d > 1. Wir wollen uns iiberlegen, daBl zumindest in
den Fillen k algebraisch abgeschlossen, k endlich, k reell abgeschlossen die Ideale
J(F) und I"*(F) fiir groBe n iibereinstimmen.

Ist k algebraisch abgeschlossen, so ist F ein C,-Korper. Somit haben alle
anisotropen Formen iiber F eine Dimension <24 und es ist J,, ,(F)=0. Weiter
kann J(F) an anisotropen Formen nur d-fache Pfisterformen enthalten. Also ist
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J(F)=1I%F). Ist k endlich, so ist F ein C,, ,-K&rper, und wir haben aus denselben
Griinden J,(F)=1I%(F) fir n=d+1.

Weniger trivial ist der Fall, daB k reell abgeschlossen ist.

Satz 16. Ist F ein Funktionenkérper iiber einem reell abgeschlossenen Kérper k vom
Transzendenzgrad d, so ist J (F)=1I"(F) fur n=d+1.

Als erster Schritt zum Beweis dieses Satzes dient uns folgendes
Lemma 1. Das Ideal J,, ((F) enthdlt keine Torsionselemente.

Beweis. Angenommen, die Behauptung des Lemmas ist falsch. Dann gibt es in
J;+,(F) eine anisotrope Form ¢ mit {(1,1>®¢ ~0. Somit ist ¢ die Verlagerung
s, () einer Form y iiber F(]/—1) beziiglich der F-Linearform s:F(}/—1)—F, die
durch s(1)=0, s([/——_l)=1 definiert ist (s. [1, Satz 2.4]). Sicherlich ist y anisotrop
und

dimp=1dim¢p =2¢.

Weil F(]/—1) ein C,-Korper ist, muB dimy = 2¢ sein und y jedes Element von F*
darstellen. Insbesondere stellt y die 1 dar, und deshalb ist s,(yp) = ¢ isotrop. Das ist
der gesuchte Widerspruch.

Bemerkung. Etwas allgemeiner sicht man mit derselben Methode: Besitzt ein
Korper K eine unreelle’ quadratische Erweiterung K(|/ —w), deren u-Invariante
<2%ist, so ist J,, ,(K) torsionsfrei. (Man ersetze dazu im obigen Beweis die Form
{1,1)> durch {1, w) und beachte {1, 1>" = {1, w)" fiir groBe r.) Dieser Satz findet sich
fir das Ideal I“*!(K) anstelle von J,,,(K) schon bei Elman und Lam
[6, Theorem 6.2].

~ Aufgrund dieses Lemmas ist Satz 16 schon bewiesen, falls F unreell ist, weil
dann J,, ,(F)=0 ist. Sei ab jetzt F reell.

Wir benétigen im folgenden den von Brocker in der Arbeit [4] eingefiihrten
Begriff des Stabilititsindex st(K) eines reellen Korpers K. Sei W(K) der reduzierte
Wittring von K, der aus W(K) durch Herausdividieren des Nilradikals
(=Torsionsanteil) entsteht. Vermoge der totalen Signatur fassen wir W(K) als
Teilring des Ringes C(X, Z) der stetigen Z-wertigen Funktionen auf dem kompak-
ten total unzusammenhingenden Raum X der Anordnungen von K auf
Bekanntlich ist C(X,Z)/W(K) eine 2-Torsionsgruppe. st(K) ist definiert als die
kleinste natiirliche Zahl s mit

2C(X,Z)=CKX,2Z)c W(K),

bzw. st(K)= oo, falls es keine solche Zahl gibt. Ab jetzt sei st(K) < co vorausgesetzt.
Dann ist s¢(K) auch die kleinste natiirliche Zahl s, so daB fiir das Bild I(K) von
I(K) in W(X) gilt I**}(K)=2I(K)® [4, Satz 3.17]. Somit ist fiir jedes n>s=sH(K)

MKy=2""*I%(K).

5 Das heiBt nicht formal reelle
¢ Die Bezeichnung ,reduzierter Stabilititsindex* wire also treffender
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Daraus folgt nun sofort fiir n=s
"K)=C(X,2"Z).

In der Tat, sicherlich ist f"(K) fiir jedes n in C(X, 2"Z) enthalten. Sei nun n=s und f
ein Element in C(X, 2"Z). Aufgrund des Normalititssatzes von Elman und Lam [5,
Theorem 3.2] gibt es fiir geniigend groBes ¢ ein Element v in ["**(K) mit y=2'f
(wie wir schon in §2 festgestellt haben). Wegen n>s ist p=2"""""y mit einem
Element y aus I’(K), also f=2""*yeI"(K) (vgl. [5, p. 1189]).

Weil andererseits fiir jedes n sogar das Bild j,,(K) von J,(K) in W(K) in
C(X,2"Z) enthalten ist, erhalten wir intern in dem Wittring W(K):

Lemma 2. Ist k formal reeller Korper mit endlichem Stabilititsindex s, so ist fur
jedes n=s

J(K)=I"(K)+J (K),,

wobei J (K), den Torsionsanteil von J (K) bezeichnet.

Nach Brocker hat nun der reelle Funktionenkorper F in Satz 16 einen
Stabilitidtsindex s<d [4, Folgerung 4.7]. Aus Lemma 1 und Lemma 2 ergibt sich
somit die in Satz 16 gemachte Behauptung,

Ist insbesondere d <2, so wissen wir, daB I"(F)=J(F) fiir alle n gilt. Im Falle
d =3 ist die Gleichheit von I"(F) und J (F) hochstens fiir n=3 fraglich. Elman und
Lam haben aber gezeigt [7, Proposition 2.9], daB in diesem Falle in der Tat auch
I3(F)=J,(F) ist. Somit erhalten wir:

Satz 17. Fiir einen Funktionenkorper F von einem Transzendenzgrad <3 iiber einem
reell abgeschlossenen Konstantenkérper ist I"(F)=J (F) fiir alle n.

7. Graderhohung bei Korpererweiterungen

Wir benutzen die folgenden Standardnotationen: ¢ ist eine Form vom Grad
deg(p)=n=1 und der Hohe h>1 iiber einem Kérper k. Weiter ist {K;, 0<i<h}
ein generischer Zerfdllungsturm von ¢, der reguldr ist, d.h. K;,, ist reguldre
Korpererweiterung von K fir 0<i<h—2 und im Falle n>1 auch firi=h—1,im
Falle n=1 ist jedoch K,=K, ,(]/d(¢)). Den Leitkorper K,_, bezeichnen wir
auch mit F und den totalen generischen Zerfillungskdrper K, mit T. Die
Kernform von ¢ ®K; bezeichnen wir mit ¢; und die Leitform von ¢ mit 1. Es ist
also t die n-fache anisotrope Pfisterform iiber F, die zu ¢,_, dhnlich ist.

Sei L eine Korpererweiterung von k. Fiir jedes i mit 0<i<h bezeichne K;-L
das bis auf Isomorphie wohlbestimmte freie Kompositum von K; mit L iiber k.
Sicherlich ist deg(@®L)=n. In [9, Proposition 6.11] wurde bereits folgendes
festgestellt:

(i) deg(e@®L)>n genau dann, wenn 1 iiber F- L zerfallt.

(ii) Ist L der Funktionenkorper K(yp) einer Form y einer Dimension 22,
p#<1, — 1), so ist genau dann deg(¢ ® L) >n, wnn p® F dhnlich zu einer Teilform
von 7 ist. Insbesondere ist sicherlich deg(¢ ® L)=n, wenn dimyp >2" ist.
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Sei jetzt p eine weitere Form iiber k vom Grad m=0 und der Hohe e>1. Sei
{L,0=j<e} ein reguldrer generischer Zerfillungsturm von y und y; die
Kernform von y@®L;. Den Leitkorper L,_, bezeichnen wir auch mit E und den
totalen generischen Zerfallungskorper L, mit S, schlieBlich die Leitform von o
iiber E mit o.

Wir wollen die Beziehungen zwischen ¢ und y studieren, die vorliegen miissen,
damit eine der Korpererweiterungen K(y), E, S auf ¢ graderhohend wirkt. Dabei
werden wir fiir m=n—1 zu detaillierten Aussagen gelangen.

Satz 18. Sei deg(p ®k(p))>n und somit dimyp <2", m=<n, y anisotrop.
(i) Ist m=n, so ist y dhnlich zu einer Pfisterform g, und es ist

p=ymodJ,, (k).

Weiter ist 1=9Q®F.
(i) Ist m=n—1, so ist y ebenfalls dhnlich zu einer Pfisterform g, und es ist
=1, —d)®(e®F)

mit geeignetem de F*.

Beweis. Wie oben festgestellt, ist y@®F dhnlich zu einer Teilform von 1. Wir
wihlen ein von y iiber k dargestelltes Element a$0 aus und haben mit einer
geeigneten Form # iiber F die Gleichung

*) (aw)@FLln=t.

Ist m=n, so muB y die Dimension 2" haben, somit #=0 sein. Die Leitform 7 ist
also iiber k definiert durch die Form ayp, und nach [9, Proposition 9.2] ist ay eine
Pfisterform g. Nach [9, Theorem 9.6 und Proposition 6.9] ist weiter

p=¢=ymodJ,, (k).

Sei jetzt m=n—1 vorausgesetzt. Dann ist dimy=2"""'. Weiter hat die Form 7
ebenfalls den Grad m. Im Falle dimyp>2""! wire dimn<2"~!, also m<n—2.
Somit ist dimy =2""! und yp = ag mit einer (n— 1)-fachen Pfisterform g iiber k. Die
Form g®F ist Teilform von 7. Daraus folgt

121, -d)>Q@(e®F)
mit geeignetem de F*, vgl. [8, S. 192].

Satz 19. Wird der Grad von ¢ durch den Leitkérper E von y erhoht, so muf
m<n-—2 sein.
Beweis. Es ist e 2 2. Sei j die groBte natiirliche Zahl <e— 2, fiir die ¢ ® L; noch den

Grad n hat. Dann wird der Grad von ¢ ®L; durch L (y;) erhoht. Andrerseits ist y;
wegen j<e—2 nicht zu einer Pfisterform dhnlich. Aufgrund des vorhergehenden

Satzes muB also gelten:
m=deg(yp; <deg(¢@L)—-2=n-2.

Wir betrachten jetzt in dem freien Kompositum T-S iiber k die von den
Korpern K; und L; erzeugten Teilkdrper K;-L; (0<i<h, 0Sj<e). Nach
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[9, Proposition 5.13] bilden bei festem j die Korper K;-L; fir die ¢,®K;-L;
anisotrop ist, einen generischen Zerfillungsturm von ¢®L; Ebenso bilden bei
festem i die Korper K;-L; mit y;®K;-L; anisotrop einen generischen
Zerfillungsturm von p®XK,’.

Ist jm—n| £ 1, so hat nach dem soeben bewiesenen Satz 19 die Form ¢ ® E den
Grad n und p®F den Grad m. Somit ist folgender Hilfssatz evident.

Hilfssatz. Im Falle |m—n| <1 sind die Formen t®E-F und 6 ®E- F beide anisotrop.

Beziiglich der Graderh6hung durch den totalen generischen Zerfallungskorper
S von y erhalten wir nun:

Satz 20. (i) Ist deg(o®S)>n, so mufi m<n sein.

(i) Im Falle m=n sind gleichwertig :

a) deg(e®S)>n,

b) c®E-F=tQ®E-F,

¢) p=ymodJ, (k).

(iti) Im Falle m=n—1 sind gleichwertig :

a) deg(p®3)>n,

b) tQE-F=(l, —d)®(cQ®E-F), mit einem Element d+0 aus E-F.
Beweis. Ist deg(9®S)>n, so wird — wie oben festgestellt — 7 durch den Koérper
S-F zerfillt. Sei j die groBte natiirliche Zahl unterhalb e mit t®L;- F anisotrop.
Dann wird T®L;-F durch den Funktionenkérper der Form y,®L;-F zerfillt.
Somit ist

2" <dimy;sdimt=2",

also m=n.

Sei jetzt m=n oder m=n—1. Dann ist nach dem vorangehenden Hilfssatz a
priori t®E-F anisotrop, also in der soeben angestellten Betrachtung j=e—1.
Weiter sehen wir, daB genau dann S den Grad von ¢ erhoht, wenn S-F die
Pfisterform t®E-F zerfillt, also wenn ¢®E-F die Form t®E-F teilt. Damit
leuchten die Implikationen a)<>b) unter Punkt (ii) und Punkt (iii) des Satzes ein.

Sei schlieBlich m=n und deg(¢®S)>n. Dann ist cQE-F=t®E-F, also

[ L(—y)I®E-F=[0Ll(-1)]®QE-F=0modJ,,,(E-F).

{Beachte I-J,CJ,,,}. Also hat die Form [¢ L(—y)]®E-F einen Grad >n. Nun

gelangt man von K nach E-F durch eine Folge von Korpererweiterungen L"/L'

die zu Erweiterungen L'(y)/L’ mit dimy>2" dquivalent sind. Somit kann nach

Satz 18 die Form ¢ L(—1y) nicht den Grad n haben, d.h. es ist
p=ymodJ, (k).

Umgekehrt ist in diesem Falle natiirlich deg(¢®S)>n. Damit ist Satz 20 vollig

bewiesen.
Nach Teil (i) und (ii) dieses Satzes ist die natiirliche Abbildung

Jr/JH- l(k)_’Jr/Jr+ I(S)
fiir r <m injektiv und hat fiir r=m im Kern nur die Klassen 0 und [y].

7 Ist o®L, bzw. y,®K, isotrop, so ist der kleinste dieser Korper durch L, bzw. K, zu ersetzen.
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Weiter ist die Folgerung aus Teil (ii) bemerkenswert, daB im Falle m=n genau
dann deg(@®S)>n ist, wenn deg(py® T)>n ist.

Die in den Sitzen 18-20 niedergelegte Theorie ist inhaltsleer, wenn y ungerade
Dimension hat, weil dann m=0 ist. Um auch fiir Formen y ungerader Dimension
niitzliche Sdtze zu erhalten, miissen wir anstelle von deg(y) den Grad der Form
w1l —d(yp)> betrachten.

Sei also jetzt y eine Form ungerader Dimension =3 iiber k mit Diskriminante
d(p)=<d). Mit y bezeichnen wir die Form 1 {—d) und mit m im Gegensatz zu
frither den Grad von y. Es ist m>2. Ansonsten benutzen wir fiir ¢ und y die oben
eingefiihrten Bezeichnungen weiter.

Satz 21. Es sei deg(o®k(p))>n.
(i) Dann ist dimy <2", also m<n.
(i) Im Falle m=n ist y dhnlich zu einer n-fachen Pfisterform @ und es ist

¢=gomodJ, (k).

(iii) Sei jetzt m=n— 1. Dann hat y die Dimension 2"~ ' —1 oder 2"~ ! +1.

a) Ist dimyp=2""1—1, so ist

p= < - d> Q’ ’
wobei ¢’ den reinen Anteil einer (n— 1)-fachen Pfisterform g iiber k bezeichnet. Weiter
ist

1=<{1, —c)@(®F)

mit geeignetem ce F*.
b) Ist dimyp=2""1+1 und y isotrop, so ist y excellent von der Héhe 2, genauer

p=coldd)
mit geeignetem ce k* und einer (n— 1)-fachen Pfisterform g iiber k. Weiter ist
¢o={1,cd)®@gmodJ,, (k).

c) Ist schlieflich dimyp=2""1+1 und y anisotrop, so ist y kein Pfisternachbar.
Hingegen ist w®F excellent von der Héhe 2 und Nachbar der Leitform t von .
Genauer ist

Yy®F=cyl{d)

mit geeignetem ce F* und einer anisotropen (n— 1)-fachen Pfisterform v iiber F, und
1={l,cd>®y.

Jedoch gibt es keine Form g iiber k mit g@F ~y.

Beweis. (i) Die Form t wird durch den Korper F-k(y)=F(py®F) zerfillt. Also
haben wir nach Wahl eines von y iiber k dargestellten Elementes a eine Isometrie

*) y®FLlnzar

mit geeigneter Form # iiber F. Die Form # ist +0, weil y ungerade Dimension hat.
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Somit ist dimy <2" und m<n.

(ii) Im Falle m=n ist y dhnlich zu einer Pfisterform g, also y =~(—d)e, und wir
erhalten y=(—d)g’. Weiter muB n eindimensional, also n={—d) sein, und wir
erhalten aus (*) eine Isometrie at=y®F, also 1=¢®F. Nach [9, Theorem 9.6]
bedeutet dies, daB

p=gmodJ,, (k)
ist.

(iii) Sei ab jetzt m=n— 1. Wir betrachten die Form {:=#.1{d) iiber F, und wir
folgern aus (*):

{~atl(-)®F.
¥® F hat nach Satz 19 den Grad n— 1, wihrend 1 den Grad n hat, somit hat { den
Grad n—1 und eine Dimension =2""1. Es ist also

dimp=2""'-1.

Weil auch y mindestens die Dimension 2""!—1 hat, bleiben fiir y nur die
Moglichkeiten dimy=2"""'—1 und dimyp=2""141.

a) Sei zunichst dimy=2""'—1. Dann ist dimy=2""!, also y=(—d)o mit
einer (n— 1)-fachen Pfisterform g iiber k. Daraus folgt

p=(—dg'.

Die Form t wird durch den zu F(p®F) iiber F dquivalenten Funktionenkorper
F(o®F) zerfillt. Also ist

121, —c)®(e®F)

mit geeignetem ce F*.

b) Wir betrachten jetzt den Fall dimyp=2""'41, y isotrop. Dann ist
p=al{d) mit einer Form « der Dimension 2"~ ! und des Grades n— 1. Es ist also
a=cg mit einer (n— 1)-fachen Pfisterform g iiber k und cek*. Weiter erhalten wir

pldo' =c{l,cd)®o.

Also ist yp Nachbar der Pfisterform (1, cd)®¢ mit Komplementirform do’ und
somit exzellent von der Hohe 2. Aus (*) folgt andrerseits, daB yw® F Nachbar von 7
ist. Wir erhalten also

121, cd)®e®F.
Aufgrund von [9, Theorem 9.5] bedeutet dies
o={1l,cd)®pmodJ, (k).

c) Sei schlieBlich dimy=2"""+1 und y anisotrop. Wie weiter oben festge-
stellt wurde, hat die Form, {={n)1d den Grand n—1. Andererseits hat { die
Dimension 2"~ !, Also ist { ~dy mit einer (n— 1)-fachen Pfisterform y iiber F, somit
n=dy’. Wir sehen also, daBl y®F exzellent von der Hohe 2 und Nachbar von 7 ist.
Nach [9, Corollary 7.19] ist

YRF=cyld)
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mit geeignetem ce F*. Weil die rechte Seite ersichtlich Nachbar von {1,cd)®y ist,
folgt

121, cd)®y.

Angenommen, es gibt eine Form g iiber k mit o® F=y. Ist a ein von g iiber k
dargestelites Element, so ist auch (ag)® F=~y. Indem wir ¢ durch ag ersetzen,
erreichen wir also, daB g iiber k das Element 1 darstellt. Nach Satz 19 wirkt F auf
die 2"~ !-dimensionale Form g nicht graderhohend. Somit ist ¢ eine (n— 1)-fache
anisotrope Pfisterform. Wir erhalten nun n=(dg")®F und dann

(wldo)@F=~t.

Nach Satz 19 wirkt F auf die 2"-dimensionale Form y1dg' nicht graderhohend.
Also ist ypLdg’ dhnlich zu einer n-fachen anisotropen Pfisterform, die dann die
Gestalt (1,g)>®o mit geeignetem ge k* haben muB. Wir wihlen ein von g’ iiber k
dargestelltes Element h aus und erhalten

pldo' ~dho®<1,9)>=do®<1,9).
Daraus folgt
p=gdol{d)

im Widerspruch zu unserer Voraussetzung, daB y anisotrop ist. Es gibt also keine
Form g tiber k mit p®@ F .

Wire schlieBlich yp Nachbar einer Pfisterform iiber k, so konnten wir die am
Anfang dieses Beweisabschnittes liber p®F angestellte Betrachtung fiir y selbst
wiederholen und erhielten, daB y das Element d darstellt. y sollte jedoch anisotrop
sein. Damit ist Satz 21 vollig bewiesen.

Sei G ein LeitkOrper von y mit zugehoriger Leitform ¢ und Q ein totaler
generischer Zerfdallungskorper von y. Wie friiher bezeichne o die Leitform von y
iiber E. In [9, Proposition 5.12] wurde folgendes festgestellt:

(i) Die Korper Q und S sind iiber k dquivalent.
(ii) Es gibt iiber k eine Stelle 1:G—Eu co.

(iii) ¢ hat gute Reduktion beziiglich jeder solchen Stelle A und es ist 4,(0)=o0.

Insbesondere hat ¢ den Grad m.

Satz 22. Der Grad n von ¢ werde durch E erhéht. Dann muS m<n— 1 sein. Im Falle
m=n—1 muB iiberdies y,_ , die Dimension 2"~ ' + 1 haben. (N.B.: Es muf e 2 2 sein.)

Zum Beweis wihle man j<e—2 maximal mit deg(¢®L;)=n. Der Grad von
@Q®L; wird durch Lfy)) erhoht. Weiter ist wegen j<e—2 die Form y;1{—d)
nicht zu einer Pfisterform dhnlich. Aufgrund von Satz 21 ist also m<n—1 und im
Falle m=n—1 weiter dimy,=2"""+1. Insbesondere ist j=e—2.

Satz 23. (i) Erhoht S den Grad n von ¢, so ist m<n.
(i) Im Falle m=n sind gleichwertig :
a) deg(¢®S)>n,
b) 6®@E-F~tQ®E-F,
¢) p=xmodJ, (k).
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(iii) Im Falle m=n—1 sind gleichwertig :
a) deg(¢®S)>n,
b) t®E-F={1, —c)®(c®@E-F) mit einem Element c+0 aus E-F.

Beweis. Die Behauptung (i) ist aufgrund von Satz 20 evident, weil S iiber k zu [0)
dquivalent ist. Der Beweis von a)<>b) im Falle m=n und im Falle m=n—1 ergibt
sich wie folgt: Wir konnen S = E(g) wihlen. S erhoht genau dann den Grad von ®,
wenn der Korper

F-E(o)=(F-E)(¢c®F-E)

die Pfisterform 7 zerfillt. Dies bedeutet, daB ¢@®F-E die Form 7 teilt. Im Falle
n=m sind schlieBlich die Implikationen a)<>c) evident aufgrund von Satz 20 und
der Aquivalenz von S und Q iiber k.

8. Graderhohung bei Multiplikation mit Pfisterformen

Sei wieder ¢ eine Form iiber einem Korper k von einem Grad n>0, sei F ein
Leitkorper von ¢ und t die zugehorige Leitform. Sei weiter o eine d-fache
anisotrope Pfisterform iiber k. Dann ist deg(¢®¢)=d+n [9, Proposition 6.9].

Ist nun deg(e®¢)>d+n, so ist sicherlich ¢®1 ~0. Es liegt die Frage nahe, ob
umgekehrt aus ¢®1 ~0 gefolgert werden kann, daB o®¢ einen Grad >d+n hat.
Fiir d=1 konnen wir dies in der Tat beweisen :

Satz 24. Ist a ein Element aus K* mit (1,a)®1~0, so hat {1,8>®¢ mindestens
den Grad n+2.

Beweis. Angenommen, die Form y:=(1,a)®¢ habe den Grad n+ 1. Dann wirkt
nach Satz 19 der Leitkorper F von ¢ auf y nicht graderhhend. Mit geeignetem
be F* ist jedoch

W®F~b<laa>®‘t~0,

Widerspruch!
Fiir 422 muB unsere Frage leider verneint werden. Wir geben zwei Beispiele :
a) ¢ =a®¢’ mit Pfisterformen «,p von vorgegebenen Graden n>1 und d=2.
Dabei bezeichnet ¢’ wie iiblich den reinen Anteil von ¢ {o=(1)>1¢'}. ¢ werde als
anisotrop vorausgesetzt, was sich liber geeigneten K6rpern leicht einrichten 14Bt. ¢
ist eine exzellente Form der Hohe 2 mit dem Leitkérper k() und der Leitform
t=a®k(¢p), vgl. [9,§7]. Es ist o®1 ~0. Dennoch ist

deg(e®¢@)=deg(e®a)=d+n.

b) Zu vorgegebenem n21 und ungeradem r> 1 sei ¢ die Form (2°r) x (1) iiber
einem reellen Korper k. Der Leitkorper F von ¢ ist unreell, weil schon k(¢) unreell
ist. Somit gibt es zu der Leitform t=2"x (1) iiber F (vgl. [9, § 7]) eine — leicht
explizit angebbare — natiirliche Zahl d, mit (1,1)*®1 ~0. Dennoch ist sogar fiir
jedes ¢

deg((1,1)'®@¢)=t+deg(p).
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