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Zur Theorie der semialgebraischen Wege und Intervalle

Uber einem reell abgeschlossenen Kdrper.

Hans Delfs und Manfred Knebusch (Regensburg)

Bei unserem Aufbau der semialgebraischen Topologie iiber einem
reell abgeschlossenen Grundkdrper R in den Arbeiten [DK,] und [DK,]
benutzen wir bei der Diskussion der semialgebraischen Wege die von
dem zweiten Autor in [K] entwickelte Theorie der Intervalle auf der
Menge X(R) der reellen Punkte einer glatten projektiven Kurve X iliber
R. Durch diesen Aufbau entsteht ein MiBverhdltnis zwischen Methoden
und erzielten Resultaten. In [K] werden Tatsachen iiber quadratische
Formen {z.B. der Residuensatz fiir differentialwertige quadratische
Formen} und Jacobi-Varietidten {insbesondere der Dualitdtssatz von
Geyer filir abelsche Variet&dten iiber R, [G]} ausgenutzt, die metho-
disch gesehen schon zu den hdheren Teilen der algebraischen Geometrie
gehdren. Semialgebraische Topologie handelt aber nur von den einfachs-
ten, ndmlich den "topologischen"” Eigenschaften des Raumes X(R) der

reellen Punkte einer Varietdt X iiber R.

Nun lassen sich aber die Abschnitte §6-§9 und §11 in [DK2] unab-
hdngig von den Ergebnissen in [K] verstehen. (Theorem 9.2 in [DK2]
kann man, wie schon dort bemerkt ist, mit Hilfe des Tarski-Prinzips
durch Ubertragen aus dem klassischen Fall gewinnen, der Hinweis auf
Lemma 9.3 im Beweis von Proposition 11.1 ist unwesentlich).iiel die-
ser Note ist es, ausgehend von dieser Beobachtung, einen neuen Zugang
zur Theorie der semialgebraischen Wege zu geben, der mit semialgebrai-
schen Standard-Methoden auskommt und somit nur sehr elementare alge-
braische Geometrie benutzt. Damit wird die semialgebraische Topologie
von der Arbeit [K] unabhdngig. Uberdies erhalten wir neue Beweise fir
diejenigen S&tze aus [K], die rein semialgebraischer Natur sind, also
nicht auf algebraische Funktionen Bezug nehmen. Alles dies wird in
§1-§5 geleistet.



In einem letzten Abschnitt, §6, analysieren wir die Verh&ltnisse

auf dem Einheitskreis .
S(R) = {(x,y) € R? | x%+y® = 1}.

Wir zeigen, daB dort vieles "genauso ist" wie man es im Falle R = R
gewohnt ist, obwohl vom Standpunkt der klassischen Topologie aus S(R)
fast immer ein total unzusammenh&ngender Raum ist. Weil uns keine
Exponentialfunktion zur Verfiigung steht, muB8 dies jedoch mit génzlich
anderen Argumenten bewiesen werden, als man sie aus der Analysis
kennt. Besonderes Interesse verdient unseres Erachtens die sich dabei
ergebende Moglichkeit, flir jede natiirliche Zahl n in einem algebraisch
abgeschlossenen Korper C der Charakteristik O nach Wahl eines reell
abgeschlossenen Teilkdrpers R mit [C:R] = 2 und Wahl einer Quadratwur-

zel aus -1 eine primitive n-te Einheitswurzel Ch auszuzeichnen.

§1 Wegekomponenten.

Wir setzen die in [DKZ, §6-§9] entwickelte allgemeine Theorie der
semialgebraischen R&dume {iber einem reell abgeschlossenen Grundk&rper

R voraus, und benutzen dieselben Bezeichnungen wie dort.

Definition 1. Ein semialgebraischer Weg in einem semialgebraischen

Raum M ist eine semialgebraische Abbildung a : [O0,1] -» M. Dabei be-
deutet [0,1] das abgeschlossene Einheitsintervall in R. «(0O) heiBt
der Anfangspunkt P des Weges und a(1) der Endpunkt Q des Weges.

Definition 2. Zwei Punkte P,Q € M heiBten verbindbar, wenn es einen

Weg a in M mit Anfangspunkt P und Endpunkt Q gibt. Ersichtlich ist
"verbindbar" eine Aquivalenzrelation auf M. Die Agquivalenzklassen

heiBen die Wegekomponenten von M. Liegt nur eine Aquivalenzklasse vor,

so heiBt M wegezusammenhdngend.

Ausgehend von diesen beiden Definitionen wurden in [DKZ’ §11] die
folgenden beiden S&tze bewiesen, unter alleiniger Benutzung von [DKZ'

§6-§9 Jund eines elementaren Satzes von Cohen [C, §1, Theorem Bn]'

Satz 1.1. Ist M wegezusammenhdngend, so gibt es keine Partition
M= U, U U2 von M in disjunkte offene nichtleere semialgebraische Teil-

mengen U1,U2 von M. (Das ist fast trivial.)



Theorem 1.2. Jeder semialgebraische Raum M hat nur endlich viele We-

gckomponenten. Diese sind semialgebraische Teilmengen von M.

Beim Beweis dieses Theorems wurde eine Beschreibung einer vorge-
gebenen semialgebraischen Teilmenge M von R" x R durch "Schichten"
liber einer geeigneten Partition der Koordinantenhyperebenc—i)Rn in
oL p.204), die auch

in dieser Note eine Rolle spielen wird und iUberhaupt grundlegend fir

endlich viele semialgebraische Mengen benutzt [DK

die semialgebraische Geometrie ist. Dabei ging der oben genannte

Satz von Cohen ein.

Wir wollen noch s#mtliche wegezusammenhdngenden semialgebraischen
Teilrdume &on R angeben. Aus der Tatsache, daB8 ein Polynom in einer
Variablen mit Koeffizienten in R nur endlich viele Nullstellen hat
und zwischen zwei reellen Nullstellen nicht das Vorzeichen wechseln
kann, folgt, daB jede echte nicht leere semialgebraische Teilmenge
M von R disjunkte Vereinigung von endlich vielen Mengen folgender
Art ist:

a) la,blt= {x € R|a < x < b}
[a,b[¢= la,b[ U {a}
Ja,bl¢= ]a,b[ u {b}
[a,ble= la,b[ U {a} U {b}

mit Elementen a < b von R. Das sind die "Intervalle" auf R

(offen, halboffen, abgeschlossen).

b) ]‘wla[:

]-mla]:

{x € R|x < a}
]-=,al U {a}

{x € R|x > a}

]alw[ H

[a,=[ ¢ = ]a,»=[ U {a}

Das sind die "Halbgeraden" auf R (a € R).‘

c) Einpunktige Mengen.

Jetzt ist evident
Satz 1.3. Die wegezusammenhdngenden semialgebraischen Teilmengen von

R sind genau die Mengen R,®, und die in a),b),c). aufgefiihrten Mengen.

*¥) siehe auch [Cs, §2].



§ 2 Vervollstidndigung von Wegen.

Theorem 2.1. Sei J < R ein Intervall und y : J » M eine semialgebrai-

sche Abbildung in einen vollstindigen semialgebraischen Raum. Dann
148t sich y zu einer semialgebraischen Abbildung Yy : J - M auf den
AbschluB J von J in R fortsetzen.

Beweis. Ersichtlich geniligt es, den Fall J = ]0,1] zu behandeln. Sei
' c ]0,1] xM der Graph von y. Wir haben die folgende kanonische Fak-
torisierung von Y.

10,1] ————— T
Y p
M
mit dem Isomorphismus a, definiert durch a(t) = (t,Y(t)))und der ka-
nonischen Projektion p von T' nach M, p(t,xXx) = xX. Wir bezeichnen mit
T den AbschluB von T in dem vollstindigen Raum N := [0,1] xM. T ist

vollstédndig, aber TI' = ]J0O,1] ist nicht vollstindig. Somit ist T # T.
Weiter ist [DK2, Cor. 8.11]

dim(T~\T) < dim T = 1.

Also ist T~T eine endliche Menge {P1,...,Pr} mit paarweise verschie-

denen Punkten P,. Wir wollen zeigen, daB r =1 ist.

Angenommen, r > 1. Wir wdhlen offene semialgebraische Umgebungen

U1, U2 2 in N mit U1 n U2

AbschluB der semialgebraischen Menge

von P1,P = @¢. Der Punkt P1 liegt schon im

I

-1
Uy N T =a(a (U,)).
Aufgrund unserer genauen Kenntnis der semialgebraischen Teilmengen
von ]0,1] (s. Ende von §1) wissen wir:

-1 _
a (U1) =J, U ... U Jr

1

mit paarweise disjunkten in ]O,1] offenen Intervallen Ji und t < u fir
t € Ji} u € Ji+1(1 <1i<r-1). Flir i > 2 ist der AbschluB 31 von J

in R in ]0,1] enthalten, also wegen der Vollstindigkeit von 31

i



P, £ a(?fi) = a(J,).

Somit ist P1 € a(J1). Wdre der Anfangspunkt des Intervalls J1 von
Null verschieden, so wire auch J, < ]O,1] und P

1 1 4 a(J1). Somit hat
J1 die Gestalt ]O,c1[ mit ¢, € ]O,1]. Wir haben damit ein c, € ]0O,1]
gefunden so das

1 1

a(]O,c1[) c U1

ist. Ebenso findet man ein c, € ]10,1] mit

0(10102[) c U2.

Es folgt u, n U, # @, und das ist der gesuchte Widerspruch. Somit ist
I' T eine einpunktige Menge {P}. Es ist P = (1,Q) mit 1 € [0O,1],

Q € M. Da 0—1(F) = ]0O,1] und das Bild von T unter der Projektion auf
[0,1] vollstdndig, also gleich [0,1] ist, muB T = O sein. T ist der
Graph der Abbildung Yy : [0,1] -» M, definiert durch

- Y(t) 0O <t =1
Y(t) =

o £t =0 .
Weil T abgeschlossen in [0,1] xM und M vollstédndig ist, ist Y stetig,

also eine semialgebraische Abbildung, vgl. [DKZ' Th. 9.9]. Damit ist

das Theorem bewiesen.

Schon ein Spezialfall dieses Theorems, ndmlich das Lemma 12.2 in
[DKZ]' reicht aus, um den Kurvenauswahlsatz zu beweisen, wie in
[DKZ’ §12] ndher ausgefiihrt ist.

Theorem 2.2 (Kurvenauswahlsatz). Sei M semialgebraischer Teilraum

eines semialgebraischen Raumes L und P ein Punkt in dem Abschluf8 M
von M in L. Dann gibt es einen Weg y : [0,1] » L mit y(O) = P und
Y (]O,1]) = M.

Aufgrund dieses Satzes ist klar, daB8 die Wegekomponenten eines
semialgebraischen Raumes M samtlich abgeschlossen, also auch offen
in M sind.Sie sind somit in jedem verniinftigen Sinne als die "Zu-
sammenhangskomponenten" von M anzusehen.(Man erinnere sich an
Satz 1.1.). Wir nennen deshalb ab jetzt die Wegekomponenten suggesti-
ver "Zusammenhangskomponenten" und nennen insbesondere einen Raum M

kurz "zusammenhdngend", wenn er wegezusammenhingend ist.



Chne weitere Arbeit erh&lt man jetzt als Korollar zu Theorem 2.1
einen Satz liber die Liftung von Wegen. Ein Spezialfall dieses Satzes

spiclte in [DK §3] eine wesentliche Rolle [loc.cit, Th.3.3].

17

Korollar 2.3. Sei mw : M » N eine eigentliche semialgebraische Abbil-
dung. Sei J ein Intervall in Rund a : J » N eine semialgebraische '
Abbildung. Weiter sei eine semialgebraische Liftung B : J - M von
a|J vorgegeben, d.h. g sei eine semialgebraische Abbildung mit
meB=a|J. Dann 14Bt sich B fortsetzen zu einer semialgebraischen

Liftung B von a.

Beweis. a(J) = L ist ein vollstédndiger semialgebraischer Teilraum
von N. Wir diirfen N durch L und M durch den vollstdndigen Raum n—1(L)
ersetzen, somit ohne Einschrdnkung der Allgemeinheit M als vollstan-
dig voraussetzen. Nach Theorem 2.1 setzt sich B zu einer semialge-
braischen Abbildung B : J » M fort. Die semialgebraischen Abbildun-
gen me B und a stimmen auf J {iberein, wegen ihrer Stetigkeit also
auch auf J.

g.e.d.

§ 3 Genauere Analyse eines Weges.

Wir formulieren zundchst das semialgebraische Analogon zum Zwi-
schenwertsatz und zum Satz von der Existenz von Maximum und Minimum

fiir stetige Funktionen einer reellen Veridnderlichen.

Satz 3.1. Sei f : [a,b] » R eine semialgebraische nicht konstante
Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] < R. Dann ist

f(la,bl) ein abgeschlossenes Intervall [c,d].

Beweis. Das Bild N := f([a,b]) von f ist vollstdndig, weil [a,b]
vollstdndig ist (vgl. [DKZ’ §9] ). Somit ist N eine abgeschlossene
beschrdnkte semialgebraische Teilmenge von R. Weil [a,b] wegezu-
sammenhdngend ist, gilt gleiches fiir N. Aus der am Ende von §1 ange-
gebenen Liste aller wegezusammenhdngenden Teilmengen von R ersieht

man, daB N ein abgeschlossenes Intervall ist.

Ziel dieses Abschnittes ist nun der Beweis des folgenden Satzes.



Theorem 3.2. Sei vy : [a,b ]+ M eine semialgebraische Abbildung von

einem abgeschlossenen Intervall [ a,b ]c R in einen semialgebraischon

Raum M. Dann gibt es eine Unterteilung

t =a< t

o 1 < ... < tr = b

so daB jede Einschrédnkung T]kk_1,t (1 <= k <= r) entweder eine kon-

]
k
stante Abbildung oder eine Einbettung (= Isomorphismus aufs Bild)

ist.

Zum Beweis wdhlen wir eine endliche Uberdeckung (Mi[i € I) von i
durch offene affine semialgebraische Teilrdume M Dann ist
(v (M )|]i € I) eine Uberdeckung von [a b] durch endllch viele offen
semlalgebralsche Teilmengen. Jedes Y (M ) ist disjunkte Vereinigun<
endlich vieler in [a,b] offener Intervalle. Man findet somit leicht
eine Unterteilung

a =a<a,< ...<a =2b
o 1 m !

so daB Y jedes abgeschlossene Teilintervall [aj_1,aj] in eine der
Mengen Mi abbildet. Daher k®6nnen wir uns von vornherein auf den Fall
zurlickziehen, daB M affin ist. M 1&Bt sich dann in einen Raum R" ein-
betten und wir diirfen somit sogar M = R® voraussetzen. Seien
Yqr-+-,Y, die Komponenten der Abbildung Y von [a,b]l nach R®. Es ge-
niigt, die Behauptung fiir jede Komponente Y; ¢ M - R separat einzuse-

hen. Dann ist die Behauptung auch filir Y evident.

Damit haben wir uns auf den Fall M=R zurlickgezogen. Wir bendti-

gen jetzt das folgende Lemma.

Lemma 3.3. Sei vy : [a,b] » R eine semialgebraische Abbildung. Dann
gibt es zu jedem x € [a,b[ ein € > O in R, so daB entweder

Y(y) > y(x) oder v(y) = v(x) oder v(y) < yv(x) jeweils fiir alle

y € [a,b] mit x < y < x+te gilt.

Beweis. Die Mengen

:= {y € [a,b] | Y(y) > v(x)}
:= {y € [a,b] | y(y) < v(x)}
:= {y € [a,b] | v(y) = v(x)}



sind semialgebraisch nach Tarski, also disjunkte Vereinigungen 1.
lich vieler Intervalle und endlich vieler Punkte (vgl. Satz 1.3).
Damit ist schon klar, daB ]x,x+e[ fiir ein € > O ganz in einer der
Mengen A,B,C liegt.
‘ g.e.d.

Mit diesem Lemma 148t sich Theorem 3.2 im Falle M=R leicht veri-
fizieren. Wir betrachten die Teilmengen F,G,H von [a,b[, die aus
allen Punkten x € [a,b[ bestehen, zu denen es ein € > O gibt, so daB
Y(y) > v(x) bzw. yv(y) < v(x) bzw. v(y) = v(x) jeweils fiir alle
y € [a,b] mit x < y < x+e gilt. Nach Tarski sind diese Mengen sicher-
lich semialgebraisch, also Vereinigungen von endlich vielen Inter-
vallen und endlich vielen Punkten. Nach Lemma 3.3 ist [a,b[ die Ver-
‘einigung dieser drei Mengen F,G,H. Daher gibt es eine Unterteilung

a = to < t1 < ... < tr = b,
so daB jedes Intervall ]tk—1'tk[’ 1 <k =r, ganz in einer der Mencer
F,G,H enthalten ist. Ist ]tk—1'tk[ in H enthalten, so ist Y auf
[tk_1,tk] konstant. Wir betrachten jetzt den Fall, daB ein vorgege-
benes Intervall I = ]tk—1'tk[ ganz in F enthalten ist. Auf jedem ab-
geschlossenen Teilintervall [c,d] von I muB die Funktion y nach
Satz 3.1 ihr Maximum annehmen. Aufgrund der Definition von F kann
das Maximum nur in dem Punkt d‘angehommen werden. Daher ist y auf I
streng monoton wachsend. Weil y stetig ist, folgt, daB y auch auf
dem AbschluB8 I = [tk_1,tk]'von I streng monoton wdchst. Insbesondere
ist v|TI injektiv, somit wegen der Vollstindigkeit von I eine Einbet-
tung [DKZ' 9.8]. Ist schlieBlich I in der Menge G enthalten, so ist
Y|I streng monoton fallend und wieder eine Einbettung. Damit ist

Theorem 3.2 v6llig bewiesen.



§ 4 Die projektive Gerade IP(R) .

Wie iliblich fassen wir die projektive Gerade
P(R) = {(Xo:x1)|xo,x1 € R, X, # 0 oder x, # 0}

als Vereinigung der affinen Geraden R mit einem weiteren Punkt o
auf. Genauer identifizieren wir a mit (1:a) fiir a € R und setzen

o = (0:1). R ist dann mit seiner Standardstruktur als semialgebrai-
scher Raum ein offener dichter Teilraum des semialgebraischen Raumes
IP(R) . Zu je zwei verschiedenen Punkten a,b auf TP(R) definieren wir

ein "offenes Intervall" J]a,b[ wie folgt:

a,b € R, a<b : Ja,bl

{x € R|a < x < b};

a,b € R, a>b : Ja,bl = {x € R|x >a oder x < b} U {=};

I

Jo,al {x € R|x < a};

la, =l {x € R|x > al.

Weiter definieren wir "halboffene Intervalle"
[a,b][ := Ja,bl[ U {a}
la,b] := Ja,b[ U {b}
und "abgeschlossene Intervalle"
[a,b] := Ja,b[ U {a} U {b}.

Um die so definierten semialgebraischen Teilmengen von P (R)
besser zu verstehen, betrachten wir die folgende semialgebraische
Einbettung des Intervalls ]-1,1[ <« R in PP(R).

]1-1,1l = R < IP(R),
x — x/1-|x].
Nach §2 148t sich diese Einbettung zu einer semialgebraischen Abbil-
dung
n: [-1,1] = TP(R)
fortsetzen, natiirlich auf genau eine Weise. Diese Abbildung n ist in

keiner Umgebung von -1 konstant, muB also nach Theorem 3.2 in einer

o, Ebenso

Umgebung von -1 injektiv sein. Insbesondere ist mw(-1)

ist n(1) = . Man priift natiirlich auch leicht elementar nach, das:



die durch m(x) = x/1-|x| fiir x € 1-1,1[, n(-1) = n(1) = o definier

Abhbilding ven [-1,1]) nach IP(R) semialgebraisch ist.

m ist eigentlich und surjektiv, somit gilt:

1) Eine Teilmenge M von IP(R) ist genau dann semialgebraisch, wenwu
n_1(M) semialgebraisch ist. Eine semialgebraische Teilmenge M
von IP(R) ist genau dann abgeschlossen bzw. offen in IP(R) , wenn

n_1(M) abgeschlossen bzw. offen in [-1,1] ist.

2) Eine Abbildung f : P(R) - X in einen semialgebraischen Raum X
ist genau dann semialgebraisch, wenn die Komposition
' m
fen: [-1,1] » X semialgebraisch ist. & ist also "identifizie-

rend".

Mit Hilfe der Abbildung n verifiziert man nun leicht

Satz 4.1. Seien a,b verschiedene Punkte auf IP(R) .

1) Ja,b[ ist eine offene und zusammenhdngende semialgebraische

Teilmenge von IP(R) .
2) [a,b] ist der AbschluB von Ja,b[ in IP(R) .

3) Es gibt einen - explizit angebbaren - semialgebraischen Iso-

morphismus X von [O,1] auf [a,b] mit A(0) = a, A(1) = b.

Weiter dient uns die Abbildung n dazu, fiir jeden Punkt P €ER
einen Automorphismus ap von IP(R) zu konstruieren, der p auf o ab-
bildet. Sei c¢ das Urbild von p unter w. Zundchst definieren wir eine

semialgebraische Abbildung?;p : [-1,1] » P(R) vermdge

IA
»
1A
(9]

n(ix+1-c) -1

Q
3
I
A
x
A
-

p n(x-1-c) c
Wir stellen fest, daB

ap(1) = ap(-1) = n(-c)

ist, und erhalten somit eine semialgebraische Abbildung

o, : P(R) » P(R) mito .m = Ep. Man priift leicht, da8 a  bijektiv
ist. Da IP(R) vollstdndig ist [DKZ’ §9], folgt, das ap ein Automorphis-
mus von P(R) ist. Unter erneuter Benutzung von w verifiziert man mwit

Geduld, aber ohne Miihe
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Lemma 4.2. a bildet p auf = ab. Fiir je zwei verschiedene Punkte
a,b auf IP(R) ist

ap([arb]) = [ap(a)l ap(b)]-

Der folgende Satz ist evident fiir p =, aufgrund dieses Lemmas
somit richtig flir jeden Punkt p auf IP(R) .

Satz 4.3. i) Flr jeden Punkt p € IP(R) ist die Menge IP(R)~ {p} total

geordnet vermdge der folgenden Relation:

a<bea#b und p £ la,bl.

ii) Mit dieser Anordnung gilt fiir zwei verschiedene Punkte a,b auf
P(R)N {p}: Ist a < b, so ist

]a,b[v= {x € P(R)N{p} |a < x < b}.

Ist a > b, so ist

Ja,b[ = {x € P(R)N{p} | x > a oder x < b} U {p}.

iii) Sei [a,b] ein abgeschlossenes in IP(R)~ {p} enthaltenes Inter-
vall. Dann gilt fiir Punkte c,d € la,b[ : a < ¢ < b. Genau dann ist

¢ = d, wenn das Intervall [a,c] in [a,d] enthalten ist. Also auch:

Genau dann ist ¢ = d, wenn das Intervall [c,b] das Intervall [d,b]

umfaBt. Insbesondere ist die von P (R)~ {p} auf [a,b] induzierte to-
tale Anordnung unabhdngig von der Wahl des Punktes p auBerhalb von

[a,b].

iv) T (R)~ {p} ist zusammenhingend. Sind Py =P/Pqre-«sP, verschiedene

Punkte auf PP(R), r = 1, und ist in der Anordnung von IP(R)~{p}
Py <Py < ... < P

so hat:P(Rr\{po,p1,...,pr} die folgenden Zusammenhangskomponenten:
ey, pels Ipy Pyl o v Ippep L

v) Die zusammenhdngenden nicht leeren echten semialgebraischen Teil-
mengen von IP(R)~ {p} sind genau die in IP(R)~ {p} enthaltenen Inter-
valle und die einpunktigen Teilmengen.

Bemerkung. Auch.IP(R) ist als Bild von [-1,1] unter n zusammenhdngend.

Damit haben wir alle zusammenhidngenden semialgebraischen Teilmengen
von IP(R) gefunden.



Satz 4.4. Fir jeden semialgebraischen Automorphismus o von IP(R)
gilt:

Entweder ist flir je 2wei verschiedene Punkte a,b auf IP(R)

a([a,b]) = [a(a), a(b)],
oder es ist fiir je zwei verschiedene Punkte a,b auf IP(R)

a(la,b]) = [a(b), a(a)].

Beweis. Sei p := a(w). Weil der oben konstruierte Automorphismus ap
die erste Alternative aus dem Satz erfiillt, geniigt es, die Behaup-
tung fir B u=apoa anstelle von a zu verifizieren. Es ist B(w) = oo.
Die Einschrédnkung f : R = R von B muB aufgrund des Zwischenwert-
satzes (s. Satz 3.1) entweaer streng monoton wachsend oder streng
monoton fallend sein. Man sieht nun leicht, daB dementsprechend B

eine der beiden Alternativen in dem Satz erfiillt.

Genligt ein Automorphismus a von IP(R) der ersten Alternative in
Satz 4.4, so nennen wir a "wachsend", anderenfalls nennen wir «
"fallend". Mit Aut(IP(R)) bezeichnen wir die Gruppe aller semialge-
braischen Automorphismen von P(R) , mit Aut” (P (R)) die Untergruppe
der wachsenden Automorphismen, mit Aut (P (R)) die Menge der fallen-

den Automorphismen.

Beispiel. Die Abbildung i : IP(R) » P(R), definiert durch i(x) =-x
flir x € R, i(w) = =, ist ein fallender Automorphismus von IP(R) .
Uberdies ist i’ die Identitit.

- + .
Somit ist Aut (IP(R)) sicherlich nicht leer. Aut (IP(R)) ist also
ein Normalteiler vom Index 2 in Aut(IP(R)) .
Epilog. Vermdge einer stereographischen Projektion 1d8t sich IP(R)

mit dem Einheitskreis
S(R) := {(x,y) € R® | x%+y% = 1}

identifizieren. Es scheint auf den ersten Blick natiirlicher als unser
Vorgehen zu sein, auf S(R) eine "zirkulare Anordnung" einzufiihren,
und diese mit der stereographischen Projektion auf IP(R) zu ilbertra-
gen. Jedoch haben wir den Eindruck, daB dies schwieriger ist, als

mit obiger Abbildung w : [-1,1] —» IP(R) 2zu arbeiten, weil keine tri-



gono: . ~.rischen Funktionen zur Verfligung stehen. Wir werden umgckeh: -
in §6 die jetzt konstruierte zirkulare Anordnung von IP(R) auf S(R)

ibertragen.

§ 5 Intervalle auf glatten vollstidndigen Kurven.
Ist S ein zu [0,1] isomorpher semialgebraischer Raum, so be-
zeichnen wir als Rand ©3S von S die Menge aller x ¢ S fir die S\{x}

zusammenhdngend ist. 9S besteht aus genau zwei Punkten.

Theorem 5.1. Sei M ein vollstdndiger eindimensionaler affiner semi-

algebraischer Raum, der keine isolierten Punkte besitzt (d.h. "rein" ‘
von der Dimension 1 ist, vgl.,[DKz, §13]). Dann gibt es eine endliche
Familie (Si]i € I) von zum Einheitsintervall [0O,1] isomorphen Teil-

rdaumen Si von M, so daB gilt:

1) M= US,
ier

2) Fir i # j ist Si n Sj entweder leer oder besteht aus genau

einem Punkt, und dieser liegt in aSi und in asj.

Wir nennen eine solche Familie (Sili € I) eine Triangulierung

von M, weiter die Mengen Sy die 1-Simplizes der Triangulierung und
die sédmtlichen Randpunkte sdmtlicher Si die Ecken der Triangulierung.
(Das sind Begriffe ad hoc fiir den eindimensionalen Fall. Eine syste-

matischere Terminologie findet man in [DK3, §21.)

Theorem 5.1 ist ein Spezialfall des in [DK §2] bewiesenen Tri-

3’
angulierungssatzes filir beliebige affine semialgebraische Rdume [loc.
cit, Th.2.1]. Jedoch 1l&dBt sich dieser Spezialfall wesentlich leich-
ter als der allgemeine Satz herleiten. Wir wollen das kurz skizzie-

ren.

Wir betten M in einen R® ein und machen Induktion nach n. Fir
n=1 ist M eine disjunkte Vereinigung von abgeschlossenen Intervallin,
und die Behauptung ist evident. Sei jetzt n =2 und ohne wesentliche
Einschrdnkung der Allgemeinheit M zusammenhingend. p : R2 -+ R bezeich-

ne die Projektion (x,y) = x. Die Menge p(M) ist semialgebréisch,
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zusaminenhdngend und vollstidndic in R, also ein abgeschlosserces Int r-
vall [a,b]. Wir haben nun beziiglich p eine Zerlegung von M in
27 p.204] und auch in §2 des

Ubersichtsartikels [Cs] von Coste angegeben wurde. Da M Dimension 1

"Schichten", wie sie allgemein in [DK

hat, und da jede semialgebraische Teilmenge von [a,b] Vereinigung
von endlich vielen Intervallen und Punkten ist, sieht diese Schich-
tenzerlegung wie folgt aus: Es gibt eine Unterteilung

a=a <a, < ... <a_=D>»»
o 1 r

von [a,b] und iliber jedem offenen Intervall ]a 1734 [, 1 =i=Tr,

semialgebraische Funktionen 51,...,5 (1 =i=sr, m(i) = 1),

m(i)
so daB gilt:

1) Fir jedes x € ]a 173y [ ist

g?(x) < ... < g )(x).

m(i

2) MO0 (la, ,ai[ x R) ist die disjunkte Vereinigung der Graphen

i-1

i i
Fj t= {(x,gj(x))l a;_4 <X < ai}

mit 1 = j = m(i).

3) Mn ({ai} x R) ist disjunkte Vereinigung von einpunktigen Mengen

und abgeschlossenen Intervallen auf der Geraden {ai}x R.

Nach §2 setzen sich die Funktionen 5 stetlg fort zu semialgebraisci.en
Abbildungen nJ : [a —1r3y ] » M. Der Graph AJ von nJ ist vollstandlg
und somit er51cht11ch der AbschluB von F] in M. Uberdies ist A zu
la,_ 1734 ] und damit zu [0,1] isomorph. Da M keine isolierten Punkte
hat, ist jetzt klar, daB M die Vereinigung aller Mengen AJ,

(1 =1i=1rxr, 1 =3 =m(i)) und endlich vieler abgeschlossener Inter-
valle auf den Geraden {ai} x R ist, und man kann die gesuchte Triangu-

lierung von M "sehen".

Sei jetzt n > 2 und p die kanonische Projektion von Rp==Rn_1 x R

auf RY7!

p(M) ein Punkt X1 SO ist M in der Geraden {xo}x R enthalten, und w.ir

. Wir dirfen M wieder als zusammenhdngend voraussetzen. Ist

sind im eindimensionalen Fall, der erledigt ist. Anderenfalls haben
wir nach Induktionsvoraussetzung eine Triangulierung (Tj | 3 € J) vor
p(M). Es genligt, jeden abgeschlossenen Unterraum p_1(Tj) nMvonM

zu triangulieren. Sammelt man dann die 1-Simplizes aller dieser Tri-



angulicrungen, so erhdlt man eine Triangulierung von M, wenn man
noch die 1-Simplizes, die ganz iiber den Randpunkten der Tj liecen,
genigend unterteilt. Damit kOnnen wir uns auf den Fall zurlickziehen,
daB es einen Isomorphismus ¢ : p(M) — [0,1] gibt. Unter dem Isomor-
phismus

@ x id : p(M) xR =» [0,1] xR

wird M isomorph auf einen vollstdndigen eindimensionalen Teilraum M'
von [0,1] xR abgebildet. M' 148t sich aufgrund des erledigten Fallcs
n=2 triangulieren. Damit erhalten wir auch eine Triangulierung von
M.

Bemerkung. Ausgehend von Theorem 5.1 1848t sich ziemlich leicht zei-
gen, daB jeder vollstdndige eindimensionale (natiirlich separierte)
semialgebraische Raum affin ist. Nachtr&dglich 1&8t sich also in

Theorem 5.1 das Wort "affin" streichen.

Theorem 5.2. Sei X eine glatte Kurve iiber R und M eine Zusammen-

hangskomponente des semialgebraischen Raumes X(R). Angenommen, M ist
vollstdndig. Dann ist M zu der reellen projektiven Geraden IP(R) iso-
morph.

Beispiel. Ist X liberdies vollstdndig, also projektiv, so ist jede
Zusammenhangskomponente von X(R) vollstdndig, vgl. [DKZ’ §91.

Beweis des Theorems. Aufgrund des Satzes iiber implizite Funktionen

ist M eine eindimensionale semialgebraische Mannigfaltigkeit, d.h.
jeder Punkt von M hat eine zu ]0,1[ isomorphe offene semialgebraische
Umgebung (vgl. [DKZ]’ Beweis von Prop. 8.6). Uberdies ist M affin, da
X quasiprojektiv ist. Wir wdhlen nun eine Triangulierung (Sili € I)
von M, wie in Theorem 5.1 angegeben. Sei X eine Ecke der Triangulie-
rung, und sei {S ,|i € J} die Menge der 1-Simplizes,die x, enthalten
und somit X, als Randpunkt haben. J enthalte r Elemente. Dann hat

flir jede Umgebung U von X welche die Simplizes Si mit i € J ver-
meidet, die Menge U\s{xo} mindestens r Zusammenhangskomponenten,

denn U*\{xo} ist disjunkte Vereinigung der relativ abgeschlossenen
Teilmengen (U n Si)-{xo} mit i € J. Weiter gibt es ein Fundamental-
system von Umgebungen U, bei denen U*\{xo} aus genau r Zusammenhangs-—
komponenten besteht, weil X5 in jedem Raum Si ein Fundamentalsystem

von Umgebungen Ui besitzt mit Ui‘~{xo} zusammenhdngend. Da M eine
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eindinensionale semialgebraische Mannigfaltigkeit ist, muB r =2 o
In jeder Ecke der Triangulierung treffen also genau zwei Simplizes

Zzusammen.

Wir wdhlen jetzt ein 1-Simplex aus und nennen es So' Die Rand-
punkte von So bezeichnen wir in beliebig gewdhlter Reihenfolge mit
P ,P.. Es gibt dann genau ein weiteres Simplex, genannt S,, mit

o'"1 p 1

Randpunkt P1. Entweder der andere Randpunkt von S, ist Po oder er

ist ein von PO,P

1

verschiedener Punkt P Dann gibt es genau ein

1
weiteres Simplex, genannt S

2 mit Randpinkt PZ‘ Falls der andere

Randpunkt von 82 nicht Po ist, muB er ein von PO,P1,P2 verschiedenez:
Punkt P3 sein, und wir setzen das Verfahren fort. SchlieBlich erhal-
ten wir eine Folge paarweise verschiedener 1-Simplizes SO,S1,...,S

mit Randpunkten PO,P

r
1;P1’P2;"';Pr’Po' Kein anderes 1-Simplex der

Triangulierung kann die Menge So Uus, u...u Sr treffen, weil jede

1
Ecke in dieser Menge schon Randpunkt zweier in der Menge enthaltener
1-Simplizes ist. Da M nicht disjunkte Vereinigung zweier nicht leerer
semialgebraischer abgeschlossener Teilmengen sein kann, ist also

M=SOUS,)U...USr.

Wir wihlen jetit irgendwie r Punkte a, < a, < ... < a. auf der affi-

] 2
nen Geraden R. Dann ist IP(R) die Vereinigung der abgeschlossenen

Intervalle [ai,a O <i=<r, mit a, =a = o, Flir jedes dieser

i+1]’ r+1

Intervalle wdhlen wir einen semialgebraischen Isomorphismus

@, [ai’ai+1] :;Si, der a; auf P, und a,,, auf P, . abbildet

(Pr+1 HES Pc)' Diese Isomorphismen filigen sich zusammen zu einer semial-
gebraischen Abbildung ¢ : P(R) -» M. Aufgrund unserer Kenntnis aller
Durchschnitte Si n Sj sehen wir, daB ¢ bijektiv}ist. Weil IP(R) voll-
stdndig ist, ist ¢ =2in Isomorphismus. Damit ist Theorem 5.2 bewiesen.
Der Beweis wurde nur deshalb in den Einzelheiten ausgefiihrt, damit
keine Bedenken entstehen, daB in unsere Theorie unzuldssige intuitive

Vorstellungen aus dem klassischen Fall R=1IR einflieBen.

Wir wollen jetzt auf einer vorgegebenen vollstdndigen Zusammen-
hangskomponente M von X(R) zu unserer glatten Kurve X "Intervalle"
einfihren, die den in §4 im Spezialfall der projektiven Geraden X=T,
definierten Intervallen ehtsprechen. Dazu miissen wir M zundchst

"orientieren".

Wir fihren auf der Menge Iso(IP(R), M) aller Isomorphismen von



IP(R) auf M die foluende Aquivalenzrelation ein:

1

© ~ P 3 o \p— o @ € Aut+(]P(R)) .

+
Weil Aut (IP(R)) Untergruppe vom Index 2 in Aut(IP(R)) ist, zerfdllt

Iso(IP(R), M) in zwei Aquivalenzklassen.

Definition 1. Eine Orientierung von M ist die Auszeichnung einer

dieser beiden Aquivalenzklassen. Sie wird dann mit Iso+CP(R),M) be-

zeichnet und die andere Aquivalenzklasse mit Iso (IP(R), M).

In dem Spezialfall X = E&z orientieren wir X(R) immer durch

Iso' (P(R),P(R)) := Aut’ (P(R)) .
(Standardorientierung). Sind allgemein orientierte vollstdndige Zu-

sammenhangskomponenten M,N von X(R), Y(R) zu glatten Kurven X,Y iber

R vorgegeben, so heiBe ein Isomorphismus f : M = N orientierungser-

haltend, (oder orientierungstreu), wenn fiir ein - und damit jedes -
+ .
ElementtpEIdeCD(R)),M) die Komposition fe¢¢@ Element von Iso (IPR),N)

ist. Anderenfalls nennen wir f orientierungsumkehrend.

Definition 2. Sei M eine orientierte vollstdndige Zusammenhangs-

komponente von X(R) zu einer glatten Kurve X iiber R. Seien P,Q ver-
schiedene Punkte auf M. Wir wdhlen einen orientierungstreuen Isomor-
phismus @ von IP(R) auf M und definieren das offene Intervall ]P,Ql

wie folgt:

19,00 := o(lo” 1 (p), ¢ (@) [).

Weiter definieren wir die halboffenen Intervalle [P,Q[, ]P,Q] und

das abgeschlossene Intervall [P,Q] in vdllig analoger Weise.

Aufgrund von §4 ist evident, daB die so definierten Intervalle

nicht von der Wahl von ¢ abhd&ngen, und daB gilt:

[PIQ[ ]PIQ[ U {P}r ]PIQ] = ]P'Q[ U {Q}l

17,0l v {P} U {Q}.

I

[P,Q]

Weiter libertragt sich alles, was in §4 iiber Intervalle und zu-
sammenhdngende semialgebraische Teilmengen von IP(R) gesagt wurde,
auf M. Zum Beispiel haben wir verm&ge der Orientierung jede Monge
M~ {p} (p € M) total geordnet.
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I.sbesondere erhalten wir eine Beschreibung der Zusammenhang: -
komponenten von Z(R) fir eine beliebige glatte Kurve Z iiber R. Diec
Varietdt Z besitzt eine kanonische Einbettung Z < X in eine voll-
stdndige glatte Kurve X iiber R, und S := X(R) ~2Z(R) ist eine endli-
che Menge. Seien M1""’Mr die Zusammenhangskomponenten von X(R).
Wir orientieren jedes Mi' Jede Zusammenhangskomponente von Z(R) ist
in einer Menge M, enthalten. Aus Satz 4.3.iv folgt

Theorem 5.3. Sei S, :=S N M

1 1°

a) Ist S1 leer oder einpunktig, so ist M.]\S1 eine Zusammenhangs-

komponente von Z(R).

b) Besteht S1 aus r+1 Punkte Po’P1""’Pr (r 2 1), und ist in der
totalen Anordnung von M1‘~{PO}

P, <P, < ... <P_,
r

1 2

so sind die in M1 enthaltenen Zusammenhangskomponenten von Z(R) die

r+1 Intervalle

]PO’P1[' ]P1'P2[' LR BT ] ]Pr'Po[»

§ 6 Der Einheitskreis.

Wir betrachten jetzt den Raum S(R) der reellen Punkte der affi-
nen Varietdt S = S; im zweidimensionalen affinen Standardraum 0\2,
die durch die Gleichung x2-+y2 = 1 definiert ist. Es ist also

+y° =1},

S(R) = {(x,y) € R? | x? +y?

Die stereographische Projektion p : S(R) -» P(R) mit Zentrum
(0,1), definiert durch

(6.1) (x : 1+y) y # -1
P(X,Y) =
(1-y s x) y# 1

bildet den semialgebraischen Raum S(R) isomorph auf die reelle pro-
jektive Gerade IP(R) ab. Insbesondere ist S(R) zusammenhdngend und
vollstdndig, und die in §5 gewonnenen Erkenntnisse lassen sich auf

S(R) anwenden. Wir orientieren S(R) durch die Festsetzung, daB die



stereographi:zche Projektion p orientierungserhaltend ist. Damit
fiir je zwei wverschiedene Punkte P,Q auf S(R) die Intervalle ]P,C[,
[P,Q[, etc. definiert, und fiir jeden Punkt P € S(R) ist die Menao
S(R) ~ {P} total geordnet.

Im folgenden wdhlen wir in dem algebraischen AbschluBf C von R
eine Quadratwurzel i = V-7 fest aus und identifizieren den Standa:d—

raum R2 mit C vermdge
(x,y) =x + iy.

Wir bezeichnen die Punkte von S(R) meist durch die zugehdrigen Ele-
mente von C. Der Einheitskreis S(R) ist eine Untergruppe der multi-

*
plikativen Gruppe C = C~ {0} von C. Die Abbildung aufs Inverse
zZ =X+ iywmz :=x-1iy

ist ein Automorphismus des semialgebraischen Raumes S(R). Ebenso ist

die Multiplikation (21,22) — Z eine semialgebraische Abbildung

z
172
von S(R) x S(R) auf S(R). Somit ist S(R) eine "semialgebraische Gruppe"
tber R, in Wahrheit sogar eine "reell-algebraische Gruppe". Insbeson-

dere ist filir jeden Punkt a von S(R) die Abbildung
L(a) : z —~ az
von S(R) nach S(R) ein semialgebraischer Automorphismus von S(R).

Es treten nun durchaus nichttriviale Fragen liber den Zusammen-
hang zwischen der zirkularen Anordnung, d.h. der "Intervallstruktur"”
von S(R), und der Gruppenstruktur von S(R) auf. Zum Beispiel: Sind

die Automorphismen L(a) alle orientierungstreu?

Um diese und andere Fragen zu lYsen, miissen wir uns die zirkulare
Anordnung genauer ansehen. Wenn es die Deutlichkeit erfordert, be-
zeichnen wir Intervalle auf S(R), P(R), R mit einem tiefgestellten
Buchstaben S, bzw. IP, bzw. R. Wir fiihren weiter folgende Teilmengen
von S(R) ein:

(x,y) € S(R) |y = 0},

v

(x,y) € S(R) | x

IA

{

S_ := {(x,y) € S(R) |y = 0O},
{ 0},
{

v

(x,y) € S(R) | x =2 0}.
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(1 = "links", r = "rechts"), und bezeichnen der Reihe nach S+ n Sr’
S+ n Sl' S_n Sl' s_n Sr als ersten, zweiten, dritten und vierten
Quadranten des Einheitskreises S(R). SchlieBlich fiihren wir in An-
lehnung an den nicht vorhandenen Cosinus und Sinus auf S(R) zwei

semialgebraische Funktionen ein:

c : S(R) - [—1,1]R, (x,y) = x.

s ¢+ S(R) - [-1,1]R, (x,y) = V.

Die Einschrédnkung von s auf S, hat die Umkehrabbildung

1
y = (-\/1—y2. y)

und ist somit ein semialgebraischer Isémorphismus von Sl auf [-1,1] .
Ebenso ist die Einschrdnkung von s auf Sr ein semialgebraischer Isc

morphismus von Sr auf [-1,1] und die Einschrédnkungen von c auf S4

RI
und S§_ sind auch semialgebraische Isomorphismen von S, bzw. S_ auf
[—1,1]R. Insbesondere sind die vier semialgebraischen Teilmengen
Sl,sr,S+,S_ von S(R) vollstdndig und zusammenhdngend, also abge-

schlossene Intervalle von S(R).

Wir wollen flir jedes dieser Intervalle Anfangspunkt und Endpunkt

bestimmen.

Man liest aus den Formeln (6.1) fiir die stereographische Projel.-

tion ab:
p(1) =1, p(i) = e, p(-1) = -1, p(-i) = 0O;
P(S;) c [=,0lp s P(S_)  [-1,1]

Weil p orientierungserhaltend ist, gilt:

P([ir"i]S) [°°IO]]PI p([’1r1]S) = [_1'1]1P.

Daher ist

Sl c [1,-i]s, S_«c [—1,1]S .

Andererseits bildet s - wie jeder semialgebraische Isomorphismus -

die Randpunkte von S, auf die Randpunkte -1,1 von [—1,1]R ab. Somit

1
hat S1 die Randpunkte i,-i. Ebenso sieht man mit Hilfe der Funktion

c, daB S_ die Randpunkte 1,-1 hat. Es ist also

(6.2a) s, = [i,-ilg, s_ = [-1,11g,



und daher auch

Der Isomorphismus s : Sl-ZQ [-1,1]R muB - letztlich aufgrund &
Zwischenwertsatzes 3.1 - als Abbildung zwischen den total geordnet:n

Mengen Sl und [-1,1]R streng isoton oder streng antiton sein. Weil

s(i) = 1, s(-i) = -1 ist, muB s auf S, also streng antiton sein.

Ebenso sieht man, daB s auf Sr strenglisoton ist, daB c auf S_ str-ng
isoton ist, und daB c auf S+ streng antiton ist. Damit haben wir ein
gutes Verstdndnis der totalen Anordnungen auf den vier Mengen Sl’ Er'
S_, S, erzielt. Insbesondere sieht man sofort, daB die 4 Quadranten
der Reihe nach

die folgenden Intervalle sind:

(6.3) S, ns_ =

L NS, =1[1ilg,, s ,ns

+ l [il_1lsl

S_ns, =

I

r [—i,1]S.

Die totale Anordnung auf jeder dieser 4 Mengen wird durch die folg::.-
de Tabelle beschrieben.

(6.4) Quadrant| P < Q wenn P < Q wenn
S, nNs_. | c(p) > c(Q) | s(P) < s(Q)
S, NS, | c¢(P) >c(Q) | s(P) > s(Q)
S_ NSy | c(P) <c(Q)|s(P) > s(Q)
S_NsS_ | c(P) <c(Q)|s(P) <s(Q)

Jetzt kdnnen wir die oben aufgeworfene Frage {iber die Automor-
phismen L(a) : z » az von S(R) beantworten.

Satz 6.5. Fir jedes a € S(R) ist L(a) orientierungstreu.

Beweis. Flir zwei Punkte z =

Xx+iy, w=u+iv aus dem 1. Quadranten
hat zw den Imagindrteil xv +yu =20, somit liegt zw in S,. Es ist
also

[1ri]'[1li] c [11—1]S-
Jetzt 1&B8t sich die Orientierungstreue von L(a) flir einen Punkt

a = a+ iB aus dem ersten Quadranten (a = O, B = 0) wie folgt eiu-



sohien. Apriori ist al1,i] = [a,ial oder = [ia,a] und af1,i] < [1,~
Der Punkt ia'= -B + ia ljcgt aber im zweiten Quadranten und somit
gilt in der Totalordnung von [1,--1]S die Relation a < ia. Das Inte1 -
vall [ia,a) ist also nicht in [1,-—1]S enthalten, und es muB

a-[1,i] = [a,ia] sein. Weil L(a) Anfangspunkt auf Anfangspunkt und
Endpunkt auf Endpunkt abbildet, ist L(a) orientierungstreu. (N.B.

Man braucht zum Nachweis der Orientierungstreue nur das Bild eines

Intervalles zu betrachten!)

Insbesondere (a=1) iét i-[1,i] = [i,-1]. Jeder Punkt a aus dem
zweiten Quadranten hat also die Gestalt a =ib mit b aus dem ersten
Quadranten (wie man auch leicht ab ovo sieht), und somit ist auch
L(a) = L(i)L(b) flir jedes a aus dem zweiten Quadranten orientierung:-
treu. SchlieBlich liegt fiir jedes a € S_ das Inverse a in S_ und so-

mit ist L(a) = L(E)—1 auch filir diese Punkte a orientierungstreu.

g.e.d.
Andererseits bildet der Automorphismus z +~— 2z das Intervall

[1,--1]S = §, auf das Intervall [—1,1]S =8S_, 1 auf 1 und -1 auf -1
ab.

+

Zusatz 6.6. Der Automorphismus z +~— z von S(R) ist orientierungsum-
kehrend.

Wir wollen jetzt filir jede natlirliche Zahl n > 1 die Untergruppe
(c) ={zec|z" =1}
Mn

der n-ten Einheitswurzeln von S(R) studieren. Bekanntlich besteht
un(C) aus n Elementen. Wir numerieren die von 1 verschiedenen n-ten

Einheitswurzeln gemdBf der totalen Anordnung von S(R) ~ {1},

< ... <

1 2 €h-17

und setzen €g T 1. Weiter setzen wir filir jede ganze Zahl r fest:

€, 3= ej, mit O £ j <n, j = r mod n.

Satz 6.7. Fir jedes r € Z ist €y < e?

Beweis. Nach Theorem 5.3 zerfdllt S(R)*~pn(C) in die Zusammenhangs-

komponenten

legreg s voey Je _qre I
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Somit bildet L(€1) jedes Intervall ]Ej’€5+1[ auf ein Intervall
]ek’€k+1[ ab, also auch [ej’€j+1] auf [gk’€k+1]‘ Nach Satz 6.5 ist
diese Abbildung streng isoton. Wir sehen also: Ist e1ej = €y sO ist
e1ej+1 = Erg1e Weil €180 = €4 ist, folgt nun der Reihe nach:

€169 = €51 €485 = 53,'..., €1€p=1 = €o’
und damit der Satz.

g.e.d.

Bemerkung. Wir haben im Falle der Charakteristik Null zﬁgleich einen
neuen Beweis der wohlbekannten Tatsache gefunden, daB die Einheits-

wurzelgruppe un(C) eines jeden (algebraisch abgeschlossenen) K&rpers
C zyklisch ist.

Wir bezeichnen ab jetzt die obige, durch die Wahl des K&rpers R
in C und die Wahl von V-1 ausgezeichnete n-te Einheitswurzel €1 mit

Ch*

Zusatz 6.8. h ist dasjenige Element von un(C)~\{1}; welches in S+

liegt und von allen in S+ gelegenen Einheitswurzeln # 1 den kleinsten
euklidischen Abstand zu 1 hat. '

Beweis. Im Falle n = 2 ist nichts zu zeigen. Sei jetzt n > 3. Dann

. - -1 _ . . .
ist ¢ =g, vong = = €,-1 verschieden. Wire €, € S_, so wdre

€n=-1 € S+, also wiirde das Intervall ]en_1,€1[ den Punkt 1 nicht ent-
halten, wie aus unserer obigen expliziten Beschreibung der zirkularen
Anordnung auf S(R) sofort folgt. Es ist aber 1 = € € ]en_1,s1[. Da-
her ist Cn € S+. .

\
\

Ein Punkt z = x + iy € S, hat von 1 das euklidische Abstandsqua-

drat (1-x)2 + y® = 2(1-x). Die Funktion 2(1-c) ist auf s, = [1,-1]g

streng isoton, .weil c streng antiton ist. Damit ist der Zusatz 6.8
evident.

Satz 6.9. Fiir beliebige natlirliche Zahlen r > 1, n > 1 gilt

Beweis. In der total geordneten Menge S(R) ~ {1} gilt:



insbesondere also

r 2r -~ (n-1)r
gnr < Cnr < ... <[ )
nr

Das sind n-1 von 1 verschiedene n-te Einheitswurzeln, also sdmtliche
. . . . . r . .

von 1 verschiedenen n-ten Einheitswurzeln. Weil Cnr die kleinste

unter ihnen ist, muB sie mit Cn iibereinstimmen.

g.e.d.

Jetzt kdnnen wir zeigen, daBf fiir jedes natiirliche n der Gruppen-
homomorphismus z z" von S(R) in sich "streng monoton wachsend im

Sinne zirkularer Anordnung" ist. Genauer gilt

Satz 6.10. Fiir jeden Punkt a € S(R) nimmt die Funktion z z® auf
]a,acn[ nicht den Wert a an. Die somit definierte Abbildung
la, a;n[ - S(R)-{an}, z — 2z,
ist ein isotoner semialgebraischer Isomorphismus.
Beweis. Indem wir anstelle von @, ¢ la, agn[ - S(R), z z" die Ab-
bildung
L@ ™eg L(a) : 11,5 [ + S(R), z > 2"

betrachten, ziehen wir uns auf den Fall a =1 zuriick. Weil das Inter-
vall ]1,§n[ keine n-ten Einheitswurzeln enthidlt, haben wir also eine

wohldefinierte semialgebraische Abbildung

vy 2 11,0 [ SR N{1), 2 = 2,

Weil der KOrper C algebraisch abgeschlossen ist, ist die Abbildung

z +— z" von S(R) nach S(R) surjektiv. Also ist auch w surjektiv. Da
jede Translation L(Q ) zu einer Einheitswurzel §§ # 1 das Intervall
11, Cn[ in ein zu ]1,cn[ fremdes Intervall ]C§,€§+1[ {iberfilhrt, ist
wn auch injektiv. Die Fortsetzung

[1,2.] = S(R), z &= z"
von wn ist eigentlich, da [1,cn] vollstdndig ist. Also ist auch wn
eigentlich, und somit ein semialgebraischer Isomorphismus. wn muf

streng isoton oder streng antiton sein.



Wir betrachten die Punkte (

Cz . Nach dem voricen Satz 6.9 ist

4 4né 4n >

Ty = San: Somit liegen Cdn’ C4n in ]1,cn[ undzes ist C4n < Lyn- Un'

wn haben diese Punkte die Bilder Ly = 1 und g, = -1 und in S(R) ~ {1

ist i < -1. Also ist ¥, streng isoton.

g.e.d.
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