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Zur T h e o r i e d e r s e m i a l g e b r a i s c h e n Wege und I n t e r v a l l e 

über einem r e e l l a b g e s c h l o s s e n e n Körper. 

Hans D e l f s und Manfred Knebusch (Regensburg) 

B e i unserem Aufbau d e r s e m i a l g e b r a i s c h e n T o p o l o g i e über einem 
r e e l l a b g e s c h l o s s e n e n Grundkörper R i n den A r b e i t e n [ D K ^ und [DK 2] 
be n u t z e n w i r b e i d e r D i s k u s s i o n d e r s e m i a l g e b r a i s c h e n Wege d i e von 
dem z w e i t e n A u t o r i n [K] e n t w i c k e l t e T h e o r i e d e r I n t e r v a l l e a u f der 
Menge X(R) d e r r e e l l e n Punkte e i n e r g l a t t e n p r o j e k t i v e n Kurve X über 
R. Durch d i e s e n Aufbau e n t s t e h t e i n Mißverhältnis zwischen Methoden 
und e r z i e l t e n R e s u l t a t e n . I n [K] werden T a t s a c h e n über q u a d r a t i s c h e 
Formen (z.B. d e r R e s i d u e n s a t z für d i f f e r e n t i a l w e r t i g e q u a d r a t i s c h e 
Formen} und Jacobi-Varietäten { i n s b e s o n d e r e d e r Dualitätssatz von 
Geyer für a b e l s c h e Varietäten über R, [G]} a u s g e n u t z t , d i e metho­
d i s c h gesehen schon zu den höheren T e i l e n d e r a l g e b r a i s c h e n Geometrie 
gehören. S e m i a l g e b r a i s c h e T o p o l o g i e " h a n d e l t aber nur von den e i n f a c h s 
t e n , nämlich den " t o p o l o g i s c h e n " E i g e n s c h a f t e n des Raumes X(R) der 
r e e l l e n Punkte e i n e r Varietät X über R. 

Nun l a s s e n s i c h aber d i e A b s c h n i t t e §6-§9 und §11 i n [DK 2] unab­
hängig von den E r g e b n i s s e n i n [K] v e r s t e h e n . (Theorem 9.2 i n [DK 2] 
kann man, wie schon d o r t bemerkt i s t , m i t H i l f e des T a r s k i - P r i n z i p s 
d u r c h Übertragen aus dem k l a s s i s c h e n F a l l gewinnen, d e r H i n w e i s auf 
Lemma 9.3 im Beweis von P r o p o s i t i o n 11.1 i s t u n w e s e n t l i c h ) . Z i e l d i e ­
s e r Note i s t e s , ausgehend von d i e s e r Beobachtung, e i n e n neuen Zugang 
z u r T h e o r i e d e r s e m i a l g e b r a i s c h e n Wege zu geben, d e r m i t s e m i a l g e b r a i 
sehen Standard-Methoden auskommt und s o m i t nur s e h r e l e m e n t a r e a l g e ­
b r a i s c h e Geometrie b e n u t z t . Damit w i r d d i e s e m i a l g e b r a i s c h e T o p o l o g i e 
von d e r A r b e i t [K] unabhängig, überdies e r h a l t e n w i r neue Beweise für 
d i e j e n i g e n Sätze aus [ K ] , d i e r e i n s e m i a l g e b r a i s c h e r N a t u r s i n d , a l s o 
n i c h t auf a l g e b r a i s c h e F u n k t i o n e n Bezug nehmen. A l l e s d i e s w i r d i n 
§1-§5 g e l e i s t e t . 



I n einem l e t z t e n A b s c h n i t t , §6, a n a l y s i e r e n w i r d i e Verhältnisse 
auf dem E i n h e i t s k r e i s 

S(R) = ( ( x , y ) e R 2 | x V = 1 } . 

Wir z e i g e n , daß d o r t v i e l e s "genauso i s t " wie man es im F a l l e R = JR 
gewohnt i s t , obwohl vom Standpunkt d e r k l a s s i s c h e n T o p o l o g i e aus S(R) 
f a s t immer e i n t o t a l unzusammenhängender Raum i s t . W e i l uns k e i n e 
E x p o n e n t i a l f u n k t i o n z u r Verfügung s t e h t , muß d i e s j e d o c h m i t gänzlich 
anderen Argumenten bewiesen werden, a l s man s i e aus d e r A n a l y s i s 
k e n n t . Besonderes I n t e r e s s e v e r d i e n t unseres E r a c h t e n s d i e s i c h d a b e i 
ergebende Möglichkeit, für j e d e natürliche Z a h l n i n einem a l g e b r a i s c h 
a b g e s c h l o s s e n e n Körper C d e r C h a r a k t e r i s t i k 0 nach Wahl e i n e s r e e l l 
a b g e s c h l o s s e n e n Teilkörpers R m i t [C:R] = 2 und Wahl e i n e r Quadratwur­
z e l aus -1 e i n e p r i m i t i v e n - t e E i n h e i t s w u r z e l a u s z u z e i c h n e n . 

§1 Wegekomponenten. 

Wir s e t z e n d i e i n [DK 2, §6-§9] e n t w i c k e l t e a l l g e m e i n e T h e o r i e d e r 
s e m i a l g e b r a i s c h e n Räume über einem r e e l l a b g e s c h l o s s e n e n Grundkörper 
R v o r a u s , und b e n u t z e n d i e s e l b e n Bezeichnungen wie d o r t . 

D e f i n i t i o n 1. E i n s e m i a l g e b r a i s c h e r " Weg i n einem s e m i a l g e b r a i s c h e n 
Raum M i s t e i n e s e m i a l g e b r a i s c h e A b b i l d u n g a : [0,1] -> M. Dabei be­
d e u t e t [0,1] das a b g e s c h l o s s e n e E i n h e i t s i n t e r v a l l i n R. a(0) heißt 
de r Anfangspunkt P des Weges und a(1) d e r Endpunkt Q des Weges. 

D e f i n i t i o n 2. Zwei Punkte P,Q € M heißten v e r b i n d b a r , wenn es e i n e n 
Weg a i n M m i t An f a n g s p u n k t P und Endpunkt Q g i b t . E r s i c h t l i c h i s t 
" v e r b i n d b a r " e i n e Äquivalenzrelation auf M. D i e Äquivalenzklassen 
heißen d i e Wegekomponenten von M. L i e g t nur e i n e Äquivalenzklasse v o r , 
so heißt M wegezusammenhängend. 

Ausgehend von d i e s e n b e i d e n D e f i n i t i o n e n wurden i n [DKjr §11] d i e 
fo l g e n d e n b e i d e n Sätze b e w i e s e n , u n t e r a l l e i n i g e r Benutzung von [DKj* 
§6-§9 ]und e i n e s e l e m e n t a r e n S a t z e s von Cohen [C, §1, Theorem B ^ ] . 

S a t z 1.1. I s t M wegezusammenhängend, so g i b t es k e i n e P a r t i t i o n 
M = U 1 U U 2 von M i n d i s j u n k t e o f f e n e n i c h t l e e r e s e m i a l g e b r a i s c h e T e i l 
mengen Ü-,U 9 von M. (Das i s t f a s t t r i v i a l . ) 



Theorem 1.2. J e d e r s e m i a l g e b r a i s c h e Raum M h a t nur e n d l i c h v i e l e We­
gekomponenten. D i e s e s i n d s e m i a l g e b r a i s c h e Teilmengen von M. 

Beim Beweis d i e s e s Theorems wurde e i n e B e s c h r e i b u n g e i n e r v o r g e ­
gebenen s e m i a l g e b r a i s c h e n Teilmenge M von R n x R durch " S c h i c h t e n " 
über e i n e r g e e i g n e t e n P a r t i t i o n der K o o r d i n a n t e n h y p e r e b e n e ^ R n i n 
e n d l i c h v i e l e s e m i a l g e b r a i s c h e Mengen b e n u t z t [ D ^ * p.204], d i e auch 
i n d i e s e r Note e i n e R o l l e s p i e l e n w i r d und überhaupt grundlegend für 
d i e s e m i a l g e b r a i s c h e Geometrie i s t . Dabei g i n g d e r oben genannte 
S a t z von Cohen e i n . 

W i r w o l l e n noch sämtliche wegezusammenhängenden s e m i a l g e b r a i s c h e n 
Teilräume von R angeben. Aus der T a t s a c h e , daß e i n Polynom i n e i n e r 
V a r i a b l e n m i t K o e f f i z i e n t e n i n R nur e n d l i c h v i e l e N u l l s t e l l e n h a t 
und zwischen zwei r e e l l e n N u l l s t e l l e n n i c h t das V o r z e i c h e n wechseln 
kann, f o l g t , daß j e d e e c h t e n i c h t l e e r e s e m i a l g e b r a i s c h e Teilmenge 
M von R d i s j u n k t e V e r e i n i g u n g von e n d l i c h v i e l e n Mengen f o l g e n d e r 
A r t i s t : 

a ) ]a,b[:= {x € R | a < x < b} 

[a,b[!= ]a,b[ U {a} 

]a,b]J= ]a,b[ U {b} 

[a,b];= J a,b[ U {a} U {b} 

m i t Elementen a < b von R. Das s i n d d i e " I n t e r v a l l e " a uf R 
( o f f e n , h a l b o f f e n , a b g e s c h l o s s e n ) . 

b) ]-»,a[: = {x £ R | x < a} 

] - c o,a]: = ]-~,a[ U {a} 
]a , o o [ • = {x £ R I x > a} 

Ia , o o [ : = ] a , c o [ u {a} 

Das s i n d d i e "Halbgeraden" a u f R ( a £ R ) . 

c) E i n p u n k t i g e Mengen. 

J e t z t i s t e v i d e n t 
S a t z 1.3. D i e wegezusammenhängenden s e m i a l g e b r a i s c h e n Teilmengen von 
R s i n d genau d i e Mengen R , 0 , und d i e i n a ) , b ) , c ) aufgeführten Mengen. 

*) s i e h e auch [Cs, §2]. 



§ 2 Vervollständigung von Wegen. 

Theorem 2.1. S e i J a R e i n I n t e r v a l l und y : J M e i n e s e m i a l g e b r a i ­
sche A b b i l d u n g i n e i n e n vollständigen s e m i a l g e b r a i s c h e n Raum. Dann 
läßt s i c h y zu e i n e r s e m i a l g e b r a i s c h e n A b b i l d u n g y : J M auf den 
Abschluß J von J i n R f o r t s e t z e n . 

Beweis. E r s i c h t l i c h genügt e s , den F a l l J = ]0,1] zu behandeln. S e i 
r er ]0,1] x M der Graph von y. W i r haben d i e f o l g e n d e k a n o n i s c h e Fak-
t o r i s i e r u n g von y. 

]0,1] ~ > T 
a 

M 

m i t dem Isomorphismus a, d e f i n i e r t d u r c h a ( t ) = ( t , y ( t ) ) ; u n d d e r k a ­
n o n i s c h e n P r o j e k t i o n p von r nach M, p ( t , x ) = x. Wir b e z e i c h n e n m i t 
V den Abschluß von r i n dem vollständigen Raum N := [0,1] x M. T i s t 
vollständig, aber T ]0,1] i s t n i c h t vollständig. Somit i s t T £ T. 
W e i t e r i s t tDK 2, Cor. 8.11] 

d i m ( F ^ r ) < dim r = 1. 

A l s o i s t T ^ r e i n e e n d l i c h e Menge { P 1 P r} m i t paa r w e i s e v e r s c h i e ­
denen Punkten P^« W i r w o l l e n z e i g e n , daß r = 1 i s t . 

Angenommen, r > 1. Wir wählen o f f e n e s e m i a l g e b r a i s c h e Umgebungen 
ü 1 # ü 2 von P 1 f P 2 i n N m i t U 1 n U 2 = 0 . Der Punkt P 1 l i e g t schon im 
Abschluß der s e m i a l g e b r a i s c h e n Menge 

u 1 n r = a ( a " " 1 ( ü 1 ) ) . 

A u f g r u n d u n s e r e r genauen K e n n t n i s d e r s e m i a l g e b r a i s c h e n Teilmengen 
von ]0,1] (s. Ende von §1) w i s s e n w i r : 

o f 1 ( l ^ ) = J 1 U . . . U J r 

m i t p a a r w e i s e d i s j u n k t e n i n ]0,1] o f f e n e n I n t e r v a l l e n J i und t < u für 
t 6 J i # u € ' J i + 1 ( 1 < i < r - 1 ) . Für i > 2 i s t der Abschluß 3̂  von 
i n R i n ]0,1 ] e n t h a l t e n , a l s o wegen d e r Vollständigkeit von 



t a ( J ± ) = a ( J i ) 

Somit i s t P,j € a ( J ^ ) . Wäre d e r Anfangspunkt des I n t e r v a l l s von 
N u l l v e r s c h i e d e n , so wäre auch J\j" c ]0,1] und £ a ( J , j ) . Somit hat 
J 1 d i e G e s t a l t ] 0 , c ( | [ m i t c^ £ ] 0 , 1 ] . W i r haben damit e i n £ ]0,1] 
gefunden so daß 

i s t . Ebenso f i n d e t man e i n c 2 £ ]0,1] m i t 

a ( ] 0 , c 2 [ ) c ü 2 . 

Es f o l g t n U 2 7* 0/ und das i s t der gesuchte W i d e r s p r u c h . Somit i s t 
P ^ r e i n e e i n p u n k t i g e Menge {P}. Es i s t P = ( T /Q ) m i t x £ [ 0 f 1 ] f 

Q £ M. Da a " " 1 ( D = ]0,1] und das B i l d von T u n t e r d e r P r o j e k t i o n auf 
[0,1] vollständig, a l s o g l e i c h [0,1] i s t , muß x = 0 s e i n . V i s t d e r 
Graph d e r A b b i l d u n g y : [0,1 ] -* M, d e f i n i e r t d u r c h 

T ( t ) = 
Y ( t ) 0 < t < 1 

L Q t = o . 

W e i l T a b g e s c h l o s s e n i n [0,1] xM und M vollständig i s t , i s t y s t e t i g , 
a l s o e i n e s e m i a l g e b r a i s c h e A b b i l d u n g , v g l . [ D K 2 # Th. 9.9]. Damit i s t 
das Theorem b e w i e s e n . 

Schon e i n S p e z i a l f a l l d i e s e s Theorems, nämlich das Lemma 12.2 i n 
[ D K 2 ] , r e i c h t aus, um den Ku r v e n a u s w a h l s a t z zu be w e i s e n , w i e i n 
[DK 2, §12] näher ausgeführt i s t . 

Theorem 2.2 ( K u r v e n a u s w a h l s a t z ) . S e i M s e m i a l g e b r a i s c h e r T e i l r a u m 
e i n e s s e m i a l g e b r a i s c h e n Raumes L und P e i n Punkt i n dem Abschluß M 
von M i n L. Dann g i b t es e i n e n Weg y : [0,1] -* L m i t y ( 0 ) = P und 
Y ( ] 0 , 1 ] ) C M. 

Aufgrund d i e s e s S a t z e s i s t k l a r , daß d i e Wegekomponenten e i n e s 
s e m i a l g e b r a i s c h e n Raumes M sämtlich a b g e s c h l o s s e n , a l s o auch o f f e n 
i n M s i n d . S i e s i n d s o m i t i n jedem vernünftigen S i n n e a l s d i e "Zu-
sammenhangskomponenten , , von M anzusehen. (Man e r i n n e r e s i c h an 
S a t z 1.1.). W i r nennen d e s h a l b ab j e t z t d i e Wegekomponenten s u g g e s t i ­
v e r "Zusammenhangskomponenten 1 1 und nennen i n s b e s o n d e r e e i n e n Raum M 
k u r z "zusammenhängend", wenn e r wegezusammenhängend i s t . 



Ohne w e i t e r e A r b e i t erhält man j e t z t a l s K o r o l l a r zu Theorem 2.1 
e i n e n S a t z über d i e L i f t u n g von Wegen. E i n S p e z i a l f a l l d i e s e s S a t z e s 
s p i e l t e i n [ D K ^ §3] e i n e w e s e n t l i c h e R o l l e [ l o c . c i t , Th.3.3]. 

K o r o l l a r 2.3. S e i n : M -» N e i n e e i g e n t l i c h e s e m i a l g e b r a i s c h e A b b i l ­
dung. S e i J e i n I n t e r v a l l i n R und a : J N e i n e s e m i a l g e b r a i s c h e 
A b b i l d u n g . W e i t e r s e i e i n e s e m i a l g e b r a i s c h e L i f t u n g ß : J -> M von 
a | J vorgegeben, d.h. ßsei e i n e s e m i a l g e b r a i s c h e A b b i l d u n g m i t 
TT»|J = a | j . Dann läßt s i c h ß f o r t s e t z e n zu e i n e r s e m i a l g e b r a i s c h e n 
L i f t u n g (f von a. 

Beweis. a ( J ) = L i s t e i n vollständiger s e m i a l g e b r a i s c h e r T e i l r a u m 
-1 

von N. W i r dürfen N durch L und M dur c h den vollständigen Raum TT (L) 
e r s e t z e n , s o m i t ohne Einschränkung d e r A l l g e m e i n h e i t M a l s vollstän­
d i g v o r a u s s e t z e n . Nach Theorem 2.1 s e t z t s i c h ß zu e i n e r s e m i a l g e ­
b r a i s c h e n A b b i l d u n g jj : J -> M f o r t . D i e s e m i a l g e b r a i s c h e n A b b i l d u n ­
gen TT « ß und a stimmen auf J überein, wegen i h r e r S t e t i g k e i t a l s o 
auch auf J . 

q.e.d. 

§ 3 Genauere A n a l y s e e i n e s Weges. 

Wir f o r m u l i e r e n zunächst das s e m i a l g e b r a i s c h e Analogon zum Zwi­
s c h e n w e r t s a t z und zum S a t z von der E x i s t e n z von Maximum und Minimum 
für s t e t i g e F u n k t i o n e n e i n e r r e e l l e n Veränderlichen. 

S a t z 3.1. S e i f : [a,b] R e i n e s e m i a l g e b r a i s c h e n i c h t k o n s t a n t e 
F u n k t i o n auf einem a b g e s c h l o s s e n e n I n t e r v a l l [a,b] c R. Dann i s t 
f ( C a , b ] ) e i n a b g e s c h l o s s e n e s I n t e r v a l l [ c , d ] . 

B eweis. Das B i l d N := f ( [ a , b ] ) von f i s t vollständig, w e i l [a,b] 
vollständig i s t ( v g l . [ DK 2/ §9]). Somit i s t N e i n e a b g e s c h l o s s e n e 
beschränkte s e m i a l g e b r a i s c h e Teilmenge von R. W e i l [a,b] wegezu­
sammenhängend i s t , g i l t g l e i c h e s für N. Aus d e r am Ende von §1 ange­
gebenen L i s t e a l l e r wegezusammenhängenden Tei l m e n g e n von R e r s i e h t 
man, daß N e i n a b g e s c h l o s s e n e s I n t e r v a l l i s t . 

Z i e l d i e s e s A b s c h n i t t e s i s t nun d e r Beweis des f o l g e n d e n S a t z e s . 



Theorem 3.2. S e i y : I a,b ] -> M e i n e s e m i a l g e b r a i s c h e A b b i l d u n g von 
einem a b g e s c h l o s s e n e n I n t e r v a l l [ a,b ] c R i n e i n e n s e m i a l g e b r a i s c h e n 
Raum M. Dann g i b t es e i n e U n t e r t e i l u n g 

t = a < t - < . . . < t = b o 1 r 

so daß jede Einschränkung y |[ t k _ - j , t ^ ] (1 < k'< r ) entweder e i n e kon­
s t a n t e A b b i l d u n g o d e r e i n e E i n b e t t u n g (= Isomorphismus a u f s B i l d ) 
i s t . 

Zum Beweis wählen w i r e i n e e n d l i c h e Überdeckung ( M , J i £ I ) von M 
durch o f f e n e a f f i n e s e m i a l g e b r a i s c h e Teilräume M i. Dann i s t 
(y ^(M.) | i £ I ) e i n e Überdeckung von [a,b] du r c h e n d l i c h v i e l e o f f e 
s e m i a l g e b r a i s c h e T e i l m e n g e n . Jedes y (M^) i s t d i s j u n k t e V e r e i n i g u n g 
e n d l i c h v i e l e r i n [a,b] o f f e n e r I n t e r v a l l e . Man f i n d e t s o m i t l e i c h t 
e i n e U n t e r t e i l u n g 

a Ä = a < a - < . .. •. < a = b, 
o 1 m 

so daß y jed e s a b g e s c h l o s s e n e T e i l i n t e r v a l l [äj_<|#a..] i n e i n e d e r 
Mengen M^ a b b i l d e t . Daher können w i r uns von v o r n h e r e i n auf den F a l l 
zurückziehen, daß M a f f i n i s t . M läßt s i c h dann i n e i n e n Raum R e i n ­
b e t t e n und w i r dürfen s o m i t s o g a r M = R n v o r a u s s e t z e n . S e i e n 
Y 1 ' # # # , Y n d i e K o m P o n e n t e n d e r A b b i l d u n g y von ta,b] nach R n. Es ge­
nügt, d i e Behauptung für j e d e Komponente y^ : M R s e p a r a t e i n z u s e ­
hen. Dann i s t d i e Behauptung auch für y e v i d e n t . 

Damit haben w i r uns a u f den F a l l M = R zurückgezogen. W i r benöti­
gen j e t z t das f o l g e n d e Lemma. 

Lemma 3.3. S e i y : [a,b] R e i n e s e m i a l g e b r a i s c h e A b b i l d u n g . Dann 
g i b t es zu jedem x £ [a,b[ e i n e > 0 i n R, so daß entweder 
y ( y ) > y(x) oder y ( y ) = y ( x ) o d e r y ( y ) < y ( x ) j e w e i l s für a l l e 
y € [a,b] m i t x < y < x+e g i l t . 

Beweis. Die Mengen 

A := {y £ [a,b] J y ( y ) > y ( x ) } 

B := {y € [a,b] | y ( y ) < y ( x ) } 

C := {y € [a,b] | y ( y ) = y ( x ) } 



s i n d s e m i a l g e b r a i s c h nach T a r s k i , a l s o d i s j u n k t e V e r e i n i g u n g e n ei>. 
l i e h v i e l e r I n t e r v a l l e und e n d l i c h v i e l e r P u n k t e ( v g l . S a t z 1.3). 
Damit i s t schon k l a r , daß ]x,x+e[ für e i n e > 0 ganz i n e i n e r der 
Mengen A,B,C l i e g t . 

q.e.d. 

M i t diesem Lemma läßt s i c h Theorem 3.2 im F a l l e M = R l e i c h t v e r i ­
f i z i e r e n . W ir b e t r a c h t e n d i e Teilmengen F,G,H von [ a , b [ , d i e aus 
a l l e n Punkten x € [ a , b [ b e s t e h e n , zu denen es e i n e > O g i b t , so daß 
T(y ) > Y ( X ) bzw. y ( y ) < Y ( x ) bzw. y{y) = y(x) j e w e i l s für a l l e 
y € [a,b] m i t x < y < x+e g i l t . Nach T a r s k i s i n d d i e s e Mengen s i c h e r ­
l i c h s e m i a l g e b r a i s c h , a l s o V e r e i n i g u n g e n von e n d l i c h v i e l e n I n t e r ­
v a l l e n und e n d l i c h v i e l e n Punkten. Nach Lemma 3.3 i s t [ a , b [ d i e V e r ­
e i n i g u n g d i e s e r d r e i Mengen F,G,H. Daher g i b t es e i n e U n t e r t e i l u n g 

a = t < t - < ... < t = b, o 1 r 

so daß jedes I n t e r v a l l l ^ - i ' ^ f ' 1 5 k < r , ganz i n e i n e r d e r Mencer 
F,G,H e n t h a l t e n i s t . I s t H ^ - T ^ t i n H e n t h a l t e n , so i s t T a u f 
^ k - V ^ l J k o n s t a n t * w i r b e t r a c h t e n j e t z t den F a l l , daß e i n v o r g e g e ­
benes I n t e r v a l l I = ^ k - T ^ T c ^ ganz i n F e n t h a l t e n i s t . A u f jedem ab­
ges c h l o s s e n e n T e i l i n t e r v a l l [ c , d ] von I muß d i e F u n k t i o n y nach 
S a t z 3.1 i h r Maximum annehmen. A u f g r u n d d e r D e f i n i t i o n von F kann 
das Maximum nur i n dem P u n k t d angenommen werden. Daher i s t Y auf I 
s t r e n g monoton wachsend. W e i l y s t e t i g i s t , f o l g t , daß y auch auf 
dem Abschluß I = [ t j ^ . i ^ t ^ ] von I s t r e n g monoton wächst. I n s b e s o n d e r e 
i s t y | l i n j e k t i v , s o m i t wegen d e r Vollständigkeit von T e i n e E i n b e t ­
tung [DK 2, 9.8]. I s t schließlich I i n d e r Menge G e n t h a l t e n , so i s t 
y ) l s t r e n g monoton f a l l e n d und w i e d e r e i n e E i n b e t t u n g . Damit i s t 
Theorem 3.2 völlig be w i e s e n . 



§ 4 Die p r o j e k t i v e Gerade 1P(R) 

Wie üblich f a s s e n w i r d i e p r o j e k t i v e Gerade 

3P(R) = { ( x Q : x 1 )| X Q / X 1 6 R, X q ^ 0 od e r x 1 £ 0} 

a l s V e r e i n i g u n g der a f f i n e n Geraden R m i t einem w e i t e r e n Punkt <» 
a u f . Genauer i d e n t i f i z i e r e n w i r a m i t (1:a) für a e R und s e t z e n 
oo = ( 0 : 1 ) . R i s t dann m i t s e i n e r S t a n d a r d s t r u k t u r a l s s e m i a l g e b r a i ­
s c h e r Raum e i n o f f e n e r d i c h t e r T e i l r a u m des s e m i a l g e b r a i s c h e n Raumes 
IP(R) . Zu j e zwei v e r s c h i e d e n e n P unkten a,b auf TP(R) d e f i n i e r e n w i r 
e i n " o f f e n e s I n t e r v a l l " ]a,b[ wie f o l g t : 

a f b € R, a < b ; ]a,b[ = {x € R | a < x < b}; 

a f b £ R, a > b : ]a,b[ = {x € R j x > a oder x < b} U {«>} ; 

]»,a[ = {x 6 R | x < a}; 

]a # o o [ = {x € R | x > a}. 

W e i t e r d e f i n i e r e n w i r " h a l b o f f e n e I n t e r v a l l e " 

[ a , b [ := ]a,b[ U {a} 

]a,b] := ]a,b[ U {b} 

und "abgeschlossene I n t e r v a l l e " 

[a,b] := ]a,b[ U {a} U {b}. 

Um d i e so d e f i n i e r t e n s e m i a l g e b r a i s c h e n Teilmengen von IP(R) 
b e s s e r zu v e r s t e h e n , b e t r a c h t e n w i r d i e f o l g e n d e s e m i a l g e b r a i s c h e 
E i n b e t t u n g des I n t e r v a l l s ]-1,1[ c R i n J P ( R ) . 

]-1,1 [ ^ R ^ 3P(R) , 

x x/1 - ] x | . 

Nach §2 läßt s i c h d i e s e E i n b e t t u n g zu e i n e r s e m i a l g e b r a i s c h e n A b b i l ­
dung 

TT : [-1,1] — 3P(R) 

f o r t s e t z e n , natürlich auf genau e i n e Weise. D i e s e A b b i l d u n g n i s t i n 
k e i n e r Umgebung von -1 k o n s t a n t , muß a l s o nach Theorem 3.2 i n e i n e r 
Umgebung von -1 i n j e k t i v s e i n . I n s b e s o n d e r e i s t TT(-1) = ». Ebenso 
i s t TT (1 ) = oo. Man prüft natürlich auch l e i c h t e l e m e n t a r nach, daß 



- 1i 

d i e durch TT(X) = x/1-|x| für x £ 3.-1, 1[, n(-1) = n (1)' = «> d e f i n i e r ' 
A b b i l d u n g von [-1,1] nach IP (R) s e m i a l g e b r a i s c h i s t . 

IT i s t e i g e n t l i c h und s u r j e k t i v , s o m i t g i l t : 

1) E i n e Teilmenge M von 3P(R) i s t genau dann s e m i a l g e b r a i s c h , wenn 
n '(M) s e m i a l g e b r a i s c h i s t . E i n e s e m i a l g e b r a i s c h e Teilmenge M 
von IP(R) i s t genau dann a b g e s c h l o s s e n bzw. o f f e n i n 3P(R) , weirn 
n ^ (M) a b g e s c h l o s s e n bzw. o f f e n i n [-1,1] i s t . 

2) E i n e A b b i l d u n g f : 3P(R) X i n e i n e n s e m i a l g e b r a i s c h e n Raum X 
i s t genau dann s e m i a l g e b r a i s c h , wenn d i e K o m p o s i t i o n 

TT 

f * n : [-1,1] -> X s e m i a l g e b r a i s c h i s t . £ i s t a l s o " i d e n t i f i z i e ­
r e nd". 
M i t H i l f e d e r A b b i l d u n g TT v e r i f i z i e r t man nun l e i c h t 

S a t z 4.1. S e i e n a,b v e r s c h i e d e n e Punkte auf ]P(R) . 

1) ]a,b[ i s t e i n e o f f e n e und zusammenhängende s e m i a l g e b r a i s c h e 
Teilmenge von 3P(R) . 

2) [a,b] i s t d e r Abschluß von ]a,b[ i n 1P(R) . 

3) Es g i b t e i n e n - e x p l i z i t angebbaren - s e m i a l g e b r a i s c h e n I s o ­
morphismus X von [0,1] a u f [a,b] m i t A(0) = a, X(1) = b. 

We i t e r d i e n t uns d i e A b b i l d u n g TT dazu, für jeden Punkt p £ R 
e i n e n Automorphismus a p von nP(R) zu k o n s t r u i e r e n , d e r p a u f «> ab­
b i l d e t . S e i c das U r b i l d von p u n t e r n. Zunächst d e f i n i e r e n w i r e i n e 
s e m i a l g e b r a i s c h e A b b i l d u n g % : [-1,1] -> 1P(R) vermöge 

P 
f TT (X + 1 - C) -1 < X < C 

a (x) = < 
p | ir(x - 1 - c) c 5 x < 1 . 

Wir s t e l l e n f e s t , daß 

a (1) * a (-1) = TT(-C) 

i s t , und e r h a l t e n s o m i t e i n e s e m i a l g e b r a i s c h e A b b i l d u n g 
a p : I>(R) -* IP(R) m i t cc pf TT = a p . Man prüft l e i c h t , daß a p b i j e k t i v 
i s t . D a P ( R ) vollständig i s t [DK 9, §9], f o l g t , daß a e i n Automorp i i s -

Ä p 
mus von P (R) i s t . U n t e r e r n e u t e r Benutzung von TT v e r i f i z i e r t man m i t 
Geduld, aber ohne Mühe 



Lemma 4.2. a b i l d e t p a u f °° ab. Für j e zwei v e r s c h i e d e n e Punkte 
— P ^ J 

a,b auf P (R) i s t 

a _ ( [ a , b ] ) = [ a f a ) , a ( b ) ] . 
Jr P P 

Der f o l g e n d e S a t z i s t e v i d e n t für p=«>, a u f g r u n d d i e s e s Lemmas 
s o m i t r i c h t i g für jeden Punkt p auf 3P(R) . 

S a t z 4.3. i ) Für jeden Punkt p G IP(R) i s t d i e Menge 3P(R)^{p} t o t a l 
g e o r d n e t vermöge der f o l g e n d e n R e l a t i o n : 

a < b <=» a f b und p £ ] a , b [ . 

i i ) M i t d i e s e r Anordnung g i l t für zwei v e r s c h i e d e n e Punkte a,b auf 
I P ( R ) ^ { p } : I s t a < b, so i s t 

]a,b[ = {x 6 I P ( R ) \ {p} | a < x < b}. 

I s t a > b, so i s t 

]a,b[ = {x £ E>(R ) M p ) | x > a oder x < b} U {p}. 

i i i ) S e i [a,b] e i n a b g e s c h l o s s e n e s i n 3P(R)\{p} e n t h a l t e n e s I n t e r ­
v a l l . Dann g i l t für Punkte c,d € ]a,b[ : a < c < b. Genau dann i s t 
c < d, wenn das I n t e r v a l l [ a , c ] i n [a,d] e n t h a l t e n i s t . A l s o auch: 
Genau dann i s t c < d, wenn das I n t e r v a l l [ c , b ] das I n t e r v a l l [d,b] 
umfaßt. Insbesondere i s t d i e von I P ( R ) \ { p } a u f [a,b] i n d u z i e r t e t o ­
t a l e Anordnung unabhängig von der Wahl des Punktes p außerhalb von 
[ a , b ] . 

i v ) 3P(R)^ {p} i s t zusammenhängend. S i n d p Q = p,p,j, ... , p r v e r s c h i e d e n e 
Punkte auf 3P(R) , r > 1, und i s t i n d er Anordnung von ] P ( R ) M p } 

p 1 < p 2 < . . . < p r # 

so h a t 3P(R)"^ "tP 0^P^j # • • • #P r) d i e f o l g e n d e n Zusammenhangskomponenten: 
3 p o , p 1 [ ' ] p 1 , p 2 1 ' ' ] p r ' p o [ * 
v) D i e zusammenhängenden n i c h t l e e r e n e c h t e n s e m i a l g e b r a i s c h e n T e i l ­
mengen von HP ( R ) ^ {p} s i n d genau d i e i n 3P(R)^{p} e n t h a l t e n e n I n t e r ­
v a l l e und d i e e i n p u n k t i g e n Teilmengen. 

Bemerkung. Auch 3P(R) i s t a l s B i l d von [-1,1] u n t e r TT zusammenhängend. 
Damit haben w i r a l l e zusammenhängenden s e m i a l g e b r a i s c h e n Teilmengen 
von 3P(R) gefunden. 



S a t z 4.4. Für jeden s e m i a l g e b r a i s c h e n Automorphismus a von IP(R) 
g i l t : 
Entweder i s t für j e zv;ei v e r s c h i e d e n e Punkte a,b auf 3P(R) 

a ( [ a , b ] ) = [ a ( a ) , a ( b ) J , 

o d e r es i s t für j e zwei v e r s c h i e d e n e Punkte a,b auf 3P(R) 

a ( [ a , b ] ) = [ a ( b ) , a ( a ) ] . 

B e w e i s. S e i p := a (<») . W e i l d e r oben k o n s t r u i e r t e Automorphismus a 

d i e e r s t e A l t e r n a t i v e aus dem S a t z erfüllt, genügt e s , d i e Behaup­
tu n g für ß :=a OQ a n s t e l l e von a zu v e r i f i z i e r e n . Es i s t ß («») = «>. 

D i e Einschränkung f : R R von ß muß a u f g r u n d des Zwischenwert-
s a t z e s ( s . S a t z 3.1) entweder s t r e n g monoton wachsend oder s t r e n g 
monoton f a l l e n d s e i n . Man s i e h t nun l e i c h t , daß dementsprechend ß 

e i n e der b e i d e n A l t e r n a t i v e n i n dem S a t z erfüllt. 

Genügt e i n Automorphismus a von 1P(R) d e r e r s t e n A l t e r n a t i v e i n 
S a t z 4.4, so nennen w i r a "wachsend", a n d e r e n f a l l s nennen w i r a 

" f a l l e n d " . M i t A u t ( I P ( R ) ) b e z e i c h n e n w i r d i e Gruppe a l l e r s e m i a l g e ­
b r a i s c h e n Automorphisraen von 3P(R) , m i t A u t + ( 3 P ( R ) ) d i e Untergruppe 
d e r wachsenden Automorphismen, m i t A u t ~ ( 3 P ( R ) ) d i e Menge der f a l l e n ­
den Automorphismen. 

B e i s p i e l . Die A b b i l d u n g i : 3P ( R ) - * 3 P ( R ) , d e f i n i e r t d u r ch i ( x ) = -x 
für x € R , i (oo) = oo, i s t e i n f a l l e n d e r Automorphismus von 1P(R) . 

2 
überdies i s t i d i e Identität. 

Somit i s t Aut"" (IP ( R ) ) s i c h e r l i c h n i c h t l e e r . A u t + ( 3 P ( R ) ) i s t a l s o 
e i n N o r m a l t e i l e r vom Index 2 i n A u t ( ] P ( R ) ) . 

E p i l o g . Vermöge e i n e r s t e r e o g r a p h i s c h e n P r o j e k t i o n läßt s i c h IP ( R ) 

m i t dem E i n h e i t s k r e i s 

S ( R ) := {( x , y ) € R 2 | x 2 + y 2 = 1} 

i d e n t i f i z i e r e n . Es s c h e i n t auf den e r s t e n B l i c k natürlicher a l s uns e r 
Vorgehen zu s e i n , a u f S ( R ) e i n e "zirkuläre Anordnung" einzuführen, 
und d i e s e m i t d e r s t e r e o g r a p h i s c h e n P r o j e k t i o n a u f 3P(R) zu übertra­
gen. Jedoch haben w i r den E i n d r u c k , daß d i e s s c h w i e r i g e r i s t , a l s 
m i t o b i g e r A b b i l d u n g TT : [-1/1] —» 3P (R) zu a r b e i t e n , w e i l k e i n e t r i -



gone; : vr Ischen F u n k t i o n e n z ur Verfügung s t e h e n . W i r werden umyekehi 
i n §6 d i e j e t z t k o n s t r u i e r t e zirkuläre Anordnung von I P ( R ) a u f S(R) 
übertragen. 

§ 5 I n t e r v a l l e a u f g l a t t e n vollständigen Kurven. 

I s t S e i n zu [0,1] isomorpher s e m i a l g e b r a i s c h e r Raum, so be­
ze i c h n e n w i r a l s Rand 3S von S d i e Menge a l l e r x e S für d i e S\{x} 
zusammenhängend i s t . 9S b e s t e h t aus genau zwei P u n k t e n . 

Theorem 5.1. S e i M e i n vollständiger e i n d i m e n s i o n a l e r a f f i n e r semi­
a l g e b r a i s c h e r Raum, d e r k e i n e i s o l i e r t e n Punkte b e s i t z t (d.h. " r e i n " 
von der Dimension 1 i s t , v g l . t D K 2 ' § 1 3 ] ) - Dann g i b t es e i n e e n d l i c h e 
F a m i l i e ( S . j j i e I ) von zum E i n h e i t s i n t e r v a l l [0,1] isomorphen T e i l ­
räumen S^ von M, so daß g i l t : 

1) M = Ü S. 
i e i x 

2) Für i ^ j i s t n S^ entweder l e e r oder b e s t e h t aus genau 
einem Punkt, und d i e s e r l i e g t i n 3S^ und i n 3S^. 

Wir nennen e i n e s o l c h e F a m i l i e ( S i | i £ I ) e i n e T r i a n g u l i e r u n g 
von M, w e i t e r d i e Mengen S i d i e 1 - S i m p l i z e s d e r T r i a n g u l i e r u n g und 
d i e sämtlichen Randpunkte sämtlicher S-̂  d i e Ecken d e r T r i a n g u l i e r u n g . 
(Das s i n d B e g r i f f e ad hoc für den e i n d i m e n s i o n a l e n F a l l . E i n e s y s t e ­
m a t i s c h e r e T e r m i n o l o g i e f i n d e t man i n [DK^, §2].) 

Theorem 5.1 i s t e i n S p e z i a l f a l l des i n [DK 3, §2] bewiesenen T r i -
a n g u l i e r u n g s s a t z e s für b e l i e b i g e a f f i n e s e m i a l g e b r a i s c h e Räume [ l o c . 
c i t , Th.2.1]. J e d o c h läßt s i c h d i e s e r S p e z i a l f a l l w e s e n t l i c h l e i c h ­
t e r a l s der a l l g e m e i n e S a t z h e r l e i t e n . W i r w o l l e n das k u r z s k i z z i e ­
r e n . 

W ir b e t t e n M i n e i n e n R n e i n und machen I n d u k t i o n nach n. Für 
n = 1 i s t M e i n e d i s j u n k t e V e r e i n i g u n g von a b g e s c h l o s s e n e n I n t e r v a l l i n , 
und d i e Behauptung i s t e v i d e n t . S e i j e t z t n = 2 und ohne w e s e n t l i c h e 

2 
Einschränkung d e r A l l g e m e i n h e i t M zusammenhängend, p : R -> R b e z e i c h ­
ne d i e P r o j e k t i o n (x,y) *~* x. Die Menge p(M) i s t s e m i a l g e b r a i s c h , 



zusammenhängend und vollständig i n R, a l s o e i n a b g e s c h l o s s e n e s Int r -
v a l l [ a , b ] . W i r haben nun bezüglich p e i n e Z e r l e g u n g von M i n 
" S c h i c h t e n " , wie s i e a l l g e m e i n i n [ D K 2 # p.204] und auch i n §2 des 
U b e r s i c h t s a r t i k e l s [Cs] von Coste angegeben wurde. Da M Dimension 1 
h a t , und da je d e s e m i a l g e b r a i s c h e Teilmenge von [a,b] V e r e i n i g u n g 
von e n d l i c h v i e l e n I n t e r v a l l e n und Punkten i s t , s i e h t d i e s e S c h i c h ­
t e n z e r l e g u n g wie f o l g t aus: Es g i b t e i n e U n t e r t e i l u n g 

a = a < a. < ... < a - b 
o l r 

von [a,b] und über jedem o f f e n e n I n t e r v a l l ] a . _<j,a^[, 1 < i < r , 
s e m i a l g e b r a i s c h e F u n k t i o n e n £ ^ ' • • • ' 5 ^ ( 1 ) ^ ~ * ~ r ' m ^ -

so daß g i l t : 

1) Für j e d e s x G l a ^ ^ a . ^ i s t 

£}(x) < . . . < c J U ) ( x ) . 

2) M n ( ] a . w 1 , a , [ x R) i s t d i e d i s j u n k t e V e r e i n i g u n g der Graphen 

Tj := { ( x , ^ ( x ) ) J a ^ < x < a ± } 

m i t 1 < j < n i ( i ) . 

3) M f l.({a^} x R) i s t d i s j u n k t e V e r e i n i g u n g von e i n p u n k t i g e n Mengen 
und a b g e s c h l o s s e n e n I n t e r v a l l e n a uf d e r Geraden {a i> x R. 

Nach §2 s e t z e n s i c h d i e F u n k t i o n e n ^ s t e t i g f o r t zu s e m i a l g e b r a i s c h e n 
i i i A b b i l d u n g e n n j * ' t a ^^-| #a^]. -> M. Der Graph A^ von r i j i s t vollständig 

und s o m i t e r s i c h t l i c h d e r Abschluß von T j i n M. Überdies i s t A^ zu 
^ a i - l ' a i ^ U n c ^ ^ a m i t z u [ 0 # 1 ] isomorph. Da M k e i n e I s o l i e r t e n Punkte 
h a t , i s t j e t z t k l a r , daß M d i e V e r e i n i g u n g a l l e r Mengen A^, 
(1 < i < r , 1 < j < m ( i ) ) und e n d l i c h v i e l e r a b g e s c h l o s s e n e r I n t e r ­
v a l l e auf den Geraden {a^} XR i s t , und man kann d i e gesuchte T r i a n g u -
l i e r u n g von M "sehen". 

S e i j e t z t n > 2 und p d i e k a n o n i s c h e P r o j e k t i o n von R N = R N ^ x R 
n— *1 

auf R . Wir dürfen M w i e d e r a l s zusammenhängend v o r a u s s e t z e n . I s t 
p(M) e i n Punkt x , so i s t M i n der Geraden { X q } x R e n t h a l t e n , und WK 
s i n d im e i n d i m e n s i o n a l e n F a l l , der e r l e d i g t i s t . A n d e r e n f a l l s haben 
w i r nach I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g e i n e T r i a n g u l i e r u n g (T. ] j € J) vor 
p ( M ) • Es genügt, jed e n a b g e s c h l o s s e n e n Unterraum p (T..) n M von M 
zu t r i a n g u l i e r e n . Sammelt man dann d i e 1 - S i m p l i z e s a l l e r d i e s e r T r i -



a n g u l i e r u n g e n , so erhält man e i n e T r i a n g u l i e r u n g von M, wenn man 
noch d i e 1 - S i m p l i z e s , d i e ganz über den Randpunkten der T^ l i e c e n , 
genügend u n t e r t e i l t . Oamit können w i r uns auf den F a l l zurückziehen, 
daß es e i n e n Isomorphismus cp : p(M) — • [O, 1] g i b t . U n t e r dem Isomor­
phismus 

cp x i d : p (M) x R [0,1 ] * R 

w i r d M isomorph auf e i n e n vollständigen e i n d i m e n s i o n a l e n T e i l r a u m M" 
von [0,1] X R a b g e b i l d e t . M' läßt s i c h a u f g r u n d des e r l e d i g t e n F a l l e i 
n =2 t r i a n g u l i e r e n . Damit e r h a l t e n w i r auch e i n e T r i a n g u l i e r u n g von 
M. 

Bemerkung. Ausgehend von Theorem 5.1 läßt s i c h z i e m l i c h l e i c h t z e i ­
gen, daß j e d e r vollständige e i n d i m e n s i o n a l e (natürlich s e p a r i e r t e ) 
s e m i a l g e b r a i s c h e Raum a f f i n i s t . Nachträglich läßt s i c h a l s o i n 
Theorem 5.1 das Wort " a f f i n " s t r e i c h e n . 

Theorem 5.2. S e i X e i n e g l a t t e Kurve über R und M e i n e Zusammen­
hangskomponente des s e m i a l g e b r a i s c h e n Raumes X ( R ) . Angenommen, M i s t 
vollständig. Dann i s t M zu der r e e l l e n p r o j e k t i v e n Geraden IP (R) i s o ­
morph. 

B e i s p i e l . I s t X überdies vollständig, a l s o p r o j e k t i v , so i s t j e d e 
Zusammenhangskomponente von X(R) vollständig, v g l . [DK 2, §9]. 

Beweis des Theorems. A u f g r u n d des S a t z e s über i m p l i z i t e F u n k t i o n e n 
i s t M e i n e e i n d i m e n s i o n a l e s e m i a l g e b r a i s c h e M a n n i g f a l t i g k e i t , d.h. 
j e d e r Punkt von M h a t e i n e zu ]0,1[ isomorphe o f f e n e s e m i a l g e b r a i s c h e 
Umgebung ( v g l . [ D K 2 ] , Beweis von P r o p . 8.6). überdies i s t M a f f i n , da 
X q u a s i p r o j e k t i v i s t . W i r wählen nun e i n e T r i a n g u l i e r u n g ( S ^ j i £ I ) 
von M, wie i n Theorem 5.1 angegeben. S e i X q e i n e Ecke der T r i a n g u l i e ­
rung, und s e i { S ^ J i £ J } d i e Menge d e r 1 - S l m p l i z e s , d i e x Q e n t h a l t e n 
und somit x Q a l s Randpunkt haben. J e n t h a l t e r Elemente. Dann h a t 
für jede Umgebung U von x Q , welche d i e S i m p l i z e s m i t i ft J v e r ­
meidet, d i e Menge {X q} m i n d e s t e n s r Zusammenhangskomponenten, 
denn U \ { x Q } i s t d i s j u n k t e V e r e i n i g u n g d e r r e l a t i v a b g e s c h l o s s e n e n 
Teilmengen (U n S i) x {X q} m i t i £ J . W e i t e r g i b t es e i n Fundamental­
system von Umgebungen U, b e i denen U ^ { x o ) aus genau r Zusammenhangs­
komponenten b e s t e h t , w e i l X q i n jedem Raum S^ e i n Fundamentalsystem 
von Umgebungen U,. b e s i t z t m i t \J. v {x^} zusammenhängend. Da M e i n e 



e i n d i m e n s i o n a l e s e m i a l g e b r a i s c h e M a n n i g f a l t i g k e i t i s t , rftuß r = 2 r.I'i 
I n j e d e r Ecke d e r T r i a n g u l i e r u n g t r e f f e n a l s o genau zwei S i m p l i z e s 
zusammen. 

Wi r wählen j e t z t e i n 1-Simplex aus und nennen es S . D i e Rand­
punkte von S q b e z e i c h n e n w i r i n b e l i e b i g gewählter R e i h e n f o l g e m i t 
P

G ' p «j. Es g i b t dann genau e i n w e i t e r e s S i m p l e x , genannt S^, m i t 
Randpunkt P^. Entweder der andere Randpunkt von S^ i s t P Q oder e r 
i s t e i n von P0#P-j v e r s c h i e d e n e r Punkt P 2« Dann g i b t es genau e i n 
w e i t e r e s S i m p l e x , genannt S 2 , m i t Randpunkt P 2« F a l l s d e r andere 
Randpunkt von S 2 n i c h t P Q i s t , muß e r e i n von p

0> p<j' P2 v e r s c h i e d e n e ! 
Punkt P 3 s e i n , und w i r s e t z e n das V e r f a h r e n f o r t . Schließlich e r h a l ­
t e n w i r e i n e F o l g e p a a r w e i s e v e r s c h i e d e n e r 1 - S i m p l i z e s S Q / S ^ , . . . , S r 

m i t Randpunkten p
0 f p

1 / p
2

; * • • ; P r / P o * K e i n a n d e r e s 1-Simplex d e r 
T r i a n g u l i e r u n g kann d i e Menge S Q U S 1 U ... U t r e f f e n , w e i l j e d e 
Ecke i n d i e s e r Menge schon Randpunkt z w e i e r i n d e r Menge e n t h a l t e n e r 
1 - S i m p l i z e s i s t . Da M n i c h t d i s j u n k t e V e r e i n i g u n g z w e i e r n i c h t l e e r e r 
s e m i a l g e b r a i s c h e r a b g e s c h l o s s e n e r Teilmengen s e i n kann, i s t a l s o 

M = S Q U U ... U S r . 

Wir wählen j e t z t i r g e n d w i e r Punkte a^ < a 2 < ... < a r auf der a f f i ­
nen Geraden R. Dann i s t IP(R) d i e V e r e i n i g u n g d e r a b g e s c h l o s s e n e n 
I n t e r v a l l e t a i # a i + ^ ] , 0 < i < r , m i t a Q = ^ r + ^ = 0 0• Für j e d e s d i e s e r 
I n t e r v a l l e wählen w i r e i n e n s e m i a l g e b r a i s c h e n Isomorphismus 
cp. : [a.,a.,.] ^ S. , d e r a. auf P. und a . ^ n auf P..- a b b i l d e t 

1 1 1"T I X 1 1 1"T I I T J 

( p
r 4.| : = = P )•• D i e s e Isomorphismen fügen s i c h zusammen zu e i n e r s e m i a l ­

g e b r a i s c h e n A b b i l d u n g cp : 3P(R) -> M. Au f g r u n d u n s e r e r K e n n t n i s a l l e r 
D u r c h s c h n i t t e S. n S. sehen w i r , daß cp b i j e k t i v i s t . W e i l IP(R) v o l l -i j 
ständig i s t , i s t q> e i n Isomorphismus. Damit i s t Theorem 5.2 bewiesen. 
Der Beweis wurde n u r d e s h a l b i n den E i n z e l h e i t e n ausgeführt, damit 
k e i n e Bedenken e n t s t e h e n , daß i n unsere T h e o r i e unzulässige i n t u i t i v e 
V o r s t e l l u n g e n aus dem k l a s s i s c h e n F a l l R = 3R einfließen* 

Wir w o l l e n j e t z t a u f e i n e r vorgegebenen vollständigen Zusammen­
hangskomponente M von X(SE) zu u n s e r e r g l a t t e n Kurve X " I n t e r v a l l e " 
einführen, d i e den i n §4 im S p e z i a l f a l l d e r p r o j e k t i v e n Geraden X = 1P R 

d e f i n i e r t e n I n t e r v a l l e n e n t s p r e c h e n . Dazu müssen w i r M zunächst 
" o r i e n t i e r e n " . 

Wir führen auf d e r Menge I s o ( I P (R) , M) a l l e r Isomorphismen von 



JP(R) auf M d i e f o l g e n d e Äquivalenzrelation e i n : 

tp - \p : i|T1o(p e A u t + ( 3 P ( R ) ) . 

W e i l Aut +(P(R) ) Untergruppe vom Index 2 i n Aut( I P ( R ) ) i s t , zerfällt 
I s o (3P (R) , M) i n zwei Äquivalenzklassen. 

D e f i n i t i o n 1. E i n e O r i e n t i e r u n g von M i s t d i e Auszeichnung e i n e r 
d i e s e r b e i d e n Äquivalenzklassen. S i e w i r d dann m i t I s o + ( 3 P ( R ) , M) be 
z e i c h n e t und d i e andere Äquivalenzklasse m i t I s o (1P(R), M) . 

In dem S p e z i a l f a l l X = IP- o r i e n t i e r e n w i r X(R) immer durch 

I s o + ( I P ( R ) ,I>(R) ) := A u t + ( 3 P ( R ) ) . 

( S t a n d a r d o r i e n t i e r u n g ) . S i n d a l l g e m e i n o r i e n t i e r t e vollständige Zu­
sammenhangskomponenten M,N von X ( R ) , Y(R) zu g l a t t e n Kurven X,Y übe 
R vorgegeben, so heiße e i n Isomorphismus f : M +̂ N o r i e n t i e r u n g s e r 
h a l t e n d , (oder o r i e n t i e r u n g s t r e u ) , wenn für e i n - und damit j e d e s -

+ • + Element cpe I s o (3P(R)),M) d i e K o m p o s i t i o n f«cp Element von I s o (3P(R) , 
i s t . A n d e r e n f a l l s nennen w i r f o r i e n t i e r u n g s u m k e h r e n d . 

D e f i n i t i o n 2. S e i M e i n e o r i e n t i e r t e vollständige Zusammenhangs­
komponente von X(R) zu e i n e r g l a t t e n Kurve X über R. S e i e n P,Q v e r ­
s c h i e d e n e Punkte a u f M. W i r wählen e i n e n o r i e n t i e r u n g s t r e u e n Isomor 
phismus <P von JP(R) a u f M und d e f i n i e r e n das o f f e n e I n t e r v a l l ]P,Q[ 
wie f o l g t : 

]P,Q[ := t p ( ] ( p ~ 1 ( P ) , <P~ 1(Q)t). 

W e i t e r d e f i n i e r e n w i r d i e h a l b o f f e n e n I n t e r v a l l e [P,Q[, ]P,Q] und 
das ab g e s c h l o s s e n e I n t e r v a l l [P,Q] i n völlig a n a l o g e r Weise. 

Aufgrund von §4 i s t e v i d e n t , daß d i e so d e f i n i e r t e n I n t e r v a l l e 
n i c h t von der Wahl von cp abhängen, und daß g i l t : 

[P,Q[ - ]P,Q[ U {P},]P,Q] = ]P,Q[ U {Q}, 

[P,Q] = ]P,Q[ U {P} U {Q}. 

W e i t e r überträgt s i c h a l l e s , was i n §4 über I n t e r v a l l e und z u ­
sammenhängende s e m i a l g e b r a i s c h e Teilmengen von IP(R) g e s a g t wurde, 
a u f M. Zum B e i s p i e l haben w i r vermöge der O r i e n t i e r u n g j e d e Monge 
M^{p} (p € M) t o t a l g e o r d n e t . 



Insbesondere e r h a l t e n w i r e i n e B e s c h r e i b u n g der Zusammenhang:; 
komponenten von Z(R) für e i n e b e l i e b i g e g l a t t e Kurve Z über R. Die 
Varietät Z b e s i t z t e i n e k a n o n i s c h e E i n b e t t u n g Z er X i n e i n e v o l l ­
ständige g l a t t e Kurve X über R, und S := X(R) ̂ Z ( R ) i s t e i n e e n d l i ­
che Menge. S e i e n M^,...,Mr d i e Zusammenhangskomponenten von X(R) . 
Wir o r i e n t i e r e n j e d e s M^. Jede Zusammenhangskomponente von Z(R) i s t 
i n e i n e r Menge M^ e n t h a l t e n . Aus S a t z 4 . 3 * i v f o l g t 

Theorem 5.3. S e i S^ := S 0 M^ . 

a) I s t S«j l e e r o der e i n p u n k t i g , so i s t M ^ S ^ e i n e Zusammenhangs­
komponente von Z ( R ) . 

b) B e s t e h t S,j aus r+1 Punkte P ^ P . j , , P r ( r > l ) f und i s t i n d e r 
t o t a l e n Anordnung von M^ < ^ p

Q ^ 

P 1 < P 2 < ... < P r , 

so s i n d d i e i n M^ e n t h a l t e n e n Zusammenhangskomponenten von Z(R) d i e 
r+1 I n t e r v a l l e 

] P Q # P 1 [ # ] P r P 2 [ f . . . r l p
r ' P o I # ' 

§ 6 Der E i n h e i t s k r e i s . 

Wir b e t r a c h t e n j e t z t den Raum S(R) d e r r e e l l e n P unkte d e r a f f i -
1 2 

nen Varietät S = S im z w e i d i m e n s i o n a l e n a f f i n e n Standardraum th , 
2 2 

d i e durch d i e G l e i c h u n g x +y = 1 d e f i n i e r t i s t . Es i s t a l s o 
S(R) = {( x , y ) 6 R 2 | x 2 + y 2 = 1}. 

Die s t e r e o g r a p h i s c h e P r o j e k t i o n p : S(R) -* 3 P ( R ) m i t Zentrum 
( 0 , 1 ) , d e f i n i e r t d u r c h 

(6.1) 
p(x,y) = { 

(x : 1 + y ) y t -1 

l d - y i x) y ^ 1 

b i l d e t den s e m i a l g e b r a i s c h e n Raum S(R) isomorph a u f d i e r e e l l e pro­
j e k t i v e Gerade 3P(R) ab. Ins b e s o n d e r e i s t S(R) zusammenhängend und 
vollständig, und d i e i n §5 gewonnenen E r k e n n t n i s s e l a s s e n s i c h a u f 
S(R)..".anwenden* W i r o r i e n t i e r e n S (R) d u r c h d i e F e s t s e t z u n g , daß d i e 



s t e r e o g r a p h i s c h e P r o j e k t i o n p O r i e n t i e r u n g s e r h a l t e n d i s t . Damit 
für j e zwei v e r s c h i e d e n e Punkte P/Q auf S(R) d i e I n t e r v a l l e ]V,Q[, 
[P#Qt# e t c . d e f i n i e r t , und für je d e n Punkt P £ S(R) i s t d i e Menoo 
S(R) ^ {P} t o t a l g e o r d n e t . 

Im f o l g e n d e n wählen w i r i n dem a l g e b r a i s c h e n Abschluß C von R 
e i n e Q u a d r a t w u r z e l i = v/1^ f e s t aus und i d e n t i f i z i e r e n den S t a n d a r d -

2 
räum R m i t C vermöge 

(x,y) = x + i y . 

Wi r b e z e i c h n e n d i e Punkte von S(R) m e i s t d u r c h d i e zugehörigen E l e ­
mente von C. Der E i n h e i t s k r e i s S(R) i s t e i n e Untergruppe der m u l t i -
p l i k a t i v e n Gruppe C = C ^ { 0 } von C. D i e A b b i l d u n g a u f s I n v e r s e 

i s t e i n Automorphismus des s e m i a l g e b r a i s c h e n Raumes S ( R ) . Ebenso i s t 
d i e M u l t i p l i k a t i o n ( z ^ z ^ *-+ z ^ 2 e i n e s e m i a l g e b r a i s c h e A b b i l d u n g 
von S(R) x S ( R ) auf S ( R ) . Somit i s t S(R) e i n e " s e m i a l g e b r a i s c h e Gruppe" 
über R, i n W a h r h e i t sogar e i n e " r e e l l - a l g e b r a i s c h e Gruppe". I n s b e s o n ­
dere i s t für je d e n Punkt a von S(R) d i e A b b i l d u n g 

von S(R') nach S(R) e i n s e m i a l g e b r a i s c h e r Automorphismus von S ( R ) . 

Es t r e t e n nun durchaus n i c h t t r i v i a l e F r a g e n über den Zusammen­
hang zwischen der zirkulären Anordnung, d.h. d e r " I n t e r v a l l s t r u k t u r " 
von S ( R ) , und der G r u p p e n s t r u k t u r von S(R) a u f . Zum B e i s p i e l : S i n d 
d i e Automorphismen L ( a ) a l l e o r i e n t i e r u n g s t r e u ? 

Um d i e s e und andere Fragen zu lösen, müssen w i r uns d i e zirkuläre 
Anordnung genauer ansehen. Wenn es d i e D e u t l i c h k e i t e r f o r d e r t , be­
z e i c h n e n w i r I n t e r v a l l e auf S ( R ) , 3P(R), R m i t einem t i e f g e s t e l l t e n 
Buchstaben S, bzw. IP, bzw. R. W i r führen w e i t e r f o l g e n d e Teilmengen 
von S(R) e i n : 

z = x + i y H. z : = x i y 

L ( a ) 2 1—• a z 

S 

S 

S 

r 

1 

{ (x,y) € S(R) | y > 0 } , 

{ (x,y) € S(R) | y S 0 } , 

{( x , y ) 6 S(R) | x• < 0 } , 

{ (x,y) £ S(R) J. x > 0} . 



(1 = " l i n k s " , r = " r e c h t s " ) , und b e z e i c h n e n der Reihe nach S + n S , 
S + n S^, S_ n Sj-, S_ n S r a l s e r s t e n , z w e i t e n , d r i t t e n und v i e r t e n 
Quadranten des E i n h e i t s p r e i s e s S ( R ) . Schließlich führen w i r i n An­
lehnung- an den n i c h t vorhandenen C o s i n u s und S i n u s auf'S(R) zwei 
s e m i a l g e b r a i s c h e F u n k t i o n e n e i n : 

c : S(R) -> [-1,1]R, (x,y) x. 
s : S(R) -*[-1,1]R, (x,y) y. 

D i e Einschränkung von s auf S^ h a t d i e Umkehrabbildung 

y ( -A / I - Y 2 ' r y) 

und i s t somit e i n s e m i a l g e b r a i s c h e r Isomorphismus von S^ auf [-1,1] , 
Ebenso i s t d i e Einschränkung von s au f S e i n s e m i a l g e b r a i s c h e r I s o 

^ r 
morphismus von S auf [-1,1] D, und d i e Einschränkungen von c auf S 

r R 
und S_ s i n d auch s e m i a l g e b r a i s c h e Isomorphismen von S + bzw. S_ auf 
[-1,1] . Insbesondere s i n d d i e v i e r s e m i a l g e b r a i s c h e n Teilmengen 

S l , S r ' S + ' S - v o n S ^ vollständig und zusammenhängend, a l s o abge­
s c h l o s s e n e I n t e r v a l l e von S ( R ) . 

Wir w o l l e n für j e d e s d i e s e r I n t e r v a l l e Anfangspunkt und Endpunkt 
bestimmen. 

Man l i e s t aus den Formeln (6.1) für d i e s t e r e o g r a p h i s c h e P r o j e k 
t i o n ab: 

p(1) = 1, p ( i ) = co, p ( - D = -1, p ( - i ) = 0; 

P ( S 1 ) cz [ « , 0 ] ^ , p ( S j c: [-1,1]^ * 

W e i l p o r i e n t i e r u n g s e r h a l t e n d i s t , g i l t : 

p ( [ i , - i ] s ) = [«fOl-P , p([-1,1] s ) = [-1,1]^. 

Daher i s t 

S 1 c [ i , - i ] s , S_ c [-1f1].s • 

A n d e r e r s e i t s b i l d e t s - wie j e d e r s e m i a l g e b r a i s c h e Isomorphismus -
di e Randpunkte von auf d i e Randpunkte -1,1 von £ " ~ 1 ' 1 3 R

 a b - Somit 
h a t S^ d i e Randpunkte i , - i . Ebenso s i e h t man m i t H i l f e der F u n k t i o n 
c, daß S_ d i e Randpunkte 1,-1 h a t . Es i s t a l s o 

(6.2a) S x = [ i , - i l s , S_ - [-1,1]g, 



und daher auch 

(6.2b) S r = [ - i f i l g , S + - M , - 1 ] G • 

Der Isomorphismus s : S N -̂ -> muß - l e t z t l i c h a u f g r u n d d .-> 
1 R 

Z w i s c h e n w e r t s a t z e s 3.1 - a l s A b b i l d u n g z w i s c h e n den t o t a l geordnet n 
Mengen und [ — 1-̂  13R s t r e n g i s o t o n oder s t r e n g a n t i t o n s e i n . W e i l 
s ( i ) = 1, s ( - i ) = -1 i s t , muß s auf a l s o s t r e n g a n t i t o n s e i n . 
Ebenso s i e h t man, daß s auf S r s t r e n g i s o t o n i s t , daß c auf S_ s t r n 
i s o t o n i s t , und daß c auf S + s t r e n g a n t i t o n i s t . Damit haben w i r e i n 
gutes Verständnis der t o t a l e n Anordnungen auf den v i e r Mengen S^, 5'̂  
S_, S + e r z i e l t . I n s b e s o n d e r e s i e h t man s o f o r t , daß d i e 4 Quadranten 
der Reihe nach d i e f o l g e n d e n I n t e r v a l l e s i n d : 

(6.3) s + n s r = [ i#i] s / s + n s1 = [ i , - i 3 s , 

s _ n s 1 = [ - T , - i ] s , s _ n s r = [ - i # i J s . 

Die t o t a l e Anordnung auf j e d e r d i e s e r 4 Mengen w i r d d u r c h d i e f o l g : : , 
de T a b e l l e b e s c h r i e b e n . 

(6.4) Quadrant P < Q wenn P < Q wenn 

s + n s r c ( P ) > c(Q) s(P) < s(Q) 

s + n S l c ( P ) > c(Q) s(P) > s(Q) 

s_ n s± c ( P ) < c(Q) s(P) > s(Q) 

s n s 
r 

c ( P ) < c(Q) s ( P ) < s(Q) 

J e t z t können w i r d i e oben aufgeworfene Frage über d i e Automor­
phismen L(a) : z • az von S(R) be a n t w o r t e n . 

S a t z 6.5. Für j e d e s a € S (R) i s t L ( a ) o r i e n t i e r u n g s t r e u . 

Beweis. Für zwei Punkte z = x + i y, w = u + i v aus dem 1. Quadranten 
h a t zw den Imaginärteil x v + y u > 0, s o m i t l i e g t z w i n S + . Es i s t 
a l s o 

[1,i]-[1,i] c [1f-1]g.. 

J e t z t läßt s i c h d i e O r i e n t i e r u n g s t r e u e von L(a) für e i n e n Punkt 
a - a + i ß aus dem e r s t e n Quadranten (a ^ 0, ß > 0) wie f o l g t e i n -



sehen. A p r i o r i i s t a [ 1 , i ] = [ a , i a ] oder = [ i a , a ] und a [ l , i ] c [ 1 , -

Der Punkt i a #= - 3 + i a l i e g t aber im z w e i t e n Quadranten und so m i t 
g i l t i n der T o t a l o r d n u n g von [ 1 , - 1 ] c d i e R e l a t i o n a < i a . Das I n t e r 
v a l l [ i a , a ] i s t a l s o n i c h t i n [ 1 , - 1 ] g e n t h a l t e n , und es muß 
a»[1,i] = [ a , i a ] s e i n . W e i l L ( a ) An f a n g s p u n k t a uf Anfangspunkt und 
Endpunkt auf Endpunkt a b b i l d e t , i s t L ( a ) o r i e n t i e r u n g s t r e u . (N.B. 
Man b r a u c h t zum Nachweis d e r O r i e n t i e r u n g s t r e u e nur das B i l d e i n e s 
I n t e r v a l l e s zu b e t r a c h t e n ! ) 

Insbesondere (a = i ) i s t i * [ 1 , i ] = [ i , - 1 ] . J e d e r Punkt a aus dem 
z w e i t e n Quadranten h a t a l s o d i e G e s t a l t a = i b m i t b aus dem e r s t e n 
Quadranten (wie man auch l e i c h t ab ovo s i e h t ) , und so m i t i s t auch 
L ( a ) = L ( i ) L ( b ) für j e d e s a aus dem z w e i t e n Quadranten O r i e n t i e r u n g 
t r e u . Schließlich l i e g t für j e d e s a € S_ das I n v e r s e a i n S und so 
m i t i s t L ( a ) = L ( a ) auch für d i e s e Punkte a o r i e n t i e r u n g s t r e u . 

q.e.d. 

A n d e r e r s e i t s b i l d e t d e r Automorphismus z z das I n t e r v a l l 
[ 1 , - 1 ] g = S + a u f das I n t e r v a l l [ - 1 , 1 ] g = S_, 1 auf 1 und -1 auf -1 
ab. 

Z u s a t z 6.6. Der Automorphismus z >-* z von S(R) i s t o r i e n t i e r u n g s u m 
k e h r e n d . 

Wir w o l l e n j e t z t für jed e natürliche Z a h l n > 1 d i e Untergruppe 

y n ( C ) = {z € C | z n = 1} 

der n-ten E i n h e i t s w u r z e l n von S(R) s t u d i e r e n . B e k a n n t l i c h b e s t e h t 
y n ( C ) aus n Elementen. W i r n u m e r i e r e n d i e von 1 v e r s c h i e d e n e n n-ten 
E i n h e i t s w u r z e l n gemäß der t o t a l e n Anordnung von S ( R ) ^ { 1 } , 

e 1 < e2 < ... < ^n_1, 

und s e t z e n e Q := 1. W e i t e r s e t z e n w i r für j e d e ganze Z a h l r f e s t : 
e •:•= m i t 0 < j < n, j 2 r mod n. r j J J 

S a t z 6.7. Für j e d e s r e 2Z i s t e r = e*. 

Beweis. Nach Theorem 5 . 3 zerfällt S(R) ̂  y (C) i n d i e Zusammenhangs 
komponenten 

3 x o ' G 1 [ ' ' en - 1' eo*' 



Somit b i l d e t L ( e . ) j e d e s I n t e r v a l l ]£,,£,,.[ auf e i n I n t e r v a l l 
' ek r' ek+1^ a ^ f a l s o a u c h t G j ' e j 4 . - ] l a u f ^ k ' ^ k + l " ' * Nach S a t z 6.5 i s t 
d i e s e A b b i l d u n g s t r e n g i s o t o n . W i r sehen a l s o : I s t e^e.. = e^, sö i s t 

+ 1 = . W e i l £-j£0 = £<\ i s t , f o l g t nun d e r Reihe nach: 

e 1 G 1 = e 2 ' e 1 e 2 = e 3 ' e l e n - 1 = G o ' 

und damit der S a t z . 
q. e. d. 

Bemerkung. W i r haben im F a l l e d e r C h a r a k t e r i s t i k N u l l z u g l e i c h e i n e n 
neuen Beweis der wohlbekannten T a t s a c h e gefunden, daß d i e E i n h e i t s ­
w u r z e l g r u p p e P n ( C ) e i n e s jeden ( a l g e b r a i s c h a bgeschlossenen) Körpers 
C z y k l i s c h i s t . 

Wir b e z e i c h n e n ab j e t z t d i e o b i g e , d u r c h d i e Wahl des Körpers R 
i n C und d i e Wahl von "Z1! a u s g e z e i c h n e t e n-te E i n h e i t s w u r z e l m i t 

Zusatz 6.8. £ n i s t d a s j e n i g e Element von y n ( C ) welches i n S + 

l i e g t und von a l l e n i n S + gelegenen E i n h e i t s w u r z e l n 1 den k l e i n s t e n 
e u k l i d i s c h e n Abstand zu 1 h a t . 

Beweis. Im F a l l e n = 2 i s t n i c h t s zu z e i g e n . S e i j e t z t n > 3. Dann 
i s t c = von c ~ e A v e r s c h i e d e n . Wäre e„ e S , so wäre n i n n-1 1 -
e
n « l e s+' a l s o würde das I n t e r v a l l ]e

n-<\'e<\l d e n Punkt 1 n i c h t e n t ­
h a l t e n , wie aus u n s e r e r o b i g e n e x p l i z i t e n B e s c h r e i b u n g der zirkulären 
Anordnung auf S(R) s o f o r t f o l g t . Es i s t aber 1 = e Q € 1 e

n - i ^ e - | I • D a ~ 
h e r i s t c € S^. 

n + , 
E i n Punkt z = x + i y € S + h a t von 1 das e u k l i d i s c h e Abstandsqua­

d r a t ( 1 - x ) 2 + y 2 = 2 ( 1 - x ) . D i e - F u n k t i o n 2(1-c) i s t a u f S + = .£ 1 r — 1.]-ß 

s t r e n g i s o t o n , w e i l c s t r e n g a n t i t o n i s t . Damit i s t d e r Z u s a t z 6.8 
e v i d e n t . 

S a t z 6.9. Für b e l i e b i g e natürliche Zah l e n r > 1, n > 1 g i l t 

Beweis. In der t o t a l geordneten Menge S ( R ) ^ { 1 } g i l t : 



i n s b e s o n d e r e a l s o 

c < c 2 < ... < c n r _ 1 , 
n r n r ^nr 

c r < t 2 r < ... < c ( n " 1 ) r 

n r n r n r 
Das s i n d n-1 von 1 v e r s c h i e d e n e n - t e E i n h e i t s w u r z e l n , a l s o sämtliche 

>-
von 1 v e r s c h i e d e n e n n - t e n E i n h e i t s w u r z e l n . W e i l C d i e k l e i n s t e 

n r 
u n t e r ihnen i s t , muß s i e m i t £ n übereinstimmen. 

q. e . d. 

J e t z t können w i r z e i g e n , daß für j e d e s natürliche n der Gruppen­
homomorphismus z z n von S(R) i n s i c h " s t r e n g monoton wachsend im 
S i n n e z i r k u l a r e r Anordnung" i s t . Genauer g i l t 

S a t z 6.10. Für jed e n P u nkt a 6 S(R) nimmt d i e F u n k t i o n z H-> z 1 1 auf 
] a , a c n [ n i c h t den Wert a n an. Die s o m i t d e f i n i e r t e A b b i l d u n g 

] a , a c n [ - S ( R ) M a n } , z — z 1 1, 

i s t e i n i s o t o n e r s e m i a l g e b r a i s c h e r Isomorphismus. 

Beweis. Indem w i r a n s t e l l e von cpn : ] a , a£ n[ -> S (R) , z *—• z n d i e Ab­
b i l d u n g 

L ( a ~ n ) o ( p n o L ( a ) : ] 1 , C n t - S ( R ) , z i-> z 1 1 

b e t r a c h t e n , z i e h e n w i r uns a u f den F a l l a = 1 zurück. W e i l das I n t e r ­
v a l l ]1,C t k e i n e n - t e n E i n h e i t s w u r z e l n enthält, haben w i r a l s o e i n e 

n 
w o h l d e f i n i e r t e s e m i a l g e b r a i s c h e A b b i l d u n g 

^n : 3 V f C n [ " "* S ( R ) ^ z z X l' 

W e i l d e r Körper C a l g e b r a i s c h a b g e s c h l o s s e n i s t , i s t d i e A b b i l d u n g 
z ^ z

n von S(R) nach S(R) s u r j e k t i v . A l s o i s t auch s u r j e k t i v . Da 
k k ^ jede T r a n s l a t i o n L ( C n ) zu e i n e r E i n h e i t s w u r z e l C n ^ 1 das I n t e r v a l l 

] 1 , C n [ i n e i n zu ]1,£[' fremdes I n t e r v a l l ]s£*c£ + 1t überführt, i s t 
^ auch i n j e k t i v . Die F o r t s e t z u n g 

t 1 , C n ] -* S ( R ) , z ^ z n 

von 1 s t e i g e n t l i c h , da tl# C ] vollständig i s t . A l s o i s t auch \^ 
e i g e n t l i c h , und s o m i t e i n s e m i a l g e b r a i s c h e r Isomorphismus, muß 
s t r e n g i s o t o n oder s t r e n g a n t i t o n s e i n . 



Wir b e t r a c h t e n d i e Punkte , r„ . Nach dem v o r i c e n S a t z 6.9 i s t 
4 4n' 4n - 2 

£ = . Somit l i e g e n # C? i n ]1 , e [ und es i s t 5 , < C, . Un ? n ^4n ^ ^4n s 4 n s n 2 4 n 4 n 

^ n haben d i e s e Punkte d i e B i l d e r £ 4 = i und c 4 = -1 und i n S(R) ^ { 1 1 
i s t i < -1 . A l s o i s t ijj s t r e n g i s o t o n . 

q.e.d. 
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