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I n t r o d u c t i o n 

T h i s i s t h e s e c o n d i n a c h a i n o f ( h o p e f u l l y ) t h r e e v o l u m e s d e v o t e d t o 

a n e x p l i c a t i o n o f t h e f u n d a m e n t a l s o f s e m i a l g e b r a i c t o p o l o g y o v e r a n 

a r b i t r a r y r e a l c l o s e d f i e l d R. We r e f e r t h e u n i n i t i a t e d r e a d e r t o t h e 
i 

p r e f a c e o f t h e f i r s t v o l u m e [ L S A ] a n d some o t h e r p a p e r s c i t e d t h e r e 

t o g e t a n i d e a o f t h e p r o g r a m we h a v e i n m i n d w i t h t h e t e r m " s e m i a l g e ­

b r a i c t o p o l o g y " a s a b a s i s o f r e a l a l g e b r a i c g e o m e t r y . 

L e t u s r o u g h l y r e c a l l w h a t h a s b e e n a c h i e v e d i n t h e f i r s t v o l u m e a n d 

w h e r e we s t a n d now. 

A s we e x p l a i n e d i n [ L S A ] , t h e " g o o d " l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , 

w h i c h f o r t u n a t e l y s e e m t o s u f f i c e f o r m o s t a p p l i c a t i o n s , a r e t h e r e g u ­

l a r p a r a c o m p a c t o n e s . T h e s e a r e p r e c i s e l y t h o s e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 
2 

s p a c e s w h i c h c a n b e t r i a n g u l a t e d ( 1 . 4 . 8 a n d I I . 4 . 4 ) . M o r e o v e r , a n y 

l o c a l l y f i n i t e f a m i l y o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s e t s i n s u c h a s p a c e 

c a n b e t r i a n g u l a t e d s i m u l t a n e o u s l y ( I I . 4 . 4 ) . T h i s f a c t s e e m s t o b e t h e 

k e y r e s u l t f o r many p r o o f s i n [ L S A ] . 

We a c c o m p l i s h e d l e s s w o r k o n t h e t r i a n g u l a t i o n o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

m a p s . H e r e o u r m a i n r e s u l t h a s b e e n t h e t r i a n g u l a b i l i t y o f f i n i t e maps 

( I I . 6 . 1 3 ) . M u c h m o r e c a n p r o b a b l y b e d o n e , a s i s t o b e e x p e c t e d b y 

t h e b o o k [ v ] o f V e r o n a , b u t we d o n o t p u r s u e t h i s l i n e o f i n v e s t i g a t i o n 

i n t h e p r e s e n t v o l u m e . { V e r o n a w o r k s o v e r HR a n d u s e s t r a n s c e n d e n t a l 

t e c h n i q u e s . } 

c f . t h e r e f e r e n c e s 

T h i s r e f e r s t o E x a m p l e 4.8 i n C h a p t e r I a n d T h e o r e m 4.4 i n C h a p t e r I I 
o f [ L S A ] . T h e m a i n b o d y o f t h i s v o l u m e s t a r t s w i t h C h a p t e r I V . T h e 
s i g n s I , I I , I I I r e f e r t o t h e c h a p t e r s o f [ L S A ] . 



On t h e o t h e r h a n d we o b t a i n e d i n C h a p t e r I I o f [ L S A ] a f a i r l y d e t a i l ­

e d p i c t u r e o f t h e v a r i o u s p o s s i b i l i t i e s how t o " c o m p l e t e " a r e g u l a r 

p a r a c o m p a c t s p a c e M, i . e . t o embed M d e n s e l y i n t o a p a r t i a l l y c o m p l e t e 

r e g u l a r p a r a c o m p a c t s p a c e . P a r t i a l c o m p l e t e n e s s i s a t y p i c a l n o t i o n 

o f s e m i a l g e b r a i c t o p o l o g y w h i c h h a s n o c o u n t e r p a r t i n c l a s s i c a l t o p o ­

l o g y , c f . I , §6. 

I n C h a p t e r s I a n d I I o f [ L S A ] we a l s o o b t a i n e d b a s i c r e s u l t s o n t h e 

s t r u c t u r e o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c m a p s . B u t t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s 

a n d c o v e r i n g maps (= U b e r l a g e r u n g e n ) h a d t o b e d e l a y e d s i n c e a c e r t a i n 

a m o u n t o f h o m o t o p y t h e o r y i s n e e d e d h e r e , n o t y e t a v a i l a b l e i n t h e 

f i r s t t w o c h a p t e r s . 

Some o f t h a t h o m o t o p y t h e o r y h a s b e e n p r e s e n t e d i n t h e l a s t C h a p t e r H I 

o f [ L S A ] . O u r c e n t r a l r e s u l t t h e r e a r e t h e t w o " m a i n t h e o r e m s " i n 

v a r i o u s v e r s i o n s ( I I I . 3 . 1 , 4 .2, 5 . 1 , 6.3, 6 . 4 ) . A s a c o n s e q u e n c e o f 

t h e s e t h e o r e m s a l l t h e h o m o t o p y g r o u p s a n d v a r i o u s h o m o t o p y s e t s i n 

t h e c a t e g o r y o f r e g u l a r p a r a c o m p a c t s p a c e s o v e r R a r e " e q u a l " t o homo­

t o p y g r o u p s ( r e s p . s e t s ) i n t h e c l a s s i c a l t o p o l o g i c a l s e n s e o f s u c h 

s p a c e s o v e r IR . T h i s o p e n s t h e p o s s i b i l i t y t o t r a n s f e r a c o n s i d e r a b l e 

a m o u n t o f c l a s s i c a l h o m o t o p y t h e o r y t o t h e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s e t t ­

i n g , a s h a s b e e n i l l u s t r a t e d i n C h a p t e r I I I b y s e v e r a l e x a m p l e s . 

T h e h o m o t o p y t h e o r y i n [ L S A ] s e e m s t o b e s u f f i c i e n t f o r s t u d y i n g 

( r a m i f i e d ) c o v e r i n g s o f r e g u l a r p a r a c o m p a c t s p a c e s . To some e x t e n t i t 

a l s o g i v e s a c c e s s t o t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s a n d f i b e r b u n d l e s f o r 

s u c h s p a c e s ( a l t h o u g h h e r e s o m e t h i n g r e m a i n s t o b e d e s i r e d , s e e b e l o w ) . 

N e v e r t h e l e s s t h i s h o m o t o p y t h e o r y h a s s e r i o u s d e f i c i e n c i e s c o m p a r e d 

w i t h c l a s s i c a l (= t o p o l o g i c a l ) h o m o t o p y t h e o r y , a n d t h i s b r i n g s u s t o 

t h e c o n t e n t s o f t h e p r e s e n t v o l u m e . 



T h e m a i n d e f i c i e n c i e s a r e t h e f o l l o w i n g . 

1) i n t h e c a t e g o r y L S A ( R ) o f r e g u l a r p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s o v e r R we d o n o t h a v e i n f i n i t e C W - c o m p l e x e s a t o u r d i s p o s a l . 

2) I n L S A ( R ) we d o n o t h a v e m a p p i n g s p a c e s M a p ( X , Y ) a n d p r o m i n e n t s u b -

s p a c e s o f t h e m , a s f o r e x a m p l e l o o p s p a c e s ftX , a t o u r d i s p o s a l . 

One m a i n g o a l i n t h e p r e s e n t v o l u m e i s t o e x p l a i n how t h e f i r s t d e f i ­

c i e n c y c a n b e o v e r c o m e . We w i l l c o n s t r u c t " s e m i a l g e b r a i c " C W - c o m p l e x e s 

o v e r t h e f i e l d R. A C W - c o m p l e x o v e r R i s a r i n g e d s p a c e o v e r R [ L S A , 

p . 3] w h i c h i s a s u i t a b l e i n d u c t i v e l i m i t o f " p o l y t o p e s " o v e r R, t o ­

g e t h e r w i t h a c e l l s t r u c t u r e . S u c h i n d u c t i v e l i m i t s w i l l g e n e r a l l y b e 

c a l l e d "weak p o l y t o p e s " . (We b r i e f l y a l l u d e d t o t h e s e s p a c e c a t t h e 

e n d o f I I I , §6 a n d i n [ D K g ] . ) B y a p o l y t o p e o v e r R we s i m p l y mean a 

c o m p l e t e a f f i n e s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R. T h i s t e r m i n o l o g y i s j u s t i ­

f i e d s i n c e t h e s e s p a c e s a r e p r e c i s e l y a l l r i n g e d s p a c e s o v e r R w h i c h 

a r e i s o m o r p h i c t o t h e u n d e r l y i n g s e m i a l g e b r a i c s p a c e o f some c l o s e d 

f i n i t e s i m p l i c i a l c o m p l e x o v e r R, h e n c e i s o m o r p h i c t o t h e u n i o n o f 

f i n i t e l y m any c l o s e d s i m p l i c e s i n some R n . 

We h a v e t o b e c a r e f u l w h i c h i n d u c t i v e s y s t e m s o f p o l y t o p e s we a d m i t i n 

b u i l d i n g w e a k p o l y t o p e s . T h i s i s a d e l i c a t e p r o b l e m . I f we a r e t o o 

r e s t r i c t i v e t h e n o u r w e a k p o l y t o p e s w i l l n o t b e u s e f u l . On t h e o t h e r 

h a n d , i f we a r e t o o p e r m i s s i v e t h e n we a r e i n d a n g e r t h a t o u r i n d u c t i v e 

l i m i t s b e c o m e t o o w i l d s p a c e s . ( R e c a l l t h a t e v e r y r e a l c l o s e d f i e l d 

d i f f e r e n t f r o m 3R i s t o t a l l y d i s c o n n e c t e d i n t h e t o p o l o g i c a l s e n s e . ) 

\ W o r k i n g i n t h e c a t e g o r y o f r i n g e d s p a c e s o v e r R g i v e s u s c o n t r o l w h i c h 

I c o n t i n u o u s f u n c t i o n s we a d m i t o n a g i v e n s p a c e , a n d t h i s g i v e s u s c o n ­

t r o l o n c o n n e c t e d n e s s a n d o t h e r g e o m e t r i c p r o p e r t i e s i m p l i c i t l y . 

O n c e we h a v e d e f i n e d w e a k p o l y t o p e s i n t h e r i g h t way a n d h a v e e s t a b ­

l i s h e d t h e b a s i c p r o p e r t i e s o f t h e s e s p a c e s i t w i l l b e a n e a s y m a t t e r 



t o d e f i n e c e l l s t r u c t u r e s o n some o f t h e m , w h i c h w i l l b e o u r CW-com­

p l e x e s . T h e n t h e d o o r i s o p e n t o t r a n s f e r a r e a l l y b i g a m o u n t o f 

c l a s s i c a l h o m o t o p y t h e o r y t o t h e s e m i a l g e b r a i c s e t t i n g . I n p a r t i c u l a r 

we c a n d e f i n e s p e c t r a , i n t h e s e n s e o f a l g e b r a i c t o p o l o g y , a n d g e n e r a l ­

i z e d h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R, a n d we c a n w o r k w i t h 

t h e m n e a r l y a s e a s i l y a s i n c l a s s i c a l h o m o t o p y t h e o r y ( c f . C h a p t e r V I ) . 

A l t h o u g h t h e c a t e g o r y o f w e a k p o l y t o p e s s u f f i c e s t o d e a l w i t h i n f i n i t e 

C W - c o m p l e x e s i t i s t e c h n i c a l l y a d v i s a b l e t o w o r k i n a s l i g h t l y b r o a d e r 

c a t e g o r y , t h e c a t e g o r y WSA(R) o f " w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s " o v e r R. 

T h e s e s p a c e s a r e i n d u c t i v e l i m i t s o f a f f i n e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s i n ­

s t e a d o f j u s t p o l y t o p e s . F o r e x a m p l e , a n o p e n s u b s p a c e ( i n t h e s e n s e 

o f l o c a l l y r i n g e d s p a c e s ) o f a w e a k p o l y t o p e i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e , b u t u s u a l l y i s n o t a w e a k p o l y t o p e . I t w o u l d b e c u m b e r s o m e t o 

e x c l u d e o p e n s u b s p a c e s o f w e a k p o l y t o p e s f r o m o u r c o n s i d e r a t i o n s . 

WSA(R) c o n t a i n s t h e c a t e g o r y L S A ( R ) o f r e g u l a r p a r a c o m p a c t l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R a s a f u l l s u b c a t e g o r y . 

T h e m o r p h i s u i s b e t w e e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s w i l l b e c a l l e d w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c m a p s . I n C h a p t e r I V we g i v e t h e d e f i n i t i o n a n d b a s i c 

p r o p e r t i e s o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a n d m a p s . T h e k e y r e s u l t f o r 

l a t e r u s e s e e m s t o b e t h a t i n t h e c a t e g o r y WSA(R) a s p a c e M c a n b e 

g l u e d t o a n o t h e r s p a c e N a l o n g a n y c l o s e d s u b s p a c e A o f - M b y a " p a r t i a l ­

l y p r o p e r " w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map f : A -> N ( T h e o r e m I V . 8 . 6 ) . A n 

a n a l o g o u s r e s u l t h a d b e e n p r o v e d i n I I , §10 w i t h i n t h e c a t e g o r y L S A ( R ) 

f o r p r o p e r m a p s . B u t t h e c l a s s o f p a r t i a l l y p r o p e r maps i s much b i g g e r 

t h a n t h e c l a s s o f p r o p e r maps a n d m o r e u s e f u l ( c f . I , §5-§6 a n d I V , §5 

b e l o w ) . M o s t i m p o r t a n t , i f t h e s p a c e M a b o v e i s a w e a k p o l y t o p e t h e n 

a l s o A i s a w e a k p o l y t o p e a n d e v e r y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map f : A -> N 

i s p a r t i a l l y p r o p e r . 



I n g e n e r a l a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M c a n n o t b e t r i a n g u l a t e d . B u t 

M s t i l l i s i s o m o r p h i c t o a " p a t c h c o m p l e x " . T h i s i s a v e r y w e a k s u b ­

s t i t u t e o f a s i m p l i c i a l c o m p l e x w h i c h n e v e r t h e l e s s i s s u f f i c i e n t f o r 

some h o m o t o p y c o n s i d e r a t i o n s . 

R o u g h l y o n e o b t a i n s a p a t c h c o m p l e x i f o n e w o r k w i t h a r b i t r a r y a f f i n e 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s i n s t e a d o f s i m p l i c e s . T h e t h e o r y o f p a t c h c o m p l e x e 

a n d t h e i r u s e i n h o m o t o p y t h e o r y i s d i s p l a y e d i n C h a p t e r V. A l s o some 

a p p l i c a t i o n s t o o p e n c o v e r i n g s (= t l b e r d e c k u n g e n ) o f w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s a r e g i v e n i n V, § 3 . 

C h a p t e r V r e v e a l s t h a t w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a r e b e a u t i f u l f r o m 

a h o m o t o p y v i e w p o i n t . F o r e x a m p l e , t h e t w o m a i n t h e o r e m s o n h o m o t o p y 

s e t s f r o m C h a p t e r I I I i n [ L S A ] e x t e n d t o t h e s e s p a c e s (V, §5) a n d 

t h e r e h o l d s a s t r o n g " W h i t e h e a d t h e o r e m " , s t a t i n g t h a t e v e r y w eak 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e i s a g e n u i n e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e ( T h . V . 6 . 1 0 ) . 

I t i s t h i s c h a p t e r w h e r e t h e r e a d e r , h a v i n g m a s t e r e d t h e f o u n d a t i o n a l 

l a b o u r s o f C h a p t e r I V , w i l l f i n d o u t t h a t w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

a r e e a s y t o h a n d l e a n d i n some s e n s e b e t t e r n a t u r e d , s i n c e " t a m e r " , 

t h a n t o p o l o g i c a l s p a c e s . 

On t h e o t h e r h a n d , f r o m a m o r e g e o m e t r i c v i e w p o i n t , w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s c a n b e u g l y . We s h a l l d e m o n s t r a t e t h i s i n I V , §4 a n d 

A p p e n d i x C b y r a t h e r s i m p l e e x a m p l e s . V a r i o u s n i c e g e o m e t r i c p r o p e r ­

t i e s we a r e a c c u s t o m e d t o f r o m l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , a s f o r 

i n s t a n c e t h e c u r v e s e l e c t i o n l e m m a , f a i l f o r t h e s e s p a c e s . We d o n o t 

k n o w w h e t h e r a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M c a n b e c o m p l e t e d , i . e . 

d e n s e l y e m b e d d e d i n t o a w e a k p o l y t o p e . We d o n o t k n o w e i t h e r w h e t h e r 

\ M c o n t a i n s a w e a k p o l y t o p e w h i c h i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f 

JM. I n c o n t r a s t t o l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s t h e r e d o e s n o t a l w a y s 

e x i s t a s p a c e N o v e r t h e f i e l d R o f r e a l a l g e b r a i c n u m b e r s s u c h t h a t 



M i s i s o m o r p h i c t o t h e b a s e e x t e n s i o n ( c f . I V , §2) N ( R ) o f N ( c f . e n d 

o f I V , § 4 ) . B u t s t i l l we c a n p r o v e (V, §7) t h a t M i s h o m o t o p y e q u i v a ­

l e n t t o s u c h a s p a c e N ( R ) , e v e n w i t h N a C W - c o m p l e x o v e r R . M u c h l a ­

t e r , i n C h a p t e r V I I , § 7 , we s h a l l s e e t h a t M i s h o m o t o p y e q u i v a l e n t t o 

a c l o s e d s i m p l i c i a l c o m p l e x . 

U n d e r t h e m i l d r e s t r i c t i o n t h a t t h e b a s e f i e l d R i s s e q u e n t i a l , i . e . 

R c o n t a i n s a s e q u e n c e o f p o s i t i v e e l e m e n t s c o n v e r g i n g t o z e r o , t h i n g s 

a r e e v e n b e t t e r . T h e n t h e r e e x i s t s , f o r e v e r y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e M o v e r R, a c a n o n i c a l h o m o t o p y e q u i v a l e n c e p M : P(M) -> M w i t h 

P(M) a weak p o l y t o p e . T h e s p a c e P(M) w i l l b e d e f i n e d i n C h a p t e r I V , §9 

I t h a s t h e same u n d e r l y i n g s e t a s M b u t a " f i n e r " s p a c e s t r u c t u r e t h a n 

M. On t h e s e t t h e o r e t i c l e v e l , p M i s j u s t t h e i d e n t i t y o f M. 

T h e s p a c e P(M) i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e s y s t e m o f a l l p o l y t o p e s 

c o n t a i n e d i n M. I t s e e m s t o b e a v e r y n a t u r a l " s i m p l i f i c a t i o n " o f t h e 

s p a c e M ( s i m p l i f i c a t i o n f o r some p u r p o s e s ) . I f M i s l o c a l l y s e m i a l g e ­

b r a i c a n d l o c a l l y c o m p l e t e t h e n P (M) c o i n c i d e s w i t h t h e s p a c e M
l o c 

d e f i n e d i n T, § 7 . B u t a l r e a d y i f M i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f some 

R n w h i c h i s n o t l o c a l l y c l o s e d i n R n t h e n P ( M ) i s n o t l o c a l l y s e m i a l g e 

b r a i c . 

M o r e g e n e r a l l y , g i v e n a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map f : M -* N, we s h a l l 

d e f i n e i n I V , §10 a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e P^(M) t o g e t h e r w i t h a 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map p ^ : P^(M) -* M ( i f R i s s e q u e n t i a l ) w h i c h h a s 

t h e f o l l o w i n g u n i v e r s a l p r o p e r t y . T h e map f <> p f i s p a r t i a l l y p r o p e r , 

a n d e v e r y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map q : L -» M w i t h f o q p a r t i a l l y 

p r o p e r f a c t o r s u n i q u e l y t h r o u g h p ^ . I f N i s t h e o n e - p o i n t s p a c e t h e n 

P f ( M ) = P(M) . 

T h e s e s p a c e s P f ( M ) , a n d i n p a r t i c u l a r t h e s p a c e s P ( M ) , w i l l d o 



g o o d s e r v i c e i n h o m o t o p y t h e o r y a t v a r i o u s p l a c e s . T h e y a r e t y p i c a l f o r 

t h e s o m e w h a t d i f f e r e n t f l a v o u r o f s e m i a l g e b r a i c h o m o t o p y t h e o r y c o m p a r ­

e d w i t h c l a s s i c a l h o m o t o p y t h e o r y . 

A p a r t i c u l a r l y g o o d i n s t a n c e t o s e e how t h e s p a c e s P^(M) a n d s i m i l a r 

o n e s c a n b e u s e d a n d how t h e v a r i o u s t e c h n i q u e s we h a v e d e v e l o p e d i n 

C h a p t e r s I V a n d V f i t t o g e t h e r i s t h e p r o o f o f T h e o r e m V. 6 . 8 o n d -

e q u i v a l e n c e s ( i n s t e a d o f j u s t w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s ) w h i c h p r e ­

c e d e s a n d i m p l i e s t h e W h i t e h e a d t h e o r e m m e n t i o n e d a b o v e . T h e r e a d e r 

c a n n o t d o b e t t e r t h a n t r y i n g t o o b t a i n a n i m p r e s s i o n o f t h e m a i n l i n e s 

o f t h i s p r o o f a t a n e a r l y s t a g e i n o r d e r t o g e t a g o o d f e e l i n g f o r t h e 

s u b j e c t . 

O f c o u r s e , we t r y t o p r o c e e d i n s e m i a l g e b r a i c h o m o t o p y t h e o r y a s m u c h 

a s p o s s i b l e i n a w a y p a r a l l e l t o t h e c l a s s i c a l t o p o l o g i c a l h o m o t o p y 

t h e o r y , a s l o n g a s t h i s i s a d v i s a b l e . H e r e t h e r e c o m e s u p a d i c h o t o m y 

o f g o a l s a n d m e t h o d s e v e r y o n e w o r k i n g i n t h i s a r e a w i l l f a c e . 

On t h e o t h e r h a n d , o n e w o u l d l i k e t o o b t a i n r e s u l t s i n t h e s e m i a l g e ­

b r a i c t h e o r y b y t r a n s f e r f r o m t h e t o p o l o g i c a l t h e o r y , a s a l r e a d y e x e r ­

c i s e d i n C h a p t e r I I I . One w a n t s t o h a v e a v a i l a b l e t h e e n o r m o u s b o d y 

o f r e s u l t s o f t o p o l o g i c a l h o m o t o p y t h e o r y i n t h e s e m i a l g e b r a i c s e t t i n g 

w i t h o u t m u c h f u r t h e r l a b o u r . 

On t h e o t h e r h a n d , t h e r e i s a m o r e r a d i c a l v i e w p o i n t , t o t h e b e s t o f 

my k n o w l e d g e f i r s t e x p r e s s e d b y B r u m f i e l i n h i s b o o k [ B ] : One s h o u l d 

d o a l g e b r a i c t o p o l o g y f r o m s c r a t c h o v e r a n a r b i t r a r y r e a l c l o s e d f i e l d 

i n s u c h a way t h a t t h e f i e l d IR d o e s n o t p l a y a n y s p e c i a l r o l e . 

T h i s i s a n a m b i t i o u s p r o g r a m . W h i l e w r i t i n g t h i s v o l u m e I s o m e w h a t 

o s c i l l a t e d b e t w e e n t h e t w o v i e w p o i n t s . W h e n e v e r t h e s e m i a l g e b r a i c 



g e o m e t r y was e a s y I a v o i d e d t r a n s f e r p r i n c i p l e s . When n o t I g a v e p r e ­

f e r e n c e t o t h e f i r s t v i e w p o i n t , b u t o f t e n I a l s o t r i e d t o i n d i c a t e 

how t h i n g s c a n b e d o n e i n t h e s p i r i t o f t h e s e c o n d o n e . 

L o n g p a s s a g e s i n C h a p t e r V may n o u r i s h t h e c o n v i c t i o n t h a t a h o m o t o p y 

t h e o r y i n t h e s e n s e o f B r u m f i e l i s a l r e a d y a t h a n d s . B u t t h e r e a r e s t i l l 

p r o b l e m s t o b e s e t t l e d . A s a t e s t i n g g r o u n d I h a v e c h o s e n h e r e - a s 

a l r e a d y i n [ L S A ] , C h a p t e r I I I - t h e h o m o t o p y e x c i s i o n t h e o r e m o f 

B l a k e r s a n d M a s s e y . I n t o p o l o g y t h e r e e x i s t s a n e l e m e n t a r y p r o o f o f 

t h i s t h e o r e m g o i n g b a c k t o B o a r d m a n , c f . [ D K P , p . 21 I f f ] . T h i s p r o o f 

( a s w e l l a s t h e p r o o f o f B l a k e r s a n d M a s s e y ) s t r o n g l y u s e s t h e a x i o m 

o f A r c h i m e d e s i n t h e f i e l d o f r e a l n u m b e r s . We a r e a b l e t o p r o v e t h e 

a n a l o g u e o f t h e t h e o r e m f o r w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( V , § 7 ) , b u t 

f o r t h a t we n e e d t h e B l a k e r s - M a s s e y t h e o r e m f o r t o p o l o g i c a l CW-com­

p l e x e s a n d t r a n s f e r t e c h n i q u e s . 

T h e h o m o t o p y t h e o r y d e v e l o p e d i n C h a p t e r V s u f f i c e s f o r s t u d y i n g 

g e n e r a l i z e d h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y g r o u p s o f p a i r s o f w e a k l y s e m i a l ­

g e b r a i c s p a c e s . { T h e w o r d " g e n e r a l i z e d " m e a n s t h a t we d o n o t i n s i s t o n 

t h e E i l e n b e r g - G t e e n r o d d i m e n s i o n a x i o m . } I n C h a p t e r V I we d e f i n e g e n e r ­

a l i z e d h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r i e s o n t h e c a t e g o r y 3>(2,R) o f 

weak p o l y t o p e s o v e r R i n f u l l a n a l o g y t o t h e d e f i n i t i o n o f s u c h t h e o ­

r i e s o n t h e c a t e g o r y */){2) o f p a i r s o f t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s t w
2 ] 

( o r [ W ] , [ S w ] , e t c . ) . We t h e n e x p l i c a t e how e v e r y t o p o l o g i c a l h o m o l o g y 

t h e o r y h + o r c o h o m o l o g y t h e o r y h * o n J0{2) l e a d s i n a n a t u r a l way t o a 

h o m o l o g y t h e o r y r e s p e c t i v e l y c o h o m o l o g y t h e o r y o n 3>(2,R) w h i c h we d e n o t e 

a g a i n b y h * r e s p . h * . We t h u s o b t a i n a b i j e c t i o n , u p t o n a t u r a l e q u i ­

v a l e n c e , b e t w e e n t h e h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r i e s o n ^ 9(2) a n d o n 

P ( 2 , R ) f o r R f i x e d ( V I , § 2 - 4 ) . We e x t e n d t h e s e t h e o r i e s i n V I , §5 f r o m P ( 2 , R ) 

t o t h e c a t e g o r y WSA(2,R) o f p a i r s o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R, a n d 

we p r o v e i n VI,§6 a f a i r l y g e n e r a l e x c i s i o n t h e o r e m f o r t h e g r o u p s h (M,A) 



a n d h n ( M , A ) . We a l s o d e s c r i b e t h e t h e o r i e s h * a n d h * b y s p e c t r a a s o n e 

d o e s i n t o p o l o g y ( V I , § 8 ) . 

I n t h i s w h o l e b u s i n e s s i t i s i m p o r t a n t t h a t we h a v e w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s a t o u r d i s p o s a l i n s t e a d o f j u s t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s . We m e n t i o n e d a l r e a d y t h e n e e d f o r i n f i n i t e C W - c o m p l e x e s . B u t 

e v e n s u s p e n s i o n s p o s e a p r o b l e m . T h e y p l a y a n e s s e n t i a l r o l e i n g e n e r ­

a l i z e d h o m o l o g y t h e o r y , o f c o u r s e . U n f o r t u n a t e l y we d o n o t h a v e s u s p e n ­

s i o n s f o r a r b i t r a r y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s b u t o n l y f o r w e a k p o l y ­

t o p e s . T h i s t u r n s o u t t o b e s u f f i c i e n t . B u t i f M i s a l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c ( p o i n t e d ) w e a k p o l y t o p e t h e n u s u a l l y t h e s u s p e n s i o n SM w i l l 

n o t b e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 

I f h + i s o n e o f t h e p r o m i n e n t h o m o l o g y o r c o h o m o l o g y t h e o r i e s i n t o p o ­

l o g y , a s s i n g u l a r h o m o l o g y , s i n g u l a r c o h o m o l o g y , o r t h o g o n a l , u n i t a r y , 

o r s y m p l e c t i c K - t h e o r y , o n e o f v a r i o u s c o b o r d i s m t h e o r i e s , t h e n t h e r e 

r e m a i n s t h e i m p o r t a n t t a s k t o a t t a c h a g e o m e t r i c m e a n i n g t o t h e e l e ­

m e n t s o f h n ( M , N ) o r h n ( M , A ) f o r (M,A) a p a i r o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s . { I n t o p o l o g y u s u a l l y s u c h a m e a n i n g i s i n h e r e n t i n t h e d e f i n i ­

t i o n o f t h e s e g r o u p s . } 

I n t h e n e x t v o l u m e [ S F C ] we s h a l l s o l v e t h i s p r o b l e m f o r t h e K - t h e o r i e s 

m e n t i o n e d a b o v e . I n t h e p r e s e n t o n e we s o l v e i t f o r o r d i n a r y h o m o l o g y 

H + ( - , G ) a n d o r d i n a r y c o h o m o l o g y H*(-,G) w i t h c o e f f i c i e n t s i n some a b e -

l i a n g r o u p G. T h e s e a r e t h o s e h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r i e s w h i c h 

f u l f i l l t h e E i l e n b e r g - S t e e n r o d d i m e n s i o n a x i o m . T h e y a r i s e f r o m t o p o ­

l o g i c a l s i n g u l a r h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r y w i t h c o e f f i c i e n t s i n G. 

We p r o v e i n V I , §3 t h a t i f (M,A) i s a p a i r o f C W - c o m p l e x e s t h e n t h e 

g r o u p s H n ( M , A ; G ) a n d H n(M,A;G) h a v e a d e s c r i p t i o n b y c e l l u l a r c h a i n s 

a n d c o c h a i n s a s i n t o p o l o g y . I t i s t h e n e a s y t o c o n c l u d e t h a t f o r 

(M,A) a p a i r o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , t h e s e g r o u p s c o i n c i d e 



w i t h t h e g r o u p s H n ( M / A ; G ) a n d H n ( M , A; G) d e f i n e d e s s e n t i a l l y b y D e l f s 

[D] , [ D ^ , [ D K 3 ] . {We d e s c r i b e d t h e g r o u p s (M, A; G) i n I I I , §7.} 

H e r e o u r t h e o r y r e a c h e s a r e m a r k a b l e p o i n t . T o u n d e r s t a n d , why, l e t 

u s r e c a l l t h e a p p r o a c h o f D e l f s t o t h e h o m o l o g y g r o u p s , s a y , o f a 

s i n g l e p o l y t o p e M. {We t a k e A = 0.) T h e p o l y t o p e M c a n b e t r i a n g u l a t e d . 

C h o o s i n g a n i s o m o r p h i s m <p : |KI D ^ - > M w i t h K a f i n i t e a b s t r a c t s i m p l i c i a l 

c o m p l e x we "know" a p r i o r i w h a t H n(M,G) s h o u l d b e : I t s h o u l d c o i n c i d e 

w i t h t h e a b s t r a c t h o m o l o g y H n ( K , G ) o f t h e s i m p l i c i a l c o m p l e x K. T h e 

p r o b l e m i s , t o p r o v e t h a t t h e g r o u p s H (K,G) d o n o t d e p e n d o n t h e 

c h o i c e o f t h e t r i a n g u l a t i o n . D e l f s s o l v e s t h i s p r o b l e m i n a n i n g e n i o u s 

w ay. He l o o k s a t t h e s i m p l i c i a l c o h o m o l o g y g r o u p s H n ( K , G ) f o r t h e t r i -

a n g u l a t i o n s o f M. He p r o v e s t h a t t h e y a l l a r e n a t u r a l l y i s o m o r p h i c t o 

t h e c o h o m o l o g y g r o u p s H n ( M , G M ) o f t h e c o n s t a n t s h e a f G M w i t h s t a l k G. 

K n o w i n g t h a t t h e H n ( K , G ) a r e i n d e p e n d e n t o f t h e t r i a n g u l a t i o n h e c o n ­

c l u d e s t h a t t h e H n ( K , G ) a l s o a r e i n d e p e n d e n t o f t h e t r i a n g u l a t i o n . 

I n t h e c o u r s e o f t h i s a p p r o a c h D e l f s h a s t o c o p e w i t h some t e d i o u s 

g e o m e t r i c p r o b l e m s . { T h e m a i n t a s k i s t o p r o v e t h e h o m o t o p y i n v a r i a n c e 

o f t h e g r o u p s H n ( M , G M ) . I n [D^] D e l f s s o l v e s t h i s p r o b l e m b r i l l i a n t l y 

b y u s i n g s h e a f t h e o r y o n a b s t r a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . } T h e 

r e m a r k a b l e f a c t now i s t h a t we o b t a i n t h e i n d e p e n d e n c e o f t h e g r o u p s 

H n ( K , G ) f r o m t h e c h o i c e o f t h e t r i a n g u l a t i o n i n a m u c h e a s i e r w a y . 

O n c e we h a v e t h e h o m o t o p y t h e o r y o f C h a p t e r V a t h a n d s , w h i c h i s a 

s t r a i g h t f o r w a r d m a t t e r , we d e f i n e t h e o r d i n a r y h o m o l o g y g r o u p s H n ( M , G ) 

a l m o s t b y g e n e r a l c a t e g o r i a l n o n s e n s e , a n d p r o v e H n(M,G) = H^(K,G) i n 

t h e s t a n d a r d w ay ( c f . V I , § 3 ) . T h u s o n e may s a y t h a t i t i s p o s s i b l e 

t o c i r c u m v e n t t h e l a b o u r s o f D e l f s b y e n l a r g i n g t h e c a t e g o r y o f a f f i n e 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R t o a c a t e g o r y o f s p a c e s w h i c h i s m o r e c o m ­

f o r t a b l e f o r h o m o t o p y c o n s i d e r a t i o n s , n a m e l y W S A ( R ) . { B u t n o t i c e t h a t 

o u r a p p r o a c h d o e s n o t g i v e a c o n n e c t i o n o f o r d i n a r y c o h o m o l o g y w i t h 



s h e a f c o h o m o l o g y . } 

How a b o u t a n i n t e r p r e t a t i o n o f t h e e l e m e n t s o f H n ( M / A ; G ) b y c h a i n s o f 

s i n g u l a r s i m p l i c e s , a s i n t o p o l o g y ? O f c o u r s e , a s i n g u l a r s i m p l e x h e r e 

m e a n s a s e m i a l g e b r a i c map (= m o r p h i s m ) f r o m t h e c l o s e d s t a n d a r d s i m p l e x 

V ( n ) i n R n + ^ t o M. F o r a n y p a i r (M,A) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

o v e r R we c a n d e f i n e t h e s i n g u l a r c h a i n c o m p l e x C.(M,A;G) a s i n t o p o ­

l o g y . T h e p r o b l e m i s t o p r o v e t h a t t h e g r o u p s H ^ ( C . ( M , A ; G ) ) f i t t o g e t h e r 

t o a n o r d i n a r y h o m o l o g y t h e o r y a n d t h a t H Q ( C . ( * , 0 ; G ) ) = G, w i t h * d e ­

n o t i n g t h e o n e p o i n t s p a c e . T h i s w o u l d i m p l y a n a t u r a l i s o m o r p h i s m 

f r o m t h i s h o m o l o g y t h e o r y t o H + ( - , G ) . 

D e l f s a n d I h a v e t r i e d f o r y e a r s i n v a i n t o f i n d s u c h a p r o o f i n a 

d i r e c t g e o m e t r i c w a y . T h e d i f f i c u l t y w a s a l w a y s t o p r o v e a n e x c i s i o n 

t h e o r e m f o r t h e g r o u p s H n ( C . ( M , A ; G ) ) i n t h e c a s e t h a t t h e f i e l d R i s 

n o t a r c h i m e d e a n . We c o u l d n o t p r o v e e x c i s i o n e v e n f o r a t r i a d o f p o l y ­

t o p e s . A s i n c l a s s i c a l t h e o r y o n e w o u l d l i k e t o make a g i v e n s i n g u l a r 

c h a i n " s m a l l " w i t h r e s p e c t t o a g i v e n f i n i t e o p e n c o v e r i n g ( w i t h t w o 

o p e n s e m i a l g e b r a i c s e t s ) b y a p p l y i n g some i t e r a t e d s u b d i v i s i o n t o t h e 

s i n g u l a r s i m p l i c e s i n t h e c h a i n . B u t t h e t r o u b l e i s t h a t , a s l o n g a s 

o n e t r i e s b a r y c e n t r i c s u b d i v i s i o n o r some o t h e r s o r t o f f i n i t e l i n e a r 

s u b d i v i s i o n , t h e s i m p l i c e s h a v e n o r e a s o n t o b e c o m e s m a l l i f R i s n o t 

a r c h i m e d e a n . 

T h e l a s t C h a p t e r V I I o f t h e p r e s e n t b o o k c o n t a i n s a s o l u t i o n o f t h e 

p r o b l e m - a l o n g v e r y d i f f e r e n t l i n e s . T h i s s o l u t i o n i s p e r h a p s t h e m o s t 

c o n v i n c i n g s i n g l e i s s u e , u p t o now, t o d e m o n s t r a t e t h a t w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e s a r e r e a l l y u s e f u l . 

We p r o c e e d r o u g h l y a s f o l l o w s . E v e r y s i m p l i c i a l s e t K (= s e m i s i m p l i c i a l 

s e t = s e m i s i m p l i c i a l c o m p l e x , i n o t h e r t e r m i n o l o g i e s ) c a n b e " r e a l i z e d " 



a s a w e a k p o l y t o p e I K I D o v e r R i n m u ch t h e same way a s t h i s i s k n o w n 

i n t o p o l o g y [ M i ^ ] . T h e s p a c e l K l R c a r r i e s a n a t u r a l s t r u c t u r e o f a CW-

c o m p l e x . I f ( K , L ) i s a p a i r o f s i m p l i c i a l s e t s ( o f c o u r s e , w i t h L a 

s i m p l i c i a l s u b s e t o f K ) , t h e n i t f o l l o w s f r o m t h e c e l l u l a r d e s c r i p t i o n 

o f o r d i n a r y h o m o l o g y m e n t i o n e d a b o v e t h a t t h e o r d i n a r y h o m o l o g y g r o u p s 

H ( i K l 0 , I L I 0 ; G ) c a n b e i d e n t i f i e d w i t h t h e w e l l k n o w n ( c f . [ L a ] o r n K K 

[ M a y ] ) " a b s t r a c t " h o m o l o g y g r o u p s H n ( K , L ; G ) . 

I f M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R we c a n f o r m t h e s i n g u l a r 

s i m p l i c i a l s e t S i n M c o n s i s t i n g o f t h e s i n g u l a r s i m p l i c e s o f M. T h e 

r e a l i z a t i o n I S i n Ml R c o m e s w i t h a c a n o n i c a l w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map 

J M : i S i n M l -* M. We p r o v e t h a t J m i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e ( V I , §7) 

f o l l o w i n g t h e b o o k [LW] o f L u n d e l l a n d W e i n g r a m . { i n t o p o l o g y J M i s 

o n l y a w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . I n m o s t t e x t s o n s i m p l i c i a l m e t h o d s 

- b u t n o n i n [LW] - t h i s i s p r o v e d b y a l r e a d y u s i n g t h e f a c t t h a t t h e 

t o p o l o g i c a l s i n g u l a r h o m o l o g y g r o u p s f o r m a n o r d i n a r y h o m o l o g y t h e o r y . } 

M o r e g e n e r a l l y , i f A i s a s u b s p a c e o f M, t h e n j M g i v e s a h o m o t o p y e q u i ­

v a l e n c e f r o m t h e p a i r ( I S i n Ml R , | S i n A | R ) t o (M,A) . T h u s 

H (M, A; G) = H ( I S i n M l n , I S i n A I D ; G) = H ( S i n M, S i n A; G) , q q i \ K q 

a n d t h i s g r o u p i s H g ( C . ( M , A ; G ) ) b y d e f i n i t i o n . 

S i n c e we k n o w t h a t t h e c a n o n i c a l maps J M a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s t h e 

d o o r i s now w i d e o p e n f o r t h e u s e o f s i m p l i c i a l s e t s i n s e m i a l g e b r a i c 

g e o m e t r y . T h u s , f i n a l l y , we c a n a b o l i s h o u r p r e v i o u s v e r d i c t "no 

s i m p l i c i a l s e t s , o n l y s i m p l i c i a l c o m p l e x e s " [DK^, p . 1 2 4 ] . 

S i m p l i c i a l s e t s h a v e p r o v e d t o b e e n o r m o u s l y u s e f u l i n many 

b r a n c h e s o f t o p o l o g y , i n p a r t i c u l a r i n t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s . M u c h 

o f t h i s m a t e r i a l c a n now b e u s e d i n s e m i a l g e b r a i c g e o m e t r y . Some 



a p p l i c a t i o n s t o t h e t h e o r y o f s e m i a l g e b r a i c f i b r a t i o n s w i l l b e g i v e n 

i n t h e n e x t v o l u m e [ S F C ] . 

B u t o n e n e e d s m o r e . One n e e d s s i m p l i c i a l s p a c e s i n s t e a d o f j u s t s i m p l i ­

c i a l s e t s . B y a s i m p l i c i a l s p a c e X o v e r R we mean a s i m p l i c i a l o b j e c t 

i n W S A ( R ) , i . e . a s e q u e n c e ( X n l n € N Q ) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

o v e r R w i t h v a r i o u s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f a c e a n d d e g e n e r a c y maps 

b e t w e e n t h e m ( V I I , § 1 ) . S i m p l i c i a l s e t s may b e r e g a r d e d a s d i s c r e t e 

s i m p l i c i a l s p a c e s o v e r R. 

R o u g h l y h a l f o f o u r l a s t C h a p t e r V I I i s d e v o t e d t o a n e x p l i c a t i o n o f 

t h e f u n d a m e n t a l s o f s i m p l i c i a l s p a c e s a n d t h e i r r e a l i z a t i o n s . D i f f i c u l ­

t i e s f o r f u t u r e a p p l i c a t i o n w i l l a r i s e f r o m t h e f a c t t h a t we a r e o n l y 

a b l e t o c o n s t r u c t t h e r e a l i z a t i o n I X | R o f a p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l 

s p a c e X. B y t h i s we mean a s i m p l i c i a l s p a c e a l l w h o s e f a c e maps a r e p a r ­

t i a l l y p r o p e r . F o r t u n a t e l y d i s c r e t e s i m p l i c i a l s p a c e s a r e p a r t i a l l y 

p r o p e r . 

A r e a d e r h a v i n g w o r k e d t h r o u g h t h e f u n d a m e n t a l s o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s a n d maps i n C h a p t e r I V may f e e l b o r e d t o m e e t i n C h a p t e r V I I 

s i m i l a r s t u f f a b o u t s i m p l i c i a l s p a c e s . To g i v e s u c h a r e a d e r some com­

f o r t we i n d i c a t e now b y a n e x a m p l e t h a t t h i s s t u f f i s r e a l l y u s e f u l . 

L e t G b e a c o m p l e t e s e m i a l g e b r a i c g r o u p o v e r R. { F o r i n s t a n c e t h i n k o f 

some o r t h o g o n a l g r o u p 0 ( n , R ) . } I f M i s a n a f f i n e s e m i a l g e b r a i c s p a c e , 

; t h e n i t i s c l e a r f r o m t h e b e g i n n i n g s o f s e m i a l g e b r a i c g e o m e t r y w h a t i s 

m e a n t b y a p r i n c i p a l G - f i b r e b u n d l e tp : E -> M o v e r M. T h e d e f i n i t i o n i s 

\ e x a c t l y a s i n t o p o l o g y , o f c o u r s e w i t h a f i n i t e t r i v i a l i z i n g c o v e r i n g 

o f M b y o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s . 

We now p o s e t h e f o l l o w i n g p r o b l e m . L e t S b e a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d o f 



R a n d l e t \p : F M ( S ) b e a p r i n c i p a l G ( S ) - b u n d l e o v e r M ( S ) . D o e s t h e r e 

e x i s t a p r i n c i p a l G - b u n d l e cp : E -> M o v e r M s u c h t h a t t h e b a s e e x t e n s i o n 

i p s : E ( S ) -> M ( S ) i s i s o m o r p h i c t o o v e r M ( S ) ? 

I t s eems h a r d t o s o l v e t h i s p r o b l e m i n a d i r e c t g e o m e t r i c w a y . We s h a l l 

s o l v e i t i n [ S F C ] i n t h e a f f i r m a t i v e a s f o l l o w s . L e t v/KG d e n o t e t h e n e r v e 

o f t h e g r o u p G. T h i s i s a s i m p l i c i a l s p a c e b u i l t a s i n t o p o l o g y , c f . 

E x a m p l e V I I . 1 . 2 . v b e l o w . / G i s p a r t i a l l y p r o p e r s i n c e G i s c o m p l e t e 

( p a r t i a l l y c o m p l e t e w o u l d s u f f i c e ) . L e t BG d e n o t e t h e r e a l i z a t i o n 

M ^ Gl. One f i n d s a s i n t o p o l o g y t h a t t h e i s o m o r p h i s m c l a s s e s o f G - p r i n c i -

p a l b u n d l e s o v e r M a r e i n n a t u r a l o n e - t o - o n e c o r r e s p o n d e n c e w i t h t h e 

e l e m e n t s o f t h e h o m o t o p y s e t [ M , B G ] . B y t h e f i r s t m a i n t h e o r e m o n homo­

t o p y s e t s t h e b a s e e x t e n s i o n map f r o m [M,BG] t o [JM(S) , (BG) (S) ] i s b i -

j e c t i v e ( V . 5 . 2 . i ; e s s e n t i a l l y t h i s i s a l r e a d y c l e a r f r o m I I I . 3 . 1 ) . B y 

t h e c a n o n i c a l n a t u r e o f t h e d e f i n i t i o n o f <^G i t i s e v i d e n t t h a t ( B G ) ( S ) = 

B ( G ( S ) ) . T h u s we h a v e a n a t u r a l b i j e c t i o n f r o m [M,BG] t o [ M ( S ) B ( G ( S ) ) ] . 

We c o n c l u d e t h a t t h e i s o m o r p h i s m c l a s s e s o f p r i n c i p a l G - b u n d l e s o v e r M 

c o r r e s p o n d u n i q u e l y w i t h t h e i s o m o r p h i s m c l a s s e s o f p r i n c i p a l G ( S ) - b u n d l e ! 

o v e r M ( S ) b y b a s e e x t e n s i o n . T h e a n s w e r t o t h e q u e s t i o n a b o v e i s " Y e s " . 

A t f i r s t g l a n c e t h e p r e s e n t b o o k m i g h t c o n v e y t h e i m p r e s s i o n t h a t i n 

s e m i a l g e b r a i c g e o m e t r y o n e now h a s a h o m o t o p y t h e o r y a t h a n d s w h i c h i s 

a s g o o d a n d e a s y a s t h e t o p o l o g i c a l o n e . B u t t h i s i m p r e s s i o n i s d e c e p t i v e . 

I n o r d e r t o d e s t r o y i t I come b a c k t o t h e t w o d e f i c i e n c i e s o f t h e homo­

t o p y t h e o r y i n [ L S A ] l i s t e d a b o v e . W h i l e t h e f i r s t o n e d i s a p p e a r s i n 

t h e c a t e g o r y W S A ( R ) , t h e s e c o n d o n e ( e x i s t e n c e o f m a p p i n g s p a c e s ) r e ­

m a i n s s e r i o u s . 

One w o u l d l i k e t o h a v e g o o d s u b s t i t u t e s ( o r " m o d e l s " ) o f t h e p r e s u m a b l y 

n o t e x i s t i n g m a p p i n g s p a c e s a n d t h e i r p r o m i n e n t s u b s p a c e s . I n V I , §7 we 

d e f i n e " p s e u d o - m a p p i n g s p a c e s " a n d " p s e u d o - l o o p s p a c e s " w h i c h d o some 



o f t h e s e r v i c e o n e e x p e c t s f r o m s u c h s u b s t i t u t e s . O u r c o n s t r u c t i o n i s 

b a s e d o n a n a n a l o g u e o f B r o w n ' s r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m [ B n ] . T h i s c o n ­

s t r u c t i o n i s c a n o n i c a l o n l y u p t o h o m o t o p y . U s i n g C h a p t e r V I I we a r e 

b e t t e r o f f . I f M a n d N a r e a n y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s t h e n we c a n 

f o r m a s i m p l i c i a l m a p p i n g s e t [ M a y , p . 17] Map ( S i n M, S i n N) a n d c h o o s e 

t h e r e a l i z a t i o n i M a p ( S i n M, S i n N) I R a s a c a n o n i c a l s u b s t i t u t e o f t h e 

p r e s u m a b l y n o t e x i s t i n g s p a c e M a p ( M , N ) . B u t t h i s s u b s t i t u t e a n d s i m i l a r 

c o n s t r u c t i o n s a r e n o t s u f f i c i e n t f o r a l l p u r p o s e s , a s w i l l b e c o m e a m p l y 

c l e a r i n t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s . T h e r e o n e h a s t o w o r k w i t h t h e n o t i o n 

o f f i b r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e i n s t e a d o f h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . T h e 

q u e s t i o n f o r a s u b s t i t u t e o f t h e t o p o l o g i c a l " p a t h m a p p i n g s p a c e " 

([W, 7 . 2 ] , [ D K P , 5 . 3 ] ) w h i c h t u r n s a g i v e n map f : M -> N i n t o a f i b r a -

t i o n , i s a c a s e i n p o i n t . 

A n o t h e r s t r a t e g y i s t o e s t a b l i s h a s p a c e s t r u c t u r e o n a s u f f i c i e n t l y 

b i g s u b s e t o f t h e s e t Map(M,N) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps f r o m M t o 

N ( s u f f i c i e n t l y b i g f o r some p u r p o s e s ) . I n t h e l a s t s e c t i o n o f C h a p t e r 

V I I we d o s o m e t h i n g l i k e t h i s f o r M = N = [ 0 , 1 ] , t h e u n i t i n t e r v a l o f 

R, i n t h e c a s e t h a t t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a l . 

I d e v i a t e d f r o m t h e o r i g i n a l p l a n , a n n o u n c e d i n t h e p r e f a c e o f [ L S A ] , 

t o d e a l w i t h f i b r a t i o n s i n C h a p t e r I V a n d w i t h c o v e r i n g s (= U b e r l a g e r u n -

g e n ) i n C h a p t e r V. We s h a l l d o t h i s o n l y i n t h e n e x t v o l u m e [ S F C ] . 

O r i g i n a l l y I i n t e n d e d t o i n t r o d u c e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a t a 

much l a t e r s t a g e . I n t h e m e a n t i m e I r e a l i z e d t h a t t h i s w o u l d c a u s e a 

d u p l i c a t i o n o f a r g u m e n t s , s i n c e many p r o o f s i n t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s 

a n d c o v e r i n g s c a n b e d o n e i n t h e same way f o r t h e c a t e g o r i e s L S A ( R ) a n d 

W S A ( R ) . I a l s o r e a l i z e d how w e l l i t p a y s i n many o t h e r w a y s t o i n t r o ­

d u c e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a s e a r l y a s p o s s i b l e . 
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I f u r t h e r t h a n k H a n s D e l f s , R o l a n d H u b e r , C l a u s S c h e i d e r e r a n d N i e l s 
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t o my s e c r e t a r y M a r i n a F r a n k e f o r a v e r y e f f i c i e n t t y p i n g o f a l l t h e s e 

v e r s i o n s w i t h o u t l o s i n g p a t i e n c e i n c r i t i c a l s i t u a t i o n s . 
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C h a p t e r I V - B a s i c t h e o r y o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

§1 - D e f i n i t i o n a n d c o n s t r u c t i o n o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

R i s a f i x e d r e a l c l o s e d f i e l d . A s i n I , §1 we c o n s i d e r a g e n e r a l i z e d 

t o p o l o g i c a l s p a c e M = (M,3*(M) , C o v M ) . H e r e T ( M ) m e a n s t h e s e t o f ( a d ­

m i s s i b l e ) o p e n s u b s e t s o f M a n d C o v ^ t h e s e t o f ( a d m i s s i b l e ) o p e n 

c o v e r i n g s , c f . I , § 1 , D e f . 1. S t a r t i n g w i t h s u c h a s p a c e M we g i v e a 

c h a i n o f d e f i n i t i o n s a n d e x a m p l e s l e a d i n g t o t h e d e f i n i t i o n o f a w e a k ­

l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e a n d a w e a k p o l y t o p e ( D e f i n i t i o n s 6,7 b e l o w ) . 

D e f i n i t i o n 1. We c a l l a s u b s e t K o f M s m a l l i n M i f , f o r e v e r y U € f ( M ) 

a n d e v e r y ( U ^ U G A ) G C o v M ( U ) , t h e s e t U f l K i s a l r e a d y t h e u n i o n o f t h e 

s e t s (1K w i t h \ r u n n i n g t h r o u g h a s u i t a b l e f i n i t e s u b s e t o f A. 

E x a m p l e 1.1. I f M i s a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R t h e n e v e r y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M i s s m a l l i n M. 

D e f i n i t i o n 2. a) A f u n c t i o n r i n g e d s p a c e M o v e r R i s a g e n e r a l i z e d 

t o p o l o g i c a l s p a c e M e q u i p p e d w i t h a s h e a f £> M o f r i n g s o f R - v a l u e d 

f u n c t i o n s . 

b) A m o r p h i s m b e t w e e n f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s M,N o v e r R i s a c o n t i n u o u s 

map f : M -* N ( i n t h e s e n s e o f g e n e r a l i z e d t o p o l o g i c a l s p a c e s ) , s u c h 

t h a t f o r e v e r y V € f ( N ) a n d h € & N (V) t h e c o m p o s i t e f u n c t i o n 

h * f : f ~ 1 (V) R i s a n e l e m e n t o f © M ( f " 1 ( V ) ) . 

c ) We d e n o t e t h e c a t e g o r y o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r R b y S p a c e ( R ) . 

E x a m p l e 1.2. E v e r y l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R i s a f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e o v e r R. T h e m o r p h i s m s b e t w e e n s u c h s p a c e s a r e t h e l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c maps. 



H e n c e f o r t h l e t M b e a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e ( a l w a y s o v e r R) . I f K i s 

a s m a l l s u b s e t o f M t h e n M i n d u c e s o n K t h e s t r u c t u r e o f a f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e o v e r R a s f o l l o w s . T(K) i s t h e s e t o f a l l i n t e r s e c t i o n s 

U O K w i t h u e f ( M ) . I f ( V ^ I A E A ) i s a f a m i l y i n f ( K ) t h e n 

(V, |A€A) G Cov__ i f a n d o n l y i f t h e r e e x i s t s a f i n i t e s u b s e t A' o f A 
A K 

s u c h t h a t t h e s e t V := U ( V ^ I A G A ) i s a l r e a d y t h e u n i o n o f a l l w i t h 

A £ A'. { A s u s u a l , we t h e n w r i t e ( V ^ I X G A ) £ C o v K ( V ) . T h e a x i o m s i - v i i i 

i n I , §1 a r e c l e a r l y f u l f i l l e d . } ^ K i s t h e s h e a f a s s o c i a t e d t o t h e 

p r e s h e a f 19° d e f i n e d a s f o l l o w s . A f u n c t i o n h : V -* R o n some V € T(K) 
o • 

i s a n e l e m e n t o f ° K ( V ) i f f t h e r e e x i s t s some U G T(M) a n d some g G ( 0 M ( U ) 

w i t h U (IK D V a n d h = g l V . {We t h e n c a n make U a l i t t l e s m a l l e r s u c h 

t h a t U n K = V . } T h u s a f u n c t i o n h : V -> R, w i t h V € T ( K ) , i s a n e l e m e n t 

o f ^ K ( V ) i f f t h e r e e x i s t f i n i t e l y many s e t s ,...,U 6 X(M) a n d f u n c ­

t i o n s g ± € © M ^ ) s u c h t h a t K fl ( U 1 U . . . U U r ) = V a n d g . l K O U . = h|K fl U ± 

f o r 1 < i < r . 

D e f i n i t i o n 3. We c a l l s u c h a s p a c e (K,© K) a s m a l l s u b s p a c e o f ( M , © M ) . 

N o t i c e t h a t we h a v e K e q u i p p e d w i t h t h e " c o a r s e s t s t r u c t u r e " o f a 

f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s u c h t h a t t h e i n c l u s i o n map K <-> M i s a m o r p h i s m . 

D e f i n i t i o n 4. Of c o u r s e , a l s o e v e r y U € T(M) h a s a n a t u r a l i n d u c e d 

s t r u c t u r e a s a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e o v e r R. T h e s e a r e t h e o p e n s u b -

s p a c e s o f M. 

E x a m p l e 1.3. I f M i s a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e a n d K i s a c l o s e d 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M t h e n K, w i t h i t s u s u a l s t r u c t u r e a s a s e m i ­

a l g e b r a i c s u b s p a c e o f M ( I , § 3 ) , i s a s m a l l s u b s p a c e o f M. T h i s f o l l o w s 

f r o m T i e t z e ' s e x t e n s i o n t h e o r e m f o r a f f i n e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s [DK^, 

T h . 4 . 5 ] . I f i n a d d i t i o n , M i s r e g u l a r ( I , § 3 ) , t h e n (9° = £> K s i n c e now 

K h a s a n o p e n a f f i n e s e m i a l g e b r a i c n e i g h b o u r h o o d i n M. I n d e e d , e v e r y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M i s a f f i n e [ R ] . 



I m p o r t a n t c o n v e n t i o n . F r o m now o n , i n t h e w h o l e b o o k , a s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e a l w a y s m e a n s a n a f f i n e s e m i a l g e b r a i c s p a c e , a n d a l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e m e a n s a r e g u l a r l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e . 

D e f i n i t i o n 5. A s u b s e t K o f M i s c a l l e d c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n M i f 

K i s c l o s e d i n M, i . e . M ^ K € ^ ( M ) , i f K i s s m a l l i n M, a n d i f t h e s m a l l 

s u b s p a c e ( K , ( 9 K ) o f M i s a s e m i a l g e b r a i c s p a c e . K i s c a l l e d a p o l y t o p e 

i n M i f , i n a d d i t i o n , t h e s e m i a l g e b r a i c s o a c e ( K , O v ) i s a p o l y t o p e , 

i . e . c o m p l e t e [ D K 2 , § 9 ] . T h e s e t o f a l l c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s 

o f M i s d e n o t e d b y JT(M) a n d t h e s e t o f a l l p o l y t o p e s i n M i s d e n o t e d 

b y r c (M) . 

E x a m p l e 1.4. I f M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c t h e n )T(M) a n d f (M) h a v e 

t h e same m e a n i n g a s i n [ L S A ] . 

Now we a r e r e a d y f o r t h e m a i n d e f i n i t i o n o f t h e w h o l e b o o k . By a n 

o r d e r e d f a m i l y o f s u b s e t s ( X ^ | A € A ) o f a s e t X we mean a f a m i l y o f s u b ­

s e t s w i t h a p a r t i a l l y o r d e r e d i n d e x s e t . 

D e f i n i t i o n 6. A w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R i s a f u n c t i o n r i n g e d 

s p a c e M o v e r R w h i c h c o n t a i n s a n o r d e r e d f a m i l y ( M a l a € I ) o f c l o s e d 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s ( D e f . 5) s u c h t h a t t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s h o l d . 

E1) M = U(M l a € I ) . 

E 2 ) I f a < 3 t h e n M c M Q . 
a p 

E 3 ) F o r e v e r y a € 1 t h e r e e x i s t o n l y f i n i t e l y many 3 € l w i t h 3 < a . 

E 4 ) F o r a n y t w o i n d i c e s a, 3 £ I t h e r e e x i s t s a n i n d e x r G I w i t h 

T <cx, y a n d Ma = M^. 

E5) I i s d i r e c t e d , i . e . f o r a n y t w o i n d i c e s a , 3 € 1 t h e r e e x i s t s a n 

i n d e x y € 1 w i t h a <Y/ 3 <Y« 

E 6 ) T h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y 

o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( M a l a € I ) i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) . T h i s 



means t h e f o l l o w i n g : 

a) A s u b s e t U o f M i s a n e l e m e n t o f f ( M ) i f f u n M Q 6 H M
a ) f o r 

e v e r y a G I . {N.B. U s i n g t h e n o t a t i o n o f [ L S A ] , ^ ( M
a ) = H M

a ) = 

t h e s e t o f a l l o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M .} 

b) A f a m i l y ( U ^ I A E A ) i n J ( M ) i s a n e l e m e n t o f C o v M i f f 

( U ^ D M g l A G A ) i s a n e l e m e n t o f C o v M f o r e v e r y a G I . T h i s means 
a 

t h a t , f o r e v e r y a € 1 , t h e r e e x i s t s a f i n i t e s u b s e t A (a) o f A 

s u c h t h a t 

U (U, DM IAGA) = U (U, fl ML I A€A (a) ) . 
A CX A O . 

c ) I f h : U -> R i s a n R - v a l u e d f u n c t i o n o n some U 6 T(M) , t h e n 

h € 0 M ( U ) i f f h l U D M a G © ( U O M J f o r e v e r y a G I . 
a 

A n y s u c h f a m i l y ( M ^ l a G I ) o f s u b s e t s o f M i s c a l l e d a n e x h a u s t i o n o f M. 

{ T h e l e t t e r "E" i n t h e l a b e l s a b o v e r e f e r s t o " e x h a u s t i o n " . } 

D e f i n i t i o n 7. A f u n c t i o n r i n g e d s p a c e M o v e r R i s c a l l e d a weak p o l y ­

t o p e o v e r R i f M h a s a n e x h a u s t i o n ( M ^ l a G l ) s u c h t h a t e v e r y i s a 

p o l y t o p e i n M ( c f . D e f . 5 ) . 

F o r t h e a p p l i c a t i o n s w h i c h we h a v e i n m i n d we a r e m a i n l y i n t e r e s t e d 

i n w e a k p o l y t o p e s , b u t f o r t e c h n i c a l r e a s o n s i t i s n e c e s s a r y t o w o r k 

i n t h e m o r e g e n e r a l c l a s s o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . 

E x a m p l e 1.5. E v e r y p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M o v e r R 

i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R. I n d e e d , c h o o s e a w e a k t r i ­

a n g u l a t i o n <p : X ^->M, i . e . a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c i s o m o r p h i s m o f a 

l o c a l l y f i n i t e s i m p l i c i a l c o m p l e x ( I , §2) t o M. { T h e r e e x i s t s e v e n a 

t r i a n g u l a t i o n , i . e . a n i s o m o r p h i s m w i t h X s t r i c t l y l o c a l l y f i n i t e , 

c f . I I , §4.} L e t I d e n o t e t h e s e t o f a l l f i n i t e s u b c o m p l e x e s Y o f X 

w h i c h a r e c l o s e d i n X, o r d e r e d b y i n c l u s i o n . T h e n ( c p ( Y ) I Y G I ) i s a n 

e x h a u s t i o n o f M. I f M i s p a r t i a l l y c o m p l e t e t h e n t h e (p(Y) a r e p o l y -



t o p e s , h e n c e M i s a w e a k p o l y t o p e . 

We now d e s c r i b e a m e t h o d f o r c o n s t r u c t i n g w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . 

T h i s m e t h o d i s b a s e d o n t h e r e s u l t s i n I I , §1 o n g l u i n g l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e s , w h i c h w i l l b e e x p l o i t e d h e r e o n l y f o r s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s . 

We s t a r t w i t h t h e f o l l o w i n g s i t u a t i o n . M i s a s e t , a n d ( M a l a G I ) i s a n 

o r d e r e d f a m i l y o f s u b s e t s o f M s u c h t h a t c o n d i t i o n s E1 , E 2 , E3 ( c f . 

D e f . 6) h o l d a n d , i n s t e a d o f E 4 , t h e f o l l o w i n g w e a k e r c o n d i t i o n h o l d s . 

E 4 * ) F o r a n y t w o i n d i c e s a , 3 € 1 t h e r e e x i s t i n d i c e s Y.J / • • • / Y R i n I 

w i t h Y - < c X f T i £ 3 (1 < i < r ) a n d M D M f t = M U ... UM 
1 1 u p Y<| 

We do n o t a s s u m e a n y t h i n g l i k e E 5 . We a s s u m e t h a t e v e r y M a i s e q u i p p e d 

w i t h t h e s t r u c t u r e o f a s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d t h a t f o r a < 3 

t h e s p a c e M^ i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f M^. 

We e q u i p M w i t h t h a t s t r u c t u r e o f a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e o v e r R w h i c h 

m a k e s M t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s p a c e s ( M a l a G I ) . T h i s 

s t r u c t u r e h a s t h e same d e s c r i p t i o n a s g i v e n i n D e f i n i t i o n 6 ( a l t h o u g h 

p e r h a p s I i s n o t d i r e c t e d ) . F o r a n y s u b s e t J o f I we d e n o t e b y M j t h e 

u n i o n o f a l l M^ w i t h a G J . B y I we d e n o t e t h e s e t o f a l l f i n i t e s u b ­

s e t s J o f I w h i c h e n j o y t h e f o l l o w i n g p r o p e r t y : I f a € J a n d 3 G I , 

3 < ot, t h e n $ €J. T h e s e t I i s p a r t i a l l y o r d e r e d b y t h e i n c l u s i o n 

r e l a t i o n . I t i s a l a t t i c e , s i n c e f o r a n y t w o e l e m e n t s J , K o f I a l s o 

J (IK a n d J UK a r e e l e m e n t s o f I . M o r e o v e r I h a s a s m a l l e s t e l e m e n t , 

t h e s e t 0. 

T h e o r e m 1.6. E v e r y s e t M^ i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n t h e f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e M, a n d M i n d u c e s o n M a t h e g i v e n s p a c e s t r u c t u r e . T h e 

\ f a m i l y ( M j l J G I ) i s a n e x h a u s t i o n o f M. T h u s M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

; s p a c e . I f t h e f a m i l y ( M l a G I ) f u l f i l l s E4 a n d E5 t h e n a l r e a d y t h i s 



f a m i l y i s a n e x h a u s t i o n o f M. 

B e f o r e p r o v i n g t h e t h e o r e m we g i v e s i m p l e e x a m p l e s w h i c h a l r e a d y show 

t h a t w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s f o r m a m o r e g e n e r a l c l a s s o f s p a c e s 

t h a n p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . F o r t h e s e e x a m p l e s t h e 

f u l l s t r e n g t h o f t h e t h e o r e m i s n o t n e e d e d . 

*) 

E x a m p l e 1.7 ( S i m p l i c i a l c o m p l e x e s ) . L e t X b e a s i m p l i c i a l c o m p l e x 

o v e r R. A s i n [ L S A ] we d e n o t e b y I ( X ) t h e s e t o f o p e n s i m p l i c e s o f X, 

o r d e r e d b y t h e f a c e r e l a t i o n . L e t M b e t h e u n d e r l y i n g s e t o f X a n d 

l e t ( M a l a G I ) b e t h e f a m i l y ( a n Ml a G Z ( X ) ) o f c l o s u r e s i n M o f a l l o pen 

s i m p l i c e s . E v e r y s e t a f l M c a r r i e s a n a t u r a l s t r u c t u r e o f a s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e . B y o u r t h e o r e m we o b t a i n a n a t u r a l s t r u c t u r e o f a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e o n X, a n e x h a u s t i o n b e i n g g i v e n b y t h e f i n i t e 

s u b c o m p l e x e s o f X w h i c h a r e c l o s e d i n X. We d e n o t e t h i s w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e a g a i n b y t h e l e t t e r X. I f t h e c o m p l e x X i s c l o s e d , 

i . e . I ( X ) c o n t a i n s e v e r y o p e n f a c e o f e v e r y a € X ( X ) , t h e n t h e s p a c e X 

i s a w e a k p o l y t o p e . 

E x a m p l e 1.8 (Wedge o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ) . L e t (M^IAeA) b e a f a m i l y 

o f d i s j o i n t s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . We c h o o s e i n e v e r y M^ a b a s e p o i n t 

x-^ a n d we i d e n t i f y a l l t h e s e b a s e p o i n t s i n t o o n e p o i n t x Q . L e t M b e 

t h e s e t U(M ^ | A e A ) a f t e r t h i s i d e n t i f i c a t i o n . We a d d t o t h e s e t A a 

s y m b o l " 0 " a n d we o r d e r t h e s e t I := A U { 0 } a s f o l l o w s . 0 < X f o r 

e v e r y X G A . No t w o e l e m e n t s o f A a r e c o m p a r a b l e . We p u t M Q := { X
Q } -

A p p l y i n g t h e t h e o r e m t o t h e f a m i l y ( M Q l a 6 I ) o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

we o b t a i n o n t h e s e t M a n a t u r a l s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e , s u c h t h a t e v e r y M, - i n i t s g i v e n s t r u c t u r e - i s a s m a l l s u b -

I n t h i s c h a p t e r - a n d t h e n e x t o n e - a s i m p l i c i a l c o m p l e x a l w a y s 
m e a n s a g e o m e t r i c s i m p l i c i a l c o m p l e x , a s d e f i n e d i n I , § 2 . 



s p a c e o f M. We c a l l t h i s s p a c e M, w i t h b a s e p o i n t x Q , t h e w e d g e o f 

t h e p o i n t e d s p a c e s (M^,x^) a n d w r i t e M = V(M ^ I A € A ) , o r m o r e p r e c i s e l y 

( M , x Q ) = V ( ( M x , x x ) I A € A ) . 

T h e s e t s U t M ^ I A G K ) , w i t h K r u n n i n g t h r o u g h t h e f i n i t e s u b s e t s o f A , 

f o r m a n e x h a u s t i o n o f M. I f t h e a r e p o l y t o p e s t h e n M i s a weak 

p o l y t o p e . 

E x a m p l e 1.9. We c o n s i d e r t h e f a m i l y (IP (R) InGIN ) o f s e t s o f r e a l n o 
p o i n t s o f t h e s t a n d a r d p r o j e c t i v e s p a c e s IP _ o v e r R. E a c h IP (R) 

r ^ 1 n , R n 
i s a p o l y t o p e . We embed 3 P n ( R ) i n t o H ? n + - j (R) i n t h e u s u a l w ay a s t h e 

h y p e r p l a n e x ,. = 0 . L e t IP (R) b e t h e u n i o n o f a l l TP (R) . B y t h e n + i «> n u 

t h e o r e m , HP (R) i s a w e a k p o l y t o p e i n a n a t u r a l w a y , w i t h e x h a u s t i o n 

( 3 P n ( R ) I n € I N o ) . 

E x a m p l e 1.10 ( D i r e c t s u m s ) . F o r e v e r y f a m i l y (M^IAGA) o f f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e s o v e r R t h e r e e x i s t s t h e d i r e c t sum LKM^IAeA) = M i n t h e 

c a t e g o r y o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r R. T h e s e t M i s t h e d i s j o i n t 

u n i o n o f t h e s e t s . T h e e l e m e n t s o f J(M) a r e t h e u n i o n s U(U X I A € A ) o f 

f a m i l i e s (U^IAGA) w i t h € T ( M ^ ) , a n d a l s o C o v M , © M a r e d e f i n e d i n 

t h e o b v i o u s w a y . A s s u m e now t h a t e v e r y i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . We 

J c h o o s e a n e x h a u s t i o n (M^ ^ l a G I ^ ) o f . L e t I := U(I ^ I A G A ) b e t h e 

I d i r e c t sum o f t h e o r d e r e d s e t s I . . F o r e v e r y a € I we d e f i n e JV1 : = 

I „ i f a 6 1, . T h e o r d e r e d f a m i l y ( M ^ l a G I ) o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 
A , (X A 0. 

f u l f i l l s t h e c o n d i t i o n s o f T h e o r e m 1.6. C l e a r l y t h e f u n c t i o n r i n g e d 

; s p a c e M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h i s f a m i l y . T h u s , b y T h e o r e m 1.6, 

;M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e . 

;We s t a r t o u t t o p r o v e T h e o r e m 1.6. T h e o r d e r e d f a m i l y ( M j | J € I ) o f 

^ s u b s e t s o f M f i l f i l l s E1 - E 5 , a s i s e a s i l y c h e c k e d . We e q u i p e v e r y 

\ M-j. w i t h t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s t r u c t u r e a s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f 



t h e f a m i l y o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( M Q Ia£J) . F o r e v e r y J E I we c l a i m 

t h a t t h e s p a c e M j i s s e m i a l g e b r a i c a n d t h a t , w h e n e v e r K c J a n d K € I , 

t h e n M K i s , i n i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b -

s p a c e o f M j . 

F o r a n y a € I we d e n o t e b y m(a) t h e n u m b e r o f e l e m e n t s 3 E I w i t h 3 < a . 

F o r a n y J € I we d e n o t e b y m ( J ) t h e maximum o f a l l m ( a ) w i t h a € J . 

We p r o v e t h e c l a i m b y i n d u c t i o n o n m ( J ) . I f m ( J ) = 0, t h e n i t f o l l o w s 

f r o m E 4 * t h a t t h e s e t s M w i t h a € J a r e o a i r w i s e d i s j o i n t . M T i s t h e 
a J 

d i r e c t sum o f t h e f i n i t e l y many s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( I , 2 . 4 ) , a n d 

t h e c l a i m i s o b v i o u s . 

L e t now m ( J ) = n > 1. I f a a n d 3 a r e t w o d i f f e r e n t i n d i c e s i n J t h e n , 

b y E 4 * , M q n M ^ = M L w i t h some L E I s u c h t h a t y < a , y < 3 f o r e v e r y 

y E L . O f c o u r s e , m ( L ) < n . S u p p o s e t h e r e e x i s t s some y E L w i t h m ( y ) = n . 

T h i s w o u l d f o r c e y = a a n d y = 3 . B u t a * 3 « T h u s m ( L ) < n . B y i n d u c t i o n 

h y p o t h e s i s , t h e s p a c e M L i s s e m i a l g e b r a i c , a n d e v e r y M , y E L , i s , 

i n i t s g i v e n s t r u c t u r e , a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f M L « On t h e 

o t h e r h a n d , s i n c e t h e s e M a r e c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M Q , 

t h e s e t M L i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n Mq. I t now f o l l o w s , s a y f r o m 

t h e u n i q u e n e s s s t a t e m e n t i n T h . I I . 1 . 3 , t h a t t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e 

o f M T i n M c o i n c i d e s w i t h t h e g i v e n s t r u c t u r e . T h e same h o l d s f o r L a ^ 
M T a n d M r t . T h u s we l e a r n , t h a t M 0M„ i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n M L 3 a 3 a 
a n d i n a n d t h a t t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n D M ^ w i t h r e s p e c t t o 

M a n d M„ a r e t h e same. T h e o r e m I I . 1 . 3 t e l l s u s , t h a t o u r s o a c e M , i s a 3 J 

s e m i a l g e b r a i c , a n d t h a t t h e g i v e n s p a c e s t r u c t u r e o n M T i s i n f a c t 

t h e u n i q u e o n e s u c h t h a t e v e r y M Q , a E J , i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c 

s u b s p a c e o f M j i n i t s g i v e n s t r u c t u r e . B y t h e same u n i q u e n e s s a r g u m e n t 

a s a b o v e we s e e t h a t , f o r a n y K E I w i t h K <=j, t h e s p a c e i n i t s 

g i v e n s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e i n M.Jf a n d o u r 



c l a i m i s p r o v e d . 

O f c o u r s e , t h e i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c t u r e o n M w i t h r e s p e c t t o 

t h e new f a m i l y ( M j l J E I ) i s t h e same a s w i t h r e s p e c t t o t h e o l d f a m i l y 

( M a l a € I ) . 

; F o r a n y t w o s u b s e t s J a n d K o f I , w i t h J £ 1 b u t K p e r h a p s i n f i n i t e , 

we h a v e M j ^ M K £ -HMj) , s i n c e M K fl M j = M^ w i t h some L E I , L c j , T h u s 

lM^MK E 5*(M) f o r e v e r y K c= I . i t i s a l s o e v i d e n t f r o m t h e d e f i n i t i o n s 

• t h a t , f o r e v e r y f i n i t e J c i , t h e s e t M j i s s m a l l i n M. 

C e r t a i n l y t h e p r o o f o f T h e o r e m 1.6 w i l l b e f i n i s h e d i f we v e r i f y 

t h a t , f o r e v e r y J E I , t h e p r e s h e a f o f f u n c t i o n s i n d u c e d b y £>M o n 
J 

M j c o i n c i d e s w i t h t h e s h e a f o f s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n s o n M j . We 

p r o v e a p r o p o s i t i o n w h i c h c o n t a i n s t h i s f a c t a n d s o m e t h i n g m o r e . 

P r o p o s i t i o n 1 . 1 1 . L e t K b e a n y s u b s e t o f I , a n d l e t K d e n o t e t h e s e t 

o f a l l a E I w i t h a < 3 f o r some 3 E K . We e q u i p t h e s e t A : = M K =M^ 

\ w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c t u r e o f t h e o r d e r e d f a m i l y 

, (Mj|J£I,JcK) o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . T h e n t h e f o l l o w i n g h o l d s . 

a) A i s c l o s e d i n M, i . e . M \ A £ X ( M ) . 

b) F o r e v e r y V E f(A) t h e r e e x i s t s some U E T(M) w i t h U n A = V . 

c ) G i v e n s u c h s e t s V , U a n d a f u n c t i o n h E © A ( V ) t h e r e e x i s t s some 

g E © M ( U ) w i t h g | V = h . 

P r o o f . a) h a s b e e n v e r i f i e d a b o v e . 

b) L e t U := (M ̂  A) U V = M M A ^ V ) . F o r e v e r y a E I t h e s e t (A ^ V ) fl M Q 

i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n M , s i n c e t h e p r o p e r t i e s E3 a n d E 4 * h o l d . 

T h u s U E T(M) . C l e a r l y U OA = V . 

c ) We c o n s i d e r t h e s e t o f a l l p a i r s ( J , f ) w i t h K c j c i , f e o M (U f l M J 
jyi T j J 

a n d f | A = g. We o r d e r t h i s s e t i n t h e o b v i o u s w a y: ( J , f ) < ( J ' , f ) 



i f f J c J 1 a n d f ' IU n M = f . I f ( ( # f x ) I A £ A ) i s a c h a i n i n t h i s 

o r d e r e d s e t , t h e n t h e f ^ a u t o m a t i c a l l y g l u e t o a f u n c t i o n f E (UDMj) 

w i t h J = U ( J X I A € A ) , a n d we h a v e (J^,f^) < ( J , f ) f o r e v e r y X E A . T h u s , 

b y Z o r n ' s l e m m a , o u r s e t c o n t a i n s a m a x i m a l e l e m e n t ( L , g ) . We p r o v e 

t h a t L = I a n d t h e n w i l l b e d o n e . S u p p o s e L * I . We c h o o s e some a £ l ^ L . 

T h e s e t M T fl M„ fl U i s c l o s e d a n d s e m i a l g e b r a i c i n M f l U . B y T i e t z e ' s 
J_i 0( (X 

e x t e n s i o n t h e o r e m [DK^, T h . 4.5] t h e r e e x i s t s a s e m i a l g e b r a i c f u n c ­

t i o n u o n M DU w h i c h e x t e n d s g l M _ n IVL f l U . The f u n c t i o n s u a n d g g l u e 
t o a f u n c t i o n v £ 0 M (U H M J w i t h S = L U { a } . T h e n ( L , g ) < ( S , v ) i n 

M S b 

c o n t r a d i c t i o n t o t h e m a x i m a l i t y o f ( L , g ) . T h u s L = I . q . e . d . 

R e m a r k 1.12. A s s e r t i o n c ) i n P r o p o s i t i o n 1.11 c a n b e i m p r o v e d . I f h 

t a k e s v a l u e s i n a g e n e r a l i z e d i n t e r v a l L c: R ( = c o n v e x s e m i a l g e b r a i c 

s u b s e t o f R) t h e n g c a n be c h o s e n s u c h t h a t g t a k e s v a l u e s i n L . 

T h i s i s p r o v e d i n t h e same way a s a b o v e u s i n g T i e t z e ' s e x t e n s i o n 

t h e o r e m f o r s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a n d f u n c t i o n s w i t h v a l u e s i n L , 

c f . [ D K 5 , Thm. 4 . 5 ] , 

R e m a r k 1.13 . I n t h e s i t u a t i o n o f T h e o r e m 1.6 a s s u m e t h a t i n a d d i t i o n 

t h e f o l l o w i n g h o l d s . 

(F) F o r e v e r y a £ I t h e r e e x i s t o n l y f i n i t e l y many 3 £ I s u c h t h a t 

M a n M 3 * 0 . 

T h e n t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M i s a p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e . 

T h i s f o l l o w s f r o m Lemma 1.2 a n d T h e o r e m 1.3 i n C h a p t e r I I a b o u t 

g l u i n g o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . T h e r e o n e h a s t o a s s u m e 

t j i a t , f o r e v e r y a 6 1 , t h e f a m i l y (M„ D M 0 l 3 £ l ) i s l o c a l l y f i n i t e i n \ a t> 
t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e M . T h i s m eans j u s t ( F ) . 



We c l o s e t h i s s e c t i o n w i t h some e a s y o b s e r v a t i o n s o n e x h a u s t i o n s o f a 

g i v e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M. A n e x h a u s t i o n (M ala£I) o f M may 

h a v e some r e d u n d a n c y w h i c h c a n b e e l i m i n a t e d . 

D e f i n i t i o n 8. An e x h a u s t i o n ( M ^ l a E I ) o f M i s c a l l e d f a i t h -
*) 

f u l i f , i n s t e a d o f E 2 , t h e f o l l o w i n g s t r o n g e r p r o p e r t y E 2 1 h o l d s . 

E 2 ' ) F o r a n y t w o i n d i c e s 0 , 3 £ I , a < 3*>M a c:Mp. 

I P r o p o s i t i o n 1.14. I f ( M a l a € I ) i s a n e x h a u s t i o n o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

\ s p a c e M t h e n t h e r e e x i s t s a s u b s e t 1 1 o f I s u c h t h a t t h e f a m i l y 

? ( M g l a C I ' ) i s a f a i t h f u l e x h a u s t i o n . 

: P r o o f . T h r o w o u t e v e r y i n d e x a € I s u c h t h a t t h e r e e x i s t s some Y £ I 

: w i t h y < a a n d M = M Q , a n d c h e c k p r o p e r t i e s E 1 , E 2 1 , E 3 - E 6 f o r t h e new 

I f a m i l y ! I n t h i s c h e c k t h e p r o p e r t i e s E3 a n d E4 f o r t h e o l d f a m i l y p l a y 

| a c r u c i a l r o l e . 
; 

| We c a n f i n d e x h a u s t i o n s w i t h e v e n b e t t e r f o r m a l p r o p e r t i e s . 

D e f i n i t i o n 9. A l a t t i c e e x h a u s t i o n o f M i s a n e x h a u s t i o n (M ala£I) o f M 

w i t h t h e f o l l o w i n g a d d i t i o n a l p r o p e r t i e s . 

!E7) F o r a n y t w o i n d i c e s a , 3 £ 1 t h e r e e x i s t s some y £ 1 w i t h UM^ =M . 

:E8) F o r t h e s m a l l e s t i n d e x a £ I we h a v e = 0 . 

N o t i c e t h a t t h e n t h e s e t { M ^ l a E l } i s a s u b l a t t i c e o f t h e l a t t i c e ? ( M ) 

| o f c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M, h e n c e t h e name. 

. P r o p o s i t i o n 1 .15. E v e r y f a i t h f u l e x h a u s t i o n (M l a € I ) o f a w e a k l y s e m i -

; a l g e b r a i c s p a c e M c a n b e e n l a r g e d t o a f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n 

} S u c h a f a m i l y may b e r e g a r d e d a s a s e t o f s u b s e t s o f M, e a c h s e t 
b e i n g i n d e x e d b y i t s e l f . 



( M ^ l a E I ) , w i t h I a n o r d e r e d s e t c o n t a i n i n g I a n d i n d u c i n g t h e g i v e n 

o r d e r i n g o n I . 

P r o o f . We r e g a r d t h e g i v e n e x h a u s t i o n a s a s e t H o f s u b s e t s o f M, 

o r d e r e d b y i n c l u s i o n . T h e s e t H c o n s i s t i n g o f a l l u n i o n s o f f i n i t e l y 

many e l e m e n t s o f H, o r d e r e d b y i n c l u s i o n , f u l f i l l s E1 , E 2 1 , E 3 - E 6 , a n d 

a l s o E 7 , E 8 . 

I t i s o f t e n c o m f o r t a b l e t o w o r k w i t h f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n s . (We 

s h a l l u s e t h e m i n a c r u c i a l w ay i n §7 a n d §8.) On t h e o t h e r h a n d , we 

s h o u l d n o t a l w a y s i n s i s t t o u s e f a i t h f u l o r l a t t i c e e x h a u s t i o n s , s i n c e 

t h i s w o u l d l e a d t o u n n e c e s s a r y n o t a t i o n a l c o m p l i c a t i o n s . F o r e x a m p l e , 

i f ( M g l a E l ) a n d ( N ^ I 3 £ J ) a r e t w o e x h a u s t i o n s o f M t h e n 

( M Q n I ( a , 3 ) E I x j ) i s a g a i n a n e x h a u s t i o n o f M, a s w i l l b e c o m e c l e a r 

i n § 2 , t h e o r d e r i n g o n I * J b e i n g t h e p r o d u c t o f t h e o r d e r i n g s o n I a n d 

J { ( a , 3) < ( Y / 6 ) i f f a < y a n d 3 < 6 } . B u t , e v e n i f (MglocE I ) a n d 

( N p l 3 £ J ) a r e f a i t h f u l , p e r h a p s (Ma n N & I (a, 3) €Ixj) i s n o t f a i t h f u l . 

I n l a t e r s e c t i o n s a f a i t h f u l e x h a u s t i o n o f a s p a c e M w i l l m o s t o f t e n 

b e r e g a r d e d a s a s e t o f s u b s e t s o f M, a s h a s a l r e a d y b e e n d o n e a b o v e . 

We t h e n d e n o t e s u c h a n e x h a u s t i o n b y s o m e t h i n g l i k e H, H, H', o r H 

w i t h a s u b s c r i p t , i f s e v e r a l f a i t h f u l e x h a u s t i o n s a r e c o n s i d e r e d a t 

t h e same t i m e . 

We now d e s c r i b e a p a r t i t i o n o f M i n t o " p a t c h e s " s t a r t i n g f r o m a g i v e n 

e x h a u s t i o n ( M a l a £ I ) . 

Lemma 1.16. F o r a n y s u b s e t F o f M, w h i c h i s c o n t a i n e d i n some s e t M , 

t h e r e e x i s t s , i n t h e o r d e r e d s e t I , t h e i n f i m u m Y o f a l l i n d i c e s 

a E I w i t h F <=Ma, a n d F c M ^ . 



T h i s f o l l o w s e a s i l y f r o m E3 a n d E 4 . 

D e f i n i t i o n 1 0 , T h e i n d e x n ( x ) o f a p o i n t x E M , w i t h r e s p e c t t o t h e 

g i v e n e x h a u s t i o n ( M ^ l a E I ) , i s t h e i n f i m u m o f a l l i n d i c e s a £ 1 w i t h 

N o t i c e t h a t t h e i n d e x f u n c t i o n n : M -> I f u l l y d e s c r i b e s t h e e x h a u s t i o n , 

n a m e l y f o r e v e r y a € 1 , 

M a = { x E M l n ( x ) < a} . 

D e f i n i t i o n 1 1 . F o r e v e r y a € I we d e f i n e 

M ° := { x £ Ml n ( x ) = a } . 

A n i n d e x a £ I i s c a l l e d p r i m i t i v e , i f M^ i s n o t e m p t y , w h i c h m e a n s 

t h a t a £ n (M) . T h e s e t n(M) o f p r i m i t i v e i n d i c e s i s d e n o t e d b y 1 ° . T h e 

s e t s M^, w i t h a r u n n i n g t h r o u g h 1 ° , a r e c a l l e d t h e p a t c h e s o f M w i t h 

r e s p e c t t o t h e g i v e n e x h a u s t i o n . 

( M°|a£I 0) i s a p a r t i t i o n o f t h e s e t M i n t o n o n e m p t y d i s j o i n t s u b s e t s . 

C l e a r l y , f o r e v e r y a £ 1 , 

( 1 . 1 7 ) M ° = M a ^ u ( M 1361,3 < a ) 

a n d 

( 1 . 1 8 ) M q = U ( M ° J Y < a , y £ 1 ° ) -

T h i s p a r t i t i o n o f M w i l l b e v e r y u s e f u l i n t h e f o l l o w i n g . 

E x a m p l e 1.19. L e t X b e a s i m p l i c i a l c o m p l e x , r e g a r d e d a s a w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e ( E x . 1 . 7 ) . We c o n s i d e r t h e e x h a u s t i o n o f X b y t h e 

f i n i t e s u b c o m p l e x e s Y w h i c h a r e c l o s e d i n X, e v e r y Y b e i n g i n d e x e d b y 



i t s e l f . H e r e t h e p a t c h e s a r e j u s t t h e o p e n s i m p l i c e s o f X. The i n d e 

n ( x ) o f a p o i n t x i n a g i v e n o p e n s i m p l e x a o f X i s t h e c o m p l e x a n 



§2 - M o r p h i s m s 

I n t h e f o l l o w i n g M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e a n d (M | a € I ) i s a 

f i x e d e x h a u s t i o n o f M. We s e e k a n u n d e r s t a n d i n g o f t h e m o r p h i s m s f r o m 

a n o t h e r w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e L t o M i n t h e c a t e g o r y o f f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e s o v e r R ( c f . § 1 , D e f . 2 ) . T h e c r u c i a l f a c t i s 

T h e o r e m 2 . 1 . A s s u m e t h a t t h e s p a c e L i s s e m i a l g e b r a i c . L e t f : L -» M 

b e a map f r o m t h e s e t L t o t h e s e t M. T h e f o l l o w i n g a r e e q u i v a l e n t . 

a) f i s a m o r p h i s m . 

b) T h e r e e x i s t s some a E I s u c h t h a t f (L) <= a n d t h e map f ^ : L -» , 

o b t a i n e d f r o m f b y r e s t r i c t i o n o f t h e r a n g e , i s s e m i a l g e b r a i c ( i . e . 

a m o r p h i s m b e t w e e n t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s L a n d M a ) . 

I f f i s a m o r p h i s m t h e n t h e map f i s s e m i a l g e b r a i c f o r e v e r y a E I 

w i t h f ( L ) c M . 

P r o o f . E v e r y map f w i t h p r o p e r t y b) i s a m o r p h i s m s i n c e t h e i n c l u s i o n 

map M i s a m o r p h i s m f r o m t h e s m a l l s u b s p a c e o f M t o M. A s s u m e 

now t h a t f : L -> M i s a m o r p h i s m . I f we h a v e f o u n d some a E I w i t h 

f (L) c t h e n we a r e d o n e , s i n c e i t i s e v i d e n t f r o m t h e s p a c e s t r u c ­

t u r e o f M a a s a s m a l l s u b s p a c e o f M t h a t f i s a g a i n a m o r p h i s m . 

L e t n : M -+ I b e t h e i n d e x f u n c t i o n o f o u r e x h a u s t i o n ( c f . § 1 , D e f . 1 0 ) . 

S u p p o s e t h a t n ( f ( L ) ) i s a n i n f i n i t e s u b s e t J o f t h e s e t o f p r i m i t i v e 

i n d i c e s 1 ° . F o r e v e r y a E J we c h o o s e a p o i n t X q E L s u c h t h a t t h e 

p o i n t y ^ := f ( x a ) h a s i n d e x a , i . e . y ^ L e t S := { y a l a £ J } . F o r 

e v e r y y E I t h e s e t S HM^ i s f i n i t e , s i n c e M i s t h e u n i o n o f f i n i t e l y 

many p a t c h e s M ° . T h u s ( M ^ S ) 0 M E J*(M ) , a n d we c o n c l u d e t h a t 

M ^ S £ T(M) . S i n c e f i s a m o r p h i s m t h i s i m p l i e s t h a t f ( M ^ S ) = 
-1 o _ 1 

L ^ f (S) E Jf(L) . T h u s A := f (S) i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f 

L. F o r t h e same r e a s o n t h e p r e i m a g e f ^ ( S 1 ) o f a n y s u b s e t S 1 o f S i s 



a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f L , h e n c e o f A. I f S' *0 t h e n a l s o 

f 1 ( S ' ) *0 s i n c e f 1 ( S 1 ) c o n t a i n s t h e p o i n t s X q w i t h y Q G S 1 . 

T h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e A h a s a f i n i t e n u m b e r r o f c o n n e c t e d c o m p o n e n t s . 

We c h o o s e a p a r t i t i o n 

s = s 1 u s 2 u ... u s r + 1 

o f S i n t o r+1 d i s j o i n t n o n e m p t y s e t s . T h i s i s p o s s i b l e s i n c e S i s i n ­

f i n i t e . T h e n 

A = f " 1 ( S 1 ) U f " 1 ( S 2 ) U ... U f " 1 ( s r + 1 ) 

i s a p a r t i t i o n o f A i n t o r+1 d i s j o i n t n o n e m p t y c l o s e d s e m i a l g e b r a i c 

s u b s e t s . B u t s u c h a p a r t i t i o n i s i m p o s s i b l e s i n c e A h a s o n l y r c o n n e c t e d 

c o m p o n e n t s . T h i s c o n t r a d i c t i o n p r o v e s t h a t J i s f i n i t e . I t f o l l o w s , 

b y p r o p e r t i e s E2 a n d E5 o f t h e e x h a u s t i o n o f M, t h a t f ( L ) c M f l f o r some 

a € I . q . e . d . 

D e f i n i t i o n 1. I n v i e w o f c o n d i t i o n b) i n t h e t h e o r e m we c a l l a m o r p h i s m 

f r o m a s e m i a l g e b r a i c s p a c e L t o a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M a s e m i ­

a l g e b r a i c map f r o m L t o M ( o v e r R ) . 

H e r e i s a n a p p l i c a t i o n o f T h e o r e m 2 . 1 . 

P r o p o s i t i o n 2.2. L e t A € ? ( M ) ( c f . § 1 , D e f . 5 ) . T h e n t h e r e e x i s t s some 

a C I w i t h A c M Q . F o r e v e r y s u c h i n d e x a we h a v e A € F ( M ) , a n d t h e 

s t r u c t u r e o n A a s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f M a c o i n c i d e s w i t h 

t h e s t r u c t u r e a s a s m a l l s u b s p a c e o f M. 

P r o o f . T h e i n c l u s i o n map A <-* M i s a m o r p h i s m f r o m A, w i t h i t s s t r u c t u r e 

a s a s m a l l s u b s p a c e o f M, t o M. A p p l y i n g T h e o r e m 2.1 t o t h i s m o r p h i s m 

we o b t a i n t h e r e s u l t . ( R e c a l l E x . 1.3 f o r t h e l a s t s t a t e m e n t ) . 



T h e o r e m 2 . 3 . L e t N be a s e c o n d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e a n d l e t 

( N ^ I 3 E J ) b e a n e x h a u s t i o n o f N. L e t f : M -> N be a map f r o m t h e s e t M 

t o t h e s e t N. The f o l l o w i n g a r e e q u i v a l e n t . 

a) f i s a m o r p h i s m 

b) F o r e v e r y a € 1 t h e r e e x i s t s some 3 £ J s u c h t h a t f ( M a ) c: , a n d 

t h a t t h e map f ^ : -> o b t a i n e d f r o m f b y r e s t r i c t i o n i s s e m i ­

a l g e b r a i c . 

I f f i s a m o r p h i s m , a n d i f a E I , 3 E J a r e i n d i c e s w i t h f (M Q) <= N^, 

t h e n t h e r e s t r i c t i o n f n : M -> N n i s a l w a y s s e m i a l g e b r a i c . 
a 3 a 3 

A l l t h i s i s e v i d e n t f r o m T h e o r e m 2 . 1 . I n d e e d , s i n c e M c a r r i e s t h e 

i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c t u r e o f t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s , 

a map f : M -* N i s a m o r p h i s m i f f a l l r e s t r i c t i o n s f I M Q : -> N a r e 

s e m i a l g e b r a i c . 

D e f i n i t i o n 2. I n v i e w o f c o n d i t i o n b) i n t h e t h e o r e m we c a l l a m o r p h i s m 

b e t w e e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map ( o v e r R ) . 

I E x a m p l e 2.4. L e t f : X -* Y b e a w e a k l y s i m p l i c i a l map ( c f . [ L S A , p. 2 3 ] ) 

' b e t w e e n s i m p l i c i a l c o m p l e x e s X a n d Y. We r e g a r d X a n d Y a s w e a k l y s e m i ­

­ a l g e b r a i c s p a c e s , c f . E x . 1.7. T h e n f i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map. 

I f f i s e v e n s i m p l i c i a l ( c f . [ L S A , p. 2 4 ] ) , t h e n t h e c l o s u r e f : X -* Y 

o f f ( l o c . c i t . ) i s a g a i n a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map. 

E x a m p l e 2.5. A map f : M -> N f r o m M t o a s e m i a l g e b r a i c s p a c e N i s w e a k -

\ l y s e m i a l g e b r a i c i f f , f o r e v e r y a E I , t h e r e s t r i c t i o n f l M : -> N i s 

s e m i a l g e b r a i c . 

f I n p a r t i c u l a r , t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps f r o m M t o t h e r e a l l i n e 

I R a r e p r e c i s e l y t h e e l e m e n t s o f ( ^ M ( M ) . T h i s s p e c i a l c a s e o f T h e o r e m 

2.3 i s a l r e a d y e v i d e n t f r o m t h e d e f i n i t i o n o f a n e x h a u s t i o n . 



D e f i n i t i o n 3. F r o m now o n we c a l l t h e e l e m e n t s o f 0 M ( M ) t h e w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n s o n M. M o r e g e n e r a l l y we c a l l , f o r e v e r y U € T(M) 

t h e e l e m e n t s o f 0 M ( U ) t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n s o n U. T h i s i s 

j u s t i f i e d s i n c e U, a s a n o p e n s u b s p a c e o f M, i s a g a i n w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c w i t h e x h a u s t i o n (U D M ^ I a E I ) . 

R e m a r k 2.6. I n t h e s i t u a t i o n o f T h e o r e m 2 . 3 , l e t f : M -* N b e a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c map. f i n d u c e s a map K : I -> J a s f o l l o w s ( c f . Lemma 1.16) 

K ( a ) := i n f ( e e J I f ( M a ) cN^) . 

T h i s map K i s m o n o t o n i c , i . e . a < 3 i m p l i e s K (a) < K ( 3 ) . M o r e o v e r , f o r 

e v e r y a € 1 , f (M a) <= N K ( a ) . 

A p p l y i n g t h i s r e m a r k t o t h e c a s e N = M, f = i d M , we s e e t h a t a n y t w o 

e x h a u s t i o n s o f a g i v e n s p a c e a r e " c o m p a r a b l e " . M o r e p r e c i s e l y , 

P r o p o s i t i o n 2.7. I f (N^ I 3 € J ) i s a s e c o n d e x h a u s t i o n o f M, t h e n t h e r e 

e x i s t m o n o t o n i c maps K : I -* J a n d y : J -> I w i t h M^ c N
K ( a ) f o r e v e r y 

a € I / a n d N_ c M ,. * f o r e v e r y 3 G J . 
3 y ( 3 ) J 

O f c o u r s e , M i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n N , w a n d N 0 i s c l o s e d s e m i -ex ^ K ( a ) 3 

a l g e b r a i c i n M 
u ( 3 ) 

C o r o l l a r y 2.8. I f M i s a w e a k p o l y t o p e a n d ( N ^ I 3 E J ) i s a n y e x h a u s t i o n 

o f M, t h e n e v e r y i s a p o l y t o p e . 

L e t now N b e a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R. We w a n t t o a n a l y s e 

t h e m o r p h i s m s f r o m M t o N a n d f r o m N t o M i n t h e c a t e g o r y o f f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e s o v e r R. We c h o o s e a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g ( U ^ I X E A ) o f N 

b y o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s . F o r e v e r y f i n i t e s u b s e t J o f A we d e n o t e 

b y U j t h e u n i o n o f a l l w i t h A £ J . N o t i c e t h a t N i s t h e i n d u c t i v e 



l i m i t o f t h e f a m i l y o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( U j l J < = A , J f i n i t e ) . 

P r o p o s i t i o n 2 . 9 . A map f : M -> N i s a m o r p h i s m i f f , f o r e v e r y a € I , 

t h e r e s t r i c t i o n f I M ^ : -> N i s a m o r p h i s m , i . e . a s e m i a l g e b r a i c map 

( c f . [ L S A , p. 9 ] ) . 

T h i s i s e v i d e n t s i n c e M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e s p a c e s M . (We 

o b s e r v e d i t i n a s p e c i a l c a s e a l r e a d y i n E x . 2.5.) 

D e f i n i t i o n 4. We c a l l t h e m o r p h i s m s f r o m M t o a l o c a l l y ( i n s t e a d o f 

w e a k l y ) s e m i a l g e b r a i c s p a c e N a g a i n t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps 

f r o m M t o N. T h i s i s j u s t i f i e d b y P r o p o s i t i o n 2.9. (N.B. T h e r e i s n o 

c o n f l i c t w i t h D e f i n i t i o n 2 i f N i s a t t h e same t i m e w e a k l y a n d l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c . ) 

E x a m p l e 2 . 1 0 . T h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps f r o m M t o R l o c ( c f . [ L S A , 

p . 1 5 , p . 8 1 ] ) a r e p r e c i s e l y t h o s e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n s o n 

M w h i c h a r e b o u n d e d o n e v e r y M a. 

i P r o p o s i t i o n 2 . 1 1 . A map f : N -> M i s a m o r p h i s m i f f , f o r e v e r y X € A , 

| t h e r e s t r i c t i o n f ' u x : U A ~* M i s a s e m i a l 9 e t > r a i c map. 

: P r o o f . T h e c o n d i t i o n i s n e c e s s a r y s i n c e t h e i n c l u s i o n s N a r e 

I m o r p h i s m s . A s s u m e now t h a t f I i s s e m i a l g e b r a i c , i . e . a m o r p h i s m , f o r 

e v e r y A £ A . T h e n a l s o f o r e v e r y f i n i t e s u b s e t J o f A t h e r e s t r i c t i o n 

f I U j i s a m o r p h i s m f r o m U j t o M. S i n c e N i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f 

| t h e s p a c e s U j we c o n c l u d e t h a t f i s a m o r p h i s m . q . e . d . 

\ D e f i n i t i o n 5. We c a l l t h e m o r p h i s m s f r o m a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

; s p a c e N t o M t h e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c maps f r o m N t o M. 



I f M i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c a n d l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c t h e n t h e w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c maps f r o m M t o N a r e t h e same a s t h e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

m a p s f r o m M t o N, a s c o n s i d e r e d i n [ L S A ] , s i n c e b o t h k i n d s o f maps a r e 

j u s t t h e m o r p h i s m s f r o m M t o N i n t h e c a t e g o r y o f f u n c t i o n r i n g e d 

s p a c e s o v e r R. A p p l y i n g t h i s r e m a r k t o t h e c a s e M = N a n d t h e i d e n t i t y 

map i d M we o b t a i n f r o m P r o p o s i t i o n s 2.9 a n d 2.11 t h e f o l l o w i n g f a c t . 

P r o p o s i t i o n 2 . 1 2 . A s s u m e t h a t M i s a l s o l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c a n d l e t 

( U ^ I X E A ) b e a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M b y o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s 

( i n t h e t e r m i n o l o g y o f [ L S A ] ) . F o r e v e r y a £ 1 t h e r e e x i s t s some f i n i t e 

s u b s e t J o f A w i t h M„ c n . T h e n M_. E F d T - J . F o r e v e r y f i n i t e s u b s e t J j 

o f A t h e r e e x i s t s some 3 £ I w i t h U j c M^. T h e n U j £ HM^) . 

D e f i n i t i o n 6. We d e n o t e b y WSA(R) t h e c a t e g o r y w h o s e o b j e c t s a r e t h e 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R a n d w h o s e m o r p h i s m s a r e t h e w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c maps o v e r R. I t i s a f u l l s u b c a t e g o r y o f t h e c a t e g o r y 

o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r R, a n d i t c o n t a i n s , a s a f u l l s u b c a t e - | 

g o r y , t h e c a t e g o r y L S A ( R ) o f p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

o v e r R. 

L e t S b e a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d o f R. T h e r e e x i s t s a n a t u r a l a n d v e r y 

u s e f u l f u n c t o r " b a s e e x t e n s i o n " f r o m L S A ( R ) t o L S A ( S ) , c f . [ L S A , p. 1 9 f 

a n d p . 3 0 9 ] a n d , f o r s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , [DK^, § 4 ] . We w a n t t o e x t e n d 

t h i s f u n c t o r t o a f u n c t o r f r o m WSA(R) t o W S A ( S ) . 

G i v e n , a s b e f o r e , a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M o v e r R a n d a n e x ­

h a u s t i o n (M ala£I) o f M we o b t a i n b y b a s e e x t e n s i o n a n o r d e r e d f a m i l y 

( M a(S)|a£I) o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r S. F o r a n y t w o i n d i c e s 3 < a 

t h e i n c l u s i o n map -+ g i v e s , b y b a s e e x t e n s i o n , a n e m b e d d i n g 

M p ( S ) -* M a ( S ) o f M p ( S ) i n t o (S) a s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e 

[ D K ^ , p . 1 4 2 ] . L e t N d e n o t e t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s e t s 



( M ^ C S ) l a G I ) , w i t h t h e s e t r a n s i t i o n maps. E v e r y M^{S) i n j e c t s i n t o N. 

We r e g a r d t h e M a ( S ) a s s u b s e t s o f N. The f a m i l y o f s u b s e t s ( M a ( S ) l a € l ) 

o f N f u l f i l l s E 1 - E 5 . We e q u i p N w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c ­

t u r e o f t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s M a ( S ) . B y T h e o r e m 1.6 t h i s f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e N o v e r S i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c , a n d e v e r y M a ( S ) i s , i n 

[ i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f N, a n d 

!'(M ( S ) l a e i ) i s an e x h a u s t i o n o f N. 

[ D e f i n i t i o n 7. We d e n o t e t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e N b y M ( S ) . We 

f c a l l M ( S ) t h e s p a c e o b t a i n e d f r o m M b y b a s e f i e l d e x t e n s i o n f r o m R t o 

S. We a l w a y s r e g a r d M a s a s u b s e t o f M ( S ) . 

I t i s e v i d e n t f r o m P r o p o s i t i o n 2.7 t h a t t h e s p a c e M ( S ) d o e s n o t d e p e n d 

o n t h e c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n (M l a € I ) . I f M i s a l s o a l o c a l l y s e m i -

; a l g e b r a i c s p a c e t h e n M ( S ) i s t h e same s p a c e a s d e f i n e d i n [ L S A ] . T h i s 

\ f o l l o w s e a s i l y f r o m P r o p o s i t i o n 2 . 1 2 . I n p a r t i c u l a r , t h e n M ( S ) i s 

\ a g a i n l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 

L e t N b e a s e c o n d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d ( N ^ l 3 € J ) a n 

e x h a u s t i o n o f N. L e t f : M -» N b e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map o v e r R. 

We o b t a i n a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map f g : M ( S ) -* N ( S ) o v e r S a s f o l l o w s . 

We c h o o s e a m o n o t o n i c map K : I -+ J s u c h t h a t , f o r e v e r y a G I , 

[ f (M ) cz N f v ( c f . R e m a r k 2 . 6 ) . T h e r e s t r i c t i o n s f : M -* N . , 

\ y i e l d , b y b a s e f i e l d e x t e n s i o n f r o m R t o S, s e m i a l g e b r a i c maps 

( f ) c : M ( S ) -> , » (S) . A l l t h e s e maps f i t t o g e t h e r t o a w e a k l y a o a K \ a) 

[ s e m i a l g e b r a i c map f s : M ( S ) N ( S ) . T h i s map f s n e i t h e r d e p e n d s o n t h e 

c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n s o f M a n d N n o r o n t h e c h o i c e o f K. 

• D e f i n i t i o n 8. We c a l l f ^ t h e map o b t a i n e d f r o m f b y b a s e f i e l d e x t e n -

s i o n f r o m R t o S. 



I f N i s a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R we o b t a i n , i n a s i m i l a r 

w a y , f r o m a n y m o r p h i s m f : M -* N ( r e s p . g : N -* M) o v e r R a m o r p h i s m 

f s : M ( S ) -> N ( S ) ( r e s p . N ( S ) M ( S ) ) o v e r S. T h i s i s t h e same map a s 

i n [ L S A ] i f b o t h M a n d N a r e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 



§3 - S u b s p a c e s a n d p r o d u c t s 

A s b e f o r e , M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d ( M a l a G I ) i s a 

f i x e d e x h a u s t i o n o f M. 

D e f i n i t i o n 1. A s u b s e t X o f M i s c a l l e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M i f , 

f o r e v e r y a G I , t h e s e t X f l M a i s s e m i a l g e b r a i c i n t h e s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e M a , i . e . , i n t h e n o t a t i o n o f [ L S A ] , X n M a G H M ^ ) . T h e s e t o f 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M i s d e n o t e d b y T ( M ) . 

T h i s s e t T(M) d o e s n o t d e p e n d o n t h e c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n ( M ^ l a C I ) , 

a s i s e v i d e n t f r o m P r o p o s i t i o n 2.7. C l e a r l y T(M) c T ( M ) . A l s o ? ( M ) c J ( M ) . 

I n p a r t i c u l a r , M a G 7(M) f o r e v e r y a G I . 

I f X a n d Y a r e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M t h e n X U Y , X f l Y , a n d 

X ^ Y a r e a g a i n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M. I t i s a l s o e a s i l y v e r i f i e d 

t h a t t h e p r e i m a g e f (X) o f a n y X G T(M) u n d e r a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

map f : N -* M i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n N. 

W e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t s c a n b e o b t a i n e d b y " c o l l e c t i n g " s e m i a l g e b r a i c 

s e t s a s f o l l o w s . R e c a l l t h a t (M°laGI°) d e n o t e s t h e f a m i l y o f p a t c h e s 

o f t h e e x h a u s t i o n ( M g l a G I ) . E v e r y M ° i s a n ( o p e n ) s e m i a l g e b r a i c s u b s e t 

o f M a ( c f . 1 . 1 7 ) , h e n c e a s e m i a l g e b r a i c s p a c e . 

R e m a r k s 3.1. i ) A s s u m e t h a t , f o r e v e r y a G I , t h e r e i s g i v e n a s e m i ­

a l g e b r a i c s u b s e t X^ o f M a s u c h t h a t , w h e n e v e r 3 < a , t h e s e t X a n 

i s c o n t a i n e d i n X^. L e t X d e n o t e t h e u n i o n o f a l l X Q . U s i n g E4 we s e e 

t h a t , f o r e v e r y a G I , 

X n M a = U ( X & l 3 < a ) . 

B y E3 t h i s i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M . T h u s X C T(M) . 



i i ) A s s u m e t h a t , f o r e v e r y p r i m i t i v e i n d e x a € 1 ° , t h e r e i s g i v e n a 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M ° . L e t X d e n o t e t h e u n i o n o f a l l Z Q . C l e a r ­

l y X fl M ° = f o r e v e r y a € 1 ° . T h u s we h a v e , f o r e v e r y a G I , 

X 0 M a = U ( Z & | &<a,3GI°) . 

T h i s i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M Q. We c o n c l u d e t h a t X G Y(M) . 

I f X i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M t h e n we r e g a r d , f o r e v e r y 

a G I , t h e s e t X HM^ a s a s e m i a l g e b r a i c s p a c e , n a m e l y a s e m i a l g e b r a i c 

s u b s p a c e o f M Q . A p p l y i n g T h e o r e m 1.6 t o t h e s e t X a n d t h e f a m i l y o f 

s p a c e s (X D M a l a G I ) we o b t a i n a s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e o n X w h i c h i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e s p a c e s X f l M a . E v e r y 

s p a c e X fl M a i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f X a n d ( X H M g l a G I ) 

i s a n e x h a u s t i o n o f X. I t i s e v i d e n t f r o m P r o p o s i t i o n 2.7 t h a t t h e 

s p a c e s t r u c t u r e o n X d o e s n o t d e p e n d o n t h e c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n 

( M a l a € I ) . 

D e f i n i t i o n 2. We c a l l s u c h a s p a c e X a ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) s u b s p a c e 

o f M. 

T h i s t e r m i n o l o g y i s j u s t i f i e d b y t h e f o l l o w i n g f a c t , w h i c h f o l l o w s 

i m m e d i a t e l y f r o m T h e o r e m 2.3 a n d t h e s u b s p a c e t h e o r y f o r s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s [ D K 2 , p . 1 8 6 ] . 

P r o p o s i t i o n 3.2. L e t X G T(M) . T h e i n c l u s i o n map j : X <-> M i s w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c . I f g : N -> X i s a map f r o m a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e N t o X t h e n g i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i f f j°g i s w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c . 

A l s o t h e f o l l o w i n g f a c t i s r a t h e r o b v i o u s f r o m t h e t h e o r y o f s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e s . 



P r o p o s i t i o n 3.3. L e t X € 7 (M ) a n d l e t Y b e a s u b s e t o f X. T h e n Y € r ( X ) 

i f f Y € T ( M ) . I n t h i s c a s e t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n Y w i t h r e s p e c t t o 

X a n d t o M a r e e q u a l . 

D e f i n i t i o n 3. A s u b s e t X o f M i s c a l l e d s e m i a l g e b r a i c i n M i f X € T (M) 

a n d t h e s u b s p a c e X o f M i s a s e m i a l g e b r a i c s p a c e . We d e n o t e t h e s e t o f 

a l l s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M b y y ( M ) . 

N o t i c e t h a t JT(M) c f (M ) . I n p a r t i c u l a r , M a € T(M) f o r e v e r y a € 1 . 

P r o p o s i t i o n 3.4. A w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t X o f M i s s e m i a l g e b r a i c 

i f f t h e r e e x i s t s some a € 1 w i t h X <=M a. 

P r o o f . I f X e r ( M ) a n d X c M Q f o r some a E I t h e n X = X n M a i s a s e m i ­

a l g e b r a i c s u b s e t o f M Q , a n d t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n X w i t h r e s p e c t 

t o M a n d M a a r e e q u a l . T h u s X i s s e m i a l g e b r a i c i n M. C o n v e r s e l y , 

a s s u m e t h a t X € JT (M) . T h e n {x } i s a n e x h a u s t i o n o f X. B u t a l s o 

(X D M a l o c € l ) i s a n e x h a u s t i o n o f X. B y P r o p o s i t i o n 2.7 t h e r e e x i s t s 

some a E I w i t h x n M a = X, i . e . X < = M a . q . e . d . 

B y t h i s p r o p o s i t i o n i t i s o b v i o u s t h a t f o r a n y t w o s e m i a l g e b r a i c s e t s 

X,Y i n M t h e s e t s X U Y , X fl Y, X ^ Y a r e a g a i n s e m i a l g e b r a i c i n M . 

U s i n g T h e o r e m 2.3 a n d t h e s e m i a l g e b r a i c t h e o r y we a l s o s e e t h a t t h e 

i m a g e f (X) o f a n y X £ tf(M) u n d e r a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map f : M -+ N 

i s s e m i a l g e b r a i c i n N. 

We i n t r o d u c e o n M t h e s t r o n g t o p o l o g y , d e f i n e d a s f o l l o w s . 

D e f i n i t i o n 4. a) A s u b s e t U o f M i s o p e n i n t h e s t r o n g t o p o l o g y i f , 

f o r e v e r y a E l , t h e s e t U D M Q i s o p e n i n M a i n t h e s t r o n g t o p o l o g y o f 

M , a s d e f i n e d i n [DK , § 7 ] . I n o t h e r w o r d s , U f l M i s a - p e r h a p s i n -



f i n i t e - u n i o n o f o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M^. 

b) We d e n o t e t h e s e t M t o g e t h e r w i t h t h e s t r o n g t o p o l o g y b y M
t 0 p -

T h i s i s a t o p o l o g i c a l s p a c e i n t h e c l a s s i c a l s e n s e . i - s t n e i - n " 

d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y ( ( M Q ) ^ I cx£I) i n t h e c a t e g o r y o f t o p o ­

l o g i c a l s p a c e s , i n f a c t e v e n i n t h e c a t e g o r y o f g e n e r a l i z e d t o p o l o ­

g i c a l s p a c e s . M^op d o e s n o t d e p e n d o n o u r c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n 

(M lot£I). We s h a l l s e e s o o n ( C o r . 3.12) t h a t M, i s H a u s d o r f f . « t o p 

o • 

C a u t i o n . E v e r y U £ 7(M) i s o p e n i n M ^ Q p , b u t i n g e n e r a l J(M) i s n o t a 

b a s i s o f o p e n s e t s i n M
t 0 p ' c f • A p p e n d i x C. 

P r o p o s i t i o n 3 . 5 . i ) T(M) i s t h e s e t o f a l l X £ T(M) w h i c h a r e o p e n i n 

t h e s t r o n g t o p o l o g y . F o r e v e r y X £ J(M) t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e i n M, 

a s d e f i n e d now, c o i n c i d e s w i t h t h e s t r u c t u r e a s a n o p e n s u b s p a c e o f 

t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e M ( c f . § 1 , D e f . 4 ) . 

i i ) Jf(M) i s t h e s e t o f a l l X E T(M) w h i c h a r e c l o s e d i n M i n t h e s t r o n g 

t o p o l o g y . F o r e v e r y X € if(M) t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e i n M, a s d e f i n e d 

now, c o i n c i d e s w i t h t h e s t r u c t u r e a s a s m a l l s u b s p a c e o f t h e f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e M ( c f . § 1 , D e f . 3 ) . 

P r o o f . B o t h a s s e r t i o n s h o l d i f M i s s e m i a l g e b r a i c . ( R e c a l l 1.3 a n d 

1.4 f o r i i . ) S t a r t i n g f r o m t h a t i t i s e a s y t o e x t e n d t h e m t o t h e 

g e n e r a l c a s e . ( R e c a l l 2.2 f o r i i . ) 

A new t e r m i n o l o g y . F r o m now o n , t o p o l o g i c a l n o t i o n s l i k e " o p e n " , 

" c l o s e d " , " d e n s e " , " c o n t i n u o u s " , " c l o s u r e " a n d " i n t e r i o r " o f a s e t , 

u s u a l l y r e f e r t o t h e s t r o n g t o p o l o g y . T h e s e t s U £ T(M) a r e now c a l l e d 

" o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t s " i n s t e a d o f " o p e n s e t s " . O u r p r e v i o u s 

t e r m i n o l o g y " c l o s e d s e m i a l g e b r a i c " f o r t h e s e t s i n tf'(M) c a n b e m a i n ­

t a i n e d . 



P r o p o s i t i o n 3.6. T h e c l o s u r e X o f a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M i s 

a g a i n s e m i a l g e b r a i c i n M , h e n c e X E t ( M ) . 

P r o o f . T h i s i s e v i d e n t s i n c e X <=Ma f o r some a € I a n d s i n c e X i s 

a l s o t h e c l o s u r e o f X i n M Q , w h i c h i s w e l l k n o w n t o b e s e m i a l g e b r a i c 

[ D K 2 , T h . 7 . 7 ] . 

D e f i n i t i o n 5. A s u b s e t X o f M i s c a l l e d c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

i n M , i f X i s c l o s e d i n M ( i n t h e s t r o n g t o p o l o g y ) a n d X E T (M) . T h e 

s e t o f a l l t h e s e s e t s i s d e n o t e d b y 7 ( M ) . 

B y P r o p . 3.5. i , 7 (M) i s t h e s e t o f c o m p l e m e n t s M \ U o f a l l U E f (M) . 

N o t i c e a l s o t h a t T ( M ) n f ( M ) = F ( M ) a n d 

T ( M ) = {X € T (M ) IX D M a € ? ( M a ) f o r e v e r y a £ 1 } . 

D e f i n i t i o n 6. TQ(M) d e n o t e s t h e s e t o f a l l X E 7 (M) s u c h t h a t t h e 

s u b s p a c e X o f M i s a w e a k p o l y t o p e . 

P r o p o s i t i o n 3.7. A s u b s e t X o f M i s a n e l e m e n t o f 7Q (M) i f f 

X f l M Q E r c ( M a ) f o r e v e r y a E I . T h e n X £ 7 ( M ) . 

P r o o f . L e t X 6 T (M) b e g i v e n . S i n c e ( X f l M a l a € I ) i s a n e x h a u s t i o n 

o f t h e s p a c e X, e v e r y s p a c e X f l M a i s a p o l y t o p e i n M a . I n p a r t i c u l a r , 

X n M a E ? ( M a ) . T h u s X E ? ( M ) . C o n v e r s e l y , i f X i s a s u b s e t o f M w i t h 

X f i M a
 e * * c ( M

a ) f o r e v e r y a E I , t h e n X E T (M) a n d t h e s p a c e X i s a w e a k 

p o l y t o p e . 

R e m a r k 3.8. A s s u m e t h a t o u r w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M i s a l s o 

l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . T h e n t h e s t r o n g t o p o l o g y i n M d e f i n e d h e r e 

c o i n c i d e s w i t h t h e s t r o n g t o p o l o g y d e f i n e d i n I , §3. T h e s e t T (M) 



o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s c o i n c i d e s w i t h t h e s e t o f l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s d e f i n e d i n I , §3. F o r e v e r y X € T(M) t h e s u b -

s p a c e s t r u c t u r e s o n X d e f i n e d h e r e a n d t h e r e a r e e q u a l . A l l t h i s 

f o l l o w s i m m e d i a t e l y f r o m P r o p o s i t i o n 2 . 1 2 . O u r s y m b o l s 7(M) , 7 ( M ) , 

7(M), fr(M), ? ( M ) , f c ( M ) , 7 c ( M ) h a v e t h e same m e a n i n g a s i n [ L S A ] . 

Now 7(M) a n d JT(M) a r e b o t h b a s e s o f o p e n s e t s f o r t h e s t r o n g t o p o l o g y . 

R e m a r k 3.9. L e t X € 7 ( M ) . I n g e n e r a l , i s n ° t a t o p o l o g i c a l s u b -

s p a c e o f M
t Q p / c f . 4.8.e b e l o w . B u t t h i s h o l d s o b v i o u s l y i f X G 7(M) . 

I t a l s o h o l d s i f X E ? ( M ) . I n d e e d , l e t V b e a s u b s e t o f X w h i c h i s 

o p e n i n X, . T h e n U := (M \ X ) U V i s o p e n i n M, , s i n c e ( M \ U ) f l M = 
c t o p t o p a 

(XNV) flM i s c l o s e d i n (M ) , f o r e v e r y a G I . C l e a r l y U DX = V. a a t o p J 

I f V € 7 ( X ) t h e n U G T(M) . 

P r o p o s i t i o n 3.10 ( " T i e t z e ' s e x t e n s i o n t h e o r e m " ) . L e t A C T ( M ) . E v e r y 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n f : A -> L w i t h v a l u e s i n a g e n e r a l i z e d 

i n t e r v a l L c R c a n b e e x t e n d e d t o a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n 

g : M -» L. 

T h i s f o l l o w s f r o m P r o p o s i t i o n 1 . 1 1 . C a n d R e m a r k 1.12 i f we h a v e 

p r o v e d 

Lemma 3 . 1 1 . G i v e n a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t A o f M t h e r e 

e x i s t s a n e x h a u s t i o n ( A ^ I A G A ) o f M a n d a s u b s e t J o f A s u c h t h a t 

A = U ( A A I AGJ) . 

P r o o f . We s t a r t w i t h t h e g i v e n e x h a u s t i o n ( M ^ l a G I ) . We c o n s i d e r t h e 

d i r e c t p r o d u c t A := I * { 0 , 1 } o f t h e o r d e r e d s e t s I a n d { 0 , 1 } , t h e 

s e c o n d s e t b e i n g o r d e r e d b y 0 < 1 . F o r a n y ( a , t ) 6 A we d e f i n e A , . x =M 
(a , t ) ( 

i f t = 1 a n d A , , = A DM i f t = 0. T h e n ( A , . v I ( a , t ) GA) i s a n 

e x h a u s t i o n w i t h t h e d e s i r e d p r o p e r t y . 



C o r o l l a r y 3.12 ( " U r y s o h n ' s Lemma"). G i v e n t w o d i s j o i n t c l o s e d w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s A a n d B o f M t h e r e e x i s t s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

f u n c t i o n g : M -» [ 0 , 1 ] w i t h g ~ 1 (0) => A a n d g ~ 1 ( 1 ) B . + ) 

I n p a r t i c u l a r , A a n d B c a n b e s e p a r a t e d b y t h e o p e n w e a k l y s e m i a l g e -
-1 1 -1 3 b r a i c s e t s g ( [ 0 , - ^ [ ) a n d g ( ] - j , 1 ] ) . C h o o s i n g A a n d B a s o n e p o i n t 

s e t s we s e e t h a t t h e s t r o n g t o p o l o g y o n M i s H a u s d o r f f . 

R e m a r k 3 . 1 3 . I t i s e v e n p o s s i b l e t o f i n d a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c ­

t i o n g : M -* [ 0 , 1 ] w i t h g " 1 (0) = A a n d g " 1 ( 1 ) = B . 

S t a r t i n g f r o m t h e s e m i a l g e b r a i c c a s e [DK^, T h . 1.6] t h i s c a n be p r o v e d 

b y a n i n d u c t i v e p r o c e d u r e s i m i l a r t o t h e p r o o f o f P r o p . 1 . 1 1 . C , u s i n g 

t h e f o l l o w i n g o b s e r v a t i o n . I f ,X2 a r e c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s 

o f M a n d g-j>g 2
 : x i u X 2 "* a r e s e ™ i a l g e b r a i c f u n c t i o n s w i t h 

g ~ 1 (o) n x . = A n x . , g ~ 1 (o) n x . D A n x . , g ~ 1 (1) n x . = B n x . , 

g ~ 1 (1 ) nXj D BOX., f o r ( i , j ) = ( 1 , 2 ) a n d = (2,1 ) , t h e n g : = ^ ( g 1 + g 2 ) 

i s a s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n o n X^ U X 2 w i t h v a l u e s i n [ 0 , 1 ] a n d 

g " 1 (0) = A n ( x 1 u x 2 ) , g " 1 (1) = B n ( x 1 u x 2 ) . 

D e f i n i t i o n 7. A f a m i l y (X^IXeA) i n T(M) i s c a l l e d a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g o f M i f e v e r y B € tf*(M) i s c o n t a i n e d i n t h e u n i o n o f f i n i t e l y 

many X ^ . Of c o u r s e , i t s u f f i c e s t o c h e c k t h i s p r o p e r t y w i t h B r u n n i n g 

t h r o u g h t h e s e t s M Q . 

N o t i c e t h a t , f o r a n y U € T(M) , t h e e l e m e n t s o f C o v M ( U ) a r e j u s t t h e 

a d m i s s i b l e c o v e r i n g s ( X ^ | A € A ) o f U, i n t h e s e n s e o f t h i s d e f i n i t i o n , 

w i t h X , € T(U) f o r e v e r y X € A . 

A s a l w a y s , [ 0 , 1 ] d e n o t e s t h e c l o s e d u n i t i n t e r v a l i n R. 



A d m i s s i b l e c o v e r i n g s b e h a v e w e l l u n d e r t a k i n g p r e i m a g e s . 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 4 . I f f : N -* M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map a n d i f 

(X^|X€A) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M t h e n ( f 1 ( X A ) | X 6 A ) i s a n 

a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f N. 

P r o o f . L e t B € r ( N ) . T h e n f (B) C 2T(M) . T h e r e e x i s t s a f i n i t e s u b s e t J o f 

A w i t h f ( B ) <= U ( X A I A € J ) . T h i s i m p l i e s t h a t B cz U ( f ~ 1 (X A) I X G J ) . q . e . d . 

A d m i s s i b l e c o v e r i n g s o f M b y c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s e t s , o r e v e n b y 

c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t s , c a n b e u s e f u l . T h e y a r e l e s s s p e c i a l 

t h a n e x h a u s t i o n s , a n d n e v e r t h e l e s s t h e y s o m e t i m e s d o t h e s a m e s s e r v i c e . 

T h i s i s i n d i c a t e d b y t h e f o l l o w i n g t h e o r e m , w h i c h c a n b e v e r i f i e d i n 

a s t r a i g h t f o r w a r d m a n n e r . 

T h e o r e m 3 .15. L e t (A-^IXGA) b e a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M b y c l o s e d 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s . 

a) A s u b s e t X o f M i s a n e l e m e n t o f T(M) ( r e s p . T ( M ) , r e s p . T ( M ) ) i f f , 

f o r e v e r y X C A , t h e i n t e r s e c t i o n X fl i s a n e l e m e n t o f ̂ ( A
A ) 

( r e s p . T ( A x ) , r e s p . 7 ( A A ) ) . 

b) I f U C X(M) a n d (X^ I36J) i s a f a m i l y o f s u b s e t s o f U, t h e n 

( X & I 3 C J ) € C o v M ( U ) i f f , f o r e v e r y X € A, ( X ^ f l A ^ G J ) € C o v A (U fl A A ) . 

c ) I f U € 3*(M) , t h e n a f u n c t i o n f : U -> R i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i f f 

f o r e v e r y X G A , t h e f u n c t i o n f I U n A A o n A A i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . 

d) ( G l u i n g p r i n c i p l e f o r w e a k l y s e m i a l g e b r a i c m a p s ) . A map f : M ~> N 

i n t o a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e N o v e r R i s a m o r p h i s m i f f , f o r e v e r y 

X G A, t h e r e s t r i c t i o n f IA A : A A -> N i s a m o r p h i s m . 

C o r o l l a r y 3 . 1 6 . L e t ( A A I X G A ) b e a n o r d e r e d f a m i l y i n ? ( M ) w i t h t h e 

p r o p e r t i e s E 2 - E 5 . A s s u m e t h a t e v e r y B G r ( M ) i s c o n t a i n e d i n some A A . 

T h e n (A. IXGA) i s a n e x h a u s t i o n o f M. ( A g a i n i t s u f f i c e s t o l e t B r u n 



t h r o u g h t h e s e t s Mg.) 

I n d e e d , T h e o r e m 3.15.d) ( a s w e l l a s T h . 3 . 1 5 . a ) - c ) } t e l l s u s t h a t t h e 

s p a c e M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s p a c e s (A^IAGA). 

D e f i n i t i o n 8. A p a t h i n M i s a s e m i a l g e b r a i c map f r o m t h e u n i t i n t e r ­

v a l [ 0 , 1 ] i n R t o M. F o r a n y p o i n t x o f M t h e p a t h c o m p o n e n t C(x,M) 

o f x i n M i s t h e s e t o f a l l y € M s u c h t h a t t h e r e e x i s t s a p a t h 

Y : [ 0 , 1 ] -* M w i t h y (0) = x a n d y ( 1 ) = y . 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 7 . E v e r y p a t h c o m p o n e n t C(x,M) i s c l o s e d a n d a l s o 

o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M. T h e s p a c e M i s t h e d i r e c t sum ( c f . 

1.10) o f t h e d i f f e r e n t p a t h c o m p o n e n t s o f M, c o n s i d e r e d , o f c o u r s e , 

a s s u b s p a c e s o f M. 

P r o o f . C l e a r l y , f o r e v e r y a € 1 , t h e i n t e r s e c t i o n C(x,M) n i s a 

u n i o n o f p a t h c o m p o n e n t s o f t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e M^. T h u s 

C(x,M) n M a C r(M a) fl?(M ) . The c l a i m f o l l o w s . 

I t i s e a s i l y s e e n t h a t a p a t h c o m p o n e n t X i s n o t t h e u n i o n o f t w o 

d i s j o i n t n o n e m p t y o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s . 

D e f i n i t i o n 9. We c a l l s u c h a s p a c e X c o n n e c t e d . J u s t i f i e d b y P r o p o s i ­

t i o n 3.17 we c a l l t h e p a t h c o m p o n e n t s o f M a l s o t h e c o n n e c t e d c o m p o ­

n e n t s o f M. 

L e t N b e a s e c o n d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d (N^I3GJ) a n 

e x h a u s t i o n o f N. We w a n t t o c o n s t r u c t t h e d i r e c t p r o d u c t o f t h e 

s p a c e s M a n d N. We e q u i p t h e c a r t e s i a n p r o d u c t MxN o f t h e s e t s M,N 

w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c t u r e o f t h e o r d e r e d f a m i l y o f 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s (M xN I ( a , 3 ) G I x j ) , w h e r e I x j i s t h e d i r e c t 



p r o d u c t o f t h e o r d e r e d s e t s I a n d J . T h i s f a m i l y f u l f i l l s t h e a s s u m p ­

t i o n s i n T h e o r e m 1.6 a n d i n a d d i t i o n E4 a n d E5. T h u s , b y T h e o r e m 1.6, 

t h e s p a c e MxN i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c w i t h e x h a u s t i o n 

(MQ x I (a,3) EIxj) a n d t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e o f x i n MxN c o i n ­

c i d e s w i t h t h e g i v e n s t r u c t u r e a s t h e d i r e c t p r o d u c t o f t h e s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s MQ a n d N^. U s i n g T h e o r e m 2.3 i t i s e a s i l y c h e c k e d t h a t 

t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n s p r ^ : MxN -» M, p r 2 : MxN N a r e w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c m a p s , a n d t h a t MxN, w i t h t h e s e p r o j e c t i o n s , i s t h e d i r e c t 

p r o d u c t o f M a n d N i n t h e c a t e g o r y WSA(R) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s o v e r R. 

C a u t i o n . T h e s t r o n g t o p o l o g y o n MxN may h a v e m o r e o p e n s e t s t h a n t h e 

d i r e c t p r o d u c t o f t h e s t r o n g t o p o l o g i e s o n M a n d N. 

P r o p o s i t i o n 3.18. L e t X € T(M) a n d Y € X(N). T h e n t h e s e t XxY i s w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c i n t h e s p a c e MxN, a n d t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e o n XxY 

i n MxN c o i n c i d e s w i t h t h e s t r u c t u r e a s t h e d i r e c t p r o d u c t o f t h e s u b -

s p a c e s X a n d Y o f M a n d N. I f X a n d Y a r e s e m i a l g e b r a i c t h e n XxY i s 

s e m i a l g e b r a i c . I f X a n d Y a r e c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n M a n d N t h e n 

XxY i s c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n MxN. 

A l l t h i s i s o b v i o u s f r o m t h e d e f i n i t i o n s . U s i n g T h e o r e m 2.3 a l s o t h e 

f o l l o w i n g p r o p o s i t i o n i s e a s i l y v e r i f i e d . 

P r o p o s i t i o n 3.19. L e t f : M N b e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map. The 

g r a p h r ( f ) o f f i s a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f MxN. The 

n a t u r a l p r o j e c t i o n p r ^ | T ( f ) f r o m r ( f ) t o M i s a n i s o m o r p h i s m o f t h e 

s u b s p a c e r ( f ) o f MxN t o M. 

We f i n a l l y c o n s t r u c t f i b r e p r o d u c t s i n t h e c a t e g o r y W S A ( R ) . L e t 

f : M -» L a n d g : N -» L b e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps o v e r R. T h e n 



f xg : MxN -* LxL i s a g a i n a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map a n d 

M x N := { ( x , y ) €MxN| f (x) = g ( y ) } 

i s a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f MxN, s i n c e M x^N i s t h e 

p r e i m a g e o f t h e d i a g o n a l A T = r ( i d T ) o f LxL u n d e r fxg. We e q u i p M x N 
L Li LI 

w i t h t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e i n MxN. The f o l l o w i n g c a n now b e v e r i f i e d 

i n a s t r a i g h t f o r w a r d m a n n e r . 

T h e o r e m 3 . 2 0 . T h e c o m m u t a t i v e d i a g r a m 

M x N L N 

w i t h p a n d q t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n s , i . e . t h e r e s t r i c t i o n s o f p r ^ 

a n d p r 2 t o M X ^ N , i s a c a r t e s i a n s q u a r e i n W S A ( R ) . 

C a u t i o n . We d o n o t c l a i m t h a t t h i s d i a g r a m i s c a r t e s i a n i n t h e c a t e ­

g o r y o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r R. 

R e m a r k 3 . 2 1 . I f M a n d N a r e a l s o l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , t h e n 

M x^N i s a g a i n l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . I f a l l t h r e e s p a c e s M,N,L a r e 

l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c t h e n o u r s p a c e M x N i s t h e same a s t h e f i b r e 
Li 

p r o d u c t M x N i n [LSA]. 
Li 

T h i s i s r a t h e r e v i d e n t f r o m t h e d e f i n i t i o n s a n d P r o p o s i t i o n 2.12. 

A l l o b j e c t s d e f i n e d i n t h i s s e c t i o n b e h a v e w e l l u n d e r b a s e f i e l d e x ­

t e n s i o n ( c f . D e f . 7 a n d D e f . 8 i n §2) t o some r e a l c l o s e d f i e l d S R. 



R e m a r k s 3.22. a) L e t X € T(M) . F o r e v e r y a G I , t h e s e m i a l g e b r a i c s u b ­

s e t X fl M a o f M a y i e l d s b y b a s e f i e l d e x t e n s i o n a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t 

(X DM ) (S) o f M a ( S ) [DK 3, p . 142]. L e t X(S) d e n o t e t h e u n i o n o f t h e s e 

s e t s i n M(S) . We h a v e X(S) PIM (S) = (X nMfl) (S) , h e n c e X(S) € T(M(S) ) . 

T h e s u b s p a c e s t r u c t u r e o n X(S) i n t h e s p a c e M ( S ) i s t h e same a s t h e 

b a s e f i e l d e x t e n s i o n o f t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e o n X i n M. T h u s t h e 

n o t i o n X(S) h a s n o a m b i g u i t y . I f X i s c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n M, t h e n 

X(S) i s c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n M(S). I f X € JT(M) t h e n X(S) €JT(M(S)). 

We h a v e X(S) flM = X. 

b) I f (X^IXGA) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M b y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s u b s e t s , t h e n ( X A ( S ) | X € A ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M( S ) . 

c) I f ( C ^ I X G A ) i s t h e f a m i l y o f c o n n e c t e d c o m p o n e n t s o f M, t h e n 

( C ^ ( S ) I A € A ) i s t h e f a m i l y o f c o n n e c t e d c o m p o n e n t s o f M ( S ) . 

d) T h e s p a c e (MxN) (S) i s t h e same a s M ( S ) * N ( S ) . I f f : M N i s a 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map, t h e n t h e s u b s e t s r ( f g ) a n d T ( f ) ( S ) o f 

M(S) x N(S) a r e e q u a l . 

e) I f t w o w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps f : M -> L , g : N - + L a r e g i v e n 

t h e n t h e t w o s u b s e t s M ( S ) x ^ ^ N t S ) ( c o m i n g f r o m t h e maps f g ' 9 s ^ a n d 

(M x N)(S) o f (MxN)(S) a r e e q u a l . We c o n c l u d e t h a t t h e b a s e f i e l d e x t e n -

s i o n f u n c t o r WSA(R) WSA(S) p r e s e r v e s c a r t e s i a n s q u a r e s . 

T h e e a s y p r o o f s o f a ) , b ) , d ) , e) a n d o f s i m i l a r s t a t e m e n t s may s a f e l y 

b e l e f t t o t h e r e a d e r , c ) i s a l s o e a s y o n c e we know t h a t t h e s p a c e s 

C-̂  (S) a r e c o n n e c t e d . T h i s m e a n s t h e f o l l o w i n g c l a i m : 

I f M i s c o n n e c t e d t h e n M(S) i s c o n n e c t e d . 

The c l a i m c a n b e p r o v e d a s f o l l o w s : We f i x a p o i n t p €M. L e t x €M(S) 

b e g i v e n . T h e n x £ M Q(S) f o r some a E I . T h e r e e x i s t s a p a t h y i n ^ ( S ) 

f r o m x t o some p o i n t q G M ^ . ( T h i s i s e v i d e n t s i n c e , s a y , M^ i s i s o ­

m o r p h i c t o a s i m p l i c i a l c o m p l e x o v e r R.) T h e r e e x i s t s a p a t h 

6 : [0,1] -+ M w i t h 6(0) = q a n d 6(1) = p. T h e n 6 q i s a p a t h i n M ( S ) 



f r o m q t o p. The c o m p o s i t e p a t h y*6 c o n n e c t s x t o p . 



§4 - S p a c e s o f c o u n t a b l e t y p e 

I n t h i s s m a l l a n d , up t o some e x a m p l e s , a l m o s t t r i v i a l s e c t i o n we 

i n t r o d u c e a c l a s s o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , t h e " s p a c e s o f c o u n t ­

a b l e t y p e " , w h i c h a d m i t p a r t i c u l a r l y s i m p l e e x h a u s t i o n s . T h i s c l a s s o f 

s p a c e s b e h a v e s w e l l u n d e r m o s t c o n s t r u c t i o n s i n t h i s p a p e r . U n f o r t u n a t e ­

l y i t d o e s n o t s u f f i c e f o r a l l p u r p o s e s i n s e m i a l g e b r a i c t o p o l o g y . 

I n t h e f o l l o w i n g a " s p a c e " a l w a y s means a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e 

o v e r R. A l s o , i f we w r i t e down a n o r d e r e d f a m i l y o f s e t s (X |n6 3N) 

t h e n we a l w a y s mean t h a t t h e s e t IN o f n a t u r a l n u m b e r s i s e q u i p p e d 

w i t h i t s n a t u r a l t o t a l o r d e r i n g . 

D e f i n i t i o n 1. A s p a c e M i s o f c o u n t a b l e t y p e i f M h a s a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g (X^|A£A) b y s e m i a l g e b r a i c s e t s ( c f . § 3 , D e f . 7) w i t h c o u n t ­

a b l e i n d e x s e t A. 

R e m a r k s 4 . 1 . i ) O f c o u r s e , e v e r y s e m i a l g e b r a i c s p a c e i s o f c o u n t a b l e 

t y p e . 

i i ) I f M i s o f c o u n t a b l e t y p e , t h e n a l s o e v e r y s u b s p a c e o f M i s o f 

c o u n t a b l e t y p e . 

i i i ) T h e d i r e c t p r o d u c t MxN o f t w o s p a c e s M,N o f c o u n t a b l e t y p e i s 

a g a i n o f c o u n t a b l e t y p e . I n d e e d , i f (X,|A£A) a n d (Y IK£K) a r e 
A K 

a d m i s s i b l e c o v e r i n g s o f M a n d N b y s e m i a l g e b r a i c s e t s , w i t h A a n d 

K c o u n t a b l e , t h e n (X^ xy I(A,K) £AXK) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g 

o f MxN b y s e m i a l g e b r a i c s e t s w i t h c o u n t a b l e i n d e x s e t A xK. 

i v ) T h e d i r e c t sum U(M^|A£A) o f a f a m i l y (M ÎAEA) o f n o n e m p t y 

s p a c e s o f c o u n t a b l e t y p e i s o f c o u n t a b l e t y p e i f f A i s c o u n t a b l e . 

v ) I f S i s a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d o f R a n d M i s a s p a c e o v e r R o f 

c o u n t a b l e t y p e t h e n M(S) i s a g a i n o f c o u n t a b l e t y p e ( c f . 3 . 2 2 . b ) . 



P r o p o s i t i o n 4.2. A s s u m e t h a t M i s o f c o u n t a b l e t y p e . L e t ( l y M a G I ) b e 

a n e x h a u s t i o n o f M. T h e n t h e r e e x i s t s a s e q u e n c e ( a ( n ) | n € ] N ) i n I , 

w i t h a ( n ) < a ( n + 1 ) f o r e v e r y n € ON , s u c h t h a t ( M ^ ^ In€IN) i s a n 

e x h a u s t i o n o f M. 

P r o o f . M h a s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g ( X n ! n € I N ) b y s e m i a l g e b r a i c s e t s . 

We s u c c e s s i v e l y f i n d i n d i c e s a ( n ) i n I f o r n = 1,2,... s u c h t h a t 

M , v c o n t a i n s X„ a n d a (n+1) > a ( n ) . T h e o r d e r e d f a m i l y (M , , l n € l N ) a (n) n — a (n) 

o f s u b s e t s o f M f u l f i l l s t r i v i a l l y E 2 - E 5 , a n d i t i s a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g o f M. T h u s , b y C o r . 3 . 1 6 , i t i s a n e x h a u s t i o n o f M. q . e . d . 

C o r o l l a r y 4.3. A s p a c e M i s o f c o u n t a b l e t y p e i f f M h a s a n e x h a u s t i o n 

w i t h i n d e x s e t 3N . T h i s m e a n s j u s t a f a m i l y ( M n l n € i N ) o f c l o s e d s e m i ­

a l g e b r a i c s u b s e t s o f M, w i t h M R c M n + 1 f o r e v e r y n € IN , s u c h t h a t 

e v e r y A € )T (M) i s c o n t a i n e d i n some M n . 

P r o p o s i t i o n 4.4. A s s u m e t h a t M i s o f c o u n t a b l e t y p e a n d ( M a l o t € I ) i s 

a f a i t h f u l e x h a u s t i o n o f M. T h e n I i s c o u n t a b l e . 

P r o o f . B y P r o p . 4.2 t h e r e e x i s t s a n i s o t o n i c s e q u e n c e ( a ( n ) | n € ] N ) i n 

I s u c h t h a t ( M a ^ n ^ | n e i N ) i s a n e x h a u s t i o n o f M. F o r e v e r y 3 € 1 t h e r e 

e x i s t s some n € 3N w i t h c= . S i n c e t h e e x h a u s t i o n ( M ^ l a G I ) i s 

f a i t h f u l t h i s i m p l i e s 3 < a ( n ) . The s e t s J ( n ) := { a € I | a < a ( n ) } a r e 

f i n i t e a n d t h e i r u n i o n i s I . T h u s I i s c o u n t a b l e . q . e . d . 

C o r o l l a r y 4.5. L e t (M l a € I ) b e a n e x h a u s t i o n o f M. T h e n M i s o f c o u n t -
4 Q( 

a b l e t y p e i f f t h e s e t 1° o f p r i m i t i v e i n d i c e s ( c f . e n d o f §1) i s 

c o u n t a b l e . 

P r o o f . T h e f a m i l y o f p a t c h e s (M^la€I°) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f 

M b y s e m i a l g e b r a i c s e t s . T h u s , i f 1° i s c o u n t a b l e t h e n M i s c e r t a i n l y 



o f c o u n t a b l e t y p e . A s s u m e now t h a t M i s o f c o u n t a b l e t y p e . L e t J be 

t h e s e t o f a l l i n d i c e s a G I s u c h t h a t t h e r e d o e s n o t e x i s t a n i n d e x 

3 < a w i t h = M a . T h e n ( M a l a € J ) i s a f a i t h f u l e x h a u s t i o n o f M ( c f . 

p r o o f o f 1.14) a n d J ° = 1 ° . B y P r o p o s i t i o n 4.4, t h e s e t J i s c o u n t a b l e , 

a n d t h i s i m p l i e s t h a t 1° i s c o u n t a b l e . q . e . d . 

P r o p o s i t i o n 4.6. A s s u m e t h a t t h e s p a c e M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 

T h e n M i s p a r a c o m p a c t ( a s d e f i n e d i n I , § 4 ) , a n d e v e r y c o n n e c t e d 

c o m p o n e n t o f M i s o f c o u n t a b l e t y p e . 

P r o o f . We a s s u m e w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y t h a t M i s c o n n e c t e d . We 

c h o o s e a n e x h a u s t i o n ( M g l a G I ) o f M a n d a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g 

( U ^ I A G A ) o f M b y o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s . F o r a n y f i n i t e s u b s e t K 

o f A l e t U K d e n o t e t h e u n i o n o f a l l w i t h A G K . We i n d u c t i v e l y 

c h o o s e a s e q u e n c e ( K ( n ) | n G 3 N ) o f f i n i t e s u b s e t s o f A a n d a s e q u e n c e 

( a ( n ) | n € U ) i n I s u c h t h a t 

U K ( n ) C M a ( n ) c U K ( n + 1 ) 

f o r e v e r y n G HN . {We may s t a r t w i t h K ( 1 ) =0.} T h i s i s p o s s i b l e 

s i n c e e v e r y s e t M i s c o n t a i n e d i n some LT a n d e v e r y s e t U_. i s c o n -a K K 

t a i n e d i n some ( a s a l r e a d y o b s e r v e d i n 2 . 1 2 ) . L e t 

x : = u < u K ( n ) i n e u ) = u ( M a { n ) m e w ) . 

I f a G I i s g i v e n t h e n we c o n c l u d e f r o m t h e e x h a u s t i o n a x i o m s E3 a n d 

E4 ( c f . § 1 , D e f . 6) t h a t X D M Q = M & f o r some 3 < a . T h u s X € T ( M ) . 

B u t X i s a l s o o p e n . S i n c e M i s c o n n e c t e d we h a v e X = M. T h i s p r o v e s 

t h a t M i s o f c o u n t a b l e t y p e a n d L i n d e l o f ( c f . I , § 4 , D e f . 3 ) . We c o n ­

c l u d e b y P r o p o s i t i o n 3.6 ( w h i c h s t a t e s t h a t , i n t h e t e r m i n o l o g y o f 

[ L S A ] , M i s t a u t ) a n d 1.7.15 t h a t M i s p a r a c o m p a c t . q . e . d . 



E x a m p l e 4.7 (The c o u n t a b l e c o m b ) . a) L e t M b e t h e s u b s e t o f R w h i c h 

i s t h e u n i o n o f M Q := [0,1]x{o} a n d t h e c o u n t a b l y many s e t s := 
i 

(j;} * ] 0 , 1 ] ( " t h e t e e t h o f t h e comb", k € IN) . We r e g a r d , f o r e v e r y 
2 

n E I , t h e s e t M N := M q U U ... U U n a s a p o l y t o p e i n R . U s i n g 

T h e o r e m 1.6 we e q u i p t h e s e t M w i t h t h e u n i q u e s t r u c t u r e o f a s p a c e 

s u c h t h a t e v e r y M N , i n i t s g i v e n s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b s p a c e o f 

H a n d ( M n l n € I N ) i s a n e x h a u s t i o n o f M. T h e n M i s a w e a k p o l y t o p e o f 

c o u n t a b l e t y p e . 

b) T h i s s p a c e M i s u s e f u l t o e x h i b i t some p a t h o l o g i e s w h i c h c o m m o n l y 

a r e m e t w i t h w e a k p o l y t o p e s . T h e u n i o n U o f a l l t e e t h U n i s a n e l e m e n t 
0 

o f T ( M ) , s i n c e U = M ^ M Q . B u t t h e c l o s u r e U o f U i s n o t w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c . I n d e e d , U D M Q c o n s i s t s o f t h e i n f i n i t e l y many p o i n t s x n := 

i 

( - / 0 ) , w i t h n € W , a n d p e r h a p s t h e p o i n t x Q := ( 0 , 0 ) , a n d t h i s i s n o t 

a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M . T h e i n t e r i o r o f t h e s e m i a l g e b r a i c s e t 

M Q i n M i s t h e c o m p l e m e n t o f U n M Q i n M Q , a n d t h i s s e t i s a g a i n n o t 

s e m i a l g e b r a i c . 

c ) T h e s p a c e M c a n n o t b e t r i a n g u l a t e d , i . e . i s n o t i s o m o r p h i c t o a 

s i m p l i c i a l c o m p l e x ( r e g a r d e d a s a s p a c e ) . I n d e e d , a s s u m e a t r i a n g u l a ­

t i o n o f M i s g i v e n . T h e n a l l s i m p l i c e s h a v e d i m e n s i o n <1. E v e r y p o i n t 

x n h a s a f u n d a m e n t a l s y s t e m ft o f c o n n e c t e d s e m i a l g e b r a i c n e i g h b o u r ­

h o o d s s u c h t h a t , f o r e v e r y N € 7 t , t h e s e t N ^ ( x R } h a s t h r e e c o n n e c t e d 

c o m p o n e n t s . T h u s x n m u s t b e a v e r t e x o f t h e t r i a n g u l a t i o n . B u t t h e 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t M Q o f M c a n n o t c o n t a i n i n f i n i t e l y many v e r t i c e s . 

d) T h e s p a c e U i s t h e d i r e c t sum ( c f . 1.10) o f t h e s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s U n ( n £ l N ) . A s s u m e t h a t R i s a r c h i m e d e a n . T h e n t h e p o i n t x Q 

l i e s i n t h e c l o s u r e U o f t h e s e t U i n M, , b u t t h e r e d o e s n o t e x i s t 
t o p 

a p a t h a : [ 0 , 1 ] -* M w i t h a ( [ 0 , 1 [ ) c u a n d a ( 1 ) = x Q . T h u s t h e c u r v e 

s e l e c t i o n lemma f a i l s i n M f o r w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . 

e) The s u b s p a c e X := U U ( x Q } o f M i s t h e d i r e c t sum o f t h e s p a c e s U R 

a n d {x }. The s e t { x > i s o p e n i n X, . I f R i s a r c h i m e d e a n t h e n o o c t o p 

{ x Q } i s n o t o p e n i n t h e s u b s p a c e t o p o l o g y o f X w i t h r e s p e c t t o M
t 0 p » 

T h u s , i n t h i s c a s e , i s n o t a t o p o l o g i c a l s u b s p a c e o f M
t O D * 



E x a m p l e 4.8 ( U n c o u n t a b l e combs) . L e t , m o r e g e n e r a l l y , A be a n y i n f i n i t e 

s u b s e t o f ] 0 , 1 ] , a n d l e t M d e n o t e t h e s u b s e t ( [ 0 , 1 ] x{o}) U ( A x ] o , 1 ] ) 
2 

o f R . F u r t h e r l e t , f o r a n y f i n i t e s u b s e t J o f A, 

M_ := ( [ 0 , 1 ] x { 0 } ) U J x ] o , 1 ] , 
J 

e q u i p p e d w i t h t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e i n t h e s e m i a l g e b r a i c s t a n d a r d 
2 

s p a c e R . U s i n g T h e o r e m 1.6 we e q u i p t h e s e t M w i t h t h e u n i q u e 

s t r u c t u r e o f a w e a k p o l y t o p e s u c h t h a t e v e r y MJf i n i t s g i v e n s t r u c ­

t u r e , i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M a n d (M I J c A , J f i n i t e ) i s a n e x -

h a u s t i o n o f M. I f A i s u n c o u n t a b l e , t h e n M i s n o t o f c o u n t a b l e t y p e 

b y P r o p o s i t i o n 4.4. 

C h o o s i n g A a s a s e t w h i c h c o n t a i n s 0 i n i t s c l o s u r e , e . g . A = ] 0 , 1 ] , 

we c a n o b s e r v e t h e p h e n o m e n a d e s c r i b e d i n 4 . 7 . d a n d 4.7.e a b o v e a l s o 

f o r R n o t a r c h i m e d e a n . 

R e m a r k 4.9. I f t h e s e t A i n E x a m p l e 4.8 i s u n c o u n t a b l e t h e n t h e r e 

d o e s n o t e x i s t a s p a c e N o v e r R Q s u c h t h a t M i s i s o m o r p h i c t o N ( R ) . 

P r o o f . A s s u m e t h e r e i s g i v e n a n i s o m o r p h i s m tp : M - ^ N ( R ) w i t h N a 

s p a c e o v e r R Q . We c h o o s e some A € JT(N) , w i t h <p([0,1] x { 0 } ) <=A(R). L e t 

A 1 : = A \ { 1 } . We s h a l l p r o v e t h a t cp (A 1 x { 0 } ) c A. T h i s w i l l b e t h e 

d e s i r e d c o n t r a d i c t i o n s i n c e t h e s e t A i s c o u n t a b l e . 

L e t X € A ' b e g i v e n , a n d l e t £ := i p ( X , 0 ) . We h a v e t o v e r i f y t h a t E, G A. 

We c h o o s e a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t X o f N s u c h t h a t t h e i m a g e 

c p ( M j A j ) o f t h e s e t 

M { x } = ( [ 0 , 1 ] R x { 0 } ) U ( { X } x [ 0 , 1 ] R ) 

i s c o n t a i n e d i n X ( R ) . Now X i s a p o l y t o p e o f d i m e n s i o n 1. We c a l l 

a p o i n t y o f a o n e - d i m e n s i o n a l p o l y t o p e Y a b r a n c h i n g p o i n t o f Y, 

i f y h a s some s e m i a l g e b r a i c n e i g h b o u r h o o d V Q i n Y s u c h t h a t f o r 



e v e r y s e m i a l g e b r a i c n e i g h b o u r h o o d V c V Q t h e s p a c e V " ^ { y } h a s a t 

l e a s t t h r e e c o m p o n e n t s . C l e a r l y £ i s a b r a n c h i n g p o i n t o f ( p ( M ^ j ) . 

C h o o s i n g a s i m u l t a n e o u s t r i a n g u l a t i o n o f X ( R ) a n d ( p ( M | A j ) we s e e t h a t 

5 i s a b r a n c h i n g p o i n t o f X ( R ) . T h e n c h o o s i n g a t r i a n g u l a t i o n o f X 

we s e e t h a t £ € X. We c o n c l u d e t h a t £ € X fl A ( R ) c A. q . e . d . 

E x a m p l e 4.10. A s s u m e t h a t t h e f i e l d R i s n o t a r c h i m e d e a n b u t s t i l l c o n ­

t a i n s a s t r i c t l y d e c r e a s i n g s e q u e n c e ( e n l n € H N ) o f p o s i t i v e e l e m e n t s c o n v e r g ­

i n g t o z e r o ( c f . § 9 , D e f . 3 b e l o w ) . We c o n s i d e r t h e s p a c e M i n E x a m p l e 4.8 

w i t h A := { e n l n € 3 N } . T h e n M i s o f c o u n t a b l e t y p e . We c l a i m t h a t t h e r e 

d o e s n o t e x i s t a s p a c e N o v e r R Q s u c h t h a t M i s i s o m o r p h i c t o N ( R ) . 

P r o o f . S u p p o s e t h e r e e x i s t s a n i s o m o r p h i s m tp : M ^ » N ( R ) w i t h N a s p a c e 

o v e r R Q . A s i n t h e p r e c e d i n g p r o o f we c h o o s e some A € ^ ( N ) w i t h 

tp(M ) cA(R), a n d we s e e t h a t cp(A x {0}) cA. We i d e n t i f y 14 = [0,1]„ x {0} 
O O K 

w i t h t h e u n i t i n t e r v a l [ 0 , 1 ] R . We t h i n k o f A a s a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t 

i n some R^. L e t II II d e n o t e t h e e u c l i d e a n n o r m i n R^. B y t h e L o j a s i e w i c z 

i n e q u a l i t y [ BCR, p. 39], a p p l i e d t o t h e f u n c t i o n s ( x , y ) •+ I x - y l a n d 

( x , y ) ^ llcp(x) - c p ( y ) l l o n t h e u n i t s q u a r e [0,1 ] R x [0,1 ] R , t h e r e e x i s t 

some c o n s t a n t s C > 0 i n R a n d N i n IN s u c h t h a t 

»<p(x) - < P ( y ) l l N < C I x - y l 

f o r a l l x a n d y i n [ 0 , 1 ] R . L e t £ n := < p ( e n ) . T h e £ n a r e p a i r w i s e d i f f e -
d N 

r e n t p o i n t s i n R w i t h II £ - £ II < C e ^ i f m > n . B u t t h i s i s i m p o s s i b l e , o n m n c 

s i n c e f o r n l a r g e C e ^ i s s m a l l e r t h a n e v e r y p o s i t i v e e l e m e n t o f R Q . 

T h u s a n i s o m o r p h i s m tp a s a b o v e d o e s n o t e x i s t . q . e . d . 



§5 - P r o p e r maps a n d p a r t i a l l y p r o p e r maps 

I n t h i s s e c t i o n a " s p a c e " m e a n s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R, 

a n d a "map" m e a n s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map b e t w e e n s p a c e s , i f n o t h i n g 

e l s e i s s a i d . 

I n t h e f o l l o w i n g M a n d N a r e s p a c e s a n d ( M g l a G l ) , ( N ^ I 3 € J ) a r e f i x e d 

e x h a u s t i o n s o f M a n d N r e s p e c t i v e l y . (M°la€i°) i s t h e f a m i l y o f p a t c h e s 

o f M w i t h r e s p e c t t o t h e g i v e n e x h a u s t i o n ( c f . e n d o f § 1 ) . 

D e f i n i t i o n 1. A map f : M -* N i s c a l l e d s e m i a l g e b r a i c i f t h e p r e i m a g e 

f (Y) o f e v e r y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t Y o f N i s s e m i a l g e b r a i c i n M. 

R e m a r k s 5 . 1 . i ) I t s u f f i c e s t o c h e c k t h i s p r o p e r t y w i t h Y r u n n i n g 

t h r o u g h t h e s e t s N^. I f f i s s e m i a l g e b r a i c t h e n , b y P r o p . 3.14 a n d 

C o r . 3 . 1 6 , t h e o r d e r e d f a m i l y ( f ( N ^ ) l 3 € j ) i s a n e x h a u s t i o n o f M. 

i i ) I f f : M -> N i s s e m i a l g e b r a i c t h e n t h e i m a g e f ( X ) o f e v e r y 

X € T(M) i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f N. 

i i i ) F o r e v e r y s u b s p a c e X o f M t h e i n c l u s i o n map M i s s e m i a l g e b r a i c . 

i v ) T h e p u l l b a c k f ' : M ^ N ' -> N 1 o f a s e m i a l g e b r a i c map f : M -» N 

b y a n a r b i t r a r y ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) map g : N f -* N i s s e m i a l g e ­

b r a i c . 

We c a l l a s e t A £ 7(M) d i s c r e t e ( i n M) i f t h e s u b s p a c e A o f M i s d i s ­

c r e t e , i . e . i s t h e d i r e c t sum ( c f . 1.10) o f o n e - p o i n t s p a c e s . T h i s 

m e a n s t h a t t h e c o n n e c t e d c o m p o n e n t s ( c f . § 3 , D e f . 9) o f A a r e o n e 

p o i n t s e t s . A n a l o g o u s l y t o P r o p . 1.5.4 we h a v e t h e f o l l o w i n g c r i t e r i o n 

f o r a map t o b e s e m i a l g e b r a i c . 

P r o p o s i t i o n 5.2. L e t f : M -> N b e a map. A s s u m e t h a t 

a ) a l l f i b r e s o f f a r e s e m i a l g e b r a i c , 



b) e v e r y c l o s e d d i s c r e t e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t A o f M h a s a 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i m a g e f ( A ) . 

T h e n f i s s e m i a l g e b r a i c . 

N.B. C o n v e r s e l y , i f f i s s e m i a l g e b r a i c t h e n a) a n d b) h o l d ( c f . 

R e m a r k 5 . 1 . i i f o r b ) . 

T h e p r o o f o f P r o p o s i t i o n 5.2 i s f u l l y a n a l o g o u s t o t h e p r o o f o f t h e 

c o r r e s p o n d i n g f a c t f o r l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s [ L S A , p . 5 6 f . ] 

b u t e a s i e r . We may a s s u m e t h a t N i s s e m i a l g e b r a i c . T h e n we h a v e t o 

p r o v e t h a t M i s s e m i a l g e b r a i c . F o r e v e r y a € 1° we c h o o s e a p o i n t 

x Q 6 M ° . T h e s e t A := {x^ly€I°} h a s a f i n i t e i n t e r s e c t i o n w i t h e v e r y 

M . T h u s A € T ( M ) . The same g o e s f o r a n y s u b s e t A 1 o f A. T h u s A i s 

d i s c r e t e i n M. B y a s s u m p t i o n b ) , f (A) € ^T(N) . M o r e o v e r , f ( A ' ) € r ( N ) 

f o r e v e r y s u b s e t A' o f A. T h u s e v e r y s u b s e t o f t h e s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e B := f ( A ) i s s e m i a l g e b r a i c , a n d we c o n c l u d e t h a t B i s a f i n i t e 

s e t ( c f . [ L S A , p . 5 7 ] ) . F o r e v e r y y £ B , t h e s e t f (y) D A i s a s e m i ­

a l g e b r a i c s u b s e t o f t h e d i s c r e t e s p a c e A, h e n c e a f i n i t e s e t . We 

c o n c l u d e t h a t A i s a f i n i t e s e t , i . e . 1° i s f i n i t e . T h i s m e a n s t h a t 

M i s s e m i a l g e b r a i c . 

D e f i n i t i o n 2. A map f : M -> N i s c a l l e d p r o p e r , i f , f o r e v e r y map 

g : N f -* N, t h e p u l l b a c k f ' : M x ^ N ' -» N' b y g e n j o y s t h e f o l l o w i n g 

p r o p e r t y : T h e i m a g e f ' ( X ) o f e v e r y X £ T ( M X
N

N ' ) I s c l o s e d w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c i n N 1 . The s p a c e M i s c a l l e d c o m p l e t e , i f t h e map f r o m M t o 

t h e o n e p o i n t s p a c e i s p r o p e r . 

T h e f o l l o w i n g f a c t s a r e e a s i l y v e r i f i e d . 

R e m a r k s 5 .3. i ) P r o p e r maps b e t w e e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s e n j o y 

t h e u s u a l f o r m a l p r o p e r t i e s , c f . 1 . 5 . 5 . 



i i ) I f M i s s e m i a l g e b r a i c , t h e n a map f : M -+ N i s p r o p e r i f f f (M) 

i s c l o s e d i n N a n d t h e map " f " : M -> f (M) b e t w e e n s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s i s p r o p e r i n t h e c a t e g o r y o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , c f . 

[ D K 2 , § 9 ] . 

i i i ) L e t ( B ^ I A C A ) b e a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f N b y c l o s e d w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s ( e . g . a n e x h a u s t i o n o f N ) . T h e n a map 

f : M -» N i s p r o p e r i f f , f o r e v e r y X € A , t h e r e s t r i c t i o n 

f 1 (B^) -> B^ o f f i s p r o p e r . 

i v ) I f M a n d N a r e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c a n d a l s o l o c a l l y s e m i a l g e ­

b r a i c t h e n a map f : M -» N i s p r o p e r i n t h e p r e s e n t s e n s e i f f f 

i s p r o p e r i n t h e c a t e g o r y o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( I , §5) 

T h e o r e m 5.4. E v e r y p r o p e r map f : M -» N i s s e m i a l g e b r a i c . 

P r o o f . a) We f i r s t c o n s i d e r t h e s p e c i a l c a s e t h a t N i s t h e o n e p o i n t 

s p a c e . Now M i s a c o m p l e t e s p a c e , a n d we w a n t t o p r o v e t h a t M i s s e m i ­

a l g e b r a i c . F o r e v e r y a £ 1° we c h o o s e a p o i n t X Q
 T N E S E T 

A := { x a l o c € I 0 } i s c l o s e d a n d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M, a n d t h e same 

h o l d s f o r e v e r y s u b s e t o f A. T h u s A i s a c o m p l e t e d i s c r e t e s p a c e . We 

c o n c l u d e b y a n e a s y a r g u m e n t , c f . [ L S A , p . 5 9 ] , t h a t A i s a f i n i t e s e t . 

T h i s m eans t h a t 1 ° i s f i n i t e , a n d M i s i n d e e d s e m i a l g e b r a i c . 

b) I n t h e g e n e r a l c a s e we now k n o w t h a t a l l f i b r e s o f f a r e s e m i a l g e ­

b r a i c . We c o n c l u d e b y P r o p . 5.2 t h a t M i s s e m i a l g e b r a i c . q . e . d . 

D e f i n i t i o n 3. A map f : M -> N i s c a l l e d p a r t i a l l y p r o p e r i f , f o r e v e r y 

A € ^ ( M ) , t h e r e s t r i c t i o n f | A : A -» N i s p r o p e r . T h e s p a c e M i s c a l l e d 

p a r t i a l l y c o m p l e t e i f t h e map f r o m M t o t h e o n e p o i n t s p a c e i s p a r t i a l 

l y p r o p e r . T h i s m e a n s t h a t e v e r y A 6 ! f ( M ) i s c o m p l e t e . 

O f c o u r s e , i t s u f f i c e s t o c h e c k t h e s e p r o p e r t i e s f o r A r u n n i n g t h r o u g h 

t h e s e t s M o f o u r e x h a u s t i o n o f M. N o t i c e t h a t t h e p a r t i a l l y c o m p l e t e 



s p a c e s ( r e s p . c o m p l e t e s p a c e s ) a r e t h e same o b j e c t s a s t h e w e a k p o l y ­

t o p e s ( r e s p . p o l y t o p e s ) d e f i n e d i n § 1 . 

P a r t i a l l y p r o p e r maps w i l l b e i n t h e c e n t e r o f o u r i n t e r e s t . T h u s we 

d e s c r i b e t h e i r f o r m a l p r o p e r t i e s r a t h e r e x p l i c i t l y . { T h e t h e o r y h e r e 

i s e a s i e r t h a n i n I , §5 s i n c e we c a n u s e P r o p . 3.6.} 

R e m a r k s 5.5. L e t f : M -* N a n d g : N -> L b e m a p s . 

i ) I f f a n d g a r e p a r t i a l l y p r o p e r t h e n g°f i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

i i ) I f g«f i s p a r t i a l l y p r o p e r t h e n f i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

i i i ) I f g«f i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d f i s s u r j e c t i v e a n d s e m i a l g e b r a i c 

t h e n g i s p a r t i a l l y p r o p e r , { i t s u f f i c e s t o a s s u m e t h a t f i s 

" s t r o n g l y s u r j e c t i v e " ( c f . D e f . 3 i n §8) i n s t e a d o f s u r j e c t i v e 

a n d s e m i a l g e b r a i c . } 

A l l t h i s f o l l o w s i m m e d i a t e l y f r o m t h e d e f i n i t i o n s a n d f o r m a l p r o p e r ­

t i e s o f p r o p e r m a p s . 

R e m a r k 5.6. A map f : M -» N i s p r o p e r i f f f i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d 

s e m i a l g e b r a i c . 

T h i s i s e v i d e n t f r o m t h e d e f i n i t i o n s , R e m a r k 5 . 3 . i i i a n d T h e o r e m 5.4. 

D e f i n i t i o n 4. A n i n c o m p l e t e p a t h i n M i s a s e m i a l g e b r a i c map 

y : [ 0 , 1 [ -> M f r o m t h e h a l f o p e n u n i t i n t e r v a l i n R t o M. 

We a r e i n t e r e s t e d w h e t h e r a g i v e n i n c o m p l e t e p a t h Y i n M c a n b e 

c o m p l e t e d , i . e . e x t e n d e d t o a p a t h y • [ 0 , 1 ] -» M. N o t i c e t h a t t h e r e 

c a n b e a t m o s t o n e c o m p l e t i o n y • 



T h e o r e m 5.7 ( R e l a t i v e p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n ) . F o r a map f : M -» N 

t h e f o l l o w i n g a r e e q u i v a l e n t . 

a) f i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

b) I f y i s a n i n c o m p l e t e p a t h i n M, s u c h t h a t 6 := f«Y c a n b e c o m p l e t ­

e d i n N, t h e n y c a n b e c o m p l e t e d i n M. 

[ 0 , 1 [ 

[ 0 , 1 ] 

M 

P r o o f . a) => b ) : T h e c l o s u r e A o f Y ( [ 0 , 1 [ ) i n M i s s e m i a l g e b r a i c i n M 

( P r o p . 3 . 6 ) . T h u s f (A) C IT (N) a n d t h e map h : A -» f (A) o b t a i n e d f r o m 

A b y r e s t r i c t i o n i s p r o p e r . T h e p a t h 6 r u n s i n f ( A ) . T h e c l a i m b) now 

f o l l o w s f r o m t h e s e m i a l g e b r a i c r e l a t i v e p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n 

( 1 . 6 . 8 , [ D K 4 , 2 . 3 ] ) . 

b) => a ) : T h e s e m i a l g e b r a i c r e l a t i v e p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n i m p l i e s 

t h a t f l A i s p r o p e r f o r e v e r y A e F { M ) . T h i s means t h a t f i s p a r t i a l l y 

p r o p e r . 

C o r o l l a r y 5.8 ( A b s o l u t e p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n ) . The s p a c e M i s a 

w e a k p o l y t o p e i f f e v e r y i n c o m p l e t e p a t h i n M c a n b e c o m p l e t e d . 

P r o p o s i t i o n 5.9. T h e p u l l b a c k f ' : M N 1 -> N 1 o f a p a r t i a l l y p r o p e r 

map f : M -> N b y a n a r b i t r a r y map g : N' -> N i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

T h i s c a n b e p r o v e d a s i n I , §5 b y u s i n g t h e r e l a t i v e p a t h c o m p l e t i o n 

c r i t e r i o n . I n c o n t r a s t t o [ L S A ] a l s o a p r o o f d i r e c t l y f r o m t h e d e f i ­

n i t i o n s i s p o s s i b l e . 

We i n d i c a t e t h i s s e c o n d p r o o f . L e t M 1 : = M x N 1 a n d l e t g f : M ' -* M 



d e n o t e t h e p u l l b a c k o f g b y f . L e t some A 6 ^(M') b e g i v e n . We d e n o t e 

t h e c l o s u r e o f g 1 ( A ) i n M b y B a n d t h e c l o s u r e o f f ' ( A ) i n N' b y C. 

By P r o p o s i t i o n 3.6 we h a v e B€?(M) a n d c e J ( N ' ) . T h e n D := f ( B ) € f ( N ) 

a n d B x ^ c € ^ ( M ' ) . We h a v e a c a r t e s i a n s q u a r e o f s e m i a l g e b r a i c maps 

B X D C 
f ' 

w i t h f«j fg,j , f ,g^j o b t a i n e d f r o m f , g , f ' , g ' b y r e s t r i c t i o n , f ^ i s p r o p e r , 

h e n c e f^j i s p r o p e r . S i n c e A i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n B X
D C , a l s o 

f Jj IA i s p r o p e r . S i n c e C € j f ( N ) t h i s i m p l i e s t h a t f ' l A i s p r o p e r , q . e . d . 

P r o p o s i t i o n 5 . 1 0 . F o r a map f : M -* N t h e f o l l o w i n g a r e e q u i v a l e n t . 

a) f i s p a r t i a l l y p r o p e r . 
-1 

b) I f P i s a w eak p o l y t o p e i n N t h e n f (P) i s a w e a k p o l y t o p e i n M. 
-1 

c ) I f Q i s a p o l y t o p e i n N w i t h d i m Q < 1 t h e n f (Q) i s a w eak p o l y ­

t o p e i n M. 

P r o o f . T h e i m p l i c a t i o n s a) b) => c ) a r e t r i v i a l , c ) => a) f o l l o w s 

f r o m T h e o r e m 5.7 a n d i t s C o r o l l a r y 5.8 ( r e l a t i v e a n d a b s o l u t e p a t h 

c o m p l e t i o n c r i t e r i o n ) , s i n c e , f o r e v e r y p a t h 6 i n N, t h e s e t 6 ( [ 0 , 1 ] ) 

i s a p o l y t o p e i n N o f d i m e n s i o n <1. 

R e m a r k 5 . 1 1 . A s s u m e t h a t t h e s p a c e s M,N a r e p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c . A map f : M -* N i s p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . p r o p e r ) i n t h e 

s e n s e d e f i n e d h e r e i f f f i s p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . p r o p e r ) i n t h e 

s e n s e o f [ L S A ] . 

I n d e e d , p a r t i a l l y p r o p e r maps f r o m M t o N a r e c h a r a c t e r i z e d h e r e a n d 

i n [ L S A ] b y t h e same r e l a t i v e p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n ( T h . 5.7, 



T h . 1 . 6 . 8 ) . E v i d e n t l y a l s o t h e p r o p e r t y " s e m i a l g e b r a i c " f o r f means 

t h e same h e r e a n d t h e r e . T h u s t h i s a l s o h o l d s f o r " p r o p e r " , s i n c e 

" p r o p e r " means " p a r t i a l l y p r o p e r a n d s e m i a l g e b r a i c " i n b o t h t h e o r i e s 

( R e m a r k 5.6, [ L S A , p . 7 0 ] ) . 

We f i n a l l y s p e l l o u t i n c o m b i n a t o r i a l t e r m s w h a t t h e m a i n d e f i n i t i o n s 

o f t h i s s e c t i o n mean i n t h e c a s e o f s i m p l i c i a l maps b e t w e e n s i m p l i c i a l 

c o m p l e x e s . T h e p r o o f s a r e s i m i l a r t o t h o s e i n [ L S A , p . 7 1 f ] . 

E x a m p l e s 5 . 12. L e t f : X -» Y b e a s i m p l i c i a l map b e t w e e n s i m p l i c i a l 

c o m p l e x e s . We r e g a r d f a s a map b e t w e e n s p a c e s ( c f . 2 . 4 ) . 

a) f i s s e m i a l g e b r a i c i f f , f o r e v e r y o p e n s i m p l e x p £ X (Y) t h e c o m p l e x 
-1 

f '(p) i s f i n i t e . 

b ) f i s p a r t i a l l y p r o p e r i f f f o r e v e r y a € I ( X ) t h e f o l l o w i n g h o l d s : 

I f t i s a n o p e n f a c e o f a w i t h f ( x ) £ I (Y) , t h e n T £ I ( X ) . 

c ) T h u s f i s p r o p e r i f f f f u l f i l l s t h e c o m b i n a t o r i a l p r o p e r t i e s s t a t e d 

i n a) a n d b ) . 



§6 - P o l y t o p i c s p a c e s ; t h e o n e - p o i n t c o m p l e t i o n 

I n t h i s s e c t i o n , a s i n t h e p r e c e d i n g o n e , a " s p a c e " m e a n s a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R, a n d a "map" b e t w e e n s p a c e s m e a n s a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c map. 

L e t M b e a s p a c e a n d ( M ^ l a G I ) a n e x h a u s t i o n o f M. 

D e f i n i t i o n 1. M i s c a l l e d p o l y t o p i c i f , f o r e v e r y a € 1 , t h e s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e M a i s l o c a l l y c o m p l e t e . T h i s m e a n s ( I , §7) t h a t e v e r y 

p o i n t x € M h a s a n e i g h b o u r h o o d i n M a w h i c h i s a p o l y t o p e . C l e a r l y 

t h i s p r o p e r t y d o e s n o t d e p e n d o n t h e c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n o f M. 

R e m a r k s 6.1. i ) E v e r y w e a k p o l y t o p e i s a p o l y t o p i c s p a c e . 

i i ) E v e r y c l o s e d a n d e v e r y o p e n s u b s p a c e o f a p o l y t o p i c s p a c e i s a g a i n 

p o l y t o p i c . 

i i i ) T he d i r e c t p r o d u c t x o f t w o p o l y t o p i c s p a c e s ,M 2 i s a g a i n 

p o l y t o p i c . 

E x a m p l e s 6.2. a) L e t R°° d e n o t e t h e s e t o f a l l i n f i n i t e s e q u e n c e s 

( x ^ , x 2 , x ^ , . . . ) = x o f e l e m e n t s o f R w i t h o n l y f i n i t e l y many c o o r d i ­

n a t e s x i * 0 . We i d e n t i f y , f o r a n y n € IN , t h e s t a n d a r d s p a c e R n w i t h 

t h e s u b s e t {x GR°°|X-L = 0 f o r i >n} o f R°°. T h e o r e m 1.6 g i v e s u s a 

s t r u c t u r e o f a s p a c e o n R°° s u c h t h a t ( R n | n € I N ) i s a n e x h a u s t i o n o f 

R a n d e a c h R , w i t h i t s s t a n d a r d s p a c e s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b -

s p a c e o f R°°. T h i s s p a c e R°° i s p o l y t o p i c . 

b) F o r e v e r y i € IN , t h e c o o r d i n a t e f u n c t i o n T^ o n R°°, w h i c h o n a 

p o i n t ( x ^ , x 2 , . . . ) h a s t h e v a l u e x ^ , i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . T h u s 

a l s o a l l p o l y n o m i a l s F G R [ T ^ , T 2 , . . . ] a r e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c ­

t i o n s o n R°°. I f F ^ , . . . , F r , G^,...,G s a r e f i n i t e l y many s u c h p o l y ­

n o m i a l s t h e n we c o n c l u d e f r o m R e m a r k 6 . 1 . i i t h a t t h e s u b s p a c e 
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{ x £ R°°| F, (x) > 0 , . . . , F (x) > 0 , G- ( x ) > 0, . . . , G C (x) > 0} 

o f R°° i s p o l y t o p i c . M o r e g e n e r a l l y , i f ( F ^ I X £ A ) a n d ( G ^ I K G K ) a r e t w o 

f a m i l i e s i n R [ T 1 , T 2 , . . . ] s u c h t h a t , f o r e v e r y n £ 3N , t h e v a r i a b l e 

T n o c c u r s i n F^ f o r o n l y f i n i t e l y many X £ A a n d i n G^ f o r o n l y f i n i t e ­

l y many K £ K t h e n t h e s e t 

X := {x£R°°iF^(x) > O f o r e v e r y X £ A , 

G K ( x ) > 0 f o r e v e r y K £ K} 

i s a p o l y t o p i c s u b s p a c e o f R°°. ( M o r e p r e c i s e l y , X i s w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c i n R°° a n d , r e g a r d e d a s a s u b s p a c e o f R°°, i s p o l y t o p i c . ) 

E x a m p l e 6 . 3 . A s s u m e t h a t t h e s p a c e M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c ( a n d , 

a s b e f o r e , w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) . T h e n M i s p o l y t o p i c i f f M i s l o c a l l y 

c o m p l e t e ( a s d e f i n e d i n I , § 7 ) . 

I n d e e d , t h e i n t e r i o r U a o f e v e r y s e t M^ i s a n e l e m e n t o f J'(M) , a n d 

(U alcx£I) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M ( c f . 2 . 1 2 ) . I f M i s p o l y t o p i c , 

t h e n e v e r y M i s l o c a l l y c o m p l e t e . T h u s a l s o e v e r y i s l o c a l l y com­

p l e t e , a n d we c o n c l u d e t h a t M i s l o c a l l y c o m p l e t e . C o n v e r s e l y i f M 

i s l o c a l l y c o m p l e t e t h e n e v e r y M a i s l o c a l l y c o m p l e t e w h i c h means 

t h a t M i s p o l y t o p i c . 

D e f i n i t i o n 2 . A c o m p l e t i o n o f t h e s p a c e M i s a d e n s e e m b e d d i n g tp : M ->P 

i n t o a w e a k p o l y t o p e P, i . e . a n i s o m o r p h i s m o f M o n t o a d e n s e s u b s p a c e 

M f o f P, f o l l o w e d b y t h e i n c l u s i o n map M' P. 

O p e n Q u e s t i o n A. D o e s e v e r y s p a c e h a v e a c o m p l e t i o n ? 

I n I I , §1 we h a v e c o n s t r u c t e d a c o m p l e t i o n f o r a n y p a r a c o m p a c t l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e ( e v e n i n t h e c a t e g o r y L S A ( R ) ) . A l s o , i n I , § 7 , we 



h a v e c o n s t r u c t e d t h e o n e - p o i n t c o m p l e t i o n N + o f a n y l o c a l l y c o m p l e t e 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e N. S t a r t i n g f r o m t h i s s p e c i a l c a s e we now c o n ­

s t r u c t a c o m p l e t i o n M <-* M + o f o u r s p a c e M u n d e r t h e a s s u m p t i o n t h a t 

M i s p o l y t o p i c . 

L e t M + d e n o t e t h e s e t w h i c h i s t h e d i s j o i n t u n i o n o f t h e s e t M a n d o n e 

f u r t h e r p o i n t «>. F o r e v e r y a € I we e q u i p t h e s u b s e t : = M
a
 u of 

M + w i t h t h e s t r u c t u r e o f t h e o n e - p o i n t c o m p l e t i o n o f t h e s p a c e M^, 

a s d e s c r i b e d i n I,§7. I f 3 < a t h e n i s a c l o s e d s u b s p a c e o f t h e 

p o l y t o p e M*. B y T h e o r e m 1.6 we h a v e a u n i q u e s p a c e s t r u c t u r e o n t h e 
+ + + + s e t M s u c h t h a t e v e r y M Q i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M a n d ( M a l c t € I ) i s 

a n e x h a u s t i o n o f M. T h e s p a c e M + i s a w e a k p o l y t o p e , w h i c h c o n t a i n s 

M a s a n o p e n s u b s p a c e . I f M i s n o t y e t a w e a k p o l y t o p e , t h e n M i s 

d e n s e i n M + . 

D e f i n i t i o n 3. We c a l l t h e s p a c e M + o r , m o r e p r e c i s e l y , t h e i n c l u s i o n 

j : M M + t h e o n e - p o i n t c o m p l e t i o n o f M. 

R e m a r k 6.4. I f M i s a l r e a d y a w e a k p o l y t o p e t h e n t h e s p a c e M + i s t h e 

d i r e c t sum ( c f . 1.10) o f M a n d t h e o n e - p o i n t s p a c e {oo}. T h u s , i n t h i s 

c a s e , t h e d e f i n i t i o n i s a n a b u s e o f l a n g u a g e . 

I n I , §7 we g a v e a n e x p l i c i t d e s c r i p t i o n o f t h e s p a c e s t r u c t u r e o f M + 

i n t h e c a s e t h a t M i s s e m i a l g e b r a i c a n d l o c a l l y c o m p l e t e . T h i s i m p l i e s 

a s i m i l a r d e s c r i p t i o n o f M + i f M i s p o l y t o p i c . 

P r o p o s i t i o n 6.5. a) A s u b s e t U o f M U {«>} i s a n e l e m e n t o f T ( M + ) i f f 

e i t h e r U € f (M) o r U = ( M ^ K ) U {°°} w i t h some K € T c (M) . 

b) A f a m i l y (U. | X6A) i n f ( M + ) i s a n e l e m e n t o f Cov..+ i f f (Ih \ { o o } | X € A ) 
A M A 

i s a n e l e m e n t o f Cov».. 
M 

c ) I f U € f(M) , t h e n 0 (u) = 0 , (u) . I f U E T ( M + ) a n d » £ U t h e n a f u n c -



t i o n f : U -> R i s a n e l e m e n t o f ^ M + ( U ) i f f f l u M « } € ® M ( U M « } ) 

a n d f (°°) i s t h e l i m i t o f t h e v a l u e s f (x) f o r x -* 0 0 , x G U ^ {«>} 

( i . e . , f o r e v e r y e > 0 i n R t h e r e e x i s t s some K € T c (M) s u c h t h a t 

M c u a n d I f (x) - f (») I < e f o r e v e r y x GM ^ K } . 

P r o p o s i t i o n 6.6. A s s u m e t h a t M i s p o l y t o p i c . L e t Q b e a w e a k p o l y t o p e 

a n d l e t f : V -> M b e a p a r t i a l l y p r o p e r map f r o m a n o p e n s u b s p a c e V o f 

Q t o M. T h e n f e x t e n d s t o a ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) map g : Q -* M + 

w i t h g ( x ) = 0 0 f o r e v e r y x G Q ^ V . 

P r o o f . We c h o o s e a n e x h a u s t i o n ( Q^I3GJ) o f Q. T h e r e e x i s t s a m o n o t o n i c 

map K : J -> I s u c h t h a t f (V n Q ) c: M . R« f o r e v e r y 3 € J ( c f . 2.6) . T h e 

r e s t r i c t i o n s f ^ : V D -* a r e p r o p e r maps b e t w e e n l o c a l l y com­

p l e t e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . T h u s t h e y e x t e n d t o maps g ^ : -+ M
K

+ ^ j 

w i t h g ^ ( x ) = 0 0 f o r x E Q ^ (V 0 0 ^ ) , c f . 1.7.6. T h e s e maps f i t t o g e t h e r 

t o t h e d e s i r e d map g : Q -> M + . 

C o r o l l a r y 6.7. E v e r y p a r t i a l l y p r o p e r map f : N -» M b e t w e e n p o l y t o p i c 

s p a c e s e x t e n d s t o a map f + : N + -* M + w i t h f + (») = °°. 

+ + — 1 C o n v e r s e l y , i f g : N -> M i s a map w i t h g («>) = {<»} t h e n t h e r e s t r i c -
- 1 

t i o n f : N -» M o f g i s p a r t i a l l y p r o p e r s i n c e g (M) = N a n d g i s p a r ­

t i a l l y p r o p e r . We h a v e f+ = g . 

F r o m t h e e x i s t e n c e o f a c o m p l e t i o n we c a n d r a w a n i m p o r t a n t c o n s e ­

q u e n c e o n t h e s t r u c t u r e o f a p o l y t o p i c s p a c e . 

T h e o r e m 6.8. A s s u m e t h a t M i s p o l y t o p i c . L e t U G ^T(M) b e a n e i g h b o u r ­

h o o d o f a g i v e n p o i n t x G M . T h e n t h e r e e x i s t s a n e i g h b o u r h o o d K o f x 

i n U w h i c h i s a weak p o l y t o p e . 



e + 
P r o o f . S i n c e U € j(M ) t h e r e e x i s t s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n 

f : M + - [ 0 , 1 ] w i t h f ( x ) = 0 a n d f ( M + ^ U ) = { 1 } . T h e s e t 
-1 1 

K := f {[0,-y]) h a s t h e r e q u i r e d p r o p e r t i e s . 



§7 - A t h e o r e m o n i n d u c t i v e l i m i t s o f s p a c e s 

I n t h i s s e c t i o n ( a n d a p a r t o f t h e n e x t o n e ) we a b a n d o n o u r c o n v e n t i o n 

t h a t s p a c e s a n d maps a r e a l w a y s a s s u m e d t o be w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i f 

n o t h i n g e l s e i s s a i d . 

T h e f o l l o w i n g t e c h n i c a l r e s u l t o n i n d u c t i v e l i m i t s o f w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s w i l l b e v e r y u s e f u l l a t e r o n . I t i s a g e n e r a l i z a t i o n o f 

T h e o r e m 1.6. I t s p r o o f s e e m s t o b e t h e " h a r d p o i n t " i n t h e e l e m e n t a r y 

t h e o r y o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , a n d w i l l o c c u p y n e a r l y t h e w h o l e 

s e c t i o n . ( I t i s n o t s o v e r y h a r d , a s we s h a l l s e e . ) 

T h e o r e m 7 . 1 . L e t M b e a s e t , a n d l e t (M l a € I ) b e a n o r d e r e d f a m i l y o f 

s u b s e t s o f M f u l f i l l i n g t h e c o n d i t i o n s E 1 - E 3 a n d E 4 * ( c f . § 1 ) . We 

a s s u m e t h a t e v e r y M a c a r r i e s t h e s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e o v e r R a n d t h a t , w h e n e v e r 3 < a , t h e s e t M^ i s c l o s e d w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c i n M^ a n d c a r r i e s t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e ( c f . §3) w i t h 

r e s p e c t t o t h e s p a c e M Q. We e q u i p M w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t s t r u c ­

t u r e o f t h e s p a c e s M Q i n t h e c a t e g o r y o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r 

R, a s d e s c r i b e d i n § 1 , D e f . 6. T h e n t h e s p a c e M i s w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c . E v e r y M i s , w i t h i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , a c l o s e d s u b s p a c e 

o f M, a n d ( M a l a € I ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M ( c f . § 3 , D e f . 7 ) . 

M o r e o v e r t h e r e e x i s t s a f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n H(M) o f M ( c f . 

§ 1 , D e f . 8, D e f . 9) s u c h t h a t , f o r e v e r y M Q , t h e f o l l o w i n g h o l d s . 

P1 . {X € H (M) IX c=Ma> i s a l a t t i c e e x h a u s t i o n o f M a . 

P 2 . I f X € H ( M ) t h e n X n M € H ( M ) . 

T h e p r o o f w i l l c o n s i s t o f t w o s t e p s . I n t h e f i r s t s t e p we c o n s t r u c t 

f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n s H a o f t h e s p a c e s M a s u c h t h a t t h e f o l l o w ­

i n g p r o p e r t i e s h o l d f o r e v e r y a G I . 



Q1 . I f 3 < a , t h e n H R c H Q . 

Q2. I f 3 < a a n d X € H a , t h e n X n M R € H R . 

F o r e v e r y a € I we d e n o t e b y m(a) t h e n u m b e r o f e l e m e n t s 3 £ 1 w i t h 

3 < a . I n o r d e r t o c o n s t r u c t t h e e x h a u s t i o n s H a we p r o c e e d b y i n d u c t i o n 

o n m ( a ) . F o r t h e u n i q u e i n d e x a o f w i t h m ( a ) = 0 we c h o o s e a n a r b i t r a r y 

l a t t i c e e x h a u s t i o n H Q o f M . T h i s i s a l l r i g h t , s i n c e t h e c o n d i t i o n s 

Q1 a n d Q2 a r e e m p t y . 

L e t now m(oc) = n > 0 . We c h o o s e a l a t t i c e e x h a u s t i o n L o f t h e s u b s p a c e 

M a : = M a ^ U ( M R l 3 < a ) o f M Q . (Of c o u r s e , i f M° = 0 t h e n L = {0}.) T h e n 

we d e f i n e H a a s t h e s e t o f a l l s e t s X = S U U ( S R ! 3 < o O w i t h S E L , 

s 3 G H 3 ' a n d 

S n [U ( M 3 I 3 < a ) ] c : u ( S R I 3<a) . 

T h i s l a s t c o n d i t i o n m eans t h a t t h e s e m i a l g e b r a i c s u b s e t X o f i s 

c l o s e d i n M . ( S d e n o t e s t h e c l o s u r e o f S i n M a . } 

I f X,Y € H a t h e n c l e a r l y X UY C H ^ . U s i n g t h e i n d u c t i o n h y p o t h e s i s a n d 

p r o p e r t y E4* f o r t h e s e t s M R i t i s e a s i l y c h e c k e d t h a t a l s o X n Y € . 

T h u s i s a s u b l a t t i c e o f ^ ( M ^ ) . I t c o n t a i n s t h e e m p t y s e t . T h e 

p r o p e r t y Q1 i s e v i d e n t , a n d Q2 i s e a s i l y c h e c k e d , a g a i n b y u s e o f t h e 

i n d u c t i o n h y p o t h e s i s a n d E4*. I t r e m a i n s t o v e r i f y t h e p r o p e r t i e s 

E1, E3, E6 f o r t h e f a m i l y ( e a c h s e t i n H a b e i n g i n d e x e d b y i t s e l f ) . 

We s t a r t w i t h E3. L e t X = S u U ( S R l 3 < o c ) b e a n e l e m e n t o f , a s d e s ­

c r i b e d a b o v e , a n d l e t Y = T u U ( T R l 3 < a ) b e a s e c o n d e l e m e n t o f w i t h 

T a n d t h e T R a l s o f u l f i l l i n g t h e a b o v e c o n d i t i o n s . A s s u m e t h a t Y c X . 

I n t e r s e c t i n g w i t h M° we o b t a i n T c S . T h u s we h a v e o n l y f i n i t e l y m any 

p o s s i b i l i t i e s f o r T = Y n M ° . I n t e r s e c t i n a w i t h M n f o r some 3 < a we ^ a - 3 

o b t a i n Y fl M R c X n M R . B y Q2 b o t h X D M a n d Y n M R a r e e l e m e n t s o f H R . 



T h u s we h a v e o n l y f i n i t e l y many p o s s i b i l i t i e s f o r Y 0 MR. We c o n c l u d e 

t h a t we h a v e o n l y f i n i t e l y many p o s s i b i l i t i e s f o r Y, w h i c h p r o v e s E 3 . 

We f i n a l l y v e r i f y t h a t H a i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f Ma. T h e f a m i l y 

(X flM°|X G H a ) i s t h e same a s L u p t o i t e r a t i o n o f e l e m e n t s . T h u s t h i s 

f a m i l y i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M°. F o r e v e r y 3 < a t h e f a m i l y 

(X 0 M R IX € H a ) i s t h e same a s H R u p t o i t e r a t i o n s . T h u s t h i s f a m i l y i s 

a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f MR. T h i s p r o v e s t h a t i n d e e d H a i s a n a d m i s s ­

i b l e c o v e r i n g o f M^. Nov; E1 a n d , b y T h . 3.15, a l s o E6 a r e e v i d e n t f o r 

t h e f a m i l y Hg. T h i s f i n i s h e s t h e f i r s t s t e p o f o u r p r o o f . 

We d e f i n e H a s t h e s e t o f a l l s u b s e t s X = u ( S a l a € I ) o f M w i t h S a EH Q 

f o r e v e r y a G I a n d S a * 0 f o r o n l y f i n i t e l y many a € 1 . We h a v e 0 € H . 

I f X 6 H a n d Y € H t h e n o b v i o u s l y X U Y E H . U s i n g p r o p e r t y E 4 * f o r t h e 

f a m i l y (M^laGI) a n d p r o p e r t y Q2 f o r t h e f a m i l i e s H a o n e c h e c k s e a s i l y 

t h a t a l s o X flY € H . T h u s H i s a l a t t i c e o f s u b s e t s o f M. I t c o n t a i n s 

a l l t h e l a t t i c e s H a ( i n f a c t i s g e n e r a t e d b y t h e m ) . 

U s i n g Q1 a n d Q2 f o r t h e f a m i l i e s a n d E 4 * f o r t h e f a m i l y ( M ^ l a G I ) 

o n e v e r i f i e s t h a t , f o r e v e r y a € 1 , 

{X flM IX € H} c H . 

S i n c e H a
 c H i t f o l l o w s t h a t 

(*) H a = {XnM a|XeH} = {X€H|XcM } . 

T h i s i m p l i e s t h e s t a t e m e n t s P1 a n d P2 i n t h e t h e o r e m . 

O u r l a t t i c e H t r i v i a l l y f u l f i l l s E 1 , E 2 , E 4 , E5 (E2 i s t a u t o l o g i c a l ) . 

I t a l s o f u l f i l l s E 3 . I n d e e d , i f X E H t h e n X c U ( M a l a € J ) f o r some 

f i n i t e s u b s e t J o f I . A s s u m e t h a t Y € H a n d Y c X . We h a v e , f o r e v e r y 

a € J , Y n M a c XDM a, a n d b o t h Y D , X n M Q a r e e l e m e n t s o f H Q. 



T h u s t h e r e a r e o n l y f i n i t e l y many p o s s i b i l i t i e s f o r Y 0 M . S i n c e t h i s 

h o l d s f o r e v e r y a G J we c o n c l u d e t h a t t h e r e a r e o n l y f i n i t e l y many 

p o s s i b i l i t i e s f o r Y, w h i c h p r o v e s E 3 . 

We l o o k f o r a s p a c e s t r u c t u r e o n a g i v e n s e t X G H . We c h o o s e a f i n i t e 

s e t J c i w i t h t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s . 

i ) a € j , 3 < a => 3 G J 

i i ) X c U ( M a l a € j ) . 

F o r e v e r y a € J t h e s e t X D M a i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n M^, s i n c e 

X f l M a € H a . We e q u i p X ( l M a w i t h t h e s t r u c t u r e a s a c l o s e d s u b s p a c e o f 

M a- T h e n X OM^ i s a s e m i a l g e b r a i c s p a c e . I f 3 < a t h e n X fl M f t i s a 

c l o s e d s u b s p a c e o f X fl M Q . We now e q u i p X w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t 

f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s t r u c t u r e o f t h e f a m i l y (X H M g l a G J ) o f s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e s . T h i s f a m i l y f u l f i l l s E 1 - E 3 a n d E 4 * . T h u s , b y T h e o r e m 

1.6, X i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e , a n d e v e r y X n M Q , i n i t s g i v e n 

s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b s p a c e o f X. S i n c e J i s f i n i t e , t h e s p a c e X 

i s s e m i a l g e b r a i c . 

I f K i s a n o t h e r f i n i t e s u b s e t o f I w i t h t h e p r o p e r t i e s i ) a n d i i ) 

a b o v e , t h e n we f i n d a t h i r d f i n i t e s u b s e t L o f I w i t h i ) , i i ) s u c h 

t h a t L ^ j a n d L z> K. I t i s c l e a r t h a t t h e t h r e e f a m i l i e s (X P I M g l a G J ) , 

( X D M g l a G L ) , ( x n M a l a € K ) a l l y i e l d t h e same i n d u c t i v e l i m i t s p a c e 

s t r u c t u r e o n t h e s p a c e X. T h u s t h e s p a c e s t r u c t u r e o n X i s i n d e p e n d e n t 

o f t h e c h o i c e o f J . 

I t i s now c l e a r , s a y f r o m I I , Lemma 1.2, t h a t i f Y € H, Y c X , t h e n t h e 

s p a c e Y i s a c l o s e d s u b s p a c e o f X. We e q u i p M w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t 

f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s t r u c t u r e o f t h e f a m i l y H o f s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s . By T h e o r e m 1.6 t h i s m a k e s M a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e w i t h 

e x h a u s t i o n H, a n d e v e r y X G H i s a c l o s e d s u b s p a c e o f H i n i t s g i v e n 



s p a c e s t r u c t u r e . 

I t f o l l o w s f r o m t h e r e l a t i o n (*) a b o v e t h a t M Q 6 ? ( M ) f o r e v e r y a € 1 

a n d t h a t M , i n i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M. 

T h e f a m i l y ( M g l a E I ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M s i n c e H i s s o . 

T h u s , b y T h e o r e m 3 . 1 5 , o u r s p a c e s t r u c t u r e o n M c o i n c i d e s w i t h t h e 

i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s p a c e s (M l a € i ) . T h i s f i n i s h e s t h e 

p r o o f o f t h e t h e o r e m . 

We s t a t e t w o r a t h e r w e a k , b u t n e v e r t h e l e s s i n t e r e s t i n g c o n s e q u e n c e s 

o f T h e o r e m 7.1 a n d i t s p r o o f . 

C o r o l l a r y 7.2. L e t M b e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e a n d A a c l o s e d 

s u b s p a c e o f M. L e t H Q b e a f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n o f A. T h e n 

t h e r e e x i s t a a f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n H o f M w i t h 

( X G H l X c A ) = {Y H A l Y € H ) = H . 
o 

T h i s i s e v i d e n t b y o u r p r o c e d u r e t o c o n s t r u c t H i n t h e p r o o f o f 

T h e o r e m 7.1. T h e r e t h e f i r s t l a t t i c e e x h a u s t i o n H Q c o u l d b e c h o s e n 

a r b i t r a r i l y . One t a k e s f o r I t h e s e t { 0 , 1 } w i t h t h e o r d e r i n g 0 <1 a n d 

p u t s M q := A, M 1 := M . 

C o r o l l a r y 7.3. L e t M b e a s e t a n d l e t , • . . ,M b e f i n i t e l y many s u b ­

s e t s o f M w i t h u ... U M r = M . A s s u m e t h a t e v e r y M\ c a r r i e s t h e 

s t r u c t u r e o f a ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) s p a c e ( o v e r R ) . A s s u m e a l s o 

t h a t M\ n M_. i s a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M\ a n d M j a n d 

t h a t t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n M^ D M j i n M^ a n d M j a r e e q u a l 

(1 < i < j < r ) . T h e n t h e r e e x i s t s o n M a u n i q u e s t r u c t u r e o f a s p a c e 

s u c h t h a t e v e r y M^, w i t h i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b -

s p a c e o f M. 



P r o o f . L e t A d e n o t e t h e s e t o f a l l n o n e m p t y s u b s e t s o f { l , . . . , r } , 

p a r t i a l l y o r d e r e d b y t h e o p p o s i t e o f t h e i n c l u s i o n r e l a t i o n ( J <K 

i f f J =>K) . F o r a n y J € A we p u t M_ := n (M. I i € J ) . We e c r u i p M_ w i t h i t s 
" j 1 j 

c l o s e d s u b s p a c e s t r u c t u r e i n M\ f o r some i 6 J . T h i s s t r u c t u r e d o e s 

n o t d e p e n d o n t h e c h o i c e o f i b y t h e a s s u m p t i o n o n t h e i n t e r s e c t i o n s 

M\ n M j a b o v e . T h e o r e m 7 . 1 a p p l i e s t o t h e o r d e r e d f a m i l y ( M j l J E A ) o f 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a n d y i e l d s t h e r e s u l t . 

I n t h e n e x t s e c t i o n we w i l l u s e T h e o r e m 7 . 1 o n l y i n t h e e a s i e r c a s e 

t h a t t h e s y s t e m (M l a € I ) f u l f i l l s E 1 - E 5 i n s t e a d o f E 1 - E 3 a n d E 4 * . 



§3 - S t r o n g q u o t i e n t s ; g l u i n g o f s p a c e s 

We s t a r t w i t h some g e n e r a l i t i e s o n q u o t i e n t s i n t h e c a t e g o r i e s 

S p a c e ( R ) a n d WSA(R) ( c f . § 1 , D e f . 2 a n d § 2 , D e f . 6 ) . 

D e f i n i t i o n 1. A m o r p h i s m f : M -> N b e t w e e n f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r 

R i s c a l l e d i d e n t i f y i n g i f t h e f o l l o w i n g f o u r p r o p e r t i e s h o l d . 

I D 1 . f i s s u r j e c t i v e 

I D 2 . I f U i s a s u b s e t o f N w i t h f " 1 (U) G T(M) t h e n U G f (N) . 

I D 3 . I f ( U ^ I X G A ) i s a f a m i l y i n f ( N ) w i t h ( f ~ 1 (V^) I XGA) G C o v M t h e n 

( U x l X G A ) G C o v N . 

I D 4 . I f h : U -* R i s a f u n c t i o n o n a s e t U G T(N) w i t h 

h * ( f I f " 1 (U))G O w ( f " 1 ( U ) ) t h e n h € © N ( U ) . 

I f t h e s e p r o p e r t i e s h o l d t h e n we s a y a l s o t h a t N i s a s t r o n g q u o t i e n t 

o f M ( v i a f ) . 

T h i s t e r m i n o l o g y i s j u s t i f i e d b y t h e f o l l o w i n g p r o p o s i t i o n w h i c h 

i m p l i e s t h a t a s t r o n g q u o t i e n t i s a c a t e g o r i a l q u o t i e n t (= s t r i c t 

e p i m o r p h i s m , c f . [ G r , D e f 2 . 2 ] ) i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) . 

P r o p o s i t i o n 8 . 1 . L e t f : M -> N a n d g : M •> L be m o r p h i s m s i n S p a c e (R) . 

A s s u m e t h a t f i s i d e n t i f y i n g a n d t h a t g , a s a map b e t w e e n s e t s , i s 

c o n s t a n t o n e v e r y f i b r e o f f . T h e n t h e r e e x i s t s a u n i q u e m o r p h i s m 

h : N -* L w i t h h«f = g. 

P r o o f . S i n c e f i s s u r j e c t i v e t h e map h e x i s t s a n d i s u n i q u e o n t h e 

s e t t h e o r e t i c l e v e l . One now c h e c k s d i r e c t l y t h a t h i s a m o r p h i s m 

( c f . § 1 , D e f . 2b) u s i n g p r o p e r t i e s I D 2 - I D 4 . 

D e f i n i t i o n 2. I f M i s a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e o v e r R a n d f : M -> N 



i s a s u r j e c t i o n f r o m t h e s e t M t o a s e t N, t h e n t h e r e e x i s t s o n N a 

u n i q u e s t r u c t u r e o f a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e o v e r R, s u c h t h a t f i s 

i d e n t i f y i n g . { T h e p r o p e r t i e s I D 2 - I D 4 t e l l u s how t o d e f i n e t h e s t r u c ­

t u r e . } We c a l l N, w i t h t h i s s t r u c t u r e , t h e s t r o n g q u o t i e n t o f M f . 

I n t h e f o l l o w i n g ( a s a l r e a d y i n §5 a n d §6) a " s p a c e " m e a n s a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d a "map" means a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

map b e t w e e n s p a c e s o v e r R, u n l e s s s o m e t h i n g e l s e i s s a i d . 

E v e r y p r o p e r s u r j e c t i v e map f : M -> N i s i d e n t i f y i n g . T h i s c a n b e 

p r o v e d s i m i l a r l y a s i n t h e t h e o r y o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( c f . 

[ L S A , p . 1 7 9 ] f o r p r o p e r t y I D 4 ) . We w a n t t o e x t e n d t h i s o b s e r v a t i o n 

t o a s u i t a b l e c l a s s o f p a r t i a l l y p r o p e r m a p s . 

D e f i n i t i o n 3. A map f : M -* N i s c a l l e d s t r o n g l y s u r j e c t i v e i f , f o r 

e v e r y Y € JT(N) , t h e r e e x i s t s some X € *r(M) w i t h f (X) z> Y. 

R e m a r k s 8.2. i ) L e t ( M M a E I ) a n d ( N R I 3 £ J ) b e e x h a u s t i o n s o f M a n d N. 

T h e map f i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e i f f , f o r e v e r y 3 € J , t h e r e e x i s t s 

some a € 1 w i t h f ( M a ) 3 N R . T h i s m eans t h a t ( f ( M a ) l a € I ) i s a n a d m i s s ­

i b l e c o v e r i n g ( c f . § 3, D e f . 7) o f N. 

i i ) I f f i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d (X ^ | A € A ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r ­

i n g o f M b y s e m i a l g e b r a i c s e t s , t h e n ( f ( X ^ ) | A € A ) i s a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g o f N b y s e m i a l g e b r a i c s e t s . I n p a r t i c u l a r , i f M i s o f c o u n t ­

a b l e t y p e t h e n a l s o N i s o f c o u n t a b l e t y p e . 

i i i ) I f f i s s e m i a l g e b r a i c a n d s u r j e c t i v e t h e n f i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e . 

T h e o r e m 8.3. E v e r y s t r o n g l y s u r j e c t i v e p a r t i a l l y p r o p e r map f : M -* N 

i s i d e n t i f y i n g . 

P r o o f . L e t (M ala£I) b e a n e x h a u s t i o n o f M. T h e n ( f ( M a ) l a € I ) i s a n 



a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f N b y c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s e t s . T h e r e s t r i c t i o n s 

f a : M a —» ^ ^ M a ^ °^ ^ a r e P r o p e r maps b e t w e e n s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , 

h e n c e t h e y a r e i d e n t i f y i n g . One now c o n c l u d e s i n a s t r a i g h t f o r w a r d 

w a y , b y u s e o f T h e o r e m 3 . 1 5 , t h a t f i s i d e n t i f y i n g . 

D e f i n i t i o n 4. I f a map f : M -* N i s s u r j e c t i v e a n d p r o p e r t h e n we s a y 

t h a t N i s a p r o p e r q u o t i e n t o f M ( v i a f ) . I f f i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e 

a n d p a r t i a l l y p r o p e r , t h e n we s a y t h a t N i s a p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t 

o f M. N o t i c e t h a t i n b o t h c a s e s N i s a s t r o n g q u o t i e n t o f M. 

G i v e n s p a c e s M,N, a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t A o f M a n d a 

map f : A -* N we w a n t t o " g l u e M t o N a l o n g A b y t h e map f " . T h i s 

m e a n s t o c o n s t r u c t a c o c a r t e s i a n s q u a r e (= " p u s h o u t " ) 

A > N 

( 8 . 4 ) i j 

M • MU.N 
g f 

i n t h e c a t e g o r y WSA(R) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R, w i t h i 

t h e i n c l u s i o n map f r o m A t o M. 

I t h a s b e e n p r o v e d i n I I , §10 t h a t t h e a n a l o g o u s p u s h o u t e x i s t s i n 

t h e c a t e g o r y L S A ( R ) o f p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r 

R i f f i s p r o p e r . O u r m a i n g o a l i n t h i s s e c t i o n i s t o c o n s t r u c t a 

p u s h o u t ( 8 . 4 ) i n o u r b r o a d e r c a t e g o r y f o r f p a r t i a l l y p r o p e r . T h i s 

g r e a t e r f l e x i b i l i t y o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s c o m p a r e d w i t h p a r a ­

c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s i s p e r h a p s t h e m o s t i m p o r t a n t 

r e a s o n why w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s s e e m t o b e u s e f u l i n s e m i a l g e ­

b r a i c t o p o l o g y . 

O u r g l u i n g p r o b l e m c a n b e r e g a r d e d a s a q u e s t i o n a b o u t t h e e x i s t e n c e 



o f s u i t a b l e q u o t i e n t s . L e t L := M U f N d e n o t e t h e s e t o b t a i n e d f r o m 

t h e d i s j o i n t u n i o n M U N o f M a n d N b y i d e n t i f y i n g e v e r y a € A w i t h 

f (a) € N . L e t p : MU N -> L d e n o t e t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n a n d g : M -> L , 

j : N -> L i t s r e s t r i c t i o n s t o M a n d N. N o t i c e t h a t g l M ^ A a n d j a r e 

i n j e c t i v e a n d t h a t L i s t h e u n i o n o f t h e i m a g e s g ( M ^ A ) a n d j (N) . We 

e q u i p L w i t h t h e s t r o n g q u o t i e n t s t r u c t u r e o f t h e d i r e c t sum M U N o f 

t h e s p a c e s M a n d N b y t h e map p ( c f . D e f . 2 a b o v e ) . T h e n (8.4) i s a 

p u s h o u t i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) . 

T h e p r e i m a g e o f p ( M ^ A ) = g ( M ^ A ) u n d e r p i s t h e s e t M \ A € T ( M U N ) . 

T h u s p ( M \ A ) € T ( L ) a n d p | M \ A i s a n i s o m o r p h i s m f r o m t h e o p e n s u b s p a c e 

M ^ A o f M t o t h e o p e n s u b s p a c e p ( M ^ A ) o f L . 

We w i l l p r o v e t h a t L i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c u n d e r a c o n d i t i o n o n f 

w h i c h i s e v e n s l i g h t l y w e a k e r t h a n p a r t i a l p r o p e r n e s s . We s t a r t w i t h 

a n e a s y c o n s e q u e n c e o f T h e o r e m II.10.7 ( n e e d e d h e r e o n l y f o r s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s ) . 

P r o p o s i t i o n 8.5. A s s u m e t h a t M i s s e m i a l g e b r a i c a n d f : A -> N i s 

p r o p e r . T h e n t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e L i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c a n d 

i s , v i a p , a p r o p e r q u o t i e n t o f MU N. T h e map j = p i N i s a n i s o m o r ­

p h i s m o f N o n t o a c l o s e d s u b s p a c e o f L. 

P r o o f . We c h o o s e a n e x h a u s t i o n ( N a l a € i ) o f N. L e t J := { a G I | N ^ z> f ( A ) } . 

T h e n ( N ^ j a G J ) i s a g a i n a n e x h a u s t i o n o f N. We r e g a r d L := M U^N a s a 

s e t . B y T h e o r e m II.10.7 t h e s u b s e t L := Mu rN o f L i s , f o r e v e r y a f a 
a £ J , e q u i p p e d w i t h t h e s t r u c t u r e o f a s e m i a l g e b r a i c s p a c e s u c h t h a t 

p|MU N i s a p r o p e r map f r o m MU N o n t o L . I f 3 € J i s a n i n d e x w i t h a a a 

3 < a , t h e n L f t i s a c l o s e d s u b s p a c e o f L Q . T h e s y s t e m ( L a l a € j ) o f s u b ­

s e t s o f L f u l f i l l s t h e c o n d i t i o n s E1-E5. T h u s , b y T h e o r e m 1.6, t h e 

i n d u c t i v e l i m i t s t r u c t u r e o n L o f t h e f a m i l y o f s p a c e s ( L a l a € j ) m a k e s 



L a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s u c h t h a t e v e r y s p a c e L a i s a c l o s e d 

s u b s p a c e o f L and ( L a l a € J ) i s a n e x h a u s t i o n o f L . T h e map p : MU N -> L 

i s p r o p e r f o r t h i s s p a c e s t r u c t u r e o n L s i n c e a l l t h e r e s t r i c t i o n s 

p ( L a ) -> L a a r e p r o p e r . T h u s L i s t h e s t r o n g q u o t i e n t o f MU N b y p . 

T h i s means t h a t o u r s p a c e s t r u c t u r e o n L i s t h e same a s t h e o n e c h o s e n 

a b o v e . 

We h a v e p~~ 1p(N) = A U N 6 f ( M U N) . T h u s p ( N ) € T ( L ) . T h e r e s t r i c t i o n 

A U N -> p ( N ) o f p i s a p r o p e r map f r o m A U N t o t h e c l o s e d s u b s p a c e 

p ( N ) o f L. R e s t r i c t i n g p f u r t h e r t o N we o b t a i n a b i j e c t i v e p r o p e r 

map f r o m N t o p ( N ) . T h i s i s a n i s o m o r p h i s m . q . e . d . 

D e f i n i t i o n 5. L e t X b e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M. We c a l l 

t h e map f : A -* N p a r t i a l l y p r o p e r n e a r X i f , f o r e v e r y Y € r ( X ) , t h e 

r e s t r i c t i o n o f f t o t h e i n t e r s e c t i o n A H Y o f A w i t h t h e c l o s u r e o f Y 

i n M i s a p r o p e r map f r o m A D Y t o N. ( N . B . T h i s c e r t a i n l y h o l d s i f f 

i s p a r t i a l l y p r o p e r . } 

T h e o r e m 8.6. A s s u m e t h a t f i s p a r t i a l l y p r o p e r n e a r M ^ A . T h e n t h e 

s t r o n g q u o t i e n t L o f MU N b y p i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . T h u s t h e 

d i a g r a m ( 8 . 4 ) i s c o c a r t e s i a n i n t h e c a t e g o r y W S A ( R ) . T h e map p i s 

s t r o n g l y s u r j e c t i v e . T h e r e s t r i c t i o n j = p i N o f p i s a n i s o m o r p h i s m 

o f N o n t o a c l o s e d s u b s p a c e o f L. I f f i s p a r t i a l l y p r o p e r t h e n a l s o 

p i s p a r t i a l l y p r o p e r , h e n c e L i s a p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t o f M U N 

i n t h i s c a s e . 

P r o o f . A s i n t h e p r o o f o f t h e p r e c e d i n g p r o p o s i t i o n we d o n o t e q u i p 

t h e s e t L w i t h t h e s t r o n g q u o t i e n t s t r u c t u r e b y p . We w i l l c o n s t r u c t a 

s p a c e s t r u c t u r e o n L i n a d i f f e r e n t w a y a n d w i l l v e r i f y a p o s t e r i o r i 

t h a t t h i s s p a c e s t r u c t u r e i s t h e s t r o n g q u o t i e n t o f M U N b y p . 



I f E i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M t h e n p ( E U N ) i s t h e s e t 

E U g N w i t h g : A fl E -> N o b t a i n e d f r o m f b y r e s t r i c t i o n . F o r s i m p l i ­

c i t y we d e n o t e t h i s s u b s e t o f L b y E U ^ N . 

We c h o o s e a n e x h a u s t i o n ( X a l a € I ) o f M ^ A . F o r e v e r y a € 1 l e t L a d e n o t e 

t h e s u b s e t X ^ U f N = p ( X a ) U p ( N ) o f L . B y t h e p r e c e d i n g p r o p o s i t i o n a n d 

o u r a s s u m p t i o n o n f we h a v e o n L Q t h e s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s u c h t h a t L a i s a p r o p e r q u o t i e n t o f X a U N u n d e r 

p a := p l X a U N . I f & € I a n d 3 < a t h e n 

P ~ 1 (L r) = [ x & u (A n x a ) ] Li N . 

T h i s i s a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f X Q U N . T h u s L R E T C L ^ ) . 

- -j 

T h e m a p p a g i v e s b y r e s t r i c t i o n a p r o p e r map f r o m p Q ( L R ) t o t h e s p a c e 

L R . T h u s L R i s , i n i t s g i v e n s t r u c t u r e , a c l o s e d s u b s p a c e o f L Q . T h e 

f a m i l y ( L a l a € I ) f u l f i l l s E 1 - E 5 . We e q u i p t h e s e t L w i t h t h e i n d u c t i v e 

l i m i t s p a c e s t r u c t u r e o f t h i s f a m i l y o f s p a c e s . T h e n , b y T h e o r e m 7 . 1 , 

L i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c , e v e r y L a i s a c l o s e d s u b s p a c e o f L , a n d 

( L a l a € l ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f L . T h e f a m i l y ( X ^ l a G i ) t o g e t h e r 

w i t h A a n d N i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M U N . T h e r e s t r i c t i o n s 

p a = p l X ^ U N o f p a r e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c m a p s . T h u s a l s o p l N a n d 

p i A = ( p l N ) o f a r e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . We c o n c l u d e t h a t p i s w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c ( c f . 3 . 1 5 ) . 

We h a v e t o v e r i f y t h e a x i o m s I D 2 - I D 4 f o r p . T h e n we k n o w t h a t p i s 

i d e n t i f y i n g , w h i c h m e a n s t h a t o u r s p a c e s t r u c t u r e o n L r e a l l y i s t h e 

s t r o n g q u o t i e n t s t r u c t u r e b y p . L e t U b e a s u b s e t o f L w i t h 

p ~ 1 (U) € T(ML1 N) . We h a v e p ~ 1 (U n L J = p " 1 (U) n ( X a U N) € f ( X a U N) . T h u s 

U n L ^ € C T ( L a ) f o r e v e r y a € 1 , a n d we c o n c l u d e t h a t U € T ( L ) . T h i s p r o v e s 

I D 2 . T h e p r o o f s o f I D 3 a n d I D 4 a r e s i m i l a r . 

We c h o o s e a n i n d e x a G I . T h e n we k n o w f r o m P r o p o s i t i o n 8 . 5 t h a t 



P ( N ) = P Q ( N ) i s a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f L a , h e n c e o f 

L. We a l s o know f r o m 8.5 t h a t p l N = p a I N = j i s a n i s o m o r p h i s m f r o m 

N o n t o p ( N ) . M o r e o v e r , i t i s e a s i l y s e e n , t h a t p l M * ^ A i s a n i s o m o r p h i s m 

f r o m M \ A o n t o t h e o p e n s u b s p a c e p ( M ^ A ) o f L. S i n c e L i s t h e ( d i s ­

j o i n t ) u n i o n o f p ( M ^ A ) a n d p ( N ) i t i s now e v i d e n t t h a t p i s s t r o n g l y 

s u r j e c t i v e . F o r e v e r y a G I t h e r e s t r i c t i o n p l X a i s p r o p e r . A l s o p l N 

i s p r o p e r . I f f i s p a r t i a l l y p r o p e r t h e n c l e a r l y p i A i s p a r t i a l l y 

p r o p e r . S i n c e t h e X a t o g e t h e r w i t h A a n d N f o r m a n a d m i s s i b l e c o v e r ­

i n g o f M U N b y c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t s we c o n c l u d e t h a t p 

i s p a r t i a l l y p r o p e r i n t h i s c a s e . q . e . d . 

I n t h e f o l l o w i n g we a l w a y s a s s u m e t h a t f : A -* N i s p a r t i a l l y p r o p e r 

n e a r M ^ A . We c a l l M U ^ N t h e s p a c e o b t a i n e d b y g l u i n g M t o N a l o n g A 

by_ f . We u s u a l l y r e g a r d M ^ A a s a n o p e n s u b s p a c e a n d N i s a c l o s e d 

s u b s p a c e o f M U f N i d e n t i f y i n g M ^ A w i t h p ( M ^ A ) a n d N w i t h p ( N ) . 

R e m a r k s 8.7. i ) I f Y i s a s u b s p a c e o f N w i t h f ( A ) e Y t h e n t h e map 

g : A Y o b t a i n e d f r o m f b y r e s t r i c t i o n o f t h e r a n g e s p a c e i s p a r t i a l ­

l y p r o p e r n e a r M ^ A a n d M U ^ Y i s a s u b s p a c e o f M U f N . I f Z i s a c l o s e d 

s u b s p a c e o f M t h e n t h e r e s t r i c t i o n h : Z H A -> N o f f i s p a r t i a l l y 

p r o p e r n e a r Z \ (Z n A) a n d Z U ^ N i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M U f N . T h u s i f 

Z G T ( M ) , Y € 7 ( N ) a r e g i v e n w i t h f (Z DA) c Y t h e n t h e map h : Z 0 A -» Y 

o b t a i n e d f r o m f b y r e s t r i c t i o n i s p a r t i a l l y p r o p e r n e a r Z ^ (Z DA) a n d 

Z Y i s a s u b s p a c e o f M U f N . 

i i ) I f T i s a n y s p a c e t h e n f x i d T : A x T -> N * T i s p a r t i a l l y p r o p e r n e a r 

( M ^ A ) x T , a n d t h e n a t u r a l map f r o m ( M x T ) U f X i ^ ^ N x T ^ t o ( M U f N ) x T 

i s a n i s o m o r p h i s m . I n s h o r t 

( M x T ) U f x i d ( N x T ) = (M U f N ) x T . 

i i i ) I f M a n d N a r e o f c o u n t a b l e t y p e t h e n M U f N i s a g a i n o f c o u n t a b l e 

t y p e . 



i v ) I f M a n d N a r e w e a k p o l y t o p e s t h e n M U ^ N i s a g a i n a w e a k p o l y t o p e . 

N o t i c e t h a t , i n t h i s c a s e , f i s a u t o m a t i c a l l y p a r t i a l l y p r o p e r . 

v ) A s s u m e t h a t M a n d N a r e p o l y t o p i c a n d t h a t f i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

T h e n M U ^ N i s a g a i n p o l y t o p i c a n d 

( M U f N ) + = M + U f + N + . 

D e f i n i t i o n 6. L e t M b e a s p a c e a n d l e t X a n d A b e t w o w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s u b s e t s o f M w i t h A c l o s e d i n M. We s a y t h a t A i s p a r t i a l l y com­

p l e t e n e a r X i f t h e map f r o m A t o t h e o n e p o i n t s p a c e {*} i s p a r t i a l l y 

p r o p e r n e a r X. T h i s m e a n s t h a t A n Y i s a p o l y t o p e f o r e v e r y Y € ^ T ( X ) . 

E x a m p l e 8.8. L e t M b e a s p a c e a n d A a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b ­

s e t o f M w h i c h i s p a r t i a l l y c o m p l e t e n e a r M ^ A . A c c o r d i n g t o T h e o r e m 

8.6 we c a n g l u e M a l o n g A t o t h e o n e p o i n t s p a c e { * } . We d e n o t e t h e 

r e s u l t i n g w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e b y M/A. I f A i s e m p t y t h e n M/A 

i s t h e d i r e c t sum o f M a n d {*}. O t h e r w i s e M/A i s t h e s t r o n g q u o t i e n t 

o f t h e s p a c e M b y t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n TT : M -> M/A. {TT i s t h e map g 

i n t h e d i a g r a m ( 8 . 4 ) i n t h e p r e s e n t s p e c i a l c a s e . } T h e map TT i d e n t i ­

f i e s t h e s e t A i n t o o n e p o i n t £ a n d maps M ^ A i s o m o r p h i c a l l y o n t o 

(M/A) M £ h I f ( M a l a e i ) i s a n e x h a u s t i o n o f M t h e n (TT ( M a ) I a € i ) i s a n 

e x h a u s t i o n o f M/A, a n d t h e r e s t r i c t i o n Tt a : M Q -» TT ( M a ) o f TT e x h i b i t s 

TT(M a) a s t h e s t r o n g q u o t i e n t M Q/A n M Q o f M Q , w h e n e v e r A PI M a * 0. 

N o t i c e t h a t , i n o r d e r t o c o n s t r u c t M/A a s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e , i t s u f f i c e s t o a p p l y T h e o r e m 1.6. T h e m o r e d i f f i c u l t T h e o r e m 

7.1 i s n o t n e e d e d h e r e . 

S u b e x a m p l e 8.9. L e t M b e p o l y t o p i c a n d l e t M ^ P b e a c o m p l e t i o n o f 

M (§6, D e f . 2 ) , w i t h M r e g a r d e d a s a s u b s p a c e o f P. A s s u m e t h a t M i s 

o p e n i n P. { S u c h c o m p l e t i o n s e x i s t i n a b u n d a n c e i f M i s p a r a c o m p a c t 



l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c , c f . C h a p . I I . } T h e n a t u r a l map f : P M + w i t h 

f ( x ) = x f o r x € M a n d f (x) = » f o r x C M ( c f . P r o p . 6.6) y i e l d s a n i s o ­

m o r p h i s m P/P M + . 

We r e t u r n t o t h e g e n e r a l s i t u a t i o n ( 8 . 4 ) a s s u m i n g t h a t f i s p a r t i a l l y 

p r o p e r n e a r M ^ A . We w a n t t o s a y a l i t t l e m o r e a b o u t t h e r e l a t i o n 

b e t w e e n t h e s p a c e s M U ^ N , M a n d N. 

D e f i n i t i o n 7. L e t ip : X -+ Y be a map b e t w e e n s p a c e s a n d l e t C b e a 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f X. We s a y t h a t <p i s p a r t i a l l y p r o p e r 

r e l a t i v e C i f , f o r e v e r y Z € f(X ^ C ) , t h e map cpl Z f r o m Z t o Y i s p r o p e r 

P r o p o s i t i o n 8 . 10. I f f : A -* N i s p a r t i a l l y p r o p e r n e a r M ^ A t h e n t h e 

map g : M M U f N ( c f . 8.4) i s p a r t i a l l y p r o p e r r e l a t i v e A. 

P r o o f . L e t a g a i n ( X g l a G I ) b e a n e x h a u s t i o n o f M"^A. B y P r o p . 8.5 t h e 

map g l X a : X a -> X a U N i s p r o p e r f o r e v e r y a € i . T h u s g l Y i s p r o p e r 

f o r e v e r y Y € J T ( M ^ A ) . q . e . d . 

D e f i n i t i o n 8. a) A c l o s e d p a i r o f s p a c e s i s a p a i r (X,C) o f s p a c e s 

w i t h C a c l o s e d s u b s p a c e o f X. 

b) A r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e i s a c l o s e d p a i r o f s p a c e s (X,C) s u c h 

t h a t t h e map f r o m X t o t h e o n e p o i n t s p a c e {*} i s p a r t i a l l y p r o p e r 

r e l a t i v e C. We t h e n a l s o s a y t h a t X i s p a r t i a l l y c o m p l e t e r e l a t i v e C. 

T h i s t e r m i n o l o g y may l o o k o v e r - s o p h i s t i c a t e d a t p r e s e n t . I t w i l l 

t u r n o u t t o b e v e r y c o n v e n i e n t i n t h e n e x t c h a p t e r . 

P r o p o s i t i o n 8 . 1 1 . I f (M,A) i s a r e l a t i v e weak p o l y t o p e t h e n a n y map 

f : A -> N i n t o a s p a c e N i s p a r t i a l l y p r o p e r n e a r M ^ A , a n d (M U fN,N) 

i s a g a i n a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e . I n p a r t i c u l a r (N = { * } ) , A i s 



p a r t i a l l y c o m p l e t e n e a r M ^ A a n d M/A i s a w e a k p o l y t o p e . T h e map 

g : M/A -+ M U^N/N i n d u c e d b y g : M -> M U^N i s a n i s o m o r p h i s m . 

T h e p r o o f may b e s a f e l y l e f t t o t h e r e a d e r . 

We m e n t i o n t h a t - s i m i l a r t o p a r t i a l p r o p e r n e s s - a l s o p a r t i a l 

p r o p e r n e s s r e l a t i v e t o a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t c a n b e c h a r a c t e r i z ­

e d b y a p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n . 

P r o p o s i t i o n 8 .12. L e t f : M -> N b e a map b e t w e e n s p a c e s a n d l e t C € T ( M ) . 

T h e n f i s p a r t i a l l y p r o p e r r e l a t i v e C i f f t h e f o l l o w i n g h o l d s . I f 

a : [ 0 , 1 [ M i s a n i n c o m p l e t e p a t h s u c h t h a t a ( [ 0 , 1 [ ) c M ^ C a n d 

f»a c a n b e c o m p l e t e d t h e n a c a n b e c o m p l e t e d . 

P r o o f o f t h e n o n t r i v i a l d i r e c t i o n . We a s s u m e t h a t f f u l f i l l s t h e p a t h 

l i f t i n g c o n d i t i o n j u s t s t a t e d , a n d we h a v e t o p r o v e , f o r a g i v e n 

Z e j r ( M ^ C ) t h a t t h e r e s t r i c t i o n f | B w i t h B := ~Z i s p r o p e r . We c h o o s e 

a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t D o f N w h i c h c o n t a i n s f ( B ) . L e t h : B -» D 

b e t h e map o b t a i n e d f r o m f b y r e s t r i c t i o n . T h e s e t Z i s s e m i a l g e b r a i c 

a n d d e n s e i n B. We c h o o s e a p r o p e r e x t e n s i o n o f h , i . e . a c o m m u t a t i v e 

t r i a n g l e o f s e m i a l g e b r a i c maps 

B « -B 

w i t h h p r o p e r a n d i a d e n s e e m b e d d i n g o f B, w h i c h we r e g a r d a s a n 

i n c l u s i o n ( c f . 1 1 . 1 2 . 1 0 ) . We w a n t t o p r o v e t h a t B = B. S u p p o s e n o t . 

We c h o o s e a p o i n t x € B ^ B . S i n c e Z i s d e n s e i n B t h e r e e x i s t s a p a t h 

a : [ 0 , 1 ] -* B w i t h a ( 1 ) = x a n d a ( [ o , l [ ) c z. Now c o n s i d e r t h e r e ­

s t r i c t i o n a : [ 0 , 1 [ -» Z o f a . T h e i n c o m p l e t e p a t h h°a i n D c a n b e 

c o m p l e t e d b y h « a . B y o u r a s s u m p t i o n a c a n b e c o m p l e t e d t o a p a t h 



3 : [ 0 , 1 ] -> B. We m u s t h a v e a ( 1 ) = 3 ( 1 ) = x. B u t x C B . T h i s c o n t r a ­

d i c t i o n p r o v e s t h a t f l B i s i n d e e d p r o p e r . 

E x a m p l e 8 . 1 3 . A c l o s e d p a i r o f s p a c e s (M,A) i s a r e l a t i v e w e a k p o l y ­

t o p e i f f e v e r y i n c o m p l e t e p a t h i n M ^ A c a n be c o m p l e t e d i n M. 



We c o n t i n u e w o r k i n g i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) o f f u n c t i o n r i n g e d 

s p a c e s o v e r R i n s t e a d o f j u s t W S A ( R ) . 

I n t h e f o l l o w i n g M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d ( M ^ l a G I ) 

i s a n e x h a u s t i o n o f M. We w a n t t o c o n s t r u c t a w e a k p o l y t o p e P o v e r R 

t o g e t h e r w i t h a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map p : P -> M w h i c h h a s t h e 

f o l l o w i n g u n i v e r s a l p r o p e r t y . F o r e v e r y m o r p h i s m (= w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c map) f : Q -> M f r o m a w e a k p o l y t o p e Q ( o v e r R, a s a l w a y s ) t o N 

t h e r e e x i s t s a u n i q u e m o r p h i s m g : Q -> P w i t h p»g = f . 

( 9 . 0 ) q,< 

,P 

P 

M 

l 

D e f i n i t i o n 1. We c a l l s u c h a w e a k p o l y t o p e P, o r m o r e p r e c i s e l y t h e 

map p : P -> M, a p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e o f M. 

N o t i c e t h a t i t s u f f i c e s t o d e m a n d t h e u n i v e r s a l p r o p e r t y ( 9 . 0 ) f o r 

m o r p h i s m s f w i t h Q a p o l y t o p e , s i n c e e v e r y w e a k p o l y t o p e i s a n i n d u c ­

t i v e l i m i t o f p o l y t o p e s i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) . I t i s a l s o c l e a r , 

t h a t a n y t w o p a r t i a l l y c o m p l e t e h u l l s o f M a r e i s o m o r p h i c o v e r M. 

T h u s we may s p e a k o f " t h e " p a r t i a l l y c o m p l e t e h u l l o f M, i f i t e x i s t s . 

How s h o u l d P l o o k l i k e ? E x p l o i t i n g t h e u n i v e r s a l p r o p e r t y ( 9 . 0 ) f o r 

Q t h e o n e - p o i n t s p a c e we s e e t h a t p m u s t b e b i j e c t i v e . T h u s , i f t h e 

p a r t i a l l y c o m p l e t e h u l l p : P -+ M e x i s t s , we may a s s u m e t h a t t h e 

s p a c e s P a n d M h a v e t h e same u n d e r l y i n g s e t a n d p i s t h e i d e n t i t y map 

o f t h i s s e t . I n o t h e r w o r d s , P i s t h e s e t M e q u i p p e d w i t h a f i n e r s p a c e 

s t r u c t u r e t h a n t h e s p a c e M . { T h i s m e a n s T ( M ) c T ( P ) , a n d C o v M ( U ) c: 

C o v p (U) , C> M(U) C © M ( P ) f o r e v e r y U € T(M) . } S i n c e i d M i s a m o r p h i s m 



f r o m P t o M, we a l s o h a v e J f ( P ) c r ( M ) . 

I f K € ? ( P ) t h e n K i s a p o l y t o p e . T h u s p l K i s a p r o p e r m o r p h i s m f r o m 

K a s a s u b s p a c e o f P t o K a s a s u b s p a c e o f M. T h i s m u s t b e a n i s o m o r ­

p h i s m . I n o t h e r w o r d s , K € ^ c ( M ) a n d t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o f K i n 

M a n d P a r e t h e same. 

C o n v e r s e l y , i f K 6 #"c (M) t h e n we c a n a p p l y t h e u n i v e r s a l p r o p e r t y ( 9 . 0 ) 

t o t h e i n c l u s i o n m o r p h i s m M o f t h e s u b s p a c e K o f M, a n d we l e a r n 

t h a t K 6 F(P). T h u s ^ ( P ) = (M) . 

S i n c e t h e s p a c e P i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c we now c a n d e s c r i b e t h e 

s t r u c t u r e o f P: T h e s p a c e P i s t h e s e t M e q u i p p e d w i t h t h e i n d u c t i v e 

l i m i t s t r u c t u r e o f t h e d i r e c t e d f a m i l y o f p o l y t o p e s X*c (M) i n t h e c a t e ­

g o r y S p a c e ( R ) . ( E v e r y e l e m e n t o f X*c(M) i s i n d e x e d b y i t s e l f ; t h e 

t r a n s i t i o n m o r p h i s m s a r e t h e i n c l u s i o n s . ) 

M o r e e x p l i c i t l y t h i s m e a n s t h e f o l l o w i n g : A s u b s e t U o f M i s a n e l e ­

m e n t o f T ( P ) i f f K n u e H K ) f o r e v e r y K € tf*c (M) . A f a m i l y ( U ^ I X e A ) i n 
o 

T ( P ) i s a n e l e m e n t o f C o v p i f , f o r e v e r y K £ !TC (M) , t h e f a m i l y 

( K f l U ^ I X G A ) i s a n e l e m e n t o f C o v K - { T h i s m e a n s t h a t t h e i n t e r s e c t i o n 

o f K w i t h U := U ( U A I X € A ) i s t h e u n i o n o f f i n i t e l y many s e t s K D . } 

A f u n c t i o n f : U -» R o n some U € T ( P ) i s a n e l e m e n t o f O p ( U ) i f f 

f | K n u e © K ( K n u ) f o r e v e r y K E ^ (M) . 

A l l t h i s h a s b e e n s a i d u n d e r t h e a s s u m p t i o n t h a t a p a r t i a l l y c o m p l e t e 

h u l l e x i s t s . We now make t h e f o l l o w i n g g e n e r a l d e f i n i t i o n . 

D e f i n i t i o n 2. P(M) d e n o t e s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e d i r e c t e d f a m i l y 

o f w e a k p o l y t o p e s T (M) i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) , w i t h u n d e r l y i n g s e t M , 



a n d p M : P(M) -+ M i s t h e m o r p h i s m i n d u c e d b y t h e f a m i l y o f i n c l u s i o n 

m o r p h i s m s K °> M , w i t h K r u n n i n g t h r o u g h ^ (M) . 

N o t i c e t h a t , o n t h e s e t t h e o r e t i c a l l e v e l , p M i s t h e i d e n t i t y map o f 

t h e s e t M. B y o u r d i s c u s s i o n a b o v e t h e f i r s t h a l f o f t h e f o l l o w i n g 

p r o p o s i t i o n i s a l r e a d y c l e a r . 

P r o p o s i t i o n 9.1. i ) I f M a d m i t s a p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e t h e n P(M) 

i s a w e a k p o l y t o p e a n d p M : P(M) -* M i s a p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e o f 

M. A l s o tf*c(M) = r ( P ( M ) ) a n d , f o r e v e r y K € ^ c (M) , t h e s p a c e s t r u c t u r e s 

o n M a s a s u b s p a c e o f M a n d P(M) a r e t h e same. 

i i ) I f t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e P ( M ) i s a w e a k p o l y t o p e t h e n 

P M : P(M) -» M i s a p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e o f M. 

P r o o f . I t r e m a i n s t o p r o v e t h e s e c o n d c l a i m i i ) . I f K i s a c o m p l e t e 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f t h e s p a c e M t h e n i t i s e a s i l y v e r i f i e d t h a t 

K i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n P (M) a n d t h a t t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e o n 

t h e s e t K i n M a n d P(M) a r e t h e same ( c f . § 1 , D e f . 5; f o r t h i s we d o 

n o t n e e d t h a t P (M) i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) . 

L e t now a m o r p h i s m f : Q -> M be g i v e n w i t h Q a p o l y t o p e . T h e n K : = f (Q) 

i s a n e l e m e n t o f ^ c (M) . We e q u i p t h e s e t K w i t h i t s s u b s p a c e s t r u c ­

t u r e i n M. We h a v e a u n i q u e f a c t o r i z a t i o n f = i«g w i t h g a m o r p h i s m 

f r o m Q t o K a n d i t h e i n c l u s i o n m o r p h i s m K ^ M. A s j u s t h a s b e e n 

p r o v e d , t h e s p a c e K i s a l s o a s u b s p a c e o f P (M) . D e n o t i n g t h e i n c l u s i o n 

m o r p h i s m f r o m K t o P(M) b y j we h a v e t h e f a c t o r i z a t i o n i = P M ° j o f i , 

h e n c e t h e f a c t o r i z a t i o n f = P M ° g o f f w i t h g := j°f. S i n c e p M i s b i -

j e c t i v e t h i s i s t h e o n l y f a c t o r i z a t i o n o f f t h r o u g h p ^ , a n d we h a v e 

v e r i f i e d t h e r e q u i r e d u n i v e r s a l p r o p e r t y ( 9 . 0 ) o f p ^ . q . e . d . 

D e f i n i t i o n 3. We c a l l t h e r e a l c l o s e d f i e l d R s e q u e n t i a l , i f t h e r e 



e x i s t s i n R a s e q u e n c e ( c ^ l k G l N ) o f p o s i t i v e e l e m e n t s c o n v e r g i n g t o 

z e r o . R e p l a c i n g i n s u c h a s e q u e n c e e v e r y b y t h e m i n i m u m o f 

e ̂  , ̂ 2 ' • • • ' e k w e m a Y t h e n a s s u m e t h a t e^. > ' a n < ^ o m i t t i n g some 

e-^t e v e n t h a t > f o r e v e r y k € IN . 

V e r y many r e a l c l o s e d f i e l d s a r e s e q u e n t i a l . F o r e x a m p l e , e v e r y r e a l 

c l o s u r e o f a f i e l d , w h i c h i s f i n i t e l y g e n e r a t e d o v e r $ o r I R , i s 

s e q u e n t i a l , c f . [ D u ] , [ L S A , p. 4 4 ] . ( T h e s e f i e l d s a r e e v e n m i c r o b i a l , 

i . e . c o n t a i n a n e l e m e n t & > 0 , s u c h t h a t (£ nlnEJN) i s a n u l l s e q u e n c e . ) 

O u r m a i n g o a l i n t h i s s e c t i o n i s t o p r o v e 

T h e o r e m 9.2. A s s u m e t h a t R i s s e q u e n t i a l . T h e n M a d m i t s a p a r t i a l l y 

c o m p l e t e c o r e . 

T h e p r o o f o f t h e t h e o r e m w i l l b e b a s e d o n t h r e e e a s y l e m m a s , t w o o f 

t h e m s t a t e d i n a s l i g h t l y m o r e g e n e r a l f o r m t h a n a c t u a l l y n e e d e d f o r 

t h a t . 

Lemma 9.3. A s s u m e t h a t M a d m i t s a p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e q : Q -> M. 

L e t A € T (M) . T h e n t h e r e s t r i c t i o n q ^ : q 1 (A) -* A o f q i s a p a r t i a l l y 

c o m p l e t e c o r e o f A. T h u s P ( A ) i s a c l o s e d s u b s p a c e o f t h e w e a k p o l y ­

t o p e P (M) . 

I n d e e d , i t i s e v i d e n t f r o m o u r s u b s p a c e t h e o r y ( P r o p . 3.2) t h a t q A 

f u l f i l l s t h e u n i v e r s a l p r o p e r t y c h a r a c t e r i z i n g a p a r t i a l l y c o m p l e t e 

h u l l o f A. 

Lemma 9.4. A s s u m e t h a t , f o r e v e r y a € i , t h e s p a c e P (M ) i s a w e a k 

p o l y t o p e . T h e n P(M) i s a w e a k p o l y t o p e . 



P r o o f . I f 3 < a t h e n P ( M R ) i s a c l o s e d s u b s p a c e o f P (M^) b y Lemma 9.3. 

T h e o r e m 7.1 a p p l i e s t o t h e s e t M a n d t h e f a m i l y o f s p a c e s ( P ( M a ) l a € I ) . 

T h u s t h e r e e x i s t s a s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e Q o n t h e 

s e t M s u c h t h a t , f o r e v e r y a E I , t h e s p a c e PCM^) i s a c l o s e d s u b s p a c e 

o f Q, a n d ( P ( M ^ ) I a G I ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f P ( M ) . T h i s s p a c e Q 

i s a w e a k p o l y t o p e . T h e i d e n t i t y map o f M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

map f r o m Q t o M w h i c h f u l f i l l s t h e u n i v e r s a l p r o p e r t y c h a r a c t e r i z i n g 

a p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e o f M. We c o n c l u d e f r o m P r o p o s i t i o n 9 . 1 . i 

t h a t Q = P ( M ) . q . e . d . 

Lemma 9.5. A s s u m e t h a t t h e r e e x i s t s a c o u n t a b l e f a m i l y ( P ^ l k € 3 N ) i n 

T Q ( M ) , w i t h P^ a P ^ + 1 f o r e v e r y k E 3N , s u c h t h a t e v e r y K E f c (M) i s 

c o n t a i n e d i n some P^.. T h e n P (M) i s a w e a k p o l y t o p e . ( T h u s , b y 9 . 1 . i i , 

p M i s a p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e o f M.} 

P r o o f . E v e r y s p a c e P^ i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s p a c e s 

V ( P , ) i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) . T h u s t h e h y p o t h e s i s o f t h e lemma 
C K. 

i m p l i e s t h a t t h e s p a c e P(M) i s t h e i n d u c t i v e l i m i t i n S p a c e ( R ) o f t h e 

d i r e c t e d f a m i l y o f s p a c e s ( P ^ l k E n N ) . T h e o r e m 7.1 now i m p l i e s t h a t 

P(M) i s a w e a k p o l y t o p e ( a n d t h a t ( P ^ l k E H N ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g 

o f P ( M ) ) . 

R e m a r k . I n t h e p r o o f o f T h . 9.2 t h i s lemma w i l l b e o n l y n e e d e d f o r M 

s e m i a l g e b r a i c . I n t h a t c a s e T h . 1.6 i n s t e a d o f T h . 7.1 s u f f i c e s f o r 

t h e p r o o f . B u t T h . 7.1 i s n e e d e d i n f u l l s t r e n g t h t o p r o v e Lemma 9.4. 

We now p r o v e T h e o r e m 9.2. B y Lemma 9.4 i t s u f f i c e s t o c o n s i d e r t h e 

c a s e t h a t M i s s e m i a l g e b r a i c . 

C l a i m . T h e r e e x i s t s a f a m i l y ( P k I k G I N ) i n JT ( M ) , w i t h P k c P k + 1 f o r 

e v e r y k 6 1 , s u c h t h a t e v e r y K 6 f (M) i s c o n t a i n e d i n some P, . 



O n c e we h a v e p r o v e d t h i s c l a i m we a r e d o n e b y Lemma 9.5. 

C h o o s i n g a t r i a n g u l a t i o n o f M we a s s u m e , w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y , 

t h a t M i s a f i n i t e s i m p l i c i a l c o m p l e x o v e r R. I t s u f f i c e s t o f i n d , 

f o r e v e r y o p e n s i m p l e x o € I (M) , a f a m i l y ( P k ( a ) | k € H N ) i n (a DM) 

w h i c h f u l f i l l s t h e c l a i m f o r t h e c l o s u r e a n M o f a i n M. T h e n t h e 

f a m i l y o f s e t s 

P k : = U ( P k ( o ) l a e i < M > ) 

w i l l f u l f i l l t h e c l a i m f o r M. T h u s we r e t r e a t t o t h e c a s e t h a t M i s , 

f o r some n € 3N Q , a s u b c o m p l e x o f t h e c l o s e d s t a n d a r d n - s i m p l e x V ( n ) 

c o n t a i n i n g t h e o p e n s t a n d a r d n - s i m p l e x V(n). We p r o c e e d b y i n d u c t i o n 

o n t h e n u m b e r t o f o p e n s i m p l i c e s i n V ( n ) ^M. I f t = 0 t h e n M = V ( n ) 

i s c o m p l e t e a n d we a r e d o n e . L e t t > 0. We c h o o s e some o p e n s i m p l e x 

a i n V ( n ) \M. L e t N := M U o . B y i n d u c t i o n h y p o t h e s i s t h e r e e x i s t s 

a c o u n t a b l e f a m i l y ( Q k l k 6 1N) i n f (N) s u c h t h a t Q k c Q k + 1 a n d 

e v e r y L € tc (N) i s c o n t a i n e d i n some Q k. We c h o o s e a n u m b e r i n g 

e
0 ' e 1 » - « - / e n

 o f t n e v e r t i c e s o f V ( n ) s u c h t h a t a = ] e Q , e ^ , . . . , e r [ . 

L e t A Q ( x ) , . . . , A n ( x ) d e n o t e t h e b a r y c e n t r i c c o o r d i n a t e s o f a p o i n t 

x € V ( n ) { A i ( x ) > 0 , A Q ( x ) + . . . + X n ( x ) = 1 , A Q ( x ) e Q + . . . + A R ( x ) e R = x } . 

We c h o o s e some n u l l s e q u e n c e ( e k l k E 3 N ) o f p o s i t i v e e l e m e n t s i n R w i t h 
*) 

e k > e k + 1 f o r e v e r y k e i , a n d we d e f i n e , f o r e v e r y k £ ] N t h e s e t 

, n / r \ k 1 
X, := ( x € V ( n ) I A . ( x ) > e, T T A ( x ) 

'j=r+1 3 ~ k V i = 0 1 1 J 

X k i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n V(n), h e n c e c o m p l e t e . We h a v e n o = 0 

a n d X k e X k + / J . T h e s e t P k := X k n Q k i s c o m p l e t e s e m i a l g e b r a i c a n d c o n ­

t a i n e d i n M, a n d P k <= P k +>j . L e t K E X* (M) b e g i v e n . F o r e v e r y x € K t h e 

f o l l o w i n g h o l d s , s i n c e a DM = 0 : 

I am i n d e b t e d t o H a n s D e l f s f o r t h i s c l e v e r d e f i n i t i o n . 



n r 
I X . ( x) = 0 => TT A . ( x ) = 0 . 

j = r + 1 3 i = 0 

By t h e i n e q u a l i t y o f L o j a s i e w i c z ( g e n e r a l i z e d t o a n a r b i t r a r y r e a l 

c l o s e d f i e l d , c f . [D, p . 4 3 ] , [ B C R , C h a p . 2, §6]) t h e r e e x i s t s some 

k € IN w i t h 

n / r x k 
I X ( x ) > £ k TT X (x) 

j = r + 1 3 v i = 0 1 / 

f o r e v e r y x £ K . M o r e o v e r , t h e r e e x i s t s some s > k w i t h K cQ. s• T h u s 

K c P g , a n d o u r c l a i m i s p r o v e d . T h i s f i n i s h e s t h e p r o o f o f T h e o r e m 9.2. 

C o r o l l a r y 9.6. I f R i s s e q u e n t i a l a n d M i s o f c o u n t a b l e t y p e t h e n 

a l s o P ( M ) i s o f c o u n t a b l e t y p e . 

P r o o f . We s t a r t w i t h a n e x h a u s t i o n (M |n€3N) o f M. T h e n (P(M n)|n€IN) 

i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f P ( M ) , a s i s e v i d e n t f r o m t h e p r o o f o f 

Lemma 9.4. A s we h a v e j u s t s e e n i n t h e p r o o f o f T h e o r e m 9.2, t h e r e 

e x i s t s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g (P ,|kGIN) o f P ( M ) b y p o l y t o p e s , f o r 
n , K n 

e v e r y n € IN . Now (P , I ( n , k ) €3Nx3N) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f n , jc 

P (M) b y p o l y t o p e s w i t h c o u n t a b l e i n d e x s e t INxiN. T h i s p r o v e s t h a t 

P(M) i s o f c o u n t a b l e t y p e . 

P r o p o s i t i o n 9.7. A s s u m e t h a t M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c ( a n d , a s 

a l w a y s , w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) . A s s u m e a l s o t h a t M i s p o l y t o p i c , i . e . 

l o c a l l y c o m p l e t e ( c f . 6 . 3 ) . T h e n t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e P(M) i s 

t h e same a s t h e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M 1 q c c o n s t r u c t e d i n I , § 7 . 

T h i s i s e v i d e n t f r o m 1 . 7 . 8 . 

We now a s s u m e a b o u t o u r s p a c e M t h a t P(M) i s a weak p o l y t o p e . We d o 

n o t a s s u m e t h a t t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a l . On t h e c o n t r a r y , we w i l l 

p r o v e t h i s b e l o w e x c e p t i n t h e t r i v i a l c a s e t h a t M i s a w e a k p o l y t o p e . 



We w a n t t o d e s c r i b e t h e s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s a n d t h e e x h a u s t i o n s o f 

t h e s p a c e M. S i n c e t h e i d e n t i t y o f M i s a m o r p h i s m f r o m P(M) t o M we 

h a v e ) T ( P ( M ) ) c JT(M) ( a s a l r e a d y o b s e r v e d a b o v e ) a n d T ( P ( M ) ) => T(M) . 

B y P r o p o s i t i o n 9 . 1 . i we h a v e f (P (M) ) = ^ ( M ) , a n d f o r e v e r y K € T c (M) 

t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n K i n M a n d P(M) a r e t h e same. T h e f o l l o w ­

i n g p r o p o s i t i o n i s now e v i d e n t b y C o r o l l a r y 3.16. 

P r o p o s i t i o n 9.8. A n o r d e r e d f a m i l y ( K ^ I X € A ) i n X* (M) i s a n e x h a u s t i o n 

o f P(M) i f f t h e f a m i l y f u l f i l l s E 2 - E 5 a n d e v e r y K E ^ ( M ) i s c o n t a i n e d 

i n some . 

B y t h e u n i v e r s a l p r o p e r t y o f p M i t i s e v i d e n t t h a t a p a t h i n M i s t h e 

same t h i n g a s a p a t h i n P ( M ) . We c o n c l u d e f r o m P r o p . 3.6 a n d t h e s e m i ­

a l g e b r a i c c u r v e s e l e c t i o n lemma ( [ B C R ] , [DK 2# § 1 2 ] , [ D K 4 , §2]) t h a t , 

f o r e v e r y X € }f(M) , t h e c l o s u r e s o f X i n M a n d i n P (M) a r e e q u a l . We 

d e n o t e t h i s s e t u n a m b i g u o u s l y b y X. 

P r o p o s i t i o n 9.9. 8*(P (M) ) i s t h e s e t o f a l l X € r(M) w i t h X € JT (M) . F o r 

e v e r y s u c h s e t X t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n X i n t h e s p a c e s M a n d 

P(M) a r e e q u a l . 

P r o o f . I f X £ y(M) a n d X € JT (M) t h e n X € T ( P (M) ) a n d X € f (P (M)) . T h i s 

i m p l i e s t h a t x e n P ( M ) ) . C o n v e r s e l y , i f X £ JT(P(M)) t h e n , b y P r o p . 3.6, 

X € J T ( P ( M ) ) = ^ c ( M ) . T h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n X w i t h r e s p e c t t o M 

a n d P(M) b o t h c o i n c i d e w i t h t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e i n t h e p o l y t o p e X. 
q . e . d . 

We now s t a t e a c o n v e r s e t o T h e o r e m 9.2. 

T h e o r e m 9.10. A s s u m e t h a t M i s n o t a w e a k p o l y t o p e b u t P(M) i s a w e a k 

p o l y t o p e . T h e n R i s s e q u e n t i a l . 



P r o o f . S i n c e M i s n o t a w e a k p o l y t o p e t h e r e e x i s t s a n i n c o m p l e t e p a t h 

T : [ 0 , 1 [ -» M w h i c h c a n n o t b e c o m p l e t e d ( C o r . 5 . 8 ) . T h e r e e x i s t s some 

c € ] 0 , 1 [ s u c h t h a t y l [ c , 1 [ i s a n e m b e d d i n g ( c f . t h e a r g u m e n t i n 

[ D K 4 , p . 3 0 5 f ] ) . T h e s e t A := y ( [ c , 1 [ ) i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n M, 

s i n c e y i s p r o p e r ( c f . I I . 9 . 9 ) . T h e s u b s p a c e A o f M i s i s o m o r p h i c t o 

] 0 , 1 ] . B y Lemma 9.3, P ( A ) i s a w e a k p o l y t o p e . T h u s P ( ] 0 , 1 ] ) i s a weak 

p o l y t o p e . 

L e t ( K ^ l a E I ) b e a f a i t h f u l e x h a u s t i o n o f P ( ] 0 , 1 ] ) . E v e r y K a i s a 

c o m p l e t e s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f ] 0 , 1 ] . O m i t t i n g f r o m t h e f a m i l y 

(K |a£I) a l l s e t s w h i c h d o n o t c o n t a i n 1, we may a s s u m e t h a t 1 E K 

f o r e v e r y a E I . T h e c o n n e c t e d c o m p o n e n t L ^ o f 1 i n i s a c l o s e d 

i n t e r v a l [ e a , 1 J , w i t h some e € ] 0 , 1 ] . F o r a n y c € ] 0 , 1 [ t h e r e e x i s t s 

some a E I w i t h < c . I n d e e d , b y P r o p . 9.8, t h e r e e x i s t s some a E I 

w i t h [ C , 1 ] c: K a , a n d t h i s i m p l i e s [ c , 1 ] c L
a • 

F o r a n y a E I l e t m ( a ) d e n o t e , a s b e f o r e , t h e n u m b e r o f e l e m e n t s (3 E I 

w i t h 3 < a . We c l a i m t h a t , f o r e v e r y n o n n e a a t i v e i n t e g e r n , t h e 

s e t { e Q I a £ l , m ( a ) < n ) c o n t a i n s a t m o s t n+1 e l e m e n t s . We p r o v e t h i s 

c l a i m b y i n d u c t i o n o n n. F o r n = 0 t h e r e i s n o t h i n g t o p r o v e s i n c e 

t h e r e e x i s t s o n l y o n e i n d e x a w i t h m ( a ) = 0 . L e t n > 0 . A s s u m e t h a t a 

a n d 3 a r e t w o d i f f e r e n t i n d i c e s w i t h m (a) = m(3) = n. We h a v e 0 = 

w i t h some y E I s u c h t h a t y < a , y < 3 , m ( y ) < n-1 . F r o m K Q D K ^ a n d 

we c o n c l u d e t h a t L a => L ^ a n d L ^ h e n c e e a < a n d < e^.. 

S u p p o s e t h a t e a < c ^ , < e y , a n d , s a y , < e^. T h e n [e^^] i s c o n ­

t a i n e d i n L ^ , c o n t r a d i c t i n g t h e d e f i n i t i o n o f e^. T h u s e Q = o r 

e 3 = e y * W e s e e t h a t t h e s e t { e
a l m ( a ) £ n ) c o n t a i n s a t m o s t o n e m o r e 

e l e m e n t t h a n ( e a l m ( a ) < n - 1 } , a n d we c o n c l u d e f r o m t h e i n d u c t i o n h y p o ­

t h e s i s t h a t {e l m ( a ) <n} c o n t a i n s a t m o s t n+1 e l e m e n t s . O u r c l a i m 

i s p r o v e d . 



S i n c e t h e s e t ( e a l m ( a ) < n} i s f i n i t e i t m a k e s s e n s e t o d e f i n e , f o r 

e v e r y n £ 3 N Q , 

:= m i n {£ lm(o<) < n} . n a — 

We h a v e e > 0 a n d e > e ^ . F o r e v e r y c € ] 0 , 1 [ t h e r e e x i s t s some n n — n~r i 

a € I w i t h £ a < c , a s s h o w n a b o v e . T h e n e m < c f o r m := m ( a ) . T h i s 

p r o v e s t h a t t h e s e q u e n c e ( £ n I n € I N O ) c o n v e r g e s t o z e r o . R i s s e q u e n ­

t i a l , q . e . d . 

I n t h e f o l l o w i n g we a s s u m e t h e f i e l d R t o be s e q u e n t i a l . We w a n t t o 

c o m p a r e t h e s t r o n g t o p o l o g i e s o f t h e s p a c e s M a n d P ( M ) . We d e n o t e b y 

M t o p a n d P ^ t o p t h e S e t M e < 3 u i P P e d w i t n t n e s t r o n g t o p o l o g i e s o f t h e 

s p a c e s M a n d P(M) r e s p e c t i v e l y ( c f . § 3 , D e f . 4 ) . T h e s e a r e t o p o l o g i c a l 

s p a c e s i n t h e c l a s s i c a l s e n s e . p M i s a c o n t i n u o u s map f r o m P ( M ) t Q p t o 

M t o p ' w h i c h m e a n s t h a t t h e t o p o l o g y P ( M ) t Q p i s f i n e r t h a n M
t o p * 

T h e o r e m 9 .11. T h e f o l l o w i n g a r e e q u i v a l e n t . 

a) P ( M ) t Q p = M t o p . 

b) E v e r y c o m p a c t s u b s e t C o f M. i s c o n t a i n e d i n some K € f (M) . 
t o p c 

c) E v e r y c o n v e r g i n g s e q u e n c e ( x n l n € I N ) i n M t Q p i s c o n t a i n e d i n some 

K G r ( M ) . 
c 

d) M i s p o l y t o p i c . 

d) => a) : L e t W be a n o p e n s u b s e t o f p ( M ) t o p « W e h a v e t o v e r i f y t h a t 

W i s a l s o o p e n i n M t o p / w h i c h m e a n s t h a t W fl i s o p e n i n ( M
a ) t Q p f ° r 

e v e r y a € I . L e t some a € 1 a n d a p o i n t x C W fl M Q b e g i v e n . T h e r e e x i s t s 

a s e t T € i f ( M a ) w i t h x € T a n d T c o m p l e t e . H e r e f i s t h e c l o s u r e o f T 

i n ( M
a ) t Q p - T n e s t r o n g t o p o l o g y o f T c o i n c i d e s w i t h t h e s u b s p a c e 

t o p o l o g y i n M t Q p ( P r o p . 3 . 5 . i i ) . S i n c e f € t Q ( M ) , i t a l s o c o i n c i d e s 

w i t h t h e s u b s p a c e t o p o l o g y i n P ( M ) t Q p . T h u s W n T i s o p e n i n (T) ^_ o p• 

I n t e r s e c t i n g w i t h T we s e e t h a t W n T i s o p e n i n T t , h e n c e o p e n i n 



( M
a ) t Q p - S i n c e x £ W D T t h i s p r o v e s t h a t W i s o p e n i n M t Q p 

a) b ) : L e t (K 1A£A) b e a n e x h a u s t i o n o f P ( M ) . S u p p o s e t h a t C i s a 
A 

c o m p a c t u m i n M = P ( M ) . ^ w h i c h i s n o t c o n t a i n e d i n a n y K € (M) . 
t o p t o p >-» 

T h e n C <t f o r e v e r y A £ A. L e t (K°|A£A°) d e n o t e t h e s e t o f p a t c h e s 

o f t h e e x h a u s t i o n ( K ^ | A 6 A ) , c f . e n d o f §1. T h e s e t J o f p r i m i t i v e 

i n d i c e s A £ A w i t h C n K ° * 0 i s i n f i n i t e . F o r e v e r y A 6 J we c h o o s e a n 

e l e m e n t x ^ 6 C D K ° . The s e t A := {x^|A£J} h a s f i n i t e i n t e r s e c t i o n w i t h 
K f o r e v e r y u £ A . T h u s A £ T ( P ( M ) ) . S i n c e P (M) _ = M, , t h e s e t A u t o p t o p 

i s c l o s e d i n M
t Q p * T n e same g o e s f o r e v e r y s u b s e t o f A. T h u s A i s 

a l s o d i s c r e t e i n M t . S i n c e A c C, t h e s e t A i s c o m p a c t i n M t o p , 

h e n c e f i n i t e . T h i s a b s u r d i t y p r o v e s t h e c l a i m b) 

b) => c ) i s t r i v i a l . 

c ) => d) : S u p p o s e M i s n o t p o l y t o p i c . T h e n t h e r e e x i s t s some a £ 1 s u c h 

t h a t t h e s u b s p a c e o f M i s n o t l o c a l l y c o m p l e t e . M q i s i s o m o r p h i c t o 

a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t N o f some R P . L e t (K^lnGHN) b e a n e x h a u s t i o n o f 

P ( N ) ( c f . 9 . 6 ) . I t f o l l o w s f r o m t h e a s s u m p t i o n c ) a n d 9.8 t h a t e v e r y 

s e q u e n c e i n N w h i c h c o n v e r g e s i n N i s c o n t a i n e d i n some K . B u t now 
n 

we c o n s t r u c t " e x p l i c i t l y " a c o n v e r g i n g s e q u e n c e f o r w h i c h t h i s d o e s 

n o t h o l d . T h i s w i l l b e t h e d e s i r e d c o n t r a d i c t i o n . 

We c h o o s e a p o i n t x £ N w h i c h h a s n o c o m p l e t e n e i g h b o u r h o o d i n N. 

( R e c a l l t h a t N i s n o t l o c a l l y c o m p l e t e . ) We f u r t h e r c h o o s e a s e q u e n c e 

(e nln£3N) o f p o s i t i v e e l e m e n t s i n R c o n v e r g i n g t o z e r o . L e t B ( x , e n ) 

d e n o t e t h e c l o s e d e u c l i d e a n b a l l i n R^ w i t h c e n t e r x a n d r a d i u s e . 
n 

F o r e v e r y n £ IN t h e i n t e r s e c t i o n B ( x , e n ) D N i s n o t c o n t a i n e d i n K R , 

s i n c e o t h e r w i s e B ( x , e n ) O N w o u l d b e c o m p l e t e . We c h o o s e a p o i n t 

x n £ B ( x , e n ) fl N w i t h x n C K n . The s e q u e n c e ( x n l n € Z N ) c o n v e r g e s t o x 

b u t i s n o t c o n t a i n e d i n K f o r a n y m 6 IN . q . e . d . 



H e r e i s a s o m e w h a t t y p i c a l e x a m p l e w h i c h i l l u s t r a t e s t h e c o n t e n t s 

o f T h e o r e m 9.11. 

E x a m p l e 9.12. L e t R = IR , a n d f l IR (]0,1] x ( o } ) . We c o n s i d e r t h e 
--1 

map T : ]0,1] -* M, y ( t ) = ( t , e u ) . W i t h r e s p e c t t o M
t Q p / t h i s map 

i s c o n t i n u o u s a n d l i m y ( t ) = (0,0). T h e s e t A := y ( ] 0 , l ] ) i s n o t 
t-»0 

c l o s e d i n M t . B u t f o r e v e r y p o l y t o p e K i n M t h e s e t K fl A i s c l o s e d 

i n K t o p s i n c e t h e a r c A u l t i m a t e l y " l e a v e s " t h e p o l y t o p e K. (A f o r m a l 

p r o o f o f t h i s i s p o s s i b l e b y t h e i n e q u a l i t y o f L o j a s i e w i c z . ) S i n c e 
P ( M ) . i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e s p a c e s K. _ w i t h K 6 f (M) we t o p t o p c 
s e e t h a t A i s c l o s e d i n P ( M ) f c . T h e s e t C := A U { ( 0 , 0 ) } i s c o m p a c t 

i n M. b u t n o t c o n t a i n e d i n a n y K G IT (M) . t o p -* c 

We now d i s c u s s t h e f u n c t o r i a l b e h a v i o u r o f p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e s . 

A s b e f o r e , we a s s u m e t h a t R i s s e q u e n t i a l . A map f : M -> N b e t w e e n 

s p a c e s o v e r R i n d u c e s a u n i q u e map P ( f ) : P (M) -» P ( N ) s u c h t h a t t h e 

d i a g r a m 

P (M) P ( f ) P ( N ) 

c o m m u t e s . T h i s f o l l o w s f r o m t h e u n i v e r s a l p r o p e r t y o f p N - T h u s we 

h a v e a f u n c t o r P f r o m t h e c a t e g o r y WSA(R) t o t h e f u l l s u b c a t e g o r y 

P ( R ) o f WSA(R) w h o s e o b j e c t s a r e t h e weak p o l y t o p e s o v e r R. T h e u n i ­

v e r s a l p r o p e r t y o f t h e maps p M means t h a t P i s a r e f l e c t o r [ M t , p. 129] 

o f P ( R ) i n W S A ( R ) . 



R e m a r k s 9.13. i ) L e t M S a n d N - i s b e maps b e t w e e n s p a c e s . L e t 

M XgN d e n o t e t h e f i b r e p r o d u c t w i t h r e s p e c t t o f a n d g , a n d l e t 

P(M) x p ^ p ( N ) d e n o t e t h e f i b r e p r o d u c t w i t h r e s p e c t t o P ( f ) a n d P (g) . 

T h e n a t u r a l map f r o m P (M x
gN) t o P (M) x p ( g ) p ( N ) i s a n i s o m o r p h i s m . 

I n s h o r t , 

P(M x gN) = P(M) x p p(N) . 

T h i s i s a f o r m a l c o n s e q u e n c e o f t h e f a c t t h a t t h e f u n c t o r P i s a r e ­

f l e c t o r . I n p a r t i c u l a r (S = o n e - p o i n t s p a c e ) , we h a v e 

P (MxN) = P (M) x p (N) . 

i i ) L e t (M^|X€A) b e a f a m i l y o f s p a c e s . T h e n t h e n a t u r a l map f r o m t h e 

d i r e c t sum o f t h e f a m i l y ( P ( M ^ ) I X € A ) t o t h e p a r t i a l l y c o m p l e t e h u l l 

o f U (M^IX6A) i s a n i s o m o r p h i s m . I n s h o r t , 

P ( U ( M X U £ A ) ) = U (P(M X) |X€A) . 

P r o p o s i t i o n 9.14. I f (M,A) i s a c l o s e d p a i r o f s p a c e s a n d f : A -* N 

i s a map w h i c h i s p a r t i a l l y p r o p e r n e a r M ^ A t h e n t h e n a t u r a l map 

f r o m P(M) U p ^ P ( N ) t o P ( M U f N ) { w h i c h o n t h e s e t t h e o r e t i c a l l e v e l 

i s t h e i d e n t i t y o f M U f N} i s a n i s o m o r p h i s m . I n s h o r t , 

P ( M U f N) = P(M) U p ( f } P ( N ) . 

P r o o f . A s i n §8 l e t p d e n o t e t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n f r o m t h e s p a c e 

MU N t o t h e s p a c e M U f N. T h e n P ( p ) i s a p a r t i a l l y p r o p e r map f r o m 

P ( M ) U P ( N ) t o P ( M U f N ) . We w i l l p r o v e t h a t P ( p ) i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e . 

T h e n we a r e d o n e , s i n c e t h i s i m p l i e s t h a t P ( M U f N) i s t h e s t r o n g 

q u o t i e n t o f P ( M ) U P ( N ) b y P ( p ) , w h i c h i s j u s t P ( M ) U p ( f ^ P ( N ) . 



G i v e n a s e t K € ^ C ( M U f N ) we h a v e t o f i n d s e t s C € r (M) a n d D E t ( N ) 

w i t h p ( C UD) 3 K. We c h o o s e D := K DN, a n d we c h o o s e f o r C t h e c l o s u r e 

o f K n ( M N A ) i n M. T h e n f y i e l d s a p r o p e r map g : C fl A -> D b y r e s t r i c ­

t i o n . We h a v e p ( C UD) = K. B y 8 . 7 . i we may i d e n t i f y C D w i t h t h e 

s u b s p a c e K o f M UF N, t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n TT : C U D -> C ÛD b e i n g 

o b t a i n e d f r o m p b y r e s t r i c t i o n . Now TT i s p r o p e r ( I I , §10) a n d K i s 

c o m p l e t e . T h u s C LI D i s c o m p l e t e . q . e . d . 

E x a m p l e 9.15 (N = * ) . I f A i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M w h i c h i s p a r t i a l ­

l y c o m p l e t e n e a r M ^ A t h e n 

P ( M / A ) = P ( M ) / P ( A ) . 

F i n a l r e m a r k 9.16. I n t h e c a s e t h a t M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c ( a n d 

p a r a c o m p a c t , a s a l w a y s ) we d e f i n e d " c o r e s " o f M a l r e a d y i n [ L S A ] . 

N a m e l y , i f <p : X - ^ M i s a w e a k t r i a n g u l a t i o n o f M [ L S A , p. 1 3 5 ] , we 

d e f i n e d t h e c o r e o f M w i t h r e s p e c t t o a s t h e i m a g e c p ( c o X ) o f t h e 

c o r e c o X o f t h e s i m p l i c i a l c o m p l e x X [ L S A , p. 2 2 9 ] . T h e s e t o f t h e s e 

c o r e s ( p ( c o X ) w i t h cp r u n n i n g t h r o u g h a l l t r i a n g u l a t i o n s ( o r a l l w e a k 

t r i a n g u l a t i o n s ) i s c o f i n a l i n t h e s e t o f a l l p a r t i a l l y c o m p l e t e s u b -

s p a c e s o f M , a s f o l l o w s f r o m t h e t r i a n g u l a t i o n t h e o r e m I I . 4 . 4 . T h u s 

t h e p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e P ( M ) , a s d e f i n e d now, i s t h e i n d u c t i v e 

l i m i t o f t h e f a m i l y o f a l l t h e c o r e s i n M d e f i n e d i n [ L S A ] , p a r t i a l l y 

o r d e r e d b y i n c l u s i o n . One c a n t a k e a s w e l l t h e i n d u c t i v e l i m i t w i t h 

r e s p e c t t o s u i t a b l e e q u i v a l e n c e c l a s s e s o f t r i a n g u l a t i o n s o r w e a k 

t r i a n g u l a t i o n s o f M , p a r t i a l l y o r d e r e d b y a r e f i n e m e n t r e l a t i o n . 

I n o r d e r t o o b t a i n P ( M ) a s a n i n d u c t i v e l i m i t i t s u f f i c e s t o u s e t h e 

c o r e s w i t h r e s p e c t t o g o o d t r i a n g u l a t i o n s o f M [ L S A , p . 2 2 8 f . ] . T h e s e 

a r e s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t s o f M [ l o c . c i t . ] . T h u s we may e x p e c t 

t h a t p : P ( M ) -* M i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . We s h a l l c o n f i r m t h i s i n 



t h e n e x t c h a p t e r f o r a l l w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s b y o t h e r 

m e t h o d s , c f . T h . V . 4 . 1 3 . 



I n t h e l a s t s e c t i o n we h a v e s e e n how t o t u r n a s p a c e i n t o a p o l y t o p e 

i n a c a n o n i c a l way i f R i s s e q u e n t i a l . I n t h i s s e c t i o n we g i v e t w o 

c a n o n i c a l c o n s t r u c t i o n s w h i c h t u r n a c l o s e d p a i r (M,A) o f s p a c e s i n t o 

a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e w i t h o u t c h a n g i n g t h e s u b s p a c e A a n d t u r n a 

map f : M -* N b e t w e e n s p a c e s i n t o a p a r t i a l l y p r o p e r map w i t h o u t 

c h a n g i n g t h e s p a c e N, a g a i n , i f R i s s e q u e n t i a l . T h e s e c o n s t r u c t i o n s 

may be r e g a r d e d a s t w o g e n e r a l i z a t i o n s o f t h e c o n s t r u c t i o n M*—» P (M) . 

F o r a s h o r t t i m e we s t i l l w o r k o v e r a n a r b i t r a r y r e a l c l o s e d b a s e 

f i e l d R. 

D e f i n i t i o n 1. A c l o s e d p a i r o f s p a c e s (M,A) i s c a l l e d a r e l a t i v e p o l y ­

t o p e i f t h e c l o s u r e M ^ A o f M ^ A i n M i s a p o l y t o p e . 

C l e a r l y t h e r e l a t i v e p o l y t o p e s a r e p r e c i s e l y t h o s e r e l a t i v e w e a k 

p o l y t o p e s (M,A) f o r w h i c h M ^ A i s s e m i a l g e b r a i c . A l t e r n a t i v e l y we c a n 

s a y t h a t a c l o s e d p a i r (M,A) i s a r e l a t i v e p o l y t o p e i f f t h e r e e x i s t s 

some p o l y t o p e L i n M, i . e . L € & ( M ) , w i t h M = L UA. 

H e n c e f o r t h l e t (M,A) be a f i x e d c l o s e d p a i r o f s p a c e s . 

D e f i n i t i o n 2. We d e n o t e t h e s e t o f a l l s u b s p a c e s K o f M w i t h K A 

a n d (K,A) a r e l a t i v e p o l y t o p e b y #" c(M,A). T h i s i s t h e s e t o f a l l 

u n i o n s L U A w i t h L r u n n i n g t h r o u g h ^ ( M ) . 

N o t i c e t h a t t h e u n i o n a n d t h e i n t e r s e c t i o n o f a n y t w o s e t s i n ^ ( M , A ) 

i s a g a i n a n e l e m e n t o f tf"c(M,A). I n p a r t i c u l a r , <T c(M,A) i s a d i r e c t e d 

f a m i l y o f s p a c e s , t h e t r a n s i t i o n maps g i v e n b y i n c l u s i o n s . 



R e m a r k 1 0 . 1 . I f ( X ^ l a G I ) i s a n e x h a u s t i o n o f M ^ A t h e n ( X Q U A l a G I ) i s 

a n o r d e r e d f a m i l y o f s u b s p a c e s o f M f u l f i l l i n g E 2 - E 5 . I t i s a l s o a n 

a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M. T h u s , b y T h e o r e m 3 . 1 5 , M i s t h e i n d u c t i v e 

l i m i t o f t h i s f a m i l y o f s p a c e s i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) . I f now (M,A) 

i s a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e t h e n (X U A l a G I ) i s a c o f i n a l f a m i l y i n 

)f ( M , A ) . T h u s , i n t h i s c a s e , M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y 

o f s p a c e s ^ c ( M , A ) i n S p a c e ( R ) . 

We now a s s u m e t h a t t h e b a s e f i e l d R i s s e q u e n t i a l . 

D e f i n i t i o n s 3. P (M) d e n o t e s t h e s p a c e o b t a i n e d b y g l u i n g P(M) t o A 
A A 

a l o n g P (A) b y t h e map p ^ : P (A) -> A, a n d p ^ : P (M) -> M d e n o t e s t h e 

map i n d u c e d b y p ^ : P (M) -> M a n d t h e i d e n t i t y o f A. F i n a l l y p ^ ^ 

d e n o t e s t h e map ( p A , i d A ) f r o m ( P A ( M ) , A ) t o (M,A) . 

N o t i c e t h a t (P (M),A) i s a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e . T h e map P / M A\ i s 

u n i v e r s a l i n t h e f o l l o w i n g s t r o n g s e n s e . 

T h e o r e m 1 0 . 2 . L e t f : (Q;B) (M,A) b e a map f r o m a r e l a t i v e w e a k p o l y -

t o p e (Q,B) t o (M,A) . T h e n t h e r e e x i s t s a u n i q u e map cp : (Q,B) -+ (P (M) 

s u c h t h a t t h e t r i a n g l e 

( P A ( M ) , A ) 

P ( M , A ) 

( Q r B ) j > (M,A) 

c o m m u t e s . 

P r o o f . T h e p a i r (Q,B) i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s p a c e s 

( ( K , B ) I K G ^ c ( K , B ) ) b y t h e r e m a r k a b o v e . T h u s , i t s u f f i c e s t o p r o v e 

t h e c l a i m f o r t h e r e s t r i c t i o n s o f f t o a l l t h e p a i r s ( Q , B ) . T h i s 



means t h a t we may a s s u m e f r o m t h e b e g i n n i n g t h a t (Q,B) i s a r e l a t i v e 

p o l y t o p e . 

We c h o o s e some L £ f (Q) w i t h Q = L U B , s a y L := Q ^ B . L e t g : Q -» M 

a n d h : B -> A b e t h e r e s t r i c t i o n s o f f t o Q a n d B. B y t h e u n i v e r s a l 

p r o p e r t y o f p ^ ( c f . §9) t h e r e e x i s t s a u n i q u e map $ : L -> P(M) s u c h 
^ A 

t h a t P M ° ^ = g l L . T h e maps a n d h f i t t o g e t h e r t o a map : Q -> P (M) . 

We h a v e P M ° ^ = g- C l e a r l y tp := (ij>,h) i s t h e u n i q u e map f r o m (Q,B) t o 

( P A ( M ) , A ) w i t h P ( M ^ A ) ° ^ P = f . q . e . d . 

A A 

T h e map p := p M f r o m P (M) t o M i s b i j e c t i v e . L e t K € iT c ( M , A ) . A p p l y ­

i n g t h e t h e o r e m t o t h e i n c l u s i o n map f r o m ( K , A) t o (M,A) we s e e t h a t 
- 1 A p maps p (K) i s o m o r p h i c a l l y o n t o K. C o n v e r s e l y , i f ( L , A ) E y p (M) ,A) 

t h e n t r i v i a l l y ( p ( L ) , A ) € y ( M , A ) . I d e n t i f y i n g t h e u n d e r l y i n g s e t o f 

P (M) w i t h t h e u n d e r l y i n g s e t o f M b y t h e b i j e c t i o n p we may s a y t h a t 

t h e d i r e c t e d f a m i l i e s o f s p a c e s t (M,A) a n d tf\ (P (M) ,A) a r e e q u a l . 
c c 

We now o b t a i n f r o m R e m a r k 10.1 a b o v e 

C o r o l l a r y 1 0 . 3 . T h e s p a c e s t r u c t u r e P (M) o n t h e s e t M i s t h e i n d u c ­

t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s p a c e s fl* ( M , A ) . 

T h e o r e m 10.2 a l s o i m p l i e s a new c r i t e r i o n f o r a c l o s e d p a i r (M,A) t o 

b e a r e l a t i v e w eak p o l y t o p e . 

C o r o l l a r y 1 0 . 4 . (M,A) i s a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e i f f t h e d i a g r a m 

P ( A ) > A 
P A P 

P (M) > M , 

w i t h t h e i n c l u s i o n m a p p i n g s a s v e r t i c a l a r r o w s , i s c o c a r t e s i a n 

(= p u s h o u t ) . 



I n d e e d , t h a t t h e d i a g r a m i s c o c a r t e s i a n m e a n s t h a t t h e map p M f r o m 

P (M) u p ( A ) A t o M i s a n i s o m o r p h i s m . T h i s h a p p e n s t o b e i f f t h e i d e n t i t y 

map o f (M,A) a l s o f u l f i l l s t h e u n i v e r s a l p r o p e r t y s t a t e d i n T h e o r e m 1 0 . 2 . 

We now come t o o u r s e c o n d c o n s t r u c t i o n . F o r a s h o r t t i m e t h e b a s e f i e l d 

R may a g a i n b e a n y r e a l c l o s e d f i e l d . We a l s o a b a n d o n t h e c o n v e n t i o n 

t h a t a " s p a c e " m eans a u t o m a t i c a l l y a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r 

R. I n s t e a d we w o r k i n t h e l a r g e r c a t e g o r y S p a c e ( R ) o f f u n c t i o n r i n g e d 

s p a c e s o v e r R. 

L e t f : M -* N b e a m o r p h i s m (= w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map) b e t w e e n w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . We w a n t t o t u r n f i n t o a p a r t i a l l y p r o p e r map 

i n a u n i v e r s a l w a y . 

D e f i n i t i o n 4. A p a r t i a l l y p r o p e r c o r e o f f i s a m o r p h i s m TT : P -> M 

f r o m a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e P t o M w i t h t h e f o l l o w i n g p r o p e r ­

t i e s : 

a) The map f • n i s p a r t i a l l y p r o p e r 

b) I f a : Q -» M i s a m o r p h i s m f r o m a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e Q t o 

M s u c h t h a t f*oc i s p a r t i a l l y p r o p e r , t h e n t h e r e e x i s t s a u n i q u e m o r ­

p h i s m & : Q -* P s u c h t h a t TT«3 = a . 

a 

N o t i c e t h a t t h e n t h e maps TT, a , 3 a r e a u t o m a t i c a l l y p a r t i a l l y p r o p e r . 

O f c o u r s e , a n y t w o p a r t i a l l y p r o p e r c o r e s o f f a r e i s o m o r p h i c o v e r M. 



I n t h e c a s e t h a t N i s t h e o n e - p o i n t s p a c e a n d t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a 

we h a v e f o u n d a p a r t i a l l y p r o p e r c o r e o f f i n § 9 , n a m e l y p ^ : P(M) -> M. 

L o o k i n g f o r p a r t i a l l y p r o p e r c o r e s i n g e n e r a l i t i s n a t u r a l t o s t u d y 

a s e t ^ ( f ) o f s u b s e t s o f M d e f i n e d a s f o l l o w s . 

D e f i n i t i o n 5. We c a l l a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t K o f M p r o p e r o v e r N, i f 

t h e r e s t r i c t i o n f I K : K -* N i s a p r o p e r map. We d e n o t e t h e s e t o f a l l 

K € ^(M) w h i c h a r e p r o p e r o v e r N b y 8* ( f ) . 

R e m a r k s 1 0 . 5 . i ) ^ ( f ) c?(M). I n d e e d , l e t K € f c ( f ) a n d l e t i d e n o t e 

t h e i n c l u s i o n f r o m K t o M. T h e n f * i i s p r o p e r , h e n c e i i s p r o p e r . 

T h i s i m p l i e s t h a t K = i ( K ) i s c l o s e d i n M. 

i i ) I f K € JT ( f ) a n d L i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f K t h e n 

L e r c ( f ) . 

i i i ) T h e s u b s e t ? (£) o f <f(M) i s c l o s e d u n d e r f i n i t e u n i o n s . T h u s 

J T c ( f ) i s a d i r e c t e d f a m i l y o f c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e s o f M 

( t h e t r a n s i t i o n maps b e i n g i n c l u s i o n s ) . 

i v ) T h e u n i o n o f a l l s e t s i n JT ( f ) i s t h e w h o l e s e t M. 

v ) f i s p a r t i a l l y p r o p e r i f f ̂ c ( f ) = • 

D e f i n i t i o n s 6. a) P f ( M ) d e n o t e s t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e o v e r R 

w i t h u n d e r l y i n g s e t M w h i c h i s t h e d i r e c t l i m i t o f t h e f a m i l y ^ c ( f ) 

i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) . 

b) T h e i d e n t i t y map o f t h e s e t M i s a m o r p h i s m f r o m P f (M) t o M. We 

d e n o t e t h i s m o r p h i s m b y p f . 

c ) We d e n o t e t h e m o r p h i s m f ° p f f r o m P f ( M ) t o N b y f . 

B y a r g u m e n t s v e r y s i m i l a r ( a n d i n c l u d i n g ) t h o s e w h i c h g a v e u s P r o p o ­

s i t i o n 9.1 o n e o b t a i n s 



P r o p o s i t i o n 1 0 . 6 . i ) I f f a d m i t s a p a r t i a l l y p r o p e r c o r e t h e n P f ( M ) 

i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c a n d p ^ i s a p a r t i a l l y p r o p e r c o r e o f f . A l s o 

tf^Cf) = ^ ( P f ( M ) ) a n d , f o r e v e r y K 6 | f c ( f ) , t h e s p a c e s t r u c t u r e s o n K 

a s a s u b s p a c e o f M a n d o f P f ( M ) a r e t h e same. 

i i ) I f P f ( M ) i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c a n d f i s p a r t i a l l y p r o p e r t h e n 

p f i s a p a r t i a l l y p r o p e r c o r e o f f . 

We now s t a r t o u t t o p r o v e 

T h e o r e m 1 0 . 7 . I f R i s s e q u e n t i a l t h e n e v e r y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

map f : M -> N a d m i t s a p a r t i a l l y p r o p e r c o r e . 

T o p r o v e t h i s we f i r s t w r i t e down a c h a i n o f t h r e e l e m m a s w h i c h 

g e n e r a l i z e t h e lemmas 9.3, 9.4, 9.5 a n d c a n be p r o v e d i n t h e same way. 

Lemma 1 0 . 8 . A s s u m e t h a t f a d m i t s a p a r t i a l l y p r o p e r c o r e q : Q M. 

L e t A € T (M) . T h e n t h e r e s t r i c t i o n q A : q 1 (A) -* A o f q i s a p a r t i a l l y 

p r o p e r c o r e o f t h e map f I A f r o m A t o N. T h u s P f | A ( A ) i s a c l o s e d s u b -

s p a c e o f t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e P f ( M ) . 

Lemma 1 0 . 9 . L e t ( M a l a € I ) b e a n e x h a u s t i o n o f M. A s s u m e t h a t , f o r 

e v e r y a € 1 , t h e map = f l M a f r o m M Q t o N h a s a p a r t i a l l y p r o p e r 

c o r e . T h e n f h a s a p a r t i a l l y p r o p e r c o r e . 

Lemma 1 0 . 1 0 . A s s u m e t h a t t h e r e e x i s t s a c o u n t a b l e f a m i l y (PjJkeiN) 

i n T ( M ) w i t h P^ c P k + 1 f o r e v e r y k € 3N , s u c h t h a t , f o r e v e r y k € IN , 

t h e r e s t r i c t i o n P^. -+ N o f f i s p a r t i a l l y p r o p e r , a n d e v e r y K € JT ( f ) 

i s c o n t a i n e d i n some P^.. T h e n P f (M) i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c a n d 

f : P f ( M ) -> N i s p a r t i a l l y p r o p e r . { T h u s , b y P r o p . 1 0 . 6 . i i , p f i s a 

p a r t i a l l y p r o p e r c o r e o f f . } 



B y Lemma 10.9 i t s u f f i c e s t o p r o v e T h e o r e m 10.7 i n t h e c a s e t h a t t h e 

s p a c e M i s s e m i a l g e b r a i c . O f c o u r s e , t h e n r e p l a c i n g N b y f (M) we may 

a l s o a s s u m e t h a t N i s s e m i a l g e b r a i c . B y Lemma 1 0 . 1 0 i t now s u f f i c e s 

t o f i n d a n i n c r e a s i n g c o u n t a b l e f a m i l y ( P ^ l k e i N ) i n tQ(f) , s u c h t h a t 

e v e r y K G y f ) i s c o n t a i n e d i n some P^. 

I n o r d e r t o f i n d s u c h a f a m i l y we c h o o s e a c o m m u t i n g t r i a n g l e 

M « i > S 

N 

w i t h i a n e m b e d d i n g o f M i n t o a s e m i a l g e b r a i c s p a c e S a n d g a p r o p e r 

map ( c f . 1 1 . 1 2 . 1 0 ; t h i n g s a r e p a r t i c u l a r l y e a s y h e r e s i n c e M a n d N 

a r e s e m i a l g e b r a i c ) . We r e g a r d M a s a s u b s p a c e o f S w i t h i t h e i n c l u s i o n 

m a p p i n g . We f u r t h e r c h o o s e a n e m b e d d i n g S T o f S i n t o a c o m p l e t e 

( s e m i a l g e b r a i c ) s p a c e T w h i c h a g a i n we r e g a r d a s a n i n c l u s i o n . L e t 

A := S ^M. F o r X a s u b s e t o f M we d e n o t e t h e c l o s u r e o f X i n T b y X T . 

Lemma 1 0 . 1 1 . L e t X €?(M) . T h e n X € f ( f ) i f f A 0 X T = 0 . c 

P r o o f . X i s a n e l e m e n t o f ^ ( f ) i f f t h e map f I X = g I X i s p r o p e r . 

S i n c e g i s p r o p e r t h i s m eans t h a t X i s c l o s e d i n S. We c a n e x p r e s s 

t h i s b y t h e e q u a t i o n S n X T = X a n d a l s o b y A H X T = 0. q . e . d . 

F r o m t h i s lemma we c o n c l u d e t h a t *V ( f ) = {M n P I P C r (T \ A ) } . Now we 
c ^ 

k n o w f r o m §9 ( e . g . C o r . 9.6, t o g i v e a f o r m a l r e f e r e n c e ) t h a t t h e r e 

e x i s t s a c o u n t a b l e i n c r e a s i n g f a m i l y (PjJkeiN) i n TQ (T ̂  A) s u c h t h a t 

e v e r y P € J T /
c ( T v - A ) i s c o n t a i n e d i n some s e t P^. T h i s i m p l i e s t h a t 

( M D P ^ I k e n N ) i s a c o u n t a b l e i n c r e a s i n g f a m i l y i n ^ c ( f ) s u c h t h a t 

e v e r y X e tQ{f) i s c o n t a i n e d i n some s e t M D P^. T h i s c o m p l e t e s t h e 

p r o o f o f T h e o r e m 1 0 . 7 . 



P r o p o s i t i o n 1Q.12 ( T h i s g e n e r a l i z e s P r o p . 9 . 7 ) . L e t f : M N b e a 

m o r p h i s m b e t w e e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . A s s u m e t h a t M i s l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c a n d p o l y t o p i c . T h e n t h e f u n c t i o n r i n g e s s p a c e P^(M) i s 

l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . ( H e r e R i s n o t n e c e s s a r i l y s e q u e n t i a l . ) 

P r o o f . G i v e n some K E ^ c ( f ) w e s h a l l p r o v e t h a t t h e r e e x i s t s some 

U € tf'(M) w i t h K c U a n d U € f ( f ) . T h e n we s h a l l b e d o n e . We c h o o s e some 

V £ JT(M) w i t h K c V a n d a c o m m u t i n g t r i a n g l e 

S 

v / i t h i a d e n s e e m b e d d i n g i n t o a s e m i a l g e b r a i c s p a c e S a n d g a p r o p e r 

map. We r e g a r d V a s a s u b s p a c e o f S. T h e n V i s o p e n i n S s i n c e V i s 

l o c a l l y c o m p l e t e , a n d K i s c l o s e d i n S s i n c e f | K i s p r o p e r . We f i n a l l y 

c h o o s e U a s a n o p e n s e m i a l g e b r a i c n e i g h b o r h o o d o f K i n V w h o s e c l o s u r e 

i n S i s c o n t a i n e d i n V. q . e . d . 

We w i l l w r i t e d o w n some f o r m a l p r o p e r t i e s o f t h e c o n s t r u c t i o n 

P f ( M ) , a l w a y s a s s u m i n g t h a t R i s s e q u e n t i a l . Now a g a i n a " s p a c e " 

means a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d a "map" b e t w e e n s p a c e s 

means a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map. 

N o t a t i o n s 1 0 . 1 3 . We s o m e t i m e s t h i n k o f a map f : M N a s a " s p a c e M 

o v e r N", a n d t h e n w r i t e P N ( M ) i n s t e a d o f P f ( M ) , r e g a r d i n g P N ( M ) a s a 

s p a c e o v e r N v i a f . T h i s i s a p a r t i c u l a r l y u s e f u l n o t a t i o n i f somehow 

t h e map f r o m M t o N i s g i v e n i n a n a t u r a l way s t a r t i n g f r o m f i x e d 

d a t a . I f f i s p a r t i a l l y p r o p e r t h e n we a l s o s a y t h a t M i s " p a r t i a l l y 

p r o p e r o v e r N" ( c f . D e f . 5 a b o v e ) . 

R e mark 1 0 . 1 4 . I f f : M -> N i s a n y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map a n d 

h : N -» S i s a p a r t i a l l y p r o p e r map t h e n 8^(h°f) = ^ , ( f ) , h e n c e 



P h o f ( M ) = P f ( M ) , p h e f = p f , ( h . f V = h o f . 

P r o p o s i t i o n 1 0 . 1 5 ( F u n c t o r i a l i t y o f f > 

i ) L e t 

P f ( M ) ) 

(*) 

b e a c o m m u t i n g s q u a r e o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps a n d a s s u m e t h a t a 

i s p a r t i a l l y p r o p e r . T h e n t h e r e e x i s t s a u n i q u e map y f r o m P ( M 1 ) t o 

P f (M) s u c h t h a t p f ° y = 3 ° P g • 

i i ) A s s u m e i n a d d i t i o n t h a t t h e s q u a r e (*) i s c a r t e s i a n . T h e n a l s o 

t h e s q u a r e 

P g ( M * ) 

M 1 

P f (M) 

i s c a r t e s i a n . I n s h o r t , i f N 1 i s p a r t i a l l y p r o p e r o v e r N, t h e n 

P . (N' x M) = N' x P (M) 

P r o o f , i ) T h e map f - 3 ° p g - a * g f r o m P^(M') t o N i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

T h u s t h e r e e x i s t s a u n i q u e map y f r o m P (M') t o P f ( M ) w i t h p f « y = 3 ° 
g .L r 

i i ) We l o o k a t t h e f o l l o w i n g d i a g r a m c o n s i s t i n g o f t w o c a r t e s i a n 

s q u a r e s ( s o l i d a r r o w s ) . 



— M' x M P f (M) 

N' 

P f (M) 

We h a v e t o v e r i f y t h a t TT i s a p a r t i a l l y p r o p e r c o r e o f g. T h e map TT 

i s b i j e c t i v e s i n c e p ^ i s b i j e c t i v e . T h e maps 3 a n d 6 a r e p a r t i a l l y 

p r o p e r s i n c e a i s a s s u m e d t o b e p a r t i a l l y p r o p e r . We c o n c l u d e t h a t 

aog<»TT i s p a r t i a l l y p r o p e r , a n d t h e n , t h a t g°TT i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

I t r e m a i n s t o p r o v e t h a t f o r a g i v e n map t : Q -* M 1 w i t h g«e p a r t i a l l y 

p r o p e r t h e r e e x i s t s a map £ f r o m Q t o M 1 x ^ p f (M) w i t h TT«C = e. The 

p r o o f i s i n d i c a t e d b y t h e d o t t e d a r r o w s i n t h e c o m m u t a t i v e d i a g r a m 

a b o v e , n e x i s t s s i n c e f°3°£ i s p a r t i a l l y p r o p e r . q . e . d . 

F r o m t h e s e c o n d p a r t o f t h e p r o p o s i t i o n a n d R e m a r k 10.14 we o b t a i n 

C o r o l l a r y 1 0 . 1 6 . I f M i s a n y s p a c e o v e r N a n d N 1 i s p a r t i a l l y p r o p e r 

o v e r N t h e n 

P (N' x M) = N* x p (M) . 

E x a m p l e s 1 0 . 1 7 . i ) I f L i s a w e a k p o l y t o p e a n d M i s a s p a c e o v e r N 

t h e n 

P N ( L xM) = L x P N(M) , 

L x M b e i n g r e g a r d e d a s a s p a c e o v e r N b y t h e o b v i o u s map L xM -» M •» N. 



i i ) I f M -» N i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map a n d A i s a p a r t i a l l y com­

p l e t e ( h e n c e c l o s e d ) s u b s p a c e o f N, t h e n 

f " 1 ( A ) = P ( f " 1 ( A ) ) , 

a s f o l l o w s f r o m R e m a r k 10.14 a n d P r o p o s i t i o n 1 0 . 1 5 . i i . I n p a r t i c u l a r , 

f o r e v e r y y € N, 

f " 1 ( y ) = P ( f " 1 ( y ) ) 

P r o p o s i t i o n 10.18 ( " S c h a c h t e l u n g s s a t z " f o r p a r t i a l l y p r o p e r c o r e s ) 

L e t f : M -* N a n d g : L -» M b e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps a n d 

TT := p ^ , TT1 := p .We f o r m t h e c a r t e s i a n s q u a r e f o r TT a n d g » n 1 . 

PN(M)
 W L ) 

PN(M) 

PM(D 

T h e n T r ' © p 2 i s a p a r t i a l l y p r o p e r c o r e o f f g . I n s h o r t , 

V M ) "MVL) = PN(L)-

P r o o f . TT'op^ i s b i j e c t i v e a n d f » g o T T f o p 2 i s p a r t i a l l y p r o p e r . I t r e ­

m a i n s t o p r o v e t h a t , g i v e n a map a : Q -> L w i t h f»g°a p a r t i a l l y 

p r o p e r , t h e r e e x i s t s a map 6 f r o m Q t o P N ( M ) X
M

P ^ ( L ) s u c h t h a t 

TT'©P2°6 = a. T h e p r o o f i s i n d i c a t e d b y t h e f o l l o w i n g c o m m u t i n g d i a ­

g r a m . H e r e 3 e x i s t s s i n c e g°a i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d y e x i s t s s i n c e 

fo(g«>a) i s p a r t i a l l y p r o p e r . 



P N(M) 

PM(L) 

P r o p o s i t i o n 1 0 . 1 9 ( C o m p a t i b i l i t y w i t h f i b r e p r o d u c t s ) . A s s u m e t h a t S 

i s a s p a c e o v e r T a n d M,N a r e s p a c e s o v e r S, h e n c e a l s o o v e r T. T h e n 

we h a v e t h e f o l l o w i n g e q u a l i t i e s o f s p a c e s o v e r T: 

P T ( M x S N ) = PT(M) * S P T ( N ) = PT(M) X P t ( s )
p

t ( N ) • 

H e r e t h e s e c o n d e q u a l i t y i s o b v i o u s s i n c e t h e map ? T ( S ) -> S i s b i ­

j e c t i v e . ( I n j e c t i v i t y w o u l d s u f f i c e . ) We l e a v e t h e p r o o f o f t h e f i r s t 

e q u a l i t y t o t h e r e a d e r . One v e r i f i e s i n a s t r a i g h t f o r w a r d m a n n e r t h a t 

t h e n a t u r a l map f r o m PT(M) x G P T ( N ) t o M x G N h a s t h e u n i v e r s a l p r o p e r t y 

c h a r a c t e r i z i n g t h e p a r t i a l l y p r o p e r c o r e o f M x G N o v e r T. 

T h i s p r o p o s i t i o n g e n e r a l i z e s C o r o l l a r y 1 0 . 1 6 a b o v e . 

P r o p o s i t i o n 1 0 . 2 0 ( I d e m p o t e n c y ) . G i v e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps 

f : M -> N a n d g : N -> S, l e t L := P f (M) a n d TT := p f : L -> M. T h e n 

P g f T T ( L ) = P g f ( M ) a n d ^ P g f n = P g f I n s h o r t ' 

PS(PN(M) ) = PS(M) . 



P r o o f . One v e r i f i e s i n a s t r a i g h t f o r w a r d way t h a t TT»P ̂  : PG (L) ->L-»M 
h a s t h e u n i v e r s a l p r o p e r t y r e q u i r e d f o r P f S i n c e , o n t h e s e t t h e o r e ­

t i c a l l e v e l , nop i s t h e i d e n t i t y o f M t h e a s s e r t i o n f o l l o w s . 



§11 - T h e q u o t i e n t b y a p a r t i a l l y p r o p e r e q u i v a l e n c e r e l a t i o n 

D e f i n i t i o n 1. a) A n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n T o n a s p a c e M i s a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t T o f M x ri w h i c h i s a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n M 

i n t h e s e t t h e o r e t i c s e n s e . T h i s m e a n s t h e f o l l o w i n g . 

i ) T c o n t a i n s t h e d i a g o n a l D i a g M o f M x M. 

i i ) T h e s w i t c h a u t o m o r p h i s m ( x , y ) »-* ( y , x ) o f M x M maps T i n t o ( a n d 

h e n c e o n t o ) T. 

i i i ) T h e n a t u r a l p r o j e c t i o n p r ^ : M x M x M - * M x M o f M x M x M t o t h e 

f i r s t a n d t h e t h i r d f a c t o r M maps (T x M) n (MxT) i n t o ( a n d h e n c e 

o n t o ) T. 

b) I f T i s a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n M t h e n we d e n o t e t h e a u t o m o r ­

p h i s m ( x , y ) ( y , x ) o f t h e s p a c e T b y T t a n d t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n s 

( x , y ) <-> x a n d ( x , y ) »~* y o f T t o M b y p^ a n d p 2 . N o t i c e t h a t p 2 = 

p^ 0 T t . N o t i c e a l s o t h a t p^ i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e s i n c e p^ h a s t h e 

s e c t i o n x >-> ( x , x ) . 

c) T h e e q u i v a l e n c e r e l a t i o n T i s c a l l e d c l o s e d i f t h e s e t T i s c l o s e d 

i n M x M. 

E x a m p l e 1 1 . 1 . I f f : M -* N i s a map b e t w e e n s p a c e s t h e n 

E ( f ) := { ( x , y ) € M x M l f ( x ) = f ( y ) } 

i s a c l o s e d e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n M. We h a v e t h e c a r t e s i a n s q u a r e 

E ( f ) > M 

M j • N . 

D e f i n i t i o n 2. We c a l l a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n T p a r t i a l l y p r o p e r 

( s e m i a l g e b r a i c , p r o p e r ) i f t h e map p- : T -> M - a n d h e n c e a l s o p 2 -

T h i s s e c t i o n may b e s k i p p e d a t f i r s t r e a d i n g s i n c e i t w i l l n o t b e 
u s e d b e f o r e C h a p t e r V I I a n d w i l l h a v e i t s m a i n a p p l i c a t i o n s i n t h e 
t h i r d v o l u m e [ S F C ] . 



i s p a r t i a l l y p r o p e r ( s e m i a l g e b r a i c , p r o p e r r e s p e c t i v e l y ) . I t i s e a s i l y 

s e e n t h a t a p a r t i a l l y p r o p e r e q u i v a l e n c e r e l a t i o n i s c l o s e d . 

R e m a r k 1 1 . 2 . I f a map f : M -> N b e t w e e n s p a c e s i s p a r t i a l l y p r o p e r 

( s e m i a l g e b r a i c , p r o p e r ) , t h e n t h e e q u i v a l e n c e r e l a t i o n E ( f ) i s p a r ­

t i a l l y p r o p e r ( s e m i a l g e b r a i c , p r o p e r ) . T h i s f o l l o w s f r o m t h e c a r t e s i a n 

s q u a r e i n 1 1 . 1 . 

We a s k f o r t h e e x i s t e n c e o f a " s t r o n g q u o t i e n t " o r e v e n a " p a r t i a l l y 

p r o p e r q u o t i e n t " o f a s p a c e M b y a g i v e n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n T. B y 

t h i s we mean t h e f o l l o w i n g . 

D e f i n i t i o n 3. A map f : M -> N i s a s t r o n g q u o t i e n t o f M b y T i f T = E ( f ) 

a n d f i s i d e n t i f y i n g ( c f . § 8 ) . f i s c a l l e d a p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . 

p r o p e r ) q u o t i e n t o f M b y T i f T = E ( f ) a n d f i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d 

p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . p r o p e r ) . N o t i c e t h a t i n t h e s e c a s e s f i s c e r ­

t a i n l y i d e n t i f y i n g ( T h . 8 . 3 ) . 

R e m a r k s 1 1 . 3 . i ) L e t M/T d e n o t e t h e s e t o f e q u i v a l e n c e c l a s s e s o f t h e 

s e t M b y t h e e q u i v a l e n c e r e l a t i o n T, a n d l e t p T d e n o t e t h e n a t u r a l 

p r o j e c t i o n f r o m M t o M/T. We e q u i p M/T w i t h t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e 

s t r u c t u r e o v e r R w h i c h i s t h e s t r o n g q u o t i e n t o f M b y p T (§8, D e f . 2) . 

I f t h e r e e x i s t s a s t r o n g q u o t i e n t f : M -* N o f M b y T i n t h e s e n s e o f 

t h e d e f i n i t i o n a b o v e t h e n f g i v e s u s a s e t t h e o r e t i c b i j e c t i o n 

f : M/T N w i t h f ° p T = f . I t i s c l e a r f r o m §8 t h a t f i s a n i s o m o r ­

p h i s m o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r R. T h u s M/T i s a w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e i n t h i s c a s e a n d p T i s a s t r o n g q u o t i e n t o f M b y T. I f 

t h e r e e x i s t s a p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . p r o p e r ) q u o t i e n t o f M b y T 

t h e n we c o n c l u d e t h a t p T i s p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . p r o p e r ) . 

i i ) I f f : M -> N i s a s t r o n g q u o t i e n t o f M b y T a n d g : M -» L i s a 

map t o a s p a c e L w i t h E ( g ) z> T t h e n t h e r e e x i s t s a u n i q u e map h : N -* L 

s u c h t h a t h » f = g . I n G r o t h e n d i e c k ' s t e r m i n o l o g y [ G r , §2] t h e map f 



i s a s t r i c t e p i m o r p h i s m i n t h e c a t e g o r y W S A ( R ) , i n f a c t e v e n i n 

S p a c e ( R ) . 

i i i ) I f t h e r e e x i s t s a p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t o f M b y T t h e n we 

know f r o m 11.1 a n d 11.2 t h a t T m u s t b e c l o s e d a n d p a r t i a l l y p r o p e r . 

B r u m f i e l h a s p r o v e d t h e i m p o r t a n t t h e o r e m [ B 2 ] t h a t i f M i s ( a f f i n e ) 

s e m i a l g e b r a i c a n d T i s a p r o p e r e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n M t h e n i n d e e d 

t h e p r o p e r q u o t i e n t o f M b y T e x i s t s . T h i s t h e o r e m e x t e n d s r e a d i l y 

t o t h e f o l l o w i n g s t a t e m e n t w h i c h we s h a l l a l s o c a l l " B r u m f i e l 1 s 

t h e o r e m " l a t e r o n . 

T h e o r e m 1 1 . 4 . I f T i s a p a r t i a l l y p r o p e r e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n a 

s p a c e M t h e n t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e M/T ( c f . 11.3) i s w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c , a n d p T : M -> M/T i s p a r t i a l l y p r o p e r . I f T h a p p e n s t o b e 

p r o p e r t h e n p T i s p r o p e r . 

P r o o f . We c h o o s e a n e x h a u s t i o n ( K Q I a € I ) o f M. F o r e v e r y a G I t h e 

e q u i v a l e n c e r e l a t i o n T Q := T fl ( M Q * M Q) o n M i s p r o p e r . B y B r u m f i e l ' s 

r e s u l t t h e s e t ̂ - a / T
a c a r r i e s t h e s t r u c t u r e o f a s e m i a l g e b r a i c s p a c e 

s u c h t h a t t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n s p ^ 5 M
a ~* M

a / T
a
 i s p r o p e r . We 

r e g a r d t h e s e t s M- a/T a a s s u b s e t s o f t h e s e t M/T. B y T h e o r e m 1.6 

t h e r e e x i s t s o n M/T t h e s t r u c t u r e o f a ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) s p a c e 

s u c h t h a t , f o r e v e r y a , M
a / T

a ~ i n i t s g i v e n s t r u c t u r e - i s a c l o s e d 

s u b s p a c e o f M/T a n d ( M a / T Q l a € I ) i s a n e x h a u s t i o n o f M/T. S i n c e t h e 

r e s t r i c t i o n s p a o f p T a r e p r o p e r maps we c o n c l u d e t h a t p,p i s a s t r o n g ­

l y s u r j e c t i v e a n d p a r t i a l l y p r o p e r ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) map. We now 

know t h a t t h e p r e s e n t s p a c e s t r u c t u r e o n M/T c o i n c i d e s w i t h t h e o n e 

d e f i n e d a b o v e . 

A s s u m e t h a t p^ : T -» M i s p r o p e r . We w a n t t o p r o v e t h a t p T : M -> M/T 

i s a g a i n p r o p e r . I t s u f f i c e s t o p r o v e t h a t p T i s s e m i a l g e b r a i c ( c f . 5.6) 



L e t X € ?r(M/T) b e g i v e n . S i n c e p T i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e t h e r e e x i s t s 

some Y e j r ( M ) w i t h p T ( Y ) = X. T h e n p ~ 1 (X) = P 2 ( p ^ 1 Y ) . T h i s i s i n d e e d 

a s e m i a l g e b r a i c s e t , s i n c e p^ i s s e m i a l g e b r a i c . q . e . d . 

R e m a r k 1 1 . 5 . T h e p r e v i o u s T h e o r e m 8.6 o n g l u i n g o f s p a c e s i s a s p e c i a l 

c a s e o f t h e p r e s e n t t h e o r e m 1 1 . 4 , p r o v i d e d t h e g l u i n g map f t h e r e i s 

p a r t i a l l y p r o p e r . We d e c i d e d t o do t h i s s p e c i a l c a s e e a r l i e r w i t h o u t 

u s i n g B r u m f i e l ' s r e s u l t s i n c e t h e f u l l s t r e n g t h o f T h e o r e m 11.4 w i l l 

n o t b e n e e d e d i n t h e p r e s e n t v o l u m e i n a n e s s e n t i a l way. T h e o r e m 11.4 

w i l l t u r n o u t t o b e i m p o r t a n t i n t h e t h i r d v o l u m e [ S F C ] . 

R e m a r k 1 1 . 6 . 3 r u m f i e l ' s t h e o r e m i s a b e s t p o s s i b l e r e s u l t . I n d e e d , 

C. S c h e i d e r e r r e c e n t l y h a s p r o v e d t h e f o l l o w i n g " c o n v e r s e " t o i t 

[ S e n d ] : L e t M b e a l o c a l l y c o m p l e t e s e m i a l g e b r a i c s p a c e , a n d l e t T b e 

a c l o s e d e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n M s u c h t h a t t h e s t r o n g q u o t i e n t o f M 

b y T e x i s t s . T h e n M c o n t a i n s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t K s u c h t h a t 

t h e r e s t r i c t i o n o f p^ : T -> M t o (M x K) n T i s a p r o p e r map o n t o M. 

S c h e i d e r e r m a k e s e s s e n t i a l u s e o f a b s t r a c t s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( c f . 

[ L S A , A p p . A ] ) . 

We now e x p l i c a t e w h a t T h e o r e m 11.4 g i v e s u s i n t h e i m p o r t a n t c a s e o f 

g r o u p a c t i o n s . We s t a r t w i t h o b v i o u s d e f i n i t i o n s . 

D e f i n i t i o n 4. A w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ( l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c , s e m i a l g e ­

b r a i c ) g r o u p o v e r R i s a g r o u p o b j e c t G i n t h e c a t e g o r y WSA(R) ( r e s p . 

L S A ( R ) , S A ( R ) ) . T h i s m e a n s t h a t G i s a s p a c e ( l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e , s e m i a l g e b r a i c s p a c e r e s p e c t i v e l y ) o v e r R a n d a l s o a n a b s t r a c t 

g r o u p s u c h t h a t t h e m u l t i p l i c a t i o n map m : G x G -> G , ( x , y ) x y , a n d 

t h e map i : G -* G , x x , b o t h a r e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c m a p s . 



E x a m p l e s 1 1 . 7 . i ) I f G i s a n a l g e b r a i c g r o u p s c h e m e o v e r R ( o r o v e r 

C = R(V-T)) t h e n G ( R ) ( r e s p . G ( C ) ) i s a s e m i a l g e b r a i c g r o u p o v e r R. 

i i ) T h e o r t h o g o n a l g r o u p s 0 ( n , R ) o v e r R a s w e l l a s t h e u n i t a r y g r o u p s 

U ( n , R ) a n d s y m p l e c t i c g r o u p s S p ( n , R ) o v e r R ( c f . [ C h , C h a p . I ] w i t h ]R 

t h e r e r e p l a c e d b y R) a r e s e m i a l g e b r a i c g r o u p s o v e r R. {We a r e j u s t t o 

u s e t h e l e t t e r R i n o u r n o t a t i o n o f u n i t a r y a n d s y m p l e c t i c g r o u p s a l ­

t h o u g h R(\/-1) a n d t h e q u a t e r n i o n s o v e r R a r e u s e d i n t h e d e f i n i t i o n o f 

t h e s e g r o u p s . } 

i i i ) We embed 0 ( n , R ) i n t o 0 ( n + 1 , R ) a s u s u a l b y A •—> ° y . T h e n 

0(«,R) := l i m 0 ( n , R ) = U 0 ( n , R ) 
n->°° n 

i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p w h i c h h a s t h e e x h a u s t i o n ( 0 ( n , R ) I n € l N ) 

b y s e m i a l g e b r a i c g r o u p s . S i m i l a r l y we h a v e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p s 

U(°°,R), Sp(«>,R). A l l t h e s e g r o u p s a r e p a r t i a l l y c o m p l e t e . 

i v ) A s s u m e t h a t R i s s e q u e n t i a l . I f G i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p 

o v e r R t h e n t h e s p a c e P ( G ) w i t h t h e same u n d e r l y i n g a b s t r a c t g r o u p G 

i s a p a r t i a l l y c o m p l e t e g r o u p o v e r R. I n p a r t i c u l a r , i f Of i s a n y a l g e ­

b r a i c g r o u p s c h e m e o v e r R ( o r o v e r C) t h e n ioc ( r e s p . 9(C) 1 q c ) i s 

a p a r t i a l l y c o m p l e t e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p o v e r R. 

We s h a l l m e e t o t h e r e x a m p l e s o f g e n u i n e l y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p s 

i n V I I , §4 a n d V I I , §9. 

D e f i n i t i o n 5. L e t G b e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p ( o v e r R ) . A l e f t 

o p e r a t i o n o f G o n a s p a c e M i s a l e f t o p e r a t i o n o f t h e a b s t r a c t g r o u p 

G o n t h e s e t M s u c h t h a t t h e map G * M -> M, ( g , x ) »-> g x i s w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c . We t h e n c a l l M a ( l e f t ) G - s p a c e o v e r R. 

I f M i s a G - s p a c e a n d t h e g r o u p G i s s e m i a l g e b r a i c t h e n t h e a c t i o n o f 

G g i v e s u s a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n 

T ( G ) := { ( g x , x ) l x € M , g € G) 



o n M. I n d e e d , T ( G ) i s t h e i m a g e o f t h e s e m i a l g e b r a i c map GxM -> M * M , 

( g , x ) ( g x , x ) , a n d h e n c e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M * M . T h i s 

e q u i v a l e n c e r e l a t i o n i s s e m i a l g e b r a i c ( c f . D e f . 2 ) . T h e s t r o n g q u o t i e n t 

M / T ( G ) - i f i t e x i s t s - w i l l b e d e n o t e d m o r e b r i e f l y b y G X M . I t s 

u n d e r l y i n g s e t i s t h e s e t o f o r b i t s o f G o n M . 

A s s u m e now t h a t G i s c o m p l e t e . T h e n p 2 : T ( G ) -» M i s p r o p e r . T h u s B r u m ­

f i e l 's t h e o r e m g i v e s u s t h e f o l l o w i n g s o m e w h a t s p e c i a l r e s u l t o n o r b i t 

s p a c e s . 

C o r o l l a r y 1 1 . 8 . I f G i s a c o m p l e t e s e m i a l g e b r a i c g r o u p t h e n t h e 

p r o p e r q u o t i e n t G X M e x i s t s f o r e v e r y G - s p a c e M. 

Up t o now we d i d n o t c a r e f o r t h e q u e s t i o n u n d e r w h i c h c o n d i t i o n s 

t h e q u o t i e n t o f a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c ( a n d , a s a l w a y s , w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c ) s p a c e b y a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n i s a g a i n l o c a l l y s e m i a l ­

g e b r a i c . H e r e i s a r a t h e r s p e c i a l ( a n d t r i v i a l ) s t a t e m e n t i n t h i s 

d i r e c t i o n . 

R e m a r k 1 1 . 9 . I n t h e s i t u a t i o n o f C o r o l l a r y 1 1 . 8 , i f M i s l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c , t h e n a l s o G X M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 

P r o o f . L e t (Uglot 6 I ) b e a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M b y o p e n s e m i a l g e ­

b r a i c s u b s e t s . T h e n ( G 0 * a l a € I ) i s a g a i n s u c h a c o v e r i n g . L e t p d e n o t e 

t h e p r o j e c t i o n f r o m M t o G Y M . We h a v e p 1 ( P u
a ) = G U

a • T n u s P u
a
 i s 

o p e n s e m i a l g e b r a i c i n G X M f o r e v e r y a , a n d (pU l a £ I ) i s a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g o f G X M . q . e . d . 

R e m a r k 1 1 . 1 0 . R e c e n t l y C. S c h e i d e r e r h a s p r o v e d a m u ch b e t t e r t h e o r e m 

[ S e n d ] : L e t M b e a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c p a r t i a l l y c o m p l e t e s p a c e a n d 

T a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n M w i t h t h e f o l l o w i n g 



p r o p e r t y . 

(*) I f U € £(M) t h e n P 2 P ^ 1 U i s o p e n i n M ( h e n c e p 2 p ~ 1 U G ) . 

T h e n t h e s t r o n g q u o t i e n t M/T e x i s t s a n d i s a g a i n l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 

{ S c h e i d e r e r o n l y d e a l s w i t h t h e c a s e t h a t M i s s e m i a l g e b r a i c , b u t t h e 

s t a t e m e n t a b o v e f o l l o w s t r i v i a l l y f r o m t h i s c a s e . S c h e i d e r e r a l s o 

p r o v e s t h a t (*) j u s t m e a n s t h a t t h e map p^ i s o p e n . } I f G i s a s e m i ­

a l g e b r a i c g r o u p a c t i n g ( f r o m t h e l e f t ) o n a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e M a n d i f T ( G ) i s c l o s e d t h e n (*) i s c l e a r l y f u l f i l l e d , h e n c e t h e 

q u o t i e n t G\M e x i s t s a n d i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 



C h a p t e r V - P a t c h c o m p l e x e s , a n d h o m o t o p i e s a g a i n 

I n t h i s c h a p t e r a " s p a c e " means a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r a 

f i x e d r e a l c l o s e d f i e l d R a n d a "map" b e t w e e n s p a c e s means a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c map, i f n o t h i n g e l s e i s s a i d . A l l t h e h o m o t o p y t h e o r e t i c 

n o t i o n s a n d n o t a t i o n s u s e d i n C h a p t e r I I I r e t a i n t h e i r s e n s e f o r t h e s e 

s p a c e s a n d maps a n d w i l l be u s e d , s t a r t i n g f r o m § 2 , w i t h o u t f u r t h e r 

e x p l a n a t i o n . T h e h o m o t o p y c a t e g o r y o f s p a c e s o v e r R i s d e n o t e d b y 

HW S A ( R ) . I t s o b j e c t s a r e t h e s p a c e s o v e r R a n d i t s m o r p h i s m s a r e t h e 

h o m o t o p y c l a s s e s [ f ] o f maps f : M -» N b e t w e e n s p a c e s . 

§1 - P a t c h d e c o m p o s i t i o n s 

I n t h e f o l l o w i n g M i s a f i x e d s p a c e . 

D e f i n i t i o n 1. A s e m i a l g e b r a i c p a r t i t i o n o f M i s a s u b s e t I o f tf'(M) 

w i t h t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s . 

PD1 . I f a a n d T a r e d i f f e r e n t e l e m e n t s o f I t h e n a f i x = 0. 

PD2. E v e r y X 6IT(M) i s c o n t a i n e d i n t h e u n i o n o f f i n i t e l y many e l e m e n t s 

o f X. 

{ T h e l e t t e r s "PD" r e f e r t o " p a t c h d e c o m p o s i t i o n " , s e e b e l o w . } 

F o r e x a m p l e , i f ( M ^ l a G I ) i s a n e x h a u s t i o n o f M, t h e n t h e s e t o f 

p a t c h e s {M°la€l°} i s a s e m i a l g e b r a i c p a r t i t i o n o f M. N o t i c e t h a t PD2 

j u s t m e a n s t h a t I i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M ( I V , § 3 , D e f . 7 ) . 

D e f i n i t i o n 2. L e t I b e a s e m i a l g e b r a i c p a r t i t i o n o f M, a n d l e t o E I . 

i ) T h e b o u n d a r y o f a i s t h e s e t 9a := a ^ a . 

i i ) A n e l e m e n t x o f I i s a n i m m e d i a t e f a c e o f a i f x n 9a * 0. 

We t h e n w r i t e x < a . 



E v e r y a G I h a s o n l y f i n i t e l y many i m m e d i a t e f a c e s s i n c e t h e s e m i a l g e ­

b r a i c s e t 3 a i s c o v e r e d b y f i n i t e l y many e l e m e n t s o f I . 

D e f i n i t i o n 3. a) A p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f t h e s p a c e M i s a s e m i a l g e ­

b r a i c p a r t i t i o n I o f M f u l f i l l i n g t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n . 

PD3. F o r e v e r y a G I t h e r e e x i s t s a n u m b e r n G 0 N Q s u c h t h a t e v e r y c h a i n 

T R < T R _ < | < ... * < T o = o i n I h a s l e n g t h r < n . 

T h e maximum o f t h e s e l e n g t h s i s t h e n c a l l e d t h e h e i g h t h ( a ) o f a . 

b) A p a t c h c o m p l e x ( o v e r R) i s a p a i r ( X , I ( X ) ) c o n s i s t i n g o f a s p a c e 

X a n d a p a t c h d e c o m p o s i t i o n I ( X ) o f X. We o f t e n w r i t e t h e s i n g l e 

l e t t e r X f o r t h e p a t c h c o m p l e x . T h e e l e m e n t s o f I ( X ) a r e c a l l e d t h e 

p a t c h e s o f X. 

E x a m p l e 1.1. L e t M b e s e m i a l g e b r a i c a n d l e t I b e a f i n i t e s e t o f p a i r -

w i s e d i s j o i n t s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M w h i c h c o v e r M. A s s u m e t h a t 

t h e r e d o e s n o t e x i s t a c y c l i c c h a i n 

r r - 1 o 

i n I . T h e n ( M , I ) i s a p a t c h c o m p l e x . We c a l l t h e s e p a i r s ( M , I ) t h e 

f i n i t e p a t c h c o m p l e x e s . 

E x a m p l e 1.2. L e t M be a n y s p a c e a n d l e t I be a s e m i a l g e b r a i c p a r t i t i o n 

o f M. A s s u m e t h a t f o r a n y t w o e l e m e n t s a , T o f I w i t h T < a t h e d i m e n ­

s i o n o f T i s s t r i c t l y s m a l l e r t h a n t h e d i m e n s i o n o f a . T h e n PD3 o b ­

v i o u s l y h o l d s . T h u s ( M , I ) i s a p a t c h c o m p l e x . We c a l l t h e s e (M,I) t h e 

d i m e n s i o n a l p a t c h c o m p l e x e s . 

E x a m p l e 1.3. A g a i n l e t M b e a n y s p a c e a n d I a s e m i a l g e b r a i c p a r t i t i o n 

o f M. A s s u m e t h a t t h e b o u n d a r y 3 a o f e v e r y a G I i s . a u n i o n o f e l e m e n t s 

o f I . T h i s m e a n s t h a t e v e r y i m m e d i a t e f a c e T o f a i s c o n t a i n e d i n 3 a . 



T h e n d i m x < d i m a , a n d we s e e t h a t ( M , I) i s a d i m e n s i o n a l p a t c h c o m p l e x . 

We c a l l t h e s e ( M , I ) n o r m a l p a t c h c o m p l e x e s , i n a n a l o g y t o n o r m a l c e l l 

c o m p l e x e s i n t o p o l o g y , c f . [LW, p . 9 ] , E v e r y s i m p l i c i a l c o m p l e x i s a 

n o r m a l p a t c h c o m p l e x ( c f . I V . 1 . 7 a n d I V . 1 . 1 9 ) . 

O f c o u r s e , a p a t c h d e c o m p o s i t i o n I o f o u r s p a c e M i s c a l l e d f i n i t e 

( r e s p . d i m e n s i o n a l , r e s p . n o r m a l ) i f t h e p a t c h c o m p l e x ( M , I ) i s f i n i t e 

( d i m e n s i o n a l , n o r m a l ) . 

We a r e i n t e r e s t e d i n p a t c h c o m p l e x e s a s a v e r y w e a k s u b s t i t u t e o f s i m ­

p l i c i a l c o m p l e x e s . O u r s p a c e s o f t e n c a n n o t b e t r i a n g u l a t e d ( c f . I V . 4 . 8 ) , 

b u t t h e y a d m i t p a t c h d e c o m p o s i t i o n s . 

P r o p o s i t i o n 1 . 4 . L e t ( M g l a G i ) b e a n e x h a u s t i o n o f o u r s p a c e M. T h e n 

t h e s e t o f p a t c h e s {M°loc€i°}, i n t h e s e n s e o f I V , § 1 , i s a p a t c h d e ­

c o m p o s i t i o n o f M. 

P r o o f . I f M ° i s a n i m m e d i a t e f a c e o f M ° t h e n n M Q *0, h e n c e 3 £<x b y 

I V . 1 . 1 8 . C e r t a i n l y 3 * a , h e n c e 3 < a , a n d t h e a x i o m P D 3 i s e v i d e n t . 

E x a m p l e 1 . 5 . C o n s i d e r t h e e x h a u s t i o n ( I P n ( R ) | nG]N o) o f t h e i n f i n i t e 

d i m e n s i o n a l p r o j e c t i v e s p a c e np°°(R) ( I V , E x . 1 . 9 ) . T h e c o r r e s p o n d i n g 

p a t c h d e c o m p o s i t i o n c o n s i s t s o f t h e p a t c h e s a n := I P n ( R ) ^ 3 P n 1 (R) = R n 

- 1 

( n > 0 , r e a d IP (R) =0). We h a v e < i f f k < 1 . T h i s p a t c h d e c o m p o ­

s i t i o n i s n o r m a l . 

E x a m p l e 1 . 6 . We c o n s i d e r a g a i n t h e c o u n t a b l e comb f r o m I V . 4 . 8 w i t h 

t h e e x h a u s t i o n ( M n l n € I N o ) i n d i c a t e d t h e r e . T h i s t i m e t h e p a t c h e s a r e 
1 

°n : = "^n^ x ] ° ' 1 ] w i t h n € IN , a n d o Q : = [ 0 , 1 ] x {o} . T h e o n l y i m m e d i a t e 

f a c e r e l a t i o n s a r e a Q < a R w i t h n € IN . T h i s p a t c h d e c o m p o s i t i o n i s n o t 

d i m e n s i o n a l . 



D e f i n i t i o n 4, A s s u m e t h a t I i s a p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f M. A p a t c h 

T € I i s c a l l e d a f a c e o f a p a t c h a € I i f t h e r e e x i s t s a c h a i n 

T = T R -< T R - 1 < . . . < T q = a . We t h e n w r i t e x < a . I f r > 1 t h e n we c a l l T 

a p r o p e r f a c e o f a a n d w r i t e T < a . 

I t i s e v i d e n t f r o m t h e a x i o m PD3 t h a t t h e f a c e r e l a t i o n i s a p a r t i a l 

o r d e r i n g o f I a n d t h a t x < G j u s t m e ans x < c , x * a . 

R e m a r k 1.7. I f I i s a p a t c h d e c o m p o s i t i o n t h e n e v e r y p a t c h a € I h a s 

o n l y f i n i t e l y many f a c e s . 

T h i s f o l l o w s b y i n d u c t i o n o n t h e h e i g t h ( a ) f r o m t h e f a c t t h a t c h a s 

o n l y f i n i t e l y many i m m e d i a t e f a c e s . 

R e m a r k 1.8. I f {M°la€I°} i s t h e p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f M c o m i n g f r o m 

a n e x h a u s t i o n ( M a l a 6 i ) t h e n i t i s e v i d e n t f r o m t h e p r o o f o f P r o p o s i t i o n 

1.4 t h a t t h e f a c e r e l a t i o n M ° < M ° i m p l i e s 3 < a . 

We n e e d a n o b v i o u s e x t e n s i o n o f D e f i n i t i o n 4 i n I , § 1 . 

D e f i n i t i o n 5. A f a m i l y ( X ^ I A e A ) o f s u b s e t s o f M i s c a l l e d p a r t i a l l y 

f i n i t e ( i n M) i f P f o r e v e r y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t Y o f M, t h e s e t o f 

a l l A £ A w i t h X^ fl Y * 0 i s f i n i t e . 

O f c o u r s e , i t s u f f i c e s t o c h e c k t h i s p r o p e r t y f o r Y r u n n i n g t h r o u g h 

t h e m embers o f a n y a d m i s s i b l e c o v e r i n g ( I V , §3) o f M, e . g . t h e p a t c h e s 

o f some p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f M. 

A n y s e m i a l g e b r a i c p a r t i t i o n I o f M ( c f . D e f . 1 ) , a n d i n p a r t i c u l a r 

a n y p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f M, i s a p a r t i a l l y f i n i t e f a m i l y o f s u b s e t s 

o f M ( e a c h s e t b e i n g i n d e x e d b y i t s e l f ) . 



R e m a r k 1.9. L e t ( A ^ I A E A ) be a p a r t i a l l y f i n i t e f a m i l y i n M s u c h t h a t 

e v e r y A^ i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M. T h e n , f o r e v e r y s u b s e t J o f A, 

t h e s e t B := U (A-^ I A € J ) i s a g a i n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M s i n c e , f o r 

e v e r y C 6 *T(M) , t h e i n t e r s e c t i o n B n C i s c l e a r l y s e m i a l g e b r a i c . The 

f a m i l y ( A ^ | X € J ) i s p a r t i a l l y f i n i t e i n t h e s p a c e B. 

D e f i n i t i o n 6. A s u b s e t Y o f t h e s p a c e X i s c a l l e d a s u b c o m p l e x o f t h e 

p a t c h c o m p l e x X i f Y i s t h e u n i o n o f some p a t c h e s o f X. T h e n , b y 1.9, 

Y i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n X, a n d t h e s u b s p a c e Y o f X t o g e t h e r w i t h 

t h e s u b s e t 

Z ( Y ) := {oez(X) l a c Y } 

o f y ( Y ) i s a p a t c h c o m p l e x , w h i c h we a l s o d e n o t e b y Y. 

D e f i n i t i o n 7. A s u b c o m p l e x Y o f X i s c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n X i f t h e 

s u b s e t Y o f t h e s p a c e X i s c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n X. 

T h e o r e m 1.10. i ) A s u b c o m p l e x Y o f X i s c l o s e d i n X i f f f o r e v e r y 

a € I ( Y ) a l l ( i m m e d i a t e ) f a c e s o f a a r e c o n t a i n e d i n Y. 

i i ) T h e s e t H ( X ) o f a l l f i n i t e c l o s e d s u b c o m p l e x e s o f X i s a f a i t h f u l 

l a t t i c e e x h a u s t i o n o f t h e s p a c e X, a n d I ( X ) i s t h e s e t o f p a t c h e s o f 

H ( X ) . 

P r o o f . a) L e t Y b e a c l o s e d s u b c o m p l e x o f X a n d a € I ( Y ) . T h e n 3a <=Y. 

I f x i s a n i m m e d i a t e f a c e o f a , t h e n x n Y * 0, h e n c e T <=Y. O f c o u r s e , 

t h i s i m p l i e s t h a t a l l f a c e s o f a a r e c o n t a i n e d i n Y. 

b) L e t now Y b e a f i n i t e s u b c o m p l e x o f X. T h e n Y = U ( a | a G I ( Y ) ) . I f a l l 

i m m e d i a t e f a c e s o f a l l a € Z ( Y ) a r e c o n t a i n e d i n Y, t h e n a c Y f o r e v e r y 

a € I ( Y ) , a n d we c o n c l u d e t h a t Y = Y, i . e . Y i s c l o s e d i n X. 

c ) I t i s now t r i v i a l l y c h e c k e d t h a t t h e s e t H ( X ) o f f i n i t e c l o s e d s u b -

c o m p l e x e s o f X f u l f i l l s t h e c o n d i t i o n s E2 1 , E 3 - E 5 , E 7 , E8 i n I V , § 1 . 



{ O f c o u r s e , we e q u i p H ( X ) w i t h t h e o r d e r i n g b y i n c l u s i o n , a n d r e g a r d 

H ( X ) a s a f a m i l y o f s e t s i n ^ ( X ) , e a c h e l e m e n t o f H ( X ) b e i n g i n d e x e d 

b y i t s e l f . } F o r e v e r y a € I ( X ) t h e u n i o n X ( a ) o f a l l f a c e s o f a i s a n 

e l e m e n t o f H ( X ) b y s t e p b) o f t h e p r o o f . We h a v e a c X ( a ) . S i n c e I ( X ) 

i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f t h e s p a c e X , a l s o H ( X ) i s a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g o f X . We c o n c l u d e f r o m I V , C o r . 3.16 t h a t H ( X ) i s a n e x h a u s t i o n 

o f t h e s p a c e X . 

d) We l o o k a t t h e i n d e x f u n c t i o n n : X -* H ( X ) o f t h i s e x h a u s t i o n ( c f . 

e n d o f I V , § 1 ) . L e t x € X b e g i v e n a n d l e t a d e n o t e t h e u n i q u e p a t c h 

w h i c h c o n t a i n s x . I f Y i s a n e l e m e n t o f H ( X ) w i t h x € Y , t h e n a c y a n d 

h e n c e X ( o ) c y b y s t e p a) o f t h e p r o o f . T h u s n ( x ) = X ( o ) . T h u s t h e X ( a ) 

w i t h o r u n n i n g t h r o u g h I ( X ) a r e t h e p r i m i t i v e e l e m e n t s o f H ( X ) . T h e 

p a t c h c o r r e s p o n d i n g t o a g i v e n X ( a ) i s t h e s e t 

X ( a ) ° = X ( a ) S U ( X ( T ) I X ( T ) c X ( a ) ) = X ( a ) ^ U ( X ( T ) | T < G ) 

a n d t h i s i s j u s t t h e s e t a . T h u s I ( X ) i s t h e s e t o f p a t c h e s o f H ( X ) . 

e) L e t now Y b e a n y s u b c o m p l e x o f X w h i c h h a s t h e p r o p e r t y t h a t Y c o n ­

t a i n s a l l f a c e s o f a l l a € I ( Y ) . T h e n , f o r e v e r y Z £ H ( X ) , t h e s u b c o m p l e x 

Y n Z h a s t h e same p r o p e r t y , a n d t h u s Y n z € H ( X ) b y s t e p b ) . I n p a r t i ­

c u l a r , Y n z € ^ ( Z ) . S i n c e H ( X ) i s a n e x h a u s t i o n , we c o n c l u d e t h a t 

Y € T ( X ) . T h i s c o n c l u d e s t h e p r o o f o f t h e t h e o r e m . 

N o t i c e t h a t P r o p o s i t i o n 1.4 a n d T h e o r e m l . l O . i i t o g e t h e r g i v e u s a new 

p r o c e d u r e how t o e n l a r g e a g i v e n f a i t h f u l e x h a u s t i o n ( M ^ l a G I ) o f a 

s p a c e M t o a f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n H ( P r o p . I V . 1 . 1 5 ) . N a m e l y we 

t a k e f o r H t h e f a m i l y o f a l l c l o s e d f i n i t e s u b c o m p l e x e s o f M w i t h r e ­

s p e c t t o t h e p a t c h d e c o m p o s i t i o n (M°laGI°). T h i s p r o c e d u r e i s m o r e c o n ­

s t r u c t i v e t h a n t h e o n e i n d i c a t e d i n t h e p r o o f o f P r o p . I V . 1 . 1 5 . 

A s a c o n s e q u e n c e o f T h e o r e m 1 . 1 0 . i we o b t a i n 



C o r o l l a r y 1.11. A s u b c o m p l e x Y o f a p a t c h c o m p l e x X i s o p e n i n X i f f 

f o r a n y T E I ( Y ) a n d a G I ( X ) w i t h T<O a l s o a G X ( Y ) . i n p a r t i c u l a r , f o r 

e v e r y a G X (X) t h e u n i o n o f a l l p G I ( X ) w i t h o < p i s t h e s m a l l e s t o p e n 

s u b c o m p l e x o f X w h i c h c o n t a i n s a . 

D e f i n i t i o n 8. T h i s o p e n s u b c o m p l e x o f X i s c a l l e d t h e s t a r o f a i n X 

( o r o p e n s t a r o f a i n X) a n d d e n o t e d b y S t x ( o ) . 

We now l o o k f o r p a t c h d e c o m p o s i t i o n s o f a g i v e n s p a c e M w i t h s p e c i a l 

p r o p e r t i e s . We n e e d some m o r e d e f i n i t i o n s . 

D e f i n i t i o n 9. A p a t c h d e c o m p o s i t i o n I o f M i s c a l l e d s p e c i a l i f , f o r 

e v e r y a G X , t h e p a i r ( a , a ) o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s i s i s o m o r p h i c t o a 

p a i r (N,V(n)) w i t h N t h e u n i o n o f t h e s t a n d a r d o p e n n - s i m p l e x V ( n ) i n 
n+1 * 

R a n d some o p e n f a c e s o f V(n). I n t h i s c a s e (M,X) i s c a l l e d a s p e c i a l 

p a t c h c o m p l e x . 

N o t i c e t h a t , i f M i s a w e a k p o l y t o p e t h e n , i n t h i s d e f i n i t i o n , N i s 

f o r c e d t o b e t h e w h o l e c l o s e d s i m p l e x V ( n ) . 

D e f i n i t i o n 10. L e t ( A ^ I A G A ) b e a f a m i l y i n T ( M ) . A s i m u l t a n e o u s p a t c h 

d e c o m p o s i t i o n o f M a n d t h e f a m i l y ( A ^ I A G A ) i s a p a t c h d e c o m p o s i t i o n 

o f M s u c h t h a t e v e r y A^ i s a s u b c o m p l e x o f ( M , X ) . S u c h a p a t c h d e c o m ­

p o s i t i o n i s c a l l e d a s i m u l t a n e o u s s p e c i a l p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f M 

a n d t h e f a m i l y (A-^IAGA) i f , i n a d d i t i o n , M a n d e v e r y A^ b e c o m e s a 

s p e c i a l p a t c h c o m p l e x b y t h i s d e c o m p o s i t i o n . 

T h e o r e m 1.12. L e t M b e a s p a c e a n d ( A ^ I A G A ) a p a r t i a l l y f i n i t e f a m i l y 

i n T ( M ) . F u r t h e r l e t ( M ^ l a G I ) b e a n e x h a u s t i o n o f M. T h e n t h e r e e x i s t s 

a s i m u l t a n e o u s s p e c i a l p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f M a n d b o t h f a m i l i e s 

(A, IAGA) a n d (M I a G I ) . A a 



P r o o f . T h i s i s a s t r a i g h t f o r w a r d c o n s e q u e n c e o f t h e s e m i a l g e b r a i c t r i ­

a n g u l a t i o n t h e o r e m 1 . 2 . 1 3 . I n d e e d , f o r a n y a C I l e t A(a) d e n o t e t h e 

f i n i t e s e t o f a l l X Eh w i t h M fl A, * 0. F o r e v e r y o r i m i t i v e i n d e x 

a € 1° ( c f . I V , § 1 , D e f . 11) we c h o o s e a t r i a n g u l a t i o n x a
 : x

a ~~* M
a
 o f 

M q w h i c h s i m u l t a n e o u s l y t r i a n g u l a t e s t h e f i n i t e f a m i l i e s ( M Q riA ^ I X e A(a)) 

a n d ( M ^ I 3^1°, 3<cx) . L e t l a d e n o t e t h e f i n i t e s e t o f i m a g e s X a ( S ) o f a l l 

o p e n s i m p l i c e s S o f w i t h X a ( S ) c M ° . I t i s e v i d e n t t h a t t h e u n i o n 

I o f a l l s e t s Z a w i t h a r u n n i n g t h r o u g h 1° i s a s e m i a l g e b r a i c p a r t i t i o n 

o f M. I f t w o e l e m e n t s a = X A ( S ) , T = X ^ d ) of I a r e g i v e n t h e n T <O 

i m p l i e s t h a t e i t h e r 3 < a o r 3 = a a n d T i s a f a c e o f S. T h u s i t i s 

c l e a r t h a t I a l s o f u l f i l l s P D 3 , h e n c e i s a p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f M . 

I f a g a i n a = x a ( S ) i s a n e l e m e n t o f I a t h e n t h e p a i r ( o , o ) i s i s o m o r ­

p h i c , v i a x a / t o t h e p a i r (S n X Q / S ) . { A s u s u a l , S d e n o t e s t h e u n i o n o f 

S a n d a l l i t s f a c e s , h e n c e S fl X a d e n o t e s t h e u n i o n o f S a n d a l l f a c e s 

c o n t a i n e d i n X a . } T h u s I i s a s p e c i a l p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f M . E v e r y 

M a n d e v e r y A-v i s a u n i o n o f p a t c h e s . q . e . d . 



§2 - Some d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n s , a n d r e l a t e d h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s 

We w a n t t o e x t e n d some o f t h e r e s u l t s o f I I I , §1 t o w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s . T h i s n e e d s v a r i o u s p r e p a r a t i o n s . 

D e f i n i t i o n s 1. a) A r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f a c l o s e d p a i r (M,A) 

o f s p a c e s ( c f . I V , § 8 , D e f . 8) i s a p a t c h d e c o m p o s i t i o n I o f t h e s p a c e 

M^A. We t h e n c a l l t h e t r i p l e (M,A,Z) a r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x . 

b) I f a i s a p a t c h o f a r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x (M,A,Z) , i . e . a € Z , 

t h e n a d e n o t e s t h e c l o s u r e o f a i n M a n d do d e n o t e s t h e s e t o \ Q , 

w h i c h i s c a l l e d t h e b o u n d a r y o f t h e p a t c h ( i n M). N o t i o n s l i k e " f a c e 

o f a " a n d " h e i g h t o f o" r e f e r t o t h e " a b s o l u t e " p a t c h c o m p l e x (M^A,Z). 

T h e same h o l d s f o r n o t i o n s d e r i v e d f r o m t h i s l i k e " d i m e n s i o n a l " o r 

" n o r m a l " . We c a l l t h e r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x (M,A,Z) f i n i t e i f Z i s 

f i n i t e . 

c ) A s u b c o m p l e x o f t h e r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x (M,A,Z) i s a s u b s p a c e L 

o f M w i t h A c L a n d L ̂ A a u n i o n o f p a t c h e s . T h e n , o f c o u r s e , t h e t r i p l e 

( L,A,Z') w i t h Z 1 t h e s e t o f a l l a € Z c o n t a i n e d i n L ̂ A i s a g a i n a 

r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x . S o m e t i m e s a l s o t h i s t r i p l e w i l l b e c a l l e d a 

s u b c o m p l e x o f (M,A,Z). T h e s u b s p a c e L i s c l o s e d i n M i f f 

a € Z ' , T < a => T € Z' . 

I n t h i s c a s e we c a l l L a c l o s e d s u b c o m p l e x o f (M,A). 

d) T h e d i r e c t p r o d u c t (M,A,Z) x (N,B,Z') o f t w o r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x e s 

(M,A,Z) a n d (N,B,Z') i s d e f i n e d a s t h e c l o s e d p a i r o f s p a c e s 

(MxN,(MxB) U (AxN)) e q u i p p e d w i t h t h e r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n 

w h i c h h a s a s p a t c h e s t h e s e t s o n w i t h a € Z a n d T 6 1 ' . N o t i c e t h a t 

^1 X T 1 < °2 x T 2 Q 1 — °2 a n < ^ T 1 — T 2 * 

e) A r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n i o f a c l o s e d p a i r (M,A) a n d t h e 

c o r r e s p o n d i n g p a t c h c o m p l e x (M,A,Z) a r e c a l l e d s p e c i a l i f f , f o r e v e r y 

a € Z , t h e p a i r ( a , a ) i s i s o m o r p h i c t o a p a i r (N,V(n)) w i t h N t h e u n i o n 



o o 

o f t h e o p e n s t a n d a r d s i m p l e x V(n) a n d some f a c e s o f V ( n ) . ( O f c o u r s e , 

n = d i m e . ) N o t i c e t h a t i f (M,A) i s a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e ( I V , § 8 , 

D e f . 8) t h i s f o r c e s N = V ( n ) . 

R e m a r k 2 . 1 . We k n o w f r o m §1 t h a t e v e r y c l o s e d p a i r (M,A) a d m i t s a 

s i m u l t a n e o u s s p e c i a l p a t c h d e c o m p o s i t i o n ( T h . 1 . 1 2 ) . T h e n t h e p a t c h e s 

i n M ^ A g i v e a s p e c i a l r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f (M,A) . C o n v e r s e ­

l y , i f I ' i s a p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f A a n d I i s a r e l a t i v e p a t c h d e ­

c o m p o s i t i o n o f (M,A) t h e n I U I 1 i s a p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f M. I f 

b o t h I 1 a n d I a r e s p e c i a l t h e n a l s o I U I 1 i s s p e c i a l . 

We c o u l d a v o i d b e l o w t h e u s e o f t h e " r e l a t i v e " n o t i o n s e x p l i c a t e d i n 

D e f i n i t i o n 1, a l w a y s w o r k i n g i n s t e a d w i t h s i m u l t a n e o u s p a t c h d e c o m p o ­

s i t i o n s o f p a i r s o f s p a c e s . B u t , w h e n e v e r t h e p a t c h e s i n A d o n o t p l a y 

a s i g n i f i c a n t r o l e , i t i s c o n c e p t u a l l y s i m p l e r t o u s e t h e s e r e l a t i v e 

n o t i o n s . 

I n t h e f o l l o w i n g (M,A) i s a c l o s e d p a i r o f s p a c e s . We e q u i p (M,A) w i t h 

a f i x e d r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n I . We a b u s i v e l y d e n o t e t h e r e l a t i v e 

p a t c h c o m p l e x ( M , A , I ) a g a i n b y ( M , A ) . S o m e t i m e s we w r i t e X(M,A) i n s t e a d 

o f X. ( T h i s w i l l b e common p r a c t i c e a l s o l a t e r o n . ) 

N o t a t i o n s 2 . 2 . F o r a n y n € nNQ we d e n o t e t h e s e t o f p a t c h e s a € I w i t h 

h e i g h t h ( a ) = n b y I ( n ) . We d e n o t e t h e u n i o n o f A a n d a l l p a t c h e s 

w i t h h ( a ) < n b y M n « E v e r y M n i s a c l o s e d s u b c o m p l e x o f ( M , A ) . We p u t 

M_,j = A f o r c o n v e n i e n c e . We d e n o t e t h e d i r e c t sum ( I V , 1.10) o f t h e 

s p a c e s a w i t h a r u n n i n g t h r o u g h Z ( n ) b y M ( n ) . H e r e a c a r r i e s , o f 

c o u r s e , t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e i n M. We f u r t h e r d e n o t e b y 3M(n) t h e 

d i r e c t sum o f t h e s p a c e s 3a w i t h a r u n n i n g t h r o u g h I ( n ) . T h i s i s a 

c l o s e d s u b s p a c e o f M ( n ) . We d e n o t e b y ^ n : M ( n ) -> M n t h e map w h o s e r e ­

s t r i c t i o n t o a n y summand a o f M ( n ) (a 6 I ( n ) ) i s t h e i n c l u s i o n o «-* M . 



We f i n a l l y d e n o t e b y cp : 8M(n) -> M . t h e map o b t a i n e d f r o m b y 
n n-1 n 

r e s t r i c t i o n s t o 9 M ( n ) . 

B o t h maps tyn a n d tp^ a r e p a r t i a l l y p r o p e r . We h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

(*) 

3M(n) 

M ( n ) 

n-1 

w i t h i n c l u s i o n maps i a n d j . T h e map p n : M ( n ) U M ^ ~* M
n w h i c h e x ­

t e n d s i p n a n d j i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d p a r t i a l l y p r o p e r . T h u s , b y 

t h e d i a g r a m ( * ) , 

M = M ( n ) U M . , n cp n n-1 

i . e . we o b t a i n b y g l u i n g M ( n ) t o M
n _ - j a l o n g 3M(n) b y t h e map cp^ 

( c f . I V , § 8 ) . 

D e f i n i t i o n s 2. We c a l l M R t h e n - c h u n k a n d M ( n ) t h e n - b e l t o f t h e 

r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x ( M , A ) . We f u r t h e r c a l l 3 M ( n ) t h e b o u n d a r y o f 

t h e n - b e l t , a n d cp n : 3M(n) -> M ^ t h e a t t a c h i n g map o f t h e n - b e l t . 

F i n a l l y we c a l l p„ t h e c a n o n i c a l p r o j e c t i o n f r o m M ( n ) Li M . t o M . 
* n n-1 n 

D e f i n i t i o n 3. A n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f a s p a c e X i s a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g ( X n l n € I N ) o f X b y c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s w i t h 

X n c: X n + < J f o r e v e r y n E l . I n s t e a d o f 3N we a l s o a l l o w s h i f t e d i n d e x 

s e t s l i k e IN o r IN U {-1}. o o 

I n t h e p r e s e n t s i t u a t i o n t h e f a m i l y o f c h u n k s ( j y M n C U S ^ ) i s a n a d m i s s ­

i b l e f i l t r a t i o n o f M a n d t h u s M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h i s f a m i l y 

o f s p a c e s . 



M c a n b e " b u i l t u p " s t a r t i n g f r o m A b y a t t a c h i n g o n e b e l t a f t e r t h e 

o t h e r u s i n g t h e maps cp n. T h e w h o l e s p a c e s t r u c t u r e o f M i s g i v e n b y 

t h e s p a c e A, t h e b e l t s M ( n ) , a n d t h e maps t p R . N o t i c e t h a t t h e b e l t s 

a r e s p a c e s o f r a t h e r s i m p l e t y p e , n a m e l y d i r e c t sums o f s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s . T h i s way t o a n a l y z e a s p a c e M w i l l b e v e r y u s e f u l b e l o w a n d 

a l s o l a t e r o n . (We t h e n o f t e n t a k e A = 0.) 

R e m a r k . I f M ^ A w o u l d b e o f c o u n t a b l e t y p e ( I V , § 4 ) , t h e n we c o u l d 

f i n d a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n ( N R l n > - 1 ) o f M s u c h t h a t N_^ = A a n d 

N n i s o b t a i n e d f r o m N n _ ^ b y g l u i n g a s e m i a l g e b r a i c s p a c e t o Nn__^ . 

O u r p r o c e d u r e i n t h e g e n e r a l c a s e i s o n l y s l i g h t l y m o r e c o m p l i c a t e d . 

I n s t e a d o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s we u s e d i r e c t sums o f s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s . 

I n t h e f o l l o w i n g we d e n o t e t h e u n i t i n t e r v a l [ 0 , 1 ] o f R b y I , a s i n 

p r e v i o u s c h a p t e r s ( b u t n o t C h a p t e r I V w h e r e I h a s b e e n a n i n d e x s e t ) . 

We s t u d y t h e f o l l o w i n g p r o b l e m . 

P r o b l e m 2 . 3 . We a r e g i v e n a s e t U € f ( A ) a n d a s e t D € f ( M ) w i t h D U . 

F i n d a s e t V € T ( D ) s u c h t h a t V 0 A = U a n d U i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n 

r e t r a c t o f V! 

Lemma 2 . 4 . T h e r e e x i s t s a s e t X e T ( D N M Q ) s u c h t h a t X n A = U a n d U i s 

a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f X . ( N . B . M q i s t h e 0 - c h u n k o f M . } 

P r o o f . L e t F := A ^ U . We h a v e U c D ^ F a n d ( D ^ F ) H A = U . A l s o , 

( M ^ F ) H A = U a n d ( M ^ F ) = M ^ A . T h u s ( M ^ F , U ) i s a g a i n a r e l a t i v e 

p a t c h c o m p l e x . R e p l a c i n g M , A , D b y M ^ F , U , D ^ F r e s p e c t i v e l y we a s s u m e 

w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y t h a t U = A. 



F o r e v e r y o £ 1(0) t h e r e e x i s t s a n e i g h b o u r h o o d W E|T(a) o f 3a i n D f l o 

t o g e t h e r w i t h a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n G a : w
a * I -> W a f r o m W a 

t o 3a ( c f . I l l , 1.1 o r a l r e a d y [ DK^, § 2 ] ) . The G Q c o m b i n e t o a s t r o n g 

d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n G : Wxl -» w f r o m t h e d i r e c t sum W o f a l l W a t o 

3M(o) . We h a v e W c (D H M Q ) . L e t p : M (o) U A -* M Q b e t h e c a n o n i c a l 

p r o j e c t i o n f r o m M ( o ) U A t o M q ( i . e . p = p Q ) . L e t X := p ( W U A) . We h a v e 

A c X <= D flM Q. M o r e o v e r p (X) = WU A. S i n c e p i s i d e n t i f y i n g ( I V . 8.3) 

t h i s i m p l i e s t h a t X £ T ( M q ) . T h e r e s t r i c t i o n TT : WU A -* X o f p i s 

s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d p a r t i a l l y p r o p e r s i n c e p i s s o . L e t p r ^ : Ax I -»A 

d e n o t e t h e p r o j e c t i o n o f Axi t o t h e f i r s t f a c t o r . T h e r e e x i s t s a u n i q u e 

s e t t h e o r e t i c map H : Xxi -> x s u c h t h a t t h e d i a g r a m 

G U p r 1 

(Wxl) U (Axi) 

n x i d . 

1 WU A 

Xxl 

c o m m u t e s . T h e r e a s o n i s t h a t G ( x , t ) = x f o r e v e r y ( x , t ) € 9 M ( o ) * I . T h e 

map TTxid-j. i s a g a i n p a r t i a l l y p r o p e r a n d s t r o n g l y s u r j e c t i v e , h e n c e 

i d e n t i f y i n g . T h u s t h e map H i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . H i s a s t r o n g 

d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n f r o m X t o A. q . e . d . 

T h e o r e m 2 . 5 . P r o b l e m 2.3 c a n a l w a y s b e s o l v e d . M o r e p r e c i s e l y , t h e r e 

e x i s t s a s e t V € 7(D) w i t h VHA = U a n d a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n 

F : Vxi V f r o m V t o U s u c h t h a t F maps (V D M n ) x i t o V n M n f o r e v e r y 

n 6 IN . 
o 

P r o o f . We a p p l y Lemma 2.4 t o t h e r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x e s (M,M n) f o r 

a l l n > -1 a n d o b t a i n s u c c e s s i v e l y f o r n = - 1 , 0 , 1 , 2 , . . . s e t s 

V R £ T(D flM n) , w i t h V_1 = U a n d V n 0 M^_^ = V ^ f o r n > 0, t o g e t h e r 

w i t h s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n s H n : V n x i -> V n f r o m V n t o 

V n - 1 ( n > 0 ) . L e t V d e n o t e t h e u n i o n o f a l l V n . T h e n V n M = V n f o r 



e v e r y n > - 1 . T h u s V € T(M) , VcD, a n d V f l A = U. We c h o o s e a n i n f i n i t e 

s e q u e n c e 

s - = 1 > s > s . > s 0 > . . . 
- i O i 2 

o f p o s i t i v e e l e m e n t s i n R ( s a y , s„ = 2 n 1 ) . L e t p : V -> d e -r J ' n n n n-1 
n o t e t h e r e t r a c t i o n H

n ( " " ' 1 ) f r o m V"n t o V n - 1 . I f n > m , l e t 

n,m Hm+1 Hm+2 M n 

T h i s i s a r e t r a c t i o n f r o m V t o V . We p u t r := i d . . . We d e f i n e a 
n m n , n V n 

map F : V xi -> v a s f o l l o w s . L e t x e v . I f t 6 [ 0 , s ] t h e n F ( x , t ) :=x c n n n n n n 

I f t € [ s ^ ^ 8 ^ . ^ a n d 1 1 k 1 n ' t h e n 

F n ( x , t ) := H k ( r n j k ( x ) , ( s k _ 1 - s k ) - 1 ( t - s k ) ) . 

F n i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n f r o m V"n t o U. F o r e v e r y 

( x , t ) € V n x i we h a v e F n + ^ ( x , t ) = F n ( x , t ) s i n c e t h e h o m o t o p y H n + 1 d o e s 

n o t move t h e p o i n t s i n V . T h u s t h e F n f i t t o g e t h e r t o a s e t t h e o r e t i c 

map F : Vxi -> V. T h i s map i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s i n c e (V l n € I N ) i s 

a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f V b y c l o s e d s u b s p a c e s ( I V . 3 . 1 5 . c ) . F i s a 

s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n f r o m V t o A. q . e . d . 

T h e o r e m 2.5 c o v e r s i n p a r t i c u l a r (U = A) t h e f o l l o w i n g g e n e r a l i z a t i o n 

o f a p a r t o f T h e o r e m I I I . 1 . 1 . 

C o r o l l a r y 2.6. I f (M,A) i s a c l o s e d p a i r o f s p a c e s t h e n t h e r e e x i s t s 

a n o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c n e i g h b o u r h o o d V o f A i n M s u c h t h a t A i s 

a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f V. 

We now c a n s t a t e a g e n e r a l i z a t i o n o f P r o p o s i t i o n I I I . 1 . 2 . T h e p r o o f i s 

e x a c t l y t h e same a s f o r l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . 



P r o p o s i t i o n 2.7 ( E x t e n s i o n o f maps t o a n e i g h b o u r h o o d ) . L e t M,A,V be 

a s i n C o r o l l a r y 2.6. A n y map f : A -* Z i n t o some s p a c e Z e x t e n d s t o a 

map g : V Z. I f g a n d h a r e t w o e x t e n s i o n s o f f t o V t h e n t h e r e 

e x i s t s a h o m o t o p y G : Vxi -» z w i t h G q = g, G^ = h a n d G T IA = f f o r 

e v e r y t € I . 

A l s o T h e o r e m I I I . 1 . 3 e x t e n d s t o w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , b u t t h i s 

n e e d s a new p r o o f . 

T h e o r e m 2.8. I f (M,A) i s a c l o s e d p a i r o f s p a c e s t h e n (MxO) U (Axi) i s 

a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f Mxi. 

P r o o f . We c h o o s e a r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f (M,A). We r e g a r d 

t h e p a i r ( I , { 0 } ) a s a r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x w i t h a u n i q u e p a t c h 

] 0 , 1 ] . We f o r m t h e d i r e c t p r o d u c t o f t h e s e t w o r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x e s 

( D e f . 1 . d ) . T h i s i s t h e c l o s e d p a i r 

(N,B) := (Mxl,(MxO) U (Axi)) 

t o g e t h e r w i t h t h e p a t c h d e c o m p o s i t i o n 

Z ( N , B ) := { a x ] 0 / 1 ] I a£I(M,A)} 

o f N ^ B . F o r a n y t w o p a t c h e s a,T o f (M,A) we h a v e T x ] o , 1 ] < a x ] o , 1 ] 

i f f T < a . T h u s t h e p a t c h ax]o,1] o f (N,B) h a s t h e same h e i g h t a s a . 

We u s e t h e n o t a t i o n s ( 2 . 2 ) f o r b o t h r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x e s (M,A) 

a n d ( N , B ) . We h a v e N ( n ) = M ( n ) x i , 

3 N ( n ) = (M(n)xO) U ( 3 M ( n ) x i ) , 

N = (MxO) U (M xl) n n 

B y T h e o r e m I I I . 1 . 3 ( o r a l r e a d y [DK^, T h . 5 . 1 ] ) t h e r e e x i s t s , f o r 

e v e r y n > O, a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n G N : N ( n ) x i N ( n ) f r o m 



N(n) t o 9 N ( n ) . F r o m t h e s e G n we o b t a i n , i n e x a c t l y t h e same way a s i n 

t h e p r o o f o f Lemma 2.4, s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n s H : N xI -* N r ' =» n n n 
f r o m N t o N .. " C o m p o s i n g " a l l t h e H , a s i n t h e p r o o f o f T h e o r e m n n — i n i 

2 . 5 , we o b t a i n a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n F : Nxi -* N f r o m 

N t o B. q . e . d . 

U s i n g o n l y t h e f a c t t h a t (MxO) U (Axi) i s a r e t r a c t o f Mxi we o b t a i n 

i m m e d i a t e l y , a s i n I I I , § 1 , t h e f o l l o w i n g e x t e n s i o n o f C o r . I I I . 1.4 

t o w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . 

C o r o l l a r y 2.9 ( H o m o t o p y e x t e n s i o n t h e o r e m ) . L e t A b e a c l o s e d s u b s p a c e 

o f a s p a c e M. G i v e n a map g : M -* Z i n t o some s p a c e Z a n d a h o m o t o p y 

F : Axi -* Z w i t h F Q = glA t h e r e e x i s t s a h o m o t o p y G : Mxi -> z w i t h 

G Q = g a n d GlAxl = F. 

I t s e e m s m o r e d i f f i c u l t t o g e n e r a l i z e t h e s e c o n d h a l f o f III,§1 some­

how t o w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . We w i l l s a y s o m e t h i n g a b o u t t h i s 

i n § 4 . 

We c o n c l u d e t h i s s e c t i o n b y w r i t i n g down s e v e r a l s o m e w h a t f o r m a l c o n ­

s e q u e n c e s o f t h e h o m o t o p y e x t e n s i o n t h e o r e m 2.9. W i t h t w o e x c e p t i o n s 

we d o n o t g i v e t h e p r o o f s , a l b e i t some o f t h e m a r e t r i c k y , s i n c e t h e y 

r u n e x a c t l y a s i n t h e t o p o l o g i c a l s e t t i n g . 

P r o p o s i t i o n 2.10 ( c f . [ D K P , 2 . 9 ] ) . L e t 

A 

M 1 • M' 

b e a t r i a n g l e o f maps w h i c h c o m m u t e s u p t o h o m o t o p y ( f i - h ) . A s s u m e 

t h a t i i s a c l o s e d e m b e d d i n g , i . e . a n i s o m o r p h i s m o f A o n t o a c l o s e d 



s u b s p a c e o f M. T h e n t h e r e e x i s t s a map g : M -* M' s u c h t h a t g - f a n d 

g * i = h . 

T h e p r o o f i s a l m o s t t r i v i a l . We c h o o s e a h o m o t o p y H : Axi -» M' f r o m 

f * i t o h . B y C o r . 2.9 t h e r e e x i s t s a h o m o t o p y F : M*I M1 s u c h t h a t 

F ( - , 0 ) = f a n d F^ixid-j.) = H. T h e map g := F ( - , 1 ) h a s t h e r e q u i r e d 

p r o p e r t i e s . 

D e f i n i t i o n 4 ( a l s o f o r l a t e r u s e ) . a) L e t C b e a s p a c e o v e r R. A 

s p a c e u n d e r C i s a map a : C -* M i n t o a s p a c e M o v e r R. A map f : a 3 

f r o m a t o a s p a c e 3 : C -» N u n d e r C i s a map f : M N s u c h t h a t f«a = 3 

We a l s o c a l l f a map f r o m M t o N u n d e r C, i f t h e r e i s n o d o u b t w h i c h 
Q 

" s t r u c t u r a l m a p s " a , 3 a r e u n d e r c o n s i d e r a t i o n , a n d we w r i t e f : M —>N. 
p 

T h e c a t e g o r y o f s p a c e s a n d maps u n d e r C i s d e n o t e d b y WSA(R) . 

b) A h o m o t o p y H f r o m a map f : a -» 3 t o a map g : a -• 3 i s a h o m o t o p y 

H : Mxi -> N i n t h e u s u a l s e n s e w i t h H ( a ( z ) , t ) = 3 ( z ) f o r a l l z € C , t £ I . 
p 

We t h e n a l s o s a y t h a t H i s a h o m o t o p y u n d e r C a n d we w r i t e H : Mxi —>N 
P 

I f t h e r e e x i s t s a h o m o t o p y H u n d e r C f r o m f t o g t h e n we w r i t e f * g . 
C C 

c ) T h e h o m o t o p y c l a s s u n d e r C o f a map f : M —>N i s d e n o t e d b y [ f ] . 
T h e c a t e g o r y w h o s e o b j e c t s a r e t h e s p a c e s u n d e r C a n d w h o s e m o r p h i s m s 

p 
a r e t h e h o m o t o p y c l a s s e s u n d e r C i s d e n o t e d b y HWSA(R) . A map f u n d e r 

P 

C i s c a l l e d a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e u n d e r C i f [ f ] i s a n i s o m o r p h i s m 

i n H W S A ( R ) C . 

T h e o r e m 2.11 ( D o l d [Do , 3 . 6 ] , [ D K P , 2 . 1 8 ] ) . A s s u m e t h a t f : M -^->N 

i s a map u n d e r C a n d t h a t t h e s t r u c t u r a l maps a : C - » M , 3 : C-»N a r e 

c l o s e d e m b e d d i n g s . A s s u m e f u r t h e r t h a t f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

( f o r g e t t i n g C ) . T h e n f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e u n d e r C. 

P r o p o s i t i o n 2.10 a n d T h e o r e m 2.11 i m p l y t h e f o l l o w i n g n i c e r e s u l t s 

a b o u t r e t r a c t i o n s , c f . [Do , 3 . 5 , 3 . 7 ] , [ D K P , 2 . 2 7 ] . 



C o r o l l a r y 2 . 1 2 . L e t (M,A) b e a c l o s e d p a i r o f s p a c e s a n d l e t i : A -> M 

d e n o t e t h e i n c l u s i o n m a p p i n g . 

i ) A s s u m e t h e r e e x i s t s a map r : M -* A w i t h r»i - i d A - T h e n t h e r e e x i s t s 

a r e t r a c t i o n p : M -» A w h i c h i s n o m o t o p i c t o r . 

i i ) I f i i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e t h e n A i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e ­

t r a c t o f M. 

D e f i n i t i o n 5. A s i n [ L S A ] we mean b y a s y s t e m o f s p a c e s a f i n i t e f a m i l y 

o f s p a c e s (MQ,...,MR) s u c h t h a t e v e r y i s a s u b s p a c e o f MQ. We 

c a l l t h e s y s t e m d e c r e a s i n g i f cz M̂, a n d h e n c e i s a s u b s p a c e 

o f MI, f o r 1 < i < r - 1 . We c a l l t h e s y s t e m c l o s e d i f e v e r y i s 

c l o s e d i n M. A map f r o m (MQ,...,MR) t o a s e c o n d s y s t e m (NQ,N-j,...,NR) 
i s a f a m i l y ( f , . . . , f r ) o f maps f ^ : -* ISL s u c h t h a t e v e r y f ^ i s a 

r e s t r i c t i o n o f f A ; M -» N . 
o o o 

T h e o r e m 2 . 1 3 . L e t ( f Q , f 1 , . . . , f r ) : (MQ FM1 , . . . ,MR) -> ( N Q ,N<, , . . . ,N r) b e 

a map b e t w e e n c l o s e d d e c r e a s i n g s y s t e m s o f s p a c e s . A s s u m e t h a t e v e r y 

c o m p o n e n t f ^ : -* 1SL o f t h i s map i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . T h e n 

( f 0 , f ^ , . . . , f ) i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

F o r r = 1 a p r o o f c a n b e r e a d o f f f r o m [ D KP, p . 6 4 ] . T h e a r g u m e n t s 

t h e r e a n d a s t r a i g h t f o r w a r d i n d u c t i o n o n r g i v e t h e p r o o f i n g e n e r a l . 

F r o m t h e c a s e r = 1 o f 2.13 o n e e a s i l y d e d u c e s t h e f o l l o w i n g i n t e r e s t i n g 

c o r o l l a r y , c f . [ B D , 5 . 1 3 ] . 

C o r o l l a r y 2.14 [ B D , 5 . 1 3 ] . L e t f : M -> N b e a map b e t w e e n s p a c e s . L e t 

M,j ,M2 k e c l o s e d s u b s p a c e s o f M a n d ,N2 c l o s e d s u b s p a c e s o f N s u c h 

t h a t M = M1 UM2, N = N1 UN2, f (M1) c N1 , f(M2) <= N2. A s s u m e t h a t t h e 

r e s t r i c t i o n s -* , M2 -> N 2 , n M2 N 1 D N2 o f f a r e h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e s . T h e n f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 



P r o p o s i t i o n 2.15 ( c f . e . g . [ D K P , 2 . 3 6 ] ) . A s s u m e t h a t A i s a c o n t r a c t -

i b l e c l o s e d s u b s p a c e o f t h e s p a c e M a n d t h a t A i s p a r t i a l l y c o m p l e t e 

n e a r M^A. T h e n t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n p : M -> M/A i s a h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e . T h u s , b y 2 . 1 3 , a l s o t h e map b e t w e e n p a i r s p : (M,A) -* 

(M/A,A/A) i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

F o r t h e p r o o f o n e n e e d s t h a t pxid : Mxi (M/A)xi i s i d e n t i f y i n g , c f . 

R e m a r k I V . 8 . 7 . i i . 

T h e f o l l o w i n g m o d e s t g e n e r a l i z a t i o n a n d e a s y c o n s e q u e n c e o f C o r o l l a r y 

2.12 w i l l b e n e e d e d o n l y much l a t e r ( V I I , §8) a n d t h u s may now b e 

s k i p p e d b y t h e r e a d e r . 

P r o p o s i t i o n 2 . 1 6 . L e t (M ,...,Mr) b e a c l o s e d d e c r e a s i n g s y s t e m o f 

s p a c e s a n d l e t C b e a c l o s e d s u b s p a c e o f MQ. A s s u m e t h a t , f o r e v e r y 

k € { 0 , . . . , r ) , t h e i n c l u s i o n map f r o m C 0 M̂ . t o My i s a h o m o t o p y e q u i ­

v a l e n c e . T h e n t h e s y s t e m (C ,C D M«j , . . . ,C n Mr) i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n 

r e t r a c t o f (MQ,...,Mr). 

P r o o f . T h e c a s e r = 0 i s t h e C o r o l l a r y 2.12 a b o v e . We s t u d y t h e c a s e 

r = 1. By 2.12 t h e r e e x i s t s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n s D^ : M^xi -»M^ 

f r o m My t o C nMy f o r k = 0 a n d k = 1. By t h e h o m o t o p y e x t e n s i o n t h e o r e m 

( C o r . 2.9) t h e r e e x i s t s a h o m o t o p y E :M xi-»M r e l a t i v e C w h i c h s t a r t s 

w i t h t h e i d e n t i t y o f M a n d e x t e n d s D. . Now t h e map G :M xi->M , d e f i n e d J o 1 r o o 
b y G ( x , t ) := E ( x , 2 t ) i f 0 < t < ^ , a n d G ( x , t ) := D ( E ( x , 1 ) , 2 t - 1 ) i f 
1 
- < t < 1, i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n f r o m M t o C. I t maps 
z — — ^ O 

M̂  x I t o M̂  a n d g i v e s b y r e s t r i c t i o n a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n 

o f M̂  t o C D M^. F o r r > 2 t h e p r o o f r u n s b y t h e same a r g u m e n t a n d i n d u c ­

t i o n o n r . q . e . d . 



§3 - P a r t i a l l y f i n i t e o p e n c o v e r i n g s 

We w i l l p r o v e t h e e x i s t e n c e o f p a r t i a l l y f i n i t e o p e n c o v e r i n g s o f a 

s p a c e M w h i c h h a v e s p e c i a l p r o p e r t i e s , some o f t h e m a n a l o g o u s t o common 

p r o p e r t i e s o f o p e n c o v e r i n g s o f p a r a c o m p a c t t o p o l o g i c a l s p a c e s . T h e s e 

p r o p e r t i e s a r e i m p o r t a n t f o r s h e a f c o h o m o l o g y o n M . T h e y w i l l a l s o 

t u r n o u t t o b e u s e f u l l a t e r i n t h e t h e o r y o f f i b r e b u n d l e s a n d c o v e r ­

i n g maps b u t w i l l p l a y n o r o l e i n t h e r e s t o f t h e p r e s e n t c h a p t e r . 

I f ( U ^ I X € A ) i s a p a r t i a l l y f i n i t e o p e n c o v e r i n g o f M , i . e . a p a r t i a l l y 

f i n i t e f a m i l y i n J'(M) w i t h u n i o n M , t h e n c e r t a i n l y ( U ^ | X € A ) € C o v M ( M ) . 

We h a v e t o l i v e w i t h t h e f a c t t h a t , i n g e n e r a l , t h e c a n n o t b e s e m i ­

a l g e b r a i c s e t s , s i n c e , i n g e n e r a l , M i s n o t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 

We c h o o s e a p a t c h d e c o m p o s i t i o n I o f o u r s p a c e M . A b u s i v e l y we d e n o t e 

t h e p a t c h c o m p l e x ( M , i ) a l s o b y M. 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 . T h e f a m i l y o f s t a r s ( S t M ( o ) l a € I ) i s a p a r t i a l l y f i n i t e 

o p e n c o v e r i n g o f t h e s p a c e M . 

P r o o f . L e t p b e a g i v e n p a t c h o f M. T h e n f o r a n y a <EI, t h e i n t e r s e c t i o n 

S t M ( a ) n p i s n o t e m p t y i f f p c S t M ( a ) , a n d t h i s m e a n s t h a t a i s a f a c e 

o f p . B u t p h a s o n l y f i n i t e l y many f a c e s ( 1 . 7 ) . q . e . d . 

I f M i s a s i m p l i c i a l c o m p l e x t h e n t h e s t a r s S t M ( a ) a r e c o n t r a c t i b l e . 

I n g e n e r a l we c a n n o t e x p e c t t h i s . N e v e r t h e l e s s we w i l l c o n s t r u c t , 

s t a r t i n g f r o m t h e p a t c h d e c o m p o s i t i o n , a p a r t i a l l y f i n i t e c o v e r i n g 

o f M b y c o n t r a c t i b l e o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s { b u t , i n c o n ­

t r a s t t o t h e c a s e o f a s i m p l i c i a l c o m p l e x , t h e i n t e r s e c t i o n s o f f i n i t e ­

l y many s e t s o f t h e c o v e r i n g w i l l , i n g e n e r a l , n o t b e c o n t r a c t i b l e } . 

I n o u r c o n s t r u c t i o n T h e o r e m 2.5 f r o m t h e p r e c e d i n g s e c t i o n w i l l p l a y 



a c r u c i a l r o l e . 

T h e o r e m 3.2. L e t ( D ^ I A C A ) b e an a d m i s s i b l e o p e n c o v e r i n g o f t h e s p a c e 

M. T h e n t h e r e e x i s t s a p a r t i a l l y f i n i t e c o v e r i n g ( U g l a E J ) o f M b y 

c o n t r a c t i b l e o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t s w h i c h r e f i n e s ( D ^ | X € A ) . 

P r o o f . F o r e v e r y c € I ( M ) we c h o o s e a f i n i t e s u b s e t A ( a ) o f A s u c h 

t h a t a i s c o n t a i n e d i n t h e u n i o n o f t h e w i t h X € A ( o ) . T h e n we 

c h o o s e a f i n i t e c o v e r i n g ( U 0 a l a € K a ) o f t h e s p a c e a b y o p e n c o n t r a c t ­

i b l e s e m i a l g e b r a i c s e t s U w h i c h r e f i n e s t h e c o v e r i n g (a (ID, I XGA (a)) 
0 , (X A 

o f a . T h i s c a n b e d o n e b y t r i a n g u l a t i n g a a n d t h e s e t s o OD^ w i t h 

X € A ( a ) s i m u l t a n e o u s l y a n d t a k i n g a s s e t s U a a o p e n s t a r s o f t h i s 

t r i a n g u l a t i o n . 

We c h o o s e , f o r e v e r y a € , some i n d e x A ( a , a ) € A w i t h U <= a D D w x 2 a a , a X ( a , a ) 

L e t J d e n o t e t h e s e t o f a l l p a i r s ( a , a ) w i t h a € I (M) a n d a GK^. B y 

T h e o r e m 2 . 5 , a p p l i e d t o t h e c l o s e d p a i r s ( S t M ( a ) , a ) , t h e r e e x i s t s , 
o 

f o r e v e r y ( a , a ) € J , a s e t v
a a

 e fW) s u c h t h a t 

U c V c S t M ( o ) f l D w , a,a a , a M X ( a , a ) 

a n d U i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f V . S i n c e U i s c o n -a , a ^ a , a a , a 

t r a c t i b l e a l s o q i s c o n t r a c t i b l e . S i n c e t h e f a m i l y ( S t M ( a ) I a € Z ( M ) ) 

i s p a r t i a l l y f i n i t e ( P r o p . 3.1) a n d t h e s e t s K Q a r e f i n i t e we c o n c l u d e 

t h a t t h e f a m i l y ( V ^ Q l ( a , a ) € J ) i s p a r t i a l l y f i n i t e . T h i s f a m i l y 

c o v e r s M s i n c e e v e r y o £ I ( M ) i s c o v e r e d b y t h e s u b f a m i l y 

< v a , a l a € V - < 3 ' e - d -

A s a b y - p r o d u c t we o b t a i n a s e c o n d p r o o f o f a p a r t o f 

P r o p o s i t i o n I V . 4 . 1 6 . 

C o r o l l a r y 3.3. E v e r y l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M w h i c h i s a l s o 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i s p a r a c o m p a c t . 



p r o o f . T h e r e e x i s t s , b y t h e v e r y d e f i n i t i o n o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s , a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g ( D ^ I A e A ) o f M b y o p e n s e m i a l g e b r a i c 

s e t s . B y t h e t h e o r e m t h i s c o v e r i n g h a s a p a r t i a l l y f i n i t e r e f i n e m e n t 

( L M a € j ) w i t h E T ( M ) . S i n c e M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c t h e f a m i l y 

( U a l a G J ) i s l o c a l l y f i n i t e i n t h e s e n s e o f [ L S A , p. 6 ] . E v e r y U a i s 

c o n t a i n e d i n some D, , h e n c e U £ tf'(M) . T h u s we h a v e f o u n d a l o c a l l y A a 

f i n i t e c o v e r i n g o f M b y o p e n s e m i a l g e b r a i c s , w h i c h p r o v e s M t o b e 

p a r a c o m p a c t ( I , § 4 , D e f . 2 ) . q . e . d . 

P r o p o s i t i o n 3.4 ( " S h r i n k i n g l e m m a " ) . L e t ( D ^ I A e A ) € C o v M ( M ) b e p a r t i a l l y 

f i n i t e . T h e n t h e r e e x i s t f a m i l i e s ( V ^ I A G A ) i n T ( M ) a n d ( A ^ I A E A ) i n 

T ( M ) s u c h t h a t M i s t h e u n i o n o f a l l a n d c A ^ c D x - p a r t i c u l a r , 

( V ^ I A G A ) i s a g a i n a p a r t i a l l y f i n i t e , h e n c e a d m i s s i b l e , o p e n c o v e r i n g 

o f M . } 

T h i s c a n b e p r o v e d b y u s e o f Z o r n ' s lemma, a s i n t h e t o p o l o g i c a l s e t t ­

i n g ( e . g . [Q, p . 7 9 f ] ) , o n c e we h a v e v e r i f i e d t h e f o l l o w i n g 

C l a i m . L e t T b e a s u b s e t o f A a n d a a n i n d e x i n A L e t T% := V U{oc}. 

A s s u m e we a r e g i v e n f a m i l i e s ( V ^ l A e A ) i n T ( M ) a n d (A - ^ iAGA) i n T ( M ) 

s u c h t h a t V-^ c A ^ c D ^ f o r e v e r y A € T , a n d 

( * ) U ( V j A e r ) U U(D,, l y e A M 1 ) = M . 
A M 

T h e n t h e r e e x i s t t w o s e t s V € J"(M) a n d A € T ( M ) s u c h t h a t V c A c D 
a a a a a 

a n d 

U ( v , i A e r 1 ) u U ( D l u e A - s r ' ) = M . 
A U 

I n o r d e r t o v e r i f y t h e c l a i m we l o o k a t t h e s e t 

x„ : = M M U f V n i x e r ) u U ( D lueAvr')] . 
VA A y 



T h i s s e t i s c l o s e d a n d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M s i n c e t h e f a m i l i e s 

( V , | X € T ) a n d (D l y G A ^ r 1 ) a r e p a r t i a l l y f i n i t e . I t f o l l o w s f r o m (*) A y 
t h a t X Q c D ^ . B y " U r y s o h n ' s lemma" ( I V . 3 . 1 2 ) t h e r e e x i s t s a w e a k l y s e m i -

-1 -1 a l g e b r a i c f u n c t i o n tp : M -*• I w i t h tp (0) ̂ M ̂  D a a n d cp ( 1 ) 3 X . We 

d e f i n e 

V Q : = « p - 1 < ] l , 1 ] ) , A a : = « p - 1 ( [ l , 1 ] ) . 

T h e s e s e t s f u l f i l l t h e c l a i m . 

D e f i n i t i o n 1. i ) A p a r t i t i o n o f u n i t y o f a s p a c e M i s a f a m i l y 

( c p a l a € J ) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n s cp : M -> [ 0 , 1 ] s u c h t h a t 

t h e f a m i l y (tp ̂  ( ] 0 , 1 ]) I a € J ) i s p a r t i a l l y f i n i t e i n M a n d , f o r e v e r y 

x € M t h e sum o f t h e v a l u e s cp^ (x) , w i t h a r u n n i n g t h r o u g h J , i s 1. 

i i ) L e t ( D ^ I X e A ) b e a p a r t i a l l y f i n i t e c o v e r i n g o f M b y w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c s e t s . A p a r t i t i o n o f u n i t y s u b o r d i n a t e t o t h i s c o v e r i n g 

( r e s p . s t r i c t l y s u b o r d i n a t e t o t h i s c o v e r i n g ) i s a p a r t i t i o n o f u n i t y 
-1 

(cp ^ | X € A ) s u c h t h a t , f o r e v e r y X e A , cp^ ( ] 0 , 1 ] ) c D^ ( r e s p . 

cp^ 1 ( ] 0 , 1 ]) a Ax c Dx w i t h some s e t A^ € 5*(M) ) . 

N.B. We h a v e b e e n a l i t t l e c a u t i o u s i n w r i t i n g down t h e l a s t c o n d i t i o n 
-1 

s i n c e t h e c l o s u r e o f cp^ ( ] 0 , 1 ] ) i s n o t n e c e s s a r i l y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . 

T h e o r e m 3 . 5 . G i v e n a p a r t i a l l y f i n i t e c o v e r i n g ( D ^ I X e A ) o f a s p a c e M 

b y o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t s t h e r e e x i s t s a p a r t i t i o n o f u n i t y 

(tp ^ l X E A ) w h i c h i s s t r i c t l y s u b o r d i n a t e t o ( D ^ I X e A ) . 

P r o o f . B y t h e l a s t p r o p o s i t i o n t h e r e e x i s t f a m i l i e s ( V ^ | X € A ) i n T(M) 

a n d ( A ^ I X G A ) , ( B ^ | X € A ) i n T (M) r e s p e c t i v e l y w i t h U ( B ^ | A e A ) = M a n d 

B^ c= V^ c A^ c D^ f o r e v e r y X € A . We c h o o s e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

f u n c t i o n s \px : M -* [0,»[ w i t h B^ c (] 0,»[) c V^ ( c f . I V . 3 . 1 2 ) . 

T h e n \p := I i K i s a w e l l d e f i n e d w e a k l y s e m i a l a e b r a i c f u n c t i o n o n M 
XGA A 



w h i c h i s p o s i t i v e e v e r y w h e r e . T h e f u n c t i o n s tp^ := ip^/ip a n d t h e s e t s A^ 

h a v e t h e p r o p e r t i e s r e q u i r e d i n D e f i n i t i o n 1 . i i a b o v e . q . e . d . 

I n C o r o l l a r y 3 . 3 we h a v e o b t a i n e d , a s a b y - p r o d u c t , a r e s u l t o n l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . One may a s k f o r a " c o m b i n a t o r i a l " c r i t e r i o n t h a t 

a g i v e n s p a c e M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c , s t a r t i n g f r o m a p a t c h d e c o m ­

p o s i t i o n o f M. I n g e n e r a l t h i s s e e m s t o b e d i f f i c u l t s i n c e t h e f a c e 

r e l a t i o n may b e v e r y l o o s e f r o m a g e o m e t r i c v i e w p o i n t . We c a n p r o v i d e 

a g o o d a n s w e r i f t h e p a t c h c o m p l e x M i s n o r m a l ( c f . 1 . 3 ) . 

P r o p o s i t i o n 3 . 6 . L e t M b e a n o r m a l p a t c h c o m p l e x . T h e s p a c e M i s l o c a l ­

l y s e m i a l g e b r a i c i f f , f o r e v e r y p a t c h a o f M, t h e c o m p l e x S t M ( a ) i s 

f i n i t e . O f c o u r s e , i t s u f f i c e s t o c h e c k t h i s f o r t h e p a t c h e s o f h e i g h t 

z e r o . 

P r o o f . I f a l l t h e s t a r s a r e f i n i t e c o m p l e x e s t h e n ( S t ^ ( a ) I a G I ( M ) ) i s 

a c o v e r i n g o f M b y o p e n s e m i a l g e b r a i c s e t s . T h i s c o v e r i n g i s l o c a l l y 

f i n i t e ( P r o p . 3 . 1 ) , h e n c e a d m i s s i b l e . T h u s M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 

A s s u m e now t h a t M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . L e t a b e a p a t c h o f M. 

T h e r e e x i s t s some U € T(M) w h i c h c o n t a i n s c . L e t p b e a p a t c h i n S t M ( a ) , 

i . e . w i t h a < p. I f a * p t h e n o <p, s i n c e t h e p a t c h c o m p l e x M i s n o r m a l . 

T h i s i m p l i e s 3p (1U *0 a n d t h e n p n u *0. B u t U m e e t s o n l y f i n i t e l y many 

p a t c h e s s i n c e U i s s e m i a l g e b r a i c . T h u s t h e c o m p l e x S t ^ ( a ) i s f i n i t e . 
q . e . d . 

S o m e t i m e s i t may b e a d v i s a b l e t o w o r k w i t h o p e n c o v e r i n g s w h i c h a r e 

" l o c a l l y f i n i t e " , a s t o b e d e f i n e d now, i n s t e a d o f j u s t p a r t i a l l y 

f i n i t e . I t a l s o may b e u s e f u l , o r a t l e a s t c o m f o r t a b l e , t o h a v e a n 

o p e n c o v e r i n g w i t h c o u n t a b l e i n d e x s e t a t d i s p o s a l . We now w i l l c o n ­

s t r u c t s u c h c o v e r i n g s o u t o f a g i v e n p a r t i a l l y f i n i t e o p e n c o v e r i n g . 



D e f i n i t i o n 2. A f a m i l y ( X ^ I X e A ) o f s u b s e t s o f M i s c a l l e d l o c a l l y 

f i n i t e ( i n M) i f t h e r e e x i s t s a n a d m i s s i b l e o p e n c o v e r i n g ( U a l a € l ) o f 

M s u c h t h a t , f o r e v e r y a G I , t h e s e t o f a l l A GA w i t h H U a * 0 i s 

f i n i t e . 

N o t i c e t h a t e v e r y s u c h f a m i l y (X - ^ IAGA) i s p a r t i a l l y f i n i t e , s i n c e a n y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M i s c o n t a i n e d i n t h e u n i o n o f f i n i t e l y many 

Ug. I f t h e s p a c e M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c t h e n t h e t e r m s " p a r t i a l l y 

f i n i t e " , " l o c a l l y f i n i t e " , a s d e f i n e d now, a n d " l o c a l l y f i n i t e " , a s 

d e f i n e d i n [ L S A , p. 6 ] , a l l mean t h e same. 

Lemma 3.7. G i v e n a p a r t i a l l y f i n i t e c o v e r i n g ( i M n G l N ) o f M b y o p e n 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t s w i t h c o u n t a b l e i n d e x s e t t h e r e e x i s t s a 

l o c a l l y f i n i t e c o v e r i n g (W^lnGIN) o f M b y o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s e t s s u c h t h a t V7 c U f o r e v e r y n G IN . 
n n J 

P r o o f . We c h o o s e a p a r t i t i o n o f u n i t y (u ln€3N) s u b o r d i n a t e t o ( U n l n G i N ) 

F o r e v e r y n G IN we d e f i n e a new w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n w R : M 

[ 0 , 1 ] , 

w n ( x ) : = m a x ( 0 , u ( x ) - I u i ( x ) ) . 

i < n 

L e t W R := w ~ 1 ( ] 0 , 1 ] ) . We h a v e W n c U n . We c l a i m t h a t ( W nlnG2N) i s a 

l o c a l l y f i n i t e c o v e r i n g o f M. 

G i v e n a p o i n t x i n M l e t m be t h e s m a l l e s t i n d e x w i t h u m ( x ) * 0. 

T h e n w w ( x ) = u ( x ) > 0 , w h i c h m eans t h a t x € w . T h u s t h e u n i o n o f t h e m m m 
s e t s W n i s t h e w h o l e s p a c e M. 

We d e f i n e a n i n c r e a s i n g f a m i l y ( N ^ l k G I N ) i n T(M) b y 

N k := ( x G Ml I u ± ( x ) > h . 
i < k 



G i v e n a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t X o f M t h e r e e x i s t s a l a r g e s t i n d e x 1 i n 

IN s u c h t h a t u-^ d o e s n o t v a n i s h e v e r y w h e r e o n X. F o r e v e r y x € X we 

h a v e I u . ( x ) = 1. T h u s X c N-, . T h i s p r o v e s t h a t (N, lk€3N) i s a n a d -
i < l 1 1 K 

m i s s i b l e o p e n c o v e r i n g o f M. I f n > k t h e n W ON, = 0. T h u s (W ln€3N) 
n K n 

i s i n d e e d a l o c a l l y f i n i t e o p e n c o v e r i n g o f M. q . e . d . 

T h e o r e m 3.8. G i v e n a n a d m i s s i b l e o p e n c o v e r i n g ( U a l a € i ) o f a s p a c e M 

t h e r e e x i s t s a l o c a l l y f i n i t e o p e n c o v e r i n g ( v M n € I N ) o f M s u c h t h a t 

e v e r y c o n n e c t e d c o m p o n e n t o f e v e r y s e t W R i s c o n t a i n e d i n U Q f o r some 

a € I . 

P r o o f ( c f . [ t D , p . 3 9 7 ] ) . B y T h e o r e m 3.2 we may a l r e a d y a s s u m e t h a t 

t h e c o v e r i n g ( U a l a € l ) i s p a r t i a l l y f i n i t e . We c h o o s e a p a r t i t i o n o f 

u n i t y ( u a l a € I ) s u b o r d i n a t e t o t h i s c o v e r i n g ( T h . 3 . 5 ) . We may a s s u m e 

t h a t I i s i n f i n i t e . L e t A d e n o t e t h e s e t o f f i n i t e n o n e m p t y s u b s e t s 

o f I . F o r e v e r y E £ A we d e f i n e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n 

q £ : M - R b y 

q ( x ) := m i n u (x) - max u f t (x) . 
* oc€E ° 3 G I ^ E P 

L e t V„ := { x G M | q _ ( x ) > 0 } . I f E a n d F a r e d i f f e r e n t f i n i t e s u b s e t s o f b h, 

I w i t h t h e same c a r d i n a l i t y IE I = |F| * 0 t h e n V E f ] V p = 0. I n d e e d , 

a s s u m e t h e r e e x i s t s some p o i n t x i n V £ H V p . C h o o s i n g i n d i c e s k € F ^ E 

a n d 1 E E N F we h a v e u ^ ( x ) < u ^ ( x ) s i n c e x € V " E , a n d (x) < u ^ ( x ) s i n c e 

x € V p , a c o n t r a d i c t i o n . 

-1 
E v e r y s e t V „ i s c o n t a i n e d i n n (u (] 0,1 ] ) I a € E ) . I n p a r t i c u l a r , V D c U h> cx hi ot 
f o r a n y a E E . T h u s ( V ^ I E E A ) i s c e r t a i n l y a p a r t i a l l y f i n i t e f a m i l y 

hi 
* 

i n . T h i s i m p l i e s t h a t , f o r e v e r y n € 3N , t h e s e t 

V n : = U < V
E

| E € A ' | E | = n ) 

i s ( o p e n a n d ) w e a k l y s e m i a l g e b r a i c , a n d t h a t t h e f a m i l y ( V n l n € I N ) i s 



a g a i n p a r t i a l l y f i n i t e . A l s o ( V E I E € A , I E I = n) i s a n a d m i s s i b l e o p e n 

c o v e r i n g o f V . S i n c e t h e s e t s i n t h i s f a m i l y a r e p a i r w i s e d i s j o i n t 

t h e s p a c e V n i s t h e d i r e c t sum o f t h i s f a m i l y o f s p a c e s . T h u s c e r t a i n l y 

e v e r y c o n n e c t e d c o m p o n e n t o f V*n i s c o n t a i n e d i n some s e t U . 

G i v e n a p o i n t x GM t h e s e t E c o n s i s t i n g o f a l l a € 1 w i t h u a ( x ) * 0 i s 

f i n i t e a n d n o n e m p t y . We h a v e x GV,-,, h e n c e x G V w i t h I E l = n . T h u s 
hj n 

t h e u n i o n o f t h e s e t s V n i s t h e w h o l e s p a c e M, a n d we c o n c l u d e t h a t 

( V n l n € 3 N ) i s a p a r t i a l l y f i n i t e o p e n c o v e r i n g o f M. 

B y t h e p r e c e d i n g lemma t h e r e e x i s t s a l o c a l l y f i n i t e o p e n c o v e r i n g 

(W |n€3N) o f M w i t h W c V f o r e v e r y n . T h i s c o v e r i n g f u l f i l l s t h e n n n u J 

r e q u i r e m e n t s o f t h e t h e o r e m . q . e . d . 



A s b e f o r e we c o n s i d e r s p a c e s o v e r a f i x e d r e a l c l o s e d f i e l d R. I f a 

s p a c e M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c , t h e n t h e r e e x i s t s a w e a k p o l y t o p e 

P i n M w h i c h i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f M. I n d e e d , t h e c o r e P 

o f M w i t h r e s p e c t t o t h e f i r s t b a r y c e n t r i c s u b d i v i s i o n o f a n y t r i a n g u ­

l a t i o n o f M w i l l d o ( I I I , § 1 ) . T h u s t h e i n c l u s i o n map P <-» M i s a 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

T h i s r e s u l t a n d i t s r e f i n e m e n t s i n I I I , § 1 h a v e p r o v e d t o b e v e r y 

u s e f u l i n t h e d e v e l o p m e n t o f h o m o t o p y t h e o r y o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s ( C h a p t e r I I I ) a n d a l s o o f h o m o l o g y t h e o r y [ D ] , [ D K ^ ] , [ D 2 ] . F o r 

t h e s p a c e s s t u d i e d now t r i a n g u l a t i o n s a r e n o t a v a i l a b l e . We n e v e r t h e ­

l e s s l o o k f o r some g e n e r a l i z a t i o n o f t h e r e s u l t a b o v e . 

D e f i n i t i o n 1 . A W P - a p p r o x i m a t i o n o f a s p a c e M i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

cp : P -+ M w i t h P a w e a k p o l y t o p e . 

T h e g o a l o f t h i s s e c t i o n i s t o p r o v e 

T h e o r e m 4.1. E v e r y s p a c e M h a s a W P - a p p r o x i m a t i o n . 

T h i s w i l l b e d o n e b y a s t r i n g o f f o u r lemmas w h i c h we l a b e l b y c a p i t a l 

l e t t e r s A,B,C,D. We w i l l u s e m a p p i n g c y l i n d e r s a n d r e l a t e d m o r e c o m p l i ­

c a t e d c o n s t r u c t i o n s ( " t e l e s c o p e s " ) . 

D e f i n i t i o n 2. L e t f : M -> N be a p a r t i a l l y p r o p e r map. T h e m a p p i n g 

c y l i n d e r Z ( f ) o f f i s t h e s p a c e ( c f . I V , §8) 

Uf) := (Mxi) U M x 1 f f N . 

H e r e we h a v e i d e n t i f i e d M*1 w i t h M i n t h e o b v i o u s way i n o r d e r t o 



g l u e Mx1 t o N by f. 

M a p p i n g c y l i n d e r s h a d b e e n c o n s t r u c t e d i n I I , §12 f o r p r o p e r maps 

w i t h i n t h e c a t e g o r y L S A ( R ) . A l t h o u g h we now a r e much b e t t e r o f f h a v i n g 

m a p p i n g c y l i n d e r s f o r p a r t i a l l y p r o p e r maps i t w i l l c a u s e u s s o m e t i m e s 

t r o u b l e ( i n l a t e r s e c t i o n s ) t h a t we d o n o t h a v e t h e m f o r a l l m a p s , a s 

o n e h a s i n t o p o l o g y . 

I f f i s p a r t i a l l y p r o p e r t h e n we h a v e a c a n o n i c a l f a c t o r i z a t i o n o f f 

b y a c l o s e d e m b e d d i n g i a n d a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e p. 

( 4 . 2 ) 

H e r e i a n d p a r e d e f i n e d b y i ( x ) = ( x , 0 ) a n d p ( x , t ) = f ( x ) , p ( y ) = y , 

f o r x G M , t 6 [ 0 , 1 ] , y € N. A s u s u a l , we r e g a r d Mx [ o , 1 [ a n d N a s s u b -

s p a c e s o f Z ( f ) , c f . I V , § 8 . We i d e n t i f y M w i t h t h e s u b s p a c e MxO o f Z ( f ) . 

Lemma A. L e t f : A -* M be a n y map b e t w e e n s p a c e s w h i c h h a v e W P - a p p r o x i -

m a t i o n s . G i v e n a W P - a p p r o x i m a t i o n \p : Q -» A o f A t h e r e e x i s t s a commut­

i n g s q u a r e 

w i t h tp a W P - a p p r o x i m a t i o n o f M a n d i a c l o s e d e m b e d d i n g ( i . e . i s o m o r ­

p h i s m o f Q o n t o a c l o s e d s u b s p a c e o f P ) . 

P r o o f . We s t a r t w i t h a n y W P - a p p r o x i m a t i o n tp^ : -> M o f M. T h e n we 

h a v e a s q u a r e 



w h i c h c o m m u t e s u p t o h o m o t o p y . U s i n g t h e f a c t o r i z a t i o n 

g : Q Z ( g ) v P l 

o f g v i a i t s m a p p i n g c y l i n d e r ( w h i c h e x i s t s s i n c e Q i s a w e a k p o l y t o p e ) 

we o b t a i n a s q u a r e 

w i t h P := Z (g) a n d <p2 := ( P ^ P / w h i c h i s a g a i n a W P - a p p r o x i m a t i o n o f M. 

M o r e o v e r we h a v e a h o m o t o p y F : Qxl -> M w i t h F ( - , 0 ) = <P 2°i a n d F ( - , 1 ) = 

f°ijj. We e x t e n d F t o a h o m o t o p y G : P * i -* M w i t h G ( - , 0 ) = cp 2 ( c f . 2 . 9 ) . 

T h e n (p := G(-,1) i s a W P - a p p r o x i m a t i o n o f M w i t h tp<»i = q . e . d . 

Lemma 4 . 3 . L e t A b e a c l o s e d s u b s p a c e o f a s p a c e M a n d l e t f : A -> N 

b e a p a r t i a l l y p r o p e r map. T h e n a t u r a l map 

q : M U Z ( f ) - > M U f N , 

w h i c h i s i n d u c e d b y t h e i d e n t i t y i d ^ : M 

p : Z ( f ) -» N, i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

M a n d t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n 

P r o o f . We c o n s i d e r t h e s p a c e L := Mxi u ^ ^ ^ N . I t i s e v i d e n t t h a t 

M N = Mx1 ^ £ N i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f L , t h e r e t r a c ­

t i o n map r : L -> M U^N b e i n g g i v e n b y r [ x , t ] = [ x , 1 ] , r ( y ) = y { x G M , 

t € I , y € N } . We now p r o v e t h a t a l s o t h e s u b s p a c e M U . Z ( f ) = MxO U n Z ( f ) 



o f L i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f L. T h e n we w i l l be d o n e s i n c e 

q = r©j w i t h j : M U ^ Z f f ) -> L t h e i n c l u s i o n map. 

We h a v e a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n F : M * i x i •* Mxi o f Mxi t o 

(MxO) U (Axi), c f . T h e o r e m 2.8. S i n c e F i s c o n s t a n t o n Axi, t h i s homo­

t o p y e x t e n d s t o a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t i o n 

G : Lx I = (Mxixl) U A x 1 x ^ f x . d Nxl » L 

f r o m L t o M U Z ( f ) . q . e . d . 

M 

Lemma B. L e t A b e a c l o s e d s u b s p a c e o f M a n d f : A -» N be a p a r t i a l l y 

p r o p e r map. A s s u m e t h a t M,A, a n d N h a v e W P - a p p r o x i m a t i o n s . T h e n a l s o 

M uv N h a s a W P - a p p r o x i m a t i o n . 

P r o o f . L e t i d e n o t e t h e i n c l u s i o n A M. B y t h e p r e c e d i n g lemma i t 

s u f f i c e s t o f i n d a W P - a p p r o x i m a t i o n o f t h e s p a c e M U ^ Z ( f ) . We c h o o s e a 

W P - a p p r o x i m a t i o n tp : A A o f A. B y Lemma A t h e r e e x i s t c o m m u t i n g 

s q u a r e s 

w i t h W P - a p p r o x i m a t i o n s \p ,x a n d c l o s e d e m b e d d i n g s i , f . (We w i l l o n l y 



n e e d t h a t i i s a c l o s e d e m b e d d i n g . ) (p a n d x t o g e t h e r i n d u c e a map 

<X> : Z ( f ) -> Z ( f ) . T h e d i a g r a m 

Z ( f )-

Z ( f ) 

N 

N 

w i t h n a t u r a l p r o j e c t i o n s p a n d p c o m m u t e s . 

S i n c e p , p , x a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s a l s o O i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

T h e maps a n d <X> c o m b i n e t o a map 

iji : M U - Z ( f ) -> M U A Z ( f ) . 

We c o n c l u d e f r o m C o r . 2.14 t h a t i s a g a i n a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

T h i s i s t h e d e s i r e d W P - a p p r o x i m a t i o n o f M U ^ Z ( f ) . q . e . d . 

I n t h e f o l l o w i n g we c h o o s e a p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f a g i v e n s p a c e M 

a n d u s e t h e n o t a t i o n s 2 . 2 . I n p a r t i c u l a r ( M n l n € I N ) i s t h e f a m i l y o f 

c h u n k s o f M. 

Lemma C. E v e r y s p a c e M n h a s a W P - a p p r o x i m a t i o n . 

We p r o v e t h i s b y i n d u c t i o n o n n . M Q i s a d i r e c t sum o f s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s a n d t h u s h a s a W P - a p p r o x i m a t i o n . L e t n > 0 . T h e n M n i s o b t a i n e d 

b y g l u i n g M ( n ) t o ̂ n _ ^ a l o n g t h e s u b s p a c e 3M(n) b y a p a r t i a l l y p r o p e r 

map <p : 3M(n) M A ( c f . § 2 ) . T h e s p a c e s M ( n ) a n d 3M(n) a r e d i r e c t n n-1 

sums o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a n d t h u s h a v e W P - a p p r o x i m a t i o n s . B y i n ­

d u c t i o n h y p o t h e s i s a l s o M n_^ h a s a W P - a p p r o x i m a t i o n . We c o n c l u d e f r o m 

Lemma B t h a t M n h a s a W P - a p p r o x i m a t i o n . 

T h e p r o o f o f T h e o r e m 4.1 w i l l b e c o m p l e t e d i f we v e r i f y t h e f o l l o w i n g 



Lemma D. L e t ( M ^ n G l N ) b e a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f a s p a c e M. I f 

e v e r y h a s a W P - a p p r o x i m a t i o n t h e n M h a s a W P - a p p r o x i m a t i o n . 

T h i s lemma w i l l f o l l o w f r o m Lemma A a n d some e l e m e n t a r y f a c t s a b o u t 

" t e l e s c o p e s " . 

D e f i n i t i o n 3. L e t Ot b e a n i n f i n i t e s e q u e n c e o f p a r t i a l l y p r o p e r maps 

(X : A 1 oti 2 a 2 3 A_ -*• . . . 

T h e t e l e s c o p e T e l (0t) i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f a f a m i l y o f s p a c e s 

( T e l n (<%) I n€IN) w h i c h i s d e f i n e d i n d u c t i v e l y a s f o l l o w s . 

T e l 1 (00 := Z ( a 1 ) 

T e l n ( 0 t ) : = T e l (01) U Z ( a n ) (n > 1 ) . 
"n 

H e r e we r e g a r d T e l ((X) a s a c l o s e d s u b s p a c e o f T e l (0L) f o r n <m i n n m — 
t h e o b v i o u s way. 

S k e t c h o f T e l 3 (0C) 

T h i s i n d u c t i v e l i m i t e x i s t s b y I V , § 7 . E v e r y T e l (0t) i s a c l o s e d s u b -

s p a c e o f T e l (a) a n d ( T e l (CX) I nGJN) i s a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f t h e 

s p a c e T e l (OO . 

T h e t e l e s c o p e T e l «X) c o m e s c l o s e t o a n i n d u c t i v e l i m i t o f t h e s e q u e n c e 

OC±n t h e c a t e g o r y H W S A ( R ) . I n d e e d , we h a v e o b v i o u s i n c l u s i o n maps 



j : A -» T e l (OC) . C l e a r l y i - j , a . G i v e n a f a m i l y o f maps J n n J J n J n + 1 n j r 

tp : A -> N i n t o a f i x e d s p a c e N w i t h tp * tp ,-°a f o r e v e r y n € IN i t n n n n+1 n u 

i s e a s y t o f i n d a map tp : T e l (OC) -> N s u c h t h a t t P ° J N ~ tp f o r e v e r y n . 

B u t t h e h o m o t o p y c l a s s [tp] i s n o t u n i q u e l y d e t e r m i n e d b y t h e c l a s s e s 

[tp^] s i n c e t h e c o n s t r u c t i o n o f tp d e p e n d s o n t h e c h o i c e o f h o m o t o p i e s 

f r o m tp t o tp , • a f o r e v e r y n . T h u s T e l (OC) i s n o t a a e n u i n e i n d u c t i v e n n+1 n 
l i m i t o f t h e s e q u e n c e Ot i n H W S A ( R ) . 

be a c o m m u t i n g l a d d e r o f maps b e t w e e n s p a c e s . We r e g a r d t h i s a s a m o r ­

p h i s m f r o m t h e u p p e r h o r i z o n t a l s e q u e n c e OC t o t h e l o w e r h o r i z o n t a l 

s e q u e n c e ^ . A s s u m e t h a t e v e r y <p i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e a n d t h a t 

t h e a n d 3_. a r e p a r t i a l l y p r o p e r . T h e n t h e i n d u c e d map <X> : T e l (OC) -> 

T e l (&) i s a g a i n a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

T h i s c a n b e p r o v e d a s i n t h e t o p o l o g i c a l s e t t i n g , c f . [BD, p. 5 9 f f ] o r 

[ P u , p. 3 1 4 , H f s . 7 ] . 

N.B. T h e p r e s e n t a t i o n i n [BD] i s v e r y l u c i d . We h a v e t o r e p l a c e t h e 

f u n c t i o n e ( t ) = e x p ( - t ) t h e r e o n p. 59 b y a s e m i a l g e b r a i c i s o m o r p h i s m 

e : [0,o°[ — 1 - * ] 0 , 1 ] . T h i s d o e s n o t d e s t r o y t h e a r g u m e n t . A s t a t e m e n t 

s i m i l a r t o 4.4 h o l d s f o r a l a d d e r w h i c h o n l y c o m m u t e s u p t o h o m o t o p y 

( l o c . c i t . ) . We d o n o t n e e d t h i s m o r e g e n e r a l f a c t a t p r e s e n t . 

F o r o u r p u r p o s e i n t h i s s e c t i o n i t s u f f i c e s t o c o n s i d e r a s p e c i a l k i n d 

o f t e l e s c o p e s . 



D e f i n i t i o n 4. T h e t e l e s c o p e T e l (fll) o f a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n 1ft -

(M n InCIN) o f a s p a c e M i s d e f i n e d a s t h e t e l e s c o p e o f t h e s e q u e n c e 

1 H 2 12 3 

w i t h t h e i n c l u s i o n maps i n« 

L e t I d e n o t e t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e i n t e r v a l s [ 0 , n ] . T h i s i s a 
oo 

l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c w e a k p o l y t o p e w h i c h h a s a s u n d e r l y i n g s e t t h e 

n o n n e g a t i v e e l e m e n t s i n t h e s m a l l e s t r e a l v a l u a t i o n r i n g o* o f R ( c f . 

[K W ] , [ P , § 7 ] , [ L , § 5 ] ) . 

I t i s c o n v e n i e n t t o v i s u a l i z e T e l (flt) a s a c l o s e d s u b s p a c e o f Mxi . 
oo 

T h i s may b e d o n e a s f o l l o w s . We r e g a r d T e l (wt) a s t h e c l o s e d s u b s p a c e 

( M ^ I O J l ) U ( M 2 x [ 1 f 2 ] ) U... U ( M n x [ n - 1 , n ] ) U ( M n + 1 * { n } ) 

o f Mxi^ a n d T e l (#t) a s t h e u n i o n o f t h e s e s u b s p a c e s . ( T h e u p p e r l i n e s 

i n t h e p i c t u r e o f T e l ^ a b o v e c a n now b e d r a w n h o r i z o n t a l l y . ) 

T h e p r o j e c t i o n o f Mxi^ t o t h e f i r s t f a c t o r r e s t r i c t s t o a n a t u r a l 

p r o j e c t i o n p ^ : T e l (7ti) -* M. 

Lemma 4.5. p ^ i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

T h i s f o l l o w s f r o m t h e f a c t t h a t T e l (fit) i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t 

o f Mxi^, w h i c h c a n b e p r o v e d b y a r a t h e r o b v i o u s i n d u c t i v e 

p r o c e d u r e u s i n g T h e o r e m 2 . 8 , c f . [ B D , p . 6 3 f ] . 

We now s t a r t o u t t o p r o v e Lemma D. B y t h e lemma j u s t p r o v e d i t s u f f i c e s 

t o f i n d a W P - a p p r o x i m a t i o n o f t h e t e l e s c o p e T e l (IK) o f t h e g i v e n a d m i s s ­

i b l e f i l t r a t i o n . U s i n g Lemma A r e p e a t e d l y we o b t a i n a n i n f i n i t e commu­

t a t i v e l a d d e r 



w i t h W P - a p p r o x i m a t i o n s <p a n d c l o s e d e m b e d d i n g s i . L e t IK d e n o t e t h e 

u p p e r s e q u e n c e . I t may b e r e g a r d e d a s a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f a 

w e a k p o l y t o p e M. B y Lemma 4.4 t h e map $ : T e l [ik) -» T e l (?7i) i n d u c e d b y 

t h e ip i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . C l e a r l y T e l {dk) i s a w e a k p o l y t o p e . 

T h u s we h a v e f o u n d a W P - a p p r o x i m a t i o n o f T e l ( J f t ) a s d e s i r e d . ( U s i n g 

a g a i n Lemma 4.5 i t i s c l e a r t h a t t h e i n d u c t i v e l i m i t tp : M -> M o f t h e 

maps t p n i s a l s o a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e , h e n c e a W P - a p p r o x i m a t i o n o f M.) 

T h i s f i n i s h e s t h e p r o o f o f Lemma D a n d o f T h e o r e m 4 . 1 . 

L o o k i n g a g a i n a t Lemma A we d r a w f r o m T h e o r e m 4.1 t h e f o l l o w i n g c o n ­

s e q u e n c e 

C o r o l l a r y 4.6. G i v e n a map f : M N b e t w e e n s p a c e s a n d a W P - a p p r o x i m a ­

t i o n tp : P -» M t h e r e e x i s t s a c o m m u t i n g s q u a r e 

P < - • 0 

tp \\> 

M j > N 

w i t h IJJ a W P - a p p r o x i m a t i o n a n d i a c l o s e d e m b e d d i n g . 

T h e o r e m 4.7. A s s u m e t h a t t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a l . T h e n , f o r e v e r y 

s p a c e M o v e r R, t h e p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e p M : P(M) -* M ( c f . I V , §9) 

i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

T h u s , i n t h i s c a s e , e v e r y s p a c e h a s a c a n o n i c a l W P - a p p r o x i m a t i o n . 



I n o r d e r t o p r o v e t h i s we s t a r t w i t h a v e r y g e n e r a l o b s e r v a t i o n . I f 

f , g : X ^ Y a r e maps b e t w e e n s p a c e s o v e r R, a n d F : Xxl -» Y i s a homo­

t o p y f r o m f t o g , t h e n we h a v e P(Xxi) = p(X)xi ( c f . ( I V . 9 . 1 3 . i ) , a n d 

P ( F ) i s a h o m o t o p y f r o m P ( f ) t o P ( g ) . We c o n c l u d e t h a t , i f h : X -> Y 

i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e , t h e n P ( h ) : P(X) -» P(Y) i s a g a i n a h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e . 

L e t now M b e a n y s p a c e o v e r t h e s e q u e n t i a l f i e l d R. B y T h e o r e m 4.1 

t h e r e e x i s t s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e tp : Q -» M w i t h Q a w e a k p o l y t o p e . 

T h e n P(tp) i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f r o m Q t o P (M) a n d P M°P(tp) = tp. 

S i n c e b o t h m aps cp a n d P (tp) a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s a l s o p M i s a 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

T h e m e t h o d i n t h e p r o o f o f Lemma B y i e l d s a l s o a v e r y g e n e r a l h o m o t o p y 

r e s u l t o n g l u i n g o f s p a c e s w h i c h w i l l t u r n o u t t o b e u s e f u l l a t e r o n 

( c f . §7 a n d p r o o f o f 4 . 1 1 ) . 

T h e o r e m 4.8. L e t (tp,ip) : (M,A) -> (M',A') b e a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

b e t w e e n c l o s e d p a i r s o f s p a c e s . (N.B. B y 2.13 i t s u f f i c e s t o k n o w f o r 

t h i s t h a t tp : M -* M' a n d : A A' a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s . ) L e t 

A' 

N 

N' 

b e a c o m m u t i n g s q u a r e w i t h f a n d f p a r t i a l l y p r o p e r a n d ( i j ; a n d ) x a 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . T h e n t h e map 

<D : M U f N •+ M 1 U f , N' 

i n d u c e d b y t p , i | ; , x i s a g a i n a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 



I n o r d e r t o p r o v e t h i s o n e r e p l a c e s M U f N a n d M' U f I N ' b y M u " A Z ( f ) 

a n d M 1 U^, Z ( f * ) r e s p e c t i v e l y . T h i s i s j u s t i f i e d b y Lemma 4.3. One 

t h e n a p p l i e s C o r o l l a r y 2 . 14. 

C o r o l l a r y 4.9. L e t (M,A) b e a c l o s e d p a i r o f s p a c e s w i t h A a wea k 

p o l y t o p e . 

i ) I f f , g : A 1 N a r e h o m o t o p i c maps i n t o a s p a c e N, t h e n M U^N i s 

h o m o t o p y e q u i v a l e n t t o M U N u n d e r N ( c f . § 2 , D e f . 4 ) . 

i i ) I f f : A -> N i s a n y map a n d h : N -> L i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

t h e n t h e map u : M U f N -* M U^ o ̂  L i n d u c e d b y h a n d t h e i d e n t i t y map o f 

M i s a g a i n a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

P r o o f . T h e s e c o n d c l a i m i s j u s t a s p e c i a l c a s e o f T h e o r e m 4.8. I n t h e 

s i t u a t i o n o f i ) l e t F : A * I -+ N be a h o m o t o p y f r o m f t o g . S i n c e A i s 

i s a weak p o l y t o p e , a l l t h r e e maps f , g , F a r e p a r t i a l l y p r o p e r . C o n s i d e r 

t h e c o m m u t i n g d i a g r a m 

M •< A > N 

M x i •* A x i > N 
r 

w i t h i : M <-*• Mxi t h e i n j e c t i o n x »-» ( x , 0 ) a n d j := i l A . T h e t h r e e v e r t i ­

c a l a r r o w s a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s . T h u s , b y T h e o r e m 4.8 a n d 2 . 1 1 , 

t h e s p a c e (Mxi) U p N i s h o m o t o p y e q u i v a l e n t t o M U f N u n d e r N. F o r t h e 

same r e a s o n (Mxi) U N i s h o m o t o p y e a u i v a l e n t t o M U N u n d e r N. T h i s 
i " 9 * 

p r o v e s t h e f i r s t c l a i m q . e . d . 

We now d i s c u s s W P - a p p r o x i m a t i o n s o f d e c r e a s i n g s y s t e m s o f s p a c e s (§2, 

D e f . 5 ) . T h e s e w i l l t u r n o u t t o be i m p o r t a n t i n t h e n e x t c h a p t e r . 



D e f i n i t i o n 5. i ) A s y s t e m o f w e a k p o l y t o p e s , o r W P - s y s t e m f o r s h o r t , i 

a f i n i t e f a m i l y ( P Q , P ^ , . . . , P r ) o f w e a k p o l y t o p e s w i t h P^ a s u b s p a c e o f 

P Q f o r 1 £ i £ r . W P - s y s t e m s f o r m a s p e c i a l c l a s s o f c l o s e d s y s t e m s o f 

s p a c e s . I n t h e c a s e s r = 1, r = 2,... we s p e a k o f p a i r s , t r i p l e s , ... 

o f w e a k p o l y t o p e s , o r W P - p a i r s , W P - t r i p l e s , f o r s h o r t , 

i i ) A W P - a p p r o x i m a t i o n o f a d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s (M Q,M^,...,M^) 

i s a map 

tp : ( P Q , P 1 , . . . , P r ) -» ( M Q , M 1 , . . . ,M r) 

w i t h ( P Q , . . . , P r ) a d e c r e a s i n g W P - s y s t e m a n d e v e r y c o m p o n e n t tp^ : P^ -» M 

o f tp a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

I f t h e s y s t e m (M Q,...,M r) i s c l o s e d t h e n i t f o l l o w s f r o m T h e o r e m 2.13 

t h a t a n y W P - a p p r o x i m a t i o n o f (M Q,...,M ) i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e o f 

s y s t e m s . 

T h e o r e m 4 . 1 0 . i ) E v e r y d e c r e a s i n g s y s t e m (M Q,...,M r) o f s p a c e s h a s a 

W P - a p p r o x i m a t i o n tp : ( P Q , . . . , P r ) -> ( M Q , . . . ,M r) . I f M r i s c o n t r a c t i b l e 

t h e n P r c a n b e c h o s e n a s a o n e - p o i n t s p a c e . 

i i ) I f : ( Q Q , . . . , Q r ) -» (M Q,...,M r) i s a s e c o n d W P - a p p r o x i m a t i o n t h e n 

t h e r e e x i s t s a map f : ( P Q , . . . , P r ) -> (Q , . . - / Q r ) * u n i q u e u p t o homo­

t o p y , s u c h t h a t ip«f ^ tp. T h i s map f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

T h e f i r s t p a r t o f t h e t h e o r e m f o l l o w s f r o m T h e o r e m 4.1 a n d C o r . 4.6, 

a p p l i e d s e v e r a l t i m e s . T h e s e c o n d p a r t c a n b e p r o v e d e a s i l y b y u s e o f 

t h e h o m o t o p y e x t e n s i o n t h e o r e m 2.9 a n d T h e o r e m 2 . 1 3 . 

We w i l l h a v e t o s a y m o r e a b o u t W P - a p p r o x i m a t i o n s o f d e c r e a s i n g s y s t e m s 

a t t h e e n d o f §6. A l r e a d y i n t h e n e x t s e c t i o n we w i l l n e e d " r e l a t i v e 

W P - a p p r o x i m a t i o n s " . T h e s e a r e d e f i n e d a s f o l l o w s . 



D e f i n i t i o n 6. L e t (M,A) be a c l o s e d p a i r o f s p a c e s . A r e l a t i v e WP-

a p p r o x i m a t i o n o f (M,A) c o n s i s t s o f a c l o s e d e m b e d d i n g j : A P w i t h 

( P , j ( A ) ) a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e a n d a c o m m u t i n g t r i a n g l e 

A 

w i t h i t h e i n c l u s i o n f r o m A t o M a n d tp a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . N o t i c e 

t h a t t h e n , b y D o l d ' s t h e o r e m 2 . 1 1 , tp i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e u n d e r A. 

I d e n t i f y i n g A w i t h j ( A ) we a l t e r n a t i v e l y may r e g a r d a r e l a t i v e WP-

a p p r o x i m a t i o n o f (M,A) a s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e tp : (P,A) -» (M,A) 

b e t w e e n p a i r s s u c h t h a t ( P , A ) i s a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e a n d tp i s t h e 

i d e n t i t y o n A. 

T h e o r e m 4 . 1 1 . L e t 

be a c o m m u t i n g s q u a r e w i t h k a c l o s e d e m b e d d i n g a n d x,ty W P - a p p r o x i m a t i o n s 

o f M a n d A r e s p e c t i v e l y . {N.B. S u c h a s q u a r e e x i s t s f o r e v e r y c l o s e d 

p a i r ( M , A ) , c f . 4.6.} T h e n t h e map 

tp : (P U A,A) -> (M U A A , A ) = (M,A) 

i n d u c e d b y t h e c o m m u t i n g d i a g r a m 

Q 

i d 7 



i s a r e l a t i v e W P - a p p r o x i m a t i o n o f ( M , A ) . 

P r o o f . I t i s o b v i o u s t h a t (P U A,A) i s a r e l a t i v e w eak p o l y t o p e , a n d 
A. 

i t f o l l o w s f r o m T h e o r e m 4.8 t h a t t p : P U A - + M i s a h o m o t o p y e q u i -
X 

v a l e n c e . 

E x a m p l e 4.12. A s s u m e t h a t t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a l . F o r e v e r y c l o s e d 

p a i r (M,A) o f s p a c e s o v e r R t h e map 

P ( M , A ) = ( ? M ' i d ) : ( p A < M > ' A ) ( M ' A ) 

( c f . I V , §10) i s a r e l a t i v e W P - a p p r o x i m a t i o n o f ( M , A ) , a s i s c l e a r b y 

t h e p r e c e d i n g t h e o r e m a n d T h e o r e m 4.7. T h i s r e l a t i v e W P - a p p r o x i m a t i o n 

i s e s p e c i a l l y n i c e s i n c e i t i s c a n o n i c a l a n d (P (M),A) h a s t h e same 

d i m e n s i o n a s ( M , A ) . 

A l s o t h e o t h e r c o n s t r u c t i o n f n * > P^(M) i n I V , §10 g i v e s u s a h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e w h i c h w i l l b e u s e f u l l a t e r . 

T h e o r e m 4.13. A s s u m e a g a i n t h a t t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a l . L e t f : M -» N 

b e a n y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map o v e r R. T h e p a r t i a l l y p r o p e r c o r e 

P f : P f (M) -* M o f f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

P r o o f . L e t L := P f (M) . B y I V . 1 0 . 2 0 we h a v e P ( L ) = P(M) a n d p f " P L = P M -

We k n o w f r o m T h e o r e m 4.7 t h a t p ^ a n d p L a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s , 

a n d c o n c l u d e t h a t p f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . q . e . d . 



I f M i s a s p a c e , x i s a p o i n t o f M, a n d A i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s u b s e t o f M c o n t a i n i n g x , t h e n we d e f i n e t h e a b s o l u t e h o m o t o p y g r o u p s 

T i n ( M , x ) (n > 1) a n d t h e r e l a t i v e h o m o t o p y g r o u p s n n ( M , A , x ) ( n > 2 ) a n d 

a l s o t h e p o i n t e d s e t s n Q ( M , x ) a n d TT^ (M,A,x) i n t h e same way a s h a s 

b e e n d o n e i n I I I , §6 f o r l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . T h e m o r e f o r m a l 

p r o p e r t i e s o f t h e s e g r o u p s a n d s e t s s t a t e d t h e r e o n p p . 2 6 5 - 2 7 0 

( b e f o r e T h e o r e m I I I . 6 . 3 ) r e m a i n i n f o r c e i n t h e p r e s e n t s e t t i n g , t o ­

g e t h e r w i t h t h e i r p r o o f s . 

I f (M l a € l ) i s a n e x h a u s t i o n o f M s u c h t h a t e v e r y M^ c o n t a i n s t h e 

p o i n t x t h e n c l e a r l y 

n n ( M , x ) = l i m TT^ (M„ ,x) 

T T n ( M , A , x ) = l i m > n n ( M a , A 0 M a , x ) . 

F r o m t h i s f a c t i t i s e v i d e n t t h a t a l s o t h e f i r s t a n d s e c o n d m a i n t h e o ­

r e m f o r h o m o t o p y g r o u p s ( I I I . 6 . 3 , 6.4) r e m a i n t r u e f o r w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e s . 

M o r e g e n e r a l l y , t h e m a i n t h e o r e m s o n h o m o t o p y s e t s I I I . 4 . 2 a n d I I I . 5 . 1 

c a n be g e n e r a l i z e d t o w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . I n o r d e r t o p r o v e 

t h i s , a n d a l s o f o r l a t e r u s e , we make e x p l i c i t a n e a s y lemma o n t h e 

" c o m p o s i t i o n " o f i n f i n i t e l y many h o m o t o p i e s . ( T h i s lemma h a s a l r e a d y 

b e e n u s e d i n t h e p r o o f o f I I I . 4 . 2 . ) 

Lemma 5 . 1 . L e t (C |n€3N) b e a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n ( c f . § 2 , D e f . 3) 

o f a s p a c e M. A s s u m e t h a t (G : Mxi -* N I nEIN) i s a f a m i l y o f h o m o t o p i e s 

s u c h t h a t G n ( - , 1 ) = G
n + 1 ( ~ ' 0 ) a n d G R i s c o n s t a n t o n C n - L e t 

s = 0 < s . < s 0 < . . . o i 2. 



b e a n i n f i n i t e s t r i c t l y i n c r e a s i n g s e q u e n c e i n [ 0 , 1 [ . T h e n t h e r e e x i s t s 

a h o m o t o p y F : Mx I -* N s u c h t h a t 

F ( x , t ) = G k + 1 ( x , ( s k + r s k r 1 ( t - s k ) ) 

i f ( x , t ) e c
n

x t s k , s k + 1 ] , 0 < k < n - 2 , a n d 

F ( x , t ) = G n ( x , 0 ) 

i f ( x , t ) ^ C n x [ s n _ 1 ,1] . 

P r o o f . U s i n g t h e s e f o r m u l a s we o b t a i n a w e l l d e f i n e d h o m o t o p y 

F : C x i -> N f r o m G- (-,0) IC t o G (-,0) I C . We h a v e F IC x i = F , n n \ n n n n n - i n-1 
s i n c e G „ i s c o n s t a n t o n C „ . T h u s t h e F_ f i t t o g e t h e r t o t h e d e s i r e d n-1 n-1 n ^ 
h o m o t o p y F. 

D e f i n i t i o n 1. We c a l l F t h e c o m p o s i t e o f t h e f a m i l y o f h o m o t o p i e s 

( G n l n € l N ) , a l o n g t h e s e q u e n c e ( s n l n G 3 N Q ) 

L e t (M,A^,...,A r) a n d ( N , , . . . , ) b e t w o s y s t e m s o f s p a c e s o v e r R 

w i t h e v e r y A^ c l o s e d i n M. We f i x a map h : C -» N o n a c l o s e d s u b -

s p a c e C o f M w i t h h ( C fiA^) c i B ^ f o r 1 < i < r . We u s e t h e n o t a t i o n s 

a b o u t r e l a t i v e h o m o t o p y s e t s e s t a b l i s h e d i n I I I , §4 a n d I I I , § 5 . 

T h e o r e m 5,2. i ) ( F i r s t m a i n t h e o r e m ) . L e t S b e a r e a l c l o s e d f i e l d 

c o n t a i n i n g R. T h e n t h e n a t u r a l map 

K : [ ( M , A 1 , . . . , A r ) , ( N , B 1 , . . . , B r ) ] h [ ( M , A ^ , . . . , A r ) , ( N , B 1 , . . . , B r ) ] h ( S ) 

i s b i j e c t i v e . 

i i ) ( S e c o n d m a i n t h e o r e m ) . A s s u m e t h a t R = IR . T h e n t h e n a t u r a l map 

X : [ (M,A.j , . . . , A r ) , ( N , B 1 , . . . , B r ) ] h -» [ (M,A1 , . . . , A r ) , ( N , B 1 , . . . , B r ) ]£ 



i s b i j e c t i v e . 

T h e t w o c l a i m s c a n b e p r o v e d i n e x a c t l y t h e same way s t a r t i n g f r o m 

T h e o r e m I I I . 4 . 2 a n d I I I . 5 . 1 r e s p e c t i v e l y . We g i v e t h e p r o o f o f i ) . 

A s i n I I I , §4 we s e e t h a t i t s u f f i c e s t o p r o v e t h e s u r j e c t i v i t y o f K, 

a n d a s t h e r e we r e t r e a t t o t h e c a s e r = 0 u s i n g t h e h o m o t o p y e x t e n s i o n 

t h e o r e m 2.9. We a r e g i v e n a map f : M(S) -» N ( S ) e x t e n d i n g h g : C ( S ) -* N ( S ) , 

a n d we l o o k f o r a map g : M -» N e x t e n d i n g h w i t h g g - f r e l . C ( S ) . 

We c h o o s e a r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f (M,C) a n d we u s e t h e s t a n ­

d a r d n o t a t i o n s 2.2 f r o m §2 ( t h e l e t t e r A t h e r e b e i n g r e p l a c e d b y C, o f 

c o u r s e ) . We w a n t t o c o n s t r u c t maps h n : M -> N, f n : M ( S ) -* N ( S ) f o r 

e v e r y n > - 1 , a n d a h o m o t o p y H R : M ( S ) * I ( S ) -> N ( S ) r e l a t i v e M .j (S) f o r 

n > 0, s u c h t h a t t h e f o l l o w i n g h o l d s : h _ ^ = h , h n I M n - 1 = h ^ ^ , f _ ^ = f , 

f IM (S) = (h ) , H (-,0) = f 1 , H ( - , 1 ) = f . O n c e we h a v e a c c o m p l i s h -n n n o n n i n n 

e d t h i s we a r e d o n e . We h a v e a map g : M -> N w i t h g l M n = h n f o r e v e r y 

n . C o m p o s i n g t h e f a m i l y ( H n l n > 0 ) o f h o m o t o p i e s a l o n g some s t r i c t l y i n ­

c r e a s i n g s e q u e n c e ( s R l n > - 1 ) i n [ 0 , 1 [ R w i t h s _ ^ = 0 ( c f . Lemma 5 . 1 , 

t h e i n d i c e s a r e s h i f t e d b y -1) we o b t a i n a h o m o t o p y G : M ( S ) * I ( S ) "* N ( S ) 

r e l a t i v e C ( S ) f r o m f t o g g , a s d e s i r e d . 

I n o r d e r t o c o n s t r u c t h , f ,H we p r o c e e d b y i n d u c t i o n o n n . We s t a r t 
n n n 

w i t h h - 1 = h a n d f ^ = f , o f c o u r s e . A s s u m e t h a t t h e h i , f i , H i a r e g i v e n 

f o r i < n . We u s e t h e p u s h o u t d i a g r a m o v e r R ( c f . 2.2) 

9M(n) n M n-1 

M ( n ) M n n 



B y b a s e f i e l d e x t e n s i o n , we o b t a i n f r o m (*) a p u s h o u t d i a g r a m ( * ) s o v e r 

S. We i n t r o d u c e t h e maps 

k n : = h n - 1 o c p n : 9 M ( n ) "* N ' 
u n : = ( f n - 1 l M n ( S ) ) o ( ^ n } s ; M ( n ) ( s ) - * N < S ) • 

N o t i c e t h a t u R e x t e n d s ( k
n ) s » T n e s p a c e M ( n ) i s a d i r e c t sum o f s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e s . B y T h e o r e m I I I . 4.2 t h e r e e x i s t s a map v n : M ( n ) -> N 

e x t e n d i n g k n t o g e t h e r w i t h a h o m o t o p y 

F R : M ( n ) ( S ) x I ( S ) — • N ( S ) 

r e l a t i v e 9 M ( n ) ( S ) f r o m u n t o ( v n ) g . B y t h e p u s h o u t p r o p e r t y o f t h e 

d i a g r a m (*) t h e maps v n a n d h n_-| c o m b i n e t o a map h n : M R -* N w i t h 

h ° i|> = v a n d h IM . = h " M u l t i p l y i n g " t h e d i a g r a m ( * ) _ w i t h t h e n n n n n-1 n-1 - J 3 3 S 

u n i t i n t e r v a l I ( S ) we o b t a i n a g a i n a p u s h o u t d i a g r a m ( c f . I V . 8 . 7 . i i ) . 

B y t h i s d i a g r a m t h e map F n a n d t h e map ( x , t ) »->• ( h n _ ^ ) g ( x ) f r o m 

M n _ 1 (S) xi ( s ) t o N ( S ) c o m b i n e t o a h o m o t o p y H n : M n ( S ) x i ( s ) -> N ( S ) 

r e l a t i v e M n - 1 (S) w i t h H M ( - , 0 ) = f , IJM^ (S) a n d H„(-,1) = ( h ) c . We n I n n— i n n n o 

e x t e n d H n t o a h o m o t o p y H n : M ( S ) x i ( s ) -» N ( S ) w i t h H n ( - , 0 ) = f ^ . 

We p u t f n := H n ( - , 1 ) . T h i s f i n i s h e s t h e i n d u c t i o n s t e p a n d t h e w h o l e 

p r o o f o f T h e o r e m 5 . 2 . i . 

We a r e i n t e r e s t e d i n T h e o r e m 5.2 m a i n l y i n t h e " a b s o l u t e c a s e " C = 0. 

B u t f o r t h e p r o o f ( a s a l r e a d y i n I I I , §4-§5) i t i s n e c e s s a r y t o w o r k 

w i t h r e l a t i v e h o m o t o p i e s . 

R e m a r k 5 . 3 . T h e o r e m 5.2 r e m a i n s t r u e f o r l o c a l l y f i n i t e s y s t e m s 

(M, (A | X € A ) ) t ( N , ( B |XGA)) o f s p a c e s i n s t e a d o f f i n i t e o n e s , w i t h a l l 
A A 

A c l o s e d i n M, o f c o u r s e . T h i s c a n b e p r o v e d i n a s i m i l a r w a y a s 
A 

a b o v e w i t h m o r e n o t a t i o n a l e f f o r t . 



I t w i l l b e m o r e d i f f i c u l t h e r e t h a n i n C h a p t e r I I I t o a p p l y t h e t r a n s ­

f e r p r i n c i p l e s g i v e n b y t h e m a i n t h e o r e m s o n h o m o t o p y s e t s , s i n c e we 

d o n o t k n o w w h e t h e r a g i v e n s y s t e m o f s p a c e s ( M , A ^ , . . . , A r ) o v e r R i s 

i s o m o r p h i c t o (N (R) ,B-j (R) ,. . . , B r (R) ) f o r some s y s t e m o f s p a c e s 
*) 

(N,B,j , . . . , B r ) o v e r t h e f i e l d R Q o f r e a l a l g e b r a i c n u m b e r s . T h i s 

w i l l make t h e h o m o t o p y t h e o r y i n WSA(R) m o r e l a b o r i o u s t h a n i n L S A ( R ) . 

R e c a l l t h a t R Q embeds i n a u n i q u e way i n t o a n y o t h e r r e a l c l o s e d 
f i e l d a n d t h u s i s t h e " p r i m e f i e l d " i n r e a l a l g e b r a i c g e o m e t r y . 



§6 - C o m p r e s s i o n s a n d n - e q u i v a l e n c e s 

I n t h i s s e c t i o n we p r e s e n t some t h e o r e m s w h i c h c a n b e p r o v e d e s s e n t i a l ­

l y b y w e l l k n o w n c l a s s i c a l " c o m p r e s s i o n a r g u m e n t s " m o s t l y d u e t o J.H.C. 

W h i t e h e a d . F o r some s t e p s , w h i c h a r e i m p o r t a n t t o a t t a i n t h e r i g h t l e v e l 

o f g e n e r a l i t y ( s t e p s b ) - d ) i n t h e p r o o f o f T h e o r e m 6.8 b e l o w ) , we w i l l 

n e e d t h e s p a c e s P (M) a n d (M), i n t r o d u c e d i n I V , § 1 0 , a n d t h e f i r s t 

m a i n t h e o r e m o n h o m o t o p y s e t s 5 . 2 . i . 

D e f i n i t i o n 1. L e t f : (M,A) (N,B) be a map b e t w e e n p a i r s o f s p a c e s . 

L e t f u r t h e r L b e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f N c o n t a i n i n g B. We 

s a y t h a t f c a n b e c o m p r e s s e d t o L , i f f i s h o m o t o p i c r e l a t i v e A t o a 

map g : (M,A) -* (N,B) w i t h g (M) c L. We t h e n c a l l a h o m o t o p y 

F : (Mxi,Axi) (N,B) f r o m f t o g a c o m p r e s s i o n o f f t o L. We s a y t h a t 

f i s c o m p r e s s i b l e i f f c a n b e c o m p r e s s e d t o B. 

D e f i n i t i o n 2. L e t n € I N Q U<», i . e . e i t h e r n = 0 o r n i s a n a t u r a l n u m b e r 

o r n = °°. We c a l l a p a i r o f s p a c e s (M,A) n - c o n n e c t e d i f e v e r y map 
k k-1 

f : (E ,S ) -> (M,A) w i t h k € 3N a n d k < n i s c o m p r e s s i b l e . H e r e , a s 
k k k— 1 u s u a l , E d e n o t e s t h e c l o s e d u n i t b a l l i n R a n d S i t s b o u n d a r y . 

P r o p o s i t i o n 6.1. L e t (M,A) b e a s p e c i a l r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x ( c f . 

§ 2 , D e f . 1 ) . A s s u m e t h a t t h e p a i r o f s p a c e s (M,A) i s a r e l a t i v e w eak 

p o l y t o p e a n d t h a t , f o r a f i x e d m C IN, e v e r y p a t c h a £I(M,A) h a s d i m e n ­

s i o n a t l e a s t m. T h e n (M,A) i s ( m - 1 ) - c o n n e c t e d . 

T h i s c a n b e p r o v e d b y a v e r y b a s i c " c e l l b y c e l l " a r g u m e n t , w h i c h h e r e 

i s e v e n s i m p l e r t h a n i n t h e t o p o l o g i c a l s e t t i n g , s a y , f o r s i m p l i c i a l 
k k-1 

c o m p l e x e s . We a r e g i v e n a map f : (E ,S ) -> (M,A) w i t h k <m. We h a v e 

t o c o m p r e s s f t o A. T h e r e e x i s t s a f i n i t e c l o s e d s u b c o m p l e x (M',A) o f 

(M,A) w i t h f ( E ) c M1. R e p l a c i n g M b y M' we may a s s u m e t h a t t h e r e l a t i v e 



c o m p l e x (M,A) i s f i n i t e . I f a i s a p a t c h o f d i m e n s i o n d , t h e n 

( a , 3 a ) = ( E ^ , S ^ ^ ) , s i n c e M i s p a r t i a l l y c o m p l e t e r e l a t i v e A . We c h o o s e 

a m a x i m a l p a t c h i n M ^ A , i . e . a p a t c h a w h i c h i s n o t a f a c e o f a n o t h e r 

p a t c h . T h e n ( M ^ a , A ) i s a c l o s e d s u b c o m p l e x o f (M,A) . S i n c e 

d i m f (E ) < d i m a t h e r e e x i s t s a p o i n t p £ a w h i c h i s n o t c o n t a i n e d i n 

t h e i m a g e o f f . T h e s e t 3a i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f a ^ { p } . 

T h u s M ^ a i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f M ^ { p } , a n d f c a n b e com­

p r e s s e d t o M ^ a . The p r o p o s i t i o n now f o l l o w s b y i n d u c t i o n o n t h e n u m b e r 

o f p a t c h e s i n M ^ A . 

Q u i t e g e n e r a l l y , n - c o n n e c t e d n e s s c a n b e e x p r e s s e d i n t e r m s o f r e l a t i v e 

h o m o t o p y g r o u p s n ^ ( M , A , x ) ( r e s p . s e t s i f k = 1 ) . 

P r o p o s i t i o n 6.2. A p a i r o f s p a c e s (M,A) i s n - c o n n e c t e d i f f t h e f o l l o w ­

i n g t w o p r o p e r t i e s h o l d . 

a) T h e n a t u r a l map n Q (A) TT (M) i s s u r j e c t i v e . 

b) n k ( M , A , x ) = 0 f o r e v e r y x £ A a n d e v e r y n a t u r a l n u m b e r k < n . 

O f c o u r s e , i t s u f f i c e s t o demand (b) f o r o n e p o i n t x i n e a c h c o n n e c t e d 

c o m p o n e n t o f A s i n c e t h e f u n d a m e n t a l g r o u p o i d T T ( A ) o p e r a t e s o n t h e 

s y s t e m (TT^ ( M , A , X ) I x£A) . 

P r o p o s i t i o n 6.2 i s a n i m m e d i a t e c o n s e q u e n c e o f t h e f o l l o w i n g m o r e g e n e ­

r a l lemma. 

Lemma 6.3 ( C o m p r e s s i o n lemma, c f . [W, p . 7 0 f ] ) . L e t f : (M,A) -> (N,B) 

b e a map f r o m a c l o s e d p a i r o f s p a c e s (M,A) t o a p a i r o f s p a c e s (N,J3) . 

A s s u m e t h a t f i s h o m o t o p i c t o a map g : (M,A) -> (N,B) w i t h g (M) c L 

f o r some L € T(N) c o n t a i n i n g B. T h e n f c a n b e c o m p r e s s e d t o L. 

T h i s c a n b e p r o v e d , a s i n t h e t o p o l o g i c a l t h e o r y , b y a p p l y i n g t h e 



h o m o t o p y e x t e n s i o n t h e o r e m 2.9 t o t h e p a i r s (M,A) a n d (Mxi,(Axi) U (Mx3i)) 

c f . [W, p. 71]. 

H a v i n g f i n i s h e d t h e p r e l i m i n a r i e s o n c o m p r e s s i b i l i t y a n d n - c o n n e c t e d n e s s 

we h e a d f o r o u r m a i n r e s u l t o n c o m p r e s s i o n o f m a p s , w h i c h w i l l b e e x ­

p l o i t e d a f t e r w a r d s . 

D e f i n i t i o n 3. T h e d i m e n s i o n d i m X o f a s p a c e X i s t h e s u p r e m u m o f t h e 

d i m e n s i o n s d i m X a o f t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s X a f o r some e x h a u s t i o n 

( X a l a G j ) o f X. We h a v e d i m X € 3 N Q U » . O f c o u r s e , d i m X i s i n d e p e n d e n t 

o f t h e c h o s e n e x h a u s t i o n o f X. I f (M,A) i s a p a i r o f s p a c e s t h e n we s e t 

dim(M,A) := dim(M^A). 

N o t i c e t h a t , i f ( Y ^ I X € A ) i s a n y a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f X b y w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s e t s ( c f . I V , §3, D e f . 7), t h e n d i m X = s u p ( d i m Y^ I A€A) . 

T h e o r e m 6.4 ( C o m p r e s s i o n t h e o r e m ) . L e t d € I N Q U°°. A s s u m e t h a t (M, A) i s 

a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e o f d i m e n s i o n d , a n d t h a t (N,B) i s a d - c o n n e c t e d 

p a i r o f s p a c e s . T h e n e v e r y map f : (M,A) -> (N,B) i s c o m p r e s s i b l e . 

E x a m p l e 6.5 ( f = i d , a \ ) - I f (M,A) i s a d - d i m e n s i o n a l r e l a t i v e w e a k 
(M, A) 

p o l y t o p e w h i c h i s a l s o d - c o n n e c t e d , t h e n A i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n 

r e t r a c t o f M. 

We s t a r t o u t t o p r o v e T h e o r e m 6.4. We c h o o s e a s p e c i a l r e l a t i v e p a t c h 

d e c o m p o s i t i o n o f t h e p a i r (M,A), a n d we u s e t h e s t a n d a r d n o t a t i o n s 2 . 2 . 

We w a n t t o c o n s t r u c t i n d u c t i v e l y a f a m i l y o f h o m o t o p i e s ( H n : Mxi -> N 

I n € I N Q ) w i t h t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s : i ) H n(-,0) = H ^ ( - , 1 ) . 

i i ) H n ( x , t ) = H n _ 1 ( x , 1 ) f o r x € M n - 1 , t € I . 

i i i ) H R(M nx1) c B. 

H e r e ( f o r n = 0) H - : Mxi -* N m e a n s t h e c o n s t a n t h o m o t o p y H_ 1 ( x , t ) = 



f (x) . O n c e t h i s i s d o n e we c a n a p p l y Lemma 5.1 w i t h C = M , G,= H -
n n - I n n - i 

a n d t h u s c a n c o m p o s e t h e H R t o a h o m o t o p y F : M * i -» N r e l a t i v e A w h i c h 

o b v i o u s l y c o m p r e s s e s f t o B. T h e s e q u e n c e ( s n l n £ ] N o ) c a n b e c h o s e n h e r e 

i n a n y way. 

S u p p o s e t h a t f o r some n > 0 t h e h o m o t o p y H n - ^ i s a l r e a d y g i v e n (H_.j a s 

a b o v e i f n = 0). We w a n t t o c o n s t r u c t H n » We c o n s i d e r t h e map 

u n : ^ M n ' M n - 1 ^ "* ^ N ' B ^ d e f i n e d b y u n ( x ) = H n _ l ( x , 1 ) . C o m p o s i n g u n w i t h 

t h e s t a n d a r d map i j j n : (M(n),3M(n)) -* (M n,M n_^) we o b t a i n a map 

g n : ( M ( n ) , 3 M ( n ) ) ( N , B ) . Now ( M ( n ) , 3 M ( n ) ) i s j u s t a d i r e c t sum o f 
k k-1 

p a i r s w h i c h a r e i s o m o r p h i c t o p a i r s (E ,S ) w i t h - p e r h a p s v a r y i n g -

n a t u r a l n u m b e r s k < d . S i n c e (N,B) i s d - c o n n e c t e d t h e r e e x i s t s a 

c o m p r e s s i o n 

(M(n) xi,3M(n) xi) -> (N, B) 

o f g n t o B. T h e d i a g r a m 

3M(n) xi 

ix i d n 

M ( n ) xi 

tp xid_ n I 

V i d l 

M n - 1 x I 

j x i d T 

M xi n 

o b t a i n e d f r o m t h e c o c a r t e s i a n s q u a r e (*) i n (2.2) b y m u l t i p l y i n g w i t h 

I i s a g a i n c o c a r t e s i a n ( c f . I V . 8 . 7 . i i ) . T h u s t h e r e e x i s t s a u n i q u e 

h o m o t o p y U n : M n
x I -* N w i t h U n°(^ nxid) = G n a n d U ^ ( x , t ) = u n ( x ) f o r 

( x , t ) € M n - ^ x i . U s i n g t h e h o m o t o p y e x t e n s i o n t h e o r e m we e x t e n d U r t o a 

h o m o t o p y H R : Mxi -» N w i t h H n ( - , 0 ) = H n _ 1 ( - , 1 ) . C l e a r l y H n(M nx1) = 

U R ( M n x l ) c B. T h i s f i n i s h e s t h e p r o o f o f T h e o r e m 6.4. 

D e f i n i t i o n 5. L e t d € 3N q 1!°°. A map f : M -> N b e t w e e n s p a c e s i s c a l l e d 

a d - e q u i v a l e n c e i f , f o r e v e r y x € M , t h e i n d u c e d h o m o m o r p h i s m 



: TT (M,x) -> TT ( N , f ( x ) ) i s b i j e c t i v e f o r 0 < q < d a n d , i n c a s e d * « > f q ^ 

s u r j e c t i v e f o r q = d . I f d = » t h e n we a l s o s a y t h a t f i s a w e a k homo­

t o p y e q u i v a l e n c e i f t h i s h o l d s . 

E x a m p l e 6.6. I f (M,A) i s a p a i r o f s p a c e s t h e n t h e i n c l u s i o n map A <-» M 

i s a d - e q u i v a l e n c e i f f (M,A) i s d - c o n n e c t e d . T h i s f o l l o w s f r o m t h e l o n g 

e x a c t h o m o t o p y s e q u e n c e I I I . 6 . 1 . 

R e m a r k 6.7. A p a r t i a l l y p r o p e r map f : M -* N i s a d - e q u i v a l e n c e i f f 

t h e c l o s e d p a i r ( Z ( f ) , M ) , w i t h Z ( f ) t h e m a p p i n g c y l i n d e r o f f ( c f . §4) 

i s d - c o n n e c t e d . T h i s f o l l o w s f r o m t h e f a c t o r i z a t i o n ( 4 . 2 ) o f f v i a 

Z ( f ) s i n c e t h e p r o j e c t i o n p : Z ( f ) N i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

S t a r t i n g f r o m t h i s r e m a r k we a r e a b l e t o t r a n s f o r m t h e c o m p r e s s i o n 

t h e o r e m 6.4 i n t o a v e r y g e n e r a l t h e o r e m a b o u t l i f t i n g o f maps u p t o 

h o m o t o p y . 

T h e o r e m 6.8 ( c f . e . g . [ S p a , p . 4 0 4 ] ) , L e t f : M -+ N b e a d - e q u i v a l e n c e 

f o r some d G I N Q U «>. L e t ( L , C ) b e a c l o s e d p a i r o f s p a c e s o f d i m e n s i o n 

a t m o s t d a n d l e t h b e a map f r o m C t o M. T h e n t h e map 

f + : [ L , M ] h - [ L , N ] f ° h 

b e t w e e n r e l a t i v e h o m o t o p y s e t s ( c f . n o t a t i o n s i n I I I , §4) i n d u c e d b y 

f i s s u r j e c t i v e . 

R e m a r k . M o r e e x p l i c i t l y t h i s m e ans t h e f o l l o w i n g . L e t ( L , C ) b e a c l o s e d 

p a i r o f s p a c e s o f d i m e n s i o n a t m o s t d . A s s u m e t h e r e i s a g i v e n commut­

i n g s q u a r e o f maps ( s o l i d a r r o w s ) 



(*) 

w i t h f a d - e q u i v a l e n c e a n d t h e l e f t v e r t i c a l a r r o w t h e i n c l u s i o n o f C 

i n t o L . T h e n t h e r e e x i s t s a map v : L -* M ( d o t t e d a r r o w ) s u c h t h a t 

v I C = h a n d f°v i s h o m o t o p i c t o w r e l a t i v e C. 

P r o o f , a) We f i r s t d e a l w i t h t h e c a s e t h a t ( L , C ) i s a r e l a t i v e w e a k 

p o l y t o p e a n d f i s p a r t i a l l y p r o p e r . I n t h i s c a s e Z ( f ) e x i s t s a n d t h e 

c l a s s i c a l a r g u m e n t [ S p a , p. 4 0 4 f ] r e m a i n s v a l i d . We r e p r o d u c e t h i s 

a r g u m e n t f o r t h e c o n v e n i e n c e o f t h e r e a d e r . 

C o n s i d e r t h e s q u a r e ( s o l i d a r r o w s ) 

C ~ • M 

v / i 

' / \ ^ 
L ^ . ^ - Z ( f ) 

w i t h j : N ^ Z ( f ) t h e i n c l u s i o n o f N i n t o Z ( f ) . T h i s s q u a r e d o e s n o t 

c o m m u t e , b u t t h e r e e x i s t s a h o m o t o p y H : L * i -* Z ( f ) f r o m j°w t o a map 

u : L -» Z ( f ) w h i c h e x t e n d s t h e o b v i o u s h o m o t o p y f r o m j * w l C t o i * h . T h e 

s q u a r e c o m m u t e s a f t e r r e p l a c i n g j«»w b y u . A c c o r d i n g t o R e m a r k 6.7 a n d 

T h e o r e m 6.4 we c a n c o m p r e s s u : ( L , C ) -» ( Z ( f ) , M ) t o M. T h u s we h a v e a 

map v : L -* M e x t e n d i n g h w i t h i°v - u r e l . C. C o m p o s i n g w i t h t h e c a n o ­

n i c a l p r o j e c t i o n p : Z ( f ) -> N we o b t a i n f«v - p » u r e l . C. B y t h e s p e c i a l 

n a t u r e o f t h e h o m o t o p y H i C x i we h a v e w = p°jow - p © u r e l . C. T h u s 

f © v * w r e l . C. 

b) We now p r o v e t h e t h e o r e m u n d e r t h e a d d i t i o n a l a s s u m p t i o n s t h a t t h e 

f i e l d R i s s e q u e n t i a l a n d L i s a w e a k p o l y t o p e , w h i c h i m p l i e s t h a t 

a l s o C i s a w e a k p o l y t o p e . B u t we d o n o t a s s u m e t h a t f i s p a r t i a l l y 



p r o p e r . We w i l l u s e t h e p a r t i a l l y p r o p e r c o r e p f : P f (M) -> M i n t r o d u c e d 

i n I V , §10. S t a r t i n g f r o m t h e g i v e n c o m m u t i n g s q u a r e (*) o f s o l i d a r r o w s 

we o b t a i n a c o m m u t i n g d i a g r a m o f s o l i d a r r o w s w i t h P f ° n = h , 

s i n c e t h e map w°i f r o m C t o N i s c e r t a i n l y p a r t i a l l y p r o p e r . (Of c o u r s e , 

i d e n o t e s t h e i n c l u s i o n f r o m C t o L ) . T h e map f i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d 

p f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e ( T h . 4 . 1 3 ) . T h u s f i s a g a i n a d - e q u i v a l e n c e . 

B y s t e p a) o f t h e p r o o f t h e r e e x i s t s a map v f r o m L t o (M) ( d o t t e d 

a r r o w ) w i t h v°i = h a n d f o v -w r e l . C. T h e map v := p^»v f r o m L t o M 

h a s t h e r e q u i r e d p r o p e r t i e s . 

c ) We now p r o v e t h e t h e o r e m u n d e r t h e w e a k e r a s s u m p t i o n t h a t R i s s e -

s e q u e n t i a l a n d ( L , C ) i s a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e . S t a r t i n g a g a i n f r o m 

t h e s q u a r e (*) o f s o l i d a r r o w s we l o o k a t t h e c o m m u t i n g d i a g r a m o f 

s o l i d a r r o w s 

P ( C ) 

P ( L ) 

w i t h p L a n d p c t h e p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e s o f L a n d C ( c f . I V , § 9 ) . 

S i n c e ( L , C ) i s a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e t h e l e f t h a n d s q u a r e i s c o c a r ­

t e s i a n ( C o r . I V . 1 0 . 4 ) . The p a i r s ( P ( L ) , P ( C ) ) a n d ( L , C ) h a v e t h e same 

r e l a t i v e d i m e n s i o n <d. B y s t e p b) o f t h e p r o o f t h e r e e x i s t s a map v 

f r o m P ( L ) t o M ( d o t t e d a r r o w a b o v e ) e x t e n d i n g h ° p c s u c h t h a t f » v - w o p L 

r e l a t i v e P ( C ) . We o b t a i n f r o m v a map v : L M e x t e n d i n g h s u c h t h a t 

f « v p L = f o v . We know t h a t f » v p L = w ° p L r e l . P ( C ) a n d c o n c l u d e f r o m t h i s 

t h a t f « v ^ w r e l . C , s i n c e a l s o t h e s q u a r e 



P ( C ) xi p c x i d Cxi 

P ( L ) xi L x l 

i s c o c a r t e s i a n ( I V . 8 . 7 . i i ) . 

d) We s t i l l a s s u m e t h a t R i s s e q u e n t i a l , b u t now ( L , C ) may b e a n y c l o s e d 

p a i r o f d i m e n s i o n a t m o s t ' d . We now u s e t h e r e l a t i v e W P - a p p r o x i m a t i o n 
C C 

p T 2 P ( L ) L d e s c r i b e d i n 4 . 1 2 . We d e n o t e t h i s map b y cp : p -> L. T h u s 
Li 

( P,C) i s a r e l a t i v e w eak p o l y t o p e o f d i m e n s i o n a t m o s t d a n d tp i s a 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e u n d e r C. L e t : L -> P d e n o t e a h o m o t o p y i n v e r s e 

o f tp u n d e r C. We l o o k a t t h e c o m m u t i n g d i a g r a m ( s o l i d a r r o w s ) 

B y t h e p r e c e d i n g s t e p c ) o f t h e p r o o f t h e r e e x i s t s a map v : P -> M 

u n d e r C s u c h t h a t f°v - u ° t p . T h e n v := v * i p : L -> M i s a g a i n a map 

u n d e r C a n d 

C C 
f • V - U * t p o i j J ^ U , 

a s d e s i r e d . 

e) We f i n a l l y p r o v e t h e t h e o r e m i n t h e c a s e t h a t R i s n o t s e q u e n t i a l . 

T h e n we c h o o s e a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d S o f R w h i c h i s s e q u e n t i a l . F o r 

e x a m p l e we c a n t a k e f o r S t h e r e a l c l o s u r e o f t h e r a t i o n a l f u n c t i o n 

f i e l d R ( t ) o v e r R ( o n e i n d e t e r m i n a t e t ) w i t h r e s p e c t t o t h e o r d e r i n g 

o f R ( t ) i n w h i c h t i s p o s i t i v e a n d i n f i n i t e l y s m a l l o v e r R. A l t e r n a t i v e ­

l y we c a n t a k e f o r S t h e r e a l c l o s u r e o f R((t)) w i t h r e s p e c t t o t h e 

u n i q u e o r d e r i n g i n w h i c h t i s p o s i t i v e . I n b o t h c a s e s ( t n | n G H N ) i s a 

n u l l s e q u e n c e i n S. We h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

L P L N u 



f * [ L , N ] 

K K 

[ L , M ] h ( S ) [ L , N ] f o h (S) 

w h e r e t h e v e r t i c a l a r r o w s a r e t h e n a t u r a l maps " b a s e e x t e n s i o n f r o m R 

t o S". T h e y a r e b i j e c t i v e b y T h e o r e m 5 . 2 . i . T h e l o w e r h o r i z o n t a l map 

( f g ) + i s b i j e c t i v e b y s t e p d ) o f t h e p r o o f . T h u s f + i s b i j e c t i v e . q . e . d . 

A p p l y i n g T h e o r e m 6.8 t o t h e p r o d u c t (L,C) x (1,31) = (Lxl,(Lx3l) u (Cxi)) 

i n s t e a d o f (L,C) we o b t a i n , i n t h e u s u a l w a y , 

C o r o l l a r y 6.9. I n t h e s i t u a t i o n o f T h e o r e m 6.8 a s s u m e t h a t e v e n 

d i m ( L , C ) < d - 1 . T h e n t h e map f * a b o v e i s b i j e c t i v e . 

T h e m o s t i n t e r e s t i n g c a s e h e r e i s t h a t C = 0 a n d d = <». T h e n f : M -* N 

y i e l d s a b i j e c t i o n f * : [ L , M ] -> [ L , N ] f o r e v e r y s p a c e L o v e r R. T h i s 

m e a n s t h a t f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . T h u s we h a v e p r o v e d 

T h e o r e m 6.10 ( " W h i t e h e a d ' s t h e o r e m " ) . E v e r y w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

C o r o l l a r y 6 . 1 1 . L e t (M I n C l N ) a n d ( N n l n € l N ) b e a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n s 

o f s p a c e s M a n d N. L e t f : M -* N b e a map w i t h f ( M R ) c N R f o r e v e r y 

n € IN . A s s u m e t h a t t h e r e s t r i c t i o n s f : M -> N o f f a l l a r e 
n n n 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s . T h e n f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

I n d e e d , f c l e a r l y i s a weak h o m o t o p y e q u i v a l e n c e , h e n c e b y t h e t h e o r e m 

a g e n u i n e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . {The r e s u l t 6.11 c o u l d a l s o h a v e b e e n 



g a i n e d b y t h e t e l e s c o p i c m e t h o d s o f § 4 . } 

We now l o o k f o r a g e n e r a l i z a t i o n o f T h e o r e m 6 . 8 t o d e c r e a s i n g s y s t e m s 

o f s p a c e s ( c f . § 2 , D e f . 5 ) . 

D e f i n i t i o n 7 . L e t d € ]N U°°. We c a l l a map f : ( M Q , . . . ,M r) -+ ( N Q , . . . , N R ) 

b e t w e e n d e c r e a s i n g s y s t e m s o f s p a c e s a d - e q u i v a l e n c e ( o r w e a k h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e i f d = » ) i f a l l t h e c o m p o n e n t s f ^ : -* N ^ o f f a r e 

d - e q u i v a l e n c e s . 

R e m a r k s 6 . 1 2 . i ) I f r = 2 a n d M r , N r a r e o n e p o i n t s p a c e s { x } , { y } t h i s 

i m p l i e s t h a t t h e i n d u c e d h o m o m o r p h i s m f * : (MQ,M.| ,x) -> TT^ ( N Q , N ^ / y ) 

i s b i j e c t i v e i f 1 < q < d a n d s u r j e c t i v e i f d € I N a n d q = d . 

i i ) B y T h e o r e m s 6 . 1 0 a n d 2 . 1 3 e v e r y w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e b e t w e e n 

c l o s e d d e c r e a s i n g s y s t e m s o f s p a c e s i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

i i i ) I n t h e p r e s e n t t e r m i n o l o g y a W P - a p p r o x i m a t i o n o f a d e c r e a s i n g 

s y s t e m o f s p a c e s (M ,...,M r) ( c f . § 4 , D e f . 5 ) i s j u s t a w e a k h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e tp : (P , . . . , P r ) -> (M Q,...,M r) w i t h ( P Q , . . . , P r ) a d e c r e a s ­

i n g s y s t e m o f weak p o l y t o p e s . I f t h e s y s t e m (M ,...,M r) i s c l o s e d t h e n 

tp i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . We c o n c l u d e f r o m T h e o r e m 4 . 1 0 . i t h a t e v e r y 

c l o s e d d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s i s h o m o t o p y e q u i v a l e n t t o a d e c r e a s ­

i n g W P - s y s t e m . 

T h e o r e m 6 . 1 3 . L e t f : (M Q,...,M r) -> ( N Q , . . . , N R ) b e a d - e q u i v a l e n c e 

b e t w e e n d e c r e a s i n g s y s t e m s o f s p a c e s ( d € IN U «>) . L e t f u r t h e r ( P 0 , . . . , P . 

b e a c l o s e d d e c r e a s i n g s y s t e m . L e t f i n a l l y C b e a c l o s e d s u b s p a c e o f P Q 

a n d h b e a map f r o m ( C , C fl P^ , . . . , C n P r ) t o ( M Q , . . . ,M r) . 

i ) I f d i m P Q < d t h e n t h e i n d u c e d map 

f * : [ ( P o , . . . , P r ) , ( M o , . . . f M r ) ] h - [ ( P 0 , . , . , P r ) , ( N 0 , . . . , N r ) ] f ' h 



b e t w e e n r e l a t i v e h o m o t o p y s e t s i s s u r j e c t i v e . 

i i ) I f d i m P < d-1 t h e n f * i s b i j e c t i v e . 

P r o o f . O n c e we h a v e p r o v e d t h e f i r s t c l a i m i ) we o b t a i n t h e s e c o n d 

c l a i m i i ) b y a p p l y i n g i ) t o (P *I,...,P r
x D a n d (CxI)U(P Qx3i) i n s t e a d 

o f (PQ,.../Pr) a n d C. 

We p r o v e t h e f i r s t c l a i m b y i n d u c t i o n s o n r . 

The c a s e r = 0 i s c o v e r e d b y T h e o r e m 6.8. L e t r > 1, a n d l e t 

u : (P Q,.../P r) -» (NQ,...,Nr) b e a map e x t e n d i n g f * h . I n o r d e r t o 

p r o v e t h e f i r s t c l a i m we h a v e t o f i n d a map v : (P Q,...,P r) -* ( M Q , . . . , M r 

e x t e n d i n g h s u c h t h a t f°v - u r e l . C. We d e n o t e t h e c o m p o n e n t s o f u , v , f , h 

b y u i / v j y f - L > n i r e s p e c t i v e l y ( 0 < i < r ) . We f i r s t c o n s i d e r t h e c o m m u t i n g 

s q u a r e o f s o l i d a r r o w s 

(C n p 1 , . . . / c n p r ) 

(P1,...,PR) 

(M1, . . .,M r) 

f ' 

(N1,...,Nr) 

w i t h h f ( h 1 , . . . , h j , f 1 = ( f 1 ,. . . , f ) , u 1 = ( u - , . . . , m „ ) , a n d t h e 

l e f t v e r t i c a l a r r o w a n i n c l u s i o n map. B y i n d u c t i o n h y p o t h e s i s t h e r e 

e x i s t s a map ( d o t t e d a r r o w ) 

( v r . . . , v r ) : ( P r . . . / P r ) - ( M r . . . , M r ) 

e x t e n d i n g h 1 a n d a h o m o t o p y 

F' ( F ^ . . . ^ ^ ) : (P.xl,.. .,P xi) (N.,,...,N ) 

w i t h F' (-,0) = u ' , F ' ( - , 1 ) = f . v ' , a n d F ^ ^ t ) = f <»h1 ( c ) f o r e v e r y 

( c , t ) e (C DP-j)xI. We e x t e n d F^ t o a h o m o t o p y F Q : P Q
X I -» N Q w i t h 

F o ( - , 0 ) = u Q a n d F Q ( c , t ) = f o h Q ( c ) f o r e v e r y ( c , t ) €Cxi ( c f . 2 . 9 ) . 

T h i s m e a n s we h a v e a h o m o t o p y 



F = ( F Q , . . . , F r ) : ( P Q * I , . . . , P r * D - ( N o , . . . , N r ) w i t h F ( - , 0 ) = u a n d F 

c o n s t a n t o n C. L e t w := (w Q , . . . , w r ) := F ( - , 1 ) a n d w* := (w-j , . . . ,w r) . 

T h e n w* = f ' o v ' . Now c o n s i d e r t h e c o m m u t i n g s q u a r e o f s o l i d a r r o w s 

C U P 

w i t h e Q o b t a i n e d b y g l u i n g h Q a n d v^ . B y T h e o r e m 6.8 ( o r b y i n d u c t i o n 

h y p o t h e s i s ) t h e r e e x i s t s a map v Q : PQ -> M ( d o t t e d a r r o w ) s u c h t h a t 

v I C U P1 = e Q a n d f Q° VQ - Wq r e l . C U P1 . L e t v := ( v Q , v ' ) : (PQ,... /PR) 
( M Q , . . . ,M r) . T h e n f © v - w r e l . C U P 1 

u r e l . C . T h u s f 

On t h e o t h e r h a n d 

u r e l . C, a s d e s i r e d . 

q . e . d . 

R e m a r k . A s t h e p r o o f s h o w s i t s u f f i c e s f o r t h e f i r s t c l a i m i ) t o a s s u m e 

t h a t d i m ( P r , C fl P r ) < d a n d d i m ( P i f (C n P ± ) U P i + 1 ) < d f o r 0 < i < r - 1 . 

T h e s p e c i a l c a s e d = «>, C e m p t y , o f t h e t h e o r e m i m p l i e s a c h a r a c t e r i z a ­

t i o n o f W P - a p p r o x i m a t i o n s b y a u n i v e r s a l p r o p e r t y . 

C o r o l l a r y 6.14. L e t tp : ( P Q , . . . , P r ) ( M Q , . . . ,M r) b e a W P - a p p r o x i m a t i o n 

o f a d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s ( M Q , . . . , M r ) . L e t f b e a n y map f r o m 

a d e c r e a s i n g W P - s y s t e m ( Q Q , . . . , Q r ) t o (M , . . . , M r ) . T h e n t h e r e e x i s t s 

a map g f r o m ( Q Q , . . . , Q r ) t o ( P Q , . . . , P r ) , u n i q u e u p t o h o m o t o p y , s u c h 

t h a t tp*g - f . 

( Q Q , . . . , Q r ) 1 > (M Q,...,M r) 



T h i s u n i v e r s a l p r o p e r t y i m p l i e s f u n c t o r i a l i t y o f W P - a p p r o x i m a t i o n s . 

C o r o l l a r y 6.15. L e t tp : (P . . . . , P ) -> (M , . . . ,M ) a n d 
* o r o r 

: ( Q Q f . . . / Q r ) -» (N ,... /N r) b e W P - a p p r o x i m a t i o n s o f d e c r e a s i n g s y s t e m s 

o f s p a c e s . F o r e v e r y map f f r o m (M ,...,M ) t o (N ,...,N ) t h e r e e x i s t s 
a map g f r o m ( P Q # 

t h a t ipo g * f o tp. 

r P j . ) t O ( Q Q , ,Q ) , u n i q u e u p t o h o m o t o p y , s u c h 

( p o V 

< Q o Q r > 

(M G,. 

(N o f. 

,Mr) 

,Nr) 

I f f i s a w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e t h e n g i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

T h e l a s t s t a t e m e n t h e r e i s a l r e a d y c l e a r b y T h e o r e m 4 . 1 0 . i i . 



§7 - C W - c o m p l e x e s 

D e f i n i t i o n 1. a) A r e l a t i v e C W - c o m p l e x (M,A) o f R i s a r e l a t i v e p a t c h 

c o m p l e x (M,A) w i t h t h e f o l l o w i n g t w o a d d i t i o n a l p r o p e r t i e s . 

CW1. T h e p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f M ^ A i s d i m e n s i o n a l ( i . e . i f T < G t h e n 

d i m T < d i m o , c f . § 1 ) . 

CW2. F o r e v e r y p a t c h a G X ( M , A ) t h e r e e x i s t s a map x a : E n -» a f r o m t h e 
— • n 

c l o s e d n - b a l l (n = d i m a ) o n t o a w h i c h maps E i s o m o r p h i c a l l y o n t o 

o a n d S n 1 o n t o 3 a . 

b) I f (M,A) i s a r e l a t i v e C W - c o m p l e x a n d A i s e m p t y t h e n we c a l l M a 

C W - c o m p l e x ( o r a b s o l u t e C W - c o m p l e x ) o v e r R. 

N o t i c e t h a t , a s a c o n s e q u e n c e o f CW2, t h e u n d e r l y i n g p a i r o f s p a c e s o f 

a r e l a t i v e C W - c o m p l e x i s a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e . 

I f we a r e w o r k i n g o v e r R = LR we w i l l c a l l , i f n e c e s s a r y , t h e ( a b s o l u t e 

o r r e l a t i v e ) C W - c o m p l e x e s d e f i n e d h e r e m o r e p r e c i s e l y s e m i a l g e b r a i c 

C W - c o m p l e x e s , i n c o n t r a s t t o t h e c l a s s i c a l C W - c o m p l e x e s w h i c h we w i l l 

c a l l t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s . 

E x a m p l e s 7 . 1 . i ) I f (M,A) i s a d i m e n s i o n a l s p e c i a l r e l a t i v e p a t c h c o m ­

p l e x (§2, D e f . 1) a n d i f (M,A) i s a l s o a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e t h e n 

(M,A) i s a r e l a t i v e C W - c o m p l e x . T h e s e a r e p r e c i s e l y t h o s e r e l a t i v e 

C W - c o m p l e x e s w h e r e t h e maps x 0
 i n c w 2 c a n b e c h o s e n a s i s o m o r p h i s m s . 

( T h e y s h o u l d b e c a l l e d r e g u l a r C W - c o m p l e x e s , a s i n t h e t o p o l o g i c a l 

t h e o r y [LW, p . 7 8 ] . ) 

i i ) E v e r y c l o s e d s i m p l i c i a l c o m p l e x ( c f . I V . 1 . 7 ) i s a C W - c o m p l e x . 

i i i ) I f L i s a c l o s e d s u b c o m p l e x o f a r e l a t i v e C W - c o m p l e x (M,A) ( c f . 

§ 2 , D e f . 1.c) t h e n ( L , A ) i s a g a i n a r e l a t i v e C W - c o m p l e x . 

i v ) T h e d i r e c t p r o d u c t (§2, D e f . 1.d) o f t w o r e l a t i v e C W - c o m p l e x e s i s 

a g a i n a r e l a t i v e C W - c o m p l e x . I n p a r t i c u l a r , i f (M,A) i s a r e l a t i v e 



C W - c o m p l e x , t h e n a l s o 

(M,A)x(i,3i) = (Mxi,(Axi) U (Mx3i)) 

i s a r e l a t i v e C W - c o m p l e x . The p a t c h e s o f ( M , A ) x ( i , 3 i ) a r e t h e s e t s 

a x ] o , 1 [ w i t h a r u n n i n g t h r o u g h I ( M , A ) . 

v ) I f (M,A) i s a r e l a t i v e C W - c o m p l e x , t h e n a n y map f : A -> N t o a s p a c e 

N i s p a r t i a l l y p r o p e r n e a r M^A, a n d t h e p a i r (M U fN,N) i s a g a i n a 

r e l a t i v e C W - c o m p l e x w i t h t h e same p a t c h e s a s (M,A). { A s u s u a l we i d e n ­

t i f y M^A w i t h t h e o p e n s u b s p a c e (M U f N ) o f M U fN.} I n p a r t i c u l a r 

(N = o n e p o i n t s p a c e ) , M/A i s a n a b s o l u t e C W - c o m p l e x . The c e l l s o f M/A 

a r e t h o s e o f (M,A) a n d o n e f u r t h e r z e r o - d i m e n s i o n a l c e l l A/A. 

We e x t e n d t h e t e r m i n o l o g y w h i c h i s common f o r t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s 

t o t h e s e m i a l g e b r a i c s e t t i n g i n t h e o b v i o u s way. T h u s , i f (M,A) i s a 

r e l a t i v e C W - c o m p l e x o v e r R, we c a l l t h e a £I(M,A) t h e ( o p e n ) c e l l s o f 

(M,A) . F o r a g i v e n c e l l a we c a l l a map x 0 - a s a b o v e a c h a r a c t e r i s t i c 

map f o r o. Some a u t h o r s i n c o r p o r a t e a f i x e d c h o i c e o f t h e c h a r a c t e r i s t i 

maps i n t o t h e s t r u c t u r e o f a C W - c o m p l e x . We d o n o t f o l l o w t h i s c o n v e n ­

t i o n . O u r C W - c o m p l e x e s a r e j u s t p a t c h c o m p l e x e s o f a s p e c i a l t y p e . 

T h e n - s k e l e t o n M n o f (M,A) i s d e f i n e d a s t h e u n i o n o f A a n d a l l c e l l s 

o f d i m e n s i o n <n. We p u t M = A. We s h o u l d d e n o t e t h e n - s k e l e t o n o f 

(M,A) m o r e p r e c i s e l y b y (M,A) n, b u t m o s t o f t e n t h i s i s n o t n e c e s s a r y . 

N o t i c e t h a t M n i s a s u b c o m p l e x o f (M,A) a n d t h a t (M n In>1) i s a n a d m i s s ­

i b l e f i l t r a t i o n (§2, D e f . 3) o f t h e s p a c e M. 

F o r C W - c o m p l e x e s i t i s m o r e n a t u r a l t o w o r k w i t h t h e s k e l e t o n s t h a n 

w i t h t h e c h u n k s . T h u s we n e e d a m o d i f i c a t i o n o f t h e n o t a t i o n s 2 . 2. 

N o t a t i o n s 7.2. L e t (M,A) b e a r e l a t i v e C W - c o m p l e x . I (M,A), o r m o r e 

b r i e f l y I , d e n o t e s t h e s e t o f c e l l s o f d i m e n s i o n n o f (M,A). We c h o o s e 



f o r e v e r y a € Z n a c h a r a c t e r i s t i c map x a ' E -* o• T h e c o m p o s i t e o f x a 

w i t h t h e i n c l u s i o n a «-> I l n i s d e n o t e d b y A b u s i v e l y we a l s o c a l l 

^ o : E n -* M n a c h a r a c t e r i s t i c map f o r a . I t s r e s t r i c t i o n cp a : S n 1 -+ 

M n " 1 i s c a l l e d a n a t t a c h i n g map o f a . We h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e o f 

p a r t i a l l y p r o p e r maps 

( * ) 

n-1 

I xE n 

n M n-1 

d e f i n e d a s f o l l o w s . T h e s e t Z n i s r e g a r d e d a s a d i s c r e t e s p a c e . T h u s 

I n x E n i s t h e d i r e c t sum o f c o p i e s o f E n i n d e x e d b y t h e s e t I n , a n d 

I n x s n 1 i s t h e c l o s e d s u b s p a c e o f I
n

x E n c o n s i s t i n g o f t h e b o u n d a r i e s 

o f t h e s e c o p i e s o f E n . T h e map , c a l l e d t h e b i g c h a r a c t e r i s t i c map 

i n d i m e n s i o n n , i s d e f i n e d b y ( c , x ) := v | ^ a ( x ) . T he map , c a l l e d t h e 

b i g a t t a c h i n g map i n d i m e n s i o n n , i s o b t a i n e d f r o m i p n b y r e s t r i c t i o n , 

i a n d j a r e i n c l u s i o n s . T h e maps i[»n a n d j c o m b i n e i n t o a p a r t i a l l y 

p r o p e r s t r o n g l y s u r j e c t i v e map 

P n ( I n x E
n ) U M n ~ 1 - M n . 

T h u s t h e s q u a r e (*) i s c o c a r t e s i a n , w h i c h m eans 

M n = ( I n x E n ) U M n" 1 . 
n 

We s p e l l o u t t h e s t a n d a r d f a c t s a b o u t " c e l l u l a r a p p r o x i m a t i o n " o f m a p s . 

T h e r e i s n o d i f f e r e n c e t o t h e t o p o l o g i c a l t h e o r y h e r e . I n t h e f o l l o w i n g 

(M,A) a n d (N,B) a r e r e l a t i v e C W - c o m p l e x e s o v e r R. 

P r o p o s i t i o n 7.3. A s s u m e t h a t , f o r a f i x e d m € 3 N , e v e r y c e l l o f (M,A) 

h a s d i m e n s i o n a t l e a s t m. T h e n (M,A) i s ( m - 1 ) - c o n n e c t e d . 



T h e p r o o f i s v e r y s i m i l a r t o t h e p r o o f o f P r o p o s i t i o n 6.1. 

D e f i n i t i o n 2. a) A map f f r o m t h e p a i r o f s p a c e s (M,A) t o t h e p a i r 

(N,B) i s c a l l e d c e l l u l a r , i f f(M n) <= N n f o r e v e r y n > 0 . 

b) C o n s e q u e n t l y , a h o m o t o p y H : (Mxi,Axi) -> (N,B) i s c a l l e d c e l l u l a r 

i f H maps t h e n - s k e l e t o n (M nx8i) u (M n~ 1xi) o f (Mxi,Axi) i n t o N n f o r 

e v e r y n > 0 . T h i s f o r c e s t h e maps H ( - , 0 ) a n d H ( - , 1 ) f r o m (M,A) t o (N,B) 

t o b e c e l l u l a r . 

A p p l y i n g P r o p o s i t i o n 7.3 a n d t h e c o m p r e s s i o n t h e o r e m 6.4 s u c c e s s i v e l y 

t o a l l t h e r e l a t i v e C W - c o m p l e x e s (Mn,Mn 1) a n d ( N , N n ) , a n d u s i n g f i n a l l y 

Lemma 5 . 1 , we o b t a i n , a s i n t h e t o p o l o g i c a l t h e o r y , 

P r o p o s i t i o n 7.4. E v e r y map f : (M,A) -> (N,B) i s n o m o t o p i c r e l a t i v e A 

t o a c e l l u l a r map g : (M,A) -+ (N,B) . 

We c a l l s u c h a map g a c e l l u l a r a p p r o x i m a t i o n o f f . C e l l u l a r a p p r o x i m a ­

t i o n s a r e a v e r y r o u g h s u b s t i t u t e o f t h e s i m p l i c i a l a p p r o x i m a t i o n s 

w h i c h we h a v e u s e d i n C h a p t e r I I I b u t w h i c h now a r e o u t o f b o u n d s . 

A p p l y i n g P r o p o s i t i o n 7.4 t o t h e d i r e c t p r o d u c t (Mxi,(Axi) U (MxDl)) 

o f t h e r e l a t i v e C W - c o m p l e x e s (M,A) a n d ( I , D I ) we o b t a i n 

C o r o l l a r y 7.5. I f t w o c e l l u l a r m aps f , g : (M,A) Ij (N,B) a r e n o m o t o p i c 

t h e n t h e r e e x i s t s a c e l l u l a r h o m o t o p y f r o m f t o g. 

C e l l u l a r i t y o f t h e a t t a c h i n g map i s a n e c e s s a r y a s s u m p t i o n i f o n e w a n t s 

t o g l u e a C W - c o m p l e x t o a n o t h e r C W - c o m p l e x a l o n g a c l o s e d s u b c o m p l e x 

w i t h o u t d e s t r o y i n g t h e c e l l s t r u c t u r e . I t i s a l s o s u f f i c i e n t , a s i s 

s t a t e d b y t h e f o l l o w i n g r a t h e r o b v i o u s p r o p o s i t i o n . 



P r o p o s i t i o n 7.6. L e t L b e a c l o s e d s u b c o m p l e x o f (M,A) a n d l e t 

f : ( L , A) -* (N,B) b e a c e l l u l a r map. T h e n t h e p a i r (M U f N,B) t o g e t h e r 

w i t h t h e p a t c h d e c o m p o s i t i o n 

I ( M U f N , B ) = I ( M , L ) U X ( N , B ) 

i s a r e l a t i v e C W - c o m p l e x . { N o t i c e t h a t f i s p a r t i a l l y p r o p e r n e a r M ^ L 

s i n c e (M,L) i s a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e . } N i s a c l o s e d s u b c o m p l e x o f 

(M U f N , B ) . T h e n a t u r a l map f r o m (M,A) t o (M U f N,B) e x t e n d i n g f i s a g a i n 

c e l l u l a r . 

We now s t a r t o u t t o p r o v e t h a t e v e r y w e a k p o l y t o p e o v e r R i s h o m o t o p y 

e q u i v a l e n t t o a C W - c o m p l e x w h i c h c a n b e d e f i n e d o v e r t h e f i e l d R Q o f 

r e a l a l g e b r a i c n u m b e r s , a n d a l s o , t h a t e v e r y t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x i s 

t o p o l o g i c a l l y e q u i v a l e n t t o a s e m i a l g e b r a i c C W - c o m p l e x o v e r LR . A c t u a l ­

l y we w i l l p r o v e much m o r e r e f i n e d t h e o r e m s ( 7 . 8 , 7 . 1 0 , 7 . 1 1 ) . I n 

t h e s e t h e o r e m s we w i l l e s t a b l i s h h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s b e t w e e n r e l a t i v e 

p a t c h c o m p l e x e s o r C W - c o m p l e x e s w h i c h i n d u c e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s 

b e t w e e n many s u b c o m p l e x e s . We n e e d a d e f i n i t i o n t o make t h i s p r e c i s e . 

D e f i n i t i o n 3. L e t (M,A) a n d (N,B) b e r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x e s o v e r R. 

A p a t c h w a t c h i n g h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f r o m (M,A) t o (N,B) i s a p a i r 

( f , a ) c o n s i s t i n g o f a map f : (M,A) -* (N,B) b e t w e e n p a i r s o f s p a c e s 

a n d a b i j e c t i o n a : I ( M , A ) I ( N , B ) s u c h t h a t t h e f o l l o w i n g t h r e e 

a x i o m s PW1-PW3 h o l d . F o r a n y a £ X ( M , A ) we w r i t e a a i n s t e a d o f a ( a ) . 

F o r a n y s u b c o m p l e x L o f (M,A) l e t 

\ := B U U ( a a l OCT ( L , A ) ) . 

T h i s i s a s u b c o m p l e x o f ( N , B ) . 

PW1. I f a a n d T a r e p a t c h e s o f (M,A) a n d a x i s a f a c e o f a a t h e n T i s 

a f a c e o f a . T h u s , i f L i s a c l o s e d s u b c o m p l e x o f (M,A) t h e n a L 



i s a c l o s e d s u b c o m p l e x o f ( N , B ) . 

PW2. f ( L ) <= a L f o r e v e r y c l o s e d s u b c o m p l e x L o f ( M , A ) . (Of c o u r s e , 

i t s u f f i c e s t o c h e c k t h i s f o r L t h e u n i o n o f A a n d t h e f a c e s o f 

a p a t c h a o f ( M , A ) . ) 

PW3. F o r e v e r y c l o s e d s u b c o m p l e x L o f (M,A) t h e map f r o m ( L , A ) t o 

( a L , B ) o b t a i n e d b y r e s t r i c t i n g f t o L i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

I n p a r t i c u l a r , f i t s e l f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

F o r some t i m e we w i l l s t i l l w o r k o v e r a f i x e d r e a l c l o s e d f i e l d R. The 

f o l l o w i n g lemma i s o b v i o u s b y C o r o l l a r y 6.11 a n d T h e o r e m 2 . 1 3 . I t i n d i 

c a t e s t h a t p a t c h w a t c h i n g h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s c a n b e c o n s t r u c t e d b y 

a n i n d u c t i v e p r o c e d u r e . 

Lemma 7.7. L e t (M,A) a n d (N,B) b e r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x e s a n d l e t 

( M n l n € I N ) , (N nln£IN) b e ( a u t o m a t i c a l l y a d m i s s i b l e ) f i l t r a t i o n s o f M 

a n d N b y c l o s e d s u b c o m p l e x e s M n a n d N n o f (M,A) a n d (N,B) r e s p e c t i v e l y 

A s s u m e t h a t f o r e v e r y n € IN t h e r e i s g i v e n a p a t c h w a t c h i n g h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e ( f n / a
n ) f r o m ( M n , A ) t o ( N n , B ) s u c h t h a t f R e x t e n d s f .j 

a n d a n e x t e n d s a n_<j . L e t f : (M,A) -> (N,B) b e t h e map b e t w e e n p a i r s 

o f s p a c e s e x t e n d i n g a l l t h e maps f n , a n d l e t a : I ( M , A ) -» I ( N , B ) b e 

t h e map b e t w e e n s e t s e x t e n d i n g a l l t h e maps a n . T h e n ( f , a ) i s a p a t c h 

w a t c h i n g h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f r o m (M,A) t o ( N , B ) . 

T h e o r e m 7.8. L e t (M,C) b e a r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x a n d A a c l o s e d s u b -

c o m p l e x o f (M,C) s u c h t h a t t h e r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x (M,A) i s s p e c i a l 

{ N o t i c e t h a t s u c h a r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n c a n b e c h o s e n o n a n y 

d e c r e a s i n g c l o s e d t r i p l e o f s p a c e s ( M , A , C ) , c f . 2.1.} A s s u m e t h a t 

(M,A) i s a r e l a t i v e w e a k p o l y t o p e . L e t ( g , 3 ) b e a p a t c h w a t c h i n g homo­

t o p y e q u i v a l e n c e f r o m (A,C) t o a r e l a t i v e C W - c o m p l e x ( B , D ) . T h e n t h e r e 

e x i s t s a r e l a t i v e C W - c o m p l e x (N,D) c o n t a i n i n g B a s a c l o s e d s u b c o m p l e x 

( w i t h t h e p r e g i v e n c e l l d e c o m p o s i t i o n o f ( B , D ) ) a n d a p a t c h w a t c h i n g 



h o m o t o p y e q u i v a l e n c e ( f , a ) f r o m (M,C) t o (N,D) s u c h t h a t f e x t e n d s g 

a n d a e x t e n d 3- I n p a r t i c u l a r (A = 0, B = 0) , e v e r y w e a k p o l y t o p e i s 

h o m o t o p y e q u i v a l e n t t o a C W - c o m p l e x . 

P r o o f . L e t M n d e n o t e t h e n - c h u n k o f t h e s p e c i a l r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x 

( M , A ) . We w i l l c o n s t r u c t i n d u c t i v e l y a r e l a t i v e C W - c o m p l e x ( N n , D ) a n d 

a p a t c h w a t c h i n g h o m o t o p y e q u i v a l e n c e ( f n ' a
n ) f r o m ( M

n / C ) t o ( N
n / D ) 

f o r e v e r y n > - 1 , s t a r t i n g w i t h = B, f _ ^ = g , = 3/ s u c h t h a t 

N n _ ^ i s a c l o s e d s u b c o m p l e x o f ( N n , B ) , f R e x t e n d s f n _ ^ / a n d a n e x t e n d s 

a „. T h e n we w i l l b e d o n e : We e q u i p t h e u n i o n N o f a l l t h e s e t s N n-1 n 

w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c t u r e o f t h e f a m i l y o f s p a c e s 

( N n l n > - 1 ) . T h i s s p a c e N i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . E v e r y N n i s a c l o s e d 

s u b s p a c e o f N, a n d ( N n l n > - 1 ) i s a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f N ( I V , 

T h . 7 . 1 ) . C l e a r l y t h e u n i o n I o f a l l t h e s e t s o f c e l l s I ( N n , D ) i s a 

r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f (N,D) w h i c h m a k e s (N,D) a r e l a t i v e CW-

c o m p l e x c o n t a i n i n g t h e N n a s c l o s e d s u b c o m p l e x e s . B y Lemma 7.7 t h e 

p a i r s ( f n r a
n ) f i t t o g e t h e r t o a p a t c h w a t c h i n g h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

( f , a ) f r o m (M,A) t o ( N , B ) , a s d e s i r e d . 

A s s u m e t h a t , f o r some n > 0 , t h e p a t c h w a t c h i n g h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

( f n _ 1 ' a
n _ 1 ) f r o m ( M n _ ^ , C ) t o a r e l a t i v e C W - c o m p l e x ( N n _ ^ , D ) i s a l r e a d y 

g i v e n . T h e n we c o n s t r u c t ( N n , D ) a n d ( f n / a
n ) a s f o l l o w s . We h a v e 

M = M ( n ) U,n M „ n v 7 tp n-1 n 

w i t h M ( n ) t h e n - b e l t o f (M,A) a n d tp^ : 8M(n) -> M n_-j t h e a t t a c h i n g map 

o f t h e n - b e l t ( c f . 2 . 2 ) . L e t u : 3M(n) -> N n - ^ d e n o t e t h e c o m p o s i t e 

f ."tp . B y C o r o l l a r y 4 . 9 . i i t h e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f - :M - ->N . n-1 n n - i n-1 n-1 
e x t e n d s t o a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

h : M -* M (n) U N 1 n u n-1 

i n a c a n o n i c a l w a y . 



Now ( M ( n ) , 3 M ( n ) ) i s t h e d i r e c t sum o f t h e p a i r s o f s p a c e s ( a , 3 a ) w i t h 

a r u n n i n g t h r o u g h t h e s e t I ( n ) = I ( M n , M ,j) o f p a t c h e s o f h e i g h t n o f 

(M,A) . We f i x some a € I (n) . L e t t p a : 3a -> M n_^ d e n o t e t h e r e s t r i c t i o n 

o f <pn t o 3 a . T h i s i s j u s t t h e i n c l u s i o n m a p p i n g f r o m 3a t o M
n_<| • L e t 

L ( a ) d e n o t e t h e s m a l l e s t c l o s e d s u b c o m p l e x o f (M n_^,C) c o n t a i n i n g 3 o . 

We w r i t e X := a ^. S i n c e ( f R _ ^ r ^ ) i s p a t c h w a t c h i n g t h e s p a c e 3a i s 

m a p p e d b y u ^ = f
n - 1 o c p a i n t o t n e s u b c o m p l e x X L ( a ) o f ( N n _ ^ , D ) . T h e p a i r 

(of3a) i s i s o m o r p h i c t o ( E d , S d ^) w i t h d := d i m a . B y P r o p o s i t i o n 7.3 

t h e r e s t r i c t i o n u Q : 3a -» X L ( a ) o f u i s n o m o t o p i c t o a map v Q : 3a -+ 

X L ( a ) w i t h i m a g e i n t h e ( d - 1 ) - s k e l e t o n X L ( a ) 0 N d ~ 1 o f ( X L ( a ) , D ) . 

A l l t h e w i t h a € Z ( n ) t o g e t h e r f o r m a map v : 3 M ( n ) -» N n _ ^ w h i c h i s 

h o m o t o p i c t o u . We d e f i n e 

( N n , D ) := (M(n) U y N ^ , D ) 

a n d e q u i p t h i s p a i r w i t h t h e r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n g i v e n b y 

Z ( N n _ l f D ) a n d t h e o b v i o u s r e l a t i v e p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f ( M ( n ) , 3 M ( n ) ) 

( c f . 2 . 1 ) . T h i s m a k e s (N^,D) a r e l a t i v e C W - c o m p l e x c o n t a i n i n g N n _ ^ a s 

a c l o s e d s u b c o m p l e x . 

We h a v e a t a u t o l o g i c a l b i j e c t i o n y f r o m ^ ( M
n ' M

n _ - j ) = £ ( n ) t o * - ( N n ' N n - 1 ^ 

C o m b i n i n g y w i t h t h e b i j e c t i o n a . = X f r o m I (M „ ,C) t o Z (N . ,D) we 
n - i n - i n - i 

o b t a i n a b i j e c t i o n a R f r o m Z ( M n , C ) t o Z ( N n , D ) . B y c o n s t r u c t i o n a n 

o b e y s t h e a x i o m PW1 a n d e x t e n d s oc n_^ . I n t h e f o l l o w i n g we w i l l w r i t e 

u := a n i n o r d e r t o g e t r i d o f i n d i c e s . 

We f i x a g a i n some a € Z ( n ) . L e t Q(o) d e n o t e t h e s m a l l e s t c l o s e d s u b -

c o m p l e x o f (M,C) c o n t a i n i n g a . We h a v e Q(o) = a U L ( a ) . T h e h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e h f r o m a b o v e r e s t r i c t s t o a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

h Q : Q ( a ) - a U u
 X L ( a ) 



w h i c h e x t e n d s t h e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f n _ ^ l L ( a ) f r o m L ( a ) t o X L ( a ) . 

B y C o r o l l a r y 4 . 9 . i t h e r e e x i s t s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

k : a U X L ( o ) -> a u X L ( a ) = y Q ( a ) 
a v ^ a a 

u n d e r X L ( a ) . T h e c o m p o s i t e f := k
a ° n

a
 i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f r o m 

Q ( a ) t o ^ Q ( a ) w h i c h e x t e n d s t h e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f n _ ^ l L ( o ) f r o m 

L ( o ) t o X L ( a ) . 

A l l t h e maps f Q f i t t o g e t h e r t o a map f
n
 : M

n ~* N
n w h i c h e x t e n d s f n _ « j -

B y c o n s t r u c t i o n t h e p a i r ( f
n / ^ ) o b e y s t h e a x i o m PW2. I f L i s a f i n i t e 

c l o s e d s u b c o m p l e x o f ( M n , C ) we o b t a i n f r o m C o r o l l a r y 2.14 b y i n d u c t i o n 

o n t h e n u m b e r o f p a t c h e s i n L ^ ( L f l M n _ ^ ) t h a t t h e r e s t r i c t i o n f n ' L i s 

a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f r o m L t o ^ L . B y T h e o r e m 6.10 t h i s a l s o h o l d s 

f o r L i n f i n i t e . T h e map f n I L e x t e n d s t h e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e g b e t w e e n 

t h e c l o s e d s u b s p a c e s C a n d D o f L a n d ^ L r e s p e c t i v e l y . T h u s ( T h . 2.13) 

f n l L i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f r o m t h e p a i r ( L , C ) t o ( ^ L , D ) . We h a v e 

v e r i f i e d t h a t ( f n f y ) o b e y s PW3 w h i c h f i n i s h e s t h e p r o o f . 

We d i s c u s s t h e b e h a v i o u r o f r e l a t i v e C W - c o m p l e x e s u n d e r b a s e f i e l d e x ­

t e n s i o n . L e t K d e n o t e a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d o f R. { T h e l e t t e r "S" 

i s now n e e d e d f o r s p h e r e s . } L e t (M,A) b e a r e l a t i v e C W - c o m p l e x o v e r R. 

We c h o o s e c h a r a c t e r i s t i c maps : E n ( R ) -* M n a n d c o r r e s p o n d i n g a t t a c h ­

i n g maps tp : S n ~ 1 (R) -» M n ~ 1 f o r a l l t h e c e l l s a o f (M,A) . {We w r i t e 

m o r e p r e c i s e l y E n ( R ) , S n ~ 1 ( R ) i n s t e a d o f E n , S n ~ 1 . } T h e n ( M ( K ) , A ( K ) ) i s 

a r e l a t i v e C W - c o m p l e x o v e r K w i t h t h e s e t s o f c e l l s 

E ( M ( K ) , A ( K ) ) = { a ( K ) I a G I ( M , A ) } . 

T h e n - s k e l e t o n M ( K ) n o f ( M ( K ) , A ( K ) ) c o i n c i d e s w i t h t h e s u b s p a c e M n ( K ) 

o f M ( K ) . T h e c e l l a ( K ) h a s t h e c h a r a c t e r i s t i c map ( ^ Q ) K a n d t h e 

a t t a c h i n g map (<P a) R« We h a v e a ( K ) = a (K) a n d 3 (a (K) ) = (3a) (K) . T h u s , 

i f T a n d a a r e c e l l s o f ( M , A ) , t h e n T<O i f f T ( K ) « a ( K ) . I t i s now 



e v i d e n t t h a t t h e c l o s e d s u b c o m p l e x e s o f ( M ( K ) , A ( K ) ) a r e j u s t t h e b a s e 

e x t e n s i o n s L ( K ) o f t h e c l o s e d s u b c o m p l e x e s L o f ( M , A ) . 

We now p r o v e t w o " m a i n t h e o r e m s " o n C W - c o m p l e x e s w h i c h k e e p t h e same 

s p i r i t a s t h e t w o m a i n t h e o r e m s 5.2 o n h o m o t o p y s e t s . I n f a c t t h e y a r e 

c o n s e q u e n c e s o f t h e l a t t e r . 

N o t a t i o n s 7.9. L e t (M,A) b e a r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x o v e r K a n d (N,B) 

a r e l a t i v e p a t c h c o m p l e x o v e r R. I f ( f , a ) i s a p a t c h w a t c h i n g h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e f r o m (M,A) t o ( N ( K ) , B ( K ) ) t h e n u s u a l l y we r e g a r d a a s a 

b i j e c t i o n f r o m I ( M , A ) t o I ( N , B ) r a t h e r t h a n t o I ( N ( K ) , B ( K ) ) . I f a i s 

a n y b i j e c t i o n f r o m X(M,A) t o I ( N , B ) a n d L i s a s u b c o m p l e x o f X(M,A) 

t h e n a L d e n o t e s t h e u n i o n o f B a n d a l l c e l l s a a w i t h a r u n n i n g t h r o u g h 

I ( L , A ) . I t i s a s u b c o m p l e x o f ( N , B ) . 

T h e o r e m 7.10 ( F i r s t m a i n t h e o r e m o n C W - c o m p l e x e s ) . L e t (B,D) b e a r e l a ­

t i v e C W - c o m p l e x o v e r R. L e t (M,C) b e a r e l a t i v e C W - c o m p l e x o v e r K, a n d 

A a c l o s e d s u b c o m p l e x o f ( M , C ) . L e t (g,3) b e a c e l l w a t c h i n g h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e f r o m (A,C) t o ( B ( K ) , D ( K ) ) . T h e n t h e r e e x i s t s a r e l a t i v e 

C W - c o m p l e x (N,D) o v e r R s u c h t h a t B i s a c l o s e d s u b c o m p l e x o f (N,D) 

( w i t h t h e p r e g i v e n c e l l s t r u c t u r e o n ( B , D ) ) a n d a c e l l w a t c h i n g h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e ( f , a ) f r o m (M,C) t o ( N ( K ) , D ( K ) ) s u c h t h a t f e x t e n d s g a n d 

a e x t e n d s 3. I n p a r t i c u l a r ( A = 0 , B = 0, R = R ) , e v e r y C W - c o m p l e x M 

o v e r K i s h o m o t o p y e q u i v a l e n t t o N ( K ) f o r some C W - c o m p l e x N o v e r t h e 

f i e l d R Q o f r e a l a l g e b r a i c n u m b e r s . 

P r o o f . We d e n o t e t h e n - s k e l e t o n o f (M,A) b y M n ( n > - 1 ) . We w i l l b u i l d u p 

N a n d ( f , a ) " s k e l e t o n b y s k e l e t o n " p r o c e e d i n g i n a s i m i l a r way a s i n 

t h e p r o o f o f T h e o r e m 7.8 a b o v e { b u t t h e r e t h e N R w e r e n o t t h e s k e l e t o n s 

o f ( N, B ) } . F o r e v e r y a € I ( M , A ) we c h o o s e a c h a r a c t e r i s t i c map 

ijj : E d ( K ) -» M d (d = d i m a ) a n d d e n o t e t h e c o r r e s p o n d i n g a t t a c h i n g 



map b y cp Q : S d ~ 1 (K) -> M d ~ 1 . 

We w i l l c o n s t r u c t a f a m i l y o f r e l a t i v e C W - c o m p l e x e s ( ( N N , D ) I n > - 1 ) a n d 

a f a m i l y ( ( f n , c * n ) I n > - 1 ) o f p a t c h w a t c h i n g h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s ( f n , a n ) 

f r o m ( M n , C ) t o ( N n (K) ,D (K) ) i n d u c t i v e l y , s t a r t i n g w i t h N ~ 1 = B, 

f _ 1 = 9' a _ i = s u c h t h a t N n 1 i s t h e ( n - 1 ) - s k e l e t o n o f ( N n , B ) a n d 

( f n , a n ) e x t e n d s ( f n _ < | ' a
n - - ] ) • T n e n w e w i l l b e d o n e b y u s e o f Lemma 7.7. 

A s s u m e t h a t ( N n \ D ) a n d ( f , ® n _ < \ ) a r e a l r e a d y c o n s t r u c t e d f o r some 

n >0. We h a v e 

M n = ( I n * E n ( K ) ) M n " 1 

n 

u s i n g t h e n o t a t i o n s 7.2. { i n p a r t i c u l a r X n := I ( M , A ) , c o n s i d e r e d 

h e r e a s a d i s c r e t e s p a c e o v e r K.} L e t X := a L e t u := f 
n— 1 n — I n K 

a map f r o m I
n

x S n ~ 1 (K) t o N n ~ 1 ( K ) . F o r a n y a € I l e t Q ( a ) a n d L ( o ) 

d e n o t e t h e s m a l l e s t c l o s e d s u b c o m p l e x e s o f (M,C) c o n t a i n i n g a a n d 8 a 

n - 1 X 
r e s p e c t i v e l y ( a s i n t h e p r o o f o f T h . 7 . 8 ) . L e t u Q : S (K) -> L ( a ) 

d e n o t e t h e map o b t a i n e d b y r e s t r i c t i n g u t o { o } x s n ^ ( K ) . B y t h e f i r s t 

m a i n t h e o r e m 5 . 2 . i o n h o m o t o p y s e t s ( o r a l r e a d y 1 1 1 , 3 . 1 ) t h e r e e x i s t s 
n— 1 X 

a map v : S (R) -» L ( a ) s u c h t h a t u ^ i s h o m o t o p i c t o ( v ^ ) v . We 

c o m b i n e t h e v Q i n t o a map v f r o m ^ n
x S n 1 ( R ) t o N n 1 . T h e n u i s homo-

t o p i c t o \ r
K- { A b u s i v e l y we r e g a r d I n a l s o a s a d i s c r e t e s p a c e o v e r R.} 

We d e f i n e 

N n := ( Z n x E n ( R ) ) U v N n " 1 

T h i s s p a c e c o n t a i n s N n ^ a s a c l o s e d s u b s p a c e , a n d we h a v e a n o b v i o u s 

p a t c h d e c o m p o s i t i o n I ( N n , N n 1 ) o f ( N n , N n 1 ) t o g e t h e r w i t h a t a u t o l o g i ­

c a l b i j e c t i o n y f r o m I = I ( M n , M n ~ 1 ) t o X ( N n , N n " ~ 1 ) . T h i s p a t c h d e c o m p o ­

s i t i o n a n d t h e p a t c h d e c o m p o s i t i o n o f ( N n 1 , D ) t o g e t h e r e q u i p ( N N , D ) 

w i t h t h e s t r u c t u r e o f a C W - c o m p l e x s u c h t h a t N n 1 i s t h e ( n - 1 ) - s k e l e t o n 

o f ( N N , D ) . M o r e o v e r X a n d y c o m b i n e i n t o a b i j e c t i o n a f r o m I ( M n , C ) 



t o I ( N n , D ) w h i c h o b e y s t h e a x i o m PW1 ( m o d i f i e d i n t h e o b v i o u s way, 

s i n c e now t h e i m a g e o f o<n c o n s i s t s o f c e l l s o v e r R i n s t e a d o f K) . 

U s i n g C o r o l l a r y 4.9 we o b t a i n a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

f a : Q ( a ) = E n ( K ) U L ( a ) - [ E n ( R ) U y
 A L ( a ) ] ( K ) 

f o r e v e r y o € I w h i c h e x t e n d s t h e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f n _ ^ l L ( a ) f r o m 

L ( a ) t o X L ( a ) (K) . T h e s e maps f ^ a n d f R _ - j f i t t o g e t h e r i n t o a map 

f n : M n -> N n ( K ) w h i c h e x t e n d s f n _ - j » B Y c o n s t r u c t i o n t h e p a i r ( f
n ' a

n ) 

f u l f i l l s PW2. I t i s now e a s i l y v e r i f i e d b y u s e o f C o r o l l a r y 2.14 a n d 

T h e o r e m s 6.10, 2.13 t h a t ( f n f a
n ) a l s o f u l f i l l s PW3, h e n c e i s a homo­

t o p y e q u i v a l e n c e f r o m ( M n,C) t o ( N n ( K ) , D ( K ) ) . q . e . d . 

T h e o r e m 7.11 ( S e c o n d m a i n t h e o r e m o n C W - c o m p l e x e s ) . L e t (B,D) b e a 

r e l a t i v e s e m i a l g e b r a i c C W - c o m p l e x o v e r I R . L e t (M,C) b e a r e l a t i v e 

t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x a n d A a c l o s e d s u b c o m p l e x o f ( M , C ) . L e t (g,3) 

b e a c e l l w a t c h i n g t o p o l o g i c a l h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f r o m (A,C) t o 

^ B t o p ' D t o p ^ * T n e n t h e r e e x i s t s a r e l a t i v e s e m i a l g e b r a i c C W - c o m p l e x 

(N,D) o v e r IR s u c h t h a t B i s a c l o s e d s u b c o m p l e x o f (N,D) ( w i t h t h e 

p r e g i v e n c e l l s t r u c t u r e o n ( B , D ) ) a n d a c e l l w a t c h i n g t o p o l o g i c a l 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e ( f , a ) f r o m (M,C) t o ( N t Q p ' D t o p ^ s u c n t h a t f e x ­

t e n d s g a n d a e x t e n d s 3. I n p a r t i c u l a r (A = 0, B = 0), e v e r y t o p o l o g i ­

c a l C W - c o m p l e x M i s h o m o t o p y e q u i v a l e n t t o t h e u n d e r l y i n g t o p o l o g i c a l 

s p a c e N
t Q p o f a s e m i a l g e b r a i c C W - c o m p l e x N o v e r I R . 

T h e p r o o f f o l l o w s t h e same p a t t e r n a s t h e p r e c e d i n g o n e . I n s t e a d o f 

t h e f i r s t m a i n t h e o r e m o n h o m o t o p y s e t s o n e u s e s t h e s e c o n d o n e . F u r t h e r 

o n e u s e s some w e l l k n o w n f a c t s f r o m t h e t h e o r y o f t o p o l o g i c a l CW-com­

p l e x e s ( i n p a r t i c u l a r t h e t o p o l o g i c a l r e l a t i v e W h i t e h e a d t h e o r e m [W, 

p. 2 2 2 ] ) . 



T h e o r e m 7.10 i s a u s e f u l t o o l t o t r a n s f e r r e s u l t s f r o m t h e h o m o t o p y 

t h e o r y o f t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s t o s e m i a l g e b r a i c C W - c o m p l e x e s . T a k ­

i n g a l s o i n t o a c c o u n t T h e o r e m 7.8, we s o m e t i m e s c a n t r a n s f e r t h e r e ­

s u l t s f u r t h e r t o a r b i t r a r y w e a k p o l y t o p e s . I n v e r y f a v o u r a b l e c a s e s we 

c a n e v e n g o o n t o a r b i t r a r y s p a c e s u s i n g p a r t i a l l y c o m p l e t e c o r e s ( c f . 

I V , § 9 ) . We g i v e a n e x a m p l e . 

T h e o r e m 7.12 ( H o m o t o p y e x c i s i o n t h e o r e m ) . L e t A a n d B b e c l o s e d s u b -

s p a c e s o f a s p a c e M w i t h A U B = M. L e t x b e a p o i n t i n A D B . A s s u m e 

t h a t ( A , A D B) i s n - c o n n e c t e d a n d ( B , A D B ) i s m - c o n n e c t e d f o r some num­

b e r s n > 1 a n d m > 0 . T h e n t h e h o m o m o r p h i s m 

j + : TT ( A , A 0 B ,x) -> TT (M,B,x) 
q q 

i n d u c e d b y t h e i n c l u s i o n j : (A,A n B) -> (M,B) i s b i j e c t i v e f o r 

1 < q < n+m a n d s u r j e c t i v e f o r q = n+m. 

P r o o f . a) We f i r s t c o n s i d e r t h e c a s e t h a t M i s a C W - c o m p l e x a n d A,B 

a r e s u b c o m p l e x e s o f M. T h e c l a i m h o l d s f o r R = IR b y t h e h o m o t o p y 

e x c i s i o n t h e o r e m f o r t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s , c f . e . g . [Sw, 6 . 2 1 ] . 

B y b a s e e x t e n s i o n f r o m R^ t o IR we s e e t h a t i s a l s o h o l d s f o r R = R . 

F o r a n a r b i t r a r y r e a l c l o s e d b a s e f i e l d R we now o b t a i n t h e c l a i m b y 

u s e o f T h e o r e m 7.10. I n d e e d , b y t h a t t h e o r e m t h e r e e x i s t s a C W - c o m p l e x 

M' o v e r R Q , c l o s e d s u b c o m p l e x e s A' a n d B' o f M', a n d a h o m o t o p y e q u i ­

v a l e n c e f : M M' (R) s u c h t h a t f ( A ) c A ' ( R ) , f ( B ) c B ' ( R ) a n d f y i e l d s 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s f r o m A t o A' (R) , B t o B' (R) , and A R B t o (A' fl B 1 ) (R) 

b y r e s t r i c t i o n . T h e c l a i m h o l d s f o r (M,A,B,x) w i t h x r u n n i n g t h r o u g h 

A D B s i n c e i t h o l d s f o r ( M ' , A f , B ' , y ) w i t h y r u n n i n g t h r o u g h A' fl B' . 

b) A s s u m e now t h a t M i s a w e a k p o l y t o p e . T h e n we c a n v e r i f y t h e c l a i m 

i n a s i m i l a r way b y u s i n g T h e o r e m 7.8 i n s t e a d o f 7 . 1 0 . 

c ) A s s u m e now t h a t M i s a n a r b i t r a r y s p a c e b u t R i s s e q u e n t i a l . T h e n 

we o b t a i n t h e c l a i m f o r (M,A,B,x) f r o m t h e c l a i m f o r ( P ( M ) , P ( A ) , P ( B ) , x ) . 



{ N o t i c e t h a t P (A) n p ( B ) = P ( A f l B ) . } 

d) A s s u m e f i n a l l y t h a t R i s n o t s e q u e n t i a l . T h e n we c h o o s e a s e q u e n t i a l 

r e a l c l o s e d f i e l d e x t e n s i o n K o f R. T h e c l a i m h o l d s f o r ( M ( K ) , A ( K ) , B ( K ) , 

We c o n c l u d e b y t h e f i r s t m a i n t h e o r e m f o r h o m o t o p y s e t s 5 . 2 . i ( o r a l ­

r e a d y I I I . 6 . 3 ) t h a t t h e c l a i m h o l d s f o r ( M , A , B , x ) . q . e . d . 

C o r o l l a r y 7 . 1 3 . L e t (M,A) be a c l o s e d p a i r o f s p a c e s w i t h A m - c o n n e c t e d 

a n d (M,A) n - c o n n e c t e d f o r some n u m b e r s m > 0 a n d n > 1 . A s s u m e t h a t A i s 

p a r t i a l l y c o m p l e t e n e a r M ^ A ( c f . I V , § 8 ) . T h e n t h e h o m o m o r p h i s m 

p * : T T r ( M , A , x ) - 7 T r ( M / A , * ) 

i n d u c e d b y t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n p : (M,A) -> (M/A,*) i s , f o r a n y b a s e 

p o i n t x i n A, b i j e c t i v e i f 2 < r < m + n a n d s u r j e c t i v e i f r = m + n + 1 . 

P r o o f . I f A i s a w e a k p o l y t o p e t h e n t h e c o n e CA = I * A / 1 x A e x i s t s . I n 

t h i s c a s e we o b t a i n t h e c l a i m b y a p p l y i n g T h e o r e m 7.12 t o t h e t r i p l e 

o f s p a c e s ( MUCA,M,CA) a n d t h e n u s i n g P r o p o s i t i o n 2 . 1 5 , c f . [Sw, p . 8 4 ] . 

I n t h e g e n e r a l c a s e t h a t A i s o n l y p a r t i a l l y c o m p l e t e n e a r M ^ A we now 

o b t a i n t h e c l a i m b y t w o s t e p s s i m i l a r t o t h e s t e p s c ) a n d d) i n t h e 

p r o o f a b o v e . q . e . d . 

We f i n a l l y w r i t e down some c o n s e q u e n c e s o f o u r c e n t r a l r e s u l t s 7.8, 

7 . 1 0 , 7.11 w h i c h w i l l b e w i d e l y u s e d i n t h e n e x t c h a p t e r . H e r e t h e 

f u l l p o w e r o f t h e t h e o r e m s i s n o t n e e d e d . 

D e f i n i t i o n 4. i ) A s y s t e m o f C W - c o m p l e x e s o v e r R, o r C W - s y s t e m f o r 

s h o r t , i s a f i n i t e f a m i l y ( P Q , P ^ , . . . , P r ) w i t h P Q a C W - c o m p l e x o v e r R 

a n d e v e r y P^ a c l o s e d s u b c o m p l e x o f P . I n t h e c a s e s r = 1, r = 2, ... 

we c a l l i t a C W - p a i r , a C W - t r i p l e , e t c . N o t i c e t h a t e v e r y c o m p o n e n t 

P i o f a C W - s y s t e m (P , . . . , P r ) i s a C W - c o m p l e x . We c a l l t h e C W - s y s t e m 

( P Q , . . . , P r ) d e c r e a s i n g i f i t i s a d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s , i . e . 



P ^ + ^ i s a s u b c o m p l e x o f P^ f o r 1 < i < r - 1 . 

i i ) A C W - a p p r o x i m a t i o n o f a d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s ( M Q , . . . , M r ) 

o v e r R i s a map 

cp : ( P Q , P r . . . , P r ) - ( M Q , M V ...,M r) 

w i t h ( P Q , . . . , P r ) a C W - s y s t e m o v e r R a n d e v e r y c o m p o n e n t t p i : P^ -> 

o f cp a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . N o t i c e t h a t e v e r y C W - a p p r o x i m a t i o n i s a 

W P - a p p r o x i m a t i o n (§4, D e f . 5 ) . 

R e m a r k . I n t o p o l o g y C W - a p p r o x i m a t i o n s o f s y s t e m s o f t o p o l o g i c a l s p a c e s 

a r e w i d e l y u s e d , b u t t h e r e o n e o n l y d e m a n d s t h a t t h e c o m p o n e n t s o f t h e 

map a r e w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s , c f . [W,Chap. 5, §3], w h i c h , f o r t o p o l o ­

g i c a l s p a c e s , m e a n s l e s s t h a n h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . We c a l l t h e m h e r e 

t o p o l o g i c a l C W - a p p r o x i m a t i o n s . 

T h e o r e m 7 .14. E v e r y d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s ( M Q f . . . f M ) h a s a 

C W - a p p r o x i m a t i o n 

cp : ( P Q , . . . , P r ) -> (M Q, . . . ,MR) . 

I f M r i s c o n t r a c t i b l e t h e n P r c a n b e c h o s e n a s a o n e - p o i n t s p a c e . I f 

i s c o m p l e t e , t h e n P^ c a n be c h o s e n a s a f i n i t e C W - c o m p l e x . 

P r o o f . We know a l r e a d y t h a t e v e r y d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s h a s a 

W P - a p p r o x i m a t i o n ( T h . 4 . 1 0 . i ) . T h u s i t s u f f i c e s t o c o n s i d e r t h e c a s e 

t h a t ( M Q , . . . , M r ) i s a l r e a d y a d e c r e a s i n g W P - s y s t e m . A p p l y i n g 

T h e o r e m 7.8 we o b t a i n a map 

ij, : (M Q,M 1,...,M r) - ( P o , P 1 f . . . , P r ) 

w i t h ( P Q , . . . , P ) a d e c r e a s i n g C W - s y s t e m , a t w i l l w i t h t h e a d d i t i o n a l 

p r o p e r t i e s s t a t e d a b o v e , a n d a l l c o m p o n e n t s ^ o f ^ h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s 

S i n c e b o t h s y s t e m s o f s p a c e s a r e c l o s e d we k n o w b y 2.13 t h a t ^ i s a 



h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . A h o m o t o p y i n v e r s e cp o f i s a C W - a p p r o x i m a t i o n 

o f ( M Q , . . . , M R ) . q . e . d . 

T h e o r e m 7 . 1 5 . i ) L e t K b e a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d o r R. L e t 

( M Q , M 1 , . . . , M R ) b e a d e c r e a s i n g W P - s y s t e m o v e r K. T h e n t h e r e e x i s t a 

d e c r e a s i n g C W - s y s t e m ( P Q , P ^ , . . . , P r ) o v e r R t o g e t h e r w i t h a h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e 

cp : ( P Q ( K ) f P 1 (K) ,. . . , P R (K) ) -* ( M Q / M 1 , . . . , M R ) . 

I f M R i s c o n t r a c t i b l e t h e n P r c a n be c h o s e n a s a o n e - p o i n t s p a c e . I f 

i s s e m i a l g e b r a i c t h e n P^ c a n b e c h o s e n a s a f i n i t e C W - c o m p l e x . 

i i ) I f (Q ,...,Q r) i s a d e c r e a s i n g W P - s y s t e m o v e r R a n d f a map f r o m 

( Q Q ( K ) , . . . , Q R ( K ) ) t o ( M , . . . , M R ) t h e n t h e r e e x i s t s a map 

g : (Q ,...,Q r) -* ( P Q , . . . , P r ) , u n i q u e u p t o h o m o t o p y , s u c h t h a t 

cp«g K - f . I f f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e t h e n a l s o g i s a h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e . 

P r o o f . I n o r d e r t o p r o v e p a r t i ) we may a s s u m e , b y t h e p r e c e d i n g t h e o r e m , t h a t 

( M , ...,M ) i s a l r e a d y a C W - s y s t e m . U s i n g T h e o r e m 7.10 we o b t a i n a map 

I\J : ( M Q , . . . , M R ) - ( P Q ( K ) , . . . , P R ( K ) ) 

s u c h t h a t ( P Q , . . . , P r ) i s a d e c r e a s i n g C W - s y s t e m o v e r R, a t w i l l h a v ­

i n g t h e a d d i t i o n a l p r o p e r t i e s c l a i m e d a b o v e , a n d e v e r y c o m p o n e n t 

^ i : M i ~* P - L ^ K ) o f ^ i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . T h i s map o f s y s t e m s 

i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e b y 2 . 1 3 . A h o m o t o p y i n v e r s e cp o f ip i s a map 

a s d e s i r e d . The l a s t c l a i m s i n t h e t h e o r e m now f o l l o w f r o m T h e o r e m 6.14 

a n d t h e f i r s t m a i n t h e o r e m o n h o m o t o p y s e t s 5 . 2 . i . q . e . d . 

U s i n g i n s t e a d o f t h e f i r s t m a i n t h e o r e m s 7.10 a n d 5 . 2 . i t h e c o r r e s p o n d ­

i n g s e c o n d m a i n t h e o r e m s 7.11 a n d 5 . 2 . i i we o b t a i n 



T h e o r e m 7 . 1 6 . i ) L e t (M Q,...,M r) be a t o p o l o g i c a l C W - s y s t e m . T h e n 

t h e r e e x i s t s a s e m i a l g e b r a i c C W - s y s t e m ( p
0 ' * - * ' P r ) o v e r IR t o g e t h e r 

w i t h a t o p o l o g i c a l h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

cp : ( P Q , . . . , P r ) - (M Q,...,M r) . 

I f M r i s c o n t r a c t i b l e t h e n P r c a n be c h o s e n a s a o n e - p o i n t s p a c e . 

I f i s a f i n i t e C W - c o m p l e x t h e n a l s o P^ c a n b e c h o s e n a s a f i n i t e 

C W - c o m p l e x . 

i i ) I f (Q ,...,Q r) i s a W P - s y s t e m o v e r IR a n d f i s a c o n t i n u o u s map 

f r o m ( Q Q ' • • • r Q r ) t o p t o ( M
0 ' * * - ' M

r ) t h e n t h e r e e x i s t s a w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c map g f r o m ( Q Q , . . . , Q r ) t o (P , . . . , P r ) / u n i q u e u p t o h o m o t o p y , 

s u c h t h a t cp^g - f i n t h e t o p o l o g i c a l s e n s e . I f f i s a t o p o l o g i c a l w eak 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e t h e n g i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 



We now h a v e e n o u g h h o m o t o p y t h e o r y a t o u r d i s p o s a l t o b u i l d u p g e n e r a ­

l i z e d h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y f o r ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) s p a c e s o v e r 

a n a r b i t r a r y r e a l c l o s e d f i e l d . T h i s w i l l b e d o n e i n t h e p r e s e n t 

c h a p t e r . 

I n §7 we s h a l l p r e s e n t t h e s e m i a l g e b r a i c a n a l o g u e s o f t w o v a r i a n t s o f 

B r o w n ' s r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m f o r c o n t r a v a r i a n t h o m o t o p y f u n c t o r s 

( [ B n ] , [Sw, C h a p . 9 ] ) . T h i s s e c t i o n may b e r e g a r d e d a s a n a d d e n d u m t o 

C h a p t e r V. I t i s i n d e p e n d e n t o f t h e p r e c e d i n g s e c t i o n s i n t h e p r e s e n t 

c h a p t e r , u p t o some e a s y r e s u l t s i n §1 a n d some n o t a t i o n s , a n d t h u s 

c a n b e r e a d r i g h t now. (We w i l l g i v e t h e n e c e s s a r y c r o s s r e f e r e n c e s . ) 

B r o w n ' s r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m l e a d s t o a d e s c r i p t i o n o f h o m o l o g y 

a n d c o h o m o l o g y t h e o r i e s b y s p e c t r a (§8). I n t h e p r e s e n t c h a p t e r we 

c o u l d b r i n g s p e c t r a i n t o p l a y a t a much e a r l i e r s t a g e . T h i s w o u l d 

g i v e a l t e r n a t i v e a n d s o m e t i m e s e a s i e r p r o o f s o f some r e s u l t s i n c o ­

h o m o l o g y , b u t n o t s o i n h o m o l o g y . A l r e a d y i n c l a s s i c a l a l g e b r a i c t o p o ­

l o g y i t i s a r a t h e r l o n g way f r o m B r o w n ' s r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m t o a 

d e s c r i p t i o n o f r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r i e s b y s p e c t r a [Sw, C h a p . 1 4 ] . 

We c a n t r a n s f e r t h i s d e s c r i p t i o n t o t h e s e m i a l g e b r a i c s e t t i n g , b u t , 

t o t h e a u t h o r s o p i n i o n a n d t a s t e , t h i s a p p r o a c h t o g e n e r a l i z e d homo­

l o g y o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s w o u l d b e t o o much a m i x t u r e o f 

t o p o l o g i c a l a n d s e m i a l g e b r a i c a r g u m e n t s a n d w o u l d u s e t o o much m a c h i n e r y 



§1 - T h e b a s i c c a t e g o r i e s , s u s p e n s i o n s a n d c o f i b e r s 

I n t h i s s e c t i o n we s e t t h e s t a g e f o r a d i s c u s s i o n o f g e n e r a l i z e d 

h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y . We f i r s t c o m p i l e t h e b a s i c c a t e g o r i a l n o t a ­

t i o n s . (Some o f t h e m h a v e b e e n u s e d b e f o r e . ) L e t R be a n y r e a l c l o s e d 

f i e l d . 

* ) 

N o t a t i o n s 1.1. a) 3>(R) d e n o t e s t h e c a t e g o r y o f w e a k p o l y t o p e s o v e r R , 

a n d P ( 2 , R ) d e n o t e s t h e c a t e g o r y o f p a i r s o f w e a k p o l y t o p e s o v e r R. 

F u r t h e r >>* (R) d e n o t e s t h e c a t e g o r y o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s o v e r R. 

T h i s i s a f u l l s u b c a t e g o r y o f ? ( 2 , R ) s i n c e we may r e g a r d a p o i n t e d 

s p a c e (M,x) a s t h e p a i r o f s p a c e s ( M , { x } ) . A l t e r n a t i v e l y we may v i e w 

9 * ( R ) a s t h e c a t e g o r y o f w e a k p o l y t o p e s u n d e r t h e o n e p o i n t s p a c e * 

( c f . V , § 2 , D e f . 4 ) . We i d e n t i f y e v e r y w e a k p o l y t o p e M o v e r R w i t h 

t h e p a i r ( M , 0 ) . I n t h i s w ay a l s o (R) b e c o m e s a f u l l s u b c a t e g o r y o f 

? (2,R) . 

b) S i m i l a r l y we r e g a r d t h e c a t e g o r y WSA(R) o f s p a c e s o v e r R a n d t h e 

c a t e g o r y WSA*(R) o f p o i n t e d s p a c e s o v e r R a s f u l l s u b c a t e g o r i e s o f 

t h e c a t e g o r y WSA(2,R) o f p a i r s o f s p a c e s o v e r R. 

c ) I n WSA (R) we f u r t h e r h a v e t h e f u l l s u b c a t e g o r i e s o f p a r a c o m p a c t l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s L S A (R) a n d o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s S A ( R ) , f i n a l l y 

t h e c a t e g o r y L S A Q ( R ) = L S A (R) np(R) a n d t h e c a t e g o r y S A c (R) = S A ( R ) n P ( R ) 

o f p o l y t o p e s o v e r R. T h e s e c a t e g o r i e s l e a d t o c a t e g o r i e s o f p o i n t e d 

s p a c e s L S A * ( R ) , S A * ( R ) , . . . a n d o f p a i r s o f s p a c e s L S A ( 2 , R ) , S A ( 2 , R ) , 

... A l l c a t e g o r i e s m e n t i o n e d s o f a r a r e f u l l s u b c a t e g o r i e s o f W S A ( 2 , R ) . 

d) F o r a n y o f t h e s e c a t e g o r i e s 01 we d e n o t e b y HOC t h e c o r r e s p o n d i n g 

h o m o t o p y c a t e g o r y . H(X h a s t h e same o b j e c t s a s Ot b u t t h e m o r p h i s m s o f 

HOi a r e t h e h o m o t o p y c l a s s e s o f maps b e t w e e n o b j e c t s i n &. A l l t h e s e 

T h i s i s a s u b s t i t u t e o f t h e m o r e s y s t e m a t i c b u t c l u m s i e r n o t a t i o n 
W S A c ( R ) . 



c a t e g o r i e s HOC a r e f u l l s u b c a t e g o r i e s o f H W S A ( 2 , R ) . 

e) We d e n o t e b y *0 t h e c a t e g o r y o f t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s . M o r e p r e ­

c i s e l y t h i s m e a n s t h e f u l l s u b c a t e g o r y o f t h e c a t e g o r y TOP o f H a u s d o r f f 

t o p o l o g i c a l s p a c e s w h i c h h a s a s o b j e c t s t h e s p a c e s w h i c h a d m i t a ( t o p o ­

l o g i c a l ) C W - d e c o m p o s i t i o n . We d e n o t e b y nO(2) t h e c a t e g o r y o f c l o s e d 

p a i r s (M, A) o f t o p o l o g i c a l s p a c e s s u c h t h a t M a d m i t s a C W - d e c o m p o s i t i o n 

w h i c h m a k e s A a s u b c o m p l e x o f M. S i m i l a r l y we d e n o t e b y W* t h e c a t e ­

g o r y o f p o i n t e d C W - c o m p l e x e s . T h e s e a r e t h e p a i r s (M,A) € W{2) w i t h A 

a o n e p o i n t s p a c e . a n d 2fe?* a r e f u l l s u b c a t e g o r i e s o f *fe?(2). We d e ­

n o t e t h e c a t e g o r y o f f i n i t e t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s b y ^ F a n d t h e 

c o r r e s p o n d i n g f u l l s u b c a t e g o r i e s o f # ? * a n d %0(2) b y #??* a n d ^ , ( 2 ) . 

I f OL i s o n e o f t h e s e c a t e g o r i e s t h e n a g a i n HOC means t h e c o r r e s p o n d i n g 

( t o p o l o g i c a l ) h o m o t o p y c a t e g o r y . 

A l l c a t e g o r i e s m e n t i o n e d s o f a r a d m i t f i n i t e d i r e c t p r o d u c t s a n d 

f i n i t e d i r e c t s u m s . Some o f t h e m , i n f a c t t h e m o s t i m p o r t a n t o n e s , 

a d m i t a r b i t r a r y d i r e c t s u m s . We s p e l l t h i s o u t i n a s p e c i a l c a s e . 

R e m a r k 1.2. i ) L e t (M^IXGA) b e a f a m i l y o f p o i n t e d s p a c e s o v e r R. T h e 

p o i n t e d s p a c e M : = V(M^|XeA) ( c f . I V , 1.8) t o g e t h e r w i t h t h e n a t u r a l 

i n c l u s i o n s i ^ : M i s t h e d i r e c t sum o f t h e f a m i l y (M^|X€A) i n t h e 

c a t e g o r y W S A * ( R ) . I f we r e p l a c e t h e i ^ b y t h e i r ( p o i n t e d ) h o m o t o p y 

c l a s s e s [ i ^ ] we o b t a i n t h e d i r e c t sum o f t h i s f a m i l y i n H W S A * ( R ) . 

i i ) L e t (M-jJXeA) b e a f i n i t e f a m i l y o f p o i n t e d s p a c e s o v e r R w i t h b a s e 

p o i n t s x ^ . We e q u i p M := TT(M^|X€A) w i t h t h e b a s e p o i n t x := ( x ^ l X G A ) . 

T h e n M, t o g e t h e r w i t h t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n s p^ : M M^, i s t h e 

d i r e c t p r o d u c t o f t h e f a m i l y (M^|X€A) i n W S A * ( R ) . R e p l a c i n g t h e b y 

t h e i r h o m o t o p y c l a s s e s [ p ^ ] we o b t a i n t h e d i r e c t p r o d u c t o f t h i s 

f a m i l y i n H W S A * ( R ) . 



I f A i s f i n i t e t h e n t h e p o i n t e d s p a c e V(M^IXeA) c a n a n d w i l l b e i d e n t i ­

f i e d w i t h t h e c l o s e d s u b s p a c e o f T T ( M ^ l X e A ) c o n s i s t i n g o f t h e p o i n t s 

( y ^ | X 6 A ) w i t h = x ^ f o r a l l i n d i c e s X e x c e p t a t m o s t o n e . 

A s a c o n s e q u e n c e o f some c e n t r a l r e s u l t s i n C h a p t e r s I I I a n d V we c a n 

w r i t e down v a r i o u s n a t u r a l e q u i v a l e n c e s b e t w e e n t h e h o m o t o p y c a t e g o r i e s 

l i s t e d a b o v e . 

R e m a r k s 1.3. i ) T h e i n c l u s i o n s H P ( R ) <-> H W S A ( R ) , H P * ( R ) ̂ — HWSA* (R) , 

H P ( 2 , R ) ^ HWSA(2,R) a r e e q u i v a l e n c e s o f c a t e g o r i e s ( T h . V . 4 . 1 0 ) . T h e 

same h o l d s f o r t h e i n c l u s i o n s H S A C (R) H S A ( R ) , H S A * ( R ) ^ HSA* (R) , 

H S A c ( 2 , R ) <^ H S A ( 2 , R ) , a n d t h e a n a l o g o u s i n c l u s i o n s w i t h "SA" r e p l a c e d 

b y "LSA" (III.§1, V . 2 . 1 3 ) . 

i i ) I f K i s a r e a l c l o s e d f i e l d e x t e n s i o n o f R t h e n t h e f u n c t o r " b a s e 

e x t e n s i o n " (M,A) ( M ( K ) , A ( K ) ) f r o m P ( 2 , R ) t o ? ( 2 , K ) y i e l d s a n e q u i ­

v a l e n c e o f c a t e g o r i e s 

K : H P ( R , 2 ) — ^ H P ( K , 2 ) . 

T h e r e s t r i c t i o n s o f K t o H P ( R ) a n d HP* (R) a r e e q u i v a l e n c e s f r o m H ? ( R ) 

t o H ? ( K ) a n d f r o m H P * ( R ) t o H P * ( K ) r e s p e c t i v e l y . T h i s f o l l o w s f r o m 

T h e o r e m s V . 5 . 2 . i a n d V . 7 . 1 5 . I f OC i s o n e o f t h e " m e t a - c a t e g o r i e s " 

L S A , SA . L S A * , SA* L S A ( 2 , - ) , S A ( 2 , - ) t h e n i t i s a l r e a d y c l e a r 

f r o m C h a p t e r I I I t h a t K y i e l d s b y r e s t r i c t i o n a n e q u i v a l e n c e f r o m 

Ot(R) t o OC(K) . 

i i i ) T h e f u n c t o r f r o m P ( 2 , I R ) t o T O P ( 2 ) w h i c h s e n d s e v e r y p a i r o f 

w e a k p o l y t o p e s (M, A) o v e r IR t o t h e p a i r ( M t o p ' A t o p ^ ° f u n < 3 e r l y i n g 

t o p o l o g i c a l s p a c e s y i e l d s a f u l l e m b e d d i n g 

X : H P ( 2 , I R ) HTOP (2) , 

i . e . a n i s o m o r p h i s m o f H P ( 2 , I R ) o n t o a f u l l s u b c a t e g o r y C ( 2 ) o f H T 0 P ( 2 ) . 

M o r e o v e r e v e r y o b j e c t i n € ( 2 ) i s i s o m o r p h i c t o a n o b j e c t i n #tf(2) , a n d 



e v e r y o b j e c t i n t h e i m a g e c a t e g o r i e s , t* , £ p ( 2 ) o f H P ( I R ) , 

EP*(TR) , H S A c ( I R ) , H S A * ( I R ) , H S A c ( 2 , I R ) i s i s o m o r p h i c t o a n o b j e c t i n 

W), W)*, #?F, 40*, HO (2) r e s p e c t i v e l y . A l l t h i s f o l l o w s f r o m T h e o r e m s 

V . 5 . 2 . i i a n d V . 7 . 1 6 . A s a c o n s e q u e n c e we c a n m o d i f y A t o a n e q u i v a l e n c e 

o f c a t e g o r i e s 

X 1 : H-P(2,3R) -̂ -> 110(2) 

w h i c h r e s t r i c t s t o e q u i v a l e n c e s f r o m HJ>(nR) , H?* (IR) , H S A c ( I R ) , H S A * ( I R ) 

HSA ( 2 , I R ) t o W, fk)*, W - , n O % , 1/)-(2) r e s p e c t i v e l y . 
C r r Jb 

N o t i c e t h a t i n r e m a r k s i i ) a n d i i i ) we may r e p l a c e t h e l e t t e r "3>" b y 

"WSA", a n d s i m i l a r l y S A c , L S A c , b y SA, L S A , a s a c o n s e q u e n c e o f i ) . 

B u t i n t h e f o l l o w i n g p a r t i a l l y c o m p l e t e s p a c e s w i l l p l a y a d o m i n a n t r o l e 

We now f o c u s a t t e n t i o n t o t h e c a t e g o r y ?*(R) o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s 

o v e r a f i x e d r e a l c l o s e d f i e l d R. S i n c e we h a v e e q u i v a l e n c e s 

H P * ( R Q ) HJ>*(R), H ? * ( R Q ) K P * ( n R ) , H ? * ( I R ) H*0*, t h e r e a d e r 

may b e l i e v e t h a t t h e h o m o t o p y t h e o r y o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s o v e r R 

i s s o m e w h a t i d e n t i c a l t o t h e h o m o t o p y t h e o r y o f t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s 

a n d t h a t t h i s i n p a r t i c u l a r h o l d s f o r r e d u c e d h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y 

t h e o r i e s , w h i c h i n t o p o l o g y a r e k n o w n t o be a p a r t o f s t a b l e h o m o t o p y 

t h e o r y ( c f . e . g . t h e b o o k [ S w ] ) . We s h a l l v e r i f y t h i s t o a l a r g e e x t e n t 

i n t h e p r e s e n t c h a p t e r . 

U n f o r t u n a t e l y t h e r e m a r k s 1.3 d o n o t y e t i m p l y a m e t a t h e o r e m l i k e 

t h i s , s i n c e t h e e q u i v a l e n c e b e t w e e n t w o c a t e g o r i e s i s n o t s u c h a s t r o n g 

s t a t e m e n t a s o n e m i g h t w i s h . We s h a l l r e s o r t t o t h e m o r e e x p l i c i t f o r m 

o f o u r m a i n t h e o r e m s i n V,§7 a n d o t h e r h o m o t o p y r e s u l t s . 

I n t h e f o l l o w i n g we m o s t o f t e n d e n o t e a p o i n t e d s p a c e ( M , X q ) b r i e f l y 

b y M a n d t h e s e t o f h o m o t o p y c l a s s e s o f maps f r o m M t o a p o i n t e d s p a c e 



N b y [M,N] ( i n s t e a d o f [ M , N ] * w h i c h w o u l d f i t b e t t e r w i t h D e f . 4 i n 

V, § 2 ) . 

D e f i n i t i o n 1 . a) T h e s m a s h p r o d u c t M A N o f t w o p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s 

M,N o v e r R i s t h e s p a c e MxN/MvN w i t h b a s e p o i n t MvN/MvN. N o t i c e t h a t 

i f M a n d N c a r r y t h e s t r u c t u r e o f p o i n t e d C W - c o m p l e x e s t h e n a l s o MAN 

i s a p o i n t e d C W - c o m p l e x i n a n a t u r a l w a y , s i n c e MvN i s a s u b c o m p l e x o f 

t h e p r o d u c t c o m p l e x MxN. N o t i c e a l s o t h a t , i n c o n t r a s t t o t o p o l o g y , we 

c a n n o t d e f i n e s m a s h p r o d u c t s o f a r b i t r a r y p o i n t e d s p a c e s . 

b) We r e g a r d e v e r y s p h e r e S n = S n ( R ) a s p o i n t e d b y i t s n o r t h p o l e 0 0. 

T h e s u s p e n s i o n SM o f a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e M i s t h e s m a s h p r o d u c t 

S 1 A M . U s i n g a f i x e d i d e n t i f i c a t i o n S 1 = 1 / ( 0 , 1 } we may w r i t e 

SM = IxM/(Ixx ) U (OxM) U ( 1 x M ) . 

c ) A n y t w o maps f : M->M', g : N - * N ' b e t w e e n p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s 

i n d u c e a map f A g : MAN -* M ' A N ' . I n p a r t i c u l a r , f i n d u c e s a map S f f r o m 

SM t o SM'. 
v 

d) F o r e v e r y k € I N Q we d e n o t e t h e s m a s h p r o d u c t S A M m o r e b r i e f l y b y 

S kM. We h a v e S°M = M a n d S k ( S 1 M ) = S k + 1 M . I n p a r t i c u l a r , i f k > 0 , t h e n 
lr 

S M i s t h e k - f o l d i t e r a t i o n o f t h e s u s p e n s i o n f u n c t o r a p p l i e d t o M. 

lr 
E v e r y s p h e r e S , k > 1 , i s e q u i p p e d w i t h a b a s e p o i n t p r e s e r v i n g map 

k k k k U k : S -* S v s , u n i q u e u p t o h o m o t o p y , s u c h t h a t (S , l y k J ) i s a c o g r o u p 

o b j e c t i n HP*(R), w h i c h f o r e v e r y X € P * ( R ) ( a n d t h e n a l s o e v e r y 

X GWSA* (R) ) , g i v e s t h e g r o u p s t r u c t u r e o n TT^ (X) = [S ,X] . T h i s c o g r o u p 

o b j e c t i s a b e l i a n f o r k > 2 . Now i t i s e v i d e n t f r o m t h e d i s t r i b u t i v i t y 

o f t h e s m a s h p r o d u c t w i t h r e s p e c t t o d i r e c t sums (= w e d g e s ) t h a t a l s o 

u k A i d M : S k M - S k M v S k M 

t u r n s S M i n t o a c o g r o u p i n HP*(R) f o r e v e r y p o i n t e d w e a k p o l y t o p e M, 



w h i c h i s a b e l i a n f o r k > 2 . T h u s , f o r e v e r y p o i n t e d s p a c e X a n d e v e r y 

k > 1 , t h e s e t [ S M,X] i s a g r o u p i n a n a t u r a l w a y , a n d t h i s g r o u p i s 

a b e l i a n i f k > 2. 

T h e c o m u l t i p l i c a t i o n c a n b e d e f i n e d a s f o l l o w s 

r ( [ 2 t ] , [ 0 ] ) 0 <t <l 

L ( [ 0 ] , [ 2 t - 1 ] ) 5 < t < 1 . 

H e r e t t ] d e n o t e s t h e i m a g e o f t i n S 1 = 1 / ( 0 , 1 } . I f k > 2 t h e n we c a n 
k 1 k-1 

t a k e a s c o m u l t i p l i c a t i o n y k t h e map u ^ A i d f r o m S = S A S t o 

S k v S k = ( S 1 v S 1 ) A S k " 1 , c f . t h e f o r m u l a i n I I I , p. 2 6 5 f o r t h e m u l t i ­

p l i c a t i o n i n T T k ( X ) . B y a p u r e l y f o r m a l a r g u m e n t ( e . g . [Sw, 2 . 2 4 ] ) o n e 
k 1 1 

c o u l d e q u a l l y w e l l e m p l o y a n y o t h e r o f t h e k f a c t o r s i n S = S A ... A S , 

T h u s we h a v e t h e f o l l o w i n g f a c t . 

Lemma 1.4. S ( p k ) - H k + 1
 f o r e v e r y k > 1 

D e f i n i t i o n 2. I f M a n d N a r e p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s t h e n t h e s u s p e n s i o n 

h o m o m o r p h i s m 

SM,N : C M ' N ] " tSM,SN] 

i s d e f i n e d b y S M M [ f ] := [ S f ] . J M,N 

I n g e n e r a l t h i s i s j u s t a map f r o m t h e p o i n t e d s e t [M,N] t o t h e g r o u p 

[ S M , S N ] . B u t i f M i s a l r e a d y a s u s p e n s i o n S L o f a w e a k p o l y t o p e L t h e n 

i t f o l l o w s f r o m t h e p r e c e d i n g lemma t h a t s M N i s a g r o u p h o m o m o r p h i s m . 

M o r e g e n e r a l l y i t c a n b e s h o w n i n a p u r e l y f o r m a l w a y t h a t ^ i s a 

g r o u p h o m o m o r p h i s m i f M i s a c o g r o u p o b j e c t o r N i s a g r o u p o b j e c t i n 
1 

H P * ( R ) . ( A g a i n i t d o e s n o t m a t t e r w h e t h e r we u s e t h e f a c t o r S i n 
1 

SM = S A M o r t h e c o g r o u p M, r e s p . t h e g r o u p N t o d e f i n e m u l t i p l i c a t i o n 
o n [ S M , S N ] . } 



We w i l l o f t e n d e n o t e t h e s u s p e n s i o n h o m o m o r p h i s m S M N b r i e f l y b y S, a s 

l o n g a s n o c o n f u s i o n i s p o s s i b l e . ( I n much o f t h e l i t e r a t u r e t h e l e t t e r 

X i s u s e d f o r t h e s u s p e n s i o n h o m o m o r p h i s m , b u t we n e e d " I " t o d e n o t e 

s e t s o f p a t c h e s . ) 

T h e o r e m 1.5 ( F r e u d e n t h a l ' s s u s p e n s i o n t h e o r e m ) . L e t N b e a p o i n t e d w e a k 

p o l y t o p e w h i c h i s n - c o n n e c t e d f o r some n > 0 . T h e n t h e s u s p e n s i o n homo­

m o r p h i s m 

S a : V N )
 - V + 1 ( S N ) 

S q , N q q 1 

i s b i j e c t i v e f o r 1 < q < 2 n a n d s u r j e c t i v e f o r q = 2n+1 . 

T h i s c a n b e d e d u c e d f r o m C o r . V . 7 . 1 3 a s i n t o p o l o g y , c f . [Sw, p . 8 5 ] . 

O f c o u r s e we c a n o b t a i n t h e t h e o r e m a l s o b y d i r e c t t r a n s f e r f r o m t h e 

t o p o l o g i c a l F r e u d e n t h a l s u s p e n s i o n t h e o r e m . I n §7 we w i l l g e n e r a l i z e 

t h e t h e o r e m t o t h e s u s p e n s i o n h o m o m o r p h i s m s S 
S qM,N 

D e f i n i t i o n 3. a) L e t f : M -> N b e a map f r o m a w e a k p o l y t o p e M t o a 

s p a c e N. T h e c o f i b e r C ( f ) o f f i s t h e q u o t i e n t Z ' ( f ) / 0 x M o f t h e " s w i t c h ­

e d " m a p p i n g c y l i n d e r Z ' ( f ) = (IxM) U ^ x M f N b y t h e p a r t i a l l y c o m p l e t e 

s u b s p a c e OxM. { I t w i l l t u r n o u t t o b e s l i g h t l y m o r e c o n v e n i e n t f o r 

u s t o u s e Z * ( f ) i n s t e a d o f Z ( f ) . } We r e g a r d C ( f ) a s a p o i n t e d s p a c e 

w i t h n a t u r a l b a s e p o i n t OxM/OxM. T h e s p a c e N w i l l b e r e g a r d e d a s a 

( c l o s e d ) s u b s p a c e o f C ( f ) b y t h e e m b e d d i n g N «-* C ( f ) w h i c h i s t h e c o m p o ­

s i t e o f t h e n a t u r a l e m b e d d i n g N «-* Z' ( f ) a n d t h e p r o j e c t i o n Z' ( f ) -» C ( f ) . 

b) L e t f : M N b e a map f r o m a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e M t o a p o i n t e d 

s p a c e N. T h e r e d u c e d c o f i b e r C ( f ) i s t h e q u o t i e n t C ( f ) / I x x Q w i t h x Q 

t h e b a s e p o i n t o f M. T h i s p o i n t e d s p a c e h a s t h e v i r t u e , n o t s h a r e d b y 

C ( f ) , t h a t t h e n a t u r a l e m b e d d i n g j : N *-* C ( f ) p r e s e r v e s b a s e p o i n t s . 

We r e g a r d N a s a p o i n t e d c l o s e d s u b s p a c e o f C ( f ) v i a j . N o t i c e t h a t 

t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n C ( f ) -» C ( f ) i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e o f p o i n t e d 



s p a c e s ( c f . V.2.15). 

If N i s a weak p o l y t o p e t h e n a l s o C ( f ) r e s p . C ( f ) i s a weak p o l y t o p e . 

I n c o n t r a s t t o t o p o l o g y we c a n n o t d e f i n e c o f i b e r s o f maps b e t w e e n 

a r b i t r a r y s p a c e s o v e r R. 

E x a m p l e s 1.6. i ) T h e c o f i b e r o f t h e i d e n t i t y map i d ^ o f a weak p o l y ­

t o p e M i s t h e c o n e CM = IxM/OxM w i t h i t s v e r t e x a s b a s e p o i n t . I f M 

h a s a b a s e p o i n t x Q t h e n t h e r e d u c e d c o f i b e r o f t h i s map i s t h e 

r e d u c e d c o n e 

CM := IxM/(0xM) U (x *I) . 

T h i s i s t h e s m a s h p r o d u c t I A M , t h e u n i t i n t e r v a l I b e i n g e q u i p p e d w i t h 

t h e b a s e p o i n t 0. (We w i l l a l w a y s a d o p t t h i s c o n v e n t i o n a b o u t I a s a 

p o i n t e d s p a c e . ) 

i i ) I f A i s a p a r t i a l l y c o m p l e t e - h e n c e c l o s e d - s u b s p a c e o f a s p a c e 

M t h e n t h e c o f i b e r C ( i ) o f t h e i n c l u s i o n i : A«-» M i s t h e s p a c e M U CA 

o b t a i n e d b y g l u i n g t h e s p a c e CA t o M a l o n g A b y t h e map i . T h e n o t a ­

t i o n M U CA i s j u s t i f i e d s i n c e b o t h M a n d CA a r e c l o s e d s u b s p a c e s o f 

C ( i ) a n d t h e i r u n i o n i s C ( i ) . T h e n a t u r a l p r o j e c t i o n 

p : M U C A -» M U CA/CA = M/A 

i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e b e t w e e n p o i n t e d s p a c e s s i n c e CA i s c o n t r a c t ­

i b l e . 

i i i ) I f A i s a p o i n t e d p a r t i a l l y c o m p l e t e s u b s p a c e o f a p o i n t e d s p a c e 

M t h e n t h e r e d u c e d c o f i b e r C ( i ) o f t h e i n c l u s i o n A ^ M i s t h e s p a c e 

M U C A / I x { x o ) , w h i c h we j u s t l y d e n o t e b y M U £ A . A g a i n t h e n a t u r a l 

p r o j e c t i o n 

TT : M U C A M U CA/CA = M/A 

i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e b e t w e e n p o i n t e d s p a c e s . 



i v ) L e t f : M N b e a map f r o m a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e M w i t h b a s e 

p o i n t x Q t o a p o i n t e d s p a c e N. We may r e g a r d I x x Q a s a c l o s e d s u b s p a c e 

o f t h e s w i t c h e d m a p p i n g c y l i n d e r Z ' ( f ) . We c a l l t h e q u o t i e n t Z ( f ) := 

Z ' ( f ) / I x x Q t h e r e d u c e d s w i t c h e d m a p p i n g c y l i n d e r o f f . We h a v e a 

n a t u r a l c l o s e d e m b e d d i n g i : M Z ( f ) , x »-» [ ( 0 , x ) ] , p r e s e r v i n g b a s e 

p o i n t s , w h i c h we r e g a r d a s a n i n c l u s i o n . We h a v e a c o m m u t i n g d i a g r a m 

o f p o i n t e d s p a c e s 

M< - • Z ( f ) » C ( i ) 

M j • N » C ( f ) 

w i t h c a n o n i c a l p r o j e c t i o n s a a n d 

3 : C ( i ) = Z ( f ) UCM - Z ( f ) / M = C ( f ) . 

B o t h a a n d 3 a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s o f p o i n t e d s p a c e s . T h u s u p t o 

a c a n o n i c a l h o m o t o p y e q u i v a l e n c e , e v e r y r e d u c e d c o f i b e r may b e r e g a r d ­

e d a s t h e r e d u c e d c o f i b e r o f a n i n c l u s i o n . {A s i m i l a r r e m a r k h o l d s f o r 

u n r e d u c e d c o f i b e r s . } 

Lemma 1.7. L e t (M,A) b e a c l o s e d p a i r o f p o i n t e d s p a c e s w i t h A a weak 

p o l y t o p e . F o r e v e r y p o i n t e d s p a c e X t h e n a t u r a l s e q u e n c e o f p o i n t e d 

s e t s 

. * 

[ M U C A , X ] -> [M,X] — — [ A , X ] 

i s e x a c t . 

T h i s i s o b v i o u s f r o m t h e d e f i n i t i o n s ( c f . [ P u , p . 3 0 5 ] ) . We c o u l d r e ­

p l a c e t h e f i r s t t e r m i n t h e e x a c t s e q u e n c e b y [ M / A , X ] . 

L e t now f : M -» N b e a map b e t w e e n p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s . C l e a r l y 



C ( f ) / N = SM. We d e n o t e t h e c a n o n i c a l p r o j e c t i o n C ( f ) SM b y q . 

Lemma 1.8. We h a v e a n i n f i n i t e c o m m u t a t i v e d i a g r a m 

M — » N — 3 — » C ( f ) — — , c ( j ) — c ( j ' ) — i ^ - » C ( j " ) 1 

II II II I , J 
M N -j-* C ( f ) SM _ j , SN § 3 • S C f > 

H e r e j , j 1 , j " , . . . a r e t h e n a t u r a l i n j e c t i o n s o f t h e t a r g e t s p a c e s o f 

t h e p r e c e d i n g maps i n t o t h e i r c o f i b e r s . T h e v e r t i c a l maps a r e t h e 

o b v i o u s n a t u r a l p r o j e c t i o n s . T h e y a l l a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s o f 

p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s . T h e l o w e r l o n g s e q u e n c e m o v e s t h r e e s t e p s t o 

t h e r i g h t i f we a p p l y t h e s u s p e n s i o n f u n c t o r . 

A l l t h i s c a n b e c h e c k e d a s i n t o p o l o g y ( c f . [ P u , p. 3 0 8 f f ] ) . 

D e f i n i t i o n 4. We c a l l t h e u p p e r l o n g s e q u e n c e i n t h e d i a g r a m t h e l o n g 

c o f i b e r s e q u e n c e o f f a n d t h e l o w e r l o n g s e q u e n c e t h e P u p p e s e q u e n c e 

o f f . 

A s a c o n s e q u e n c e o f o u r d i s c u s s i o n o f c o f i b e r s a b o v e a n d t h e l e mmas 

1.7, 1.8 we o b t a i n t h e f o l l o w i n g t h e o r e m o f b a s i c i m p o r t a n c e . 

T h e o r e m 1 .9 ( B a r r a t t [ Ba ] , P u p p e [ P u ] ) . L e t f : M -> N b e a map b e t w e e n 

p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s a n d l e t X b e a f u r t h e r p o i n t e d w e a k p o l y t o p e . 

A p p l y i n g t n e f u n c t o r [-,X] t o t h e P u p p e s e q u e n c e o f f we o b t a i n a l o n g 

e x a c t s e q u e n c e o f p o i n t e d s e t s a n d , s t a r t i n g f r o m t h e f o u r t h t e r m , 

g r o u p s 

[M,X] - [ N , X ] - [ C ( f ) , X ] - [ S M , X ] - [ S N , X ] - [ S C ( f ) , X ] - [ S 2 M , X ] • 

S t a r t i n g f r o m t h e s e v e n t h t e r m t h e g r o u p s a r e a b e l i a n . 



I n t h e s p e c i a l c a s e o f a n i n c l u s i o n map we o b t a i n 

C o r o l l a r y 1 . 1 0 . I f (M,A) i s a p a i r o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s a n d X i s 

a n o t h e r p o i n t e d w e a k p o l y t o p e t h e n we h a v e a n a t u r a l l o n g e x a c t 

s e q u e n c e 

[ A , X ] +- [M,X] [M/A,X] «* [ S A , X ] <• [SM,X] *- [S(M/A),X] ^ [ S 2 A , X ] - < - . . 

D e f i n i t i o n 5. We c a l l t h e s e q u e n c e o f maps 

A -> M -> M/A SA -> SM -> S (M/A) . . . 

u s e d i n t h i s c o r o l l a r y t h e s u s p e n s i o n s e q u e n c e o f t h e c l o s e d p a i r (M,A) 

I f f : M - > N i s a n y map b e t w e e n p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s t h e n t h e P u p p e 

s e q u e n c e o f f c a n b e i d e n t i f i e d i n a n a t u r a l way w i t h t h e s u s p e n s i o n 

s e q u e n c e o f t h e p a i r ( Z ( f ) , M ) , c f . 1 . 6 . i v . 



§2 - R e d u c e d c o h o m o l o g y o f w e a k p o l y t o p e s 

T h e c a t e g o r y J>*(R) o f p o i n t e d weak p o l y t o p e s o v e r R a n d i t s h o m o t o p y 

c a t e g o r y H ? * ( R ) b o t h a r e e q u i p p e d w i t h a d i s t i n g u i s h e d e n d o m o r p h i s m , 

t h e s u s p e n s i o n f u n c t o r S. U s i n g S we c a n g i v e n a t u r a l a n d w e l l w o r k ­

i n g d e f i n i t i o n s o f r e d u c e d h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r i e s o n t h e 

c a t e g o r y P * (R) , a s i s d o n e i n t o p o l o g y o n t h e c a t e g o r y f(0* o f p o i n t e d 

C W - c o m p l e x e s [Sw, C h a p . 7 ] . 

We d o c o h o m o l o g y f i r s t . L e t A b d e n o t e t h e c a t e g o r y o f a b e l i a n g r o u p s . 

I n t h e f o l l o w i n g we w i l l c o n s i d e r many c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r s 

F : HP* (R) -> A b . I f f : M -+ N i s a n y map b e t w e e n p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s 

we w i l l o f t e n a b u s i v e l y d e n o t e a l l t h e g r o u p h o m o m o r p h i s m s F ( [ f ] ) b y 

f * a s l o n g a s n o c o n f u s i o n i s t o b e f e a r e d . 

D e f i n i t i o n 1. A r e d u c e d ( s e m i a l g e b r a i c ) c o h o m o l o g y t h e o r y k* o v e r R i s 

a f a m i l y ( k n l n € Z ) o f c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r s k n : HP*(R)-> A b t o g e t h e r 

w i t h a f a m i l y ( a n | n G Z ) o f n a t u r a l e q u i v a l e n c e s (= i s o m o r p h i s m s b e t w e e n 

f u n c t o r s ) a n : k n + ^ S - ^ k 1 1 s u c h t h a t t h e f o l l o w i n g t w o a x i o m s h o l d . 

E x a c t n e s s a x i o m . F o r e v e r y p a i r (M,A) o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s o v e r R 

a n d e v e r y n € Z t h e s e q u e n c e 

k n ( M / A ) k n ( M ) - i ^ - > k n ( A ) 

i s e x a c t . H e r e i d e n o t e s t h e i n c l u s i o n A «-» M a n d p d e n o t e s t h e p r o j e c ­

t i o n M -» M/A. 

Wedge a x i o m . F o r e v e r y f a m i l y (M^IAGA) o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s a n d 

e v e r y n € Z t h e map 

( i * ) : k n ( V ( M A l XGA) ) -> T T ( k n ( M A ) I X€A) 

i s a n i s o m o r p h i s m . H e r e i , d e n o t e s t h e n a t u r a l e m b e d d i n g o f M, i n t o M. 



A c t u a l l y i t s u f f i c e s t o d e m a n d e a c h o f t h e s e a x i o m s f o r n > n Q w i t h 

some b o u n d n Q € Z. T h e n t h e y f o l l o w f o r t h e o t h e r n b y u s e o f t h e n a t u ­

r a l e q u i v a l e n c e s a n s i n c e S(M/A) = SM/SA a n d 

S ( V ( X X I A € A ) ) = V ( S X X I X G A ) . 

M o r e o v e r , i f t h e f u n c t o r s k n a n d t h e e q u i v a l e n c e s o n a r e d e f i n e d o n l y 

f o r n > n Q s u c h t h a t t h e a x i o m s a b o v e h o l d f o r t h e s e n , t h e n we c a n e x ­

t e n d t h e f a m i l y o f t h e s e f u n c t o r s k n t o a r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r y 

b y d e f i n i n g 

k n o " r ( x ) := k n ° ( S r X ) 

f o r r > 0. 

N o t i c e a l s o t h a t t h e we d g e a x i o m f o r A f i n i t e i s a c o n s e q u e n c e o f t h e 

e x a c t n e s s a x i o m . I n d e e d , i f M^ a n d M 2 a r e t w o p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s , 

t h e n M^vM 2/M 2 = M^ a n d M^vM 2/M 1 = M 2 . B y t h e e x a c t n e s s a x i o m t h e 

d i a g r a m 

M 1 • - M, v M 0 « > - M 0 1 p 1 1 2 i 2 2 

o f n a t u r a l i n j e c t i o n s a n d p r o j e c t i o n s b e c o m e s a d i r e c t sum d i a g r a m o f 

a b e l i a n g r o u p s u n d e r k n . 

We c a l l t h e e q u i v a l e n c e s o n : k n + ^ » S ^ k 1 1 t h e s u s p e n s i o n i s o m o r p h i s m s 

o f t h e c o h o m o l o g y t h e o r y . We u s u a l l y d e n o t e t h e m a l l b y t h e same l e t t e r 

o o m i t t i n g t h e i n d e x n . I n t h e f o l l o w i n g we a l s o s a y m o r e b r i e f l y 

" c o h o m o l o g y t h e o r y " i n s t e a d o f " r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r y " . ( S t a r t i n g 

f r o m §4 we w i l l n e e d t o b e m o r e c a r e f u l s i n c e t h e n a l s o u n r e d u c e d 

t h e o r i e s w i l l b e s t u d i e d . ) 

We d r a w some c o n s e q u e n c e s f r o m t h e a x i o m s o f a g i v e n c o h o m o l o g y t h e o r y 

k*. 



I f (M,A) i s a n y p a i r o f p o i n t e d w eak p o l y t o p e s t h e n we d e f i n e , f o r 

e v e r y n £ Z, a h o m o m o r p h i s m 

6 = 6 n ( M , A ) : k n ( A ) - k n + 1 ( M / A ) 

b y c o m p o s i n g a " 1 : k n (A) ^ - * k n + 1 (SA) w i t h q * : k n + 1 (SA) - k n + 1 (M U CA) 

a n d ( T T * ) " 1 : k n + 1 (M UCA) -+ k n + 1 ( M / A ) . H e r e q d e n o t e s t h e n a t u r a l p r o ­

j e c t i o n f r o m M U £ A t o M U CA/M = SA, a s i n Lemma 1.8, a n d TT d e n o t e s 

t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n f r o m M U CA t o M/A w h i c h i s a h o m o t o p y e q u i v a ­

l e n c e ( E x . 1 . 6 . i i i ) . A s a c o n s e q u e n c e o f Lemma 1.8 we d e d u c e f r o m t h e 

e x a c t n e s s a x i o m 

P r o p o s i t i o n 2 . 1 . F o r e v e r y p o i n t e d W P - p a i r (M,A) t h e l o n g s e q u e n c e o f 

a b e l i a n g r o u p s ( g o i n g t o i n f i n i t y a t b o t h s i d e s ) 

L , k N ( M / A ) - E l . k N ( M ) - i l * k n ( A ) k n + 1 ( M / A ) -

i s e x a c t . 

C o r o l l a r y 2.2. F o r e v e r y map f : M -> N b e t w e e n p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s 

we h a v e a n a t u r a l e x a c t s e q u e n c e o f a b e l i a n g r o u p s ( g o i n g t o i n f i n i t y 

a t b o t h s i d e s ) 

n ~ "i * n f * n n+1 ~ — > k n ( C ( f ) ) - J — * k n ( N ) -±—» k n ( M ) - k ( C ( f ) ) -

T h i s f o l l o w s f r o m 2.1 s i n c e , u p t o c a n o n i c a l h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s , 

t h e P u p p e s e q u e n c e o f f a n d t h e s u s p e n s i o n s e q u e n c e o f ( Z ( f ) , M ) a r e 

t h e same ( c f . e n d o f § 1 ) . 

L e t (M,A,B) b e t r i p l e o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s w i t h M = A U B . F o r 

e v e r y n € Z we d e f i n e a h o m o m o r p h i s m 

A = A n ( M , A , B ) : k n (A f)B) -> k n _ M (M) , 



a s t h e c o m p o s i t e 

k n ( A n B) - r - * k n + 1 (A/A P.B) k n + 1 (M/B) (M) 

o Y p 

w i t h 6 = 6 n ( A , A f l B ) , y t h e i n v e r s e o f t h e g r o u p i s o m o r p h i s m i n d u c e d 

b y t h e n a t u r a l s p a c e i s o m o r p h i s m A/A f l B ^ M / B , a n d p : M -» M/B t h e 

n a t u r a l p r o j e c t i o n . 

P r o p o s i t i o n 2 . 3 . F o r e v e r y W P - t r i p l e (M,A,B) w i t h M = A U B t h e i n f i n i t e 

" M a y e r - V i e t o r i s s e q u e n c e " 

^ - k n ( M ) k n ( A ) © k n ( B ) k n ( A 0 B ) k n + 1 (M) -> 

i s e x a c t . H e r e a a n d 3 a r e d e f i n e d b y 

a ( Z ) = ( j * Z , j * Z ) , 3 ( u , v ) = i * u - i * v 

w i t h i n c l u s i o n maps j 1 : A ^ M, J 2 : B ^ M, i 1 : A fl B <-+ A f i 2 : A fl B ^ B 

T h i s f o l l o w s f r o m P r o p o s i t i o n 2.1 i n a w e l l k n o w n wa y , c f . [ E S , p. 3 9 f f ] 

[ S w , p. 1 0 5 ] . N o t i c e t h a t 

A n ( M , B , A ) = - A n ( M , A , B ) , 

c f . [ E S , p . 38] , [Sw, p . 106] . 

P r o p o s i t i o n 2.4. L e t ( M ^ n G I N ) b e a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n ( c f . V, § 2 , 

D e f . 3) o f a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e M. T h e n t h e r e e x i s t s , f o r e v e r y 

q € 2, a n a t u r a l e x a c t s e q u e n c e 

0 - l i m 1 k q ~ 1 (M ) k q ( M ) -£-> l i m k q (M ) - 0 . * n •* n n n 

H e r e t h e h o m o m o r p h i s m 3 i s i n d u c e d , o f c o u r s e , b y t h e i n c l u s i o n s 

M n <̂> M. T h e h o m o m o r p h i s m a i s e x p l a i n e d i n [ M i ] , [Sw, p . 1 2 8 ] , 

T h i s f o l l o w s b y a p p l y i n g t h e p r e c e d i n g p r o p o s i t i o n t o t h e r e d u c e d 



t e l e s c o p e T e l (fa) := T e l (fa) / X Q X o f t h e f a m i l y fa := (M l n € I N ) a n d 

s u i t a b l e c l o s e d s u b s p a c e s A, B o f T e l (fa) w i t h A U B = T e l (fa) ( c f . [ M i ] , 

[Sw, p. 1 2 8 ] , s e e a l s o s t e p b) i n t h e p r o o f o f Thm. 6.6 b e l o w ) . 

NB. T e l (fa) h a d b e e n d e f i n e d i n V, §4 a n d h a d b e e n i d e n t i f i e d w i t h a 

c l o s e d s u b s p a c e o f M x i ^ . Of c o u r s e , x Q d e n o t e s t h e b a s e p o i n t o f M. 

I t i s c o n t a i n e d i n e v e r y M . 

O u r m a i n g o a l i n t h e f o l l o w i n g i s t o p r o v e t h a t , i n v a g u e t e r m s , t h e 

c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r a n y r e a l c l o s e d f i e l d R c o r r e s p o n d u n i q u e l y 

w i t h t h e t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r i e s ( c f . [Sw, C h a p . 7 ] ) o n t h e 

c a t e g o r y ^ * o f p o i n t e d t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s . I n o r d e r t o e x p r e s s 

t h i s i n p r e c i s e t e r m s we n e e d m o r e t e r m i n o l o g y . 

D e f i n i t i o n 2. L e t k* a n d 1* b e t w o c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R w i t h 

f a m i l i e s o f s u s p e n s i o n i s o m o r p h i s m s ( a n | n G Z ) a n d ( x n | n G Z ) . 

a) A n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n T : k* -* 1* f r o m k* t o 1* i s a f a m i l y o f 

n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s b e t w e e n f u n c t o r s ( T n : k n -> l n | n € Z ) s u c h t h a t , 

f o r e v e r y X € 9*(R) a n d n € Z , t h e s q u a r e 

k n + 1 ( S X ) 

0 n ( X ) 

k n ( X ) 

T n + 1 ( S X ) 

T n ( X ) 

i n + 1 ( S X ) 

T n ( X ) 

i n ( x ) 

c o m m u t e s . 

b) We c a l l T a n a t u r a l e q u i v a l e n c e , o r a n i s o m o r p h i s m , f r o m k* t o 1* 

i f , i n a d d i t i o n T n ( X ) i s a n i s o m o r p h i s m f o r e v e r y X G P * ( R ) a n d e v e r y 

n G 2. 

P r o p o s i t i o n 2.5. L e t T,U : k* ^ 1* b e t w o n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s 

b e t w e e n c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R. 



a) A s s u m e t h a t T n ( S ° ) = U n ( S ° ) f o r e v e r y n € Z. T h e n T = U. 

b) A s s u m e t h a t T n ( S ° ) i s b i j e c t i v e f o r e v e r y n € Z. T h e n T i s a n a t u r a l 

e q u i v a l e n c e . 

T h e p r o o f r u n s s i m i l a r t o t h e p r o o f i n [Sw, p . 1 2 3 f ] u s i n g t h e w e d g e 

a x i o m a n d P r o p o s i t i o n s 2 . 1 , 2.4. 

P r o p o s i t i o n 2.5 t e l l s u s t h a t a r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r y k* i s u n i q u e ­

l y d e t e r m i n e d , i n a r e s t r i c t e d s e n s e made p r e c i s e t h e r e , b y t h e s e q u e n c e 

o f a b e l i a n g r o u p s ( k n ( S ° ) I n € Z ) . T h e s e g r o u p s a r e c a l l e d t h e c o e f f i c i e n t 

g r o u p s o f c o h o m o l o g y t h e o r y k*. 

We w a n t t o c o m p a r e c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r d i f f e r e n t b a s e f i e l d s a n d 

l a t e r c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r 3R w i t h t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r i e s . 

L e t K b e a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d o f R. E v e r y c o h o m o l o g y t h e o r y k* o v e r 
ID 

K " r e s t r i c t s " t o a c o h o m o l o g y t h e o r y ( k * ) o v e r R i n t h e f o l l o w i n g 

o b v i o u s w a y. We d e f i n e , f o r n € Z a n d X € ?* (R) , 

( 2 . 6 ) ( k n ) R ( X ) := k n ( X ( K ) ) , 

( a n ) R ( X ) := a n ( X ( K ) ) . 

{ N o t i c e t h a t ( S X ) ( K ) = S ( X ( K ) ) . } We f u r t h e r d e f i n e , f o r a n y map 

f : X Y 

( k n ) R ( [ f ] ) := k n ( [ f R ] ) . 

E v e r y n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n T : k* -* 1* f r o m k* t o a n o t h e r c o h o m o l o g y 
R R 

t h e o r y 1* o v e r K r e s t r i c t s t o a n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n T f r o m ( k * ) 

t o ( 1 * ) R , d e f i n e d b y 

( T n ) R ( X ) = T n ( X ( K ) ) . 

L e t H o m ( k * , l * ) d e n o t e t h e s e t o f n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s f r o m k* t o 1*. 



P r o p o s i t i o n 2 .7. T h e r e s t r i c t i o n map T -> T f r o m H o m ( k * , l * ) t o 
R R 

H o m ( ( k * ) , ( 1 * ) ) i s b i j e c t i v e . A n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n T o v e r K i s 

a n a t u r a l e q u i v a l e n c e i f f T i s a n a t u r a l e q u i v a l e n c e . 

T h e p r o o f i s a n e a s y e x e r c i s e i n c a t e g o r y t h e o r y . One u s e s t h e f a c t 

t h a t t h e b a s e e x t e n s i o n f u n c t o r H P * ( R ) -> H P * ( K ) i s a n e q u i v a l e n c e 

o f c a t e g o r i e s w h i c h c o m m u t e s w i t h s u s p e n s i o n s . 

L e t C o h o ( R ) d e n o t e t h e c a t e g o r y w h o s e o b j e c t s a r e t h e c o h o m o l o g y 

t h e o r i e s o v e r R a n d w h o s e m o r p h i s m s a r e t h e n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s 

b e t w e e n t h e m . { T h e t i l d a i n t h i s n o t a t i o n i s a r e m i n d e r t h a t we a r e 

d e a l i n g w i t h r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r i e s . } F o r e v e r y r e a l c l o s e d 

f i e l d e x t e n s i o n K o f R (more p r e c i s e l y , e v e r y e m b e d d i n g R K i n t o a 

r e a l c l o s e d f i e l d K) we h a v e a r e s t r i c t i o n f u n c t o r 

r e s ^ : C o h o ( K ) -+ C o h o ( R ) 

~ R ~ w h i c h maps a n o b j e c t k* o f C o h o ( K ) t o ( k * ) a n d a m o r p h i s m T o f C o h o ( K ) 

t o T R . We c a l l ( k * ) R a n d T R t h e r e s t r i c t i o n s o f k* a n d T t o R. 

T h e o r e m 2.8 ( F i r s t m a i n t h e o r e m f o r c o h o m o l o g y t h e o r i e s ) . r e s R i s a n 

e q u i v a l e n c e f r o m t h e c a t e g o r y C o h o ( K ) t o C o h o ( R ) . I n p a r t i c u l a r , u p 

t o i s o m o r p h i s m t h e c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r K c o r r e s p o n d u n i q u e l y t o 

t h e c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R. 

P r o o f . P r o p o s i t i o n 2.7 means t h a t r e s D i s f u l l y f a i t h f u l . I t r e m a i n s 
K 

t o c o n s t r u c t , f o r a g i v e n c o h o m o l o g y t h e o r y 1* o v e r R a c o h o m o l o g y 
~ R 

t h e o r y k* o v e r K t o g e t h e r w i t h a n a t u r a l e q u i v a l e n c e T : 1* —•* ( k * ) . 

L e t M e P * (K) be g i v e n . We d e n o t e b y I ( M , R ) t h e s e t o f a l l p a i r s ( X , [ t p ] ) 

c o n s i s t i n g o f a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e X o v e r R a n d t h e h o m o t o p y c l a s s 

[cp] o f a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e tp : X ( K ) -> M. S u c h p a i r s e x i s t b y 



T h e o r e m V . 7 . 1 5 . * ) I f ( X , [ c p ] ) a n d (Y,[iJ>]) a r e t w o e l e m e n t s o f I ( M , R ) 

t h e n , a g a i n b y V . 7 . 1 5 , t h e r e e x i s t s , u p t o h o m o t o p y , a u n i q u e map 

X : X -* Y s u c h t h a t ^ ° X V
 a n d X i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

We h a v e a g e n e r a l i z e d i n v e r s e s y s t e m o f a b e l i a n g r o u p s 

( l n (X) I ( X , [cp]) € I ( M , R ) ) w i t h t r a n s i t i o n maps 

X * : l n ( Y ) ̂ l n ( X ) r 

X a s a b o v e , f o r a n y t w o p a i r s ( X , [ c p ] ) , ( Y , [ ^ ] ) i n I ( M , R ) . ( S i n c e t h e 

t r a n s i t i o n maps a r e i s o m o r p h i s m s t h i s s y s t e m c o u l d a l s o b e r e g a r d e d 

a s a g e n e r a l i z e d d i r e c t s y s t e m . ) We d e f i n e 

k n ( M ) := ^ l i m ( l n ( X ) I ( X , [cp]) e I ( M , R ) ) . 

R o u g h l y s p e a k i n g , we p u t k n (M) = l n ( X ) f o r a n y ( X , [ c p ] ) € l ( M , R ) w i t h o u t 

m a k i n g a d e f i n i t e c h o i c e a b o u t t h e " a p p r o x i m a t i n g p a i r " ( X , [ c p ] ) . 

F o r a n y ( X , [ c p ] ) £ I ( M , R ) we d e n o t e t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n f r o m k n (M) t o 

l n ( X ) b y cp*, a b u s i v e l y n e i t h e r s p e c i f y i n g t h e s p a c e X n o r t h e n u m b e r n . 

I f f : M -* N i s a map f r o m M t o a n o t h e r p o i n t e d w e a k p o l y t o p e N o v e r 

K a n d i f ( X , [ c p ] ) € I ( M , R ) , ( Y, [ ^ ] ) € I ( N , R ) a r e g i v e n , t h e n t h e r e e x i s t s , 

u p t o h o m o t o p y , a u n i q u e map g : X -* Y o v e r R s u c h t h a t t h e d i a g r a m 

X(K) M 

g K f 

Y ( K ) N 

c o m m u t e s u p t o h o m o t o p y . We d e f i n e k n ( [ f ] ) k n ( N ) - k n ( M ) a s t h e 

d o t t e d a r r o w w h i c h m a k e s t h e s q u a r e 

*) We i g n o r e t h e p r o b l e m w h e t h e r I ( M , R ) i s a s e t . I t c a n b e s e t t l e d b y 
a s u i t a b l e i n t e r p r e t a t i o n o f " a l l " . 



k n (M) i n ( x ) 

k n [ f ] l n [ g ] 

k n ( N ) l n ( Y ) 

c o m m u t a t i v e . T h e h o m o m o r p h i s m k [ f ] d o e s n o t d e p e n d o n t h e c h o i c e o f 

( X , [ c p ] ) a n d ( Y , [ ^ l ) . I n t h i s way we o b t a i n a f a m i l y ( k n | n € Z ) o f c o n t r a ­

v a r i a n t f u n c t o r s f r o m H P * ( K ) t o A b . 

We now l o o k f o r a s u s p e n s i o n i s o m o r p h i s m 

a n ( M ) : k n + 1 ( S M ) ^ * k n ( M ) 

We c h o o s e some ( X , [ c p ] ) € I ( M , R ) . T h e n ( S X , [ S c p ] ) € I ( S M , R ) . We d e f i n e 

a n ( M ) a s t h e d o t t e d a r r o w s u c h t h a t t h e s q u a r e 

k n + 1 ( S M ) 

a n ( M ) 

k n (M) 

(Sep) • 

cp* 

i n + 1 ( S X ) 

a n ( X ) 

i n ( x ) 

c o m m u t e s . C l e a r l y a (M) i s a n i s o m o r p h i s m o f a b e l i a n g r o u p s w h i c h i s 

i n d e p e n d e n t o f t h e c h o i c e o f ( X , [ c p ] ) . I t i s n a t u r a l i n M. 

We c h e c k t h e w e d g e a x i o m f o r t h e f u n c t o r s k n . L e t (M ^ I X G A ) be a f a m i l y 

i n ? * ( K ) . F o r e v e r y X € A we c h o o s e a p a i r ( X ^ f c p ^ ] ) e i ( M ^ R ) . L e t 

M := V ( M x I X e A ) , X := V ( X X I X € A ) a n d cp = Vcp x : X ( K ) - M. T h e n (X,[cp]) 

i s a n e l e m e n t o f I ( M , R ) . L e t j x : X x «-> X a n d i x : M x M d e n o t e t h e 

n a t u r a l e m b e d d i n g s . We h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

k n ( M ) ^ > l n ( X ) 

<i*> ( j j ) 

TTk n(M,) = > T T l n ( x , ) . 
A £ A A 7 T < P * A 



B y t h e wedge a x i o m f o r l n t h e r i g h t v e r t i c a l a r r o w i s b i j e c t i v e . T h u s 

a l s o t h e l e f t v e r t i c a l a r r o w i s b i j e c t i v e . 

We now c h e c k t h e e x a c t n e s s a x i o m f o r k n . L e t (M,A) b e a p a i r o f p o i n t ­

e d weak p o l y t o p e s o v e r K. We c h o o s e a p a i r (X,B) o f p o i n t e d w e a k p o l y ­

t o p e s o v e r R t o g e t h e r w i t h a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e (cp,ij;) : (X (K) ,B (K)) -> 

( M , A ) . T h i s i s p o s s i b l e b y T h e o r e m V . 7 . 1 5 . { ( X , B ) c a n e v e n b e c h o s e n 

a s a p o i n t e d C W - p a i r . } cp i n d u c e s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e x : X ( K ) / B ( K ) 

M/A. M o r e o v e r X ( K ) / B ( K ) = (X/B) (K) . U s i n g t h e p a i r s ( X , [ c p ] ) € I ( M , R ) , 

( B r [ip]) 6 I ( A , R ) a n d ( X / B , x ) € I ( M / A , R ) i t i s now e a s y t o d e d u c e t h e 

e x a c t n e s s o f t h e s e q u e n c e 

k n ( A ) - k n ( M ) k n ( M / A ) 

f r o m t h e e x a c t n e s s o f 

l n ( B ) - l n ( X ) -> l n ( X / B ) . 

T h u s (k nln£Z) i s i n d e e d a c o h o m o l o g y t h e o r y o v e r K. 

F o r a n y X e * * ( R ) t h e p a i r ( X , [ i d x ( R ) ] ) i s a n e l e m e n t o f I ( X ( K ) , R ) . 

We d e n o t e t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n k n ( X ( K ) ) ^ l n ( X ) a s s o c i a t e d t o t h i s 

p a i r b y T n ( X ) . I t d e p e n d s f u n c t o r i a l l y o n X i n HP* ( R ) . T h u s we o b t a i n 

a n a t u r a l e q u i v a l e n c e T n : ( k n ) R l n o f f u n c t o r s . T h e T n f i t t o g e t h e r 

t o a n a t u r a l e q u i v a l e n c e T : ( k * ) -» 1* o f c o h o m o l o g y t h e o r i e s . T h e o r e m 

2.8 i s p r o v e d . 

We c a l l t h e c o h o m o l o g y t h e o r y k* o v e r K c o n s t r u c t e d h e r e t h e b a s e e x ­

t e n s i o n o f 1* t o K, a n d w r i t e k* = 1* . We h a v e e s t a b l i s h e d a c a n o n i c a l 

i s o m o r p h i s m T : ( 1 * ) R -» 1* a n d t h u s f e e l j u s t i f i e d t o s a y t h a t ( 1 * ) R = 1* 

M o r e e x p l i c i t e l y , f o r e v e r y X G P * ( R ) a n d e v e r y n G Z , 

( 2 . 9 ) l£(X(K)) = l n ( X ) . 



C o n v e r s e l y l e t k* b e a c o h o m o l o g y t h e o r y o v e r K. L e t M € P * ( K ) , n € 2. 

T h e n 

( ( k n ) R ) K ( M ) = l i m ( ( k n ) R ( X ) I ( X , [ i p ] ) € I ( M , R ) ) 

= l i m ( k n ( X ( K ) ) l ( X , [ t p ] ) 6 I ( M , R ) ) . 
(2.6) * 

We h a v e a c a n o n i c a l g r o u p i s o m o r p h i s m U n ( M ) : k n ( M ) ( ( k n ) R ) (M) w h o s e 

c o m p o n e n t a t a n y ( X , [ c p ] ) i s k n ( [ t p ] ) . T h i s g i v e s u s a c a n o n i c a l n a t u r a l 

e q u i v a l e n c e 

U : k* ^ ( ( k * ) R ) K . 

B y u s e o f U we i d e n t i f y 

( 2 . 1 0 ) ( ( k * ) R ) K = k* . 

We now l o o k f o r a t h e o r e m s i m i l a r t o T h e o r e m 2.8 w h i c h r e l a t e s t h e 

s e m i a l g e b r a i c c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r IR t o t h e t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y 

t h e o r i e s . A t o p o l o g i c a l ( r e d u c e d ) c o h o m o l o g y t h e o r y k* i s a s e q u e n c e 

( k n | n € Z ) o f c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r s k n : H#7* -» A b o n t h e h o m o t o p y c a t e ­

g o r y o f p o i n t e d t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s ( c f . n o t a t i o n s 1.1) t o g e t h e r 

w i t h s u s p e n s i o n i s o m o r p h i s m s c n : k n + ^ S - ^ k 1 1 w h i c h f u l f i l l s t h e e x a c t ­

n e s s a x i o m a n d t h e w e d g e a x i o m ( c f . [Sw, C h a p . 7 ] , h e r e S m e a n s o f 

c o u r s e t h e t o p o l o g i c a l s u s p e n s i o n f u n c t o r ) . 

L e t d e n o t e t h e c a t e g o r y o f t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r i e s . { T h e 

m o r p h i s m s a r e t h e n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s , d e f i n e d a s a b o v e . ) We w a n t 

t o d e f i n e a r e s t r i c t i o n f u n c t o r P : £ -> C o h o ( I R ) . T h i s w i l l b e s l i g h t l y 
K m o r e c o m p l i c a t e d t h a n t h e d e f i n i t i o n o f t h e f u n c t o r s r e s _ a b o v e , s i n c e R 

t h e u n d e r l y i n g t o p o l o g i c a l s p a c e ^ t Q p o f a w e a k p o l y t o p e o v e r IR i s n o t 

n e c e s s a r i l y a t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x . We w i l l i n d i c a t e t h e s t e p s o f 

t h e d e f i n i t i o n o f p l e a v i n g t h e e a s y d e t a i l s t o t h e r e a d e r . 



L e t k* b e a t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r y . F o r a n y M £ P * ( I R ) l e t J ( M ) 

d e n o t e t h e s e t o f a l l p a i r s (X , [ t p ] ) w i t h X a p o i n t e d C W - c o m p l e x a n d 

cp : M -» X a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e o f p o i n t e d s p a c e s . S u c h p a i r s e x i s t 

b y T h e o r e m V . 7 . 8 . F o r a n y n G Z t h e f a m i l y ( k n ( X f c ) I (X,[<p]) € J (M)) 

c a n b e r e g a r d e d a s a d i r e c t s y s t e m o f a b e l i a n g r o u p s w i t h a n o b v i o u s 

a n d c a n o n i c a l t r a n s i t i o n i s o m o r p h i s m b e t w e e n a n y t w o members o f t h e 

f a m i l y . We d e f i n e 

( k n ) S a ( M ) := l i r n ^ ( k n ( X t o p ) I ( X , [cp]) G J ( M ) ) . 

One e x t e n d s t h i s d e f i n i t i o n t o a d e f i n i t i o n o f a c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r 

( k 1 1 ) S a : H3>* (IR) - Ab i n t h e o b v i o u s way. One t h e n d e f i n e s s u s p e n s i o n 

i s o m o r p h i s m s 

o n . ( k n + 1 ) S a . s ^ ( k n ) S a 

i n a n a t u r a l s t r a i g h t f o r w a r d w a y , a n d v e r i f i e s f o r t h e f u n c t o r s ( k n ) s a t h e 

e x a c t n e s s a x i o m a n d t h e w e d g e a x i o m . F o r e x a c t n e s s o n e n e e d s C W - a p p r o x i m a ­

t i o n s o f p a i r s o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s , i . e . C W - t r i p l e s w i t h a o n e p o i n t 

s p a c e a s l a s t c o m p o n e n t . T h e y e x i s t b y T h e o r e m V . 7 .1 4 ( o r a l r e a d y V . 7 . 8 ) . 

I n t h i s w ay a c o h o m o l o g y t h e o r y ( k * ) s a o v e r TR i s e s t a b l i s h e d w h i c h 

we c a l l t h e s e m i a l g e b r a i c r e s t r i c t i o n o f k*. I f M i s a p o i n t e d s e m i ­

a l g e b r a i c C W - c o m p l e x t h e n we may i d e n t i f y 

( 2 . 1 1 ) ( k n ) S a ( M ) = k n ( M t Q p ) 

v i a t h e i n j e c t i o n a t ( M , [ i d M ] ) G J ( M ) . 

E v e r y n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n T : k* -* 1* b e t w e e n t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y 

t h e o r i e s l e a d s t o a n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n T S a : ( k * ) s a -+ ( l * ) S a i n a 

s t r a i g h t f o r w a r d w ay s u c h t h a t , f o r e v e r y M G ? * ( I R ) , (X , [ cp ] ) G J ( M ) , a n d 

n G Z , t h e s q u a r e 



k < w (k ) (M) 

T (X,. ) t o p 

1 ( X _ ) 

( T n ) S a ( M ) 

t o p cp* 
( l n ) S a ( M ) 

c o m m u t e s . H e r e t h e h o r i z o n t a l a r r o w s d e n o t e t h e n a t u r a l i n j e c t i o n s a t 

t h e " c o o r d i n a t e " ( X , [ c p ] ) . 

We now h a v e e s t a b l i s h e d t h e d e s i r e d r e s t r i c t i o n f u n c t o r p : k* ( k * ) S a , 

T - > T S a , f r o m £ t o C o h o ( I R ) 

T h e o r e m 2.12 ( S e c o n d m a i n t h e o r e m f o r c o h o m o l o g y t h e o r i e s ) . T h e r e ­

s t r i c t i o n f u n c t o r p : £ -» C o h o ( 3 R ) i s a n a t u r a l e q u i v a l e n c e . I n p a r t i ­

c u l a r , t h e t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r i e s c o r r e s p o n d w i t h t h e s e m i ­

a l g e b r a i c c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r IR u n i q u e l y u p t o i s o m o r p h i s m . 

T h e p r o o f r u n s s i m i l a r t o t h e p r o o f o f t h e f i r s t m a i n t h e o r e m 2.8. A t 

c r u c i a l p o i n t s T h e o r e m V . 7 . 1 6 i s n e e d e d . We l e a v e t h e d e t a i l s t o t h e 

r e a d e r b u t m e n t i o n t h a t , g i v e n a s e m i a l g e b r a i c c o h o m o l o g y t h e o r y 1* 

o v e r IR , we c a n c o n s t r u c t a t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r y l * . o p t o g e t h e r 
s a 

w i t h a n a t u r a l e q u i v a l e n c e T f r o m ( l * o p ) t o 1* i n a c a n o n i c a l w a y 

( n a m e l y s u c h t h a t we o b t a i n a f u n c t o r 1* l * _ o p r i g h t a d j o i n t t o 

k* >-> ( k * ) S a , a n d T i s o n e o f t h e a d j u n c t i o n m o r p h i s m s ) . 

T h i s i s d o n e a s f o l l o w s . F o r a n y M € # 9 * l e t I (M) d e n o t e t h e s e t o f 

p a i r s ( X , [ c p ] ) w i t h X a p o i n t e d s e m i a l g e b r a i c C W - c o m p l e x ( o v e r IR) a n d 

[cp] t h e h o m o t o p y c l a s s o f a t o p o l o g i c a l h o m o t o p y e q u i v a l e n c e cp : X ^ M . 

S u c h p a i r s e x i s t b y V . 7 . 1 6 . i . We d e f i n e t h e g r o u p l £ Q p ( M ) a s t h e p r o ­

j e c t i v e l i m i t o f t h e i n v e r s e s y s t e m o f a b e l i a n g r o u p s 

( l n ( X ) l ( X , [ c p ] ) € I (M)) w i t h t r a n s i t i o n i s o m o r p h i s m s b e t w e e n a n y t w o 

mem b e r s o f t h e s y s t e m e m a n a t i n g f r o m T h e o r e m V . 7 . 1 6 . i i . 



I f X i s a p o i n t e d s e m i a l g e b r a i c C W - c o m p l e x t h e n I (X^. ) c o n t a i n s t h e 

p a i r ( X , [ i d x l ) . T h e p r o j e c t i o n i ^ o p ^ t o p ^ ~* i n ^ x ^ a t t h e " c o o r d i n a t e " 

( X , [ i d x ] ) i s a n i s o m o r p h i s m w h i c h i s n a t u r a l i n X. T h u s we may i d e n t i f y 

< 2- 1 3> ^ o p ' W = i n ( x ) • 

I f M G P * (IR) t h e n 

( l £ o p ) S a ( M ) = l i 5 U ( l 2 o p ( X t o p ) l ( X j c p ] ) € J ( M ) ) 

= l i m , ( l n (X) I ( X , [cp]) £ J (M) ) . 

We d e f i n e T n (M) : ( i t o p ^ ^ ^ - ~ * l n ( M ) a s t h e i s o m o r p h i s m w h o s e c o m p o n e n t 

a t t h e c o o r d i n a t e ( X , [ c p ] ) i s t h e i s o m o r p h i s m l R [ c p ] . 

We c a l l l £ Q p t h e t o p o l o g i c a l e x t e n s i o n o f t h e s e m i a l g e b r a i c c o h o m o l o g y 

t h e o r y 1*. S i n c e we h a v e a c a n o n i c a l n a t u r a l e q u i v a l e n c e T f r o m 

( l * o p ) S a t o 1* we f e e l j u s t i f i e d t o i d e n t i f y , u s i n g T, 

( 2 . 1 4 ) ^ t o p ) 3 * = 1 * * 

G i v e n a t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r y k* we h a v e , f o r a n y M €W* a n d 

n 6 2, 

( ( k n ) S a ) t Q p ( M ) = ^Lim ( ( k n ) S a (X) I ( X , [cp] ) € I (M) ) 

= l i m ( k n ( X . ) I ( X , [cp]) € I ( M ) ) . 
(2.1lT P 

T h u s we h a v e a n a t u r a l i s o m o r p h i s m 

U n ( M ) : k n ( M ) ( ( k n ) S a ) t Q p ( M ) 

w h o s e c o m p o n e n t a t t h e c o o r d i n a t e ( X , [ c p ] ) i s k n [ c p ] . T h e s e i s o m o r p h i s m s 

f i t t o g e t h e r t o a n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n U f r o m k* t o ( ( k * ) S a ) t < D p * 

A g a i n we i d e n t i f y , u s i n g U, 

( 2 . 1 5 ) ( ( k * ) S a ) t o p = k * ' 



A s a c o n s e q u e n c e o f t h e m a i n t h e o r e m s 2.8 a n d 2.13 a n d t h e s u b s e q u e n t 

d i s c u s s i o n s we l e a r n t h a t e v e r y t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r y k* i n ­

d u c e s , f o r e v e r y r e a l c l o s e d f i e l d R, a s e m i a l g e b r a i c c o h o m o l o g y 

t h e o r y R k * o v e r R a s f o l l o w s : 

( 2 . 1 6 ) R k * := ( ( ( k * ) S a ) R ° ) R , 

w i t h R q t h e f i e l d o f r e a l a l g e b r a i c n u m b e r s . M o r e o v e r , i n t h i s way t h e 

t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r i e s c o r r e s p o n d w i t h t h e c o h o m o l o g y t h e o r i e s 

o v e r R i n a u n i q u e way. We h a v e 

ffik* = ( k * ) s a , ( f f i k * > t o p = k* , 

a n d i f R ^ K i s a n e m b e d d i n g o f a r e a l c l o s e d f i e l d i n t o a r e a l c l o s e d 

K t h e n , w i t h r e s p e c t t o t h i s e m b e d d i n g , 

( K k * > R = R k * , < R k * ) K = K k * . 

B y t h e s e w o n d e r f u l c o r r e s p o n d e n c e s a n d e q u a l i t i e s we f e e l j u s t i f i e d t o 

u s e t h e f o l l o w i n g s i m p l i f i e d n o t a t i o n s . 

N o t a t i o n s 2 . 1 7 . I f k* i s a n y t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r y a n d i f M i s 

a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e o v e r a n y r e a l c l o s e d f i e l d R t h e n we d e n o t e 

t h e c o h o m o l o g y g r o u p ( R k n ) ( M ) s i m p l y b y k n ( M ) . S i m i l a r l y f o r a n y map 

f : M -» N b e t w e e n p o i n t e d weak p o l y t o p e s o v e r R we d e n o t e t h e g r o u p 

h o m o m o r p h i s m ( R k n ) [ f ] s i m p l y b y k n [ f ] o r , m o r e b r i e f l y , b y f * . 

I n p a r t i c u l a r we now c a n e v a l u a t e a l l t h e w e l l k n o w n r e d u c e d t o p o l o g i ­

c a l c o h o m o l o g y t h e o r i e s ( s i n g u l a r c o h o m o l o g y ; o r t h o g o n a l , u n i t a r y , 

a n d s y m p l e c t i c K - t h e o r y , c o b o r d i s m t h e o r i e s ...) o n p o i n t e d w e a k p o l y ­

t o p e s a n d maps b e t w e e n t h e m o v e r a n y r e a l c l o s e d f i e l d . 



H a v i n g s e t t l e d ( t o t h e same e x t e n t a s i n c l a s s i c a l a l g e b r a i c t o p o l o g y ) 

t h e q u e s t i o n w h i c h r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r i e s e x i s t o v e r a g i v e n r e a l 

c l o s e d f i e l d R we now may b e b r i e f a b o u t r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r i e s . We 

u s e a n o b v i o u s " d u a l " n o t a t i o n t o t h e o n e i n § 2 , D e f i n i t i o n 1. 

D e f i n i t i o n 1. A r e d u c e d ( s e m i a l g e b r a i c ) h o m o l o g y t h e o r y k + o v e r R i s a 

f a m i l y ( k n l n € Z ) o f c o v a r i a n t f u n c t o r s k n : H P * ( R ) -* Ab t o g e t h e r w i t h a 

f a m i l y ( a n l n € Z ) o f n a t u r a l e q u i v a l e n c e s a n : k n ~ * k
n + i ° s s u c h t h a t t h e 

f o l l o w i n g t w o a x i o m s h o l d . 

E x a c t n e s s a x i o m . F o r e v e r y p a i r (M,A) o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s o v e r R 

a n d e v e r y n € Z t h e s e q u e n c e 

V A ) -TT k n ( K ) TT k n ( M M ) 

i s e x a c t . 

Wedge a x i o m . F o r e v e r y f a m i l y (M ^ I X G A ) o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s a n d 

e v e r y n E Z t h e map 

X € A XGA 

i s a n i s o m o r p h i s m . 

D u a l l y t o D e f i n i t i o n 2 i n §2 we d e f i n e n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s b e t w e e n 

( r e d u c e d ) h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R a n d e s t a b l i s h t h e c a t e g o r y H o ( R ) o f 

h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R. A n a l o g o u s l y we d e f i n e t h e c a t e g o r y ^ o f t o p o ­

l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r i e s w h i c h l i v e o n EKO* i n s t e a d o f H P * ( R ) , c f . 

[Sw. C h a p . 7 ] . 

W i t h t h e o n l y e x c e p t i o n o f P r o p o s i t i o n 2.4 a l l t h e p r o p e r t i e s , t h e o r e m s , 

a n d t h e c o r o l l a r y i n §2 h a v e o b v i o u s " d u a l s " w h i c h c a n b e p r o v e d i n a n 



a n a l o g o u s way. T h e h o m o l o g y c o u n t e r p a r t o f P r o p o s i t i o n 2.4 i s s i m p l e r 

t h e n t h a t p r o p o s i t i o n a n d r e a d s a s f o l l o w s ( c f . [ M i ] , [Sw, p . 1 2 1 f ] 

f o r a p r o o f ) . 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 . L e t ( M n l n € I N ) b e a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f a p o i n t e d 

w e a k p o l y t o p e M o v e r R. T h e n , f o r a n y r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r y k + o v e r 

R a n d e v e r y q € Z, t h e n a t u r a l map 

l i r n ^ k ( M n ) - k Q ( M ) 
n ^ 

i s a n i s o m o r p h i s m . 

T h e t o p o l o g i c a l r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r i e s c o r r e s p o n d w i t h t h e r e d u c e d 

h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r a n y r e a l c l o s e d f i e l d R u n i q u e l y u p t o i s o m o r ­

p h i s m , a n d we a r e j u s t i f i e d t o u s e a n o t a t i o n a n a l o g o u s t o 2 . 1 7 . T h u s 

we c a n e v a l u a t e a n y r e d u c e d t o p o l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r y o n p o i n t e d 

w e a k p o l y t o p e s a n d maps b e t w e e n t h e m o v e r a n y r e a l c l o s e d f i e l d R. 

D e f i n i t i o n 2. A r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r y k + o v e r R - a n d s i m i l a r l y a 

r e d u c e d t o p o l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r y - i s c a l l e d o r d i n a r y , i f k a ( S ° ) = 0 

f o r q * 0. 

R e m a r k 3.2. I t w i l l b e c o m e o b v i o u s f r o m T h e o r e m 3.3 b e l o w ( a n d i s w e l l 

k n o w n i n t h e t o p o l o g i c a l t h e o r y , c f . [Sw, C h a p . 1 0 ] ) t h a t , f o r a g i v e n 

a b e l i a n g r o u p G, t h e r e e x i s t s , u p t o i s o m o r p h i s m , a u n i q u e o r d i n a r y 

r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r y k o v e r R w i t h k Q ( S ° ) = G. T h i s i s t h e t h e o r y 

c o m i n g f r o m r e d u c e d s i n g u l a r h o m o l o g y H*(-,G) o n t h e c a t e g o r y HO * . 

L e t k + b e a r e d u c e d o r d i n a r y h o m o l o g y t h e o r y o v e r R a n d G := k Q ( S ° ) . 

G o i n g t o m o r e c o n c r e t e t e r m s we w a n t t o e x p l i c a t e a n a l m o s t c o m b i n a ­

t o r i a l " c e l l u l a r " d e s c r i p t i o n o f t h e g r o u p s k n ( M ) o f a g i v e n C W - c o m p l e x 

M o v e r R, w h i c h i s c o m p l e t e l y a n a l o g o u s t o t h e w e l l k n o w n t o p o l o g i c a l 



c a s e , c f . [Sw, C h a p . 1 0 ] . 

R e c a l l t h a t t h e d e g r e e d e g ( f ) o f a map f : S n -* S n i s t h e i n t e g e r m 

w i t h [ f ] = m [ i d 1 i n n ( S n ) , p r o v i d e d n > 0 . {N.B. T h i s m a k e s s e n s e 
s n n 

a l s o i f f d o e s n o t p r e s e r v e b a s e p o i n t s , s i n c e TT^ ( S n ) a c t s t r i v i a l l y 

o n n ( S n ) . } I f n = 0 we p u t d e g ( f ) = +1 i f f = i d , d e g ( f ) = -1 i f f n s o 

i n t e r c h a n g e s t h e t w o p o i n t s o f S ° , a n d d e g ( f ) = 0 i n t h e r e m a i n i n g 

c a s e s . 

F o r e v e r y c e l l a o f M we f i x a c h a r a c t e r i s t i c map i p a : E n -* M n w i t h 

S n ^ -» M n ^ d e n o t e t h e a s s o c i a t e d n := d i m a ( c f . V, § 7 ) . L e t <p 

a t t a c h i n g map o b t a i n e d f r o m b y r e s t r i c t i o n . F o r e v e r y c e l l T o f 

d i m e n s i o n n-1 we h a v e a w e l l d e f i n e d b a s e - p o i n t p r e s e r v i n g map 
.n-1 .n-1 s u c h t h a t t h e f o l l o w i n g d i a g r a m c o m m u t e s . 

.n-1 

.n-1 

.n-1 ..n-1 /..n-1 
M /M T 

E n - 1 / S n - 2 

H e r e t h e u n a d o r n e d a r r o w s a r e c a n o n i c a l p r o j e c t i o n s , a n d ip^ i s a n i s o ­

m o r p h i s m i n d u c e d b y ty^. We p u t 

[ a : x ] = deg(cp^) . 

N o t i c e t h a t [ G : T ] = 0 i f T i s n o t a n i m m e d i a t e f a c e o f o, 

We d e f i n e t h e c e l l u l a r c h a i n c o m p l e x C.(M) a s f o l l o w s . I f n < 0 t h e n 

C n ( M ) = 0 . I f n > 0 t h e n C n ( M ) i s t h e f r e e a b e l i a n g r o u p g e n e r a t e d b y 

t h e s e t ^ n ( M ) o f c e l l s o f d i m e n s i o n n . H e r e t h e b a s e p o i n t x Q o f M i s 

n o t a d m i t t e d a s a n e l e m e n t o f I Q ( M ) , s i n c e M h a s t o b e r e g a r d e d a s a 

r e l a t i v e C W - c o m p l e x ( M , { x Q } ) . T h e b o u n d a r y map 3 : C R ( M ) -* C ^ (M) i s 

g i v e n b y t h e f o r m u l a (n > 0 ) 



3 (o) I [ O : T ] T 
T 

w i t h T r u n n i n g t h r o u g h Z ^ (M). E v e r y c e l l u l a r map f : M -> N t o a 

s e c o n d p o i n t e d C W - c o m p l e x N i n d u c e s a c h a i n map C. ( f ) : C. (M) -> C. (N) 

i n t h e o b v i o u s w a y. I t w i l l s o o n b e c o m e o b v i o u s t h a t i n d e e d 9 3 = 0 . 

T h e o r e m 3.3, L e t k + b e a n o r d i n a r y h o m o l o g y t h e o r y a n d G := k Q ( S ) 

T h e r e e x i s t c a n o n i c a l i s o m o r p h i s m s 

a M : H n ( C . (M) ® Z G ) - k n ( M ) 

s u c h t h a t , f o r e v e r y c e l l u l a r map f : M -» N, t h e s q u a r e 

H n ( C . (M) ® G ) 

H n ( C . ( f ) ® G ) 

H n ( C . (N) ® G ) 

k n (M) 

k n ( N ) 

c o m m u t e s . 

T h i s c a n b e d e r i v e d d i r e c t l y f r o m t h e a x i o m s a s i n t h e t o p o l o g i c a l 

t h e o r y , c f . [Sw, C h a p . 10] w h e r e a l s o t h e e x p l i c i t d e s c r i p t i o n o f 

i s g i v e n . T h e s t a r t i n g p o i n t i s t h e o b s e r v a t i o n t h a t M n/M n ^ i s t h e 

w e d g e o f c o p i e s o f t h e s p h e r e S n , o n e c o p y f o r e a c h a £ I ( M ) . T h i s 

i m p l i e s k ( M n / M n _ 1 ) = 0 f o r q * n a n d k ( M n / M n ~ 1 ) = C (M) ® G. The c a s e q n n z 

G = Z a l s o g i v e s a n e a s y p r o o f t h a t f o r t h e b o u n d a r y maps i n C.(M) 

i n d e e d 39 = 0 [ l o c . c i t . ] . 

I n t h e s p e c i a l c a s e t h a t M i s a g e o m e t r i c s i m p l i c i a l c o m p l e x , h e n c e 

M = |K| R w i t h K t h e a b s t r a c t i o n o f M ( I I I , § 4 ) , we c a n o r d e r [ E S , p . 67]' 

t h e a b s t r a c t s i m p l i c i a l c o m p l e x K i n o n e o f many w a y s a n d t h e n h a v e 

c a n o n i c a l c h a r a c t e r i s t i c maps a t o u r d i s p o s a l . Now C.(M) c o i n c i d e s 

w i t h t h e c h a i n c o m p l e x C.(K) o f t h e a b s t r a c t p o i n t e d a n d o r d e r e d 

*) 
c f . a l s o p. 314 b e l o w . 



s i m p l i c i a l c o m p l e x K, a n d we o b t a i n t h e f o l l o w i n g t r u l y c o m b i n a t o r i a l 

d e s c r i p t i o n o f k n ( M ) . 

C o r o l l a r y 3.4. F o r e v e r y n € Z a n d e v e r y a b s t r a c t p o i n t e d o r d e r e d s i m p l i ­

c i a l c o m p l e x K t h e r e e x i s t s a c a n o n i c a l i s o m o r p h i s m 

°K = V K' G ) ^ k n < l K I R > 

s u c h t h a t , f o r a n y s i m p l i c i a l map f : K -» L , t h e f o l l o w i n g s q u a r e 

c o m m u t e s : 

V K - G ) ^ » k n ( l K l R > 
K 

H n ( f ) ( l f l R ) * 

V L' G ) 5T > k n ( I L I R ) 

L 

I f t h e r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r y k* i s n o t o r d i n a r y t h e n a g a i n a c e l l u l a r 

d e s c r i p t i o n o f t h e g r o u p s k + ( M ) f o r M a p o i n t e d C W - c o m p l e x i s p o s s i b l e , 

a l t h o u g h t h i s c a n b e e n o r m o u s l y c o m p l i c a t e d . A s i n t h e t o p o l o g i c a l 

t h e o r y [Sw, C h a p . 15] o n e p r o v e s 

T h e o r e m 3.5 ( A t i y a h - H i r z e b r u c h , G.W. W h i t e h e a d ) . T h e r e e x i s t s a n a t u r a l 

h o m o l o g i c a l s p e c t r a l s e q u e n c e ( E r , d r ) w i t h E 2 = H (C.(M) «>k (S°)) 
P191 P19I P 9i 

c o n v e r g i n g t o k + ( M ) . 

I n c o h o m o l o g y d u a l s o f t h e s e t h e o r e m s 3.3 a n d 3.5 c a n be p r o v e d i n a n 

a n a l o g o u s way. 



§4 - H o m o l o g y o f p a i r s o f weak p o l y t o p e s 

We n e e d some f o r m a l i t i e s a b o u t t h e r e l a t i o n s b e t w e e n s p a c e s w i t h anc 

w i t h o u t b a s e p o i n t s . 

N o t a t i o n s 4 . 1 . a) I f M i s a w e a k p o l y t o p e o v e r R t h e n M + d e n o t e s t h e 

d i r e c t sum MU {+} w i t h a o n e p o i n t s p a c e { + } , r e g a r d e d a s a p o i n t e d 

w e a k p o l y t o p e w i t h b a s e p o i n t +. {We h e s i t a t e t o u s e t h i s n o t a t i o n f o r 

a r b i t r a r y s p a c e s s i n c e t h i s w o u l d c o n f l i c t w i t h D e f . 3 i n I V , §6.} 

b) I f N i s a p o i n t e d s p a c e o v e r R t h e n N ° d e n o t e s t h e s p a c e N f o r g e t t i n g 

t h e b a s e p o i n t . 

We h a v e a n a t u r a l b i j e c t i o n 

( 4 . 2 ) [M,N°] = [ M + , N ] 

w h e r e , o f c o u r s e , t h e l e f t h a n d s i d e d e n o t e s t h e s e t o f ( f r e e ) h o m o t o p y 

c l a s s e s o f maps f r o m M t o N ° w h i l e t h e r i g h t h a n d s i d e d e n o t e s t h e s e t 

o f b a s e p o i n t p r e s e r v i n g h o m o t o p y c l a s s e s o f maps f r o m M + t o N. I f X i s 

a s e c o n d w e a k p o l y t o p e t h e n 

( 4 . 3 ) M + A X + = (M x X ) + . 

I f (M^|X€A) i s a f a m i l y o f weak p o l y t o p e s t h e n 

( 4 . 4 ) v M t = ( U M , ) + . 
A6A A X€A A 

O u r o b j e c t i v e i n t h i s s e c t i o n a n d t h e n e x t o n e i s t o e x t e n d a n a r b i ­

t r a r y r e d u c e d h o m o l o g y o r c o h o m o l o g y t h e o r y o v e r R i n t h e c o r r e c t way 

f r o m t h e c a t e g o r y H P * ( R ) t o t h e h o m o t o p y c a t e g o r y HWSA(2,R) o f a l l 

p a i r s o f s p a c e s o v e r R a n d t o u n d e r s t a n d t h e f o r m a l p r o p e r t i e s o f t h e 

e x t e n d e d t h e o r y . 



I n t h i s s e c t i o n we w i l l f o c u s a t t e n t i o n a t W P - p a i r s (= p a i r s o f w e a k 

p o l y t o p e s ) . T h e c a t e g o r y ? ( 2 , R ) o f t h e s e p a i r s a n d t h e h o m o t o p y c a t e g o r y 

H P ( 2 , R ) b o t h h a v e a n a t u r a l e n d o m o r p h i s m E w h i c h maps a p a i r (M,A) t o 

t h e p a i r (A,0). 

I f F i s a c o v a r i a n t o r c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r f r o m H P ( 2 , R ) t o Ab t h e n 

u s u a l l y we w r i t e F ( M ) i n s t e a d o f F(M,0). { R e c a l l t h a t we r e g a r d H P ( R ) 

a s a f u l l s u b c a t e g o r y o f H P ( 2 , R ) , c f . 1.1.} I f f : (M,A) -» (N,B) i s a 

map b e t w e e n W P - p a i r s t h e n m o s t o f t e n we d e n o t e t h e h o m o m o r p h i s m F [ f ] 

b y f * i n t h e c o v a r i a n t c a s e a n d b y f * i n t h e c o n t r a v a r i a n t c a s e . 

A n a l o g o u s c o n v e n t i o n s w i l l b e o b e y e d f o r o t h e r s p a c e c a t e g o r i e s . 

I n t h e l a s t s e c t i o n s we h a v e b e e n m o s t o f t h e t i m e m o r e e x p l i c i t o n 

c o h o m o l o g y t h a n o n h o m o l o g y . F o r j u s t i c e we now g i v e p r e f e r e n c e t o 

h o m o l o g y . 

D e f i n i t i o n 1. A h o m o l o g y t h e o r y ( m o r e p r e c i s e l y , a n u n r e d u c e d s e m i a l g e ­

b r a i c h o m o l o g y t h e o r y ) h + o v e r R i s a f a m i l y ( h n l n € Z ) o f c o v a r i a n t 

f u n c t o r s h ^ : H P ( 2 , R ) A b t o g e t h e r w i t h a f a m i l y ( 3 n l n € 3 ) o f n a t u r a l 

t r a n s f o r m a t i o n s 3 N : h n -*• h ^ ^ E w h i c h s a t i s f y t h e f o l l o w i n g a x i o m s . 

E x a c t n e s s . F o r e v e r y W P - p a i r (M,A) t h e l o n g s e q u e n c e 

- V A ) "17* h n ( M ) I T h n ( M ' A ) 3 n ( M , A ) ' h n - 1 ( A ) 

i s e x a c t . H e r e i a n d j d e n o t e t h e i n c l u s i o n s f r o m (A,0) t o (M,0) a n d 

f r o m (M,0) t o ( M , A ) . T h e s e q u e n c e i s c a l l e d t h e h o m o l o g y s e q u e n c e o f 

t h e W P - p a i r ( M , A ) . 

E x c i s i o n . I f A a n d B a r e c l o s e d s u b s p a c e s o f a w e a k p o l y t o p e M w i t h 

M = A U B t h e n t h e i n c l u s i o n i : (A,A D B) -> (M,B) i n d u c e s a n i s o m o r p h i s m 

i + : h n ( A f A fl B) - ^ h n ( M , B ) 



f o r e v e r y n G Z. 

A d d i t i v i t y . I f M i s t h e d i r e c t sum ( I V , 1 . 1 0 ) o f a f a m i l y (M^|A€A) o f 

weak p o l y t o p e s t h e n t h e i n c l u s i o n s i ^ : -> M i n d u c e a n i s o m o r p h i s m 

( J L * ) : © h (M, ) ^ h ( M ) X A e A n X n 

f o r e v e r y n € Z. 

T h e s e a x i o m s a r e t h e p r e c i s e a n a l o g u e s o f t h e a x i o m s o f a ( s t r o n g l y 

a d d i t i v e ) h o m o l o g y t h e o r y o n t h e c a t e g o r y W(2) o f p a i r s o f t o p o l o g i c a l 

C W - c o m p l e x e s [Sw, C h a p . 7 ] . We c a l l s u c h a h o m o l o g y h e r e a t o p o l o g i c a l 

h o m o l o g y t h e o r y , m o r e p r e c i s e l y a n u n r e d u c e d t o p o l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r y . 

We d r a w some c o n s e q u e n c e s f r o m t h e a x i o m s b y a r g u m e n t s v e r y w e l l k n o w n 

f r o m t o p o l o g y a n d m o s t l y n o t r e p e a t e d h e r e , c f . [ E S , C h a p . 1 ] , [Sw, 

C h a p . 7 ] . L e t h + b e a h o m o l o g y t h e o r y o v e r R. 

F o r a n y p o i n t x o f a w e a k p o l y t o p e M o v e r R t h e r e i s a u n i q u e r e t r a c ­

t i o n f r o m M t o { x } . T h u s t h e h o m o l o g y e x a c t s e q u e n c e o f t h e p a i r 

( M , { x } ) s p l i t s a n d we h a v e a c a n o n i c a l i s o m o r p h i s m 

( 4 . 5 ) h n ( M ) ^ h n ( * ) © h n ( M , { x } ) . 

I f M i s c o n t r a c t i b l e t h e n {x} M i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e a n d we 

c o n c l u d e t h a t h n ( M , { x } ) - 0. ( M o r e g e n e r a l l y , w h e n e v e r (M,A) i s a 

p a i r w i t h A a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f M t h e n h^(M,A) = 0 f o r 

a l l n.) 

P r o p o s i t i o n 4.6 ( H o m o l o g y s e q u e n c e o f a t r i p l e ) . L e t (M,A,C) b e a 

d e c r e a s i n g W P - t r i p l e , a n d l e t i : (A,C) -» (M,C) , j : (M,C) (M,A) 

d e n o t e t h e a s s o c i a t e d i n c l u s i o n maps o f W P - p a i r s . L e t i ^ d e n o t e t h e 

i n c l u s i o n (A , 0 ) -+ ( A , C ) . F i n a l l y , f o r a n y n G Z , we i n t r o d u c e t h e 



t h e c o m p o s i t e h o m o m o r p h i s m 

3 n ( M , A , C ) : h n ( M , A ) - J ^ x y - (A) h ^ C A . C ) . 

Th e l o n g s e q u e n c e 

3 n + 1 ( M , A , c ) ' h n ( A ' C ) ^ 7 h n ( M ' C ) — 7 7 h n ( M ' A ) 3 n(M,A,c) ' h n - 1 ( A ' C ) " 

i s e x a c t . 

P r o p o s i t i o n 4.7 ( M a y e r - V i e t o r i s s e q u e n c e ) . L e t A,B,C b e c l o s e d s u b -

s p a c e s o f a w e a k p o l y t o p e M w i t h A U B = M a n d A R B => C. L e t A^ = 

A n ( M , A , B , C ) d e n o t e t h e c o m p o s i t e 

V M ' C ) — T T h n ( M ' B ) * - T 7 T V A < A f 1 B > 3 (A,An B,c) ' h n - 1 < A n B ' C ) 

1 * 1 * n 

w i t h i n c l u s i o n maps j ^ , 1^. T h e f o l l o w i n g l o n g s e q u e n c e i s e x a c t . 
^ ± 1 - h n ( A f l B f C ) - 5 U h n ( A , C ) © h n ( B r C ) - ^ h n ( M , C ) ^ h ^ ^ A f l B ^ C ) -> 

w h e r e a ( x ) = ( i ^ + ( x ) , i 2 + ( x ) ) a n d 3 ( u , v ) = i 3 + ( u ) - i ^ * ( v ) w i t h i n c l u s i o n 

maps i ^ , ±2' ^ 3 ' ^-4* M o r e o v e r , 

A n ( M , B , A , C ) = - A n ( M , A , B , C ) . 

We now s t u d y t h e r e s t r i c t i o n s h n o f t h e f u n c t o r s h n t o t h e f u l l s u b c a t e ­

g o r y H P * ( R ) o f H P ( 2 , R ) . I f M i s a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e w i t h b a s e p o i n t 

x t h e n , b y d e f i n i t i o n , 

h n ( M ) = h n ( M ° , { x } ) . 

F o r e v e r y W P - p a i r (M,A) w i t h A n o t e m p t y we r e g a r d M/A a s a p o i n t e d 

s p a c e w i t h b a s e p o i n t A/A. I f A = 0 t h e n we p u t M/A = M + . 

P r o p o s i t i o n 4.8. F o r e v e r y W P - p a i r (M,A) a n d e v e r y n € Z t h e n a t u r a l 

p r o j e c t i o n p : (M,A) -» (M/A,A/A) i n d u c e s a n i s o m o r p h i s m 



p * : h n ( M , A ) ^ h n ( M / A ) . I 

P r o o f . T h i s i s e v i d e n t i f A = 0 . A s s u m e now t h a t A i s n o t e m p t y . L e t M U CA 

d e n o t e t h e c o f i b e r o f t h e i n c l u s i o n A -> M ( c f . 1 . 6 . i i ) . We h a v e a c o m m u t i n g 

t r i a n g l e o f W P - p a i r s 

(M,A) c > (MUCA,CA) 

(M/A,A/A) 

w i t h TT a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e , { i l l e g a l l y h e r e M U C A , CA, M/A, A/A mean 

s p a c e s w i t h o u t b a s e p o i n t . We o m i t t e d t h e u p p e r i n d e x °.} B y t h e e x c i s i o n ) 

a x i o m n
n C i ] i s a n i s o m o r p h i s m . T h u s a l s o n

n t p l i s a n i s o m o r p h i s m , q . e . d . ] 

G i v e n a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e M = (N,x) we o b t a i n a n i s o m o r p h i s m a^(M) ; 

f r o m h n ( M ) t o h n + 1 (SM) f o r e v e r y n € Z a s f o l l o w s . R e c a l l t h a t SM = ( C N / N , * 

w i t h CN t h e r e d u c e d c o n e o f N a n d x i t s n a t u r a l b a s e p o i n t , w h i c h i s t h e j 

i m a g e o f t h e p o i n t x € N CN u n d e r t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n p : CN -* CN/N. j 

{ A g a i n i l l e g a l l y , we r e g a r d CN a n d CN/N a s s p a c e s w i t h o u t b a s e p o i n t \ 

o m i t t i n g t h e i n d e x °.} S i n c e CN i s c o n t r a c t i b l e h n ( C N , { x } ) = 0. T h e 

h o m o l o g y s e q u e n c e o f t h e t r i p l e ( C N , N , { x } ) ( c f . P r o p . 4.6) s h o w s t h a t 

t h e b o u n d a r y maps 3 n := 3 n ( C N , N , { x } ) a r e i s o m o r p h i s m s . We d e f i n e a n (M) 

a s t h e c o m p o s i t e 

h n ( N , { x } ) _ ^ . h n + 1 ( C N , N ) h n + 1 ( C N / N . { x } ) . 
n+1 

T h e s e c o n d a r r o w i s a n i s o m o r p h i s m b y P r o p o s i t i o n 4.8 a b o v e . T h u s a (M) 

i s a n i s o m o r p h i s m . I t i s n a t u r a l i n M. 

P r o p o s i t i o n 4.9. ( H n | n € Z ) t o g e t h e r w i t h t h e f a m i l y ( o nln£Z) o f n a t u r a l j 

e q u i v a l e n c e s a
n
 : n

n
 n

n + 1 ° s i s a r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r y o v e r R. 



P r o o f j _ We o b t a i n t h e e x a c t n e s s a x i o m (§3, D e f . 1) f o r a g i v e n p o i n t e d 

W P - ? a i r (M,A) f r o m 4.8 a n d t h e h o m o l o g y s e q u e n c e 4.6 o f t h e t r i p l e 

( M ° , A ° ,{x}), w i t h x t h e b a s e p o i n t o f M a n d A. I t r e m a i n s t o v e r i f y 

t h e w e d g e a x i o m f o r a g i v e n f a m i l y (M^|X€A) o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s . 

We c o n s i d e r t h e d i r e c t sum N := U M ° a n d i t s c l o s e d s u b s p a c e B := U { x , } 
X X X x 

w i t h x ^ t h e b a s e p o i n t o f M^. We h a v e N/B = V M^. We d e n o t e t h i s p o i n t -
X 

e d w e a k p o l y t o p e b y M. S i n c e B i s a r e t r a c t o f N t h e h o m o l o g y s e q u e n c e 

o f t h e p a i r (N,B) ( c f . D e f . 1) s p l i t s i n t o s h o r t e x a c t s e q u e n c e s . U s i n g 

( 4 . 8 ) a n d t h e a d d i t i v i t y a x i o m f o r h + we o b t a i n s h o r t e x a c t s e q u e n c e s 

0 - © h n ( { x A > ) -> © h n ( M A ) -> h n ( M ) - 0 . 
X X 

The c o k e r n e l o f t h e f i r s t map i n t h e s e q u e n c e i s © h (M, ) ( c f . 4 . 5 ) . 
X 

T h u s we o b t a i n a n i s o m o r p h i s m f r o m © R (M,) t o ( M ) . I t i s e a s i l y 
X n 

c h e c k e d t h a t t h i s i s o m o r p h i s m i s i n d u c e d b y t h e i n c l u s i o n s i ^ : M^ «-+ M. 
q . e . d . 

We now s t a r t w i t h a r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r y k* o v e r R a n d w a n t t o " e x ­

t e n d " i t t o a n u n r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r y k + . F o r a n y p a i r (M,A) o f 

we a k p o l y t o p e s o v e r R we d e f i n e 

k n ( M , A ) := k n ( M / A ) , 

a n d t h u s i n d e e d o b t a i n e x t e n s i o n s k n : H P ( 2 , R ) A b o f t h e f u n c t o r s 

k n : H P * ( R ) A b . N o t i c e t h a t f o r a n y w e a k p o l y t o p e M, 

k n ( M ) := k n ( M , 0 ) = k n ( M + ) . 

L e t (M,A) b e a p a i r o f weak p o l y t o p e s o v e r R. T h e n ( M + , A + ) i s a p a i r 

o f p o i n t e d w e a k p o l y t o p e s . We i d e n t i f y M + / A + = M/A. L e t p d e n o t e t h e 

n a t u r a l p r o j e c t i o n f r o m M + t o M/A. T h e h o m o m o r p h i s m k n t p ] f r o m k n ( M + ) 

t o k n ( M / A ) c o i n c i d e s w i t h t h e h o m o m o r p h i s m k n t j ] i n d u c e d b y t h e i n ­

c l u s i o n map j : (M ,0) ( M , A ) . A p p l y i n g t h e d u a l o f P r o p o s i t i o n 2.1 t o 

t h e p a i r ( M +
r A + ) we o b t a i n a l o n g e x a c t s e q u e n c e 



k (A) : > k (M) • k (M,A) — 5 > k 1 (A) 
9 n+1 n i * n j * n 3 n n ~ 1 

w i t h h o m o m o r p h i s m s 3 n = 3 (M,A) w h i c h n a t u r a l l y d e p e n d o n t h e p a i r 

( M + , A + ) a n d h e n c e o n ( M , A ) . 

P r o p o s i t i o n 4 . 1 0 . ( k n l n € 2 ) t o g e t h e r w i t h t h i s f a m i l y ( 3 n l n € Z ) o f n a t u ­

r a l t r a n s f o r m a t i o n s 3_ : k -» k «E i s a h o m o l o g y t h e o r y o v e r R. 
n n n-1 3-* J 

P r o o f . T h e e x a c t n e s s a x i o m h a s j u s t b e e n e s t a b l i s h e d . E x c i s i o n i s e v i ­

d e n t b y t h e d e f i n i t i o n o f k . A d d i t i v i t y f o l l o w s f r o m ( 4 . 4 ) . q . e . d . 

A s f o r r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r i e s t h e r e i s a n o b v i o u s n o t i o n o f a n a t u ­

r a l t r a n s f o r m a t i o n T : h * -* g + b e t w e e n h o m o l o g y t h e o r i e s ( c f . [Sw, 

C h a p . 7 ] ) , a n d we c a n i n t r o d u c e t h e c a t e g o r y H o ( R ) o f h o m o l o g y t h e o r i e s 

o v e r R w i t h t h e s e n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s a s m o r p h i s m s . 

T h e a s s i g n m e n t h + «-». h + e x t e n d s n a t u r a l l y t o a f u n c t o r R e d : H o ( R ) -> H o ( R ) 

S i m i l a r l y t h e a s s i g n m e n t k + i-> k + e x t e n d s n a t u r a l l y t o a f u n c t o r 

U n r e d : H o ( R ) -> H o ( R ) . 

T h e o r e m 4 . 1 1 . T h e s e f u n c t o r s a r e q u a s i - i n v e r s e n a t u r a l e q u i v a l e n c e s 

b e t w e e n H o ( R ) a n d H o ( R ) , i . e . t h e r e e x i s t n a t u r a l e q u i v a l e n c e s 

i d u /r>\ ~~* U n r e d • R e d a n d i d ~ R e d * U n r e d . I n o a r t i c u l a r , u p t o i s o -H o ( R ) H o ( R ) - c 

m o r p h i s m , t h e h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R c o r r e s p o n d u n i q u e l y w i t h t h e 

r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R. 

S i n c e we h a v e b e e n v e r y e x p l i c i t o n s i m i l a r m a t t e r s i n §2 we now c a n 

s a f e l y l e a v e t h e p r o o f o f t h i s t h e o r e m t o t h e r e a d e r . 

A n a l o g o u s n a t u r a l e q u i v a l e n c e s h + »-* h * , k + k + e x i s t b e t w e e n t h e c a t e ­

g o r i e s $ a n d £ o f u n r e d u c e d a n d r e d u c e d t o p o l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r i e s , 



a s i s w e l l k n o w n a n d p r o v e d i n t h e same way. 

H e n c e f o r t h we u s u a l l y w i l l i d e n t i f y k + = k + , ft+ = h ^ , b o t h i n t h e 

s e m i a l g e b r a i c a n d t h e t o p o l o g i c a l s e t t i n g . 

I f K => R i s a r e a l c l o s e d b a s e f i e l d e x t e n s i o n t h e n i t i s c l e a r f r o m §2 

t h a t f o r e v e r y h o m o l o g y t h e o r y h + o v e r K we h a v e a h o m o l o g y t h e o r y h + 

R *~ R 
o v e r R, c a l l e d t h e r e s t r i c t i o n o f h + t o R, s u c h t h a t ( h ^ ) " = ( h * ) . 

C o n v e r s e l y , e v e r y h o m o l o g y t h e o r y g + o v e r R y i e l d s a h o m o l o g y t h e o r y 

( g * ) K o v e r K, c a l l e d t h e e x t e n s i o n o f g ^ t o K, s u c h t h a t ( ( g * ) K ) ~ = ( g * ) 

I n t h i s w a y t h e h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R c o r r e s p o n d w i t h t h e h o m o l o g y 

t h e o r i e s o v e r K u n i q u e l y u p t o n a t u r a l e q u i v a l e n c e . 

F o r a n y W P - p a i r (M,A) o v e r R we h a v e f o r m u l a s , i n a n a l o g y t o ( 2 . 6 ) a n d 

( 2 . 9 ) , 

( 4 . 1 1 ) h*(M,A) = h n ( M ( K ) , A ( K ) ) 

( g n ) K ( M ( K ) , A ( K ) ) = g n ( M , A ) 

a n d s i m i l a r f o r m u l a s f o r t h e b o u n d a r y maps 8 n . 

E v e r y t o p o l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r y h + " r e s t r i c t s " t o a s e m i a l g e b r a i c 

h o m o l o g y t h e o r y h ^ a o v e r IR s u c h t h a t ( h ^ a ) " = ( h + ) S a . C o n v e r s e l y , 

e v e r y s e m i a l g e b r a i c h o m o l o g y t h e o r y g + o v e r IR " e x t e n d s " t o a t o p o l o ­

g i c a l h o m o l o g y t h e o r y ( g * ) t o p s u c h t h a t ( ( 9 * ) t o p ) ~ = ^ * ^ t o p * I n t h i s 

way t h e s e m i a l g e b r a i c h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r IR c o r r e s p o n d u n i q u e l y 

w i t h t h e t o p o l o g i c a l o n e s , u p t o n a t u r a l e q u i v a l e n c e . F o r e v e r y p a i r 

(M/A) o f s e m i a l g e b r a i c C W - c o m p l e x e s o v e r 3R , 

( 4 . 1 2 ) h * a ( M , A ) = h n ( M t o p , A t o p ) 

< 9 n
) t o p ( M t o p ' A t o p ) = 9 n

( M ' A > • 



C o n s e q u e n t l y , g i v e n a t o p o l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r y h + , t h e r e e x i s t s 

o v e r e a c h r e a l c l o s e d f i e l d R a h o m o l o g y t h e o r y 

, s a . ROv 
R h „ = ((h„ ) ) R 

w h i c h c o r r e s p o n d s c a n o n i c a l l y t o h + . 

T h e p e n d a n t R H + ( - , G ) o v e r R o f s i n g u l a r h o m o l o g y H * ( - , G ) w i t h c o e f f i ­

c i e n t s i n some a b e l i a n g r o u p G c a n be e v a l u a t e d o n a C W - p a i r ( M , A ) o v e r 

R b y a c e l l u l a r p r o c e d u r e a n a l o g o u s t o T h e o r e m 3.3. F o r a n e x t r a o r d i n a r y 

t o p o l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r y h^we c a n d e s c r i b e R h n ( M , A ) i n a c e l l u l a r 

w ay a n a l o g o u s t o T h e o r e m 3.5. 

We now d e f i n e u n r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r i e s . 

D e f i n i t i o n 2. A ( s e m i a l g e b r a i c u n r e d u c e d ) c o h o m o l o g y t h e o r y h * o v e r R 

i s a f a m i l y ( h n | n € Z ) o f c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r s h n : H ? ( 2 , R ) -> Ab t o ­

g e t h e r w i t h a f a m i l y ( 6 n | n G Z ) o f n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s 6 N : h n » E -» h n + 1 

s u c h t h a t t h e f o l l o w i n g t h r e e a x i o m s h o l d ( n o t a t i o n s a s i n D e f . 1 ) . 

E x a c t n e s s . F o r e v e r y p a i r (M,A) o f w e a k p o l y t o p e s t h e l o n g s e q u e n c e 

-> h N ( M , A ) - r * - h N ( M ) h n ( A ) — > h n + 1 ( M , A ) -
3 1 6 N ( M , A ) 

i s e x a c t . 

E x c i s i o n . I f A a n d B a r e c l o s e d s u b s p a c e s o f a w e a k p o l y t o p e M w i t h 

A UB = M t h e n f o r e v e r y n € Z, t h e n a t u r a l map 

i * : h N ( M , B ) -* h n ( A , A D B) 

i s a n i s o m o r p h i s m . 

A d d i t i v i t y . I f M i s t h e d i r e c t sum o f a f a m i l y ( M ^ I X G A ) o f w e a k p o l y ­

t o p e s t h e n , f o r e v e r y n 6 Z, t h e n a t u r a l map 



( i * ) : h n ( M ) - T T h n ( M , ) 

i s a n i s o m o r p h i s m 

A l l o u r c o n s i d e r a t i o n s o n h o m o l o g y t h e o r i e s c a n be r e p e a t e d w o r d b y 

w o r d f o r c o h o m o l o g y t h e o r i e s . T h e y l e a d t o n o t a t i o n s a n d r e s u l t s 

a n a l o g o u s t o t h e o n e s a b o v e , w h i c h we w i l l u s e w i t h o u t f u r t h e r e x p L 

n a t i o n . 



§5 - H o m o l o g y o f p a i r s o f s p a c e s 

We w a n t t o e x t e n d a g i v e n h o m o l o g y t h e o r y h + o v e r R f r o m t h e c a t e g o r y 

H ? ( 2 , R ) t o t h e h o m o t o p y c a t e g o r y HWSA(2,R) o f a l l p a i r s o f s p a c e s o v e r 

R. T h i s w i l l b e d o n e b y u s e o f W P - a p p r o x i m a t i o n s ( c f . V, §4) i n a way 

s i m i l a r t o t h e p r o c e d u r e i n § 2 . 

We f i r s t d e a l w i t h t h e s i m p l e r p r o b l e m how t o e x t e n d a s i n g l e c o v a r i a n t 

f u n c t o r F : H ? ( 2 , R ) -» A b t o HWSA(2,R) i n a c a n o n i c a l way. G i v e n a p a i r 

o f s p a c e s (M,A) o v e r R l e t I ( M , A ) d e n o t e t h e s e t o f t r i p l e s ( X , B , [ t p ] ) 

w i t h (X,B) a W P - p a i r o v e r R a n d [cp] t h e h o m o t o p y c l a s s o f a W P - a p p r o x i ­

m a t i o n tp : (X,B) -• (M,A) . { i t t u r n s o u t t o b e c o n v e n i e n t t o w r i t e a 

t r i p l e ( X , B , [ t p ] ) i n s t e a d o f t h e c l a s s [cp] , a l t h o u g h t h i s i s r e d u n d a n t 

n o t a t i o n . A s e l s e w h e r e we i g n o r e s e t t h e o r e t i c d i f f i c u l t i e s . } G i v e n a n y 

t w o t r i p l e s ( X , B , [ c p ] ) , ( Y , C , [ i p ] ) i n I ( M , A ) t h e r e e x i s t s , u p t o h o m o t o p y , 

a u n i q u e map x : (X,B) -» (Y,C) w i t h i p » x -Wr a n < 3 X i - s a h o m o t o p y e q u i ­

v a l e n c e ( T h . V . 4 . 1 0 . i i ) . We t h u s h a v e a c a n o n i c a l i s o m o r p h i s m 

X + : F ( X , B ) ^ F ( Y , C ) . 

We d e f i n e a n a b e l i a n g r o u p F ( M , A ) a s t h e d i r e c t l i m i t o f t h e f a m i l y o f 

a b e l i a n g r o u p s (F (X,B) I ( X , B , [tp]) € I ( M , A ) ) w i t h t h e s e i s o m o r p h i s m s x * 

a s t r a n s i t i o n maps b e t w e e n a n y t w o members o f t h e f a m i l y . F o r e v e r y 

( X , B , [tp] ) € I (M,A) l e t 

cp + : F ( X , B ) - F (M,A) 

d e n o t e t h e c a n o n i c a l map e m a n a t i n g f r o m t h e d e f i n i t i o n o f l i m . I t i s 

a n i s o m o r p h i s m . 

L e t now [ f ] b e a h o m o t o p y c l a s s o f maps f r o m (M,A) t o a s e c o n d p a i r 

o f s p a c e s ( M ' , A ' ) . T h e n we o b t a i n a n a t u r a l h o m o m o r p h i s m F [ f ] f r o m 

F ( M , A ) t o £ ( M f , A ' ) a s f o l l o w s . We c h o o s e W P - a p p r o x i m a t i o n s 



cp : ( X , B ) (M,A) a n d (p 1 : ( X ! , B ! ) -* (M 1 , A 1 ) . B y C o r . V . 6 . 1 5 t h e r e 

e x i s t s u p t o h o m o t o p y a u n i q u e map g : (X,B) -> ( X ' , B ' ) s u c h t h a t 

cp'. c - f»tp. We d e f i n e F [ f ] a s t h e d o t t e d a r r o w w h i c h m a k e s t h e s q u a r e 

F ( X , B ) 

F (M, A) 

F [ g ] 

F [ f ] 

F ( X * ,B' ) 

F (M' ,A') 

c o m m u t a t i v e . I t i s e a s i l y s e e n t h a t £[f] d o e s n o t d e p e n d o n t h e c h o i c e 

o f tp a n d tp' . I n t h i s w a y we o b t a i n a c o v a r i a n t f u n c t o r 

£ : HWSA(2,R) -* A b . 

I t i s c l e a r f r o m t h e l a s t s e n t e n c e i n V . 6 . 1 5 t h a t F t u r n s e v e r y w e a k 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e f : (M,A) -* ( M f , A 1 ) i n t o a n i s o m o r p h i s m F [ f ] . 

G i v e n a W P - p a i r (M,A) o v e r R t h e r e e x i s t s a d i s t i n g u i s h e d e l e m e n t 

( M , A , [ i d , . v ] ) i n I ( M , A ) . T h u s we h a v e a c a n o n i c a l i s o m o r p h i s m 

( i d ( M , A ) ) * 1 F < M ' A ) ~* ̂ ( M,A) . 

T h e s e i s o m o r p h i s m s f i t t o g e t h e r t o a n a t u r a l e q u i v a l e n c e f r o m t h e 

f u n c t o r F t o t h e r e s t r i c t i o n F l H P ( 2 , R ) o f F. We f e e l j u s t i f i e d t o 

i d e n t i f y 

F l H P ( 2 , R ) = F, 

a n d t h u s we w r i t e F ( M , A ) = F ( M , A ) a n d F [ f ] = F [ f ] f o r a n y W P - p a i r (M,A) 

o v e r R a n d a n y map f b e t w e e n s u c h p a i r s . 

I f tp : (X,B) (M,A) i s a W P - a p p r o x i m a t i o n o f a p a i r o f s p a c e s o v e r R 

t h e n t h e h o m o m o r p h i s m t p + f r o m a b o v e c o i n c i d e s w i t h F[tp] . we now f e e l 

f r e e t o a b b r e v i a t e F [ f ] b y f + f o r a n y map b e t w e e n p a i r s o f s p a c e s o v e r 

R. 



We c a l l f t h e e x t e n s i o n o f t h e f u n c t o r F t o HWSA(2,R) b y W P - a p p r o x i m a ­

t i o n . I t i s e a s i l y s e e n t h a t e v e r y n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n T : F -» G 

f r o m F t o a s e c o n d f u n c t o r G : H ( 2 , R) -» Ab e x t e n d s i n a u n i q u e way 

t o a n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n i : F -* G, c a l l e d t h e e x t e n s i o n o f T b y 

W P - a p p r o x i m a t i o n . 

B y a n a n a l o g o u s p r o c e d u r e , u s i n g c l a s s i c a l C W - a p p r o x i m a t i o n [W, p. 2 2 4 ] 

we c a n e x t e n d a n y c o v a r i a n t f u n c t o r F : Hfc2(2) -> Ab o n t h e h o m o t o p y 

c a t e g o r y o f p a i r s o f t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s c a n o n i c a l l y t o a f u n c t o r 

F : H T 0 P ( 2 ) -> Ab w h i c h t u r n s t o p o l o g i c a l w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s 

i n t o i s o m o r p h i s m s . 

M o r e g e n e r a l l y a l l t h i s w o r k s f o r f u n c t o r s o n H P ( 2 , R ) o r H«0(2) w i t h 

v a l u e s i n t h e c a t e g o r y G r o f g r o u p s o r t h e c a t e g o r y S e t o f s e t s i n s t e a d 

o f A b a n d , o f c o u r s e , a l s o f o r c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r s . T h e w h o l e p o i n t 

i s t h a t f o r d i a g r a m s i n A b o r G r o r S e t t h e r e i s a d i s t i n g u i s h e d w a y 

t o p r o d u c e d i r e c t a n d i n v e r s e l i m i t s . 

I f h + i s a h o m o l o g y t h e o r y o v e r R t h e n we o b t a i n f o r e v e r y h n a f u n c t o r 

h n o n H W S A ( 2 , R ) . We w a n t t o u n d e r s t a n d t h e p r o p e r t i e s o f t h e f a m i l y 

(n |n€Z) o f t h e s e f u n c t o r s . H e r e t h e d i f f i c u l t q u e s t i o n i s w h a t s o r t n 

o f e x c i s i o n t h e o r e m h o l d s f o r t h e n n - I t t u r n s o u t t o b e c o n v e n i e n t 

t o i g n o r e t h i s q u e s t i o n f o r some t i m e f i r s t d e a l i n g w i t h e a s i e r 

m a t t e r s . 

D e f i n i t i o n 1 . L e t c9t b e a s p a c e c a t e g o r y . {We a r e a b i t v a g u e h e r e . 

I m p o r t a n t c a s e s a r e (X = P{R) , WSA(R) , HO, TOP w i t h t h e u s u a l n o t i o n 

o f s u b s p a c e . } L e t H0t(2) d e n o t e t h e h o m o t o p y c a t e g o r y o f p a i r s o f 

s p a c e s i n OL, a n d l e t E d e n o t e t h e e n d o m o r p h i s m (M,A) (A,0) o f HCX(2). 

{We u s e t h e l e t t e r E u n i f o r m l y f o r a l l # . } 

a) A p r e h o m o l o g y t h e o r y h + o n « i s a s e q u e n c e (h |n€2) o f c o v a r i a n t 



f u n c t o r s h n : H0l(2) -* A b t o g e t h e r w i t h a s e q u e n c e ( 3^1n£Z) o f n a t u r a l 

t r a n s f o r m a t i o n s 3 n : h ^ -> hn_^<>E s u c h t h a t , f o r e v e r y p a i r (M,A) € (X, 

t h e " l o n g h o m o l o g y s e q u e n c e " 

3 ^ (M,A) n+1 
h n ( A ) h (M) n i r h n ( M ' A ) 5 ( M,A) ' h n - 1 ( A ) " 

i s e x a c t . H e r e i a n d j d e n o t e t h e i n c l u s i o n s f r o m (A,0) t o (M,0) a n d 

f r o m (M,0) t o ( M , A ) . 

b) A n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n T : h * -> h ^ b e t w e e n p r e h o m o l o g y t h e o r i e s o n 

OC i s a s e q u e n c e (T l n € Z ) o f n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s T n : h -> h 1 s u c h n n n 
t h a t f o r e v e r y (M,A) € (X{2) t h e f o l l o w i n g s q u a r e c o m m u t e s . 

h R (M, A) 

9 n ( M , A ) 

h n - 1 ( A ) 

T (M, A) n h n ( M , A ) 

3 • (M, A) n 

T n _ 1 ( A , 0 ) HA-1 ( A ) 

{ A s i n p r e v i o u s s e c t i o n s we w r i t e n
g ( A ) i n s t e a d o f h^(A,0).} We c a l l T 

a n a t u r a l e q u i v a l e n c e ( o r i s o m o r p h i s m ) f r o m h + t o h ^ i f e v e r y T R i s a 

n a t u r a l e q u i v a l e n c e ( i . e . e v e r y T n ( M , A ) i s a n i s o m o r p h i s m ) . 

L e t h * b e a p r e h o m o l o g y t h e o r y o n ? ( R ) . E v e r y n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n 

3 : h -> h .«E e x t e n d s t o a n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n 3„ : & -> (h ̂ E ) * n n n-1 n n n - i ' 
a n d i t i s p r e t t y o b v i o u s t h a t (h ° E ) V = n" - * E . 

n-1 n-1 

P r o p o s i t i o n 5 . 1 . T h e s e q u e n c e o f f u n c t o r s ( h n l n G Z ) t o g e t h e r w i t h t h e 

s e q u e n c e o f n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s ( 3 n l n € Z ) i s a p r e h o m o l o g y t h e o r y 

n * o n W S A ( R ) . 

P r o o f . G i v e n a p a i r (M,A) o f s p a c e s o v e r R we c h o o s e a W P - a p p r o x i m a t i o n 

cp : (X,B) -> (M,A) . We t h e n c a n c o m p a r e t h e h ^ - h o m o l o g y s e q u e n c e o f 

(X, B ) w i t h t h e h + - h o m o l o g y s e q u e n c e o f (M,A) u s i n g t h e i s o m o r p h i s m s 

<P* t X* i n d u c e d b y cp a n d i t s r e s t r i c t i o n s : (X,0) -> (M,0) , 



X : (B , 0 ) -> (A , 0 ) w h i c h a r e a g a i n W P - a p p r o x i m a t i o n s . S i n c e t h e h + - h c m o -

l o g y s e q u e n c e o f ( X f B ) i s e x a c t t h e same h o l d s f o r t h e h + - h o m o l o g y 

s e q u e n c e o f ( M , A ) . q . e . d . 

P r o p o s i t i o n 5.2. F o r e v e r y n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n T : h * -> g + b e t w e e n 

p r e h o m o l o g y t h e o r i e s o n ? ( R ) t h e s e q u e n c e ( T n l n G Z ) i s a n a t u r a l t r a n s ­

f o r m a t i o n T : n ^ -* g + b e t w e e n p r e h o m o l o g y t h e o r i e s o n W S A ( R ) . I f T i s 

a n i s o m o r p h i s m t h e n f i s a n i s o m o r p h i s m . 

We l e a v e t h e e a s y p r o o f t o t h e r e a d e r . We c a l l h + ( r e s p . T t ) t h e e x ­

t e n s i o n o f h * ( r e s p . T + ) t o HWSA(R) b y W P - a p p r o x i m a t i o n s . 

S i m i l a r l y , b y c l a s s i c a l C W - a p p r o x i m a t i o n e v e r y p r e h o m o l o g y t h e o r y h + 

o n HO e x t e n d s t o a p r e h o m o l o g y t h e o r y h * o n TOP a n d e v e r y n a t u r a l 

t r a n s f o r m a t i o n ( r e s p . i s o m o r p h i s m ) T : h * -» g * b e t w e e n s u c h t h e o r i e s 

e x t e n d s t o a n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n ( r e s p . i s o m o r p h i s m ) f : fi^ -> g ^ . 

G i v e n a n y h o m o l o g y t h e o r y g + o v e r R we w a n t t o u n d e r s t a n d t h e f o r m a l 

p r o p e r t i e s o f t h e p r e h o m o l o g y t h e o r y g + . F o r a l l q u e s t i o n s we h a v e i n 

m i n d i t d o e s n o t m a t t e r w h e t h e r we l o o k a t g * o r a t a p r e h o m o l o g y 

t h e o r y i s o m o r p h i c t o g * . We k now f r o m §4 t h a t t h e r e e x i s t s a t o p o l o g i ­

c a l h o m o t o p y t h e o r y h * , u n i q u e u p t o i s o m o r p h i s m , s u c h t h a t g * i s i s o ­

m o r p h i c t o R h * » B y P r o p o s i t i o n 5.2 t h e p r e h o m o l o g y t h e o r y g + i s i s o m o r ­

p h i c t o ( R h * ) v . T h u s i t s u f f i c e s t o s t u d y t h e t h e o r y ( R h + ) v . T h i s a l l o w s 

u s t o s i m p l i f y n o t a t i o n s d r a s t i c a l l y . 

N o t a t i o n s 5.3. F o r t h e r e s t o f t h i s s e c t i o n , a n d i n §6 a s w e l l , h + i s 

a f i x e d t o p o l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r y ( l i v i n g o n H M 0 ( 2 ) ) . 

i ) I f (M,A) i s a p a i r o f t o p o l o g i c a l s p a c e s t h e n we w r i t e h n ( M , A ) a n d 

3 n ( M , A ) i n s t e a d o f H (M,A) a n d § n ( M , A ) . 

i i ) I f (M,A) i s a p a i r o f s p a c e s o v e r R t h e n we w r i t e h (M,A) a n d 



3 (M,A) i n s t e a d o f ( 0 h ) v (M, A) a n d ( J J V (M,A) , a n d r a t h e r o f t e n i n -n K n K n 

s t e a d o f 3 R ( M , A ) m o r e b r i e f l y , b u t a b u s i v e l y , 3 n o r e v e n 3 . 

i i i ) I f M = ( N , x ) i s a p o i n t e d s p a c e o v e r R o r a p o i n t e d t o p o l o g i c a l 

s p a c e we d e f i n e 

h n ( M ) := h n ( N , { x } ) . 

i v ) I f M i s a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e o v e r R t h e n we d e n o t e t h e s u s p e n s i o n 

i s o m o r p h i s m h n ( M ) -> h n + 1 ( S M ) o f t h e r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r y R h + b y 

a n ( M ) . S i m i l a r l y , i f M i s a p o i n t e d t o p o l o g i c a l s p a c e , we d e n o t e i t s 

t o p o l o g i c a l s u s p e n s i o n [Sw, C h a p . 2] b y SM a n d t h e n a t u r a l i s o m o r p h i s m 

h R (M) - ^ h (SM) ( c f . [Sw, C h a p . 7 ] ) a g a i n b y (M) . I n b o t h c a s e s we 

o f t e n w r i t e m o r e b r i e f l y a , o r e v e n a , i n s t e a d o f o ( M ) . 

T h e o r e m 5.4 ( F i r s t a n d s e c o n d m a i n t h e o r e m f o r h o m o l o g y ) . i ) L e t K b e 

a r e a l c l o s e d f i e l d e x t e n s i o n o f a r e a l c l o s e d f i e l d R. F o r e v e r y p a i r 

o f s p a c e s (M,A) o v e r R a n d e v e r y n € 2 t h e r e e x i s t s a n a t u r a l i s o m o r ­

p h i s m K n ( M f A ) : h (M,A) • : L > h n ( M ( K ) , A ( K ) ) s u c h t h a t a l l t h e s q u a r e s 

h R ( M , A ) 
3 (M, A) n ' 

< n ( M , A ) 

h n ( M ( K ) , A ( K ) ) 3 n ( M ( K ) , A ( K ) ) 

h n - 1 ( A ) 

V - 1 <A'0) 

h
n - 1 ( A ( K ) ) 

c o m m u t e . 

i i ) F o r e v e r y p a i r o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s (M,A) o v e r 3R t h e r e 

e x i s t s a n a t u r a l i s o m o r p h i s m 

A n ( M , A ) : h n ( M , A ) - h n ( M t < } p , A f c o p ) 

s u c h t h a t a l l t h e s q u a r e s 



3 (M,A) 
h n ( M , A ) > h n _ 1 (A) 

A (M,A) n ' = j A n__ 1 (A,0) 

I 
V ^ o p ' W V M t o p , A t Q p ) ' h n - 1 ( A t 0 P } 

commute. 

I n d i c a t i o n o f p r o o f . I n §4 we h a v e a l r e a d y e s t a b l i s h e d s u c h i s o m o r p h i s m s 

K n ( M , A ) , \ n ( M , A ) f o r p a i r s o f w e a k p o l y t o p e s ( M , A ) , a n d t h e n h a v e i d e n ­

t i f i e d h n ( M , A ) w i t h h n ( M ( K ) , A ( K ) ) a n d n
n ( M

t o p * A
t o p ) r e s p e c t i v e l y b y 

t h e s e i s o m o r p h i s m s . We now d e f i n e t h e s e i s o m o r p h i s m s f o r a n a r b i t r a r y 

p a i r o f s p a c e s (M,A) o v e r R ( r e s p . IR) l e a v i n g t h e v e r i f i c a t i o n o f t h e 

v a r i o u s c o m m u t a t i v i t i e s t o t h e r e a d e r . 

i ) L e t (M,A) b e a p a i r o f s p a c e s o v e r R. I f tp : (X,B) -> (M,A) i s a 

W P - a p p r o x i m a t i o n o f (M,A) t h e n cp K i s a W P - a p p r o x i m a t i o n o f ( M ( K ) , A ( K ) ) . 

T h u s t h e d i r e c t s y s t e m ( h n ( X , B ) l ( X , B , [ c p ] ) 6 I ( M , A ) ) f r o m a b o v e c a n be 

r e g a r d e d a s a s u b s y s t e m o f ( h (Y,C) I ( Y , C , ) G I (M (K) ,A (K) ) i n a c a n o ­

n i c a l w a y . We d e f i n e (M, A) a s t h e n a t u r a l map f r o m t h e d i r e c t l i m i t 

o f t h e f i r s t s y s t e m t o t h e d i r e c t l i m i t o f t h e s e c o n d o n e . I t i s a n 

i s o m o r p h i s m . 

i i ) L e t (M, A) b e a p a i r o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r IR . L e t 

I ' ( M , A ) d e n o t e t h e s u b s e t o f I ( M , A ) c o n s i s t i n g o f a l l t r i p l e s 

( X , B , [ t p ] ) w i t h tp : (X,B) -» (M,A) a s e m i a l g e b r a i c C W - a p p r o x i m a t i o n . 

F u r t h e r l e t J ( M
t o p ' A

t o p ) d e n o t e t h e s e t o f t r i p l e s ( Y , C , [ ^ 1 ) w i t h 

\\) : (Y,C) -> ^ M t o p ' A t o p ^ a t o P 0 l ° 9 ^ - c a l C W - a p p r o x i r a a t i o n . W e h a v e a n e v i ­

d e n t map a n (M,A) : l i r n ^ ( h n (X,B) I ( X , B , [cp] ) G 1 1 (M, A) ) - » h n ( M , A ) . The 

s y s t e m ( h n ( X , B ) l ( X , B , [ c p ] ) ) G l 1 (M,A) c a n b e r e g a r d e d c a n o n i c a l l y a s a 

s u b s y s t e m o f ( h n (Y,C) I ( Y , C , ) € J < M
t o p ' A

t 0 p ) } * W e d e f i n e 3 n ( M , A ) a s 

t h e i n d u c e d map f r o m t h e d i r e c t l i m i t o f t h e f i r s t s y s t e m t o t h e d i r e c t 

l i m i t o f t h e s e c o n d s y s t e m , w h i c h i s h n ( M
t o p i A t Q p ^ * B o t n a n ( M , A ) a n d 

3 n ( M , A ) a r e i s o m o r p h i s m s . We d e f i n e 



X n ( M , A ) = 3 n ( M f A ) « a n ( M , A ) 1 . 

( E n d o f o u r e x p l a n a t i o n s c o n c e r n i n g T h . 5.4) 

We now a r e j u s t i f i e d t o i d e n t i f y h n ( M , A ) w i t h h n (M (K) , A (K) ) ( r e s p . 

h (M. ,A. ) ) b y t h e i s o m o r p h i s m K„(M,A) ( r e s p . A ( M , A ) ) . T h i s m e a n s n t o p t o p n n 
t h a t m o s t o f t e n we w r i t e 

h n ( M r A ) = h n ( M ( K ) , A ( K ) ) , r e s p . h n ( M , A ) = h
n

( M
t 0 p ' A t o p ) ' 

a n d , o f c o u r s e , a l s o 

3 n ( M , A ) = 3 n ( M ( K ) , A ( K ) ) , r e s p . 3 n<M,A) = 3 n ( M , A t Q p ) . 

E x a m p l e 5.5. L e t h + b e s i n g u l a r h o m o l o g y H + ( - , G ) w i t h c o e f f i c i e n t s i n 

some a b e l i a n g r o u p G. F o r (M,A) a p a i r o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

o v e r R t h e g r o u p s H^(M,A,G) d e f i n e d now c o i n c i d e , u p t o n a t u r a l i s o ­

m o r p h i s m s , w i t h t h e g r o u p s Hg(M,A,G) i n v e n t e n d b y D e l f s ( [ D ] , [ D ^ ] , 

[ D K 3 D a n d d e s c r i b e d i n I I I , § 7 . 

T h i s i s e v i d e n t f o r M a n d A p a r t i a l l y c o m p l e t e f r o m t h e s i m p l i c i a l 

d e s c r i p t i o n 3.4 o f t h e s e g r o u p s . I t i s t h e n a l s o c l e a r i n g e n e r a l 

s i n c e t h e r e e x i s t " e n o u g h " p a i r s ( K , L ) o f p a r t i a l l y c o m p l e t e s u b s p a c e s 

K c= M a n d L c A ( w i t h L e K, o f c o u r s e ) w h i c h a r e s t r o n g d e f o r m a t i o n 

r e t r a c t s o f M a n d A r e s p e c t i v e l y ( c f . f o r m u l a 3.6 i n [ D K ^ ] ) . 

I n t h e f o l l o w i n g we s h a l l n o t make u s e o f t h i s f a c t . On t h e c o n t r a r y , 

t h e c o n s i d e r a t i o n s o f t h e p r e s e n t c h a p t e r w i l l g i v e t h e r e s u l t s , s a y , 

i n I I I , §7 anew a n d i n a s o m e w h a t e a s i e r w a y t h a n D e l f s ' t h e o r y d o e s . 

B u t o n e s h o u l d k e e p i n m i n d t h a t D e l f s 1 t h e o r y h a s a d e e p e r c o n t e n t 

t h a n t h e p r e s e n t o n e b y i t s i n h e r e n t c o n n e c t i o n w i t h s h e a f c o h o m o l o g y 

w h i c h i s a b s e n t h e r e . F o r e x a m p l e , b y h i s t h e o r y i t i s c l e a r t h e t h e 

g r o u p s H g ( M , G ) o f a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M { d e f i n e d a s ( R h ^ ) v (M) 



f o r h * = H*(-,G) = s i n g u l a r c o h o m o l o g y w i t h c o e f f i c i e n t s i n G} c o i n ­

c i d e w i t h t h e c o h o m o l o g y g r o u p s H g ( M , G M ) o f t h e c o n s t a n t s h e a f G M or. 

M w i t h s t a l k s G. 

Open Q u e s t i o n B. I n w h i c h g e n e r a l i t y i s i t t r u e f o r a s p a c e M o v e r F. 

t h a t H g(M,G) = (M, G ^ ) ? How a b o u t a s h e a f t h e o r e t i c i n t e r p r e t a t i o n 

o f t h e r e l a t i v e c o h o m o l o g y g r o u p s H q ( M , A , G ) ? 

We r e t u r n t o a n a r b i t r a r y t o p o l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r y h * . 

P r o p o s i t i o n 5.6. T h e l o n g h o m o l o g y s e q u e n c e o f a n y t r i p l e (M,A,C) o f 

s p a c e s w i t h A z> C, d e f i n e d a s i n 4.6, i s e x a c t . 

T h i s i s a f o r m a l c o n s e q u e n c e o f t h e e x a c t n e s s o f t h e l o n g h o m o l o g y 

s e q u e n c e o f a p a i r o f s p a c e s , c f . [ E S , p. 2 5 f f . ] . 

P r o p o s i t i o n 5.7. L e t ( ( M ^ , A ^ ) I A G A ) b e a f a m i l y o f s p a c e s o v e r R. L e t 

M a n d A d e n o t e t h e d i r e c t sums o f t h e a n d t h e A^ r e s p e c t i v e l y . T he 

i n c l u s i o n maps i ^ : (M^,A^)<-^ (M,A) i n d u c e a n i s o m o r p h i s m 

( iA*> :
 A f A W V ^ h n < M ' A > 

f o r e v e r y n G Z. 

P r o o f . I t s u f f i c e s t o p r o v e t h i s i n t h e s p e c i a l c a s e t h a t a l l A^ a r e 

e m p t y . T h e n we o b t a i n t h e r e s u l t i n g e n e r a l b y u s e o f t h e l o n g h o m o l o g y 

s e q u e n c e s o f (M,A) a n d t h e (M^,A^) a n d t h e f i v e - l e m m a . F o r a n y X G A we 

c h o o s e a W P - a p p r o x i m a t i o n cp^ : X^ -> . L e t X := U ( X ^ I A G A ) . The map 

cp := LJcp̂  f r o m X t o M i s a W P - a p p r o x i m a t i o n o f M. We know t h a t t h e 

c l a i m h o l d s f o r t h e f a m i l y (X, |AGA). U s i n g t h e i s o m o r p h i s m s h [cp ] a n d 
A n A 

h [cp] we s e e t h a t t h e c l a i m h o l d s f o r (M | AG A) . q . e . d . 
n A 



§6 - E x c i s i o n a n d l i m i t s 

T h e c o n v e n t i o n s f r o m t h e p r e c e d i n g s e c t i o n r e m a i n i n f o r c e . I n p a r t i ­

c u l a r , h + i s a n a r b i t r a r y t o p o l o g i c a l h o m o l o g y t h e o r y w h i c h w i l l b e 

e v a l u a t e d o n p a i r s o f s p a c e s o v e r R ( c f . 5 . 3 ) . 

D e f i n i t i o n 1. A t r i p l e o f s p a c e s (M, A, B) i s c a l l e d a t r i a d i f M = A U B. 

We c a l l a t r i a d (M,A,B) e x c i s i v e ( f o r t h e h o m o l o g y t h e o r y h^) i f t h e 

i n c l u s i o n map i : (A,ARB) -* (M,B) i n d u c e s a n i s o m o r p h i s m 

i * : h n ( A , A H B ) - ^ h n ( M , B ) 

f o r e v e r y n € Z. 

P r o p o s i t i o n 6.1. I f (M,A,B) i s a n e x c i s i v e t r i a d a n d C i s a s u b s p a c e 

o f A fl B t h e n t h e M a y e r - V i e t o r i s o f t h e q u a d r u p l e (M,A,B,C) , d e f i n e d 

a s i n 4.7, i s e x a c t . 

T h i s i s a g a i n a f o r m a l c o n s e q u e n c e o f t h e e x a c t n e s s o f t h e l o n g homo­

l o g y s e q u e n c e s o f p a i r s , c f . [Sw, p. 1 0 5 f ] , [ E S , p. 3 7 f f ] . 

We come t o t h e c r u c i a l q u e s t i o n : W h i c h t r i a d s a r e e x c i s i v e ? T h e f o l l o w ­

i n g p r o p o s i t i o n w i t n e s s e s t h e " t a m e n e s s " o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s i n c o n t r a s t t o a r b i t r a r y t o p o l o g i c a l s p a c e s . 

P r o p o s i t i o n 6.2. E v e r y t r i a d (M,A,B) o f s p a c e s o v e r R w i t h A a n d B 

c l o s e d i n M i s e x c i s i v e . 

P r o o f . We k n o w f r o m §4 t h a t t r i a d s o f weak p o l y t o p e s a r e e x c i s i v e . 

I f t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a l t h e n , f o r e v e r y s p a c e X o v e r R, t h e p a r ­

t i a l l y c o m p l e t e c o r e p x : P ( X ) -> X e x i s t s a n d i s a W P - a p p r o x i m a t i o n 

o f X ( c f . V . 4 . 7 ) . Now ( P ( M ) , P ( A ) , P ( B ) ) i s a t r i a d o f w e a k p o l y t o p e s 

a n d P ( A ) f l P ( B ) = P ( A D B ) . We h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 



( P ( A ) , P ( A ) n p ( B ) ) P ( i ) ( P ( M ) , P ( B ) ) 

(A, AflB) i (M,B) 

a n d P ( i ) i s j u s t t h e i n c l u s i o n map b e t w e e n t h e p a i r s a b o v e . T h e v e r t i ­

c a l s a r e W P - a p p r o x i m a t i o n s . S i n c e ( P ( M ) , P ( A ) , P ( B ) ) i s e x c i s i v e we c o n ­

c l u d e t h a t (M,A,B) i s e x c i s i v e . j; 

Now c o n s i d e r t h e c a s e t h a t R i s n o t s e q u e n t i a l . T h e n we c h o o s e a r e a l | 

c l o s e d o v e r f i e l d K o f R w h i c h i s s e q u e n t i a l . (M (K) , A (K) ,B (K) ) i s a g a i n 

a t r i a d w i t h A(K) a n d B(K) c l o s e d i n M ( K ) . T h u s (M(K),A(K),B(K)) i s ]. 

e x c i s i v e . S i n c e A ( K ) D B ( K ) = ( A f l B ) (K) we c o n c l u d e b y t h e f i r s t m a i n j 

t h e o r e m f o r h o m o l o g y 5 . 4 . i t h a t (M,A,B) i s e x c i s i v e . q . e . d . j 

R e m a r k 6.3. I f (M,A,B) i s a n e x c i s i v e t r i a d t h e n a l s o (M,B,A) i s \ 

e x c i s i v e . •] 

T h i s c a n b e s e e n i n m u c h t h e same way a s i n t o p o l o g y b y a p p l y i n g P r o - 1 

p o s i t i o n 6.2 t o t h e t r i a d s ( M',A 1,B 1) a n d ( M 1 , B ' , A ' ) , w h e r e M 1 i s t h e I 

s u b s p a c e (AxO) U (Cxi) U ( B x 1 ) o f Mxi f w i t h C := A R B , a n d A',B' a r e t h e 

c l o s e d s u b s p a c e s (AxO) U (Cx [0,-1]) , (Cx [-1,1 ] ) U ( B * 1 ) o f M', c f . [Sw, p . 1 0 3 f 

T h e o r e m 6.4. L e t (M,A) b e a c l o s e d p a i r o f s p a c e s o v e r R a n d f : A -* N 

b e a map o v e r R w h i c h i s p a r t i a l l y p r o p e r n e a r M ^ A . T h e n t h e " p u s h o u t 

map" g : (M, A) -> (M U f N,N) ( c f . I V . 8 . 4 ) i n d u c e s a n i s o m o r p h i s m 

: h n ( M , A ) ^ h n ( M U f N , N ) 

f o r e v e r y n € Z. 

P r o o f . i ) We f i r s t c o n s i d e r t h e c a s e t h a t M a n d N a r e w e a k p o l y t o p e s . 

Now we h a v e a c o m m u t i n g d i a g r a m 



(M,A) 

(M/A, *) 

(M U f N,N) 

(M U fN/N,*) 

w i t h g a n i s o m o r p h i s m a n d c a n o n i c a l p r o j e c t i o n s p a n d q . We know f r o m 

§4 t h a t r i ^ E p ] a n d h n [ q ] a r e i s o m o r p h i s m s . O f c o u r s e a l s o In^£«g3 i s a n 

i s o m o r p h i s m . T h u s n
n t g l i s a n i s o m o r p h i s m . 

i i ) We now p r o v e t h e t h e o r e m i n t h e c a s e t h a t t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a l . 

T h e n we h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

(P(M) ,P(A) ) P(cr) 

(M, A) 

(P (M U.N) ,P (N)) 

(M U N,N) 

w i t h W P - a p p r o x i m a t i o n s p , q . M o r e o v e r P ( M U f N ) = P ( M ) u
P ( f ) p ( N ) ( I V . 9 . 1 4 ) 

a n d P ( g ) i s t h e p u s h o u t map b e t w e e n t h e p a i r s a b o v e . We k n o w f r o m s t e p 

( i ) t h a t h n [ P ( g ) ] i s b i j e c t i v e a n d c o n c l u d e t h a t h n [ g ] i s b i j e c t i v e . 

i i i ) I f f i n a l l y R i s n o t s e q u e n t i a l t h e n we c h o o s e a s e q u e n t i a l r e a l 

c l o s e d f i e l d K R. We k n o w f r o m s t e p ( i i ) t h a t h [ g ] i s b i j e c t i v e a n d 
n •* K 

c o n c l u d e b y t h e m a i n t h e o r e m 5 . 4 . i t h a t n
n t g ] i s b i j e c t i v e . q . e . d . 

I n t h e s p e c i a l c a s e t h a t N i s t h e o n e - p o i n t s p a c e t h e t h e o r e m r e a d s 

a s f o l l o w s . 

C o r o l l a r y 6.5. F o r e v e r y c l o s e d p a i r o f s p a c e s (M,A) w i t h A p a r t i a l l y 

c o m p l e t e n e a r M \ A a n d e v e r y n € £ we h a v e a n a t u r a l i s o m o r p h i s m 

h n ( M , A ) ^ R n ( M / A ) . 

We now s t a r t o u t t o p r o v e a v e r y g e n e r a l t h e o r e m a b o u t t h e h o m o l o g y 

o f d i r e c t l i m i t s o f s p a c e s . 



T h e o r e m 6.6. L e t (M,A) b e a p a i r o f s p a c e s a n d (X-^IAEA) a d i r e c t e d 

s y s t e m o f s u b s p a c e s o f M w h i c h i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M ( c f . 

D e f . 7 i n I V , § 3 ) . F o r e v e r y q £ Z t h e n a t u r a l map 

l i m h „ ( X , , A n x j h,(M,A) 
A T T q A A q 

i s a n i s o m o r p h i s m . 

P r o o f . a) I t s u f f i c e s t o p r o v e t h i s i n t h e c a s e t h a t A i s e m p t y . T h e n 

t h e c l a i m f o l l o w s i n g e n e r a l b y u s i n g l o n g h o m o l o g y s e q u e n c e s a n d t h e 

f i v e - l e m m a . T h u s h e n c e f o r t h we c o n s i d e r a s i n g l e s p a c e M i n s t e a d o f a 

p a i r ( M , A ) . 

b) We f i r s t p r o v e t h e c l a i m f o r a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n ( X n l n € i N ) o f 

M ( c f . V, § 2 , D e f . 3 ) . T h e n t h e t h e o r e m c a n b e v e r i f i e d b y u s e o f 

M i l n o r ' s t r i c k [ M i ] . We c o n s i d e r t h e t e l e s c o p e T cMxi^ o f t h e f a m i l y 

( X n l n € ! I N ) , c f . V, § 4 . T h e n a t u r a l p r o j e c t i o n p : T -> M i s a h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e ( V . 4 . 5 ) . I n T we h a v e t h e c l o s e d s u b s p a c e s 

A := U ( X n x [ n-1,n] I n e v e n ) 

B := U ( X n x [ n - 1 , n ] I n o d d ) 

w i t h A U B = T. B y P r o p o s i t i o n 6.2 t h e t r i p l e ( T,A,B) i s e x c i s i v e . A 

c l o s e i n s p e c t i o n o f t h e M a y e r - V i e t o r i s s e q u e n c e o f t h e q u a d r u p l e 

(T,A,B,ADB) g i v e s t h e c l a i m , c f . [ M i ] . 

c ) We now p r o v e t h e t h e o r e m i n t h e c a s e t h a t t h e d i r e c t e d s y s t e m 

( X ^ | X € A ) i s a n e x h a u s t i o n o f M. O m i t t i n g s u p e r f l u o u s i n d i c e s we may 

a s s u m e t h a t t h e e x h a u s t i o n i s f a i t h f u l ( P r o p . I V . 1 . 1 4 ) . We e n l a r g e , 

w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y , o u r d i r e c t e d f a m i l y t o a f a i t h f u l l a t t i c e 

e x h a u s t i o n ( P r o p . I V . 1 . 1 5 ) . The s p a c e M c a r r i e s a p a t c h d e c o m p o s i t i o n 

s u c h t h a t ( X ^ I A G A ) i s c o f i n a l i n t h e f a m i l y o f a l l f i n i t e c l o s e d s u b -

c o m p l e x e s w i t h r e s p e c t t o t h i s d e c o m p o s i t i o n , c f . V, §1. 



H e n c e f o r t h we a s s u m e t h a t M i s a p a t c h c o m p l e x a n d (X-^IXEA) i s t h e 

f a m i l y o f f i n i t e c l o s e d s u b c o m p l e x e s o f M. We l o o k a t t h e c h u n k s M 

a n d b e l t s M ( n ) o f M a n d a l s o a t t h e c h u n k s X, a n d b e l t s X> (n) o f 
A , n A 

t h e s u b c o m p l e x X^ . S i n c e i s c l o s e d i n M, we h a v e X^ n = M n n . 

M o r e o v e r X^ (n) i s j u s t t h e d i r e c t sum o f a l l c l o s e d p a t c h e s a o f M o f 

h e i g h t n w i t h a <= . I n p a r t i c u l a r , X^ (n) i s e m p t y f o r n l a r g e , 

k e e p i n g X f i x e d . We h a v e 3 X ^ ( n ) = X^ (n) f l 3 M ( n ) . 

B y T h e o r e m 6.4 t h e p u s h o u t map g : ( M ( n ) , 3 M ( n ) ) -> ( M
n' M

n_-|) y i e l d s 

i s o m o r p h i s m s 

: h (M(n) ,3M(n) ) ^ h q ( M n , M n _ 1 ) . 

F o r e v e r y X € A t h e map g r e s t r i c t s t o t h e p u s h o u t map g ^ f r o m 

(X, ( n ) , 3 X , ( n ) ) t o (X. ̂ ,X, w h i c h y i e l d s i s o m o r p h i s m s A A A , n A , n— J 

We o b t a i n a c o m m u t i n g s q u a r e w i t h b i j e c t i v e v e r t i c a l a r r o w s 

l i m h (X, (n) , 3X, (n)) • h„(M(n) ,3M(n)) 
— — > q A A q 

U B , \ ^ X m n ' X X m n - ^ — > h q ( M n ' M n - l ' ' 

( M ( n ) , 3 M ( n ) ) i s t h e d i r e c t sum o f t h e p a i r s ( o , 3 o ) w i t h a r u n n i n g 

t h r o u g h a l l p a t c h e s o f h e i g h t n a n d e v e r y ( X ^ ( n ) , 3 x ^ ( n ) ) i s t h e d i r e c t 

sum o f some o f t h e s e p a i r s ( a , 3 a ) . M o r e o v e r , e v e r y a i s c o n t a i n e d i n 

some s p a c e X ^ ( n ) . T h u s , b y t h e a d d i t i v i t y o f h g , t h e u p p e r h o r i z o n t a l 

a r r o w i s a n i s o m o r p h i s m . T h i s i m p l i e s t h a t a i s a n i s o m o r p h i s m . U s i n g 

l o n g h o m o l o g y s e q u e n c e s a n d t h e f i v e - l e m m a we s e e b y i n d u c t i o n o n n 

t h a t t h e n a t u r a l map 

l i m h q ( x x n M n ) - h q ( M n ) 



i s a n i s o m o r p h i s m f o r e v e r y n . T h e d i r e c t e d s y s t e m ( X ^ fl I ( X , n ) C A x IN) I 

o f s u b s p a c e s o f M g i v e s u s a n a t u r a l c o m m u t i n g s q u a r e o f h o m o m o r p h i s m s 

l i m , h ( X , f lM ) 
q X n 

l i m h (X.) 
IT q A 

l i r n ^ h ( M n ) 
n 

h Q ( M ) 

T h e u p p e r h o r i z o n t a l a r r o w i s b i j e c t i v e b y w h a t h a s j u s t b e e n p r o v e d . 

T h e v e r t i c a l a r r o w s a r e b i j e c t i v e b y s t e p b) o f t h e p r o o f . T h u s t h e 

l o w e r h o r i z o n t a l a r r o w i s b i j e c t i v e , a s c l a i m e d . 

d) We o b t a i n t h e t h e o r e m i n g e n e r a l b y s o m e w h a t r e p e a t i n g t h e l a s t 

a r g u m e n t . We c h o o s e a n e x h a u s t i o n ( M a l a € i ) o f M. F o r e v e r y X € A t h e 

f a m i l y ( X ^ f l M a l a G l ) i s a n e x h a u s t i o n o f X^. T h e d i r e c t e d s y s t e m 

( X ^ D M a I ( X , a ) 6 A x i ) o f s u b s p a c e s o f M g i v e s u s a n a t u r a l c o m m u t i n g 

s q u a r e 

l i m h ( X . n M j . 
(X,a) * 

l i m h (X,) 

l i r n ^ h (M ) 

hrM) 

T h e v e r t i c a l a r r o w s a r e b i j e c t i v e b y s t e p c ) o f t h e p r o o f . T h e u p p e r 

h o r i z o n t a l a r r o w i s t r i v i a l l y b i j e c t i v e s i n c e e v e r y M a i s c o n t a i n e d i n 

s ome X,. T h u s t h e l o w e r h o r i z o n t a l a r r o w i s b i j e c t i v e , a s c l a i m e d , q . e . d 

We now c a n p r o v e t h a t t h e e l e m e n t s i n o u r h o m o l o g y g r o u p s " l i v e " i n 

p o l y t o p e s i n t h e g i v e n s p a c e . F o r a n y p a i r o f s p a c e s (M,A) l e t 2T c(M,A) 

d e n o t e t h e s e t o f p a i r s ( K , L ) w i t h K a n d L c o m p l e t e s e m i a l g e b r a i c s u b ­

s e t s o f M a n d A r e s p e c t i v e l y a n d , o f c o u r s e , L c K. T h i s s e t 2T c(M,A) i s 

a d i r e c t e d s y s t e m o f p a i r s o f p o l y t o p e s u n d e r t h e p a r t i a l o r d e r i n g 

g i v e n b y i n c l u s i o n . 



T h e o r e m 6 . 7 . F o r e v e r y q € 2 t h e n a t u r a l map 

l i m , (h ( K , L ) I ( K , L ) € 2T C(M,A) ) - h q ( M , A ) 

i s a n i s o m o r p h i s m . 

P r o o f . i ) We c h o o s e a n e x h a u s t i o n (M l a € I ) o f M. We f i r s t p r o v e t h e 

s u r j e c t i v i t y o f t h e map. L e t £ € h (M,A) b e g i v e n . I f X a n d Y a r e s u b -

s p a c e s o f M a n d A w i t h X r> Y t h e n we c a l l a n e l e m e n t n o f h Q ( X , Y ) a 

p r e i m a g e o f £ i f n maps o n t o ? u n d e r i * : h ( X , Y ) -» h (M,A) w i t h i 

t h e i n c l u s i o n ( X , Y ) (M,A) . 

By t h e p r e c e d i n g T h e o r e m 6 . 6 t h e r e e x i s t s some a € I a n d some 

D G h q ( M a ,Af lM a ) w h i c h i s a p r e i m a g e o f £ • We c h o o s e a g o o d t r i a n g u l a t i o n 

o f ( M a , A f l M a ) , c f . I l l , § 2 . L e t K a n d L d e n o t e t h e c o r e s o f a n d A 0 M Q 

i n t h i s t r i a n g u l a t i o n . T h e n ( K , L ) £ if (M,A) . M o r e o v e r K a n d L a r e s t r o n g 

d e f o r m a t i o n r e t r a c t s o f M a n d A r e s p e c t i v e l y . U s i n g l o n g h o m o l o g y 

s e q u e n c e s a n d t h e f i v e - l e m m a we c o n c l u d e t h a t t h e i n c l u s i o n map f r o m 

( K , L ) t o ( M a , A n M a ) g i v e s a n i s o m o r p h i s m i n h o m o l o g y . T h u s n h a s a p r e ­

i m a g e i n h c j ( K , L ) a n d t h i s i s a l s o a p r e i m a g e o f 

i i ) We now p r o v e i n j e c t i v i t y . We a r e g i v e n e l e m e n t s C-j € h ^ (K^ ,L^) a n d 

^ 2 ^ h q ^ K 2 ' L 2 ^ f o r s o m e P a i r s ( K - j / L ^ ) a n d ( K 2 , L 2 ) i n ^ c ( M , A ) , s u c h t h a t 

Fp ̂  a n d £ 2
 n a v e t n e same i m a g e i n h^ (M,A) . We h a v e t o f i n d a p a i r 

( K , L ) € # c(M,A) w i t h K 1 U K 2 c K a n d U L 2 cz L s u c h t h a t C 1 a n d £ 2 h a v e 

t h e same i m a g e i n h ( K , L ) . 

B y T h e o r e m 6 . 6 t h e r e e x i s t s some a € 1 w i t h U K 2 c: M Q s u c h t h a t ^ 

a n d £ 2 h a v e t h e same i m a g e i n h q ( M a , A n M a ) . We c h o o s e a g o o d t r i a n g u l a ­

t i o n o f t h e s y s t e m o f s p a c e s ( M Q , A D M ^ , K 2 , L ^ / L 2 ) . L e t K a n d L d e n o t e 

t h e c o r e s o f M a a n d A f l M a . T h e n U K 2 c K a n d L^ U L 2 c L. The i n c l u ­

s i o n map f r o m ( K , L ) t o ( M a , A n M a ) g i v e s a n i s o m o r p h i s m i n h o m o l o g y . 

T h u s ^ a n d £ 2 h a v e t h e same i m a g e i n h q ( K , L ) . q . e . d . 



We r e t u r n t o e x c i s i o n p r o b l e m s . 

Lemma 6.8. L e t ( X ^ I X E A ) b e a d i r e c t e d s y s t e m o f s u b s p a c e s o f a s p a c e M 

w h i c h i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M. L e t (M,A,B) b e a t r i a d s u c h t h a t , 

f o r e v e r y A £ A , t h e t r i a d ( X ^ , A n X ^ , B n X ^ ) i s e x c i s i v e . T h e n (M,A,B) 

i s e x c i s i v e . 

T h i s i s a n e a s y c o n s e q u e n c e o f T h e o r e m 6.6. We a r e now n e x t d o o r t o a 

r a t h e r g e n e r a l e x c i s i o n r e s u l t . I n o r d e r t o s t a t e i t we n e e d t w o d e f i ­

n i t i o n s . 

D e f i n i t i o n 2. A s u b s e t X o f M i s c a l l e d b a s i c i f , f o r e v e r y L £ T ( M ) 

{ i . e . L c l o s e d a n d s e m i a l g e b r a i c i n M}, t h e s e t X n L i s l o c a l l y c l o s e d 

i n t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e L. T h i s m e a n s t h a t X fl L i s o p e n i n i t s 

c l o s u r e X D L o r , i n o t h e r t e r m s , X n L = U fl A w i t h U € r{L) a n d A € ? ( L ) . 

N.B. I t s u f f i c e s t o c h e c k t h i s p r o p e r t y w i t h L r u n n i n g t h r o u g h t h e 

s e t s o f a g i v e n e x h a u s t i o n o f M. B y t h e w a y , t h e n X fl L i s l o c a l l y 

c l o s e d i n L f o r e v e r y L € 2T(M) . 

I f t h e s p a c e M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c t h e n e v e r y b a s i c s u b s e t X o f 

M i s a n i n t e r s e c t i o n U fl A w i t h U £ T(M) a n d A £ T (M) , a n d we c a n c h o o s e 

A = X . We a l s o c a n w r i t e , i n t h i s c a s e , 

X = { x € M | f (x) > 0, g ( x ) > 0} 

w i t h t w o l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n s f a n d g o n M ( c f . 1 . 4 . 1 5 ) . 

T h e w o r d " b a s i c " a l l u d e s t o t h e p o s s i b i l i t y i n g e n e r a l t o g i v e s u c h a 

" b a s i c d e s c r i p t i o n " a t l e a s t f o r t h e s e t s X f l L i n L. 

D e f i n i t i o n 3. A t r i a d (M,X,Y) i s c a l l e d b a s i c i f X a n d Y a r e b a s i c i n 

M a n d , f o r e v e r y L £ } f ( M ) , t h e r e e x i s t c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s A 



a n d B o f L w i t h A c X D L , B e y f l L , a n d A U B = L. A g a i n i t s u f f i c e s t o 

c h e c k t h i s l a s t p r o p e r t y w i t h L r u n n i n g t h r o u g h t h e s e t s o f a g i v e n 

e x h a u s t i o n o f M. 

E x a m p l e s 6.9. i ) E v e r y t r i a d (M,A,B) w i t h A a n d B c l o s e d i n M ( " c l o s e d 

t r i a d " ) i s b a s i c . 

i i ) E v e r y t r i a d (M , U,V) w i t h U a n d V o p e n i n M ("open t r i a d " ) i s b a s i c . 

I n d e e d , i n t h i s c a s e t h e r e e v e n e x i s t s e t s A € T ( M ) , B € T ( M ) w i t h A <=U, 

B c=v a n d A U B = M b y t h e s h r i n k i n g lemma V . 3 . 4 . 

i i i ) M o r e g e n e r a l l y , l e t X a n d Y b e b a s i c s u b s e t s o f M s u c h t h a t M =X U Y , 

w i t h X a n d Y d e n o t i n g t h e i n t e r i o r s o f X a n d Y i n t h e s t r o n g t o p o l o g y 

o f M. T h e n (M,X,Y) i s a b a s i c t r i a d . I n d e e d , l e t L € ? ( M ) . T h e n t h e i n t e ­

r i o r s U a n d V o f L ft X a n d L fl Y i n L c o n t a i n L n x a n d L (1 Y r e s p e c t i v e l y . 

T h u s U U V = L. B y t h e s h r i n k i n g lemma ( i n i t s s e m i a l g e b r a i c v e r s i o n 

[DK^, 1 . 4 ] ) t h e r e e x i s t c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s A a n d B o f L w i t h 

A <=U, B c V a n d A U B = L. 

T h e o r e m 6.10. E v e r y b a s i c t r i a d (M,X,Y) i s e x c i s i v e . 

P r o o f . A p p l y i n g t h e p r e c e d i n g Lemma 6.8 t o a n e x h a u s t i o n o f M we s e e 

t h a t i t s u f f i c e s t o c o n s i d e r t h e c a s e t h a t M i s s e m i a l g e b r a i c . Now 

t h e r e e x i s t c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s A a n d B o f M w i t h A c x , B e y , 

a n d A u B = M. We c h o o s e a g o o d t r i a n g u l a t i o n o f t h e s y s t e m ( M , X , Y , x n Y , A , B ) 

a n d t h e n a s s u m e w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y t h a t t h i s s y s t e m i s a t a m e 

s y s t e m o f ( f i n i t e ) s i m p l i c i a l c o m p l e x e s ( c f . I l l , § 2 ) . We now may r e ­

p l a c e o u r s y s t e m (M,X, Y,XDY,A,B) b y i t s c o r e ( c o M, X f l c o M, Y f l c o M, ...) 

s i n c e t h i s c o r e i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f t h e g i v e n s y s t e m 

( P r o p . I I I . 2 . 1 ) . T h u s we a s s u m e h e n c e f o r t h , w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y , 

t h a t t h e f i n i t e s i m p l i c i a l c o m p l e x M i s c l o s e d . T h e n t h e s u b c o m p l e x e s 

A a n d B a r e a l s o c l o s e d . 



L e t C a n d D d e n o t e t h e c o r e s o f X a n d Y. T h e n C (ID i s t h e c o r e o f X f l Y . 

We know f r o m III,§1 t h a t C,D,CDD a r e s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t s o f 

X , Y , x n y r e s p e c t i v e l y . M o r e o v e r , A c C , B c D , h e n c e C U D = M. We l o o k a t 

t h e c o m m u t i n g s q u a r e 

w i t h a l l a r r o w s i n d u c e d b y i n c l u s i o n s . T h e u p p e r h o r i z o n t a l map i s a n 

i s o m o r p h i s m b y P r o p . 6.2. U s i n g l o n g e x a c t s e q u e n c e s a n d t h e f i v e - l e m m a 

we s e e t h a t t h e v e r t i c a l maps a r e i s o m o r p h i s m s . T h u s t h e l o w e r h o r i z o n ­

t a l map i s a n i s o m o r p h i s m , w h i c h means t h a t , i n d e e d , (M,X,Y) i s 

e x c i s i v e . 

{N.B. T he w h o l e a r g u m e n t w o r k s m o r e g e n e r a l l y i f M i s l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c .} q . e . d . 

L e t now h * b e a t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r y . We d e f i n e e x c i s i v e n e s s 

o f t r i a d s w i t h r e s p e c t t o h * a s i n D e f i n i t i o n 1. T h e a n a l o g u e s o f o u r 

r e s u l t s 6.2 - 6.5 r e m a i n t r u e b u t t h e t h e o r y o f l i m i t s i s m o r e d i f f i ­

c u l t s i n c e t h e h i g h e r d e r i v a t i v e s lim^ o f t h e i n v e r s e l i m i t f u n c t o r 

may come i n t o p l a y . W i t h o u t a n y e x t r a e f f o r t we c a n s t a t e t h e f o l l o w i n g 

t h e o r e m , w h i c h i s e v i d e n t b y M i l n o r ' s t e l e s c o p e t r i c k [ M i ] . 

T h e o r e m 6.11. L e t (M,A) b e a p a i r o f s p a c e s o v e r R a n d (X n|n£IN) a n 

a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f M. F o r e v e r y q € Z t h e r e e x i s t s a n a t u r a l 

e x a c t s e q u e n c e o f a b e l i a n g r o u p s 

h ( C C f l D ) 

ha(M,Y) 

0 -» l i m h q ~ 1 (X n,AnX n) hq(M,A) -> JJJTI h q(X n,AnX n) 0 

I f M i s a s p a c e o f c o u n t a b l e t y p e ( I V , §4) t h e n M h a s a n e x h a u s t i o n 

( M n l n € 3 N ) . I n t h i s c a s e we o b t a i n t h e f o l l o w i n g e x c i s i o n r e s u l t b y t h e 



a b o v e m e t h o d s . 

T h e o r e m 6 . 1 2 . I f M i s o f c o u n t a b l e t y p e t h e n e v e r y b a s i c t r i a d (M,X,Y) 

i s e x c i s i v e f o r h * . 

T h i s a l s o h o l d s f o r M l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s i n c e t h e n e v e r y c o n n e c t e d 

c o m p o n e n t o f M i s o f c o u n t a b l e t y p e . One c a n g i v e a d i r e c t p r o o f i n 

t h i s s p e c i a l c a s e w i t h o u t u s i n g a l i m i t a r g u m e n t ( c f . P r o o f o f T h e o r e m 

6.10) . 



§7 - R e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m s , p s e u d o - m a p p i n g s p a c e s 

Some n o t a t i o n s . We s t u d y c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r s F f r o m H P * ( R ) t o t h e 

c a t e g o r y S e t * o f p o i n t e d s e t s . I f f : M -* N i s a map b e t w e e n p o i n t e d 

w e a k p o l y t o p e s t h e n , a s b e f o r e , we s h a l l o f t e n d e n o t e t h e i n d u c e d map 

F ( [ f ] ) b y f * . I f A i s a p o i n t e d c l o s e d s u b s p a c e o f a p o i n t e d w e a k 

p o l y t o p e M a n d x i s a n e l e m e n t o f F ( M ) t h e n we s h a l l o f t e n d e n o t e t h e 

e l e m e n t i * ( x ) , w i t h i : A «-+ M t h e i n c l u s i o n , b y x I A . We c a l l x I A t h e 

r e s t r i c t i o n o f x t o A. 

A n i s o m o r p h i s m i n H P * ( R ) , i . e . a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e , w i l l b e d e n o t e d 

b y o u r u s u a l s i g n " " f o r i s o m o r p h i s m s . I f t h e r e e x i s t s a h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e M ^ N , w h i c h we d o n o t c a r e t o make e x p l i c i t , t h e n we w r i t e 

M - N. 

I f F i s t h e f u n c t o r [-,L] o n H ? * ( R ) f o r some p o i n t e d s p a c e L o v e r R 

t h e n i t f o l l o w s f r o m R e m a r k 1 . 2 . i a n d a n e a s y h o m o t o p y e x t e n s i o n a r g u ­

m e n t ( c f . [Sw, p . 1 5 3 ] ) t h a t F f u l f i l l s t h e f o l l o w i n g t w o a x i o m s . 

(W) Wedge a x i o m . I f (M^IAGA) i s a n y f a m i l y i n ? * ( R ) t h e n t h e n a t u r a l 

map 

F ( V ( M A I A G A ) ) -> T T ( F ( M X ) I A€A) , 

x ~ ( ( x l M x ) I A G A ) , 

i s b i j e c t i v e . 

(MV) M a y e r - V i e t o r i s a x i o m . I f X i s a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e a n d A ^ , A 2 

a r e p o i n t e d c l o s e d s u b s p a c e s o f X w i t h X = A^ U A 2 a n d i f e l e m e n t s 

x^ € F (A-j ) , x 2 € F ( A 2 ) a r e g i v e n w i t h X ^ I A - J fl A 2 = x 2 l A ^ fl A 2 , t h e n 

t h e r e e x i s t s some y € F ( X ) w i t h y l A ^ = x-j a n d y l A 2 = x 2 . 

We a r e a b o u t t o s t a t e a s t r o n g c o n v e r s e o f t h i s f a c t , a r e f i n e d 

v e r s i o n o f B r o w n ' s r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m [ B n ] . 



D e f i n i t i o n 1. L e t F : H ? * ( R ) S e t * b e a c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r . L e t L 

b e a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e a n d l e t tp d e n o t e t h e map f r o m t h e o n e p o i n t 

s p a c e * t o L. L e t u be a n e l e m e n t o f F ( L ) s u c h t h a t tp* (u) i s t h e 

d i s t i n g u i s h e d e l e m e n t o f F ( * ) . T h e n u y i e l d s a n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n 

T u : [-,L] - F 

s e n d i n g a n e l e m e n t [ f ] € [ X , L ] t o f * ( u ) € F ( X ) . I n t h i s w a y , a s f o l l o w s 

f r o m Y o n e d a ' s lemma [ M t , p. 9 7 ] , t h e n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s f r o m [-,L] 

t o F c o r r e s p o n d u n i q u e l y t o t h e s e e l e m e n t s o f F ( L ) . T h e f u n c t o r F i s 

c a l l e d r e p r e s e n t a b l e , i f t h e r e e x i s t s a s p a c e L a n d a n e l e m e n t u € F ( L ) 

s u c h t h a t T u i s a n i s o m o r p h i s m (= n a t u r a l e q u i v a l e n c e ) o f f u n c t o r s . 

I n t h i s c a s e L i s c a l l e d a c l a s s i f y i n g s p a c e a n d u i s c a l l e d a u n i v e r ­

s a l e l e m e n t f o r F. 

T h e o r e m 7 . 1 . E v e r y c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r F : H ? * ( R ) -» S e t * w h i c h f u l ­

f i l l s t h e a x i o m s (W) a n d (MV) i s r e p r e s e n t a b l e . M o r e p r e c i s e l y t h e 

f o l l o w i n g h o l d s . G i v e n a w e a k p o l y t o p e C a n d a n e l e m e n t v G F ( C ) t h e r e 

e x i s t s a r e l a t i v e C W - c o m p l e x ( L , C ) a n d a n e l e m e n t u € F ( L ) w i t h u|C = v 

s u c h t h a t L i s a c l a s s i f y i n g s p a c e a n d u i s a u n i v e r s a l e l e m e n t f o r F. 

I f C i s a l r e a d y a p o i n t e d C W - c o m p l e x L c a n b e c h o s e n a s a p o i n t e d CW-

c o m p l e x c o n t a i n i n g C a s a s u b c o m p l e x . 

We r e f e r t h e r e a d e r t o [Sw, p. 15 5 f f ] w h e r e a d e t a i l e d p r o o f o f t h e 

a n a l o g o u s t o p o l o g i c a l t h e o r e m i s g i v e n . T h i s - v e r y b e a u t i f u l - p r o o f 

c a n b e a d a p t e d w o r d b y w o r d t o t h e s e m i a l g e b r a i c s e t t i n g . 

R e m a r k 7 . 2 . T h e p r o o f o f T h e o r e m 7.1 g i v e s u s f o r f r e e t h e f o l l o w i n g 

r e f i n e m e n t s o f t h a t t h e o r e m . 

i ) A s s u m e t h a t , f o r some n £ 3 N Q , t h e map T y ( X ) : [ X , C ] -* F (X) i s b i ­

j e c t i v e f o r X = S q w i t h 0 < q < n a n d s u r j e c t i v e f o r X = S n . T h e n t h e 

r e l a t i v e C W - c o m p l e x ( L , C ) c a n b e c h o s e n w i t h o u t c e l l s o f d i m e n s i o n <n. 



i i ) I f T V ( X ) i s b i j e c t i v e f o r e v e r y s p h e r e X = S q t h e n C i s a l r e a d y 

a c l a s s i f y i n g s p a c e o f F w i t h u n i v e r s a l e l e m e n t v . 

R e m a r k 7.3. I f F i s a c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r f r o m H P * ( R ) t o t h e c a t e g o r y 

o f g r o u p s t h e n i t f o l l o w s f r o m T h e o r e m 7.1 i n a p u r e l y f o r m a l way t h a t 

t h e r e e x i s t s a ( b a s e p o i n t p r e s e r v i n g ) map y : L x L -> L , u n i q u e u p t o 

h o m o t o p y , s u c h t h a t ( L , [ p ] ) i s a g r o u p i n H P * ( R ) a n d T u ( X ) i s a n i s o ­

m o r p h i s m o f g r o u p s f o r e v e r y X 6 ? * ( R ) . I f t h e v a l u e s o f F a r e a b e l i a n 

g r o u p s t h e n ( L , [ u ] ) i s a n a b e l i a n g r o u p i n H P * ( R ) . 

T h e o r e m 7.1 a p p l i e s t o t h e f u n c t o r s k n o f a r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r y 

o v e r R. I n d e e d t h e a x i o m (W) t h e r e h o l d s b y d e f i n i t i o n a n d (MV) h o l d s 

b y P r o p . 2 . 3 . We w i l l e x p l o i t t h i s a p p l i c a t i o n i n § 8 . 

H e r e we p r e s e n t some o t h e r a p p l i c a t i o n s o f t h e r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m 

7 . 1 . F i r s t we c o n s i d e r a g a i n t h e f u n c t o r F = [ - , N ] o n H P * ( R ) w i t h N 

a n y p o i n t e d s p a c e o v e r R. B y T h e o r e m 7.1 t h e r e e x i s t s a p o i n t e d CW-

c o m p l e x L o v e r R t o g e t h e r w i t h a map u : L -» N w h i c h r e p r e s e n t s F. 

T a k i n g i n t o a c c o u n t t h a t N h a s a W P - a p p r o x i m a t i o n ( V . 4 . 1 ) t h i s m e a n s 

t h a t u i s a C W - a p p r o x i m a t i o n o f N , a s d e f i n e d i n V, § 7 . T h u s we h a v e 

p r o v e d anew t h e e x i s t e n c e o f C W - a p p r o x i m a t i o n s f o r p o i n t e d s p a c e s . 

M o r e g e n e r a l l y we o b t a i n a C W - a p p r o x i m a t i o n o f a p a i r ( N , B ) o f p o i n t e d 

s p a c e s b y f i r s t c h o o s i n g a C W - a p p r o x i m a t i o n C -» B a n d t h e n a p p l y i n g 

T h e o r e m 7.1 a n d a h o m o t o p y e x t e n s i o n a r g u m e n t t o t h e f u n c t o r F = [ - , N ] 

a n d t h e h o m o t o p y c l a s s [ v ] C F ( C ) o f t h e map v : C -> B N . S t a r t i n g 

f r o m t h i s o n e o b t a i n s a s e c o n d p r o o f o f T h e o r e m V . 7 . 1 4 o n C W - a p p r o x i ­

m a t i o n s o f a r b i t r a r y d e c r e a s i n g s y s t e m s o f s p a c e s . 

L e t now N b e a p o i n t e d s p a c e a n d M a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e o v e r R. T h e 

f u n c t o r X ^ [ X A M , N ] o n H P * ( R ) c l e a r l y f u l f i l l s t h e w edge a n d t h e M a y e r -

V i e t o r i s - a x i o m . B y T h e o r e m 7.1 t h e r e e x i s t s a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e , 



w h i c h we d e n o t e b y Map(M,N), a n d a map 

e M N : Map (M, N) A M -> N 

s u c h t h a t , f o r e v e r y X £ P * ( R ) , t h e map 

[X,Map(M,N)] [ X A M , N ] , 

[ f ] ~ [ e M f N - ( f A i d M ) ] 

i s b i j e c t i v e . We c a l l Map(M,N) a p s e u d o - m a p p i n g s p a c e a n d N a n 

e v a l u a t i o n map. C o m p o s i n g ^ w i t h t h e s w i t c h i n g i s o m o r p h i s m f r o m 

M A Map(M,N) t o Map(M,N) A M we o b t a i n a map 

N : M A Map (M, N) -> N 

s u c h t h a t , f o r e v e r y X C ? * ( R ) , t h e map 

[X,Map(M,N)] -> [ M A X , N ] , 

[ F ] " [ £ M . N - ( I D M A F ) ] 

i s b i j e c t i v e . 

T h e p s e u d o - m a p p i n g s p a c e i s d e t e r m i n e d b y M a n d N o n l y u p t o h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e . T o o b t a i n s t r a i g h t n o t a t i o n s l e t u s a g r e e t h a t we c h o o s e , 

o n c e a n d f o r a l l , f o r e v e r y p a i r M,N a s a b o v e a p s e u d o - m a p p i n g s p a c e 

a n d a n e v a l u a t i o n map a n d d e n o t e t h e s e b y Map(M,N) a n d ^. T h e n we 

o b t a i n a b i f u n c t o r 

M a p ( - , - ) : HP* (R) xHWSA* (R) -> HP* (R) 

w h i c h i s c o n t r a v a r i a n t i n t h e f i r s t a n d c o v a r i a n t i n t h e s e c o n d a r g u ­

m e n t . W i t h o u t s p e l l i n g o u t a l l t h e d e t a i l s , we r e m a r k t h a t t h e r e e x i s t 

n a t u r a l h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s 

( 7 . 4 ) Map(M,N 1xN 2) ^ M a p ( M , N 1 ) xMap(M,N 2) 

( 7 . 5 ) Map(M 1AM 2,N) ^ Map (M 1 ,Map ( M 2 , N ) ) 



f o r M,M.| ,M 2 € P * ( R ) , , N 2 , N € WSA* (R) . T h e s e a r e c o n s e q u e n c e s o f t h e 

n a t u r a l b i j e c t i o n s 

[ X A M , N 1 X N 2 ] = [ X A M , ^ ] X [ X A M , N 2 ] , 

[ X A ( M 1 A M 2 ) , N ] = [ ( X A M ^ A M 2 , N ] . 

T h e s t r i n g o f e q u a t i o n s 

n Q ( M a p ( M , N ) ) = [S°,Map(M,N)] = [ M A S ° , N ] = [M,N] 

t e l l s u s t h a t t h e c o n n e c t e d c o m p o n e n t s o f Map(M,N) c a n b e i n t e r p r e t e d 

a s t h e h o m o t o p y c l a s s e s o f maps f r o m M t o N. O f c o u r s e , i t w o u l d b e 

much b e t t e r t o h a v e a s p a c e w h o s e p o i n t s c o r r e s p o n d u n i q u e l y w i t h t h e 

maps f r o m M t o N i n a n a t u r a l w a y , a s o n e h a s i n t o p o l o g y . B u t , a s we 

w i l l s e e , a l r e a d y a p s e u d o - m a p p i n g s p a c e i n s t e a d o f a t r u e m a p p i n g 

s p a c e c a n b e u s e f u l . 

We t u r n t o a s p e c i a l t y p e o f p s e u d o - m a p p i n g s p a c e s , t h e p s e u d o - l o o p 

s p a c e s . 

D e f i n i t i o n s 2. i ) F o r a n y p o i n t e d s p a c e N we d e n o t e t h e p s e u d o - m a p p i n g 

s p a c e M a p ( S 1 , N ) b y ftN a n d c a l l i t a p s e u d o - l o o p s p a c e o f N. We d e n o t e 

t h e s w i t c h e d e v a l u a t i o n map e ^ i ^ b y n_N« T h u s n N i s a map f r o m SftN t o 

N w h i c h i n d u c e s , f o r e v e r y X € 9 * (R) , a b i j e c t i o n [ f ] >-* [ n ^ ' ( S f ) ] f r o m 

[ X , « N ] t o [ S X , N ] . 
1 

i i ) S i n c e S i s a c o g r o u p i n H P * ( R ) ( c f . §1) we h a v e , b y R e m a r k 7 . 3 , 

a m u l t i p l i c a t i o n y : ftNxQN -> , u n i q u e u p t o h o m o t o p y , s u c h t h a t 

( f t N , [ y ] ) i s a g r o u p i n H P * ( R ) a n d t h e a b o v e b i j e c t i o n s [ X , f i N ] ^ [ S X , N ] 

a r e g r o u p i s o m o r p h i s m s . O n c e a n d f o r a l l we c h o o s e , f o r e v e r y 

N € W S A * ( R ) , s u c h a m u l t i p l i c a t i o n u a n d d e n o t e i t b y y . B o t h maps 

r ) N a n d y N a r e r e g a r d e d a s i n g r e d i e n t s o f t h e p s e u d o - l o o p s p a c e fiN. 

i i i ) F o r e v e r y map f : N -* N 1 b e t w e e n p o i n t e d s p a c e s we c h o o s e , o n c e 

a n d f o r a l l , a map g : -> ftN1 s u c h t h a t , f o r e v e r y X e P * ( R ) , t h e 



d i a g r a m 

[ S X , N ] » [ S X , N ' ] 

[ X , f l N ] [X,fiN»] 

c o m m u t e s . T h e v e r t i c a l a r r o w s h e r e m ean, o f c o u r s e , t h e c a n o n i c a l b i ­

j e c t i o n s . We d e n o t e t h i s map g b y flf. S i n c e t h e maps f * a r e g r o u p homo-

m o r p h i s m s we h a v e a d i a g r a m 

N 

QfxSlf 

V 
w h i c h c o m m u t e s u p t o h o m o t o p y . A l l t h i s m e a n s t h a t we h a v e o b t a i n e d a 

f u n c t o r N QN, [ f ] •+ [ f t f ] f r o m HWSA* (R) t o t h e c a t e g o r y o f g r o u p 

o b j e c t s i n H P * ( R ) . 

i v ) T h e p s e u d o - l o o p f u n c t o r ft : HWSA*(R) -* H * ( R ) i s r i g h t a d j o i n t 

(= a d j o i n t i n [ M t ] ) t o t h e c o m p o s i t e j * S o f t h e s u s p e n s i o n f u n c t o r 

S : H P * ( R ) -» H P * ( R ) w i t h t h e i n c l u s i o n j : HP* (R) HWSA* (R) . T h e maps 

n N : SW -* N a r e t h e a s s o c i a t e d l e f t a d j u n c t i o n maps [ M t , p . 1 1 8 ] . We 

a l s o h a v e , f o r e v e r y M €P * (R) , a r i g h t a d j u n c t i o n map C M : M -» ftSM, 

c h o o s e n o n c e a n d f o r a l l i n t h e h o m o t o p y c l a s s i n [M,ftSM] w h i c h i s 

ma p p e d t o f i d
S M ^ u n d e r t h e n a t u r a l b i j e c t i o n [M,ftSM] - ^ [ S M j S M ] . T h u s , 

b y d e f i n i t i o n , 

i d SM n S M * ( S 5 M ) 

w h i c h c h a r a c t e r i z e s c M u p t o h o m o t o p y . 

v ) F o r a n y r 6 1 we d e n o t e t h e r - f o l d i t e r a t i o n o f t h e p s e u d o - l o o p 

f u n c t o r b y £ r . B y ( 7 . 5 ) we h a v e , f o r e v e r y N € W S A * ( R ) , a h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e 



QrN ^ M a p ( S r , N ) . 

F r o m t h e d e f i n i t i o n s i t i s o b v i o u s t h a t , f o r e v e r y q > 0 a n d r >O, 

We i l l u s t r a t e t h e u s e f u l n e s s o f t h e p s e u d o - l o o p f u n c t o r b y a n 

e x a m p l e . 

T h e o r e m 7.7 ( G e n e r a l s u s p e n s i o n t h e o r e m ) . L e t M a n d N b e p o i n t e d weak 

p o l y t o p e s . A s s u m e t h a t N i s n - c o n n e c t e d f o r some n G 3N . T h e s u s p e n ­

s i o n h o m o m o r p h i s m (§1, D e f . 2) 

SM,N : [ M ' N ] [ S M ' S N ] 

i s b i j e c t i v e i f d i m M < 2 n a n d s u r j e c t i v e i f d i m M = 2n+1. 

P r o o f . F r e u d e n t h a l 1 s s u s p e n s i o n t h e o r e m 1.5 means t h a t t h e a d j u n c t i o n 

map C N : N ftSN i s a ( 2 n + 1 ) - e q u i v a l e n c e ( c f . V, § 6 , D e f . 5 a n d D e f . 7 ) . 

Th e c l a i m now f o l l o w s f r o m T h e o r e m V . 6 . 1 3 . q . e . d . 

We d i g r e s s f o r s h o r t f r o m o u r g e n e r a l t h e m e i n o r d e r t o i n d i c a t e how 

" f r e e " p s e u d o - m a p p i n g s p a c e s c a n b e o b t a i n e d f o r s p a c e s w i t h o u t b a s e 

p o i n t s . 

T h e o r e m 7.8. L e t M b e a w e a k p o l y t o p e a n d L a s p a c e o v e r R. T h e c o n t r a ­

v a r i a n t f u n c t o r X *-» [XxM,L] f r o m HJ>(R) t o t h e c a t e g o r y o f s e t s i s r e ­

p r e s e n t a b l e . T h u s t h e r e e x i s t s a wea k p o l y t o p e M a p ( M , L ) a n d a map 

e M L : Map (M, L ) xM -> L 

s u c h t h a t , f o r e v e r y XGP(R), t h e map 

[X,Map(M,L) ] -* [XxM,L] 

( 7 . 6 ) n q ( ^ r N ) = n g + r ( N ) . 

[ f ] ~ [e M,L 



i s b i j e c t i v e . 

P r o o f . We u s e t h e n o t a t i o n s 4 . 1 . We c h o o s e some y £ L a n d d e n o t e t h e 

p o i n t e d s p a c e ( L , y ) b y N. T h e n N ° = L. L e t T := M a p ( M + , N ) ° . T h e n f o r 

a n y X G P ( R ) , i n s l i g h t l y s l o p p y n o t a t i o n , 

[XxM,L] = [(XxM) +,N] = [ X + A M + , N ] = [ X + , M a p ( M + , N ) ] = [X,T] 

( c f . 4 . 2 , 4.3) q . e . d . 

C o r o l l a r y 7.9. I f M C P ( R ) a n d N G WSA* (R) t h e n 

M a p(M,N°) - M a p ( M + , N ) ° . 

We r e t u r n t o p o i n t e d s p a c e s a n d s t a t e a n o t h e r r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m . 

I t i s a n a n a l o g u e o f a f a m o u s r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m d u e t o B r o w n a n d 

Ad a m s , c f . [ A d ^ ] , [Sw, T h . 9 . 2 1 ] . I t c a n b e p r o v e d h e r e w o r d b y w o r d 

i n t h e same w a y a s t h e r e . I n p a r t i c u l a r , n o t r a n s f e r p r i n c i p l e i s n e e d ­

e d f o r t h e p r o o f . 

T h e o r e m 7 . 1 0 . L e t F be a c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r f r o m t h e h o m o t o p y c a t e ­

g o r y H S A * ( R ) o f p o i n t e d p o l y t o p e s o v e r R t o t h e c a t e g o r y o f g r o u p s . 

A s s u m e t h a t F f u l f i l l s t h e M a y e r - V i e t o r i s a x i o m (MV) a n d t h e w e d g e 

a x i o m (w) f o r f i n i t e f a m i l i e s ( M ^ l X G A ) { c f . t h e b e g i n n i n g o f t h e 

s e c t i o n . O f c o u r s e now a l l t h e s p a c e s i n v o l v e d h a v e t o b e p o l y t o p e s . } . 

T h e n t h e r e e x i s t s a g r o u p o b j e c t L i n H P * ( R ) s u c h t h a t t h e f u n c t o r 

[-,L] o n H S A * ( R ) i s n a t u r a l l y e q u i v a l e n t (= i s o m o r p h i c ) t o F. 

A g a i n we c a l l L a c l a s s i f y i n g s p a c e o f t h e f u n c t o r F. T h e o r e m 7.10 w i l l 

n o t b e n e e d e d i n t h e s e q u e l , b u t i t g i v e s u s a h o l d t h a t we a r e o n t h e 

r i g h t t r a c k . I t i n d i c a t e s t h a t w e a k p o l y t o p e s ( w i t h a h o m o t o p y g r o u p 

l a w ) a r e n a t u r a l a n d v e r y u s e f u l o b j e c t s e v e n i f o n e i s o n l y i n t e r e s t e d 

i n c o m p l e t e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . 



§8 - ^ - S p e c t r a 

We now h a v e t h e p r e r e q u i s i t e s f o r d r a w i n g t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n r e d u c e d 

c o h o m o l o g y t h e o r i e s a n d s p e c t r a . We w i l l n o t d e l v e d e e p l y i n t o t h e 

t h e o r y o f s p e c t r a b u t w i l l b e c o n t e n t w i t h t h e v i e w p o i n t t h a t s u i t a b l e 

s p e c t r a s e r v e t o r e p r e s e n t c o h o m o l o g y t h e o r i e s o n t h e l e v e l o f w e a k 

p o l y t o p e s . T h i s w i l l a l l o w u s t o w o r k w i t h a n a i v e n o t i o n o f maps -

h e r e c a l l e d " h o m o t o p y m a p s " - b e t w e e n s p e c t r a , w h i c h i n t h e t o p o l o g i c a l 

s e t t i n g a l r e a d y a p p e a r s i n G. W h i t e h e a d ' s f u n d a m e n t a l p a p e r [W 21 ( t h e r e 

c a l l e d " m a p s " ) . 

D e f i n i t i o n s 1. a) A ( s e m i a l g e b r a i c ) s p e c t r u m E o v e r R i s a f a m i l y o f 

p o i n t e d w eak p o l y t o p e s (E n|n£Z) t o g e t h e r w i t h a f a m i l y (e I n e z ) o f 

( b a s e p o i n t p r e s e r v i n g , a s a l w a y s ) maps e 

b) A s p e c t r u m E o v e r R i s c a l l e d a n ^ - s p e c t r u m i f t h e maps n n : E n - • f i E ^ ^ ^ 
E 

w h i c h a r e a d j o i n t t o t h e a b o v e , a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s ( c f . §7 

f o r t h e d e f i n i t i o n o f t h e p s e u d o - l o o p f u n c t o r Q). I n t h i s c a s e e v e r y 

E n i s a n a b e l i a n g r o u p o b j e c t i n H P * ( R ) v i a t h e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 
^ ( n n + 1 ) o n n f r o m E n t o ^ E n + 2 ( c f * § 7 ) ' 
c ) A h o m o t o p y map f : E -* F f r o m a s p e c t r u m E t o a s p e c t r u m F i s a 

f a m i l y ( f l n € Z ) o f maps f : E -> F b e t w e e n s p a c e s s u c h t h a t t h e J n c n n n 
d i a g r a m s 

"•n+1 

commute u p t o h o m o t o p y . { F o r a m o r e u s e f u l n o t i o n o f maps b e t w e e n 

s p e c t r a s e e [ A d ] o r [Sw, C h a p . 8 ] . } 

d) A h o m o t o p y e q u i v a l e n c e b e t w e e n s p e c t r a E , F i s a h o m o t o p y map 

f : E -> F s u c h t h a t e v e r y map f R : E n -» F n i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 



e) A n a l o g o u s l y we d e f i n e t o p o l o g i c a l s p e c t r a , u s i n g t h e c a t e g o r y KO* 

i n s t e a d o f (R) , a n d t o p o l o g i c a l fi-spectra, u s i n g t h e g e n u i n e 

( t o p o l o g i c a l ) l o o p f u n c t o r ft, f u r t h e r h o m o t o p y maps a n d h o m o t o p y e q u i ­

v a l e n c e s b e t w e e n t o p o l o g i c a l s p e c t r a . 

E E N.B. T h e m a ps e a n d n h e r e h a v e n o t h i n g t o d o w i t h t h e e's a n d n ' s n n 
i n § 7 . 

D e f i n i t i o n 2. L e t f , g : E i t E ' b e t w o h o m o t o p y maps b e t w e e n s e m i a l g e b r a i c 

o r t o p o l o g i c a l s p e c t r a . A h o m o t o p y F f r o m f t o g i s a f a m i l y ( F n l n e Z ) 

o f ( b a s e p o i n t p r e s e r v i n g ) h o m o t o p i e s F n : E n x i -* E ^ w i t h F n ( - , 0 ) = f n 

a n d F
n ( ~ 1 ) = 9fn« E o r e v e r y t G I t h i s f a m i l y F g i v e s a map F ( - , t ) : E -*• E * 

a n d we h a v e F ( - , 0 ) = f , F ( - , 1 ) = g. T h i s n o t i o n o f h o m o t o p y f i t s w e l l 

w i t h t h e d e f i n i t i o n o f h o m o t o p y e q u i v a l e n c e a b o v e . 

G i v e n a s p e c t r u m E o v e r R we d e f i n e a n a b e l i a n g r o u p H n ( X , E ) f o r e v e r y 

p o i n t e d w e a k p o l y t o p e X a n d n G Z a s f o l l o w s . 

( 8 . 1 ) H n ( X , E ) := l i m , [ S k X , E n + k ] . 

H e r e t h e l i m i t i s t a k e n w i t h r e s p e c t t o t h e t r a n s i t i o n maps 

[ S * X , E n + k ] J L . [ S - V s E n + k ] [ S k ^ X , E n + k + 1 ] . 

We k n o w f r o m §1 t h a t t h e s e l i m i t s a r e i n d e e d a b e l i a n g r o u p s i n a n a t u r a l 

way. F o r e v e r y X G J>* (R) we h a v e 

H n + 1 ( S X , E ) = l i m , [ S k + 1 X , E n + 1 + k ] = l i m , [ S k X , E N | ] J = H n ( X , E ) 
k k 

R e m a r k 8.2. T h e f a m i l y o f c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r s ( H n ( - , E ) I n G Z ) f r o m 

H ? * ( R ) t o Ab t o g e t h e r w i t h t h e i d e n t i t y maps H n + 1 ( - , E ) ° S -* H n ( - , E ) i s 

a "weak" r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r y H * ( - , E ) o v e r R, i . e . i t f u l f i l l s 

D e f i n i t i o n 1 i n §2 w i t h t h e e x c e p t i o n o f t h e w e d g e a x i o m ( w h i c h i s 

o n l y g r a n t e d f o r f i n i t e f a m i l i e s ) . 



T h i s i s o b v i o u s ( r e c a l l 1 . 2 . i a n d 1 . 7 ) . I n t h e f o l l o w i n g we b r i e f l y 

w r i t e E N ( X ) i n s t e a d o f fiN(X,E) a n d E* i n s t e a d o f H * ( - , E ) . 

D e f i n i t i o n 3. We h a v e a n o b v i o u s n o t i o n o f n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n s 

b e t w e e n w e a k r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R, c f . § 2 , D e f . 2. E v e r y 

h o m o t o p y map f : E -» F b e t w e e n s p e c t r a o v e r R i n d u c e s a n a t u r a l t r a n s ­

f o r m a t i o n f r o m E* t o F* i n t h e e v i d e n t way. We d e n o t e t h i s n a t u r a l 

t r a n s f o r m a t i o n b y U^. 

P r o p o s i t i o n 8.3. I f E i s a n ft-spectrum t h e n , f o r e v e r y X € P * ( R ) a n d 

n 6 Z, t h e e v i d e n t map 

[ X , E r ] -» E N ( X ) 

i s a n i s o m o r p h i s m o f a b e l i a n g r o u p s . E* i s a r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r y . 

P r o o f . We h a v e c o m m u t a t i v e d i a g r a m s 

w h i c h t e l l u s t h a t t h e t r a n s i t i o n maps f o r t h e i n d u c t i v e l i m i t ( 8 . 1 ) 

a r e i s o m o r p h i s m s . (The u n a d o r n e d a r r o w i s t h e a d j u n c t i o n i s o m o r p h i s m 

made e x p l i c i t i n § 7 ) . T h u s t h e f u n c t o r E n i s i s o m o r p h i c t o t ~ ^ E
n ] ' a n & 

t h i s i m p l i e s t h a t E n o b e y s t h e f u l l w e d g e a x i o m ( c f . 1 . 2 . i ) . q . e . d . 

R e m a r k 8.4. M o r e o v e r i t i s c l e a r t h a t t h e h o m o t o p y c l a s s e s [ f ] o f homo­

t o p y maps f : E -> F b e t w e e n ft-spectra c o r r e s p o n d u n i q u e l y t o t h e n a t u r a l 

t r a n s f o r m a t i o n s T : E* -> F* v i a T = U^, a n d T i s a n a t u r a l e q u i v a l e n c e 

i f f f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 



T h e o r e m 8.5. F o r e v e r y r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r y k* o v e r R t h e r e e x i s t s 

a n ft-spectrum E o v e r R t o g e t h e r w i t h a n a t u r a l e q u i v a l e n c e T : E* ^ k * . 

P r o o f . We know f r o m t h e w e d g e a x i o m (§2, D e f . 1) a n d P r o p o s i t i o n 2.3 

t h a t , f o r e v e r y n € Z , t h e f u n c t o r k n : H P * ( R ) -> A b f u l f i l l s t h e a x i o m s 

(W) a n d (MV) r e q u i r e d i n t h e r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m 7 . 1 . T h u s t h e r e 

e x i s t s a p o i n t e d w e a k p o l y t o p e E n o v e r R t o g e t h e r w i t h a n a t u r a l e q u i ­

v a l e n c e T n : [ ~ ' E
n l - ^ k 1 1 . F o r e v e r y X G P * ( R ) we h a v e a b i j e c t i o n 

a ( X ) : [ X , E n ] ^ [ X , f l E n + 1 l 

s u c h t h a t t h e d i a g r a m 

(SX) 

c o m m u t e s . T h e a ( X ) t o g e t h e r f o r m a n a t u r a l e q u i v a l e n c e a f r o m [-,E ] 

t o [ - , f t E B y t h e Y o n e d a lemma t h e r e e x i s t s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 

n n : E n -> ^ E
n + - | ' u n i q u e u p t o h o m o t o p y , s u c h t h a t a = (n n)*» T h e 

f a m i l i e s ( E n l n e z ) a n d ( n n l n € Z ) t o g e t h e r d e f i n e a n ft-spectrum, a n d t h e 

f a m i l y ( T n | n € Z ) i s a n a t u r a l e q u i v a l e n c e f r o m E* t o k*. q . e . d . 

R e m a r k s 8.6. I f F i s a s e c o n d ft-spectrum a n d V : F* ^ k * i s a g a i n a 

n a t u r a l e q u i v a l e n c e t h e n i t i s e v i d e n t f r o m 8.4 t h a t t h e r e e x i s t s a 

h o m o t o p y map f : E -* F, u n i q u e u p t o h o m o t o p y , s u c h t h a t V « U ^ = T, a n d 

f i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . I n s h o r t , t h e fi-spectrum E i n t h e t h e o r e m 

i s d e t e r m i n e d b y k* u n i q u e l y u p t o h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

We now c o n s i d e r s p e c t r a o v e r d i f f e r e n t r e a l c l o s e d f i e l d s a n d a l s o 

t o p o l o g i c a l s p e c t r a . 



P r o p o s i t i o n 8.7. E v e r y s p e c t r u m o v e r R i s h o m o t o p y e q u i v a l e n t t o a 

s p e c t r u m E o v e r R w i t h a l l s p a c e s E n b e i n g p o i n t e d C W - c o m p l e x e s a n d 

a l l maps e b e i n g c e l l u l a r . 

T h i s f o l l o w s f r o m V . 7 . 1 4 a n d V . 7 . 4 . 

D e f i n i t i o n s 4. a) L e t K b e a r e a l c l o s e d f i e l d e x t e n s i o n o f R, a n d l e t 

E b e a s p e c t r u m o v e r R. R e p l a c i n g e v e r y s p a c e E n b y E n ( K ) a n d e v e r y 
E E 

map e b y (e ) T, we o b t a i n a s p e c t r u m E ( K ) o v e r K w h i c h we c a l l t h e n n K 

s p e c t r u m o b t a i n e d f r o m E b y b a s e f i e l d e x t e n s i o n f r o m R t o K. E v e r y 

h o m o t o p y map f : E -* F b e t w e e n s p e c t r a o v e r R y i e l d s a h o m o t o p y map 

f R : E ( K ) -> F ( K ) i n t h e o b v i o u s w a y. 

b) L e t E b e a s p e c t r u m o v e r IR w i t h a l l s p a c e s E R p o i n t e d C W - c o m p l e x e s . 

( T h i s i s n o e s s e n t i a l r e s t r i c t i o n o f g e n e r a l i t y b y t h e p r o p o s i t i o n 

a b o v e ) . R e p l a c i n g t h e E ^ b y t h e i r u n d e r l y i n g t o p o l o g i c a l s p a c e s ( E
n ) t Q p 

we o b t a i n a t o p o l o g i c a l s p e c t r u m ^ t o ^ r c a l l e d t h e t o p o l o g i c a l s p e c t r u m 

u n d e r l y i n g E. E v e r y h o m o t o p y map f : E -* F b e t w e e n s p e c t r a o v e r IR c a n 

b e r e a d a s a h o m o t o p y map b e t w e e n t o p o l o g i c a l s p e c t r a f t 0 p • E j - 0 p ~ * F t o p " 

T h e o r e m 8.8 ( F i r s t m a i n t h e o r e m f o r s p e c t r a ) . L e t K b e a r e a l c l o s e d 

o v e r f i e l d o f R. 

i ) I f E a n d F a r e s p e c t r a o v e r R t h e n t h e h o m o t o p y c l a s s e s o f h o m o t o p y 

m aps f : E -> F c o r r e s p o n d u n i q u e l y t o t h e h o m o t o p y c l a s s e s o f h o m o t o p y 

m a p s g : E ( K ) -> F ( K ) b y t h e r e l a t i o n [ g ] = [ f K 3 - A h o m o t o p y map 

f : E -* F i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e i f f f ^ i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

i i ) I f F i s a s p e c t r u m o v e r K t h e n t h e r e e x i s t s a s p e c t r u m E o v e r R 

t o g e t h e r w i t h a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e cp : E ( K ) -* F. 

i i i ) A s p e c t r u m E o v e r R i s a n ft-spectrum i f f E ( K ) i s a n ft-spectrum. 

A l l t h i s f o l l o w s f r o m t h e f i r s t m a i n t h e o r e m V . 5 . 2 . i a n d T h e o r e m V . 7 . 1 5 . i , 

A n a l o g o u s l y , u s i n g t h e t h e o r e m s V . 5 . 2 . i i a n d V . 7 . 1 6 . i , we o b t a i n 



T h e o r e m 8.9 ( S e c o n d m a i n t h e o r e m f o r s p e c t r a ) . i ) I f E a n d F a r e s e m i ­

a l g e b r a i c s p e c t r a o v e r IR t h e n t h e ( s e m i a l g e b r a i c ) h o m o t o p y c l a s s e s o f 

h o m o t o p y maps f : E -* F c o r r e s p o n d u n i q u e l y w i t h t h e ( t o p o l o g i c a l ) 

h o m o t o p y c l a s s e s o f h o m o t o p y maps g : ^ ^ Q ^ "* F t o p ^ t ^ i e r e i a t i ° n 

[ f t 0 p ] = [ g ] . A h o m o t o p y map f : E -> F i s a ( s e m i a l g e b r a i c ) h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e i f f f t Q p i s a ( t o p o l o g i c a l ) h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

i i ) G i v e n a t o p o l o g i c a l s p e c t r u m F t h e r e e x i s t s a s e m i a l g e b r a i c s p e c t r u m 

E o v e r 3R , w i t h e v e r y s p a c e E n a s e m i a l g e b r a i c C W - c o m p l e x , a n d a ( t o p o ­

l o g i c a l ) h o m o t o p y e q u i v a l e n c e q> : -> F. 

i i i ) A s e m i a l g e b r a i c s p e c t r u m E o v e r IR i s a n ft-spectrum i f f E ^ ^ i s 

a t o p o l o g i c a l ft-spectrum. 

F o r k* a r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r y o v e r R a n d K a r e a l c l o s e d f i e l d 

e x t e n s i o n o f R we h a v e c o n s t r u c t e d i n §2 a r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r y 

k* o v e r K. S i m i l a r l y f o r 1* a r e d u c e d s e m i a l g e b r a i c c o h o m o l o g y t h e o r y 

o v e r 3R we h a v e c o n s t r u c t e d a r e d u c e d t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r y 

l * Q p . A s a n i m m e d i a t e c o n s e q u e n c e o f t h e d e f i n i t i o n s ( c f . §2) o n e o b ­

t a i n s 

P r o p o s i t i o n 8 . 1 0 . i ) F o r e v e r y ft-spectrum E o v e r R t h e r e e x i s t s a n 

e v i d e n t a n d c a n o n i c a l i s o m o r p h i s m 

E ( K ) * ( E * ) K 

o f r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r K. 

i i ) I f E i s a s e m i a l g e b r a i c ft-spectrum o v e r 3R w i t h e v e r y E n a s e m i ­

a l g e b r a i c C W - c o m p l e s t h e n t h e r e e x i s t s a n e v i d e n t a n d c a n o n i c a l i s o m o r ­

p h i s m 

(E. ) * ̂  ( E * ) t o p t o p 

o f t o p o l o g i c a l r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r i e s . 



B y t h e r e s u l t s 8 . 5 - 8 . 1 0 t h e c o n t e n t s o f t h e s e c o n d h a l f o f § 2 o n 

t h e r e l a t i o n s b e t w e e n s e m i a l g e b r a i c c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r d i f f e r e n t 

r e a l c l o s e d b a s e f i e l d s a n d t o p o l o g i c a l c o h o m o l o g y t h e o r i e s b e c o m e s 

r a t h e r o b v i o u s . N o t i c e t h a t t h e s e r e s u l t s h a v e b e e n o b t a i n e d o u t o f 

C h a p t e r V a n d t h e r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m 7 . 1 w i t h o u t s e r i o u s l a b o u r . 

T h u s we h a v e g a i n e d a r a t h e r c o m f o r t a b l e new a c c e s s t o § 2 . 

A p a r t i c u l a r l y p l e a s a n t f e a t u r e o f t h e r e l a t i o n b e t w e e n c o h o m o l o g y 

t h e o r i e s a n d ft-spectra i s t h a t , i f K i s a r e a l c l o s e d f i e l d e x t e n s i o n 

o f R , t h e n t h e r e s t r i c t i o n p r o c e s s f o r r e d u c e d c o h o m o l o g y t h e o r i e s 

l * * v — > 1 * i s m o r e n a t u r a l t h a n t h e e x t e n s i o n p r o c e s s 1 * «vw—* 1*, w h i l e 

f o r s p e c t r a t h e p r o c e s s E n*—> E ( K ) i s t h e n a t u r a l o n e . A n a n a l o g o u s 

r e m a r k p e r t a i n s t o " s a " a n d " t o p " . 

We w i l l b e r a t h e r b r i e f a b o u t t h e c o n n e c t i o n b e t w e e n s p e c t r a a n d homo­

l o g y t h e o r i e s . L e t E b e a s p e c t r u m o v e r R ( n o t n e c e s s a r i l y a n ft-spec-

t r u m ) . F o r a n y w e a k p o l y t o p e X a n d a n y n € 2 we h a v e a d i r e c t s y s t e m 

o f a b e l i a n g r o u p s ( T T
N + K ( E ^ A X ) |k > 0 ) w i t h o b v i o u s t r a n s i t i o n maps 

W V X ) n n + k + 1 ( S E k A X ) E ' " n + k + 1 ( E k + 1 A X ) • 
( E k A l d x ' * 

We d e f i n e 

H n(X,E) := l i m ^ n + k ( E k A X ) . 

I n t h i s way we o b t a i n c o v a r i a n t f u n c t o r s H n ( - , E ) o n H P * ( R ) w i t h v a l u e s 

i n a b e l i a n g r o u p s . We d e f i n e s u s p e n s i o n i s o m o r p h i s m s i n t h e ( p e r h a p s 

u p t o a s i g n ) o b v i o u s way: a
n ( x ) i s i n d u c e d b y t h e f a m i l y o f homomor-

p h i s m s 

n n + k ( E k A X ) n n + k + 1 ( S E k A X ) n n + 1 + k ( E k A S X ) • 

1 1 
w i t h cp t h e s w i t c h i n g i s o m o r p h i s m f r o m S A E. A X t o E, A S A X . 



T h e o r e m 8 . 1 1 . i ) T h e f a m i l i e s ( H n ( - , E ) I n € Z ) a n d ( o n l n € Z ) t o g e t h e r 

f o r m a r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r y H ^ ^ E ) o v e r R. 

i i ) G i v e n a r e d u c e d h o m o l o g y t h e o r y k + o v e r R t h e r e e x i s t s a s p e c t r u m 

E o v e r R t o g e t h e r w i t h a n a t u r a l e q u i v a l e n c e H + ( - , E ) - ^ k ^ . 

P r o o f . T h e t h e o r e m i s w e l l k n o w n t o b e t r u e i n t h e t o p o l o g i c a l s e t t i n g 

[ W 2 ] , [Sw, C h a p . 8 a n d C h a p . 1 4 ] . B y o u r m a i n t h e o r e m s o n h o m o t o p y 

s e t s ( o r g r o u p s ) , h o m o l o g y t h e o r i e s a n d s p e c t r a we k now w i t h o u t f u r t h e r 

l a b o u r t h a t t h e t h e o r e m h o l d s i n t h e s e m i a l g e b r a i c s e t t i n g . 

O f c o u r s e , i t w o u l d b e m o r e s a t i s f a c t o r y t o p r o v e t h e t h e o r e m d i r e c t l y 

i n t h e s e m i a l g e b r a i c s e t t i n g . T h i s i s r a t h e r e a s y f o r t h e f i r s t s t a t e ­

m e n t ( c f . [W 2, p. 2 4 9 f . ] ; i n c o n t r a s t t o c o h o m o l o g y t h e w e d g e a x i o m 

d o e s n o t c a u s e a n y t r o u b l e s ) . I n o r d e r t o p r o v e t h e s e c o n d s t a t e m e n t 

d i r e c t l y i t s e e m s a d v i s a b l e t o u s e t h e m o d e r n s o p h i s t i c a t e d l a n g u a g e 

o f C W - s p e c t r a a n d maps b e t w e e n t h e m a s d e s i g n e d b y B o a r d m a n a n d Adams 

( c f . [ A d , P a r t I I I ] a n d some c h a p t e r s i n [ S w ] ) , w h i c h a n y w a y i s i n d i s ­

p e n s a b l e f o r u n d e r s t a n d i n g t h e d e e p e r a s p e c t s o f s t a b l e h o m o t o p y 

t h e o r y . I t i s p e r f e c t l y p o s s i b l e t o t r a n s f e r t h i s l a n g u a g e a n d 

t h e o r y t o t h e s e m i a l g e b r a i c s e t t i n g , a n d t h e r e a d e r i s i n v i t e d 

t o d o s o . He w i l l h a v e t h e c h o i c e t o w o r k o n l y w i t h C W - c o m p l e x e s 

o r a l s o w i t h w e a k p o l y t o p e s , t h e l a t t e r p e r h a p s b e i n g m o r e 

n a t u r a l . 



C h a p t e r V I I - S i m p l i c i a l s p a c e s 

A s a l r e a d y s a i d i n t h e i n t r o d u c t i o n t h i s c h a p t e r i s w r i t t e n w i t h a n 

e y e t o a p p l i c a t i o n s i n t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s i n t h e t h i r d v o l u m e 

[ S F C ] . F r o m t h e v i e w p o i n t o f t h e p r e c e d i n g c h a p t e r s i t w o u l d b e 

s u f f i c i e n t t o d e a l w i t h s i m p l i c i a l s e t s i n s t e a d o f s i m p l i c i a l s p a c e s , 

i . e . we c o u l d a s s u m e t h a t t h e o c c u r i n g s i m p l i c i a l s p a c e s a r e d i s c r e t e 

( c f . 1 . 2 . i x a n d 2.5 b e l o w ) . T h i s w o u l d t r i v i a l i z e t h e m a j o r p a r t 

o f § 1 - § 5 . 

§ 1 . T h e b a s i c d e f i n i t i o n s 

We h a v e t o r e c a l l some o f t h e s t a n d a r d t e r m i n o l o g y o n s i m p l i c i a l o b ­

j e c t s , c f . [ L a ] , [ M a y ] , [ C u ] . 

F o r e v e r y n o n n e g a t i v e i n t e g e r n € 3Sfo we d e n o t e b y [ n ] t h e s e t 

{ 0 , 1 , 2 , .. . ,n} e q u i p p e d w i t h i t s n a t u r a l t o t a l o r d e r i n g . L e t O r d d e n o t e 

t h e c a t e g o r y w h o s e o b j e c t s a r e t h e s e t s [ n ] a n d w h o s e m o r p h i s m s a r e 

t h e m o n o t o n i c maps b e t w e e n t h e s e t o t a l l y o r d e r e d s e t s , { a : [ n ] -> [m] 

i s c a l l e d m o n o t o n i c i f i £ J i m p l i e s a ( i ) < a ( j ) . } 

N.B. T h e r e e x i s t s a u n i q u e n a t u r a l e q u i v a l e n c e f r o m t h e c a t e g o r y O r d 

o f a l l f i n i t e n o n e m p t y t o t a l l y o r d e r e d s e t s t o t h e s m a l l c a t e g o r y O r d . 

I n a l l o u r s t u d y b e l o w we c o u l d r e p l a c e O r d b y O r d , b u t m o r e o f t e n t h a n 

n o t i t s e e m s t o be m o r e c o m f o r t a b l e , t o w o r k w i t h O r d t h a n w i t h O r d . 

D e f i n i t i o n 1. L e t C b e a n y c a t e g o r y . 

a) A s i m p l i c i a l o b j e c t i n C i s a c o n t r a v a r i a n t f u n c t o r f r o m O r d t o C, 

i . e . a f u n c t o r X : Ord° -> C. The v a l u e X ( [ n ] ) w i l l u s u a l l y b e d e n o t e d 

b y X . I f a : [ n ] -» [m] i s a m o n o t o n i c map t h e n t h e m o r p h i s m 



X ( a ) : -+ w i l l u s u a l l y b e d e n o t e d b r i e f l y b y a * . N o t i c e t h a t , 

i f 3 : [m] -> [ p ] i s a s e c o n d m o n o t o n i c map, ( 3 a ) * = a * 3 * . We c a l l t h e s e 

m o r p h i s m s a * t h e t r a n s i t i o n m o r p h i s m s o f X. 

b) L e t X a n d Y b e s i m p l i c i a l o b j e c t s i n C. A s i m p l i c i a l m o r p h i s m 

f : X -> Y i n C i s a n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n f r o m t h e f u n c t o r X t o t h e 

f u n c t o r Y. 

c ) T h e c a t e g o r y o f s i m p l i c i a l o b j e c t s a n d s i m p l i c i a l m o r p h i s m s i n C i s 

d e n o t e d b y s C . 

d) I f X i s a s i m p l i c i a l o b j e c t i n C t h e n we d e f i n e t h e f a c e m o r p h i s m s 

d i = dT : X n X n - 1 < O l i < n ) 

a n d t h e d e g e n e r a c y m o r p h i s m s 

s i = s ? : X n - X n + 1 « > < i < n > 

b y 

d i = ( 6 1 ) * , s ± = ( a 1 ) * , 

w i t h 6 1 : [ n - 1 ] -> [ n ] t h e m o n o t o n i c i n j e c t i o n w h i c h o m i t s t h e v a l u e i 

a n d a 1 : [ n + 1 ] -» [ n ] t h e m o n o t o n i c s u r j e c t i o n w h i c h t a k e s t h e v a l u e i 

t w i c e . 

N o t i c e t h a t e v e r y m o n o t o n i c map a : [ q ] -* [ n ] h a s a u n i q u e d e c o m p o s i ­

t i o n 
^ 1 ^ s J 1 J t a = 6 . . . 6 a . . . a 

w i t h n > i ^ > ... > i g > 0 a n d 0 < j ^ < . . . < J t
< c 3 a n d , o f c o u r s e , 

q+s = n + t [ L a , p . 2 f . ] . I n p a r t i c u l a r a h a s a u n i q u e f a c t o r i z a t i o n 

a = T 3 w i t h 3 a m o n o t o n i c s u r j e c t i o n a n d y a m o n o t o n i c i n j e c t i o n . 

T h i s i m p l i e s 

a * = s• ... s . d. ... d. = 3 * y * . 
1 s 1 1 



I t i s now e v i d e n t t h a t we may t h i n k o f a s i m p l i c i a l o b j e c t X i n C as a 

s e q u e n c e ( X n l n £ ] N Q ) o f o b j e c t s i n C t o g e t h e r w i t h m o r p h i s m s 

d i : X n n-1 ' s i : X n "* X n + 1 f ^ 1 < n) w h i c h f u l f i l l t h e a p p r o p r i a t e 

i d e n t i t i e s . T h e s e a r e [ L a , p . 5 ] : 

a) = d j _ 1 d i , i < j . 

b) s i s j = s . + 1 s . , i < j . 

c ) d . S j = s ^ d . , i < j . ( 1 . 1 ) 

d) d i s i = d . + 1 s . = i d . 

e ) d i S j = s j d i - - ] ' i > j + 1 • 

F u r t h e r we may t h i n k o f a s i m p l i c i a l m o r p h i s m f : X -» Y a s a s e q u e n c e 

( f | n € l N ) o f m o r p h i s m s f : X -» Y„ i n C w h i c h commute w i t h t h e f a c e n o n n n 
a n d t h e d e g e n e r a c y m o r p h i s m s , 

s i f n = W d i f n = f n d i ( 0 < i < n ) . 

D e f i n i t i o n 2. A s i m p l i c i a l s p a c e o v e r R i s a s i m p l i c i a l o b j e c t X i n 

t h e c a t e g o r y WSA(R) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R. A s i m p l i c i a l 

map f : X -* Y b e t w e e n s i m p l i c i a l s p a c e s o v e r R i s a s i m p l i c i a l m o r p l i i s m 

i n W S A ( R ) . I f n o c o n f u s i o n i s p o s s i b l e a b o u t t h e b a s e f i e l d R u n d e r 

c o n s i d e r a t i o n we c a l l t h e s e X a n d f m o r e b r i e f l y " s i m p l i c i a l s p a c e s ' 

a n d " s i m p l i c i a l m a p s " . 

T h i s t e r m i n o l o g y p r o l o n g a t e s o u r u s e o f t h e w o r d s " s p a c e " a n d "map" 

i n p r e v i o u s c h a p t e r s . 

L e t u s a l s o a g r e e u p o n t h e f o l l o w i n g : I f P i s o n e o f t h e p r o p e r t i e s 

w h i c h we h a v e p r e v i o u s l y d e f i n e d f o r s p a c e s ( s a y " s e m i a l g e b r a i c " , 

" c o m p l e t e " , " p a r t i a l l y c o m p l e t e " , " d i s c r e t e " ...) t h e n we s a y t h a t 

a s i m p l i c i a l s p a c e X h a s p r o p e r t y P i f f e v e r y X n h a s p r o p e r t y P. I f 

Q i s a p r o p e r t y w h i c h we h a v e d e f i n e d f o r maps b e t w e e n s p a c e s t h e n 



we s a y t h a t a s i m p l i c i a l map f : X -> Y b e t w e e n s i m p l i c i a l s p a c e s h a s 

p r o p e r t y Q i f f e v e r y map f
n
 : x

n
 Y

n
 h a s p r o p e r t y Q. 

We s h a l l u s e a l l t h e v o c a b u l a r y w h i c h n a t u r a l l y e m a n a t e s f r o m t h i s 

a g r e e m e n t w i t h o u t m u c h f u r t h e r e x p l a n a t i o n . F o r e x a m p l e , a s i m p l i c i a l 

w e a k p o l y t o p e X m e a n s , o f c o u r s e , a s i m p l i c i a l s p a c e X o v e r R s u c h 

t h a t e v e r y X n i s a w e a k p o l y t o p e . 

E x a m p l e s 1.2. i ) L e t X b e a s i m p l i c i a l a l g e b r a i c v a r i e t y o v e r R, i . e . 

a s i m p l i c i a l o b j e c t i n t h e c a t e g o r y C o f a l g e b r a i c s c h e m e s o v e r R. 

S u c h o b j e c t s p l a y a n i m p o r t a n t r o l e f o r e x a m p l e i n t h e H o d g e t h e o r y o f 

s i n g u l a r a l g e b r a i c v a r i e t i e s [ D e ] a n d i n e t a l e h o m o t o p y t h e o r y ([AM], 

[ F r d ] ) . T h e c o m p o s i t e o f X : Ord ° -> C a n d t h e f u n c t o r Z Z ( R ) f r o m C 

t o WSA(R) i s a s e m i a l g e b r a i c s i m p l i c i a l s p a c e o v e r R w h i c h we d e n o t e b y 

X ( R ) . I n m o r e c o n c r e t e t e r m s , X ( R ) i s t h e s e q u e n c e ( X R ( R ) I n € 3 N Q ) 

t o g e t h e r w i t h t h e b o u n d a r y maps ( d j _ ) R : x
n ( R ) -> x

n - i ( R ) a n d t h e d e g e -

n e r a c y maps ( s i ) R : x
n ( R ) ~* x

n + 1 (R) • 

i i ) S i m i l a r l y a s i m p l i c i a l a l g e b r a i c v a r i e t y X o v e r C := R(\/-1) g i v e s 

u s a s e m i a l g e b r a i c s i m p l i c i a l s p a c e X ( C ) o v e r R. 

i i i ) E v e r y s p a c e M o v e r R g i v e s u s a c o n s t a n t s i m p l i c i a l s p a c e o v e r R, 

n a m e l y t h e c o n s t a n t f u n c t o r f r o m O r d ° t o W S A ( R ) , w h i c h maps a l l o b ­

j e c t s [ n ] t o M a n d a l l m o n o t o n i c maps a t o i d e n t i t y . We d e n o t e t h i s 

s i m p l i c i a l s p a c e b y M . 

i v ) L e t f : M -> S b e a map b e t w e e n s p a c e s o v e r R. S t a r t i n g f r o m f we 

o b t a i n a s i m p l i c i a l s p a c e X o v e r R a s f o l l o w s . X R i s t h e f i b r e p r o d u c t 

( M / S ) n + 1 = Mx x g M o f n+1 c o p i e s o f M o v e r S. I f a : [ n ] -* [m] i s 

m o n o t o n i c t h e n a * : X -> X i s t h e map (x . . . . ,x ) ( x , w . . . ,x , ,) . 
m n o m a ( o ; a ( n ; 

We h a v e a n o b v i o u s s i m p l i c i a l map f r o m X t o S, w h i c h s e n d s ( X
0'"' , / Xm^ 

t o f ( x G ) = ... = f ( x m ) . 

v ) L e t G b e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c m o n o i d , i . e . a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e w i t h a m o n o i d s t r u c t u r e ( a s s o c i a t i v e , w i t h u n i t e l e m e n t e ) s u c h 



t h a t t h e m u l t i p l i c a t i o n map G x G -> G, ( x , y ) -> x y , i s w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c . T h e n we c a n d e f i n e a s i m p l i c i a l s p a c e WG a s f o l l o w s : ( ^ G ) N i - s 

t h e n - f o l d p r o d u c t G N = G x ... x G . I f a : [mj -> [ n ] i s m o n o t o n i c t h e n 

a * ( g 1 , . . . , g ) = ( h . . , . . . , h ) w i t h h . t h e o r d e r e d p r o d u c t o f a l l g, w i t h i n i m 1 .K 

o c ( i - 1 ) < k < a ( i ) { e m p t y p r o d u c t = e } . T h u s we h a v e 

i f 1 < i < n - 1 , 

d o ( g 1 V = ( 3 2 " - - ' g n ) ' 

d n ( 9 i 9 n> = 9„_1>' 

a n d , f o r e v e r y i € [ n ] , 

S i ( 9 l ' - - - ' 9 n - . , > = ( g , 9 i ' e ' 9 i + l " - " 9 n - 1 ) * 

We c a l l NG t h e n e r v e o f t h e m o n o i d G. I t w i l l p l a y a r o l e o n l y i n t h e 

n e x t v o l u m e [ S F C ] ( c f . i n t r o d u c t i o n o f t h i s b o o k ) . 

v i ) I f X a n d Y a r e s i m p l i c i a l s p a c e s o v e r R t h e n we o b t a i n a s i m p l i c i a l 

s p a c e X x Y o v e r R b y c o m b i n i n g t h e f u n c t o r s X a n d Y i n t o a f u n c t o r 

[ n ] x
n

x Y n f r o m O r d ° t o W S A ( R ) . C l e a r l y X x Y t o g e t h e r w i t h t h e 

o b v i o u s s i m p l i c i a l p r o j e c t i o n maps p r ^ : X x y -* X, p r 2 : X x Y -» Y i s 

t h e d i r e c t p r o d u c t o f X a n d Y i n t h e c a t e g o r y s W S A ( R ) . 

v i i ) F o r a n y f a m i l y (X^IXCA) o f s i m p l i c i a l s p a c e s we may f o r m t h e d i ­

r e c t sum X := U(XJA€A) i n t h e o b v i o u s w a y , X := U(X, IAEA) ( c f . 
A n An 

I V . 1 . 1 0 ) . 

v i i i ) I f R i s a r e a l c l o s e d f i e l d e x t e n s i o n o f R t h e n e v e r y s i m p l i c i a l 

s p a c e X o v e r R y i e l d s a s i m p l i c i a l s p a c e X(R) o v e r R b y c o m p o s i n g t h e 

f u n c t o r X : O r d ° -» WSA(R) w i t h t h e b a s e f i e l d e x t e n s i o n f u n c t o r 

WSA(R) -> W S A ( R ) . E v e r y s i m p l i c i a l map f : X -> Y o v e r R y i e l d s a s i m ­

p l i c i a l map f ^ : X(R) Y ( R ) . 

i x ) E v e r y s i m p l i c i a l s e t K, i . e . s i m p l i c i a l o b j e c t i n t h e c a t e g o r y S e t 

o f s e t s , g i v e s u s a s i m p l i c i a l s p a c e K R b y r e g a r d i n g e v e r y s e t K a s 



a d i s c r e t e s p a c e o v e r R. T h e s e s i m p l i c i a l s p a c e s K R w i l l b e o f p r i m a r y 

i m p o r t a n c e f o r u s , c f . § 6 - § 8 . 

x) C o n v e r s e l y i f X i s a s i m p l i c i a l s p a c e , t h e n we o b t a i n a s i m p l i c i a l 

s p a c e X 6 b y r e g a r d i n g t h e u n d e r l y i n g s i m p l i c i a l s e t o f X a s a d i s c r e t e 

s i m p l i c i a l s p a c e . T h e i d e n t i t y map X 6 -» X i s a s i m p l i c i a l map f r o m t h e 

s p a c e X^ t o X. We c a l l X^ t h e d i s c r e t i z a t i o n o f X. 

I n t h e f o l l o w i n g X i s a s i m p l i c i a l s p a c e o v e r R. 

D e f i n i t i o n 3. T h e p o i n t s o f X R a r e c a l l e d t h e n - s i m p l i c e s o f X. A n n -

s i m p l e x x i s c a l l e d d e g e n e r a t e , i f t h e r e e x i s t s a m o n o t o n i c s u r j e c t i o n 

a : [ n ] — * * [ q ] w i t h n > q a n d some y € X s u c h t h a t x = a * (y) . O t h e r w i s e 

x i s c a l l e d n o n d e g e n e r a t e . T h e s e t o f d e g e n e r a t e n - s i m p l i c e s o f X i s 

d e n o t e d b y DX^ a n d t h e s e t o f n o n d e g e n e r a t e n - s i m p l i c e s b y NX^ {D = 

" d e g e n e r a t e " , N = " n e w " } . 

P r o p o s i t i o n 1.3. i ) I f a : [n]-» [ q ] i s a m o n o t o n i c s u r j e c t i o n t h e n 

a * : X g -> X^ i s a n i n j e c t i o n w h i c h h a s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c c o s e c t i o n . 

T h u s a * i s a c l o s e d e m b e d d i n g a n d a * ( X g ) i s a r e t r a c t o f X n . 

i i ) I f a : [ n ] «-» [ q ] i s a m o n o t o n i c i n j e c t i o n t h e n a* : X ^ X i s a 
J q n 

s u r j e c t i o n w h i c h h a s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e c t i o n . I n p a r t i c u l a r a * 

i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e . 

A l l t h i s i s e v i d e n t s i n c e a h a s a r i g h t i n v e r s e i n t h e f i r s t c a s e a n d 

a l e f t i n v e r s e i n t h e s e c o n d c a s e . 

T h e f i r s t p a r t o f t h e p r o p o s i t i o n i m p l i e s t h a t N X n = X n \ D X R i s a n 

o p e n s u b s p a c e o f X R . 

R e m a r k 1.4. K e e p n f i x e d . F o r e v e r y m o n o t o n i c s u r j e c t i o n a : [ n ] -» [ q ] 

l e t X d e n o t e t h e o p e n s u b s p a c e a * ( N X ) o f a * ( X ) . T h i s i s a l o c a l l y n , a q q 



c l o s e d s u b s p a c e o f X . I t i s w e l l known [ L a , p . 7 f ] t h a t e v e r y 

x £ X n h a s a u n i q u e d e s c r i p t i o n x = a*y w i t h a : [ n ] [ q ] a m o n o t o n i c 

s u r j e c t i o n a n d y n o n d e g e n e r a t e . T h u s X n i s t h e d i s j o i n t u n i o n o f t h e 

s u b s e t s X . C o m b i n i n g t h e i s o m o r p h i s m s a * : NX^ —>X we o b t a i n a n , a 3 q n , a 
s e m i a l g e b r a i c b i j e c t i o n 

U U NX - X 
q=0 a 4 

w i t h a r u n n i n g t h r o u g h t h e m o n o t o n i c s u r j e c t i o n s f r o m [ n ] t o [ q ] . We 

may t h i n k o f t h e f a m i l y o f a l l X a s a s t r a t i f i c a t i o n o f t h e s p a c e X u u n , a n 

D e f i n i t i o n 4. A s u b s p a c e Y o f X i s a s e q u e n c e ( Y n l n £ ] N O ) o f s u b s p a c e s 

Y N o f X n s u c h t h a t a * ( Y ^ ) c Y ^ f o r e v e r y m o n o t o n i c map a : [ p ] -> [ q ] , 

p , q € 3 N q . T h e s u b s p a c e Y i s c a l l e d c l o s e d ( o p e n , l o c a l l y c l o s e d ) i n X 

i f e v e r y Y N i s c l o s e d ( r e s p . o p e n , r e s p . l o c a l l y c l o s e d ) i n X n . 

T h i s n o t i o n o f s u b s p a c e Y m e e t s t h e u s u a l e x p e c t a t i o n s . Y i s a s i m p l i ­

c i a l s p a c e o v e r R i n t h e e v i d e n t w a y , a n d t h e i n c l u s i o n i : Y ^ X i s 

a s i m p l i c i a l map. I f f : Z X i s a s i m p l i c i a l map f r o m a s i m p l i c i a l 

s p a c e Z t o X, a n d i f f n ( z
n ) c Y R f o r e v e r y n € ] N Q , t h e n we h a v e a 

u n i q u e f a c t o r i z a t i o n f = i°g w i t h g a s i m p l i c i a l map f r o m Z t o Y. 

L e t n £ 3 N q b e g i v e n . We d e f i n e , f o r e v e r y k £ 3 N q , a s u b s p a c e Y^ o f X^ 

a s f o l l o w s . I f k < n t h e n Y^ = X^. I f k > n t h e n i s t h e u n i o n o f t h e 

c l o s e d s u b s p a c e s a * ( X n ) w i t h a r u n n i n g t h r o u g h t h e f i n i t e l y many mono­

t o n i c s u r j e c t i o n s f r o m [ k ] t o [ n ] . 

P r o p o s i t i o n a n d D e f i n i t i o n 1.5. I f 3 : [ p ] [ q ] i s m o n o t o n i c t h e n 

3 * ( Y ) c Y . T h u s (Y, | k € l N ) i s a c l o s e d s u b s p a c e o f X. We c a l l t h i s 
q p K. O 

s u b s p a c e t h e n - s k e l e t o n o f X a n d w r i t e Y = X n . I f s u p e r s c r i p t s n w i l l 

b e n e e d e d f o r o t h e r r e a s o n s t h e n we s h a l l w r i t e m o r e e l a b o r a t e l y 

Y = s k n ( X ) . 



P r o o f . I t s u f f i c e s t o s t u d y t h e c a s e s t h a t 3 i s s u r j e c t i v e o r i n j e c t i v e . 

T h e a s s e r t i o n i s e v i d e n t i f p < n . T h u s a s s u m e p > n . I f 3 i s s u r j e c t i v e 

a n d q > n t h e n t h e a s s e r t i o n i s a g a i n e v i d e n t . I f 3 i s s u r j e t i v e a n d 

q < n t h e n we h a v e some f a c t o r i z a t i o n 3 = 6°y o f 3 w i t h t w o m o n o t o n i c 

s u r j e c t i o n s y : [ p ] -» [ n ] , 6 : [ n ] -» [ q ] , a n d t h e a s s e r t i o n i s a g a i n 

c l e a r . 

A s s u m e now t h a t 3 i s i n j e c t i v e . L e t x G Y b e g i v e n . W r i t e x = a * z 

w i t h some z € a n d a m o n o t o n i c s u r j e c t i o n a : [ q ] -** [ n ] . We h a v e a 

c o m m u t i n g s q u a r e o f m o n o t o n i c maps 

[ q ] 

[ p ] ^ ^ [ n ] 
6 * r i L r J 

w i t h y i n j e c t i v e a n d 6 s u r j e c t i v e . T h i s i m p l i e s 3*x = 6 * y * z , a n d 

y * z € X = Y . S i n c e 6 i s s u r j e c t i v e 6*y*z € Y , a s s h o w n a b o v e , r r p 

N.B. I f k < n t h e n N ( X n ) k = N X R / b u t i f k > n t h e n N ( X n ) k i s e m p t y . I f 

n < m t h e n X n i s a c l o s e d s u b s p a c e o f X m . 

I t i s e a s i l y s e e n t h a t X i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y 

( X n | n > 0 ) o f i t s s k e l e t o n s i n t h e c a t e g o r y sWSA(R) , w i t h t h e i n c l u ­

s i o n s a s t r a n s i t i o n m a p s . 



§ 2 . R e a l i z a t i o n o f some s i m p l i c i a l s p a c e s 

S t a r t i n g w i t h t h e g i v e n s i m p l i c i a l s p a c e X we w a n t t o b u i l d a s p a c e 

IXI o v e r R b y r e p l a c i n g e a c h x € X n b y a t r u e g e o m e t r i c n - s i m p l e x a n d 

g l u i n g t h e s e s i m p l i c e s t o g e t h e r . 

D e f i n i t i o n 1. a) We d e f i n e a c o v a r i a n t f u n c t o r V f r o m O r d t o WSA(R) 

( i . e . a " c o s i m p l i c i a l s p a c e " o v e r R) a s f o l l o w s . V ( [ n ] ) i s t h e c l o s e d 

s t a n d a r d n - s i m p l e x i n R n + ^ ( i n t h e c l a s s i c a l s e n s e , w i t h t h e v e r t i c e s 

e o ' e 1 ' ' " ' e n ^ ' T h e P o i n t s o f v ( [ n ] ) a r e t n e t u p l e s ( t Q , . . . , t n ) € R n + 1 

w i t h e v e r y t i > 0 a n d t Q + 1 1 + . . . + t n = 1. I f a : [ n ] -* [m] i s m o n o t o n i c 

t h e n V ( a ) i s t h e a f f i n e (= l i n e a r ) map f r o m V ( [ n ] ) t o V ( [ m ] ) w h i c h 

s e n d s e^ t o e
a(j_)« U s u a l l y we w r i t e V ( n ) i n s t e a d o f V ( [ n ] ) a n d a * i n ­

s t e a d o f V ( a ) . 1 ) 

b ) X d e n o t e s t h e d i r e c t sum |J(X x V ( n ) | n e n N ) o f t h e s p a c e s X x v ( n ) 
n o n 

o v e r R. 

c ) We i n t r o d u c e o n t h e s e t X t h e c o a r s e s t e q u i v a l e n c e r e l a t i o n ~ 

s u c h t h a t 

( a * x , t ) ~ ( x , a * t ) 

f o r a n y x € X^, t € V ( n ) a n d m o n o t o n i c map a : [ n ] -> [m] . N o t i c e t h a t 

t h i s e q u i v a l e n c e r e l a t i o n i s a l s o t h e c o a r s e s t o n e s u c h t h a t 

( s i x , t ) ~ ( x , ( o 1 ) 1 t t ) 

f o r x € X n , 0 < i < n , t G V (n+1) , n > 0 , a n d 

( d . x , t ) ~ ( x , {6L)*t) 

f o r x € X n , 0 < i < n , t 6 V ( n - 1 ) , n > 1 . 

d) |X| d e n o t e s t h e s e t o f e q u i v a l e n c e c l a s s e s o f t h i s e q u i v a l e n c e r e ­

l a t i o n , a n d n x : X -» |X| d e n o t e s t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n f r o m t h e s e t 

X t o I X I . I n l a t e r s e c t i o n s ( s t a r t i n g f r o m 3.6) we s h a l l u s u a l l y d e ­

n o t e a v a l u e n v ( x , t ) m o r e b r i e f l y b y l x , t l ( x € x , t € V (n) ) . 
A n 

I f d i f f e r e n t b a s e f i e l d s a r e u n d e r c o n s i d e r a t i o n we w r i t e v ( n ) R i n ­
s t e a d o f V ( n ) . 



e) X d e n o t e s t h e o p e n s u b s p a c e L I ( N X n x V ( n ) I n 6 3 N Q ) o f X a n d 

r : X -> IXI d e n o t e s t h e r e s t r i c t i o n o f n t o X. H e r e , a s u s u a l , V ( n ) x x 
m e a n s t h e i n t e r i o r o f t h e g e o m e t r i c s i m p l e x V ( n ) . 

I n t h e f o l l o w i n g t h e s p a c e X w i l l o n l y p l a y a n a u x i l i a r y r o l e i n some 

p r o o f s . We w a n t t o e q u i p t h e s e t I X I w i t h t h e s t r u c t u r e o f a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R s u c h t h a t t h e map n x i s i d e n t i f y i n g ( I V , §8) 

We s h a l l s u c c e e d i n d o i n g t h i s u n d e r a n a d d i t i o n a l h y p o t h e s i s o n X a n d 

t h e n s h a l l c a l l t h e s p a c e IXI t h e r e a l i z a t i o n o f t h e s i m p l i c i a l s p a c e X 

We s h a l l n e e d t w o w e l l k n o w n c o m b i n a t o r i a l f a c t s . 

Lemma 2.1 [ L a , p . 3 6 ] . T h e map £ x i s b i j e c t i v e . I n o t h e r w o r d s , e v e r y 

e q u i v a l e n c e c l a s s i n X c o n t a i n s a u n i q u e p o i n t ( x , t ) w i t h x G N X R , 

t e V (n) , some n € ] N Q . 

Lemma 2 . 2 . I f Z i s a s u b s p a c e o f X t h e n Z fl NX_ = NZ f o r e v e r y n € IN . c n n n o 

I s h a l l g i v e t h e p r o o f o f t h e s e c o n d lemma, s i n c e I d i d n o t f i n d a n 

a p p r o p r i a t e r e f e r e n c e . I f a n n - s i m p l e x z € Z^ i s n o n d e g e n e r a t e i n X t h e n 

c e r t a i n l y z i s n o n d e g e n e r a t e i n Z. T h u s Z flNX„ c NZ . L e t now z € NZ J 3 n n n n 

b e g i v e n . W r i t e z = a * x w i t h a : [ n ] [ p ] a m o n o t o n i c s u r j e c t i o n a n d 

x G N X p . T h e r e e x i s t s a m o n o t o n i c i n j e c t i o n 3 : [ p ] <-> [ n ] w i t h a o 3 = i d j - ^ 

We o b t a i n x = 3*oc*x = 3 * z . T h u s x € Z^. S i n c e z i s n o n d e g e n e r a t e i n Z 

we c o n c l u d e t h a t p = n , a = i d ^ - j , h e n c e z € N X n . 

L e t a g a i n Z b e a s u b s p a c e o f X. T h e n Z i s a s u b s p a c e o f X. B y Lemma 

2.2 a l s o Z i s a s u b s p a c e o f X. I t i s now c l e a r f r o m Lemma 2.1 t h a t a n y 

t w o p o i n t s i n Z w h i c h a r e e q u i v a l e n t i n X a r e a l r e a d y e q u i v a l e n t i n Z. 

T h u s we may a n d s h a l l r e g a r d I Z l a s a s u b s e t o f IXI { a l t h o u g h o n l y 

r a r e l y Z w i l l c o n s i s t o f f u l l e q u i v a l e n c e c l a s s e s o f X } . 



I n p a r t i c u l a r we r e g a r d I X n I a s a s u b s e t o f IXI f o r e v e r y n G 3N Q . No­

t i c e t h a t IXI i s t h e u n i o n o f t h e s e s u b s e t s . 

F o r c o n v e n i e n c e we p u t X ^ = 0, t h e e m p t y s i m p l i c i a l s p a c e , h e n c e 

I X " 1 I = 0. 

We s h a l l n e e d t w o m o r e e a s y c o m b i n a t o r i a l l e m m a s . 

Lemma 2.3. n v ( x x v ( n ) ) = n v
x v ( n ) ) = I * n I f o r e v e r y n € 3N . A n A n o 

P r o o f . O f c o u r s e , n v maps X^ x v ( n ) i n t o I X n I . L e t £ £ I X n I b e g i v e n . We : A n 

w r i t e £ = n x ( x , t ) w i t h x € N ( X n ) k , t 6 V ( k ) , b o t h u n i q u e l y d e t e r m i n e d 

b y £ (Lemma 2 . 1 ) . We h a v e k < n . ( M o r e o v e r x € NX^ b y Lemma 2 . 2 , b u t we 

s h a l l n o t n e e d t h i s . ) C h o o s e some m o n o t o n i c s u r j e c t i o n a : [ n ] -» [ k ] . 
o 

T h e r e e x i s t s some s € V ( n ) w i t h a + ( s ) = t . We h a v e 

€ = H x ( x , a + s ) = n x ( a * x , s ) . q . e . d . 

L e t A d e n o t e t h e c o m p l e m e n t o f NX x V ( n ) i n X x v ( n ) , i . e . n n n 

A n := ( D X n x V ( n ) ) U ( X ^ S V d i ) ) , 

w i t h 8 V ( n ) d e n o t i n g t h e b o u n d a r y o f t h e s i m p l e x V ( n ) , a s u s u a l . N o t i c e 

t h a t A n i s a c l o s e d s u b s p a c e o f X n x V ( n ) . 

Lemma 2.4. n x maps A n o n t o I X n ^ I . 

P r o o f . We h a v e DX = ( X n ~ 1 ) . T h u s c e r t a i n l y n Y ( D X x V ( n ) ) c | X n ~ 1 | . n n J A n 

I f x 6 X n a n d t E 3 V ( n ) , i . e . t = ( 6 1 ) + ( s ) w i t h some i e [ n ] , s € V (n-1) , 

t h e n n Y ( x , t ) = n v ( d , x , s ) l i e s i n l X n ~ 1 | . T h u s n v < A ) c I X n " 1 | . Now 
A A 1 A n 

c h o o s e some m o n o t o n i c s u r j e c t i o n a : [ n ] -» [ n - 1 ] . T h e n a * ( V ( n ) ) = 
o 
V ( n - 1 ) . U s i n g Lemma 2.3 we o b t a i n 



i x n " 1 l = n x ( X n - 1 x v ( n - 1 ) ) = n x ( a * ( X ^ ) x v ( n ) ) . 

T h u s c e r t a i n l y r]v{A) = I X n 1 I . A n 

D e f i n i t i o n 2. T h e s i m p l i c i a l s p a c e X i s c a l l e d p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . 

p r o p e r ) i f a l l t h e f a c e maps d j , : x
n ~* x

n - - ] a r e p a r t i a l l y p r o p e r 

( r e s p . p r o p e r ) . T h i s i m p l i e s t h a t , f o r e v e r y m o n o t o n i c map 

a : [ p ] -» [ q ] , t h e map a * : X X i s p a r t i a l l y p r o p e r ( p r o p e r ) . 

I m p o r t a n t e x a m p l e 2 . 5 . E v e r y d i s c r e t e s i m p l i c i a l s p a c e X ( i . e . X = K R 

f o r some s i m p l i c i a l s e t K, c f . E x . 1 . 2 . i x ) i s p a r t i a l l y p r o p e r . B u t X 

i s p r o p e r o n l y i f a l l t h e f a c e maps d i : -» x
n - - ] n a v e f i n i t e f i b r e s . 

T h e o r e m 2.6. A s s u m e t h a t t h e s i m p l i c i a l s p a c e X i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

T h e n t h e s e t IXI c a r r i e s a u n i q u e s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e o v e r R s u c h t h a t n x : X -* I X I i s a s t r o n g l y s u r j e c t i v e p a r t i a l l y 

p r o p e r map. I n t h i s s t r u c t u r e t h e s e t s I X n | a r e c l o s e d s u b s p a c e s o f 

1X1 ( n £ 3 N q ) , a n d t h e f a m i l y o f t h e s e s u b s p a c e s i s a n a d m i s s i b l e f i l ­

t r a t i o n ( c f . V, § 2 , D e f . 3) o f IX I . n x r e s t r i c t s t o a s t r o n g l y s u r -

j e c t i v e p a r t i a l l y p r o p e r map f r o m X n x v (n) o n t o | X n | a n d t o a n i s o -

m o r p h i s m f r o m N X n x v (n) o n t o IX I \ IX I . (N.B. T h e s e a r e o p e n s u b -

s p a c e s o f X^ x V ( n ) a n d l X n l r e s p e c t i v e l y . ) T h e r e s t r i c t i o n c v
 : x "* ' x ' 

n A 
o f n x i s b i j e c t i v e a n d s e m i a l g e b r a i c . 

T h e u n i q u e n e s s o f t h e s p a c e s t r u c t u r e o n IXI i s e v i d e n t , s i n c e I XI 

w i l l b e t h e s t r o n g q u o t i e n t o f X v i a n x ( c f . I V , § 9 ) , b u t we s h a l l 

n e e d some w o r k t o p r o v e e x i s t e n c e . 

I n t h e f o l l o w i n g we d e n o t e t h e map n x b r i e f l y b y n a n d t h e map n x n 

b y n n - We f u r t h e r d e n o t e t h e s u r j e c t i o n s o b t a i n e d f r o m n b y r e s t r i c ­

t i o n t o X x v (n) a n d A , a c c o r d i n g t o t h e Lemmas 2.3 a n d 2.4 a b o v e , 



$ : X x V (n) — I X n | , cp : A -*» I X n 1 I r n n n n 

Lemma 2.7. i ) E v e r y s e t IX I c a r r i e s a u n i q u e s t r u c t u r e o f a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R s u c h t h a t i s a s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d 

p a r t i a l l y p r o p e r m o r p h i s m . T h e s p a c e I X n ^ I i s a c l o s e d s u b s p a c e o f 

I X n l , a n d ( t h u s ) t h e map <p i s a g a i n p a r t i a l l y p r o p e r . A l s o t h e map 

n n i s p a r t i a l l y p r o p e r , 

i i ) T h e d i a g r a m 

A n-

X n x V ( n ) 

IX n-1 

IX" 

(*) 

w i t h i n c l u s i o n s i a n d j , i s c o c a r t e s i a n i n t h e c a t e g o r y W S A ( R ) , i n 

s h o r t , 

I X n l = ( X n x V ( n ) ) U | X n " 1 I . 
n 

P r o o f , a) I t i s e v i d e n t f r o m Lemma 2 . 1 , a p p l i e d t o X n a n d X n \ t h a t 

n m a p s NX R x v (n) = ( X n x v ( n ) ) ^ A n b i j e c t i v e l y o n t o | X n l ^ | X n ~ 1 I . T h i s 

m e a n s t h a t t h e d i a g r a m (*) i s c o c a r t e s i a n o n t h e s e t t h e o r e t i c l e v e l . 

I n p a r t i c u l a r ( n = 0 ) , i s a b i j e c t i o n f r o m X Q x V ( 0 ) t o | X ° | . 

b) We now p r o v e t h e lemma b y i n d u c t i o n o n n . L e t n = 0 . We may i d e n t i f y 

X Q = X q x v ( 0 ) . We t r a n s f e r t h e s p a c e s t r u c t u r e f r o m X Q t o I X I b y t h e 

b i j e c t i o n , w h i c h t h u s b e c o m e s a n i s o m o r p h i s m . I t r e m a i n s t o p r o v e 

t h a t n Q : ( X ° ) A -» X ° i s p a r t i a l l y p r o p e r , i . e . t h a t n Q I ( X ° ) n x v (n) 

i s p a r t i a l l y p r o p e r f o r e v e r y n > 1, 

We h a v e ( x ° ) n = a * x
Q w i t h a t h e u n i q u e s u r j e c t i o n f r o m [ n ] t o [ 0 ] . 

M o r e o v e r a * : X Q -* ( x ° ) n i s a n i s o m o r p h i s m . I f x G X Q , t € V ( n ) , t h e n 

a + ( t ) i s t h e u n i q u e p o i n t e Q o f V ( 0 ) , h e n c e n ( a * x , t ) = n ( x , e Q ) = 

i p Q ( x ) . T h i s m e a n s t h a t t h e f o l l o w i n g s q u a r e c o m m u t e s 



X Q x V ( n ) 

a * x i d , V ( n ) 

( X ^ ) n x V ( n ) IX°| 

H e r e t h e v e r t i c a l a r r o w s a r e i s o m o r p h i s m s a n d t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n 

p r ^ i s p r o p e r . We c o n c l u d e t h a t n Q I (X°) x v (n) i s p r o p e r ( ! ) . 

c ) We s t u d y n R f o r n > 1 . B y i n d u c t i o n h y p o t h e s i s we a l r e a d y h a v e a s p a c e 

s t r u c t u r e o n t h e s u b s e t l X n " 1 | o f I X n I s u c h t h a t n : ( X n ~ 1 ) A - |X n"* 1| 

i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d ^ n _ - j i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e . 

We f i r s t v e r i f y t h a t <p : A n I X n 1 | i s p a r t i a l l y p r o p e r . S i n c e 

D X n = ( X n ~ 1 ) n i t i s a l r e a d y c l e a r t h a t c p n I D X n x V ( n ) i s p a r t i a l l y p r o ­

p e r . T h u s i t s u f f i c e s t o p r o v e t h a t ^ n l x
n
 x ( 6 1 ) ( n - 1 ) i s p a r t i a l l y 

p r o p e r f o r a n y g i v e n i € [ n ] . We h a v e t h e f o r m u l a 

<P n(x, ( 6 i ) + t ) = 4; n_ 1 ( d ± ( x ) , t ) 

f o r x £ X n , t € V ( n - 1 ) . T h i s m e a n s t h a t t h e f o l l o w i n g s q u a r e c o m m u t e s : 

X n x v ( n - 1 ) 

i d x ( 6 1 ) , 

X n x ( 6 l ) + V ( n - 1 ) 

d^x i d 
x

n - 1
 x V ( n - 1 ) 

r n — n-1 

l X n " 1 | 

T h e l e f t v e r t i c a l a r r o w i s a n i s o m o r p h i s m . T h e u p p e r h o r i z o n t a l a r r o w 

i s p a r t i a l l y p r o p e r s i n c e b y a s s u m p t i o n d ^ i s p a r t i a l l y p r o p e r . T h e 

r i g h t v e r t i c a l a r r o w i s p a r t i a l l y p r o p e r b y i n d u c t i o n h y p o t h e s i s . We 

c o n c l u d e t h a t t h e r e s t r i c t i o n o f ( P n t o X^ x ( 6 l ) ^ c V ( n - 1 ) i s p a r t i a l l y 

p r o p e r . T h u s i n d e e d i p n i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

We l o o k a t t h e d i a g r a m (*) i n t h e lemma. We e q u i p l X n | w i t h t h e 

s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e w h i c h m a k e s t h i s d i a g r a m 



c o c a r t e s i a n i n W S A ( R ) . I n m o r e c o n c r e t e t e r m s , we g l u e * V ( n ) t o 

IX n Î a l o n g t h e c l o s e d s u b s p a c e A n b y t h e p a r t i a l l y p r o p e r map tp n a n d 

t a k e I X n | a s t h e u n d e r l y i n g s e t o f t h i s s p a c e v i a T h i s i s p o s s i b l e 

b y I V , § 8 . We a l s o k now f r o m I V , §8 t h a t , f o r t h i s s p a c e s t r u c t u r e o n 

l X n l , t h e s p a c e I X n 1 I i s a c l o s e d s u b s p a c e o f I X n I a n d \\JN i s p a r t i a l l y 

p r o p e r . 

We now p r o v e t h a t n n l ( X n ) g x V (q) i s p a r t i a l l y p r o p e r f o r e v e r y q e J N Q . 

T h i s i s a l r e a d y c l e a r f r o m a b o v e f o r q < n . L e t q > n . ( X n ) i s t h e u n i o n 
— q 

o f t h e c l o s e d s u b s p a c e s a * ( X ) o f X w i t h a r u n n i n g t h r o u g h t h e mono-

t o n i c s u r j e c t i o n s f r o m [ q ] t o [ n ] . I f a i s s u c h a s u r j e c t i o n t h e n , 

f o r x £ X n , t € V ( q ) , 

n n ( a * x , t ) = ^ n ( x , a 3 | c t ) . 

F r o m t h i s f o r m u l a we c o n c l u d e , i n m u c h t h e same way a s a b o v e , t h a t 

t h e r e s t r i c t i o n o f n n t o a * ( X n ) * V ( q ) i s p a r t i a l l y p r o p e r . T h u s 

n n ' ^ n ^ q x v ^ i s P a r t i a l l y p r o p e r f o r e v e r y q € ] N q , w h i c h m e a n s t h a t 

t h e w h o l e map n n i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

^nmm^r a n d h e n c e cp n , i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e b y i n d u c t i o n h y p o t h e s i s . 

\pn r e s t r i c t s t o a n i s o m o r p h i s m f r o m ( X n x v (n) ) ^ A n (= N X n x v ( n ) ) t o 

| X n | \ I X n 1 | , c f . I V , §8. T h u s i s a g a i n s t r o n g l y s u r j e c t i v e . T h i s 

c o m p l e t e s t h e p r o o f o f t h e lemma. 

I t i s now e a s y t o f i n i s h t h e p r o o f o f T h e o r e m 2.6. A p p l y i n g T h e o r e m 

I V . 7 . 1 t o t h e s e t |X| a n d t h e o r d e r e d f a m i l y o f s p a c e s (|X n| |n 6 3N Q ) 

we o b t a i n a s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R o n t h e s e t 

IXI s u c h t h a t e v e r y | X n | i s a c l o s e d s u b s p a c e o f |X| a n d t h e f a m i l y 

o f t h e s e s p a c e s i s a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f I X I . T h e f a m i l y 
n A A ( ( X ) | n € 3 N o ) i s c l e a r l y a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f t h e s p a c e X. 



A l l t h e r e s t r i c t i o n s n R : ( X N ) A -> I X N I o f n a r e p a r t i a l l y p r o p e r . 

T h u s n i t s e l f i s p a r t i a l l y p r o p e r . B y t h e p r o o f o f t h e lemma we k n o w 

t h a t n r e s t r i c t s t o a n i s o m o r p h i s m f r o m ( N X R ) x V ( n ) t o | X N | \ I X N 1 I . 

T h i s i m p l i e s t h a t t h e r e s t r i c t i o n C x o f n i s c e r t a i n l y s e m i a l g e b r a i c 

( a n d b i j e c t i v e , a s we k n o w a l r e a d y ) . I n p a r t i c u l a r , C x i s s t r o n g l y 

s u r j e c t i v e . A f o r t i o r i n i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e . T h e o r e m 2.6 p r o v e d . 

R e m a r k s 2 . 8 . i ) We h a v e s e e n i n t h e c o u r s e o f t h e p r o o f t h a t t h e r e ­

s t r i c t i o n n X I X Q x v (0) i s a n i s o m o r p h i s m f r o m X Q = X q x v (0) t o | X ° | . 

i i ) I f t h e s i m p l i c i a l s p a c e X i s p r o p e r t h e n o u r a r g u m e n t s s h o w t h a t 

ij; : X x V ( n ) -» I X N I i s p r o p e r f o r e v e r y n € 3N . n n c J o 

i i i ) I f X i s a s i m p l i c i a l w e a k p o l y t o p e t h e n X i s a w e a k p o l y t o p e . 

S i n c e n x i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e we c o n c l u d e t h a t | X | i s a w e a k p o l y ­

t o p e i n t h i s c a s e ( c f . I V . 5 . 5 . i i i ) . 

i v ) I f X i s a s e m i a l g e b r a i c s i m p l i c i a l s p a c e t h e n a l l t h e s p a c e s | X N | 

a r e s e m i a l g e b r a i c s i n c e X n x v ( n ) i s s e m i a l g e b r a i c . I f X i s a s i m p l i ­

c i a l p o l y t o p e t h e n e v e r y I X N I i s a p o l y t o p e b u t , u s u a l l y , I X I w i l l n o t 

be a p o l y t o p e . I t w i l l b e a p o l y t o p e i f f t h e r e e x i s t s some n w i t h 

N X M e m p t y f o r m > n . 

v ) I n p a r t i c u l a r , i f X i s a d i s c r e t e s i m p l i c i a l s p a c e ( i . e . a s i m p l i ­

c i a l s e t ) , t h e n I X I i s a w e a k p o l y t o p e . 

E x a m p l e 2.9. I f X i s a c o n s t a n t s i m p l i c i a l s p a c e M ( c f . E x . 1 . 2 . i i i ) 

t h e n n x r e s t r i c t s t o a n i s o m o r p h i s m M = X Q — • I X I , a s f o l l o w s f r o m 

o u r f i r s t r e m a r k a b o v e . We i d e n t i f y I Ml = M b y t h i s map. T h e n t h e 

r e s t r i c t i o n o f n v t o X x v (n) t u r n s o u t t o b e j u s t t h e n a t u r a l p r o -x n 
j e c t i o n M x V (n) -» M . 



E x a m p l e 2 . 1 0 . G i v e n some n £ 3N Q l e t A ( n ) d e n o t e t h e o b v i o u s c o n t r a ­

v a r i a n t f u n c t o r H o m ( - , [ n ] ) f r o m O r d t o t h e c a t e g o r y o f s e t s . T h e e l e ­

m e n t s o f A ( n ) a r e t h e m o n o t o n i c maps a : [ q ] -> [ n ] . T h e y may b e w r i t -

t e n a s s e q u e n c e s a = <a Q,.••#a g> o f i n t e g e r s w i t h 0 < a Q < a ^ < ... < a g < n . 

A ( n ) n c o n t a i n s a d i s t i n g u i s h e d e l e m e n t i R = i d [ n j , a n d e v e r y e l e m e n t 

of A ( n ) q h a s t h e f o r m a * ( i ^ ) w i t h a u n i q u e m o n o t o n i c map a : [ q ] [ n ] . 

T h e s i m p l i c i a l s e t A ( n ) g i v e s u s a d i s c r e t e s i m p l i c i a l s p a c e A ( n ) n 

( c f . E x . 1 . 2 . i x ) w h i c h now - a b u s i v e l y - w i l l a g a i n b e d e n o t e d b y 

A ( n ) . T he map n = n A ^ n ^ f r o m A ( n ) t o I A ( n ) I r e s t r i c t s t o a b i j e c t i o n 

f r o m { i n ) * V ( n ) t o | A ( n ) l , a s i s e a s i l y s e e n a n d w e l l k n o w n [ L a , 

p . 3 7 ] . T h i s b i j e c t i o n i s a p r o p e r map a n d t h u s a n i s o m o r p h i s m . We 

u s u a l l y s h a l l i d e n t i f y V ( n ) a n d l A ( n ) l b y t h i s i s o m o r p h i s m a n d t h e 

e v i d e n t i s o m o r p h i s m V ( n ) ^ { i n l x V ( n ) . T h e n we h a v e t h e f o r m u l a 

n ( a * i n , t ) = a + ( t ) 

f o r a : [ k ] -+ [ n ] m o n o t o n i c a n d t € V ( k ) . 

E v e r y s i m p l i c i a l map f : X Y b e t w e e n s i m p l i c i a l s p a c e s g i v e s u s 

m a p s 

f n x i d V ( n ) : x
n * ? < n > - Y n x V ( n ) . 

T h e s e maps c o m b i n e i n t o a map 1 : X -» Y w h i c h i s c o m p a t i b l e w i t h t h e 

e q u i v a l e n c e r e l a t i o n s o n X a n d Y. T h u s we o b t a i n a s e t t h e o r e t i c map 

I f I : IXI -> l Y l s u c h t h a t t h e d i a g r a m 

X " Y 

n x | y
n Y ( 2 . 1 1 ) 

IXI m > IYI 

c o m m u t e s . I f b o t h X a n d Y a r e p a r t i a l l y p r o p e r t h e n | f | i s a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c map b e t w e e n t h e s p a c e s IXI a n d |Y|, s i n c e n x i s i d e n t i ­

f y i n g . We t h e n c a l l I f I t h e r e a l i z a t i o n o f t h e s i m p l i c i a l map f . 

N o t i c e t h a t I f I maps | X n | i n t o l Y n | . 



E x a m p l e 2 . 1 2 . E v e r y m o n o t o n i c map a : 1 p] -» I n] g i v e s u s a s i m p l i c i a l 

map A (a) : A (p) A ( n ) . I t maps a q - s i m p l e x <a , . . . , a > o f A (p) t o t h e 
o q 

q - s i m p l e x <a ( a Q ) , . . . ,a ( a ) > o f A ( n ) . I t i s e a s i l y c h e c k e d t h a t , w i t h 

t h e i d e n t i f i c a t i o n s | A ( p ) I = V ( p ) a n d | A ( n ) | = V ( n ) d e s c r i b e d i n ( 2 . 1 0 ) 

t h e r e a l i z a t i o n | A (a) I i s t h e same a s o u r p r e v i o u s map a * : V ( p ) -* V (n) 

G i v e n a r e a l c l o s e d b a s e f i e l d R we now h a v e e s t a b l i s h e d a f u n c t o r 

" r e a l i z a t i o n " f r o m t h e c a t e g o r y o f p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e s 
1 ) 

o v e r R ( w i t h a l l s i m p l i c i a l maps b e t w e e n t h e m ) t o W S A ( R ) . T h e s e 

f u n c t o r s b e h a v e w e l l w i t h r e s p e c t t o e x t e n s i o n o f t h e b a s e f i e l d . 

P r o p o s i t i o n 2 . 1 3 . L e t R b e a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d o f R. I f X i s a 

p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e o v e r R t h e n X ( R ) ( c f . E x . 1 . 2 . v i i i ) 

i s a p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e o v e r R a n d I X ( R ) I = |X| ( R ) . 

A l s o X n ( R ) = X ( R ) n f o r e v e r y n € 3N , h e n c e | X n | ( R ) = | X ( R ) n | . I f 
o 

f : X -* Y i s a s i m p l i c i a l map i n t o a s e c o n d p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i ­

c i a l s p a c e Y o v e r R t h e n I f - I = I f I ~ . 
K K 

A l l t h i s i s o b v i o u s . 

T h e s p a c e s IXI a r e a m e n a b l e t o h o m o l o g y c o n s i d e r a t i o n s . I f h + i s a 

h o m o l o g y t h e o r y o v e r R ( V I , § 4 , D e f . 1) a n d X i s a s i m p l i c i a l s p a c e 

o v e r R t h e n , f o r e v e r y q E 2, we c a n f o r m a c h a i n c o m p l e x 

... - h ( X 9 ) • h ( X J - 3 — h (X ) -> 0 
q 2 d 2 q i 3 i q o 

o f a b e l i a n g r o u p s b y d e f i n i n g 

^ ̂  P e r h a p s i t w o u l d b e m o r e r e a s o n a b l e t o r e g a r d r e a l i z a t i o n a s a 
f u n c t o r t o t h e c a t e g o r y o f a d m i s s i b l y f i l t e r e d w e a k l y s e m i ­
a l g e b r a i c s p a c e s ( c f . V, § 2 , D e f . 3 ) . 



w i t h cL r u n n i n g t h r o u g h t h e f a c e maps f r o m X n t o ̂ n _ ^ • We d e n o t e t h i s 

c h a i n c o m p l e x b y h ^ ( X ) a n d - a s u s u a l - i t s p - t h h o m o l o g y g r o u p b y 

H p ( h g ( X ) ) . 

T h e o r e m 2 . 1 4 . [ S e ] A s s u m e t h a t X i s a s i m p l i c i a l w e ak p o l y t o p e . T h e r e 

e x i s t s a h o m o l o g i c a l s p e c t r a l s e q u e n c e , n a t u r a l i n X, w h i c h h a s t h e 
2 

E - t e r m 

n = H (h ( X ) ) 
P / q p q 

a n d c o n v e r g e s t o h , ( I X I > . 
p+q 

I n d e e d , e v e r y a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n (M I n e i N ) o f a s p a c e M o v e r R 
n o 

g i v e s u s a h o m o l o g i c a l s p e c t r a l s e q u e n c e w i t h E ^ - t e r m 

E 1 = h , (M ,M , ) , p , q p + q v p ' p - r 

a s i n t h e c l a s s i c a l t h e o r y ( e . g . [Sw, C h a p . 1 5 ] , [W, C h a p . 1 3 ] ) . T h i s 

s e q u e n c e c o n v e r g e s t o h + ( M ) s i n c e h n(M,M^) i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f 

t h e g r o u p s h n ( M p ,M^) (k G ] N Q , p-* «>) b y T h e o r e m V I . 6 . 6 . 

I n t h e p r e s e n t c a s e we c h o o s e t h e f i l t r a t i o n ( l X n l | n £ ] N o ) o f |X|. 

S i n c e t h e I X n I a r e weak p o l y t o p e s we c a n f o r m t h e q u o t i e n t s l X n | / | X n 1 

a n d we h a v e 

E p , q = h p + q ( I X P | ' I X P " 1 | ) = V g ( | x P | / | x P - 1 | ) . 

Now r e c a l l f r o m a b o v e ( c f . 2.7) t h a t I X ^ I c a n b e o b t a i n e d b y g l u i n g 

X x V ( p ) t o | X P " 1 I a l o n g t h e s u b s p a c e (X x 3V (p) ) U (DX x V ( p ) ) . T h u s 
P P P 

we h a v e a n a t u r a l i s o m o r p h i s m 

S P A ( X p / D K p ) ^ I X P I / | X P - 1 I , 

h e n c e 



E P , q s V V D V = W D V -
T h e t h e o r e m now f o l l o w s b y a c a r e f u l s t u d y o f t h e d i f f e r e n t i a l s d 

P / 4 
; f . [ S e , p . 1 0 9 f . J 

I f h * i s a c o h o m o l o g y t h e o r y o v e r R t h e n we o b t a i n i n t h e same way a 

c o h o m o l o g i c a l s p e c t r a l s e q u e n c e w i t h 

E P , q = H P ( h q ( X ) ) , 

b u t i n g e n e r a l , a s a c o n s e q u e n c e o f V I , 6 . 1 1 , t h i s w i l l c o n v e r g e t o 

a q u o t i e n t o f h p + q ( I X I ) , n a m e l y 

h P + q ( | X | ) : = h P + q ( | X | ) / l i m ( 1 ) h P + q ~ 1 ( I X P | ) 
P 

( c f . [W, C h a p . 1 3 , § 3 ] , S e g a l s e e m s t o i g n o r e t h i s f a c t i n [ S e , § 5 ] ) . 

I f h * i s o r d i n a r y c o h o m o l o g y H*(-,G) w i t h c o e f f i c i e n t s i n some a b e l i a n 

g r o u p G ( i . e . h°(S°) = G, h q ( S ° ) = 0 f o r q * 0, c f . V I , § 3 , D e f . 2) t h e n 

i t t u r n s o u t t h a t t h e l i m ^ - s u b g r o u p o f h P + q ( l X l ) i s z e r o ( c f . t h e 

a r g u m e n t i n [w , p . 6 3 1 ] ) . T h u s f o r a n y G, we h a v e a c o n v e r g i n g s p e c t r a l 

s e q u e n c e 

H P ( H q ( X , G ) ) = * H P + q ( I X l ,G) . ( 2 . 1 5 ) 
P 

E x a m p l e 2 . 1 6 . A s s u m e t h a t X i s d i s c r e t e , i . e . X = K R w i t h K a s i m p l i ­

c i a l s e t ( c f . 1 . 2 . i x ) . I f h * i s o r d i n a r y h o m o l o g y H*(-,G) t h e n h (X) = 0 
q 

f o r q * 0 . T h u s t h e h o m o l o g y s p e c t r a l s e q u e n c e c o l l a p s e s . I t g i v e s u s 

a n i s o m o r p h i s m f r o m t h e c l a s s i c a l " a b s t r a c t " h o m o l o g y g r o u p H p ( K , G ) 

o f t h e s i m p l i c i a l s e t K ( c f . §7 b e l o w ) t o H (|K_.I,G). T h e c o h o m o l o g y 
P K 

s p e c t r a l s e q u e n c e f o r H * ( - , G ) a l s o c o l l a p s e s a n d g i v e s u s , f o r e v e r y 

p , an i s o m o r p h i s m f r o m H P ( K , G ) t o H P ( l K R l , G ) . 



§ 3 . S u b s p a c e s 

I n t h e w h o l e s e c t i o n X i s a p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e o v e r R. 

I f Z i s a s u b s p a c e o f X ( c f . § 1 , D e f . 4 ) , t h e n we r e g a r d I Z I a s a 

s u b s e t o f I X I , a s e x p l a i n e d i n §2 ( a f t e r Lemma 2 . 2 ) . 

M o r e g e n e r a l l y we w i l l l o o k a t s i m p l i c i a l s u b s e t s Z o f X, f o r t e c h n i ­

c a l r e a s o n s . 

D e f i n i t i o n 1. A s i m p l i c i a l s u b s e t Z o f X i s a s e q u e n c e ( Z ^ l n e n N ^ ) o f 

s u b s e t s Z o f X s u c h t h a t a * ( Z ) c z f o r e v e r y m o n o t o n i c map n n q P 
a : [ p ] -» [ q ] . 

I d e n t i f y i n g s i m p l i c i a l s e t s w i t h d i s c r e t e s i m p l i c i a l s p a c e s o v e r R 

we may s a y m o r e f o r m a l l y t h a t t h e s i m p l i c i a l s u b s e t s o f X a r e j u s t 

t h e s u b s p a c e s o f t h e d i s c r e t i z a t i o n X 6 o f X ( E x . 1 . 2 . x ) . 

On t h e s e t t h e o r e t i c l e v e l we h a v e | X 6 I = I x l . T h u s e v e r y s i m p l i c i a l 

s u b s e t Z o f X g i v e s u s a s u b s e t I Z I o f I X I . We d e f i n e s u b s e t s Z a n d 

Z o f X a n d X r e s p e c t i v e l y a s f o l l o w s . 

Z := U ( Z n x V ( n ) | n € l N ) , 

Z := U ( N Z x v (n) |n€3N ) . n o 

We h a v e Z = z n x ( c f . Lemma 2 . 2 ) , a n d n x ( Z ) = C X ( Z ) = I Z I . 

D e f i n i t i o n 2 . A s i m p l i c i a l s u b s e t Z o f X i s c a l l e d c l o s e d ( o p e n , l o c a l ­

l y c l o s e d , s e m i a l g e b r a i c , ...) i n X i f e v e r y Z^ i s c l o s e d ( o p e n , ...) 

i n x n . 

I n p a r t i c u l a r , a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s i m p l i c i a l s u b s e t Z o f X i s 

n o t h i n g e l s e t h a n a s u b s p a c e o f X. 



P r o p o s i t i o n 3 . 1 . L e t Z b e a s u b s p a c e o f X. 

i ) I Z I i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f I X I . 

i i ) I Z n | = I Z I fl l X n | f o r e v e r y n e UN . { R e c a l l t h a t X n m e a n s t h e 
o 

n - s k e l e t o n o f X, c f . 1.5.} 

i i i ) I f Z i s c l o s e d i n X t h e n I Z I i s c l o s e d i n I X I , a n d t h e s e t |Z| 

w i t h i t s s u b s p a c e s t r u c t u r e i n IXI i s t h e r e a l i z a t i o n o f t h e 

p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e Z. 

P r o o f . i ) T h e s u b s e t Z o f X i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n X. S i n c e t h e 

map £ x : X -> |X| b e t w e e n s p a c e s i s s e m i a l g e b r a i c ( T h . 2 . 6 ) , we c o n ­

c l u d e t h a t I Z I = C X ( Z ) i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n IXI ( c f . I V . 5 . 1 . i i ) 

i i ) We h a v e 

l X n | = c x (Jj N X k x V ( k ) ) , 

l z n l = C Y ( LI NZ. x V ( k ) ) , 
X V k = 0 K I 

a n d N Z k = Z^ n N X ^ (Lemma 2 . 2 ) . T h e a s s e r t i o n now f o l l o w s b y t h e b i -

j e c t i v i t y o f C X
e 

i i i ) We l o o k a t t h e c o m m u t i n g s q u a r e o f s e t t h e o r e t i c maps 

n z l n x 

I Z I * j >|X| 

w i t h i a n d j i n c l u s i o n m a p s . We e q u i p t h e s e t |Z| w i t h i t s s u b s p a c e 

s t r u c t u r e i n |X|. T h e n a l l t h e maps i n t h e s q u a r e a r e m o r p h i s m s b e t w e e n 

s p a c e s . Now a s s u m e t h a t Z i s c l o s e d i n X. T h e n Z i s c l o s e d i n X. T h u s 

j ° n z
 = ^ x o i i s P a r t i a l l y p r o p e r . T h i s i m p l i e s t h a t n z i s p a r t i a l l y 

p r o p e r . T h e s e t t h e o r e t i c b i j e c t i o n c z
 : Z -> |Z| i s a s e m i a l g e b r a i c 

map s i n c e i t c a n b e o b t a i n e d b y r e s t r i c t i n g t h e s e m i a l g e b r a i c map c x 

t o s u b s p a c e s . T h u s n z i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e . We c o n c l u d e t h a t o u r 

s p a c e IZI i s t h e r e a l i z a t i o n o f Z. 



S i n c e j , f l z i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d n z i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e t h e map 

j i s p a r t i a l l y p r o p e r . B u t a p r i o r i j i s s e m i a l g e b r a i c ( s i n c e i t i s a 

s u b s p a c e i n c l u s i o n ) . T h u s j i s p r o p e r , h e n c e a c l o s e d e m b e d d i n g , q . e . d . 

C a u t i o n . I f a s u b s p a c e Z i s o p e n i n X t h e n i t may h a p p e n t h a t n x
1 ( I Z I ) 

i s n o t o p e n i n X, h e n c e t h a t IZ I i s n o t o p e n i n I X I . 

R e m a r k 3.2. I f Z i s m e r e l y a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X, t h e n we c a n 

s t i l l s p e a k o f t h e n - s k e l e t o n Z n o f Z. ( R e g a r d Z a s a d i s c r e t e s i m p l i ­

c i a l s p a c e ! ) Z n i s a g a i n a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X a n d t h e f o r m u l a 

l z n l = I z l H l x n l s t i l l h o l d s . F o r m a l l y t h i s i s c o n t a i n e d i n p a r t i i ) 

o f t h e p r o p o s i t i o n , s i n c e Z i s a s u b s p a c e o f X 6 . 

L e t Z a n d W b e t w o s i m p l i c i a l s u b s e t s o f X. 

D e f i n i t i o n 3. We c a l l Z a s i m p l i c i a l s u b s e t o f W, a n d w r i t e Z c w , i f 

Z c= W f o r e v e r y n C ] N . n n J o 

P r o p o s i t i o n 3 . 3 . I f I z l <= |wl t h e n Z c W. 

P r o o f . We h a v e Z = C~ 1 ( I ZI ) , W = C ~ 1 ( I W l ) , h e n c e Z c w . T h i s m e a n s 

t h a t NZ^ cz NW f o r e v e r y n . We c o n c l u d e b y R e m a r k 1.4 t h a t Z n c: VJ n n J J n n 
f o r e v e r y n . q . e . d . 

T h e p r o p o s i t i o n s 3.1 a n d 3.3 i m p l y t h a t t h e s u b s p a c e s Z o f X c o r r e s ­

p o n d u n i q u e l y t o s u i t a b l e s u b s p a c e s A o f IX I b y t h e r e l a t i o n A = I Z I . 

We t a k e a c l o s e r l o o k a t t h i s c o r r e s p o n d e n c e Z *•* I Z I . 

D e f i n i t i o n 4. L e t ( Z ^ I A6A) b e a f a m i l y o f s i m p l i c i a l s u b s e t s o f X. 

T h e u n i o n o f t h i s f a m i l y i s t h e s i m p l i c i a l s u b s e t 

V := (U (Z, I A € A ) I n £ IN ) An o 



o f X, a n d t h e i n t e r s e c t i o n o f t h i s f a m i l y i s t h e s i m p l i c i a l s u b s e t 

W := (ft (Z. I AEA) I n € IN ) An o 

o f X. We w r i t e V = U ( Z X I A E A ) a n d W = H (z x I X € A) . 

We c l e a r l y h a v e 

V = (J ( Z x l AEA) , W = ft ( Z x l A€A) . 

B y u s e o f Lemma 2.2 we o b t a i n f r o m t h i s 

V = U ( Z X I A € A ) , W = n ( Z x I A € A ) . 

T h e n a p p l y i n g t h e b i j e c t i o n c x t o t h e s e e q u a t i o n s we o b t a i n 

IU(Z, IAEA) I = U d Z J IAEA) , 
A A ( 3 . 4 ) 

1 fl ( Z x I AG A) I = D ( | Z X I IAEA) . 

O f c o u r s e , t h e u n i o n a n d t h e i n t e r s e c t i o n o f a f i n i t e f a m i l y 

(Z-) , . . . , Z n ) w i l l a l s o b e d e n o t e d b y Z^ U...U Z f l a n d Z^ n . . . fl Z n r e s p e c ­

t i v e l y . I f t h e Z. a r e s u b s p a c e s o f X t h e n Z. U ... UZ a n d n ... n z n 

2 I c 1 n 1 n 
a r e a g a i n s u b s p a c e s o f X. M o r e g e n e r a l l y we h a v e t h e f o l l o w i n g f a c t . 

P r o p o s i t i o n 3.5. A s s u m e t h a t ( Z ^ I A E A ) i s a p a r t i a l l y f i n i t e f a m i l y o f 

s u b s p a c e s o f X. B y t h i s we mean t h e f a m i l y (Z, IAEA) i s p a r t i a l l y 
A n 

f i n i t e i n X n f o r e v e r y n € ] N Q ( c f . V , § 1 , D e f . 5 ) . T h e n t h e f a m i l y 

( I Z x I IAEA) i s p a r t i a l l y f i n i t e i n I X I . I t s u n i o n i s t h e s u b s p a c e 

I (J ( Z x IAEA) I o f I X I , a n d i t s i n t e r s e c t i o n i s t h e s u b s p a c e 

Ifl ( Z x I AEA) I o f i X I . 

P r o o f . H e r e e v e r y t h i n g i s o b v i o u s f r o m t h e a b o v e e x c e p t t h e f i r s t 

a s s e r t i o n . I t s u f f i c e s t o v e r i f y f o r e v e r y n E 3N Q t h a t t h e f a m i l y o f 

i n t e r s e c t i o n s ( I X n l ^ I X n 1 | ) D I Z x I , w i t h A r u n n i n g t h r o u g h A, i s p a r ­

t i a l l y f i n i t e i n I X n I ^ I X n ^ I . Now n r e s t r i c t s t o a n i s o m o r p h i s m f r o m 



NX x v ( n ) o n t o I X n I ^ I X n 1 | ( c f . T h . 2 . 6 ) . T h u s we h a v e t o v e r i f y t h a t n 
(NZ, x V ( n ) I A E A ) i s p a r t i a l l y f i n i t e i n NX x V ( n ) . T h i s i s e v i d e n t An n 
s i n c e ( N Z ^ I A G A ) i s p a r t i a l l y f i n i t e i n N X R . q . e . d . 

C a u t i o n . I f Z i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X t h e n , i n g e n e r a l , ( X ^ ^ Z ^ I 

n € IN ) w i l l n o t b e a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X. o 

We t u r n a t t e n t i o n t o s u b s p a c e s Z o f X w i t h s p e c i a l p r o p e r t i e s , i n 

p a r t i c u l a r t o s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e s . 

We s t a r t t o u s e t h e s h o r t e r n o t a t i o n l x , t l i n s t e a d o f n v ( x , t ) ( x 6 X . t € V 
A n 

A l s o r a t h e r o f t e n we s h a l l d e n o t e t h e map n x m o r e b r i e f l y b y n . 

o 

Lemma 3.6. L e t t € V (n) b e g i v e n , a n d l e t ij; d e n o t e t h e map f r o m X n t o 

IX I w h i c h s e n d s x t o l x , t l . I f Z i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X t h e n 
^ t 1 ( | Z | ) = Z n • 

P r o o f . L e t x 6 X f i b e g i v e n w i t h l x , t l 6 I z l . W r i t e x = a * y w i t h 

a : [ n ] -» [m] a m o n o t o n i c s u r j e c t i o n a n d y € N X ^ , b o t h u n i q u e l y d e t e r ­

m i n e d b y x . O u r a s s u m p t i o n l x , t l € I z l means t h a t y £ NZ^. We c o n c l u d e 

t h a t x = a * y 6 Z n . T h u s ty^ ( I Z I ) c Z n . T h e r e v e r s e i n c l u s i o n i s t r i v i a l . 

q . e . d . 

E x p l o i t i n g m e r e l y t h e f a c t t h a t 4>t i s a m o r p h i s m b e t w e e n 

s p a c e s , h e n c e i n p a r t i c u l a r c o n t i n u o u s , we o b t a i n f r o m t h i s lemma t h e 

f o l l o w i n g 

P r o p o s i t i o n 3 . 7 . L e t Z b e a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X. 

i ) I f |Z| i s a s u b s p a c e o f |X| t h e n Z i s a s u b s p a c e o f X. 

i i ) I f |Z| i s c l o s e d ( o p e n ) i n |X| t h e n Z i s c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n X. 

We h e a d f o r a n a n s w e r t o t h e f o l l o w i n g p r o b l e m : F o r w h i c h s u b s p a c e s Z 



o f X i s t h e s e t I ZI s e m i a l g e b r a i c i n I X I ? 

Lemma 3.8. F o r e v e r y t G V ( n ) t h e map : X^ -> |X| ( c f . 3.6) i s a 

c l o s e d e m b e d d i n g . 

P r o o f . We f i r s t v e r i f y t h a t \pt i s i n j e c t i v e . L e t x a n d y b e p o i n t s i n 

X n w i t h l x , t l = l y , t l . We w r i t e x = ot*u, y = 3*v w i t h m o n o t o n i c s u r -

j e c t i o n s a : [ n ] -» [ p ] , 3 : [ n ] -» [ g ] a n d n o n d e g e n e r a t e s i m p l i c e s 

u € X , v € X . We h a v e l u , a + t l = l v , 3 * t l . S i n c e a + t a n d 3 * t a r e p o i n t s 

o f V ( p ) a n d V ( q ) we c o n c l u d e (Lemma 2 . 1 ) t h a t p = q , u = v , a * t = 3 * t . 

The l a s t e q u a l i t y i m p l i e s a = 3 . T h u s x = y. 

T h e map i s p a r t i a l l y p r o p e r s i n c e n x i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d 

X n x { t } i s a c l o s e d s u b s p a c e o f X. We now p r o v e t h a t i|>t i s s e m i a l g e ­

b r a i c . T h e n we w i l l b e d o n e : i p t m u s t b e p r o p e r , h e n c e a c l o s e d e m b e d d i n g . 

S i n c e t h e map C x : X -* IXI i s a s e m i a l g e b r a i c b i j e c t i o n i t i s e v i d e n t 

t h a t e v e r y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f I X I i s c o n t a i n e d i n t h e u n i o n o f 

f i n i t e l y many s e t s n (L x V ( k ) ) w i t h L € ^ ( N X ^ ) , some k. T h u s i t s u f f i c e s 

t o p r o v e t h a t i J ^ n C L x V ( k ) ) i s s e m i a l g e b r a i c i n X n f o r s u c h a s e t L . 

L e t x b e a n e l e m e n t o f t h i s p r e i m a g e . We h a v e l x , t l = i y , s l w i t h some 
0 

y € L , s G V ( k ) . We w r i t e x = a*u w i t h a : [ n ] -» [m] a m o n o t o n i c s u r j e c -

t i o n a n d u € N X m . We h a v e l u , a * t l = l y , s l a n d c o n c l u d e m = k, u = y , 
- 1 

a + t = s. T h u s ^ t n ( L x V ( k ) ) i s t h e u n i o n o f t h e f i n i t e l y many s e m i ­

a l g e b r a i c s e t s a * L w i t h a r u n n i n g t h r o u g h t h e m o n o t o n i c s u r j e c t i o n s 
— 1 ° 

f r o m [ n ] t o [ k ] . ( I n p a r t i c u l a r , n ( L x V ( k ) ) i s e m p t y i f k > n . ) 

q . e . d . 

Lemma 3.9. I f Z i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X t h e n Z n = Z n X n 

f o r e v e r y n . 
P r o o f . B y 3.2 we h a v e I Z n I = IZI n I X n I = IZ n X n I . We c o n c l u d e b y 3.3 



t h a t Z n = Z D X n . (Of c o u r s e , o n e c o u l d p r o v e t h e a s s e r t i o n i n a m o r e 

c o m b i n a t o r i a l w a y . ) 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 0 . L e t Z b e a s u b s p a c e o f X . T h e n t h e s e t |Z| i s s e m i ­

a l g e b r a i c i n IXI i f f Z i s s e m i a l g e b r a i c a n d Z c X n f o r some n . 

P r o o f . A s s u m e f i r s t t h a t Z i s s e m i a l g e b r a i c a n d Z c X n f o r some n . 

T h e n Z = Z n b y Lemma 3.9, a n d I Z I = n ( Z n * V ( n ) ) b y Lemma 2 . 3 . S i n c e 

Z n i s a s s u m e d t o b e s e m i a l g e b r a i c t h i s i m p l i e s I Z I t o b e s e m i a l g e b r a i c . 

A s s u m e now t h a t I z l i s s e m i a l g e b r a i c . S i n c e ( I X n I In € 3N ) i s a n a d ­

m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f I X l we h a v e I z l c | x n l f o r some n , h e n c e Z <= x n 

( c f . 3 . 3 ) . Now l o o k a t t h e map : X -> IX I f o r some m a n d t € V (m) . 
t m 

T h i s map i s s e m i a l g e b r a i c ( e v e n p r o p e r ) b y Lemma 3.8, a n d ^ t
1 ( l Z l ) = Z m 

b y Lemma 3.6. T h u s Z i s s e m i a l g e b r a i c . 
m 3 

G i v e n a n o n n e g a t i v e i n t e g e r n we d e s c r i b e a p r o c e d u r e how t o o b t a i n a 

h o s t o f s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e s o f X n . L e t A b e a s u b s e t o f X . F o r 

e v e r y k E 3N Q we d e f i n e a s u b s e t A £ o f X^. b y 

A* := U a*A , 
K a 

w i t h a r u n n i n g t h r o u g h t h e m o n o t o n i c maps f r o m [ k ] t o [ n ] . T h e s e q u e n c e 

(A£| k € ] N o ) i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X n . We d e n o t e i t b y A*. We h a v e 

NA* c= A <= A*. C l e a r l y A* i s c o n t a i n e d i n e v e r y s i m p l i c i a l s u b s e t Z o f 

X w i t h A <= Z n « We c a l l A* t h e s i m p l i c i a l s u b s e t o f X g e n e r a t e d b y A. 

A s s u m e now t h a t A i s s e m i a l g e b r a i c i n X n » T h e n A* i s s e m i a l g e b r a i c i n 

X k f o r e v e r y k a n d t h u s A* i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f X n . We d o 

r i g h t t o c a l l A* t h e s u b s p a c e o f X g e n e r a t e d b y A. 

I f A € c ( X n ) t h e n A* i s a c l o s e d s u b s p a c e o f X s i n c e t h e maps a * a r e 



a s s u m e d t o b e p a r t i a l l y p r o p e r . I f e v e n A € ^ c ( X n ) t h e n A* i s a s i m p l i ­

c i a l p o l y t o p e . 

Lemma 3 . 1 1 . I f Z i s a n y s i m p l i c i a l s u b s e t o f X t h e n Z n = (Z ) * f o r 

e v e r y n . 

P r o o f . T h i s i s a p u r e l y c o m b i n a t o r i a l s t a t e m e n t . We may a s s u m e t h a t 

X i s d i s c r e t e a n d t h e n w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y t h a t Z = X. I f 

k > n t h e n ( ( x
n ) * ) f c = ^ ^ k b y L e t k < n - W e c h o o s e a m o n o t o n i c 

i n j e c t i o n a : [ k ] -> [ n ] . T h e n a * : X X, i s s u r j e c t i v e . T h u s 
n K 

( ( X n ) * ) k = ( X n ) k a l s o i n t h i s c a s e . q . e . d . 

A l l t h e s e e a s y o b s e r v a t i o n s t o g e t h e r , s t a r t i n g w i t h P r o p o s i t i o n 3 . 7 . i i , 

g i v e u s t h e f o l l o w i n g r e s u l t . 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 2 . T h e s i m p l i c i a l s u b s e t s Z o f X w i t h |Z| s e m i a l g e b r a i c 

( r e s p . c l o s e d s e m i a l g e b r a i c , r e s p . c o m p l e t e ) i n I X I , a r e p r e c i s e l y t h e 

s u b s p a c e s A* w i t h A £ tf"(Xn) ( r e s p . A e ? ( X n ) , r e s p . A £ tf^ ( X R ) ) , some n . 

R e m a r k 3 . 1 3 . L e t A b e a s u b s e t o f X^ f o r some m a n d l e t a : [ n ] [m] 

b e a m o n o t o n i c s u r j e c t i o n . T h e n 

A* = ( a * ( A ) ) * . 

P r o o f . We c h o o s e a m o n o t o n i c i n j e c t i o n 3 : [m] [ n ] w i t h oc«3 = i d j - ^ - j . 

T h e n 3*ot* (A) = A. T h u s , f o r a n y s i m p l i c i a l s u b s e t Z o f X, we h a v e 

A c Z m i f f a*A c z . T h i s g i v e s t h e r e s u l t . 

R e m a r k 3 . 1 4 . I f A i s a s u b s e t o f X R f o r some n t h e n I A* I = n ( A x V ( n ) ) . 

P r o o f . C l e a r l y |A*I c o n t a i n s n ( A x V ( n ) ) . L e t £ £ I A*I b e g i v e n . T h e n 



£ = l a * x , t l w i t h some m o n o t o n i c map a : [ k ] -» [ n ] , some x € A a n d some 

t € V ( k ) . We h a v e £ = I x , a * t I e n ( A x v ( n ) ) . q . e . d . 

D e f i n i t i o n 5. I f Z i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X t h e n "Z := ( Z n l n € l N o ) 

i s a g a i n a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X, a s f o l l o w s f r o m t h e c o n t i n u i t y o f 

t h e t r a n s i t i o n maps a * : X_ X . ( O f c o u r s e , "z m e a n s t h e c l o s u r e o f 
q p n 

Z_ i n X . } We c a l l Z t h e c l o s u r e o f t h e s i m p l i c i a l s u b s e t Z i n X. n n 

I t i s e v i d e n t f r o m t h e c o n t i n u i t y o f n x t h a t IZ I i s c o n t a i n e d i n t h e 

c l o s u r e IZ I o f I z l i n I X I . 

P r o p o s i t i o n 3.15. i ) I f Z i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f X t h e n Z i s 

a g a i n a s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f X a n d IZ I = I Z I . 

i i ) I f A i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f X n f o r some n t h e n ( A ) * = A*" . 

P r o o f . i ) T h e s e t s Z R a r e a g a i n s e m i a l g e b r a i c . T h u s Z i s a c l o s e d 

s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f X . T h e s e t |Z| i s c l o s e d i n IXI b y P r o p o s i ­

t i o n 3.1. We h a v e IZ I c \Z I , h e n c e I Z I c |"z| . T h e r e v e r s e i n c l u s i o n i s 

t r i v i a l a n d h a s b e e n o b s e r v e d a b o v e , 

i i ) F o r a n y s u b s e t A o f X n we h a v e 

A c ( A * ) N = ( A * ) N , 

h e n c e (A)*<=A*. A s s u m e now t h a t A € ^ ( X ). T h e n A 6 ? ( X J . A s o b s e r v e d 
n n 

a t t h e b e g i n n i n g o f o u r s t u d y o f s u b s p a c e s A*, t h i s i m p l i e s t h a t ( A ) * 

i s a c l o s e d s u b s p a c e o f X . We h a v e A* c ( A ) * , h e n c e A*c= ( A ) * . T h u s 

i n d e e d A* = ( A ) * . q . e . d . 

H a v i n g t r a v e l l e d t h a t f a r i t i s o f i n t e r e s t t o l o o k f o r a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g s b y f a m i l i e s o f s e t s o f t y p e I A* I . 

P r o p o s i t i o n 3.16. L e t (A, I A€A ) be a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f X f o r 



some n b y s e m i a l g e b r a i c s e t s . T h e n (I A * J IAEA) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r ­

i n g o f l X n | . 

P r o o f . A s a l r e a d y o b s e r v e d a b o v e ( P r o o f o f 3 . 8 ) , e v e r y s e m i a l g e b r a i c 

s u b s e t o f I X n I i s c o n t a i n e d i n t h e u n i o n o f f i n i t e l y many s e t s 
o 

n ( L x V ( k ) ) w i t h k < n a n d L £ ^(NX^) . T h u s i t s u f f i c e s t o p r o v e t h a t 
o 

a s e t n ( L x V ( k ) ) i s c o n t a i n e d i n t h e u n i o n o f f i n i t e l y many s e t s 

I A * I . We c h o o s e a m o n o t o n i c s u r j e c t i o n a : I n l -» I k l . T h e n a * V ( n ) = 

V ( k ) , h e n c e 
n (L x v (k)) = n ( a * L x v (n) ) . 

T h e s e t a * L i s a g a i n s e m i a l g e b r a i c . T h u s t h e r e e x i s t s a f i n i t e s u b s e t 

A ' o f A w i t h 

a * L c U ( A x I A E A 1 ) . 

Now n (A^ x v ( n ) ) i s c o n t a i n e d i n I A * I , h e n c e 

n ( a * L x V ( n ) ) c: [} ( | A* I |A E A ' ) , 

a n d we a r e d o n e . q . e . d . 

L e t Y b e a s e c o n d p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e a n d f : X -+ Y a 

s i m p l i c i a l map. 

D e f i n i t i o n 6. i ) I f Z i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X t h e n 

f (Z) := ( f n ( Z n ) I n E J N Q ) 

i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f Y, c a l l e d t h e i m a g e o f Z b y f . 

i i ) I f W i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f Y t h e n 

f " 1 (W) := ( f ~ 1 (W n) I n E 3N Q ) 

i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f X, c a l l e d t h e p r e i m a g e o f W b y f . 



I t i s o b v i o u s f r o m t h e d e f i n i t i o n s t h a t 

f ( Z n ) = f ( Z ) n ( 3 . 1 7 ) 

f o r e v e r y n € l N o , t h a t , f o r a n y s u b s e t A o f X n , 

f ( A * ) = f n ( A ) * , ( 3 . 1 8 ) 

a n d t h a t t h e s u b s e t s l f ( Z ) | a n d I f I ( I Z I ) o f IYI a r e e q u a l , 

I f (Z) I = I f I ( I Z I ) . ( 3 . 1 9 ) 

I f Z i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f X t h e n f ( Z ) i s a s e m i a l g e b r a i c 

s u b s p a c e o f Y. I f Z i s a n y s u b s p a c e o f X a n d i f f i s s e m i a l g e b r a i c 

( i . e . e v e r y f i s s e m i a l g e b r a i c , c f . § 1 ) , t h e n f ( Z ) i s a s u b s p a c e 

o f Y. 

I f W i s a s u b s p a c e o f Y t h e n a l w a y s f 1(W) i s a s u b s p a c e o f X. I n some 

o t h e r r e s p e c t s p r e i m a g e s a r e m o r e d i f f i c u l t t o h a n d l e t h a n i m a g e s . F o r 

e x a m p l e , i n g e n e r a l we s h a l l o n l y h a v e X n c f 1 ( Y n ) a n d ( B ) * c f 1 (B*) 

f o r B a s u b s e t o f Y . 
n 

P r o p o s i t i o n 3 . 2 0 . I f W i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f Y t h e n 

i f " 1 (w) i = i f r 1 ( I W I ) . 

P r o o f . I t i s e v i d e n t t h a t If 1 ( W ) I i s c o n t a i n e d i n I f I ~ 1 ( I W I ) . L e t 

£ € IfI (|W|) b e g i v e n . W r i t e $ = Ix,11 w i t h x € N X n a n d t € V (n) . T h e n 

I f 1(C) = l f n ( x ) , t | . W r i t e f R ( x ) = a * y w i t h a : [ n ] -» [ p ] a m o n o t o n i c 

s u r j e c t i o n a n d y £ NY . T h e n I f 1(C) = l y , a * ( t ) l a n d a * ( t ) € V ( p ) . O u r 

a s s u m p t i o n t h a t I f I ( ? ) l i e s i n Iwl means t h a t y eNW . We c o n c l u d e t h a t 

f n ( x ) € W n, h e n c e x € f " 1 ( W ) n , a n d I x , 11 € I f *"1 (W) I . q . e . d . 

P r o p o s i t i o n 3 . 2 1 . I f t h e s i m p l i c i a l map f i s i n j e c t i v e t h e n , f o r e v e r y 

n € ]N , f maps NX_ i n t o NY . a n d I f I i s a g a i n i n j e c t i v e . M o r e o v e r , i n o n *• n n z> J r 

t h i s c a s e , f o r a n y s i m p l i c i a l s u b s e t W o f Y, 



f _ 1 ( w ) n = f " 1 ( w n ) 

a n d , f o r a n y s u b s e t B o f Y, 

f 1 ( B * ) = ( f - 1 
n 

T h e s e a r e p u r e l y c o m b i n a t o r i a l f a c t s . T o p r o v e t h e m we may r e p l a c e X 

a n d Y b y t h e i r d i s c r e t i z a t i o n s . T h e n f i s a n i s o m o r p h i s m f r o m X t o 

t h e s u b s p a c e f (X) o f Y, a n d a l l a s s e r t i o n s a r e c l e a r f r o m o u r s u b s p a c e 

t h e o r y a b o v e . 

P r o p o s i t i o n 3 . 2 2 . I f f i s i n j e c t i v e a n d s e m i a l g e b r a i c , t h e n I f I i s a g a i n 

s e m i a l g e b r a i c ( a n d , o f c o u r s e , i n j e c t i v e ) . 

P r o o f . T h e map f : X -> Y r e s t r i c t s t o a map f : X s i n c e f ( N X n ) <=NY n 

f o r e v e r y n . T h i s map f i s s e m i a l g e b r a i c . We h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

w i t b i s e m i a l g e b r a i c b i j e c t i o n s C X / C Y * W e c o n c l u d e t h a t I f I i s s e m i a l g e ­
b r a i c , a s d e s i r e d . 

X f Y 

IX| I f I IYI 



We w a n t t o s t u d y t h e r e a l i z a t i o n s o f f i b r e p r o d u c t s o f p a r t i a l l y p r o p e r 

s i m p l i c i a l s p a c e s . We f i r s t d e a l w i t h t h e s p e c i a l c a s e o f d i r e c t 

p r o d u c t s . 

L e t X a n d Y b e p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e s ( o v e r R) . T h e n t h e 

d i r e c t p r o d u c t X x Y ( c f . E x . 1 . 2 . v i ) i s a g a i n a p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i ­

c i a l s p a c e . L e t p r ^ a n d p r 2 d e n o t e t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n maps f r o m 

X x y t o X a n d Y r e s p e c t i v e l y . T h e maps I p r ^ l a n d I p r 2 1 c o m b i n e i n t o 

a ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) map 

h x y = ( l p r 1 I f l p r 2 l ) : IX x y| -+ |X| x |Y| . 

I t i s a w e l l k n o w n - s o m e w h a t i n t r i g u i n g - c o m b i n a t o r i a l f a c t t h a t 

h i s b i j e c t i v e [ L a , p . 4 3 f f . ] . 
A , i 

T h e o r e m 4 . 1 . h v v i s a n i s o m o r p h i s m . x , Y 

T h e p r o o f n e e d s some p r e p a r a t i o n s . We f i r s t c o n s i d e r t h e c a s e t h a t X 

i s a c o n s t a n t s i m p l i c i a l s p a c e M ( c f . 1 . 2 . i i i ) . 

N o t a t i o n s 4 . 2. I f M i s a s p a c e o v e r R a n d Y i s a s i m p l i c i a l s p a c e o v e r 

R t h e n we w r i t e M x Y := M x Y. N o t i c e t h a t (MxY) n = M x Y n a n d , f o r 

x € M , y £ Y n , a : [m] -* [ n ] m o n o t o n i c , 

a * ( x , y ) = ( x , a * y ) . 

We i d e n t i f y |X| = M, a s e x p l a i n e d i n 2.9. T h e n , f o r x € M , y € Y R / 

t e V ( n ) , 

l p r 1 I ( I ( x , y ) , t | ) = | x , t | = x , 

l p r 2 l (I ( x , y ) , t l ) = l y , t l . 

We h a v e (MxY) A = M X Y . T h e map 



i d M x r i Y : Mxy Mx |y| 

i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d p a r t i a l l y p r o p e r , a n d i t s f i b r e s a r e t h e 

e q u i v a l e n c e c l a s s e s o f ( M x y ) A . T h u s we may a n d s h a l l i d e n t i f y 

lMxy[ = M x |YI , n M x y = i < V n Y • 

F o r x € M , y ^ Y n , t € V (n) t h i s m e a n s 

I ( x , y ) , t l = ( x , l y , t ! ) . ( 4 . 3 ) 

A f t e r t h e s e i d e n t i f i c a t i o n s o u r map h i s j u s t t h e i d e n t i t y o f Mx | y | 
X , X 

a s t h e f o r m u l a s f o r I p r ^ l , I p r 2 1 a b o v e s h o w . T h u s h x Y i s c e r t a i n l y 

a n i s o m o r p h i s m i f X i s a c o n s t a n t s i m p l i c i a l s p a c e . 

I n t h e f o l l o w i n g we s h a l l k e e p t h e s e n o t a t i o n s a n d i d e n t i f i c a t i o n s f o r 

X = M a n d a n y Y a n d , o f c o u r s e , a l s o t h e a n a l o g o u s o n e s f o r X a n y s i m ­

p l i c i a l s p a c e a n d Y a c o n s t a n t s i m p l i c i a l s p a c e N. 

We now l o o k a t t h e s p e c i a l c a s e t h a t X = A (p) , Y = A ( q ) ( c f . 2.10) 

w i t h some p , q € IN o . We i d e n t i f y IXI = V ( p ) , lYl = V (q) ( l o c . c i t . ) . T h e 

d i s c r e t e s i m p l i c i a l s p a c e X x y h a s o n l y f i n i t e l y m a ny n o n d e g e n e r a t e 

s i m p l i c e s . I n d e e d ( l o c . c i t . ) , a s i m p l e x x € X n c a n b e w r i t t e n a s a 

s e q u e n c e <a . a - , . . . , a > w i t h 0 < a < a . < . . . < a < p . A s i m p l e x o 1 n — o — 1 — — n — ^ 

( x , y ) € X n x Y n c a n b e w r i t t e n a s a s e q u e n c e < ( a o , b Q ) , ( a ^ , b ^ ) , . . . , ( a n , b n ) 

w i t h 0 < a Q < a^ < . . . < a n < p a n d 0 < b Q < b^ < . . . < b n < q . T h i s s i m p l e x i s 

n o n d e g e n e r a t e i f f < or b ^ < f o r e v e r y i E [ n ] . ( O f c o u r s e , 

a l l t h i s i s v e r y w e l l k n o w n . ) T h u s IX xYl i s a p o l y t o p e ( c f . 2 . 8 . v ) . 

T h i s f o r c e s t h e b i j e c t i v e map h v v t o b e a n i s o m o r p h i s m . 
A , X 

Lemma 4.4. L e t X,Y,Z,W b e f o u r p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e s . 

A s s u m e t h a t h ^ y , h ^ w , h ^ z , h y ^ , a n d h X x Z ^ Y x W a r e i s o m o r p h i s m s . 

T h e n h X x Y Z x ^ i s a n i s o m o r p h i s m . 



T h i s f o l l o w s f r o m t h e e v i d e n t c o m m u t i n g d i a g r a m 

IXxZxYxWl L£j > I X X Y X Z X W I H ) ( X Y / Z X W > lXxY|x| ZxWl 

hxxz,yxw 

|XxZ|x|YxW| — > IXI x I Z! x I Yl x |wl = > IX I x |y| x |Z| x |w 
n x h i 

X , Z Y,W 

w i t h s w i t c h i s o m o r p h i s m s o a n d T. 

Lemma 4 . 5 . I f X = M x A ( p ) a n d Y = N x A ( q ) w i t h s p a c e s M,N a n d some 

p , q € IN t h e n h i s a n i s o m o r p h i s m . 
O A , Y 

P r o o f . We know f r o m a b o v e t h a t h A , , A , , , h.. h M A , , , h„ A , v a n d A ( p ) , A ( q ) ' M,N M , A ( p ) ' N,A(q) 

^MxN A ( p ) x A ( q ) a r e i s o m o r P n i s m s • W e c o n c l u d e b y t h e p r e c e d i n g lemma 

t h a t h i s a n i s o m o r p h i s m . q . e . d . A , Y 

I n o r d e r t o p r o v e T h e o r e m 4.1 i n g e n e r a l we n e e d t w o f u r t h e r r e s u l t s 

w h i c h w i l l b e o f some u s e a l s o l a t e r o n . 

P r o p o s i t i o n 4.6. A s s u m e t h a t X a n d Y a r e p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l 

s p a c e s a n d f : X -> Y i s a s i m p l i c i a l map. I f f i s p a r t i a l l y p r o p e r 

( i . e . e v e r y f i s p a r t i a l l y p r o p e r , c f . §1) t h e n I f I : |X| -+ |Y| i s 

p a r t i a l l y p r o p e r . I f f i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e t h e n | f | i s s t r o n g l y 

s u r j e c t i v e . 

P r o o f . A s s u m e t h a t f i s p a r t i a l l y p r o p e r , t h e n a l s o f : X -* Y i s p a r ­

t i a l l y p r o p e r a n d n Y ° f = | f | ° n x ( c f . 2.11). S i n c e n x i s s t r o n g l y s u r -

j e c t i v e t h i s i m p l i e s t h a t I f I i s p a r t i a l l y p r o p e r . T h e same s o r t o f 

a r g u m e n t w o r k s f o r " s t r o n g l y s u r j e c t i v e " . q . e . d . 

D e f i n i t i o n 1. T h e d e p l o y m e n t De X o f a s i m p l i c i a l s p a c e X i s t h e d i r e c t 

sum o f t h e s i m p l i c i a l s p a c e s X R x A ( n ) = X R x A ( n ) ( c f . 4.2), 



De X := [_| X n x A ( n ) 
n>0 

N o t i c e t h a t IDe X I = X 

P r o p o s i t i o n 4.7. i ) T h e r e e x i s t s a u n i q u e s i m p l i c i a l map 

X = X X De X -+ X 

w i t h x ( X / i R ) = x f o r e v e r y n € ] N Q , x € X. n { A s a l w a y s , i d e n o t e s t h e 

d i s t i n g u i s h e d e l e m e n t o f A ( n ) n , c f . 2.10.} x I s s t r o n g l y s u r j e c t i v e . 

i i ) I f X i s p a r t i a l l y p r o p e r t h e n x i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

i i i ) I x I = n
x - ( T h i s p a r t o f t h e p r o p o s i t i o n w i l l n o t b e n e e d e d i n 

t h e p r o o f o f T h e o r e m 4.1.} 

P r o o f . i ) We a r e f o r c e d t o d e f i n e x a
 : (De X) -> X b y 

w i t h n r u n n i n g t h r o u g h J N Q , a r u n n i n g t h r o u g h t h e m o n o t o n i c maps f r o m 

[ q ] t o [ n ] a n d x € X n ( c f . 4 . 2 ) . T h i s g i v e s u s i n d e e d a s i m p l i c i a l map, 

a s i s e a s i l y c h e c k e d . T h e r e s t r i c t i o n o f x ~ t o x x { i ~ } i s a n i s o m o r -
q q q 

p h i s m f r o m t h e c l o s e d s u b s p a c e X_ * { i } o f X *A(q) t o X„. T h u s e v e r y 
q q q q q 

X i s c e r t a i n l y s t r o n g l y s u r j e c t i v e , i . e . x i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e . 
q 

i i ) A s s u m e t h a t X i s p a r t i a l l y p r o p e r . The f o r m u l a a b o v e s h o w s t h a t 

X i s p a r t i a l l y p r o p e r . { R e c a l l t h a t A (n) i s d i s c r e t e , i n f a c t f i n i t e 
q q 

T h u s x i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

i i i ) We h a v e t h e i d e n t i f i c a t i o n s 

| ( x , a * i n ) , t | = ( x , | a * i n , t | ) = ( x , a * t ) 

f o r x a n d a a s a b o v e a n d t € V ( q ) ( c f . 2 . 1 0 , 4 . 3 ) . On t h e o t h e r h a n d 

q q 

X q ( x , a * ( i n ) ) = a * ( x ) 

T h u s i n d e e d I x I = n q . e . d . 



P r o o f o f T h e o r e m 4.1. S u p p o s e t h a t X i s a d i r e c t sum U ( X a l a £ I ) o f 

s i m p l i c i a l s p a c e s X Q . T h e n 

IX x Y | = U IX x Y l , 
a € l 

I X | x | Y l = IJ IX I x | Y l 
a£l 

a n d 

h y = U h . 
A / Y a£i A a ' Y 

T h u s i f we know t h a t h v i s a n i s o m o r p h i s m f o r e v e r y a £ I t h e n we 
X a / Y 

k now t h a t h v i s a n i s o m o r p h i s m . An a n a l o g o u s r e m a r k h o l d s i f Y i s a 
A , Y 

d i r e c t sum o f s i m p l i c i a l s p a c e s . 

L e t X a n d Y b e a r b i t r a r y p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e s . T h e d e ­

p l o y m e n t s De X a n d De Y a r e d i r e c t sums o f t h e s i m p l i c i a l s p a c e s 

X n xA(n) a n d Y n xA(n) r e s p e c t i v e l y . T h u s we k n o w f r o m Lemma 4.5 t h a t 

n r * v n v i s a n i s o m o r p h i s m . S i n c e t h e map h d e p e n d s f u n c t o r i a l l y u e x , De Y A , Y 

o n X a n d Y we h a v e a c o m m u t i n g d i a g r a m 

I D e X x De Y | ;—• !XxY| 
i x x * x Y l 

h D e X , D e Y j { h X f Y 
• v 

I De X | x | De Y I : j : r-» I X | x | Y | 
I X X I X I X y l 

B y P r o p o s i t i o n 4.7 t h e s i m p l i c i a l maps x x
 a n ^ X Y a r e s t r o n g l y s u r j e c ­

t i v e a n d p a r t i a l l y p r o p e r , h e n c e t h e same h o l d s f o r X x
 x X Y- B ¥ P r o p o ­

s i t i o n 4.6 t h e r e a l i z a t i o n s l x x ' ' ' X Y I / ' X X X Y ' a r e a ^ a i n s t r o n g l y s u r -

j e c t i v e a n d p a r t i a l l y p r o p e r . T h u s i n t h e d i a g r a m a b o v e t h e h o r i z o n t a l 

a r r o w s a r e s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d p a r t i a l l y p r o p e r . S i n c e h D e x D e Y 

i s a n i s o m o r p h i s m we c o n c l u d e t h a t h v i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d p a r -
A , Y 

t i a l l y p r o p e r . S i n c e h v i s a l s o b i j e c t i v e i t m u s t b e a n i s o m o r p h i s m . 
A , Y 

q . e . d . 



T h e i s o m o r p h i s m h b e h a v e s w e l l w i t h r e s p e c t t o t a k i n g g r a p h s o f A , 1 
m a p s . 

D e f i n i t i o n 2. I f f : X -> Y i s a s i m p l i c i a l map b e t w e e n s i m p l i c i a l 

s p a c e s , t h e n t h e s e q u e n c e 

r ( f ) := ( T ( f n ) l n € 3 N o ) 

o f g r a p h s o f t h e maps f R : X n -* Y R i s c l e a r l y a c l o s e d s u b s p a c e o f 

X x Y . We c a l l r ( f ) t h e g r a p h o f f . 

P r o p o s i t i o n 4.8. i ) T h e s i m p l i c i a l map 

i := ( i d x , f ) : X - X x y 

y i e l d s a n i s o m o r p h i s m f r o m X t o t h e c l o s e d s u b s p a c e V (f) o f X x y . 

i i ) T h e p r o j e c t i o n p r ^ : X x y x r e s t r i c t s t o a n i s o m o r p h i s m f r o m 

r ( f ) o n t o X. 

i i i ) T h e b i j e c t i o n h v v : I X x y | -+ | X l x | y l maps IT ( f ) I o n t o t h e g r a p h 
A , 1 

T ( l f l ) o f I f I . T h u s , i f X a n d Y a r e p a r t i a l l y p r o p e r , h v r e s t r i c t s 
A , I 

t o a n i s o m o r p h i s m b e t w e e n t h e s p a c e s I T ( f ) I a n d V ( I f I ) . 

P r o o f . We h a v e i ( X ) = r ( f ) a n d p r ^ i = i d ^ . T h u s i i s a c l o s e d em­

b e d d i n g a n d i n d u c e s a n i s o m o r p h i s m f r o m X o n t o r ( f ) w i t h i n v e r s e map 

p r ^ l T C f ) . T h e t r i a n g l e 

I X I — > I X x Y l 

h x , Y 

I X I x | y | 

c o m m u t e s , s i n c e n
x Y = ^ ' p r 1 ' ' ' p r 2 ' ^ * T h i s i m p l i e s t h a t t h e b i j e c t i o n 

h x ^ y maps l i l ( l X l ) = I r ( f ) I o n t o T ( I f I ) ( c f . 3 . 1 9 ) . q . e . d . 

E x a m p l e 4.9. ( f = i d x ) . L e t D i a g X d e n o t e t h e d i a g o n a l o f X, i . e . t h e 

c l o s e d s u b s p a c e o f X x x w i t h ( D i a g X ) ^ = D i a g ( X n ) , t h e d i a g o n a l o f X R 



f o r e v e r y n . T h e b i j e c t i o n h maps I D i a g XI o n t o D i a g |X| . I f X i s 
A r X 

p a r t i a l l y p r o p e r t h e n t h i s i s a n i s o m o r p h i s m o f t h e s p a c e I D i a g X I t o 

t h e s p a c e D i a g IXI . 

We a r e r e a d y t o s t u d y c a r t e s i a n s q u a r e s i n t h e c a t e g o r y sWSA(R) a n d 

t h e i r b e h a v i o u r u n d e r r e a l i z a t i o n . 

L e t f : X -* S a n d g : Y -> S be s i m p l i c i a l maps b e t w e e n s i m p l i c i a l 

s p a c e s , a n d l e t F d e n o t e t h e map f xg f r o m X * Y t o S K S , 

D e f i n i t i o n 3. T h e f i b r e p r o d u c t o f X a n d Y w i t h r e s p e c t t o f a n d g i s 

t h e c l o s e d s u b s p a c e 

X x g y : = F ~ 1 ( D i a g S ) 

o f X x y. 

I n m o r e c o n c r e t e t e r m s , Xx Y i s t h e s u b s p a c e (X_ x c Y I n € IN ) o f XxY, 
S n S n n o 

w h e r e X x Y d e n o t e s t h e u s u a l f i b r e p r o d u c t o f t h e s p a c e s X^ a n d Y n S n n n n 
w i t h r e s p e c t t o f : X -> a n d g ^ : Y -> . N o t i c e t h a t , i f X a n d Y c n n n ^n n n ' 

a r e p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . p r o p e r , s e m i a l g e b r a i c , c o m p l e t e , p a r t i a l l y 

c o m p l e t e ) t h e n X x^Y h a s t h e same p r o p e r t y . 

We h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

X x g Y 9 > Y 
I 

g ( 4 . 1 0 ) 

o f s i m p l i c i a l s p a c e s w i t h p a n d q t h e r e s t r i c t i o n s t o X ^ y o f t h e 

c a n o n i c a l p r o j e c t i o n s p r ^ : X x y -* X, p r 2 : X x Y -* Y. One c h e c k s i n a 

s t r a i g h t f o r w a r d w a y t h a t t h i s d i a g r a m i s c a r t e s i a n i n s W S A ( R ) . 



A s s u m e now t h a t X,Y a n d S a r e p a r t i a l l y p r o p e r . 

Lemma 4 . 1 1 . T h e i s o m o r p h i s m h v : IX x y | -> \ x I x | y | maps |X x Y| o n t o 
X , x o 

t h e f i b r e p r o d u c t |X| x ( g | |y| o f IXI a n d l Y l w i t h r e s p e c t t o I f I a n d 

I g l . 

P r o o f . T h e i s o m o r p h i s m h v b e h a v e s f u n c t o r i a l l y w i t h r e s p e c t t o X 

a n d Y. T h u s we h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

I F I 
I X x Y l 

h X , Y 

I X I x | Y | 
I f I x | g | 

I S x S I 

h s , s 

I S I x i s i 

T h e p r e i m a g e o f D i a g IS I u n d e r I f l x |g| i s IXI | Y | , w h i l e t h e 

p r e i m a g e o f I D i a g SI u n d e r I F I i s 

I F " 1 ( D i a g S) I = IX x g Y | , 

( c f . 3 . 2 0 ) . F i n a l l y , b y 4 . 9 , h g g maps I D i a g SI o n t o D i a g I S I . T h u s 

q . e . d . h X Y m a p S I X X S Y l ° n t ° l X l X l S l I X I 

T h e o r e m 4 . 1 2 . A s s u m e a g a i n t h a t X,Y a n d S a r e p a r t i a l l y p r o p e r . T h e n 

t h e d i a g r a m ( c f . 4.10 a b o v e ) 

IX x s Y| |Y| 

i g l 

IXI ISI 

i s c a r t e s i a n i n t h e c a t e g o r y o f s p a c e s WSA(R) 

P r o o f . We c o m p a r e t h i s d i a g r a m w i t h t h e c a n o n i c a l c a r t e s i a n s q u a r e 



IXI x l s l |Y| I Y l 

ISI 

{ O f c o u r s e , T T
1 / T T 2 a r e t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n s . } S i n c e t h e d i a g r a m i n 

t h e t h e o r e m c o m m u t e s i t g i v e s u s a u n i q u e map 

h = n : IX x Y l - IXI x |Y|, f , g s ISI 

w i t h T T ^ h = | p | , TT 2" h = | q | . We h a v e t o v e r i f y t h a t h i s a n i s o m o r p h i s m . 

I t i s e a s i l y c h e c k e d t h a t t h e d i a g r a m 

h IX x g Y| 

I X x y| 

IXI x | s | |Y| 

3 

IXI x ( y l 
% Y 

w i t h i a n d j i n c l u s i o n m a p p i n g s , c o m m u t e s . { R e c a l l t h a t h = 
A , I 

( I p r ^ I , I p r 2 I ) .} We l e a r n f r o m Lemma 4.11 a b o v e t h a t h i s i n d e e d a n 

i s o m o r p h i s m . q . e . d . 

I n t h e c o u r s e o f t h i s p r o o f we h a v e s e e n 

C o r o l l a r y 4.13. T h e n a t u r a l i s o m o r p h i s m h f f r o m IX x ^ y l t o I x l x ^ |y| 

i s a r e s t r i c t i o n o f t h e i s o m o r p h i s m h . 
A , Y 

We now a r e a m p l y j u s t i f i e d t o i d e n t i f y IX x g Y | w i t h IXI x ^ |Y| a n d 

s h a l l a l s o d o s o i n l a t e r s e c t i o n s . U n d e r t h i s i d e n t i f i c a t i o n we s h a l l 

h a v e t h e e q u a t i o n 

I ( x , y ) , t l = ( l x , t | , l y , t l ) (4.14) 

f o r a n y t € V (n) , x e X R , y € Y n w i t h f (x) = g (y) . I f f : X -> X' a n d 

g : Y -* Y' a r e s i m p l i c i a l m aps b e t w e e n p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l 

s p a c e s o v e r a common p a r t i a l l y p r o p e r s p a c e S t h e n l f x
q g l = I f l x |g| 



We p r e s e n t a n a p p l i c a t i o n o f T h e o r e m 4 . 1 . 

D e f i n i t i o n 4. A w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s i m p l i c i a l g r o u p G o v e r R i s a 

g r o u p o b j e c t G i n t h e c a t e g o r y s W S A ( R ) . T h i s m e a n s t h a t G i s a s i m p l i ­

c i a l s p a c e w i t h e v e r y G n a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p ( c f . I V , §11) 

a n d a l l maps a * : G R -* G^ g r o u p h o m o m o r p h i s m s (a : [ p ] -» [ n ] m o n o t o n i c ) . 

I n t h e f o l l o w i n g we u s e t h e s h o r t e r t e r m " s i m p l i c i a l g r o u p " i n s t e a d o f 

" w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s i m p l i c i a l g r o u p o v e r R". 

L e t G b e a s i m p l i c i a l g r o u p a n d l e t m : G *G -* G d e n o t e t h e ( s i m p l i c i a l I ) 

m u l t i p l i c a t i o n map. ( m n ( x , y ) = x y f o r x € G n , y € G n . ) L e t e n d e n o t e 

t h e u n i t e l e m e n t o f G R . A s s u m e t h a t t h e s i m p l i c i a l s p a c e G i s p a r t i a l l y 

p r o p e r . We d e f i n e a map y : I G l x | G l -* I G l b y y := I m I <= g • ( T h i s i s 

p o s s i b l e b y T h e o r e m 4.1.} I t i s e a s i l y c h e c k e d t h a t u i s a n a s s o c i a t i v e 

c o m p o s i t i o n o n I G l . T h e e l e m e n t e := I e ^ 1 I t u r n s o u t t o b e a l e f t a n d 

a r i g h t u n i t f o r y. A l s o , f o r a n y x € G n , t € V ( n ) we h a v e 

u ( l x , t i , I x " 1 , t l ) = | e n , t | = | e Q , 1 I . 

{ N o t i c e t h a t a * e Q = e R f o r t h e map a : [ n ] -* [ 0 ] . } T h u s we h a v e p r o v e d 

P r o p o s i t i o n 4 . 1 5 . L e t G b e a s i m p l i c i a l g r o u p w i t h m u l t i p l i c a t i o n map 

m. A s s u m e t h a t t h e s i m p l i c i a l s p a c e G i s p a r t i a l l y p r o p e r . We i d e n t i f y 

I G x G I = I G l x I G l a s a b o v e . T h e n t h e s p a c e |G| t o g e t h e r w i t h t h e c o m p o ­

s i t i o n Iml i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p . 

E x a m p l e x 4 . 1 6 . E v e r y g r o u p o b j e c t r i n t h e c a t e g o r y o f s i m p l i c i a l s e t s 

g i v e s u s a d i s c r e t e s i m p l i c i a l g r o u p r R a n d h e n c e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

g r o u p | r R | o v e r R. S u c h g r o u p o b j e c t s a b o u n d i n t h e l i t e r a t u r e o n s i m ­

p l i c i a l s e t s . F o r e x a m p l e , e v e r y s i m p l i c i a l s e t K g i v e s u s a n a b e l i a n 

g r o u p o b j e c t ZK i n s S e t w i t h (%K) = Z [ K n ] , t h e f r e e a b e l i a n g r o u p o v e r 



K n « To g i v e s t i l l a n o t h e r e x a m p l e , t h e f a m o u s E i l e n b e r g - M c L a n e s i m p l i ­

c i a l s e t s K ( n , n ) [ E M , p . 8 6 f f . ] a r e a b e l i a n g r o u p o b j e c t s i n s S e t . T h e 

r e a l i z a t i o n s l K ( T T , n ) R | f o r a l l n g i v e u s a s p e c t r u m f o r o r d i n a r y s e m i ­

a l g e b r a i c c o h o m o l o g y H * ( - , T T ) o v e r R. 

D e f i n i t i o n 5. A ( l e f t ) s i m p l i c i a l G - s p a c e X i s a s i m p l i c i a l s p a c e X 

t o g e t h e r w i t h a s i m p l i c i a l map h : G * X -» X s u c h t h a t h n : G R * X n -> X n 

i s a ( l e f t ) o p e r a t i o n o f G n o n X n f o r e v e r y n. 

B y a s i m i l a r s t r a i g h t f o r w a r d d i s c u s s i o n a s a b o v e o n e o b t a i n s . 

P r o p o s i t i o n 4 . 1 7 . L e t X be a s i m p l i c i a l G - s p a c e . A s s u m e t h a t t h e s i m ­

p l i c i a l s p a c e s G a n d X a r e p a r t i a l l y p r o p e r . We i d e n t i f y I G x X I = 

I G I x | X | . T h e n I h l d e f i n e s a ( l e f t ) a c t i o n o f t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

g r o u p I G I o n t h e s p a c e I X I . 



We w a n t t o a n a l y z e t h e r e a l i z a t i o n o f t h e q u o t i e n t o f a s i m p l i c i a l 

s p a c e b y a s i m p l i c i a l e q u i v a l e n c e r e l a t i o n u n d e r f a v o r a b l e c o n d i t i o n s . 

We f i r s t d i s c u s s a v e r y s p e c i a l c a s e : t h e g l u i n g o f a s i m p l i c i a l s p a c e 

t o a n o t h e r o n e a l o n g a c l o s e d s i m p l i c i a l s u b s p a c e . I n t h i s c a s e we d o 

n o t y e t n e e d B r u m f i e l ' s t h e o r e m I V . 1 1 . 4 . 

A s s u m e t h a t A i s a c l o s e d s u b s p a c e o f a s i m p l i c i a l s p a c e X a n d 

f : A -» Y i s a p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l map f r o m A t o a s e c o n d 

s i m p l i c i a l s p a c e . I n t h i s s i t u a t i o n we d e f i n e a s i m p l i c i a l s p a c e 

Z := X U Y 

a s f o l l o w s . Z i s t h e s p a c e X U,- Y_ o b t a i n e d b y g l u i n g X^ t o Y_ a l o n g n r n f n n J 3 3 n n 3 

A n b y t h e p a r t i a l l y p r o p e r map f ( c f . I V . §8) . I f a : [ k ] -» [ 1 ] i s 

m o n o t o n i c t h e n we h a v e c o m m u t i n g s q u a r e s 

T h e t r a n s i t i o n maps a * : X^ • X^ a n d a * : Y^ > Y^. c o m b i n e i n t o t h e 

t r a n s i t i o n map a * : Z^ -> Z^ . 

We c a l l Z = X U f Y t h e s i m p l i c i a l s p a c e o b t a i n e d b y g l u i n g X t o Y a l o n g 

A by_ f . The s i m p l i c i a l s p a c e Y may a n d w i l l b e r e g a r d e d a s a c l o s e d 

s u b s p a c e o f Z i n t h e o b v i o u s way. We h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

A f- • Y 

i | j ( 5 . 1 ) 

w i t h i a n d j i n c l u s i o n maps a n d g t h e o b v i o u s s i m p l i c i a l map 

f r o m X t o Z e x t e n d i n g f . We know f r o m I V , §8 t h a t e v e r y c o m p o n e n t 



g n : X n "* Z n ° f g i s P a r t i a l l y P r o p e r a n d t h a t ( g n , j n ) : \ | J Y R - Z n 

i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e . T h i s m e a n s , a c c o r d i n g t o o u r t e r m i n o l o g y ( c f . 

§ 1 ) , t h a t g i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d ( g , j ) : X | J Y -» Z i s s t r o n g l y s u r ­

j e c t i v e ( a n d p a r t i a l l y p r o p e r ) . One c h e c k s i n a s t r a i g h t f o r w a r d >ay 

t h a t t h e d i a g r a m ( 5 . 1 ) i s c o c a r t e s i a n i n t h e c a t e g o r y sWSA(R) o f s i m ­

p l i c i a l s p a c e s . 

T h e o r e m 5.2. I f X a n d Y a r e p a r t i a l l y p r o p e r t h e n t h e s i m p l i c i a l s p a c e 

Z := X U ^ Y i s a g a i n p a r t i a l l y p r o p e r a n d t h e d i a g r a m ( c f . 5.1) 

IAI — > l Y ! 

l i l I j l (*) 

IXI ^ > IZI 

i s c o c a r t e s i a n i n W S A ( R ) . R e c a l l i n g f r o m P r o p o s i t i o n 4.6 t h a t I f i s 

p a r t i a l l y p r o p e r , we may a n d s h a l l i d e n t i f y 

IX U f Y l = |X| U | f j IYI . 

P r o o f . L e t a : [ k ] -> [1] b e m o n o t o n i c . We h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

X i U * ! — a * U a * ' x
k U Y

k 

P i p k 
•I 1 

w i t h s t r o n g l y s u r j e c t i v e p a r t i a l l y p r o p e r maps p ^ a n d p ^ . B y o u r a s s u m p ­

t i o n a b o u t X a n d Y t h e u p p e r h o r i z o n t a l a r r o w a*|Ja* i s p a r t i a l ! p r o p e r 

T h i s i m p l i e s t h a t t h e l o w e r h o r i z o n t a l a r r o w a * i s p a r t i a l l y p r o e r ( c f . 

t h e r e a s o n i n g i n t h e p r o o f o f 4 . 6 ) . T h u s Z i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

T h e map ( g , j ) : X | j Y -»• Z i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d p a r t i a l l y p r p e r . 

We c o n c l u d e b y P r o p o s i t i o n 4.6 t h a t 

( I g l , I j l ) : I X L J Y I = IXI U IYI - IZI 



i s a g a i n s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d p a r t i a l l y p r o p e r , h e n c e i d e n t i f y i n g . 

We a r e d o n e i f we know t h a t t h e d i a g r a m (*) i n t h e t h e o r e m i s c o c a r t e ­

s i a n o n t h e s e t t h e o r e t i c l e v e l . We k n o w a l r e a d y t h a t ( l g l , l j l ) i s s u r ­

j e c t i v e a n d I j | i s i n j e c t i v e . T h u s we o n l y n e e d t o v e r i f y t h a t . I g l 

maps IXI ̂  I A I i n j e c t i v e l y i n t o I Z I ^ IY I . 

L e t £ € I XI ^ IA I b e g i v e n . W r i t e £ = l x , t l w i t h x € N X n , t € V ( n ) . T h e n 

I g l ( 5 ) = l g n ( x ) , t l . 

W r i t e 9 n ( x ) = a * ( z ) w i t h a : [ n ] -» [ q ] a m o n o t o n i c s u r j e c t i o n a n d 

z € N Z g . T h e n 

I g l ( ? ) = I z , a * t I , 

a n d a * ( t ) € V ( q ) . S u p p o s e t h a t I g l (£) € l Y l . B y o u r s u b s p a c e t h e o r y t h i s 

m e a ns t h a t z € NY^, a n d i m p l i e s t h a t 

g n ( x ) = a * ( z ) € Y n . 

We c o n c l u d e t h a t x C A ^ . T h i s c o n t r a d i c t s o u r a s s u m p t i o n t h a t £ £ A . T h u s 

I g l maps i n d e e d I X l ^ l A l i n t o i Z l ^ l Y l . 

We r e t u r n t o t h e p o i n t I g l (£) . We h a v e z = g ( x 1 ) w i t h x 1 € X ^ A . We 
q ' • *d q 

c o n c l u d e f r o m a b o v e t h a t g R ( x ) = g n ( « * x ^ ) , a n d t h e n x = a * x ^ . S i n c e x 

i s n o n d e g e n e r a t e t h i s i m p l i e s a = i d ^ - j , i . e . g R ( x ) € NZ^. 

A s s u m e t h a t i s a s e c o n d p o i n t i n IXI ̂  |A| w i t h |g|(£') = Igl(£). 

W r i t e £' = I x 1 , t ' I w i t h x ' € N X m , t ' € V (m) . T h e n g n ' x ) eNZ R / g m ( * ' ) e N Z m 

a n d l g n ( x ) , t l = | g m ( x , ) , t ' | . We c o n c l u d e b y Lemma 2.1 t h a t m = n , 

t = t f , g n ( x ) = g n ( x ' ) . S i n c e g n i s i n j e c t i v e o n X n ^ A n , we o b t a i n 

x = x ' , h e n c e £ = £ 1 , a s d e s i r e d . q . e . d . 

I n t h e c a s e t h a t Y i s t h e o n e - p o i n t s i m p l i c i a l s p a c e {*} t h e t h e o r e m 

m eans t h e f o l l o w i n g . 



E x a m p l e 5.3. L e t X b e a p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e a n d A a p a r ­

t i a l l y c o m p l e t e ( c l o s e d ) s u b s p a c e o f X. T h e n t h e s i m p l i c i a l s p a c e X/A 

{ w i t h ( X / A ) n = X
n / A n f o r e v e r y n} i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d t h e r e a l i z a ­

t i o n I p i : |X| -> I X / A I o f t h e n a t u r a l s i m p l i c i a l p r o j e c t i o n map 

p : X -> X/A i n d u c e s a n i s o m o r p h i s m f r o m 1X1/1AI t o I X / A I , i n s h o r t , 

I X / A I = IXI / I A I 9 

We now e x t e n d t h e d e f i n i t i o n s a n d r e s u l t s o f I V , §11 o n e q u i v a l e n c e 

r e l a t i o n s t o s i m p l i c i a l s p a c e s . T h i s c a n be d o n e i n a s o m e w h a t a u t o m a t i 

w a y . L e t X b e a s i m p l i c i a l s p a c e . 

D e f i n i t i o n 1. A n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n T o n X i s a s i m p l i c i a l s u b s p a c e 

T o f X x x s u c h t h a t T n i s a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n t h e s p a c e X n f o r 

e v e r y n . We c a l l t h e e q u i v a l e n c e r e l a t i o n T c l o s e d ( p a r t i a l l y p r o p e r , 

p r o p e r , ...) i f t h e e q u i v a l e n c e r e l a t i o n T n o n X^ i s c l o s e d ( p a r t i a l l y 

p r o p e r , p r o p e r , ...) f o r e v e r y n . 

E x a m p l e 5.4. I f f : X -* Y i s a s i m p l i c i a l map t h e n t h e f i b r e p r o d u c t 

E ( f ) := X x y X 

w i t h r e s p e c t t o f i n b o t h t h e f i r s t a n d t h e s e c o n d f a c t o r i s a c l o s e d 

e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n X. We h a v e E ( f ) = E ( f n ) f o r e v e r y n . 

I n t h e f o l l o w i n g T i s a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n X. We d e n o t e b y p^ 

a n d p 2 t h e t w o n a t u r a l p r o j e c t i o n s f r o m T t o X a n d b y T t t h e s w i t c h 

a u t o m o r p h i s m o f T ( a s i n I V , § 1 1 ) . T h e s e a r e now s i m p l i c i a l maps. We 

d e n o t e b y X/T t h e s i m p l i c i a l s e t d e f i n e d a s f o l l o w s : ( X / T ) n i s t h e s e t 

o f e q u i v a l e n c e c l a s s e s X n / T n . I f a : [ p ] -> [ n ] i s m o n o t o n i c , t h e n 

a * : X n / T n -* X p / T p i s t n e s e t t h e o r e t i c map i n d u c e d b y a * : x
n ~* x

p « 

We d e n o t e b y p T t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n f r o m t h e s i m p l i c i a l s e t X t o t h e 

s i m p l i c i a l s e t X/T. 



D e f i n i t i o n 2. A s i m p l i c i a l map f : X -+ Y i s c a l l e d a s t r o n g q u o t i e n t 

(a p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t , a p r o p e r q u o t i e n t ) o f X by_ T, i f E ( f ) = T 

a n d e v e r y map f n : X^ -> Y n i s i d e n t i f y i n g ( i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d 

p a r t i a l l y p r o p e r , i s p r o p e r ) . 

I t i s c l e a r f r o m I V , §8 t h a t e v e r y p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t i s a s t r o n g 

q u o t i e n t . I t i s a l s o e v i d e n t ( a s i n I V , § 1 1 ) t h a t , i f t h e r e e x i s t s a 

s t r o n g q u o t i e n t o f X b y T, t h e n t h e r e i s a u n i q u e s t r u c t u r e o f a s i m ­

p l i c i a l s p a c e o n t h e s i m p l i c i a l s e t X/T s u c h t h a t p T i s a s t r o n g q u o ­

t i e n t o f X b y T. I n t h i s c a s e , o f c o u r s e , we mean b y X/T t h i s s i m p l i ­

c i a l s p a c e , i n s t e a d o f t h e p r e v i o u s s i m p l i c i a l s e t . 

B r u m f i e l ' s T h e o r e m I V . 1 1 . 4 e x t e n d s i m m e d i a t e l y a s f o l l o w s . 

T h e o r e m 5.5. A s s u m e t h a t t h e e q u i v a l e n c e r e l a t i o n T o n X i s c l o s e d 

a n d p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . p r o p e r ) . T h e n t h e p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t 

( t h e p r o p e r q u o t i e n t ) o f X b y T e x i s t s . 

We w a n t t o k n o w how a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n b e h a v e s u n d e r r e a l i z a t i o n . 

We a s s u m e t h a t X i s a p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e a n d t h a t T i s 

a c l o s e d e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n X. T h e n t h e s i m p l i c i a l s p a c e T i s 

a g a i n p a r t i a l l y p r o p e r , a n d I T I i s a c l o s e d s u b s p a c e o f I X x X I = IXI x | X I . 

We v e r i f y t h a t |T| i s a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n I X I . I n d e e d , f r o m 

D i a g X c T we c o n c l u d e t h a t D i a g I X I c I T I , c f . 4 . 9 . T h e r e a l i z a t i o n o f 

; t h e s w i t c h a u t o m o r p h i s m o f X x X i s t h e s w i t c h a u t o m o r p h i s m o f I X I x |X|. 

We c o n c l u d e t h a t |T| i s m a p p e d i n t o i t s e l f b y t h i s a u t o m o r p h i s m , c f . 

; 3 . 1 9 . F i n a l l y , i n t h e s p a c e I X X X X X I = I X I x [ X I x | x | we h a v e 

I (TxX) fl ( X x T ) I = I T X X I fl I X x T l = ( I T l x | X l ) fl ( I X I x | T l ) , 

• c f . 3 . 4 , a n d t h e n , a g a i n b y 3 . 1 9 , 



lpr 1 3[(TxX) n (XxT)]l = l p r 1 3 l [ (lT|x|xi ) f l ( | X | x | T l ) ] , 

w i t h p r ^ t n e n a t u r a l p r o j e c t i o n f r o m X x x x x t o t h e f i r s t a n d t h i r d 

f a c t o r . I p r ^ l i s t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n f r o m IXI x |xi x |xi t o t h e 

f i r s t a n d t h e t h i r d f a c t o r . I t maps (ITlx|xI) n ( | X | X | T | ) i n t o ITI s i n c e 

p r 1 3 maps (TxX) n (XxT) i n t o T. 

P r o p o s i t i o n 5.6. I f f : X -> Y i s a s i m p l i c i a l map f r o m X t o a n o t h e r 

p a r t i a l l y p r o p e r s p a c e Y t h e n E ( | f | ) = | E ( f ) | . 

P r o o f . T h i s f o l l o w s f r o m §4 ( T h . 4.12 a n d C o r . 4.13), s i n c e E ( f ) = X x y x 

a n d E ( l f l ) = IXI x |x|, t h e f i b r e p r o d u c t s u s i n g t h e maps f a n d I f I 

r e s p e c t i v e l y . 

E x a m p l e 5.7. A s s u m e t h a t X i s p a r t i a l l y p r o p e r . T h e n t h e d e p l o y m e n t 

De X ( c f . §4, D e f . 1) i s a g a i n a p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e 

a n d x x s °e X -* X i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d p a r t i a l l y p r o p e r ( P r o p . 

4.7). L e t R e l X d e n o t e t h e e q u i v a l e n c e r e l a t i o n E ( x x ) . We c a l l R e l X 

t h e r e l a t i o n s p a c e o f X. T h e map x x ^ s a p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t o f 

De X b y R e l X . T h e r e a l i z a t i o n o f x x
 i s o u r p r e v i o u s map n x : X I X I 

( c f . 4.7). I t i s a g a i n p a r t i a l l y p r o p e r a n d s t r o n g l y s u r j e c t i v e b y P r o ­

p o s i t i o n 4.6. We c o n c l u d e t h a t n x i s a p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t o f 

X b y I R e l XI . T h u s I R e l XI i s j u s t t h e e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n X u s e d 

t o d e f i n e t h e r e a l i z a t i o n I X I . ( O f c o u r s e , t h i s a l s o c o u l d be v e r i f i e d 

b y a d i r e c t c o m p u t a t i o n , a n d we k n o w a l r e a d y f r o m 2.6 t h a t n x i s p a r ­

t i a l l y p r o p e r a n d s t r o n g l y s u r j e c t i v e . } 

We a r e r e a d y t o s t a t e t h e m a i n r e s u l t o f t h i s s e c t i o n . 

T h e o r e m 5.8. A s s u m e t h a t T i s a p a r t i a l l y p r o p e r c l o s e d e q u i v a l e n c e 

r e l a t i o n o n t h e p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e X. T h e n ITI i s a p a r ­

t i a l l y p r o p e r c l o s e d e q u i v a l e n c e r e l a t i o n o n IXI . T h e s i m p l i c i a l s p a c e 



X/T ( c f . T h . 5.5) i s a g a i n p a r t i a l l y p r o p e r a n d t h e r e a l i z a t i o n |p I 

o f t h e s i m p l i c i a l map p T : X X/T i s a p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t o f 

IXI b y |T|. I n s h o r t , I X / T I = I X I / I T I . 

P r o o f . I f a 

(P := P T ) 

X„ — 

[ q ] - * [ n ] i s m o n o t o n i c t h e n we h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

V T n 
x /T_ 
q q 

T h e v e r t i c a l m a p s a r e p a r t i a l l y p r o p e r a n d s t r o n g l y s u r j e c t i v e . The 

u p p e r h o r i z o n t a l map a * i s p a r t i a l l y p r o p e r . We c o n c l u d e t h a t t h e l o w e r 

h o r i z o n t a l map a * i s p a r t i a l l y p r o p e r . T h u s t h e s i m p l i c i a l s p a c e X/T 

i s p a r t i a l l y p r o p e r . T h e o t h e r a s s e r t i o n s i n t h e t h e o r e m now f o l l o w 

f r o m t h e P r o p o s i t i o n s 5.6 a n d 4.6. 

We e x p l i c a t e t h e o u t c o m e o f o u r t h e o r y i n t h e c a s e o f g r o u p a c t i o n s . 

L e t G b e a s i m p l i c i a l g r o u p a n d X a l e f t s i m p l i c i a l G - s p a c e . We a s s u m e 

t h a t we a r e i n o n e o f t h e f o l l o w i n g t w o c a s e s . C a s e 1: G i s c o m p l e t e , 

i . e . e v e r y G^ i s a c o m p l e t e ( h e n c e s e m i a l g e b r a i c ) s p a c e , a n d X i s 

p a r t i a l l y p r o p e r . C a s e 2: T h e s p a c e X i s d i s c r e t e . I n b o t h t h e s e c a s e s 

t h e i m a g e T ( G ) o f t h e s i m p l i c i a l map G*X -* XxX, ( g , x ) •-» ( g x , x ) , i s a 

c l o s e d s i m p l i c i a l s u b s p a c e o f X*X, h e n c e a c l o s e d e q u i v a l e n c e r e l a t i o n 

o f X. T h i s e q u i v a l e n c e r e l a t i o n i s p r o p e r i n t h e f i r s t c a s e a n d p a r ­

t i a l l y p r o p e r i n t h e s e c o n d c a s e . We d e n o t e t h e q u o t i e n t X / T ( G ) m o r e 

b r i e f l y b y G\X. O f c o u r s e , ( G \ X ) n = G R\ X R f o r e v e r y n . L e t p : X -* G\X 

d e n o t e t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n . I t i s p r o p e r i n t h e f i r s t c a s e a n d p a r ­

t i a l l y p r o p e r i n t h e s e c o n d c a s e . We l e a r n f r o m T h e o r e m 5.8 t h a t 

I p l : |X| I G \ X | i s a p r o p e r q u o t i e n t o f IXI b y IT (G) I i n t h e f i r s t 

c a s e a n d a p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t i n t h e s e c o n d o n e . T h e a c t i o n o f 

G o n X g i v e s u s a n a c t i o n o f IGI o n IXI ( c f . 4.17) w i t h T ( ! G | ) = I T ( G ) I 



( c f . 3 . 1 9 ) . T h u s t h e p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t ( i n t h e f i r s t c a s e e v e n 

p r o p e r q u o t i e n t ) I G I M X I e x i s t s , a n d IGIMXI = I G \ X I . N o t i c e t h a t 

u s u a l l y |G| w i l l n o t b e a s e m i a l g e b r a i c g r o u p . T h u s t h i s r e s u l t l i e s 

w e l l b e y o n d I V . 1 1 . 8 . 



§6. S e m i a l g e b r a i c r e a l i z a t i o n o f s i m p l i c i a l s e t s 

L e t K b e a s i m p l i c i a l s e t . We d e n o t e t h e r e a l i z a t i o n o f t h e a s s o c i a t e d 

d i s c r e t e s i m p l i c i a l s p a c e K R ( c f . 1 . 2 . i x a n d 2.5) b y | K | R o r m o r e 

b r i e f l y b y I K I . The n o t a t i o n | K | R i n s t e a d o f |K R| s t r e s s e s t h e a n a l o g y 

w i t h t h e r e a l i z a t i o n o f a b s t r a c t s i m p l i c i a l c o m p l e x e s ( c f . I I , § 3 ) . 

S i m i l a r l y , i f f i s a s i m p l i c i a l map f r o m K t o a s i m p l i c i a l s e t L t h e n 

we d e n o t e t h e r e a l i z a t i o n o f f R : K R -> L R b y I f I R o r b y | f | . We c a l l 

| K I R a n d l f l R t h e s e m i a l g e b r a i c r e a l i z a t i o n o v e r R o f K a n d f r e s p e c t ­

i v e l y . N o t i c e t h a t I K | R i s a w e a k p o l y t o p e ( 2 . 8 . v ) . 

I f ft i s a r e a l c l o s e d f i e l d e x t e n s i o n o f R t h e n c l e a r l y I K I R 

( | K | R ) ( f t ) a n d I f | f t = ( I f I R ) ^ , c f . 2 . 1 3 . 

T h e t o p o l o g i c a l r e a l i z a t i o n s [ M i ^ ] o f K a n d f w i l l b e d e n o t e d b y 

| K l t o p a n d l f l t o p r e s p e c t i v e l y . We h a v e I K I t Q p = ( I K I m ) t Q p a n d 

l f l t o p = ^ ' m ' t o p . 

T h e r e e x i s t s a n e x t e n s i v e l i t e r a t u r e o n s i m p l i c i a l s e t s . We m e n t i o n 

[ C a ] f o r a p l e a s a n t i n t r o d u c t i o n , t h e a r t i c l e s [ C u ] a n d [Gu] f o r a 

c o n c i s e s u r v e y , a n d t h e b o o k s [ L a ] a n d [ M a y ] f o r t h o r o u g h t r e a t m e n t s 

o f b a s i c p a r t s o f t h e t h e o r y . 

I n p r i n c i p l e we h a v e e v e r y k n o w n t h e o r e m a t o u r d i s p o s a l w h i c h c a n b e 

f o r m u l a t e d e n t i r e l y w i t h i n t h e c a t e g o r y o f s i m p l i c i a l s e t s , b u t we 

h a v e t o c h e c k w h e t h e r o r n o t s u i t a b l e r e s u l t s i n v o l v i n g t o p o l o g i c a l 

r e a l i z a t i o n s r e m a i n t r u e f o r o u r s e m i a l g e b r a i c r e a l i z a t i o n s , l e t a l o n e 

r e s u l t s w h i c h i n v o l v e o t h e r t o p o l o g i c a l s p a c e s . 

We r e t u r n t o o u r s i m p l i c i a l s e t K. We s t a r t o u t t o e s t a b l i s h o n K 

t h e s t r u c t u r e o f a n o r m a l ( c f . V . 1 . 3 ) C W - c o m p l e x . F o r e v e r y x € K n we 

d e f i n e a c h a r a c t e r i s t i c map n : V ( n ) |K| b y n ( t ) := | x , t l . We 



d e n o t e t h e i m a g e o f n x b y I x l a n d t h e s u b s e t n x ( V ( n ) ) o f I x l b y lxl°. 

N o t i c e t h a t lxl° i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f I K l a n d I x l i s a p o l y ­

t o p e . 

I f a : [ p ] -* [ n ] i s a m o n o t o n i c map t h e n c l e a r l y t h e t r i a n g l e 

( 6 . 1 ) 

c o m m u t e s . 

F r o m t h e d i a g r a m ( 6 . 1 ) we c o n c l u d e t h a t , i f a i s s u r j e c t i v e , t h e n 

l a * ( x ) l = I x l a n d la*(x)l° = lxl°, s i n c e i n t h i s c a s e a + maps v ( p ) o n t o 

V ( n ) a n d V ( p ) o n t o V ( n ) . 

I f x i s n o n d e g e n e r a t e t h e n n x maps V ( n ) b i j e c t i v e l y o n t o lxl° ( c f . 2 . 1 ) . 

M o r e o v e r , V ( n ) i s t h e p r e i m a g e o f lxl° u n d e r n . T h u s n x i s a n i s o m o r ­

p h i s m f r o m V ( n ) t o lxl°. I t i s a l s o c l e a r f r o m 2.1 t h a t 

{|xl° I x € N K ^ , n € 3 N q } i s a s e m i a l g e b r a i c p a r t i t i o n o f I K l . U s i n g a g a i n 

d i a g r a m ( 6 . 1 ) , t h i s t i m e w i t h a i n j e c t i v e , we s e e t h a t , f o r e v e r y 

x € N K N , t h e s e t I x l ̂  lxl° i s a u n i o n o f f i n i t e l y many " c e l l s " lyl°, 

y € N K , f o r some p < n . 

A s u s u a l we d e n o t e t h e n - s k e l e t o n o f t h e s i m p l i c i a l s e t K b y K n . T h e n 

( K n ) R i s t h e n - s k e l e t o n o f t h e s i m p l i c i a l s p a c e K R , a n d I K l i s t h e i n ­

d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f c l o s e d s u b s p a c e s ( l K n | I n € 3 N Q ) . I n §2 

we h a v e s t u d i e d t h e r e l a t i o n b e t w e e n | X n ~ 1 | a n d l X n | f o r a n y p a r t i a l l y 

p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e X. L e t u s s p e l l o u t w h a t t h i s m e a n s i n t h e 

s p e c i a l c a s e X = K R . 



We s h a l l i d e n t i f y a n y s u b s e t Z o f K n w i t h t h e d i s c r e t e s p a c e Z R . T h e 

d i s c r e t e s p a c e K i s t h e d i r e c t sum o f NK a n d DK . T h u s we o b t a i n t h e r n n n 
f o l l o w i n g c o c a r t e s i a n s q u a r e f r o m t h e d i a g r a m i n Lemma 2.7 

N K n x 3 V ( n ) 2 > I K n I 

i j 
4 

NK x V ( n ) T > l K n | 

^ n 

f o r e v e r y n > 0 . H e r e <Pn a n d i j ; n a r e r e s t r i c t i o n s o f t h e n a t u r a l m a p s t p R 

a n d ^ n t h e r e , a n d i a n d j a r e i n c l u s i o n m a p p i n g s , { i n t h e c a s e n = 0 

t h e d i a g r a m g i v e s u s a n i s o m o r p h i s m f r o m K xV(o) = K t o lK°l.} 
o o o 

N o t i c e t h a t i | > n ( x , t ) = n x ( t ) f o r a n y x € NK^, t € V (n) . T h e f o l l o w i n g i s 

now e v i d e n t . 

T h e o r e m 6.2. T h e p a r t i t i o n {lxl° l x € N K n , n € JN Q} o f I K l i s a p a t c h 

d e c o m p o s i t i o n o f I K l w h i c h g i v e s I K l t h e s t r u c t u r e o f a n o r m a l CW-

c o m p l e x . l K n l i s t h e n - s k e l e t o n o f t h i s C W - c o m p l e x a n d , f o r e v e r y 

x € N K n , t h e map n x : V ( n ) -> I K l i s a c h a r a c t e r i s t i c map f o r t h e c e l l 

! x I . 

I n t h e f o l l o w i n g we s h a l l a l w a y s r e g a r d I K l a s a C W - c o m p l e x - n o t 

m e r e l y a weak p o l y t o p e - i n t h i s w a y . 

P r o p o s i t i o n 6.3. L e t B b e a c l o s e d s u b c o m p l e x o f t h e C W - c o m p l e x |K|. 

T h e n t h e r e e x i s t s a ( u n i q u e ) s i m p l i c i a l s u b s e t A o f K s u c h t h a t B = l A l . 

T h i s i s e a s i l y v e r i f i e d . We d e f i n e A R a s t h e s e t o f a l l n - s i m p l i c e s x 

o f K s u c h t h a t | x | c B . I f a : [ p ] -» [ n ] i s m o n o t o n i c , t h e n i t f o l l o w s 

f r o m t h e d i a g r a m ( 6 . 1 ) t h a t | a * x | c | x | . T h i s i m p l i e s t h a t t h e f a m i l y 

A := ( A n | n > 0 ) i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f K. C l e a r l y IAI = B. 



I f f i s a s i m p l i c i a l map f r o m K t o a s i m p l i c i a l s e t L t h e n , f o r e v e r y 

x € N K n , 

l f l - n x = n f ( x ) ( 6 . 4 ) 

h e n c e I f l ( l x l ) = l f ( x ) l , a n d If I ( Ix l ° ) = l f ( x ) l ° . {We b r i e f l y w r i t e 

f ( x ) i n s t e a d o f f R ( x ) . } T h u s I f I maps e v e r y c e l l o f IKl o n t o a c e l l 

o f I L I . T h i s i m p l i e s , o f c o u r s e , t h a t If! i s a c e l l u l a r map. 

A s i s w e l l k n o w n - a n d s o m e w h a t a t t h e r o o t s o f t h e t h e o r y o f s i m p l i ­

c i a l s e t s - t h e r e i s a c l o s e r e l a t i o n b e t w e e n c l o s e d a b s t r a c t s i m p l i c i a l 

c o m p l e x e s ( c f . I I , §3) a n d s u i t a b l e s i m p l i c i a l s e t s w h i c h we r e c a l l now 

( c f . [ C a , § 1 ] ) . 

C o n v e n t i o n . I n t h i s c h a p t e r a s i m p l i c i a l c o m p l e x P me a n s a c l o s e d ( = 

c l a s s i c a l ) a b s t r a c t s i m p l i c i a l c o m p l e x . A s i n I I , §3 we d e n o t e t h e s e t 

o f v e r t i c e s o f P b y E ( P ) a n d t h e s e t o f s i m p l i c e s b y S ( P ) . 

D e f i n i t i o n 1. a) A n o r d e r e d s i m p l i c i a l c o m p l e x P i s a s i m p l i c i a l c o m p l e x 

P t o g e t h e r w i t h a t o t a l o r d e r i n g o f e a c h s i m p l e x s o f P s u c h t h a t , i f 

t i s a f a c e o f s ( i . e . a n o n e m p t y s u b s e t o f s ) t h e o r d e r i n g o f t i s 

t h e r e s t r i c t i o n o f t h e o r d e r i n g o f s t o t . { T h i s d e f i n i t i o n d i f f e r s 

m a r g i n a l l y f r o m t h e o n e g i v e n i n m o s t t e x t b o o k s . } 

b) A s i m p l i c i a l map f f r o m P t o a n o t h e r o r d e r e d s i m p l i c i a l c o m p l e x Q 

i s a map f : E ( P ) -* E(Q) w h i c h maps e v e r y s i m p l e x s o f P o n t o a s i m p l e x 

f ( s ) o f E( Q ) i n a m o n o t o n i c (= w e a k l y o r d e r p r e s e r v i n g ) w a y . 

E x a m p l e 6.5. We r e g a r d a t o t a l l y o r d e r e d s e t L a s a n o r d e r e d s i m p l i c i a l 

c o m p l e x i n t h e f o l l o w i n g w a y : T h e v e r t i c e s o f t h e c o m p l e x L a r e t h e 

e l e m e n t s o f t h e s e t L . T h e s i m p l i c e s o f t h e c o m p l e x L a r e t h e f i n i t e 

n o n e m p t y s u b s e t s o f L e q u i p p e d w i t h t h e r e s t r i c t i o n s o f t h e o r d e r i n g 

o f t h e s e t L . I n p a r t i c u l a r we o b t a i n a n o r d e r e d s i m p l i c i a l c o m p l e x 



[ n ] f o r e v e r y n € J N Q . 

D e f i n i t i o n 2. a) G i v e n a n o r d e r e d s i m p l i c i a l c o m p l e x P we d e f i n e a 

s i m p l i c i a l s e t P a s f o l l o w s . T h e n - s i m p l i c e s o f P a r e t h e s i m p l i c i a l 

maps f r o m [ n ] t o P. I f a : [ p ] -> [ n ] i s m o n o t o n i c a n d x € P n t h e n a * (x) 

i s t h e c o m p o s i t e x ^ a . { N o t i c e t h a t a i s a s i m p l i c i a l map f r o m t h e 

o r d e r e d s i m p l i c i a l c o m p l e x [ p ] t o [ n ] . } 

b) G i v e n a s i m p l i c i a l map f f r o m P t o a n o t h e r o r d e r e d s i m p l i c i a l c o m p l e x 

Q we d e f i n e a s i m p l i c i a l map f : P -> Q b y f n (x) := f°x. B y c a t e g o r i a l 

a b s t r a c t n o n s e n s e we o b t a i n i n t h i s way a b i j e c t i o n f »-> f f r o m t h e s e t 

o f s i m p l i c i a l maps f r o m P t o Q t o t h e s e t o f s i m p l i c i a l maps f r o m P 

t o Q. 

We s h a l l o f t e n d e n o t e a n n - s i m p l e x x € P R b y < v Q , . . . , v n > w i t h := x ( i ) . 

N o t i c e t h a t t h e n ^ V
0 / * « « / V N } i s a n m . - s i m p l e x o f P w i t h m < n a n d 

v ^ < v 1 < . . . < v ^ . 
o — 1 — — n 

E x a m p l e 6.6. [ n ] ~ = A ( n ) ( c f . 2 . 1 0 ) . 

L e t u s h a v e a c l o s e r l o o k a t t h e s i m p l i c i a l s e t P f o r a g i v e n o r d e r e d 

s i m p l i c i a l c o m p l e x P! A n n - s i m p l e x x = < v o , . . • >v^> o f P i s n o n d e g e n e ­

r a t e i f f t h e v ^ a r e a l l d i f f e r e n t . T h e n e v e r y f a c e o f x i s a g a i n n o n -

d e g e n e r a t e . E v e r y n - s i m p l e x s o f P g i v e s u s a n o n d e g e n e r a t e n - s i m p l e x 

s o f P, n a m e l y s := < v
0 f - « » / V N > w i t h v

0 ' ' * « ' v
n t h e v e r t i c e s ( = e l e m e n t s ) 

o f s a n d v Q < v ^ < ... < v n » I n t h i s way we o b t a i n a b i j e c t i o n s s f r o m 

S n ( P ) t o N P R . 

I f Q i s a ( c l o s e d ! ) s i m p l i c i a l s u b c o m p l e x o f P, o f c o u r s e e q u i p p e d w i t h 

t h e " r e s t r i c t i o n " o f t h e o r d e r i n g o f P, t h e n Q i s a s i m p l i c i a l s u b s e t 

o f P. C o n v e r s e l y i f A i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f P t h e n t h e r e e x i s t s a 

( u n i q u e ) s i m p l i c i a l s u b c o m p l e x Q o f P w i t h Q = A. I d e n t i f y i n g S n ( P ) = 

N P R we h a v e S n ( Q ) = N A R . 



D e f i n i t i o n 3. We c a l l a s i m p l i c i a l s e t K p o l y h e d r a l i f K i s i s o m o r p h i c 

t o P f o r some o r d e r e d s i m p l i c i a l c o m p l e x P. 

I n t h i s c a s e we c a n c h o o s e P a n d a n i s o m o r p h i s m cp : P ^ * K i n a c a n o n i ­

c a l w a y a s f o l l o w s . We p u t E ( P ) := K Q . F o r a n y i € [ n ] l e t v i : K n -> K Q 

d e n o t e t h e i - t h v e r t e x map, i . e . t h e t r a n s i t i o n map i n d u c e d b y t h e map 

f r o m [ 0 ] t o [ n ] w h i c h s e n d s 0 t o i . T h e n - s i m p l i c e s o f P a r e t h e s e t s 

{ v Q ( x ) , ( x ) , . . . , v R ( x ) } w i t h x r u n n i n g t h r o u g h N K n , e a c h s u c h s e t b e ­

i n g o r d e r e d b y v Q ( x ) < v«j (x) <... £ v n ( x ) . ( N o t i c e t h a t , s i n c e K i s p o l y ­

h e d r a l , e v e r y x 6 K f i i s u n i q u e l y d e t e r m i n e d b y t h e s e q u e n c e 

v Q ( x ) , v i ( x ) , . . . , v n ( x ) , a n d t h a t x i s n o n d e g e n e r a t e i f f t h e v ^ ( x ) a r e 

a l l d i f f e r e n t . } cp i s t h e s i m p l i c i a l map f r o m P t o K w h i c h s e n d s a n 

n - s i m p l e x < ] i Q / , . . . , y n > o f P t o t h e u n i q u e x a f l w i t h V Q ( X ) = y Q , 

v 1 ( x ) = u 1,.../ v n ( x ) = y n . 

G i v e n a n o r d e r e d s i m p l i c i a l c o m p l e x P we now c o m p a r e t h e r e a l i z a t i o n 

I P I o v e r R ( c f . I I , § 3 , o n e f o r g e t s t h e o r d e r i n g o f P) w i t h t h e r e a l i ­

z a t i o n I P i o f i t s a s s o c i a t e d s i m p l i c i a l s e t . L e t s be a n n - s i m p l e x o f 

P, a n d l e t e . e . , . . . , e b e t h e v e r t i c e s o f s w i t h e < e. < ... < e . L e t 
o i n o 1 n 

| s | d e n o t e t h e c o r r e s p o n d i n g c l o s e d s i m p l e x o f IP I . R e c a l l f r o m I I , §3 

t h a t we h a v e i d e n t i f i e d t h e v e r t i c e s o f P w i t h t h e v e r t i c e s o f t h e 

g e o m e t r i c s i m p l i c i a l c o m p l e x I P I . T h e n | s | i s t h e c o n v e x h u l l o f 

{ e Q , e ^ , . . . , e R } . We d e f i n e a s e m i a l g e b r a i c map a g f r o m | s | t o IP I b y t h e 

f o r m u l a 

a s ( t o e o + ... + t n e n ) = l s , ( t o t R ) I 

f o r a n y ( t Q , . . . , t n ) € V ( n ) . T h i s i s a n i s o m o r p h i s m f r o m I s i o n t o I s i . 

I f t i s a f a c e o f s t h e n a f c i s t h e r e s t r i c t i o n o f a g t o | t | . T h u s t h e 

a g f i t t o g e t h e r t o a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map a : |P| -> |P|. T h e map 

a i s c l e a r l y b i j e c t i v e , p a r t i a l l y p r o p e r a n d s t r o n g l y s u r j e c t i v e , h e n c e 

a n i s o m o r p h i s m o f s p a c e s , a maps t h e c e l l s o f t h e C W - c o m p l e x IPI o n t o 



t h e c e l l s o f IP I , h e n c e i s a n i s o m o r p h i s m o f C W - c o m p l e x e s . 

I n t h e f o l l o w i n g we s h a l l a l w a y s i d e n t i f y I P i = I P i b y t h i s i s o m o r p h i s m 

a . I f f : P -» Q i s a s i m p l i c i a l map t o a s e c o n d o r d e r e d s i m p l i c i a l 

c o m p l e x Q t h e n we h a v e I f I = I f I . 

E x a m p l e 6.7. I f we t a k e P = [ n ] , h e n c e P = A ( n ) , t h e n o u r p r e s e n t i s o ­

m o r p h i s m f r o m V ( n ) = I [ n ] I t o l A ( n ) l i s t h e same a s t h e i s o m o r p h i s m 

d e s c r i b e d i n 2 . 1 0 . 

We may i d e n t i f y t h e c a t e g o r y & o f o r d e r e d s i m p l i c i a l c o m p l e x e s w i t h t h e 

f u l l s u b c a t e g o r y h o f s S e t w i t h o b j e c t s t h e p o l y h e d r a l s i m p l i c i a l s e t s , 

a n d t h u s r e g a r d s S e t a s a n e n l a r g e m e n t o f t h e c a t e g o r y &. T h i s e n l a r g e ­

m e n t t u r n s o u t t o b e v e r y u s e f u l . On t h e o n e h a n d , t h e r e a l i z a t i o n 

f u n c t o r <k> WSA(R) e x t e n d s t o s S e t i n a n a g r e e a b l e way. On t h e o t h e r 

h a n d we c a n p e r f o r m m o r e c o n s t r u c t i o n s i n s S e t t h e n i n 6, n o t a b l y q u o ­

t i e n t s b y a r b i t r a r y e q u i v a l e n c e r e l a t i o n s ( c f . § 5 ) , a n d e v e n m o r e g e n e r ­

a l l y d i r e c t l i m i t s o f a r b i t r a r y d i a g r a m s . T h e s e d i r e c t l i m i t s c ommute 

w i t h t h e r e a l i z a t i o n f u n c t o r , c f . 7.2 b e l o w a n d , i n t h e case, o f e q u i ­

v a l e n c e r e l a t i o n s , § 5 . T h u s we h a v e g a i n e d a v e r y u s e f u l c o m b i n a t o r i a l 

p a t t e r n b e y o n d I I , §3 ( i n t h e c a s e o f c l o s e d c o m p l e x e s ) t o c r e a t e w e a k 

p o l y t o p e s a n d t o e n s u r e t h e e x i s t e n c e o f d i r e c t l i m i t s o f s u i t a b l e d i a ­

g r a m s o f w e a k p o l y t o p e s . 

N o t i c e a l s o t h a t e v e r y s i m p l i c i a l s e t K c a n b e w r i t t e n c a n o n i c a l l y a s a 

f i n i t e d i r e c t l i m i t (= q u o t i e n t ) o f p o l y h e d r a l s i m p l i c i a l s e t s , n a m e l y 

a s t h e c o e q u a l i z e r o f t h e t w o p r o j e c t i o n s P 1 / P 2
 : R e l K i De K f r o m 

t h e r e l a t i o n s e t o f K t o t h e d e p l o y m e n t o f K ( c f . 5 . 7 ) . H e r e De K a n d 

R e l K a r e e v e n d i r e c t sums o f f i n i t e p o l y h e d r a l s i m p l i c i a l s e t s . T h i s 

i s h e l p f u l t o d e f i n e v a r i o u s " s u b d i v i s i o n s " o f s i m p l i c i a l s e t s , s t a r t ­

i n g f r o m s u b d i v i s i o n s o f t h e s t a n d a r d s i m p l i c e s A ( n ) . We s h a l l u s e 



s u c h s u b d i v i s i o n s i n a n e s s e n t i a l way b u t s h a l l n o t b e e x p l i c i t a b o u t 

t h i s , r e f e r r i n g t h e r e a d e r t o a n e x t e n s i v e l i t e r a t u r e . {A t h o r o u g h j 

g e n e r a l t r e a t m e n t o f s u b d i v i s i o n s h a s b e e n g i v e n b y F r i t s c h [ F r t ^ ] .} \ 

T h e r e a l i z a t i o n o f a n y s i m p l i c i a l s e t c a n b e t r i a n g u l a t e d . M o r e p r e c i s e ­

l y we h a v e t h e f o l l o w i n g i m p o r t a n t t h e o r e m . 

T h e o r e m 6.8. T h e r e e x i s t s a n e n d o m o r p h i s m D o f t h e c a t e g o r y s S e t o f 

s i m p l i c i a l s e t s , a n a t u r a l t r a n s f o r m a t i o n A : D -> i d g S e t f r o m D t o t h e 

i d e n t i t y f u n c t o r a n d , f o r e v e r y s i m p l i c i a l s e t K, a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

map t : IDKI IKI w i t h t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s . 

T1 ) DK i s p o l y h e d r a l f o r e v e r y s i m p l i c i a l s e t K. 

T2) t v i s a n i s o m o r p h i s m f r o m t h e s p a c e I DK I t o |K| , w h i c h m aps e v e r y 

c e l l o f I DK I i n t o a c e l l o f I K l . { i n o t h e r w o r d s , t R i s a s i m u l t a n e o u s 

t r i a n g u l a t i o n o f |K| a n d a l l i t s c e l l s . } 

T3) I A (K) I i s h o m o t o p i c t o t K b y a h o m o t o p y F s u c h t h a t f o r e a c h c l o s e d 

s i m p l e x |x| o f I DK I t h e i m a g e F ( | x l * [ 0 , 1 ] ) i s c o n t a i n e d i n t h e s m a l l ­

e s t c l o s e d c e l l l y l o f IKI w h i c h c o n t a i n s t _ . ( | x l ) . 

T h i s t h e o r e m h a s b e e n s t a t e d i n t h e t o p o l o g i c a l s e t t i n g b y W e i n g r a m 

f o l l o w i n g p i o n e e r i n g w o r k o f B a r r a t t ( [ W e ] , c f . a l s o [ L W ] ) . W e i n g r a m ' s 

p r o o f c o n t a i n e d some g a p s a n d e r r o r s . T h e y h a v e b e e n b r i d g e d a n d c o r r e c ­

t e d b y F r i t s c h [ F r t ] . T he p r o o f o f W e i n g r a m - F r i t s c h i s c o m p l e t e l y o f 

s e m i a l g e b r a i c n a t u r e a n d t h u s a l s o g i v e s T h e o r e m 6.8 o v e r a n y r e a l 

c l o s e d f i e l d R. 

F o r l a t e r u s e we a d d t h e f o l l o w i n g o b v i o u s 

R e m a r k 6.9. L e t A b e a s i m p l i c i a l s u b s e t o f a s i m p l i c i a l s e t K. I n t h e 
-1 

s i t u a t i o n o f T h e o r e m 6.8 t h e p r e i m a g e t (|A|) i s a c l o s e d s u b c o m p l e x 

o f |DK|, h e n c e t 1 (|At) = IB I w i t h some ( p o l y h e d r a l ) s i m p l i c i a l s u b s e t 



B o f DK. We c o n c l u d e f r o m T 3 ) t h a t IX (K) I maps IBI i n t o |A|, h e n c e 

A (K) maps B i n t o A. We may r e a d t K a s a n i s o m o r p h i s m f r o m t h e p a i r 

o f s p a c e s ( | D K | ,|BI) t o t h e p a i r o f s p a c e s (|KI,|A|) a n d X (K) a s a 

s i m p l i c i a l map f r o m (DK,B) t o (K,A) . M o r e o v e r we may r e a d t h e h o m o t o p y 

F i n T3) a s a h o m o t o p y f r o m t h e map o f p a i r s t R t o t h e map o f p a i r s 

I X ( K ) I . 



§ 7 . T h e s p a c e I S i n Ml a n d s i n g u l a r h o m o l o g y 

F o r a n y s p a c e M o v e r R we d e f i n e a s i m p l i c i a l s e t S i n M a s f o l l o w s . A n 

n - s i m p l e x o f S i n M i s a ( s e m i a l g e b r a i c ) map x f r o m t h e g e o m e t r i c s t a n ­

d a r d n - s i m p l e x V ( n ) t o M. I f a : [ p ] -> i n ] i s m o n o t o n i c t h e n a * ( x ) i s 

d e f i n e d a s t h e c o m p o s i t e xooc* o f x a n d a + : V ( p ) -> V (n) . We c a l l S i n M 

t h e s i n g u l a r s i m p l i c i a l s e t o f M a n d t h e e l e m e n t s o f ( S i n M ) ^ t h e s i n ­

g u l a r n - s i m p l i c e s o f M. I f x i s a p o i n t o f M t h e n we d e n o t e t h e c o r r e s ­

p o n d i n g s i n g u l a r O - s i m p l e x , w h i c h maps V (0) t o x , b y x . 

E v e r y map f r o m M t o a s e c o n d s p a c e N g i v e s u s a s i m p l i c i a l map 

S i n f : S i n M -> S i n N d e f i n e d b y ( S i n f ) (x) = f°x f o r x a s i n g u l a r 

n - s i m p l e x o f M. T h u s we h a v e a f u n c t o r S i n f r o m t h e c a t e g o r y WSA(R) 

t o s S e t . 

T h e r e i s a c l o s e r e l a t i o n b e t w e e n t h i s f u n c t o r S i n a n d t h e r e a l i z a t i o n 

f u n c t o r . F o r e v e r y s i m p l i c i a l s e t K we h a v e a n a t u r a l s i m p l i c i a l map 

iv : K -> S i n l K l d e f i n e d b y i„(x) = n f o r a n y x € K . { R e c a l l f r o m §6 
is, x n 

t h a t n x i s t h e c h a r a c t e r i s t i c map t »-» l x , t l f r o m V ( n ) t o I K l . } On t h e 

o t h e r h a n d , we h a v e , f o r e v e r y s p a c e M, a n a t u r a l ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) 

map j M : I S i n Ml M d e f i n e d b y 

J M ( l x , t l ) = x ( t ) , (x € ( S i n M ) n , t G V ( n ) ) . 

I n o r d e r t o e s t a b l i s h t h i s map f i r s t d e f i n e a map : ( S i n M ) A -» M 

b y J M ( x , t ) = x ( t ) f o r ( x , t ) € ( S i n M ) n x v ( n ) a n d t h e n o b s e r v e t h a t 

J M ( a * Y / t ) = y a ^ ( t ) = j (y,0c* ( t ) ) f o r y a s i n g u l a r p - s i m p l e x o f M, 

a : t n ] -* [ p ] m o n o t o n i c , a n d t € V (n) . 

One now v e r i f i e s t h e f o l l o w i n g t h e o r e m p r e c i s e l y a s i n t h e t o p o l o g i c a l 

s e t t i n g [ L a , C h a p . I I , § 6 ] . 

T h e o r e m 7.1. F o r e v e r y s i m p l i c i a l s e t K we h a v e 



^ l K | 0 | i K ' = i d | K l ' ( 7 - 1 a ) 

a n d f o r e v e r y s p a c e M we h a v e 

( S i n 3 M
) 0 i S i n M = i d S i n M • ( 7 - 1 b ) 

T h u s t h e f u n c t o r S i n : WSA(R) -* s S e t i s r i g h t a d j o i n t t o t h e r e a l i z a ­

t i o n f u n c t o r I I : s S e t -» WSA(R) v i a t h e a d j u n c t i o n maps J m a n d i R . 

M o r e e x p l i c i t l y , g i v e n a s p a c e M a n d a s i m p l i c i a l s e t K, t h e r e i s a 

o n e - t o - o n e c o r r e s p o n d e n c e b e t w e e n t h e maps f : I K l -+ M a n d t h e s i m p l i ­

c i a l m aps g : K -> S i n M , w h i c h c a n be; c h a r a c t e r i z e d b y e i t h e r o n e o f 

t h e t w o e q u a t i o n s 

f = i M ° i g i / g = ( s i n f ) - i K . 

H e r e i s a f i r s t a p p l i c a t i o n o f T h e o r e m 7.1 t o t h e t h e o r y o f r e a l i z a t i o n s . 

L e t ( K ^ I A G A ) b e a n y d i a g r a m o f s i m p l J L c i a l s e t s , i . e . a f u n c t o r A ^ 

f r o m a s m a l l c a t e g o r y A t o s S e t . T h i s g i v e s u s a d i a g r a m o f s p a c e s 

( I K ^ I IAEA) b y r e a l i z a t i o n . I n t h e c a t e g o r y s S e t t h e r e e x i s t s t h e d i r e c t 

l i m i t (= c o l i m i t [ M t , I I , §2]) K := L i r t ^ o f t h e f i r s t d i a g r a m . 

{ D e f i n e K := l i m (K. ) f o r e v e r y n € J N . } F o r a n y A € A , l e t n > A n o 
ip^ : -* K d e n o t e t h e c a n o n i c a l s i m p l i c i a l map f r o m t o K. 

C o r o l l a r y 7.2. I K l i s t h e d i r e c t l i m i t o f t h e d i a g r a m o f s p a c e s 

( I K J I IACA) b y t h e maps I tp^ I : I K x I -> I K l . 

T h i s i s a n i m m e d i a t e c o n s e q u e n c e o f t h e e x i s t e n c e o f a r i g h t a d j o i n t 

o f t h e r e a l i z a t i o n f u n c t o r . I n d e e d , f o r a n y s p a c e , i n s h o r t h a n d 

n o t a t i o n , 

Hom( IKI ,M) = Horn (K, S i n M) = l i m Horn (K, f S i n M) = l i m Horn ( I K, I ,M) . 
* ~ A A ** A X 

L e t u s r e c a l l , f o r l a t e r u s e , t h e n o t i o n o f s i m p l i c i a l h o m o t o p y . 



D e f i n i t i o n 1 . 

a) F o r a n y s i m p l i c i a l s e t K a n d i 6 { 0 , 1 } we d e n o t e b y e ^ ( K ) , o r f o r 

s h o r t , t h e s i m p l i c i a l map f r o m K t o K * A (1) w h i c h s e n d s a n n - s i m p l e x x 

o f K t o t h e n - s i m p l e x x * < i , . . . , i > o f K * A ( 1 ) . N o t i c e t h a t t h i s i s t h e 

c o m p o s i t e o f t h e e v i d e n t s i m p l i c i a l i s o m o r p h i s m f r o m K t o K x A ( 0 ) a n d 

t h e s i m p l i c i a l map i d R x A ( 6 1 ) w i t h 6 1 : [ 0 ] -> [ 1 ] s e n d i n g 0 t o i . T h e 

r e a l i z a t i o n I c ± I i s t h e map x « ( x , i ) f r o m l K l t o l K x A ( 1 ) l = IKI x [ 0 , 1 ] 

b) L e t C be a s i m p l i c i a l s u b s e t o f K a n d l e t 9Qfg^ : K ^ L b e t w o s i m ­

p l i c i a l maps f r o m K t o a n o t h e r s i m p l i c i a l s e t L w i t h g Q I C = g ^ l C . A 

s i m p l i c i a l h o m o t o p y f r o m g Q t o g^ r e l a t i v e C i s a s i m p l i c i a l map 

G : K x A (1 ) -* L s u c h G - e Q = g Q , G - = g^ a n d G I C x A (1) i s a c o n s t a n t 

s i m p l i c i a l h o m o t o p y , i . e . t h e c o m p o s i t e o f t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n 

p r 1 : C x A (1) -* C w i t h g I C . N o t i c e t h a t t h e n IGI : I K l x I —• I L I i s a 

h o m o t o p y r e l a t i v e ICI f r o m I g Q I t o I g - j l . 

T h e o n e - t o - o n e c o r r e s p o n d e n c e b e t w e e n s i m p l i c i a l maps a n d w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c maps s t a t e d i n T h e o r e m 7.1 b e h a v e s w e l l w i t h r e s p e c t t o homo­

t o p y . 

P r o p o s i t i o n 7.3. L e t K b e a s i m p l i c i a l s e t , C a s i m p l i c i a l s u b s e t o f K, 

a n d M a s p a c e . L e t f Q a n d f ^ b e maps f r o m I K l t o M w h i c h r e s t r i c t t o t h e 

same map f r o m ICI t o M. L e t F b e a map f r o m I K l x [ 0 , 1 ] t o M. L e t 

g o ' g 1 : K -> s i n M a n d G : K x A ( 1 ) -* S i n M b e t h e l e f t a d j o i n t s o f fQff^, 

F r e s p e c t i v e l y , a s e x p l a i n e d i n T h e o r e m 7 . 1 . T h e n g Q I C = g ^ l C , a n d G 

i s a h o m o t o p y f r o m g Q t o g 1 r e l a t i v e C i f f F i s a h o m o t o p y f r o m f Q t o 

f v 

T h i s i s a s t r a i g h t f o r w a r d c o n s e q u e n c e o f t h e u n i q u e n e s s s t a t e m e n t i n 

T h e o r e m 7.1 ( c f . [ L a , p . 4 7 f ] ) . 

D e f i n i t i o n a n d R e m a r k 7.4. A ( f i n i t e ) s y s t e m o f s i m p l i c i a l s e t s i s a 



t u p l e ( K , A ^ , . . . , A r ) , c o n s i s t i n g o f a s i m p l i c i a l s e t K a n d s i m p l i c i a l 

s u b s e t s A«| , . . . , A r o f K. A s i m p l i c i a l map f f r o m ( K , A ^ , . . . / A ) t o a n ­

o t h e r s y s t e m ( L F B ^ , . . . , B ) m e a n s , o f c o u r s e , a s i m p l i c i a l map f :K -* L 

w i t h f ( A ^ ) c: B^. A n a l o g o u s l y t o D e f i n i t i o n 1 we h a v e t h e n o t i o n o f 

a s i m p l i c i a l h o m o t o p y b e t w e e n t w o s i m p l i c i a l maps f r o m ( K , A ^ , . . . , A r ) 

t o (L,B,| , . . . ,B R) r e l a t i v e t o a s i m p l i c i a l s u b s e t C o f K. T h e o r e m 7.1 

a n d P r o p o s i t i o n 7.3 g e n e r a l i z e i m m e d i a t e l y t o s y s t e m s o f s i m p l i c i a l 

s e t s a n d s y s t e m s o f s p a c e s . 

We now come t o t h e m a i n r e s u l t o f t h i s s e c t i o n . 

T h e o r e m 7 . 5 . F o r a n y s p a c e M t h e map J M
 : I S i n M l M i s a h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e . 

I n o r d e r t o p r o v e t h i s i t s u f f i c e s , b y " W h i t e h e a d ' s t h e o r e m " V . 6 . 1 0 , 

t o v e r i f y f o r e v e r y x E M a n d e v e r y n € 3N Q t h a t t h e map 

( J M > * : V l S i n M l ,5) - T i n ( M , x ) 

i s b i j e c t i v e . H e r e we h a v e i d e n t i f i e d t h e v e r t e x x o f S i n M ( s e e a b o v e ) 

w i t h t h e p o i n t l x , 1 | o f I S i n M l . { N o t i c e t h a t e v e r y c o n n e c t e d c o m p o n e n t 

o f I S i n M l c o n t a i n s a p o i n t x.} 

We s h a l l e s s e n t i a l l y r e p r o d u c e t h e a r g u m e n t s i n t h e b o o k o f L u n d e l l a n d 

W e i n g r a m [LW, p. 1 0 2 f f . ] ( w h i c h i n t h e t o p o l o g i c a l s e t t i n g o n l y p r o v e 

t h a t J M i s a w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e ) . F o r t h e c o n v e n i e n c e o f t h e 

r e a d e r we s h a l l g i v e a l l d e t a i l s . 

We i d e n t i f y t h e p o i n t e d n - s p h e r e (Sn,«>) , w h e r e oo d e n o t e s t h e n o r t h p o l e , 

w i t h t h e r e a l i z a t i o n (|L|,«>) o f a s u i t a b l e p o i n t e d p o l y h e d r a l s i m p l i ­

c i a l s e t (L,«>) a r i s i n g f r o m some t r i a n g u l a t i o n o f (Sn,<») . {Of c o u r s e , 

°° h a s t o b e a v e r t e x , i . e . a O - s i m p l e x } . 



I n t h e f o l l o w i n g we s h a l l o m i t t h e :>ase p o i n t s : f r o m o u r n o t a t i o n . A l l 

s p a c e s a n d s i m p l i c i a l s e t s w i l l b e m i n t e d , a n d d l a l l maps a n d h o m o t o p i e s 

w i l l h a v e t o p r e s e r v e t h e b a s e p o i n s . We r e g a r r c d n n ( M ) a s t h e s e t o f 

h o m o t o p y c l a s s e s o f b a s e p o i n t p r e s r v i n g maps f r o m S n = I L I t o M. 

I t i s e a s i l y s e e n t h a t ( J M ) * i s s u j i e c t i v e . I n d d d e e d , l e t f : S n -> M b e 

a g i v e n b a s e p o i n t p r e s e r v i n g map. *y T h e o r e m 7 7 7.1 t h e r e e x i s t s a p o i n t ­

e d s i m p l i c i a l map g : L -» S i n M s u a t h a t f = jjjJ M°lg|. T h e map ( j ^ ) * 

s e n d s t h e h o m o t o p y c l a s s [ I g l ] t o i f ] . 

I n o r d e r t o p r o v e t h e i n j e c t i v i t y c ( j ^ ) * we n n a e e d a lemma w h i c h w i l l 

b e p r o v e d a f t e r w a r d s . 

Lemma 7.6. L e t K b e a p o i n t e d s i m p l c i a l s e t a n n n d f : S n -* I K l a p o i n t e d 

map. T h e n t h e r e e x i s t s a p o i n t e d p d y h e d r a l s i m n u i p l i c i a l s e t T a n d a n i s o ­

m o r p h i s m cp : ITI ^ S n ( i . e . a t r i a g u l a t i o n o f f f (Sn,°°) ) s u c h t h a t f*cp 

i s h o m o t o p i c ( b a s e p o i n t p r e s e r v i n o t o t h e r e a a a l i z a t i o n | g | o f a s i m p l i ­

c i a l map g : T -» K . 

U s i n g t h i s lemma t h e i n j e c t i v i t y o j ( J M ) # c a n t b o e s e e n a s f o l l o w s . We 

a r e g i v e n a b a s e p o i n t p r e s e r v i n g n p f : S n -» • I S i n M l s u c h t h a t J M ° f 

i s n u l l h o m o t o p i c . We h a v e t o p r o v e t h a t f i t s e e a l f i s n u l l h o m o t o p i c . 

We c h o o s e T , tp,g a s i n t h e lemma, w i n K := S i n I £M . The map J M°lgl i s 

a g a i n n u l l h o m o t o p i c . L e t t d e n o t e :he b a s e p o i i i n t o f T, t € T Q . L e t k 

d e n o t e t h e c o n s t a n t s i m p l i c i a l map f r o m T t o S i i i n M , i . e . t h e u n i q u e 

s i m p l i c i a l map w h i c h s e n d s T t o t h e s i m p l i c i a l s u b s e t { x } * o f S i n M 

g e n e r a t e d b y { x } . T h e n J M © | k | i s t h c o n s t a n t irm.nap f r o m t h e p o i n t e d 

s p a c e |T| t o M. The map J M°lgl i s h e n o t o p i c r e l a a a t i v e ( t ) t o J M * l k l . We 

c o n c l u d e f r o m P r o p o s i t i o n 7.3 t h a t j i s s i m p l i c c ^ i a l l y h o m o t o p i c t o k 

r e l a t i v e { t } * . T h i s i m p l i e s o f c o u c e , t h a t I g l l i i s h o m o t o p i c t o t h e 

c o n s t a n t map I k l r e l a t i v e ( t ) , i n o t i e r w o r d s , I hi g I i s n u l l h o m o t o p i c . 



T h e map I f I i s h o m o t o p i c t t c o lgl°<p , h t n c e i s n u l l h o m o t o p i c a s w e l l . 

I t r e m a i n s t o p r o v e t h e leercmma. We a p p l ^ t h e t r i a n g u l a t i o n t h e o r e m 6.8. 

We u s e t h e n o t a t i o n s o f t h h a a t t h e o r e m , l e t h d e n o t e t h e map t„^of f r o m 

S n t o I D K l . T h i s map i s b a a a s e p o i n t p r e s e r v i n g ( c f . 6 . 9 ) . f = t ^ o h i s 

h o m o t o p i c t o |X(K)l°h r e s p p o e c t i n g b a s e p o i n t s ( c f . a g a i n 6 . 9 ) . Now 

t h e r e e x i s t s a t r i a n g u l a t i i c o n : I T I S n o f t h e p o i n t e d s p h e r e S n 

s u c h t h a t h°tp : | T l -* I DK I I i s h o m o t o p i c r e s p e c t i n g b a s e p o i n t s t o t h e 

r e a l i z a t i o n l u l o f a s i m p l l i i c i a l map u T -+ DK. T h i s f o l l o w s f r o m o u r 

r e s u l t s o n c o n t i g u i t y c l a s s s s e s i n C h a p t e r I I I ( c f . T h e o r e m I I I . 5 . 5 

a n d R e m a r k I I I . 5 . 6 ) w h i c h a r e e s s e n t i a l l y a n a d a p t i o n o f t h e c l a s s i c a l 

t h e o r y o f s i m p l i c i a l a p p r c o D x i m a t i o n s [ S p a , p . 1 2 6 f f . ] t o t h e s e m i a l g e ­

b r a i c s e t t i n g . {T i s a n i t t c e r a t e d b a r y c s n t r i c s u b d i v i s i o n o f L.} T h e o r e m 

7.5 i s p r o v e d . 

L e t now iti := (M Q,...,M^) ibbe a d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s . E v e r y s i n g u ­

l a r s i m p l i c i a l s e t S i n i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f S i n (k=1 , . . . , r ) 

L e t j ^ , d e n o t e t h e map f roomm t h e d e c r e a s i n g s y s t e m o f C W - c o m p l e x e s 

( | S i n M q i ,...,| S i n M r l ) t c c o 7K w h o s e c o m p o n e n t s a r e t h e a d j u n c t i o n maps 

j ^ . We i m m e d i a t e l y o b t a i i n n t h e f o l l o w i n g g e n e r a l i z a t i o n o f T h e o r e m 7.5 
k 

( c f . V . 2 . 1 3 f o r t h e s e c o n n d d s t a t e m e n t ) . 

T h e o r e m 7.7. j ^ i s a C W - a a p p p r o x i m a t i o n ( c f . V, § 7 , D e f . 4) o f 791* i f t h e 

My a r e c l o s e d i n M Q t h e n j j ^ i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e b e t w e e n s y s t e m s 

o f s p a c e s . 

R e m a r k 7.8. T h i s CW-approo>tx i m a t i o n i s r a t u r a l i n 3Bfc. I n d e e d , i f f : M -* N 

i s a map b e t w e e n s p a c e s , t t h e n i t i s e a s i l y c h e c k e d t h a t t h e s q u a r e 

S i n f I [ S i n M| • I S i n N | 



c o m m u t e s . T h i s i m p l i e s t h e c o m m u t a t i v i t y o f t h e a n a l o g o u s s q u a r e f o r 

a map b e t w e e n d e c r e a s i n g s y s t e m s o f s p a c e s . 

C o r o l l a r y 7 .9. E v e r y c l o s e d d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s i s h o m o t o p y 

e q u i v a l e n t t o a d e c r e a s i n g s y s t e m o f c l o s e d g e o m e t r i c s i m p l i c i a l 

c o m p l e x e s . 

T h i s f o l l o w s f r o m o u r T h e o r e m 7.7 a n d t h e t r i a n g u l a t i o n T h e o r e m 6.8 

( c f . a l s o R e m a r k 6 . 9 ) . 

T h e c a s e r = 1 o f T h e o r e m 7.7 g i v e s u s a d e s c r i p t i o n o f o r d i n a r y homo­

l o g y ( V I , § 3 , D e f . 2) a n d c o h o m o l o g y b y " s i n g u l a r c h a i n s " a n d " s i n g u l a r 

c o c h a i n s " r e s p e c t i v e l y , a s we s h a l l e x p l a i n now. 

We f i r s t r e c a l l some w e l l k n o w n n o t i o n s f r o m s i m p l i c i a l a l g e b r a . E v e r y 

s i m p l i c i a l s e t K g i v e s u s a s i m p l i c i a l a b e l i a n g r o u p Z [ K ] s u c h t h a t 

Z [ K ] n i s t h e f r e e a b e l i a n g r o u p Z [ K n ] g e n e r a t e d b y t h e s e t f o r e v e r y 

n . One s i m p l y c o m p o s e s t h e f u n c t o r K : O r d -> S e t w i t h t h e f u n c t o r " f r e e 

a b e l i a n g r o u p " f r o m S e t t o t h e c a t e g o r y Ab o f A b e l i a n g r o u p s . L e t C. (K) 

d e n o t e t h e c h a i n c o m p l e x a s s o c i a t e d w i t h t h e s i m p l i c i a l g r o u p 2[K]. I t 

i s d e f i n e d b y C R ( K ) = Z [ K n ] f o r n > 0 a n d C n ( K ) = 0 f o r n < 0 , t h e b o u n d ­

a r y map f r o m C n ( K ) t o C n_^ (K) b e i n g t h e a l t e r n a t i n g sum o f t h e f a c e maps 

f r o m Z [ K ] n t o 2r[K] , i f n > 0 . 

F o r G a n y a b e l i a n g r o u p we d e f i n e t h e c h a i n c o m p l e x 

C. (K,G) := C. (K) a z G 

a n d t h e c o c h a i n c o m p l e x 

C * ( K , G ) := H o m z ( C . ( K ) , G ) . 

T h e h o m o l o g y g r o u p s H ( C . ( K , G ) ) a n d t h e c o h o m o l o g y g r o u p s H n ( C ' ( K , G ) ) 

a r e , b y d e f i n i t i o n , t h e h o m o l o g y g r o u p s H (K,G) a n d c o h o m o l o g y g r o u p s 



H n ( K , G ) o f t h e s i m p l i c i a l s e t K w i t h c o e f f i c i e n t s i n G. We h a v e m e n t i o n ­

e d t h e s e g r o u p s a l r e a d y i n 2.16 a n d h a v e o b s e r v e d t h e r e t h a t t h e y a r e 

n a t u r a l l y i s o m o r p h i c t o t h e o r d i n a r y h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y g r o u p s 

,H ( I K I , G ) a n d H n ( l K l , G ) o f t h e s p a c e |K|, w h i c h we h a d d e f i n e d i n C h a p ­

i t e r V I ( c f . [LW, p . 1 9 2 f f ] f o r a p e r h a p s m o r e e l e m e n t a r y p r o o f t h a n 

o u r p r o o f i n § 2 ) . 

We d e f i n e t h e r e d u c e d c o m p l e x e s C . (K,G) a n d C* (K,G) a s t h e k e r n e l a n d 

c o k e r n e l r e s p e c t i v e l y o f t h e h o m o m o r p h i s m s C . ( K , G ) -» C . ( A ( 0 ) , G ) , 

C " ( A ( 0 ) , G ) -* C* (K,G) i n d u c e d b y t h e s i m p l i c i a l map f r o m K t o A ( 0 ) . 

T h e i r h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y g r o u p s r e s p e c t i v e l y a r e c a l l e d t h e 

r e d u c e d h o m o l o g y g r o u p s H n ( K , G ) a n d r e d u c e d c o h o m o l o g y g r o u p s H n ( K , G ) . 

T h e s e d i f f e r f r o m t h e u n r e d u c e d g r o u p s (K,G) a n d H n ( K , G ) o n l y i f 

n = 0, a n d , o f c o u r s e , t h e y a r e n a t u r a l l y i s o m o r p h i c t o t h e r e d u c e d 

o r d i n a r y h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y g r o u p s H n ( ! K l , G ) , H n ( | K l , G ) d e f i n e d 

i n C h a p t e r V I . 

; F i n a l l y , i f L i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f K t h e n we d e f i n e t h e c h a i n 

; c o m p l e x C. ( K , L ; G ) a n d t h e c o c h a i n c o m p l e x C* ( K , L ; G ) a s t h e c o k e r n e l 

a n d t h e k e r n e l o f t h e h o m o m o r p h i s m s C . ( L , G ) -> C . (K,G) a n d 

; C" (K,G) -* C" (L,G) i n d u c e d b y t h e i n c l u s i o n L K. { T h e f i r s t h omomor-

| p h i s m may a g a i n b e r e g a r d e d a s a n i n c l u s i o n . } I f L i s n o t e m p t y t h e n 

\ we may i d e n t i f y 

C . ( K , L ; G ) = C . ( K / L , G ) , C - ( K , L ; G ) = C * ( K / L , G ) , 

\ w h i l e f o r L = 0, t h e e m p t y s i m p l i c i a l s e t , we h a v e C. (K,0;G) = C. (K,G) 

; a n d C (K,0;G) = C " ( K , G ) . The n - t h h o m o l o g y g r o u p o f C . ( K , L ; G ) i s d e -

l n o t e d b y H ^ ( K , L ; G ) , a n d t h e n - t h c o h o m o l o g y g r o u p o f C ( K , L ; G ) i s d e -

\ n o t e d b y H n ( K , L ; G ) . 

D e f i n i t i o n 2. L e t (M,A) b e a p a i r o f s p a c e s o v e r R. T h e n ( S i n M , S i n A) 

; i s a p a i r o f s i m p l i c i a l s e t s . We c a l l t h e g r o u p H n ( S i n M , S i n A ; G ) t h e 



n - t h s i n g u l a r h o n o l o g Y g r o u p o f t h e p a i r (M,A)\)) , a n d we c a l l 

H n ( S i n M , S i n A ;G) t h e n - t h s i n g u l a r c o h o m o l o g ^ j y / g r o u p o f t h e p a i r (M,A) . 

F u r t h e r we c a l l t h e e l e m e n t s o f ( S i n M , S i n A A. ; G) t h e s i n g u l a r n - c h a i n s 

o f (M,A) a n d t h e e l e m e n t s o f C n ( S i n M , S i n A ; G ) i ) ; t h e s i n g u l a r n - c o c h a i n s 

o f (M,A) w i t h c o e f f i c i e n t s i n G. 

T h i s t e r m i n o l o g y i s j u s t i f i e d s i r . c e i t c o m p l e t t i e l y p a r a l l e l s t h e 

s t a n d a r d t e r m i n o l o g y i n t n e t o p o l o g i c a l s e t t i r . m g . One s i m p l y u s e s s e m i ­

a l g e b r a i c maps f r o m V ( n ) t o M i n s t e a d o f c o n t i i m u o u s m a ps. We c o u l d h a v e 

d e f i n e d s i n g u l a r h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y g r o u p p > s o f a n y p a i r (M, A) o f 

s p a c e s a l r e a d y i n C h a p t e r I V , § 3 , b u t t h a t w o u m l d n o t h a v e b e e n o f a n y 

u s e f o r u s . I n d e e d , i f t n e b a s e f i e l d R i s n o t t . a r c h i m e d e a n , t h e n - i n 

c o n t r a s t t o t h e t o p o l o g i c a l t h e o r y - i t s e e ms t t c o be v e r y d i f f i c u l t , i f 

n o t i m p o s s i b l e ( c f . t n e i n t r o d u c t i o n t o t h i s b b o o o k ) , t o p r o v e i n a d i r e c t 

e l e m e n t a r y way t h a t t h e s i n g u l a r h o m o l o g y g r o u u n p s , s a y , f i t , i n t o a 

h o m o l o g y t h e o r y i n t h e t e c h n i c a l s e n s e ( C h a p . W I , § 4 ) , e v e n i f we r e ­

s t r i c t t h e m t o p a i r s o f p o l y t o p e s . 

Now we a r e b e t t e r o f f . F i r s t o b s e r v e t h a t t h e . ' S i n g u l a r h o m o l o g y a n d 

c o h o m o l o g y g r o u p s a r e f u n c t o r s o n t h e c a t e g o r y y o f p a i r s o f s p a c e s , 

W S A ( 2 , R ) . i n d e e d , a flap f : (M,A) (N,B) b e t w w e e e n p a i r s o f s p a c e s 

g i v e s u s a s i m p l i c ^ a L map S i n f f r o m ( S i n M , S i n n A ) t o ( S i n N , S i n B ) a n d 

t h e n h o m o m o r p h i s m s 

f * : H ( S i n M , S i n A ; G ) H n ( S i n N , S i n B ; GGJ) , 

f * : H n ( S i n II , S i n B ;G) H D ( S i n M , S i n A ; G3)) . 

T h e o r e m 7. 1 0 . F o r e v e r y p a i r o f s p a c e s (M,A) , « e e v e r y a b e l i a n g r o u p G 

a n d e v e r y n e 3N t h e r e e x i s t n a t u r a l i s o m o r p h i i s s m s 
o 

H n ( S i n M , S i n A ; G ) H n(M,A;G) 

a n d 



H n ( S i n M , S i n A ;G) • i H n (M,A;G) . 

P r o o f . We p r o v e t h i s f o r h i o . O ) m o l o g y . The a r g u m e n t s f o r c o h o m o l o g y w i l l b e 

a n a l o g o u s . We f i r s t c o n s i d l e . e : r t h e c a s e t h a t A i s e m p t y . T h e n T h e o r e m 7.5 

a n d 2.16 t o g e t h e r g i v e u s i i . s o m o r p h i s n s 

H ( S i n M,G) - — • H ( I S S i i . n M |,G) » H (M,G) . 

We now a s s u m e t h a t A i s n o t t e m p t y . Then H n ( S i n M , S i n A ;Q) i s n a t u r a l l y 

i s o m o r p h i c t o H n ( S i n M/Sin.P.Av,G) , a s s l a t e d e s s e n t i a l l y a b o v e , a n d 

H n ( I S i n M I , I S i n A I ,G) i s j j u u i s t t h e sane a s H n ( I S i n M | / | 3 i n A I ;G) , c f . 

V I , § 4 . B u t I S i n M I / I S i n A ' i I I may b e i c e n t i f i e d w i t h I S i n M / S i n A I , c f . 

5 . 3 . T h u s we o b t a i n f r o m 2 2.. 16 a n a t u i a l i s o m o r p h i s m f r o m 

H n ( S i n M , S i n A ;G) t o H R ( I S£i.n M I , I S i n A ; G) . { N o t i c e t h a t i n 2 . 1 6 , b y 

a p p l y i n g t h e n a t u r a l i t y o f f : t h e i s o m o j p a i s m f r o m H (K,G) t o H ( l K l , G ) 
n n 

t o t h e s i m p l i c i a l map f rornn a K t o A ( 0 ) ve o b t a i n a n a t u r a l i s o m o r p h i s m 

f r o m H n ( K , G ) t o H ( IK I ,G) ..}.} On t h e o t l e r h a n d , T h e o r e m 7.7 t o g e t h e r 

w i t h 7.8 g i v e s u s a n a t u r a i l l i s o m o r p h i s m ( j ^ ) * f r o m ( | 3 i n M l , I S i n A I; G) 

t o H n ( M , A ; G ) . q . e . d . 

R e m a r k 7 . 1 1 . I t f o l l o w s f i r c o m T h e o r e m 7.10 t h a t t h e s i n g u l a r h o m o l o g y 

a n d c o h o m o l o g y g r o u p s c a n 1 b>e r e a d a s f i n c t o r s o n t h e h o m o t o p y c a t e g o r y 

HWSA(2,R) i n s t e a d o f W S A ( 2 2 „ R ) . 

T h e o r e m 7 . 1 0 , a s i t s t a n d s 3 , , l e a v e s s o m e t h i n g t o b e d e s i r e d . I f L i s a 

s i m p l i c i a l s u b s e t o f a s i r m p i p l i c i a l s e : K t h e n t h e o b v i . o a s s h o r t e x a c t 

s e q u e n c e 

0 -» C. (L,G) C. (K,G>) ) -» C. (K,L;S) - 0 

g i v e s u s a l o n g e x a c t s e q m u e n c e i n h o n o l o g y w i t h c o n n e c t i n g h o m o m o r p h i s m s 

3 n ( K , L ) : H n ( K , L ; G ) - + H R _ 1 (L,G) 



S i m i l a r l y we h a v e a c a n o n i c a l e x a c t s e q u e n c e i n c o h o m o l o g y w i t h c o n n e c 

i n g h o m o m o r p h i s m s 

6 n ( K , L ) : H n ( L , G ) -+ H n + 1 ( K , L ; G ) . 

The q u e s t i o n a r i s e s w h e t h e r i n t h e c a s e ( K , L ) = ( S i n M , S i n A ) t h e s e 

c o n n e c t i n g h o m o m o r p h i s m s c o r r e s p o n d , p e r h a p s u p t o s i g n , t o t h e homo-

m o r p h i s m 3 n ( M , A ) , 6 n ( M , A ) o f o r d i n a r y h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y u n d e r 

t h e i s o m o r p h i s m s c o n s t r u c t e d a b o v e . 

S t a r t i n g f r o m 2.16 i t may b e l a b o r i o u s t o c h e c k w h e t h e r t h i s i s t r u e . 

We s h a l l p r e s e n t i n §8 a s e c o n d p r o o f o f T h e o r e m 7.10 ( w i t h p e r h a p s 

o t h e r n a t u r a l i s o m o r p h i s m s ) w h e r e t h i s p r o b l e m d i s a p p e a r s . 



§8. S i m p l i c i a l h o m o t o p y , a n d s i n g u l a r h o m o l o g y a g a i n 

One o b t a i n s b y t h e same e a s y a r g u m e n t a s i n t o p o l o g y ( e . g . [ L a , p. 1 3 f . ] ) 

P r o p o s i t i o n 8.1. T h e s i n g u l a r s i m p l i c i a l s e t S i n M o f a n y s p a c e M i s a 

K a n s e t , i . e . f u l f i l l s K a n ' s e x t e n s i o n c o n d i t i o n . 

We w a n t t o e x p l o i t t h i s f a c t , f i r s t o n t h e l e v e l o f h o m o t o p y a n d t h e n 

o n t h e l e v e l o f h o m o l o g y . We s t a r t w i t h g e n e r a l r e s u l t s o n s i m p l i c i a l 

h o m o t o p y some o f w h i c h d e s e r v e i n d e p e n d e n t i n t e r e s t . 

R e c a l l ( c f . [ L a ] , [ M a y ] , [ C u ] ) t h a t i f K a n d L a r e a r b i t r a r y s i m p l i c i a l 

s e t s t h e n t h e r e l a t i o n " h o m o t o p i c " o n t h e s e t M a p ( K , L ) o f s i m p l i c i a l 

maps f r o m K t o L may n o t b e t r a n s i t i v e , b u t i f L i s a K a n s e t t h e n i t 

i s t r a n s i t i v e , h e n c e a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n . I n t h i s c a s e we d e n o t e 

t h e s e t o f h o m o t o p y c l a s s e s o f s i m p l i c i a l maps f r o m K t o L b y [ K , L ] . 

M o r e g e n e r a l l y we f i x t h e f o l l o w i n g s e t t i n g . 6J := (K ,...,K ) i s a d e ­

c r e a s i n g s y s t e m o f s i m p l i c i a l s e t s . B y t h i s we mean, o f c o u r s e , t h a t 

• t h e K, a r e s i m p l i c i a l s u b s e t s o f K w i t h K r> K. => ... z> K . M o r e o v e r K o o i r 

I £ := ( L Q , . . . , L ) i s a d e c r e a s i n g s y s t e m o f K a n s e t s . We u s e o b v i o u s 

; n o t a t i o n s c o n c e r n i n g t h e f u n c t o r s S i n a n d I I . T h u s \<k I m e a n s t h e c l o s e d 

- d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s ( I K I , . . . , I K r I ) . Sin|<£,| m e a n s , o f c o u r s e , 

\ t h e d e c r e a s i n g s y s t e m o f K a n s e t s ( S i n IK I , . . . , S i n I K r I ) , a n d i ^ m e a n s 

[ t h e s i m p l i c i a l map (i„ ,...,i„ ) f r o m 4 t o S i n l & l c o n s i s t i n g o f t h e 
*o K r 

; a d j u n c t i o n maps i f r o m K̂ . t o S i n l K ^ I , 0 < k < r . We a l w a y s r e g a r d h a s 

a s u b s y s t e m o f S i n ! 4 l v i a i ^ , w h i c h t h u s b e c o m e s t h e i n c l u s i o n map f r o m 

I h t o S i n l 6 l . 

! I f Jt = (M Q,...,M r) i s a s y s t e m o f s p a c e s t h e n j ^ : I S i n / t l A 

' d e n o t e s t h e t u p l e ( J M , . . . , J M ) c o n s i s t i n g o f t h e a d j u n c t i o n maps 

| J M : I S i n M, I —> M, . R e c a l l f r o m §7 t h a t a l l t h e s e maps a r e h o m o t o p y 



e q u i v a l e n c e s . 

We r e t u r n t o t h e s y s t e m s 6 a n d £ a b o v e . I n t h e f o l l o w i n g C i s a s i m p l i ' 

c i a l s u b s e t o f K Q a n d h : C -> L q i s a g i v e n s i m p l i c i a l map w i t h 

h ( C f l K ^ ) c f o r 1 £ k < r . S i n c e e v e r y i s K a n , t h e r e l a t i o n "homo-

t o p i c r e l a t i v e C" o n t h e s e t Map(6,«£) o f s i m p l i c i a l maps f r o m & t o / 

i s a n e q u i v a l e n c e r e l a t i o n . L e t [6 d e n o t e t h e s e t o f h o m o t o p y 

c l a s s e s r e l a t i v e C o f t h o s e s i m p l i c i a l maps f r o m <6 t o ̂  w h i c h c o i n c i d e 

w i t h h o n C. 

P r o p o s i t i o n 8.2. A s s u m e t h a t £ = S i n A f o r some d e c r e a s i n g s y s t e m o f 

s p a c e s sfa = (M , . . . ,M ) . T h e n t h e map [ f ] >-» [j^»lfl] f r o m [<fe,Sin./fc] h 

o r <rL 

t o [ l<& I h ' i s a b i j e c t i o n , t h e i n v e r s e o f t h i s map b e i n g g i v e n b y 

[ g ] [ ( S i n g) • i ^ ] . 

P r o o f . T h i s f o l l o w s f r o m t h e a d j u n c t i o n i d e n t i t i e s 7.1 a n d P r o p o s i t i o n 

7.3. 

T h e o r e m 8.3 ( S i m p l i c i a l a p p r o x i m a t i o n t h e o r e m ) . 

L e t f b e a map f r o m Idtl t o \£ I w h i c h e x t e n d s | h | . T h e n t h e r e e x i s t s a 

s i m p l i c i a l map g f r o m ii t o £ e x t e n d i n g h s u c h t h a t f i s h o m o t o p i c t o 

I g l r e l a t i v e I C I . 

P r o o f . We i n v o k e t h e t o p o l o g i c a l a n a l o g u e o f t h e t h e o r e m i n t h e c a s e 

r = 0 . T h i s c a n b e f o u n d i n s t a n d a r d t e x t s o n s i m p l i c i a l h o m o t o p y t h e o r y ! 

e . g . [ L a , p. 4 8 3 . We o b t a i n t h e c l a i m f o r r = 0 f r o m t h e t o p o l o g i c a l 

r e s u l t i n t h e c u s t o m a r y way b y u s e o f t h e m a i n t h e o r e m s o n h o m o t o p y s e t 

( T h . y . 5 . 2 ; f i r s t c o n s i d e r t h e c a s e R = IR, t h e n R = R Q , t h e n R a r b i t r a r y . 

L e t now r = 1 a n d f = ( f , f ̂  ) w i t h maps f ^ : K ^ - » L ^ . B y t h e c a s e r = 0 t h e r 

e x i s t s a s i m p l i c i a l map g^ : K^ ->L^ e x t e n d i n g h I C OK^ t o g e t h e r w i t h a 

h o m o t o p y H : IK- I x i -» | L- I r e l a t i v e I C D K^ I f r o m f . t o l g 1 I . B y u s e o f j 



t h e h o m o t o p y e x t e n s i o n t h e o r e m V . 2 . 9 we o b t a i n a h o m o t o p y H : IK QIxI-» I L Q I 

r e l a t i v e IC U I w h i c h s t a r t s w i t h f Q a n d e x t e n d s H. L e t f : = H ( - , 1 ) . 

T h i s map f r o m I K Q I t o |L | e x t e n d s |h| a n d I g ^ l . A g a i n b y t h e c a s e r = 0 

t h e r e e x i s t s a s i m p l i c i a l map g Q : K Q -» L Q e x t e n d i n g h a n d g^ t o g e t h e r 

w i t h a h o m o t o p y G : I K Q I x i | L I r e l a t i v e I C U K ^ f r o m f Q t o I g Q I . We 

h a v e f o u n d a s i m p l i c i a l map g := (g Q,g.|) f r o m <k t o We may r e a d t h e 

c o m p o s e d h o m o t o p y H*G a s a h o m o t o p y r e l a t i v e ICI f r o m f t o I g l . T h u s we 

h a v e p r o v e d t h e c l a i m f o r r = 1 . I n g e n e r a l o n e p r o v e s t h e c l a i m b y t h e 

same a r g u m e n t a n d i n d u c t i o n o n r . q . e . d . 

C o r o l l a r y 8.4. T h e e v i d e n t map [ f ] - [ I f I ] f r o m [ 6 , ^ ] h t o [|&| , \ £ \ } , h l 

i s a b i j e c t i o n . 

P r o o f . T h e o r e m 8.3 t e l l s u s t h a t t h i s map i s s u r j e c t i v e . I n j e c t i v i t y now 

f o l l o w s i n t h e u s u a l way b y a p p l y i n g t h e s u r j e c t i v i t y r e s u l t t o & a n d 

( L Q x A(1) ,. . . , L r x A ( 1 ) ) . q . e . d . 

R e m a r k . A s I l e a r n e d f r o m l e t t e r s o f R o n n i e B r o w n a n d R a i n e r V o g t i t i s 

p o s s i b l e t o d e d u c e a r e s u l t a n a l o g o u s t o 8.4 f o r m u c h m o r e g e n e r a l 

= d i a g r a m s o f s i m p l i c i a l s e t s t h a n o u r d e c r e a s i n g s y s t e m s b y a p p l y i n g m o r e 

a d v a n c e d t e c h n i q u e s u s i n g s i m p l i c i a l f u n c t i o n s e t s . F o r t h e p u r p o s e s 

. I h a v e i n m i n d u p t o now C o r o l l a r y 8.4 w i l l b e s u f f i c i e n t . 

j C o r o l l a r y 8.5. A s s u m e t h a t ( a n d , a s b e f o r e , L^) i s a K a n s e t f o r e v e r y 

\ k £ { 0 , . . . , n } . L e t f b e a s i m p l i c i a l map f r o m A t o / a l l w h o s e c o m p o n e n t s 

[ f]<• : K^ -> L k a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s . T h e n f i t s e l f i s a h o m o t o p y 

j e q u i v a l e n c e . 

[ P r o o f . T h i s f o l l o w s f r o m C o r o l l a r y 8.4 s i n c e we k n o w t h a t t h e a n a l o g o u s 

; f a c t f o r c l o s e d d e c r e a s i n g s y s t e m s o f s p a c e s i s t r u e . {V, 2 . 1 3 ; h e r e we 

I w o r k o v e r a n a r b i t r a r i l y c h o s e n r e a l c l o s e d f i e l d R, s a y R = R Q . We 

\ c o u l d u s e e q u a l l y w e l l t o p o l o g i c a l r e a l i z a t i o n s . } 



C o r o l l a r y 8.6. A s s u m e a g a i n t h a t t h e a r e K a n s e t s . A s s u m e f u r t h e r 

t h a t K i s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f L , t h a t K, = K fl L, , f o r 1 < k < r , o o' k o k' — — 

a n d t h a t t h e c o m p o n e n t s o f t h e i n c l u s i o n map i : & «-+ J£ a r e h o m o t o p y 

e q u i v a l e n c e s . T h e n 4 i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f £ , 

P r o o f . The c o m p o n e n t s o f l i l a r e a g a i n h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s , a n d 

I K ^ I = I K Q I D I L ^ I . T h u s we k n o w f r o m P r o p o s i t i o n V . 2 . 1 6 t h a t l & l i s a 

s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f \£\ . I n o t h e r t e r m s , we h a v e a r e t r a c t i o n 

map r f r o m \£ I t o l<fcl s u c h t h a t |i|»r ^ I i d „ I r e l . IK |. B y o u r T h e o r e m 
«/ o 

8.3 t h e r e e x i s t s a s i m p l i c i a l map p : £ -* £ e x t e n d i n g i d ^ ( i . e . a 

r e t r a c t i o n f r o m £ t o A ) s u c h t h a t | p ! ^ r r e l . |K QI. T h e n 
l i o p l « l i l T ~ l i d ^ l r e l . l K Q l . 

We c o n c l u d e b y C o r o l l a r y 8.4 t h a t i « p ^ id^» r e l . K , a n d we a r e d o n e . 
o 

q . e . d . 

We now a r e w e l l p r e p a r e d t o p r o v e t w o r a t h e r s a t i s f y i n g r e s u l t s a b o u t 

s y s t e m s o f s i n g u l a r s i m p l i c i a l s e t s , P r o p o s i t i o n 8.8 a n d T h e o r e m 8.10 

b e l o w . 

Lemma 8.7. L e t B b e a s i m p l i c i a l s e t a n d A a s i m p l i c i a l s u b s e t o f B. 

T h e n 

B fl S i n l A| = A . 

{ R e c a l l t h a t we c o n s i d e r B a s a s i m p l i c i a l s u b s e t o f S i n l B l v i a i„.} I 

P r o o f . L e t x € B n b e a n n - s i m p l e x o f B. We h a v e i d e n t i f i e d x w i t h t h e 

s i n g u l a r n - s i m p l e x n o f S i n l B l . Now a s s u m e t h a t x € ( S i n | A | ) . T h i s 
x n | 

m e a n s t h a t n x maps V ( n ) i n t o |A| . W r i t e x = a * ( u ) w i t h a : [ n ] -» [ p ] 

a m o n o t o n i c e p i m o r p h i s m a n d u e N B p . T h e n n x ( v ( n ) ) = n u ( V ( p ) ) c |A|. 

T h i s i m p l i e s t h a t u £ A ( c f . 1.4 a n d 2 . 2 ) . We c o n c l u d e t h a t x € A , a s 
P n ; 

d e s i r e d . 



P r o p o s i t i o n 8,8. £ i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f S i n | / ' l . { R e c a l l 

t h a t e v e r y L^. i s a s s u m e d t o b e K a n . } 

P r o o f . We h a v e a c o m m u t i n g t r i a n g l e 

\k,l\ H > [ | A l f I Z I ] 

[ £ , S i n l j C I ] 

H e r e a i s i n d u c e d b y t h e i n c l u s i o n i ^ f r o m £ t o S i n \ £ \ , 3 i s t h e a d j u n c ­

t i o n i s o m o r p h i s m i n P r o p o s i t i o n 8.2 ( w i t h / t = \£>\ , C = 0) , a n d u t h e 

b i j e c t i o n i n 8.4 ( w i t h C = 0). We c o n c l u d e t h a t a i s b i j e c t i v e f o r a n y 

h. T h i s m e a n s t h a t i ^ i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e , a n d g i v e s u s t h e c l a i m 

b y 8.6 a n d 8.7. q . e . d . 

L e t A = ( M Q , . . . , M R ) b e a d e c r e a s i n g s y s t e m o f s p a c e s o v e r R . I f S i s a 

r e a l c l o s e d f i e l d e x t e n s i o n o f R t h e n S i n A i s a s u b s y s t e m o f S i n * A ( S ) . 

I f R = 3R t h e n Sin A i s a s u b s y s t e m o f S i n <^ t 0p- A H t h e s e s y s t e m s c o n ­

s i s t o f K a n s e t s . { O f c o u r s e , J i ( S ) m e a n s ( M Q (S) , . . . (S) ) , a n d A j _ 0 p 

m e a n s ( ( M Q ) t o p <M r> t o p>.> 

Lemma 8.9. F o r e v e r y k € {1 , . . . , r } we h a v e S i n M q n S i n M^. (S) = S i n M^. 

I f R = 3R t h e n we a l s o h a v e S i n M n S i n (M, ), = S i n M, 
o k t o p k 

P r o o f . L e t : V ( n ) -* M b e a n n - s i m p l e x o f S i n M . A s s u m e t h a t o o b 
maps v ( n ) s i n t o M ^ ( S ) . T h e n , o f c o u r s e , cp maps V (n) i n t o M k . T h i s 

p r o v e s t h e f i r s t c l a i m . T h e p r o o f o f t h e s e c o n d o n e i s e v e n m o r e t r i v i a l . 

T h e o r e m 8 . 1 0 . i ) S i n A i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f S i n Jt(S) . 

i i ) I f R =IR t h e n S i n A i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f S i n ^ t o p « 

P r o o f . B y t h e p r e c e d i n g lemma a n d 8.6 i t s u f f i c e s t o p r o v e t h a t , f o r 



a n y s p a c e M, t h e i n c l u s i o n a : S i n M <-> S i n M ( S ) i s a h o m o t o p y e q u i v a ­

l e n c e a n d , i n c a s e R = IR , a l s o t h e i n c l u s i o n 3 : S i n M <-* S i n i s 

a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . 

L e t u s l o o k a t t h e f i r s t i n c l u s i o n a : S i n M -> S i n M ( S ) . I t i s e a s i l y 

c h e c k e d t h a t t h e f o l l o w i n g t r i a n g l e c o m m u t e s , 

l a l 
I S i n M l s - 1. | S i n M ( S ) l s 

^M*S \ / ^M(S) 
M ( S ) 

We know ( f r o m T h e o r e m 7.5) t h a t J M a n d J M ^ s j a r e h o m o t o p y e q u i v a l e i c e s . 

We c o n c l u d e t h a t I a I g i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e a n d t h e n , b y C o r o l L a r y 

8.4, t h a t a i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . {N.B. We c o n s t a n t l y e x p l o i t 

t h e f a c t 8.1.} 

L e t u s now l o o k a t t h e s e c o n d i n c l u s i o n 3 . I t i s a g a i n e a s i l y c h e c k e d 

t h a t t h e f o l l o w i n g t r i a n g l e c o m m u t e s . 

, s i n M | t o p ' & ' t 0 P • I S i n M t o p l t o p 

^M^ t o p 

M, t o p 

I t i s k n o w n f r o m t o p o l o g y t h a t j M i s a w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e 
M t o p 

( [ M i ^ ] ; t h i s c a n b e p r o v e d a s o u r T h e o r e m 7.5 [ L W ] ) . We c o n c l u d e t . i a t 

I 31 t Q p i s a w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e a n d t h e n t h a t I 3 I i s a weaic 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e , h e n c e a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e ( V . 6 . 1 0 ) . B y C o r o l ­

l a r y 8.4 t h i s i m p l i e s t h a t 3 i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . q . e . d . 

R e m a r k 8 . 1 1 . A l t e r n a t i v e l y we c a n c o n c l u d e d i r e c t l y t h a t , f o r every 

s p a c e M o v e r IR t h e c o n t i n u o u s map j M i s a ( t o p o l o g i c a l ) h o m o t o o y 
^ t o p 

e q u i v a l e n c e i n s t e a d o f j u s t a w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . I n d e e d , t h i s 



f o l l o w s f r o m t h e t o p o l o g i c a l W h i t e h e a d t h e o r e m s i n c e , b y 7 . 5 , M i s 

h o m o t o p y e q u i v a l e n t t o a C W - c o m p l e x . 

T h e o r e m 8.10 g i v e s u s a new a p p r o a c h t o s i n g u l a r h o m o l o g y a n d c o h o m o ­

l o g y . We f i x some a b e l i a n g r o u p G. 

D e f i n i t i o n ' 1. We c a l l t w o s i m p l i c i a l maps f a n d g f r o m & t o £ p s e u d o -

h o m o t o p i c , i f , f o r e v e r y k i n { 0 , . . . , r } , t h e c o m p o n e n t f ^ : -* 

i s h o m o t o p i c t o g ^ . S i m i l a r l y we c a l l t w o maps f ,g : <fti ~X J/ b e t w e e n 

d e c r e a s i n g s y s t e m s o f s p a c e s p s e u d o h o m o t o p i c , i f t h e c o m p o n e n t s o f f 

a r e h o m o t o p i c t o t h e c o r r e s p o n d i n g c o m p o n e n t s o f g . 

Lemma 8.12. L e t r = 1. A s s u m e t h a t f , g : ft, £, a r e p s e u d o h o m o t o p i c s i m ­

p l i c i a l m a p s. T h e n t h e i n d u c e d h o m o m o r p h i s m s 

f * , g * : H + ( K Q f K 1 ; G ) -> H* ( L Q , L 1 ; G) 

i n s i m p l i c i a l h o m o l o g y a r e e q u a l . 

P r o o f . I t i s w e l l k n o w n t h a t t h e i n d u c e d maps C . ( f ) a n d C . ( g ) f r o m o J o 

C . ( K q ) t o C . ( L Q ) a r e c h a i n h o m o t o p i c a n d a l s o t h e i n d u c e d maps C . C f ^ ) 

a n d C.{q^) f r o m C . C K ^ ) t o C . ( L ^ ) a r e c h a i n h o m o t o p i c . T h e c l a i m s f o l l o w 

b y u s e o f t h e f i v e - l e m m a . q . e . d . 

Lemma 8.13. A n y t w o p s e u d o h o m o t o p i c maps f a n d g f r o m a p a i r o f s p a c e s 

(M,A) t o a p a i r o f s p a c e s (N,B) i n d u c e , f o r e v e r y n , t h e same homomor-

p h i s m 

f * = g* : H n ( S i n M , S i n A ;G) -> H n ( S i n N , S i n B ; G) . 

P r o o f . F r o m t h e c o m m u t a t i v i t y o f t h e s q u a r e 



( I S i n Ml , I S i n A l ) I S i n f I ( i S i n N l , i S i n B l ) 

(M,A) 3 (N,B) 

(M,A) f (N, B) 

a n d o f t h e a n a l o g o u s s q u a r e f o r g we s e e , b y u s e o f T h e o r e m 7 . 7 , t h a t 

t h e maps I S i n f I a n d I S i n g I f r o m ( I S i n Ml , I S i n A | ) t o ( I S i n N I , I S i n B I ) 

a r e p s e u d o h o m o t o p i c . T h e n we c o n c l u d e f r o m C o r o l l a r y 8.4 ( w i t h r = 0 

a n d C = 0) t h a t t h e s i m p l i c i a l maps S i n f a n d S i n g f r o m ( S i n M , S i n A) 

t o ( S i n N , S i n B) a r e p s e u d o h o m o t o p i c . T h i s g i v e s t h e d e s i r e d r e s u l t . 
q . e . d . 

D e f i n i t i o n 2. C l e a r l y t h e f u n c t o r s (M,A) -* H r ( S i n M , S i n A ; G ) f r o m 

HWSA(2,R) t o A b , t o g e t h e r w i t h t h e c o n n e c t i n g h o m o m o r p h i s m s 9 n ( M , A ) 

d e s c r i b e d a t t h e e n d o f §7 c o n s t i t u t e a p r e h o m o l o g y t h e o r y o n t h e s p a c e 

c a t e g o r y W S A ( R ) , a s d e f i n e d i n V I , §5. We c a l l t h i s t h e o r y s i n g u l a r 

h o m o l o g y o v e r R w i t h c o e f f i c i e n t s i n G. 

T h e o r e m 8 . 1 4 . S i n g u l a r h o m o l o g y o v e r R w i t h c o e f f i c i e n t s i n G i s a n 

o r d i n a r y h o m o l o g y t h e o r y ( c f . C h a p t e r V I , s t a r t i n g f r o m V I , § 3 , D e f . 2) 

w i t h c o e f f i c i e n t g r o u p G. 

N.B. R e c a l l t h a t , u p t o i s o m o r p h i s m , t h e r e e x i s t s o n l y o n e o r d i n a r y 

h o m o l o g y t h e o r y o n WSA(R) w i t h c o e f f i c i e n t g r o u p G. T h u s T h e o r e m 8.4 

g i v e s u s a n i n t e r p r e t a t i o n b y s i n g u l a r c h a i n s o f t h e o r d i n a r y h o m o l o g y 

t h e o r y c o n s t r u c t e d i n C h a p t e r V I . 

P r o o f . T h e a n a l o g o u s r e s u l t i n a l g e b r a i c t o p o l o g y i s v e r y w e l l k n o w n 

t o b e t r u e . I f R = IR t h e n we o b t a i n f r o m T h e o r e m 8 . 1 0 . i i c a n o n i c a l i s o ­

m o r p h i s m s 

H ( S i n M , S i n A ;G) - ^ H ( S i n M̂ . , S i n A ^ _ ;G) n n t o p t o p 

w h i c h a r e c o m p a t i b l e w i t h t h e c o n n e c t i n g h o m o m o r p h i s m s . T h u s t h e 



t h e o r e m h o l d s f o r R = IR . We now o b t a i n f r o m T h e o r e m 8 . 1 0 . i ( w i t h 

R = R , S = TR) i n t h e same way t h a t t h e t h e o r e m h o l d s f o r R = R . o J o 

L e t f i n a l l y R b e a n a r b i t r a r y r e a l c l o s e d f i e l d . We d e n o t e t h e s i n g u l a r 

h o m o l o g y t h e o r y o v e r R Q w i t h c o e f f i c i e n t s i n G b y h + . We e x t e n d t h i s 

h o m o l o g y t h e o r y t o a h o m o l o g y t h e o r y h £ o v e r R a s we h a v e l e a r n e d i n 
•p 

C h a p t e r V I . S i n c e h + i s a n o r d i n a r y h o m o l o g y t h e o r y we k n o w t h a t h £ 

a g a i n i s a n o r d i n a r y h o m o l o g y t h e o r y w i t h t h e same c o e f f i c i e n t g r o u p G. 

I f (M,A) i s a n y p a i r o f s p a c e s o v e r R t h e n now - i n c o n t r a s t t o C h a p t e r 

V I - we h a v e t h e c a n o n i c a l C W - a p p r o x i m a t i o n j ( M A ) : ( I K | R , | L | R ) -* (M,A) 

w i t h K := S i n M a n d L := S i n A a t o u r d i s p o s a l . T h u s we may w r i t e 
h * ( M ,A) = h ( I K L J L L ) = H ( S i n IKI _ , S i n I L I D ;G) . 

n n R o R o n R o R o 

By P r o p o s i t i o n 8.8, a p p l i e d t o t h e g r o u n d f i e l d R , t h i s g r o u p i s 

c a n o n i c a l l y i s o m o r p h i c t o ( K , L ; G ) = ( S i n M , S i n A ; G ) . F o r d i f f e r e n t 

v a l u e s o f n a l l t h e s e c a n o n i c a l i s o m o r p h i s m s come f r o m t h e same homo­

t o p y e q u i v a l e n c e o f p a i r s o f s i m p l i c i a l s e t s . T h u s t h e y a r e c o m p a t i b l e 

w i t h t h e c o n n e c t i n g h o m o m o r p h i s m s . We h a v e f o u n d a n i s o m o r p h i s m f r o m 

h ^ t o s i n g u l a r h o m o l o g y o v e r R w i t h c o e f f i c i e n t s i n G a n d t h u s know t h a t 

t h e l a t t e r t h e o r y i s a g a i n a n o r d i n a r y h o m o l o g y t h e o r y w i t h c o e f f i c i e n t 

g r o u p G. q . e . d . 

I n j u s t t h e same way o n e v e r i f i e s t h a t s i n g u l a r c o h o m o l o g y i s a n o r d i n a r y 

c o h o m o l o g y t h e o r y . 

F i n a l R e m a r k s . I n o r d e r t o p r o v e T h e o r e m 8.14 i t w o u l d h a v e b e e n 

s u f f i c i e n t t o w o r k i n t h e c a t e g o r y P ( 2 , R ) o f p a i r s o f w e a k p o l y t o p e s 

i n s t e a d o f W S A ( 2 , R ) , o n c e we k n o w t h a t (M,A) >-> H* ( S i n M , S i n A; G) i s a 

p r e h o m o l o g y t h e o r y o n t h e w h o l e o f W S A ( R ) . N o t i c e a l s o t h a t i t was -

o r w o u l d h a v e b e e n - s u f f i c i e n t t o u s e T h e o r e m 8.10 i n t h e c a s e r = 0. 

The n o t i o n o f p s e u d o h o m o t o p y e n a b l e s u s t o a v o i d a s e r i o u s u s e o f 



h o m o t o p y t h e o r y f o r p a i r s o f s p a c e s o r K a n s e t s . B u t o u r r e s u l t s 

a b o u t s y s t e m s up t o 8.10 d e s e r v e i n t e r e s t o n t h e i r own f o r r > 0 . 



§9. A g r o u p o f a u t o m o r p h i s m s o f [ 0 , 1 ] 

I n t h i s s e c t i o n , a p a r t f r o m t h e a p p e n d i x t h e l a s t o n e o f t h e p r e s e n t 

v o l u m e , we d e v i a t e f r o m t h e m a i n l i n e s o f t h o u g h t i n t h i s c h a p t e r . We 

w a n t t o c o n s t r u c t a s u f f i c i e n t l y l a r g e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p o f 

a u t o m o r p h i s m s o f t h e u n i t i n t e r v a l [ 0 , 1 ] o v e r R, w h i c h a c t s i n a n a t u r a l 

way o n t h e r e a l i z a t i o n IXI o f e v e r y p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e 

X o v e r R. T h i s w i l l g i v e u s a new o c c a s i o n t o a p p l y t h e p r i n c i p l e s f o r 

c o n s t r u c t i n g w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s g a i n e d i n C h a p t e r I V . 

D e f i n i t i o n 1. A m o n o t o n i c P L - a u t o m o r p h i s m o f [ 0 , 1 ] i s a b i j e c t i v e m o n o ­

t o n i c map g : [ 0 , 1 ] -> [ 0 , 1 ] s u c h t h a t t h e r e e x i s t s a s e q u e n c e t _ _ ^ = 

0 < t < . . . < t = 1 i n R w i t h q l i n e a r o n e a c h c l o s e d s u b i n t e r v a l — o — — n ^ 
[ t ± _ 1 , t i ] o f [ 0 , 1 ] { 0 < i < n ; p u t [ t ^ , ^ ] = {t±} i f t ^ = t ± } . 

I n t h i s s i t u a t i o n , t h e p o i n t s s ^ := q ( t ^ ) f o r m a g a i n a s e q u e n c e s _ ^ = 

0 < s Q < . . . < s n = 1 , w i t h s i - 1 < s i i f f t i _ - ] < t^r a n d , f o r t € [ , t ^ , 

g ( t ) = / B i - i + ( t - t i - i l l V t i - i ) " ' ( V s i - i ) i f V i ^ i ' ( 9 1 } 

R e m a r k . A t p r e s e n t i t l o o k s s t u p i d t h a t we a l l o w t i _ 1 = t ^ . We c o u l d 

a v o i d t h i s b y t h r o w i n g o u t some t i . T h e r e a s o n why we d o n o t d o t h i s 

w i l l b e c o m e a p p a r e n t s o o n . 

E v e r y s u c h map g i s a n a u t o m o r p h i s m o f t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e [ 0 , 1 ] . 

T h e i n v e r s e g i s a g a i n a m o n o t o n i c P L - a u t o m o r p h i s m o f [ 0 , 1 ] , a n d a l l 

t h e s e maps t o g e t h e r f o r m a s u b g r o u p o f t h e g r o u p o f a l l a u t o m o r p h i s m s 

o f t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e [ 0 , 1 ] . We d e n o t e t h i s s u b g r o u p b y 

P L A u t + ( [ 0 , 1 ] ) , i n t h e p r e s e n t s e c t i o n a l s o m o r e b r i e f l y b y G. { T h e 

s i g n + r e f l e c t s t h a t o u r maps p r e s e r v e o r i e n t a t i o n . } O u r g o a l i s t o 



e q u i p t h e a b s t r a c t g r o u p G w i t h t h e s t r u c t u r e o f a w e a k p o l y t o p e s u c h 

t h a t i t b e c o m e s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p . {We s h a l l s u c c e e d o n l y 

i f t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a l . } 

D e f i n i t i o n 2. L e t g € P L A u t + ( [ 0 , 1 ] ) = G. We c a l l a n e l e m e n t c > 1 o f R a 

t w o s i d e d L i p s c h i t z c o n s t a n t f o r g i f , f o r a n y t w o p o i n t s t < u i n [ 0 , 1 ] , 

we h a v e 

c " 1 ( u - t ) < g ( u ) - g ( t ) < c ( u - t ) . 

H e r e t h e f i r s t i n e q u a l i t y m e a n s t h a t c i s a L i p s c h i t z c o n s t a n t f o r t h e 
-1 

map g 

G i v e n some c > 1, we d e n o t e t h e s e t o f a l l maps g € G f o r w h i c h c i s a 

t w o s i d e d L i p s c h i t z c o n s t a n t b y M ( c ) . The g r o u p G i s t h e u n i o n o f a l l 

t h e s e s u b s e t s M ( c ) . 

We now f i x a c o n s t a n t c >1 f o r some t i m e a n d s t a r t o u t t o e q u i p t h e 

s e t M := M ( c ) w i t h t h e s t r u c t u r e o f a w e a k p o l y t o p e . F o r a n y n o n n e g a ­

t i v e i n t e g e r n l e t M n d e n o t e t h e s e t o f a l l g £ M w h i c h h a v e a d e s c r i p ­

t i o n ( 9 . 1 ) w i t h t h i s n u m b e r n . T h i s g i v e s u s a f i l t r a t i o n 

M = { i d } czJVL c M . c . . . o 1 Z 

o f t h e s e t M. 

I n t h e f o l l o w i n g we d e s c r i b e a p o i n t t o f t h e s t a n d a r d n - s i m p l e x V ( n ) 

b y i t s s o c a l l e d "sum c o o r d i n a t e s " , 

t = ( t _ r t o , t 3 , . . . , t n ) 

w i t h t i = 0 < t ^ < t i < . , . < t = 1 . H e r e t . i s t h e sum o f t h e f i r s t i + 1 - 1 — o — i — — n I 

b a r y c e n t r i c c o o r d i n a t e s o f t . { i f t = I ? = 0
 u i e i ' t h e n t i = l^<± u_. .} 

L e t M n d e n o t e t h e s e t o f a l l ( s , t ) € V ( n ) * V ( n ) s u c h t h a t ( 0 < i < n ) 



^ ' ' W i 1 < s r s i - i i ^ W i ' • 

T h i s i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f V ( n ) x v (n) , h e n c e a p o l y t o p e . 

We h a v e a n o b v i o u s map n : -» M f r o m t h e s e t o n t o t h e s e t M , 
n n n n n 

w h i c h s e n d s a p o i n t ( s , t ) o f M n t o t h e map g d e s c r i b e d b y ( 9 . 1 ) . 

P r o p o s i t i o n 9.2. On t h e s e t M = M ( c ) t h e r e e x i s t s a u n i q u e s t r u c t u r e o f 

a s p a c e (= w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R) s u c h t h a t ( M ^ l n G l N ^ ) i s 

a n e x h a u s t i o n o f M, a n d , f o r e v e r y n € I N Q , t h e map n n : M n —* i s 

p r o p e r ( h e n c e n n i s i d e n t i f y i n g a n d M i s a w e a k p o l y t o p e o f c o u n t a b l e 

t y p e ) . 

N.B. O f c o u r s e , t h e i n d e x s e t ] N Q i s e q u i p p e d w i t h i t s n a t u r a l t o t a l 

o r d e r i n g . 

P r o o f . T h e u n i q u e n e s s o f s u c h a s p a c e s t r u c t u r e o n M i s e v i d e n t : M n 

i s t h e p r o p e r q u o t i e n t o f M n v i a n n a n d M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e 

f a m i l y o f s p a c e s ( M ^ n G l N ) . I n o r d e r t o p r o v e e x i s t e n c e we s h a l l e q u i p 

e v e r y M R w i t h t h e s t r u c t u r e o f a p o l y t o p e s u c h t h a t n n i s a s e m i a l g e ­

b r a i c ( h e n c e p r o p e r , h e n c e i d e n t i f y i n g ) map a n d , i f n > 0 , i s a 

c l o s e d s u b s p a c e o f M n- I f t h i s h a s b e e n d o n e , T h e o r e m I V . 1 . 6 w i l l g i v e I 

t h e d e s i r e d r e s u l t . 

We e q u i p M Q w i t h i t s u n i q u e s t r u c t u r e a s a o n e - p o i n t s p a c e . A s s u m e now 

t h a t n > 1 . F o r e v e r y i G { 0 , . . . , n - 1 } l e t n ^ M n d e n o t e t h e s e t o f a l l 

( s , t ) e M n w i t h ( t i + 1 - t ± ) ( s ± - s i - 1 ) = ( t i - t i _ 1 ) ( s i + 1 - s ± ) . I t i s a c l o s e d 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M n- We h a v e a s e m i a l g e b r a i c map f r o m D ± M n o n t o 

M n_^ w h i c h s e n d s a p o i n t ( s , t ) o f D^M n t o t h e p o i n t ( s ' , t ' ) i n w h i c h 

t h e i - t h sum c o o r d i n a t e s o f s a n d t a r e o m i t t e d . We d e n o t e t h i s map b y 

n n i » N o t i c e t h a t , f o r e v e r y ( s , t ) € D J V l n , 



n—1 n , 1 n 

We i n t r o d u c e t h e c l o s e d s u b s p a c e 

DM : = D M U . . . U D ,M n o n n-1 n 

o f M . I t i s m a p p e d b y n o n t o t h e s u b s e t M A o f M . L e t n n n - \ n 
cp : DM -» M „ d e n o t e t h e s e t t h e o r e t i c map o b t a i n e d b y r e s t r i c t i o n n n n-1 L 

o f n . Now M . i s a l r e a d y a s e m i a l q e b r a i c s p a c e a n d n . : M . -** M_ . n n-1 •* ^ n-1 n-1 n-1 
i s s e m i a l g e b r a i c . B y t h e e q u a t i o n (*) a b o v e , cp ID.M = n -©n . i s 

n i n n— J n , 1 

s e m i a l g e b r a i c f o r e v e r y i € ( o , . . . , n - 1 } . T h u s cp^ i s s e m i a l g e b r a i c , 

h e n c e p r o p e r . 

We now g l u e t h e p o l y t o p e M n t o t h e p o l y t o p e M ^ a l o n g D M n b y t h e 

map cp̂  ( c f . I V , §8) a n d o b t a i n a p o l y t o p e M U M T h e map n a n d A n u c n cpn n - i n 
t h e i n c l u s i o n M A <~* M_ c o m b i n e i n t o a s e t t h e o r e t i c map n - i n 

M U M , -* M . n cpn n-1 n 

( R e c a l l e q u a t i o n (*) a b o v e . ) I t t u r n s o u t t h a t t h i s map i s a b i j e c t i o n 

( ! ) . We t r a n s f e r t h e s p a c e s t r u c t u r e o f ̂ n
 u c p n

M
n - ^ t o M

n
 b y t h i s 

b i j e c t i o n . Now M n i s a p o l y t o p e w h i c h c o n t a i n s Mn__^ , w i t h i t s g i v e n 

s p a c e s t r u c t u r e , a s a c l o s e d s u b s p a c e . A l s o n : M -> M i s s e m i a l g e -
c n n n 

b r a i c , a s d e s i r e d . q . e . d . 

We now a l l o w t h e L i p s c h i t z c o n s t a n t c t o v a r y . We d e n o t e t h e s p a c e s 

M n , M n m o r e P r e c i s e l y b y M n ( c ) , M n ( c ) , a n d t h e map n n b y n n c . We s h a l l 

u s e t h e s p a c e 

M ( c ) := [J ( M n ( c ) I n _>0) 

a n d t h e map n : M ( c ) -» M ( c ) d e f i n e d b y n I M _ ( c ) = n . T h e map n i s c c n n , c c 
s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d p a r t i a l l y p r o p e r , h e n c e i d e n t i f y i n g . 

I f 1 < c < d t h e n M n ( c ) i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M R ( d ) f o r e v e r y n , h e n c e 



M ( c ) i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M ( d ) . T h e p r e i m a g e o f t h e s u b s e t M ( c ) o f 

M ( d ) u n d e r t h e map i s M ( c ) , a n d t h e map n c i s a r e s t r i c t i o n o f n d . 

We c o n c l u d e t h a t M ( c ) , w i t h i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b -

s p a c e o f M ( d ) . 

A s s u m e now t h a t t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a l . We c h o o s e a n u l l s e q u e n c e 

( e n l n € n N ) i n ] 0 , 1 [ w h i c h i s s t r i c t l y m o n o t o n i c a l l y d e c r e a s i n g a n d p u t 

c n := c
n ^ • T h e n G i s t h e u n i o n o f t h e f a m i l y o f s u b s e t s ( M ( c n ) In ^ ]N) , 

a n d M ( c n _ 1 ) i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M ( c n ) . We c o n c l u d e b y T h e o r e m I V . 7 . 

t h a t t h e r e e x i s t s o n G a u n i q u e s t r u c t u r e o f a s p a c e o v e r R s u c h t h a t 

e v e r y M ( c n ) , w i t h i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b s p a c e o f 

G a n d ( M ( c ) l n € 3 N ) i s a n a d m i s s i b l e f i l t r a t i o n o f G. We e q u i p G w i t h 

t h i s s p a c e s t r u c t u r e . I t i s a w e a k p o l y t o p e o f c o u n t a b l e t y p e . F o r a n y 

c > 1 t h e r e e x i s t s some n 6 IN w i t h c < c n - The s p a c e M ( c ) i s a c l o s e d s u b 

s p a c e o f M ( c ) a n d h e n c e o f G. T h u s G i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e 

f a m i l y ( M ( c ) l c > 1 ) i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s 

o v e r R, a n d ( M ( c ) l c > 1 ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f G. A l s o 

( M n ( c ) I n € 3N ,c > 1) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f G. 

Now G i s a l s o a n a b s t r a c t g r o u p . T h i s g r o u p a c t s o n e a c h s t a n d a r d 

s i m p l e x V ( n ) b y s e m i a l g e b r a i c a u t o m o r p h i s m s , t h e a c t i o n b e i n g g i v e n b y 

t h e f o r m u l a 

g ( t _ r t 0 , . . . , t n ) := ( g ( t _ 1 ) , g ( t o ) , . . . , g ( t n ) ) 

( o = t _ 1 < t Q < ... < t n = 1) . 

T h e o r e m 9.3. i ) T h e i n v o l u t i o n i : G - > G , g g 1 , i s w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c , h e n c e a n a u t o m o r p h i s m o f t h e s p a c e G. 

i i ) T h e m u l t i p l i c a t i o n map y : G x G -> G, ( g , h ) H * g h , i s w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c . 

i i i ) T h e map a : G x v ( p ) -> V ( p ) , ( g , t ) » g t , i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 



f o r e v e r y p G 3 N Q . 

I n s h o r t , G i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p w h i c h a c t s w e a k l y s e n i a l L g e -

b r a i c a l l y o n e a c h V ( p ) . 

P r o o f . a) We f i r s t s t u d y t h e i n v o l u t i o n \ o n G. F o r e v e r y n € 3 N q a n d 

c >1 we h a v e a c o m m u t i n g s q u a r e 

°n c 
M ( c ) ^ >M ( c ) 
n n 

n , c I n , c 

M n ( c ) > M n ( c ) 
n , c 

w i t h i a r e s t r i c t i o n o f i a n d o t h e s w i t c h a u t o m o r p h i s m ( s , t ) ( t , n , c n , c 
o f M ( c ) . S i n c e n i s i d e n t i f y i n g we c o n c l u d e t h a t i i s s e m i a l g e -n n , c J. J Ti,o 

b r a i c . I t f o l l o w s t h a t t h e map i : G -> G i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . ( i t 

i s e v e n s e m i a l g e b r a i c s i n c e i t i s a n a u t o m o r p h i s m o f t h e s p a c e G.} 

b) We now p r o v e i i i ) f o r p = 1. I t s u f f i c e s t o v e r i f y t h a t t h e r e s t r i c ­

t i o n 

a : M n ( c ) x [ o , 1 ] - [ 0 , 1 ] , ( g , t ) » g ( t ) , 

i s s e m i a l g e b r a i c f o r e v e r y n € 3N , c > 1. S i n c e n : M ( c ) -» M c) i s 
o n , c n n 

i d e n t i f y i n g we o n l y n e e d t o v e r i f y t h a t 

V c ° ( V c X i d [ 0 , 1 ] ) : ft
n(c)x[0,1] [ 0 , 1 ] 

i s s e m i a l g e b r a i c . 

F i x i n g some n € ] N Q a n d some c > 1 we d e n o t e t h i s map b y f a n d t h e s p a c e 

M n ( c ) x [ 0 , 1 ] b y L f o r s h o r t . T he p o i n t s o f L we d e n o t e a s t r i p l e s 

( s , t , u ) w i t h s € V ( n ) , t G V ( n ) , u € [ 0 , 1 ] a n d , o f c o u r s e , 

f o r e v e r y i € { 0 , . . . , n } . F o r a n y j 6 { 0 , . . . , n } l e t L j d e n o t e t h e s e t o f 

a l l ( s , t , u ) € L w i t h t . . < t . a n d t . _ < u < t . . I t i s s e m i a l g e b r a i c i n L , 



a n d i t s c l o s u r e L j i n L c o n s i s t s o f a l l p o i n t s ( s , t , u ) € L w i t h t j _ < | —^j 

a n d t j . - j l u l t j - S i n c e L i s t h e u n i o n o f t h e s e t s L j i t s u f f i c e s t o 

p r o v e t h a t f l L j i s s e m i a l g e b r a i c f o r e v e r y j € { 0 , . . . , n } . 

H e n c e f o r t h we f i x a n i n d e x j i n ( 0 , . . . , n } . F o r ( s , t , u ) € L j we h a v e 

f ( s , t , u ) = s j _ 1 + ( u - t j _ 1 ) ( t j - t ^ r 1 ( s . - s ^ ^ 

w h i l e f o r ( s , t , u ) E L j ^ L j we h a v e f ( s , t , u ) = s j . C l e a r l y f l L ^ h a s a 

s e m i a l g e b r a i c g r a p h a n d f i s c o n t i n u o u s o n t h e s e m i a l g e b r a i c ( o p e n ) 

d e n s e s u b s e t L j o f L j . T h e map rT IL^ i s a l s o c o n t i n u o u s a t a n y p o i n t 

x € L j ^ L j s i n c e t h e r a t i o ( t j - t j ^ ) ^ ( S j - S j ^ ^ ) i s a b o u n d e d f u n c t i o n 

o n L j . T h u s f I L_. i s i n d e e d a s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n . 

c ) T he map 3 : G x [ o , 1 ] P + 2 -> [ 0 , 1 ] P + 2 , d e f i n e d b y 

3 ( g , ( t . r t o , . . . , t p ) ) = ( g t _ r g t o / . . . , g t ) , 

i s a g a i n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . T h i s map s e n d s G x V ( p ) t o V ( p ) . T h u s i t s 

r e s t r i c t i o n a : G x V ( p ) -> V (p) i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . 

d) Now i ) a n d i i i ) a r e p r o v e d . I t r e m a i n s t o p r o v e i i ) . We s h a l l n e e d a 

" s h u f f l e map" 

a : V (m) x v (n) V (m+n) m,n 

f o r e v e r y m € 3 N q , n 6 l Q , d e f i n e d a s f o l l o w s . I f t = ( 0 , t Q , . . . , t m _ ^ , 1) 

a n d u = ( 0 , u . . . . , u .,1) a r e p o i n t s i n V(m) a n d V ( n ) t h e n a ( t , u ) i s o n ~ j m,n 

t h e s e q u e n c e ( 0 , v Q , . . . , v
m + n _ < j /1) w i t h ( v Q , . . . , v

m + n_<|) o b t a i n e d b y r e ­

o r d e r i n g t h e s e q u e n c e ( t Q , . . . , t ^ _ ^ ,u , . . . , ^ n - 1 ) a c c o r d i n g t o t h e s i z e 

o f t h e c o o r d i n a t e s . I t i s e a s i l y v e r i f i e d t h a t a i s s e m i a l q e b r a i c . 
u m,n ^ 

We d e n o t e t h e p o i n t a ( t , u ) m o r e b r i e f l y b y t * u . 
m,n J -L 

L e t c o n s t a n t s c >1 a n d d >1 i n R a n d n u m b e r s m,n i n 3N Q b e g i v e n . T h e n 

t h e m u l t i p l i c a t i o n map u : G x G -* G r e s t r i c t s t o a map 



u .. : M ( c ) x M (d) -* M ( c d ) . 
M m , n , c , d m n m+n 

We w a n t t o v e r i f y t h a t t h i s map i s s e m i a l g e b r a i c . T h e n we s h a l l knew 

t h a t u i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . 

We s h a l l i n v e n t a s e m i a l g e b r a i c map 

C = C a ' * L ( c ) xft (d) -> M , ( c d ) m , n f c , d m x n v / m+n 

s u c h t h a t t h e d i a g r a m 

k ( c ) xM (d) 5 > M ( c d ) 
m n m+n 

(*) T) xn . 
m, c n , a 

P , m + n / c d 

M ( c ) x M (d) — > M ( c d ) m n u . m+n m , n , c , d 

c o m m u t e s . T h e n i t w i l l b e e v i d e n t t h a t u ^ ^ , i s s e m i a l g e b r a i c , s i n c e 
m , n,c,d 

t h e v e r t i c a l a r r o w s i n t h e d i a g r a m a r e i d e n t i f y i n g s e m i a l g e b r a i c m a p s . 

L e t p o i n t s ( u , v ) G M ^ c ) a n d ( s , t ) G M n ( d ) b e g i v e n . We d e f i n e new p a i r s 

( x , v * s ) € M , ( c ) , ( v * s , y ) € M , (d) a s f o l l o w s : m+n m+n 

X : = t n m , c ( u ' v ) l ( v * s ) ' 

y := t n n , d ( S f t ) ] " 1 ( V * S ) " 

T h e n 

I W n , c ( x ' v * s ) = n m , c ( u ' v ) ' 

V n , d ( v * s ' y ) - , 1 n , d ( s ' t ) • 

We d e f i n e t h e d e s i r e d map £ b y £((u,v),(s,t)) := ( x , y ) . T h e n t h e d i a ­

g r a m (*) c o m m u t e s . I t f o l l o w s f r o m t h e p r e v i o u s s t e p s a) a n d c ) o f t h e 

p r o o f t h a t £ i s i n d e e d s e m i a l g e b r a i c . q . e . d . 



The o r b i t s o f G o n V ( n ) a r e e a s i l y s e e n t o b e t h e o p e n f a c e s o f V ( n ) . 

I n d e e d , i f s a n d t a r e t w o p o i n t s i n t h e same o p e n f a c e o f V ( n ) { f o r 

e x a m p l e , i n V ( n ) } , t h e n t h e e l e m e n t g G G g i v e n b y t h e f o r m u l a ( 9 . 1 ) 

t a k e s t h e p o i n t t t o s . A l s o t h e f o l l o w i n g i s e a s i l y c h e c k e d . 

Lemma 9.4. F o r e v e r y m o n o t o n i c map a : [ p ] -> [ n ] t h e s e m i a l g e b r a i c map 

ot + : V (p) — • V ( n ) i s G - e q u i v a r i a n t . 

We now a r e r e a d y t o p r o v e a b e a u t i f u l r e s u l t . 

T h e o r e m 9.5. A s b e f o r e a s s u m e t h a t R i s s e q u e n t i a l . T h e r e e x i s t s a 

u n i q u e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c a c t i o n o f G = P L A u t + ( [ 0 , 1 ] ) o n t h e r e a l i z a ­

t i o n |XI o f e v e r y p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e X s u c h t h a t t h e 

f o l l o w i n g t h r e e p r o p e r t i e s h o l d . 

A1) I f X = M i s c o n s t a n t t h e n t h e a c t i o n o f G o n |X| = M i s t r i v i a l . 

A2) I f X = A ( n ) t h e n t h e a c t i o n o f G o n V ( n ) i s a s j u s t d e s c r i b e d . 

A3) I f f : X -> Y i s a s i m p l i c i a l map t h e n I f I : I X I I Y | i s G - e q u i ­

v a r i a n t . 

T h i s a c t i o n o f G o n X i s g i v e n b y t h e f o r m u l a ( x € X , t G V ( n ) ) 

g l x , t l = l x , g t l . (*) 

I f X i s d i s c r e t e t h e n t h e o r b i t s o f G o n IXI a r e t h e o p e n c e l l s o f t h e 

C W - c o m p l e x I X I . 

P r o o f . I f , f o r a n y t w o p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e s X a n d Y, we 

h a v e a l r e a d y d e f i n e d t h e a c t i o n o f G o n |X| a n d |Y| t h e n we a r e f o r c e d 

t o d e f i n e t h e a c t i o n o f G o n IX x Y l = |X| x |Y| b y t h e f o r m u l a g ( x , y ) = 

( g x , g y ) , s i n c e t h e p r o j e c t i o n s f r o m IXI x |Y| t o IXI a n d IYI m u s t b e 

G - e q u i v a r i a n t . T h u s , f o r a n y p r o d u c t M x A ( n ) o f a c o n s t a n t s p a c e M 

a n d a s t a n d a r d s i m p l i c i a l s e t A ( n ) we h a v e t o d e f i n e t h e G - a c t i o n o n 



IM x A (n) I = M x V ( n ) b y t h e f o r m u l a g ( x , y ) = ( x , g y ) . 

L e t now X b e a n y p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e . We h a v e a c a n o n i c a l 

s i m p l i c i a l map x x f r o m t h e d e p l o y m e n t De X t o X, a n d t h e r e a l i z a t i o n o f 

t h i s map i s t h e p a r t i a l l y p r o p e r s t r o n g l y s u r j e c t i v e map nx : X -> I X l 

( c f . P r o p . 4 . 7 ) . We d e f i n e t h e G - a c t i o n o n t h e d i r e c t sum X o f t h e 

s p a c e s X f i x V ( n ) b y t h e f o r m u l a g ( x , t ) = ( x , g t ) , a s we a r e f o r c e d t o . 

T h i s i s i n d e e d a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c a c t i o n . I t f o l l o w s f r o m Lemma 9.4 

a b o v e t h a t t h i s a c t i o n i s c o m p a t i b l e w i t h t h e e q u i v a l e n c e r e l a t i o n 

E ( n x ) o n X. S i n c e n x i s i d e n t i f y i n g we o b t a i n a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

a c t i o n o f G o n IXI s u c h t h a t f o r m u l a (*) i n t h e t h e o r e m h o l d s , a n d we 

a r e f o r c e d t o u s e t h i s f o r m u l a , s i n c e n x h a s t o b e c o m e G - e q u i v a r i a n t . 

We now h a v e e s t a b l i s h e d a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c G - a c t i o n o n t h e r e a l i z a t i o n 

IXI o f a n y p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l s p a c e X. I t i s c l e a r f r o m t h e 

f o r m u l a (*) t h a t t h e s e a c t i o n s f u l f i l l A 3 . I t c a n b e v e r i f i e d i n a 

s t r a i g h t f o r w a r d w ay t h a t t h e y a l s o f u l f i l l A1 a n d A 2 . T h e l a s t a s s e r t i o n 

i n t h e t h e o r e m i s e v i d e n t f r o m t h e f o r m u l a (*) a n d o u r d e s c r i p t i o n i n 

§6 o f t h e o p e n c e l l s o f I X l f o r X d i s c r e t e . q . e . d . 

R e m a r k 9.6. I f R i s n o t s e q u e n t i a l t h e n we s t i l l h a v e a n a c t i o n o f t h e 

a b s t r a c t g r o u p G = P L A u t + [ 0 , 1 ] o n |X| b y s e m i a l g e b r a i c a u t o m o r p h i s m s . 

I f X i s d i s c r e t e t h e n t h i s a c t i o n i s t r a n s i t i v e o n t h e c e l l s o f |X|, a 

f a c t w h i c h i s s o m e t i m e s u s e f u l . F o r e x a m p l e , l e t M b e a s p a c e o v e r R 

a n d a s s u m e t h a t t h e r e e x i s t s some i s o m o r p h i s m a : |K| M w i t h K a 

s i m p l i c i a l s e t . { T h i s m e a n s t h a t M c a n b e t r i a n g u l a t e d , c f . 6 . 8 } . L e t 

P b e some l o c a l i n t r i n s i c p r o p e r t y f o r m u l a t e d f o r p o i n t s o f M. T h e n t h e 

s e t N o f a l l p o i n t s o f M, f o r w h i c h P h o l d s , i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s u b s e t o f M. I n d e e d , s i n c e o u r p r o p e r t y P i s i n t r i n s i c , t h e s e t N m u s t 

b e s t a b l e u n d e r e v e r y a u t o m o r p h i s m o f M, h e n c e a 1 ( N ) m u s t be a u n i o n 

o f o p e n c e l l s o f I K l . 



E p i l o g u e . I t l o o k s s o m e w h a t a r t i f i c i a l t h a t , i n o r d e r t o e s t a b l i s h a 

s p a c e s t r u c t u r e o n P L A u t + ( [ 0 , 1 ] ) , we h a d t o a s s u m e t h a t o u r b a s e f i e l d 

R i s s e q u e n t i a l , a l t h o u g h i n p r a c t i c e t h i s t r o u b l e m i g h t b e s u r m o u n t e d 

b y p a s s i n g t o a s e q u e n t i a l r e a l c l o s e d f i e l d e x t e n s i o n o f R, a t r i c k 

we h a v e u s e d i n C h a p t e r s V a n d V I a t v a r i o u s o c c a s i o n s . 

A n y w a y , o u r c o n s t r u c t i o n o f t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c g r o u p P L A u t + ( [ 0 , 1 ] ) 

s e e m s t o r e v e a l a d e f i c i e n c y o f o u r d e f i n i t i o n o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s i n C h a p t e r I V , §1 f o r some p u r p o s e s . T h e t r o u b l e c o m e s f r o m t h e 

e x h a u s t i o n a x i o m E 3 . On t h e o n e h a n d , t h i s a x i o m s e e m s t o b e c r u c i a l 

f o r o u r p a t c h c o n s t r u c t i o n s i n C h a p t e r V a n d t h u s s e e m s t o b e l a r g e l y 

r e s p o n s i b l e f o r some o f o u r b e s t r e s u l t s , a s f o r e x a m p l e t h e s t r o n g 

v e r s i o n o f W h i t e h e a d ' s t h e o r e m i n C h a p t e r V, §6. On t h e o t h e r h a n d , why 

n o t s o m e t i m e s a d m i t m o r e g e n e r a l i n d u c t i v e l i m i t s o f s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s t h a n we d i d i n t h i s b o o k ? 

I t s e e m s t h a t P L A u t + ( [ 0 , 1 ] ) i s a n h o n e s t s p a c e i n some g e n e r a l s e n s e 

w h i c h i s s t i l l r e a s o n a b l e . N i e l s S c h w a r t z r e c e n t l y s t a r t e d a n i n v e s t i ­

g a t i o n o f " a b s t r a c t " w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s b a s e d o n h i s t h e o r y 

o f r e a l c l o s e d s p a c e s ( c f . [ S c h 1 ] a n d [ L S A , A p p . A ] ) . He g a i n e d e v i d e n c e 

t h a t a t h e o r y o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s w i t h o u t a x i o m E3 i s s t i l l 

f e a s i b l e [ o r a l c o m m u n i c a t i o n ] . 



A p p e n d i x C ( t o C h a p t e r I V ) : When i s T(M) a b a s i s o f o p e n s e t s o f M
t ? 

We s h a l l d i s c u s s t h i s q u e s t i o n m o s t l y b y e x a m p l e s . I n t h e f o l l o w i n g 

d e n o t e s t h e s e t o f p o s i t i v e e l e m e n t s o f R. 

E x a m p l e C.1. L e t M b e a c o u n t a b l e o r u n c o u n t a b l e comb, c f . IV.4.8 a n d 

IV.4.9. T h e n M i s n o t a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e . N e v e r t h e l e s s i s 
o 
T(M) a b a s i s o f o p e n s e t s o f M, 

t o p 

E x a m p l e c.2. L e t R = IR a n d l e t M b e t h e s u b s e t HR + x I R + x ] R + u 
3 

]R +xIR +x{0} u {(0,0,0)} o f IR . F o r a n y f i n i t e s u b s e t J o f J R + l e t M j 

b e t h e s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e Jx I R + x I R + u 1 R + X I R + X { 0 } u {(0,0,0)} o f 

3R̂  . U s i n g I V , 1.6 we e q u i p M w i t h t h e u n i q u e s t r u c t u r e o f a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s u c h t h a t e v e r y M T , i n i t s g i v e n s t r u c t u r e , i s a 

c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f M a n d (M_|JcIR, ,J f i n i t e ) i s a n e x -
- i J 

h a u s t i o n o f M. U = { ( x , y , z ) € M | z < e V] u {(0,0,0)} i s a n o p e n s u b s e t 

o f M. T h e r e e x i s t s n o V € r ( M ) w i t h (0,0,0) e V c U . H e n c e £(M) i s n o t a 

b a s i s o f t h e s t r o n g t o p o l o g y o f M. T h e r e a s o n f o r t h i s i s t h a t M i s 

n o t p o l y t o p i c , a s t h e f o l l o w i n g p r o p o s i t i o n s h o w s . 
o 

P r o p o s i t i o n C.3. L e t M b e a p o l y t o p i c s p a c e o v e r IR . T h e n o(M) i s a 

b a s i s o f t h e s t r o n g t o p o l o g y o f M. 

P r o o f . L e t U b e a n o p e n s u b s e t o f M a n d a a n e l e m e n t o f U . We h a v e t o 

s h o w t h a t t h e r e e x i s t s a s e t V £ T(M) w i t h a E V c U . L e t ( M a l a € I ) b e a n 

e x h a u s t i o n o f M. L e t E b e t h e s e t o f a l l p a i r s ( J , V T ) , w h e r e J i s a 

s u b s e t o f I a n d V T i s a s u b s e t o f M_ = U(M l a G J ) s u c h t h a t a € V , a n d , «J J a «J 

f o r e v e r y a € J , V j n M ^ i s a n o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f w h o s e 

c l o s u r e i s c o m p l e t e a n d c o n t a i n e d i n U n M . F o r e l e m e n t s ( J , V T ) a n d 
a «J 

( K , V K ) o f E we p u t ( J / V j ) < ( K , V K ) i f J c K a n d V j = V ^ M j . E i s n o t 

e m p t y . B y Z o r n ' s Lemma t h e r e e x i s t s a m a x i m a l e l e m e n t ( L f V T ) o f E. 



N o t i c e t h a t , i f y a n d 6 a r e i n d i c e s i n I w i t h y < 6 a n d 6 € L , t h e n y € L . 

A s s u m e t h a t L * I . L e t 3 b e a n e l e m e n t o f I ^ L . B y I , 7 . 5 we may a s s u m e 

t h a t i s a c l o s e d s u b s p a c e o f some I R n . L e t d b e t h e e u c l i d e a n d i s t a n c e 

f u n c t i o n o n I R n . T h e c l o s u r e o f V T f l M . i s c o m p l e t e a n d c o n t a i n e d i n 

ii p 
U n M 0 . T h e r e f o r e t := d ( V T n M 0 , M Q \ U) > 0. { H e r e we u s e t h a t R = 3R !} P u t 

P Li P 3 

V Q := { x e I d ( x , V L n M^) < - j t } . V Q i s a n o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f 

c o n t a i n i n g V L D a n d t h e c l o s u r e o f V Q i s c o m p l e t e a n d c o n t a i n e d i n 

U f l M p . L e t b e a n o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f w i t h n (M^ 0 M^) = 

V T P I M 0 . T h e n ( L U { 3 > , V T U (V H V J ) i s a n e l e m e n t o f E a n d ( L , V T ) < 
J-» p Jb O I 1J 
( L U { 3 ) , V T U (V n v , ) ) . T h i s c o n t r a d i c t i o n s h o w s t h a t L = I . H e n c e V T 

L O I JJ 
i s a n o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M w i t h a G V ^ c u . 

T h e s p a c e JR°° ( c f . I V . 6 . 2 ) i s p o l y t o p i c . H e n c e T(nR°° ) g e n e r a t e s t h e 

s t r o n g t o p o l o g y o f ]R°° . IR i s t h e o n l y s e q u e n t i a l r e a l c l o s e d f i e l d 

w i t h t h i s p r o p e r t y . 

E x a m p l e C.4. L e t R b e a s e q u e n t i a l r e a l c l o s e d f i e l d d i f f e r e n t f r o m 

3R . T h e n T(R°°) i s n o t a b a s i s o f t h e s t r o n g t o p o l o g y o f R°°. 

P r o o f . We c h o o s e a s e q u e n c e ( a n l n G 3 N ) i n R. w i t h l i m a = 0. We a l s o 

c h o o s e a s e q u e n c e ( b n l n € I N ) i n ] 0 , 1 [ c o n s i s t i n g o f p a i r w i s e d i f f e r e n t 

e l e m e n t s s u c h t h a t t h e s e t { b n l n £ 3 N } i s d i s c r e t e a n d c l o s e d i n [ 0 , 1 ] . 

T h i s i s p o s s i b l e s i n c e R ? IR . I n d e e d , i f R i s a r c h i m e d e a n , R c IR , we 

may c h o o s e ( b n l n € I N ) a s a s e q u e n c e c o n v e r g i n g i n IR t o a p o i n t 

^ 6 I R ^ R w i t h 0 < ^ < 1 . I f R i s n o t a r c h i m e d e a n , t a k e b n = ne w i t h 

e >0 a n d e s m a l l e r t h a n e v e r y p o s i t i v e e l e m e n t o f 

We now c o n s i d e r t h e s e t F c o n s i s t i n g o f a l l t u p l e s ( x ^ ) E R°° s u c h t h a t 

t h e r e e x i s t n a t u r a l n u m b e r s n,m w i t h x-, = a b , x , „ = a _ a n d a l l 
i n m n+1 m 



o t h e r x,^ = 0. F o r e v e r y k E IN t h e s e t F f) (R xO) c o n s i s t s o f t h e t u p l e s 

( x ^ ) € R°° w i t h x,j = a n b ^ f o r some m € IN a n d some n < k , *n+<\ = a m , a n d 

a l l o t h e r x . = 0. S i n c e t h e s e t s { a b l m € l N } a r e c l o s e d a n d d i s c r e t e 1 n m 
k k i n R, we c o n c l u d e t h a t F n (R xO) i s c l o s e d i n R xO f o r e v e r y k , h e n c e 

t h a t F i s c l o s e d i n R°°. 

L e t U := R°°\F. T h i s o p e n s e t c o n t a i n s t h e o r i g i n a = ( 0 , 0 , . . . ) . S u p p o s e 
° oo 

t h a t t h e r e e x i s t s a s e t V G 3"(R ) w i t h a E V c U . We c h o o s e a n e l e m e n t 

6 > 0 i n R s u c h t h a t t h e s e t A c o n s i s t i n g o f a l l t u p l e s ( x ^ ) w i t h 

x^ € [ 0 , 6 ] , x i = 0 f o r i > 1 , i s c o n t a i n e d i n V. T h e n we c h o o s e a n a t u r a l 

n u m b e r k w i t h a ^ < 6 . L e t Q d e n o t e t h e c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e 

R ^ + 1 x { o } o f R°°, a n d l e t d d e n o t e t h e e u c l i d e a n d i s t a n c e f u n c t i o n o n Q. 

Th e s e t V n Q i s o p e n a n d s e m i a l g e b r a i c i n Q a n d c o n t a i n s t h e c o m p l e t e 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e A. H e n c e 

0 < d ( A , Q ^ V ) < d ( A , Q ^ U ) . 

B u t Q ^ U = Q f l F c o n t a i n s t h e p o i n t s ( a k b m , 0 , . . . , 0 , a , 0 , 0 , . . . ) w i t h 

c o o r d i n a t e a m a t t h e p l a c e k+1 . T h u s d ( A , Q ^ U ) = 0, a c o n t r a d i c t i o n . 

T h i s p r o v e s o u r c l a i m . 
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L E C T U R E N O T E S XJLST M A T H B M A T T G 3 
E d i t e d by A. Dold and B. Eckmann 

Some g e n e r a l remarks on the p u b l i c a t i o n o f 
monographs and seminars 

In what f o l l o w s a l l r e f e r e n c e s t o monographs, are a p p l i c a b l e a l s o t o 
m u l t i a u t h o r s h i p volumes such as seminar notes. 

§1. L e c t u r e Notes aim t o r e p o r t new developments - q u i c k l y , i n f o r ­
m a l l y , and a t a h i g h l e v e l . Monograph manuscripts should be r e a ­
sonably s e l f - c o n t a i n e d and rounded o f f . Thus they may, and o f t e n 
w i l l , p r e s e n t not o n l y r e s u l t s of the author but a l s o r e l a t e d 
work by othe r people. Furthermore, the manuscripts should p r o ­
v i d e s u f f i c i e n t m o t i v a t i o n , examples and a p p l i c a t i o n s . T h i s 
c l e a r l y d i s t i n g u i s h e s L e c t u r e Notes manuscripts from j o u r n a l a r ­
t i c l e s which n o r m a l l y are very c o n c i s e . A r t i c l e s i n t e n d e d f o r a 
j o u r n a l but too l o n g t o be accepted by most j o u r n a l s , u s u a l l y do 
not have t h i s " l e c t u r e notes" c h a r a c t e r . For s i m i l a r reasons i t 
i s unusual f o r Ph.D. theses t o be accepted f o r the Le c t u r e Notes 
s e r i e s . 

E xperience has shown t h a t E n g l i s h language manuscripts a c h i e v e a 
much wider d i s t r i b u t i o n . 

§ 2 . Manuscripts or plan s f o r L e c t u r e Notes volumes s h o u l d be 
submitted e i t h e r t o one of the s e r i e s e d i t o r s or t o S p r i n g e r -
V e r l a g , H e i d e l b e r g . These p r o p o s a l s are then r e f e r e e d . A f i n a l 
d e c i s i o n c o n c e r n i n g p u b l i c a t i o n can o n l y be made on the b a s i s of 
the complete manuscripts, but a p r e l i m i n a r y d e c i s i o n can u s u a l l y 
be based on p a r t i a l i n f o r m a t i o n : a f a i r l y d e t a i l e d o u t l i n e 
d e s c r i b i n g the planned contents of each chapter, and an i n d i c a ­
t i o n of the es t i m a t e d l e n g t h , a b i b l i o g r a p h y , and one or two 
sample chapters - or a f i r s t d r a f t of the manuscript. The e d i ­
t o r s w i l l t r y to make the p r e l i m i n a r y d e c i s i o n as d e f i n i t e as 
they can on the b a s i s of the a v a i l a b l e i n f o r m a t i o n . 

§ 3 . L e c t u r e Notes are p r i n t e d by p h o t o - o f f s e t from typed copy d e l i ­
v e r e d i n camera-ready form by the authors. S p r i n g e r - V e r l a g p r o ­
v i d e s t e c h n i c a l i n s t r u c t i o n s f o r the p r e p a r a t i o n of manuscripts, 
and w i l l a l s o , on request, supply s p e c i a l s t a i o n e r y on which the 
p r e s c r i b e d t y p i n g area i s o u t l i n e d . C a r e f u l p r e p a r a t i o n of the 
manuscripts w i l l h e l p keep p r o d u c t i o n time s h o r t and ensure s a ­
t i s f a c t o r y appearance of the f i n i s h e d book. Running t i t l e s are 
not r e q u i r e d ; i f however they are c o n s i d e r e d necessary, they 
s h o u l d be uni f o r m i n appearance. We g e n e r a l l y a d v i s e authors not 
to s t a r t having t h e i r f i n a l manuscripts s p e c i a l l y tpyed b e f o r e ­
hand. For p r o f e s s i o n a l l y typed manuscripts, prepared on the spe­
c i a l s t a t i o n e r y a c c o r d i n g t o our i n s t r u c t i o n s , S p r i n g e r - V e r l a g 
w i l l , i f necessary, c o n t r i b u t e towards the t y p i n g c o s t s a t a 
f i x e d r a t e . 

The a c t u a l p r o d u c t i o n of a L e c t u r e Notes volume takes 6 - 8 weeks. 



Final manuscripts should contain at least 100 pages of mathema­
t i c a l text and should include 

a table of contents 
- an informative introduction, perhaps with some h i s t o r i c a l r e­

marks. It should be accessible to a reader not pa r t i c u l a r l y 
familiar with the topic treated. 
a subject index; this i s almost always genuinely helpful tor 
the reader. 

Authors receive a t o t a l of 50 free copies of their volume, but 
no roya l t i e s . They are en t i t l e d to purchase further copies of 
their book for their personal use at a discount of 33.3 %, 
other Springer mathematics books at a discount of 20 % d i r e c t l y 
from Springer-Verlag. 

Commitment to publish i s made by l e t t e r of intent rather than by 
signing a formal contract. Springer-Verlag secures the copyright 
for each volume. 
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