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I n t r o d u c t i o n 

T h i s i s t h e s e c o n d i n a c h a i n o f ( h o p e f u l l y ) t h r e e v o l u m e s d e v o t e d t o 

a n e x p l i c a t i o n o f t h e f u n d a m e n t a l s o f s e m i a l g e b r a i c t o p o l o g y o v e r a n 

a r b i t r a r y r e a l c l o s e d f i e l d R. We r e f e r t h e u n i n i t i a t e d r e a d e r t o t h e 
i 

p r e f a c e o f t h e f i r s t v o l u m e [ L S A ] a n d some o t h e r p a p e r s c i t e d t h e r e 

t o g e t a n i d e a o f t h e p r o g r a m we h a v e i n m i n d w i t h t h e t e r m " s e m i a l g e ­

b r a i c t o p o l o g y " a s a b a s i s o f r e a l a l g e b r a i c g e o m e t r y . 

L e t u s r o u g h l y r e c a l l w h a t h a s b e e n a c h i e v e d i n t h e f i r s t v o l u m e a n d 

w h e r e we s t a n d now. 

A s we e x p l a i n e d i n [ L S A ] , t h e " g o o d " l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , 

w h i c h f o r t u n a t e l y s e e m t o s u f f i c e f o r m o s t a p p l i c a t i o n s , a r e t h e r e g u ­

l a r p a r a c o m p a c t o n e s . T h e s e a r e p r e c i s e l y t h o s e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 
2 

s p a c e s w h i c h c a n b e t r i a n g u l a t e d ( 1 . 4 . 8 a n d I I . 4 . 4 ) . M o r e o v e r , a n y 

l o c a l l y f i n i t e f a m i l y o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s e t s i n s u c h a s p a c e 

c a n b e t r i a n g u l a t e d s i m u l t a n e o u s l y ( I I . 4 . 4 ) . T h i s f a c t s e e m s t o b e t h e 

k e y r e s u l t f o r many p r o o f s i n [ L S A ] . 

We a c c o m p l i s h e d l e s s w o r k o n t h e t r i a n g u l a t i o n o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

m a p s . H e r e o u r m a i n r e s u l t h a s b e e n t h e t r i a n g u l a b i l i t y o f f i n i t e maps 

( I I . 6 . 1 3 ) . M u c h m o r e c a n p r o b a b l y b e d o n e , a s i s t o b e e x p e c t e d b y 

t h e b o o k [ v ] o f V e r o n a , b u t we d o n o t p u r s u e t h i s l i n e o f i n v e s t i g a t i o n 

i n t h e p r e s e n t v o l u m e . { V e r o n a w o r k s o v e r HR a n d u s e s t r a n s c e n d e n t a l 

t e c h n i q u e s . } 

c f . t h e r e f e r e n c e s 

T h i s r e f e r s t o E x a m p l e 4.8 i n C h a p t e r I a n d T h e o r e m 4.4 i n C h a p t e r I I 
o f [ L S A ] . T h e m a i n b o d y o f t h i s v o l u m e s t a r t s w i t h C h a p t e r I V . T h e 
s i g n s I , I I , I I I r e f e r t o t h e c h a p t e r s o f [ L S A ] . 



On t h e o t h e r h a n d we o b t a i n e d i n C h a p t e r I I o f [ L S A ] a f a i r l y d e t a i l ­

e d p i c t u r e o f t h e v a r i o u s p o s s i b i l i t i e s how t o " c o m p l e t e " a r e g u l a r 

p a r a c o m p a c t s p a c e M, i . e . t o embed M d e n s e l y i n t o a p a r t i a l l y c o m p l e t e 

r e g u l a r p a r a c o m p a c t s p a c e . P a r t i a l c o m p l e t e n e s s i s a t y p i c a l n o t i o n 

o f s e m i a l g e b r a i c t o p o l o g y w h i c h h a s n o c o u n t e r p a r t i n c l a s s i c a l t o p o ­

l o g y , c f . I , §6. 

I n C h a p t e r s I a n d I I o f [ L S A ] we a l s o o b t a i n e d b a s i c r e s u l t s o n t h e 

s t r u c t u r e o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c m a p s . B u t t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s 

a n d c o v e r i n g maps (= U b e r l a g e r u n g e n ) h a d t o b e d e l a y e d s i n c e a c e r t a i n 

a m o u n t o f h o m o t o p y t h e o r y i s n e e d e d h e r e , n o t y e t a v a i l a b l e i n t h e 

f i r s t t w o c h a p t e r s . 

Some o f t h a t h o m o t o p y t h e o r y h a s b e e n p r e s e n t e d i n t h e l a s t C h a p t e r H I 

o f [ L S A ] . O u r c e n t r a l r e s u l t t h e r e a r e t h e t w o " m a i n t h e o r e m s " i n 

v a r i o u s v e r s i o n s ( I I I . 3 . 1 , 4 .2, 5 . 1 , 6.3, 6 . 4 ) . A s a c o n s e q u e n c e o f 

t h e s e t h e o r e m s a l l t h e h o m o t o p y g r o u p s a n d v a r i o u s h o m o t o p y s e t s i n 

t h e c a t e g o r y o f r e g u l a r p a r a c o m p a c t s p a c e s o v e r R a r e " e q u a l " t o homo­

t o p y g r o u p s ( r e s p . s e t s ) i n t h e c l a s s i c a l t o p o l o g i c a l s e n s e o f s u c h 

s p a c e s o v e r IR . T h i s o p e n s t h e p o s s i b i l i t y t o t r a n s f e r a c o n s i d e r a b l e 

a m o u n t o f c l a s s i c a l h o m o t o p y t h e o r y t o t h e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s e t t ­

i n g , a s h a s b e e n i l l u s t r a t e d i n C h a p t e r I I I b y s e v e r a l e x a m p l e s . 

T h e h o m o t o p y t h e o r y i n [ L S A ] s e e m s t o b e s u f f i c i e n t f o r s t u d y i n g 

( r a m i f i e d ) c o v e r i n g s o f r e g u l a r p a r a c o m p a c t s p a c e s . To some e x t e n t i t 

a l s o g i v e s a c c e s s t o t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s a n d f i b e r b u n d l e s f o r 

s u c h s p a c e s ( a l t h o u g h h e r e s o m e t h i n g r e m a i n s t o b e d e s i r e d , s e e b e l o w ) . 

N e v e r t h e l e s s t h i s h o m o t o p y t h e o r y h a s s e r i o u s d e f i c i e n c i e s c o m p a r e d 

w i t h c l a s s i c a l (= t o p o l o g i c a l ) h o m o t o p y t h e o r y , a n d t h i s b r i n g s u s t o 

t h e c o n t e n t s o f t h e p r e s e n t v o l u m e . 



T h e m a i n d e f i c i e n c i e s a r e t h e f o l l o w i n g . 

1) i n t h e c a t e g o r y L S A ( R ) o f r e g u l a r p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s o v e r R we d o n o t h a v e i n f i n i t e C W - c o m p l e x e s a t o u r d i s p o s a l . 

2) I n L S A ( R ) we d o n o t h a v e m a p p i n g s p a c e s M a p ( X , Y ) a n d p r o m i n e n t s u b -

s p a c e s o f t h e m , a s f o r e x a m p l e l o o p s p a c e s ftX , a t o u r d i s p o s a l . 

One m a i n g o a l i n t h e p r e s e n t v o l u m e i s t o e x p l a i n how t h e f i r s t d e f i ­

c i e n c y c a n b e o v e r c o m e . We w i l l c o n s t r u c t " s e m i a l g e b r a i c " C W - c o m p l e x e s 

o v e r t h e f i e l d R. A C W - c o m p l e x o v e r R i s a r i n g e d s p a c e o v e r R [ L S A , 

p . 3] w h i c h i s a s u i t a b l e i n d u c t i v e l i m i t o f " p o l y t o p e s " o v e r R, t o ­

g e t h e r w i t h a c e l l s t r u c t u r e . S u c h i n d u c t i v e l i m i t s w i l l g e n e r a l l y b e 

c a l l e d "weak p o l y t o p e s " . (We b r i e f l y a l l u d e d t o t h e s e s p a c e c a t t h e 

e n d o f I I I , §6 a n d i n [ D K g ] . ) B y a p o l y t o p e o v e r R we s i m p l y mean a 

c o m p l e t e a f f i n e s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R. T h i s t e r m i n o l o g y i s j u s t i ­

f i e d s i n c e t h e s e s p a c e s a r e p r e c i s e l y a l l r i n g e d s p a c e s o v e r R w h i c h 

a r e i s o m o r p h i c t o t h e u n d e r l y i n g s e m i a l g e b r a i c s p a c e o f some c l o s e d 

f i n i t e s i m p l i c i a l c o m p l e x o v e r R, h e n c e i s o m o r p h i c t o t h e u n i o n o f 

f i n i t e l y m any c l o s e d s i m p l i c e s i n some R n . 

We h a v e t o b e c a r e f u l w h i c h i n d u c t i v e s y s t e m s o f p o l y t o p e s we a d m i t i n 

b u i l d i n g w e a k p o l y t o p e s . T h i s i s a d e l i c a t e p r o b l e m . I f we a r e t o o 

r e s t r i c t i v e t h e n o u r w e a k p o l y t o p e s w i l l n o t b e u s e f u l . On t h e o t h e r 

h a n d , i f we a r e t o o p e r m i s s i v e t h e n we a r e i n d a n g e r t h a t o u r i n d u c t i v e 

l i m i t s b e c o m e t o o w i l d s p a c e s . ( R e c a l l t h a t e v e r y r e a l c l o s e d f i e l d 

d i f f e r e n t f r o m 3R i s t o t a l l y d i s c o n n e c t e d i n t h e t o p o l o g i c a l s e n s e . ) 

\ W o r k i n g i n t h e c a t e g o r y o f r i n g e d s p a c e s o v e r R g i v e s u s c o n t r o l w h i c h 

I c o n t i n u o u s f u n c t i o n s we a d m i t o n a g i v e n s p a c e , a n d t h i s g i v e s u s c o n ­

t r o l o n c o n n e c t e d n e s s a n d o t h e r g e o m e t r i c p r o p e r t i e s i m p l i c i t l y . 

O n c e we h a v e d e f i n e d w e a k p o l y t o p e s i n t h e r i g h t way a n d h a v e e s t a b ­

l i s h e d t h e b a s i c p r o p e r t i e s o f t h e s e s p a c e s i t w i l l b e a n e a s y m a t t e r 



t o d e f i n e c e l l s t r u c t u r e s o n some o f t h e m , w h i c h w i l l b e o u r CW-com­

p l e x e s . T h e n t h e d o o r i s o p e n t o t r a n s f e r a r e a l l y b i g a m o u n t o f 

c l a s s i c a l h o m o t o p y t h e o r y t o t h e s e m i a l g e b r a i c s e t t i n g . I n p a r t i c u l a r 

we c a n d e f i n e s p e c t r a , i n t h e s e n s e o f a l g e b r a i c t o p o l o g y , a n d g e n e r a l ­

i z e d h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r i e s o v e r R, a n d we c a n w o r k w i t h 

t h e m n e a r l y a s e a s i l y a s i n c l a s s i c a l h o m o t o p y t h e o r y ( c f . C h a p t e r V I ) . 

A l t h o u g h t h e c a t e g o r y o f w e a k p o l y t o p e s s u f f i c e s t o d e a l w i t h i n f i n i t e 

C W - c o m p l e x e s i t i s t e c h n i c a l l y a d v i s a b l e t o w o r k i n a s l i g h t l y b r o a d e r 

c a t e g o r y , t h e c a t e g o r y WSA(R) o f " w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s " o v e r R. 

T h e s e s p a c e s a r e i n d u c t i v e l i m i t s o f a f f i n e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s i n ­

s t e a d o f j u s t p o l y t o p e s . F o r e x a m p l e , a n o p e n s u b s p a c e ( i n t h e s e n s e 

o f l o c a l l y r i n g e d s p a c e s ) o f a w e a k p o l y t o p e i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e , b u t u s u a l l y i s n o t a w e a k p o l y t o p e . I t w o u l d b e c u m b e r s o m e t o 

e x c l u d e o p e n s u b s p a c e s o f w e a k p o l y t o p e s f r o m o u r c o n s i d e r a t i o n s . 

WSA(R) c o n t a i n s t h e c a t e g o r y L S A ( R ) o f r e g u l a r p a r a c o m p a c t l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R a s a f u l l s u b c a t e g o r y . 

T h e m o r p h i s u i s b e t w e e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s w i l l b e c a l l e d w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c m a p s . I n C h a p t e r I V we g i v e t h e d e f i n i t i o n a n d b a s i c 

p r o p e r t i e s o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a n d m a p s . T h e k e y r e s u l t f o r 

l a t e r u s e s e e m s t o b e t h a t i n t h e c a t e g o r y WSA(R) a s p a c e M c a n b e 

g l u e d t o a n o t h e r s p a c e N a l o n g a n y c l o s e d s u b s p a c e A o f - M b y a " p a r t i a l ­

l y p r o p e r " w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map f : A -> N ( T h e o r e m I V . 8 . 6 ) . A n 

a n a l o g o u s r e s u l t h a d b e e n p r o v e d i n I I , §10 w i t h i n t h e c a t e g o r y L S A ( R ) 

f o r p r o p e r m a p s . B u t t h e c l a s s o f p a r t i a l l y p r o p e r maps i s much b i g g e r 

t h a n t h e c l a s s o f p r o p e r maps a n d m o r e u s e f u l ( c f . I , §5-§6 a n d I V , §5 

b e l o w ) . M o s t i m p o r t a n t , i f t h e s p a c e M a b o v e i s a w e a k p o l y t o p e t h e n 

a l s o A i s a w e a k p o l y t o p e a n d e v e r y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map f : A -> N 

i s p a r t i a l l y p r o p e r . 



I n g e n e r a l a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M c a n n o t b e t r i a n g u l a t e d . B u t 

M s t i l l i s i s o m o r p h i c t o a " p a t c h c o m p l e x " . T h i s i s a v e r y w e a k s u b ­

s t i t u t e o f a s i m p l i c i a l c o m p l e x w h i c h n e v e r t h e l e s s i s s u f f i c i e n t f o r 

some h o m o t o p y c o n s i d e r a t i o n s . 

R o u g h l y o n e o b t a i n s a p a t c h c o m p l e x i f o n e w o r k w i t h a r b i t r a r y a f f i n e 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s i n s t e a d o f s i m p l i c e s . T h e t h e o r y o f p a t c h c o m p l e x e 

a n d t h e i r u s e i n h o m o t o p y t h e o r y i s d i s p l a y e d i n C h a p t e r V. A l s o some 

a p p l i c a t i o n s t o o p e n c o v e r i n g s (= t l b e r d e c k u n g e n ) o f w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s a r e g i v e n i n V, § 3 . 

C h a p t e r V r e v e a l s t h a t w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a r e b e a u t i f u l f r o m 

a h o m o t o p y v i e w p o i n t . F o r e x a m p l e , t h e t w o m a i n t h e o r e m s o n h o m o t o p y 

s e t s f r o m C h a p t e r I I I i n [ L S A ] e x t e n d t o t h e s e s p a c e s (V, §5) a n d 

t h e r e h o l d s a s t r o n g " W h i t e h e a d t h e o r e m " , s t a t i n g t h a t e v e r y w eak 

h o m o t o p y e q u i v a l e n c e i s a g e n u i n e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e ( T h . V . 6 . 1 0 ) . 

I t i s t h i s c h a p t e r w h e r e t h e r e a d e r , h a v i n g m a s t e r e d t h e f o u n d a t i o n a l 

l a b o u r s o f C h a p t e r I V , w i l l f i n d o u t t h a t w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

a r e e a s y t o h a n d l e a n d i n some s e n s e b e t t e r n a t u r e d , s i n c e " t a m e r " , 

t h a n t o p o l o g i c a l s p a c e s . 

On t h e o t h e r h a n d , f r o m a m o r e g e o m e t r i c v i e w p o i n t , w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s c a n b e u g l y . We s h a l l d e m o n s t r a t e t h i s i n I V , §4 a n d 

A p p e n d i x C b y r a t h e r s i m p l e e x a m p l e s . V a r i o u s n i c e g e o m e t r i c p r o p e r ­

t i e s we a r e a c c u s t o m e d t o f r o m l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , a s f o r 

i n s t a n c e t h e c u r v e s e l e c t i o n l e m m a , f a i l f o r t h e s e s p a c e s . We d o n o t 

k n o w w h e t h e r a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M c a n b e c o m p l e t e d , i . e . 

d e n s e l y e m b e d d e d i n t o a w e a k p o l y t o p e . We d o n o t k n o w e i t h e r w h e t h e r 

\ M c o n t a i n s a w e a k p o l y t o p e w h i c h i s a s t r o n g d e f o r m a t i o n r e t r a c t o f 

JM. I n c o n t r a s t t o l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s t h e r e d o e s n o t a l w a y s 

e x i s t a s p a c e N o v e r t h e f i e l d R o f r e a l a l g e b r a i c n u m b e r s s u c h t h a t 



M i s i s o m o r p h i c t o t h e b a s e e x t e n s i o n ( c f . I V , §2) N ( R ) o f N ( c f . e n d 

o f I V , § 4 ) . B u t s t i l l we c a n p r o v e (V, §7) t h a t M i s h o m o t o p y e q u i v a ­

l e n t t o s u c h a s p a c e N ( R ) , e v e n w i t h N a C W - c o m p l e x o v e r R . M u c h l a ­

t e r , i n C h a p t e r V I I , § 7 , we s h a l l s e e t h a t M i s h o m o t o p y e q u i v a l e n t t o 

a c l o s e d s i m p l i c i a l c o m p l e x . 

U n d e r t h e m i l d r e s t r i c t i o n t h a t t h e b a s e f i e l d R i s s e q u e n t i a l , i . e . 

R c o n t a i n s a s e q u e n c e o f p o s i t i v e e l e m e n t s c o n v e r g i n g t o z e r o , t h i n g s 

a r e e v e n b e t t e r . T h e n t h e r e e x i s t s , f o r e v e r y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e M o v e r R, a c a n o n i c a l h o m o t o p y e q u i v a l e n c e p M : P(M) -> M w i t h 

P(M) a weak p o l y t o p e . T h e s p a c e P(M) w i l l b e d e f i n e d i n C h a p t e r I V , §9 

I t h a s t h e same u n d e r l y i n g s e t a s M b u t a " f i n e r " s p a c e s t r u c t u r e t h a n 

M. On t h e s e t t h e o r e t i c l e v e l , p M i s j u s t t h e i d e n t i t y o f M. 

T h e s p a c e P(M) i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e s y s t e m o f a l l p o l y t o p e s 

c o n t a i n e d i n M. I t s e e m s t o b e a v e r y n a t u r a l " s i m p l i f i c a t i o n " o f t h e 

s p a c e M ( s i m p l i f i c a t i o n f o r some p u r p o s e s ) . I f M i s l o c a l l y s e m i a l g e ­

b r a i c a n d l o c a l l y c o m p l e t e t h e n P (M) c o i n c i d e s w i t h t h e s p a c e M
l o c 

d e f i n e d i n T, § 7 . B u t a l r e a d y i f M i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f some 

R n w h i c h i s n o t l o c a l l y c l o s e d i n R n t h e n P ( M ) i s n o t l o c a l l y s e m i a l g e 

b r a i c . 

M o r e g e n e r a l l y , g i v e n a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map f : M -* N, we s h a l l 

d e f i n e i n I V , §10 a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e P^(M) t o g e t h e r w i t h a 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map p ^ : P^(M) -* M ( i f R i s s e q u e n t i a l ) w h i c h h a s 

t h e f o l l o w i n g u n i v e r s a l p r o p e r t y . T h e map f <> p f i s p a r t i a l l y p r o p e r , 

a n d e v e r y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map q : L -» M w i t h f o q p a r t i a l l y 

p r o p e r f a c t o r s u n i q u e l y t h r o u g h p ^ . I f N i s t h e o n e - p o i n t s p a c e t h e n 

P f ( M ) = P(M) . 

T h e s e s p a c e s P f ( M ) , a n d i n p a r t i c u l a r t h e s p a c e s P ( M ) , w i l l d o 



g o o d s e r v i c e i n h o m o t o p y t h e o r y a t v a r i o u s p l a c e s . T h e y a r e t y p i c a l f o r 

t h e s o m e w h a t d i f f e r e n t f l a v o u r o f s e m i a l g e b r a i c h o m o t o p y t h e o r y c o m p a r ­

e d w i t h c l a s s i c a l h o m o t o p y t h e o r y . 

A p a r t i c u l a r l y g o o d i n s t a n c e t o s e e how t h e s p a c e s P^(M) a n d s i m i l a r 

o n e s c a n b e u s e d a n d how t h e v a r i o u s t e c h n i q u e s we h a v e d e v e l o p e d i n 

C h a p t e r s I V a n d V f i t t o g e t h e r i s t h e p r o o f o f T h e o r e m V. 6 . 8 o n d -

e q u i v a l e n c e s ( i n s t e a d o f j u s t w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s ) w h i c h p r e ­

c e d e s a n d i m p l i e s t h e W h i t e h e a d t h e o r e m m e n t i o n e d a b o v e . T h e r e a d e r 

c a n n o t d o b e t t e r t h a n t r y i n g t o o b t a i n a n i m p r e s s i o n o f t h e m a i n l i n e s 

o f t h i s p r o o f a t a n e a r l y s t a g e i n o r d e r t o g e t a g o o d f e e l i n g f o r t h e 

s u b j e c t . 

O f c o u r s e , we t r y t o p r o c e e d i n s e m i a l g e b r a i c h o m o t o p y t h e o r y a s m u c h 

a s p o s s i b l e i n a w a y p a r a l l e l t o t h e c l a s s i c a l t o p o l o g i c a l h o m o t o p y 

t h e o r y , a s l o n g a s t h i s i s a d v i s a b l e . H e r e t h e r e c o m e s u p a d i c h o t o m y 

o f g o a l s a n d m e t h o d s e v e r y o n e w o r k i n g i n t h i s a r e a w i l l f a c e . 

On t h e o t h e r h a n d , o n e w o u l d l i k e t o o b t a i n r e s u l t s i n t h e s e m i a l g e ­

b r a i c t h e o r y b y t r a n s f e r f r o m t h e t o p o l o g i c a l t h e o r y , a s a l r e a d y e x e r ­

c i s e d i n C h a p t e r I I I . One w a n t s t o h a v e a v a i l a b l e t h e e n o r m o u s b o d y 

o f r e s u l t s o f t o p o l o g i c a l h o m o t o p y t h e o r y i n t h e s e m i a l g e b r a i c s e t t i n g 

w i t h o u t m u c h f u r t h e r l a b o u r . 

On t h e o t h e r h a n d , t h e r e i s a m o r e r a d i c a l v i e w p o i n t , t o t h e b e s t o f 

my k n o w l e d g e f i r s t e x p r e s s e d b y B r u m f i e l i n h i s b o o k [ B ] : One s h o u l d 

d o a l g e b r a i c t o p o l o g y f r o m s c r a t c h o v e r a n a r b i t r a r y r e a l c l o s e d f i e l d 

i n s u c h a way t h a t t h e f i e l d IR d o e s n o t p l a y a n y s p e c i a l r o l e . 

T h i s i s a n a m b i t i o u s p r o g r a m . W h i l e w r i t i n g t h i s v o l u m e I s o m e w h a t 

o s c i l l a t e d b e t w e e n t h e t w o v i e w p o i n t s . W h e n e v e r t h e s e m i a l g e b r a i c 



g e o m e t r y was e a s y I a v o i d e d t r a n s f e r p r i n c i p l e s . When n o t I g a v e p r e ­

f e r e n c e t o t h e f i r s t v i e w p o i n t , b u t o f t e n I a l s o t r i e d t o i n d i c a t e 

how t h i n g s c a n b e d o n e i n t h e s p i r i t o f t h e s e c o n d o n e . 

L o n g p a s s a g e s i n C h a p t e r V may n o u r i s h t h e c o n v i c t i o n t h a t a h o m o t o p y 

t h e o r y i n t h e s e n s e o f B r u m f i e l i s a l r e a d y a t h a n d s . B u t t h e r e a r e s t i l l 

p r o b l e m s t o b e s e t t l e d . A s a t e s t i n g g r o u n d I h a v e c h o s e n h e r e - a s 

a l r e a d y i n [ L S A ] , C h a p t e r I I I - t h e h o m o t o p y e x c i s i o n t h e o r e m o f 

B l a k e r s a n d M a s s e y . I n t o p o l o g y t h e r e e x i s t s a n e l e m e n t a r y p r o o f o f 

t h i s t h e o r e m g o i n g b a c k t o B o a r d m a n , c f . [ D K P , p . 21 I f f ] . T h i s p r o o f 

( a s w e l l a s t h e p r o o f o f B l a k e r s a n d M a s s e y ) s t r o n g l y u s e s t h e a x i o m 

o f A r c h i m e d e s i n t h e f i e l d o f r e a l n u m b e r s . We a r e a b l e t o p r o v e t h e 

a n a l o g u e o f t h e t h e o r e m f o r w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( V , § 7 ) , b u t 

f o r t h a t we n e e d t h e B l a k e r s - M a s s e y t h e o r e m f o r t o p o l o g i c a l CW-com­

p l e x e s a n d t r a n s f e r t e c h n i q u e s . 

T h e h o m o t o p y t h e o r y d e v e l o p e d i n C h a p t e r V s u f f i c e s f o r s t u d y i n g 

g e n e r a l i z e d h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y g r o u p s o f p a i r s o f w e a k l y s e m i a l ­

g e b r a i c s p a c e s . { T h e w o r d " g e n e r a l i z e d " m e a n s t h a t we d o n o t i n s i s t o n 

t h e E i l e n b e r g - G t e e n r o d d i m e n s i o n a x i o m . } I n C h a p t e r V I we d e f i n e g e n e r ­

a l i z e d h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r i e s o n t h e c a t e g o r y 3>(2,R) o f 

weak p o l y t o p e s o v e r R i n f u l l a n a l o g y t o t h e d e f i n i t i o n o f s u c h t h e o ­

r i e s o n t h e c a t e g o r y */){2) o f p a i r s o f t o p o l o g i c a l C W - c o m p l e x e s t w
2 ] 

( o r [ W ] , [ S w ] , e t c . ) . We t h e n e x p l i c a t e how e v e r y t o p o l o g i c a l h o m o l o g y 

t h e o r y h + o r c o h o m o l o g y t h e o r y h * o n J0{2) l e a d s i n a n a t u r a l way t o a 

h o m o l o g y t h e o r y r e s p e c t i v e l y c o h o m o l o g y t h e o r y o n 3>(2,R) w h i c h we d e n o t e 

a g a i n b y h * r e s p . h * . We t h u s o b t a i n a b i j e c t i o n , u p t o n a t u r a l e q u i ­

v a l e n c e , b e t w e e n t h e h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r i e s o n ^ 9(2) a n d o n 

P ( 2 , R ) f o r R f i x e d ( V I , § 2 - 4 ) . We e x t e n d t h e s e t h e o r i e s i n V I , §5 f r o m P ( 2 , R ) 

t o t h e c a t e g o r y WSA(2,R) o f p a i r s o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R, a n d 

we p r o v e i n VI,§6 a f a i r l y g e n e r a l e x c i s i o n t h e o r e m f o r t h e g r o u p s h (M,A) 



a n d h n ( M , A ) . We a l s o d e s c r i b e t h e t h e o r i e s h * a n d h * b y s p e c t r a a s o n e 

d o e s i n t o p o l o g y ( V I , § 8 ) . 

I n t h i s w h o l e b u s i n e s s i t i s i m p o r t a n t t h a t we h a v e w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s a t o u r d i s p o s a l i n s t e a d o f j u s t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s . We m e n t i o n e d a l r e a d y t h e n e e d f o r i n f i n i t e C W - c o m p l e x e s . B u t 

e v e n s u s p e n s i o n s p o s e a p r o b l e m . T h e y p l a y a n e s s e n t i a l r o l e i n g e n e r ­

a l i z e d h o m o l o g y t h e o r y , o f c o u r s e . U n f o r t u n a t e l y we d o n o t h a v e s u s p e n ­

s i o n s f o r a r b i t r a r y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s b u t o n l y f o r w e a k p o l y ­

t o p e s . T h i s t u r n s o u t t o b e s u f f i c i e n t . B u t i f M i s a l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c ( p o i n t e d ) w e a k p o l y t o p e t h e n u s u a l l y t h e s u s p e n s i o n SM w i l l 

n o t b e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 

I f h + i s o n e o f t h e p r o m i n e n t h o m o l o g y o r c o h o m o l o g y t h e o r i e s i n t o p o ­

l o g y , a s s i n g u l a r h o m o l o g y , s i n g u l a r c o h o m o l o g y , o r t h o g o n a l , u n i t a r y , 

o r s y m p l e c t i c K - t h e o r y , o n e o f v a r i o u s c o b o r d i s m t h e o r i e s , t h e n t h e r e 

r e m a i n s t h e i m p o r t a n t t a s k t o a t t a c h a g e o m e t r i c m e a n i n g t o t h e e l e ­

m e n t s o f h n ( M , N ) o r h n ( M , A ) f o r (M,A) a p a i r o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s . { I n t o p o l o g y u s u a l l y s u c h a m e a n i n g i s i n h e r e n t i n t h e d e f i n i ­

t i o n o f t h e s e g r o u p s . } 

I n t h e n e x t v o l u m e [ S F C ] we s h a l l s o l v e t h i s p r o b l e m f o r t h e K - t h e o r i e s 

m e n t i o n e d a b o v e . I n t h e p r e s e n t o n e we s o l v e i t f o r o r d i n a r y h o m o l o g y 

H + ( - , G ) a n d o r d i n a r y c o h o m o l o g y H*(-,G) w i t h c o e f f i c i e n t s i n some a b e -

l i a n g r o u p G. T h e s e a r e t h o s e h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r i e s w h i c h 

f u l f i l l t h e E i l e n b e r g - S t e e n r o d d i m e n s i o n a x i o m . T h e y a r i s e f r o m t o p o ­

l o g i c a l s i n g u l a r h o m o l o g y a n d c o h o m o l o g y t h e o r y w i t h c o e f f i c i e n t s i n G. 

We p r o v e i n V I , §3 t h a t i f (M,A) i s a p a i r o f C W - c o m p l e x e s t h e n t h e 

g r o u p s H n ( M , A ; G ) a n d H n(M,A;G) h a v e a d e s c r i p t i o n b y c e l l u l a r c h a i n s 

a n d c o c h a i n s a s i n t o p o l o g y . I t i s t h e n e a s y t o c o n c l u d e t h a t f o r 

(M,A) a p a i r o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , t h e s e g r o u p s c o i n c i d e 



w i t h t h e g r o u p s H n ( M / A ; G ) a n d H n ( M , A; G) d e f i n e d e s s e n t i a l l y b y D e l f s 

[D] , [ D ^ , [ D K 3 ] . {We d e s c r i b e d t h e g r o u p s (M, A; G) i n I I I , §7.} 

H e r e o u r t h e o r y r e a c h e s a r e m a r k a b l e p o i n t . T o u n d e r s t a n d , why, l e t 

u s r e c a l l t h e a p p r o a c h o f D e l f s t o t h e h o m o l o g y g r o u p s , s a y , o f a 

s i n g l e p o l y t o p e M. {We t a k e A = 0.) T h e p o l y t o p e M c a n b e t r i a n g u l a t e d . 

C h o o s i n g a n i s o m o r p h i s m <p : |KI D ^ - > M w i t h K a f i n i t e a b s t r a c t s i m p l i c i a l 

c o m p l e x we "know" a p r i o r i w h a t H n(M,G) s h o u l d b e : I t s h o u l d c o i n c i d e 

w i t h t h e a b s t r a c t h o m o l o g y H n ( K , G ) o f t h e s i m p l i c i a l c o m p l e x K. T h e 

p r o b l e m i s , t o p r o v e t h a t t h e g r o u p s H (K,G) d o n o t d e p e n d o n t h e 

c h o i c e o f t h e t r i a n g u l a t i o n . D e l f s s o l v e s t h i s p r o b l e m i n a n i n g e n i o u s 

w ay. He l o o k s a t t h e s i m p l i c i a l c o h o m o l o g y g r o u p s H n ( K , G ) f o r t h e t r i -

a n g u l a t i o n s o f M. He p r o v e s t h a t t h e y a l l a r e n a t u r a l l y i s o m o r p h i c t o 

t h e c o h o m o l o g y g r o u p s H n ( M , G M ) o f t h e c o n s t a n t s h e a f G M w i t h s t a l k G. 

K n o w i n g t h a t t h e H n ( K , G ) a r e i n d e p e n d e n t o f t h e t r i a n g u l a t i o n h e c o n ­

c l u d e s t h a t t h e H n ( K , G ) a l s o a r e i n d e p e n d e n t o f t h e t r i a n g u l a t i o n . 

I n t h e c o u r s e o f t h i s a p p r o a c h D e l f s h a s t o c o p e w i t h some t e d i o u s 

g e o m e t r i c p r o b l e m s . { T h e m a i n t a s k i s t o p r o v e t h e h o m o t o p y i n v a r i a n c e 

o f t h e g r o u p s H n ( M , G M ) . I n [D^] D e l f s s o l v e s t h i s p r o b l e m b r i l l i a n t l y 

b y u s i n g s h e a f t h e o r y o n a b s t r a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . } T h e 

r e m a r k a b l e f a c t now i s t h a t we o b t a i n t h e i n d e p e n d e n c e o f t h e g r o u p s 

H n ( K , G ) f r o m t h e c h o i c e o f t h e t r i a n g u l a t i o n i n a m u c h e a s i e r w a y . 

O n c e we h a v e t h e h o m o t o p y t h e o r y o f C h a p t e r V a t h a n d s , w h i c h i s a 

s t r a i g h t f o r w a r d m a t t e r , we d e f i n e t h e o r d i n a r y h o m o l o g y g r o u p s H n ( M , G ) 

a l m o s t b y g e n e r a l c a t e g o r i a l n o n s e n s e , a n d p r o v e H n(M,G) = H^(K,G) i n 

t h e s t a n d a r d w ay ( c f . V I , § 3 ) . T h u s o n e may s a y t h a t i t i s p o s s i b l e 

t o c i r c u m v e n t t h e l a b o u r s o f D e l f s b y e n l a r g i n g t h e c a t e g o r y o f a f f i n e 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R t o a c a t e g o r y o f s p a c e s w h i c h i s m o r e c o m ­

f o r t a b l e f o r h o m o t o p y c o n s i d e r a t i o n s , n a m e l y W S A ( R ) . { B u t n o t i c e t h a t 

o u r a p p r o a c h d o e s n o t g i v e a c o n n e c t i o n o f o r d i n a r y c o h o m o l o g y w i t h 



s h e a f c o h o m o l o g y . } 

How a b o u t a n i n t e r p r e t a t i o n o f t h e e l e m e n t s o f H n ( M / A ; G ) b y c h a i n s o f 

s i n g u l a r s i m p l i c e s , a s i n t o p o l o g y ? O f c o u r s e , a s i n g u l a r s i m p l e x h e r e 

m e a n s a s e m i a l g e b r a i c map (= m o r p h i s m ) f r o m t h e c l o s e d s t a n d a r d s i m p l e x 

V ( n ) i n R n + ^ t o M. F o r a n y p a i r (M,A) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

o v e r R we c a n d e f i n e t h e s i n g u l a r c h a i n c o m p l e x C.(M,A;G) a s i n t o p o ­

l o g y . T h e p r o b l e m i s t o p r o v e t h a t t h e g r o u p s H ^ ( C . ( M , A ; G ) ) f i t t o g e t h e r 

t o a n o r d i n a r y h o m o l o g y t h e o r y a n d t h a t H Q ( C . ( * , 0 ; G ) ) = G, w i t h * d e ­

n o t i n g t h e o n e p o i n t s p a c e . T h i s w o u l d i m p l y a n a t u r a l i s o m o r p h i s m 

f r o m t h i s h o m o l o g y t h e o r y t o H + ( - , G ) . 

D e l f s a n d I h a v e t r i e d f o r y e a r s i n v a i n t o f i n d s u c h a p r o o f i n a 

d i r e c t g e o m e t r i c w a y . T h e d i f f i c u l t y w a s a l w a y s t o p r o v e a n e x c i s i o n 

t h e o r e m f o r t h e g r o u p s H n ( C . ( M , A ; G ) ) i n t h e c a s e t h a t t h e f i e l d R i s 

n o t a r c h i m e d e a n . We c o u l d n o t p r o v e e x c i s i o n e v e n f o r a t r i a d o f p o l y ­

t o p e s . A s i n c l a s s i c a l t h e o r y o n e w o u l d l i k e t o make a g i v e n s i n g u l a r 

c h a i n " s m a l l " w i t h r e s p e c t t o a g i v e n f i n i t e o p e n c o v e r i n g ( w i t h t w o 

o p e n s e m i a l g e b r a i c s e t s ) b y a p p l y i n g some i t e r a t e d s u b d i v i s i o n t o t h e 

s i n g u l a r s i m p l i c e s i n t h e c h a i n . B u t t h e t r o u b l e i s t h a t , a s l o n g a s 

o n e t r i e s b a r y c e n t r i c s u b d i v i s i o n o r some o t h e r s o r t o f f i n i t e l i n e a r 

s u b d i v i s i o n , t h e s i m p l i c e s h a v e n o r e a s o n t o b e c o m e s m a l l i f R i s n o t 

a r c h i m e d e a n . 

T h e l a s t C h a p t e r V I I o f t h e p r e s e n t b o o k c o n t a i n s a s o l u t i o n o f t h e 

p r o b l e m - a l o n g v e r y d i f f e r e n t l i n e s . T h i s s o l u t i o n i s p e r h a p s t h e m o s t 

c o n v i n c i n g s i n g l e i s s u e , u p t o now, t o d e m o n s t r a t e t h a t w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e s a r e r e a l l y u s e f u l . 

We p r o c e e d r o u g h l y a s f o l l o w s . E v e r y s i m p l i c i a l s e t K (= s e m i s i m p l i c i a l 

s e t = s e m i s i m p l i c i a l c o m p l e x , i n o t h e r t e r m i n o l o g i e s ) c a n b e " r e a l i z e d " 



a s a w e a k p o l y t o p e I K I D o v e r R i n m u ch t h e same way a s t h i s i s k n o w n 

i n t o p o l o g y [ M i ^ ] . T h e s p a c e l K l R c a r r i e s a n a t u r a l s t r u c t u r e o f a CW-

c o m p l e x . I f ( K , L ) i s a p a i r o f s i m p l i c i a l s e t s ( o f c o u r s e , w i t h L a 

s i m p l i c i a l s u b s e t o f K ) , t h e n i t f o l l o w s f r o m t h e c e l l u l a r d e s c r i p t i o n 

o f o r d i n a r y h o m o l o g y m e n t i o n e d a b o v e t h a t t h e o r d i n a r y h o m o l o g y g r o u p s 

H ( i K l 0 , I L I 0 ; G ) c a n b e i d e n t i f i e d w i t h t h e w e l l k n o w n ( c f . [ L a ] o r n K K 

[ M a y ] ) " a b s t r a c t " h o m o l o g y g r o u p s H n ( K , L ; G ) . 

I f M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R we c a n f o r m t h e s i n g u l a r 

s i m p l i c i a l s e t S i n M c o n s i s t i n g o f t h e s i n g u l a r s i m p l i c e s o f M. T h e 

r e a l i z a t i o n I S i n Ml R c o m e s w i t h a c a n o n i c a l w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map 

J M : i S i n M l -* M. We p r o v e t h a t J m i s a h o m o t o p y e q u i v a l e n c e ( V I , §7) 

f o l l o w i n g t h e b o o k [LW] o f L u n d e l l a n d W e i n g r a m . { i n t o p o l o g y J M i s 

o n l y a w e a k h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . I n m o s t t e x t s o n s i m p l i c i a l m e t h o d s 

- b u t n o n i n [LW] - t h i s i s p r o v e d b y a l r e a d y u s i n g t h e f a c t t h a t t h e 

t o p o l o g i c a l s i n g u l a r h o m o l o g y g r o u p s f o r m a n o r d i n a r y h o m o l o g y t h e o r y . } 

M o r e g e n e r a l l y , i f A i s a s u b s p a c e o f M, t h e n j M g i v e s a h o m o t o p y e q u i ­

v a l e n c e f r o m t h e p a i r ( I S i n Ml R , | S i n A | R ) t o (M,A) . T h u s 

H (M, A; G) = H ( I S i n M l n , I S i n A I D ; G) = H ( S i n M, S i n A; G) , q q i \ K q 

a n d t h i s g r o u p i s H g ( C . ( M , A ; G ) ) b y d e f i n i t i o n . 

S i n c e we k n o w t h a t t h e c a n o n i c a l maps J M a r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e s t h e 

d o o r i s now w i d e o p e n f o r t h e u s e o f s i m p l i c i a l s e t s i n s e m i a l g e b r a i c 

g e o m e t r y . T h u s , f i n a l l y , we c a n a b o l i s h o u r p r e v i o u s v e r d i c t "no 

s i m p l i c i a l s e t s , o n l y s i m p l i c i a l c o m p l e x e s " [DK^, p . 1 2 4 ] . 

S i m p l i c i a l s e t s h a v e p r o v e d t o b e e n o r m o u s l y u s e f u l i n many 

b r a n c h e s o f t o p o l o g y , i n p a r t i c u l a r i n t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s . M u c h 

o f t h i s m a t e r i a l c a n now b e u s e d i n s e m i a l g e b r a i c g e o m e t r y . Some 



a p p l i c a t i o n s t o t h e t h e o r y o f s e m i a l g e b r a i c f i b r a t i o n s w i l l b e g i v e n 

i n t h e n e x t v o l u m e [ S F C ] . 

B u t o n e n e e d s m o r e . One n e e d s s i m p l i c i a l s p a c e s i n s t e a d o f j u s t s i m p l i ­

c i a l s e t s . B y a s i m p l i c i a l s p a c e X o v e r R we mean a s i m p l i c i a l o b j e c t 

i n W S A ( R ) , i . e . a s e q u e n c e ( X n l n € N Q ) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

o v e r R w i t h v a r i o u s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f a c e a n d d e g e n e r a c y maps 

b e t w e e n t h e m ( V I I , § 1 ) . S i m p l i c i a l s e t s may b e r e g a r d e d a s d i s c r e t e 

s i m p l i c i a l s p a c e s o v e r R. 

R o u g h l y h a l f o f o u r l a s t C h a p t e r V I I i s d e v o t e d t o a n e x p l i c a t i o n o f 

t h e f u n d a m e n t a l s o f s i m p l i c i a l s p a c e s a n d t h e i r r e a l i z a t i o n s . D i f f i c u l ­

t i e s f o r f u t u r e a p p l i c a t i o n w i l l a r i s e f r o m t h e f a c t t h a t we a r e o n l y 

a b l e t o c o n s t r u c t t h e r e a l i z a t i o n I X | R o f a p a r t i a l l y p r o p e r s i m p l i c i a l 

s p a c e X. B y t h i s we mean a s i m p l i c i a l s p a c e a l l w h o s e f a c e maps a r e p a r ­

t i a l l y p r o p e r . F o r t u n a t e l y d i s c r e t e s i m p l i c i a l s p a c e s a r e p a r t i a l l y 

p r o p e r . 

A r e a d e r h a v i n g w o r k e d t h r o u g h t h e f u n d a m e n t a l s o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s a n d maps i n C h a p t e r I V may f e e l b o r e d t o m e e t i n C h a p t e r V I I 

s i m i l a r s t u f f a b o u t s i m p l i c i a l s p a c e s . To g i v e s u c h a r e a d e r some com­

f o r t we i n d i c a t e now b y a n e x a m p l e t h a t t h i s s t u f f i s r e a l l y u s e f u l . 

L e t G b e a c o m p l e t e s e m i a l g e b r a i c g r o u p o v e r R. { F o r i n s t a n c e t h i n k o f 

some o r t h o g o n a l g r o u p 0 ( n , R ) . } I f M i s a n a f f i n e s e m i a l g e b r a i c s p a c e , 

; t h e n i t i s c l e a r f r o m t h e b e g i n n i n g s o f s e m i a l g e b r a i c g e o m e t r y w h a t i s 

m e a n t b y a p r i n c i p a l G - f i b r e b u n d l e tp : E -> M o v e r M. T h e d e f i n i t i o n i s 

\ e x a c t l y a s i n t o p o l o g y , o f c o u r s e w i t h a f i n i t e t r i v i a l i z i n g c o v e r i n g 

o f M b y o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s . 

We now p o s e t h e f o l l o w i n g p r o b l e m . L e t S b e a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d o f 



R a n d l e t \p : F M ( S ) b e a p r i n c i p a l G ( S ) - b u n d l e o v e r M ( S ) . D o e s t h e r e 

e x i s t a p r i n c i p a l G - b u n d l e cp : E -> M o v e r M s u c h t h a t t h e b a s e e x t e n s i o n 

i p s : E ( S ) -> M ( S ) i s i s o m o r p h i c t o o v e r M ( S ) ? 

I t s eems h a r d t o s o l v e t h i s p r o b l e m i n a d i r e c t g e o m e t r i c w a y . We s h a l l 

s o l v e i t i n [ S F C ] i n t h e a f f i r m a t i v e a s f o l l o w s . L e t v/KG d e n o t e t h e n e r v e 

o f t h e g r o u p G. T h i s i s a s i m p l i c i a l s p a c e b u i l t a s i n t o p o l o g y , c f . 

E x a m p l e V I I . 1 . 2 . v b e l o w . / G i s p a r t i a l l y p r o p e r s i n c e G i s c o m p l e t e 

( p a r t i a l l y c o m p l e t e w o u l d s u f f i c e ) . L e t BG d e n o t e t h e r e a l i z a t i o n 

M ^ Gl. One f i n d s a s i n t o p o l o g y t h a t t h e i s o m o r p h i s m c l a s s e s o f G - p r i n c i -

p a l b u n d l e s o v e r M a r e i n n a t u r a l o n e - t o - o n e c o r r e s p o n d e n c e w i t h t h e 

e l e m e n t s o f t h e h o m o t o p y s e t [ M , B G ] . B y t h e f i r s t m a i n t h e o r e m o n homo­

t o p y s e t s t h e b a s e e x t e n s i o n map f r o m [M,BG] t o [JM(S) , (BG) (S) ] i s b i -

j e c t i v e ( V . 5 . 2 . i ; e s s e n t i a l l y t h i s i s a l r e a d y c l e a r f r o m I I I . 3 . 1 ) . B y 

t h e c a n o n i c a l n a t u r e o f t h e d e f i n i t i o n o f <^G i t i s e v i d e n t t h a t ( B G ) ( S ) = 

B ( G ( S ) ) . T h u s we h a v e a n a t u r a l b i j e c t i o n f r o m [M,BG] t o [ M ( S ) B ( G ( S ) ) ] . 

We c o n c l u d e t h a t t h e i s o m o r p h i s m c l a s s e s o f p r i n c i p a l G - b u n d l e s o v e r M 

c o r r e s p o n d u n i q u e l y w i t h t h e i s o m o r p h i s m c l a s s e s o f p r i n c i p a l G ( S ) - b u n d l e ! 

o v e r M ( S ) b y b a s e e x t e n s i o n . T h e a n s w e r t o t h e q u e s t i o n a b o v e i s " Y e s " . 

A t f i r s t g l a n c e t h e p r e s e n t b o o k m i g h t c o n v e y t h e i m p r e s s i o n t h a t i n 

s e m i a l g e b r a i c g e o m e t r y o n e now h a s a h o m o t o p y t h e o r y a t h a n d s w h i c h i s 

a s g o o d a n d e a s y a s t h e t o p o l o g i c a l o n e . B u t t h i s i m p r e s s i o n i s d e c e p t i v e . 

I n o r d e r t o d e s t r o y i t I come b a c k t o t h e t w o d e f i c i e n c i e s o f t h e homo­

t o p y t h e o r y i n [ L S A ] l i s t e d a b o v e . W h i l e t h e f i r s t o n e d i s a p p e a r s i n 

t h e c a t e g o r y W S A ( R ) , t h e s e c o n d o n e ( e x i s t e n c e o f m a p p i n g s p a c e s ) r e ­

m a i n s s e r i o u s . 

One w o u l d l i k e t o h a v e g o o d s u b s t i t u t e s ( o r " m o d e l s " ) o f t h e p r e s u m a b l y 

n o t e x i s t i n g m a p p i n g s p a c e s a n d t h e i r p r o m i n e n t s u b s p a c e s . I n V I , §7 we 

d e f i n e " p s e u d o - m a p p i n g s p a c e s " a n d " p s e u d o - l o o p s p a c e s " w h i c h d o some 



o f t h e s e r v i c e o n e e x p e c t s f r o m s u c h s u b s t i t u t e s . O u r c o n s t r u c t i o n i s 

b a s e d o n a n a n a l o g u e o f B r o w n ' s r e p r e s e n t a t i o n t h e o r e m [ B n ] . T h i s c o n ­

s t r u c t i o n i s c a n o n i c a l o n l y u p t o h o m o t o p y . U s i n g C h a p t e r V I I we a r e 

b e t t e r o f f . I f M a n d N a r e a n y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s t h e n we c a n 

f o r m a s i m p l i c i a l m a p p i n g s e t [ M a y , p . 17] Map ( S i n M, S i n N) a n d c h o o s e 

t h e r e a l i z a t i o n i M a p ( S i n M, S i n N) I R a s a c a n o n i c a l s u b s t i t u t e o f t h e 

p r e s u m a b l y n o t e x i s t i n g s p a c e M a p ( M , N ) . B u t t h i s s u b s t i t u t e a n d s i m i l a r 

c o n s t r u c t i o n s a r e n o t s u f f i c i e n t f o r a l l p u r p o s e s , a s w i l l b e c o m e a m p l y 

c l e a r i n t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s . T h e r e o n e h a s t o w o r k w i t h t h e n o t i o n 

o f f i b r e h o m o t o p y e q u i v a l e n c e i n s t e a d o f h o m o t o p y e q u i v a l e n c e . T h e 

q u e s t i o n f o r a s u b s t i t u t e o f t h e t o p o l o g i c a l " p a t h m a p p i n g s p a c e " 

([W, 7 . 2 ] , [ D K P , 5 . 3 ] ) w h i c h t u r n s a g i v e n map f : M -> N i n t o a f i b r a -

t i o n , i s a c a s e i n p o i n t . 

A n o t h e r s t r a t e g y i s t o e s t a b l i s h a s p a c e s t r u c t u r e o n a s u f f i c i e n t l y 

b i g s u b s e t o f t h e s e t Map(M,N) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps f r o m M t o 

N ( s u f f i c i e n t l y b i g f o r some p u r p o s e s ) . I n t h e l a s t s e c t i o n o f C h a p t e r 

V I I we d o s o m e t h i n g l i k e t h i s f o r M = N = [ 0 , 1 ] , t h e u n i t i n t e r v a l o f 

R, i n t h e c a s e t h a t t h e f i e l d R i s s e q u e n t i a l . 

I d e v i a t e d f r o m t h e o r i g i n a l p l a n , a n n o u n c e d i n t h e p r e f a c e o f [ L S A ] , 

t o d e a l w i t h f i b r a t i o n s i n C h a p t e r I V a n d w i t h c o v e r i n g s (= U b e r l a g e r u n -

g e n ) i n C h a p t e r V. We s h a l l d o t h i s o n l y i n t h e n e x t v o l u m e [ S F C ] . 

O r i g i n a l l y I i n t e n d e d t o i n t r o d u c e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a t a 

much l a t e r s t a g e . I n t h e m e a n t i m e I r e a l i z e d t h a t t h i s w o u l d c a u s e a 

d u p l i c a t i o n o f a r g u m e n t s , s i n c e many p r o o f s i n t h e t h e o r y o f f i b r a t i o n s 

a n d c o v e r i n g s c a n b e d o n e i n t h e same way f o r t h e c a t e g o r i e s L S A ( R ) a n d 

W S A ( R ) . I a l s o r e a l i z e d how w e l l i t p a y s i n many o t h e r w a y s t o i n t r o ­

d u c e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a s e a r l y a s p o s s i b l e . 
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C h a p t e r I V - B a s i c t h e o r y o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

§1 - D e f i n i t i o n a n d c o n s t r u c t i o n o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

R i s a f i x e d r e a l c l o s e d f i e l d . A s i n I , §1 we c o n s i d e r a g e n e r a l i z e d 

t o p o l o g i c a l s p a c e M = (M,3*(M) , C o v M ) . H e r e T ( M ) m e a n s t h e s e t o f ( a d ­

m i s s i b l e ) o p e n s u b s e t s o f M a n d C o v ^ t h e s e t o f ( a d m i s s i b l e ) o p e n 

c o v e r i n g s , c f . I , § 1 , D e f . 1. S t a r t i n g w i t h s u c h a s p a c e M we g i v e a 

c h a i n o f d e f i n i t i o n s a n d e x a m p l e s l e a d i n g t o t h e d e f i n i t i o n o f a w e a k ­

l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e a n d a w e a k p o l y t o p e ( D e f i n i t i o n s 6,7 b e l o w ) . 

D e f i n i t i o n 1. We c a l l a s u b s e t K o f M s m a l l i n M i f , f o r e v e r y U € f ( M ) 

a n d e v e r y ( U ^ U G A ) G C o v M ( U ) , t h e s e t U f l K i s a l r e a d y t h e u n i o n o f t h e 

s e t s (1K w i t h \ r u n n i n g t h r o u g h a s u i t a b l e f i n i t e s u b s e t o f A. 

E x a m p l e 1.1. I f M i s a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R t h e n e v e r y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M i s s m a l l i n M. 

D e f i n i t i o n 2. a) A f u n c t i o n r i n g e d s p a c e M o v e r R i s a g e n e r a l i z e d 

t o p o l o g i c a l s p a c e M e q u i p p e d w i t h a s h e a f £> M o f r i n g s o f R - v a l u e d 

f u n c t i o n s . 

b) A m o r p h i s m b e t w e e n f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s M,N o v e r R i s a c o n t i n u o u s 

map f : M -* N ( i n t h e s e n s e o f g e n e r a l i z e d t o p o l o g i c a l s p a c e s ) , s u c h 

t h a t f o r e v e r y V € f ( N ) a n d h € & N (V) t h e c o m p o s i t e f u n c t i o n 

h * f : f ~ 1 (V) R i s a n e l e m e n t o f © M ( f " 1 ( V ) ) . 

c ) We d e n o t e t h e c a t e g o r y o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r R b y S p a c e ( R ) . 

E x a m p l e 1.2. E v e r y l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R i s a f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e o v e r R. T h e m o r p h i s m s b e t w e e n s u c h s p a c e s a r e t h e l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c maps. 



H e n c e f o r t h l e t M b e a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e ( a l w a y s o v e r R) . I f K i s 

a s m a l l s u b s e t o f M t h e n M i n d u c e s o n K t h e s t r u c t u r e o f a f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e o v e r R a s f o l l o w s . T(K) i s t h e s e t o f a l l i n t e r s e c t i o n s 

U O K w i t h u e f ( M ) . I f ( V ^ I A E A ) i s a f a m i l y i n f ( K ) t h e n 

(V, |A€A) G Cov__ i f a n d o n l y i f t h e r e e x i s t s a f i n i t e s u b s e t A' o f A 
A K 

s u c h t h a t t h e s e t V := U ( V ^ I A G A ) i s a l r e a d y t h e u n i o n o f a l l w i t h 

A £ A'. { A s u s u a l , we t h e n w r i t e ( V ^ I X G A ) £ C o v K ( V ) . T h e a x i o m s i - v i i i 

i n I , §1 a r e c l e a r l y f u l f i l l e d . } ^ K i s t h e s h e a f a s s o c i a t e d t o t h e 

p r e s h e a f 19° d e f i n e d a s f o l l o w s . A f u n c t i o n h : V -* R o n some V € T(K) 
o • 

i s a n e l e m e n t o f ° K ( V ) i f f t h e r e e x i s t s some U G T(M) a n d some g G ( 0 M ( U ) 

w i t h U (IK D V a n d h = g l V . {We t h e n c a n make U a l i t t l e s m a l l e r s u c h 

t h a t U n K = V . } T h u s a f u n c t i o n h : V -> R, w i t h V € T ( K ) , i s a n e l e m e n t 

o f ^ K ( V ) i f f t h e r e e x i s t f i n i t e l y many s e t s ,...,U 6 X(M) a n d f u n c ­

t i o n s g ± € © M ^ ) s u c h t h a t K fl ( U 1 U . . . U U r ) = V a n d g . l K O U . = h|K fl U ± 

f o r 1 < i < r . 

D e f i n i t i o n 3. We c a l l s u c h a s p a c e (K,© K) a s m a l l s u b s p a c e o f ( M , © M ) . 

N o t i c e t h a t we h a v e K e q u i p p e d w i t h t h e " c o a r s e s t s t r u c t u r e " o f a 

f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s u c h t h a t t h e i n c l u s i o n map K <-> M i s a m o r p h i s m . 

D e f i n i t i o n 4. Of c o u r s e , a l s o e v e r y U € T(M) h a s a n a t u r a l i n d u c e d 

s t r u c t u r e a s a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e o v e r R. T h e s e a r e t h e o p e n s u b -

s p a c e s o f M. 

E x a m p l e 1.3. I f M i s a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e a n d K i s a c l o s e d 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M t h e n K, w i t h i t s u s u a l s t r u c t u r e a s a s e m i ­

a l g e b r a i c s u b s p a c e o f M ( I , § 3 ) , i s a s m a l l s u b s p a c e o f M. T h i s f o l l o w s 

f r o m T i e t z e ' s e x t e n s i o n t h e o r e m f o r a f f i n e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s [DK^, 

T h . 4 . 5 ] . I f i n a d d i t i o n , M i s r e g u l a r ( I , § 3 ) , t h e n (9° = £> K s i n c e now 

K h a s a n o p e n a f f i n e s e m i a l g e b r a i c n e i g h b o u r h o o d i n M. I n d e e d , e v e r y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M i s a f f i n e [ R ] . 



I m p o r t a n t c o n v e n t i o n . F r o m now o n , i n t h e w h o l e b o o k , a s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e a l w a y s m e a n s a n a f f i n e s e m i a l g e b r a i c s p a c e , a n d a l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e m e a n s a r e g u l a r l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e . 

D e f i n i t i o n 5. A s u b s e t K o f M i s c a l l e d c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n M i f 

K i s c l o s e d i n M, i . e . M ^ K € ^ ( M ) , i f K i s s m a l l i n M, a n d i f t h e s m a l l 

s u b s p a c e ( K , ( 9 K ) o f M i s a s e m i a l g e b r a i c s p a c e . K i s c a l l e d a p o l y t o p e 

i n M i f , i n a d d i t i o n , t h e s e m i a l g e b r a i c s o a c e ( K , O v ) i s a p o l y t o p e , 

i . e . c o m p l e t e [ D K 2 , § 9 ] . T h e s e t o f a l l c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s 

o f M i s d e n o t e d b y JT(M) a n d t h e s e t o f a l l p o l y t o p e s i n M i s d e n o t e d 

b y r c (M) . 

E x a m p l e 1.4. I f M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c t h e n )T(M) a n d f (M) h a v e 

t h e same m e a n i n g a s i n [ L S A ] . 

Now we a r e r e a d y f o r t h e m a i n d e f i n i t i o n o f t h e w h o l e b o o k . By a n 

o r d e r e d f a m i l y o f s u b s e t s ( X ^ | A € A ) o f a s e t X we mean a f a m i l y o f s u b ­

s e t s w i t h a p a r t i a l l y o r d e r e d i n d e x s e t . 

D e f i n i t i o n 6. A w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R i s a f u n c t i o n r i n g e d 

s p a c e M o v e r R w h i c h c o n t a i n s a n o r d e r e d f a m i l y ( M a l a € I ) o f c l o s e d 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s ( D e f . 5) s u c h t h a t t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s h o l d . 

E1) M = U(M l a € I ) . 

E 2 ) I f a < 3 t h e n M c M Q . 
a p 

E 3 ) F o r e v e r y a € 1 t h e r e e x i s t o n l y f i n i t e l y many 3 € l w i t h 3 < a . 

E 4 ) F o r a n y t w o i n d i c e s a, 3 £ I t h e r e e x i s t s a n i n d e x r G I w i t h 

T <cx, y a n d Ma = M^. 

E5) I i s d i r e c t e d , i . e . f o r a n y t w o i n d i c e s a , 3 € 1 t h e r e e x i s t s a n 

i n d e x y € 1 w i t h a <Y/ 3 <Y« 

E 6 ) T h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y 

o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( M a l a € I ) i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) . T h i s 



means t h e f o l l o w i n g : 

a) A s u b s e t U o f M i s a n e l e m e n t o f f ( M ) i f f u n M Q 6 H M
a ) f o r 

e v e r y a G I . {N.B. U s i n g t h e n o t a t i o n o f [ L S A ] , ^ ( M
a ) = H M

a ) = 

t h e s e t o f a l l o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M .} 

b) A f a m i l y ( U ^ I A E A ) i n J ( M ) i s a n e l e m e n t o f C o v M i f f 

( U ^ D M g l A G A ) i s a n e l e m e n t o f C o v M f o r e v e r y a G I . T h i s means 
a 

t h a t , f o r e v e r y a € 1 , t h e r e e x i s t s a f i n i t e s u b s e t A (a) o f A 

s u c h t h a t 

U (U, DM IAGA) = U (U, fl ML I A€A (a) ) . 
A CX A O . 

c ) I f h : U -> R i s a n R - v a l u e d f u n c t i o n o n some U 6 T(M) , t h e n 

h € 0 M ( U ) i f f h l U D M a G © ( U O M J f o r e v e r y a G I . 
a 

A n y s u c h f a m i l y ( M ^ l a G I ) o f s u b s e t s o f M i s c a l l e d a n e x h a u s t i o n o f M. 

{ T h e l e t t e r "E" i n t h e l a b e l s a b o v e r e f e r s t o " e x h a u s t i o n " . } 

D e f i n i t i o n 7. A f u n c t i o n r i n g e d s p a c e M o v e r R i s c a l l e d a weak p o l y ­

t o p e o v e r R i f M h a s a n e x h a u s t i o n ( M ^ l a G l ) s u c h t h a t e v e r y i s a 

p o l y t o p e i n M ( c f . D e f . 5 ) . 

F o r t h e a p p l i c a t i o n s w h i c h we h a v e i n m i n d we a r e m a i n l y i n t e r e s t e d 

i n w e a k p o l y t o p e s , b u t f o r t e c h n i c a l r e a s o n s i t i s n e c e s s a r y t o w o r k 

i n t h e m o r e g e n e r a l c l a s s o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . 

E x a m p l e 1.5. E v e r y p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M o v e r R 

i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R. I n d e e d , c h o o s e a w e a k t r i ­

a n g u l a t i o n <p : X ^->M, i . e . a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c i s o m o r p h i s m o f a 

l o c a l l y f i n i t e s i m p l i c i a l c o m p l e x ( I , §2) t o M. { T h e r e e x i s t s e v e n a 

t r i a n g u l a t i o n , i . e . a n i s o m o r p h i s m w i t h X s t r i c t l y l o c a l l y f i n i t e , 

c f . I I , §4.} L e t I d e n o t e t h e s e t o f a l l f i n i t e s u b c o m p l e x e s Y o f X 

w h i c h a r e c l o s e d i n X, o r d e r e d b y i n c l u s i o n . T h e n ( c p ( Y ) I Y G I ) i s a n 

e x h a u s t i o n o f M. I f M i s p a r t i a l l y c o m p l e t e t h e n t h e (p(Y) a r e p o l y -



t o p e s , h e n c e M i s a w e a k p o l y t o p e . 

We now d e s c r i b e a m e t h o d f o r c o n s t r u c t i n g w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . 

T h i s m e t h o d i s b a s e d o n t h e r e s u l t s i n I I , §1 o n g l u i n g l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e s , w h i c h w i l l b e e x p l o i t e d h e r e o n l y f o r s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s . 

We s t a r t w i t h t h e f o l l o w i n g s i t u a t i o n . M i s a s e t , a n d ( M a l a G I ) i s a n 

o r d e r e d f a m i l y o f s u b s e t s o f M s u c h t h a t c o n d i t i o n s E1 , E 2 , E3 ( c f . 

D e f . 6) h o l d a n d , i n s t e a d o f E 4 , t h e f o l l o w i n g w e a k e r c o n d i t i o n h o l d s . 

E 4 * ) F o r a n y t w o i n d i c e s a , 3 € 1 t h e r e e x i s t i n d i c e s Y.J / • • • / Y R i n I 

w i t h Y - < c X f T i £ 3 (1 < i < r ) a n d M D M f t = M U ... UM 
1 1 u p Y<| 

We do n o t a s s u m e a n y t h i n g l i k e E 5 . We a s s u m e t h a t e v e r y M a i s e q u i p p e d 

w i t h t h e s t r u c t u r e o f a s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d t h a t f o r a < 3 

t h e s p a c e M^ i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f M^. 

We e q u i p M w i t h t h a t s t r u c t u r e o f a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e o v e r R w h i c h 

m a k e s M t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s p a c e s ( M a l a G I ) . T h i s 

s t r u c t u r e h a s t h e same d e s c r i p t i o n a s g i v e n i n D e f i n i t i o n 6 ( a l t h o u g h 

p e r h a p s I i s n o t d i r e c t e d ) . F o r a n y s u b s e t J o f I we d e n o t e b y M j t h e 

u n i o n o f a l l M^ w i t h a G J . B y I we d e n o t e t h e s e t o f a l l f i n i t e s u b ­

s e t s J o f I w h i c h e n j o y t h e f o l l o w i n g p r o p e r t y : I f a € J a n d 3 G I , 

3 < ot, t h e n $ €J. T h e s e t I i s p a r t i a l l y o r d e r e d b y t h e i n c l u s i o n 

r e l a t i o n . I t i s a l a t t i c e , s i n c e f o r a n y t w o e l e m e n t s J , K o f I a l s o 

J (IK a n d J UK a r e e l e m e n t s o f I . M o r e o v e r I h a s a s m a l l e s t e l e m e n t , 

t h e s e t 0. 

T h e o r e m 1.6. E v e r y s e t M^ i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n t h e f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e M, a n d M i n d u c e s o n M a t h e g i v e n s p a c e s t r u c t u r e . T h e 

\ f a m i l y ( M j l J G I ) i s a n e x h a u s t i o n o f M. T h u s M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

; s p a c e . I f t h e f a m i l y ( M l a G I ) f u l f i l l s E4 a n d E5 t h e n a l r e a d y t h i s 



f a m i l y i s a n e x h a u s t i o n o f M. 

B e f o r e p r o v i n g t h e t h e o r e m we g i v e s i m p l e e x a m p l e s w h i c h a l r e a d y show 

t h a t w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s f o r m a m o r e g e n e r a l c l a s s o f s p a c e s 

t h a n p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . F o r t h e s e e x a m p l e s t h e 

f u l l s t r e n g t h o f t h e t h e o r e m i s n o t n e e d e d . 

*) 

E x a m p l e 1.7 ( S i m p l i c i a l c o m p l e x e s ) . L e t X b e a s i m p l i c i a l c o m p l e x 

o v e r R. A s i n [ L S A ] we d e n o t e b y I ( X ) t h e s e t o f o p e n s i m p l i c e s o f X, 

o r d e r e d b y t h e f a c e r e l a t i o n . L e t M b e t h e u n d e r l y i n g s e t o f X a n d 

l e t ( M a l a G I ) b e t h e f a m i l y ( a n Ml a G Z ( X ) ) o f c l o s u r e s i n M o f a l l o pen 

s i m p l i c e s . E v e r y s e t a f l M c a r r i e s a n a t u r a l s t r u c t u r e o f a s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e . B y o u r t h e o r e m we o b t a i n a n a t u r a l s t r u c t u r e o f a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e o n X, a n e x h a u s t i o n b e i n g g i v e n b y t h e f i n i t e 

s u b c o m p l e x e s o f X w h i c h a r e c l o s e d i n X. We d e n o t e t h i s w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e a g a i n b y t h e l e t t e r X. I f t h e c o m p l e x X i s c l o s e d , 

i . e . I ( X ) c o n t a i n s e v e r y o p e n f a c e o f e v e r y a € X ( X ) , t h e n t h e s p a c e X 

i s a w e a k p o l y t o p e . 

E x a m p l e 1.8 (Wedge o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ) . L e t (M^IAeA) b e a f a m i l y 

o f d i s j o i n t s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . We c h o o s e i n e v e r y M^ a b a s e p o i n t 

x-^ a n d we i d e n t i f y a l l t h e s e b a s e p o i n t s i n t o o n e p o i n t x Q . L e t M b e 

t h e s e t U(M ^ | A e A ) a f t e r t h i s i d e n t i f i c a t i o n . We a d d t o t h e s e t A a 

s y m b o l " 0 " a n d we o r d e r t h e s e t I := A U { 0 } a s f o l l o w s . 0 < X f o r 

e v e r y X G A . No t w o e l e m e n t s o f A a r e c o m p a r a b l e . We p u t M Q := { X
Q } -

A p p l y i n g t h e t h e o r e m t o t h e f a m i l y ( M Q l a 6 I ) o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

we o b t a i n o n t h e s e t M a n a t u r a l s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e , s u c h t h a t e v e r y M, - i n i t s g i v e n s t r u c t u r e - i s a s m a l l s u b -

I n t h i s c h a p t e r - a n d t h e n e x t o n e - a s i m p l i c i a l c o m p l e x a l w a y s 
m e a n s a g e o m e t r i c s i m p l i c i a l c o m p l e x , a s d e f i n e d i n I , § 2 . 



s p a c e o f M. We c a l l t h i s s p a c e M, w i t h b a s e p o i n t x Q , t h e w e d g e o f 

t h e p o i n t e d s p a c e s (M^,x^) a n d w r i t e M = V(M ^ I A € A ) , o r m o r e p r e c i s e l y 

( M , x Q ) = V ( ( M x , x x ) I A € A ) . 

T h e s e t s U t M ^ I A G K ) , w i t h K r u n n i n g t h r o u g h t h e f i n i t e s u b s e t s o f A , 

f o r m a n e x h a u s t i o n o f M. I f t h e a r e p o l y t o p e s t h e n M i s a weak 

p o l y t o p e . 

E x a m p l e 1.9. We c o n s i d e r t h e f a m i l y (IP (R) InGIN ) o f s e t s o f r e a l n o 
p o i n t s o f t h e s t a n d a r d p r o j e c t i v e s p a c e s IP _ o v e r R. E a c h IP (R) 

r ^ 1 n , R n 
i s a p o l y t o p e . We embed 3 P n ( R ) i n t o H ? n + - j (R) i n t h e u s u a l w ay a s t h e 

h y p e r p l a n e x ,. = 0 . L e t IP (R) b e t h e u n i o n o f a l l TP (R) . B y t h e n + i «> n u 

t h e o r e m , HP (R) i s a w e a k p o l y t o p e i n a n a t u r a l w a y , w i t h e x h a u s t i o n 

( 3 P n ( R ) I n € I N o ) . 

E x a m p l e 1.10 ( D i r e c t s u m s ) . F o r e v e r y f a m i l y (M^IAGA) o f f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e s o v e r R t h e r e e x i s t s t h e d i r e c t sum LKM^IAeA) = M i n t h e 

c a t e g o r y o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r R. T h e s e t M i s t h e d i s j o i n t 

u n i o n o f t h e s e t s . T h e e l e m e n t s o f J(M) a r e t h e u n i o n s U(U X I A € A ) o f 

f a m i l i e s (U^IAGA) w i t h € T ( M ^ ) , a n d a l s o C o v M , © M a r e d e f i n e d i n 

t h e o b v i o u s w a y . A s s u m e now t h a t e v e r y i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . We 

J c h o o s e a n e x h a u s t i o n (M^ ^ l a G I ^ ) o f . L e t I := U(I ^ I A G A ) b e t h e 

I d i r e c t sum o f t h e o r d e r e d s e t s I . . F o r e v e r y a € I we d e f i n e JV1 : = 

I „ i f a 6 1, . T h e o r d e r e d f a m i l y ( M ^ l a G I ) o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 
A , (X A 0. 

f u l f i l l s t h e c o n d i t i o n s o f T h e o r e m 1.6. C l e a r l y t h e f u n c t i o n r i n g e d 

; s p a c e M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h i s f a m i l y . T h u s , b y T h e o r e m 1.6, 

;M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e . 

;We s t a r t o u t t o p r o v e T h e o r e m 1.6. T h e o r d e r e d f a m i l y ( M j | J € I ) o f 

^ s u b s e t s o f M f i l f i l l s E1 - E 5 , a s i s e a s i l y c h e c k e d . We e q u i p e v e r y 

\ M-j. w i t h t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s t r u c t u r e a s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f 



t h e f a m i l y o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( M Q Ia£J) . F o r e v e r y J E I we c l a i m 

t h a t t h e s p a c e M j i s s e m i a l g e b r a i c a n d t h a t , w h e n e v e r K c J a n d K € I , 

t h e n M K i s , i n i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b -

s p a c e o f M j . 

F o r a n y a € I we d e n o t e b y m(a) t h e n u m b e r o f e l e m e n t s 3 E I w i t h 3 < a . 

F o r a n y J € I we d e n o t e b y m ( J ) t h e maximum o f a l l m ( a ) w i t h a € J . 

We p r o v e t h e c l a i m b y i n d u c t i o n o n m ( J ) . I f m ( J ) = 0, t h e n i t f o l l o w s 

f r o m E 4 * t h a t t h e s e t s M w i t h a € J a r e o a i r w i s e d i s j o i n t . M T i s t h e 
a J 

d i r e c t sum o f t h e f i n i t e l y many s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( I , 2 . 4 ) , a n d 

t h e c l a i m i s o b v i o u s . 

L e t now m ( J ) = n > 1. I f a a n d 3 a r e t w o d i f f e r e n t i n d i c e s i n J t h e n , 

b y E 4 * , M q n M ^ = M L w i t h some L E I s u c h t h a t y < a , y < 3 f o r e v e r y 

y E L . O f c o u r s e , m ( L ) < n . S u p p o s e t h e r e e x i s t s some y E L w i t h m ( y ) = n . 

T h i s w o u l d f o r c e y = a a n d y = 3 . B u t a * 3 « T h u s m ( L ) < n . B y i n d u c t i o n 

h y p o t h e s i s , t h e s p a c e M L i s s e m i a l g e b r a i c , a n d e v e r y M , y E L , i s , 

i n i t s g i v e n s t r u c t u r e , a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f M L « On t h e 

o t h e r h a n d , s i n c e t h e s e M a r e c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M Q , 

t h e s e t M L i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n Mq. I t now f o l l o w s , s a y f r o m 

t h e u n i q u e n e s s s t a t e m e n t i n T h . I I . 1 . 3 , t h a t t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e 

o f M T i n M c o i n c i d e s w i t h t h e g i v e n s t r u c t u r e . T h e same h o l d s f o r L a ^ 
M T a n d M r t . T h u s we l e a r n , t h a t M 0M„ i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n M L 3 a 3 a 
a n d i n a n d t h a t t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n D M ^ w i t h r e s p e c t t o 

M a n d M„ a r e t h e same. T h e o r e m I I . 1 . 3 t e l l s u s , t h a t o u r s o a c e M , i s a 3 J 

s e m i a l g e b r a i c , a n d t h a t t h e g i v e n s p a c e s t r u c t u r e o n M T i s i n f a c t 

t h e u n i q u e o n e s u c h t h a t e v e r y M Q , a E J , i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c 

s u b s p a c e o f M j i n i t s g i v e n s t r u c t u r e . B y t h e same u n i q u e n e s s a r g u m e n t 

a s a b o v e we s e e t h a t , f o r a n y K E I w i t h K <=j, t h e s p a c e i n i t s 

g i v e n s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e i n M.Jf a n d o u r 



c l a i m i s p r o v e d . 

O f c o u r s e , t h e i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c t u r e o n M w i t h r e s p e c t t o 

t h e new f a m i l y ( M j l J E I ) i s t h e same a s w i t h r e s p e c t t o t h e o l d f a m i l y 

( M a l a € I ) . 

; F o r a n y t w o s u b s e t s J a n d K o f I , w i t h J £ 1 b u t K p e r h a p s i n f i n i t e , 

we h a v e M j ^ M K £ -HMj) , s i n c e M K fl M j = M^ w i t h some L E I , L c j , T h u s 

lM^MK E 5*(M) f o r e v e r y K c= I . i t i s a l s o e v i d e n t f r o m t h e d e f i n i t i o n s 

• t h a t , f o r e v e r y f i n i t e J c i , t h e s e t M j i s s m a l l i n M. 

C e r t a i n l y t h e p r o o f o f T h e o r e m 1.6 w i l l b e f i n i s h e d i f we v e r i f y 

t h a t , f o r e v e r y J E I , t h e p r e s h e a f o f f u n c t i o n s i n d u c e d b y £>M o n 
J 

M j c o i n c i d e s w i t h t h e s h e a f o f s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n s o n M j . We 

p r o v e a p r o p o s i t i o n w h i c h c o n t a i n s t h i s f a c t a n d s o m e t h i n g m o r e . 

P r o p o s i t i o n 1 . 1 1 . L e t K b e a n y s u b s e t o f I , a n d l e t K d e n o t e t h e s e t 

o f a l l a E I w i t h a < 3 f o r some 3 E K . We e q u i p t h e s e t A : = M K =M^ 

\ w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c t u r e o f t h e o r d e r e d f a m i l y 

, (Mj|J£I,JcK) o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . T h e n t h e f o l l o w i n g h o l d s . 

a) A i s c l o s e d i n M, i . e . M \ A £ X ( M ) . 

b) F o r e v e r y V E f(A) t h e r e e x i s t s some U E T(M) w i t h U n A = V . 

c ) G i v e n s u c h s e t s V , U a n d a f u n c t i o n h E © A ( V ) t h e r e e x i s t s some 

g E © M ( U ) w i t h g | V = h . 

P r o o f . a) h a s b e e n v e r i f i e d a b o v e . 

b) L e t U := (M ̂  A) U V = M M A ^ V ) . F o r e v e r y a E I t h e s e t (A ^ V ) fl M Q 

i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n M , s i n c e t h e p r o p e r t i e s E3 a n d E 4 * h o l d . 

T h u s U E T(M) . C l e a r l y U OA = V . 

c ) We c o n s i d e r t h e s e t o f a l l p a i r s ( J , f ) w i t h K c j c i , f e o M (U f l M J 
jyi T j J 

a n d f | A = g. We o r d e r t h i s s e t i n t h e o b v i o u s w a y: ( J , f ) < ( J ' , f ) 



i f f J c J 1 a n d f ' IU n M = f . I f ( ( # f x ) I A £ A ) i s a c h a i n i n t h i s 

o r d e r e d s e t , t h e n t h e f ^ a u t o m a t i c a l l y g l u e t o a f u n c t i o n f E (UDMj) 

w i t h J = U ( J X I A € A ) , a n d we h a v e (J^,f^) < ( J , f ) f o r e v e r y X E A . T h u s , 

b y Z o r n ' s l e m m a , o u r s e t c o n t a i n s a m a x i m a l e l e m e n t ( L , g ) . We p r o v e 

t h a t L = I a n d t h e n w i l l b e d o n e . S u p p o s e L * I . We c h o o s e some a £ l ^ L . 

T h e s e t M T fl M„ fl U i s c l o s e d a n d s e m i a l g e b r a i c i n M f l U . B y T i e t z e ' s 
J_i 0( (X 

e x t e n s i o n t h e o r e m [DK^, T h . 4.5] t h e r e e x i s t s a s e m i a l g e b r a i c f u n c ­

t i o n u o n M DU w h i c h e x t e n d s g l M _ n IVL f l U . The f u n c t i o n s u a n d g g l u e 
t o a f u n c t i o n v £ 0 M (U H M J w i t h S = L U { a } . T h e n ( L , g ) < ( S , v ) i n 

M S b 

c o n t r a d i c t i o n t o t h e m a x i m a l i t y o f ( L , g ) . T h u s L = I . q . e . d . 

R e m a r k 1.12. A s s e r t i o n c ) i n P r o p o s i t i o n 1.11 c a n b e i m p r o v e d . I f h 

t a k e s v a l u e s i n a g e n e r a l i z e d i n t e r v a l L c: R ( = c o n v e x s e m i a l g e b r a i c 

s u b s e t o f R) t h e n g c a n be c h o s e n s u c h t h a t g t a k e s v a l u e s i n L . 

T h i s i s p r o v e d i n t h e same way a s a b o v e u s i n g T i e t z e ' s e x t e n s i o n 

t h e o r e m f o r s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a n d f u n c t i o n s w i t h v a l u e s i n L , 

c f . [ D K 5 , Thm. 4 . 5 ] , 

R e m a r k 1.13 . I n t h e s i t u a t i o n o f T h e o r e m 1.6 a s s u m e t h a t i n a d d i t i o n 

t h e f o l l o w i n g h o l d s . 

(F) F o r e v e r y a £ I t h e r e e x i s t o n l y f i n i t e l y many 3 £ I s u c h t h a t 

M a n M 3 * 0 . 

T h e n t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M i s a p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e . 

T h i s f o l l o w s f r o m Lemma 1.2 a n d T h e o r e m 1.3 i n C h a p t e r I I a b o u t 

g l u i n g o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . T h e r e o n e h a s t o a s s u m e 

t j i a t , f o r e v e r y a 6 1 , t h e f a m i l y (M„ D M 0 l 3 £ l ) i s l o c a l l y f i n i t e i n \ a t> 
t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e M . T h i s m eans j u s t ( F ) . 



We c l o s e t h i s s e c t i o n w i t h some e a s y o b s e r v a t i o n s o n e x h a u s t i o n s o f a 

g i v e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M. A n e x h a u s t i o n (M ala£I) o f M may 

h a v e some r e d u n d a n c y w h i c h c a n b e e l i m i n a t e d . 

D e f i n i t i o n 8. An e x h a u s t i o n ( M ^ l a E I ) o f M i s c a l l e d f a i t h -
*) 

f u l i f , i n s t e a d o f E 2 , t h e f o l l o w i n g s t r o n g e r p r o p e r t y E 2 1 h o l d s . 

E 2 ' ) F o r a n y t w o i n d i c e s 0 , 3 £ I , a < 3*>M a c:Mp. 

I P r o p o s i t i o n 1.14. I f ( M a l a € I ) i s a n e x h a u s t i o n o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

\ s p a c e M t h e n t h e r e e x i s t s a s u b s e t 1 1 o f I s u c h t h a t t h e f a m i l y 

? ( M g l a C I ' ) i s a f a i t h f u l e x h a u s t i o n . 

: P r o o f . T h r o w o u t e v e r y i n d e x a € I s u c h t h a t t h e r e e x i s t s some Y £ I 

: w i t h y < a a n d M = M Q , a n d c h e c k p r o p e r t i e s E 1 , E 2 1 , E 3 - E 6 f o r t h e new 

I f a m i l y ! I n t h i s c h e c k t h e p r o p e r t i e s E3 a n d E4 f o r t h e o l d f a m i l y p l a y 

| a c r u c i a l r o l e . 
; 

| We c a n f i n d e x h a u s t i o n s w i t h e v e n b e t t e r f o r m a l p r o p e r t i e s . 

D e f i n i t i o n 9. A l a t t i c e e x h a u s t i o n o f M i s a n e x h a u s t i o n (M ala£I) o f M 

w i t h t h e f o l l o w i n g a d d i t i o n a l p r o p e r t i e s . 

!E7) F o r a n y t w o i n d i c e s a , 3 £ 1 t h e r e e x i s t s some y £ 1 w i t h UM^ =M . 

:E8) F o r t h e s m a l l e s t i n d e x a £ I we h a v e = 0 . 

N o t i c e t h a t t h e n t h e s e t { M ^ l a E l } i s a s u b l a t t i c e o f t h e l a t t i c e ? ( M ) 

| o f c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M, h e n c e t h e name. 

. P r o p o s i t i o n 1 .15. E v e r y f a i t h f u l e x h a u s t i o n (M l a € I ) o f a w e a k l y s e m i -

; a l g e b r a i c s p a c e M c a n b e e n l a r g e d t o a f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n 

} S u c h a f a m i l y may b e r e g a r d e d a s a s e t o f s u b s e t s o f M, e a c h s e t 
b e i n g i n d e x e d b y i t s e l f . 



( M ^ l a E I ) , w i t h I a n o r d e r e d s e t c o n t a i n i n g I a n d i n d u c i n g t h e g i v e n 

o r d e r i n g o n I . 

P r o o f . We r e g a r d t h e g i v e n e x h a u s t i o n a s a s e t H o f s u b s e t s o f M, 

o r d e r e d b y i n c l u s i o n . T h e s e t H c o n s i s t i n g o f a l l u n i o n s o f f i n i t e l y 

many e l e m e n t s o f H, o r d e r e d b y i n c l u s i o n , f u l f i l l s E1 , E 2 1 , E 3 - E 6 , a n d 

a l s o E 7 , E 8 . 

I t i s o f t e n c o m f o r t a b l e t o w o r k w i t h f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n s . (We 

s h a l l u s e t h e m i n a c r u c i a l w ay i n §7 a n d §8.) On t h e o t h e r h a n d , we 

s h o u l d n o t a l w a y s i n s i s t t o u s e f a i t h f u l o r l a t t i c e e x h a u s t i o n s , s i n c e 

t h i s w o u l d l e a d t o u n n e c e s s a r y n o t a t i o n a l c o m p l i c a t i o n s . F o r e x a m p l e , 

i f ( M g l a E l ) a n d ( N ^ I 3 £ J ) a r e t w o e x h a u s t i o n s o f M t h e n 

( M Q n I ( a , 3 ) E I x j ) i s a g a i n a n e x h a u s t i o n o f M, a s w i l l b e c o m e c l e a r 

i n § 2 , t h e o r d e r i n g o n I * J b e i n g t h e p r o d u c t o f t h e o r d e r i n g s o n I a n d 

J { ( a , 3) < ( Y / 6 ) i f f a < y a n d 3 < 6 } . B u t , e v e n i f (MglocE I ) a n d 

( N p l 3 £ J ) a r e f a i t h f u l , p e r h a p s (Ma n N & I (a, 3) €Ixj) i s n o t f a i t h f u l . 

I n l a t e r s e c t i o n s a f a i t h f u l e x h a u s t i o n o f a s p a c e M w i l l m o s t o f t e n 

b e r e g a r d e d a s a s e t o f s u b s e t s o f M, a s h a s a l r e a d y b e e n d o n e a b o v e . 

We t h e n d e n o t e s u c h a n e x h a u s t i o n b y s o m e t h i n g l i k e H, H, H', o r H 

w i t h a s u b s c r i p t , i f s e v e r a l f a i t h f u l e x h a u s t i o n s a r e c o n s i d e r e d a t 

t h e same t i m e . 

We now d e s c r i b e a p a r t i t i o n o f M i n t o " p a t c h e s " s t a r t i n g f r o m a g i v e n 

e x h a u s t i o n ( M a l a £ I ) . 

Lemma 1.16. F o r a n y s u b s e t F o f M, w h i c h i s c o n t a i n e d i n some s e t M , 

t h e r e e x i s t s , i n t h e o r d e r e d s e t I , t h e i n f i m u m Y o f a l l i n d i c e s 

a E I w i t h F <=Ma, a n d F c M ^ . 



T h i s f o l l o w s e a s i l y f r o m E3 a n d E 4 . 

D e f i n i t i o n 1 0 , T h e i n d e x n ( x ) o f a p o i n t x E M , w i t h r e s p e c t t o t h e 

g i v e n e x h a u s t i o n ( M ^ l a E I ) , i s t h e i n f i m u m o f a l l i n d i c e s a £ 1 w i t h 

N o t i c e t h a t t h e i n d e x f u n c t i o n n : M -> I f u l l y d e s c r i b e s t h e e x h a u s t i o n , 

n a m e l y f o r e v e r y a € 1 , 

M a = { x E M l n ( x ) < a} . 

D e f i n i t i o n 1 1 . F o r e v e r y a € I we d e f i n e 

M ° := { x £ Ml n ( x ) = a } . 

A n i n d e x a £ I i s c a l l e d p r i m i t i v e , i f M^ i s n o t e m p t y , w h i c h m e a n s 

t h a t a £ n (M) . T h e s e t n(M) o f p r i m i t i v e i n d i c e s i s d e n o t e d b y 1 ° . T h e 

s e t s M^, w i t h a r u n n i n g t h r o u g h 1 ° , a r e c a l l e d t h e p a t c h e s o f M w i t h 

r e s p e c t t o t h e g i v e n e x h a u s t i o n . 

( M°|a£I 0) i s a p a r t i t i o n o f t h e s e t M i n t o n o n e m p t y d i s j o i n t s u b s e t s . 

C l e a r l y , f o r e v e r y a £ 1 , 

( 1 . 1 7 ) M ° = M a ^ u ( M 1361,3 < a ) 

a n d 

( 1 . 1 8 ) M q = U ( M ° J Y < a , y £ 1 ° ) -

T h i s p a r t i t i o n o f M w i l l b e v e r y u s e f u l i n t h e f o l l o w i n g . 

E x a m p l e 1.19. L e t X b e a s i m p l i c i a l c o m p l e x , r e g a r d e d a s a w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e ( E x . 1 . 7 ) . We c o n s i d e r t h e e x h a u s t i o n o f X b y t h e 

f i n i t e s u b c o m p l e x e s Y w h i c h a r e c l o s e d i n X, e v e r y Y b e i n g i n d e x e d b y 



i t s e l f . H e r e t h e p a t c h e s a r e j u s t t h e o p e n s i m p l i c e s o f X. The i n d e 

n ( x ) o f a p o i n t x i n a g i v e n o p e n s i m p l e x a o f X i s t h e c o m p l e x a n 



§2 - M o r p h i s m s 

I n t h e f o l l o w i n g M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e a n d (M | a € I ) i s a 

f i x e d e x h a u s t i o n o f M. We s e e k a n u n d e r s t a n d i n g o f t h e m o r p h i s m s f r o m 

a n o t h e r w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e L t o M i n t h e c a t e g o r y o f f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e s o v e r R ( c f . § 1 , D e f . 2 ) . T h e c r u c i a l f a c t i s 

T h e o r e m 2 . 1 . A s s u m e t h a t t h e s p a c e L i s s e m i a l g e b r a i c . L e t f : L -» M 

b e a map f r o m t h e s e t L t o t h e s e t M. T h e f o l l o w i n g a r e e q u i v a l e n t . 

a) f i s a m o r p h i s m . 

b) T h e r e e x i s t s some a E I s u c h t h a t f (L) <= a n d t h e map f ^ : L -» , 

o b t a i n e d f r o m f b y r e s t r i c t i o n o f t h e r a n g e , i s s e m i a l g e b r a i c ( i . e . 

a m o r p h i s m b e t w e e n t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s L a n d M a ) . 

I f f i s a m o r p h i s m t h e n t h e map f i s s e m i a l g e b r a i c f o r e v e r y a E I 

w i t h f ( L ) c M . 

P r o o f . E v e r y map f w i t h p r o p e r t y b) i s a m o r p h i s m s i n c e t h e i n c l u s i o n 

map M i s a m o r p h i s m f r o m t h e s m a l l s u b s p a c e o f M t o M. A s s u m e 

now t h a t f : L -> M i s a m o r p h i s m . I f we h a v e f o u n d some a E I w i t h 

f (L) c t h e n we a r e d o n e , s i n c e i t i s e v i d e n t f r o m t h e s p a c e s t r u c ­

t u r e o f M a a s a s m a l l s u b s p a c e o f M t h a t f i s a g a i n a m o r p h i s m . 

L e t n : M -+ I b e t h e i n d e x f u n c t i o n o f o u r e x h a u s t i o n ( c f . § 1 , D e f . 1 0 ) . 

S u p p o s e t h a t n ( f ( L ) ) i s a n i n f i n i t e s u b s e t J o f t h e s e t o f p r i m i t i v e 

i n d i c e s 1 ° . F o r e v e r y a E J we c h o o s e a p o i n t X q E L s u c h t h a t t h e 

p o i n t y ^ := f ( x a ) h a s i n d e x a , i . e . y ^ L e t S := { y a l a £ J } . F o r 

e v e r y y E I t h e s e t S HM^ i s f i n i t e , s i n c e M i s t h e u n i o n o f f i n i t e l y 

many p a t c h e s M ° . T h u s ( M ^ S ) 0 M E J*(M ) , a n d we c o n c l u d e t h a t 

M ^ S £ T(M) . S i n c e f i s a m o r p h i s m t h i s i m p l i e s t h a t f ( M ^ S ) = 
-1 o _ 1 

L ^ f (S) E Jf(L) . T h u s A := f (S) i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f 

L. F o r t h e same r e a s o n t h e p r e i m a g e f ^ ( S 1 ) o f a n y s u b s e t S 1 o f S i s 



a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f L , h e n c e o f A. I f S' *0 t h e n a l s o 

f 1 ( S ' ) *0 s i n c e f 1 ( S 1 ) c o n t a i n s t h e p o i n t s X q w i t h y Q G S 1 . 

T h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e A h a s a f i n i t e n u m b e r r o f c o n n e c t e d c o m p o n e n t s . 

We c h o o s e a p a r t i t i o n 

s = s 1 u s 2 u ... u s r + 1 

o f S i n t o r+1 d i s j o i n t n o n e m p t y s e t s . T h i s i s p o s s i b l e s i n c e S i s i n ­

f i n i t e . T h e n 

A = f " 1 ( S 1 ) U f " 1 ( S 2 ) U ... U f " 1 ( s r + 1 ) 

i s a p a r t i t i o n o f A i n t o r+1 d i s j o i n t n o n e m p t y c l o s e d s e m i a l g e b r a i c 

s u b s e t s . B u t s u c h a p a r t i t i o n i s i m p o s s i b l e s i n c e A h a s o n l y r c o n n e c t e d 

c o m p o n e n t s . T h i s c o n t r a d i c t i o n p r o v e s t h a t J i s f i n i t e . I t f o l l o w s , 

b y p r o p e r t i e s E2 a n d E5 o f t h e e x h a u s t i o n o f M, t h a t f ( L ) c M f l f o r some 

a € I . q . e . d . 

D e f i n i t i o n 1. I n v i e w o f c o n d i t i o n b) i n t h e t h e o r e m we c a l l a m o r p h i s m 

f r o m a s e m i a l g e b r a i c s p a c e L t o a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M a s e m i ­

a l g e b r a i c map f r o m L t o M ( o v e r R ) . 

H e r e i s a n a p p l i c a t i o n o f T h e o r e m 2 . 1 . 

P r o p o s i t i o n 2.2. L e t A € ? ( M ) ( c f . § 1 , D e f . 5 ) . T h e n t h e r e e x i s t s some 

a C I w i t h A c M Q . F o r e v e r y s u c h i n d e x a we h a v e A € F ( M ) , a n d t h e 

s t r u c t u r e o n A a s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f M a c o i n c i d e s w i t h 

t h e s t r u c t u r e a s a s m a l l s u b s p a c e o f M. 

P r o o f . T h e i n c l u s i o n map A <-* M i s a m o r p h i s m f r o m A, w i t h i t s s t r u c t u r e 

a s a s m a l l s u b s p a c e o f M, t o M. A p p l y i n g T h e o r e m 2.1 t o t h i s m o r p h i s m 

we o b t a i n t h e r e s u l t . ( R e c a l l E x . 1.3 f o r t h e l a s t s t a t e m e n t ) . 



T h e o r e m 2 . 3 . L e t N be a s e c o n d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e a n d l e t 

( N ^ I 3 E J ) b e a n e x h a u s t i o n o f N. L e t f : M -> N be a map f r o m t h e s e t M 

t o t h e s e t N. The f o l l o w i n g a r e e q u i v a l e n t . 

a) f i s a m o r p h i s m 

b) F o r e v e r y a € 1 t h e r e e x i s t s some 3 £ J s u c h t h a t f ( M a ) c: , a n d 

t h a t t h e map f ^ : -> o b t a i n e d f r o m f b y r e s t r i c t i o n i s s e m i ­

a l g e b r a i c . 

I f f i s a m o r p h i s m , a n d i f a E I , 3 E J a r e i n d i c e s w i t h f (M Q) <= N^, 

t h e n t h e r e s t r i c t i o n f n : M -> N n i s a l w a y s s e m i a l g e b r a i c . 
a 3 a 3 

A l l t h i s i s e v i d e n t f r o m T h e o r e m 2 . 1 . I n d e e d , s i n c e M c a r r i e s t h e 

i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c t u r e o f t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s , 

a map f : M -* N i s a m o r p h i s m i f f a l l r e s t r i c t i o n s f I M Q : -> N a r e 

s e m i a l g e b r a i c . 

D e f i n i t i o n 2. I n v i e w o f c o n d i t i o n b) i n t h e t h e o r e m we c a l l a m o r p h i s m 

b e t w e e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map ( o v e r R ) . 

I E x a m p l e 2.4. L e t f : X -* Y b e a w e a k l y s i m p l i c i a l map ( c f . [ L S A , p. 2 3 ] ) 

' b e t w e e n s i m p l i c i a l c o m p l e x e s X a n d Y. We r e g a r d X a n d Y a s w e a k l y s e m i ­

­ a l g e b r a i c s p a c e s , c f . E x . 1.7. T h e n f i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map. 

I f f i s e v e n s i m p l i c i a l ( c f . [ L S A , p. 2 4 ] ) , t h e n t h e c l o s u r e f : X -* Y 

o f f ( l o c . c i t . ) i s a g a i n a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map. 

E x a m p l e 2.5. A map f : M -> N f r o m M t o a s e m i a l g e b r a i c s p a c e N i s w e a k -

\ l y s e m i a l g e b r a i c i f f , f o r e v e r y a E I , t h e r e s t r i c t i o n f l M : -> N i s 

s e m i a l g e b r a i c . 

f I n p a r t i c u l a r , t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps f r o m M t o t h e r e a l l i n e 

I R a r e p r e c i s e l y t h e e l e m e n t s o f ( ^ M ( M ) . T h i s s p e c i a l c a s e o f T h e o r e m 

2.3 i s a l r e a d y e v i d e n t f r o m t h e d e f i n i t i o n o f a n e x h a u s t i o n . 



D e f i n i t i o n 3. F r o m now o n we c a l l t h e e l e m e n t s o f 0 M ( M ) t h e w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n s o n M. M o r e g e n e r a l l y we c a l l , f o r e v e r y U € T(M) 

t h e e l e m e n t s o f 0 M ( U ) t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n s o n U. T h i s i s 

j u s t i f i e d s i n c e U, a s a n o p e n s u b s p a c e o f M, i s a g a i n w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c w i t h e x h a u s t i o n (U D M ^ I a E I ) . 

R e m a r k 2.6. I n t h e s i t u a t i o n o f T h e o r e m 2 . 3 , l e t f : M -* N b e a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c map. f i n d u c e s a map K : I -> J a s f o l l o w s ( c f . Lemma 1.16) 

K ( a ) := i n f ( e e J I f ( M a ) cN^) . 

T h i s map K i s m o n o t o n i c , i . e . a < 3 i m p l i e s K (a) < K ( 3 ) . M o r e o v e r , f o r 

e v e r y a € 1 , f (M a) <= N K ( a ) . 

A p p l y i n g t h i s r e m a r k t o t h e c a s e N = M, f = i d M , we s e e t h a t a n y t w o 

e x h a u s t i o n s o f a g i v e n s p a c e a r e " c o m p a r a b l e " . M o r e p r e c i s e l y , 

P r o p o s i t i o n 2.7. I f (N^ I 3 € J ) i s a s e c o n d e x h a u s t i o n o f M, t h e n t h e r e 

e x i s t m o n o t o n i c maps K : I -* J a n d y : J -> I w i t h M^ c N
K ( a ) f o r e v e r y 

a € I / a n d N_ c M ,. * f o r e v e r y 3 G J . 
3 y ( 3 ) J 

O f c o u r s e , M i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n N , w a n d N 0 i s c l o s e d s e m i -ex ^ K ( a ) 3 

a l g e b r a i c i n M 
u ( 3 ) 

C o r o l l a r y 2.8. I f M i s a w e a k p o l y t o p e a n d ( N ^ I 3 E J ) i s a n y e x h a u s t i o n 

o f M, t h e n e v e r y i s a p o l y t o p e . 

L e t now N b e a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R. We w a n t t o a n a l y s e 

t h e m o r p h i s m s f r o m M t o N a n d f r o m N t o M i n t h e c a t e g o r y o f f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e s o v e r R. We c h o o s e a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g ( U ^ I X E A ) o f N 

b y o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s . F o r e v e r y f i n i t e s u b s e t J o f A we d e n o t e 

b y U j t h e u n i o n o f a l l w i t h A £ J . N o t i c e t h a t N i s t h e i n d u c t i v e 



l i m i t o f t h e f a m i l y o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( U j l J < = A , J f i n i t e ) . 

P r o p o s i t i o n 2 . 9 . A map f : M -> N i s a m o r p h i s m i f f , f o r e v e r y a € I , 

t h e r e s t r i c t i o n f I M ^ : -> N i s a m o r p h i s m , i . e . a s e m i a l g e b r a i c map 

( c f . [ L S A , p. 9 ] ) . 

T h i s i s e v i d e n t s i n c e M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e s p a c e s M . (We 

o b s e r v e d i t i n a s p e c i a l c a s e a l r e a d y i n E x . 2.5.) 

D e f i n i t i o n 4. We c a l l t h e m o r p h i s m s f r o m M t o a l o c a l l y ( i n s t e a d o f 

w e a k l y ) s e m i a l g e b r a i c s p a c e N a g a i n t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps 

f r o m M t o N. T h i s i s j u s t i f i e d b y P r o p o s i t i o n 2.9. (N.B. T h e r e i s n o 

c o n f l i c t w i t h D e f i n i t i o n 2 i f N i s a t t h e same t i m e w e a k l y a n d l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c . ) 

E x a m p l e 2 . 1 0 . T h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps f r o m M t o R l o c ( c f . [ L S A , 

p . 1 5 , p . 8 1 ] ) a r e p r e c i s e l y t h o s e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n s o n 

M w h i c h a r e b o u n d e d o n e v e r y M a. 

i P r o p o s i t i o n 2 . 1 1 . A map f : N -> M i s a m o r p h i s m i f f , f o r e v e r y X € A , 

| t h e r e s t r i c t i o n f ' u x : U A ~* M i s a s e m i a l 9 e t > r a i c map. 

: P r o o f . T h e c o n d i t i o n i s n e c e s s a r y s i n c e t h e i n c l u s i o n s N a r e 

I m o r p h i s m s . A s s u m e now t h a t f I i s s e m i a l g e b r a i c , i . e . a m o r p h i s m , f o r 

e v e r y A £ A . T h e n a l s o f o r e v e r y f i n i t e s u b s e t J o f A t h e r e s t r i c t i o n 

f I U j i s a m o r p h i s m f r o m U j t o M. S i n c e N i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f 

| t h e s p a c e s U j we c o n c l u d e t h a t f i s a m o r p h i s m . q . e . d . 

\ D e f i n i t i o n 5. We c a l l t h e m o r p h i s m s f r o m a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

; s p a c e N t o M t h e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c maps f r o m N t o M. 



I f M i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c a n d l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c t h e n t h e w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c maps f r o m M t o N a r e t h e same a s t h e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c 

m a p s f r o m M t o N, a s c o n s i d e r e d i n [ L S A ] , s i n c e b o t h k i n d s o f maps a r e 

j u s t t h e m o r p h i s m s f r o m M t o N i n t h e c a t e g o r y o f f u n c t i o n r i n g e d 

s p a c e s o v e r R. A p p l y i n g t h i s r e m a r k t o t h e c a s e M = N a n d t h e i d e n t i t y 

map i d M we o b t a i n f r o m P r o p o s i t i o n s 2.9 a n d 2.11 t h e f o l l o w i n g f a c t . 

P r o p o s i t i o n 2 . 1 2 . A s s u m e t h a t M i s a l s o l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c a n d l e t 

( U ^ I X E A ) b e a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M b y o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s 

( i n t h e t e r m i n o l o g y o f [ L S A ] ) . F o r e v e r y a £ 1 t h e r e e x i s t s some f i n i t e 

s u b s e t J o f A w i t h M„ c n . T h e n M_. E F d T - J . F o r e v e r y f i n i t e s u b s e t J j 

o f A t h e r e e x i s t s some 3 £ I w i t h U j c M^. T h e n U j £ HM^) . 

D e f i n i t i o n 6. We d e n o t e b y WSA(R) t h e c a t e g o r y w h o s e o b j e c t s a r e t h e 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R a n d w h o s e m o r p h i s m s a r e t h e w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c maps o v e r R. I t i s a f u l l s u b c a t e g o r y o f t h e c a t e g o r y 

o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r R, a n d i t c o n t a i n s , a s a f u l l s u b c a t e - | 

g o r y , t h e c a t e g o r y L S A ( R ) o f p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s 

o v e r R. 

L e t S b e a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d o f R. T h e r e e x i s t s a n a t u r a l a n d v e r y 

u s e f u l f u n c t o r " b a s e e x t e n s i o n " f r o m L S A ( R ) t o L S A ( S ) , c f . [ L S A , p. 1 9 f 

a n d p . 3 0 9 ] a n d , f o r s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , [DK^, § 4 ] . We w a n t t o e x t e n d 

t h i s f u n c t o r t o a f u n c t o r f r o m WSA(R) t o W S A ( S ) . 

G i v e n , a s b e f o r e , a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M o v e r R a n d a n e x ­

h a u s t i o n (M ala£I) o f M we o b t a i n b y b a s e e x t e n s i o n a n o r d e r e d f a m i l y 

( M a(S)|a£I) o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r S. F o r a n y t w o i n d i c e s 3 < a 

t h e i n c l u s i o n map -+ g i v e s , b y b a s e e x t e n s i o n , a n e m b e d d i n g 

M p ( S ) -* M a ( S ) o f M p ( S ) i n t o (S) a s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e 

[ D K ^ , p . 1 4 2 ] . L e t N d e n o t e t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s e t s 



( M ^ C S ) l a G I ) , w i t h t h e s e t r a n s i t i o n maps. E v e r y M^{S) i n j e c t s i n t o N. 

We r e g a r d t h e M a ( S ) a s s u b s e t s o f N. The f a m i l y o f s u b s e t s ( M a ( S ) l a € l ) 

o f N f u l f i l l s E 1 - E 5 . We e q u i p N w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c ­

t u r e o f t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s M a ( S ) . B y T h e o r e m 1.6 t h i s f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e N o v e r S i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c , a n d e v e r y M a ( S ) i s , i n 

[ i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f N, a n d 

!'(M ( S ) l a e i ) i s an e x h a u s t i o n o f N. 

[ D e f i n i t i o n 7. We d e n o t e t h e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e N b y M ( S ) . We 

f c a l l M ( S ) t h e s p a c e o b t a i n e d f r o m M b y b a s e f i e l d e x t e n s i o n f r o m R t o 

S. We a l w a y s r e g a r d M a s a s u b s e t o f M ( S ) . 

I t i s e v i d e n t f r o m P r o p o s i t i o n 2.7 t h a t t h e s p a c e M ( S ) d o e s n o t d e p e n d 

o n t h e c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n (M l a € I ) . I f M i s a l s o a l o c a l l y s e m i -

; a l g e b r a i c s p a c e t h e n M ( S ) i s t h e same s p a c e a s d e f i n e d i n [ L S A ] . T h i s 

\ f o l l o w s e a s i l y f r o m P r o p o s i t i o n 2 . 1 2 . I n p a r t i c u l a r , t h e n M ( S ) i s 

\ a g a i n l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 

L e t N b e a s e c o n d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d ( N ^ l 3 € J ) a n 

e x h a u s t i o n o f N. L e t f : M -» N b e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map o v e r R. 

We o b t a i n a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map f g : M ( S ) -* N ( S ) o v e r S a s f o l l o w s . 

We c h o o s e a m o n o t o n i c map K : I -+ J s u c h t h a t , f o r e v e r y a G I , 

[ f (M ) cz N f v ( c f . R e m a r k 2 . 6 ) . T h e r e s t r i c t i o n s f : M -* N . , 

\ y i e l d , b y b a s e f i e l d e x t e n s i o n f r o m R t o S, s e m i a l g e b r a i c maps 

( f ) c : M ( S ) -> , » (S) . A l l t h e s e maps f i t t o g e t h e r t o a w e a k l y a o a K \ a) 

[ s e m i a l g e b r a i c map f s : M ( S ) N ( S ) . T h i s map f s n e i t h e r d e p e n d s o n t h e 

c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n s o f M a n d N n o r o n t h e c h o i c e o f K. 

• D e f i n i t i o n 8. We c a l l f ^ t h e map o b t a i n e d f r o m f b y b a s e f i e l d e x t e n -

s i o n f r o m R t o S. 



I f N i s a l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R we o b t a i n , i n a s i m i l a r 

w a y , f r o m a n y m o r p h i s m f : M -* N ( r e s p . g : N -* M) o v e r R a m o r p h i s m 

f s : M ( S ) -> N ( S ) ( r e s p . N ( S ) M ( S ) ) o v e r S. T h i s i s t h e same map a s 

i n [ L S A ] i f b o t h M a n d N a r e l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 



§3 - S u b s p a c e s a n d p r o d u c t s 

A s b e f o r e , M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d ( M a l a G I ) i s a 

f i x e d e x h a u s t i o n o f M. 

D e f i n i t i o n 1. A s u b s e t X o f M i s c a l l e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M i f , 

f o r e v e r y a G I , t h e s e t X f l M a i s s e m i a l g e b r a i c i n t h e s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e M a , i . e . , i n t h e n o t a t i o n o f [ L S A ] , X n M a G H M ^ ) . T h e s e t o f 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M i s d e n o t e d b y T ( M ) . 

T h i s s e t T(M) d o e s n o t d e p e n d o n t h e c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n ( M ^ l a C I ) , 

a s i s e v i d e n t f r o m P r o p o s i t i o n 2.7. C l e a r l y T(M) c T ( M ) . A l s o ? ( M ) c J ( M ) . 

I n p a r t i c u l a r , M a G 7(M) f o r e v e r y a G I . 

I f X a n d Y a r e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M t h e n X U Y , X f l Y , a n d 

X ^ Y a r e a g a i n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M. I t i s a l s o e a s i l y v e r i f i e d 

t h a t t h e p r e i m a g e f (X) o f a n y X G T(M) u n d e r a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

map f : N -* M i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n N. 

W e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t s c a n b e o b t a i n e d b y " c o l l e c t i n g " s e m i a l g e b r a i c 

s e t s a s f o l l o w s . R e c a l l t h a t (M°laGI°) d e n o t e s t h e f a m i l y o f p a t c h e s 

o f t h e e x h a u s t i o n ( M g l a G I ) . E v e r y M ° i s a n ( o p e n ) s e m i a l g e b r a i c s u b s e t 

o f M a ( c f . 1 . 1 7 ) , h e n c e a s e m i a l g e b r a i c s p a c e . 

R e m a r k s 3.1. i ) A s s u m e t h a t , f o r e v e r y a G I , t h e r e i s g i v e n a s e m i ­

a l g e b r a i c s u b s e t X^ o f M a s u c h t h a t , w h e n e v e r 3 < a , t h e s e t X a n 

i s c o n t a i n e d i n X^. L e t X d e n o t e t h e u n i o n o f a l l X Q . U s i n g E4 we s e e 

t h a t , f o r e v e r y a G I , 

X n M a = U ( X & l 3 < a ) . 

B y E3 t h i s i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M . T h u s X C T(M) . 



i i ) A s s u m e t h a t , f o r e v e r y p r i m i t i v e i n d e x a € 1 ° , t h e r e i s g i v e n a 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M ° . L e t X d e n o t e t h e u n i o n o f a l l Z Q . C l e a r ­

l y X fl M ° = f o r e v e r y a € 1 ° . T h u s we h a v e , f o r e v e r y a G I , 

X 0 M a = U ( Z & | &<a,3GI°) . 

T h i s i s a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M Q. We c o n c l u d e t h a t X G Y(M) . 

I f X i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M t h e n we r e g a r d , f o r e v e r y 

a G I , t h e s e t X HM^ a s a s e m i a l g e b r a i c s p a c e , n a m e l y a s e m i a l g e b r a i c 

s u b s p a c e o f M Q . A p p l y i n g T h e o r e m 1.6 t o t h e s e t X a n d t h e f a m i l y o f 

s p a c e s (X D M a l a G I ) we o b t a i n a s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e o n X w h i c h i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e s p a c e s X f l M a . E v e r y 

s p a c e X fl M a i s a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s p a c e o f X a n d ( X H M g l a G I ) 

i s a n e x h a u s t i o n o f X. I t i s e v i d e n t f r o m P r o p o s i t i o n 2.7 t h a t t h e 

s p a c e s t r u c t u r e o n X d o e s n o t d e p e n d o n t h e c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n 

( M a l a € I ) . 

D e f i n i t i o n 2. We c a l l s u c h a s p a c e X a ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) s u b s p a c e 

o f M. 

T h i s t e r m i n o l o g y i s j u s t i f i e d b y t h e f o l l o w i n g f a c t , w h i c h f o l l o w s 

i m m e d i a t e l y f r o m T h e o r e m 2.3 a n d t h e s u b s p a c e t h e o r y f o r s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s [ D K 2 , p . 1 8 6 ] . 

P r o p o s i t i o n 3.2. L e t X G T(M) . T h e i n c l u s i o n map j : X <-> M i s w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c . I f g : N -> X i s a map f r o m a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e N t o X t h e n g i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i f f j°g i s w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c . 

A l s o t h e f o l l o w i n g f a c t i s r a t h e r o b v i o u s f r o m t h e t h e o r y o f s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e s . 



P r o p o s i t i o n 3.3. L e t X € 7 (M ) a n d l e t Y b e a s u b s e t o f X. T h e n Y € r ( X ) 

i f f Y € T ( M ) . I n t h i s c a s e t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n Y w i t h r e s p e c t t o 

X a n d t o M a r e e q u a l . 

D e f i n i t i o n 3. A s u b s e t X o f M i s c a l l e d s e m i a l g e b r a i c i n M i f X € T (M) 

a n d t h e s u b s p a c e X o f M i s a s e m i a l g e b r a i c s p a c e . We d e n o t e t h e s e t o f 

a l l s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M b y y ( M ) . 

N o t i c e t h a t JT(M) c f (M ) . I n p a r t i c u l a r , M a € T(M) f o r e v e r y a € 1 . 

P r o p o s i t i o n 3.4. A w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t X o f M i s s e m i a l g e b r a i c 

i f f t h e r e e x i s t s some a € 1 w i t h X <=M a. 

P r o o f . I f X e r ( M ) a n d X c M Q f o r some a E I t h e n X = X n M a i s a s e m i ­

a l g e b r a i c s u b s e t o f M Q , a n d t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n X w i t h r e s p e c t 

t o M a n d M a a r e e q u a l . T h u s X i s s e m i a l g e b r a i c i n M. C o n v e r s e l y , 

a s s u m e t h a t X € JT (M) . T h e n {x } i s a n e x h a u s t i o n o f X. B u t a l s o 

(X D M a l o c € l ) i s a n e x h a u s t i o n o f X. B y P r o p o s i t i o n 2.7 t h e r e e x i s t s 

some a E I w i t h x n M a = X, i . e . X < = M a . q . e . d . 

B y t h i s p r o p o s i t i o n i t i s o b v i o u s t h a t f o r a n y t w o s e m i a l g e b r a i c s e t s 

X,Y i n M t h e s e t s X U Y , X fl Y, X ^ Y a r e a g a i n s e m i a l g e b r a i c i n M . 

U s i n g T h e o r e m 2.3 a n d t h e s e m i a l g e b r a i c t h e o r y we a l s o s e e t h a t t h e 

i m a g e f (X) o f a n y X £ tf(M) u n d e r a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map f : M -+ N 

i s s e m i a l g e b r a i c i n N. 

We i n t r o d u c e o n M t h e s t r o n g t o p o l o g y , d e f i n e d a s f o l l o w s . 

D e f i n i t i o n 4. a) A s u b s e t U o f M i s o p e n i n t h e s t r o n g t o p o l o g y i f , 

f o r e v e r y a E l , t h e s e t U D M Q i s o p e n i n M a i n t h e s t r o n g t o p o l o g y o f 

M , a s d e f i n e d i n [DK , § 7 ] . I n o t h e r w o r d s , U f l M i s a - p e r h a p s i n -



f i n i t e - u n i o n o f o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s o f M^. 

b) We d e n o t e t h e s e t M t o g e t h e r w i t h t h e s t r o n g t o p o l o g y b y M
t 0 p -

T h i s i s a t o p o l o g i c a l s p a c e i n t h e c l a s s i c a l s e n s e . i - s t n e i - n " 

d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y ( ( M Q ) ^ I cx£I) i n t h e c a t e g o r y o f t o p o ­

l o g i c a l s p a c e s , i n f a c t e v e n i n t h e c a t e g o r y o f g e n e r a l i z e d t o p o l o ­

g i c a l s p a c e s . M^op d o e s n o t d e p e n d o n o u r c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n 

(M lot£I). We s h a l l s e e s o o n ( C o r . 3.12) t h a t M, i s H a u s d o r f f . « t o p 

o • 

C a u t i o n . E v e r y U £ 7(M) i s o p e n i n M ^ Q p , b u t i n g e n e r a l J(M) i s n o t a 

b a s i s o f o p e n s e t s i n M
t 0 p ' c f • A p p e n d i x C. 

P r o p o s i t i o n 3 . 5 . i ) T(M) i s t h e s e t o f a l l X £ T(M) w h i c h a r e o p e n i n 

t h e s t r o n g t o p o l o g y . F o r e v e r y X £ J(M) t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e i n M, 

a s d e f i n e d now, c o i n c i d e s w i t h t h e s t r u c t u r e a s a n o p e n s u b s p a c e o f 

t h e f u n c t i o n r i n g e d s p a c e M ( c f . § 1 , D e f . 4 ) . 

i i ) Jf(M) i s t h e s e t o f a l l X E T(M) w h i c h a r e c l o s e d i n M i n t h e s t r o n g 

t o p o l o g y . F o r e v e r y X € if(M) t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e i n M, a s d e f i n e d 

now, c o i n c i d e s w i t h t h e s t r u c t u r e a s a s m a l l s u b s p a c e o f t h e f u n c t i o n 

r i n g e d s p a c e M ( c f . § 1 , D e f . 3 ) . 

P r o o f . B o t h a s s e r t i o n s h o l d i f M i s s e m i a l g e b r a i c . ( R e c a l l 1.3 a n d 

1.4 f o r i i . ) S t a r t i n g f r o m t h a t i t i s e a s y t o e x t e n d t h e m t o t h e 

g e n e r a l c a s e . ( R e c a l l 2.2 f o r i i . ) 

A new t e r m i n o l o g y . F r o m now o n , t o p o l o g i c a l n o t i o n s l i k e " o p e n " , 

" c l o s e d " , " d e n s e " , " c o n t i n u o u s " , " c l o s u r e " a n d " i n t e r i o r " o f a s e t , 

u s u a l l y r e f e r t o t h e s t r o n g t o p o l o g y . T h e s e t s U £ T(M) a r e now c a l l e d 

" o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t s " i n s t e a d o f " o p e n s e t s " . O u r p r e v i o u s 

t e r m i n o l o g y " c l o s e d s e m i a l g e b r a i c " f o r t h e s e t s i n tf'(M) c a n b e m a i n ­

t a i n e d . 



P r o p o s i t i o n 3.6. T h e c l o s u r e X o f a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M i s 

a g a i n s e m i a l g e b r a i c i n M , h e n c e X E t ( M ) . 

P r o o f . T h i s i s e v i d e n t s i n c e X <=Ma f o r some a € I a n d s i n c e X i s 

a l s o t h e c l o s u r e o f X i n M Q , w h i c h i s w e l l k n o w n t o b e s e m i a l g e b r a i c 

[ D K 2 , T h . 7 . 7 ] . 

D e f i n i t i o n 5. A s u b s e t X o f M i s c a l l e d c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

i n M , i f X i s c l o s e d i n M ( i n t h e s t r o n g t o p o l o g y ) a n d X E T (M) . T h e 

s e t o f a l l t h e s e s e t s i s d e n o t e d b y 7 ( M ) . 

B y P r o p . 3.5. i , 7 (M) i s t h e s e t o f c o m p l e m e n t s M \ U o f a l l U E f (M) . 

N o t i c e a l s o t h a t T ( M ) n f ( M ) = F ( M ) a n d 

T ( M ) = {X € T (M ) IX D M a € ? ( M a ) f o r e v e r y a £ 1 } . 

D e f i n i t i o n 6. TQ(M) d e n o t e s t h e s e t o f a l l X E 7 (M) s u c h t h a t t h e 

s u b s p a c e X o f M i s a w e a k p o l y t o p e . 

P r o p o s i t i o n 3.7. A s u b s e t X o f M i s a n e l e m e n t o f 7Q (M) i f f 

X f l M Q E r c ( M a ) f o r e v e r y a E I . T h e n X £ 7 ( M ) . 

P r o o f . L e t X 6 T (M) b e g i v e n . S i n c e ( X f l M a l a € I ) i s a n e x h a u s t i o n 

o f t h e s p a c e X, e v e r y s p a c e X f l M a i s a p o l y t o p e i n M a . I n p a r t i c u l a r , 

X n M a E ? ( M a ) . T h u s X E ? ( M ) . C o n v e r s e l y , i f X i s a s u b s e t o f M w i t h 

X f i M a
 e * * c ( M

a ) f o r e v e r y a E I , t h e n X E T (M) a n d t h e s p a c e X i s a w e a k 

p o l y t o p e . 

R e m a r k 3.8. A s s u m e t h a t o u r w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e M i s a l s o 

l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . T h e n t h e s t r o n g t o p o l o g y i n M d e f i n e d h e r e 

c o i n c i d e s w i t h t h e s t r o n g t o p o l o g y d e f i n e d i n I , §3. T h e s e t T (M) 



o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s c o i n c i d e s w i t h t h e s e t o f l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s d e f i n e d i n I , §3. F o r e v e r y X € T(M) t h e s u b -

s p a c e s t r u c t u r e s o n X d e f i n e d h e r e a n d t h e r e a r e e q u a l . A l l t h i s 

f o l l o w s i m m e d i a t e l y f r o m P r o p o s i t i o n 2 . 1 2 . O u r s y m b o l s 7(M) , 7 ( M ) , 

7(M), fr(M), ? ( M ) , f c ( M ) , 7 c ( M ) h a v e t h e same m e a n i n g a s i n [ L S A ] . 

Now 7(M) a n d JT(M) a r e b o t h b a s e s o f o p e n s e t s f o r t h e s t r o n g t o p o l o g y . 

R e m a r k 3.9. L e t X € 7 ( M ) . I n g e n e r a l , i s n ° t a t o p o l o g i c a l s u b -

s p a c e o f M
t Q p / c f . 4.8.e b e l o w . B u t t h i s h o l d s o b v i o u s l y i f X G 7(M) . 

I t a l s o h o l d s i f X E ? ( M ) . I n d e e d , l e t V b e a s u b s e t o f X w h i c h i s 

o p e n i n X, . T h e n U := (M \ X ) U V i s o p e n i n M, , s i n c e ( M \ U ) f l M = 
c t o p t o p a 

(XNV) flM i s c l o s e d i n (M ) , f o r e v e r y a G I . C l e a r l y U DX = V. a a t o p J 

I f V € 7 ( X ) t h e n U G T(M) . 

P r o p o s i t i o n 3.10 ( " T i e t z e ' s e x t e n s i o n t h e o r e m " ) . L e t A C T ( M ) . E v e r y 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n f : A -> L w i t h v a l u e s i n a g e n e r a l i z e d 

i n t e r v a l L c R c a n b e e x t e n d e d t o a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n 

g : M -» L. 

T h i s f o l l o w s f r o m P r o p o s i t i o n 1 . 1 1 . C a n d R e m a r k 1.12 i f we h a v e 

p r o v e d 

Lemma 3 . 1 1 . G i v e n a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t A o f M t h e r e 

e x i s t s a n e x h a u s t i o n ( A ^ I A G A ) o f M a n d a s u b s e t J o f A s u c h t h a t 

A = U ( A A I AGJ) . 

P r o o f . We s t a r t w i t h t h e g i v e n e x h a u s t i o n ( M ^ l a G I ) . We c o n s i d e r t h e 

d i r e c t p r o d u c t A := I * { 0 , 1 } o f t h e o r d e r e d s e t s I a n d { 0 , 1 } , t h e 

s e c o n d s e t b e i n g o r d e r e d b y 0 < 1 . F o r a n y ( a , t ) 6 A we d e f i n e A , . x =M 
(a , t ) ( 

i f t = 1 a n d A , , = A DM i f t = 0. T h e n ( A , . v I ( a , t ) GA) i s a n 

e x h a u s t i o n w i t h t h e d e s i r e d p r o p e r t y . 



C o r o l l a r y 3.12 ( " U r y s o h n ' s Lemma"). G i v e n t w o d i s j o i n t c l o s e d w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s A a n d B o f M t h e r e e x i s t s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

f u n c t i o n g : M -» [ 0 , 1 ] w i t h g ~ 1 (0) => A a n d g ~ 1 ( 1 ) B . + ) 

I n p a r t i c u l a r , A a n d B c a n b e s e p a r a t e d b y t h e o p e n w e a k l y s e m i a l g e -
-1 1 -1 3 b r a i c s e t s g ( [ 0 , - ^ [ ) a n d g ( ] - j , 1 ] ) . C h o o s i n g A a n d B a s o n e p o i n t 

s e t s we s e e t h a t t h e s t r o n g t o p o l o g y o n M i s H a u s d o r f f . 

R e m a r k 3 . 1 3 . I t i s e v e n p o s s i b l e t o f i n d a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c ­

t i o n g : M -* [ 0 , 1 ] w i t h g " 1 (0) = A a n d g " 1 ( 1 ) = B . 

S t a r t i n g f r o m t h e s e m i a l g e b r a i c c a s e [DK^, T h . 1.6] t h i s c a n be p r o v e d 

b y a n i n d u c t i v e p r o c e d u r e s i m i l a r t o t h e p r o o f o f P r o p . 1 . 1 1 . C , u s i n g 

t h e f o l l o w i n g o b s e r v a t i o n . I f ,X2 a r e c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s 

o f M a n d g-j>g 2
 : x i u X 2 "* a r e s e ™ i a l g e b r a i c f u n c t i o n s w i t h 

g ~ 1 (o) n x . = A n x . , g ~ 1 (o) n x . D A n x . , g ~ 1 (1) n x . = B n x . , 

g ~ 1 (1 ) nXj D BOX., f o r ( i , j ) = ( 1 , 2 ) a n d = (2,1 ) , t h e n g : = ^ ( g 1 + g 2 ) 

i s a s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n o n X^ U X 2 w i t h v a l u e s i n [ 0 , 1 ] a n d 

g " 1 (0) = A n ( x 1 u x 2 ) , g " 1 (1) = B n ( x 1 u x 2 ) . 

D e f i n i t i o n 7. A f a m i l y (X^IXeA) i n T(M) i s c a l l e d a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g o f M i f e v e r y B € tf*(M) i s c o n t a i n e d i n t h e u n i o n o f f i n i t e l y 

many X ^ . Of c o u r s e , i t s u f f i c e s t o c h e c k t h i s p r o p e r t y w i t h B r u n n i n g 

t h r o u g h t h e s e t s M Q . 

N o t i c e t h a t , f o r a n y U € T(M) , t h e e l e m e n t s o f C o v M ( U ) a r e j u s t t h e 

a d m i s s i b l e c o v e r i n g s ( X ^ | A € A ) o f U, i n t h e s e n s e o f t h i s d e f i n i t i o n , 

w i t h X , € T(U) f o r e v e r y X € A . 

A s a l w a y s , [ 0 , 1 ] d e n o t e s t h e c l o s e d u n i t i n t e r v a l i n R. 



A d m i s s i b l e c o v e r i n g s b e h a v e w e l l u n d e r t a k i n g p r e i m a g e s . 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 4 . I f f : N -* M i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map a n d i f 

(X^|X€A) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M t h e n ( f 1 ( X A ) | X 6 A ) i s a n 

a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f N. 

P r o o f . L e t B € r ( N ) . T h e n f (B) C 2T(M) . T h e r e e x i s t s a f i n i t e s u b s e t J o f 

A w i t h f ( B ) <= U ( X A I A € J ) . T h i s i m p l i e s t h a t B cz U ( f ~ 1 (X A) I X G J ) . q . e . d . 

A d m i s s i b l e c o v e r i n g s o f M b y c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s e t s , o r e v e n b y 

c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s e t s , c a n b e u s e f u l . T h e y a r e l e s s s p e c i a l 

t h a n e x h a u s t i o n s , a n d n e v e r t h e l e s s t h e y s o m e t i m e s d o t h e s a m e s s e r v i c e . 

T h i s i s i n d i c a t e d b y t h e f o l l o w i n g t h e o r e m , w h i c h c a n b e v e r i f i e d i n 

a s t r a i g h t f o r w a r d m a n n e r . 

T h e o r e m 3 .15. L e t (A-^IXGA) b e a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M b y c l o s e d 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s . 

a) A s u b s e t X o f M i s a n e l e m e n t o f T(M) ( r e s p . T ( M ) , r e s p . T ( M ) ) i f f , 

f o r e v e r y X C A , t h e i n t e r s e c t i o n X fl i s a n e l e m e n t o f ̂ ( A
A ) 

( r e s p . T ( A x ) , r e s p . 7 ( A A ) ) . 

b) I f U C X(M) a n d (X^ I36J) i s a f a m i l y o f s u b s e t s o f U, t h e n 

( X & I 3 C J ) € C o v M ( U ) i f f , f o r e v e r y X € A, ( X ^ f l A ^ G J ) € C o v A (U fl A A ) . 

c ) I f U € 3*(M) , t h e n a f u n c t i o n f : U -> R i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i f f 

f o r e v e r y X G A , t h e f u n c t i o n f I U n A A o n A A i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . 

d) ( G l u i n g p r i n c i p l e f o r w e a k l y s e m i a l g e b r a i c m a p s ) . A map f : M ~> N 

i n t o a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e N o v e r R i s a m o r p h i s m i f f , f o r e v e r y 

X G A, t h e r e s t r i c t i o n f IA A : A A -> N i s a m o r p h i s m . 

C o r o l l a r y 3 . 1 6 . L e t ( A A I X G A ) b e a n o r d e r e d f a m i l y i n ? ( M ) w i t h t h e 

p r o p e r t i e s E 2 - E 5 . A s s u m e t h a t e v e r y B G r ( M ) i s c o n t a i n e d i n some A A . 

T h e n (A. IXGA) i s a n e x h a u s t i o n o f M. ( A g a i n i t s u f f i c e s t o l e t B r u n 



t h r o u g h t h e s e t s Mg.) 

I n d e e d , T h e o r e m 3.15.d) ( a s w e l l a s T h . 3 . 1 5 . a ) - c ) } t e l l s u s t h a t t h e 

s p a c e M i s t h e i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s p a c e s (A^IAGA). 

D e f i n i t i o n 8. A p a t h i n M i s a s e m i a l g e b r a i c map f r o m t h e u n i t i n t e r ­

v a l [ 0 , 1 ] i n R t o M. F o r a n y p o i n t x o f M t h e p a t h c o m p o n e n t C(x,M) 

o f x i n M i s t h e s e t o f a l l y € M s u c h t h a t t h e r e e x i s t s a p a t h 

Y : [ 0 , 1 ] -* M w i t h y (0) = x a n d y ( 1 ) = y . 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 7 . E v e r y p a t h c o m p o n e n t C(x,M) i s c l o s e d a n d a l s o 

o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M. T h e s p a c e M i s t h e d i r e c t sum ( c f . 

1.10) o f t h e d i f f e r e n t p a t h c o m p o n e n t s o f M, c o n s i d e r e d , o f c o u r s e , 

a s s u b s p a c e s o f M. 

P r o o f . C l e a r l y , f o r e v e r y a € 1 , t h e i n t e r s e c t i o n C(x,M) n i s a 

u n i o n o f p a t h c o m p o n e n t s o f t h e s e m i a l g e b r a i c s p a c e M^. T h u s 

C(x,M) n M a C r(M a) fl?(M ) . The c l a i m f o l l o w s . 

I t i s e a s i l y s e e n t h a t a p a t h c o m p o n e n t X i s n o t t h e u n i o n o f t w o 

d i s j o i n t n o n e m p t y o p e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s . 

D e f i n i t i o n 9. We c a l l s u c h a s p a c e X c o n n e c t e d . J u s t i f i e d b y P r o p o s i ­

t i o n 3.17 we c a l l t h e p a t h c o m p o n e n t s o f M a l s o t h e c o n n e c t e d c o m p o ­

n e n t s o f M. 

L e t N b e a s e c o n d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d (N^I3GJ) a n 

e x h a u s t i o n o f N. We w a n t t o c o n s t r u c t t h e d i r e c t p r o d u c t o f t h e 

s p a c e s M a n d N. We e q u i p t h e c a r t e s i a n p r o d u c t MxN o f t h e s e t s M,N 

w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t s p a c e s t r u c t u r e o f t h e o r d e r e d f a m i l y o f 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e s (M xN I ( a , 3 ) G I x j ) , w h e r e I x j i s t h e d i r e c t 



p r o d u c t o f t h e o r d e r e d s e t s I a n d J . T h i s f a m i l y f u l f i l l s t h e a s s u m p ­

t i o n s i n T h e o r e m 1.6 a n d i n a d d i t i o n E4 a n d E5. T h u s , b y T h e o r e m 1.6, 

t h e s p a c e MxN i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c w i t h e x h a u s t i o n 

(MQ x I (a,3) EIxj) a n d t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e o f x i n MxN c o i n ­

c i d e s w i t h t h e g i v e n s t r u c t u r e a s t h e d i r e c t p r o d u c t o f t h e s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s MQ a n d N^. U s i n g T h e o r e m 2.3 i t i s e a s i l y c h e c k e d t h a t 

t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n s p r ^ : MxN -» M, p r 2 : MxN N a r e w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c m a p s , a n d t h a t MxN, w i t h t h e s e p r o j e c t i o n s , i s t h e d i r e c t 

p r o d u c t o f M a n d N i n t h e c a t e g o r y WSA(R) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s o v e r R. 

C a u t i o n . T h e s t r o n g t o p o l o g y o n MxN may h a v e m o r e o p e n s e t s t h a n t h e 

d i r e c t p r o d u c t o f t h e s t r o n g t o p o l o g i e s o n M a n d N. 

P r o p o s i t i o n 3.18. L e t X € T(M) a n d Y € X(N). T h e n t h e s e t XxY i s w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c i n t h e s p a c e MxN, a n d t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e o n XxY 

i n MxN c o i n c i d e s w i t h t h e s t r u c t u r e a s t h e d i r e c t p r o d u c t o f t h e s u b -

s p a c e s X a n d Y o f M a n d N. I f X a n d Y a r e s e m i a l g e b r a i c t h e n XxY i s 

s e m i a l g e b r a i c . I f X a n d Y a r e c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n M a n d N t h e n 

XxY i s c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n MxN. 

A l l t h i s i s o b v i o u s f r o m t h e d e f i n i t i o n s . U s i n g T h e o r e m 2.3 a l s o t h e 

f o l l o w i n g p r o p o s i t i o n i s e a s i l y v e r i f i e d . 

P r o p o s i t i o n 3.19. L e t f : M N b e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map. The 

g r a p h r ( f ) o f f i s a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f MxN. The 

n a t u r a l p r o j e c t i o n p r ^ | T ( f ) f r o m r ( f ) t o M i s a n i s o m o r p h i s m o f t h e 

s u b s p a c e r ( f ) o f MxN t o M. 

We f i n a l l y c o n s t r u c t f i b r e p r o d u c t s i n t h e c a t e g o r y W S A ( R ) . L e t 

f : M -» L a n d g : N -» L b e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps o v e r R. T h e n 



f xg : MxN -* LxL i s a g a i n a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map a n d 

M x N := { ( x , y ) €MxN| f (x) = g ( y ) } 

i s a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f MxN, s i n c e M x^N i s t h e 

p r e i m a g e o f t h e d i a g o n a l A T = r ( i d T ) o f LxL u n d e r fxg. We e q u i p M x N 
L Li LI 

w i t h t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e i n MxN. The f o l l o w i n g c a n now b e v e r i f i e d 

i n a s t r a i g h t f o r w a r d m a n n e r . 

T h e o r e m 3 . 2 0 . T h e c o m m u t a t i v e d i a g r a m 

M x N L N 

w i t h p a n d q t h e n a t u r a l p r o j e c t i o n s , i . e . t h e r e s t r i c t i o n s o f p r ^ 

a n d p r 2 t o M X ^ N , i s a c a r t e s i a n s q u a r e i n W S A ( R ) . 

C a u t i o n . We d o n o t c l a i m t h a t t h i s d i a g r a m i s c a r t e s i a n i n t h e c a t e ­

g o r y o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r R. 

R e m a r k 3 . 2 1 . I f M a n d N a r e a l s o l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , t h e n 

M x^N i s a g a i n l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . I f a l l t h r e e s p a c e s M,N,L a r e 

l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c t h e n o u r s p a c e M x N i s t h e same a s t h e f i b r e 
Li 

p r o d u c t M x N i n [LSA]. 
Li 

T h i s i s r a t h e r e v i d e n t f r o m t h e d e f i n i t i o n s a n d P r o p o s i t i o n 2.12. 

A l l o b j e c t s d e f i n e d i n t h i s s e c t i o n b e h a v e w e l l u n d e r b a s e f i e l d e x ­

t e n s i o n ( c f . D e f . 7 a n d D e f . 8 i n §2) t o some r e a l c l o s e d f i e l d S R. 



R e m a r k s 3.22. a) L e t X € T(M) . F o r e v e r y a G I , t h e s e m i a l g e b r a i c s u b ­

s e t X fl M a o f M a y i e l d s b y b a s e f i e l d e x t e n s i o n a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t 

(X DM ) (S) o f M a ( S ) [DK 3, p . 142]. L e t X(S) d e n o t e t h e u n i o n o f t h e s e 

s e t s i n M(S) . We h a v e X(S) PIM (S) = (X nMfl) (S) , h e n c e X(S) € T(M(S) ) . 

T h e s u b s p a c e s t r u c t u r e o n X(S) i n t h e s p a c e M ( S ) i s t h e same a s t h e 

b a s e f i e l d e x t e n s i o n o f t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e o n X i n M. T h u s t h e 

n o t i o n X(S) h a s n o a m b i g u i t y . I f X i s c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n M, t h e n 

X(S) i s c l o s e d ( r e s p . o p e n ) i n M(S). I f X € JT(M) t h e n X(S) €JT(M(S)). 

We h a v e X(S) flM = X. 

b) I f (X^IXGA) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M b y w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s u b s e t s , t h e n ( X A ( S ) | X € A ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M( S ) . 

c) I f ( C ^ I X G A ) i s t h e f a m i l y o f c o n n e c t e d c o m p o n e n t s o f M, t h e n 

( C ^ ( S ) I A € A ) i s t h e f a m i l y o f c o n n e c t e d c o m p o n e n t s o f M ( S ) . 

d) T h e s p a c e (MxN) (S) i s t h e same a s M ( S ) * N ( S ) . I f f : M N i s a 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map, t h e n t h e s u b s e t s r ( f g ) a n d T ( f ) ( S ) o f 

M(S) x N(S) a r e e q u a l . 

e) I f t w o w e a k l y s e m i a l g e b r a i c maps f : M -> L , g : N - + L a r e g i v e n 

t h e n t h e t w o s u b s e t s M ( S ) x ^ ^ N t S ) ( c o m i n g f r o m t h e maps f g ' 9 s ^ a n d 

(M x N)(S) o f (MxN)(S) a r e e q u a l . We c o n c l u d e t h a t t h e b a s e f i e l d e x t e n -

s i o n f u n c t o r WSA(R) WSA(S) p r e s e r v e s c a r t e s i a n s q u a r e s . 

T h e e a s y p r o o f s o f a ) , b ) , d ) , e) a n d o f s i m i l a r s t a t e m e n t s may s a f e l y 

b e l e f t t o t h e r e a d e r , c ) i s a l s o e a s y o n c e we know t h a t t h e s p a c e s 

C-̂  (S) a r e c o n n e c t e d . T h i s m e a n s t h e f o l l o w i n g c l a i m : 

I f M i s c o n n e c t e d t h e n M(S) i s c o n n e c t e d . 

The c l a i m c a n b e p r o v e d a s f o l l o w s : We f i x a p o i n t p €M. L e t x €M(S) 

b e g i v e n . T h e n x £ M Q(S) f o r some a E I . T h e r e e x i s t s a p a t h y i n ^ ( S ) 

f r o m x t o some p o i n t q G M ^ . ( T h i s i s e v i d e n t s i n c e , s a y , M^ i s i s o ­

m o r p h i c t o a s i m p l i c i a l c o m p l e x o v e r R.) T h e r e e x i s t s a p a t h 

6 : [0,1] -+ M w i t h 6(0) = q a n d 6(1) = p. T h e n 6 q i s a p a t h i n M ( S ) 



f r o m q t o p. The c o m p o s i t e p a t h y*6 c o n n e c t s x t o p . 



§4 - S p a c e s o f c o u n t a b l e t y p e 

I n t h i s s m a l l a n d , up t o some e x a m p l e s , a l m o s t t r i v i a l s e c t i o n we 

i n t r o d u c e a c l a s s o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , t h e " s p a c e s o f c o u n t ­

a b l e t y p e " , w h i c h a d m i t p a r t i c u l a r l y s i m p l e e x h a u s t i o n s . T h i s c l a s s o f 

s p a c e s b e h a v e s w e l l u n d e r m o s t c o n s t r u c t i o n s i n t h i s p a p e r . U n f o r t u n a t e ­

l y i t d o e s n o t s u f f i c e f o r a l l p u r p o s e s i n s e m i a l g e b r a i c t o p o l o g y . 

I n t h e f o l l o w i n g a " s p a c e " a l w a y s means a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e 

o v e r R. A l s o , i f we w r i t e down a n o r d e r e d f a m i l y o f s e t s (X |n6 3N) 

t h e n we a l w a y s mean t h a t t h e s e t IN o f n a t u r a l n u m b e r s i s e q u i p p e d 

w i t h i t s n a t u r a l t o t a l o r d e r i n g . 

D e f i n i t i o n 1. A s p a c e M i s o f c o u n t a b l e t y p e i f M h a s a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g (X^|A£A) b y s e m i a l g e b r a i c s e t s ( c f . § 3 , D e f . 7) w i t h c o u n t ­

a b l e i n d e x s e t A. 

R e m a r k s 4 . 1 . i ) O f c o u r s e , e v e r y s e m i a l g e b r a i c s p a c e i s o f c o u n t a b l e 

t y p e . 

i i ) I f M i s o f c o u n t a b l e t y p e , t h e n a l s o e v e r y s u b s p a c e o f M i s o f 

c o u n t a b l e t y p e . 

i i i ) T h e d i r e c t p r o d u c t MxN o f t w o s p a c e s M,N o f c o u n t a b l e t y p e i s 

a g a i n o f c o u n t a b l e t y p e . I n d e e d , i f (X,|A£A) a n d (Y IK£K) a r e 
A K 

a d m i s s i b l e c o v e r i n g s o f M a n d N b y s e m i a l g e b r a i c s e t s , w i t h A a n d 

K c o u n t a b l e , t h e n (X^ xy I(A,K) £AXK) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g 

o f MxN b y s e m i a l g e b r a i c s e t s w i t h c o u n t a b l e i n d e x s e t A xK. 

i v ) T h e d i r e c t sum U(M^|A£A) o f a f a m i l y (M ÎAEA) o f n o n e m p t y 

s p a c e s o f c o u n t a b l e t y p e i s o f c o u n t a b l e t y p e i f f A i s c o u n t a b l e . 

v ) I f S i s a r e a l c l o s e d o v e r f i e l d o f R a n d M i s a s p a c e o v e r R o f 

c o u n t a b l e t y p e t h e n M(S) i s a g a i n o f c o u n t a b l e t y p e ( c f . 3 . 2 2 . b ) . 



P r o p o s i t i o n 4.2. A s s u m e t h a t M i s o f c o u n t a b l e t y p e . L e t ( l y M a G I ) b e 

a n e x h a u s t i o n o f M. T h e n t h e r e e x i s t s a s e q u e n c e ( a ( n ) | n € ] N ) i n I , 

w i t h a ( n ) < a ( n + 1 ) f o r e v e r y n € ON , s u c h t h a t ( M ^ ^ In€IN) i s a n 

e x h a u s t i o n o f M. 

P r o o f . M h a s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g ( X n ! n € I N ) b y s e m i a l g e b r a i c s e t s . 

We s u c c e s s i v e l y f i n d i n d i c e s a ( n ) i n I f o r n = 1,2,... s u c h t h a t 

M , v c o n t a i n s X„ a n d a (n+1) > a ( n ) . T h e o r d e r e d f a m i l y (M , , l n € l N ) a (n) n — a (n) 

o f s u b s e t s o f M f u l f i l l s t r i v i a l l y E 2 - E 5 , a n d i t i s a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g o f M. T h u s , b y C o r . 3 . 1 6 , i t i s a n e x h a u s t i o n o f M. q . e . d . 

C o r o l l a r y 4.3. A s p a c e M i s o f c o u n t a b l e t y p e i f f M h a s a n e x h a u s t i o n 

w i t h i n d e x s e t 3N . T h i s m e a n s j u s t a f a m i l y ( M n l n € i N ) o f c l o s e d s e m i ­

a l g e b r a i c s u b s e t s o f M, w i t h M R c M n + 1 f o r e v e r y n € IN , s u c h t h a t 

e v e r y A € )T (M) i s c o n t a i n e d i n some M n . 

P r o p o s i t i o n 4.4. A s s u m e t h a t M i s o f c o u n t a b l e t y p e a n d ( M a l o t € I ) i s 

a f a i t h f u l e x h a u s t i o n o f M. T h e n I i s c o u n t a b l e . 

P r o o f . B y P r o p . 4.2 t h e r e e x i s t s a n i s o t o n i c s e q u e n c e ( a ( n ) | n € ] N ) i n 

I s u c h t h a t ( M a ^ n ^ | n e i N ) i s a n e x h a u s t i o n o f M. F o r e v e r y 3 € 1 t h e r e 

e x i s t s some n € 3N w i t h c= . S i n c e t h e e x h a u s t i o n ( M ^ l a G I ) i s 

f a i t h f u l t h i s i m p l i e s 3 < a ( n ) . The s e t s J ( n ) := { a € I | a < a ( n ) } a r e 

f i n i t e a n d t h e i r u n i o n i s I . T h u s I i s c o u n t a b l e . q . e . d . 

C o r o l l a r y 4.5. L e t (M l a € I ) b e a n e x h a u s t i o n o f M. T h e n M i s o f c o u n t -
4 Q( 

a b l e t y p e i f f t h e s e t 1° o f p r i m i t i v e i n d i c e s ( c f . e n d o f §1) i s 

c o u n t a b l e . 

P r o o f . T h e f a m i l y o f p a t c h e s (M^la€I°) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f 

M b y s e m i a l g e b r a i c s e t s . T h u s , i f 1° i s c o u n t a b l e t h e n M i s c e r t a i n l y 



o f c o u n t a b l e t y p e . A s s u m e now t h a t M i s o f c o u n t a b l e t y p e . L e t J be 

t h e s e t o f a l l i n d i c e s a G I s u c h t h a t t h e r e d o e s n o t e x i s t a n i n d e x 

3 < a w i t h = M a . T h e n ( M a l a € J ) i s a f a i t h f u l e x h a u s t i o n o f M ( c f . 

p r o o f o f 1.14) a n d J ° = 1 ° . B y P r o p o s i t i o n 4.4, t h e s e t J i s c o u n t a b l e , 

a n d t h i s i m p l i e s t h a t 1° i s c o u n t a b l e . q . e . d . 

P r o p o s i t i o n 4.6. A s s u m e t h a t t h e s p a c e M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c . 

T h e n M i s p a r a c o m p a c t ( a s d e f i n e d i n I , § 4 ) , a n d e v e r y c o n n e c t e d 

c o m p o n e n t o f M i s o f c o u n t a b l e t y p e . 

P r o o f . We a s s u m e w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y t h a t M i s c o n n e c t e d . We 

c h o o s e a n e x h a u s t i o n ( M g l a G I ) o f M a n d a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g 

( U ^ I A G A ) o f M b y o p e n s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s . F o r a n y f i n i t e s u b s e t K 

o f A l e t U K d e n o t e t h e u n i o n o f a l l w i t h A G K . We i n d u c t i v e l y 

c h o o s e a s e q u e n c e ( K ( n ) | n G 3 N ) o f f i n i t e s u b s e t s o f A a n d a s e q u e n c e 

( a ( n ) | n € U ) i n I s u c h t h a t 

U K ( n ) C M a ( n ) c U K ( n + 1 ) 

f o r e v e r y n G HN . {We may s t a r t w i t h K ( 1 ) =0.} T h i s i s p o s s i b l e 

s i n c e e v e r y s e t M i s c o n t a i n e d i n some LT a n d e v e r y s e t U_. i s c o n -a K K 

t a i n e d i n some ( a s a l r e a d y o b s e r v e d i n 2 . 1 2 ) . L e t 

x : = u < u K ( n ) i n e u ) = u ( M a { n ) m e w ) . 

I f a G I i s g i v e n t h e n we c o n c l u d e f r o m t h e e x h a u s t i o n a x i o m s E3 a n d 

E4 ( c f . § 1 , D e f . 6) t h a t X D M Q = M & f o r some 3 < a . T h u s X € T ( M ) . 

B u t X i s a l s o o p e n . S i n c e M i s c o n n e c t e d we h a v e X = M. T h i s p r o v e s 

t h a t M i s o f c o u n t a b l e t y p e a n d L i n d e l o f ( c f . I , § 4 , D e f . 3 ) . We c o n ­

c l u d e b y P r o p o s i t i o n 3.6 ( w h i c h s t a t e s t h a t , i n t h e t e r m i n o l o g y o f 

[ L S A ] , M i s t a u t ) a n d 1.7.15 t h a t M i s p a r a c o m p a c t . q . e . d . 



E x a m p l e 4.7 (The c o u n t a b l e c o m b ) . a) L e t M b e t h e s u b s e t o f R w h i c h 

i s t h e u n i o n o f M Q := [0,1]x{o} a n d t h e c o u n t a b l y many s e t s := 
i 

(j;} * ] 0 , 1 ] ( " t h e t e e t h o f t h e comb", k € IN) . We r e g a r d , f o r e v e r y 
2 

n E I , t h e s e t M N := M q U U ... U U n a s a p o l y t o p e i n R . U s i n g 

T h e o r e m 1.6 we e q u i p t h e s e t M w i t h t h e u n i q u e s t r u c t u r e o f a s p a c e 

s u c h t h a t e v e r y M N , i n i t s g i v e n s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b s p a c e o f 

H a n d ( M n l n € I N ) i s a n e x h a u s t i o n o f M. T h e n M i s a w e a k p o l y t o p e o f 

c o u n t a b l e t y p e . 

b) T h i s s p a c e M i s u s e f u l t o e x h i b i t some p a t h o l o g i e s w h i c h c o m m o n l y 

a r e m e t w i t h w e a k p o l y t o p e s . T h e u n i o n U o f a l l t e e t h U n i s a n e l e m e n t 
0 

o f T ( M ) , s i n c e U = M ^ M Q . B u t t h e c l o s u r e U o f U i s n o t w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c . I n d e e d , U D M Q c o n s i s t s o f t h e i n f i n i t e l y many p o i n t s x n := 

i 

( - / 0 ) , w i t h n € W , a n d p e r h a p s t h e p o i n t x Q := ( 0 , 0 ) , a n d t h i s i s n o t 

a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M . T h e i n t e r i o r o f t h e s e m i a l g e b r a i c s e t 

M Q i n M i s t h e c o m p l e m e n t o f U n M Q i n M Q , a n d t h i s s e t i s a g a i n n o t 

s e m i a l g e b r a i c . 

c ) T h e s p a c e M c a n n o t b e t r i a n g u l a t e d , i . e . i s n o t i s o m o r p h i c t o a 

s i m p l i c i a l c o m p l e x ( r e g a r d e d a s a s p a c e ) . I n d e e d , a s s u m e a t r i a n g u l a ­

t i o n o f M i s g i v e n . T h e n a l l s i m p l i c e s h a v e d i m e n s i o n <1. E v e r y p o i n t 

x n h a s a f u n d a m e n t a l s y s t e m ft o f c o n n e c t e d s e m i a l g e b r a i c n e i g h b o u r ­

h o o d s s u c h t h a t , f o r e v e r y N € 7 t , t h e s e t N ^ ( x R } h a s t h r e e c o n n e c t e d 

c o m p o n e n t s . T h u s x n m u s t b e a v e r t e x o f t h e t r i a n g u l a t i o n . B u t t h e 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t M Q o f M c a n n o t c o n t a i n i n f i n i t e l y many v e r t i c e s . 

d) T h e s p a c e U i s t h e d i r e c t sum ( c f . 1.10) o f t h e s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s U n ( n £ l N ) . A s s u m e t h a t R i s a r c h i m e d e a n . T h e n t h e p o i n t x Q 

l i e s i n t h e c l o s u r e U o f t h e s e t U i n M, , b u t t h e r e d o e s n o t e x i s t 
t o p 

a p a t h a : [ 0 , 1 ] -* M w i t h a ( [ 0 , 1 [ ) c u a n d a ( 1 ) = x Q . T h u s t h e c u r v e 

s e l e c t i o n lemma f a i l s i n M f o r w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . 

e) The s u b s p a c e X := U U ( x Q } o f M i s t h e d i r e c t sum o f t h e s p a c e s U R 

a n d {x }. The s e t { x > i s o p e n i n X, . I f R i s a r c h i m e d e a n t h e n o o c t o p 

{ x Q } i s n o t o p e n i n t h e s u b s p a c e t o p o l o g y o f X w i t h r e s p e c t t o M
t 0 p » 

T h u s , i n t h i s c a s e , i s n o t a t o p o l o g i c a l s u b s p a c e o f M
t O D * 



E x a m p l e 4.8 ( U n c o u n t a b l e combs) . L e t , m o r e g e n e r a l l y , A be a n y i n f i n i t e 

s u b s e t o f ] 0 , 1 ] , a n d l e t M d e n o t e t h e s u b s e t ( [ 0 , 1 ] x{o}) U ( A x ] o , 1 ] ) 
2 

o f R . F u r t h e r l e t , f o r a n y f i n i t e s u b s e t J o f A, 

M_ := ( [ 0 , 1 ] x { 0 } ) U J x ] o , 1 ] , 
J 

e q u i p p e d w i t h t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e i n t h e s e m i a l g e b r a i c s t a n d a r d 
2 

s p a c e R . U s i n g T h e o r e m 1.6 we e q u i p t h e s e t M w i t h t h e u n i q u e 

s t r u c t u r e o f a w e a k p o l y t o p e s u c h t h a t e v e r y MJf i n i t s g i v e n s t r u c ­

t u r e , i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M a n d (M I J c A , J f i n i t e ) i s a n e x -

h a u s t i o n o f M. I f A i s u n c o u n t a b l e , t h e n M i s n o t o f c o u n t a b l e t y p e 

b y P r o p o s i t i o n 4.4. 

C h o o s i n g A a s a s e t w h i c h c o n t a i n s 0 i n i t s c l o s u r e , e . g . A = ] 0 , 1 ] , 

we c a n o b s e r v e t h e p h e n o m e n a d e s c r i b e d i n 4 . 7 . d a n d 4.7.e a b o v e a l s o 

f o r R n o t a r c h i m e d e a n . 

R e m a r k 4.9. I f t h e s e t A i n E x a m p l e 4.8 i s u n c o u n t a b l e t h e n t h e r e 

d o e s n o t e x i s t a s p a c e N o v e r R Q s u c h t h a t M i s i s o m o r p h i c t o N ( R ) . 

P r o o f . A s s u m e t h e r e i s g i v e n a n i s o m o r p h i s m tp : M - ^ N ( R ) w i t h N a 

s p a c e o v e r R Q . We c h o o s e some A € JT(N) , w i t h <p([0,1] x { 0 } ) <=A(R). L e t 

A 1 : = A \ { 1 } . We s h a l l p r o v e t h a t cp (A 1 x { 0 } ) c A. T h i s w i l l b e t h e 

d e s i r e d c o n t r a d i c t i o n s i n c e t h e s e t A i s c o u n t a b l e . 

L e t X € A ' b e g i v e n , a n d l e t £ := i p ( X , 0 ) . We h a v e t o v e r i f y t h a t E, G A. 

We c h o o s e a c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s u b s e t X o f N s u c h t h a t t h e i m a g e 

c p ( M j A j ) o f t h e s e t 

M { x } = ( [ 0 , 1 ] R x { 0 } ) U ( { X } x [ 0 , 1 ] R ) 

i s c o n t a i n e d i n X ( R ) . Now X i s a p o l y t o p e o f d i m e n s i o n 1. We c a l l 

a p o i n t y o f a o n e - d i m e n s i o n a l p o l y t o p e Y a b r a n c h i n g p o i n t o f Y, 

i f y h a s some s e m i a l g e b r a i c n e i g h b o u r h o o d V Q i n Y s u c h t h a t f o r 



e v e r y s e m i a l g e b r a i c n e i g h b o u r h o o d V c V Q t h e s p a c e V " ^ { y } h a s a t 

l e a s t t h r e e c o m p o n e n t s . C l e a r l y £ i s a b r a n c h i n g p o i n t o f ( p ( M ^ j ) . 

C h o o s i n g a s i m u l t a n e o u s t r i a n g u l a t i o n o f X ( R ) a n d ( p ( M | A j ) we s e e t h a t 

5 i s a b r a n c h i n g p o i n t o f X ( R ) . T h e n c h o o s i n g a t r i a n g u l a t i o n o f X 

we s e e t h a t £ € X. We c o n c l u d e t h a t £ € X fl A ( R ) c A. q . e . d . 

E x a m p l e 4.10. A s s u m e t h a t t h e f i e l d R i s n o t a r c h i m e d e a n b u t s t i l l c o n ­

t a i n s a s t r i c t l y d e c r e a s i n g s e q u e n c e ( e n l n € H N ) o f p o s i t i v e e l e m e n t s c o n v e r g ­

i n g t o z e r o ( c f . § 9 , D e f . 3 b e l o w ) . We c o n s i d e r t h e s p a c e M i n E x a m p l e 4.8 

w i t h A := { e n l n € 3 N } . T h e n M i s o f c o u n t a b l e t y p e . We c l a i m t h a t t h e r e 

d o e s n o t e x i s t a s p a c e N o v e r R Q s u c h t h a t M i s i s o m o r p h i c t o N ( R ) . 

P r o o f . S u p p o s e t h e r e e x i s t s a n i s o m o r p h i s m tp : M ^ » N ( R ) w i t h N a s p a c e 

o v e r R Q . A s i n t h e p r e c e d i n g p r o o f we c h o o s e some A € ^ ( N ) w i t h 

tp(M ) cA(R), a n d we s e e t h a t cp(A x {0}) cA. We i d e n t i f y 14 = [0,1]„ x {0} 
O O K 

w i t h t h e u n i t i n t e r v a l [ 0 , 1 ] R . We t h i n k o f A a s a s e m i a l g e b r a i c s u b s e t 

i n some R^. L e t II II d e n o t e t h e e u c l i d e a n n o r m i n R^. B y t h e L o j a s i e w i c z 

i n e q u a l i t y [ BCR, p. 39], a p p l i e d t o t h e f u n c t i o n s ( x , y ) •+ I x - y l a n d 

( x , y ) ^ llcp(x) - c p ( y ) l l o n t h e u n i t s q u a r e [0,1 ] R x [0,1 ] R , t h e r e e x i s t 

some c o n s t a n t s C > 0 i n R a n d N i n IN s u c h t h a t 

»<p(x) - < P ( y ) l l N < C I x - y l 

f o r a l l x a n d y i n [ 0 , 1 ] R . L e t £ n := < p ( e n ) . T h e £ n a r e p a i r w i s e d i f f e -
d N 

r e n t p o i n t s i n R w i t h II £ - £ II < C e ^ i f m > n . B u t t h i s i s i m p o s s i b l e , o n m n c 

s i n c e f o r n l a r g e C e ^ i s s m a l l e r t h a n e v e r y p o s i t i v e e l e m e n t o f R Q . 

T h u s a n i s o m o r p h i s m tp a s a b o v e d o e s n o t e x i s t . q . e . d . 



§5 - P r o p e r maps a n d p a r t i a l l y p r o p e r maps 

I n t h i s s e c t i o n a " s p a c e " m e a n s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R, 

a n d a "map" m e a n s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c map b e t w e e n s p a c e s , i f n o t h i n g 

e l s e i s s a i d . 

I n t h e f o l l o w i n g M a n d N a r e s p a c e s a n d ( M g l a G l ) , ( N ^ I 3 € J ) a r e f i x e d 

e x h a u s t i o n s o f M a n d N r e s p e c t i v e l y . (M°la€i°) i s t h e f a m i l y o f p a t c h e s 

o f M w i t h r e s p e c t t o t h e g i v e n e x h a u s t i o n ( c f . e n d o f § 1 ) . 

D e f i n i t i o n 1. A map f : M -* N i s c a l l e d s e m i a l g e b r a i c i f t h e p r e i m a g e 

f (Y) o f e v e r y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t Y o f N i s s e m i a l g e b r a i c i n M. 

R e m a r k s 5 . 1 . i ) I t s u f f i c e s t o c h e c k t h i s p r o p e r t y w i t h Y r u n n i n g 

t h r o u g h t h e s e t s N^. I f f i s s e m i a l g e b r a i c t h e n , b y P r o p . 3.14 a n d 

C o r . 3 . 1 6 , t h e o r d e r e d f a m i l y ( f ( N ^ ) l 3 € j ) i s a n e x h a u s t i o n o f M. 

i i ) I f f : M -> N i s s e m i a l g e b r a i c t h e n t h e i m a g e f ( X ) o f e v e r y 

X € T(M) i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f N. 

i i i ) F o r e v e r y s u b s p a c e X o f M t h e i n c l u s i o n map M i s s e m i a l g e b r a i c . 

i v ) T h e p u l l b a c k f ' : M ^ N ' -> N 1 o f a s e m i a l g e b r a i c map f : M -» N 

b y a n a r b i t r a r y ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) map g : N f -* N i s s e m i a l g e ­

b r a i c . 

We c a l l a s e t A £ 7(M) d i s c r e t e ( i n M) i f t h e s u b s p a c e A o f M i s d i s ­

c r e t e , i . e . i s t h e d i r e c t sum ( c f . 1.10) o f o n e - p o i n t s p a c e s . T h i s 

m e a n s t h a t t h e c o n n e c t e d c o m p o n e n t s ( c f . § 3 , D e f . 9) o f A a r e o n e 

p o i n t s e t s . A n a l o g o u s l y t o P r o p . 1.5.4 we h a v e t h e f o l l o w i n g c r i t e r i o n 

f o r a map t o b e s e m i a l g e b r a i c . 

P r o p o s i t i o n 5.2. L e t f : M -> N b e a map. A s s u m e t h a t 

a ) a l l f i b r e s o f f a r e s e m i a l g e b r a i c , 



b) e v e r y c l o s e d d i s c r e t e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t A o f M h a s a 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i m a g e f ( A ) . 

T h e n f i s s e m i a l g e b r a i c . 

N.B. C o n v e r s e l y , i f f i s s e m i a l g e b r a i c t h e n a) a n d b) h o l d ( c f . 

R e m a r k 5 . 1 . i i f o r b ) . 

T h e p r o o f o f P r o p o s i t i o n 5.2 i s f u l l y a n a l o g o u s t o t h e p r o o f o f t h e 

c o r r e s p o n d i n g f a c t f o r l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s [ L S A , p . 5 6 f . ] 

b u t e a s i e r . We may a s s u m e t h a t N i s s e m i a l g e b r a i c . T h e n we h a v e t o 

p r o v e t h a t M i s s e m i a l g e b r a i c . F o r e v e r y a € 1° we c h o o s e a p o i n t 

x Q 6 M ° . T h e s e t A := {x^ly€I°} h a s a f i n i t e i n t e r s e c t i o n w i t h e v e r y 

M . T h u s A € T ( M ) . The same g o e s f o r a n y s u b s e t A 1 o f A. T h u s A i s 

d i s c r e t e i n M. B y a s s u m p t i o n b ) , f (A) € ^T(N) . M o r e o v e r , f ( A ' ) € r ( N ) 

f o r e v e r y s u b s e t A' o f A. T h u s e v e r y s u b s e t o f t h e s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e B := f ( A ) i s s e m i a l g e b r a i c , a n d we c o n c l u d e t h a t B i s a f i n i t e 

s e t ( c f . [ L S A , p . 5 7 ] ) . F o r e v e r y y £ B , t h e s e t f (y) D A i s a s e m i ­

a l g e b r a i c s u b s e t o f t h e d i s c r e t e s p a c e A, h e n c e a f i n i t e s e t . We 

c o n c l u d e t h a t A i s a f i n i t e s e t , i . e . 1° i s f i n i t e . T h i s m e a n s t h a t 

M i s s e m i a l g e b r a i c . 

D e f i n i t i o n 2. A map f : M -> N i s c a l l e d p r o p e r , i f , f o r e v e r y map 

g : N f -* N, t h e p u l l b a c k f ' : M x ^ N ' -» N' b y g e n j o y s t h e f o l l o w i n g 

p r o p e r t y : T h e i m a g e f ' ( X ) o f e v e r y X £ T ( M X
N

N ' ) I s c l o s e d w e a k l y s e m i ­

a l g e b r a i c i n N 1 . The s p a c e M i s c a l l e d c o m p l e t e , i f t h e map f r o m M t o 

t h e o n e p o i n t s p a c e i s p r o p e r . 

T h e f o l l o w i n g f a c t s a r e e a s i l y v e r i f i e d . 

R e m a r k s 5 .3. i ) P r o p e r maps b e t w e e n w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s e n j o y 

t h e u s u a l f o r m a l p r o p e r t i e s , c f . 1 . 5 . 5 . 



i i ) I f M i s s e m i a l g e b r a i c , t h e n a map f : M -+ N i s p r o p e r i f f f (M) 

i s c l o s e d i n N a n d t h e map " f " : M -> f (M) b e t w e e n s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s i s p r o p e r i n t h e c a t e g o r y o f s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , c f . 

[ D K 2 , § 9 ] . 

i i i ) L e t ( B ^ I A C A ) b e a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f N b y c l o s e d w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s u b s e t s ( e . g . a n e x h a u s t i o n o f N ) . T h e n a map 

f : M -» N i s p r o p e r i f f , f o r e v e r y X € A , t h e r e s t r i c t i o n 

f 1 (B^) -> B^ o f f i s p r o p e r . 

i v ) I f M a n d N a r e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c a n d a l s o l o c a l l y s e m i a l g e ­

b r a i c t h e n a map f : M -» N i s p r o p e r i n t h e p r e s e n t s e n s e i f f f 

i s p r o p e r i n t h e c a t e g o r y o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( I , §5) 

T h e o r e m 5.4. E v e r y p r o p e r map f : M -» N i s s e m i a l g e b r a i c . 

P r o o f . a) We f i r s t c o n s i d e r t h e s p e c i a l c a s e t h a t N i s t h e o n e p o i n t 

s p a c e . Now M i s a c o m p l e t e s p a c e , a n d we w a n t t o p r o v e t h a t M i s s e m i ­

a l g e b r a i c . F o r e v e r y a £ 1° we c h o o s e a p o i n t X Q
 T N E S E T 

A := { x a l o c € I 0 } i s c l o s e d a n d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i n M, a n d t h e same 

h o l d s f o r e v e r y s u b s e t o f A. T h u s A i s a c o m p l e t e d i s c r e t e s p a c e . We 

c o n c l u d e b y a n e a s y a r g u m e n t , c f . [ L S A , p . 5 9 ] , t h a t A i s a f i n i t e s e t . 

T h i s m eans t h a t 1 ° i s f i n i t e , a n d M i s i n d e e d s e m i a l g e b r a i c . 

b) I n t h e g e n e r a l c a s e we now k n o w t h a t a l l f i b r e s o f f a r e s e m i a l g e ­

b r a i c . We c o n c l u d e b y P r o p . 5.2 t h a t M i s s e m i a l g e b r a i c . q . e . d . 

D e f i n i t i o n 3. A map f : M -> N i s c a l l e d p a r t i a l l y p r o p e r i f , f o r e v e r y 

A € ^ ( M ) , t h e r e s t r i c t i o n f | A : A -» N i s p r o p e r . T h e s p a c e M i s c a l l e d 

p a r t i a l l y c o m p l e t e i f t h e map f r o m M t o t h e o n e p o i n t s p a c e i s p a r t i a l 

l y p r o p e r . T h i s m e a n s t h a t e v e r y A 6 ! f ( M ) i s c o m p l e t e . 

O f c o u r s e , i t s u f f i c e s t o c h e c k t h e s e p r o p e r t i e s f o r A r u n n i n g t h r o u g h 

t h e s e t s M o f o u r e x h a u s t i o n o f M. N o t i c e t h a t t h e p a r t i a l l y c o m p l e t e 



s p a c e s ( r e s p . c o m p l e t e s p a c e s ) a r e t h e same o b j e c t s a s t h e w e a k p o l y ­

t o p e s ( r e s p . p o l y t o p e s ) d e f i n e d i n § 1 . 

P a r t i a l l y p r o p e r maps w i l l b e i n t h e c e n t e r o f o u r i n t e r e s t . T h u s we 

d e s c r i b e t h e i r f o r m a l p r o p e r t i e s r a t h e r e x p l i c i t l y . { T h e t h e o r y h e r e 

i s e a s i e r t h a n i n I , §5 s i n c e we c a n u s e P r o p . 3.6.} 

R e m a r k s 5.5. L e t f : M -* N a n d g : N -> L b e m a p s . 

i ) I f f a n d g a r e p a r t i a l l y p r o p e r t h e n g°f i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

i i ) I f g«f i s p a r t i a l l y p r o p e r t h e n f i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

i i i ) I f g«f i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d f i s s u r j e c t i v e a n d s e m i a l g e b r a i c 

t h e n g i s p a r t i a l l y p r o p e r , { i t s u f f i c e s t o a s s u m e t h a t f i s 

" s t r o n g l y s u r j e c t i v e " ( c f . D e f . 3 i n §8) i n s t e a d o f s u r j e c t i v e 

a n d s e m i a l g e b r a i c . } 

A l l t h i s f o l l o w s i m m e d i a t e l y f r o m t h e d e f i n i t i o n s a n d f o r m a l p r o p e r ­

t i e s o f p r o p e r m a p s . 

R e m a r k 5.6. A map f : M -» N i s p r o p e r i f f f i s p a r t i a l l y p r o p e r a n d 

s e m i a l g e b r a i c . 

T h i s i s e v i d e n t f r o m t h e d e f i n i t i o n s , R e m a r k 5 . 3 . i i i a n d T h e o r e m 5.4. 

D e f i n i t i o n 4. A n i n c o m p l e t e p a t h i n M i s a s e m i a l g e b r a i c map 

y : [ 0 , 1 [ -> M f r o m t h e h a l f o p e n u n i t i n t e r v a l i n R t o M. 

We a r e i n t e r e s t e d w h e t h e r a g i v e n i n c o m p l e t e p a t h Y i n M c a n b e 

c o m p l e t e d , i . e . e x t e n d e d t o a p a t h y • [ 0 , 1 ] -» M. N o t i c e t h a t t h e r e 

c a n b e a t m o s t o n e c o m p l e t i o n y • 



T h e o r e m 5.7 ( R e l a t i v e p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n ) . F o r a map f : M -» N 

t h e f o l l o w i n g a r e e q u i v a l e n t . 

a) f i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

b) I f y i s a n i n c o m p l e t e p a t h i n M, s u c h t h a t 6 := f«Y c a n b e c o m p l e t ­

e d i n N, t h e n y c a n b e c o m p l e t e d i n M. 

[ 0 , 1 [ 

[ 0 , 1 ] 

M 

P r o o f . a) => b ) : T h e c l o s u r e A o f Y ( [ 0 , 1 [ ) i n M i s s e m i a l g e b r a i c i n M 

( P r o p . 3 . 6 ) . T h u s f (A) C IT (N) a n d t h e map h : A -» f (A) o b t a i n e d f r o m 

A b y r e s t r i c t i o n i s p r o p e r . T h e p a t h 6 r u n s i n f ( A ) . T h e c l a i m b) now 

f o l l o w s f r o m t h e s e m i a l g e b r a i c r e l a t i v e p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n 

( 1 . 6 . 8 , [ D K 4 , 2 . 3 ] ) . 

b) => a ) : T h e s e m i a l g e b r a i c r e l a t i v e p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n i m p l i e s 

t h a t f l A i s p r o p e r f o r e v e r y A e F { M ) . T h i s means t h a t f i s p a r t i a l l y 

p r o p e r . 

C o r o l l a r y 5.8 ( A b s o l u t e p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n ) . The s p a c e M i s a 

w e a k p o l y t o p e i f f e v e r y i n c o m p l e t e p a t h i n M c a n b e c o m p l e t e d . 

P r o p o s i t i o n 5.9. T h e p u l l b a c k f ' : M N 1 -> N 1 o f a p a r t i a l l y p r o p e r 

map f : M -> N b y a n a r b i t r a r y map g : N' -> N i s p a r t i a l l y p r o p e r . 

T h i s c a n b e p r o v e d a s i n I , §5 b y u s i n g t h e r e l a t i v e p a t h c o m p l e t i o n 

c r i t e r i o n . I n c o n t r a s t t o [ L S A ] a l s o a p r o o f d i r e c t l y f r o m t h e d e f i ­

n i t i o n s i s p o s s i b l e . 

We i n d i c a t e t h i s s e c o n d p r o o f . L e t M 1 : = M x N 1 a n d l e t g f : M ' -* M 



d e n o t e t h e p u l l b a c k o f g b y f . L e t some A 6 ^(M') b e g i v e n . We d e n o t e 

t h e c l o s u r e o f g 1 ( A ) i n M b y B a n d t h e c l o s u r e o f f ' ( A ) i n N' b y C. 

By P r o p o s i t i o n 3.6 we h a v e B€?(M) a n d c e J ( N ' ) . T h e n D := f ( B ) € f ( N ) 

a n d B x ^ c € ^ ( M ' ) . We h a v e a c a r t e s i a n s q u a r e o f s e m i a l g e b r a i c maps 

B X D C 
f ' 

w i t h f«j fg,j , f ,g^j o b t a i n e d f r o m f , g , f ' , g ' b y r e s t r i c t i o n , f ^ i s p r o p e r , 

h e n c e f^j i s p r o p e r . S i n c e A i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n B X
D C , a l s o 

f Jj IA i s p r o p e r . S i n c e C € j f ( N ) t h i s i m p l i e s t h a t f ' l A i s p r o p e r , q . e . d . 

P r o p o s i t i o n 5 . 1 0 . F o r a map f : M -* N t h e f o l l o w i n g a r e e q u i v a l e n t . 

a) f i s p a r t i a l l y p r o p e r . 
-1 

b) I f P i s a w eak p o l y t o p e i n N t h e n f (P) i s a w e a k p o l y t o p e i n M. 
-1 

c ) I f Q i s a p o l y t o p e i n N w i t h d i m Q < 1 t h e n f (Q) i s a w eak p o l y ­

t o p e i n M. 

P r o o f . T h e i m p l i c a t i o n s a) b) => c ) a r e t r i v i a l , c ) => a) f o l l o w s 

f r o m T h e o r e m 5.7 a n d i t s C o r o l l a r y 5.8 ( r e l a t i v e a n d a b s o l u t e p a t h 

c o m p l e t i o n c r i t e r i o n ) , s i n c e , f o r e v e r y p a t h 6 i n N, t h e s e t 6 ( [ 0 , 1 ] ) 

i s a p o l y t o p e i n N o f d i m e n s i o n <1. 

R e m a r k 5 . 1 1 . A s s u m e t h a t t h e s p a c e s M,N a r e p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i ­

a l g e b r a i c . A map f : M -* N i s p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . p r o p e r ) i n t h e 

s e n s e d e f i n e d h e r e i f f f i s p a r t i a l l y p r o p e r ( r e s p . p r o p e r ) i n t h e 

s e n s e o f [ L S A ] . 

I n d e e d , p a r t i a l l y p r o p e r maps f r o m M t o N a r e c h a r a c t e r i z e d h e r e a n d 

i n [ L S A ] b y t h e same r e l a t i v e p a t h c o m p l e t i o n c r i t e r i o n ( T h . 5.7, 



T h . 1 . 6 . 8 ) . E v i d e n t l y a l s o t h e p r o p e r t y " s e m i a l g e b r a i c " f o r f means 

t h e same h e r e a n d t h e r e . T h u s t h i s a l s o h o l d s f o r " p r o p e r " , s i n c e 

" p r o p e r " means " p a r t i a l l y p r o p e r a n d s e m i a l g e b r a i c " i n b o t h t h e o r i e s 

( R e m a r k 5.6, [ L S A , p . 7 0 ] ) . 

We f i n a l l y s p e l l o u t i n c o m b i n a t o r i a l t e r m s w h a t t h e m a i n d e f i n i t i o n s 

o f t h i s s e c t i o n mean i n t h e c a s e o f s i m p l i c i a l maps b e t w e e n s i m p l i c i a l 

c o m p l e x e s . T h e p r o o f s a r e s i m i l a r t o t h o s e i n [ L S A , p . 7 1 f ] . 

E x a m p l e s 5 . 12. L e t f : X -» Y b e a s i m p l i c i a l map b e t w e e n s i m p l i c i a l 

c o m p l e x e s . We r e g a r d f a s a map b e t w e e n s p a c e s ( c f . 2 . 4 ) . 

a) f i s s e m i a l g e b r a i c i f f , f o r e v e r y o p e n s i m p l e x p £ X (Y) t h e c o m p l e x 
-1 

f '(p) i s f i n i t e . 

b ) f i s p a r t i a l l y p r o p e r i f f f o r e v e r y a € I ( X ) t h e f o l l o w i n g h o l d s : 

I f t i s a n o p e n f a c e o f a w i t h f ( x ) £ I (Y) , t h e n T £ I ( X ) . 

c ) T h u s f i s p r o p e r i f f f f u l f i l l s t h e c o m b i n a t o r i a l p r o p e r t i e s s t a t e d 

i n a) a n d b ) . 



§6 - P o l y t o p i c s p a c e s ; t h e o n e - p o i n t c o m p l e t i o n 

I n t h i s s e c t i o n , a s i n t h e p r e c e d i n g o n e , a " s p a c e " m e a n s a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R, a n d a "map" b e t w e e n s p a c e s m e a n s a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c map. 

L e t M b e a s p a c e a n d ( M ^ l a G I ) a n e x h a u s t i o n o f M. 

D e f i n i t i o n 1. M i s c a l l e d p o l y t o p i c i f , f o r e v e r y a € 1 , t h e s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e M a i s l o c a l l y c o m p l e t e . T h i s m e a n s ( I , §7) t h a t e v e r y 

p o i n t x € M h a s a n e i g h b o u r h o o d i n M a w h i c h i s a p o l y t o p e . C l e a r l y 

t h i s p r o p e r t y d o e s n o t d e p e n d o n t h e c h o i c e o f t h e e x h a u s t i o n o f M. 

R e m a r k s 6.1. i ) E v e r y w e a k p o l y t o p e i s a p o l y t o p i c s p a c e . 

i i ) E v e r y c l o s e d a n d e v e r y o p e n s u b s p a c e o f a p o l y t o p i c s p a c e i s a g a i n 

p o l y t o p i c . 

i i i ) T he d i r e c t p r o d u c t x o f t w o p o l y t o p i c s p a c e s ,M 2 i s a g a i n 

p o l y t o p i c . 

E x a m p l e s 6.2. a) L e t R°° d e n o t e t h e s e t o f a l l i n f i n i t e s e q u e n c e s 

( x ^ , x 2 , x ^ , . . . ) = x o f e l e m e n t s o f R w i t h o n l y f i n i t e l y many c o o r d i ­

n a t e s x i * 0 . We i d e n t i f y , f o r a n y n € IN , t h e s t a n d a r d s p a c e R n w i t h 

t h e s u b s e t {x GR°°|X-L = 0 f o r i >n} o f R°°. T h e o r e m 1.6 g i v e s u s a 

s t r u c t u r e o f a s p a c e o n R°° s u c h t h a t ( R n | n € I N ) i s a n e x h a u s t i o n o f 

R a n d e a c h R , w i t h i t s s t a n d a r d s p a c e s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b -

s p a c e o f R°°. T h i s s p a c e R°° i s p o l y t o p i c . 

b) F o r e v e r y i € IN , t h e c o o r d i n a t e f u n c t i o n T^ o n R°°, w h i c h o n a 

p o i n t ( x ^ , x 2 , . . . ) h a s t h e v a l u e x ^ , i s w e a k l y s e m i a l g e b r a i c . T h u s 

a l s o a l l p o l y n o m i a l s F G R [ T ^ , T 2 , . . . ] a r e w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c ­

t i o n s o n R°°. I f F ^ , . . . , F r , G^,...,G s a r e f i n i t e l y many s u c h p o l y ­

n o m i a l s t h e n we c o n c l u d e f r o m R e m a r k 6 . 1 . i i t h a t t h e s u b s p a c e 
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{ x £ R°°| F, (x) > 0 , . . . , F (x) > 0 , G- ( x ) > 0, . . . , G C (x) > 0} 

o f R°° i s p o l y t o p i c . M o r e g e n e r a l l y , i f ( F ^ I X £ A ) a n d ( G ^ I K G K ) a r e t w o 

f a m i l i e s i n R [ T 1 , T 2 , . . . ] s u c h t h a t , f o r e v e r y n £ 3N , t h e v a r i a b l e 

T n o c c u r s i n F^ f o r o n l y f i n i t e l y many X £ A a n d i n G^ f o r o n l y f i n i t e ­

l y many K £ K t h e n t h e s e t 

X := {x£R°°iF^(x) > O f o r e v e r y X £ A , 

G K ( x ) > 0 f o r e v e r y K £ K} 

i s a p o l y t o p i c s u b s p a c e o f R°°. ( M o r e p r e c i s e l y , X i s w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c i n R°° a n d , r e g a r d e d a s a s u b s p a c e o f R°°, i s p o l y t o p i c . ) 

E x a m p l e 6 . 3 . A s s u m e t h a t t h e s p a c e M i s l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c ( a n d , 

a s b e f o r e , w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) . T h e n M i s p o l y t o p i c i f f M i s l o c a l l y 

c o m p l e t e ( a s d e f i n e d i n I , § 7 ) . 

I n d e e d , t h e i n t e r i o r U a o f e v e r y s e t M^ i s a n e l e m e n t o f J'(M) , a n d 

(U alcx£I) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M ( c f . 2 . 1 2 ) . I f M i s p o l y t o p i c , 

t h e n e v e r y M i s l o c a l l y c o m p l e t e . T h u s a l s o e v e r y i s l o c a l l y com­

p l e t e , a n d we c o n c l u d e t h a t M i s l o c a l l y c o m p l e t e . C o n v e r s e l y i f M 

i s l o c a l l y c o m p l e t e t h e n e v e r y M a i s l o c a l l y c o m p l e t e w h i c h means 

t h a t M i s p o l y t o p i c . 

D e f i n i t i o n 2 . A c o m p l e t i o n o f t h e s p a c e M i s a d e n s e e m b e d d i n g tp : M ->P 

i n t o a w e a k p o l y t o p e P, i . e . a n i s o m o r p h i s m o f M o n t o a d e n s e s u b s p a c e 

M f o f P, f o l l o w e d b y t h e i n c l u s i o n map M' P. 

O p e n Q u e s t i o n A. D o e s e v e r y s p a c e h a v e a c o m p l e t i o n ? 

I n I I , §1 we h a v e c o n s t r u c t e d a c o m p l e t i o n f o r a n y p a r a c o m p a c t l o c a l l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e ( e v e n i n t h e c a t e g o r y L S A ( R ) ) . A l s o , i n I , § 7 , we 



h a v e c o n s t r u c t e d t h e o n e - p o i n t c o m p l e t i o n N + o f a n y l o c a l l y c o m p l e t e 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e N. S t a r t i n g f r o m t h i s s p e c i a l c a s e we now c o n ­

s t r u c t a c o m p l e t i o n M <-* M + o f o u r s p a c e M u n d e r t h e a s s u m p t i o n t h a t 

M i s p o l y t o p i c . 

L e t M + d e n o t e t h e s e t w h i c h i s t h e d i s j o i n t u n i o n o f t h e s e t M a n d o n e 

f u r t h e r p o i n t «>. F o r e v e r y a € I we e q u i p t h e s u b s e t : = M
a
 u of 

M + w i t h t h e s t r u c t u r e o f t h e o n e - p o i n t c o m p l e t i o n o f t h e s p a c e M^, 

a s d e s c r i b e d i n I,§7. I f 3 < a t h e n i s a c l o s e d s u b s p a c e o f t h e 

p o l y t o p e M*. B y T h e o r e m 1.6 we h a v e a u n i q u e s p a c e s t r u c t u r e o n t h e 
+ + + + s e t M s u c h t h a t e v e r y M Q i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M a n d ( M a l c t € I ) i s 

a n e x h a u s t i o n o f M. T h e s p a c e M + i s a w e a k p o l y t o p e , w h i c h c o n t a i n s 

M a s a n o p e n s u b s p a c e . I f M i s n o t y e t a w e a k p o l y t o p e , t h e n M i s 

d e n s e i n M + . 

D e f i n i t i o n 3. We c a l l t h e s p a c e M + o r , m o r e p r e c i s e l y , t h e i n c l u s i o n 

j : M M + t h e o n e - p o i n t c o m p l e t i o n o f M. 

R e m a r k 6.4. I f M i s a l r e a d y a w e a k p o l y t o p e t h e n t h e s p a c e M + i s t h e 

d i r e c t sum ( c f . 1.10) o f M a n d t h e o n e - p o i n t s p a c e {oo}. T h u s , i n t h i s 

c a s e , t h e d e f i n i t i o n i s a n a b u s e o f l a n g u a g e . 

I n I , §7 we g a v e a n e x p l i c i t d e s c r i p t i o n o f t h e s p a c e s t r u c t u r e o f M + 

i n t h e c a s e t h a t M i s s e m i a l g e b r a i c a n d l o c a l l y c o m p l e t e . T h i s i m p l i e s 

a s i m i l a r d e s c r i p t i o n o f M + i f M i s p o l y t o p i c . 

P r o p o s i t i o n 6.5. a) A s u b s e t U o f M U {«>} i s a n e l e m e n t o f T ( M + ) i f f 

e i t h e r U € f (M) o r U = ( M ^ K ) U {°°} w i t h some K € T c (M) . 

b) A f a m i l y (U. | X6A) i n f ( M + ) i s a n e l e m e n t o f Cov..+ i f f (Ih \ { o o } | X € A ) 
A M A 

i s a n e l e m e n t o f Cov».. 
M 

c ) I f U € f(M) , t h e n 0 (u) = 0 , (u) . I f U E T ( M + ) a n d » £ U t h e n a f u n c -



t i o n f : U -> R i s a n e l e m e n t o f ^ M + ( U ) i f f f l u M « } € ® M ( U M « } ) 

a n d f (°°) i s t h e l i m i t o f t h e v a l u e s f (x) f o r x -* 0 0 , x G U ^ {«>} 

( i . e . , f o r e v e r y e > 0 i n R t h e r e e x i s t s some K € T c (M) s u c h t h a t 

M c u a n d I f (x) - f (») I < e f o r e v e r y x GM ^ K } . 

P r o p o s i t i o n 6.6. A s s u m e t h a t M i s p o l y t o p i c . L e t Q b e a w e a k p o l y t o p e 

a n d l e t f : V -> M b e a p a r t i a l l y p r o p e r map f r o m a n o p e n s u b s p a c e V o f 

Q t o M. T h e n f e x t e n d s t o a ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) map g : Q -* M + 

w i t h g ( x ) = 0 0 f o r e v e r y x G Q ^ V . 

P r o o f . We c h o o s e a n e x h a u s t i o n ( Q^I3GJ) o f Q. T h e r e e x i s t s a m o n o t o n i c 

map K : J -> I s u c h t h a t f (V n Q ) c: M . R« f o r e v e r y 3 € J ( c f . 2.6) . T h e 

r e s t r i c t i o n s f ^ : V D -* a r e p r o p e r maps b e t w e e n l o c a l l y com­

p l e t e s e m i a l g e b r a i c s p a c e s . T h u s t h e y e x t e n d t o maps g ^ : -+ M
K

+ ^ j 

w i t h g ^ ( x ) = 0 0 f o r x E Q ^ (V 0 0 ^ ) , c f . 1.7.6. T h e s e maps f i t t o g e t h e r 

t o t h e d e s i r e d map g : Q -> M + . 

C o r o l l a r y 6.7. E v e r y p a r t i a l l y p r o p e r map f : N -» M b e t w e e n p o l y t o p i c 

s p a c e s e x t e n d s t o a map f + : N + -* M + w i t h f + (») = °°. 

+ + — 1 C o n v e r s e l y , i f g : N -> M i s a map w i t h g («>) = {<»} t h e n t h e r e s t r i c -
- 1 

t i o n f : N -» M o f g i s p a r t i a l l y p r o p e r s i n c e g (M) = N a n d g i s p a r ­

t i a l l y p r o p e r . We h a v e f+ = g . 

F r o m t h e e x i s t e n c e o f a c o m p l e t i o n we c a n d r a w a n i m p o r t a n t c o n s e ­

q u e n c e o n t h e s t r u c t u r e o f a p o l y t o p i c s p a c e . 

T h e o r e m 6.8. A s s u m e t h a t M i s p o l y t o p i c . L e t U G ^T(M) b e a n e i g h b o u r ­

h o o d o f a g i v e n p o i n t x G M . T h e n t h e r e e x i s t s a n e i g h b o u r h o o d K o f x 

i n U w h i c h i s a weak p o l y t o p e . 



e + 
P r o o f . S i n c e U € j(M ) t h e r e e x i s t s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c f u n c t i o n 

f : M + - [ 0 , 1 ] w i t h f ( x ) = 0 a n d f ( M + ^ U ) = { 1 } . T h e s e t 
-1 1 

K := f {[0,-y]) h a s t h e r e q u i r e d p r o p e r t i e s . 



§7 - A t h e o r e m o n i n d u c t i v e l i m i t s o f s p a c e s 

I n t h i s s e c t i o n ( a n d a p a r t o f t h e n e x t o n e ) we a b a n d o n o u r c o n v e n t i o n 

t h a t s p a c e s a n d maps a r e a l w a y s a s s u m e d t o be w e a k l y s e m i a l g e b r a i c i f 

n o t h i n g e l s e i s s a i d . 

T h e f o l l o w i n g t e c h n i c a l r e s u l t o n i n d u c t i v e l i m i t s o f w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c s p a c e s w i l l b e v e r y u s e f u l l a t e r o n . I t i s a g e n e r a l i z a t i o n o f 

T h e o r e m 1.6. I t s p r o o f s e e m s t o b e t h e " h a r d p o i n t " i n t h e e l e m e n t a r y 

t h e o r y o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , a n d w i l l o c c u p y n e a r l y t h e w h o l e 

s e c t i o n . ( I t i s n o t s o v e r y h a r d , a s we s h a l l s e e . ) 

T h e o r e m 7 . 1 . L e t M b e a s e t , a n d l e t (M l a € I ) b e a n o r d e r e d f a m i l y o f 

s u b s e t s o f M f u l f i l l i n g t h e c o n d i t i o n s E 1 - E 3 a n d E 4 * ( c f . § 1 ) . We 

a s s u m e t h a t e v e r y M a c a r r i e s t h e s t r u c t u r e o f a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e o v e r R a n d t h a t , w h e n e v e r 3 < a , t h e s e t M^ i s c l o s e d w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c i n M^ a n d c a r r i e s t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e ( c f . §3) w i t h 

r e s p e c t t o t h e s p a c e M Q. We e q u i p M w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t s t r u c ­

t u r e o f t h e s p a c e s M Q i n t h e c a t e g o r y o f f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r 

R, a s d e s c r i b e d i n § 1 , D e f . 6. T h e n t h e s p a c e M i s w e a k l y s e m i a l g e ­

b r a i c . E v e r y M i s , w i t h i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , a c l o s e d s u b s p a c e 

o f M, a n d ( M a l a € I ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M ( c f . § 3 , D e f . 7 ) . 

M o r e o v e r t h e r e e x i s t s a f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n H(M) o f M ( c f . 

§ 1 , D e f . 8, D e f . 9) s u c h t h a t , f o r e v e r y M Q , t h e f o l l o w i n g h o l d s . 

P1 . {X € H (M) IX c=Ma> i s a l a t t i c e e x h a u s t i o n o f M a . 

P 2 . I f X € H ( M ) t h e n X n M € H ( M ) . 

T h e p r o o f w i l l c o n s i s t o f t w o s t e p s . I n t h e f i r s t s t e p we c o n s t r u c t 

f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n s H a o f t h e s p a c e s M a s u c h t h a t t h e f o l l o w ­

i n g p r o p e r t i e s h o l d f o r e v e r y a G I . 



Q1 . I f 3 < a , t h e n H R c H Q . 

Q2. I f 3 < a a n d X € H a , t h e n X n M R € H R . 

F o r e v e r y a € I we d e n o t e b y m(a) t h e n u m b e r o f e l e m e n t s 3 £ 1 w i t h 

3 < a . I n o r d e r t o c o n s t r u c t t h e e x h a u s t i o n s H a we p r o c e e d b y i n d u c t i o n 

o n m ( a ) . F o r t h e u n i q u e i n d e x a o f w i t h m ( a ) = 0 we c h o o s e a n a r b i t r a r y 

l a t t i c e e x h a u s t i o n H Q o f M . T h i s i s a l l r i g h t , s i n c e t h e c o n d i t i o n s 

Q1 a n d Q2 a r e e m p t y . 

L e t now m(oc) = n > 0 . We c h o o s e a l a t t i c e e x h a u s t i o n L o f t h e s u b s p a c e 

M a : = M a ^ U ( M R l 3 < a ) o f M Q . (Of c o u r s e , i f M° = 0 t h e n L = {0}.) T h e n 

we d e f i n e H a a s t h e s e t o f a l l s e t s X = S U U ( S R ! 3 < o O w i t h S E L , 

s 3 G H 3 ' a n d 

S n [U ( M 3 I 3 < a ) ] c : u ( S R I 3<a) . 

T h i s l a s t c o n d i t i o n m eans t h a t t h e s e m i a l g e b r a i c s u b s e t X o f i s 

c l o s e d i n M . ( S d e n o t e s t h e c l o s u r e o f S i n M a . } 

I f X,Y € H a t h e n c l e a r l y X UY C H ^ . U s i n g t h e i n d u c t i o n h y p o t h e s i s a n d 

p r o p e r t y E4* f o r t h e s e t s M R i t i s e a s i l y c h e c k e d t h a t a l s o X n Y € . 

T h u s i s a s u b l a t t i c e o f ^ ( M ^ ) . I t c o n t a i n s t h e e m p t y s e t . T h e 

p r o p e r t y Q1 i s e v i d e n t , a n d Q2 i s e a s i l y c h e c k e d , a g a i n b y u s e o f t h e 

i n d u c t i o n h y p o t h e s i s a n d E4*. I t r e m a i n s t o v e r i f y t h e p r o p e r t i e s 

E1, E3, E6 f o r t h e f a m i l y ( e a c h s e t i n H a b e i n g i n d e x e d b y i t s e l f ) . 

We s t a r t w i t h E3. L e t X = S u U ( S R l 3 < o c ) b e a n e l e m e n t o f , a s d e s ­

c r i b e d a b o v e , a n d l e t Y = T u U ( T R l 3 < a ) b e a s e c o n d e l e m e n t o f w i t h 

T a n d t h e T R a l s o f u l f i l l i n g t h e a b o v e c o n d i t i o n s . A s s u m e t h a t Y c X . 

I n t e r s e c t i n g w i t h M° we o b t a i n T c S . T h u s we h a v e o n l y f i n i t e l y m any 

p o s s i b i l i t i e s f o r T = Y n M ° . I n t e r s e c t i n a w i t h M n f o r some 3 < a we ^ a - 3 

o b t a i n Y fl M R c X n M R . B y Q2 b o t h X D M a n d Y n M R a r e e l e m e n t s o f H R . 



T h u s we h a v e o n l y f i n i t e l y many p o s s i b i l i t i e s f o r Y 0 MR. We c o n c l u d e 

t h a t we h a v e o n l y f i n i t e l y many p o s s i b i l i t i e s f o r Y, w h i c h p r o v e s E 3 . 

We f i n a l l y v e r i f y t h a t H a i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f Ma. T h e f a m i l y 

(X flM°|X G H a ) i s t h e same a s L u p t o i t e r a t i o n o f e l e m e n t s . T h u s t h i s 

f a m i l y i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M°. F o r e v e r y 3 < a t h e f a m i l y 

(X 0 M R IX € H a ) i s t h e same a s H R u p t o i t e r a t i o n s . T h u s t h i s f a m i l y i s 

a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f MR. T h i s p r o v e s t h a t i n d e e d H a i s a n a d m i s s ­

i b l e c o v e r i n g o f M^. Nov; E1 a n d , b y T h . 3.15, a l s o E6 a r e e v i d e n t f o r 

t h e f a m i l y Hg. T h i s f i n i s h e s t h e f i r s t s t e p o f o u r p r o o f . 

We d e f i n e H a s t h e s e t o f a l l s u b s e t s X = u ( S a l a € I ) o f M w i t h S a EH Q 

f o r e v e r y a G I a n d S a * 0 f o r o n l y f i n i t e l y many a € 1 . We h a v e 0 € H . 

I f X 6 H a n d Y € H t h e n o b v i o u s l y X U Y E H . U s i n g p r o p e r t y E 4 * f o r t h e 

f a m i l y (M^laGI) a n d p r o p e r t y Q2 f o r t h e f a m i l i e s H a o n e c h e c k s e a s i l y 

t h a t a l s o X flY € H . T h u s H i s a l a t t i c e o f s u b s e t s o f M. I t c o n t a i n s 

a l l t h e l a t t i c e s H a ( i n f a c t i s g e n e r a t e d b y t h e m ) . 

U s i n g Q1 a n d Q2 f o r t h e f a m i l i e s a n d E 4 * f o r t h e f a m i l y ( M ^ l a G I ) 

o n e v e r i f i e s t h a t , f o r e v e r y a € 1 , 

{X flM IX € H} c H . 

S i n c e H a
 c H i t f o l l o w s t h a t 

(*) H a = {XnM a|XeH} = {X€H|XcM } . 

T h i s i m p l i e s t h e s t a t e m e n t s P1 a n d P2 i n t h e t h e o r e m . 

O u r l a t t i c e H t r i v i a l l y f u l f i l l s E 1 , E 2 , E 4 , E5 (E2 i s t a u t o l o g i c a l ) . 

I t a l s o f u l f i l l s E 3 . I n d e e d , i f X E H t h e n X c U ( M a l a € J ) f o r some 

f i n i t e s u b s e t J o f I . A s s u m e t h a t Y € H a n d Y c X . We h a v e , f o r e v e r y 

a € J , Y n M a c XDM a, a n d b o t h Y D , X n M Q a r e e l e m e n t s o f H Q. 



T h u s t h e r e a r e o n l y f i n i t e l y many p o s s i b i l i t i e s f o r Y 0 M . S i n c e t h i s 

h o l d s f o r e v e r y a G J we c o n c l u d e t h a t t h e r e a r e o n l y f i n i t e l y many 

p o s s i b i l i t i e s f o r Y, w h i c h p r o v e s E 3 . 

We l o o k f o r a s p a c e s t r u c t u r e o n a g i v e n s e t X G H . We c h o o s e a f i n i t e 

s e t J c i w i t h t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s . 

i ) a € j , 3 < a => 3 G J 

i i ) X c U ( M a l a € j ) . 

F o r e v e r y a € J t h e s e t X D M a i s c l o s e d s e m i a l g e b r a i c i n M^, s i n c e 

X f l M a € H a . We e q u i p X ( l M a w i t h t h e s t r u c t u r e a s a c l o s e d s u b s p a c e o f 

M a- T h e n X OM^ i s a s e m i a l g e b r a i c s p a c e . I f 3 < a t h e n X fl M f t i s a 

c l o s e d s u b s p a c e o f X fl M Q . We now e q u i p X w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t 

f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s t r u c t u r e o f t h e f a m i l y (X H M g l a G J ) o f s e m i ­

a l g e b r a i c s p a c e s . T h i s f a m i l y f u l f i l l s E 1 - E 3 a n d E 4 * . T h u s , b y T h e o r e m 

1.6, X i s a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e , a n d e v e r y X n M Q , i n i t s g i v e n 

s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b s p a c e o f X. S i n c e J i s f i n i t e , t h e s p a c e X 

i s s e m i a l g e b r a i c . 

I f K i s a n o t h e r f i n i t e s u b s e t o f I w i t h t h e p r o p e r t i e s i ) a n d i i ) 

a b o v e , t h e n we f i n d a t h i r d f i n i t e s u b s e t L o f I w i t h i ) , i i ) s u c h 

t h a t L ^ j a n d L z> K. I t i s c l e a r t h a t t h e t h r e e f a m i l i e s (X P I M g l a G J ) , 

( X D M g l a G L ) , ( x n M a l a € K ) a l l y i e l d t h e same i n d u c t i v e l i m i t s p a c e 

s t r u c t u r e o n t h e s p a c e X. T h u s t h e s p a c e s t r u c t u r e o n X i s i n d e p e n d e n t 

o f t h e c h o i c e o f J . 

I t i s now c l e a r , s a y f r o m I I , Lemma 1.2, t h a t i f Y € H, Y c X , t h e n t h e 

s p a c e Y i s a c l o s e d s u b s p a c e o f X. We e q u i p M w i t h t h e i n d u c t i v e l i m i t 

f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s t r u c t u r e o f t h e f a m i l y H o f s e m i a l g e b r a i c 

s p a c e s . By T h e o r e m 1.6 t h i s m a k e s M a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e w i t h 

e x h a u s t i o n H, a n d e v e r y X G H i s a c l o s e d s u b s p a c e o f H i n i t s g i v e n 



s p a c e s t r u c t u r e . 

I t f o l l o w s f r o m t h e r e l a t i o n (*) a b o v e t h a t M Q 6 ? ( M ) f o r e v e r y a € 1 

a n d t h a t M , i n i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b s p a c e o f M. 

T h e f a m i l y ( M g l a E I ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f M s i n c e H i s s o . 

T h u s , b y T h e o r e m 3 . 1 5 , o u r s p a c e s t r u c t u r e o n M c o i n c i d e s w i t h t h e 

i n d u c t i v e l i m i t o f t h e f a m i l y o f s p a c e s (M l a € i ) . T h i s f i n i s h e s t h e 

p r o o f o f t h e t h e o r e m . 

We s t a t e t w o r a t h e r w e a k , b u t n e v e r t h e l e s s i n t e r e s t i n g c o n s e q u e n c e s 

o f T h e o r e m 7.1 a n d i t s p r o o f . 

C o r o l l a r y 7.2. L e t M b e a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e a n d A a c l o s e d 

s u b s p a c e o f M. L e t H Q b e a f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n o f A. T h e n 

t h e r e e x i s t a a f a i t h f u l l a t t i c e e x h a u s t i o n H o f M w i t h 

( X G H l X c A ) = {Y H A l Y € H ) = H . 
o 

T h i s i s e v i d e n t b y o u r p r o c e d u r e t o c o n s t r u c t H i n t h e p r o o f o f 

T h e o r e m 7.1. T h e r e t h e f i r s t l a t t i c e e x h a u s t i o n H Q c o u l d b e c h o s e n 

a r b i t r a r i l y . One t a k e s f o r I t h e s e t { 0 , 1 } w i t h t h e o r d e r i n g 0 <1 a n d 

p u t s M q := A, M 1 := M . 

C o r o l l a r y 7.3. L e t M b e a s e t a n d l e t , • . . ,M b e f i n i t e l y many s u b ­

s e t s o f M w i t h u ... U M r = M . A s s u m e t h a t e v e r y M\ c a r r i e s t h e 

s t r u c t u r e o f a ( w e a k l y s e m i a l g e b r a i c ) s p a c e ( o v e r R ) . A s s u m e a l s o 

t h a t M\ n M_. i s a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t o f M\ a n d M j a n d 

t h a t t h e s u b s p a c e s t r u c t u r e s o n M^ D M j i n M^ a n d M j a r e e q u a l 

(1 < i < j < r ) . T h e n t h e r e e x i s t s o n M a u n i q u e s t r u c t u r e o f a s p a c e 

s u c h t h a t e v e r y M^, w i t h i t s g i v e n s p a c e s t r u c t u r e , i s a c l o s e d s u b -

s p a c e o f M. 



P r o o f . L e t A d e n o t e t h e s e t o f a l l n o n e m p t y s u b s e t s o f { l , . . . , r } , 

p a r t i a l l y o r d e r e d b y t h e o p p o s i t e o f t h e i n c l u s i o n r e l a t i o n ( J <K 

i f f J =>K) . F o r a n y J € A we p u t M_ := n (M. I i € J ) . We e c r u i p M_ w i t h i t s 
" j 1 j 

c l o s e d s u b s p a c e s t r u c t u r e i n M\ f o r some i 6 J . T h i s s t r u c t u r e d o e s 

n o t d e p e n d o n t h e c h o i c e o f i b y t h e a s s u m p t i o n o n t h e i n t e r s e c t i o n s 

M\ n M j a b o v e . T h e o r e m 7 . 1 a p p l i e s t o t h e o r d e r e d f a m i l y ( M j l J E A ) o f 

w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s a n d y i e l d s t h e r e s u l t . 

I n t h e n e x t s e c t i o n we w i l l u s e T h e o r e m 7 . 1 o n l y i n t h e e a s i e r c a s e 

t h a t t h e s y s t e m (M l a € I ) f u l f i l l s E 1 - E 5 i n s t e a d o f E 1 - E 3 a n d E 4 * . 



§3 - S t r o n g q u o t i e n t s ; g l u i n g o f s p a c e s 

We s t a r t w i t h some g e n e r a l i t i e s o n q u o t i e n t s i n t h e c a t e g o r i e s 

S p a c e ( R ) a n d WSA(R) ( c f . § 1 , D e f . 2 a n d § 2 , D e f . 6 ) . 

D e f i n i t i o n 1. A m o r p h i s m f : M -> N b e t w e e n f u n c t i o n r i n g e d s p a c e s o v e r 

R i s c a l l e d i d e n t i f y i n g i f t h e f o l l o w i n g f o u r p r o p e r t i e s h o l d . 

I D 1 . f i s s u r j e c t i v e 

I D 2 . I f U i s a s u b s e t o f N w i t h f " 1 (U) G T(M) t h e n U G f (N) . 

I D 3 . I f ( U ^ I X G A ) i s a f a m i l y i n f ( N ) w i t h ( f ~ 1 (V^) I XGA) G C o v M t h e n 

( U x l X G A ) G C o v N . 

I D 4 . I f h : U -* R i s a f u n c t i o n o n a s e t U G T(N) w i t h 

h * ( f I f " 1 (U))G O w ( f " 1 ( U ) ) t h e n h € © N ( U ) . 

I f t h e s e p r o p e r t i e s h o l d t h e n we s a y a l s o t h a t N i s a s t r o n g q u o t i e n t 

o f M ( v i a f ) . 

T h i s t e r m i n o l o g y i s j u s t i f i e d b y t h e f o l l o w i n g p r o p o s i t i o n w h i c h 

i m p l i e s t h a t a s t r o n g q u o t i e n t i s a c a t e g o r i a l q u o t i e n t (= s t r i c t 

e p i m o r p h i s m , c f . [ G r , D e f 2 . 2 ] ) i n t h e c a t e g o r y S p a c e ( R ) . 

P r o p o s i t i o n 8 . 1 . L e t f : M -> N a n d g : M •> L be m o r p h i s m s i n S p a c e (R) . 

A s s u m e t h a t f i s i d e n t i f y i n g a n d t h a t g , a s a map b e t w e e n s e t s , i s 

c o n s t a n t o n e v e r y f i b r e o f f . T h e n t h e r e e x i s t s a u n i q u e m o r p h i s m 

h : N -* L w i t h h«f = g. 

P r o o f . S i n c e f i s s u r j e c t i v e t h e map h e x i s t s a n d i s u n i q u e o n t h e 

s e t t h e o r e t i c l e v e l . One now c h e c k s d i r e c t l y t h a t h i s a m o r p h i s m 

( c f . § 1 , D e f . 2b) u s i n g p r o p e r t i e s I D 2 - I D 4 . 

D e f i n i t i o n 2. I f M i s a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e o v e r R a n d f : M -> N 



i s a s u r j e c t i o n f r o m t h e s e t M t o a s e t N, t h e n t h e r e e x i s t s o n N a 

u n i q u e s t r u c t u r e o f a f u n c t i o n r i n g e d s p a c e o v e r R, s u c h t h a t f i s 

i d e n t i f y i n g . { T h e p r o p e r t i e s I D 2 - I D 4 t e l l u s how t o d e f i n e t h e s t r u c ­

t u r e . } We c a l l N, w i t h t h i s s t r u c t u r e , t h e s t r o n g q u o t i e n t o f M f . 

I n t h e f o l l o w i n g ( a s a l r e a d y i n §5 a n d §6) a " s p a c e " m e a n s a w e a k l y 

s e m i a l g e b r a i c s p a c e o v e r R a n d a "map" means a w e a k l y s e m i a l g e b r a i c 

map b e t w e e n s p a c e s o v e r R, u n l e s s s o m e t h i n g e l s e i s s a i d . 

E v e r y p r o p e r s u r j e c t i v e map f : M -> N i s i d e n t i f y i n g . T h i s c a n b e 

p r o v e d s i m i l a r l y a s i n t h e t h e o r y o f l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s ( c f . 

[ L S A , p . 1 7 9 ] f o r p r o p e r t y I D 4 ) . We w a n t t o e x t e n d t h i s o b s e r v a t i o n 

t o a s u i t a b l e c l a s s o f p a r t i a l l y p r o p e r m a p s . 

D e f i n i t i o n 3. A map f : M -* N i s c a l l e d s t r o n g l y s u r j e c t i v e i f , f o r 

e v e r y Y € JT(N) , t h e r e e x i s t s some X € *r(M) w i t h f (X) z> Y. 

R e m a r k s 8.2. i ) L e t ( M M a E I ) a n d ( N R I 3 £ J ) b e e x h a u s t i o n s o f M a n d N. 

T h e map f i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e i f f , f o r e v e r y 3 € J , t h e r e e x i s t s 

some a € 1 w i t h f ( M a ) 3 N R . T h i s m eans t h a t ( f ( M a ) l a € I ) i s a n a d m i s s ­

i b l e c o v e r i n g ( c f . § 3, D e f . 7) o f N. 

i i ) I f f i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e a n d (X ^ | A € A ) i s a n a d m i s s i b l e c o v e r ­

i n g o f M b y s e m i a l g e b r a i c s e t s , t h e n ( f ( X ^ ) | A € A ) i s a n a d m i s s i b l e 

c o v e r i n g o f N b y s e m i a l g e b r a i c s e t s . I n p a r t i c u l a r , i f M i s o f c o u n t ­

a b l e t y p e t h e n a l s o N i s o f c o u n t a b l e t y p e . 

i i i ) I f f i s s e m i a l g e b r a i c a n d s u r j e c t i v e t h e n f i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e . 

T h e o r e m 8.3. E v e r y s t r o n g l y s u r j e c t i v e p a r t i a l l y p r o p e r map f : M -* N 

i s i d e n t i f y i n g . 

P r o o f . L e t (M ala£I) b e a n e x h a u s t i o n o f M. T h e n ( f ( M a ) l a € I ) i s a n 



a d m i s s i b l e c o v e r i n g o f N b y c l o s e d s e m i a l g e b r a i c s e t s . T h e r e s t r i c t i o n s 

f a : M a —» ^ ^ M a ^ °^ ^ a r e P r o p e r maps b e t w e e n s e m i a l g e b r a i c s p a c e s , 

h e n c e t h e y a r e i d e n t i f y i n g . One now c o n c l u d e s i n a s t r a i g h t f o r w a r d 

w a y , b y u s e o f T h e o r e m 3 . 1 5 , t h a t f i s i d e n t i f y i n g . 

D e f i n i t i o n 4. I f a map f : M -* N i s s u r j e c t i v e a n d p r o p e r t h e n we s a y 

t h a t N i s a p r o p e r q u o t i e n t o f M ( v i a f ) . I f f i s s t r o n g l y s u r j e c t i v e 

a n d p a r t i a l l y p r o p e r , t h e n we s a y t h a t N i s a p a r t i a l l y p r o p e r q u o t i e n t 

o f M. N o t i c e t h a t i n b o t h c a s e s N i s a s t r o n g q u o t i e n t o f M. 

G i v e n s p a c e s M,N, a c l o s e d w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s u b s e t A o f M a n d a 

map f : A -* N we w a n t t o " g l u e M t o N a l o n g A b y t h e map f " . T h i s 

m e a n s t o c o n s t r u c t a c o c a r t e s i a n s q u a r e (= " p u s h o u t " ) 

A > N 

( 8 . 4 ) i j 

M • MU.N 
g f 

i n t h e c a t e g o r y WSA(R) o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r R, w i t h i 

t h e i n c l u s i o n map f r o m A t o M. 

I t h a s b e e n p r o v e d i n I I , §10 t h a t t h e a n a l o g o u s p u s h o u t e x i s t s i n 

t h e c a t e g o r y L S A ( R ) o f p a r a c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s o v e r 

R i f f i s p r o p e r . O u r m a i n g o a l i n t h i s s e c t i o n i s t o c o n s t r u c t a 

p u s h o u t ( 8 . 4 ) i n o u r b r o a d e r c a t e g o r y f o r f p a r t i a l l y p r o p e r . T h i s 

g r e a t e r f l e x i b i l i t y o f w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s c o m p a r e d w i t h p a r a ­

c o m p a c t l o c a l l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s i s p e r h a p s t h e m o s t i m p o r t a n t 

r e a s o n why w e a k l y s e m i a l g e b r a i c s p a c e s s e e m t o b e u s e f u l i n s e m i a l g e ­

b r a i c t o p o l o g y . 

O u r g l u i n g p r o b l e m c a n b e r e g a r d e d a s a q u e s t i o n a b o u t t h e e x i s t e n c e 


