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§0 Uberblick

Es sollen Differentialgleichungen der Form
£(x,y,y') = 0, £ € (R R)

betrachtet werden. Generisch beschreibt eine solche Gleichung
eine Fl&iche S im ﬂfi bDort, wo die kanonische Projektion

p: (x,y,z) —> (x,y)

von S auf die (x,y)-Ebene regulér.ist, kann man die Differen=
tialgleichung differenzierbar nach y' aufldsen und erh8lt ei=-
ne explizite Differentialgleichung

y' = g(x,y)
mit ihrer dazugehtrigen Ldsungsschar,

. Interessant ist nun das Verhalten dieser Schar bei Anndhe-
rung an den singulidren Ort der Projektion p. Hierzu ist als
erstes die Flache § und in ihr die Menge C der singulidren Punk-
te dieser Projektion zu untersuchen. Fiir S erh8lt man als Er-
gebnis, analog zu der Charakterisierung der Abbilduhgen von
der Ebene in die Ebene von H.Whitney [ 3]:

Bezliglich der kanonischen Projektion p hat S fiir generi-
sches f an singuldren Punkten nur Falten und Kuspenpunkte,
und die singulire Menge C ist eine eindimensionale Unterman-
nigfaltigkeit in S.

AnschlieBend wird das Richtungsfeld der impliziten Diffe~
rentialgleichung am singuldren Ort p(C) untersucht. Hierbei
zeigt sich, daB die LSsungen generisch transversal auf den
singulidren Ort treffen (von einer diskreten Untermenge in
p(C) abgesehen). <

Weiter kann man lokal die Lisung der impliziten Differen-
tialgleichung fiir generisches f auf das Ldsen eines autonomen
zweidimensionalen Systems zuriickfilhren, das man erhdlt, wenn

man das zu F(X,7,y') = O

gehtrige Hamiltonsche System

X = fZ
d?ﬁf y = zf, (y' =: =)
Z2 = =f azf

X7y
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auf S eﬁéchrénkt (f ist erstes Integral voniﬂf). Generisch
treten fiir dieses zweidimensionale System als Singularitédten
nur Spiralpunkt, Sattelpunkt und zweitangentiger Knoten auf,
und diese natiirlich nur auf C. Aus der Betrachtung dieses Sys-
tems erhdlt man dann Aussagen iiber die Geometrie der Losungs-
‘schar von f(x,y,y') = 0. U.a. ist diese Losungsschar am sin-
guliren Ort p(C) (von einer diskreten Menge, gegeben durch
die Singularititen des Systemstzfls und die Kuspenpunkte, ab~-
gesehen)’ lokal 01-diffeomorph zu einer Schar parallelverscho=-
bener Neilscher Parabeln mit Umkehrpunkten auf der y-Achses:

AY

PGﬂ//

Das Verhalten bei den Singularitdten von%ﬁfls und an den
Kuspenpunkten bekommt man ebenfalls aus der Geometrie von S
und dem Phasenportrait von?ﬁ%is durch Projektion mit p. An
den Kuspenpunkten erhslt man ein Kaustik-artiges Verhalten:

Und zu den Singularitédten vonfm%ls gehOren im Wesentlichen
folgende drei Typen von LOsungsscharen:
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Zur Schreibweise:

Fliir Jets, Jet-Blindel etc. wird folgende Notation verwandt:

k-Jet-Biindel der Abbildungen: X ~—>Y Jk(X,Y)
k-Jet von f: X —7Y : i x —J¥(X,Y)

AX5:= {(x,x,...,x)exs‘ xeXg

X(s) 1= X5~ A%
s-faches k-Jet-Bindel: J'(X,T)
s-facher k-Jet: jgf: X(S)-—e-Jg(X,Y)

o¥ k

AuBerdem bezeichne die Null im R,

Die Transversalitétssitze werden in der in [2] angegebenen
Form angewandt.

Weiter sei fir

£: RXK —> R

gff-tif
f oo _si= us.W
Xa?j 'bthszé

Der Einfachheit halber werden auf J¥(R’R) bzw. J5(R’R)
Koordinaten wie folgt eingefithrt und benannt:

skp: B3 —>g5(R3,R) ¥ R® = aim J¥(R3 R)
E > (5,200,200, (1,2,(0),2,,(D), £, (D))

Analog zu dieser Darstellung werden die Koordinaten in
TE(R3 R) dann mit

TR, R) 2 (3,8,8,,1 £__,f

PE SIPE SOV ST S

x yy;fyzgfzzrcpq.,).

benannt. &benso:

~

ek'
e (r3)(8) TE(RS,R) ¢ R mb:= dim TE(R,R)

8 e 8
(§,05.4— (gi,f(§i),fx(§i>,fy(§i),fz(§i>,.-. e
Die Koordinaten werden mit
X3 S SR R S R R SRR SR S 8
JS(RAR) 3 (§i,f ,fx,fy,fz,fxx,fxy,fxz,fyy,fyz,fzz,.._. 1=

bezeichnet,
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§1 Die sichtbare Kontur einer Flidche

Sei f;iBB**waﬂiaeine ¢“~Funktion. Dann ist fiir residual
fast alle £ grad(f) auf f'1(0) nirgends Null.
Bew.: Betrgchte den 1-Jet von f

i1t: B2 — sY (B3, R) & B> BB’

§ > (§,£(5),grad £f(%¥)). Die Behauptung besagt
gerade, daB fir den 1-Jet von f nie f(%) und grad f(Y{) gleich~-
zeitig N0ll sein durfen, d.h.

. 3 l - -

3 f(I{)r1{(§,f,fX,fy,fz) £=f, =f =F =0l =9¢.

Da kodim {f:f =fy=f =O} =473 = dJﬂlZBB ist dies Zquivalent
zu g T & i= =f =L =f -O} , und damit folgt die Behauptung aus
dem Transversalltatssatz. v/

Fir solche f ist dann f'1(0)-=:S eine zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit C ]R3. Seil

> (%,¥)

die kanonische Projektion. Die Menge C der kritischen Punkte

Ds R’ R® ’ (Xf.Y;Z)‘

von p|S ist dann gegeben durch

¢ =r100)n f;1(0).

Der singulire Ort p(C) von plS ist dann die sichtbare
Kontur von S, wenn man S in z-Richtung betrachtet.

~ Wie oben ist natiirlich auch f 1(O) fiir residual fast
alle f eine zweidimensionale Untermannlgfaltlgkelt desiR3
Die Menge C wird also "im Allgemeinen" eine eindimensionale
Untermannigfaltigkeit von S C Iﬁssein:

Satz 1: Pir residual fast alle f sind £ 1(0) und £1(0)
transversale Untermannigfaltigkeiten des ]Rz
Insbesondere ist ihr Schnitt C eine eindimensionale

Untermennigfaltigkeit in S C R°

Bew.. DaB f 1(O) und f'1(0) transversal sind, bedeutet gerade,
daB die zweldlmen81ona1en Tangentialriume von f 1(O) und
f;1(0) auf C nirgends gleich sind. Das heiBt aber, daB die
darauf senkrechten Gradienten von f bzw. fz auf C nirgends
parallel sind, oder #quivalent, daB ihr Vektorprodukt
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grad f x grad fz auf C nirgends verschwindet, Betrachte nun

52¢: RO — J2(R2,R) Y R'

g: RO ~—>R", (grad f,grad f, )h~—ﬂ>(f sgrad f > grad f, )
wobei ]R6 und ]Rﬂr als die entsprechenden Unterriume von JZ(ZR3 ]R)
zu verstehen sind, und grad f := (£ ,fy,f ) sowie
grad £, := (fzx’f y’f )

Nun lst nach Deflnltlon von C und g grad £(f) x grad f (§>
auf C genau dann Null, wenn f(g) =0 wund g(graﬁ;f(i) grad:fz(g))=0,
d.h. wenn j2f die Menge |

Wi= E(g,f,fx,fy,...) e J2(R% R)| £=0,g(grad f,grad £_)=0§ 0
0§(3,5,...) € 3(R%,R) | £20,£,=0, (£, £ )#0}

nicht trifft, denn der Fall daB auf C f wund grad f gleich-
zeitig verschwinden, braucht nicht betrachtet zu werden, da

er filr residual fast alle f nicht auftritt (s.o.), also kann
man mit {f=o,fz=o,(fx,fy)¢o} schneiden.

6 +R* gerade die Abbildung

T lgys Lo x™ fxfzz’fxfzy'fyfzx)'

Nun ist g: R

(4085, 5,, fZX,f g1E5g) > (£, £ 8 =

Die Jacobische von g ist also:

0 o 1 o 0 0

b - 0 o0 Ly 0 -f, £
£, 0 £ f, 0 -f

oy Loy 0 -t £ 0

mit den Unterdeterminanten

1 0 0 1 0 0
- 72 . o2
ES 0 ~fo|= f5 wnd [-f 7 0 £ = £
0 f 0 0 -f 0
X v y

Da (fx’fy)*o ist, ist mindestens eine davon nicht Null, also

ist der Rang von Dg mindestenS'B. W ist damit als algebra-
ische Menge disjunkte Vereinigung von Mannlgfaltlgkelten der
Kodimension 2 3+1 = 4 > 3 = d4dim ]RB. Also ist f(iR3)mW B <=
32f3§w, und die Behauptung folgt aus dem Transversalitidtssatz. v
DaB C generisch eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des
R’ ist sieht man auch einfacher: _ -
Betrachte im 1-Jet-Bindel J'(R>,R) die Untermenge if-—-o,fz=0}.
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Sie ist offenbar Untermannigfaltigkeit der Kodimension 2

und nach dem Transversalitdtssatz ist filr residual fast alle

iy j1f transversal dazu, d.h. (j1f)-1({f=0,fz=0}) ist Unter-
nannigfaltigkeit der Kodimension 2 im }ﬁi und andererseits ist
~aber gerade C = (j1f)'1({f=0,f2=0}).V

Interessant ist nun natiirlich die Gestalt von S in der N&he
von C. Hieriiber geben'die beiden folgenden S&tze Auskunft,
Sie besagen, daB die Menge C der kritischen Punkte von p|S .
generisch nur aus Kuspen- und Faltenpunkten besteht.

Satz 2: Fiir residual fast alle f gilt auf C entweder:
a) f,, %0
oder:
%) £f,, =0, £ % 0; dies jedoch nur auf isolierten

Punkten von C.

Bew.: Die Behauptung bvesagt gerade, daB der 3-Jet von f die
Untermannigfaltigkeit ,
Wi= {(g,f,fx-,fy, .. )ET(R,R) \ f=fz=fzz=fzzz=(}}
nicht trifft. Wegen kodim W= 4> 3 = dim E; ist dies dqui~
valent zu j3fFﬁW und die Behauptung folgt bis auf die Iso-
liertheitsaussage in b) aus dem Transversalitdtssatz.

Zur Isoliertheit von Punkten mit fzz=0 auf C:
Betrachte im 3-Jet-Raum die Untermannigfaltigkeit

'= {(E,f,flx,‘. .)€ J°(B5,R) | £=£ =£, =0}

Offenbar ist kodim W = 3 wund fir residual fast alle f ist
nach dem Transversalitdtssatz jBfﬂ;W;alsa ist (jBf)'1(W)
Untermannigfaltigkeit der Kodimension 3 im Igz d.h. isoliert.
Andererseits sind das aber gerade die Punkte auf C mit fzz=O'J



—104"’

- Um das Ergebnis von Satz 2 geometrisch interpretieren zu
konnen, muf man fiir die Situatibnen a) und b) C“Léquivalente
lokale Modelle von | '

(3, (x,,7,,2,)) —BLE > (B2 (x,,7,))
angeben, d.h. offene Mengen U;Vcﬁmz(bzw. Mengenkeime), lokale
Diffeomorphismen h: S—>U, k: m?-**v und eine lokale C“LAb-
bildung q: UV, sodaB das Diagramm

h) Lk

g

Ut -V
1oka1 um (xo,yo,zo)ers kommutiert., Zusdtzlich soll aber das
Modell U—~3-sV ebenfalls von der Gestalt
-1
81(0) ple (92-&332, geC""(]RB,]R)

sein, und g soll sinnvollerweise aus f durch Koordinatentrans-
formation im 1fsund Multiplikation mit einer Einheit hervorge-
hen. Man hat also bestimmte lokale Modellfunktionen g um einen
Punkt (g ‘qo,y )EJR3fhr die Situationen a) und b), sowie fir

jedes £ lokale Diffeomorphismen

Cf: .(RB’(EO’A’O’SO)) >(]R3’(X0’yoszc))
1 (B5 (G o0,)) — (RS (x,,7,))

und eine HBinheit
| £: RO—>TR

anzugeben, sodaB das Diagramm

R

X } mult. ‘

R —> TR
T | A

|

> (%, (8,05, 3 L, (B, (x,,7,s2,))

b pl
(82, (§,,4,)) — > (%2 (x

09YO))

- kommutiert, demn mit ¢ ist auch ng-1(O):-g"1(0)-—*f-1(0)=%é-1(0»
ein Diffeomorphismus.
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Bemerkung: Die Kommutativitit von Y€ ist dquivalent dazu, daB:

i) g'e = feep

1) ¢&Y,5) = (§E4),9(%,9,5)), wobei
vz B —>R mit Y, (E010r50) £ 0
Bew.: i) klar; ii) %op = pog ist dquivalent zu:

(GG Fo(Em) = (B 500, (Ea1, 5005 wnd g, +

besagt gerade, daB ein Diffeomorphismus ist. V4
?

Definition: Zwei lokale Gleichungen (f(x,y,z)zO;(xo,yO,zo))

uwnd  (8(3,4,5)=05(§,,9,,3,))  (£,5¢€ C(R, R), koo

heiBen geometrisch Ck-équivalent, falls es Ck-Ab-

bildungen <¥,§,£ wie oben gibt, sodaBl das Diagramm »

kommutiert.

Bemerkung: Dies ist offenbar eine Aquivalenzrelation, die mit

der Geometrie von

£710) —B_, R?

vertrédglich ist, i.A. jedoch nicht mit der Geometrie
der Losungen von f(x,y,y') = 0. , wie folgendes
Beispiel zeigt:
¢: (x,7,2)—>(y,x,2); £ = 1; £(x,y,5) = z°-x. |
Dann ist (ﬂﬁa(x,y,z) = zz-y', und die zu beiden Gleichungen
gehbrigen Differentialgleichungen haben wesentlich versch}e-
denes LOsungsverhalten: ay
N 4
1[

S '
X :

-
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Satz 3: Fir residual fast alle f gilt:
a) Die Punkte von C mit f,,#0 sind Faltenpunkte,

d.h. £ ist lokal um diese Punkte geometrisch

CmLéquivalent zZu zz+z: um Null.

b) Die Punkte von C mit £,,=0, £, . +#0 sind

Kuspenpunkte, d.h. f ist lokal um diese Punkte

geometrisch Cw-équivalent zu zB-Ez-nx um Null,

Bemerkung: Das Bild einer Falte unter p ist natiirlich ein
regulires CxLKurvenstﬁck im Iéa da plC dort regu=-
l4r ist. Das Bild der Kuspe ist eine Neilsche Pa-
rabel, hat also in der Projektion des Kuspenpunk-
tes einen Umkehrpunkt.

-3

......

3

pe)

A |
e | /
Talte | T - Kuspe

Bew.: a) Nach dem‘Vorbereitungssatz von‘Weierstrass-Malgrange
kann man f (nach Translation in den Ursprung) in der
Form  #(x,y,2) = £(x,y,2)[2%+ a,(x,y)z + a2, (x,7)]
mit € Einheit, aie'M(Z) i=1,2
schreiben, d.h., 0BdA kann man f in der Form
2%+ 2, (x,7)z +a,(x,7) =t g(x,y,2)

annehmen, Wihle nun folgende Transformation:

11
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X
y

s

Sie erfilllt offembar die in der Bemerkung 1.5 oben gefundene
Bedingung und fithrt f in

” ,
5= a,(x,y) 74 + a, (x,7)

iiber. Fiir residual fast alle f ist grad £ auf S nirgends Null,

also auch gradg auf S nirgends Null, denn:

f=eg » (grad £)|s = ((grad £)g)|s + (c(grad g))|s = (£(grad g))s,

weil g[S O Wegen g, (0) = 0 ist damit insbesondere

li

X

y
z4—a2(x,y)/2

1]

q 1
C; 35— )(0) % O,

OBdA sei daher 79a /Dx ¥ O in unserem Fall. Wdhle nun die Trans-
vfcrmatlon'

£ —az(x,y)2/4 +a,(x,y)
y =3 ,
3=3

‘Auch sie erfiillt oben zitierte Bedingung und transformiert f in:

32 . v

b) Wie in a) hat man nach dem Vorbereitungssatz von Weierstrass-
Malgrange f oBdA in der Form:

zo+ a, (x,7)2%+ a,(x,7)z + ax(x,y); a;eM(2) i=1,2,3

i

Transformiert man nun

X = X

y=3
5 =12+ az(x,y)/3

" so erhdlt man statt f:
53+b2(x»yk)5+b1(x,y)"== g(x,y,5); Dbiemm(2) i=1,2

Fiir residual fast alle f gilt Satz 1, also oBdA-auch hier, denn
Koordinatenwechsel sind Homdomorphismen in Cyklgilﬂ. Bs ist
aber

i

(grad g)(0) = (3v,(0)/9%,90,(0)/Py,0) wund
(grad g)(0) = (3b,(0)/x,9v,(0)/3y,0).
Beide Vektoren sind nach Satz 1 nicht parallel, also

det(9(by,0,)/9(x,y)) 4 O

1}
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Damit kann man b1 und b2 lokal um Null als Koordinaten im
IRz'verwenden. Wdhle also folgende Transformation:

= —b1(X’y)
= -bz(x,y)
2 3=3
Damit erhilt f schlieBflich die gewiinschte Gestalt:
55""’!5 -% °

Satz 4: Fiir residual fast alle f hat p(C) als Singularititen

hoechstens:

i) Gewthnliche Kreuzungspunkte mit verschiedenen

Tangenten

ii) Bilder von Kuspenpunkten

Bew,.,: Der Beweis wird in drei Teile zerlegt: »
a) fiir residual fast jedes f haben alle Punkte § e p(C)
hochstens 2 Urbilder unter p.
b) fiir residual fast alle f ist p|C an Punkten mit

f = fz = fzz = 0 injektiv:

¢) fiir residual fast alle f enthilt p(C) nur Kreuzungs-
punkte mit verschiedenen Tangenten, '

 Aus a),b),c) folgt dann sofort der Satz.

a) bedeutet fiir den dreifachen 1-Jet von f gerade, daB er die -

Menge
Wi= z(xi,yi,zi,fi,f}j;,f;,f;)zﬂéifé(laz]R)[ elarl=0; i=1,2,3
und (xi,yi)=(xj,yj);‘zi+zj fﬁr;allg.ifj}ﬂsa;;
nicht trifft. Wegen kodim W = 343+4 = 10 > 9 = dim (r3)3)
ist dies #quivalent zu j%f & W, und-die Behauptung folgt aus
den Multijettransversalitétssatz.~/
b) ist #quivalent dazu, daB der doppelte 2-Jet von f die Menge

= {(xi,yi,zi,fl,f;,...)§=16J§(11IRB,]R){ fl=f;=0;: i=1,2
und (x1,y1)=(x2,y2) und fzz;o}
nicht trifft. Wegen kodim W = 2+242+41 = 7 > 6 = dim (R)(2)
ist dies Hdgivalent zu jgf %’w, und die Behauptung folgt aus’
dem Multijettransversalitétssatz., v/
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¢) gilt genau dann, wenn es keine Punkte (Xi’yi’zi) eiB?; i=1,2
gibt mit:
i) (X19Y1)=(X2’yZ) und Z1+22
ii) f(xi’yi’zi)=fz(xi’yi’Zi)=0 ; 1i=1,2
iii) (fx(xi’yi’zi>’fy(xi’yi’zi))i=1,2 sind linear abhingig,
denn die Tangentialebenen von C stehen gerade senkrecht auf
dem Gradienten (fx’fy’fz) an der betreffenden Stelle, die
Tangenten von p(C) also senkrecht auf (fx’fy)’

Diese dréi Bedingungen sind dquivalent dazu, daB der doppelte
1=Jet von f die Menge

i 1
Wi= {(xi,yi,zi,fl,...)&Jé(]RélRﬂ(x1,y1)=(x2,y2), z,1¥25,
12002 ym el el .l
nicht trifft. Wegen kodim W = 2414242 = 75 6 = dim (R))(2)

ist dies wieder &dquivalent zu j%f?ﬁ W, und die Behauptung
folgt aus dem Multijettransversalitétssatz.J

Zusamnenfassung:

Fiir residual fast alle f hat p(C) lokal immer folgende Gestalt:

a) regulires Kurvenstiick:

a) und b) treten an Faltenpunkten auf

c¢) Umkehrpunkt:

tritt an Kuspenpunkten auf . \
\ l“;"/',/» \
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§2 Der singulire Ort einer impliziten Differentialgleichung

Der singulére Ort einer impliziten Differentialgleichung
£(x,7,7') = 0; feC%R>R) ist die Menge der (x,y)eR% fir die
sich f lokal nichtdifferenzierbar nach y' aufldsen 1a48t., Mit
den Bezeichnungen von $1 also gerade die sichtbare Kontur p(C)
von f"1(0) unter der Projektion p.

Definition: Sei f(x,y,y') = O eine implizite Differential-

gleichung, S:= £71(0) eine zweidimensionale Unter-
mannigfaltigkeit unIRB und y(x) eine Ldsung der
Differentialgleichung. Dann heiBt die Kurve

x —>(x,y(x),y'(x)) € 8

die zur Ldsung y{(x) gehdrige, geliftete LOsung der

Differentialgleichung.
Der singulidre Ort von f(x,y,y') = O heiBt

‘Pseudoenveloppe der Losungen der Differential-

gleichung, falls fiir alle Punkte von C, mit Aus-
nahme einer diskreten Menge, gilt:
Die Projektion jeder gelifteten LOsung, die C trifft,

ist transversal zu p(C).

Satz 1: Fir residual fast alle £ ist der singulidre Ort von
f(x,y,5') = O Pseudoenveloppe der Losungen der

Differentialgleichung.
Bew.: Sei §O~(xo,yo,z )EeC, dann steht (f (E ),f (E )) senk-
recht auf p(C). (Nach §1 kann man oBdA annehmen, daB
%st, bis

auf die isolierten Kuspen-~ und Kreuzungspunkte, und daB

p(C) 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R

(f )IG nirgends verschw1ndet denn (grad f)IS verschwindet
nirgends, und C = S n f- (0)). Die Losungen von f£f(x,y,y') =
zu den Anfangsbedingungen (xo,yo,zo) haben bei x, gerade
die Richtung

'agi(XyY(X))’X=XO = (1,y'(XO)) = (1,20),
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Sie sind also genau dann transversal an p(C), wenn
0 $<(1,2,), (£,(8), £, (E 0> = £,(F) + 2,5.(5,)

Es geniigt daher zu zeigen, dalB fx+zf5_ guf C nur einfache
Nullstellen hat, und das besagt gerade der folgende Satz:

Satz 2: Fiir residual fast alle f hat fx+zf5_ auf C nur einfache

Nullstellen und an Kuspenpunkten nie Nullstellen.

Bew.: Nach §1 ist oBdA C der transversale Schnitt der Unter-

' mannigfaltigkeiten f 1(O) und f 1(O) Da weiter oBdA
(grad £)|S und (grad f )‘S nirgends verschw1nden, steht der
Tangentialraum von C senkrecht auf grad £ und grad fz an der
- betreffenden Stelle, ist also parallel zu

,f £f -f f Z,f f -f£ f ).

grad f xgrad fz = (fyf fzfz ZX "X 2 XTay "y zxX

’ v
Weiter ist

grad(fx+ zfy) = (fXX+zfxy,fx'y+zfyy,fxz+zfyz+fy).
Also ist die (nicht normierte) Ableitung von £f+zf in Rich-~

y
tung C gegeben durch:

< grad(f +zf ),grad f x grad f >_—.

= fyfxxfzz+ nyfxyfzz fzfxxfzy Zfzfxyfzy

+fzfxyfzx+2fzfyyfzx fxfxyfzz fofyyfzz*

; 2 2
+ fxfzxfzy+fxfyfzy+2fxfzy fyfzx_fyfzx nyfzxfzy

=3 A(z,fx,fy,fz,fxx,fxy,fyy,fzx,fzy,fzz).
Betrachtet man A als Abbildung von dem entsprechenden Teilraum

des 2=-Jdetraumes JZ(Bsiﬁ) in die reellen Zahlen, so ist:
QAJDf
QA>T

fyfzz fzfzy s

Xy nyfzz Zfzfzy‘ ffnnt LoTox

Sei g: RIT——sR* definiert durch:

g(f,z,fx,f f ,f_ _,f_ £ _,f_ ,f ):=

yrUz? xRy zx?yy’ zy’fzz
= (f,fz,fx+ zfy, A(Zyeen ,fzz))
Wobeil Iﬂ1 als der entsprechende Unterraum von JZ(Eﬁgﬁ) zu
verstehen ist. Offenbar ist {(x,y)}xfg’1(0) gerade die Menge
2ll der Punkte im 2-Jetraum, die f genau dann nicht trifft, wenn
es den ersten Teil des Satzes erfiillt.
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Die Jacobische von g ist nun:

1 0 0 ¢ 0
pg= |0 © 0 0 1
0 fy 1 z 1
YA A
0 % > x K ’Qf ’&fy O 3
Sie enthilt als\Unterdeterminanten:‘
1 0 0 O 1 0 ¢ 0O
0 0 1 ¢ 3 0O 0 1 O
= -dA/Of und = =9A/If
0 1 0 © xx 0O 1 0 0 /aXY'
0 % %=24 0 s x,2h
Qf ST
. Xy
Auf g'1(0) verschwindet f_, also ist:
24 | -1 ‘ A g
g ' (0) = £_T und “'(0) = zf f__~-f_Ff__ .
%fxx y 2% of xy y 22 “X 2%

Sehrinkt man sich nun vorerst auf den Beweis des ersten Teils
ein, so kann man oBdA alles auf

ggx,y,z,f,fx,...b £,,£0, (fX,fy) s O}

betrachten. (Fiir residual fast alle f ist (grad f)lS £ 0).
Setze

M= g7 1(0) N {(‘z,f,fx,.._.,fzz) { £,5 0, (£,,5,) % o} .
Auf M ist mindestens eine der beiden obigen Unterdeterminanten
nicht Null, also hat g auf M vollen Rang, d.h. kodim M = 4 .,
Der erste Teil des Satzes ist nun gleichbedeutend damit, daB
der 2-Jet von f die Menge

W= {(x,y)f XM
nicht trifft. Da aber kodim W = 4 > 3 = dhniR% heiBt dies
nichts anderes als: jzf h W. Damit folgt die Behauptung aus
dem Transversalititssatz. v/

Im Fall der Kuspenpunkte, also fzz= 0, setze

We= {(x,y,z,f,...)er(BB,]R) f=f,=f, =0, f+af = o}

Der zweite Teil des Satzes ist équivalent‘zu: jzf(E;)ﬂW'= @
Wegen kodim W = 4 > 3 = dnnIB3ist dies das Gleiche wie:
jzf'ﬁfW, und die Behauptung folgt aus dem Transversalitdtssatz. V/

17
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Satz 3: Fiir residual fast alle f hat fX+zfy iiber Kreuzungs=

punkten von p(C) keine Nullstellen auf C

Bew.: Satz 3 ist équivaient dazu, daf der doppelte 1~Jet von £
die Menge
Wim L(x;075085,00, 00 )TN (BER) | (x,,5,)=(x,07,)
i*vwi*Ti 2 1?91 22
taflo0 11,2, f;{+z'1f;= o}
nicht trifft., Wegen kodim W = 24242+1 = 7 > 6 = dhﬂCRE)(z)
bedeutet dies gerade jéf?ﬁ'w und die Behauptung folgt aus
dem Mul¥ijettransversalititssatz., V/

Definition: Faltenpunkte mit fxﬁ'ny-# O werden regulire

Faltenpunkte, solche mit fxﬁ'ny-= O singulire

Faltenpunkte genannt,.

Bemerkung: i) Fir residual fast alle f ist bei singuldren
Faltenpunkten die Nullstelle von fx+zf einfach,

y
11) (£ + z:y)/ (142) (£ 24 £9))

C .ist gerade -der Sinus des
Winkels zwischen dem singulidren Ort p(C) und den dort be-
ginnenden bzw. endenden ILdsungen von f(x,y,y') mit Anfangswer-
ten auf C. (vgl. Bew. Satz 1).

Zusammenfassung:

Piir residual fast alle f hat das Richtungsfeld von f(x,y,y')=0
auf p(C) lokal folgende Gestalt:

a) Das Richtungsfeld ist lokal transversal zu p(C)
(fx+ zfy verschwindet auf € nicht.)

pes)

i) Faltenpunkt:

¢

H,_P¢) ii) Kuspenpunkt:
/

pG)

\
A

———
- Z
R
I

18
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b) Die Richtungsvektoren wandern von einer Seite von p(C) auf
die andere, (fX+ zf hat auf C einen einfachen Nulldurchgang)

i

19
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&% Die peliftete impligzite Differentialgleichung

Anstelle der Differentialgleichung f(x,y,y') = O mit ihren
Losungen y(x) kann man auch das Verhalten der gelifteten LO=-
sungen (x,y(x),y'(x)) auf S untersuchen. Hierzu betrachtet
man z.B. f(x,y,y') = O als Spezialfall einer partiellen Diffe-

rentialgleichung.,Dieser ist das System

£ =8, % =2f,, &= £~ 2y

der Hamiltonschen Gleichungen zugeordnet, und f ist ein erstes

Integral dieses Systems, d.h. die Niveaufléchen f*1(o), also
insbesondere auch S = £~1(0), haben die Eigenschaft, da8 Lo-
sungen der Hamiltongleichungen, die darauf beginnen, immer
darauf verlaufen, Die ILosungen der Hamiltonschen Gleichungen
auf S projizieren sich dann mit p auf die Integralkurveh von
f(x,y,y') = 0 in der (x,y)-Ebene. (Vgl. [4],8. 16 £f.).

Satz 1: Die Lsungen von f£(x,y,y') = O erh#lt man (in Parame-

terform)'durch Projektion der LOsungen von

% £

] z N
* y = zf, . = Sy

Z -(fx+2fy)

mit Anfangswerten auf 5

auf die (x,y)-Ebene mit D.
Dabei ist fiir jede Losung die Abbildung
t1—>x(t) |
ein lokaler Diffeomorphismus, falls (x(t),y(t),z(t)) ¢ C.

Definition: }Kffs bzw.(%)werde die zu f(x,y,y') = O gehorige,

geliftete Differentialgleichung genannt.

Bew.: Betrachte f(x,y,y') = O als partielle Differentialglei-
chung. Dann ist nach [4] alles klar. v

- Insbesondere ist ?ﬁf[s : 8§ 1S, denn
CHoreraa £>= £, + zf L - (£ .+ zfy)fZ = 0.
Also definiert%%fls ein globales Vektorfeld auf S.

20
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Bemerkung: Da (grad f)’S fiir residual fast alle f nirgends ver-~
schwindet, kann man f(x,y,y') = O lokal immer nach einer
 der drei Varisblen aufldsen, also entweder als

¥ = h(y,y') oder

vy = k(x,y') oder

y'= 1(x,y) schreiben.

Es geniigt daher lokal anstelle vonﬁﬁfls eine der drei folgenden
Differenfialgleichungen zu losen:

X k, NA
= oder .
Z ékx+ Z 2

Die Ldsungen der gelifteten Differentialgleichung bzw. von
f(x,y,y"*) = 0 ergeben sich in offenbarer Weise durch Einsetzen
in die aufgeldste Differentialgleichung.

-zhz
' oder y'=1(x,y).
‘-1-+zhy

Satz 2: E%fts verschwindet hochstens auf C, und fiir residual
fast alle £ auch nur an den isolierten Punkten von C,

an denen fx+zfy verschwin@et.

Bew,.: klar nach §2 Satz 1,2,3 und nach Definition von %Cf‘v/

Bemerkungen: i) £ine nicht konstante Losung (x(t),y(t),z(+t))
von ¥Kif\s, die die singulére Menge C trifft,

hat dort einen nichtverschwindenden Tangentialvektor parallel

zur z-Achse.,

ii) Eine Lbsung y(x) wvon f(x,y,y') = O , deren zugehdrige
geliftete Losung (x,y(x),y'(x)) die singulére Menge C

im Punkt § =(x_,y,,%,), mit .fx(§o)+zafy(§0) + 0, trifft, hat

am gingulidren Ort p(C) eine 2.Ableitung +c° cder =-oo.

Bew.: i) (x,7,2)(t) nicht konstant, d.h., der Tangentialvektor

(x,37,2)(t) verschwindet nie. Auf C gilt dann (wegen

fz[c = 0): (%,7,2) = (0,0,-(fx+zfy)), und da der Tangentialvek-

tor nie verschwindet, ist fo+zf # O an dieser Stelle. v

ii) folgt aus i), denn nach Satz 1 kann man sich (x,y(x)) als
Projektion einer ILdsung (x,y,z)(t) von}%fls vorstellen, und

offenbar ist
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- 3,5 =
aly(x zdt _ :/
vty Ly = Laex) = L& = i/x
X

Und es ist fz‘C =0, also x =0 und 2z = -(fx+zfy) $# O nach
Voraussetzung. - '

iii) Zu?ﬂif kann man auch wie folgt gelangen:

Man betrachtet Wi= dy ~ zdx: TR’ & Rox RO—>R. .

Séi TS « Tﬂgs in kanonischer Weise eingebettet. Ist
¢(t) = (x,y,2)(t) eine C¥-Kurve in §, so ist ihr durch
th~> (X,g) eine C¥-Kurve in TS zugeordnet. Dann ist

w(x',gﬁ) = 0 &y (k) = z(t)x(t), d.h.:

Falls UJ(K,%) = 0, so 1¥sen die Komponenten (x,y)(t) von x{t)

die Differentialgleichung £(x,y,y') = O . Andererseits liefert

jede Losung y(x) von f(x,y,y') = O eine Kurve (x,7(x),y' (x)

in S und es ist A ,
W{(x,y(x),y" (x)), (1,7 (x),y"(x))) = y'(x) - y'(x) = O,

Also hat man:

(1) Das Losen von f(x,y,y') = O ist #quivalent dazu, Kurven
¥ auf S zu finden , die LD(X,X) = 0 erfiillen.

- Weiter ist:

(2) uﬂT yS = 0 genau dann, wenn:

(x,7,2
(x,7,2)€ C und f (x,y,z)+zf (x,y, ) = 0, d.h. fir residual
fast alle f verschw1ndet uﬂTS nur an den isolierten Null-
stellen von (fx+zfy)|0.

Bew.: (2) sieht man leicht geometrisch ein, oder man rechnet
wie folgt:

7S = ker <{(grad £) S, . >
kerw = {((X’ygz)’(EOHQS))\N‘ - Z§ = OE'
Also ist
keruﬂT &

(x,7,2)° = F(x,,2)°
f (x,y,z)g + T (X,y,z)n + £ (x,y,z)S = 0 fiir alle (g Ys §) mit:
ﬂ - z§ = 0, und das ist aqulvalent zZu:

(x,y, ) = O und f (x,y,z)+ zf (x,y,z) =0, Vv

Sei V die (fiir residual fast alle f diskrete) Menge der Punkte
auf C auf denen - f-+zfy_'verschw1ndet Nach (2) 1st also

uﬂT(S-V) nirgends verschwindende 1-Form auf 5-v. Wegen
dim ker&4T2R3==2 dim TE(S -V) = 2 und dem Obigen gilt:
dim kerw|Tg (5-V) = dim ((kerw,Tg]R T (5-V)) = 1.
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Damit ist KeruﬂT(S-V)' ein integrables Unterbiindel von T(S-V)
(da eindimensional), und ein Vektorfeld X auf T(S-V) liegt
genau dann in keruﬂT(S-V), wenn fiir seine Komponenten

X = (x1,x2,x3) gilt:

x1 z73
und das ist genau dann der Fall, wenn

(3) X = o(£,,2f , -(f +2zf )), o &CP(S-V, R) beliebig.

f x, + fyxz + f x, = 0 und Xy = 2ZXy = o,

Das zeigt endlich, daB dle Bedingung aus (1), Kurvenjauf S mlt
tﬂ(x g) = 0 zu finden, &quivalent dazu ist{ Kurven.g auf S zu
finden, die

é = %ﬁf(g) erfiillen.

Zusammenfassung und Satz:

Satz 3: Fir residual fast alle f hat man folgende lokale Situ-
ation, falls p|S eigentlich ist: |
Fir alle (x,y) e p(S) gibt es eine Umgebung U, sodaB
p~1(U) in endlich viele disjunkte Umgebungen V. (i=1,...,k)
der Elemente von p'1(x,y) zerfdllt, sodaB genau eine der

drei folgenden Aussagen erfiilllt ist:

a) (x,v) ¢ p(C): p‘Vi: V,—>=U ist fiir alle i=1,...,k

ein Diffeomorphismus.gcf verschwindet auf p'1(U) nie.

b) (x,y) € p(C), kein Kreuzungspunkt: p]vi: V,—>U ist

fir allevi=2,...,k ein Diffeomorphismus, pr1: V1-—~>U
ist eine Falte oder eine Kuspe und"éﬂf verschwindet
auf p~1(U) hochstens im Punkt p~(xy)N V,, im Fall der

Kuspe nie,

e) (x,y) € p(C), gewshnlicher Kreuzungspunkt:

pIVi: Vi-—4>U ist fiir alle i=3,...,k ein Diffeomor-
phismus, p(V1: V1'"4*>U, prZ: V, —>U sind Falten,
deren Konturen transversal sind4rgcf.verschwindet auf

ganz p"1(U) nie.,

ILiosungen von verschiedenen Vi's sind in allen 3 Fidllen transversal.
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Bew.: Da plS eigenélich ist, ist p"kxgﬂikompakt und fiir residu-
al faSt alle f eine O-dimensionale Mannigfaltigkeit, also end-
lich; damit zerfillt p“1(U) oBdA wie angegeben. a),b),c) folgen
dann sofort aus den Ergebnissen von $§1,82 und §3. Losungen, die
von verschiedenen Vi's stammen, haben an ihren eventuellen
Schnittpunkten notwendig verschiedene Steigungen, sonst wiren
die Vi's nicht disjunkt, also sind die Ldsungen transversal,

/
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$4 Lokale Transformationen einer impliziten Differentialgleichung

Nach §3 Satz 3 kann man sich bei der Untersuchung des loka-
len Losungsverhaltens impliziter'@ifferentialgleichungen auf
das Verhalten von Differentialgleichungen der Art

£|v,: V,—>R, V, wie in §3 Satz 3

beschrinken., Man wird also fiir (xo,yo,z les = -1(0) statt f
nur den Keim (£, (xo,y 27 ) von £ um (xo,yo,z ) bzw. die dadurch

definierte lokale implizite Differentialgleichung

(£(x,y,y') = 0; (Xosyo’zo))

betrachten. Fir die weiteren Untersuchungen soll nun fir lokale
implizite Differentialgleichungen eine mit dem LOsungsverhalten
und der lokalen geometrischen Situation

(f‘);(:co',yo,zo))—-—l'@-‘—s—-a'-JR2

vertridgliche Aquivalenzrelation zwischen lokalen Differenﬁial-

-gleichungen eingefiithrt werden:

Definition: Zwei lokale implizite Differentialgleichungen

(f(x,y,y')=0;(xo,yo,zo» & (g(g’%oﬁt)=o;(§ofvo:5°»

heiBen Ck-équivalent (als Differentialgleichungen)

(k GZNOU&QP, wenn die beiden folgenden Bedingun-

'gen erfiillt sind:

1) (£0x,7,51)=0, (10,3,,2,)) wnd ((E,%:%")=0; (41 3,))
sind geometrisch Ck-équivalent (vgl. §1), d.h. wenn es
lokale Ck-biffeomorphismen ’

¢ (mi(go YorSo ))————><m3-<xo,yo,zo>
i (B%(3,0m,)) — (B3 (x0,7,))
und eine lokale Ck-Elnhelt
(B%(3,19,:5,)) —R

gibt, sodaB das Diagramm
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R
] ﬁ} mualf - R
(B%(§50005,)) > (B (x,,,42,))

pl | pl
(B% (}04,)) ——L— (B (x,,7,,))

kommutiert.

ii) Der Diffeomorphismus Qf fiihrt die Integralkurven von
(g(g’"l’ﬁ')=O~‘(§°’"7°’S°)) in die Integralkurven von
(f(x,y,y')=0;(xo,yo,zo)) iilber, unter der zusitzlichen

Bedingung,>da8

’9&?1 (go”\(o)/ag + 39‘?1(§0:'70)/9“7 £ 0 ist,
((Cﬁ P2 ,c‘o3) bzw. (C'%'1 ,?2) bezeichne die Komponenten von
Cszw.c?:’ ) | :

Bemerkungen: a) Zur zusitzlichen Bedingung in ii):

Se (g) eine L&sung von (g(g ) 0; (io VO S ).
Dann soll die Kurve (((‘g“?(g)) Integralkurve von (f(x,y,y )=0;
(x 9Y01%4 ))seln, und man wird sinnvollerweise wiinschen, daf
d[?1(§‘7(§))]/d§.+ 0 ist, éa<f1(§;1(§)) die Aufgabe der x~Koor=-

-dinate iibernehmen soll. Nun ist aber

o557 DI /a5 =2, (GEAE « o (B £ D)oy

und die Zusatzbedingung ist offenbar aqulvalent dazu, daB diese
Ableitung lokal um (§0 ﬂIO »§,) nicht verschwindet.

vb) Invarlanz der singula.:cen Menge und der 31ngularen Falten-
punkte unter NARR

¢ bildet die singulére Menge 1(O)n g3 1(O) von g auf die

singulére Menge 1(())n:f.‘ 1(O) von f, sowie die singuldren

Faltenpunkte g (O)Ag 1(O)t’\ (g +Sg) (O) von g auf die

singuldren Faltenpunkte £ (0)n f (O)m (f +2f ) (O) von f ab.

Bew,: Wegen ii) und §2 Bem. ii) folgt die Aussage iiber die sin~
guldren Faltenpunkte aus der Aussage iiber die singulire Menge.

Es ist g£g = foq; (ES)S = €c8 + &8¢ ('f"cf)S = ('i‘;?)“(@s
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Also ist: (f(q(g,q,g))=o und fz(?(g,y,j))zo )
&> ((£oq)(£,4,5)=0 und (£o9)¢(§,%,3)=0 )
<> (g(£,9,3)=0 und (&5 + &gg)(§,%,5)=0 )
<> (g(§,%,3)=0 una gg(£,9,5)=0 ). v

Satz 1: (iiber universelle Transformationen)
o~ . ey .
Sei c{?:(]RZ;(xo,yo))-——-—->(I(2;q(xo,yo)) ein lokaler

Cw-Diffeomorphismus und zOeIK so, daB

i)?c’f’1(xo,yo)/9x + ZO'D%(XO,yO)/Qy + 0 und

ii)

%F Gy x,3) o+ %90?2(&3’)/”] £ o
V2|35, (R ) /0% + 208, (%, /2T ~

: (Xo’yo’ZO)
Dann ist cf:(‘RB;(xo,yo,zo))->(R3;<((xo,yo,zé))
definiert durch

4 (xyy,2) 2= T ERD

P (x,7,2) 1= Py(x,7) |

B, (x,y) Px + 29, (x,y) /9y
9F, (x,7) Px + 20§, (x,y) /Py
ein lokaler Diffeomorphismus, und fiir alle fe€ X 123,]11)

CfB(XﬂYQZ) :

sind die Differentialgleichungen

((£99) (x,57,7)=03 (x,,7412,)) & (£(F, 9 o' )=039(x,,7,,2,))

c*%-dquivalent.

Bew.: ii) besagt gerade, daB q>ein Diffeomorphismus ist, denn é?

war nach Voraussetzung ein Diffeomorphismus. Nach
Konstruktion von q>Sind dann ((foqﬂ(x,y,z)=0;(xo,yo,zo))und
(f(g,%,S)zo;q(xo,yo,zo))rgeometrisch ¢%-squivalent (§1, Bem 1.5 0.).
Wegen i) ist automatisch die Zusatzbedingung erfiillt,

Sei nun y(x) einelLdsung von ((fwﬁﬂ(x,y,y')=O;(xo,yo,zo)),
dann ist:

ad(x,y(x))/ax =3F(x,y(x)) Px + y' (xF(x,7(x)) Py .

Mit £(x):= <T?1 (x,y(x)) und Nl(x)::c?z(x,y(x)) gilt wegen i):
dg/dx £ 0, und es ist:

dq/dg = (dq/dx)/(dg/dx) =<?3(x,y,y') nach Definition von(r . v
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/Bemerkungj(f-1 erhilt man aus q"1 auf die selbe Art wie(f ausé?.
Bew.: Mit (§,%,3) := ¢(x,y,2) gilt : (x,7) =c“f3"1(§,7) =2 §(£,4).

und durech AuflGsen nach 2z erhidlt man:

G, (x,y) 0% < ¢(x,y,2)0¢, (x,5)/9x

o P5(x,5,2)9F, (x,5) Py 9%, (x,y) Py
Das ist aber das gleiche wie: '

PG + 4R, WpRE + 3N
 DxPY + 959203, VY RF + 33/
Wie man unter Berilicksichtigung von

OF/2(x,y) O, = (3 9)
durch Ausmultipliziefen leicht beweist. v/

Satz 2: (Translation in den Ursprung)
‘Jede lokale implizite Differentialgleichung
«Gf(x,y,y‘)=O;(xo,yo;zo)) ist C*~squivalent zu einer
lokalen Differentialgleichung (g(jg,az,q' )=0;(0,0,0)) um
den Ursprupg, vermittels de; durch foigende Affinitédt

gegebenen Transformation ¢ :

§ o (5 + %

my t— n + Zog + ¥,

5‘ | .3 + Zo'
Bew.: Klar nach Satz 1. V/

Satz 3: (Parallelisieren des Richtungsfeldes an Falten)
Jede lokdle-implizite Differentialgleichung
(f(x;y,yi)=O;(Xo;y0,20)),:fﬁr die (xo,yo,zo) ein =
Faltenpunkt ist, isﬁ C¥-squivalent zu einer lokalen
impliziten Differentialgleichung (g(%,%,%'):O;(0,0,0))
um den Ursprung, filr die die Faltenlinie C gerade in
der (x,y)~-Ebene liegt, d.h.: filr die das Richtungsfeld

am singuldren Ort p(C) parallel zur x-Achse ist.
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Bew,: Nach Satz 2 ist oBdA (xo,yo,zo) = (0,0,0), und nach dem

Vorbereitungssatz von Weierstrass-Malgrangekann man f in
der Form , - o
: f(x,7,2) =—£(x,y,z)[z - 2za(x,y) + b(x,y)]

mit a,bem2); £: R>—>R Binheit .

lokal um Null schreiben. Also kann man oBdA
f(x,y,z) = 22 - 2za(x,y) + b(x,¥y) a,bem(2)

annehmen. f = O heiBt folglich hier: =z = a{x,y). Das Rich~
tungsfeld dieser impliziten Differentialgleichung hat daher
am singulidren Ort p(C) gerade die Richtung al(x,y), (x,y)ep(C):

(o . Tom o = oL oY)
‘ *
—~ pE)
Man fithrt nun auf RZ neue Koordinaten (i(x,y),q(x,y)) go ein,
daB die "Parallelen" zur §-Achse (4 = const.) den singuldren
Ort p(C) unter dem selben Winkel treffen, wie das Richtungs-
feld der DPifferentialgleichung. Dann ist man fertig:

. TR D S
| \:\\"" P P s
N - 7 . +
N > P 2 s
= ~ a” 4
= X
‘:_r - 27 pe)

Hierzu soll ein Diffeomorphismus wie in Satz 1 verwendet werden,
der zusdtzlich die §-Koordinate fest 1&8t:

B\ o I |
Y > | y(§,) mit xﬁ(o‘o)* 0
3 et 3 ¢ (Eey)

Ein solcher Diffeomorphismus erfiillt offenbar die Voraussetzungen

fiir Satz 1. Es ist damit nur noch ein geeignetes cyeo“’(mZ,R) zu
finden, sodaB '

D(2o¢)(§,9,3)/65 = 0 &> I= 0 fur alle (g,'!/l,g).e(RB,o).

(Dags ist etwas mehr als eigentlich ndtig ist, es wiirde schon
" geniigen, wenn dies fiir alle Faltenpunkte von fo?'erfﬁllt wire)
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ist:.
= (‘Pg“5%)1‘&(%*3%)“@(\?) + b(E.y)
2
ATy g7 YR by -2 (Y
Y4 B I %1 \[xﬂl’v ]

R
= %%'8

Denn qh so0ll ja um Null nicht verschwinden.

Also ist

und

; ‘tfg'g‘({e"f) =r~3'§(%l.%) = %l 95 &ehh%%:O
ami |

r'%%“(’ﬁ“f’)(a“l(g) =0 &= %%(§(NI‘S) =0
&> T = \PE :‘}:(5‘{2

Also ist [(fo?)s = 04=> T = O] genau dann erfiillt, wenn

d.h.

Yg- (5,1 = 0,

filr festes ﬂ muB(y(.,ﬂ) die gewohnllche leferentlalglel-

chung

y' = a(x,y) 1l6sen.

Fordert man noch zusitzlich (V(O,ﬂ).: q, go ist automatisch
Yﬁ £ 0 lokal um Null erfiillt, und man erhélt&y aus der allge-
meinen Ldsung Y(x,xo,yo) obiger Differentialgleichung zu den
Anfangswerten (Xo’yo) durch:

¢ (5 t= X(E,0,)

Da Ye C(R%R) ([5] 8.83 £f, [6]) ist auch weC™ (R’ R) und man
ist fertig., v/

Bemerkung: Eine derartige Transformation ist an Kuépenpunkten

in differenzierbarer Weise nicht mbglich.

Bew.: Der Tangentialraum von C in einem Kuspenpunkt ist immer

die z-Achse, denn er wird erzeugt von (grad f)x(grad fz) =

= (0,0,f_f ) (an Kuspenpunkten ist f,=f, O) Hier bek&me

man

x zy y ZX
aber durch Transformation eine Kuspe, bel der der Tangential-

raum von C in der (x,y)-Ebene liegt. Vv
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Satz 4: (Linearisieren der Falte an reguliren Faltenpunkten)
Jede lokale implizite Differentialgleichung
(f(x,y,y')=O;(xo,yo,zo)), fiir die (xo,yo,zo) regulirer
Faltenpunkt ist, ist C“Léquivalent zu einer lokalen

impliziten Differentialgleichung (g(§,y,ﬂ')=o;(o,o,o))

unm den Ursprung, fiir die die«i-Achse & Igsdie Falte ist.

— p(sl)

Bew.: Nach Satz 1 und Satz 3 kann man schon oBdA annehmen, daB
(x,,¥51%,)=(0,0,0), und daB das Richtungsfeld parallel
zur x-Achse ist. Dann heiB% (fx+ zfy)(O) 3+ 0 gerade,

daB fX(O) + 0 ist., p(C) steht senkrecht auf (fx,fy), ist also

transversal zur x-Achse und damit lokal durch eine Gleichung

x = gly), g€ R,R) beschrieben.

Zur Linearisierung der Falte fithrt man nun auf Iﬁzneue

Koordinaten (g(x,y),q(x,y)) so ein, daB die M-Achse gerade

p(C) wird. L&8%t man die y-Koordinate -dabei noch unverdndert,

so bleibt das Richtungsféld auch weiterhin parallel zur

g-thse: | 1 y \ 1(%=C‘W¢

31
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Hierzu 8011l wieder ein Diffeomorphismus wie in Satz 1 dienén:
§ ? £ gy
Y4 "
S/ \3[At gy

erfiillt alle Voraussetzungen von Satz 1, insbesondere auch:

el sg@l| | =1

Und es ist weiter c((o,a{,o) = (g(at),«{,o)f.q bildet also die

M-Achse auf C ab. Nach Bem. b) 4.2 ist damit die M-Achse singu-

lire Menge von foT. v

Zusammenfassung :

oBdA kann man bei allgemeinen (d.h. mit C*-Aquivalenz vertrig-
lichen) Betrachtungen iiber das lokale LOsungsverhalten impli=-
ziter Differentialgleichungen immer annehmen, daf:

i) die lokale implizite Differentialgleichung in einer Umge-

bung des Ursprungs im Ifszu betrachten ist,

ii) an Faltenpunktenidie singulédre Menge C lokal in der
- (x,y)-Ebene liegt, also durch 2z = 0 als Teilmenge von
S beschrieben ist,

iii) an reguléren Faltehpunkten die singulidre Menge C gerade
die y~Achse < R’ ist,.

32
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§ 5 Losungen in der Ndhe eines reguliren Faltenpunktes

Nach §4 Satz 4 kann man oBdA annehmen, daB in der Nihe des
zu untersuchenden Faltenpunktes die Faltenlinie gerade die
y-Achse ist, der Faltenpunkt selbst der Ursprung. Weiter gibt
es genau zwei verschiedene Losungen, die die Falte in ein und
demselben Punkt treffen, deren eine eine 2.Ableitung von +00,
die andere eine 2.Ableitung von -©0 hat.(vgl. §3, insbes.Bem.
nach Satz 2; auBerdem folgt dies aus nachstehendem Satz)

Man bekommt also in der Situation des reguliren Faltenpunktes
bis auf CaLAquivalenz folgendes lokale Ldsungsverhalten:

k.

>
X

k ~ Losuna von 'F()(x‘yq ¥y¥y=0
. AN P(C) i , .
Genauer gilt:

Satz 1: Jede lokale implizite Differentialgleichung
(£(x,y,5')=05(x,,5,,2,)), fiir die (x,,¥,,2,) ein regu-
lérer Faltenpunkt ist, ist C“Léquivalent zu einer lo-
kalen impliziten Differentialgleichung (g(x,y,y')=0; 0)
um den Ursprung mit der y-Achse als singuldrem Ort,

flir deren lokale Losungsschar gilt:

Es gibt eine C*“Binheit €: R°—> R, (t,y )r—> £(t,y,),
sodaB die Losungen von g(x,y,y')=0 lokal um (0,0,0)
die Parameterform

t2

€ (t,5,) + 3,

i

X(t’y )
© t€R; y, i= y(0)

It

y(t,5,)

haben, d.h. bis auf Terme hherer Ordnung Neilsche Para-

beln mit‘Umkehrpunkten auf der y-Achse sind.
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Bew.: Nach §4 Satz 4 ist oBdA (x_,y,,%,) = O und die Falten-
linie gerade die y-Achse. Es genligt nun zu zeigen, daB
es C¥~Einheiten f,V: ij-—f*>Ii gibt, sodaB
2
x(t,y,) = tp(t,5,)
y(t,5,) = t29(t,5.) + v, .
Daraus erhalt man ndmlich den Satz wie folgt:
Betrachte den C~-Diffeomorphismus
% tV (t,v.) T |
(—> 72507 (¢*, da F.Einheit)
Io Yo Yo |

(fir festes v, ist dies gerade eine Umparametrisierung tn~>t(t,yo))
Er liefert:

2
X(t’yo) = L )

S: R*—=>TR c°€Einheit.v/

]

y(T,y,) t3£(t,yo) + ¥,

Zum eigentlichen Beweis:
Nach dem Vorbereitungssatz von Weierstrass-Malgrange kann man
0B4dA annehmen, dafB

f{x,y,2) = 2 = 2za(x,y) + b(x,y); a,bem(2),.
Dann ist fX(O) + 0 & bX(O) # 0, Da die y-Achse C sein soll,
gilt a(0,.) = 0, denn es ist- £, = 2(z-a(x,y)). Da auf C natiir-
lich auch f verschwindet, gilt auch noch: b(0,.) =0 .,
Betrachte jetzt die geliftete Differentialgleichung:

X = 22 - Za(XQy)
y = 27° - 2za(x,y)
Z =

2za_(x,y) - bxﬁx,y) + 2z ay(X,Y) ~ zby(x,y)

Sei (x,y,z)(t,yo) die dazugehdrige allgemeine Ldsung zu den
Anfangswerten

X(ano) = Z(O;yo) = 0, Y(O’YO)‘= Yo
(Das sind gerade die ILdsungen von %gf(S, die bei t=0 die y~Achse
treffen) ,
Da b (0) % O ist, folgt sofort, daB z.(0,y,) % O ist, also
kann man nach dem Vorbereitungssatz von Weierstrass-Malgrange
schreiben: :
z(t,y,) = ta(t,y ), «: R°—>R, C -Einheit.
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Damit erh#lt man aus der gelifteten Differentialgleiohung:
Xt(t’yo)'z 2tx(t,yo) - 2a(x,y), also wegen a(0,y) = 0 :
xt(o,.) =0

ZQKt,y‘) + 2tat(t,y ) - 2a (x,y)xt(t,yo) -
- 2a (ny)yt(t’y ): also:

Xtt(t’yo)

xtt(o,.) = 20(0,.,) # O, denn es ist yt(O,.) = 0, wie s0=-
fort gezeigt wird.

Nach dem‘Vorberéitungssatz vonhmierstrass-ﬁalgrangekann man
daher schreiben:

x(t,y,) = tZ/u(t,yo) , fA:]R2->]3 c”-Einheit.
Weiter ist:
Yy = zXp = 2%Kxg , also:
y4(0,.) =0
Yig = 260x .+ (2 + 2to(t)xt, also:
Y44(0s¢) = 0

SchlieBlich ist:

+ At X
Tgpp = 20X+ 250X, + (20¢ + 24 )Xtt + (204 Zt%)t 4» also:

yt‘ct(o") =(40tht)(0,.) # 0
Und man kann nach dem Vorbereitungssatz schreiben:
y(t,y,) = t3v(t,yo) + ¥, s Vi R? ~—-;JR c"?;Einheit.\/
Bemerkung: Vie Neilschen Parabeln
x(t,y,) = t°
y(£,7,) = 287/3 + ¥,

sind gerade die Ldsungen von y'z-- x = 0, Umgekehrt bewagt
folgender Satz , daB dies bis auf 01-Transformationen in der
(x,y)~-Ebene auch die einzige auftretende Ldsungsschar lokal
um einen regulidren Faltenpunkt ist.
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Satz 2: Sei (xo,yo,zo) ein reguldrer Faltenpunkt von
| (f(x,y,y')=O,(xo,yo,zo)). Dann gibt es einen lokalen

C1-Qiffeomorphismus
$: (BE(x,,7,)) —> (B5§(x,,7,)),

der die Losungen von f(x,y,y')=0 unm (Xo’yd’zo) in

die Losungen von y'2 - x =0 um O uberfihrt.

Bew.: Zur Vereinfachung kann man Statt y'2 - x = 0 auch die
Differentialgleichung 4y'2 - 9x = O betrachten. Die
Losungen dieser Differentialgleichung.haben dann die Form:

x(t,y,) = 2,

Nach Satz 1 und §4 kann man oBdA annehmen, daB (xo,yo,z ) =
und C die y-Achse ist 4(Man mu8 dann nur noch ? mit den verwen-
2 aus §4 komponieren) und weiter:

y(t,y ) = L Yo » teR.

deten T:ansformationenAdes R
X(t’yo) = tzs y(t’YC) = t35(tsyo) * Vo 0 teR, & Cw“Eih;\Qit.
fiir die Losungsschar von f(x,y,y') = 0 um O gilt. '

Konstruktion von.&f (x,y)t—>(X,7):

BEs gibt im Wésentlichen nur eine Moglichkeit, &;zu konstruieren,
und zwar als Komposition der beiden folgenden Abbildungens:

i) A4 43 | | |
‘ g_,,‘ - L'o'suvx% von f(xdd )=0, y'>0
| <Y - | - pdurchry)
“{““ \Losuma Vonfu‘j\J)ﬂo }[<O
= N '
oy —= (§,9)
ii) a‘é
§ . /LOSUV\% von y '{—‘ durch (o, «0
(¢, «3)
Al \Losun% von y = 1’7 cjurch (ch)
i % .

(g")'l) > (;(45)
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zu i): (X,y)k——*’(g,%) ist dadurch beschrieben, daB g und 1
Losungen von ~

3 :
*‘{ t;'(t’i) FEey t >0, t° = x
-t 2(-t,ﬁ) + % =y sind.
Nach dem impliziten Funktionentheorem kann man nahe t=0 G§>x—0)
¥ nach (g ) auflosen. Bei t=0 ist trivialerweise % 41
Man erhdlt so CY-Funktionen g(t,y) q(t,y)
Durch die Transformation (t,y)v*—%>(t ,¥) =: (x,y) schlieBlich:

oo
£=,y), “1(x,y); C™ falls x%0.
Fiir spdtere Uberlegungen werden nun einige Grenzwerte berechnet:

Differenziert man die erste Zeile von » nach %, so erh&lt man:
2, ¢ 3 . _ .
3t°E(1,8) + t7(E,(¢,F) + £, )3y) + g = 0, also:
E.(6,7)/(3%%) 55 - €(0,5), demn ¥(0,7) = y.
Analog ergibt sich:
| /“t(ts)')/(3t )"___"; €(0,y)
Wegen
§./t° = Ex t/t =2 /15 (2 vy = 0, % -2t t=T%)
bedeutet dies gerade:
(1) {jZEX/(BT“) =50 -€(0,y) wund analog
| 20,/ (3Tx) — 55> €(0,y).
AuBerdem ist trivialerweise:
v > P
(2) §y =50 > 1 und Yy x50 1
Und es ist wegen 2:

g -4y - $2(...), also:

(3) (g& ‘Yy)/7-1 250 .
zu ii): (g;y)b*->(x,y) ist beschrieben durch:

- Y3
Eiﬂ q’g;;) E oder équivalent:{i _ ;r +T§3

Fiir spdter werden wieder einige Grenzwerte berechnet:

¥

M
]

Offensichtlich ist:
4 y. = V.
(4) Vg = ¥
X

Ry = %

1/2 und

((q-%1/2)73

i
Il
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Weiter_ist:
(v-%)
- - LY N . :
—xgv“=UXﬂﬁP13;;E74>-(E(O,y)),/g = uﬁ? damit:
(5) ke + Byl = Fyle - &) 507 €007 nacn (1)

Sowie:

i

-tBC&(t,g) + E(-t,q)), also nach Obigem:

———

(6) iggy + iﬁqy = iﬂévy - Ey) =0 70 wegen (3).

M 3
Fiir die Jacobische von ¢ erhd&lt man folglich:

/[ = - '-(E.’(O ))2/3_ o
Tgo R\ &) [E0y
x-=0 ]
6]
LA P |
wegen (1),(2),(5),(6).
Damit ist c?ein 01-Difféomorphismus %: R**R —>R'™xR , den
man offensichtlich durch:
. 2./3
X '(.£(O9Y)) 0 X
S .
y Y 1\
auf ganz R erweitern kann, \// '

Bemerkune: AuBerhalb der y-Achse ist Q;nach Konstruktion sogar c?,
Nach §4 Satz 1 kann man zu c? ein passendes cr konstru-

ieren, das dann auBerhalb der (y,z)-Ebene ebenfalls C* ist, an~

sonsten aber nﬁr mindestens homdomorph., Der Satz beinhaltet

dann insbesondere die C°-Aguivalenz von (f(x,y,y')=&(xo,y0,zo))

und (y' - x = 0; 0). ‘
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$6 Iosungen in der Nihe eines singuliren Faltenpunktes

Sei (xo,yo,zo) singulirer Faltenpunkt von (f(x,y,y')=0;
(xo,yo,zc)), S0 kann man nach §4 bis auf C*~Kquivalenz anneh~
man, daf:

(x49¥,02,) = 0 und C c (x,y)-Ebene 1ist.

Nach §2 Satz 2 hat (fX + zfy){c filr residual fast alle f ei-
ne einfache Nullstelle bei O, was unter obigen Annahmen &qui-
valent zu: "

fx(O) =0, fxx(o) £ 0 ist.

Bew,.: Der Tangential_ raum von C im Ursprung ist gerade die x-
Achse, da im Ursprung das Richtungsfeld einmal tangential
zu C sein muB(singulirer ¥altenpunkt), und zum anderen gerade
parallel zur x-Achse ist (zo=0). Also ist die Richtungsableitung
von (fx + zfy) in Richtung C bei O proportional zur Ableitung in
Richtung der x-Achse bei 0, und das ist gerade (fXX+ zfxyi(Q),=
fxx(o)’ und nach §2 Satz 2 ist diese Ableitung fiir residual
fast alle f von Null verschieden. v/

Weiter ist grad f£(0) # O fiir generisches f, also fy(O) 4+ 0,
da schon fx(O) = f;(o) = 0 ist, Damit gibt es nach dem Vorbe-
reitungssatz von Weierstrass<Malgrange eine C“iFunktion

g: (B%0) —>(R,0)
und eine C°“Einheit
£: (R30) —>R
sodalB
£(x,y,2) =€(x,y,2z)(g(x,2) +y) .
Nach §4 kann man dann immer ahnehmenb,daB bis auf C“=Aquivalenz
£(x,y,2) = g(x,2) +y ,
wobei filr g gilt:
i) gZ(O) = 0, gzz(o) + 0 (Faltenpunkt)
11) g.(0) = 0, g_(0) 4 0 (Einfache Nullstelle von}(fx+zfy) c)
1ii) C € (x,y)-Ebene, d.h.: C = {(x,y,0) ¢ B> y =-g(x,0)

Sei
T: B—>R?; (x,y,z) —> (x,2)

die kanonische Projektion auf die (x,z)-Ebene. Offenbar ist

¥) Dol die Einfae\«helf der. Nui’i‘fe.“e mit C™- );unthewz .
vertrdamlinh ok Wirel Fordem tell uniy Tyanst v Stz 3 gezeiat
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§ = graph(g), und t|S ein Diffeomorphismus, sowieit(C) die

x~Achse. '

Bemerkung: Unter obigen Voraussetzungen i), ii), iii) gilt:
gzx(X,OI = 0 (lokal um x=0)

Bew.: Es ist gZVT(C) = 0 nach Definition von C, also verschwin-
det die Ableitung von g, in Richtung TT(C), und dies ist

gerade die x-Achse, v/

Je nachdem, ob die Determinahte der Hessematrix von g positiv

oder negativ ist, erh#dlt man fiir die Gestalt von S = graphg)

eine der beiden Moglichkeiten: | |

8) (8yx8zy = B4y )(0) > O: S hat bei O ein Extremum

S

/A c

5) (g

2y ) ‘ AP o
<xBrg = gzx()(o) <f0f S hat bei O einen Sattelpupkt

Bemerkung: OBAA ist dabei wieder gzk(O) = 0 und g, (0) > 0,

Bew,: Betrachte im Fall gxx(O) < 0 statt g(x,z) +y die mit-
tels - : |
¢ (%,5,2) —>(X,=y,~2)
transformierte Differentialgleichung. Sie ist nach §4 Satz 1

o7 L. . ' -
C =-8quivalent zur ersten, und es ist

(891 (0) > 0. /
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Es kann also fiir g immer angenommen werden:
i) g,(0) =0, g,,(0) 0

ii) g.(0) =0, g, (0) £ 0

iii) C = {(x,y,O)é ]RB[ y =-—g(x,0)}

iv) gzx(x,o) = 0
v) gxx(o) >0,

falls man nicht gerade Aussagen iiber g machen will, bei denen
die angegebenen Transformationen nicht oBdA gemacht werden dur-
fen, z.B.: Fir residual fast alle f hat das zugehtrige g die
Gestalt ...,; wie dies in Satz 2 der Fall sein wird. Bis dort
sei also g noch so allgemein wie nttig angenommen,

Satz 1: Das Ldsen von (g(x,y') +y = 0; 0) (ge Cw((IRZ,O),(JR,O)))

ist dquivalent zum Losen von

(%) = ( bz ) =='%€g(x,2)
Z Z - 8y ,

Die gelifteten Losungen von g(x,y') + y = O erhdlt

man dann als
(] $) " Nx,2)(t) = (x5g(x,2),2)(t)
Bew.: Klar nach §3 Satz 1 Bemerkung.v/

Bemerkungen. i) Durch Zuriickholen von (dy - zdx)|S mittels der
- Karte (x, z)k—~%>(x~g(x %),z) €S erhidlt man
dieselbe leferentialglelchung w1e in Satz 1:
(ay - zdx)(s = 0 ist #quivalent zu: -dg(x,z) - z dx = O,
und das ist das Gleiche wie:-g dx -~ g,dz - zdx = O.
Letztere Differentialform verschwindet aber genau auf den
Vektorfeldern der Form oc'(gZ g2 = gx),oce C”(]RZ,R). v

ii) x = 8y, Z = -g, ist die Differentialgleichung der Hohen—
Linien von S. Da man sich in der N&he des Ursprungs be-
findet, kann man annehmen, daB gewisse Ahnlichkeiten zwi-
schen den Integralkurven von'éﬁ und, den HShenlinien von S
bestehen, Fiir den Sattel erweist sich das auch als richtig,
nicht aber fiir den Fall des Extremums, denn lokal um O tre=-
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~s
ten keine periodischen Ldsungen fir %( auf.

Bew.: BEs ist div(g,z-g,) =-1, und im Fall periodischer Ldsungen
wiirden diese ein nichtleeres Gebiet G beranden, und es wire
nach dem Satz von Gaufl:

0 $-vol(G) = Sdlv(g JEEy) = f{g§z&5‘§x2_jﬁi— 0
G =0, da 9G Integralkurve
wobei 4 := HuBerer Normaleneinheitsvektor auf G.

Statt %%' zu untersuchen, kann man sich teilweise auch auf das
linearisierte Problem

(2 et

gXX

(das sich unter “nnahme der Bedingungen i)...iv) zu

i) ) 0 gzz)(o) x)
z - -1 z vereinfacht.)

beschrénken, demn es gilt folgender

Linearisierungssatz von P.Hartman [7], (8]

Sei . R
= Ax + P(x)
ein autonomes reeles Differentialgleichungssystem mit
A € M(nxn,R), F e C1(Rn,IRn) , |
sodaB’fﬁrwdiefEigenwertayi1,..r,Rn von A
Re Ri # O fiir i=1,...,n .
und fir F |
F(x) = o(|x|) fir x —>0 gilt.
Sei weiter
D(t,x) = e + x(%,x)
der zu obigem System gehorige Flus.
(eAtx ist der zu i = Ax gehdrige Eluﬁ)
Dann ist fiir festes t

X(t,x) =.o(|x‘) fiir x —>0

42
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und es gibt einen HomOGomorphismus
H: (R%0) —=(R%0)
sodaB
B(Pt,877(x))) =
AuBerhalb der invarianten Mannigfaltigkeiten ist H sogar

diffeomorph;

Bemerkungen: i) Der Linearisierungssatz 148t sich auf

(3) - 34 ufl) - L) w1

~anwenden, denny?ﬁ ist ¢ , und H
von ¥ g im Ursprung, also

(- w1 oI e () o

Die Bedingung fiir die Eigenwerte ist ebenfalls erfiillt, wie man
den nachfolgenden Untersuchungen entnimmt.

g ist gerade die Jacobische

ii) Die Richtungen der stabilen und instabilen Mannigfaltig-
keiten im Ursprung sind im linearisierten und im ursprung-
lichen System gleich ([67] S.371 ff).

111) Das linearisierte System

x X ) ( o %12(0)
(Z) = Hg(z> mit H%_ - Gux® -4

entspricht gerade der impliziten Differentialgleichung

(v'%g,,(0) + x%g_(0))/2 + 3 =0 .

e

Die Figenwerte und Eigenvektoren von H :
o

Das charakteristische Polynom von

8zx Ezz
Hg = (O)
| ~8xx -1 - g, ist

Pe(1) = (g,,(0) - M1 - g, (0) = A) + g, (0)g,,(0).

43
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Die Eigenwerte 11 und.}l2 von Hg sind dann:

| , .
Ry,o = 60 E]1 - 4(g,, (0001 - £,,(0)) + gy, (0)g,, (0] )/2
Und die Eigenvektoren haben die Gestalt:

=:(gzz(o),2.- gzx(o))’ falls H

g = lv&

v
Bew.: Eigenwerte: Klar.  Eigenvektoren: Sei g, i= XX(O) usf.,

v = (vj,vz) Eigenvektor zum Eigenwertd . Offenbar folgt
aus v1=0’da3 v=0, also ist oBdA v,40, z.B. v =g, . Also:

( Ezx ’gzz a2 - A'gzz = gzzgzx+ Y28z
' gxx "’1"gzx v2 L) L]
Woraus sofort YV, = A = 8ox folgt. V/

Offenbar sind die Eigenvektoren von Hg«genau dann verschieden,
wenn es die Eigenwerte’sind. Man wird annehmen, daf im #Allge=-
meinen die Eigenwerte auch tatsidchlich verschieden sind:

Satz 2: Fiir residual fast alle f gilt:
Ist (Xo’ya’zo) singulérer Faltenpunkt von f(x,y,y') = 0,
an dem (fX + ny)lc eine ;infaehe Nullstelle hat
(dies stellt nach §2 Satz 2 keine Einschrinkung dar),
so gilt fiir die lokale Differentialgleiehung
| (g(x,y') + 3 = 0; 0),
die aus
(£(x,5,5') = 05 (x,,¥,+2,))
durch Translation in den Ursprung und Parallelisieren‘
des Richtungsfeldes gemiS §4 Satz 2 ﬁnd Satz 3 hervor-
geht, daB die Eigenwerte X1?und 12 von Hg verschieden

sind.,

Bemerkung: g erfiillt dann die Bedingungen i)...iv)

Zum Beweis des Satzes bendtigt man genauere Aussagen iiber das
Verhalten von %ﬂf in der N&he von Singularitdten gegeniiber
¢“-Aquivalenz:



Lemma:

(1)

(2)

(3)

Bew.: Zu (3): f

45
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Sei cf: (§,%,S)l-f>(x,y,z) eine universelle Transfor-
mation wie in §4 Satz 1 angegeben.

Sei Egi= a5 (Qug* SPuy) Cop=(cfa o 5))
(C*-Einheit, vgl. §4 Satz 1)

Dann gilt:

- -4
\ = (D ) . o
Ropog = Eq'OF (8, )
Ist weiter o e Romit &b °c(,(<5‘) = 0, so gilt fiir die zu

BC; bzw.’3€4af gehbrigen linearisierten Differentialglei-

chungen X = Hex bzw, X ='Hf“?x :
Hy.p = Eq(®) (09) ™" (&) -+ Dy(s) |

Sei weiter iy (x,8)+—> (x,0,z) die kanonische Ein-

2 1n die (x,z)~-Ebene des RO und

bettung des R
f(x,y,2) = i(x,y.Z)(g(x.z) +y), €£eCR,R) Einheit

mit gX(O) = gz(o) = g(0) = 0 lokal um O, Dann ist

E(O)-Hg = THe 1, wobeiTt und i als die Matrizen der
entsprechenden linearen Abbildungen zu versthen sind,

Genauer gilt sogar:

| g,.(0)  * g (0)
Hf =f£(O)A 0‘ 0 (¢]
-8, (0)  x -1-g, (0))

]

£g, + & (g+4y)
~€ + £ ¥

y
g, + &,(g+y)

X/

f
y

f,

Wegen g(O)-g (0)-g (O) 0 gllt dann:

£,.(0) = £(0)g,,(0)
£,,(0) = £(0)g,,(0)
(fx+zfy)x(0) = ¥(0)g,,(0)
(fx+ny)Z(0) = £(0) + £(0)g,,(0)

grad(zfz)(o)

i

0; dies da z(0)=0,fz(0)=0;

Daraus folgt sofort die Behauptung.
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Zu (2): Vies folgt aus (1) durch Differenzieren: |

(1) & Dcy"zfef % = £ (ﬁef P). Differenzieren liefert:
DCF(G’) Hp fop = £ (0") “He cf’(s‘), denn es ist "éefoq)(ﬁ‘) = (CV(?)) = 0,
da die Nullstellen von “&ﬁf Invarianten gegeniiber Cm-Aqu:Lvalenz
sind (§4 Bem b) zur Definition). v/

Zu (1): (vgl. Bew.zur Bem, zu §4 Satz 1)
| cﬁg C(A o
| CFSE crg“] LFSS alsoy
(Af"cf’)g = 4x°ﬁt§ + 4'\3 ‘fzg t «fia‘fsg |
</£ ‘f) = ’ﬁxcfm? f{%cfwl * '{a‘fsn?
Geogds = fapsz

(hierin ist zur Abkiirzung fir f oq’ nur f usf, geschrleben)

Nun ist:
| (,{ocf)s
Hpop™ | Ty
Aleo - K/fcqﬂg + S(&@ﬂ]

| | (Cﬁtg ! S‘M) {a
DyFg G5 | (g * 34
f({x(‘f,\g* S%r-l)* 4«3(?7_%* S Qfml))
zur. letzten 2eile:
Lepag Fam B35 Watss S latos, - (fxus ' %‘fag {acfsgf S G {«JC(M, »fgf; m>
= fass Py SPay) = PasllrPg S fy ot S+ +5<€3~1}
== ag (Lo (g * S+ fy (g * S - Y
:Dc{mlf ist wegen Z = (sz + SCFZ"'))/(CFE + Scﬁ
uncl nmoh Def v. Eep !
e (?f"m) IS
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Beweis von Satz 2: Das Lemma besagt, da8 man unter den fiixr (3)
angegebenen Bedingungen fiir g (diese ent-
sprecheh der Bedingung, daB8 f bei O einen singuléren Falten-
punkt hat( vgl. weiter vorn in diesem Paragraphen)) die Matrix
H auf die angegebene Weise aus Hf gewinnen kann, und daB, falls
¢ die in §4 Satz 3 Bew. zur Parallelisierung des Richtungsfeldes
um den Ursprung angegebene Transformation ist, sich die Eigen-
werte der zu f bzw. foq gehdrigen Matrizen H_ nur um einen kon-
stanten Faktor &?(0) 4+ O unterscheiden., Damit braucht man in
unserem Fall nur noch zu zeigen, daB fiir residual fast alle f
gilt: ,
(%) Sei (x,,y,,2,) singuldrer Faltenpunkt von f(x,y,y') = 0,
und -

(g(x,y') 4+ y = 0; 0)
die implizite‘Differentialgleichung, die aus

(£(x,5,5") = 05 (x,,¥5+2,))
nur durch Translation in den Ursprung gemdB §4 Satz 2 und Multi-
plikation mit einer Einheit hervorgeht. Dann sind die Eigen-

werte von Hg verschieden,

Bew. von (¥): Es ist

3 g g |
Hg = ( zZX 22 >(0)
. “Bxx  178yx

wobei g(0) = gZ(O) = gX(O) = 0. Mit

£(x,y,2) := £(x,y,2)(g(x,2) + y), £ C°ZEinheit
gilt dann wegen fy(O) = €(0) nach Lemma (3):

h i bl
1/2,(0) ** “% N0) = H
Y i\t -f_ ~f &
XX Xz Yy
Nun sind die BEigenwerte von Hg genau dann verschieden, wenn
die Diskriminante von'Pg nicht verschwindet. Diese ist aber
gerade:
1 - 4det(H ),

denn P (%) = det(H, - £id) = 2

- 2
- H t—
| Sp(Hg)t + det g t

Nach Obigem ist 1-4det(Hg) % 0 dquivalent zu:

Tox - Ty
~4det | (0) + £,(0) .

-fxx : "fzx*fy

47;

- % det(H
+ det( .
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Sei nun ¢ gemdB §4 Satz 2 die Translation in den Ursprung .
Sei:  F i= £o9”", also Fe ¢= 1, PO0) =2 (x,,5,%,)
cfhat die Jacobische :

1 0 O

De = z. 1 0

o
| i o 0 1
~und es ist:

fx = Fxé? +'29Fy°q’

fy = Fyo?
f, = F, T
(Wenn man .

unter x,y,z sowohl die- transformlerten als auch die nicht trans-
formierten Koordinaten versteht, je nachdem ob sie als Index bei
f oder bei F stehen.)

‘Weiter ergibt sich im Ursprung:

£ . (0) = (F,, + 22 F__ + 2F )(xo,yo,é )

XX o Xy

fzx(OD = (FZX + 2, F )(xo9yovz )

il

fZZ(O) = Fzz(xe,yo,z )
(¢) ist also fiir F genau dann erfiillt, wenn
0 #{det( Fax*SoTay | FZ? e > T4E } (X0 ,12,)
-(Fyg 22, Fyyt2, Fyy) -(sz+zoﬂzy)_ - ‘
=3 A€x’y’Z’EQEx""’Fzz) (xo,yc,zo).
Wobei A als Abbildung
| A: J2(R2,R) —>R
zu verstehen ist. Definiere
= (A,F,F, ,F +2F) 72(R3 R) —=R*,
‘so ist (%) Hquivalent dazu, da8 der 2-Jet von F die Menge
:= 271(0) nicht trifft.

Nun ist Rang(A) = 4, denn:

0 0 # "o 0 ~(4+F 128, \Aj
L lo o o]t o0 0 ray
=16 0 olo o 0 1
o 0% |o 1 z |

48
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(Wie man der Definition von A und der expliziten Form von A:

= ~(F, +2 oFzy +F )(F +2 F y)+FZZ(F +220ny+z )+ LT
entnlmmt )
Die Determinante der eingerahmten Untermatrix von DA ist gerade

4 + F + zey.

Dies kann man oBdA als + O annehmen, denn fir residual fast
alle F trifft nach dem Transversalititssatz' 32F die Menge
p=r -r (HEF, = 44T, 42F, = of e J2(m3 R) nicht, denn sie

hat Kodimen31on 4 > 3 = dlm m?

ngit ist aber Kodim W = 4 > 3 = dim Iﬁs und somit wieder
HR’) W =g < j2F A W, und der Satz folgt aus dem Trans-
versalititssatz., v/

Satz 2, der Linearisierungssatz, sowie die Charakterisierung

der Singularitdten zweidimensionaler autonomer Systeme ([6],5.371ff)
liefern nun fir die Ldsungen der zu f(x,y,y') = O gehdrigen
gelifteten Differentialgleichung an singuliren Faltenpunkten
folgende

Lokale Charakterisierung der Singularititen von ﬁkf_i

Satz 3: Fir residual fast alle f gilt an jedem singuléren

Faltenpunkt (xo,yo,zo):
Sei

(g(x,y') +y = 0; 0)
die aus

(£(x,5,5') = 0; (x,,5,,2,))
durch Translation in den Ursprung und Parallelisieren
des Richtungsfeldés naoh gi,?§g%§égﬁuiti§iikétiénfﬁit
einer C*-Einheit entstandene lokale Differentialgleichung
(g erfiillt dann automatisch die Bedingungen i)eseiv)),
so hat man folgende lokale Charakterisierung fiir das
Phasenportrait der entsprechenden gelifteten Differen-

tialgleichung

) - %0



had 6012 -

50

Es tritt genau einer der drei folgenden F&lle auf:

(1) det H < 0, Sattelpunkt:
o

l1> o>2,2

(2) 0 < det Hg < 4/4, stabiler Knoten: O >JL1:>2,2

(3) dét Hg > 1/4; Btabile Spiralsé:

Bemerkungen und Bilder:

Ay =A,¢ R, Re(1;) = -1/2.

Da g die Bedingungen i)...iv) erfiillt, ist det Hg.= (gxxgzz)(o)'
Mit der zusétzlichen Normierung v): gxx(o)-> 0 erhidlt man dann
fir (1),(2),(3) folgende Bilder:

g

wcy

(=)

Der bigenvektor zud , liegt im
II.Quadranten, der zud, im III.
Die instabile Mannigfaltigkeit
fdglich im II, und IV., die sta-
bile im I, und III. Quadranten.

Beide{@@genvektcren liegen im IV,
Quadranten, der "flachere", zuld
gehtrige Eigenvektor gibt die Li=-
mesrichtung aller Orbits bei O an,
mit Ausnahme der zu?Lz gehdrigen
stabilen Mannigfaltigkeit.
([6],8.371£f)

Die Spirale ist ;eChtSdrehend.
(lLel,s.371££)

Lﬁsungen, die die x-Achs;Ygicht bei O treffen, schneiden diese
senkrecht (bzw. garnicht) (vgl. §3 Bem.i) zu Satz 2).
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Bew.: Zum Beweis des Satzes benttigt man offenbar nur noch

Die Invarianz der Einfachheit der Nullstellen von (fx+zfy)l0

unter universellen Transformationen

Bew. hiervon: Sei ?>:(§,%,S)l—~€>(x,y,z) eine universelle
Transformation nach §4 Satz 1. Dann ist: '

(£o)y + S(togly = (£, + 32)09) (g * Sfuy) + (£,29) (g * Sy
Dabei” ist ‘(%ag + Sqaq) eine Einheit. (vgl. Bew. zum Lemma)
=2 £((f, + zfy)o?)' + a(L00).
Also gilt an einer Nullstelle s =<fﬁr) von (f,fz,fx+zfy):
grad((f,focf)f§+3(«f'c‘");,1) = £(G‘)'('_grad(fx+zf )(s))-Dcr(er) +
- ~ a(6) (grad(s, ) (s3)-Dele).
Weiter ist:
grad(focr)(s*) = grad(f)(s)']i)(((ﬁ‘), g:r'a,d(fgcr)S (6) = grad(ffz)(s)éDcf(@‘)AfSS(G
(Letzteres wieder nach dem Bew. zum Lemma). Also gilt:
< graa((goq)g+3(£oq)y) Erad(£e¢) X grad(eq)e> (6 =
= det(D?&67§~g(sﬁuYss(Gﬁ'(grad(fx+z£y),grad(f)><grad(fzx>(s),

denn (grad(fz),grad(f)><grad(le> = 0,
Damit ist man fertig.(vgl. §2 Satz 2 Beweis). Vv

Bemerkung: Hieraus folgt auch allgemein die Invarianz der Ein-
fachheit der Nullstelle von (fx+zfy)\0 beziiglich.
C“LKquivalenz, wenn man bedenkt, daB alle mit Gailquivalenz
vertrdglichen Transformatiohen q’zumindest infinitesimal an
der entsprechenden Stelle (xo,yo,zo) mit einer universellen
Transformation iibereinstimmen miissen (vgl. §4 Satz 1 Bew.)

Der Satz und die Bemerkungen zu den -Bildern folgen jetzt un~
mittelbar aus Satz 2, dem Linearisierungssatz, [6]S.371ff und
den expliziten Formen von H_, sowie deren Eigenwerte und Eigen-
vektoren. DaB es sich bei (3) im Fall g _(0)> 0 um eine rechts~ .
drehende Spirale handelt, folgt aus dem .=~ .« . . e
Richtungsfeld von H_ auf der x-Achse:

g
2
V] | /
v
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Aus Satz % 148t sich nun fiir generisches f das Ldsungsverhal-
ten von f(x,y,y') = O an singulidren Faltenpunkten ableiten.
Da die Diffeomorphismen ¢ ', die zur Normierung von f in die
Form (g(x,y') + y = 0; 0), wie in Satz 3, erforderlich sind,
entsprechende Diffeomorphismen Q’der (x,y)=-Ebene induzieren,.
die mit den Integralkurven von f(x,y,y') = O vertriglich sind
(84), kann mgn sich bei der Beschreibung natiirlich wieder auf
den normierten Fall

(g(x,y') +y=0; 0), g wie in Satz 3, gXX(O) > 0

beschrinken. Im Folgenden erfillle g immer diese Bedingungen
(bzw. £ die entsprechenden Bedingungen), ohne da8 dies aus-
driicklich erwihnt wird.,

Vorbemerkungen:

i) Die Losungen der impliZiten Differentialgleichung

£(x,y,5') = g(x,5') +y =0 o
setzen sich aus zwei, auBSerhalb p(C) transversalen, Lésungs-
scharen gewthnlicher Qifferentialglgichungen gusammen, von
denen eine Schar ausschlieflich LOsungen positiver, die andere
nur Losungen negativer Steigung beinhaltet (auBerhald p(C)
echt positiv bzw. negativ), nimlich den Scharen, die zu

S"' = 8 N {(x,y,z)&RB(z > 0}- und

- San i(x,y,z) e R’ lza< 0 } gehdren,

It

S

]

(s* bzw. S” definieren natiirlich in kanonischer Weise gewthn-
‘liche Differentialgleichungen auf p(s).)

Die enfsprechendgy Teile deguFluBlinien von 3ﬁfls* (%Cf(s')
bzw. Hquivalent &€ lRﬂR*’ (¥ ‘\IRXZIR",) projizieren sich mit p
bzw. pOOT\S)'1'hom%omerph zZu gen Lésungen von f(x,y,y') = O,
auBerhalb C bzw It(C) (= x-Achse) sogar diffeomorph.

ii) Alle Losungen die p(C) nicht im Ursprung treffen, haben
bei p(C) als 2. Ableitung +co oder -oo, und wegen der Nor-
mierung Steigung O bei p(C). '

Bew.: klar nach §5 Satz 1 bzw. §3 Bem. nach Satz 2. v/

52
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Bild zu i)

iii) Ist Y= (X1,K2,x3) eine C'-Kurve in S mit nirgends ver-
schw1ndendem~x1, nicht notwendlg L6ésung von écf, aber doch

so, dall es eine CZ—Losung y(x) der 1mpllzlten Differentialglei~

chung f(x,y,y') = 0 gibt, mit Xz = Y(X1)s. X'B = Y-w(&

Dann ist: g - o

i
Bew.: Y5 = ¥ (1) =>§5 = v" (3 4

iv) Wendepunkte von LOsungen:
2

a) Lokal um Null haben C
die auf einem zusammenhingenden Intervall definiert sind,
und nicht den Ursprung treffeﬁ, héchstens einen Wende-
punkt.

-Losungen von g(x,y') +y = 0,

b) Lokal um Null haben genau folgende Cz-Lﬁsungen von
g(x,y') + y = O einen Wendepunkt:
Im Fall

(1) alle Losungen, die Projektionen von Lésungen von
Ef%‘s+ (BCfls') sind, welche C nicht treffen,

(2) alle Losungen, die Projektionen von Ldsungen von
"é(’,f‘ s* (“b‘\‘ifls") sind, die bei O beginnen und auf C
enden bzw, umgekehrt.
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(3) alle Lsungen.

Dabei ist unter LOsung immer Losung mit maximalem, zu-
sammenhingendem Definitionsbereich zu verstehen.

Bew.: a) => b): Falls a) gilt, haben genau die Ldsungen von
g(x,y') + y = 0 einen Wendepunkt, die mindestens zwei-

mal die gleiche Steigung haben, Mit Satz 3 und [5], S.37T1£f

folgt sofort die Behauptung. v’

a) Sei (x,y,z)(t) Lésung von BCf(s, so ist y"(x) = z/x.

AyBerhalbit(C) ist x = gz(x,z) # 0, denn gz(x,z) =0 <& gz =0,

Also ist y"(x(t)) = 0 &> z(t) = 0, und es ist

# = az/at = a(-z-g,)/at = -% -kg . - fg, . A% den Stellen mit

y"(x) = 0 ist also Z = -igxx £ 0 (an p(C) ist y"= fo0),hat

also fiir den Fall, daB sich (x,y,z)(t) zu einer Ldsung proji-

ziert,an all diesen Stellen immer gleiches Vorzeichen., Wenn

z aber mehr als eine Nullstelle hitte, miiBte dieses Vorzeichennachcler

Mittelwertsatz alternieren. v/

v) Unter einer Schar I von Lésungen einer impliziten Differen-
tialgleichung (£(x,y,y') = 0; (xg,yo,zo)) werde in derifplé_;*
genden Beschreibung immer eine stetige Schar von Lésungen
= _{y,x: I, 2 R|£(X,¥q,7)) = O, oceA.}, A,I, Intervalle
verstanden, die folgenden Bedingungen geniigt:
I) y, hingt stetig von « ab.
II) Evtl. Randpunkte von I, hingen stetig von « ab.

IITI) Die Ldsungen aus [' treffen sich paarweise nicht:
Y, (%) # yulx) fir alle « ¢’y xe L NIt o

Iv) I, erfillt fir alle « genau eine der folgenden Bedin-
gungen:
a) Io= R
b) Iyx = [ay,+00)
c) Ig(_ = (-Oo,a,“]
d) Ix = [axsba]

Wobei I, immer noch mit der entsprechenden lokalen Um~

gebung von x_ zu schneiden ist, in der auch a4 und by

0
liegen sollen.
Im Folgenden werden immer nur die evtl. vorhandenen 4n-

fangs-und Endpunkte von I angegeben,



- 6,17 =

V) Es soll
M= U {50 =) - p(0)
Xely
- oLeA

Graph einer Losung y(x) von £f(x,y,y') = 0, bzw disjunkte
Vereinigung von solchen Graphen sein. Diese Ldsungen
werden dann Rand von‘r genannt,

Beschreibung der Losungen von g(x,v') + v = 0 fiir
g gemdB Satz 3 und gXX(O) > 0:

Bilider:
(1) Sattelpunkt:

(2) Knoten: .

K,‘ l Kll /P(s/ { Kl(.\ KS

Y Y N Y

(%) Spirale:
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Beschreibung:

(1) Sattelpunkt wund (2) Knoten:

Die beiden invarianten Mannigfaltigkeiten der gelifteten Diffe~
rentialgleichung liefern zwei sich im ‘Urspruig von erster Ord-
nung beriihrende Ldsungen ¥y und;&yz , die dort eine. 2.Ablei-

tung

yg(o) =:Ai/gzz(0) % 0 haben,

(Da die invarianten Mannigfaltigkeiten im Ursprung die Rich-
tungder Eigenvektoren (gzz(o),ﬂi) von H_ haben, folgt dies aus
Vorbemerkung iii).) ‘

Beim Sattelpunkt haben diese verschiedenes Vorzeichen, beim
Knoten gleiches Vorzeichen(neg du gxx(o) > 0), Und es-ist-beim
Sattelpunkt ygfci@“);«.:yg(o), und beim Knoten yg(o) > y5(0), da
A4 >12.

Lokal um den Ursprung zerfillt damit der Definitionsbereich p(S)
der Differentialgleichung ohne die kritische Menge p(C) und ohne
die Graphen von y, und y, ( = p(s) - p(C) - graph(y1) -graph(yz)
in finf offene Zusgmmenhangskemponepten:

5
KguKi’
i=1

g

die im Fall des Sattelpunktes im Uhrzeigersinn, im Fall des
Enotens im Gegenuhrzeigersinn nummeriert seien.
Sei weiter: p(c)?t := {(x,y)e.p(C)l x 2 03
p(C)” := {(x,y)ep(c)| x € 0}
Damit gilt fiir die topologischen Riénder dieser Zusammenhangs-

komponenten K1,...,K5 in beiden Fillen:
9K, = p(C)” v graph(y,|K) )
9K, = graph(y,[R”) v graph(y,|R")

"9 K5 = graph(y,) |
Pk, = graph(yzl]R"') v graph(y“]R"')
9Ky = graph(y1lm+) v p(c)*,

Neben yq und y, erhdlt man folgende 6, untereinander und zu
¥4 und Yo transversale Losungsscharen (Transversalitit natiir-
lich immer nur auBerhald p(C) zu verstehen):
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(1) Sattelpunkt (2) Knoten

(i) bpei p(C)~ beginnende und

bei O endende, streng mo-
noton steigende Schar in fq
mit Rand y,|R”

(i) vei p(C)~ endende, streng
monoton steigende Schar in
f} mit y,|R” als Rand.

(ii) vei p(C) endende, streng (ii) vei p(C)~ béginnende,
monoton fallende Schar in streng manoton fallende
— = . - .= = = . +
K1L?K2 mit yzlli als Rand. Schar in K1u K2L)K3 mit yzill
als Rand. Y

(iii) bei:0-endende, streng

(iii) streng monoton wachsende
monoton wachsende Schar

Sehar in fé& KS mit ei-

nem Wendepunkt und y1{R sowie in K, mit y1l R™und y,|R” als
yz[Iﬁ'als Rand. Rand., A
"2 7
K > Pe
P
"3e YKo Y2

Sowie je drei weitere Scharen (i'),(ii'),(iii') mit den ent-
sprechenden, bzgl. der y-Achse spiegelbildlichen Eigenschaften.
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(3) Spirale

Man erhi#lt genau folgende zwei, auBerhalb p(C) transversale,
Losungsscharen, die bei p(C)~ beginnen und bei p(C)* enden:

(i) streng monoton steigende Schar mit einem Wendepunkt
(i') streng monoton fallende Schar mit einem Wendepunkt.

(R (RN
> ¥ \ > &
/7
~——
~——— ‘ ™~

Alternativ erhdlt man folgende, ndherliegende Beschreibung:

Die Lésungen venléffls projizieren sich zu zwischen p(C)~ und
p(C)* pendelnden Kurven ohne Doppelpunkt, die alle transversal
zueinander sind, und zwischen ihren Umkehrpunkten alternierend
streng monoton fallende und streng monotnn,Steigende Funktio~
nen mit jeweils genau einem Wendepunkt repréisentieren.

AN
>x

.“‘\\\\\

Die eben beschriebene Einteilung der Losungen am singuliren
- Faltenpunkt in obige drei Fille ist sogar eine Einteilung
in Homdomorphieklassen:

Satz 4: Fir residual fast alle f ist -die Schar der LOsungen
von f(x,y,y') = O an einem singuliren Faltenpunkt
hombomorph zur L&sungsschar genau einer der drei fol-

genden Differentialgleichungen lokal um den Ursprung:
(1) = -3% +3y
(2)‘(x2 + y'zys +y

(3) x2 4 y'2 + 5

0 (sattel)

I

0 (Knoten)

i

0 (Spirale)
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Bew,: DaB die drei angegebenen Typen nicht untereinander homdo~
morphe LOsungsscharen liefern, ist klar nach der vorange-
gangenen Beschreibung.

zu(3): Sei f(x,y,z) in die Form g(x,z) + y y & wie in (3) Satz 3,
transformicrt, Weiter seien im Folgenden alle Formulierun-

gen immer nur lokal um OEHBZ zu verstehen, bzw, in einer ent-

sprechenden induzierten Umgebung.

Definiere:

; o ¢ [0,00) —> R? , stetige Parametrisierungen

von p(C)* bazw. p(C)” mit «t(0) = o (0) = O.

{3 ]R“"‘>RZ , Projektion einer fest gewihlten

Losung von'ﬁﬁ.)s um O, OBdA sei dabei nach evtl,
Umparametrisierung: (3(t)—~*> 0 fiir t—> ~co
und (3(+) e p(C) &> te1, B(t)e p(C) &> teaz,

i= B(2k), ap := [3(2k+1) fur ke

+y=0 deflnlere analog: o ,&,,P ar ﬁi

Auﬁerdem analog zu C und S5: C S

Fir x° + y'2

Nunuw1rd,e;nﬁHomoomorphlsmus

n: RP—>R>
wie folgt konstruiert:
A+ + - - . .
1) h: 8, \—>a, 8 1—>a, fir alle keZ

Mittels der LésungsseharenﬁﬂcrDifferentialgleichun en, die durch
st und S'kfﬁr f bzw. durch y' = -x2~y und y' = ;V-x -y gegeben

gsind, kann man h als HomSomorphismus auf p(C) fortsetzen:

LA A
Seien t ,t, so, daB ot (t%) = al, i=0,1, analog t_,t,. OBdA

sei dabei 1 =ft s =T Dann deflnlere.
/T \ A4 .
2)  hlx (Lto.t11 y: ot (Lo, 8,]) —=&*(Coyat,])
A
at(t) —>  at().
Dies ist ein Homdomorphismus und mit 1) vertriglich,

Seien nun Y+(xo,yo,x), Y (xc,yo,x) die allgemeinen Losun-
gen der zu s , S° gehdrigen Differentialgleichungen; ?+,f'

die allgemeinen LOsungen von y' = +p-x -y. Dies sind stetige
(beziiglich x sogar differenzierbare) Funktionen (stetige Ab-
hingigkeit von den Anfangswerten), uné man hat einen Homdomor-
phismus
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qu[to,t{]-~4>{a;,a;] c p(c)”

t |————>  Schnitt von Y (af(¢);.) mit p(c)~
(Dabei sei La_,a; | derjenige zusammenhingende Teil von p(C)
mit Rand {ag,a1}.), sowie einen analogen Homﬁomorphismus\y.
(Stetigkeit ist klar, und ebenfalls die Existenz einer stetigen

g

Umkehrabbildung, die man nach demselben Prinzip wie\y konstru- -
ieren kann.).

Damit kann man nun

3) ‘h‘[gg,a;]: [égiagg';éméﬁég;a;} durch
h| [:é;,a:]' Sm \*/o&:}\/“1 erweitern,

Dies liefert als Komposition von Homdomorphismen wieder einen
HomBomorphismus, der mit 1) und 2) nach Konstruktion vertriglich
ist. |

Dieses Verfahren wird induktiv fortgesetzt, und man erhdlt
schlieBlich einen HomGomorphismus

A A ' .
4) hlp(c): p(C) ——p(C), der nach Konstruktion mit den

2

losungsscharen von f(x,y,y') = O bzw., x° + y'

trdglich ist: 25

Jetzt kann man h auf de_r gesamten Ldsungsschar erkliren, und
zwar analog §5 Satz 2 Beweis:

Durch jeden Punkt von p(S) geht genau eine ménoton fallende
und eine monoton steigende Ldsung von f(x,y,y') = O. Diese
Losungen haben je einen Schnittpunkt mit p(C)~, man hat also
eine stetige Abbildung '
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(_f :p(8S) —» p(C).xp(C)-., g““"’(?uppk“ o\er{rLs,%( Fu(&(ékf cler 1 LS%)

Da sich jedoch éine fallende und eine steigende Ldsung immer nur
in héchstens einem Punkt schneiden, auch eine Umkehrabbildung

¢~ Im(g) —sp(s),

die in offenbarer Weise genau andersherum konstruiert wird, und

ebenfalls stetig ist. Analog findet man ?,(?'1.

Definiere nun

5)  n|p(8): p(8)
| t= ¢~'o (n|p(C)xn[p(E))- &,

so ist dies ein wohldefinierter Homdomorphismus, der mit 1),

2)4%),4) vertriaglich ist.

>p(S) durch

Hierzu: a) Wohldefiniertheit: klar, denn h|p(C)xh|p(C) bildet
nach Komstruktion Im($}) auf  Im(¢) homdomorph ab.

b) Homdomorphismus: Wegen a) kann h(p(é) als Komposition von

Hombomorphismen aufgefasst werden. |

c) Vertragllchkelt Nach Definition voncf ? ist:

%V-Véﬁ(p(C)Xp(C)) = pr, (Projektion auf den ersten Faktor)
Daraus folgt die Vertriglichkeit mit 1),...4).

Diesen Hombomorphismus kann man schlieBlich auf gang Ifzerweitern,
wenn man bedenkt, da8 (p(S),Rd) ¥ (Bxm*,R?) ist.
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zu (1) und (2): Den HomSomorphismus konstruiert man hier, z.B.
bei E% beginnend analog §5 Satz 2 Beweis. Es
treten, im Gegensatz zu (3)ykeine Schwierigkeiten mit der Ver-
triglichkeit mit den Ldsungsscharen auf. Den so gefundenen
HomGomorphismus erweitert man dann wieder auf Iﬁi Im Fall (2)

des Knotens ist in K, und K, die Einfithrung von Polarkoordi-
naten notdg: ‘
/\"3

S - cfgem-r (Schar ) n cler Beschn)

4/‘7"—‘60’“/31’( (! L\?) u « i )

ok, - /
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87 Losungen in der Nishe eines Kuspenpunktes

Fiir residual fast alle f ist an Kuspenpunkten (xo,yo,zo)
grad(f)(x,,v,,2,) # O, grad(fz)(xo,yo.zo) + 0 und
(fx+ny)(Xo'YozZolf*,9'? (&1 unda §2 Satz 2)

Nach §4 kann man dabei bis auf C*-Aquivalenz (xa,yc,zo) = 0

annehmen (§4 Satz 2: Translation in den Ursprung, und §4 Bem. b)
zur Def.: Invarianz der Nullstellen vonzﬁzfls unter_Cuiﬁquiv.).
Man hat dann: fX(O) # 0, wund kann nach dem Vorbereitungs-
satz von Weierstrass~Malgrange schreiben:

ol .. .
(x,y,2) = £(x,y,2)(x+h(y,z)), & C -Einheit.
Bis auf C“iﬁquivalenz kann man daher immer annehmen, daS
f(x,y,z) = x + h(y,z), mit
h(0) = hz(O) = hzz(o) = O und
h,y5{0) # 0, b, (0) 0

Letzteres, da grad(fz) = (O,hzy,hzz), und bei O auch h , ver-
schwindet, andererseits dieser Gradient aber ¢ O sein soll.
Im Folgenden habe f immer-die-eben angegebené Gestalt.
Sei

P : (x,57,2) ——(y,2)
die kanonische Projektion auf die (y,z)=-Ebene. Damit ist

S = graph(-h), wund

(2|s)™': R ——— 5 5

(yy2)t—>(~n(y,z),y,2)

eine lokale Karte von S um den Ursprung.

Satz 1: Das LOosen von
(x + h(y,y') = 0; 0)
ist &gquivalent zZum Losen von
dy/dz = -.zh /(1 + Zhy) lokal um (0,0)
Die Losungen der impliziten Differentialgleichung er-
x = x(z) = -h(y(z),z) , y = y(z)

mit 2z = y' als Parameter.
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Bew.: Nach §3 Satz 1 Bem. ist das Losen von x + h(y,y') =
dquivalent zum Losen von
y =z2h, , é = =1 - zh_ .
Da man sich lokal um Null befindet, verschwindet 2z nie, und
obiges System wird dadurch dquivalent zu

dy/az = -zh,/(1+zh ). v/

Satz 2: Lokal um O gibt es einen C“iDiffeomorphismus ‘f' der
f ~2

(y,2z)~-Ebene, der die IL&sungen von \ AZ B

]
: dy/dz = - zh_/(1 + zh_ ) —g;#/
z y
auf die Ldsungen von ‘55- ~
| dy/dz = O , |
2 2 : & o
und P(C) auf {(z »2) & R°{ abbildet, mit ch@=(o b)

Bew,: i) Lokal um O gibt es einen Diffeomorphismus, der die

ILdsungen von dy/dz = -zh /(1+zh ) in die ILdsungen
von dy/dz = 0, und P(C) in {ﬂl(z) z)e:R2§ , iiberfiihrt,
wobei 1(0) = 1'(0) = 0, 1"(0) # © ist.
Bew von i): C = {(x,y,z)l -X h(y,z), h (y,z) = O}, also

P(c) = {(7,2)|n,(7,2) = o}. Wegen h y(o) 4 0 kann
man hz(y,z) = 0 lokal um O nach y auflésen, und erhdlt:

h, (y,z) = O <> y = c(z), und es ist
c(0) = ¢'(0) = 0, e"(0) = - h, y(0)/B,,,(0) + 0
Bew. von Letzterem: h, (cyz) = 0 =>h yc' +h, = O =
hzyO" + (hzyyc' + hzyz)c' + hzzyc’ +h, . =0.

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. v'
Sei mun Y(y_,z) die Lésung von dy/dz = -zhz(1+zhy) zu der
Anfangsbedingung Y(yO,O) = Yge Betrachte den lokalen Diffeo-
morphismus - (y,2)—>(¥(y,2),2), der bei O als Jacobische
die Identitdt hat. Seine Umkehrung bildet nach Konstruktion
die L&sungsschar von dy/dz = -zhz/(1+zhy) auf die Losungs-
schar von dy/dz = 0 ab. Da sie im Ursprung ebenfalls die
Identitdt als Jacobische hat, wird (c(z),z) auf (1(z),z)
mit 1(0) = 1'(0) = 0, 17"(0) + O abgebildet. Also i) v/

ii) Tokal um O gibt es einen Diffeomorphismus, der die Ldsun-
gen von dy/dz = O in Lsungen von dy/dz = O, und
{ﬂl(z),z)eiﬁz} auf {(zz,z)eiﬂzz abbildet.

p—

N
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Bew., von ii): Betrachte die Abbildung

(7,2) —= (y,2-T1(2) /1z]), (1(z) > O oBda).
Falls dies ein Diffeomorphismus ist, hat er offenbar die ge-
wiinschten Bigenschaften. Nun ist 1(0) = 1'(0) = 0, 1"(0) % O.
Also gibt es eine C*-Einheit & s sodaB nach dem Vorbereitungs-
satz: 1(z) = 8(2)-22, und es ist ZVETET /lzl = zV&(z), und
letzteres ist C“?mit nicht verschwindender Steigung bei z=0.\/
Aus i) und ii) folgt dann unmittelbar der Satz. v/~

Definitionen: S - C zerfdllt in zwei Zusammenhangskomponenten,

deren abgeschlossene Hiillen mit S_ (eigentliche

Kuspenfliche) und =5 (duale Kuspenfliche) be-
zeichnet werden, und die durch:

p[Sy :+ S5 —>p(Sy)
ist ein HomOomorphismus.

eindeutig unterschieden sind,

PIBESENIETAN W

Insbesondere ist DSe =798y = Ser\Sd = C, und
sign(hzlsd) = - sign(h,|S,.) = const., da h|S

genau auf C verschwindet.
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Beschreibung der Losungen von dy/dz = - zhz[§1'+ Zhyli

Die 1. Ableitung jeder Losung verschwindet genau an den Schnitten
der LOosung mit der y-Achse und mit P(C), denn man befindet
sich lokal um den Ursprung, also ist dy/dz = O <> z = O oder hZ = 0

Durch diese beiden Kurven wird die (y,z)-Ebene in 4 zusammen-
hingende offene Bereiche-unterteilt,-in denen die Steigungen
der Lésungen nie verschwinden und deren Vorzeichen alternieren,

Fiir die 2. Ableitung jeder Losung gilt:

d?‘y/dz2 = d(—zhz/(1+zhy))/dz = -hz/(1+zhy) + Z2(0es)e

Sie verschwindet alse insbesondere im Ursprung.

Normierung: Bis auf Spiegelung an der z-Achse (was in der ur-

spriinglichen gelifteten Differentialgleichung ei-
ner Spiegelung an der (x,z)-Ebene, und in der im-
pliziten Differentialgleichung einer Spiegelung
an der x-Achse entspricht) kann man immer verlan-
gen, daB8 P(C) nur Punkte mit positiven y-Werten
enthilt.

Mit dieser Normierung, die im Folgenden immer gelten soll,
hat man zwel Fdlle zu unterscheiden:

i) hzlsC > 0: i) hZ\SC-é 0:

Fir die Vorzeichen der Steigungen erhdlt man die Einteilung:

Und damit fir die Ldsungen selbst das Bild:
Y - P
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Beschreibung der Ldsungen von (x + h(y,y') = 0; 0):

Die Lésungen von x + h(y,y') = O erhdlt man aus den
LSsungen von dy/dz = - zh /(1 + hy) in Parameterform als:

x(z) = - h(y(z),z)
y(z)

X

n

y
mit y' =2z als Pgrameter. Und es ist:
- ax(2)/az = ax(z)/ay(z) -dy(s)/dz = -h,/(1+n.).
D.h.: dx(z)/dz + 0, falls (y(z),z) ¢ P(C).
Weil z = y'(x(g)) (¥y! := dy/dx) erhéltéman daraus zugleich:
y"(x(2)) = =((1+n,)/h,) (3(2),2).

Die zweiten Ableitungen der Ldsungen haben also gerade entge-
gengesetztes Vorzeichen wie hz.

Die Nullstellen der 1.Ableitung liegen in der (x,y)-Ebene ge-
nau auf der Kurve X(y) := (-h(y,0),y), die im Ursprung gerade
tangential zum singuldren Ort p(C) verliuft.

Bew.: Die Richtung.von C im Ursprung ist senkreecht zu:.:
grad(x+h(y,z))(0) = (1;n_(0),0), die Richtung von p(C)

ist daher. .senkrecht zu (1,hy€9§)i”d.h. parallel zu (-hy(O),1). v

sei ¢* := {(x37,2)€ o%z>/o}, o :sﬁ‘;{(sc";y’;‘z)e ¢| z< o} .
Weiter werde Schar wieder wie in der Beschreibung in §6 ver-
standen, ‘

Fiir die Losungen von (x + h(y,y') = O; O) ergeben sich nun

die beiden folgenden MSglichkeiten:

Pﬁf) A(%
In Fallii): (h |S < 0) )

N\ )
S~

"
o€
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Losungen, die von S stammen:

(1)

(11)

(iii)

(iv)

Losung

Durch den Nullpunkt verl&uft eine 01-Lﬁsung Yy, von
x + h(y,y') = 0, die auBerhalb 0 C°>Losung ist, und im
Ursprung eine gegen +o¢ strebende 2, Ableitung hat.

Unterhaldb y6~Verléuft eine Schar von CaiLﬁsungen mit
echt positiver 2. Ableitung und Minimum auf )} und Rand Yoo

Uberhald y, verléuft eine Schar, die bei p(C*) beginnt,
streng monoton steigt und echt positive 2.Ableitung hat,
die bei p(C+) gegen + oo strebt. Rand dieser Schar ist yGUR+'

Uberhald ¥, verléuft eine weitere, zu (iii) transversale
Schar, die bei p(C~) endet, streng monoton fillt und echt
positive 2. Ableitung hat, die bei p(C~) gegen +oo strebt,
Rand dieser Schar ist 5%“Rﬁk?ié»jg;

en, die von Sd stammen:

(v)

Es erg

Zwischen p(C*) und p(C~) verléuft eine Schar mit echt
negativer 2. Ableitung, die bei p(C) gegen -cc strebt,
Die Muxima der Losungen dieser Schar liegen aqu.

ibt sich eine v8llig analoge Beschreibung wie im Fallii).

+ +$+ +



