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Sommes de carrés dans les corps de fonctions 

Jean-Louis C O L L I O T - T H É L È N E et Uwe J A N N S E N 

Résumé — Soient k un corps de nombres et K un corps de fonctions sur k, de degré de 
transcendance d. Nous expliquons pourquoi, lorsque d^2, il est naturel de conjecturer que toute 
somme de carrés dans K peut s'écrire comme une somme d'au plus 2d+i carrés. Nous établissons 
cette conjecture pour un corps de fonctions de deux variables, et pour une extension pure de degré 
de transcendance I d'un tel corps. En particulier toute somme de carrés dans le corps des fonctions 
rationnelles en 3 variables sur un corps de nombres peut s'écrire comme une somme de 16 carrés. 

Sums of squares in function fields 
Abstract — Let k be a number field and let K be a function field over k, of transcendence degree 

d. We demonstrate how well-known conjectures imply that any sum of squares in K may be written 
as a sum of at most 2d+1 squares, provided d^2. The present state of the conjectures enables us to 
prove this universal bound for an arbitrary function field in two variables, and for the rational function 
field in one variable over such a field. In particular any sum of squares in the rational function field 
in 3 variables over a number field is a sum of at most 16 squares. 

1. NOTATIONS. - Soient k un corps, ks une clôture separable de k. Étant donné un 
entier n inversible dans k, on note uM le groupe des racines /7-ièmes de l'unité dans ks. 
Étant donné un entier naturel 1, on note le produit tensoriel de uw, j fois avec lui-
même. Pour tout corps F contenant k, et / et j des entiers naturels, on note H 1 (F, \ifJ) 
le Même groupe de cohomologie galoisienne ( = étale) de F à valeurs dans [iff A tout 
élément a dans le groupe multiplicatif F* de F, on associe la classe de cohomologie 
{a}eHl(F, u j via l'isomorphisme de Kummer F * / F * " ~ H 1 ( F , u j . Pour / un nombre 
premier différent de la caractéristique de F, on note H 1 ' (F, QJZ^j)) la limite, pour m 
tendant vers l'infini, des groupes H ' ( F , \ifLJ). Nous utiliserons les notations usuelles en 
théorie des formes quadratiques [8]. En particulier, étant donnés des éléments non nuls 
au dans un corps F de caractéristique différente de 2, on désigne par 
{{al, . . . , # „ > > la forme de Pfister de rang 2" définie par le produit tensoriel de formes 
binaires < 1, - a l > ® . . . ® < 1, -an >. Il est bien connu (Pfister, voir [8], X.1.6, X.1.7) 
qu'une telle forme est totalement hyperbolique si et seulement si elle représente zéro non 
trivialement, ou encore si et seulement si l'élément an de F est représenté par la forme 
<<>i> • • 

L E M M E 1.1 ([1], [3]). — Soit F un corps de caractéristique différente de 2, et soient 
a1, . . .,an dans F*. Si la forme de Pfister <<fl l 5 . . . , # „ > > est totalement hyperbolique, 
alors le cup-produit 

K } U . . . uK}eH"(F ,nf" ) 
est nul, où {at} désigne la classe de a{eF*/F*2^H1 (F, u 2). 

2. CONJECTURES. - La première conjecture est due à K . Kato ([7], Conj. 0.4) : 

CONJECTURE 2 . 1 . - Soient k un corps de nombres, et X une variété géométriquement 
connexe, de dimension d, définie sur k. Soit k(X) son corps des fonctions, et pour v place 
de k, et kv le complété de k en v, soit kv(X) le corps des fonctions de la variété X x kkv. 
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Soit l un nombre premier. Alors, pour tout entier naturel n, l'application diagonale 

n"+2(k (X), n<8'+1 ) - n H " + 2 (*„ (X), ^ + 1 ) 
V 

est injective. 
Elle admet la variante : 

CONJECTURE 2 . 2 . — Soient k un corps de nombres, et X une variété géométriquement 
connexe, de dimension d, définie sur k. Soit k(X) son corps des fonctions, et pour v place 
de k, et kv le complété de k en v, soit kv(X) le corps des fonctions de la variété X x kkv, 
Soit l un nombre premier. Alors l'application diagonale 

Ud+2(k (X), Q,/Z, (d+ 1 )) - J ! H" + 2 (*B W > Q</Z< 1 )) 
V 

est injective. 
La conjecture 2 .1 implique la conjecture 2 . 2 ; combinée à la conjecture 2 . 3 ci-après, 

la conjecture 2 . 2 implique la conjecture 2 . 1 . 
Les conjectures suivantes sont de nature purement algébrique. On les trouve formulées 

sous diverses formes dans des travaux de Milnor [11], Arason [1], Kato, Merkur'ev et 
Suslin, Rost, Jacob/Rost [6]. 

C O N J E C T U R E 2 . 3 . — Soient F un corps, et l un nombre premier différent de la caractéristi
que de F . Alors pour tout couple d'entiers naturels n, m, et tout entier naturel d, l'application 

H d + 2 (F, ixfnd+1) - H d + 2 (F, u ^ 1 ) , 

induite par l'inclusion [i®d + l [iftim1, est injective. 
L a conjecture 2 . 3 vaut dès que la conjecture 2 . 4 vaut : 

C O N J E C T U R E 2 . 4 . — Soient F un corps, l un nombre premier différent de la caractéristique 
de F, et d un entier naturel. Alors pour tout entier naturel n, l'application de Bass-Tate [11] 

K^+i¥ll
n^Wd^{¥,^d^), 

qui envoie la K-théorie de Milnor du corps F dans la cohomologie galoisienne de F en 
associant au symbole {ax, . . .,ad+l} le cup-produit {ax } U • • • U { 1 } e s t u n isomor
phisms 

Pour déduire la conjecture 2 . 3 de la conjecture 2 . 4 , on considère la suite exacte de 
modules galoisiens : 

puis la suite de cohomologie galoisienne associée, et Ton utilise le fait évident que 
l'application quotient KjV 1 F / / " + 1 -» 1 F / / est surjective. 

La dernière conjecture [6] postule la réciproque du lemme 1.1: 

C O N J E C T U R E 2 . 5 . — Soient d^O un entier, soit F un corps de caractéristique différente 
de 2, et soient aA, . . ., ad + 2 G F*. Si le cup-produit 

{ f l , } U . . . U { a , + 2 } 6 H ' + 2 ( F , n f ' + 2 ) 

est nul, où {at} désigne la classe de ateF*/F*2c^H1 (F, u 2), alors la forme de Pfister 
<<«!,..., ad + 2yy est totalement hyperbolique. 

La conjecture 2 . 5 pour l'entier d est conséquence de la conjecture 2 . 4 pour l'entier 
d+ 1 et F1 = 2. De fait, Mi lnor a défini des homomorphismes 

K ^ 2 F / 2 - ^ I d + 2 F / I d + 3 F , 

où P F est la n-ièmc puissance de l'idéal fondamental IF dans le groupe de Witt W F , et 



si la classe de la forme {{a^, . . . , 0 D + 2 > ) appartient à I d + 3 F , alors cette classe est nulle 
(Arason-Pfister, [8], X , Cor. 3 . 4 ) . 

3. L E STATUT DE CES CONJECTURES. - Les conjectures 2 .1 et 2.2 pour d=0 ne sont 
qu'une réformulation du théorème de Hasse/Brauer/Noether. Pour d=\, elles ont été 
établies par K . Kato [7]; on trouvera une autre approche dans l'article [4]. Lorsque d=2, 
la conjecture 2.2 vient d'être établie par l'un d'entre nous ([4], [5]). L a conjecture 2 .1 
pour d=2 et 1=2 résulte alors de la conjecture 2.3 pour d=2 et 1=2 {voir ci-après). 

La conjecture 2 . 4 et la conjecture 2.3 qui en est une conséquence sont des résultats 
classiques pour d=0. Elles ont été établies pour d= 1 et / premier quelconque par 
Merkur'ev/Suslin [9], et pour d=2 et 1=2 par Rost (non publié) et Merkur'ev/Suslin [10]. 

L a validité de la conjecture 2.5 est classique pour d=0; elle a été établie par 
Merkur'ev/Suslin [9] lorsque d= 1 et par Jacob/Rost [6] et Merkur'ev/Suslin [10] lorsque 
d=2. 

4. SOMMES D E CARRÉS. 

T H É O R È M E 4 . 1 . — Soient k un corps de nombres et F un corps de fonctions de degré de 
transcendance d sur k. Supposons k algébriquement clos dans F . Soit Q l'ensemble des 
places de k. Pour veQ, notons Fv le corps composé de F et du complété kv de k en v. 
Supposons que pour les corps de fonctions de degré de transcendance d sur un corps de 
nombres, les conjectures 2. 1 pour F = 2 et 2. 5 soient vérifiées. Alors : 

1. Si une forme de Pfister (( al9 . . ., ad + 2 )) sur le corps F est totalement hyperbolique 
sur chacun des corps Fv, elle est totalement hyperbolique sur le corps F . 

2. Soit f e F * une somme de carrés dans F . 
(a) Si d=0,f est une somme d'au plus 4 carrés. 
(b) Si d= 1, / est une somme d'au plus 1 carrés, et c'est une somme de 4 carrés dans F 

si c'est une somme de 4 carrés dans chaque corps Fv pour v place dyadique où — 1 n'est 
pas une somme de 2 carrés dans kv. 

(c) Si d^2,f est une somme de 2d+1 carrés dans F . 
3. Pour d^. 1, et t une variable, toute somme de carrés dans le corps de fonctions d'une 

variable F ( / ) est une somme d'au plus 2d + 2 carrés. 

Démonstration. — Pour tout entier naturel /, le module galoisien u f 1 est canoniquement 
isomorphe au module galoisien Z/2. Si la forme ((au . . .,ad + 2}} à coefficients dans F 
est totalement hyperbolique sur les corps Fv, le lemme 1 .1 implique que le cup-produit 

{ a 1 } U . . . U { a d + 2 } e H d + 2 ( F w , Z / 2 ) 

est nul. Ainsi , le cup-produit 

{ a 1 } U . . . U { « d + 2 } 6 H ' ' + 2 ( F , Z / 2 ) 

a une image nulle par l'application diagonale. L a conjecture 2 . 1 implique alors que 
ce cup-produit est nul. Mais alors la conjecture 2.5 dit que la forme de Pfister 
<((a l 5 . . .,ad + 2 ) ) est totalement hyperbolique sur le corps F . 

Soit maintenant / une somme de carrés dans F . Le cas d=0 de l'assertion est bien 
connu (Lagrange, Hilbert, Siegel). Supposons donc d^ 1. Que / , dans le cas d= 1, puisse 
s'écrire comme une somme d'au plus 7 carrés, a été établi dans [2]. Considérons la forme 

* = < l , - / > ® « U » ® d + 1 

Sur un surcorps L de F , cette forme devient totalement hyperbolique si et seulement si / 
peut s'écrire comme somme de 2d+1 carrés dans L . Si v est une place réelle, c'est un 



théorème de Pfister [12] que / , somme de carrés dans F„, peut s'écrire comme une somme 
d'au plus 2d carrés dans Fv. A fortiori la forme d> est-elle totalement hyperbolique sur 
Fv. Si v est une place non archimédienne, et si - 1 est une somme de deux carrés dans 
kv, ce qui est toujours le cas si v est non-dyadique, la forme ( ( 1 , 1 ) ) ® 2 est totalement 
hyperbolique sur kv, et donc aussi, pour d ^ l , la forme O sur le corps F t,. Si v est 
dyadique, on peut au moins assurer que - 1 est somme de 4 carrés dans kv, si bien que 
la forme ( ( 1 , 1 ) ) 0 3 est totalement hyperbolique sur kv. La forme <P est alors totalement 
hyperbolique sur F y dès que d^2. Lorsque d= 1, la forme est totalement hyperbolique 
si et seulement si / est une somme de 4 carrés dans F y . L a deuxième partie de l'énoncé 
résulte alors de la première partie. 

La troisième partie de l'énoncé, lorsque d=l, a déjà été établie dans [2], Supposons 
donc d^2. D'après la seconde partie, si — 1 est une somme de carrés dans un corps F1 

extension finie de F, alors - 1 est une somme d'au plus 2d+1 carrés dans ce corps (on 
considère F x comme un corps de fonctions sur la clôture algébrique de k dans F L ) . Notre 
énoncé résulte alors d'un théorème bien connu de Pfister [12]. 

Compte tenu des résultats rappelés au paragraphe 3, le théorème ci-dessus nous permet 
d'énoncer sans restriction les corollaires : 

COROLLAIRE 4 . 1 . — Soient k un corps de nombres et F un corps de fonctions de degré 
de transcendance 1 sur k. Toute somme de carrés dans F peut s'écrire comme une somme 
d'au plus 1 carrés dans F . Si f 6 F est somme de carrés dans F et peut s'écrire comme une 
somme de 4 carrés dans chaque corps Fv pour v place dyadique, alors f est une somme de 
4 carrés dans F . 

COROLLA I R E 4 . 2 . — Soit k un corps de nombres et F un corps de fonctions de degré de 
transcendance 2 sur k. Toute somme de carrés dans F peut s'écrire comme une somme d'au 
plus 8 carrés dans F . 

COROLLAIRE 4 . 3 . — Soit k un corps de nombres et F un corps de fonctions de degré de 
transcendance 2 sur k. Soit t une variable. Toute somme de carrés dans le corps F (t) peut 
s'écrire comme une somme d'au plus 16 carrés. 
Note remise le 17 janvier 1991, acceptée le 22 janvier 1991. 
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