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Der erste Schritt bei der Untersuchung der absoluten Galoisgruppe G k =G(k/k) 
eines lokalen KiSrpers k besteht nach einer Idee von Iwasawa [7] darin, die 
Operation der Galoisgruppe N=G(T/k) der maximalen zahm-verzweigten Er- 
weiterung T von k auf der Faktorkommutatorgruppe Vk ab der Verzweigungs- 
gruppe Vk=G(k/T ) zu betrachten. Nach der Klassenk6rpertheorie ist Vk ab f#- 
isomorph zum projektiven Limes der Einseinheitengruppen U 1 der endlichen 
zahm-verzweigten galoisschen Erweiterungen K/k, und Iwasawa beschrieb die- 
se als Moduln fiber dem Gruppenring Zp[G(K/k)]. 

In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, dab sich hier durch das 
Studium kohomologisch trivialer :Ep[G]-Moduln einige neue Resultate erhal- 
ten lassen. Grundlegend ist daftir der Satz, dab ein derartiger Modul M bereits 
durch seinen Torsionsmodul Tor(M) und den Modul (l~p| vollst~indig be- 
stimmt wird. Ffir den Fall der Isomorphie ~p| " wird weiter ein 
konstruktives Verfahren entwickelt, um die Struktur von M aus der von 
Tor(M) zu gewinnen. 

Fiir eine zahm-verzweigte Erweiterung K/k p-adischer Zahlk6rper liefert 
dies Verfahren aufgrund der wohlbekannten Isomorphie (l~p| U~-  I/~p[G]" mit 
n = [k:(I~p] und G = G(K/k) eine exakte Sequenz 

0--, Zp [G] --~ Zp [G] "+ '---~ U~---~ 1, 

insbesondere erh~ilt man eine Beschreibung von U~ durch eine einzige Relation 
statt durch zwei wie bei Iwasawa. 

Dies hat eine wichtige Konsequenz ftir die Darstellung der Galoisgruppe G k 
durch Erzeugende und Relationen. Aus der exakten Sequenz 

0--, Zpl[(#]--+ Zp[[f#]]"+ 1-* Vk "u--* 1 

folgt, dab zur Beschreibung von G k neben der Hasse-Iwasawa-Relation, die 
yon f# stammt, nur noch eine weitere Relation n6tig ist. (Die bisherigen 
Untersuchungen yon Koch [10] und Jakovlev [8] gehen aufgrund der Iwasa- 
waschen Ergebnisse immer von zwei weiteren Relationen aus.) Genauer wird 
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folgendes gezeigt: Bildet man die Gruppe F(n+ 1, ~), indem man im freien pro- 
endlichen Produkt von ~ mit einer freien pro-endlichen Gruppe F,+ 1 mit n+ 1 
Erzeugenden z0,. . . ,  z, den von den z i erzeugten Normalteiler zur pro-p-Grup- 
pe macht, so gibt es eine Surjektion 

F(n + 1, ~)--~ Gk, 

deren Kern als Normalteiler von einem Element r erzeugt wird. In I-9] wird 
dieses r ftir p 4= 2 angegeben, das obige Resultat gilt jedoch auch ftir p = 2. 

Die entsprechenden Ergebnisse f'tir einen PotenzreihenkiSrper k, die auf 
Koch [11] zuriickgehen, lassen sich zitieren in der Form 

vkab '~ 7~p [[~]] N Gk~F(IN , ~). 

Die Verwendung der Gruppen F(J, ~) erspart dabei die etwas komplizierte 
Konstruktion einer freien Operatoren-pro-p-Gruppe. 

Da es keine zus~itzlichen Schwierigkeiten bereitet, werden allgemeiner die 
Galoisgruppen p-abgeschlossener Erweiterungen betrachtet. 

w 1. Kohomologisch triviale Zp[G]-Moduln 

Sei G in diesem Paragraphen eine beliebige endliche Gruppe. Sei p eine 
Primzahl, Qp der K0rper der p-adischen Zahlen und Zp der Ring der ganzen 
p-adischen Zahlen. Die Moduln Qp, Zp und Qp/Zp werden immer mit der 
trivialen G-Operation versehen. Fiir einen kommutativen Ring R bezeichne 
RIG] den Gruppenring mit Koeffizienten in R. Ftir Zp[G]-Moduln A und B 
werden Hom(A,B):=Homzp(A,B ) und A | 1 7 4  B zu 2gSG]-Moduln 
durch die Definitionen (s f )  (a): = s f (s -  1 a) und s (a@ b): = s a |  s b f'tir s ~G. Ins- 
besondere sei A+=Hom(A,Z~)  das Zp-Dual und A*=Hom(A, ll~p/2gp) das 
Pontrjagindual eines Zp[G]-Moduls A. (Bei der Bildung von A* wird A immer 
endlich erzeugt oder diskret, also auch lokalkompakt sein.) SchlieBlich sei 
Tor(A) der Torsionsmodul von A. 

Die folgenden Eigenschaften projektiver Zp [G]-Moduln sind wohlbekannt. 

Lemma 1.1. Seien P und P' projektive, endlich erzeugte 2gp [G]-Moduln, dann gilt 
a) P~-P' genau dann, wenn P/pP' (s. etwa [5] 3.17). 
b) P_~P' genau dann, wenn QpQP~-QpQP'. (Dies ist ein Ergebnis yon 

Swan [16], Cor. 6.4, und wird im folgenden als Lemma yon Swan zitiert.) 

Dies soll nun auf kohomologisch triviale Moduln verallgemeinert werden. 
Man beachte hierzu, dab ein endlich erzeugter 7Zp[G]-Modul genau dann 
projektiv ist, wenn er kohomologisch trivial und torsionsfrei ist ([14], IX, w 5, 
Th. 7 mit 7Zp statt 7/). 

Satz 1.2. Seien M und M' endlich erzeugte, kohomologisch triviale Zp[G]- 
Moduln, dann sind die folgenden Aussagen iiquivalent: 

a) M~-M'. 
b) Yor(M)~Tor(m')  und QpQm_~Qp| 
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C) Tor (M)~Tor(m ' )  und M/pM~-M'/pM'.  
d) Fiir ein s mit pS Tor(M) = pS Tor(M') = 0 gilt M/p s + 1 M ~- M'/p ~+ 1 M'. 

Beweis. Wegen der kohomologischen Trivialit~it von M und M' gibt es exakte 
Sequenzen 

O-~P ~ Q  ~ M  --,0 
O--~P'- ,Q'~M'-- ,O (+) 

mit endlich erzeugten, projektiven 2gp[G]-Moduln P, Q, P' und Q' ([14], IX, 
w 5, Yh. 8 fiir Zp [G]-Moduln). 

Tensorieren wir diese Sequenzen mit •p, so zerfallen sie nach dem Satz 
von Maschke. Dies ergibt die Isomorphien Qp|174174 und 
Qp| Q' ~ ff)p| @Qp| insbesondere also 

II)p|174 M~- ff),p| @Q)Oq)p| M '. (+ +) 

Setzen wir weiter Ftir einen Zp[G]-Modul  A und n e N  

A,=A/nA ,  

,A={aeA;  na=0} ,  

so erhalten wir mit dem Schlangenlemma aus (+)  die exakten Sequenzen 

0--~.Yor(M) -~P, --,Q,-+M,--~O 

O~,Yor(m')-+ P,' ~ Q ' , ~  m',--~O. (+ + +) 

Wit kommen nun zum eigentlichen Beweis des Satzes. 

a) ~ d) ist trivial. 

d) ~ c). Offenbar gilt p(M/p ~ + 1 M) = (pTor(m) + p~ m)/p s + 1 m und also 
p(m/p~+lM)/ps(m/p~+lM) ~ - pTor(m) wegen T o r ( m ) ~ p ~ M  =0. Aus d) folgt da- 

t her pTor(M)~pTor(M'). Andererseits folgt aus d) auch Mp~=Mp, mit (+  + +) 
und dem Lemma yon Schanue! (s. [16]; zweimalige Anwendung, vgl. [4], 
S. 163) also 

pTor(M)O P; OQp ~- pTor(M')O PpOQ'~. 

Zusammen ergibt dies wegen der Gfiltigkeit des Krull-Schmidt-Theorems die 
Isomorphie (P'OQ)p ~-(PGQ')p und folglich 

P'OQ~POQ' .  

Setzen wir dies wiederum in die Isomorphie 

Tor (M)GP~, O Qp~ ~- Tor(M')O Pp, OQp~ 

ein, die wir aus d) und (+ + +) f'fir n=p ~ erhalten, so folgt schlieBlich Tor(M) 
-~Tor(M') und damit c). 

c )~b) .  Wie oben folgt aus c) die Isomorphie P'OQ~-POQ', mit (+  +)  also Qp 
|174 
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b)=-a). Aus b) und (+ +) folgt zun~ichst Qv|174 mit dem 
Lemma von Swan also P'GQ'~POQ'.  Andererseits folgt aus der Isomorphie 
Tor(M)_~Tor(M') und den zu (+ + +) dualen Sequenzen mit dem Lemma von 
Schanuel ftir jedes neN die Isomorphie 

* '* * - M n  OQn GP~ . Mn (~Qn OPn - '* * '* 

Zusammen ergibt sich die Isomorphie M* =M',* ftir jedes heN, insbesondere 
gilt 

M /p" M ~- M'/pr M ' 

f'tir alle r~lN. Hieraus folgt die Isomorphie M ~_M' durch Bildung des projekti- 
yen Limes; z.B. mit dem wohlbekannten Satz, dab der projektive Limes nicht- 
leerer endlicher Mengen nicht leer ist, angewandt auf die Mengen 
Iso(M/pr M, M'/p r M') der Isomorphismen von M/pr M auf M'/p r M'. q.e.d. 

Es wird im folgenden nur das Kriterium b) aus Satz 1.2 ben6tigt. Insbeson- 
dere werden uns Moduln des folgenden Typs interessieren. 

Definition 1.3. Ein endlich erzeugter 7Z.p[G]-Modul M heiBt quasifrei (vom 
Rang m), wenn er kohomologisch trivial und QpQM ein freier Qv[G]-Modul 
(ll~v| ~ (I~p[G] m) ist. 

Satz 1.4. Ffir einen endlich erzeugten Zp[G]-Modul M sind die folgenden Aussa- 
gen iiquivalent : 

a) M i s t  quasifrei yore Rang m. 
b) M ist kohomologisch trivial und enthiilt einen Untermodul N~-Zp[G] m yon 

endlichem Index in M. 
c) Es gibt eine exakte Sequenz O-* 2gp[G]k---~ Zp[G]Z--~ M-*O mit l - k = m .  

Beweis. a),~b). Fiir endlich erzeugte Zp[G]-Moduln M und N gilt die Isomor- 
phie I I ~ | 1 7 4  genau dann, wenn es einen Zp[G]-Homomorphismus f :  
N-- ,M mit endlichem Kern und Cokern gibt. 

a)=~c). Ist ffir geeignetes l~lNf: Zp[G]I-*,M eine Surjektion, so ist P = K e r f  
wegen der kohomologischen Trivialit/it von M ebenfalls kohomologisch trivial, 
also projektiv wegen Tot(P)=0. Durch Tensorieren mit II~p folgt II~pQP 
=ll~p[G] l-m, mit dem Lemma yon Swan also P~-2gp[G] l-re. c)=~a) ist klar. 

Corollar 1.5. Ist G eine p-Gruppe, so ist jeder endlich erzeugte kohomologisch 
triviale Zp[G]-Modul quasifrei. 

Beweis. Es gibt eine exakte Sequenz O--,PI~P2--*M--,O mit projektiven Mo- 
duln P~ und P2. Da ftir eine p-Gruppe G der Gruppenring 7lp[G] ein lokaler 
Ring ist (vgl. [4], w 10.5, Prop. 10), sind PI und P2 freie 2gv[G]-Moduln (s. etwa 
[5], Prop. 3.16). 

Aus Satz 1.2 folgt, dab quasifreie Moduln M allein durch ihren Rang m 
(nicht zu verwechseln mit dem 2gp-Rang von M) und ihren Torsionsmodul 
Tor(M) bestimmt sind. Die Beziehungen zwischen M, m und Tor(M) sollen 
nun weiter untersueht werden. 
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Definition 1.6. Fiir einen endlich erzeugten Zp[G]-Modul N sei der Erzeugen- 
denrang d=dG(N ) als die minimale Anzahl yon Zp[G]-Erzeugenden yon N 
und der Relationenrang r=re(N ) als der Erzeugendenrang von Ker f  fiir eine 
Surjektion f :  Zp [G] ~ ~ N definiert. 

Bemerkung 1.7. a) 1st g: Zp[G]'---,N eine weitere Surjektion, n>d, so folgt mit 
dem Lemma von Schanuel 

Ker fO~g v [G]" _~ Ker gO7Zp [G] a 

und daher r=rG(N)=dG(Kerf)=dG(Kerg)+d-n (vgl. [5], Lemma 5.8), da 
~gp[G] ein semi-lokaler Ring ist. Dies zeigt die Wohldefiniertheit des Relatio- 
nenranges. 

b) Ist N endlich, so gilt r >d, wie aus der exakten Sequenz 

g~[c ] '  ~ ,Z, [G]~-- ,N-,O 

z.B. durch Tensorieren mit II~p folgt. Welter gilt r=d genau dann, wenn N 
kohomologisch trivial ist, denn ftir r=d ist q~ notwendig injektiv, und umge- 
kehrt ist far kohomologisch triviales N in einer exakten Sequenz 

O-. K - .  7lp[G]d--~ N---~O 

K projektiv, aus der Isomorphie Qp| ~-tl)p[G] a folgt daher K ~_;gp[G] d. 

Satz 1.8. 1st M quasifrei und (+) O--*Zp[G]k---,7Z, p[G]Z~M-~O exakt, so 
gelten mit d=dG(Tor(M)* ) und r=rG(Tor(M)* ) die Ungleichungen k>d, l>r 
und l - k  >r-d .  

Beweis. Aus (+) folgt die exakte Sequenz 

0-* Hom(m, 7Zp)-. Horn(Tip[G] l, Zp) 

--, Hom(~,p[G]k, 7lv) ~ ,Yor(m))*--~0 

wegen der kanonischen Isomorphie Ext~ (M, 7Zp) ~ yo~p (M, II)p/Zp)* = Tor(M)* 
([2], VI, Prop. 5.4 u. (4')) und Ext~,(;gp[G]t, Zp)=0. Explizit definiere etwa 
3(f)ETor(m)* durch d(f) (x) =f(pm y) p-,, + 2gpeq)p/Zp f'fir xEYor(M) mit p" x 
=0, ~(y)=x. Da Hom(;~p[G]",Zp) wieder ein freier Zp[G]-Modul vom Rang n 
ist0 erhalten wir eine exakte Sequenz 

Zp[G]'--~ TZ,[G] k ~-~Tor(M)*-~ 0. 

Daraus folgt sofort k>d, sowie l>d~(Ker6)=r+k-d (vgl. Bem. 1.7a)). Aus 
beiden Ungleichungen folgt schliel~lich auch l=> r. 

Aus dem obigen Satz folgt insbesondere, dab f'fir einen endlichen 7Zp[G]- 
Modul N die R~nge der quasifreien Moduln M mit T o r ( M ) - N  durch die 
Zahl r6(N*)-d6(N* )nach unten beschr~nkt sind. Der folgende Satz zeigt, dab 
es auch immer einen quasifreien Modul mit diesem minimalen Rang gibt und 
wie allgemein quasifreie Moduln aus ihren Torsionsmoduln konstruiert werden 
k6nnen. Insbesondere gibt es zu jedem endlichen Zp[G]-Modul N einen koho- 
mologisch trivialen Modul M (sogar einen quasifreien) mit Tor(M)-~ N. 
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Satz 1.9. Sei N ein endlicher Zv[G]-Modul und 

P f >Q---~N*-+0 

exakt mit P=2gp[G] tund Q=2gp[G] k. Dann ist die yon f induzierte Abbildung 
f + :  Q+---~P+ injektiv und M = C o k e r f  + ist der quasifreie •p[G]-Modul yore 
Rang l - k  mit Torsionsmodul N. 

Beweis. Die Injektivit~it von f +  folgt wegen Horn(N*, 7/ . )=0 aus der Linksex- 
aktheit des Hom-Funktors.  M = C o k e r f  + ist quasifrei vom Rang l - k ,  da P+ 
bzw. Q+ freie 7/p[G]-Moduln vom Rang l bzw. k sind. Durch erneute Anwen- 
dung des Hom-Funktors erhalten wir die exakte Sequenz 

O--~M+-*P ++ s§247 >Q++-+Tor(M)*-*0 ,  

wieder wegen Ext~p(M, Zp)~Tor(M)*,  und in dem kommutativen Diagramm 

p f >Q 

1.~ p++ f++ >Q++, 

sind die kanonischen Abbildungen q)e und q~Q wegen der Torsionsfreiheit yon 
P und Q Isomorphismen. Daraus folgt N*=Coker f~ -Coker f++~Tor(M)  *, 
also N~_Tor(M). q.e.d. 

Corollar 1.10. Sei N ein endticher 2gv[G]-Modut, d=d,(N*)  und r=r~(N*), dann 
existiert ein quasifreier Modul Mo(N ) mit Torsionsmodul N yore minimalen Rang 
r - d ;  fiir ihn gibt es eine exakte Sequenz 

0 ~ Zp [G] ~ -+ 71p [G] r ---, M o (N) --, O. 

Ist M quasifrei yore Rang m = r - d + j ,  j>O,  mit Tor (M)~N ,  so gilt die Isomor- 
phie M ~Mo(N)O2gp[G] ~ und es gibt eine exakte Sequenz 

O-~ Zp[G]d-~ Zp[G] m+cl--+ M--~O. 

Beweis. Die Konstruktion von 1.9 liefert aus einer exakten Sequenz 

eine exakte Sequenz 

zp[6]' s >Zp[O]~_,N,~0 

f+ 0--~ 7/p[G] k ,7lp[G]l--*M-~O 

mit To r ( M)=N.  Fiir k=d und l=r ergibt sich die erste Aussage. Die lsomor- 
phie M=Mo(N)GZp[G] j folgt aus Satz 1.2, und aus der Sequenz ftir Mo(N ) 
erh~ilt man trivialerweise eine exakte Sequenz 

0-*  Zp [G] a __, Zp [G] '  + j ~ M o ( N ) � 9  Zp [G] j --~ 0, 

in der r + j  = m + d gilt. 
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Die obigen Betrachtungen fiihren zu einer allgemeinen Strukturaussage ftir 
kohomologisch triviale Z;[G]-Moduln. Jeder endlich erzeugte 7/p[G]-Modul 
M l~il3t sich aufspalten in M=M| wobei P projektiv ist und M keine 
projektiven Summanden mehr besitzt. Der Modul M i s t  bis auf Isomorphie 
eindeutig bestimmt (vgl. hierzu [163, Paragraph 6). 

Satz 1.11. Sei M ein endlich erzeugter, kohomologisch trivialer Zv[G]-Modul und 

N=Tor(M), dann gilt 2VI_~o(N). Anders ausgedriickt: Alle endlich erzeugten, 
kohomologisch trivialen 7lp[G]-Moduln M mit Tor(M)~ N haben die Gestalt M 

_~ M o ( N)O P mit projektivem P. 

Beweis. Sei O~Q~TIp[G]k -~M~O exakt mit projektivem Q, dann ist often- 
bar M| quasifrei mit Tor(MOQ)=Tor(M)=N, also isomorph zu Mo(N ) 
| ffir ein geeignetes j>0 .  Aus der Zerlegung 

)VI O P| = Mo(N~)GP' O2g p[G] j 

folgt wegen der Eindeutigkeit A)=M0(N"-~ ). q.e.d. 

Bemerkung 1.12. a) Ist G eine p-Gruppe, so gilt Mo(N)=Mo(N), denn in einer 

Zerlegung Mo(N)=Mo(N)| ist P frei; aus der MinimalitS.t von Mo(N ) folgt 
P=0.  

b) Ist N unzerlegbar, so auch Mo(N), denn in einer Zerlegung Mo(N)=A 
|  w~ire einer der Faktoren torsionsfrei, also projektiv wegen der kohomolo- 

gischen Trivialitiit von Mo(N ). 

c) Ist N = O N /  mit unzerlegbaren Ni, so ist m 0 ( ) ~ @ M o ( N / )  , denn 

@M~-~) ist kohomologisch trivial mit Torsionsmodul N und besitzt keinen 

projektiven Summanden, da die M0(N~) unzerlegbar und nicht projektiv sind. 

Dadurch ist aber gerade Mo(N ) charakterisiert. 

w 2. Zahm-verzweigte Erweiterungen lokaler Kfirper 

1st k ein lokaler K6rper, dessen Restklassenk6rper die Charakteristik p hat, so 
ist die Gruppe U2 der Einseinheiten yon k als abelsche pro-p-Gruppe ein 7/p- 
Modul. Fiir eine endliche galoissche Erweiterung K/k wird Uk a durch die 
stetige Operation der Automorphismen der Galoisgruppe G zu einem ;r 
Modul. In diesem Paragraphen werden nur p-adische Zahlk6rper behandelt; 
die Potenzreihenk6rper werden am Ende von w 3 betrachtet. 

Satz 2.1. Sei Char(k)=0, also k eine endliche Erweiterung des K6rpers ~p der 
p-adischen Zahlen. Ist K/k eine endliche, zahm-verzweigte, galoissche Erweiterung 
mit Galoisgruppe G sowie i~r die Gruppe der in K enthaltenen Einheitswurzeln 
yon p-Potenz-Ordnung, dann silt mit n= [k:ll~p] 

a) U~ ist der (eindeutig bestimmte) quasifreie Zp[G]-Modul yore Rang n mit 
Torsionsmodul I~ K. 
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b) Es gibt eine exakte Sequenz 0-~ Zp[G] ---~;gv[G] "+ 1 _, U~ --~ 1. 
c) Ist K reguliir, d.h., enthiih K keine primitive p-te Einheitswurzel, so gilt 

v 1 ~- z p [ o3". 

Beweis. a) Ftir jede galoissche Erweiterung K/k mit Galoisgruppe G entNilt U~ 
einen freien 7Zp[G]-Modul vom Rang n und endlichem Index in U~, d.h., es 
gilt ~p |  U~ _-__tl~p[G]". Dies ist wohlbekannt und folgt mit Hilfe der p-adischen 
Exponentialfunktion aus der Existenz einer Normalbasis (vgl. Gilbarg [3]). Fiir 
eine zahm-verzweigte Erweiterung ist zus~itzlich U~ kohomologisch trivial; dies 
folgt z.B. aus der kohomologischen Trivialitiit von U~ unter einer p-Sylowgrup- 
pe Gv, die einer unverzweigten Erweiterung entspricht (vgl. hierzu [141, XII, 
w 3). SchlieBlich gilt gerade Tor(U~)=#K. 

b) Folgt aus 1.10 wegen dG(kt* ) = 1. 
c) Ist K regular, so ist U~ torsionsfrei, wegen der kohomologischen Trivia- 

lit~it also projektiv. Aus der Isomorphie q)p|174 folgt dann mit 
dem Lemma yon Swan sofort U~ ~Zp[G]". q.e.d. 

Mit Hilfe von Satz 1.9 soll nun die Sequenz aus 2.1b) explizit angegeben 
und damit U~ durch 7lv[G]-Erzeugende und -Relationen beschrieben werden. 

Die betrachtete Gruppe G besitzt nach Hasse [6], w 16 Erzeugende a und 
~, die der Relation 

O- T 0 - -  1 =-~q  

geniigen, wobei q =pyo die Anzahl der Elemente des Restklassenk/Srpers von k 
ist. Wit beschreiben allgemein f'tir eine derartige Gruppe quasifreie Zp[G]- 
Moduln mit zyklischem Torsionsmodul N. Ist N als abelsche Gruppe isomorph 
zu 7l/p s Z, so wird die Operation von Gauf  N gegeben durch einen Charakter 

~: G--,(~,/pSZ) • 

yon G in die Einheitengruppe von Z/pSZ mit py=e(p) .y  f'tir alle peg  und 
yeN. Es sei ge2.r v eine beliebige Liftung yon c~(a), h eine yon ~(r), y* ein 
Erzeugendes yon N* und 

qo: Zv[G] --~ N* 

der surjektive ~.v[G]-Homomorphismus mit ~p(1)=y*. Dann wird der Kern 
yon ~o als Zp[G]-Modul offenbar von den drei Elementen 

o r - l -g ,  r - l - h  und pS (1) 

erzeugt (G operiert auf N* verm6ge e-1). Bezeichnet o die Anti-Involution auf 
dem Gruppenring Zp[G], die durch ( ~  cop)~ y~ cp p-1 gegeben wird, e die 

p~.G peG 

Ordnung von r, die notwendigerweise prim zu p ist, und ist 2eZp[G] eine 
beliebige Liftung des Elementes 

e - 1  

i=le ,~=o ~{~)-'eZ/p~Z[o], 
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so wird Ker ~o auch erzeugt durch die zwei Elemente 

#=~r - 1 - g 2  ~ v= _pS. 

(Es gilt r2=c~(z)2 und a 2 a - l = f ~  wegen o'za -1 ='C pf~ und 0~(T) p - 1  =1. Daraus 
folgt ( z - l - h ) a # = ( z - l - h ) - g ( ' c - l - h ) 2 ~  modpL Setzt man A 
-=~p[G]  [ I - t - Z p [ G ]  v_~Ker ~o, so gilt also (r -1 - h ) ~ A  bzw. z -1 -=h modA. Hier- 

aus folgt wiederum 2 ~ = 1 e-1 T -  i h _  i 1 - - . e = l  modA bzw. a - l - g = # - g ( 2  ~ 
e l =  0 e 

- 1 ) - 0  modA. Die Erzeugenden (1) yon Kerqo liegen also alle in A.) 
Wir erhalten daher eine exakte Sequenz 

�9 p [ G ] 2 ~ T Z p [ G ]  ~ N * - - - ~ O ,  

indem wit ip(a)=g und @(b)=v f'tir eine Basis {a,b} yon Zp[G] 2 setzen. Nach 
Satz 1.9 liefert die Bildung der 2~p-Duale eine exakte Sequenz 

0--~;gp[G] 1* q'+ , 2~p[G] a+@ZpEG] b * ~ M , ( N ) - ~ O  (2) 

f'fir den quasifreien 7lp[G]-Modul MI(N ) vom Rang 1 mit Torsionsmodul N. 
Hierbei sei 1 + das 7lp[G]-Basiselement yon 7/p[G] + mit 

I+(Y cop)=cl 
peg 

und {a +, b + } die 7/p[GJ-Basis yon (2~p[G] a@7lp[G] b) + mit 

a+(7)=al f'tir ? = ( ~ a p p ) a + ( ~ b p p ) b .  
b+(y)=bx o~G o~G 

Eine leichte Rechnung zeigt dann 

~p+(1 +) ---(a-g2) a + -pSb+. (3) 

Nach Satz 2.1 gilt f'tir N-~#K die Isomorphie U~M~(N)@7Zp[G] "-1 und 
damit 

Satz 2.2. Sei k vom Grad n fiber q)p, K/k  eine (endliche) zahm-verzweigte, 
normale Erweiterung und laK die Gruppe der p-Potenz-Einheitswurzeln in K. Sind 
a und r Erzeugende der Galoisgruppe G, die der Relation a z a-1 = ~q geniigen (q 
die Miichtigkeit des Restklassenk6rpers yon k), ist 

~. G--~(Z/p~Z) • pS=(#K:l), 

der Charakter mit ~.=~:(o) ffir alle peG und ~e#K, gE7Zp e ine  Liftung yon ct(a) 
und 26Zp[G] eine Liftung yon 

~. le--1 
= -  ~ z i o~(z)-', e die Ordnung yon r, 

e i = o  

z.B. 2 - -  ~ zih i mit einer Lifiung h yon o@:) , so besitzt U~ Zp[G]-Erzeu- 
--e i=o 
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gende qo .... ,q, mit der definierenden Zp [G]-Relation 

~o = W " ~ .  

Weiter ist die Sequenz 

0---+ 7~,p[G l ~ + 7~p[G l bi--~ UI~ ~ 1 
i=o 

mit l~---~(a-g2)bo-PSbl, bi~-~rli exakt. 

Bemerkung 2.3. Mit der obigen Methode kann man noch andere Darstellungen 
von U~ erhalten; daf'tir sei die Liftung h von e(z) als (p-1)-te Einheitswurzel in 
7/p gew~thlt. 

a) Ker~o wird auch durch # ' = a - l - g  und v ' = r - l - h + p  s erzeugt; daher 
gibt es Erzeugende q0, ql , - . . ,  q, von U~ mit der definierenden Relation 

/~--g qz 1 h+P~= 1. 

Da in ihr die Summe 2 nicht auftaucht, ist sie einfacher und erscheint auf den 
ersten Blick gfinstiger als die oben beschriebene. Diese hat sich aber ftir weitere 
Untersuchungen fiber die absolute Galoisgruppe yon k (s. [9]) als am geeignet- 
sten erwiesen. 

b) Erzeugt man Ker~0 durch die Elemente a - l - g 2  ~ und -pS2 ~ mit 2 
le-1  

=-- ~ Z i h -i, so erh~ilt man entsprechend eine Relation 
e i = o  

t/~ -g~ r/~ -p~z = 1, 

die aufgrund der Beziehungen ( z - h ) 2 = 0  und a 2 = 2 a  ~iquivalent zu den 
beiden Relationen 

*atr -- g __ lapS2 
qZo--h 1 .o --'la 

ist. Dies ist die Darstellung von Iwasawa [7 I. 

w 3. Die absolute Galoisgruppe Iokaler Kiirper 

Wir betrachten im folgenden einen lokalen K6rper k mit Restklassenk6rper IFq 
der Charakteristik p und eine p-abgeschlossene Erweiterung L v o n  k, d.h., eine 
galoissche Erweiterung, die keiner (galoisschen) p-Erweiterung mehr f~ihig ist. 
Sei T die maximale zahm-verzweigte Erweiterung von k in L, weiter G k 
=G(L/k), i f =  G(T/k) sowie Vk= G(L/T) die Verzweigungsgruppe von L/k. Ffir 
einen separablen AbschluB L v o n  k ist G k also die absolute Galoisgruppe von 
k und ff nach Iwasawa [-7] die pro-endliche Gruppe mit zwei Erzeugenden a 
und z und der definierenden Relation 

G'[G - I  ~ T q  

(z erzeugt die Tr~igheitsgruppe ffo~-~/Zp_~ [I Zt, und a liftet den Frobenius- 
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automorphismus, ~f/No~;~). Im allgemeinen Fall handelt es sich um Faktor- 
gruppen hiervon. 

Satz 3.1. Es gilt cdp(f#)=l, V k ist eine freie pro-p-Gruppe, und die exakte 
Sequenz 1 --~ V k--~ G k ~ f# ~ 1 zerfallt. 

Beweis. Da T die maximale unverzweigte p-Erweiterung enth~ilt, ist der p- 
Anteil der Brauergruppe null ffir T und alle Oberk~Srper; folglich hat die 
absolute Galoisgruppe yon T und damit auch ihre maximale pro-p-Faktor- 
gruppe V k die kohomologische p-Dimension eins. Weiter ist jede p-Sylowgrup- 
pe von (~ isomorph zu 7lp, also cdp((#)= 1, woraus wiederum das Zerfallen der 
Sequenz folgt (s. [15], I, Prop. 16). 

Ffir eine pro-endliche Gruppe H sei [H, H] die topologische Kommutator- 
gruppe, Hab=H/[H, H] die Faktorkommutatorgruppe und H(p) die maximale 
pro-p-Faktorgruppe. 

Ist JgY ein oftener Normalteiler von f# und K = T se die entsprechende zahm- 
verzweigte Erweiterung von k, so induziert das universelle Normrestsymbol ftir 
L/K einen Isomorphismus 

~oK: U~ ~ Vk[G K, GKJ/[G K, GKJ mit GK=G(L/K), 

da L p-abgeschlossen (Injektiviffit) und die rechts stehende Gruppe die Ver- 
zweigungsgruppe von G~: b ist (Surjektivit~it). Der projektive Limes der Gruppen 
auf der rechten Seite, gebildet tiber alle K_~ T mit den kanonischen Surjektio- 
nen, ist gerade Vkab; dies liefert einen topologischen Isomorphismus 

(]) : Vk ab ~ lim U~, 
<----- 

K/k endl. gal. 
zahm-verzw. 

wobei die Abbildungen zwischen den Einseinheitengruppen nach der Klassen- 
kSrpertheorie die Normen sind. 

Vk ab ist ein Modul fiber dem komplettierten Gruppenring 

often 

s. Brumer [1]; dabei wird die Operation von ~ durch die inneren Automor- 
phismen von G k induziert. FaBt man auch die Einseinheitengruppen U~ durch 
die kanonische Projektion von Zp[[N]] auf Zp[(C/oXf] als ZJN]l-Moduln auf, so 
ist q~ ein Zpl[N~-Isomorphismus. 

A)  p-adische Zahlk6rper 

Satz 3.2. Ist k yore Grad n iiber II~p, 
Moduln 

so gibt es eine exakte Sequenz yon 7Zpl[f#]l- 

O--+~p~--~p~n+l--c*~ab--~.l. 
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a) Enthi~lt T keine primitive p-re Einheitswurzel, so gilt die Isomorphie 

a b  ~ n v~ =~1[~r �9 

b) Die Gruppe #~ der in T enthaltenen Einheitswurzeln yon p-Potenz-Ord- 
hung babe die Ordnung p~, s > 1, und 

~: ~ - , ( Z / p S Z )  • 

sei der Charakter mit (P=(~(P) fiir alle p~f~ und (~#~. Weiter seien ~ und z 
topologische Erzeugende yon f#, die der Relation a z a -1= zq genfigen, g~7lp eine 
Liftung yon ~(a) und 2 ein Element aus ~pl[f~]], das fiir alle offenen Normalteiler 

~_ Ker ~t yon f~ bei der Projektion auf Zip s Z [aj/o;~] jeweils auf 

1 e j g  - 1 

2ar=- -  ~ ~i~(z)-i, ear die Ordnung yon ~ = z ~ ,  
ear i =  0 

abgebildet wird. Dann gibt es Zp[[~]]-Erzeugende Xo, Xl, ..., ~, yon Vk ~b mit der 
definierenden Relation 

~o = ~o ~ ' ~f~. ( + )  

(Die Gruppe PT ist aus Verzweigungsgrfinden endlich. Ist fl: f~--~Zp eine Liftung 
(als Abbildung) yon ~, deren Stabilisator einen offenen Normalteiler ~ '  yon fr 
enthfilt, so kann z.B. ein 2 mit der verlangten Eigenschaft durch die vertriigliche 

1 e a r  - 1 

Familie 2 a r = - -  ~ ~i fl(zi) l~Zp[f#/~g~] ffir j t " ~ , ~ '  definiert werden. Insbe- 
ear i= o 

sondere kann man die Liftung fl(r i mit einer (p-1)-ten Einheitswurzel h~Zp 
wfihlen. ) 

Beweis. Fiir jeden offenen Normalteiler ~ yon f# und K = Tar sei Aar die 
Menge der (n+l)-Tupel (z o . . . .  ,Z,)~(Vk~b) "+1, ffir die die Bilder ~/i der z i in 
Vk/[GK, GK] ~--U~ diese Gruppe als 7/p[-f#/~]-Modul erzeugen, wobei die Rela- 
tion 

- -  ~,g ) . .  ~pS  

~]0 - -  '10 ' l l  

gilt. Dann sind die Aar abgeschlossen und nach Satz 2.2 ffir ~ _ ~ K e r  ~ bzw. 
I~r~_K nicht leer; weiter gilt A~e,~_Aar f'fir ~'___~t"___Kerc~. Wegen der Kom- 
paktheit von (Vkab) "+~ ist daher der Durchschnitt aller Aar ffir ~t"~Kerc~ nicht 
leer. W~ihlen wir ein Element (Xo,-.., x,) daraus, so wird Vk ab als 7Zp[[f#]]-Modul 
von Xo, ..., x, erzeugt, und es gilt die Relation (+). Dies liefert eine Sequenz 

n 

o-~ ~I[~]l-~ @ ~ v ~ ]  a,-~ K ~ - ,  
i = 0  

l~---~(a--g2)ao-P~a~; a i - ~ i ,  

die exakt ist als projektiver Limes der (nach 2.2) exakten Sequenzen 

n 

i = O  

mit den entsprechenden Abbildungen. 
a) folgt mit den gleichen Schlfissen aus 2.1c). 
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Satz 3.2 gibt nicht nur eine Beschreibung von Gk/[Vk, Vk] , sondern gestattet 
auch Aussagen fiber die Struktur der Gruppe G k selbst, insbesondere fiber die 
Anzahl yon Erzeugenden und Relationen. Als erstes ergibt sich aus 3.2 und 
dem folgenden Lemma, dab V k als Normalteiler in G k yon n+  1 Elementen 
erzeugt wird, woraus offenbar folgt, dab G k yon n+  3 Elementen erzeugt wird. 

Lemma 3.3. Sei 1--~ H--~ E ~ G-* 1 eine exakte Sequenz yon pro-endlichen Grup- 
pen mit pro-p-Gruppe H und (x~)j~j eine Familie yon Elementen aus H,  dann wird 
H genau dann als Normalteiler in E yon den x i erzeugt, w e n n  H ab als 2gp[[G]]- 
Modul yon den Restklassen ,2j der xj in H ab erzeugt wird. 

Beweis. Sei H' der yon den xj (topologisch) erzeugte Normalteiler. Nach dem 
Burnside-Satz ftir pro-p-Gruppen ist die Surjektivit~it der Inklusion i: H ' ~ H  
/iquivalent zur Surjektivit~it der induzierten Abbildung i: H'ab---~Hab.  Da H' die 
von allen Konjugierten der x~ erzeugte abgeschlossene Untergruppe ist, ist Im i 
gerade der yon den x1 erzeugte 2gpl[G]]-Untermodul. q.e.d. 

Um eine Aussage fiber die Relationen von G k zu erhalten, gehen wir nicht 
yon einer Darstellung mittels einer freien Gruppe aus, sondern nutzen schon 
aus, was wir nach 3.1 fiber die Struktur yon G k wissen. Genauer gesagt, 
konstruieren wit die freien Objekte der folgenden Kategorie A~: Objekte sind 
die pro-endlichen Gruppen E, die semidirektes Produkt von (q mit einer pro-p- 
Gruppe H sind, E = H .  (q, und Morphismen sind die stetigen Homomorphis- 
men f :  H' .  (q-~ H.  (q, die (q elementweise festlassen und H' in H abbilden. 

Sei dazu J eine Indexmenge und F(J) die freie pro-endliche Gruppe mit 
freien Erzeugenden z~, j6J.  Der Kern der kanonischen Projektion des freien 
pro-endlichen Produktes F(J),(q auf (q ist gerade der yon den zj erzeugte 
Normalteiler Z = ( z j l i e J )  (s. Neukirch [12], 1.2). Die gesuchte Gruppe erhal- 
ten wir nun, indem wir Z zur pro-p-Gruppe machen, d.h., mit dem Normaltei- 
let N von Z, ftir den Z / N = Z ( p )  die maximale pro-p-Faktorgruppe yon Z ist, 
setzen wir 

F(J, (q) = V(J) ,  (q/N, 

Pj,~r : Z / N  = ( zj]j~J) (p) 

(N ist auch normal in F(J),(q). Offenbar ist F(J, (q) semidirektes Produkt von 
(q mit Ps,~ und damit aus ~ .  Es ergibt sich nun leicht, dab F(J, (q) freies 
Objekt in ~ ist, und zwar frei auf der Familie (yj)j~j mit yj=zjN~Ps.~. 

Satz 3.4. a) P~.~ ist eine freie pro-p-Gruppe, und pfb ist ein freier Zp][(q]]-Modul 
mit der Basis {Yj=~)[Ps,~, PJ,~]/J~J}. 

b) Ist E = H . N 6 A ~  und (xj)j~s eine konvergente Familie yon Elementen aus 
H (d.h,, in jedem offenen Normalteiler yon H liegen fast alle x2), dann gibt es ein 
eindeutig bestimmtes f :  F(J, (q) ~ E m i t  f(yj) = xj f/it j6J .  

c) Ist unter den Voraussetzungen yon b) H eine freie pro-p-Gruppe und H ab 

~ ;g p[[ (q~J mit Basis {2j=xj[H, H]/j 6 J }, so ist f ein I somorphismus. 

Beweis. b) folgt daraus, dab es einen eindeutig bestimmten stetigen Homomor- 
phismus f0: F(J)*(q---,E mit fo(Zj)=xj Rir alle j s J  und fo(p)=p ffir alle p e n  
gibt, der sich iiber N faktorisiert, da He ine  pro-p-Gruppe ist. 

a) Wit setzen zur Abkiirzung F=F(J )  und verwenden die vorher gew/ihlten 
Bezeichnungen. Ffir einen endlichen Z-Modul A ist der F,(q/Z-induzierte 
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Modul B=MZ.e(A)  ein induzierter N-Modul (isomorph zu My(A)). Da die 
Restriktion 

r e s  

Hq(Z,A)~Hq(F, f~,B)  , Hq(~,B)=O 

wegen cd(F)=l ein Isomorphismus f'tir q > 2  ist (vgl. [12], Satz 4.2), folgt 
cd(Z)<l und damit auch cdr(Pj, e)=cdp(Z(p))<= 1. Wenden wir welter b) auf die 
Gruppe E '= (Zp[ [~J ) - a Je  A~ an, so erhalten wir einen surjektiven Zp[~N~- 
Homomorphismus 

~: Pfb--~Zp[[aJ]]s= 1-[Zp[[N~ bj 
jeJ 

mit g(~j)=b i. Da die ~j eine konvergente Familie bilden, gibt es einen stetigen 
7Zfl[N]]-Homomorphismus h in die umgekehrte Richtung mit /7(bj)=~j (vgl. [1], 
1.2). Wegen gh(bj)=b i i s t  ~,l~ die Id_entit~it, ebenso mul3 nach der Eindeutig- 
keitsaussage in b) das Kompositum h ~ die Identit~it sein. 

c) Unter den genannten Voraussetzungen induziert f einen Isomorphismus 
yon pf, b auf H ab, ist daher insbesondere surjektiv. Setzen wir K = K e r f  und 
Hq(X)=Hq(X, TZ/pZ) fiir eine pro-p-Gruppe X, so liegt K in Ps, e, und aus der 
exakten Sequenz 

f* O---~ HI(H) _ ~ HI(P~,.~)--~ HI(K)H-.  HZ(H)=O 

der niedrigen Terme der Spektralsequenz fiir H=Pj, e/K folgt HI(K)H=0 und 
damit K = 1, da K und H pro-p-Gruppen sind. q.e.d. 

Bemerkung 3.5. In den obigen Ausftihrungen kann N dutch eine beliebige pro- 
endliche Gruppe ersetzt werden. PJ,e ist gerade eine freie Operatoren-pro-p- 
Gruppe mit freiem Erzeugendensystem {yj, j6J}  und Operatorenbereich ~f in 
der Terminologie yon Koch [-10]. 

Wir k6nnen nun den angektindigten Satz fiber die Relationenanzahl yon G k 
aussprechen. Fiir eine endliche Indexmenge J = { 1 , . . . ,  m} schreiben wir dabei 
F(m, (~) statt F(J, ~), weiter fassen wir verm6ge eines fest gew/ihlten Schnittes, 
der nach 3.1 existiert, ~ als Untergruppe von G k auf. 

Satz 3.6. Ist k eine endliche Erweiterung yon tl~p, so gilt mit n=[k :Qp] :  
a) Enthiilt T keine primitive p-te Einheitswurzel, so ist G k isomorph zu 

F(n, ~). 
b) Enthgtlt T eine primitive p-te Einheitswurzel, so gibt es eine Surjektion 

F(n + 1, ~)--~ Gk, 

deren Kern als Normaheiler yon einem Element r erzeugt wird. Zusatz: Sind 
x o . . . .  , x , e  V k Liftungen der Zp[[N]-Erzeugenden ~2o, ..., ~, yon Vk ab aus Satz 3.2, 
ist F(n+ 1, ~) frei auf Yo, ..., Y, und f:  F(n+ 1, N)--~G k der Homomorphismus 
mit f (yj)=xj ,  f(a)=~r und f (z )=z ,  so kann mit den Bezeichnungen aus 3.2 

r - y j  gz p~ Yo Yl mod [P, + ~, ~, P, + ~, e] 

gewiihlt werden (hier ist P,+i,e der Kern der kanonischen Projektion F(n 
+ 1, ~r 
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Beweis. a) folgt aus 3.4c) und 3.2a), da V k eine freie pro-p-Gruppe ist. 
b) Wiihlen wir f wie im Zusatz, setzen wir N = K e r f  und zur Abkfirzung P 

=P~+ 1,~, so erhalten wir ein kommutatives Diagramm 

1 - ~ N  , , V  k - ~ 1  

1 

P 

1 , N , F ( n  + 1, (g) ~ G k > 1 

mit exakten Zeilen und Spalten. Aus der Spektralsequenz for die obere Zeile 
erhalten wit wegen cdp(Vk)= 1 die exakte Sequenz 

0-~ H'(  Vk, ~p/i~p) --* H ~ ( P, Qp/7lp) - .  H 1 ( N, Qp/7Zp) P-+ 0 

und dual dazu die exakte Sequenz von 7/p[[c~]-Moduln 

0-* N/[N, P] ~ p a b ~  vkab ~ 0 .  

n 
Wegen p~b = @ 7lp[[N] yj und f(yj) =ffj (wobei ~ =yj[P, P] gesetzt ist) ergibt ein 

j=0 
Vergleich mit Satz 3.2 

N/IN,  P] ~ Zp[[ N ]]. 

Ist rEN derart gewiihlt, dab r[N,P] den Zp[[~q]]-Modul N/[N,P]  erzeugt, so 
erzeugt r[N, N] auch N ab als 7Zp[[GJ-Modul. Dies folgt aus dem Nakayama- 
Lemma: 7/p[[p]] ist ein lokaler Ring, und der Kern Ip der kanonischen Projek- 
tion von Zv[[P]] auf Zp ist im maximalen Ideal von ;gpl[P]] enthalten (da P eine 
pro-p-Gruppe ist, vgl. [1]); der Zp[[Gk]]-Homomorphismus 

(t9" ~-,p~_ak~ - -~N ab (49(1)=/'[-N, N]  

ist daher genau dann surjektiv, wenn die induzierte Abbildung 

~o : Zp [~Gk]]/I p ~.p [[Gk~ ~ Zp [[(~]] -* N ab / I  e N ab = N / [ N ,  P] 

surjektiv ist. Schlief31ich erzeugt ein derartiges r nach Lemma 3.3 auch N als 
Normalteiler in F(n + 1, ,(~). Die iJbrigen Aussagen sind klar. 
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B) PotenzreihenkSrper 

Die entsprechenden Ergebnisse ffir Potenzre ihenk6rper  lassen sich folgender- 
maBen neu formulieren. 

Satz 3.7 (Koch  [11]). Sei k=IFq((X)) der K6rper der formalen Laurentreihen mit 
Koeffizienten im KOrper ]Fq mit q = p f ~  Elementen. 

a) Fiir eine endliche, galoissche, zahm-verzweigte Erweiterung K/k  mit Galois- 
gruppe G gilt die ;gp[G]-lsomorphie 

u 1 ~ z~ [G] ~. 

Dies ist ein topologischer Isomorphismus, wenn man rechts die Produkttopologie 
nimmt. 

b) Es gilt die ~.p[[f#]l-Isomorphie Vkab-----Tlp[]-~]] ~, und G k ist isomorph zu 
F(N, ~). 

Beweis. a) Ist e K der Verzweigungsindex yon K/k  und U~ die G r u p p e  der 
Einseinheiten i-ter Stufe in K, so gilt nach e inem L e m m a  von Iwasawa ([7], 
L e m m a  1 und [11], Beweis yon Satz 1) die I somorph ie  

1 peKj  1 p 1 )foJ U~/U~ (U~) ~lFp l-G] ( r -  

Durch  Obergang  zum projekt iven Limes fiber j erh~ilt m a n  

U~(/( U~ ) p "~lF p [G] ~, 

woraus  a) wegen der Torsionsfreihei t  yon U~ folgt. 
b) Ffir zahm-verzweigtes  K'/K ist ~ trT "e 'qa-  tf pe'j daher  gilt �9 "K'/K~,VK" ! - -  ~ K  

VR/VkP[Vk, Vk] ~ lim U~/(U~) p~- lim lim ~K/~K1[1/][peKj[Tfl)PlvK! 

K/k endl. gal. 

--~ lim lim IFp[G(K/k)] Ip- 1)yoj ~ li m ]Fp[[f~]l(p-l)yoj ~ IFpI[f#]N. 
j K = T  j 

Wegen der Torsionsfreiheit  y o n  Vk ab ist a l s o  Vkab~7~p~-~]] IN. Die I somorph ie  G k 

-~F(IN, f~) folgt nun  mit  Satz 3.4c), denn V k ist eine freie p ro-p-Gruppe ,  und  
mi t  Hilfe eines stetigen Schnittes der Ahbi ldung Vk--~ Vk ab erh/ilt man  eine 
konvergente  Famil ie  (xj)~N, deren Bild eine 7/pl[f~]l-Basis yon  Vk ab ist. 
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