
Die p-Vervollständigung der multiplikativen
Gruppe einer /^-Erweiterung eines irregulären

p-adischen Zahlkörpers
Von Uwe Jannsen in Hamburg und Kay Wingberg in Berlin

Einleitung

Sei K/k eine endliche, galoissche p-Erweiterung p-adischer Zahlkörper über Qp mit
Galoisgruppe G. Die p· Vervollständigung

von K* ist in natürlicher Weise ein Z^C/j-Modul. Im Fall eines regulären Grund-
körpers k, d.h. k enthält keine p-ten Einheitswurzeln, wurde die Struktur von A (K)
in der Arbeit von Borevic [1] untersucht und für abelsche /^-Erweiterungen in Erzeugenden
und Relationen beschrieben. Für allgemeine /^-Erweiterungen wurde dieser Fall in [8]
gelöst. Ist der Grundkörper hingegen irregulär mit Irregularitätsexponenten sM, d.h. k
enthält genau die #-ten Einheitswurzeln, q=ps, so wird die Beschreibung von A (K)
wesentlich komplizierter. Die Zp[<7]-Modulstruktur wurde von Gerlovin in [4] voll-
ständig mit Angabe der unzerlegbaren Bestandteile für zyklische /^-Erweiterungen und
# 2 beschrieben. In der Arbeit von Borevic und El Musa [2] wird hinsichtlich der
Beschreibung von A (K) im allgemeinen Fall folgendes Resultat erzielt: Sei <? 2 und
l« » ß _ _ + / r _ _ > ( j — + 1 eine Darstellung von G durch eine freie pro-/?-Gruppe F mit n 4-2
Erzeugenden, n — [k: Op], dann ist folgende Sequenz von Z^Orj-Moduln exakt:

wobei C ein monogener, kohomologisch trivialer Zp[G]-Modul ist; weiter findet man
ein £eZp[(j] und ein vveJR**, so daß unter Hinzufügen eines erzeugenden Elements e
die Z^[G]-Isomorphie

gilt.
In der vorliegenden Arbeit wird nun A (K) direkt untersucht und mit Hilfe

kohomologischer Methoden die Zerlegung von A (K) in unzerlegbare Bestandteile an-
gegeben.

Sei D = Gal (&(/?)/&) die Galoisgruppe des /?- Abschlusses von k, dann induziert
das Cupprodukt
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eine nicht-ausgeartete, antisymmetrische Bilinearform auf H1 (D). Sei t die Dimension des
Radikals des Teilraums H1 (G) von H1 (D) oder, äquivalent dazu, die Dimension des
Radikals des Teilraums K*p n k*/k*p von k*/k*p bezüglich der nicht-ausgearteten,
antisymmetrischen Bilinearform, die durch das Normrestsymbol

( , ):k*/k*pxk*/k*p->I/pl

gegeben ist. Die Zahl / stellt eine Invariante der Körpererweiterung dar (05^d= dim//1 (G)).
Es ist d die minimale Anzahl von Erzeugenden von G. Sei

eine minimale Darstellung von G durch eine freie pro-p-Gruppe Fd und K der zyklotomische
Zwischenkörper von K/ k mit /?*=[^: :], d.h. K=k(Qr), wobei ' Einheitswurzel von
maximaler /?-Potenzordnung in K ist ; dann gilt die Ip [G ]-Modul-Isomorphie

l, sonst

wobei

unzerlegbarer Ip [G]-Modul ist oder in die zwei unzerlegbaren Summanden

Sf und M'*Zp[G]'+d/Zp[G']

zerfällt. Im letzteren Fall ist notwendig t = d und ' e NKl%(K*). Für d — \ ergeben sich
wieder die entsprechenden Ergebnisse von Gerlovin für zyklische Erweiterungen.

L Kohomologie von Gruppenerweiterungen

Sei D eine unendliche Gruppe mit der Eigenschaft

(E) MH^DVR normal in H, (H:R) < oo gilt mit g:=H/R

a) 1^
b)

c) der 2-Kozykel , der der Gruppenerweiterung l —*Rab— > H/\R, R~\ -^g^ l
zugeordnet ist, erzeugt H2 (g, R0**).

Bekanntlich gilt der

Satz 1. 1. Sei D eine Gruppe mit der Eigenschaft (£), so gilt mit den obigen Bezeichnungen

Nach den Ergebnissen von J. Täte und Y. Kawada, [6], Th. 6, S. 103, und Th. B, S. 93,
gelten die Sätze:

Satz 1. 2. Sei D eine freie (pro-p-)Gruppe, dann hat D die Eigenschaft (E).
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Satz 1.3. Sei k ein p-adischer Zahlkörper und D = Gal(k(p)/k) die Galoisgruppe
des p- Abschlusses, so hat D die Eigenschaft (E).

Sei im folgenden G eine endliche Gruppe und K ein Integritätsbereich; mit 91G
bzw. 21X[G] wollen wir die Menge aller endlich erzeugten G- bzw. £[G]-Moduln A
bezeichnen, für die für alle Untergruppen g von G gilt :

a)
b)

c) H2 (G, A)-^H2(g, A) ist surjektiv.

Mit (R, F) wollen wir eine Darstellung von G

durch eine freie Gruppe Fund einen Normalteiler R bezeichnen.

Satz 1. 4. Für alle A e 21G gibt es eine freie Darstellung (R, F) von G und eine exakte
Sequenz

Q-*XR-+Rab-*A-+Q
mit einem kohomologisch trivialen, torsionsfreien G-Modul XR.

Beweis. Sei e H2 (G, A) ein erzeugendes Element, dem die Gruppenerweiterung

zugeordnet ist; sei ferner (R, F) eine freie Darstellung von G, für die es eine Surjektion
: F—»E gibt. Dann ist

l >A

Rab - > F/[Ä, R] — * G

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Nach 1.2 gibt es ein erzeugendes
Element von H2 (G, Rab) und es gilt

also ist ebenfalls wegen 1.2 $ 2( ) ein Isomorphismus von H2 (g, Ä4*) auf H2 (g, A).
Sei JSf* = Ker ; aus der kurzen exakten Sequenz

folgt wegen Hl(g,A)=0=H3(g, Rab) die exakte Kohomologiesequenz

0 - >H2(g,XR)
also H2 (g, X^) = H3(g9 XR) = Q für alle g £ G. Das bedeutet aber, daß XR kohomologisch
trivial ist, und aus der Torsionsfreiheit von Rab folgt die von XR.
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Bemerkung. Offenbar kann in Satz 1. 4 ein Fmit endlich vielen Erzeugenden gewählt
werden (wir schreiben Fn bei n freien Erzeugenden). Ist G eine p-Gruppe und ^ = 9I/p[G],
so gilt 1. 4 noch, wenn die freie Gruppe F durch eine freie pro-p-Gruppe ersetzt wird.

Lemma 1. 5. Seien A und C endlich erzeugte K[G~\-Moduln und A K[G~]-projektw,
C K-projektiv, dann gilt

Beweis. K. Gruenberg, [5], Prop. 3, S. 224.

Lemma 1. 6. Sei X ein kohomologisch trivialer, endlich erzeugter Zp[G~]-Modul und
ei, G eine p-Gruppe, dann ist X Zp\G~\-frei.

Beweis. Betrachte die exakte Sequenz

0— *X - *X - *X/pX - »0,

dann ist H1 (G, X/pX) = Q, also X /pX^Z /pZ[GJ, r e N, und mit dem Lemma von
Nakayama erhalten wir X s Ip [GJ.

Korollar 1. 7. Sei A £ 51/̂ G] und torsionsfrei, G eine p-Gruppe, so gibt es eine
Darstellung (K, F) von G durch eine freie pro-p-Gruppe F und ein r € N9 so daß folgende
Zp\G~\-Isomorphiegilt:

Beweis. Wegen 1. 4 gibt es einen kohomologisch trivialen, Zp-freien Modul XR, der
nach Lemma 1. 6 Zp[G]-frei ist, also XR = Zp[<?]r, mit

Da A torsionsfrei, also Zp-frei ist, folgt nach Lemma 1. 5 die Behauptung.

Korollar 1. 8. Seien die Voraussetzungen aus 1. 7 gegeben und (Äd, Fd) eine minimale
Darstellung von G; dann gibt es ein r € A/0 mit

Beweis. Sei (Rm9 F„$ eine Darstellung nach Korollar 1. 7, m ̂  d, so daß

ist. Da andererseits

gut und dies eine Zerlegung von KJf m unzerlegbare Bestandteile darstellt (vgl. [8]),
folgt aus der Gültigkeit des Krull-Schiaiidt-Theorems für Z^Gl-Moduln die Behauptung.
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Ð. Eine exakte Sequenz f r A (K)

Sei k ein irregul rer p-adischer Zahlk rper mit Irregularit tsexponenten s9 q =/?s,
und n = [_k\ Qp]. Mit D„+2 = Gal(k(p)/k) wollen wir die Galoisgruppe des p- Abschlusses
von k bezeichnen. Bekanntlich gibt es eine Darstellung von Dn+2 durch eine freie
pro-/?-Gruppe Fn+2 mit «-h 2 freien Erzeugenden und einer definierenden Relation wn+2:

1 -> rn+2 -> Fn+2 -» Dn+2 -> l mit r„+2 = <Ç>ç+2> .

Sei K/k eine endliche, normale ^-Erweiterung mit Irregularit tsexponenten s + ê,
G = Gal(K/k), Sn+2 = Gzl(k(p)/K)= Gal(K(p)/K) und d=dimG/G* die minimale Anzahl
von Erzeugenden von G, (j* = Gp[G, G]; dann erhalten wir kanonisch folgende exakten
Sequenzen :

Daraus folgt sofort

Satz 2. 1. Fwr f:=rn+2 - [ w+2, n+il/C^+a» #n+2] ist folgende Sequenz exakt

Nach lokaler Klassenk rpertheorie gilt nun die Zp[G]-Isomorphie

Ferner gilt

Beweis. F r den Zp-Rang von r ergibt sich nach 2. l

also gleich (G : 1). Da r aber durch ein Element erzeugt wird, ergibt sich die Behauptung.

Korollar 2. 3. Folgende Sequenz von Ip [G]-Moduln ist exakt

2. 4. Sei îé, . . . , îç+2 eine Basis von Fn+2, dann ist folgende Sequenz exakt

0 - >R?+2-^ZplGY+2-^IG - >0

mit ^(d^i)=^-~l, wobei ~ die Restklasse modulo Rn+2 und Üîé die kanonische Basis
n+2

von Zn[G]n+2 bezeichne, ^•[Á,«,*«^)* Ó \^r] ftt mh den Partial-Deri-i=
vationen — ~ von Fn+2 in Zp[Fn+2], siehe z. B. [8].

Unangemeldet | 132.199.145.239
Heruntergeladen am | 14.11.12 10:44



404 Jannsen und Wingberg, p-Vervollst ndigwg irregul rer y-adischer Zahlk rper

Sei #Ö2, so gibt es eine Basis xl9 . . .,xn+2 von FM+2, so da die definierende
Relation von Dn+2 durch

gegeben ist; dann ist, wenn óß5 /=!, . . . , n -f 2, die Bilder der Elemente *,· unter der
Projektion von Fn+2 auf G bezeichnen und <p(w):=<p(w - LR„+2, ^«+2]) gesetzt wird,

2.5. <?(*>)= Ó hr-

W
- - = ó? · [ó÷, ffj- · -Ï;-!, ó;] · (ó;_! - l)ff', i gerade,

= ó? - [óÀ5

Sei J^der zyklotomische Zwischenk rper von K/ k, dann gilt der

Satz 2. 6. Sei #Ö2 wmi (?=<ó1? ó3, ó4, . . ., óð+2> Normalteiler in G,
j^der Fixk rper von in K.

Beweis. Aus 2. 3 folgt die exakte Sequenz

n + 2
0->fSpGZp ·£*!-> Ó SpoZ^-^^^C^-^O,

i = l
n-h2

da wegen 2. 4 (R°b
+2)G= Ó SpGZp · dxt gilt. Also hat das Bild von £:=SpG · dx1eR°b

+2

" ̂ ^ = 0) in A (K) die Ordnung # und stellt somit eine primitive #-te Einheits-
wurzel dar. F r das Element ñ':= Spg · dxl e (R^+2)G gilt nun modulo Zp[(7] ö(>í)

also

'^g-e' mit g=l-f 9;

Sei (G :£) = />*, so gilt

i^-i j?pS?-l
â= Ó cie's- - r~ ·£' = />*· w · ñ', t/ Einheit in Zp;i=o i — *

also hat das Bild von ñ' in A(K) die Ordnung /?*+5r und ^=Á:(ñ7) ist eine zyklotomische
Erweiterung.
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Angenommen ñ' w re modulo Zp[G~\ <p(w) eine p-Potenz, dann gibt es á,, á € ZP[C?],
so da

n + 2
Spg ·<**! = / > · Ó a rdx4 + a-9(iv),

i = l

also ·

'1 \ dw
Ó ó1 + ó?(1-ó2)ó' , -ñ.á^á^— , é£2 ,

i=o / ·̂*ß
und damit ist á e Sps Zp [G] -f /? · Ip [G] und

Spg = /? · ocj 4- (# -h l - ó2) · Sp^a',

also

SpG €/>·/,[(?],
was einen Widerspruch darstellt. Damit haben wir die Behauptung gezeigt.

III. Maximaler freier ZPIG]-Summand von A (K)

Nach Korollar 2. 3 ist das Problem, die Relation r im /^[(rj-Modul jRJ+2 „wieder-
zufinden". Als erste Aufgabe ist die Frage zu l sen, wie gro der Rang des maximalen
freien Ip [G] -Summanden von R n+2//%P[ ] ist- Wir betrachten dazu die nichtausgeartete,
antisymmetrische Bilinearform, die durch das Normrestsymbol gegeben ist :

( , ) : k*/k*p ÷ k*/k*p -> I/pZ .

F r den Teilraum C/:= K*p n k*/k*p gilt nun das

Lemma 3. 1. i/1 = NKjk(K*) k*p/k*p, di

Beweis. Sei # ' : = A : ( | , . . ., | ) = Fix(G*) mit a l5 . . ., <xdek*, dann ist nach
lokaler Klassenk rpertheorie*

= NK,lk(K'*)= Ð Nkt/k(kf) mit k^

das hei t aber, wegen U= <a

ak^eU^ o (a,a f)=l Vi o a e N k i / k ( k f ) Vi o aeNK/k(K*)k*p.

Die zweite Behauptung folgt aus dim i/ 4- dim t/1 = dimfc*/fc*p= Ë H- 2.

Lemma 3. 2. Sei G e/we endliche p-Gruppe und X ein 2/pZ[G~]-Modul, dann gilt

) I/pI'linear unabh ngig in X

o (ci , . . . , cj I/pI [G]-linear unabh ngig in X.
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Beweis. Zum Beweis der nichttrivialen Richtung sei M:=<cl5 . . ., cn>z/p/[G] und
0 - >Ker<p - tZ/pIlGY—f-tM - > 0

die kanonische exakte Sequenz; dann ist auch
0 -» (Ker <p)G -> (Z/pZ - SpG)n -> SpG M -* 0

exakt. Da nach Voraussetzung dimz/pZ SpGM = « ist, erhalten wir dimz/pZ(Ker<p)G = 0,
also (Ker )° = 0, und nach dem Lemma von Ritti Ker = 0.

Lemma 3. 3. Sei G eine endliche p-Gruppe und X ein I/pZ[G]-Modul, dann gilt
dimz//,zSpGAr=max{7, es gibt Fg^mit Y^Z/pZ[G~\j} .

Beweis. Daß die linke Seite kleiner oder gleich der rechten ist, folgt aus 3. 2. Sei
umgekehrt Z/pZ[G]'s Y^X, so ist auch direkter Summand, da jeder Z/pZ[G]-
projektive Modul auch Z /pZ [Gj-injektiv ist, [5], S. 226. Für X^ YxZ gilt dann aber

SpG X s I/plj x SpG Z ,
also dimz/pz SpG X*>j.

Mit h := dimz/pz NK/k(K*/K*p) gilt der
Satz 3. 4. Sri A(K) = BxZp [G]·7', da«« g/fr ./ ̂  A.
Beweis. Es ist unter der gemachten Voraussetzung

A (K)/ A (K)p s K*/K*P s 5 Z//?Z [G]'' ,
so daß aus Lemma 3. 3 die Behauptung folgt.

Damit haben wir die Aussage erhalten, daß A (K) höchstens einen freien Zp[C?]-
Summanden vom Rang h enthalten kann. Im folgenden werden wir zeigen, daß A (K)
mindestens einen Summanden vom Rang h — l enthält.

Lemma 3. 5. Sri G eine endliche Gruppe und X ein torsionsfreier Zp[G]-Modul.
Dann gilt:

ZP[(J]J ist direkter Summand von X genau dann, wenn I/pI[Gy direkter Summand
von X /p X ist.

Beweis. Zum Beweis der nichttrivialen Richtung seien 9i,...,9jeX, so daß
Sj, . . ., Sj eine Z/pZ[G]-Basis des freien Summanden von X/pX bilden. Offenbar ist
M := <#! , . . . , 0/>Zp[G] Zp[(j]-frei und / torsionsfrei, denn es ist

((/:!) und r g p

wenn X/pX^Z /pZ\G^ F ist, und andererseits

rg/p^+rglp*/M=rgjFJr=dm^^^

gilt, d.h. beide Moduln haben Maximalrang, Aus Lemma 1. 5 folgt die Behauptung.

Satz 3. 6. 1. Es gibt einen Zp\G^Modul Y9 so daß A(K)^ KxZp[G]*"1 gilt.
2.EsgibtgmwdameinmZpiG]-ModulZmitA(K)^Zx

wobei Q* eine primitive ps* *-te Einheitswurzel aus K ist.
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Beweis. Sei ^:=< '> und Ä\~A(K)/W^ dann sind die Ränge der maximalen
freien Z^GJ-Summanden von A(K) und Ä gleich; denn ist A(K)= FxZp[G]j, so folgt
fPg und daher gilt Ä- Y/Wxlp{_G]>. Andererseits existiert für eine Surjektion von Ä
auf Zp [G]j auch eine von A (K) auf Ip [G]'.

Nach Lemma 3. 5 und Lemma 3. 3 ist daher der Rang des maximalen freien
Ip [G]-Summanden von A (K) gleich

dimz/pz NK}k(Ä/Äp) = dimz/pz NKlk(K*) K*p W/ K** W
= h~dim2jpl(K*pWnNKlk(K*)K*p)/K*p.

Es ist aber

Sei ^:=dimz/pzradi7 mit radt/= C/n i/1, dann gilt der

Satz 3. 7. n + 2 = d + i H- /*.

Beweis. Die Sequenz

l > NK/k(K*)k*p n K*p/k*p > NK,k(K*}k*p/k*p > NK/k(K*)K*p/K*p

U n t/1 i/1

ist exakt.

Bemerkung 3.8. Da wegen der exakten Sequenz

auch
k* »K* p n fc* -*-> /f * (G) ^ l

exakt ist, erhalten wir

Also läßt sich die Invariante i der Körpererweiterung auch durch

kennzeichnen, wobei zur Bildung des Radikals die nicht-ausgeartete, antisymmetrische
Bilinearform zugrunde gelegt wird, die durch die Abbildung

tg- * o u ( , ) (Htfa) : tf1 (Z)^2) x /i1 (Z>„+2) -^ Z/pZ

gegeben ist (tg = Transgression, u = Cupprodukt, siehe z. B, [7]).
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IV. Unzerlegbare Bestandteile von A (K) N

Auf Grund der kohomologischen Eigenschaften von A (K) sind die unzerlegbaren
Bestandteile dieses Zp[G]-Moduls f r p-Gruppen von besonders einfacher Art, denn
nach Satz l . 3 ist A (K) ̂  S?+2

 e ®zp[G]> und es gilt
Satz 4.1. Sei ^4e9IG oder ^ie2IZp[G], G eine p-Gruppe, und A = ClxC2, so ist

entweder Q oder C2 kohomologisch trivial.
Beweis. Da f r alle Untergruppen g von G

//1(g,C1) = /i1(g,C2) = 0, und H2(g9Ci)xH2(g9C2) = I/(g:i)I
gilt, ist entweder H2 (g, Q) = 0 oder H2 (g, C2) = 0.

Da ¾ïô(Á(Ê)), die Torsionsgruppe von A (K), eine zyklische /?-Gruppe ist, erhalten
wir

[0,/á/&ñ'öË^(**)Á*'ßúß
U,

dann gilt:
M ist unzerlegbar,

oder

wobei beide Summanden unzerlegbar sind.
Beweis. Sei M=QxC 2 und nach 4.1 ohne Einschr nkung Q kohomologisch

trivial. Ist Tor(Ci) = 0, so gilt nach 1. 6, da C^2P\GJ ist, und nach 3. 6, da r = 0 ist,
also ist M unzerlegbar. Sei hingegen Tor (Q) ö 0, so erhalten wir Tor(C2) = 0, da Tor M
zyklisch ist. Also ist C2 â 2l/p[Gj und torsionsfrei, so da nach 1. 8 und 3. 6

ist. Dann zeigt die exakte Sequenz

0 -> ZP[G] -> Kf x Zp[(7]t+a -^ f x Q ̂  0 ,
da

ist. Dieser Modul ist unzerlegbar, denn sei Ci = UixU2, so ist, da ToriQ) zyklisch ist
und ¼ \ und i/2 kohomologisch trivial sind, entweder C/j oder U2 ZpCGj-frei, was aber
wegen 3. 6 nicht sein kann.

Sei wie bisher %—k(Qr) der zyklototnische Zwischenk rper von K/k, dann gilt der

Satz 4. 3. Sei A (K) s Rf x C, dann þß

2) K*p nk^NKfk(K*)k*p, d.h. t/St/1, d.A. H1 (G) ta isotroper Teilraum von
abof = d.
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Beweis. Da C kohomologisch trivial ist und

n* - r-Gal<*/K) — òç - rñ e ̂  — pcaKK/jf) c

folgt die erste Aussage. Weiter ist Cp n CG g SpG C und

( jy n (Rf )G = ((K? )*)G = ((Rf)GY,
da lif torsionsfrei ist. Es folgt

A (KY n A (Kf £ #K/fc (A (K)} · (A (K)0)'

und damit auch die Behauptung f r K*.

Wir erhalten also das Ergebnis

Satz 4. 4. Es gilt die Z p[G^-Modul-Isomorphie

unzerlegbarer Zp\G~\-Modul ist oder es ist M direkte Summe zweier unzerlegbarer
Ip[_G~]-Moduln

Im zyklischen Fall erweisen sich die Bedingungen aus 4. 3 — die zweite ist dann
trivial — auch als hinreichend daf r, da Rf direkter Summand von ^4(£) ist [4]. Die
Bedingung ñ' ö NKfk(K*)K*p, d.h. A (K) hat einen direkten freien Z^G^-Summanden
vom Rang A, ist f r q ö 2 im zyklischen Fall quivalent mit der Aussage ë = ê, mit

p* ;= (k* : (NKlk(K*)9 ñ», ñ ps-te Einheitswurzel in k.

Wir ben tigen daf r das

Lemma 4. 5. Sei G zyklische p-Gruppe, dann gilt f r jede Untergruppe //ö{1} von G
und K = KH die Ip [G ~]-Isomorphie

Beweis. Nach 3. 7 ist

dimz/pZNG/H(n = di
also enth lt Ã wegen 3. 3 einen freien Æ/ñÆ[(?//Ã|-Ìïáõ1 vom Rang n. Ebenfalls mit
3. 7 erhalten wir

woraus die Behauptung folgt.

Speziell ist daher f r eine zyklische /?-Gruppe G und eine Untergruppe H von G
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Satz 4. 6. Sei G zyklisch und q ö 2, dann gilt

Beweis. Wegen d = t = l gilt

und damit
NKlk(K*)K*p n

d. h. ist ñ' e NK/k(K*) K*P
9 so ist es auch aus NKI%(K*) R*p. Sei umgekehrt ñ' e Íê/÷(Ê*)Ê*ñ ;

aus (ñ'ó~1)ñ÷ = l f r alle ó € G folgt ñ"'1 e K*** f r alle ó e G; insbesondere gilt mit der
Folgerung aus 4. 4

also ñ' Element von NK/k(K*)K*p. Mit dem Reziprozit tshomomorphismus ( ,K/k)
erhalten wir, da f r q ö 2 ohne Einschr nkung ñ = N%lk(Qr) gilt,

ñ' € NK/k(K*)K*p <*Q'e NK,r(K*)fr*
ï (ñ, K/k) = (ËÃ^(ñ'), Á/Ë) = (ñ', K/g) e Gal(K/K)p=Gp"+i

Das ist aber die Behauptung, da immer ë ̂  ê gilt.
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