Die p-Vervollstandigung der multiplikativen
Gruppe einer p-Erweiterung eines irreguldren
p-adischen Zahlkorpers

Von Uwe Jannsen in Hamburg und Kay Wingberg in Berlin

Einleitung

Sei K/k eine endliche, galoissche p-Erweiterung p-adischer Zahlkdrper iiber Q, mit
Galoisgruppe G. Die p-Vervollstindigung

A(K)=lim K*/ K

von K* ist in natiirlicher Weise ein Z,[G]-Modul. Im Fall eines reguliren Grund-
korpers k, d.h. k enthélt keine p-ten Einheitswurzeln, wurde die Struktur von A4(K)
in der Arbeit von Borevi€ [1] untersucht und fiir abelsche p-Erweiterungen in Erzeugenden
und Relationen beschrieben. Fiir allgemeine p-Erweiterungen wurde dieser Fall in [8]
gelost. Ist der Grundkorper hingegen irreguldr mit Irregularititsexponenten s =1, d.h. k
enthdlt genau die g-ten Einheitswurzeln, g=p® so wird die Beschreibung von A4(K)
wesentlich komplizierter. Die Z,[G]-Modulstruktur wurde von Gerlovin in [4] voll-
stindig mit Angabe der unzerlegbaren Bestandteile fiir zyklische p-Erweiterungen und
q+2 beschrieben. In der Arbeit von Borevic und El Musa [2] wird hinsichtlich der
Beschreibung von A(K) im allgemeinen Fall folgendes Resultat erzielt: Sei g+2 und
1 — R— F— G — 1 eine Darstellung von G durch eine freie pro-p-Gruppe F mit n+2
Erzeugenden, n=[k:Q,], dann ist folgende Sequenz von Z,[G]-Moduln exakt:

0— R® — A(K)xZ,[G]— C—0,

wobei C ein monogener, kohomologisch trivialer Z,[G]-Modul ist; weiter findet man
ein € Z,[G] und ein we R®, so daB unter Hinzufiigen eines erzeugenden Elements e
die Z,[G ]-Isomorphie

AKX Z,[G]=(Z,[G]e ® R®) /(te—w)
gilt.
In der vorliegenden Arbeit wird nun A(K) direkt untersucht und mit Hilfe

kohomologischer Methoden die Zerlegung von 4(K) in unzerlegbare Bestandteile an-
gegeben.

Sei D= Gal(k(p)/k) die Galoisgruppe des p-Abschlusses von k, dann induziert
das Cupprodukt

u: H' (D) x H(D) — H*(D)=2/pZ
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eine nicht-ausgeartete, antisymmetrische Bilinearform auf H* (D). Sei ¢ die Dimension des
Radikals des Teilraums H!(G) von H'(D) oder, dquivalent dazu, die Dimension des
Radikals des Teilraums K*? n k*/k*? von k*/k*P beziiglich der nicht-ausgearteten,
antisymmetrischen Bilinearform, die durch das Normrestsymbol

(, ) k*k**xk*/k** — 7/ pZ

gegeben ist. Die Zahl ¢ stellt eine Invariante der K 6rpererweiterung dar 0<t<d=dim H*(G)).
Es ist d die minimale Anzahl von Erzeugenden von G. Sei

1-R,—-F;—G—1

eine minimale Darstellung von G durch eine freie pro-p-Gruppe F, und K der zyklotomische

Zwischenkérper von K/k mit p*=[K:k], d.h. K=k(o’), wobei ¢’ Einheitswurzel von
maximaler p-Potenzordnung in Kist; dann gilt die Z,[G]-Modul-Isomorphie

0, 0" ¢ Nyu(K*) K**
1, sonst

b

AK)=MxZ,[G]"2- @4, 5={

wobei

M=R?xZ,[G)*%/Z,[G]
unzerlegbarer Z,[G]-Modul ist oder in die zwei unzerlegbaren Summanden
RY und M'=Z7,[G]**°/Z,[G]

zerfdllt. Im letzteren Fall ist notwendig t=d und ¢’ € Ngz(K*). Fiir d=1 ergeben sich
wieder die entsprechenden Ergebnisse von Gerlovin fiir zyklische Erweiterungen.

L. Kohomologie von Gruppenerweiterungen

Sei D eine unendliche Gruppe mit der Eigenschaft

(E) VH<DVR normalin H, (H:R)< oo gilt mit g:=H /R
a) H'(g, R*)=0

b) H*(g, R =Z/(g:1)Z

c) der 2-Kozykel y, der der Gruppenerweiterung 1 — R*® — H/[R,R] — g— 1
zugeordnet ist, erzeugt H2 (g, R*).

Bekanntlich gilt der
Satz 1. 1. Sei D eine Gruppe mit der Eigenschaft (E), so gilt mit den obigen Bezeichnungen
H3(g, R®)=0.

. Nach den Ergebnissen von J. Tate und Y. Kawada, [6], Th. 6, S. 103, und Th. B, S. 93,
gelten die Sitze: ' :

Satz 1. 2. Sei D eine freie (pro-p-)Gruppe, dann hat D die Eigenschaft (E).
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Satz 1. 3. Sei k ein p-adischer Zahlkorper und D =Gal(k(p)/k) die Galoisgruppe
des p-Abschlusses, so hat D die Eigenschaft (E).

Sei im folgenden G eine endliche Gruppe und K ein Integrititsbereich; mit A
bzw. Uy, wollen wir die Menge aller endlich erzeugten G- bzw. K[G]-Moduln A4
bezeichnen, fiir die fiir alle Untergruppen g von G gilt:

a) H'(g, A)=0
b) H(g, A)=Z7/(g:1)Z
c) H*(G, A)—>H?(g, A)ist surjektiv.

Mit (R, F) wollen wir eine Darstellung von G
1>R->F-G—o1

durch eine freie Gruppe F und einen Normalteiler R bezeichnen.

Satz 1. 4. Fiir alle A € W, gibt es eine freie Darstellung (R, F) von G und eine exakte
Sequenz
0> Xg—R*—>A4—-0

mit einem kohomologisch trivialen, torsionsfreien G-Modul Xg.
Beweis. Sei yz € H*(G, A) ein erzeugendes Element, dem die Gruppenerweiterung
154> FE—->G—1

zugeordnet ist; sei ferner (R, F) eine freie Darstellung von G, fiir die es eine Surjektion
¢@: F— E gibt. Dann ist

1 > A > > G — 1

@

1 > Reb —~F/[R,R]— G —— 1

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Nach 1.2 gibt es ein erzeugendes
Element x von H?(G, R®) und es gilt

H*(®) (tp) = &5

also ist ebenfalls wegen 1.2 res H>(() ein Isomorphismus von H?(g, R®) auf H?(g, A).
Sei Xz = Ker@; aus der kurzen exakten Sequenz

0— Xpg— R* 540
folgt wegen H'(g, A)=0= H?(g, R*) die exakte Kohomologiesequenz
0 — H?(g, Xg) — H?(g, R*) = H’(g, A) —> H’(g, Xg) — 0,

also H? (g; Xp)= H?(g, Xg)=0 fiir alle g £ G. Das bedeutet aber, daB Xy kohomologisch
trivial ist, und aus der Torsionsfreiheit von R? folgt die von Xg.
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Bemerkung. Offenbar kann in Satz 1. 4 ein F mit endlich vielen Erzeugenden gewihlt
werden (wir schreiben F, bei n freien Erzeugenden). Ist G eine p-Gruppe und 4=U; ),
so gilt 1. 4 noch, wenn die freie Gruppe F durch eine freie pro-p-Gruppe ersetzt wird.

Lemma 1. 5. Seien A und C endlich erzeugte K[G1-Moduln und A K[G ]-projektiv,
C K-projektiv, dann gilt

Ext(C, A)=0.
Beweis. K. Gruenberg, [5], Prop. 3, S. 224.

Lemma 1. 6. Sei X ein kohomologisch trivialer, endlich erzeugter Z,[G]-Modul und
Z ,-frei, G eine p-Gruppe, dann ist X Z ,[G }-frei.

Beweis. Betrachte die exakte Sequenz

. P
00— X— X— X/pX—0,

dann ist H'(G, X /pX)=0, also X /pX=Z /pZ[GT,re N, und mit dem Lemma von
Nakayama erhalten wir X=Z7,[GT'".

Korollar 1.7. Sei A€W, und torsionsfrei, G eine p-Gruppe, so gibt es eine
Darstellung (R, F) von G durch eine freze pro-p-Gruppe F und ein r € N, so dap folgende
Z ,[G1-Isomorphie gilt :

R*=AxZ,[GY.

Beweis. Wegen 1. 4 gibt es einen kohomologisch trivialen, Z,-freien Modul Xy, der
nach Lemma 1. 6 Z,[G]-freiist, also Xz=Z,[G]", mit

0-27,[G]— R?* 5 A4—0.
Da A torsionsfrei, also Z frei ist, folgt nach Lemma 1. 5 die Behauptung.

Korollar 1. 8. Seien die Voraussetzungen aus 1.7 gegeben und (R,, F,) eine minimale
Darstellung von G ; dann gibt es ein r € Ny mit

AxRPxZ,[GT.
Beweis. Sei (R,,, F,,) eine Darstellung nach Korollar 1. 7, m 2 d, so daB3
\ R2=AXZ,[GT
ist. Da andererseits
R¥=RPxZ,[G]"*

gilt und dies eine Zerlegung von R% in unzerlegbare Bestandteile darstellt (vgl. [8]),
folgt aus der Giiltigkeit des Krull-Schmidt-Theorems fiir Z,[G]-Moduln die Behauptung.
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IL. Eine exakte Sequenz fiir 4(K)

Sei k ein irreguldrer p-adischer Zahlk6érper mit Irregularititsexponenten s, ¢ =p®,
und n=[k:Q,]. Mit D,,,=Gal(k(p)/k) wollen wir die Galoisgruppe des p-Abschlusses
von k bezeichnen. Bekanntlich gibt es eine Darstellung von D,,, durch eine freie
pro-p-Gruppe F, ,, mit n+2 freien Erzeugenden und einer definierenden Relation w,, ,:

1or ;= F =Dy — 1 mit ry =W, ).

Sei K/k eine endliche, normaie p-Erweiterung mit Irregularititsexponenten s+,
G = Gal(K/k), S,.,=Gal(k(p)/K)=Gal(K(p)/K) und d=dim G/G* die minimale Anzahl
von Erzeugenden von G, G*= GP[G, G]; dann erhalten wir kanonisch folgende exakten
Sequenzen:

1—"Sn+2_’Dn+2—_‘)G—_’1
1Ry — Fry—G— 1.

Duaraus folgt sofort

Satz 2. 1. Fiir F:=r,, 5 [Ry42> Rys21” [Ry+2, Rus+2] ist folgende Sequenz exakt

07— R, — 8%, —0.

Nach lokaler Klassenkorpertheorie gilt nun die Z,[G ]-Isomorphie
AK)= S,

Ferner gilt

Satz2.2.7=Z,[G].

Beweis. Fiir den Z ,-Rang von F ergibt sich nach 2. 1

87, F=rg7, R, — 187,52 = (G: 1) - (1 + 1) +1-(G: 1) - n+1),

also gleich (G: 1). Da r aber durch ein Element erzeugt wird, ergibt sich die Behauptung.

Korollar 2. 3. Folgende Sequenz von Z ,[G J-Moduln ist exakt

0—27,[G]—R¥,— AK)—0.
2.4.Sei &,,. .., &2 €ine Basis von F, . ,, flann ist folgende Sequenz exakt
0— R¥, ——Z,[G]"*? —le— 0

mit Y (d&)=CE,—1, wobei  die Restklasse modulo R,., und d¢; die kanonische Basis

n+2 ox . ) .
von Z,[G]"*? bezeichne, @(x-[R,z,R,42])= 2 (66) dé;, mit den Partial-Deri-

vationen —g—g von F,,,in Z,[F,,,], siche z. B. [8].
i
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Sei g+2, so gibt es eine Basis x,,...,x,,, von F,,,, so daB die definierende
Relation von D, , durch

w=xf : [xlz- x2]"'[xn+1ﬂ xn+2]

gegeben ist; dann ist, wenn o, i=1,...,n+2, die Bilder der Elemente x; unter der
Projektion von F, ., auf G bezeichnen und @ (w):=¢@(w - [R,.,, R,,,]) gesetzt wird,

2.5 ow)= "iz (g:-) dx;

i=1

mit ow 971
o= % di+ot-(1-0)"
X1 i=o0
ow
T=Ui‘ Loy, 021 +-[0i-1, 011 - (0,21 —1)7, i gerade,

ow

3 =0f-[0y,0,]--[6i-1,0] (1 —0:12)""".
Xi+1

Sei K der zyklotomische Zwischenkdrper von K/k, dann gilt der

Satz2.6. Sei q=¢=2 und G={0,,05,0,,...,0,+,> Normalteiler in G, dann ist
K der Fixkorper von G in K.

Beweis. Aus 2. 3 folgt die exakte Sequenz

n+2
0—¢q-SpgZ, dx;— ¥ SpgZ,- dx;— A(K)*—0,
i=1
n+2

da wegen 2.4 (R%, )%= Z SpeZ, - dx; gilt. Also hat das Bild von ¢:=Spg - dx, € R% ,

(¥ (Spg - dx;)=0) in A(K) d1e Ordnung ¢ und stellt somit eine primitive g-te Einheits-
wurzel dar. Fiir das Element o":= Spg - dx, € (R%, Z)G gilt nun modulo Z,[G] ¢ (w)

0=Spge(w)=(q9+1—0,)Spg - dx,,
also

g,0=g-0 mit g=1+gq;

Sei (G: G) = p*, so gilt

o'=p*-u-¢, u Einheit in Z,;

also hat das Bild von ¢’ in 4(K) die Ordnung p*** und K=k (g) ist eine zyklotomische
Erweiterung.
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Angenommen ¢’ wire modulo Z,[G] ¢ (w) eine p-Potenz, dann gibt es o;, « € Z »[G],
so daf3

n+2
Spg-dx;=p- X o;-dx;+a- W),

i=1

also .

-1 . ow
Spa=p-a1+a~<2 oi+6‘1’(1—62)"), —pry=a——, 122,
i=0 i

und damit ist« € Spg Z,[G]+p - Z,[G] und
Spg=p -0 +(¢+1—-0,)- Spga’,
also

SpG €Ep: Zp[G]a

was einen Widerspruch darstellt. Damit haben wir die Behauptung gezeigt.

III. Maximaler freier Z,[G]-Summand von 4(K)

Nach Korollar 2. 3 ist das Problem, die Relation 7 im Z,[G]-Modul R%, , ,,wieder-
zufinden®. Als erste Aufgabe ist die Frage zu 16sen, wie groB der Rang des maximalen
freien Z,[G]-Summanden von Ry, Z,[G] ist. Wir betrachten dazu die nichtausgeartete,
antisymmetrische Bilinearform, die durch das Normrestsymbol gegeben ist:

(,):k* k¥ xk*/k** - 7/pZ.
Fiir den Teilraum U:= K*? n k* 7 k*P gilt nun das

Lemma 3. 1. U* = Ny (K*) k*?/ k*», dim U = n+ 2 — d.

14 14
Beweis. Sei K':=k(/ay,..., )/a;)=Fix(G*) mit aj,...,a,€k* dann ist nach
lokaler Klassenkérpertheqrie

d P
Nx,k(K*)k*"=le,k(K'*)=in Ny (k¥ mit k;=k()/a);
=1

das heiBt aber, wegen U= (o, k*?, . . ., a;k*P),
otk*” € U'L <> (a, a,-)= 1Vi < ae Nk‘/k(k;"() Vi <> o€ Nx/k(K*)k*p.
Die zweite Behauptung folgt aus dim U + dim U = dimk* /k*?=n + 2.

Lemma 3. 2. Sei G eine endliche p-Gruppe und X ein Z/ pZ[G]-Modul, dann gilt
fiire,,...,c,eX:

{Spg¢is---»SpgCny 2/ pZ-linear unabhingig in X
<> {C1y. -5 Cn} Z/ pZ[G])-linear unabhingig in X .

Journal fiir Mathematik. Band 307/308 52
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Beweis. Zum Beweis der nichttrivialen Richtung sei M:={c,..., ¢,)7/pz16) und
0— Kerp —> Z/pZ[G]"—> M —0 '
die kanonische exakte Sequenz; dann ist auch
0— (Ker)® — (Z/ pZ - Spg)" — Spg M — 0

exakt. Da nach Voraussetzung dim; ,, Spg M =n ist, erhalten wir dim,,,(Ker ¢)¢=0,
also (Ker ¢)¢=0, und nach dem Lemma von Rim Ker¢p =0.

Lemma 3. 3. Sei G eine endliche p-Gruppe und X ein Z/ pZ [G]-Modul, dann gilt
dimg,; Spe X =max{}, es gibt YSX mit Y=Z /pZ[GY}'}.

Beweis. DaB die linke Seite kleiner oder gleich der rechten ist, folgt aus 3. 2. Sei
umgekehrt Z /pZ[G}=Y<cX, so ist Y auch direkter Summand, da jeder Z /pZ[G]-
projektive Modul auch Z /pZ[G]-injektiv ist, [5], S. 226. Fiir X=~ Y x Z gilt dann aber

SpgX=2/pZ'xSpsZ,

alsodim,,,, Spe X = j.

Mit h:= dimg,,, Ng, (K*/ K*P) gilt der
Satz 3. 4. Sei A(K)=BxZ,[GY, dann gilt j<h.
Beweis. Es ist unter der gemachten Voraussetzung
AK)/AK)YP=K*/K*~BxZ/pZ[GY,
so daB aus Lemma 3. 3 die Behauptung folgt.

Damit haben wir die Aussage erhalten, daB 4(K) hochstens einen freien Z,[G]-
Summanden vom Rang h enthalten kann. Im folgenden werden wir zeigen, daB A (K)
mindestens einen Summanden vom Rang 4 — 1 enthalt.

Lemma 3.5. Sei G eine endliche Gruppe und X ein torsionsfreier Z,[G]-Modul.
Dann gilt:

Z,[GY ist direkter Summand von X genau dann, wenn 2/ pZ [G V direkter Summand
von X /pXist.

Beweis. Zum Beweis der nichttrivialen Richtung seien 0,,...,0;€ X, so daB
0,,...,0; eine Z/pZ[G]-Basis des freien Summanden von X/ pX bilden. Offenbar ist
M:={0,,...,0z,6 Z,[G]-freiund X/ M torsionsfrei, denn es ist

rg, M<j-(G:1) und rg; X/ M<dimy,, ¥,
wenn X /pX=Z /pZ[GY x Y ist, und andererseits
187, M+r1g; X/ M=1g; X=dimg,, X/ pX=j-(G:1)+dim,,,¥
gilt, d. h. beide Moduln haben Maximalrang. Aus Lemma 1. 5 folgt die Behauptung,.
Satz 3. 6. 1. Es gibt einen Z,[G]-Modul Y, so daP A(K)=Y xZ,[G]""" gilt.

2. Es gibt genau dann einen Z,[ G1-Modul Z mit AK)=Z x Z,[G1"wenn @' é Ny, (K*) K*?,
wobei o’ eine primitive p** *-te Einheitswurzel aus K ist.
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Beweis. Sei W:={g") und A:=A(K)/ W, dann sind die Ringe der maximalen
freien Z,[G]-Summanden von 4(K) und A gleich; denn ist A(K)=YxZ » [GY, so folgt
WS Y und daher gilt A=Y/ WxZ »[GY'. Andererseits existiert fiir eine Surjektion von 4
auf Z,[GY’ auch eine von A4 (K) auf Z ,[G]’.

Nach Lemma 3.5 und Lemma 3.3 ist daher der Rang des maximalen freien
Z,[G }-Summanden von 4 (K) gleich

dimz/pzNK/k(lz/qu)=dimz/plNK/k(K*)K*pW/K*pW
= h—dim,,, ,(K** W Ny, (K*)K*?) /K*.

Esist aber
0, falls o’ ¢ Nk, (K*) K*?

Sei t:=dim,,, rad U mit radU=U n U*, dann gilt der
Satz3.7.n+2=d+t+h.

Beweis. Die Sequenz

1 —— N (K*¥)k*P  K*P/ k*P —— Ny (K*) k*P/ k*P —— Ny (K*) K*?/ K* —— 1

| |

Un U Ut N (K*/ K*P)

ist exakt.
Bemerkung 3. 8. Da wegen der exakten Sequenz

1—>2/pZ— K*— K** — 1
auch
k* — K** A k* —2 H'(G) — 1
exakt ist, erhalten wir
U=K*" nk*/ k** =~ H'(G).
Also 14Bt sich die Invariante ¢ der K6rpererweiterung auch durch

kennzeichnen, wobei zur Bildung des Radikals die nicht-ausgeartete, antisymmetrische
Bilinearform zugrunde gelegt wird, die durch die Abbildung

tg™ o U () Wai2) : H' (Dpsg) X H' (D) > 2/ pZ

gegeben ist (tg = Transgression, U = Cupprodukt, siehe z. B. [7]).

52*
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IV. Unzerlegbare Bestandteile von A(K) ,

Auf Grund der kohomologischen Eigenschaften von A4(K) sind die unzerlegbaren
. Bestandteile dieses Z,[G]-Moduls fiir p-Gruppen von besonders einfacher Art, denn
nach Satz 1. 3ist 4(K)= S35, € Wy, ), und es gilt

Satz4.1. Sei AeU; oder A€Wy 6, G eine p-Gruppe, und A=C,;xC,, so ist
entweder C, oder C, kohomologisch trivial.

Beweis. Da fiir alle Untergruppen g von G
H'(g,C))=H'(g,C,)=0, und H?*(g, C,)xH*(g,C)=2Z/(g:1)Z
gilt, ist entweder H? (g, C;)=0 oder H*(g, C,)=0.
Da Tor(A(K)), die Torsionsgruppe von A(K), eine zyklische p-Gruppe ist, erhalten

wir
Satz 4. 2. Sei A(K)= M x Z ,[G]"~° mit
{0 falls ' & N, (K*)K*? lSt
1, sonst
dann gilt:
M ist unzerlegbar,
oder

Mx~RP?xZ,[G]*/Z,[G],
wobei beide Summanden unzerlegbar sind.

Beweis. Sei M=C,xC, und nach 4.1 ohne Einschrinkung C,; kohomologisch
trivial. Ist Tor(C,)=0, so gilt nach 1. 6, daB C,=Z,[G] ist, und nach 3. 6, daB r=0 ist,
also ist M unzerlegbar. Sei hingegen Tor(C,) #0, so erhalten wir Tor(C,)=0, da TorM
zyklisch ist. Also ist C, € A, (6, und torsionsfrei, so daB nach 1. 8 und 3. 6

C,=R%
ist. Dann zeigt die exakte Sequenz
0—Z,[G]— R®xZ,[G]** - R¥xC,—0,
daB |
C,27,[G)*/Z,[G]

ist. Dieser Modul ist unzerlegbar, denn sei C, = U, x U,, so ist, da Tor(C,) zyklisch ist
und U; und U, kohomologisch trivial sind, entweder U, oder U, Z,[G]-frei, was aber
wegen 3. 6 nicht sein kann.

Sei wie bisher K=k (g") der zyklotomische Zwischenkdrper von K/k, dann gilt der
Satz 4. 3. Sei A(K) =~ R% x C, dann ist
1) o' € Ngr(K®),

2) K*”nkCNK,k(K*)k*" d.h. UCUl d.h. H‘(G) ist isotroper Tezlraum von
H'(D,,,), also t=d.
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Beweis. Da C kohomologisch trivial ist und
o' € COMKD =S i C
folgt die erste Aussage. Weiter ist C? n C¢ < Spg C und
RPY (RS = ((RP)P)C = (RD)?,
da R%’ torsionsfrei ist. Es folgt
AK)YP nAK) < NK/,‘(A (X))- (A (K)G)”

und damit auch die Behauptung fiir K*.

Wir erhalten also das Ergebnis
Satz 4. 4. Es gilt die Z ,[ G ]-Modul-Isomorphie

- - O’Q’¢ Kk( ) i
~ n+2-(d+1)-6 §_ /
AK)=MxZ,[G] , 6 {1,sonstj' KK ,
wobei
M=R?xZ,[G]*%/Z,[G]

unzerlegbarer Z,[G1-Modul ist oder es ist M direkte Summe zweier unzerlegbarer
Z,[G1-Moduin

M=RPxZ,[G)***/Z,[G], (t=4d).
Im zyklischen Fall erweisen sich die Bedingungen aus 4. 3 — die zweite ist dann
trivial — auch als hinreichend dafiir, daB R4’ direkter Summand von 4 (K) ist [4]. Die

Bedingung ¢’ ¢ Ngx(K*)K*?, d.h. A(K) hat einen direkten freien Z,[G]-Summanden
vom Rang h, ist fiir ¢+ 2 im zyklischen Fall 4quivalent mit der Aussage A= x, mit

pri=(k*: {Ngi(K®), 2)), o p*-te Einheitswurzel in k.

Wir benoétigen dafiir das

Lemma 4. 5. Sei G zyklische p-Gruppe, dann gilt fiir jede Untergruppe H+ {1} von G
und K= K" die Z ,[ G ]-Isomorphie

I''=Ngg(K*/ K*)=7/pZ[G/ H]"
Beweis. Nach 3. 7ist
dimg,; Ngu(I') = dimg,; Ny, (K*/ K*)=n+2—dg— tg=n;
also enthilt I' wegen 3. 3 einen freien Z /pZ[G /H]-Modul vom Rang n. Ebenfalls mit
3. 7 erhalten wir
dimg,,[=[K:Q,]+2—dy—ty=n-(G:H),
woraus die Behauptung folgt.
Speziell ist daher fiir eine zyklische p-Gruppe G und eine Untergruppe H von G
(NK/E(K*/K”))G = NG/H(F) = NK/k(K*/ K*?).
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Satz 4. 6. Sei G zyklisch und q + 2, dann gilt
0’ & Np(K*) K*? < A =2
Beweis. Wegend =t=1 gilt
K* A K*? < Ny g (K*) K*?
und damit
Ny (K*) K*? n K* < Ngg(K*) K*? 0 R* = Ny (K*) K*?,

d. h.ist o' € Nk, (K*) K*?, s0 ist es auch aus Ny g(K*) K*?. Sei umgekehrt ¢’ € Ny z(K*) K*?;
aus (¢'°"1)" =1 fiir alle o € G folgt ¢! € K*”’ fiir alle o € G; insbesondere gilt mit der
Folgerung aus 4. 4

o' K* & (N(K*/ K*7))0 = Nyu (K*/ K*7),

also ¢’ Element von Ng,(K*)K*?. Mit dem Reziprozititshomomorphismus ( , K/k)
erhalten wir, da fiir ¢ + 2 ohne Einschrinkung ¢ = N, (¢") gilt,

Q’ € NK/R(K*)K*p Aad Q’ € NK/E(K*)K*p
<= (0, K/k) = (Nzu (). KIK)= (@', K/R) € Gal (K/R)P =G>
< Aizx+1.

Das ist aber die Behauptung, da immer A = x gilt.
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