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Einleitung 

Ist K/k eine endliche galoissche Erweiterung y-adischer Zahl­

körper über so operiert die Galoisgruppe G auf der multi-

plikativen Gruppe K*. Die G-Modul-Struktur von K* hängt nach 

der lokalen Klassenkörpertheorie mit der Struktur der absolu­

ten Galoisgruppe G^ von k zusammen und i s t noch nicht vollstän­

dig bekannt. 

Ausführlich wurden bisher zahm-verzweigte Erweiterungen p4 ] , 

[25] und p-Erweiterungen [2], [3j, [5], [8], [17], [30] untersucht. 

Für andere Erweiterungen liegen derzeit nur Einzelergebnisse 

vor; diese beschränken sich auf Fälle mit zyklischer Verzwei­

gungsgruppe, siehe z.B. [4] und [31]« 

In der vorliegenden Arbeit werden nun Erweiterungen mit belie­

biger Galoisgruppe G behandelt. Es erweist sich dabei als sinn­

v o l l , die pro-endliche Vervollständigung und insbesondere die 

pro-p-Vervollständigung A(K) von K* zu betrachten, die ein Mo­

dul über dem Gruppenring #p[G] i s t . Wir erhalten in §3 das f o l ­

gende allgemeine Resultat: 

Satz: Ist n = [k:Qp] und 1 > R n + 5 1 F n + 5 * G » 1 

eine Darstellung der Gruppe G durch eine f r e i e Gruppe ^ n + ^ mit 
n+3 freien Erzeugenden - eine solche e x i s t i e r t , da G durch n+3 
Elemente erzeugt werden kann -, so gibt es eine exakte Sequenz 

0 > l p[G] 2 » ( R
n + 3 a b ) p * A(K) > ü 

mit dem 2p[G]-Modul ( R n + 3
a b ) p = ^ ® \ ^ -

Dies verallgemeinert einen entsprechenden Satz für p-Gruppen 

aus der Arbeit [17J von K. Wingberg und dem Autor, vgl. auch [5], 



Ist K regulär, d.h., enthält K keine primitive p-te Einheits­

wurzel, so läßt sich G durch n+2 Elemente erzeugen, und wir er­

halten aus dem obigen Satz die Isomorphie 

A(K) © Zp[G] S ( R n + 2
a b ) p . 

ab bzw. A(K) = (R * ) , wenn G durch n+1 Elemente erzeugt wird, v / v n + 1 / p ° 
und damit eine vollständige Lösung des Problems. Das i s t eben­
f a l l s eine direkte Verallgemeinerung eines analogen Satzes für 
p-Gruppen, s. Borevic [3J und Wingberg [30]. Die sogenannten Re­
lationenmoduln R ±

 a t bzw. R^. a b werden wieder aus freien Dar-
n+£ n+i 

Stellungen 1 • R m > Fffl • G 1 1 für m » n+2 bzw. 

m » n+1 gewonnen, wobei die ^[Gj-Struktur der Lokalisierung 

(R a t )) • 2 ® R a t nur von m und nicht von der speziellen Wahl m p p m 
der f r e i e n Darstellung abhängt. 

Die betrachtete Galoismodulstruktur i s t durch die lokale Klas-

senkörpertheorie eng verknüpft mit dem galoistheoretischen Auf­

bau der Erweiterungen von k. Man gewinnt aus ihr nicht nur mit­

t e l s der Kohomologietheorie das lokale Reziprozitätsgesetz und 

damit die Kenntnis der abelschen Erweiterungen von k, sondern 

mit dem Satz von Weil-Safarevic* ,[1] 22 Th. 6, auch Informationen 

über nicht-abelsche Erweiterungen, v g l . a. [18]. 

Iwasawa [14] benutzte als erster die Galoismodulstruktur zahm­

verzweigter Erweiterungen, um daraus Aussagen über die absolute 

Galoisgruppe y-adischer Zahlkörper abzuleiten. Trotz umfangrei­

cher weiterer Untersuchungen von Koch [20] und Jakovlev £15] ge­

lang es jedoch nicht, die absolute Galoisgruppe vollständig zu 

bestimmen; das entsprechende Theorem von Jakovlev enthält einen 

Fehler, vgl. die Korrektur in [16]. Wir beschreiten den Weg von 

Iwasawa, um hier einige neue Ergebnisse zu erhalten. 



Dazu bestimmen wir in § 2 ebenfalls die 3f fe]-Struktur der Eins­

einheitengruppe Ujj. einer zahm-verzweigten Erweiterung K/k, a l l e r 

dings mit anderen Methoden. Die etwas komplizierten und s p e z i e l l 

auf die Einseinheitengruppe zugeschnittenen Betrachtungen von 

Iwasawa werden ersetzt durch die Beobachtung, daß ul als 2 [G]-
&. p 

Modul dadurch charakterisiert wird, daß er kohomologisch t r i v i a l 

i s t und Q p®Uj[ ^ Qp[G]n mit n = [k:Qp] g i l t . Das motiviert die f o l 

gende 

Definition; Sei G eine endliche Gruppe. Ein endlich erzeugter 

^pfc]-Modul M heißt quasifrei, wenn M kohomologisch t r i v i a l i s t 

und die Isomorphie Q p ® M £ Qp[A|m ^ u r e i n m € N g i l t . 

Die Untersuchung quasifreier #p[G]-Moduln in §1 zeigt, daß deren 

Struktur sehr einfach i s t und gut beschrieben werden kann. Ins­

besondere ergibt sich die #p[G]-Struktur von U^ ganz kanonisch 

aus der G-Struktur der Gruppe yû  der in U^ enthaltenen Einheits­

wurzeln. Dies bietet aber nicht nur einen technischen V o r t e i l . 

Die Beschreibung von U^ durch n #p[G]-Erzeugende, ein ^-Erzeu­

gendes, eine 2"p- und zwei Zp[G]-Relationen in [H ] U . [25] wird er­

setzt durch die Angabe von n+1 #p[G]-Erzeugenden und einer 2p[G]-

Relation, die zudem eine sehr einfache Gestalt hat. Das hat zwei 

wesentliche Konsequenzen: 

Erstens bereitet der Übergang zum projektiven Limes, durch den 

wir mittels der Klassenkörpertheorie die Operation der Galois­

gruppe ^ der maximalen zahm-verzweigten Erweiterung von k auf 
ab 

der Paktorkommutatorgruppe V^ der Verzweigungsgruppe V^ von 

Ĝ  bestimmen, keine Schwierigkeiten wie bei Iwasawa [14] und 

Koch [20], und wir erhalten eine einfache Beschreibung der Gruppe 



Zweitens folgern wir in §4-, daß zur Beschreibung der ganzen 

Gruppe G^ neben der bekannten Relation für ^ nur noch eine wei­

tere Relation nötig i s t , während die bisherigen Arbeiten immer 

von zwei weiteren Relationen ausgehen. Wir erhalten das Ausse­

hen dieser einen Relation bis auf Kommutatoren aus V^ und kön­

nen unser Ergebnis folgendermaßen formulieren: 

Satz: Sei k ein y-adischer Zahlkörper vom Grad n und Restklas­

sengrad f über Qp, 1c ein algebraischer Abschluß von k, V der 

Verzweigungskörper von k/k und ^ die Gruppe der in V enthalte­

nen Einheitswurzeln von p-Potenzordnung. Dann i s t die absolute 

Galoisgruppe G^ = Gal(k/k) von k eine pro-endliche Gruppe mit 

n+3 Erzeugenden und 2 Relationen. Es gibt Erzeugende y Q, . ..,yn, 

6 und T derart, daß die Relationen die Gestalt 
f 

und [ ^ y 0 ] y 0
1 - s [ ^ y 1 ] y 1

1 " h ( 1 + p S ) • ^ , - 1 e [ v k , v j 
—1 — 1 

besitzen. Dabei i s t [a,b] « aba" b der Kommutator von a und b, 

p s = (y<y:1), g eine ganzrationale Zahl und h eine (p-l)-te Ein­

heitswurzel aus 2^ derart, daß für eine primitive p s-te Einheits­

wurzel C aus die Beziehung = C S t>zw. T(C) s C,h gilt« 

Alle oben genannten Resultate ergeben sich mit Hilfe der loka­

len Klassenkörpertheorie und der Galoiskohomologie aus zwei klas­

sischen Arbeiten von Gilbarg [9] und Swan [29]. Daher i s t die f o l ­

gende Darstellung i n sich abgeschlossen i n dem Sinne, daß keine 

der anderen Arbeiten über die Galoismodulstruktur der m u l t i p l i -

kativen Gruppe K* oder über die Struktur der absoluten Galois­

gruppe G, zu ihrem Verständnis benötigt wird. 



§ 1 Quasifreie ^[G]-Moduln. 

Bezeichnungen: 

p i s t eine Primzahl, 

Qp der Körper der p-adischen Zahlen und 

2p der darin enthaltene Ring der ganzen p-adischen Zahlen. 

Zp[G] i s t für eine endliche Gruppe G der Gruppenring mit Ko­

effizienten in 2p. Für zwei Zp[G]-Moduln A und B wird 

Hora(A,B) := Horn™ (A,B) Z U einem 2' [G]-Modul durch die Definition 
*p p 

( s f ) ( a ) : = s f ( s " 1 a ) für f € Hom(A,B), s € G und a € A, 

A&B := Afo* B zu einem Z [G]-Modul durch die Definition 
^p P 

s(a®b) := (sa)®(sb) für s « G, a e A und b€B. 

2'p, Qp und ̂ p/^p werden als ^[Gj-Moduln immer mit der t r i v i a l e n 

G-Operation versehen. Q p ® A l i e f e r t dann die übliche 

Skalarerweiterung von 2p nach Q p bzw. von ^[Gj nach 

Qp[G], dem Gruppenring mit Koeffizienten in Qp. 

A D := Hom(A,Qp/2p) i s t das Pontrjagindual eines endlich erzeug­

ten 2p[G]-Moduls A; bekanntlich g i l t i n kanonischer Wei­

se die Isomorphie (A"0)^ £ A. 

Tor(A) bezeichnet den Torsionsmodul von A. 

Rg A := dinu Q^®A i s t der Z -Rang eines 2 -Moduls A. Vp P P P 

Ist R ein beliebiger Ring und A ein R-Modul, so werden für eine 

natürliche Zahl n die R-Moduln nA und A n durch die exakte Sequenz 

0 » nA > A "n > A > A n > 0 



definiert, die durch die Multiplikation mit n in A entsteht. 
Es i s t also nA = A; na = ü| und A n « A/nA. 

Wir setzen im folgenden die Begriffe und Sätze der Kohomolo-

gie von pro-endlichen Gruppen und der lokalen Klassenkörper­

theorie voraus, wie sie etwa in [ij oder [26] - [28] zu finden sind. 

Für eine pro-endliche Gruppe G und einen G-Modul A bezeichne 

dabei H°(G,A) die gewöhnliche (nicht reduzierte) nullte Koho-

mologiegruppe, es i s t also H°(G,A) = A G = j a e A; tfa = a V£eG^ 

der Fixmodul von A unter G. 

Wir stellen zunächst fünf Lemmata bereit, die sich im folgen­

den als äußerst nützlich erweisen werden: 

Lemma 1.1 .: Sei R ein beliebiger Ring; eine exakte Sequenz 

0 -» A B — * C 0 
von R-Moduln induziert kanonisch eine exakte Sequenz 

f ^ 13 R ^ n k — > B_ — C 0 ^ n B ->nC 

Beweis: Anwendung des Schlangenlemmas auf das Diagramm 
0 y A • B > C > Ü 

A ^ /N 

A -+ B C 0. 

Lemma 1.2. (Lemma von Schanuel): Sei R ein Ring und seien 

0 * A > P > C • ü 

0 f A* > P» • C 1 > 0 

exakte Sequenzen von R-Moduln mit projektiven Moduln P und P*. 

Gil t dann C S C 1 , so folgt A @ P' = k* ® P. 



Beweis: Dies folgt l e i c h t aus einem Pullback-Diagramm, 

vexgl. Gruenberg [10] § 8 . 1 0 Lemma 1 1 . 

Lemma 1 . 3 . (Lemma von Swan): Sind P und P f projektive, 
endlich erzeugte Z J G J -Moduln, dann g i l t : 

Beweis: Dieses Ergebnis bildet, i n etwas allgemeinerer Porm, 

da3 Kernstück der grundlegenden Arbeit von Swan [29] , siehe 

dort Th. 6 . 1 . bzw. Cor. 6 . 4 . . 

Lemma 1 , 4 . : Ein endlich erzeugter Ẑ jG] -Modul i s t genau dann 

projektiv, wenn er torsionsfrei und kohomologisch t r i v i a l i s t . 

Beweis: Dies folgt aus Sätzen von Nakayama, siehe etwa f\öj , 

§ 1 0 . 7 Theorem 3 . 

Lemma 1 . 5 . (semi-lokaler Kürzungssatz): Ist R ein kommutati-

ver, semi-lokaler Ring und sind A und B endlich erzeugte Mo­

duln über dem Gruppenring R [G] , so g i l t : 

A ® R [ G ] = B © R[G] A = B. 

Beweis: Siehe etwa Gruenberg flu] , §10 .6 Th. 1. 

Wir wollen uns in diesem Paragraphen mit Moduln beschäftigen, 

die sich nicht allzusehr von freien Moduln unterscheiden; da­

zu definieren wir: 

Qp#P = Q p®P' P 

Definition 1 . 6 . : Ein endlich erzeugter Z^ß] -Modul A heißt 

quasifrei, wenn er kohomologisch t r i v i a l und Qp#A ein f r e i e r 

QjJG] -Modul i s t . 



Bemerkungen 1.7»: 

a. ) Aus der Definition folgt, daß der Zp-Rang eines quasi­

fr e i e n Moduls A immer ein Vielfaches der Gruppenordnung i s t ; 

wir nennen im folgenden A einen quasifreien Modul vom Rang m, 

wenn Q p®A z Q^G]m g i l t ; der 2^-Rang von A i s t dann m(G:l). 

b. ) Ein torsionsfreier quasifreier Modul i s t 2^JG]-frei. 

Dies folgt aus Lemma 1.4. und Lemma 1.3.. 

Definition 1.8.: Seien A und B endlich erzeugte Ẑ jG] -Moduln. 

A heißt quasiisomorph zu B, wenn es einen 2f̂ G] -Homomorphismus 

f : A » B mit endlichem Kern und Cokern gibt. Wir schreiben 

dafür A ~ B und nennen f einen Quasiisomorphismus. 

Satz 1.9.: Für endlich erzeugte Z^r] -Moduln A und B g i l t : 

A - B Qp#A = Q p®B (als Q^Ol-Moduln). 

Beweis: Aus einer exakten Sequenz 

0 > M > A > B > N > 0 

mit endlichen Moduln M und N folgt die Isomorphie Qp#A = Qp#B, 

da das Tensorieren mit Q exakt und Q ®N » Q #M = 0 i s t . 

Sei umgekehrt h: Q p®A * Q p®B ein Q̂ JG] -Isomorphismus. Die 

kanonischen Homomorphismen A —Q pG&A und B — Q p # B haben 

die Kerne Tor(A) bzw. Tor(B); für ein meN mit p mTor(B) • 0 

können wir daher p mB vermöge j als Untermodul von Q p®B auf­

fassen. A i s t endlich erzeugt, etwa von x^, x r; da Qp&B 

von p mB über Q p erzeugt wird, g i l t für geignetes n £ N 

p n h ( i ( x i ) ) € p mB für a l l e i . Der Homomorphismus 

p nA — i - * Q p®A — Q p # B 



l i e f e r t daher einen Homomorphismus g: pnA > p mB , dessen 

Kern in Tor(A) enthalten i s t . Der Kern der Abbildung 

f: A — p
n A — ^ — * p mB > B 

i s t dann ebenfalls in Tor(A) enthalten und damit endlich. Da 

Rg A = dim Q p®A = dim Qp<8>B = Rg B g i l t , hat der Cokern von f 

den Rang Null; da er endlich erzeugt i s t , i s t er endlich. 

Insgesamt ergibt sich, daß f ein Quasiisomorphismus i s t . q.e.d« 

Corollar 1.1Q.: Quasiisomorphie i s t eine Äquivalenzrelation. 

Satz 1.11.: Sei A ein endlich erzeugter Z^JG] -Modul, dann sind 

folgende Aussagen äquivalent: 

a. ) A i s t quasifrei. 

b. ) A i s t kohomologisch t r i v i a l und es g i l t A ~ Z ^pi m für ein 

m t IN. 

c. ) A i s t kohomologisch t r i v i a l und enthält einen freien Z^}] -

Modul von endlichem Index i n A. 

d. ) Es gibt eine exakte Sequenz 

ß k * ST̂ O 1 • A • 0. 

Beweis: a.) b.): Aus der Isomorphie Q p®A * Q̂ jÖJ m = Q p®Z^G] 1 

folgt mit Satz 1.9. A ~ 3^3 m-

b. ) c ) : Aus A ~ Zp[G]m folgt mit Gorollar 1.10. Ẑ jß] m -^A; 

es gibt also einen 2^] -Homomorphismus f: Ẑ O) m • A mit 

endlichem Kern und Cokern. Als torsionsfreier Modul muß der 

Kern dann Null sein; dies zeigt c ) . 

c. ) =ŝ> a.): Aus einer exakten Sequenz 0 — > Ẑ jG] m — • A f H — 

mit endlichem M folgt Q̂ Gj m = Q p®A durch Tensorieren mit Q p. 



a.) ^ d . ) ; Sei ü > B • Ẑ jG] * A » Ü eine Dar­

stellung von A durch einen freien Ẑ jG] -Modul, dann i s t B genau 

dann kohomologisch t r i v i a l , wenn dies für A g i l t . Weiter folgt 

mit dem Satz von Maschke die Isomorphie 

Wegen der Gültigkeit des Krull-Schmidt-Theorems für Q̂ KJ -Moduln 

i s t daher A genau dann quasifrei, wenn B quasifrei i s t . Wegen 

der Torsionsfreiheit von B i s t dies genau dann der F a l l , wenn 

B Z^JG]-frei i s t , vergl. Bern. 1.7. b.). q.e.d. 

Gorollar 1.12.: Ist G eine p-Gruppe, so i s t jeder endlich 

erzeugte, kohomologisch t r i v i a l e Ẑ >] -Modul quasifrei. 

Beweis: Ist 0 » B > Ẑ G] 1 • A » ü eine Dar­

stellung des kohomologisch t r i v i a l e n Moduls A, so i s t B nach 

Lemma 1.4. projektiv. Da für eine p-Gruppe G der Gruppenring 

Ẑ JCÖ ein lokaler Ring i s t , siehe [10] , §10.5 Prop. 10, i s t B 

sogar f r e i , siehe z.B. [ll]Prop. 3.16.. Mit Satz 1.11. folgt 

dann die Behauptung. 

Wir werden nun die quasifreien Moduln in drei Schritten klas­

s i f i z i e r e n : 

Satz 1.13.: Ein quasifreier -Modul i s t eindeutig durch 

seinen Rang und seinen Torsionsmodul bestimmt. 

Beweis: Seien M und M' quasifrei, dann gibt es nach Satz 1.11. 



exakte Sequenzen 

0 » Ẑ G] k » Ẑ G] 1 » M ?• 0 

0 > 'i^U k < • Ẑ G] 1 1 » M' * 0. 

Sie induzieren für n = p r€ M nach Lemma 1.1. exakte Sequenzen 

0 > nTor(M) > 2/nZfc] k • Z/nZjG)1 • Mn > 0 

0 > nTor(M f) > Z/nZ[G]kf * Z/nZfG]1' » M̂  > 0. 

Durch Dualisieren, d.h., die Anwendung des exakten Punktors 

M «^^v M"°, erhalten wir die exakten Sequenzen 

0 > M n
D f 2/nZlGJ1 > Z/nZ[G]k > nTor(M) D * 0 

0 • M^D > Z/nZlca1' » 2/n2[Gäkt » n T o r ( M , ) D » 0-

Gi l t nun Tor(M) = Tor(M')» s° folgt mit dem Lemma von Scha-

nuel (zweimalige Anwendung, vergl. auch [1Ö] , p. 163): 

M n
D e Z/nZ[G] k + 1 1 = M^ S> Z/nZ[G] k , + 1. 

G i l t weiter (l-k)(G:1) = Rg M = Rg M1 = ( l , - k , ) ( G : l ) , also 

k'+l = k + l \ so folgt M n
D - und damit 

M/nM sr M'/nM1 für a l l e n = p r€ IN'. 

Daraus folgt aber M s M1 , wie man folgendermaßen einsehen 

kann: Die Mengen Isom(M/nM,M,/nM1) der Isomorphismen von M/nM 

nach M'/nM1 bilden ein projektives System nicht-leerer, end­

licher Mengen. Nach einem allgemeinen Satz (Bourbaki, Top. Gen., 

Chap. I, 3eme ed., Append. th. 1) i s t daher der projektive Limes 

nicht leer. Ein Element des projektiven Limes vermittelt aber 

gerade einen Isomorphismus zwischen M und M1, da M (bzw. M') 

der projektive Limes der M/nM (bzw. M'/nM1) für n = pr<E N i s t . 



Definition 1.H.: Für- einen endlich erzeugten 2^3 -Modul N 

definieren wir den Erzeugendenrang d^(N) als die minimale 

Anzahl von 2^JG] -Erzeugenden von N und den Relationenrang r &(N) 

wie f o l g t : Ist 0 > B * 2^JG] n > N * 0 eine b e l i e ­

bige Darstellung von N durch einen freien 2^G0 -Modul, so sei 

r Q(N) = d Q(B) - n • d Q(N). 

Bemerkungen 1 . 1 5 » : a.) *Q (N ) i s t wohldefiniert, denn sei 

0 • B • > Ẑ Q] n ' » N • ü 

eine andere f r e i e Darstellung von N, so folgt mit dem Lemma 

von Schanuel 

B 9 Ẑ JG] n ' = B • © 2jG] n 

und daraus wiederum d G(B) + n* = d G(B f) + n, siehe Gruenberg 

, Lemma 5 . 8 . , da Ä J G] ein semi-lokaler Ring i s t . 

b. ) Z*Q(N) kann auch definiert werden als der Erzeugendenrang 

dß(B) i n einer minimalen Darstellung 

0 • B > ar̂ Qj d G ^ « 5» N • 0. 

c. ) Es g i l t immer r &(N) >, 0, wie aus b.) f o l g t . 

d. ) Ist N endlich, so g i l t d &(N), denn nach b.) gibt 

es eine exakte Sequenz 

BjJG] r » Ẑ JG] d • N > 0 

mit r » r„(N) und d = d p(fl), die für Q »N = 0 eine Surjek-
ü- Ü" P 

tion Q̂ Qj r » Q̂ JG] d induziert. G i l t r = d, so i s t die 

erste Abbildung in der obigen Sequenz notwendig injektiv und 

daher N kohomologisch t r i v i a l . Ist umgekehrt N endlich und ko­

homologisch t r i v i a l , so i s t N quasifrei und mit den gleichen 

Schlüssen wie in Satz 1 . 1 1 . folgt r p(N) = d r(N). 



Satz 1.16.: Ist M ein quasifreier ẐjGÖ -Modul und 

0$ 0 » 2̂ (3 k > 2̂ G] 1 r ) M • 0 

exakt, so g i l t mit N = Tor(M) : 

k d G(N D), 1 > r Q ( N D ) und 1 - k > r G(N D) - d G(N D), 

Beweis: Aus der Sequenz OK) folgt die exakte Sequenz 

Hom(M,Zp) » HomCZ^jZp) » Hom( 2 ^ , 2 p) Tor(M) D > 0 

wegen Ext^ ( Z J J ^ Z ) = 0 und den kanonischen Isomorphismen 

Ext^ (M,» p) » Ext^ (M,Qp/2p
D) S Tor*P(M,Q p/» p) D fi Tor(M) D, 

siehe Cartan-Eilenberg [7], Chap. VI Prop. 5.3.; e x p l i z i t setze 

etwa <?(f)(x) = f ( p m y ) / p m + 2 9 wenn f ( y ) = x und p mx - 0 i s t . 

Da für ne N Hom(2jJG] n , 2' ) wieder ein f r e i e r 2T̂ G] -Modul vom 

Rang n i s t , erhalten wir eine exakte Sequenz 

2̂ G] 1 * 2^Gj k ———9 N"̂  » 0 . 

Daraus folgt sofort k ^ d G(N I )), sowie 1 ^ d G(Ker <?) * 

= r G ( N D ) + k - d G(N D) nach Definition des Relationenranges, 

also 1 - k £ rG(N"°) - d G(N D). Aus beiden Ungleichungen f o l g t 

schließlich auch 1 } r G ( N B ) . q.e.d. 

Aus dem obigen Satz folgt insbesondere, daß die Ränge der 

quasifreien Moduln mit Torsionsmodul JN nach unten durch die 

Konstante r G ( N D ) - d G(N I )) beschränkt sind. Es e x i s t i e r t auch 

immer ein quasifreier Modul mit diesem minimalen Rang. Dies 

ergibt sich aus dem nächsten Satz, der zeigt, wie man einen 

quasifreien Modul aus seinem Torsionsmodul konstruieren kann: 



Satz 1,17.: Sei N ein endlicher 2^G] -Modul und 

f D P —-—> Q > N * 0 

exakt mit P » 2JJ3 1 und Q = 2^(3 k . Ist 

f* : Hom(Q,2 P) ^HomCP,^) 

die von f induzierte Abbildung, so i s t f* injektiv und der 

Cokern von f * der quasifreie 2̂ G] -Modul vom Rang k-1 mit 

Torsionsmodul N. 

Beweis: Die Injektivität von f folgt wegen Hom(N , Z p) = 0 

aus der Linksexaktheit des Hom-Funktors. M = Cok f* i s t quasi­

f r e i , da Hom(P,2p) und Hom(Q,2p) freie 2JG]-Moduln sind, vergl. 

Satz 1.11. d.). Es i s t noch Tor(M) = N zu zeigen. Durch erneu­

te Anwendung des Hom-Funktors erhalten wir die exakte Sequenz 
?** n Hom(Hom(P,2 P),2 P) Hom(Hom(Q, Z p), 2 P ) > Tor(M) —> 0, 

1 D wieder wegen Ext' (M,2 ) = Tor(M) . Eine kurze Überlegung zeigt, 
P P 

daß die Abbildungen 

? p: P — — * Hom(Hom(P,Zp),2rp) mit ? p(x)(g) = g(x) 

eine Äquivalenz von Punktoren auf der Kategorie der endlich 

erzeugten, torsionsfreien 2̂ GÖ -Moduln vermitteln (diese Moduln 

sind reflexive 2 p-Moduln). Aus dem koramutativen Diagramm 

P ± * Q 

<9* 
Hom(Hom(P,2 ),2 ) — > Hom(Hom(Qf2 ) , 2 ) 

Jr ir ir ir 

folgt daher N D = Cok f = Cok f * * = Tor(M) D , also 

Tor(M) = N. q.e.d. 



Gorollar 1.18.; Sei N ein endlicher 2̂ JG] -Modul, d = d Q(N ) und 

r = r r ( N D ) , dann e x i s t i e r t ein quasifreier 2̂ JG] -Modul MQ mit 

Torsionsmodul N vom minimalen Rang r-d, der nach Satz 1.17. aus 

einer exakten Sequenz 

Zj£J r * d • N U , 0 

konstruiert werden kann. Für ihn gibt es eine exakte Sequenz 

0 > 1^] d > ZjG] r > MQ > 0. 

Für jeden anderen quasifreien Modul M mit Tor(M) s N, etwa vom 

Rang n = (r-d) + j mit j » ü, g i l t die Isomorphie 

M = MQ © Ẑ G] 3, 

und es gibt, eine exakte Sequenz, 

0 > Ẑ G] d • ̂ Gj n + d
 > M • ü. 

Beweis: Existenz, Konstruktion und Minimalitat von MQ sind nach 

den vorigen Sätzen klar. Da MQ © Ẑ G] ^ offenbar quasifrei vom 

Rang (r-d) + j i s t und den Torsionsmodul M besitzt, folgt die 

Isomorphie M = MQ <& Ẑ G) * aus Satz 1.13.. Aus der Sequenz für 

M erhalten wir trivialerweise die exakte Sequenz 

0 > 2[|>]d > 2^G] r + t 1 • MQ ® Z^J i > 0, 

und es g i l t gerade r+j = n+d. q.e.d. 



§2 Zahm-verzweigte Erweiterungen p-adischer Zahlkörper 

Als aheische pro-p-Gruppe i s t die Gruppe UjJ. der Einseinheiten 

eines #-adischen Zahlkörpers k, dessen Restklassenkörper die 

Charakteristik p hat, ein 2p-Modul, nämlich durch die natür­

liche Ausdehnung des Exponentenbereichs von r£ auf 2^. Es i s t 
1 a a n für xeü, und a t TL also x = lim x , wenn a = lim a i s t 
K P n n 

mit a n e 2\ Bei einer galoisschen Erweiterung K/k wird die Eins­
einheitengruppe UjJ- durch die stetige Operation der Automor­
phismen der Galoisgruppe G zu einem 2̂ JG) -Modul. Klassisch sind 
die folgenden Ergebnisse: 

Satz 2.1 .: Sei k ein ^-adischer Zahlkörper vom Grad n über Q p 

und K/k eine endliche galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe 

G, dann g i l t : 

a. ) Als Zp-Modul i s t s 2 p
n g x ? / p s 2 mit g » (G:1) und s > o. 

b. ) enthält einen freien Ẑ G] -Modul vom Rang n und von end­

lichem Index in U^. 

c. ) Ist K/k zahm-verzweigt, so i s t kohomologisch t r i v i a l . 

Beweis: a.) geht bereits auf Hensel zurück und i s t Innalt des 

Einseinheitensatzes von Hasse [12] , §15, wegen ng = [K:Q J . 

b. ) i s t aus der lokalen Klassenkörpertheorie bekannt, wo es 

zur Berechnung des Herbrandkoeffizienten benutzt werden kann, 

und wurde in dieser Form zuerst von Gilbarg [9j bewiesen. 

c. ) Sei K/k zahm-verzweigt und T der Trägheitskörper von K/k. 

Da die Trägheitsgruppe G Q = Gal(K/T) zu p prime Ordnung hat, 



i s t die p-Gruppe kohomologisch t r i v i a l unter G Q. Aus der 

Hochschild-Serre-Spektralsequenz folgt daher die Isomorphie 

Hr(G,Ujl) <IiL1' H r(Gal(T/k),U fj) für r c N , 

Die letztere Gruppe i s t aber Null, da für die unverzweigte 

Erweiterung T/k kohomologisch t r i v i a l i s t , s. [26] Ghap. XII §3. 

Dasselbe g i l t für a l l e Untergruppen. 

Mit den Ergebnissen von §1 erhalten wir nun: 

Satz 2.2.: Sei k ein y-adischer Zahlkörper vom Grad n über Q p 

K/k eine endliche, zahm-verzweigte, galoissche Erweiterung mit 

Galoisgruppe G und ^ die Gruppe der in K enthaltenen Einheits 

wurzeln von p-Potenzordnung, dann g i l t : 

a. ) UjJ. i s t der (eindeutig bestimmte) quasifreie 2^}] -Modul vom 

Rang n mit Torsionsmodul 

b. ) Es gibt eine exakte Sequenz 

0 > 2JG] » ZjJbJ n + 1 • } 1. 

c. ) Es g i l t d Q(U^) <z n+1 . 

d. ) Ist K regulär, d.h., enthält K keine p-ten Einheitswurzeln 

außer der Eins, so g i l t = 2̂ G] n und dG(Uj[) = n. 

Beweis: i s t quasifrei nach Satz 2.1. b.) und c.), vergl. 

Satz 1.11. c ) . Der Rang folgt aus 2.1. a.) oder b.), wahrend 

Tor(U^) = wohlbekannt i s t . 

b.) folgt mit Corollar 1.18., da mit auch fA^ zyklisch i s t , 

also = 1 g i l t ; c.) folgt t r i v i a l aus b.). 

Da Uy genau dann torsionsfrei i s t , wenn K regulär i s t , folgt 

d.) aus Bemerkung 1.7. b.). 



Wir wollen nun den 2̂ JG] -Modul Ujj. für zahm-verzweigte Erwei­

terungen mit Hilfe von Satz 1.17. e x p l i z i t durch 2j£] -Erzeu­

gende und -Relationen beschreiben. Nach Hasse [12] §16 g i l t zu­

nächst für die Struktur der Gruppe G: 

Sei k ein o-adischer Zahlkörper über Q p mit dem absoluten 

Restklassengrad f Q und K/k eine endliche, zahm-verzweigte, 

galoissche Erweiterung mit Verzweigungsindex e und Restklas-
f *f 

sengrad f, dann g i l t notwendig e | (p 0 -1) und die Galois­

gruppe von K/k i s t eine metazyklische Gruppe mit Erzeugenden 

(5 und T und den Relationen 

r e = 1 / = ? r <rr , r 1 = T P f ° 
mit einem gewissen r|e. t erzeugt gerade die Trägheitsgruppe 

und & i s t eine Liftung des Erobeniusautomorphismus. 

Sei s der Irregularitätsexponent von K, d.h., ( / ^ l ) - p S, 

und £ eine primitive Einheitswurzel, also ein erzeugendes Ele­

ment von Dann i s t die Wirkung von G auf ̂  offenbar durch 

zwei ganzrationale Zahlen g und h mit 
:= = C 8 T(C) = C h 

gegeben. Als Elemente von Z p aufgefaßt müssen g und h Einheiten 
sein; sei h = r̂ -? mit einer Einseinheit r> und einer (p-1)-ten 

Einheitswurzel J;. Wegen h e = 1 rnod p ö g i l t dann = 1 und 
e s 

^ s 1 mod p , und da e prim zu p int, folgt d.-iraus auch 
s 9 

^ s 1 mod p , also » 1. Ohne Einschränkung kann daher 

= 1 gesetzt und h als (p-l)-te Einheitswurzel in '//̂  ange­

nommen werden, wobei h e = 1 g i l t . 



Satz 2.3.; Sei k ein £-adischer Zahlkörper vom Grad n über Qp, 

K/k eine endliche, zahm-verzweigte, galoissche Erweiterung mit 

Verzweigungsindex e und Galoisgruppe G mit Erzeugenden 6 und T f 

t e » 1; sei s£1 der Irregularitätsexponent von K, C eine p r i ­

mitive p s-te Einheitswurzel sowie g e2^ und h eine (p-l)-te 

Einheitswurzel aus 2̂  mit 

- <g e - 5". 

Dann g i l t die 2^3 -Isomorphie * M1 © 2 f ^ ] n " 1 , wobei 

durch die exakte Sequenz 

0 • 2^]b > ® ^ G ] ^ > M1 > 0 

b i » (*-g)bQ + (r-h(l+p B))U| 
gegeben i s t . Anders ausgedrückt: 
U K besitzt ^G]-Erzeugende r>Q, ^ mit der einzigen 

definierenden Relation 

Beweis; Wir konstruieren als quasifreien Modul vom Rang 1 

mit Torsionsmodul gemäß Satz 1.17. aus dem Anfang einer 

freien Auflösung von 

Offenbar wird J^P = Hom(^K,QP/2TP) von X mit 7C(C) * 1/p3 + # 
-1 -1 

erzeugt, und es g i l t Ö X = g X und T * = hx. Betrachten 
wir den surjektiven #̂ JG] -Homomorphismus 

< ? : 2 ^ G J C » faD mit <?(c) = X , 

so liegen also (or" 1-g)c, (r" 1-h)c und p ^ ^ c in K e r ^ . Wir 

behaupten, daß Ker 9 von (fr" 1-g)c und (r" 1-h(1+p s))c erzeugt 

wird. Sei dazu B der von diesen Elementen erzeugte Untermodul, 



— 1 - 1 s 
dann g i l t & c 3 gc mod B und r c »h(1+p )c mod B, 

also, da fr"1 und G erzeugen, für beliebiges ot e 2^JG] 

ol c = ac mod B mit einem a e 2^. 

ZjJG]c/B i s t daher zyklisch. Weiter g i l t wegen h e = 1 

c = ( T 1 ) e c = (1+p s) ec mod B. 

Da e prim zu p i s t , i s t (1+p S) e - 1 = p 8-u mit einer 

Einheit u e 2^; es folgt 

p Sc = u~ 1((1+p s) e-1)c = 0 mod B. 

Dies zeigt, daß die kanonische Abbildung 

ZJG]c /B » Z^G]c /Ker <? — ^ 

ein Isomorphismus i s t , d.h., B * Ker 9 wie behauptet g i l t . 

Wir erhalten daraus eine exakte Sequenz 
2^Qlc0 © 2 ^ — 2 ^ G ] c 9 » y K

D > 1 

mit -Y(c 0) = ( f f 1 - g ) c und Y C c ^ = ( f 1 - h ( H p s ) ) c . 
Nach Satz 1.17* induziert diese die exakte Sequenz 

0 f Hom(2r^0c ,Zp) — H o m ( 2 ^ G ] c o © ar^Qc^ ,Zp) • 1̂  > ü 

für den quasifreien Modul M̂  vom Rang 1 mit Torsionsmodul 

und wegen der Eindeutigkeit g i l t = M̂  2^G] n~ 1. 

Wählen wir für den freien 2̂ JG] -Modul Hom(2^G]c ,Zp) (bzw. für 

Hom(2'^j]ci ,2^) ) das Basiselement b mit 

b ^ a ^ f f c) » a 1 (bzw. b i mit J a ^ c.) = a.) 

so zeigt eine leichte Rechnung 

Y(b) = (fr- s)b 0 + ( T - h ( 1 + p s ) ) b r q.e.d. 



§3 Die 2̂ JG] -Struktur von A(K) . 

.Für eine pro-endliche Gruppe H sei H(p) die maximale pro-p-

Faktorgruppe, [H,H] die topologische Kommutatorgruppe und H A T > 

» H / [ H , H ] die Faktorkommutatorgruppe. Eine exakte Sequenz 

1 * H » E > G > 1 

von pro-endlichen Gruppen induziert durch die Konjugation in 
ab 

E eine kanonische G-Modul-Struktur auf H . Im F a l l einer 

pro-p-Gruppe H wird R3^ dadurch zu einem 2^JG] -Modul. 

Satz 3 . 1 . : Sei k ein f-adischer Zahlkörper vom Grad n über 

und k ein algebraischer Abschluß. Dann wird die absolute Galois-

gruppe Ĝ  = Gal(k/k) von k topologisch von n+3 Elementen erzeugt. 

Beweis: Es genügt zu zeigen, daß für jede endliche galoissche 

Erweiterung K/k die Galoisgruppe G « Gal(K/k) von n+3 Elementen 

erzeugt wird. Denn i s t für jedes derartige G die endliche Menge 

S(G) der (n+3)-Tupel ( s ^ ...,s n + 5) e G n + 5 , die G erzeugen, 

nicht leer, so i s t nach einem bereits z i t i e r t e n Satz auch der 

projektive Limes S = lim S(G) nicht leer. Ein Element von S 

i s t aber ein System von n+3 topologischen Erzeugenden von G^. 

Da nach dem Burnside 1 sehen Basissatz eine p-Gruppe H von Ele-
ab menten s„, ...,s erzeugt wird, wenn deren Restklassen H er-r m ° 

zeugen, genügt es weiter, Erweiterungen mit abelscher Verzwei­

gungsgruppe Ĝ  zu betrachten. Wird in der exakten Sequenz 

1 > G1 * G > G » 1 

G ^ als ̂ JGJ-Modul von r Elementen und G als Gruppe von s Ele­

menten erzeugt, so läßt sich G offenbar durch r+s Elemente er­

zeugen . 



Es i s t aber 5 die Galoisgruppe einer zahm-verzweigten Erwei­
terung und wird daher von 2 Elementen erzeugt, wahrend Ĝ  nach 
lokaler Klassenkörpertheorie, auch ais zj§j-Modul, isomorph zu 
einer Faktorgruppe der Einseinheitengruppe U-J des Verzweigungs­
körpers V von K/k i s t ; nach Satz 2 . 2 . c.) g i l t also dg(G^)^n+1. 

q.e.d. 

Sei k ein y-adischer Zahlkörper über Q p und K/k eine beliebige 
endliche Erweiterung. Es i s t für die folgenden Untersuchungen 
zweckmäßig, nicht die multiplikative Gruppe K* selbst, sondern 
deren totale pro-endliche Vervollständigung 

K* - lim K*/K*m 

m 
zu betrachten. Anschaulich geht K aus K* hervor, indem man bei 
einem fest gewählten Primelement auch Exponenten aus Z, der to­
talen pro-endlichen Vervollständigung von Z, zuläßt. Genauer 
i s t K* durch das kommutative Diagramm 

-> U K > K* — 2 > 0 

1 > U K » K —-—> > 0 

bestimmt, in dem U v die Einheitengruppe und v die additive Be-
wertungsfunktion von K i s t . Insbesondere betrachten wir den 
p-primären Anteil A(K) von K*; es i s t 

A ( K ) = lim KV K* ? r 

r 
die pro-p-Vervollständigung von K* und wir haben die exakte 

Sequenz 

1 » Iii > A(K) — ^ — • 'ä ^ 0. 
K P 



Nach der lokalen Klassenkörpertheorie l i e f e r t das universelle 

No rmrestsymbol eine topologische Isomorphie 

zwischen K* und der Galoisgruppe der maximalen abelschen Er­

weiterung von K. Ist K/k galoissch mit Galoisgruppe G, so i s t 

cû  auch ein 

ten Sequenz 

ab 
cû  auch ein G-Isomorphismus, wenn G auf Ĝ  vermöge der exak-

1 > G K > G k » G > 1 

operiert. Insbesondere l i e f e r t einen 2̂ G] -Isomorphismus 

A(K) — G K
a b ( p ) = G K ( p ) a b 

zwischen A(K) und der Galoisgruppe der maximalen abelschen p-

Erweiterung von K, 

Wählen wir nach Satz 3.1. mit n = [k:Qp] eine Surjektion 

*n +3 » Gk 
von der freien pro-endlichen Gruppe F n + ^ mit n+3 freien Erzeu­

genden auf Ĝ , so induziert die kanonische Projektion von G^ 

auf G ein kommutatives Diagramm 

-» R n + 3 > * M 3 • G > 1 

1 > G K * G k > G > 1 

mit exakten Zeilen. Die daraus entstehende Abbildung 

" « n + 5
a b ^ ° K a b 

ist ein surjektiver G-Homomorphismus; sei Y := Ker 

Satz 3.2.; Y i s t kohomologisch t r i v i a l . 



Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Tatsache, daß sowohl 

F N + 2 als auch Ĝ  sogenannte "malleable groups" sind. Die-ses 

kohomologische Konzept stammt von Kawada J 1 9 J , die Benennung 

von Brünier [6J. Im folgenden wird malleable mit formierbar über­

setzt, da "malleable" etwa "formbar, schmiedbar, schmiegsam" 

bedeutet und eine solche Gruppe eine kanonische Klassenformation 

l i e f e r t . 

Definition 3 * 3 . : Eine pro-endliche Gruppe H heißt formierbar 

(engl, malleable), wenn für a l l e offenen Untergruppen V c u 

von H, für die V normal in U i s t , g i l t : 

a. ) H1(U/V, V a b) = 0 , 

b. ) H2(U/V, V a D) = Z/(U:V)2, 

c. ) H (U/V, V ) wird von der Kohomologieklasse ** erzeugt, die 
der Gruppenerweiterung 1 » V a b » U/[v,VJ > U/V * 1 

zugeordnet i s t . 

Aus dem Satz von Täte und Nakayama, siehe [26] Chap. IX §8, folgt 

Lemma 3 . 4 . : Die Aussagen a.) - c.) sind äquivalent dazu, daß 

das Cupprodukt mit x einen Isomorphismus 

X O : Hr(U/V,Z) _ _ * H r + 2 ( U / V , V a b) 

der Tate fschen Kohomologiegruppen für a l l e r e Z vermittelt. 

A 
Satz 3 * 3 . : Eine freie pro-endliche Gruppe F und die absolute 
Galoisgruppe G, eines y-adiscnen Zanlkörpers k sina formieroar. 



Beweis: Für G^ folgt dies aus der Proposition von Weil-Safare-

vi c , s. [l]Chap. XV Th. 6, und für fr e i e Gruppen i s t dies ein 

Ergebnis von Täte, s. Kawada [19] Th. A. Vergleiche für beides 

auch Brumer [ö] Th. 6.1., 6.4. und Cor. 6.6.. 

Beweis von Satz 3.2.: 

Nach Satz 3.5. und Lemma 3.4. g i l t für eine Untergruppe g von G 

H 1(g,G K
a b) = 0 und H 5(g,R n + 3

a b) S H 1(g,2) = 0. 

Aus der exakten Sequenz 

0 > Y > R n + 5
a b G K

a b > 0 

von G-Moduln folgt daher die lange exakte Kohomologiesequenz 

0 — > H2(g,Y) — * H 2(g,R n + 3
a b) X H 2(g,G K

a b) —> H3(g,Y) — > 0 . 

Sind U bzw. G L die Urbilder von g in & n + j
 D z w » G k bei den je­

weiligen Projektionen auf G, und i s t in dem kommutativen Diagramm 

1 R n + 3
a b U/£C n + 3,R n + 5] > g > 1 

1 » G K
a D > V [ G K ' G K ! > « > 1 

^ e H 2 ( s » ^ n + 3 a b ) d e r oheren und ̂  £ H 2 ( g , G K
a b ) der unteren Grup­

penerweiterung zugeordnet, so g i l t gerade ^ ( X j ) = Xp. Da F n + ^ 
und G^ formierbar sind, erzeugen beide Elemente gerade die je­
weiligen Kohomologiegruppen, die von der gleichen Ordnung (g:l) 
sind. Daher i s t 9* ein Isomorphismus, und es g i l t 

H2(g,Y) = H3(g,Y) = 0. 
Da dies für a l l e Untergruppen von G g i l t , erhalten wir mit e i ­
nem bekannten Satz von Täte die kohomologische Trivialität 
von Y. q.e.d. 



Wir wollen nun die Struktur der G-Moduln in der exakten Sequenz 

0 > Y * ^ n + 3 A B * > 1 

ah) ^ ah) für Kr S G^ weiter untersuchen. Die Struktur von R n +^ hängt 

nur von G und n ab und läßt sich aus einer diskreten freien Dar­

stellung von G gewinnen: 

Satz 3 . 6 . ; Sind 

1 » Rm * F > G f 1 

bzw. 1 * Rm > Fm » G > 1 

zwei beliebige Darstellungen der endlichen Gruppe G durch eine 

f r e i e diskrete Gruppe F m bzw. eine fre i e pro-endliche Gruppe F , 

mit m freien Erzeugenden, so g i l t die z£r]-Isomorphie 

m m 

Beweis; Induziert die obere Sequenz durch pro-endliche Ver­

vollständigung gerade die untere, so folgt die Aussage unmittel­

bar, siehe auch den Anhang über pro-endliche Vervollständigun­

gen. Ist aber 

1 • R' > F« > G » 1 
m m 

eine weitere Darstellung von G durch eine f r e i e diskrete Gruppe 

mit m freien Erzeugenden, so folgt für jede Primzahl q die 

Isomorphie 
* q ® R m a b £ 

aus den folgenden beiden Lemmata: 
und wegen ri = IT 2^ damit auch die Isomorphie 2f®Rffl = '^® R

m 



Lemma 3.7. : Sei 1 > Rm > i?'m > G » 1 

eine Darstellung der endlichen Gruppe G durch eine f r e i e d i s ­
krete Gruppe ? m mit m freien Erzeugenden. Dann gibt es eine 
exakte Sequenz von zß}]-Moduln 

0 > R m
a b > 2-fG]m > I G > 0 , 

wobei l n = *)2aoSfeZ[Gl; 2" a
Q = 0} das Augmentationsideal von 

2[G] i s t . 

Beweis; Dies folgt z.B. aus der Gruenberg-Auflösung von 2% [lü] 
Chap. 3 Th. 2 und die Bern, auf p . 3 7 , oder aus Ergebnissen von 
Lyndon [22] § 4 . 

Lemma 3 . 8 . : Sind 1 > Rm » ? m > G • 1 

und 1 » R k » F k » G » 1 

Darstellungen der endlichen Gruppe G durch f r e i e diskrete Grup­
pen mit m bzw. k Erzeugenden, etwa k £ m, so g i l t für eine Prim­
zahl q die Z^G] -Isomorphie 

Beweis: Aus Lemma 3 . 7 . folgt mit dem Lemma von Schanuel 

R k
a b ® m m - R m

a b ® mk,. 

durch Tensorieren mit 2 also 
q 

Z q ® R k
a b ® ^G]" 1 ST 2

Q ^ R
M

A H ® 

Der semi-lokale Kürzungssatz 1 . 5 . l i e f e r t dann die Behauptung. 

Wir setzen im folgenden für eine Primzahl q ( R
m
a^) •* % ® R

m
a ^ * 



Bemerkung 3 . 9 . : Über den sogenannten Relationenmodul Rm gibt 

es umfangreiche Literatur; seine G-Struktur i s t mit interessan­

ten gruppen- und darstellungstheoretischen Problemen verknüpft, 

s. Gruenberg [11] . Während nach den obigen Lemmata die 2̂ [G] -Struk­

tur von ( R m
a b ) a nicht von der Wahl der freien Darstellung 

abhängt, weiß man nicht, ob dies allgemein auch für die Z [ G ] -

Struktur von R*^ g i l t , vergl. [11] Lect. 5. 

Aus der exakten Sequenz von G-Moduln 

1 > u K > K * — V — » 2 • 0 

erhalten wir für eine Primzahl q £ p die exakte Sequenz der 

q-primären Anteile 

1 t fa* • K*(q) f ? q > 0, 

wobei jkty^- die Gruppe der in K enthaltenen Einheitswurzeln von 

q-Potenzordnung bezeichnet. Diese Sequenz zerfällt im allgemei-
/v 

nen nicht, aber die Struktur von K (q) kann auf andere Weise 

leicht angegeben werden: K*(q) i s t isomorph zur pro-q-Vervoll-

ständigung von K * , und da U^ eine pro-p-Gruppe i s t , i s t die pro-

q-Vervollständigung von K * gleich der von K * / U J [ . Da K*/Uj[ ein 

endlich erzeugter 2^-Modul i s t , f o l g t die 2^[Gj-Isomorphie 
K*(q) * 2 ^ ® ( K ' / U 1 ) , 

v g l . den Anhang. Die G-Struktur von K V Ü 1 i s t aber einfach: Die 

Verzweigungsgruppe Ĝ  von G operiert t r i v i a l auf diesem Modul, 

und für die Operation der zahm-verzweigten Gruppe G/Ĝ  siehe 

Hasse [12] §16. Unser Interesse g i l t daher dem p-primären Anteil 

A ( K ) von K 4 . Für ihn erhalten wir nun als Hauptergebnis dieses 

Paragraphen: 



Satz 3.10.: Sei k ein ^-adischer Zahlkörper vom Grad n über Q , 

K/k eine endliche galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G und 

R n + 3 " F n + 3 " G * 1 

eine Darstellung von G durch eine fre i e diskrete Gruppe F n + ^ 

mit n+3 freien Erzeugenden. Dann gibt es eine exakte Sequenz 

0 ' j a 2 * ( Rn+3 a b )p
 >

 A(K) > 0. 

Beweis: Aus der exakten Sequenz von G-Moduln 

0 > Y } R n + 3 > K* > 0 

erhalten wir mit X := Y(p) die exakte Sequenz 

0 • X • ( R
n + 3 a b ) p * A ( K ) > 0 

der p-primären Anteile. X i s t torsionsfrei als Untermodul von 
ab 

(R n +2 )p u n d nach Satz 3.2. kohomologisch t r i v i a l , nach jjemma 

1.4. also projektiv. Um zu zeigen, daß X = 2^>32 i s t , genügt es 

daher nach dem Lemma von Swan, zu zeigen, daß Q pg )X = Q^JG] 2 i s t . 

Aus Lemma 3.7. und der kanonischen exakten Sequenz 

0 > I ß > 2[G] A u^> 2 • 0 

folgt durch Tensorieren mit Q p leicht 

Dies i s t ein klassisches Resultat von Gaschütz, vergl. [l1j|Th. 2.7. 
Andererseits folgt aus der exakten Sequenz 

1 > Uj[ > A(K) * Z p > ü 

und Satz 2.1. b.) die Isomorphie 

<Q p®A(K) ^ ^ p ® U K * ^p * ^ n ® V 

Aus der Isomorphie Q P ® X * Qp#A(K) = ^ p ä ^ n O ^ p f o l S t einher 

in der Tat Q P ® X » Q J G ] 2 . q.e.d. 



Für reguläre Körper K erhalten wir aus diesem Satz die v o l l ­

ständige Beschreibung der tf^G] -Struktur von A(K); insbesondere 

zeigt es sich, daß diese nur von n und G abnängt: 

Satz 3.11.: Sei K/k eine endliche galoissche Erweiterung regu­

lärer y-adischer Zahlkörper über Q und n = [k:Q^], dann g i l t : 

a. ) G = Gal(K/k) kann durch n+2 Elemente erzeugt werden. 

b. ) Ist 1 • R N +2 * *n+2 * G * 1 e i n e Darstellung von 
G durch eine freie diskrete Gruppe F 2 m ^ n + 2 freien Er­
zeugenden, so g i l t die #JG] -isomorpnie 

A(K) Q 2$) - U n + 2
a b ) P 

c. ) Wird G von n+1 Elementen erzeugt und i s t 

1 > R n + 1 > ? n + 1 > G » 1 

eine Darstellung mit einer freien Gruppe F n + ^ mit n+1 f r e i ­

en Erzeugenden, so g u t die 2Jß] -Isomorpnie 

A(K) * ( R n + 1
a b ) p . 

Beweis: a.) folgt mit den gleichen Schlüssen wie im Beweis von 

Satz 3.1., wenn man beachtet, daß für reguläres K nach Satz 2 . 2 . 

d. ) d^(Uy) = n für die Einseinheitengruppe des Verzweigungs­

körpers V von K/k g i l t , wobei G = Gal(V/k) i s t . 

Für das weitere i s t entscheidend, daß bei regulärem K der Mo­

dul A(K) torsionsfrei i s t ; daher g i l t Ext^ V J C A(K), üjjpl 2) = 0 , 

vergl. Gruenberg [1ÖJ §10.1 Prop. 3, d.h., die Sequenz aus Satz 

3.10. zerfällt, und wir erhalten 

A(K) © i f l 2 = ( R n + 5
a b ) p . 

Alles weitere folgt aus Lemma 3 . 8 . und dem semi-lokalen Kürzungs 
satz. 



Der Vollständigkeit halber s o l l noch erwähnt werden, daß sich 

das Ergebnis von Lesev [31] noch verschärfen läßt: 

Satz 3 » 1 2 . : Sei K/k eine endliche galoissche Erweiterung regu­

lärer j-adischer Zahlkörper über Qp, G = Gal(K/k) und n = [k:Q^], 

dann sind die folgenden Aussagen äquivalent: 

a. ) A(K) 2 2Tp ® 2pH n. 

b. ) G besitzt eine zyklische p-Sylowgruppe G p und die Verzwei­
gungsgruppe Ĝ  l i e g t im Zentrum von G. 

Beweis: Sei G eine p-Sylowgruppe von G, dann folgt mit der 

lokalen Klassenkörpertheorie aus a.): 

G p
a b S H°(G p,K*) * H°(G p,A(K)) = 2/(Gp2l)2r. 

Dies kann nur sein, wenn G p zyklisch i s t . Weiter folgt aus dem 

kommutativen Diagramm 

H°(G D,A(K)) C£, r ) H°(G,A(K)) 

S H°(G,K*)(p) 

G p * G a b(p) 
daß die untere, von der Inklusion G p £ G induzierte Abbildung 
ein Isomorphismus i s t . Aus der Injektivität folgt Gprt[G,Gj = 1, 
also auchfG^G] = 1, denn da Ĝ  Normalteiler und p-Gruppe i s t , 
g i l t [ G ^ G ] £ Ĝ  £ Gp; dies bedeutet aber gerade, daß G1 im Zen­
trum von G l i e g t . 
Ist umgekehrt b.) erfüllt und G Q die Trägheitsgruppe von G, 

so folgt zunächst G Q = G1 x GQ/G^, und dies i s t eine Zerlegung 
in G/GQ-Moduln. Da G^ und G/GQ zyklisch sind und die Ordnung 

von GQ/G1 prim zu p i s t , erhält man weiter l e i c h t , daß die von 
ab 

der Inklusion induzierte Abbildung G — > G (p) ein Isomorphis-



jnus i s t , insbesondere g i l t 

H ° ( G , A ( K ) ) S G a h ( p ) 3 if/(Gp:1)». 

S e i z G A ( K ) ' d e r a r t gewählt, daß d i e R e s t k l a s s e von z d i e Gruppe 

H 0 ( G , A ( K ) ) e r z e u g t . I s t Z der von z erzeugte Untermodu] und 

0 = A(K)/Z, so g i l t Z = ar , und C i s t t o r s i o n s f r e i , da A(K) 

t o r s i o n s f r e i und z k e i n e p-Poienz i s t . Wegen H"^(G,A(K)) = 

H 1 ( G D , A ( K ) ) = 0 = H 1(G,Z) e r h a l t e n w i r d i e exakte Sequenz 

0 — > H " 1 ( G p , C ) — > H ° ( G p , Z ) ^ H ° ( G p , A ( K ) ) — * H°(G p,C) — » 0 , 

i n der d i e Abbildung i * nacn Wahl von z e i n Isomorphismus i s t . 

Daraus f o j g t H~ 1(G p,C) = H°(G p,C) = u und a l s o d i e kohomologi-

sche Trivialität von G unter G, da C p-primär i s t . Weiter f o l g t 

aus der exakter Sequenz 

(#) ü > Z > A(K) J> C > 0 

durch T e n s o r i e r e n mit Q p d i e isomorpnie Q p ® C = Q^GJ n . Daraus 

f o l g t mit Bemerkung 1.7. b.) C ^ n
f w e i t e r zerfällt d i e 

Sequenz , und w i r e r h a l t e n a . ) . q.e.d. 



§4 Die absolute Galoisgruppe p-adischer Zahlkörper. 

Sei i n diesem Paragraphen k ein J>-adischer Zahlkörper vom Grad 

n und Restklassengrad f über Qp, k ein algebraischer Abschluß 

von k und G k * Gal(k/k) die absolute Galoisgruppe von k. Sei 

ferner V der Verzweigungskörper von k/k, also das Kompositum 

a l l e r endlichen zahm-verzweigten Erweiterungen von k in lc und 

V^ = Gal(k/V) die Verzweigungsgruppe von G^. 

Uach Iwasawa [14] i s t ^ = Gal(V/k) eine pro-endliche Gruppe mit 

zwei Erzeugenden £ und T und der definierenden Relation 
, f 

d.h., die totale pro-endliche Vervollständigung einer diskreten 

Gruppe mit diesen Eigenschaften. Dies folg t , da ^ der projektive 

Limes der Galoisgruppen a l l e r endlichen zahm-verzweigten Erwei­

terungen von k i s t , l e i c h t aus den Resultaten von Hasse [12] §16. 

Die von T erzeugte abgeschlossene zyklische Untergruppe ^ Q i s t 

ein Normalteiler, und es g i l t 

5 I V 

Die Faktorgruppe Galoisgruppe der maximalen unver­
zweigten Erweiterung von k isomorph zu 2T. 

Satz 4.1 .: Es g i l t c d
p ( ^ ) - 1. 

Beweis: Aus der exakten Sequenz 1 — * ^ Q * ^ • 2 — » 0 
folgt mit Serre [27] I 3.3. Prop. 15: 

cdp<}> * c dp^o> + c d p ( § ) - 0 * 1 - 1 » 
da die p-Sylowgruppe von ^ Q t r i v i a l und 2 eine f r e i e pro-p-

Gruppe i s t ; c d
p ( ^ ) « 0 i s t offenbar nicht möglich. 



Satz 4.2. (Iwasawa): i s t eine freie pro-p-Gruppe und die 

exakte Sequenz 1 » V̂ . > G^ » ̂  1 zerfällt. 

Beweis: Wir verkürzen den ursprünglichen Beweis von Iwasawa [14J, 

indem wir Ergebnisse aus der Galoiskohomologie benutzen. 

Als projektiver Limes der Verzweigungsgruppen endlicher Erwei­

terungen i s t offenbar eine pro-p-Gruppe. La der Restklassen­

körper von V algebraisch abgeschlossen i s t , i s t die Brauergruppe 

von V gleich Null, s. [26) Cnap.Xil §3 Prop. 3; und da dies auch 

für a l l e endlichen Erweiterungen von V g i l t , i s t cd (V. ) ̂  1, 
p K 

s. Serre [27] Chap. II Prop. 5. daraus folgt wiederum, daß 

eine f r e i e pro-p-Gruppe i s t , s. J27) Chap. I 4 . 2 . Cor. 2 . 

Die Sequenz zerfällt wegen cd p(^) = 1 , s. [27J Chap. I Prop.* 16. 

Dieser Satz l i e f e r t natürlich noch nicht die Struktur von Ĝ ; 

dazu müßte man noch die Wirkung der inneren Automorphismen von 

G^ auf kennen. Immerhin weiß man, wie ^ auf V^.3^ operiert, 

indem man die Ergebnisse aus §2 benutzt: 

Sei $ eine offene Untergruppe von ^ und K = V1^ die entsprechen­

de zahm-verzweigte Erweiterung von k mit Galoisgruppe G * fy^* 

dann i s t das Bild der Einseinheitengruppe U^ unter dem univer-
ab 

seilen Normrestsymbol die Verzweigungsgruppe von Ĝ  , siehe 
Serre [26] Chap. XV Th. 2 . Diese i s t aber nach dem Lemma von Her­

ab 
brand das Bild der Verzweigungsgruppe von G K in Ĝ . , die Ver­

zweigungsgruppe von Ĝ  i s t aber ebenfalls V^ wegen KCV. Wir 

erhalten daher einen 2̂ jJG] -Isomorphismus 



N L / K 

Für einen Oberkörper V ^ L ^ K erhalten wir nach der Klassenkör­

pertheorie ein kommutatives Diagramm 

01 > V ^ . G j / j ^ . G j 

kan. 

U K > \ h ^ h > G ^ -

ab 
Der projektive Limes der rechten Gruppen i s t V\_ ; dies folgt 

ob 
wegen Jim = 1 und der Exaktheit des projektiven Limes für pro-

endliche Gruppen aus den exakten Sequenzen 

ab ^ -v>ab 
1 -» \ h > G M Q K > ^ — > G K — — > 1 

und der Tatsache, daß für ein projektives System v o n P r o" 

endlichen Gruppen lim B^3^ = ( „lim H*) a t > g i l t ; dies i s t dual 

zur Eigenschaft lim ) H 1 ( i k , ( & / 2 ) = H 1( ±im Ho<iQ/»). 

Wir erhalten also einen topologischen Isomorphismus 

K/k endl. 
zahm-verzweigt 

wobei der projektive Limes über die Normen zu bilden i s t . 
ab 

V k i s t ein Modul über dem komplettierten Gruppenring 

wobei die Abbildungen des projektiven Systems von den kanonischen 

Projektionen der Gruppen induziert werden, vergl. Brumer [6], 

Passen wir auch die Einseinheitengruppen in natürlicher 

Weise als ^[^Jj-Moduln auf, durch die Projektion von Zpft^J auf 

Z J G ] , so i s t der obige Isomorphismus ein ^p([^]l -Isomorphismus. 

Aus Satz 2.3. folgt nun: 



Satz 4 « 3 * : Es gibt eine exakte Sequenz von ^pd^S-Moduln 

o — » zpnp — > z p f l j r + 1
 — > v / b — , o. 

Ist C eine primitive Einheitswurzel von maximaler p-Potenzord-

nung in V und g «. ri sowie h eine (p-l)-te Einheitswurzel aus 2 F P 
mit 6(o = <f W = , 
so gibt es genauer eine exakte Sequenz 

o > zpl§U b & »PI{J b i » \ a b > 0 

b -» (fr-g)t>0 + (r-h(l+p b))b 1 , 

d.h., V k
a besitzt ^-Erzeugende y Q, . ..,y n mit der e i n z i ­

gen definierenden Relation 

y »"& y ^-H(1+P8) = , 
J o J 1 

Beweis: Zunächst i s t die Gruppe ̂  der in V enthaltenen Ein­

heitswurzeln von p-Potenzordnung endlich, da die Erweiterung 

Qp(Cjfo)/^p> ^ i e durch Adjunktion a l l e r Einheitswurzeln von p-

Potenzordnung entsteht, rein-verzweigt i s t . Wählen wir in Satz 

2 . 3 . für a l l e zahm-verzweigten Erweiterungen K/k, die ̂  ent­

halten, die Darstellung von Uj| mit den oben beschriebenen g 

und h, so folgt die Aussage des Satzes durch Übergang zum pro­

jektiven Limes, da diese Ujj ein cofinales System bilden und 

für Körper K' 5 K mit G 1 = Gal(K f/k) und G = Gal(K/k) die ent­

stehenden Diagramme 

0 > » J G J > z J > J n + 1 > Uj[, > 1 

pr 
v 

— » »pß] 

pr V / K 

0 * Z J G J > 2 j G j n + 1 » Ujl » 1 

mit den kanonischen Projektionen pr kommutativ sind. 



Gorollar 4 . 4 . : wird als Normalteiler von G^ von n+1 Elemen­

ten erzeugt. 

Dies folgt sofort aus Satz 4 . 3 . und dem folgenden 

Lemma 4 . 5 » : Sei 1 » H * E * G > 1 eine exakte 
Sequenz von pro-endlichen Gruppen mit einer pro-p-Gruppe H, dann 
sind die folgenden Aussagen äquivalent: 

a. ) H wird als Normalteiler in E von y^, ..., yffl erzeugt. 

b. ) H a b wird als 2 |[G]J-Modul von den Restklassen y 1, y m 

der y^ erzeugt. 

Beweis: Sei H* der von y^, •••»yrn (topologisch) erzeugte Nor­

malteiler. Nach dem Burnside'sehen Basissatz, vergl. [27] Chap. I 

Prop. 23 , i s t die Inklusion i : H1 c genau dann surjektiv, 
— ab ab wenn die induzierte Abbildung i : K1 »H surjektiv i s t . 

Da H1 a l l e Konjugierten der y^ enthält und abgeschlossen i s t , 

i s t Im I gerade der von den y i erzeugte 2rp|[G]|-Untermodul.q.e.d. 

Zur weiteren Untersuchung der Galoisgruppe G^ konstruieren wir 

nun eine Gruppe P^, die G^ besser angepaßt i s t als eine f r e i e 

Gruppe, aber noch gewisse universelle Eigenschaften be s i t z t : 

Freie Produkte pro-endlicher Gruppen wurden von Neukirch in [24] 

eingeführt. Das f r e i e pro-endliche Produkt G # H pro-endlicher 

Gruppen G und H i s t dadurch charakterisiert, daß es G und H als 

Untergruppen enthält und jeder Homomorphismus 

f: G*H > Z 

in eine pro-endliche Gruppe Z eindeutig durch zwei Homomorphismen 



g: G > Z und h: H » Z 

bestimmt i s t , nämlich durch die Restriktionen von f auf G bzw. 

auf H. Wir schreiben dafür im folgenden 

f = ( g , h ) . 
'S 

Sei T? n + 1 eine fre i e pro-endliche Gruppe mit n+1 freien Erzeu­
genden z , ..., z . Das freie Produkt 
4 1 o n 

von FR+-| und ^ kann auch als die totale Vervollständigung der 

diskreten Gruppe mit Erzeugenden r , ...»r^, s und t und der 

definierenden Relation sts~^ = t ^ aufgefaßt werden, s.d. Anh.. 

Sei Z der Kern der kanonischen Projektion 

pr 2 = (1,id): FM{I 

dann wird Z als Normalteiler in F n + <^¥^ von Z q , ,.., zfi erzeugt, 

s. Neukirch [24] Satz 1 . 2 . . Sei I der Normalteiler von Z, für den 

7/1 ss Z(p) die maximale pro-p-Faktorgruppe i s t , so i s t I auch 

Normalteiler in F n + 1 * 4 > und w i r erhalten aus der exakten Sequenz 

1 — > z — • — * J — * 1 

mit P := Z(p) = Z/I und P̂  := p
n + ^ ^ d i e induzierte Sequenz 

-» P > Pß 

Sind x , ...,x die Bilder von z . ...,z_ in P, so wird offen-o * ' n o ' n ' 
bar P als Normalteiler in P^ von den x^ erzeugt. Wir wollen nun 

die Gruppe P# untersuchen und charakterisieren: 

Satz 4 . 6 . : Es g i l t : 

a. ) cd p(P^) - 1. 

b. ) P i s t eine f r e i e pro-p-Gruppe. 



i s t ein f r e i e r rä„ -Modul mit Basis x , ...,x , wobei 1 o n' 

* i = X IIL p*?] d a s von x i in P a b bezeichnet. 

In der Kategorie der Gruppenerweiterungen £ von ̂  mit einer 

pro-p-Gruppe H, in der die Morpnismen kommutative Diagramme 

1 > H ? $ * Zj > 1 

v 
H -» E 1 

1 freies Objekt, und 

,,xn. Dies bedeutet, daß P von x Q, • •>xn 

sind, i s t 1 > ] 

zwar f r e i auf x Q, 

als Normalteiler in P^ erzeugt wird und daß es zu jeder 

Gruppenerweiterung 1 » H • £ — * ^ > 1 und jedem 

Tupel ( t Q , •••»"t
n) rai"t t. 6 H einen Morphismus 

-> 3 — » p 
f 

< 
f 

H — • £ 

-> 1 

-» 1 

mit f ^ ) = t ± gibt. 

e.) Die Gruppenerweiterung 1 » P — f P̂  > ̂  — > 1 (und 

daher auch die Gruppe P̂  ) i s t durch die Eigenscnaft d.) 

bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. 

Beweis; Sei A ein endlicher, p-primärer P^-Modul. Operiert 
Fn+1*^ durch t r i v i a l e Operation von 1 auf A, so g i l t 

H 2 ( ] ^ I + I * $ ' a ) 5 H 2 ( J ? n + r A ) x t { 2^' A) 55 ü> 
vergl. Satz 4.1. und Neukirch [24], sowie 

H 1(I,A) = Hom(I,A> = 0 

wegen l(p) = 1. Aus der Hochschild-Serre-Spektralsequenz 
H 1(I,A) i » H2(P|,A) f H 2(^n +1*^' A) 

vergl. [27] I 2.6., folgt daher H2(Pg,A) = 0. Da dies für a l l e 



endlichen, p-primären P^-Moduln A g i l t , folgt cd p(P^ ) ± 1 , we­

gen P ̂  1 also a.)• 

Daraus folgt für die abgeschlossene Untergruppe P cd p(P) £ 1 , 

also b.). Wir zeigen nun zunächst d.): 

Sei 1 H E 1 und ein Tupel ( t Q , •••>tn) mit 

t^e H gegeben, dann gibt es nach der universellen Eigenschaft 

f r e i e r pro-endlicher Gruppen einen Homomorphismus 

h: F n+1 
-» H <- E 

nit h(z i) a t ^ . Weiter gibt es wegen cd p(^) = 1 einen Schnitt 

s: £ » £ 

von T. Wir erhalten damit einen Homomorphismus 

f = (h.s): F n + 1 * | • 

der wegen f o f 1 = (?*h,1Ns) = ( 1 , i d ) = p r ? ein kommutatives 

Diagramm 

1 > z > f n + 1*§ > <i > 1 

1 -» H 
1 II 
-» E -> 1 

induziert. Da H eine pro-p-Gruppe i s t , f a k t o r i s i e r t sich f' 

über P = Z(p) und wir erhalten den gewünschten Morphismus 

1 > P ? PÄ » ^ > 1 

f 

II 

f 

E 

mit f ( x i ) = t^. 

c . ) : Da P als Normalteiler in P̂  von x Q, ...,xn erzeugt wird, 

gibt es nach Lemma 4 . 5 . einen surjektiven ^pl^l-Homomorphismus 
n 

0 

if die zei 

^ab ^ P Ö W mit g(b i) = xL. 

Wenden wir d.) auf die zerfallende Erweiterung 

-» äsrjfiüb, > E 1 



ast, so erhalten wir andererseits einen ^pIL^U-Homomorphismus 

f: P a b > .©ZpHJbj. »it f d i ) - b A. i=0 P' 
Wegen f og = id i s t g also auch injektiv und l i e f e r t den gewünsch­
ten #p[[ ̂ /-Isomorphismus. 
e.); Sei 1 * H » E > ̂  -»—* 1 eine Gruppenerweiterung, 

die in dem unter d.) beschriebenen Sinne f r e i auf {t Q, •••»'t
n] 

f H i s t , so erhalten wir zunächst einen Morphismus 
1 > H » E > t > 1 

f f 

-> P * P, * w > 1 
ab 

mit f ( t i ) = x i. Weiter folgt wie unter c ) , daß auch H ein 
f r e i e r -Modul mit Basis t Q , . . . . t n i s t , t ± = tjH.H]. Daher 
i s t die induzierte Abbildung f : H a b ——•» P a b ein Isomorphismus. 
Dies zeigt, daß f surjektiv i s t und daß in der Spektralsequenz 
o > H1(p,»/p3r) H1(H,ar/pi?) > H 1(K , 2 7 P 2 ' ) p * H2(p,#/pz) 
mit K = Ker f die induzierte Abbildung f * ein Isomorphismus i s t . 

Da wegen cd p(P) - 1 H2(P,Z/pZ) = 0 i s t , erhalten wir H 1(K,Z/p#) P 

= 0 . Da P eine pro-p-Gruppe i s t , folgt hieraus H 1(K ,2/p20 = 0 , 

vergl. [27] I Prop. 2 0 , also K = 1. q.e.d. 

Bemerkung 4 . 7 . : Man überlegt sich l e i c h t , daß P gerade eine 
"freie Operatoren-p-Gruppe mit n+1 Erzeugenden und dem Opera­
torenbereich i s t , wie sie von Koch in [2(5/ definiert wurde. 

Wir betrachten nun wieder die absolute Galoisgruppe Ĝ  von k. 
Seien y Q, •••> v

n€V k Liftungen der ^ p|[|J-Erzeugenden y Q, •..,y n 

ab 
von aus Satz 4 . 3 . , dann gibt es nach Satz 4 . 6 . d.) einen 
Homomorphismus ¥ : P A f G^ mit ^(x^) = y^ derart, daß 



das folgende Diagramm kommutativ i s t : 

1 » P • » £ • 1 

1 — > \ — — * i — 

Da die induzierte Abbildung ?: P A B > s u r J e k " t i v l s - t> 1 3 

auch 9 surjektiv. Sei N = Ker 9, dann i s t N offenbar in P ent­

halten und damit eine pro-p-Gruppe, Wir behaupten nun: 

Satz 4 . 3 . : Als Normalteiler in P^ wird N von einem Element er 

zeugt. 

Beweis: Aus der exakten Sequenz 

1 > N 9- P — V k » 1 

folgt wegen cd p(V k) = 1 die exakte Sequenz von ^-Moduln 

0 f H 1(V k,Q p/Z p) > H 1 (P,Q p/2 p) > H 1 ( N , Q p / Z p ) P > 0 

und dual dazu die exakte Sequenz von Z p f^J-Moduln 

0 f N/[N,P] > P A B 9 > v k
a b > 0. 

Es g i l t P A D £ © f r J K P , und <?(x\ ) = y. ; ein Vergleich mit 
i=0 p o L 1 x 

der exakten Sequenz aus Satz 4 . 3 . ergibt daher 

N/[N,P] S 8
p
t j J . 

Ist wfcN derart gewählt, daß w[w,p] ein #p|[ ̂ (-Erzeugendes von 

N / [ N , P J i s t , so erzeugt w N als Normalteiler in P^ : Dafür i s t 

nach Lemma 4 . 5 . zu zeigen, daß der ZpjJG^Jj-Homomorphismus 

y : zJgJ * N a b mit Y ( D - 5 • w[N,N] 

surjektiv i s t , oder, äquivalent dazu, daß die duale Abbildung 



V ; H 1(N,Q p/2 p) > H o * ( * p M > V V 

inje k t i v i s t . Nach Wahl von w i s t aber die Restriktion von V* 

Y * V k : H 1 ( N , y y V k > Hom ( 2 r p f G j,Q p / 2 p ) V k 

Hom(N/[N,p],QP/2P) Hom(2pH]J,Qp/2 p) 
V 

injektiv, also (Ker ) = 0 . Da Ker ein p-primärer Torsions­

modul und V^ eine pro-p-Gruppe i s t , folgt daraus Ker V* = 0 , 

vergl. [27] I Prop. 2 0 . q.e.d. 

Bemerkung 4 . 9 . : Mit etwas weitergehenden Betrachtungen kann man 

sogar zeigen, daß das obige V ein Isomorphismus i s t ; d.h., es 

g i l t N * I p [ G j . 

Da P̂  im wesentlichen, d.h., bis auf die Vorgabe der pro-p-To-

pologie im Kern P, eine Gruppe mit n+3 Erzeugenden und einer de­

finierenden Relation i s t und G^ aus P̂  durch eine zusätzliche 

Relation hervorgeht, können wir das Ergebnis dieses Paragraphen 

folgendermaßen aussprechen, vergl. hierzu [2ÖJ Satz 1 : 

Satz 4 . 1 0 . : Die absolute Galoisgruppe G k eines f-adischen Zahl-

korpers vom Grad n über Q p i s t eine pro-endliche Gruppe mit n+3 

Erzeugenden und zwei definierenden Relationen. Wählt man die 

Erzeugenden y , •••>y , <> und T wie oben beschrieben, so erhält 

man die definierenden Relationen 

& o . » J y o s " 1 - & r ^ i h ( 1 + p 8 ) - 1 - " - 1 

mit r , € [ V } c > v i r l u n ( i d e n Konstanten g, h und s aus Satz 4 . 3 . . 



Beweis: Man beachte dazu nur, daß nach Satz 4.8. und Satz 4.3. 

die unbekannte Relation w die Gestalt 

w s ö-y 06r" 1y 0^--ry 1? r 1y 0"" h ( U p S ) mod [ v k , v j 

haben muß; 

Die Bestimmung des Restterms ri i s t ein äußerst schwieriges 

Problem; eine Lösung dieses Problems mit Methoden ähnlich denen 

von Koch [20] und Jakovlev [l 5] scheint mir jedoch nicht unmöglich 

zu sein. Nach ersten Untersuchungen und aus der Kenntnis der 

Demuskin-Relation für die maximale p-Erweiterung und der Koch 1 

sehen Relation für die maximale Erweiterung ohne zahme Verzwei­

gung, siehe [2QJ, möchte ich vermuten, daß die zweite Relation 

für gerades n die Form 

1 = [ y o ^ y o ß " 1 [ y v ^ y i h ( 1 + p S ) ' 1 h ^ [ y 3 ^ 4 ] - - - [ y n - r ^ ] 

besitzt. Für p ^ 2 und eine primitive p-te Einheitswurzel £^ 
wäre dann z.B. die absolute Galoisgruppe von Q p(Z^) durch die 
Relation 

[ y o ' # i ' r ] y i p [ y v y ? J h ' y 4 | ••• [ yn-ry^ = 1 

gegeben. 



Anhang; Pro-endliche Vervollständigungen. 

I. Sei G eine Gruppe, dann wird die totale pro-endliche Vervoll­
ständigung G von G definiert als der projektive Limes über a l l e 
endlichen Faktorgruppen von G: 

G = lim G/U , 
U*3 G 

(G:U)<<~ 
wobei die Homomorphismen des projektiven Systems die kanonischen 

Projektionen 

G/V G/U für V c u 

sind. G i s t gerade die separierte Vervollständigung von G bezüg­

l i c h der Topologie, die von den Untergruppen von endlichem Index 

in G erzeugt wird. Dadurch oder auch durch die universelle E i ­

genschaft des projektiven Limes erhält man eine von den kanoni­

schen Projektionen G » G/U induzierte Abbildung 

?G; G 

Im p G i s t dicht in G und Ker r?G i s t gerade der Durchschnitt a l ­

le r Normalteiler von endlichem Index in G. Die pro-endliche Ver­

vollständigung hat die folgende 

Universelle Eigenschaft 

Ist H eine pro-endliche Gruppe und f: G * H ein Gruppen­
homomorphismus, so gibt es einen eindeutig bestimmten stetigen 
Homomorphismus f : G > H derart, daß das Diagramm 

kommutiert. 



Dies e r g i b t s i c h z.B. aus der D e f i n i t i o n von G a l s s e p a r i e r t e 

K o m p l e t t i e r u n g von G. 

I s t f : G > G 1 e i n Gruppenhomomorphismus, so erhält man 

durch d i e u n i v e r s e l l e E i g e n s c h a f t genau einen s t e t i g e n Homomor-

phismus f = ? Q i o f : G * G ' d e r a r t , daß das Diagramm 

G > G 1 

A f ^ . 
G - > G 1 

kommutativ i s t . Daraus f o l g t nun: 

1. ) I s t Gr d i e K a t e g o r i e der Gruppen und P r d i e K a t e g o r i e der 

p r o - e n d l i c h e n Gruppen (mit den s t e t i g e n Gruppenhomomorphismen 

a l s Morphismen), so i s t d i e p r o - e n d l i c h e Vervollständigung 

C: Gr > P r 

f |^ -> f 

e i n k o v a r i a n t e r F u n k t o r . 

2 . ) I s t V: P r > Gr der Vergißfunktor, so i s t C l i n k s a d -

j u n g i e r t zu V. 

Denn aus f o l g t gerade, daß 

: ' I d ^ r > V«C mit den Komponenten ^ 

ein e natürliche Tra n s f o r m a t i o n i s t ; und d i e u n i v e r s e l l e E i g e n ­
s c h a f t besagt, daß y^: G ^ C(G) u n i v e r s e l l für den Ver-

gißfunktor i s t . Damit f o l g t d i e Behauptung aus einem K r i t e r i u m 
für A d j u n g i e r t h e i t , s. etwa S.Mac Lane, K a t e g o r i e n , B e r l i n -
Heidelberg-New York 1?7?, p . 8 6 Satz 2 . 

C o r o l l a r C r e s p e k t i e r t , C o l i r n i t e s , a l s o insbesondere Coprodukte 

und Ep i morphi sme n. 



Beweis: Dies g i l t für jeden linksadjungierten Funktor, siehe 

S. Mac Lane, Kategorien, p,124 Satz 1 und p.126 oben. 

Da die Goprodukte sowohl für die diskreten als auch für die pro­

endlichen Gruppen gerade die freien Produkte sind, erhalten wir 

insbesondere: 

Corollar; Sind G und H Gruppen, so gibt es eine kanonische 

Isomorphie 
S A *H = G*H. 

II. Ist A eine endlich erzeugte, abelsche Gruppe, so g i l t of­

fenbar kanonisch 

A = lim A/nA = lim (2/n2<8) A) = (lim2/n2)®A = Z®A. 
n n n 

Ist G eine endliche Gruppe und A ein endlich erzeugter ZfGJ-

Modul, so kann A in genau einer Weise zu einem G-Modul gemacht 

werden derart, daß die Abbildung 

?A: A ^ 

ein G-Homomorphismus i s t und die Operation von G auf A stetig 

i s t . Die Isomorphie 
/V A 
A = Z ® A 

is t dann eine G-Isomorphie, und für einen G-Homomorphismus 
f: A > B zwischen endlich erzeugten 1G -Moduln i s t das 

Diagramm 

kommutativ. 



III. Ist 1 R F G -> 1 eine exakte Se­

quenz von Gruppen mit endlicner Gruppe G, so i s t die Sequenz 
/N A 

1 > R * F G > 1 der Vervollständigungen. 
exakt, und man ernält das kommutative Diagramm 

-> R 

r4 
A. 
R 

/Fj 
A F 

-> G 1 

G 1 , 

Die induzierte Abbildung 

?R: 
3ab 

£ab i s t ein G-Homomorphismus, und die Operation von G auf R i s t 

stet i g , üa sich weiter offenbar R a b mit R a b i d e n t i f i z i e r e n läßt, 

und ^ mit O^ab, erhalten wir mit den Überlegungen unter Funkt 

II die Z[G]-Isomorphie 

^ab R a b 2 ® R 
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