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Einleitung

Ist K/k eine endliche galoissche Erweiterung ?-adischer Zahl-
korper iber Qp, so operiert die Galoisgruppe G auf der multi-
plikativen Gruppe K*. Die G-Modul-Struktur von K* hingt nach
der lokalen Klassenkorpertheorie mit der Struktur der absolu-
ten Galoisgruppe Gk von k zusammen und ist noch nicht vollstian-
dig bekannt.

Ausfithrlich wurden bisher zahm-verzweigte Erweiterungen [14],
{25] und p-Erweiterungen [2], [3], [5], [8), [17], [30] untersucht.
Flr andere Erweiterungen liegen derzeit nur Einzelergebnisse
vor; diese beschrdnken sich auf Fdlle mit zyklischer Verzwei-
gungsgruppe, siehe z.B. HJ und [3ﬂ.

In der vorliegenden Arbeit werden nun Erweiterungen mit belie-
biger Galoisgruppe G behandelt. Es erweist sich dabei als sinn-
voll, die pro-endliche Vervollstdndigung und insbesondere die
pro-p-Vervollstindigung A(K) von K* zu betrachten, die ein Mo-
dul iliber dem Gruppenring Wéb] ist. Wir erhalten in §3 das fol-

gende allgemeine Resultat:

Satz: Ist n = [k:op] und 1 —— R, 5

eine Darstellung der Gruppe G durch eine freie Gruppe Fn+3 mit

4 Fn+3 > G > 1
n+3 freien Erzeugenden - eine solche existiert, da G durch n+3

Elemente erzeugt werden kann -, so gibt es eine exakte Sequenz

o———-—>z[c] — (R, -2P) > A(K) > 0

n+3 )

ab

mit dem zpkﬂ-Modul (R ne3

n+3 )p=2®R
Dies verallgemeinert einen entsprechenden Satz fiir p-Gruppen

aus der Arbeit ﬁ?] von K. Wingberg und dem Autor, vgl. auch [ﬂ.
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Ist K reguldr, d.h., enthdlt K keine primitive p-te Einheits-
wurzel, so 148t sich G durch n+2 Elemente erzeugen, und wir er-

halten aus dem obigen Satz die Isomorphie
~ ab
A(K) @ ZP[G] = (Rn+2 )p’

bzw. A(K) & (R , wenn G durch n+1 Elemente erzeugt wird,

ab)
n+1 P
und damit eine vollstindige Losung des Problems. Das ist eben-

falls eine direkte Verallgemeinerung eines analogen Satzes fir

p-Gruppen, s. Borevid [3] und Wingberg [30]. Die sogenannten Re-

ab ab

lationenmoduln Rn+2 bzw. Rm,1 werden wieder aus freien Dar-

stellungen 1 —— Rm > Fm > G » 1 fir m = n+2 bzw.
m = n+1 gewonnen, wobei die Zpkﬂ-struktur der Lokalisierung

(Rmab)p = Zp® Rmab nur von m und nicht von der speziellen Wahl
der freien Darstellung abhingt.

Die betrachtete Galoismodulstruktur ist durch die lokale Klas-
senkdrpertheorie eng verknilipft mit dem galoistheoretischen Auf-
bau der Erweiterungen von k. Man gewinnt aus ihr nicht nur mit-
tels der Kohomologietheorie das lokale Reziprozitdtsgesetz und
damit die Kenntnis der abelschen Erweiterungen von k, sondern
mit dem Satz von Weil-Safarevi¥,[1] XX Th. 6, auch Informationen
iiber nicht-abelsche Erweiterungen, vgl. a. [18].

Iwasawa [14] benutzte als erster die Galoismodulstruktur zahm=
verzweigter Erweiterungen, um daraus Aussagen iiber die absolute
Galoisgruppe y-adischer Zahlkorper abzuleiten. Trotz umfangrei-
cher weiterer Untersuchungen von Koch [20] und Jakovlev fi5] ge-
lang es jedoch nicht, die absolute Galoisgruppe vollstdndig zu
bestimmen; das entsprechende Theorem von Jakovlev enthdlt einen
Fehler, vgl. die Korrektur in ﬁ6]. Wir beschreiten den Weg von

Iwasawa, um hier einige neue Ergebnisse zu erhalten.
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Dazu bestimmen wir in §2 ebenfalls die %pﬁﬂ-Struktur der Eins-

einheitengruppe U} einer zahm-verzweigten Erweiterung K/k, aller-

K
dings mit anderen Methoden. Die etwas komplizierten und speziell
auf die Einseinheitengruppe zugeschnittenen Betrachtungen von
Iwasawa werden ersetzt durch die Beobachtung, daB U; als Zpﬁﬂ-
Modul dadurch charakterisiert wird, daB er kohomologisch trivial

ist und Qp@l& EY Qpﬁﬂn mit n = R:Qp]gilt. Das motiviert die fol-

gende

Definition: Sei G eine endliche Gruppe. Ein endlich erzeugter
Zpﬁﬂ-Modul M heiBt quasifrei, wenn M kohomologisch trivial ist

und die Isomorphie QP®M = Qp[G]m fiir ein me N gilt.

Die Untersuchung quasifreier Zpﬁﬂ-Moduln in §1 zeigt, daB deren
Struktur sehr einfach ist und gut beschrieben werden kann. Ins-
besondere ergibt sich die Zpﬂﬂ-Struktur von U; ganz kanonisch
aus der G-Struktur der Gruppe fK der in U; enthaltenen Einheits-

wurzeln, Dies bietet aber nicht nur einen technischen Vorteil.

3
K

gendes, eine % - und zwei Zpkﬂ-Relationen in [14] u. [25) wird er-

Die Beschreibung von U, durch n Zpkﬂ-Erzeugende, ein zp-Erzeu-
setzt durch die Angabe von n+1 ZPRH-Erzeugenden und einer Zpﬁﬂ-
Relation, die zudem eine sehr einfache Gestalt hat. Das hat zwei
wesentliche Konsequenzen:

Erstens bereitet der Ubergang zum projektiven Limes, durch den
wir mittels der Klassenkdrpertheorie die Operation der Galois-
gruppe % der maximalen zahm-verzweigten Erweiterung von k auf
der Faktorkommutatorgruppe Vkab der Verzweigungsgruppe Vk von
G, bestimmen, keine Schwierigkeiten wie bei Iwasawa B4J und

Koch [20], und wir erhalten eine einfache Beschreibung der Gruppe

Gye/ [Vie» Vi)
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Zweitens folgern wir in §4, daB zur Beschreibung der ganzen
Gruppe Gk neben der bekannten Relation fur-g nur noch eine wei-
tere Relation notig ist, wdhrend die bisherigen Arbeiten immer
von zwel weiteren Relationen ausgehen. Wir erhalten das Ausse-
hen dieser einen Relation bis auf Kommutatoren aus Vk und kon-

nen unser Ergebnis folgendermaBen formulieren:

Satz: Sei k ein g-adischer Zahlkdrper vom Grad n und Restklas-
sengrad f iiber Qp’ k ein algebraischer AbschluB von k, V der
Verzweigungskdrper von ﬁ/k und fV die Gruppe der in V enthalte-
nen Einheitswurzeln von p-Potenzordnung. Dann ist die absolute
Galoisgruppe G, = Gal(k/k) von k eine pro-endliche Gruppe mit
n+3 Erzeugenden und 2 Relationen. Es gibt Erzeugende Yor coes¥ps
6 und T derart, daB die Relationen die Gestalt

f
& 6'-1 = TP

s
und [6,y,]y 1‘g[’T,y ]y R(PT) pe L mitrve [V Wy ]
ol’o 1491 k’ 'k

besitzen. Dabei ist [a,b] = aba”"b"! der Kommutator von a und b,

p° = (rvz1), g eine ganzrationale Zahl und h eine (p-1)-te Ein=-
heitswurzel aus Zp derart, daB fir eine primitive ps-te Einheits-

wurzel G aus Jy die Beziehung 5(¢) = ¢® vzw. T(T) = gh gilt.

Alle oben genannten Resultate ergeben sich mit Hilfe der loka-
len Klassenkbrpertheorie und der Galoiskohomologie aus zwei klas-
sischen Arbeiten von Gilbarg [9] und Swan [29]. Daher ist die fol-
gende Darstellung in sich abgeschlossen in dem Sinne, daB keine
der anderen Arbeiten lber die Galoismodulstruktur der multipli-
kativen Gruppe K* oder iiber die Struktur der absoluten Galois-

gruppe Gk zu ihrem Verstdndnis bendtigt wird.
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§1 Quasifreie ZpRﬂ-Moduln.

Bezeichnungen:

P ist eine Primzahl,

Qp der Korper der p-adischen Zahlen und

Zp der darin enthaltene Ring der ganzen p-adischen Zahlen.

ZPBH ist fir eine endliche Gruppe G der Gruppenring mit Ko-
effizienten in ZP. Fir zwei Zpﬁﬂ—Moduln A und B wird

Hom(A,B) := Hom,, (A,B) zu einem Wpﬂﬂ-Modul durch die Definition

P
(sf)(a) := sf(s-1a) fiir f € Hom(A,B), s €G und a €A,

A@B := A@ZPB zu einem Zp[G]-Modul durch die Definition

s(a®b) := (sa)@(sb) fir se<G, aeA und b €B.

Zp, Qp und Qp/?(p werden als Zpﬂﬂ-Moduln immer mit der trivialen

G-Operation versehen. QP®A liefert dann die ibliche
Skalarerweiterung von Zp nach Qp bzw. von Zpﬂﬂ nach
Qpﬂﬂ, dem Gruppenring mit Koeffizienten in Qp.
AP io Hom(A,Qp/Zp) ist das Pontrjagindual eines endlich erzeug-
ten Zpkﬂ~Moduls A; bekanntlich gilt in kanonischer Wei-
D)D

se die Isomorphie (A £ A,

Tor(A) bezeichnet den Torsionsmodul von A.
Rg A := dimeQp®Aiist der Zp-Rang eines Zp-Moduls A.

Ist R ein beliebiger Ring und A ein R-Modul, so werden fir eine
natiirliche Zahl n die R-Moduln A und Ay durch die exakte Sequenz

> n > —
0 > nA > A > A Ay > 0




definiert, die durch die Multiplikation mit n in A entsteht.

Es ist also A = {ae A; na = o} und A, = A/nA.

Wir setzen im folgenden die Begriffe und Sdtze der Kohomolo-
gle vonpro-endlichen Gruppen und der lokalen Klassenkorper-
theorie voraus, wie sie etwa in ﬁ]oder PQ}— Pé]zu finden sind.
Flir eine pro-endliche Gruppe G und einen G-Modul A bezeichne
dabei H°(G,A) die gewdhnliche (nicht reduzierte) nullte Koho-
mologiegruppe, es ist also H°(G,A) = Al - {a.eA; fa = a VEeG%

der Fixmodul von A unter G.

Wir stellen zunichst finf Lemmata bereit, die sich im folgen-

den als ZuBerst niitzlich erweisen werden:

Lemma 1.1.: Sei R ein beliebiger Ring; eine exakte Sequenz

0 NS S -G >0

von R-Moduln induziert kanonisch eine exakte Sequensz

R £ £ . T £
0 > A > B - C > A, > B, >C > 0

Beweis: Anwendung des Schlangenlemmas auf das Diagramm

0 > A > B - C > 0
0 - A » B > C » O.

Lemma 1.2, (Lemma von Schanuel): Sei R ein Ring und seien

0 > A > P —> C > 0

[¢] > A’ > P! > C! - 0
exakte Sequenzen von R-Moduln mit projektiven Moduln P und P'.

Gilt dann C =C', so folgt A®P' ¥ A'@®P.



Beweis: Dies folgt leicht aus einem Pullback-Diagramm,

vergl. Gruenberg [10] §8.10 Lemma 11.

Lemma 1.3. (Lemma von Swan): Sind P und P' projektive,

endlich erzeugte ZJQ]-Moduln, dann gilt:
P = ' P & P'.
Qpé? QP®P => .

Beweis: Dieses Ergebnis bildet, in etwas allgemeinerer Form,
das Kernstiick der grundlegenden Arbeit von Swan [29] , siehe

dort Th. 6.1. bzw. Cor. 6.4..

Lemma 1.4.: Ein endlich erzeugter ﬂgm -Modul ist genau dann
projektiv, wenn er torsionsfrei und kohomologisch trivial ist,
Beweis: Dies folgt aus Sitzen von Nakayama, siehe etwa [i( ,

§10.7 Theorem 3.

Lemma 1.5. (semi-lokaler Kiirzungssatz): Ist R ein kommutati-

ver, semi=-lokaler Ring und sind A und B endlich erzeugte Mo-

duln iiber dem Gruppenring Rﬂﬂ, so gilt:

A®R[6) = B®R[G] = A ¥ B.
Beweis: Siehe etwa Gruenberg [0] , $10.6 Th. 1.
Wir wollen uns in diesem Paragraphen mit Moduln beschiaftigen,

die sich nicht allzusehr von freien Moduln unterscheiden; da-

zu definieren wir:

Definition 1.6.: Ein endlich erzeugter ZJ@]-Modul A heift
quasifrei, wenn er kohomologisch trivial und QP@A ein freier

Qp(G] -Modul ist.



Bemerkungen 1.7.:
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a.) Aus der Definition folgt, daB der Zp-Rang eines quasi-
freien Moduls A immer ein Vielfaches der Gruppenordnung ist;
wir nennen im folgenden A einen quasifreien Modul vom Rang m,
wenn Q@A ¥ Qpp]m gilt; der Z,-Rang von A ist dann m(G:1).
b.) Ein torsionsfreier quasifreier Modul ist 2&@ -frei.

Dies folgt aus Lemma 1.4. und Lemma 1.3..

Definition 1.8.: Seien A und B endlich erzeugte Zﬂﬂ -Moduln.
A heiBt quasiisomorph zu B, wenn es einen %J@ -Homomorphismus
f: A=—> B mit endlichem Kern und Cokern gibt. Wir schreiben

dafir A ~ B und nennen f einen Quasiisomorphismus.

Satz 1.9.: Fir endlich erzeugte ZH@ -Moduln A und B gilt:

A ~ B &= Qe = Q@B (als QP[G] ~-Moduln).

Beweis: Aus einer exakten Sequenz

mit endlichen Moduln M und N folgt die Isomorphie QpﬁA = Qﬁ@B,
da das Tensorieren mit Qp exakt und Qﬂ@N = Qp®M = 0 ist.

Sei umgekehrt h: Qp@A —_ Qﬁ&B ein QJ@ ~-Isomorphismus. Die
kanonischen Homomorphismen A s Qﬂ@A und B 41» Qp@B haben
die Kerne Tor(A) bzw. Tor(B); fiur ein me N mit meor(B) =0
kdnnen wir daher me vermoge j als Untermodul von QPQB auf-
fassen. A ist endlich erzeugt, etwa von Xqy eoey Xp3 da QP®B
von me uber Qp erzeugt wird, gilt fir geignetes ne¢ N
pnh(i(xi))e p'B fiir alle i. Der Homomorphismus

p'a —— o e — o 88



liefert daher einen Homomorphismus g: pnA _— me , dessen

Kern in Tor(A) enthalten ist. Der Kern der Abbildung

n
f: A P pnA £ me > B

ist dann ebenfalls in or(A) enthalten und damit endlich. Da
Rg A = dim Qp®A = dim Qp@B = Rg B gilt, hat der Cokern von f
den Rang Null; da er endlich erzeugt ist, ist er endlich.

Insgesamt ergibt sich, daB8 f ein Quasiisomorphismus ist. qg.e.d.

Corollar 1.10.: Quasiisomorphie ist eine Kquivalenzrelation.

Satz 1.11.: Sei A ein endlich erzeugter Zﬁn]—Modul, dann sind

folgende Aussagen Zquivalent:

a.) A ist quasifrei.

b.) A ist kohomologisch trivial und es gilt A «'prim fir ein
melN.

c.) A ist kohomologisch trivial und enthiZlt einen freien Zb&]-
Modul von endlichem Index in A.

d.) Es gibt eine exakte Sequenz

0 rzp{ij 'Z’pﬁs]l—-—PA———»O.

Beweis: a.) =» b.): Aus der Isomorphie Qﬁ@A = ng]m = Qﬂ@%pﬁ}m
folgt mit Satz 1.9. A ~ ZJ] n,

b.) =»c.): Aus A A'Zp&]m folgt mit Corollar 1.10. ZJb]m ~ A;

es gibt also einen Z'p[(}] -Homomorphismus f£3: Zp[G]m — A mit
endlichem Kern und Cokern. Als torsionsfreier Modul muB der

Kern dann Null sein; dies zeigt c.).

c.) =>a.): Aus einer exakten Sequenz 0 —> Z'p[G]m —> A — M —0
mit endlichem M folgt QJQ]m = stm durch Tensorieren mit Qp.



a.) & d.): Sei 0——)B——er[GJl———>A———>O eine Dar-
stellung von A durch einen freien ZJﬂ -Modul, dann ist B genau
dann kohomologisch trivial, wenn dies fur A gilt. Weiter folgt
mit dem Satz von Maschke die Isomorphie
eflt = o@ & oA

Wegen der Giltigkeit des Krull-Schmidt-Theorems fir QJﬁ -Moduln
ist daher A genau dann quasifrei, wenn B quasifrei ist. Wegen
der Torsionsfreiheit von B ist dies genau dann der KFall, wenn

B Zgﬂ -frei ist, vergl. Bem. 1.7. b.). qg.e.d.

Corollar 1.12.: Ist G eine p-Gruppe, so ist jeder endlich

erzeugte, kohomologisch triviale ZJ@ -Modul quasifrei.

Beweis: Ist 0 — B — 2.[d } e 4 —>0 eine Dar-
stellung des kohomologisch trivialen Moduls‘A, so ist B nach
Lemma 1.4. projektiv. Da fir eine p-Gruppe G der Gruppenring
ZJﬂ ein lokaler Ring ist, siehe [iQ], §10.5 Prop. 10, ist B
sogar frei, siehe z.B. [11 Prop. 3.16.. Mit Satz 1.11. folgt

dann die Behauptung.

Wir werden nun die quasifreien Moduln in drei Schritten klas-

sifizieren:

Satz 1.13.: Ein quasifreier Zﬂﬁ -Modul ist eindeutig durch

seinen Rang und seinen Torsionsmodul bestimmt.

Beweis: Seien M und M' guasifrei, dann gibt es nach Satz 1.11.



exaxte Sequenzen

0 —— 3" —— 2t —— > 0
0 — 28" —— 2/ Y s —o.
Sie induzieren fir n= preN nach Lemma 1.1. exakte Sequenzen
0 — 1,]Tor(l'v]) —_— Z/nZ’[G]k —_— %/nz[(ﬂl —> N, —> 0
0 —  tor(M') —> 2/n2l*' — 2/nald!’ — ! —> o.

Durch Dualisieren, d.h., die Anwendung des exakten Funktors

M‘*AA>MD, erhalten wir die exakten Sequenzen

0 — M D

L, — Z/nZEﬂl —_— Z/nzkﬂk o nTor(M)D — 0

0 — M;ID _ Z/nZ[G)l' —_— Z/nZ[Gak' —_— nTor(M')D — 0.

Gilt nun Tor(M) = Tor(M'), so folgt mit dem Lemma von Scha-

nuel (zweimalige Anwendung, vergl. auch [10], p. 163):

wl o z/mzf*t’ - wP e z/nafg*'tl.

Gilt weiter (1-k)(G:1) = Rg M = Rg M' = (1'-k')(G:1), also

K'+1 = k+1', so folgt M P 2 1'® und damit

M/nM & M'/nM' fiir alle n = p-eN.

Daraus folgt aber M = M' , wie man folgendermaBen einsehen
kann: Die Mengen Isom(M/nM,M'/nM') der Isomorphismen von M/nM
nach M'/nM' bilden ein projektives System nicht-leerer, end-
licher Mengen. Nach einem allgemeinen Satz (Bourbaki, Top. Gén.,
Chap. I, 3éme ed., Append. th. 1) ist daher der projektive Limes
nicht leer. Ein Element des projektiven Limes vermittelt aber
gerade einen Isomorphismus zwischen M und M', da M (bzw. M')

der projektive Limes der M/nM (bzw. M'/nM') fir n = pTe N ist.



Definition 1.14.: PFir einen endlich erzeugten Zaﬂ -Modul N
definieren wir den Erzeugendenrang dG(N) als die minimale
Anzahl von igﬂ -Erzeugenden von N und den Relationenrang rG(N)
wie folgt: Ist 0 — B — 7 ] n O, N——>0 eine belie-
bige Darstellung von N durch einen freien Zﬂﬂ -Modul, so sei

(M) = ag(B) - n v ag®).

Bemerkungen 1.15.: a.) rG(N) ist wohldefiniert, denn sei

0———-»3'———>zp[G]"'———>N-———>o

eine andere freie Darstellung von N, so folgt mit dem Lemma

von Schanuel

14

B ® zp(G]“'

und daraus wiederum dG(B) +n' = dG(B‘) + n, siehe Gruenberg

B' ® zp[G]“

(11, Lemma 5.8., da Zdﬁ] ein semi-lokaler Ring ist.
b.) rG(N) kann auch definiert werden als der Erzeugendenrang

dG(B) in einer minimalen Darstellung
o——+B———->ZfI1G]dc(N)————>N——-—>0.
c.) Bs gilt immer rG(N) » 0, wie aus b.) folgt.

d.) Ist N endlich, so gilt rG(N) > dG(N)’ denn nach b.) gibt

es eine exakte Sequenz

=z

2Je} ¥ —s zp[c]d —_—— N —0

mit r = rG(N) und d = dG(N)’ die fir Qp@N = 0 eine Surjek-
tion QJ@ T —> Qaﬁld induziert. Gilt r = d, so ist die
erste Abbildung in der obigen Sequenz notwendig injektiv und
daher N kohomologisch trivial. Ist umgekehrt N endlich und ko-

homologisch trivial, so ist N quasifrei und mit den gleichen

Schliissen wie in Satz 1.11. folgt rG(N) = dG(N).



Satz %1.16.: Ist M ein quasifreier Zﬂ@ -Modul und

k 1 T
€3] o-———»zg@ -——-->ZJG] —> M —— 0
exakt, so gilt mit N = Tor(M) :

‘ D D D D
ko2 a (M), 1> rg(N) wnd 1 -k >rg(8) - dg (V).

Beweis: Aus der Sequenz (K) folgt die exakte Sequenz
@l . b4 D
Hom(M, 7)) —> Hom(Z[q",2,) —> Hom(&p@k,zp) =45 mor(m)? — 0

wegen Ext% (zppﬂ,zp) = 0 und den kanonischen Isomorphismen
p
Bxt) (M,2.) = Ext) (M,0./2.0) = ror?p(m,q_/2_)° = Tor(m)?,
Zp p zp PP 1 pp
siehe Cartan-Eilenberg [7], Chap. VI Prop. 5.3.; explizit setze

etwa @ (£)(x) = £(p"y)/p™ + Zb, wenn T(y) = x und p%x = O ist.
Da fiir ne N Hom(Z'p[G]n,Z'p) wieder ein freier TP[G] -Modul vom
Rang n ist, erhalten wir eine exakte Sequenz

zp[cll ,Z’JG]k ? N 0.

Daraus folgt sofort k 2 dG(ND), sowie 1 2 dG(Ker ¢) =

= rG(ND) + k - dG(ND) nach Definition des Relationenranges,
also 1 -k 2 rG(ND) - dG(ND). Aus beiden Ungleichungen folgt
schlieBlich auch 1 > rG(ND). q.e.d.

Aus dem obigen Satz folgt insbesondere, daB die Ringe der
quasifreien Moduln mit Torsionsmodul N nach unten durch die
Konstante rG(ND) - dG(ND) beschrinkt sind. Es existiert auch
immer ein quasifreier Modul mit diesem minimalen Rang. Dies
ergibt sich aus dem nichsten Satz, der zeigt, wie man einen

quasifreien Modul aus seinem Torsionsmodul konstruieren kann:
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Satz 1.17.: Sei N ein endlicher zgﬂ -Modul und

p—foq NP >0

exakt mit P = Zp[(;]1 und Q = Zp[G]k. Ist

£ Hom(Q,Zp) —_— Hom(P,Zp)

die von f induzierte Abbildung, so ist £* injektiv und der
Cokern von f* der quasifreie ZJ@ -Modul vom Rang k-1 mit

Torsionsmodul N.

Beweis: Die Injektivitit von f* folgt wegen Hom(ND,Zp) =0

aus der Linksexaktheit des Hom-Funktors. M = Cok f™ ist quasi-
frei, da Hom(P,Zp) und Hom(Q,Zp) freie WJQ -Moduln sind, vergl.
Satz 1.11. d.). Es ist noch Tor(M) & N zu zeigen. Durch erneu=-

te Anwendung des Hom-Funktcors erhalten wir die exakte Sequenz

* ¥ r
Hom(Hom(P,Zp),Zp) —£a'Hom(Hom(Q,Zp),Zp) —_ Tor(M)D —> 0,

wieder wegen Ext; (M,zp) z Tor(M)D. Eine kurze Uberlegung zeigt,
p
daB die Abbildungen
?}: P —=—> Hom(Hom(P,Zp),Zp) mit ?P(x)(g) = g(x)

eine Aquivalenz von Funktoren auf der Kategorie der endlich
erzeugten, torsionsfreien ZJ@ -Moduln vermitteln (diese Moduln
sind reflexive Zp-Moduln). Aus dem kommutativen Diagramm

P L > Q

@P? z‘eQ

(£ N
Hom(Hom(P,Zp),Zp) —i;—% Hom(Hom(Q,Zp),Zp)

folgt daher N’ = Cok £ & Cok £** = Tor(M)? , also

Tor(M) = N. q.e.d.
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Corollar 1.18.: Sei N ein endlicher ZJﬂ -Modul, d = dG(ND) und
r = rF(ND), dann existiert ein quasifreier Zé@ -Modul M mit
Torsionsmodul N vom minimalen Rang r-d, der nach Satz 1.17. aus

einer exakten Sequenz
. r e D
lp[(}] -———»zp[u] —_— N —— 0
konstruiert werden kann. Fir ihn gibt es eine exakte Sequenz
da ar
o—»zp@] ——72?@,] — M, —— 0.
Fiir jeden anderen quasitreien Modul M mit Tor(M) = N, etwa vom

Rang n = (r-d) + j mit j » O, gilt die Isomorphie

=
n

N, @ zp[c)i’,
und es ;ibt eine exakte Seguenv
0 — 2] ¢ — zp[c]“"d —— M — 0.
Beweis: Existenz, Konstruktion und Minimalitst von Ho sind nach

den vorigen Sitzen klar. Da M @ Zﬂm J offenbar quasifrei vom

Rang (r-d) + j ist und den Torsionsmodul N besitzt, folgt die

Isomorphie M = M, ® ZJQ : aus Satz 1.13.. Aus der Sequenz fir

MO erhalten wir trivialerweise die exakte Sequenz

r+]

00— 20]% — 7 o] ———Hvzoeazpmj — 0,

unid es gilt gerade r+j = n+d. g.e.d.
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§2 Zahm-verzweigte Erweiterungen ?-adischer ZahlkOrper

Als abelsche pro-p-Gruppe ist die Gruppe U; der Binseinheiten
eines g-adischen Zahlkodrpers k, dessen Restklassenkorper die

Charakteristik p hat, ein Z_-Modul, nimlich durch die natiir-

Y
liche Ausdehnung des Exponentenbereichs von 4 auf % . Es ist
a
fir x eU; und a ¢ Z_ also xa = lim x n’ wenn a = 1lim a_ ist
p n->e n e

mit a e Z. Bei einer galoisschen Erweiterung K/k wird die Eins-
einheitengruppe U; durch die stetige Operation der Automor-
phismen der Galoisgruppe G 2zu einem 2&@ -Modul. Klassisch sind

die folgenden Ergebnisse:

Satz 2.1.: Sei k ein g-adischer Zahlkdrper vom Grad n Ulber Qp
und K/k eine endliche galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe
G, dann gilt:

. i ng s . .
a.) Als 2,-Modul ist Uy = 2, % x 72/p°% mit g = (G:1) und s » 0.
b.) U; enthdlt einen freien Z&ﬂ -Modul vom Rang n und von end-

lichem Index in Uj.

c.) Ist X/k zahm-verzweigt, so ist U; kohomologisch trivial.

Beweis: a.) geht bereits auf Hensel zuriick und ist Innhalt des
Einseinheitensatzes von Hasse [12], §15, wegen ng = ]k:Qp].
b.) ist aus der lokalen Klassenkorpertheorie bekannt, wo es
zur Berechnung des Herbrandkoeffizienten benutzt werden kann,
und wurde in dieser Form zuerst von Gilbarg (9] bewiesen.

c.) Sei K/k zahm-verzweigt und T der Trigheitskodrper von X/k.

Da die Trigheitsgruppe G = Gal(K/T) zu p prime Ordnung hat,
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ist cie p-Gruppe U£ konomologisch trivial unter Go' Aus der
Hochschild-Serre-Spektralsequenz folgt daher die Isomorphie

Hr(G,U;) PREGER Hr(Gal(T/k),U;) fir reN.

Die letztere Gruppe ist aber Null, da U;

Erweiterung T/k kohomologisch trivial ist, s. [26] Chap. XII §3.

fiir die unverzweigte
Dasselbe gilt fir alle Untergruppen.
Mit den Ergebnissen von §1 erhalten wir nun:

Satz 2.2.: Sei k ein y-adischer Zahlkorper vom Grad n uber Qp,
K/k eine endliche, zahm-verzweigte, galoissche Erweiterung mit

Galoisgruppe G und Jx die Gruppe der in K enthaltenen Einheits-
wurzeln von p-Potenzordnung, dann gilt:

1
K

Rang n mit Torsionsmodul e

a.) U, ist der (eindeutig bestimmte) quasifreie ZJﬂ -Modul vom

b.) Es gibt eine exakte Sequenz

0 > 2 o] > sz]"*’ N U; —_— 1.

c.) Bs gilt ag(Ug) € n+1.

d.) Ist K reguldr, d.h., enthilt K keine p-ten Einheitswurzeln

ZJ@]“ und dG(Ué) = n.

n

auBler der kins, so gilt U£

Beweis: U; ist quasifrei nach Satz 2.1. b.) und c.), vergl.

Satz 1.11. c.). Der Rang folgt aus 2.1. a.) oder b.), widhrend
1 .

Tor(UK) = pq Wonlbekannt ist.

b.) folgt mit Corollar 1.18., da mit /m auch /kD zyklisch ist,

also dG(fKD) = 1 gilt; c.) folgt trivial aus b.).

Da U; genau dann torsionsfrei ist, wenn K regulir ist, folgt

d.) aus Bemerkung 1.7. b.).
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Wir wollen nun den %Jﬂ -Modul U; fir zahm-verzweigte Erwei-
terungen mit Hilfe von Satz 1.17. explizit durch %Jﬁ]-Erzeu-
gende und -Relationen beschreiben. Nach Hasse 3219;6 gilt zu-
ndchst filir die Struktur der Gruppe G:

Sei k ein g-adischer Zahlkorper lber Qp mit dem absoluten
Restklassengrad fo und X/k eine endliche, zahm-verzweigte,
galoissche Erweiterung mit Verzweigungsindex e und Restklas-
sengrad f, dann gilt notwendig e |(pfdf-1) und die Galois-
gruppe von K/k ist eine metazyklische Gruppe mit Erzeugenden

6 und 7 und den Relationen

- 0o
T 6oyt = 2P

mit einem gewissen r[e. T erzeugt gerade die TrAgheitsgruppe
und & ist eine Liftung des Frobeniusautomorphismus.

Sei s der Irregularitdtsexponent von K, d.h., (fK:1) = ps,
und ¥ eine primitive Einheitswurzel, also ein erzeugendes Ele-
ment von fk’ Dann ist die Wirkung von G auf MK offenbar durch

zwel ganzrationale Zahlen g und h mit

[4 T i
gt = 6(5) = 8 T = Q) = T
gegeben., Als Elemente von Zp aufgefaBt milssen g und h Einheiten

sein; sei h = Q'§ mit einer Kinseinheit 7 und einer (p-1)-ten

Einheitswurzel £. Wegen h® = 1 mod p° gilt dann € =1 und

s . .
?e = 1 med p° , vnd da e prim ze p ist, folgt darsus auch
7 = 1 mod ps, also §9 = 1. Ohne Binscnrinkung kann daher

? = 1 gesetzt und h als (p-1)-te Einneitswurzel in wp ange-

nommen werden, wobei h® = 1 gilt.
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Satz 2.3.: Sei k ein gp-adischer Zahlkdrper vom Grad n iber Qp,
K/k eine endliche, zahm-verzweigte, galoissche Erweiterung mit
Verzweigungsindex e und Galoisgruppe G mit Erzeugenden 6 gnd T,
1¢ = 1; sei & 21 der Irregularitidtsexponent von K, C eine pri-
mitive ps-te Einheitswurzel sowie g ezp und h eine (p-1)-te

Einheitswurzel aus Zp mit

& v
g’ =k " o=
Dann gilt die Zpk":] -Isomorphie U;( ¥ M 02 721, wobei
M1 durch die exakte Sequenz
0 ;zph]b ,Z(I)k}]bo@z'p[c]h1 —_— M, ——0

b ——> (5-g)p + (T-h(1+p°))Y
gegeben ist. Anders ausgedriickt:
U; besitzt Zﬂﬁ]-Erzeugende 2), ooy ?n mit der einzigen
definierenden Relation

o

6-g . T-h(1+p°)

?1 1.

Beweis: Wir konstruieren M1 als quasifreien Modul vom Rang 1
mit Torsionsmodul /k gemdB Satz 1.17. aus dem Anfang einer
freien Aufldsung von /kD.

Of fenbar wird /kD = Hom(/K,Qp/Zp) von x mit %(C) = 1/p° + Zp
erzeugt, und es gilt 6 'x = g xund ¥'X = hx. Betrachten

wir den surjektiven ZH@]-Homomorphismus
?:zp[c]c—-»/lx‘) wit  9(c) = x,
so liegen also (071-5)0, (1’1-h)c und pSZJﬂc in Ker 9. wir

behaupten, daB Ker ¥ von (6’1-g)c und (t’1-h(1+ps))c erzeugt

wird. Sei dazu B der .von diesen Elementen erzeugte Untermodul,
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dann gilt gl = gc mod B und =1

1

¢ =h(1+p%)c mod B,
also, da 6" una 7' ¢ erzeugen, fiir beliebiges o ¢ Zgﬂ
xc = ac mod B mit einem ae%p.
Zgﬁc /B ist daher zyklisch. Weiter gilt wegen n® =1
c = (1’1)ec = (1+p2)% mod B.
Da e prim zu p ist, ist (1+ps)e -1 = ps-u mit einer
Einheit u eZp; es folgt
pdc = u-1((1+ps)e-1)c = 0 mod B.
Dies zeigt, daB die kanonische Abbildung
zfole /B ——»z e /ker ¢ —= p D
ein Isomorphismus ist, d.h., B = Ker ¥ wie behauptet gilt.

Wir erhalten daraus eine exakte Sequenz

@ . -
7 e, & 7 e, X, 2 e ﬁ,/uKD —> 1
mit “f(co) = (6’1-g)c und "V(c1) = (1’1-h(1+ps))c.
Nach Satz 1.17. induziert diese die exakte Sequenz
v . )
0 — Hom(zpp]c ,zp) —_— Hom(zI[G]co ® Z’I;G)c1 ,lp) — Ny —>0
fir den quasifreien Modul M1 vom Rang 1 mit Torsionsmodul /&,
und wegen der Eindeutigkeit gilt Uy ¥ M, & 2],
Wahlen wir fiir den freien zdﬁl-Modul Hom(ZJﬂc ,%p) (vzw. fiir

Hom(%&ﬁ%_,zp) ) das Basiselement b mit

b(Zac,B' c) = a, (bzw. b, mit bi(Zac,G ci) = a1)
6¢0O be

so zeigt eine leichte Rechnung

Yo) = (6-g)p, + (T-n(1+°))b,. q.e.d.
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§3 Die zp[G] -Struktur von A(X).

Fir eine pro-endliche Gruppe H sei H(p) die maximale pro-p-
Faktorgruppe, ﬁh}ﬂ die topologische Kommutatorgruppe und Hab

= H/ﬂhiﬂ die Faktorkommutatorgruppe. Eine exakte Sequenz

1 > H > E > G > 1
von pro-endlichen Gruppen induziert durch die Konjugation in
E eine kanonische G-Modul-Struktur auf Hab. Im Pall einer

pro-p=-Gruppe H wird Hab dadurch zu einem ZJG]-Modul.

Satz 3.1.: Sei k ein g-adischer ZahlkOrper vom Grad n iiber Qp
und ¥ ein algebraischer AbschluB. Dann wird die absolute Galois-

gruppe G, = Gal(¥X/k) von k topologisch von n+3 Elementen erzeugt.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daBl fiir jede endliche galoissche
Erweiterung K/k die Galoisgruppe G = Gal(K/k) von n+3 Elementen
erzeugt wird. Denn ist flr jedes derartige G die endliche Menge
S(G) der (n+3)-Tupel (s1, ...,sn+3) € M3 , die G erzeugen,
nicht leer, so ist nach einem bereits zitierten Satz auch der
projektive Limes S = &iﬂ S(G) nicht leer. Ein Element von S
ist aber ein System von n+3 topologischen Erzeugenden von Gk'
Da nach dem Burnside'schen Basissatz eine p-Gruppe H von Ele-
menten S4» -8 erzeugt wird, wenn deren Restklassen Hab er-
zeugen, genligt es weiter, Erweiterungen mit abelscher Verzwei-
gungsgruppe G1 zu betrachten. Wird in der exakten Sequenz

1 -> G1 > G > G > 1

G1 als %Jﬁ]-Modul von T Elementen und G als Gruppe von s Ele-
menten erzeugt, so l4Bt sich G offenbar durch r+s Elemente er-

zeugen,
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Es ist aber § die Galoisgruppe einer zahm-verzweigten Erwei-
terung und wird daher von 2 Elementen erzeugt, wihrend G1 nach
lokaler Klassenktrpertheorie, auch ais ZJ@]-Modul, isomorph zu
einer Faktorgruppe der Einseinheitengruppe Ue des Verzweigungs-
korpers V von K/k ist; nach Satz 2.2. c.) gilt also da(G1)$ n+1.

q.e.d.

Sei k ein g—adischer Zahlkorper iiber Qp und K/k eine beliebige
endliche Erweiterung. Es ist fir die folgenden Untersuchungen
zweckmiBig, nicht die multiplikative Gruppe K* selbst, sondern

deren totale pro-endliche Vervollstindigung

A
k* = lim K*/k*"
T
zu betrachten. Anschaulich geht K* aus K* hervor, indem man bei
einem fest gewdhlten Primelement auch Exponenten aus i, der to-
talen pro-endlichen Vervollstdndigung von ¥4, 2zuliBt. Genauer
~

ist X* durch das kommutative Diagramm

» v

1 > QK > K — % p > O
L
1 > Uy - K > 4 > 0

bestimmt, in dem UK die Einheitengruppe und v die additive Be=-
wertungsfunktion von K ist. Insbesondere betrachten wir den

p-primiren Anteil A(K) von f\; es ist
r
A(K) = lim K*/ K*P
T

die pro-p-Vervollstdndigung von K¥ und wir haben die exakte

Sequenz

1 v .,
1T — Uy » A(K) > «p 0.
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Nach der lokalen Klassenkorpertheorie liefert das universelle

Normrestsymbol ax eine topologische Isomorphie

- “X ab

K‘——:_—)GK
P
zwischen K und der Galoisgruppe der maximalen abelschen Er-
weiterung von K. Ist K/k galoissch mit Galoisgruppe G, so ist
“k auch ein G-Isomorphismus, wenn G auf GKab vermoge der exak-

ten Sequenz

1 > GK > Gy G > 1
operiert. Insbesondere liefert Y einen ZA@ -Isomorphismus
“K b N b
A(K) —=— 6,*°(p) = Gy (p)?

zwischen A(K) und der Galoisgruppe der maximalen abelschen p-
Erweiterung von K.

Wiahlen wir nach Satz 3.1. mit n = ﬂc:Qp] eine Surjektion

I'-}n+3 — > Gy

von der freien pro-endlichen Gruppe ﬁn#3 mit n+3 freien Erzeu-
genden auf Gk’ s0 induziert die kanonische Projektion von Gk
auf G ein kommutatives Diagramm

A I

n+3 3 En+3 > G > 1
G

mit exakten Zeilen. Die daraus entstehende Abbildung

11—

O E— o

1 > G

v
v
-

K 7 Yk

. B ab ab
Q. Rz~ —» Gy

st ein surjektiver G-Homomorphismus; sei Y := Ker 9.

Satz 3.2.: Y ist kohomologisch trivial.
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Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Tatsache, daB sowohl

ﬁn+3 als auch Gk sogenannte "malleable groups" sind. Dieses

kohomalogische Konzept stammt von Kawada ﬁEﬂ. die Benennung
von Brumer kﬂ. Im folgenden wird malleable mit formierbar lber-
setzt, da "malleable" etwa "formbar, schmiedbar, schmiegsam"
bedeutet und eine solche Gruppe eine kanonische Klassenformation

liefert.

Definition 3.3.: Eiﬂe pro-endliche Gruppe E heiBt formierbar

(engl. malleable), wenn fiir alle offenen Untergruppen V ¢ U

von H, fiir die V normal in U ist, gilt:

a.) H'(u/v, v@P)

)

0,

[

v.) H2(u/v, V2P = z/(u:v)z,

c.) H2(U/V, Vab) wird von der Kohomologieklasse X erzeugt, die

b

der Gruppenerweiterung 1 — Vel U/[V,Y] —> U/V —> 1

zugeordnet ist.
Aus dem Satz von Tate und Nakayama, siehe [2@ Chap. IX §8, folgt:

Lemma 3.4.: Die Aussagen a.) - c.) sind #quivalent dazu, daB

das Cupprodukt mit > einen Isomorphismus
xu : HE(U/V,Z) —=— HT2(u/v, V3D)

der Tate'schen Kohomologiegruppen fiur alle re % vermittelt.

Satz 3.5.: Eine freie pro=-endliche Gruppe ? und die absolute

Galoisgruppe G, eines y-adiscuen Zanlkdrpers k sinu iormieroar.
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Beweis: Fir Gk folgt dies aus der Proposition von Weil-Safare-
vié, s. B]Chap. XV Th. 6, und fir freie Gruppen ist dies ein
Ergebnis von Tate, s. Kawada [ﬂﬂ Th. A. Vergleiche fiir beides

auch Brumer [6] Th. 6.1., 6.4. und Cor. 6.6..

Beweis von Satz 3.2.:

Nach Satz 3.5. und Lemma 3.4. gilt fir eine Untergruppe g von G

ab)

H'(g,6,°°) = 0 und H(g,R z1'(g,2) = 0.

n+3
Aus der exakten Sequenz

ab ¢
n+3

von G-Moduln folgt daher die lange exakte Kohomologiesequenz

0 —>Y ——>R

> G 2P > 0

A @*
0 — H2(g,Y) — H2(g, R, 5>") —> H(&,6,2") —> K (g,Y) —> 0.

n+3
~
nl

Sind U bzw. GL die Urbilder von g in En+3

weiligen Projektionen auf G, und ist in dem kommutativen Diagramm

bzw. Gk bei den je-

A ab o A
1 R'm»'p' U/En+§"n+ﬂ > 8 > 1
’ ! H
N ab > >
! > Gg > 61/ [oys 6] g > 1
X, er( R ab) der oberen und €H2( G ab) der unteren Grup-
1 1 g,;n+3 12 g» K p

penerweiterung zugeordnet, so gilt gerade @*(X1) = Xé. Da fn+3
und Gk formierbar sind, erzeugen beide Elemente gerade die je-
weiligen Kohomologiegruppen, die von der gleichen Ordnung (g:1)
sind. Daher ist ¥"ein Isomorphismus, und es gilt

H2(g,¥Y) = HO(g,Y) = oO.
Da dies fir alle Untergruppen von G gilt, erhalten wir mit ei-
nem bekannten Satz von Tate die kohomologische Trivialitdt

von Y. g.e.d.
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Wir wollen nun die Struktur der G-Moduln in der exakten Sequenz

S ab .
) —> Y — R —> K7 — 1

> ab . . A ab
fir kb = GK weiter untersuchen. Die Struktur von Rn+3 hangt

nur von G und n ab und 13Bt sich aus einer diskreten freien Dar-

stellung von G gewinnen:

Satz 3.6.: Sind

1 > Rm - Fm > G > 1
A ~
bzw. 1 rd Rm ~> Fm - G > 1

zwel beliebige Darstellungen der endlichen Gruppe G durch eine
freie diskrete Gruppe F bzw. eine freie pro-endliche Gruppe ﬁm’
mit m freien Erzeugenden, so gilt die ﬁkﬂ-lsomorphie

o~ ab ~ 5 ab
R = Z®Rm .

Beweis: 1Induziert die obere Sequenz durch pro-endliche Ver-
vollstAndigung gerade die untere, so folgt die Aussage unmittel-
bar, siehe auch den Anhang iliber pro-endliche Vervollstindigun-

gen. Ist aber

1 > Ré > Fé > G > 1
eine weitere Darstellung von G durch eine freie diskrete Gruppe
mit m freien Erzeugenden, so folgt fiir jede Primzahl q die
Isomorphie
Zq@R[;]ab x zq@Rmab
und wegen 2 = leq damit auch die Isomorphie ﬁ@R&lab = '/?@Rmab

aus den folgenden beiden Lemmata:
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Lemma 3.7.: Sei 1 — Rm > Fm - G > 1

eine Darstellung der endlichen Gruppe G durch eine freie dis-
krete Gruppe Fm mit m freien Erzeugenden. Dann gibt es eine

exakte Sequenz von %[G]-Moduln

0 — & 2P > 2[q™ > I, — 0,

wobei I, = {Za se3[g); Za_ = O} das Augmentationsideal von
G seb S el O
3[6) ist.

Beweis: Dies folgt z.B. aus der Gruenberg-Aufldsung von %, D(ﬂ
Chap. 3 Th. 2 und die Bem. auf p.37, oder aus Ergebnissen von

Lyndon [22] §4.

Lemma 3.8.: Sind 1 — R > F —> G 1

und 1 —> R

Darstellungen der endlichen Gruppe G durch freie diskrete Grup-
pen mit m bzw. k Erzeugenden, etwa k > m, so gilt fiir eine Prim-
zahl q die zq[c] ~Isomorphie

ab . ab
qu@Rk E- Zq@ Rm

e zfgk™m,

Beweis: Aus Lemma 3.7. folgt mit dem Lemma von Schanuel

R @ " ¥ R e [t

durch Tensorieren mit Tq also
ab -7 M ~ ab k
Z,8R, @ zq[G] Tz @R, ® 7 qg;] .

Der semi-lokale Kiirzungssatz 1.5. liefert dann die Behauptung.

Wir setzen im folgenden fiir eine Primzahl g (Rmab)q i= ZqORmab
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Bemerkung 3.9.: Uber den sogenannten Relationenmodul Rmab gibt

es umfangreiche Literatur; seine G-Struktur ist mit interessan-
ten gruppen- und darstellungstheoretischen Problemen verkniipft,
s. Gruenberg [11] . Wahrend nach den obigen Lemmata die Zﬁ&]-Struk-

tur von (Rmab)q nicht von der Wahl der freien Darstellung

1 - Rm - Fm - G > 1
abhingt, weiB man nicht, ob dies allgemein auch fiir die 3[G]-

Struktur von Rmab gilt, vergl. [11] Lect. 5.

Aus der exakten Sequenz von G-Moduln

~ el N
11— — Y7 —>0

erhalten wir fiir eine Primzahl q # p die exakte Sequenz der

g~primdren Anteile

1 ﬁ,«Kq > K*(q) — 3, —0,

wobei fkq die Gruppe der in K enthaltenen Einheitswurzeln von
gq-Potenzordnung bezeichnet. Diese Sequenz zerfdllt im allgemei-
nen nicht, aber die Struktur von ﬁz(q) kann auf andere Weise
leicht angegeben werden: ﬁ‘(q) ist isomorph zur pro-g-Vervoll-
stdndigung von K', und da U; eine pro-p-Gruppe ist, ist die pro-
g-Vervollstdndigung von K* gleich der von K*/U;. Da K*/U% ein
endlich erzeugter Z-Modul ist, folgt die Zﬁﬂﬂ-lsomorphie

A

K@) = 7@ (/y),
vgl. den Anhang. Die G-Struktur von K'/U; ist aber einfach: Die
Verzweigungsgruppe G1 von G operiert trivial auf diesem Modul,
und fiir die Operation der zahm-verzweigten Gruppe G/G1 siehe
Hasse BZ] §16. Unser Interesse gilt daher dem p-primiren Anteil

A(K) von K*. Fir ihn erhalten wir nun als Hauptergebnis dieses

Paragraphen:
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Satz 3.10.: Seil k ein g—adischer Zahlkorper vom Grad n iiber Qp,

K/k eine endliche galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G und

1 Ry = F 3 —> G ——> 1

n+3
eine Darstellung von G durch eine freie diskrete Gruppe Fn+3
mit n+3 freien Erzeugenden. Dann gibt es eine exakte Sequenz

ab)

0 —> zp[e]z — (R > A(K) 0.

n+3 p

Beweis: Aus der exakten Sequenz von G-Moduln

> ab

A
0 —— Y — R 3 —> K* — 0

erhalten wir mit X := Y(p) die exakte Sequenz

ab)

0 —> X —> (R p——7A(K)———>O

n+3

der p-primiren Anteile. X ist torsionsfrei als Untermodul von

(R ab) und nach Satz 3.2. kohomologisch trivial, nach Lemma

n+3 bl

1.4. also projektiv. Um zu zeigen, daB X = Zﬂ@]z ist, geniigt es
daher nach dem Lemma von Swan, zu zeigen, daB Qp®x = QJ@]Z ist.
Aus Lemma 3.7. und der kanonischen exakten Sequenz

0 > 1

G > 2] A5 3 —— 0

folgt durch Tensorieren mit Qp leicht

ab) ~

Qp®(Rn+3 P

ab 5 n+2
Bz Ry,5 T Qfl ® Q.
Dies ist ein klassisches Resultat von Gaschutz,Avergl. Bﬂ Th. 2.7..
Andererseits folgt aus der exakten Sequenz

; — A(K) > 7 > 0

1 > U
und Satz 2.1. b.) die Isomorphie

=4 1 ~ n
Qp®A(K) ¥ Q,QU 8 Q, = QJG] ® Q.

Aus der Isomorphie QD®X ® QPQA(K)

ab
Qp®(Rn+3 )p folgt daher

. - 2
n d T = . .e.d.
in der Tat Qp@X Qp[cj q.e.d



Fiir repulidre Korper K erhalten wir aus diesem Satz die voll-
stindige Beschreibung der ZJ@ -Struktur von A(K); insbesondere

zeipt es sich, daB diese nur von n und G abningt:

Satz 3.11.: Sei K/k eine endliche jaloissche Erweiterung regu-

l4irer g-adischer Zahlkorper iiber Qp und n =[k:QQ, dann gilt:
a.) G = Gal(K/X) kann durch n+2 Elemente erzeugt werden.

b.) Ist 1 — R ., — F o, — G —> 1 eine Darstellung von
G durch eine freie diskrete Gruppe Fn+2 mit n+2 freien Er-
zeugenden, so gilt die ZJﬂ -lsomorphie

ab) .

A(K) @ Zp[G] T (R 0

n+2

c.) Wird G von n+1 Elementen erzeugt und ist

1 —>R P > G > 1

n+1 n+1
eine Darstellung mit einer treien Gruppe Fn¢1 mit n+1 frei=-

en Erzeugenden, so gilt die Zdﬂ -Isomorpnie

ab
)P

a(k) = (Rn+1
Beweis: a.) folgt mit den gleichen Schliissen wie im Beweis von
Satz 3.1., wenn man beachtet, daf fiir reguldres K nach Satz 2.2.
d.) dg(us) = n fir die Einseinheitengruppe des Verzweigungs-
korpers V von K/k gilt, wobei G = Gal(V/k) ist.

Fiir das weitere ist entscheidernd, daf bei reguldrem K der Mo-
dul A(K) torsionsfrei ist; daher ;ilt Ext; GﬁA(K),ZJG]Z) = 0,
vergl. Gruenbersg b(ﬂ §10.1 Prop. 3, d.h., die Sequenz aus Satz

3.10. zerfdllt, und wir erhalten

A(K) @ Zp[632

R

(R ..2P)

n+3 P
Alles weitere folgt aus Lemma 3.3. und dem semi-lokalen Kurzungs-

satz.
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Der Vollstdrdigkeit halber soll noch erwdhnt werden, daB sich

das Ergebnis von Lesev Bi] noch verschirfen 1lA8t:

Satz 3.12.: Sei K/k eine endliche galoissche Erweiterung regu-
lirer g-adischer Zahlkdrper iber @, G = Gal(K/k) und n = [k:@p],

dann sind die folgenden Aussagen Aquivalent:

~ s n
a.) A(X) ¢ 7, @ Zpﬁ}] .

b.) G besitzt eine zyklische p-Sylowgruppe Gp und die Verzwei-

gungsgruppe G1 liegt im Zentrum von G.

Beweis: Sei Gp eine p-Sylowgruppe von G, dann folgt mit der
lokalen Klassenkdrpertheorie aus a.):
Gpab = 8%, k") ¥ f°c,,a() = #/ (o)
Dies kann nur sein, wenn Gp zyklisch ist. Weiter folgt aus dem
kommutativen Diagramm
B (6, AK)) —2F— (6, 4(0))
13 A%(6,K*) (p)
6, ——— ¢2%(p)
daB die untere, von der Inklusion Gp ¢ G induzierte Abbildung
ein Isomorphismus ist. Aus der Injektivitdt folgt Gpn[G,G] =1,
also auch[G1,G] = 1, denn da G1 Normalteiler und p-Gruppe ist,
gilt [c1,c] € Gy € G,; dies bedeutet abver gerade, daB G, im Zen-
trum von G liegt.
Ist umgekehrt b.) erfiillt und GO die 'ragheitsgruppe von G,
so folgt zunichst Go = G1 b g GO/G1, und dies ist eine Zerlegung
in G/G,-Moduln. Da Gy wnd G/G, zyklisch sind und die Ordnung
von GO/G1 prim zu p ist, erhdlt man weiter leicht, daB die von

der Inklusion induzierte Abbildung Gp —_—> Gab(p) ein Isomorphis-
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mus ist, insbesondere pilt

ee,n0) & (e = #/ (e ).
Sei z ¢ A(K) derart gewshli, daB die Restklasse von z die Gruppe
ao(G,A(K)) erzeugt. lst Z der von z erzeugte Untermodul und

¢ = A(K)/7, so gilt 2 = zp, und C ist torsionsfrei, da A(K)

'

torsionsfrei und z keine p-Potenz ist. wWegen H-1(GP,A(K))

H1(GD,A(K)) =0 = H1(G,Z) ernalten wir die exakte Sequenz
a 1 N ~
0 —> H-1(Gp,C) — HO(Gp,Z) SEEN HO(Gp,A(K)) — H°(Gp,c) —s 0,

in der die Abbildunp i* nacn wanl von 2z ein Ilsomorphismus ist.

Daraus folpt H-1(Gp,C) = QO(GP,U) = U und also die kohomologi-~-

sche Trivialitdt von C unter G, da C p-primiAr ist. Weiter folgt
aus der exakter Sequenz

€2 0 — = & — A(K) ——> ¢ —— 0

n

durch Tensorieren mit Qp die ‘Isomorpnie QD®(: QJﬂ'ﬂ Daraus

folgt mit Bemerkung 1.7. b.) C ¥ ZJQ]”, weiter zerfsllt die

Sequenz (%), und wir erhalten a.). q.e.d.
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§4 Die absolute Galoisgruppe P-adischer Zahlkorper.

Sei in diesem Paragraphen k ein g-adischer Zahlkorper vom Grad
n und Restklassengrad f uber Qp, ¥ ein algebraischer AbschliuB
von k und G, = Gal(k/k) die absolute Galoisgruppe von k. Sei
ferner V der Verzweigungskodrper von ¥/, also das Kompositum
aller endlichen zahm-verzweigten Erweiterungen von k in ¥ und
Vv, = Gal(kK/V) die Verzweigungsgruppe von G .

Nach Iwasawa [14] ist g = Gal(V/k) eine pro-endliche Gruppe mit

zwei Erzeugenden 6 und 7 und der definierenden Relation

f
sxgt - P

d.h., die totale pro-endliche Vervollstindigung einer diskreten
Gruppe mit diesen Eigenschaften. Dies folgt, da g der projektive
Limes der Galoisgruppen aller endlichen zahm-verzweigten Erwei-~
terungen von k ist, leicht aus den Resultaten von Hasse BZ] §16.
Die von T erzeugte abgeschlossene zyklische Untergruppe g ist

o
ein Normalteiler, und es gilt

4;0 = T z..

q#p ¢
Die Faktorgruppe g/ﬁ% ist als Galoisgruppe der maximalen unver-

zweigten Erweiterung von k isomorph zu ﬁ.

1 Jd.2 E ilt d = 1.
Satz 4 s g c p(g) 1

Beweis: Aus der exakten Sequenz 1 —> ?o —_— g——-» Z—>0
folgt mit Serre [27] I 3.3. Prop. 15:

cdp({f) < cdp(go) +edy(d) =0+ 1 =1,
da die p-Sylowgruppe von ﬁb trivial und % eine freie pro-p-

Gruppe ist; cdp(g) = 0 ist offenbar nicht méglich.
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Satz 4.2. (Iwasawa): Vk ist eine freie pro-p-Gruppe und die

exakte Sequenz 1 Vi > Gy - ? » 1 zerfalit.

Beweis: Wir verkiirzen den urspringlichen Beweis von Iwasawa DQ,
indem wir Ergebnisse aus der Galoiskohomologie benutzen.

Als projektiver Limes der Verazweigungsgruppen endlicher Erwei-
terungen ist Vk offenbar eine pro-p-Gruppe. Da der Restklassen-
kdrper von V algebraisch abgeschlossen ist, ist die Brauergruppe
von V gleich Null, s. [26) Chap.x1I §3 Prop. 3; und da dies auch
fiir alle endlichen Erweiterungen von V gilt, ist Cdp(vk) <1,

s. Serre Erﬂ Chap. I1 Prop. 5. daraus folgt wiederum, daf Vk
eine freie pro-p-Gruppe ist, s. Ei} Chap. 1 4.2. Cor. 2.

Die Sequenz zerfiallt wegen cdp(g) =1, s.l}ﬂ Chap. I Prop. 16.

Dieser Satz liefert natiirlich noch nicht die Struktur von Gk;
dazu miite man noch die Wirkung der inneren Automorphismen von

Gy auf Vi kennen. Immerhin weifl man, wie § auf Vkab operiert,

indem man die Ergebnisse aus §2 benutzt:

Sei & eine offene Untergruppe von 9 und K = Vm,die entsprechen-

de zahm-verzweigte Erweiterung von k mit Galoisgruppe G = ﬁﬁ%,
; unter dem univer-
sellen Normrestsymbol wk die Verzweigungsgruppe von GKab, siehe

dann ist das Bild der Einseinheitengruppe U

Serre Pé]Chap. XV Th. 2. Diese ist aber nach dem Lemma von Her-

brand das Bild der Verzweigungsgruppe von GK in GKab, die Ver-
zweligungsgruppe von GK ist aber ebenfalls Vk wegen K ¢V, Wir

erhalten daher einen Zgﬂ -Isomorphismus

Wy
Ug ——> Vo Gl/ oy 6
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Fir einen Oberkdrper V2 L 2K erhalten wir nach der Klassenkor-

pertheorie ein kommutatives Diagramm

——— V[ o)/ o0y

NL/Kl kan.
—_— .
K Vilogo ol by 6]
Der projektive Limes der rechten Gruppen ist Vkab; dies folgt
ab
wegen lim # = 1 und der Exaktheit des projektiven Limes fiir pro-
e

endliche Gruppen aus den exakten Sequenzen

1 —— V, [oy» G/ [6y G ] > 60— ¥2° > 1
und der Tatsache, daB filr ein projektives System (H,LEA von pro-
endlichen Gruppen Q;lg H“ab = ( dim Hg)ab gilt; dies ist dual
zur Eigenschaft l}£5H1(H,,Q/2) = H1( iim H,Q/2). »

Wir erhalten also einen topologischen Isomorphismus

ab o~ : 1
Vi = lim Uy
K/k endl.
zahm=-verzweigt
wobei der projektive Limes iliber die Normen zu bilden ist.

Vkab ist ein Modul Uber dem komplettierten Gruppenring

Zpﬂgﬂ - A Zp[?/ae]
wobei die Abbildungen des projektiven Systems vén den kanonischen
Projektionen der Gruppen induziert werden, vergl. Brumer Eﬂ.
Fassen wir auch die Einseinheitengruppen Ué in natirlicher
Weise als Zpﬁgﬂ-Moduln auf, durch die Projektion von Zpﬂgﬂ auf

ZJ@], so ist der obige Isomorphismus ein Zp[%ﬂ-lsomorphismus.
Aus Satz 2.3. folgt nun: )



Satz 4.3.: Es gibt eine exakte Sequenz von %pﬂ%ﬂ-MOduln

0 S zpﬁﬁﬂ > zpﬂg " 2 — 0.
I1st C eine primitive Einheitswurzel von maximaler p-Potenzord-
nung in V und g e Zp sowie h eine (p-1)-te Einheitswurzel aus 2p

mit 6y = ¢k g = o,

so0 gibt es genauer eine exakte Sequenz

n

0 ——> Zpﬂ(é]] b ————-)‘i pﬂ«?]} b, —— vkaLb —0

Z
=0
b — (6-g)b, + (T-n(1+p°))0, ,

ab . N - - ; . .
" besitzt Zp[gﬂ-ﬁrzeugende Yor =ees¥p mit der einzi-

d.h., V
gen definierenden Relation

7,078 §1T'h(1+ps) = 1.
Beweis: Zunichst ist die Gruppe /w der in V enthaltenen Ein-
heitswurzeln von p-Potenzordnung endlich, da die Erweiterung
Qp(cf”)/Qp’ die durch Adjunktion aller Einhe;tswurzeln von p-
Potenzordnung entsteht, rein-verzweigt ist. WAhlen wir in Satz
2.3. fur alle zahm-verzweigten Erweiterungen K/k, die /w ent-
halten, die Darstellung von Ué mit den oben beschriebenen g
und h, so folgt die Aussage des Satzes durch {bergang zum pro-
jektiven Limes, da diese U; ein cofinales System bilden und

fir Kérper K' 2 K mit G' = Gal(K'/k) und G = Gal{K/k) die ent=-

stehenden Diagramme

0 — 2fe] — 27 ™" > Upy —> 1

P

r
0 > 2.40] > zd@]“*1 Uy —— 1

mit den kanonischen Projektionen pr kommutativ sind.

v
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Corollar 4.4.: Vk wird als Normalteiler von Gk von n+1 Elemen-

ten erzeugt.

Dies folgt sofort aus Satz 4.3. und dem folgenden

Lemma 4.5.: Sei 1 > H - E > G > 1 eine exakte
Sequenz von pro-endlichen Gruppen mit einer pro-p-Gruppe H, dann

sind die folgenden Aussagen Aquivalent:
a.) H wird als Normalteiler in E von s eevs Yy erzeugt.

b.) Hab wird als ZpﬂGﬂ-Modul von den Restklassen 51, ooy im

der ¥ erzeugt.

Beweis: Sei H' der von y,, ceo¥p (topologisch) erzeugte Nor-
malteiler. Nach dem Burnside'schen Basissatz, vergl.[éﬂ Chap. I

Prop. 23, ist die Inklusion i: H' “—— H genau dann surjektiv,

..,ab ab

wenn die induzierte Abbildung i:H — H surjektiv ist.
Da H' alle Konjugierten der ¥y enthdalt und abgeschlossen ist,

ist Im 1 gerade der von den §i erzeugte Zp[Gﬂ-Untermodul.q.e.d.

Zur weiteren Untersuchung der Galoisgruppe Gk konstruieren wir
nun eine Gruppe Pg, die G, besser angepaBt ist als eine freie
Gruppe, aber noch gewisse universelle Eigenschaften besitzt:

Freie Produkte pro=-endlicher Gruppen wurden von Neukirch in[?@
eingefiihrt. Das freie pro-endliche Produkt G¥H pro-endlicher
Gruppen G und H ist dadurch charakterisiert, daB es G und H als

Untergruppen enthdlt und jeder Homomorphismus
f: G¥H —— 2

in eine pro-endliche Gruppe Z eindeutig durch zwei Homomorphismen
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g G —m> L und h: H——— ¥
bestimmt ist, nAmlich durch die Restriktionen von f auf G bzw.

auf H. Wir schreiben dafir im folgenden
f = (u,b).

A
Sei F

n+d eine freie pro-endliche Gruppe mit n+1 freien Erzeu-

«eey2_. Das freie Produkt

n
A
Ry ¥ 9

und g kann auch als die totale Vervollstandigung der

genden 2

~
von bn+1

diskreten Gruppe mit Erzeugenden r ceesTpy und t und der

0’
definierenden Relation sts-1 = tP aufgefaBt werden, s.d. Anh..

Sei 72 der Kern der kanonischen Projektion
. A
M2=(1J®: @Hﬁg———??
dann wird Z als Normalteiler in §n+1'5 von Zyr eeesZy erzeugt,
s. Neukirch Pé}Satz 1.2.. Sei 1 der Normalteiler von 7, fiir den

72/1 = 72(p) die maximale pro-p-Faktorgruppe ist, so ist I auch

Normalteiler in §n+1‘§ , und wir erhalten aus der exakten Seguenz
1—————72-——»1’.«\'1)”*? ———-—)5———)1
mit P := %2(p) = Z/I und Pg s= §n+11§ /1 die induzierte Sequenz

1 > P 7P? %? > 1,

Sind Xyr eeesXy die Bilder von gz

veey2 in P, so wird offen-

o’ n

bar P als Normalteiler in Pg von den X5 erzeugt., Wir wollen nun

die Gruppe P% untersuchen und charakterisieren:

Satz _4.6.: Es gilt:
a.) Cdp(P%) = 1.

b.) P ist eine freie pro-p-truppe.
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ab

P ist ein freier Zpﬂgﬂ—Modul mit Basis io’ ""in’ wobei

ii = xJ?,ﬂ das Bild von x; in P?° bezeichnet.

In der Kategorie der Gruppenerweiterungen E von gxnit einer

pro-p-Gruppe H, in der die Morpnhismen kommutative Diagramme

> B > § — 1

1

1 > H! > B ? > 1

sind, ist 1 —™ P — P% — g-——% 1 freies Objekt, und

zwar frei auf x ceeaXpe Dies bedeutet, daB P von Xor eesX

o’ n
als Normalteiler in Pg erzeugt wird und daB es zu jeder
Gruppenerweiterung 1 — H — E —> ; —> 1 und jedem

Tupel (to, cearty ) mit t; € H einen Morphismus

fi > By 9 1

I
mit £f(x;) = t; gibt.

1 >

1

> E ;9 —> 1

Die Gruppenerweiterung 1 — P —> pg —_ 5 —> 1 (und
daher auch die Gruppe I%) ist durch die Eigenscnaft d.)

bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei A ein endlicher, p-primirer P%-Nodul Operiert

A
F

n+1

§ durch triviale Operatlon von 1 auf A, so gilt

H (FnH:g ,A) = H (I-‘n+1,A) x H (; ,A) =

vergl. Satz 4.1. und Neukirch @4] sowie

H'(1,4) = Hom(I,A) =

wegen I(p) = 1. Aus der Hochschild-Serre-Spektralsequenz

H' (1, A)?——-)H (Pg ,A) —— H (Fn”yA)

vergl. 27 1 2.6., folgt daher H2 (Pﬁ ,A) = 0. Da dies fiir alle
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endlichen, p-primdren Pﬁ -Moduln A gilt, folgt Cdp(Pj) < 1, we-
gen P £ 1 also a.).

Daraus folgt fiir die abgeschlossene Untergruppe P cdp(P?.é j,
also b.). Wir zeigen nun zunidchst d.): ‘

Sei 1 —> H —> E = f —> 1 und ein Tupel (t_, ...,t;) mit
tie H gegeben, dann gibt es nach der universellen Eigenschaft
freier pro-endlicher Gruppen einen Homomorphismus

h: §n+1
mit h(zi) =t Weiter gibt es wegen cdp(?) = 1 einen Schnitt

— H—— &

s: ? — E
von T, Wir erhalten damit einen Homomorphismus
f' = (h,s): ﬁnﬂ*f——_)E’
der wegen FTof' = (Teh,Tes) = (1,1d) = pr, ein kommutatives
Diagramm
1 — ——)§n+1*; ——9?-—)1

Z
ftl fcl
H > B

1 —

ﬁg > 1
induziert. Da H eine pro-p-Gruppe ist, faktorisiert sich f'
iiber P = Z(p) und wir erhalten den gewiinschten Morphismus

g/
|
>4

>
?

> P
fl f

i >

1

— 1

g

1

mit f(xi) =t

c.): Da P als Normalteiler in Fj von x e Xy erzeugt wird,

o’
gibt es nach Lemma 4.5. einen surjektiven Zp[?ﬂ-ﬂomomorphismus

n
(T * ab : - -
gt inoz'p[gI] b, —» P mit  g(b;) = X,.

Wenden wir d.) auf die zerfallende Erweiterung

n
0 — @z, > E %f > 1
i@opﬁgﬂl
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an, so erhalten wir andererseits einen Zb[éﬂ-ﬂomomorphismus
F.opad f%%zpﬂgﬂbi mit f(ii) = b,
Wegen fog = id ist g also auch injektiv und liefert den gewiinsch-
ten Zpﬂgﬂ-lsomorphismus.
e.): Sei 1 — H—E — 5 < 1 eine Gruppenerweiterung,
die in dem unter d.) beschriebenen Sinne frei auf {to' ...,tn}

< H ist, so erhalten wir zunichst einen Morphismus

1 > H > E 9 > 1
fl fl ”
1 > P o 5 — 1

i Weiter folgt wie unter c.), daB auch Hab ein

mit £(t;) = x
freier ZPHSB-Modul mit Basis Eo’ ""{n ist, T

i
ist die induzierte Abbildung f: Hab —_— Pab ein Isomorphismus.

= ti[H,I-ﬂ . Daher

Dies zeigt, daB f surjektiv ist und daB in der Spektralsequenz

0 —— 11(p,2/07) < H'(H,7/p%) —> 1 (K, %/ p5)T —> H2(P, 3/ p3)
mit K = Ker £ die induzierte Abbildung £* ein Isomorphismus ist.
Da wegen cd (P) = 1 H2(P,2/pZ) = O ist, erhalten wir H'(K,2/p?)f
= 0. Da P eine pro-p—Grupbe ist, folgt hieraus H1(K,Z/pZ) =0,
vergl. [27] I Prop. 20, also K = 1. q.e.d.

Bemerkung 4.7.: Man iliberlegt sich leicht, daB P gerade eine

"freie Operatoren-p-Gruppe mit n+1 Erzeugenden und dem Opera-

torenbereich 5" ist, wie sie von Koch in[?@ definiert wurde.

Wir betrachten nun wieder die absolute Galoisgruppe G, von k.
Seien y,, ...,¥, €V, Liftungen der Zpﬂgﬂ—Erzeugenden Yoo +ves¥p
von Vkab aus Satz 4.3., dann gibt es nach Satz 4.6. d.) einen

derart, daB

Homomorphismus ¥ : P? —_— Gk mit ?(Xi) =¥
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das folgende Diagramm kommutativ ist:

1 7II> > P f > 1
K |
1 >V > Gy ﬁ>§ > 1.

Da die induzierte Abbildung @: Pab _ Vkab surjektiv ist, ist
auch G’surjektiv. Sei N = Ker ?, dann ist N offenbar in P ent-

halten und damit eine pro-p-Gruppe. Wir behaupten nun:

Satz 4.8.: Als Normalteiler in 13 wird N von einem Element er=-

zeugt.

Beweis: Aus der exakten Sequenz
(e
1 > N » P = Vi —> 1

folgt wegen Cdp(vk) = 1 die exakte Sequenz von ;—Moduln

1 1 1 P
H (P, V4 — 0
0 — H (V),Q,/%)) — H (P,Q,/2)) BN, Q/2)" —
und dual dazu die exakte Sequenz von Zb[?ﬂ-Moduln

- b _ ¢ ab
0 — /[N, F] > P? > v, 2

> 0.

n
Es gilt P27 = (-B?xp[[gﬂii und %(%;) = 7, ; ein Vergleich mit
i=0
der exakten Sequenz aus Satz 4.3. ergibt daher
N/[N,B] zp[((ﬂ.

Tst we N derart gewdhlt, daB w[N,P] ein Zpﬂgﬂ—Erzeugendes von

"

N/[N,P] ist, so erzeugt w N als Normalteiler in P, : Dafir ist

nach Lemma 4.5. zu zeigen, daB der Zp[bkﬂ-ﬂomomorphismus
ab . -
Vo Zp[Gk]] — N mit Y(1) = w = w[N,N]

surjektiv ist, oder, #quivalent dazu, daB die duale Abbildung
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A o /s g
Yiow'(n,ey/u,) —— Hom(% 6, ], e/2)

*
injektiv ist. Nach Wahl von w ist aber die Restriktion von L4

Vi 1 Vk - Vk
%k T
v : H (N’Qp/zp) _— nom(Zp[CkB,Qp/Zp)

l l

Hom(N/[N, 2], @,/ 2)) —=— Hom(zp[jﬂ,op/zp)

injektiv, also (Ker ¥*) K _ 0. Da Ker ¥ ein p-primirer Torsions-
modul und V, eine pro-p=-Gruppe ist, folgt daraus Ker A= 0,
vergl. [27] I Prop. 20. q.e.d.

Bemerkung 4.9.: Mit etwas weitergehenden Betrachtungen kann man

sogar zeigen, daB das obige VY ein Isomorphismus ist; d.h., es

gilt ¥° = 7 Jc.].

Da P% im wesentlichen, d.h., bis auf die Vorgabe der pro-p-lo-
pologie im Kern P, eine Gruppe mit n+3 Erzeugenden und einer de-
finierenden Relation ist und Gk aus Pg durch eine zusitzliche
Relation hervorgeht, konnen wir das Ergebnis dieses Paragraphen

folgendermaBen aussprechen, vergl. hierzu Eﬂﬂ Satz 1 :

Satz 4.10.: Die absolute Galoisgruppe Gk eines g-adischen 4ahl-
korpers vom Grad n lber Qp ist eine pro-endliche Gruppe mit n+3
Erzeugenden und zwei definierenden Relationen. Wihlt man die
Erzeugenden Yor seos¥p» 6 und T wie oben beschrieben, so erhilt

man die definierenden Relationen
f
cret = 2P
s
- h(1 -
[Vor 6175 [y v, A

mit r'e Wk,vg] und den Konstanten g, h und s aus Satz 4.3..
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Beweis: Man beachte dazu nur, daB nach Satz 4.8. und Satz 4.3.

die unbekannte Relation w die Gestalt
s
-1 =g -1 -nh(1
wos oy 6y Cry g P mea v, v ]

haben mufl.

Die Bestimmung des Restterms r' ist ein AuBerst schwieriges
Problem; eine LOsung dieses Problems mit Methoden Zhnlich denen
von Koch[?d]und Jakovlev Bﬁ]scheint mir jedoch nicht unmdglich
zu sein. Nach ersten Untersuchungen und aus der Kenntnis der
DemuBkin-Relation fiir die maximale p-Erweiterung und der Koch'
schen Relation fir die maximale Erweiterung ohne zahme Verzwei-
gung, siehe kxﬂ, mochte ich vermuten, daB die zweite Relation

flir gerades n die Form

= [yo’c] y08_1 [y1 1] y1h(1+p8)-1 [3’1'@@3’3’4] ot [yn-1’yr]
besitzt. Fir p £ 2 und eine primitive p-te Einheitswurzel Cp
wire dann z.B. die absolute Galoisgruppe von Qp(ZL) durch die
Relation

{yo'GJ[y1'?]’y1p'[y1'y?:)[y?yd]"'[yn—vyx] =1

gegeben.
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Anhang: Pro~-endliche Vervollstadndigungen.

I. Sei G eine Gruppe, dann wird die totale pro-endliche Vervoll-
standigung G von G definiert als der projektive Limes iiber alle

endlichen Faktorgruppen von G:

?

G = lim G/U
‘_

U= G
(G:U)<e

wobei die Homomorphismen des projektiven Systems die kanonischen
Projektionen

G/V —» G/U fiir Vveu
sind. 6 ist gerade die separierte Vervollstandigung von G beziig-
lich der Topologie, die von den Untergfuppen von endlichem Index
in G erzeugt wird. Dadurch oder auch durch die universelle Ei-
genschaft des projektiven Limes erhilt man eine von den kanoni-

schen Projektionen G —» G/U induzierte Abbildung
N
?G: G —> G.

Im % ist dicht in 6 und Ker % ist gerade der Durchschnitt al-
ler Normalteiler von endlichem Index in G. Die pro-endliche Ver-

vollstindigung hat die folgende

Universelle Eigenschaft

Ist H eine pro-endliche Gruppe und f: G —— H ein Gruppen-
homomorphismus, so gibt es einen eindeutig hestimmten stetigen

Homomorphismus f: 6 —> H derart, daB das Diagramm

G ————2—9 H
7G(L /

kommutiert.
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Dies ergibt sich z.B. aus der Definition von G als separierte
Komplettierung von G.

Ist f: G —— G' ein Gruppenhomomorphismus, so erhilt man
durch die universelle Eigenschaft genau einen stetigen Homomor-
phismus £ = Z;T:f : g _ 6“ derart, daB das Diagramm

¢ —— g

o0 6o,
G -—-2;——> G*
kommutativ ist. Daraus folgt nun:
1.) Ist Gr die Kategorie der Gruppen und Pr die Kategorie der
pro-endlichen Gruppen (mit den stetigen Gruppenhomomorphismen

als Morphismen), so ist die pro-endliche Vervollstidndigung

¢: Gr ——>

(]

ey
A~~~

) @) |:sj

[}

ein kovarianter Funktor.

2.) Ist V: Pr ——> Gr der VergiBfunktor, so ist C linksad-
jungiert zu V.

Denn aus (¥ folgt gerade, daB
7 : -Idgz —> VeC mit den Komponenten ?G

eine natiirliche Transformation ist; und die universelle Eigen-
schaft besagt, daB n.: G —> C(G) wuniversell fiir den Ver-
giffunktor ist. Damit folgt die Behauptung aus einem Kriterium
fir Adjungiertheit, s. etwa 5.Mac lLane, Kategorien, Berlin-

Heidelberg-New York 1972, p.86 Satz 2.

Corollar C respektiert Colimites, also insbesondere Coprodukte

und Epimorphismen.
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Beweis: Dies gilt fiir jeden linksadjungierten Funktor, siehe

S. Mac Lane, Kategorien, p.124 Satz 1 und p.126 oben.

Da die Coprodukte sowohl filir die diskreten als auch fiir die pro-
endlichen Gruppen gerade die freien Produkte sind, erhalten wir

insbesondere:

Corollar: Sind G und H Gruppen, so gibt es eine kanonische
Isomorphie

B = dwh.

II. Ist A eine endlich erzeugte, abelsche Gruppe, so gilt of=-

fenbar kanonisch

R = lim A/nA 2 lim (3/n2®4A) = (lim 2/n2)@A = Z@A.
n n n

Ist G eine endliche Gruppe und A ein endlich erzeugter 3[G]-
Modul, so kann A in genau einer Weise zu einem G-Modul gemacht

werden derart, daB die Abbildung
A
7A= A —m>A
ein G-Homomorphismus ist und die Operation von G auf X stetig
ist. Die Isomorphie
A A
A = ZQ@®@ A

ist dann eine G-Isomorphie, und fiir einen G-Homomorphismus

f: A ——— B 2zwischen endlich erzeugten ZG -Moduln ist das

Diagramm
A—LI 53
| o |
1@f

QA ——> Z®B

kommutativ.
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III. Ist 1 R F G 1 eine exakte Se-

quenz von Gruppen mit endlicner Gruppe G, so ist die Sequenz

1 5 R > 7 G 1 der Vervollstdndigungen

exakt, und man erhzlt das kommutative Diagramm

1 > R > F > — 1
ANEEAE
n N
1 > R - I > > 1.
Die induzierte Abbildung
aR: Rab ﬁab

ist ein G-Homomorphismus, und die Operation von G auf ﬁab

ist
stetig. Da sich weiter offenbar ﬁab mit ggb identifizieren 148t,
und §R mit ?Rab, erhalten wir mit den Uberlegungen unter Punkt
II die %Eﬂ-Isomorphie

R2® 7 @R3P,
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