Uber die Konvergenz verallgemeinerter HiLLscher Determinanten

Von R. MENNICKEN und E. WAGENFUHRER in Regensburg

(Eingegangen am 12. 8, 1974)

Einleitung

Um die Determinante einer unendlichen Matrix
A=(ay); Yzw. A=(oyz) 2
zu definieren, betrachtet PoINcarE in [10] zu A die endlichen ,,Abschnitts-
matrizen’

4,= (‘X-ij)g bzw. A4,= (05)% 0

und hierzu die Folge (det 4,); der Determinanten dieser endlichen Matrizen 4,,.
Konvergiert diese Folge, so bezeichnet PoiNcar® diesen Grenzwert mit det A
und spricht von der ,,unendlichen Determinante‘* der Matrix 4.

Speziell fiir die Klassen unendlicher Matrizen, deren Elemente der Be-
dingung

(0.1) 2 loegj— 0] <=0
2,3

geniigen, beweist PoiNcaRE in [10] die Existenz dieses Grenzwertes, also die
Existenz der unendlichen Determinante det 4. Derartige unendliche Matrizen
nennt voN KocH, der hierzu in einer Reihe von Arbeiten — vgl. etwa [5], [6] —
eine zur Theorie endlicher Matrizen vollig analoge Determinantentheorie ent-
wickelt, normal; genauer spricht er nahezu ausschlieBlich von normalen unend-
lichen Determinanten. Wegen ihrer Bedeutung im Zusammenhang mit der
Hiischen Differentialgleichung — siehe z. B. [8] oder [14] — bezeichnet sie
MENNICKEN in [9] als (unendliche) Hirrsche Matrizen bzw. Determinanten.

Die Ergebnisse von voN KocH werden von BoBR in [1] und CoHEN in [2], [3]
auf die umfangreichere Klasse unendlicher Matrizen verallgemeinert, deren
Elemente mit 1 =p, ¢g=<, 1/p+1/g=1 die Summierbarkeitsbedingungen

(0.2) 2 Joty;— 1] < oo, 2 (2 ’aij_aijlp)5<°°

i
erfiillen. Da (0.1) die Beziehungen (0.2) fiir beliebige zugelassene p, g nach sich
zieht, bezeichnen die Verfasser derartige Matrizen als verallgemeinerte Hirrsche
Matrizen bzw. Determinanten.
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Ausgehend von der Theorie FrEpHOLMscher Integralgleichungen, entwickeln
Ruston [12], GroTENDIECK [4], LEzanski [7] und SIRORSKI [13] eine Deter-
minantentheorie fiir gewisse lineare beschrinkte Operatoren in (abstrakten)
BaxacHrdumen. Wie LEzANSKI und SIRORSKI zeigen, umfafit diese Theorie
insbesondere die auf PorNcarE und vox KocH zuriickgehende Determinanten-
theorie Hiztscher Matrizen. Eine Spezialisierung auf die durch verallgemeinerte
Hirrsche Matrizen in I, definierten linearen beschrinkten Abbildungen wird
nicht angegeben ; sie scheint auch nicht ohne weiteres moglich.

Von besonderem Interesse fiir die Anwendung sind Kenntnisse itber die
Konvergenzeigenschaften unendlicher Determinanten, d. h. iiber die Konvergenz-
geschwindigkeit der Folge (det 4,,);.

In [9] gibt MENNICKEN recht scharfe, fiir die Anwendung brauchbare Ab-
schitzungen der Konvergenzgiite bei Hirnschen Matrizen an. Ferner ermittelt
er dort im Spezialfall Himascher Bandmatrizen das asymptotische Verhalten der
Folge der Abschnittsdeterminanten, was durch Abspalten geeigneter unendlicher
Produkte die Moglichkeit der Konvergenzverbesserung schafft.

Ziel der vorliegenden Note ist die Ausdehnung der Ergebnisse aus [9] auf die
umfangreichere Klasse der verallgemeinerten HiLLschen Matrizen.

Hierzu werden in Abschnitt 1 einfache funktionalanalytische Eigenschaften
derartiger Matrizen zusammengestellt.

Abschnitt 2 hat eine neue, nach Ansicht der Verfasser durchsichtigere Dar-
stellung des aus [1] bzw. [2] bekannten Satzes iiber die Beschranktheit der Folge
(det 4,)7, aus dem die Existenz der zugehorigen unendlichen Determinanten
nahezu unmittelbar folgt, zum Inhalt.

Abschnitt 3 ist das Kernstiick der Arbeit. Hier finden sich die bigher an-
scheinend unbekannten Abschatzungen der Konvergenzgiite der Determinanten
verallgemeinerter Hruuscher Matrizen, die im Fall Himrscher Matrizen gegebenen-
falls sogar eine Verschédrfung der Abschitzungen aus [9] darstellen.

Tn Abschnitt 4 sind einige elementare, auf den Ergebnissen von Abschnitt 3
grindende Bemerkungen zur Losungstheorie der zu verallgemeinerten HILLschen
Matrizen zugehorigen (unendlichen) Gleichungssysteme notiert.

In Abschnitt 5 studieren die Verfasser speziell verallgemeinerte Hirusche
Bandmatrizen. Durch Verfeinerung der Beweismethode aus Abschnitt 3 wird
fiir derartige unendliche Matrizen das asymptotische Verhalten der zugehérigen
Folge der Abschnittsdeterminanten ermittelt. Die Art der Herleitung ist wesent-
lich durchsichtiger als die Methode, die MENNICKEN in [9] im Spezialfall Hrzrscher
Matrizen angewandt hat; zusétzlich ist das Ergebnis sogar in diesem Spezialfall
weit allgemeiner.

Aufgrund dieser Resultate werden in Abschnitt 6 dhnlich wie in {9] Moglich-
keiten der Konvergenzverbesserung diskutiert, die iiber die in [9] gewonnenen
noch hinausgehen.

Anwendungen auf die Hmische Differentialgleichung werden nachfolgende
Arbeiten von WAGENFUHRER bringen. Dort werden zunichst die von MENNICKEN
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in [9] angegebenen Verfahren zur Berechnung der charakteristischen Exponenten
ergidnzt und numerisch diskutiert; ferner wird fiir die MaTHIEUsche Differential-
gleichung ein Verfahren hoherer Konvergenzordnung mitgeteilt.

1. Verallgemeinerte HiLische Matrizen

Es sel 1=p =<0, n eine natiirliche Zahl. Dann ist fiir ¢ = (y;)7_, € C* durch
1

(1.1) 1611,:(':2:”1%\2’)1,

eine Norm im C” definiert, wobei fiir p =<~ der in (1.1) rechts stehende Ausdruck
als sup {|y,|: =1, ..., n} zu interpretieren ist. Wir bezeichnen

(12)  B=(C"] ).

p
Fiir das Folgende seien p, ¢ gegeben mit
1 1
(1.3) 1=q¢=p=oc; —+—-=1.
b q
Es sei nun B=(8;)u., eine komplexe (m, n)-Matrix, c=(y,){.,€l;, als Matrix
mit einer Spalte aufgefal3t. Dann gilt

(1.4) Beel™, |Bel,=|B|Jc|,, mit
i

k)

Zum Beweis benutzen wir die Horpersche Ungleichung, wonach fiir die i-te

Komponente von Be gilt (i=1,...,m):
kS 1 1
n n P n q n P
Soan\=( 2i0) - S = See)
=1 =1 i=1 =1
Ebenso schlieen wir fiir d€lj} — mit B® = der zu B transponierten Matrix —:
(1.5) Bfdcly, |B'd|,=|B|, |d|,, mit
p 1

mp=| 3 (Sear) |

Definiert man ,,:12, so ist wegen (1.3) r=1. Unter Benutzung der Dreiecks-

ungleichung im I} folgt, daB
1 1

3= 3 S| = 2| Deaer] 121,
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also wegen g« oo
(1.6) \B|,={B|

Wie allgemein iiblich, bezeichne fiir 1=p =

=1 q°-

1

Zp—{ (71 i= OECV (E l}}zlp) w}

1
° P
=( 2 b’iip) .
=0
» und g mdgen die Voraussetzung (1.3) erfiillen. Dann bezeichnen wir mit M,

die Gesamtheit aller unendlichen Matrizen A = (a;)7;-, mit ;¢ C und

2

mit

oo

. : )
(1.7) E(Qlau ) e und Mlayl<e.
i=0 \j=0 =0

R

Dazu bemerken wir

2]“tz[<°° ’

(1.8) AeM < e
2(2”:11 ) =

Wir brauchen nur die rechte Seite von (1.8) aus (1.7) herzuleiten. Die Dreiecks-
ungleichung im 7, liefert:
1 1
= p = »
(EWUP) §(El“ﬁ|p) o
=0 7=0
7#
und die Dreiecksungleichung im [, weiter:

g1
¢

|2 ()] [2(21«41’)

letzteres wegen

"

[ {3 <

1
(Zat) = Ziat=.
=0 1=0

Wir definieren fiir A¢ M,

= |

1 1
q P

(1.9) 1A]Q=L§’ (j,z)_?lai,.}p)%] , lA],= [Z(Z’Iau!q) ]
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Dem Beweis von (1.6) ist zu entnehmen, daB fir A€ M,
14l,=14],.

Wie man sofort nachrechnet, ist 3, beziiglich | |, und | |, normierter Vektorraum
und sogar BaxacH-Raum.
Jeder unendlichen Matrix 4 € M, entspricht vermége

Ac= ( Y “z‘j?j) - fur c=(y)ie€l —

=0 i=0
ein linearer, beschrinkter Operator vom /, in sich, wobei
(1.10) |Ac|,= 4], lcl, (c€l,).
Ebenso definieren wir fiir 4¢ M, durch

(2% 1) —~ fir d=(8)i_e€l, —

i=0 =0

einen linearen, beschrinkten Operator im [, fiir den gilt
(1.11) A, =4, 1, (d€L,).

Die Beweise zu (1.10) und (1.11) entnehmen wir den Ausfiithrungen zu (1.4) und
(1.5). — Von AeM, sei bezeichnet a;=(a;)i_, als i-te Zeile, a;=(v;)i, als

j-te Spalte. Offensmhtheh ist
1

had q
a;Elp, und (Z]a,;]g,) =|4|,;

i=0
1

hnd Y4
a;cl, und (Z’ 1a,j1§') =14|, .
j=0
Wir zeigen nun, daB M, Algebra ist, genauer
1.12. Hilfssatz. Voraussetzung: A, Be M, C=4-B, d.h.

3

02('}’1‘]‘)5?]':0 mit 7’@':2“%/31;;-

Behauptung:

1. CeMm,,
2. [Cly=14],|Bl,=14],| B,

3. _g{; il = [A] | Blp-

Beweis: Wie man sofort nachrechnet, ist die i-te Zeile von C, ¢; = Ba;,
daher nach (1.11) ¢; €1, und |¢{], = | Bl,la;],- Aufsummieren liefert:
1 1

wlq:()f’(oﬂg)q éiBu(;m; I%)q _|B),- |4],.

1=0
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Zum Beweis der 3. Ungleichung benutzen wir zweimal die HérbpErsche Un-
gleichung: zunéchst
1 1

w_( Zlalkv’) (Ziw) — a1, b,

und daher
1 1

Swi=( ) (3 l”) = 4], |B,.

1=0

Nach Kriterium (1.8) liegt damit €' in M.

1.13. Definition. Es bezeichne M, die Menge aller unendlichen Matrizen
A= (o) der Gestalt A =1+ A, wobei I=(3;)7;-,, A€M ,.

Als wichtigste Eigenschaften von M, notieren wir:

bQ

%7(27!“17_6 ) < oo,
i’ 0Liiﬂ”<0°'

!
i
i=0

{1.14) AeM <

(SHIEY

( i’locij}p) < oo,
i

lo;— 1] <eo.

Der Beweis der zweiten Aquivalenz folgt unmittelbar aus (1.8). Nach MEN-
NICRKEN [9] heifit eine Matrix (« o vom , Himzschen Typ™ genau dann,
wenn

if)ij=

2 }11_) 61)1 i

Matrizen vom Hizrschen Typ liegen offensichtlich fiir jedes hier betrachtete g
in M,; man wird sie meistens in den besonders einfachen Fall ¢=2 einordnen.
Einer Matrix A€M, entspricht eine lineare, beschrinkte Abbildung vom /, in
sich, deren Operatornorm sich durch (1 +4-]A4])) abschitzen laBt.

Definiert man fiir Ac M, A=I+4,

HAH = 1 + lfilq H
so folgt aus 1.12 unmittelbar

1.14. Satz.
1. AeM,, BeM,>A+BeM;
2. A4, BqusA -BeM,, A - Bjj={|4} - i|Bil .
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2. Beschriinktheit der Abschnittsdeferminanten

Zu A€M, bezeichne 4, = (x;)7;_, die n-te Abschnittsmatrix. Wir zerlegen 4
in
A=D + A mit D= dlag (ocii);;O s

so daB nach (1.14) Ac M.
Die Beschrinktheit der Folge (det A4,)7_, wird im wesentlichen fiir ||, <1

- 1
gezeigt; den allgemeinen Fall wollen wir zunichst auf ]A]q§§ zuriickfiihren.

- 1
Falls |A|,=r mit r>§, 8o existiert ein m¢ N mit

A
¢ 1

K4
»
(21) 2(2[“@]11)) ] <Z
IS
Fiir die Restsumme in | 4], gilt, etwa mit M =4r, sicher
J#z

Daher dividieren wir in 4 die Zeilen der Nummern 0 bis m—1 jeweils durch M ;
die entstandene Matrix heile B, also

R
&:

M (i:O,...,m_l)

(2.2) B=(8;)j=0 mit fy= a; (i=m)
B sei wieder aufgeteilt in

B=E+B, E=diag (By)iL,
Dann haben wir erreicht, daf3

1

Iqué , und es gilt

(2.3) det A, =M™ det B, firalle n=m-—1;

daher ist mit (det B,),_, auch (det A4,);_, beschrinkt.

2.4. Satz. Es sei Ac M, A =D+ A mit D=diag (o),
1. Falls |4],<1, so gilt fur jedes natirliche n

]detAnl-f—eXp(j]“u IH'IAIQ = ip )
i=0 IA[P

- 1
2. Falls [A|,=r, 1’%5, so gilt mit M =4r, m gemdf (2.1):

e 1
Idet AnléMm + eXp (2 ' 2 lotii——1|+m+§) .

=0
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Zum Bewels setzen wir
))ll év/l_]\—.“l[t (v7 /’t:O’ 1? 27 .. ')
und zeigen:
2.5. Hilfssatz.

n
j(iet‘ L1 i H 1+‘aul H (I+f°(;0v [ iailvoi)
=0 v v =0
¥y Fry
>< H b v“ll 1‘“‘2' 1&|'2;'0\) et H (1 +— |&v0v1l lavivzl Tt l&vnvoi) *
[LETED POsVLoveny Y
verschieden verschieden
Dazu bezeichne S, die Menge der Permutationen von {0,1,...,n}; fur
g€l sel
n
(26) ﬂU: H(éxv,a(xv)+ 1&;',0(1')2) .

y=0

Nach Definition der Determinante gilt:

@1 letdys X [[a.= Y,
aedp V= i

Eine Permutation { €8, heillt Zyklus der Linge m+1 (m=1), wenn es paarweise

verschiedene v, v, . . ., v,5{0, 1, ..., n} mit yy<v, (i=1,...,m) gibt, so daf
C(V/t)='l',t+1 (,u:(), e, M— 1); Z;(vm):r() ’
Z('p):v fiir ’V%{""Ug ceey V,"} .

Den so definierten Zvkius ¢ schreiben wir kurz als
C:(V”’Vl e vm);
V(&)y={»y, v, . . ., v,} sei die Vertauschungsmenge zu .
Die Identitit rechnen wir als Zvklus der Lénge Null oder 1, mit V(id)=#. Zwei
Zyklen ¢, {” heilen elementfremd, wenn V({)NV({’)=0. In diesem Fall ist
fol’={"ol.
Bekannt ist der Satz. Jede Permutation o€ S, lafit sich (bis auf die Reihenfolge
der Faktoren) eindeutig als Produkt elementfremder Zyklen schreiben.
Wir definieren fiir m=0,1,...,n
S ={gc8,: ¢ Produkt elementfremder Zvklen der Linge =m+1},
so daf
SV ={id}, S =S8, .

Zum Beweis des Hilfssatzes zeigen wir mit Induktion tiber m:

(2.8) Z(])ﬁaé TT i) oo T (g 1Bl o oo ()
uESnm r=0 Y0¥ L5ees Vi

verschieden
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k3

Der Induktionsanfang ist wegen fi,= [] (1+]3,,]) klar. Fiir 1 =m=n Lift sich
p=0
€8 eindeutig zerlegen in
G=§ - [j ¢, wobei
G€ S(m—i) ,
1
m+1
£, (e=1,..., k) elementfremde Zyklen der Linge m+ 1, und
&
(2.9) s)=v fir ve JV(E):=V.
w=1
Definiert man £ir L= 01+ 2 9=y, | Baprg] * -« - [ s
g0 wird nach (2.9)
”n k k
ﬂd: g (61:,5(11)_*—]&9,3(11)!) : _1_71 Vgxéﬁs ’ 1_? ',V;” -
:EV x= n=
n+1
Daraus schlieflen wir — mit I=}-——
m+1
2 =0 Y B 1+27¢+ 29’;1‘---'“/'c,),
GES (m uES(m ) §1 ..... LEZy,
elementfremd

wobei Z,,:={{€8,:{ Zyklus der Linge m+1}. Unter Benutzung von (2.8) fiir
m—1 als Induktionsannahme wollen wir den Faktor 3] p; abschitzen; der
zweite Faktor wird majorisiert durch Fes(mh

n

TT (U1 - gl {6, ]) »
YOV {seens vm=0
verschieden

womit (2.8) auch fiir m gezeigt ist.
Mit der bekannten Ungleichung
1+z=¢ (x=0)

gewinnen wir aus (2.5) weiter die Abschétzung

det 4,|=exp ( S la,,f+v0%1 gl |+ 12 EAMACAEEE iocWOI),
ro=vq vg;sci;ie;dgn

wobei benutzt wurde, daB fir » # u «,,=4&,,. Mit der Matrix aus den Betrigen der
Elemente von A4,

A "“uij— ij q"u‘)m =0 (atg)w 0>
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gilt fiirm=1:
n
‘ ) +1
10(1’091{ laviv2‘ e lav vOl *—Spur Am
LA vm::O
verschieden

Man rechnet namlich leicht nach, dafl

) m+1_ ? . . C
spur A+ = I SR S

”O-"i“""’m=0

(gl

Weiter benutzen wir die Abschidtzungen aus (1.12), wonach
spur A7t =4, 0 |4, =14, - 14, = 1417 14,
Mit |3,,] = |a,, — 1] gilt schlieBlich fiir jedes natiirliche n:

det 4, zexp( 3 o114 141, 3 vfl;:)

iAll ip) T
_exp(ZI %, — ]Alp , falls |A,<1.

Da stets |4 p= | 4| p ist damit die erste Aussage von (2.4) bewiesen.
Zum Beweis der 2. Aussage sei B durch (2.2) definiert; aus dem ersten
Beweisteil folgt mit (2.3) zusammen, daf}

(2.10) |det A4, =M™ exp (Zfﬂu 1|"{‘|B!qlt [lgl ),
P

wobel zunéchst

B, _t

1_;31;2’

_ 1
(2.11) |Bl,=|Bl,= , also B,
auBerdem fiir 1=0,1,... ., m—1

1
1Bai— 1] = 1B — oy oy — 1 = oy — 1 + o (1—‘1‘2) ;o ol =14 o —1(,

und daher

i’ﬂii—li—zlyu'—11+2 g — 1] - (1_ 1)4.m (1_}?_)

=0 = =0 M

oo

522:1ii—1f+7)l.

i=0
Dies und (2.11) in (2.10) eingesetzt, liefert die zweite Aussage des Satzes.

2.12. Folgerung. Fur A€ M ist (det 4,),_, konvergent.
Es bezeichne

det A=1im det 4,

f—roo
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Wegen (2.3) geniigt es, den Beweis fiir {4, < 1 zu fiihren. Gemif (2.6) und (2.7)

definieren wir fiir n€ N:
n

(2.13) Pn(A)=U %: B mit ﬂf,”’=vg (0,607 1En,0m]) -
Wir hatten gesehen, dafl mit

P=exp (5’ loeg;— 1]+ 14, - Elzé—) gilt:

i=0 1-14],

p,(A)=P (neN).
Zum Beweis von 2.12. bleibt zu zeigen, daf
(2.14) det 4, —det A,|=p,i4(d)—pa(4) -
Mit der zu S, isomorphen Untergruppe von S, 4,

S, ={0c8, 1o n+1)=n+1},
schreiben wir

det 4,.,—det 4,

n+t n
= 3 signo J] a0+ (@piinr1—1) D) signo [[ e, ..,
GESy 4 1\Sy, v=0 GESy, v=0
und daher
1
|det An+1 "'det An‘ 2 ﬁ<n+ )+ |°‘n+1 n+1| 2 5(11)
€84 1\Sy

Andererseits ist

pn+1(A): Z ﬁ(n+i)+(1+|°‘n+i n+1l Eﬁ(ﬂ)
0€Sn+1\S a€S,

woraus unmittelbar (2.14) folgt.

oo

Wegen p,(4)=P ist die Reihe )] (det 4,,,—det 4,) absolut konvergent,
n=0
und damit existiert lim det 4,.

n—>oo

Fiir p=¢=2 liBt sich die Beschridnktheit von det A4, wesentlich einfacher
aus der HapamarDschen Ungleichung ableiten:

]detAnlléﬁ(j;:’locﬁP) ﬂ 2 (044 locy;— 85 ]

=0

Mit dem konvergenten unendlichen Produkt

(215) P2= H 2 (6ij+laij"~6i7'()2]’ P>0
i=0 Li=0

gilt daher

(2.16) |det Anlép (n=0,1,2,...).
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Die Konvergenz von P2 folgt aus

oo

2 (5‘-1‘—‘—‘(7.”' 1_)~) =142 \711 1 P+ Zl“ij_aij:;)?
j=0 =0
wobei

2(25“5—1}4" Ela,-,-—éz-j12)<
i=0 j=u

Aus dieser Abschitzung 1463t sich die Konvergenz von det 4, nicht wie oben
herleiten: statt dessen ergibt sich, wie auch im allgemeinen Fall, die Konvergenz

aus den UTberlegungen des folgenden Kapitels, das sich mit der Konvergenzgiite
beschéftigt.

3. Konvergenzgiite
Zu A¢ M, sei N, N so gewilhlt, dal

o0 | X (2 )

o
=n<l1.
J=No+ 1 \i=Ng+1

Fiir N =N+ 2 berechnet man

LR

(3.2) det Ay —det 4, _,=det 4y, wobei
Low
Ap_ .
dy= - Do , Oy=oyy—1.
R ol
LI YT O(.N,,Z\Yff Oy

Wir unterteilen A, in Blocke

4 4N, RN sy

(3.3) Ay=| Ly Dy sy

AT _at
iy 2y |Ox

. N1

wobei Dy= ()= m,+1
1 N 2 N1
sy = (%)% SN:(“m) N.,+1

1 N, N-
Zy = (y;)iZ0s ZN (otnj)j= N0+1

Ry= (“i,‘)i=o ,,,,, No ; Ly= (%)z Not1,oN—1*
j=Not 1, ,N—1 j=0,...,No
Wegen (3.1) 13t sich D schreiben als
(34) DNZIN—.ND—-1+F.N7 F.N=(aij 17)17 No+1»

wobei nach (3.1) ]Fquﬂn< 1. Folglich ist Dy invertierbar; und fiir die Operator-
norm im Iy~ %~ von Dy* gilt

35  DF=—
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Da |Fyl,=|Fyl,, gilt (3.5) auch fiir die Operatornorm von (Dy')* im 2=~
Gemi8 der Blockaufteilung (3.3) definieren wir Transformationsmatrizen
Ty 41 0 _‘Jﬂ Ly, s1 0 0
AN= O IN'—ND-—i ‘O ; PN: 0 ‘[N—No—i - 5718.%’7
0 | —2iD5t ‘\ 1 0 0 1
und erhalten durch einfache Rechnung
Ag, | By 8y
AyAxPy=| Ly|Dy|0 =Ay,
Z;Vt 0 Ex
wobei
sy=sy— ByDy'sy:=(owx)iZ ,
2y =2y — 2y D' Ly = (Cx)il »
ey =(oagy—1)—2xDy'sy .
Wegen det Ay=det Py=1 wird det Ay=det 4}. Es sei fiir ¢,j=0,...,N—1
definiert
(3.6) (; | Ay_ 1) = Unterdeterminante, die aus Ay_, durch Streichen

der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Durch Entwickeln von det Ay nach der letzten Zeile und anschlieBend nach

der letzten Spalte erhalten wir

-NO . X .
(3.7) det Ay=eydet Ay + 3] Cyom(— 1) (; i AN_l)

1,j=0

={(ayy—1) —z%erl;isfv} ~det Ay_4 +2y Uysy
mit der Matrix

. No
ol i
4,j=0

Wir benutzen nun, dal fir Nz Ny +2

oo

(3.8) det A—det Ay= 3 (det 4,—det 4, ;)= D} detd,,

n=N+1 n=N+1
und wollen die |det 4,] mit Hilfe von (3.7) abschitzen. Zunéchst ist nach Satz 2.4.
bzw. (2.16) die Folge (det Ay)y-, beschrinkt, es sei etwa

(3.9) ldet Ay|=P (N€N).

Fiir 4, j€{0, . . ., Ny} ist die durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte
aus A entstandene Matrix auch ans M, (ab dem Index N, spitestens stimmen
die Diagonalelemente mit denen von A iiberein), daher sind simtliche (N,+ 1)2
3 Math. Nachr. Bd. 72
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Elemente von Uy heschrinkt; es gilt also mit einem gewissen P’ (0 <P’ <o):
(3.10) Uy, =P (Nz=zNy+1).
Als Abschédtzung fiir ¢y erhalten wir

ex = layy— 1]+ [ Dy'syl

wobei nach der HoLperschen Ungleichung

LT —=12 2 a1 9 2
(3.11) =y DN’ sy = 2xlp - 1Dy 81\'|q:\‘1*_'7_7 [Zyl, [S¥l, -
Ebenso wird
(3.12) 2y Uysyi= P’ lz%l, * iS5l

Nach Definition von M, zerlegen wir 4 in A=1I+ A4, wobei A€M, also [A|,<oo.
Es bezeichne

(3.13) @ —(S-[") b —(zf“)
. =) =)
Dann gilt

2 BN = 10x Dy 1Sk lg 168l = 1yl
[Ryl,=14,; |Lyl,=14l,=14],;

Ip:

letzteres, da Ry und L keine Diagonalelemente von A4 enthalten. Aus der Defi-
nition von sy folgern wir

L 1 [Af .
(3.14) Sxly= |8‘1\']q+ |Byl, — 1_ - s3] g = (1 +1_7q]) Sy,

und ebenso

| /< !A!p>
(3.15) 2y, =l 1+ byl -
1—nq

Diese Abschétzungen sind in (3.12) einzusetzen; auBerdem wird nach (3.9) und
(3.11)

1
(316) I'S.N : det AN—i[ = P <|“A'_\’_ 1 | + 1 —7 ldl\'iq - 6N|p> s

so daf} insgesamt

(3.17) det Ay| = Ploayy—1|+@Q - |ayl, (byl, mit

L (D) (%)
Q———~+P 1+ )1+
- I—n 1—n

Da nach (3.8)

|det A —det Ay|= J) |detd,|] (N=N,+2),
n=N+1

notieren wir
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3.18. Satz. Fiir Ac M, existiert det A=lim det A,; definiert man N, mit

n-rea

den Eigenschaften (3.1), so gilt fior N=Ny+2

det A—det Ay|=P- 3 lop~1+Q- 3 |d,l, 15,l,,
n=N+1 n=N+1
wobei P durch (3.9), @ durch (3.17) definiert ist.

Zum Beweis und zur Anwendbarkeit des Satzes benstigen wir die Konvergenz
von 3] Gy, [b,],- Nach der HoLDpERschen Ungleichung gilt:
1 1

- ¢ o
3 ez 5 ian[”) (3 ) =il =
n=N+1 =N+1
und selbst im Fall p = strebt wenigstens
1
o q
( P [Bnlf,) gegen Null fiir N »oo .
n=N+1
Falls AcM,, ist die Konstante P’ mit |Ug|y;=P’ leicht anzugeben. Die
Anwendung der Hadamardschen Ungleichung liefert mit dem in (2.15) definierten

P sofort:
%
[543

(3.20) |Uyla=(No+1) P
als mogliche Abschédtzung.

(3.19) = P fiir jedes natiirliche N und 4, j =N, daher

4. Zur Losungstheorie

Fiir A€ M, wollen wir die Abhingigkeit von det 4 als Funktion der Spalten
untersuchen. Dazu beweisen wir einige Vorbemerkungen:

(4.1) Ersetzt man in A<M, die j-te Spalte (j€ N beliebig) durch eine be-
liebige Folge c;€1,, so liegt die abgednderte Matrix 4" wieder in M,
und es gilt

w2 {nA'—ﬂf 4= I+ o= ely;

€;=(0y)i=o sei die j-te Einheitsspalte.

(4.3) det 4 als Funktion der j-ten Spalte ist lineares Funktional, definiert
inl,.

(4.4) Vertauscht man in A€M, zwei verschiedene Spalten, geht der Wert
von det A ins Negative iiber.

(4.5) Der Wert von det 4 dndert sich nicht, wenn man zu einer festen Spalte

von A eine endliche Linearkombination anderer Spalten addiert.
In Verschirfung von (4.3) gilt auerdem

4.6. Satz. det A ist stetiges lineares Funktional bezilglich jeder Spalte von A.
3*
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Zum Beweis von (4.1) definieren wir 4,=(a{)7;_, durch Ersetzen der j-ten
Spalte von A4 durch e;. Wegen

oo

E dﬁ)) II—" Zlan_—”_ 2[“;i~1]<°° und
i=0
z;éj

47 4o—I,=14-1|,

=

liegt A, sicher in M,. Die Matrix C}, definiert durch ¢;—e; in der j-ten Spalte,
sonst durch Nullen, liegt in M, mit

(4.8) IC;

le= 16 =8l -

A’ hat nun die Gestalt 4"=4,+C;, was mit Satz 1.14. unmittelbar (4.1), mit
(4.7) und (4.8) sofort (4.2) liefert. Die Eigenschaften (4.3) bis (4.5) folgen unmittel-
bar aus

det 4 _zlvlm det Ay,

da die entsprechenden Aussagen fiir alle Ay ab einer gewissen Nummer gelten.

Fiir den Satz 4.6. wollen wir zwei Beweise angeben; wegen (4.4) geniigt es,
die Abhéngigkeit von der 0-ten Spalte zu untersuchen.

Der 1. Beweis benutzt den funktionalanalytischen Satz iiber die gleichméiBige
Beschriinktheit. — Zunichst ist fiir jedes natiirliche N die Zuordnung ay—(u;)¥
stetige, lineare Abbildung vom [, in ;' *!, daher ist det 4y als Funktional in i,
stetig. Nach dem Satz iiber die gleichméBige Beschrinktheit ist nun det 4 als
punktweiser Grenzwert stetiger linearer Funktionale im BawacHraum I, selbst
stetig.

Zu einem 2. Beweis benutzen wir die Anfangsiiberlegungen des 2. Kapitels:
Es seien a;, a,, ag, . . .€l, vorgegeben; zu cc!, bezeichne A4(c) die Matrix mit den
Spalten ¢, @, as, a3, . . .. Die Spaltenfolge (a;);; habe die Eigenschaft, daf

(4.9) Ay:=Ale)eM,,
was nach (4.1) damit dquivalent ist, daB fir jedes ccl, A(c)e M ,.

Wir suchen im folgenden eine positive Konstante K, so daf} fiir alle c¢/,
gilt:
1
{4.10) ]ciq§§ = |det A(c)j=K
dann folgt aus der Linearitit in ¢ die Stetigkeit von det A(c). Es sei also

1
=€l lel =g

Wir zerlegen, wie im 2. Kapitel

A(C):D(C)"*-A(C), A0=D0+Ao Py
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mit D(c) und Dy als Matrizen aus den Diagonalelementen von A(c) bzw. A4,.
Es sei |4y}, =r,; dann gilt, wie in den Uberlegungen zu (4.1), mit

1
(4.11) r="ry-+ 5
die Ungleichung |4(c)|,=r .

1
Wir beachten, dal wegen ]yojé‘}clqég fiir das erste Diagonalelement von A(c)
gilt:

w| ©

(4.12) 1=

Fiir den Fall, daB in (4.11) r <1, gewinnen wir aus dem 1. Teil von Satz 2.4.
die Aussage (4.10), ndmlich

1 9 s 72

cel, lclqég = |det A(c)| =exp (§+i§ Jotg; — 1] +T:‘72) .

Fiir den allgemeineren Fall, dafl =1, definieren wir m =1 so, daf3
q 1

| () |=g ween (2 ) =ple=
i=m =t i=m

FA
wird nach Anwendung der Dreiecksungleichung in der p- und der g-Norm:
1

o o G
= ‘_27((71""‘(._27 l“iy‘(p) )] =,

§#i VER)

1
q

W |

- - 7
[2 (|7@lp+g7 I%‘jlp) ]

i=m

aullerdem mit M =4r

-

m—1 oo % B 1
|5 (1000 P+ Fase) | =idon=g 0
=0 j=1

i#e
Damit haben wir fiir alle betrachteten A(c) gemeinsame GréBen m und M ge-
funden, mit denen der 2. Teil von Satz 2.4. anwendbar ist. Unter Benutzung

1
von (4.12) erhalten wir die {iir alle c€/, mit ic|q§§ geltende Abschitzung:

idet A(c)] =M™ - exp (2 . 2’ laii—1[+m+3).
i=1

Aus den notierten Eigenschaften folgern wir iiber die Losbarkeit des zu 4
gehorenden unendlichen Gleichungssystems
4.13. Satz. Ist A€M |, c=(y)5-0€l, mit ¢#0, Ac=0,
so gilt
det 4=0.
Zum Beweis sei j€¢N die Nummer einer Komponente von ¢ mit y;>0;
ohne Einschrénkung sei angenommen, daB ;= —1. Dann bedeutet die Gleichung
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Ac=0 fiir die Spalten von 4:

= ) i,
¥=0
ks
wobei die Reihe zunichst in jeder Komponente konvergiert. Definiert man fiir
le N die Matrix 4, durch Abidnderung von 4 in der j-ten Spalte in

!
afl =a;— 3y,

k=0

k3
so gilt nach (4.5)
(4.14) ¥ 1eN det A,=det 4 .
Wenn man gezeigt hat, da
(4.15) laPl,~0  fiir [-oo,

dann liefert Satz 4.6. mit (4.14) zusammen unsere Behauptung. Zu (4.15)

o

miissen wir zeigen, daB )] 4, in [, konvergiert. Wir haben
E=0

2 Y = _)7 Vi (o —e) + Z’?’kek'
k=0 k=0 k=0

DieReihe )/ 7.6, konvergiert gegen ¢, da g < == ; weiter gilt nach der HoLDERschen
£=0

Ungleichung

1 1

Sl ez i) (m-ak) =l 1a-11,
k=0 k=0

k=0
DaB }; p.a; gegen Null konvergiert, folgt aus der komponentenweise Konver-
¥=0

genz gegen Null.

4.16. Zusatz. Falls A Matriz vom Hitiuschen Typ, d. k. 3] ja;—8;l<eo,

1,j=0
¢=(Y)iz0€l., mit ¢=0, Ac=0,
s0 gilt
1. c€ly;
2. det 4 =0.

Zunichst ist fir jedes natiirliche ¢

vy; konvergent, da > ju;l<eo,
i=0 j=0

7

ca

A ist also komponentenweise erklirt. Wir folgern aus 3/ oy;=0:
=0

2

-V = 2 (“ij_"aij) Vi

i=o
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und daher
Iy =lele '7;/; fo;; — 0] -
Summation iiber ¢ liefert
3 =Tl
i-0

Die 2. Behauptung folgt, wenn wir nunmehr den Satz 4.13. auf ein beliebiges ¢
mit 1=¢=2 anwenden.

oo

l“ij_aijl .
i 0

2,j=

5. Konvergenzverhalten der Determinanten von Bandmatrizen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit unendlichen Bandmatrizen der
Ordnung £ und beweisen dazu

5.1. Satz. Es seci 1=qg=p=oc mit £+£=1; keN,=1;
AeM, Bandmatriz der grdn%mg k,d.h.
w;=0 far |i—j|=k.

Dann gilt:
AeM, und [A—I,=)2k+1|4A-1|,.

Beweis: Aus der bekannten Tatsache

(5.2) c=(y)ieo€li=Vr=1 c¢€l, und |c|,=|c|;
folgt mit 1=qg=¢’
(5.3) d=(8)i. €l,=>del,, |dy=]d,.

Dazu wendet man ndmlich (5.2) an auf

’

7
q

=1

c=({6;|)imo€ly, 7=

und erhélt
¢ 1
r

ag=( 3 100) = 318} = S o= 1.
Nach Definition von M, gilt nun fiir b,=1i-te Zeile von 4 —1:
1

\A--I[q:(f’(éi(;)q«o, also  (10],)70€1,.
i=0

Wegen g =2 folgt aus (5.3), daB

1

oo ) .
(Bizo €ty wnd (3 1h2) =141,
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Da jedes b, hochstens 2k 41 von Null verschiedene Komponenten besitzt, schlieBen
wir fiir 1=0,1, 2, ...

bich, [Bila=V2k+1 (5. =)2k+1 (b,
und daraus unmittelbar die Aussage des Satzes.

Fiir die heiden folgenden Kapitel setzen wir stets voraus: A =/(u;)5=, sei
Bandmatrix der Ordnung k£ aus 3/,, d. h.

Jmij:(), sobald |i —j| =k,

s

L — 1] <o,

(5.4) 2 o
l 2 iaij’_'sij’2<°° .
1,j=0
Am Ende des 2. Kapitels hatten wir mit
Pi= [T 3 (8;+ log;— 851

=0 §=0
die Abschitzung bewiesen
[det 4,|=P fir alle natiirlichen »;

ebenso folgt fiir alle natiirlichen n, i, j=n:
(5.5) (; An)'gp .

Um die Konvergenzgeschwindigkeit einer Folge an der Matrix 4 zu messen,
definieren wir, d&hnlich wie MENNICKEN [9]:
5.6. Definition. Falls (yy)5_, komplexe Zahlenfolge, m natiirliche Zahl, =1, so

heift ,(vy)w—o konvergent gegen Nwull von der Ordnung m beziglich A“ genau dann,
wenn Iy=>03nc N, N ¢ N, so daf fir alle N=N"’

m
N ) 2
b’NifV'(. 2 ]“iy']) .
l,ifon
15]

Es sei nun eine natiirliche Zahl /=1 vorgegeben, N sei so gewdhlt, daBl

D)o —0,2<1 fir Ny=N,—Ilk—1;
=N,
No=({+1) k.
Fiir N=N, berechnen wir det 4, —det Ay _,=det Ay mit der in (3.2) angege-
benen Matrix Ay. Abweichend vom 3. Kapitel, zerlegen wir hier A folgender-
maflen:

(5.7)

Rﬁ,’; 0
5.8 Ap=——""F ——1,
R IO
0 0 2" oy
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wobei die Matrizen LY, DY, R folgende Elemente «;; von 4 besitzen:
DY fir i,j=N-Ik, ..., N—-1;
RY fir i=N-—-(+1)k,... , N~lk—1; j=N-Ik,...,N—1;
LY fur it=N-lk,...,N—1; j=N—(+1)k, ... N-lk—1.
Auflerdem ist definiert
Oy=oyy—1,
$9 = (i) w-te 25 = om) o -
Aufgrund der Bandstruktur von 4 zerlegen wir weiter

R%>:(RN—(1—1)7;[O( cer]0)

’DN—(Z—i)kJ‘ By_q_oyp| 0 Ly_ g1y
Ly_q-a BN—(Z—Z)k 0
(5.9) DY = 0 0 ) , L9 0
By
Ly | Dy 0

mit (k, k)-Matrizen D,, L,, R,, definiert wie D®, LY bzaw. R® fir [=1.
Ebenso haben wir

0
=010 |2k), sP=| ;| mit sy zy€Ch
Sy

Gemidf der Aufteilung (5.8) definieren wir Transformationsmatrizen wie im
3. Kapitel durch

Iy 0 !0 Iy 1| 0 0
! e T a Iy T o0
AR=| 0 | Iy 10 ; Py={_o Lu| — Bi(‘t’)__ifg
0 - DY 1 0o jol 1
Es ergibt sich
/ |00
A1 R(l)l
OAOPO —
0 zy L0 ey

mit
5 8 ORI
ey =(ayy—1) —fﬁv) DY SEV) )
’ -1
sy=—RYDL ™ sP .
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Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist die Abhingigkeit von [ in sy und zj

nicht markiert. Definiert man die Matrix U{ durch

N-lk—1
Uf\l):((—l)*“(i A‘\H)) )
J1Lj=N—(I+Dk

so folgt in Analogie zu (3.7)

5.1, Satz. 1. det Ay—det Ay_ = {(ayy—1)—20"DP 5@} det dy_,+ 0P,
mit o =230 VsY

2. o strebt gegen Null von der Ordnung 21+ 2 beziiglich A.

Beweis Als erste Abschitzung erhalten wir:

(5.13)  {ofRI=lals TR sk »
wobei nach (5.5) fiir alle natiirlichen V
(5.14) [UQ,=k- P

gilt. Zur Untersuchung von zy und sy definieren wir Projektionsmatrizen, die
der Zerlegung eimes Vektors des C* in I Blocke des C* entsprechen, namlich fiir
u=1,...,1

; 0 (kLKD)
also mit der k-zeiligen Einheitsmatrix in der u-ten Blockzeile und -spalte. Mit
diesen J, gilt nun:

=20, sW=JsY; LY=J,LY, BY=RYJ,
und daher wegen (5.10)

dy= =20 DY) LY, s = - RYJ, DY) 5@

¢
Demnach haben wir die Abschédtzungen
2o = (2@l (LR - DY
o= 01+ (RO DY
wobei wir als nichtindizierte Norm die Operatornorm beziiglich der | |,-Norm im
C’* wiihlen. Wir setzen
(5.16) DY=EY+FQ=EQ (I—- V), wobei
EQ =diag (4)Ty_n
Wegen (5.7) ist die Grofle
o =min {lo;|: i=N—1k, ..., N—1} positiv, und

(5.15)

P -1 fir N-oo;
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daher gilt

1
N-1 E)
\V”'l—“m( 2 oyl > ,
N \ij=N~Ik
1#}
strebt also gegen Null von der Ordnung 1 beziiglich 4. Da E® Diagonalmatrix
ist, besitzt mit DY auch V{ eine Blockeinteﬂung (5.9), 1Bt sich also schreiben als

(5.17) 7= Z,’J”V“)J + 2 (JIVRT _+ T, VO .
w=2
Fiir geniigend groBe N wird {¥®|<1; dann liBt sich DY™! gemif (5.16) als
Nrumannsche Reihe schreiben; wir erhalten
(5.18)  J,DO = 3 J VR = X g, VOB
n=0 n=

Dazu zeigen wir, daf
(5.19) J VY, =0, sobald |(x—Az=n+1.
Den Beweis von (5.19) fithren wir mit Induktion iiber n, wobei der Fall n=0
klar ist. Fir n=0 ist

JxV(l’v)n“Jz:JuV%)anf)Jz »
und nach (5.17)

V@I = (VR 4+ T 1 VRT3 V) Ty —mit Jy =J=0,
daher

TV = IV (a4 T+ T, VT,
Nach Induktionsannahme fiir % ist

J VY (J,+d,,+J;_1)=0 sicher dann, wenn

x—Alzn+1 und |x—A+1llz=n+1 und |x—A-1]=n+1.

Letztere Bedingungen sind fiir |» — 2| =»n 42 erfiilit.
In der Reihe (5.18) bleibt stehen

J DY, = gl] i v EL
daher gilt
1 o0
9DY = 0 Z( Ve =
=I-

Es folgt, daB

HV(Z)[Li
[ = (l) 1— lV(l)!

[JiDﬁ?—lJ,{ von der Ordnung I—1 bzgl. 4 gegen Null konvergiert,
falls I=2,

1T, D91} beschrinkt bleibt, falls I=1 .
Die analoge Aussage gilt far J,D% ',
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Nimmt man hinzu, da8
2P, 1LDls,  15%1,, 1RO, jeweils von der Ordnung 1

beziiglich A gegen Null gehen, folgt aus (5.13), (5.14) und (5.15) die 2. Behauptung
des Satzes.

6. Ein Prinzip der Konvergenzverbesserung

Es sei firr 4=(x;)7;_, wieder die Voraussetzung (5.4) erfiillt. Wir schicken
als Bemerkung voraus:

6.1. Hilissatz. Falls e, komplexe Zahlenfolge, ¢y—~0 von der Ordnung m=2
beziiglich A, so D] |ex| <oo.
N=0
Zum Beweis benutzen wir die Definition (5.6), wonach ab einem gewissen N”:

lexl=y )__:\7 loc;? =7 )f’ (S’[aﬁ\?).

4j=N-n =N-n \j=0
i#5 74

Daher gilt

3 Jexl=tn+1) p 5 Do) <o

N

P

Als Prinzip der Konvergenzverbesserung notieren wir

6.2. Satz. Es seien 1, m natirliche Zahlen mit 2=m=20+2,1=1, Nye N mit
Ergenschaft (5.7), (By)y—o: (¥x)5—0 komplexe Zahlenfolgen mit py 5«1 fiir alle N,

v=(1—oyy)+2P D(l) s®+ fir N=N,,
N NN 7N

wobei yy—~0 von der Ordnung m beziiglich A.
Dann gilt:

1. JJ (1—-By) ist absolut konvergent;
F=o

2. die unendliche Matrix

erfillt die Voraussetzung (5.4);
3. det A= [ (1-fy) - det B;
4. det By fTioet By _1~0 von der Ordnung m beziiglich A bzw. B.
Beweis.
Um zu zeigen, daBNj' [Byl<eoe, benutzen wir (5.4), wonachNé;' |y — 1] < eo.

AuBerdem konvergieren z¥"D® "'s® von der Ordnung 2, v, von der Ordnung
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m=2 beziiglich A4 gegen Null, was mit Hilfssatz 6.1. unmittelbar die 1. Behaup-
tung liefert. Wegen fy=1, zlvlm By=0, ist

Bri=inf |1 —-fy|>0, fr:=sup|l—fyl<e
NeN NeN

und daher fir alle i, j€ N

l%l, ol = Brr 1Bl -

1Byl = 5

Es folgt, da 2 [B:j|2<e<; auBerdem ist die Konvergenzordnung einer beliebigen
,9—0

Zahlenfolge bezughch A und B stets die glelche SchlieBlich wird

1
= 1—
~Pul = = ﬂ (el + [B)

und daher

oo

2 |1“/3ii|<°° -

i=0
Aus den Voraussetzungen (5.4) folgt die Konvergenz von det By und damit

Aussage 3.
Zum Beweis von 4. wollen wir die in B auftretenden Teilmatrizen mit einem ~

versehen, um sie von den Teilmatrizen von A zu unterscheiden. Satz 5.11., auf
B angewendet, liefert fiir N=N,

(6.3) det By—det By _ ={(Byy—1)— 20" D@50} - det By _, +50 .

Wir beachten, dafl mit der invertierbaren Matrix

1 N -1
K{=diag (1 ﬁ) gilt:

—Pil =Nk
1
(6.4) DY=KYDY, H=KPsp, 0= 1o
1—!3N
und daher
1
STy~ Laa) O 51O RO

(65) zN) D.N) bN)——1—-—sz) D.N) SN .

N
Mit der Definition von £y wird

1 1 .
Baw—1=— (o — 1 +B3) = DY @4+
MR M t—fy

Dies mit (6.5) zusammen in (6.3) eingesetzt, liefert

1
(6.6) det By—det By = — L det By_,+0Q .
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An dieser Stelle ist der eigentliche Beweis des Satzes beendet, da nach Satz 5.11.
~(1)

49 —~0 von der Ordnung 2/+ 2 beziiglich B, nach dem 2. Beweisteil also auch
bezuglich 4.
Zum Zweck einer Fehlerabschiitzung wollen wir ¢§ durch o ausdriicken.

Dazu beachtet man, da} fir 7,j=0, ..., . —1

(ac)odr ) anfl o)

und deshalb
yoty
{(6.7) Uf{):(n -
v =0 1 “.ﬁa-
Wir benutzen aullerdem, daf3
LY=KQLY, RY=K{ ,RY,

und erhalten aus (5.10) mit (6.4) zusammen

) L(I)I'(U

1 1
57T T~y T
cy=— [ Dy "Ly 1.3 N
—Py —Px
o (1) Oy ety
Sy=—Ky 3 RYDY sy=Kj zksv

Fiir §@ = 23 093} ergibt sich mit (6.7) nunmehr
roa
v e, )

N1
1
Setzt man in (6.6) auf der rechten Seite det By _, =( [] ~ﬂ—) -det 4, _, ein,
so erhilt man insgesamt r=t =T

N

1
le_‘ﬁ) (yydet Ay _, +0f) fiir N=N,.
y={) v

Zur praktischen Anwendung von Satz 6.2. wird man versuchen, die f, so zu

6.9. Korollar. det By —det By _, :(

wahlen, daB H (1 —p,) in geschlossener Form darstellbar ist. Als Nidherung fir

¥ =0

det A wahlt man bei geeignetem N =N die Zahl

H - det By

=0
Zur Fehlerabschitzung benutzen wir 6.9., wonach

det 4 — N_Hu— - (det B —-det By)

=0

17 (1—B,) g? (det B,—det B,_,)

=3 (T 0) e et

n=N+1
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und daher
(6.10) |det 4 — oy

= sup | JT(1—8)

BZN+2 pp ;

- |
[11-8)
r= i
gemeinen einfach und recht gut abschitzen; |det 4, wird man zuerst durch P

abschétzen; dann beriicksichtigt man, daBl (6.10) auch fiir alle det 4, mit y=N
gilt, so dafl die im allgemeinen recht grobe Schranke P verbessert werden kann.
Wegen der groben Abschitzung von |U9| in (5.14) werden die Schranken fiir
o ziemlich grob ausfallen: daher sollte man zu vorgegebenem m das [ so grof
wihlen, daB m<2l+2; dann strebt o schneller als y, gegen Null und erhilt
geringeres Gewicht in der Fehlerabschitzung.

Als unmittelbare Folgerung aus Satz 6.2. wollen wir die bei MENNICKEN ([9],
Satz 2.21 und 2.30) fiir Hinrsche Bandmatrizen angegebenen Sitze beweisen.

(Sggldetx‘ivl' D vl Y leif))

v n=N+1 n=N+1

Die Produkte lassen sich mit der Exponentialfunktion im all-

6.11. Satz. Hs sei A=(a;); ;- uwnendliche Matrix mit Voraussetzung (5.4).
Ny=min {N¢N: VYn=N a,,=0},
B> yw€C so definiert, daf alle B+ 1 und fir N=N,+k+ 1 entweder

E
Ay — 5, NN, N —x .
1) By=(1—ayy)+ 3 —— ~+Vx
=1 aN—u,N—u

vy—0 von der Ordnung 3 beziiglich A,
oder

3 2
AN — %, NON N —2 KN, NEN, N —u*N —p, N —x .
By=(1—oyy)+ 2, — 2, — =+
=1 EN-—xN-n w=1 OEN-n,N—o¥N—p,N—u
HEU

yy—0 wvon der Ordnung 4 beziglich A.
Dann sind mit geeignet gewdhlten yy die Voraussetzungen von Satz 6.2. erfullt,
und es gilt fir

B= (ﬁj—)m :
1B/ i5-0

det By —det By _, konvergiert gegen Null von der Ordnung 3 beziiglich A im Fall (1),
von der Ordnung 4 beziiglich A im Fall (1I).

Zum Beweis wollen wir geeignete yy angeben. Wir zerlegen gemif (5.16) fiir
N=N,

(1)

DR=ERQ(I-Vy), EY=diag ()i y-u
Wir hatten bereits gesehen, dal}

V@ ~0 von der Ordnung 1 bzgl. 4.
Fiir geniigend groBe N wird daher -

(6.12) DY '= 3 VYEY.
%=0
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Diese Reihe setzen wir in den Ausdruck z0"D% 's® ein. Dazu wihlen wir im
Fall (I) I=1 und brechen nach dem 1. Glied ab:

-1 T —1 T —1 -1
25Dy 'sy=25Ey sy +25 (Dy" —Ex’) sy
k
0N — s, NENN —x 1 1
=2 = =42y (D3 —By') sy
n=1 Ay u, N —x

Wir setzen nun

(6.13) vy=vy—2y (Dx'—E3z") sy,
wobei

Vi
\Dy'—Ex'=- l;IV—l |E5'~0 von Ordnung 1 bzgl. A,
N

daherstrebt y y —~0 von der Ordnung 3 bzgl. A. Wegen = (1 —ayy) +25Dx'sy + vy
ist mit I=1, m =3 die Voraussetzung von 6.2. erfiillt.

Fiir den Fall (II) konnten wir auch =1 wéhlen; zur besseren Fehlerabschit-
zung sollte aber o schneller als y konvergieren, daher setzen wir hier /=2 und
teilen die Reihe (6.12) nach dem 2. Glied ab. Danach haben wir

L R~ erpe—l@ L atrope—t.o ot v yerpo-1] e
DY P =P ER TSP 2R VREY T P+ VI ER sy
x=2

& ~ k
_ Zo‘;—x,,\'}‘\_’,:\zx EN - NN VX Yy N - u

x=1 AN N~x pr=1 a"\’—,u,N——,u N-pn,N-v

9T > 932 ya ¢y ~ 1 a
e [ X QR ]sgy.

=2

Hier setzt man

(6.14) yNZva—ZS‘Z’T[ V<E>]

Hybﬂ 8

X
wobei wegen

[ b1 | VR
2y 1 (2) (T N
s ZVN EA' |E.N I—IV())I

lx=2 . i

' IA

yx—0 von der Ordnung 4 beziiglich 4.

Hier ist mit m =4 die Voraussetzung von 6.2. erfiillt. —

Mit den Beweisideen zu diesem Satz lassen sich unschwer weitere Formeln fiir
mogliche By, vy angeben, wenn man eine noch héhere Konvergenzordnung von
(det By—det By _,) erreichen mdéchte. — Allerdings steigt mit der Konvergenz-
ordnung der Aufwand, die 8 geeignet zu bestimmen und das unendliche Produkt

o

] (1—Bx) zu berechnen.
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