Uber regulir-singulire Losungen von Systemen
linearer Differentialgleichungen. II*)
Von Ekkehard Wagenfiikrer in Regensburg

Im I. Teil der vorliegenden Arbeit befaBiten wir uns mit der formalen Losbarkeit
der Matrix-Differentialgleichung

(1) #*HY (x) —B@) Y(x) =0
durch formale Potenzreihen

Y@) = 3 Ha2™.
=0

Dabei ist
sEN, R >0,
B: &z M,(C) holomorph,
B(z)— 3 «'B, fir |2| <R,
v=0
vorausgesetzt.

Wir sind davon ausgegangen, daf fiir die Koeffizienten einer reguldr-singuliren
Loésung von (1) der Form

) Y(@) = H@)e’ = 3 H,z™+
y=0
mit konstantem J € M, (C) und
3) H(z) = zo’o z’H,  holomorph fiir z € &5
=0

notwendig die folgenden Gleichungen gelten:

3B, H,=0 (g=0,...,s—1)
»=0

(1. 2) °
%,‘)B“_VH,—H”_,(J—F(;;—S)I):O m=ss+1,...).

Das algebraische Problem, die Gleichungsfolge (1. 2) bei maximalem Rang der formalen
Potenzreihe zu 16sen, war Inhalt des 1. Kapitels, das den I. Teil unserer Arbeit ausfiillte.

*) Der I. Teil der Arbeit ist in dieser Zeitschrift, Bd. 267 (1974), erschienen. In dem vorliegenden Teil
miissen wir an mehreren Stellen auf Formeln und Sitze des I. Teils, die mit (1. . .) numeriert sind, verweisen.
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2. Konvergente Lisungen

Im folgenden wollen wir (1.2) losen unter der Konvergenzbedingung
zo,‘o z'H, konvergent fir = € 8 ;
=0

dann ist durch die Potenzreihe

Y(z) = 3 Hao't

v=0

eine regulir-singuldre Losung von (1) dargestellt.

2. 1. Reduktion der Konvergenzbedingung. In diesem Unterkapitel wollen wir fiir
s auch den Wert Null zulassen; von M, (C) benutzen wir nur die Eigenschaften als Banach-
Algebra. Es bezeichne also
B:= M,(C);

als Norm in M,(C) wihlen wir fir 4 = (&), -
n n \
4] = mx ( £ Iy .
t=1 \j=1
Ferner bezeichne

2(B) ={G|G: B~ B linear (und stetig)},

3 o"H, kgt. fiir « € @R} .

y=0

5 = |, e v

Fiir das Folgende seien
Il >0 sowie JE€B mit |J]| <1

fest vorgegeben.
Satz 2. 1. Ab einer natiirlichen Zahl N', die nur von 1 abhingt, gilt fir alle N = N':
Zu beliebig vorgegebenen H,, ..., Hy_, € B existieren eindeutig Hy, Hy,,, ... €%
mit
(H)20 €&
I3
2B, H —H, (J+u—s1)=0 (w=N+s N+s+1,...).

v=0

@

Dazu existieren (von J abhdingige)

G €%L(B) (=N,N+1,..5v=01, ...,

mit
G,.=—1,
so daf (D dquivalent zu
»®
@ 26G,,H,=0 (u=N,N+1,...).

Zur Erliuterung notieren wir
Folgerung 2.2. In @ sind die Werte Hy, Hy, ,, ... schon gegeben durch

-1
(2.3) H,= X G,H, (6 =N,N+1,...),

v=0

also liegen alle Losungsfolgen von (D bzw. (2.3) in §.
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Dem Beweis des Satzes ist das folgende Unterkapitel gewidmet, zundchst beschaf-
tigen wir uns mit einer Verallgemeinerung des /..

2.1. 1. Beweis von Satz 2. 1. Fiir komplexe Banach-Riume R, © bezeichne all-
gemein
LR, Q) ={4]|4: R~ & stetig, linear},

2(R) = L,(R, N).
Fiir 0 < R’ < R definieren wir
Fr = {X = (H,);2, € B™ |sup (R” |H,|) < oo}.

PEN,

Mit der Norm
| X|g =sup (R” |H,])

YEN,

ist ¥ bekanntlich Banach-Raum; mit |4 |, sei auch die Operatornorm fiir A€ ,(Fz)
bezeichnet.

Die Koeffizientenabschitzung fiir Potenzreihen liefert

(2. 4) XEFAVR (O<R <R) XE€Fy.
Falls X = (H )2, € Fr> A €B, definieren wir

(2. 5) XA : = (H,A)2,.

Vermoge (2. 5) entspricht X einer linearen, beschriankten Abbildung von B in ., die
wir auch X nennen.

Eine Verallgemeinerung unendlicher Matrizen liefert uns

Hilfssatz 2. 6. Es seien L, € &,(B) (u, » € Ny) mit

sup{R"‘ 2’,‘ lz‘ﬁ,l : ,u,jGINo}z:K < oo.
v=0
Dann gilt
a) X = (H)20€Fw ~Vu€Ny, 3 L, H, absolut kgt.
»=0

Definiert man
AX: = ( S,‘OL”,,H,)w ,

v=0 pu=0
S0 st

b) A€ (Fr) |4l = K.
Wir schreiben kurz
4= (‘Lyv)[l,’EN.'

Beweis. Die Voraussetzung liefert uns, daB fiir jedes u €N,

o 1 L |
o L

< oo,

daher

- ks ILII"l v hnd |val
L H|<Z R” |H,|) < = .
0%(; I ny vl ='2('; R” ( l v[) = lxIR 2-;'; R

P oz




Wagenfihrer, Losungen von Systemen linearer Differentialgleichungen. 11 153

Der Ausdruck 20'0 L, H, ist damit als Grenzwert in B erklart, und fiir jedes u€N, gilt

y=0
die Abschitzung
L,

'
R RIV

‘E{Lwlyviéélyu js

v=0 y=0

I Xlpg = K- [X|g,

womit auch die zweite Behauptung folgt.

Zur Anwendung dieser Uberlegungen formen wir bei beliebigem N € N die Re-
kursionen unter Satz 2. 1, (1) geeignet um. Durch Trennen der Summen und Verschieben
der Indizes p erhalten wir als dquivalente Gleichungen

nts N-1
(2.7) H,(J 4 ul)— _ZN B, H, = é’) B, ,H, (u=N,N+1,...)
Wir definieren die Operatoren L, € ,(%8) durch

LA:=B,-A (v+53)
LA:=BA—AJ

(A €9).

Wegen |I| = 1 gilt fiir die Operatornormen der L,
| L,| = [B,] (v *s)
| Lg| = |Bs| + |J]| = | B| + L.

Ersetzt man x4 durch N + g, wird (2. 7) nach Division durch N 4+ u zu

1 wte 1
(2.8)  Hy,, ~Nia = L,  Hy,, = mvﬁ BytursrH,

(x=0,1,2,...).
Fiir V € N bezeichne

1 o
Dy, = ( BN+p+s—v) - (v=01,...,N—1),

mit L, =0 fir » < —1.
DaB wir System (2. 8) umformen konnen zu
N—-1
(2.9) (E—Ay)Xy= 3 &, H, (E = Identitat in §p)
v=0

rechtfertigen wir durch
Hilfssatz 2.10. 1) VNEN, »=0,1, ..., N —1 gilt Dy, €.
2) Fiir jedes R mit 0 < R’ < R gilt

a) Py, € &,(B, Fr) gemdp (2. 5) (NVEN,y =0,1, ..., N—1),
b) Ay € &,(Fr) im Sinne von Hilfssatz2.6 (N €N),
c) |[Aylg—0 (N - oo) gleichmdpfig fir |J| < L

d) Es existiert N'(l, R')€N, so daB, fiir alle N = N'(l, R'), E— Ay invertierbar in
2:(&r)-
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Aus der Holomorphie von B(z) fiir z € ® folgt die 1. Aussage und mit (2. 4) auch
2) a). Weiter sei R"" mit R’ < R" < R gewihlt; es bezeichne

RI

V=g

M = max {| B(z)| | |z| < R"}.

Mit Koeffizientenabschiatzung nach Cauchy folgt:

M M
ILIS® o 0 +8), LIS+ 5.

Wir verifizieren fiir 4, die Voraussetzung von Hilfssatz 2. 6, wobei in der u-ten Zeile
jeweils nur bis x4 4 s zu summieren ist; fiir jedes u € N:

’ 1 pds IL+3_,| 1_ b+s ,‘9#+a—v
[ d < . ,
R N+/‘v£) R = N+4u (M R"vﬁ; R'#¥8 +l)
1 M
< .
S EY ((1—0)3" “)’

daher

, 1 /‘+'|L+,_,1} 1( M )
R > 1w < (" .
ff?"}:{ N+wp, S R” =N\l —9)R" +

Anwendung von Hilfssatz 2. 6 liefert unmittelbar die Aussagen 2), b) und c¢). Wihlt man
N'(l, R'), so daB
VN> NGR)  |Ayle < i(_—"‘_{—
= = N\(1—9)R"*
so ist nach dem bekannten Satz iiber die Neumannsche Reihe auch die letzte Behauptung
erfiillt.
Fir N = N'(l, R') ist, bei beliebig vorgegebenen H,, ..., Hy ; €8, (2.9) ein-
deutig nach X, auflosbar, wobei

+l><1,

N
(2. 11) Xy= 3

y=

(E - AN)_1¢NIIHV'

—1
0
Weil selbstverstdndlich
Xy €Fr ~ (H)Lo €Fr,
kénnen wir zusammenfassend notieren:
Unter den Voraussetzungen
0 < R’ < R; 1>0,|J|Z,
(2. 12) N = N'(l, R") nach (2. 10), d),
Hy, ... ,Hy €98
gilt
Hilfsatz 2. 13. Es existiert genau eine Folge Xy = (H,)2 y mit der durch N und R’
charakterisierten Eigenschaft

Z“Bp—vHv—Hp—s(J"*—(,u—S)I):O (ﬂ=N+3,N+S+1,...)
GW, R) "
sup (R” |H,|) < oo.

¥EN,
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Zum Beweis von Satz 2. 1, (D fehlt, daB in jedem Fall schon
(2. 14) Xy €F.
Ist (2. 14) bewiesen, wihlt man in Satz 2. 1
N = 0<n}1ii,1<1RN’(l, R').
Als Hilfsmittel dient folgende Uberlegung zu Hilfssatz 2. 13:

Korollar 2. 15. Unter Voraussetzung (2. 12) nekmen wir N, >N an,zu Hy, ..., Hy_,
wdhlen wir die Glieder Hy, ..., Hy , der Folge Xy hinzu.

Anwendung von Hilfsatz 2. 13 auf N, stait N liefert eine eindeutig bestimmte Folge

~

Xy, = (H)2y  mit GV, R).
Letztere Eigenschaft ist auch fir den Folgenabschnitt
XN, = (H.,).ZN,
von Xy erfillt. Auf Grund der Eindeutigkeit ist
H =H, fir alle v > N,.
Zu (2. 14) miissen wir zeigen, daB fiir beliebiges R mit R’ < R" < R:
Xy €Gr-
Hilfssatz 2. 13 wenden wir an auf R”, ein [V, mit
N, >max (N, N'(l, R"))
sowie Hy, ..., Hy ,. Es ergibt sich eindeutig eine Folge
Xy, = (H)Zy, mit Gy, R"),
die wegen R’ < R" auch €(N,, R’) erfiillt. Aus Korollar (2. 15) folgt, daB

Xy, = (H)2y,
und daher
Xy €Fpe

Ahnlich zeigen wir die Aquivalenz von (@) und @ in Satz2.1. Es sei R’ mit
N'(l, R") = N’ gewéhlt und N = N'. Dann ist fir Xy = (H,);2y Aussage (D damit
gleichbedeutend, daB Xy Losung von (2. 11) mit Xy € & . Bezeichnet man mit

Po:Fr—~> B

die Zuordnung
(H)2 o Hy und Gy,:=pyo(E—Ay) e®y, (NZN,v=0,...,N—1),
ergibt sich Hj, die erste Komponente von Xy, als
N-1
Hy= X GyH, mit Gy,€ &,(%B).
y=0
Nach Karollar 2. 15 berechnet sich Xy, , = (H,);2y,, durch

N
Xyy1= ’.5) (E— Ay ) N Pyys,H,),
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folglich
N
HN+1 =,,£, GN—l-lvHv‘
Wiederholte Anwendung von Korollar (2. 15) liefert also (2. 3) und damit (2) als unend-

liches Gleichungssystem fiir (H,)> y. Die Aquivalenz von (D und @ folgt aus der schon
im Algebraischen eindeutigen Losbarkeit von (2.

2. 1. 2, Riickfiihrung auf ein endliches Gleichungssystem. In Satz 2.1 sind die Re-
kursionen (1.2) nur ab 4 = N 4 s beriicksichtigt, die restlichen liefern weitere Bedin-
gungen fir Hy, ..., Hy,, ;. Im AnschluB an Satz 2.1, mit

=L, N=N
notieren wir
Satz 2.16. Die Reihe Y (z) = > H, 2™+ ist konvergente Losung der Differential-
=0
gleichung (1) genau dann, wenn fir H,, ..., Hy,, ; gilt:

a) $B, H =0 (g=0, ..., 5s—1)

»=0

2.17) 1 b) _z';B,,_,H,—H,,_S(J+(M—s)1)=0 (w=s,...,N+s—1)

o) z";GI,,H,=O (=N, ....N+s—1).
Die weiteren Koeffizienten Hy,,,Hy, ., ... sind durch
-1
(2. 18) H =3 G,H, (p=N+sN+s+1,...)
=0

eindeutig bestimmt.

Der Beweis liegt in einer Zusammenfassung bisheriger Uberlegungen, wonach Y
Losung von (1) genau dann, wenn

(H,)2, Losung von (1.2) und (H,)2,¢€&.

Dabei stehen die Gleichungen (1. 2) fiir 4 =0, ..., N 4+ s — 1 unter (2. 17) a), b), und
nach Satz 2.1 ist (1.2) fir u = N + s, N 4+ s + 1, ... zusammen mit der Bedingung,
daB (H,)>, €, gleichbedeutend mit (2. 17) ¢) zusammen mit (2. 18).

Da wir M,(C) in diesem Kapitel bisher nur als Banach-Algebra benutzt haben,
bleibt Satz 2. 16 in jeder komplexen Banach-Algebra % giiltig. Im Fall s = 0 reduziert
sich (2. 17) auf (2. 17) b), woraus wir ersehen, daB jede formale Lésung von (1) auch
schon konvergiert.

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich wieder auf den Fall s > 0, unter Be-
nutzung der speziellen algebraischen Eigenschaften von M, (C).

2. 2. Losung des reduzierten Problems. Unser Ziel sind Kriterien zur nichttrivialen
Laosbarkeit von (2. 17), ohne die G,, explizit zu kennen. Eine Lésung

Y@) = 3 Haz™

=0
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von (1) ist notwendig formale Lisung, als deren Rang wir nicht unbedingt r,,  an-
nehmen diirfen. Nach Kapitel 1 setzen wir

l J in Gestalt (1. 4) mit r >0,

wobei wir nach den Uberlegungen zu Satz 1. 32

Ay, ooy Ay als (hier tm Unterschied zu Satz 1. 32 nicht notwendig alle) Nullstellen
von y mit x(A;,—z) &= 0 fir alle z€ N

annehmen. Ferner sei
| p = maximale ganzzahlige Differenz von Nullstellen von x;
schlieflich wihlen wir zur Anwendbarkeit von Satz 2.1 und damit Satz 2. 16

I >max {|A| | 2 Nullstelle von yx} + 1,

Nzmax (N, p+qg+2—5)
mit ¢ aus (1. 24), so daB
|J| <
(2. 19)
N+s—1=zp+qg+1

Unter dieser Voraussetzung untersuchen wir die G,, auf invariante lineare Unter-
rdume von M,(C). Es sei

Ji ein festes Jordankéstchen von J, und kurz k: = k gesetazt.

Dann definieren wir die Projektionen

P, €Q,(M,(C)) (=1, ...,k
durch
PA:=A-P, fir A € M,(C)
mit den Matrizen
ololo
-t
P,‘ = 0 II,¢ | 0 )
- - +—
0 | 0 | 0 (n, n)
I, an der Stelle von J7,
0..0 ..ovn.. 0
: x—1
! 0..0 ....... 0
x ¢ ;—1 0
.I 1
N
0..010 1 (k, k)
Weiter bezeichne
1, = P(M,() (e=1,..., k).

Dann ist U, linearer Unterraum von M ,(C), bestehend aus allen Matrizen, die an der
gleichen Stelle wie in P, Nullspalten haben. Ferner sei die Matrix Q, definiert als

Q,=1—P, k=1, ...,k

Journal fiir Mathematik. Band 272 21
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Man rechnet sofort nach, daB
a) 0,JQ,=JOQ, (x=1,...,k),
by P,JP,=JP, = P, J.

(2. 20)

Das benutzen wir in
Hilfssatz 2.21. a) G,,(,)<U, (x=1,...,k; u=N';v=0,...,p)
b) Die Einschrinkung von G,, auf W, hingt nur von dem einen Jordankdistchen J; ab.

Zum Beweis benutzen wir Satz 2. 1, zu dessen Anwendung wir g mit NV bezeichnen.
Zum Nachweis von a) seien H,, ..., Hy_, €U, beliebig vorgegeben.

Wir zeigen, daB fir die durch (@) eindeutig bestimmte Folge (H,)2, €& gilt:
H,en, fir alle » > M.
Rechtsmultiplikation von (@) mit Q, liefert

3B, (HQ)—H, (JO)+ u—s)H, 0,=0 (u=N-+s)

und wegen (2. 20) a):

(+) zo B, (H,Q)—(H, Q)0+ u—s)I)=0 (u=N+s).

Dabher ist die Folge (H,Q,)>°, Losung von (@) mit JQ, statt J, wobei natiirlich |JQ,| < 1
und (Hin):iO 6 %
Aus der eindeutigen Losbarkeit von (4) in & folgt aus

HQ,=0 »=0,...,N—1)
unmittelbar, daB alle weiteren
HQ,=0 (v = N),

also H,€U,. Speziell Hy hat die Darstellung

N-1

HN= 2 GNvHv;
v=0

und weil Hy, ..., Hy_, € U, beliebig wihlbar sind, folgt Teil a) fiir
p=N, »=0, ceey b —1,

und natirlich auch fir G,, = — I.

Zum Beweis von b) nehmen wir H, ..., Hy_; € 1, an. Wie oben ergibt sich durch
Rechtsmultiplikation von (1) mit P, unter Beriicksichtigung von (2. 20) b):

u
(++) _Z(’)B,‘_,(prl) —H,P)(JP,+ (u—35))=0 (=N +5),
wobei wieder |J P,| < I, und wegen a) fiir alle »: H, P, = H,. Die gleiche Folge
(Hv):-:o E % ‘
ist daher Losung von (D und (4 +). Markiert man die Abhéngigkeit der G,, von J durch

: Gyv =: Gpv(J)1
so liefert Satz 2. 1 ginerseits

N-1
HN= 20 GN'(J)HV)
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andererseits wegen (+ )
N-1
Hy=HyP = 2(; Gy (JP)H,,

also hingt die Einschrinkung der Gy, auf U, nur von J P, und damit nur von J} ab.
Bezeichnet man in Abhingigkeit von J}

P, =: P =1 ....,myr=1,...,1),
wozu wir P%? als die zur unteren (n — r, n — r)-Nullmatrix in J gehorende Projektions-
matrix rechnen wollen, so folgt aus dem vorigen Hilfssatz durch einfache Rechnung:

Korollar 2. 22, Das System (H,)YX'~" ist genau dann Lésung von (2. 17), wenn, fir
allei=1,...,m;v=1,...,¢t sowie fir (i, 7) = (0, 0), (H, P*)¥+*~! Losung von (2. 17).

Daher geniigt es, (2. 17) mit Systemen (H,)Y'' zu lésen, deren Koeffizienten
alle in demselben zum Jordankdstchen J; gehérenden Unterraum 1, liegen. Fiir
H, €1, sei das dem J] entsprechende Spaltensystem

(hlv? ] kkv)’
dazu sei H} (x =1, ..., k) definiert durch das Spaltensystem
©,...,0,4,,0,...,0),
so daB also
k k
H,= ZH;;, ZXH,el, G=1,...,k).
x=1 x=j

Um die G,,, auf U, eingeschrénkt, weiter zu untersuchen, setzen wir wieder u = N; fiir
vy=20,1, ..., N—1 seien beliebige H, € I, vorgegeben. Fiir H, mit

N-1

HN= ) GNvHv
y=0

folgt nach Hilfssatz 2. 21, b) fir x =1, ..., k

N—1 !X
Hy — (P,—P,,) 3 Gy, (jzl‘HZ> (mit Py, = 0);
denn der Ausdruck
"
Gu| = H{)E u
B¢ k1=n+1 w1

liefert keinen Beitrag zu H%.
Fiir die entsprechenden Spalten von H gelten mit gewissen Matrizen G, € M, (C)
die Gleichungen
N—-1 «x
(2. 23) h.y = 2,'0 12,1' Gk, (=1, ..., k).
Aus der durch Satz 2.1, (D eindeutig bestimmten Folge (H,), ergibt sich als weitere
Losung von (D die Folge mit den entsprechenden Spaltensystemen

(0’ hlv’ RS} hlc—l,u) (’" = 07 1’ 21 .. -)'

Darauf (2. 23) angewandt, liefert einerseits

N—-1 =«

hry=3 3Gk s,

y=0 j=2
21*
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wihrend unmittelbar nach (2. 23)

N—-1 = )

hyyy=2 3 Gy iy,

y=0 j=2

Da wir die &, (v =0, ..., N —1) beliebig wihlen koénnen, ist
Givi'=6Gyg, (=0,...,N—1;%x=2,...,k;j=2,...,%).

Mit gewissen G%, € M,(C) (» =0, ...,k —1) schreiben wir daher

Gy, =: Gy,

Aus der Folge (H,);°, erhalten wir eine weitere Losung von (1) in Satz 2. 1, wenn
wir in jedem H, das Spaltensystem (&,,, ..., &), entsprechend verkiirzt oder um Null-
spalten erweitert, an die Stelle eines anderen Jordankéstchens J¢ zum gleichen Eigen-
wert 1, riicken. Damit sind die nach (2. 21), b) nur von J; abhingigen G, jetzt auch
unabhingig von Lage und GroBe des Jordankéastchens. Das rechtfertigt die Bezeichnung

G,:=6G,(&) W=N,v=0,...,u—1,%x=0,1,2,...).
Zusatzlich definieren wir
G.A):=—1 (v = N',A€Q)
G.H:= 0 (x = 1).

Als Ergebnis dieser Uberlegungen fassen wir zusammen:

Satz 2. 24. Gemdf3 der Aufteilung von J zerfillt Gleichungssystem (2. 17) in Gleichun-
gen fiir die Spaltensysteme

(hlw ceey hku)al:v;ﬁ')s—l (k = k:)a

die in (H,))Y1'~! an der Stelle eines J; stehen. Diese Gleichungen lauten

(2. 25)
a) XB, h, =0 e=1, .. kp=0,... 5—1)

v=0

u
b) 2 By—vhlv— (}'1 + “ —_S)hlﬂ-s =0

v=0 (w=s ...,

" N“[—S—‘i)
C) 2('; Bp—vh;w - (}"i + u —"S)hxu—s - hu—lp—-s =0 (¢ = 2) R ) k)
d) = 3Ci(Ah, =0 (x=1,.... k;u—=N,...,N+s—1).

j=1 »=0

Die entsprechenden Spalten der durch (2. 18) definierten H, sind bestimmt durch

% u .
12'1 %‘)G::’(li)hj,zo (e=1,...,k;u=N+sN+s+1,...)

In komplexen Koeffizienten ausgeschrieben, hat das homogene Gleichungssystem
(2.25) k - n -s mehr Gleichungen als Unbekannte, d) besteht nédmlich aus &k -n -s
Gleichungen. Die Losungsgesamtheit von a)—c) ist mit den Bezeichnungen vom 1. Ka-

pitel gerade MY, ,(4,); da fir die Koeffizientenmatrizen gilt:

Rang von (2. 25) < Rang von (2. 25), a)—c) + k - n - s,
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so ist die Dimension der Lésungsgesamtheit von ganz (2. 25) mindestens
dim RY, . (A)—k - -n-s.

Da in (2.19) N4+ s—1=p+ q+ 1 vorausgesetzt war, berechnet man nach den
Hilfssdtzen 1. 29 und 1. 30

dim R, (4,) = dim MF(A,) + & - d.
Zusammenfassend notieren wir
Hilfssatz 2. 26. Die Losungsgesamtheit von (2. 25) hat als Dimension mindestens
dim M (A,) —k - (n - s —d).

Da MA(2,) ~ NE L ( 1)/%52,,“ (), 1Bt sich dim M (4,) aus den GroBen ¢,

und %] in Satz 1. 32, y) sofort ausrechnen. Mit den Beweismethoden von Satz 1. 19 sieht
man sofort, daB

dim M (2,) = ¢,
dim ME+I(A) = dim MEIA) + # | K52+ 1} (x=1,2,3,...).
Wir bezeichnen fiir £k =1, 2, ...
(2. 28) wf = dim MP @A) —k - (n - s—d).

Ein Losungssystem (h,,, ..., 2,)Y4 ™ von (2. 25) 14Bt sich nach Satz 2. 16 und
Satz 2. 24 eindeutig zu einer Losung der Rekursionen (1.5) fortsetzen mit

(2. 27)

me"h,“, =:h,(z), konvergent fiir z € &, (x=1,2,...,k).
=0

v

Nach (1. 6) kann man der Folge (&, - .., #,)2, eine in SA%R analytische Losung des Dif-
ferentialgleichungssystems

(4) 21y’ (z) — B(z)y(z) = 0 (fiir y () €C")
zuordnen, ndmlich
(%) y(@) = P Tt (log oty @)

Die weiteren in (1. 6) erwidhnten Losungen von (4),
(%%) M 2{‘( ——)l (log z)*~'h,(x) (=1, ..., k—1)
j
lassen sich natiirlich in Gestalt (%) mit dem gleichen % schreiben und gehéren zu den

Liésungssystemen
(0’ MR ] 01 hlw ] hw)iv:?)"l
von (2. 25). In diesem Sinne folgt aus Hilfssatz 2. 26 unmittelbar
Satz 2.29. Falls w* > 0 fiir einen Index i € {1, ..., m} und eine natiirliche Zahl k,
so existieren mindestens w¥ linear unabhingige Lésungen von (4) der Form

w2 (ki a7 log ) 'hy(x)

zur festen Potenz A;, mit h;: 8~ C" holomorph (j =1, ..., k).
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Um zur Formulierung fiir Matrizen zuriickzukehren, wihlen wir die w* linear un-
abhingigen Losungen von (4) so, daB mit jeder Losung (%) sdmtliche nichttrivialen
Lésungen (% %) aufgezéhlt sind: so erhalten wir ¥ Spalten einer Losung von (1),

Y(z) = H(z)2’,

mit J in Jordanscher Normalform, wobei die gesamte Spaltenzahl der Jordankistchen
zu A, genau wf betriigt. Das Verfahren wenden wir an auf alle Nullstellen 4, aus Satz 1. 32«),
fiir die ein w* > 0 existiert; k sei gewéhlt mit w’ maximal.
Mit der Bezeichnung
w, = max {0, wf: k € N} C=1,...,m)
ist daher gezeigt:
Satz 2. 30. Fiir r,,., den maximalen Rang einer Lésung von (1) der Gestalt

Y(z) = H(x)z' mit H: Rz~ M,(C) holomorph,
gilt die Ungleichung
£w{ _<——,_ rllnaxé Zm'vr
i=1 i=1

Die 2. Ungleichung gilt, weil Y (x) notwendig formale Losung ist. — Abschliefend
notieren wir

Satz 2. 31. Die Differentialgleichung (1) besitzt eine Fundamentallisung der Form

2) Y(o) = H@a', H@)= 3 H, (@ € Rg)

genau dann, wenn
d=n-s.

Beweis. Eine Fundamentallosung der Form (2), fiir die wir ohne Einschrinkung
die Bedingungen (A), (B) und (C) aus dem 1. Kapitel annehmen diirfen, hat auch als
formale Losung den Rang n, folglich ist nach Satz 1.39 notwendig d =n -s.

Falls umgekehrt d = n - s, besitzt nach Hilfssatz 2. 26 die Losungsgesamtheit von
(2. 25) mindestens die Dimension von MY (4,). Andererseits liegt jede Losung von (2. 25),
da man sie zu einer Losung von (1. 5) fortsetzen kann, schon in M¥,,_, (4,), wobei

dim MM (1)) = dim MY, , _, (4,)

(siehe dazu (y) im Beweis von Hilfssatz 1. 30). Folglich ist der Lésungsraum von (2. 25)
genau MP, ,_, (4,). Nach Hilfssatz 1. 20 liefert MY ,_, (4,) eindeutig alle formalen Lésun-
gen von (1.5), nach Satz2.16 und Satz 2. 24 eindeutig die konvergenten Ldsungen.
Es folgt

Korollar 2. 32. Fallsd = n - s, ist jede formale Losung der Form (2) schon konvergent.

Dariiber hinaus liefert Satz 1. 39 die Existenz einer formalen Lésung vom Rang n,
was den Beweis dieses Satzes beschlieft.

Unmittelbare Folgerung ist der bei D. A. Lutz [8] als Satz1 angegebene

Satz. Falls S: 8~ M, (C) holomorph, mit O als mindestens n - s-facher Nullstelle,
so hat die gestirie Differentialgleichung

1Y (z) = (B(z) + S(2) Y (2)

genau dann ein reguldr-singulires Fundamentalsystem, wenn (1) dieses besiizt.
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Unser Beweis liegt in der Tatsache, daB ¢ < n - s — 1, so daB sich A ,(4) und damit
d, = d beim Ubergang von B(z) auf B(x) + S(z) nicht &ndern.

Das von D. A. Lutz in der gleichen Arbeit angegebene Kriterium, waun genau eine
regulér-singulire Fundamentallésung von (1) vorliegt, lautet:

Satz 3 ([8]). Es sei die Folge (U,), rekursiv definiert durch
Wo(z) = I, U, 1 (2) = Ay (x) + 27C+DY (2) B(z);
es bezeichne p(N,) die Ordnung von Null als Pol von U,. Dann gilt
(1) hat eine regulir-singulire Fundamentallosung genau dann, wenn
pA)=v+ (n—1) s (v=nn+1,...,N),
wobet N von B(x) abhdingig ist.
Der entscheidende Nachteil dieses Kriteriums ist, daB eine obere Schranke fiir N
nicht allgemein angegeben wird. N 148t sich zwar im Einzelfall auf rein algebraischem
Wege bestimmen, jedoch ist das Verfahren dazu recht kompliziert. Auch ist an diesem

Kriterium seine Abhingigkeit nur von hochstens den ersten n - s Koeffizienten von
B(z) nicht mehr unmittelbar einzusehen. Siehe hierzu Zusatz bei der Korrektur.

3. Beispiele und Anwendungen

3. 1. Satz von Lettenmeyer. Der von F. Lettenmeyer [5] 1926 gefundene Satz
lautet:

Satz. Im Differentialgleichungssystem
”
(3.1) (@) = 2 ay(a), (o) (=1, ...,n)
7=

seien die o;; komplexwertige Funktionen, holomorph fiir x € R, die s, nichtnegative ganze
Zahlen mit
n
0< s, =0 <n.
i=1

1
Dann besitzt (3. 1) mindestens n — o linear unabhdngige in & 5 holomorphe Lésungen.

Zum Beweis bringen wir mit
s+1=max{s,|i=1,...,n} (=1

(3. 1) auf Form (4), wobei wir s = 0 zulassen miissen. Da wir nur holomorphe Lésungen
suchen, fallen die Uberlegungen des 1. Kapitels zur Bestimmung von J weg: wir setzen
J = 0 und bestimmen N €N so, daB Satz 2. 1 anwendbar wird. Notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir eine holomorphe Losung von (3. 1),

hiz) = 3 2°h,,
y=0

ist Gleichungssystem (2.25) mit k=1, 4, =0 fiir (,))f’". Die Koeffizientenmatrix
von (2. 25), a), b) in diesem Fall ist Ay, ,_,(0), c) féllt wegen k = 1 weg, und d) besteht
aus n - s Gleichungen mit zunéchst unbekannten Koeffizienten; im Fall s = 0 féllt d)
weg, wie wir am Ende von Kapitel 2. 1. bemerkt haben. Wie die folgende Rechnung lehrt,
besitzt Ay, ,(0) mindestens n - (s + 1) — o Nullzeilen. Weil Gleichungssystem (2. 25)
n - s mehr Gleichungen als Unbekannte hat, wird damit die Dimension der Lésungs-
gesamtheit mindestens n — o, folglich existieren n — ¢ holomorphe Lésungen von (3. 1).
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Zum Abzéhlen der Nullzeilen in Ay,, ,(0) bezeichne
v, = Anzahl der Indizes i mit s, = u (g=0,...,s+ 1)

Es ist die i-te Zeile in
(B;B;_y -+ By0---0) (Jj=0,...,9)

sicher dann Null, wenn s, < s + 1 —j, also s, < s — j, daher die Anzahl der Nullzeilen
in (B; - B,0 - --0) mindestens

8—j s+1
P v,=n— > v,
=0 pu=8—j+1

Insgesamt wird die Mindestzahl von Nullzeilen in Ay, ,(0)

8 8+1 8+1
s+n—23 I v,=(@6+1)n— )_,; uv, = (s +1)n—o,
=

j=0 p=s—j+1
was den Beweis vollendet.

3. 2. Ein Zahlenbeispiel. Zur Erlduterung der im 1. Kapitel gefundenen Methoden
betrachten wir das System

7 x 1 —22 0 A
2 sl [0 =z 4z 2P} ([,
ns] 0 0 3z 1 M3
o zr 0 0 =z Ns

Offensichtlich ist der Satz von Lettenmeyer hier nicht mehr anwendbar. Um zu priifen,
ob ein reguldr-singulires Fundamentalsystem vorliegt, berechnen wir d, indem wir die
ersten A, (A) notieren und ihre Defekte als Matrizen tber C(1) bestimmen. Da stets
gs<ns—1 (nach (1. 24)), beschrinken wir uns auf A,(4), welches ja A,(4), A,(4) und
A,(4) als Teilmatrizen enthlt.

A4(4) hat folgende Gestalt, — die leeren Felder sind Nullen:

0 1 0 0 | | |
00 0 0 |
00 0 1 : : I «~— 2.2
0090 0y 4 __ — - |z
1—2 [0 1 | )
1—12 0 0 | -
3—1 : 0 1, | Z.6
1 1—2 0 0
______ —
—1 0 |—A | 0 1 |
1 — A 0 0 |
| 53 : 01 — 710
1 —2 0 0
T "‘J"T_T—T_““‘_JWT—O"E
4 1 —1—2 lo 0 0 o
I |
1—12 | 0 1
| | —1—1] 0 0

Eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer Fundamentallosung ist erfillt, da
B, nilpotept. Es ergibt sich



Wagenfiihrer, Lisungen von Sysiemen linearer Differentialgleichungen. 11 165

Damit ist
¢g=2, d=n"s,

folglich liegt ein regulir-singulires Fundamentalsystem vor. — Zum Beweis, daB8 d, = 3,
beachte man, daB die 6. Zeile ein Polynom-Vielfaches der 1. Zeile ist; d, = 4 gilt, weil
die 10. Zeile Linearkombination mit Polynomkoeffizienten aus der 3., 5. und 8. Zeile ist,
némlich

Zpy=0—201 —M)Z;— Z;+ 2(1 — 1) Z,.

Diese Tatsache erginzen wir durch eine analoge Aussage fiir die Spalten:

die 11. Spalte ist (A — 1) X letzte Spalte,

die 7. Spalte ist Linearkombination mit Polynomkoeffizienten der 9., 12. und
14. Spalte.

Um die Losungen der Differentialgleichung zu berechnen, bendtigen wir x(4), den g.g.T.
aller 12-zeiligen Unterdeterminanten von A,(1). Wir hatten gesehen, daB fiir jedes feste 4
die 2., 4., 6. und 10. Zeile Linearkombinationen der iibrigen Zeilen sind, und analoges
fur die 7., 11., 13. und 15. Spalte gilt.

Bezeichnet nun 4 (1) die Determinante, entstanden aus A,(1) durch Streichen der
genannten Zeilen und Spalten, so gilt

VAEC: rg A,(A) <12~ 4(%) =0,
daher ist
%(2) = const. 4(4).

Mehrfache Entwicklung von 4(1) nach Zeilen oder Spalten liefert

3—12 0 1 0
=1t =2 0 1 e

4 0 1 —1—1

und damit die einfachen Nullstellen — 1 und 3 sowie O als doppelte Nullstelle von .
Von den in Satz 1.32 aufgezdhlten GréBen sind zundchst

m =1, Ay =—1, p =4;

aus d = n - s folgt wegen Satz 1. 39
v, = 4.
Man rechnet sofort nach, daB
det A,(—1)=7=4d+ 3,
folglich ist
dim MP(—1) =3
und wegen v, = 4
dim M (—1) = 4 = dim MP(— 1) fiir alle & > 2.

Daher liegen 3 linear unabhéngige logarithmenfreie Losungen und eine mit log z in der
1. Potenz vor.

In diesem Fall interessiert die Ordnung der Stelle = 0 als Nullstelle bzw. Pol
der logarithmenfreien Losungen: Da die Zahl 3 einfache Nullstelle von y ist, mit maxi-

Journal fiir Mathematik. Band 272 22
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malem Realteil, ist dim IM(3) = 1 fiir alle k; und Hilfssatz 1. 30, angewandt auf
Ay = 3, k = 1 liefert genau eine holomorphe Losung y, mit Null als dreifacher Nullstelle;
hier wird
0
5
yi(@) = 7
0
Wir rechnen weiter nach, da§
det 4,(0) =4 =d + 1,

folglich ist
dim MM (0) = 1.

Nimmt man nun eine Basis von MM (— 1) wie im Beweis von Hilfssatz 1. 35 an, sieht
man wegen

dim M (— 1) — 3,
daB auch

dim MY (— 1) = 1;

und es muB je eine logarithmenfreie Losung zu den Potenzen 0 und — 1 geben. Eine
Berechnung aus den Rekursionen liefert

0 4

x? — 3z

yz(w) = 1 ) Yy (.’E) = 2!
— 32 — 4

Zur Bestimmung der logarithmenbehafteten Losung folgern wir aus den Uberlegungen
des Hilfssatz 1. 35, daBl wegen

dim MP(3) = dim MP(—1) =1
sicher
dim M (0) = 2
und daB die Losung mit log z zur Potenz O gehort. Die Rekursionen liefern hier

—3z
0
Ya(®) = logz - y,(x) + 0

x

3. 3. Einordnung der Differentialgleichung n-ter Ordnung. Die komplexe Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung

n—1 .
(3.3) 2™ (z) — 3 2q,_i(@)nP(x) =0 mit s€N
i=0
¢;: 8z~ C holomorph (i =1, ...,n), nicht alle ¢,(0) = 0,

ist mit gewissen in ®, holomorphen g¢,, die nicht sdmtlich in Null verschwinden, sowie

mit dem Operator

a=w_d_

dz
dquivalent der Gleichung

n—1
(3.3) 28"n(2) — Z §u_i(2)8'n () = 0.
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Zu einem System aus n Loésungen (7,(z), ..., %,(z)) von (3. 3’) ist die Matrix

Y(z) = (6" '0y(®) )nn mit (6" 'n,(z))_, als i-ter Spalte
Losung von

(1) 2*Y1Y' () — B(x) Y(z) =0
mit
(|) zt 0—0
I\\I
(3. 4) B(z) = | 0 |,
0 0 =z*

Ga(z) -+ @(2)
Nimmt man Y (x) in der Gestalt an
Y(#) = H(z)2” mit H: 8;;\{0} > M,(C) holomorph,
so verhalten sich die Losungen %, von (3. 3) bei Anndherung an z = 0 bestimmt genau
dann, wenn H in 0 hochstens einen Pol besitzt bzw. bei geeigneter Wahl von J in ganz

R®r holomorph ist. Damit ist (3. 3) auf unsere allgemeine Fragestellung zuriickgefiihrt,
wobei B(z) in Gestalt (3. 4) vorliegt.

Mit den Potenzreihendarstellungen der g,(z) fiir z € R

(3.5) 2,(z) = g:o & Bor1is (i=1,...,n)
haben die B, die Gestalt
01 0—--—0
\\ |
0 . | \\ '
B, = fir v =+ s, B, = 0
0——0 1
ﬂlr """ ﬁm ﬂla _—-—— - ﬂna

Da nach Voraussetzung die letzte Zeile in B, nicht verschwindet, ist fir» = 0,1, ...,s—1
d,=0w0+1) (n—1).

Zur Berechnung von d, und x(A) betrachten wir

Al(l) =
ﬂls-l """" :Bm-l ﬂla—z fee ﬂno

0 0—21 1
ﬁ]a ... ﬂn—lsﬂm—z’ ﬂla—l e ' pnl ﬂlo ce ﬂno

22
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Offensichtlich sind die nichtverschwindenden Zeilen (iiber dem Korper € (4)) linear un-
abhingig, daher

dy=s-(n—1)=d,_,.
Es folgt

3.6 7=s—1
(5.6) d=s-(n—1).

Fiir ein festes komplexes 4 ist ,(1) < d genau dann, wenn die nichtverschwindenden
Zeilen von A (1) — als Matrix itber C — linear abhéngig sind.

Das ist damit dquivalent, dafl

ﬂlo 1520 c e ﬂno
—2 1

det \\0 = 0)
0

—i 1

denn die restlichen nichtverschwindenden Zeilen aus A (A) sind beziiglich der ersten
n Komponenten linear unabhingig. Die Determinante hat den Wert

3.7 fo(l) = ﬂlO + 1820/1 + -4 ﬁnoin_l,
daher gilt
(3. 8) x(A) == const. f,(4).

Ahnliche Uberlegungen, auf die Matrizen A4, (1) angewandt, liefern fiir alle u € N,

Stu
2,(3) = const. - 1_50 £2(4 & 2).

Falls f,(4) = const., gilt fiir die Vielfachheiten der in Satz 1. 32 ausgezeichneten Null-
stellen 1, von x als Nullstellen in y,:

v, = 2”) (Vielfachheit von A, 4 » als Nullst. in f,),

v=0

und nach Hilfssatz 1. 33:
3.9 Fmax = Grad von fy < n—1.

Schon die in (3. 6) erwihnte Tatsache, daB d < n - s, liefert mit Satz 2. 31 einen direkten
Beweis fiir den Satz, daB fiir s > 0 die Differentialgleichung (3. 3) kein Fundamental-
system von Lésungen, die sich bei z = 0 bestimmt verhalten, besitzt.

Aus (3.9) folgern wir die stirkere Aussage, die Thomé [1, a] mit Reduktion der
Differentialgleichung und Induktion bewiesen hat:

Satz 3. 10. Die Zahl der linear unabhdingigen, sich bet Null bestimmt verhaltenden
Losungen von (3. 3) ist hichstens so groB wie der Grad von f,.

Hier liegt iibrigens ein gutes Anschauungsbeispiel fiir Satz 1. 38 mit d < ns vor:
es ist namlich
Grad fo=n—1~8,, =0,
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und letzteres bedeutet genau, daB
we=n—1,

in Ubereinstimmung mit Satz 1. 38, 2.

Um jetzt auf die Rekursionen niher einzugehen, nehmen wir eine formale Losung
von (1) mit B(z) gemaB (3. 4) an,

Y(x) = zc‘oHvva+J y
y=0

unter den Annahmen (A), (B) und (C) aus dem 1. Kapitel. Die Spalten der H,, die zum
Jordankiéstchen J; der Spaltenzahl & und zum Eigenwert 1 gehoren, seien

Biyy ooy i, (v=20,1,2,...),
die Komponenten von £, seien
h:v (a:i,...,n),
speziell bezeichne
V! = R, (=1, ...,k; vEN,).
Nach (1. 6) sind im Falle der Reihenkonvergenz die Funktionen
' 1 i o0 ) _
(3. 11) nd@) =@ B loga)” Xy, (6 =1, ..., k)

Losungen von (3. 3); in jedem Fall nennen wir diese Reihen formale Losungen von (3. 3).

Von den Rekursionen (1. 5), die von den A&, gelost werden, notieren wir die letzte
Zeile jeder Gleichung. Es ergibt sich

a) ﬁ(ﬁﬂ,ﬂ_vhfw>=0 =0, ... s—1;n=1,... k)
=0 \i=1
(3' 12) b) %’/;l(._zlﬂiu—vhiv>_(l+:u_s)h;‘y—a:0 ([u=S,S+'1, "')
uf n )
C) gf‘o('éﬂip—vh:w)_—(l+.“‘—S)h:p—e—h:—lu—8=0
(e=2,....,k;u=s,8s+1,...).

Die ersten n — 1 Zeilen jeder Gleichung (1. 15)a) liefern keinen Beitrag; aus Gleichung
(1. 15), b) fiir die Nummer x4 + s entnehmen wir:

hﬁjl—(l+y)h§”=0 (i=1,...,n—1)
und daher

(3. 13" B, = @4+ ,u)i‘lym (i=1,...,n, pu=0,1,2,...).
Mit den Definitionen

)= ZBA (b %)
(3. 14) =t .
fs(ﬂ') =—A+ 5’; 61514—17

wobei f, schon unter (3.7) definiert war, ergeben sich durch Einsetzen von (3.13') in
(3. 12), a) und b) fir die y,, die Rekursionen

(3. 15) 249y, =0 (=0,1,2,...).
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Aus den jeweils ersten n — 1 Zeilen der Gleichungen (1. 15), ¢) fiir 4 + s folgt
Bft=@A4+pwhi, +k_,, GC=1,...,n—1;x=2,...,k p€N),

woraus man mit einem Induktmnsbewels leicht sieht, daB
il x=1(7 - . =1 4 of :
B= Z () m = E gy
Nimmt man (3. 13’) hinzu, haben wir stets

x=1 4 o .
(3.13) # o= 2 ST Vet g A+ (WeNy,x=1,... ki=1,...,n)

Dies fiilr » = 2 in (3. 12), ¢) eingesetzt, liefert in Verallgemeinerung von (3. 15'):
»—1 4 “
(3.15) Z;‘)—Ipr_,(l—{—v)y,,_“:O (x=1,...,k;u=0,1,2,...).
j= v=0
Da sich die hj, fiir i =2, ..., n durch (3. 13) eindeutig aus den y,, berechnen lassen,

notieren wir

Satz 3. 16. Die Reihen (3. 11) sind genau dann formale Losungen von (3. 3), wenn
die Rekursionen

-

(3.15) il

llM’f

u
zf(’) )' + v)yx—j,v = 0
vy=0

fiirx=1,...,k;p=0,1,2,... erfillt sind.

Selbstverstiandlich braucht man (3. 15) nur fiir die A, aus Satz 1. 32 zu losen; fiir
p = p sind die Gleichungen (3. 15) wegen f,(4; + u#) =+ 0 nach y,, eindeutig auflosbar;
wegen
p—1
—'fo(}*t + lu)yxp - ]{ ]l vzzof(?) 1 + ”)Vx—;',v + ’5('; fy—-v(}'i + 1’)‘}/,,,
ist y,, aus den y, mit j=0, ..., x—1; »=0, ..., u sowieden y,, mit =0, ..., u—1
eindeutig bestimmbar. Daher notieren wir "

Hilfssatz 3. 17. Fiir jedes A, aus Satz1.32 und k€N ist MY (A,) isomorph der Lo-
sungsgesamtheit des Systems

(3.18) 3 IO+ Ny =0 (e=1, ...k u=0,...,p)

Zum Beweis zeigen wir, daB IRII(1,) die Gesamtheit aller (h,,),_, . ist, deren
v=0,...,p

Komponenten hl, = y,, den Gleichungen (3. 17) geniigen und fiir deren iibrige Kom-
ponenten gilt:

& ! 1 a x—1
(+) b = 2 !yx—jv BV A+ ) IA=1‘

v=0,...,p; x=1,...,k; «=2,...,n).

Offensichtlich ist (3.18) und (+) dafiir notwendig, da8 man (k,,),_, , zu einer Ld-
y=0,...,p

sung (h,,),_,,. . der Rekursionen (1.5) fir p=0,1,...,p +s = p + g+ 1 fortsetzen
v=0,...,p+8

kann, denn (4) folgt aus (1.5) fir y =s,s + 1, ..., p + s. Nach den vorhergehenden
Uberlegungen liegt umgekehrt jede Losung von (3. 18) und (+) in MEI(4,).
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Als hinreichende Bedingung fiir die Existenz (nicht mehr nur formaler) regulér-
singulérer Losungen von (3. 3) notieren wir nun zusammenfassend

Satz 3.19. Es sei k € N beliebig, A, eine der Nullstellen von f, mit
A;— z nicht Nullstelle von f, fir alle z € N,

P = mazimale ganzzahlige Differenz von Nullstellen von f,.

Aupferdem besitze das System (3. 18) I, linear unabhdngige Losungen mit I, >k - s.
Dann existieren mindestens l, — ks linear unabhingige Liosungen von (3. 3) der Form

Py - e
" = (k )! (logx) ‘yj( )

mit y;: 8 — C holomorph.
Dieser Satz folgt aus Hilfssatz 2. 26 und Satz 2. 29 unmittelbar, da
dim MF(A) =1, und d=(n—1)-s.

In seiner Arbeit [3] iiber dieses Problem hat Perron den Satz 3. 16 vollstandig und
den Satz 3. 19 fiir £ = 1 bewiesen; letzterer entspricht seinen Ausfithrungen auf Seite 21
in [3]. Bei Behandlung der Fille £ = 2, also der logarithmenbehafteten Lésungen (ebd.
S. 23—26) ist Perron ein Fehler unterlaufen. Die dort auf S. 25 oben durchgefiithrte Dif-
ferentiation nach 4 (bei Perron g) ist nicht motiviert, entsprechend ist der Ausdruck
unter (63) — in dem wir hier e durch s, V durch NV + 2s, mit der Bedeutung aus Satz 2. 1
ersetzen —:

N+4s—1 N+38—1 (1)
(+) E‘ Y4 %A 2,‘( 3‘ Y4 d{z + log = 2 y D(')) A
i=0 =0
nicht die allgemeine Gestalt einer Lésung mit log z. — Man kann die angegebenen Gréfen
D némlich so wihlen, daB die Abschnitte (D¥(4))%'™* (i =0, ..., N 4+ s —1) gerade
die konstanten Einheitsvektoren sind, dann wiirde der logarithmenfreie Teil in (+4) erst
mit 2*T¥+¢ beginnen, bei beliebig groBem N. Entsprechend ist die auf S. 25 bei Perron
angegebene Matrix zur Richtigstellung zu ersetzen durch

Ggo) GaN+a-—1) 0 0
GN+2¢—1 Gyt 0 0
dG© dGF+e-b © (N+a-1)
- ;: e _'OT GY G§
ng’)Zi-Zc—l . dG(léV-l-l-Z’a_—ll) G(O) e G(N+:—1)
dﬂ. d}. N4-28—1 N+428—1

Dazu bemerken wir, daB mit Wahl der (D’ (4)))%;~" als Einheitsvektoren gilt:
GO =f_A+i) firv=0,....N+s—1;i=0, ...,
GO =0 fir v =0,... N4s—1; i>»+1,

wihrend die G firy = N +s; ..., N + 2s — 1 aus Grenzprozessen zu gewinnen sind.
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LiBt man die 2s Zeilen mit den G fiir v > N -+ s weg, erhilt man die Koeffizienten-
matrix von (3.18) mit £ =2 und N 4 s —1 statt p, so daB sich nunmehr Satz 3. 19
fur £ = 2 ergibt.

SchluBbemerkungen

Es bleibt als offene Frage, ob ein Beweis des am Ende des 2. Kapitels zitierten
Satzes von D. A. Lutz mit den Methoden dieser Arbeit moglich ist: vielleicht 148t sich
die dort angegebene Zahl N dann abschéitzen.

Ein weiteres Problem sind Fundamentallssungen der Differentialgleichung (1) von
allgemeinerer Gestalt, ndmlich

(%) Y(z) = H(z)2’ %@
mit H holomorph in einem Sektor & < ®F,

H(x) ~ f x? H, (asymptotisch) mit p €N,
y==0
1

Q(x) Diagonalmatrix, Polynom in z?,
J € M,(C) konstant.

Die zugehorige Theorie ist z. B. in dem Buch von W. Wasow [11] dargestellt. Die
Methoden des 1. Kapitels unserer Arbeit werden sich auch zur Gewinnung formaler
Loésungen der Gestalt (%) anwenden lassen.

Zusatz bei der Korrektur. Der Wert von N ist von W. B. Jurkat und D. A. Lutz,
On the Order of Solutions of analytic Differential Equations, Proc. London Math. Soc.
(3) 22 (1971), 465—482, zu N = (n— 1) (2ns — 1) angegeben. Dieses Ergebnis war dem
Autor bei Einreichen der Arbeit nicht bekannt.
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