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VIII

Vorwort

Der vorliegende Band ,Numerische Mathematik 2* behandelt die Themen
Eigenwertberechnung, Iterationsverfahren und Interpolation. Wie auch bereits im
1.Band, legen die Autoren grofies Gewicht auf die Bereitstellung theoretischer
Grundlagen; diese sind teilweise auch iiber die Numerik hinaus fir andere Gebiete
der Angewandten Mathematik von Interesse, so beispielsweise der Banachsche Fix-
punktsatz oder der Begriff der Differenzierbarkeit in normierten Vektorraumen.

Die numerischen Verfahren sind wiederum ausfithrlich hinsichtlich ihrer
Anwendbarkeit diskutiert, ferner sind zur Erlauterung zahlreiche Beispiele ange-
geben. Die Algorithmen sind so formuliert, da® man hiernach ohne Schwierigkeiten
Computerprogramme schreiben kann.

Auf Grund der fortlaufenden Numerierung der Kapitel sind Zitate aus Band 1,
d.h. aus den Kapiteln 1—4, auch ohne entsprechenden Hinweis an den angegebenen
Nummern zu erkennen.

Danken méchten die Autoren allen, die an diesem Band mitgewirkt haben,
insbesondere unseren Mitarbeitern Dr. B. Sagraloff und Dipl.-Math. J. Wiesmiiller,
die einen Teil der Korrekturen iibernommen haben. Ferner danken wir unseren
Diplomanden, die die einzelnen Algorithmen programmiert und uns damit die
Zahlenwerte zu den numerischen Beispielen geliefert haben. SchlieBlich gilt unser
Dank dem Vieweg Verlag fur die gute Zusammenarbeit.

Regensburg, im September 1977 R. Mennicken
E. Wagenfiihrer



5. Eigenwertberechnung bei Matrizen

Essei AEM(n Xn, €). Ein AE C heifit Eigenwert der Matrix A, wenn ein
X €C", #0 mit der Eigenschaft

AX = AXx

existiert; weiter nennt man jedes derartige x einen Eigenvektor zum Eigenwert \.

Ziel dieses Kapitels ist es, die wichtigsten numerischen Verfahren zur Berech-
nung der Eigenwerte und Eigenvektoren mitzuteilen. Wegen der Verschiedenartig-
keit der einzelnen Methoden, die eine Verzahnung untereinander nicht ausschlieit,
beschreiben wir hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit kurz die Inhalte der folgen-
den Abschnitte.

In 5.1 ist die Potenzmethode dargestellt. Sie ist unter gewissen Voraussetzun-
gen dazu geeignet, eine Niherung fiir den betraglich grofiten Eigenwert und einen
zugehorigen Eigenvektor zu bestimmen; dabei wird auch auf die inverse Potenz-
methode eingegangen. Zum tieferen Verstindnis stellen wir diesen Verfahren einige
grundlegende Aussagen iiber Systeme linearer Differenzengleichungen erster Ordnung
voran.

Als Anwendung behandeln wir in 5.2 das Bernoulli-Verfahren. Es dient dazu,
die betraglich grofte Nullstelle eines Polynoms niherungsweise zu berechnen.
Zusitzlich notieren wir — ausgehend von den Ergebnissen in 5.1 — einige wichtige
Sitze iiber lineare Differenzengleichungen n-ter Ordnung, die iiber den Rahmen
dieses Kapitels hinaus, nimlich beispielsweise bei der numerischen Behandlung von
Differentialgleichungen (in Band 3) von Bedeutung sind.

Bekanntlich ist — vgl. z.B. Fischer [17], S. 166 — A genau dann Eigenwert
von A, wenn A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms

o(u) = det(ul-A)

ist. Damit ist die Eigenwertberechnung auf die Nullstellenbestimmung eines Poly-
noms zuriickgefithrt. Allerdings ist es schon im Falle n =4 ein mithsames Unter-
fangen, die Koeffizienten von ¢ (u) zu berechnen. Dieser Schwierigkeit begegnet
man, indem man von A zu einer dhnlichen Matrix B = T™' AT méglichst einfacher
Form iibergeht und dabei die Beziehungen

det(ul—-B)=det(ul-A),
A Eigenwert von B <= A Eigenwert von A |
x Eigenvektor von B <= Tx Eigenvektor von A

beachtet.
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Im Hinblick darauf geben wir in 5.3 finite Verfahren an, die A durch Ahnlich-
keitstransformationen T auf eine obere Hessenberg- oder sogar eine Tridiagonalmatri
B bringen. Wie weiter in 5.4 gezeigt wird, erlauben Matrizen dieser Art die Berech-
nung des zugehorigen charakteristischen Polynoms ohne grofieren Aufwand. Esbleibt
natiirlich dann das Problem, die Nullstellen des charakteristischen Polynoms zu be-
stimmen.

In 5.5 bringen wir das QR- und das LR-Verfahren, anschliefend in 5.6 das
Jacobi-Verfahren. Hierbei handelt es sich um infinite Methoden: mittels einer Folge
dhnlicher Transformationen wird A in eine Dreiecks- bzw. Diagonalmatrix iiberge-
fihrt. Diese Verfahren werden insbesondere in dem Fall herangezogen, dafl samt-
liche Eigenwerte einer Matrix berechnet werden sollen.

In 5.7 schlieBlich beschiftigen wir uns mit Fehlerbetrachtungen.

5.1. Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung im €". Potenzmethode
Essei (Ax)g eine Folge komplexer (n,n)-Matrizen, (by)g eine Folge im €".

Dann heifit ein System von Gleichungen der Form

(5.1.1) Yie1 — A Yk = by (k=0,1,2,..)

eine lineare Differenzengleichung erster Ordnung im C"; diese nennt man homogen,
falls simtliche by verschwinden, ansonsten inhomogen.

Wie iiblich bezeichnen wir mit (€")'N die Menge aller Folgen (y, )5 im €".
Diese Menge wird bekanntlich zu einem Vektorraum iiber €, wenn man die Addition
und die Multiplikation mit a € € komponentenweise erklirt.

Wir notieren einige elementare Eigenschaften von (5.1.1) in

(5.1.2) Hilfssatz
(i)  Zujedem , Anfangswert* y, € C" existieren eindeutig y,.y,., ..., € C",
so daf3 (5.1.1) erfiillt ist.
(ii) Esist
Ao = (Yge1 ~AxYi)o
eine lineare Abbildung von (G:“)IN in (€™)N.
(iii) Es bezeichne
A= {(¥)o Vis1 ~AYk=0 (k=0,1,2,..)},
also den Nullraum der Abbildung A; A ist ein Unterraum des (tl:“)'N mit
dimA=n.
(iv) Ist (y,)o eine Losung von (5.1.1), so geniigt eine Folge (z, Yo genau dann
(5.1.1), wenn

(Y= z)s = (Yi)o — (z)o EA .
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Beweis. Die Aussage (i) ist trivial, da man jede der Gleichungen (5.1.1) nach yy 4+,
auflésen kann. Zu (i) notieren wir mit o, $ € € sowie (yy ). (z)o € (tt“)'N

A(a(yk): + B(Zk):) =A(ay, + ﬁzk): = (a)'ku + B‘zk-bl —Ac(ay, t+ ﬁzk)):
= a(Yis 1~ AxYi)o T BEier ~Ax z)s = @A(yy)s + BA(Z)g -

Beziiglich (iii) stellen wir fest, daB A als Nullraum einer linearen Abbildung ein
Unterraum ist; weiter betrachten wir die Abbildung

o: A= Q" (Vi)s * Yo -

Offensichtlich ist ¢ linear; ferner ist ¢ nach (i), angewendet auf by = 0
(k=0,1,2,...) bijektiv, mithin ein Vektorraum-Isomorphismus. Daher gilt, wie
behauptet,

dimA=dimC€"=n.
SchlieBlich ist (iv) nach (ii) klar.

(5.1.3) Definition. Jede Basis von A heifit Fundamentalsystem der zu (5.1.1) zuge-
hérigen homogenen Differenzengleichung.

Dem Beweis von (5.1.2), (iii) entnehmen wir die

(5.1.4) Bemerkung. Ist (a,, a,, ..., a,) eine beliebige Basis des €", so bilden die
n Folgen (yl((")):=o v =1,2,...,n), definiert durch

ys)p) =ay,
© =A y® =
v =AY (k=0,1,2,..),

ein Fundamentalsystem der zu (5.1.1) zugehérigen homogenen Differenzen-
gleichung.
Zum Beweis beachtet man, dafl

O o=v @)  @=12..n).

Man nennt (5.1.1) eine Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten,
wenn die Ay von k unabhingig sind, d.h. wenn mit einer festen (n,n)-Matrix A
fir k=0,1,2,... Ag=A gilt;dabei wird nicht ausgeschlossen, da} die bx von k
abhingen.

Im folgenden beschiftigen uns homogene lineare Differenzengleichungen mit
konstanten Koeffizienten, d.h. wir betrachten bei vorgegebenem A E€M(n X n, €)
und y, €C" die Rekursionen

(5:1.5)  yier = Ay, k=0,1,2,...).
Als Losung erhilt man trivialerweise
(5.1.6)  y =A%y, k=0,1,2,...).
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Die Berechnung dieser Vektoren y, (fiir geeignete y, € C") heiit Potenzmethode
oder von-Mises-Verfahren; man nennt sie manchmal auch — vgl. 5.2 — veralige-
meinertes Bernoulli-Verfahren. Zur Herleitung einer Konvergenzaussage benétigen
wir eine explizitere Darstellung der Losung als (5.1.6). Hierzu zitieren wir aus der
Linearen Algebra — siehe [21], S. 208 — den

(5.1.7) Satz (iber die Jordansche Normalform). Es seien Xy, ..., \y die ver-
schiedenen Eigenwerte der (n,n)-Matrix A. Fir p€{1, 2, ..., m} bezeichne

H,:={h€C": IkEN (A-2,D*h=0}
den Hauptraum sowie

E,:= {x€EC":(A-A,)x=0}
den Eigenraum zum Eigenwert \,,.

Wir stellen fest:
(i) Esgilt die direkte Zerlegung

€ =H,+H,+...+Hp.
(ii) Jeder Hauptraum H, besitzt eine weitergehende Zerlegung
Hy=Hy, ';'Hu.2 tot Hn.k“ .

wobei jeder dieser Unterrdume H,, ; durch eine Basis (u,. ... up, ;) aus,auf-
steigenden’* Hauptvektoren, d. h. mit

A-2Duy=0; (A=A Duyjyy =y G=12,....py; =1
charakterisiert ist. (Die Abhdngigkeit der u; von u und i ist dabei nicht markiert.)
(iii) E, ist ein Unterraum von H, mit

dimE, =k, 2 1.

Ist h€ H,, so nennt man
(5.1.8)  p:=min{kEIN:(A-A,D*h =0}

die Stufe des Hauptvektors h. Offensichtlich gilt p =0 genau dann, wenn h=0
ist. Hauptvektoren der Stufe p 2 1 sind durch die Eigenschaften

A-2DP 'h#0, (A-ADPh=0

gekennzeichnet; die Hauptvektoren der Stufe 1 sind mithin gerade die Eigenvektoren.
Da jedes u aus der in (5.1.7), (ii) angegebenen Basis von H, mit

qu = max py,j SdimHy,<n
=1

die Gleichung (A -), l)q“ h =0 erfiillt, ergibt sich gemif} Definition (5.1.8) un-
mittelbar die Beziehung p < n.
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(5.1.9) Hilfssatz. Essei h € Hy, ein Hauptvektor der Stufe p und hierzu
h®:=h, h®*D.=(A-ADh?=(A-2,D"*"h ®=0,1,2,...).
Danngilt fir k=0,1.2, ...

Kk min {k,p-1}
Ky — kyyk-vi) - kyyk-vp ()
A= D ENTH S B ORI,

v=0 v=0
Den Beweis fiihren wir mit Induktion iiber k. Fiir k =0 haben wir

A°h=h=h®;
der SchluB von k auf k + 1 ist mit

k
AK*1h = A(AKR) = Z (I;))\'I:-v {(A—)\“l)h(")'f)\“h(")}
v=0

k k
Z (l:))\::— vh(u+l) + Z (ll:))\(:+l)— vh(u)
v=0 v=0

k+1 k

- Z (vl_(l))‘(‘l‘(+l)-vh(v)+ Z(:)x(‘:(+l)—vh(lﬂ
v=1 v=0
k+1

= (k:l))\(‘l‘(+l)—uh(v)

v=0

erbracht.

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir iiber die Konvergenz des von-Mises-
Verfahrens den folgenden

(5.1.10) Satz. Essei AEM(n Xn, C). A\;,A;, ..., A\ seien die verschiedenen
FEigenwerte von A, und zwar mit der Eigenschaft

M>>I 20002 Am s
insbesondere sei mithin m > 2. Wir setzen

, lm, falls Ay #0,
m:=
m-—1 sonst

sowie

A2
p = >‘l

Der ,Startvektor‘ y, € C" besitze mit h €E,, #0, h,€H, (1=2,...,m)
die (eindeutige) Zerlegung

y°=h|+h2+...+hm.
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SchlieBlich bezeichne p,, die Stufe des Hauptvek tors hy und
p:=max{p,:1Spusm'}.
Wir behaupten:

(i)  Die y,. definiert durch (5.1.5) bzw. (5.1.6) geniigen einer Darstellung
Yie= Ay (hy + i)

wobei die vy mit einem v 2 0 fiir k=1, 2, ... inder Form
vl € - p*kP~!

abschdtzbar sind, also insbesondere gegen Null konvergieren.

(ii) Setzt man h,= (n(lj));':l, Y = (EE));LV so gilt fiir jedes j € {1,...,n}

mit n(lj) #0

E(j)
Jim 6 =
k
bzw. genauer
Eftjil kyp-1
Ef(j) =N +0(p kP ™Y (k = ).

(iii) Definiert man fir k € IN
jkr=min{ie{l,....n}: (£0] = ly, I},

so hat man gfk’ #0 fir KEN und

Gk)
. k+1 -
Jim £ M
k

bzw. wieder genauer
(i)
£
(ik)
&

=\ +0(pXkP 1) (k = ).

Beweis. Nach (5.1.6), (5.1.9) gilt fur k 2 n::'nl( p,. also sicher fir k 2 n
“:

m [Pu~1
(5.1.11) n=Mn=3(Z(DmWW’

e
u=1\v=0

und daher fiir diese k auf Grund der Definition von m’' und wegen p, =1

(5:1.12)  y, = Ay, =2 (h +wi)



5.1. Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung im ¢". Potenzmethode 7
mit

k pu-1

(5.113) v = 3 (ﬁ) A2 h®
) % Z by Z(v) u
u=2 v=0

Unter Beachtung der Ungleichung (X) < k” schitzt man

m' Pu—1
GL14)  Mwde S o7 S NI I, = Pk
H=2v=0

ab, womit (i) bereits bewiesen ist.

Zum Beweis von (ii) setzen wir vy = (ef("));‘___l und folgern aus (i) fur
j=L...n, k2n

EE) = )‘ll( (n(li) + GE))
mit
e s vl =0 (k=)
Zu
n:=min {In|:j€{1,....n}, 7’ # 0}
wihlen wir ein ko 2 n, sodaf fir k2 ko, j=1,...,n
1) < vl <5,
Mmithin

o .
(.115) a0 + €O n-1eP1>4n.  falls 1P %0,

Ieg)l < '5 n sonst

erfiillt ist. Ist nun n(lj) # 0, so kénnen wir fiir k 2 ko durch EE) dividieren und
erhalten :
£ k+1

k+1

=h LKL (k = )
3) L @) !
& )+ €

D + €O

bzw. nach (5.1.14) mit einem geeigneten v’ 2 0 genauer

o1y n Ilegp-egzll Pl + Motbe 1,y gy
E(k’) 1 1 |T)(lj)+€9)| = 1 1511 =>7p .

Zu (jii) beachten wir, daB gem8 (5.1.13) v € (H, + ... +Hp) und nach
Voraussetzung h, €H,, # 0 gilt; wegen H, N (H, + ... + Hy,) = {0} ist infolge-
dessen fiir k €Ny, # 0 und damit £0%) # 0. Den Ungleichungen [£0¥| 2 1§
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(j =1, ..., n) entnehmen wir weiter, daB fur alle k 2 ko n?k) #* 0 ist; sonst hitte
man nidmlich fir ein j € {1, ..., n} mit n(l” # 0 nach (5.1.15) den Widerspruch

30> 1edR) = |70 + &0) 2 17D + D) 2 n- D) > 1.

Es folgt, daB die in (ii) gewonnenen Abschitzungen beziiglich j = j, gelten, womit
der Satz (5.1.10) volistindig bewiesen ist.

Wir bemerken, daf die angegebenen Abschitzungen kaum fiir eine Fehler-
rechnung zu verwenden sind, da die dort auftretenden Konstanten nicht a priori
bekannt sind. Die Abschitzungen beinhalten jedoch eine Aussage iiber die Giite
der Konvergenz: eine’brauchbare Niherung von A; wird man umso eher erreichen,
je kleiner p ist.

Die Voraussetzung m 2 2 wird in (5.1.10) ebenso wie an einigen Stellen im
Folgenden ausschlieBlich zur Ausschaltung eines trivialen Sonderfalls getroffen.
Esist nimlichim Fall m=1 0#y, €E;, vw=0 (k €IN) sowie fir
J€{,....n} mit 70 £ 0

(2,

£D

Die Bedingung h, €E, istim Fall H, = E, immer erfiillt; es fragt sich nur,
wie man dann zu einem y, mit h; # O kommt. Hatte man h, =0 in der Darstel-
lung von y, als Summe von Hauptvektoren, gleichzeitig etwa 0 # h, €E,,

JA2] > IA3), so wiirde das Verfahren rein theoretisch den Eigenwert A, statt A,
liefern. Wihrend die theoretischen y, simtlich in H, + ... + Hy, liegen, erhalt
man durch Rundungsfehler schon nach 1 bis 2 lterationen ein numerisch berech-
netes

Y EH +Hy+... +Hy
mit einem nicht verschwindenden Anteil in H,. Gemif (5.1.12)—(5.1.14), auf y,
statt y, angewendet, wichst durch den Faktor )\'l‘ die urspriinglich kleine Kom-
ponente in H, stirker als die Anteile in H, + ...+ Hy,. Man kann also y,€C", #0
beliebig wihlen; ein Anteil in H; entsteht nach einigen Iterationen.

Da die Komponenten von y, wie )\“‘ wachsen bzw. fallen und infolgedessen

die Gefahr des Exponenteniiberlaufs besteht, berechnet man bei der praktischen
Anwendung an Stelle der y, normierte Vektoren 9k = v, ¥x- Wir notieren dazu den

=\, (KEN).

(5.1.16) Algorithmus. Wir setzen Yo := Yo und konstruieren fir k=0, 1,2, ...
rekursiv: Ist y; = (Ef(‘) ):‘ . gegeben, so bestimmen wir

ik := min (i€ {1, ..., n}: [EY ) = y) 1)
und berechnen

U S ©_AD
Yx - = z(ik)’ yk N yk+l =AY -

k
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L)

Schematisch sieht das folgendermaflen aus:
YO=Y:)"90"A9O=Y’1 "9: -'A)A'Fy'z "92 usf.
Den Zusammenhang mit den y, stellen wir her im
(5.1.17) Hilfssatz. Es gilt fir alle k € N mit gewissen ax €€, #0 y;( = oy Yy
ferner im Sinne von (5.1.10), (iii) ix = jx sowie schlieflich
1
S om e
&
Den Beweis fiihren wir mit Induktion iiber k. Der Fall k =0 ist wegen y:, =Y

klar. Beim SchluB von k auf k + 1 erhilt man mit einem v, €C, #0 9, = %, ¥«
und infolgedessen

’ N
Yier = AVk = M AV = TiYisr -

Hieraus folgt der Reihe nach
C_ Gk+1)' _ . fUk+D o _ _1
Year =i+t Ek+rl -1k£k+1+l' Yet1 = Grap ket

k+1
Zur Konvergenz des Algorithmus (5.1.16) vermerken wir den
(5.1.18) Satz. Unter den Voraussetzungen des Satzes (5.1.10) gilt

. E(jk)
. +
0 &Y= —;(,,3 ~ N (k=)
k

sowie mit geeigneten Py E€EC, +0
(i) 19~ Bchyle = O(K kP,
mithin insbesondere ¥, — i h, - 0 fir k = .

Beweis. Die Aussage (i) folgt unmittelbar aus

' 1
)'k+l=A9k=EI)Yk+| (KEN).
K
Zu (i) notieren wir — vgl. den Beweis des Satzes (5.1:10) — die Beziehung
2K

A 1 1
Y= oY= oo o (it vi) = Be(hy +vy).
zilk) xl{ (n(‘lk) + egk))
Auf Grund von (5.1.15) konnen wir fiir k 2 ko [Bx| £ % abschitzen und erhalten
daher mit (5.1.14) fir diese k

By~ Beh e = ondle € 290%P70 (k2 ko).
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Der Abstand der normierten Vektoren 9k zum Eigenraum E; konvergiert
also gegen Null. Da} in den meisten Fillen die 9, sogar gegen einen festen Eigen-
vektor konvergieren, zeigen wir in dem

(5.1.19) Zusatz. Falls h, nur eine betraglich maximale Komponente besitzt, also
ein ip € {1, ...,n} mit

> 1P G # o)
existiert, so gilt ab einem ko € IN
k=1 (k 2 ko)
und folglich

Beweis. Wir setzen
8:= min {101~ 100 i # o}
und bestimmen hierzu ko € IN mit der Eigenschaft
<3 k2.
Dann gilt fiir i # io, k 2 ko
01 = ] 20+ €] < [N (nP] oy < %] (0] + 3)
2] 1) P 2+ 41 !

und daher j, =i,. Wir folgern

A 1
Y= T g (it vi) (k 2 ko)
"(nlO) + e£'°)

und daraus unmittelbar die zweite Behauptung.

Im folgenden Beispiel ist die Voraussetzung des Zusatzes erfiillt; gleichzeitig
demonstrieren wir, da auch bei ungiinstiger Wahl des Startvektors y, das Ver-
fahren den betragsmifig grofiten Eigenwert liefert.

(5.1.20) Zahlenbeispiel. Vorgegeben sei die symmetrische Matrix

1,1600 1,7280 2,3040
A= 17280 1,6624 0,8832
2,3040 10,8832 2,1776
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Wir wihlen einen Startvektor y,, der fast orthogonal zu E, ist, nimlich
y4 = (-0,73333; 1,0000; —0,06667) .

Wir rechnen doppeltgenau, was einer 16-stelligen Dezimalarithmetik entspricht.
Im folgenden sind die Niherungen fir A, und die Vektoren §'k mit acht Dezimal-
stellen notiert, wobei die signifikanten Dezimalstellen unterstrichen sind.

k A 9
1 | 0,33632000 | -0.76056496 —0,35343571 10
2 | 0.11310391 | -0.79619236 1.0 -0.11103775
3 | 0,18851106 | -045982843 —0.15801125 1.0
4 | 097859976 10 -0.11623037  0,65346474
s | 24647367 0,68005302  0,58270594 10
6 | 42590881 0,96259512 0.71072068 10
7 | 50231277 0,92546636 0,74218031 10
8 | 49653681 0,93850615 0,74842515 10
9 | 50009273 0,93701539  0,74968509 1,0
10 | 49986053 093754025 0,74993700 1.0
11 | 50000371 0,93748061 0,74998740 10
12 | 49999441 0,93750161 0,74999748 1,0
13 | 50000015 0,93749922 0,74999950 10
14 | 49999978 0,93750006  0,74999990 10
15 | 5,0000001 0,93749997 0,74999998 10
16 | 4,9999999 0,93750000  0,75000000 1.0

Die Naherungswerte zeigen zunichst ein unbestimmtes Verhalten, verur-
sacht durch die Eigenvektoren zu A, und Aj;, bis sich das Verfahren ab etwa der
7. Iteration stabilisiert. Da man schlieflich 2—3 Iterationen benétigt, um die
Genauigkeit um eine Dezimalstelle zu steigern, empfiehlt es sich, ab etwa der
10. Ndherung mit dem Newton-Verfahren weiterzurechnen. Die genauen Werte
sind iibrigens

A1 = 5,0000000, E, = {ea-(0,93750000; 0,75000000; 1,0)': a € C}.

Zur Konvergenz der Potenzmethode haben wir bisher |X;|> [X;], h, €E,
oder schirfer H, = E; vorausgesetzt. In den Fillen |\,| = |\,| — oder auch nur
IA2] = I\, | —bzw. hy € H, \ E, konvergiert das Verfahren nicht oder zu langsam.
Um dennoch A, und einen zugehorigen Eigenvektor zu gewinnen, sind zusitzliche
Rechnungen erforderlich; diese Methoden, die einen erheblichen Mehraufwand be-
deuten, sind bei Faddejew /Faddejewa [15] eingehend beschrieben.

IAg!

Wegen der durch p = ﬁ bestimmten Konvergenzgeschwindigkeit fiihrt die

Potenzmethode nur dann mit vertretbarem Aufwand zum Ziel, wenn |\, | erheblich
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grofler als |\, | ist. Diese Voraussetzung ist fiir die Iterationsmatrix bei der inversen
Potenzmethode von Wielandt [59] im allgemeinen erfiillt. Zunichst notieren wir den
(5.1.21) Hilfssatz. Essei AEM(n Xn, €). Ay, ..., \p seien die (verschiedenen)
Eigenwerte der Matrix A und H,, ..., Hy, die zugehorigen Hauptriume. Dann gilt
fir N€C, £, (u=1,...,m)

(i A ~ X1 ist invertierbar;

(i) (A- XI)™! besitzt die Eigenwerte Ay - )~\)‘ und dazu die Hauptrdume H,;
dariiberhinaus ist h € C" zur Matrix A bezuglxch Ay ein Hauptvektor der Stufe p
genau dann, wenn h zur Matrix (A — 7! beziiglich - )\) ein Hauptvektor der
gleichen Stufe ist.

Beweis. Die Aussage (i) ist klar. Weiter haben wir, da die auftretenden Matrizen
vertauschbar sind,

(A-2 Dk

[(xu—i)(A—T\l)(x '

m

- l-(A—Xl)")}k

_ 1—(A—Xl)")k

A = NK(A = XK 1
= N*(A-XD) (M

und infolgedessen (A -, *h=0 bzw. #0 genau dann, wenn

1 > k
( ~ (A—)\l)")h=0 bzw. #0,
A - X

womit auch (ii) bewiesen ist.

Wir folgern den

(5.1.22) Satz (iiber die inverse Potenzmethode). Die Voraussetzungen des Hilfs-
satzes (5.1.21) seien erfiillt; dabei sei m 2 2. Weiter sei \E€ @ eine Niherung zum
Eigenwert \, mit

0 < IX=N I < IX-2gl (u#v).
Der ,\Startvektor Yo € C" besitze mit h, €E,, #0 sowie hy €EH, (u#v) die
eindeutige Zerlegung

Yo = hl"'h2+.<."’hm .

P, bezeichne die Stufe des Hauptvektors hy und

pi=max{p,:pu=1,....,m}
sowie

X-2
p = max ' "l' #v].

< o
A=Al
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Zu 'y, definieren wir rekursiv (yy)o . Yy = (Eg))j“:l durch
(A _XI)Yk+1 =Yk

und hierzu (§,)7 mit den j, aus (5.1.10), (iii) durch
Ay

=
Y= o Ve
k

Dann gilt mit geeigneten f, € €, #0

19% ~ Bhull. = 06 KkP™1),
mithin insbesondere ¥, — By h,, = O fir k = o.

Zum Beweis beachten wir, dafl die Matrix (A — XI)~!, wie man mittels des
vorangehenden Hilfssatzes erkennt, den Voraussetzungen des Satzes (5.1.18) geniigt.

Die inverse Potenzmethode wird angewendet, wenn man zu einem naherungs-
weise bekannten Eigenwert — ermittelt z.B. mit den Methoden des Abschnitts 5.4 —
einen zugehorigen Eigenvektor sucht. In der Praxis ist beispielsweise X=1d(\);
es wird dann gegebenenfalls ein Eigenvektor bereits nach wenigen Iterationen er-
reicht. Da (A — X1) fast singulir ist, ist dafiir zu sorgen, daf die Rundungsfehler
bei der Losung der Gleichungssysteme (A — D Yi+1= Yk gering bleiben; daher
wird die inverse Potenzmethode meistens auf eine zu A dhnliche Hessenbergmatrix
angewendet (vgl. Aufgabe 2.4).

5.2. Lineare Differenzengleichungen n-ter Ordnung in €, Bernoulli-Verfahren

Es seien (ax,o):=o‘ S (. D=0 sowie (Bk): komplexe Zahlenfolgen.
Dann heifit ein System von Gleichungen der Form

(5.2.1) Mkentn-1Mkrn-1 T F 0 oM = By (kEN)
eine lineare Differenzengleichung n-ter Ordnung in €. Setzt man

LY
Mk+1

(522 y, (kEN),

Mk+n-1
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so geht (5.2.1) in

0 0
(523)  Yeer1— . (KEN),
: 0
0 0
—Qk,0 ~Qk,1 , Bx
by

d.h. in eine lineare Differenzengleichung erster Ordnung im € der Form (5.1.1)
iiber. Diese beiden Differenzengleichungen sind iquivalent im folgenden Sinne:
(5.2.4) Hilfssatz

()  Ist (ny)g eine Losungsfolge von (5.2.1), so ist die nach (5.2.2) gebildete
Folge eine Losung von (5.2.3).

(ii) Ist (y ) eine Losung von (5.2.3), so ist die durch

Mo
(5.2.5) . 1= ¥e. Mok =eh Ve (k €IN)
Tin -1
definierte Folge (n, ), eine Losung von (5.2.1) und geniigt der Beziehung (5.2.2).

Beweis. Die Aussage (i) weist man durch einfaches Einsetzen nach. Zu (ii) zeigt
man die Giiltigkeit der Beziehungen (5.2.1), (5.2.2) durch Induktion nach k:
(5.2.2) gilt fiir k = 0 unmittelbar gemaR (5.2.5);(5.2.1) ist fiir k = 0 mit

Mo = €Y1 = enlAgYo+bg) = =g n_y Moy =~ &g,0M * Bo
bewiesen. Beim Schluf von k auf k + 1 leitet man zunichst (5.2.2) fur k + 1 her;
hierzu zieht man die Induktionsvoraussetzung heran und beachtet (5.2.3). Danach
ermittelt man (5.2.1) fir k + 1 dhnlich wie oben fiir k = 0.

Auf Grund dieser Einordnung lassen sich die Definitionen und Aussagen des
Abschnitts 5.1 sinngemif auf Differenzengleichungen des Typs (5.2.1) iibertragen.
Eine genauere Ausfiihrung sei dem Leser iiberlassen.

Etwas intensiver beschiftigen wir uns mit dem Spezialfall homogener linearer

Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten. Hier ist fir k €N oy ; =: a;,
wonach sich (5.2.1) zu

(5.2.6) Metnt o Meen-1 -T2 =0 (kEN)

vereinfacht;
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dadurch wird

1 0......

0 0
(527)  Ag=A= f\\b (kEN),
0 0 \1

mithin (5.2.3) zu einer Differenzengleichung der speziellen Gestalt (5.1.5).

Zur Ermittlung eines Fundamentalsystems untersuchen wir die Eigenwerte
und Hauptraume der Matrix A. Hierzu betrachten wir das ,,charakteristische*
Polynom

(52.8) PN :=N+a, N1+ +a,.
A1, ... Ay seien die (verschiedenen) Nullstellen des Polynoms P, q, (2 1) be-

zeichne die Ordnung von A, als Nullstelle von P, d.h. es sei PP (A,) = 0 fiir
i=0,1,...,q,~1 und P (A,) # 0. Fiir u=1,..., m bezeichne

(5.2.9) vf;o = (%) x';' “pol (k=0.1,...,q,~ 1),
wobei die Produkte (t) 7\‘;" ¥ fiir k <k Null zu setzen sind. Mit diesen Bezeich-
nungen notieren wir den
(5.2.10) Hilfssatz. Es gilt
P(A) =det(AI-A).

Die Nullstellen N\, von P sind mithin die Eigenwerte von A, und zwar der algebra-
ischen Vielfachheit q,; zu \, bilden die vﬁ», vff#' V) eine Basis aufsteigender
Hauptvektoren des zugehdrigen Hauptraums H,,.

m

Beweis. Auf Grund der Produktdarstellung P(\) =TT (A = M) geniigt es, die
u=1

zweite Aussage nachzuweisen. Hierzu bezeichnen wir bei festem p € {1, ..., m}

.= (k) Nk~ _ -
g0:= () N* 0sksq-1,08ksn-1).
Die ersten n —1 Komponenten von (A — A\, 1I) vf,o) sind dann gerade

©) _ (0) _ yk+1 _ k _ - _ .
5k1;~7‘..5k =N - =0 (k=0,...,n-2);

weiter erhalten wir als n-te Komponente

n-1

-;Zaer‘—x“m-‘ = _P()‘u) =0,
=0
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also insgesamt
(5211) (A-ADVP=0.

Zur Herleitungen der Gleichungen
(5212) A-ADVP=vED k=1,..,q,-1)

beachten wir, daB in den ersten n — 1 Zeilen von (A =), I) vf"‘) ~ vf"‘ D

£ N EO - = (VD - (O - (I =0 (k=0...,n-2)

und in der n-ten Zeile

n-1 n-1
- Z akzl((x)_)\“s(:zl _Eflx-—ll) = — Z(:)ak)\:-K_(n;l))\t:‘-n__(:::))\t‘l‘-n
k=K k=k
O ky, oK 1
-x__ L _
=_.(Z(")ak)\“ =- FP0 =0
=K

steht. Gemif (5.2.11), (5.2.12) bilden die vf‘o)‘ vﬁ‘“' D eine aufsteigende Folge
von Hauptvektoren zum Eigenwert X\, und sind als solche linear unabhingig.

m
Wegen n = Z g, kann es in den einzelnen Hauptrdumen H, nicht mehr als q,,
u=1
linear unabhingige Vektoren geben, so daf die v
eine Basis von H, bilden.

@ vf‘q“_ D, wie behauptet,

Wir folgern den
(5.2.13) Satz. Die n Folgen

((:))\';'"):=o k=0,1,....q,~1; u=1,....m)

bilden ein Fundamentalsystem von Lisungen zu (5.2.6). Jede Losung (ny)q von
(5.2.6) besitzt demgemdf3 mit geeigneten f,, € € die Gestalt

m (Qu-1 ’
,,k=z(2ﬁ“,,((';)xﬁ"‘) (KEN).
u=1 k=0

Beweis. Wir betrachten die Losungsfolge (n, )5 . die bei festen u, k gemif der
Bezeichnung (5.2.9) durch die Anfangswerte

n-1_ (k)
(ﬂk)o M
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gegeben ist. Da vf"‘) ein Hauptvektor der Stufe k + 1 zu A, ist, erhilt man mit
Hilfssatz (5.1.9) fir k 2 n

K K
AV = 3 CINTIA-NDE = Y N
v=0 v=0
Demgemif ergibt sich unter Beriicksichtigung von (5.2.2) fir k=n, n+1, ...
1Yk—eAv(K)-Z(k)7\-v' (x v)_(k)x-

und zwar letzteres wegen

t (k-v) _ [0 fur 1svsk-1,

e v ]
e 1 fir v=k.

Weil die vf"‘) eine Basis des €" bilden, ist so nach (5.1.4) der Beweis bereits abge-
schlossen.

(5.2.14) Folgerung
(i)  Sind die Nullstellen des Polynoms P simtlich einfach,d.h. m=n, q, =1
fir u=1,...,n, sowird mit §,EC

=8N (KEN).
u=1

(i) Ist ap # 0, also P(0) # 0, so hat jede Losung (ny)g von (5.2.6) mit
(von k unabhingigen) v, , € € die Form

m /qu-! .
=Z( Zy‘“‘k“)\“> (kEN).
K=1\k=0

Im Fall a5 = 0 gilt diese Darstellung wenigstens fiir alle k = n.

Abschliefend behandeln wir in diesem Zusammenhang das Verfahren von
Bernoulli. Hierzu gehen wir aus von einem Polynom
PO =N+a, N '+ .. +a3,, 23,#0

und fassen dieses als charakteristisches Polynom einer entsprechenden Differenzen- .
gleichung (5.2.6) auf. Uber die Matrix A aus (5.2.7) ist dieser eine Rekursion des
Typs (5.1.5) zugeordnet; im Sinne dieser Zuordnung formulieren wir unter Beriick-
sichtigung des Hilfssatzes (5.2.10) den

(5.2.15) Satz. A\, \,., ..., \m Seien die (verschiedenen) Nullstellen des Polynoms P,
dabeli sei

>l 2.2 A,
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A2
Wir setzen p = 'EI .
Mit hy€E,, #0, hy €H, (u=2,...,m) gelte fiir den Startvektor
Yo = (17,():,‘_l der Losungsfolge (ny)g von (5.2.6) die Zerlegung
(5.2.16) yo=hy+hy+...+hpy.
Hierin seien die h, Hauptvektoren der Stufe p, und damit
p=max{p,:1Spsm}.

Unter diesen Voraussetzungen hat man

Mk+1
li =A
kl_l"n” Mk !
bzw. genauer
nk+li__ kip-1
My ->\1+0(P k ).

Zum Beweis stiitzen wir uns auf den Satz (5.1.10), (ii): nach Hilfssatz (5.2.10)
ist dimE; =1 und daher mit einem a €C, ¥0 h,= a()\';)g' ! mithin insbesondere
die erste Komponente des Vektors h; von Null verschieden. Zu beachten bleibt, dafl
M und 7y ., gemaB (5.2.2) die ersten Komponenten von y, und y,,, sind.

(5.2.17) Zusatz. Zur geeigneten Festlegung von y, = (n, )3 ~! diskutieren wir die
folgenden Moglichkeiten:

(i) Wihlt man y, # O beliebig, so entsteht — wie in Abschnitt 5.1 eingehend
begriindet — durch Rundungsfehler nach einigen Iterationen eine von Null ver-
schiedene Komponente in H,. Ist A, einfache Nullstelle von P, so liegt diese
Komponente natiirlich in E, .

(ii) Geht man von

Mo=M=-..=Mh-,=0, ny_;=1
aus, so ist in der Zerlegung (5.2.16) h, # 0 gewihrleistet.
(iii) Setzt man

{ Mo="23n-1,
n,=—[@+Dag_,tag_,met...+a,_ n,_,] @=1,...,n-1),

so folgt
< kyn-1
Yo = Z qu)\n (>‘u)2=0 '
b=1

wonach die h, in (5.2.16) ausnahmslos Eigenvektoren sind.
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Die Beweise zu (5.2.17), (ii) und (iii) werden als Ubungsaufgaben 5.2 und 5.3
empfohlen. In der Aufgabe 5.3 ist eine Erweiterung des Bernoulli-Verfahrens be-
schrieben, mit der zugleich das reduzierte Polynom (A —X;)”'P()\) niherungsweise
bestimmt wird. Hierauf beruht ein schneller konvergentes Verfahren zur Nullstellen-
berechnung von Polynomen, das von Jenkins und Traub [32], [33], [55] angegeben
wurde. Das Bernoulli-Verfahren selbst hat wegen seiner i.a. langsamen Konvergenz
kaum noch praktische Bedeutung.

5.3. Transformation auf obere Hessenbergform

Es sei B = (b;,j)(n,n) EM(n X n, €). Wir nennen B eine Matrix in oberer
Hessenbergform oder auch kurz eine obere Hessenbergmatrix, wenn fir alle i >j+1
bi,j = O, d.h.

iy Braeeeoii... bin

B= b2 1 b2'2 .......... b2,n
0 bya..oo...... ban

0...... 0bpn-i ban

gilt.

Beabsichtigt ist, in diesem Abschnitt Konstruktionsverfahren anzugeben, die
Ahnlichkeitstransformationen beliebiger (n,n)-Matrizen auf obere Hessenbergform
bedeuten. Als erste Moglichkeit diskutieren wir eine derartige Transformation, die
mit der in Abschnitt 2.2 dargestellten Gaufl-Zerlegung eng verwandt ist und dem-
entsprechend als Produkt elementarer unterer Dreiecksmatrizen und Permutations-
matrizen konstruiert wird.

Unter Verwendung der Bezeichnungen aus (2.2.2) beweisen wir zunichst in
Erginzung zu Hilfssatz (2.2.3) den
(5.3.1) Hilfssatz. Ist C(m,n)-Matrix mit den Spalten c, (u=1, ..., n), so gilt fir
die Spalten T, von C = CL,(d):

Cu fir u#v,

Cu=

n
cy— }16ici fir u=v.
e
i=v+l
Beweis. Man hat
ey fir u#v,
L,(d)e, =e,~deje, = n
e,~d=e¢e,— 8¢ fir p=v,
i;u

woraus wegen ¢, = CL,(d)e, unmittelbar die Behauptung folgt.
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Wir notieren nun den

(5.3.2) Satz (Transformation auf obere Hessenbergform). Es sei A eine reelle oder
komplexe (n,n)-Matrix. Dann existiert eine invertierbare reelle bzw. komplexe
(n,n)-Matrix T, so da B =T~!' AT obere Hessenbergform besitzt.

Den Beweis verbinden wir mit einem konstruktiven Verfahren zur Berech-
nung von B und T. Da jede (2,2)-Matrix obere Hessenbergmatrix ist, nehmen wir
0.E. n 2 3 an. Wir definieren

A=l
AV = A= @D -
Beim 1. Konstruktionsschritt betrachten wir die folgenden beiden Fille:

(I) Firalle i=2,...,n gilt a(i')l = 0. Wir setzen A® = AM) und erhalten natiirlich
unmittelbar '

@ @ @
al,l al,z“‘ al,n
2) L) )
(533) A@-= f21 %22 fa

0
0 2@ ... i@
n2" " “n,n
(II) Esexistiert ein i € {2, ..., n} mit a(‘.”l # 0. Wir wihlen einen Index
i €{2,...,n}, sodaB ’

n
la) | = maxia}l  (>0).
i= ’

Mit der elementaren Permutationsmatrix
Pz.i2 =1- (82 - eiz) (e2— eiz)‘
bilden wir zunichst

A . _ 1 = (a(1
AW =Py, AOP i, = Gy

worin 3(2"), = a(i;),l # 0 gilt, und hiermit weiter der Reihe nach

und
A® = L, (d)AVL, (- dy) .

Wir beachten, daR nach Hilfssatz (2.2.3), (v) beim Ubergang
(534 AW L L,(d,)AD
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die beiden ersten Zeilen von A" unverindert bleiben, wihrend von den iibrigen
a(M
a'
Zeilen mit den Indizes i =3, ...,n das 7(';—)1 —fache der 2. Zeile abgezogen wird,
a
2,1
wodurch in der 1. Spalte Nullen ab der 3. Komponente entstehen.
Weiter stellen wir fest, dal nach dem vorangehenden Hilfssatz (5.3.1) bei der
Transformation
(535) Ly (d2)A® + L, (d;) AVL, (- dy) =A@
)
nur die 2. Spalte verindert wird. Zu ihr wird nimlich die Summe des :?"l—)'-—fachen
a
2,1
der i =3, ..., n-ten Spalte addiert. Insgesamt ergibt sich daher, da8 A(®) die Form
(5.3.3) besitat.
Ein 2. Konstruktionsschritt ist nur fir n 2 4 durchzufiihren. Gilt a(iz)2 =0

fiir i=3,...,n, so setzen wir AP = A(z); ansonsten wihlen wir ein i; € {3, ..., n}
mit der Eigenschaft
@ | = max|a®@
laiy ! max | AR
Hiervon ausgehend, bilden wir die Matrix

K(Z) = P3' i3 A(l) P3, i3 = (5?:)

,i’(n,m)

die ebenfalls die Gestalt (5.3.3) besitzt, und anschlieBend mit

n
N S @ PY0))
dy:= No) Zav,zev
3,2v=4

weiter
A® = Ly(d3) AP L, (- dy).

Wie man sich analog zu (5.3.4), (5.3.5) iiberlegt, hat A® die Form

3) ,03) 3)
Q) A, Q)
A3) ,03) ()
Q) 2P, Q)
3) - 3) ,3) :
A 0 ay,

0

0 0 a® ... @
n,3 n,n
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Fihrt man in dieser Weise fort, so erhilt man nach (n — 2) Schritten mit

(53.6)  T:=Pyi,La(=ds)...Paoy,iy Ln-1(=da-1).

worin gegebenenfalls fur gewisse v zusitzlich die P, ;, und L, (- d,) als (n,n)-
Einheitsmatrizen zu definieren sind, unter Beriicksichtigung der Beziehungen
(2.2.3), (iv) und (2.2.5), (vii), wie behauptet, B =T ' AT mit B in oberer Hessen-
bergform.

Wir ermitteln nun den Rechenaufwand dieses Verfahrens: die Transformation
(5.3.4) benétigt (n — 2) Divisionen sowie (n — 1) (n — 2) Multiplikationen; der Uber-
gang (5.3.5) erfordert n(n — 2) Multiplikationen. Allgemein braucht man dement-
sprechend beim v-ten Schritt

(n—v+1)(n—-v—1) Operationen gemiB (5.3.4),
nin-v-1) Operationen gemaf (5.3.5).

Summation tber v liefert

V‘(n+2+(n v—=1))(n-v-1)=(n+2) \ it M2,
v=1 '=l
folglich als Ergebnis die

(5.3.7) Bemerkung. Die Transformation einer (n,n)-Matrix auf obere Hessenberg-
form mittels elementarer Dreiecksmatrizen erfordert in etwa
%n’ Multiplikationen bzw. Divisionen.

Zur Riicktransformation von Eigenvektoren benotigt man nach den einfiihren-
den Uberlegungen zu diesem Kapitel eine explizite Darstellung der Matrix T. Zu ihrer
Herleitung beachtet man die Beziehung

(538) - Ly(@)P;;=PiL(Pid)  (Lj>¥),

die wegen (2.2.5), (vii) unmittelbar aus (2.2.11) folgt. Nach (5.3.6) ergibt sich somit

(539)  T=(Pai..-Pa-y,iy_,) La(-d2)..Lacy (—dn-))=: P'L,

wobei die d., und L dhnlich wie in (2.2.13) definiert sind.

Beim Programmieren beschreibt man die Zeilen- und Spaltenvertauschungen
durch Permutationen m, € S,,; ferner speichert man die Koordinaten der d, an die
Stellen der in den A®” entstehenden Nullen. Auf diese Weise erhilt man einen
Algorithmus des Typs (2.2.16), dessen genaue Formulierung wir dem Leser als
Ubungsaufgabe 5.4 empfehlen. Jedenfalls sind zur Bestimmung von T keine zusitz-
lichen Rechenoperationen nétig.
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_Durch Rundungsfehler bedingt. gilt fiir die numerisch berechneten Matrizen T
und B mit einer Stormatrix AA, die man mit den Methoden des Abschnitts 3.6 ab-
schitzen kann, die Gleichung

(53100 B=T'(A+aa)T.

Uber die numerische Stabilitit des vorstehend beschriebenen Verfahrens gelten
infolgedessen dhnliche Aussagen wie fiir die Gauf-Elimination bei halbmaximaler
Pivotwahl; Einzelheiten hierzu findet man bei Wilkinson [61], S. 363 ff. Der Einflufl
der Stormatrix AA auf die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A bzw. B
wird im Abschnitt 5.7 diskutiert.

Als Variante zu (5.3.2) notieren wir den

(5.3.11) Satz (Transformation auf obere Hessenbergform nach Householder).
Es sei A eine relle oder komplexe (n,n)-Matrix. Dann existiert eine unitdre reelle
bzw. komplexe (n,n)-Matrix Q, so da§ C = Q*AQ obere Hessenbergform besitzt.

Beweis. Wir werden ein Konstruktionsverfahren angeben, das Q als Produkt von
Householder-Matrizen liefert; im reellen Fall ist nach Givens — vgl. Aufgabe 2.11 —
auch eine Darstellung mittels ebener Drehungen moglich.

Wie im Beweis zu (5.3.2) nehmen wir 0.E. n 2 3 an. Wir bezeichnen
AD = A= @ j)n,m

und unterteilen

A = (cl.l B} ‘)
f, E,

mit ¢, =a,,. By=(ar;); und f,=(a; )3 Istfiri=3,...n 2;;=0, so
setzen wir H, =1, A® = AO) . andernfalls wihlen wir dhnlich wie im Beweis
zu (2.6.8)

0, €EC mit Jo,| =1, 0y a3, =~ lagl,
n 12
(53.12) oy = |f||=(Z|ai,1|2) .
iw2
~ 1
W, = £y —o1mey),

Ifi = o1uieql

- 0
wobei natiirlich e, € €" ! sei. Mit w, = (W ) € Q" definieren wir
1

H, = Hew) 1 | o 1 0
=hw,) = = ~ ~
! ! o | G 0| 1-2w,wr
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Wir erhalten
H,A(l) = =
und weiter
€11 BTG,
A® o H A0y, = | O
0
. C'lElC'l
0

Im Fall n 2 4 fithren wir das Verfahren fort und unterteilen

B

A =
Verschwinden fir i=4, ..., n simtliche a(z) so setzen wir Hy = I, A®) =A@,
ansonsten konstruneren wir zu f, gemif der Vorschnft (5.3.12) ein w,€C" "2, Zu
0
W,y = 0 S 0:"
Wy

betrachten wir

H Hew,) I, 0
1= H(wy) =
2 2 0 G;)

und berechnen hiermit dhnlich wie beim 1. Schritt

Ci,1 C1,2 *

B, G,
AD = H, AP, = €2,1 C2,2
€3,2
0 0 G25202
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Nach (n - 2) Schritten dieser Art wird

C:=A®"D=(H, ,H,-3...H)AMH,...H,_3H,_,)
obere Hessenbergmatrix; damit ist auf Grund der Bemerkung (2.6.5), (iii) die ge-
wiinschte Transformation ermittelt.

DaB bei dieser Konstruktion der Algorithmus (2.6.15) verwendet werden
kann, zeigt die
(5.3.13) Bemerkung
(i) Die Berechnung von H, A" entspricht dem Ubergang

(f1. E1) = Gy (f,, Ey)

mit der durch f, bestimmten Householdermatrix G,, bedeutet also die ent-
sprechende Anwendung des Rechenschritts (2.6.15), (v).

(ii) Die sich anschlieBende Multiplikation (H, A(")H, besteht in der Trans-
formation

(By. (GiE))*) = Gy (B, (G,E))"),

mithin in der Ausfiihrung eines Rechenschritts der Art (2.6.15), (vi).

Zur Ermittlung des Rechenaufwandes (im reellen Fall) stellen wir analoge
Uberlegungen wie zu (2.6.16) an. Die Ausfihrung von (5.3.13), (i) erfordert
2(n=1)n+ 1, beim v-ten Schritt entsprechend 2(n—v) (n—v +1) + 1 Multiplika-
tionen bzw. Divisionen und je eine Wurzelberechnung. Zu (5.3.13), (ii) sind weitere
2n(n — 1) bzw. beim v-ten Schritt 2n(n —») Multiplikationen notwendig. Auf-
summieren ergibt

n-2 n-1 n-~ 4

D R@-v@-v+D+@-v]= ¥ 2{GH D+ Y]

= Lo
v=1 j=2 ji=2
= % (n-1)n(5n+2)—-2n-4
folglich zusammenfassend die

(5.3.14) Bemerkung. Die Transformation einer (n,n)-Matrix auf obere Hessenberg-
form mittels Householder-Matrizen erfordert (n — 2) Wurzelberechnungen sowie

~ %n’ Multiplikationen bzw. Divisionen.

Eine Rundungsfehleranalyse liefert ein zu (5.3.10) analoges Ergebnis; sie ist
mit den Abschitzungstechniken des Abschnitts 3.7 durchzufiihren.

Vergleicht man die beiden in den Sitzen (5.3.2) und (5.3.11) angegebenen
Transformationsmethoden, so kommt man zu einem dhnlichen Ergebnis wie bei
der Gegeniiberstellung der Gau8- und der Householder-Elimination: Wegen ihres
geringeren Rechenaufwandes ist im allgemeinen die Transformation nach Gauf
derjenigen nach Householder vorzuziehen.
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Eine Ausnahme bilden jedoch die hermiteschen Matrizen; diese wird man in
der Regel nach Householder, also mit unitiren Matrizen transformieren. Zur Be-
griindung notieren wir die (elementar beweisbare)

(5.3.15) Bemerkung. Ist A hermitesch, Q unitir und C = Q*AQ, so ist auch C
hermitesch. Eine hermitesche obere Hessenbergmatrix C = (c; j)(n, n) hat Tridiagonal-
gestalt, nimlich die Eigenschaft, dafl die ¢, ; fiir Indizes mit |i—j| 2 2 ver-
schwinden.

Im Fall einer hermiteschen Matrix A sind iibrigens simtliche bei der Konstruk-
tion gemi Satz (5.3.11) auftretenden A®) = (a("))( » hermitesch. Aus diesem
Grunde hat man nur die Koeffizienten a(") fiir i > 3'zu berechnen; ein dazu ge-
eigneter Algorithmus ist in der Ubungsaufgabe 5.5 vorgeschlagen. Dementsprechend
kann man nachweisen, dal die Householder-Reduktion einer hermiteschen Matrix
auf Tridiagonalgestalt im wesentlichen 3 n® Rechenoperationen benétigt.

5.4. Das charakteristische Polynom einer oberen Hessenbergmatrix

Essei B =(b; j)n,n) cine obere Hessenbergmatrix. Zunichst sind wir darauf
aus, ein Verfahren anzugeben, das bei beliebig vorgegebenem A €€ die Berechnung
von ¢ () = det (A\I — B) sowie ¢'(\) gestattet. Dazu setzen wir o.E.

(5.4.1) bi+l,i¢0 (i=l,...,ﬂ"l)
voraus. Ist nimlich fiir ein festes j by, ; =0, sogilt

AL — A,
det(N ~B) = det ( ,0 RN, = det(\];—Ay) -det(M,_;=Cp ;)

| Na-j~Ca-

mit (j,j)- bzw. (n —j, n —j)-Matrizen A; und Cy, - in oberer Hessenbergform; durch
Ubergang auf Teilmatrizen ist also eine Reduktion auf die Voraussetzung (5.4.1)
méglich. ’

Definiert man gemifl Hyman [30] rekursiv
xl’l (A) = 1 )

(542) Xp-1(N) =

- nn)xn()\)»
Xj-1(A) =—‘—" [(K by x(A) - Z b;, ix,()\)] (Gi=n-1,...,2),
=j+1

so ist klar, da die x;(\) sdmtlich Polynome in X sind. Ferner rechnet man leicht
nach, dafi der Vektor x(X) = (x;(A))] der Gleichung

(54.3) (AI=-B)x(A) =c(N)e,
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geniigt, worin n
(544 )= A=bi,)x (M= D by ixiN)
i=2

zu setzen ist. Weiter zeigen wir
(5.4.5) Satz. Mit

n-1

$1=-ﬂ—bi+1,i

i=1
gilt firalle A €C
c(N)=a-¢(A)=a-det(N[-B).

Beweis. Wir definieren zu x(A) die (n,n)-Matrix

1 0...... 0 x;(A)

0 Co
R(A):=| 0 :

: 1 Xp (V)

0 0 xa(N)

und erhalten wegen det R(\) = x,(A) =1 unmittelbar die Gleichung
(54.7) det (Al - B) = det[(A\I-B)R(N)] .

Wegen
€ G=1,...,n-1),
RN)eg=1{" s
MaZleny  G=n
ergibt sich unter Beriicksichtigung von (5.4.3)
)\-bl’l .......... _bl.l'l“l C(A)
_b2,1 0
(AI-B)R(M) = 0
: )‘_bn-l.n-l .
O........ 0 —bnp,n-1 0

27

Die Determinante dieser Matrix berechnen wir durch Entwickeln nach der letzten

Spalte zu
n-1
det[(AI-B)R(})] = ( Trbi+1,i) (M),
i=1

und ein Vergleich mit (5.4.7) liefert die Behauptung des Satzes.
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Zur Bestimmung einer Nullstelle von ¢ ()\) bzw. c(A) kann das im 6. Kapitel
beschriebene Newton-Verfahren

AK)
)‘(k+])=)\(k)_£(_) k=0,1,2,..),

wobei A© eine geeigente Ausgangsniherung ist, angewendet werden. Hierzu muf§
neben c¢(\)=a - ¢ () die Ableitung c'(A\) = a - ¢'(A) fiir i.a. mehrere A EC er-
mittelt werden. Ein rekursives Verfahren zu ihrer Berechnung ergibt sich aus (5.4.2),
(5.4.4) durch Differentiation; auf diese Weise erhilt man namlich neben x; (A) =0
die Rekursionen

Xn-1() = p——xa(A) .

,n- n-1 '

X1\ = B_,—:-—n [Xj(l)"()\_bj.j) x(\) - Z bj‘ix;(“:l
, i=j+l

(54-8) (j:n—l,..nz)w

n-1
c'(x)=xl(x)+(x—bl..)x’,(x)—Zbl,ixé(x),

worin die auftretenden x;() bereits im Zusammenhang mit der Berechnung
von c(A) bestimmt sind.

Voraussetzungen fiir die Konvergenz des Newton -Verfahrens werden im
6. Kapitel angegeben; u.a. wird gefordert, daB A% der gesuchten Nullstelle ge-
niigend nahe liegt. Ist das Newton-Verfahren nicht anwendbar, so sind die Methoden,
die gezielt zur Berechnung der Nulistellen von Polynomen entwickelt worden sind,
wie z.B. die Verfahren von Nickel [42], Jenkins und Traub [32], [33] heranzuziehen.

In dem wichtigen Spezialfall einer hermiteschen oberen Hessenbergmatrix,
d.h. im Fall einer hermiteschen Tridiagonalmatrix sind wir in der Lage, die Null-
stellenberechnung von ¢ () hier vollstindig zu behandeln. Hierzu beweisen wir
zunichst den

(5.49) Hilfssatz. Es sei C eine hermitesche Tridiagonalmatrix, also mit a; €C
und ﬁi €IR

By al

a;
\\an l
Qn -y
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Dann geniigt die Folge der k-zeiligen Hauptunterdeterminanten q, (\) von
q, () = det (\I - C) (mit der iiblichen zusdtzlichen Festlegung qo(\) :=1) der
linearen Rekursion

QA =1, q,(A) =8,
Q41 (V) = (A= Br+1) (V) — |°‘k|zqk-|(>\) k=1,...,n-1)
und ist durch diese bestimmt.

(5.4.10) {

Beweis. Die ersten beiden Gleichungen in (5.4.10) gelten trivialerweise. Die Rekur-
sion beweist man, indem man die Determinante q,,,(A) nach der letzten Zeile
entwickelt. Es ergibt sich

A-B8, o 0 0
[+ 3] :
Qs 1) = (A= 1) QA) — o -det | O -2 b,
A=fk-, O
0....... 0 oy o

folglich die Behauptung, da die letzte Determinante den Wert ay q,_, () hat.
Entsprechend (5.4.1) setzen wir fir das folgende
(54.11) a;#0 @(i=1,...,n-1)
voraus. Dann bilden die q, (\) eine sogenannie Sturmsche Kette; iiber ihre Null-
stellenverteilung berichtet der
(5.4.12) Satz
(i) Jedes q, besitzt genau k verschiedene reelle Nullstellen
AW <® <.
(ii) Setzt man fiir k=0, ...,n zusitzlich
My mm, e,
so ergibt sich fir j=1, ...,k
(k-1) (k) (k-1)
N <NT<NGT
Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber k. q,(A) =X 8, hat genau eine
reelle Nullstelle 7\( )= B,, und es gilt trivialerweise
o= <AP < AD =+
Weiter nehmen wir an, die Behauptung des Satzes gelte bis zu einem k, wobei
1Sk £ n—1 sei. Mit (5.4.10), (5.4.11) folgt dann fir j=1,...,k

Qo1 ) = =l 12q, M) # 0
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und daher

G413 g ) g, ) = = Iy, ) 1P < 0.
Als nichstes stellen wir fest, da fir j =1, ..., k die Implikation
414 Aepd VA= —1)iTig >0

zutrifft. Das Polynom q, _, wechselt nimlich innerhalb der angegebenen Intervalle
das Vorzeichen nicht, macht dies jedoch in jeder der allesamt einfachen Nullstellen

)\(lk- n )\(zk_ no 7\9‘_-11). Es bleibt dann nur noch

qk_l(x)-s‘foo ()\->+oo)
zu beachten. Nach Induktionsannahme liegt A = )\?‘) in ]Aj(k' n, )\gk_“ll)[; infolge-
dessen haben wir nach (5.4.14) fur j=1,...,k

1" g, ) >0
und daher weiter wegen (5.4.13)

g, () > 0.
Hiernach und wegen

Qs V) =+ (A=t ) (=1 g, [ (A) =+ (A =—)
wechselt q, ,, beim Durchgang durch jedes der Intervalle ])\j(k) , )\j(‘f),[
(G=1,...,k + 1) das Vorzeichen; folglich besitzt q, ,, in jedem dieser k + 1 Inter-
valle mindestens eine und mithin auch genau eine Nullstelle )\j(“ .

Fir 1<k £ n und X €IR bezeichnen wir mit vy (A) die Anzahl der Vor-
zeichenwechsel in (qo(X), q;(A), ..., q(A)). Dabei werden die reellen Zahlen
qo(A), .., q (X) in der angegebenen Reihenfolge durchlaufen und Nullen nicht
beriicksichtigt.

(5.4.15) Satz. Fiir jedes \ € IR gibt v, (\) die Anzahl der Nullstellen von q,, die
echt oberhalb \ liegen, an.
Zum Beweis zeigen wir, daB fir 0 £ j < k und 1£ k £ n die Aussage

(5.416) Vk()\) =j => AE [)‘](I;)l , Aj(k)[

gilt.
Fiir k = 1 haben wir wegen q,(A) =1 (>0)

{"»(M=o =qMz0=xr22P,
) =1=qA)<0 = r<AP.
Zum Schluf von k—1 auf k gehen wir von vy (A) =j aus. Gemdf Definition tritt

entweder (I) v, (A\) =j—1 oder (II) v—y(N) =j
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ein. Wir diskutieren zunichst den Fall (I). Nach Induktionsvoraussetzung und
(5.4.12), (ii) ergibt sich
417 e NP @ AR p®AaA® .

(k-1) (k-1)
7‘1' =1

) )
+1 A N

Wire nun A = )\;k), so hitte man q, (A\) =0 und damit den Widerspruch

(D) = -1 (N

Ebenfalls zu diesem Widerspruch fiihrt die Annahme A € ]7\].("), )\j(‘f)l [. Es wire
dann niamlich nach (5 .4.14), angewendet beziiglich k,

D lg >0,

ferner A =A%, mithin A€ ]A*" P, X*" V[ und daher abermals nach (5.4.14)
(-1 g, (0 >0.

Insgesamt gesehen, bleibt nach (5.4.17) nur die Moglichkeit A € ] (‘?l s )\j(k)[.
Im Fall (1) gilt nach Induktionsvoraussetzung und (5.4.12), (ii)

(5418) AepFE ARV p®, a® [up®,, a0

it2> T§+
-1) k-1)
NS A
) %) ' ()
Aj+2 Aidy N
(k-1)

Wire nun A =X, ", so hitte man q,_,(X) =0, ferner j +1< k — 1 sowie nach
(5.4.13), angewendet beziiglich k —1, q, _,()) qx(A) <0, mithin den Widerspruch

Vk(>\) = V- 1(7\)+ 1.
Danach liegt A also notwendigerweise in ])\?S,'l'), 7\?" D[, Dies fihrt — man beachte
i=r-1 (M) S k-1 —gemil (5.4.14) zu

(-1igq,.,()>0.
Lige nun A in ])\j('i)z , )\j('f,),[ , so ergibe sich abermals nach (5.4.14), diesmal beziig-
lich k benutzt,

-D*'q ) >0

und damit der gleiche Widerspruch wie unter der Annahme A = )\Sk[,'). Nach (5.4.18)
ist damit auch hier die Behauptung bewiesen.
Zur Abkiirzung setzen wir

) :=raN),  A:=XP (i=1,...n)
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und notieren als
(5.4.19) Folgerung. Fir 1<j<n und XEIR gilt
v(MSj-1 = A2)N,
v(N)2j = A<N .
Auf dieser Tatsache beruht das Bisektionsverfahren, es dient zur Berechnung

der Nullstellen A; von q,, d.h. der Eigenwerte von C:
Zunichst ermittelt man a,, bo €IR, soda fur i=1,...,n

ao<)\i<bo .

Dazu stiitzt man sich z.B. auf den 1. Satz von Gerschgorin — siehe (5.7.5) — und
wihlt dementsprechend mit einem € >0

n

2y 1= {nil;l(ﬁl‘lail‘lai-l’)"f'
i=
n

bo := mai‘(ﬁi*' lol + lai-4 1) + e,
i=

worin ag = a, =0 zu setzen ist. Wegen a, <A, bo > A, gilt dann fir jedes
j=1,...,n

v(@)=n2j, v(bg)=05j-1.

Anschlieflend fixiert man ein derartiges j und ermittelt fir m =0, 1, 2, ... rekursiv
die Werte

cm =3 (@m *by),
(54.20) an4 =3y, by izcy, falls viem)$j-1,
Am+1 = Cm, | bm+1 1= bp. falls v(cm)2j.

Die Konvergenz dieses Verfahrens, d.h. die Konvergenz
am 7%, bm VN (m = =)

folgt unmittelbar daraus, da gemaf Konstruktion fir m=0,1,2, ...
V@m)2j, ¥Om) S =1, bmer~ame1 = 3 (bm ~am)

und daher nach (5.4.19)
1

A €lam, bm], bm_amz'z_m'(bo—ao)

gilt. Ferner erkennt man, daB bei jeder Iteration die Genauigkeit um eine Dualziffer
verbessert wird. Ist A; von den benachbarten Nullstellen hinreichend getrennt, so
wird fir m 2 m,

v(am) =j, v(bm)=j-1;
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es liegt dann also in [apy, , by, ] nur die Nullstelle A;. Ist dieser Fall eingetreten, so

ist es ratsam, nach einigen weiteren Schritten auf das schneller konvergente Newton-
Verfahren umzusteigen. Die hierzu benétigte Ableitung von q,, ermittelt man mittels
einer Rekursion, die man durch Differentiation aus (5.4.10) herleitet.

(5.4.21) Beispiel. Wir betrachten die Matrix

6 4 4 1
4 6 1 4

A=y 1 6 a4
1 4 4 1

die, wie man leicht nachpriift, die Eigenwerte A; =15, X, =X3=5, Ay = —1 besitzt.
A wird gemif} Satz (5.3.11) in eine symmetrische Tridiagonalmatrix C transformiert.
Bei 7-stelliger Gleitkommarechnung gewinnen wir als numerische Niherung

6,000000 -5,744563 O 0

&= -5,744563 8908946 -5,142558 0
0 -5,142558  4,090911 0,246 -107*
0 0 0246-107% 4999979

In der exakten Matrix C hat wegen X, = A3 und Satz (5.4.12) einer der Koeffi-
zienten %, und zwar offenbar a3, den Wert Null. Zur Berechnung der Eigenwerte

X; und X; von C bestimmen wir mit dem Bisektionsverfahren Intervalle [ap,, bm]
bzw. [ap,, by ] mit

X2 € [am,bm] , A3 € [am, bm] (m=0,1,2,...).
Hierbei gewinnen wir, von
[30,bo] = [20,bo] := [-1,978186, 19,796068]
ausgehend, nach 18 Bisektionen
[a1s, bia] =[als, bis] = [4,999959, 5,000042], c,s = c}g = 5,000001
mit
v(ag) =3, v(cis) =2, v(bs) =1
und weiter nach (5.4.20)
[a19, bis] = [c1s, bis], [ats, bio] = [a1s, C1s] .

Da mithin X, und X, sehr dicht beieinander liegen, empfiehlt es sich nicht, das
Newton-Verfahren zu verwenden; statt dessen erhalten wir nach je fiinf weiteren
Bisektionsschritten die Werte

X; = 5,000004, X;= 4999967 .
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5.5. QR-und LR-Verfahren

Das LR-Verfahren wurde 1958 von Rutishauser [47] angegeben; in Analogie
dazu hat Francis [20] 1961 das QR-Verfahren entwickelt. Da das LR-Verfahren
nicht immer anwendbar ist, wollen wir nur das QR-Verfahren ausfihrlicher dar-
stellen.

Essei A€EM(n X n, €); dann lautet der
(5.5.1) Algorithmus des QR-Verfahrens: Wir setzen

Ao = A 5
fir k=0,1,2,... zerlegen wir
Ay = QRy,
wobei die Qy unitir, die Ry obere Dreiecksmatrizen sind, und definieren hiermit
Agsy = RiQx -
(5.5.2) Bemerkungen.
(i) Ax=(Qo..-Qx-1)*A(Qo...Qx-1) k=1,2,3,..),
die Ay sind also simtlich dhnlich zu A;
() A*=(Qo...Qu-1)(Rk-1..-Ro)  (k=1,2,3,..).
Den Beweis von (i) fiihren wir durch Induktion. Zunichst haben wir
A;=RoQo, Ro= Q:Ao ,
womit der Fall k =1 erledigt ist. Fiir k = 1 gilt ebenso
Axs+1=RyQx, Re=QxAy,
also Ay+, = QrAxQy; unter der Annahme, daB (i) fiir k bereits gilt, folgern wir die
Aussage fir k + 1.
Die Gleichung (ii) fur k =1 ist klar; aus der Giiltigkeit von (ii) fiir ein festes k
folgern wir mit (i) und der Zerlegung von Ay
A1 = A(Qo - Q1) (Re-1---Ro) = (Qo - Q- 1) Ay (Ri- 1. Ro)
=(Qo---Qk- 1) QuRk(Rk-1--.Ryo) .
Wir machen beziiglich A zunichst die
(5.5.3) Voraussetzung.

(i) Es existiere eine invertierbare (n,n)-Matrix T mit

T'AT =D := diag(Ay, ..., An)
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hierbei sei
M2 12 .2 100120, 1M ]> 10,

(ii) T™! besitze eine Zerlegung
T !'=LU
in eine normierte untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix U;
(iii) es gelte
INE= o] = A=Xy (=1,..,n-1).
Wir benutzen die
(5.5.4) Bezeichnungen. Es sei
N
pi=maxi=—: L,jE{l,...,n}, INI<INIG;
(A
Mal
Py i= max |7\_ JE{L, ...,n—1} NI <INIY -
j

Natiirlich gilt 0 <p, < p <1. Als Normen im €" (auch fiir (1,n)-Matrizen,
also Zeilen) und M(n X n, €) wollen wir die euklidische bzw. die Frobeniusnorm
—vgl. (3.3.8) — verwenden.

Mit diesen Voraussetzungen und Bezeichnungen beweisen wir den

(5.5.5) Hilfssatz. Es existiert eine normierte untere Dreiecksmatrix LeM(nx n, €)
mit den Eigenschaften

Ip=DL,
DXLD k=LA +Fx) (KEN), Jim Fy=0.
Hierbei besitzen die Fy fiir k - o das Konvergenzverhalten
IFicl =0(0%), lefFy | =0(pp) .
Beweis. Essei L =: (/; ;)n,n). Wir bezeichnen
My = M)y o = DLD*  (kEN);

die M, sind untere Dreiecksmatrizen mit den Koeffizienten

Wir definieren L = (7; j)(q, n) durch

={’i,j, falls i 2§, \ =\

(5.5.6) 1~,, 0 sonst .
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Offenbar ist L normierte untere Dreiecksmatrix mit LD = DI.. Wenn wir
My=:L+M, (kEN)
aufteilen, so erhalten wir auf Grund von (5.5.3), (iii)

imMc=0, 3520 M| <70 (KEN).

K— oo
Daher gelten mit
Fy:=L'M, (kEN)
natiirlich die Darstellungen My = L(I + Fy); auBerdem folgt
IFl STIL 10X (kEN)
und damit lim Fy =0, |Fy|= 0(p*) (k »> =) unmittelbar.
Nun zum Konvergenzverhalten der n-ten Zeilen der Fy. Mit der Bezeichnung
(5.5.7) s:i=min {i€{l,...,n}: INI=IA, 13 (22)
wollen wir die Abschidtzungen
(558) lefF,Isv,0k  (i=s,...,n; kKEN)
zeigen, wobei die v; 2 O geeignete Konstanten bedeuten.
Zunichst schliefen wir aus
I:Fk= ﬁk, e:f = e:
die Beziehung
elF, = e;LFy=eMx (KEN),

womit (5.5.8) fiir i =s gezeigt ist. Im Fall s <n nehmen wir an,essei s+1< p < n;
(5.5.8) gelte fiir alle i mit s < i< p~1. Wir benutzen

p-1
oty 7 t
epFi=epMy = > T, i (fFy) .
i=s



5.5. QR- und LR-Verfahren 37

Hieraus gewinnen wir (5.5.8) fiir i = p, wenn wir die Abschitzung der My beachten
und die Induktionsannahme benutzen.

Mit (5.5.8), speziell auf i = n angewendet, ist der Beweis des Hilfssatzes abge-
schlossen.

(5.59) Hilfssatz. Es seien fiir k EN Gy EM(n X n, €) mit

I + Gy invertierbar, klim Gx=0.

Dann existieren QR-Zerlegungen
1+Gy=QRy (KEN)
mit der Eigenschaft

lim Q, = imR,=1.
Jim Q=1 lim Ry

Hat man dariiber hinaus |Gy | = O(p*) (k = o), so gilt

10 -11=0(%) (k=).
Im Fall |€!.G,| = 0(p) (k = =) gewinnen wir mit ax €C, #0 sowie vy € C"
eine Darstellung

t X t, .t
e Q. =ae +v, (KEN),
(5.5.10) n ko ke Tk .
Jlim oy =1, v 1= 0(0y) (k= =).
Beweis. Ausgehend von QR-Zerlegungen
I+Gy=QxRy, Rx= (‘?,(,?)(n. n) invertierbar (k EN),

definieren wir die unitiren Diagonalmatrizen
T,
Dy := diag (——‘— y ooy ——"'——)
T
und setzen
Qk = QKD;‘ , ik = (?g})(n’n) = DkRk .
Somit gewinnen wir QR-Zerlegungen I+ Gy = QRk (k € N) mit der zusitzlichen
Eigenschaft
i¥>0  (i=1,...,n;kEN).
Wir berechnen nun

A+G) ' =1-Gy(A+G )" =:1+Hy (KEN);
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nach Satz (3.2.13) bildet |(I+Gy)™'| (k €IN) eine beschrinkte Folge, aufgrund-
dessen

kli_r.ank =0
bzw. sogar |Hy| = 0(p¥) (k — oo) gilt. Aus den Beziehungen

QR =1+Gy, R Qy=1+Hy
folgern wir — vgl. (3.7.21) —

IRkl =11+ Gy| € VA +1Gkl, IR = 1T+ Hy| S VA + [Hyl (KEN);
mithin sind die Folgen der |Ry| und Iﬁ,'('l beschriankt. Auerdem ergibt sich
(55.11) Q. =R;' +G,R}
bzw. 6,’: = ﬁk + ﬁka, also
(55.12) Q. =Rg+HRy.

Hierin haben wir

Jim (G,Ry!) = lim (HYR) = 0
und im Fall |G| = O(pk) schirfer

IGR'1 = 0(0%), IHKRZ1=0(p%) (k= ).

Weiter wollen wir
lim Ry =1,
(55.13) { k==
IR —11=0(p*) im Fall 1Gk|=0(p*) (k ~e0)
zeigen; dann folgen wegen (5.5.12) die entsprechenden Aussagen auch fir (~)k.

Aus (5.5.11) zusammen mit (5.5.12) gewinnen wir
(55.14) Ry=R'+GR; -H!Ri=:R}+U, (KEN)
mit k“_IP”Uk =0 bzw. |Ug| = 0(p*) (k - ). Da die ﬁ: untere, die ﬁ;‘ obere
Dreiecksmatrizen sind, ergibt sich hieraus zunichst fiir alle i <j

i® -0 bzw. 1TM1=00%) (k==).

Nunmehr definieren wir

I+Ey:=diag(F{,....i%) kem).
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Dann sind die |I + Ey| < Ifik |, also die Folge der |I + E¢| beschriankt; wegen
r?") >0 gt (I1+Ep)*=1+E,. Wenn wir in (5.5.14) die Diagonalanteile be-
trachten, so ergibt sich

(I+E) = (I +E)™" + Vg

mit Vy - 0 bzw. |Vi| = O(pk) (k -~ °). Durch Multiplikation mit (I + Ex)
erhalten wir

(55.15) (I+E)?* =1+ +E)Vy,

woraus kh;',",,(l +Ey)? =1 und wegen F:‘,i >0 schirfer
kli_r:n”(l +Eg) =1

folgt. Hiermit ist der 1. Teil von (5.5.13) bewiesen. Aus (5.5.15) gewinnen wir sofort
2Ec(I+3Ex) = (I+E) Vi,

dabei ist wegen klirn E =0 (I+3E) fir geniigend groBesk (2 ko) invertierbar,
daher
By =i (+3E)7 A+ BV (k2ko).
Aus |Gyl = O(p*) folgt, wie schon bemerkt, | Vi | = O(p%) (k - o), auferdem
bleibt die Folge der |(1+3E )" (I+Ex)| (k 2 ko) beschrinkt; daher haben wir
IEcl=0(%) (k=)
womit auch die zweite Aussage von (5.5.13) gezeigt ist.

Nun zu (5.5.10): Nach (5.5.11) haben wir

tS o tpl, t~ - 1 ~_
erQ = e Ry + el G,R)' = —© en+ (eLGORY' .
n,n

Dabei strebt ay := = 1 fiir k = o; schlieBlich geniigen die v} := (e} G, ) Ry

1
=)
r n,n

der Abschitzung

Vil S 1epG IR 1= 0(]) (k= =2),
letzteres, da die |R;'| beschrinkt sind.

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir zur Konvergenz des QR-Verfahrens
den
(5.5.16) Satz. Zu vorgegebenem AEM(n X n, €) seien fir k € N die Matrizen
A = (ag‘j))(n' n) §emdp (5.5.1) konstruiert; A erfiille die Voraussetzung (5.5.3).
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Dann behaupten wir
(i)  Es existieren unitire Diagonalmatrizen

Sy = diag(o(lk), ...,o(nk)) ©WPec,1Pi=1) kew),
so daf
Jlim SkASk=A

gilt, worin A eine obere Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen \,, ..., A\, ist.
Insbesondere haben wir
kliirauai‘ﬂ:)\i @i=1,....n).

(ii) Die Konvergenzgeschwindigkeit betrigt
ISk Ay Sk — Al = 0(0%)
let A, — A et | = O(pk) (k==
Beweis. Aus D =T ' AT folgern wir induktiv
A*=TD*T!  (KEN).
Die Zerlegung von T~! liefert
A¥=TD*LU = T(D*LD™ ¥)D*U
und Hilfssatz (5.5.5) weiter
A¥=TL(1 + F,)D*U .
Wir verwenden nun eine Zerlegung
TL= QR
mit unitarer Matrix Q und oberer Dreiecksmatrix R; hiermit wird
(5.5.17)  A*=QR(I + F,)D*U = Q(I + RFyR")RD*U .
Wir setzen
(55.18) Gy :=RFR?' (kEN)
und rechnen auf Grund der entsprechenden Eigenschaft von Fy sofort
IGl = 0(p*) (k = )
nach. Auferdem haben wir
,Gy = (;R)F R =1 (ehFi)R™ |
woraus unmittelbar

lef Gyl = 0(p%) (k=)
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folgt. SchlieBlich sind die Matrizen I + G, invertierbar, da nach Konstruktion die
I+ F, diese Eigenschaft haben. Wir konnen daher den Hilfssatz (5.5.9) anwenden
und erhalten demgemif die dort naher beschriebenen Zerlegungen

I+Gy = akﬁk .
Einsetzen in (5.5.17) liefert unter Beriicksichtigung von (5.5.18)
(55.19)  A*=(QQ,) (R RD*U) .

Offenbar definieren (5.5.2), (ii) und (5.5.19) je eine QR-Zerlegung von A¥. Nach
dem Eindeutigkeitssatz (2.6.23) existiert fiir jedes k € IN eine unitire Diagonal-
matrix Sy mit

(5520)  (QQy)S, =(Qy---Qk-)-
Mit (5.5.2), (i) fiihrt dies zu
(5521) A, =SrQrQ*AQQ,S, -

Aus der Voraussetzung (5.5.3), (i) leiten wir unter Beachtung der Bezichungen
T=QRL™ und DL=LD die Darstellung

A=TDT™'=QRL™'DLR'Q* = QRDR'Q*
ab. Eingesetzt in (5.5.21), ergibt sich so
(5522) S,A.SF=QRDR™MQ, .
Da nach Konstruktion
ku?m()k =1
gilt, streben die S,‘(AkS,’: fiir k - o gegen die obere Dreiecksmatrix
A:=RDR™,
die offenbar die Diagonalelemente A, ..., A, besitzt. Dabei gilt
IS ARSE — Al = IQFAQ — Al S IQRAQ — QR Al + IQE A=Al
SIALIQ-TI+1Qg -~ 11 IA1=0(0")  (k~<°).

Es bleibt das Konvergenzverhalten der n-ten Zeile zu untersuchen:
Nach (5.5.22) erhalten wir

enQu(SASK) = e, AQy = N2 Q
und weiter gemif (5.5.10)

ake:‘(SkAkS:) + v;(SkAkS:) = ak)\ne:, + )\nv; ,
mithin

e} (SALSE) — Anep = al—k Vi (Aol = SEALSY) .
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Es folgt, wie man durch komponentenweises Rechnen feststellt,
e

< L1+ 1A DIV = O(0%) (k=o0),
Jay |

letzteres, da die Folge der |ay | beschrinkt ist und nach (5.5.2), (i) |Agl=1A|
gilt.

Wenn die Bedingung (5.5.3), (i) verletzt ist, also die Jordansche Normalform
zu A Einsen in der Nebendiagonalen besitzt, so bleibt das QR-Verfahren — i.a. erheb-
lich langsamer — konvergent; hierzu vgl. Wilkinson [61], S. 541 ff.

Wenn andererseits T™' keine Dreieckszerlegung besitzt, aber beispielsweise
die Voraussetzungen (5.5.3), (i) und (iii) gegeben sind, so definiert man eine Permu-
tationsmatrix P, mit der PT™! = LU gilt, durch folgendes Vorgehen: man wendet
das Gaufische Eliminationsverfahren auf C := T™! an, wobei man — dhnlich wie
in (2.2.8) — als Pivotelement beim v-ten Eliminationsschritt jeweils cgz)v mit

i, =min {i€{v,...,n}: C?,?;:#O}

wihlt. Dann besitzen mit D' = diag(\}, ..., \,) := PDP™! die Matrizen D'XLD'~ ¥
ein dhnliches Konvergenzverhalten wie in Hilfssatz (5.5.5), da nach Konstruktion
fir alle i 2 j mit |A{] > |Aj| die Koeffizienten /; ; verschwinden. Der Satz (5.5.16)
bleibt also im Kern giiltig; es andert sich lediglich die Reihenfolge der A; in der
Diagonalen von A. Dies ist bei Wilkinson [61], S. 519 diskutiert.

Ausfiihrlicher gehen wir auf eine Modifikation der Voraussetzung (5.5.3), (iii)
ein; wir fordern namlich die schwichere Bedingung

(iii') Es existieren keine Indizes i,,i,,i3 € {1, ...,n} mit
Ai,, iy, Aj;  paarweise verschieden,
L= G, = 1,1

Die Voraussetzung (iii’) wird — im Gegensatz zu (iii) — eventuell auch von
einer reellen, nichtsymmetrischen Matrix A mit Paaren konjugiert-komplexer Eigen-
werte erfiillt. Ferner ist (iii') stets dann gegeben, wenn A nur reelle Eigenwerte be-
sitzt, beispielsweise hermitesch ist.

Der Einfachheit halber setzen wir aufler (5.5.3), (i), (ii) den folgenden Spezial-
fall von (jii") voraus:

(iii*) Es existiere ein r € {1,2,...,n—1} mit
et > I = 41l > 12l
A F Apey s
ferner gelte firalle i€ {1,...,n—1} mit i#r
INE= TNl = A= Ny
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Hierbei sei formal |Ag] =+, | A4 | =—o0 gesetzt. Da wir in (5.5.3), (i)
1A11 > |Aq| fordern, konnen wir die GréBen p und p, aus (5.5.4) iibernehmen.
AuBerdem werden wir die Matrizen My und L aus dem Beweis des Hilfssatzes (5.5.5)
verwenden. Weiter beachten wir, daB hier mit einem a €€ und einem ¢ € IR
fir kEIN

X k .
®) TN S geikv .
mr+l,r_lr+l,r Ar =ae =Wy,

mithin |wg| = |a| gilt. Entsprechend setzen wir
(55.23)  Ji=l+wee, e,
In Analogie zu Hilfssatz (5.5.5) beweisen wir die
(5.5.24) Bemerkung. Es gilt

DXLD k=LJ (I+Fy) (KEN),

wobei die Matrizen Fy fir k - oo das Konvergenzverhalten

IFyc = 0(p%), leyFycl = O(py)
besitzen.
Beweis. Definieren wir lVlk durch

My =L+ =D+ M,
so besitzen diese h~dk das gleiche Konvergenzverhalten wie die ebenso bezeichneten
Matrizen im Beweis zu (5.5.5). Wegen A\; # A, 4, (iFr+1) gilt Le,, =ep4q,
mithin :

L3, =L+w,(Lerset=L+(@, -1
und infolgedessen mit Fy := (LJ)™ My

My = LI (1+Fy).
Da J'=1-wye,, e, also

1

IJ;'I S(n+lal®)? (KEN)
und danach die Folge der I(ka)"l = IJ,:l L) beschrinkt ist, erhilt man — wie
behauptet — |Fy | = O(pk) (k = o).

Es bleibt die Untersuchung der n-ten Zeile der Fy. Dazu sei s gemif (5.5.7)
bestimmt.

Wir betrachten zunichst den Fall r + 1 <n: Hier ergibt sich wegen
1Ar+ 11 > IA;+ 21 sicherlich r+1<s und folglich

i i
eiLly = Z Tyl = > Tei=eil (sisn).
j=s j=s

j=
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Mit Hilfe dieser Gleichungen gewinnt man Abschitzungen des Typs (5.5.8) dhnlich
wie im Beweis zu (5.5.5).

Im Fall r+1=n haben wir

An-2l = -1l > I = [Aa- gl = el = [Ral

und daher s =n ~ 1. Auf Grund der Definition der Matrizen L, J, folgt der Reihe
nach

sowie
t

N _
e (LI =eq_Jy=e,

en(LI) = el =eb+ weel .
Wegen My = (L) Fy gewinnen wir hieraus die Beziehungen

t

\fE — ot tyz - t t
en—My=e _F, e My =(e +wee, DFy,

mithin schlieflich

e:‘Fk = e;ﬁk —wke:‘_ lﬁk (kEN).
Hierin gilt fir k - o neben e;ﬁk = O(p‘;) wegen |Anl = |A,-4| auch
e:1 My = O(pz), womit der Beweis abgeschlossen ist.

Weiter benotigen wir den

(5.5.25) Hilfssatz. Es seien C,J €EM(n X n, €) und dabei J eine Matrix des
Typs (5.5.23), d. h. mit einem w €C und einem r€{1,...,n— 1}

J=I+we”,e: ;

ferner sei eine QR -Zerlegung
C=QR

mit unitdrer Matrix Q und oberer Dreiecksmatrix R vorgegeben,
Dann existiert eine QR-Zerlegung
CI=(QV)U,

in der U obere Dreiecksmatrix ist und V mit einer unitiren (2,2)-Matrix W die
Gestalt

L., ] 0 0
(5526) V=| 0 |W| 0
0 0 ln-r-l

besitzt.
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Beweis. Laut Voraussetzung haben wir
CI=QRJ))
mit

RJ = R(I+we,, €)= R+ wRe,, e} .

In der Matrix Re; le: verschwinden in jedem Fall aufier der r-ten alle iibrigen
Spalten, in der r-ten Spalte steht die (r + 1)-te Spalte der Matrix R. Demgemif}
besitzt RJ die Form

s

Urr  Urr+1

ur+l,f Ur+l,r+l

0 0 0

Weiter zerlegen wir

Urr Ure+1
= WT,

Ur+i,r Ur+l,r+1

worin W unitir, T obere Dreiecksmatrix ist. Wenn wir zu W die unitidre Matrix V
durch (5.5.26) definieren, so wird

Gt A

V*RJ = 0

U

0 0 0~

also eine obere Dreiecksmatrix, die wir mit U bezeichnen. Die behauptete Zerlegung
von CJ ergibt sich aus den Gleichungen

CJ=Q(RJ) = (QV)(V*R)) = (QV)U .

In Analogie zum Satz (5.5.16) notieren wir nun den

(5.5.27) Satz. Zu vorgegebenem AEM(n X n, ) seien fir k EN die Ax = (a?,‘;)(n'n)
gemdf (5.5.1) konstruiert. A erfiille die Voraussetzungen (5.5.3), (i), (ii) und
(iii*).
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Dann behaupten wir:
(i)  Es existieren unitire Diagonalmatrizen Sy und unitire Matrizen Vy der
Gestalt (5.5.26), so dafl

kli_g‘w(vksk) Ax(VkS)* = A
gilt, worin A eine obere Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen A, ..., A, ist.
Insbesondere haben wir
kuln”a?_?:)\i (i#r,r+1)
sowie fiir die Teilmatrizen
a® (k)

a
T, r T, r+1
L P
ar+]_r ar+l,l+l
von Ay

klim (det A(,:)) =AAr+1s klim (spur A(,?) SAtAreg .

(ii) Die Konvergenzgiite betrigt
[(VieSi) Ak (Vi Sk)* — Al
Idet AD — X Aps sl =0(p%) (k=)
Ispur A — (A + e )|
und, falls r+1<n,
letAg —Apel 1= 0(0%) (k= ).

Der Beweis verlduft dhnlich wie der zu Satz (5.5.16). Zunichst gilt
(5.5.28) A*=TD*T™'=T(DXL D" ¥)D*U =(TL)Jx(I + F,)DXU (kEN),
letzteres nach (5.5.24). Fiir festes k € IN zerlegen wir gemif Hilfssatz (5.5.25)
(5529) (TL)J=(QVi) Uy .

Diese Beziehung in (5.5.28) eingesetzt, ergibt mit Gy := U Fy Uy
(5.5.30)  A¥=(QVi) (I +Gy)UD*U .
Mit der (von k unabhingigen) Matrix R = Q*TL fiihrt (5.5.29) zu

Uc=VR Iy,
aufgrunddessen

Ukl = RIS IRI(1 +Jal), 1U = 13RS IRTH (1 + al)
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abschitzbar ist. Da die I + Gy schlieBlich auch invertierbar sind, besitzen die Gy
simtliche in (5.5.9) geforderten Eigenschaften; demgemais zerlegen wir

I+Gy = QxR
und erhalten nach (5.5.30)
A* = (QVkQk) (R Uk D*U) .

Ein Vergleich mit der Darstellung (5.5.2), (ii) liefert wie im Beweis zu (5.5.16) die
Existenz unitirer Diagonalmatrizen Sy, so da mit A:= RDR™ fir k EIN

ScAySi = VAV, Q,

gilt. Aus | Qg — 1| = O(p¥) folgt zl;niichst, wie gehabt,
ISk AL Sk ~ Vi AV | = O(pk)  (k = )

und dann, da die V, unitr sind, auch

(5531)  [(ViS)AMVi S — A1 =0(p%)  (k = ).

Ebenfalls wie im Beweis zu (5.5.16) erschlieBen wir die Behauptung beziiglich
der Konvergenzgiite der n-ten Zeile. Hierzu ist zu beachten, dal man im Faller + 1 <n

el Vg =eh Vi = el folglich

enQicSicAkS = en (Vi AVi) Qy = Ay, Qi
hat.

Es bleibt das Konvergenzverhalten der Teilmatrizen A({) zu diskutieren.
Dazu betrachten wir diejenigen (2,2)-Teilmatrizen von (Vi Sy)Ax(VicSx)*, die an
der gleichen Stelle wie die A(l? stehen. Diese Matrizen lassen sich mit unitiren
(2,2)-Matrizen Wk als WkAﬁ? W: schreiben. Bezeichnet man noch mit

A0~ ( A )\,,;4-1)
0 Auy
die A(l? entsprechende Teilmatrix von A, so folgt aus (5.5.31)
IW, ADWE - AD )= 0(p%) (k= ).
Hieraus leiten wir fir k - o die asymptotischen Aussagen
5532) [ |spur A(l? =@+ X4y = |spur (WkA(;)W:— APy =0(p%),
Idet AD — A A, 1 = [det (W, AL WE) — det AQ | = 0(p*)

ab, womit der Satz (5.5.27) bewiesen ist.
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Erginzend stellen wir fest, daf wir als Naherungen 7\0‘) und k??l fiir A,
bzw. Ap+; die Nullstellen des quadratischen Polynoms

det (NI, - AD)
erhalten. Die Koeffizienten dieser Polynome streben nach (5.5.32) fir k —» o0
wie pk gegen die Koeffizienten des Polynoms

det (AI, — A®)y .

Da dieses Polynom einfache Nullstellen — namlich A, A+ — besitzt, erschlieft
man hieraus fir i=r,r+1

NE -N1=000%) (k).

Das Konvergenzverhalten der A, wollen wir an Hand einer Skizze veran-
schaulichen. Es sei

-
-

+
—

(k)
H

. R

(k)
3,2

Ay := N

F

Wir beobachten: ‘_—| aon

a) Konvergenz der Koeffizienten unterhalb der Diagonalen mit Ausnahme von
gegen Null,

r+l r
b) Konvergenz der a(k) gegen A fur i #r,r+1,
c) Konvergenz der Eigenwerte von Ak gegen A\ bzw. A\p 44,
d) unregelmiBiges Verhalten (aber Beschrinktheit) der Koeffizienten im

schraffierten Teil,
e) Konvergenz der Betrige der Koeffizienten im verbleibenden Teil.
Die vorstehenden Uberlegungen sind leicht auf die Fille zu verallgemeinern,

in denen die Voraussetzung (iii*) oder sogar (iii') verletzt ist. Es treten dann in
jedem Ay an Stelle einer (2,2)-Teilmatrix Af{) eventuell mehrere bzw. grofiere
Blocke auf, deren Eigenwerte fiir k - o gegen die entsprechenden (betragsgleichen)
Eigenwerte von A konvergieren.

Wir geben nun Hinweise zur praktischen Durchfiihrung:
(I) Da die QR-Zerlegungen beliebiger Matrizen einen hohen Rechenaufwand
erfordern, wird man eine vorgegebene Matrix zunichst auf obere Hessenberg- bzw.
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Tridiagonalform bringen und den Algorithmus (5.5.1) auf die transformierte
Matrix anwenden. Dazu iiberlegt man sich (als Ubungsaufgabe 5.6) die

(5.5.33) Bemerkung. Ist A obere Hessenbergmatrix (hermitesche Tridiagonal-
matrix), so sind alle Ax obere Hessenbergmatrizen (hermitesche Tridiagonal-
matrizen).
Im reellen Fall konnen die QR-Zerlegungen der Hessenbergmatrizen nach
der Methode von Givens (Ubungsaufgabe 2.11) durchgefiihrt werden, da hierbei
die gleiche Zahl von Rechenoperationen wie beim Householder-Verfahren benétigt
wird.
(II) Um die Konvergenz zu beschleunigen, wird — dhnlich wie in 5.1 bei der in-
versen Potenzmethode — die Technik der Spektralverschiebung benutzt. Ist u
Niherung eines Eigenwerts A von A, so wendet man das QR-Verfahren auf A—ul an.
Ausfiihrlicher betrachten wir den Fall, daf A die Voraussetzungen (5.5.3), (i)
und (ii) erfiillt und u hinreichend nahe beim Eigenwert A\, von A liegt, so daf} fir
alle A; # A, die Ungleichungen

(5534) 0<|ha—n)<IN-pl

gelten. Unter diesen Annahmen konvergieren die n-ten Zeilen der gemii (5.5.1) aus
Ao (p) := A—ul konstruierten Matrizen A, (u) gegen (A, —u) e;. Hierzu iiber-
legen wir uns:

Fir A—pul ist die Voraussetzung (5.5.3), (i) mit

D'=diag(7\,,(1)—u, v A —H) = P'DP—ul,

T =TP
erfiillt, wobei die Permutation 7 € S,, so gewihlt ist, dafl

Maqy =812 ey~ Z .. 2 Ay —HI>0
und gemif (5.5.34)

m(n)=n
gilt; ferner ist die Permutationsmatrix P durch

Pei-—-e,,(i) (i=l,...,n)
definiert. Sollte die Matrix

T t=pIT!
keine Dreieckszerlegung besitzen, so ist — wie bereits auf S. 42 erldutert — eine
Permutationsmatrix P’ anzugeben, so da8 P'T’~! in Dreiecksmatrizen L', U’ zerleg-
bar ist und gleichzeitig — mit D" := P'D'P’'~! — die Matrizen D"*L'D"~¥ ein
dhnliches Verhalten wie in (5.5.5) bzw. (5.5 .24) zeigen. Nach Konstruktion hat

diese Permutationsmatrix P’, wie man sich auf Grund von T~! = LU sowie
epP™' = ¢! iiberlegt, jedenfalls die Eigenschaft e!P'=e!.

!Univ.-ﬁ
{

{0 Regonsling
:




50 5. Eigenwertberechnung bei Matrizen

Falls schlieflich die Voraussetzung (5.5.3), (iii) fir Ao(u) nur in einer abge-
schwichten Form, beispielsweise (iii*) zutrifft, so ist wegen (5.5.34) das dort ange-
gebene r kleiner als n —1. Daher — und wegen e} P’ = ¢!, wie soeben begriindet —
ist beziiglich der n-ten Zeilen der A, (u) die schirfere Abschitzung aus (5.5.16), (ii)
bzw. (5.5.27), (ii) anwendbar; mit

A —

P, = max IIT":—:—'I N F A
konvergieren demgemif fiir k - oo die zugehorigen Koeffizienten a (u) wie p
gegen O bzw. gegen A, — u. Offensichtlich ist diese Konvergenz umso rascher, je
weniger u von A, entfernt ist.

Auf diesen Uberlegungen basiert das
(5.5.35) QR-Verfahren mit Spektralverschiebung. Wir setzen
Ao :=A;
fir k=0,1,2,... zerlegen wir
Ay —pel = QR
und definieren hiermit
Ag+r = ReQp + il .

Hierbei werden die py nach verschiedenen Vorschriften gewihit: Beispiels-
weise bestimmt man zu einem positiven € < 1

(k)
(5536) I:= min!k> 1: (k —I }
a
n,n
und dazu py :=0 fir k=0,1, I-1 sowie
(5537)  wy:=al), (k=1,1+1,...).

Weitgehender anwendbar ist das folgende Vorgehen: es bezeichne Af‘k) den-
jenigen Eigenwert von

(k) )
A(n_l) - ah- 1,n-1 3n- 1,n
k a® a0 ’
n n-1 n n

der niher bei a(k) liegt, sowie )\n v denjenigen Eigenwert von A‘,{' 1'), der eben-
falls niher bei a(") (bzw. )\,(,k)) liegt. Hiermit setzt man

x(k)
)

A&D
(5537) me:=2A®  &=11+1,.).

-1

(5.536') I:=min ‘kZI

und py:=0 fiir k=0,1,...,/-1 sowie
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Die Existenz des Minimums in (5.5.36) ist dann gewihrleistet, wenn A die
Voraussetzung (5.5.3), (i), (ii), (iii) bzw. (iii*) mit r <n—1 erfiillt. In diesen Fillen
ist auch (5.5.36") sinnvoll, da die )\flk) und ebenso die Xn(k' D fiir k =0 gegen A,
konvergieren. Das Minimum in (5.5.36") existiert — im Gegensatz zu (5.5.36) —
jedoch auch dann, wenn der Fall (5.5.3), (iii*) mit r =n — 1 vorliegt.

Das Verfahren (5.5.35) konvergiert sicher dann, wenn A die Voraussetzungen
(5.5.3), (i), (ii), (iii) bzw. (iii") erfiillt und ab einem ko € IN mit einem positiven
n<l1

(5538) O<|m—MlsSnlu—Nl (k2ko, Ai#Ay)

zutrifft: unter dieser Annahme lassen sich die im Anschlu an (5.5.34) auf A—ul
bezogenen Uberlegungen unschwer iibertragen — vgl. Ubungsaufgabe 5.7 —. Zur
Erreichung der Bedingung (5.5.38) haben sich in der Praxis die Vorschriften
(5.5.36/37) bzw."(5.5.36'/37') mit € = } als geeignet erwiesen.

Vollstindige Konvergenzbeweise sind bisher nur fiir den Fall bekannt, dal A
hermitesch ist: dann ist das Verfahren (5.5.35) nach Wilkinson [61], S. 548 , schliefi-
lich* kubisch konvergent, d.h. sofern u; in (5.5.37) bzw. (5.5.37") hinreichend
nahe bei Ap liegt. Ist A sogar reelle symmetrische Tridiagonalmatrix mit a;44,; #0
(i=1,...,n—1),soist das Verfahren mit den Auswahlvorschriften (5.5.36'/37")
bei beliebigem e >0 mindestens quadratisch konvergent, s. Wilkinson [63].

Ist A reelle Matrix und sind A, _,, A, einfache, zueinander konjugiert kom-
plexe Eigenwerte von A, so ist folgende Variante von (5.5.37") gebriuchlich: man
bestimmt [ wie in (5.5.36") und weiter, wenn beispielsweise /=21" (I'€IN), also
geradzahlig ist,

1= )\(2'()
55377y T

Hok+1 = Mok

k=1 1'+1,..),

man verwendet also abwechselnd konjugiert-komplexe Verschiebungsparameter.

Bei diesem Vorgehen ist der Ubergang von A,y auf Ay 4, in (5.5.35) so darstellbar,
daf nur reelle Rechenoperationen auftreten; hierzu vgl. Wilkinson [61], S. 528 ff.
Unter geeigneten Voraussetzungen konvergieren dann die (konjugiert komplexen)
Eigenwerte von Aﬁ:" 1 gegen A, bzw. An-1-

(III) Die Berechnung simtlicher Eigenwerte X, ..., A, einer Matrix A geschieht
folgendermafien: Zunichst bringt man die Matrix A (nach der Transformation auf
obere Hessenbergform) mittels (5.5.35) auf die Gestalt
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anschlieBend berechnet man A, -, indem man auf die Teilmatrix Ay wiederum
die Prozedur (5.5.35) anwendet usw. Erfahrungsgemif werden dabei fir jeden
weiteren Eigenwert nur noch wenige (i.a. etwa 4) QR-Schritte benétigt.

Abschliefend gehen wir noch kurz auf das LR-Verfahren ein. Ist AEM(n Xn,C)
vorgegeben, so lautet der

(5.5.39) Algorithmus des LR -Verfahrens. Es sei
Ap:=A;

fur k=0,1,2,... zerlegen wir
Ag = LgRy,

wobei die Ly normierte untere Dreiecksmatrizen, die Ry obere Dreiecksmatrizen
sind, und definieren hiermit

Ak"’l = RkLk .

Wie wir im 2. Kapitel gesehen haben, sind LR-Zerlegungen nicht immer mog-
lich oder konnen zu numerischen Instabilititen fiihren; daher ist das LR-Verfahren
nur bedingt anwendbar. Zur Konvergenz notieren wir den

(5.5.40) Satz. Zu vorgegebenem A€ M(n X n, €) seien fiir k € N die Matrizen A,
gemdf (5.5.35) konstruiert. A erfille die Voraussetzung (5.5.3).Mit T aus (5.5.3)
und L aus (5.5.6) existiere eine Dreieckszerlegung von TL, also eine normierte
untere Dreiecksmatrix M und eine obere Dreiecksmatrix R, so dal

TL=MR.

Dann behaupten wir
(i) Esgilt

. =A

Jim A=A
wobei A eine obere Dreiecksmatrix mit den Diagonalelementen \,, ..., A, ist.
(ii) Die Konvergenzgeschw .1digkeit betragt

A=Al =009,

lepAy = Aqenl = O(op) k==

Der Beweis unterscheidet sich kaum von dem zu Satz (5.5.16); die Ausfithrung
sei daher dem Leser iiberlassen.

In dhnlicher Weise ist der Satz (5.5.27) auf das LR-Verfahren zu iibertragen.
Zur praktischen Durchfithrung gelten analoge Uberlegungen wie beim QR-Verfahren.

In der angegebenen Form — also mit vorangehender Transformation auf
Hessenbergform und in Verbindung mit Spektralverschiebungen gemas (5.5.35) —
haben sich das QR- und das LR-Verfahren als die geeignetsten Methoden erwiesen,
um alle Eigenwerte einer Matrix zu bestimmen.
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(5.5.41) Beispiel. Wir berechnen die Eigenwerte der im Beispiel (5.4.21) ange-
gebenen (4,4)-Matrix A mit Hilfe des QR-Verfahrens. Zunichst transformieren

wir A gemif Satz (5.3.11) in eine symmetrische Tridiagonalmatrix A©_ Bei Be-
nutzung der in (1.1.16) erwihnten REAL *8-Arithmetik, die etwa einer 16-stelligen
Dezimalarithmetik entspricht, wird in der numerisch berechneten Matrix A© der
Koeffizient

121 <0,5-107%.
Daher nehmen wir als erste Eigenwertniherung direkt den Wert
A4 =2, = 5,000000000000000 .
Anschliefend wenden wir das QR-Verfahren auf die (3,3)-Teilmatrix
A':= @)
von A an, und zwar — zum Vergleich — einmal ohne Spektralverschiebung, das
andere Mal mit Spektralverschiebung gemif den Vorschriften (5.5.35/36/37).
In beiden Fillen iterieren wir so lange, bis
» 1a{91<05-1078

erreicht ist. Dann setzen wir

_ .k
>\3.-a3,3

und berechnen schlieflich die verbleibenden Eigenwerte A, A, durch Losen der
quadratischen Gleichung

det(Al, — Ag) =0,
wobei
” k
A= @Day
bedeute.
Beim Verfahren ohne Spektralverschiebung ergibt sich (*) nach
k=23
Iterationen, wir erhalten die Eigenwerte
A3 =-0,9999999999999936.
Az =14,99999999999994
A, = 5,000000000000004 .
Im zweiten Fall, also beim Verfahren mit Spektralverschiebung, ist (*) bereits nach
k=5
Iterationen erfiillt; die berechneten Eigenwerte sind

A3 =-0,9999999999999942 ,
A2 = 14,99999999999998 ,
A; = 5,000000000000007 .
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5.6. Das Verfahren von Jacobi
Allgemein sei zunichst zu beliebigem AE€M(n X n, €), =(ai,j)n,n) die
Matrix A gemif der Unterteilung
(56.1)  A=diag(ay ;,...,a0,0) +A
definiert.

Unter Benutzung dieser Bezeichnung liit sich die Idee des Jacobi-Verfahrens
folgendermaflen einfach beschreiben. Es sei A eine reelle symmetrische (n,n)-Matrix.
Zu A konstruiere man schrittweise unitar dhnliche Matrizen Ay mit der Eigenschaft,
daf die zugehorigen Kk fir k == gegen die Nullmatrix konvergieren. Diesen in-
finiten ProzeR breche man ab, sobald Ay (der Norm nach) hinreichend klein ist,
und nehme die Diagonalelemente von Ay als Niherungen der Eigenwerte von A.

Als Norm in M(n X n, IR) werden wir in diesem Abschnitt stets die unter
(3.3.8) eingefiihrte Frobeniusnorm verwenden.

Grundlegend ist der
(5.6.2) Hilfssatz. Sind A, A',S €EM(n Xn, IR), dabei S unitir und

{ A = (3;,j)n.n)
A= (a;_j)(n'n) := S*AS N

so gilt entsprechend der Bezeichnung (5.6.1)

n n
TA2+ D laial? = JA1P + ) lagil?
i=1 i=1
Beweis. Mittels Hilfssatz (3.7.21) erschlieBen wir
Al =|A*| =|S*A*| = |AS|=|S*(AS)| = |A'|,
womit die behauptete Gleichung bereits bewiesen ist, da gemif der Definition der
Frobeniusnorm ihre linke Seite |A’|?, ihre rechte Seite |A]? ist.

Als unitire Transformationen benutzt man die schon im 2. Kapitel — vgl.
Ubungsaufgabe 2.11 — betrachteten ebenen Drehungen. Analytisch sind diese reell-
unitiren Matrizen mit (dem Drehwinkel) a € IR und den Indizes (der Koordinaten
der Drehebene) p,q € {1, ...,n} mit p #q durch

(5.6.3) S(p,q;@) :=1+(cosa—1) (epe; + eqe;) +sin a(epe; - eqe;)

gegeben. Ihre Transformationseigenschaft 18t sich formelmafig wie folgt darstellen:
(5.6.4) Hilfssatz. Ist A=(a; j)n,n) EM(n X n, IR), symmetrisch,

A'=(a; ), = S(P, q; @)*A S(p, q; @),
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so gilt
’ ’ .
| 3. T3j,p T p,jCOSQA—3g ;SINA .
(U ) ) G#p.9,
3q,j =8j,q T 8q,jCOSQ+ ap ;sina
’ _ 2 - . . 2
(ij) a,,_p -ap,p cos“a Zap,q cosa sma+aq,q sin“a,
1

ag,q =q,q COS’a+ 23, g cosasina+ap psin’a,
(iii) ap q =aq,p = (ap,p —aq,q) COS@SINQ + 8y g (cOs’a - sin’a)
=1 (ap,p —2q,q) 5in (2a) + ap q c0s (20a) ,
Gv) aj;=a; (i#p.ai#p. Q.
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Beziehung
a;‘j=e:A'ej G,j=1,...,n)
sowie der analogen fiir die Matrix A.

Wir wollen nun sina und cosa so bestimmen — a selbst benotigen wir nicht
explizit —, da IK' | moglichst klein wird. Aus (5.6.2) und (5.6.4), (iv) gewinnen
wir zunichst

n
~, -~ 2 19 ~ 2 2 2 2
IA')? = |AJ + 2 (ai,i —2ii) = |A*+(ap,p + 2g,q) ~(3p,p * 2q,q) -
i=1 !

Da offenbar mit einer unitiren (2,2)-Matrix R(a) die Gleichung

(3;.1» a;.q) - R@)* (ap.p 3p.q) R(@)

a3,p 3g,q 3q,p 3q,q
gilt, schlieBen wir aus Hilfssatz (5.6.2)
’ X} ¥} 2 2 2

(3pip * 2q.9) * 23p.q = (3p,p + 39,q) + 28,4
und hiermit weiter
(565) IN[2=|AI2+2a) 7 -2a) 4.
Demnach erreichen wir den kleinstmoglichen Wert fiir IK’ |, wenn

2,q=0
wird. Dazu setzen wir im Folgenden

2,9 #0
voraus, da andernfalls IK' | gegeniiber |A| nicht echt verkleinert wird.



56 5.6. Das Verfahren von Jacobi

Zu

a, —a
4,9 P.P
9= ———

2ap.q
ist nach (5.6.4), (iii) a so zu bestimmen, daf
(5.6.6) cot(Ra) =19

gilt. Dieser Beziehung geniigt o wegen

_ 1-tan’a
cot(Ra) = Ttana
genau dann, wenn t = tan a eine Wurzel der quadratischen Gleichung
t2+29t-1=0

wird. Als t wihlen wir die betragsmifig kleinere Losung, wozu wir die numerisch
stabile Darstellung (1.3.7), (iii), also

1
(567) ¢ = 9 +sign9/1+ 92
1 ¥ =0

0 +#0),

benutzen. Sollte — bei sehr groBem 9 — die Berechnung von 97 einen Exponenten-

tiberlauf in der Maschine erzeugen, so ersetzen wir natiirlich sign 9 /1 + 92 durch 9.
SchlieBlich gewinnen wir

cosa = N
(5.6.8) Vit

sina ;= t-cosqa

als mogliche Werte, mit denen a;,‘q =0 erreicht wird.
Es ist zweckmaBig, die Gleichungen (5.6.4) — mit cosa, sina gemiaf (5.6.8) —
in eine numerisch geeignetere Form zu bringen. Hierzu setzen wir
._ _sina
Y= T¥ cosa
und erhalten

’ ’ .

2, ;=2 , =ap; —sina(ag ;+uap ;)
. p.j = 3j,p T 3p,j q,j p.i) .
W {7 T G #p,9),
3q,j = 3j,q =3q,j —sina(ap ; —u ag ;)

a' =3 —1t3 N
(569 | @ | PP P P

!
33,q "3, ttap,q

e ! ’
(iii) ap q=2q,p=0,

(iv)  aij=a; (i#p,q;j#p.q).
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Zur Herleitung von (5.6.9), (i) aus (5.6.4), (i) beachten wir

sin’a :
————=]-cosa.
1+ cosa

Zu (5.6.9), (ii) schlieen wir aus (5.6.4), (ii) zunachst

usina =

A in2a — ine
ap p=ap pt(ag,q—ap,p)sin‘a—2a, q cosasina;
. e . ’
ferner benutzen wir (5.6.4), (iii) mit a, 4 =0, d.h.

cos?a —sin’a

aq,q —2p,p) =2 -
(34,0 = 2p,p) = 3.0 ooosing

>

womit sich

- sine -
ap.p = 3pp ~3p,q cosa _ 2p.p “l3q,q

ergibt. Analog beweist man die angegebene Formel fiir a:;,q .

Die Form (5.6.9) erweist sich als vorteilhaft fiir die numerische Auswertung,
da insbesondere fiir kleine Werte von |sina| Fehlerdimpfung — vgl. (1.3.8) —
eintritt.

Wir nennen den Ubergang

A+ A'=S(p,q;0)*A S(p,q;0)
gemif dem Konstruktionsverfahren (5.6.7) bis (5.6.9) einen Jacobi-Schritt mit dem
Pivotelement ay, . Fiir die so transformierte Matrix A’ gilt nach (5.6.5) natiirlich

(56.10) (AP =|A1P-2]a, 4.

Das Jacobi-Verfahren besteht nun aus der sukzessiven Anwendung von
Jacobi-Schritten, d.h. aus der Konstruktion

Ao = A

(5.6.11) { .
Ay i= SpALS, k=0,1,2,...),

wobei fir jedes k € IN die Transformationsmatrix
Sk 1= S(pyk. Qs o)

zu einem Pivotelement ag;)' ax* 0 von A= (a?fj))(n_n) gehort.

Das Verfahren von Jacobi ist im Fall n 2 3 ein infinites Verfahren, da eine
in Ag+y (k €N) an der Stelle (py, q,) erzeugte Null bei spiteren Transforma-
tionsschritten i.a. wieder zerstort wird.
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Zur Konvergenz des Verfahrens bei maximaler Pivotwah! beweisen wir den
(5.6.12) Satz. Essei AEM(n X n, IR), symmetrisch (n 2 3); die Ax (k €IN)
seien nach (5.6.11) konstruiert, wobeli fiir jedes k €N p, # q, mit

® ),

IaPk,qk i,j

| = max|a
i*j
gewdhlt sei. Dann haben wir

lim Ag=0.

K — oo
Beweis. Fir die Frobeniusnorm von Ay (k €IN) gilt offenbar

A < nn=1) lap) 12

Hieraus ergibt sich wegen (5.6.10) die Abschitzung

A 2 A 12— &) 2 — 2 \ix g2
Aol = 1K, =21880 125 (1= oo ) 1A

und demnach mit

—y- —2
q:=1 D) 0<q<1)

das Konvergenzverhalten

AP S q¥1Aol? = 0 (k = o).

Bei dem angegebenen Verfahren miissen vor jeder Transformation alle Koeffi-
zienten agk} mit i <j (Agx symmetrisch!) verglichen werden. Da dies einen erheb-
lichen Zeitaufwand bedeutet, bevorzugt man einfachere Vorschriften fir die Pivot-
wahl.

Beim zyklischen Jacobi-Verfahren werden als Pivotelemente nacheinander
die Koeffizienten

(1,2). (1,3),..., (1.n),
(2.3),..., 2.n),
(5.6.13) .

('n—l,n),

sofern sie von Null verschieden sind, gewihlit; diese Reihenfolge wird dann zyklisch
wiederholt. Die Konvergenz dieses Verfahrens — fiir die angegebene, nicht fiir eine
beliebige Reihenfolge der Pivotelemente — wurde von Forsythe und Henrici [19]
bewiesen.

Unter zusitzlichen Voraussetzungen sind das zyklische Jacobi-Verfahren und
das Verfahren mit maximaler Pivotwahl schliellich quadratisch konvergent; hierzu
verweisen wir auf Wilkinson [62] und Schonhage [48].
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Bei einer Variante des zyklischen Verfahrens, der Threshold-Methode, gibt
man sich eine streng monoton fallende Nullfolge (7y)5 in IR von ,Schranken*
(thresholds) vor, beispielsweise

1 ~

To=q lAl,
(5.6.14) |
™N+1=p TN (NEIN).

Man wihlt nun fir die ersten Jacobi-Schritte — beispielsweise in der Reihenfolge
(5.6.13) — nur solche Pivotindizes, fir die

(k) |2

Pk k'~
gilt. Sobald dann kein la(k)] 2 1o (i <j) mehr existiert, ersetzt man 74 durch 7,,
148t also nur Pivotindizes mit lag:()‘ qk| 2 71, zu, usf. Die Konvergenz dieses Ver-

fahrens ist leicht einzusehen (Ubungsaufgabe 5.8).

Wie bereits gesagt, bricht man das Jacobi-Verfahren ab, sobald mit einem ge-
eigneten € >0 |Ag| < e erreicht ist. Nach (5.6.11) gilt dann mit der unitiren
Matrix Uy := Sq... S5«

(56.15) A =UgAU,;
insbesondere ist mithin Ay zu A dhnlich. Wegen
(56.16) A =diaga®),....a¥) + &, 1A1<e

wihlt man als Naherungen der Eigenwerte von Ay (also von A) die Eigenwerte von
dlag(a1 A (k)) d.h. die a(k) (i=1,...,n). Die Matrix Uy in (5.6.15) geniigt

i n n
der Beziehung

(5.6.17) AU, =U A, = U~ d)ag(al 1o ceeadp r.)

daher betrachtet man ihre Spalten als Niherungen fiir Eigenvektoren von A. Fehler-
abschitzungen hierzu werden wir im folgenden Abschnitt bringen.

Man kann ibrigens zeigen, da die Ay (nicht nur bis auf Vertauschungen in
der Diagonalen) gegen eine Diagonalmatrix konvergieren, ein Beweis dazu ist von
Wilkinson [61], S. 268 angegeben.

Das Jacobi-Verfahren hat den Vorteil, da} es sich einfach programmieren lait;
insbesondere gewinnt man durch Berechnung von Uy in (5.6.15) sehr bequem ein
Orthonormalsystem aus angeniherten Eigenvektoren zu A.

Andererseits konvergiert das Jacobi-Verfahren, da die quadratische Konvergenz
erst spit eintritt, recht langsam. Die Zahl der Rechenoperationen 148t sich nicht da-
durch verringern, dal man A in eine Tridiagonalmatrix transformiert, da die Tridia-
gonalgestalt durch Jacobi-Schritte zerstort wird.
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Daher sollte man das Jacobi-Verfahren nur bei kleinem n und nur dann, wenn
auch Eigenvektoren zu A gesucht sind, anwenden; sonst ist das in Abschnitt 5.5 be-
handelte QR-Verfahren wegen seiner i.a. erheblich kiirzeren Rechenzeiten vorzu-
ziehen.

(5.6.18) Zahlenbeispiel. Wir wenden das Threshold-Jacobi-Verfahren mit den ry
aus (5.6.14) auf die in Beispiel (5.4.16) angegebene Matrix A an. Nach 12 Iterationen
gewinnen wir A, mit

Ay, = 0,269:107°
und, auf mehr als 10 Dezimalen hinter dem Komma genau,

diag(a('?, ..., a{') = diag(15.00; ~1,00; 5,00; 5,00).

Die Matrix U,,, auf 10 Dezimalstellen gerundet, lautet

0,4999999999 -0,5000000000 0,0318505035 -0,7063890893
0,5000000001 0,4999999998 -0,7063890893 -0,0318505035
0,5000000001 0,4999999999 0,7063890893 0,0318505035
0,4999999998 -0,5000000002 -0,0318505035 0,7063890893

Die Spalten von U, stimmen bis auf 9 Dezimalen mit den exakten Eigenvektoren
iiberein.

5.7. Fehlerbetrachtungen bei Eigenwertaufgaben

Esseien A,S €M(n X n, ). Zu behandeln ist das folgende Problem: wie
unterscheiden sich die Eigenwerte der Matrix A von denen der gestorten Matrix
A+8?

Wir leiten zunichst eine qualitative Aussage dieser Art her. Hierzu bezeichnen
wir mit Ay, ..., A, die Eigenwerte der Matrix A, mit Ay, ..., \, die Eigenwerte der
Matrix A+ S, jeweils entsprechend ihrer Ordnung gezihlt. | | sei eine beliebige
Matrixnorm in M(n X n, C).

(5.7.1) Satz. Zu jedem n > Q ‘existiert ein 5§ > 0 mit folgender Eigenschaft:
ist SEM(n Xn, €) mit |S| <85, so gibt es eine Numerierung der Eigenwerte von
A+ S, sodag firjedes v=1,....n

N -NI<n
gilt.

Zum Beweis setzen wir

_ | o=, falls A nur einen Eigenwert besitzt,
min {|]A =X|: X, X Eigenwerte von A, X # X'} sonst
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und nehmen im Fall d <o 0.E. 0<n < % an. Offensichtlich ist die Menge
K = {u€C: IEigenwert A von Amit |u—A| =17}

kompakt und daher mit ¢ (u) := det(ul —A) auf Grund der Definition von d
7:=min {jo(u)| : nEK}>O0.

Nach (3.3.3) existiert ein y 2 0, so daB fiir jedes S =(s; j)n,ny) EM(n X n,T)

maxlS.,lSﬂSl
i,j=

abschitzbar ist. Da die Koeffizienten von ¢ () stetig von A abhingen, existiert
infolgedessen ein 8 > 0, so da8 fiir jedes S mit |S| <& das Polynom

Y(p) :=det(ul-(A+8))
die Eigenschaft

max W) -y <r
BEK

besitzt.

Es sei nun X ein (beliebiger) Eigenwert von A; dieser habe die Ordnung q,
d.h. X sei eine q-fache Nullstelle des Poylnoms ¢ (u). In

KnV):={u€C: ju-A<n}

liegt auler A kein weiterer Eigenwert von A. Wegen
K,(N)={u€eC: lu-Nl=n}CK

gilt
le) =y <le)l (LEK, (V).

Hieraus folgt mit dem Satz von Rouché, da in K, (), entsprechend der Ordnung
gezihlt, genau q Nullstellen von (u), also q Eigenwerte von A+ S liegen. Damit
ist die Behauptung des Satzes (5.7.1) bewiesen, da die Summe der Ordnungen q(\)
gerade n ergibt.

Eine erste quantitative Aussage, d.h. eine erste Eigenwertabschitzung enthilt
der folgende von Ostrowski [44] stammende, ohne Beweis zitierte

(5.7.2) Satz. Esseien A=(ajj)n,n), S=Gi,jdn,n) EM(n Xn,T), ferner
M :=max {|a;;l, laj,; +8,l:1,j=1,...,n}>0

1 n
=y Z Isigl-

ij

sowie
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Dann existiert zu jedem Eigenwert N von A+ S ein Eigenwert \ von A mit
IN=-A<(n+2)M -8,

Auferdem lassen sich die Eigenwerte \,, und N\, von A bzw. A+ S entsprechend
threr Ordnung so numerieren, daf3

NNl S2(+1)PM -8 @w=1,...,n)
erfullt ist.

Es gibt Beispiele — vgl. Ubungsaufgabe 5.9 —, in denen sich fir |S| = 0
die |A, —A,| tatsichlich wie |S|!/" verhalten. In den folgenden Uberlegungen
wollen wir durch zusitzliche Voraussetzungen an A ein Verhalten |\, — A, = 0(|S}])

(1S] = 0) und damit schirfere Abschatzungen als in Satz (5.7.2) erreichen. Als
Hilfsmittel verwenden wir den von Bauer/Fike [3] bewiesenen

(5.7.3) Satz. Es seien B,C EM(n Xn, ), A EC Eigenwert von C. Dann ist ent-
weder X\ Eigenwert von B, oder es gilt fiir jede Matrixnorm in M(n X n, €)

(5.74) I(M-B)'(C-B)I21.

Beweis. Wir nehmen an, es sei A kein Eigenwert von B, also (AI — B) invertierbar.
Fiir einen Eigenvektor x # 0 zum Eigenwert X von C gilt offenbar die Gleichung

(C-B)x=(Al-B)x
und folglich

(AMI-B)!'(C-B)x=x.
Hieraus folgt (5.7.4) zunichst fir jede Operatornorm — vgl. (3.3.4) — und wegen
(3.3.7), (ii) auch fiir jede Matrixnorm in M(n X n, €).

Bevor wir das Storungsproblem weiter behandeln, wollen wir aus (5.7.3) zwei
EinschlieBungssitze fir die Eigenwerte einer Matrix folgern.

(5.7.5) Satz (Gerschgorin). Ist A=(a; ;)@n,n) EM(n X n, ), \ Eigenwert von A,
so gilt fiir mindestens ein i € {1, ...,n} die Ungleichung

(576)  I=aiilS Y a4l
—
j%i
Zum Beweis wenden wir Satz (5.7.3) auf C= A, B=diag(a,,,, ..., an, ) beziglich

der Matrixnorm Il I, — vgl. (3.3.8) —an.
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Es sei A Eigenwert von A. Ist X gleichzeitig Eigenwert von B, so existiert
ein i€{l,...,n} mit X\ =a; ;, und (5.7.6) gilt trivialerweise. Andernfalls liefert
(5.7.4) die Ungleichung

n

n 1 Q@
1S max| =— Y la;
=T a2yl

i#i

und damit (5.7.6) fiir mindestens einen Index i.
Wir bezeichnen als Gerschgorinkreise die abgeschlossenen Kreisscheiben

’1‘
(17 Kii=luee |u—ai,i|g2|ai,j|} (=1,..,n).

j=1
j#i

Hiermit formulieren wir als 2. Satz von Gerschgorin den
(5.7.8) Satz. Essei J:= {i,,...,i.} eine Teilmenge von {1, ...,n}; es habe

G:= U Ki
i€
die Eigenschaft

GNK;=9 GE{l,...,n}\)).
Dann liegen in G, entsprechend der Ordnung gezdhlt, genau tr Eigenwerte von A.

Zum Beweis nehmen wir0.E. § & J & {1, ..., n} an. Dann haben wir, da
die K; kompakt sind,

(579)  dist (G.\_K;) =:n>0.
j&l

Es sei nun mit B := diag(ay,y, ..., ap,n)
A(t):=B+t-(A-B) 0=stsl)

definiert. Dann ist A(0) = B, A(1)=A,; ferner gilt nach (5.7.6) fur jeden Eigen-
wert A(t) von A(t) (t € [0, 1]) mindestens eine der Ungleichungen

MW=l St D laigls > fal
iFi iFi
n
folglich liegen simtliche Eigenwerte von A(t) in | _JK;. Wenn wir die Eigenwerte
i=1
hier wie im Folgenden entsprechend ihrer Ordnung zihlen, so enthilt G trivialer-
weise genau r Eigenwerte von A(0) = B. Sinnvoll ist daher die Definition

(5.7.10)  to :=sup {t €[0, 1]: genau r Eigenwerte von A(t) liegen in G};
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Ai(to), ..., Aqp(to) seien die Eigenwerte von A(ty). Nach Satz (5.7.1) existiert
ein 6 >0 und weiter zu jedem (festen) t € [0, 1] mit |t —to| <& eine Numerie-
rung der Eigenwerte A;(t), ..., Aq(t) von A(t), so dad

(5.7.11) NG - M) <n (i=1,...,n).

Gemaf der Definition von t, liegen fiir mindestens ein t €[0, 1] mit t, ~8§ <t < t,
genau r der A;(t) in G; folglich enthilt nach (5.7.9) und (5.7.11) G ebenfalls
genau r der A;(to), mithin ist ty das Maximum der in (5.7.10) angegebenen Menge.

Es bleibt zu zeigen, daB to = 1 ist; dann ist wegen A(1) = A der Beweis abge-
schlossen. Unter der Annahme t, <1 gibe esein t mit t, <t < 1, fiir das (5.7.11)
erfiillt wire. Fiir ein solches t ligen wiederum genau r der \i(t) in G, im Wider-
spruch zur Definition (5.7.10).

Ist K, ein Gerschgorinkreis mit der Eigenschaft
KionKi=¢ (1¢lo),

so kann man den Satz (5.7.8) auf G =K; o anwenden; folglich liegt in K;, genau ein
Eigenwert von A. Wenn andernfalls G eine zusammenhingende Menge aus r > 2
Gerschgorin-Kreisen ist, so lassen sich die in G liegenden Eigenwerte von A nicht
den K; C G eineindeutig zuordnen; vielmehr ist eine Verteilung wie in folgender
Skizze moglich:

K
x M ! K2 Ka
X A

Wir kommen zur Anwendung von Satz (5.7.3) auf das anfangs erwihnte
Stérungsproblem. Hierbei betrachten wir als Matrixnormen nur Operatornormen,
die die zusitzliche Eigenschaft
(5.7.12) VD =diag(d,,...,d,) |D] = max 1d; |

i=1
besitzen. Offenbar ist (5.7.12) fiir die Operatornormen zu simtlichen in (3.2.3)
angegebenen Normen des €" erfiillt. Man kann zeigen (vgl. Bauer, Stoer,
Witzgall [5]), daB (5.7.12) der Bedingung

VxEC" |x|=|%|

— zur Definition von X siehe (3.5.5) — dquivalent ist.



5.7. Fehlerbetrachtungen bei Eigenwertaufgaben 65

Unter der Voraussetzung (5.7.12) gilt der

(5.7.13) Satz. Esseien A, SEM(n X n,T); zu A gebe es eine invertierbare
Matrix T und eine Diagonalmatrix D mit

(5.7.14) A=TDT™'.

Dann existiert zu jedem Eigenwert X von A+ S ein Eigenwert X\ von A mit
(5.7.15)  IN=XISITHIT'ISI=x(M)ISI.
Beweis. Wir wenden Satz (5.7.3) auf B:= A, C := A+ S an. Ist ein Eigenwert X

von A+ S gleichzeitig Eigenwert von A, so ist (5.7.15) trivialerweise erfiillt. Andern-
falls gilt nach (5.7.4)

1S |(NI-A)"'S| S |(N'T-A)" IS].
Gemif (5.7.14) haben wir die Beziehung
AI=-A)'=(TNI-D)TH)?'=T(NI-D)'T™,
woraus wir die Abschitzung
1S INI=-D) [ ITHIT'ISI,
also

1

5.7.16 _—
G718 Ty
folgern. Da D die Eigenwerte von A als Diagonalelemente besitzt, ergibt sich unter
Beriicksichtigung von (5.7.12)

SITHITTIS)

J(N1-D)™| = max : \ Eigenwertvon A |,

1
IN =X
mithin
N S
I(N1-D)™|
Dies in (5.7.16) eingesetzt, liefert die Behauptung.

= min {|\N' = \|: X Eigenwert von A} .

Wir gewinnen als
(5.7.17) Folgerung. Ist AEM(n X n, €) normal,d.h. A*A=A A*, SEM(n Xn,C)
beliebig, so existiert zu jedem Eigenwert X von A+ S ein Eigenwert X von A mit

(5.7.18) N -AJ< ISlg< IS, .
Hierbei bezeichne Il llg die Operatornorm beziiglich der euklidischen Norm,
I I, die Frobeniusnorm (vgl. (3.3.8)).

Zum Beweis beachten wir, da A die Bedingung (5.7.14) mit einer unitiren
Matrix T erfiillt; es ist also beziiglich der euklidischen Norm « (T) = 1.
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Unter den Voraussetzungen von Satz (5.7.13) seien Ay, ..., A, die Eigenwerte
von A, entsprechend ihrer Ordnung gezihlt. Mit den Bezeichnungen

(5.7.19) K\ :={u€C: lu-NSsk@ISI} @i=1,...,n)
notieren wir den
(5.7.20) Zusatz. Ist J := {iy,...,i.} eine Teilmenge von {1, ...,n} und hat

G = U K()\,)
i€l
die Eigenschaft

GNK(\) =9 Ge{tl,....,n\]),
so liegen in G, entsprechend der Ordnung gezihlt, genau r Eigenwerte von A+ S.

Zum Beweis setzen wir
A(t) := A+tS O<sts1)
und verfahren wie im Beweis zu (5.7.8).

'

Es sei G in (5.7.20) zusammenhingend ; mit Ao A{r seien die in G ent-
haltenen Eigenwerte von A + S bezeichnet. Dann gelten, wie man sich leicht iiber-
legt, die Abschdtzungen

(5721 IN-NISQr-Dk(M)ISI £ 2n—-1)x(T) S| i€l)).
Unser nichstes Ziel ist eine schirfere Abschitzung als (5.7.21) fiir den Fall,
da8 A und S hermitesch sind. Als Hilfsmittel benutzen wir den

(5.7.22) Satz (Minimum-Maximum-Prinzip). Es sei AEM(n X n, €) hermitesch.
Wir numerieren die (reellen) Eigenwerte von A entsprechend ihrer Ordnung so, daf8

NSNS S,

gilt. Dann ist fir v=1,...,n

N { (Ax,x)
= ma
VT U0 ()

: U Unterraum des €", dimU =»p } .
Beweis. Essei (vq, ..., v,) eine Orthonormalbasis des €" aus Eigenvektoren v;
zu den Eigenwerten A;. Hierzu bezeichnen wir

Eo:= {0}, E,:=span(v,,...,v,) wv=1,...,n).
Zunichst behaupten wir:

() Fiir jeden Unterraum U des €" mit dim U = v gilt

(Ax, x)
2.
cevso X)) =N
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Zum Beweis von (a) notieren wir fur
E;l,_] = span(vp, ..., V)
auf Grund des Dimensionssatzes die Eigenschaft
dim(UNE,_,)=dimU+dimE,_, —dim(U +E._,)
2yv+n-v+l—-n=1,

folglich existiert ein x € U NE:

»-1» # 0. Ein solches x besitzt die Darstellung

n
x=Zaivi (GECT);

i=p
daher gilt
n
Ax = Z)\iaivi
i=v

und weiter, da die v; orthonormiert sind,

(X,X) = i: ,ail2 »

i=v
nW "..V
(Ax0 = Y Nlail? 20 3 el = M(x,x).
i=v i=vy

Hiermit ist (a) nachgewiesen. Als zweite Aussage, die mit (&) zusammen die Be-
hauptung des Satzes ergibt, zeigen wir

(B) Esexistiert ein Unterraum U des €" mit dimU =» und
(Ax,x)

max <
xeu,#0 (X,X)

v o

Hierzu wihlen wir U := E,,. Dann gilt fiir beliebiges x € U, # 0 eine Darstellung

v
Q
X = Z'aivi .

i=1

Es folgt

v v
(A%, = D Nl SN Y el =A%)

i=1 i=1
mithin, wie behauptet,
(Ax, x)
max ES
x€u,#0 (X,X)

v -
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Hieraus folgern wir den

(5.7.23) Satz. Esseien A, S €EM(n X n, C) hermitesch; \; S N, £ ...S Ay seien
die Eigenwertevon A, o, < ... < g, die Eigenwerte von S und schliellich

A1 £ ... S\, die Eigenwerte von A+ S, jeweils entsprechend ihrer Ordnung
gezdhlt. Dann gelten die Abschdtzungen

() MN+to SNSN Yo, v=1,...,n),
und folglich fiir jede Matrixnorm
() 1A -2l IS) v=1,...,n).

Beweis. Ist U ein beliebiger Unterraum des €" mit dim U = », so folgt aus dem
vorangehenden Satz

, ((A+9S)x,x) (Ax, x) (Sx, x)
NS max ————— < max —— + max ———.
xeu,#0  (X,%) xeu, 20 (X, X)  yeu, #0 (X, X)
Wir wihlen speziell U =E, =span(v,, ...,v,), wobei die v; orthonormierte Eigen-
vektoren zu den A; von A sind. Dann gilt — vgl. den Beweisteil (8) von (5.7.22) --
(Ax, x)
max ——— =
xeu,#o0 (X, X)
und selbstverstiandlich
(Sx, x) (Sx,x)
max —— S max ——— =
xeu,#0 (X %) T xeen, 2o (x,Xx)

14

Op -

Hiermit haben wir
(5724) N SN +o0, w=1,...,n)

gezeigt. Wenn wir die entsprechenden Uberlegungen auf A+ S statt A, —S statt S
anwenden, so gewinnen wir, da —S die Eigenwerte

~0p S ~0p-15...5 -0
besitzt, aus (5.7.24) fir die Eigenwerte von (A +S)—S =A die Ungleichungen
MEN -0 (=l,...n),
insgesamt also die Aussage (i) des Satzes. Aussage (ii) folgt wegen
loul, lonl 2 p(S) < IS]
— vgl. (3.3.11) — unmittelbar aus (i).
Es ergibt sich fiir das Jacobi-Verfahren die

(5.7.25) Folgerung. Essei AEM(n X n, IR) symmetrisch, Ay wie in (5.6.16) zu A
unitir dhnlich. Dann gelten bei einer geeigneten Anordnung der Eigenwerte X;
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von A entsprechend ihrer Ordnung die Abschidtzungen
IN-aI S A (<€) (i=1,...,n).

Die bisherigen Uberlegungen lassen sich ebenfalls fiir eine Fehlerrechnung
beim QR-Verfahren verwenden: dies wird in der Ubungsaufgabe 5.11 diskutiert.
Ferner laBt sich ein mit der Potenzmethode berechneter Eigenwert einer normalen
Matrix A gemifl Ubungsaufgabe 5.12 abschitzen.

Abschliefend wollen wir Fehlerbetrachtungen fiir Eigenvektoren durchfiihren.
Hierzu nehmen wir an, AEM(n X n, €) sei normal (beispielsweise hermitesch);
A1, ..., An seien die Eigenwerte von A, entsprechend ihrer Ordnung gezihit,
(v, ..., Vq) sei eine zugehorige Orthonormalbasis des €" aus Eigenvektoren von A.

Dann bezeichnen wir fur J = {i;,...,i;.}C {1,...,n}
EQJ) := span(v;,, ---’Vi,.) .

Ist beispielsweise A ein Eigenwert von A und
(5720) J={€{l,...,n}: =7},
so ist selbstverstindlich E(J) = E(A), also der Eigenraum zu X. Wir verwenden im
Folgenden die euklidische Norm im €" und die zugehérige Operatornorm (Spektral-
norm) in M(n X n, €). Fiir x €C", U Unterraum des C" sei der Abstand von x
zum Unterraum U wie iiblich als

dist(x,U) :=inf {|x -y| : y €U}
erkldrt. Unter diesen Voraussetzungen gilt der
(5.7.27) Satz. Essei x €EC", #0, X €C, J eine nichtleere Teilmenge von {1,...,n}
mit der Eigenschaft

IX=)12d>0 GE{l,...,n}\)).
Wir behaupten

dist (x, E(J)) < %le—Xxl .

Beweis. Esseio.E. J={1,...,r} (1< 1< n). Wenn wir
n
) x=Yav (€T
i=1
darstellen, so ergibt sich, da die v; orthonormierte Eigenvektoren zu A sind, die
Beziehung

-]

(- D) g
1

2 n
(=) 1Ax-Rxp’= = D NP Il?

i=1
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Auflerdem gewinnen wir mit (*) eine Zerlegung
X =X+ X
in
r

Xy = ZaiviEE(J), Xy =

i=1 is

a; vy € E(J)l .
1

=

-
+

die nach Definition des Abstandes zu der Ungleichung
(*%%) dist(x, E(J)) £ Ix —xql = Ixyl
fiihrt (wobei wegen x € E(J)' sogar Gleichheit eintritt). Weiter erhalten wir auf
Grund der Voraussetzung
IX-Nl2d G=r+1,...,n)

die Abschitzung

n n n
1 N 1 >
xal?= M lalPS 55 > IR e S5 3 IR gl
iSr+l i=r+1 i=1

und mit (***) und (**) schlieBlich die Behauptung.

Ist A Niaherung zu einem Eigenwert A von A, x niaherungsweise ein zuge-
horiger Eigenvektor und J durch (5.7.26) gegeben. so liefert der vorstehende Satz
eine Abschitzung fir den Abstand von x zum Eigenraum E()). Diese Abschitzung

wird unbrauchbar, wenn d sehr klein wird, also in der Nihe von A (bzw. \) weitere
Eigenwerte A; # X von A liegen. In solchen Fillen wihlt man

J={i€{l,...,n}: \;=1},

betrachtet also den Abstand von x zur direkten Summe der Eigenrdume, die zu den
in der Nihe von A liegenden Eigenwerten gehoren.

Wir gewinnen aus Satz (5.7.27) die

(5.7.28) Folgerung. Essei SEM(n X n, C), ferner x €C" mit |x| =1 Eigenvektor
zum Eigenwert X' von A + S; schliefilich J eine nichtleere Teilmenge von {1, ...,n}
mit der Eigenschaft

IN-N12d>0  (GE(,....nNJ).
Dann gilt
dist (x, () < (li IS].

Zum Beweis beachten wir

JAXx = Xx|=[Sx] £ |S}|.
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Als Anwendung leiten wir eine Fehlerabschitzung fiir die Spalten der im
Jacobi-Verfahren gewonnenen unitiren Matrizen Uy mit A, = U: AU, —vgl

(5.6.15) — her. Hierzu schreiben wir
Dy := dlag(al Lo oo (k))

und benutzen (5.6.15), woraus sich
A=UA U = UD, Ug + UkAkUk s

also
UD,Ug = A+ T,

mit
T, := - U A Ug

ergibt. Dabei haben wir — vgl. Hilfssatz (5.6.2) —
ITul = 1Akl

ferner besitzt A+ Tk zu den Eigenwerten a( ) die Eigenvektoren Uke, Gi=1,..,n).
Ist daher i € {1, ..., n} fest und J eine mchtleere Teilmenge von {1, ...,n} mlt der
Eigenschaft

y-a®lzd>0  GE{,..,nN\D),

so folgt aus (5.7.28) unmittelbar
(5729)  dist(Uge;, EI))S 5 1Ayl .

Weitergehende storungstheoretische Untersuchungen, insbesondere iiber
analytische Storungen, finden sich u.a. in der umfassenden Monographie von
Kato [36].

Obungsaufgaben zum 5. Kapitel

Aufgabe 5.1. Man zeige — unter der Voraussetzung von Satz (5.1.10) — die abge-
schwichte Aussage, daB in der Darstellung

V=N +v) (KEN)
die vy mit einem 7y 2 0 und gewissen €x 2 0 mit l(lim €x = 0 den Abschitzungen
il S7-[p (1 + &))"

geniigen. Hierzu benutze man an Stelle des Hilfssatzes (5.1.9) die Aussage (6.2.17)
gemif folgender
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Anleitung: Man transformiert

J, O
-1 =1= 1
STAS=] (0 Jz) ,

wobei J; den Eigenwert \,, J, die Eigenwerte A,, ..., A, besitzt. Man setzt

2
Yo =:Sz9, 2 = 2 s
z

\ &0

2

0
Eigenvektor zum Eigenwert A, von J,. Man betrachtet nun die Folge (z, )y mit

2=z, (KEN)
und wendet (6.2.17) auf J, an.

letzteres gemif der Aufteilung von J. Dannist h; =S ( ) , folglich zj # 0

Aufgabe 5.2. Man beweise (5.2.17), (ii), indem man aus der Annahme h, =0 die
Tatsache h, =h; = ... =hp, =0 und damit einen Widerspruch herleitet. Dazu
definiert man

ni=n-q, (Sn-1); Py := A-1) 1P

und betrachtet die durch Streichen der letzten q, Komponenten aus den h; ent-
stehenden Vektoren h; €C™ (i=2,...,n). Dannsind die h; Hauptvektoren der
nach (5.2.7) zu P - gehorenden Matrix, und es gilt

h;=0 = h;=0 (i=2,....n).

Aufgabe 5.3. Essei P(A) wie in (5.2.8) gegeben; wir bezeichnen
B(A):=XP'(\)-n-P(N).

Fir k=0,1,2,... sei
Gr(N) =g A" ey A" 72 4 L+ g

der Rest bei der Division von X*B(\) durch P()), also durch
X-B(Y) = POV Qk(N) + Gk(V)

definiert. SchlieBlich sei
M i=q-1x (KEN).

(i) Man zeige
Go (D) = B(Q), Gk t(M)=A-G(M)—nP(N)  (kEIN).

(ii) Man bestimme die ; ¢ und leite Rekursionen fiir die ; x her.
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(iii) Man folgere aus (ii) fir die 7, die Beziehungen

Mo = ~8p-3,
k-1
M =~ |:(k+l)an-k-l+zan-k+ini jl k=1,...,n-1),
b, i=o
un =—Zan-i77k_i k=n,n+1,..),

i=1
d.h. die n, erfiillen die Differenzengleichung (5.2.6) mit den Anfangswerten
(5.2.17), (iii).
(iv) Man zeige

mOPO) . mo L
Gk(N) = Z .()\( 7)\) Xt on k=2‘,qi>\? ' (keN).
" I\

(v) Unter der Voraussetzung |A;| > |A3] 2 ... 2 | Ay | gilt mit p := T)TT
1

n,
) e TNEO(N) (k=)

b) 4 G = 5oy P+ 00 (k=)

gleichmifig in kompakten Teilmengen von C.
Anleitung: Zu (iii) zeigt man mit Induktion iiber k

k-1
k=~ [(k+n—i)ai_k+ Z 3+1+j-k T :I (i=0,...,n-1),

i=o0
wobei a, =0 fiir v <0 zu setzen ist; zu (iv) leite man im Fall k =0 aus

P = TT-0)h

i=1

eine geeignete Darstellung von P’'(A) her.
Aufgabe 5.4. Im Beweis des Satzes (5.3.4) bezeichnen wir

Py:=L,Py:=Py;,...Py 5, ®w=2,...,n-1)
mit P, ; W= I, falls beim u-ten Konstruktionsschritt der Fall (I) eintritt. Wir defi-
nieren 1r,, €8S,, ®:=m,_ durch

"V(i) eP (i=l,...,n)
und setzen
= ) = _
A= @0 e @=1.,n-1).
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(i) Man formuliere einen Algorithmus — analog (2.2.16) — zur Bestimmung von
7,4+, und Berechnung der a("”l)(i)' me1Gy @=1,...,n=2). Hierbei verwende

. A Ty +
man die Groflen

: v,
0 im Fall (I), d.h. af,u)ﬂ(,,ﬂ),,,m(,, =0,
v)
) msi@me @)
dpri@ma®= ) o
T+ +1), mp 4 (V)

(i=v+2,..,n).

sonst

(ii) Man zeige: die Matrix L in (5.3.9) besitzt die Koeffizienten

1 @i=j).
h,j= \ dag)ng-n GH+1Sisn;2<jsn),
0 sonst.
(iii) Essei T=P~'L wiein (5.3.9), x = (£,)] €C" beliebig und hierzu
y=m)]:=Tx.

Man gebe eine formelmifige Darstellung der n; unter Benutzung der dg ), n(j) -

Aufgabe 5.5. Essei AEM(n X n, €) hermitesch; A = A sei unterteilt wie im
Beweis von Satz (5.3.11), hierbei gelte f, # 0. Wir setzen — mit den Bezeich-
nungen (5.3.12) -
1

ui=fy—oue,, Ni=pi+pu, lagyl, v:= N

p*:=u*E,, s:=p-}(pru)v.
Man zeige:
(l) GlE1G,=E‘—VS*"SV*.

(ii) Die Berechnung von H; A H, erfordert — nach (i) unter Beriicksichtigung der
Symmetrie — 1 Quadratwurzel sowie [2(n —1)? + Sn — 4] Multiplikationen bzw.
Divisionen.

(iii) Die Berechnung der Tridiagonalmatrix C = Q*A Q gemaif Satz (5.3.11) er-
fordert (n — 1) Wurzeln und etwa % n> Multiplikationen.

Aufgabe 5.6. Essei Ao EM(n X n, €) invertierbare obere Hessenbergmatrix,
ferner Qq unitir, Ry obere Dreiecksmatrix mit

Ao = QoRy .
Hiermit sei
A, :=RoQo

gesetzt.
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Man zeige:

(i) Qo und A, haben obere Hessenbergform;
(ii) ist Ao hermitesche Tridiagonalmatrix, so ist auch A; hermitesche Tridiagonal-
matrix.

Aufgabe 5.7. Essei A€EM(n X n, €); hierzu seien Ay (k € IN) gemif} der Vor-
schrift (5.5.35) mit gewissen u) € € konstruiert.

Man zeige fir k €EIN, 2 1:
B Ac=(Qo-. . Qu-1)*A(Qo...Qx-1),
(i) (Qo...Qx-1) (Rgk-1...Ro) = (A —po) (A—pyI)...(A-px—, D),
(iii) A= (Rg-;...Re) A(Rg-q...Rp)™;
(iv) falls A die Voraussetzungen (5.5.3), (i), (ii) erfullt, so erfillt auch Ay die
Voraussetzungen (5.5.3), (i), (ii).

Aufgabe 5.8. Man zeige die Konvergenz des Threshold-Jacobi-Verfahrens.

Aufgabe 59. Zu
010........ 0
A:= : \0
. 1
O............ 0
(n,n)

bestimme man S € M(n X n, €), so da8 fiir alle Eigenwerte X\, (t) von A+ tS die
Gleichungen

1
) =A0)] = N )] =" @=1,...,n; t€T)

gelten.

Aufgabe 5.10. Es sei
P(z) =apz"+an_,z" 1+ ... +ay, ap=1
komplexes Polynom; X €€ sei eine Nullstelle von P. Man zeige die Ungleichungen
n\- 1
ORNIVE maxgn, i,_;:)tail} :

) IS max {lagl, 1+]ayl,...,1+]ag-4l}
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und im Fall a,-...-a,-,;#0

|aol lay) lag -l
iii) A]Smax§{ —, 2—,..., s
@ii) 1M al lal Tanl
n-1 ’a'
1
iv Al S N .
@iv) (A} .‘:a'ai“'

Anleitung: Man wendet Satz (5.7.5) auf eine geeignete Matrix A an. In den Fillen
(iii) und (iv) konstruiert man A durch Ahnlichkeitstransformation mit einer
Diagonalmatrix.

Aufgabe 5.11. Es sei AEM(n X n, C), A erfille die Voraussetzung (5.5.3), (i).
Als Norm im €™ (m £ n) sei die euklidische Norm gewihit.

(i)  Auf A wird das QR-Verfahren (5.5.35) mit gewissen Parametern u, € C ange-
wendet. Nach k,; Schritten habe man

mit
(k1) (kn)

A, EM(n-1Xn-1,€), b, ", a } €c .
Man zeige: es existiert ein Eigenwert A von A mit

- (kl)' (kn)' K(T),
wobei k (T) beziiglich der euklidischen Operatornorm gemeint ist.

Hinweis: Wegen Aufgabe 5.7, (i) erfillt Ay, die Voraussetzung (5.5.3), (i) mit einer
Matrix T', fiir die x(T) =k (T") gilt.

(ii) Nach (k, — k,) QR-Schritten (5.5.35), auf A;q angewendet, erhalte man

, Al,(’z l b(kz)
A2 = | "ot (k)
n-2 n-1,n-1

mit
(k2)

A, EM(n-2Xn-2,0), a2, b*2)

egn- 2

Man gebe eine unitiare Matrix Q an, so daB gilt
' b(kz)

Q*A,Q =

= Ak2
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und hierbei

(kz)

I=]al (1) (k2) (kn)
-1

-1l b Syl =1by 4l

Man folgere: es existiert eine unitire (n,n)-Matrix Q(kz) mit

Ay, = Q('kz) A Q('kz) .

ferner gibt es einen Eigenwert X' von A mit

(k) k1) 4 k2) ,
=8 s (¥ 1l

(iii) Auf A{('z werden wiederum (k3 — k,) QR-Schritte (5.5.35) angewendet usf.
Durch analoge Uberlegungen wie zu (ii) gewinnt man hierzu schlieflich

Akn-l = Q(kn"l) AQ(kn‘l) ,

wobei Q(k“' V unitir ist und Akn-l folgende Eigenschaften besitzt:

Akn-] =R-S
mit
(kn-1)
31': l l
R=()@mnm = ,
(kz
n -i,n-1 k1)
0.eevreeD 0 on

S = (si,j)n,n) untere Dreiecksmatrix mit s; ;=0 (i=1,...,n) und
ISI< IS = Z 1%
Man folgere aus (5.7.15): firalle i =1, ..., n existiert ein Eigenwert A von A mit

I, i = NP =k (T) IS| S k(D) IS, .

(iv) Ist A und damit A, _ . hermitesch, so gilt beziiglich einer geeigneten Anord-
nung A, ..., A, der Eigenwerte von A

Iri,i = Ayl £ ( Zla(k") 2)2 @i=1,...,n).

Hinweis: Man setzt

Akl‘l"l = diag(r,.l, ...,l'n'n)"’ §
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Aufgabe 5.12. Essei A€EM(n X n, €) normal, X EC, ferner x € C" mit Ix|=1,
wobei die euklidische Norm im €" gemeint sei. Man zeige

min {|X ~X\[: X Eigenwert von A} S |Ax — Ax| .
Anleitung: Man gehe wie in Satz (5.7.27) vor.

Aufgabe 5.13. Fir t€[-1, 1] sei
t -t 0
A®) = (—1 t 0
0 0 1-t

(i) Man berechne die Eigenwerte von A(t) und numeriere sie so, daf sie beziig-
lich t stetig sind.

(ii) Man untersuche das Verhalten der Eigenwerte sowie der Haupt- und Eigen-
rdume von A(t) in der Umgebung von t =0 und t=}.



79

6. Iterationsverfahren

Vorgegeben sei iiber [a,b] eine reellwertige Funktion f. In X € Ja, b[ habe sie
eine Nullstelle; eine Niherung hierzu sei xo. Ist f zumindest in x, differenzierbar,
so ist durch

t(x) = f(xo) + f'(x0) (x ~ xo) (x €IR)

die Tangente an f im Punkte (xo,f(xo)) gegeben. Der Schnittpunkt dieser Tangente
mit der x-Achse, d.h. die Bedingung t(x,) =0 liefert eventuell eine bessere Nihe-
rung x; von X. Wiederholte Anwendung dieser Prozedur fiihrt zum Newton-
Verfahren (in IR)

f(xn)

o) (n=0,1,2,...).

Xn+1 7 Xp ™

Unter geeigneten, in diesem Kapitel prazisierten Voraussetzungen konvergiert die so
definierte Folge (x,)7 gegen die Nullstelle X.

IR {;

x |

a 2 [x1 )
//( / Newton-Verfahren

e
o
Bl

Da die numerische Berechnung der Ableitungen f'(x,) hiufig Schwierig-
keiten bereitet, betrachtet man statt der Tangenten an f in (x,, f(x,)) die Geraden
durch (xq, f (x4)) jeweils mit der gleichen Steigung f'(x,). Auf diese Weise erhilt
man das vereinfachte Newton-Verfahren (in IR)

)

' (x0) (n=0,1,2,..)).

Xn+1= Xp ~
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x
) e A

Vereinfachtes Newton -Verfahren

Ist f'(x) # 0 in [a,b], so gilt mit
T(x)::x—f,(i) (x €[a,b])
f'(x)
die Beziehung
TR)=%x = f(X)=0;
ferner erfiillt die durch das Newton -Verfahren definierte Folge (x,); die Iterations-
vorschrift

Xn+1 = T(xp) (n=0,1,2,..).

Im Fall des vereinfachten Newton-Verfahrens setzt man entsprechend

) f(x)
T(X).:x*m (x €[a,b]).

Die Aufgabe, eine Nullstelle von f zu bestimmen, ist damit auf ein Fixpunktproblem
zuriickgefithrt. Derartige Fixpunktprobleme werden wir im nichsten Abschnitt ein-
gehend behandeln.

6.1. Der Banachsche Fixpunktsatz

Es sei in diesem Abschnitt stets (R, d) ein metrischer Raum. Weiter sei T
eine Abbildung von Dy (Definitionsbereich von T) C R in R; dabei lassen wir
auch Dy =0 zu.

Rekursiv definieren wir die ,Potenzen T" des Operators T.
(6.1.1) Definition. Es sei
Do :=R, T = idg ;
Dyn+1:= {x €Dy :T(x) €Da}, T ') :=T"(T(X)) (XED nsy)
(n=0,1,2,..).
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Hierzu notieren wir den
(6.1.2) Hilfssatz. Fiir x €R hat man

XEDn+m < XEDm und ™) € Din;
entsprechend gilt fir x € Din+m
T"* ™ (x) = TNT™(x)) .

Beweis. Wir schliefen induktiv: Fir m =0 ist die Aussage trivialerweise giiltig.
Weiter sei x € D'r" +m +1. Gemif (6.1.1) tritt dies genau dann ein, wenn x € Dy,
T(x) EDpn+m sowie T" *m+1ly)=T*M(T(x)) gilt. Nach Induktionsannahme
bedeutet T(x) €D n+m gerade T(x) EDim, ™(T(x))E D_n und

" ™(T(x)) = T"(T™(T(x))) -
Beachtet man noch, da} abermals nach (6.1.1) x EDt, T(x) € DT“’ genau dann,
wenn X €D m+; und T *1(x) = T™(T(x)), so ergibt sich die Giltigkeit der
Aussage des Hilfssatzes fir m + 1.

Dr ist beziiglich der Einschrinkung der Metrik d selbst metrischer Raum;
demgemaf} bezeichnet man diese Einschrankung als (die von d auf Dy erzeugte)
Relativmetrik. Im Folgenden sei T im Sinne der Definition (3.1.16) als Abbildung
von Dy (versehen mit der Relativmetrik) in R beschrankt. Gemif (3.1.16) ist
dann |T| erklart.

(6.1.3) Hilfssatz. Fiir n € IN sind die Potenzen T" beschrinkt, weiter gelten fiir
n, m € IN die Abschdtzungen

6.1.4) |T"*™| < T IT™),
6.1.5) |T"™)<|T"™.

Dariiber hinaus hat man

oo

STt < = IpeEN, #0 |TP|<1.

ya

n=0
Beweis. Durch Induktion beweist man die Beschrinktheit der Operatoren T";
dabei zeigt man unter Benutzung von (3.1.20) die Abschitzung
(6.1.6) IT"SITI®™ (nE€N).

Ebenfalls induktiv und unter Anwendung von (3.1.20) und (6.1.2) weist man die
Giiltigkeit der Abschitzungen (6.1.4), (6.1.5) nach.

oo
Ist die Reihe Z |T"| konvergent, so strebt |T"| = O fiir n —o°. Daher
n=0
existiert in diesem Fall sicher ein p €IN, #0 mit |TP| < 1.
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Umgekehrt habe man nun ein p €IN, # 0 mit |TP| < 1. Fiir beliebiges k € IN
schitzt man mit (6.1.4) und (6.1.5)

kp-1 - p;l' I'I

lTﬂ = N Tp +1

s &g
pcd Pl
szml 2ITIS =iy 21T

o0

ab, womit die Konvergenz der Reihe Z |T"| aufgezeigt ist.
n=0

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir den fir viele Bereiche der Ange-
wandten Mathematik grundlegenden

(6.1.7) Satz (Fixpunktsatz von Banach-Weissinger). Es sei (R,d) ein vollstindiger
metrischer Raum, xo €ER, 0<p £ o, 0 £ g < oo. Es bezeichne

K(xo,p) := {x ER: d(x,%0) (Z) P} .

T sei eine beschrinkte Abbildung von Dt = K(xo,p) in R mit

o0
©18 D ITMso
n=0

und
6.1.9) o-d(xo,T(xo))(g) p.

Wir behaupten:

() T besitzt genau einen Fixpunkt X in K(xo, p), d.h. es existiert genau ein
R E€K(xo,p) mit T(X) =X.
(i) Firalle n €IN ist Xo €Dyn; setzt man xq := T"(xo), so geniigt die
Folge (xp,)q der Iterationsvorschrift x, .+ = T(x,) und konvergiert gegen %
fiir n = oo,

(iii) E's gelten die a priori Abschitzung

6.1.10)  d(xp, %) < ( Z IT”l) cd(x;,X0) (MEN)

v=n

und die a posteriori Abschdtzung

6.1.11)  d(xn, %) g(z IT"I) d(Xp, Xn-y) (MEIN,#0).

v=1
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Beweis. a) Wir zeigen durch Induktion nach n:

n-1
VnE€IN  xo€Dn, d(xo,%n) < Z IT|-d(xo0,%1) .
v=0
Fiir n =0 ist diese Aussage klar. Wir kommen zum Schluft von n auf n +1.
Wegen (6.1.8) und (6.1.9) hat man nach Induktionsvoraussetzung xo € Dyn,
T"(x0) € D1 = K(x0, p), folglich gemi Hilfssatz (6.1.2) xo € Din+1 und

Xn+1 = Tn+l(x0) =T(xp) = T"(x,) .
Unter Benutzung der Abschitzung in der Induktionsvoraussetzung ergibt sich dann
noch
d(X0,Xn+1) £ d(Xo,Xp) + d(Xp, Xn+1)
"
Z IT|-d(xo,%x¢) + IT"|-d (X, X1)
v=0

[17%)

= ZIT"I'd(Xo,xl).

v=0
b) Als nichstes beweisen wir die Aussage
1RE€EK((X0,p) Xpn—+X (n+o).

Fir k,n € IN schitzt man

"+kw_l n+£—l
dnXnek) S A0 x0) = D AT (%), T (x1))
v=n v=n
n+k1—l
< Z IT"]-d(x0, %1
=n

mithin

(6112)  dGn.xne) S DI d(x0, %))

v=n

ab. Da Z |T| = O strebt fiir n - oo, ist die Folge (x,) C-konvergentin (R,d).
v=n

Nach Voraussetzung ist dieser Raum vollstindig; daher existiert ein X €R mit

Xn ~ X (n = ). Aus (6.1.12) folgt

dxa, R) € DT d(x0, %) + dxna i, B)

v=n
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also mit k oo fiir X die Ungleichung (6.1.10). Fiir n = 0 liefert diese unter Be-
achtung von (6.1.9)

d(x0.X) S @ “d(%0,T(X0)) (5) P,
wonach, wie zu zeigen war, X sogar in K(xg,p) liegt.

¢) Nun zur Aussage: X ist Fixpunkt, und zwar einziger Fixpunkt von T. Da T eine
beschrinkte, mithin stetige Abbildung von K(x,,p) in R ist, folgt aus x4, = T(x,)
durch Grenziibergang n - o unmittelbar X = T(X). Dies kann man iibrigens auch
der Ungleichung

d(R, T(R)) £ (R, xa+1) + d(T(xa), T(X))
S AR, Xp41) +IT"d(xp,X), = 0 (n =)

entnehmen.

Ist X €K(xo,p) ebenfalls Fixpunkt von T, d.h. T(X) =X, so ergibt sich
fir n€N

™X)=%, T"X) =X,
mithin

AR ITHAR,X), = 0 (n=),
also, wie behauptet X =X.
d) Die a priori Abschitzung ist bereits bewiesen. Zur Herleitung der a posteriori
Abschitzung schliefen wir in dhnlicher Weise: Fir k,n €IN mit n 2 1 hat man

k

d(Xn, Xp+k) ES 21d(xn+v- 1:Xn+p) = %d(Tp(xn- D T"(Xa))

v

T
"

K
g $‘|Tvl.d(xﬂ"lvxn) >
]
v=1
folglich
d(kn, Xn+1) € DT 1 G Xn-1)

v=1

mithin nach dem Grenziibergang k - o= die behauptete Abschitzung.

Besonders hervorzuheben sind die folgenden Spezialflille:
1. p=o, d.h. K(x¢,0)=R. Indiesem Fall ist T eine beschrinkte Abbildung
von R in sich mit (6.1.8); die ,technische* Voraussetzung (6.1.9) entfillt hier
natiirlich. Die Behauptung (ii) ist so zu verstehen, daf fir jedes x, ER die
Iterierten x,, = T"(x,) fiir n - o gegen den Fixpunkt X €R streben.
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2. T kontrahierend, d.h. |T| < 1. Unter dieser Voraussetzung ist

iIT“Ié im%
n=0 n=0

abschitzbar und daher o := l_jl-l_T—l wihlbar.

3. p =9, T kontrahierend. Hier liegt die urspriinglich von Banach [2] bewiesene
Fassung des Fixpunktsatzes, des Prinzips der kontrahierenden Abbildung vor;sie
lautet

(6.1.7") Satz. Es sei (R,d) ein volistindiger metrischer Raum, T eine kontrahierende
Abbildung von R in sich.

Behauptung:

(i) T besitzt in R genau einen Fixpunkt % .

(ii)  Fiir jedes xo €R strebt x, =T"(xo) = X fiir n +oo.
(iii) Es gelten die a priori Abschdtzung

(6.1.10') d(xp, %) S =171

d(x, y Xo) (n € |N)
und die a posteriori Abschdtzung

T
6.1.11") d(x.,,x)_ll ! d(xn,xn ) (MEIN,#0).

(6.1.13) Zahlenbeispiel. Gesucht sind reelle Zahlen £, , £,, die das nichtlineare
Gleichungssystem

{ (1+0,05&,)(1-£,)-0,025¢3=0
0,025 (1-£,)* —£,(1-002&,)=05

erfiillen. Zur Anwendung des Fixpunktsatzes bringen wir dieses Gleichungssystem
auf die Form

{ £,=140,05(1-%,) &, 0025 §2
£,=-0,5+0025(1—£,)* +0,02£2 ,

die eine Losung in der Nihe des Punktes (£, ; £,) = (1; —0,5) vermuten laft.
Da fiir £, < —0,5 sicher keine Losung existiert, ist es sinnvoll,

R:=[05;1,5]X[-0.5;0]

zu wihlen.
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Definiert man fir x = (El) €R

£,
1+005(1—%,) & —0,025 &2
T(x):= ,
-0,5+0,025(1—-%,)* +0,02 £2
so ist, wie man leicht nachpriift, T eine Abbildung von R in sich.
Fiirr x = <E' ) , Y= (n‘) E€R sei — vgl. Definition (3.1.6) —
Ez 772
d(x,y) 1= de (x,y) = max [£; =] ,
also d die von d., auf R erzeugte Metrik. (R, d) ist vollstindig, da IR? beziiglich d,,
vollstindig und R eine (beziiglich d., ) abgeschlossene Teilmenge von IR? ist;

letzteres bedeutet, daB x, €R, - x €IR? fir n = die Aussage x €R impliziert.
Beziiglich d ist T eine kontrahierende Abbildung; genauer gilt

d(T(x), T(y)) £ 0,05 (1§, —n(| +1&, - m,1) £ 0,1d(x,y),
das heifSt
ITI=0,1.

Zur Iteration stiitzen wir uns — esist p = oo T kontrahierend — auf den
Banachschen Fixpunktsatz (6.1.7"). Als Startwert bietet sich

1
Xo = (—o,5>

an. Wir benutzen die im Beispiel (1.1.16) angegebene REAL *8-Arithmetik, die
etwa einer 16-stelligen dezimalen Gleitkomma-Arithmetik entspricht. Bei exakter
Rechnung erhielten wir beim ersten Iterationsschritt X, := T(x,); statt dessen
berechnen wir X, := g/(T(x,)). Diesen Wert X, nehmen wir als neuen Startwert
und berechnen hiermit X, = g/(T(X,)) anstelle von X, := T(X,) usw. Zur Ab-
schitzung des Abbrechfehlers nach dem i-ten Iterationsschritt wenden wir (6.1.10")
bzw. (6.1.11") an, und zwar fir n =1, indem wir X := Xj—,; und x, := X; setzen.
Dies fihrt fur i=1,2,3,... zu

d(%;, %) 1—2%3 d(X;, Xi-1) £ 0,112 d(X;, Xi-1) -
Mittels der Uberlegungen aus Kapitel 1 erhalt man ohne Miihe mit 7 =3 107"
ebenfalls fir i =1,2,3, ...
d(X, XS 1,17
und daher insgesamt
d(%, %) £ 1,17+0,112 (1,1 7+ d(X;, Ki-1))
£0,612:107 + 0,112 d(Xj, Xi-1) -
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Im Folgenden sind fiir i =1,2, 3, ... die Werte fiir X; und fiir die Abschitzungen
von d(X;,X) angegeben.

i d(x;,%) <
0 1,0000000000000000  —0,5000000000000000
1 0,9937500000000001  -0,4950000000000000 07001072
2 0,9937196875000002  -0,4950985234375000 0,111-10™*
3 0,9937164676299764  —-0,4950965629836727 0,361-107¢
4 0,9937164370690542  -0,4950966007969590 0424-107%
5 0,9937164353645824  -0,4950966000385083 0,191-107°
6 0,9937164353414019  -0,4950966000529930 0,260-107"
7 0,9937164353404651  —0,4950966000526989 0,106 10712
8 0,9937164353404493  -0,4950966000527044 0239107
9 0,9937164353404487  -0,4950966000527043 0,700-107'8
10 0,9937164353404487  -0,4950966000527043 0,612-1071S

6.2. lterationsverfahren bei linearen Problemen

Wir notieren zunichst den

(6.2.1) Satz. Essei (R, | |) ein Banach-Raum iiber IK = IR oder €, ferner b ER

und A € Hom (R) mit
oo

622) Z [A™| < oo .
m=0

Wir behaupten:
(i)  Es existiert genau ein X €R mit

(623) AR+b=X.

(i) Firalle xo €R strebt die durch die Vorschrift
(6.24) Xm+1=AXm+b (MmEN)

definierte Folge (xp)5 fiir m oo gegen X.

(iii) Es gelten die a priori Abschitzung

625  |xm-XIS ( Z IA"I) IX1 =%l (mEM)

y=m

und die a posteriori Abschdtzung

626)  Ixm-Rl s(ZlA”l) IXm~Xm-1] (MEMN,#0),

v=1
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die sich unter der zusdtzlichen Voraussetzung |A| <1 zu
l m

’ N Al
6.2.5") lxm—x|§l——_—|A—l|x,—xol (mEIN)

beziehungsweise

. LY
626) |xm-X| S T=A] Xm = Xm =il (mEN, #£0)

vereinfachen.

Zum Beweis wenden wir den Fixpunktsatz (6.1.7) beziiglich p =ec an.
Hierzu betrachten wir R mit der durch die Norm erzeugten Metrik und definieren
durch

T(x):=Ax+b (XxER)
eine Abbildung von R in sich. Fiir m € IN gilt

m-1
T™(x) =A™x + > A (xER),

wie man durch Induktion leicht nachweist. Hiermit erhilt man fir x,y €R
T(x)-T™(y) =A"x - A"y =A™ (x ~y),

also |T™|=|A™| und daher, wie zu zeigen war,

8

T < oo
0

m

Aussage (i) folgt iibrigens auch bereits aus Satz (3.2.13); danach ist namlich
(I-A) bijektivund (I1-A)' €L(R).

Die Beschrinktheit von (I —A)™' wollen wir zur Herleitung zusitzlicher Ab-
schitzungen des Abbrechfehlers benutzen: Gemaf (6.2.3) und (6.2.4) hat man
einerseits

(A-A)(X~Xm) =b=Xm +Xm+1~b =Xm+1— Xm
und andererseits
Xm+1—=Xm = AXm ~Xm-1) = ... = A™(X; —Xo) .
Hiermit erhalt man als a priori bzw. a posteriori Abschitzung
(627)  Ixm—=XIS1A-A)TTA™ X, —Xol £ [1= A |A™] |x, = Xol ,
(628)  Ixm XIS |U-A)"Al IXm~Xm-1] S 1A= A)"1 JA] |Xm = Xm -4l
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Ein Iterationsverfahren der Form (6.2.4) — mit A € Hom(R) — nennen wir im
Folgenden konvergent, falls die hierdurch definierte Folge (xp,); beijedem Start-
wert Xo €R und jeder ,,Inhomogenitit* b € R konvergiert. Der Grenzwert X einer
derartigen konvergenten Folge erfiillt dann, falls A€ L(R) ist, natiirlich die
Gleichung (6.2.3).

Den vorstehenden Satz spezialisieren wir weiter, und zwar u.a. insbesondere
auf den Fall linearer Gleichungssysteme.

(6.2.9) Satz. Essei IK =IR oder €, AEM(n Xn,K), =(a; ;)n,n), ferner b €KK"
sowie w = (w;)] €R", >0 und

n
no]
6.2.10 Al = max =~ la; jlw; <1.
( ) w i=1w'j2=1 i,jl Wj

Wir behaupten:
(i)  Es existiert genau ein X € K" mit

(62.11) AX+b=X.

(ii)  Fiir alle xo € IK" strebt die durch die Vorschrift
(62.12) Xm+1=Axpm+b (MmEIN)

definierte Folge (xp,)y fiir m-=o gegen X.

(iii) Es gelten die a priori Abschdtzung

R 1A%
6.2.13)  lxp-Xly £ To1ALL Ix; —xollyy (MEIN)
w
und die a posteriori Abschdtzung
TAl
(6.2.14)  lxp —Rly = m‘—""— IXm — Xm-1lw  (MEMN, #0).
w

Zum Beweis beachtet man, da 1A ll,, die Operatornorm von A im Banach-
Raum (K", IIll,) ist.

Angemerkt sei, da8 man den Satz (6.2.9) ebenso beziiglich einer beliebigen
anderen Matrixnorm im M(n X n, IK) hitte formulieren konnen. Zur Herleitung
einer normunabhingigen Bedingung an A beweisen wir den folgenden

(6.2.15) Hilfssatz. Essei A€EM(n X n, ). Dann ist
(6.2.16) p(A)=inf {IAl: NI Matrixnorm in M(n Xn,€)} ,

d.h. es wird das Infimum iiber alle Matrixnormen in M(n X n, €) gebildet. Weiter
hat man fiir jede feste Matrixnorm

(6.2.17)  p(A) = lim /NA™I .
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Beweis. Nach der Bemerkung (3.3.11), (iii) gilt fiir jede beliebige Matrixnorm
p(A) S AN,
Zu (6.2.16) bleibt daher zu zeigen, daf fiir jedes € > 0 eine Matrixnorm 1l Il
existiert, so daf
p(A) 2 Al —€

wird. Hierzu geben wir uns ein € > 0 vor. Bekanntlich gibt es eine invertierbare
Matrix SEM(n X n, €), soda J=S"'AS in Jordanscher Normalform

o

(i=1,...k),

und die 2; sind die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte von A. Mittels
der “‘Shearing”-Transformation

1

T(e) = € , J(e) =T(e) 1 IT(e)

'en-l

bringen wir J weiter auf die modifizierte Jordansche Normalform

Dy(e)

3 = (2.0

0
Dx(€)
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mit
Ai €

0
)\i 6\
€
0 \)\
i

Wir setzen Q(e) = S T(e); diese Matrix ist offensichtlich invertierbar, so daff wir
mit ihr durch

1Bl := 1Q(e)'BQ(e)ll.., (BEM(nXn,C))

eine Matrixnorm Il I, in M(n X n, €) definieren kénnen. Hierfiir gilt dann

Dj(e) =

IAN, = 13(e)l,, < max|N\| +e=p(A)+e,
i=1

womit (6.2.16) bewiesen ist.
Nun zu (6.2.17): Der Beziehung

STTAMS =™ = N

entnimmt man, daf® u € € genau dann Eigenwert von A™ ist, wenn es einen Eigen-
wert X\ von A mit u=\" gibt. Dies impliziert

P(A)™ = p(A™)
und daher nach (6.2.16) fur jede beliebige Matrixnorm
(62.18) p(A)< VIA™T.
Weiter erhilt man unter Benutzung der Beziehung

AT =(Q(e)I(e) Qe))™ = Q&) 3 ()™ Q)™
mit

c(e) :=1Q(e)l.. 1Q(e) 1,
die Abschiatzung
(6.2.19)  1A™I_ < c(e) 1J(e)IT < c(e) (p(A) + e)™.

Ist | | eine beliebige Matrixnorm in M(n X n, €), so gilt,da M(n X n, €) ein
endlichdimensionaler Vektorraum ist, nach (3.3.3) mit einem geeigneten v > 0
fir BEM(n Xn, C)

IBI< yIBI, .
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Insgesamt ergibt sich infolgedessen nach (6.2.18),(6.2.19)

p(A) < VAT < Ve(e)y (p(A) +€) ;

somit ist wegen
am Neteyr =1
und € >0 beliebig auch die Aussage (6.2.17) bewiesen.
Damit kommen wir zu der folgenden allgemeinen Konvergenzaussage.
(6.2.20) Satz. Essei AEM(n Xn,C), bEC".
Wir behaupten: Das Iterationsverfahren
Xm+1 = Axp tb  (mE€IN)

ist genau dann konvergent, wenn p(A) <1 gilt. Ist p(A)< 1, X der Grenzwert
der Folge (xm)g , also

X=AX+b

und || eine Norm im Q" so existiert zu jedem k > p(A) ein N € IN, so daf
man fiir jedes m 2 N

6221)  |xp—-X1Sk™ |x, -X|

hat; ferner gibt es zu jedem 0 < k < p(a) Vektoren xo, b €C", so daf (6.2.21)
fiir jedes m €N verletzt ist.

Zum Beweis kann man sowohl (6.2.16) als auch (6.2.17) heranziehen; wir
werden uns im Folgenden auf (6.2.17) stiitzen.

Es sei zuniachst p(A) < 1 vorausgesetzt; weiter sei |A| die Operatornorm
von A beziiglich der vorgegebenen Norm | |. Wegen

lim Y/1A™| < 1
m —» co

hat man
o0
DA <
m=0

und daher nach Satz (6.2.1) die Konvergenz des Iterationsverfahrens. Mit dem
Operator T aus dem Beweis zu jenem Satz gilt

X=T"(X), Xxm =T™(xo) (mEMN)
und infolgedessen, falls p(A) <k ist, mit einem geeigneten N € IN fir alle m 2 N

IXm = X1 S IT™| Ixo—X| = |A™] |xo~ x| S k™ |xo~X] .
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Setzt man b = 0, so ergibt sich wegen
AR =X
und der Eindeutigkeit von X notwendig X = 0. Ist nun \ Eigenwert von A
mit |A| =p(A), xo # 0 ein zugehoriger Eigenvektor, so erhilt man
Xm = T™(Xo) = A™xo = \"x, ,
folglich
[Xm = X1 = 1xm | = IN™ Ix0] =p(A)™ X0 =X,
so daf (6.2.21), falls 0 £ k < p(A) ist, bei diesen Werten von x, und b fiir alle
mE N verletzt ist.

Zu zeigen bleibt, daBl im Fall p(A) 2 1 das Iterationsverfahren nicht kon-
vergent ist. Wegen
m-1
Xm = T™(xo) = AMxg + Z A’b (mEN)

v=1
wihlen wir xo =0, b =c #0 Eigenvektor zu A mit |A| =p(A) und erhalten

Xm+1—Xm = A"¢c, =0 (m->).

Damit ist der Beweis des Satzes (6.2.20) abgeschlossen.

Anmerkungen: p(A) ist im allgemeinen nicht bekannt, so da man in der Praxis
meist doch auf hinreichende Bedingungen des Typs (6.2.10) angewiesen ist. Selbst
wenn man p(A) berechnet hitte, liee sich die Ungleichung (6.2.21) nicht als
Fehlerabschitzung verwenden, da man N meist nur schwerlich angeben kann und
vor allem X nicht bekannt ist. (6.2.21) enthilt aber eine Aussage dariiber, wie sich
die Niherung asymptotisch verbessert; sie sagt nimlich aus, dal man schlieflich
pro Iterationsschritt ca. —=!°log p(A) Dezimalstellen gewinnt. Aus diesem Grund
bezeichnet man

1(A) :=~log p(A)
als das Konvergenzverhiltnis des mit A gebildeten Iterationsverfahrens.

Als erste Anwendung von Satz (6.2.9) wollen wir die Nachiteration beim
Gaufschen Eliminationsverfahren behandeln. Vorgegeben sei ein Gleichungssystem

Cx=b
mit invertierbarer Matrix C €EM(n X n, IK), b € IK". Wir notieren zunichst den

(6.2.22) Hilfssatz. Es sei C €M(n X n, IK) invertierbar mit
(6.223) M-C'Cl,<1.
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Dann gilt: Fiir alle xo € IK™ konvergiert die Folge (xpm)g mit
(6224) Cxms1=(C-C)xp+b (mEIN)

gegen die Losung X von CX=b. Mit A :=1-C'C sind die Ungleichungen
(6.2.13), (6.2.14) erfiilit.

Zum Beweis beachten wir, da} (6.2.24) der Vorschrift
Xm+1=(I~C'C)xp +C'b (m € IN)
iiquivalent ist. Nach Satz (6.2.9),auf A=1-C"!C angewendet, konvergiert die
Folge (xm)5 gegen X mit
I-C'C)R=%-C"'b
also, wie behauptet,
Cx=b.

Die vorgegebene Matrix C werde mit Gau8-Elimination bei halbmaximaler
Pivotwahl zerlegt. Gemif Satz (3.6,6) gewinnen wir als Zerlegungsmatrizen eine
normierte untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix R, so daf mit
einer Permutationsmatrix P eine Darstellung

LR=P(C+F)
gilt. Hierzu setzen wir die Abschidtzung
6225) IC'Fl, <}
voraus. Dann gilt die
(6.2.26) Bemerkung. Die Matrix
C:=C+F

erfiillt die Voraussetzung (6.2.23). Die Folge (xp,)3 in (6.2.24) liBt sich gemifl
folgender Vorschrift konstruieren:

Im:=b—-Cxp ,

Lf, :=Pr_,
6227y { " m (m=0,1,2,..)
Rdy, =1y,

Xm+1:= Xm *dm

Beweis. Zunichst haben wir
C=C+F=C(I+C™'F), IC'Fl, <i<1,

folglich ist ¢ invertierbar; auflerdem gilt
(C+F)'=(1+C'F)IC!
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und daher
-C'C=1-(1+C'F)'=(1+C'F)'C'F.
Es ergibt sich
I-GCly, < ICFll, I +C F) M, < ﬁo—s =1,

Fir X+ in (6.2.27) erhalten wir die Beziehungen
Rxmﬂ = §Xm+ﬁdm= §Xm+ fm

und weiter

LRxpm+; = LRXp + Lfy = LRXp + Pry = LRxpy + P(b — Cxpp) ,
also

PCxm+1=P(C—-C)xpm + Pb
und damit (6.2.24).

ln der Ubungsaufgabe 6.4 wird gezeigt, da§ die Folge (xy )5 auch dann
gegen X konvergiert, wenn bei der Auflosung der Gleichungssysteme Lf = Prpy,,

Rdp, = f, (von m abhingige) Rundungsfehler auftreten. Fiir den Konvergenz-
beweis benotigen wir jedoch, daB die rp, und xp, + d, exakt berechnet werden.

In der praktischen Anwendung wihit man x, als die mit Gauf-Elimination
gewonnene numerische Losung von Cx =b. Hierzu, insbesondere zur Dreiecks-
zerlegung von C, wird eine einfachgenaue (z.B. RE~AL *4.) Arithmetik benutzt,
ebenso bei der Auflosung der Gleichungssysteme Lfy, = Prp,, Rdp =fn
(m=0,1,2,...). Dagegen werden r, =b —Cxp, X+ = Xm + dy doppeltgenau
(z.B. mit REAL * 8-Arithmetik) berechnet. Mit diesem Verfahren erreicht man im
allgemeinen nach wenigen Iterationen eine Niherung fir X, die eine dhnliche Ge-
nauigkeit besitzt wie der Wert, den man bei Durchfiihrung der Elimination in
doppeltgenauer Arithmetik gewinnt. Wegen der Rundungsfehler in den ry, ist
diese Genauigkeit nicht weiter zu verbessern. Das Verfahren der Nachiteration
kann Rechenzeitvorteile gegeniiber der doppeltgenauen Elimination bringen: dazu
beachte man, daf pro Iteration nur n? doppeltgenaue Rechenoperationen auf-
treten.

(6.2.28) Zahlenbeispiel. Wir wenden das angegebene Verfahren auf das Gleichungs-
system (2.3.3) an, wobei wir die in Beispiel (1.1.16) erwihnten REAL*4 und
REAL #8-Arithmetiken benutzen. Wir erhalten, auf insgesamt 12 Stellen gerundet,
folgende Niherungen:

| Xm

m

0 | —20,7628021240 —-2,74793243408 14,7451000214 2,61587429047
1

2

—-20,7627241762 —2,74791920243 14,7450338356 2,6158631379S
—-20,7627241768 —2,74791920250 14,7450338360 2,61586313801
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Die Residuen rp, (auf 8 bzw. 7 Stellen gerundet) lauten:

1 m

m

0 | —0,95500946-10-% -0,29659271-10"% —0,62847137-10~4 -0,18024445-10"4
1

2

0,1683986-10"11  0,4236256-10"10 05756107 -10"10 -0,4273559-10-10
-0,1065814-10-13  —0,3552714-10"14  0,3907985-10-13  0,1776357-10"13

Die folgenden Residuen besitzen die gleiche Grofenordnung wie r, ; entsprechend
wird die Niaherung x, nicht weiter verbessert. Die Losung des Gleichungssystem
mit doppeltgenauer Elimination liefert ein Ergebnis, das in den angegebenen Dezi-
malen mit x, iibereinstimmt.

6.3. Das Gesamtschritt- und das Einzelschrittverfahren

Wir beschiftigen uns in diesem Abschnitt mit der iterativen Behandlung
linearer Gleichungssysteme der Gestalt
Gx =h;

6.3.1 {
¢ ) GEM(an,C),=(gi"-)(n'n); hed:“,=(7i)'l‘,

Fiir die Anwendung der in Abschnitt 6.2 bewiesenen Sitze werden geeignete Um-
formungen durchgefiihrt. Hierzu teilt man die Matrix G =: D - C, - C, auf;
dabei ist

D eine Diagonalmatrix, = diag(g; ;,..-,8q,q)
C, eine untere

C, eine obere } Dreiecksmatrix mit Nullen in der Diagonalen.

Symbolisch schreibt man hierfur kurz
-C,

Fiir das Folgende setzen wir voraus
(6.3.2) D invertierbar,d.h. Vi€ {1,2,...,n} g,;#0.
Offenbar ist die Gleichung (6.3.1) dquivalent umformbar in
(6.3.3) D!'(C,;+Cy)x+D'h=x.
Mit
A=Age:=D!1(C,+C,y), b:=D"'h
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ist so (6.3.1) auf ein im Abschnitt 6.2 behandeltes Problem zuriickgefiihrt. Die
dortige Iterationsvorschrift lautet, wenn man

1
En
Xm = X
n
3
setzt, komponentenweise

i 1 [~ ~ 4
(634) £, = o {Z(-gu) g 4y, (i=1,..,m;,m=0,1,2,..)
=
}# i
Das hierdurch beschriebene Iterationsverfahren nennt man Gesamtschritt- oder auch

Jacobi-Verfahren. Hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz werden unten
angegeben.

Mit D ist auch die Matrix (D —C,) invertierbar. Wir kénnen daher die
Gleichung (6.3.1) auch in die Form

(6.3.5) D-C)'Cx+(D-C)th=x
bringen; folglich ist (6.3.1) ebenfalls mit
A=Agin:=(D-C)'Cy, b:=(D-Cy)'h

einem Problem des in Abschnitt 6.2 betrachteten Typs dquivalent. Die dortige
Iterationsvorschrift ergibt hier komponentenweise
. 1 i-1 . n .
E:n“ =g Z (-8 Enert Z (—gi,j)E:n i
T li= j=i+1
(i=1,...,n;, m=0,1,2,...).

(6.3.6)

Dieses Verfahren bezeichnet man als das Einzelschritt- oder auch Gaufl-Seidel-
Verfahren. Zur Berechnung der Komponenten von Xp, +; zieht man hier im
Gegensatz zum Gesamtschrittverfahren die bereits berechneten Komponenten
so weit wie moglich heran.

Nun zur Konvergenz der beiden Verfahren: Offenbar ist mit w € IR", >0
und 0 £ p <1 die Bedingung llAlly, £ p genau dann erfiillt, wenn — vgl. Defini-
tion (3.5.5) —

N
Aw < pw

gilt. Im Fall des Gesamtschrittverfahrens A = Age, erschliet man auf Grund der
speziellen Gestalt der Matrizen D, C, und C, die Beziehung

A= ﬁ“(cﬂ\cz) =H1(C,+6y) .
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Hiermit folgt sofort, daB 1All,, S p genau dann zutrifft, wenn

637)  (C,+Cy)w< pDw

abschitzbar ist. Im Fall des Einzelschrittverfahrens hat man trivialerweise
A /\_ LA
Agins(D-C)7'C, .

Da D™!C, als echte untere Dreiecksmatrix nilpotent ist, erhidlt man

(D--C,)’l = (I*D"C,)"D'l
= {I+(D7'C,)+(D'C,)? +...+ (D7'C,)" 13D,
mithin
O -Cy)t S {I+(DCy)+(DCy)*+...+ (DE,)" 13D

= b-Cy.
Daher ergibt sich, dafl | Ag;, lw S p sicherlich dann gilt, wenn
(638) (D-Cy)'Cw S pw
bzw. schirfer — man beachte (6 - é 0Dtzo-
(638) Cow<p(D-Cyw
eintritt.

Zusammenfassend notieren wir den

(6.3.9) Satz. Hinreichend fiir die Konvergenz des Einzelschrittverfahrens (6.3.6)
ist die Existenz eines Vektors w € IR", >0 und einer reellen Zahl 0 < p <1 mit
(6.3.8) bzw. scharfer (6.3.8"). Ist dariiberhinaus sogar die Bedingung (6.3.7) er-
fiillt, so ist neben dem Einzelschrittverfahren auch das Gesamtschrittverfahren
(6.3.4) konvergent. Der Grenzwert X der durch das Gesamt- bzw. Einzelschrittver-
fahren definierten Folge (xy ), geniigt der Gleichung (6.3.1). Abschitzungen des
Abbruchfehlers sind durch

n

(63.10) lxy~Rly l—‘i—; Ix, -xoly  (meEN)
bzw.
63.11)  lx, -4l < T—p_~p Ixm - Xm-1ly (mEN, #0)

gegeben.

Dieser Satz sagt unter anderem aus, da} die Ungleichung (6.3.7), die hin-
reichend fiir die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens ist, die Bedingung (6.3.8"),
die zur Konvergenz des Einzelschrittverfahrens fiihrt, impliziert. Das bedeutet je-
doch nicht, daf die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens stets die Konvergenz
des Einzelschrittverfahrens nach sich zieht. Vergleiche hierzu die Ubungsaufgabe 6.5!
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Wir notieren als nahezu unmittelbare Folgerung den
(6.3.12) Satz. Erfillt die Matrix G das starke Zeilensummenkriterium

n

(63.13) D lg ;1 <lg;l (i=1,...,n)
-
ji

oder das starke Spaltensummenkriterium

n

©3.14) > 1gi 1 <lgl (G=1,...,n),
-
;#j

so ist sowohl das Gesamtschrittverfahren als auch das Einzelschrittverfahren
konvergent.

Beweis.
a) Es geniige G zunichst dem starken Zeilensummenkriterium. Setzt man dann

1 W
1?23”’

i i

n
pi=m

-
-

so gilt 0 £ p <1 und weiter mit w = (1)',‘ die Bedingung (6.3.7).

b) Erfillt G das starke Spaltensummenkriterium, so geniigt die Matrix

analog G auf, so folgt mit

e:=D'(C,+Co), Agin:=(D-C)'C,
aus Satz (6.2.20) und a)
(6.3.15)  p(Ages) <1, p(Agin)<1.
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Die Permutationsmatrix

0...... 01
X 0
P= . .
0 .
1 0..... 0

hat die Eigenschaft P'=P, P! =P; ferner gilt
D=P'D'P, C,=P7IC}P, C,=P7'C}P.
Damit erhilt man nach (3.3.11)
p(Roe)=p (B (C,+C)) = p @D (C+ C)P)
=p (D' (C1+C})) =p((C:+Cz)D™)
=pMD!(C,+C,)D'D) = p.(AGes)
sowie nahezu vollig analog

P (Agin) =  (Agin) »
womit unter Beriicksichtigung von (6.3.16) abermals nach Satz (6.2.20) auch die
Behauptung beziiglich des Spaltenkriteriums bewiesen ist.

Die Voraussetzung des starken Zeilen- bzw. Spaltensummenkriteriums ist
bei Anwendungen, insbesondere bei der numerischen Behandiung von Randwert-
problemen partieller Differentialgleichungen i.a. nicht gegeben. Eine deutlich
schwichere Voraussetzung, die die Konvergenz zumindest noch des Einzelschritt-
verfahrens nach sich zieht, enthalt der

(6.3.16) Satz. Essei w = (1)',', vEIR", 2 0 die(eindeutig existierende) Losung
der Gleichung

A A A
(6.3.17) MO-C)v=Cyw
und p := vl .

Dann ist beziiglich w und p die Ungleichung (6.3 .8) erfullt, mithin das Einzel-
schrittverfahren konvergent, sofern p <1 gilt.

Der Beweis ist sofort erbracht: Wegen v £ pw kann man nach (6.3.17)
(f) 'C,)“ézw =v<pw
abschitzen.

Die Konvergenz des Einzel- und Gesamtschrittverfahrens garantiert in Ver-
schirfung des Kriteriums (6.3.11) der
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(6.3.18) Satz. Erfiillt die Matrix G das schwache Zeilensummenkriterium

n
D Il S 18l (i=1,..,n).
i=1
i~
6319 { "'

n
Dlgl<lgal  G=1,..,n-1)
j=i+1

oder das schwache Spaltensummenkriterium

n 1
Zlgi,jlé lgul (j=l,...,n).
i=1

i#j
izt

Dl gl <igg gl G=2....,n),

i=1

(6.3.20)

so ist sowohl das Einzel- als auch das Gesamtschrittverfahren konvergent.

Beweis. Die Matrix G geniige dem schwachen Zeilensummenkriterium. Wir be-
weisen zunichst die Konvergenz des Einzelschrittverfahrens; hierzu stiitzen wir uns
auf den vorangehenden Satz (6.3.16). Zu zeigen ist,da p = vl <1 ist,d.h.daf
simtliche Komponenten v; (= 0) kleiner als 1 sind. Wir beweisen dies durch Induk-
tion nach /: Fir /=1 gilt nach (6.3.17)

n
Bl
lgl'llvl = Zlgl’j' s
i=2

also gemif der Voraussetzung (6.3.19)

l n
= — <1.
Vl |81'1l sz'Bl,l'

Wir nehmen nun an, es sei bereits fiir i=1,...,/-1 v; <1 nachgewiesen. Falls
1 < n ist, hat man

-1 n

3
v, = Jv. + Z .
18,11V Z'gl"' i I8,

i=1 j=i+1
Ist nun
“1
Lls,,jl = |8(,1| s
i=1
i#t
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-1

so muf} notwendig 5‘ g j| >0 sein, woraus unter Benutzung der Induktions-
e ’
i=1

annahme sofort

Zlg, jl=1

ji=1
Rl

folgt. Gilt sogar

M:

|g1 ,|<|gl 1

-,

0
-

so erschlieft man hier mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

1 [
S—— ) lg;I<1
s >
"l ‘S_—‘ 8l
s
j*1
womit die Induktionsbehauptung ginzlich, also p <1 bewiesen ist.

Nun zur Konvergenz des Gesamtschnttverfahrens Essei A = Ages. Gemiafd
(6.3.19) hat man 1Al < 1, folglich fir m € IN IA™ Il < 1. Fiir x = (¢ )l €R"
setzen wir

m- (E,In);‘zl :=Amx
und schatzen
(6321)  Ixgl< IA™I, Ixl, < Ixl,

ab. Weiter beweisen wir mit den v, aus dem vorangehenden Konvergenzbeweis des
Einzelschrittverfahrens durch Induktion nach m:

(63.22) IEL 1< v, Ixll, (I=1,...,m;m=1,..,n).
Fir m=1 ist —vgl. (6.3.4) —

1 & j
E : <, Ixl,
|gl,l| j=2|g1d‘ IE ! '

Wir nehmen nun an, (6.3.22) gelte fir m— 1, und es sei m £ n. Dann ergibt sich
unter Beriicksichtigung von (6.3.21) fir /=1,...,m

n
PR A j
gL 1 < is,,ll,.;'g""' 1E5, |

i*l

Zlg,,lv+ Zlg,, Ixl = Ixh.,

j=l+1

HES
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Mit v=(v))], p = livil, (<1) liefert (6.3.22) speziell fiir m =n
IA"XI ., < p Ixl,.
mithin
(6323) IA™M_<p<1.
Wegen A", = II/(.\“II, < IIf\“II‘,° ist damit nach Satz (6.2.1) unter Beriicksichti-
gung des Hilfssatzes (6.1.3) die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens gezeigt.

Abschitzungen des Abbrechfehlers sind beziiglich I Il , durch (6.2.5),(6.2.6)
sowie (6.2.7), (6.2.8) gegeben.

Ubrigens kann man die Konvergenz auch mit Hilfe des Satzes (6.2.9) oder
(6.3.9) erschliefen. Mit e = (l)l folgt ndmlich aus (6.3.23) Ane <e. Setzt man
nun

w=(w)]:= etAe+ .. +A" le (>0),

so erhilt man Aw <w und dann mit
—— Sl iw (<)
=max—— sl W
P i=1 'gi,ilwi & 8i,j! Wj
j#i

die Ungleichungen

IAl, < p, (C1+Cy)ws pDw.
Der Beweis im Fall des schwachen Spaltensummenkriteriums wird wie beim

Satz (6.3.12) durch Reduktion auf das entsprechende Zeilensummenkriterium
gefiihrt.

6.4. Relaxationsverfahren

Wir behandeln hier nochmals das Problem (6.3.1); hierzu iibernehmen wir
die Bezeichnungen und Voraussetzungen des vorangehenden Abschnitts 6.3.

Wir berechnen fir m € N aus xp,, zunichst
Dimi‘l :=CixXm t ngm +h,

d.h. X;p+¢ aus X, gemif der Rechenvorschrift des Gesamtschrittverfahrens.
Danach bestimmen wir X, 4+, durch eine gewisse Mittelung aus X, und Xpm4;
wir setzen nimlich mit w >0

Xm+1 = (1 —w)xm+wi'm+l .

Insgesamt fiihrt dies zu der Rekursionsvorschrift
(641) Dxm+1= {(I_W)D+w(C|+C2)}Xm+h (mElN)
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Mit den Abkiirzungen
(642)  Ages(w):=D"' {(1-w)D+w(C,+Cy)}, b:=D"'h
ist (6.3.1) offenbar dem , ,Fixpunktproblem**

Ages(W)x +b =x

dquivalent; das hierzu gehorende Iterationsverfahren (6.4.1) nennt man das Relaxa-
tionsverfahren in Gesamtschritten. Komponentenweise erhalt man

n
R R P
(6.4.3) 1
(i=1,...,n; m=0,1,2,...).
Fir w=1 geht dieses Verfahren in das Gesamtschrittverfahren iiber.

Erfiillt Ages(w) beziiglich einer Norm | | die Konvergenzbedingung (6.2.2),
so ist natiirlich das Verfahren (6.4.1) konvergent, und es gilt nach (6.2.7) die
Fehlerabschitzung

644)  Ixm=RIS1G1(5=1)D+CotCal [xm Xl

Diese Abschitzung ist dann praktikabel, wenn man |G™!| bestimmen kann, ohne
G™! berechnen zu miissen.

Durch dhnliche Uberlegungen wie oben gelangt man auch zu dem Relaxations-
verfahren in Einzelschritten
(6.4.5) (D-wC)Xm+1 = {(1 ~wW)D +wCy}xpy +twh (MEMN);

dieses lautet komponentenweise

R SN .
fner = (1= 424 > (8 )t Y B ER+
(6.4.6) li=t j=it+1

i=1,....,n;m=0,1,2,...).
Fir w =1 ist dies natiirlich das Einzelschrittverfahren. Entsprechend (6.4.2) setzt
man hier
(6.4.7) Agin(@) 1= (D -wC))™" {(1-w)D+wC;}; b:=w®-wC)h
und stellt fest, da® (6.3.1) in das Problem
Agpin(w)x+b=x

iquivalent umformbar ist. Analog zu (6.4 .4) gewinnt man aus (6.2.7) fiir (6.4.5)
die Fehlerabschitzung

S
(648)  Ixm—-X1S1G™ |(5—1)D+czl IXm = Xm - 1} -
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Um eine méglichst rasche Konvergenz der Iterationsverfahren (6.4.1) und
(6.4.5) zu gewihrleisten, hat man gemaB Satz (6.2.20) w so zu wihlen, daf der
Spektralradius der zugehorigen Iterationsmatrix Ages(w) bzw. Agi, (w) minimal
wird. Es ist unser weiteres Ziel, einen derartigen , optimalen‘ Wert wp; unter
geeignete Voraussetzungen an die Matrix G anzugeben; dabei werden wir uns auf
das Studium des Relaxationsverfahrens in Einzelschritten beschrianken.

Fiir diese Untersuchungen sind die abkiirzenden Bezeichnungen
A(w) :=Agin (W), C,:=D7'C,;, C,:=D7'C,

niitzlich. Hiermit erhilt man fir A(w) die Darstellung

(649) Aw)=>I-wC)™" {(1 -w)l+wC,},

worin wie bisher I die (n,n)-Einheitsmatrix bezeichnet.

(6.4.10) Satz. Fiir alle w >0 gilt
pPA(w)) 2 lw—1].

Beweis. Esbezeichne Q(u) das charakteristische Polynom der Matrix A(w), d.h.
Q(u) := det (ul - A(w)) .

Wegen det (1 — wC 1) =1 ergibt sich
Q(u) = det (1 - wCy) (I - A()))

und daraus mit (6.4.9)

(64.11) Q(u)=det((u+w-1)1-pwC, - wC,).

Weiter seien A, (w), ..., \p(w) die (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte
der Matrix A(w). Unter Beachtung der Beziehung

T M) =Q) =det (@ -1) 1= wCa) = (w-1)"
i=1

erschlieft man

p(A(w)) = l};:‘ai(l)\i(w)l 2 lw-1],

was zu zeigen war.

Der vorstehende Satz besagt, da} fir die Konvergenz des Relaxationsver-
fahrens (6.4.8) 0 < w < 2 notwendig ist. Daher werden wir im Weiteren bei
Fragen, die die Konvergenz betreffen, nur derartige Werte des Parameters w in
Betracht zu ziehen haben. Im Fall 0 < w <1 spricht man von einem Verfahren
der Unterrelaxation, im Fall 1 <w <2 von einem Verfahren der Uberrelaxation.
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Wir filhren nun zunichst den Typ von Matrizen ein, fir den wir wqp, be-
stimmen wollen. Hierzu sei wie bisher G = D(I - C, ,) zerlegt; weiter be-
zeichne fir a €€, #0

J@:=al, 418, .

(6.4.12) Definition. Die Matrix G heifdt konsistent geordnet, wenn die Eigenwerte
der Matrizen J(a) von a unabhingig sind, d.h. fiir alle a, 3 €€, # 0 und alle
AEC gilt

X Eigenwert von J(a) <= \ Eigenwert von J(f) .
Insbesondere sind die Matrizen G, die die ,,Eigenschaft A* (property A4)

besitzen, konsistent geordnet. Dabei versteht man unter Matrizen mit der Eigen-
schaft A schwach besetzte Blockmatrizen des Typs

D] —Cl,z 0
—Cai| Dy |—Cy5 l
G= 0 =C32|

0 ey

worin die Dy, D,, ..., D, Diagonalmatrizen eventuell verschiedener Groie u|nd
die C; ; entsprechend Rechteckmatrizen sind. Derartige Matrizen treten, wie wir
auch noch aufzeigen werden, bei der numerischen Behandlung partieller Differen-
tialgleichungen auf.

Zum Beweis, da Matrizen mit der Eigenschaft 4 konsistent geordnet sind,
berechnet man zuniichst mit C; ; = D; 'C; |

0

0 0 0|C,,
Coq| O 0 Cz.al

o
1
o
»
~
e
~
1

O -‘...I_O- 0 I_b_

und ermittelt anschlieBend mit Hilfe der , Shearing*‘-Transformation
I

— 0
C(lz

P,

S(a) =
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fir a €C, #0 die Beziehung

J(@) =S(a)'1(1)S(o) ,
womit bereits die Behauptung bewiesen ist, da bekanntlich dhnliche Matrizen die
gleichen Eigenwerte haben.

Grundlegend fiir die weitere Diskussion ist der

(6.4.13) Hilfssatz. Ist G konsistent geordnet, so gilt
(i) AEC ist Eigenwert von Ages= 6. + 62 genau dann, wenn —\ Eigenwert
von Ages ist.

(ii) u€EC ist genau dann Eigenwert von A(w) = Ag;n (w), wenn es einen Eigen-
wert AEC von Ages mit

(6.4.14) uNw?=(u+w-1)?
gibt.

Beweis.

(i) Da G konsistent geordnet ist, ist A Eigenwert von Ages =J(1) genau dann,
wenn A\ Eigenwert von J(—1) = —Ages, d.h. —X Eigenwert von Aggs ist.

(ii) Es bezeichne P()) das charakteristische Polynom von Ages=J(1), also
(6.4.15)  P(A\) =det(A\I-1(1)),

sowie Q(u) wie im Beweis zu Satz (6.4.10) das charakteristische Polynom von
A(w). Fir p €C, #0 hat man nach (6.4.11)

QW = det (D1 Vi (VET + =8 )

und daher

(6.4.16)  Q(w) = (w )" det( I-J(\/-))

odi

Weiter sei nun zuniachst u € € Eigenwert von A(w). Ist u# 0, so ist gemaf

(6.4.16) ! Eigenwert von J (V) folglich, da G konsistent geordnet ist,

ptw
CoE
auch Eigenwert von J(1). Es existiert also ein Eigenwert A von Ages mit
p +w=-1
Vi
also auch mit (6.4.14). Ist u =0, so hat man nach (6.4.11)
0=Q(0)=det((w-1)I-wC,;) = (w-1",

mithin w =1. In diesem Falle existiert trivialerweise ein Eigenwert A von Ages,
der (6.4.14) erfiillt.
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Umgekehrt habe man A, u € €; dabeisei \ Eigenwert von Ag.s, und es gelte
(6.4.14). Im Fall u # 0 16st man (6.4.14) nach X auf und erhilt

utw-1
(*) A=t —n
WV
Da nach (i) mit X auch —X Eigenwert von Ag.s ist, kann man o.E. in (*) das

. . . tw-1
positive Vorzeichen als gegeben annehmen. Danach ist = “:/_ Eigenwert von
w/u

J(1) = Ages. also auch von J(3/) und somit nach (6.4.16) u Eigenwert von A(w).
Im Fall =0 folgt aus (6.4.14) notwendig w =1; nach (6.4.11) ergibt sich dann
Q(0) =detC, =0,
d.h. 4 =0 ist Eigenwert von A(w) =A(1).
Aus Hilfssatz (6.4.13) erhalten wir als unmittelbare
(6.4.17) Folgerung. Ist G konsistent geordnet, so gilt
P (Agin) = (P(Ages))® -
Ist also G konsistent geordnet, so impliziert die Konvergenz des Gesamt-
schrittverfahrens die-Konvergenz des Einzelschrittverfahrens, wobei die Konver-

genzgeschwindigkeit des Einzelschrittverfahrens gegeniiber der des Gesamtschritt-
verfahrens asymptotisch etwa doppelt so grof8 ist.

Zum Beweis der Folgerung (6.4.17) wenden wir den vorangehenden Hilfs-
satz fur w =1 an. Danach ist u Eigenwert von Ag;, = A(1) genau dann, wenn
zu Age, ein Eigenwert A mit u)? = u? existiert, d.h. wenn u =0 ist oder Ages
einen Eigenwert A mit p =M besitzt.

(6.4.18) Satz (optimale Wahl von w). G sei konsistent geordnet. Die Eigenwerte
der Matrix Ages des zugehorigen Gesamtschrittverfahrens seien simtlich reell, und
ihr Spektralradius p := p(Ages) < 1. Es bezeichne

2
1+4/1-p
Wir behaupten:

Wept := -
(5 iveio @),
w=1, falls wep S w<2,
(i) P(A(wop)) = inf {p(A(w)): 0<w <2},
1-V1-5?
SN

falls 0<w £ wept
B rAW)=

(iii) Popt 1= P(A(Wopt)) = Wopt —1 =
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Beweis. Essei 0<w <2, ueC, k := \/ﬁ eine beliebige der beiden moglichen
Wurzeln aus u. Aus Hilfssatz (6.4.13) folgt, daf8 u genau dann Eigenwert von A(w)
ist, wenn ein Eigenwert A von Ags existiert mit

KAw=k2+w-1;

hierzu ist wiederum zu beachten, dal mit A auch —\ Eigenwert von Ag, ist.
Als Losungen dieser Gleichung beziiglich k erhilt man

VAW -4(w-1).

Danach ist u genau dann Eigenwert von A (w), wenn es einen Eigenwert A von
AGes mit kK =k, (X, w) oder k =k, (A, w) gibt. Es folgt

Aw 1
(6419) K|’2(7\, O)) = 2_ ‘2_

p(A(w)) = (max {|k; (A, w)|:i=1,2; \Eigenwert von Ages})*.

Wegen |k, (— A, w)| = |k, (A, w)| geniigt es, das Maximum nur iiber die nicht-
negativen Eigenwerte A von Ages zu bilden. Beachtet man weiter, dal fiir
Nw-4(w-1)20

(6420) Ik (A, W)= —2 %\/)\zwz—4(w-l)
Aw 1 53
D —_— - = —_ _ >
25 2§Aw 4(w-1)z20,

mithin
(64.21) Ik (A, W)l 2 [k, (A, W)
und fir N w? -4 (w~1) £ 0 — hier ist notwendig w21 —

6422) k1a00) =224 L VAo DR,

folglich

(6.4.23) |n,(k,w)|=lx2(k,w)|=\/0)_ﬂ

zutrifft, so erkennt man, da sogar

(64.24) p(A(w)) = (max {|k; (A, w)|: X Eigenwert von Ages, A 2 0})?

gilt.
Wept (2 1) ist offenbar Nullstelle der quadratischen Gleichung
plwi-4(w-1)=0;

ferner stellt man fest, da

£0, falls wep S w<2,

2,,2 _ _
(6425) plwi-4(w l){>0, falls 0<w<wepy -
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Hieraus folgt fir wop £ w <2, 0SASp
Nwi-4(w-1)<0,
mithin nach (6.4.23) fiir diese A, w-Werte

Ky (A\, W) =vw-1.

Damit ist nach (6.4.24) fir wqpe £ w <2, wie behauptet, p(A(w))=w - 1.
Im Fall 0 <w <wgpe bezeichne
Ao :=min{A:0S A< p: NPw?-4(w-1)20}.

In [\, p] ist nach (6.4.20) |k (A, w)| beziiglich A monoton wachsend, also
ki (A, W) £ Ky (p, W) .

Fir A €0, A,,[ hat man nach (6.4.23)

pw
lky(A, W) =vVw-1< EN < |k, (p,w)]| .

Insgesamt ist damit hier
lk1(p, w)] =max {{k; (A, w)|: X Eigenwert von Ages, A 2 0}

und somit die Behauptung (i) vollstindig bewiesen.

Die Aussage (ii) ist klar, da nach (i) p(A(w)) in ]O, 2[ stetigist,in
10, wopt] streng monoton fillt und in [wepe, 2[ streng monoton wichst.
(iii) folgt aus (i) und (ii) durch Einsetzen.
Anmerkung. Der Aussage (i) entnimmt man — vgl. auch die untenstehende Zeich-
nung —, daB man w lieber etwas grofier als wqp, wihlen sollte als kleiner, wenn
man wype nicht genau bestimmen kann. Jedenfalls ist es unter den Voraussetzun-
gen des Satzes (6.4.18) nicht sinnvoll, ein Verfahren der Unterrelaxation anzu-
wenden.

‘} plA(w))

14

ey

(4] 1 Wopt = 1,39286
plA(w)) imFall p=09.
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6.5. Differenzenverfahren bei partiellen Differentialgleichungen

Die numerische Losung von Randwertaufgaben bei partiellen Differential-
gleichungen fiihrt haufig auf lineare Gleichungssysteme, die nur iterativ zu 16sen
sind. Exemplarisch fiir derartige Probleme behandeln wir im Folgenden eine
spezielle Randwertaufgabe im IR? iiber einem Quadrat.

Demgemif gehen wir von

Q=[a,b] X[a,b]CIR? ,

f: Q- IR, stetig
aus. Wir nennen — vgl. Abschnitt 6.6 — 6 :=]a,b[ X Ja,b[ das Innere, 9Q := Q\é
den Rand von Q. Gesucht ist eine reellwertige Funktion u(x,y), die in Q stetig,
in Q zweimal stetig differenzierbar ist und den Bedingungen

2 2 o
Au:=a—;l+a—;l=f in Q,
65.1) ax*  dy
u=0 auf aQ
geniigt.

Zur niherungsweisen Losung dieser Randwertaufgabe ersetzt man den
Differentialoperator A durch einen geeigneten Differenzenoperator A;,. Zur
Motivation dieses Ubergangs iiberlegen wir:

Fiir eine stetige Funktion z von [a,b] in IR, die in ]a,b[ zweimal stetig
differenzierbar ist, gilt nach dem Satz von Taylor fir x, € ]Ja,b[,
0<h £ min {b—xq, Xo—a}

20+ ) =26x0) +h2'(x0) + 2" EW))
(*) 2
20t~ h) = 2(x0) ~h 2'(x0) + & 2" (1))
mit £(h), n(h) € ]xo —h, xo + h[. Aus der Stetigkeit von z"’ folgt
2 (E0) +2" (1)) = 2 (2" (xa) + €)

wobei €(h) eine Funktion ist, die mit h\ O gegen O strebt. Durch Addition der
beiden Gleichungen in (*) gewinnen wir daher

z(xo +h) +2(Xo — h) = 2 z(x0) + h?(z" (xo) + e(h)) ,
also auch

(652)  2"(xo) = lim L5 (2(xo +h) +2(xo —h) ~ 22(xo)) -
hvoh
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Hiervon ausgehend, definieren wir fir u: Q - IR, (x,y) € 6, h>o0,
geniigend klein

(6.53)  Apu(x,y):= }—:; {u(x+h,y)+u(x—h,y) +u(x,y + h) +u(x,y —h)—4u(x,y)}

Fir eine in Q stetige, in 6 zweimal stetig differenzierbare Funktion u folgt dann
aus (6.5.2) unmittelbar

lim Apu(x,y) =8u(x,y)  ((x,y)€Q).
hyo

Nach diesen Voriiberlegungen wihlen wir zu einem NE€IN, 2 2

_b-a
h="x
und definieren
Xy :=a+vh v=0,...,N)
6.5.4 v ’ ’
( ) Yy :=b—ph (t=0,...,N).

Dann ist durch
(6.5.5) Qn = {(xp,yu) :mu,v=0,...,N}

eine endliche Teilmenge von Q erklirt; es handelt sich um ein quadratisches Punkt-
gitter mit folgender Anordnung:

(X0,Y0) (x1,Y0) (XN, Yo)
(Xo0,¥1) (X1,yp) (XN, Y1)
(XO,YN) (xl 1YN) (xNayN)
a e . . . . . .
a . b

Hierzu bezeichnen wir

6" = {(xy‘y“):[.l,l/:l,..-,N_l} (=6th)y
0Qp := Qu\Qp .
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Als Naherung fiir die Losung u von (6.5.1) bestimmen wir nun eine Abbildung
uy, : Qp = IR durch

Bpup(x,y) = £(x,y) (x,y)€Qn),

(6.5.6) { 0
up(x,y) =0 ((x,y)€0Qn) .

Wenn f in (°) stetig differenzierbar ist, konvergieren die up, fir h\ O gegen
die Losung u von (6.5.1). Einen Beweis hierzu, mit dessen Hilfe auch die ein-
deutige Losbarkeit von (6.5.1) gezeigt wird, findet man bei Walter [56]. Die Kon-
vergenzordnung des Verfahrens (6.5.6) ist verhiltnismagig gering; die Ubungs-
aufgabe 6.8 bringt ein Beispiel, in dem

max |up(x,y)—u(x,y)|=0(? (h—-0)
(x,Y)€Qp

eintritt.

b-a

Im weiteren diskutieren wir die Losung von (6.5.6) bei festem h = —¢

Zunichst ergibt sich nach (6.5.3) fur 1< u,p S N-1

1
Apup (X, yu) = iz {Un(Xp+ 1, Yu) *un(p- 1, Yu) tun(Xp, Yu-1) +Un(Xy, Yu +1)
—4up(xp,yu)} -

Wenn wir also
Uy p o= Up (X, Yu) (u,v=0,...,.N),
fup = (X0, y0) (w,v=1,...,.N-1)
bezeichnen, so erhilt (6.5.6) die Gestalt

—uu-l,v'—uu.u-1+4“u,v—uu+1.u—“u.vﬂ="h2f“"’
(6.5.7) (#,v=1,..,N-1),
uuw =0 ((1,7)€ {O,N}X {0,1,...,N}U {0, 1,...,N}X {O,N}) .

Demnach haben wir ein inhomogenes lineares System aus (N — 1)? Gleichungen
fir die (N —1)* Unbekannten u,, ,, (1< p,» S N—1) zulésen. Hierzu scheiden
Eliminationsverfahren schon im Fall N ~ 30 aus, da sie zu viel Speicherplatz und
Rechenzeit beanspruchen wiirden.

Wenn wir die Indexpaare (u,v) nach Schrigzeilen, also in der Reihenfolge

1,1) (1,2) (1,3)........ (1L,N=1)
an<" ey L
6.5.8) R el o
. (N-2,N+1)

(N—.l,l)(..........(N—I,N—Z) N-1,N-1)
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anordnen und dann die u, , in dieser Anordnung zu einem Vektor zusammen-
fassen sowie die Gleichungen (6.5.7) in entsprechender Weise untereinander-
schreiben, so erhalten wir zu (6.5.7) die Koeffizientenmatrix

4]-1 -1
C1] 4 o|-1 -1 o 0
“1] 0 4|0 -1 -1
) 4 1o
21 -1 4 1 -1
(659) G= i 4 sl
2121 o] 4 o]a
0 0 -1 1] 0 4|1
1 -1 4

Offenbar erfiillt diese ((N —1)?, (N —1)? )Matrix das schwache Zeilen-
summenkriterium; daher ist nach (6.3.18) sowohl das Einzelschritt- als auch das
Gesamtschrittverfahren konvergent.

Dariiberhinaus sind fiir 0 < w < 2 auch die Relaxationsverfahren (6.4.5)
beziiglich G anwendbar. Zum Nachweis verifiziert man die Voraussetzungen des
Satzes (6.4.18): Gemif (6.2.20) gilt p(Ages) < 1. Wegen

(6.5.10) Ages=1-3G

ist mit G auch Ag.s symmetrisch; folglich sind die Eigenwerte von Ag.s simtlich
reell. Schlieflich besitzt G die Eigenschaft A, ist also konsistent geordnet.

Im Folgenden bestimmen wir wqp, und pop; unter Anwendung des
Satzes (6.4.18). Hierzu notieren wir zunichst den

(6.5.11) Hilfssatz. Die Matrix des Gesamtschrittverfahrens, d. h. die Matrix (6.5.10)
mit G aus (6.5.9) hat die Eigenwerte

-1 z x - -
kp.q‘z{COS(PN)*COS (QN)] (r,q=1,...,N-1)
und hierzu die paarweise orthogonalen Eigenvektoren
. ”") . ( vn) N-1
Xp,q =sin |p5 ) sin ([q #*0).
P.q ( (p N q N )y_y:l ( )

Den Beweis iiberlasden wir dem Leser als Ubungsaufgabe 6.7.
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Wegen der Orthogonalitdt der x, q sind wir sicher, daB8 die angegebenen
Eigenwerte A, 4 entsprechend ihrer Vielfachheit aufgezihit sind. Hieraus folgern
wir

(65.12)  p(Ages) = cos% (<1)

und weiter nach (6.4.17)

(65.13)  p(Agin) = cos’ = ;

N
schlieBlich liefert uns (6.4.18) fiir das Relaxationsverfahren die Werte
Wopt = —2_1,' s
1 +sin I
(6.5.14) .
Popt = _s";l—ﬁ_
1 +sing

Zum Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeiten bestimmen wir die Konver-
genzverhiltnisse r(A) =—1n p(A) — vgl. Abschnitt 6.2 — in 1. Naherung. Hierzu
beachten wir, daf fir hinreichend grofie N

7 1/m\ 1- sinﬁ -
cos l—i(ﬁ), m—ﬁ—z 1—2§
und hinreichend kleine x
log(1-x) =~ —x
gilt. Daher gewinnen wir die Naherungen

1(Ages) = % (I% )2 ’
2
(6.5.15) | 1(Agin) = 2r(Ages) = (1%) '
N

4.
"

r(A@wop)) ~ 237 ~ 7N ' 1(Ages)

Das Relaxationsverfahren bei optimalem w konvergiert also um etwa den
Faktor N schneller als das Gesamtschrittverfahren.

Nach (6.3 4) lautet das Gesamtschrittverfahren

(m+1) _ 1 ) (m) (m) (
u,v 3 (uf;r:‘u-1+upnll-l,u+upr:‘v+l+ uurt)l,v-hzfu,u) »

(,v=1,...,.N-1; m=0,1,2,...).

(6.5.16)
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und nach (6.4.6) das Relaxationsverfahren — bzw. fir w =1 das Einzelschritt-
verfahren —

um*D (1 —w)u('")

v (u(m”)+u(m+')+u(m) +u™ —h’f“_,,)

4 uv-1 u-1,v u, v+ K1,V

(u,v=1,...,.N-1, m=0,1,2,...);

(6.5.17)

dabei sind fir m € IN und
(u,v)E{O0,N}X {0,1,...,N}U{0,1,... N} X {O,N}

die u(m) =0 zu setzen. Diese Groflen werden zusitzlich eingefiihrt und wie ange-
geben festgelegt um Ausnahmefille bei der Notierung der Iterationsvorschriften
(6.5.16),(6.5.17) zu vermeiden.

Gemaf der Definition der Matrix G sind die Indizes (u, v) bei den Rekur-
sionen (6.5.16) und (6.5.17) wie in (6.5.8) notiert zu durchlaufen. Offenbar ist es
moglich, diese Rekursionen auch in anderer Reihenfolge auszuwerten, sofern dabei
sichergestellt ist, dal die jeweils rechts eingehenden Grofien bereits berechnet sind.
Dies ist, wie man leicht erkennt, z.B. dann der Fall, wenn man die (g, v) in (6.5.8)
zeilenmaglig anordnet. Eine derartige Reihenfolge ist programmiertechnisch giinstiger.

Entsprechend der geometrischen Anordnung der (x,,y,) in Qp notiert man
die u(m Y in einem (N + 1, N + 1)Matrixschema. Im Fall des Relaxationsver-

fahrens (6.5.17) 1agt sich hierin die Rekursionsvorschrift folgendermaflen uibersicht-
lich darstellen:

(m+l) ‘ (m+1)
UQ g  rrree e Ugy e
. (m+1)
. M1,
(m+1) (m+1) (m)
u“,o N uu,v-l ——- u“‘""l
; (')
m
Upsi,w

Man erkennt hieran, daf die Matrix der uf‘"": Y von links oben her aufzubauen ist,

wie dies bei den vorgeschlagenen Berechnungsweisen auch geschieht.

Zur Fehlerabschitzung wollen wir die euklidische Norm im ¢® - D? heran-
ziehen. Es ergibt sich fur

Gzt um = @MYV (mem), 2 1)
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im Fall des Gesamtschrittverfahrens nach (6.4.4) mit w =1
lum =81 S 1IG™ IC1+Cal Jum —Um-11 =41G™'| |Ages| [Um —Um -1l
=4:p(G™") 0 (AGes) |Um —Um -1l .

Die letzte Gleichung folgt aus (3.3.12), da G™* und Ages hermitesch sind. Wegen
Hilfssatz (6.5.11) besitzt

G=4(1-Age)
die Eigenwerte
ﬂp,q=4‘2(°°S<P§)+COS<Q£)) (p.q=1,....N-1)

und hierzu die Eigenvektoren xp 4. Es folgt
1

4(1—cos£)’

6.5.18) p(G™')=

also gewinnen wir fiir das Gesamtschrittverfahren die Abschitzung

cos z
N

(6.5.19) |up-i] < — U —up-y] (MEN,21).

l'COSﬁ

Im Fall des Einzelschritt- und Relaxationsverfahrens benutzen wir (6.4.8)
mit w =1 bzw. w = wgpe (2 1). Wir erhalten
- 1
tum =01 51671 {1 (£ 1) D1+ 1€t} 1um ~ -1

=p@H {4 (1-5) +1Ca1flum-um-it men, 2.

Zur Abschitzung von |C,| beachten wir, dafl durch C, die Abbildung

_ N-1 N-1 _.
u ‘(uu,v uv=1 F (uM,V+l+uu+l.V)u,v=|" v

(wobei u, N =un,, =0 zu setzen ist) beschrieben wird. Eine elementare Abschit-
zung liefert
vI*< 41u)?,
mithin
(6520) [Cl=2.

Wenn wir zusitzlich (6.5.18) benutzen, gewinnen wir fir das Relaxationsverfahren
mit w =1 bzw. W = Wey, die Ungleichungen

1 3 1
(6.5.21) lum-ﬁlgl_—oos-_;(i-a)lum—um-,l (MEN, 21).

/
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Der Faktor (% - u%) ist flir w = wqpy groBer als fir w = 1, wihrend das

Verfahren mit w = wgp, schneller konvergiert. Da sich also (6.5.21) im Fall w = wepy
als zu grob erweist, wollen wir eine zweite Fehlerabschdtzung angeben. Dazu schrei-
ben wir (6.5.7) in der Form

Gi=c¢

und bestimmen fir mEIN 1, €CN D

2.
mit

Gup =c+ry .

Dann wird trivialerweise

— Ll (memy.
4(1 - cos ﬁ)

Selbstverstandlich ist (6.5.22) auf jedes Iterationsverfahren anwendbar. Im Fall des
Gesamtschrittverfahrens liefern (6.5.19) und (6.5.22) fir grole m asymptotisch

gleiche Fehlerschranken. Vgl. hierzu Ubungsaufgabe 6.9.

(6.5.23) Zahlenbeispiel. Wir betrachtenin Q=[-1,1] X [—1, 1] das folgende
Dirichletsche Randwertproblem

Av =0 in (o)

v(x.y) = ¢(x,y) = T+x+y? ((x,y)€3Q) .

(6.522) Jum-ulS |G !l =

(6.5.24)

Da im vorliegenden Fall die Funktion ¢ in ganz Q erklart, dort stetig und in 6
zweimal stetig differenzierbar ist, erfillt v die Aufgabe (6.5.24) genau dann, wenn

ui=v-g¢
das Randwertproblem

Au=—-Ap (=-2) in 6

(6.5.25) u=0 auf 8Q

16st. Somit ist (6.5.24) auf ein Problem der Form (6.5.1) zuriickgefithrt. Wir wihlen
nun h =0,25, also
N=8

und 16sen das Gleichungssystem (6.5.7) mittels der besprochenen Iterationsverfahren.
Hierbei berechnen wir fir jeden 5. Iterationsschritt die Fehlerschranken nach (6.5.19)
bzw. (6.5.21) und nach (6.5.22); wir brechen ab, sobald wir auf diese Weise

(6.526) |un-10]<2-1078

festgestellt haben. In der folgenden Tabelle sind die Zahl der benétigten Iterations-
schritte und die zugehorigen Fehlerschranken fiir die verschiedenen Iterationsver-
fahren einander gegeniibergestellt.
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m lum -0 € ... nach
(6.5.19/21) (6.5.22)
Gesamtschrittverfahren 180 16778 -107¢ 1,6678 -10°¢
Einzelschrittverfahren 90 19437107 2,0540-10°¢
Uberrelaxation, w = wop, 25 3,0452-107° 0,5424-107

Ein Vergleich der m-Werte bestitigt, daf das Einzelschrittverfahren etwa
zweimal, das Uberrelaxationsverfahren etwa N-mal so schnell wie das Gesamt-
schrittverfahren konvergiert. Wie schon oben angekiindigt, stimmen fiir das Gesamt-
schrittverfahren die nach (6.5.19) und (6.5.22) ermittelten Fehlerschranken nahezu
iiberein.

Die Losung {i von (6.5.7) und damit uy, ist uns nunmehr auf mindestens
5 bis 6 Dezimalstellen hinter dem Komma bekannt. Als Niaherungslosung von
(6.5.24) gewinnen wir schlielich vy : Qp ~ IR mit

Va(X, ) =up(x,y) +o(x,y)  ((x,y)EQn).

Wegen der grofien Schrittweite h, die wir gewihlt haben, um die Iterations-
verfahren zu vergleichen, ist vy, allerdings eine ziemlich grobe Niherung von v.
Nachfolgend sind die vp(x,.yu) (4,v=0,...,N) in einer Matrix ausgedruckt.

1,0000 1,2500 15000 1,7500 2,0000 2,2500 25000 2,7500 3,0000
05625 09547 1,2845 15758 1,8387 2,0758 2,2845 24547 2,5625
0,2500 0,7220 11,1073  1,4301 1,7031 19301 2,1073  2,2220 2,2500
0,0625 05758 09926 11,3343  1,6135 18343 19926 2,0758 2,0625
0,0000 05262 09531 1,3010 15823 18010 19531 2,0262 2,0000
0,062 05758 0,9926 1,3343  1,6135 1,8343 19926 2,0758 2,0625
0,2500 0,7220 11,1073 1,301 1,7031 19301 2,1073  2,2220 2,2500
0,5625 0,9547 1,2845 15758 11,8387 2,0758 2,2845 2,4547 25625
1,0000 11,2500 15000 11,7500 2,0000 2,2500 2,5000 2,7500  3,0000

6.6. Differenzierbare Abbildungen, vereinfachtes Newton -Verfahren

Es seien R, S normierte Vektorraume iber IK = IR oder €; — der Einfachheit
halber unterlassen wir hier und i.a. auch im Folgenden die Unterscheidung ver-
schiedener Normen durch Indizierung. D sei eine Teilmenge von R. Fiir o >0 be-
zeichne — vgl. Abschnitt 6.1 —

K(x,p):= {x'€R: Ix' - x| (&) p}
und hiermit
D:= {x€D: 3p>0 K(x,p)C D};

o
D nennt man das Innere von D.
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(6.6.1) Definition. f sei eine Abbildung von D in S; es sei xo €D, M C D.

(i) f heifit differenzierbar in x, genau dann, wenn eine Abbildung A€ L(R.S)
und eine in X, stetige Abbildung € von D in S mit e(x,) =0 existieren, so daf
fur alle x ED

f(x) = f(x0) + A(X — xo) *+ |X — Xo| €(x)

gilt.
(ii) f heift differenzierbar in M genau dann, wenn f in jedem x, €M differen-
zierbar ist.

Wir stellen fest: Ist f in x, differenzierbar. so sind die Abbildungen A, e
in (i) eindeutig bestimmt.

Zum Beweis nehmen wir an, es sei fiir x € D auch noch

f(x) = f(xo) + B(x —xo) *+ [X = X0l n(x) ,

wobei B und 7 die gleichen Eigenschaften wie A bzw. ¢ hitten. Durch Subtraktion
ergibt sich dann fir x €D, # x¢

- (x=%0) ) = n(x) ~€(x)

| x~Xol
Es sei nun z€ R, #0. Setzt man

xn=xo+%z (n€IN, #0),

so hat man
1

1
m(x“—xo)= mz (nEN, #0).
n

Xn = Xo (0 =),

Da x, im Inneren von D liegt, gehort somit x, von einem nqy ab zu D. Insgesamt
ergibt sich infolgedessen

(A-B) (ITIIZ> =n(Xp) —€(Xp)., =0 (n-=e0),

mithin (A-B)z =0, womit A-B=0, d.h. A=B. also auch € =n gezeigt ist.

Statt A = A(Xo) schreibt man wie bei einer reellen Funktion einer reellen

Verinderlichen f'(xo) oder % (xo) und bezeichnet dies als Ableitung der Abbil-
dung f an der Stelle x,. Die Abbildung £ _ oft auch als ' geschrieben —, defi-
niert durch

Dey:= {x €D : f differenzierbar in x},
fD(x):=f'(x) (xEDn)

nennt man die (erste) Ableitung von f.
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(6.6.2) Bemerkungen.
(i) Ist f differenzierbar in xq, so ist f dort stetig.

(ii) Istmit c€S f(x)=c fir x €R, d.h. f die konstante Abbildung c iiber R,
soist f in R differenzierbar und fir xo €ER  f'(xo) =0 EL(R,S), also
f'=0€L(R,L(R,S)).

(iii) Ist mit A€EL(R,S) f(x)=Ax fir x €R, d.h. f die lineare beschrinkte
Abbildung A, so ist auch dieses f in R differenzierbar und fir xo €R f'(xo) = A,
mithin f(1) iiber R die konstante Zuordnung x i A.

Beweis.
(i) Essei (x,)7 eine Folge in D mit x, = xo (n-20). Wegen f'(xo) EL(R,S)
strebt fir n =e  f'(xo) (X — Xo) = 0 und daher

f(xn) = f(Xo) + f'(X0) (Xn — Xo) + | Xn = X0l €(xp) = f(Xo) .
(ii) Esseien wieder xo, x €R beliebig. Mit A=0€L(R,S) und e(x)=0€ES
fiir x €R ergibt sich trivialerweise
f(x) = f(xe) +0(X = Xo) + |X=Xo]-0 (XER).
(iii) Es seien wieder xo, x € R beliebig. Hier ist mit dem vorgegebenen A€ L(R,S)
und e(x)=0€S fir xER
f(x) = f(x0) + A(Xx —xo) + Ix=Xol-0 (XER),
womit auch diese Aussage bewiesen ist.

Eingehender betrachten wir den wichtigen Spezialfall R = IR™, S = R";
diese Rdume seien dabei z.B. jeweils mit der euklidischen Norm versehen. Es sei
also f eine Abbildung von D C IR™ in IR", d.h.

f1(x)
f(x) = ,
fa(x)

wobei die fj(x) reellwertige Funktionen von m reellen Veranderlichen x = (¢ ,.)':'
sind.

Nach (3.3.2) gilt

L(R™,IR") = Hom(IR™, IR") = M(n X m, IR) ;

daher kann im vorliegenden Fall in Definition (6.6.1), (i) die Aussage ,,A€ L(R,S)*
durch ,A€EM(n X m, IR)* ersetzt werden. Ist nun f in diesem Sinne in x, differen-
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zierbar, so existieren in xo = (s?)'{‘ samtliche partiellen Ableitungen der Funk-
tionen f;, und es gilt gemaf obiger Isomorphie

of, of,
3_51 (xo) . .- 52_'“ (x0)

(663) A=f'(xo) =
o, af,
%, (Xo) . .- 3%, (xo)

Zum Beweis kann man sich 0.E. auf n =1 und ohne wesentliche Einschrin-
kung auf m = 2 beschrinken. Dann hat man z.B. fir x = (¢,,£3) €D — im Argu-
ment von f schreibt man x stets als Zeile —

(8 = T+ @iran) (B8 ) + BBV 0T 60,8,
mithin

f5,, 8 =), &Nty (&, —E) + 15, —£11°€¢))
wobei die Funktion € in £ stetig und €(£9) = 0 ist. Demgemis ist f(x) in xo
partiell nach &, differenzierbarund « ; = fé (Xo)-

Im Folgenden leiten wir die iiblichen, mehr oder weniger elementaren
Differentiationsregeln her.

(6.6.4) Satz (Summenregel). Es seien R, S normierte Vektorrdume iiber K,
ferner a,B € K sowie f,, f; Abbildungen von D C R in S, schlieflich x, GD
und f,, f, differenzierbar in x,.

Unter diesen Voraussetzungen ist auch die Summe af, + 8f,, definiert durch
(af, + Bf2) (x) := afy (x) + Bf,(x) (XED),
in Xxo differenzierbar, und es gilt
(afy + Bf2) (o) = afi(xo) + Bf2(Xo) -
Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen gibt es in x, stetige Abbildungen €,, €,
von D in S mit €,(xo) = €2(X0) =0 und
£1(x) = £ (x0) + f1(X0) (X —Xo) + [X = Xol€;(X)
’ (xED).
f2(x) = f2(x0) + f2(X0) (x — Xo) + X — X0/ €2(x)
Dies fiihrt fiir x € D unmittelbar zu
(afy + Bf3) (x) = (af, + B2) (o) + (@fy (o) + Bf3(X0)) (X —Xo) + X —Xol (@€, (x) +Bea (X))
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damit ist die Behauptung bereits bewiesen, da nach (3.2.10) afj(xo) + 8f3(xo) zu
L(R,S) gehortund ae, + Be, wegen ae;(Xo) + fe2(Xo) =0 und

lae, (x) + Be (x)| S la] ler(x) | + 18] ez (x)]
in xo stetig ist.
Nahezu vollig analog beweist man — vgl. Ubungsaufgabe 6.10 — den

(6.6.5) Satz (Produktregel). Es seien R, S,,S,,S; normierte Vektorrdume iiber K,
weiter f, g Abbildungenvon D CR in L(S,,S,) bzw. in L(S;, S;), ferner xo €D
und f, g differenzierbar in x,.

Wir behaupten: dann ist auch das Produkt gf, definiert durch

@) x):=g(x)f(x) (x€D),
in xo differenzierbar, und es gilt fiir k €R

(81’ (xo)k = (8’ (x0)k) f(xo) + g(Xo) (f' (X0)K) .

Dieser Satz beinhaltet natiirlich u.a. eine Regel iiber die Differentiation des
Produkts zweier (geeigneter) rechteckiger Matrizen, deren Elemente von einer oder
mehreren reellen bzw. komplexen Variablen abhiangen. Eine dhnliche Anwendung,

namlich die Differentiation der Inversen einer quadratischen Matrix, ermoglicht der
folgende

(6.6.6) Satz (Quotientenregel). Es sei R ein normierter Vektorraum, S ein Banach-
raum iiber \K, weiter sei f eine Abbildung von D C R in L(S), xo €D, f(x0) €J(S)
und f differenzierbar in xq. Schlieflich bezeichne

Dg := {x€D:f(x) €J(S)},
g(x):=f(x)™" (xEDg)
Wir behaupten: xo € lo)g, g ist differenzierbar in xo, und fir k €R gilt
8 (xo)k == f(x0) ™" (f'(x0)k) f(x0)" .

Beweis. a) Wir zeigen zunichst: x, € 63 , d.h.

3p>0 VYxEK(xe,p) f(X)EI(S).
Hierzu wenden wir die Folgerung (3.2.15) beziiglich A= f(x,) und B = f(x) an.
Da f in x, differenzierbar und f(x,) bijektiv ist, gilt fir x €D
(66.7)  f(x0)' (f(x) = f(x0)) = f(x0)™" {f'(x0) (x = Xo) + X ~Xo l€(X)} .
Dabei ist € in xq stetig und €(xo) = 0; infolgedessen existiert ein p, >0, so dal
K(xo,p,) in D liegt und fir x € K(xq, p;)

le)Ist,
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mithin nach (6.6.7)
H(x0)™" (F(x) = f(xo)) | S 1f(x0)™" | (1f'(x0)1 + 1) 1% = Xql
abschitzbar ist. Wihlt man nun
1
1£(x0) "1 (If'(x0)| + 1)
so ist mit diesem p die Aussage a) klar.
b) Fiir x €K(x,, p) gilt nach (3.2.15)

o0

F007 = D {= F(x0) ™ (FX) ~ f(xe))}Y f(x0)" .

v=0
folglich unter Beriicksichtigung von (6.6.7)

p=min{p.,

FOO™ = £(x0)™ = F(x0)™ (F' (x0) (x ~ o)) f (x0) "
(6.6.8) oo
~ 1~ Xol f(x0) " €X) F(x0)™ + D {~F(x0) ™ (F(X)~f(x0))}* f(x0)™"
v=2

Unmittelbar einsichtig ist, daf durch

= —f(x0)" (' (x0)k) f(x0)™' (K ER)
eine lineare beschrankte Abbildung von R in L(S) gegeben ist, d.h. man hat
A€ L(R,L(S)). Definiert man weiter n(x) durch

0€L(S), falls x=xo,
n(x) = l

X —x l{f(x)' =f(xo)" —A(x —X0)}, falls x EDg, #x,,

so ergibt sich nach (6.6.7), (6.6.8) mit geeigneten v, , v, 2 0 fir x €K(xo, p)
1N S v, 1€+ 72 1x = X0l

und daher n(x) - n(xo) =0 fir x = X,.
Insgesamt ist damit die Quotientenregel vollstindig bewiesen.

(6.6.9) Satz (Kettenregel). Es seien R, S, T normierte Vektorraume iiber IK.
f sei eine Abbildung von D, C R in S und g eine Abbildung von D, CS in T;
dabei sei f(D;)C D,, xo € f), ,Yo=f(x0) € lo), sowie f differenzierbar in x,
und g differenzierbar in y, .
Unter diesen Voraussetzungen ist auch die Abbildung g o f, definiert durch
@oN(x):=g(f(x)) (x€Dy),

in xo differenzierbar, und zwar mit der Ableitung

®of)(xo) = 8'(Yo) f'(xo) .
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Beweis. Nach Voraussetzung gilt fir x €D,
£(x) = f(xo) +f'(Xo) (x —Xo) + |X = Xol €;(x)
und fir y €D,
8(Y) = 8(%0) +8'(Yo) (¥ = ¥o) *+ Iy — Yol €2(¥) 5
dabei ist €, in xo stetig mit €,(xo) =0 und €; in y, stetig mit €,(yp)=0.
Hieraus ergibt sich insbesondere fir x €D, , y = f(x)
(8o (x) = (8o f) (xo0) +8'(yo)f'(x0) (x — %)

6.6.10
¢ ) + {Ix =%ol g'(¥o) €,(x) + |y — Yol €2(¥)} -

Durch
Ak :=g'(y)f'(xp)k (kER)

ist nach (3.1.20) eine Abbildung A€ L(R,T) definiert. Setzt man mit diesem A
fir x €D,

@of) (x)=:(8of) (xo) tA(Xx —xo) *+ X ~x0| €(x) ,
wobei zusitzlich €(xo) =0 (€ T) vereinbart sei, so ist nach (6.6.10)

le() 1 S 18'(Yo) | 13 ()1 + (I (xo) | + I€,(X)1) I(e20 ) (x)] ,
womit wegen €,(x) - €;(xo) =0, f(x) = f(xo) fir x = Xo und €,(y) +€,(yo)=0
fir y -y, die Stetigkeit von € in x, aufgezeigt ist.

Benutzen, jedoch nicht beweisen wollen wir hier den

(6.6.11) Satz (Hahn-Banach). Es sei R ein normierter Vektorraum iiber K,
M CR ein K-Unterraum, f € L(M, IK), d.h. f ein beschrinktes lineares Funk-
tional iiber M.

Wir behaupten: es existiert eine normgleiche Fortsetzung g von f auf R, d.h.
esgibt ein gEL(R, IK) mit gly =f und |g|=|f].

Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B. in [26], S. 33. Betrachtet man
speziell zu einem xo ER

M =span(xo),

f(x)=a|xql, falls x=axoEM,
so erhilt man als
(6.6.12) Folgerung. Essei R ein normierter Vektorraum iiber IK und xo, €R.
Dann existiert ein g € L(R, IK) mit g(xo) = |Xo] und [g] S 1.

‘Ubrigens ist diese Folgerung (und auch der Satz von Hahn-Banach) im
Spezialfall des IK", versehen mit der gewichteten Maximumnorm oder einer ge-
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wichteten p-Norm, unmittelbar einsichtig. So schliet man etwa im Falle der ge-
wichteten Maximumnorm folgendermafen: Ist x, € IK", = (s'j’ )'l', #0 und

0 0
n 1 15l o o i
Ixolly := max —— = L E =8 e
0w i=1 wj wjo Jo ‘.Ig,ol
so setzt man mit
0 G #io) -
n; = ivo G=1,...,n)
5 G=i
Wjo

fir x €K™, = (&)}
n —ipy
=N'5e=C
g(x):= ;nj E,' = Wi, Eio .
Gemif dieser Definition gilt dann natiitlich g(xo) = |xo] und |g|=1.
Als Ersatz des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung formulieren wir den

(6.6.13) Satz. Es seien R, S normierte Vektorraiume iiber K, g sei eine Abbildung
von D C R in S; diese sei auf der Strecke

X Xo := {Xo+ t(x —Xo): t €[0, 1]}
differenzierbar — d.h. X xo € Dy — mit

IFEISM  (FEXX0).

Unter diesen Voraussetzungen gilt die Abschitzung

18(x) —g(xo)| S M Ix —Xo| .

Beweis. Wir betrachten zunichst den Fall, daf R, S normierte Vektorriume iiber IR
sind. Nach (6.6.12) existiert ein ! € L(S, IR) mit

1@(x) ~8(x0)) = 18(x) ~8(xo)l, IS 1.
Wir setzen ’

P(t) i=xo+t(x—x0) (tE€[0,1])
und hiermit

F(t):=(logoy)(t) t€[o,1]).

Diese Funktion bildet [0, 1] in IR ab;nach der Kettenregel (6.6.9) ist sie dort
differenzierbar mit der Ableitung

F'() =1g'(e(1)) ¢'(t) = 18" (p(t)) (x - xo) -
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5

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung sichert die Existenz eines 7 € 0, 1
mit

F(1)-F(0)=F'(r)(1-0).

Einsetzen fiihrt wegen ¢ (7) EX X zu
18(x) = g(x0) | = I8'(# (1)) (x = Xo) = 118 (¢ (7)) (x = Xo)|
SHEIB' (M) Ix=Xol SMIx =Xol ,
mithin zur Behauptung.

Sind R, S normierte Vektorraume iiber €, so faft man sie als normierte
Vektorrdume iiber IR und g'(£) als reell-lineare beschrinkte Abbildung von R
in S auf.

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir den folgenden allgemeinen

(6.6.14) Satz (iiber das vereinfachte Newton-Verfahren). Es sei R ein Banach-
raum iiber IK, xo €ER, 0<p=so0, 620, u>0 und 0< p<!. Es bezeichne

K(xo,p) = {x ER: |x —x0] (5) p}.

g sei eine differenzierbare Abbildung von K(xo,p) C R in R mit
lg(x0)I S 0.

Weiter sei A€ J(R) und

A S5, IA=E (1S up  (xEK(x0.0)).
Schlielich sei
oS up(l-p).
Wir behaupten:
(i) g besitzt in K(xo.p) genau eine Nullstelle X .
(ii)  Die durch die Iterationsvorschrift
Xn+1=Xn—A'g(Xs) (nEN)
definierte Folge (x,), strebt fir n - = gegen X.
(iii) Es gelten die Abschitzungen

n

6.6.15) [|x,-X| £ 1X1 = Xol (nEN),

1-p

(6.6.16) |x,,—§|$l—‘_’—Plx,,—x,,.,y (MEN, #0).

Zum Beweis wenden wir den Fixpunktsatz (6.1.7) an. Hierzu versehen wir R
mit der durch die Norm erzeugten Metrik d(x,y) = |x —y| und setzen

T(x):=x-A'g(x) (xEK(Xo,p)).
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Nach der Kettenregel — man beachte die Bemerkung (6.6.2), (ii) — erhilt man

Tx)=id-A'g'(x)=A'(A-g'(x)).
also

’ - ’ l

ITC)I S IA 1A =g/ ()1 S jup=p;
damit ist nach dem vorangehenden Satz |T| £ p (< 1), d.h. T eine Kontraktion.
Die Bedingung (6.1.9) ist wegen

- 1

d(x0. T(X0)) = X0 — T(xo)| = |A™' g(x0)| S no-

mithin

1 1
=0T d(xo. T(x0)) S ~0(S)p

1-pH

erfiillt. Damit sind beziiglich T simtliche Voraussetzungen des Fixpunktsatzes ge-
geben. Die Ubertragung der dortigen Behauptungen auf die Abbildung g liefert
unmittelbar unsere obigen Aussagen (i), (ii), (iii).

(6.6.17) Beispiel. Wir wenden das vereinfachte Newton-Verfahren an, um die in der

Nihe von xq = (_ (1) 5 ) liegende Nullstelle von

(1+005¢,) (1 —£,)-0025 &3 )
-0,5-£,+0025(1—-£,)°+002¢)

— vgl. Beispiel (6.1.13) — zu berechnen. g ist in ganz IR? differenzierbar, als Ab-
leitung an der Stelle x = (¢, , £,) € IR? erhalten wir

vy (~(1+005%) 005(1-%,-§,)
g(")"(-o,osu—s,) ~1+004, )

In den Voraussetzungen von Satz (6.6.14) ist A invertierbar und eine Nihe-
rung von g’ (x,). Demgemif diskutieren wir die Moglichkeiten

8t £ =

) o a o _[-0975 0025
M A=ac=geo=("%7 107,
. (0975 0 )

(i) A A,._( 0 —102)

(iii) A=Az:=-1.
Wir legen die Norm
Ix|:=max {1£,1,1£,13

im IR? zugrunde und wihlen in jedem Fall
p=0,1
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sowie
0 =|g(xo)| = 0,00625 .
Im Fall (i) ergibt sich

1 1,02-0975
—_— == - 2 =: 5
A7 1045 ~ 0.95=: w3
ferner erhalten wir fiir
) x=xo+ (&) €Ktxo),

2

d.h. mit |€,]. |e;| = 0,1 die Gleichung

et (9558 2050
und folglich
JA; —g'(x)| £0015 (xEK(xo.p)).
Mit
p1 = 0016
ist dann
A —g' ()| £ u,p, (=00152)
sowie

Myp(1-p,)=009348 >0,
insgesamt also die Voraussetzung von Satz (6.6.14) erfiillt.
Im Fall (ii) wird
1
1A7')

=0975 =: u, .

ferner gilt fiir x gemiB (*) die Gleichung

005e, —-0.025+0,05 (e; t €3) )

A —g(x) = (—o,os €, —004¢,
also

A2 -g'(x)|$004S u,p, (xEK(x0.0)).
wenn man

p, =0,042
wihlt. Auch hier ist

#p(1 - p;) =0,0934>0
und damit die Voraussetzung von Satz (6.6.14) erfiillt.

129
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Im Fall (iii) wird p; = 1, ferner gilt fiir x gemis (*)

i (-0025+005€; 0025 +005 (e, + €2)
As—g(0) (—o.os € 0.02-004 ¢ )

und folglich

A3 —g'(x)] S 0065 =: py=puyp; .
Schlielich wird

M3p(1 —p3)=00935>0.

Im Fall (iii) stimmt iibrigens das vereinfachte Newton-Verfahren mit dem
Iterationsverfahren aus Beispiel (6.1.13) iiberein.

Wir fithren das vereinfachte Newton-Verfahren jeweils in REAL * 8-Arith-
metik durch und schitzen die Fehler wie im Beispiel (6.1.13) ab, wobei wir (6.6.15)
bzw. (6.6.16) mit n =1 und p = p; heranziehen. Hiermit erreichen wir in den
Fillen (i), (i), (iii) eine Abschitzung |Xp —X| < 0,7-107*S nach m=5 bzw. 7
bzw. 9 Iterationen.

6.7. Das Newton-Verfahren

Die Konvergenz des Newton-Verfahrens lat sich — wie bereits festgestellt —
dhnlich wie beim vereinfachten Newton-Verfahren durch Zuriickfihrung auf den
Fixpunktsatz (6.1.7) begriinden. Dabei sind — vgl. Ubungsaufgabe 6.11 — beziiglich
der Abbildung

Tx)=x-g'(x)""g(x)

eine Reihe von Voraussetzungen zu machen. So ist vor allem sicherzustellen, daf T
eine Kontraktion wird. Dazu fordert man global im betrachteten Bereich zwei-
malige Differenzierbarkeit von g (zur Definition siehe Abschnitt 6.8) sowie Ab-
schitzungen fiir g(x), g'(x)"" und g"(x) derart, da@ dhnlich wie im Beweis zu
Satz (6.6.14)

IT®Isp<1

wird.

Im Folgenden geben wir einen direkten, nicht auf den Fixpunktsatz zuriick-
greifenden Beweis der Konvergenz des Newton-Verfahrens; dieser Beweis geht im
wesentlichen auf Kantorovich [35] zuriick. Er ermoglicht es, die Voraussetzungen
beziiglich g(x) und g'(x)"' weitgehend lediglich lokal an der Stelle der Ausgangs-
niherung x = x, zu fordern. Auch kommt man dabei mit einmaliger Differenzier-
barkeit von g und einer (wenn auch globalen) Lipschitzbeschrinktheit von g’ aus.
Dennoch erhilt man Fehlerabschiatzungen, die die gegeniiber dem vereinfachten
Newton-Verfahren schnellere, nimlich ,.quadratische* Konvergenz zum Ausdruck
bringen.
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Vorweg beweisen wir den folgenden

(6.7.1) Hilfssatz. Es seien R, S normierte Vektorriume iiber K. g sei eine Abbil-
dungvon D CR in S; diese sei auf der Strecke X X stetig differenzierbar und
geniige der Ungleichung

6.7.2) 1@ -8 XIS yIx—%| (EEXK).
Unter diesen Voraussetzungen ist

, Y
18(x) ~ 8(x0) = 8'(x0) (x ~X0) | £ 5 Ix = Xol?
abschdtzbar.

Beweis. Wir setzen 0.E. — vgl. den Beweis zu Satz (6.6.13) — voraus, daf R,S
normierte Vektorraume iiber IR sind. Zur Abkiirzung fithren wir die Abbildung

G(£) := g(§) — 8(x0) ~ 8'(Xo) (£ ~ X0)

ein. G ist ebenso wie g auf X X, stetig differenzierbar mit
G'(§) =g ()-8 (xo) -

Aufgrund der Folgerung (6.6.12) existiert ein / € L(S, IR), so dafl
G =1GX)I, His1.

Mit p(t) = xo + t(x — Xo) setzen wir fiir t €0, 1]
F(t):=(oGoy)(t).

Diese reellwertige Funktion F ist nach der Kettenregel (6.6.9) in [0, 1] stetig
differenzierbar und besitzt dort die Ableitung

F'(t) =1(G'(0(1)) ¢' (1) = I(g(¢(1)) ~ 8(X0)) (x — Xo) .
Gemaf der Voraussetzung (6.7.2) schitzen wir danach
IF'M1S 11y 19t) ~Xo | 1x = Xol S 7t |x—Xol?
ab. Insgesamt ergibt sich so, wenn wir noch F(0) =1(G(x,)) = 0 beriicksichtigen,
1 1
1GE)1 =F(1) = [F'@)de £ yIx-xof? - [ tdt=3 1x-xol,
0 0
was zu zeigen war.
Wir notieren nun den

(6.7.3) Satz (iiber das Newton-Verfahren). Es sei R Banach-Raum iiber K, xo €R,
p>0 und x 2 0. Weiter bezeichne

K :=K(x0.20)= {XER: |x— X0l £ 2p}.
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g sei eine differenzierbare Abbildung von KC R in R; dabei sei g (xo) € J(R) und
P =18'(x0) ' 8(x0)|
sowie fiir x,y € K
I8 -g'MISkIx-yl.
Schlieglich gelte
' - 1
(6.7.4) h:=|g(x0)’|xp§§.
Wir behaupten:
(i) g besitzt in K genau eine Nullstelle X.
(ii) Die Iterationsvorschrift
(6.75)  Xp+1=%Xa—8(xa)'8(xa) (NEIN)
definiert eine Folge (x,)5 . die fiir n - gegen % konvergiert.
(iii) Mit

viits (s)

gilt die a priori Abschdtzung
1 P n
7. R — = 20 -1
(6.7.6) 1Xn xl‘l—q 2“(Zh) (n€NN)

sowie mit den in (6.7.24) angegebenen 0 < q, < % die a posteriori Abschdtzung

A 1 ’ -1, K
6.77)  Ixp-Xx|S T-q. 18" (xa)"| 3 [Xn=Xn-1l> (MEN,#0).
n
Beweis.
a) Wir zeigen zunichst, daB fiir alle n € IN x,, in K liegt und g'(x,) zu J(R) ge-
hort, womit die Existenz der Foige (xn)‘; sichergestellt ist. Hierzu setzen wir
(6.7.8) Py = 1g'(xn) ' 8(xn)|. hp:= 18" (xa) 1 Pn
sowie
(6.7.9) Knp:={xER:|x-X41£2p,} (REN),
K-l =K
und beweisen durch Induktion nach n simultan die Aussagen:

xn €K, g'(xa) EJ(R), hy S % KnCKn.p .

Fir n =0 sind diese Aussagen unmittelbar nach Voraussetzung bzw. per defini-
tionem erfiillt. Daher steht nun der Schlu8 von n auf n +1 an. Nach Induktions-

annahme hat man x, €K, g'(x,) € J(R); infolgedessen ist durch (6.7.5) Xq 4+
definiert und

IXn+1—Xnl = 18" (Xn) ' 8(xn) | =0, S 2,
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abschitzbar. Danach liegt X, +; in K, also erst recht in K. Dies fiihrt nach Voraus-
setzung zu

18'(Xn+1) —8'(Xn) | S K |Xn+1 ~ Xnl
und weiter gemif Induktionsvoraussetzung zu
18'(xn) ™" (8" (Xn+1) —8'(xa))| S 18'(xa) "1k Py =hy (<1).

Anwendung der Folgerung (3.2.15) beziiglich A =g'(xp), B=g'(xpn+,) liefert die
Aussage g'(Xn+1) € J(R) und dariiber hinaus die Abschitzung

(6.7.10)  Ig'(xn+1) IS Y S by 18 ()™ 1= T 18/ Cxa) 7'
v= 0

Nun zu hy 4, £ 4. Auf Grund des vorangehenden Hilfssatzes ergibt sich

(6.7.11)  18(Xn+1) —8(Xn) = 8'(Xn) (Xn+1 = Xn)| £ 5 [Xn+1=Xnl*.
Die Definition von x,,, impliziert trivialerweise die Gleichung
(67.12)  g(Xn)*+ & (Xn) (Xn+1-Xn) =0,

womit dann aus (6.7.11) die Ungleichung

(6.7.13)  Ig(xp+p)| S5 5 1Xne1- x..l’-Ep,.

folgt. Weiter erhilt man gemaf (6.7.8) mit (6.7.10), (6.7.13) sowie der Induktions-
voraussetzung h, <

(6.7.14)  ppyy S 18 (Xn+1) 7' lg(x..+1)|§]_h I8 (xn)'1 5 0}

und

h
(6.7.15) h.,+,_1_h 18 ()t 1K 5 " p,
n

SL( hy ’)’<1
2\1-h,/ T2

Zu zeigen bleibt die Beziehung K, +; C K. Ist x €Ky 4, d.h. —vgl. (6.7.14) —

IX=Xn+11 £ 2054, S P,
so gilt

I1X =Xl S IX~Xp41l + [Xn+1=Xn| S patPa=2p, .
mithin x €K,,.
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b) Als niachstes beweisen wir die Aussage:
IXNEK xp+X (n =),
Hierzu stellen wir fest, daf sich aus (6.7.14) die Ungleichung

(6716) P, S5p GEN)

induktiv herleiten 1aft und damit

k-1
6.7.17)  |Xp+k—Xnl S l‘lxn+u~xn+”_,|
v=0
k- k-1 1
=) pn4rug > 2—17":\§2 Pn
v=0 v=0

abschiitzbar ist. Gemi (6.7.16) strebt p, =0 fir n - o; daher ist die Folge (Xa)o
Cauchy-konvergent. Weil R vollstandig und K abgeschlossen ist, existiert ein
X €K mit

limx, =X .

n— oo
¢) Wir zeigen: g(X)=0. Da g in K differenzierbar, also sicherlich stetig ist, gilt
trivialerweise

lim g(xq) = g(X) -
Weiter hat man nach Voraussetzung

18’ (xa) ~8'(X)] S k Ixn = X1,

mithin auch

limg'(x,) = g'(X) .

n— oo

Um einzusehen, daB X eine Nullstelle von g ist, bleibt in (6.7.12) der Grenziiber-
gang n - oo durchzufithren.

‘,i) Nun zur Eindeutigkeit der Nullstelle X: Hierzu betrachten wir ein beliebiges
X €K mit g(x) =0. Die Rekursionsvorschrift (6.7.5) liefert
IX = Xn+1] = 1X = Xa +8'(xn) ™" (8(xa) — 8(X))|
S 18'(xn) "1 18(X) ~ 8(xa) — 8'(Xa) (X~ xn)| .
was unter Benutzung des Hilfssatzes (6.7.1) zu

(6.7.18)  IX~Xn+1l S Ig'(xa) "1 5 1K= Xal?
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fithrt. Induktiv folgern wir die Abschatzung

n-1

. p
(67.19) [R-xalS 55 (EN).

Fir n =0 ist diese Aussage wegen X €K klar. Zum Schiuf von n auf n+1
schitzen wir nach (6.7.18) mit (6.7.10)
2

~ ' -1 K d
IX=Xp+1l S 2" 18" (x0) | 3 (zn-l)

_ 1 p
= ) = ahPs

ab. (6.7.19) impliziert die Eindeutigkeitsaussage

~ . A
X=limx,=x.

n-— oo

e) SchlieBlich kommen wir zu den Abschiitzungen des Abbruchfehlers. Lassen wir
in (6.7.17) k -+ oo streben, so ergibt sich fiir n € IN

(6.7.20) [X-xnlS2-p,.

Hierin ist nach (6.7.8), (6.7.13)

(6.7.21) P S 18 (xn) ' 18(Xa) 1 S 18'(xn) ™" % [Xn = Xnl?
abschitzbar, womit die a posteriori Abschitzung

(6.722) 1% -Xal S 18 (Xa) 1K 1Xp—Xp 412

hergeleitet ist. Die im Satz aufgefiihrte a posteriori Abschitzung (6.7.7) ist etwa
um den Faktor % genauer. Zu ihrer Herleitung verschirfen wir die Abschitzungen
(6.7.16) zu

(6723) p,.,Sqnp, (EN);
darin bezeichnet

(6724) q,:=

(S

1-h,’

Aus hg =h folgt q, = q. ferner ist wegen hy 4y S hy auch q, .S q, S ! Die
Ungleichung (6.7.23) ist fir » =0 klar; zum SchluB von v auf v +1 stiitzen wir
uns auf (6.7.14) und auf die Monotonie der q,:

+1
pn#u#l qn+vpn+v-Qn+uqnpn q: pn'

In Analogie zu (6.7.17) erschlieBen wir

k-1 k-1

1
lxn+k-xnl gpvopn#u— ; qnpn—l_q Pa
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was mit k -0 zu

. 1
6.7.2 X —Xg] € ——
(67.25) 1% -xal S 7= #
fithrt, womit unter Beriicksichtigung von (6.7.21) auch (6.7.7) bewiesen ist.
Zum Schlu zur a priori Abschitzung (6.7.6): h, % impliziert

1
(6726) -2

und weiter nach (6.7.15)
(2hn41) £ (2hy)*.
Durch Induktion leitet man hieraus
(6.7.27)  (2hy) € (2he)*" = (2h)2"
ab. Auf diese Ungleichung stiitzen wir uns zum Beweis der Abschitzung

P
(67.28)  ppS (WP (nEN).

Fiir n =0 ist diese per definitionem giltig. Zum Schiuf von n auf n+ 1 beachten
wir, daf sich wegen h, < ’5 aus (6.7.14)

Pa+1 S hypy
ergibt. Die Induktionsannahme zusammen mit (6.7.27) ermoglicht sodann die
gewiinschte Abschitzung

p
2n+l

1 n P n +1_
Pns1 S5 (20T S (20t @n?"

Es bleibt (6.7.28) in (6.7.25) einzusetzen und q, < q abzuschitzen.

Da sich (6.7.6) durch weitere Abschatzungen aus (6.7.7) ergibt, ist natur-
gemif (6.7.7) die schirfere Schranke. Wie Beispiele zeigen, ist sie i.a. um einige
Zehnerpotenzen schirfer. Vgl. hierzu auch Déring [ 10].

Die Fehlerschranken (6.7.6). (6.7.7) sind niitzlich zur Beurteilung des Konver-
genzverhaltens der durch (6.7.5) definierten Folge (x,)y; dariiber hinaus sind sie
sogar zur Fehleranalyse brauchbar, sofern die eingehenden numerischen Rechnungen
mit hinreichend grofier Stellenzahl ausgefiihrt werden, d.h. keine Rundungsfehler
auftreten, die in der GroRenordnung der Fehlerschranken liegen. Fiir eine Fehler-
rechnung, die auch die Rundungsfehler beriicksichtigt, ist die Abschitzung (6.7.7)
weniger geeignet, da x, nicht exakt bekannt ist und daher die GroBen g'(x,)™"
und q,, nur schwer abzuschitzen sind. Hingegen li8t sich die Ungleichung (6.7.6)
zu einer Fehleranalyse, wie sie dhnlich im Beispiel (6.1.13) durchgefihrt wurde,
heranziehen.
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(6.7.29) Beispiel. Wir berechnen die in der Nahe von

N 1
Xo = (—05)

liegende Nullstelle X der im Beispiel (6.6.17) angegebenen Abbildung g mit Hilfe
des Newton-Verfahrens unter Benutzung der REAL * 8-Arithmetik aus (1.1.16).
Die so gewonnenen numerischen Werte nennen wir X, (n=0,1,2,...). Wir
fiihren bei jedem Iterationsschritt eine Fehlerabschitzung fiir |X,—X| (n21)
beziiglich der Maximumsnom in folgender Weise durch.

Wir verwenden, dhnlich wie in Beispiel (6.1.13), die Gréfen

Xp = Xn-1 'gl(;n«l)-lg(in-l)i

wir erhalten dann eine Schranke fur X, - X |. indem wir (6.7.6) beziiglich n =1
auf X, _, als xo und X, als x, anwenden.

Wie aus den Ausfithrungen zu Beispiel (6.6.17) hervorgeht, haben wir mit
k =0,15 fiiralle x,y € IR?

Ig'x)~g' M <kix-yl.
Eine Rundungsfehleranalyse liefert uns die Abschitzungen
181(8"(Xn-1)"'8(Xn-1)) ~ 8 (Xn-1) ' 8(Xn-DI £ 117;
daher konnen wir
P =18 (Xn-1)"' 8(Xa-1)I
durch die numerisch zu berechnende Grofie
P = 1gl(8' (Xn-1)"'8(Xa-1))I + 117
nach oben abschitzen. In dhnlicher Weise bestimmen wir ein g mit
I8 Xa-) 1S4
Dann gilt natirlich
h<h:=fkp.
Wie wir nachpriifen, ist bei jedem Iterationsschritt

~_1

hs -,

=2

daher ist die Anwendung von (6.7.6) gerechtfertigt. Es wird

02

qs
und hiermit

|Xn—X|S——=ph.

—
|
F=]
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Wie eine weitere Rundungsfehleranalyse ergibt, ist |X,—Xn| £ 1,17 und daher
schlieflich

1
l .
In der folgenden Tabelle ist die so berechnete Fehlerabschitzung aufgefiihrt, wobei
der (etwas zu grofie) Wert

=~ ph.

[Xn—XIS 117+

107

LS

T=

zugrunde gelegt ist.

n I Xn I X -X| S
1,0000000000000000 - 0,5000000000000000 -
0.9937154348919055  —0,4950980392156863 0,623-107°
09937164353405738  —0,4950966000527695 0,327-107"2
0.9937164353404487 - 04950966000527043 0.550-107"¢

W =-=0

Ein mehr qualitatives Kriterium iiber das Konvergenzverhalten des Newton-
Verfahrens beinhaltet die folgende

(6.7.30) Ergiinzung. Es sei R ein Banach Raum iiber IK, g eine differenzierbare
Abbildung von D C R in R, ferner X €D, g(x)=0, g'(R) €J(R) sowie mit
einem k 2 0

Ig'x)-g(MIskix-yl (x,y€D).

Dann existiert ein r > 0, so daB fiir alle xo €K (X, r) beziiglich
=g’ (x0) ' g(xo)| sowie k die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes (6.7.3)
erfilllt sind und die durch (6.7.5) definierte Folge (x,); gegen X konvergiert.

Beweis. Zur Abkiirzung bezeichne
w:=1g&)" (>0);

ferner sei 0.E. k >0 angenommen. Da g insbesondere in X differenzierbar ist,
konnen wir ein ' >0 mit K(Q, r') C D fixieren; weiter setzen wir

(6.7.31) r:=%min r', (wk)'}.

Wir gehen nun von einem beliebigem x, € K(X, r) aus. Nach (3.2.15) gehort
auf Grund der Ungleichung

18'(X) '] 18" (X))~ 8 (Xo)| S wK |X—Xol S wkr< 1
g'(Xo) zu J(R), und man hat

’ -1
(6732 1) ST o
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Als nichstes zeigen wir, dal K(x,,2p)C K(X, r'), mithin g in K(x,, 2p)
differenzierbar ist. Hierzu schitzen wir unter Anwendung des Hilfssatzes (6.7.1)
beziiglich X, xo

18(x0) + &' (x0) (X = x0)I 5 5 1% = xol’

und damit
(6.7.33)  p=1(X-x0)—g (x0)" {B(x0)+g (x0) (X - x0)}|
S 18- %0l * T gy 1R el?

WKT 7
= <l
s (1 * 2(]-wxr))r' 6"
ab. Danach folgt aus |x — Xo)] £ 2p unmittelbar

10
Ix-%|< Ix—xo|+|xo—§(|§2p+r§—3—r§_r'.

Weiter erhilt man auf Grund der Definition (6.7.31) und der Ungleichungen
(6.7.32), (6.7.33) die Abschitzung

' _ 7 wKr
h=]g'(xo) ' IkpsS

<
6 1—wkr ™

1
2
womit die Gultigkeit der Bedingung (6.7 .4) aufgezeigt ist.

Insgesamt haben wir so erkannt, daf, wie behauptet, beziiglich x, simtliche
Voraussetzungen des Satzes (6.7.3) erfullt sind. Schlieflich bleibt zu iiberlegen,
daB X in K(xo,2p) liegt. Dazu schitzen wir — von der ersten Zeile in (6.7.33)
ausgehend —

[

w WKTI }

A WK A 25> 14 ___WKr
P2 1= %0l = T IR0l 2 R0l (1= 702 505

S A
Z.. —_
_6Ix Xol

ab. Erginzend vermerken wir hierzu — vgl. Ubungsaufgabe 6.14 —, dal X sogar
im groferen Bereich K (X, 4r) die einzige Nullstelle von g ist.

Das Kriterium (6.7.30) besagt, dal das Newton-Verfahren im Falle einer
..einfachen* Nullstelle, d.h. g(X) =0, g'(Q ) € J(R) immer konvergiert, sofern nur
der Startwert x, hinreichend nahe bei X liegt. Da in vielen Problemen eine geeig-
nete Ausgangsniherung sehr schwer zu bestimmen ist, verwendet man im Fall R =IR"
gelegentlich ein modifiziertes Newton-Verfahren, das auch dann konvergiert, wenn
der Startwert x, weiter, als in (6.7.30) angegeben, von X entfernt ist. Diese Modi-
fikation lautet

Xpn+1 = Xn~Ang (Xxn) '8(xp) (MEIN);
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hierbei sind die 0 <\, S 1 geeignet zu wihlen, so da unter anderem beziglich der
euklidischen Norm stets

18(xn+ 1)1 <18(xn)l

wird. Eine genaue Vorschrift zur Wah! der X\, und einen Konvergenzbeweis fuir
dieses Verfahren findet man bei Stoer [51], S. 236; der Grundgedanke ist in der
Ubungsaufgabe 6.16 festgehalten. Dieses modifizierte Newton-Verfahren ist jedoch
auch nur lokal konvergent.

AbschlieBend beschiftigen wir uns noch mit der Methode der nicht-linearen
Behandlung einer Eigenwertaufgabe. Dabei lassen wir etwas allgemeinere Eigenwert-
aufgaben als in Kapitel 5 zu. So gehen wir aus von Matrizen A, B € M(n x n, €)
und suchen A €€ sowie y €C", #0, so dal

(6.7.34) Ay = ABy

gilt; jedes derartige X nennen wir einen Eigenwert des Problems (6.7.34) und jedes
zugehorige y eine Eigenlosung. In Kapitel 5 haben wir eingehend die speziellere
Problemstellung mit B =1 studiert; der allgemeinere Fall 1aft sich natiirlich auf
diesen Spezialfall reduzieren, falls B invertierbar ist.

Ist A invertierbar, B die Nullmatrix, so besitzt (6.7.34) keinen Eigenwert;
im Fall A=B =0 sind simtliche A€ € Eigenwerte. Derartige Ausnahmefille sind,
sofern B invertierbar ist, natiirlich nicht moglich.

Ein y €C", # 0 nennen wir einen Hauptvektor, genauer einen Hauptvektor
k-ter Stufe zu einem Eigenwert A, wenn esim €" k, jedoch nicht weniger als
k Vektoren y,, y,,....yy_, =y mit
(A-MB)y, =0,
(A-AB)y, = By, #0,

(A-\B)y

By, , #0

gibt. Der Hauptraum zum Eigenwert A, niamlich der von den Hauptvektoren auf-
gespannte Unterraum sei mit Hx(A, B) bezeichnet. Der Eigenraum

EA(A.B):= {y €C": (A - AB)y =0}

ist natiirlich ein Unterraum des Hauptraumes Hy(A,B). Im Fall B =1 reduzieren
sich offensichtlich die hier neu eingefiihrten Begriffe auf die in Abschnitt 5.1,
insbesondere in Satz (5.1.7) aus der linearen Algebra zitierten Bezeichnungen.

Ziel ist es, das Eigenwertproblem (6.7.34) mittels des Newton-Verfahrens zu
behandeln. Dazu fait man y € C" sowie AEC zu

x:({)EC"xC
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zusammen und definiert durch

(6.735) g(x):= (:‘é;_"?y) ,

worin s eine lineare Abbildung von €" x € in € ist, eine nichtlineare Abbildung g
von C" x € in sich. Fiir

(6736) %= (g )

gilt dann offenbar

A9 =XBY

(6737) g(x)=0 = { s(R)=1.

Dazu bemerken wir Folgendes: Wiirde man statt (6.7.35) den Ansatz

~ Ay - \B

i = (™)

machen, so kénnte man hierauf-den Konvergenzsatz (6.7.3) nicht anwenden. Falls
namlich ein % der Gestalt (6.7.36) mit § # 0 eine Nullstelle von g wire, so trife
dasselbe auch fiir beliebiges 4 € € auf

e (§)ew ()= (1)

zu. Daher ligen dann entgegen der Eindeutigkeit von X gemaf Satz (6.7.3) in jeder
Umgebung von X unendlich viele Nullstellen von g.

Derartiges wird durch die , Normierungsbedingung‘ s(X)=1 bzw. — meist
ist s von A\ unabhingig — 5(9) =1 ausgeschlossen. Auch wird hierdurch verhindert,
daf das Newton-Verfahren zwar konvergiert, jedoch den nicht brauchbaren Grenz-
wert § =0 liefert.

N Zu beachten ist, daB s so gewihlt werden muB, da es einen Eigenvektor y
zu A mit s(X) # 0 gibt. Hiufig setzt man

s(x) =efx =7,

worin n; die i-te Komponente von y bezeichnet. Dabei kann man i geeignet wihlen,
wenn man wenigstens einen Eigenvektor hinreichend genau kennt. Dies trifft z.B.
im Fall B =1 zu, wenn man mit Hilfe der Potenzmethode unter den Voraussetzun-
gen des Zusatzes (5.1.19) die Niherungen )\(,k) und 9k fir ein k 2 ko ermittelt hat.
Man setzt dann i =i, und wihlt als Ausgangsniherung

A

Yk
%= ( o)

s
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Zur Anwendung des Satzes (6.7.3) ist die Ableitung F'(x) zu bestimmen. Mit
h= (2) EC"xC,#0

berechnen wir hierzu

_[A(ytc)—(A+e€)B(y+c)—Ay+ABy
B+ =509 = ( I )

_ ((A-AB)c—eBy ' —€Bc )

'( s(h) )+( 0 )

Wie man leicht nachpriift, ist
(A~)\B)c—eBy)
s(h)

linear in h, d.h. ®, € L(C" x €). Weiter erhilt man, falls die Norm im Produkt
beispielsweise durch

(6.7.39) |h|=max {|c|, €|}
definiert ist,

leBcl < |e] IB| Icl < |h|? B},
woraus sofort folgt, daB die Abbildung

1 [—e€Bc) .
|hl< 0 ) fir h#0 ,

0 sonst

(6.7.38) @(h):= (

e(h) :=

mit h -0 gegen O konvergiert. Insgesamt haben wir so bewiesen, da g in x diffe-
renzierbar ist und dort die Ableitung g'(x)h = &, (h) besitzt.

Als nichstes zeigen wir, daf wir beziiglich (6.7.35) in Satz (6.7.3) x = 2|B|
wihlen konnen. Mit

y y
Xy, X3 EC, Xl=<7\:) . X2=<)\Z>

schitzen wir hierzu unter Benutzung der Darstellung (6.7.38)

1(8'(x1) —8'(x2)) h] = 1(A; —X2)Bc + eB(y, - y,)I
S I\ - A2l IB] el + el IB] ly, —Y,l
S 2|BJ |x; —x2| |h|

ab; diese Ungleichung bedeutet, dafl wie behauptet
18'(x1)— g'(x2)| £ 2|B] [x; — X2l
gilt.
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Zum Abschlufl der Uberlegungen notieren wir im Hinblick auf die Erginzung
(6.7.30) die

(6.7.40) Bemerkung. Das lineare Funktional s in (6.7.35) sei von A unabhingig,
und zwar als s(y) vorgegeben. X € C" x €, aufgeteilt wie in (6.7.36), geniige der

Gleichung
. A?-%B9)
= =0
g(x) ( 8(3\,) -1
Ferner setzen wir voraus, daf
By +#0.

Wir behaupten: g'(X) ist genau dann invertierbar, also g'(X) € J(C" x €),
wenn A ein Eigenwert der Ordnung 1 des Problems (6.7.34) ist, d.h. wenn

dimH}(A,B) = 1
gilt.
Beweis.
(i)  Wir nehmen an, daB g'(X) nicht invertierbar sei, also ein

h= ( ¢ ) £0

€
existiere mit
(A-1B)c -e39>
=0.
s(c)

Zunichst untersuchen wir den Fall € = 0; dies impliziert natiirlich ¢ # 0.
Aus (6.7.41) folgt unmittelbar

(6742) (A-1B)c=0, s(c)=0.

Die erste Gleichung besagt, da ¢ eine Eigenlosung des Problems (6.7.34) ist, die
zweite wegen s(¥) =1, daB c und ¥ linear unabhiingig sind. Insgesamt hat man
demgema

dimE{(A.B) 2 2.

Wir kommen zum Fall € #0, in dem wir 0.E. € =1 annehmen konnen. Der
Gleichung (6.7.41) entnehmen wir die Beziehungen

(A-AB)c=B§#0, s(c)=0.

Gemif Definition ist danach c ein Hauptvektor 2. Stufe zu X, der wieder wegen
8(9) #0, s(c)=0 von ¥ unabhiingig ist, was auch hier

(6.7.43) dim HQ(A‘B) 22
bedeutet.

(6741) g(X)h= (
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(ii) Umgekehrt gehen wir nun davon aus, daB (6.7.43) gelte, und diskutieren dabei
zunichst den Fall, daf} sogar

dim E;\\(A, B) 22

sei. Es existiert also zu A ein von ¥ unabhingiger Eigenvektor d. Wir setzen
(6.7.44) i=d-s(d)y
und stellen die Giiltigkeit der Gleichungen (6.7.42) sowie ¢ # 0 fest. Beziiglich

e (5)

ist dann (6.7.41) erfiillt, d.h. es ist g'(X) nicht invertierbar. Zu diesem Ergebnis ge-
langt man auch, wenn unter der Bedingung (6.7.43)

dimE2(A.B) =1
gilt. Es existiert dann nimlich zu X ein Hauptvektor 2. Stufe beziiglich . d.h.
ein d €C" mit
(A-AB)d =By #0.
Von d ausgehend, definieren wir ¢ wie in (6.7.44); neben s(c) =0 folgert man
(A-AB)c=(A-AB)d-s(d)(A-AB)y = By
und daher beziiglich

e )

auch hier die Beziehung (6.7.41).

Die Voraussetzung BY # 0 ist notwendig, wie die Ubungsaufgabe 6.17 zeigt.
(6.7.45) Beispiel. Wir verbessern den im Beispiel (5.1.20) berechneten Eigenwert
und Eigenvektor durch Anwendung des Newton-Verfahrens beziiglich der Abbil-
dung (6.7.35). Hierbei gehen wir von der mit der Potenzmethode ermittelten
Niherung

A
- y 8
I W

aus und wihlen als lineares Funktional
s =s(y)i=n; (y=(m)}).

Wie in der Ubungsaufgabe 6.18 begriindet, ist dann bei jedem Iterationsschritt ein
lineares Gleichungssystem mit einer (3,3)-Koeffizientenmatrix zu losen. Wir erhalten
bei 16-stelliger Rechnung folgende Werte:
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Ak | Yi

4,965368144189775 | 0,9385061519605530 0,7484251534530475 1,0
5,000003470790874 | 0,9374962335066954 0,7500137554250997 1,0
5,000000000009646 | 0,9374999999996115 0,7500000000119355 1,0
5,000000000000000 | 0,9375000000000000 0,7500000000000000 1,0

weo—0o|x

6.8. Hohere Ableitungen; Iterationsverfahren hoherer Ordnung

Die Ausfithrungen hier iiber h6here Ableitungen stellen in erster Linie Ergén-
zungen zu den vorangehenden Abschnitten 6.6 und 6.7 dar. Von Bedeutung sind sie
jedoch dariiber hinaus fir eine kompakte Darstellung der Theorie iiber die numerische
Integration von Differentialgleichungen; vgl. hierzu Band 3.

Es seien wieder R, S normierte Vektorraume iiber IK = IR oder €, ferner f
eine Abbildung von D C R in S. Rekursiv definieren wir die hoheren Ableitungen
von f, indem wir setzen:

D0 =D, fO=f

D m+1) = {Xx ED): f® 4y, in x3,
(D) =" (x) (xEDn+n)
(n=0,1,2,...).

(6.8.1)

f(® pezeichnen wir als die n-te Ableitung von f; dabei schlieBen wir nicht aus, daf
der Definitionsbereich D (n) gegebenenfalls die leere Menge ist.

Weiter nennen wir f in xo € R n-mal differenzierbar, wenn x, zu D m) ge-
hort. f heifit in x, n-mal stetig differenzierbar, wenn f in x, n-mal differenzierbar

und f® in x, stetig ist. Ist M C R, so sagt man entsprechend: f ist in oder auf M
n-mal differenzierbar, wenn

MC Df(n)

gilt, sowie, f ist in oder auf M n-mal stetig differenzierbar, wenn f in M n-mal
differenzierbar und die n-te Ableitung dort stetig ist.

Die Definition (6.8.1) ergibt beispielsweise fir n = 1

Dy»={x€D,: f'dfb.inx}, fPX)=(f'Y(x) (xED).
Hierin ist f' eine Abbildung von Dr' CRin L(R,S) und dementsprechend f @
eine Abbildung von D (@ C R in L(R,L(R,S)). Um die Bildriume beliebiger n-ter
Ableitungen angeben zu konnen, definieren wir rekursiv:
Lo(R,S) =S,
Ly+1(R,S)=L(R,Ly(R,S)) (n=0,1,2,...).
Danach ist f™ offenbar eine Abbildung von D/mCR in La(R,S).

(6.8.2)
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Eine Abbildung
A:RxRx..xR =S
;_Y._J

n-mal

heifit n-fach-linear oder multilinear, falls sie in jeder Koordinate (bei festen iibrigen
Koordinaten) linear ist, d.h.

A(...,ax+fy,...)=aA(....x,...) + BA(....y....)

gilt. Die Gesamtheit n-fach-linearer Abbildungen von R in S sei mit M, (R, S) be-
zeichnet; sie wird, wenn man Addition und Multiplikation mit Skalar in kanonischer
Weise definiert, ein Vektorraum iiber IK.

Eine n-fach-lineare Abbildung nennt man beschrinkt, falls ein y 2 0 existiert,
so daf fir beliebige x;,X;,...,Xa €R

[A(Xg, X2y oy Xp) | S ¥ IX |- IX2] - oon - [Xp)
abschitzbar ist. Ist A in diesem Sinne beschrinkt, so ist |A| — die Norm von A —
das Infimum = Minimum aller derartigen Schranken. SchlieBlich sei Mb, (R,S) die
Menge aller beschrinkten n-fach-linearen Abbildungen von R nach S; dabei setzen
wir zusitzlich My (R,S) = Mby (R, S) = S.

Wie man leicht nachpriift, ist Mb, (R,S) ein normierter Unterraum des Vektor-
raums M, (R,S). Dariiber hinaus gilt
(6.8.3) Hilfssatz. Die normierten Vektorriume L,(R,S) und Mb,(R,S) sind norm-
isomorph.
Beweis. Nachzuweisen ist die Existenz einer linearen bijektiven Abbildung &, von
La(R,S) auf Mb,(R,S) mit |&,(A)|=|A| fir AEL,(R,S). Hierzu gehen wir
induktiv vor. Fir n =0 und n=1 ist die Aussage trivialerweise wahr. Wir kommen
daher sofort zum Schiu von n—1 auf n: Fir A€EL,(R,S) sowie x ER gehort
Ax zu L, _;(R,S); dementsprechend definieren wir fir A€ L, (R,S)

(6.84) ®a(A)(x,hy,....hy) 1= @1 (AX) (hy, ....hy) (X,h;,...,ha €ER).

®,(A) ist linear in den Variablen h,, ..., h,, da &,_,;(Ax) nach Induktionsan-
nahme zu Mb,_;(R,S) gehort; ferner ist ®,(A) linear in x, da sowohl A als auch
@, . linear sind. Weiter gilt nach Induktionsvoraussetzung

I¢n-l(Ax)'Mn_l=leILn-l s

womit man
190 (A) (x, hz, ..., hp)| S |®n_1(AX) M, _, - Ihal- ... [y
=|Ax|r, ;" Iha|-...-Thy]
S1AlL, - Ix1-Thgl ... - Ihg]
also

(6.85) 1Pn(A)lM, S |AL, (<)
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abschitzen kann. Beachtet man noch, da aus der Linearitit von &, _; gemifl
(6.8.4) sofort die Linearitit von &, folgt, so hat man bereits erkannt, daf &,
eine lineare beschrinkte Abbildung von L, (R,S) in Mb, (R,S) ist.

Als nichstes iiberzeugen wir uns davon, da8 &, surjektiv ist. Es sei hierzu ein
B € Mb, (R, S) vorgegeben. Fir x €R gehort B(x, ...) zu Mb,_;(R,S) und
infolgedessen nach Induktionsvoraussetzung
(686) A(X):=®' (B(x,...))
zu L,_;(R,S) mit
(6.8.7) A L, = 1B, .. )My, -

Die Linearitit von (b;'_, und von B beziiglich x impliziert, daf A linear von x ab-
hingt, d.h. eine lineare Abbildung von R in L _;(R,S) ist. Um die Beschrinktheit
von A nachzuweisen, beachten wir, da8 sich aus

IB(x,ha, ... hp) | S IBlmp - IX]-Thg] ... Thy] (X, ha,...,hy €R)
mit (6.8.7) die Abschitzung

[AX |y, = 1B, ...)ImMq_; S IBlIm, " Ix1.
das heifit
(6.8.8) IAlL, S IBim,

ergibt. Danach gilt AEL,(R,S), ferner gemif (6.8.4), (6.8.6) B = ®,(A), womit
die Surjektivitit von &, bewiesen ist.

Schlielich entnehmen wir den Ungleichungen (6.8.5), (6.8.8) die Normiso-
morphie

[®a(A) M, =1AlL, .

wonach gleichzeitig auch die Injektivitiat von &, klar ist.

Der Hilfssatz (6.8.3) besagt, da man die Elemente der Rdaume L, (R,S) und
Mb, (R, S) identifizieren kann. Insbesondere werden wir dementsprechend im
Folgenden die n-te Ableitung f (n) (x) als ein Element von Mb,(R,S) auffassen.

Wie bei der ersten Ableitung diskutieren wir auch bei der n-ten Ableitung
eingehender den Spezialfall R = IR¥, S = IR’

Hierzu stellen wir zundchst fest: Ist dimR < oo, so gilt

(6.8.9) Mb, (R,S) = M, (R,S);

diese Beziehung begriindet man unter Benutzung der Hilfssitze (3.3.2) und (6.8.3),

man kann sie jedoch auch direkt in Analogie zum Hilfssatz (3.32) erschliefien.
Weiter bezeichne

Talkx I; IR):= {(ai;j,,....in)i= 12,00 }
p=1,2,...,k °=1,...,n)
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den Vektorraum der k x /-Tensoren n-ter Stufe iiber IR. Wie aus der linearen
Algebra bekannt ist, gilt

(6.8.10) M,(IR* IR') = T,(kx ;R);

diese Isomorphie ist mit

E(")
1
h, = : er* @=1,...,n)
£V
durch
. . (1) ()l
al n
(6811) Ah|hn = ZJ ai;jl""’jnzll z’l‘l)
Vigein=1 i=1

gegeben, worin bei vorgegebenem A € Mn(lR"‘ R') die Koeffizienten iy ig
mit Hilfe der Einheitsvektoren e; durch

. .
iy, emrin = G A - &y

bestimmt sind. So ergibt sich z.B.im Fall n=2,/=1

k
_ (1) .(2)
Ahih= Do 8k
‘ jpia=1
d.h. den Bilinearformen A €M, (IR¥, IR) sind die reellen (k,k)-Matrizen zugeordnet.

Es sei nun f eine Abbildung von D C IR in IR, die in xo € D n-mal differen-
zierbar sei. Nach (6.8.3), (6.8.9) sowie (6.8.10) hat man

Lo (IR¥, IR) 2 Mb, (IR¥, IR) = M, (IR*, IR) = T, (k x 1;R)
und daher im Sinne der Darstellung (6.8.11)

k
6812) P (xo)h;...hy= Y (™ (xo)ej, ... &1 .. .
jpeeerin=1

Durch Induktion nach n zeigen wir, da8 f in xo nach simtlichen Koordinaten bis
zur Ordnung n partiell differenzierbar ist und dabei

(6.8.13) f(“>(xo)eil...ejn=-52—j—(...atja (%)...)(xo)
1 n-1 n

gilt. Ist n =1, d.h. fin x, differenzierbar, so erhilt man auf Grund der Ketten-
regel (6.6.9)

f(Xo"’ tejl)—f(Xo) of

=lim ————————— = —— (xo) -
t=0 t—~0 t 0kj,

, d
f (XO)ejl = af(xo + tejl)
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Zum Schiuf von n auf n+ 1 gehen wir davon aus, da8 f in xo (n + 1)-mal differen-
zierbar ist. Setzen wir dann

Dg:= Df(n), g(x):= f(“)(x) (x €Dg) .
so ist g eine Abbildung von D, C IR in L,,(IR", IR) sowie
Xo € lo)g , g differenzierbar in xo, g'(xo) = £ (%) .

Weiter hat man — man beachte dabei die Konvergenz beziiglich der Norm in
La(1R*, IR) bzw. Mb,(IR*, IR) —
g(xo * tej )~ 8(xo)

(g'(xo)e,-l)e,-2 ~..ej = { lim

i ... €
t—0 t € In+1

.1
=‘h_{not_ {8(xo ttej e;,...e;  —g(Xo)ej, ... .}

und infolgedessen gemaf der Definition von g

1 T |
f(n*' )(xo)e,-l...ejnﬂ-th_r.no; {f(")(’“+tein)eiz"'ein+| "f(n)(xc')eif"ejn'*l}'

Unter Benutzung der Induktionsannahme fithrt dies unmittelbar zu

f(nﬂ)("O)ei,---eiM. =

=tli_t"no% {%; ( (a—gi—l) ...‘)(xoﬂe,.l)- %2 ((at?:ﬂ))(x")}

- (%l (52’—2 (azzil)”'))("”‘
was zu beweisen war.

Eine Abbildung A € M, (R,S) nennt man symmetrisch, falls fiir alle
h,,...,h, €R und jede Permutation o der Zahlen {1, 2, ..., n}, d.h. fur jedes
0ES,

Ahyh, .. hy = Ahgqyhe(a) ... ho(n)
gilt. Auskunft iiber die Symmetrie der n-ten Ableitung einer Abbildung gibt der

(6.8.14) Satz (von Schwarz). Es seien R,S normierte Vektorriume iiber K,

f eine Abbildungvon D C R in S, xo €D und f in xo n-mal differenzierbar.
Wir behaupten: £® (x,), als Element von Mb,(R,S) aufgefaft, ist symme-

trisch.

Beweis. Wir gehen induktiv vor. Fiir n =1 ist nichts zu zeigen; der Kern des Be-
weises ist der Fall n=2:

Hierzu wollen wir zunichst voraussetzen, daf R ein Vektorraum iiber IR
sowie S = IR ist. Vorgegeben seien h, kER und € > 0. Da f in x, zweimal
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differenzierbar ist, konnen wir ein p > 0 wihlen, so da K(x,,p) C Df. und
(6.8.15)  If'(x) —f'(x0) ~ f"(X0) (X~ X0) | S €-Ix = Xo| (x EK(x0,p))

_ gilt. Weiter bestimmen wir zu p ein 7> 0 mit 7-(|h| + |k|) < p; offensichtlich
gehoren dann die Punkte xo+ 7k, xo+ 7h, Xo+ 7h + 7k sowie fiir x € xq, Xo + 7K
auch x +7h zu K(xo, p).

Wir kénnen daher
(68.16) g(x)=f(x+7h)—f(x) (XExp,X0t7k)

sowie
(6.8.17)  G(h,k) (1) = 8(xo * 7k) — 8(x0)

setzen. Der Mittelwertsatz in IR, angewandt auf die reellwertige Funktion
h(t) : = g(xo + tk) im Intervall [0, 7], liefert mit einem 0 < <7 unter Benutzung
der Kettenregel (6.6.9)

8(xo + 7k) — 8(Xo) = 8'(Xo * £k) Tk
und infolgedessen nach (6.8.16)
IG(h, k) (1)~ 72 (f" (xo)h)K | = |8'(xo + £k) 7k — 72(f"' (x0)h)k |
S 18'(xo + £k) — "' (x0) (Th) | -7 - k|
< {If'(xo + Th + £k) — f'(x0) — f"'(x0) (rh + £k) |
+ (%o + £k) — f'(x0) — £ (x0) (k) 1}-7- K[ .
Hierauf wenden wir die Abschitzung (6.8.15) beziglich x = xo + 7h + £k und
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X =Xo + £k an, was zu
IG(h, k) (1)~ 72 (f"(xo)h) k| £ € {|7h + £k| + |EK|} 7 |K|
Se(lhi+21kl) 7 |k],

mithin zu
— |Gh,K)(") :
m | = (" o) K| S (1 + 2 k) IK]

fiihrt. Da hierin € > O beliebig ist, verschwindet der Limes superior, und es existiert
folglich
G(h,k) (1) "
—— =(f (xo)h)k.
7VO0 T
Zu beachten bleibt, daB h und k in G(h, k) (r) vertauschbar sind.
Ist S ebenso wie R ein reeller Vektorraum, so betrachten wir mit / €L, (S, IR)
die reellwertige Abbildung

f=0oHX®=1(f(x)) (xED).

Nach der Kettenregel (6.6.9) sowie der Bemerkung (6.6.2), (iii) ist f in einer Kugel
um x, differenzierbar und hat dort die Ableitung

f'x)=1f'(x).
Die Produktregel (6.6.5) und die Bemerkung (6.6.2), (ii) besagen, daB f in x, zwei-
mal differenzierbar ist und die zweite Ableitung dort mit h €R die Darstellung
" (xo)h =1(f" (x0) h)
besitzt. Nimmt man ein k € R hinzu, so ergibt sich
(F" (o) W)k =1((f" (xo) h) k) .
Wie wir bereits bewiesen haben, ist ''(xo) symmetrisch, d.h. h und k auf der
linken Seite der letzten Gleichung, mithin auch auf ihrer rechten Seite sind ver-
tauschbar. Daher ist fiir jedes lineare beschrinkte Funktional / auf S
H{(" (xo)h) Kk~ (f"(x0) k) h}=0,
mithin auf Grund der Folgerung (6.6.12) auch f"'(xo) symmetrisch.
Sind R,S Vektorriume iiber €, so fassen wir diese, wie wir es schon mehr-
fach gemacht haben, als Vektorriume iiber IR auf.

Damit ist der Fall n = 2 vollstindig bewiesen; wir kommen dementsprechend
zum Schluf von n auf n+ 1: Esseialso f in xo (n+ 1)-mal differenzierbar; zu
zeigen ist

D (ko). R b =@ (xg). KL
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Wir betrachten zunichst den Fall,da h’ und h”’ nicht an der ersten Stelle der
Argumentliste stehen. Hier setzen wir

800 =fP(x) (xE€Dm)
und erhalten wiederum mit (6.6.9)

f™*D(xo)h,...h"...h"... = (g (xo)hy) ...h"...h""...

.1 P
((h_n:no?{g(x0+thl)—g(xo)}).l.h...h

tuanr:)%{g(xo+th,)...h’...h”.“-g(xo)...hh..h"...},

wobei zu beriicksichtigen ist, daB es sich um Konvergenz in L, (R,S) bzw. Mb,(R,S)
handelt. Die Induktionsannahme ergibt dann

f@*D(x)h,...h'...h"...

limo%{g(xo+th,)...h"...h'...—g(xo)...h"..lh'...}
Jin

(8 (x)hy) ...h"...h'...
= fO*D(xo)h, . W H L
Es bleibt die Situation h'=h,, h" =h, zu untersuchen. In diesem Fall betrachten
wir
gx)=f""V(x) (XEDyn-1)
und erschlieBen mit Hilfe der bereits bewiesenen Aussage fir n=2

£+ D(xo)h'h"... = (g"(xo)h'h"") ...
= (" (xo)h"h') ... =fO*Dx)h'"n' ... .

Die Bedeutung des Satzes (6.8.14) erliutern wir im Spezialfall R = IR, § = IR
niher: Ist eine Abbildung f in xo €D C IR n-mal differenzierbar, so ist f(")(x )
insbesondere im Bezug auf die Einheitsvektoren e; i, @=1,...,n) symmetrisch,
was nach (6.8.13) besagt, daB} die partiellen Ablentungen bns zur Ordnung n in be-
liebiger Weise vertauschbar sind.

Unser nichstes Ziel ist der Satz von Taylor fiir Abbildungen in normierten
Vektorriumen. Hierzu ist die Einfiihrung und Diskussion von Polynomen in der-
artigen Riaumen sinnvoll. Wir formulieren dementsprechend den

(6.8.18) Hilfssatz. Es seien R,S normierte Vektorraume iiber IK. Fir v=0,1,...,n
habe man Abbildungen A, €L, (R,S), die — im Sinne von (6.8.3) als Elemente von
Mb, (R, S) aufgefat — symmetrisch seien; dabei gelte speziell A, # 0.

Wir setzen fiir x€ER, 0S usvp

Ax¥i=A,x...x
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definieren hiermit als ,,Polynom n-ten Grades"

n
P(x):= Z A, X"
v=0
und behaupten: P ist als Abbildung von R in S beliebig oft differenzierbar und
besitzt fiir k € IN die Ableitungen

n
PM(x)= Sp@—1)...(n-k+ 1)AX"*,
V=K

wobei fiir k > n als Wert der ,,leeren Summe** die 0 € L, (R,S) anzusehen ist.

Beweis. Zu symmetrischem A€ L,(R,S) betrachten wir fir 0 S u S v

h,(x) :=Ax* (x€R).
Wir zeigen: h, als Abbildung von R in L, _,(R,S) ist differenzierbar und hat dort
die Ableitung
0€L,,(R,S) firu=0,
uAxH! fir ISusvy.
Den Beweis hierzu fithren wir durch Induktion nach u. Nach (6.6.2), (ii) ist die
konstante Abbildung hy(x) =A in R differenzierbar mit einer Ableitung der
Form (6.8.19). Zum Schluf von g auf p+ 1 (£ v) stiitzen wir uns auf die in der
Ubungsauf&abe 6.10 angegebene Folgerung aus dem Produktsatz. Dazu identifi-
zieren wir f =idg, g=h. f ist eine lineare beschrinkte Abbildung von R in sich;
gemif (6.6.2), (iii) ist sie in R differenzierbar mit f'(x) =idg (x €R). gist eine
Abbildungvon R in L(R,L,_,_;(R,S)); nach Induktionsannahme ist sie in R

differenzierbar, wobei ihre Ableitung durch (6.8.19) gegeben ist. Nach Aufgabe
6.10, (ii) ist dann das Produkt

hy +1 (%) = by (x) F(x)

in R differenzierbar, und es gilt mit k ER

(6.8.20) h"‘ Mk =(h, (x)k)x +h, (x)k .

Ist u 2 1, soergibt sich durch Einsetzen von (6.8.19)
h, , (0k =(uAx* Tk x + AxMk

folglich auf Grund der Symmetrie der Abbildung A
h;‘ﬂ(x)k =(u+ 1)Ax¥k,

also, da hierin k beliebig ist, die Induktionsbehauptung. Diese folgert man im
Fall 4 =0 ebenfalls aus (6.8.20), indem man die Beziehungen ho (x) = A, hy(x)=0
beachtet.

(6.8.19) h'(x)=
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Wir beweisen nun in Verallgemeinerung des Hilfssatzes (6.7.1) den

(6.8.21) Satz (von Taylor, 1. Fassung). Es seien R,S normierte Vektorriume
iiber IK. g sei eine Abbildung von D C R in S; diese sei auf der Strecke X X
n-mal stetig differenzierbar und geniige der Ungleichung

(6822) 1™ ®) - gP(x)IS 7 1E-X| (EEXK).
Unter diesen Voraussetzungen ist

|
O NE
v=0

abschdtzbar.

y
Y (x0) (x = %01 S Gy 1% = Yol

Beweis. Wir setzen wiederum o.E. voraus, da R,S nommierte Vektorraume iiber IR
sind. Zur Abkiirzung fiihren wir die Abbildung

(6823) G(®)=8®)~ Y + £ (xo) € - x0)
v=0

ein. Der Hilfssatz (6.8.18) besagt, daB G ebenso wie g auf X x, n-mal stetig
differenzierbar ist, wobei insbesondere

(6.8.24) G(x0)=0, G'(x0) =0, ..., G™(x,) =0
gilt. GemaB der Folgerung (6.6.12) gibt es ein / € L(S, IR) mit
1(G(x))=1GX)|, HIst.
Weiter setzen wir fir t € [0, 1] ¢(t) = xo + t(Xx — Xo) und bilden hiermit
F(t)=(loGoyp)(t).
Wir behaupten: diese reellwertige Funktion F ist in [0, 1] n-mal stetig differenzier-
bar und
(6.825) F®)=1[GP(p(1)) (x-%0)’] ®=0,1,...,n).
Den Beweis dieser Aussage fithren wir durch Induktion nach v. Fiir » = 0 ist nichts
zu zeigen. Zum Schluf von v auf v+ 1 (S n) kann man neben der Kettenregel
(6.6.9) die Produktregel (6.6.5) heranziehen; einfacher ist es jedoch, durch direkten
Grenziibergang (unter Benutzung der Kettenregel) die Existenz der Ableitung
FU* () = (1[G (p(1) (x - x0) 1} = 1[G * P (0 (1)) (x - x0)* ']
zu erschlieflen.
Aus (6.8.25) folgt mit (6.8.24) speziell

F®@©0)=0 @=01,...,n).
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Diese Gleichungen (fir » £ n — 1) verwendet man, um induktiv mittels partieller
Integration fiir t € [0, 1] die Darstellungen

— w1
(6.8.26) F(1)= J.F(")(r)( )1)- dr (@=1,2,...,n)

herzuleiten. Nun gilt nach (6.8.25)

F® (1) = 1{G™ (9(r)) (x — X0)"] = 1[&® (#(7)) ~ 8™ (x0)) (x - %0)"],
mithin auf Grund der Voraussetzung (6.8.22) die Abschitzung

IE® (7)) S 710(r) - Xol 1x = Xol" =7 Ix = %o|"*'7,

die, auf (6.8.26) angewandt, die Behauptung
1
n-1 Y n+1 _L n+1
lG(x)|=F(1)§Jr(l-—r dr Gy Ix = Xl = S 1l

0
liefert.

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes (6.6.13) folgert man den
(6.8.27) Zusatz. Die Ungleichung (6.8.22) ist erfiillt, falls g auf X xo (n+ 1)-mal
differenzierbar und

g™V E)Isy (EEXK)
abschitzbar ist.

Fiir reellwertige Abbildungen notieren wir den in gewissem Sinne weiter-
gehenden

(6.8.28) Satz (von Taylor, 2. Fassung). Es sei R ein normierter Vektorraum iiber IR.
g sei eine Abbildung von D C R in IR; diese sei auf der Strecke X Xg (n + 1)-mal
differenzierbar.

Dann existiert ein £ EXXo, X und # xq, so daf

n
1 1
800= 2 578V (o) (x=x0)"+ iy 67TV O (- xo)
v=0
Beweis. Mit ¢(t) = xo + t(x — xo) betrachten wir hier die reellwertige Funktion
G(t) =(gow)() (t€[0,1]).

Gemif den Uberlegungen zum vorangehenden Satz ist G in [0, 1] (n + 1)-mal
differenzierbar und dort

GOt = g (1)) (x-%) ®=0,1,...,n+1).
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Den erweiterten Mittelwertsatz — vgl. z.B. Erwe [14], S. 141-145 — wenden wir
nun beziiglich der Funktionen

F() =) ;lTG(")(t)(l—t)", Ho=(1-9"*" (t€[0,1])
v=0 :
an; danach existiert ein 0 <7 <1 mit
F(1)-F(0) F(r)
H()-H©O) H'(r)’

Wir wihlen & = ¢(7) und erhalten auf Grund der Beziehungen

F(1) =G(1) = g(x), F(©) = 3 G0 = 3 L 69 x0) (x—xo)",
i v=0 v=0

H(1) = 0, H(0) = 1

sowie

F’(T) = Z 1% G(v+!)(f)(l _T)v_ }_: (v-]l)!
v=0 v=1

1
=GO -x)" (U )"
H@=-(+na-n"
durch Einsetzen unmittelbar die Behauptung.

G-

Schwichere Voraussetzungen als bei den bisher bewiesenen globalen Fassun-
gen des Satzes von Taylor geniigen bei der folgenden lokalen Aussage.

(6.8.29) Satz (von Taylor, 3. Fassung). Es seien R,S normierte Vektorriume
iiber K. g sei eine Abbildung von D C R in S; diese sei in xo €D n-mal differen-
zierbar.

Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir x € D

gx) = > ;,]—. £V (x0) (x = X0)" + 1x = X0l €(x) ,
v=0

worin € eine in xq stetige Abbildung von D in S mit €(xo) = 0 bezeichnet.
Wir fihren den Beweis durch Induktion nach n. Fiir n =1 ist die Behauptung
nach Definition (6.6.1) trivialerweise klar. Zum Schluff von n auf n +1 setzen wir

voraus, daf g in xo (n + 1)-mal differenzierbar ist; ferner konnen wir o0.E. zusitz-
lich - vgl. den Beweis zu Satz (6.8.21) — von

8(x0) =0, g'(x0) =0, ..., g"*V(xe) = 0
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ausgehen. Zu zeigen ist, da
1

€00 = lll
0 (x =Xo)

g(x) (Xx€D, #xo),

in xo stetig ist.

Hierzu sei € > 0 vorgegeben. Wegen n+1 2 2 ist g in xo mindestens zwei-
mal differenzierbar. Demgemas ist x, EDg' und g’ in xo n-mal differenzierbar.
Die Induktionsannahme besagt, dafl

1
0 (x =Xo)

in X, stetig ist. Infolgedessen existiert ein p > 0, so dal K(x,,p)C Dg' sowie
fir ¢ € K(xo,p)

(6.830) 18 @) S €lt—x0l"
gilt. Es sei nun x € K(x¢, p). Fiir { € XX, schitzt man nach (6.8.30)
188 (x) =18 S €lE —Xol" S (e1x = Xol" 1) 1§ — X0l

ab. Beziiglich v = € ]x — x| ™! sind somit die Voraussetzungen des Hilfssatzes
(6.7.1), d.h. des Satzes (6.8.21) im Spezialfall n = 1 erfiillt. Es folgt daher

g(x) (XEDy, #xo)

, 7 €
1801 = 18(x) ~ 8(x0) = 8'(X0) (x = X0) | S 5 X = X0l =51x —xo[* ",
womit der Beweis abgeschlossen ist.
Angemerkt sei, da man

POO = Y o g (x0) (x - x0)”

v=0

das n-te oskulierende Polynom von g in x, nennt. Speziell im Fall R = IR¥ § = IR
kann man hierin nach (6.8.12), (6.8.13) die (totale) Ableitung g% (x,) durch die
partiellen Ableitungen ausdriicken. Hierzu bezeichnen wir wie iiblich fiir

a= (o)} EN¥, x =(¢)k € IRK
lal=oytay + ...+, al=ay!-ay! gyt
o8] agy2 . g
und erschliefien unter Beriicksichtigung des Satzes von Schwarz die Beziehung

- a ag
X =g gk

6831)  LgOa)(x-xo = Y L@ (x0) (x-x0)",

lal=v
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die unmittelbar die Darstellung

n

POO= Y (3%8) (x0) (x — xo)"
lal=0

impliziert; hierzu vgl. Forster [18], Bd. 2, S.55-58.

AbschlieBend kommen wir kurz auf die Iterationsverfahren zuriick. Dabei
sei R ein normierter Vektorraum iber IK, g eine Abbildungvon DCR in R,

A A
X €D und g(x) =0.

Unter Benutzung des Satzes von Taylor leiten wir zunichst noch einmal das
Newton-Verfahren her. Dazu sei xo €D eine Niherung von X, g in xo differen-
zierbar und g'(xo) € J(R). Nach Satz (6.8.29), im Trivialfall n = 1, gilt speziell
fir x =X

0=g(X) = g(xo0) + &' (x0) (X —Xo) + |X — Xo| €(X) .

Liegt xo hinreichend nahe bei X, d.h. ist |e(X)| geniigend klein, so LBt sich ver-
muten, dafl x, in

0=g(xo0) + g (Xo) (X1 —Xo) »
d.h.
X; = Xo — g (X0) ' 8(Xo)

eine bessere Niherung von X darstellt. Erfiillt x, die gleichen Voraussetzungen
wie Xq, so definiert man in analoger Weise ein x, usw. Es ergibt sich so natiirlich
das Newton-Verfahren (6.7.5).

Wie wir in Satz (6.7.3) — siehe auch Ubungsaufgabe 6.15 — festgestellt haben,
ist das Newton-Verfahren quadratisch konvergent. Dies bedeutet, da bei jedem
Iterationsschritt die Zahl der signifikanten Dezimalstellen in etwa verdoppelt wird.
Trotz der hohen Rechengeschwindigkeit der heutigen Computer ist es unter Um-
stinden sinnvoll, ein Verfahren hoherer, z.B. kubischer Konvergenzordnung zu ver-
wenden; hierzu vgl. Ehrmann [13]. Zu derartigen Verfahren gelangt man folgender-
maflen:

Es sei wiederum x, eine Niherung von %, g jedoch nun zweimal differenzier-
barin x,. Abermals nach (6.8.29) hat man

’ A 1 " A A
0=g(R) = g(xo) + £ (x0) (X = Xo) + 5 8" (X0) (X~ x0)* + [X = X0 €(%) .
Danach sollte durch
' t 1 " 3
0=g(xo) + g (x0)do + 28 (x0) d} ,
Xy =x0+do

eine in der Regel bessere Niherung X, bestimmt sein. Die in do ,,quadratische
Gleichung* ist aber nur schwer zu l6sen, sie wird daher , linearisiert*. Dies ge-
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schieht auf zwei verschiedene Arten:

(i) Man berechnet der Reihe nach ¢y, do, X; aus
8(xo) + g'(X0)co =0,

(6832) 3 80o) + & (xo)do *+ 38" (Xo) Codo =0,
X; = Xo t dg

und entsprechend rekursiv c,,, d,, X, +; aus
8(xn) +8'(Xa)ca =0,

(6833) 3 8(a) + 8 (tn)dn+ 38" (n) a8 =0,
Xp+1 = Xptdy .

Durch Einsetzen von ¢, und d, erhilt man also
1

(6833) a1 =xn= [ 1= 38 (08" ()€ (t0) " 80%0)| 8Cxn) " 8Xn) -

Dabei ist natiirlich vorauszusetzen, daf die auftretenden Rechenoperationen durch-
fithrbar sind. (6.8.33) bzw. (6.8.33') nennt man das Halley-Verfahren oder in Anbe-
tracht seiner geometrischen Bedeutung auch das Verfahren der tangierenden
Hyperbeln.

(i) Man linearisiert die zweite Gleichung in (6.8.32) weitergehender, d.h. man
berechnet hier dy aus

8(xo) + 8/ (o) do + %g”(xo) =0.
Dies fiihrt rekursiv — soweit sinnvoll — zu
8(Xa) * g (Xn)cn =0
(6834) § g0x)+ &/ Cxa)dy + 38" ()2 =0,
Xn+1=Xptdy,
bzw. aufgelost zu
(8634)  Xp+1=Xn— 8 (xn) " 80a) 3 8 (%) 8" (xa) (8 (x0) ™ 8x))’

und heifit T'schebyscheff-Verfahren oder Verfahren der tangierenden Parabein.

In dhnlicher Weise kommt man auch zu Verfahren noch héherer Konvergenz-
ordnung; Genaueres findet man bei Doring [9].

Wihrend man sich zur Motivation der verschiedenen Iterationsverfahren auf
die lokale Fassung des Satzes von Taylor stiitzt, benutzt man zum Beweis geeigneter
Konvergenzsitze die globale 1. Fassung des Satzes von Taylor. Analog zum Newton-
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Verfahren hat Doring Konvergenzaussagen fiir das Halley -Verfahren in [11] und fiir
das Tschebyscheff-Verfahren in [12] bewiesen; dabei sind auch geeignete a priori
sowie a posteriori Abschitzungen der Verfahrensfehler angegeben.

Das Halley -Verfahren sollte gemaf seiner Herleitung etwas rascher konver-
gieren als das Tschebyscheff-Verfahren; dies wird durch die Praxis auch voll be-
stitigt. Demgegeniiber ist der Rechenaufwand beim Tschebyscheff-Verfahren etwas

geringer.

(6.8.35) Beispiel. Wir berechnen die im Intervall ]0, 1[ liegende Nullstelle des

Polynoms

P(x) =x*-5x3+x%+1

mit Hilfe der erwdhnten Iterationsverfahren, jeweils ausgehend von
X0 =0,5;

dabei verwenden wir eine 24-stellige Dezimalarithmetik. In den folgenden Tabellen
sind die signifikanten Stellen jeder Niherung unterstrichen; hierdurch kommen die

Konvergenzordnungen der Verfahren recht gut zum Vorschein.

Newton-Verfahren

k

Xk

(= R I S R S R

0,805555555555555555555556
0,715417448427476286588775
0,703487210635426691796221
0,703282982376015009646237
0,703282922964201550252416
0,703282922964196523032428

Halley -Verfahren

k Xk

1 0,681985294117647058823529
2 0,703267059230422831323212
3 0,703282922964190313975401
4 0,703282922964196523032428
Tschebyscheff-Verfahren

k Xk

1 0,598079561042524005486969
2 0,695913747766220343656072
3 0,703281436626732652159067
4 | 0,703282922964196511264947
5 0,703282922964196523032428
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Obungsaufgaben zum 6. Kapitel

Aufgabe 6.1. Essei (R, d) vollstindiger metrischer Raum, DC R, x €D, T Ab-
bildung von D in R mit |T| < 1. Es bezeichne
.
P =TT d(x, T(x)),

D*:= {y€R: d(y,x)sp'};

Man zeige:
(i) T(D*CD*,
(i) T besitzt in D genau einen Fixpunkt X,
(iii) X liegt in D*; fiir jedes X, € D™ strebt x, = T"(x,) gegen X fir n = oo,
(iv) es gelten die Fehlerabschitzungen
"l

400 S 40y 39 T (REW),

IT|
d(xp, x) £ d(Xp, Xp-1) T=IT (nEIN,>0).

Anleitung: Nach der Aussage (i) beweist man die Aussage (iii), indem man den
Banachschen Fixpunktsatz (6.1.7") auf den metrischen Raum D* anwendet; erst
danach ist (ii) zu zeigen.

Aufgabe 6.2. Man berechne die kleinste positive Nullstelle von
f(x) = cosh(x) — 2x

mit dem Iterationsverfahren
X0 =0, Xp 4, =%cosh(x,,) (n=0,1,2,..)

auf 6 Dezimalstellen genau. AnschlieBend zeige man, dafl die Voraussetzungen der
Aufgabe 6.1 mit einem geeigneten D und D* erfiillt sind und die Folge der x, ab
einem geeigneten N € N in D* liegt. SchlieBlich filhre man eine Fehlerabschitzung
durch.

Losung: X =0,589388; man wihlt beispielsweise D =[0;0,6], D* zu x = 0,5.
Aufgabe 6.3.

(i)  Man zeige: das Gleichungssystem

£ -3t+2n+2=0,

® nt-6n-£-2=0



162 6. Iterationsverfahren

besitzt in

R:=[0,05]x[-0,5, 0]
genau eine Losung (E, 7). Hierzu forme man das Gleichungssystem (*) so um, daf
die erste Gleichung nur noch £, die zweite Gleichung nur noch n als linearen Term
enthilt. Auf diese Weise gelangt man zu einem Fixpunktproblem, in dem der zuge-

horige Operator T: R - R beziiglich der Maximums-Metrik einen Betrag < 0,25 be-
sitzt.

(ii) Man berechne ( ? 1) auf 6 Dezimalstellen genau.

(iii) Man zeige, daB das System () in [—1, 1] x [~ 1, 1] auBer (&, %) keine
weitere Losung besitzt. Hierzu gebe man eine w-Norm an, beziiglich der der
Operator T aus (i) in [—1, 1] x [~ 1, 1] kontrahierend ist.

Losung zu (ii): (E; 1) = (0,440210; — 0,382338) .
Aufgabe 6.4. Essei C eine invertierbare (n, n)-Matrix, L und R seien wie zu
(6.2.26) definiert. Bei der Ausfiihrung von (6.2.27) werde
Im =b~-CXpmy Xm+1=Xm +dm
exakt berechnet; hingegen mogen bei der Losung der Gleichungssysteme
Lfy,=Pry, Rdy=f, (m =0,1,2, )
Rundungsfehler auftreten, so daf — vgl. (3.6.27) —
P(C+Fy)dn=Pr, (m=0,1,2,..)
mit von m abhingigen (n,n)-Matrizen F,, gelte. Hierbei sei

IC"Fmﬂw§a<% (mEN)

vorausgesetzt. Man zeige, daB die Folge der x,, auch jetzt gegen die Losung X
von Cx =b konvergiert.

Aufgabe 6.5. Es sei

1 05 1
G= ( 05 1 1 ) .
-2 2 1

Man zeige, dafl das Gesamtschrittverfahren zur Losung von Gx =h konvergiert, das
Einzelschrittverfahren nicht.

Aufgabe 6.6. Man zeige, da fir

10 1 1 1
10 10 1 1
10 10 10 1
10 10 0 10



Ubungsaufgaben zum 6. Kapitel 163

das Einzelschrittverfahren konvergiert, obwohl das schwache Zeilensummenkriterium
und das schwache Spaltensummenkriterium nicht erfiillt sind.

Aufgabe 6.7. Man beweise Hilfssatz (6.5.11).
Aufgabe 6.8. Essei Q=[0, 1] x [0, 1], f(x,y) =~ 2a? sin (7x) sin (7y).
Man zeige:
(i) u(x,y):=sin(wx)sin(ny)
ist Losung der Randwertaufgabe
Au=f in 6, u=0 auf 9Q.
(ii) Essei

h=$ (NEN, >0).

Man zeige, daf die diskretisierte Aufgabe
{ Bpup(x,y) =f(x,y) ((x,y)€Qn),

up(x,y) =0 ((x,y) €0Qp)
von
h?n?
up (x,y) := 2(1 —coswh) u(x,y) ((x,y)€Qun)
gelost wird.

(i) Man folgere aus (ii) fur h= 33 (MEN,>0)

max {Juy (6,9 - vy (6,9 €)= B+ 0K (h+0).
Hinweis zu (ii): Man beachte, dal nach Hilfssatz (6.5.11)

E* Yy e d,
ein Eigenvektor der Koeffizientenmatrix G des Gleichungssystems (6.5.7) ist.

Aufgabe 6.9. Das Gleichungssystem (6.5.7) sei als
Gu=c¢

geschrieben. Ausgehend von u, =0, sei (up), die mit dem Gesamtschrittver-
fahren konstruierte Folge von Niherungslésungen; es bezeichne

Im:=c—Gu, (MEIN).
Man zeige:
(i) Im = 4AGes (um - “m—l) B

. - 1 -
(i) up-um_; =AZ';'”’(ul —-uy) = zAgulc.
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In der Zerlegung von c in Eigenvektoren zu Ag,,, also
N-1

¢= D %a¥Xa (@%q€R)

P.q=1
mit den xp 4 aus (6.5.11) sei
lag 11+ lan -y, n-1l? # 0
vorausgesetzt. Wir bezeichnen

0 imFall NS2,
p= cos(gl)
{1 (1+ N

2

n

) (<1) imFall N23.
Cos(g

Man folgere mit den Methoden von Kapitel 5.1 aus (ii) folgendes Verhalten beziglich
der euklidischen Norm:

(i) | AGes (U — Um-1)1 = €05 () I ~Um-11 (1 +0(p™))  (m~<=).
Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von (i) die asymptotische Ubereinstim-
mung der Abschitzungen (6.5.19) und (6.5.22).

Aufgabe 6.10.
(i) Man beweise die Produktregel, also Satz (6.6.5).

(ii) Es seizusitzlich T: D —~S,, differenzierbar in X, gegeben. Man zeige:
die Abbildung

h:D-S;
mit ’
h(x) = g(x) f(x)
ist differenzierbar in xo, und man hat fir k €R
B" (xo)k = (g (x0)k) T(x0) + 8(x0) (' (x0)K) -
Zum Beweis verwende man (i) und beachte die Normisomorphie
S, ~L(IK,S,).

Aufgabe 6.11. Mit Hilfe des Fixpunktsatzes (6.1.7) beweise man die folgende
Version des Satzes iiber das Newton-Verfahren:

Es sei R Banach-Raum iiber IK, xo €R, p >0 und k 2 0; es bezeichne
K(xo,p) := {x ER: |x —Xo| S p}.

Es sei
g: K(xo,p) = R



Ubungsaufgaben zum 6. Kapitel 165

zweimal differenzierbar; ferner gelte fiir alle x € K(xo, p)
g )<k,
g)EIR), [gX) ' 1gx) '8k Sp<I
und schlieflich

ﬁ 18'(x0) " g(x0)I S p .

Dann gilt:
(i) g besitzt in K(xo,p) genau eine Nullstelle X ;
(ii) die durch

Xn+1=Xp—8(X5)'8(Xa) (REIN)
definierte Folge strebt fir n - gegen X,
(iii) es gelten die Abschitzungen

n
Ixp— %1 S %plx.-xol e,

X —R S l—prlxn-x,,_” (nEN,>0).
Aufgabe 6.12. Essei R Banach-Raum, X €R, r'>0, k >0. Es sei g eine zweimal
differenzierbare Abbildung von K(x,r') C R in R mit den Eigenschaften

8(X) =0, g(X)EIR)
und

ISk (xEK(XT));

hierzu bezeichnen wir

w:=1g®)".
Ist dann
t=min|if —1-(cm<)‘l
3712 ’

so erfiillen alle X, €R mit |xo—X| S r die Voraussetzungen der Aufgabe 6.11,
und zwar mit

p=2r.
Aufgabe 6.13. Es seien die Voraussetzungen des Satzes (6.7.3) iiber das Newton-
Verfahren und zusitzlich die schirfere Bedingung

1
< =
h_4
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erfiillt. Man zeige, da auch das vereinfachte Newton-Verfahren mit
A =g(xo)
gegen X konvergiert. Bei der Anwendung des Satzes (6.6.14) wihle man
P =218 (x0) " 8(x0) !
und beachte, da} statt der Bedingung
osup(l-p)
die schwichere Voraussetzung
A" g(xo)1 S p(1-p)

geniigt.

Da das vereinfachte Newton-Verfahren fiir x; den gleichen Wert wie das
Newton-Verfahren liefert, lifit sich die Fehlerabschitzung (6.6.16) fir |x, —X|
auch im Newton-Verfahren anwenden.

Aufgabe 6.14. Es seien die Voraussetzungen der Erginzung (6.7.30) erfiillt und
hierbei

r:= % min {r’, (wk)'}.

Man zeige: g besitzt in K(X, 4r) nur die Nullstelle X.
Anleitung: Fir x €K(X, 41) zeige man unter Benutzung von (6.7.1) die Un-
gleichung

VA N- l
g (®) g2 51x-X].

Aufgabe 6.15. Essei R Banach-Raum, X €R, (x,)o eine Folge in R. Man sagt,
die Folge (x,)g konvergiert linear oder von 1. Ordnung gegen X genau dann,
wenn ein p mit 0 <p <1 existiert, so daB fir alle n

A A
lxni-l-xls plxn_xl

gilt. Fiir k 2 2 heifit die Folge (x,)o von k-ter Ordnung konvergent gegen X
genau dann, wenn x, gegen X konverg;ert und ein ¢ > 0 existiert, so daf fiir
alle n€IN

IXn+1-%1 S clxa - %1%
Im Fall k = 2 spricht man auch von quadratischer, im Fall k = 3 von kubischer
Konvergenz.

Man zeige:

(i) Die Folge des vereinfachten Newton-Verfahrens in Satz (6.6.14) konvergiert
linear gegen X.
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(ii)  Unter der zusitzlichen Voraussetzung
g(X)€IR)

konvergiert in Satz (6.7.3) die Folge des Newton-Verfahrens quadratisch gegen X.
Hierzu zeige man, daB die Folge der |g'(x,)™"] beschrinkt ist, und benutze die
Beziehungen

Xn+1 =& =g (xn) ' [8 (%) (Xn = %) ~ (@(xa) ~8(X))] .
(iii) Fiir das Beispiel
g(x) =x? (g: IR = IR), X0 €IR, # 0 beliebig

zeige man, daf die Voraussetzungen des Satzes (6.7.3) erfillt sind, jedoch das
Newton-Verfahren nur linear konvergiert.

Aufgabe 6.16. 'Es sei D C IR", g eine Abbildung von D in IR", ferner xo € f),
g differenzierbar in x,. Man zeige:

(i) Die Abbildung h: D - IR, definiert durch
h(x) := Ig()I; = g(x)'g(x)

istin xo differenzierbar, fir k € IR gilt
h'(x0)k =2 8(x0)' g (X0) k .

(ii)  Es sei zusitzlich g(xo) # 0, g'(xo) invertierbar. Dann existiert ein 0 <A <1,
so daf fiir

0<AS A,
X) 1= Xo — A g (X0) ™' 8(Xo)
gilt
X2 €D, h(x)) S (1 = A\) h(xe) < h(xo) .

Aufgabe 6.17. Vorgegeben sei die Eigenwertaufgabe

Ay = ABy
mit

00 )

0 1
(i) Man zeige, daf firalle AEC, # |

dimH,(A,B) =1.
(i) Essei g(x) gemif (6.7.35) definiert, und zwar mit

sx) =s(y):=n, (y=(m)]€C?).

A=B=(
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Femer sei f\e €, # 1 vorgegeben und hierzu

>>

= (i‘)eﬁ:zxc.
A

Man zeige:

{g(§)=0.

g'(X) ist nicht invertierbar.

Aufgabe 6.18. Essei g(x) gemif (6.7.35) definiert und dabei
s(x) =s(y) :=n, (y=(n)jE€C").
Bei Anwendung des Newton-Verfahrens auf die Abbildung g berechnet man, von
einem x, € C" x € ausgehend, fiir k=0, 1,2, ...
[ 8 (Xi) 1y = 8(Xk)
Xk+1 = Xk — Tk -
Es sei bezeichnet

dy Yk ) (®)
rk:(p(k)) ’ xk':()\(k)) ’ dk=(5i )?:]: Yk=(77i )?=1~

Man zeige:
(i) g (xx) entspricht der (n+ 1, n+ 1)-Matrix

( A-\®B I -Byk)

0.0 1 0..0| O
T

i
(ii) Unter der Voraussetzung
D=1
gilt fir alle k
s0=0, o}=1;
ferner geniigen die Komponenten 8?‘) (i#ip) von r, einem Gleichungssystem,
das aus

g (%) Tk = 8(xx)
durch Streichen der letzten Zeile und iy-ten Spalte entsteht.
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Aufgabe 6.19. Esseien A, BEM(n x n, €), s: C" x € -~ C linear und hierzu
g: C" x € - €C" x € durch (6.7.35) gegeben. Man zeige:

®

(i)

gilt

(iii)

g istin C" x € zweimal differenzierbar; man hat fir

x=<{), h=<2>, k=(g)€¢“x¢:

" _(~8Bc—eBd
s (495

Beziiglich der Norm
Ixl=max Iyl N} = (] )€e"x0)

1g"(x)1 S 21B|.
g istin €" x € sogar beliebig oft differenzierbar mit den Ableitungen
g (x)=0€L,(C"xC,C"xC) (¥z3).

169
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7. Interpolation

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Problemen der folgenden Gestalt:
Vorgegeben ist eine Klasse F von Funktionen, ferner n + 1 verschiedene Stitz-
stellen xo,x,, ..., Xn sowie n+ 1 Stirzwerte fy, f,, ..., f, in IR bzw. €. Gesucht
ist eine Funktion P € F mit der Eigenschaft

P(Xi)=fi (i=0,l,...,n).

Ist hierbei F die Gesamtheit der Polynome vom Grad < n, so spricht man
von Polynom-Interpolation; dariiber hinaus befassen wir uns mit der Interpolation
durch trigonometrische, rationale und Spline-Funktionen.

Die Interpolationsaufgabe kann dahingehend verallgemeinert werden, da8 in
den Stiitzstellen auch Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung vorgegeben sind:
diese Hermitesche Interpolation betrachten wir allerdings nur fir den Fall der
Polynome.

Die Interpolation ist die theoretische Grundlage fiir zahlreiche weitergehende
numerische Verfahren, so beispielsweise fiir die numerische Quadratur und in be-
schrinktem Umfange auch fiir die numerische Losung gewohnlicher Differential-
gleichungen, wie sie in Band 3 behandelt werden. Dabei wird eine in der Regel kom-
pliziertere Funktion f mittels der Stiitzwerte f; = f(x;) durch eine numerisch zu-
ginglichere Funktion P €F ersetzt.

Beim urspriinglichen Problem der Interpolation ging es darum, eine tabellierte
Funktion f fur solche x, die zwischen den Tafelstiitzstellen liegen, niherungsweise
zu berechnen. Diese Aufgabenstellung hat jedoch in den letzten Jahren stark an
Bedeutung verloren, da in den modernen Rechenmaschinen die wichtigsten trans-
zendenten bzw. elementaren Speziellen Funktionen fest verdrahtet sind; man be-
nutzt Funktionstafeln fast nur noch bei sehr komplizierten bzw. selten auftreten-
den Funktionen.

7.1. Polynom-Interpolation

Vorgegeben seien xo,X;, ..., Xp € €, und zwar paarweise verschieden,
sowie fo, fy, ..., fy € €. Gesucht ist ein Polynom P mit

.11 { ?{if)(f)ff G=0.1, ).

Hierzu beweisen wir den

(7.1.2) Satz. Die Newtonsche Interpolationsaufgabe (7.1.1) besitzt genau eine
Losung.

Beweis.

(i) Um die Eindeutigkeit nachzuweisen, betrachten wir Polynome P, Q vom
Grad £ n mit

P(x)=Q(x)=f; (i=0,1,...,n)
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und hiermit S =P — Q. Offensichtlich hat S einen Grad < n sowie mindestens
n + 1 Nullstellen — es ist namlich

S(xj) =P(x)-Q(x))=0 (i=0,1,...,n)
—, woraus bekanntlich S =0, d.h. P=Q folgt.

(ii) Die Existenz einer (der) Losung zeigen wir, indem wir diese explizit angeben.
Wir bezeichnen

k—1
(713)  px):= T x-x) (k=0,1,...,n+1)
K=0

und definieren hiermit die elementaren Lagrange-Polynome zu den Stiitzstellen
Xo, Xy, .., Xn durch

Po+1(X)

— i=0,1,...,n).
G xp,0p U "

Ij"(x) 1=

Wegen
n
P;\H(x;) = Tr (xj - Xx)
k=0
K#j
besitzt /' offenbar die Darstellung

X — Xy

(7.14) (0= T X=
k=0

K#*j

(xECT).

K

Die Ij" sind demnach Polynome vom Grad n und haben an den Stiitzstellen die
Werte
a0 G#)),
BOO= =
DemgemiB erfillt das Polynom

n
N n
PR
j=o0
die Bedingung (7.1.1), womit der Existenz- und Eindeutigkeitssatz (7.1.2) be-
wiesen ist.

Man nennt (7.1.5) die Lagrange-Interpolationsformel oder die Lagrange-
Darstellung der Losung zu (7.1.1). Diese Darstellung ist wichtig fir eine Reihe
weiterfiihrender Uberlegungen. Bei der numerischen Anwendung erweist sich je-
doch die Berechnung der l;‘ (x) als recht mithsam, so da man die Formel (7.1.5)
nur bei kleinem n oder dann, wenn mehrere Funktionen bei gleichen Stiitzstellen
und gleichem x zu interpolieren sind, benutzt.

(7.15)  P(x)=
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Numerisch vorteilhafter sind im allgemeinen die Algorithmen von Neville und
Aitken. Dabei wird das Interpolationspolynom P schrittweise aufgebaut. Eingehender
darstellen werden wir hier das Nevillesche Verfahren; beziiglich der Variante von
Aitken sei auf die Ubungsaufgabe 7.1 verwiesen. — Es bezeichne fir 0 s<s+usn
P¥ das durch die Bedingungen

Grad(P¥) < u,
7.16 s
(7.1.6) { Ph(x)=f, (i=s,s+1,...,s+p)
eindeutig bestimmte Interpolationspolynom. Grundlegend ist der
(7.1.7) Satz (Nevillesche Formel). Fir x € € gilt
Pl(x)=f, (s=0,1,....n)

sowie
(x - xg) P:+|(x)—(x_x;+u+1)P:(x)

Xg+p+1 Xs

(7.18) P(x)=
(s=0,1,...,n—u—-1; u=0,1,...,n—1).
Beweis. Die Beziehungen Pg (x) = f; sind klar; zur Begriindung von (7.1.8) be-

zeichnen wir das auf der rechten Seite der Gleichung stehende (von s, u abhingige)
Polynom mit Q. Wegen

Grad(PY, ) S u, Grad(P}) < p
ist zunachst
(*) Grad(Q)su+t1l.
Weiterhin hat man fir i=s+1, ..., s+u

PY, (x) =PL(x) = f;

und daher

Qx,) = (% — x;::“(i(::);ym 1) f=1, .
Ferner gilt

Q) == Pl Pl (x = 1,

ebenso erhilt man
QXg+p+1) =fsrpsr,
insgesamt also

(**) Q(x)=f; (i=s,s+1,...,s+pu+l).
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Gemaf Definition 16st P;‘ *! die Interpolationsaufgabe (*), (**), womit die Be-
hauptung

Q=py"!
bewiesen ist.

Das Nevillesche Verfahren besteht nun darin, bei vorgegebenen Stiitzstellen x;
sowie Stiitzwerten f; und festem x € € iiber die Rekursionen in Satz (7.1.7)

P(x) = P'(; (x) zu berechnen. Dazu verwendet man in naheliegender Weise das
folgende Schema, worin zur Abkiirzung

PY:=PY(x)

gesetzt ist:
Xo f-P
Po\ 2
B T =P
X2 f2=P l: 13 P3/Po\
xs | f,=P3— ’\P’/
3 B\Pl/ 2~
Xa f PO/ I

Es interessiert natiirlich insbesondere der Fall
x#x; (=0,1,...,n):
Hier kann man (7.1.8) gemifl
(xs+;.|+l s)Pg+|(x)+(x xs+p+|)(Ps+1(x)—P:(x))
Xs+pu+1— Xg
P:H(x) —P‘;(x)
Xs+pu+1— Xg

PY (%) =

o
= Ps + |( ) +
X=Xg+pu+1
umformen, woraus sich unmittelbar
u
PY(x)-PY, (x)

X =X
x—xs+p+l

(7.19)  PYT'x) =P (x)+

ergibt. Diese Formel ist vor allem dann vorteilhaft, wenn sich P“ *1(x) nur wenig
von P s +1(X) unterscheidet: unter dieser Voraussetzung wird nam]lch als letzte
Rechenoperatlon in (7.19) zu P“_ 1(x) eine Zahl kleinen Betrages addiert, was
bekanntlich — vgl. (1.3.8) — zur Fehlerdimpfung fiihrt.

Die Algorithmen von Neville und Aitken sind weniger brauchbar, sobald eine
koeffizientenweise Darstellung des Interpolationspolynoms P erwiinscht ist, wie
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z.B. dann, wenn mehrere Funktionswerte von P berechnet werden miissen. Unter
diesem Aspekt ist die Newtonsche Darstellung des Interpolationspolynoms vorzu-
ziehen; ihre Herleitung bereiten wir vor mit der

(7.1.10) Definition. Die dividierten Differenzen k-ter Ordnung
Af[x;, Xj+1, ... Xi+k] (0SiSi+k<n)

sind rekursiv folgendermafien erklart:
J Af[x;):=f; (0Sisn),

Af[Xia g, s Xiw s 1] = AF[X4, -, Xiwk]
Xi+k+1 ~ X{

Af[Xi, Xis1, -oh Xit k1] 0=
l ©sisitksn-1).

Hiermit notieren wir den

(7.1.11) Satz (Newtonsche Interpolationsformel). Das Interpolationspolynom
P= Pg zu (7.1.1) besitzt mit den Bezeichnungen (7.1.3), (7.1.10) die Darstellung

n

P(x) = D" Af[xo, X1, .o, X)) -
k=0

Wir beweisen etwas aligemeiner die Formel

m k-1
(7112 PY®) = 3 A Xerrs o Xeri] TT = %s4)
k=0 k=0

und zwar durch Induktion iber u. Fir u =0 ist
PO (x) = f, = Af[x,] .

Zum Schluf von u auf u + 1 betrachten wir das Polynom
Q) =P} (x) - P{(x);

dieses besitzt offensichtlich einen Grad £ u + 1 sowie die u + 1 Nullstellen
Q(x) =P¥"'(x)-P¥(x) =0 (i=s,5+1,...,s+p).

Folglich existiert ein ¢, +; €€, so daf

m
(7.113) P ) =Ph(0) * ¢y, T & =Xse4)
k=0

gilt. Zu bestimmen bleibt c, 4. Nach Induktionsannahme hat man
P:‘(X) =Af[Xg, Xg 1, -0 xs+“]x# ..,

PV (X) =Af[Xga1,Xs42, ooy Xsapaa ] XM ¥,
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mithin gemig (7.1.8)
Af[Xgays .oy Xgepr1] = OF[Xg, ooy X5 4 4]
xs+y+l -

Py = AL

L]

woran sich wegen (7.1.10) durch Koeffizientenvergleich mit (7.1.13), wie behauptet,
Cu+1 =OF[Xg, Xg41, oo Xs+ u+1]
ablesen lafit.
Wir vermerken als
(7.1.14) Zusatz. Die dividierten Differenzen sind symmetrisch in ihren Argumenten,
d.h. fiir jede Permutation (s, sy, ..., sy) der Zahlen (s,s+1,...,s+ ) gilt

Af[Xgg, Xgy5 ...,x,"] =Af[Xg, Xga1s -os X4 ] -

Beweis. Nach (7.1.12) ist Af[Xy,Xg41, ..., Xg+ 4] der Koeffizient von x* im
Polynom P“ Dieses ist durch die Engenschaften (7.1.6) eindeutig bestimmt, ins-
besondere unabhanglg davon, in welcher Reihenfolge die x; (s < i< s+ pu) aufge-
fihrt sind.

Nun zur numerischen Anwendung der Newtonschen Interpolationsformel:
Zunichst berechnet man die dividierten Differenzen gemifl der Rekursion in (7.1.10)
hierzu verwendet man das

(7.1.15) Schema.

= Af[x
Xo [ OI\Af[xo,x.]\
X1 —Af[ ] _—Of[xo, X1, %a] __
Af[xy, 2] Af[xo,x_,,xz,x3]

X f, = Af[x = Af[x s X2,
2 2 { Zl\Af[x;,Xgl {x1,x, Xa]
X3 fa—Af["a]/ : .

Sodann en'nittelt man fiir ein vorgegebenes a € € den Wert P(a) mit Hilfe des
(7.1.16) Algorithmus.

ok := Af[Xo, Xy, ...,xx] (K=0,1,...,n),

$p:=Cp>»
Sk—1:=Ck—t(@=xx—y)sx (k=nn-1,...,1),
P(a):= s ;

dabei stehen die fiir 0 S k < n benétigten Af[xq, Xy, ..., Xi] in der obersten
Schrigzeile des Schemas (7.1.15).

Dieses Verfahren wird in der Ubungsaufgabe 7.2 begriindet; zusitzlich wird
dort gezeigt, daB die Formeln (7.1.16) dhnliche Anwendungsméglichkeiten wie der
Homer-Algorithmus (vgl. (1.4.2), (1.4.4)!) zulassen.
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Die letzte bei der Anwendung von (7.1.16) durchzufiihrende Rechenoperation
ist die Addition

Pla)=co+(—Xo) 81 =fo+t(a—x%o)"sy .

Ist f, # O und liegt a hinreichend nahe bei x,, so da |(a— Xo) - s;| wesentlich
kleiner als |f,] ist, so tritt hierbei der numerisch giinstige Fall der Fehlerdampfung
— vgl. (1.3.8)! — ein. Aus diesem Grund sollten die Stiitzstellen xo, X, , ..., Xy SO
numeriert sein, dafd das gegebene a méglichst nahe bei x, liegt.

Wichtig ist dabei, daf} eine hierzu notwendige Umnumerierung der Stiitz-
stellen keine Neuberechnung der zugehorigen dividierten Differenzen nétig macht.
Zu jedem ig € {1, 2, ..., n} gibt es nimlich auf Grund der Symmetrieeigenschaft
(7.1.14) mindestens eine Permutation (io, i, , ..., in) von (0, 1, ..., n), beziiglich
der samtliche

Af[xig, ..o xy ] (k=0,1....,n)

in (7.1.15) aufgefiihrt sind. Beispielsweise kann man die Permutation
(io,io — 1,...,0,igt 1,...,n)

wihlen; die zugehorigen dividierten Differenzen
Af[x;,],

Af[Xio, xio'l] =Af[xi0—l' xio] )

Af[Xig, Xig—14 ---» Xo] = Af[Xo, ..\, Xig—1, Xig)

sind dann offenbar simtlich in (7.1.15) angegeben.

Bei den folgenden Uberlegungen gehen wir davon aus, daf eine vorgegebene
Funktion f interpoliert wird; es interessiert dann eine Darstellung und Abschitzung
des hierbei entstehenden Fehlers.

(7.1.17) Satz. Es sei f eine Abbildungvon D C € in €. Ferner seien Xq,X,,...,XnED,
paarweise verschieden, sowie

fi=f(x;) (=0,1,...,n);

P sei das zugehorige Interpolationspolynom.
Dann gilt fir x €D\ {Xo,X;,...,Xn} im Sinne der Bezeichnungen (7.1.3),
(7.1.10) die Restglieddarstellung

(7.1.18)  f(x)-P(x) =Af[Xq, X1, ..., %Xn, X] " Ppsy(X),
wobei die dividierte Differenz Af[xo,X,, ..., Xn, X] natirlich beziiglich
(7.1.19)  (x0,f0), (X1, f1), ..., (Xn, fn)s K41, fae 1) 1= (%, £ (%))

zu bilden ist.
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Beweis. Es bezeichne Q das Interpolationspolynom zu den in (7.1.19) angegebene
Stiitzstellen bzw. -werten. Gemif Satz (7.1.11) gilt fiir zE€C

Q(2) =P(2) + Af[X0, X1, ..., Xn, X] " Py 44 (2)
woraus speziell fir z = x

f(x) = P(x) =Q(x) = P(x) = Af[x0, X1, -0 Xn, X]  Pp sy (X)
also die Behauptung des Satzes folgt.

Im reellen Fall, der fiir die Anwendungen besonders wichtig ist, konnen wir
weitere Restglieddarstellungen angeben.

(7.1.20) Satz. Es sei f eine (n + 1)-mal differenzierbare Abbildung von [a,b] C IR
in IR. Ferner sei (ohne Einschrankung)

asxo<x;<...<xp5b, fi=f(x;) (=0,1,...,n)

sowie P das zugehorige Interpolationspolynom. Schliellich bezeichne fiir x € [a,b]
I(x) := [min {x,x}, max {x,,x}] .
Wir behaupten: Zu jedem x € [a,b] existiert ein £, €1(x), so daf

(7121) £ ~PX) = gy C D) oy 0.

Beweis. Fiir x =x, (k €{0, 1, ..., n}) ist die Behauptung klar; es gilt namlich
dann einerseits f(xy)—P(xx) = 0 und andererseits p,, ,(x,) =0, mithin (7.1.21)
mit beliebigem &, €[a,b].

ImFall x #x, (k=0,1,...,n) betrachten wir fur t € [a,b]
Pn+1 (V)
pn + l(x) )
Offenbar ist h eine (n + 1)-mal differenzierbare Abbildung von [a,b] in IR. Wir
haben wegen

f(xk) =P(xk) =0, Ppyy(x¢)=0

h(t) := £() ~P() - (f(x) ~P(x))

zunichst
h(xx)=0 (k=0,1,...,n),
auferdem
h(x) = £~ PO — (£~ P()) 222100 = g
Pn+ 1(")

Zusammenfassend notieren wir:

h ist (n + 1)-mal differenzierbar in [a, b},
h besitzt in 1(x) mindestens (n + 2) verschiedene Nullstellen.
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Nach dem Satz von Rolle liegt in jedem offenen Intervall, das durch zwei benach-
barte Nullstellen von h begrenzt ist, mindestens eine Nullstelle von h'. Dies fiihrt
zu den Aussagen:

h' ist n-mal differenzierbar in [a,b),
h' besitzt in I(x) mindestens (n + 1) verschiedene Nullstellen.
Durch Induktion stellen wir fest:
h®™ ist in [a,b] differenzierbar,
h® pesitzt in I(x) mindestens zwei verschiedene Nullstellen.
Nach dem Satz von Rolle existiert also ein &, € I(x) mit
K DE)=0.
Wegen Grad (P) < n ist die (n + 1)-te Ableitung von P identisch Null; da p, , ,(t)
ein normiertes Polynom vom Grad n + 1 ist, hat man
PO (M) = (e 1)
Hieraus folgt

0=h™* D ) =D )-(f(x) - P(x) o+

Pp+1(x)
und durch einfaches Umformen schlie8lich die Gleichung (7.1.21).

Die Darstellung (7.1.21) 1a8t sich unmittelbar fir eine Abschitzung des Rest-
glieds verwenden.

(7.1.22) Folgerung. Ist
fe*D@IsM  (t€[ab]),
so gilt fur x € [a,b]

(1123 1160 =POOIS sy IPasr (91

Bei der praktischen Anwendung von (7.1.23) kann man auf die unter Um-
stinden schwierige Berechnung von f(n +1) verzichten, sofern f in geeigneter Weise
die Einschrinkung einer holomorphen komplexwertigen Funktion ist. Hierzu notie-
ren wir den

(7.1.24) Satz. Es sei f eine holomorphe Funktion von einem Gebiet GC € in €,
dabei sei [a,b] C G sowie fir t €[a,b] f(t) € IR. Ferner sei

asx<x;<...<xp,5hb, fij=f(x;) ((=0,1,...,n),
P das zugehorige Interpolationspolynom sowie

I(x) = [min {xo, X}, max {x,,x}].
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C sei ein einfach geschlossener Weg in G, 1(x) liege im Inneren von C, und es be-
zeichne schlieilich
r(x):= min {|z-t|: tE€I(x),zE€(C)},
Mc := max {|f(z)|: z€(C)},
lc := die Lange von C.

Unter diesen Voraussetzungen gilt die Abschdtzung

Ic Mc
(7.1.25)  |f(x)-P(x)| £ m 1Pa+1(¥)] .
Dem Beweis stellen wir zur Veranschaulichung der zahlreichen Bedingungen
eine Skizze voran.

Nach der Cauchyschen Integralformel haben wir fur t € I(x)

(n+1)! f(z)
(+1) 4y =
f@*D () = PR J<(z—t)'”2 z,
folglich
n+ (n+l)! 1
1) s ——"lIc oor e

mithin auf Grund der Abschitzung (7.1.23) die Behauptung.

Wir kehren zur Situation des Satzes (7.1.20) zuriick; dabei betrachten wir
speziell den Fall der linearen Interpolation, also n =1. f seiin [a,b] 2-mal stetig
differenzierbar. Das Interpolationspolynom 1.Grades lautet — gemif (7.1.5) bzw.
(7.1.12) -

X = Xo X=X,
Pi(x) = f(x1) - 37=x; + f(x0) " 55=x; = f(Xo) + Af[X0, X1] (X —Xo) .

Nach (7.1.23) gilt die Restgliedabschitzung

1500 - Py ooyl < O X XD ey

2 te1(x)
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Im Fall x4 £ x £ x, wird
(X = x0) (x = x1) | =(x = x0) (X1 —X) .

Beachten wir, da8 das geometrische Mittel durch das arithmetische Mittel majori-
siert wird, so erhalten wir

(x=%0)*+ (X1 =X) X3 —Xo

VX = %0) (X1~ %) & 5 e

und daher insgesamt die Abschitzung

(x —x )2 "
————18 ° max If (t)l (X €[x0,x:1]).
tE [xp, 1)

(7.126) f(x)-Pi(x)| £

Als Beispiel hierzu betrachten wir: es sei f| (x) =sinx fir
x=k-h (k=0,1,2,....N)
tabelliert und dabei die Schrittweite h mit
m

h=2N 1072

gewihlt. Soll sinx fiir ein x € [0, %], # k-h mittels linearer Interpolation be-
stimmt werden, so wihlt man zweckmifigerweise X, X, als die benachbarten
Stiitzstellen der Tafel, d.h. mit

Xo <x<X;, X3—-Xo=h
und bestimmt hierzu P, (x). Wegen
@) =|-singl £ 1
ergibt sich gemaf (7.1 .26) die Fehlerabschdtzung

1(x) ~P1(x)] 5 re S -107*

dies bedeutet, daf f(x) durch P,(x) bis auf 4 Dezimalstellen nach dem Komma
genau gegeben ist.

Entscheidend fiir die in (7.1.26) verwendete giinstige Abschitzung von |p, (x)|
ist die Tatsache, daB x zwischen x, und x, liegt. Auch bei grofilerem n erhalt man
ahnlich giinstige Schranken fir |p,,,(x)|, sobald links und rechts von x etwa
gleichviele Stiitzstellen liegen. Der Fall n = 2 wird in der Ubungsaufgabe 7.4 dis-
kutiert.

Bei der Interpolation von Funktionstafeln taucht das Problem auf, daB die
tabellierten Funktionswerte gerundet sind und damit eine gestorte Interpolations-
aufgabe gelost wird. Demgemif betrachten wir folgende Situation: vorgegeben
seien Xo, Xy, ..., Xn € €, paarweise verschieden, ferner fo, fy, ..., fy sowie
fo, %1, ..., f,€ C Wir bezeichnen mit P bzw. P die zugehongen lnterpolanons-
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polynome vom Grad < n; nach (7.1.5) besitzt die Differenz die Darstellung

P(x)-P(x) = 5 (k- f) 1T .

H

Wir setzen

e:=m |fk—fk|
k=

und folgern dann unmittelbar die Abschiatzung

(7.127)  IPO-PMISe D (x| (xEC).
k=0

Im Fall der linearen Interpolation (xo < X;, € IR) ergibt sich fir x € [xo, X;]

~ X = Xgq
B0 -P0l S € |5

l X=X €
+ = —_ + . =
TPy X, —%g (x—XotXx,—-X)=€.

Bei sehr groiem n ist jedoch damit zu rechnen, daf sich Fehler in den Ein-
gabedaten unter erheblicher Verstirkung auf ]P(x) P(x)| iibertragen;zur Be-
griindung zitieren wir den

(7.1.28) Satz (G. Faber, S. N. Bernstein). Beziiglich reeller Stiitzstellen
as X < Xy <<Xn§ b
gilt
In(n+1
max \ )| 2 btD
xE(abl = 8-V

Einen Beweis dieses Satzes findet man bei Natanson [41], Bd. III, S. 24.

Abschliefend beschiftigt uns die Frage der gleichmifigen Konvergenz der
Interpolationspolynome bei wachsender Stiitzstellenzahl. Wir gehen aus von einem
kompakten Intervall [a,b] C IR und betrachten eine Folge von Stiitzstellen in [a, b]

(0)

“’<x‘,",

PO PN
(71.29) { xP <xP <X,
x?) < x(ls) <x(13) <x§3) ,

Zu einer vorgegebenen reellwertigen Funktion f auf [a,b] bezeichnen wir mit P,(x)
das Interpolationspolynom < n-ten Grades mit

P,x™) = fx™) (k=0,1,...,n).
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Da8 fiir stetiges f die P, im allgemeinen nicht gegen f konvergieren, besagt der

(7.1.30) Satz (G. Faber). Zu jeder Stiitzstellenfolge (7.1.29) in [a,b] existiert eine
Funktion f € C, [a,b], so dap die zugehorigen P, (x) nicht gleichmadBig gegen f
konvergieren.

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich im wesentlichen auf den oben zitierten
Satz (7.1.28) und ist ebenfalls bei Natanson [41], Band II, S. 27 nachzulesen.

Es gilt jedoch der

(7.1.31) Zusatz. Ist f eine ganze Funktion. d.h. in ganz € holomorph, und auf
[a, b] reellwertig, so gilt beziiglich jeder Folge (7.1.29)

max |[f(x)-P,(x)| =0 (n—o0).
x€(a,b]

Beweis. Wir zeigen: fiir jedes q > O existiert ein ¢ 2 0, so daf fiir alle n € IN
(7.1.32) max [f(x)-P,(x)]Sc-q"*!

xE[a,b)
abschitzbar ist. Hieraus folgt dann die behauptete Konvergenz, da man insbesondere
q <1 vorgeben kann.

Zum Nachweis von (7.1.32) stiitzen wir uns auf den Satz (7.1.24), angewendet
auf G =C. Zu vorgegebenem q > O wihlen wir die Kurve C so, daB beziiglich

r:=dist([a,b),(C))=min {Jt—z]|: tE[a,b],zE€(C)}
die Ungleichung
b-a

q
gilt. Dann haben wir nach (7.1.25) fiir alle x € [a,b]

B Ic Mc |pn1(¥)]
1f(x) =Pa(x)] S Sa —r"*—z .

T

A

Hieraus folgt wegen

1P (OIS (b=a)" "1 (xE[a,b])

unmittelbar
Ic Mc (b—a)"” IcMc
- =< < ==  n+l
0 -Pa0l s 5= (272) s
also mit
_lcMc
€= 2

die Ungleichung (7.1.32).
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Nach dem angegebenen Beweis geniigt es fur die Konvergenz der P,, wenn f
in einem hinreichend grofen Gebiet G C € holomorph ist. Dafl diese Bedingung
nicht weiter abzuschwichen ist, zeigt das Beispiel

) = 5

(7.1.33) { [a,b]=[-5,5],

0

x®=-5+k-29 o011 ..

In diesem Fall gilt ndmlich (vgl. [saacson/Keller [31], S. 287!)
max |f(x) ~Py(x)| = (n—=c).

x€[-5,5]

Die folgende Abbildung zeigt f(x) und das Interpolationspolynom P,(x)
fir n=10.

Pioix)

7.2. Hermite-Interpolation

Als Hermitesche Interpolationsaufgabe bezeichnet man die folgende Problem-
stellung: Vorgegeben seien xo,X;, ..., X, €C, paarweise verschieden, ferner
aoal,.. anGIN #Oundhlerzuturpe{OI -1}, i€{0.1,...,n}
Zahlen f. )€ €. Gesucht ist ein Polynom H mit den Elgenschaften

GradH)Sm:=(apta; +...+ay) -1,

7.2.1 {
72.1) H?x) = £? (p=0,1,...,0i-1;i=0,1,...,n).
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Offensichtlich reduziert sich dieses Problem im Spezialfall o; = 1
(i=0,1,...,n) auf die in Abschnitt 7.1 ausfiihrlich behandelte Newtonsche Inter-
polationsaufgabe. In Verallgemeinerung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes(7.1.2)
notieren wir hier dementsprechend den

(7.2.2) Satz. Das Hermitesche Interpolationsproblem (7.2.1) besitzt genau eine
Losung.
Wir beweisen zunichst, dal es héchstens eine Losung zu (7.2.1) gibt. Hierzu

nehmen wir an, es seien H, H Losungen zu (7.2.1). Die Differenz S =H — H ist
dann ein Polynom vom Grad £ m und besitzt in den x; wegen

$®(x) =H®(x)- AP (x) = P - P =0 (p=0,1,....0,~1)
jeweils eine Nullstelle der Ordnung a;, insgesamt also entsprechend der Ordnung

mindestens m + 1 Nullstellen, woraus sofort $ =0, d.h. H=H folgt.

Daf} es mindestens eine Losung zu (7.2.1) gibt, zeigen wir wiederum dadurch,
da} wir eine derartige Losung explizit angeben:
Dazu setzen wir zunachst

n

(7.2.3) w,,(x)=T|'(x—x,,)a° ®=0,1,...,n)

0o=0

o#v
sowie
(7.2.4) hy, w(x) = w,(X) (x-x,)* (u=0,1,...,0,-1;»=0,1,...,0).
Hierzu stellen wir fir p=0,1,...,a;—1; i=0, 1, ..., n die Beziechungen

#0, falls v=1i, u=p,

(n)
(7.2.5) h,,(x ){=o, falls v#i oder v=i, u>p,

fest; zur Begriindung stiitzt man sich auf die Leibnizsche Regel zur Differentiation
des Produktes zweier Funktionen — vgl. Forster [18], Bd. 1, S. 109 — und beachtet
fir v =i die Definition (7.2.4) sowie fiir i # v die Darstellung

B = [ 7 =% = ] =% = B (- %)™
o=0
o#v,i

Mittels der h, , definieren wir bei festem v €{0, 1, ..., n} rekursiv die
Funktionen
1

by, a,-1(x) = m hy, a,-1(%)
ay-1
(72.6) { b, ,():= T[ = Y L), (0
( ) o=u+1

(u=0,-2,0,-3,...,1,0)
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und zeigen
0 (1, fallsi=v,p=u,
G227 L) =808 u=) 0 falls i#v oder p#u,

worin die Indizes die Bereiche

u=01,...,a,-1;»=0,1..,n

7.
(7.28) p=01..,¢-1;i=0.1,...,n

durchlaufen. Den Beweis fithren wir bei festem v, i, p durch Induktion nach p.
ImFall u=q, -1 ist fir v=i, p=p(=a, — 1) nach (7.2.5)

(oz _ 1 (a,, _
ul;u-l( ) (au“l)( ) U&,,#l(x") 1.
u a, —1

Fir v #i ergibt sich ebenfalls aus (7.2.5)

(p) h® -
1y a1 (%) = = ,) hy o, —1(%) =
hu«x -1 )

diese Beziehung ist natiirlich auch richtig, falls » =i sowie p # u, mithin gemif
(7.2.8) u=a; — 1 > p gilt. Zum Schluf von u + 1 auf u betrachten wir wie beim
Induk tionsanfang vorweg den Fall » =i, p = u. Hier hat man nach Induktions-
annahme fiir o=+ 1, u+2,...,0, -1

I(M) (X ) -
was gemafl Definition (7.2.6) Zu

¥ (x,) = () (x,)-03=1

T’(T)
fihrt. Ahnlich schlieBt man, falls v # i oder v =i, p <u gilt; denn dann ist einer-
seits auf Grund der Induktionsvoraussetzung fir o=+ 1, u+2,...,0a, - 1

1(p) (x )=0
sowie andererseits gemaf (7.2.5)

h(p) (x )=0,

also insgesamt

I(P)( )_

h(“) -{0-0}=0.

Etwas anders verlduft der Beweis im Fall v =i, p > u: Wegen
pE{u+Lu+t2, .. a,-1}
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erhilt man nach Induktionsannahme

apy—1

L)L () = L ()
o=p+1

und infolgedessen

1 ®) () -0
hy (x,)—h, L (x,)} =0,
ey eI

damit ist (7.2.7) als richtig erkannt.
Zum Beweis von (7.2.2) bleibt

18 (x,) =

ay —1

(7.29)  H(x):= i { y f.f"’l,,,,,(x)}
v=0 " u=0

zu setzen und festzuhalten, daf die /, , (x) Polynome hochstens m-ten Grades sind.
Im Spezialfall n =0 liegt nur eine Interpolationsstelle vor; hier ergibt sich

ag—1

(72100 H@= Y ‘%(x—xo)"ff)“).
u=0

Zu dieser Darstellung kommt man, wenn man der Reihe nach

wo(x) =1 (leeres Produkt) ,
(7.2.11) ho, ,(X)=(x-x0)* (u=0,1,...,0-1),

1
lo,u() = oy (x=Xo)*  (u=0.1,....a0~ 1)

berechnet, was als Ubungsaufgabe 7.5, (i) empfohlen sei. Da8 die auf der rechten
Seite in (7.2.10) vorkommende Funktion im vorliegenden Fall das Hermitesche
Problem (7.2.1) 16st, erkennt man natiirlich auch unmittelbar durch Differentiation.
ImFal a,=1 (¥=0,1,...,n) reduziert sich die Hermitesche Interpolations-
- formel (7.2.9) auf die Lagrangesche Formel (7.1.5). Zum Beweis stellt man — vgl.
Ubungsaufgabe 7.5, (ii) — hier fir v=0, 1, ..., n die Beziehungen

W,,(X) = Tr(x_xa) )
a=0
a#v

(7.2.12) hy o(x) = w,(x),
wll(x) n
lyo(x) = V) 1, (x)

fest; dabei ist natiirlich von vornherein klar, daB hier das Lagrangesche Polynom
(7.1.5) dem Problem (7.2.1) geniigt.
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Etwas eingehender diskutieren wir, und zwar im Hinblick auf die numerische
Quadratur im Band 3, den Fall

(7213) a,=2 (@=0,1,...,n).
Hier wird

wy(x) = T (x=x0)*,
o=0
o#v

hu.o(x) = w,,(x), hv, l(x) =W, (X) (x - X,,) ’

insbesondere

h:'.o(xu) =W:,(X,,) = Z 2(X,, "xk) Tr (xv _xa)2 = 2W,,(X,,) Z Xy _xk
k=0 =0
k#v o#k v k#u

sowie

i, 1 (%) = Wh(,) (%0 = %) + Wy (%) = Wy (5,)
folglich nach (7.2.6)

b1 = ey W) (K= %),

o®) = 5y {900 =B 0(0) 41000}

w, (%) = 2w, (x,) Z w, (x) (x —xu)}

k#u

v(x)I p‘ Xy =X
WV(xl’)ll+2'k=oxl’_xk ]

k#v

— Xy w(x)

=1
wy(x,)

Eingesetzt in (7.2.9), fithrt dies hier zu der Interpolationsformel

(7.2.14) H(x)=>i.::"((:)){f‘°)(]+2 Zx % )+ x)}

k#u

Zum Schluf kehren wir noch einmal zum allgemeinen Problem (7.2.1) zuriick;
dabei gehen wir davon aus, daf eine vorgegebene Funktion f interpoliert wird. Zur
Darstellung und damit moglichen Abschitzung des hierbei entstehenden Fehlers
notieren wir in Verallgemeinerung des Satzes (7.1.20) den
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(7.2.15) Satz. Es sei f eine (m+ 1)-mal differenzierbare Abbildung von
[a,b] C IR in IR. Ferner sei (ohne Einschrinkung)

asxo<x;<...<x,<b,
ffp) =t (x) (p=0,1,...,q;—1;i=0,1,....n),
H das zugehorige Hermitesche Interpolationspolynom (7.2.5),

w(x) = T (x-x0)™ .
a=0

schlielich fiir x € [a,b]
[(X) ‘= [min {XOs x} , max {xn’ X}] .
Wir behaupten: Zu jedem x € [a,b] existiert ein £ € 1(x), so daf

1
(m+1)!

Der Beweis verlduft vollig analog zu demjenigen des Satzes (7.1.20) und sei
daher dem Leser (als Ubungsaufgabe 7.6) iiberlassen.

(7.2.16)  f(x)-H(x) = FmD g ) w(x).

7.3. Trigonometrische Interpolation

Wir bezeichnen mit F,, (IR) die Menge der 2n-periodischen Funktionen
von IR in €; femner fir n € IN mit

(131)  To= {8€F (R gx) =5 + Y (acos(kx) + bysin(kx)) (x €R)3,
k=1

d.h. die Gesamtheit der trigonometrischen Polynome vom Grad < n.
Damit betrachten wir hier die folgende Aufgabe: zu 2n + 1 verschiedenen
Stiitzstellen
05 xo<x;<... <X, < 27
sowie fy, fy, ..., f3n € C ist eine Funktion g mit der Eigenschaft
732 | 55;1 § (=0,1,...,2n)
gesucht. Grundlegend ist der

(7.3.3) Satz. Das trigonometrische Interpolationsproblem (7.3.2) ist eindeutig
osbar. Sind simtliche fj reell, so sind die Koeffizienten ay, by der Losung g€ T,
ebenfalls reell.

Zum Beweis gehen wir auf ein Problem der Polynom-Interpolation der in
Abschnitt 7.1 betrachteten Art zuriick.
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Es bezeichne
Ki:={z€eC:|z]=1}
sowie F(K,) die Gesamtheit aller Abbildungen von K, in C.

(7.3.4) Bemerkung. Setzt man fir f € F(K,)
o)) :=f(e*) (xER),
so definiert ® eine Bijektion von F(K,) auf F,,(IR).

Beweis. Fir f € F(K,) ist wegen
ei(x+21r)=eix (x EIR)

& () eine 2n-periodische Funktion; daher wird F(K,) durch & in F,,(IR) abge-
bildet. Ist umgekehrt eine beliebige Funktion f € F,,(IR) vorgegeben, so wird auf
Grund der Periodizitit von f durch

(7135) f@:=f(x) (z=€*€K,)

eindeutig eine Funktion fe F(K,) definiert. Da (7.3.5) <I>(?) = f bedeutet,
haben wir somit (7.3.4) bewiesen.

Geht man von g zu § = &' (g) und gleichzeitig von den x; zu den — paar-
weise verschiedenen — z; = eiX;j iiber, so gelangt man zu der zu (7.3.2) dquivalenten
Interpolationsaufgabe: Gesucht ist eine Funktion g mit der Eigenschaft
E e:l;n = q)hl(Tn) ’

T30 | 3@)=f (=0,1,....20).

Hierzu zeigen wir zunichst den
(7.3.7) Hilfssatz. Es gilt

T,= (E€FK): §@ = X az* €K}

k=—n

Beweis. Es sei zuniichst ein derartiges g € F(K,) vorgegeben. Zur Bestimmung
von g = ®(g) definieren wir a,, by €€ durch

a
Co = ’2‘,
1 .
(738) Cx = ’z'(ak—lbk),
) k=1,2,...,n).
c-x= 3 (ac*iby)
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Die dabei auftretenden (2,2)-Gleichungssysteme fir die ay, by sind offensichtlich
eindeutig 16sbar. Hiermit wird

2 \n‘ 1 ikx \n‘ 1 : ~ikx
g(x):-:’—+l_2(ak—xbk)e +H§(ak+1bk)e
k=1 k=1
=a_°+ \n ‘a l(lkX+e‘lkX)+b l(enkx —ikX)
2 o l L) 2i

a0 n\
=3 + _\_ (ay cos (kx) + by sin (kx)) ;
k=1
dies bedeutet g€ T, also g=d ' (g) €T,.

Ist umgekehrt g € T,, vorgegeben, so ist g = ®(g) € T,,. Daher besitzt g mit
gewissen ay, by € € eine Darstellung wie in (7.3.1). Definiert man hierzu die ¢,
durch (7.3.8), so ist laut obiger Zwischenrechnung

+n

8(x) = N el

=
und folglich, wie behauptet,

+n

E@=0"' (@)= ) c«z
k=—n

k

Zu beachten bleibt schlieilich der

(7.3.9) Hilfssatz. Die (rationale) Interpolationsaufgabe (7.3.6) ist eindeutig losbar.
Sind samtliche f; reell, so gilt fir die Koeffizienten cy der Losung g

ck=c_, (k=0,1,...,n).
Beweis. Mittels der Substitution
P(z) =z"g(2)
fithrt man (7.3.6) in das Problem

*) P Polynom vom Grad £ 2n,
P(Zj)=ij;‘ (j=0, l,...,2n)
iiber. Gemias (7.1.2) besitzt (*) genau eine Losung; folglich existiert auch genau
eine Losung g von (7.3.6).
Sind die f; € IR, so ergibt sich wegen z; = z;’

+

1
43

- :‘—— —'—-k
fj.:f.:g.:ZCkZ k’y

=-n

II
|
=l
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dementsprechend erfiillt die Funktion
+n
g@= N c_ &
b
k=-n

ebenfalls die Bedingungen (7.3.6), woraus auf Grund der bereits bewiesenen Ein-
deutigkeit der Losung

¢ =c_, (k=0,1,...,n)
folgt.

Fiir Anwendungen ist eine explizite Darstellung der Losung g von (7.3.2)
wiinschenswert; in Analogie zur Lagrangeschen Interpolationsformel geben wir
diese an im folgenden

(7.3.10) Satz. Esbezeichne fir k=0,1,...,2n
n X = X;

(7.3.11)  wr(x)=TTsin ( 3 ) )

ji=o0

i*k

Wir behaupten:
(i) die wy sind trigonometrische Polynome vom Grad < n und besitzen die
Eigenschaften
=0 (j#k),
7.3.1 ;
(1312)  wlx) {*0 G
(ii) Die Funktion

wy (x)
wy (k)

n
(7.3.13) g0 = Z fi:
k=0
erfiillt die Interpolationsaufgabe (7.3.2).

Beweis. Die Aussage (ii) folgt trivialerweise aus (i). Zu (i) stellen wir zunichst fest,
daB die wy jeweils Produkte von n Funktionen der Form

).

w(x) =sin (x_;g) -sin
a,b€]0, 2n
sind.

Da sinx in jedem halboffenen Intervall der Linge m genau eine Nullstelle
besitzt, hat w in [0, 27 genau die beiden Nullstellen a und b. Ferner gehort w
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zu T, ; zum Nachweis dieser Aussage stiitzt man sich auf die bekannten Additions-
theoreme der trigonometrischen Funktionen und berechnet

w(x)-‘-%{cos(a;b)—cos<x—§—§-§)}

=1cos(a_:2)_1cos(9_:2). osx_ls,,(ﬂ). i
2 2 2 2 /¢ 28R\ Ty X

Zu iiberlegen bleibt die Implikation
B1ET, B2€Tm = 8:=81" 82€T4pm -

Zu ihrem Beweis gehen wir zu den Funktionen

+1
~ - ~ ~ 3 A
8 =07 @YeT, £ = Y 7,

A=—1
+m
~ - ~ ~ hl 2
B, =07 () €T, B, = Y D2
H=-m

iiber. Fiir g := g, g, folgt die Darstellung

i@= Y aza=) P,
K=—(m+1) A+pu=K

mithin die Aussage g§ € Tl+m und daher wegen
8(x) = g1 (x) 2 (%) = 1 (™) E2(e™) =E(™) = B(E) (x) ,
d.h. g=®(g), wie behauptet, g€ Tjsp-
Die in diesem Abschnitt besprochene Interpolationsaufgabe bezieht sich stets

auf eine ungerade Anzahl von Stiitzstellen. Eine entsprechende Aufgabe mit gerader
Stiitzstellenzahl und etwa beziiglich Funktionen der Gestalt

n—-1
(713.14) g = 323 + 3 (ay cos (kx) + by sin (kx)) + aq cos (nx)
k=1

ist nicht fiir jede Wahl der Stiitzstellen in [0, 27[ I0sbar; dies bestitigt die Ubungs-
aufgabe 7.7.

Fiir die numerische Anwendung besonders geeignet ist die trigonometrische
Interpolation bei dquidistanten Stiitzstellen. Auf diese werden wir im Zusammen-
hang mit der Fourier-Analyse im Rahmen der Approximationstheorie in Band 3
eingehen.
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7.4. Rationale Interpolation

Vorgegeben seien Xg, X1, ..., X, € €, und zwar paarweise verschieden,
ferner f,, f;, ..., f, €€ sowie /, m € IN mit /+ m =n. Gesucht ist hier eine
rationale Funktion

P(x)

R(x)=Q—(x—)'

die den Bedingungen
(1.4.1) { Grad(P) £1,Grad(Q) £ m,Q#0,
e R(Xi)zfi (i=0. 1,..‘,ﬂ)

geniigt. Anstelle dieser rationalen Interpolationsaufgabe betrachten wir zundchst
das hiervon abgeleitete ,linearisierte** Problem

Grad(P)< !/, Grad(Q)£m,Q+#0,
P(x;)=f;-Q(x;) (i=0,1,...,n)

und beweisen hierzu den

(7.4.3) Satz.

(i)  Die Aufgabe (7.4.2) ist losbar.

(ii) Sind P,Q sowie P,,Q, Losungen zu (7.4.2), so folgt

(7.4.2)

PQ, =P,Q.
Beweis.
(i) . Indem wir

P(X)=QIX'+ a,_,xl_' +...ta,
Q(X) =B X™ + B—1x™ 1+ .+ 6,

ansetzen, erhalten wir nach (7.4.2) fir die n+ 2 Koeffizienten ay, ..., o, Bo, ..., Bm
ein homogenes lineares Gleichungssystem aus n +1 Gleichungen. Wie aus der linearen
Algebra bekannt ist, besitzt ein System dieser Art mindestens eine nicht-triviale
Losung. Wiirden in einer derartigen Losung simtliche §; verschwinden, so hitte man
gemif (7.4.2)

Grad(P)£/<n, P(x))=0 (i=0,1,...,n);
im Widerspruch zu
(20, ...y 0q3 B0, s Bm) ¥(0,...,0;,0,...,0)

Wire dann auch P =0.
(i) DasPolynom P Q, — P, Q hat einen Grad < n und geniigt den Bedingungen

®PQ, -P1Q) (x) = fi(QAx) Qi (x)) - Qi (x)) Qxi)) =0  (i=0,1,...,n)

infolgedessen ist es, wie zu zeigen war, das Nullpolynom.
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Zur Eindeutigkeitsaussage (7.4.3), (ii) notieren wir erginzend die folgende,
allgemein gehaltene

(7.4.4) Bemerkung. Esseien P,Q sowie P;, Q, jeweils teilerfremde Polynome
iiber €, Q#0 und Q #0, femner

(*) PQ,=PQ.
Dann existiert ein a € €, # 0, so da
P, =aP, Q,=aQ.

Beweis. Aus (*) ergibt sich, da Q das Produkt P-Q; teilt. Da P,Q teilerfremd
sind, mu8 Q — vgl. [16], S. 125 — auch Q, teilen. Analog erschlieBt man, daf Q,
das Polynom Q teilen mufi. Daraus folgt mit einen a € €, # 0

Q=aQ.
Setzt man dies in (*) ein, so erhilt man wegen Q # 0 auch
P| =aP.

Beziiglich des urspriinglich gestellten Interpolationsproblems (7.4.1) erhalten
wir den

(7.4.5) Satz.
(i)  Lost die rationale Funktion
P

die Aufgabe (7.4.1), so erfillen P,Q die Forderungen (7.4.2).

(ii)  Erfullen P,Q die Bedingungen (7.4.2) und sind sie zusdtzlich teilerfremd,
so lost

14

Q

das Problem (7.4.1).

(iii) Losen die rationalen Funktionen

R=

R= P P,Q teilerfremd,

Q’
P,
R] = 6‘ N P| y Q| teilerfremd
1
beide das Problem (7.4.1), so ist
R= R] 5

in diesem Sinne ist (7.4.1) — falls iiberhaupt — eindeutig losbar.
Beweis. Die Aussage (i) ist trivialerweise richtig; zu (ii) beachten wir, daf sich aus

Q(xi) =0, P(xj) = £;-Q(x)
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die Beziehung P(x;) = 0, also der Widerspruch
X —X; gemeinsamer Teiler von P und Q

ergibe. SchlieBlich folgt (iii) aus (i), (7.4.3), (ii) sowie (7.4.4).

Die Voraussetzung in (ii), daB P, Q teilerfremd sind, ist notwendig. Andern-
falls kann es namlich vorkommen, da8 P und Q in einem der vorgegebenen x; eine
gemeinsame Nullstelle besitzen, mithin R in x; nicht definiert ist.

Haben P,Q beispielsweise den gemeinsamen Teiler x — x;, so stellt sich die
Frage, ob R in dem betreffenden x; durch f; stetig erginzbar ist. Um dies zu unter-
suchen, betrachtet man

T =ggT(P,Q) (= groBter gemeinsamer Teiler von P und Q) ,

Dem Satz (7.4.5) entnimmt man unmittelbar als
(7.4.6) Folgerung. R 1ost genau dann die Aufgabe (7.4.1), wenn 1/5 6 die Eigen-
schaften (7.4.2) besitzen.
Ist ﬁ(xi) #f;, d.h. hat Rin x; einen Pol oder nimmt dort einen komplexen
Wert # f; an, so nennt man (x;, f;) einen unerreichbaren Punkt der Interpolations-
aufgabe (7.4.1); die Aufgabe (7.4.1) ist dann natiirlich unlgsbar.
Interpolationsaufgaben, in denen unerreichbare Punkte auftreten, lassen sich
leicht angeben. Wir betrachten folgende

(7.4.7) Beispiele. Wie man aus der Funktionentheorie (vgl. [54], S. 190) weiB, ist
eine gebrochen-lineare Funktion

entweder injektiv oder identisch einer Konstanten. Dies hat zur Folge, daf§ die
Interpolationsaufgabe (7.4.1) mit

’I=m=l, n=2,

fo * fl N fl = fz
keine Losung besitzt. Als Zahlenbeispiel hierzu wihlen wir
X 0 1 2
1
iz 11
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Dann erhalten wir aus (7.4.2) fir die Koeffizienten von
P(x)=ap+ ayx, Q(x) =8o+B1x

das Gleichungssystem

Qo = gﬁo

at o= fot B
aot2ay = Lo+ 26 .

Eine nicht-triviale Losung dieses Systems ist
% =Bo=0, a,=§;=1;

dies bedeutet
P(x) =Q(x) =x

sowie
R(x)=1;

mithin ist (xo, fo) unerreichbarer Punkt.

Die um ein geeignetes Paar (x, f3) erweiterte Interpolationsaufgabe
(mit m =2, I =1) ist jedoch 16sbar; siche Beispiel (7.4.23).

Ein Beispiel fur einen unerreichbaren Punkt, in dem R(x) einen Pol besitzt,
bringt die Ubungsaufgabe 7.8.

Obwohl Interpolationsaufgabe mit unerreichbaren Punkten leicht zu kon-
struieren sind, treten sie in der Praxis recht selten auf.

Zur praktischen Berechnung der rationalen Interpolierenden ist es im allge-
meinen nicht zu empfehlen, die Koeffizienten von P und Q durch Lésen des
homogenen Gleichungssystems in (7.4.2) zu bestimmen. Wir geben daher im
Folgenden andere Berechnungsmethoden wieder; diese sind den zugkriftigen
Algorithmen bei der Polynom-Interpolation nachgebildet.

Den Algorithmen von Neville und Aitken ist das nun zu entwickelnde, auf
J. Stoer [51] zuriickgehende Verfahren verwandt. Zu seiner Herleitung betrachten
wir fiir s, u, v €IN mit

usl, vsm, s+pu+vs<n

die Interpolationsaufgaben
, v

PH
RYY = =— Grad(P{"") S p, Grad (Q}"") S v, Q' # 0,
) <

REVV(x)=f; (i=s,s+1,...,s+u+v)
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bzw. die zugehérigen linearisierten Probleme

) Grad(P¥"") < p, Grad(Q}"") S v, Q" # 0,
CUIPEY () =Q0 (k) (i=s st st ute).

Dabei setzen wir voraus, dafl die auftretenden (l:‘ *¥) keine unerreichbaren Punkte

besitzen; die dann im Sinne von (7.4.5), (iii) eindeutig existierende Losung be-

zeichnen wir mit

A
™7
PS
(’ju, v’
s

Weiter setzen wir

A
my _
Ry =

Du,v _ YK
Pr(x)=oqo x +...,

748 A
( ) Q:‘,V(x) - ﬁr,vxv +

und notieren zunichst den
(7.49) Hilfssatz. Essei p+1<1, vSm, s+ut+tv+l1sSn
(i)  Verschwindet eine der Zahlen [35 e B“’ so auch die andere, und es gilt

R“*l v Rl‘. R#‘V .

s+1

(it) Sind die Zahlen {3“‘ 1 6“ *Y beide von Null verschieden, so definieren wir

PEY Y (x):= B2V (x = xg) P () = B (X = Xy 0 ) P00

(7.4.10) b v
Q0= B (x = x) QI () = B (X = Xy e ) QL)

Es existiert dann ein (von s, u, v abhdngiges) a€C, # 0, so daf

+1, Ap+lv +1, Ap+iv,
PEtLY = gp¥ QU =aQt™h;
. + + . . .
die PP*1Y QY'Y sind also insbesondere teilerfremd und
u+lv
ﬁu-fl,u: ]

By
Qs

Beweis.
(i) Ist Bs +1 = 0, so sind die Polynome

Puﬂ'"(x)-:(x—xs)ﬁ:;l(x)
Q“”"(x) —(x x) s“(x)

wie man leicht nachpriift, Losungen von (L**"*). Da (1¥ """ nach Voraus-
setzung keine unerreichbaren Punkte besitzt, erfiillen die reduzierten, d.h. teiler-
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fremd gemachten Polynome

u+lv M, v uﬂu
P Ps+l Qs _Qs+l

ebenfalls die Bedingungen (L: l"’) und daher auch (L:‘"). Gemaif Satz (7.4.5),
(ii), (iii) ist danach
ﬁ:‘-f-],l/: ﬁ::; - f\“,v.

SchlieBlich ergibt sich, z.B. auf Grund der Bemerkung (7.4.4), mit einem geeigneten
aEC,#0

AYT u,v AV _ o MY
P aPs+l’ Q =a-Qgy

folglich insbesondere

=gt 0.
Entsprechend verfihrt man im Fall ﬁ"‘" =0.
(i) Daraus, daf die Polynome PX", Q:+V1 bzw. P" v Q:‘” den Beziehungen
(1%%) und (L") bzw. (1£"*) und (L!"”) geniigen, folgert man der Reihe nach:
Es gilt
Grad(PX """y < pu+1, Grad(Q**"")< v,

letzteres, da der Koeffizient von x”*! in Q:‘”’", niamlich

M,V oM, D v
[j s+l Bs+ 1 B
verschwindet. Weiter ist, wie man der Beziehung
w+l, _ AV ¢
Q V( )"_ﬁs+1(x s+p+v+])Qs V(xs);ﬁo
entnimmt,
s+l
Q #0.
Ferner wird, wie man leicht nachrechnet,
PETNY () = £, QE (k) (i=s,s+l, L stutvtl).

SchlieBlich bleibt — man beriicksichtige (7.4.6) sowie (7.4.5), (iii) — noch zu zeigen,
dal die Polynome PX*"” Q¥*!" teilerfremd sind. Hierzu nehmen wir das Gegen-
teil an, d.h. es existiere ein Polynom vom Grad 2 1, das sowohl P: *L% 3Is auch

Q: *LY teilt. Daraus wiirde folgen, dal die Grade der reduzierten Polynome die
Ungleichungen

~~

(*) Grad®y*"*) s,
N

(**) Grad(QX*"*)swv-1
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erfilllten. Da (IX*"") keine unerreichbaren Punkte hat, wiirden diese Polynome
ebenfalls das Problem (L: *1.¥) 16sen und infolgedessen nach (*), (**) natiirlich
auch der Aufgabe (L!}'|) geniigen. Gemi (7.4.4) ergibe sich mit einem geeigneten
ceC,#0
/+\l v Dk, (v TR
Pyt =Bl QT =0

wegen (*+) wiirde dies den Widerspruch 8"

<+ = 0 implizieren.

Um die im allgemeinen nicht explizit bekannten Groen 825", BL""
aus (7.4.10) zu eliminieren, stiitzen wir uns auf den

(7.4.11) Hilfssatz. Ist v 2 1, so gilt

. A Auv—1,\ _ =1 ,1,v (X=Xg4p) oo (X~ Xg4y4p)

@) REO-RES ) =—of B T
Q(x) Qe

. Au, Auv—1 N PYRY (X =Xgrq) o (X = X4+ p)

(i) R::l x) - R:+l; x)=-ogyy Bl

Q44 ) Q4T 0

Beweis. Wir haben

B0 Q00 - BT 0 000 2
QY () Q45 ) NG

s+1

REY(x) - REY (%)=

s+1

worin das Zhlerpolynom einen Grad < u + v und als Koeffizient von x#** die
komplexe Zahl

bl YT
g4y s

besitzt. Ferner gilt fur i=s+1,...,s+tu+v
Z0x) = £ (@ 0) Q17 )~ Q4T o) QU (x) = 0
und daher, wie behauptet

Z) == ol T B =Xy y) (X=X ,)
Die Gleichung (ii) wird ebenso bewiesen.
Fiir den Ubergang von ﬁ:‘ e ﬁ,‘ﬁ"l auf R™¥*! benotigt man die folgenden

beiden Hilfssitze, die vllig analog zu (7.4.9) zu zeigen sind und deren Beweis wir
daher dem Leser iiberlassen:

(74.9') Hilfssatz. Essei u<1,v+1Sm,s+u+v+1<n.

()  Verschwindet eine der Zahlen !, a!"”, so auch die andere, und es gilt

A A A
Br+l_ buy _ By
R{ 1 =R
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(ii) Sind die Zahlen ozM 1 "‘ Y beide von Null verschieden, so definieren wir
,v+1 . , N N
P (x) 1= o (x—x)l"‘l fx) el (x - xsw,,vﬂ)l’“ ),

QA () = ek~ ) QN () — (K = Xy a4 Q)
Es existiert dann ein (von s, u, v abhdngiges) a € €, # 0, so daf8

(7.4.10")

s

7723 DRV TN S BEPNTR 22 DA VIN L 2 B
P! =a-P""", Q) =a-Q,

die PV QY *1 sind also insbesondere teilerfremd und
uv+1

f{u,ui»l = _S

Qu, v+l

(7.4.11") Hilfssatz. Ist u 2 1, so gilt

. Au v Au-1,v v (X xs+l) '(x-xs+y+u)
() R -RETx) =gl ~
! ' Q4 (0 Q4 0
(x—x“l)'...'(x—xﬁu+v).

@) RET00-RE 00 =65 el o
) ) R QL0 ™
Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir in Analogie zu Satz (7.1.7), der
Nevilleschen Formel, den
(7.4.12) Satz. (l) Essei pu+tl1sl 1Svsm, s+§+v+ 1<n, ferner

A
XEC, #Xo,X1, ..., Xy keine Polstelle von REY REMS ' und R“’

(i) Falls dann eine der beiden Gleichungen

REY(R)=REST'R), REVG) =RET'R)

s+1
zutrifft, so gilt auch die andere und aufierdem

(74.13)  RE*MR)=RANR)=R**(R).

(ii) Andernfalls hat man

RMY(R)-RM(R)

(14.14)  RFPVPR)=RENG)+
* R -x, RELR)-RE"(R)

XR=Xgepsner|  RENR)-RENTIR)
(eventuell = oo!)

(') Essei 1S usl, v+l§m, s+u+v+1<n, ferner REC, #xo,X;, ..., Xp
- A
keine Polstelle von R™, R\ und R*".

(i') Falls dann eine der beiden Gleichungen
RETG=RIS®), REPG) =R ®)
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zutrifft, so gilt auch die andere und auf3erdem

(74.13) RM"VIR)=REL(R)=R¥P(R).

(ii') Andernfalls hat man
R -REMR)

(7414) RETMR)=RMY (%) + LAl
X — Xq | R“',(x) R“' (X)
R=Xerwevr1|  REPR)-REYG)|

(eventuell = oo!)
Beweis.
(i)  Es sei zunichst

REY(R) = RE1(R)

angenommen. Wegen (7.4.11), (ii) gilt dann

o*"1=0 oder g™

s+1 s+1

Da im letzten Fall nach (7.4.9), (i) auch B: 'Y verschwindet, folgt in beiden Fillen
mit (7.4.11)

A A A —
R =R =RAT
R" Y erfiillt also sowohl die Interpolationsaufgabe (l" *”) als auch (I l) und
somit auch (I“ *1:¥)y. dies impliziert auf Grund der eindeutigen Losbarkeit
Rﬂ*l v RI-'.

S
Entsprechend wird die Aussage (i) im Fall
R (R) =R R)

sowie die Aussage (i') bewiesen.

(ii)  Hier sind nach (i) und (7.4.11) die Zahlen as";';_' , B%, B? samtlich von
Null verschieden. Aus (7.4.10) folgt die Gleichung

ﬁ:*l,”(x) B“‘ (x- X)Ps+l( X)— '"1(9‘ xs+u+p+l)f’“’”(ﬁ)
BV (x - x)Qs+l(x) ﬁsﬂ(x xs+p+u+l)Ql' (x)

Den auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Bruch erweitern wir mit
A A :
=1 (X~ Xg41) oo- (X Xg4pu4v)

e er®esT'®

(#0)
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und erhalten nach (7.4.11)
(74.15) RE*VV<
A
_(ﬁ_xs)[R:' R‘;;-pl I]R’”_(x xs+u+v+l)[Rs+l Rs”*,l; I]R:'v

y ) ,v—1 ’
()?—Xs)[R:‘ Rsy+pl ]] (X xs+y+v+l)[Rs+l ﬁ:‘*'.;

worin wir das Argument X hinter den Funktionsausdriicken zur Abkiirzung wegge-
lassen haben. Bezeichnet man den Nenner dieses Bruches mit N, so wird offenbar

Ru*lu
-1y R B,V
{N+(x xs+u+v+l)[R:+‘;—R:‘+Vl l]}Rsﬂ'(Q‘xuud-vﬂ)[ﬁ:*vl-R:’b; ]R’
N
By ()A(—Xnuwu)[R:‘;l R:fx l][R:;-l— .
R;ﬂ N ’

Es bleibt schlieBlich der Bruch durch
(x- Xesptv+r) [Rs+l R:‘l‘; l] (#0)
zu kiirzen, um die Gleichung (7.4.14) zu erhalten. Analog wird (7.4.14") bewiesen.

Angemerkt sei, daB Zihler und Nenner der Briiche in den Formeln (7.4.14)
bzw. (7.4.14") nicht gleichzeitig Null werden, so daB diese Briiche mit Werten in
C U {0} wohldefiniert sind.

Wichtig fir die Anwendung des Satzes (7.4.12) ist die folgende

(7.4.16) Ergiinzung. Setzt man zusitzlich fir x €C

(7.4.17) R“’l (x)-°° (s=0,...,0—u—1; 4u=0,...,n—1)
sowie

(14.18) R 2*(x)=0 (s=0,..,n-v-1;v=0,..,n-1),

s+1
so bleiben im Fall v =0 die Aussagen (i), (i) des Satzes (7.4.12) und im Fall =0
die entsprechenden Aussagen (i), (i) giltig.

Beweis. Nach Definition ist das Polynom ﬁf’o die Losung der Interpolationsauf-
gabe (7.1.6). Daher sind gemaf} (7.4.17) die beiden Gleichungen, d.h. die Primisse
der Aussage (7.4.12), (i) falsch, die Aussage (i) mithin wahr. Weiter erhilt man fir
die ﬁ:" % nach der Nevilleschen Formel in der Gestalt (7.1.9)

REOAG)-R&(% )

(7.4.19)  RETPOR)=RAO(R)+
X —Xq

— 1

X —Xg+ B+l

womit — beriicksichtigt man noch (7.4.17) — die Behauptung in Bezug auf » = 0
bewiesen ist.
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Zum Fall p =0 iiberlegt man: nach Voraussetzung besitzen insbesondere die
Interpolationsaufgaben (l,o "*) keine unerreichbaren Punkte; dies impliziert, da
die f; entweder simtlich verschwinden oder simtlich von Null verschieden sind.
Im ersten Fall ist

HOov+l _ [0 _H0,v _
Rs ‘Rul_Rs =0,

folglich speziell die Aussage (i') richtig. Im zweiten Fall gilt

RO () #0, R™'(x)#£0 (x€0C);

s+1

daher ist hier die Giiltigkeit der Formel (7.4.14") nachzuweisen. Offensichtlich ist
ﬁf‘"(x)" die Losung der Interpolationsaufgabe (7.1.6) mit » statt g und f,”'
statt f;. Demgemif hat man wiederum nach der Nevilleschen Formel, diesmal in
der urspriinglichen Gestalt (7.1.8),

Gx) REIB) ™ = (R=x0, DRIV D)

BOv+H1, AL -1 _
Rs (X) - A A
(X—Xs)— (x_xs+v+1)

folglich
_ (R-Xg) = (X=Xs4v+1)
3\(-)(5 __’A("xsﬂ)ﬂ
RMG) RG
RO R-x) - ROV (R) R =%,4,4)

RO (R) (R = xg) ~ RO (R) (R~ Xgupe1)

ROFI(R)

und nach weiterer Zwischenrechnung, dhnlich derjenigen zur Herleitung der

Formel (7.4.14) bzw. (7.4.14"), schlieflich
RO ) - RP(R)

A0,
d-x,  R™*G)

(74200  R®“*'(R)=R%, (%) +

s+1

X—Xgap41 ﬁg':l(/i)
Wegen (7.4.18) stimmt diese Formel mit (7.4.14") iiberein, was zu zeigen war.

Das Stoersche Verfahren besteht nun darin, die Losung R der Interpolations-
aufgabe (7.4.1) fiir ein festes X # Xo, X1, ..., X, dadurch zu berechnen, daf-

()= ﬁ:, ™(X), von den Anfangswerten
R*°(R)=f, (s=0,1,...,n)

ausgehend, mittels der Rekursionen in Satz (7.4.12) bestimmt wird. Dazu ist zu
erkliren, in welcher Reihenfolge die Rekursionen in (7.4.12), deren Anwendung
eine Erh6hung des Index u bzw. v jeweils um 1 bewirkt, anzuwenden sind.
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Ist beispielsweise / >m, so setzt man u' =/—m+ 1 (oder auch p'=/-m)
und berechnet zunichst f(:{’ 0()’E) fir s=0,1,...,n—u durch wiederholte Be-
nutzung der Formeln (7.4.14), d.h. hier (7.4.18); danach erh6ht man abwechselnd
den Nenner- und Zihlergrad um 1, indem man sich auf die Formeln (7.4.13),
(7.4.14) bzw. (7.4.13"), (7.4.14) stiitzt. Wir erldutern das Vorgehen an Hand der
nachstehenden Skizze:

VA

T |

Fiir die Extrapolationsverfahren, die im Zusammenhang mit der numerischen
Quadratur und der Losung gewohnlicher Differentialgleichungen (Band 3) auftreten,
haben sich Zihler- und Nennergrade /, m mit / £ m < /+ 1 als besonders geeignet
erwiesen. Dementsprechend benutzt man die folgende Anordnung der (u, v)

(74.21) (0O -OH~1.D=(1,2)-(22)>...~(,m),
die in obiger Skizze gestrichelt angedeutet ist.

Bei Vorliegen der Reihenfolge (7.4.21) 1i88t sich der Rechenvorgang in ein-
facher Weise beschreiben. Hierzu setzen wir

k:=utv,
o:=x-x; (i=0,1,...,n),
T :=R*(R) (i=0,....n~k; k=0,1,...,n)

und erhalten dann gemif Satz (7.4.12) in Verbindung mit der Erginzung (7.4.16)
den

(7.4.22) Algorithmus. Indem man, von
Ti__l=0, Ti,ozfi (i=0, l,...,n)
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ausgehend, rekursiv fir k=0,1,...,n-1

Tier,x imFall Tiwpk=Tivg k-1 Tix=Titr, k-1
Tiker = Tiv1,k~Tix

Tie—Tix sonst
®itk+1 [I- Ti+l,k_TiH,k-ljl_l
(i=0,1,...,n-k-1)

Tivrxt

berechnet, erhilt man — unter den oben genannten Voraussetzungen — nach
n Schritten

R =RE™R) =T, -

Zur Darstellung verwenden wir das Schema

fo
0 To,1
fy To 2 .
Ty —————=To3
fg Tl‘z/ . .
0 T2 .

f3

hierin stehen jeweils die Ecken einer Raute in Beziehung zueinander.

Wir weisen noch einmal ausdriicklich darauf hin, da8 nach Satz (7.4.12) von
den in (7.4.22) erwihnten Gleichungen

Tivr,k = Tivnk-1> Ti,k = Tis 1, k-1

entweder keine oder beide erfiillt sind. Sollte bei Durchfithrung des Algorithmus
beispielsweise der Fall

Tiet,k=Tivr,k-1> Tik# Tisg, k-1
auftreten, so bedeutet dies, daf eine der Interpolationsaufgaben (I:" ¥} keine
Losung besitzt und daher die Anwendung des Algorithmus nicht gerechtfertigt ist.
(7.4.23) Zahlenbeispiel. Wir wollen ﬁ};’(ﬁ) an der Stelle X =4 berechnen,
A
wobei R‘;'z durch die Interpolationsvorschrift
X | 01 2 3
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bestimmt sei. Bei Verwendung des Algorithmus (7.4.22) erhalten wir gemif obigem
Schema die Werte
Ti-v Tio Tin Tiz2 Tis
1

3 1
0 %—g
1 1
0 > 1 1
1 # 1
0 %%
2
3

Hier haben wir

Ty,1 =Ty, jedoch Ty, # Ty,
und auferdem

Ty,1=T,o, jedoch T, ;# Ty,

Wie auch im Beispiel (7.4.7) schon erwihnt, sind die Interpolationsaufgaben (I;")

sowie (l:‘l) nicht 16sbar. Wenn wir dennoch die T; , und Tq 3 nach den Formeln
(7.4.22) — in einer Form (7.4.15) — berechnen, so erhalten wir als Losung

A
Ry*@) =Ty,=1.

Dieser Wert ist jedoch falsch: man iiberzeugt sich namlich, daf8 die gestelite Inter-
polationsaufgabe durch die Funktion

X+ 1

RPN
Ro™ () x?-2x+3

gelost wird, so dafl
B2 _ 3
Ry “(4) 1

wird. — Bei Vertauschung der Stiitzstellen liefert das Stoersche Verfahren den
richtigen Wert, vgl. Ubungsaufgabe 7.9.

Ahnlich wie bei der Polynom-Interpolations die Algorithmen von Neville
und Aitken, so ist hier das Stoersche Verfahren weniger brauchbar, wenn mehrere
Funktionswerte der rationalen Interpolierenden berechnet werden miissen. Wir ent-
wickeln dafiir im Folgenden ein anderes Berechnungsverfahren, das, wie wir sehen
werden, mit der Newtonschen Methode (7.1.16) verwandt ist. Dieses liefert hier
die Losung von (7.4.2) bzw. (7.4.1) mittels einfacher linearer Rekursionen bzw.
als endlichen Kettenbruch ( Thieleschen Kettenbruch).
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Hierzu fithren wir zunichst die inversen Differenzen rekursiv durch

wox)=f; (02isn),

Xi " Xk -1

P 1(Xgs s Xy 20 %) = P 1 (Xg s Xy p)

(7.4.24) O (Xgs vves Xgmpr X)) =

(1Sk<isn)

€in; zu ihrer Berechnung benutzt man das
(7.4.25) Schema.

Xo (%)

Xy Wo(xl) \ol(xosxl)

x2 ‘po(xz) ¢| (xo ’ xz) Soz(xo ’ Xl ’ xz)

X3 0o(X3) 9, (X9, %3) (g, %y, %3)  03(Xe, X, Xy, X3)

Dabei setzen wir hier und im weiteren voraus, dafl die Nenner in (7.4.24) nicht
verschwinden, d.h. daB die g; in (7.4.24) als komplexe Zahlen (# 0) definiert sind.
Wie das Beispiel (7.4 .47) zeigt, schlieBt diese Voraussetzung nicht aus, daf uner-
reichbare Punkte auftreten. Auf die Situation, daf in (7.4.24) durch Null dividiert
Wwird, so daB mit dem Wert o zu rechnen ist, gehen wir in Ubungsaufgabe 7.10 ge-
sondert ein.

Zur Abkiirzung setzen wir

(7.4.26) o 1= 9 (Xg, Xy, o X) (0SkEn)
Sowie fiir x €C

(7427) M0 := (T @sksiswy;

ag X -—Xg .
> 1 0

1 0

dabei bedeute speziell M;,;(x) die (2,2)-Einheitsmatrix I,. SchlieBlich definieren
Wwir, ebenfalls fir x € ¢

Z (%) a; .
7.4.28 ( ki );: (%) ©sksisn).
(Gazg) (10 M0 () € iSn)
Wir formulieren hierzu den

(7.4.29) Hilfssatz.
(i)  Bei festem i€ {0, 1, ..., n} geniigt die Folge der

(ﬁ:ﬁg) (k=ii-1,...,1)
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der homogenen linearen Differenzengleichung erster Ordnung

(3::::8)=(ak1—1 x_;k_l) (ﬁ::i:;) k=i,i-1,...,1)

e~ (V)

und ist durch diese bestimmt.

(7.4.30)

(i) Firi=0,1,...,n bezeichne
Dij:={x€C:Vk=0,1,...,i Ny (x)+#0}
und weiter fiir x € D;
Zy i(x)
N, i(x)
Es ist dann fiir x € D;
S, ix)#0 (1£k<i);

Sk,i(x) := (0sksi).

ferner gilt die nicht-lineare Rekursion

(7.4.31) sk_,,i(x)=ak_,+’;—k_‘i% k=ii-1,..,1).

(iii) Fir i=0,1,...,n hat man x;€D; und
(74.32) Sy i(x)) =¥k (X0, ..., Xk-1,%X;) (0sk<i),
mithin insbesondere
(74.33)  So,i(x) =¥ (x)) =f;.

Zum Beweis von (i) beachten wir die Beziechung
(1434)  My;(0) =My ;0OM; ;0 (kSjSi).

Um die Aussage (ii), d.h. die Rekursion (7.4.31) zu begriinden, schreibt man
sich die Differenzengleichung (7.4.30) komponentenweise, also in der Form

Zy_y,i(x) =ag Zy j(x) + (x = Xk —1) Ny, §(x) ,
Ni—1,i(x) = Zy,i(x)

auf. Es bleibt dann die erste dieser Gleichungen durch Zy ;(x) zu dividieren und
dabei die zweite zu beachten. Angemerkt sei noch, da fir jedes x €C

(7436) Ny () =1, Nioy ;) =Z; ;(x) = ¢ (#0)

und demgemif

(7437) D;={x€C:Vk=0,1,...,i-2 Ny ;(x) #0}
ist.

(7.4.35)
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Die Behauptung (iii) beweisen wir durch Induktion nach k: Fir k =i (Induk-
tionsanfang) hat man nach (7.4.36) N; ; (x;) # O sowie

!,l(xl)
Si,i(xp) = N;, (X)

Zum Schlu von k auf k — | stellen wir zunichst fest, dafl gemif der Definition
(74.24) fir 1Sk<i

=v’i(xo,x,, ‘..,Xi) .

Ox (X0, --» Xxk—1,X;) 0

und weiter
(7.438) ¢, ( P Xi) = P -1 (x Xp_p)+ _ XiTMer
4.38) g1 (Xo, - Xk—24 X)) =P—1(Xo, -y Xk 1 P Cor o Xe1a %)

gilt. Aus der Induktionsannahme folgert man dann auf Grund der Rekursion (7.4.35)
der Reihe nach

Ni—1,i(xi) = Zy j(xj) =¥ (Xo, -+, Xk -1, X;) N j(x;) #0
sowie
Zy—y,i(xi) = o1 Z i (%) + (X; — Xp—1) Ny, i(%7)
= {Pr-1(Xo, s X 1) (X0, - s X =15 Xi) + (X = Xk —1) } Nig,i(%3)
insgesamt also
Zy_y,i(xp) Xi = Xgk-1

Sk-1,i(x) = Neo1, I(x)‘\ok 1(Xos ooy Xk—p) PR

womit nach (7.4.38) die Beziehung (7.4.32) fiir k — 1, d.h. die Induktionsbehaup-
tung bewiesen ist.
In erster Linie interessiert uns im Folgenden

Zy:=Zyn, Ngi=Ny o, Sgi=Sykn (0sk<n),
(7.4.39) >
P:=Zo,Q:=No,R:=6=So.

Hierzu notieren wir den

(7.4.40) Satz.
(i) P,Q sind Polynome der Gestalt

1 m
PCO= ) ax, Q)= ) byx”
v=0

u=0



210 7. Interpolation
dabei ist im Fall n gerade, = 2m

m
am = Z #2i (X0, .-, X2i) , by =1
i=o

sowie im Fall n ungerade, =2m+ 1

m
An+1 ~ l, bm = }—" ‘p2i+1(Xo, ""x2i+l) .
i=o
(ii) P, Q losen beziglich der in (i) angegebenen I, m das linearisierte Interpolations-
problem (7.4.2).
(iii) Esist Q(x,) # 0, mithin
R(xp) = fy5 .
Giltauch fir i=0,1,...,n—-1 Q(x;) # 0, so geniigt R beziiglich der in (i) ange-
gebenen I, m dem rationalen Interpolationsproblem (7.4.1).

Beweis.
(i) Nach (7.4.30) bzw. (7.4.35) sind die Z,, Ny die Losungen der Rekursionen

Zy_(x) = o1 Zy(x) + (x —xg 1) Ng(x),
Ni—1(x) = Zy(x)

zu den Anfangsbedingungen

(7.442)  Z,(x)=a,, Np(x)=1.

Im Falle n 2 2 ergeben sich aus (7.4.41) durch Zusammenfassung der Gleichungen
fir k und k — 1 die Beziehungen

(7.4.41) [ k=nn-1,...,1)

Zy 2 (x) =(ag—yox—2 + (X =X _2)) Zy(x) + a2 (x — xg—1) Nx(x),
N2 (%) = oy Zy (x) + (x = xg—1) N (x)
(k=nn-1,...,2).

(7.4.43)

Weiter sei zundchst n = 2m. Im Fall m =0 ist die Behauptung unmittelbar
klar. Fiir m > 0 folgt aus (7.4.43) wegen

Grad(Z,) = Grad(N,) =0
fur k =0, 1, ..., m induktiv

Grad(Z(m-k)) £ k, Grad(Nym-i)) =k .
Genauer erschlieflen wir auf diese Weise

m
Zg(m_k)(x)':( Z a,i\)x"+..., Nz(m_k)(x)=x"+... .

i=m-k
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Setzen wir hierin k =m, so ergibt sich die Behauptung (i) fir n = 2m.
Ist n ungerade, = 2m + 1, so leiten wir aus (7.4.43) dhnlich wie oben fiir
k=0,1,...,m die Bezichungen
Grad(Zz(m_k) + l) <k, Gl’ad(Nz(m_k)* l) =k N
m

Zz(m—k)+1(x)=< Z O‘zi+1> x4t Nymoge1 () =x 4 ..
i=m—k
her. Fiir k = m erhilt man so speziell
Grad(Z,) £ m, Grad(N,)=m,
m
Z](X)=( Z a2i+l> x™+ .. s N|(X) =x"+ ... .
i=0
Die einmalige Anwendung der Gleichungen (7.4.41) fir k = 1 liefert dann auch im
vorliegenden Fall die Aussage (i).
Nun zu den Behauptungen (ii), (iii): Nach (7.4.39) hat man

(P(x))= (zo,n(x))
Q(x) No,n(x)
und weiter nach (7.4.28), (7.4.34) fir 0<i<n

(zo,n(x)) = Mg 2 (0 (“n> =M, i () Mj i+1() Mj4q n(x) (aln‘)

No,n(x) 1
=M i(X)M; i4,(x) (Zi"’l.n(x)) .
Wegen ien ()
;0
i}
wird

M. i1 O (ﬁ::::i:i) =Zis1,n (%)) (T) = Ziv1(x3) (Ti)

und daher insgesamt

P(xp) \ _
(1.4.44) (Q(Xi)>

( Zo'"(x")) fir i=n
No,n(Xn)

Za : (X;
Ziey (%) (N:'E:';\’ fiir 0<i<n.

Hieraus folgert man unter Beriicksichtigung des Hilfssatzes (7.4.29), (iii)
Q(x5) #0, R(xy) = So,n(xn) =fy
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sowie fir 0 < i<n, falls Z;,,(x;) # 0 ist,
Q(x;) = Zj 4y (i) No,i (x;) # 0, R(x;) =Sy, (x;) = f; .

Zu beachten bleibt, daB sich fir 0 < i <n im Fall Z;,,(x;) =0 zumindest
P(x) =f;Q(x) (=0)

ergibt.
Anmerken wollen wir den bereits mitbewiesenen

(7.4.45) Zusatz. Die Bedingungen

Zis (x)#0 (i=0,1,...,n-2)
sind hinreichend fiir die Losbarkeit der Interpolationsaufgabe (7.4.1).

Zur numerischen Berechnung eines Wertes R(a) kann man sich auf die
linearen Rekursionen (7.4.41) stiitzen; dabei fallen 2n Multiplikationen und eine
Division an. ZweckmaBiger ist es jedoch, R(a) =S, («) mittels (7.4.31), d.h. iiber
die nicht-lineare Rekursion

Sa(@) =0y,
(7.4.46) S @)=y, + X X1 (k=n,n-1 1)
k-1 k-1 Sk(a) , yoeeny

zu ermitteln. Dazu sind lediglich n Divisionen notig.

Natiirlich kann man (7.4.46) (bei nicht zu grofiem n) auch dazu benutzen,
R explizit anzugeben; durch Einsetzen erhilt man R in der Gestalt eines endlichen
Kettenbruchs.
(7.4.47) Beispiel. Wir wollen die Interpolationsaufgabe (7.4.1) beziiglich / =2,
m =1 und der vorgegebenen Werte

x|]0 1 2 3

3
3112

— vgl. auch Beispiel (7.4.23) — 16sen. Das Schema (7.4.25) der inversen Differenzen
lautet hier

fi

Xi | Yo(xi) ¥1(X0.X;) ¥a(X0,X1,X2) ¥3(Xo,X;,X2,X3)

0 3

1 1 -3

[}

w
W -
|
S)
|
WiH
[SII%]
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dabei stehen die a; in der oberen Schrigzeile. Nach (7.4.46) ergibt sich
R%Y(x) =Sy (x) als

R¥1(x)=3+ -—l—‘)i'—oT .
AT
AR
2
Ein Auflosen der Briiche — bzw. Anwendung der Rekursionen (7.4.41) — liefert
210 = X22x+3
R0 = x+1

Durch Einsetzen der Stiitzstellen iiberzeugt man sich von den Gleichungen
R¥!(x)=f; (i=0,1,2,3),

mithin ist R2:! Lsung der rationalen Interpolationsaufgabe.

Wie bereits in (7.4.7) erwihnt, ist die Aufgabe (7.4.1) beziiglich /=m =1
(n =2) und der oben erwihnten (Xo, fo), (X1, f1), (X2, f2) nicht l6sbar; dennoch
sind die entsprechenden v, erklirt. Gemif (7.4.46) erhalten wir So(x) =R!1(x)
in der Form

1 =372

_—— 4 —

2 -2

die reduzierte Funktion R"!(x) = 1 I6st nicht (7.4.1).

In Erginzung und Erweiterung vermerken wir zu (7.4.45) den
(7.4.48) Zusatz. Die Bedingungen

Sl+1(xi)¢0 (i=0, 1,...,1‘]‘2)
sind hinreichend fiir die Losbarkeit der Interpolationsaufgabe (7.4.1).

Zum Beweis formulieren wir mehr ins Einzelne gehend den
(7.4.49) Hilfssatz. Essei i€{0, 1,...,n~ 1} sowie S;.,(x;) # 0. Dann gilt fiir
k=0,1,...,i

Sk(xi)=¢k(xo,...,xk_,,xi) (*0),
mithin insbesondere

So(xp) =¢o(x)) =f; ;

dabei lassen wir ausdriicklich zu, daf Sy (x;) fiir gewisse k€ {i+2,...,n—1}
verschwindet, also in (7.4.31) mit dem Wert > gerechnet werden mug.

Der Beweis verliuft analog demjenigen zu Hilfssatz (7.4.29), (iii), wo wir im
dortigen Spezialfall i = n eine dhnliche Aussage gemacht haben; die Durchfiihrung
sei dem Leser als Ubungsaufgabe 7.10, (iii) empfohlen.

>

>
»ix

1,1 - x—0
RV (x)=3+ =
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Die Verwandtschaft zwischen der Newtonschen Methode zur Ermittlung des
Interpolationspolynoms und dem Kettenbruchverfahren zur Berechnung der ratio-
nalen Interpolierenden ist aus den Rekursionen (7.1.16) und (7.4.46) ersichtlich.
Insbesondere tritt auch nach (7.4.46) beim letzten Schritt der numerisch giinstige
Fall der Fehlerdimpfung ein, sofern |(a — x0) S; (@) ™' | wesentlich kleiner als |f,]
ist, also sicher dann, wenn f, von Null verschieden ist und a hinreichend nahe bei
Xo liegt.

Um einen solchen Effekt auch fiir ein «, das in der Nahe einer anderen Stiitz-
stelle liegt, zu erreichen, sind wie bei der Newton-Interpolation die Stiitzstellen
umzunumerieren. Dabei ergibt sich hier gegeniiber der Polynom-Interpolation die
Schwierigkeit, da die ¢; fiir i 2 3 nicht symmetrisch in ihren Argumenten sind,
so daf zur Anwendung der Rekursion (7.4.46) die zu der geanderten Stitzstellen-
Anordnung gehdrenden ¢; neu berechnet werden mifiten.

Um dies zu vermeiden, geht man von den inversen Differenzen (7.4.24) zu
den reziproken Differenzen iber, die man durch

k

, n
Pax(Xgs Xy, i Xak) = Z¢1i(x01xlv N <0§ ks [i}) )
izo
(7.4.50)

k
. n—1
ka”(xo, --~,X2k+|) = l $ai+1(Xo, s X2i41) (0§ ks [T})
i=0

einfiihrt. Wie man mit (7.4.24) leicht bestatigt, geniigen diese reziproken Differenzen
der Rekursion
po(x;)=f; (0=isn),

(Xg.x)= 25 (1<i<n)

(7.451) P (Xgs s Xk—15 %) =Py 2 (Xgs +oes X —3)
Xi " Xk-1
Pr—1(Xos s X2 %) ™ P~y (Xos s Xy _g5 Xk =)

(2sk<isn).

Man kann die reziproken Differenzen auch durch (7.4.51) und anschlieBend die
inversen Differenzen durch

@o(x))=Po(x;) (0=isn),

@1 (X0, X)) =P (X0, %) (1Sisn),

O (Xo, -ovs Xk —15 Xi) = Py (Xo, .oy Xk =1, Xj) ~ Pi—2 (Xo, ..., Xgk—2)
(2£k<£isn)

(7.4.52)
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definieren; man zeigt leicht, da diese derart bestimmten ; die Rekursion (7.4.24)
erfiillen, folglich mit den frither eingefiihrten inversen Differenzen iibereinstimmen.
Dadurch erkennt man auch, daB bei vorgegebenen Argumenten die ¢; und die p;
immer gleichzeitig als komplexe Zahlen definiert sind oder nicht. Fiir die folgenden
Uberlegungen wollen wir etwas weitergehender als bisher voraussetzen, daf8 die ¥;
bzw. p; fiir simtliche in Betracht zu ziehende Argumentfolgen wohldefiniert sind.

Wichtig im Hinblick auf das Verfahren (7.4.46) ist der

(7.4.53) Satz.
(i)  Die reziproken Differenzen sind symmetrisch in ihren Argumenten, d. h. fiir
jede Permutation (i, i,, ..., ix) der Zahlen (0, 1, ..., k) gilt

pk(xio*xh’ ...,Xik) = pk(Xo,Xl, ...,Xk).

(ii)  Die reziproken Differenzen geniigen der Rekursion

po(Xi)zfi (Og ign)‘
x.——x.
Pi(xixien) = T (0Si<n-1),
i i+l
(7.4.54) P (Xis ooy Xiak) = P2 (Xiwps -y Xjek—1)
Xi ~ Xj+k
+
Pr—1 Xy s X 1) Pk -1 (Xiw 15 5 Xiek)
(0Lisi+tks<nk22).
Beweis.
(i)  Wir zeigen die Symmetrie von P,y (X, X1, -.., X2 ). Dazu wenden wir den

Satz (7.4.40) fur n = 2k beziiglich der beiden Interpolationsaufgaben
(*)  (xo, fo), (x1, f1), ..., (X2k, f24)
("‘) (xio’ fio)s (xil’fil)» -‘-»(xizk»fiﬂ()

an. P, Q bzw. P, 6 seien die dort in (i) genannten Polynome. Py (Xo, .-, X2x)
bzw. Py (Xigs - Xi) ist gemid Konstruktion der Koeffizient der hochsten

Potenz xk von P bzw. P, 1 derjenigen der héchsten Potenz x¥ von Q bzw. Q.
Trivialerweise losen sowohl P, Q als auch P, Q das linearisierte Problem zu (*);
daher ist auf Grund der Eindeutigkeitsaussage (7.4.3), (i) fuir x €C

P(x) Q(x) =P(x) Q(x) .

Dividiert man diese Gleichung durch x2* und a8t anschlieBend x - e streben,
so erhilt man

pzk(Xo, ceey sz) =I->2k(xi°, veey xi2k) .

Man erkennt, daf} sich die Symmetrie von 0,y 4 (X, ..., X2x+1) analog
beweisen lifit.
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(i) Die beiden ersten Zeilen von (7.4.54) sind nach (7.4.51) klar. Zur Begriindung
der dritten Zeile verwenden wir neben der Aussage (i) abermals (7.4.51); demnach
wird, wie behauptet,

Pk(xi, ...,X“k) =Pk(xi”, ...,x“k,xi)

Xi ~ Xi+k
Pr-aien o Xis) P—1(Xia1s s Xiek =15 Xi) = Pr—1 (Rjs 1, ooy Xjak)
Xi ~ Xj+k
“oea i '.“’x“k—l)‘r Pr—1(Xis -oos Xirk—1) = Pr—1(Xi+ 10 oo Xjak)

Wir kommen abschliefend noch einmal auf das Kettenbruchverfahren (7.4.46)
zuriick, dem wir unter Benutzung der reziproken Differenzen die folgende endgiltige
Form geben: .

Zunichst berechnet man die reziproken Differenzen gemaf der Vorschrift (7.4.54)
hierzu verwendet man das

(7.4.55) Schema.

xo  fo=Po(X0)
_ =Py (X0 X1 )
Xy fn-po(xn):;(x———xrpz(xovxuxz)\p (Xou X2 X2, %3)
—F1 1, X2) T _—=F3Xo, Xy, X2,X3
x3 £ =po(x2) Py(Xy, X2, X3) " .

-~ —
Py(x2,%3)
X3 f3=P0(x3) " .

Sodann ermittelt man fiir ein vorgegebenes a € € den Wert R(a) mit Hilfe des
(7.4.56) Algorithmus.
Po(x0) k=0),
ag = | Pi(Xe,x1) (k=1),
Py(Xo, ...y Xg) —Pr-2(Xo, --.,Xgk—2) (2£k<n),

Sn:=an

A~ Xg—1
Sk_1:=ak_," Sk (k=n,n—l,..., 1),
R(@):=So ;

dabei stehen die fir 0 < k < n bendgtigten Py (X0, X, ..., Xy) in der obersten
Schrigzeile des Schemas (7.4.55).

Der Algorithmus in dieser Form zwingt bei Umnumerierung der Stiitzstellen
nicht zur Neuberechnung der zugehorigen reziproken Differenzen; wegen der
Symmetrie der o, ist ein analoges Vorgehen wie beim Newton-Algorithmus (7.1.16)
moglich.
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Mit Satz (7.4.40) und dem darauf basierenden Algorithmus (7.4.56) wird die
Interpolationsaufgabe (7.4.1) nur fiir spezielle Zihler- und Nennergrade, nimlich
fir /=m oder I =m + 1 geldst. Zu diskutieren bleiben daher in diesem Zusammen-
hang die Fille, da />m + 1 oder / <m gefordert ist.

Wir beginnen mit dem Fall /=m +k, k 2 2. Hier betrachten wir mit P:;_' s
der Losung des Problems
Grad(Py ') sk-1,
PET'x)=fi (1=0,1,...,k-1)
die ,,reduzierte* rationale Interpolationsaufgabe

f.-P'(;“(x.)
(7.458) R(x)=F;i= ;o= (i=k,k+1,...n).

n (xi—xx)
K=0

(7.4.57)

Wir setzen voraus, da diese Aufgabe im Sinne des Satzes (7.4.40) 16sbar ist. Da die
Anzahl der Stiitzstellen in (7.4.58)

~k+1=(m+k)+m-k+1=2m+1

betrigt, gilt fur die Losung R= g
Grad(P)sm, Grad(Q)<m
Auf Grund dessen erhalten wir in
k-1

(7459 Rx):=Pt ')+ TT (x-x,) - R(x)
k=0

eine Losung des urspriinglich gestellten Problems: Die Beziehungen (7.4.57), (7.4.58)
fiihren namlich unmittelbar zu der Eigenschaft

R(x;))=f; (i=0,1,...,n);

ferner gilt die Darstellung

k-1
Py () Q)+ TT (x—x,) P(x)
R(x) = k=0 = Pe)
Q%) Q(x)

mit Grad(P) S m+k =/, Grad(Q) =m.
Nun zur numerischen Auswertung: zunichst ermittelt man die Koeffizienten

(74.60)  by=Af[Xo,X1,...,x] *&=0,1,...,k-1)
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des Polynoms P";" in der Newtonschen Darstellung (7.1.11), indem man die
dividierten Differenzen

Af X, Xieq, - Xi45] (0SiSi+jSk-1)

in der Form des Schemas (7.1.15) berechnet. Danach erweitert man dieses Schema
fir i€ {k,k+1,...,n} jeweils um eine Schrigzeile, bestehend aus

fi =Af[xi],Af[Xk_‘,Xi],Af[Xk_z,Xk_l,Xi], ...,Af[Xo, ...,Xk~|.Xi] .
Auf Grund der Newtonschen Interpolationsformel (7.1.11) folgt

k-1
f; =P:§_'(xi)+Af[xo. o xio 5] TT (i =x0)

k=0

so daB gemif der Definition in (7.4.58) mit Af[xo, ..., Xk -, X;] bereits ?i be-
rechnet ist. Im Anschluf8 daran bestimmt man fiir vorgegebenes a € €

(74.61) by :=R(a)
mittels des Algorithmus (7.4.56). Gemi8 (7.4.59) hat man mit den b, aus (7.4.60),
(7.4.61) die Beziehung
R(@) =bo + by (@~ Xo) + b (@ = Xo) (@=X1) + ... + by (@—Xo) (@=X1) ... (@~ Xy—y)
demgemif man abschlieBend R (a) mit einem Homer-dhnlichen Algorithmus
— vgl. Ubungsaufgabe 7.2 — ermittelt.

Es bleibt der Fall / <m. Hierzu sei (ohne Einschrinkung)

fo = f| =...= fk—l = 0, fk, fk+l’ ey fn #0

angenommen. Ist dabei k =n + 1, so wird (7.4.1) durch R =0 gelost. Andernfalls
ist (7.4.1) sicher nur demnA losbar, wenn k </ ist; dies sei fiir das weitere vorausgesetzt.
Wir betrachten dann mit { =m, m =/—k das Problem

A ﬁ A n A A A
R=%x, Grad(P)<!/, Grad(Q)Ssm, Q#0,
(7.4.62)

k-1
Rexy) = ‘%'ﬂ (Xi-xc) (#0) (i=k,k+1,...,n).
k=0

Dieses kann wegen 12 f+ 1 mit den bereits besprochenen Methoden behandelt
werden. Besitzt es eine Losung ﬁ so erfiillt offenbar
k-1 N
‘o TT (x - %) Q)
(7463) R(x):= JT x-x)Rx)™ = “22—
k=0 P(x)

die urspriingliche Aufgabe (7.4.1).
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Fiir die rationale Interpolierende einer hinreichend oft differenzierbaren
Funktion gibt es eine Restglieddarstellung von dhnlicher Gestalt wie bei der Poly-
nominterpolation, vgl. hierzu Milne-Thomson [39], S. 116. Diese Restglieddarstel-
lung ist jedoch bereits in einfachen Fillen nur schwer fiir eine Fehlerabschitzung
verwendbar.

Wie die Praxis gezeigt hat, ist die rationale Interpolation der Polynom-Inter-
polation in solchen Fillen iiberlegen, in denen die zu interpolierende Funktion
nicht mehr ganz-holomorph, sondern nur noch meromorph ist. Diese Erfahrung
bestitigt das nachstehende

(7.4.64) Beispiel. Wir interpolieren die Funktion

X (xel-ma[, £0)

f(x) = sin x
1 (x=0)
an den Stiitzstellen

2n 1 .
Xo = 3, Xi+1 = 3 Xi (i=0,1,...,4),
um hiermit naherungsweise den Funktionswert f(0) zu bestimmen. Da die Stelle
% =0 auBerhalb der Stiitzstellen liegt, spricht man hierbei von Extrapolation.

Bei Anwendung des Nevilleschen Algorithmus ergeben sich folgende Werte
fiir P¥(0)

f, PI(O) PXO) PXO) P{(O)  P}(0)
2,418399
0,000000
1,209200 1,180261
0,885196 0981157
1,047198 1,006045 1,000741
0,975833 0,999517 0.999982
1,011515 1,000333 1,000006
0,994208 0,999976
1,002862 1,000020
0,998567
1,000714

Mit rationaler Interpolation gemif8 dem Stoerschen Verfahren ergibt sich das
Schema
A

RO RO RO RPO RPO

s
2,418399
0,806133
1,209200 0,948750
0,923475 1,004615
1,047198 0,987050 0,999962
0,978184 1,000179 1,000000
1,011515 0,996743 0,999999
0,994355 1,000010
1,002862 0,999185
0,998576
1,000714
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Ein Vergleich zeigt, daf als Niherungen fir f(0) nur die P © (s=1,2,3)
besser als die entsprechenden R' *1(0) sind; im iibrigen ist die rauonale Extrapolation
durchweg genauer.

Die Uberlegenheit der rationalen gegeniiber der Polynom-Interpolation ist be-
sonders deutlich, sofern die Stiitzstellen in der Nihe eines Pols der zu interpolieren-
den Funktion liegen.

7.5. Spline-Interpolation

Die Spline-Interpolation geht von folgendem physikalischen Modell aus:
Vorgegeben sei in [a,b] C IR eine Zerlegung

Z=(Xo, X1, .., Xn)

7.5.1
( ) { a=x0<x;<...<x,=b,

ferner fy, fy, ..., f, € IR. Ein homogener, elastischer Stab sei in den Punkten

(X0, fo), (x1, f1), ..., (Xpn, fn), und zwar mit senkrecht zum Stab wirkenden
Kriften, eingespannt. Dann ist die Biegelinie des Stabes eine zweimal stetig differen-
zierbare Kurve y(x); diese zeichnet sich vor allen anderen durch (x,, fo),

(X1, f1), ..., (X, fy) verlaufenden, zweimal stetig differenzierbaren Kurven dadurch
aus, daf die Biegungsenergie und damit die Gesamtkrimmung

y'(1)?
—— 5 dt
(1+y'(1)%)
a
minimal wird. Wenn man davon ausgehen kann, daB y'(t) klein ist, so ist y in
1. Nadherung gleich der Losung folgender Aufgabe
(7.5.2) Minimiere
b
[v'®a (yeCilab)

5

unter den Nebenbedingungen
y(x;)=f; (=0,1,...,n).

Zu Verallgemeinerungen von (7.5.2) gelangt man, indem man die Minimie-
rungsaufgabe beziiglich der m-ten (m 2 2) Ableitung formuliert und eventuell zu-
sitzlich geeignete Randbedingungen stellt. Die nichsten Uberlegungen in dieser
Richtung zielen auf eine Erweiterung des Funktionenraumes C, [a, b]; dabei be-
schrianken wir uns hier auf reellwertige Funktionen.

Bekanntlich heifit eine Funktion g von [a, b] in IR absolutstetig oder total-
stetig, wenn zu jedem € >0 ein § > 0 existiert, so daB fiir jede (nicht notwendig
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iiberdeckende) Unterteilung
asa <b; s a,<b,s...= ak<bk§ b

die Implikation

k k
D (bi-a) <8 = > lg(b)-g(a)l<e
i=1 i=1
zutrifft. Es gilt hierzu — wie man beispielsweise bei Titchmarsh [54], S.364 nach-
lesen kann — die
(7.5.3) Bemerkung. g ist in [a, b] absolutstetig genau dann, wenn
(i) g differenzierbar fast iiberall in [a,b] ,
(ii) g €L, [a,b], d.h. Lebesgue-integrabel iiber [a,b],

(i)  g(x)=g(a) + j g(hdt (xE([ab]).

Demgemif bezeichnen wir fir m € 1IN, 2 2
Km[a,b] := {fECpy_[a,b]: f™~ 1 absolutstetig, f™ € £,[a,b]},
Km,pla,b] := {f€EKp[a,b): f¥@)=f®(b) (k=0,1,...,m~-1)}.
Offenbar enthilt K., ,[a,b] gerade die iber [a, b] hinaus periodisch fortsetzbaren
Funktionen, deren periodische Fortsetzung fiir alle [c,d] D [a,b] in K, [c,d] liegt.
Selbstverstandlich gilt Cp, [a,b] C Ky, [a, b]; aus diesem Grund mag der mit
Lebesguescher Integrationstheorie nicht vertraute Leser im Folgenden stets C,,[a,b]
statt K, [a,b] betrachten.
Firr f,g €K, [a,b] definieren wir

b
(, Dm 1= j Fm) (1) g1 dt |
(7.5.4) l a
My <= VAT D -

Hiermit ist (, ), eine reelle, symmetrische Bilinearform mit der Eigenschaft
(f,Dm20 (fEKp[a,b]).
Zusitzlich notieren wir die
(7.5.5) Bemerkung. !fl,, =0 gilt genau dann, wenn f Polynom vom Grad £ m—1
ist.

Beweis. Fiir ein Polynom f vom Grad € m -1 gilt f®™ =0 und daher Ifl,, =0
trivialerweise. Ist umgekehrt f € K, [a,b] und lifl, = 0, so ist nach Definition
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f™)(x)? = 0 fast iiberall und daher auch f™(x) = 0 fast iiberall. Gema8 (7.5.3), (iii)
ist folglich f™~Y(x) in ganz [a,b] konstant, mithin f ein Polynom vom
Grads m-1.

Im Folgenden sei wieder Z eine Zerlegung von [a,b] gemaB (7.5.1), seine
Abbildung von [a,b] in IRund mEN, 2 2.

(7.5.6) Definition. s heifit Spline-Funktion vom Grad 2m— 1 zur Zerlegung Z genau
dann, wenn

() s€Cyp-alab],
(ii) s, eingeschriankt auf [x;, X;+,], ein (von i abhingiges) Polynom vom
Grad £ 2m-1ist (i=0,1,...,n—1).

Die Gesamtheit aller derartigen Funktionen s bezeichnen wir mit S%m _[a,b].
Da m 2 2 und daher 2m — 2 2 m ist, gilt trivialerweise
S [ab]CCpla,b]CKylab].
Grundlegend fiir die weiteren Uberlegungen ist der

(7.5.7) Satz (Identitit von Holladay). Fiir f € Ky, [a,b], s€ Sfm _[a,b] hat man

die Gleichung

(7.58)  Mf—sh2 = If02 - UshZ,
b

m-—1
-2 Z - 1)x+l[f(m—x)(x)_S(m—x)(x)]S(m+x—|)(x)

k=1

x;i—0

=2 3 ™) - 560l S0 ()
i=1

Xj—1+0

Beweis. Durch einfache Umrechnung ergibt sich
b
If-sl2, = J (£™ (x) - s (x))? dx
a

b
= IfI2, + 2 f (F™ (x) — s™ (x)) ™ (x) dx ~ fsI2, .

Wir beachten, daB die Funktion fm~1 —sm=1 jy [ b; absolutstetig und daher
dort nach (7.5.3), (iii) eine Stammfunktion zu @™ —s™M) st ferner, da ™
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stiickweise stetig differenzierbar ist; somit ist die folgende partielle Integration
gerechtfertigt:

b
j(f"“’ (%) = s (x)) 8™ (x) dx

b b
= (™D (x)-s™ D (x)s™x)| - f(f‘“‘ "D (x) = s™D(x)) s * D(x) dx .

Diese Beziehung formen wir durch weitere partielle Integrationen zu

b
j(f‘"”(x) - 5™ (x)) ™ (x) dx =

b

m-1
= Y DHE™ O x) = s O () s D (x)

k=1

b
D (0= ()™ D ) dx
a
um. Beachten wir abschliefend, da

b n Xi
[E@-senem-D@a= Y [ -5 Degax
4 BT I

und daB s®™~D(x) in jedem der Intervalle ]x;_;, x;[ eine Konstante ist, so er-
halten wir

X xj—0
j (£ (x)~ 5’ (3)) s2™ D (x) dx = (£(x) ~ s()) @™~ (x)
Xj—1 Xj—1+0
und damit die Identitit (7.5.8).
Im Anschlu an die Definition (7.5.6) verwenden wir die
(7.5.9) Bezeichnungen.
() NZ _,[ab):={s€SE _ [a,b]:s™*)(a)=s™*(b)=0 (x =0,...,m-2)}

2m -1

heiit Raum der natirlichen Splines;
(i) PZ _,[ab]:={s€SZ _ [ab]:s®@)=s¥(b) k=0,...,2m-2)}

2m-—1

heifit Raum der periodischen Splines.
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Hierzu notieren wir den

(7.5.10) Hilfssatz. Ist f € Kp[a,b], s€SE _ [a,b] mit

(7.5.11)  s(x;)=f(x;) ({=0,1,....,n)

und dariiber hinaus eine der folgenden Bedingungen
() sENZ_ _ [ab],

(75.12) { (i) @) =f®(a), s©b)=£®b) *=1,..m-1),
(i) fE€Km pla,b], s€PZ _ [a,b]

erfiillt, so folgt die Identitit

(7.5.13)  Wf—sl2 = IfI2, - Isi2, (2 0).

Beweis. Aufgrund von (7.5.11) verschwindet in (7.5.8) der Term

n xj—0

-2 2: - l)"”'[f(x)— s(x)] S(2m—l)(x)

i=1

’

Xj—1+0

éuBerdem ist in jedem der Fille (7.5.12), (i), (ii), (iii) auch der Ausdruck

m-1 b
-2 Z (- 1)"”[f(m_")(x)'-s(m_")(x)]s("”“")(x)

k=1

gleich Null.

Gemif der Fallunterscheidung in (7.5.12) formulieren wir drei Typen von
Interpolationsaufgaben:
Vorgegeben seien fo, fi, ..., f, sowie eventuell f:'), sy fi'“-l),
fg'), . fl(,'“ "D e IR. Gesucht ist eine Funktion s € Sfm _[a, b], die neben der
Forderung
(75.14)  s(xj))=f; (i=0,1,...,n)
zusitzlich einer der folgenden drei Randbedingungen
() sENZ _[ab],
(75.15) { (i) s@@)=fY, ®@p)=f* «=1,..,m-1),
(i) s€PZ__ [a,b]
geniigt.
Hierzu notieren wir als Existenz- und Eindeutigkeitsaussage den

(7.5.16) Satz. In Sfm _,[a,b] besitzt die Interpolationsaufgabe (7.5.14) mit einer
der Randbedingungen (7.5.15), (i), (ii) oder (iii) jeweils genau eine Losung, wobei
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im Fall der Bedingung (7.5.15), (i) n 2 m — 1 sowie im Fall der Forderung (7.5.15),
(iii) fo = f,, vorausgesetzt wird.

Beweis. Um zunichst die Eindeutigkeit zu zeigen, gehen wir aus von Funktionen
5,5 € Sfm _,[a,b], die den Gleichungen

s(x))=s(x))=f; (i=0,1,...,n)

und gemeinsam einer der Bedingungen (7.5.15), (i), (i) bzw. (iii) geniigen. Dann
sind beziiglich s und f := 5 die Voraussetzungen des Hilfssatzes (7.5.10) erfiillt.
Es folgt gemaf (7.5.13)

15 -2, = 1512, = Isl2, 2 0
und, daman s und s vertauschen kann, ebenso
Is—312, = Isl3 - 1512, 2 0,
mithin
Is —sl,=0.
Nach (7.5.5) ist P :=§ —s ein Polynom vom Grad £ m - 1.

Geniigen s, s beide der Bedingung (7.5.15), (i) und ist n = m— 1, so be-
sitzt P wegen

P(x)=5(x;)—s(x)=0 (i=0,1,...,n)

mindestens m Nullstellen und ist daher das Nullpolynom.
Falls s, § beide die Eigenschaft (7.5.15), (ii) besitzen, so gilt
P®(a) =5 ®(a)-s®@)=0 (=0,1,...m-1)

und folglich nach dem Satz von Taylor wiederum P =0.
Im periodischen Fall (iii) schlieBlich haben wir
P®@)=P®(®b) «=0,1,....m—1).

Durch Vergleich der Taylorentwicklungen von P um x =a und um x =b ergibt
sich, daf8 P periodisch mit der Periode b —a und folglich konstant ist. Beachtet
man noch

P(a)=0,
so ist auch hier die Aussage P =0, d.h. § =5 klar.

Nun zur Lésbarkeit der genannten Interpolationsaufgaben: Durch die Zer-
legung Z sind disjunkte Teilintervalle

lj = [xj—l’ xj[ (J =1, RS L 1)» ln = [xn—l’b]
von [a,b] gegeben; dementsprechend bezeichnen wir
ng_l[a,b] := {f: f Abbildung von [a, b} in IR, fllj Polynom vom Grad £ 2m—1}.
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Offenbar ist ng _,[a,b] ein Vektorraum der Dimension 2mn. Durch

o) := (¥ (x; + 0) = 9 — 0)), - 01, 3m 2 (feQZ, _ [a,b])
i= n-

definieren wir eine lineare Abbildung ¢ von sz_l[a,b] jn IRGm-DO-1)

Trivialerweise ist S2m _,[a,b] der Nullraum von ¢, daher folgt aus der Dimensions-
formel fiir lineare Abbildungen — vgl. Fischer [17], S. 66 ff.

(*) dimSZ _ [a,b]22mm-(2m~1)(n—-1)=n—-1+2m.

2m—1

Weiter befassen wir uns zunichst mit dem Fall (ii); wir zeigen, daf fiir be-
liebig vorgegebene fy, fy, ..., f,, {0, . fm=D 1 fm-DeR eine Funk-
tion s mit den Eigenschaften (7.5.14), (7.5.15), (ii) existiert. Hierzu betrachten wir
die durch

Yy (s) 1= (5(Xo)s ---r $(Xp), 8'(@), .., s™ " D(a), s'(b), ..., s™ “D(b))

definierte lineare Abbildung ¥, von Szm_|[a,b] in R® 2™ Diese ist auf
Grund der oben bewiesenen Eindeutigkeitsaussage injektiv, daher ist

dimSZ_ _{a,b]Sn-1+2m,
also wegen (*)
(75.17)  dimSZ__ [a,b]=n-1+2m,
womit die behauptete Surjektivitit von ¢, gezeigt ist.

Wir kommen zum Fall (i): nach Definition ist N5~ _[a,b] der Nullraum
der linearen Abbildung % von SZ _ [a,b] in IRz("‘“), definiert durch

2m -1
?(s) := (s™(a), s™*D(a), ..., sC™ "I (a), sM(b), ..., M " D(b)) .
Auf Grund der Dimensionsformel und (7.5.17) ergibt sich unmittelbar
dimNZ__ [ab]2n+1.
Ferneristim Fall n2 m -1
Ui(9) 1= 0= (SENT,_,[a,b])
eine lineare und, wie oben gezeigt, auch injektive Abbildung von "l _,[a,b} in
IR"*!. Hieraus folgt, ahnlich wie im Fall (ii), die Gleichung
dimNZ__ [a,b]=n+1
und damit die Surjektivitit von ¥, .
Den Fall (iii) behandelt man analog: zunichst stellt man
dimPZ__ [a,b]2n
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fest; anschlieBend benutzt man, daf die lineare Abbildung
¥s() 1= (s())isg  (SEPS,_,[a,b])
injektiv ist und im hier betrachteten Fall nach Voraussetzung f, = f,, gilt.
Erginzend notieren wir die
(7.5.18) Folgerung. Fiir die Losungen s;, s,,s; der Interpolationsaufgabe (7.5.14)
mit den Randbedingungen (7.5.15), (i), (ii) bzw. (iii) gilt
(@) Usly =min {Ifl,: fEK,[a,b], f(x)=f; (=0,1,...,n)},
(i) ls;lp =min {Ifly,: fEKp[a,b], f(x)=f; (i=0,1,...,n),
f9@) = £* fOb)=£*  «=1,..,m-1},
(ii)) W8yl =min {Mfly: fEKy p(a,b], ) =f;  (=0,1,...,n)}.
Dariiber hinaus sind die s, , s,, s3 durch die angegebenen Minimalitatseigenschaften
eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir bezeichnen die auf der rechten Seite von (i), (ii) und (iii) angesprochenen
Teilmengen von Kp,[a,b] kurz mit M,, M, bzw. M,. Ist dann f €M;, s0 sind be-
ziiglich f und s; die Voraussetzungen des Hilfssatzes (7.5.10) erfiillt; es folgt aus
(7.5.13)

Il — Il 20,
also wie behauptet,

Il 2 Usjlly, .

Weiter nehmen wir an, es sei f € M; und

18y =min (Ifll,: FEM;) = Is;l, .
Dann ist, wiederum nach (7.5.13),

“T - Sj Hm =0
und folglich f - s; ein Polynom vom Grad < m — 1. Hieraus schlieBt man, wie be-
reits im Beweis zu Satz (7.5.16) ausgefiihrt, die Identitat f =s;.

Die Aussage (7.5.18), (i), speziell im Fall m =2 und fiir C,[a,b] an Stelle
von K,{[a,b] formuliert, liefert s, offenbar als die eindeutig bestimmte Losung
des anfangs gestellten Minimierungsproblems (7.5.2).

In den folgenden Uberlegungen wollen wir uns weiter auf den besonders
wichtigen Fall m =2 beschrinken; die Funktionen s € S§ [a,b] heiflen kubische
Splines. Nach den Definitionen (7.5.9) haben die Randbedingungen (7.5.15) hier
die spezielle Gestalt

@ s"@=s"(=0,
(7.5.19) (i) s'@-=f,, s®b)=fy (f,fHER),
(i)  s¥@)=s¥p) «=0,1,2).
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Dabei muf fiir die Losbarkeit von (7.5.14) im Fall (7.5.19), (iii) wiederum
selbstverstindlich f, = f, vorausgesetzt sein, wihrend die fiir den Fall (i) geforderte
Bedingung n 2 m — 1 wegen m =2 automatisch erfiillt ist.

Unser ndchstes Ziel ist eine fir die numerische Berechnung geeignete Darstel-
lung der interpolierenden Splines s € S§ [a,b]. Dazu zeigen wir den

(7.5.20) Hilfssatz. Essei s € S%[a,b] mir
s(xp)=f; (1=0,1,...,n)

vorgegeben. Als ,, Momente** bezeichnen wir die Grofien
M;:=s"(xp) (i=0,1,...,n),

ferner setzen wir zur Abkiirzung
hj:=xj4;-% (=0,1,...,n-1).

Dann gilt fir x € [xi, Xj+1] die Darstellung

M (fHI_Mnl )
(7s521) s(0= (x x) + o &h; Kiv1~ x)* + h; (x=x)

i M
+ (E‘ Zhi)(xiﬂ_x)
beziehungsweise, nach Potenzen von (x — X;) entwickelt,
s(x) = fi + B (x = ;) + %, (x — x;)* +8;(x— x;)°
mit den Parametern
firg—fi  2M; +Miy,

Bi= by 3 i
M;
1522 { = 3.
Mivi - M
8i= 6h;

Beweis. Im Intervall [x;, x;+,] ist s” eine inhomogen lineare Funktion mit den
Werten M;, M; ., inden Endpunkten und daher

+1 X = X;
lhl +Mi4’l hi -

Folglich 1a8t sich s’ mit einer Konstanten Aj in der Form

(75.23)  s"(x)=M;

, M, M, )
$(x) = 2'h:l (x—x)* - ZT"i(xin -x)? + A}

und weiter

s(x) = (X xp)’ + 6Mh: (Xi+1 = X)® + Aj(x = X;) + Bi (Xj 41 — X)
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schreiben. Hierbei sind A;, B; gewissen Konstanten mit
A'l = Ai - Bi .
Aus den Gleichungen
s(xj) = fj, s(xj+1) =fi+y
ergeben sich die Werte
fisrir Min > fi M;
A= (Tl“ e /s Bi=<h~i—?hi ) ;
womit (7.5.21) bereits nachgewiesen ist.

Nun zu (7.5.22): die behauptete Gestalt der Koeffizienten von s ermittelt
man durch Anwendung des Satzes von Taylor; danach hat man

’ 1., |
Bi=s'(x), 1 =357(x), §;=¢s"(x;+0).
Somit ist die Gleichung ¥; = § M; unmittelbar klar. Ferner erhilt man durch

Differentiation von (7.5.21)

Mi+, , M 2, (fisn—fi Mg M )
2hi (X—Xi) _2—hi(xi+l_x) +(‘ hi - 6 hi

(7.524) s'(x)=

und hieraus die angegebene Formel fiir §;; ebenso ergibt sich §; durch Differen-
tiation von (7.5.23).
Beziiglich der Momente M; beweisen wir den

(7.5.25) Satz. Essei s € S§ [a,b] die Losung der Interpolationsaufgabe (7.5.14)
mit den Randbedingungen (7.5.19), (i), (ii) oder (iii).
Dann erfiillen die (eindeutig bestimmten) M; die linearen Gleichungen

hi_, hi—y +h h; fia-fi fi-fiy
T Mimr T M M T T T

(7.5.26)
(i=1,2,...,n-1),
ferner zusitzlich im Fall (i)

(75.26') M,=0, M, =0,

om Fall Gii
im Fall (ii) hy he -1,
3M0+ ?M‘=_ho__f"
(7.5.26")
hn—lM + hn—lM =f! fo—fa-1
[ T R
sowie im Fall (iii) "
Monn
TS260 N booyy haatho,  ho fiof fasfa,
6 Moot T3 Mat gMis

ho hn—y
und sind aus ihnen berechenbar.
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Beweis. Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von s in [a,b] haben wir insbe-
sondere

(7.527)  s'(x;=0)=s'(x;+0) (i=1,2,...,n-1).

Hieraus folgen die Gleichungen (7.5.26). Um dies zu erkennen, beachten wir zu-
nichst einmal die Beziehung s'(x; + 0) = §; sowie die Darstellung (7.5.22) von ;.
Ferner ermitteln wir aus (7.5.24), notiert beziiglich i — I statt i sowie fir x = x;,
die Gleichung

M; 2 +fi~fi—l _Mi—Mi—l

(7.5.28)  S'(i=0) = 5—hi, o o hi-i
fi—ficy hy hi 4
= ——hi—_l——-fTMi*l’ 6—Mi-|.

Nun zu den Randbedingungen: der Fall (7.5.19), (i) ist wegen M, =5"'(a),
M, =s"(b) unmittelbar klar. Die Randbedingungen (ii) lauten

s'@@)=f,, s'(b)=fy .
Hierin setzen wir s'(a) =B, gemiB der Darstellung (7.5.22) ein; entsprechend be-
nutzen wir fiir s'(b) =s'(x, — 0) die Beziehung (7.5.28) beziiglich i = n, womit
die behaupteten Gleichungen in diesem Fall gezeigt sind.

Die Beziehung M, =M, im Fall (iii) ist wiederum unmittelbar klar. Die letzte
Gleichung ergibt sich aus

s'(xo +0) =5'(xa = 0),
indem man §'(xo + 0) =5'(a) =B, gemiB (7.5.22) sowie (7.5.28) beziiglich i =n
einsetzt.

Zum Beweis der letzten Aussage formen wir die Beziehungen (7.5.26), ...,
(7.5.26"") in geeigneter Weise um. Dazu multiplizieren wir die Gleichungen (7.5.26)

mit

_6

hi_;+h
und verfahren hnlich mit den iibrigen. Dementsprechend definieren wir fiir
i=1,...,n—-1

46 (fiu_fi_fi‘fi—n)
hi_y+hi b by hi - ’

) hj—; o m
s i+hy A= hi-l*hi_l Hio

ferner im Fall (7.5.19), (i)
{ do =dn =0 s
Ha=Xo :=0,
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im Fall (ii)
6 (fi—fo 6 ( ' fn—fn—l)
e € (B8} gy 6 (g Tt
" he \ hg a) " hay \®  hpoy
Ba=2o =1

und schlieBlich im Fall (iii)

d = 6 (fl—fn_ fn_fn—-l>

" hp_ythy \ ho hooy /7
~__hﬂl A ‘—_h';.-l_

Bo haoithet TR ¥Ry He

Mit diesen Gréfen bilden wir
. { (d)i-, in den Fillen (i), (ii) ,
(di);'= , im Fall (iii)

und weiter 5 Y
My 2 )\l 0
(75.29) G:= in den Fillen (i), (ii)
0
Hn-1 n—1
Bn (n+l,n+1)
bzw.
(7.5.29') G:= im Fall (iii) .
Offenbar erfiillt dann

[ M), inden Fallen (i), (ii) ,
'%m%,mmm)

das Gleichungssystem

(75.30) GM =d.
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Zu zeigen bleibt, dal dieses Gleichungssystem eindeutig l6sbar ist; hierzu notieren
wir den etwas mehr aussagenden

(7.5.31) Hilfssatz. G ist invertierbar, und es gilt beziglich der e>-Norm, definiert
in (3.3.8), die Abschdtzung

(7532) G =s1.

Beweis. Wir schreiben G in der Form
G=21+A=2(1+}A),

worin auf Grund der Eigenschaften der u;, \;
Al £ 1

gilt. Nach Satz (3.2.13) ist infolgedessen 1 + 4 A, mithin auch G invertierbar.
Ferner ergibt sich wegen

Gl=ia+3A)"
ebenfalls gemaf Satz (3.2.13)

ap <1 1

16725 l-%llAlI,,é b

Die numerische Berechnung der M; und damit der Losung s € Sg [a,b] der
Interpolationsaufgabe (7.5.14) mit einer der Randbedingungen (7.5.19), (i), (ii)
oder (iii) geschieht natiirlich durch Losen des Gleichungssystems (7.5.30). In dieser
Hinsicht wichtig ist der
(7.5.33) Satz. G besitzt eine LR-Zerlegung, die Koeffizienten von L sind betrag-
lich £ 1.

Der Beweis wird als Ubungsaufgabe 7.12 empfohlen.

Demnach 148t sich (7.5.30) mit Gau-Elimination bei diagonaler Pivotwahl
l6sen, wobei dieses Vorgehen numerisch stabil ist. Da die Matrix G schwach besetzt
ist, werden hierbei nur etwa

Sn Multiplikationen bzw. Divisionen in den Fillen (i), (ii)
und etwa

10n Multiplikationen bzw. Divisionen im Fall (iii)
benotigt.

Angemerkt sei, daf man die Losung des Gleichungssystems (7.5.30) ebenfalls
mit den in 6.3 bzw. 6.4 angegebenen Iterationsverfahren berechnen kann; jedoch
wird der Rechenaufwand dabei insgesamt wesentlich grofer als bei der Behandlung
mittels GauB-Elimination. Vgl. hierzu Ubungsaufgabe 7.13.

Zur Darstellung von s kann man statt der M; = s”(x;) die GréBen m; := s'(x;)
heranziehen. Die m; berechnet man ebenfalls durch Losen eines Gleichungssystems,
das dhnliche numerische Eigenschaften wie (7.5.30) besitzt. Hiermit befaBt sich die
Ubungsaufgabe 7.14.



7.5. Spline-Interpolation 233

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit dem Fall, daB eine vorgegebene Funk-
tion f durch kubische Splines interpoliert wird; es interessiert eine Fehlerabschitzung
und das Konvergenzverhalten bei wachsender Stiitzstellenzahl.

Zu einer Zerlegung Z von [a, b] gemaB (7.5.1) definieren wir

n-—1
max (X4 = X;)
i=0

5(Z):

(7.5.34)

() := f?’}‘j (Xi+1 = %)

Ferner bezeichnen wir fiir eine Funktion f€ C, [a, b]

(7.5.35)  w(f,8):=sup {If(x)~f(x")|: x, x€[a,b], [x-x| £8} (56>0)
als Stetigkeitsmodul von f. Da f in [a,b] gleichmifig stetig ist, gilt

(7.5.36) %irpow(f, 8§)=0

Wir zeigen den
(7.5.37) Satz. Es sei f€Cq[a,b], Z eine Zerlegung von [a,b] mit

8(Z
;EZ—;é 1.

Ferner sei s € S§ [a,b] Losung der Interpolationsaufgabe

s(xp)=f;:=f(x;) (i=0,1,...,n)
mit den Randbedingungen (7.5.19), (i), (ii) oder (iii). Hierbei sei im Fall (ii)
f., fy, € IR vorgegeben, im Fall (iii) f(a) = f(b) vorausgesetzt.

Wir behaupten: mit

§:=8(2), 0:=0(2)

_ [ 0 in den Fillen (7.5.19), (i), (iii) ,

" I max {Ify], |fp|} im Fall (7.5.19), (ii)

gilt die Abschatzung

(7.5.38) g\(a:bllf(x) -s(1 = 3 f/g B [w(f,8) +K- o] + % w(f,8).

X

Beweis. Wir verwenden fiir s die Darstellung (7.5.21). Beachtet man hierzu die

Identitat
fie1 f,
'};‘(X"Xi)* #i(xin -x)

i+ 6 1
= o (2 (= X0) = 260X = Xy g) — (e + 63) (K01 =~ XD}
2 2h;
fi+l +fi
2

1
+ m(fiu —f) (2x =X = Xi+1) »
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so ergibt sich fir x € [x;, X;j+1]

(Xiv1— x)?

h:] 6(X|+1 X)[ hy hijl

M4, (x- "1)2

00~ £ = 2 (x - x) [ -

(7.5.39)

f|+l

: [ﬁ—i(fm~fi)(2x—xi—xm)]+[ -9 -

Es sind die Summanden auf der rechten Seite von (7.5.39) abzuschitzen. Zunichst
hat man

fl*'l

~ 100 | = 3160400~ £ + 1x) = 01
S w(f, hy) S w(f,d).

(7.5.40)

Femner gilt
Xit Xi4) < ‘h~

o n =2 -
und daher

(7.5.41) Iz_lll,(fiﬂ =) (2x = x; — Xi+y)

1 1
L= S =
$3 w(f, h) £ 3 w(f,8).
Zur Abschitzung des ersten Summanden in (7.5.39) diskutieren wir die Funktion

700 := (x x) [y - & ;i’“)z ]

Offenbar ist n im Inneren von [x;, x; +] positiv, in den Endpunkten Null. Wie man
durch Nullstellenbestimmung der Ableitung verifiziert, nimmt n ihr Maximum in

- h;
X=X+ —
an. Es folgt fir x € [x;, x;+,]

(x=x) [~ & ;i"‘)z] |=n <m0y - ;—\27341?.

Ebenso erschlieft man
(Xi+1—%)? 2 .,
X T - h; ] £s——h
( i+l " X)[ ' 3\/3- i

Nimmt man (7.5.40), (7.5.41) hinzu und beachtet man wiederum h; <6, sowird

IMI

3 4 1
(7.5.42)  |s(x)-f(x)| = -2-w(f,8)+ -37_562 g

Diese Abschitzung gilt, da i beliebig aus {0, 1, ..., n— 1} gewihlit war, bereits in
ganz [a,b].
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Es bleibt das Maximum der |M;] abzuschitzen. Laut (7.5.30) ist
M=G'd
und folglich nach (7.5.32)

(7.5.43)  max |M;| S max |d;] .
i=0 i=0

Hierzu erkliren wir, um Fallunterscheidungen zu vermeiden, im Fall (7.5.19), (iii)
do = dn .

Weiter haben wir zunichst fir i=1,2,...,n— 1

6 (fm‘fi B fi‘fi-n)
hi_y+hi\ by hi_y

Diese Ungleichung gilt im Fall (i) trivialerweise auch fir i =0 und i =n. Im Fall (ii)
schitzt man

(ol 10a1 s & (282 1k)

ab. Schlielich stellt man im Fall (iii) fest, da () hier auch fir i =n und somit
natiirlich auch fiir i =0 gilt. Danach hat man in jedem der betrachteten Fille

6
o?

(* 1djl =

s 5 w(f, ).

(.5.44)  max 10,1 S 6 (209, y).

Um den Beweis des Satzes (7.5.37) abzuschliefen, bleibt (7.5.44) in (7.5.43) und
dies wiederum in (7.5.42) einzusetzen und

2<s
abzuschitzen.
Wir notieren als unmittelbare
(7.5.45) Folgerung. Es sei f €C,[a,b]. Weiter bezeichne

{ Zk=(x x(,k), e xg;))

=xPax® < <x®=b
eine Folge von Zerlegungen des Intervalls [a, b], und zwar mit den Eigenschaften
5 :=8(Zk) =~ 0 (k=)
(Zk)
0(Zx) ~
Vorgegeben seien ferner fir k EN s € Sg“ [a,b], die den Interpolationsbedin-
gungen
508 =16 (=0.1,....m)

s (keEN).
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und den Randbedingungen (i), (ii) oder (iii) geniigen mdgen; dabei habe man im
Fall (i) f,, fy € R, im Fall (iii) sei f(a) = f(b) vorausgesetzt.
Wir behaupten

max [f(x) = s(x)| = 0 (k= ).

x€[a,b]

Beweis. Zu beachten ist die Abschitzung (7.5.38) sowie die Konvergenzaussage
(7.5.36).

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist hierbei im wesentlichen durch w(f, 8x)
bestimmt. Ist beispielsweise f in [a, b] differenzierbar mit

If')ISL  (x€E(a,b]),
so gilt auf Grund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung — vgl. (6.6.13) —
w(f,8y) s L-8
und daher nach (7.5.38) wegen B-0(Zy) < 8y
- 4 .3
max | f(x) = s (x)| £ (—{3 +—)L+K-B 5 .
x€[a,b] 3 \/§ 2

Angemerkt sei, da die Behauptung der Folgerung (7.5 45) auch dann noch
gilltig bleibt, wenn man im Fall (ii) statt fester f;, fy € IR von k abhingige f, )
fy® e R mit

Ki o= max (1,91, 1,91}, K '8=0 (ko)
zulafit.

Zu einem besseren Konvergenzverhalten beziglich 8, und dariiber hinaus

zu einer Konvergenz der Ableitungen gelangt man unter der Voraussetzung
fE€C,4[a,b]. Hierzu beweisen wir den

(7.5.46) Satz. Es sei f€C,[a,b], Z eine Zerlegung von [a,b] mit
852
O—E-Z_; £8.

Es erfiille s € S§ [a,b) die Interpolationsaufgabe
s(x)) =f;:=f(x;) (=0,1,...,n)

und zusdtzlich entweder — entsprechend (7.5.19), (ii) —

(71547) s'(@a)=f'(a), s'(b)=f'(b),

oder es sei — entsprechend (7.5.19), (iii) —

(7.5.47") { M@ =90 (=012,

@ @=s®®b) «=0,1,2)

vorausgesetzt.
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Wir behaupten: mit
§:=258(Z), Ke:= max|f@(1)|

t€[a,b]
gilt fir x € [a,b], #x; (i=0,1,...,n) die Abschitzung
(75.48) |s""(x)—f""(x)1 £ 2PK45 ;
ferner hat man fiir simtliche x € [a,b] die Abschdtzungen

I£°00 -5"0)1 S 3 BKe8?
(7.5.49) If'x)-s'(x)| < %61(48’,

7
§BK46“.

17N

1f(x) = s()]

Beweis. Wir beginnen mit der Abschiatzung der zweiten Ableitungen in den Stiitz-
stellen. Hierzu notieren wir die Zwischenbehauptung

(7.5.50) max IM; - " (x)) £ 5 82K4 .

Zum Beweis von (7.5.50) definieren wir
(" (x))i-o imFall(7.547),
B I (f"(x;))i-, imFal(7.547),

ferner

e =(ei):'=o(|) :=d-Gc
mit G gemif (7.5.29) bzw. (7.5.29"). Dann ist nach (7.5.30)

M-c=G'e
und folglich wegen (7.5 .32)

(75.51) max IM; = £"(xp)] S max le. .
i= i=0(1)
Nach Definition gilt fir i = 1,2, ..., n — 1 — dabei beachte man im Fall (7.547")
fir i =1 die Gleichheit f"'(xo) =f"(xn) —
€= di —pif"(xi=1) = 2f7(x) ~ Nif " (xi41)

und weiter, wenn man die d;, A;, y; einsetzt,
fiss = f “6 fi-fiy

h; hi—,
= 2(hi—y + h) £ () — hif "' (xi41) -

(75.52)  (hj_,+h)ei=6 =hj— f"(xi-1)
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Gfmiiﬁ der Taylor-Entwicklung von f um x = x; erhalten wir mit einem
£ €% Xi4q]
2 3

(1.5.53) f.+1-f+hf(X.)+h £(x .)+h—f"'(x.)+h fOE)

und daher
; fi"’l_fi ’ " 2 orn h? (4) /et
(7554) 6 = — =67(x) + 3hif"Ga) + hi 1) + 5 (O
Analog ergibt sich mit einem &, € [x;—, X;]
fi-fiog _ PPN PN TR
=6 = =6 ) + 3hi Ly 70) = bl ) + = 1O

Diese letzten beiden Gleichungen setzen wir in (7.5.52) ein; wir erhalten
2

h
(i1 R = (£70) = £ Cxi) + ) + 5 19ED))

e (0= £~ he s St 0 )

Wir wenden den Satz von Taylor nochmals an, und zwar diesmal auf die Funktion f''’;
demnach wird mit n;' €[x;, X401, 1 €%, x{]

£ x) = 1 (i) + b (x) == 2 FDO )|
(7.5.55)
) = 061~y () == 302, £ D i),
mithin ) )
h + hi +
(hi—1+hi)ei =h; (—' f¢H- 5 D ))
hz 2
+hioy (—— @) - =5 (O )) .

Folglich 14}t sich fir i=1,...,n—1
; +h|3 LK,

b B ot | 3.2
le‘*4 T 8°Ka

3
Ko =3 (h{ —hihi_ +hi-)Ke S5

(7.5.56)

abschitzen. — Unter der Voraussetzung (7.5.47") gilt

€n=dp~pnf"(Xn-1) - 21" (Xp) ~ An £ (x1) .
Hieraus gewinnen wir unter Benutzung der Gleichungen f, =, £"'(x0) = f"'(xp)
die Identitat

f _ f f - f - " ”"
(ho + ha—1)€n =6 —p— =6 <= —hy " (xa 1) = 2y 1" (k)
n-1
= 2hof"(x0) ~hof"(x1) .
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Zur weiteren Umformung verwenden wir, dhnlich wie in (7.5.52) die Taylor-
entwicklungen von f und f"” um x =x, und um x = x,,. Dabei ist die Gleichung
f'(xo) = f'(xn) zu beachten. Es folgt dann wie oben die Abschitzung

leal 3h3\ 1t hf,
n 4h,,_l+h

hiermit ist fiir den Fall (7.5.47") unter Beriicksichtigung von (7.5.51) die Un-
gleichung (7.5.50) nachgewiesen.

Esbleiben |eo| und |ey,| fiir den Fall (7.5.47) abzuschitzen. Wir haben
nach Definition

€0 =do— 2" (X0) = Xof" (x1)

und daher
f,—f
ho€o =6 ( lho e
Gemf (7.5.54) gilt mit einem £3 € [xo, X, ] die Gleichung

3
< =82 .
Ke$ 38K

) = 2hof" (x0) —hof"”(xy) .

f - h3 .
6( ey )=3hof"(xo)+h3f"'<xo)+ Z 96,

ferner nach (7.5.55) mit einem n; € [xq, X,]

h3
o £/(x0) = hof"(x1) + h3 £"'(x0) == 5 £0(5)

und daher insgesamt
1 1 3
legl =1hg (Z (965 -1 19m;) ) 15 25K,

Ebenso wird |e,| abgeschitzt. Nimmt man (7.5.56) und wiederum (7.5.51) hinzu,
so ist (7.5.50) auch fiir diesen Fall bewiesen.

Nun zu den im Satz (7.5.46) behaupteten Ungleichungen: Durch Differentia-
tion von (7.5.23) erhalten wir fir x € 1x;, xj+;[ (1=0,...,n—1)

1 M "
s"’(x)—f"’(x)=—*‘m £ ()

Mivy = f"(xi+1)  Mi—f"(xi) . ' (xie)) — ')~ [ ) = (] _ £(x) .

hi hi hi
Die Taylorentwicklung von f” um den Punkt x ergibt mit & € [X, Xj+1], 7€ [Xi, X]
’ " ( x)
F(xie) = 100 = (xi0 1 =) 7100 + 2 (O,
(x; )

£ (xi) — £'(x) = (x; = x) £7'(x) + —5— f“’()
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Es folgen die Gleichungen bzw. Ungleichungen

£ (e g) =~ £ = [£"(x) =~ £
’ B (X)hi[ )= £'C0) (")l

(

| B -

ﬂﬂ()'
< thi[(Xiﬂ‘x)’+(xi—x)2]K4_S_§hiK4§-;-5}(4,

Benutzt man noch, da auf Grund von (7.5.50)
Misy = " (xi+1) +'Mi‘f"("i)

82K4Sﬁ 75K

hi hi _02

gilt und dal 2 1 ist, so erhilt man insgesamt, wie behauptet

(1557) 18”00~ 1" ()1 S 26K, + 365K, S 265Ky .

Wir kommen zur Abschitzung der zweiten Ableitung: zu einem vorgegebenen
X € [a, b] wihlen wir uns, was nach Deﬁnmon von 8§ =§(Z) immer moglich ist,
ein i€{0,1,...,n}, sodal |x- x,lS— Dann gilt nach (7.5.50), (7.5.57)

X

() = "0 1 = 1£"(x) = s""(x;) + f(f”'(t) =s"()dt|

Xi

3k 548

< K8 +3 285K,
7

S 788K, .

Ahnlich gehen wir im Fall der ersten Ableitung vor. Wegen
f(x;)~s(x) =0 (i=0,1,...,n)

existiert nach dem Satz von Rolle in jedem Intervall ] x;, x;+,[ ein {; mit
f'¢)-s'€)=0.

Fir x € [x;, X;+1] gilt offenbar |x — ;] <8 und daher
’ U — ’ ’ ¢ " ” 7 3
1960 -1 =196 =€) + [ (')~ 5"0)dt1 S 7 BKS®
$i
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Zum Nachweis der letzten Ungleichung wihlt man zu vorgegebenem x € [a,b]
wiederumein i€ {0, 1,...,n} mit |x-x;| £ %. Damit erhilt man, wie behauptet,

X
1609 =501 = | [ (F =) dt] $ gBKa5"
X
Die Spline-Interpolation ist der Polynom-Interpolation insbesondere bei
grofler Stiitzstellenzahl iiberlegen; dies zeigt auch das
(7.5.58) Beispiel. Wir interpolieren die Funktion

1
1+ x?

f(x) = (x€[-55])

beziiglich der Zerlegung
Z=(-5-4,-3,...,3,4,5)

durch die Splinefunktion s € S§ [~ 5,5], die den Randbedingungen (7.5.19), (i)
geniigt. Zum Vergleich mit P,,, dem entsprechenden Interpolationspolynom 10-ten
Grades — vgl. Beispiel (7.1.33) — sind in der folgenden Tabelle die Fehler beider
interpolierender Funktionen fiir einige Zwischenstellen angegeben:

X I s(x) - f(x) Pio(x) - f(x)
0,5 0,2053 -10! 0,4341-107!
1,5 -0,1035-107! 0,7235-107!
2,5 0,2150-1072 0,1158-10°
35 -0,7900-1073 -0,3017-10°
4,5 -0,5586-1073 ~-0,1881-10!

In der Abbildung zu Beispiel (7.1.33) wiirde sich s(x) im Rahmen der
Zeichengenauigkeit kaum von f(x) unterscheiden.

Ubungsaufgaben zum 7. Kapitel

Aufgabe 7.1. Vorgegeben seien xo, Xy, ..., X, € €, paarweise verschieden, sowie
fo, f1,-.., fn € €. Wir bezeichnen fiir

OSusss<n
mit Q! das durch die Bedingungen
Grad(Q))s u,
{ Q¥(x)=f, (i=0,1,...,u~1,5s)
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eindeutig bestimmte Polynom. Insbesondere ist Qf) =P die Lésung der Interpola-
tionsaufgabe (7.1.1).
Man zeige: fiir x € € gilt
QP =f, (s=0,1,...,n)
(x = %) QF () — (x— %) Qu(®)

) (¥ s~ %

(s=p+l,pu+2,...,n;, u=0,1,...,n-1)

Das Verfahren von A4itken benutzt die Rekursion (*), um fiir ein festes x €€
den Wert Qi (x) zu berechnen. Hierbei verwendet man das folgende Schema, worin

zur Abkiirzung Q¥ : = Q¥ (x) gesetzt sei:

Xo f0=Qg\
X1 fi = ? Q:

o QS oz§oz
113

x3  f3=03—0Q

Aufgabe 7.2. Vorgegeben seien xo, Xy, ..., Xn —1 SOWi€ Co,Cy, ..., Cn € € und
hiermit

P(x) =co + ¢ (X = Xo) + C2(X = Xo) (X = X1) + ... ¥ Ca(X = Xo) " ... (X~ Xpn 1),
ferner a € €. Wir definieren

Sh=Cn,

{ sk—1=(@—xg—y)sktck—y ((k=nn-1,...,1).
Man zeige:
@ Pr@)=so,
(ii) dasPolynom

Pooi(x)=s;+s(Xx—Xo) +...+8p(Xx=Xo) - ... (X = Xp—2)
hat die Eigenschaft

P(x)-P(@)=(x-a)P, _1(x).

(iii) In Analogie zu Satz (1.4.4) formuliere man einen Algorithmus zur Entwick-
lung von P(x) nach Potenzen von (x —a) bzw. zur Berechnung der P®)(a)
(k=0,1,...,n).
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Aufgabe 7.3. Es sei f eine k-mal differenzierbare Abbildung von [a,b]C IR in IR,
ferner (0.E.) a £ xo < x; <...<xg £ b. Beziiglich

(XO’ f(xo)), (xl > f(xl))) “ees (Xk, f(xk))

sei Af[xo, Xy, ..., X¢] nach (7.1.10) definiert.
Man zeige, daB ein £ € ]xo, xi[ existiert, so dafl

Af[Xo0, Xy 5 -.s Xk ] =ki!f(")(g).

Aufgabe 7.4 — zur quadratischen Interpolation in Funktionstafeln.
Eine 3-mal differenzierbare Abbildung f von [a,b] C IR in IR sei mit einer
Schrittweite h (> 0) tabelliert. Es seien ’

Xo <X; <X, <X3, Xj—Xj—;=h (1=1,2,3)
benachbarte Stiitzstellen der Tafel; hierzu bezeichne gemia} (7.1.6) beziiglich
fi 1= f(xy)

1

Q) =5 Po() +P{ ()]
Man zeige:
(i) Esgilt die Darstellung
(x—x1) (x=%2)

Q) = f(xy) + (X — x,) - Af[x,, X5 ] + (X2 - x1)*

mit
é :=% (%) = X2)* (Af[Xo. X1, X1+ AF[X), X2, X3]) -

— Diese Gréfien § sind in manchen Tafeln angegeben. —
(ii) Unter der Voraussetzung

If""MIsM  (t€][a,b])
gilt fiir x; < x < x, die Abschitzung

110~ Q)1 S 76 hM .
Aufgabe 7.5

(i)  Man verifiziere (7.2.11) ,
(ii) man verifiziere (7.2.12) .

Aufgabe 7.6. Man beweise Satz (7.2.15).
Aufgabe 7.7. Es seien die Stiitzstellen

LA . '
=3+ (G=01,..,m-1)
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vorgegeben. Man zeige: die Interpolationsaufgabe
gx)=f (i=0,1,...,2n-1)

a n —\l
g(x) = 30- + l‘ (ak cos(kx) + by sin (kx)) + a, cos(nx) (ag, by €C)
k=1

ist nicht fiir beliebige fy, f,, ..., f2, - € € l6sbar; falls sie I6sbar ist, so ist sie
jedenfalls nicht eindeutig Isbar.

Aufgabe 7.8. Man zeige: die rationale Interpolationsaufgabe (7.4.1) beziglich /=1,
m=2 und

xil-l 0o 1 2
-1 2 1 08

ist nicht l6sbar. Sind P,Q Losungen von (7.4.2), so hat die reduzierte Funktion
A

i-t
Q

in x, =0 einen Pol.
Aufgabe 7.9. Man berechne mit dem Stoerschen Verfahren den Wert fl(')'2(4),
wobei ﬁ;‘z durch die Vorschrift

X | 0 1 3 2

1 2
3 131

fi

bestimmt sei. — Hierbei ist gegeniiber (7.4.23) die Numerierung der Stiitzstellen
geindert; man beachte, daf nur noch eine unlésbare Aufgabe, namlich (1}*!),
auftritt.

Aufgabe 7.10. Zusitzlich zu den iiblichen Rechenoperationen in € vereinbart man
in €U {0} folgende Verkniipfungen:
Fir a €EC U {oo}, #0 sei

a.

~I= 00 (00 =00-(Q ;=00
fir  €C sei

a

='=0,atoo=t0tq:i=00]

hingegen sind die Ausdriicke
Q oo

nicht definiert. —
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Vorgegeben seien x¢, Xy, ..., X, € €, paarweise verschieden, sowie
fo, f1, ..., fo €C. Hierzu seien die

@k (X0, X1, -, Xk—1, %) (0SkSign)

nach (7.4.24) unter Einbeziehung der obigen Rechenoperationen, also mit Werten
in €U {oo}, definiert; dabei gelte fir k=0, 1,...,n

=P (Xo, Xy, ..., Xk)EC  (F ).
Es seien die Zy ;(x), N,i(x) gemif (7.4.28) erklirt. Wir bezeichnen fir i=0,1,...,n
Di:={x€C:Vk=0,1,...,i (Nyi(x),Zi(x))#(0,0)}

und fiir x € D;
Zy,i(x)
Skit =gty Osksi).
Man zeige:

(i) Firx€ ﬁi gilt — beziiglich der erweiterten Rechenoperationen —
X~ Xk-1 i
Sk_l,i(x)—ak__1+ Sk_i(x) (k—l,l 1,,1)
(i) Firi=0,1,...,n hat man x; €D; und
Si,i(xi) =@ (Xo, ..cs Xk—1, X)) (0 k=),
mithin insbesondere -
So,i(xi) = ¥o (xi) = fi .
Auf Grund dieser Aussage bleibt Satz (7.4.40) auch unter den hier ange-
gebenen Voraussetzungen giiltig.
(i) Esseii€{0,1,..,n—1}; fir k=i+1,i+2,...,n sei Si(x;) im Sinne
der erweiterten Operationen wohldefiniert und dabei
Si+1(x) # 0.
Man zeige, da auch fiir 0 S k £ i die Si(x;) definiert sind und die Gleichungen
S(xi) =¥ (X0, s Xk—-1,%) (0S5 ksi)
erfiillen.
Hinweis: Man zeige Si(x;) = a; =S;, ;(x;) und benutze (ii).
Aufgabe 7.11 — zum Beispiel (7.4.47).

(i) Man zeige, da8 auch unter Einbeziehung der erweiterten Rechenoperationen
nach Aufgabe 7.10 zu

x,|012

DWW

f.ls 11
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nicht alle Py(x;, ..., Xj+x) (0SS i+k< 3) gemidf (7.4.54) erkldrt sind.
(ii) Beziiglich der vertauschten Stiitzstellenanordnung
X; | o1 3 2
3

sind die Py jedoch definiert. Man gebe die Losung R2'(x) der Interpolations-
aufgabe an Hand des Algorithmus (7.4.56) an.

Aufgabe 7.12. Es sei G eine Matrix der Gestalt (7.5.29") und hierbei
N, 420, tpis1 (i=1,...,n).

Man zeige:
(i) G besitzt eine LR-Zerlegung, in L = (}; j)(n,n) sind simtliche
il 1.

(ii) Die Losung des Gleichungssystems
GM =d

mit d € IR™ unter Benutzung der Gauf-Elimination erfordert
10n — 14 Multiplikationen bzw. Divisionen,

im Fall gy =X\, =0 nur
5n — 4 Multiplikationen bzw. Divisionen.

Anleitung: Man zeigt induktiv, daB nach (k — 1) Gau-Eliminationsschritten
(1 £k £ n-2) G in eine Matrix

Iy A Ol 0 1y
o\\\
0 Tk A Tk, n
&) -
G D Mk+r 2 0
0 :
)‘n-—l

0...0 wg 0...0 ‘pp ™2
iibergeht und hierin

k+1 1
ik 2 |wk|§E

gilt.
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Aufgabe 7.13. Essei G wie in Aufgabe 7.12 vorgegeben. Man zeige :
(i) Das Gesamtschrittverfahren (6.3 4) und das Einzelschrittverfahren (6.3 .6)
beziglich G konvergieren; man hat

P(AEIn) S5, P(AGes)S 3.

— Es sei zusitzlich g, =\, =0 angenommen. Man zeige:

(ii) Alle Eigenwerte von G sind reell,

(iii) G besitzt die Eigenschaft 4 — vgl. (6.4.12) —

(iv) Das Relaxationsverfahren (6.4.6) beziiglich G ist fiir alle 1 < w <2 kon-
vergent. Wihlt man speziell

w=wi= —2 ,
2++/3
so wird
2-3
pA(w")) = =0,0718.
2+43

Anleitung zu (ii): man benutze Satz (5.4.12).

Aufgabe 7.14. Essei s€ Sg [a,b] die Losung der Interpolationsaufgabe (7.5.14)
mit den Randbedingungen (7.5.19), (i), (ii) oder (iii). Es bezeichne

m;:=s(x) (i=0,1,...,n).
(i) Mit Hilfe von (7.2.14) zeige man fiir x € [x;, X;+] die Darstellung
(x=xi+1)’ (1 +2 X;Xi ')+ ' (x - xi) (x = Xi+1)’
1

s(x) =f; hiz i hi2
, (X‘xi)z(x_xiﬂ)'

Mi+y

pa

(x - x;)? X —Xi+1
+fi4 h (1 - ) t
(ii) Aus den Beziehungen s”(x; — 0) =s"(x; + 0) folgere fiir die m; die linearen
Gleichungen

h?

i

3 3
{ him;_y+ 2(hj—; + hj)m; + hj_ymjs = H:hi(fi—fi—x)’f h-ihi-|(fi+n‘fi)

i=1,2,...,n-1)
und ferner aus (7.5.19), (i)

3
2mg + m, =h—'o(f1‘fo), My +2m, = h l(fn“fn--l)
n—

beziehungsweise aus (7.5.19), (ii)

’ '
mo=f;, mp=fp
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sowie aus (7.5.19), (iii)

{ my =mn .
3 3
hy_ym;+2(ho +hy-y)my+hem, _; = h_‘ho(fn‘ fa—1)+ h'—ohn-l(fl —fa}
n—1
Aufgabe 7.15. Es sei eine Zerlegung Z von [a, b] mit
8(2)
°@ £B

— vgl. (7.5.34) —, ferner fy, f,, ..., f, sowie fo,61,.00 f",, € IR vorgegeben.
Hierzu bezeichne s, § € Sg[a,b] die durch
s(xi) = f;

i=0,1,...,
S(x) = F; } ¢ &

und gemeinsam eine der Randbedingungen (7.5.19), (i), (ii) oder (iii) definierten
Splines. Dabei seien im Fall (i) fiir s, S gemeinsame f;, fy, € IR vorgegeben, im
Fall (iii) fo = f,, fo = f, vorausgesetzt.

Man zeige
(i) Esists-s€ S§ [a,b] Losung der Interpolationsaufgabe

G-9(x)=fi~-f (=0,1,...,n)
mit den Randbedingungen (7.5.19), (i), (ii) bzw. (iii), und zwar im Fall (ii) beziig-
lich f,=fy =0.
(ii) Setzt man

€ .= m';xlﬂ—fil N

i=1

so gilt fiir x € [a,b] die Fehlerabschitzung

IS)-s(x)se(1+48%).
Anleitung zu (ii): man benutzt (7.5.21) und (7.5 43).
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