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Einleitung

Thema der vorliegenden Arbeit ist die komplexe Matrix-
Differentialgleichung
(1)
mit s positiv, ganzzahlig, B holomorphe Abbildung der Kreis-
scheibe
R _ _bxeC| o £ix1 <R |

R
in Mn( € ), den Raum der komplexen (n,n)-Matrizen,und

s"11r'(:c) - B(x)Y(x) = 0 ,

B(0) # 0 .
A

Wir suchen in &K der Riemannschen Flidche von arg x iber

R ’
R\ Y0} , analytische Lésungen Y von (1) der Form

J & vI+J . .
(2) Y(x) = H(x)x" = f%b H,x (I = Einheitsmatrix)
mit konstantem JEMn((L) und

o0

v e >
(3) H(x) = VZ=° xYH, konvergent fiir xERR .
Die Spalten der Matrix Y(x) sind dann L&sungen des Systems

s+1 n n

(8)  x®yr(x) - B(x)y(x) =0 (v(x)=(ny(x))]_,e €7 ),

deren Komponenten W i(x) sich bei Anniherung an x = o
"bestimmt verhalten", solche Losungen heiflen auch "regulir -
singuldr”, Unter (4) 148t sich die komplexe Differential-

gleichung n-ter Ordnung

(5) =Mz o ED wle (0 P (x) = 0

(qi: & R > € holomorph)

eingliedern,

Wegen s >0 konnen wir keine Fundamentalldsung der
Form (2) erwarten, statt dessen suchen wir Lésungen mit
groBtmdoglichem Rang, d.h. moglichst viele linear unab-
hingige regulir — singulire Lésungen von (4).

Das Problem im Fall der Differentialgleichung n-ter
Ordnung (5) wurde 1911 von O, Perron {3] gelést, Voran-

gegangen waren Arbeiten von Thomé [1] , der keine Konvergenz-
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aussagen liber die gefundenen formalen Reihen macht, und
von H. v. Koch (2] , der das Problem mit Hilfe unendlicher
Determinanten 18st, wobei als Konvergenzbedingung fir die
Determinanten zusdtzlich Q= 0 vorausgesetzt werden
muB, Perron verzichtet auf letztgenannte Einschridnkung und
umgeht unendliche Determinanten, indem er die fiir die
Potenzreihenkoeffizienten einer Ldsung auftretenden Rekur-
sionen samt Konvergenzbedingung in ein endliches Gleichungs-
system umformt; sein recht umstidndliches Vorgehen wird

von E. Hilb [h] durch Formulierung eines Gleichungsystems
im 12 entscheidend vereinfacht; ansonsten bringt Hilb
keine neuen Ergebnisse,

Der bisher einzige Beitrag in der Literatur, wann fiir
ein System (L4) einzelne regulir-singulire Lssungen vor-
liegen, ist der Satz von F. Lettenmeyer (5] , der auch in
der neueren Arbeit von Harris, Sibuya und Weinberg (6]
bewiesen ist. Dieser Satz enthdlt eine hinreichende Bedin-
gung fiir die Existenz einzelner in ill holomorpher
Lésungen von (4), was dem Spezialfall J = 0 in (2)
entspricht.

In unserem Problembereich liegt auch die Frage nach
einfachen Bedingungen, wann eine Fundamentalldsung von (1)
der Form (2) vorliegt. Anders als bei der Differential-
gleichung n~ter Ordnung ist im allgemeinen Fall die Bedin-
gung s = 0 dazu nicht notwendig. Erst in neuerer Zeit
wurden von D.A. Lutz [7] und [8] Kriterien gefunden, die
nur von den ersten Koeffizienten der Potenzreihenentwick-
lung von B(x) abhingen. Die von Lutz verwendeten Methoden
sind andere als in vorliegender Arbeit, da bei ihm von
vornherein nur Fundamentalldsungen (2) angesetzt werden.

Die allgemeine Frage auch nach nicht-
invertierbaren Losungsmatrizen Y(x) der Form (2) wird in
der bisherigen Literatur nicht bearbeitet., Im ersten
Kapitel der Dissertation suchen wir formale gasungen von

(1), nicht notwendig konvergente Reihen 2;0 HVxVI*J ’



deren Koeffizienten die fiir eine Ldsung (2) geltenden
Rekursionen erfiillen; der maximale Rang einer formalen
Ldsung wird den Rang jeder Losung (2) nach oben abschiitzen.
Mit der Potenzreihenentwicklung von B ,

(6) Blx) = X x'B,

lauten die Rekursionen :

/4.

(7) {v:o B/A—VHV =0 (M= 0,...,3-1)
~
Zo B /8- HP_SKJ + (p-8)I) = 0 (= 8,8+1,...)

Da ein solches System von Matrizengleichungen in der
Literatur bisher nicht behandelt wird, werden wir Ldsbar-
keitskriterien und Lésungsverfahren dazu neu entwickeln,
Eine erste Reduktion des Problems fiihrt auf lineare
Gleichungssysteme mit Koeffizientenmatrizen, die von einem

komplexen A abhingen, in Blockschreibweise :

B,
ﬁg_] B ~ O
(8) Ag(/\) = Bg-AI ~ - (geNg)e
: S ~
B, . . . Bg-(A+g-s)I ... B,

Da der in A 1lineare Teil dieser Matrizen nicht invertier-
bar ist, konnen wir die klassische Eigenwerttheorie hier
nicht anwenden; statt dessen stellen wir allgemeinere
Sdtze ilber Polynommatrizen zusammen, wozu die Smithsche
Normalform als wesentliches Hilfsmittel dient.

Kernpunkt unserer Uberlegungen im Abschnitt 1.3 ist
ein Defektvergleich der Matrizen Ay - liber dem Kérper C(A);

als Ergebnis von Hilfssatz 1.23 notieren wir

(9) Ab einer Nummer q mit q ¢ ns-1 haben alle Matrizen
A (¢ = q) den gleichen Defekt d.

Aus der Matrix Aq+1(A) gewinnen wir eine Art "charakteri-

stisches Polynom", aus dem wir mit Hilfe endlich vieler der
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folgenden Ag mdgliche Werte fiir J und den maximalen Rang
einer formalen Lésung genau bestimmen kdnnen, gekoppelt

mit einem algebraischen Verfahren, die formalen Losungen

zu berechnen. Abschnitt 1.4 bringt theoretische Abschit-
zungen fiir den maximalen Rang Toax éiner formalen Ldsung,
durch die eine im allgemeinen komplizierte Rechnung im
Sinne des vorangehenden Abschnitts vermieden wird., Mir

die Frage nach der Existenz von regulidr-singulidren Funda-
mentalldsungen besonders wichtig ist die aus Satz 1,38
flieBende Folgerung

(10) r =n &N d =n-s ,
max

Im 2, Kapitel iiberfiihren wir die Rekursionen (7) in ein
unendliches Gleichungssystem, das nur Losungen mit kon-
vergenter Potenzreihe besitzt, und schlieBlich auf ein
endliches homogenes System, bestehend aus den Rekursionen
(7) bis zu einer endlichen Nummer neben weiteren s linearen
Matrizengleichungen, deren Koeffizienten man durch Grenz-
prozesse ermitteln miiBte (Satz 2,16). An dieser Stelle
gehen wir kurz auf den Fall 8=0 ein, fiir den wir einen
neuen Beweis filr die Konvergenz jeder formalen Lésung (2)
gewonnen haben, giiltig in jeder komplexen Banach-Algebra.
Im Abschnitt 2.2 suchen wir,
wieder fiir den Fall s8> 0 , hinreichende Kriterien fiir
die Lésbarkeit des in Satz 2,16 aufgestellten Gleichungs-
systems, ohne die letzten s Gleichungen zu kennen. Wir
gewinnen gleichzeitig Aussagen iber den mindestens erreich-
baren Rang einer regulidr-singuldren Losung.

Die Grundgedanken des in diesem Kapitel angewandten
Verfahrens finden sich schon in den Arbeiten von Perron [3],
Hilb [4] , Lettenmeyer [5] und Harris, Sibuya und Weinberg
[6] s benutzt fir die jeweiligen Spezialfdlle. Zur Anwend-
barkeit auf das allgemeine Problem bedurfte das Verfahren
folgender Erweiterungen, die bisher nicht vorlagen:

1. Verallgemeinerung auf unendliche lineare Gleichungs-

systeme in einer Banach-Algebra statt in C,



2, Konsequente Formulierung des &quivalenten endlichen
Gleichungssystems und
3. Lésung des Systems mit den im 1, Kapitel gewonnenen
algebraischen Methoden .
Die Giite der hier gewonnenen Rangabschdtzung fiir eine
regulir-singulédre Lésung erweist sich in der Folgerung:
Falls d = n.s , ist jede formale Losung konvergent,

woraus sich mit (10) zusammen ergibt:

(11) (1) besitzt ein regulir-singulires Fundamentalsystem

genau dann, wenn d = n-s ,

Vor dem von Lutz [8] gefundenen Kriterium zeichnet sich (11)
vor allem dadurch aus, da wirklich héchstens die n-s
ersten B, benutzt werden, widhrend Lutz die Anzahl der
Rechenschritte, die man zur Anwendung seines Satzes be-
notigt, nicht allgemein nach oben abschidtzt. Auch fehlt bei
Lutz ein Verfahren, eine Fundamentallésung (2) zu berechnen.
Das 3. Kapitel der vorliegenden Arbeit ist

Beispielen und Anwendungen gewidmet, beginnend mit dem
Satz von Lettenmeyer. Der enge Anwendungsbereich dieses
Satzes wird im anschlieenden Rechenbeispiel verlassen,
das die hier neu entwickelten Verfahren zur Gewinnung
formaler bzw. konvergenter Losungen (2) erlédutert. Das ab-
schlieBende Beispiel, wieder allgemeinerer Natur, behan-
delt die Differentialgleichung n-~ter Ordnung. Durch die
einfache Struktur der Matrizen B, in diesem Spezialfall
sind die GrtBen d und Thax sehr leicht zu bestimmen. Die
Tatsache, daB hier stets Trax<™ s liefert einen neuen
Beweis fiir den Satz, daB die Differentialgleichung n-ter
Ordnung (5) mit 8> 0 keine regulidr-singulidre Fundamental-
16sung haben kann.,

SchlieBlich sind wir in der Lage, die S&dtze von Perron
aus unseren allgemeinen Uiberlegungen herzuleiten, wobei in
der Frage nach logarithmenbehafteten Losungen ein bei

Perron aufgetretener Fehler zu verbessern ist,



-6

1. Formale Losungen

Es sei
o0

(1.7) B(x) = ég; va' mit O<rg By<n

die fiir xeAER konvergente Potenzreihendarstellung von B.

Das Einsetzen einer Losung (2) in die Differentialgleichung

(1) liefert nach Multiplikation der Potenzreihen und Koeffi-
zientenvergleich fiir die H, die Rekursionen

~
(1.2) Jg; Bﬁ-vﬂr =0 (ﬂ—ﬂ 0y1,0.,8-1)
Vgo B,u—vHv_ H/‘,-.s(J * (/"S)I) =0 (/“-= 8,841,400 )

oo

, =0 den Gleichungen (1.2)
mit einem gewissen Je:Mn(Q,) geniigt, nennen wir die

formale Reihe
o I+J
(1.3) Y(x) = 2 Hx"t

facd
"formale Ldsung" von (1). Falls dabei I, *'H, frir [x|<R
konvergiert, ist die durch (1.3) dargestellte analytische
Funktion mnatiirlich L8sung von (1) .

Wenn eine Folge von Matrizen (H )

Zur Lésbarkeit von (1.2) mit maximalem Rang von Y(x) mus
die Matrix J vorweg bestimmt werden. Offenbar ist die Nicht-
Invertierbarkeit von B, notwendig fir die nichttriviale
Losbarkeit von (1.2); andererseits gestattet es diese Vor-
aussetzung nicht, die ﬂ—te Gleichung eindeutig nach H,b
aufzulssen, Da iiber Matrizengleichungen der Form (1.2)
keine Literatur vorliegt, wird (1.2) im folgenden auf

Gleichungssysteme fiir die Spalten der Hv zuriickgefiihrt,

1.1. Reduktion der Rekursionsformeln

Fir jedes invertierbare TeMn(tL) ist mit Y(x) auch
A
kad A -
Y(0)T = Z oot Farlr,

formale Ldsung von (1). Daher geniigt es, (1.2) mit J in

Jordanscher Normalform zu ldsen, Sei also
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\‘Jq 67 r
(1.48) 3 ! J;\ N EE \\
~ T
O “‘J::___‘ (ki,k )
i O }“'r (1=1,..,m®=1,..,t,)
r N1

Zur Erliduterung der (n—r,n-r)-Nullmatrix in der rechten
unteren Ecke von J sei folgendes vermerkt:

Die kI Spalten der H, in der formalen Lésung (1.3), die

(o iz, o -
an der Stelle von Jf steheh , (hy, veo = (BL0) o (K=1,..'ki),
erfiillen die -~ nur von ki und kI abhangigen - Gleichungen

"' T
a) 2, B/_,Vhw = 0 (M=O,..,s-1;n=1,...,ki)
(1.5)4 v) fo B, h » =(A »,,L-s«)hwi =0 (/...=s,s+1,... )
T
c) Vg; B,...h =(A 4= s)h“/‘_’ “hpes= 0 (pe=s,s+¢1,.0. ;
se= 2"""‘1 ) .
Wenn die Folgen (h v =o alle Null sind, kann man Jf durch
eine beliebige (k;,k;)-matrix ersetzen, Wir wihlen dazu die

Nullmatrix und verschieben sie in die rechte untere Ecke
von J; entsprechend riicken die Nullspalten in den H, nach
rechts. Das rechtfertigt als erste Grundannahme fir eine

formale Losung (1.3) :

(a) J habe Gestalt (1.4) mit O € r € n ;
die letzten n-r Spalten aller H

falls r>0 , seien

Vv seien Null ;
11,...,Am e € paarweise verschieden ,
ti die Anzahl der Kistchen J. zu *i (ohne Beriick-

i
sichtigung der (n-r,n-r)-Nullmatrix), so daB

m t;
T
c§1~2§1ki=r‘

Die Spalten der formalen Lésung Y(x), die dem Jordankdst-

chen J: entsprechen, sind die Reihen
<

. 1 -y =2 iT
(1.6) xx‘fé; ICE D (log x)'c J¢Z;'xvh;v (k = 1,...,k:) N



-8-

durch die im Fall der Konvergenz Losungen von (4) dar-
gestellt werden. Auch wenn Reihen der Form (1.6) nicht
konvergieren, wollen wir mit ihnen rechnen wie mit kon-
vergenten Reihen, die Rechenoperationen sind bei Coddington
& Levinson [10] , Se114-116 eingehend erldutert. -

Bei beliebigem 2z ¢ /N sind die Folgen

it 00 T .
(h, 5 )0 o (x=1,..,k{) - mit h

ix
k/a.z
Losungen von (1.5) zu Ai- z ; diesen Ubergang von 'Xi auf

0 fir u £-1 -

Ai—z , der im Fall der Konvergenz die in (1.6) dargestell-
ten Funktionen ungeindert 1ld8t, wollen wir immer dann
durchfiihren, wenn

Ai = AJ + z mit zeN , wobei i,jei1,..,m} .
Dadurch wird als zusdtzliche Annahme erreicht
(B) Fir i # jJ sei Ai- AJ nicht ganzzahlig .

Es bezeichne rg Y die Dimension des Raumes, den sidmtliche
r Reihen in (1.6) aufspannen, zunichst als formale Reihen,
bei Konvergenz als analytische Abbildungen. Fir den letzteren

Fall wird sich zeigen, dafl mit beiden Definitionen rg Y

den gleichen Wert hat. - Die letzte Voraussetzung fir
Y(x) sei
(c) Zu jedem ’\1 (1 = 1,...,m) seien die t, Folgen
i1 e i2,» it; @
(h1,), 0 » (B3)) g v ooe o (BYVT) o

linear unabhingig .
Zur Rechtfertigung zeigen wir

Satz 1.7

a) Unter Voraussetzung (A) und (B) ist (C) notwendig und
hinreichend dafiir, daB rg Y = r .

b) Fiir eine formale Ldésung Y(x) mit (A) und (B) existiert
ein invertierbares Te.Mn(C.), so dag fir Y(x)T

zusidtzlich Voraussetzung (C) erfiillt ist.



Beweis:

Aus (C) wollen wir zuniichst im Fall der Konvergenz die
lineare Unabhingigkeit aller r Funktionen (1.6) folgern,
Eine Abbildung

x)‘jz:‘(log x)K-JhJ(x} mit h :JiR —> C™ holomorph, h1;l (]

2riA

J
ist bekanntlich Hauptvektor k=ter Stufe zum Eigenwert e

des Umlaufoperators U mit
2ni
U(y)] (x) = y(x-e

Da es geniigt, die lineare Unabhidngigkeit der Hauptvektoren

A
) fir y:ﬁR——> C™ analytisch .

zum gleichen Eigenwert zu zeigen, beschrinken wir uns wegen
(B) auf die Funktionen (1.6), die zu einem festen Ai gehdren,
Deren lineare Unabhingigkeit ergibt sich wegen (C) durch
Ordnen einer Linearkombination nach Potenzen von log x

und damit Zerlegung in Hauptvektoren verschiedener Stufen.-
Die zugehdrige Rechnung lehrt, daB auch als formale Reihen
alle Reihen (1.6) linear unabhingig sind. Wenn umgekehrt

(C) fur ein Ai nicht erfiillt ist, sind von den unter (1.6)
aufgefiihrten schon die ti Reihen

1=
4\1 i<
x v;o x'n}; (e=1,...,¢)

linear abhingig und damit rg Y<r . Diesem Fall wollen wir
zum Beweis von b) weiter nachgehen:

):io die Nullfolge ist, riicken wir h:: in

Hv ans Ende und verkleinern J; um eine Zeile und Spalte;

damit geht r auf r-1 iiber,

I. Wenn ein (h?:

II, Im allgemeineren Fall 1l#4Bt sich X. herstellen, indem man
eine Linearkombination der restlichen Folgen von einer

iz,

Folge (th

4 o
) mit Kk, minimal
v=0 i
subtrahiert.

Die Verfahren 1. und II. lassen sich so lange anwenden, bis
r=rg¥Y
erreicht ist.
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Im folgenden suchen wir formale Losungen Y(x) mit Bedingung
(A),(B) und (C), so daB r = rg Y maximal wird.

Die Rekursionen (1,2) haben wir bereits auf (1.5) zuriick-
gefiihrt; daran anschlieBend definieren wir fiir .5’5"’() als
Spaltenvektoren des Ln(g"”)

T T \ 8 T o,
(1.8) °x9=(hm)v=o (u=1,...,ki,t=1,...,ti)

sowie fiir AeC die (f+1)n-zeilige quadratische Matrix AS(A).

in Blockschreibweise notiert als

B, o)
?4 Bo\ (3:0,. .y8-1)
B)’ 34 Bg
(109) AY(A) = Bo
i Po O
B,
Bsg:::\ (9=8,s+1’...)
Bs’ - .\ Bs'-(Af?-S)I - . BO

Die Ay (A) sind Matrizenpolynome 1.Grades in A; (1.5) ist

dquivalent den Gleichungen
K

1 (<-3) < - T o .
(1.10) J;WAS (Ag) €5y =0 (k=t,.kfyz=t,o. by
9=0,1,2,... ) .
Die folgenden Abschnitte sollen sich mit der allgemeinen
Theorie von Polynommatrizen, sogenannten A-Matrizen,
beschiaftigen.

1.2, Zur Theorie der A-Matrizen

rine A-Matrix A = A(A) hat als Koeffizienten komplexe
Polynome in A, A ist daher Matrix iiber C(A), dem Kérper
der komplexen rationalen Funktionen, andererseits ist bei
festem Ae C A(\) komplexe Matrix. Fiir die folgenden
Abschnitte setzen wir voraus :
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(A) A = A(A) sei m-zeilige quadratische A ~Matrix ,
rg A = r - als Matrix iiber C(A) .

Dabei sind die Bezeichnungen m und r unabhingig von (A)
gemeint.

1.2.1. Die Smithsche Normalform

Unter Voraussetzung (A ) gilt

Satz 1.11

Es existieren m-zeilige quadratische A-Matrizen P und Q
mit konstanter, von Null verschiedener Determinante, so daB
PAQ = S (Smithsche Normalform von A) , wobei
s(A) = diag( ?1(")’ ¢2(A),..., ¢(4),0,0,..,0) ,
4 # O normierte Polynome (i = 1,...,r) mit
?i Teiler von P (i=1,...,r=1) .
Jedes Polynom

j
(A) =TT ¢, Q1)
‘Y‘j i=1 "Pi
ist der groBte gemeinsame Teiler aller Unterdeterminanten

von A mit der Zeilenzahl j (j = 1,...,r); folglich ist
S durch A eindeutig bestimmt.

Einen Beweis dazu findet man z.B. bei Gantmacher [9] .
S.130. P und Q sind Einheiten im Ring der A-Matrizen, ins-
besondere sind P(A) und Q(A) fiir jedes AcC invertierbar.
Wir notieren

Korollar 1,12
a) r = max rg A(A) ,
Ael

b) rg A(Ay) < T 'Lyr()\o) =0 .

1.2.2, Der ausgeartete Nullraum von A(A)

Neben (A ) sei angenommen :

|r =rg AL m, S = PAQ Smithsche Normalform von A .
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Fiir festes Ac € bezeichne den Nullraum von A(\)
f(r) = M,(A) := fcedC™ a@i)e =0}
Offenbar sind fiir jedes Ae( die kanonischen Einheitsvektoren
e 1y €@ nS(A) . .
Fiur die m-r Vektorpolynome des C
fi(X) = Q()\)ei (i=r+l1,...,m )
gilt
VaeC £fo,1A)s o f (A)edl, (A), lin.unabhingig.
Bei festem A€ { definieren wir als "ausgearteten Nullraum"
zu A(A) :
A A
(1.13) n(r) = H_A(A) := span(f (A),...,fm(/\)) .

A .
YLA(A) ist stets (m-r)-dimensionaler Unterraum von QA(A),

r+1

die Unabhdngigkeit von Q folgern wir aus

Hilfssatz 1,14

~ ~ . -m
Es seien fr+1(A),...,fm(A) Vektorpolynome im € , und
¥iel ¥
Dann gilt

A ~ ~ .
YAael T, (A) = span(f, ,(A),...,f (A))

O PR OO KLA(L) , linear unabhingig.

Zum Beweis benutzen wir die Vektorpolynome

-1

gﬂA)=QM) £,(4) (1 = r41,...,m)
mit der Eigenschaft
s(A)Si(A)=o (i = r+1,...,m) .

Wegen der Diagonalgestalt von S gilt mit gewissen komplexen

>

J=r+1 qu

Polynomen qu f

gi(A) (A) eJ (i = r+‘1°0-tm)
und folglich

£,(4)

J£§;1 a3 3(A) £54) .
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Es ergibt sich unmittelbar

Folgerung 1.15

Falls B Einheit im Ring der A-Matrizen, so ist fiir alle Ae C
A A A
Ry, () = Ra) = B R0

auBerdem

Folgerung 1.16

Viao e €A/ R, # 0] v v (x) =0 .

1.2.3. Die Matrizen AXI(A)

Wir untersuchen jetzt Gleichungssysteme der Form (1.10),
also mit Ableitungen von A(A) in der Koeffizientenmatrix.
ks sei vorausgesetzt

(A) mit r<m ,
S = PAQ gemédB Satz 1.11
Wir definieren fiir ke N die k-m-zeilige quadratische

A-Matrix A(k](A) durch

A'(A) A(A)

pef.(1.17) al¥l(a) = . \\
) 0

(K-«
w o aaly

Element der w-ten Blockzeile, i-ten Blockspalte (1 <ic)

A(A) 0 ———— 0
|
i

ist also w—i
1 d
)1 gt A
Wir bezeichnen fiir festes A€ mit
; A A
a0y =n¥ o) wna AR ) 2 AR (4 den

Nullraum bzw. ausgearteten Nullraum von A[kJ(A) .

Ein Element C el ﬁu‘](,t) - der Index [k] im ¢ Elpedeutet
nur, dag Clk]e Q;mk -~ zerlegen wir in vVektoren des a« N
so dag
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c[k] = (c“.)“:=1 = (cj,...,ck) ,

letzteres aus schreibtechnischen Griinden an Stelle der

Spaltenschreibweise. Die Komponenten von C(k] erfiillen die
Gleichungen ,
i ! A(k-‘“(/\ c o (w=1,2 k)
——— = = LAY .
& = )% 2aees

Einige Vorbemerkungen zdhlen wir auf in

Hilfssatz 1.18

«) (C14Cyye-24C) € ﬂ[kJ()\)/'N (o.c,,---.ck_,)en[kjv\);
(C11CpeensCy) &« UHNA) iy (0,01,...,ck)eu[k”] A).

B) U6 4y afKT () oDedny = sDel(ny

[k}

PUVund @™J gind Einheiten im Ring der km-zeiligen

A-Matrizen.
k] [x] 13 A (k] xI, A (k]
P W = P aldoy 5 aln) = L alda.
J) Die k-(m-r) Einheitsvektoren
EK“;] = (o,...,o,ei,o,..,o) (i=r+1,..,m; k=1,..,k)
'

sind fiir jedes Ae G:Keine Basis von ﬁgk] (A); folglich
dim 5‘1“‘](,\) = k-(m-r) = k.dimﬁ(/\) .
£) v(a) £o ~ vreN alMu) =alw) .
£) TFalls plxl. (D,,DyyevesDy) € nékJ(X) ,

QX x)p ki, (€1+Cps---1C,) so

c, = (.z(,\)D1 .

Die Beweise zu x) und §) eriibrigen sich; zu F) rechnet man
unter Benutzung der Produktregel fiir hohere Ableitungen nach,
daB z.B.

(p.A)[k] - pfk]A[k] s
Ferner ist

det P[kJ(A) = Edet P(A))k # 0 , konstant,
(k]

also sind P und Q k im Ring der A-Matrizen invertierbar,

was mit {1.15) sofort y) liefert, J) lesen wir an der
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Gestalt von S-XJ(A) ab; man sieht, daB fir vo(r,) £ 0

n[kj()» ) = (k] ()\ ) ,» wegen y) also n};k] ()\o) = ﬁA[k]()\ ) .

o

Wir benutzen diese Vorbemerkungen in dem wichtigen

Satz 1.19

Es sei Ao Nullstelle von w} der Vielfachheit v >0 ;
nach Satz 1.11 sei t (1 € t £ r) dadurch festgelegt, daB fiir

Tm tel,ee.,T Ao nicht Nullstelle von Prcey *

T= 1,....,t Ao k. -fache Nullstelle von Gt *
so dag
£ < -
0< kék, ,4...¢k , -§1 k., =v .
Dann gilt

1.) Fir T=1,...,t;x=1,...,k, existieren CT eC" mit
k k.

(») (c-:)k:1€n.[ t](A) (t=1,...,¢)

»

,C?,...,Ct lln. unabhingig beziiglich n(A ) .

2,) Beziiglich () ist jT k, maximal : falls Aussage 1.)

mit anderen Zahlen t'e¢ N , k! e N (<T=1,...,t') erfiillbar

ist, so
ik'éik:v.

3.) Fir k > k, ist dim .n,[k](,\ )/ n[k]()\)

Zum Beweis ersetzen wir A durch seine Smithsche Normalform

S ., Bei der entsprechenden Transformation geht (¥) in eine
dquivalente Aussage flir S ilber, die erste Zeile wegen
(1.18)y), die zweite Zeile auf Grund von (1.18)f) und (1.15).
Fir S wird Aussage 1,) erfiillt durch die k_~tupel

(Dt)::1 = (er_?“,o,...,o) (T=1,.0.,t) ,
da nach Voraussetzung
* (kt-1)
Y}—t+1(AO) = 9}_1+1(*°) soeee = yr—z+l(Ao) =03
und die Einheitsvektoren e ___ . (e=1,...,t) sind beziig-

lich n (A ) linear unabhingig.

Zum Beweis der 3. Aussage bilden wir zu den (D:)tf1 die
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folgenden v Vektoren des c" k

X
(w») DEKJ = (o,...,o,nﬂ,..,nw) = (0,..,0,e 1,o,..,o)
1

=T+
k-w+1
(lcS’....,kt;t:‘l,...,t) .

Mit (1.18) «) und 4) folgt, daB sdmtliche
k AN
nnfe Xzé ]()\o) , lin.unabh. bzgl. Jlsl ]()\o) sind.
[x]

Wie man aus der Form von S (Ab) abliest, gibt es keine

weiteren bzgl. fllk%A ) linear unabhidngige Vektoren in
(x ) , damit ist Behauptung 3.) bewiesen,.

SchlieBlich seien t'e N , k; (= =1,..,t') angenommen, so
daB Aussage (x) fiir S mit Systemen

k‘
(017)E, (==1,...,¢t")
erfiilllt ist. Fiir k 2 max k! konstruieren wir wie in (#»)
¢
[x] " 2 (1
dann k! Vektoren aus (A ) , die beziiglich f; 1A )
x= T S [ S o

linear unabhingig sind. Aussage 3.) liefert uns, dag
t'

é;] k; £ v,

1¢3. Konstruktion der formalen Losungen

An die Definitionen (1.8) und (1.9) anschlieBend, betrach-

ten wir (1.10) bei festem T, es sei k := k; . LiBt man
den Index t weg und definiert man
(k] k
CY (Ckf w=1 '
148t sich (1.10) bei festem vt schreiben als
[k k
(1.20) Ag ]()\ )c[]=o (¢=0,1,2, ... ),

so daf wir die Theorie der letzten Abschnitte anwenden kon-

nen., Da im folgenden das Verhalten bei wachsendem yeﬁl inter-

essiert, wollen wir lk]()\) nd C}k] anders anordnen.
Es sei fiir v,y ¢ N; definiert
k n-k
(o2 wlY o gk e e
~ (k] [k} ¢ (k] (x]
cS, = (hv )'v=0 = (ho "”'hj’ ) ’
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letzteres an Stelle der Spaltenschreibweise.

Mit Matrizen XZR)(A) , die den gleichen Aufbau wie die
Ag(A) haben, nur aus k:-n-zeiligen statt n-zeiligen Block-
matrizen zusammengesetzt, wird (1.20) #quivalent den

Gleichungen

,A\fk](A )gﬁ‘]=o (3:01,2,...) ,

wobei Ath(X) durch einfache Vertauschung von Zeilen und

[k

Spalten aus (A) hervorgeht. Wir setzen daher

;TET(X) und A[k](A) sowie éTk] und C[k]
? 4 ¥ g
gleich; insbesondere schreiben wir
(1.22) c;k) = (hék],h}’k],...,h’!:k)) = (hw,...,hkv)g .

Als Abkiirzungen notieren wir fiir yeh% » Ae T

XIS, (N) = Nullraum von AS,(A) ,
rly(A) = ausgearteter Nullraum von A,(A) ,
do() = dim fg"‘) = n(p+1) - rg A () ,
dg = dim N (A) = min dg (A)
Entsprechend sei fiir ke WN
;k](A) ﬂik](k) Nullraum bzw, ausgearteter Null-

) ()

raum von A

J;k] (A) = dim Yl;k] ()
d;k‘] = dim ﬂ;m(,\)

Uber das Verhalten der Defekte bei wachsendem ¥ notieren wir

Hilfssatz 1.23

Fir jedes geWN  gilt
1.) VieC da) 55 1 (R) 5 4 (as1) éd}n(*)
2.) dg € d9+1 ’ do >0

3.) d?+1- dy < dg_ d?-] , wobei d_1=0 zZu setzen 1ist,

4.) dy € n.s 3
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AuBerdem gilt filr jedes ke N , SE.NO

50 vace ) ¢ T 5 3wy <88 0,

+1
(k] d

6.) ag" =ka . -

~ Aus den Ungleichungen 2.)- 4.) ergibt sich als

Folgerung 1,24

Es existiert eindeutig q G:N; mit der Eigenschaft
g N dg<dy,
é ﬂd .
§a v dg=dy

Die Zahlen q und dq lassen sich abschdtzen durch

dq € n-s ; 94 £n-s -1,

Um zunichst (1.24) herzuleiten, definieren wir

d = max d

Def.(1.25) geN, 3
qQ = min '7?"“0‘ dg = d} ,
so daB also
d = dq °
Wegen (1.23),4.) existiert max d_, , wegen 2.) und 3.) ist
geN, $

die erste Eigenschaft von (1.24) fiir q erfiillt. Zur Abschit-
zung beachtet man, daB fiir q > O
q-4
. = - >
n-s ¥d éo(dyn 4) +dg Ta 1,

letzteres, da jeder Summand d d, 21, d =21,

g+1” % o
Zum Beweis von Hilfssatz 1.23 bezeichne

UA)

(A

ng( )

g(hv)f“ € T,(A) mit ho = o},

mit (n,)3_ e N W}

{hoe ™| RIS

Vermdoge der Zuordnung .
(0,byy..3h ) F——>(h,. . he)
uy(/\) zn9_1(,\+1) (mitf1_,(A) = fo}) ,

auBerdem ist mit dem Isomorphismus

ist

(ho,hyyeeeyh ) + M(A) ———> R,
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stets

Ra)/ula) = n;,(/\) s
folglich
(+) dim 0y (A) = ‘;Y“\) - Y-‘U‘“) .

Die Ungleichung
. .
dolar1) 4 ()

folgt aus der Tatsache, daf8 U (A) Unterraum zu nf+1(k) ist,

isomorph 2zu ny(&+1) o - Zum g;leis, dag

d(x) € 4 ()
beachte man, daB A +](/\) aus Ag(&) entsteht durch Hinzufligen
von n Nullspalten -, was den Rang nicht dndert, - und an-

schlieBend von n Zeilen, wodurch sich der Rang um héchstans
n erhdht, also

Jy+1(*) = (g+2)n - rg AyM(&) 2 (e+1)n - rgA?(k)=<%(A);
Durch Ubergang auf

d, = min d, (A

s AeC X( )
erhilt man Aussage 2.); dy> O war in (1.1) vorausgesetzt.
Korollar 1.12 b) liefert, daB fiir hochstens endlich viele Ae

éy(A) > dg gelten kann .
Daher wihlen wir ein A< T so, daB gleichzeitig

dA+1) = Sc(A) = ag Jy”(x) = dg,, ;'Jy_1(z\+f)= Aoy »

Aus (+) folgt dann Aussage 3.), wenn man beachtet, dasB
n'?”(»\) S ng(A) .
b,) interessiert nur fiir ¢ * s :

Streicht man in Ag(A) die ersten n-s Zeilen und letzten
n-s Spalten, ist die entstandene Determinante (als charakte-
ristisches Polynom einer komplexen Matrix) sicher nicht das
Nullpolynom, daher ist ~ iiber dem Kbrper C(\) =

rg Ag 2 (p+1)'n -~ n-s , also d§ £ n-s .

Yar—d
Durch Ubergang auf die Aék](x) , die die gleiche Struktur
wie die A?(A) besitzen, ergibt sich Aussage 5.) , widhrend
6.) schon mit (1.18),d) bewiesen ist .
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Im folgenden beschiéftigen uns die Aj(A) nur noch fir ¢ 2 q.
Fir alle Ae(, /-«eNo, k e N ist nach den vorhergehenden
Sitzen

(k] A (k)
dimﬂqﬁq]('\) = dimnq (~) = kd .
Nach Abschnitt 1.2.2. seien
"‘](,\))q (L = 1,...,k-d)

V=0
LY
Vektorpolynome, die fir jedes A¢C eine Basis von nq()\)
bilden; dann sind die Vektorpolynome

[ k
(0,0,...,O,hol;{l+/4+1),...,h([li](/\-t/.@-b‘) ) (i=1,...,k-d)
LA
(p+1)-mal

fiir jedes komplexe A linear unabhingig und liegen in

A
Lk (A); nach Hilfssatz 1.14 erzeugen sie (1 (e
q+p+l Qa1

Das halten wir fest in

n (x).

Hilfssatz 1.26

Sei /q(-_No , A€ C beliebig . Dann gilt

k), qerep 2 1K] 0cd _ o [k3_
(b ") o X‘an*#(k) 7y h =... =h "=0.,

Wir definieren fiir Ae(, /ueNo, keN

Def.(1.27)
3] k] ype 3 p0Kd k1 nk
m'“ (A) = {(hv ) =°.5 1”"’hq+,~+1e’a' , so daB
[K) | qem+ lk]
(hv )v=0 € q+p+1(’\)}

AuBerdem sei fir me N'o

(A) = g.€.T. der {(q+p+2)n-d)-zeiligen Unter-

Def,(1.28 determinanten von A

asper1A)
X (A) = XolA) -

—X"(,\) in Aq+,u+1()‘) ist unter Satz 1.11 einzuordnen als das

Polynom Vr(k) in A(A) . Wir beschdftigen uns zundchst nur
mit X(A) = XO(’\)

Es gilt fiir beliebiges k e N, .\Oea‘, s ,ueNo :
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Hilfssatz 1,29

1) MmN, £ ol x(Ag) =0
2.) x(rg) #0 n““u ) = 80

3.) X(A otpt1) A 0Ny nqﬂ‘”()\ )/nLﬂ“”(A ) "’m[fuo)
vermoge
(x) (h[k] drheed +XIQ+M1(~ y—s (a1 .

Zum Beweis von 1.) und 2.) nehmen wir an, es sei x(ko) #0 .
Dann ist nach (1.18),€)
(k1 Ak,
(xx)  Ngiiag) = Gy
daher mit (1,26)

k) o [k i) _
hO € m o

(&) ™~ h
Weiter gilt

k-d 4 aim R (A) = Afl“’uo) ¢ M)

q+1 ’

letzteres wegen (xx) : daraus folgt 2.), da auch
A
dim n“‘l(,\ ) = k-d .
q o

Die unter 3.,) angegebene Zuordnung (x) ist wegen Hilfssatz
1.26 in jedem Fall lineare und surjektive Abbildung. Falls

h;ka eee = h,";k]= o ,
so wegen 2.)
(hck) )mq+1 (<)

A [kl
=p+1 € n

(Aot 1) a

und dem Beweis von (1.26) entnehmen wir, daB

( Agtmt 1)

’ [K) \qép+1 ~ (k]
(0,700 & N (Ag) -

Mit Aussage 3.) werden Losungen der Gleichung

ArkJ (A ) c[kj

Qi Q+ptl =0 ’

k
die beziiglich des ausgearteten Nullraums von Aé+2+'(k )
linear unabhingig sind, durch die lineare Unabhidngigkeit

der Abschnitte bis zur Komponente/* charakterisiert. Uber



die Lésbarkeit von Rekursionen der Form (1.5) notieren wir

Hilfssatz 1.30
Es sei k ¢ N beliebig; A e c, paN‘; mit der Eigenschaft:
Ve N oap 2 pet oy x(Agtpe) # 0
Beh, : Jedes (p+1)~-tupel
(k]p i
(B,7)0, € M7 (1)
148t sich zu einer eindeutig bestimmten Losungsfolge
(k]
(hv )v=0
der Rekursionen

(1.31) A}kj(,\o)c["] -0 , okl (nlk])S

g ¢ o)L, ($=0,1,2,..)

fortsetzen .

Beweis:

FUir 2 p+1 bezeichne

yﬁleﬂgfj(Ao) — Xngk](Ao) die lineare Zuordnung
(hv[kj):‘=o > (hf’kJ)I:=° °

Hilfssatz 1.,29,3.,) zusammen mit 1.23,5.) liefert
[k k
(x) dim mll) ](/\0) £ dim ML](AO) .

Andererseits nehmen wir an, es sei

(k) » (x) . k) _ ix] .
0 # (n ) € m/~ (A,) mit h "= ... = hy "= 0
dann wiare mit J = min ﬁve4p+1,..,ﬁ] s hikJ# O]
k k
h‘j[ ]& m(E ](’\o"‘ J)
was nach Hilfssatz 1.29,1.) unmdglich ist. Es folgt
(g) V# ist injektive, lineare Abbildung,
mit (&) zusammen also
k ~ ( "
(f) \7‘,4 > p+1 m,ﬁ ](AO) = m}l)k](,\o) vermdge des

Isomorphismus vh'

Bei vorgegebenem (Jfl)g_oe. Wlék](Ao) definieren wir fir



-23-

M= PyP+l,.0. ¢
(1) =1 (k)P
hf( = letzte Komponente von V}.((hy ) =o) ,
so daf fiir alle f4é p+1 , wie man leicht sieht,

D) o = 4 (P e mB(n))

(h v =0

Damit ist (h{kj) die gesuchte, eindeutig bestimmte

v=o
Losungsfolge von (1.31) .

Zur Losbarkeit von (1.2) notieren wir zusammenfassend
Satz_1.32
1.) Falls =1 , hat (1.2) nur die triviale Losung .
2,) Sei y # 1 , es bezeichne
) a\1,..,/\m die Nullstellen von y mit den Eigenschaften
Ai- Aj nicht ganzzahlig (i # j) ,

jede Nullstelle von x hat die Form A +z mit zeN; ’
1 4&«4iém,
p) p; = max lz € %E)l x (A1+ z) = O } (1 =1,..,m) ,

P = max Py -

v=1

SchlieBlich sei fiir i = 1,...,m

i

ti N (r =1 ,.,t ) gemiB Satz 1.19 fir die Null-

y¥) Vv, = Vielfachheit von Ai als Nullstelle von xp ,

stelle A von xp definiert, so das

bn.
k .
2 v,
Behauptung: Die Rekursionen (1.2) mit den Bedingungen (A),

(B), (C) von Abschnitt 1.1 lassen sich 16sen unter Uber-

nahme der in «) und f) definierten GroBen Ajreves Ag s

{ 1in die durch (1.4) definierte Matrix J. Dabei ist
m

r = Z
(=1

der maximale Rang einer formalen Ldsung.

ty sk
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™Ma

~ Dap stets vi> 0 und
1

Abschnitt noch zu zeigen.

. vy £ n, 1st im folgenden

Zum Beweis sei daran erinnert, daB wir die nichttriviale
Losbarkeit von (1.2) auf die nichttriviale Losbarkeit von

Systemen der Form (1.5) zuriickgefihrt haben. (1.5) ist den

Rekursionen (1.31) dquivalent, wenn man A°= Ai s k;= k
setzt. - Nehmen wir an, es sei eine Folge
x), *° . . {k]
(h,7"),_, #0 mit = min ‘veNolhv ;60}

Losung von (1.31). Wegen
[x] (k]

h/4 [3 mo (Ao-i-/,,)
ist nach Hilfssatz 1.29,1.)

x()\°+ M) =0 .
x mufl also iliberhaupt Nullstellen besitzen, womit 1,) gezeigt
ist. Wir ersetzen dann

Ao durch A°+ z, mit z = min i ze.z.l x(Ao+ z) = 0}

und verfahren mit den zu Ao gehorenden Losungsfolgen, wie
in Abschnitt 1.1 vor (B) gezeigt. Daher geniigt es, (1.31)

bzw, (1.5) nur fiir die unter &) erwdhnten *i zu ldsen.

Fiir festes 1i¢& Q1,..,m) bezeichne kurz

T

toi= oty o, ko= kg (z= 1,...,t) .
Satz 1.19 , angewandt auf A, als A_ , Aq+l+p(A) als A(XN)
- und damit Xp(&) als V}(A) - liefert Systeme
(+) (h:v,...,hlztv)?:;+pe_ ng‘fﬂp(;\i) (T=1y00.,t)
- zur Bezeichnumg vgl. (1.22) - , mit

T q+l+p _ ) A
(hw)v=° (T=1,..,t) lin,unabh, bzgl. nq+1+p

also nach Hilfssatz 1.29,3,)

(Ay) s

(++) (h:;)f_o (t=1,...,t) linear unabhingig

Die Abschnitte

(hfy,ean? )P e m e

Vo o (a4)
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lassen sich wegen Hilfssatz 1.30 eindeutig zu Lésungsfolgen
4 T .

(h1v""’hktv)v=o von (1.5) fortsetzen (T=1,..,t),
wobei Bedingung (C) durch (++) garantiert ist; - die
Komponenten h:v fiir V=p+1,p+2,..,p+q+1 sind natiirlich
eventuell andere als in (+) . -

t
vy = é k., 1ist maximal beziiglich der Losbarkeit

von Systemen (1.5) zu *i unter Bedingung (C), da nach
Hilfssatz 1,30 die Zuordnungen

< z o0 3 ~ P
(hw,...,hktv Yo, — (h”,...,hktv)‘go und
T o0
h <« P
Bl — @],

bijektiv und linear sind .

1.4. Abschitzungen fiir den Rang einer formalen Losung

Im folgenden wollen wir die GroSe ;T vV, abschitzen.
Wir nehmen an, daB8 Xx # 1 , und iibernehmen die Bezeichnungen

aus Satz 1.32, Eine erste wichtige Gleichung flieft aus

Hilfssatz 1.33

m
Fir alle a2 p ist %Z; vy = Grad Xh*‘- Grad XF' B

fum Beweis zihlen wir simtliche Nullstellen von Xﬁ und xwa
auf und vergleichen ihre Vielfachheiten.
1.) Die Zahlen
I, Ai+v (i=1,..,m; v=0,..,pi) N
II. Ai-v (i=1,..,m; v=0,...,M und evt. p31)

sind Nullstellen von Xpo = Zum Nachweis von II. fiir

v=050...y} benutzt man (1.23),1.), wonach

Q+ptl QHpet 1-v qg+1

zum Bewels von I, ersetzt man nur A.i durch Ai+ p1 .
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2.) Unter I. und II. sind alle Nullstellen von X, aufgefiihrt.
- FiUr eine Nullstelle A' von )(,~ gilt ndmlich

> A '
nq*/_‘+1('\') * nq"/‘#«‘(A ) .

Entweder ist nun X(A'dyu’-l) = 0 , dann ist A' unter II.

aufgefiihrt. Andernfalls, nach (1.29),3.) existiert
o4 (n)" e mla) .
Mit J = min {v|[h, # 0] gilt
hj € mgl](,\'-bj) , daher A'+j Nullstelle von X.

Entsprechend sind die Nullstellen von x

pet
'
1) /\i+v (i=1,..,m; v=0,...pi) ,
II') )\i-v-l (i=1,..,m; v=0,...,M und evt.,«.ﬂ).

Man beachte, daB8 wir die /\i selbst oben in beiden Zei-

len I. und LI, aufgefiihrt haben, hier nur unter I')

1
3.) Die Vielfachheiten jeder Nullstelle ki-pv (aus I.bzw.I ))

in xk und X,«-H stimmen iiberein ; jedes A, ist genau

i
vi-fache Nullstelle. -

Jedes A +v als A, erfiillt die Voraussetzung von
Hilfssatz 1.30, daher ist fiir jedes k < N :

dim mf,‘fJ(Aiw) = dim m,(k)(,\i+v) = dim m.é“J(,\iw).

Nach_Satz 1.19,3.) sowie (1.29),3.) bedeutet das bei
genligend groflem k , daB die Vielfachheiten von )\i+v in
x'u, X,.+l und Xp libereinstimmen.

lr.) Die Vielfachheit jeder Nullstelle zki-v (aus II.

) in X,“_
ist gleich der Vielfachheit von A, iov-t in X

Da 'X(z\i-v-1) # 0 , ist stets m(k)(A -v-1) = L,Oi.
folglich i)
(n[“);‘*’;”e nq’j (Ag-v=1)

N hng_ 0 A (hlk] q+/w+1e_ n(k] (Ay-v)

Daher ist fiir jedes k ¢ IN

°

dim Xléf:+1(Ai-v-1) = dim Xllf](Ai-v).
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-Da die ausgearteten Nullrdume beide die Dimension k-d
haben, bleibt wieder nur Satz 1,19,3.) fiir geniigend groBes

k anzuwenden.

Folglich stehen, der Vielfachheit entsprechend gezihlt,
unter I. so viele Nullstellen wie unter I'), unter II. so
viele wie unter II'); die A, sind in I., II. doppelt ge-
zdhlt, in I'), II') nicht ; also hat xp.+1 der Vielfachheit

nach, ™
i§=‘_1 vy Nullstellen mehr als XI".

Aus den Heweisteilen 1,) bzw, 2,) folgern wir direkt

Korollar 1,34

1.) ¥ie 41,...,mj} v,>0,

2,) Falls =1, so auch alle X.= 1 (preN) .

Flr die Praxis leichter anwendbare Kriterien liefert der
folgende Hilfssatz, den wir filir die weitere Theorie aber
nicht brauchen .

Hilfssatz 1.35

1.) Wenn sich alle verschiedenen Nullstellen von ) nicht um

ganze Zahlen unterscheiden, so ist

m
i; vy = Grad X .

2,) In jedem Fall
m
£
é‘ vy £ Grad x .

Beweis: Im ersten Fall ist p = 0 , also X = Xp . -
Im allgemeinen Fall schédtzen wir die Vielfachheiten von
/\i+z (z=0,1,...,p) als Nullstellen von x ab.

Nach Satz 1,19 sowie (1.29),3.) ist fiir k 2 max k;
3

w Lk
dim mp (Ay) = vio.
Mit gewissen ganzen Zahlen

£ P >
0-z1<z2<...<zl-p (1 2 1)
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gibt es Basisvektoren von m;k)( )\i), die sich in 1 Klassen
einteilen lassen, so daB in der x-ten Klasse Vektoren der

Gestalt k] (k)

mit (O“"O'hzﬁj""’hp,‘j) ( Jz,v"'vaf.)
hzkJ (J=1,..,9%) lin.unabh, ,€mon‘](,\i+zh)
,4-

zusammengefaft sind.Dann ist offensichtlich

[k} . k. N
dim qun(,\i«»zk)- k-d 2 dim mo (A1+z,J > o, (m=1,..,1).

/a
Folglich ist die Summe der Vielfachheiten von )\1+z/~
(/«_=1,...,l) als Nullstellen inx mindestens gleich
£
,‘3.1 O',‘ = Vi .

Daf im allgemeinen Fall nicht unbedingt

"
1Z=1 vi = Grad X
dazu sind leicht Beispiele zu finden. -

Nach Satz 1,32 bezeichnen wir als maximalen Rang einer
formalen L&sung

o, falls x= 1,
(1036) !‘max = -
i; Vi falls x;é 1 .
Zur Rechtfertigung bleibt zu zeigen

Bemerkung 1.37

[y
£ .
Es ist stets iZ=1 vi n

Mit der Bezeichnung,
w, = Vielfachheit des Eigenwerts O von Bo als Null-

stelle des charakteristischen Polynoms,

wollen wir genauere Abschidtzungen fiir Thax liefern:
Satz 1.38
1. N £ < s-
) s Toax d S-wy
2,) r = W_£ry d = s.w .
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Aus der um eine triviale Ungleichung erweiterten 1.Behauptung,

8-r £d £ 8- £ s.n ’
max o

ist auBer (1.37) unmittelbar der Beweis des folgenden Satzes

abzulesen, den wir vor dem Beweis von (1.38) notieren:

Satz 1.39
1.) rmax=n¢r‘\,d=n-s
2,) Thax = B 7 B, nilpotent .

Wie einfache Gegenbeispiele bestdtigen, ist die Umkehrung
von (1.39),2.) falsch, ebenso kann man die Ungleichungen
(1.38),1.) i,a. nicht durch Gleichungen ersetzen.

Beweis von Satz 1,38

Es sei daran erinnert, daB Bo als nicht-invertierbar
vorausgesetzt war, d.h. wo > 0. Fiir wo = 0 ist natiirlich
d = O und rhax = 0, da es nur die triviale Losung von (1.5)
gibt. Wir brauchen den Satz also in jedem Fall nur fir

Uo‘) 0 zu beweisen. -~ Wir zeigen folgende Aussagen:
I. d ¢ s Wo

o - N =
II d =8 W TN oo Wy

III, s-'r £d .,
max

Aus I. und III. schlieflt man unmittelbar

Tmax = Yo 7V d=s-w° :

Zundchst nehmen wir an, dafl Bo in der folgenden Gestalt

(z.B. in Jordanscher Normalform) vorliegt:

D [ o
Bo = e bt y wobei
o ! N

D invertierbare (n—uo,n-wo)-Matrix -~ fdllt weg fir
(-Jo =n - ,
N nilpotente (wo, wo)—Matrix .
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Wenn nédmlich mit einer invertierbaren Matrix Teg Mn(C)
die Transformation

B, —> T 'B_T
die obige Form erzeugt, geht man fir jedes yeN; mit

T? = o \
T/ ((g+1)n,(g+1)n)

von A_(A) Uber auf T;IAY(A)T? .

Dabei bleibt die Struktur (1.9) der AS,(A) erhalten. Weil

sich bei vorliegender Transformation die Smithsche Normal-

form jeder Matrix A?()\) nicht #@ndert, bleiben auch die

GréBSen dg, q und d sowie die Polynome XV(A) invariant,

Fir ¢ 2 2s bezeichnen wir mit Vg (A) die iibrigens schon
in Hilfssatz 1.23,4.) benutzte {(p+1)-n - s-n>-zeilige
Untermatrix von Ay()\) :

Bg-AL B ...B, O
. ~ ~o
Ve (x) = . RN g Bo
~
Bg - ce- o B=(Aye9)I

Falls W, <n, unterteilen wir jede Matrix B (ve M;) so
wie B_,
o

1 .
Bv : Bv }n—wo
Bv= R R R
3 1 b N
Bv . v “o
——
n-u, w,

und betrachten die folgende {(g¢+1)-n - s~\.)°)-zeilige
Untermatrix von Ay()‘)' die entsteht, wenn man in den ersten

s Blockzeilen von Ay()‘) die zu den B?, , BYI‘ gehérenden

Zeilen wegldBt, analog in den letzten s Blockspalten die

zu den Bf N Bb

v gehorenden Spalten.
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qu
ByByD O O
4 L2 ~
-d%u---;--;-?-?--__T
U (&) ' D
A = |
B
v, (A 3
3( ) | B .
| : D
(0]
| B5D
3 3
:55-1 "BIO
Fir den Fall, dag w, = N, setzen wir

U (A) = Vo ()
und zeigen fiir beide Fidlle

Hilfssatz 1,40

Die Determinante von U’(«) ist ein Polynom vom genauen
Grad wo-( g -8+1 ) .

-~ Fir & = n ist Uy(k) = vy(&) und daher die Determinante
das charakteristische Polynom einer n-(¢~-s+1)-zeiligen
Matrix.

Fir W < n berechnen wir die Determinante von US(A) in
mehreren Transformationsschritten :

a) Da D konstante, invertierbare Matrix ist, kdnnen wir,
ohne den Wert der Determinante zu &ndern, durch Zeilen-
operationen in US(A) simtliche Bi und fir v# o, 8
die B: sowie alle B;-(A+r)I‘ (x=0,..,9-8) annullieren.
Obem beginnend, hat man dazu jede mit D endende Blockzeile,
mit einer geeigneten Matrix von links multipliziert, von
Jeder folgenden Blockzeile zu subtrahieren. Die bendtigten
Faktoren sind die Matrizen B’D™' , B;D" (v#0, &) bazw.
(B; -(M,.)I‘)D"1 . Im letzten Fall wird durch die links
von einem D stehenden, evt. schon abgeidnderten, aber kon-
stanten B (konstant sicher fir k = 1,..,8) die links

neben Bs-(AﬂM)I4 stehenden Bt - also y=8+1,...,28 =
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in Matrizenpolynome (hdchstens) 1. Grades abgeindert, die
bei weiteren Transformationsschritten ihrerseits bewirken,
da8 auch die B: fir v=s+2,...,28+1 Matrizenpolynome (h.)
1.Grades werden, die Bt fir v=28+1,...,38 solche (hdchstens)
vom Grad 2, daher die Bt fiir v=2s8+2,..,3s8+1 vom Grad 2 ,
usf. .

b) Der nichste Schritt besteht in einer Permutation der
Zeilen und Spalten mit dem Effekt, daB die Matrizen D im
Anfang der Hauptdiagonale hintereinanderstehen. Die so

transformierte Matrix hat die Gestalt

Rechts oben stehen die zu Polynommatrizen abgeédnderten B% N
die den Wert der Determinante nicht beeinflussen., Bezeich-
net man die im rechten unteren Teil stehende

(s-8+1)-w -zeilige Matrix als G;(A). so gilt
det UL (A) = # (det D)%* . det ﬁ;(x) .

Es bleibt also det G}(A) zu berechnen.

c) Dazu bemerken wir:

~ ~ ~r
B; =N, B*, ..., B*

1 sind konstante Matrizen,

die Bs fir v2 s+2 aus der 2,Blockspalte von Ur(A) sind

~
in Matrizenpolynome B:(X) iibergegangen, und zwar ist
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fur kelNg 4 J = 0,...,8=1

~ )
Bks4J+2(A) Polynommatrix hichstens vom Grad k.

Aus Symmetriegriinden sind die unterhalb B:-(A+ﬁ)1“etehen-

I~
den B: in B:(A+r) bergegangen.

Der Anteil A‘I in der Hauptdiagonale von ﬁ;(A) erlaubt
es, durch Zeilenumformungen die von A abhingigen Anteile
in den Matrizen SE(A+ﬁJ wieder zum Verschwinden zu
bringen, womit Gy(A) auf die Gestalt

~

ﬁ; - ALl transformiert wird, mit konstantem 69 .

Damit ist die Determinante von G}(A) als charakteristisches

~

Polynom einer Matrix ein Polynom vom genauen Grad
wo-(g-s+1) , womit unser Hilfssatz gezeigt ist.

I. d = a-wo folgt aus der Tatsache, daB fiir alle g 2 2s
det Ug(x) nicht das Nullpolynom ist, folglich
rg Ag 2 (g+1).n - 8w, , und daher

d3 £, .

IIl Falls d'= WS ist fiir v =21
X}_1(A) 2 g.8.T. der <(q+l+v).n é(»ds)-zeiligen
Unterdeterminanten von Aq+v(A) ; Nullpolynome werden
natirlich nicht beriicksichtigt.

a) Fir jedes v mit q+v = 28 4ist nach Hilfssatz 1.40
A,(A) = det Uq+v(A)
eine der zur Auswahl stehenden Unterdeterminanten, und
zwar Polynom vom Grad

Wy Vv + Wye(gqms+1) .

b) Die Zahl der nicht identisch verschwindenden Unterdeter-
minanten von Aq+V(A) ist durch eine von v unabhidngige
Zahl t2 beschrinkt, mit

t = Anzahl der Médglichkeiten, wgs Zeilen in Aq(k)

zu streichen,
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Aq+v(A) enthdlt nidmlich als Teilmatrizen

(Aq(k) l O ) 1in den ersten Zeilen sowie

o
(Aq(k+v)> in den letzten Spalten.

Da schon dq = Wy8 , wird eine Unterdeterminante sicher
das Nullpolynom, wenn nicht alle id°~s Zeilen in der

erstgenannten Teilmatrix, alle w_'s Spalten in der

o
zweiten Teilmatrix gestrichen werden.

Die Auswahl der in Aq(k) zu streichenden W,-8 Zeilen
bzw. Spalten séi durch die Indizes T und & charakteri=-
siert (t,6=1,...,t) , die zugehdrige Unterdetermi-

nante von A (A) sei
q+v
Af’t(,\) , wobei A:,“(x) = A[A) .

Da die LZeilen und Spalten von -UV(A) beziiglich des
Xdrpers €(A) linear unabhingig sind, existieren (von
¥ unabhingig) rationale Funktionen r_(A) , s‘(A)
(T, =1,...,t), so daB stets

A7T(A) = o (A) s (M) AN (ry =8, = 1)

Da alle Unterdeterminanten Polynome sind, teilen die
Nenner der r. und s (in reduzierter Darstellung)
sdmtlich A4( A) .

Mit R(A) = Hauptnenner aller r (A) ,
s(A)

Hauptnenner aller sc(AJ

folgt .

Xyt V) = TN TR S 4, ()

und fir y genligend groB

. 1 .
’Xv_1(A) = Rzkjlszx;'\/)‘dv(/\) .

Demnach ist fiir alle v ab einer gewissen Nummer

Grad - Grad = Grad A - Gradd, = W_ .
Xy Xy -1 Vel v °
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IIYX. Falls d = n.s , folgt aus der in I. bewiesenen Unglei-
chung
d & w-.s £ n-s
o
sofort, das
d = wW.8 =an-'s ,
o
also nach II.
I‘maxi u.)oan.
Im folgenden sei also d < n:s vorausgesetzt. Es
bezeichne
a den maximalen Grad aller {(q+2)-n - d)=~zeiligen
Unterdeterminanten von Aq+1(x) .
Wir zeigen, daf fiir jedes v eMQ gilt :

(x) Jede <(q+2+v-8)-n = dd-zeilige Unterdeterminante von
x

A (A) ist Polynom héchstens vom uyrad a +v.d .
q+l1+ v-s

Die Aussage fir v=0 liegt in der Definition von a,
den Induktionsschritt von v-1 auf vy (v 2 1) filhren wir
mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz. Eine nichtverschwin-

dende < (g+2+ v-s)-n - d)> -zeilige Unterdeterminante von

Agits v-s('\) hat die Form
A !
a (N = | Pasreran)s®) 0
''m
X X X X X N 1 n:'s Zeilen
‘~—v—i:d

r ® ns-d Spalten

A
Dabei entsteht A (A) aus A (A) durch

q+t+(v=1)s q+1+(v=1)s
Streichen einer gewissen Anzahl (< d) von Spalten und
genau d Zeilen, da sonst die Determinante Null wiére

(vgl. II.b)! ). Die von A unabhidngige Matrix GL_I enthilt
also n-s Zeilen und r  ns-d Spalten (von As_1(k)) .

Wir entwickeln 4 nach den n-s-zeiligen Unterdeterminantmn

der letzten n-s Zeilen. Da iiber EL 1 Nullen stehen,
geniligen die Unterdeterminanten, die alle Spalten von
Iy

As-I und damit mindestens r konstante Spalten enthalten;
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deren Grad ist hdchstens
n-s - r 4&d ,
und die Kofaktoren als Unterdeterminanten von A
haben nach Induktionsannahme einen Grad von hdchstens
a+ (v-1)-d , '

woraus (x) folgt. Es ergibt sich fir alle ve¢ No
Grad X ,, & a +vd ,

und fir geniigend grofe . daher

8T ax = Gradxv‘”)s - Grad X,k»s 4 4 .

2, Konvergente Ldsungen

In diesem Kapitel wollen wir (1.2) 16sen unter der

Konvergenzbedingung
[ d
v
v‘;i:b x'H, konvergent flir x ¢ £R N

dann ist die Reihe (1.3) wirkliche Lésung von (1) .

2.1. Reduktion der Konvergenzbedingung

In diesem Unterkapitel werden wir von Mn(C) nur die

Eigenschaften als Banach-Algebra benutzen; fiir s wollen

wir auch den Wert Null zulassen. - Es bezeichne
% .. x)
1= un(c)
ii(ﬁ) 1= 5(5 ) G: 8 —%B 1inear (und stetig)_}

q+1+(v=-1)s

(*)

F 1= {(H,):‘;oeﬂ%i VZ:; x'H, kgt. fir xe & 1.

Fir das folgende seien
1>0 sowie Jet mit |J|41

fest vorgegeben.

%) Als Norm in Mn(L) benutzen wir

‘A‘ = mgx (Ji:‘] \«ij|) fir A = (DL

i=1 1J)(n’n)
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Satz 2.1

Ab einer natiirlichen Zahl N', die nur von 1 abhéngt,
gilt fir alle N 2 N':

Zu beliebig vorgegebenen Ho, eeesH
deutig H‘N’ HN+1' oo €8 mit

(H)) . € F

N1 % existieren ein-

®

< BF_VHV - HF_S(J + (x-8)I) = 0 (p= Nes,Nes+1,..)
Dazu existieren (von J abhiéngige)
G, e ‘£1(fr} (p= N'UN'"+1,000 5v = 040,000,

mit

Cppe = -1

so dag @ dquivalent zu
@[éb«},wnvao (=N, Ne1 , 00 ) o

Zur Erlduterung notieren wir

Folgerung 2.2

In @ sind d:: Werte HN’ HN+1’ ... 8chon gegeben durch
(2.3) H, = v; G, ,H, (o= N, N1y en ),
also liegen alle Losungsfolgen von @ bzw, (2.3) in &,
- Dem Heweis des Satzes ist das folgende Unterkapitel

gewldmet, zunichst beschidftigen wir uns mit einer Ver-

allgemeinerung des 1, .

2,1.1, Beweis von Satz 2.1

Fir komplexe Banach-Rdume ®R,¥ bezeichne allgemein
)t,l(u,r) =5/\,/\: R — ¥ stetig, linear} ,
‘ﬁ,(d?.) = £1(5¢.6{) .

Fir 0 < R' <R definieren wir

Foo = ) X = (HVL"__"OG:GN" l 32}:)3(R'V\Hv|) < ""}‘
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Mit der Norm
X a sup (R"]H
IXleo = sup (=I1)
ist ;:R' bekanntlich Banach-Raum ; mit
|/\| sei auch die Operatornorm fiir Aef“ ?R‘)
bezeichnet .

R

Die Koeffizientenabschiatzung filir Potenzreihen liefert
(2.4) Xe& T r~ YR' (0<R <«<R) Xe Fp, -
Falls X= (HV)U:_O e fFR' , A ¢6, definieren wir
. Bt

(2.5) Xa := (H,A) 2
Vermbge (2.5) entspricht X einer linearen, beschrinkten
Abbildung von ¥ in $R' , die wir auch X nennen.

Eine Verallgemeinerung unendlicher Matrizen liefert uns
Hilfssatz 2.6

Es seien [, e ¥ (16) (pfov e NJ) mit

MV
su ‘)R,,.%“.ﬂv‘ . j enN ]-'K < 00
p o T M, 0 )=t .
Dann gilt o
a) X = (H, ) o € Frr TN Vo <N ;zzoli.,dﬂv absolut kgt,. .

Definiert man

-AX 3=(Zu-,\~vH) *

»+=0
s80 ist
b) A_€. £1($’R') ’ lA‘R' éK M
Wir schreiben kurz
A = (u'/*‘/ )/_.,EN‘O .
Beweis:

Die Voraussetzung liefert uns, dafl fiur jedes M e N
“L;av '
V=0 R'

vgol'l-,w}lvl sZ ,‘L"‘“' (R |H,|) £ |X| ; L

v=0 R' R' v=o Ru\r y

P o .

daher
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20
Der Ausdruck vg iL,  Hy, ist damit als Grenzwert in £ erklirt,
und fir jedes ae N, gilt die Abschitzung

o0
Rt/ ’éo LovH, | € R vi Il::%,

éK'IXiR, ,

womit auch die zweite Behauptung folgt .

Zur Anwendung dieser Uberlegungen formen wir bei belie-
bigem Ne& N die Rekursionen unter Satz 2.1, @ geeignet um.
Durch Trennen der Summen und Verschieben der Indizes u er-

halten wir als #quivalente Gleichungen
JArS N-4A
pa B/d-s-vH" = v;; B,u-s-vﬂv (#:N,N#‘l,..)

Wir definieren die Operatoren L e 351(!5) durch

(2.7) H(J +pI)

L,a := B,-A v£s '
Y v ( ) } (Aeb) .
LSA 1= BgA - AJ
Wegen II] = 1 gilt fir die Operatornormen der U._,
™ B b (V#s)

e, € IB | + 9] £ ([Bj) + 1 .

Ersetzt man p durch N+/« , wird (2.7) nach Division durch

N+pu zu
1 B
(2.8) H‘N+,¢’ Nepe go u‘/qs-vﬁ'ﬂq»v = N+}~ % N+pss—v Hy
(,u= 0,1,2,... ) .

Fir N& N bezeichne

‘I’NV = (-’—BN ) (v =0,1,...,N=1) ,
N+/~ +,u+s-v ,.«=o

XN = (nN+v):°=o

1
= —_— { = - .
Ay ( o~ Lprsos)prv e N, "t L,= 0 fur v 4 -1

DaB wir System (2.8) umformen koénnen zu

1
(2.9) (B - AQWPXy = & (E = Identitat in Fp,)

NVV

rechtfertigen wir durch
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Hilfssatz 2,10

1.) ¥ NeN,vao0,1,...,N=1 yv € .
2,) Fur jedes R' mit O<R'<« R gilt

a) by, € ﬁC](itS, Ry) gemdB (2.5) (NeN,y=0,1,...,N=1),

b) /\_Ng £, ( ;R') im Sinne von Hilfssatz 2,6 (Ne N) ,
c) |AN|R'——» 0 ( N—wx) gleichmifig fiir \JI &1,
d) Es existiert N'(1,R') e N ,so0 daB fiir alle N 2N'(1,R')

E —_/\_N invertierbar in fl( "CR') .

Aus der Holomorphie von B(x) fir x e £R folgt die 1.Aus-
sage und mit (2.4) auch 2.)a) . Weiter sei

R'' mit R' & R''< R gewidhlt; es bezeichne

1
9 = R , M = max HB(x)” | x| éR"} .
Rll
Mit Koeffizientenabschidtzung nach Cauchy folgt:
I, & M (v £8), fL_|<1+9-2H
Rt s

R*S

Wir verifizieren fiir AN die Voraussetzung von Hilfssatz 2.6,
wobei in der m~ten Zeile jeweils nur bis u+s8 zu summieren
ist; fir jedes L eN'o .

lad . A+8-v
R'f"._..l_ Z “-_/us_w_‘ < 1 (M- R’M ’z s + 1) 4
o

N+p V=0 R N+p R
¢ o (—M ;
N4p (1—3)}1'
daher KL
sup ‘IR"‘ R —J—*‘"",} ¢ 1 (—HA - S + 1) .
PeN, N+p vEO R*Y N (1=-9)R'

Anwendung von Hilfssatz 2,6 liefert unmittelbar die Aus-
sagen 2.),b) und ¢). Wdhlt man N’(l,R') so dasB
W N 2 N'(1,R') )/\l Li—E— 1) <
N (1-9)r'°

ist nach dem bekannten Satz iiber die Neumannsche Reihe

’

auch die letzte Behauptung erfiillt.
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FUr N 2 N'(1,R') dist bei beliebig vorgegehenen Ho,..,HN_1€$
{2.9) eindeutig nach XN auflésbar, wobei
N-4 -1 :
(2.11) Xy = 2o (B =AY ¢y H, .
Weil selbstverstidndlich

)(N € T (Hv)f_’__o € Fpr o
konnen wir zusammenfassend notieren :
Unter den Voraussetzungen
O<R'<«<R ; 1>0, |J] £1,
(2.12) | N 2 N'(1,R') nach (2.10),d) ,
H yeoohHy o€ &

gilt
Hilfssatz 2.13

Es existiert genau eine Folge XN = (HV):LN mit der durch
N und R!' charakterisierten Figenschaft
2 - - = 1,...
R %o B Hy gﬂ_s(J+(ﬂ s)I) 0 (p=N+s,Ness, )
sup (R'"Y|H,|) < o0 .
Ve N,

Zum Beweis von Satz 2.1,() fehlt, daB in jedem Fall schon

(2.14) XNe ' .

Man wéhlt daher
N!' = min N'(1,r') . —
O<R'<R
Als Hilfsmittel dient folgende Uberlegung zu Hilfssatz 2.13:

Korollar 2.15
Unter Voraussetzung (2.12) nehmen wir N,)»N an, zu
Ho....,HN_1 wihlen wir die Glieder HN""'HN4-1 der

Folge XN hinzu .

Anwendung von Hilfssatz 2,13 auf N1 statt N liefert eine
eindeutig bestimmte Folge
A

A o0 i .
XN4 = .(}{V)V=N4 mit €N ,R') .



Letztere Eigenschaft ist auch fiir den Folgenabschnitt

. 00 \ N
/(N“ = (H')vaN,, von XN erfillt .

Auf Grund der Eindeutigkeit ist

H =H flir alle va2N, . =
v y 1

Zu (2.14) miissen wir zeigen, daB fiir beliebiges R'' mit
R'«< R''«< R : Xy € /FR" .

Hilfssatz 2.13 wenden wir an auf R'' , ein N1 mit
N, > max ( N, N'(1,R'"))

sowie H ,...,HN . Es ergibt sich eindeutig eine Folge
o 4=1
A

A o0
1t
XNA = (Hv)v=N4 mit €(N,,R )

die wegen R'<« R'' auch €(N1,R') erfiillt. Aus Korollar
(2.15) folgt, daB A 0

X . = (H,)

N, vlvaN,

und daher

XN € Fpoo - -

Khnlich zeigen wir die Aquivalenz von () und @ in Satz 2.1,
Es sei R' mit N'(1,R') = N' gewdahlt und N 2 N'

. . o .
Dann ist fiur XN = (Hv)v =N Aussage @ damit gleichbedeu-

tend, das XN Ldsung von (2.11) mit XN € Foooe

Bezeichnet man mit p : ¥ ,—— £ die Zuordnung
H)” +—> H d
(H, vad ° un
-1
GNV i= po"( E "/\N) °¢NV (N2N', v=20,...,N=-1) ,
ergibt sich Hy , die erste Komponente von XN , als

N-1
H, = vZ=0 G, H mit G e £ (8) .

N Nv v N
. [
Nach Korollar 2.15Nberechnet sich )<N+1- (HV)V=N+1 durch
X = 0 - -1
N+ 1 g‘c (B /\N+l) (‘ﬁN-c-l,v Hv) ’

folglich

Hyor = .ij-.o GN+1V Hy

Wiederholte Anwendung von Korallar (2.15) liefert also

(2.3) und damit @ als unendliches Gleichungssystem fiir
(Hv)t;N . Die Aquivalenz von @ und @ folgt aus der schon
im algebraischen eindeutigen Ldsbarkeit von @ .
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2,1.2, Riickfilhrung auf ein endliches Gleichungssystem

In Satz 2.1 sind die Rekursionen (1.2) nur ab M= N+s
beriicksichtigt, die restlichen liefern weitere Bedingungen
fir H ,...,H « Im AnschluB an Satz 2.1, mit

o N+s-1
fJg] €1, N 2N

notieren wir

Satz 2,16
e I+J
Die Reihe Y(x) = é;b Hvxv ist konvergente Lésung der
Differentialgleichung (1) genau dann, wenn fir
Ho""'HN+s—1 gilt
's
a) v§° B,.-.,Hv = 0 (q=04.00,8=1)

(2.17) b) g B,‘_VHV- H"_S(J+(/~4-8)I) =0 (p=8,..,N+58-1)

c) "‘go G, H, = 0 (pc=N,..,N+8-1),
Die we#teren Koeffizienten HN+s’HN+s+1"" sind durch
pua
(2.18) H_ = ;é; @7WHV (o= N+s,Nesel,... )

eindeutig bestimmt,

Der Beweis liegt in einer Zusammenfassung bisheriger
Uberlegungen, wonach Y Lésung von (1) genau dann, wenn
(Hv):;o Lésung von (1.2) wund (Hv)?;oe 7.

Dabei stehen die Gleichungen (1.2) fﬂx-p: O,+..,N+8=1 unter
(2.17) a),b) , und nach Satz 2,1 ist (1.2) fir
p= N+8,N+s+1,... 2zusammen mit der Bedingung, daB (Hv)f;oeza

gleichbedeutend mit (2,17) c¢) zusammen mit (2,18) . -

Da wir Mn(t) in diesem Kapitel bisher nur als Banach-
Algebra benutzt haben, bleibt Satz 2,16 in jeder komplexen
Banach-Algebra  giiltig, Im Fall s=o reduziert sich (2.17)
auf (2.17) b), woraus wir ersehen, daB jede formale Lésung
von (1) auch schon konvergiert.

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich wieder auf den
Fall s8>0 , unter Benutzung der speziellen algebraischen
Eigenschaften von Mn(QJ .
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2.2, Losung des reduzierten Problems

Unser Ziel sind Kriterien zur nichttrivialen Losbarkeit
von (2.11). ohne die dﬁkvexplizit zu kennen. Eine LOsung
Y(x) = f§$ HvaI*J von (1) ist notwendig formale Lésung,
als deren Rang wir nicht unbedingt rmax annehmen diirfen.

Nach Kapitel 1. setzen wir
| J in Gestalt (1.4) mit r>0 ,
wobei wir nach den Uberlegungen zu Satz 1.32

Apre-eah als (hier im Unterschied zu Satz 1,32

nicht notwendig alle) Nullstellen von x mit
X ( A= z) # O fir alle z e NV

annehmen. Ferner sei

p = maximale ganzzahlige Differenz von Nullstellen

von X ;

schlieBlich wdhlen wir zur Anwendbarkeit von Satz 2.1 und
damit Satz 2.16

1 > max ﬁlAlj A Nullstelle von x} + 1,
N 2 max (N', p+q+2-s)

mit q aus (1,24), so dag

|al <1
(2.19)
N+s~1 2 p+q+1 .

Unter dieser Voraussetzung untersuchen wir die G%vauf

invariante lineare Unterridume von Mn(t) . Es sei
T

J1 ein festes Jordankdstchen von J , und kurz
k := ; gesetzt .

Dann definieren wir die Projektionen
P, < £1(Mn0£)) (w=1,...,k) durch
FeAz= A-P_ fiir AEMn(C)

mit den Matrizen
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(0] 0
[t T
g( = LIK : y I, an der Stelle von Ji N
0 0
(n,n)
---_0 } -1
Ix = :1 \o
010 T
(k,k)

Weiter bezeichne

u.= R(M(C)) (= 1,...,k)
Dann ist W _linearer Unterraum von Mn({J, bestehend aus
allen Matrizen, die an der gleichen Stelle wie in 1»",t Null-
spalten haben. Ferner sei die Matrix Q, definiert als

Q =1~ P, (w=1,...,k)
Man rechnet sofort nach, dag

a) Q. = JQ,. (w=1,...,k) ,

(2.20)
b) PJP, = JP, =P.J.

Das benutzen wir in

Hilfssatz 2.21

a) (f,w('u[b)c__UL.c (= 1yeei,kipe2 N vz 0,000 ypm)
b) Die Einschridnkung von GFvauf Mj hdingt nur von dem
a4

einen Jordankidstchen Ji ab .

Zum Beweis benutzen wir Satz,2.1 , zu dessen Anwendung wir
pmit N bezeichnen. Zum Nachweis von a) seien

H e M, beliebig vorgegeben.

ot Hy_,
Wir zeigen, daB die durch (1) eindeutig bestimmte Folge
(Hv)v o €F gilt: H e U, fir alle va N .

Rechtsmultiplikation von () mit Q‘]Jefert

~
v;b B/‘_V(HVQ“) - (JQ ) + (ﬁ—s)H a = 0 (,._5 N+s)

und vegen (2.20) a).

(+) Z‘oB,u-v(H Q) - (H,_ @)+ (k=s)I) =0 (4> Nes).

Daher ist die Folge (H, Q, )v o Lésung von @ mit JQ, statt
oo
J, wobei natiirlich |JQ,| £ und (quk)v=o e F .
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Aus der eindeutigen Lésbarkeit von (+) in F folgt aus

HQ, =0 (v=0,.0.,N=1)
unmittelbar, dagB alle weiteren

qukao (v 2N) , also H, eV, .
HN speziell hat die Darstellung

N4

HN = vgo GNVHV H

und weil Ho,...,HN_l € N, beliebig wdhlbar sind, folgt Teil a)

fir 2 N',v=0,...,4=-1, und natiirlich auch fir G"ﬁx -I .

Zum Beweis von b) nehmen wir Ho,...,HN_1 e.1¢1 an.
Wie oben ergibt sich durch Rechtsmultiplikation von (1) mit

P, unter Berilicksichtigung von (2.20) b):

(++) éb B _V(HVPI) - (ur_sp1)(Jp1+ (p=s)I) = 0 (2 N+s),
wobei wieder [JP1| £ 1 , und wegen a) fiur alle V : HP, = H,6 .
Die gleiche Folge (Hv)::o & F 1ist daher Ldsung von () und
(++). Markiert man die Abhingigkeit der G,, von J durch

G =t GuotJ)

so liefert Satz 2.1 einerseits
N~
He = Z G.,0)H,

v=0

andererseits wegen (++)

NA
Hy = HyPy = 2 Gy, (JP)) H,
also hiangt die Einschriankung der (’Nv auf 141 nur von JP1
und damit nur von J; ab. -
Bezeichnet man in Abhingigkeit von J:
P . ng

1
0,0
wozu wir P

(1 = 1,...,m; *= 1,...,ti) ,
als die zur unteren (n-r,n-r)-Nullmatrix
in J gehtrende Projektionsmatrix rechnen wollen, so folgt

aus dem vorigen Hilfssatz durch einfache Rechnung:

Korollar 2.22

Na+s-
Das System (Hv)v:;4 ist genau dann L&sung von (2,17), wenn

fir alle i=1,...,m; 1:1,...,ti sowie fir (i,T) = (0,0)
N+S-
(HVPit) e Losung von (2.17) .
v=0
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N+s-1
Daher geniigt es, (2.17) mit Systemen (}{v)v_o zu losen,

deren Koeffizienten alle in demselben zum Jordankéstchen
JI gehdrenden Unterraum 1/71 liegen. FUr H,& UL1 sei das

dem J: entsprechende Spaltensystem

(Byyse-cahy )
dazu sei H:f (w = 1,...4k) definiert durch das Spaltensystem
(o,..,o,h_w.o,...,o) ,

so dafl also

‘;HT ;2J HY e Ty (= Tk

Um die G/w' auf u, eingeschridnkt, weiter zu untersuchen,
setzen wir wieder M= N; fir v=0,1,..,N=-1 seien beliebige
uveul vorgegeben, Fir H_ mit

N
HN = &:l GNVHV

folgt nach Hilfssatz 2,21b) fiir k=1,...,k

w 3 < J
He = (P -F ) Ig: GNv(jé H,) (mitF -0

denn der Ausdruck

4 J
GNv (J=Zl:—+l Hv) € vlk»l

liefert keinen Beitrag zu H; B

Fiir die entsprechenden Spalten von }{N gelten mit gewissen

K]
Matrizen Gy &M \a:) die Gleichungen

(2.23) h v-° 321 Nv hy, (<= 1,...,k) .

Aus der durch Satz 2,1, @ eindeutig bestimmten Folge

(HV)V ° ergibt sich als weitere Lbsung von @ die Folge

mit den entsprechenden Spaltensystemen

(0 ’hl\’""'h'k—1,v) (vao0,1,2,...) .
Darauf (2.23) angewandt, liefert einerseits

wdhrend unmittelbar nach (2.23)

-1

w .
P
h b > 4 .
-1,N = v=0 j=2 GNV hJ-‘l‘v
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Da wir die h,, (v=0,...4N-1) beliebig widhlen kénnen, ist

x-1j-1 K J
Nwv = GN v (v=0,..,N=1;w=2,..,k; j=2,...,k ) .

Mit gewissen G;t < Mn(() (w =0,..,k=1) schreiben wir daher

KJ lLaJ
GNV =t GN v

Aus der Folge (ﬂv)::o erhalten wir eine weitere Lbsung
von @ in Satz 2.1, wenn wir in jedem H, das Spalten-
system (hlv,...,hkv), entsprechend verkiirzt oder um Null-
spalten erweitert, an die Stelle eines anderen Jordankiste
chens J:g zum gleichen Eigenwert Al riicken, Damit sind die
nach (2.21),b) nur von Jf abhingigen q;i Jetzt auch un-~
abhingig von Lage und GroBe des Jordankiistchens. Das recht-
fertigt die Bezeichnung

w
G = G:, (Ay) (W N', v 20, 0 pum1,=0,1,2,...)1
Zuséitzlich definieren wir
G;/‘(k) ta I (,Le N', Ac @)
«
G A) 1= O 21) .
F#( ) (w )

Als Ergebnis dieser Uberlegungen fassen wir zusammen:

Satz 2,24

Gemidf der Aufteilung von J zerfdallt Gleichungssystem (2.17)

in Gleichungen fiir die S;altensysteme
N+s-
3
(h,v....,hkv)vao (k := L
N+S -4
die in (HV)V=°

Gleichungen lauten

an der Stelle eines Jrhstehon. Diese

a)vgo BB =0 (w=1,..,kj =0,,.,8-1)
(2.25) 2 &, Byl < 0 } RTINS
0)";0 B b, ~(Agtp-s)h,  =h = 0 (k=2,..,k)] ' .,Nes=1)
d)é} éq G::;’ (A)ny, =0 (u=1,.. ,kip=N,..,N+es=1).

Die entsprechenden Spalten der durch (2.18) definierten H,
sind bestimmt durch
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w

M ot
J:ZI ~§o G;: ()‘i)th = 0 (K-1,..,k;/4=N+s,N+s+1,..) o

In konpléxen Koeffizienten ausgeschrieben, hat das homo-
gene Gleichungssystem (2.25) k:n.s mehr Gleichungen als
Unbekannte, d) besteht ndmlich aus k:n.s Gleichungen.
Die Lbsungsgesamtheit von a)-c) ist mit den Bezeichnungen
vom 1.Kapitel gerade ’lik] (Ai) ; wegen

N+s-
rg (2.25) € rg (2.25),a)-c) + k.n-s
ist die Dimension der Lésungsgesamtheit von ganz (2.25)
mindestens
(k]
dim nN+a—1(Ai) - kn-s ,

Da in (2.19) N+s-1 2 p+q+1 vorausgesetzt war, berechnet
man nach den Hilfssdtzen 1,29 und 1.30

(k) (k]
di dim M k-d .
Bl M) = aim T (A s
Zusammenfassend notieren wir

Hilfssatz 2,26

Die Ldsungsgesamtheit von (2.25) hat als Dimension mindestens

dim m[ J(:\i) - k-(n-s - d) .
e M) ¥ B G/l oy

148t sich dim rk](kl) aus den GrdBen t, und kr in Satz
1.32,3) sofort ausrechnen. Mit den Beweismethoden von
Satz 1,19 sieht man sofort, daB
“1[1]
dim P (ki) = t

1
(2.27) dim m‘;* ](xi) = dimmgk](,\i) + *l,x‘k; 2 +13

i

(\(_:1,2,3,... )
Wir bezeichnen fiir k = 1,2,...
K [x)
(2.28) wy = dim nlp (A;) - k-(n-8s - d) .
- Ein Ldsungssystem (h, ,...,h}, )N+s ' von (2.25) l1aBt sich

v=0
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nach Satz 2,16 und Satz 2.24 eindeutig zu einer LBsung der

Rekursionen (1.,5) fortsetzen mit

00
v
vgo x’h =1 h (x) konvergent fur xes (t<,=1,2,...,k) .
Nach (1.6) entspricht der Folge R ’hkv v=o die in
IR analytische Ldsung des Differentialgleichungssystems (&)
k
(x) yix) = x* 5~ —1 (10¢ x)*In 4(x)
3= (k-g)1
Die weiteren in (1.6) erwdhnten Lésungen von (4)
=< 1 K-J
(xx) x* 2 ———(log x) hJ(X) (wat,..,k-1)
I=1 (e-g)i

lassen sich natirlich in Gestalt (X) mit dem gleichen k

schreiben und gehdren zu den Lésungssystemen
N+s~-1
(O,..,O,h1v,..,h

&v)v=o von (2,25) .

In diesem Sinne folgt aus Hilfssatz 2.26 unmittelbar

Satz 2,29

Falls w‘i‘ > 0 ( mi;kew, ielr,...,m] ),
existieren mindestens vi linear unabhdngige Losungen von (h)
der Form K

YT I M

k-J
(log x) h (x)
3=1 (k=g J

zur festen Potenz Ai , mit hJ { —> C holomorph (j=1,...,k).

Um zur Formulierung fiir Matrizen zuriickzukehren, wihlen
wir die w? linear unabhidngigen Losungen von (4) so, da8
mit jeder Lésung (X) sdmtliche nichttrivialen Lésungen (xx)
aufgezihlt sind: so erhalten wir wt Spalten einer Losung
von (1),

Y(x) = H(x}xJ , mit J in Jordanscher Normalform,
wobei die gesamte Spaltenzahl der Jordankdstchen zu Ai
genau wt betrdgt. Das Verfahren wenden wir an auf alle
Nullstellen Ai aus Satz 1,32 &), fir die ein v? > 0

existiert; k sei gewdhlt mit vf maximal .
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Mit der Bezeichnung

v, = max 50 ’ wk t k eﬁf} (1 = 1,...,m)

i
ist daher gezeigt

Satz 2.30

Fir réax , den maximalen Rang einer Lésung von (1) der
Gestalt

Y(x) = H(x)xJ mit H: ih‘——b Mn(C) holomorph
gilt die Ungleichung

m

m
Z < [}
iz1 Y1 % Tmax < éé; Vi
-~ Die 2.Ungleichung gilt, weil Y(x) notwendig formale Lbsung
ist. - AbschlieBend notieren wir

Satz 2,31

Die Differentialgleichung (1) besitzt eine Fundamental-
165uﬁg der Form

(2) Y(x) = H(x)xJ , H(x) = v%o xH, (xe&:R)

genau dann, wenn

Beweis: Eine Fundamentallésung der Form (2), fiir die wir

ohne Einschrinkung die Bedingungen (A),(B) und (C) aus

dem 1.Kapitel annehmen diirfen, hat auch als formale Ldsung

den Rang n, folglich ist nach Satz 1,39 notwendig d = n.s,
Falls umgekehrt d = n.s, besitzt nach Hilfssatz 2.26

die Lbsungsgesamtheit von (2.25) mindestens die Dimension

von ﬂigk](ki) . Andererseits liegt jede Losung von (2.25),
da man sie zu einer Ldsung von (1.5) fortsetzen kann, schon

(x k
in mmi_](,\i) , wobei dim m:’ )“1’ = dimmlgfz_1()\i)

(siehe dazu (y) im Beweis von Hilfssatz 1.30). Folglich

. o (k]
ist der Ldsungsraum von (2.25) genau ﬂlN+s-1(Ai)'

i {k3
Nach Hilfssatz 1.20 liefert mms_1 ()‘i): eindeutig alle
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formalen Lésungen von (1.5), nach Satz 2.16 und Satz 2.24

eindeutig die konvergenten Lésungen. Es folgt

Korollar 2.32

Falls d = n.s, ist jede formale Ldésung der Form (2)

schon konvergent,

~ Dariiber hinaus, liefert Satz 1.39 die Existenz einer
formalen L6sung vom Rang n, was den Beweis dieses Satzes
beschlieft,

Unmittelbare Folgerung ist der bei D,A.Lutz [8] als vsatz 1

angegebene

Satz

Falls S {R

> Mn(C) holomorph , mit
O als mindestens n.s-facher Nullstelle,
s0o hat die gestorte Differentialgleichung

xs+1Y'(x) = (B(x) + S(x)) Y(x)

genau dann ein reguldr-singulédres prundamentalsystem, wenn
(1) dieses besitzt.
unser Beweis liegt in der Tatsache , dag q4ns -1,
so daB sich A _(A) und damit dq = d beim Ubergang von
B(x) auf B(x) + S(x) nicht 4ndern .

Das von D.A.tutz in der gleichen Arbeit angegebene Krite-

rium, wann genau eine regulir-singulire Fundamentallbsung
von (1) lautet

Satz [8
0
Es sei die rolge (a, )v-o rekursiv definiert durch
- A
ao(x) =1 ,ﬂv*I(x) = Q:(x) + x (s')QAx)B(x) :
es bezeichne

p(:,) die Ordnung von Aull als rol von a,.
Dann gilt

(1) hat eine regulér-singulére Fundamentalldsung genau dann,

wenn p(®,) €« v + n.s (v = n,n+1,...,N),

wobei N von B(x) abhingig ist.
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Der entscheidende Nachteil dieses Kriteriums ist, dafl eine
obere Schranke fir N nicht allgemein angegeben wird. N
148t sich zwar im kinzelfall auf rein algebraischem nege
bestimmen, jedoch ist das Verfahren dazu recht kompliziert,
Auch ist an diesem Kriterium seine Abhidngigkeit nur von
héchstens den ersten n-s Koeffizienten von B(x) nicht

mehr unmittelbar einzusehen.

3., Beispiele und anwendungen

3.1. Satz von Lettenmeyer

Der von r.Lettenmeyer fS] 1926 gefundene Satz lautet

Satz

Im Differentialgleichungssystem

8;
(3.1) x qyx) = J€1uijkx)7j(x) (1 =1,...,n)
seien die a'id komplexwertige Funktionen, holomorph fiir xe&%v
die sy nichtnegative ganze Zahlen mit

n
< =& o
0 i%% s, & <n
Dann besitzt (3.1) mindestens n-& linear unabhiingige in
iR holomorphe LOsungen .

Zum Heweis bringen wir mit

8+1 = max Ssi [ i=1,...,n] (21
(3.1) auf Form (4), wobei wir s=0 zulassen miissen. Da
wir nur holomorphe Ldésungen suchen, fallen die Uberlegungen
des 1.Kapitels zur Bestimmung von J weg: wir setzen J = O
und bestimmen N €N so, daB Satz 2.1 anwendbar wird.
Notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine holomorphe
Lésung von (3:1)

h(x) = ¢§_ x'n, ,

[}

N+s-1
ist Gleichungssystem (2.25) mit kal, A =0 fiir (hv)v::

i
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Die Koeffizientenmatrix von (2.25),a),b) in diesem Fall ist
AN*S_I(O) , ¢) f&llt wegen k=1 weg, und d) besteht aus
n+s Gleichungen mit zundchst unbekannten Koeffizienten: im
Fall 8=0 f&dllt d) weg, wie wir am Ende von Kapitel 2,1,
(S.43) bemerkt haben. Wie die folgende Rechnugg lehrt,
besitzt A, __.(0) mindestens n-(s+1) =& Nullzeilen.
Weil Gleichungssystem (2.25) n-.s mehr Gleichungen als
Unbekannte hat, wird damit die Dimension der Losungsgesamt-
heit mindestens

n -¢, folglich existieren n-§& holomorphe Lésungen
von (3.1)

Zum Abzdhlen der Nullzeilen in AN+s-1(o) bezeichne
V. = Anzahl der Indizes i mit s ,=p (pe=0,..,8+1),
Es ist die i-te Zeile in
(BJ By g o-- B, 0... 0 ) (3 = 0,...,8)
sicher dann Null, wenn s, < s+1-j , also sy £ 8-j , daher
die Anzahl der Nullzeilen in (BJ e Bo 0 .. 0) mindestens
=J L 3%d
v -
p=o P n ,g:—s-jdr‘lv/* °
Insgesamt wird die Mindestzahl von Nullzeilen in A (o)
. 564 Sod N+s=1
(s+1)n - J{o /‘%__j” Vi = (8+1)n -,‘Z=-l/«v/‘=(s+1)n-6’,

was den Bewelis vollendet,

3.2, Ein Zahlenbeispiel

Zur Erlduterung der im 1.Kapitel gefundenen Methoden
betrachten wir das System

q; x 1 -x2 0 1,
L. 12 - o x 4x3  x? .ﬂz
"5 [¢] 0 3x 1 qj
A x 0 0 x M

Offensichtlich ist der Satz von Lettenmeyer hier nicht mehr
anwendbar. Um zu priifen, ob ein regulidr-singulires Fundamen-

talsystem vorliegt, berechnen wir d, indem wir die ersten



A,(A) notieren und ihre Defekte als Matrizen iiber C(A)
bestimmen. Da stets q £ ns-1 (nach(1.24)), beschrinken
wir uns auf AB(A)' welches ja AO(A),A1(A) und AZ(X) als
Teilmatrizen enthidlt.

AB(X) hat folgende Gestalt,- die leeren Felder sind Nullen:

o 1 o 0] | | ‘W
o 0 0 o | «— Z.2
0 0 O 1| | i 3
0O 0 0 o0 «—1Z.
1= o 1
1-A o o ] ‘ «— Z.6
3=\ l o 1
LU . S U_0|_ — - -
-1 o|->\ o 1 [
1 - ‘ o o <— Z.10
l 2-A 0 1 |
o 1 -A | o o
I -1 FA-2 —To 1 6 0
N 1 A=A 0O 0 0 ©°
1 | 1en | o 1
~L | |1 A | 0 Oy

Eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer Fundamen-
tallosung ist erfiillt, da B° nilpotent.
Es ergibt sich

d‘=2; d1=3;d=l¢.

Damit ist
q = 2, d=mn-s ,

folglich liegt ein reguliar-singulédres Fundamentalsystem vor,
- Zum Beweis, dag d, = 3 , beachte man, daB die 6. Zeile
ein Polynom-Vielfaches der 1.Zeile ist ;

d, = 4 gilt, weil die 10. Zeile Linearkombination mit
Polynomkoeffizienten aus der 3., 5. und 8. Zeile ist,

namlich

z,, = (1-,\(1-1\)2)23 - Zg 4 ,\(1-;\)28 .

Diese Tatsache ergidnzen wir durch eine analoge Aussage fiir
die Spalten:

die 11,Spalte ist (A-1)x letzte Spalte ,

die 7.Spalte ist Linearkombination mit Polynomkoeffi-
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zienten der 9., 12, und 14. Spalte .
Um die L¥sungen der Differentialgleichung zu berechnen,
bendtigen wir Xx(A), den g.g.T. aller 12-zeiligen Unter-
determinanten von A_(A) . Wir hatten gesehen, dagS fiir
jedes feste A die 2., 4., 6. und 10, Zeile Linearkombinatio-
nen der {ibrigen Zeilen sind, und analoges fiir die 7., 11.,
13, und 15, Spalte gilt.
Bezeichnet man A (A) die Determinante, entstanden aus
AB(A) durch Streichen der genannten Zeilen und Spalten,
so gilt
¥ e C rgAB(k)<12 e~ A(A) =0,
daher ist
x(A) = const.- AA) .
Mehrfache Entwicklung von A4(A) nach Zeilen oder Spalten
liefert
3-A 0 1 4]
-1 <A 0 1
0 1 =A O
4 o 1 =A-1

x (A) = AZAe1)(A=3)

und damit die einfachen Nullstellen -1 und 3
sowie O als doppelte Nullstelle von 7 .
Von den in Satz 1.32 aufgezihlten GroB8en sind zunichst
ma=1, Al = =1, p=1U4 ;
aus d = n's folgt wegen Satz 1,39
v, = L,
Man rechnet sofort nach, dag

def A7(-I) = 7 = d+3 , folglich ist

und wegen v, = 4

dim Ndbl(-1) = U4 = dim lﬂJkJ(-1) fir alle ka2 ,

Daher liegen 3 linear unabhiingige logarithmenfreie Ldsungen
und eine mit log x in der 1. Potenz vor.

In diesem Fall interessiert die Ordnung der Stelle x = O
als Nullstelle bzw., Pol der logarithmenfreien Losungen:
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Da die Zahl 3 einfache Nullstelle von X ist, mit maximalem
Realteil, ist fir alle k dim ﬂﬁk](B) = 1 ; und Hilfssatz
1.30, angewandt auf Ao = 3 , k=1 liefert genau eine
holomorphe Ldsung Y, mit Null als dreifacher Nullstelle;

hier wird o
5

y'(x) = 3 .

X
x
(o]
Wir rechnen waiter nach, dag
def Au(o) =2 4 = d+1 , folglich ist
dim mg‘](o) =1

Nimmt man nun eine Basis von n7h1](-1) wie im Beweis von

Hilfssatz 1.35 an, sieht man wegen
dim WE'J(.A) =3, daB auch dim mgu(_,) =1 ;

und es muB je eine logarithmenfreie Ldsung zu den Potenzen

0 und -1 geben, Eine Berechnung aus den Rekursionen liefert

4
2 i -Ix
yolx) = y o y(x) = == .
-3x =4

Zur Bestimmung der logarithmenbehafteten Losung folgern
wir aus den Uberlegungen des Hilfssatz 1.35, daB wegen

dim mf)z:b) = dim mgz)(n) =1
sicher ;
dim m;z](o) = 2
und daB die Ldsung mit log x =zur Potenz O gehirt. Die
Rekursionen liefern hier
-3x

Ya(x) = log x-y,(x) + 0
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3.3. Einordnung der Differentialgleichung n-ter Ordnung

Die komplexe Differentialgleichung n-ter Ordnung

ne-1

‘3.3)‘ xs+n 7(n)(x) - iz;—o xiqn-i(x)‘l(i)(x) =0
mit s elN
Q1 &p —> C holomorph (i=1,...,n),
nicht alle qi(O) =0,

A
ist mit gewissen in iR holomorphen a die nicht sédmtlich

in Null verschwinden, sowie mit dem Operator

d = x S
dx

dquivalent der Gleichung
. n-1 A i
(3.3') x®* 3" q(x) - = q,_;(x)8(x) =0 .

Zu einem System aus n Losungen (ny(x)yeen ,vln(x)) von
(3.3') i1st die Matrix

xx) = 37 ) (am)

(JY-1‘71(X))?=1 als i-ter Spalte

mit

L3dsung von

(1) x®**yi(x) - B(x)Y(x) = 0
S
mit (o] x\()—— [¢]
|
(BO“) B(x) = |\§L °
o— o x°
ax ... 4(xn)

Nimmt man Y(x) in der Gestalt an

Y(x) = H(x)xJ mit H: (ER\‘.O] ,~_)Mn(4',) holomorph,
so verhalten sich die L8sungen q; von (3.3) bei Anndherung
in X = O bestimmt, genau dann, wenn H in O hochstens
einen Pol besitzt bzw., bei geeigneter Wahl von J in ganz &‘R
holomorph ist. Damit ist (3.3) auf unsere allgemeine Frage-
stellung zuriickgefiihrt, wobei B(x) ih Gestalt (3.4) vorliegt,
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A
Mit den Potenzreihendarstellungen der qi(x) fir xc‘iR

e
(3.5)  ax) = Zpx"B,, (1=1,...,n)

haben die B die Gestalt

v

/ 010— -0
O RS
B, = fiir v#s, B_ = \\\\\\?0 .

Bav == - - Bu, B === Bu
Da nach Voraussetzung die letzte Zeile in Bo nicht ver-

schwindet, ist fir v= 0,1,...,s8-1

d, = (v+1) (n-1)
Zur Berechnung von de und ¥(A) betrachten wir
4 N
© o
ﬂAO - g~o
A, = @ © o
Bosa = - - Buw|Besa . .. ..
-A 1 0 s 0
o) o
Prs— - - BB --- }“w‘ - By

Offensichtlich sind die nicdhtverschwindenden Zeilen (iiber
dem Korper L’('A))linaar unabhingig, daher

ds = 8+(n-1) = ds_1 .

Es folgt
jq=8 -1

(3.6) 1
d = s.(n=1)
Fiir ein festes komplexes X ist Js(}\) < d genau dann, wenn
die nichtverschwindenden Zeilen von As()\) - als Matrix
tiber € - linear abh#ngig sind.
Das ist damit &#quivalent, daB
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8 8

10 BZO' - no
-A 1 O
det \\ = 0 N
o
-A 1

denn die restlichen nichtverschwindenden Zeilen aus AS(X)
sind beziiglich der ersten n Komponenten linear unabhingig.

Die Determinante hat den Wert
. n-1
(3.7) fo(X) = Bigt Byg * oeee t Bnox »

daher gilt

(3.8) o(a) = const. f (X) .

Ahnliche Uberlegungen, auf die Matrizen As+,A(A) angewandt,
liefern fiir alle /(elT
o

XP(X) = const. Il; fo()wv) .

Falls £o(N) # const., gilt fur die Vielfachheiten der in
Satz 1,32 ausgezeichneten Nullstellen Ai von ¢ als Null-
stellen in  _:

P

v, = ﬁ‘ Vielfachheit von A, +vV als Nullst. in f_,
i = i o

und nach Hilfssatz 1.33 1

(3.9) r = Grad von f £ n-1 .
max °

Schon die in (3.6) erwihnte Tatsache, daB d & nes, liefert

mit Satz 2.31 einen direkten Heweis fiir den Satz, dag fir

8>0 die Differentialgleichung (3.3) kein Fundamentalsystem

von Ldsungen, die sich bei x=o bestimmt verhalten, besitzt.
Aus (3,9) folgern wir die stlrkere Aussage, die Thombé

[1,&) mit Reduktion der Differentialgleichung und Induktion
bewliesen hat

Satz 3,10

Die Zahl der linear unabhingigen sich beil Null bestimmt
verhal tenden Lésungen von (3.3) ist hochstens so groS

wie der Grad von fo
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Hier liegt iibrigens ein gutes Anschauungsbeispiel fur
Satz 1.38 mit d< ns vor: es ist nimlich
Grad f = n-1 ¥\ B, # 0,
und letzteres bedeutet genau, dag
No = n=1
in Ubereinstimmung mit Satz 1.38,2,)

Um jetzt auf die Rekursionen néher einzugehen, nehmen
wir eine formale L&sung von (1) mit B(x) gemdéB (3.4) an,
Y(x) = éio H,x vI+J
unter den Annahmen (A), (B) und (C) aus dem 1.Kapitel.
Die Spalten der H,, , die zum Jordamkistchen J; der
Spaltenzahl k und zum kEigenwert A gehdren, seien

h«‘v,...,hkv (V= 0,1,2,... ) N
die Komponenten von h seien
oL
h&v (x= 1,...,n) ,
speziell bezeichne
. 1
Yiv := h, (= 1,..,k; veN‘;)

Nach (1.6) sind im Falle der Reihenkonvergenz die Funktionen

v=0

o
(3.11) n.(x) = = S . (1log x)K~J 2 xvY (k=14+04Kk)
=1 (k=g)1 I

Ldsungen von (3.3) ; in jedem Fall nennen wir diese Reihen
formale L8sungen von (3.3)

Von den Rekursiomen (1.5), die von den h _, geldst werden,
notieren wir die letzte Zeile jeder Gleichung.
Es ergibt sich

2) ;J( ;1 i,u.— Kv'/) (,“'=0’--,5—1; u,=1,..,k)
(3.12)]| b) ,,2:( ?:1 8, ,v) (A+,-s)hw‘- 0 (pes,s+1,-- )
c) vzo( $1 ) (A‘-,‘-s)hkf"s K fom§ =0

(= 2,..,k;/.‘=s,s-r1,...) .

Die ersten n-1 Zeilen jeder Gleichung (1.15)a) lieferm

keinen Beitrag; aus Gleichung (1.15)b) fiir die Nummer j+S
entnehmen wir :
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i+1
h‘!

und daher

(3.13) n}. = (hwe?

- ()w,«)h:,‘ = 0 (1 = 1,..,n=1)

Y‘F (1 =1y.0yn3 /s=0,1,2....).

Mit den Definitionen
£, (A) = Z, 8 &t (V/ s)
fs“‘) = -X 121 8 !

wobei fo schon unter (3.7) definiert war, ergeben sich durch

Einsetzen von (3.13') in (3.12),a) und b) fiir die Y,y die
Rekursionen

(3.34)

(3.151) é,‘}_v(“')lw = 0 (/.4: 0,1,2,...) .

Aus den jeweils ersten n-1 Zeilen der Gleichungen (1.15),

¢} fir u.s folgt

i1 . i i sk =2
h“-}* = ()‘ﬂ‘)h"/‘ +h =1, (1=1,.. =15 =2,..,k; pch)),

woraus man mit einem Induktionsbeweis leicht sieht, dag

i+l i i-j P J i
Jgo GO = 2 3T Vimsa St

Nimmt man {(3.13') hinzu, haben wir stets
=1

.1 i -
(3.13) hk/_‘x ngo ¥ &/‘_Jl’v,a’(ko»,u) (feN & ""f'k'
1:1,..,n )
Dies fiir w«® 2 in (3.12),c) eingesetzt, liefert in Verall-

\

gemeinerung von (3.15')

@A g
(3.15) s 4 P (J/(Mv)h gm0 (=1, dum0,1,2,0)

J=o J1 = H=v

Da sich die h;,‘ fir 1=2,..,n durch (3.13) eindeutig aus

den J’J.u berechnen lassen, notieren wir
Satz 3.16

Die Reihen (3.11) sind genau dann formale Lésungen von

(3:3), wenn die Rekursionen

w1
(3.15) JZ 1 f f(‘j) ()H—v)ak =0

=0 i1 VEO -y =J.wv

fir w = 1,,..,k; p= 0,1,2,... erfiillt sind .
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- Selbstverstindlich braucht man (3.15) nur fiir die ‘' aus

Satz 1.32 zu lésen; fir 4 p sind die Gleichungen {3.15)

wegen fo(Ai+H) # 0 nach eindeutig aufldsbar; wezen
e f d M1
; 1 (3)
Lo Mgt B T Fo Byt gt Faf N

. _ —1: owie
ist {guaue den va mit §j = 0,...,k=1; vV=0,...5p 8
den Y mit v = 0,...,r~1

eindeutig bestimmbar. Daher notieren wir

Hilfssatz 3.17

Fiir jedes Ai aus Satz 1.32 und keN ist nlng(Ai)

isomorph der Lésungsgesamtheit des Systems

w4 o
1 (J) - = ;
(3.18) Jéé " ;Z; fk_v (ki+v)5w-dw =0 (w=1,...Kk

/A.:O,..olp ) .
1k] .
Zum Beweis zeigen wir, dag nlp (Li) die @Gesamtheit aller

(h,,) ist, deren Komponenten hlu=51v den Glei-

w=1,..,k
VZ0,..,p
chungen (3.17) gentigen und fiir deren iibrigen Komponenten
gilt:

» 5
1 O .
(+) htv = jgg N 31~LV;13 (N+v) ! £V=0...,p; k=lyee ki

=2y 0t )
Offensichtlich ist (3.18) und (+) dafiir notwendig, daf man

(hzv)x=1,..,k zu einer Lésung (h

Kv)u=1,..,k

v=0,..,p v=0,..3P+S
der Rekursionen (1.5) fiir A=0,1,...,p+s=p+q+] fortsetzen
kann, denn (+) folgt aus (1.5) fir M=s,8+1,...,p+s -
Nach den vorhergehenden Uberlegungen liegt umgekehrt Jjede

Lésung von (3.18) und (+) in 'n;klki) .

Als hinreichende Bedingung fiir die Existenz (nicht mehr
nur formaler) regulidr-singulirer Lbsungen von (3.3)

notieren wir nun zusammenfassend
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Satz j, 19

Es sei k ¢M beliebig
Ai eine der Nullstellen von f mit
Ai—z nicht Nullstelle von fo fir alle z ¢N,
P = maximale ganzzahlige Differenz von Nullstellen
von fo .
AuBerdem besitze das System (3.18) 1 linear unabhingige

k
Lésungen , mit 1, > k-s .

Dann existieren mindestens 1k- ks linear unabhingige
Lésungen von (3.3) der Form

% E 1 (1og 0% ¢ (x)
T (k=g)!
mit ¥y & —> C holomorph .

Dieser Satz folgt aus Hilfssatz 2.26 und Satz 2,29
unmittelbar, da

dimdn;k](A und d = (n-1)-8 .

1) = I
In seiner Arbeit [3] iilber dieses Problem hat Perron den

Satz 3,16 vollstindig und den Satz 3,19 fiir k=1 bewiesen;
letzterer entspricht seinen Ausflihrungen auf Seite 21 in [3] .
Bei Behandlung der Fille k=2, also der logarithmenbehafte-
ten Labungen (ebd. S.23-26) ist Perron ein Fehler unter-
laufen, pje dort auf S.25 oben durchgefiihrte Differentia-~
tion nach A (bei Perron g ) ist nicht motiviert, entspre-
chend ist der Ausdruck unter (63) = in dem wir hier e durch

s, N durch N+2s, mit der Bedeutung aus Satz 2.1 ersetzen-

Nya-1 3 o Nis-1  gp'¥ Nis=1 .
(1) By 2 v g
o V1 3n = Zol o 3 an | log x 2 y;D, )x

nicht dije allgemeine Gestalt einer Losung mit log x. - Man

kann dije angegebenen GroBen DS? namlich so widhlen, daB die

N+s-1
V=0

Abschnitte (DY (4)) (1=0,..,N+s-1) gerade die konstan-

ten Einheitsvektoren sind, dann wiirde der logarithmenfreie

Teil in (4+) erst mit xA+N+s beginnen, bei beliebig groBem N,
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Entsprechend ist die auf S.25 bei Perron angegebene Matrix

zur Richtigstellung zu ersetzen durch

4 G Gwn-c) o o AN
, 0 o
‘) (N+s-4)
GN%b% GN [¢] 0
WS4
dGg? dG‘. * G G(wx-1)
dan °°° dA o o
[T ,tm"‘ ) g
dGya-, 4G yyzs.4 e ... G}:i; )
L FENREE FEN N+2s-4 U,

Néo-1

Dazu bemerken wir, daB mit Wahl der (Dy(A))v=o

Einheitsvektoren gilt :

als

{
6V(A) = £, (A+i)  fiir v=0,..,N+s=1; 1=0,..,Y
GS)(A) = 0 fir v=0,..,N+s=1; 1 2 v+l

wihrend die GS’ fiir V= N+s,...,N+28-1 aus Grenzprczessen
zu gewinnen sind. LdBt man die 2s Zeilen mit den cy’fﬁr
V> N+s weg, erhdlt man die Koeffizientemmatrix von (3+18)

mit k=2 und N+s-1 statt p, so daB sich nunmehr Satz 3+19
fir k=2 ergibt .

SchluBwort

Zum AbschluB ein Ausblick auf Probleme, die mit dem
hier behandelten Thema verwandt sind, deren Behandlung aber
den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde:

Die erste Frage ist, ob ein Beweis des auf Seite 952
zitierten Satzes von D.A. Lutz (Satz 3) mit den algebraischen
Methoden dieser Dissertation mdglich 1st: vielleicht konnte
man die angegebene Zahl N dann allgemein einschrinkerle.

Ein weiteres Problem sind formale Fundamentalltsungen

der Differentialgleichung (1) von allgemeinerer Gestalt,
namlich
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A
Q(x)
Y(x) = H(x)x e ,
wobei
oo
H(x) = ;;b x'H, formale Potenzreihe ,

J konstant, in Jordanscher Normalform ,

1
é=1 ex®

D

1
Qy) =
mit Diagonalmatrizen v, , die mit J vertauschbar sind .

Wenn nicht alle D, Vielfache der kinheitsmatrix sind, wird

man keine Konverge;z von H(x) erwarten ; aber es konnte
eine wirkliche Ldsung durch Y asymptotisch dargestellt
werden., pje auftretenden Rekursionsformeln sind bei
Coddington&Levinson [ 10] nur fiir den Fall aufgeldst,
dal das charakteristische Polynom von B_  verschiedene
Nullstellen hat: mit den Methoden des 1.Kapitels dieser
Arbeit yird man formale Losungen der obigen Gestalt auch

in allgemeineren Fillen konstruieren kdnnen.
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