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0. EINLEITUNG

Statistische Kontrollverfahren erlebten in ihrer Anwen-
dung den grdBten Aufschwung widhrend des Zweiten Weltkrie-
ges in der milit#drischen Riilstungsindustrie der USA. Doch
schon im Jahre 1931 wurde die Statistische Qualitdatskon-—
trolle im Buch von Shewhart "Economic Control of Quality
of Manufactured Products" vorgestellt. In den europd-
ischen Lindern mit Ausnahme von England fand die Quali-
tdtskontrolle erst ab etwa 1950 Anwendung. Heute geh&ren
ihre Verfahren zu den gebriduchlichen Methoden eines je-
den grdBeren Betriebes. Sie beinhalten die Festlegung
und Uberwachung des Qualitidtsniveaus nach feststehenden
Normen, Richtlinien der Unternehmensleitung und Verein-
barungen mit dem Abnehmer.

In der Nachkriegsliteratur erschienen dann auch zahlrei-
che Monographien in deutscher Sprache, die sich im we-
sentlichen nach zwei Richtungen gliedern. Den Uberwie-
genden Anteil stellen die Werke fiir den Praktiker, deren
Beispiele einfach und betriebsnah sind und die nicht nur
die statistischen Methoden beschreiben, sondern auch Pro-
bleme der Qualitdtsfestlegung sowie die organisatorischen
Fragen bei der Einfilihrung der Qualitdtskontrolle hehan-
deln. Hier wdren ohne Anspruch auf Vollstdndigkeit die
Blicher von N.L. Enrick (19), Schaafsma-Willemze (42) und
Schindowski~-Schiirz (44) zu nennen. Fir den anderen Teil
ist es das Ziel, aus der Sicht des Theoretikers, etwa

des Mathematikers, an Hand der wichtigen Verfahren dar-
zustellen, wie man fiir ein gegebenes praktisches Problem
ein statistisches Verfahren aufstellt und die Eigen-
schaften dieses Verfahrens untersucht. In diesem Zusammen-
hang ist etwa das Werk von Uhlmann (54) zu nennen. Wesent-
lich mehr Gesamtdarstellungen oder Artikel in den relevan-
ten Zeitschriften finden wir jedoch in der englischsprachi-
gen Literatur, so z.B. Duncan (16), Dudley and Cowden (15),
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Juran (28) und viele weitere anwendungsorientierte Werke.

In der statistischen Qualitdtskontrolle lassen sich zwei
Hauptaufgaben unterscheiden (vgl. Uhlmann (54) S. 82 ff):

t. Die Kontrolle der Annahme und ebenso der Auslieferung
von Waren (Eingangs- und Endkontrolle)

2. Die laufende Kontrolle einer Produktion

zu 1.:

Hier besteht das Ziel der Kontrolle darin, fir den Empf&n-
ger bzw., Lieferanten zu priifen, ob die Qualitidt der Ware
den vereinbarten Bedingungen entspricht oder daB sie den
zu stellenden Anforderungen fiilr die Weiterverarbeitung ge-
nligt, Zur Beurteilung der vorgelegten Liefermengen verwen-
det man Stichprobenpriifpléine. Darunter versteht man im
allgemeinen statistische Tests und zwar Alternativtests, da
als Ergebnis der Kontrolle die Partie entweder angenommen
oder abgelehnt werden muf. Wegen der Verluste bei falschen
Entscheidungen setzen fast alle Priifvorschriften dieser
Art einen bestimmten Verlauf der Giitefunktion bzw. Opera-
tionscharakteristik der Tests voraus.

zu 2,:

Mit Hilfe hdufig gezogener Stichproben soll durch die
laufende Kontrolle erreicht werden, daB gar nicht erst in
nennenswer tem MaS8e AusschuB produziert wird, indem recht-
zeitig ungenaue Maschineneinstellungen behoben oder etwa-
ige Beschddigungen sowie Verdnderungen des Materials be-
merkt werden. All diese Ursachen sollen méglichst schnell
erkannt und ihr Weiterwirken verhindert werden,um den ent-
stehenden AusschuB einzuschrénken. Die laufende Kontrolle
verwendet die verschiedenartigsten Tests., Ihnen gemeinsam
ist die aus organisatorischen Griinden gewdhlte &duBere
Form der Kontrollkarte. In regelmdBigen Zeitabstdnden
wird der Produktion eine Stichprobe entnommen und die Er-



gebnisse sind in die Kontrollkarte einzutragen. Sie sollte
auch angeben, was im Fall der Ablehnung der Nullhypothe-
se geschehen soll, wie also z.B, in den Produktionspro-
zeBl eingegriffen werden soll oder welche {ibergeordnete
Instanz zu benachrichtigen ist.

AuBerdem sind fir beide Verfahren gewisse Kosten-
einfluBgrdBen zu bertiicksichtigen. Neben einigen fixen Ko-
sten, die durch Prifanlagen und -personal bei der Ermitt-
lung des AusschuBanteils verursacht werden, entstehen
noch in Abh&dngigkeit von der Fertigungsgiite ver&nderliche
Kosten. So steigt beispielsweise mit verschlechterter
Produktion die Zahl der Reklamationen und eine Festlegung
dbertrieben enger Toleranzgrenzen wird iiberhBhte Ferti-
gungskosten zur Folge haben. Dodge und Romig gaben be-
reits 1941 eine Priifplansammlung fiir Gut-Schlecht-Priifung
heraus, in der wirtschaftliche Faktoren berucksichtigt
wurden. Sie weisen schon in der Einleitung darauf hin,
daB fiir die Wahl des Priifplanes Kostengesichtspunkte maB-
gebend sein miissen: "The variety of sampling plans, pro-
cedures and tables that can be constructed is almost un-
limited. The advantages and disadvantages of each of
several possible choices need to be carefully weighed
from both theoretical and practical standpoints. More
often than not, the engineering considerations weigh

more heavily than the statistical because over-all costs
and ease of application under hurried shop conditions

are of first importance." (verdffentlicht in: The Bell
System Technical Journal 1941 oder vgl. H.F. Dodge, H.G.
Romig: Sampling inspection tables, New York-London 1959).
Eine gute Darstellung von Priifplinen unter Beriicksichti-
gung von wirtschaftlichen Gesichtspunkten finden wir mit
weiteren Literaturhinweisen bei Uhlmann (55): "Kosten-
optimale Priifpldne”.



Die vorliegende Arbeit beschdftigt sich ausschlieBlich
mit der Eingangs- und Endkontrolle von grofen Warenlie-
ferungen. Im ersten Teil beschidftigen wir uns mit der
Kontrolle meBSbarer Gr&8en, der sogenannten Variablen-
kontrolle, wo bisher nur unter ganz speziellen Voraus-
setzungen Pline ausgearbeitet wurden, wdhrend die soge-
nannte Attribut-Kontrolle oder Gut-Schlecht-Priifung
einen sehr weiten Anwendungskreis gefunden hat und Priif-
pldne verschiedenster Art erstellt wurden. Beachtet man
jedoch, daB bei der Gut-Schlecht-Priifung wesentliche
Informationen, welche die Qualitdt der Erzeugnisse be-
einflussen, verloren gehen, so erscheint es wohl sinn-
voll, sich einer genaueren theoretischen Untersuchung
der Variablenkontrolle zuzuwenden, zumal viele Merkmale
von Erzeugnissen quantitativ erfaBbar sind. Als Bei-
spiele hierfiir seien nur Durchmesser, L#nge, Gewicht,
Dehnbarkeit, ReiBfestigkeit, Widerstand, Brenndauer
genannt,

Hier sollen die Uberlegungen in den Werken von Bowker
and Goode (8), Duncan (16), Bowker and Lieberman (9)
sowie Uhlmann (54) zu den ein- und mehrfachen Stichpro-
benplédnen fiir quantitative Merkmale weiterentwickelt
werden, wobel wir im Verlauf dieses ersten Teils der
Arbeit auch auf die stets gemachte Annahme der zugrun-
deliegenden Normalverteilung verzichten und die zwar in
der Praxis wohl nicht so hdufig auftretenden aber den-
noch wichtigen Klassen der Cauchy- bzw. Exponentialver-
teilungen sowie die fir die Anwendung sehr wichtige
"kupierte" Normalverteilung untersuchen. Unser Anliegen
ist hierbei, die relevanten Tests exakt zu beschreiben
und die fiir deren Giite kennzeichnenden Operationscharak-~
teristiken formal herzuleiten. Selbstverstdndlich ist
evident, das fir die endgiiltige Anwendung im Betrieb
noch umfangreiches Tabellenwerk erforderlich ist. Im
Rahmen dieser theoretischen Arbeit wird jedoch auf des-
sen Herstellung verzichtet.



Der zweite Teil der Arbeit behandelt ein neues Gebiect
der statistischen Qualit&tskontrolle, die sogenannte
gemischte Attribut-Variablenkontrolle. Hier gehen wir
davon aus, daB einerseits meB8bare Merkmale vorliegen,
aber auf der anderen Seite auch eine Einteilung der
gepriiften Werkstiicke in Gut-Schlecht erfolgen kann
(m8glicherweise durch vorgegebene Toleranzgrenzen).
Wir wollen versuchen, beide Informationen in den Stich-
probenplan aufzunehmen. Ansdtze hierfiir finden wir bei
Bowker and Goode (8). Nach der theoretischen Herlei-
tung der in Frage kommenden Verteilungen wollen wir
eine Reihe von ein- und mehrstufigen Priifpldnen ent-
wickeln und ihre Eigenschaften untersuchen. Zuch ste-
hen Kostengesichtspunkte in dieser Arbeit im Hdinter-
grund. Sie finden gelegentlich Berlicksichtigung.



1. GRUNDLAGEN, DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN

Bevor wir auf die einzelnen Modelle eingehen und die
Testverfahren diskutieren, wollen wir in diesem Kapitel
einige grundlegende Sachverhalte und Definitionen fest-
halten. In der statistischen Qualit&tskontrolle steht
man oft vor folgender Situation:

Eine groBe Partie von Werkstiicken wird angeliefert und
der Abnehmer oder auch der Produzent stellt sich die
Frage, ob die Partie den Qualitdtsanforderungen genligt
und angenommen bzw, weitergegeben werden kann. Eine To-
talerhebung, d. h. die Priifung jedes einzelnen Werk-
stiickes sei nicht méglich. Also ist der Kontrolleur ge-
zwungen, aufgrund des Ergebnisses einer Stichprobe zu
entscheiden, ob die Partie angenommen oder zuriickgewie-
sen wird. Er wird statistische Methoden anwenden, um
sich Entscheidungshilfen zu verschaffen, wobei natiir-
lich gewisse einschrinkende Annahmen getroffen werden
miissen, um ein mathematisches Modell erstellen zu k&n-
nen. Den fiir diese Arbeit relevanten Teil der Begriffe
und Voraussetzungen wollen wir kurz zusammenstellen und
erldutern.

Zun&chst gehen wir aus von der Grundgesamtheit der Werk-
stlicke. Hier interessieren uns gewisse Merkmale (z. B.
Durchmesser, Dehnbarkeit), die stochastischer Natur sind.
In unserem Modell sind diese Merkmale dann Zufallsvaria-
blen.Wir bezeichnen sie stets mit GroBbuchstaben, etwa

X, ihre Ausprégungen mit kleinen Buchstaben, etwa x, und
fordern ihre MeBSbarkeit.

Dabei betrachten wir eine Funktion f: R » R wie @iblich
als (Borel-) meBbar, wenn gilt:

£'8) € 4" fiur alle B € &



2 und " sind die o-Koérper der Borelschen Mengen von R
n
bzw. R,

Weiterhin unterstellen wir fiir sdmtliche vorkommenden
Merkmale der Grundgesamtheit bestimmte Klassen von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen pu, die von einem eindimen-
sionalen reellen Parameter u abhingen und auf % defi-
niert sind. Damit erhalten wir die Wahrscheinlichkeits-
rédume (R, &, pu), ¥ € R,

Die WahrscheinlichkeitsmaBe pu, welche die 2Zufallsvor-
gdnge beschreiben, sollen alle vom Lebesgue-Mag A do-
miniert werden. Dabei heiBt ein MaB p lber (R,%) vom
MaB A dominiert (bzgl. A totalstetig), wenn gilt:

fiir B €% und A(B) = O = p(B) =0

Diese Annahme verschafft uns den Vorteil, daB die Ab-
hédngigkeit der WahrscheinlichkeitsmaBe vom Parameter u
nicht nur durch Mengenfunktionen, sondern auch durch
reelle Punktfunktionen, den Wahrscheinlichkeitsdichten,
erfagt werden kann. Denn nach dem Satz von Radon-Nikodym
existiert unter der Voraussetzung der Dominiertheit
stets eine nichtnegative meBbare Funktion fu mit

(1.1) p, (B) = [ £ dx fiir alle B € &
W B M

Die Existenz und Eindeutigkeit der A-Dichten fIJ ist bis
auf eine Menge vom Lebesgue-Ma8 Null gesichert. Gleich-
falls gelten Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen im
weiteren Verlauf nur bis auf eine Menge vom Lebesgue-
MaB8 Null, was jedoch den spdteren Aufbau der Tests so-
wie die Berechnung der bendtigten Wahrscheinlichkeiten
in keiner Weise beeintréchtigt und fiir praktische An-
wendungen keine Rolle spielt. AuBerdem haben wir es nur
mit stetigen Funktionen zu tun, so daB gelegentlich auf
den Hinweis der MeBbarkeit sowie auf die Aussage "A-
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fast tlberall” verzichtet wird.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Zufallsvariablen X

in Abhdngigkeit vom eindimensionalen Parameter u be-
zeichnen wir meist mit fx;u(x), nur wenn Verwechslungen
ausgeschlossen sind, charakterisieren wir die Dichte
bisweilen durch das Argument. So schreiben wir beispiels-
weise filr die Dichte des arithmetischen Mittels X f(X).

Weiterhin beriicksichtigen wir, daB jede Borel-meSbare
Funktion f auf R mit absolut konvergentem uneigentli-
chen Riemann-Integral auch Lebesgue-integrierbar ist
mit dem gleichen Integralwert (vgl. etwa Bauer (5) S.84,
Richter (40) S. 183). Aus diesem Grunde stehen uns vie-
le Resultate aus der Theorie der Riemann-Integrale auch
hier zur Verfigung.

Beziiglich der Dominiertheit haben wir noch folgende
Aussage:

Seien x1,
teilungen Pyr «ees Ppy die jeweils durch das Lebesgue-

cees Xn unabhdngige Zufallsvariablen mit Ver-

MaB8 A dominiert werden, so wird die gemeinsame Vertei-
lung p = Py S ... ® P, durch An: =\ ® ... ® 2 dominiert.
Die Lebesgue-Dichte der gemeinsamen Verteilung ist das
Produkt der jeweiligen A-Dichten (vgl. Witting (58) S.

49 Spezialfall des Satzes 2.3).

Weiterhin garantiert uns die Voraussetzung, da8 die A-
Dichten existieren, daB wir statt der Klasse von Wahr-
scheinlichkeitsmagen {pu: u€KCc R} auch die Klasse
(fu: uEKC R} betrachten kdnnen. Der Parameter u ist
in unseren Modellen unbekannt und aufgrund einer "un-
eingeschrinkten Zufallsstichprobe” (X1, cees xn) (bzgl.
dieses Begriffes vgl. etwa Schaich u. a. (43), Kap. 5)
wollen wir iiber p eine Aussage machen. Der Stichproben-



raum ist also der R". Wir treffen jedoch die Entschei-
dung mit Hilfe einer meBbaren Schdtzfunktion (Statistik)
T(x), an die wir die Forderung stellen:

T: R" + R mit

Eu(T(E)) = [ T(x) dp, ist Funktion von u

Die Verwendung einer Schdtzfunktion T(x) entspricht
einer Zusammenfassung des Beobachtungsmaterials und
bringt eine Verringerung der Dimension des Stichproben-
raums. Andererseits soll durch T(x) moglichst keine In-
formation der Stichprobe verloren gehen. Deshalb verwen-
den wir wenn méglich suffiziente und vollstdndige Sta-
tistiken, welche gerade diese Eigenschaft besitzen (vgl.
hierzu etwa Witting (58) S. 113 ff),

Jede Annahme {iber den unbekannten Parameter u € K ¢ R
nennen wir eine Hypothese Ho und bezeichnen die nicht-
leere Teilmenge von K, fiir die Ho erfiillt ist, mit dem
gleichen Symbol. Eine Menge H, mit Ho n H.l = @ ist die
Gegenhypothese. Die Menge aller mdglichen Entscheidun-
gen sei D, Uber D wird noch der mathematischen Exakt-
heit wegen eine o-Algebra definiert. Flir unsere Belange
ist D stets endlich, so daB wir problemlos D mit R(D)

zu einem MaBraum ergdnzen kdnnen.

Die Entscheidung iliber den unbekannten Parameter u tref-
fen wir mit Hilfe von nicht-randomisierten statistischen

Tests, worunter wir stets eine Abbildung des Stichpro-
benraums in den Entscheidungsraum verstehen.

Im weiteren Verlauf der Arbeit machen wir bei der Be-
rechnung von Wahrscheinlichkeiten hdufig Gebrauch von
einem wichtigen Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
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iiber die Transformation von Wahrscheinlichkeitsdichten.
Viele unserer Ergebnisse sind Anwendungen dieses Theo-

rems und deshalb bringen wir den Satz bereits hier un-

ter diesen einleitenden Bemerkungen (vgl. Richter (40)

S. 228, Schmetterer (45) S. 53).

(1.2) Satz:

Sei X eine n-dimensionale Zufallsvariable mit der x -
Dichte £ (x) und sei g(x) eine stetig differenzierbare,

umkehrbar eindeutige Abbildung des R" in sich mit nicht
a(y1.-~-lyn)
3(x1r---lxn)
Dann besitzt die Zufallsvariable g(X) die Ap-Dichte

verschwindender Funktionaldeterminante

.

a(x1....,xn)

_ -1
fg @ = K6 TW) sy

flir y € g(Rn) und O sonst.
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2. VARIABLENKONTROLLE (messende Priifung)

2.1. Einstufige Tests

Zur Einfihrung in die Problemstellung dienen zwei Bei-
spiele:

Beispiel 1:

Bei der Herstellung von ElektronenrdShren werden in eine
Metallplatte kleine L8cher gestanzt. Das Spiel zwischen
Stempel und Matrize, Unterschiede in der Dicke und Qua-
litdt des Metalls sowie VerschleiBerscheinungen beein-
flussen unabhdngig voneinander den Durchmesser der L&cher.
Aus langen Versuchsreihen weiB man, dag der Durchmesser
in sehr guter N&herung normalverteilt ist mit einer
Standardabweichung von 0,02 mm. Die Messungen an den
gestanzten LSchern werden mit Hilfe optischer VergrdBe-
rung in einem Projektionsapparat vorgenommen, wobei aus
Kosten- und Zeitgriinden eine Untersuchung aller Metall-
platten unmdglich ist. Zur Weiterverarbeitung ist es
jedoch notwendig, daB der Durchmesser der Ldcher hdch-
stens 0,8 mm betrégt.

Beispiel 2:

Eine Partie von 2400 Widerstdnden wird angeliefert. Sei-
tens des Herstellers wird behauptet, daf der durchschnitt-
liche Widerstand 720 Ohm betrage. Aus langjihriger Er-
fahrung weiB der Abnehmer, daB bei der Produktion von
einer Normalverteilung mit Varianz o2 = 32 ausgegangen
werden kann. Eine Totaliiberpriifung sei auch hier ausge-

schlossen.

In beiden eben geschilderten Anwendungsféllen sucht der
Kontrolleur nach statistischen Verfahren, die ihm auf
Stichprobenbasis eine Aussage liber den unbekannten La-
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geparameter u (hier: Erwartungswert) erlauben.

In der allgemeinen Theorie setzen wir nur voraus, daf
der Typ der Verteilung des Merkmals bekannt ist, wobei
wir nur solche Verteilungen zulassen, die vom Lebesgue-
MaB8 dominiert werden und von einem eindimensionalen La-
geparameter u abhdngen. Die in Frage kommende Klasse
der Wahrscheinlichkeitsdichten sei

P = (fx;u(x): ¥ € K ¢ R}
Bei der einseitigen Fragestellung, wie sie etwa in Beispiel
1 zugrundeliegt, macuen wir eine Annahme Uber y in

Form der Hypothese HO: W< po, u_ const., und haben die

o
Gegenhypothese Hey: w2 Uge

(Fiir HO: w2 uo ist die Verfahrensweise v6llig analog)
Der Stichprobenraum S ist die Menge der reellen Zahlen,
da wir die Stichprobe (x1,...,xn) mit Hilfe einer ge-

eigneten Statistik T auf R abbilden.

Flir den Aufbau eines statistischen Tests konstruieren
wir uns einen meBSbaren "kritischen Bereich" C, so daB
gilt:

(2.1) Pu (T(x) € C) < a fir alle u € L (0 <a < 1)

Die Zahl a aus (2.1), die in der Praxis vorgegeben wird,
heiBt Signifikanzniveau des Tests.

Der Entscheidungsraum D wird prédzisiert zu D = {do'd1}
mit

0,
]

Annahme der Partie

o
]

1 Ablehnung der Partie
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und der Test ¢ kann unter Bericksichtigung von (2.1)
folgendermaBen festgelegt werden:

(2.2) ¢ : S =+ D mit

a4, fur T(x) €C
©(T(x)) =

d1 fir T(x) € C
Die Operationscharakteristik (im Sprachgebrauch der
Qualitdtskontrolle: OC-Kurve) ergibt sich dann als
Wahrscheinlichkeit der Annahme in Abhdngigkeit von
M
(2.3) L) =p, (T(x) € C) = [ f (x)dx
c

T(x):u

Im Falle der zweiseitigen Fragestellung (Beispiel 2)
haben wir es mit einer einpunktigen Nullhypothese

Hoz u = "o zu tun gegeniiber der Alternative H1: TR S “o
Der Test @ wird dann wie in (2.2) aufgebaut, wobei man
denkritischen Bereich stets so wihlen kann, daB gilt:

(2.4) P, (T(x) €C) =a fir uw € H,, d.h. u = ug

Bemerkungen

1. Die Entscheidung do € D steht eigentlich im Wider-
spruch zur klassischen Testtheorie, wo man im Falle
T(x) € C im allgemeinen keine Aussage iilber u macht. Man
beachte jedoch, daB die Praxis stets erfordert, daB man
sich filir Annahme oder Ablehnung der Warenlieferung aus-
spricht.

2. Die Tests sollen gewShnlich gewisse Eigenschaften
besitzen. Unter der Nebenbedingung, daB es sich um Tests
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zum Niveau a handelt, wird in der Praxis der Stichpro-
benumfang n hdufig so festgelegt, daB8 die Operations-
charakteristik der Tests vorgegebene Eigenschaften auf-
weist. So wird etwa verlangt, daB der Graph der OC-Kur-
ve durch vorgeschriebene Punkte verlduft oder daB die
Steilheit der Kurve fiir bestimmte Punkte einen gewis-
sen Wert annimmt (vgl. auch (2.7)).

3. Hiufig tritt in der Praxis der Fall ein, da8 bei

der Fertigung von Werkstiicken fiir das Qualitdtsmerkmal
gewisse Toleranzgrenzen nicht berschritten werden dir-
fen., Es wird hier im allgemeinen ein unvermeidbarer
AusschuBprozentsatz vorhanden sein, etwa bei groBer
Standardabweichung der produzierenden Maschinen. Bei
der definitiven Erstellung von Priifpldnen ist dieser
Sachverhalt stets zu beriicksichtigen, wir wollen jedoch
bei unseren theoretischen Untersuchungen nicht n&her
darauf eingehen, da es sich hierbei um konstruktions-
technische Probleme oder Fragen der Ablaufplanung han-
delt (siehe hierzu Schaafsma-Willemze (42), S. 282 ff)

2.1.1. Normalverteilung mit bekannter Varianz

2.1.1.a Test flr py mit X als Statistik

Als einfachsten Fall zur Anwendung des in Kap. 2.1 be-
schriebenen Tests, der auch zur Behandlung der einfiih-
renden Beispiele geeignet ist, betrachten wir die Nor-
malverteilung als Verteilung der Grundgesamtheit. Diese
Tests werden auch in der Literatur beschrieben (vgl.:
Uhlmann (54), S. 145 ff, Duncan (16) S. 219 ff u.a.).

Fir unsere Belange sei die Klasse der Normalverteilun-
gen gekennzeichnet durch den unbekannten Mittelwert u.

Die Varianz sei vorgegeben und gleich einem konstanten
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Wert oi. Damit erhalten wir flir die Klasse P der Wahr-

scheinlichkeitsdichten e )2
1 20 2
P = {f(x): f(X) = —— - e © , ue€KcR}

V2mec
o

Im Parameterraum K ist ein Sollwert LI (fir Beispiel 2
etwa u, = 760) mdglichst gut einzuhalten und Abweichun-
gen nach beiden Seiten sollen erkannt werden. Wir ha-
ben also die zweiseitige Fragestellung und formulieren:

Hy:ou $ H

Als Sch&étzfunktion beniitzen wir die fiir die Klasse der
Normalverteilungen suffiziente und vollstdndige Stati-
stik

- 1 B
T(x) = X = a Z Xi
i=1

Die Verteilung von T(x) = X ist bekannt und wir legen
unter Beachtung von (2.4) den "kritischen Wert" c so
fest, daB gilt:

Kritischer Bereich C = (-»; p_ - c)U(u° + c,*) und

(o]

(2.5) puo (e < T(x) ~u,<¢c)=1-a
T(x)-u
p (- /m<—2L8hm<E )y =1-a
Yo % - % - %
0(3‘:—-/5)—@(-0&/?{)=1-a
o o 5
% -
mit ¢(x) = [-1—e 2 at
-> /27

Die Entscheidung wird nun gemdB (2.2) getroffen.
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Die Eigenschaften des Tests kOnnen aus der Operations-
charakteristik L(u) abgeleitet werden. Es gilt:

(2.6)  L(w) =p,(-c <T(X) - W, <c) =
W,mu-c T(x)-u U Tute
=p ( o/n < «/n < *v/n)
u 9 - 9 - E
UO‘U"'C UO‘IJ'C
= & S n) - &( o /n)
o o
(mit ¢(x) wie in (2.5))
Rus (2.6) erkennt man sofort:
L(p_-p) = L(u +u) und lim L(p) = O
o [
u»i@
AuBerdem gilt: (uo-u+C)2°n
202
anly) _ 1, ° . (- ii) +
v 3 %
2
_ (g -u=c)"*n
2
. /A, . 200
2
_ (Mg=H-c)"n 2c(u-ug)*n
202 02
=Frg ¢ 1 -e °
o
>0 flir p < Mo
dL(y) _ _ . _
- 3 (o} fir u = °
<0 fir p > u

= L{y) ist maximal fiir y = ug




e
v d

I

Mo

In der Literatur werden der Stichprobenumfang n und der
"kritische Wert" c wie bei der Attribut-Kontrolle fest-
gelegt, ndmlich durch MaBgabe vorbestimmter Punkte der
Operationscharakteristik. Man wdhlt einen weiteren Punkt
uq, etwa u, > P fiihrt Test ¢ aus (2.2) durch und legt
dabei die den kritischen Bereich kennzeichnenden Gr&Ben
n und c so fest, daB gilt

(2.7) (1 pu(T(ﬁ) € C) a fir p=p

(2) pu(T(g) € C) 1 -8 fir u=u, und B < 1-a

AL(;-t)

T

R

g
:F ]
* v
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Nun hat man auf alle F&lle erreicht, daB Lieferungen

mit Mittelwert Mo mit Wahrscheinlichkeit 1-a, hingegen
Lieferungen mit Mittelwert ¥, nur mit Wahrscheinlichkeit
B angenommen werden. Die Werte PR und B richten sich
nach dem konkreten Anwendungsfall, je nachdem welche Ab-
weichung vom Sollwert ¥y mit Wahrscheinlichkeit 1-8 er-
kannt werden soll. Jedoch ist flir praktische Zwecke zu
beachten, daB8 n nur ganzzahlig gewdhlt werden kann. Des-
halb kann man in (2.7) nur die ungefdhre Gleichheit er-
reichen. Fiir die Operationscharakteristik bedeutet dies:

(1) L(ug) 1 -«
(2) L{ug) ~ 8

Wegen der Symmetrie von L(u) beschrédnken wir uns auf
den Fall u > Moo Nach Uhlmann (54) S. 149 kann man in

u c
erster Niherung den Ausdruck 0(—93———/3) vernachlissi-
gen und man erhdlt: °

o(;°—/ﬁ)~1—a
(o]

Ho~H 1+C

ag
o

& (

/n) ~ 8 , also:

= /ANy - a)
o]

ag
uo-u1+c~7§w(8)

wobei y die Umkehrfunktion der Verteilungsfunktion ¢(x)

der Normalverteilung ist. Es exrgibt sich:

oo(W(B) - y(1-a))
l-lo'll1

n s~

(u, = u,)
o 1
C NP - iy vime)
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Falls diese Ndherungsldsung filir (2.7) zu ungenau ist,
kann man sie noch mit der exakten Form (2.6) der Ope-

rationscharakteristik verbessern.

2.17.1.b Test flir y mit dem Median als Statistik

Bei dem eben beschriebenen Test wurde vorausgesetzt,
daB die Streuung des Merkmals bekannt ist und gleich
einem konstanten Wert og. Unter dieser Voraussetzung
wollen wir in diesem Abschnitt ncch ein weiteres Ver-
fahren vorstellen, bel dem anstelle des arithmeti-
schen Mittels der Median als Schdtzfunktion verwendet
wird., Ist das Merkmal wie in unserem Fall normalver-
teilt, so besitzt X stets eine kleinere Varianz als
der Median und der Test mit Verwendung des Medians ist
nicht so trennscharf wie der in 2.1.1.a beschriebene
Test., Jedoch ist es in der Praxis in einigen F&llen
bequemer und kostensparend, mit dem Median anstatt X
zu arbeiten, etwa bei zeitaufwendiger und zerstdren-
der Prifung. Deshalb wird der Test hier kurz skizziert
und einige Aussagen liber den Median hergeleitet, die
auch in Kap. 2.1.3. bendtigt werden.

Den Stichprobenumfang setzen wir der Einfachheit hal-
ber als ungerade voraus, also sei

n=22k+1, k €N

P sei wieder die Klasse der Normalverteilungen mit
Mittelwert p und bekannter Varianz cg, d. h.

_xmw)?
202
1 []
P = {fu(x); fu(x) = ——— . e , W€K cR}

/2ﬂ-0°
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Ordnet man die Komponenten eines jeden Punktes x € R

nach wachsender Gr&fSe x; < ... < X, , soO bezeichnet
1 n

man die durch T(x) = (xi reser Xy ) gegebene Abbildung
- 1 n

des R® in den R" als Rangstatistik. Diese Abbildung

schreiben wir:

T(x): = X s = (%

(+) (7o X(ny)

Weiterhin nennen wir

die j-te order-statistic

(2.8) Def.:

Sein=2k+1 , k€NU {0}
Die Zufallsvariable

X(n+1) = T ,q (X) heiBt Median.

2 2
Bevor wir die Klasse P explizit in unsere Betrachtungen
einbeziehen, wollen wir zundchst allgemein die Vertei-

lungsfunktion Fx (x) und Dichtefunktion fx (x)

n+1 n+1
= =

des Medians herleiten. Dabei setzen wir voraus, daB die
x1,...,xn der Stichprobe unabh&ngige, identisch verteil-

te Zufallsvariablen mit der Verteilungsfunktion F(x) und
der existierenden A-Dichte f(x) sind.

FX (x) ist dann die Wahrscheinlichkeit, daB8 wenig-
(2,
stens E%l der Xy kleiner oder gleich x sind. Daraus

folgt:
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n . -
F )= I el - Feo)t

flir - ® < x < ®

Wegen der Identitédt

S - ! R x-1 n-k
M pF (1 -p)T s e [ X7 (1) " Kax
rzk ' P &=DT@K7T L
(0<p<1)
gilt:
-1 n-1
F(x) 2= i
F, o = Kt T e 2 gy 2 e
(B£1, [r(n+1)] o
2 2
fiir -« ©« < x < =
(2.9) F (x) =
el
2
-1 _ -1
-1 222 n-1 -1 _ ozl
) B BT 3
_ I(n+1 5 / £ ) L1 (-1) t
[r(m)] ° =
2
n-1
= (a1 -l _ vy p(x) ,
= Eiﬂill__i ) { i J (-1) 2 - f D-1-i at =
{r("—?)] i=o °
Bl aa e R n-i
= L.(.nil)____7 . f [—3— (-1) 2 . [Féfi]
fr(ﬂ%l)] i=o 1

fir - ® < X < @
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Und fir die Wahrscheinlichkeitsdichte erhdlt man durch
Differentiation des obigen Ausdrucks:

n-1 n-1 n-1
Z (55— ol
(2.10) £, (x)=F_(n+1)_2 ) [i]"”z .
n+1 n+1 i=o
(—7—) [F(—E—)]
R0 L Ex

fir = © < X < »

SchlieBlich wollen wir noch eine wilinschenswerte Eigen-
schaft fir Verteilungen der 9%1 -ten order-statistic

zeigen.

(2.11) Lemma

Seien x1,...,xn unabhdngige, identisch verteilte Zu-
fallsvariable mit der Verteilungsfunktion F(x) und es
existiere y € R, so daB8

F(u=-x) = 1 = F(p+x) fiir x € R

Dann gilt:

Fy (U=x) =1 - Fx (p+x) fir x € R

(Eil) (Eil)
2 2
Bewelis:
n n i n-i
F (p-x) = J () [Fu=x)17[1 - F(u-x)] .
X n+1 1—Eil 1
(=— T2

2
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n

™ 11 - Pt 1 E e 107

2 -—
=1-§ o= F () JEOF () 1771

Beachtet man, daB gilt (n ungerade):

n-1
n z
n, _.r n-r _ ny,,__f _n-r
L@ i = 1 ro-mFop
Y — r=o0o
2
so folgt:
F (m=x) =1 = J .. (M (Fax)1i1 - Fluen )7t
X Ehn+l 4
(n+1) i==>5—
2
=1 -F (u+x)
X n+1
(=)
Bemerkung

Falls der Erwartungswert einer symmetrisch zu x=p ver-
teilten Zufallsvariablen X existiert, ist er gleich u.

Beweis:

Sei Y = X-u
F =1 -7 (- s
y(y) 1 Fy( y) (Symmetrie)

Nach Vogel (56), S.53 gilt fir beliebige Zufallsvariable
mit existierendem Erwartungswerts

[o) o
EX = - [ F(x) dx + [ [1-F(x)] dx
e °
[o] @
EY = - [ F (y) dy + [ [1-F _(y) )y =
Y ° Y

o
= --i Fy(y) dy + f Fy(-y) dy =
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[o] ()
= - a =
/ Fyly) dy +_,{ F ly) dy =0

-0

Nach diesen allgemeinen Uberlegungen kommen wir nun wie-
der auf unsere Problemstellung zuriick. Legen wir fiir die
A-Dichten der nach Voraussetzung unabhidngigen Zufallsva-
riablen Xi (i=1,...,n) speziell ein Element unserer Klas-
se P zugrunde, so erhalten wir fir die Dichte der Schidtz-

funktion X n+1):
2
(2.12.) n;21 n-1 n-1 _ i
_ I(n+1) Z Z T X-u .
fx (x) = ] i (=1) ¢(—3—) .
(21, [r(ﬂ) =0 °
2 2
2
- Lxmw) ©
1 202
S — e fUr -» < X < =
/2710
2
2 4 T3
und ¢(2) = [ — e dt.
- /27

Mit der Bemerkung nach Lemma (2.11) haben wir sofort:

(2.13) E X a1, = M
(=7

Ist nun wieder ein Sollwert Yo vorgegeben und Abwei-
chungen von ug sollen erkannt werden, so ist:

Zur Berechnung des kritischen Werts c, welche den kri-
tischen Bereich C = (-c,po-c)u(uo+c,®) festlegt, ist
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bei Verwendung des Medians als Teststatistik die Bezie-

hung (2.12) heranzuziehen.

Bei vorgegebenem Signifikanzniveau a (O < a < 1) muB

gelten:
P, (X n+t. € [uo-c,uo+c]) = 1-a
o (-3—)
uo+c
/ fX (x) dx = 1-a
u_ -C n+1, Mo
o (—5—):

Flir die Operationscharakteristik ergibt sich:

u_+c

L) = °f £ Lo (x) dx
u_-c X n+1, ¥
o (=)

Da fiir die exakte Dichte (2.12) bei zugrundeliegender
Normalverteilung keine Tabellenwerke verfligbar sind,
macht man sich in der Praxis die Tatsache zunutze, daB

die Verteilungen der order-statistics (wie z.B. X )

(2l

2
fir zunehmendes n gegen eine Grenzverteilung streben

(vgl. etwa: Fisz (20) S. 443).

Es gilt, daB8 fir unabhdngige Zufallsvariablen Xi mit be-
dian u und existierender Dichte f(x) (hier: Dichte der
Normalverteilung) mit f(u) > O die 2Zufallsvariable

Y 41 = Yan' « f(u) (X ne1. - W
(=) ( )
x(ﬂil)-u
. 2
hier: Y =
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verteilungskonvergent ist gegen die Standardnormalvertei-
lung (beziliglich der Verteilungskonvergenz siehe z.B. Vogel
(56) S. 245 ff).

Flir praktische Zwecke wird dann fir grdBere Stichproben-
umfinge statt der exakten Verteilung (2.12) die Normal-

o2

T _o
verteilung mit Mittelwert p und Varianz 3 = Verwendet.

2.1.1.c. Test fiir den AusschuBanteil p mit X als
Statistik

Zum AbschluB bringen wir noch eine Methode, die von
Lieberman und Resnikoff vorgestellt wurde (vgl. (32)).
Wir gehen wieder aus von der Klasse P von Wahrschein-

lichkeitsdichten 2
= {x-y)
1 20,
P={f(x) : £ (X) = ——— + & , —® < X < o,
o o V2weg
o
y € K ¢ R}

AuBerdem seien noch Toleranzgrenzen u und v gegeben, die
uns eine Attribut-Priifung erlauben. Ein Stilick ist "gut",
falls sein Merkmalswert innerhalb der Toleranzen liegt,
d.h. wenn gilt: u < x < v,

Ist nur eine obere oder eine untere Toleranzgrenze vor-
gegeben, so ist u gleich -« bzw. v gleich = zu setzen.

Damit stellt sich der AusschuBanteil p wie folgt dar

_ (t-y)
? 1 200
(2.14) p=p _+p, = — dt +
u v - /2—-.
® Teq )
(t-yp)
2
Y 20
+ [ —1 ... °  at
v V270
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Ist nur eine Toleranzschranke vorgedeben, so ergibt

sich (- )2

u 1 Zoi
p=p = [—— e dt
v - Y270
o

bzw. (k- )2
2
200

o«
p:pv=f_._1._.e
v /2ﬂ-oo

Fiir den zweiseitigen Fall, den wir in diesem Zusammen-

hang untersuchen wcllen, l&Rt sich (2.13)noch weiterbe-

handeln. C(t= 2
\4 9 Zci
(2.15) p=1-[— e dt
u ¢2ﬂ-oo

p ist eine Funktion des unbekannten Parameters M. Wir
wollen nun eine erwartungstreue Statistik fiir p kon-
struieren, welche m8glichst kleine Varianz besitzt.
Hierzu helfen uns zwei S&dtze aus der mathematischen
Statistik.

(2.16) Satz von Blackwell (vgl.(6))

Sei X eine Zufallsvariable mit existierender Dichte
fu(x) und g(X) eine erwartungstreue Statistik, T(x)
eine suffiziente Statistik filir y. Dann gilt:

1) E(g|T(x)) ist erwartungstreu

2) var E(g|T(x)) < Var g(x)

(2.17) Satz von Lehmann und Scheffé (vgl. (58))

Voraussetzung wie in (2.16) und sei T(x) zusdtzlich
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noch vollstdndig, 4. h. aus Eu(f(T(i)) = 0 fir alle g
folgt £(T(x)) = O bis auf eine Menge vom Mag8 O.

Dann gilt:

Fiir jeden eindimensionalen schdtzbaren Parameter vy (u)
existiert eine erwartungstreue Schdtzfunktion der Form
h(T(x)), die unter allen erwartungstreuen gleichmdBig
kleinste Varianz besitzt und die einzige erwartungs-
treue Statistik in Abhdngigkeit von T(x) ist.

Einen Parameter y(u) nennen wir schdtzbar, wenn er eine
erwartungstreue Sch&tzfunktion besitzt. Erlduternd be-
merken wir noch, daB die Vollstdndigkeit der suffizi-
enten Statistik T(x) heuristisch gesehen bedeutet, das,
falls eine Funktion von T mit Erwartungswert O existiert,
diese Funktion identisch gleich O sein muB fir alle

T(x), an denen die Funktion positive Dichte besitzt.

Nun wollen wir den Sachverhalt aus (2.15) und (2.16)
auf unser Problem anwenden und definieren fiir eine
Stichprobe (X1,..-,xn)

O falls u<yz<v

G(XqreeesYreo X ) =
1 n 1 sonst

wobeil y ein beliebiges Element der Stichprobe, etwa
Xy ist.

Da wir Normalverteilung mit unbekanntem Mittelwert
2

und bekannter Varianz %

vorliegen haben, ist das

n
arithmetische Mittel X = % 1 X, eine suffiziente
i=1

Statistik fir w. Berlicksichtigt man weiterhin, das
suffiziente Statistiken fiir die Normalverteilung auch
vollstdndig sind, so erhdlt man mit den Aussagen der
S&dtze (2.15) und (2.16):

R,
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A -
P = E(g|x) ist die erwartungstreue Statistik mit gleich-

mdBig kleinster Varianz fiir den AusschuBanteil p.

(2.18)
v _
E(gfR) =1 -plucy<v/y =1 - [2X g
u  L(x)

wobei h(y,X) die gemeinsame Dichte von Y und X und 2(X)
die Dichte von X ist.

h(y,X) berechnen wir mit Hilfe der Dichte der zZufalls-

n
variablen Y und X' = —— | X,
n-1 joq 1
ifk
Es gilt: -1 [(y-1) 2+ (n-1) R*-w) 2]
f— 20
fly,x') =22 e  ©
ZWOO

Die lineare Transformation ¢ liefert:

P R2 - R2 y X * Ax

b)) -

Flir det A gilt:

1 0]
n-1
Ia] = =5
1 o1
n n
und  x' = E%T X - E¥T . Daraus folgts
- -1 n -
h(y,x) = |A] ~f(y,;:T x - E¥T)
P 2 a1y (P % - X - 2
52 [(y ) “+(n 1)(n_1 | W) ]
a
= _n_, _v/n-1 (]
= n- 7€
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)2 Sy (R k- X o 2
52 [(y W T+ n=N (g7 x - 55 W)
h(y,i) =—02 ¢ °

Zn-ci Yn-1
Dies 148t sich in einigen Rechenschritten umformen zu

h(y,x) L

2ﬂ~o§ n-1

und flir unseren Schitzer aus (2.17) ergibt sich schlieB-
lich:

n . (y_;‘)z

A - v 2(n-1)o
(2.19) P = E(g|®) = 1 - [ yRr—L—e ° dy
u /fFoco

Mit (2.18) haben wir die Schdtzfunktion fiir den Aus-
schuBanteil p mit gleichm&Big kleinster Varianz gefun-
den. E(g|X) hdngt natiirlich ab von X.

Mit diesen Ergebnissen 1ld8t sich nun in einfacher Wei-
se ein Test filir den AusschuBanteil p konstruieren unter
Verwendung von (2.19). Der Aufbau ist &hnlich dem in
2.1.1.a beschriebenen Test. Aus diesem Grunde wollen
wir hier auf die genauen Details verzichten und verwei-
sen auf (32), S.465 ff., wo auch die OC-Kurven fiir ver-
schiedene Parameterwerte berechnet und graphisch darge-
stellt wurden. Es wurden dort auch Tests erarbeitet, fir
den Fall, daB die Varianz 62 unbekannt ist.

2.1.2. Normalverteilung mit unbekannter Varianz

Natlirlich ist es auch mSglich Tests zu konstruieren,
falls die Varianz der Grundgesamtheit unbekannt ist
und durch die Varianz der Stichprobe

]



o, 2
(x; - %

1]
N
1]
l_.
[[iale]

geschdtzt werden muB. Da wir aber einerseits im Rahmen
dieser Arbeit stets voraussetzen, daB8 die Varianz der
Grundgesamtheit bekannt ist und andererseits dieses
Problem in der Literatur ausfiihrlich behandelt wird,
wollen wir hier auf eine detaillierte Darstellung ver-
zichten (vgl. hierzu etwa: Uhlmann (54), S. 151 ff
oder Duncan (16), S. 239 ff).

Bemerkung:

Wir haben bisher nur zweiseitige Tests behandelt, je-
doch 188t sich bei einseitiger Fragestellung vdllig
analog verfahren. Die Nullhypothese lautet dann etwa
Ho: u o> My gegeniiber der Alternative H1: u < Hoe Die
Verfahrensweise zur Kenstruktion der entsprechenden
Tests ist die gleiche, der einzige Unterschied liegt

in der Berechnung des kritischen Bereichs, der fir
dieses Ho die Gestalt (—w,uo-c) hat. Die Operationscha-
rakteristik hat dann etwa folgendes Aussehen:

LQO

Mo H
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AbschlieBend zu den Kapiteln 2.1.1 und 2.1.2 geben
wir noch einen Auszug aus der weiterfiihrenden Lite-
ratur zu diesem Problemkreis.

Eine Erweiterung der Tests von 2.1.1.c finden wir
bei A.J. Duncan (vgl. (17)), der auch die Spannweite
R: = Xmax - xmin zur Schdtzung der Varianz in seine
Priifpldne aufnimmt.

Weitere Testpldne zur Uberpriifung des AusschuBanteils
p bei unbekanntem Mittelwert und unbekannter Varianz

der zugrundeliegenden Normalver teilung beschreibt D.

B. Owen in einem Aufsatz in der Zeitschrift Technome-
trics (siehe (36)).

Ist die Standardabweichung zwar unbekannt, jedoch
eine obere Schranke fir ¢ angebbar, so kdnnen zur
Uberpriifung der Qualitdt Tests verwendet werden, wie
sie T. Colton in seinem Artikel "A Test Procedure
with a Sample from a Normal Population when an Upper
Bound to the Standard Deviation is Known" behandelt
(vgl. (11)). Die kritischen Werte und die Giitefunk-
tionen sind dort tabelliert und werden mit dem t-Test
verglichen.

Betrachtet man nur eine einfache Nullhypothese Ho:
W= Uy gegeniiber einer einfachen Alternative H1:

T Y und will man anstelle der Schatzfunktion X
Quantile als Teststatistik verwenden, so kann man
einen Test aufbauen, wie er von I. Eisenberger (18)
beschrieben wird.

Vom Verteidigungsministerium der USA wurde zur Va-
riablenkontrolle das Vorschriftenwerk "Sampling
Procedures and Tables for Inspection by Variables
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for Percent Defective" herausgegeben, dessen neueste
Fassung die Bezeichnung "Military Standard 414" tragt.
Eine Beschreibung findet sich beispielsweise bei
Duncan (16).

SchlieB8lich finden wir weitere Priifpldne fiir messende

Prifung mit Berlicksichtigung von Kostenparametern so-
wie Literaturhinweise bei K. Stange (50).

2.1.3 Cauchy-Verteilung

In diesem Abschnitt wollen wir die Annahme, daB8 die
Grundgesamtheit des interessierenden Merkmals einer
Normalverteilung genligt, fallen lassen. Zwar besitzt
die Normalverteilung wegen ihrer zentralen Bedeutung
in der Statistik einen sehr groBen Anwendungsbereich
sie reicht jedoch nicht aus, um allen Situationen in
der Praxis gerecht zu werden. Deswegen behandeln wir
hier noch einige andere Verteilungsklassen. Als erstes
betrachten wir eine Klasse von Verteilungen, die in
der Form den Normalverteilungen sehr dhnlich sind.
Sie wird wiederum vom Lebesgue-MaB dominiert und die
Lebesgue-Dichten sind gegeben durch

2

A 3 fir =» < x < ©, gy € R, A >0

(2.14) f(X) = —2—
A%+ (x-u)

1.
meA
Diese Verteilungen sind Spezialfdlle von Wahrschein-
lichkeitsmaBen vom sog. Pearson-Typ und heiBSen Cauchy-
Verteilungen (siehe Cauchy (10): "Sur les résultats
moyens d'observations de méme nature et sur résultats
les plus probables”".).

Durch Integration erhdlt man die zugehdrigen Vertei-
lungsfunktionen
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F(x) = 5 + % arctan (fiﬁ) flir -—o» < x < «

Die Dichtefunktionen £(x) sind symmetrisch zur Achse
x=u und durch Differentiation erhdlt man:

-2
2
£ (x) = - 22 [1 (5 ]
meX
-2 -3

2 2 2

£ (x) = - =2 [1 + (5 ] e [1 v (Y ]
meX TA

Hieraus errechnét man, daB f(x) ein Maximum bei x=yu
und Wendepunkte bei x = p + % /3 A besitzt. Die Dichte
der Normalverteilung hat im Vergleich dazu ein Maximum
bei x=p und Wendepunkte bei x = u + 0.

Die charakteristische Funktion der Cauchy-Verteilung
ist:

o(t) = E(elt¥y = oit-¥ - A |

@(t) ist an der Stelle t=0 nicht differenzierbar, also
existiert kein endliches Moment der Cauchy-Verteilung.
Wir kdnnen also nicht von einer Standardisierung einer
Zufallsvariablen mit Cauchy-Verteilung im iiblichen
Sinn sprechen, wir erhalten aber eine sog. Standard-
Form, indem wir A = 1 und u = O setzen:

1

1+x2

(2.15) f(x) =

- ® < X < @

Al

Der Unterschied zur Normalverteilung besteht darin,
daB die Dichte der Cauchy-Verteilung flacher verlduft
und die Verteilung flir von y entfernte Bereiche hdhe-
re Wahrscheinlichkeiten aufweist. Dies ist unmittel-
bar einleuchtend, wenn man berilicksichtigt, daB8 der
Spezialfall (2.14) eine t-Verteilung mit einem Frei-



~ 35 -

heitsgrad darstellt. Die nachstehenden Tabellen sollen

dies noch verdeutlichen.

x f(x) F(x)

Cauchy Normal Cauchy Normal

(o) 0,3180 0,3989 0, 5000 0, 5000
0,5 0,2540 0,3521 0,6576 0,6915
1 0, 1590 0,2420 0, 7500 0,8413
1,5 0,0978 0,1295 0,7908 0,9332
2 0,0639 0,0540 0,8524 0,9772
0,0318 0,0044 0,8976 0,9987

Tab. 1: Vergleich von f(x) und F(x) einer N(0,1)-Ver-
teilung mit einer Cauchy-Verteilung entsprechend
(2.14).

b F(x)

Cauchy Normal

(0] 0.5000 0.5000
2 0.5628 0.5537
6 0.6720 0.6571
(o] 0.7500 0.7500
.4 0.8026 0.8275
[¢] 0.8524 0.9113
o] 0.8976 0.9785

Tab. 2: Vergleich von F(x) einer N(O:1,4832)-Verteilung
mit einer Cauchy-Verteilung von (2.14).

In beiden Tabellen wurden wegen der Symmetrie zu x = O

nur positive x-Werte betrachtet. In Tabelle 2 haben die
Verteilungen dieselben unteren und oberen Quartile bei

+ 1.
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Selbstverstédndlich hat die Cauchy-Verteilung keinen so
weiten Anwendungsbereich wie die Normalverteilung, musB
aber durchaus fir bestimmte Merkmale in Betracht gezo-
gen werden. Wir beschreiben nun einige Situationen, wo
sie eine Rolle spielt.

Die Cauchy-Verteilung ist die Verteilung des Quotienten
von zwel unabhdngigen standard-normalverteilten Zufalls-
variablen X1 und Xz,jedoch braucht die urspriingliche
Verteilung der Zufallsvariablen nicht unbedingt normal
zu sein. So hat Laha (31) etwa gezeigt, daB, wenn X1 und

X2 die Dichten

/2 1

f (x)=7-1—+—x—4 -0 < X < ®

bzw. f:x(x)=‘/—1?—1—4 < X< w

2 1+x
besitzen, der Quotient X1/X2 ebenfalls einer Cauchy-
Verteilung geniigt und gab in einem anderen Artikel (vgl.:
(30)) noch weitere Beispiele.

Weiterhin spielt die Cauchy-Verteilung auch als Grenz-
verteilung eine Rolle. So besitzt z.B. das harmonische
Mittel unter sehr allgemeinen Voraussetzungen der ur-
sprilnglichen Verteilungen die Cauchy-Verteilung als
Grenzverteilung (siehe: Pitman, Williams (38)).

Auch in einem anderen Zusammenhang spielt die Cauchy-
Verteilung eine Rolle. Wir wollen dies anhand einer
Zeichnung verdeutlichen:
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Der Winkel X sei gleichverteilt im Intervall (- g,
mit der Dichtefunktion:

N
~

b T
Fir x € (- 3¢ 3 ) ist die Umkehrfunktion eindeutig
definiert und man erhdlt:

X = g-1(Y) = arctan Y

Damit ergibt sich fiir die Dichte der Zufallsvariablen Y:

-1
h(y) = |29 £(g7 (yy)
dy
1 1
h(y) = o -
‘l+y2 n

flir ~» <y < =»
h(y) ist die Cauchy-Verteilung von (2.15).
Weitere Situationen, wo als relevantes Verteilungsge-
setz die Cauchy-Verteilung in Betracht gezogen werden

muB, findet man bei Spitzer (49), Steck (51) oder
Williams (57).

Flir die weiteren Ausfiihrungen interessieren wir uns
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nur fir den Lokalisationsparameter u. Der zweite Para-
meter A charakterisiert die HShe des Maximums (f(u) =
?%T) und die Lage der Wendepunkte von f(x). VergroBert
man A, so verlduft die Dichtefunktion (2.14) flacher.
Wenn auch die Cauchy-Verteilung keine endliche Varianz
besitzt, so hat doch X filir die Cauchy-Verteilung eine
dhnliche Bedeutung wie die Standardabweichung ¢ fir
die Normalverteilung. Da wir im Rahmen dieser Arbeit
nur Tests fuir y betrachten wollen, setzen wir den Pa-
rameter A als bekannt voraus und nehmen der Einfach-
heit der Darstellung halber an: Xo = 1.

Damit erhalten wir als Klasse P von Lebesgue-Dichten,

welche die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen kennzeichnen:

1

——, -® < x < =, € R}
T+ (x-u)

d
W
~—
+h
.
Hh
—~
»
-

I
ERE
.

Die charakteristische Funktion ¢(t) eines Elements der
Klasse P ist:

o(t) = E(eit%) - [ otX gy o oitew - Jt]

R

Fdir n unabhdngige zufallsvariable x,,...,xn mit den
Dichten

f(x) = ) -® < X < ® . € R

1+ (xmny) 2 1

ERE
.

erhalten wir als charakteristische Funktion fiir Sn =

? =
X, :
i=r i

n
it'] w, - J¢] ¢+ n
i=1 1
oy (E) =e
n

n

und noch allgemeiner bekommt man fir S; = ) o X,
=1
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it T a
Vg (t) = e
n

LI el -t lujl

Setzen wir voraus, daB die Xi unabhdngige Zufallsvariable

mit identischen Verteilungen aus der Klasse P sind, 4. h.

u1 = L., = un = u, sO erhalten wir die charakteristische
Funktion der Zufallsvariablen T(x) = X, wenn wir o, =
= =} .
cee =0 =m setzen:
wp(t) = elte¥ - el

Dies ist die charakteristische Funktion eines Elements
der Klasse P, Also hat die Schitzfunktion X die gleiche
i Dies bedeutet,
man gewinnt durch die Statistik X keine weitere Informa-

Verteilungsfunktion wie ein beliebiges X

tion als bei der Ziehung eines einzigen Elements. Aus
diesem Grunde ist die Statistik X fiir Tests mit zugrunde-
liegender Cauchy-Verteilung nicht geeignet. Wir verwenden
daher den in (2.8) definierten Median X n+1 als Schiatz-
(=—)
2
funktion. Der Einfachheit halber setzen wir den Stich-

probenumfang n als ungerade voraus.

Mit den Beziehungen (2.9) und (2.10) resultiert.

(2.16) B3 g 1oy
N (x) = L) 7| (=1) 1
X 2 .5 i n-i n-i
e [r(“—"l)] =0 "
2 2

n-i
[arctan (x-p) + -%] —® < x < ®, u € R
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(2.17)
n-1 n-1_.
7 7t
£ (x) = F(n+1) z [ 2 ] (-1) i
X n+1 @l 2 o Ui Tt
= 2
n-i-1 1
[arctan (x-up) + g] 3
1+ (x=-u)

~© < X <® , u €R

Bei einer numerischen Auswertung von (2.17) wurden die
Stichprobenumfénge n = 1, n = 9 und n =
gewdhlt. Im Fall n =
selbst. Da fx

19 sowie y = O
1 erhdlt man die Cauchy-Verteilung

(x) fir p = O symmetrisch zur y-Achse

n+1
(-3—)
ist (siehe Lemma (2.11)), wurden nur Argumente x > O be-
trachtet und die Funktionswerte in einer Tabelle gegen-

{ibergestellt.

X [¢] 0,5 1 1,5 2 3
f(x) 0,3180(0,2540(0,1590|0,0978{0,0639(0,0318
fx (x) (0,7830|0,4350|0,1240/0,0331|0,0102|0,0015
(5)
fx (x)|1,1220|0,3950{0,0421|0,0039;0,0005|0,0000
(10)
Tab. 3: Vergleich der Dichtefunktionen des Medians fir

n=1,9 und 19.

Schreiben wir die Verteilungsfunktion des Medians X n+1
(==—)
2

in der Form (vgl. (2.9))
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F(x)
Fy (x) = __Liﬂilli -
(Bt {r (RE1 ] °
2 2

so kdnnen wir die Dichte auch
als (2.17) berechnen, n&mlich

des obigen Ausdrucks:

~® < X < «

in einer anderen Weise

durch Differentiation

(2.18)
n-1
fX (x) = -—Iiﬂilli . {% + % arctan (x—u)} z .
n+1 < n+1
(=—) I'(——) n-1
2 2 11 =
~[§ - 7 arctan (x-u)]
1 1 2 ~o < x € @
T 1+ (x-u)
n-1
£, (x) = —-Iiﬂilli .1 [% - J? arctanz(x—u) 2,
A [r(n+1)] 1 m
2 2
. 1 5 - < X < o
1+ (x-p)

Der Erwartungswert der Statistik X

X I'(n+1)

p) 2
—= 14 (x-p) {r(ggl)] -

(n+1) ergibt sich zu:

2

dx =

n-1
2 dx

(3

- % arctanz(x-u)]
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Durch die Substitution

y: = arctan (x-u)

erhalten wir:

3 n-1
E(X n41 = [ (tan y+u) o _Iiﬁill_i___ . (g+y) 2
= [r(-""—‘)] .n
2 2
nc1
(g-y) 2 dy

Fir n = 1 erhalten wir die Cauchy-Verteilung selbst
und der Erwartungswert existiert nicht, er existiert
jedoch fiir n > 3 (siehe (4)). Wir kdnnen ihn ohne
wéitere Rechnung angeben, aufgrund der Bemerkung nach
Lemma (2.11) gilt ndmlich

(2.20) Ex(n+1) =u n> 3
2

Die letzten Ergebnisse fassen wir zusammen zu:

(2.21) Lemma

E R
-

Sei P = {fu(x): fu(x) =.———3 ., "®<x<e, € R}
und sei n=2k + 1, k €N
Dann gilt:

T(x) = X n+1 ist eine erwartungstreue Statistik fir den
(=)

2
unbekannten Lokalisationsparameter yu.

Fir die Vvarianz von X n+ errechnet man analog:
(=—)

2




@

var x(ﬂil) = -i (x-EX) “ £ (x)dx ;u>3
2
(2.22) Var X = [ (x-w? £(x)dx
n+1
= o
-1
11’/2 n-l
g—r_(—rﬂzT—cftanzyo(zz!i-y)z.
n=1
'(% -y) 2 dy

Das Integral von (2.22) konvergiert fiir n > 5 (siehe
(4)). Da wir fir die 2Zwecke der Qualitdtskontrolle
ohne weiteres einen Stichprobenumfang gr¥8er oder

gleich 5 voraussetzen k&nnen, besitzt X stets

n+1
(="

endliche Momente erster und zweiter Ordnung.

Nach dem Satz lber die Grenzverteilung von order -
statistics strebt die Verteilung der Zufallsvaria-
blen

- .l
Y 1 = /4n ﬂ(x(

ne1, ~ W
(_7—)

-3-)

fiir wachsendes n gegen die Standardnormalverteilung

Also ist es wohl gerechtfertigt, fiir groBe Stichpro-
2

benumfdnge die Varianz des Medians gleich %ﬁ zu set-

zen. Jedoch stimmt die exakte Varianz aus (2.22) fir

2
kleine n nicht gut mit %E iberein, wie folgende Ta-
belle beweist:
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n | var x(m) aus (2.22) n2/4n
2
5 1,2213 0,4935
7 0,6121 0,3525
9 0,4087 0,2742
1 0,3068 0,2243
13 0,2456 0,1898
15 0,2048 0,1645
21 0,1367 0,1175
29 0,0947 0,0851

Tab, 4: Vergleich der exakten Varianz des Medians aus
(2.22) mit der asymptotischen Varianz ﬂ2/4n.

Nach diesen Ausfiihrungen kommen wir zuriick auf unsere
Problemstellung:

Eine Warenpartie wird angeliefert und es ist ein Merk-
mal zu untersuchen, welches einer Cauchyverteilung mit
lo = 1 unterliegt. Dabei sei der Parameter u unbekannt.
Wir ziehen eine Stichprobe vom Umfang n und suchen einen
geeigneten Test, der Verschiebungen des vorgegebenen

Ver teilungszentrums ¥y aufzeigen soll.

Zugrunde liegt die Verteilungsklasse P, welche durch
ihre Dichten gekennzeichnet ist:
1 1

P=(f (x): £ (x) = = +
u s T 14 (x-u) 2

; =o® < x<®, u €R}

AuBSerdem beriicksichtigen wir, daB nur ungerade Stich-

probenumfédnge in Frage kommen. Der Stichprobenraum ist
n

der R,
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Als Teststatistik verwenden wir den Median der Stich-

probe X n+t.’ d. h. wir ordnen die Stichprobenelemente
(=)
2

(x1,...,xn) der GrdBe nach und nehmen das ntl

te Stlck.
Der Stichprobenraum R” wird durch diese Vorschrift ab-
gebildet auf den R1.

Als Signifikanzniveau wihlen wir o mit O < a < 1 und be-

trachten die Nullhypothese:

gegenilber der Alternative
Hy:ow $ uo

Es stehen uns wieder zwei Entscheidungsmtglichkeiten
zur Verfiigung, ndmlich:

d

° Ahnahme der Partie

d

1 Ablehnung der Partie

Den Test ¢ legen wir nun als (meBSbare) Abbildung von
R in D fest, so daB gilt:

(2.23)  : R > D= {do'd1}
mit d.l fir x(n+1) € C
“’(x(nﬂ)) = 2 -
2 do fir X n+1. €FC
(—3—)
wobei der kritische Bereich C = (-=, By = c) u (uo + c,

so eingerichtet wird, das gilt:

@)
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(2.24) p,. (X

u €C) =a fir u € Ho

n+1

(=)

Daraus folgt:

U
° (=7
] £4 ) (x) dx = a
C (n+1)‘ Yo
2
n=1
2
F—M—i . 11' . J'[% - 1_2 arctanz y] .
{r(n+1)] T
2 (==,c)V(c,=)
A 3 dy = a
1+y
n-1
o 2
oder: u&m_— . 1 . I[l - i arctanz Y] .
2 m 4 2
[resh] ¢’ ¥
2
1 a
. dy = =
1+y2 2

Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir den kritischen
Wert ¢ bei vorgegebenem Signifikanzniveau a.

Die Operationscharakteristik des Tests (2.23) ergibt
sich wiederum als Wahrscheinlichkeit der Annahme in
Abhdngigkeit vom unbekannten Parameter u.

L) = p (X 44

(=)
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u +C n—j
= Ll&ill__i . % « %z - -%-arctanz(x-u)] 2,
r(n+1 uo-c W
2
. L 5 dx
1+ (x-u)
Mit y: = arctan (x-u) folgt
arctan(u°+c-u) n-1
(2.30) L(y) = Elﬁill__i . _%, (% +y) 2
[r(n+1)] m arctan(u,-c-u)
2 n-1
'(% -9 ¢ dy
arctan(u°+c—u) 2 n-1
= L(nt+1) . L 2) 2 4
41, 2 n tan(u_-c-u) * Y Y
r(n2 ) T arctan(u,-c )

Setzen wir bei L(u) als Argument B * M ein, so ergeben
sich als Integrationsgrenzen auf der rechten Seite von
(2.30) yq: = arc tan (-c-u) und y,# = arc tan (c-u).

Nehmen wir g als Argument, so erhalten wir arc tan
(-c+u) und arc tan (c+u) als untere bzw. obere Integra-
tionsgrenze. Diese Grenzen sind aber - Yy und - Yy, wegen
arc tan x = - arc tan (-x).

2 n-1
Da die Funktion g(y) = (%r - yz)—f- zur Geraden y = O
symmetrisch ist, d. h. g(y) = g(-y), folgt:

Y2 Y
|7 gy)dy = ]1 g(y)dy
Yy TY,
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Damit haben wir:

Ly, + x) = L(u° - x)

o
Die Operationscharakteristik L(u) aus (2.30) ist also

symmetrisch zur Geraden u = L

Auch hier konnen wir eine Alternative entsprechend
(2.7) konstruieren. Hierzu wihlen wir einen weiteren
Punkt Uq und legen den Stichprobenumfang n und den
"kritischen Wert" c so fest, daB gilt

(1) pu(x €C = (-2 ug - clulu, +¢,»)) =a

n+1
(=-)
fir w =y,
(2) pu(x(ail) €C) =1-8 fliry-= 'PF, g <1 -a
2

Dies garantiert uns wiederum, da8 bel vorliegendem
Mittelwert ¥y die Entscheidung do mit Wahrscheinlich-
keit 1 - a getroffen wird, wdhrend bei einem Mittelwert
My die gleiche Entscheidung nur mit Wahrscheinlichkeit
B getroffen wird.

Fiir die Operationscharakteristik gilt:
(1) L) =1 -a
(2) L(ug) =8

Man beachte, da8 obige Beziehungen wieder nur ungefdhr
erfiillt werden kdnnen, da n ganzzahlig und ungerade ge-
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wdhlt werden muB.

Beispiel:

In einem Betrieb wird tdglich eine Partie von Stahl-
rohren hergestellt und an eine andere Abteilung zur
Weiterverarbeitung libergeben. Aus langjdhrigen sta-
tistischen Auswertungen der Produktionsergebnisse
sowie mehreren Tests weiB man, da8 der Innendurch-
messer der Rohre in guter Ndherung eine Cauchy-Ver-
teilung mit A = 1 besitzt. Der Sollwert des Durch-
messers ist 110 mm.

Zwischen der herstellenden und der abnehmenden Ab-
teilung wurde folgende Vereinbarung getroffen: Uber
Annahme oder Zurilickweisung einer Warenpartie wird
aufgrund eines Stichprobenplanes entschieden, wobei
Partien mit einem mittleren Innendurchmesser von

110 mm mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,98 ange-
nommen werden sollen, Abweichungen von 1,25 mm vom
Sollwert 110 mm hingegen sollen mit einer Wahrschein-
lichkeit von 0,95 erkannt werden.

Die Aufgabe ist nun, einen geeigneten Priifplan zu
entwerfen, der diesem praktischen Sachverhalt ge-
recht wird. Nach unseren theoretischen Ausfiihrungen
in diesem Kapitel miissen die den Test charakterisie-
renden Grd8en n und c so gewdhlt werden, das fir die
Operationscharakteristik des Tests gilt:

L(uo)

]
(o]
~
0
©

[
o
<
[e]
(v}

L(uy)

mit yg = 110, u, = 111,25

I
! Univ.-BibﬁM
| Regensbur

e | e————
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Da n ganzzahlig und ungerade gewdhlt werden mu8,
kann man nur die ungefdhre Gleichheit erreichen.
Mit Hilfe von Berechnungen an einer elektronischen
Rechenanlage ergab sich:

n=29, ¢c=0,75
Die exakten Werte von L(u) sind in nachstehender
Tabelle wiedergegeben. Wegen der Symmetrie von
L(u) sind nur Argumente gréBer oder gleich Mgy an-

gegeben,

n |11o,ool11o,25|11o,soj110,75|111,00]111,25|111,so|

L(u)|0,9801]0,9477]0,8027]0,4999]0,1970]0,0505] 0, 0099 |

2.1.4 "Kupierte" Normalverteilung

In diesem Paragraphen behandeln wir die fir praktische
Belange ebenfalls wichtige kupierte ("truncated") Nor-
malverteilung. Die Annahme der Normalverteilung stellt
ein idealisiertes Modell dar, denn in der Praxis kom-
men Realisationen im gesamten Bereich der reellen Zah-
len nicht vor. Speziell in der Qualititskontrolle be-
dingt die Natur der Maschinen stets, daB bei jeder
Fertigung die Auspridgungen der Merkmale nur in gewis-
sen Grenzen schwanken kdnnen.

Betrachten wir als Beispiel eine automatische Abfiill-
maschine, die Zucker in Ein-Kilo-Behdlter fiillt. Das
Filllgewicht wird zwar unterhalb der 1 kg - Grenze
Schwankungen unterliegen, jedoch ist aufgrund der ge-
normten Behdlter ausgeschlossen, Packungen mit mehr
als 1 kg Fillgewicht zu erhalten.



- 51 -

Um solchen Sachverhalten gerecht zu werden, untersu-
chen wir in unserer Theorie den Fall, daB die Grenzen
fixiert werden kdnnen und bezeichnen sie mit A und B.
Der Fertigungsvorgang sei zufallsabhingig, wobei aber
jetzt sdmtliche Realisationen des interessierenden
Merkmals X mit Wahrscheinlichkeit Eins in das Inter-
vall [A,B] fallen. Dann besitzt das Merkmal X eine ab-
geschnittene oder kupierte Normalverteilung, wenn sich
seine Wahrscheinlichkeitsdichte wie folgt angeben
l1dBt:

- (x-w) 2
/—_’1— e 20 -1p(a,B1:w17"
2me0
(2.33) £(x) = fir A < x < B,(A < B)
(0] fir x < A oder x > B
(- 2
mit B([A,Blsu): = — ? . 20° at
Y210 A

Graphisch hat f(x) etwa folgende Gestalt:

1; f(x)

>
X

>
W b---

/-k

Als Erwartungswert der Zufallsvariablen X erhalten wir:
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EX= [ x £(x) dx =
- -(x- )2
1 B X 202

= e dx
B(1a,Bl;u) A /270

Daraus folgt

2
(2.34) ——(’5-}2‘-)—
EX= L. 20 dx +
Ba,Bliw) A o /2%
2
(x—%)
B
1 1 e 20 ax

+ U
B(a,Bl:w) 1{ /27o

Der zweite Summand auf der rechten Seite von (2.34)

2
ist gleich y; der erste ist mit y: = 15—%1— gleich
20

20 -
! L eYay fur |A-u| < [B-y]
2 /27
{A-p)

BUABLM)

20

(A-E22

202

-7—‘——0. | S eYay fir |a-p| > [B-u]
p([ArB]HJ) (B_u)z 2n

202

Wir erhalten schlieB8lich fiir den Erwartungswert:
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EX=g ¢ = +u
p([A,B];u)

mit @(t) =

(2.35) Bemerkung:

Gilt A -y = - B + u =» EX =

Wird A durch -« oder B durch = ersetzt, so spricht
man von einseitig kupierten Verteilungen. Im Rahmen
dieser Arbeit wollen wir nur diesen Fall betrachten.
Es seil also etwa eine obere Schranke B filir die Aus-
prdgungen des Merkmals X gegeben. (Flir eine untere
Grenze A verlaufen die Uberlequngen v81lig analog).
AuBerdem sei o bekannt und gleich einer Konstanten
95e Unbekannt sei der Lokalisationsparameter u der
Verteilung, wobei wir jedoch voraussetzen, dag8 u
ebenfalls kleiner als die Schranke B ist. Dies ge-
wdhrleistet, das8 das Maximum der Verteilungsdichte
auch im Bereich (-«,B) liegt. Die kupierte Verteilung
soll gegeniiber der entsprechenden Normalverteilung
nicht zu sehr "entartet" sein. Die in Frage kommende
Klasse P hat also hier die Form:

) 2
20
P = {fu(x); f (x) = 1 .. °o 1
u V2T o B((-=,B1;u)

o

fir -» < x < B, u < B}
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1
!
|
!
|
|
|
!

v

poooB
Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X mit
einer Wahrscheinlichkeitsdichte aus P ist:
Bop
®( 5 )

[e]
E X = H = ——— 0 =
B((-=,Bl;um)  °©

o (B=
‘D(—oi‘) X
= | —;—(—B—_;E-—)- . GO mit o(x) = -£ l.P(t) dt
(o]

Bevor wir einen Test fiir den unbekannten Parameter u
konstruieren kdnnen, ben8tigen wir eine geeigente
Schdtzfunktion. Wir w&hlen wieder

T(x): = X =

S

X
9 i

[[ael]

i

Zwar ist bekannt, daB8 bei n unabhdngigen, identisch
verteilten Zufallsvaraiblen x1, ceer xn mit existie-
renden Momenten zweiter Ordnung stets gilt



(a) E X

"
o}
>

=
]

(b) Var

aber zur Festlegung der kritischen Region C sowie
zur Berechnung der Operationscharakteristik bend-
tigt man die exakte Verteilung von X, etwa bei der
Bedingung

(f:f)-((x) dx < a  flr u € Hj

Aus diesem Grunde wollen wir ein konstruktives Ver-
fahren angeben, wie man die Dichtefunktion der Sta-
tistik X numerisch berechnen kann, wenn jedes der

Xi der gleichen einseitig kupierten Normalverteilung
geniigt., Zur Vereinfachung der numerischen Berechnun-
gen betrachten wir die transformierten Variablen

X, -

i 2 s i=1 ..., n

Die Zufallsvariablen 21, cees Zn sind nach Voraus-
setzung unabhingig und besitzen die Dichtefunktion

A, 1 i ' « = BB
e 57377 fir z < B' (B )
(2.36) £(z2) =

(o) ftir z > B'

Die Verteilung von Z gewinnen wir rekursiv durch n-

fache Faltung. Betrachten wir zun&dchst Z, + 2

1 2

fz1+zz(z) = [ f(x) f(z-x) dx
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Der Integrand verschwindet fir
(1) x > B'
(2) z - x > B'
B’

[ £(x)-£(2-x) dx
2-B'

£ (z) =
Z1+Z2

N ' . X
Fir z > 2 B' ist fz1+zz(z) gleich O, denn dann ist
fir x < B':

z~x>z-B'>28B'-B'=B8B'

so daB8 nach Bedingung (2) der Integrand verschwindet

Bl
| £(x)-f(z=x)dx fir —= < z < 2B*
—-Rn!
(2.37) £, ,, (2) =%
1792
o fir z > 2B

Filir drei unabhdngige Zufallsvariable 21, Zz' Z3 er-
hdlt man:

£ (z) = [ £ (x) f(z-x)dx
Z1+22+Z3 —o Z1+Z2

Jetzt verschwindet der Integrand fir
(1) x > 2 B!
(2) z - x > B’

und im Falle z > 3 B' gilt fir x < 2 B'
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z - x>z - 2B' > 3B' - 2B' = B'

so daB8 aufgrund von Bedingung (2) £ (z)

21-4-22+Z3
Null wird
2B'
. - i . t
\ fz ¥z (x)- f£(z-x)dx fir -= < z < 3B
£ (2) = z-B 1 2
Z.l+Zz+Z3
[o} fiir z > 3B'

n
Sei S : = ) 2z, n€N
n i=1 i

Wendet man sukzessive n-mal die Faltungsformel an,
so ergibt sich:

(n-1)B'
fs (x)*£f(z-x)dx fUr -o» < 2 < n-B'
~-B* n-1
(2.38) £g (2) =4 Z
n

o] fir z > n'B'

Auf diese Weise kann man nacheinander in der Reihen-

folge fs (z), fs (z), fS (z) etc. die Dichtefunktion
1 2 3

berechnen.

fs (z) aus (2.37) 148t sich noch analytisch auswerten.
2

Es gilt:
' : ;B _§3 z=x?
2
f.o(2) = —5—— 5=+ [ e . e dx
2 02(') 2" pt
2
-3z B!
==t .1 .2 = (x%-zx) g

0% (") z-B'
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2
= — . T . e . f e dx
7 (B") z-B'
mit y: = x - % z erhdlt man:
1
1.2 B'-s2
1 -3? 1 2 y2
f; (2) = 5—— v e e e ¥ dy
2 $°(B') 1/2z-B'
1.2 B'=zz
-2z 2
1 4 1 Yy
= . e o = o I e dy
02 (8") T )
21,2
fs (z) = _1.. . 7—1— e e 4 . g(B'-%z)
2 2/7 ¢°(B")
X 2
mit g(x) = < [ e Yy dy
/1 0

Fiir n > 2 ist zur Berechnung von (2.38) bereits nume-
rische Integration erforderlich.

Hat man fiir vorgegebenes n die Dichte fS (z) dann exr-

n
mittelt, so ergibt sich die Dichte von Z in einfacher
Weise:

(2.39) fE(x) =n fsn(nx).

Aus (2.38) ersieht man sofort, daB die Dichte fz(x)
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Null wird fir x > B'.

Betrachten wir nun etwa die einseitige Nullhypothese
Ho: B2 g gegeniiber H1: H < [P Sei

- (x-g)2
20
- . -.-_____1 . o 1 , —co
P = {fu(x). fu(x) e i) < z < B,

/2n~c°

u € (418)}
Mit den in Kap. 2.1. beschriebenen Voraussetzungen

und Definitionen konstruieren wir einen Test unter
Verwendung der Statistik X = % 1 Xy

(2.40) ©: R+ D

ol

d fir — (x-uo) €
d flir — (x—uo) €C

wobei wir jetzt den kritischen Bereich C = (-w,c) so
festlegen, daB8 gilt:

1 e 3 7 -
(2.41) puo(o—;(x-uo) €C) =p o(z €cC) =

= [ f>  (x) dx=a (0 <a<1)

(2.41) ist die Bestimmungsgleichung fiir den kriti-
schen Wert c. Flir seine exakte Berechnung bendtigt
man die numerische Auswer tung von (2.38) bzw. (2.39).
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Als Operationscharakteristik des Tests erhalten wir

LW = p,(0(R) = d.) = p, (3-(R-u ) 2 ©)
o

v
(o]
+

- X . = ._1— -—
Pu(x 2c 0 + uo) pu(oo(x u) >

Damit haben wir einen Test filir die einseitige Hypo-
these u > P ermittelt, Flir zweiseitige Fragestel-

lungen oder fiir Hy: u <y, verlduft der Aufbau ent-
sprechend.

AbschlieBend zu diesem Kapitel sei noch darauf hinge~
wiesen, daB8 es beil zweiseitig kupierter Normalver-
teilung méglich ist, Tests fiir den Lageparameter U

zu konstruieren. Die Verteilung der Statistik X mus
man sich in dhnlicher Weise durch n-fache Faltungen
verschaffen. Wir wollen an dieser Stelle jedoch auf
ndhere Einzelheiten verzichten.
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2.2. 1Iweistufige Tests

Auch jetzt ist wieder ein meBSbares Merkmal zu unter-
suchen und es soll ein vorgeschriebener Mittelwert

P m8glichst gut eingehalten oder nicht unter- bzw.
ilbberschritten werden. Dabel wird das Verteilungsge-
setz des Merkmals bis auf den Parameter u als bekannt
angesehen., So wird beispielsweise im Falle der Normal-
verteilung die Standardabweichung als gegeben und
konstant vorausgesetzt. Im Unterschied zu den bishe-
rigen Ausfiihrungen soll die Entscheidung jetzt aber
in zwei Stufen getroffen werden. Es ergibt sich etwa
folgende Situation:

Eine Warenpartie wird angeliefert und der Kontrolleur
untersucht erst eine Stichprobe vom Umfang ny. Exr be-
rechnet eine geeignete PriifgrBe (etwa den Mittelwert
der Stichprobenrealisationen). Fdllt der Wert dieser
Priifgré8e in einen "Indifferenzbereich", so trifft er
noch keine Entscheidung, sondern priift noch weitere n,
Stiick und entscheidet sich erst jetzt endgliltig fir An-
nahme oder Ablehnung der Partie. Fdllt die Priifgrése
der ersten n, gepriiften Stiicke nicht in den "Indiffe-
renzbereich", so wird sofort entschieden und die Un-
tersuchung ist bereits auf der ersten Stufe beendet.

Flr diesen Sachverhalt wollen wir im folgenden eine
mathematische Theorie entwickeln.

Die Nullhypothese H besteht wiederum aus einer Teil-
menge des Parameterraumes, die Gegenhypothese H1 eben-
falls, wobei gilt: Hon H1 = g.

Auf der ersten Stufe des Tests ziehen wir eine Stich-
probe vom Umfang n, und verwenden als Statistik eine
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n
Abbildung des R 1 in R, die wir mit Tn (x) bezeichnen.

1
Dann unterteilen wir den Stichprobenraum S, ¢ R der

ersten Stufe in drei disjunkte, meBbare Mengen Agy Az,
A3 mit der Eigenschaft

Mit dem Entscheidungsraum
D,: = {do, d1, dz}

mit d° = Annahme
d1 = Ablehnung

d2 = Ziehung einer 2. Stichprobe
und Anwendung von Testvor-
schrift o,

definieren wir fiir die Testvorschrift @, der ersten
Stufe:

(2.42) Definition:

©97 84 % Dy
do fir Tn1 (X1,...,Xn1) € A1
w1 (Tn1(x1'...'xn1)) = d1 fir Tn1(x1,...,xn1) € Az
dz fir Tn1 (x1....,xn1) € A3

Wird bei (2.42) die Entscheidung d2 getroffen, so ziehen
wir eine weitere Stichprobe vom Umfang n,. Um die Infor-
mation aus beiden Stichproben verwenden zu kdnnen, neh-

men wir bei der Bildung der neuen Statistik die erhalte-
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nen Werte der ersten Stichprobe mit hinzu. Wir bezeich-

nen siemit Tn (x), wobei das Argument x diesmal ein

1*02
n1+n2
Vekter aus dem R ist. Als Beispiel nehme man den

Mittelwert in der ersten Stichprobe und das arithme-
1
tische Mittel aus beiden Stichproben X 4n.t Diese bei-
1772
den Schitzfunktionen werden an spéterer Stelle auch
Verwendung finden.

Der Stichprobenraum 82 ¢ R der zweiten Stufe wird nun
aufgeteilt in zwei disjunkte meBbare Mengen B, und B2

mit 31 v 32 = S

2e
Mit dem Entscheidungsraum D2 = {do,d1} (do,d1 wie bei

D1) definieren wir nun die Testvorschrift @, der zwei-
ten Stufe.

(2.43) Definition:

w2: 82 he D2

mit d fir T (X peeasX
o n1+n2 1 n1+n2

mZ(Tn1+n2(x1'""xn1+n2)) =
d, fur Tn

(RapeoerX Y€
1 1+n2 1 n1+n2

Der Gesamttest ¢ ist also definiert durch die bei-
den Teilvorschriften ®, und @, der einzelnen Entschei-
dungsphasen.

Da es sich um einen Test zum Niveau a handeln soll, stel-

len wir an die Mengen A1, A2, A3 sowie B1 und 82 noch

eine weitere Forderung. Es muB gelten:

JE B
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(2.44)

pu({w1 =4,}) + pu({w1 = d,infe, = d,;}) < o flir alle y € H

(x)) su (F1rXp) dxydx;<a

fir alle u € Ho

Die Rolle des kritischen Bereichs C im einstufigen Fall
haben nun die Mengen A2 und 82 Ubernommen. AuBerdem ist

jetzt noch auf der ersten Stufe ein "Indifferenzbereich"

A3 vorhanden.

Zur Erléduterung des Tests ¢ dient auch folgende graphische
Ubersicht:

X x
% n, n1+n2

- i

T
ny n1+n2 Stichprobenumfang n
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Die Skizze eignet sich etwa zur Veranschaulichung des
Verfahrens zur Priifung von Ho: B> Mo gegen die Alter-
native H1: B < Mg Zundchst zieht man n, Stiick und be-

rechnet die Priifgrége in . F4l1lt der Befund in die Be-
1
reiche A1 oder A2' so entscheidet man sich sofort fir

die Annahme bzw. Ablehnung von Ho. Nur im Fall, das

die gewonnene Realisation §n Element des Indifferenz-
1
bereiches A3 ist, ziehen wir weitere n, Stick und wdh-

len als Priifgr8Be den Gesamtmittelwert aus beiden Stich-
proben. Bei xn1+n2 € B1 entscheiden wir uns fir do' bei
xn1+n2 € 82 fiir d1.

Als MaBstab fiir die Giite des Tests nehmen wir wieder
seine Operationscharakteristik. Betrachten wir die Er-
eignisse, welche zur Annahme fiihren, so ergibt sich fiir
L(y):

(2.45) L(u) = pu({w1 =d.b + pu({co1 = dyinfe, = 4. b

(x)dx+£ / £ip (x):T

L(u)=£ fT A n, = n,+n
1 1773 1 1

(%) ;v (x))s5u
n= 2

Bei mehrstufigen Testverfahren spielt noch eine weitere
GrdB8e eine Rolle, ndmlich der durchschnittliche Stich-
probenumfang (average sample number). Aus den Ausfiihrun-
gen von (2.42) und (2.43) ersieht man sofort, daB jetzt
der Stichprobenumfang eine Zufallsvariable ist, deren Er-
wartungswert sich folgendermaBen angeben ldBt:

(ASN = average samplevnumber = durchschnittlicher Stich-
probenumnfang)

(x1,x2)dx1dx2
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(2.46) ASN = Ev(n) = n, + pu({®1 = dz})'nz

ASN = n, + n2~f £ (x)dx

T  (x);p
A3 n, !

Auch der durchschnittliche Stichprobenumfang hédngt
selbstversténdlich vom unbekannten Parameter u ab.

Einseitige und zwelseitige Tests

Bei der einseitigen Fragestellung etwa zur Priifung der
Nullhypothese Ho: u > u, gegen H1: ¥o< Uy wdhlen wir als
; ; _ . n§+n2
-— X, und X = — X.
Ry 4 1™y mtng g2 T3
und konkretisieren die Mengen A1, Az, A3 sowie B1 und

PriiffgréB8en X =
4

B2 zur Festlegung des kritischen Bereichs und der In-
differenzzone.

Die Entscheidungsregel lautet dann: U SV UV, € R

1
m
>
]

[v1,w): Annahme der Partie

€A, = (-ﬂ,u1]: Ablehnung der Partie

X € A3: = (u1,v1): Zweite Stichprobe
und

xn1+n2 € B,: = [vz;w): Annahme (v, € R)
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Xn1+n2 € Bz: = (-w,vz): Ablehnung

wobei beriicksichtigt wird, daB (2.44) gelten muBS. Hier
bedeutet dies:

(2.47)
uy vy o

d d <
{mfu(xn1)dxn1+£w£1fu(xn1,xn1+n2) xn1 xn1+n2 <a

fir u > ug .

Die Operationscharakteristik welche in (2.45) formal
dargestellt wurde, wird jetzt zu:

(2.48)
-] nav
L(u) = [ £ (x_)ax_ +f [ £ (x_ ,X )dx_ dx
vy BT P u, R iRy R Y,

Beim zweiseitigen Test zur Priifung der Nullhypothese
Ho: U = W, gegen H1: u ¥ ¥y verwenden wir die gleichen
Teststatistiken und die Entscheidungsvorschrift lautet:

(u; < v u;. v] € R)

=<
m
>
[

= [uo-u;, uo+u%]: Annahme der Partie

n, 1
= (= -y! ' .
Xn1 € Ay: ( © Uy v1]U[uo+v1,w). Ablehnung der Partie
X ¢ = -t -1 (] vy,
Xn1 € A3. (u0 VieHg ul)u(uo+u1,uo+v1). zweite Stichprobe
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: = [uo-vé, u°+vi]: Annahme

e = - - v .
€ Bz. = (~-=, Mo vé) U (uo+v2,w). Ablehnung

u;, v; sowie vé sind reelle Zahlen und werden so festge-
legt, daB gilt:

(2.49) L
; / fu(xn1)dxn1+ _ ) / fu(xnl,xn1+n2)
[%, ~uol>v) tx, +n “Hg [He=Vi
1 1712
>v! -
2 dxn1dxn1+n2 +
)
N
+ f (x_ ,x ) dx X a
= ’ v w'n n,+n n n,+n, —
(R on Mol wgtul 2 LI
>vi

ftir yu € Ho .

Da es sich hier um eine einpunktige Nullhypothese handelt,
k¥nnen wir auch wie schon beim einstufigen Test (vgl. (2.4))
fordern:

Homu
: / fp(xn )dxn1 + / / fp(xn1'xn1+n2)

|xn1-u°|>vi“\ [xn1+n2—“ol>vi Ho™V]

dx_ dx, +
n1 n1 +n2



x
n ’

X

Flir den zweiseitigen Test erhalten wir als Operationscha-

rakteristik:
(2.50)
u°+u'
L(p) = /
MY
u°+v'
+
HoTV3

e

o -
/ f(xn1,

t
u°+u1

xn1+n

z)dxn

1

dx

n1+n2

+
n1n

2)dxn1dxn

1

+n2

Mit diesen Ergebnissen k&nnen wir auch den durchschnittlichen
Stichprobenumfang herleiten. Es gilt:

(2.51)

ASN = Eu(n) =n, + pu({w1=d2})-n2 =

Y4

V4
n, + / fu(x

Dies ist die Formel fir den einseitigen Test. Fiir die zwei-
seitige Fragestellung erhdlt man:

(2.52)
ASN

Eu(n) = ny + _

€A

X
n, 3

ffu(xn

)dx
1 ny

onz =
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u.,ul p+vl
o 1 o 1
=n, + ( [ £ (x Jax_+ [ £ (x )dx_)n
1 HO‘V; kTN, n, u°+ui U n, n, 2

Es ist zu beachten, daB die Gr&S8en Uge vy und v, beim ein-
seitigen Test sowie u;, v; und vé beim zweiseitigen Test
durch (2.47) bzw. (2.49) nicht eindeutig festgelegt sind.
Entsprechend den Ausfihrungen in Kap. 2.1 kann man Punkte
der OC-Kurve vorgeben und diese Gr&Ben sowie die Stichpro-
benumfédnge n, und n, so bestimmen, daB8 die Operationscha-
rakteristik ungefidhr durch diese Punkte verliuft. Ebenso
kann man eine Forderung an den durchschnittlichen Stich-
probenumfang stellen.

Nach dieser theoretischen Herleitung eines zweistufigen
Testverfahrens prézisieren wir nun die Verteilungsannahmen
des betreffenden Merkmals, um die Wahrscheinlichkeiten in
(2.47) und (2.49) sowie die Funktionsgleichungen der Ope-
rationscharakteristik und des durchschnittlichen Stich-
probenumfangsunter Zugrundelegung dieser speziellen Ver-
teilungen formal angeben zu kdnnen.

2.2.1 Normalverteilung

Als Voraussetzung nehmen wir wie zu Beginn des Kapitels
2.1.1 an, daB die Varianz bekannt ist, etwa gleich einem
Wert cg. Der unbekannte Parameter ist der Mittelwert u.

Damit erhalten wir: (x- )2
1 20
Po={f(x): £ (x) = ———e » U € R}

¢2n'o°
als Verteilungsklasse des Merkmales X.

Es soll an dieser Stelle nicht wieder der gesamte Ablauf
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des Testverfahrens (2.42) - (2.46) fir den Fall der Nor-
malverteilung durchgefiihrt werden, sondern wir beschrénken
uns darauf, die fiilr die Operationscharakteristik und Be-
ziehung (2.44) relevanten Wahrscheinlichkeitsverteilungen
zu ermitteln, da die Testprozedur stets gleich bleibt und
nur die kritische Region aus (2.44) jeweils mit anderen
Verteilungen bestimmt wird. Diese Verteilungen miissen dann
auch zur expliziten Berechnung von L{(u) herangezogen werden.
Als Teststatistiken verwenden wir §n1 und in1+n2’

Neben der bekannten Verteilung von in ben6tigen wir hier

die gemeinsame Verteilung von in und X , was wegen der

n,+n
Totalstetigkeit der Normalverteilung bez&glich des Lebesque-
MaBes auf die Bestimmung der gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
dichte von in1 und in1+n2 hinauslduft. Hierfiir beweisen wir
zundchst einen einfachen Satz.

(2.53) Satz:

Seien x1,...,xn , X unabhingige, identisch
1

verteilte Zufallsvariable mit E(xi) = p und Var xi = 1 und

peeerX
n,+1 ni+n,

seien
n
X = 1 21 X
-

% I W S I
R B T C

Dann ist der Korrelationskoeffizient p zwischen den Zufalls-
- - /R4

variablen X und X gleich
n1 n1+n2 n1+n2

Beweis:

Zum Beweis des Lemmas zerlegen wir die Zufallsvariable

X
nytn,



<1

n,+n

Cov (

[}
]

n.+n
e 12 2 L o
2 MMy gsy 1y
R4 - n2
= 4n n + n.+n
ny*ny 1 1R
; n1+n2
§ = —— z
na na i=n +1
nd X_ .
ny
gilt:
X X ) = E(X_ X
n1 n1+n2 n1 n1+
n n
3z s 2
X -t X
n1 n1+n2 n1 n1+n2
n n
G +r11 xrzm n +121 X, X
1t Py 1T My
- - n1
(X X ) E(
n n1+n2 n1+n2
n n
el R R
1 1 1¥n,
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Hiermit ergibt sich fiir den Korrelationskoeffizienten:

DaB hier Var Xi = 1 gesetzt wurde, bedeutet keine Ein-
schrédnkung. Fiir jede konstante Standardabweichung ¢_ > O

o
gilt ebenfalls
/ n
_ 1
P = Yo,

1772

was aus dem Beweis sofort ersichtlich ist.

Mit dem Ergebnis aus (2.53) ist fiUr unsere Verteilungs-
klasse P der Normalverteilungen mit konstanter Varianz
63’ die gemeinsame Dichte von )-(n und in nun leicht

+n
anzugeben. Es gilt 1 12

(2'54) _ n,+n, \/717 [ n,+n, _ 2
f (x_ ,x )= . §~exp -——2—[n1(x -u)® -

2

-2n, - (x_ -u) (% -u)+(n,+n.) (X -u) ‘1
1 n1 n.|+n2 172 n1+n2

Dies ist eine zweidimensionale Normalverteilung mit dem

/[ o
Korrelationskoeffizienten o = T}T sowie g = =,
1772 /IT;



Beachten wir noch, daB_

2
n1(xn1~u)
- 2
- /ny 20 _
fu(xn1) = ooy e - < xn1 < ®

ist, so haben wir alle Verteilungen, die zur Berechnung
der Operationscharakteristik L{u) aus (2.48) oder (2.50)
sowie des durchschnittlichen Stichprobenumfanges aus
(2.51) bzw. (2.52) erforderlich sind, hergeleitet., Fiir
praktische Anwendungen sind umfangreiche Tabellenwerke
der bivariaten Normalverteilung verfiigbar, etwa bei

Abramowitz, Stegun (1), Owen (35) oder Pearson and Hartley
(37).

2.2.2, Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung hat wie die Normalverteilung
einen sehr weiten Anwendungsbereich in der Qualitdtskon-
trolle. Vor allem sind hier die sog. "Lebensdauer-Vertei-
lungen® zu nennen. In der Literatur findet sich eine groBe
Zahl von Beitrdgen zur Anwendung oder Charakterisierung
der Exponentialverteilung. Eine kleine Auswahl ist etwa
Albert (2), Aroian, Robison (3), Desu (14), Gupta and
Groll (24), Hoem (26) und Takeuchi (53).

Wir wollen nun unseren Test (2.42) - (2.44) unter Zugrunde-
legung der Exponentialverteilung behandeln. Der Testablauf
selbst wird daher nicht hergeleitet, sondern nur die re-

levanten Ver teilungen. Entscheidend sind wiederum die Wahr-
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scheinlichkeitsdichten der Zufallsvariablen in und des
1
Zufallsvektors (X _,X ), welche uns die exakte Fest-
n, n1+n2
legung der kritischen Region sowie die Berechnung der
Operationscharakteristik und des durchschnittlichen Stich-

probenumfanges erméglichen.

Wir nehmen also in Analogie zu den vorhergehenden Ausfiih-
rungen an, die Klasse der in Frage kommenden Wahrschein-
lichkeitsverteilungen sei gekennzeichnet durch:

Po= (£ (0): £ (x) = u e, 0<x <™, u >0}

1. Ermittlung der Wahrscheinlichkeitsdichte von in .
1
Diese Dichte ist einfach zu berechnen. Wir verwenden die

charakteristische Funktion der Exponentialverteilung. Es
ist

"
it

M

@(t) =

Damit erhdlt man fiir die Summe von n, unabhdngigen Zufalls-

variablen mit identischen Wahrscheinlichkeitsdichten aus
der Klasse P:

R :=x1+x2+...+xn1

<
=
Iad
>
]

n, % 2n1 erhilt man schlieglich:
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it
1 ——
a5

Dies ist aber die charakteristische Funktion einer
Gamma-Verteilung mit den Parametern nu und n,

_4 -n,ux
n ngt Vg

1 1=
I‘(n1)'("1“) xn1 .e fir *a, >0

O sonst

2. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte von in und
s 1

X .

ny¥ny

In diesem Fall hilft uns der Korrelationskoeffizient wie
bei vorliegender Normalverteilung nicht weiter. Aus die-
sem Grunde verfolgen wir hier eine andere Vorgehensweise

und zerlegen in in zwei Terme (vgl. Beweis zu Lemma

1772
(2.53)):
xn +n n +; xn n +§ ‘n
172 172 1 172 2
=aX +bX
n, n,
™4 i)
mit a: = E::E;’ b: = n1+n2 und unabhdngigen Zufallsvaria-
blen X_ und X_ .
n4 ny

Damit ist die Dichte des Zufallsvektors (an,xnz) gegeben

durch:



(2.55) fu(x X ) = fu(xn ) o £ (x_ )

Die lineare Transformation g liefert:

g: R2 - R2
- - 10 xn1 xn1
g=g(xn ,xn):= _ = -
1 2 ab x ax_ +bx
ny 1 2

Die Funktionaldeterminante der Abbildung g ist:

g ag
_1 _1 1 o
axn axn
1 2
|g| = = =b >0
3g 9g
— _2 a b
9xX ax
n n2
und es gilt:
-1 1 Mty
lslm =5 = —5
2

Damit erhdlt man nach einem Satz der Wahrscheinlichkeits-
rechnung (vgl. (1.2))

- - - gt -1
fu(g) fu(xn1'xn1+n2) |1 fu(g (z))

(2.56) £ (X ,X )
u n1 n1+n2 n2 7] n1

wobei auf der rechten Seite der Beziehung die Dichte aus

(2.55) einzusetzen ist.
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Wenden wir diese Ergebnisse nun speziell auf die Expo-
nentialverteilung an, so ergibt sich zundchst fir (2.55):

1 n, n,_ n.-1_ ny,-1
- (n,u) (n,u) “x X .

P(n1)<r(n25 1 2 n, n,
TRqH¥E, TRRW X,

o sonst

Aus der Transformation ergibt sich

£ - - n1+n2 1 n1 nz
(x_ ,x ) = " (n.u) "(n,u) .
¥ n, " Tngen, n, T(n,) T(nz) 1 2
n2-1
- ngoo
X -—
. §n1 1 n1+n2 n,+n, n, .
nq 2

ny+n,

n, _

——x_ )}
1+n2 n1+n2 n1

-exp{-n1u§n1-u(n1+n2)(§n

n
s = 1 - -
fir x > 0 und ——— Xx < x
n, n,+n, “ny = “n,4n,
Daraus folgt

4 n2
- . (n,+n,) (n,u) " (n,u) n,-1
£ (xn Xp 4n,) = 1n ?( ;'T( )2 X
LS R 2 'y na n

. exp{-u(n1+n2)§n1+n2}
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fir x > 0 und 1

ny Nty My

Sonst ist fu(xn1,x

) identisch gleich Null.
2

n’+n
Damit haben wir die zur Berechnung von L(u) und ASN erforder-
lichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen hergeleitet. Da bei
zugrundeliegender Exponentialverteilung im wesentlichen nur
einseitige Fragestellungen eine Rolle spielen (z.B. Lebens-
dauer), sind nur die Beziehungen (2.49) und (2.51) von Be-
deutung, wobei eben jetzt die Wahrscheinlichkeitsdichten aus
(2.55) bzw. (2.57) einzusetzen sind.

Ergdnzend sei noch erwdhnt, das8 die Vorgehensweise unter
2.2,2 selbstverstdndlich auch flir die Normalverteilung zu-
ldssig ist. Man erhdlt auch die gleichen Ergebnisse, jedoch
auf umstdndlichere Weise. Weitere vereinfachte Beziehungen
ergeben sich aus der geeigneten Wahl der Stichprobenumfédnge.

Setzt man z.B.

so ist (2.54) eine zweidimensionale Normalverteilung mit

o] [+

1 [*) o 3 3
p==vV2, 06, =—, 0, =——und EX_ = EX,_ =4 .

2 1 /H 2 /EXTL n 2n
Flir (2.57) ergibt sich:

2 5 (nu) 2P §:'1 © (2 Xy, - ;(n)n—1
[F(n))
-ZunxZn
_ - . e

£ (Rpr%yp) = ¢

(0 sonst
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2.2.3. Cauchy-Verteilung

Als zugrundeliegende Verteilung betrachten wir jetzt die
Cauchy-Verteilung mit unbekanntem Lageparameter u und

A= Xo = 1., Also ist

P={f,(x): £ (x) = 1, e<x<w®, ueER}

T (x-w 2

Die zweistufige Entscheidung wird auch hier gemdB (2.42) -
(2.44) getroffen, zum Unterschied verwenden wir aus be-
kannten Griinden als PriifgréB8en nicht die arithmetischen

Mittel xn1 bzw. Xn

, sondern die Mediane X n1+1
(——)

aus beiden Stichpro-

aus
1102

der ersten Stichprobe und X n1+n2+1
———3-——)
ben. Deshalb setzen wir voraus:

n

= 2-k, + 1

1 1

n2 = 2-k k1,k €N

2

Auf den Test braucht nicht ndher eingegangen zu werden,

notwendig ist aber wieder die Herleitung der Verteilungen

zur Berechnung der Operationscharakteristik L(M) sowie des

durchschnittlichen Stichprobenumfangs ASN. Es handelt sich

um die Verteilung von X n1+1 und die gemeinsame Verteilung

( 3 )

von X n1+1 und X n.+n.+1 ° Erstere ist kein Problem, sie
(=) (———)

wurde bereits in Paragraph 2.1.2 angegeben. Es gilt:

-1
(2.58) —Tn’
£ (x) = _ffflill__ LR I S arc tan2 (x-u)
X T 12 s ’

n1+1 n1+1 2 m
( 3 ) [r( 3 )]

BT
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1+(x—p)2

flir -« < x < »

Mehr Schwierigkeiten bereitet die gemeinsame Verteilung

von X n1+1 und X n1+n2+1 , da die beiden Zufallsvariablen
( 3 ) (———3———)

natiirlich nicht unabhdngig sind.

Bei der Herleitung dieser Verteilung gehen wir nochmals
aus von unserem urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsmodell.
Eine Stichprobe vom Umfang n nehmen wir an als Realisatio-
nen von n unabhdngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-
blen X., welche auf einem uns in der Regel nicht bekannten
Wahrscheinlichkeitsraum Q definiert sind (wir koénnen fir
unsere Belange immer Q ¢ R annehmen).

X.: 8 *R
J

Die xj sollen alle die gleiche streng monotone Verteilungs-
funktion F_, (xX) besitzen mit

x]
F, : R ~ [0,1]
X3
und ij(X) = p({w: Xj(m) < x})

Betrachten wir nun die Abbildung
u.: Q@+ [0,1
j [0,1]

Uj(w): = ij(Xj(w))
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so haben diese neuen Zufallsvariablen Uj die Verteilungs-
funktion

Fy (@) = p{w: Uj(w) <a}l) = p({w: Fx‘(Xj(w)) < al) =

J J

]
o]

Pllo: X, (W) 5F;;(a)}) - ij(F;;(a))

fir a € [0,1]
und
Q@ < O Fuj(a) =0

a > 1= Puj(a) =1

Zusammen mit Satz 31,3 aus Bauer (5) haben wir folgendes
Ergebnis:

Die U, sind unabh&ngige, im Intervall [0,1] gleichver-
teilte Zufallsvariablen.

Wir bezeichnen die order-statistics von U1, veey Un mit
U(j)' j =1, .e., n und definieren:

Uk,n: = U(k) aus einer Stichprobe vom Umfang n

Uk+s,n+m: = U(k+s) aus einer Stichprobe vom Umfang n + m.
Nun hilft uns ein Ergebnis von M.M. Siddiqui (47), S. 417 ff,

der die gemeinsame Verteilung von U und U be-

k,n k+s,n4m
rechnet hat.

Es gilt:

(2.59)
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fUr 0 < u<v< 1:

I
~

)(u.V)

=1] {m] [n+m-k-3j
f . n(n+m-k-s+1)[n_ ][.]{ . ]-
(Uk,n'Uk+s,n+m j=0 k=1}{3j{ s-3-1

. uk+j—1 (v_u)s-j—1(1_v)n+m-s-k

fir O cu=v < 1:

£ (u,v)

- n[n-1] [m] GK*+5-1 gy ntm-k-s
k,n’' “k+s,n+m)

k-1) s

fir 0 < v<uc< 1:

m ) ‘
-1 m) tk+3-1 n+m-k-j
. (u,v) = Z n(k+s)[n_ ][.][,_ i )(1-u)
Uy, niUk+s,nem’ j=s+1 k=1j{3/3-s-1
,(u_v)j-s—1‘vs+k-1

flr u, v < 0 oder u, v > 1:

£ . (u,v) = 0
(Uk,n’Ukts,n+m

Un (2,59) auf unsere Situation anwenden zu k&nnen, setzen

wir
n = n,
m = n,
. = n1+1

2
i}
2
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Die Zufallsvariablen Xj haben nun alle die gleiche Ver-
teilungsfunktion:

F(x) = % + % arc tan (x-u) fir - < x < », y € R

und gleiche Dichte beziiglich des Lebesque-MagBes.

1=

£(x) = b fiir -= < x < » , 4 € R

1+ (x~-u)

Dann gehen wir aus von (2.64) und definieren die Abbildung

g: RZ -’Rz

-1
[u] F (u) X1
-> -1 =
v F~l(v) X,
und erhalten nach dem Transformationssatz:

£ (%,,%,) = £(x,)£(x,)*
Xy nXes, nem) V2 1 2

o« £ (F(x,),F(x,))
(Uk,n'uk+s,n+m) 1 2

mit £(x) bzw. F(x) der Cauchy-Verteilung.

Damit ergibt sich flir die gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
dichte der Zufallsvariablen X[n1+n2J und X{h1+n2+1]

2 2
(2.60)
FUr -o < x1 < Xz < o n2
. ’2;"1[ n +n,+1 ny-1
X . X (x1,x2) = . n1
n1+1 ! n1+n2+1 j=0 2 n,-1
(=)«

2 ) 2



- 85 -

n1-1

. n,=-1 n
- . 2 .
n2 5 +n2 J 12 + 3 7-3_1
N F(x,) s (F(x,)-F(x,))
3j n, 1 2 1
..E__j..<|

n1+n2-1

2 .
* (1-F(x,)) -£(x,) f(xz)]

fiir - o < x1 = x2 < @
— n1+n2-1
1 n, 5
£ (x.,X,) =n F(x,)
X 43X n.+n.+1 1772 1 n.=1117 1
2 (52 A2
2 2 2
n1+n2-1
C-F(xy)) 2 e (Exgn?
fﬁr-ea<x2<x1<°°:
n n -1
. xy = 22 [n nytn,+1i
. ’ = -
X n1+1 iX n1+n2+1 1772 n, 1 2 n, 1
( 3 ) ! 3 ) = + 1 2
n, -1 n
n, ~1 2
n, 2 Y3 5— + n,~3 it = -
3 n, (1-F(x1)) (F(x1)-F(x2))
-5 -1
n1+n2—1
2
F(x,) £(xq) *£(x,)]

F(x) und £(x) in (2.60) sind Verteilungs- und Dichte-
funktion der Cauchy-Verteilung.

Mit (2.58) und (2.60) lassen sich nun alle Wahrscheinlich-
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keiten zur Berechnung der Operationscharakteristik sowie
des durchschnittlichen Stichprobenumfangs ermitteln.
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2.3. k-stufige Verfahren

SchlieBlich wollen wir in diesem Paragraphen die Ausfiih-
rungen von 2.2.1 und 2.2.2 auf den k-stufigen Fall ver-
allgemeinern.

Die Situation ist wie die gleiche wie in 2.2. Eine Wa-
renpartie wird angeliefert, ein stetig verdnderliches
Merkmal liegt vor und der Lageparameter p der zugrunde-
liegenden Verteilung ist unbekannt. Der Kontrolleur soll
uberpriifen, ob ein Sollwert (etwa u = uo) eingehalten
oder ob dieser Sollwert nicht unterschritten wurde (Ho:

H > uo). Die endgiiltige Entscheidung iliber Annahme oder
Ablehnung der Warenpartie wird jetzt aber unter Umstdn-
den erst nach k-maligem Ziehen einer Stichprobe getroffen.

Bevor wir jedoch das mathematische Modell fiir die Verall-
gemeinerung von (2.42) - (2.44) herleiten, fiihren wir
einige Bezeichnungen zur vereinfachenden Schreibweise ein.

(2.61) Definition

(1) Stichprobenumfénge Nyreoerdy mit ny >1 firi=1,...,k
(2) Ni: = n, +...+ ny fir i = 1,...,k
(3) Stichprobenrdume S

iER' i=1,...,k

(4) Entscheidungsré&dune Di mit

Di: = {dol d1l d2}

do = Annahme d. Partie

d1 = Ablehnung

d2 = Ziehung einer weiteren Stichprobe vom

Umfang n,

i+ und Anwendung von wi+1
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fir i = 1,...,k-1

und
Dk: = {dold1}

(5) Nullhypothese H_ , Gegenhypothese H, mit H N H, = ¢
Die Stichprobenrdume si"“'sk—1 werden wieder jeweils
in drei disjunkte Teilmengen zerlegt, ndmlich in

den Annahmebereich der i-ten Stufe Afi)

den Ablehnungsbereich der i-ten Stufe Aéi)

(1)

den Indifferenzbereich der i-ten Stufe A3

3.
wobei gilt: U AJ@” =5, =1,k
j=1

Auf der k-ten Stufe muB8 auf jeden Fall eine Entscheidung
zugunsten Ho oder H1 getroffen werden, deshalb entfillt
hier der Indifferenzbereich und Sk wird nur zerlegt in

x k k k k k
A})undAé)mitAf)UAz()=s undA1()nA2()=¢.

k
Als Teststatistik auf der i-ten Stufe verwenden wir wie-
der eine Schdtzfunktion, welche alle vorhergehenden Stich-
probeninformationen beinhaltet und bezeichnen sie mit
TNi(i). TNi(g) ist eine Abbildung von R'i in R.

Jetzt kbnnen wir ein k-stufiges Verfahren als ein System
von Abbildungen @5 definieren.

(2.62) Definition

Sei fiUr L = 1,...,k-1



d
o
@ (T (X)) = 9d,
i
d2
und
do
wk(TNk(§)) =
d
1
so daB gilt:
(2.63)
i
p ({o, =d,}) +
W =2

Als graphische Veranschaulichung haben wir folgendes
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fir

fir

fir

fir

fir

Py

TN'(x1,...,xN.)
1 1
Ty, Rqreeerxyg )
1 1

)

Ty (Xoreee,X
Ni 1 Ni

Ty (Xapeeey )
N, "nk

T, (Xageoey )
N, X xNk

i-1

j=1

fir alle u € Ho

(1)
€A,

(1)
€A,

(1)
€ A3

(k)
€ A1

(k)
€ A2

n {wj = d,in{e; = d1}] <a

Schaubild:
'
-’ZN, ;(Nz "ZN.
mf '
E A1 A(:) )
4 1
s g
Ty
RO (€3] ..
A ,
| i
v (%)
A
o) (2) 2
EAE E A, P
N, N, N3 Ny

Nach der ersten Stichprobe von N, = n,

Stick gelangen
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wir zu keiner Entscheidung, falls in € A§1) resultiert.

Dann wird eine zweite Stichprobe vom Umfang n, gezogen

und das arithmetische Mittel aus N2 = n, + n, Stiick er-

rechnet. F&d1lt dies in den Bereich A;Z{ so wird weiter-
geprift. Die endgliltige Entscheidung f&llt auf jeden Fall
auf der k-ten Stufe.

Die Operationscharakteristik des Tests l&8t sich als
Wahrscheinlichkeit der Annahme angeben als:
(2.64)

L(y) = pu({w1 = do}) + pu({‘01 = dz}n{np2 = do}) +
+ pu({w1 = dz}n{m2 = dz}n...n{mk_1 = dz}n{wk =d.h

k i-1
= Pu({(&‘" = do}) + 1£2 pu(jg1 {(p] = dZ}n{wi = do))

Der gesamte Stichprobenumfang n ist im k-stufigen Fall
fiir k > 1 eine Zufallsvariable mit den Ausprdgungen N
N2""'Nk' Sein Erwartungswert ist:

1°

(2.65)

ASN = E (n) =nq + p{e; = d,})-n, + ptleoy = dylnle, = d, -

L TE P p({w1 = dz}n...n{wk_1 = dz})-nk

k-1 i
=n, + ) p(.g

D= d.}) e
2L 3_1{w3 21 eny
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Nach dieser theoretischen Herleitung des k-stufigen Ver-
fahrens mit Operationscharakteristik und durchschnitt-
lichem Stichprobenumfang, legen wir nun wieder konkrete
Verteilungen fir das untersuchte Merkmal zugrunde. Als
erstes beschdftigen wir uns mit Merkmalen, die einer
Normalverteilung mit konstanter Varianz cg gehorchen.
Die Klasse P von Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist
also die gleiche wie unter 2.2.1, interessant ist die
Nz)
mit £ = 1,...,k. Hierzu beweisen wir eine Verallgemeine-

gemeinsame Verteilung der Zufallsvektoren (iN ,...,i
1

rung von Lemma (2.53).

(2.66) Lemma:

Sei i < j

X1, X2,..., XN. unabh., identisch verteilt mit Exi =y
und Var Xi = 1J

. ,‘;1
= = X
Ny TR
N.
- 1 J
XN =5 z X,., dann gilt
j j r=1
Ni
Korrelationskoeffizient pij = 5
b]

Beweis:

Wir zerlegen wieder iN (i < 3j)
J

N, N.
X ) Zl X 23 X
= + =
XNj Nj r=1 * r=N +1 r



Cov (Xy +Xy ) = E(Xy *Xg ) - u’ =
i Ny iy
N N.-N.,  _ _
= E®) + L E® IEXR ) - P
j i 3 i 3

N N,-N
| 2 iio2 2
= 5§ (F-+uwh) + N u M

i j
Cov iN RN = ﬁl . Damit erhdlt man fir p:
1
N.
-—11—— ged.
/N, N,
i3

Lemma (2.66) liefert auch bereits die Verteilung des Zu-
fallsvektors (XN1,...,XN£),£ = 2,...,k . Wir erhalten
eine f2-dimensionale Normalver teilung mit E(XN ) = u,
i=1,...,2 und Varianz-Kovarianzmatrix

L .
N.l N2 Nl
Ml=° .
I |
Ny Ny
Daraus folgt:
_ 1 -1/2 1
(2.67) £ (xN ,...,le = ?;;7177 (det Mz) exp 5
1 ;N LY
- - - 1: ¢
(X =Uraoe -u)y M, |z i
N, 'le L%y = m

L
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Mit Hilfe von (2.67) lassen sich sdmtliche Wahrschein-
lichkeiten aus (2.64) bzw. (2.65) bestimmen. Aus dem
Aufbau des Tests uné der Form von (2.67) ersieht man je-
doch, daB der Anwendung des k-stufigen Tests in der
Praxis Grenzen gesetzt sind, da man komplizierte Inte-
grationen fir eine Vielzahl von Parametern durchfiihren
und tabellieren miiBte., Bestimmt man auch hier Konstante
Ugr Vap eee wie im zweistufigen Fall, so kann man
z.B. nachpriifen, daB zur Berechnung des durchschnittli-
chen Stichprobenumfanges

k‘i'l i

ASN = n, + p,(n {o.=4,})n,.

1 j=1 ¥ j=1 3 2 i+1

bei der Ermittlung des 2-ten Summanden im zweiseitigen
Test {iber 2’1'.'1 Quader des R2 zu integrieren ist, was

erheblichen Aufwand erfordert. Ahnliches gilt fiir die
explizite Berechnung der OC-Kurve. Aus diesen Griinden
wird sich die Anwendung wohl auf zweistufige Teste be-
schrdnken oder man versucht, durch geeignete Wahl des
Stichprobenumfangs Vereinfachungen zu erzwingen.

Ebenfalls 148t sich das Verfahren fiir die Exponential-
verteilung ohne Schwierigkeit auf den k-stufigen Fall
ausdehnen. Die Transformation

g: Rl > Rl
% [ % )
n, n,
n n
1 = 2 =
M - X + — X
. N2 n, N2 n,
>
n n
- 1 = L =
X I X + st = x
\ nl nNk n1 N£ Yll
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und ansonsten v6llig analoges Vorgehen wie in 2.2.2 ver-

).
Ny

Diese werden aber sehr kompliziert, so daB fir praktische

schafft uns die Dichten der Zufallsvektoren (EN ,...,i
1

Anwendungen auch umfangreiche Integrationen erforderlich
sind. Deshalb erscheint eine detaillierte Darstellung
nicht sinnvoll und es wird darauf verzichtet.
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3. Gemischte Attribut-Variablen-Priifung bei normal-

verteilter Grundgesamtheit

3.1. Einstufige Tests bei einseitiger Toleranzgrenze

Bisher haben wir ausschlieBlich Prifpldne behandelt,
denen als TestgrdBe nur eine Abbildung des R™ in R zu-

grundelag, wie z.B. die Statistik X oder X . In

vielen Fédllen koénnen bei einem quantitativen Merkmal
aber noch Toleranzgrenzen vorgegeben sein, die zusdtz-
lich eine qualitative Einteilung in Gut-Schlecht er-
lauben. Dann stehen zwei TestgrdBen zur Verfligung,
nimlich die PriifgréBe der messenden Priifung, etwa X,
und die PriifgrdBe der Attributkontrolle, etwa die An-
zahl der AusschuBstiicke S. Zur Veranschaulichung be-
trachten wir zwei einfache Beispiele.

Beispiel 1:

Kleine Unterschiede in den verwendeten Materialien und
andere Faktoren bewirken Schwankungen im Gewicht eines
durch FlieBSbandfertigqung hergestellten Gerdts. Das ge-
naue Durchschnittsgewicht kennt man nicht, nur die
Standardabweichung von 0,4 kg. Jedes Gerdt wird in einen
Behdlter verpackt, dessen mittleres Gewicht 3 kg mit
einer Standardabweichung von 0,3 kg betrdgt. Man weiB
aus Erfahrung, daB das Gesamtgewicht des Gerdts in sehr
guter Ndherung normalverteilt ist mit schwankendem Mit-
telwert p und einer Standardabweichung von 0,5 kg. Die
Gerédte sind Exportartikel und dirfen im Zusammenhang
mit Zolltarifen h&chstens 16,2 kg wiegen. Gerdte mit
einem grdBeren Gesamtgewicht als 16,2 kg sind fir den
Export unbrauchbar. Die PartiegrdBe sei 1500 Stiick und
die Kontrolle jedes einzelnen Gerdts ausgeschlossen.
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Es muB also aufgrund einer Stichprobe entschieden werden,
ob die Partie fir den Export tauglich ist.

Beispiel 2:

Es wird eine Partie Draht angeliefert. Das den Abnehmer
interessierende Merkmal ist der Ausdehnungskoeffizient
bei Bruch. Es wurde mit dem Lieferanten vereinbart, daB
der Ausdehnungskoeffizient bei Bruch mindestens 20% be-
tragen soll. Die absolute untere Grenze ist fiir den Ab-
nehmer ein Ausdehnungskoeffizient von 15%. Unterhalb
dieser Toleranzgrenze sind die Drdhte filr ihn AusschuB.
Mit den MeBergebnissen einer Stichprobe soll entschieden
werden, ob die Partie angenommen oder als nicht den An-
forderungen entsprechend zurilickgegeben wird.

Aus diesen einfachen Beispielen ersehen wir, daB aus der
Stichprobe zwei Informationen gewonnen werden kdnnen.

Bei Beispiel 1 k&nnen etwa das durchschnittliche Gesamt-
gewicht der gepriiften Ger&te und die Anzahl der unbrauch-
baren Stiicke (= Anzahl d. AusschuBstlicke) ermittelt werden.
Entsprechendes gilt fiir Beispiel 2, Wir wollen nun ver-
suchen, eine Theorie der Testpldne zu entwickeln, wo beide
PriifgrdBen Verwendung finden. Wir sprechen dann von ge-
mischter Attribut-Variablenkontrolle. In der Literatur
wurden Pldne dieser Art bisher wenig behandelt. Einen
Ansatz finden wir bei Bowker and Goode (8 ). In dieser
Arbeit gilt das besondere Interesse wiederum der Herlei-
tung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen zur Berechnung
der Operationscharakteristik und des durchschnittlichen
Stichprobenumfangs bei mehrstufigen Verfahren. Dabei
setzen wir immer voraus, da8 die Grundgesamtheit der
Merkmale normalverteilt ist und untersuchen in beiden
Paragraphen 3.1 bzw. 3.2 stets die Hypothese Ho: TR TIY
gegenilber Hy: y > y (trifft etwa zu auf Beispiel 1),
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Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist also wieder eine
Zufallsvariable, die wir hier mit Y bezeichnen, mit
existierender Lebesque-Dichte

_x-w?
(3.1) 3
1 29, 2
fy, (X)) = ——— e g T <X <@ peR o) €R
Iu TT.G
YZnea

A . 2 :
wobei die Varianz oo bekannt sei.

Die fir das Problem in Frage kommenden Parameterwerte
u € R legen die Klasse P = {fy_u(x)} fest.
;

Wir ziehen eine uneingeschrédnkte 2ufallsstichprobe vom
Umfang n und betrachten ein gepriiftes Stilick als AusschuB,
wenn sein Merkmalswert eine gewisse Toleranzgrenze to
Uberschreitet.

'.A.a

DaB wir eine obere Toleranzschranke gewdhlt haben,be-
deutet keine Einschrankung, denn fiir eine untere Schranke
verlaufen die Uberlegungen vdllig analog.
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Bevor wir den Test explizit definieren, wollen wir noch
einige grundsdtzliche Vorbemerkungen zur gemischten
Attribut-Variablen-Priifung machen. In der Praxis erfor-
dert die Attributkontrolle in vielen Fdllen wesentlich
weniger Aufwand an technischen Einrichtungen und Pruf-
arbeit. Als Beispiel diene etwa das Merkmal "Brenndauer
einer Neonrdhre", wobei wir eine ROhre als den Anforde-
rungen entsprechend betrachten, wenn sie l&nger als

1000 Stunden brennt. Zieht man eine Stichprobe aus der
Produktion, so ist bei der Gut-Schlecht-Priifung die
Kontrolle nach h8chstens 1000 Stunden beendet, wdhrend
die Variablenkontrolle etwa zur Berechnung des arithme-
tischen Mittels den genauen MeBwert jedes einzelnen
Stiickes der Stichprobe erfordern wiirde. Dieser geringe-
re Aufwand geht allerdings zu Lasten der Trennschdrfe
der angewendeten Tests. Dies bedeutet, man ben&tigt fir
einen Test der Variablenkontrolle mit derselben Opera-
tionscharakteristik wie bei einem Test der Attributkon-
trolle einen wesentlich geringeren Stichprobenumfang.

Auf die ndheren Einzelheiten wollen wir an dieser Stelle
nicht eingehen. Aus der Anschauung wird dies v&llig klar,
wenn man bedenkt, da8 in den genauen MeBwerten der ge-
priften Stiicke der Stichprobe mehr Information steckt
als in der qualitativen Einteilung. Aus diesem Grunde
erscheint es wohl sinnvoll, eine Kombination von beiden
Testverfahren zu versuchen, die diesen Gesichtspunkten
Rechnung trdgt. Die eben ausgefiihrten Uberlegungen liegen
deshalb der Konstruktion der Tests der gemischten Attri-
but-Variablen-Prifung zugrunde. Wir werden also die Tests
so konstruieren, daB die Attributkontrolle bevorzugt
wird und in einigen Fdllen die Variablenkontrolle iiber-
haupt nicht erforderlich ist. Auf der anderen Seite wird
durch die Einbeziehung der Variablenkontrolle eine Herab-
setzung des Stichprobenumfangs bei einer vorgegebenen
Operationscharakteristik erreicht.
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1) Ausschuf der Stichprobe

A n
P= ] 2 mit
i=1
1 fir Yy > to
Zi =
0 firy; 2t i=1...n
t -u u_~u
2) z: = g ¢z =z ?
o )
n Y, -u
o " s -1 : __1i "o
3) Prifgrose X = o .2 X; mit X, = —
i= ]
H.-u Y. -p
o i
4) Xi: = X, + =
i i Uo °o
5) Ho: u < uo 51: u > uo

- A
Da wir beide Teststatistiken X und P verwenden, ist der

Stichprobenraum S das
Menge aller mdglichen
Der Entscheidungsraum

d

4,

kartesische Produkt von R und der

A
Ergebnisse von P, n&mlich {0,1,...,n}.
D enthdlt die beiden Elemente

Annahme der Partie

Ablehnung der Partie

Damit definieren wir unsere Entscheidungsfunktion .

(3.3) Definition:

Test w: S = D
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4, fir (§,%x) € {c + 1,...,n} xR
mit ¢(P,X) = (F,X) € {0,1,...,c) x (z,®)
d, fir (B,%x) € {0,1,...,c} x (-=,2]

Dabei sind die Grenze z und die Annahmezahl ¢ so einzu-
richten, daB gilt:

(3.4)

A= 2
pu({w(p,x) = d1}) <a fur u € H
a ist das Signifikanzniveau des Tests.

(3.5) Bemerkung

Fiir die praktische Durchfiihrung ist es zweckmdBig, die
Attributkontrolle zuerst durchzufiihren, denn der Test ist
gemdB unseren Voriiberlegungen so angelegt, daB bei einer
Realisation ﬁ > ¢ die Variablenkontrolle keinen EinfluB
auf die Entscheidung hat und sich in einem solchen Fall
eribrigt. Da in der Stichprobe bereits "zuviele" schlech-
te Stlicke gefunden wurden, wird die Partie abgelehnt.
Falls jedoch die Zahl der schlechten Stilicke in der Stich-
probe die Annahmezahl ¢ nicht lberschreitet, ist die Va-
riableﬂprﬁfung erforderlich.

Selbstverstidndlich ist es moglich, den Test ¢ dahingehend
abzudndern, bei einer besonders kleinen AusschuBquote die
Partie sofort zu akzeptieren und erst bei ﬁ > ¢ die Varia-
blenkontrolle durchzufiihren. AuBerdem sind auch weitere
Varianten mdglich, was etwa folgendermaBen aussehen konnte:

A
P < cy: Annahme

A

P > c,: Ablehnung (cq < cy)
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o>

<, < < cyt Variablenkontrolle:

tall

<z: Annahme

Edl

> z: Ablehnung

Dabei ist nur darauf zu achten, daB8 die GroBen Cqr Sy und
z fliir ein vorgegebenes a die Beziehung (3.4) erfillen.

Fiir welche dieser Varianten man sich entscheidet, h&dngt
natirlich ab vom jeweiligen Anwendungsfall.

Die Brauchbarkeit dieses Tests untersuchen wir jetzt wie-
der mit Hilfe seiner Operationscharakteristik. Untersucht
man die Ereignisse, welche zur Entscheidung do fihren, so
ergibt sich:

(3.6) LG = ] p ({F=1i}n(% < z})
o u

Durch die Einfithrung der Zufallsvariablen Xi sowie der

Grenze z, aus Definition (3.2) erhdlt man:

c -
(3.7t = [ p (B = 13n® < 2D
i=0

Zur Rechtfertigung dieses Schritts noch eine Bemerkung:

Die Zufallsvariablen Yi sind verteilt nach N(u,og), wobei

v nicht bekannt ist. Als Prifgr&Be verwenden wir nach MaB-
gabe der Nullhypothese HO: u < Mo die Zufallsvariable

z 1 7 Yi-uo z 1
X==- 71 . X ist fir u = u_ verteilt nach N(O,=).
n . 5] o n
i=1 o
Yi-uo
Die Xi = sind standard-normalverteilt fir u = Mo
)

jedoch nicht fir p # Vo Deshalb machen wir die Transfor-
mation

x!i: = x, + 0¥

1

1 4]
[e]
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Die Xi sind standardnormalverteilt und wir betrachten
ein Stick Xi als AusschuB, wenn sein Merkmalswert die

to—u

Schranke z, uberschreitet. AuBerdem sind die Er-

o -
eignisse (X < z} und {x' < z;} identisch. bas gleiche

gilt fir {X > z)} und {X' > 21}.

Die Schwierigkeit besteht nun darin, die Wahrscheinlich-
keiten auf der rechten Seite von (3.7) zu ermitteln, wo-
bei wir nach den eben gemachten Bemerkungen standardnor-
malverteilte Zufallsvariable voraussetzen diirfen. Jedoch
sind die Ereignisse {P = i} und {X' < z,} nicat unab-
hdngig, wie man sich leicht iliberlegt. Falls etwa {P = n}
eintritt, gilt fir z, < zo:pu(x' < z1) = O, Im weiteren
Verlauf des Kapitels 3.1 wollen wir diese Wahrscheinlich-
keiten herleiten und kommen nach der recht umfangreichen
Herleitung wieder auf Beziehung (3.7) zuriick und k&nnen
dann die Funktionsgleichung der Operationscharakteristik
exakt angeben.

Die Wahrscheinlichkeit pp({s = i}n{X' < 21})

A
1. Die Wahrscheinlichkeit pu({P

o}n{xX* < z,})

Hier betrachten wir die Situation, daB in der Stichprobe
kein AusschuB enthalten ist, d.h. kein gepriiftes Stick
iberschreitet die Toleranzgrenze tor wobei dxe Stichprobe
als Realisation von n unabhdngigen nach N(u,o ) verteil-
ten Zufallsvariablen aufgefaBt wird. Mit den vorangegan-
genen tberlegungen kdnnen wir das Problem zurickfithren
auf den Fall, daB n unabhingige standardnormalverteilte
Zufallsvariable vorliegen, die alle eine Toleranzgrenze
to’u

z, nicht Uberschreiten. Wir bezeichnen diese Zu-
o
fallsvariablen im Rahmen dieser Herleitung wieder mit

r(i = 1,...,1’1).
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Da die Ereignisse {(f = 0} unda (X < 21) abhdngig sind und
wir auch die bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht angeben
konnen, bendtigen wir zwei Zufallsvariable, deren Vertei-
lung wir einerseits kennen und mit deren Hilfe wir ander-
erseits die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse {ﬁ = 0}
bzw. {X < z, } berechnen k&nnen. Als eine der beiden Zu-
fallsvarlablen wahlen wir X. X ist verteilt nach N(O~-)
Flir die andere Zufallsvariable, welche das Ereignis

(ﬁ = 0} kennzeichnet, betrachten wir die geordneten Va-
riablen X(1),...,A( ) (vgl. hierzu Ausfuhrungen in 2.1.1.b)
und die Bedingung fiir das Ereignis {f = 0}. Es muB gelten:

X(n) z,

w W = X(n) - X< z, - X
L W+ X<z
(o]

Aus dieser Bedingung folgt, daB wir zur Beschreibung des
Ereignisses {B = 0} die beiden Zufallsvariablen W = X(n) -X
und X verwenden k&nnen. Die Verteilung der Zzufallsvaria-
blen X ist klar. Wesentlich mehr Aufwand erfordert die
Verteilung der Zufallsvariablen W. Bevor wir diese Vertei-
lung herleiten, wollen wir eine wichtige Eigenschaft der
beiden zufdlligen GrdBen W und X zeigen, namlich ihre Un-
abhdngigkeit.

(3.8) satz

x1,...,xn seien unabhdngige, standardnormalverteilte Zu-
fallsvariable und X(1),...,X(n) seien die entsprechenden
geordneten Variablen. Dann gilt:

X und X(n) - X sind unabhédngig.
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Beweis:

Nach Daly (13) gilt:
Voraussetzungen wie im Satz und sei
Yio= g(Xypeeerx))
eine Borel-meBbare Funktion mit der Eigenschaft

g(x1 tas e x, 4 a) = g(x1,...,xn) , a ER

Dann sind X und Y unabhingig.

Diesen Sachverhalt kodnnen wir direkt auf unser Problem
anwenden:

W= X(n) - X ist als Funktion von R® in R Borel-meBbar
und es gilt:

X(n) - X = max (Xi-x)

1<i<n
mit der Eigenschaft:
max (X, + a ~ + J(X, +a)) = max (X, + a - 1 (I X, + na)) =
i i n i i i n i

= max (X - X), d. h.

i
X und Xy ~ X sind unabhingig.
ged.
Im ndchsten Schritt wollen wir die Wahrscheinlichkeits-

verteilung von W ermitteln. Sie spielt auch eine Rolle
bei sog. "AusreiBer"-Tests (vgl. Nair (34)). #Man geht
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dabei aus von n unabhdngigen standardnormalverteilten

Zufallsvariablen. Die geordneten Variablen X(1),...,X(n)
haben dann die gemeinsame Dichte

1% 2
s 1 ox5.
245 T

n!
E (X qyreeesx, ) = —— e X <...5x
(1) (n) (v " (n (n)
Der Zufallsvektor . (X(1)"“’X(n)) wird nun einer
Transformation unterworfen; die Transformationsmatrix ist
das Produkt aus einer (nxn)-Diagonalmatrix B und einer
orthogonalen (nxn)-Matrix A. Wir bezeichnen den Bildvektor
mit Z und setzen
Z= BA}_(.(.)
Dabei ist die orthogonale Matrix
R 1 o Y R
V12 V2
S N B !
\,
i-1 i
. J(i-1)1 i
!
|
A = - 1 - 1 - 1 i g + i-te
Yi(i+1) /i(i+ 1) /AE+F) A+ "«\ | Zeile
: .. .o
- 1 l 1 n-1
Y{n=1)n n-1)n Y{n-T)n
A 1 1
/i /i /n

4
i-te Spalte
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und die Diagonalmatrix
(V2
Y23 o

o] Y(n=1)n

Um die Dichte des Zufallsvektors Z zu erhalten, berechnen

n
wir zunichst das Skalarprodukt | X

2
i=1 (1)

Bezeichnen wir die Transponierte einer Matrix M mit MT

und entsprechend das Transponierte eines Spaltenvektors

X mit §T, so gilt:

1 1

T _ =-1,- T, =1.-
X(') _).(.(.) = (A B _Z.) (A B E)

2 nst %y 2
= I %= 1 tomt

i=1

Da A orthogonal ist, gilt:



- 107 -

1]
-

|det A

Somit erhdlt man

|det (BA)| [cet B| =

(n-1)! vn

und fir die gemeinsame Dichte von (Z

f(z,,...,2_) = |det(B&)
1 '“n l (¥ZT)
n-1
- —yn
(/2am "

|'1 n!

n

k4

qreeee2p
n-1
% (
i=1

1 i 2
i‘i£1 Ten %

)

Um den genauen Definitionsbereich der Dichte von Z zu

finden, betrachten wir nochmals unsere Transformation

und sehen:

i
(3.9) (1) zZ, =iX, . .. -

Aus (1) und (2) folgt:

i+1
) Bygq = DXy - L X
k=1
= G4NX 500y 7 X

-1

X

(i+1)
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= (i+1)(&i+2)-x(i+1)) >0 fur i=1,...,n-2

B) Zy = X5 = X3y 20 ,  da X <X

= 7(2)

Mit (3) aus (3.9) ergibt sich flir den Vektor (2
die gemeinsame Dichte

1""'Zn)

n-1 22
-1,2_1 ) i
~ /a 2 'n 2 i=1 i(i+1)
E(zy,eerz) = —2—e
(v2m)

fir O i Z. € Je. < 2

-0 < z < ®
1 - = “n-1' n

z, 148t sich herausintegrieren und man erhdlt fir die

Dichte des Zufallsvektors (Z1""’Zn-1)
2
1 n-1 zi

/B 2 =1 i(1+1)

£(zy,ee0rz )=

,___
(]

sonst

Wir bendtigen jedoch die Dichte der Zufallsvariablen
X(n) - X = W. Vergleicht man mit (3.9), so sieht man

Zhog

n

W =

Zur Ermittlung der Dichte von Z,.Juissen wir die Randdichte
berechnen und f(z1,...,zn_1) iber ZyseeerZy o integrieren

i i < ‘e . Hi d
im Bereich O < 2z, 22,2 L2z, %z, 4. lierzu fihren

wir die von Godwin definierten G-Funktionen ein, welche
rekursiv definiert sind:
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G (x) =1
2
* T
Gy(x) = [ e G, (t)dt
0
: I
_ 2i (i+71),
Gy = [e G, (t)at

(0]

Jetzt konnen wir die Randverteilung von Zn_1 berechnen

und erhalten:

2
- n-1 Z, 1 Zn-2 z,
5 e 2(n-T)-n f e 2(n-2) (n-1) I e
vzt o 0
f(zn71)= dz1...dzn_2 fiir 0 <
[o] sonst
z2
= ——n-1__
n 2n(n-1), "
?75%;;:7 e G _q(z_q) fiir 0 < z
f(zn—1)
(0] sonst

Mit der Variablentransformation

ergibt sich als Dichte der Zufallsvariablen W:

n-1
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DX _
———EKE:T e 2(n=1) Gn_1(nx) fir x > O
wvzm™
(3.10) fw(x) =
o sonst

(3.11) Bemerkung

Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen W 1ld8t sich
leicht durch Integration von (3.10) berechnen. Es gilt
fir x > 0

X (rxw)2
n /n e 2n(n=1) ¢

o (vzm)™]

F(x) n_1(nw)dw

t2

»_ /m Zn(n-1),,
— T n-1
o0 (vZm)

(t)dt -Gn(nx)

(vzm) 1

Damit erhalten wir:

0 fiir x < 0O
Fulx) =

—7§é§337 Gn(nx) fir x > 0
(V2m

Nachdem wir nun Dichte- und Verteilungsfunktion der Zu-
fallsvariablen W = x(n) - X hergeleitet haben, betrachten
wir jetzt im letzten Schritt wieder das Ereignis

(X < 21}n{$ = 0}. Es gilt:
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p({X < z1}n{$ =0}) = p({X ¢ z, In{W + X < z,H
Man erhdlt
- 21
pUX < z,)n{f = 0o}) = ’i pUW <z = x|gz_ DdFg(x)

und wegen der Unabhdngigkeit von W und X (Satz (3.8))

z
pUR < zdnif =0h = [ pw <z

-

o x)dFi(x)

Beachten wir noch, daB8 der Integrand verschwindet fir

X > zZ,s SO ergibt sich:
min(z,,z ) nx2
(3.12)p({X < z,}n{P = o} / R S
. P Lz = = .
1 —o (/2—_")!\

'Gn(n(zo-x))dx

(3.13) Bemerkung

Die Herleitung obiger Wahrscheinlichkeit, da8 der Mittel-
wert X in ein bestimmtes Intervall f&llt, wihrend gleich-
zeitig kein Merkmalswert grdBer als die Schranke zg ist,
erfaBt auch den Fall i=n. {P = n} bedeutet, das alle
Stiicke der Stichprobe Ausschu8 sind, 4.h.

Zundchst kann man v6llig analog zu Satz (3.8) zeigen, das
X und i-x(1) unabhéngig sind-und auBerdem haben die Zu-
fallsvariablen X(n) - X und X - X(1) die gleiche Vertei-
lung, falls die Xi unabhdngig und standardnormalverteilt
sind (vgl. Nair (34), Grubbs (22)). Daraus folgt:
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z
p({X < 21}n{$ = n}) = [1 P (x-2z ) dF 3 (x)

-0

Fw(x-zo) wird gleich Null fir x < z und man erhdlt

fir zg < z,:

2
nx

==

(3.14) p({X < 21}ﬂ{P e Gn(n(x-zo))dx

N‘HN

(/7?)

o

Fir z, < z  sind die beiden Ereignisse (X < z,} und

A

{P = n} unvereinbar, die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
dann gleich Null.

- A
2, Die Wahrscheinlichkeit pu({x' < z1}n{p =i}), (0 < i < n)

Sei i eine fest vorgegebene Zahl aus der Menge {1,...,n-1}.
Wir betrachten jetzt die Situation, daB n-i Merkmalswerte

mmmub%r%MMmzomdimmmbwmewammvm
zq liegen, wobei wir n unabhdngige standardnormalverteilte
Zufallsvariable, deren Mittelwert wir fiir den Verlauf die-
ser Herleitung wieder mit X bezeichnen wollen, vorausset-

zen., AuBerdem definieren wir:

o fir X, <z

i )

Um bei der Berechnung der gesuchten Wahrscheinlichkeit
die vorherigen Ergebnisse anwenden zu kdénnen, machen wir
zundchst einige Uberlegungen iiber das Zustandekommen des
Ereignisses {X < z1}n{$ =1i}.
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Um genau i AusschuBstlicke in der Stichprobe zu erhalten,
muB folgendes eintreten: Genau i der n unabhdngigen
Stichprobenvariablen X1,...,Xn miissen gr6Ber als die
Schranke Zq ausfallen, etwa Xk ,...,Xk . Hierzu gibt

1 i
es (2) Mbglichkeiten. Flir eine beliebige Kombination

xk;,...,xk. _ und X 1,...,Xk bezeichnen wir die arithme-
n-i
tischen Mittel bzw. die Anzahl der AusschuBstiicke mit
2, %) paw. B, B zunsenst gile fur alle ()
Moglichkeiten
sz _ n=i s(k) i z(k)
X =% * 3%

und auBerdem gilt:

X < zpniB=1) = v{&&), &%) e apn(B{R) = 0, 8K - )
k

(k) A (k)

29 e anp{®) < o,
= i} und einem noch zu bestimmenaen geeigneten A c R™,

mit ( ) disjunkten Ereignissen {(X
A(k)

Wir haben also die Gesamtstichprobe aufgeteilt in (2)
Paare von unabhdngigen Unterstichproben, wobei die erste
keinen AusschuB und die zweite nur AusschuB enthdlt.

In einem weiteren Schritt berechnen wir nun die Wahrschein-

lichkeiten der Ereignisse {(X(k),x(k)) € A}n(P(k) = 0;
Aék) = i}. Zundchst gilt:
pUXP X € apnBlR) =0, B0 =iy = p|(BIR) < o,
A
alk) _ .
P27 =i} _ - dF — (k) (Xqr%5)
2 :k) - x1'x(k) - x, i}k)xék) 17%2
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(k) (k)
=[plx . <z,X >z | dF (xq,%
A (n-1) o! (1) ° 200 g ) gz 1172
1 172 2 1 2
k
wobei Xzili) aus xki'...lxkﬁ—i und XE1; aus Xk1,...,xki
zu bilden ist.
) (k) (k) 3 (k)
Mit W =X, ., =X aus X, s...,X
1 (n-41) 1 k% kﬁ-i
(k). _ gk} _ (k)
w2 ;= x2 x(1) aus xk1”"’xki

ergibt sich

p{ & xFe apnB M= 0,8{= i = | p[W§k’ <z, - x

1
2 A 1
(k) _
f2 C % z°|-(k) = (k) ]dFi‘k’i“‘)(x"xz)
x1 = x1,x =X, 1 2

Nun gilt aber:
1. _;k) ist unabhdngig von wfk), iék) ist unabhdngig von
wék) (vgl. Satz (3.8))
2. i{k) und iék) sowie wfk) und wék) sind ebenfalls unab-

hdngig, da die entsprechenden Gr&Ben aus zwei verschiede-
nen unabhédngigen Gruppen von 2Zufallsvariablen gebildet
werden.

Somit sind alle betrachteten Zufallsvariablen voneinander
unabhdngig. Daraus folgt:

= (k) (k) (x)_ (x)_ |
PL(Xy Xy e A}n{ﬁ1 = o,ﬁz =i}
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x2-zo) daF

= F ,.,(z =x,)F ( _ _ (X,,%,)
i W:K) o "1 wék) (k)Xék) 1772

Xy

Die Verteilungsfunktionen von wik)

und Wék) hdngen nur ab von
n-i bzw. i (siehe (3.10)) und damit nicht von k. Ebenso
hdngt F_(k)_(k)(x1,x2) nur von n-i bzw. i ab. Es gilt

2

wegen der Unabhdngigkeit von X(k)

= (k)

und X2 (siehe oben 2.).

sy, 2 2
(n 1)t1 itz

x = T2
- ]1 j‘z l’/‘- e

-

Tz

dt. dt

F_ _ (x,,%x,)
X(k)xék) 1772 2771

Beriicksichtigen wir auBerdem noch, daB ganz allgemein bei
m unabhdngigen standardnormalverteilten Zufallsvariablen
die beiden Zufallsvariablen X(m) - X und X - x(i) die
gleiche Verteilung besitzen, so erhalten wir schlieBlich
fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

(3.14)

PUX < zI0(F = i1=(] Gy ((n=1) (z-x4)) »

(n-i)xf ix

© G li(xyz)) e 2 2 ax,dx

mit einem geeigneten A c Rz. Diesen Integrationsbereich
wollen wir jetzt im letzten Schritt ndher bestimmen:

Es gilt:

(1) X

A
N

= n-i =
(2) x =21 g fir alle k=1,...,(})
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Daraus ergibt sich fiir das Integrationsgebiet A:

2 n-i i
A= {(xy,%,)€ R": == x, + = x, < z1}
Beachten wir noch, daB der Integrand auf der rechten Seite
von (3.14) verschwindet fir x; > zg und X, <z, so folgt:

(3.15)

2 nz ~ix2
A = {(x1,x2)€ R%: x, < min(z,

Y, X, > 2z}

n-i 2 =~ %

Zur Ubersicht fassen wir die Ergebnisse der gesamten Her-
leitung nochmals zusammen.
(3.16) Satz:

Seien x1,...,xn standardnormalverteilte, unabhdngige Zu-
fallsvariable und

- 4 B
X=p 1 x5
i=1
n
P = 1 2,
i=1 "
1 fir X >z,
nit Zi =
0 fiur x; <z,
Dann gilt:
(a) z, <z, R
2 _nx
p({X < 21}n{$ = 0}) = T n__. 2 G_(n(z -x))dx
—o (m)n n o

p({X <

A
N
-
(-
=]
-~
o>
|
=]
i
n
le
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1 L2 2
: =5 ((n-1)x,+ix5)
b i(n-1i) 2 1 2
(X < z0n{f = 1) = [ 22E=L ¢ .
PHE = %1 A (/20"
-Gn_i((n—i)(zo-x1)) Gi(i(xz-zo))dx1dx2

mit A aus (3.15)

i=1,2,...,n-1

b) z, < z4

z §nx2
- A o n 2
p({X < z,}n{P = 0}) = —_— G_(n(z_-x))dx
1 _1 (/2——“)11 n o]
nxz
% A Do % g (n(x-z.))d
p({X < z,}n{P = n}) = —— e - X
1 z, (/Z)" n °
1 L2 22
_ s =5@n-i)x7 + ixo)
PUR < z dnp = 1)) = [ 2B=E) o 2 v
A (/2m)

Gn_i((n-i)(zo-x1))~Gi(i(x2—zo))dx1dx2

mit A aus (3.15)

i=1,2,...,n-1

Nach dieser doch recht umfangreichen Herleitung kommen
wir jetzt wieder auf unser urspriingliches Problem zuriick
und betrachten den Test ¢ von (3.3). Mit Satz (3.16) sind
wir nun in der Lage, die Operationscharakteristik des
Tests ¢ exakt anzugeben. Nach (3.7) gilt:
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¢ A -
L) = § p ({F = i}n{X' < z,})

. Y -

i=0
Die einzelnen Summanden auf der rechten Seite dieser
Funktionsgleichung lassen sich nun mit Satz (3.16) be-
rechnen, wenn man dort X' statt X setzt. Die Abhingig-
keit von u kommt dadurch zustande, daB die Grenzen z,

und z, Funktionen vom wahren Parameter u sind
to-u \—IO"\J
und 24 =z + o ).

] 00
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3.2. Zweistufige Tests bei einseitiger Tcleranzgrenze

Auch bei der gemischten Attribut-Variablen-Priifung ist
es moglich, das Verfahren von 3.1 zu erweitern und zwei-
stufige Tests anzuwenden. Hierfilir gibt es allerdings
viele MYglichkeiten, je nachdem, ob die Attribut- oder
die Variablenkontrolle im Vordergrund der Interessen
steht. Ein solches zweistufiges Verfahren wurde von
Bowker and Goode (8) vorgeschlagen, wobei jedoch die
Operationscharakteristik nur ndherungsweise ermittelt
werden konnte. Wir wollen diesen Test in der mathema-
tischen Theorie entwickeln und k&nnen dann auch die
Operationscharakteristik exakt angeben. AuBerdem werden
wir noch ein weiteres Testverfahren vorstellen, welches
nach unserer Auffassung flir praktische Anwendungen bes-
ser geeignet ist.

Wir Ubernehmen s&dmtliche Voraussetzungen aus Kapitel

3.1 und gehen aus, wie stets bei zweistufigen Verfahren,
von einer Stichprobe vom Umfang n, und falls wir in der
ersten Phase zu keiner Entscheidung gelangen, ziehen
wir noch eine weitere Stichprobe vom Umfang n,. Die An-
zahl der AusschuBstﬁcke der ersten Stichprobe Dezelch—
nen wir mit P1, die der zweiten Stichprcbe mit P2 Der
GesamtausschusB P setzt sich dann zusammen aus der Sunme
von 61 und 52. Die PriifgrdBfen der Variablenkontrolle

seien X bzw. X_ , wobei gelte:
n, n,

X, = Yi-u

i [¢]

o

fir alle i

und Yi wie in 3.1 verteilt ist nach N(u;ci). Wir testen
die Hypothese Ho: M < B, gegen u1: u > My
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AuBerdem sei:

1) Entscheidungsraum D : = {do,d1,d2} mit
do = Annahme d. Partie
dy = Ablehnung d. Partie
d2 = Ziehung einer 2. Stichprobe

vom Umfang n,

2) Entscheidungsraum D,: = {do,d1}
Nach diesen einfihrenden Definitionen k&nnen wir den
Test, der von Bowker uné Goode beschrieben wird, angeben.

(3.17) Testplan w(1)

Die Stichprobenrdume der beiden Stufen sind

S1=R

S, = {0,1,2,...,nq%n,)

und der Test ®(1)

(1)

wird festgelegt durch die beiden Ab-

und w(1), wobei X als Teststatistik fir
2 n

1
A
die messende und P als Teststatistik fiir die Gut-Schlecht-

Prifung verwendet wird

bildungen @

(1),
@, : S1 + D

mit
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d fiir §n € (-w=,2z)

d fiir §n1 € (z,%)

a, fur e {0,1,...,¢c)

mit w§1)($)

- .s A
dy fir p € {c+1,...,n +n,}
z und die Annahmezahl ¢ sind dabei so zu wdhlen, daB
pu({w2 =d4h) < a Vou € H,

fir ein vorgegebenes Signifikanzniveau O < a < 1 erfiillt
ist.

(3.18) Bemerkung

1. Selbstverstdndlich ist die Grenze z sowie die Annahme-

zahl c bei Test w(1)

in (3.17) eine andere als beim Test
® in (3.3). Jedoch um unndtig viele Bezeichnungen zu ver-
meiden und aufgrund ihrer gleichen Bedeutung verwenden
wir fir diese GrdBen in allen Tests in Kapitel 3 die sel-
ben Symbole.

2. Man beachte, daB Test w(1) auf der ersten Stufe in
keinem Fall zur Ablehnung der Partie fiihrt. AuBerdem
spielt fir die Entscheidung auf der zweiten Stufe nur

der GesamtausschuB aus beiden Stichproben eine Rolle.

Mit den Ausflihrungen aus Kap. 3.1 kdnnen wir jetzt den
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Plan von Bowker and Goode vervollstdndigen und die Cpe-
rationscharakteristik exakt angeben.

H_—H H_—u
. [ o
Sei z, = z + — und X!: = X, + B
1 9 i i %
dann ist:
(3.19) (
= (1) _ 1) _ _
L(w) = pu({co1 = do}) + pu((w2 = do}) =
® noe §OT e yef, = 1)) -p (B
=p, ({X} < z,}) + p, ({X_ > z.,1In =i})+p ({P, =
H n, 1 i=0 j= '] n, 1 1 Y 2

Hierbei gilt:

n1x2
1. p (X <z, = 7‘—'/3——% 2 ax
Lo 1 -> /27

2. pu({§;1 > 21}0{31 = i}) kann ganz analog zu Satz

(3.16) berechnet werden.

n n-j
3. pu({ﬁ2 =3 = {jzl 03 (1-9) 2

to-u
mit 6 = 1 - @(zo) B z, = oz

Die Berechnung des durchschnittlichen Stichprobenumfangs

ASN bendtigt nur die einfach zu berechnende Wahrscheinlich-
(1) _ .

keit pu((w1 = d,}). Es gilt:

(3.20)

ASN = Bu(n) =n, + pu({xn1 > 21}) © n,
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Zu dem Priifplan von Bowker and Goode wollen wir noch
anmerken, daB er in der ersten Stufe des Tests nur die
messende Prifung und im zweiten Schritt ausschliegflich
die Attributkontrolle beriicksichtigt. Dies bedeutet,
die Variablenkontrolle ist bei diesem Verfahren unum-
gédnglich, was jedoch weniger wiinschenswert ist, da die
Variablenpriifung, wie bereits an friiherer Stelle erl&du-
tert, in der Praxis stets mit erheblich gr&Berem Auf-
wand verbunden ist als die Attributkontrolle. Aus die-
sem Grunde stellen wir zum AbschluB noch ein weiteres
zweistufiges Verfahren vor, welches auf der ersten Stufe
der Attributkontrolle den Vorzug gibt und auBerden so
angelegt ist, daB die Variablenkontrolle sich in vielen
Fdllen eribrigt.

(3.21) Testplan w(Z)

Sy = {0,1,...,n1}
S, = Rx {O,1,...,n1+n2}

A
Als TestgrBe werden in der ersten Stufe P1, in der zwei-
A A A -
ten Stufe sowohl P = P1 + P2 als auch Xn verwendet.

Ho: H<wu

~

m
.
=
v
=

o 1° o

(2)

Der Test ¢ wird wieder definiert durch die beiden Ab-

bildungen w§2) und wéz)
(2)
@1 : S » D1
a, fur B, € (0,1, 00004}
. (2 "
mit o, )($1) = <4, fir 51 € {c, + 1,...,n4}

[d2 fir B, € {eg + 1heiicyl)
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a fir (B, )€{0,1...,c}} x R
2

AT ' v —
) a (p,xn )E{c1 + 1,...,c2} X (==,z])
9, (p,xnz) = 9

+n2} x R

a fiir (S,Qn yeleh + 1,..uym,
2

| <§,§n2)e{c; +1,...,0h) x(z,®)

Um ein echtes zweistufiges Verfahren zu erhalten, setzen
wir in Bezug auf die Annahmezahlen voraus:

t ' J
€y <cy ey gLy enu {0}

1
€1,27¢1,2

AuBerdem muB fir ein vorgegebenes Signifikanzniveau
0 < a < 1 die Bedingung
(2)_ (2) _ .
pu((¢1 = d1}) + pu((wz = d1}) <a fir alle y € H

erfiillt sein.

(3.22) Bemerkung

Werdeﬁ in der ersten Stichprobe bereits zu viele schlechte
Stiicke gefunden, so wird die Partie sofort abgelehnt. Auf
der anderen Seite wird sie auch sofort akzeptiert, falls
die Stichprobe "gut" ausgefallen ist. ZweckmdBigerweise
wird man bei praktischen Anwendungen die Attributkontrol-
le zeitlich zuerst machen, da auch in der zweiten Stufe
die exaktere aber aufwendigere Variablenkontrolle erst er-
forderlich wird, falls sich ein GesamtausschuB zwischen

c; und cé realisiert. Da die Stilicke der ersten Stichpro-
be in der Praxis in einigen F&dllen nicht mehr verfligbar
sind, haben wir nur das arithmetische Mittel der zweiten
Stichprobe als Priifgr6Be der Variablenkontrolle herange-
zogen.
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Die Operationscharakteristik des Tests erhdlt man wieder
als Wahrscheinlichkeit der Annahme in Abhdngigkeit vom

wahren Parameter u. Es ergibt sich:

(3.23) min(c!,c,) c!-i
<, 1772 1
L) = ['p (B, =1+ ] I p, (B =10 -
i=o i=cq+1 3=0
¢, cl-i
. A
b, (B, = 30 + ] ) p, (B, =11 -

i=c1+1 j=max(0;c;+1-i)

A -
. = 5}n{X’
pu({P2 Jln‘knz <z,h)

Die Wahrscheinlichkeiten auf der rechten Seite von (3.23)
lassen sich wie folgt ermitteln:

n n,-i
{.1] ol (1-0) !

1

L}

1. p, (B = 1D

to-u

mit 8 = (1-¢(z)), z_ =

L]

A ny 3 n,-j
=3 . 6 -6
p, ({P, = 3}) [J ] (1-6)
mit 6 w.o.

A -
2. pu({P2 = j})n(Xn2 < 21} 148t sich wieder mit Satz

(3.16) berechnen, wenn man dort X durch i; und n durch
n2 ersetzt.

Der durchschnittliche Stichprobenumfang ist auch bei die-
sem Test einfach zu ermitteln, es gilt:
€2

sty 1 p (B =)

(3.24) ASN = E (n) =n
4 i=c1+1
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AbschlieBend zu diesem Kapitel sei noch erwdhnt, daB
die beiden vorgestellten Testverfahren selbstverstdnd-
lich nicht die einzigen sind, die flr dieses Problem
existieren. So kann man beispielsweise die Reihenfolge
der Attribut- und Variablenkontrolle in den einzelnen
Stufen vertauschen, was jedoch fiir die Zwecke der An-
wendung nicht so glinstig erscheint, oder man kann in
den einzelnen Phasen unter Verwendung der gleichen Prif-
gréBen andere Entscheidungen treffen, so daB etwa die
Partie in der ersten Stufe in keinem Fall angenommen
wird, etc.

Die Grenze z und die Annahmezahlen unterliegen nur der
Nebenbedingung, daB8 es sich um einen Test zum Niveau o
handeln mu8. Man kann sie eindeutig festlegen, indem
man wieder zus&tzliche Forderungen an die Operations-
charakteristik oder an den durchschnittlichen Stich-

probenumfang stellt und auf diese Weise filir den jewei-
ligen Anwendungsfall gewlinschte Eigenschaften erhdlt.

Weiterhin sei noch bemerkt, daB wir nur den Fall einer
oberen Toleranzgrenze betrachtet haben. Es ist jedoch
ohne gr&Bere Schwierigkeiten mdglich, diese Uberlegun-
gen auf den Fall von Tests mit einer unteren Schranke
zu lbertragen, etwa fir die Hypothese_HO: b2 H, gegen
Hys po< uge Der Aufbau der Verfahren verlduft dabei
analog und auch die erforderlichen Wahrscheinlichkeiten
lassen sich v6llig entsprechend herleiten.
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