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0. EINLEITUNG 

S t a t i s t i s c h e K o n t r o l l v e r f a h r e n e r l e b t e n i n i h r e r Anwen­
dung den größten Aufschwung während des Z w e i t e n W e l t k r i e ­
ges i n d e r militärischen Rüstungsindustrie d e r USA. Doch 
s c h o n im J a h r e 1931 wurde d i e S t a t i s t i s c h e Qualitätskon­
t r o l l e im Buch von She w h a r t "Economic C o n t r o l o f Q u a l i t y 
o f M a n u f a c t u r e d P r o d u c t s " v o r g e s t e l l t . I n den europä­
i s c h e n Ländern m i t Ausnahme von E n g l a n d f a n d d i e Q u a l i ­
tätskontrolle e r s t ab etwa 1950 Anwendung. Heute gehören 
i h r e V e r f a h r e n zu den gebräuchlichen Methoden e i n e s j e ­
den größeren B e t r i e b e s . S i e b e i n h a l t e n d i e F e s t l e g u n g 
und Überwachung des Qualitätsniveaus nach f e s t s t e h e n d e n 
Normen, R i c h t l i n i e n d e r U n t e r n e h m e n s l e i t u n g und V e r e i n ­
b a r u n g e n m i t dem Abnehmer. 

I n d e r N a c h k r i e g s l i t e r a t u r e r s c h i e n e n dann auch z a h l r e i ­
che M o n o g r a p h i e n i n d e u t s c h e r S p r a c h e , d i e s i c h im we­
s e n t l i c h e n nach z w e i R i c h t u n g e n g l i e d e r n . Den überwie­
genden A n t e i l s t e l l e n d i e Werke für den P r a k t i k e r , d e r e n 
B e i s p i e l e e i n f a c h und b e t r i e b s n a h s i n d und d i e n i c h t n u r 
d i e s t a t i s t i s c h e n Methoden b e s c h r e i b e n , s o n d e r n auch P r o ­
bleme d e r Qualitätsfestlegung s o w i e d i e o r g a n i s a t o r i s c h e n 
F r a g e n b e i d e r Einführung d e r Qualitätskontrolle behan­
d e l n . H i e r wären ohne A n s p r u c h a u f Vollständigkeit d i e 
Bücher von N.L. E n r i c k ( 1 9 ) , S c h a a f s m a - W i l l e m z e (42) und 
Schindowski-Schürz (44) z u nennen. Für den a n d e r e n T e i l 
i s t e s das Z i e l , aus d e r S i c h t des T h e o r e t i k e r s , e twa 
des M a t h e m a t i k e r s , an Hand d e r w i c h t i g e n V e r f a h r e n d a r ­
z u s t e l l e n , w i e man für e i n gegebenes p r a k t i s c h e s P r o b l e m 
e i n s t a t i s t i s c h e s V e r f a h r e n a u f s t e l l t und d i e E i g e n ­
s c h a f t e n d i e s e s V e r f a h r e n s u n t e r s u c h t . I n d i e s e m Zusammen­
hang i s t etwa das Werk von Uhlmann (54) z u nennen. Wesent­
l i c h mehr G e s a m t d a r s t e l l u n g e n oder A r t i k e l i n den r e l e v a n ­
t e n Z e i t s c h r i f t e n f i n d e n w i r j e d o c h i n d e r e n g l i s c h s p r a c h i ­
gen L i t e r a t u r , s o z.B. Duncan ( 1 6 ) , D u d l e y and Cowden ( 1 5 ) , 
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J u r a n (28) und v i e l e w e i t e r e a n w e n d u n g s o r i e n t i e r t e Werke. 

I n d e r s t a t i s t i s c h e n Qualitätskontrolle l a s s e n s i c h z w e i 
H a u p t a u f g a b e n u n t e r s c h e i d e n ( v g l . Uhlmann (54) S. 82 f f ) : 

1. D i e K o n t r o l l e d e r Annahme und e b e n s o d e r A u s l i e f e r u n g 
v o n Waren ( E i n g a n g s - und E n d k o n t r o l l e ) 

2. D i e l a u f e n d e K o n t r o l l e e i n e r P r o d u k t i o n 

z u 1.: 

H i e r b e s t e h t d a s Z i e l d e r K o n t r o l l e d a r i n , für den Empfän­
g e r bzw. L i e f e r a n t e n z u prüfen, ob d i e Qualität d e r Ware 
den v e r e i n b a r t e n B e d i n g u n g e n e n t s p r i c h t o d e r daß s i e den 
zu s t e l l e n d e n A n f o r d e r u n g e n für d i e W e i t e r v e r a r b e i t u n g g e ­
nügt. Z u r B e u r t e i l u n g d e r v o r g e l e g t e n L i e f e r m e n g e n v e r w e n ­
d e t man Stichprobenprüfplane. D a r u n t e r v e r s t e h t man im 
a l l g e m e i n e n s t a t i s t i s c h e T e s t s und zwar A l t e r n a t i v t e s t s , da 
a l s E r g e b n i s d e r K o n t r o l l e d i e P a r t i e e n t w e d e r angenommen 
o d e r a b g e l e h n t w erden muß. Wegen d e r V e r l u s t e b e i f a l s c h e n 
E n t s c h e i d u n g e n s e t z e n f a s t a l l e Prüfvorschriften d i e s e r 
A r t e i n e n b e s t i m m t e n V e r l a u f d e r Gütefunktion bzw. O p e r a ­
t i o n s c h a r a k t e r i s t i k d e r T e s t s v o r a u s . 

z u 2.: 

M i t H i l f e häufig g e z o g e n e r S t i c h p r o b e n s o l l d u r c h d i e 
l a u f e n d e K o n t r o l l e e r r e i c h t w e r d e n , daß g a r n i c h t e r s t i n 
nennenswertem Maße Ausschuß p r o d u z i e r t w i r d , indem r e c h t ­
z e i t i g ungenaue M a s c h i n e n e i n s t e l l u n g e n behoben o d e r e t w a ­
i g e Beschädigungen s o w i e Veränderungen des M a t e r i a l s b e ­
m e r k t werden. A l l d i e s e U r s a c h e n s o l l e n möglichst s c h n e l l 
e r k a n n t und i h r W e i t e r w i r k e n v e r h i n d e r t werden,um den e n t ­
s t e h e n d e n Ausschuß einzuschränken. D i e l a u f e n d e K o n t r o l l e 
v e r w e n d e t d i e v e r s c h i e d e n a r t i g s t e n T e s t s . I h n e n gemeinsam 
i s t d i e aus o r g a n i s a t o r i s c h e n Gründen gewählte äußere 
Form d e r K o n t r o l l k a r t e . I n regelmäßigen Zeitabständen 
w i r d d e r P r o d u k t i o n e i n e S t i c h p r o b e entnommen und d i e E r -
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g e b n i s s e s i n d i n d i e K o n t r o l l k a r t e e i n z u t r a g e n . S i e s o l l t e 
a u c h angeben, was i m F a l l d e r A b l e h n u n g d e r N u l l h y p o t h e ­
se g e s c h e h e n s o l l , w i e a l s o z.B. i n den P r o d u k t i o n s p r o ­
zeß e i n g e g r i f f e n werden s o l l o d e r w e l c h e übergeordnete 
I n s t a n z z u b e n a c h r i c h t i g e n i s t . 

Außerdem s i n d für b e i d e V e r f a h r e n g e w i s s e K o s t e n ­
einflußgrößen z u berücksichtigen. Neben e i n i g e n f i x e n Ko­
s t e n , d i e d u r c h Prüfanlagen und - p e r s o n a l b e i d e r E r m i t t ­
l u n g des Ausschußanteils v e r u r s a c h t w e r d e n , e n t s t e h e n 
noch i n Abhängigkeit von d e r Fertigungsgüte veränderliche 
K o s t e n . So s t e i g t b e i s p i e l s w e i s e m i t v e r s c h l e c h t e r t e r 
P r o d u k t i o n d i e Z a h l d e r R e k l a m a t i o n e n und e i n e F e s t l e g u n g 
übertrieben e n g e r T o l e r a n z g r e n z e n w i r d überhöhte F e r t i ­
g u n g s k o s t e n z u r F o l g e haben. Dodge und Romig gaben be­
r e i t s 1941 e i n e Prüfplansammlung für Gut-Schlecht-Prüfung 
h e r a u s , i n d e r w i r t s c h a f t l i c h e F a k t o r e n berücksichtigt 
wurden. S i e w e i s e n s c h o n i n d e r E i n l e i t u n g d a r a u f h i n , 
daß für d i e Wahl des Prüfplanes K o s t e n g e s i c h t s p u n k t e maß­
gebend s e i n müssen: "The v a r i e t y o f s a m p l i n g p l a n s , p r o ­
c e d u r e s and t a b l e s t h a t c a n be c o n s t r u c t e d i s a l m o s t un­
l i m i t e d . The a d v a n t a g e s and d i s a d v a n t a g e s o f e a c h o f 
s e v e r a l p o s s i b l e c h o i c e s need t o be c a r e f u l l y w e i g h e d 
f r o m b o t h t h e o r e t i c a l and p r a c t i c a l s t a n d p o i n t s . More 
o f t e n t h a n n o t , t h e e n g i n e e r i n g c o n s i d e r a t i o n s w e i g h 
more h e a v i l y t h a n t h e s t a t i s t i c a l b e c a u s e o v e r - a l l c o s t s 
and e a s e o f a p p l i c a t i o n under h u r r i e d shop c o n d i t i o n s 
a r e o f f i r s t i m p o r t a n c e . " (veröffentlicht i n : The B e l l 
S y s t e m T e c h n i c a l J o u r n a l 1941 o d e r v g l . H.F. Dodge, H.G. 
Romig: S a m p l i n g i n s p e c t i o n t a b l e s . New Y o r k - L o n d o n 19 5 9 ) . 
E i n e g u t e D a r s t e l l u n g von Prüfplänen u n t e r Berücksichti­
gung v o n w i r t s c h a f t l i c h e n G e s i c h t s p u n k t e n f i n d e n w i r m i t 
w e i t e r e n L i t e r a t u r h i n w e i s e n b e i Uhlmann ( 5 5 ) : " K o s t e n ­
o p t i m a l e Prüfpläne". 
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D i e v o r l i e g e n d e A r b e i t beschäftigt s i c h ausschließlich 
m i t d e r E i n g a n g s - und E n d k o n t r o l l e von großen W a r e n l i e ­
f e r u n g e n . Im e r s t e n T e i l beschäftigen w i r uns m i t d e r 
K o n t r o l l e meßbarer Größen, d e r s o g e n a n n t e n V a r i a b l e n ­
k o n t r o l l e , wo b i s h e r n u r u n t e r ganz s p e z i e l l e n V o r a u s ­
s e t z u n g e n Pläne a u s g e a r b e i t e t wurden, während d i e s o g e ­
n a n n t e A t t r i b u t - K o n t r o l l e o d e r Gut-Schlecht-Prüfung 
e i n e n s e h r w e i t e n A n w e n d u n g s k r e i s g e f u n d e n h a t und Prüf-
pläne v e r s c h i e d e n s t e r A r t e r s t e l l t wurden. B e a c h t e t man 
j e d o c h , daß b e i d e r Gut-Schlecht-Prüfung w e s e n t l i c h e 
I n f o r m a t i o n e n , w e l c h e d i e Qualität d e r E r z e u g n i s s e b e ­
e i n f l u s s e n , v e r l o r e n gehen, s o e r s c h e i n t es w o h l s i n n ­
v o l l , s i c h e i n e r g e n a u e r e n t h e o r e t i s c h e n U n t e r s u c h u n g 
d e r V a r i a b l e n k o n t r o l l e zuzuwenden, zumal v i e l e Merkmale 
v o n E r z e u g n i s s e n q u a n t i t a t i v erfaßbar s i n d . A l s B e i ­
s p i e l e hierfür s e i e n n u r D u r c h m e s s e r , Länge, G e w i c h t , 
D e h n b a r k e i t , Reißfestigkeit, W i d e r s t a n d , B r e n n d a u e r 
g e n a n n t . 

H i e r s o l l e n d i e Überlegungen i n den Werken v o n Bowker 
and Goode ( 8 ) , Duncan ( 1 6 ) , Bowker and L i e b e r m a n (9) 
s o w i e Uhlmann (54) z u den e i n - und m e h r f a c h e n S t i c h p r o ­
benplänen für q u a n t i t a t i v e Merkmale w e i t e r e n t w i c k e l t 
w erden, w o b e i w i r i m V e r l a u f d i e s e s e r s t e n T e i l s d e r 
A r b e i t a uch a u f d i e s t e t s gemachte Annahme d e r z u g r u n ­
d e l i e g e n d e n N o r m a l v e r t e i l u n g v e r z i c h t e n und d i e zwar i n 
d e r P r a x i s w o h l n i c h t s o häufig a u f t r e t e n d e n a b e r d e n ­
noch w i c h t i g e n K l a s s e n d e r Ca u c h y - bzw. E x p o n e n t ! a l v e r -
t e H u n g e n s o w i e d i e für d i e Anwendung s e h r w i c h t i g e 
" k u p i e r t e " N o r m a l v e r t e i l u n g u n t e r s u c h e n . U n s e r A n l i e g e n 
i s t h i e r b e i , d i e r e l e v a n t e n T e s t s e x a k t z u b e s c h r e i b e n 
und d i e für d e r e n Güte k e n n z e i c h n e n d e n O p e r a t i o n s c h a r a k ­
t e r i s t i k e n f o r m a l h e r z u l e i t e n . Selbstverständlich i s t 
e v i d e n t , daß für d i e endgültige Anwendung i m B e t r i e b 
n o c h u m f a n g r e i c h e s T a b e l l e n w e r k e r f o r d e r l i c h i s t . Im 
Rahmen d i e s e r t h e o r e t i s c h e n A r b e i t w i r d j e d o c h a u f d e s ­
s e n H e r s t e l l u n g v e r z i c h t e t . 
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Der z w e i t e T e i l d e r A r b e i t b e h a n d e l t e i n neues G e b i e t 
d e r s t a t i s t i s c h e n Qualitätskontrolle, d i e s o g e n a n n t e 
g e m i s c h t e A t t r i b u t - V a r i a b l e n k o n t r o l l e . H i e r gehen w i r 
davon a u s , daß e i n e r s e i t s meßbare Merkmale v o r l i e g e n , 
a b e r a u f d e r a n d e r e n S e i t e auch e i n e E i n t e i l u n g d e r 
geprüften Werkstücke i n G u t - S c h l e c h t e r f o l g e n kann 
(möglicherweise d u r c h v o r g e g e b e n e T o l e r a n z g r e n z e n ) . 
W i r w o l l e n v e r s u c h e n , b e i d e I n f o r m a t i o n e n i n den S t i c h ­
p r o b e n p l a n aufzunehmen. Ansätze hierfür f i n d e n w i r b e i 
Bowker and Goode ( 8 ) . Nach d e r t h e o r e t i s c h e n H e r l e i -
t u n g d e r i n F r a g e kommenden V e r t e i l u n g e n w o l l e n w i r 
e i n e R e i h e von e i n - und m e h r s t u f i g e n Prüfplänen e n t ­
w i c k e l n und i h r e E i g e n s c h a f t e n u n t e r s u c h e n . Auch s t e ­
hen K o s t e n g e s i c h t s p u n k t e i n d i e s e r A r b e i t i i u H i n t e r ­
g r u n d . S i e f i n d e n g e l e g e n t l i c h Berücksichtigung. 
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1. GRUNDLAGEN, DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN 

B e v o r w i r a u f d i e e i n z e l n e n M o d e l l e e i n g e h e n und d i e 
T e s t v e r f a h r e n d i s k u t i e r e n , w o l l e n w i r i n d i e s e m K a p i t e l 
e i n i g e g r u n d l e g e n d e S a c h v e r h a l t e und D e f i n i t i o n e n f e s t ­
h a l t e n . I n d e r s t a t i s t i s c h e n Qualitätskontrolle s t e h t 
man o f t v o r f o l g e n d e r S i t u a t i o n : 

E i n e große P a r t i e v o n Werkstücken w i r d a n g e l i e f e r t und 
d e r Abnehmer o d e r auch d e r P r o d u z e n t s t e l l t s i c h d i e 
F r a g e , ob d i e P a r t i e den Qualitätsanforderungen genügt 
und angenommen bzw. w e i t e r g e g e b e n werden k a n n . E i n e To-
t a l e r h e b u n g , d. h. d i e Prüfung j e d e s e i n z e l n e n Werk­
stückes s e i n i c h t möglich. A l s o i s t d e r K o n t r o l l e u r ge­
zwungen, a u f g r u n d des E r g e b n i s s e s e i n e r S t i c h p r o b e z u 
e n t s c h e i d e n , ob d i e P a r t i e angenommen o d e r zurückgewie­
se n w i r d . E r w i r d s t a t i s t i s c h e Methoden anwenden, um 
s i c h E n t s c h e i d u n g s h i l f e n z u v e r s c h a f f e n , w o b e i natür­
l i c h g e w i s s e einschränkende Annahmen g e t r o f f e n werden 
müssen, um e i n m a t h e m a t i s c h e s M o d e l l e r s t e l l e n z u kön­
nen. Den für d i e s e A r b e i t r e l e v a n t e n T e i l d e r B e g r i f f e 
und V o r a u s s e t z u n g e n w o l l e n w i r k u r z z u s a m m e n s t e l l e n und 
erläutern. 

Zunächst gehen w i r aus von d e r G r u n d g e s a m t h e i t d e r Werk­
stücke. H i e r i n t e r e s s i e r e n uns g e w i s s e Merkmale ( z . B. 
Du r c h m e s s e r , D e h n b a r k e i t ) , d i e s t o c h a s t i s c h e r N a t u r s i n d 
I n unserem M o d e l l s i n d d i e s e Merkmale dann Z u f a l l s v a r i a ­
bler». W i r b e z e i c h n e n s i e s t e t s m i t Großbuchstaben, etwa 
X, i h r e Ausprägungen m i t k l e i n e n B u c h s t a b e n , etwa x, und 
f o r d e r n i h r e Meßbarkeit. 

D a b e i b e t r a c h t e n w i r e i n e F u n k t i o n f : R N R w i e üblich 
a l s ( B o r e l - ) meßbar, wenn g i l t : 

f (B) € £ n für a l l e B 6 * 
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und * n s i n d d i e a-Körper d e r B o r e i s c h e n Mengen von R 

bzw. R N . 

W e i t e r h i n u n t e r s t e l l e n w i r für sämtliche vorkommenden 
Me r k m a l e d e r G r u n d g e s a m t h e i t b e s t i m m t e K l a s s e n von Wahr­
s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i l u n g e n p^, d i e v o n ei n e m e i n d i m e n ­
s i o n a l e n r e e l l e n P a r a m e t e r u abhängen und a u f * d e f i ­
n i e r t s i n d . D amit e r h a l t e n w i r d i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t s ­
räume (R, & , p y ) , u € R . 

D i e Wahrscheinlichkeitsmaße p^, w e l c h e d i e Z u f a l l s v o r ­
gänge b e s c h r e i b e n , s o l l e n a l l e vom Lebesgue-Maß X do­
m i n i e r t w e r d e n . D a b e i heißt e i n Maß p über ( R , & ) vom 
Maß X d o m i n i e r t ( b z g l . X t o t a l s t e t i g ) , wenn g i l t : 

für B € # und X(B) = 0 p(B) = O 

D i e s e Annahme v e r s c h a f f t uns den V o r t e i l , daß d i e Ab­
hängigkeit d e r Wahrscheinlichkeitsmaße vom P a r a m e t e r u 
n i c h t n u r d u r c h M e n g e n f u n k t i o n e n , s o n d e r n auch d u r c h 
r e e l l e P u n k t f u n k t i o n e n , den W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e n , 
erfaßt werden k a n n . Denn nach dem S a t z von Radon-Nikodym 
e x i s t i e r t u n t e r d e r V o r a u s s e t z u n g d e r D o m i n i e r t h e i t 
s t e t s e i n e n i c h t n e g a t i v e meßbare F u n k t i o n f, M m i t 

(1.1) p (B) - / f dX für a l l e B € # u ß p 

D i e E x i s t e n z und E i n d e u t i g k e i t d e r X - D i c h t e n f i s t b i s 
a u f e i n e Menge vom Lebesgue-Maß N u l l g e s i c h e r t . G l e i c h ­
f a l l s g e l t e n E x i s t e n z - und E i n d e u t i g k e i t s a u s s a g e n im 
w e i t e r e n V e r l a u f n u r b i s a u f e i n e Menge vom L e b e s g u e -
Maß N u l l , was j e d o c h den späteren A u f b a u d e r T e s t s s o ­
w i e d i e B e r e c h n u n g d e r benötigten W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n 
i n k e i n e r W e i s e beeinträchtigt und für p r a k t i s c h e An­
wendungen k e i n e R o l l e s p i e l t . Außerdem haben w i r es n u r 
m i t s t e t i g e n F u n k t i o n e n zu t u n , so daß g e l e g e n t l i c h a u f 
den H i n w e i s d e r Meßbarkeit s o w i e a u f d i e A u s s a g e "X-
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f a s t überall" v e r z i c h t e t w i r d . 

D i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e e i n e r Z u f a l l s v a r i a b l e n X 
i n Abhängigkeit vom e i n d i m e n s i o n a l e n P a r a m e t e r u be­
z e i c h n e n w i r m e i s t m i t f v ( x ) , n u r wenn V e r w e c h s l u n g e n 
a u s g e s c h l o s s e n s i n d , c h a r a k t e r i s i e r e n w i r d i e D i c h t e 
b i s w e i l e n d u r c h das Argument. So s c h r e i b e n w i r b e i s p i e l s ­
w e i s e für d i e D i c h t e des a r i t h m e t i s c h e n M i t t e l s X f y ( x ) . 

W e i t e r h i n berücksichtigen w i r , daß j e d e Borel-meßbare 
F u n k t i o n f a u f R m i t a b s o l u t k o n v e r g e n t e m u n e i g e n t l i ­
c h e n R i e m a n n - I n t e g r a l a u c h L e b e s g u e - i n t e g r i e r b a r i s t 
m i t dem g l e i c h e n I n t e g r a l w e r t ( v g l . etwa B a u e r (5) S.84, 
R i c h t e r (40) S. 1 8 3 ) . Aus d i e s e m Grunde s t e h e n uns v i e ­
l e R e s u l t a t e aus d e r T h e o r i e d e r R i e m a n n - I n t e g r a l e a u c h 
h i e r z u r Verfügung. 

Bezüglich d e r D o m i n i e r t h e i t haben w i r no c h f o l g e n d e 
A u s s a g e : 

S e i e n X^, X R unabhängige Z u f a l l s v a r i a b l e n m i t V e r ­
t e i l u n g e n p-j, p n , d i e j e w e i l s d u r c h das L e b e s g u e -
Maß X d o m i n i e r t w e r d e n , s o w i r d d i e gemeinsame V e r t e i ­
l u n g p = p- ® ... ® p d u r c h X : = X ® ... ® X d o m i n i e r t . 

1 n n 
D i e L e b e s g u e - D i c h t e d e r gemeinsamen V e r t e i l u n g i s t das 
P r o d u k t d e r j e w e i l i g e n X - D i c h t e n ( v g l . W i t t i n g (58) S. 
49 S p e z i a l f a l l des S a t z e s 2 . 3 ) . 

W e i t e r h i n g a r a n t i e r t uns d i e V o r a u s s e t z u n g , daß d i e X -
D i c h t e n e x i s t i e r e n , daß w i r s t a t t d e r K l a s s e von Wahr­
scheinlichkeitsmaßen {p^: u € K c R } auch d i e K l a s s e 
{ f p : p 6 K c R } b e t r a c h t e n können. Der P a r a m e t e r u i s t 
i n u n s e r e n M o d e l l e n u n b e k a n n t und a u f g r u n d e i n e r "un­
eingeschränkten Z u f a l l s s t i c h p r o b e " ( X 1 , X R ) ( b z g l . 
d i e s e s B e g r i f f e s v g l . etwa S c h a i c h u. a. ( 4 3 ) , Kap. 5) 
w o l l e n w i r über u e i n e A u s s a g e machen. Der S t i c h p r o b e n -
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räum i s t a l s o d e r R N . W i r t r e f f e n j e d o c h d i e E n t s c h e i ­
dung m i t H i l f e e i n e r meßbaren Schätzfunktion ( S t a t i s t i k ) 
T (x) , an d i e w i r d i e F o r d e r u n g s t e l l e n : 

T: R N R m i t 

E ( T ( x ) ) = / T ( x ) dp i s t F u n k t i o n von u 
Ii — * — u 

D i e Verwendung e i n e r Schätzfunktion T ( x ) e n t s p r i c h t 
e i n e r Zusammenfassung des B e o b a c h t u n g s m a t e r i a l s und 
b r i n g t e i n e V e r r i n g e r u n g d e r D i m e n s i o n des S t i c h p r o b e n ­
raums. A n d e r e r s e i t s s o l l d u r c h T ( x ) möglichst k e i n e I n ­
f o r m a t i o n d e r S t i c h p r o b e v e r l o r e n gehen. D e s h a l b v e r w e n ­
de n w i r wenn möglich s u f f i z i e n t e und vollständige S t a ­
t i s t i k e n , w e l c h e g e r a d e d i e s e E i g e n s c h a f t b e s i t z e n ( v g l . 
h i e r z u e t w a W i t t i n g (58) S. 113 f f ) . 

J e d e Annahme über den u n b e k a n n t e n P a r a m e t e r u € K c R 
nennen w i r e i n e H y p o t h e s e H und b e z e i c h n e n d i e n i c h t ­
l e e r e T e i l m e n g e v o n K, für d i e H Q erfüllt i s t , m i t dem 
g l e i c h e n S y m b o l . E i n e Menge H^ m i t H q n = 0 i s t d i e 
G e g e n h y p o t h e s e . D i e Menge a l l e r möglichen E n t s c h e i d u n ­
gen s e i D. Uber D w i r d noch d e r m a t h e m a t i s c h e n E x a k t ­
h e i t wegen e i n e a - A l g e b r a d e f i n i e r t . Für u n s e r e B e l a n g e 
i s t D s t e t s e n d l i c h , s o daß w i r p r o b l e m l o s D m i t 7?(D) 
z u e i n e m Maßraum ergänzen können. 

D i e E n t s c h e i d u n g über den u n b e k a n n t e n P a r a m e t e r u t r e f ­
f e n w i r m i t H i l f e v o n n i c h t - r a n d o m i s i e r t e n s t a t i s t i s c h e n 
T e s t s , w o r u n t e r w i r s t e t s e i n e A b b i l d u n g des S t i c h p r o ­
benraums i n den E n t s c h e i d u n g s r a u m v e r s t e h e n . 

Im w e i t e r e n V e r l a u f d e r A r b e i t machen w i r b e i d e r Be­
r e c h n u n g v on W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n häufig G e b r a u c h von 
e i n e m w i c h t i g e n S a t z d e r W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r e c h n u n g 
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über d i e T r a n s f o r m a t i o n v on W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e n . 
V i e l e u n s e r e r E r g e b n i s s e s i n d Anwendungen d i e s e s Theo­
rems und d e s h a l b b r i n g e n w i r den S a t z b e r e i t s h i e r un­
t e r d i e s e n e i n l e i t e n d e n Bemerkungen ( v g l . R i c h t e r (40) 
S. 228, S c h m e t t e r e r (45) S. 5 3 ) . 

(1.2) S a t z : 

S e i X e i n e n - d i m e n s i o n a l e Z u f a l l s v a r i a b l e m i t d e r X -
D i c h t e u n ( * s e i ^ e i n e s t e t i g d i f f e r e n z i e r b a r e , 
umkehrbar e i n d e u t i g e A b b i l d u n g des R N i n s i c h m i t n i c h t 

3 ( y r ...#y ) 
v e r s c h w i n d e n d e r F u n k t i o n a l d e t e r m i n a n t e -r-f — r 

Dann b e s i t z t d i e Z u f a l l s v a r i a b l e g(X) d i e X n - D i c h t e 

« 3(x.,,...,x ) 
f g ( X ) ( * > " V * 1(X>) a ( y ; y

n
n ) 

für x € g ( R N ) und 0 s o n s t . 
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2. VARIABLENKONTROLLE (messende Prüfung) 

2.1. E i n s t u f i g e T e s t s 

Z u r Einführung i n d i e P r o b l e m s t e l l u n g d i e n e n z w e i B e i ­
s p i e l e : 

B e i s p i e l 1: 

B e i d e r H e r s t e l l u n g von Elektronenröhren werden i n e i n e 
M e t a l l p l a t t e k l e i n e Löcher g e s t a n z t . Das S p i e l z w i s c h e n 
S t e m p e l und M a t r i z e , U n t e r s c h i e d e i n d e r D i c k e und Qua­
lität des M e t a l l s s o w i e Verschleißerscheinungen b e e i n ­
f l u s s e n unabhängig v o n e i n a n d e r den D u r c h m e s s e r d e r Löcher 
Aus l a n g e n V e r s u c h s r e i h e n weiß man, daß d e r D u r c h m e s s e r 
i n s e h r g u t e r Näherung n o r m a l v e r t e i l t i s t m i t e i n e r 
S t a n d a r d a b w e i c h u n g von 0,02 mm. D i e Messungen an den 
g e s t a n z t e n Löchern werden m i t H i l f e o p t i s c h e r Vergröße­
r u n g i n e i n e m P r o j e k t i o n s a p p a r a t vorgenommen, w o b e i aus 
K o s t e n - und Zeitgründen e i n e U n t e r s u c h u n g a l l e r M e t a l l ­
p l a t t e n unmöglich i s t . Z u r W e i t e r v e r a r b e i t u n g i s t es 
j e d o c h n o t w e n d i g , daß d e r Durchmesser d e r Löcher höch­
s t e n s 0,8 mm beträgt. 

B e i s p i e l 2: 

E i n e P a r t i e von 2 400 Widerständen w i r d a n g e l i e f e r t . S e i ­
t e n s des H e r s t e l l e r s w i r d b e h a u p t e t , daß d e r d u r c h s c h n i t t 
l i e h e W i d e r s t a n d 720 Ohm b e t r a g e . Aus langjähriger E r ­
f a h r u n g weiß d e r Abnehmer, daß b e i d e r P r o d u k t i o n von 
e i n e r N o r m a l v e r t e i l u n g m i t V a r i a n z or 2 = 32 ausgegangen 
w e r d e n k a n n . E i n e Totalüberprüfung s e i auch h i e r a u s g e ­
s c h l o s s e n . 

I n b e i d e n eben g e s c h i l d e r t e n Anwendungsfällen s u c h t d e r 
K o n t r o l l e u r n a c h s t a t i s t i s c h e n V e r f a h r e n , d i e ihm a u f 
S t i c h p r o b e n b a s i s e i n e A u s s a g e über den u n b e k a n n t e n L a -
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g e p a r a m e t e r u ( h i e r : E r w a r t u n g s w e r t ) e r l a u b e n . 

I n d e r a l l g e m e i n e n T h e o r i e s e t z e n w i r n u r v o r a u s , daß 
d e r Typ d e r V e r t e i l u n g des Merkmals b e k a n n t i s t , w o b e i 
w i r n u r s o l c h e V e r t e i l u n g e n z u l a s s e n , d i e vom L e b e s g u e -
Maß d o m i n i e r t w e r d e n und von e i n e m e i n d i m e n s i o n a l e n L a ­
g e p a r a m e t e r u abhängen. D i e i n F r a g e kommende K l a s s e 
d e r W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e n s e i 

P « { f (x) : u € K c R } 
A , U — 

B e i d e r e i n s e i t i g e n F r a g e s t e l l u n g , w i e s i e etwa i n B e i s p i e l 
1 z u g r u n d e l i e g t , machen w i r e i n e Annahme über u i n 
Form d e r H y p o t h e s e H Q: u <_ U q, u Q c o n s t . , und haben d i e 
G e g e n h y p o t h e s e H ^ u > U Q. 

(Für H : u > u i s t d i e V e r f a h r e n s w e i s e völlig a n a l o g ) o — o 

Der S t i c h p r o b e n r a u m S i s t d i e Menge d e r r e e l l e n Z a h l e n , 
da w i r d i e S t i c h p r o b e ( X ^ , . . . , X n ) m i t H i l f e e i n e r ge­
e i g n e t e n S t a t i s t i k T a u f R a b b i l d e n . 

Für den A u f b a u e i n e s s t a t i s t i s c h e n T e s t s k o n s t r u i e r e n 
w i r uns e i n e n meßbaren " k r i t i s c h e n B e r e i c h " C, so daß 
g i l t : 

(2.1) p^ ( T ( x ) 6 C) < a für a l l e u € H Q (0 < a < 1) 

D i e Z a h l a aus ( 2 . 1 ) , d i e i n d e r P r a x i s v o r g e g e b e n w i r d , 
heißt S i g n i f i k a n z n i v e a u des T e s t s . 

Der E n t s c h e i d u n g s r a u m D w i r d präzisiert z u D = { d Q , d ^ } 
m i t 

d Q = Annahme d e r P a r t i e 

d 1 - A b l e h n u n g d e r P a r t i e 
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und d e r T e s t <p kann u n t e r Berücksichtigung von (2.1) 
folgendermaßen f e s t g e l e g t w e r d e n : 

(2.2) tp : S D m i t 

{d Q für T ( x ) € C 

d 1 für T ( x ) e C 

D i e O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k ( im S p r a c h g e b r a u c h d e r 
Qualitätskontrolle: OC-Kurve) e r g i b t s i c h dann a l s 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t d e r Annahme i n Abhängigkeit von 
y j 

(2.3) L ( y ) = P y ( T ( x ) € C) - / f T ( x ) ; M ( x ) d x 
C 

Im F a l l e d e r z w e i s e i t i g e n F r a g e s t e l l u n g ( B e i s p i e l 2) 
haben w i r es m i t e i n e r e i n p u n k t i g e n N u l l h y p o t h e s e 
H Q: y a* y Q z u t u n gegenüber d e r A l t e r n a t i v e : y 4= y Q 

Der T e s t tp w i r d dann w i e i n (2.2) a u f g e b a u t , w o b e i man 
den k r i t i s c h e n B e r e i c h s t e t s s o wählen k a n n , daß g i l t : 

(2.4) p p ( T ( x ) € C) = a für y € H Q , d.h. y = y Q 

Bemerkungen 

1. D i e E n t s c h e i d u n g d Q 6 D s t e h t e i g e n t l i c h i m W i d e r ­
s p r u c h z u r k l a s s i s c h e n T e s t t h e o r i e , wo man im F a l l e 
T ( x ) C C im a l l g e m e i n e n k e i n e A u s s a g e über y macht. Man 
b e a c h t e j e d o c h , daß d i e P r a x i s s t e t s e r f o r d e r t , daß man 
s i c h für Annahme o d e r A b l e h n u n g d e r W a r e n l i e f e r u n g a u s ­
s p r i c h t . 

2. D i e T e s t s s o l l e n gewöhnlich g e w i s s e E i g e n s c h a f t e n 
b e s i t z e n . U n t e r d e r N e b e n b e d i n g u n g , daß es s i c h um T e s t s 
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zum N i v e a u a h a n d e l t , w i r d i n d e r P r a x i s d e r S t i c h p r o ­
benumfang n häufig s o f e s t g e l e g t , daß d i e O p e r a t i o n s ­
c h a r a k t e r i s t i k d e r T e s t s v o r g e g e b e n e E i g e n s c h a f t e n a u f ­
w e i s t . So w i r d etwa v e r l a n g t , daß d e r G r a p h d e r OC-Kur-
v e d u r c h v o r g e s c h r i e b e n e P u n k t e verläuft o d e r daß d i e 
S t e i l h e i t d e r K u r v e für b e s t i m m t e P u n k t e e i n e n g e w i s ­
sen W e r t annimmt ( v g l . a u c h ( 2 . 7 ) ) . 

3. Häufig t r i t t i n d e r P r a x i s d e r F a l l e i n , daß b e i 
d e r F e r t i g u n g v o n Werkstücken für das Qualitätsmerkmal 
g e w i s s e T o l e r a n z g r e n z e n n i c h t überschritten wer d e n dür­
f e n . E s w i r d h i e r i m a l l g e m e i n e n e i n u n v e r m e i d b a r e r 
Ausschußprozentsatz v o r h a n d e n s e i n , e t w a b e i großer 
S t a n d a r d a b w e i c h u n g d e r p r o d u z i e r e n d e n M a s c h i n e n . B e i 
d e r d e f i n i t i v e n E r s t e l l u n g v o n Prüfplänen i s t d i e s e r 
S a c h v e r h a l t s t e t s z u berücksichtigen, w i r w o l l e n j e d o c h 
b e i u n s e r e n t h e o r e t i s c h e n U n t e r s u c h u n g e n n i c h t näher 
d a r a u f e i n g e h e n , da es s i c h h i e r b e i um k o n s t r u k t i o n s ­
t e c h n i s c h e P r o b l e m e o d e r F r a g e n d e r A b l a u f p l a n u n g h a n ­
d e l t ( s i e h e h i e r z u S c h a a f s m a - W i l l e m z e ( 4 2 ) , S. 282 f f ) 

2.1.1. N o r m a l v e r t e i l u n g m i t b e k a n n t e r V a r i a n z 

2.1.1.a T e s t für u m i t X a l s S t a t i s t i k 

A l s e i n f a c h s t e n F a l l z u r Anwendung des i n Kap. 2.1 b e ­
s c h r i e b e n e n T e s t s , d e r auch z u r B e h a n d l u n g d e r einfüh­
r e n d e n B e i s p i e l e g e e i g n e t i s t , b e t r a c h t e n w i r d i e N o r ­
m a l v e r t e i l u n g a l s V e r t e i l u n g d e r G r u n d g e s a m t h e i t . D i e s e 
T e s t s w e r d e n auch i n d e r L i t e r a t u r b e s c h r i e b e n ( v g l . : 
Uhlmann ( 5 4 ) , S. 145 f f , Duncan (16) S. 219 f f u . a . ) . 

Für u n s e r e B e l a n g e s e i d i e K l a s s e d e r N o r m a l V e r t e i l u n ­
gen g e k e n n z e i c h n e t d u r c h den u n b e k a n n t e n M i t t e l w e r t p. 
D i e V a r i a n z s e i v o r g e g e b e n und g l e i c h e i n e m k o n s t a n t e n 
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2 Wert a . Damit e r h a l t e n w i r für d i e K l a s s e P d e r Wahr-o 
s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e n ( x - p ) 2 

P = ( f y ( x ) : f y ( x ) = — j • e ° , p 6 K c R} 
/2rr»a 

o 
Im P a r a m e t e r r a u m K i s t e i n S o l l w e r t p Q (für B e i s p i e l 2 
etwa p Q = 760) möglichst g u t e i n z u h a l t e n und A b w e i c h u n ­
gen n a c h b e i d e n S e i t e n s o l l e n e r k a n n t w e r d e n . W i r h a ­
ben a l s o d i e z w e i s e i t i g e F r a g e s t e l l u n g und f o r m u l i e r e n : 

« r ü * % 

A l s Schätzfunktion benützen w i r d i e für d i e K l a s s e d e r 
N o r m a l v e r t e i l u n g e n s u f f i z i e n t e und vollständige S t a t i ­
s t i k 

T ( x ) = X = 1 I X. 
n i=1 1 

D i e V e r t e i l u n g v o n T ( x ) = X i s t b e k a n n t und w i r l e g e n 
u n t e r B e a c h t u n g von (2.4) den " k r i t i s c h e n Wert" c s o 
f e s t , daß g i l t : 

K r i t i s c h e r B e r e i c h C = (-«; p Q - c ) U ( p Q + c,«) und 

(2.5) p (-c < T ( x ) - p < c) = 1 - a 
o 

Pp <- f- * £ ^5 < f /5) - i - • 
M o o o o 

* ( ~ - / n ~ ) - • ( - -g- /n) = 1 - a 
o o 7 

x - £1 
m i t * ( x ) = / —!— e 2 d t 

-«> /Tn 

D i e E n t s c h e i d u n g w i r d nun gemäß (2.2) g e t r o f f e n . 
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D i e E i g e n s c h a f t e n des T e s t s können aus d e r O p e r a t i o n s ­
c h a r a k t e r i s t i k L ( y ) a b g e l e i t e t w e r d e n . Es g i l t : 

(2.6) L ( y ) = P u ( - c < T ( x ) - y Q < c) = 

u - y - c T ( x ) - y y -y+c 
( — • /n < • /n < — • /n) 

y a Ä — a_ — a. o 
y -y+c y - y - c 

/n) - $( ° /n") CT G O O 

( m i t *<x) w i e i n (2.5 ) ) 

Aus (2.6) e r k e n n t man s o f o r t : 

L ( y -y) = L ( y +y) und l i m L ( y ) = 0 o o y-+-+« 

Außerdem g i l t : 

d L ( y ) = _ 1 _ . 
d » / I i 

( y Q - y + c ) «n 

o 

( y Q - y - c ) -n 

_ / r T 

( y Q - y - c ) -n 2c(y-y D)«n 

1 - e 

i> 0 für y < y 

< o für y > y ^ 

«*• L ( y ) i s t m a x i m a l für y = y Q 



I n d e r L i t e r a t u r werden d e r S t i c h p r o b e n u m f a n g n und d e r 
" k r i t i s c h e Wert" c w i e b e i d e r A t t r i b u t - K o n t r o l l e f e s t ­
g e l e g t , nämlich d u r c h Maßgabe v o r b e s t i m m t e r P u n k t e d e r 
O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k . Man wählt e i n e n w e i t e r e n P u n k t 
u.j, e t wa u«| > U q, führt T e s t <p aus (2.2) d u r c h und l e g t 
d a b e i d i e den k r i t i s c h e n B e r e i c h k e n n z e i c h n e n d e n Größen 
n und c s o f e s t , daß g i l t 

(2.7) (1) p y ( T ( x ) € C) = a für u=u o 

(2) p (T(x) £ C) = 1 - B für y=u 1 und ß < 1-a 

- 4 — 

fr 
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Nun h a t man a u f a l l e Fälle e r r e i c h t , daß L i e f e r u n g e n 
m i t M i t t e l w e r t U q m i t W a h r s c h e i n l i c h k e i t 1-a, h i n g e g e n 
L i e f e r u n g e n m i t M i t t e l w e r t n u r m i t W a h r s c h e i n l i c h k e i t 
$ angenommen we r d e n . D i e Werte u^, a und ß r i c h t e n s i c h 
n a c h dem k o n k r e t e n A n w e n d u n g s f a l l , j e nachdem w e l c h e Ab­
w e i c h u n g vom S o l l w e r t y Q m i t W a h r s c h e i n l i c h k e i t 1-$ e r ­
k a n n t werden s o l l . J e d o c h i s t für p r a k t i s c h e Zwecke z u 
b e a c h t e n , daß n n u r g a n z z a h l i g gewählt werden k a n n . Des­
h a l b k a n n man i n (2,7) n u r d i e ungefähre G l e i c h h e i t e r ­
r e i c h e n . Für d i e O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k b e d e u t e t d i e s : 

(1) L ( u Q ) « 1 - a 

(2) L ( u - ) « ß 

Wegen d e r Sy m m e t r i e v o n L ( u ) beschränken w i r uns a u f 
den F a l l u > u Q . Nach Uhlmann (54) S. 149 kann man i n 

e r s t e r Näherung den A u s d r u c k $ ( - — /n) vernachlässi­
gen und man erhält: ° 

<M~- /n) « 1 - a 
o 

y -V-+c 
M - 2 - — — / n ) « ß , a l s o : 

o 

~ - /n « ij>(1 - a) 
o 

o 
u o y 1 + c w 7n 

w o b e i t|i d i e U m k e h r f u n k t i o n d e r V e r t e i l u n g s f u n k t i o n $ ( x ) 
d e r N o r m a l V e r t e i l u n g i s t . Es e r g i b t s i c h : 

o o ( l M B ) " l M 1 - a ) ) 
/n 

1 
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F a l l s d i e s e Näherungslösung für (2.7) z u ungenau i s t , 
k a n n man s i e noch m i t d e r e x a k t e n Form (2.6) d e r Ope­
r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k v e r b e s s e r n . 

2.1.1.b T e s t für u m i t dem M e d i a n a l s S t a t i s t i k 

B e i dem eben b e s c h r i e b e n e n T e s t wurde v o r a u s g e s e t z t , 
daß d i e S t r e u u n g des Merkmals b e k a n n t i s t und g l e i c h 
e i n e m k o n s t a n t e n Wert a 2 . u n t e r d i e s e r V o r a u s s e t z u n g 
w o l l e n w i r i n d i e s e m A b s c h n i t t noch e i n w e i t e r e s V e r ­
f a h r e n v o r s t e l l e n , b e i dem a n s t e l l e d es a r i t h m e t i ­
s c h e n M i t t e l s d e r M e d i a n a l s Schätzfunktion v e r w e n d e t 
w i r d . I s t d a s M e r k m a l w i e i n unserem F a l l n o r m a l v e r ­
t e i l t , s o b e s i t z t X s t e t s e i n e k l e i n e r e V a r i a n z a l s 
d e r M e d i a n und d e r T e s t m i t Verwendung des M e d i a n s i s t 
n i c h t s o t r e n n s c h a r f w i e d e r i n 2.1.1.a b e s c h r i e b e n e 
T e s t . J e d o c h i s t es i n d e r P r a x i s i n e i n i g e n Fällen 
bequemer und k o s t e n s p a r e n d , m i t dem M e d i a n a n s t a t t X 
zu a r b e i t e n , e twa b e i z e i t a u f w e n d i g e r und zerstören­
d e r Prüfung. D e s h a l b w i r d d e r T e s t h i e r k u r z s k i z z i e r t 
und e i n i g e A u s s a g e n über den M e d i a n h e r g e l e i t e t , d i e 
auch i n Kap. 2.1.3. benötigt w e r d e n . 

Den S t i c h p r o b e n u m f a n g s e t z e n w i r d e r E i n f a c h h e i t h a l ­
b e r a l s u n g e r a d e v o r a u s , a l s o s e i 

P s e i w i e d e r d i e K l a s s e d e r N o r m a l v e r t e i l u n g e n m i t 
2 

M i t t e l w e r t u und b e k a n n t e r V a r i a n z o , d. h. 

n = 2k + 1 k £ IN 

o 

P = ( f M ( x ) : f y ( x ) = 1 Vi e K C IR} e 
/2rP»a o 
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O r d n e t man d i e Komponenten e i n e s j e d e n P u n k t e s x € R n 

n a c h w a c h s e n d e r Größe x. < ... < x, , s o b e z e i c h n e t 
x 1 L n 

man d i e d u r c h T ( x ) = (x. , . . . , x . ) gegebene A b b i l d u n g 
• 1 n 

de s R i n den R a l s R a n g s t a t i s t i k . D i e s e A b b i l d u n g 
s c h r e i b e n w i r : 

T ( x ) : = X { > ) , = ( X ( 1 ) X ( n ) ) 

W e i t e r h i n nennen w i r 

X ( j ) i = T.<X> 

d i e j - t e o r d e r - s t a t i s t i c 

(2.8) D e f . : 

S e i n = 2k + 1 , k € N U {0} 

D i e Z u f a l l s v a r i a b l e 

X , n ± L - Tn+1 <*> h e i ß t M e d i a n ' 

B e v o r w i r d i e K l a s s e P e x p l i z i t i n u n s e r e B e t r a c h t u n g e n 
e i n b e z i e h e n , w o l l e n w i r zunächst a l l g e m e i n d i e V e r t e i ­
l u n g s f u n k t i o n F (x) und D i c h t e f u n k t i o n f Y (x) 

( S i l ) <s$l) 
des M e d i a n s h e r l e i t e n . D a b e i s e t z e n w i r v o r a u s , daß d i e 
X«j,...,X n d e r S t i c h p r o b e unabhängige, i d e n t i s c h v e r t e i l ­
t e Z u f a l l s v a r i a b l e n m i t d e r V e r t e i l u n g s f u n k t i o n F ( x ) und 
d e r e x i s t i e r e n d e n A - D i c h t e f ( x ) s i n d . 

F (x) i s t dann d i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t , daß w e n i g -

(-7") 
s t e n s d e r X i k l e i n e r o der g l e i c h x s i n d . D a r a u s 
f o l g t : 
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(x) = £ ( n) [ F ( x ) j 1 [1 - F ( x ) ] 
n+1 1 

n - i 

für - » < x < 

Wegen d e r Identität 

l <£) P r d - P ) n " 
r=k r 

g i l t : 

'(Sil) 
(X) = 

n! 'S „k-1,i , n-k, 
( k - l ) M n - k ) ! / x ( 1 _ x ) d x 

o 

(0 < p < 1) 

F ( x ) — — 
/ t 2 ( 1 - t ) 2 d t 

[r<a±l>" 

für - » < x < 

(2.9) F (x) = 

[r(S$l 

P ( x ) n z l ^ JSJI 

r - - 1 2 1 i£o t 1 

n-1 . n-1 . 
(-1) ^ t z d t 

T(n+1) 2 

M i 
i = o l 1 > 

n— 11 n— 1 „ ,̂. 
2 I M ) 2 # j t n - 1 - ! d t = 

n-1 
r(n+n m j 
f r ^ j j 2 i - o n - i 

für - oo < x < 0 0 
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Und für d i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e erhält man d u r c h 
D i f f e r e n t i a t i o n d e s o b i g e n A u s d r u c k s : 

(2.10) 

• [ F ( x ) ] n " i " 1 • f ( x ) 

für - oo < x < 

Schließlich w o l l e n w i r no c h e i n e wünschenswerte E i g e n ­
s c h a f t für V e r t e i l u n g e n d e r - t e n o r d e r - s t a t i s t i c 
z e i g e n . 

(2.11) Lemma 

S e i e n , , . . u n a b h ä n g i g e , i d e n t i s c h v e r t e i l t e Zu­
f a l l s v a r i a b l e m i t d e r V e r t e i l u n g s f u n k t i o n F ( x ) und es 
e x i s t i e r e u € R, s o daß 

F ( u - x ) = 1 - F(u+x) für x € R 

Dann g i l t : 

F Y (u-x) = 1 - Fy (p+x) für x € R 
X < n + i , X

( n + 1 , 

B e w e i s 

F » L + 1 (?> [ F ( y - x ) ] x [ 1 - F ( p - x ) ] r 

n+1 x i=^r- 1 
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= I , (") [1 - F ( y + x ) ] i [ F ( p + x ) ] n " i 

n-1 
2 

1 - f (") [1 - F ( y + x ) ] i [ F ( y + x ) ] n _ i 

B e a c h t e t man, daß g i l t (n u n g e r a d e ) : 
n-1 

r= I ' r=o 

so f o l g t : 

n n - i 
(U—X) = 1 — ^ 1 1 1 K l l l + V l I I I — MU+XI I 

X ( ^ l ) 1 = 

F„ (u-x) = 1 - J n + 1 (J) [ F ( y + x ) ] i [ 1 - F ( u + x ) ] 

= 1 - F v (y+x) 
(S±i) 

Bemerkung 

F a l l s d e r E r w a r t u n g s w e r t e i n e r s y m m e t r i s c h zu x=y v e r ­
t e i l t e n Z u f a l l s v a r i a b l e n X e x i s t i e r t , i s t e r g l e i c h y. 

B e w e i s : 

S e i Y = X-y 

F
y ( y ) = 1 ~ F y ( - y ) (Symmetrie) 

Nach V o g e l ( 5 6 ) , S.53 g i l t für b e l i e b i g e Z u f a l l s v a r i a b l e 
m i t e x i s t i e r e n d e m E r w a r t u n g s w e r t j 

o 0 0 

EX = - / F ( x ) d x + / [ 1 - F ( x ) J dx 
-oo o 

O co 
EY = - / F v ( y ) dy + / [1-F ( y ) ] d y == 

/ F (y) dy + / F (-y) dy = 
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o o 
/ F y ( y ) dy 4- / F y ( y ) dy = O 

Nach d i e s e n a l l g e m e i n e n Überlegungen kommen w i r nun w i e ­
d e r a u f u n s e r e P r o b l e m s t e l l u n g zurück. Legen w i r für d i e 
X - D i c h t e n d e r n a c h V o r a u s s e t z u n g unabhängigen Z u f a l l s v a ­
r i a b l e n X.̂  ( i = 1 , . . . , n ) s p e z i e l l e i n E l e m e n t u n s e r e r K l a s 
se P z u g r u n d e , s o e r h a l t e n w i r für d i e D i c h t e d e r Schätz 
f u n k t i o n X 

(S±l)' 
(2.12.) n-1 

L(S±1) 
( x ) = iis±n_ i [r<s±l)J i = 0 

n-1 n-1 
(-1) 

n - i - 1 

2ol 

/2t? • 
für 

1 
und $ ( z ) = / e 

-« /2TT 

d t . 

M i t d e r Bemerkung n a c h Lemma (2.11) haben w i r s o f o r t : 

(2.13) E X = p 

I s t nun w i e d e r e i n S o l l w e r t U q v o r g e g e b e n und Ab w e i ­
chungen von uq s o l l e n e r k a n n t w e r d e n , s o i s t : 

Z u r B e r e c h n u n g d e s k r i t i s c h e n W e r t s c , w e l c h e den k r i ­
t i s c h e n B e r e i c h C = (-OD, U Q-C) U (y0+c,°°) f e s t l e g t , i s t 
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b e i Verwendung des Medi a n s a l s T e s t s t a t i s t i k d i e B e z i e ­
hung (2.12) h e r a n z u z i e h e n . 

B e i vorgegebenem S i g n i f i k a n z n i v e a u a (0 < a < 1) muß 
g e l t e n : 

P u 0
< X

( S ± l ) £ [ % - c ' v o + c ] ) = 1"a 

(x) dx = 1-a 
,n+1, 

Für d i e O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k e r g i b t s i c h : 

L ( u ) = °/ f X - u ( x ) d x 

y - c ,n+1. / U 

Da für d i e e x a k t e D i c h t e (2.12) b e i z u g r u n d e l i e g e n d e r 
N o r m a l v e r t e i l u n g k e i n e T a b e l l e n w e r k e verfügbar s i n d , 
macht man s i c h i n d e r P r a x i s d i e T a t s a c h e z u n u t z e , daß 
d i e V e r t e i l u n g e n d e r o r d e r - s t a t i s t i c s ( w i e z.B. X , „ ) 

V 2 ' 
für zunehmendes n gegen e i n e G r e n z v e r t e i l u n g s t r e b e n 
( v g l . e t w a : F i s z (20) S. 4 4 3 ) . 

Es g i l t , daß für unabhängige Z u f a l l s v a r i a b l e n X^ m i t be-
d i a n y und e x i s t i e r e n d e r D i c h t e f ( x ) ( h i e r : D i c h t e d e r 
N o r m a l v e r t e i l u n g ) m i t f ( y ) > 0 d i e Z u f a l l s v a r i a b l e 

Y , n ± K - f W <X - y) 
1 2 ] 1 2 ' 

h i e r : Y 
X

( n ± i ) - W 

* 2 } 

K 2 } 

2n o 
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v e r t e i l u n g s k o n v e r g e n t i s t gegen d i e S t a n d a r d n o r m a l v e r t e i ­
l u n g (bezüglich d e r V e r t e i l u n g s k o n v e r g e n z s i e h e z.B. V o g e l 
(56) S. 245 f f ) . 

Für p r a k t i s c h e Zwecke w i r d dann für größere S t i c h p r o b e n ­
umfänge s t a t t d e r e x a k t e n V e r t e i l u n g (2.12) d i e N o r m a l -

V e r t e i l u n g m i t M i t t e l w e r t u und V a r i a n z j ~ v e r w e n d e t -

2.1.1.C. T e s t für den Ausschußanteil p m i t X a l s 
S t a t i s t i k 

Zum Abschluß b r i n g e n w i r noch e i n e Methode, d i e von 
L i e b e r m a n und R e s n i k o f f v o r g e s t e l l t wurde ( v g l . ( 3 2 ) ) . 
W i r gehen w i e d e r aus von d e r K l a s s e P von W a h r s c h e i n ­
l i c h k e i t s d i c h t e n ^2 

1 
P - { f (x) : f (x) = ! • e ° , — < x < ~, 

P P / 2 ? - a 
o 

u € K c R} 

Außerdem s e i e n noch T o l e r a n z g r e n z e n u und v gegeben, d i e 
uns e i n e Attribut-Prüfung e r l a u b e n . E i n Stück i s t " g u t " , 
f a l l s s e i n M e r k m a l s w e r t i n n e r h a l b d e r T o l e r a n z e n l i e g t , 
d.h. wenn g i l t : u £ x £ v . 

I s t n u r e i n e o b e r e o d e r e i n e u n t e r e T o l e r a n z g r e n z e v o r ­
gegeben, s o i s t u g l e i c h -» bzw. v g l e i c h 0 0 z u s e t z e n . 

Damit s t e l l t s i c h d e r Ausschußanteil p w i e f o l g t d a r 
_ ( t - u ) 

u 1 2 c l 
(2.14) p = P + p = / ! e ° d t + 

—oo /2TI• o 
_ ( t - u ) ' 

1 2 o i 
+ / 1 — • e ° d t 

v /2?»cr 
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I s t n u r e i n e T o l e r a n z s c h r a n k e v o r g e g e b e n , s o e r g i b t 
s i c h x 2 

( t - u ) 
u 1 2 o l 

P = P U = ° a t 
o 

b zw. ,. v 2 
( t - u ) 

7 1 
P « P v = / - — — 

v /2iT»a 

o 2 

e 2 ° ° 

Für den z w e i s e i t i g e n F a l l , den w i r i n d i e s e m Zusammen­
hang u n t e r s u c h e n w o l l e n , läßt s i c h ( 2 . 1 3 ) n o c h w e i t e r b e ­
h a n d e l n . / 4. .2 

_ ( t - u ) 
2 

v 2a 
(2.15) p - 1 - / • • e ° d t 

U /2~7T» O 
O 

p i s t e i n e F u n k t i o n des u n b e k a n n t e n P a r a m e t e r s u. Wir 
w o l l e n nun e i n e e r w a r t u n g s t r e u e S t a t i s t i k für p k o n ­
s t r u i e r e n , w e l c h e möglichst k l e i n e V a r i a n z b e s i t z t . 
H i e r z u h e l f e n uns z w e i Sätze aus d e r m a t h e m a t i s c h e n 
S t a t i s t i k . 

(2.16) S a t z v o n B l a c k w e l l ( v g l . ( 6 ) ) 

S e i X e i n e Z u f a l l s v a r i a b l e m i t e x i s t i e r e n d e r D i c h t e 
f ^ ( x ) und g ( x ) e i n e e r w a r t u n g s t r e u e S t a t i s t i k , T ( x ) 
e i n e s u f f i z i e n t e S t a t i s t i k für u. Dann g i l t : 

1) E ( g | T ( x ) ) i s t e r w a r t u n g s t r e u 

2) V a r E ( g ( T ( x ) ) < V a r g ( x ) 

(2.17) S a t z v on Lehmann und S c h e f f e ( v g l . ( 58)) 

V o r a u s s e t z u n g w i e i n (2.16) und s e i T ( x ) zusätzlich 
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noch vollständig, d. h. aus E ^ ( f ( T ( x ) ) = 0 für a l l e p 
f o l g t f ( T ( x ) ) = 0 b i s a u f e i n e Menge vom Maß 0. 

Dann g i l t : 

Für j e d e n e i n d i m e n s i o n a l e n schätzbaren P a r a m e t e r y(p) 
e x i s t i e r t e i n e e r w a r t u n g s t r e u e Schätzfunktion d e r Form 
h ( T ( x ) ) , d i e u n t e r a l l e n e r w a r t u n g s t r e u e n gleichmäßig 
k l e i n s t e V a r i a n z b e s i t z t und d i e e i n z i g e e r w a r t u n g s ­
t r e u e S t a t i s t i k i n Abhängigkeit v o n T ( x ) i s t . 

E i n e n P a r a m e t e r Y ( P ) nennen w i r schätzbar, wenn e r e i n e 
e r w a r t u n g s t r e u e Schätzfunktion b e s i t z t . Erläuternd b e ­
merken w i r n o c h , daß d i e Vollständigkeit d e r s u f f i z i -
e n t e n S t a t i s t i k T ( x ) h e u r i s t i s c h g e s e h e n b e d e u t e t , daß, 
f a l l s e i n e F u n k t i o n v o n T m i t E r w a r t u n g s w e r t 0 e x i s t i e r t , 
d i e s e F u n k t i o n i d e n t i s c h g l e i c h 0 s e i n muß für a l l e 
T ( x ) , an denen d i e F u n k t i o n p o s i t i v e D i c h t e b e s i t z t . 

Nun w o l l e n w i r den S a c h v e r h a l t aus (2.15) und (2.16) 
a u f u n s e r P r o b l e m anwenden und d e f i n i e r e n für e i n e 
S t i c h p r o b e ( X ^ . . . ^ ) 

fo f a l l s u £ y £ v 
9(x.,...,y,..tx ) - < 

n [1 s o n s t 

w o b e i y e i n b e l i e b i g e s E l e m e n t d e r S t i c h p r o b e , etwa 
x k , i s t . 

Da w i r N o r m a l v e r t e i l u n g m i t unbekanntem M i t t e l w e r t 
2 

und b e k a n n t e r V a r i a n z a v o r l i e g e n h a b e n , i s t das 
1 n 

a r i t h m e t i s c h e M i t t e l X = - T x. e i n e s u f f i z i e n t e 
n i£i 1 

S t a t i s t i k für p. Berücksichtigt man w e i t e r h i n , daß 
s u f f i z i e n t e S t a t i s t i k e n für d i e N o r m a l v e r t e i l u n g a uch 
vollständig s i n d , s o erhält man m i t den A u s s a g e n d e r 
Sätze (2.15) und ( 2 . 1 6 ) : 
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P = E ( g | x ) i s t d i e e r w a r t u n g s t r e u e S t a t i s t i k i r . i t g l e i c h ­
mäßig k l e i n s t e r V a r i a n z für den Ausschußanteil p. 

(2.18) 
E ( g | x ) = 1 - p ( u < Y < v/-) = 1 - / h ( y ' x ) dy 

x I i 

v 
/ -
u Ä(x) 

v;obei h ( y , x ) d i e gemeinsame D i c h t e von Y und X und £(x) 
d i e D i c h t e von X i s t . 

h ( y , x ) b e r e c h n e n w i r m i t H i l f e d e r D i c h t e d e r Z u f a l l s -
1 n 

v a r i a b l e n Y und X' = — - r J X. 
n " 1 i£l 1 

[ ( y - y ) 2 + ( n - 1 ) ( x ' - u ) 2 ] Es g i l t : 

f ( y , x ' ) = ~ e 
27TCJ 

o 
D i e l i n e a r e T r a n s f o r m a t i o n i> l i e f e r t : 

R 2 * R 2 t x •+ Ax 

y 1 0 y Y 
1 n-1 

— 
— 1 n-1 — — x' X 1 X n n 

Für d e t A g i l t : 

|A| = 
1 O 

1 n-1 
n n 

n-1 
n 

und x' = — 2 — x - — ^ r - . Daraus f o l g t : n-1 n-1 

h ( y , x ) = | A | " 1 . f ( y # - ^ r x -'n-1 n-T 

n /n^T 2 a o 
n-1* 2 # e 

2lT • O -

l T [ ( y - v ) 2 + ( n . 1 ) ( _ n _ 5 . _ i T . M ) 2 ] 

http://ir.it
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2a , , — n o h ( y , x ) = 5—• e 
2Ti«a z /n-T o 

^ [ ( y - p ) 2 + ( n - i ) ( H ? T x - ^ 

D i e s läßt s i c h i n e i n i g e n R e c h e n s c h r i t t e n umformen z u 

n \ ,2 1 , -.21 
" ^ 2 [ ( X - ^ + n ^ T ( ^ x ) J 

h ( y , x ) = 1 e ° 
2ir«a /n-1' o 

und für u n s e r e n Schätzer aus (2.17) e r g i b t s i c h schließ­
l i c h : -

n , - > 2 
( y _ x ) 

(2.19) P = E ( g | x ) = 1 - / - y ^ " 
v- 1 ä 2 ( n - 1 ) a o 

/2TT • O 
o 

e " dy 

M i t (2.18) haben w i r d i e Schätzfunktion für den A u s ­
schußanteil p m i t gleichmäßig k l e i n s t e r V a r i a n z g e f u n ­
d e n . E ( g | x ) hängt natürlich ab v o n x. 

M i t d i e s e n E r g e b n i s s e n läßt s i c h nun i n e i n f a c h e r W e i ­
se e i n T e s t für den Ausschußanteil p k o n s t r u i e r e n u n t e r 
Verwendung v o n ( 2 . 1 9 ) . Der A u f b a u i s t ähnlich dem i n 
2.1.1.a b e s c h r i e b e n e n T e s t . Aus d i e s e m Grunde v / o l l e n 
w i r h i e r a u f d i e genauen D e t a i l s v e r z i c h t e n und v e r w e i ­
s e n a u f ( 3 2 ) , S.465 f f . , wo auch d i e OC-Kurven für v e r ­
s c h i e d e n e P a r a m e t e r w e r t e b e r e c h n e t und g r a p h i s c h d a r g e ­
s t e l l t w u r d e n . Es wurden d o r t a u c h T e s t s e r a r b e i t e t , für 
den F a l l , daß d i e V a r i a n z a 2 u n b e k a n n t i s t . 

2.1.2. N o r m a I v e r t e i l u n g m i t u n b e k a n n t e r V a r i a n z 

Natürlich i s t es a u c h möglich T e s t s z u k o n s t r u i e r e n , 
f a l l s d i e V a r i a n z d e r G r u n d g e s a m t h e i t u n b e k a n n t i s t 
und d u r c h d i e V a r i a n z d e r S t i c h p r o b e 
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n 
I (xi ~ X) 

i=1 

geschätzt w e r d e n muß. Da w i r a b e r e i n e r s e i t s im Rahmen 
d i e s e r A r b e i t s t e t s v o r a u s s e t z e n , daß d i e V a r i a n z d e r 
G r u n d g e s a m t h e i t b e k a n n t i s t und a n d e r e r s e i t s d i e s e s 
P r o b l e m i n d e r L i t e r a t u r ausführlich b e h a n d e l t w i r d , 
w o l l e n w i r h i e r a u f e i n e d e t a i l l i e r t e D a r s t e l l u n g v e r ­
z i c h t e n ( v g l . h i e r z u e t w a : ühlmann ( 5 4 ) , S. 151 f f 
o d e r Duncan ( 1 6 ) , S. 239 f f ) . 

Bemerkung: 

W i r haben b i s h e r n ur z w e i s e i t i g e T e s t s b e h a n d e l t , j e ­
d o c h läßt s i c h b e i e i n s e i t i g e r F r a g e s t e l l u n g völlig 
a n a l o g v e r f a h r e n . D i e N u l l h y p o t h e s e l a u t e t dann etwa 
H q : u _> U q gegenüber d e r A l t e r n a t i v e : u < U q. D i e 
V e r f a h r e n s w e i s e z u r K o n s t r u k t i o n d e r e n t s p r e c h e n d e n 
T e s t s i s t d i e g l e i c h e , d e r e i n z i g e U n t e r s c h i e d l i e g t 
i n d e r B e r e c h n u n g des k r i t i s c h e n B e r e i c h s , d e r für 
d i e s e s H q d i e G e s t a l t (-°°,u0-c) h a t . D i e O p e r a t i o n s c h a ­
r a k t e r i s t i k h a t dann e t w a f o l g e n d e s A u s s e h e n : 

4 

L(/*> 
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Abschließend z u den K a p i t e l n 2.1.1 und 2.1.2 geben 
w i r n o c h e i n e n A u s z u g aus d e r weiterführenden L i t e ­
r a t u r z u d i e s e m P r o b l e m k r e i s . 

E i n e E r w e i t e r u n g d e r T e s t s von 2.1.1.c f i n d e n w i r 
b e i A . J . Duncan ( v g l . ( 1 7 ) ) , d e r auch d i e S p a n n w e i t e 
R: - X - X , z u r Schätzung d e r V a r i a n z i n s e i n e max min 
Prüfpläne a u f n i m m t . 

W e i t e r e Testpläne z u r Überprüfung d e s Ausschußanteils 
p b e i unbekanntem M i t t e l w e r t und u n b e k a n n t e r V a r i a n z 
d e r z u g r u n d e l i e g e n d e n N o r m a l v e r t e i l u n g b e s c h r e i b t D. 
B. Owen i n e i n e m A u f s a t z i n d e r Z e i t s c h r i f t Technome-
t r i c s ( s i e h e ( 3 6 ) ) . 

I s t d i e S t a n d a r d a b w e i c h u n g zwar u n b e k a n n t , j e d o c h 
e i n e o b e r e S c h r a n k e für a a n g e b b a r , s o können z u r 
Überprüfung d e r Qualität T e s t s v e r w e n d e t w e r d e n , w i e 
s i e T. C o l t o n i n s e i n e m A r t i k e l "A T e s t P r o c e d u r e 
w i t h a Sample f r o m a N o r m a l P o p u l a t i o n when an Upper 
Bound t o t h e S t a n d a r d D e v i a t i o n i s Known" b e h a n d e l t 
( v g l . ( 1 1 ) ) . D i e k r i t i s c h e n W erte und d i e Gütefunk­
t i o n e n s i n d d o r t t a b e l i i e r t und w e r d e n m i t dem t - T e s t 
v e r g l i c h e n . 

B e t r a c h t e t man nur e i n e e i n f a c h e N u l l h y p o t h e s e H Q : 
u = u Q gegenüber e i n e r e i n f a c h e n A l t e r n a t i v e : 
u = y-j und w i l l man a n s t e l l e d e r Schätzfunktion X 
Q u a n t i l e a l s T e s t s t a t i s t i k v e r w e n d e n , s o kann man 
e i n e n T e s t a u f b a u e n , w i e e r v o n I . E i s e n b e r g e r (18) 
b e s c h r i e b e n w i r d . 

Vom V e r t e i d i g u n g s m i n i s t e r i u m d e r USA wurde z u r V a ­
r i a b l e n k o n t r o l l e d as V o r s c h r i f t e n w e r k " S a m p l i n g 
P r o c e d u r e s and T a b l e s f o r I n s p e c t i o n by V a r i a b l e s 
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f o r P e r c e n t D e f e c t i v e " h e r a u s g e g e b e n , d e s s e n n e u e s t e 
F a s s u n g d i e B e z e i c h n u n g " M i l i t a r y S t a n d a r d 414" trägt. 
E i n e B e s c h r e i b u n g f i n d e t s i c h b e i s p i e l s w e i s e b e i 
Duncan ( 1 6 ) . 

Schließlich f i n d e n w i r w e i t e r e Prüfpläne für messende 
Prüfung m i t Berücksichtigung von K o s t e n p a r a m e t e r n s o ­
w i e L i t e r a t u r h i n w e i s e b e i K. S t a n g e ( 5 0 ) . 

2.1.3 C a u c h y - V e r t e i l u n g 

I n d i e s e m A b s c h n i t t w o l l e n w i r d i e Annahme, daß d i e 
G r u n d g e s a m t h e i t d e s i n t e r e s s i e r e n d e n M e r k m a l s e i n e r 
N o r m a l v e r t e i l u n g genügt, f a l l e n l a s s e n . Zwar b e s i t z t 
d i e N o r m a l v e r t e i l u n g wegen i h r e r z e n t r a l e n B edeutung 
i n d e r S t a t i s t i k e i n e n s e h r großen A n w e n d u n g s b e r e i c h 
s i e r e i c h t j e d o c h n i c h t a u s , um a l l e n S i t u a t i o n e n i n 
d e r P r a x i s g e r e c h t z u werden. Deswegen b e h a n d e l n w i r 
h i e r noch e i n i g e a n d e r e V e r t e i l u n g s k l a s s e n . A l s e r s t e s 
b e t r a c h t e n w i r e i n e K l a s s e v o n V e r t e i l u n g e n , d i e i n 
d e r Form den N o r m a l v e r t e i l u n g e n s e h r ähnlich s i n d . 
S i e w i r d w i e d e r u m vom Lebesgue-Maß d o m i n i e r t und d i e 
L e b e s g u e - D i c h t e n s i n d gegeben d u r c h 

1 X 2 

(2.14) f ( x ) = — r r — 2 — 2 f ü r " * K x < 0 0 ' y € R ' x > 0 

1 T - X +(x-y) 
D i e s e V e r t e i l u n g e n s i n d Spezialfälle von W a h r s c h e i n ­
lichkeitsmaßen vom s o g . P e a r s o n - T y p und heißen Cauchy-
V e r t e i l u n g e n ( s i e h e Cauchy ( 1 0 ) : "Sur l e s r e s u l t a t s 
moyens d ' o b s e r v a t i o n s de meme n a t u r e e t s u r r e s u l t a t s 
l e s p l u s p r o b a b l e s " . ) . 

D u r c h I n t e g r a t i o n erhält man d i e zugehörigen V e r t e i ­
l u n g s f u n k t i o n e n 
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F ( x ) = ^ + - a r c t a n 0~&) für -°° < x < 
2 TT A 

D i e D i c h t e f u n k t i o n e n f ( x ) s i n d s y m m e t r i s c h z u r A c h s e 
x=p und d u r c h D i f f e r e n t i a t i o n erhält man: 

m-2 
f . ( x ) , - l l x - H l . 

TT'X^ 
1 • ^ 

f " ( X ) = -
TT'X" 

1 + ( ^ > 
-2 

8 ( x - y ) ' 
. X 5 

1 + ( ^ ) 

H i e r a u s e r r e c h n e t man, daß f ( x ) e i n Maximum b e i x=u 
und Wendepunkte b e i x = u + ^ /T X b e s i t z t . D i e D i c h t e 
d e r N o r m a l v e r t e i l u n g h a t im V e r g l e i c h d a z u e i n Maximum 
b e i x=u und Wendepunkte b e i x = u + a. 

D i e c h a r a k t e r i s t i s c h e F u n k t i o n d e r C a u c h y - V e r t e i l u n g 
i s t : 

<p(t) = E ( e i t X ) = e 1 * ^ - X l t | 

<p(t) i s t an d e r S t e l l e t=0 n i c h t d i f f e r e n z i e r b a r , a l s o 
e x i s t i e r t k e i n e n d l i c h e s Moment d e r C a u c h y - V e r t e i l u n g . 
W i r können a l s o n i c h t v o n e i n e r S t a n d a r d i s i e r u n g e i n e r 
Z u f a l l s v a r i a b l e n m i t C a u c h y - V e r t e i l u n g im üblichen 
S i n n s p r e c h e n , w i r e r h a l t e n a b e r e i n e s o g . S t a n d a r d -
Form, i n d e m w i r X = 1 und u = 0 s e t z e n : 

(2.15) f ( x ) = - — X r - co < x < oo 
* 1+x 2 

Der U n t e r s c h i e d z u r N o r m a l v e r t e i l u n g b e s t e h t d a r i n , 
daß d i e D i c h t e d e r C a u c h y - V e r t e i l u n g f l a c h e r verläuft 
und d i e V e r t e i l u n g für von u e n t f e r n t e B e r e i c h e höhe­
r e W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n a u f w e i s t . D i e s i s t u n m i t t e l ­
b a r e i n l e u c h t e n d , wenn man berücksichtigt, daß d e r 
S p e z i a l f a l l (2.14) e i n e t - V e r t e i l u n g m i t einem F r e i -
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h e i t s g r a d d a r s t e l l t . D i e n a c h s t e h e n d e n T a b e l l e n s o l l e n 
d i e s n o c h v e r d e u t l i c h e n . 

X f (x) F ( x ) 

C a u c h y N o r m a l Cauchy N o r m a l 

0 0,3180 0,3989 0,5000 0,5000 
0,5 0,2540 0,3521 0,6576 0,6915 
1 0,1590 0,2420 0,7500 0,8413 

1,5 0,0978 0,1295 0,7908 0,9332 
2 0,0639 0,0540 0,8524 0,9772 
3 0,0318 0,0044 0,8976 0,9987 

Tab. 1: V e r g l e i c h v o n f ( x ) und F ( x ) e i n e r N ( 0 , 1 ) - V e r ­
t e i l u n g m i t e i n e r C a u c h y - V e r t e i l u n g e n t s p r e c h e n d 
( 2 . 1 4 ) . 

X F ( x ) 

Cauchy N o r m a l 

0 0.5000 0.5000 
0.2 0.5628 0.5537 
0.6 0.6720 0.6571 
1 .0 0.7500 0.7500 
1.4 0.8026 0.8275 
2.0 0.8524 0.9113 
3.0 0.8976 0.9785 

Tab. 2: V e r g l e i c h von F ( x ) e i n e r N(0;1,483 ) - V e r t e i l u n g 
m i t e i n e r C a u c h y - V e r t e i l u n g von ( 2 . 1 4 ) . 

I n b e i d e n T a b e l l e n wurden wegen d e r Symmetrie zu x = 0 
nur p o s i t i v e x-Werte b e t r a c h t e t . I n T a b e l l e 2 haben d i e 
V e r t e i l u n g e n d i e s e l b e n u n t e r e n und o b e r e n Q u a r t i l e b e i 
+ 1 . 
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Selbstverständlich h a t d i e C a u c h y - V e r t e i l u n g k e i n e n s o 
w e i t e n A n w e n d u n g s b e r e i c h w i e d i e N o r m a l v e r t e i l u n g , muß 
a b e r d u r c h a u s für b e s t i m m t e Merkmale i n B e t r a c h t g e z o ­
gen w e r d e n . W i r b e s c h r e i b e n nun e i n i g e S i t u a t i o n e n , wo 
s i e e i n e R o l l e s p i e l t . 

D i e C a u c h y - V e r t e i l u n g i s t d i e V e r t e i l u n g des Q u o t i e n t e n 
von z w e i unabhängigen s t a n d a r d - n o r m a l v e r t e i l t e n Z u f a l l s ­
v a r i a b l e n X.j und X 2, j e d o c h b r a u c h t d i e ursprüngliche 
V e r t e i l u n g d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n n i c h t u n b e d i n g t n o r m a l 
zu s e i n . So h a t L a h a (31) e t w a g e z e i g t , daß, wenn X-j und 
X 2 d i e D i c h t e n 

V x » - T T - H - < x < -
1 1+X 

vT 1 
bzW. f v (X) = T -oo < x < «> 

X 2 * 1+x 4 

b e s i t z e n , d e r Q u o t i e n t X ^ X ^ e b e n f a l l s e i n e r C a u c h y -
V e r t e i l u n g genügt und gab i n e i n e m a n d e r e n A r t i k e l ( v g l . : 
( 3 0 ) ) n o c h w e i t e r e B e i s p i e l e . 

W e i t e r h i n s p i e l t d i e C a u c h y - V e r t e i l u n g a u c h a l s G r e n z ­
v e r t e i l u n g e i n e R o l l e . So b e s i t z t z.B. das h a r m o n i s c h e 
M i t t e l u n t e r s e h r a l l g e m e i n e n V o r a u s s e t z u n g e n d e r u r ­
sprünglichen V e r t e i l u n g e n d i e C a u c h y - V e r t e i l u n g a l s 
G r e n z v e r t e i l u n g ( s i e h e : P i t m a n , W i l l i a m s ( 3 8 ) ) . 

A u c h i n einem a n d e r e n Zusammenhang s p i e l t d i e Ca u c h y -
V e r t e i l u n g e i n e R o l l e . W i r w o l l e n d i e s anhand e i n e r 
Z e i c h n u n g v e r d e u t l i c h e n : 

l 
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Der W i n k e l X s e i g l e i c h v e r t e i l t im I n t e r v a l l (- | , | ) 
m i t d e r D i c h t e f u n k t i o n : 

f ( x ) = < 

TT TT 
- -2 < x < -

s o n s t 

D i e Z u f a l l s v a r i a b l e Y e r r e c h n e t s i c h a l s : 

Y = g(X) = t a n X 

TT TT 

2 ' 2 
d e f i n i e r t und man erhält: 
Für x € (- ^ , ^ ) i s t d i e U m k e h r f u n k t i o n e i n d e u t i g 

X = g ~ 1 ( Y ) = a r c t a n Y 

Damit e r g i b t s i c h für d i e D i c h t e d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n Y: 

h ( y ) 
-1 , dg '(V) 
dy f ( g ~ 1 (y)) 

h ( y ) = J 1 
2 ' TT 1+y 

für -°° < y < oo 

h ( y ) i s t d i e C a u c h y - V e r t e i l u n g von (2.15) 

W e i t e r e S i t u a t i o n e n , wo a l s r e l e v a n t e s V e r t e i l u n g s g e ­
s e t z d i e C a u c h y - V e r t e i l u n g i n B e t r a c h t g e z o g e n werden 
muß, f i n d e t man b e i S p i t z e r ( 4 9 ) , S t e c k (51) o d e r 
W i l l i a m s ( 5 7 ) . 

Für d i e w e i t e r e n Ausführungen i n t e r e s s i e r e n w i r uns 
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nu r für den L o k a l i s a t i o n s p a r a m e t e r y. Der z w e i t e P a r a ­
m e t e r X c h a r a k t e r i s i e r t d i e Höhe des Maximums ( f ( u ) = 
~j) und d i e Lage d e r Wendepunkte von f ( x ) . Vergrößert 
man X, s o verläuft d i e D i c h t e f u n k t i o n (2.14) f l a c h e r . 
Wenn a u c h d i e C a u c h y - V e r t e i l u n g k e i n e e n d l i c h e V a r i a n z 
b e s i t z t , s o h a t d o c h X für d i e C a u c h y - V e r t e i l u n g e i n e 
ähnliche B e d e u t u n g w i e d i e S t a n d a r d a b w e i c h u n g a für 
d i e N o r m a l v e r t e i l u n g . Da w i r im Rahmen d i e s e r A r b e i t 
n u r T e s t s für y b e t r a c h t e n w o l l e n , s e t z e n w i r den P a ­
r a m e t e r X a l s b e k a n n t v o r a u s und nehmen d e r E i n f a c h ­
h e i t d e r D a r s t e l l u n g h a l b e r an: X = 1 . 

o 

Damit e r h a l t e n w i r a l s K l a s s e P v o n L e b e s g u e - D i c h t e n , 
w e l c h e d i e e n t s p r e c h e n d e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i ­
l u n g e n k e n n z e i c h n e n : 

P = it t f (X) = 1 . 1
 2 , - < X < »,U £ R> 

K H 1+(x-y) 

D i e c h a r a k t e r i s t i s c h e F u n k t i o n tp(t) e i n e s E l e m e n t s d e r 
K l a s s e P i s t : 

<p<t) = E ( e i t X ) = / e i t x cU = e 1 ^ " N 
R 

Für n unabhängige Z u f a l l s v a r i a b l e X^,.. • ,X m i t den 
D i c h t e n 

f (x) = l • x- - c o < x < oo y. £ R 
1 1 l + U - y . ) 2 1 

e r h a l t e n w i r a l s c h a r a k t e r i s t i s c h e F u n k t i o n für S = 
n n 

I X,: 
i = r 1 n 

i t - I u - | t | • n 
i = 1 

<P. ( t ) - e 1 1 

S n 
n 

und noch a l l g e m e i n e r bekommt man für S^ = J a i X i : 
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<PS, ( t ) = e 
n 

i t l a i y i E | a . j 

S e t z e n w i r v o r a u s , daß d i e X i unabhängige Z u f a l l s v a r i a b l e 
m i t i d e n t i s c h e n V e r t e i l u n g e n aus d e r K l a s s e P s i n d , d. h. 

M n = y, s o e r h a l t e n w i r d i e c h a r a k t e r i s t i s c h e 
F u n k t i o n d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n T ( x ) = X, wenn w i r a 

-1 s e t z e n : 

<Pj(t) = e i t ' l l I t | 

D i e s i s t d i e c h a r a k t e r i s t i s c h e F u n k t i o n e i n e s E l e m e n t s 
d e r K l a s s e P. A l s o h a t d i e Schätzfunktion X d i e g l e i c h e 
V e r t e i l u n g s f u n k t i o n w i e e i n b e l i e b i g e s x^. D i e s b e d e u t e t , 
man g e w i n n t d u r c h d i e S t a t i s t i k X k e i n e w e i t e r e I n f o r m a ­
t i o n a l s b e i d e r Z i e h u n g e i n e s e i n z i g e n E l e m e n t s . Aus 
d i e s e m Grunde i s t d i e S t a t i s t i k X für T e s t s m i t z u g r u n d e ­
l i e g e n d e r C a u c h y - V e r t e i l u n g n i c h t g e e i g n e t . W i r ver w e n d e n 
d a h e r den i n (2.8) d e f i n i e r t e n M e d i a n X ,„ a l s Schätz-

f u n k t i o n . Der E i n f a c h h e i t h a l b e r s e t z e n w i r den S t i c h ­
p robenumfang n a l s u n g e r a d e v o r a u s . 

M i t den B e z i e h u n g e n (2.9) und (2.10) r e s u l t i e r t . 

n-1 (2.16) 

X (x) = T(n+1) 
n-1 
2 

'-1 (S±l) [r(s±l)J 1 

n-1 - i 
(-1) 
n - i 

[ a r c t a n ( x - y ) + Ir -oo < x < y € R 
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(2.17) 

(x) = T(n+1) 
n-1 
2 

,n+ 1) [r(2±l)]z i-o 

fn-1> 
2 
i 

n-1 
(~D 

[ a r c t a n (x-u) + |] 
n - i - 1 1 

1 + (x-u)' 

-» < x < » , p e r 

B e i e i n e r n u m e r i s c h e n A u s w e r t u n g von (2.17) wurden d i e 
Stichprobenumfänge n = 1, n = 9 und n = 19 s o w i e u = 0 
gewählt. Im F a l l n = 1 erhält man d i e C a u c h y - V e r t e i l u n g 
s e l b s t . Da f (x) für u = 0 s y m m e t r i s c h z u r y-Achse 

i s t ( s i e h e Lemma ( 2 . 1 1 ) ) , wurden n u r Argumente x ^ 0 be­
t r a c h t e t und d i e F u n k t i o n s w e r t e i n e i n e r T a b e l l e g e g e n ­
übergestellt. 

X 0 0,5 1 1,5 2 3 

f (x) 0,3180 0,2540 0,1590 0,0978 0,0639 0,0318 

f Y (x) 
X ( 5 ) 

0,7830 0,4350 0,1240 0,0331 0,0102 0,0015 

f Y (x) 
X ( 1 0 ) 

1,1220 0,3950 0,0421 0,0039 0,0005 0,0000 

Tab. 3: V e r g l e i c h d e r D i c h t e f u n k t i o n e n d es M e d i a n s für 
n = 1,9 und 19. 

S c h r e i b e n w i r d i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n des M e d i a n s X 
i 

i n d e r Form ( v g l . ( 2 . 9 ) ) 

n+1, 
2 ' 
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F ( x ) n _ 1 

<*, , r ( n + 1 ) . I t 2 ( 1 . t ) 2 d t ( 

[r(ajl>]' ,n+1. I n ,n+1^ I o 
* 2 ' 

-oo < x < 0 0 

so können w i r d i e D i c h t e auch i n e i n e r a n d e r e n Weise 
a l s (2.17) b e r e c h n e n , nämlich d u r c h D i f f e r e n t i a t i o n 
des o b i g e n A u s d r u c k s : 

(2.18) 
n-1 

f * + i ( x ) = t ^ t t H 1 ' + l a r c t a n < H 2 • 
[I . I 
L2 ir 

a r c t a n ( x - u ) 1 2 

1 1 
v 1 + U - u ) 2 

-oo < x < 

f x (x) = r<n +D . I f j _ 1 a r c t a n 2 ( x . 
(^) [r(S±l)]' 

n-1 
2 

1 + ( x - y ) 2 
-oo < X < °° 

Der E r w a r t u n a s w e r t d e r S t a t i s t i k X - e r g i b t s i c h z u : 
( H U . ) 
K 2 } 

(2.19) 
E X , n + ^ " / x f X n + 1

 ( X ) d * 

n-1 
2 

/ — — 2 r < n + 1 )
2 \\ - "I a r c t a n 2 (X-M)I^ d x 

- i + c x - y ) 2 [ r ( ü ± I ) ] 2 . , L 4 * J 
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Durch d i e S u b s t i t u t i o n 

y: = arctan (x-u) 

e r h a l t e n w i r : 

E (X 

TT 

2 
/ (tan y+y) • 

[ r ( ^ ) j 2 . 
r(n+1) 

n-1 

TT n 
2 

n-1 
(5-y) dy 

Für n = 1 e r h a l t e n wir d i e Cauchy-Verteilung s e l b s t 
und der Erwartungswert e x i s t i e r t n i c h t , er e x i s t i e r t 
jedoch für n >_ 3 (siehe ( 4 ) ) . Wir können i h n ohne 
weitere Rechnung angeben, aufgrund der Bemerkung nach 
Lemma (2.11) g i l t nämlich 

(2.20) E X « y n > 3 
(Sil) 

Die l e t z t e n Ergebnisse fassen wir zusammen zu: 

(2.21) Lemma 

S e i P = ( f n ( x ) : f (x) = l - j , -» < x < - , y 6 R 
u U TT 1+(x-y) 2 

und s e i n = 2k + 1 , k € N 

Dann g i l t : 

T(x) • X «, i s t eine erwartungstreue S t a t i s t i k für den 
(Sf1) 

unbekannten Lokalisationsparameter y. 

Für d i e Vari a n z von X - errechnet man analog: 
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Var X _ = / ( x - E X ) ^ f (x)dx , u > 3 

(2.22) Var X ß + 1 = / ( x - u ) 2 f ( x ) d x 
(•"2~) -°° 

7T/2 n-1 
r("+1> , • r tan 2

 y . (I + y) 2. 
i n ^ l 

•<S - y) 2 dy 

Das I n t e g r a l von (2.22) ko n v e r g i e r t für n >̂  5 (siehe 
(4)) . Da wir für d i e Zwecke der Qualitätskontrolle 
ohne weiteres einen Stichprobenumfang größer oder 
g l e i c h 5 voraussetzen können, b e s i t z t X - s t e t s 

( S i - 4 
endliche Momente e r s t e r und zweiter Ordnung. 

Nach dem Satz über d i e Grenzverteilung von order -
s t a t i s t i c s s t r e b t d i e V e r t e i l u n g der Z u f a l l s v a r i a ­
b l e n 

* ( S i l ) 

für wachsendes n gegen d i e StandardnormalVerteilung 
A l s o i s t es wohl g e r e c h t f e r t i g t , für große S t i c h p r o -

2 
benumfänge d i e Varianz des Medians g l e i c h ^ J J zu s e t ­
zen. Jedoch stimmt d i e exakte Varianz aus (2.22) für 

2 
k l e i n e n n i c h t gut mit überein, wie folgende Ta­
b e l l e beweist: 
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n Var X aus (2.22) 
(S±l) 

7r2/4n 

5 1,2213 0,4935 
7 0,6121 0,3525 
9 0,4087 0,2742 

11 0,3068 0,2243 
13 0,2456 0,1898 
15 0,2048 0,1645 
21 0,1367 0,1175 
29 0,0947 0,0851 

Tab. 4: V e r g l e i c h der exakten V a r i a n z des Medians aus 
2 

(2.22) mit der asymptotischen V a r i a n z Tr*/4n. 

Nach diesen Ausführungen kommen wir zurück auf unsere 
Problemstellung: 

Eine Warenpartie wird a n g e l i e f e r t und es i s t e i n Merk­
mal zu untersuchen, welches e i n e r Cauchyverteilung mit 
X Q = 1 u n t e r l i e g t . Dabei s e i der Parameter u unbekannt. 
Wir ziehen eine Stichprobe vom Umfang n und suchen einen 
geeigneten Test, der Verschiebungen des vorgegebenen 
VerteilungsZentrums u Q aufzeigen s o l l . 

Zugrunde l i e g t d i e V e r t e i l u n g s k l a s s e P, welche durch 
i h r e Dichten gekennzeichnet i s t : 

P - U , , ( x ) : f (x) = l • 5- ; -« < x < co, p € R} 
u y * 1 + ( x - u ) 2 

Außerdem berücksichtigen wir, daß nur ungerade S t i c h ­
probenumfänge i n Frage kommen. Der Stichprobenraum i s t 
der R N. 
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Al s T e s t s t a t i s t i k verwenden wir den Median der S t i c h ­
probe X . , d. h. wir ordnen d i e Stichprobenelemente 

(x.,,...,x ) der Größe nach und nehmen das n - - — t e Stück, 
n 

Der Stichprobenraum R wird durch die s e V o r s c h r i f t ab­
g e b i l d e t auf den R 1. 

A l s S i g n i f i k a n z n i v e a u wählen wir a mit 0 < a < 1 u n d be­
trachten d i e Nullhypothese: 

V " • "o 

gegenüber der A l t e r n a t i v e 

Es stehen uns wieder zwei Entscheidungsmöglichkeiten 
zur Verfügung, nämlich: 

d Ä = Ahnahme der P a r t i e o 

d- = Ablehnung der P a r t i e 1 

Den T e s t tp legen wir nun a l s (meßbare) Abbildung von 
R i n D f e s t , so daß g i l t : 

(2.23) cp : R D = idQ,d^) 

mit f d l für X € C 

{ 2 > d f t für X . 1 € C 
l 2 ' 

wobei der k r i t i s c h e Bereich C = (-», u - c) ü (u + c, «) 
o o 

so e i n g e r i c h t e t wird, daß g i l t : 
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(2.24) p (X n + 1 € C) = a für u € H Q 

Daraus f o l g t : 

V x < s ± i ) e c ) • a 

v 2 7 

/ f Y . tl (x) dx = a 
C ,n+1/ w o 

l 2 ' 
n-1 

H n i D 1 . f r l . 1 2 

[ r ( B J l , ] 
2 TT " ~ t a r c t a n y ] 

TT 

(-«,c)U(c,») 

— 1 ^ dy = a 

r(n+1) 1 7r1 1 ^ 2 , oder: 7* Tö ' Z * HA 5 arctan y] 
[r<s±l>] c 4 n 2 

n-1 
2 

Dies i s t d i e Bestimmungsgleichung für den k r i t i s c h e n 
Wert c b e i vorgegebenem S i g n i f i k a n z n i v e a u a. 

Die O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k des Tests (2.23) e r g i b t 
s i c h wiederum a l s Wa h r s c h e i n l i c h k e i t der Annahme i n 
Abhängigkeit vom unbekannten Parameter u. 

L(y) 
V X

f n + l ("T~> 
€ C) = / f Y . (x) dx = 

C X ( S ± 1 » ' U 
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r(n+i) u +c 1 2 —2 arctan (x-u)] 
n-1 
2 

1 
1+(x-y)' 

dx 

Mi t y: « a r c t a n (x-y) f o l g t 

arctan(y Q+c-y) n-1 
(2.30) L(y) » r ( n + 1 )

 2 • -Ij / <| + y) 2-
[r(B±l)] TT a r c t a n ( y Q - c - y ) 

n-1 
•<f - y) 2 dy 

arctan (y r t+c-y) 2 n-1 
^ - I • -L / <f - y2> 2 dy 
p (Hil) 11 arctan (y Q-c-y) 

Setzen wir b e i L(y) a l s Argument y Q + y e i n , so ergeben 
s i c h a l s Integrationsgrenzen auf der rechten S e i t e von 
(2.30) y^: = arc tan (-c-y) und y 2 : * arc tan ( c - y ) . 

Nehmen wir y Q - y a l s Argument, so e r h a l t e n wir arc tan 
(-c+y) und arc tan (c+y) a l s untere bzw. obere Integra­
tionsgrenze. Diese Grenzen sind aber - y 2 und - y^ wegen 
arc tan x = - arc tan (-x). 

~ n-1 
TT 2 ~1T~ 

Da d i e Funktion g(y) » (-̂  y ) zur Geraden y • O 
symmetrisch i s t , d. h. g(y) = g(-y ) , f o l g t : 

r g(y)dy = J 1 g(y)dy 
* i - y2 



Damit haben wir: 

L ( u Q + x) - L ( u Q - x) 

Die O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k L(u) aus (2.30) i s t a l s o 
symmetrisch zur Geraden u = p Q . 

Auch h i e r können wir eine A l t e r n a t i v e entsprechend 
(2.7) k o n s t r u i e r e n . Hierzu wählen wir einen weiteren 
Punkt u.j und legen den Stichprobenumfang n und den 
" k r i t i s c h e n Wert" c so f e s t , daß g i l t 

(1) p^(X n + 1 € C = ( y Q - c ) u ( u o + c,«>)) = a 

für y = v Q 

(2) p y ( X n + 1 € C) = 1 - ß für p = \xv 0 < 1 - a 
( — ) 

Dies g a r a n t i e r t uns wiederum, daß b e i vorliegendem 
M i t t e l w e r t p Q d i e Entscheidung d Q mit Wahrscheinlich­
k e i t 1 - a g e t r o f f e n wird, während b e i einem M i t t e l w e r t 
p^ d i e g l e i c h e Entscheidung nur mit W a h r s c h e i n l i c h k e i t 
ß g e t r o f f e n wird. 

Für d i e O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k g i l t : 

(1) L(p o) = 1 - a 

(2) L ( p t ) » $ 

Man beachte, daß obige Beziehungen wieder nur ungefähr 
erfüllt werden können, da n ganzzahlig und ungerade ge-



- 49 -

wählt w e r d e n muß. 

B e i s p i e l ; 

I n e i n e m B e t r i e b w i r d täglich e i n e P a r t i e v o n S t a h l ­
r o h r e n h e r g e s t e l l t und an e i n e a n d e r e A b t e i l u n g z u r 
W e i t e r v e r a r b e i t u n g übergeben. Aus langjährigen s t a ­
t i s t i s c h e n A u s w e r t u n g e n d e r P r o d u k t i o n s e r g e b n i s s e 
s o w i e m e h r e r e n T e s t s weiß man, daß d e r I n n e n d u r c h ­
messer d e r R o h r e i n g u t e r Näherung e i n e C a u c h y - V e r ­
t e i l u n g rait X = 1 b e s i t z t . Der S o l l w e r t d e s D u r c h ­
m e s s e r s i s t 110 mm. 

Z w i s c h e n d e r h e r s t e l l e n d e n und d e r abnehmenden Ab­
t e i l u n g wurde f o l g e n d e V e r e i n b a r u n g g e t r o f f e n : Über 
Annahme o d e r Zurückweisung e i n e r W a r e n p a r t i e w i r d 
a u f g r u n d e i n e s S t i c h p r o b e n p l a n e s e n t s c h i e d e n , w o b e i 
P a r t i e n m i t ei n e m m i t t l e r e n I n n e n d u r c h m e s s e r v o n 
110 mm m i t e i n e r W a h r s c h e i n l i c h k e i t v o n 0,98 ange­
nommen werden s o l l e n , A b w e i c h u n g e n v o n 1,25 mm vom 
S o l l w e r t 110 mm h i n g e g e n s o l l e n m i t e i n e r W a h r s c h e i n ­
l i c h k e i t v o n 0,95 e r k a n n t w e r d e n . 

D i e A u f g a b e i s t nun, e i n e n g e e i g n e t e n Prüfplan z u 
e n t w e r f e n , d e r d i e s e m p r a k t i s c h e n S a c h v e r h a l t g e ­
r e c h t w i r d . Nach u n s e r e n t h e o r e t i s c h e n Ausführungen 
i n d i e s e m K a p i t e l müssen d i e den T e s t c h a r a k t e r i s i e ­
r e n d e n Größen n und c s o gewählt w e r d e n , daß für d i e 
O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k d e s T e s t s g i l t : 

M y o ) = 0,98 

L ( y - ) = 0,05 

m i t u 0 = 110, y- = 111,25 
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Da n g a n z z a h l i g und u n g e r a d e gewählt werd e n muß, 
k a n n man n u r d i e ungefähre G l e i c h h e i t e r r e i c h e n . 
M i t H i l f e v o n B e r e c h n u n g e n an e i n e r e l e k t r o n i s c h e n 
R e c h e n a n l a g e e r g a b s i c h : 

n = 29, c = 0,75 

D i e e x a k t e n W e r t e v o n L ( y ) s i n d i n n a c h s t e h e n d e r 
T a b e l l e w i e d e r g e g e b e n . Wegen d e r S y m m e t r i e v o n 
L ( u ) s i n d n u r Argumente größer o d e r g l e i c h u a n ­
gegeben. 

V 110,00 110,25 110,50 110,75 111,00 111,25 111,50 

L ( u ) 0,9801 0,9477 0,8027 0,4999 0,1970 0,0505 0,0099 

2.1.4 " K u p i e r t e 1 ' N o r m a l v e r t e i l u n g 

I n d i e s e m P a r a g r a p h e n b e h a n d e l n w i r d i e für p r a k t i s c h e 
B e l a n g e e b e n f a l l s w i c h t i g e k u p i e r t e ( " t r u n c a t e d " ) N o r ­
ma l v e r t e i l u n g . D i e Annahme d e r N o r m a l v e r t e i l u n g s t e l l t 
e i n i d e a l i s i e r t e s M o d e l l d a r , denn i n d e r P r a x i s kom­
men R e a l i s a t i o n e n i m gesa m t e n B e r e i c h d e r r e e l l e n Z a h ­
l e n n i c h t v o r . S p e z i e l l i n d e r Qualitätskontrolle b e ­
d i n g t d i e N a t u r d e r M a s c h i n e n s t e t s , daß b e i j e d e r 
F e r t i g u n g d i e Ausprägungen d e r M e r k m a l e n u r i n g e w i s ­
s e n G r e n z e n schwanken können. 

B e t r a c h t e n w i r a l s B e i s p i e l e i n e a u t o m a t i s c h e Abfüll­
m a s c h i n e , d i e Z u c k e r i n Ein-Kilo-Behälter füllt. Das 
Füllgewicht w i r d zwar u n t e r h a l b d e r 1 kg - G r e n z e 
Schwankungen u n t e r l i e g e n , j e d o c h i s t a u f g r u n d d e r g e ­
no r m t e n Behälter a u s g e s c h l o s s e n , P a c k u n g e n m i t mehr 
a l s 1 k g Füllgewicht z u e r h a l t e n . 
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Um s o l c h e n S a c h v e r h a l t e n g e r e c h t z u w e r d e n , u n t e r s u ­
c h e n w i r i n u n s e r e r T h e o r i e d e n F a l l , daß d i e G r e n z e n 
f i x i e r t w e rden können und b e z e i c h n e n s i e m i t A und B. 
Der F e r t i g u n g s v o r g a n g s e i zufallsabhängig, w o b e i a b e r 
j e t z t sämtliche R e a l i s a t i o n e n d e s i n t e r e s s i e r e n d e n 
M e r k m a l s X m i t W a h r s c h e i n l i c h k e i t E i n s i n d a s I n t e r ­
v a l l [A,B] f a l l e n . Dann b e s i t z t d a s M e r k m a l X e i n e a b ­
g e s c h n i t t e n e o d e r k u p i e r t e N o r m a l v e r t e i l u n g , wenn s i c h 
s e i n e W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e w i e f o l g t angeben 
läßt: 

1 e • [ $ ( [ A , B ] ; u ) ] ~ 1 

für A < x < B, (A < B) (2.33) f ( x ) 
0 für x < A o d e r x > B 

m i t £([A,B];u): » 
B 
/ e d t 

/2TP*O A 

G r a p h i s c h h a t f ( x ) etwa f o l g e n d e G e s t a l t : 

t f ( x ) 

A 3 

A l s E r w a r t u n g s w e r t d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n X e r h a l t e n w i r : 
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E X « J x f (x) dx = 
( x - u ) 2 

1 ? x 2 a 2 -
J e dx £([A,B];y) A 

Daraus f o l g t 

(2.34) 
E X » / • e ^ dx + 

( x - y ) 2 

1 7 ,x-Uv . o Ä 2o 2 

£([A,B];y) A o /2TT 

( x - y ) 2 

B 1 0 r f2 
/ y — L e 2 0 dx 

p([A,B];y) A /57a 

Der zweite Summand auf der rechten S e i t e von (2.34) 
2 

i s t g l e i c h y; der e r s t e i s t mit y: = ^ x " * i ^ g l e i c h 
2cT 

( B - y ) 2 

1 2o 2 

p([A,B];y) ( A n i ) 2 /2? 
2 

a- J e ~ y dy für |A-y| < | B-y | 

2a 2 

und 

( A - y ) 2 

1 2 a 1 ! a . / _ i ~ e
 y dy für | A-y | > | B-y | 

£([A,B];y) ( ß _ y ) 2 /2? 

1 7 " 

Wir e r h a l t e n schließlich für den Erwartungswert: 
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E X = + V a • 
p([A,B];u) 

m i t ^p(t) = e 2 

(2.35) Bemerkung: 

G i l t A - y = - B + y = » E X = p 

W i r d A d u r c h -» o d e r B d u r c h « e r s e t z t , so s p r i c h t 
man v o n e i n s e i t i g k u p i e r t e n V e r t e i l u n g e n . Im Rahmen 
d i e s e r A r b e i t w o l l e n w i r n u r d i e s e n F a l l b e t r a c h t e n . 
E s s e i a l s o e t w a e i n e o b e r e S c h r a n k e B für d i e A u s ­
prägungen d e s M e r k m a l s X gegeben. (Für e i n e u n t e r e 
G r e n z e A v e r l a u f e n d i e Überlegungen völlig a n a l o g ) . 
Außerdem s e i o b e k a n n t und g l e i c h e i n e r K o n s t a n t e n 
a Q . U n b e k a n n t s e i d e r L o k a l i s a t i o n s p a r a m e t e r \i d e r 
V e r t e i l u n g , w o b e i w i r j e d o c h v o r a u s s e t z e n , daß u 
e b e n f a l l s k l e i n e r a l s d i e S c h r a n k e B i s t . D i e s ge­
währleistet, daß d a s Maximum d e r V e r t e i l u n g s d i c h t e 
a u c h i m B e r e i c h (-°°,B) l i e g t . D i e k u p i e r t e V e r t e i l u n g 
s o l l gegenüber d e r e n t s p r e c h e n d e n N o r m a l v e r t e i l u n g 
n i c h t z u s e h r " e n t a r t e t " s e i n . D i e i n F r a g e kommende 
K l a s s e P h a t a l s o h i e r d i e Form: 

P = U M(x) : f y ( x ) = 1 1 •e 
/27MCT 

o 
£(<-«,B];y) 

für < x < B, p < B} 



- 54 -

<P(2=*> 
v 0 ' X 

= u ?r~- • <J mit * ( x ) = / ip(t) d t 
o 

Bevor wir einen Test für den unbekannten Parameter u 
k o n s t r u i e r e n können, benötigen wir eine geeigente 
Schätzfunktion. Wir wählen wieder 

1 n 

Hx) : « X « «; I X. 
n 1-1 1 

Zwar i s t bekannt, daß b e i n unabhängigen, i d e n t i s c h 
v e r t e i l t e n Z u f a l l s v a r a i b l e n X^, ..., X n mit e x i s t i e ­
renden Momenten zweiter Ordnung s t e t s g i l t 
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(a) E X = E X 

( b ) v a r i e d 
n 

a b e r z u r F e s t l e g u n g d e r k r i t i s c h e n R e g i o n C s o w i e 
z u r B e r e c h n u n g d e r O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k benö­
t i g t man d i e e x a k t e V e r t e i l u n g von X, e t w a b e i d e r 
B e d i n g u n g 

/ f - ( x ) d x < a für u € H 
C 

Aus d i e s e m Grunde w o l l e n w i r e i n k o n s t r u k t i v e s V e r ­
f a h r e n a n g e b e n , w i e man d i e D i c h t e f u n k t i o n d e r S t a ­
t i s t i k X n u m e r i s c h b e r e c h n e n k a n n , wenn j e d e s d e r 
X^ d e r g l e i c h e n e i n s e i t i g k u p i e r t e n N o r m a I v e r t e i l u n g 
genügt. Zur V e r e i n f a c h u n g d e r n u m e r i s c h e n B e r e c h n u n ­
gen b e t r a c h t e n w i r d i e t r a n s f o r m i e r t e n V a r i a b l e n 

X.-u 
Z i = " a — 1 - 1 ' n 

o 
D i e Z u f a l l s v a r i a b l e n Z^, Z R s i n d n a c h V o r a u s ­
s e t z u n g unabhängig und b e s i t z e n d i e D i c h t e f u n k t i o n 

2 
z 

(2.36) f ( z ) 

1 _ . G
 2 , , 1, t für z < B* (B' * ££K.) *(B ' ) C /2TT ~ ' ~o 

0 für z > B 1 

D i e V e r t e i l u n g von Z g e w i n n e n w i r r e k u r s i v d u r c h n-
f a c h e F a l t u n g . B e t r a c h t e n w i r zunächst Z^ + Z 2 

f Z +Z ( z ) Ä / f ( x ) f< z~ x> d x 

1 2 — 0 0 
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Der I n t e g r a n d v e r s c h w i n d e t für 

(1) x > B 1 

(2) z - x > B' 

B' 
f 7 (z) = / f ( x ) . f ( z - x ) d x 

Z 1 + Z 2 z-B f 

Für z > 2 B' i s t f _ , * g l e i c h O, denn dann i s t 
1 2 

für x £ B» : 

z - x > z - B* > 2 B' - B' = B' 

s o daß n a c h B e d i n g u n g (2) d e r I n t e g r a n d v e r s c h w i n d e t 

B 1 

[ / f ( x ) - f ( z - x ) d x für -« < z < 2B« 

( 2 ' 3 7 > f z 1 + z <z> H Z " B I 

2 O für z > 2B' 

Für d r e i unabhängige Z u f a l l s v a r i a b l e Z^t Z^, Z^ e r ­
hält man: 

J e t z t v e r s c h w i n d e t d e r I n t e g r a n d für 

(1) x > 2 B« 

(2) z - x > B» 

und i m F a l l e z > 3 B* g i l t für x < 2 B' 
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z - x > z - 2B' > 3 B ' - 2B 1 = B * 

s o daß a u f g r u n d v o n B e d i n g u n g (2) £„ (z) 
z 1 + z 2 + z 3 

N u l l w i r d 

2B' 

f / f z + z ( x ) - f ( z - x ) d x für — < z < 3B« 

1 z * I O für z > 3B' 

S e i S : = £ Z., n € IN 
n i = l 1 

Wendet man s u k z e s s i v e n-mal d i e F a l t u n g s f o r m e l a n , 
so e r g i b t s i c h : 

<n-1)B« 
f / f g ( x ) - f ( z - x ) d x für -» < 2 < n-B 1 

(2.38) f s (z) «J Z ~ B ' 1 1 - 1 

n I O für z > n-B' 

A u f d i e s e W e i s e k a n n man n a c h e i n a n d e r i n d e r R e i h e n ­
f o l g e f c ( z ) , f _ ( z ) , f _ (z) e t c . d i e D i c h t e f u n k t i o n 

S 1 S 2 S 3 
b e r e c h n e n . 

f Q (z) aus (2.37) läßt s i c h n o c h a n a l y t i s c h a u s w e r t e n . 
ö 2 

Es g i l t : 
2 2 

B « -*1 (2"X) / 

f s ^ ( z ) = — • Ö ~ • / e 2 • e 2 d x 1 1 ? 
~2 • 2ir • / e 

* ^ ( B ' ) ^ z-B' 

1 ~h2 B < > 2 « ' . « 2 r - ( x - z x ) , — • e / e 'dx 
* 2(B») 2 7 r z-B 1 
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12 1 2 

— - e « j e d x 
* 2 ( B ' ) 2 i r z'-B1 

m i t y: = x - 1 z erhält man: 

-V ß ,4 z 2 
f q (z) = • e 4 • ~- • / e ' y dy 

b2 • ( B 1 ) ^ 1/2Z-B* 

* 2<B') 
>2 B ' - U 

r 2 -y 2 

/ e y dy 
0 

(z) 1 
2 / i * 2 ( B f ) 

1 2 
g ( B ' - ^ z ) 

m i t g ( x ) - -2- / e " y 2 d y 

/¥ o 

Für n > 2 i s t z u r B e r e c h n u n g v o n (2.38) b e r e i t s nume­
r i s c h e I n t e g r a t i o n e r f o r d e r l i c h . 

H a t man für v o r g e g e b e n e s n d i e D i c h t e f g (z) dann e r -
_n 

m i t t e l t , s o e r g i b t s i c h d i e D i c h t e v o n Z i n e i n f a c h e r 
W e i s e : 

(2.39) f j ( x ) = n • f s ( n x ) . 
n 

Aus (2.38) e r s i e h t man s o f o r t , daß d i e D i c h t e f g ( x ) 
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N u l l w i r d für x > B' . 

B e t r a c h t e n w i r nun etwa d i e e i n s e i t i g e N u l l h y p o t h e s e 
H o : y 1 U 0 gegenüber : u < p Q . S e i 

( x - y ) 2 

2 a 2 

P = { f w ( x ) : f v W - — ! - - . e ° ^ - « « i B , 
o 

u e (-«,B)} 

M i t d e n i n Kap. 2 . 1 . b e s c h r i e b e n e n V o r a u s s e t z u n g e n 
und D e f i n i t i o n e n k o n s t r u i e r e n w i r e i n e n T e s t u n t e r 
Verwendung d e r S t a t i s t i k X - 1 £ X ± . 

( 2 . 4 0 ) <p: R -+ D 

für f ( x - y o ) € C 
o 

für X ( x - U Q ) € C 

w o b e i w i r j e t z t d en k r i t i s c h e n B e r e i c h C = (-»/C) s o 
f e s t l e g e n , daß g i l t : 

( 2 . 4 1 ) p <-L(X-JJ ) € C ) = p ( Z € C ) = 
M o o uo 

c 
= / f - (x) dx = a ( 0 < a < 1 ) 

-oo ' 

( 2 . 4 1 ) i s t d i e B e s t i m m u n g s g l e i c h u n g für d e n k r i t i ­
s c h e n Wert c. Für s e i n e e x a k t e B e r e c h n u n g benötigt 
man d i e n u m e r i s c h e A u s w e r t u n g v o n ( 2 . 3 8 ) bzw. ( 2 . 3 9 ) . 

m i t cp(x) = 
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A l s O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k d e s T e s t s e r h a l t e n w i r 

L ( u ) = p v(4>(x) = d Q ) = P y ( ^ ( * - u o ) > c) -

= P U ( X > c • o o + u o ) = P w ( f-(X- U) > c + üfA 

a o 
L ( y ) = / fö.„(x) dx Zi; y 

C+-

D a m i t haben w i r e i n e n T e s t für d i e e i n s e i t i g e Hypo­
t h e s e u 2l V»0 e r m i t t e l t . Für z w e i s e i t i g e F r a g e s t e l ­
l u n g e n o d e r für H Q : y <, P Q verläuft d e r A u f b a u e n t ­
s p r e c h e n d . 

Abschließend z u d i e s e m K a p i t e l s e i n o c h d a r a u f h i n g e ­
w i e s e n , daß e s b e i z w e i s e i t i g k u p i e r t e r N o r m a l v e r ­
t e i l u n g möglich i s t , T e s t s für d e n L a g e p a r a m e t e r y 
z u k o n s t r u i e r e n . D i e V e r t e i l u n g d e r S t a t i s t i k X muß 
man s i c h i n ähnlicher Weise d u r c h n - f a c h e F a l t u n g e n 
v e r s c h a f f e n . W i r w o l l e n an d i e s e r S t e l l e j e d o c h a u f 
nähere E i n z e l h e i t e n v e r z i c h t e n . 



- 61 -

2.2. Z w e i s t u f i g e T e s t s 

A u c h j e t z t i s t w i e d e r e i n meßbares M e r k m a l zu u n t e r ­
s u c h e n und es s o l l e i n v o r g e s c h r i e b e n e r M i t t e l w e r t 
p Q möglichst g u t e i n g e h a l t e n o d e r n i c h t u n t e r - bzw. 
überschritten w e r d e n . D a b e i w i r d das V e r t e i l u n g s g e ­
s e t z d e s M e r k m a l s b i s a u f den P a r a m e t e r \i a l s b e k a n n t 
a n g e s e h e n . So w i r d b e i s p i e l s w e i s e im F a l l e d e r N o r m a l ­
v e r t e i l u n g d i e S t a n d a r d a b w e i c h u n g a l s gegeben und 
k o n s t a n t v o r a u s g e s e t z t . Im U n t e r s c h i e d z u den b i s h e ­
r i g e n Ausführungen s o l l d i e E n t s c h e i d u n g j e t z t a b e r 
i n z w e i S t u f e n g e t r o f f e n w erden. Es e r g i b t s i c h etwa 
f o l g e n d e S i t u a t i o n : 

E i n e W a r e n p a r t i e w i r d a n g e l i e f e r t und d e r K o n t r o l l e u r 
u n t e r s u c h t e r s t e i n e S t i c h p r o b e vom Umfang n^. E r b e ­
r e c h n e t e i n e g e e i g n e t e Prüfgröße (etwa d e n M i t t e l w e r t 
d e r S t i c h p r o b e n r e a l i s a t i o n e n ) . Fällt d e r Wert d i e s e r 
Prüfgroße i n e i n e n " I n d i f f e r e n z b e r e i c h " , so t r i f f t e r 
n o c h k e i n e E n t s c h e i d u n g , s o n d e r n prüft n o c h w e i t e r e n 2 

Stück und e n t s c h e i d e t s i c h e r s t j e t z t endgültig für A n ­
nahme o d e r A b l e h n u n g d e r P a r t i e . Fällt d i e Prüfgroße 
d e r e r s t e n n^ geprüften Stücke n i c h t i n den M I n d i f f e -
r e n z b e r e i c h " , s o w i r d s o f o r t e n t s c h i e d e n und d i e Un­
t e r s u c h u n g i s t b e r e i t s a u f d e r e r s t e n S t u f e b e e n d e t . 

Für d i e s e n S a c h v e r h a l t w o l l e n w i r im f o l g e n d e n e i n e 
m a t h e m a t i s c h e T h e o r i e e n t w i c k e l n . 

D i e N u l l h y p o t h e s e H Q b e s t e h t w i e d e r u m a u s e i n e r T e i l ­
menge des P a r a m e t e r r a u m e s , d i e G e g e n h y p o t h e s e H 1 e b e n ­
f a l l s , w o b e i g i l t : H n H„ «= 0. 

O l 

A u f d e r e r s t e n S t u f e d e s T e s t s z i e h e n w i r e i n e S t i c h ­
p r o b e vom Umfang n.. und verwenden a l s S t a t i s t i k e i n e 
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n 1 A b b i l d u n g d e s R i n TR, d i e w i r m i t T (x) b e z e i c h n e n . 
n 1 

Dann u n t e r t e i l e n w i r den S t i c h p r o b e n r a u m S^ c R d e r 
e r s t e n S t u f e i n d r e i d i s j u n k t e , meßbare Mengen A ^ A^, 
A^ m i t d e r E i g e n s c h a f t 

3 
U A - S 1 

i=1 1 1 

M i t dem E n t s c h e i d u n g s r a u m 

D 1 : = t d o ' d 1 ' d 2 * 

m i t d = Annahme o 
d ̂  = A b l e h n u n g 

d 2 = Z i e h u n g e i n e r 2. S t i c h p r o b e 
und Anwendung v o n T e s t v o r ­
s c h r i f t <p2 

d e f i n i e r e n w i r für d i e T e s t v o r s c h r i f t tp^ d e r e r s t e n 
S t u f e : 

(2.42) D e f i n i t i o n : 

<V S 1 4 D 1 

d > 1 ( T n i ( x 1 , . . . , x n i ) ) h 

d Q für T ^ U , x ^ ) € A l 

d 1 f ü r T n / X 1 \ > 6 A 2 
d 2 für T n i ( x r . . . , x n i ) 6 A 3 

W i r d b e i (2.42) d i e E n t s c h e i d u n g d 2 g e t r o f f e n , s o z i e h e n 
w i r e i n e w e i t e r e S t i c h p r o b e vom Umfang n 2 . Um d i e I n f o r ­
m a t i o n aus b e i d e n S t i c h p r o b e n v e r w e n d e n z u können, n e h ­
men w i r b e i d e r B i l d u n g d e r neuen S t a t i s t i k d i e e r h a l t e -
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nen Werte d e r e r s t e n S t i c h p r o b e m i t h i n z u . W ir b e z e i c h ­
nen s i e m i t T ( x ) , w o b e i d a s Argument x d i e s m a l e i n 

n 1 + n 2 -
n 1 + n 2 

V e k t o r aus dem R i s t . A l s B e i s p i e l nehme man den 
M i t t e l w e r t X d e r e r s t e n S t i c h p r o b e und d a s a r i t h m e -

n 1 
t i s c h e M i t t e l aus b e i d e n S t i c h p r o b e n X n . D i e s e b e i ­
d e n Schätzfunktionen werden an späterer S t e l l e auch 
Verwendung f i n d e n . 

Der S t i c h p r o b e n r a u m S 2 c R d e r z w e i t e n S t u f e w i r d nun 
a u f g e t e i l t i n z w e i d i s j u n k t e meßbare Mengen B 1 und B 2 

m i t B < 1 U B 2 » S 2 . 

D^ d e f i n i e r e n w i r nun d i e T e s t v o r s c h r i f t (p 2 d e r z w e i -
M i t dem E n t s c h e i d u n g s r a u m D 2 = {d Q,d.j} (d 0#d-j w i e b e i 
D^) d e f i n i c 
t e n S t u f e . 

(2.43) D e f i n i t i o n : 

V S 2 * D 2 
m i t f d o f ü r T n l + n 2

( x 1 X n 1 + n 2
) € B 1 

l p 2 ( T n l + n 2
( x 1 \ + * 2

] ) 

[ d 1 für T ( x - , . . . , x _ )€ B-v i n^+n 2 l n^+n 2 2 

Der G e s a m t t e s t <p i s t a l s o d e f i n i e r t d u r c h d i e b e i ­
den T e i l v o r s c h r i f t e n ip^ und <P2 d e r e i n z e l n e n E n t s c h e i ­
d u n g s p h a s e n . 

Da e s s i c h um e i n e n T e s t zum N i v e a u o h a n d e l n s o l l , s t e l ­
l e n w i r an d i e Mengen A,j, A 2 , A^ s o w i e B^ und B 2 noch 
e i n e w e i t e r e F o r d e r u n g . Es muß g e l t e n : 
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(2.44) 

(T (x),T 
" 1 J 2 

( x ) ) , V x 1 ' x 2 ( x 1 r x ~ ) d x * d x 0 < a 

für a l l e u € H Q 

D i e R o l l e d es k r i t i s c h e n B e r e i c h s C i m e i n s t u f i g e n F a l l 
h aben nun d i e Mengen A 2 und B 2 übernommen. Außerdem i s t 
j e t z t n o c h a u f d e r e r s t e n S t u f e e i n " I n d i f f e r e n z b e r e i c h " 
A 3 v o r h a n d e n . 

Z u r Erläuterung des T e s t s (j> d i e n t a u c h f o l g e n d e g r a p h i s c h e 
U b e r s i c h t : 

1 

n 
1*2. 

S t i c h p r o b e n u m f a n g n 



D i e S k i z z e e i g n e t s i c h e t w a z u r V e r a n s c h a u l i c h u n g d e s 
V e r f a h r e n s z u r Prüfung v o n H Q : )i > p Q gegen d i e A l t e r ­
n a t i v e H.: y < y . Zunächst z i e h t man n«, Stück und b e -

I o _ I 

r e c h n e t d i e Prüfgröße X n . Fällt d e r B e f u n d i n d i e Be­
r e i c h e A^ o d e r A 2 , s o e n t s c h e i d e t man s i c h s o f o r t für 
d i e Annahme bzw. A b l e h n u n g v on H Q. Nur i m F a l l , daß 
d i e gewonnene R e a l i s a t i o n x E l e m e n t des I n d i f f e r e n z -
b e r e i c h e s A^ i s t , z i e h e n w i r w e i t e r e n 2 Stück und wäh­
l e n a l s Prüfgröße den G e s a m t m i t t e l w e r t aus b e i d e n S t i c h ­
p r o b e n . B e i x„ . € B- e n t s c h e i d e n w i r uns für d . b e i 

n^+n 2 1 o 
3L . € B_ für d,. n^+n 2 2 1 

A l s Maßstab für d i e Güte d e s T e s t s nehmen w i r w i e d e r 
s e i n e O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k . B e t r a c h t e n w i r d i e E r ­
e i g n i s s e , w e l c h e z u r Annahme führen, s o e r g i b t s i c h für 
L ( y ) : 

(2.45) L ( y ) = P y ( { ^ P 1 - d ö>) + P ( { ^ = d 2>n{<p 2 = d Q>) 

Ull)~L \ ( x ) ; V ( x ) d X ^ ( f ( T ( x ) ; T + n < x ) ) ; y ( x 1 ' X 2 ) d x 

1 1 *~ 1 3 1 "~ 1 2 ~~ 

B e i m e h r s t u f i g e n T e s t v e r f a h r e n s p i e l t n o c h e i n e w e i t e r e 
Größe e i n e R o l l e , nämlich d e r d u r c h s c h n i t t l i c h e S t i c h ­
p robenumfang ( a v e r a g e sample number). Aus den Ausführun­
gen v o n (2.42) und (2.43) e r s i e h t man s o f o r t , daß j e t z t 
d e r S t i c h p r o b e n u m f a n g e i n e Z u f a l l s v a r i a b l e i s t , d e r e n E r ­
w a r t u n g s w e r t s i c h folgendermaßen angeben läßt: 

(ASN ss a v e r a g e sample number = d u r c h s c h n i t t l i c h e r S t i c h ­
probenumfang) 
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(2.46) ASN = E
p ( n ) = n i + P U

( { ( P 1 " d 2 } ) * n 2 

ASN * n, + n 2 - / f T ( x ) ; U U ) d x 
A 3 n 1 

Auch d e r d u r c h s c h n i t t l i c h e S t i c h p r o b e n u m f a n g hängt 
selbstverständlich vom u n b e k a n n t e n P a r a m e t e r y ab. 

E i n s e i t i g e und z w e i s e i t i g e T e s t s 

B e i d e r e i n s e i t i g e n F r a g e s t e l l u n g etwa z u r Prüfung d e r 
N u l l h y p o t h e s e H q : y >. u

0 gegen H ^ : y < y Q wählen w i r a l s 
n 1 n 1 + n 2 

Prüfgrößen X = f J X. und X n . n = — ^ — I X, 

und k o n k r e t i s i e r e n d i e Mengen A^, A 2 # A^ s o w i e B^ und 
B 2 z u r F e s t l e g u n g d e s k r i t i s c h e n B e r e i c h s und d e r I n ­
d i f f e r e n z z o n e . 

D i e E n t s c h e i d u n g s r e g e l l a u t e t dann: u^<v^; u ^ v ^ € R 

[v^,»): Annahme d e r P a r t i e 

(-»,u^]: A b l e h n u n g d e r P a r t i e 

(u«j,v«j): Z w e i t e S t i c h p r o b e 

X n + n € B 1 : = [v2;°°) : Annahme ( v 2 € R) 

X C A . : 
n 1 1 

Xn € A 9 : 
n 1 2 

X n € A : 
n 1 3 

und 
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X . 6 B J = (-°°,v_) ; A b l e h n u n g n-j+n 2 2 2 

w o b e i berücksichtigt w i r d , daß (2.44) g e l t e n muß. H i e r 
b e d e u t e t d i e s : 

(2.47) 

für y _> MQ . 

D i e O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k w e l c h e i n (2.45) f o r m a l 
d a r g e s t e l l t wurde, w i r d j e t z t z u : 

(2.48) 

B e i m z w e i s e i t i g e n T e s t z u r Prüfung d e r N u l l h y p o t h e s e 
H Q : y » y Q gegen H^: y + p Q v e r w e n d e n w i r d i e g l e i c h e n 
T e s t s t a t i s t i k e n und d i e E n t s c h e i d u n g s V o r s c h r i f t l a u t e t : 

(uJJ < v', u', v' € R) 

^ y o " u 1 ' M o + u 1 ^ : A n n a n m e d e r P a r t i e 

(-°°/U0-v^ ]U [y Q+v^,«) : A b l e h n u n g d e r P a r t i e 

( y Q - v ^ , y Q - u ^ ) U ( y Q + u ^ , y Q+v!j) : z w e i t e S t i c h p r o b e 

und 

X n € A 1 : = 

X„ 6 A 0 : = 
n 1 2 

X N 6 A~: -n«. 3 
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X n i n 6 B.: = £ u - v i , u + v l J : Annahme 
1 2 

X
n i + n € B 2 : = (~"' " o " ^ U ^ 0

+ v 2 f W ) : A b l e h n u n < ? 

u*, s o w i e v£ s i n d r e e l l e Z a h l e n und werden so f e s t g e ­
l e g t , daß g i l t : 

(2.49) y Q-u« 

/ VV d% + 1 1 f U ( % ' 5 n 1 + n > 
l ^ ^ o l - l 1 1 I V n 2 - " o l * o - ^ 1 1 2 

>v' -
2 d x dx A + 

n^ n - j + n 2 

+ / / f. (x ,x , ) dx dx , < a 
I X n 1 + n 2 ^ o l * 0

i u 1 P V ^ 2 " 1 * 1 2 " 
> V 2 

für u € H 
o 

Da e s s i c h h i e r um e i n e e i n p u n k t i g e N u l l h y p o t h e s e h a n d e l t , 
können w i r a u c h w i e s c h o n b e i m e i n s t u f i g e n T e s t ( v g l . ( 2 . 4 ) ) 
f o r d e r n : 

Ix -„ l>v«. 1 1 Ix -, , l w ' i, ^ ^ 1 

dx d x , + n^ n^+n 2 
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% + v 1 
+ ,- ' • i» . { • V X n / X n 1 + n > d V d x n 1 + n , = a 

i x n 1 + n 2 " "o' > v2 W o + U i 1 1 2 1 1 2 

für v = p o 

Für den z w e i s e i t i g e n T e s t e r h a l t e n wir a l s Operationscha­
r a k t e r i s t i k : 

(2.50) 

L (^> = / f „ <xn )dx n + / / f ( x n ,x n .„ )dx n dx„ .„ y Q i u ; »« n1 n1 v o i v ' v o - v ; 1 1 n1 n 1 + n 2 n1 n 1 + n 2 

V v 2 y o + v 1 

u - v i v iu' n 1 n 1 + n 2 n 1 n 1 + n 2 
O 2 O I 

M i t diesen Ergebnissen können wir auch den d u r c h s c h n i t t l i c h e n 
Stichprobenumfang h e r l e i t e n . Es g i l t : 

(2.51) 
ASN = E (n) = n 1 + p^ ({cp^d^) «n 2 = 

Dies i s t d i e Formel für den e i n s e i t i g e n Test. Für d i e zwei­
s e i t i g e F r a g e s t e l l u n g erhält man: 

(2.52) 

ASN = E y(n) - n i + / f y ( x n )dx n .n 2 = 

n1 3 
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Es i s t zu beachten, daß d i e Größen u^, und beim e i n ­
s e i t i g e n Test sowie u^, und beim z w e i s e i t i g e n Test 
durch (2.47) bzw. (2.49) n i c h t e i n d e u t i g f e s t g e l e g t s i n d . 
Entsprechend den Ausführungen i n Kap. 2.1 kann man Punkte 
der OC-Kurve vorgeben und dies e Größen sowie d i e S t i c h p r o ­
benumfänge n^ und n 2 so bestimmen, daß die Operationscha­
r a k t e r i s t i k ungefähr durch die s e Punkte verläuft. Ebenso 
kann man eine Forderung an den d u r c h s c h n i t t l i c h e n S t i c h ­
probenumfang s t e l l e n . 

Nach d i e s e r theoretischen H e r l e i t u n g eines zweistufigen 
Testverfahrens präzisieren wir nun d i e Verteilungsannahmen 
des betreffenden Merkmals, um d i e Wahrscheinlichkeiten i n 
(2.47) und (2.49) sowie d i e Funktionsgleichungen der Ope­
r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k und des d u r c h s c h n i t t l i c h e n S t i c h -
probenumfangsunter Zugrundelegung d i e s e r s p e z i e l l e n Ver­
t e i l u n g e n formal angeben zu können. 

2.2.1 Normalverteilung 

A l s Voraussetzung nehmen wir wie zu Beginn des K a p i t e l s 
2.1.1 an, daß d i e Varianz bekannt i s t , etwa g l e i c h einem 

2 
Wert a Q . Der unbekannte Parameter i s t der M i t t e l w e r t u. 
Damit e r h a l t e n w ir: ( x - u ) 2 

P = { f p ( x > : f u ( x ) 1 , u € R} e 

a l s V e r t e i l u n g s k l a s s e des Merkmales X. 

Es s o l l an d i e s e r S t e l l e n i c h t wieder der gesamte Ablauf 
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des T e s t v e r f a h r e n s (2.42) - (2.46) für den F a l l d e r N o r ­
m a l v e r t e i l u n g durchgeführt w e r d e n , s o n d e r n w i r beschränken 
uns d a r a u f , d i e für d i e O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k und Be­
z i e h u n g (2.44) r e l e v a n t e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i l u n g e n 
z u e r m i t t e l n , da d i e T e s t p r o z e d u r s t e t s g l e i c h b l e i b t und 
nu r d i e k r i t i s c h e R e g i o n aus (2.44) j e w e i l s m i t a n d e r e n 
V e r t e i l u n g e n b e s t i m m t w i r d . D i e s e V e r t e i l u n g e n müssen dann 
a u c h z u r e x p l i z i t e n B e r e c h n u n g von L ( p ) h e r a n g e z o g e n w e r d e n . 
A l s T e s t s t a t i s t i k e n verwenden w i r X und X , 

n 1 n 1 2 

Neben d e r b e k a n n t e n V e r t e i l u n g von X n benötigen w i r h i e r 

d i e gemeinsame V e r t e i l u n g von X und X , was wegen d e r 
1 1 2 

T o t a l s t e t i g k e i t d e r N o r m a l v e r t e i l u n g bezüglich d e s L e b e s q u e -
Maßes a u f d i e Bestimmung d e r gemeinsamen W a h r s c h e i n l i c h k e i t s ­
d i c h t e v o n 5 und X , hinausläuft. Hierfür b e w e i s e n w i r 

1 n 1 2 
zunächst e i n e n e i n f a c h e n S a t z . 

(2.53) S a t z : 

S e i e n X 1 #...,X , X . 1,...,X unabhängige, i d e n t i s c h i 1 n^«i 1 2 
v e r t e i l t e Z u f a l l s v a r i a b l e m i t E ( X i ) * u und V a r X i = 1 und 
s e i e n 

x • - -±-n^2 X 
n 1 + n 2 - n 1 + n 2 ± £ 1 i 

Dann i s t d e r K o r r e l a t i o n s k o e f f i z i e n t P z w i s c h e n d e n Z u f a l l s -

v a r i a b l e n X„ und X„ ^ g l e i c h V — 
n^ n i + n 2 >n^+n 2 

B e w e i s : 

Zum B e w e i s d e s Lemmas z e r l e g e n w i r d i e Z u f a l l s v a r i a b l e 
X n 1 + n 2 
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V n 2 
n 1 + n 2 n 1 + n 2 i=1 L -i i n „ + 1 + n 2 

n ! n l + n 2 
l * + I X 

1=1 1 1 = ^ + 1 X 

*i - "2 -
X + X_ 

n 1 * n 2 n 1 n 1 + n 2 n 2 

n 1 + n 2 

m i t X : = — T x. und unabhängigen Z u f a l l s v a r i a b l e n n~ ,_t ^1 i l2 "2 i - x ^ + 1 
X und X . 

n 1 n 2 

Dann g i l t : 

Cov (X„ ,X„ . ) = E ( X n *X n ) - y = n^ n.j4-n 2 n^ n^+n 2 

E l x • ( — r 1 - x + L n- n '~ 2- X + 2- X )1 - y 2 

+n~ n„ n.+n n n 'J M i 1 2 1 1 2 2 ' 

n 1 - 2 n 2 - 2 
E ( n 1 + n 2

 X ^ +
 n i + n 2

 X n 1 ' X n 2
) " y 

Cov (X. ,X n ) = — 7 ^ - E ( X 2 ) + n
 2 E ( X n -X ) - y' n.| n^+n 2 n^+n 2 n.j n^+n 2 n^ n 2 

n 1 1 2 n 2 2 2 
— ~ - (zr + vi ) + r - r ~ - « y - y 
1 2 1 1 2 

n 1 + n 2 



H i e r m i t e r g i b t s i c h für den K o r r e l a t i o n s k o e f f i z i e n t e n : 

Cov(X„ ,x„ ,„ ) n^ n^ +n 2 

n 1 + n 2 

n 1 + n 2 

J — l 
'n, ( n , 

f. 
1 ( n 1 + n 2 ) 

1 + n2 
qed. 

Daß h i e r V a r X^ = 1 g e s e t z t w urde, b e d e u t e t k e i n e E i n ­
schränkung. Für j e d e k o n s t a n t e S t a n d a r d a b w e i c h u n g O Q > 0 
g i l t e b e n f a l l s 

"1 "2 

was aus dem B e w e i s s o f o r t e r s i c h t l i c h i s t . 

M i t dem E r g e b n i s aus (2.53) i s t für u n s e r e V e r t e i l u n g s ­
k l a s s e P d e r N o r m a l v e r t e H u n g e n m i t k o n s t a n t e r V a r i a n z 
2 -

<J d i e gemeinsame D i c h t e v o n X und X nun l e i c h t 
n 1 n l 2 

anzu g e b e n . Es g i l t 

(2.54) 

V * n < ,x ) J Ä 
V V 2***1 

• \ i n . ( x n - y ) 2 

0 2 1 n 1 2 a Q n 2 1 

" 2 n 1 ' ( x n l + n 2 ^ ) + ( n 1 + n 2 ) ( X n 1 + n 2 ^ J ' 

D i e s i s t e i n e z w e i d i m e n s i o n a l e N o r m a l v e r t e i l u n g m i t dem 

K o r r e l a t i o n s k o e f f i z i e n t e n p - v 7T~L— s o w i e o i ~ — r 
1 2 /rTj 
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a 2 und EX = E X 0 = p. 

B e a c h t e n w i r n o c h , daß 2 

e 
1 

i s t , s o haben w i r a l l e V e r t e i l u n g e n , d i e z u r B e r e c h n u n g 
d e r O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k L ( u ) aus (2.48) o d e r (2.50) 
s o w i e d e s d u r c h s c h n i t t l i c h e n S t i c h p r o b e n u m f a n g e s aus 
(2.51) bzw. (2.52) e r f o r d e r l i c h s i n d , h e r g e l e i t e t . Für 
p r a k t i s c h e Anwendungen s i n d u m f a n g r e i c h e T a b e l l e n w e r k e 
d e r b i v a r i a t e n N o r m a l v e r t e i l u n g verfügbar, etwa b e i 
A b r a m o w i t z , S t e g u n ( 1 ) , Owen (35) o d e r P e a r s o n and H a r t l e y 
(37) . 

2.2.2. Exponen t i a l v e r t e i l u n g 

D i e E x p o n e n t i a l v e r t e i l u n g h a t w i e d i e N o r m a l v e r t e i l u n g 
e i n e n s e h r w e i t e n A n w e n d u n g s b e r e i c h i n d e r Qualitätskon­
t r o l l e . V o r a l l e m s i n d h i e r d i e s o g . " L e b e n s d a u e r - V e r t e i ­
l u n g e n " z u nennen. I n d e r L i t e r a t u r f i n d e t s i c h e i n e große 
Z a h l v o n Beiträgen z u r Anwendung o d e r C h a r a k t e r i s i e r u n g 
d e r E x p o n e n t i a l v e r t e i l u n g . E i n e k l e i n e A u s w a h l i s t etwa 
A l b e r t ( 2 ) , A r o i a n , R o b i s o n ( 3 ) , Desu ( 1 4 ) , G u p t a and 
G r o l l ( 2 4 ) , Hoem (26) und T a k e u c h i ( 5 3 ) . 

W i r w o l l e n nun u n s e r e n T e s t (2.42) - (2.44) u n t e r Z u g r u n d e ­
l e g u n g d e r E x p o n e n t i a l v e r t e i l u n g b e h a n d e l n . Der T e s t a b l a u f 
s e l b s t w i r d d a h e r n i c h t h e r g e l e i t e t , s o n d e r n n ur d i e r e ­
l e v a n t e n V e r t e i l u n g e n . E n t s c h e i d e n d s i n d w i e d e r u m d i e Wahr-



- 75 -

s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e n d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n X und d e s 

Z u f a l l s v e k t o r s (X ,X , ) , w e l c h e uns d i e e x a k t e F e s t -n^ n^+n^ 
l e g u n g d e r k r i t i s c h e n R e g i o n s o w i e d i e B e r e c h n u n g d e r 
O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k und des d u r c h s c h n i t t l i c h e n S t i c h ­
p r o b e n u m f a n g e s ermöglichen. 

Wi r nehmen a l s o i n A n a l o g i e z u d e n v o r h e r g e h e n d e n Ausfüh­
r u n g e n a n , d i e K l a s s e d e r i n F r a g e kommenden W a h r s c h e i n ­
l i c h k e i t s v e r t e i l u n g e n s e i g e k e n n z e i c h n e t d u r c h : 

P = ( f y ( x > : f p ( x ) = M e " y X , 0 < x < », y > o} 

1. E r m i t t l u n g d e r W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e von X R . 

D i e s e D i c h t e i s t e i n f a c h z u b e r e c h n e n . W i r verwenden d i e 
c h a r a k t e r i s t i s c h e F u n k t i o n d e r E x p o n e n t i a l v e r t e i l u n g . Es 
i s t 

<p(t) -

D a m i t erhält man für d i e Summe von n^ unabhängigen Z u f a l l s ­
v a r i a b l e n m i t i d e n t i s c h e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e n aus 
d e r K l a s s e P: 

£ : = X 1 + X 0 + ... + X^ 
n^ I 2 n,j 

<P£ ( t ) 
n 1 <1-i±> 

M i t ^ r ^ = ^ & n erhält man schließlich: 
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X v w ^X N n / n. n 1 n 1 1 i t 1 

D i e s i s t a b e r d i e c h a r a k t e r i s t i s c h e F u n k t i o n e i n e r 
G a m m a - V e r t e i l u n g m i t d e n P a r a m e t e r n n^y und n 1 

« - n . y x 
(n.y) x *e für x_ > O r ( n 1 ) 1 K n<. n- — 

10 s o n s t 

2. D i e gemeinsame W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e v o n X und 
x 1 

I n d i e s e m F a l l h i l f t u ns d e r K o r r e l a t i o n s k o e f f i z i e n t w i e 
b e i v o r l i e g e n d e r N o r m a l v e r t e i l u n g n i c h t w e i t e r . Aus d i e ­
sem Grunde v e r f o l g e n w i r h i e r e i n e a n d e r e V o r g e h e n s w e i s e 
und z e r l e g e n X i n z w e i Terrae ( v g l . B e w e i s z u Lemma 

1 2 
( 2 . 5 3 ) ) : 

n 1 - n 2 -X_ + — X 
V n 2 n 1 + n 2 n 1 n 1 + n 2 * n2 

= a X + b X 
1 
n 

n 1 n 2 
2 

m i t a: = — ~ — , b : = ~ ,^ und unabhängigen Z u f a l l s v a r i a -
1 2 1 2 

b l e n 5 und X . 
n 1 n 2 

D a m i t i s t d i e D i c h t e d e s Z u f a l l s v e k t o r s ( X n ,X ) gegeben 
1 n 2 

d u r c h : 
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(2.55) f U ,x ) = f , ( x n ) • f , ( x B ) M n- n, 

D i e l i n e a r e T r a n s f o r m a t i o n g l i e f e r t : 

2 2 

* = g ( x
n i ' x n 2

) : = 

'1 0 " V 
X 

a b X 
1 V 

ax +bx 
n 1 n 2 

D i e F u n k t i o n a l d e t e r m i n a n t e d e r A b b i l d u n g g i s t : 

3g«, 3 g 1 

J -

3x 8x n- n. 

a g 2 a g 2 

3 X r , 3 X n 
n^ n 

1 0 

a b 

b > 0 

und e s g i l t : 

| J | -1 - 1 . 
b n 0 

D a m i t erhält man n a c h e i n e m S a t z d e r W a h r s c h e i n l i c h k e i t s ­
r e c h n u n g ( v g l . ( 1 . 2 ) ) 

v*} - vvvv = | J |" 1 V g" 1 (* ) } 

(2.56) f ( x n , x n ) 
y n^ n i + n 2 

x n ^ + n 2
 a X n - | 

w o b e i a u f d e r r e c h t e n S e i t e d e r B e z i e h u n g d i e D i c h t e aus 
(2.55) e i n z u s e t z e n i s t . 
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Wenden w i r d i e s e E r g e b n i s s e nun s p e z i e l l a u f d i e Expo­
n e n t i a l v e r t e i l u n g a n , s o e r g i b t s i c h zunächst für (2.55) 

f., ( x n , x n ) = <{ 
y n l n 2 

1 n n 2 _ n i " 1 n 2 ~ 1 

r ( n i ) - f ( n 2 i ( n 1 u ) ' ( n 2 v ) \ \ ' 

" n 1 v i [ n l - n 2 l , " x n 2 

für x ,x > 0 
n 1 n 2 " 

s o n s t 

Aus d e r T r a n s f o r m a t i o n e r g i b t s i c h 

f 1 ( (x r x n . ) = y n^ n.j+n 2 

- n r 1 n 1 + n 2 n 1 + n 2 n 1 

n 1 + n 2 

n 2 ~ 1 

•expC-n.yx -y (n.+n 0) U — . „ 
I n^ 1 2. n^+n 2

 n >i'*" n2 i )) 

für x > 0 und — ± — x < x , 
n^ — n^+n 2 n^ — n^+n 2 

D a r a u s f o l g t 
n n 2 

( n 1 + n 2 ) ( n 1 y ) ( n 0 y ) ^ n ^ l 
n 2 r (n.,) - r ( n 2 ) V 

e X p { - w ( n 1 + n 2 ) x n 1 + n 2
} 
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für x > 0 und 
n 1 " n 1 + n 2 

1 -
x < X 

- n 1 + n 2 

S o n s t i s t f (x /X , ) i d e n t i s c h g l e i c h N u l l . V n^' n 1 + n 2 

D a m i t haben w i r d i e z u r B e r e c h n u n g v o n L ( u ) und ASN e r f o r d e r ­
l i c h e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i l u n g e n h e r g e l e i t e t . Da b e i 
z u g r u n d e l i e g e n d e r E x p o n e n t i a l v e r t e i l u n g i m w e s e n t l i c h e n n ur 
e i n s e i t i g e F r a g e s t e l l u n g e n e i n e R o l l e s p i e l e n ( z . B . L e b e n s ­
d a u e r ) , s i n d n u r d i e B e z i e h u n g e n (2.49) und (2.51) v o n Be­
d e u t u n g , w o b e i eben j e t z t d i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t s d i c h t e n aus 
(2.55) bzw. (2.57) e i n z u s e t z e n s i n d . 

Ergänzend s e i n o c h erwähnt, daß d i e V o r g e h e n s w e i s e u n t e r 
2.2.2 selbstverständlich a u c h für d i e N o r m a l v e r t e i l u n g z u ­
lässig i s t . Man erhält a u c h d i e g l e i c h e n E r g e b n i s s e , j e d o c h 
a u f umständlichere W e i s e . W e i t e r e v e r e i n f a c h t e B e z i e h u n g e n 
e r g e b e n s i c h aus d e r g e e i g n e t e n Wahl d e r Stichprobenumfänge. 

S e t z t man z.B. 

so i s t (2.54) e i n e z w e i d i m e n s i o n a l e N o r m a l v e r t e i l u n g m i t 

a a 

P - \ / 2 , o, = ö„ = und EX_ = EX-
/k 2 m n 2 n 

Für (2.57) e r g i b t s i c h : 

C r ( n ) J 

f ( x n , x 2 n ) = <| 

k 2 n -n-1 
2 ' I • ( 2 x 2 n " V - ,n-1 

- 2 u n x 2 n 

für x > 0 und r x^ < x-, n — 2 n — 2n 

0 s o n s t 
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2.2.3. C a u c h y - V e r t e i l u n g 

A l s z u g r u n d e l i e g e n d e V e r t e i l u n g b e t r a c h t e n w i r j e t z t d i e 
C a u c h y - V e r t e i l u n g m i t unbekanntem L a g e p a r a m e t e r y und 
X = X = 1. A l s o i s t o 

P = (f„(x): f (x) = l - 5- , -» < x < « , u e R} 
U V * 1 + ( x - y r 

D i e z w e i s t u f i g e E n t s c h e i d u n g w i r d a u c h h i e r gemäß (2.42) • 
(2.44) g e t r o f f e n , zum U n t e r s c h i e d v e r w e n d e n w i r a u s b e ­
k a n n t e n Gründen a l s Prüfgrößen n i c h t d i e a r i t h m e t i s c h e n 
M i t t e l £ bzw. xL , s o n d e r n d i e M e d i a n e X ^ .- aus n 1 n 1 + n 0 n 1 + i 

1 1 1 (-4-) 
d e r e r s t e n S t i c h p r o b e und x

 n + n +1 a u s b e i d e n S t i c h p r o -

(-42-) 
b e n . D e s h a l b s e t z e n w i r v o r a u s : 

n 1 = 2-k^ + 1 
n 2 = 2 * K 2 k 1 ' k 2 € W 

A u f den T e s t b r a u c h t n i c h t näher e i n g e g a n g e n zu w e r d e n , 
n o t w e n d i g i s t a b e r w i e d e r d i e H e r l e i t u n g d e r V e r t e i l u n g e n 
z u r B e r e c h n u n g d e r O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k L ( y ) s o w i e d e s 
d u r c h s c h n i t t l i c h e n S t i c h p r o b e n u m f a n g s ASN. Es h a n d e l t s i c h 
um d i e V e r t e i l u n g v o n X + ^ und d i e gemeinsame V e r t e i l u n g 

<-2—> 
v o n X . - und X „ , . E r s t e r e i s t k e i n P r o b l e m , s i e n.. + 1 n 1+n«+l 

( 2
 } 

wurde b e r e i t s i n P a r a g r a p h 2.1.2 angegeben. Es g i l t : 

(2.58) 
(x) = 

n ^ 1 
r( 

n ^ 1 
1 ^ 2 , a r c t a n (x-y) 

n r 1 
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1 
1 + ( x - y ) 2 

für -» < x < 0 0 

Mehr S c h w i e r i g k e i t e n b e r e i t e t d i e gemeinsame V e r t e i l u n g 
v o n X ^ und X ^ ,„ , da d i e b e i d e n Z u f a l l s v a r i a b l e n n 1 + i n - +n 0+1 

natürlich n i c h t unabhängig s i n d . 

B e i d e r H e r l e i t u n g d i e s e r V e r t e i l u n g gehen w i r noc h m a l s 
aus v o n uns e r e m ursprünglichen W a h r s c h e i n l i c h k e i t s m o d e l l . 
E i n e S t i c h p r o b e vom Umfang n nehmen w i r an a l s R e a l i s a t i o ­
nen v o n n unabhängigen, i d e n t i s c h v e r t e i l t e n Z u f a l l s v a r i a ­
b l e n X j , w e l c h e a u f e i n e m uns i n d e r R e g e l n i c h t b e k a n n t e n 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r a u m U d e f i n i e r t s i n d ( w i r können für 
u n s e r e B e l a n g e immer c R annehmen). 

X.: ft + R 
3 

D i e X j s o l l e n a l l e d i e g l e i c h e s t r e n g monotone V e r t e i l u n g s ­
f u n k t i o n F (x) b e s i t z e n m i t 

F Y : R - [ 0 , 1 ] 
X j 

und F (x) = p ( { u : X.(u) < x } ) 
X j 3 

B e t r a c h t e n w i r nun d i e A b b i l d u n g 

Vy ß - [ 0 , 1 ] 

U. (w) : - F (X.(o))) 3 X. 3 
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s o haben d i e s e neuen Z u f a l l s v a r i a b l e n U.. d i e V e r t e i l u n g s ­
f u n k t i o n 

F__ (et) - p ( { u : ü.(w) < o}) » p ({<Ü: F V (X.(w)) < o }) = U. — X. 3 

= p((ü>: X . ( w ) < F " 1 ( a ) } ) = F y ( F ~ 1 (o) ) = a 3 - X. X. X. 

für a € [ 0 , 1 ] 
und 

a < 0 F y (a) * 0 
j 

a > 1 - F D (a) = 1 

Zusammen m i t S a t z 31.3 aus Ba u e r (5) haben w i r f o l g e n d e s 
E r g e b n i s : 

D i e U j s i n d unabhängige, i m I n t e r v a l l [ 0 , 1 ] g l e i c h v e r ­
t e i l t e Z u f a l l s v a r i a b l e n . 

W i r b e z e i c h n e n d i e o r d e r - s t a t i s t i c s v o n U^, ..., U n m i t 
ü ( j ) ' j = 1, n und d e f i n i e r e n : 

U^ n : = ü ( k ) a u s e ^ n e r S t i c h p r o b e vom Umfang n 

U k + s n+m: = ü ( k + s ) a u s e ^ n e r S t i c h p r o b e vom Umfang n + m. 

Nun h i l f t uns e i n E r g e b n i s v o n M.M. S i d d i q u i ( 4 7 ) , S. 417 
d e r d i e gemeinsame V e r t e i l u n g von U, und ü, 1 M , b e -r * k,n k+s,n+m 

r e c h n e t h a t . 

Es g i l t : 

(2.59) 
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für 0 < u < v < 1 : 

s— 1 
f ( u -u ) ( u ' v ) • i n ( n + m - k - s + i ) f r i 1 l h l ( n + B " k ; j l ' 

• u k + 3 " 1 ( v - u ) s - 3 - 1 ( l - v ) n + m - s - k 

für 0 < u = v < 1 : 

k r n k+s,n+m) 
n+m-k-s 

für 0 v < u <_ 1: 

X . « w « . > " " " • jl,""-'(::!](*](St!) 
/ > j - s - 1 s+k-1 • ( u - v ) J »v 

für u, v < 0 o d e r u, v > 1: 

f (u -u ) ( u ' v ) = 0 
v k,n' k+s,n+m' 

Um (2.59) a u f u n s e r e S i t u a t i o n anwenden z u können, s e t z e n 
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D i e Z u f a l l s v a r i a b l e n X^ h a b e n nun a l l e d i e g l e i c h e V e r ­
t e i l u n g s f u n k t i o n : 

für -oo < x < 0 O / y £ R 

und g l e i c h e D i c h t e bezüglich d e s Lebesque-Maßes. 

F ( x ) = \ + \ a r c t a n ( x - y ) 

f ( x ) - i 7 T ~ T T für < x < » , y € r 
1 + ( x - y ) ' 

Dann gehen w i r a u s v o n (2.64) und d e f i n i e r e n d i e A b b i l d u n g 

2 2 g: R z + R Z 

F " 1 (u) 

F ~ 1 (v) 

und e r h a l t e n n a c h dem T r a n s f o r m a t i o n s s a t z : 

',Y Y v ( x ^ x j = f(x.)«f(x 0)• 
( Xk,n' Xk+s,n+m' 1 2 1 l 

•m u ) ( F ( x - ) , F ( x 2 ) ) 
( ü k , n ' U k + s , n + m ) 1 2 

m i t f ( x ) bzw. F ( x ) d e r C a u c h y - V e r t e i l u n g . 

D a m i t e r g i b t s i c h für d i e gemeinsame W a h r s c h e i n l i c h k e i t s -
d i c h t e d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n X V1^ und X n 1+n 2+1 

2 2 

(2.60) 
Für -oo < x 1 < x 2 < c» : 
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I 3 

n r 1 
~2 + n 2 " -1 

j - 1 

n r 1 

F ( X l ) 
+ 3 

• ( F ( x 2 ) - F ( x 1 ) ) 
" j -1 

n 1 + n 2 ~ 1 

( 1 - F ( x 2 ) ) • f ( x ^ - f ( x 2 ) ] 

für - oo < x ^ = x 2 < 

X n., + 1 ; X n.+n^+l 
<-y-> ( 2 ) 

( x 1 f x 2 ) = n 1 

n r 1 

n,-1 

n^+n 2~1 

n 1 + n 2 ~ 1 

• ( 1 - F ( X l ) ) 2 • < f ( x 1 ) ) 2 

für -» < x 2 < x 1 < 

X n., + 1 ; X n.+n. + l 
( x r x 2 ) = I [ n 1 5 

n r 1 

n r 1 

n r 1 . 
~2— * 3 

j - - f " 1 

n r 1 

n 1 + n 2 ~ 1 

F ( x 2 ) f ( x ^ - f ( x 2 ) ] 

F ( x ) und f ( x ) i n (2.60) s i n d V e r t e i l u n g s - und D i c h t e ­
f u n k t i o n d e r C a u c h y - V e r t e i l u n g . 

M i t (2.58) und (2.60) l a s s e n s i c h nun a l l e W a h r s c h e i n l i c h -
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k e i t e n z u r B e r e c h n u n g d e r O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k s o w i e 
d e s d u r c h s c h n i t t l i c h e n S t i c h p r o b e n u m f a n g s e r m i t t e l n . 



2.3. k - s t u f i g e V e r f a h r e n 

Schließlich w o l l e n w i r i n d i e s e m P a r a g r a p h e n d i e Ausfüh­
r u n g e n v o n 2.2.1 und 2.2.2 a u f den k - s t u f i g e n F a l l v e r ­
a l l g e m e i n e r n . 

D i e S i t u a t i o n i s t w i e d i e g l e i c h e w i e i n 2.2. E i n e Wa­
r e n p a r t i e w i r d a n g e l i e f e r t , e i n s t e t i g veränderliches 
M e r k m a l l i e g t v o r und d e r L a g e p a r a m e t e r y d e r z u g r u n d e ­
l i e g e n d e n V e r t e i l u n g i s t u n b e k a n n t . Der K o n t r o l l e u r s o l l 
überprüfen, ob e i n S o l l w e r t (etwa y = y ) e i n g e h a l t e n 
o d e r ob d i e s e r S o l l w e r t n i c h t u n t e r s c h r i t t e n wurde (H : 

o 
y >̂  y Q ) . D i e endgültige E n t s c h e i d u n g über Annahme o d e r 
A b l e h n u n g d e r W a r e n p a r t i e w i r d j e t z t a b e r u n t e r Umstän­
den e r s t n a c h k-maligem Z i e h e n e i n e r S t i c h p r o b e g e t r o f f e n . 

B e v o r w i r j e d o c h d a s m a t h e m a t i s c h e M o d e l l für d i e V e r a l l ­
g e m e i n e r u n g v o n (2.42) - (2.44) h e r l e i t e n , führen w i r 
e i n i g e B e z e i c h n u n g e n z u r v e r e i n f a c h e n d e n S c h r e i b w e i s e e i n . 

(2.61) D e f i n i t i o n 

(1) Stichprobenumfänge n^,...,n^ m i t n i >_ 1 für i = 1,...,k 

(2) N i : = n 1 +...+ n i für i = 1,...,k 

(3) Stichprobenräume S^ c R , i = 1,...,k 

(4) Entscheidungsräurae D^ m i t 

{ d o , d 1 f d 2> 

Annahme d. P a r t i e 

A b l e h n u n g 
Z i e h u n g e i n e r w e i t e r e n S t i c h p r o b e vom 
Umfang n i + ^ und Anwendung von <P +̂-j 
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für i = 1 , ...,k-1 

und 

V " { d o ' d 1 } 

(5) N u l l h y p o t h e s e H Q, G e g e n h y p o t h e s e m i t H n H 1 = <|) 

D i e Stichprobenräume S^,...^^^^ w e r d e n w i e d e r j e w e i l s 
i n d r e i d i s j u n k t e T e i l m e n g e n z e r l e g t , nämlich i n 

den A n n a h m e b e r e i c h d e r i - t e n S t u f e A J * ^ 

den A b l e h n u n g s b e r e i c h d e r i - t e n S t u f e A ^ 

d e n I n d i f f e r e n z b e r e i c h d e r i - t e n S t u f e A ^ 

3 
w o b e i g i l t : ü k)1} = S. , i = 1,...,k-1 

j- 1 J 

A u f d e r k - t e n S t u f e muß a u f j e d e n F a l l e i n e E n t s c h e i d u n g 
z u g u n s t e n H Q o d e r g e t r o f f e n w e r d e n , d e s h a l b entfällt 
h i e r d e r I n d i f f e r e n z b e r e i c h und S^ w i r d n u r z e r l e g t i n 

A < k ) und A < k ) m i t A < k ) U A< k> = S k und A< k> ft A< k> = 

A l s T e s t s t a t i s t i k a u f d e r i - t e n S t u f e v e r w e n d e n w i r w i e ­
d e r e i n e Schätzfunktion, w e l c h e a l l e v o r h e r g e h e n d e n S t i c h ­
p r o b e n i n f o r m a t i o n e n b e i n h a l t e t und b e z e i c h n e n s i e m i t 

M . 
T N ^* T N ^ i s t e i n e A b b i l d u n g v o n R 1 i n R. 

J e t z t können w i r e i n k - s t u f i g e s V e r f a h r e n a l s e i n Sy s t e m 
v o n A b b i l d u n g e n i p i d e f i n i e r e n . 

(2.62) D e f i n i t i o n 

S e i für i = 1, ...,k-1 
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d o f Ü r T N . ( x 1 ' •' XN. ) € A 

N i 1 

( i ) 

l 1 für T N ( x r .../X^ ) € A 2 
( i ) 

für T M ( x , , . . . , x N ) £ A ( i ) 

und 

d Q für T ( X 1 x 1 ) € A* 

k 

(k) 

) € A (k) 

so daß g i l t : 

(2.63) 
k 

P y ( { c p 1 = d,» + J 2 p y 

i - 1 
n {<p. = d 0)n{cp. = d-} 

j=i 3 2 1 1 
< a 

für a l l e u € H Q 

A l s g r a p h i s c h e V e r a n s c h a u l i c h u n g haben w i r f o l g e n d e s 
S c h a u b i l d : 

x " 2 

^ IA? } 

A 
O) ' (2) 

A ; \ A 

Nach d e r e r s t e n S t i c h p r o b e von N.j = n^ Stück g e l a n g e n 



- 90 -

w i r zu k e i n e r E n t s c h e i d u n g , f a l l s x £ r e s u l t i e r t . 

Dann w i r d e i n e z w e i t e S t i c h p r o b e vom Umfang g e z o g e n 

und d a s a r i t h m e t i s c h e M i t t e l aus N 2 ~ n 1 + n 2 s t ü c k e r ~ 
(2) 

r e c h n e t . Fällt d i e s i n den B e r e i c h A^ , s o w i r d w e i t e r ­
geprüft. D i e endgültige E n t s c h e i d u n g fällt a u f j e d e n F a l l 
a u f d e r k - t e n S t u f e . 

D i e O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k d es T e s t s läßt s i c h a l s 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t d e r Annahme angeben a l s : 

(2.64) 

M y ) = P u ( ^ 1 - V> +
 py({cp1 = d 2 ] n { { p 2

 = do}) 
+ 

+ P y ( ^ 1 = d 2)n{cp 2 = d 2>n.. .n{cp k - 1 = d 2}n{cp k = d Q}) 

k i - 1 

P y ( ^ 1 - d o » + J2 P y ( . 2 1
{ < P J " d 2 ) n { l p i = d o } ) 

Der gesamte S t i c h p r o b e n u m f a n g n i s t i m k - s t u f i g e n F a l l 
für k > 1 e i n e Z u f a l l s v a r i a b l e m i t den Ausprägungen N^, 
N 2,...,N k. S e i n E r w a r t u n g s w e r t i s t : 

(2.65) 

ASN = E p ( n ) = n 1 4- p({<p 1 = <* 2
} )* n2 + p ( { c p 1 = d 2 } n { < p 2 = d 2 } ) * 

• n 3 + ...+ p({cp 1 = d 2 ) n . . .n{tp k_ 1 = d 2 ) ) « n k 

k-1 i 
Ä n 1 + l P < . n <*j » d 2 } ) # n i + 1 
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Nach d i e s e r t h e o r e t i s c h e n H e r l e i t u n g d e s k - s t u f i g e n V e r ­
f a h r e n s m i t O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k und d u r c h s c h n i t t ­
l i c h e m S t i c h p r o b e n u m f a n g , l e g e n w i r nun w i e d e r k o n k r e t e 
V e r t e i l u n g e n für d a s u n t e r s u c h t e xMerkmal z u g r u n d e . A l s 
e r s t e s beschäftigen w i r uns m i t M e r k m a l e n , d i e e i n e r 

2 
N o r m a l v e r t e i l u n g m i t k o n s t a n t e r V a r i a n z a Q g e h o r c h e n . 
D i e K l a s s e P v o n W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i l u n g e n i s t 
a l s o d i e g l e i c h e w i e u n t e r 2.2.1, i n t e r e s s a n t i s t d i e 
gemeinsame V e r t e i l u n g d e r Z u f a l l s v e k t o r e n ( X M , ...,X ) 

N 1 Nl 

m i t l - 1,...,k. H i e r z u b e w e i s e n w i r e i n e V e r a l l g e m e i n e ­
r u n g v o n Lemma ( 2 . 5 3 ) . 

(2.66) Lemma; 

S e i i < j 

X 1 , X 2,..., X N u n a b h . , i d e n t i s c h v e r t e i l t m i t EX^ = y 

und V a r X ± = 1 3 

dann g i l t 

K o r r e l a t i o n s k o e f f i z i e n t p 

B e w e i s : 

W i r z e r l e g e n w i e d e r X^ ( i < j ) 
j 

N. N. 
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N . N . - N . 
= J : Y + - J L X. 

N . N . N . . - N . 
D i D D i 

Cov ( X N ,X N ) = E ( X N -X N ) - U 2 

i j i j 

D i D 1 D 

N i 1 2 V N i 2 2 
N j N i M 

Cov (X^ ,5^ ) = ^- . Damit erhält man für p: 

N T / N ~ T 

/ N . N . 
1 D 

D 

Lemma (2.66) l i e f e r t a u ch b e r e i t s d i e V e r t e i l u n g des Zu­
f a l l s v e k t o r s ( X N , ,k . W i r e r h a l t e n 

e i n e Ä-dimensionale N o r m a l v e r t e i l u n g m i t E ( X M ) - \i, 
i 

i = und V a r i a n z - K o v a r i a n z m a t r i x 

D a r a u s f o l g t : 

( 2 . 6 7 ) f ( x ^ ,...,x ) 
(2ir) 

( d e t M £ ) " 1 / 2 exp 

-1 



M i t H i l f e v o n (2.67) l a s s e n s i c h sämtliche W a h r s c h e i n ­
l i c h k e i t e n aus (2.64) bzw. (2.65) bestimmen. Aus dem 
A u f b a u des T e s t s und d e r Form von (2.67) e r s i e h t man j e ­
d o c h , daß d e r Anwendung des k - s t u f i g e n T e s t s i n d e r 
P r a x i s G r e n z e n g e s e t z t s i n d , da man k o m p l i z i e r t e I n t e ­
g r a t i o n e n für e i n e V i e l z a h l v o n P a r a m e t e r n durchführen 
und t a b e l i i e r e n müßte. B e s t i m m t man a u c h h i e r K o n s t a n t e 
u«j, v ^ , ... , w i e im z w e i s t u f i g e n F a l l , so kann man 
z.B. nachprüfen, daß z u r B e r e c h n u n g des d u r c h s c h n i t t l i ­
c h e n S t i c h p r o b e n u m f a n g e s 

b e i d e r E r m i t t l u n g d es 5,-ten Summanden im z w e i s e i t i g e n 

e r h e b l i c h e n Aufwand e r f o r d e r t . Ähnliches g i l t für d i e 
e x p l i z i t e B e r e c h n u n g d e r OC-Kurve. Aus d i e s e n Gründen 
w i r d s i c h d i e Anwendung w o h l a u f z w e i s t u f i g e T e s t e b e ­
schränken o d e r man v e r s u c h t , d u r c h g e e i g n e t e Wahl des 
S t i c h p r o b e n u m f a n g s V e r e i n f a c h u n g e n z u e r z w i n g e n . 

E b e n f a l l s läßt s i c h das V e r f a h r e n für d i e E x p o n e n t i a l ­
v e r t e i l u n g ohne S c h w i e r i g k e i t a u f den k - s t u f i g e n F a l l 
a u s d e h n e n . D i e T r a n s f o r m a t i o n 

k-1 i 
ASN = n 1 + l p ( n {cp. = d ~ } ) - n 

' i=1 u j - 1 3 ^ i+1 

T e s t über 2 £-1 Quader d e s R z u i n t e g r i e r e n i s t , was 

x x n n 
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und a n s o n s t e n völlig a n a l o g e s V o r g e h e n w i e i n 2.2.2 v e r ­
s c h a f f t uns d i e D i c h t e n d e r Z u f a l l s v e k t o r e n (X , ...,xL ) 

D i e s e w e r d e n a b e r s e h r k o m p l i z i e r t , so daß für p r a k t i s c h e 
Anwendungen a u c h u m f a n g r e i c h e I n t e g r a t i o n e n e r f o r d e r l i c h 
s i n d . D e s h a l b e r s c h e i n t e i n e d e t a i l l i e r t e D a r s t e l l u n g 
n i c h t s i n n v o l l und es w i r d d a r a u f v e r z i c h t e t . 



3. G e m i s c h t e Attribut-Variablen-Prüfung b e i n o r m a l ­

v e r t e i l t e r G r u n d g e s a m t h e i t 

3.1. E i n s t u f i g e T e s t s b e i e i n s e i t i g e r T o l e r a n z g r e n z e 

B i s h e r haben w i r ausschließlich Prüfpläne b e h a n d e l t , 
denen a l s Testgröße n u r e i n e A b b i l d u n g des R n i n R z u ­
g r u n d e l a g , w i e z.B. d i e S t a t i s t i k X o d e r X * . I n 

v i e l e n Fällen können b e i e i n e m q u a n t i t a t i v e n M e r k m a l 
a b e r n o c h T o l e r a n z g r e n z e n v o r g e g e b e n s e i n , d i e zusätz­
l i c h e i n e q u a l i t a t i v e E i n t e i l u n g i n G u t - S c h l e c h t e r ­
l a u b e n . Dann s t e h e n z w e i Testgrößen z u r Verfügung, 
nämlich d i e Prüfgroße d e r messenden Prüfung, e t w a X, 
und d i e Prüfgroße d e r A t t r i b u t k o n t r o l l e , e t wa d i e An-

A 
z a h l d e r Ausschußstücke P. Zur V e r a n s c h a u l i c h u n g b e ­
t r a c h t e n w i r z w e i e i n f a c h e B e i s p i e l e . 

B e i s p i e l 1: 

K l e i n e U n t e r s c h i e d e i n den v e r w e n d e t e n M a t e r i a l i e n und 
a n d e r e F a k t o r e n b e w i r k e n Schwankungen i m G e w i c h t e i n e s 
d u r c h Fließbandfertigung h e r g e s t e l l t e n Geräts. Das ge­
naue D u r c h s c h n i t t s g e w i c h t k e n n t man n i c h t , n u r d i e 
S t a n d a r d a b w e i c h u n g v on 0,4 k g . J e d e s Gerät w i r d i n e i n e n 
Behälter v e r p a c k t , d e s s e n m i t t l e r e s G e w i c h t 3 kg m i t 
e i n e r S t a n d a r d a b w e i c h u n g v on 0,3 k g beträgt. Man weiß 
aus E r f a h r u n g , daß das G e s a m t g e w i c h t des Geräts i n s e h r 
g u t e r Näherung n o r m a l v e r t e i l t i s t m i t schwankendem M i t ­
t e l w e r t u und e i n e r S t a n d a r d a b w e i c h u n g v o n 0,5 k g . D i e 
Geräte s i n d E x p o r t a r t i k e l und dürfen i m Zusammenhang 
m i t Z o l l t a r i f e n höchstens 16,2 kg w i e g e n . Geräte m i t 
ei n e m größeren G e s a m t g e w i c h t a l s 16,2 kg s i n d für den 
E x p o r t u n b r a u c h b a r . D i e Partiegröße s e i 1500 Stück und 
d i e K o n t r o l l e j e d e s e i n z e l n e n Geräts a u s g e s c h l o s s e n . 
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Es muß a l s o a u f g r u n d e i n e r S t i c h p r o b e e n t s c h i e d e n w e r d e n , 
ob d i e P a r t i e für den E x p o r t t a u g l i c h i s t . 

B e i s p i e l 2; 

Es w i r d e i n e P a r t i e D r a h t a n g e l i e f e r t . Das den Abnehmer 
i n t e r e s s i e r e n d e M e r k m a l i s t d e r A u s d e h n u n g s k o e f f i z i e n t 
b e i B r u c h . Es wurde m i t dem L i e f e r a n t e n v e r e i n b a r t , daß 
d e r A u s d e h n u n g s k o e f f i z i e n t b e i B r u c h m i n d e s t e n s 20% b e ­
t r a g e n s o l l . D i e a b s o l u t e u n t e r e G r e n z e i s t für den Ab­
nehmer e i n A u s d e h n u n g s k o e f f i z i e n t v o n 15%. U n t e r h a l b 
d i e s e r T o l e r a n z g r e n z e s i n d d i e Drähte für i h n Ausschuß. 
M i t den Meßergebnissen e i n e r S t i c h p r o b e s o l l e n t s c h i e d e n 
w e r d e n , ob d i e P a r t i e angenommen o d e r a l s n i c h t den A n ­
f o r d e r u n g e n e n t s p r e c h e n d zurückgegeben w i r d . 

Aus d i e s e n e i n f a c h e n B e i s p i e l e n e r s e h e n w i r , daß aus d e r 
S t i c h p r o b e z w e i I n f o r m a t i o n e n gewonnen werden können. 
B e i B e i s p i e l 1 können etwa das d u r c h s c h n i t t l i c h e Gesamt­
g e w i c h t d e r geprüften Geräte und d i e A n z a h l d e r u n b r a u c h ­
b a r e n Stücke (= A n z a h l d. Ausschußstücke) e r m i t t e l t w e r d e n . 
E n t s p r e c h e n d e s g i l t für B e i s p i e l 2. W i r w o l l e n nun v e r ­
s u c h e n , e i n e T h e o r i e d e r Testpläne z u e n t w i c k e l n , wo b e i d e 
Prüfgroßen Verwendung f i n d e n . W i r s p r e c h e n dann von g e ­
m i s c h t e r A t t r i b u t - V a r i a b l e n k o n t r o l l e . I n d e r L i t e r a t u r 
w u rden Pläne d i e s e r A r t b i s h e r w e n i g b e h a n d e l t . E i n e n 
A n s a t z f i n d e n w i r b e i Bowker and Goode ( 8 ) . I n d i e s e r 
A r b e i t g i l t das b e s o n d e r e I n t e r e s s e w i e d e r u m d e r H e r l e i ­
t u n g d e r W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i l u n g e n z u r B e r e c h n u n g 
d e r O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k und d e s d u r c h s c h n i t t l i c h e n 
S t i c h p r o b e n u m f a n g s b e i m e h r s t u f i g e n V e r f a h r e n . D a b e i 
s e t z e n w i r immer v o r a u s , daß d i e G r u n d g e s a m t h e i t d e r 
Merkmale n o r m a l v e r t e i l t i s t und u n t e r s u c h e n i n b e i d e n 
P a r a g r a p h e n 3.1 bzw. 3.2 s t e t s d i e H y p o t h e s e H Q: y <_ M q 

gegenüber H 1: p > y ( t r i f f t etwa z u a u f B e i s p i e l 1 ) . 
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A u s g a n g s p u n k t u n s e r e r Überlegungen i s t a l s o w i e d e r e i n e 
Z u f a l l s v a r i a b l e , d i e w i r h i e r m i t Y b e z e i c h n e n , m i t 
e x i s t i e r e n d e r L e b e s q u e - D i c h t e 

(3.1) -
1 2 a o 2 f v (x) = e , < x < oo, p e R, a e R 

Y ; y / 2 l f . a ° + 

o 

2 
w o b e i d i e V a r i a n z a b e k a n n t s e i . 

o 
D i e für das P r o b l e m i n F r a g e kommenden P a r a m e t e r w e r t e 
M 6 R l e g e n d i e K l a s s e P = ( f y > ^ ( x ) } f e s t . 

W i r z i e h e n e i n e uneingeschränkte Z u f a l l s s t i c h p r o b e vom 
Umfang n und b e t r a c h t e n e i n geprüftes Stück a l s Ausschuß, 
wenn s e i n M e r k m a l s w e r t e i n e g e w i s s e T o l e r a n z g r e n z e t 
überschreitet. 

Daß w i r e i n e o b e r e T o l e r a n z s c h r a n k e gewählt haben,be­
d e u t e t k e i n e Einschränkung, denn für e i n e u n t e r e S c h r a n k e 
v e r l a u f e n d i e Überlegungen völlig a n a l o g . 
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B e v o r w i r d e n T e s t e x p l i z i t d e f i n i e r e n , w o l l e n w i r no c h 
e i n i g e grundsätzliche V o r b e m e r k u n g e n z u r g e m i s c h t e n 
Attribut-Variablen-Prüfung machen. I n d e r P r a x i s e r f o r ­
d e r t d i e A t t r i b u t k o n t r o l l e i n v i e l e n Fällen w e s e n t l i c h 
w e n i g e r A ufwand an t e c h n i s c h e n E i n r i c h t u n g e n und Prüf­
a r b e i t . A l s B e i s p i e l d i e n e e twa d a s M e r k m a l " B r e n n d a u e r 
e i n e r Neonröhre", w o b e i w i r e i n e Röhre a l s den A n f o r d e ­
r u n g e n e n t s p r e c h e n d b e t r a c h t e n , wenn s i e länger a l s 
1000 S t u n d e n b r e n n t . Z i e h t man e i n e S t i c h p r o b e a u s d e r 
P r o d u k t i o n , s o i s t b e i d e r Gut-Schlecht-Prüfung d i e 
K o n t r o l l e n a c h höchstens 1000 S t u n d e n b e e n d e t , während 
d i e V a r i a b l e n k o n t r o l l e etwa z u r B e r e c h n u n g d e s a r i t h m e ­
t i s c h e n M i t t e l s d e n genauen Meßwert j e d e s e i n z e l n e n 
Stückes d e r S t i c h p r o b e e r f o r d e r n würde. D i e s e r g e r i n g e ­
r e Aufwand g e h t a l l e r d i n g s z u L a s t e n d e r Trennschärfe 
d e r angewendeten T e s t s . D i e s b e d e u t e t , man benötigt für 
e i n e n T e s t d e r V a r i a b l e n k o n t r o l l e m i t d e r s e l b e n O p e r a ­
t i o n s c h a r a k t e r i s t i k w i e b e i e i n e m T e s t d e r A t t r i b u t k o n ­
t r o l l e e i n e n w e s e n t l i c h g e r i n g e r e n S t i c h p r o b e n u m f a n g . 
Auf d i e näheren E i n z e l h e i t e n w o l l e n w i r an d i e s e r S t e l l e 
n i c h t e i n g e h e n . Aus d e r A n s c h a u u n g w i r d d i e s völlig k l a r , 
wenn man b e d e n k t , daß i n d e n genauen Meßwerten d e r ge­
prüften Stücke d e r S t i c h p r o b e mehr I n f o r m a t i o n s t e c k t 
a l s i n d e r q u a l i t a t i v e n E i n t e i l u n g . Aus d i e s e m Grunde 
e r s c h e i n t e s w o h l s i n n v o l l , e i n e K o m b i n a t i o n v o n b e i d e n 
T e s t v e r f a h r e n z u v e r s u c h e n , d i e d i e s e n G e s i c h t s p u n k t e n 
Rechnung trägt. D i e eben ausgeführten Überlegungen l i e g e n 
d e s h a l b d e r K o n s t r u k t i o n d e r T e s t s d e r g e m i s c h t e n A t t r i ­
but-Variablen-Prüfung z u g r u n d e . W i r w e r d e n a l s o d i e T e s t s 
s o k o n s t r u i e r e n , daß d i e A t t r i b u t k o n t r o l l e b e v o r z u g t 
w i r d und i n e i n i g e n Fällen d i e V a r i a b l e n k o n t r o l l e über­
h a u p t n i c h t e r f o r d e r l i c h i s t . A u f d e r a n d e r e n S e i t e w i r d 
d u r c h d i e E i n b e z i e h u n g d e r V a r i a b l e n k o n t r o l l e e i n e H e r a b ­
s e t z u n g des S t i c h p r o b e n u m f a n g s b e i e i n e r v o r g e g e b e n e n 
O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k e r r e i c h t . 
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(3.2) D e f i n i t i o n : 

1) Ausschuß d e r S t i c h p r o b e 

P = l Z i m i t 
i=1 

Z i = 

'1 für y. > t J i o 

0 für y. < t i = 1,...,n i — o 

t -u u -u 
2> 2 o = = - § - ' 

5 V o 3) Prüfgroße X = - £ X. m i t X. 
n i = 1 1 x 

4) X! : = X, + -° - — i * i a a 

5) H Q: u < y o ^ : u > P q 

Da w i r b e i d e T e s t s t a t i s t i k e n X und P v e r w e n d e n , i s t d e r 
S t i c h p r o b e n r a u m S d a s k a r t e s i s c h e P r o d u k t v o n & und d e r 
Menge a l l e r möglichen E r g e b n i s s e v o n P, nämlich ( 0 , 1 , . . . , n } . 
Der E n t s c h e i d u n g s r a u m D enthält d i e b e i d e n E l e m e n t e 

d Ä = Annahme d e r P a r t i e o 

d«j = A b l e h n u n g d e r P a r t i e 

D a m i t d e f i n i e r e n w i r u n s e r e E n t s c h e i d u n g s f u n k t i o n <p. 

(3.3) D e f i n i t i o n : 
T e s t ip: S D 
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m i t <P(p,x) = 

d o 

1 für (p,x) e ( c + 1, . .. ,n) * R 

(p,x) € { 0 , 1 , ...,c} x ( z r o o ) 

für (p,x) € {0,1,...,c} x ( - o o , z ] 

D a b e i s i n d d i e G r e n z e z und d i e A n n a h m e z a h l c s o e i n z u ­
r i c h t e n , daß g i l t : 

a i s t d a s S i g n i f i k a n z n i v e a u d e s T e s t s . 

(3.5) Bemerkung 

Für d i e p r a k t i s c h e Durchführung i s t e s zweckmäßig, d i e 
A t t r i b u t k o n t r o l l e z u e r s t durchzuführen, denn d e r T e s t i s t 
gemäß u n s e r e n Vorüberlegungen s o a n g e l e g t , daß b e i e i n e r 
R e a l i s a t i o n p > c d i e V a r i a b l e n k o n t r o l l e k e i n e n Einfluß 
a u f d i e E n t s c h e i d u n g h a t und s i c h i n e i n e m s o l c h e n F a l l 
erübrigt. Da i n d e r S t i c h p r o b e b e r e i t s " z u v i e l e " s c h l e c h ­
t e Stücke g e f u n d e n w u r d e n , w i r d d i e P a r t i e a b g e l e h n t . 
F a l l s j e d o c h d i e Z a h l d e r s c h l e c h t e n Stücke i n d e r S t i c h ­
p r o b e d i e A n n a h m e z a h l c n i c h t überschreitet, i s t d i e V a -
riablenprüfung e r f o r d e r l i c h . 

Selbstverständlich i s t e s möglich, d e n T e s t tp d a h i n g e h e n d 
abzuändern, b e i e i n e r b e s o n d e r s k l e i n e n Ausschußquote d i e 
P a r t i e s o f o r t z u a k z e p t i e r e n und e r s t b e i £ > c d i e V a r i a ­
b l e n k o n t r o l l e durchzuführen. Außerdem s i n d a u c h w e i t e r e 
V a r i a n t e n möglich, was e t w a folgendermaßen a u s s e h e n könnte 

A 
P <_ c ̂  : Annahme 
A 
P > c-: A b l e h n u n g ( c 1 < c 9 ) 

(3.4) 

P y ( M p , x ) = d ^ ) < a für y € H o 
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X <_ z : Annahme 

X > z : A b l e h n u n g 

D a b e i i s t n ur d a r a u f z u a c h t e n , daß d i e Größen c^, und 
z für e i n v o r g e g e b e n e s a d i e B e z i e h u n g (3.4) erfüllen. 

Für w e l c h e d i e s e r V a r i a n t e n man s i c h e n t s c h e i d e t , hängt 
natürlich ab vom j e w e i l i g e n A n w e n d u n g s f a l l . 

D i e B r a u c h b a r k e i t d i e s e s T e s t s u n t e r s u c h e n w i r j e t z t w i e ­
d e r m i t H i l f e s e i n e r O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k . U n t e r s u c h t 
man d i e E r e i g n i s s e , w e l c h e z u r E n t s c h e i d u n g d Q führen, s o 
e r g i b t s i c h : 

(3.6) L ( y ) = l p ({P » i}D{X < z } ) 
i = 0 y 

D u r c h d i e Einführung d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n X^ s o w i e d e r 
G r e n z e z^ aus D e f i n i t i o n (3.2) erhält man: 

c A 

(3.7) L ( y ) = l p ({P « i}n{X' < z ^ ) 
i = 0 

Zur R e c h t f e r t i g u n g d i e s e s S c h r i t t s n o c h e i n e Bemerkung: 

2 
D i e Z u f a l l s v a r i a b l e n Y i s i n d v e r t e i l t n a c h N ( y , C Q ) , w o b e i 
y n i c h t b e k a n n t i s t . A l s Prüfgröße verwenden w i r nach Maß­
gabe d e r N u l l h y p o t h e s e H : y <̂  y d i e Z u f a l l s v a r i a b l e 

1 n Y i ~ U o ° ° 1 
X = n E o X i s t f ü r p = y o v e r t e i l t n a c h N f O / 1 ) • 

n i=1 o n 

Y ± - y o 

D i e = — - — s i n d s t a n d a r d - n o r m a l v e r t e i l t für y = y Q , 

j e d o c h n i c h t für y ^ y Q . D e s h a l b machen w i r d i e T r a n s f o r ­
m a t i o n 
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D i e X'. s i n d s t a n d a r d n o r m a l v e r t e i l t und w i r b e t r a c h t e n i 
e i n Stück X^ a l s Ausschuß, wenn s e i n M e r k m a l s w e r t d i e 

t -v 
S c h r a n k e z = überschreitet. Außerdem s i n d d i e E r -

. °o 
e i g n i s s e (X <̂  z} und (x* i d e n t i s c h . Das g l e i c h e 
g i l t für {X > z ) und {X 1 > z ^ } . 

D i e S c h w i e r i g k e i t b e s t e h t nun d a r i n , d i e W a h r s c h e i n l i c h ­
k e i t e n a u f d e r r e c h t e n S e i t e v o n (3.7) z u e r m i t t e l n , wo­
b e i w i r n a c h d en eben gemachten Bemerkungen s t a n d a r d n o r -
m a l v e r t e i l t e Z u f a l l s v a r i a b l e v o r a u s s e t z e n dürfen. J e d o c h 
s i n d d i e E r e i g n i s s e {P = i } und {X' <_ z^} n i c h t unab­
hängig, w i e man s i c h l e i c h t überlegt. F a l l s e t wa {P = n} 
e i n t r i t t , g i l t für < Z q : p^ (X* <_ z^) = 0 . Im w e i t e r e n 
V e r l a u f d e s K a p i t e l s 3.1 w o l l e n w i r d i e s e W a h r s c h e i n l i c h ­
k e i t e n h e r l e i t e n und kommen n a c h d e r r e c h t u m f a n g r e i c h e n 
H e r l e i t u n g w i e d e r a u f B e z i e h u n g (3.7) zurück und können 
d a n n d i e F u n k t i o n s g l e i c h u n g d e r O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k 
e x a k t a n g e ben. 

D i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t p ({P = i}n{X' < z ^ ) 

1. D i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t p y ( ( P = 0}n{X' <_ z^}) 

H i e r b e t r a c h t e n w i r d i e S i t u a t i o n , daß i n d e r S t i c h p r o b e 
k e i n Ausschuß e n t h a l t e n i s t , d.h. k e i n geprüftes Stück 
überschreitet d i e T o l e r a n z g r e n z e t , w o b e i d i e S t i c h p r o b e 

2 
a l s R e a l i s a t i o n von n unabhängigen n a c h N ( u , a Q ) v e r t e i l ­
t e n Z u f a l l s v a r i a b l e n aufgefaßt w i r d . M i t den v o r a n g e g a n ­
genen Überlegungen können w i r das P r o b l e m zurückführen 
a u f den F a l l , daß n unabhängige s t a n d a r d n o r m a l v e r t e i l t e 
Z u f a l l s v a r i a b l e v o r l i e g e n , d i e a l l e e i n e T o l e r a n z g r e n z e 
z = n i c h t überschreiten. W i r b e z e i c h n e n d i e s e Zu-
° °o 

f a l l s v a r i a b l e n i m Rahmen d i e s e r H e r l e i t u n g w i e d e r m i t 
X ± , ( i = 1 , . . . , n ) . 



- 103 -

Da d i e E r e i g n i s s e (P = 0} und ( x <_ } abhängig s i n d und 
w i r a u c h d i e b e d i n g t e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n n i c h t a n g eben 
können, benötigen w i r z w e i Z u f a l l s v a r i a b l e , d e r e n V e r t e i ­
l u n g w i r e i n e r s e i t s k ennen und m i t d e r e n H i l f e w i r a n d e r ­
e r s e i t s d i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n d e r E r e i g n i s s e {£ - 0} 
bzw. (x <_ 7.A b e r e c h n e n können. A l s e i n e d e r b e i d e n Zu-

- 1 f a l l s v a r i a b l e n wählen w i r X. X i s t v e r t e i l t n a ch N(0;-) . n 
Für d i e a n d e r e Z u f a l l s v a r i a b l e , w e l c h e d a s E r e i g n i s 
{l? = 0} k e n n z e i c h n e t , b e t r a c h t e n w i r d i e g e o r d n e t e n V a ­
r i a b l e n x ( i j ' • ••' x ( n) ( v 9 i ' h i e r z u Ausführungen i n 2.1.1.b) 
und d i e B e d i n g u n g für das E r e i g n i s (P = 0 } . Es muß g e l t e n : 

X ( n ) < z o 

~ W: = X { n ) - X < z Q - X 

~ W + X < z — o 

Aus d i e s e r B e d i n g u n g f o l g t , daß w i r z u r B e s c h r e i b u n g d e s 
E r e i g n i s s e s {P = 0} d i e b e i d e n Z u f a l l s v a r i a b l e n W = X, ,-X 1 (n) 
und X verwenden können. D i e V e r t e i l u n g d e r Z u f a l l s v a r i a ­
b l e n X i s t k l a r . W e s e n t l i c h mehr Aufwand e r f o r d e r t d i e 
V e r t e i l u n g d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n W. B e v o r w i r d i e s e V e r t e i ­
l u n g h e r l e i t e n , w o l l e n w i r e i n e w i c h t i g e E i g e n s c h a f t d e r 
b e i d e n zufälligen Größen W und X z e i g e n , nämlich i h r e Un­
abhängigkeit. 

(3.8) S a t z 

X^,...,X s e i e n unabhängige, S t a n d a r d n o r m ^ l v e r t e i l t e Z u ­
f a l l s v a r i a b l e und x (-J) ' • • •' x ( n) s e i e n d i e e n t s p r e c h e n d e n 
g e o r d n e t e n V a r i a b l e n . Dann g i l t : 

X und X, . - X s i n d unabhängig. 
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B e w e i s : 

Nach D a l y (13) g i l t : 

V o r a u s s e t z u n g e n w i e im S a t z und s e i 

Y: = g ( x 1 , . . . , x n ) 

e i n e Borel-meßbare F u n k t i o n m i t d e r E i g e n s c h a f t 

g ( x 1 + a , . . . , x n + a) = g ( x i r . . . , x n ) , a £ R 

Dann s i n d X und Y unabhängig. 

D i e s e n S a c h v e r h a l t können w i r d i r e k t a u f u n s e r P r o b l e m 
anwenden: 

W = X, v - X i s t a l s F u n k t i o n v o n R n i n R Borel-meßbar (n) 
und es g i l t : 

X, v - X = max (X. -X) 
( n ) 1<i<n 1 

m i t d e r E i g e n s c h a f t : 

max ( X i + a •- i J ( X i + a ) ) = max (x ± + a - 1 (J X ± + n a ) ) 

= max ( X i - X) , d. h. 

X und X ^ n j - X s i n d unabhängig. 

q e d . 

Im nächsten S c h r i t t w o l l e n w i r d i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t s ­
v e r t e i l u n g v o n W e r m i t t e l n . S i e s p i e l t a u c h e i n e R o l l e 
b e i s o g . "Ausreißer"-Tests ( v g l . N a i r ( 3 4 ) ) . Man g e h t 
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d a b e i aus von n unabhängigen s t a n d a r d n o r m a l v e r t e i l t e n 
Z u f a l l s v a r i a b l e n . D i e g e o r d n e t e n V a r i a b l e n X 
haben dann d i e gemeinsame D i c h t e 

( 1 ) " . . ,X (n) 

1 5 2 
5 & X ( D 

k ( D Ä ( n ) 

Der Z u f a l l s v e k t o r X^ ^ = ( X ^ ^ , . . . , X ^ ) w i r d nun e i n e r 
T r a n s f o r m a t i o n u n t e r w o r f e n ; d i e T r a n s f o r m a t i o n s m a t r i x i s t 
das P r o d u k t aus e i n e r ( n x n ) - D i a g o n a l m a t r i x B und e i n e r 
o r t h o g o n a l e n ( n x n ) - M a t r i x A. W i r b e z e i c h n e n den B i l d v e k t o r 
m i t Z und s e t z e n 

1 = B A X ( > ) 

D a b e i i s t d i e o r t h o g o n a l e M a t r i x 

A = 

n*2 

1 
/ ( n - 1 ) n 

— o 
/2 

/ F I 

• i ( i + 1 ) /ITi+1) / m + T J \ ^ ! 

1 n-1 

/n 

/ ( n - 1 ) n / ( n - 1 ) n 

/5 

i - t e 
Z e i l e 

i - t e S p a l t e 
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und d i e D i a g o n a l m a t r i x 

r/2 

B = 

^2«3 

/ m + T 5 

/ ( n - 1 ) n 

Um d i e D i c h t e d e s Z u f a l l s v e k t o r s Z zu e r h a l t e n , b e r e c h n e n 
n 2 

w i r zunächst das S k a l a r p r o d u k t J X ( i ) * 

Z = B A X, x 

•* x , = A ~ 1 B " 1 Z 
-(•) -

T 
B e z e i c h n e n w i r d i e T r a n s p o n i e r t e e i n e r M a t r i x M m i t M 
und e n t s p r e c h e n d das T r a n s p o n i e r t e e i n e s S p a l t e n v e k t o r s 
X m i t X T , so g i l t : 

T -1 -1 T -1 -1 
x ( . ) X

( . ) = (A B l Z ) 1 ( A 'B 'Z) 

= _ZiB 1 1 A_J_A *B Z 
=E 

T - 1 2 Zl (B ' ) Z Z 

n-1 Z 

Da A o r t h o g o n a l i s t , g i l t : 
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|det Aj = 1 

S o m i t erhält man 

I d e t ( B A)| = i d e t B| = ( n - 1 ) ! /n 

und für d i e gemeinsame D i c h t e v o n (Z^ , . . . ,Z^) : 

2 
n-1 z 

. . " 2 ( I i T i + T T + zn> 
f ( z 1 f . . . , z n ) = | d e t ( B A ) | 1 n' *e 1 - 1 

1 n (/2?) 
2 

1 n-1 z. ^ 

( / 2 ? ) n 

Um den genauen D e f i n i t i o n s b e r e i c h d e r D i c h t e v on Z z u 
f i n d e n , b e t r a c h t e n w i r noc h m a l s u n s e r e T r a n s f o r m a t i o n 
und s e h e n : 

(3.9) (1) Z. = i - X ( . + 1 ) - ^ X ( k ) i - 1 n-2 

(2) Z ^ = ( n - 1 ) - X ( n ) - ? X ( k ) = n ( X ( n ) - X) 

(3) Z = /n X n 

Aus (1) und (2) f o l g t : 

i + 1 i 
a) Z. + 1 = ( i + D X ( i + 2 ) - ^ X ( k ) - [ i - X ( i + 1 ) - ^ X ( n ) J 

= ( i + D x ( i + 2 ) - x ( . + 1 ) - i - x ( i + 1 ) 
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b) Z l = X ( 2 ) - X ( 1 ) 1 0 , da X ( 1 ) < X ( 2 ) 

M i t (3) aus (3.9) e r g i b t s i c h für den V e k t o r (Z ,...,Z n) 
d i e gemeinsame D i c h t e 

2 

f ( z , . . .,z ) = —g-jj e 
1 n (/27) n 

. n i n-1 z. 1 z
2 . ! y i _ 

2 n 2 i £ 1 i(i+ 1 ) 

für O < z. < ... < z 1 , < z < » — 1 — — n-1 n 

z läßt s i c h h e r a u s i n t e g r i e r e n und man erhält für d i e 
D i c h t e d e s Z u f a l l s v e k t o r s ( Z^,...,Z^^^) 

n-1 z 2 

2 * ± (1 + 1) 
^ V ^ r e 1 = 1 für 0 < <...< 

(/2?) n ~ 1 - 1 - -

1 y L 
e
 2 ±ii 

(/2?) n ~ 1 6 

f ( 2 1 

io 
s o n s t 

W i r benötigen j e d o c h d i e D i c h t e d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n 
X ^ n j - X « W. V e r g l e i c h t man m i t ( 3 . 9 ) , so s i e h t man 

Z -W - -ÜZl n 

Zur E r m i t t l u n g d e r D i c h t e v o n Z^müssen w i r d i e R a n d d i c h t e 
b e r e c h n e n und f ( z ^ , . . . , z n - 1 ) über z^,...,z 2 i n t e g r i e r e n 
i m B e r e i c h 0 < z.. < z n < .. . < z 0 < z H i e r z u führen — 1 — 2 — — n-2 — n-1 
w i r d i e von Godwin d e f i n i e r t e n G - F u n k t i o n e n e i n , w e l c h e 
r e k u r s i v d e f i n i e r t s i n d : 
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G-(x) = 1 
t 2 

x - -
G (x) = / e 4 -G ( t ) d t 

Z 0 

G , + 1 ( x ) = / e 2 i ( i + 1 ) - G . ( t ) d t 
1 0 

J e t z t können w i r d i e R a n d v e r t e i l u n g v o n z
n_-| b e r e c h n e n 

und e r h a l t e n : 

f< zn-1>= 

/n 
(/2i) n-1 

z 2 z z 2 

n-1 z^ n-2 z_ z 1 
2 ( n - 1 ) . n y ' e " 2 ( n - 2 ) (n-1) _ j e ~ 

0 ' *o 
d z - .. .dz für O < z „ 1 n-2 — n-1 

s o n s t 

f ( z n - 1 > " 

'n-1 

(/2T?) n-1 

s o n s t 

M i t d e r V a r i a b l e n t r a n s f o r m a t i o n 

(n) n n-1 

e r g i b t s i c h a l s D i c h t e d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n W: 
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n x 

(3.10) f w ( x ) = 

, e " 2 ( n " 1 ) G n J n x ) für x > 0 
( / 2 i ) n ~ 1 n " 1 ' ~ 

s o n s t 

(3.11) Bemerkung 

D i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n d e r Z u f a l l s v a r i a b l e n W läßt s i c h 
l e i c h t d u r c h I n t e g r a t i o n v o n (3.10) b e r e c h n e n . E s g i l t 
für x j> 0 

( n w ) 2 

FW<*> - / n H-i e 2 n ( n ~ 1 ) - G n , ( n w ) d w 
W 0 ( / 2 i r ) n 1 n 1 

O (/2^) n"" 1 6 

/n 2 n ( n - 1 ) • G . ( t ) d t = ^ ^ - - r ' G (nx) 
n " 1 (/2¥) n" 1 n 

D a m i t e r h a l t e n w i r : 

0 für x < 0 

/n 
'(/IW) 

— r G (nx) für x > O n—1 n -

Nachdem w i r nun D i c h t e - und V e r t e i l u n g s f u n k t i o n d e r Zu­
f a l l s v a r i a b l e n W = X^ n) ~ X h e r g e l e i t e t h a b e n , b e t r a c h t e n 
w i r j e t z t im l e t z t e n S c h r i t t w i e d e r das E r e i g n i s 
(X < z..}n{P = 0 } . Es g i l t : 
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P ( ( X < Z l ) n { £ = o}) = p ( { x < z ^ n c w + x < z Q } ) 

Man erhält 

p ( { X < Z l ) n { ^ = 0}) = /' p({W < z Q - x | - = x } ) d F - ( x ) 

und wegen d e r Unabhängigkeit v o n W und X ( S a t z (3.8)) 

p(t'X < Z l } n { £ = O}) = / 1 p(W < Z q - x ) d F - ( x ) 
—00 

B e a c h t e n w i r n o c h , daß d e r I n t e g r a n d v e r s c h w i n d e t für 
x > z , s o e r g i b t s i c h : 

° 2 
m i n ( z ^ , z Q ) nx 

(3.12) p ( { X < Z l}n{P = 0}) = / — — - e 2 • 

• G n ( n ( z Q - x ) ) d x 

(3.13) Bemerkung 

D i e H e r l e i t u n g o b i g e r W a h r s c h e i n l i c h k e i t , daß d e r M i t t e l ­
w e r t X i n e i n b e s t i m m t e s I n t e r v a l l fällt, während g l e i c h ­
z e i t i g k e i n M e r k m a l s w e r t größer a l s d i e S c h r a n k e z Q i s t , 
erfaßt a u c h den F a l l i - n . {P = n} b e d e u t e t , daß a l l e 
Stücke d e r S t i c h p r o b e Ausschuß s i n d , d.h. 

(1) o 

Zunächst k a n n man völlig a n a l o g z u S a t z (3.8) z e i g e n , daß 
X und X - X ^ j unabhängig s i n d und außerdem haben d i e Z u ­
f a l l s v a r i a b l e n X ( n j - X und X - X ^ j d i e g l e i c h e V e r t e i ­
l u n g , f a l l s d i e X.̂  unabhängig und s t a n d a r d n o r m a l v e r t e i l t 
s i n d ( v g l . N a i r (34), Grubbs (22)). D a r a u s f o l g t : 
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A Z 1 
p({X < z ^ f l C P = n}) = /' F w ( x - z o ) d F - ( x ) 

F T T ( x - z ) w i r d g l e i c h N u l l für x < z^ und man e r h a l t W o o 
für z < z* : o — i 

2 

(3.14) p ( { X < z 1 ) n { P - n} = / 1 S _ e
 2 G n ( n ( X - Z q ) ) d x 

z Q (/2¥) 

Für z.. < z s i n d d i e b e i d e n E r e i g n i s s e {X < zA) und 
A 1 ° ~~ 1 

(P = n} u n v e r e i n b a r , d i e g e s u c h t e W a h r s c h e i n l i c h k e i t i s t 
d a nn g l e i c h N u l l . 

2. D i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t P u ( f X ' ± z ^ f U P = i } ) , (0 < i < n) 

S e i i e i n e f e s t v o r g e g e b e n e Z a h l a u s d e r Menge ( l , . . . , n - l ) . 
W i r b e t r a c h t e n j e t z t d i e S i t u a t i o n , daß n - i M e r k m a l s w e r t e 
u n t e r h a l b d e r S c h r a n k e z und i M e r k m a l s w e r t e o b e r h a l b v o n 

o 
z Q l i e g e n , w o b e i w i r n unabhängige s t a n d a r d n o r m a l v e r t e i l t e 
Z u f a l l s v a r i a b l e , d e r e n M i t t e l w e r t w i r für d e n V e r l a u f d i e ­
s e r H e r l e i t u n g w i e d e r m i t X b e z e i c h n e n w o l l e n , v o r a u s s e t ­
z e n . Außerdem d e f i n i e r e n w i r : 

5 
P - I z i 

1 = 1 f1 f ü r * i > 2 o 
m i t Z± = <^ 

l o für x. < z 

Um b e i d e r B e r e c h n u n g d e r g e s u c h t e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t 
d i e v o r h e r i g e n E r g e b n i s s e anwenden z u können, machen w i r 
zunächst e i n i g e Überlegungen über d a s Zustandekommen des 
E r e i g n i s s e s {X < z ^ n C P = i } . 



- 113 -

Um genau i Ausschußstücke i n d e r S t i c h p r o b e zu e r h a l t e n , 
muß f o l g e n d e s e i n t r e t e n : Genau i d e r n unabhängigen 
S t i c h p r o b e n v a r i a b l e n X^t ...,X^ müssen größer a l s d i e 
S c h r a n k e Z q a u s f a l l e n , etwa ,...,X k . H i e r z u g i b t 

1 i 
es (^) Möglichkeiten. Für e i n e b e l i e b i g e K o m b i n a t i o n 
X, X, , und X, X, b e z e i c h n e n w i r d i e a r i t h m e -

K 1 * n - i K 1 ' K i 
t i s c h e n M i t t e l bzw. d i e A n z a h l d e r Ausschußstücke m i t 
x\k), X ^ k ) bzw. p j k ) , £ ^ k ) . Zunächst g i l t für a l l e (") 
Möglichkeiten 

v - n - i Y ̂  u. 1 Y ( K ) 
~ r T 1 n 2 

und außerdem g i l t : 

{x < Z l } n { p = i } = u { ( x 1
( k ) , x< k )) € A } n { p { k ) = o , ^ k ) - i } 

m i t ( n) d i s j u n k t e n E r e i g n i s s e n { ( X * k ) , X * k ) ) € A } n { P 1
( k ) = 0, 

A ( k ) I ^ 2 
P 2 = i ) und e i n e m n o c h z u bestimmenden g e e i g n e t e n A c R . 

Wir haben a l s o d i e G e s a m t s t i c h p r o b e a u f g e t e i l t i n ( n) 
P a a r e v o n unabhängigen U n t e r S t i c h p r o b e n , w o b e i d i e e r s t e 
k e i n e n Ausschuß und d i e z w e i t e n u r Ausschuß enthält. 

I n e i n e m v / e i t e r e n S c h r i t t b e r e c h n e n w i r nun d i e W a h r s c h e i n ­
l i c h k e i t e n d e r E r e i g n i s s e 
$ ^ k ) = i } . Zunächst g i l t : 
l i c h k e i t e n d e r E r e i g n i s s e { ( x j k ) , X ^ k ) ) £ A } n { P 1

( k ) = 0 

P((x< k>,x< k>) e A } n { £ < k ) = o, £< k> = i ) , = / p 
A 

£ 0 0 {P o, 

- D I rt(k) _ - ( k ) 
1 "~ 1 ' 2 x 1 x 2 
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/ P 
A 

y ( k ) < z X ( k ) > z I X ( n - i ) - V X ( 1 ) V dF ( x r x 2 ) 

1 *2 

w o b e i X k ( n - i ) 
zu b i l d e n i s t . 

( k ) aus X. X. , und x| k j aus X, , . 
k 1 n - i m K 1 

M i t W ( k ) - X ( k ) - X ( k ) M i t Wt - X ( n _ ± ) X 1 

w 2 . - Ä 2 - Ä ( 1 ) 

aus X^, / . . . 

aus X, , . . . ,X, 
X 1 K i 

e r g i b t s i c h 

p ( { ( x { k ) , X ^ k ) ) € A } n { P 1
( k ) = 0,P^ k )= i } ) * / p 7 ( k ) i z o ^ x r 

W<*) < x 2 - z j 

1 
; ( k ) _ 

d F - ( k ) - ( k ) < x 1 ' x 2 } 

X 1 X 2 

Nun g i l t a b e r : 
- Ck) (k) - (k) 

1. y i s t unabhängig von ', X 2 i s t unabhängig v o n 
W^k) ( v g l . S a t z ( 3 . 8 ) ) 

2. x!^k) und X ^ k ) s o w i e w j k ) und W^k) s i n d e b e n f a l l s unab­
hängig, da d i e e n t s p r e c h e n d e n Größen aus z w e i v e r s c h i e d e ­
nen unabhängigen Gruppen von Z u f a l l s v a r i a b l e n g e b i l d e t 
w e r d e n . 

S o m i t s i n d a l l e b e t r a c h t e t e n Z u f a l l s v a r i a b l e n v o n e i n a n d e r 
unabhängig. Daraus f o l g t : 

P({(x 1
( k>,xf»)€ A}n{^ ( k )= o , £ < k ) = i » = 
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(V) tfc) 

D i e V e r t e i l u n g s f u n k t i o n e n von W* und hängen n u r ab von 
n - i bzw. i ( s i e h e ( 3 . 1 0 ) ) und d a m i t n i c h t von k. Ebenso 
hängt F _ ^ ^ _ ^ ) ( x ^ , ) n u r von n - i bzw. i ab. Es g i l t 

X 1 X 2 
- (k) - (k) 

wegen d e r Unabhängigkeit von und X^ ( s i e h e oben 2 . ) . 
( n - i ) t 2 i t 2 

F . ( k ) - ( k ) ( x 1 ' X 2 ) - / { — * e d t 2 G t 1 

Berücksichtigen w i r außerdem n o c h , daß ganz a l l g e m e i n b e i 
m unabhängigen s t a n d a r d n o r m a l v e r t e i l t e n Z u f a l l s v a r i a b l e n 
d i e b e i d e n Z u f a l l s v a r i a b l e n X, * - X und X - X,« x d i e 

(m) (1) 
g l e i c h e V e r t e i l u n g b e s i t z e n , s o e r h a l t e n w i r schließlich 
für d i e g e s u c h t e W a h r s c h e i n l i c h k e i t 

(3.14) 
p ( { X < 2 1 } 0 { P = / i < n " i j ' G n . ( ( n - i ) (z - x . ) ) . 

1 A ( / 2 i ) n n 1 0 1 

( n - i ) x 1 i x 2 

• G i ( i ( x 2 - z Q ) ) e 2 2 d x 1 d x 2 

m i t e i n e m g e e i g n e t e n A c R 2. D i e s e n I n t e g r a t i o n s b e r e i c h 
w o l l e n w i r j e t z t i m l e t z t e n S c h r i t t näher bestimmen: 

Es g i l t : 

(1 ) X < 2 l 

(2) x - S l i x O O + i X ( k ) f ü r a l l e k = 1 { n } 
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D a r a u s e r g i b t s i c h für das I n t e g r a t i o n s g e b i e t A: 

A = { ( x 1 # x 2 ) € R 2: 2j± x < l + i x 2 < } 

B e a c h t e n w i r n o c h , daß d e r I n t e g r a n d a u f d e r r e c h t e n S e i t e 
v on (3.14) v e r s c h w i n d e t für x^ > z Q und x 2 < z , s o f o l g t : 

(3.15) -ix„ 
, x 2 ) € R x^ < m i n ( z Q , - n - i - ) , x 0 

Z u r Übersicht f a s s e n w i r d i e E r g e b n i s s e d e r gesamten H e r ­
l e i t u n g n o c h m a l s zusammen. 

(3.16) S a t z : 

S e i e n X^,...,X n s t a n d a r d n o r m a l v e r t e i l t e , unabhängige Zu­
f a l l s v a r i a b l e und 

X = 1 l X. 

A ? 

m i t Z ± = 

Dann g i l t : 

(a) Z l < z Q 

p ( { X < z ^ f H P - 0}) = / 1 — - — - e 2 G ( n ( z - x ) ) d x 
~ 1 -oo (/Ii) 1 1 n ° 

p ( { X < z^}f\{$ = n}) = 0 

[1 für x. > z i o 

10 für x, < z^ v i — o 

2 
nx 
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1 2 2 
P ( ( X < 2 l ) n { £ - i > - / e 2 1 2 

~ 1 A ( / 2 i ) n 

• G n - 1 ( ( n - i ) (ZQ-X-,)) G i ( i ( x 2 - z o ) ) d x 1 d x 2 

m i t A aus (3.15) 

i = 1 , 2 , . . . , n - 1 

nx 
P ( ( X < z^nCP = 0}) = J ° e 2 G ( n ( z - x ) ) d x 

2 
z - B i L . 

p({X < z^nCP = n}) = J 1 ~ e 2 G ( n ( x - z ))dx 
~" 1 z o ( / 2 7 ) n n ° 

, i f n - i l - 5 « n - i ) x 2 + i x 2 ) 
p({x < Z l}n{p = i }) = / i ( n x ; e 2 1 2 

1 A ( / 2 l r ) n 

G n - i ( ( n " i } ( z o ~ x 1 } } # G i ( i ( x 2 ~ z o ) ) d x i d x 2 

m i t A aus (3.15) 

i = 1 , 2 , . . . , n - 1 

Nach d i e s e r d o c h r e c h t u m f a n g r e i c h e n H e r l e i t u n g kommen 
w i r j e t z t w i e d e r a u f u n s e r ursprüngliches P r o b l e m zurück 
und b e t r a c h t e n den T e s t cp von ( 3 . 3 ) . M i t S a t z (3.16) s i n d 
w i r nun i n d e r L a g e , d i e O p e r a t i o n s C h a r a k t e r i s t i k d es 
T e s t s <p e x a k t a n z u g e b e n . Nach (3.7) g i l t : 
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= l P p ( { £ " i}n{x* < Z l ) ) 
i = 0 

D i e e i n z e l n e n Summanden a u f d e r r e c h t e n S e i t e d i e s e r 
F u n k t i o n s g l e i c h u n g l a s s e n s i c h nun m i t S a t z (3.16) be 
r e c h n e n , wenn man d o r t X* s t a t t X s e t z t . D i e Abhängig 
k e i t v o n u kommt d a d u r c h z u s t a n d e , daß d i e G r e n z e n z Q 

und z^j F u n k t i o n e n vom w a h r e n P a r a m e t e r u s i n d 

( z c = -j— und z 1 = z 4- -5—). 
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3.2. Z w e i s t u f i g e T e s t s b e i e i n s e i t i g e r T c l e r a n z g r e n z e 

A uch b e i d e r g e m i s c h t e n Attribut-Variablen-Prüfung i s t 
es möglich, das V e r f a h r e n von 3.1 z u e r w e i t e r n und z w e i ­
s t u f i g e T e s t s anzuwenden. Hierfür g i b t es a l l e r d i n g s 
v i e l e Möglichkeiten, j e nachdem, ob d i e A t t r i b u t - o d e r 
d i e V a r i a b l e n k o n t r o l l e im V o r d e r g r u n d d e r I n t e r e s s e n 
s t e h t . E i n s o l c h e s z w e i s t u f i g e s V e r f a h r e n wurde v o n 
Bowker and Goode (8) v o r g e s c h l a g e n , w o b e i j e d o c h d i e 
O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k n u r näherungsweise e r m i t t e l t 
w erden k o n n t e . W i r w o l l e n d i e s e n T e s t i n d e r mathema­
t i s c h e n T h e o r i e e n t w i c k e l n und können dann auch d i e 
O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k e x a k t angeben. Außerdem w e r d e n 
w i r n o c h e i n w e i t e r e s T e s t v e r f a h r e n v o r s t e l l e n , w e l c h e s 
nach u n s e r e r A u f f a s s u n g für p r a k t i s c h e Anwendungen b e s ­
s e r g e e i g n e t i s t . 

W i r übernehmen sämtliche V o r a u s s e t z u n g e n aus K a p i t e l 
3.1 und gehen a u s , w i e s t e t s b e i z w e i s t u f i g e n V e r f a h r e n , 
v o n e i n e r S t i c h p r o b e vom Umfang n^ und f a l l s w i r i n d e r 
e r s t e n Phase z u k e i n e r E n t s c h e i d u n g g e l a n g e n , z i e h e n 
w i r noch e i n e w e i t e r e S t i c h p r o b e vom Umfang n 2 . D i e A n ­
z a h l d e r Ausschußstücke d e r e r s t e n S t i c h p r o b e b e z e i c h -

A A 
nen w i r m i t P 1 , d i e d e r z w e i t e n S t i c h p r o b e m i t P 9 . Der 

' A Z 

Gesamtausschuß P s e t z t s i c h dann zusammen aus d e r Summe 
von und $ 2 . D i e Prüfgroßen d e r V a r i a b l e n k o n t r o l l e 
s e i e n X bzw. X , w o b e i g e l t e : 

n 1 n 2 

für a l l e i 

und Y^ w i e i n 3.1 v e r t e i l t i s t nach N(u;a ) . W i r t e s t e n 
d i e H y p o t h e s e H Q: u £ y Q gegen H : y > y . 
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Außerdem s e i : 

1) E n t s c h e i d u n g s r a u m D : = ( d ^ d ^ d ^ m i t 

d = Annahme d. P a r t i e o 

d-j = A b l e h n u n g d. P a r t i e 

d 2 = Z i e h u n g e i n e r 2. S t i c h p r o b e 
vom Umfang n 2 

2) E n t s c h e i d u n g s r a u m D 2: = {d Q,d,j} 

N a c h d i e s e n einführenden D e f i n i t i o n e n können w i r d e n 
T e s t , d e r v o n Bowker und Goode b e s c h r i e b e n w i r d , angeben. 

(3.17) T e s t p l a n t p ( 1 ) 

D i e Stichprobenräume d e r b e i d e n S t u f e n s i n d 

s 1 = R 

S 2 = {0,1, 2, .. . ,n-,+n2} 

und d e r T e s t w i r d f e s t g e l e g t d u r c h d i e b e i d e n Ab­
b i l d u n g e n und ^ 2 ^ ' w°kei ^ n a l s T e s t s t a t i s t i k für 

A 1 
d i e messende und P a l s T e s t s t a t i s t i k für d i e G u t - S c h l e c h t -
Prüf ung v e r w e n d e t w i r d 

(1) 

c p j " : S 1 + D 

m i t 
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für x 6 (-°°,z] 
n 1 

für x € (z,°°) 
n 1 

*22)i S 2 * D 2 

f d Q für £ € {0,1,...,c} 

m i t <p^1) (p) = < 

[d^ für p € ( c + 1 , n ^ + n 2 } 

z und d i e Annahmezahl c s i n d d a b e i s o z u wählen, daß 

Py({<P2 « d,,}) < a V v € H Q 

für e i n v o r g e g e b e n e s S i g n i f i k a n z n i v e a u 0 < a < 1 erfüllt 
i s t . 

(3.18) Bemerkung 

1. Selbstverständlich i s t d i e G r e n z e z s o w i e d i e Annahme-
(1) 

z a h l c b e i T e s t <p i n (3.17) e i n e a n d e r e a l s b e i m T e s t 
cp i n ( 3 . 3 ) . J e d o c h um unnötig v i e l e B e z e i c h n u n g e n z u v e r ­
meiden und a u f g r u n d i h r e r g l e i c h e n B e d e u t u n g verwenden 
w i r für d i e s e Größen i n a l l e n T e s t s i n K a p i t e l 3 d i e s e l ­
ben Symbole. 

2. Man b e a c h t e , daß T e s t <p ̂  a u f d e r e r s t e n S t u f e i n 
ke i n e m F a l l z u r A b l e h n u n g d e r P a r t i e führt. Außerdem 
s p i e l t für d i e E n t s c h e i d u n g a u f d e r z w e i t e n S t u f e nur 
d e r Gesamtausschuß aus b e i d e n S t i c h p r o b e n e i n e R o l l e . 

1 n„ 

M i t den Ausführungen aus Kap. 3.1 können w i r j e t z t den 
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P l a n v o n Bowker and Goode vervollständigen und d i e Ope­
r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k e x a k t angeben. 

u Q-u u Q-u 
S e i z = z + und X [ : = X ± + - 5 — , 

o o 

dann i s t : 

(3.19) 

L ( u ) = P / * * ^ = d Q>) + P u ( < ^ 1 ) Ä d
0 > ) -

c c — i 
- P u

( { S i - z 1 } ) + l l V { * n > z1>n{$ = i ) ) - p ( { P 2 = 
y n 1 1 i«o j=o y n i 1 1 u z 

H i e r b e i g i l t : 2 

^ x 
z SrT — 5 — 

1. p ({X < z }) = d x 
y n 1 1 -» /2TT 

2. p ({X* > 2-}n{P. = i } ) kann ganz a n a l o g z u S a t z 
u 1 1 

(3.16) b e r e c h n e t w e r d e n . 

3. P y ( { ^ 2 = j » = p) 9 J ( 1 - e ) n 2 " D 

t - u 
m i t 8 = 1 - $ (z ) , z = ~ — o o er o 

D i e B e r e c h n u n g des d u r c h s c h n i t t l i c h e n S t i c h p r o b e n u m f a n g s 
ASN benötigt n u r d i e e i n f a c h z u b e r e c h n e n d e W a h r s c h e i n l i c h ­
k e i t P ({<p{ 1 ) » d 2 > ) . Es g i l t : 

(3.20) 
ASN = E y ( n ) = n 1 + P y ( ( X n > z ^ ) • n 2 
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Zu dem Prüfplan v on Bowker and Goode w o l l e n w i r noch 
anmerken, daß e r i n d e r e r s t e n S t u f e des T e s t s n u r d i e 
messende Prüfung und im z w e i t e n S c h r i t t ausschließlich 
d i e A t t r i b u t k o n t r o l l e berücksichtigt. D i e s b e d e u t e t , 
d i e V a r i a b l e n k o n t r o l l e i s t b e i d i e s e m V e r f a h r e n unum­
gänglich, was j e d o c h w e n i g e r wünschenswert i s t , da d i e 
Variablenprüfung, w i e b e r e i t s an früherer S t e l l e erläu­
t e r t , i n d e r P r a x i s s t e t s m i t e r h e b l i c h größerem A u f ­
wand v e r b u n d e n i s t a l s d i e A t t r i b u t k o n t r o l l e . Aus d i e ­
sem Grunde s t e l l e n w i r zum Abschluß noc h e i n w e i t e r e s 
z w e i s t u f i g e s V e r f a h r e n v o r , w e l c h e s a u f d e r e r s t e n S t u f e 
d e r A t t r i b u t k o n t r o l l e d en V o r z u g g i b t und außerdem s o 
a n g e l e g t i s t , daß d i e V a r i a b l e n k o n t r o l l e s i c h i n v i e l e n 
Fällen erübrigt. 

(3.21) T e s t p l a n t p ( 2 ) 

s n = {0,1,...,^} 

S 2 = R x (o,1,...,n 1+n 2> 

A l s Testgröße wer d e n i n d e r e r s t e n S t u f e , i n d e r z w e i -
A A A 1 

t e n S t u f e s o w o h l P = P. + P 0 a l s a u c h X v e r w e n d e t . 
2 

V " i ^ o ; H r v > u o 

Der T e s t cp v ' w i r d w i e d e r d e f i n i e r t d u r c h d i e b e i d e n Ab­
b i l d u n g e n <P|2^ und cp 2

2^ 

<P< 2 ): S - D , 

für ^ € { 0 , 1 , . . . , C l } 

für ß 1 e { c 2 + 1,...,^} 

für ^ € { c 1 + 1, . . . , c 2 ) 

m i t <p 1
( 2 ) (^) = <{d 1 

l d 2 
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( p , x n ) € { 0 , 1 . . . , c ! } x R 
n 2 1 

( ^ , x n ^ ) € ( c ' + 1,...,c'} x(-«, z] 

( p , x n ^ ) € { c ^ + 1 r ... fn 1+n 2> * R 

( p f x n ^ ) € { C ; + 1,...,c!>} x ( Z / o o ) 

Um e i n e c h t e s z w e i s t u f i g e s V e r f a h r e n z u e r h a l t e n , s e t z e n 
w i r i n B e z u g a u f d i e Annahmezahlen v o r a u s : 

< c 2 < c- , e, < c' < c- C 1 , 2 ' C 1 , 2 € M U { 0 } 

Außerdem muß für e i n v o r g e g e b e n e s S i g n i f i k a n z n i v e a u 
0 < a < 1 d i e B e d i n g u n g 

P y ( { ^ 1 2 ) s s d 1 } ) + P u
( ( c p 2 2 ) = d 1 } ) - a f ü r a l l e y € H o 

erfüllt s e i n . 

(3.22) Bemerkung 

Werden i n d e r e r s t e n S t i c h p r o b e b e r e i t s z u v i e l e s c h l e c h t e 
Stücke g e f u n d e n , s o w i r d d i e P a r t i e s o f o r t a b g e l e h n t . A u f 
d e r a n d e r e n S e i t e w i r d s i e a u c h s o f o r t a k z e p t i e r t , f a l l s 
d i e S t i c h p r o b e " g u t " a u s g e f a l l e n i s t . Zweckmäßigerweise 
w i r d man b e i p r a k t i s c h e n Anwendungen d i e A t t r i b u t k o n t r o l ­
l e z e i t l i c h z u e r s t machen, da au c h i n d e r z w e i t e n S t u f e 
d i e e x a k t e r e a b e r a u f w e n d i g e r e V a r i a b l e n k o n t r o l l e e r s t e r ­
f o r d e r l i c h w i r d , f a l l s s i c h e i n Gesamtausschuß z w i s c h e n 
c^ und r e a l i s i e r t . Da d i e Stücke d e r e r s t e n S t i c h p r o ­
be i n d e r P r a x i s i n e i n i g e n Fällen n i c h t mehr verfügbar 
s i n d , haben w i r n u r das a r i t h m e t i s c h e M i t t e l d e r z w e i t e n 
S t i c h p r o b e a l s Prüfgroße d e r V a r i a b l e n k o n t r o l l e h e r a n g e ­
z o g e n . 

d für o 

d 1 für 
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D i e O p e r a t i o n s c h a r a k t e r i s t i k des T e s t s erhält man w i e d e r 
a l s ' W a h r s c h e i n l i c h k e i t d e r Annahme i n Abhängigkeit vom 
wahren P a r a m e t e r y. Es e r g i b t s i c h : 

(3.23) c m i n ( c ' , c 2 ) c ' - i 
M U ) = [ 1 P Y ( { ^ = i » + l l p = i } ) 

i = 0 M 1 i = C l + 1 j=0 P 1 

M z 1 = ^ + 1 j=max(0;c»+1-i) y ' 

• P U ( { P 2 = j } n { x ^ < Z l } ) 

D i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n a u f d e r r e c h t e n S e i t e von (3.23) 
l a s s e n s i c h w i e f o l g t e r m i t t e l n : 

1. p u ( { P 1 = i » - 1 1 i n i _ i 

8 1 (1-8) ' 

P P Ü P 2 = j» = jj2] ( i - e ) n , " j 

m i t e = d - » < z o n , z o = !2-ü 

m i t 6 w.o. 

A 
2. p ( { P 9 = j } ) n ( X M < z.} läßt s i c h w i e d e r m i t S a t z M ^ n 2 — i 
(3.16) b e r e c h n e n , wenn man d o r t X d u r c h X' und n d u r c h 

R 2 
n 2 e r s e t z t . A 

Der d u r c h s c h n i t t l i c h e S t i c h p r o b e n u m f a n g i s t auch b e i d i e ­
sem T e s t e i n f a c h z u e r m i t t e l n , es g i l t : 

C 2 
(3.24) ASN = E (n) = n + n , £ p ({P = i } ) 

y z 1 = ^ + 1 M 1 
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Abschließend zu d i e s e m K a p i t e l s e i n o c h erwähnt, daß 
d i e b e i d e n v o r g e s t e l l t e n T e s t v e r f a h r e n selbstverständ­
l i c h n i c h t d i e e i n z i g e n s i n d , d i e für d i e s e s P r o b l e m 
e x i s t i e r e n . So k a n n man b e i s p i e l s w e i s e d i e R e i h e n f o l g e 
d e r A t t r i b u t - und V a r i a b l e n k o n t r o l l e i n den e i n z e l n e n 
S t u f e n v e r t a u s c h e n , was j e d o c h für d i e Zwecke d e r An­
wendung n i c h t s o günstig e r s c h e i n t , o d e r man kann i n 
den e i n z e l n e n P h a s e n u n t e r Verwendung d e r g l e i c h e n Prüf-
größen a n d e r e E n t s c h e i d u n g e n t r e f f e n , s o daß etwa d i e 
P a r t i e i n d e r e r s t e n S t u f e i n k e i n e m F a l l angenommen 
w i r d , e t c . 

D i e G r e n z e z und d i e Annahmezahlen u n t e r l i e g e n n u r d e r 
N e b e n b e d i n g u n g , daß es s i c h um e i n e n T e s t zum N i v e a u a 
h a n d e l n muß. Man k a n n s i e e i n d e u t i g f e s t l e g e n , indem 
man w i e d e r zusätzliche F o r d e r u n g e n an d i e O p e r a t i o n s ­
c h a r a k t e r i s t i k o d e r an den d u r c h s c h n i t t l i c h e n S t i c h ­
p r obenumfang s t e l l t und a u f d i e s e W e i s e für den j e w e i ­
l i g e n A n w e n d u n g s f a l l gewünschte E i g e n s c h a f t e n erhält. 

W e i t e r h i n s e i n o c h b e m e r k t , daß w i r n u r den F a l l e i n e r 
o b e r e n T o l e r a n z g r e n z e b e t r a c h t e t h a b e n . Es i s t j e d o c h 
ohne größere S c h w i e r i g k e i t e n möglich, d i e s e Überlegun­
gen a u f den F a l l von T e s t s m i t e i n e r u n t e r e n S c h r a n k e 
zu übertragen, etwa für d i e H y p o t h e s e H Q : U >_ U q gegen 
H 1: p < u . Der A u f b a u d e r V e r f a h r e n verläuft d a b e i 1 o 
a n a l o g und auch d i e e r f o r d e r l i c h e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n 
l a s s e n s i c h völlig e n t s p r e c h e n d h e r l e i t e n . 
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