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VORWORT

Die Lagerhaltung ist eine Hauptdisziplin des Operations Research.

Die Beschaftigung mit Problemen der optimalen Bestandsfiihrung auf
wissenschaftlichem Niveau geht bis in die Anfange des 20. Jahrhunderts
zuriick. Die wichtigsten Impulse erfuhr diese Disziplin allerdings erst
nach dem 2. Weltkrieg, als sich Wissenschaftler vom Range eines Jakob
Marschak, Kenneth Arrow, S. Karlin, u.a. mit den Problemen der optima-
len Bevorratung bei zuf#lliger Nachfrage befaBten. Es war kennzeichnend
fir diese Disziplin, daB Methoden zur Losung derartiger Probleme ent-
wickelt wurden, noch ehe die zu Ihrer Umsetzung notwendige kommerzielle

elektronische Datenverarbeitung zur Verfiigung stand.

Der Stellenwert der Lagerhaltung im Unternehmen &dnderte sich schlagar-
tig mit dem wachsenden Zinsniveau der siebziger Jahre. Es war das Gebot
der Stunde, das in iiberhohten Bestanden gebundene iiberfliissige Umlauf-
vermogen freizusetzen und die so gewonnene Liquiditdt zur Finanzierung
neuer Investitionen zu verwenden. Es entstand ein Bedarf fir intelli-
gente Problemldsungen. Leider gingen bereits derzeit die Fachleute des
Operations Research und die Entwickler von Anwendungslosungen in den
Sof twarehdusern getrennte Wege. So wurde die Chance, im Zusammenwirken
von Theorie, Problemkenntnis und Erfahrungswissen die besten Losungen

zu finden, nicht optimal genutzt.

Heute stehen wir vor der Entwicklung und Realisierung anspruchsvoller
CIM-Konzepte und es ist dringend geboten, die Weichen neu zu stellen.
Das vorliegende Buch soll dazu einen Beitrag leisten. Darin wird dar-
gestellt, wie Lagerhaltung nach den heutigen Erkenntnissen mit Hilfe
von OR rational gestaltet werden kann. Selbstverstadndlich ist eine
komplette Behandlung des umfangreichen Stoffes nicht moglich und auch
nicht beabsichtigt. Der Stoff beschrankt sich auf Standardmodelle und
wichtige Erweiterungen. Besonderer Wert wird auf das Methodische ge-
legt. Zum einen wird dem Leser vermittelt, wie die Modelle geeignet
formuliert und auf spezielle Problemstellungen hin erweitert bzw. modi-

fiziert werden. Zum anderen werden die benctigten mathematischen Ab-
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leitungen vollstandig und versténdlich beschrieben, so daB der Leser
insgesamt in die lLage versetzt wird, ein in diesem Buch nicht behandel-

tes Modell mit Hilfe der erlernten Methoden selbstdndig zu bearbeiten.

Einen eigenen Schwerpunkt bilden die fiir komplizierte F&dlle der zufall-
abhangigen Nachfrage notwendigen numerischen Losungsverfahren. Auch
hier werden die wichtigsten Algorithmen so ausfilhrlich hergeleitet, daB
die auf spezielle Situationen notwendigen Zuschnitte gemacht werden

konnen.

So wendet sich das Buch sowohl an Wirtschaftswissenschaftler als auch
an Wirtschaftsinformatiker, die in anwendenden Unternehmen, Software-
hidusern oder bei DV-Herstellern moderne DV-Systeme zur Lagerhaltung

entwickeln.

Bei der Abfassung des Buches wurden die Autoren tatkraftig unterstiitzt.
Die beiden Diplommathematikerinnen Ingrid Riedlbeck und Susanna
Spielvogel haben in groBer Geduld die mathematischen Herleitungen nach-
gerechnet und wertvolle Detailkritik geiibt. Herr Dipl.-Math. Robert
Hackl hat den gesamten Text korrekturgelesen und die Reinzeichnungen
erstellt. Frau Karola Treiber und Frau Bernarda SchwarzwizZlder trugen
durch ihre sorgfdltige und geduldige Anfertigung der Druckvorlagen
entscheidend dazu bei, daB das Buch kostenglinstig erstellt werden

konnte. Thnen allen gebiihrt dafiir unser herzlicher Dank.

Miinchen/Regensburg, Januar 1989

Dieter Bartmann Martin Beckmann




UBERSICHT

Das Buch ist in sechs Kapitel gegliedert. Das erste befaBt sich mit
Lagerhaltung bei deterministischer Nachfrage. Die Kapitel zwei bis fiunf
handeln von zufallsabhangigen Lagerhal tungsmodellen. Das sechste Kapi-

tel ist den Rechenverfahren gewidmet.

Im ersten Kapitel wird, der historischen Linie folgend, nach einer
kurzen Einleitung (81) in &2 zunichst das LosgroBenmodell von WILSON
(bzw. HARRIS, bzw. ANDLER) vorgestellt. Obwohl die Modellvoraussetzun-
gen von allereinfachster Art sind, erweist sich die daraus abgeleitete
Formel der optimalen LosgroBe als sehr robust hinsichtlich praxisge-
rechter Verallgemeinerungen, insbesondere beim Ubergang von der kon-
stanten Nachfragerate zur Poisson Nachfrage (wie sich im zweiten

Kapitel zeigen wird).

In 83 werden Kosten und Sensitivitdt untersucht. Es stellt sich heraus,
daB die Kosten bei optimalem Bestellverhalten Skaleneffekte besitzen.
Mit zunehmendem Umsatz werden die Stiickkosten der Lagerhal tung gerin-
ger. Bei der Dezentralisierung der Liger geht der Effekt zunehmender
Skalenertrage aber teilweise wieder verloren. Die entsprechende Formel
wird hergeleitet. Mit der Sensitivitdtsanalyse werden die Fragen unter-
sucht, welche Auswirkungen auf die Gesamtkosten zu erwarten sind, wenn
erstens die Nachfragerate falsch eingeschidtzt wird oder die Einzelko-
sten mit Fehlern behaftet sind, wenn man zweitens die optimale Bestell-
menge wegen spezieller Verpackungseinheiten oder Transportgegebenheiten
nicht realisierten kann, oder wenn drittens aus unternehmensinternen
organisatorischen Griinden (oder vom Lieferanten vorgeschrieben, wie das
z.T. bei pharmazeutischen Produkten der Fall ist) eine besondere Perio-

denldnge zwischen den Bestellungen gewilinscht wird.

Die nichsten beiden Abschnitte, 84 und &5, sind den Sortimentsligern
gewidmet. 84 liefert die theoretische Rechtfertigung fiir die Klassen-
einteilung nach der ABC-Analyse anhand des Umsatzvolumens, gemessen an
den Einkaufspreisen. &5 befaBt sich mit der Frage der Sortimentsberei-
nigung. Wie hoch muB die kritische Nachfragerate sein, ab der es sich

iiberhaupt lohnt, einen Artikel im Sortiment zu halten?
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Um Fehlentscheidungen zu vermeiden, ist es wichtig, die Nachfrage mog-
lichst gut zu schdtzen. Leider stehen die Absatzzahlen in nichtaggre-
gierter Form, also keine Monats—, Quartals— oder Jahresabsatzzahlen,
selten zur Verfiigung. In 86 wird deshalb gezeigt, wie man aus den

Bestelldaten die Nachfragerate gewinnen kann.

Wie dndert sich die optimale Lagerhaltungspolitik, wenn das Lager von
einer Firma betrieben wird, deren Ziel Gewinnmaximierung statt Kosten-
minimierung ist? In diesem Zusammenhang tritt auch die Frage auf, wie
die Lagerbestidnde einer solchen Firma zu bewerten sind. Diese Fragen

werden in den Abschnitten 7 und 8 untersucht.

Eine Modifikation des Standardmodells ist bei der Gewdhrung von Mengen-
rabatt notwendig. In 8§89 werden die zwei Fdlle diskutiert: a) der Men-
genrabatt wird nur auf eine die Rabattschwelle iberschreitende Menge
gewdhrt; b) er wird bei Uberschreiten der Rabattschwelle auf die gesam-

te Bestellmenge eingerdumt.

In 810 wird ein Kriterium zur Entscheidung der Frage hergeleitet, wann
eine Sammelbestellung gegeniiber einer Einzelbestellung vorteilhafter

ist.

War bisher stets von Handelslagern oder Rohmaterialldgern die Rede, so
werden in §11 Produktionsldger bzw. Fertigwarenlager bei Eigenproduk-
tion betrachtet. Wie groB ist die optimale Auflegung bei offener Pro-

duktion, d.h. bei laufender Lagerentnahme mit konstanter Rate?

In §12 werden die Konsequenzen von Lagerdefiziten diskutiert. Bei Un-
ternehmen mit Monopolcharakter geht auch bei Lieferengpassen die Nach-
frage nicht verloren (sog. backorder case). In der Regel wird es zwar
etwas kosten, wenn Lagerdefizite auftreten, weil dann auch die Gewinne
spater als moglich realisiert werden. Falls diese Kosten aber nicht zu
hoch sind, konnen sich Lagerfehlmengen durchaus lohnen. Optimale Be-

stellzyklen und Bestellmengen werden berechnet.



IX

In 813 wird die Forderung nach der Ganzzahligkeit der Lose beriicksich-
tigt. Dies ist insbesondere bei kleinen Losen und bei Waren mit groBlen

Versandeinheiten wichtig.

In §14 werden die Stellflzchen im Lager in die Uberlegungen einbezogen.
Im ersten Fall wird fir ein Gut eine feste Stellfldche reserviert.

Im zweiten Fall gilt es, die beiden Bestellzeitpunkte zweier Gliter so
gegeneinander zu versetzen, daB die maximal benotigte Gesamtstellfl&dche
moglichst gering ist. Neben Raumbeschrankungen konnen auch Budgetbe-
schrankungen wirksam werden. In §15 wird die Frage untersucht, welchen
EinfluB Raum- oder Kapitalknappheit auf die optimalen Bestellmengen

ausiibt.

8§16 befaBt sich mit der Situation zeitlich schwankender Nachfrage,
wobei die Nachfragerate in den nachsten Perioden genau bekannt und in
der weiteren Zukunft unbekannt ist. Die LosgroBenoptimierung geschieht

unter der Annahme einer rollierenden Planung.

In 817 wird eine feste Lieferzeit betrachtet. Es wird die Frage unter-
sucht, wann es iberhaupt sinnvoll ist, Giliter auf Lager zu halten und

wann es vorteilhafter ist, als "Verk#ufer mit Katalog" aufzutreten.

In 8§18 werden zuf&llige Schwankungen der Lieferzeit mit beriicksichtigt
und Formeln zur geeigneten Dimensionierung von Sicherheitsbesténden
hergeleitet. Dabei wird insbesondere Bezug auf die Situation der Just-

In-Time Produktion genommen.

Das zweite Kapitel bringt eine Erweiterung des einfachen WILSON-Lager-
hal tungsmodelles auf den Fall zuf&alliger Nachfrage, deren Auftreten
einen PoissonprozeB beschreibt. (Weitere Verallgemeineyungen. wie z.B.
Lieferzeiten oder beliebig verteilte Nachfrage werden in Kapitel 4
behandelt.) Die Paragraphen 19 und 20 geben eine Einfilhrung in den
PoissonprozeB3 nebst seinen Verallgemeinerungen und stellen das bei
Entscheidungsprozessen unter Risiko verwendete Entscheidungskriterium
des erwarteten Nutzens vor. Ebenfalls zur Vorbereitung dient §21. Er

behandelt die kontinuierliche Verzinsung und unendliche Zahlungsstrome.



In 322 und 8§23 wird das Lagerhal tungsmodell mit Poissonnachfrage im
diskontierten und nichtdiskontierten Fall mit Hilfe des BELLMANschen
"Prinzips der Optimalitat” formuliert. In §24 erfdhrt das Modell eine
weitere Verallgemeinerung auf den Fall zufallsabhingiger Nachfrage vom
Typ eines SEMI-MARKOV PROZESSES. In Paragraph 25 wird mit Hilfe der
Entscheidungsiteration der Dynamischen Optimierung der Beweis dafiir
erbracht, daB trotz stochastischer Nachfrage die optimale Bestel lmenge
identisch ist mit der Wilsonschen LosgroBe des deterministischen Mo-
delles.

In Kapitel 3 werden die Einperiodenmodelle behandelt. Derartige Lager-
haltungsprobleme treten z.B. bei Modeartikeln oder Kartenkontingenten
fir GroBveranstaltungen auf, oder bei der Vorratsausstattung von Schif-
fen, Expeditionen etc. In 826 wird das als Zeitungsjungenproblem be-
kannte Grundmodell vorgestellt. Dabei wird auch auf die Frage eingegan-
gen, ab wann es sich iberhaupt lohnt, sich auf ein Einperiodengeschaft

einzulassen.

In 327 wird die Abhingigkeit der optimalen LosgroBe von den Parametern
der Nachfrageverteilung und den Lager— und Fehlmengenkosten diskutiert.
Mit Hilfe der Entropie wird gezeigt, daB die Kosten aus dem Einperio-

dengeschaft um so mehr steigen, je weniger sich Lager— und Fehlmengen-—

kosten voneinander unterscheiden.

Eine wichtige Verallgemeinerung stellen die in §28 und 829 formulierten
Modelle mit zeitlicher Periodenlénge dar. Insbesondere wird nach der

optimalen Periodenlédnge gefragt.

Ebenfalls auf das Zeitungsjungenproblem ldB8t sich das "Uberbuchen bei
Reservierung" zuriickfithren (830). Da in den seltensten Fillen alle
Reservierungen auch tatsdchlich in Anspruch genommen werden, kann es
fiir den Veranstalter lohnend sein, einen Teil des reservierten Kontin-

gentes ein zweites Mal zu verkaufen.

Im vierten Kapitel werden stochastische Modelle mit kontinuierlicher
Uberwachung behandelt. Ein wichtiges Verfahren neben der Dynamischen

Optimierung ist die Methode der Zustandswahrscheinlichkeiten. Sie wird
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in 831 erldutert und auf das Modell mit geometrisch verteilter Nachfra-
ge sowie auf das Modell mit Poisson Nachfrage und exponentieller Lie-
ferzeit (§32) angewandt. Als Variante wird auch der Fall betrachtet,
bei dem die Lagerhaltungskosten am Maximalbestand gemessen werden.
Diese Situation findet man z.B. vor, wenn man auf ein eigenes Lager

verzichtet und externe Lagerfl&dche anmietet.

Die Paragraphen 33, 34 und 35 sind den Modellen mit Lieferzeit gewid-
met. Bei vollkommener Konkurrenz ist die Liefertreue ein wichtiger Fak-
tor im Wettbewerb. In vielen FzZllen kann man deshalb die Lieferzeit als
zuverlidssige, d.h. als konstante GroBe ansehen. In §33 wird ein Modell
mit fester Lieferzeit besprochen. In Monopolsituationen oder dort, wo
Giiter zugeteilt werden, liegt die Unsicherheit nicht so sehr in der
Nachfrage, sondern in der Lieferzeit. Insbesondere ist dies in Entwick-
lungslandern zu beobachten. Speziell wird auch auf die Situation bei
Eigenproduktion oder Just-In-Time Lieferabrufen eingegangen, denn dort

konnen sich Lieferverzogerungen sehr storend auswirken.

Im fiinften Kapitel werden stochastische Lagerhaltungsmodelle mit perio-
discher Uberwachung behandelt. Obwohl mit Einfiihrung der elektronischen
Datenverarbeitung eine kontinuierliche Bestandsfortschreibung meist
kein Problem mehr ist, halten dennoch viele Unternehmer an einer perio-
dischen Inspektion und Bestellentscheidung fest. Periodenmodelle treten
auch dort auf, wo mit den Lieferanten Absprachen getroffen wurden, daB
Bestellungen immer nur zu bestimmten (meist gleichabstandigen) Zeit-
punkten vorzunehmen sind. Zundchst wird das grundlegende Modell mit
endlichem (336) und unendlichem Planungshorizont (837) formuliert.
Generell 1#Bt sich iiber die Modelle in dieser Klasse sagen, daB sie
schwierig zu optimieren sind. Besondere Bedeutung gewinnt deshalb die
in §38 vorgenommene Zuriickfiihrung des Modelles auf eine standardisierte
Form. Die optimalen Bestellpolitiken bei verschiedenen Erwartungswerten
und Streuungen der Nachfrageverteilung lassen sich unmittelbar von der

optimalen Losung des Standardmodells ablesen.

In den folgenden Paragraphen werden die Fragen untersucht: Wie ldBt
sich bei speziellen Modellen eine Losung gewinnen und wie sieht die

Struktur der optimalen Bestellregel aus, falls iiberhaupt eine Struktur
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vorliegt? Das erste spezielle Modell (3839) ist das AHM-Modell mit expo-
nentialverteilter Nachfrage. Dies ist das Perioden-Analogon zum konti-

nuierlichen Modell mit Poisson Nachfrage.

In den Paragraphen 40 bis 44 werden Untersuchungen zur Optimalit&t der
(s,S)-Politik angestellt und fir einen Spezialfall eine Methode zur Be-

rechnung von s und S angegeben.

In 345 wird das Modell mit Lieferzeit formuliert. Es zeigt sich, daB es
den Rahmen des AHM-Typs nicht sprengt. Es wird das interessante Ergeb-
nis hergeleitet, daB die Bestandsfluktuation bei Modellen mit Liefer-
zeit groBer als bei Modellen ohne Lieferzeit ist. Dies gilt auch dann,
wenn die Lieferzeit fest, d.h. verldBlich ist. Im allgemeinen verteuert

die Lieferzeit die Lagerhal tung.

Fir die Praxis ist die Voraussetzung eines stationdren Nachfragepro-
zesses oftmals nicht gegeben. Das Nachfrageniveau unterliegt zeitli-
chen Schwankungen. Meist liegt aber Information iiber den zukiinftigen
Verlauf vor, aufgrund derer man kurzfristige Prognosen erstellen kann.
Diese Information gilt es, in den Modellen zu beriicksichtigen. Das ge-
schieht in den folgenden beiden Paragraphen. In §46 wird eine autokor-
relierte Nachfrage unterstellt. In 847 werden endogene und exogene Pro-
gnosemechanismen in das Modell eingefiihrt, so z.B. die exponentielle

Glattung. Dies verlangt eine Neuformulierung des Optimalit&@tsprinzips.

Eine spezielle Betrachtung wird bei Giitern angestellt, die einer nor-
malverteil ten Nachfrage unterliegen, ein sehr geringes Marktwachstum
besitzen und deren Absatz mit Hilfe exogener Variabler prognostiziert
wird, wobei die aufeinanderfolgenden Prognosen nicht autokorreliert
sein diirfen. Ist z.B. die exogene Variable die Anderung des Bruttoso-
zialprodukts, so ist dieser Ansatz geeignet fiir Gliter, die dem Akzele-
rationsprinzip unterliegen, z.B. Investitionsgiiter und Ersatzteile.
Jedoch darf die Nachfrage die Prognose nicht beeinflussen. Damit sind
Giiter ausgeschlossen, deren Output stellvertretend fiir eine Schliissel-

industrie steht.

i
i
;
i
i
4
i
i
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In den vorangegangenen Kapiteln wurde stets versucht, zu jedem Lager-
haltungsmodell fiir die optimnale LosgroBe bzw. Bestellregel einen ex-
pliziten Ausdruck herzuleiten. Dort wo dies nicht moglich ist, kann man
auf die Rechenverfahren der Dynamischen Optimierung zuriickgreifen. Sie
bilden den Inhalt des sechsten Kapitels. In 848 wird das Verfahren der
Wertiteration behandelt. Es ist die allgemeinste Methode der Dynami-
schen Optimiertung und kann auch bei Lagerhaltungsmodellen angewendet
werden, die wegen einer sehr komplizierten Kostenstruktur von den vor-
gestellten Grundmodellen wesentlich abweichen. Es werden Vorteile und
Schwidchen dieser Methode aufgezeigt und eine Moglichkeit zur Rechen-

zeitverklirzung angegeben.

In 849 wird die Entscheidungsiteraticn vorgestellt. Sie stellt eine
Alternative zur Wertiteration bei Lagerhaltungsproblemen mit unendli-
chem Planungshorizont dar. Fiir derartige Problemstellungen lassen sich
Wert- und Entscheidungsiteration zu einem dritten Verfahren, der sog.

Politik-Wertiteration, kombinieren.

Hierauf wird jedoch nicht eingegangen, denn die in 8§50 vorgestellte
Methode der Bisektion in Verbindung mit der Dynamischen Optimierung

zeigt sich diesem Verfahren in der Regel iiberlegen.

Im letzten Paragraphen wird speziell auf das AHM-Modell im BACKORDER-
Fall ohne Diskontierung eingegangen. Fir dieses Modell wurde zwar eine
standardisierte Form hergeleitet (§38), die aber einer Einschrankung
beziiglich der Verteilungsannahme der Nachfrage unterliegt. Es ist des-—
halb wichtig, daB auch fir Modelle mit allgemeiner Nachfrageverteilung
schnelle Rechenverfahren zur Verfiigung stehen. Ein derartiges Verfahren

haben Federgruen/Zipkin entwickelt. Es wird in §51 vorgestellt.

Da bis auf geringe Ausnahmen alle Ergebnisse in diesem Buch ausfiihrlich
hergeleitet werden, sind im Text nur wenige Literaturhinweise und Quel-

lenangaben verwendet worden.
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KAPITEL I: DETERMINISTISCHE LAGERHAL -
TUNGSMODELLE

1 EINLEITUNG

J.M. Keynes hat drei Motive fiir die Geldhaltung unterschieden, die sich

auch auf die Lagerhal tung anwenden lassen.

1. Das Transaktionsmotiv
Weil die Ausgangsstrome nicht synchron sind mit den Eingangsstromen,
muB ein Lager die zeitlichen Diskrepanzen iiberbriicken. Ublicherweise
geht ein Gut in groBeren Zeitabstdnden und groBeren Mengen ein als

aus.

2. Das Vorsichtsmotiv
¥enn eine Bestellung aufgegeben ist, muB man ein Reservelager

unterhalten, um die Nachfrage wdhrend der Lieferzeit zu befriedigen.

3. Das Spekulationsmotiv
Wenn erwartet wird, daB die Preise steigen, lohnt es sich, auf

Vorrat einzulagern.

Im OR der Lagerhaltung wird typischerweise auf die beiden ersten Motive
. abgestellt. Das dritte wird gelegentlich in der Linearen Optimierung

als das sogenannte Lagerhausproblem (warehousing problem) behandelt.

Die Lagerhaltungstheorie gehort den ersten und damit "klassischen"”
Anwendungsgebieten des OR an. Sie wurde in den 50-er Jahren vor allem
von der US Navy stark gefordert.

Wissenschaftler vom Rang eines OSKAR MORGENSTERN, JAKOB MARSCHAK,
KENNETH ARROW, HERBERT SCARF, THOMAS WHITIN, JACK KIEFER und andere
haben sich damals intensiv mit der Anwendung von OR und Statistik auf
Lagerprobleme beschaftigt (die Anfange gehen allerdings viel weiter zu-
riick, etwa auf den mythischen WILSON um die Jahrhundertwende).

- Lange umstritten war die Frage nach den optimalen Lagerhaltungsstra-
. tegien. An dieser Aufgabe hat sich zuerst die Theorie der Dynamischen
. Optimierung herausgebildet (durch RICHARD BELLMAN).



§2 OPTIMALE LOSGROBEN

Im Englischen: Economic Order Quantities EOQ

Der Standardfall filir das LosgroBenproblem ist eine Handelsfirma, die
ein Gut bestellt, um den Lagerbestand aufzustocken. Die Kundennachfrage
wird Uber die Lagerbesténde befriedigt. Wir nehmen an, daB die Nach-
frage mit einer konstanten Rate auftritt. Sei

At  Nachfragerate

y: Bestand im Lager

Im GroB- und Einzelhandel ist die Annahme einer konstanten Nachfrage-
rate oftmals eine starke Idealisierung. Hingegen trifft sie hiufig zu
bei RohmateriallZgern eines Produktionsbetriebes mit Sortenfertigung

oder Fertigung sehr groBer Chargen.

Kostenstruktur des Lagerhal tungsmodells

Bestellkosten: Fiir die Bestellkosten unterstellen wir einen linearen

Zusammenhang (Abb. 2.1).

Bestellkosten

Anstieg a

Besteilmenge

Abbildung 2.1: Bestellkostenkurve




w

k: fixe Bestellkosten. Hierunter fallen die Kosten fir Biiroarbeit (10
- 50 DM; ein Geschaftsbrief kostet ca. 10 DM), fir Mangelriigen usw.

a: proportionaie Bestellkosten, z.B. Transportkosten, Kosten fir die
Wareneingangskontrolle; in unserem Modell hauptszchlich der

Einkaufspreis.

Lagerkosten: Die Lagerkosten bestehen aus den Zinskosten, den Hand-

habungskosten und den Kosten fiir die Miete des Stellplatzes (auch wenn
man Eigentlimer der Lagerhalle ist; hier sind die Mietkosten Opportu-
nitdtskosten; die Moglichkeit einer anderen Lagernutzung wird aufge-

geben). Dariiber hinaus konnen auch noch Kosten fiir Schwund (in Indien
wird ca. 1/4 der Getreideernte von Ratten aufgefressen), Abnutzung oder

Verschlechterung (DEPRECIATION) und Wertabnahme durch technisches

Veraltern (OBSOLESCENCE) auftreten. All diese Kosten werden zusammen-—

gefaBt zu den Lagerkosten.

h: Lagerkosten pro Stiick und Zeiteinheit (Lagerkostensatz)

Fehlmengenkosten: Falls zuwenig auf Lager ist und man deshalb die

Nachfrage nicht voll befriedigen kann, entstehen Fehlmengen. Sie werden

mit Strafkosten belegt.

g: Fehlmengenkosten pro Stiick und Zeiteinheit
z: fehlende Menge (Defizit, Neinverkauf)

G: Fehlmengenkosten

Ublicherweise werden die Fehlmengenkosten proportional zur Menge ange-

nommen.



Es ist aber auch der Fall denkbar, daB die Fehlmengenkosten unabhingig

von der Hohe des Defizits z angesetzt werden
0, fir z = 0,
C=g-5(2). &(z) = { 1, fir z > O.

6 ist das sog. Kroneckersymbol. Diese zweite Art der Fehlmengen-
kostenbewer tung wurde z.B. bei der amerikanischen Flotte angewendet.
Das Lagerhal tungsproblem bestand darin, wieviele (Ersatz-) Teile einem
auslaufenden Schiff zur Deckung seines Bedarfes wahrend der Seefahrt
mitzugeben waren. Ein Nachschub auf See war nur selten moglich. Wenn
mehr Ersatzteile des gleichen Typs benotigt wurden als mitgenommen
worden waren, dann war es unerheblich, wieviele fehlten. Wenn auch nur

ein einziges Teil zu wenig war, entstanden hohe Kosten.

In Handelsl&dgern und Rohmaterialldgern konnen Defizite auftreten, wenn
der Bestand nicht permanent erfaBt wird (periodische Inspektion), zu
spdt bestellt wird oder die Lieferung einer bestellten Menge unpiinkt-

lich eingeht.

Die hier beschriebene Kostenstruktur ist von sehr einfacher Form. In
der betriebswirtschaftlichen Literatur findet man jedoch eine

ausfiihrliche Diskussion iiber differenzierte Kostenbetrachtungen.

Die WILSONsche LosgroBenformel (auch ANDLERsche Formel, Formel von

HARRIS)

Wir betrachten den einfachen Fall eines Lagers mit obiger Kosten-

struktur, konstanter Nachfragerate und permanenter Bestandskontrolle.
Lagerdefizite werden nicht zugelassen (hierzu §10). Dann wird das Lager
nach folgender Operationscharakteristik gefiihrt (Abb. 2.2).
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Abb. 2.2: Operationscharakteristik der Bestandsfiihrung

Es ist offensichtlich, daB sich wegen der Lieferzeit Null eine Bestel-

lung erst dann rentiert, wenn das Lager leer ist (t = tl). Die Bestell-

menge heiBlt
D: LosgroBe.

Ist das Lager erneut leer geworden (t = t2), wird eine zweite Be-

stellung aufgegeben. Da das System wegen A = const. stationdr ist, gibt
es keinen Grund, hier eine andere Bestellmenge zu wizhlen als beim

erstenmal. Da die Situation zum Zeitpunkt Y dieselbe ist wie zur Zeit

muB auch bei t2 optimal sein, was bei t, optimal war.

bty 1

Die Nachfragerate A ist fest vorgegeben, d.h. unabhingig von unserem
Verhalten. Somit liegt der Optimierungsspielraum in der LosgroBe. Es

ist eine kostenminimale Bestellmenge zu finden!

Die Zielfunktion "Kosten pro Zyklus (ti - ti_l)" ist ungeeignet, denn

die Minimierung dieser Kosten



Zykluslange ti -t

%
filhrt zu dem unsinnigen Ergebnis: optimale LosgroBe D = O.

Eine mogliche Zielfunktion widre die Minimierung der durchschnittlichen

Stickkosten

C: durchschnittliche Stiickkosten

C = - Min

Eine andere mogliche Zielfunktion sind die Zykluskosten pro Zeiteinheit

C: Kosten wahrend eines Zyklus pro Zeiteinheit

k + aD + h~g-g
C = 5 - Min . (2.1)
N D

Wegen der Proportionalitdt C = AC und A = const. erweist es sich als

gleichgiiltig, ob wir C oder C verwenden. Beide sind konvex in D.
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Abb. 2.3: konvexe Zielfunktion C bzw. C

Deshalb erhalten wir die optimale LosgroBe D*durch Differentiation der

Zielfunktion C

D* = 3§—k . (2.2)

U

Im Englischen heiBt (2.2) die WILSONsche LosgroBenformel oder
HARRIS-Formel, im deutschen Sprachraum die ANDLERsche Losgrofenformel
(vgl. HOCHSTADTER (1972)).

Diese Formel ist in der Tat sinnvoll, wie eine kurze Sensitivitdts-
analyse bestdtigt. Die optimale LosgroBe D* nimmt sowohl bei wachsender

Nachfragerate A als auch bei wachsenden fixen Bestellkosten k zu.



Intervall zwischen zwei Bestellungen

Sei
T: Intervall zwischen zwei Bestellungen.

Aus (2.2) l&dBt sich sofort ableiten

T= [ X (2.3)

Durchschnittliche Lagerreichweite

Eine wichtige Kennzahl ist der Quotient durchschnittliches Lager/Absatz
pro Zeiteinheit (engl.: inventory/sales ratio). Er sagt etwas aus iiber
die langfristige Effizienz eines Bestandsfiihrungssystems. Bei optimaler

Bestellpolitik ist

durchschnittl. lager _ Qi _ ng_. (2.4)
Absatz 2 2hA

>

Untersuchungen haben gezeigt, daB trotz Operations Research die durch-
schnittliche Reichweite der Bestande in den letzten zwei Jahrzehnten

zunahm. Es lassen sich hierfiir zwei Griinde angeben:

1. Die Lohnkosten sind so stark angestiegen, daB trotz steigender Zins-
kosten (h wird groBer) und Senkung eines Teiles der Fixkosten durch
EDV die Rate k/h anstieg.

2. Durch Dezentralisierung wurde die Zahl der Liger vermehrt und
dariiberhinaus die Vielfalt der Varianten erhoht, so daB pro Variante
und Lagerort die Nachfragerate A gesunken ist, was gemdB (2.4) eine
Erhohung der durchschnittlichen Bestdnde gemessen in Reichweiten zur

Folge hat.

Aus (2.4) lassen sich auch Skalenertridge ablesen. Mit wachsendem Um-
satzvolumen eines Unternehmens wird das Lager/Absatz-Verh&dltnis glin-
stiger. Dies sagt jedoch noch nichts iiber die Kosten aus. Eine Kosten-

betrachtung liefert der folgende Paragraph.



33 KOSTEN UND SENSITIVITAT

Kosten

Die Kostenfunktion C von Gleichung (2.1) enthZlt u.a. die proportiona-
len Bestellkosten A-a. Es war zu sehen, daB dieser Term auf die Bestim-—
mung der optimalen LosgroBe keinen EinfluB ausiibt. Bei Durchschnitts-
betrachtungen iiber einen langeren Zeitraum hinweg sind diese Bestell-
kosten unvermeidlich und in ihrer Hohe nicht manipulierbar. Sie werden
deshalb bis auf weiteres als nicht beeinfluBbarer Term aus der Optimie-

rung herausgegenommen. Die so entstehende, um die proportionalen

Bestel lkosten bereinigte neue Kostenfunktion sei c.

c=C-Aa .

Bei einem Zyklus der Lange t ist

k . hD
C=E+—2— (3.1)
Bei optimaler Bestellmenge D* wird daraus
c = {2knn . (3.2)

Wie zu erwarten ist, nehmen die Kosten eines Bestellzyklus pro Zeit-
einheit mit wachsendem Geschaftsvolumen zu. Das Wachstum ist jedoch

sublinear:

c~In.

Fiir die Stiickkosten ¢ = ¢/A pro Zeit gilt

c =N = . (3.3)

Sie fallen also mit zunehmendem Umsatz
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Hier zeigt sich ein Effekt zunehmender Skalenertridge (Vorteil groBer
Unternehmen)! Man kann die Ursache dafiir, wie sonst auch, in der
INDIVISIBILITY (Unteilbarkeit) sehen, hier in der Unteilbarkeit einer

Bestellung. Ist auch die Bestellmenge noch so klein, es fallen stets

die fixen Bestellkosten in voller Hohe an.

Bei groBen Unternehmen kann man jedoch hzufig beobachten, daB die Lzger
dezentralisiert sind. Dadurch geht der Skaleneffekt teilweise wieder
verloren, wie die folgende Uberlegung zeigt. Bei m Ligern treffe auf
ein einzelnes Lager eine Nachfrage mit der Rate A/m. Die Gesamtnach-
frage sei A. Dann sind die Gesamtkosten pro Zyklus bei Dezentralisie-

rung

d.h. um den Faktor Ym groBer als bei Zentralisierung. Die Dezentrali-
sierung ist oft unternehmenshistorisch begriindet und es bedarf deshalb
eines energischen AnstoBes, iiberkommene Strukturen aufzubrechen und die
Logistik neu zu organisieren. Einen derartigen AnstoB gab in der Bun-
desrepublik Deutschland das hohe Zinsniveau Ende der siebziger, Anfang
der achtziger Jahre, als man angestrengt versuchte, durch Rationalisie-
rung aus dem Umlaufvermogen des Unternehmens Liquidit&tsreserven frei-
zusetzen. In der Folge kam es zu zahlreichen Zentralisierungen der La-

ger.

Es soll aber nicht iibersehen werden, daB die Dezentralisierung auch
einen Vorteil besitzt: man kommt dem Kunden buchstdblich entgegen. Dies
driickt sich in den obigen Formeln (3.2), (3.3) nicht aus (etwa die Ko-

sten der Transportlogistik).

Sensitivitat

Die partielle Ableitung gﬁ-gibt dariiber Auskunft, wie sich eine

Anderung der Variable x auf die Kosten c auswirkt. Es ist
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a_C_J—k_?. a_c_JE. 3_0_JA_1£
an = ' Tk e T3

Diese Werte sind jedoch von den gewzhlten MaBeinheiten abhingig.

Eine von den MaBeinheiten unabhingige Kennzahl ist die Elastizitdt e.

Sie miBt das Verhdltnis der relativen Veradnderungen zweier GrofBen

< . (3.4)

Die Elastizitdt laBt sich auch als logarithmische Ableitung darstellen

€

1}
Q@
—
=]
~

c,k

Cc,h=31Innh °

Die Elastizitiat der Kosten pro Zeit in Bezug auf A, k, h ist stets %.

Steigen z.B. die Kosten von k oder h um p%, dann steigen die Gesamt-

kosten ¢ pro Zeit um g%. Ahnliches gilt fiir die Stiickkosten c. Es ist

wichtig, sich iiber die Sensitivitdt von c bzw. ¢ klar zu werden, denn
man kann in der Praxis nur selten davon ausgehen, daB k und h genau
bekannt sind.

Interessant ist auch g%, die Sensitivitdt der Kosten beziiglich

Anderungen der LosgroBen. So ist es nicht immer moglich, die minimalen
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Kosten ¢ zu realisieren. Ursache hierfiir konnen technische Bedingungen
sein (Container, Lastwagen, Tank), oder spezielle Verpackungseinheiten.
oder es wird eine besondere Periodenldnge zwischen den Bestellungen
gewiinscht: Woche, Monat, Vierteljahr. Seien fiir einen Augenblick die
mit einem Stern versehenen GroBen die Optimalwerte. Mit Hilfe einer

3 2
Taylorentwicklung um ¢ berechnen wir die Kostendifferenz ¢ - ¢ . Es

ist
kA . hD

c=c(D) =g+ 5 (vgl. (3.1))

e _ _ kA h

aD D2 2

e _ 2o

e0° D>
und damit

.2
c - c* =0 + (D ; D)” . 2ki 3 + ...
(D)) '
|- der lineare Term verschwindet, da Gc =0
8D D*

Unter Vernachl&dssigung hoherer Terme erhalten wir

Wieviel das ausmacht, muB im Einzelfall gepriift werden.

Beispiel:

Sei k = 8 DM, h = 0.01 DM/Tag und Stiick, A = 1 Stiick/Tag. Dann ist D" =
J2\k/h = 40 Stiick. Dieses Los reicht fiir 40 Tage. Die Kosten ¢ pro Tag
sind ¢ = Y2KAh = 0.40 DM.

Das Gut ist jedoch nur in der kleinsten Einheit von 50 Stiick zu haben:

D = 50. Um wieviel steigen die Kosten pro Tag?
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% 2
e - e B=D) L py_ 50195 DM
093 80

Dies ist eine Uberschiatzung. Die tatsdchliche Kostendifferenz, wobei c
' nach (3.1) berechnet wird, betrdgt 0.01 DM. Das bedeutet Ac/c = 2.5%
bei einer Anderung AD/D von 20%. Mittlere Abweichungen von der
optimalen LosgroBe machen sich also nur wenig bemerkbar. Grund:

Ac ist in erster Ndherung quadratisch in AD.

§4 RM-SYSTEME (ABC-ANALYSE)

Die Abkiirzung RM steht fiir den lateinischen Ausdruck ''reductio ad

maximum'. In einem RM-System werden die Giiter nach ihrer Wichtigkeit
angeordnet. Diese Methode wurde von zwei amerikanischen Firmen ent-
wickelt. Als Wichtigkeit eines Gutes i betrachtet man dessen Umsatz-

volumen Aiai. gemessen an den Einkaufspreisen (und nicht an den
Verkaufspreisen, da wir Kosten messen). Die Einkaufspreise sind in

unserem Modell die proportionalen Bestellkosten a,.

Frithe Untersuchungen ergaben, daB sich die Giiter grob in drei Klassen

~einteilen lassen

Klasse Anzahl Umsatz Ekiai
A 20% etwa 65%
B 40% etwa 27%
C 40% etwa 9%

. Flir eine derartige Dreiklasseneinteilung hat sich der Name ABC-Analyse
. eingebiirgert.

z Ist Aa Uberhaupt das richtige Kriterium fiir eine Einteilung nach

; Kostengesichtspunkten? Die Kostenfunktion lautet c = {2kAh. Demnach

% wdre das Kriterium Akh. Falls jedoch k konstant fir alle Giiter und h ~

. a ist (Zinskosten!), dann ist
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Aa ~ Akh.

Dies liefert die theoretische Rechtfertigung, Aa als MaBzahl fir die

Kosten zu verwenden, die die Lagerhaltung verursacht.

Der Sinn der Klasseneinteilung besteht darin, Lagerfiihrungskosten zu
sparen. Nur die Giiter der Klasse A (groBte Wichtigkeit) werden nach der
bestmoglichen Methode gefiihrt. Beachte: hierzu ist oft eine kontinuier-
liche Bestandkontrolle notwendig! Fiir die Giiter der Klassen B und C
verwendet man die einfachsten Lagerhaltungsmodelle. Man verlaBt sich

hier oft auf Daumenregeln.

35 SORTIMENTSENTSCHEIDUNG

Eine ABC-Analyse kann zu der Entscheidung fiihren, das Sortiment zu
bereinigen und einige Artikel iiberhaupt nicht mehr im Lager zu fiihren.
Dies werden Giiter mit hohem Kostengrad oder geringer Nachfrage sein,

sog. Langsamdreher.

Seien

pi: Verkaufspreis pro Stiick des Gutes i,
a;: Einkaufspreis pro Stiick des Gutes i,

beide vom Wettbewerb vorgegeben. Der Gewinn pro Bestellzyklus der Liange

T ist dann

T
ki T(pi - ai) - ki - hiDi 5 -

Die Gewinnrate Gi = Erlos minus Kosten pro Zeit lautet

k. + h.D,
i i7i

L e

(]
1}
NI

A (p, -a,) - {8k anh, .
it i i
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Das optimale Sortiment filhrt alle Gliter mit positiver Gewinnrate. Der

Schwel lenwert Xi der Nachfrage, bei dem Gi = 0 ist, heiBt BREAK EVEN
POINT. Fir ?\i < >_\i liegt das Gut i in der Verlustzone, fir )\i > )_\i in

der Gewinnzone.

9]

Erlos

Kosten

Break Even Point

A R
Verlustzone 1 Gewinnzone

Abb. 5.1: Break Even Analyse

2k h,
Der Break Even Point liegt bei Xi = ( 2 5
p; - 2;)
Eine systematische Sortimentsbereinigung wird oftmals bei Biichern
durchgefiihrt. Falls die Absatzrate unter einen kritischen Wert fadlltc,
wird das Buch nicht mehr aufgelegt und die Restbestidnde werden billig
abgestoBen. Um der Gefahr eines zu frithen Verramschens zu begegnen, ist

es wichtig, )\i moglichst genau zu kennen.



§6 SCHATZUNG DER NACHFRAGERATE A

Absatzdaten in nichtaggregierter Form (also keine Monats-, Quartals-
oder Jahresabsatzzahlen) stehen nicht immer zur Verfiigung. Leichter
sind die Bestelldaten der Vergangenheit zu erhalten. Zur Schatzung der

Nachfragerate greifen wir deshalb auf diese zuriick. Seien

t.: Intervall zwischen der (i+l)-tletzten und der i-tletzten Bestel-
lung (beachte: es wird in die Vergangenheit gezghlt, d.h. Y ist
die i-te zuriickliegende Periode)

D.: Bestellmenge bei der i-tletzten Bestellung (Nachschubbestellung!')

1. i-tletzter Hilfswert fiir A; li = Di/ti (beachte: die Bestellung

Di ist der Ersatz fir die Nachfrage vor der i-tletzten Bestellung)

Im LosgroBenmodell ist unterstellt, daB A konstant ist. Es ist
deshalb zu priifen, ob die Beobachtungen diese Annahme iiberhaupt
stiitzen. Eine sehr schnelle erste Antwort liefert eine visuelle

Uberpriifung der Reihe {li}iem .

Abb. 6.1: Zeitreihe der Beobachtungen 1i




Falls wie in Abb. 6.1 gezeichnet, die Beobachtungen li um einen lang-
fristigen konstanten Mittelwert schwanken, dann ist das arithmetische
Mittel aus den n vorhandenen Beobachtungen ein geeigneter Schiatzwert

fur das wahre A

A=

=R

n
R (6.1)
i=1

Wzhlt man nur die jeweils m letzten Beobachtungen, m fest, so spricht

man von einem gleitenden Durchschnitt.

Erstrecken sich die Beobachtungen iiber einen langeren Zeitraum hinweg,
werden in der Regel Verschiebungen des Nachfrageprozesses auftreten,
etwa hervorgerufen durch Sortimentsveranderungen, Kundenwanderung usw.
Es ist dann sinnvoll, den jiingeren Daten ein groBeres Gewicht zu
verleihen als den dlteren. Bei geometrischer Gewichtung erhzlt man fir

n - o

[o8
—
©
(%
|
—
—
-

A8 1118

>
i}

[o4]
i-1
(- - )R el <1 (8.2)
i=1

-
—
Re)
[N
|
—

. p ist der Gewichtungsfaktor.

Diese Gewichtung besitzt den Vorteil, daB sich A rekursiv leicht

bestimmen laBt. Es ist

N ~

At+1 = (1 - p)ll + pxt, t=1,2,... (6.3)

" Wir ersetzen p durch 1 - p und erhalten die in der Zeitreihentheorie

. iibliche Darstellung

A = pl1 + (1 - p)?\1 . (6.4)

; 11 ist die jeweils letzte Beobachtung, Al der alte und A der neue

' Schitzwert fiir A. Die Aquivalenz zwischen (6.2) und (6.3) zeigt man

| leicht durch sukzessives Auflosen der Rekursion (6.3).
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Das Schatzverfahren (6.3) bzw. (6.4) heiBt exponentielle Gl&ttung

erster Ordnung. Die Vergangenheitswerte werden mit wachsendem Alter
exponentiell gedampft. Dadurch liegt die Adaptionsgeschwindigkeit bei
plotzlich Fall auftretenden Niveauverschiebungen wesentlich hoher als
mit der Methode des arithmetischen Mittels. Das wird besonders

deutlich, wenn man letzteres ebenfalls rekursiv formuliert

(6.5)

und t sehr groB werden 1aBt. Die jiingste Beobachtung geht mit dem
Gewicht 1/(t+1) in den neuen Schatzwert fiir A ein. Mit zunehmender Zeit
wird dieser EinfluB immer geringer. Bei der exponentiellen Gl&ttung
hingegen bleibt er konstant.

Die theoretische Begriindung der exponentiellen Gl&ttung erster Ordnung
liegt in der Modellierung einer adaptiven Erwartungshaltung nach der

Formel

E(A )} - E A = o(l; - E(A)) .
woraus

EQA 1) = el + (1 - p)E(A} (6.6)

folgt. Sie beschreibt die Struktur von Zeitreihen, die um ein
konstantes Niveau schwanken, wobei dieses Niveau selbst zufalligen

Verschiebungen ausgesetzt ist.

E {<} ist der Erwartungswert-Operator

Abb. 6.2: Zeitreihe mit Niveauverschiebungen
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Die exponentielle Glattung ist bei derartigen Zeitreihen ein passendes
Prognoseverfahren. Die Zeitreihentheorie liefert allgemeine Aussagen
dariiber, fiir welche Strukturen von Zeitreihen dieses Prognoseverfahren
sogar optimal ist. Hieriiber und iber ausgefeiltere Varianten der
exponentiellen Glattung findet man mehr in SCHLITTGEN/STREITBERG (1984)
und MERTENS (1978).

Gebrauchliche Werte fiir p liegen zwischen 0.01 und 0.1. Die Wahl eines

geeigneten Wertes p ist selbst wieder ein Entscheidungsproblem, bei dem

die Vorstellung iber die Geschwindigkeit der Adaption ins Spiel kommt.

§7 GEWINNMAXIMIERUNG

Angenommen, das Gut wird zum Preis p pro Einheit verkauft, zum Preis
a eingekauft, und die iibrigen Daten sind wie bisher. Das Ziel ist
Gewinnmaximierung. Der Durchschnittsgewinn pro Zeiteinheit betrdgt

of fenbar

w)

pD-aD -k - h 3 -
g= DA ’ (7.1)

[\
>1g

wenn die in einem Lagerzyklus anfallenden Erlose und Kosten durch die

Dauer eines Zyklus dividiert werden.

g=Ap-2a) -5 - 5D
g:)\(p—a)—c (72)

wo c wie bisher die Durchschnittskosten der Lagerhaltung (vgl. § 3)

pro Zeiteinheit darstellen. Weiterhin ist

Ak

h
MaD_xg=)\(p—a)+Ma.x(—D——§D)
D



20

= Np - a) —Mm(g—k+gn) : (7-3):
D

Das Gewinnmaximierungsproblem ist also bis auf die additive Konstante

ANp - a) 1identisch mit dem Kostenminimierungsproblem der

Standardlagerhal tungstheorie.

88 BEWERTUNG EINES LAGERS

Ein Betrieb habe die Lizenz, das Lagergeschaft bis zum Zeitpunkt T zu
betreiben. Der Lagerbestand sei y, der gegebene Zeitpunkt t. Wie
groB ist der wirtschaftliche Wert des Betriebs? Anders ausgedriickt, wie

ist das lLager y zu bewerten?

Der Wert des Betriebs ist offenbar eine Funktion sowohl des

Lagerbestandes y wie der verbleibenden Zeit T - t. Er werde mit

vy, T - t)

bezeichnet. Wahrend eines kleinen Zeitraums At entwickelt er sich wie

folgt

v(y, T - t) = p Nt - hydt + v(y - Mt, T - t - At) , y >0 (8.1)

denn der laufende Erlos ist pAAt, die laufenden Kosten sind hyAt und

das Lager nimmt ab um -AAt.

Wenn y = 0, dann gilt

v(0, T-1t) =-k -aD+v(D, T -t), y=0 (8.2)

weil das Lager auf D aufgefiillt werden muB, und das die Kosten k + aD

verursacht.
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Fir v{(y - At, T-t - At) in (8.1) gilt die Taylor-Approximation

vy = Mt, T-t -At) =v(y. T - 1t) - vy s Nt - v At

Einsetzen in (8.1) und Division durch At ergibt die partielle Differen-

tialgleichung fir v

Avy *v, o= Ap - hy (8.3)

mit der Randbedingung (8.2) und der Endbedingung

v(y. 0) =0 (8.4)
Damit die Endbedingung trivial erfiillt ist, sei angenommen, daf

y(T) =0
d.h., daB ein Endlager von Null geplant worden ist.

Es ist nicht unverniinftig zu versuchen, die Bewertungsfunktion v zu
zerlegen in einen rein zeitabhingigen und einen rein mengenabhangigen
Teil

vy, T-t) =w(y) +g - (T-1¢t). (8.5)

Der zeitabhingige Teil ist auBerdem hier als proportional zur verblei-
benden Zeit angesetzt. Der Proportionalitdtsfaktor ist dann als die
Gewinnrate pro Zeiteinheit zu interpretieren. Mit dem Ansatz (8.5) wird
aus der partiellen Differentialgleichung (8.3) eine gewohliche

Differentialgleichung in vy
Aw'(y) + g = Ap - hy (8.6)

Integration von O nach y ergibt

W(y) - w(0) = (p - &)y - By (8.7)
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Insbesondere

w(0) = 0 .

Fiir y = D erhdlt man bei Verwendung der Randbedingung (8.2)

g h D
WD) - w(0) =k +aD = (p - §)D- g5
Daraus bestimmt sich die Gewinnrate g als
k h
g:)\[p—a—ﬁ-ng]. (8.8)

Mit der Rate A wird die Gewinnspanne von

verdient. c¢ sind die Stiickkosten pro Zeit (vgl. (3.3)). Einsetzen von
(8.8) und w(0) = O in (8.7) ergibt den Wert eines Lagers y zu

k h h 2
wy) =[a+§+5xDly-gry . (8.9)

Der Wert des Unternehmens setzt sich zusammen aus dem Wert des Lagers
(8.9) und dem Wert der verbleibenden Zeit g < (T - t). Der Wert des
Lagers ist eine quadratische und nicht eine lineare oder proportionale

Funktion des Lagerbestands. Er erreicht sein Maximum bei

k . h
*—)\(a+1—)+ﬁD)
y = h
yo=a2+p (8.10)

unter Verwendung der Wilsonschen LosgroBenformel fiir D. Der Wert des

Lagers steigt also mit dem Bestand im ganzen Bereich O <(y < D.
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Betrachtet man nur den Mehrwert des Lagers m(y), d.h. den UberschuB
iiber dem Einkaufspreis a, dann ist gemdaB (8.9)

k h h 2
my) =(H+ox Dy -5xv
2kh h 2

Dieser Mehrwert nimmt sein Maximum an, wenn

E

Ite—
o
U

]

1
pdi=2
«
I
(@]

[N eN
=k

:
EE
:

Die optimale Bestellmenge ist also zugleich diejenige, die den Mehrwert

eines lLagers maximiert.
Die Bewertung von Lagerbestdnden und ihre saubere Trennung von dem

Zeitwert eines Unternehmens sind ein betriebswirtschaftlich aktuelles
Problem (GRUBBSTROM).

89 MENGENRABATT

Eine Modifikation des Standardmodells ist notwendig bei einer Gewahrung
von Mengenrabatt. Wir unterscheiden zwei Fdlle:
1. Fall

Mengenrabatt wird nur fir die qa, iiberschreitende Menge gewzhrt.
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Stickpreis

Bestellmenge D

Abb. 9.1: Rabattstaffel

D* 2 a, ist kein interessanter Fall. Wir nehmen deshalb D* < q, an und
fragen zunzachst nach der optimalen Bestellmenge D, falls mehr als aQ,

bestellt wird.

Die durchschnittlichen Stiickkosten sind

>g

D
k + qa, * (D~q0)a1 + h 5 °
D

"
(wll-N
+
S
+
o
w)
n

0

(9.1)

wobei K = k + qo(a0 - al). C ist konvex. Wir lassen die Bedingung
- !
D2 a, im Augenblick auBer acht und erhalten iiber dC/dD = O als

minimierende LosgroBe

w23
-
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Es ist zu priifen, ob D > q, ist. Fuir D ¢ a, ist C(D*) das globale
Minimum. Fir D > q, sind C(D) und C(D*) zwei relative Minima und es

bleibt festzustellen, welches von beiden das globale Minimum ist. Der

Stiickkostenvergleich liefert (beachte: C = ¢ + a)

ekl fandetendel 2
=t 2, > ~— * a; (9.2
N .
Fall D Fall D
Beispiel:
Sei k=8, h=00l, A=1, q = 100, D" = 40.

Wie groB muB der Mengenrabatt x = aj -2 sein, damit es sich gerade

noch lohnt, ihn in Anspruch zu nehmen?

Der Vorteil hebt sich auf bei

04+ x = J2(8 + I?Ox) - 0.01
> x =1.2
Ist auch sicher D > qq?

D= [2(8+120) 145 q -

0.01

2. Fall

Der niedrigere Preis a, wird flir die gesamte Bestellmenge D gewadhlrt,

1
sobald D > qo ist.
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Stﬁckﬂreis
falls D < d4
a 1
o J
falls D 2 4, ;
a, -

Bestellmenge D

Abb. 9.2 Stiickpreis mit Rabatt (D qo)

und ohne Rabatt (D < qo)

Sei wieder D* < 9, Dann wird sich eine Bestellmenge D > 9, sicher

nicht rentieren. Vielleicht aber D = qo? Dazu wieder der Kostenver-

gleich als Kriterium

2kh ¢ k h
A * ao ’ a; * 2 " % * 2
%
Fall D Fall D = q

Beispiel:

Mit denselben Kostenwerten wie vorher liefert das Kriterium (9.3)

< 8 0.01

0.4 + x 7 W+2—°100.

Indifferenz herrscht bei x = 0.18. Der Rabattsprung ist jetzt

wesentlich geringer als im ersten Fall.

(9.3)
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§10 SAMMEL- ODER EINZELBESTELLUNG ?

Bezieht man mehrere Giiter vom gleichen Lieferanten, so kann sich unter

Umstidnden eine Sammelbestellung lohnen. Seien

k., h,, Ai : fixe Bestellkosten, Lagerkostensatz und Nachfragerate von

Gut i
ko : fixe Bestellkosten bei Sammelbestellung.
Einzelbestellung:

Die Kosten pro Zeiteinheit (ohne proportionale Bestellkosten) betragen
im Durchschnitt (vgl. (3.2))

c = } ko, . (10.1)
e 1 11

1

Sammelbestellung:

Die Wiederbestellzeit muB fiir alle Giiter dieselbe sein. Bei einem

Bestellzyklus der Ldnge t erfordert dies Einzellose Di = ki -+ t. Die

Kosten eines Zyklus pro Zeiteinheit (wiederum ohne proportionale
Bestellkosten) sind (vgl. (3.1))

1
kK ts } h,D, ¢
C =
s t

(10.2)

Deshalb lautet die Zielfunktion

k0 hi?\it
T 7 E 5~ ~ Min
. t
1
2k
o]

£

Topt z h A,
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Wir setzen die optimale Zykluslange T in (10.2) ein und erhalten als

minimale Kosten C fiir die Sammelbestellung

Vergleich: ¢ = ¢ ?
e >

Beim Kostenvergleich kann man gemeinsame Faktoren kiirzen, so daB die

Frage lautet:

.
z Taa & |k E oA,

iiti > o ii
1 i

1. Fall:

ko = z ki‘ d.h. bei den fixen Bestellkosten weist die Sammelbestellung

gegeniber der Einzelbestellung keinen Vorteil auf. Die Rechnung zeigt

Y & g Tk (Y,
i~ —— i i

= K, =: A,
1 1


http://2nIZ.ii
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NIV

z K.-A,
i
i i i

Links steht das Skalarprodukt der beiden Vektoren K, A und rechts das
Produkt ihrer Betrdge. Es ist deshalb

Yrag & [ 1A
i i i

Um triviale Fdlle auszuschlieBen, konnen wir in der Regel K,A > O
voraussetzen. Dann entfdllt das Gleichheitszeichen und die Einzel-
bestellung ist demnach glinstiger als die Sammelbestellung. Grund: Bei
der Einzelbestellung werden die individuell verschiedenen optimalen

Lose DT bestellt. Bei der Sammelbestellung ist das nicht moglich.

2. Fall:

k0 = ki = k. Hier erwartet man von der Sammelbestellung einen

Kostenvorteil. Die Rechnung bestidtigt das. Es ist

. Quadrieren auf beiden Seiten liefert die eindeutige Aussage

NIV ANV

(}Ai)2> Y A2 girA > 0.

| 3. Fall:

: ki =k + ny ko =k + } ny d.h. die fixen Bestellkosten setzen sich
i
- aus einem Grundwert k und einem produktabhéngigen Wert m; zusammen.

: Hier kann sowohl o < cg als auch Cq > Cq sein.
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3§11 OPTIMALE AUFLEGUNG BEI EIGENPRODUKTION

LosgroBen treten nicht nur bei Handelslagern auf, sondern auch in der
Fertigung. Wir betrachten den einfachen Fall der sog. "offenen
Produktion”, d.h. Produktion bei laufender Entnahme aus dem Fertigteil-

lager.

Ein Beispiel ist die Motorenfertigung in einer Automobilfirma. Das Pro-
duktionsprogramm fiir das ndchste Halbjahr sieht die Herstellung von
Vierzylinderfahrzeugen mit konstanter Rate vor. An der MontagestraBe
werden diese Fahrzeuge taglich montiert. Wie groB sind die Fertigungs-

lose der Motoren?
Sei

p:  Produktionsrate, u > A
D: LosgroBe abziiglich der laufenden Entnahmen wihrend der Produktions—

zeit eines Loses (NettolosgroBe).

Der Lagerverlauf hat die folgende Charakteristik

Lager

for {

Abb. 11.1: Lagerverlauf bei Eigenproduktion
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Die Kosten pro Zeiteinheit lauten

D = 1
k + hez*D(3x + —=)
c = _12 )‘1 BN Min . (11.1)
D()—\‘f'u_)\) D
Die optimale NettolosgroBe ist
= 2k 1
A [T

Anstelle der Rate A in (2.2) tritt jetzt das harmonische Mittel aus A

und p — A auf:

1

1
VS + =)

Die LosgroBe der Auflegung ist (unter Beriicksichtigung der laufenden
Entnahme widhrend der Produktion)

-, ._D _[2a _p_
D=n L-AN" h L - A

Die fixen Bestellkosten k sind im vorliegenden Fall die Kosten fiir

' das Einstellen und Reinigen der Produktionslager und die Anlaufkosten

(AusschuBlproduktion zu Beginn der Auflegung).

§12 LAGERDEFIZITE ERLAUBT

Bisher betrachteten wir das Lagerhaltungsmodell stets unter der Neben-

bedingung: Bestand y O.AJetzt seien auch Lagerdefizite erlaubt.

Wir unterscheiden zwei Fdlle:

a) LOST SALES CASE. Nicht befriedigte Nachfrage geht verloren.

b) BACKORDER CASE. Nicht befriedigte Nachfrage wird zurilickgestellt,
bis wieder Lieferfahigkeit vorliegt.
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Wir betrachten den BACKORDER CASE. Ihn kann sich in der Praxis nur ein
konkurrenzloses Unternehmen leisten, also ein Monopolist (mit der
Einstellung "the public be damned”). Anders ist es bei stochastischer
Nachfrage. Dort kann man selbst bei bestem Willen nicht in jedem Fall
eine 100%-ige Liefererfiilllung garantieren.

In der Regel wird es etwas kosten, wenn Fehlmengen auftreten. Falls

diese Kosten nicht zu hoch sind, konnen sich Lagerdefizite durchaus
lohnen.

Lager y
D
E %%, ” / t
Nz W
M f T=DA T,
T

Abb. 12.1: Operationscharakteristik eines Lagers
mit Fehlmengen (BACKORDER CASE)
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Die Lagerdefizite M werden mit dem proportionalen Fehlmengenkostensatz
g bewertet.

Die Kosten pro Zeit lauten

D D M M
k+h =+« =+ g = * 3
c = Dx+ M2 ~ A2, Min . (12.1)
( ) D.M
c(D,M) ist konvex. Aus
M2
h 2 gM(D+M)- B
QE - KA -2 + i 0
Mo o () (D+10)?
g’ h 2
g . _ _n __ 2 . hD(D+M) - 5 D Lo
P o > (aw)?
> Gleichheit der Zzhlerterme
hD(D+M) = gM(D+M)
folgt
D
= % ) (12.2)

- Das Defizit ist also stets groBer Null, egal wie hoch die Fehlmengen-

kosten sind.
Grund: Die Fehlmengenkosten steigen, falls man die Bestellung iber Tl
hinauszogert, quadratisch mit der Zeit (t - Tl)' Fir kleine At = t—T1

ist die Kostenparabel sehr flach. Die zuriickgestellte Nachfragemenge Aq
verursacht keine Lagerkosten. Wiirde man sich aber so eindecken, daB man
auch noch Aq befriedigen konnte, miiBte man Aq fir den ganzen Zeitraum

Tl lagern.

Aus (12.2) folgt:
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_ 8 o

T1 " h+g T
h

To=g71 T

Damit wird die Kostenfunktion zu

1 ATI kT2
c=glk+h 5T +g—5=Ty]=
1 A g A h 2
Sr e n 3 GERT el R
; de _ _k_ N8 32
coMrSgr=-3* hy G530 *e

U
-
I
>IN
|%
—_
=g
+
0Q 1=
Nt

Die optimale Bestellung ist

D+ M= lzkx(% + é)

A

h 2 !
5 GFw) = 0O

(12.3)

(12.4)

Fiir g » © reduzieren sich diese beiden Ergebnisse auf die bekannten

Formeln (2.2), (2.3).

§13 GANZZAHLIGKEIT DES LOSES

In unserem Lagerhaltungsmodell war die Bestellmenge bisher eine reelle

Zahl. Bei kleinen Losen jedoch darf die Forderung nach der

Ganzzahligkeit nicht mehr vernachléssigt werden. Die Lagerkosten pro

Zyklus sind jetzt
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D-1 D
1 .. _h Y. _ hDD+1)
X hE(D 1)')\2‘]‘?\ p)

i=0 J

Hier ist % die Zeitdauer, wahrend der-das Lager auf dem jeweiligen

Stand bleibt, d.h. die Zeit zwischen zwei Nachfragen.

Die Zielfunktion ¢ (Kosten eines Bestellzyklus pro Zeiteinheit, ohne

proportionale Bestellkosten) ist

Ul;

+2(@+1)>Min . (13.1)
DeN

Die Bedingung fiir das Minimum einer konvexen Funktion L in ganzen

Zahlen n lautet (siehe die folgende Abbildung 13.1)

c x = Min {cn} 2 Cowl1 2 ¢ $Ci
nelN

n* n

Abb. 13.1: konvexe Funktion L mit ganzzahligem Argument

Man betrachtet die ersten Differenzen

Bei n»* schlagen sie vom Negativen ins Positive um.
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Beispiel:

Fir A= 1, h =1, k = 1 wdre die optimale LosgroBe D nach der
WILSONschen Formel (2.1) D = {2.

Soll man nun auf- oder abrunden? Besser ist es, nicht von D auszugehen,

>
sondern D mit Hilfe der ersten Differenzen zu berechnen.

Fir die Zielfunktion (11.1) ist

1 1
A1 =1 + 1 - 5 < 0
AL = 1 + = 2 =0; > das Minimum tritt an den zwei
272 2 ’
Stellen n = 1 und n = 2 auf
1
A3 =3 +2-2>0

Also sind D* = 1 und D* = 2 zwei gleichberechtigte Losungen.

8§14 BERUCKSICHTIGUNG VON STELLFLACHEN IM LAGER

Reservierte Stellfladche

Um in einem Mehrproduktlager auf ein bestimmtes Gut schnell zugreifen
zu konnen, wird fiir dieses Gut immer ein und dieselbe Stellfléche
vorgesehen. Die Lagerflachenkosten hidngen dann von der reservierten
Flache ab. Sie ist gleichbedeutend mit der maximalen Lagermenge, also
mit D.

Sei

hli mengenproportionaler Lagerkostensatz
h22 flachenproportionaler Lagerkostensatz.

Die Kosten pro Zeiteinheit fir einen Lagerzyklus der Lange D/A lauten

k+h 3 -

C =
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Sie werden minimal bei der Losgrofle

2kA
h, + on . (14.1)

Die effektiven Lagerkosten setzen sich also zusammen aus den Lager-

kosten h1 und den doppelten Flachenkosten.

Zeitliche Abstimmung von Bestellmengen

Es werden zwei Gliter gelagert. Stellflachen werden nicht reserviert.
Der Bestellrhythmus ist bei beiden Giitern gleich. Die Zykluslange sei
T. Man kann die beiden Bestellzeitpunkte so gegeneinander versetzen,
daB die maximal benctigte Gesamtstellfldche moglichst gering wird. Wir

bezeichnen

7: Phasenverschiebung der Bestellungen von Gut 2.

Lager
Spitze 1
Spitze 2 Gesamtstellfldache
Stellflache 2
A,
D

1 -

Xl

Abb. 14.1: Zeitlicher Bestandsverlauf, einzeln und gesamt
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Der Gesamtbestand weist zwei Spitzen auf.

Spitze 1: Bei Bestellung von Gut 2.

Spitze 2: Bei Bestellung von Gut 1.

Die optimale Phasenverschiebung ergibt sich aus der Bedingung

M}n {Max {Spitze 1|Spitze 2}} .

Das Minimum wird angenommen, wenn die beiden Spitzen gleich hoch sind:

AQT + Al(T -7) = AIT + A2T (14.2)
A
2
T=—= T | . (14.3)
Al + kz

Setzen wir 7 in (12.2) ein, erhalten wir den Maximalbestand

A2 + N Ay + kz
Max {y. + y.} = 1 172 2
1 2 Xl + A2

T | . (14.4)

Er ist symmetrisch in A und proportional zu T/()\1 + k2).

Bei konstantem Wert der Gesamtrate kl + A2 nimmt der Ausdruck

2 2
Al + A1A2 + Az
xl + A2

ein Minimum fir Al = k2 an. Der Beweis bleibt dem Leser iiberlassen.
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§15 BUDGETBESCHRANKUNG

In einem Mehrproduktlager konkurrieren die einzelnen Gliter um den
Stellplatz. Bei knappem Lagerraum kann man deshalb nicht erwarten, daB

jedem Gut i die gesamte Fldche zur Lagerung der optimalen LosgroBe Di

aus (14.1 ) eingerdumt wird. In der Regel muB man mit einem Bruchteil

von Di auskommen. Dies fiihrt zu einem Lagerhaltungsmodell mit Kapa-

zitdtsrestriktion. Anstelle des begrenzten Lagerraumes kann auch das
zur Verfligung stehende Kapital limitiert sein: entweder das Umlauf-
vermogen im Lager oder das Girovermogen, begrenzt durch die Kredit-
linie, falls alle Bestellungen innerhalb eines lLagerzyklus gleichzeitig

bezahlt werden. Seien

bi: Raumbedarf oder Preis pro Einheit von Gut i
bo: Gesamtlagerkapazitdt oder Budget

X Losgrofle

Wir minimieren die Kosten z 4 eines Zyklus pro Zeiteinheit

[N

(vgl. (2.1)):

Yk, by
o Min 2 = L. §l X; (15.1)
1N s

N
Ybox, <b (15.2)

mittels der Methode der Lagrange Multiplikatoren:

Die Nebenbedingung (15.2) wird vermoge des Lagrange-Multiplikators f an
die Zielfunktion angekoppelt. Die so erweiterte Funktion heiBt Lagrange
Funktion L
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k. A h,
ii i
D T R 1 )
i b i i
!
i
wegen Min! 2 0

L ist eine konkave Funktion, deshalb ist fir ein Extremum hinreichend

a !, KM - El - PBb,. =0
dx, - 7 2 2 i~
i X',
i
X, = B (15.4)
g *Phy

Fir B = 0, d.h. wenn die Budgetbeschrankung nie wirksam ist, wird aus
(13.4) wieder die alte WILSON-Formel (2.2). Der Vergleich dieser beiden
Formeln zeigt, daB sich die Budgetbeschrankung in Form erhohter Lager-
kosten auswirkt. Wenn man als Lagerkosten nur den Zins ansetzt, zu dem

sich das Kapital rentiert, und wenn bi der Kapitaleinsatz pro Einheit

von Gut i ist, dann fiihrt die Budgetbeschrankung zu einer Erhohung der

nominalen Zinsen.

Interpretiert man die Nebenbedingung (15.2) als Platzbeschrankung, dann
ist ihre Auswirkung eine zusatzliche Platzmiete von 2F pro Einheits-
fléche.

Wann findet bei allen Giitern eine Reduktion der Bestellmenge (und damit

des Lagers) um dieselben Proportionen statt? Dafiir ist hinreichend

denn mit bi = ahi, a€R, i=1,2,...,Nwird (15.4) zu

2K\,
R R s O
i = R (1+2aB)
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Das Optimierungsproblem (15.1), (15.2) 14Bt sich auch als Nichtlineares

Programm formulieren

N kA, .
. 1 1 1
Min E - + 5 X4
Xppoeoo XN ig1| %4

2) x.>0, i=1,2...,N

Da jetzt der Optimierungsbereich auf Xy > 0 eingeschrankt ist, konnte

auch ein Randextremum auftreten, aber das ist in der obigen Zielfunk-

tion nie der Fall.

Bestimmung von fB: Es gilt

dL . L _
55 > 0. Da alle Xg > 0, ist sogar 7z = O.

B
Daraus folgt

Je groBer bo' d.h. je schwdcher die Nebenbedingung wirkt, desto kleiner

wird S.
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Abb. 15.1: Zus#tzliche Kosten B in Abhidngigkeit vom Budget

Bei b0 > b wird das Budget nicht mehr voll beansprucht.

Beispiel: Lagerkosten

r ¢ Zinsen
hi = ra; ¢ Kapitalbindungskosten
bi =a : prop. Bestel}kosten

a;x, < b : Budgetbeschrankung

Aiki 1 iTi

o

1
rg thy Y3tk

B ist die Knappheitsrente, die auf das Kapital gezahlt wird.
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1 0
> — = g
J 5 ) Wk,
iTiTi
i=1
Nk,
b ii
o a,
> xi = N
Y Wk
JJJ
j=1
Nk.a,
> a.x, = t1ly
iTi N o
E Ak.a.
JJ ]
j=1

Aus der letzten Gleichung ist ersichtlich, daB sich hier die Verhdlt-

nisse aixi/ajxj der einzelnen LosgroBen zueinander nicht dndern, wenn

man das Budget b0 erhoht.

§16 BEKANNTE NICHTKONSTANTE NACHFRAGE

Bis jetzt wurde die Nachfrage als ausschlieBlich konstant iiber einen
unendlich langen Zeitraum betrachtet. Bei Handelsl&dgern trifft dies nur
J in Ausnahmef#dllen zu. Eher ist eine derartige Situation bei Fertigungs-
, ldgern gegeben, wo z. B. Kaufteile auf Lager gehalten werden, die zum
l Einbau in ein Serienprodukt dienen. Aber auch dort ist eine konstante
. Produktionsrate selten. Wir lassen deshalb diese einschneidende Voraus-

? setzung fallen. Sei
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Ai: Nachfragen in den vor uns liegenden Perioden i = 1,2...,n.

Die Nachfrage ist also bis zur Periode n bekannt.

Beispiel: Automobilwerk

Auf Kduferwunsch kann der PKW mit einem holzernen Sportlenkrad ausge-
riistet werden. Aus der Stiicklistenaufldsung des Fahrzeugprogrammes fiir
das vorliegende Quartal ergibt sich der t&dgliche Bedarf an obigen Lenk-
rddern. Sie werden beim Zulieferer bestellt. Was ist die optimale Los-

groBe?

Man konnte dieses Problem als ganzzahliges Optimierungsproblem mit
Planungshorizont n formulieren. Dies ware jedoch eine Fehlspezifika-
tion, denn bereits nach einem Bruchteil des Planungshorizonts liegt
neue Information iiber den Bedarf fiir die Zeit nach n vor. Wir haben es
genau genommen mit einem rollierenden Planungshorizont zu tun. Es widre
deshalb eine vergebliche Miihe, dieses Problem exakt losen zu wollen.

Fir eine problemgerechte Modellierung gibt es zwei Moglichkeiten:

a) Entweder man weiB, wie sich das Problem in der Zukunft verhzlt, d.h.
man kann zumindest Wahrscheinlichkeiten fiir zukiinftige Nachfragen

angeben. Derartige Modelle werden spZter behandelt.

b) Oder man betrachtet es als ein endloses Problem. Man fragt, wie
lange eine Bestellung ausreichen soll. Diesen Zeitraum T wahlt man
so, daB die Durchschnittskosten minimal werden. Jedesmal, wenn der
Bestand auf Null abgesunken ist, wiederholt man diesen Vorgang. Im
nachhinein betrachtet ist diese Methode sicher nicht optimal, aber
sie ist praktikabler als die exakte Methode, weil man mit einer
neuen Entscheidung nicht zu warten braucht, bis der ganze Planungs-
horizont abgelaufen ist. In der Literatur ist diese Methode als

SILVER-MEAL Heuristik bekannt (SILVER & MEAL (1973)).

Die Zielfunktion lautet also "minimiere die Durchschnittskosten des

ersten Bestellzyklus”

c(T) - Min (16.1)
T
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() = 5+ BINT + A (T = 1)+ o+ AT (16.2)

Beachte: die Menge Ki wird i Perioden lang gelagert. Die Minimierung

geschieht in der diskreten Variablen T. Die Optimalit&dtsbedingungen

lauten

c(T) = (T - 1)

A
o

(16.3)

v
(@]

(T + 1) = ¢(T) 2

Sie sind jedoch nur notwendig, aber nicht hinreichend, da (16.2) i.a.

nicht konvex ist.

T
Die Konvexitdt ist gesichert, falls % 2 iki monoton ist, d.h. fir
i=1
T
(T+ 1y, > pir, i T=12. . n
i=1
Beispiel: Sie k=12, h=0.1, n=8
T 1 2 3 4 5 6 7 8
KT 5 3 6 2 4 3 4 7
k/T 12 6 4 3 2.4 2 1.7 1.5
) i 5 11 29 37 57 75 103 159
? z ixi 0.5 0.55 0.97 0.93 1.14 1.25 1.47 1.99
c(T) 12.5 6.55 4.97 3.93 3.54 3.25 3.18 3.49

 fir h = 1 ergeben sich zwei lokale Minima!

c(T) | 17 11.5 13.7 12.3 13.8 14.5 16.4 21.4




46
Jetzt betrachten wir das Problem in kontinuierlicher Zeit.

) T
o(T) =5 [k+h [ t(t)de]
(o]

Minimierung beziiglich T:

T
T2A(T) - [ea(t)dt
dc ! k 0
€ io: -L 4+n = 0
It 2 2

K 1 b
T = h[TN(T) - 1 [ tA(t)dt]
o
1 T
7 lk+ [ ta(t)dt] = hTA(T) .
o
———
Durchschnittskosten Grenzkosten des
bezogen auf die Zeit, fir Bestellzyklus
die die Bestellung ausrei-
chen soll

Diese Gleichung offenbart das okonomische Prinzip:
Im Kostenminimum miissen die Durchschnittskosten gleich

den Grenzkosten sein.

Andere Verfahren sind z.B. das Verfahren der gleitenden wirtschaft-
lichen LosgroBe (Minimierung der Stiickkosten eines Loses) und das
"Part-Period-Verfahren" von DeMATTEIS & MENDOZA (1968) (Minimierungs-
kriterium: bei der optimalen LosgroBe sind die Bestell- und die Lager-
kosten gleich groB). Letzteres liefert in der Regel bessere Ergebnisse
(vgl. OHSE (1970)).

Untersuchungen von KNOLMAYER (1985) haben gezeigt, daB bei Nachfrage-
raten, die um einen konstanten Mittelwert schwanken, die von SILVER und

MEAL angegebene Heuristik die besten Ergebnisse liefert.
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Von SILVER und MILTENBURG (1984) stammen zwei Modifikationen dieses
Verfahrens. Die eine wurde filir den Fall monoton fallender Nachfrage

entwickelt und die andere flir den Fall sporadischer Nachfrage.

Es gibt natiirlich auch Situationen, in denen es sinnvoll ist, das Los-
groBenproblem exakt zu losen, z.B. wenn ein Zweigwerk in naher Zukunft
geschlossen werden soll. Das Produktionsprogramm in dieser Auslaufphase
liegt fest und damit auch die Bedarfsrate von Rohmaterialien in den
verschiedenen Perioden. Eine rollierende Planung ist hier nicht ange-
bracht. Als Losungsverfahren kommt die Dynamische Optimierung in Frage
- fir diese Problemstellung formuliert von WAGNER & WHITIN (1958).

Im allgemeinen schneidet jedoch der Algorithmus von WAGNER und WHITIN
schlechter ab als die SILVER-MEAL Heuristik (BLACKBURN & MILLEN
(1980)). Jedoch hat ihn CHAND (1982) soweit modifiziert, daB er nach
eigenen Angaben der SILVER-MEAL Heuristik iiberlegen wird.

8§17 FESTE LIEFERZEIT T

Ist die Lieferzeit T nicht Null, sondern positiv, aber konstant und
bekannt, so ist zwischen den Zeitpunkten der Bestellung und den Zeiten
" des maximalen Lagerbestandes zu unterscheiden. Offenbar muB die Be-
stellung jetzt T Zeiteinheiten vor dem Leerwerden des Lagers erfolgen.

Der Lagerbestand ist zum optimalen Bestellzeitpunkt

y=AN-*T.

Wenn die Lieferzeit T langer ist als die Dauer eines Zyklus

' dann werden zu jedem Zeitpunkt Bestellungen ausstehen und zu bestimmten
- Zeiten mehr als eine. Wenn das nicht erlaubt ist, muB man stets die

? Menge AT bestellen, und zwar in dem Augenblick, wo die letzte Bestel-
lung eingetroffen ist. Die Kosten erhchen sich.dadurch gegeniiber dem

' Fall mit mehreren ausstehenden Bestellungen. Firmen lehnen im allge-
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meinen vorzeitige Lieferungen ebenso ab wie sie verspdtete Lieferungen
durch Vertragsstrafe u.d. auszuschalten versuchen. Die Plinktlichkeit
und Zuverlidssigkeit von Lieferanten in Japan wird von den USA-Automo-
bilfirmen als ein Produktionsvorteil ihrer japanischen Konkurrenten

angefiihrt.

Seltene Nachfrage

Bei einem selten nachgefragten Gut stellt sich die Frage, ob man dieses

Gut iberhaupt auf Lager halten soll.

a) nicht auf Lager halten: Es entstehen die Strafkosten pro Absatz in

Hohe von g7

b) auf Lager halten: Es entstehen die Lagerkosten pro Absatz in Hohe
von h/A.

Fixe Bestellkosten bleiben fir den Vergleich auBer acht. Das Gut wird
nicht bevorratet fiir gr < h/A, d.h.

h
ATz | 17.1
z (17.1)

Eine derartige Situation ist im Versandhandel gegeben. Jeder Sammelbe-
steller kann als Verkaufsstelle angesehen werden. In dieser Extremform
der Dezentralisierung ist die Verkaufsrate pro Verkaufsstelle und Gut

sehr gering. Die eingesparten Lagerhal tungskosten werden teilweise als

Preisvorteil an den Kunden weitergegeben.

Auch im Arzneimittelhandel trifft dieses Modell zu. Die Nachfrage nach
einer bestimmten Arznei bei einer Verkaufsstelle (Apotheke) ist gering
und die Lieferzeit ist sehr kurz (wenige Stunden). Aus diesem Grund

halten die Apotheken nur ein Kernsortiment auf Lager.




49

§18 SICHERHEITSBESTAND BEI STOCHASTISCHER LIEFERZEIT

(AUCH JUST-IN-TIME PRODUKTION)

Wir setzen die Behandlung des Falles konstanter und bekannter Nachfrage
fort. Es sei jetzt die Lieferzeit 7 eine Zufallsvariable mit

Erwar tungswert B Wirde man den Bestellpunkt s, = AuT festlegen (dies
ist gerade die Nachfrage wihrend der erwarteten Lieferzeit uT). dann

hdtte man bei symmetrischer Lieferzeitverteilung unmittelbar vor dem
Eintreffen der Lieferung genauso oft positive Bestdnde wie
Fehlbestdnde. Dies ist nur dann optimal, wenn Lagerkostensatz h und
Fehlmengensatz g gleich groB sind. Durch Anheben des Bestellpunktes auf

o > s wird man das Fehlmengenrisiko reduzieren. Die Menge S5 = Sy ist

der Sicherheitsbestand. Er dient dazu, die Abweichungen der Liefer-

zeiten um die erwartete Lieferzeit hinaus abzufangen.

Sicherheitsabstand,

um die Lieferverzo-

gerung €_ zu Uber-
1 briicken

Abb. 18.1: Lagerverlauf mit und ohne Sicherheitsbestand
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Wir nehmen an, daB mit dem Lieferanten eine Lieferzeit Mo vereinbart

wurde. Durch unvorhergesehene Situationen kann es jedoch zu Verzo-
gerungen kommen (z.B. bei ProduktionsengpaB, schleppender Zollabferti-
gung) oder zu frithzeitigen Lieferungen (infolge der Tourenplanung des
Spediteurs). Auch die Bearbeitung der Lieferung im Wareneingang und in
der Qualitdtskontrolle kann Schwankungen unterliegen. Diese Abweichun-
gen sind unvorhersehbar und werden deshalb im Modell als Realisation

einer zufdlligen StorgroBe €. betrachtet.

e’ zufdllige Abweichungen vom vereinbarten Liefertermin, Zufalls-

groBe mit Verteilungsfunktion P(eT)

Die gesamte Lieferzeit 7

T=pote (18.1)

ist dann eine zuféllige GroBe.

Das Problem der unsicheren Lieferzeit wird meist heuristisch gelost.

Man legt einen prozentualen SERVICEGRAD fest

E{befriedigte Nachfrage einer Periode}
SERVICEGRAD f = E{Gesamtnachfrage einer Periode} x 100,
z.B. B = 97%. Die Fehlmengenwahrscheinlichkeit ist
Wkeit(y < 0) = 1 - B/100. (18.2)

Der Sicherheitsbestand sy = 8 soll gerade so groB sein, daB der

vorgegebene Servicegrad bzw. die gewiinschte Fehlmengenwahrscheinlich-

keit erreicht wird.

Kennt man die Verteilungsfunktion P(eT) der Storvariablen €. SO laBt

sich aus (18.2 ) der Sicherheitsbestand ableiten. Der Wert s; = AuT ist

bekannt. Fehlmengen treten auf, falls die Lieferzeit langer als die

Bevorratungsreichweite ist
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>/|m
[\

d.h.
%2
A

Bei festem So ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von Fehl-

mengen

s
. . 2
Wkeit(y < 0) Wkelt:(r;_r > T uT), (18.3)

S
2
1- P2 - ).

Wir wzhlen sg SO, daB diese Fehlmengenwahrscheinlichkeit den

gewiinschten Wert annimmt, d.h., daB sie (18.2) erfiillt. Es muB3 also

gelten
S2
1 -pB/100 =1 - P(X_ - uT).
bzw.
52
Den Bestellpunkt So erhdlt man aus der B%-Quantilen der Verteilungs-

funktion P(eT). Ist z. B. die StorgroBe N(O,UT)—normalverteilt, dann

wird aus (18.4)

)
B/100 = N(z= - 1)

und durch Standardisierung auf die N(O,1)-Normalverteilung

N

So T
p7100 = N 1)Ko = o)~
T T
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Sei e, die f%-Quantile der N(O,1)-Normalverteilung, dann ergibt sich

B%
fur So die Bedingung

. 2
B% XUT o
> Sy = €py Ao+ quJ . (18.5)
—— =
SB s

1

Da kuT =5 ist, erhalten wir fir den Sicherheitsbestand SB den

Ausdruck

SB

1
m

Ao (18.6)

B%

Lager y

Verteilungsdichte der
Storgrofle €.

Bestand bei
ungestorter Lieferzeit w_

Sicherheits-
bestand

Zeit t

\ Wahrscheinlichkeit

fir Lagerdefizit

>|lwn

Abb. 18.2: Sicherheitsbestand und Defizitwahrscheinlichkeit
bei Bestellpunkt s.. Die Dichtefunktion von €, ist
aus der Zeichenebene herausgeklappt.
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Fir einige Servicegrade werden die zugehorigen Fraktilen bei

normalverteilter Lieferzeit angegeben.

Tabelle 18.1:

Servicegrad B% eﬁ%
90 1.2816
95 1.6449
96 1.7507
97 1.8808
98 2.0537
99 2.3263
99.5 2.5758
99.6 2.6521
99.7 2.7478
99.8 2.8782
99.9 3.0902

Nur Lieferverzogerungen

Of tmals werden durch die Storeinfliisse nur Verlangerungen der
Lieferzeit hervorgerufen und keine Verkiirzungen. Die Gesamtlieferzeit

ist dann

wobei i die vereinbarte Lieferzeit und e, eine Zufallsvariable ist, die

nur nichtnegative Werte annehmen kann mit einer Verteilungsdichte, die

z.B. folgenden Verlauf hat
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B % ; Quantile

Abb. 18.3: Verteilungsdichte einer

zufélligen Lieferverzogerung e

Will man sich gegen B% aller Verzogerungsfzlle absichern, hat man einen
Sicherheitsbestand anzulegen, der fir den Zeitraum bis zur B%-Quantile

ausreicht, d.h. bis zu e _,.

B%

SB = Mgy (18.7)

Beachte: Im Gegensatz zu (18.6) ist hier die Verteilung der

Lieferverzogerung nicht normiert. Deshalb tritt in (18.7) der Term o

nicht als Multiplikator auf.

Sicherheitsbestand bei Just-In-Time Produktion

Betrachten wir als Giiter jetzt Einbauteile, die von einer Zulieferfirma |

hergestellt und auf dem Endmontageband eingebaut werden. Falls es wirt—

schaftlich oder wegen der beengten Platzverhidltnisse in der Montage-

halle gar nicht anders moglich ist, wird die Produktion der Fremdteile
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so auf den Einbauzeitpunkt ausgerichtet, daB sie spdtestmoglich begon-
nen wird, die Teile ohne Zeitverzug speditiert werden und am Montage-
band "gerade rechtzeitig" bereitstehen. Die zeitliche Planung verlzuft

im Prinzip nach folgenden Schema

Zulieferer: Materialbeschaffung Feinplanung Steuerung
Grobplanung
» Zeit
Hersteller: Bekanntgabe Meldung des Meldung
des Produktions-  Wochenbe- des Tages-
programms darfs bedarfs,
genaue Fest-
legung der
Yarianten

Die wichtige letzte Phase erfordert eine enge Kommunikation und hohe

Disziplin bei der Einhaltung der Produktion und Transporte:

Arbeits- Produktion und Transport
vorbereitung Kontrolle

| | | | | zeit
endgiiltige Bereit- Einbau
Festlegung stellung
aller Teile- am Mon-
_ daten, tageband
Abruf termin

Dennoch kann es zu Lieferverzogerungen kommen. Sie miissen durch einen
Sicherheitsbestand am Montageband abgefangen werden. Er berechnet sich
wie vorhin nach der Formel (18.7). Es ist jedoch zu beachten, daB hier
im Gegensatz zu Lagerhaltungsmodellen die Abruftermine nicht bestands-
gesteuert sind, sondern vom ProduktionsfluB beim Hersteller abgeleitet
werden. Man will deshalb als Sicherheit kein Mengen- sondern ein Zeit-
polster. Anstelle des Sicherheitsbestandes tritt eine Vorverlegung des

Abruftermins um die Zeitspanne e Natiirlich ergibt sich als Konse-

B
quenz des frithzeitigen Abrufs auch eine frithzeitige Anlieferung und

damit ein Bestand am Montageband.
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Viele in der Praxis realisierten Modelle arbeiten mit einem vorgegebe-
nen Servicegrad, der kostenminimal einzuhalten ist. In der OR-Literatur|
findet man auch auf kompliziertere stochastische Sachverhalte erweiter-
te Servicegradmodelle, so z.B. von H. SCHNEIDER, CH. SCHNEEWEIS,
J.ALSCHER und M. KUHN (siehe ALSCHER & KUHN & SCHNEEWEIB (1986) und die

dort angegebene Literatur).

Der Servicegrad muB jedoch sehr sorgfaltig gewzghlt werden, weil er die

erwarteten Gesamtkosten beeinfluBt. Streng genommen miBte die Fixierung

des Servicegrades auf einen bestimmten Wert selbst wieder das Ergebnis
einer Optimierungsrechnung sein (was ist der optimale Servicegrad?).
Letztendlich hiangt der Servicegrad bei einem Lagerhaltungsproblem, bei
dem die Kosten minimiert werden sollen, davon ab, wie teuer Lagerdefi-
zite sind. Es ist deshalb sinnvoll, wo immer es moglich ist, anstatt
mit einem vorgegebenen Servicegrad gleich mit Fehlmengenkosten zu ar-
beiten. Das bedeutet auch keine Einschréankung der Allgemeinheit, denn
Servicegrad und Fehlmengenkosten sind zueinander Zquivalent. Einem ge-
gebenen Fehlmengenkostensatz ist ein bestimmter Servicegrad bei optima-

len LosgroBen zugeordnet und umgekehrt.

In den folgenden Kapiteln werden ausschlieBlich stochastische Lager-
haltungsmodelle diskutiert, in denen mit Fehlmengenkosten gearbeitet
wird. Der Anwender sollte sich nicht dem heilsamen Zwang entziehen,
sich genaue Gedanken iiber seine Kosten zu machen. Manchesmal ist es
nicht moglich, die Fehlmengenkosten exakt zu erheben. In diesen Fdllen
ist aber die Festlegung eines Servicegrades ebenso willkiirlich wie die
willkiirliche Bestimmung def Fehlmengenkosten. In diesen Situationen ist
es sinnvoller, Servicegrad bzw. Fehlmengenkostensatz in Simulations-
rechnungen als Parameter zu variieren und sich dann anhand der Ergeb-

nisse auf einen konkreten Wert als plausiblen Wert festzulegen.



KAPITEL II: DAS WILSON MODELL MIT
POISSON NACHFRAGE

8§19 POISSON PROZES

Vorbereitend zu den nachfolgenden Lagerhaltungsmodellen mit stocha-
stischer Nachfrage wird der POISSON PROZESS eingefiihrt. Er geht zuriick
auf BORTKIEWITZ, der die Zahl der durch Hufschldge getoteten Leutnants

in der preuBlischen Armee untersuchte.

Wir leiten den Poisson ProzeB am Beispiel der Nachfrage nach Ersatz-
teilen her. Eine derartige Nachfrage entsteht immer dann, wenn ein Teil

ausfalle.

Ein einziges Teil:

Wahrscheinlichkeit eines Ausfalles wdhrend At: peAt ;
Wahrscheinlichkeit, kein Ausfall wihrend At: 1 - peAt .

n Teile:
Unter den Annahmen
a) die Teile beeinflussen sich gegenseitig nicht

b) die Ausfallwahrscheinlichkeit p ist bei jedem Teil gleich
ist die

Wahrscheinlichkeit, u Ausf#dlle in At: (E)(pAt)u(l - pAt)n_u.

Sehr viele Teile:

Annahme :
n -»®, p -0, aber n*p endlich: n*p = A = const.

Wahrscheinlichkeit, kein Ausfall in At: po(At)

p (At) = lim (0)(pAt)°(1 - pAt)”
n-—x °
= lim (1 - %-At)n = e M

n-x
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Beobachtung der Ausfdlle iiber die Zeit:

Annahmen:
a) unendliche Grundgesamtheit

b) die Wahrscheinlichkeit, daB ein beliebiges Teil im Zeitraum At

ausfallt, sei AAt,

c) die Wahrscheinlichkeit, daB mehrere Teile in At ausfallen

(At << &), sei vernachldssigbar gering,

d) einzelne Ausfille sind voneinander unabhingig.

Wir wissen bereits

¢ (19.1)

p (1) = ¢

und berechnen jetzt die Wahrscheinlichkeit von u AusfZllen in [o,t],
u=1,2..:

T At t -7
| 1l |
I 1 {
° kein Ausfall I kein Ausfall
Ausfall,
Lage von At beliebig in [o,t]
E o A(t-T) £ e At
P (1) = [ e " e dr = [ Ne "7dT = Ate
[o] (o]
t
po(t) = fp (T)Ap,(t - T)dr =

(0]

2
e_ATA~X(t - T)e_x(tﬂT)dT = Lﬁ%l— N

O S—~-et

allgemein u Ausfélle in [o,t]:
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u
p.(t) = ()~ e_)\t , u€N . (19.2)
u

u!

POISSON PROZESS

Wenn also das zeitliche Auftreten der Nachfrage durch einen Poisson
ProzeB beschrieben wird (sog. Poisson Nachfrage), dann bedeutet

das: Nachfrage nach jeweils einem Stlick, wobei die Zeit zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Nachfragen exponentialverteilt ist (19.1). Es ist

(wie bisher)

A: konstante Nachfragerate

Wichtige Eigenschaft der Poisson Nachfrage

Eine konstante Nachfragerate bedeutet, daB die Wahrscheinlichkeit fir
eine Nachfrage im nichsten Augenblick unabhingig davon ist, wieviel
Zeit seit der letzten Nachfrage verstrichen ist. Diese "Geddchtnis-
losigkeit" ist bei kontinuierlicher Zeitbetrachtung einmalig. Es gibt
keinen weiteren stochastischen kontinuierlichen Nachfragetyp mit dieser

Eigenschaft. Die Gedidchtnislosigkeit bedeutet ndmlich
p (t + At) =p (t)p (At). (19.3)
-Dies ist die definierende Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.

Verwendung:

Aus der Herleitung ist unmittelbar ersichtlich, daB die Annahme einer
Poisson Nachfrage vor allem bei einem sehr groBen Kundenstamm zutriffet,
wo der einzelne Kunde sporadisch und unabhingig von den anderen Kunden
- bestellt. Hierunter fdllt auch die sog. seltene Nachfrage (lumpy

| demand).

Poisson Verteilung:

| Beschreibt die Nachfrage einen Poisson ProzeB, so ist die in einer

| Zeiteinheit t = 1 auftretende Nachfrage Poisson verteilt
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p =-re L u€EN. (19.4)

Die Poisson Verteilung gehort zur sog. FAMILIE DER BINOMIALVER-
TEILUNGEN. Hierzu z#hlen die

Bernoulli Verteilung: P, = 1 - p: Py = P 0<p<«<1;
Die Binomialverteilung: Py, = (E)pu(l - p)n_u

. . - . . . -n u n
die negative Binomialverteilung: P, p = (u Y(-p) (1 - p)
die geometrische Verteilung: P, = (1 - p)pu

- 2 -
Zur bequemen Berechnung von Erwartungswert p und Varianz o beniitzen

wir die Methode der erzeugenden Funktion.

Methode der erzeugenden Funktion

Sei Py: Pg.--- eine diskrete Verteilung mit einem positiven Trager. Die

Funktion

[.]
G(x) = } puxu
u=0

heit ERZEUGENDE FUNKTION. Es ist

1 = H Erwar tungswert

|
N
c
g°)
[=4
It
3

G’(X)'le =

|
T

G‘(x)lx=1 =

(19.5)

o 2
¢ (X)|x=1 = E UPy T E UPy =My © My

Da o~ = my - m%, erhdlt man fir die Varianz 02

=6l vl - el 1| (19.6)
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Bei der Poisson Verteilung ist

6(x) = §§e‘kx“=e“""” s{p=a]lo=n

u=0

Beim Poisson ProzeB ist

@ u
G(x.t) = z L%%l_ e—ktxu - ekt(x—l) N TR
=0

Bei der Binomialverteilung ist

2
G(x) = (1 -p+px)" 3 | u=np o~ = np(l - p)

Bei der negativen Binomialverteilung ist

k
6 = (=B s [w= 2o ||f = 2Bt e 1)

Bei der geometrischen Verteilung ist

G(x):l—:L > po= —E— o2 = —PB
1 px 1 P (1 - p)2

Die erzeugende Funktion besitzt die Eigenschaf ten:

a) Die Zuordnung einer Verteilung ¢ zu ihrer erzeugenden Funktion ist

eineindeutig.
b) Die Faltung der Verteilungen P10 9o zweier unabhingiger Zufalls-

variablen hat als erzeugende Funktion das Produkt der erzeugenden

Funktionen der einzelnen Verteilungen

¢ 00, o G"’l(X) . G¢2(X)

Tc) Sei v = f(w), w Zufallsvariable mit Verteilung P dann ist die
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erzeugende Funktion der Verteilung e, die Funktion Gv(x)
G, (%) = G, (£(x))

Mit Hilfe dieser Eigenschaften lassen sich die Verwandtschaf ten
innerhalb der Familie der Binomialverteilungen aufzeigen. Die letzte
Eigenschaft beniitzen wir zur Herleitung der ersten beiden Momente des

stotternden Poisson Prozesses.

Zusammengesetzter Poisson ProzeB

Beim Poisson ProzeB bedeutet ein Ereignis "Nachfrage nach einem Stiick".
Beim zusammengesetzten Poisson ProzeB konnen pro Ereignis auch mehrere
(oder kein) Stilick nachgefragt werden. Die Zeit zwischen zwei Ereignis-

sen ist wie vorher exponentialverteilt. Die Anzahl der nachgefragten
Stiicke pro Ereignis gehorcht selbst einer Verteilung.

Beispiel:

Ein Bierfahrer verkauft von seinem Lastkraftwagen aus Bier. Dazu fiihrt
er an den Haustiiren Verkaufsgesprache. Die Dauer eines Gespridches ist
exponentialverteilt. Als Ereignis betrachten wir die Beendigung eines

Verkaufsgespréches.Sie hat den Verkauf von u Kidsten Bier,

u=0,1,2,..., zum Ergebnis. Sei
wut Wahrscheinlichkeit, daB aufgrund eines Verkaufsgespraches u Kasten

Bier verkauft werden.
1. Fall:

Sei L Bernoulli verteilt, d.h.

wlt Gesprach erfolgreich, Verkauf eines Kastens
WO Gespréach vergebens, kein Verkauf
W= 1 - LA
wﬁn): Wahrscheinlichkeit, daB von n Gesprachen u erfolgreich sind
w®) - (1 - w)w(n_l) + wewP7D)
u u u-1
(n) n, u n-u . . .
w, o= (u)w (1 - w) Binomialverteilung




63

pu(t): Wahrscheinlichkeit, daB bis zur Zeit t u Kisten verkauft sind

) ) G

p, (t) =
n=u
T
da mindestens u Gesprache notwendig sind
¥ At )"
S I R o P S L
n! u
n=u
-At_u u n-u
e w (At) z (1 - w) (xt)n—u
- u! (n - u)!
n=u
- e(1 - WAt
u
p (t) = Lﬂl%l— e—WAt , u €N
u u! o

Diese Wahrscheinlichkeiten beschreiben einen zusammengesetzten
POISSON PROZESS (mit Bernoulli Verteilung).
Die erzeugende Funktion lautet
G(x't)P.Bern. = GP.(GBern. (x).t)
(x) - 1]

e)\t[l—w+wx—1]

= ext[GBern.

(19.7)

ewkt[x - 1] 2

> u=0t=7\wt

Die zugehorige Verteilung ist die zusammengesetzte POISSON VERTEILUNG

| (mit Bernoulli Verteilung)

u u!

u
P. = (29 e—w% = 02 = Aw
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2. Fall:
Sei W geometrisch verteilt:
wu=(1—w)wu, 0<wc<l.

Der zusammengesetzte ProzeB heiBt dann stotternder Poisson ProzeB
wﬁn)' d.h. die Wahrscheinlichkeit, daB in n Gesprdchen u Kidsten Bier

verkauft werden, berechnen wir iber die erzeugende Funktion

1 -w
G(X)geom. 1 - wx

Die erzeugende Funktion der n-fachen Faltung der geometrischen

Verteilung ist

(6, 1" = [—e]"

geom. wx

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der erzeugenden Funktion der
negativen Binomialverteilung, so sieht man: die n-fache Faltung bei
geometrischer Verteilung liefert eine negative Binomialverteilung mit

der Potenz -n.

. e nz
MR: (1-2) " =1+7 31 - Dl
N +u-—1
n+u- u
= E ( u )z
u=o0
Also ist
\ 1
(1 - wx)_n = E (n+3— )wuxu ,
u=0
und deshalb
[o4]
+u-1
(60 geom. 1™ = 2 (a7 HO - ™"
u=0

= wfln)

p(1) = 3 QAT Al (g

n=u

2 u
- 1
nz  n(n+ 1)z" N (n+u-1)!2 +
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-At.u @ n-1
e w (1 - w)At [At(1 - w)] _
pu(t) = " CEREY (n+u- 1) . (19.8)
n=u
STOTTERNDER POISSON PROZESS
(mit geometrischer Verteilung)
Die erzeugende Funktion lautet
x -1
_ Awt(7/—) _ WAt
Gx.t)ge p. =€ wX PP T - w
geom.

2 _ w(l + w)At
o =

t 1 -2

1]

Anders als im Fall des reinen Poisson Prozesses (02 p) ist hier

02 >u.
Falls der Bedingungskomplex auf eine Poisson Verteilung hinweist, die

empifischen Daten aber auf 02 < u schlieBen lassen, kann es sich um

eine gemischte Poisson Verteilung handeln.

Gemischte Poisson Verteilung

-Bei der gemischten Poisson Verteilung ist die Rate A selbst wieder

verteilt mit

e(N) da: (verallgemeinerte) Wahrscheinlichkeitsdichte von A.
Dann ist
© u
A=A
P, = £ TTe e(d) dr , u€nN . (19.9)

GEMISCHTE POISSON VERTEILUNG
- Die erzeugende Funktion lautet

ANx -

G(x) e Den) dan

gem.P. =

o8
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G(N) ist die erzeugende Funktion der Verteilung von A.

p o=/ AG(A) dr
o

% = [ NCP(\) A\ < p. weil G2 <G fir 0<G< 1.

§20 ALLGEMEINE BEMERKUNG ZUM ZUFALL

Landlaufig wird auf Zufall mit Aberglaube oder Flucht ins Irrationale
reagiert. Wissenschaftlich wird der Zufall durch den Begriff der
Wahrscheinlichkeit erfasst. Den AnstoB zu strengen mathematischen
Betrachtungen gab CHEVALIER DE MERE, als er PASCAL in einem Brief bat,
Aussagen iiber die Gewinnaussichten eines vorzeitig abgebrochenen

Kartenspiels zu machen (RENYI (1969)).

Fir die Lagerhaltung ergibt sich eine neue Situation: die bisherigen
Entscheidungskriterien Kosten und Gewinn fiir die Wahl der besten
Handlungsweise sind jetzt vom Zufall abhangig. Dadurch ist es moglich,
daB sich die Entscheidung eines Dummkopfes im Nachhinein als die beste
erwiesen hat und die Entscheidung eines Verstandigen falsch lag. Dies
wird jedoch die Ausnahme sein. Auf lange Sicht wird sich eine quali-
fizierte Entscheidungsregel stets als die bessere erweisen (nach dem
Gesetz der groBlen Zahlen). "Gliick hat auf die Dauer nur der Tiichtige."
Darin liegt die wesentliche Rechtfertigung des Operations Research im

Risikobereich!

Flir einen ProzeB, dessen Fortentwicklung einem zuf&lligen EinfluB3
unterliegt, ist es geradezu typisch, daB auch bei der Festlegung auf
eine bestimmte Verhaltensweise (Aktion) das zu erzielende Ergebnis,
d.h. die iber die gewdahlte Aktion gesteuerte zukinftige Entwicklung des
Prozesses, eine zufallige GroBe ist. Deren Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung sei bekannt.
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Die Wahl einer Aktion ldBt sich somit zuriickfilhren auf die Wahl der
Wahrscheinlichkeitsverteilung des zugehorigen Ergebnisses. Deshalb wird
jetzt ein Kriterium fiir die Prdferenz einer Verteilung vor einer zwei-
ten gesucht. Urspriinglich verwendete man das ERWARTUNGSWERT-KRITERIUM.

Sei
Pat zu Aktion a gehorige Verteilung des Ergebnisses x
Dann ist beim Erwartungswertkriterium

a, besser als g, falls EP {x} > EP {x} .
! a2

Ein Einwand gegen dieses Kriterium ist das sog. PETERSBURGER PARADOX:
Man werfe eine Miinze so oft, bis zum erstenmal "Wappen'" erscheint. Ist
dies beim n-ten Wurf, so erhalte man von der Bank den Gewinn x = 2",

Bei prob(Wappen) = prob(Kopf) = 0.5 besitzt die Verteilung ¢ des Ge-

winns bei der Aktion a; = 'spiele das Spiel' den unendlichen Erwar-
tungswert
x 1 n
n
Ep K= )@ P11
1 n=1
Die Aktion 2y = ‘spiele nicht' bringt keinen Ertrag. Nach dem Erwar-

tungswertkriterium miBte ein Spieler auch bei einer noch so hoch von
, der Bank geforderten Teilnahmegebiihr zum Spiel bereit sein. Tatsidchlich

ist aber niemand bereit, einen auch nur mi#Big hohen Einsatz zu bezah-

len.

Mit Hilfe des von DANIEL BERNOULLI (1738) eingefiihrten und nach ihm
benannten Kriteriums der Nutzenerwartung kann das obige Paradox aufge-
lost werden. Anstelle der Gewinnauszahlung in Geld bewertet man den
NUTZEN des Geldes.
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Nutzen

Nutzen u(x)

T Geld x

Abb. 20.1: Nutzenfunktion u

u(x): Nutzen des Ergebnisses x

Eine Nutzenfunktion wird, wenn iiberhaupt, nur bei kleinen Auszahlungen
linear sein. Insgesamt ist sie nach oben beschrankt. Solange sie unbe-
schrénkt bliebe, lieBen sich immer neue Paradoxen konstruieren. Nach
allgemeinen okonomischen Uberlegungen wird die Nutzenfunktion als

konkav angenommen.

Der erwartete Nutzen ist

EPa{u(x)} = fu(x)dpa(x) ,

und nach dem Nutzenkriterium ist

a, besser als ag. falls EP {u(x)} > EP {u(x)} .
! %2
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Woher weiB man, daB die Entscheidungen anhand des BERNOULLI-PRINZIPS
gut sind? Zun@chst versucht man, einige moglichst einleuchtende Konse-
quenzen aus diesem Prinzip herzuleiten. Je mehr plausible Konsequenzen

man findet, umso plausibler wird das Bernoulli-Prinzip selbst.

JOHN V. NEUMANN und OSKAR MORGENSTERN haben ein Axiomensystem fir
rationales Verhalten begriindet, die das Bernoulli-Prinzip implizieren,
die sog. Nutzenaxiomatik. Diese Axiome sind selbst plausibel, obwohl es
auch hier Zweifler gibt (ALLAIS).

Eine ausfithrliche Darstellung der Entscheidungstheorie unter Risiko
bzw. Unsicherheit findet man in H. SCHNEEWEISS (1967) und DE GROOT
(1970).

§21 ZINS, KONTINUIERLICHE VERZINSUNG, GEGENWARTSWERT

Zins

Warum gibt es einen Zins? Offensichtlich ist auch bei Inflationsrate
Null eine Geldeinheit heute mehr wert als in einem Jahr. Der Grund
hierfir liegt darin, daB die Verfiigung iiber Geld einen Ertrag
einbringt, der dann als Zins i ausgezahlt werden kann. Bei Zeitumkeh-

rung wird aus der Verzinsung die Diskontierung.

heute in einem Jahr
1 Verzinsung 1+ i
. 1 Diskontierung 1
P= T3
i: Zins;

1 + i:  Zinsfaktor;
1/(1+i): Diskontfaktor p; zur Berechnung des Gegenwartswertes eines

zukiinf tigen Ertrages.

Kontinuierliche Verzinsung

i ist iiblicherweise der Jahreszins. Bei halbjdhrlicher Auszahlung
wdchst das Kapital um den Faktor (1 + 1/2)2. bei n Auszahlungen pro
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Jahr um (1 + i/n)n. Im Grenziibergang erhdlt man die kontinuierliche

Wachstumsrate des Kapitals

. n .
kontinuierliche Verzinsung: lim (1 + l) = e’
n-x n
Wegen
: .2
el =141+ o > 1+

ist die kontinuierliche Verzinsung hoher als die diskrete.

entspricht einem Jahreszins i eine Zinsintensitdt r < i.

Zinsintensitat r: 1+1i=e¢e

2 3
5+

+1

r=1In(l +1i) =1 -

Wl

Der Diskontfaktor p ergibt sich aus (21.1) zu

Gegenwar tswert

Umgekehr ¢

(1.

(21

Wir betrachten jetzt einen Strom zukiinftiger Zahlungen, die zu &qui-

distanten Zeitpunkten (Jahresende) t = 0,1,2,3,... eingehen. Fiir das

Entscheidungsproblem ist es notwendig, den Zahlungsstrom in Bezug auf

einen bestimmten Zeitpunkt zu bewerten. Ublicherweise wihlt man dazu

den Endpunkt oder (h#ufiger) den Gegenwartszeitpunkt. Im letzten Fall

errechnet man den sog. Gegenwartswert (sonst den Endwert). Der Gegen-

wartswert wird i.a. vorgezogen, weil wir jetzt handeln miissen. Sei

z.: Zahlungsstrom, t = 0,1,....,T

G: Gegenwartswert. Er ist definiert als

1)

.2)
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Neben dem Geldvolumen ist auch die durchschnittliche Zahlung
C: Durchschnittswert

eine wichtige KenngrcoBe des Zahlungsstromes. C ist die

durchschnittliche Zahlung pro Zeiteinheit

Zwischen C und G besteht ein Zusammenhang.

G
C = lim £ T =
Pl 1+ p+p7 + 0L +0p
. 1 -p
lim G
p-l 1—pT+1 p

Bei stationdren Modellen mit unendlichem Planungshorizont ist der

Zahlungsstrom unendlich lang. Dann ist

lim (1 - p)G . (21.3)

c =
(T==) = 51 P

§22 LAGERHALTUNG BEI POISSON NACHFRAGE UND SOFORTIGER LIEFERUNG

Eines der einfachsten stochastischen Lagerhaltungsmodelle ist die
Lagerhaltung bei Poisson Nachfrage und sofortiger Lieferung. Dieses
Modell ist vor allem deshalb interessant, weil es mit Methoden
behandelt wird, die sich von den bisherigen vollig untgrscheiden
(Dynamische Optimierung). Da fiir die Nachfrage ein Poisson-Prozef
unterstellt wird, spielt die Zeit vor der letzten Nachfrage keine

Rolle.

Die Lagerhaltung wird als ein Geschiaft betrachtet, das einen Gewinn
abwirft. Der Gegenwartswert zukiinftiger Gewinne ist abhZngig vom

Anfangsbestand y: G = G(y). Wir formulieren G(y) rekursiv in der Zeit,
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indem wir die Zukunft in eine unmittelbar vor uns liegende kleine
Zeitspanne At und die Restspanne zerlegen. Wegen der Poisson Nachfrage
braucht t nicht explizit als Argument von G gefiihrt zu werden. Es ist
fur alle y

G(y) = -hyAt + (1 - Mt)G(y)e "2t +

—— -~
1) 2) 3)
+ Nt[b + Max {-k - a(D - y + 1) + 6(D)e "% | g(y-1)e TAH ] (22.1)
~—1
4) 5) 8) 7) 8)

1) Lagerkosten wihrend At

2) Wahrscheinlichkeit, daB keine Nachfrage in At aufgetreten ist
3) Gegenwartswert nach At

4) Wahrscheinlichkeit, daB Nachfrage in At aufgetreten ist

5) Gewinn aus dem Verkauf

6) Bestellkosten

7) Gegenwartswert nach At, falls Bestellung

8) Gegenwartswert nach At, falls keine Bestellung

Beachte: Bei Poisson Nachfrage wird pro Ereignis nur eine Einheit

nachgefragt.

Die Rekursion (22.1) formuliert das "Prinzip der Optimalitat"” der
Dynamischen Optimierung (BELLMAN's PRINCIPLE OF OPTIMALITY, BELLMAN
(1957), BECKMANN (1968)).

Diese Gleichung kommt so zustande:

Der gegenwidrtige Lagerbestand ist y. Der Gegenwartswert G(y) ist der
auf die Gegenwart bezogene Wert aller zukiinftigen Kosten und Ertrige.
Sie stehen auf der rechten Seite von (22.1), aber jetzt aufgeteilt in
die Zeitspanne At und die Restspanne. Zunidchst fallen fiir eine kleine
Zeitspanne At die Lagerkosten an (Term 1). Am Ende von At Zeiteinheiten
addieren wir zu den bis dahin angefallenen Lagerkosten die Gewinne der
Restspanne. Deren Wert hiangt davon ab, ob nach At eine Nachfrage
auftritt oder nicht und ob man, falls eine aufgetreten ist, bestellt

oder nicht.
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Fall 1: keine Nachfrage aufgetreten: Terme 2) und 3)

Fall 2: Nachfrage aufgetreten mit Wahrscheinlichkeit AAt
Fall 2a: LosgroBe D bestellen: Terme 6) und 7)
Fall 2b: nichts bestellen: Term 8)

In jedem Fall miissen auch die Kosten und Gewinne der Restspanne auf die

Gegenwart diskontiert werden; deshalb der Faktor e_rAt

. Die Diskon-
tierung der Lagerkosten hy innerhalb des Zeitraumes At wird nicht
durchgefiihrt (man kann die Lagerkosten so interpretieren, daB die

Diskontierung, d.h. die Zinskosten, bereits in h enthalten ist).

Die Losung dieser Funktionalgleichung (22.1) bestimmt fiir jedes y eine
zugehorige optimale Entscheidung. Das ist diejenige Aktion, die das
Maximum auf der rechten Seite von (22.1) liefert. Da die Funktional-
gleichung fir alle zuldssigen y gelost wird, erhdlt man zu jedem y eine
optimale Handlungsanweisung und damit insgesamt eine Entscheidungsregel

oder Strategie.

Im vorliegenden Fall ist die Entscheidungsregel bereits vorstruktu-
riert. D ist jetzt nicht die LosgroBe, sondern der Bestand, auf den das
Lager aufgefiillt wird. Wie eine kurze Uberlegung zeigt, rentiert sich
eine Bestellung erst dann, wenn das Lager auf Null abgesunken ist.

Wirde man nzmlich bei Y, > O bestellen, dann wiirde man einen konstanten
"Bodensatz" Yo im Lager halten, den man nie angreifen wiirde. Aufgrund

dieser Uberlegung wird D doch wieder die LosgroBe und aus (22.1) wird

-TAt

~hyAt + (1 - Mt) G(y)e T2 + Mt(b + G(y-1)e

G(y) ).y > 1,(22.2)

G(1) = -hat + (1 - Aat) G(1)e ™" + Aat(b - k - aD + G(D)e T4Y). (22.3)

(22.3) ist die Randbedingung zur Differenzengleichung (22.2).
Approximiert man

e~rAt durch 1 - rAt, erhdlt man

G(y) = -hyAt + G(y) - G(y)(A + r)At + MAtb +
+ MtG(y - 1) + o(At)2
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G(1) = -hAt + G(1) - G(1)(A + r)At + At(b - k - aD) +
+ G(D)Mt + o(At)? |

und daraus mit der Abkiirzung p @ =

N und unter Vernachladssigung der

Terme o(At)2

G(y) = - § hy + pb + pG(y - 1) , (22.4)

G(1) = - % h + pb + p(-k - aD + G(D)) . (22.5)

(22.4) ist eine Differenzengleichung 1. Ordnung mit der Randbedingung
(22.5). Die Losung dieser Differenzengleichung erhdlt man durch suk-

zessives Einsetzen

G(D) = pb - E%Q + p(pb - Eﬁig_:_ll + p(pb - Ebi%.:_gl +

+ ...+ p(pb - Bhe 24 06(1)).. ) =

D D-1
! 1-p _hp . i D-1 ~
=T iz {pb T X E (D-1)p p- T(k+aD) =

i=o

D-1
b h i . D
p 1 f . {X Y - 1)pt+ "k aD)}. (22.6)

i=0

Wir interpretieren diese Formel. Es ist

% : mittleres Intervall zwischen zwei Nachfragen
% : der auf das Intervall % anwendbare Zinssatz
p = ! : Diskontfaktor fiir das Zeitintervall %
1+ =
A
pD ¢ Diskontfaktor fiir einen Zyklus
b ) : Gegenwartswert aller Gewinne
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1

D{ } ¢ Gegenwartswert aller Zyklenkosten
1-p

D-1
2 E (D—i)pii mittlere Lagerkosten eines Zyklus (innerhalb des Zyklus

i=o diskontiert)

Legen wir jetzt den Entscheidungszeitpunkt ganz an den Anfang, wo noch

kein Bestand vorhanden ist. Dort gilt
G(0) = -k - aD + G(D).

Wir setzten G(D) aus (20.6) ein und erhalten

b
D e 1-p

G(0) = (22.7)

Der ZzZhler Z des ersten Bruchs auf der rechten Seite von (22.7)
reprédsentiert die Kosten pro Zyklus. Z/(1 - pD) =Z(1 + pD+(pD)2+...)
ist der Gegenwartswert aller Zyklenkosten. Der Term pb/(1 - p) ist der
Gegenwartswert aller Gewinne. (Beachte: es geht keine Nachfrage
verloren.) Er ist unabhidngig von D.

Nur die Kosten sind von D abhéangig. Das 148t darauf schlieBen, daB man
das Problem auch einfacher hdtte formulieren konnen, nidmlich als
Kostenminimierungsproblem anstatt als Gewinnmaximierungsproblem.

Wie das Kostenminimierungsproblem genau lautet, wollen wir jetzt aus
(22.7) entwickeln.

D-1
Die Summe z (D - i)pi 1aB8t sich umformen
i=o
D-1 D-1 D-2 o
i . . .
z (D-1)p" = z pd + z plo+ E pl =
i=o Jj=o Jj=o Jj=0
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_ 1 p_, _ D
= 1 - p\D 1 - p\l P ))
Damit wird (20.7) zu
b _k+aD h D hp? 1
G(O)=p1—p_ D~)\_p 5 +%————2 . (22.8)
1-p (1-p)1=-p) (1 -p)
—— ————
const. const.

Der letzte Term in dieser Gleichung ist eine Konstante, ebenso der

Gegenwartswert der Gewinne pb/(1 - p), so daB (22.8) die Form
G(0) = Konstante - C1
annimmt. Der von D abhingige Term C1 subsummiert alle negativen Glieder

in der Gewinnfunktion G(0O). Er reprédsentiert deshalb alle Kosten.

Mit k + aD = : K lautet das so erhaltene Kostenminimierungsproblem

: KA(1 - p) + hpD > Min

c
N1-p)(1 -6 D

1

bzw. nach Vereinfachung

e L (22.9)

1 -p D

C

C ist konvex. Deshalb wird das Minimum bestimmt durch g% = 0. Wir

substituieren
-r

p::e
und erhalten
dC !

'dﬁ—o (=4

[aA(1 - p) + hp](1 - p°) - rpP[(k + aD)A(1 - p) + hpD] -

1
o

D D D D D
aN(1 - p)[1 - p - rDp ] +hp[l - p - 1Dp ] =rpkA(1 - p)
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D D D
[ar(1 - p) + hp][1 - p~ - rDp"] = rp kA (1 - p)
p P 1 -mp-——TK
aN + h —P—
1-p
R U S ..\ S— (22.10)
ahA + h
r
e -1
Wir entwickeln erD in eine Taylorreihe
r2D2 + r3D3 + _ rkA
2 3! ah + h 1
r
e -1
Fir r <{ 1 ist ¢ - 1 ® r und man erhdlt die Nzherung
r2D2 - r2kk
2 T arr +h
~ 27k
D ST (22.11)

Dieses Ergebnis zeigt, daB sich der durch den Zins hervorgerufene
Effekt als Erhohung des Lagerkostensatzes von h auf aAr + h inter-
pretieren 1dBt. Die optimale LosgroBe wird umso kleiner, je hoher die

Zinsen sind.

Im Limes p - 1 ist

D = 2{‘;1‘- . (22.12)

Das Ergebnis im nichtdiskontierten Fall 148t sich auch direkt aus
(22.8) herleiten. Aus (21.3) wissen wir

C lim (1 - p)G .

(T=o = 2 p
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Also wird
D-1
h Sy 1
k + aD + 5 2 (D-i)p
. . b i=
lim (1 - p)G (0) = lim (1 - p) * [ 1p_p— =2 ]
p-l P p-1 1-p
D-1
i
k+a.D+§ E(D_l)p
i=0
(l—p)Cp(O) =pb- P) D-1
1+p+p + + p
: pb-K_g-b (@D+1
lim (1 - p)Gp(O) =b -2 X 5
p-1
= Konstante - C1 p=1 °

und wir erhalten das zum deterministischen Modell Zquivalente Problem

der Kostenminimierung

MinCl =Min{l—(+M}
D p =1 D D 2A

woraus ebenfalls (22.12) folgt.

323 POISSON NACHFRAGE, KEINE DISKONTIERUNG

Im vorigen Paragraphen haben wir den Fall ohne Diskontierung
gewissermaBen "liber die Hintertiire" durch die Grenzwertbildung p - 1
mitbehandelt. Jetzt wollen wir das entsprechende Modell mit Hilfe des

Prinzips der Optimalitidt formulieren.

Der Fall ohne Diskontierung enthidlt begriffliche Schwierigkeiten, da
sdmtliche Gegenwartswerte von Erlos und Kosten unendlich groB werden.
Es zeigt sich, daB in diesem Fall die Minimierung der Kostenzuwachsrate
eine geeignete Zielfunktion darstellt. Das daraus entstehende Modell
wird in diesem Abschnitt behandelt.
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Unter der bisherigen Annahme, daB keine Fehlmengen zugelassen werden,
ist es vernilinftig, die Gewinne aus den Verkzufen auBer acht zu lassen.
Wegen fehlender Diskontierung wirken sich Verschiebungen bei den
Realisierungszeitpunkten der Gewinne sowieso nicht aus. Wichtig ist nur
der Gesamtgewinn. Da der Gesamterlos von der Lagerhaltungspolitik nicht

beeinfluBt wird, wdhlen wir einen Kostenansatz. Sei

(] ¢ Planungshorizont

le(y)t Kostenfunktion (engl. LOSS FUNCTION) bei Lageranfangsbestand y

und Planungshorizont ©

I(y) © lim le(y), falls er existiert.
(S

Da im nichtdiskontierten Fall die Kosten auf lange Sicht proportional

zur Zeit t sind, wird le(y) fir sehr groBe © asymptotisch linear

wachsen.

Gesamtkosten le(y)
3

Anstieg C

Abb. 23.1: asymptotisch lineare Gesamtkosten
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Im stationdren Fall ist deshalb
C: Kostenzuwachs pro Zeiteinheit

eine konstante GroBe. Es gilt fiir 6 - «:
le(y) = CAt + le—At(y) . (23.1)

Aus dem rekursiven Ansatz (beachte: mit zunehmender Kalenderzeit

verkiirzt sich der Planungshorizont)

le(y) = hyAt + (1 - XAt)le_At(y) + xAtle_At(y -1) , y > 1

(23.2)
le(l) = hAt + (1 - AAt)le_At(l) + Mt[k + aD + 1G—At(D)] ,
wird dann

CAt + le_At(y) hyat + (1 - AAt)le_At(y) + xAtle_At(y -1),

y o1 (23.3)

CAt + le—At(l) = hAt + (1 - At)] (1) + Nt[k + aD + 19_At(D)] .

6-At
Hier ist wieder unterstellt, daB erst bei y = O bestellt wird. Der

Versuch muB zeigen, ob dieser naive Ansatz gelungen ist, d.h. ob sich

daraus verniinftige Resultate fiir 1 und D ableiten lassen.

Wir stellen (23.3) in der Form dar

CAt + AAtl hAt + Nt(k + aD) + Mtly (D)

o-ac(l) =

CAt + AAtle_At(2) = 2hAt + xAtle_At(l)

(23.4)
CAt + Ntlg , (D) = DhAt + Mtlg (D - 1)

Bei Summierung dieser Gleichungen fallen die l1-Terme weg. Es bleibt

D
DC =h 2 i + ANk + aD)
i=1
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also

h(D + 1 Ak
C = B} +ﬁ—+ Aa . (235)

Dies ist die stationdre Kostenrate (Kosten eines Zyklus pro Zeitein-
heit). Sie gilt es zu minimieren:

D 1), Mia - Min

D

Dieselbe Zielfunktion hatten wir schon im deterministischen Modell. Es
gilt also auch bei Poisson Nachfrage ohne Diskontierung die WILSON

Formel

pf = | X . (23.6)

Wie 188t sich C im stochastischen Sinne interpretieren?

Die verschiedenen Lagerbestidnde y = 1,2,...,D sind die moglichen

Zustande des Systems. Die Wahrscheinlichkeit Wy , das System im Zustand

y zu finden, ist wegen der konstanten Nachfragerate A = const flr

alle Zustédnde gleich

m =I-]j, y=1.2....,D.

Schreiben wir nun (23.5) in der Form

D
= h E y i+ 5Nk +aD) . (23.7)
T1
\\/
1) 2)3)

1) mit Wahrscheinlichkeit 1/D ist der Lagerbestand y
2) Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand y = 1 zu finden
3) mit Rate A wird y = O und es ist die Zahlung k + aD fallig,



82

so laBt sich (23.7) als der Erwartungswert der Kosten eines Zyklus

interpretieren

cy: mittlere Kosten eines Zyklus pro Zeiteinheit im Zustand y.

)

fel ]

Die Zustandswahrscheinlichkeiten wy (im vorliegenden Fall ist Wy =

sind abhangig von der LosgroBe D.

Die Methode, das optimale D iiber die Minimierung von (23.7) zu finden,
nennt man die METHODE DER ZUSTANDSWAHRSCHEINLICHKEITEN. (Dariiber mehr
in 831.)

Interessant ist, daB im vorliegenden Fall beide Ans&dtze zur selben

Zielfunktion, nur in verschiedener Gestalt, fiihren.

§24 REKURRENTER PROZES

Sei jetzt N = A(t) von der Zeit abhingig, die seit dem letzten Ereignis
verstrichen ist. Diese Situation kann z.B. auf einen Zeitungskiosk
zutreffen, der an einer StraBenbahnhaltestelle steht. Die Kundschaft
bilden hauptsidchlich die StraBenbahnfahrer. In der Regel ist die
StraBenbahn unpiinktlich. Das Intervall zwischen zwei Ankiinften ist dann
stochastisch. Unter der obigen Annahme ist die Ankunftswahrscheinlich-

keit abhidngig von der seit der letzten Ankunft verstrichenen Zeit.

Je langer die StraBenbahn auf sich warten 148t, desto groBer wird die

Wahrscheinlichkeit, daB sie im ndchsten Augenblick kommt.

Der Zustandsraum ist jetzt zweidimensional:
Lager y und Zeit t seit der letzten Nachfrage. Es ist
le(y.t)t Kostenfunktion bei Lageranfangsbestand y und Planungshorizont

O, wobei seit der letzten Nachfrage die Zeit t verstrichen
ist.
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Wir nehmen wieder an, daB die Kostenfunktion bei festem y fiir 6 - ®
linear mit der Zeit wichst, und zwar mit der Rate C. Dann fiihrt der
Ansatz "Gesamtkosten morgen = Cesamtkosten heute + C" analog zu (23.1)

auf die Gleichung

le(y, t + At) = lG—At(y’t) + CAt . (24.1)

Entsprechend (23.2) lautet der rekursive Ansatz

(y.t + At) +

le(y.t + At) = hyAt + [1 - }\(t)At]le_At

+ A(t)At Min{le_At(y - 1,0), Min{k + ax + IG—At(x’O)}} , (24.2)
1 %0 1

da jetzt eine Nachfrage aufgetreten ist

19(1,t + At) = hAt + [1 - A(t)At]] (1.t + At) +

o-At

+ AN(t)At Min {k + ax + 1, (x,0)} . (24.3)
0 o-At

Wegen der Stationaritidt der Kostenzuwadchse (© - ©) brauchen wir den
Planungshorizont © nicht mehr explizit zu berilicksichtigen und ver-

zichten deshalb von nun an auf den Index 6 bzw. 6 - At.

Die Funktionalgleichungen (24.2) (24.3) sind diskret in y und konti-
nuierlich in t. Es wird im folgenden durch Rechnung gezeigt, daB sie
sich fir At -» O so umformen lassen, daB die Kostenfunktion 1 nur noch
in Abhingigkeit von y im Zeitpunkt t = O auftritt. Der ProzeB interes-
siert demnach nur zu den Ubergangszeitpunkten (fiir die Funktion A(t)
sind dies die Erneuerungszeitpunkte, dort wird A(t) auf den Startwert

A(0O) zuriickgesetzt) Ein derartiger ProzeB heiBt rekurrenter Prozef.

0O fir y >0,
Wir treffen wieder die Annahme: Bestellmenge x(y) =
D fir y=0.
Dann wird aus (24.2) unter Verwendung von (24.1):
Ty, £+ 89 * 1 8) 4 (e)i(y,t + At) = hy - C + A(t)1(y - 1.0)

At
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und fiir At - O wird daraus die lineare Differentialgleichung

B alat’t + ANt)(y.t) = hy - C+A(t)l(y - 1.0) . (24.4)

Zwischenrechnung: Wir losen (24.4) durch Integration. Nochmals (24.4):
-1 + A(t)] = hy - C + A(t)1(y - 1,0).

Die Integration wird leicht, wenn die linke Seite die Ableitung

eines Produktes l-f ist.

Um dies zu erreichen, multiplizieren wir (24.4) mit f(t), dem sog.

integrierenden Faktor

t
- AN(x)dx
f(t) =e0

Die linke Seite der obigen Gleichung wird damit zu
-1f + Inf,

und das ist wegen der speziellen Gestalt von f identisch mit der

Ableitung von 1f
-ie e = - 21
= - 3 .
Damit wird (24.4) zu

- gz{lf) = [hy - C + A(t)l(y - 1.0)]f .

und es bleibt nur noch die rechte Seite zu integrieren. Man erhilt

mittels partieller Integration
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t t
o w  f Ax)ax N -f A(x)dx
[ f(t)dt = [ 1-e = tf(t) [T+ [ ea(t)e © dt
[¢] [o] — ° o Y¥—mF
1) 2)
3) =t a

1) Wahrscheinlichkeit, daB kein Ereignis bis zur Zeit t eintritt
2) Wahrscheinlichkeit, daB ein Ereignis zur Zeit t eintritt

3) Erwartungswert des Zeitintervalles bis zum ndchsten Ereignis

Die Integration der gesamten Gleichung ergibt

t
o -f N(x)dx
-1E]T = (hy - C)a + I(y - 1,0) f A(t)e °
0
t
- N(x)dx
-1f|: = (hy - C)a + 1(y - 1,0)(~1)e ° IZ

Wir setzen 1(y,®)+0 = O voraus und erhalten als Losung von (24.4)

1(y.0) = (hy - C)a - 1(y - 1,0)

Damit ist jetzt die Zeit t eliminiert und wir erhalten das Zwischen-

ergebnis

I(y) = (hy = C)a - I(y - 1) . (24.5)

Schreibt man die Rekursion (24.5) aus, erhdlt man

I(y) =athy - C) + I(y - 1) =

ahy - C) + (h(y = 1) =C) + [... + a(2h - C + 1(1))] ...]1]
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und deshalb gilt insgesamt

y
a ) (hi - C)+1(1) | 1<y <D (24.6)
i=2

1(y)

1(1) = a(h - C) + k + aD + 1(D)

(24.6) ist ein System.von D Gleichungen in den D + 1 Unbekannten
1(1),1(2),...,1(D).C. Die LosgroBe D wird als gegeben angesehen und
spdter durch Minimieren bestimmt. Aus dem gewzhlten Optimierungs-
kriterium "minimiere den stationiren Kostenzuwachs pro Zeiteinheit"
folgt, daB das optimale D nur von den relativen Werten von 1 zueinander
abhéingt. Da deshalb eines der 1(y) willkiirlich gew#hlt werden kann,

setzen wir
1(1) := a(h - C)

und erhalten

y
1(y) =a ) (hi - C)

i=1
bzw.
1y) =D e | L1y <D (247)
1(1) = a(h - C)
Bei Poisson Nachfrage ist
T A 1
a = f the Nt = S
o
und (24.7) wird zu
_hy(y +1) yC
(y) = =5 = . 1<y <D, (24.8)
1(1) = 3(b - €)
X .

Diese Spezialisierung ist jedoch nicht wesentlich.
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1(y) heiBt WERTFUNKTION der Dynamischen Optimierung. Durch Summieren
der Gleichungen (24.6) eliminiert man die 1(y) und gelangt damit auch
in diesem Fall (vgl. (23.5)) zur Kostenfunktion

C= hLQii_ll N %5 +aa (24.9)
woraus sich die optimale LosgroBe
D¢ = 2%5 (24.10)

ergibt.

§25 OPTIMALITATSBEWEIS

Obige Ergebnisse wurden unter der Annahme einer fest vorgegebenen
Struktur der optimalen Bestellregel von der Form "bestelle D, falls

y = 0" hergeleitet. Nur innerhalb dieses Typs einer Bestellregel wurde
optimiert. Annahmen und auch Ergebnisse scheinen plausibel. Es fehlt
Jjedoch noch der Beweis, daB die optimale Bestellregel auch die

vorgegebene Struktur besitzt.

Die nicht von vorneherein auf einen bestimmten Typ von Bestellregel

festgelegte optimale Wertfunktion gehorcht den Funktionalgleichungen

1(y) + CAt = hyAt + [1 - MAt]1(y) + AAtMin {1(y - 1).Min {k + ax +
X
+ 1(x)}}., y>1, (25.1)
1(1) + CAt = hAt + [1 - MNt]1(1) + ANt Min {k + ax + 1(x)} .

X

Wir zeigen nun, daB unsere Resultate (24.8), (24.9), (24.10) diese
Funktionalgleichungen erfiillen. Dazu setzen wir 1, C und D aus (24.8),
(24.9) und (24.10) in (25.1) ein.
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1(x) eingesetzt: Die Minimierung Min{
x
Min{k+ax+hL——Lx ;)\IX—XC}
x
d !y, h ,h _C_
-0 et xtexx=0
~C_1_ A
¥=h 2™ %
C aus (24.9) eingesetzt:
D+1 _ 2a Ak 1 A
X="5 "R *m 2 n
1 2kA
x =30+ )
D aus (24.10) eingesetzt:
2
1 D
x=§(D+ﬁ—-)=D
Damit wird
Min {k + ax + 1(x)} = O
X
und
Min {1(y - 1).0} = 1(y - 1) ,
denn

1(y) = ¥ (22 oo

.. A —
<0

Also erfiillt die Bestellregel "bestelle D, falls y = O"

} liefert

(konvex!)

(25.2)

y > 1

y>1

insgesamt das

Prinzip der Optimalitdt (25.1). Es bleibt noch zu zeigen, daB sie die

einzige Losung der Funktionalgleichungen (25.1) ist.

Sei x = D' < Z%K eine weitere Bestellmenge. D' in (25.2) eingesetzt

D' <D
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fithrt zu dem Widerspruch
D' == >0D. (25.3)

Ebenso fiihrt die Annahme x = D' > D zum Widerspruch.

Bemerkung 1: D* = I 2%5 ist die einzige reelle Losung von (25.1). Da

aber y und D auf ganzzahlige Werte eingeschrinkt sind, konnen zwei

benachbarte Bestellmengen Dl' D,. (D, = Dl + 1) optimal sein.

2’ 2

Bemerkung 2: Es 138t sich zeigen, daB die Rechenschritte
1) Wzhle D'
2) berechne damit l(y)lD. und C(D')

aus (24.8), (24.9) und (24.10)

3) berechne damit x = x(D') aus (25.2)

zu einer Verbesserung '‘'x(D') ist besser als D' '' fiihren, d.h.
C(x(D')) < C(D')., solange D' # D" ist. Die optimale Losung D" erhilt
man nach endlich vielen Verbesserungsschritten (einzige Voraussetzung:
h, k, a sind alle nichtnegativ).

Diese Methode der Dynamischen Optimierung nennt man ENTSCHEIDUNGSITERA-
TION. Eine sehr ausfiihrliche Darstellung dieser Methode findet man in
BECKMANN (1968) und HOWARD (1965).




KAPITEL III: STOCHASTISCHE EINPERIODEN -
MODELLE

826 DAS ZEITUNGSJUNGENPROBLEM

Modell mit proportionalen Fehlmengenkosten

Bis jetzt waren die Lagerhaltungsmodelle durch eine kontinuierliche Be-
standsiiberwachung gekennzeichnet. Zu jedem beliebigen Zeitpunkt konnte
eine Bestellung aufgegeben werden. Im Gegensatz dazu stehen die Perio-
denmodelle. Bestandsinspektion und/oder Bestellung sind nur zu diskre-
ten Zeitpunkten, d.h. zu Beginn einer Periode moglich. Sofern nichts

anderes gesagt wird, sind die Perioden alle gleich lang.

Das einfachste Periodenmodell ist das Einperiodenmodell. Hier erstreckt
sich das Entscheidungsproblem nur iiber eine einzige Periode. Derartige
Lagerhal tungsprobleme treten auf, wenn man die Giiter nach Ablauf der
Periode nicht mehr verkaufen kann. Hierzu zzhlen z.B. Modeartikel, Rei-
seangebote und Kartenkontingente fiir GroBveranstaltungen und auch Ta-
geszeitungen. Fir letztere formulieren wir das als Zeitungsjungenpro—
blem bekannte Grundmodell.

Der Zeitungsjunge kauft friilhmorgens einen StoB Tageszeitungen und ver-
sucht, sie wahrend des Tages zu verkaufen. Die iibrig gebliebenen kann
er nur mit einem Verlust zﬁrﬁckgeben. Hat er sich mit zuwenig Zeitungen
eingedeckt, entgeht ihm ein Gewinn. Die Nachfrage ist ungewiB, jedoch
sei ihre Verteilung bekannt. Sein Entscheidungsproblem lautet: Wieviele

Zeitungen kaufe ich, um meine Gewinnerwartung zu maximieren?

Seien

X: Bestand an Zeitungsexemplaren, den sich der Zeitungsjunge frith-
morgens zulegt

pui Wahrscheinlichkeit, daB u Exemplare verkauft werden

P(u): Wahrscheinlichkeit, daB die Nachfrage (echt) kleiner als u ist
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p: Erwar tungswert von u

h: Verlust pro nichtverkauftem aber bevorratetem Exemplar

g: Verlust pro Exemplar bei Fehlmenge (entgangener Gewinn und
Kunden#rger).

In typischen Entscheidungssituationen ist g >> h.

Die Entscheidungsvariable ist der Anfangsbestand x. Unter der (nicht
einschréankenden) Annahme, daB alle evtl. entstehenden Fehlmengen erst
am Ende der Periode auftreten, 148t sich das Problem vereinfachen. Es
geniigt dann, die Situation am Ende der Periode zu betrachten. Die zeit-
liche Verteilung des Gewinnes wiahrend der Periode kann auBer acht
bleiben. Die GroBe x ist so zu wahlen, daB der erwartete Nutzen aus der

Situation am Periodenende maximal wird:

Max E{Nutzen am Periodenende} .
X

Die Nutzenfunktion hat hier die folgende Gestalt:

Nutzen

Steigung -h

Steigung ¢

Abb. 26.1 Nutzenfunktion des Zeitungsjungen
am Periodenende

Die Zielfunktion ist demnach

X 0
Max {-h z (x —u)p, - g z (u - x)p,}
X u=o0 u=x+1
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oder

X

Min {h ) (x - u)p, + g z (u - x)p,)- (26.1)
X

u=o u=x+1

Da man in der Praxis nicht gerne mit unendlichen Summen arbeitet, ist
es niitzlich, die Zielfunktion umzuschreiben. Wir verwenden die Inte-

graldarstellung

Min { h ? (x - u)dP(u) + g J (u - x)dP(u)} =
X [o] X

X
Min { (h+g) f (x - w)p,du + g - X)) -

X (o)

Mittels partieller Integration

X X
(h+g) [ (x-uwpdu=(h+g)(x-wP) |5+ (h+g) [ Pu)d
o ~ - o}

=0, da P(u) =0

erhdlt man die Zielfunktion

X
Min{ (h + g) [ P(u)du + g(p - x)} . (26.2)
X o
d2 X
Sie ist konvex, da —5 fP(u)du = p_ > O ist.
dx” o X

d !
Aus = { } =0 folgt

(h +g)P(x) ~g=0

x = P L (—E—) , (26.3)

Diese Losung ist leicht zu ermitteln. Dazu muB man nicht die ganze

Verteilungsfunktion P kennen. Es geniigt die Information iiber P in der
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Umgebung des Punktes B % g Der einfachste Weg zur Bestimmung von X

ist folgender:

S -
Wegen P(x) = i+ g
. h
ist 1 - P(x) = P+ g
L

Sei g = 10h. Dann ist 1 - P(x) = = 9%. Also muB x so gewdhlt werden,

1

daB man an 9% aller Tage zuwenig Zeitungen hat.

Wir fragen nun:

Wie muB die Nachfrage beschaffen sein, daB sich die Eindeckung mit
einem Anfangsbestand x > O lohnt? Eine Eckenlosung x = O tritt auf,
wenn g/(h + g) gerade den kritischen Wert P(0) erreicht.

Das Geschidft lohnt sich erst bei

g
g > P0).

Wenn also im obigen Beispiel an hochstens 91% aller Tage iiberhaupt eine

Nachfrage auftritt, soll man das Geschiaft aufgeben.

Modell mit nichtproportionalen Fehlmengenkosten

Um die Rechnung zu vereinfachen, wurde das zu lagernde Gut wie eine
kontinuierliche Variable behandelt (z.B Ol). Wir wollen dies beibe-
halten. Tats@chlich bezogen sich die ersten Anwendungen von Operations
Research und Statistik auf Lagerhal tungsprobleme bei der Versorgung von
Schiffen u.a. mit Treibstoff fiir eine langere Seefahrt. In diesen
Fdllen hat es wenig Sinn, Fehlmengen mit proportionalen Kosten zu
bewerten. Wenn auf hoher See drei oder fiinf Einheiten eines wichtigen
Gutes fehlen, ist dies beide Male gleich schlimm. Deshalb ist hier der

Ansatz angebracht:

X oo}
Min { h [ (x - u)dP(u) + G [ dP(u)} . (26.4)
X o x
G: konstanter Kostenwert fiir das Auftreten von Fehlmengen in belie-

biger Hohe.



94

Die optimale LosgroBe x bestimmt sich aus der Bedingung %; { } =0,

d.h.
hP(x) - Gp_ = O .

Sei die Nachfrage z.B. exponentialverteilt mit dem Erwartungswert 1/A:
P(x) =1 - e—%x‘ Dann ist

h(1 - e ™) - e ™ =0

h = (h + GA)e ™
x = % . in h1; ﬁx . (26.5)

Durch geeignete Wahl der Einheit l1&a8t sich stets h > 1 erreichen.
Deshalb besagt (26.5), daB die Bevorratungsmenge stets groBer sein mufB

als der erwartete Verbrauch.

827 AUSWERTUNG VON P(x) = E‘§'§

Eine der wichtigsten in der Praxis auftretenden Nachfrageverteilungen
ist die Poissonverteilung (siehe §19). Betrachtet man das Auftreten der
Nachfrage in groBen Zeitrdumen, geht die Poissonverteilung in eine

Normalverteilung iiber mit der Dichte

p(x)dx = —L— e o ax
&r o
B Erwar tungswert

o”t Varianz.
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Im mittleren Bereich laBt sich die Normalverteilung gut approximieren

durch die
LOGISTIK:  P(x) = ———: m=x1.6
1 +e
1
P(x,p,0) = ——————— (27.1)
_ om(x-u)
1 +e g

Der Wert m & 1.6 kommt so zustande: Die Dichte der Standardnormal-
verteilung bei x = 0 ist 1/ 427 . Die Dichte der Standardlogistik bei

Xx = 0 ist

-mx
1 me

—-mx

-1 = m
1+e x=0 (1 + e 4

o

—mx)2 <=0

Da beide Dichten gleich groB sein sollen, folgt daraus

1.6 .

m =

4
or

Fiir das Zeitungsjungenproblem lautet die Bedingung fiir die optimale

LosgroBe bei Verwendung dieser Approximation

1 _ g _ 1
_m(xp) " h+g” ,  h
1 +e @ 2
und deshalb

m{x—
e o =%,

- g g
X = U+ - 1n h . (27.2)

Die optimale LosgroBe x ist eine lineare Funktion von p und o und eine

zunehmende Funktion von % . Man sieht
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g{%)h > x{3)n. (27.3)

Untersuchen wir nun die Kosten. Sei

1(x): Erwartungswert der Kosten des Einperiodenmodells bei optimaler

LosgroBle x.

Beim Modell mit proportionalen Fehlmengenkosten sind die erwarteten
Kosten gemidB (26.2)

X
1(x) = (h +g) [ P(u)du + g(p - x) . (27.4)
o]

und speziell bei logistisch verteilter Nachfrage

X
1(x) = (h +g) f —l,n——dy+g(u-X)=
- - Gl)
1 +e
n oH)
oo’
=(h+g) [Ty +g(n-x) =
o 5(y1)
1 +e
m
S(x 1)
= (h+g) 2 in[1+ e u]+g(u-><).

Man geht bei der Verwendung der Logistik davon aus, daB eine negative
Nachfrage vernichlassigt werden kann.

Setzt man jetzt fiir das optimale x den Ausdruck (27.2) ein, erhdlt man

g ln% g
Ix) =(h+g)ginfl+e "J-gZlng-=
=9 [(h+g) 2B g inf) =
m h h
_g h+g h+g
== [h In ot e In z ]







