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0. Einleitung

In dieser Arbeit verallgemeinern wir eine Formel von Shou-Wu Zhang, die lokale
arithmetische Schnittzahlen von Cartierdivisoren mit Trager in der speziellen Fa-
ser einer Desingularisierung eines Produktes semistabiler arithmetischer Flachen
mittels elementarer Analysis beschreibt. Es sei R ein diskreter Bewertungsring
mit algebraisch abgeschlossenen Restklassenkorper k. Wir bezeichnen den Quo-
tientenkérper Quot(R) mit K und ein uniformisierendem Element mit 7 € R.
In dieser Einleitung und den meisten Kapiteln setzen wir des weiteren voraus,
dass R ein vollstandiger Bewertungsring ist und sich daher die Bewertung ein-
deutig auf algebraische Erweiterungen von K fortsetzen lésst. Weiter bezeichne
S das Schema Spec R, und 7,s € S dessen generischen bzw. speziellen Punkt.
Wir betrachten regulér strikt semistabile Modelle von glatten K-Schemata in der
Definition von De Jong ([dJ96, 2.16]). Dies sind Schemata, die étale lokal von der
Form Spec R|xy, ..., x.]/(xg -+ x, — m) sind.

Im Folgenden sei mit CaDivy,(X) die Gruppe der Cartierdivisoren auf X mit
Tréager in der speziellen Faser X benannt. Die Schnitttheorie mit Tréger [Ful98,
Ch. 2| liefert ein Produkt

(CaDiva (X))p — CHP(X,),

wobei CH? den Chowring in Kodimension p — 1 bezeichnet. Ist X/S eigentlich von
Dimension dim(X) = d + 1, so existiert eine Gradabbildung ldeg : CHY(X,) — Z.
Wir untersuchen eigentliche regulér strikt semistabile Schemata. Unser Interesse
gilt der durch Schnittprodukt und Gradabbildung gegebene Paarung

(CaDivy, (W) —Z,

(Co,-..,Cg) v 1deg(Co - -+ - - Ca).

01) )

Wir betrachten zunéchst das einfachste Beispiel. Sei X ein regular strikt se-
mistabiles Modell einer glatten eigentlichen K-Kurve X,. Nach dem Satz iiber
semistabile Reduktion gibt es zu jeder glatten K-Kurve — evtl. nach endlichem
Basiswechsel — ein regular strikt semistabiles Modell. Mit dem dualen Graphen
I'(X) bezeichnen wir den Graphen, dessen Ecken durch die irreduziblen Kom-
ponenten gegeben sind und der fiir jeden Schnittpunkt von Komponenten eine
Kante zwischen den entsprechenden Ecken enthalt. Mittels elementarer Schnitt-
theorie sieht man, dass die Paarung (0.1) vollstandig durch I'(X) bestimmt ist.
Alle Schnittprodukte zwischen Divisoren aus CaDivy, (X) lassen sich durch Ab-
zahlen bestimmter Kanten in I'(X') berechnen.



0. FEinleitung

Fiir dieses Schnittverhalten kann man eine analytische Beschreibung finden:
Dazu bemerken wir zunéchst, dass die Gruppe der Cartierdivisoren CaDivy_(X)
mit Trager in der speziellen Faser mit der freien abelschen Gruppe der Ecken aus
['(X) tubereinstimmt. Ferner versehen wir den Reduktionsgraph I'(X) mit einer
Metrik, die jeder Kante die Lange 1 gibt. Dadurch lassen sich Cartierdivisoren
C € CaDivy, (X) durch stetige Funktionen fc : [I'(X)| — R beschreiben, die auf
jeder Kante affin sind und an den Ecken Werte aus Z annehmen. Die Menge aller
stetigen, auf den Kanten affinen Funktionen f : |I'(X)| — R wird mit C'"(I'(X))
bezeichnet.

Die Schnittpaarung induziert folglich eine bilineare Paarung

() 1 CMI(X)) x (X)) = R,

die durch
<fC17 fC’2> = 1deg<cl : 02)

eindeutig bestimmt ist. Wir kénnen diese Paarung schliellich analytisch beschrei-
ben:

Fakt. FEs sei X eine eigentliche requldr strikt semistabile Kurve und fi, fs €
Ci(T, Q). Dann gilt

(02) (i foh == [ (D)D)

Hierbei seien die Kanten von I'(X) jeweils mit einer beliebigen Orientierung ver-
sehen und D' bezeichnet die Ableitung der Funktion f in Richtung dieser Orien-
tierung.

Da die Ableitungen D! f auch fiir stiickweise glatte Funktionen fast tiberall de-
finiert sind, lasst sich die Paarung durch die Gleichung (0.2) auf eine Paarung von
stiickweise glatten Funktionen fortsetzen. Das Ziel unserer Arbeit ist, eine Verall-
gemeinerung dieser Beschreibung von lokalen Schnittzahlen fir Cartierdivisoren
mit Tréger in der speziellen Faser fiir hoherdimensionale Schemata zu finden.

Wir beschranken uns dabei auf K-Schemata, fiir die die Existenz einer semista-
bilen Modells leicht zu zeigen ist, ndmlich fiir Produkte von glatten Kurven. Ist
X, eine glatte Kurve tiber K, so kann man mittels des Satzes iiber semistabile
Reduktion ein semistabiles Modell X finden. Ein Modell von (X,)? wird dann —
eventuell nach Basiswechsel — durch das d-fache Faserprodukt X xgp--- xg X ge-
geben. Es ist im Allgemeinen nicht regulér strikt semistabil, lasst sich aber durch
geeignete Aufblasungen zu einem regular strikt semistabilen Schema W desingu-
larisieren.

Analog zum Kurvenfall kénnen wir die lokalen Schnittzahlen von Cartierdivi-
soren aus CaDivy, (W) im desingularisierten Modell W allein mit Hilfe kombi-
natorischen Daten bestimmen. Wir beschreiben diese kombinatorischen Daten in
Form einer simplizialen Menge, der simplizialen Reduktionsmenge Z(W).



Als Verallgemeinerung des Reduktionsgraphen nutzen wir die geometrische Rea-
lisierung der simplizialen Reduktionsmenge | Z(W)| = |['(X)|%; dies ist ein lokal
affiner Raum, der die kombinatorischen Daten von W; in sich tragt. Ebenso wie
im trivialen Fall lasst sich jedem Cartierdivisor C' € CaDivy, (W) mit Trager in
W, auf kanonische Weise eine stiickweise affine Funktion

fo: DX > R

zuordnen. Wir bezeichnen die Menge dieser stiickweise affinen Funktionen mit
Cin(T'(X)?). Die Schnittpaarung (0.1) induziert damit eine multilineare Paarung
stiickweise affiner Funktionen

die durch (fe,, ..., fc,) = ldeg(Cy - - - - Cy) eindeutig bestimmt ist.

Durch Approximation kénnen wir die Paarung (-, ..., -) auf die Menge der stiick-
weise glatten Funktionen, C(I'(X)9), fortsetzen und erhalten in dieser Arbeit
eine analytische Formel fiir die lokalen Schnittzahlen, sofern eine nur von der Di-
mension d abhidngige Konvergenzbedingung (vgl. Definition 5.29) erfiillt ist. Eine
explizite Berechnung von Schnittzahlen zeigt, dass diese Konvergenzbedingung
insbesondere fiir d = 2 und d = 3 erfiillt ist.

Satz 5.30. Seien fo,...,fs € C(T(X)Y) und F™ die Standardapprozimation

durch stickweise affine Funktionen fi(n) € C((T(X)n)Y). Falls d die Konvergenz-
bedingung erfiillt, so existiert der Grenzwert

(for s fa) o= Lm (F ™

n—oo
und berechnet sich zu
(0.3)
1

(for-onfa)y =" > 2d57P] > ldegld /H awnp) ([

P Partition 00y 0a €FY, AP o
Z a(v;,P)=d+|P|

Die Terme D[, 5 (f:) sind dabei elementare analytische Ausdriicke in den

Funktionen f;. Die Koeffizienten vor den Integralen ldeg;s (Hi Fvi> sind unab-
hiangig von X und lassen sich mittels Kombinatorik berechnen: Es bezeichne dazu
L das S-Schema

(0.4) L = Proj R[xy, xo, 1]/ (2175 — t*70).

Da es regulér strikt semistabil ist, konnen wir das Produkt (L)? wie oben erklért
desingularisieren und erhalten ein regulér strikt semistabiles S-Schema M von

Dimension d + 1. Die Koeffizienten ldeg;a <HZ- Fw) definieren wir schlieSlich als

lokale Schnittprodukte bestimmter Divisoren F,, auf dem Schema M.



0. FEinleitung

Im Fall d = 2 wurde Satz 5.30 fiir eine Variante unserer Desingularisierung in
[Zhal0, Prop 3.3.1, Prop 3.4.1] bewiesen. Unser Beweis folgt in wesentlichen Teilen
dem Beweis von Zhang. Aufbauend auf seinen Grundideen erweitern und modifi-
zieren wir die Beweisfithrungen allerdings in gewissen Punkten, um eine leichtere
Verallgemeinerung auf hohere Dimensionen zu ermoglichen. So wird zur Desin-
gularisierung des Produktmodells X¢ das Verfahren von Gross-Schoen [Gro95]
benutzt. Wahrend dieses Verfahren fiir die Bestimmung der speziellen Faser etwas
mehr technischen Aufwand erfordert, hat das entstehende Modell eine tibersicht-
lichere Struktur.

Die von Zhang implizit verwendete lokale Berechenbarkeit der Schnittzahlen
wird von uns explizit fiir d > 2 bewiesen. Dazu reduzieren wir das Problem mit-
tels eines Moving-Lemmas auf den Fall eigentlicher Schnitte und fiir diese ist die
lokale Berechenbarkeit klar. Sie kann mithilfe des einfachen von der Kurve X
unabhéngigen Standardschemas (0.4) erfolgen.

Zur Herleitung von Satz 5.30 miissen in diesem Standardschema Schnittzahlen
zwischen Divisoren zu gewissen Eckpunkten von I'(X)?¢ berechnet werden. Die
Eckpunkte dienen als Stiitzstellen fiir die Approximation der stiickweise glatten
Funktionen fo, ..., fs € C(I'(X)?) aus (0.3). Um den Grenzwert in Satz 5.30
zu erhalten, ist bei Zhang eine aufwandige analytische Betrachtung notig. In der
resultierenden Formel tauchen die eingangs berechneten Schnittzahlen nicht mehr
direkt auf, was eine Verallgemeinerung der Formel erschwert. Uns gelingt eine
Vereinfachung, indem wir vor Berechnung der Schnittzahlen eine Fouriertransfor-
mation anwenden. Damit tauchen bei der Berechnungen die Fouriertransformier-
ten F(f;) der Funktionen f; auf. Ein elementares Argument zeigt schlielich, dass
diese im Limes gegen die verallgemeinerten Ableitungen Dy (f) konvergieren.

Im Gegensatz zu Zhang konnen wir auf diese Art auch die Vorfaktoren zu den
Integralen direkt als Schnittzahlen ldeg(F,, - - - - - F,,) von bestimmten Divisoren
F, in der Standardsituation I¢ bestimmen.

Da sich speziell fiir den Fall d = 3 die bendtigten Schnittzahlen der F,, vollstan-
dig berechnen lassen, kann man zumindest fiir die Paarung glatter Funktionen
auch eine explizitere Beschreibung angeben:

Satz 5.34. Es seien fo,..., fs € CX(I?) auf den Quadraten glatte Funktionen.
Dann existiert fir die Standardapprozimationen fi(n) der Grenzwert der Vierfach-
paarung {fo, f1, f2, f3) und es gilt

UL R I SR s C Y

v0,v1,v2,03€F 1=0
{vo,v1,v2,v3}€B



mit der Menge B C P(F3) definiert als
{{(1 0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,
{( ) 7 )7(07170)7( 707
{(1,0,0),(0,0,1), (1,1
(0,1,0),(0,0,1),(

{(0,1,

,(0,0,1),
Y 0707]" ]"]‘7

Diese Betrachtungen kénnen als ein erster Schritt zur analytischen Beschreibung
von lokalen arithmetischen Schnittzahlen der Arakelovtheorie an den nichtarchi-
medischen Stellen gesehen werden. Fiir diese Interpretation von Satz 5.30 sollte
man die Funktionen f € CX(Z(W)) als Funktionen auf (X,)*", der Analytifi-
zierung von X, nach Berkovich, auffassen. Dies ist moglich, da die geometrische
Realisierung von (W) mit dem von Berkovich definierten Skelett von (X,)*"
tibereinstimmt und (W,))*" nach [Ber99] auf das Skelett kontrahiert werden kann.

Es folgt ein Uberblick iiber die einzelnen Kapitel. Wir beginnen in Kapitel 1
mit der Definition und wesentlichen Eigenschaften von regulér strikt semistabi-
len S-Schemata. Anschliefend wird die simpliziale Reduktionsmenge eines regulér
strikt semistabilen S-Schemas definiert und ihr funktorielles Verhalten beschrie-
ben. Im Folgenden sei stets X eine regular strikt semistabile S-Kurve.

In Kapitel 2 wiederholen wir Standardverfahren zur Desingularisierung von Mo-
dellen. Zunéchst betrachten wir eine endliche Korpererweiterung K, von K vom
Grad n. Dann ist K,,/K rein verzweigt vom Grad n; wir bezeichnen mit R,, den
ganzen Abschluss von R in K, und mit S, dessen Spektrum .S,, := Spec R,,. Wir
beschreiben, wie durch geeignete Aufblasungen aus X ®g 5, ein regulir strikt
semistabiles Schema gebildet werden kann. Anschlieend erklédren wir das Desin-
gularisierungsverfahren von Gross-Schoen fiir das Produkt X?. Wir gehen dabei
in beiden Féllen genauer auf das Verhalten der Reduktionsmengen ein.

In Kapitel 3 wiederholen wir die Reduktionsabbildung

Red : W(K) — | Z(W)],

die eine Abbildung von den geometrischen Punkten von W, in die geometrische
Realisierung | Z(W)| der simplizialen Reduktionsmenge Z (W) liefert. Mittels die-
ser Abbildung definieren wir eine Bijektion

CaDivy,(W)q — Ci(2Z(W), Q)

zwischen Cartierdivisoren mit Q-Koeffizienten auf W mit Tréger in der speziellen
Faser und stiickweise affinen Funktionen auf |Z(W)|, die an den Eckpunkten
Werte in Q annehmen.

In Kapitel 4 untersuchen wir den Chowring von W. Wir zeigen ein Moving-
Lemma fir Produkte von Divisoren aus CaDivy, (W) und prézisieren das oben
angegebene Verfahren zur lokalen Berechnung der Schnittzahlen. Schliefllich be-
rechnen wir fiir d = 2 und d = 3 die in der Formel (0.3) bendtigten Schnittzahlen.



0. FEinleitung

In Kapitel 5 betreiben wir Analysis auf simplizialen Reduktionsmengen. Wir zei-
gen, dass das Schnittprodukt eine Paarung auf den stiickweise affinen Funktionen
Clin(%(W)) induziert und erweitern diese Paarung mittels geeignet verzweigtem
Basiswechsel auf stiickweise affine Funktionen in einer verfeinerten Unterteilung
CIn(R(W,)).

Wir erklaren die Konvergenzbedingung und weisen nach, dass sie im Falle d = 2
und d = 3 erfiillt ist. Hierfiir ist es erforderlich, simtliche Schnittzahlen

lde g( Fvo ..... de )

fiir vy, . . ., vg € F4 zu berechnen. Diese Berechnungen lassen sich nach Kapitel 4 fiir
beliebiges d in einer kombinatorischen Version des Chowrings explizit berechnen.
Dieser Chowring erscheint jedoch zu kompliziert, um fiir d > 4 die Konvergenzbe-
dingung mit vertretbarem Aufwand elementar zu verifizieren.

Durch Bildung einer Standardapproximation mittels verzweigtem Basiswechsel
konnen wir dieses Schnittprodukt schliefSlich auf beliebige stiickweise glatte Funk-
tionen erweitern und die analytische Beschreibung in Satz 5.30 beweisen. Wir
vergleichen schliellich Satz 5.30 im Falle d = 2 mit dem Ergebnis von Zhang und
leiten fiir d = 3 die konkretere Formulierung Satz 5.34 her.



1. Regular strikt semistabile
Schemata

Dieses Kapitel ist einer kurzen Beschreibung von regulér strikt semistabilen Mo-
dellen gewidmet. Auf diesen Modellen kann man aufgrund der Regularitat mit der
Theorie von Gillet-Soulé ein Schnittprodukt sowie eine Gradabbildung finden. Ei-
ne kombinatorische Beschreibung der speziellen Faser ermoglicht uns, Schnittzah-
len zwischen irreduziblen Komponenten der speziellen Faser zu berechnen. Wah-
rend diese kombinatorische Struktur bei Kurven durch den Reduktionsgraphen
beschrieben wird, definieren wir im Folgenden eine naheliegende Verallgemeine-
rung, die simpliziale Reduktionsmenge.

Es bezeichne R einen diskreten Bewertungsring mit algebraisch abgeschlosse-
nem Restklassenkoérper k. Das Schema S := Spec R besteht aus dem generischen
Punkt 1 sowie dem speziellen Punkt s. Ein Uniformisierer von R sei ferner mit m
bezeichnet. Unter einer S-Varietédt werde hier stets ein integres Schema verstan-
den, das separiert, flach und von endlichem Typ iiber S ist.

Zu einem Schema X bezeichnen wir mit X(@ die Menge der Punkte von Ko-
dimension ¢. Dadurch erhalt man insbesondere die irreduziblen Komponenten als

X0 :={pe X |dimOx, = 0}.

Definition 1.1. [dJ96, 2.16] Es sei S := Spec R das Spektrum eines diskreten Be-
wertungsrings R mit algebraisch abgeschlossenem Restklassenkorper k. Sei X ein
integres, flaches separiertes S-Schema von endlichem Typ. Dann heifit X reguldr
strikt semistabil, wenn folgende Eigenschaften gelten:

(i) Die generische Faser X, ist glatt,
(i

) die spezielle Faser X ist reduziert,
(iii) jede irreduzible Komponente C' von Xy ist ein Cartierdivisor auf X, und
)

(iv) fur jede endliche Menge (Y, ..., C,, von paarweise verschiedenen Komponen-
ten der speziellen Faser X ist der schematheoretische Schnitt C; N ---NC,,
entweder glatt iiber £ von Kodimension m oder leer.

Eine regulér strikt semistabile S-Varietat von Dimension 2 hat relative Dimensi-
on 1 iiber S und wird daher als requldr strikt semistabile Kurve tiber S bezeichnet.

Bemerkung 1.2. Da in Definition 1.1 alle definierenden Eigenschaften lokal auf X
sind, ist eine S-Varietdt X bereits regular strikt semistabil, wenn sie von regulér
strikt semistabilen S-Varietdaten offen tiberdeckt wird.



1. Regulér strikt semistabile Schemata

Beispiel 1.3. Das affine Schema Spec Rz, ..., z,|/(xg - - x, — ) ist eine re-
gulér strikt semistabile S-Varietat.

Der folgende Satz von Hartl [Har01l, Prop. 1.3] zeigt, dass lokal bereits jede
semistabile S-Varietdt von dieser Form ist:

Satz 1.4. Eine S-Varietit X ist genau dann requldr strikt semistabil, wenn die
generische Faser glatt ist und fir jeden abgeschlossenen Punkt x € X, der speziel-
len Faser eine offene Umgebung U von x in X, eine Zahl m € N sowie ein glatter
Morphismus

f:U— L,, :=SpecR[xg,...xn|/(xg - 2y —7)

existiert. Der Morphismus kann dabei so gewdhlt werden, dass x auf den ,,Null-
punkt®, also den durch das Ideal (zo, ..., xy) gegebenen Punkt po, abgebildet wird.

Diese Charakterisierung werden wir im Folgenden oft in Form der folgenden
einfachen Korollare verwenden:

Korollar 1.5. Ist f : X — Y ein glatter Morphismus von S-Varietdten und Y
requldr strikt semistabil, so ist auch X requldr strikt semistabil.

Korollar 1.6. Fir eine reguldr strikt semistabile S-Kurve X gilt: Jeder abge-
schlossene Punkt x € X, ist entweder glatt oder besitzt eine offene Umgebung U
zusammen mit einer étalen Abbildung

U — Spec R[xg, x1]/(zox1 — 7).
Beweis. Nach Satz 1.4 gibt es einen glatten Morphismus
f:U — Spec R[xq, ..., Tn]/(xo- - Ty — )

einer offenen Umgebung U des Punktes x; aus Dimensionsgriinden ist lediglich
m = 0 und m = 1 moglich.

Im Falle m = 0 folgt sofort, dass U glatt iber S ist. Im Falle m = 1 hat der
glatte Morphismus f bereits relative Dimension 0, ist also étale. O

Aufgrund von Korollar 1.6 kénnen wir fir étale lokale Betrachtungen um einen
Doppelpunkt stets das Modellschema L = Ly := Spec R[zq, z1]/(xox; — 7) her-
anziehen. Die spezielle Faser dieses Schemas besteht aus zwei Komponenten, die
sich eigentlich schneiden. Thr einziger Schnittpunkt ist der ,Nullpunkt® py € L,
beschrieben durch das Maximalideal (g, x1).

Diese lokale Beschreibung von regular strikt semistabilen Kurven erméglicht

auBerdem einen Vergleich mit der Definition einer semistabilen Kurve aus [Bos90,
9.2.6]:



Bemerkung 1.7. Es sei S das Spektrum eines diskreten Bewertungsrings mit alge-
braisch abgeschlossenem Restklassenkorper und X ein flaches eigentliches S-Sche-
ma. Dann ist X genau dann eine regulér strikt semistabile Kurve iiber S im Sinne
von Definition 1.1, wenn X ein eindimensionales, reduziertes, zusammenhéngen-
des k-Schema mit gewohnlichen Doppelpunkten als Singularitaten ist und zusatz-
lich das gesamte Schema X sowie jede irreduzible Komponente von X, regulér
ist.

Beweis. Sei X ein Schema, das die Bedingungen aus Definition 1.1 erfiillt. Nach
Definition 1.1(iii) ist jede irreduzible Komponente von X, glatt iiber k, also ins-
besondere regular. Sei p € X, ein singuldrer Punkt der speziellen Faser, dann
gibt es nach Korollar 1.6 eine Umgebung U C X von x mit étalem Morphismus
f U — L; der Punkt p ist folglich ein gewohnlicher Doppelpunkt. Um zu zeigen,
dass auch X regulér ist, benutzen wir nochmals die lokale Charakterisierung aus
Korollar 1.6 und die Glattheit von L. Sei z € X ein beliebiger Punkt aus X, dann
gibt es nach dem Bewertungskriterium fiir FEigentlichkeit einen abgeschlossenen
Punkt 2/ € X, derart, dass x in 2’ spezialisiert. Da das Schema L regulér ist, gibt
es nach Korollar 1.6 eine reguldre offene Umgebung von z’ und damit auch von x.
Das Schema X ist folglich regular.

Seien umgekehrt X und jede irreduzible Komponente von X, regular und die
spezielle Faser X, ein eindimensionales, reduziertes, zusammenhangendes k-Sche-
ma mit gewohnlichen Doppelpunkten. Da X regulér ist, sind die irreduziblen Kom-
ponenten von X, Cartierdivisoren. Diese Komponenten sind ferner nach Voraus-
setzung regulére k-Schemata tiber dem algebraisch abgeschlossenen Korper £ und
daher glatte k-Schemata. Da sich zwei dieser Komponenten in gewohnlichen Dop-
pelpunkten schneiden und dieser Schnitt folglich transversal erfolgt (vgl. [Liu02,
10.3.11)), ist auch ihr schematheoretischer Schnitt glatt. Da das Schema X ei-
gentlich ist und somit jeder Punkt von X in einen Punkt der speziellen Faser
spezialisiert, folgt die Regularitat von X aus einer verfeinerten Form von Satz 1.4,
siehe hierzu [Har01, Prop 1.3, Remark 1.1.2]. [

Bemerkung 1.8. Es sei K ein vollstandig bewerteter Korper und X, eine glatte, ei-
gentliche und geometrisch zusammenhéngende Kurve iiber K. Nach dem Satz iiber
die semistabile Reduktion [Bos90, Thm 9.2.7] gibt es eine endliche Erweiterung
K'/K derart, dass fiir den Basiswechsel X, ®gpec x Spec K’ ein semistabiles Modell
X tber dem diskreten Bewertungsring R’, dem ganzen Abschluss von R in K,
existiert. Durch die Betrachtung einer zusétzlichen verzweigten Basiserweiterung
R"/R' kénnen wir sogar ein strikt semistabiles Modell erhalten; dieses lésst sich
schliefllich durch Aufblasungen in Punkten desingularisieren, sodass wir schliefllich
ein regulédres strikt semistabiles Modell X" der Kurve X,’7’ = X, ®gpec Kk Spec K’
erhalten. Beide Verfahren funktionieren d&hnlich dem in Algorithmus 2.4 beschrie-
benen Basiswechsel (vgl. auch [Har01, Example 1.1.3]).

Wir betrachten jetzt wieder ein beliebiges regulér strikt semistabiles Schema X.
Paarweise verschiedene Komponenten der speziellen Faser X, schneiden sich nach



1. Regulér strikt semistabile Schemata

Definition 1.1(iv) eigentlich und wir zeigen in Proposition 4.18, dass dieser Schnitt
stets mit Vielfachheit 1 (im Sinne der Schnitttheorie) erfolgt. Daher erwarten wir,
aus der Kenntnis, welche Komponenten sich schneiden, bereits Aussagen iiber
Chowgruppen machen zu kénnen, dass ein wesentlicher Teil der Chowgruppe also
durch die Kombinatorik der speziellen Faser bestimmt wird. Konkret lasst sich
diese Kombinatorik durch eine simpliziale Menge beschreiben, die simplizialen
Reduktionsmenge.

Um ein besseres funktorielles Verhalten zu erhalten, ist es zur Definition der
simplizialen Reduktionsmenge notig, auf der Menge X(* der Komponenten der
speziellen Faser eine Totalordnung zu wahlen, also eine transitive, antisymme-
trische und reflexive Relation <, so dass fiir je zwei Elemente Cy,C, € X(©
mindestens eine der Relationen C; < Cy, Cy < O erfillt ist. Mit [n] wird wie
tiblich die Menge {0, ...,n} mit der natiirlichen Totalordnung bezeichnet und mit
A die simpliziale Kategorie, d.h. die Kategorie die als Objekte alle [n] fiir n € N
enthélt und als Morphismen [n] — [m] alle monoton steigenden Abbildungen.
Die exakten Definitionen und Aussagen zu partiellen Ordnungen, der simplizialen
Kategorie und simplizialen Mengen finden sich in Anhang A.

Definition 1.9. Sei X ein regulér strikt semistabiles Schema iiber S und < ei-
ne Totalordnung auf X(*), den Komponenten der speziellen Faser von X. Zu ei-

nem Morphismus geordneter Mengen, d.h. einer monoton steigenden Funktion
B:[n] = X© bezeichne

18] == BO) N+ N B(n)
den schematheoretischen Schnitt der Komponenten $3(0), ..., 3(n) und [8]© die
Menge der irreduziblen Komponenten in [/5].

Bemerkung 1.10. Seien X, < wie oben, 3 : [m] — X (% ein Morphismus geordneter
Mengen und f : [n] — [m] ein Morphismus der simplizialen Kategorie A. Es gilt

[6] € [Bofl.

Da fir regulér strikt semistabile Schemata [§] glatt tiber k ist, sind die irreduziblen
Komponenten [3]©® bereits Zusammenhangskomponenten ([Liu02, Cor 4.2.17])
und daher existiert ein kanonischer Morphismus

(1.1) fa: 189 = [0 f1O,

der jeden Punkt aus [5]® auf die ihn enthaltende Zusammenhangskomponente
aus [ o f] abbildet.

Definition 1.11. Sei X ein reguldr strikt semistabiles Schema tiber S und <
eine Totalordnung auf X(?, den Komponenten der speziellen Faser von X. Die
sitmpliziale Reduktionsmenge von X ist die simpliziale Menge Z(X) : A — Set,
definiert fiir Objekte [n] € A durch

R(X)p =R(X)(n]) = IR

Behom([n], X ")
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und fiir Morphismen f : [n] — [m] durch

A(X)(f) = I fe]  Z2(X)m = Z(X)n

Behom([m], X )

mit fz aus (1.1).
Gilt dariiberhinaus dim(X) = 2, ist also X eine S-Kurve, so wird Z(X) auch
geordneter Reduktionsgraph genannt und mit I'(X) bezeichnet.

Bemerkung 1.12. Es ware vielleicht naheliegender, statt der simplizialen Reduk-
tionsmenge einen simplizialen Komplex zu definieren ([Wei94, Example 8.1.8]), da
dazu keine Ordnung auf den Komponenten der speziellen Faser gewéhlt werden
muss. Da jedoch fiir simpliziale Komplexe keine gute Definition eines Produktes
moglich ist, sind diese fiir uns ungeeignet.

Eine simpliziale Menge lasst sich besonders leicht beschreiben, wenn jeder Sim-
plex durch seine Eckpunkte bestimmt ist. Wir bezeichnen diese als simpliziale
Menge ohne Mehrfachsimplizes (vgl. Definition A.12). Ob die simpliziale Reduk-
tionsmenge eine simpliziale Menge ohne Mehrfachsimplizes ist, lasst sich durch
das folgende Kriterium beschreiben.

Proposition 1.13. Es sei X ein requldr strikt semistabiles S-Schema mit einer
Totalordnung < auf X{*). Dann ist die simpliziale Reduktionsmenge Z(X) genau
dann frei von Mehrfachsimplizes, wenn fir jede endliche Menge {C1,...,Cx} von
Komponenten von X, der Durchschnitt C; N --- N Cy zusammenhdngend ist.

Ist dies der Fall, so gibt es eine kanonische Bijektion

(12) %(X)kz{C’OSSCk|C’0,,C’kE,%(X)O,CoﬂﬂC’d%@}

zwischen den k-Simplizes und aufsteigenden Ketten von Komponenten in (X,)©,
die nichtleeren Schnitt aufweisen.

Beweis. Nur fiir diesen Beweis benutzen wir die Bezeichnung aus Definition A.12
und verstehen fiir 0 <7 < k unter s;; den durch

Sk [0] = [K],0 — i

gegebenen Morphismus in der simplizialen Kategorie. Bei der Frage nach Mehr-
fachsimplizes haben wir fiir einen beliebigen k-Simplex seine Bilder unter den

Randabbildungen sy, ..., sk, zu betrachten. Ist ein k-Simplex durch ein Paar
(B,p) mit B : [k] = X p € [B]© wie in Definition 1.11 gegeben, so gilt
(1.3) Z(X)(sk,:)(B,p) = B(1).

Ist fir jede Menge {C},...,Cy} von Komponenten von X der Durchschnitt
CpN---NC zusammenhéngend, so ist fiir jeden Morphismus geordneter Mengen

11



1. Regulér strikt semistabile Schemata

B:[k] — X9 das nach Definition 1.9 zugeordnete Schema [f3] irreduzibel. Jeder
k-Simplex ist daher bereits durch 3 : [k] — X eindeutig bestimmt, d.h. durch
eine aufsteigende Kette wie in (1.2). Wie man direkt aus der Definition erkennt,
ist ein k-Simplex (3,p) genau dann nichtausgeartet, wenn [ eine streng mono-
ton steigende Funktion ist. Da streng monoton steigende Funktionen durch ihre
Bildmenge 5([k]) eindeutig bestimmt sind, folgt mit (1.3) die Behauptung.

Falls umgekehrt % (X) Mehrfachsimplizes enthélt, so gibt es ein k& € N und zwei
verschiedene nichtausgeartete k-Simplizes mit

(1.4) H(X)(s14) (B, p) = #(X) (sr4) (B, P')

fir alle 0 < i < k. Aus Gleichung (1.4) folgt sofort 5 = /' und daher p # p’. Daher
besteht [3](*) aus mindestens zwei Punkten, [3] ist daher nicht zusammenhéngend.
[

Bemerkung 1.14. Im Folgenden werden wir uns meist auf regular strikt semi-
stabile Schemata mit Reduktionsmenge ohne Mehrfachsimplizes beschranken, da
wir dann tiber Proposition 1.13 eine bequeme Beschreibung der simplizialen Re-
duktionsmenge erhalten. Zumindest fiir Kurven stellt dies keine wesentliche Ein-
schrankung dar: Durch verzweigten Basiswechsel S,, — S von Grad n > 2 und
anschliefender Desingularisierung erhalt man aus jeder regulér strikt semistabilen
Kurve iiber S eine regulér strikt semistabile Kurve iiber S,, mit simplizialer Re-
duktionsmenge ohne Mehrfachsimplizes. Dieser Prozess wird in Kapitel 2 genauer
beschrieben.

Beispiel 1.15. Das affine S-Schema L,, := Spec R[zo, ..., Zm]/(xg -2, — )
aus Beispiel 1.3 ist regular strikt semistabil mit simplizialer Reduktionsmenge oh-
ne Mehrfachsimplizes. Die Komponenten der speziellen Faser von L,, sind gerade
durch die Hauptideale (z;) (i=0, ..., m) gegeben. Wir versehen sie mit der nahe-
liegenden Ordnung (z;) < (z;) fur (¢ < j). Da jeder Durchschnitt von derartigen
Komponenten zusammenhéngend ist und zumindest den Nullpunkt pg € L,, ent-
hélt, ist nach Proposition 1.13 die simpliziale Reduktionsmenge Z(L,,) frei von
Mehrfachsimplizes und es gilt Z(L,,)r = Homposet ([£], [m]), daher ist

K(Ly,) ~ Alm)]
der Standard-m-Simplex (vgl. Definition A.6).

Beispiel 1.16. Sei X eine regulédr strikt semistabile S-Kurve, d.h. ein regulér
strikt semistabiles S-Schema von Dimension 2, und habe eine simpliziale Reduk-
tionsmenge Z(X) ohne Mehrfachsimplizes. Da sich verschiedene Komponenten
von X, eigentlich schneiden, muss der Schnitt von drei verschiedenen Komponen-
ten aus X leer sein. Nach Proposition 1.13 haben daher nichtausgeartete Sim-
plizes hochstens die Dimension 2, die simpliziale Reduktionsmenge ist folglich ein
geordneter Graph (vgl. Definition A.8). Seine Ecken werden durch die irreduziblen
Komponenten von X, bestimmt; zwischen zwei Ecken C, Cy existiert genau dann

12



eine Kante, wenn der Schnitt C; NC5 nicht leer ist. Wenn man daher die Ordnung
der Reduktionsmenge ignoriert, also Z(X) als (ungeordneten) Graphen auffasst,
so stimmt er mit dem Reduktionsgraph von X in der tiblichen Definition ([Bos90,
9.2]) iiberein.

Proposition 1.17. Es sei f : X — Y ein Morphismus von S-Schemata, der auf
einer offenen Umgebung der generischen Punkte von X, flach ist.

(i) Es gilt f(X9) C Y und daher induziert f eine Abbildung

(1.5) o X9 5y 0)

(ii) Es seien desweiteren X undY reguldr strikt semistabile S-Schemata und <x
bzw. <y Totalordnungen auf X% bzw. Y 0. Falls X und Y eine simpliziale
Reduktionsmenge ohne Mehrfachsimplizes aufweisen und die Abbildung (1.5)
ein Morphismus geordneter Mengen ist, so gibt es einen eindeutig bestimmten
Morphismus

fo: B(X) - &),

der auf den 0-Simplizes durch f.([C]) = [f(C)] gegeben ist. Wird dabei ein
k-Simplex o € Z(X )y, vermoge (1.2) durch eine aufsteigende Kette von Kom-
ponenten

Co<x - <xCy

aus X beschrieben, so wird das Bild f,(c) durch die aufsteigende Kette

(f(Co) <y -+ <y [(Ch))

gegeben.

Beweis. Sei p € X der generische Punkt einer Komponente der speziellen Faser
Xs. Durch eventuelle Einschrankung von X auf eine Umgebung von p diirfen wir
f als flach annehmen. Mit f ist auch dessen Basiswechsel f’: X, — Y, flach und
daher ist nach [Gro65, IV, §2, Cor (2.3.5) (ii)] der Abschluss des Bildes {f(p)}
eine irreduzible Komponente von Y.

Zum Beweis der zweiten Aussage seien X und Y reguldr strikt semistabile
S-Schemata. Da die Abbildung f, : X — Y. nach Voraussetzung ein Mor-
phismus geordneter Mengen ist, induziert sie eine Abbildung

fv - hom([n], X@) = hom([n], Y?)

S

und unter Ausnutzung der kanonischen Isomorphie (1.2) die gesuchte Abbildung
e : B(X)p — Z(Y ).

Zum Beweis der zweiten Aussage seien X und Y reguldr strikt semistabile
S-Schemata. Wir beschreiben die Simplizes von Z(X) bzw. Z(Y) mittels Propo-
sition 1.13 (1.2). Dabei gentigt zu zeigen, dass eine Abbildung f,. : Z(X) — Z(Y)
wie gefordert existiert, die Eindeutigkeit folgt sofort aus Proposition A.14. Es
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1. Regulér strikt semistabile Schemata

beschreibe (Cy <x --- <x C,) einen n-Simplex von Z(X). Ein gemeinsamer
Schnittpunkt p € Co N --- N C,, wird durch f auf einen Schnittpunkt f(p) €
f(Co)N---n f(C,) abgebildet und £, : X — Y9 ist ein Morphismus geordne-
ter Mengen, daher bildet (f.(Cp) <y -+ <y fu(Cy)) einen n-Simplex von Z(Y).
Diese Zuordnung ist offensichtlich funktoriell und liefert daher einen Morphismus

simplizialer Mengen

foi B(X) = B(Y).
]

Die simpliziale Reduktionsmenge kann in folgendem Sinne lokal bestimmt wer-
den:

Proposition 1.18. Sei X ein requldr strikt semistabiles S-Schema mit einer To-
talordnung < auf X©).

(i) Ist U C X eine offene Teilmenge, so induziert <x eine Totalordnung <g
auf UL und es gibt einen kanonischen Monomorphismus Z(U) — Z(X).

(ii) Es sei U = (Ul) - ein tberdeckendes System offener Mengen auf X der-
art, dass fir je zwei offene Mengen U;,U; € U der Schnitt U; N U; eine
Uberdeckung von Mengen aus U besitzt. Dann gilt

H(X) = coéilm Z(U;).

Beweis. Die Existenz des Monomorphismus Z(U) — Z(X) ist klar nach Defi-
nition der simplizialen Reduktionsmenge. Nach der universellen Eigenschaft des
Kolimes existiert ein eindeutiger Morphismus

(1.6) @ : CQEIIHQ(U@') — Z(X),

der von den Inklusionen U; — X induziert wird. Wir zeigen, dass dies bereits ein
Isomorphismus ist:

Sein € Nund p € Z(X), ein n-Simplex, also nach Definition ein Punkt p €
[B]© fiir ein B € Hom([n], X{?). Da das System U die spezielle Faser iiberdeckt,
gibt es ein U € U mit p € U und es folgt p € Z(U). Der Morphismus (1.6) ist
somit surjektiv.

Fir den Beweis der Injektivitat seien n € N, U,U" € U und p € Z(U),, p' €
Z(U'),, derart, dass ihre Bilder unter ¢ iibereinstimmen. Wir konnen wie eben p
und p’ als Punkte von U bzw. U’ auffassen; die Bedingung ¢(p) = ¢(p’) bedeutet
dann p = p’ als Punkte von X. Sei nun U” € U eine Teilmenge von U N U’, die
den Punkt p enthélt. Wir bezeichnen den durch den Punkt p in Z(U") definierten
Simplex mit p”. Dann gilt fiir die Inklusionen 7 : U” — U und i’ : U" — U’

-/

i.(p") =p L") =p

/

und daher stimmen p und p’ als Elemente von colim;c; Uiberein. O
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Bemerkung 1.19. Es sei X ein regular strikt semistabiles Schema und es bezeichne
dim(Z(X)) die Dimension der simplizialen Menge Z(X) (vgl. Definition A.8).
Dann gilt

dim(Z(X)) < dim(Xj),

da sich nach Eigenschaft (4) in Definition 1.1 héchstens dim(X,) Komponenten
von X, schneiden konnen.

Definition 1.20. Sei X ein regular strikt semistabiles Schema und p € X ein
abgeschlossener Punkt. Dann heifit eine offene Teilmenge U C X Standardumge-
bung von p, wenn entweder U C X, gilt oder wenn es eine Zahl m € N und einen
glatten Morphismus

f:U — Ly, :=Spec R[xg,...,Tm|/(xg- - Ty, — )

derart gibt, dass die Abbildung f. : Z(U) — %(L,,) aus Proposition 1.17(ii) eine
Bijektion ist und f(p) = po := (zo, . .., Tm, ™) gilt.

Proposition 1.21. Es sei X ein requldr strikt semistabiles Schema, U C X eine
offene Menge und p € X, N U ein abgeschlossener Punkt der speziellen Faser.
Dann existiert eine Standardumgebung U’ von p mit U' C U.

Beweis. Nach Satz 1.4 gibt es eine offene Umgebung U’ von p und einen glatten
Morphismus
f:U — L,

mit f(p) = po. Durch Verkleinerung der Menge U’ kénnen wir erreichen, dass U’ C
U gilt und alle irreduziblen Komponenten von U! auch den Punkt p enthalten.
Durch weitere Einschrankung von U’ kénnen wir erreichen, dass fiir jede Wahl von
irreduziblen Komponenten Cy, ..., C, der speziellen Faser U, der Durchschnitt
CoN---NC, zusammenhangend und nicht leer ist.

Die simpliziale Reduktionsmenge Z(U’) ist daher isomorph zum Standard-
n-Simplex und weist daher keine Mehrfachsimplizes auf. Nach Proposition A.14
geniigt es daher zu zeigen, dass f eine Bijektion f, : U{?) — (L,,)® der 0-Simplizes
induziert: Da f flach ist, wird nach Proposition 1.17 jede Komponente von U, auf
eine Komponente von (L,,)s abgebildet. Sei umgekehrt C' C (L,,); eine irredu-
zible Komponente von (L,,)s und daher ein glattes k-Schema, das denn Punkt
po enthélt. Das schematheoretische Urbild f~1(C) ist folglich ein nichtleeres glat-
tes k-Schema und somit ist jede irreduzible Komponente von f~!(C') bereits eine
Zusammenhangskomponente. Da f flach ist, ist jede dieser Komponente eine Zu-
sammenhangskomponente von U! und enthélt insbesondere den Punkt p. Es folgt,
dass f~1(C) aus genau einer Zusammenhangskomponente von U, besteht, die Ab-
bildung f, also bijektiv ist. O

Korollar 1.22. Sei X ein regular strikt semistabiles Schema. Dann ldsst sich
jede offene Menge U C X durch ein System (U,)ie; von Standardumgebungen
tiberdecken. Daher erfillt die Uberdeckung

U :={U C X |U ist Standardumgebung eines abgeschlossenen Punktes p € X'}
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1. Regulér strikt semistabile Schemata

die Bedingung aus Proposition 1.18 (ii) und es gilt folglich
H(X) = co%{im%(U).

Beweis. Wir zeigen, dass jede offene Teilmenge von X von Mengen aus U iiber-
deckt wird. Sei daher U C X eine beliebige offene Teilmenge. Es bezeichne I die
Menge der abgeschlossenen Punkte aus der speziellen Faser U,. Fiir jeden Punkt
p € I wahlen wir nach Proposition 1.21 eine Standardumgebung U, C U von
p. Damit bildet {U, | p € I} C U eine offene Uberdeckung der abgeschlossenen
Punkte von U, und nach dem Hilbertschen Nullstellensatz bereits auch schon eine
Uberdeckung der gesamten speziellen Faser Us. Desweiteren gilt U, € U und wir
erhalten daher eine Uberdeckung von U durch Mengen aus U wie folgt

U:UnU<UUp).

pel
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2. Desingularisierung

Es sei S := Spec R das Spektrum eines diskreten Bewertungsrings mit algebra-
isch abgeschlossenem Restklassenkorper & und X ein reguldr strikt semistabi-
les S-Schema von Dimension 2, also eine S-Kurve. Es sei ferner R, eine flache
R-Algebra, die selbst ein diskreter Bewertungsring ist und einen Uniformisierer
T, besitzt, so dass der Uniformisierer 7 von R auf 7 abgebildet wird; es bezeich-
ne 5, das Spektrum S,, := Spec R,,. Wir betrachten im folgenden einerseits den
Basiswechsel X x ¢S, als auch das k-fache gefaserte Produkt X*. Beide Schema-
ta sind im Allgemeinen nicht regular; um die Theorie regulér strikt semistabiler
Schemata anwenden zu kénnen, miissen wir daher in beiden Fallen eine Desingu-
larisierung betrachten.

Derartige Desingularisierungen sind bereits in mehreren Arbeiten untersucht
worden: In [Gro95] werden allgemein Produkte von regulér strikt semistabilen
Schemata betrachtet, das selbe Auflosungsverfahren beschreibt Hartl in [Har(01]
zusammen mit einem Auflésungsverfahren fir verzweigten Basiswechsel von be-
liebigen regular strikt semistabilen Schemata. Bei beiden Verfahren ist jedoch die
Reihenfolge der durchgefiihrten Aufblasungen nicht vorgegeben und daher das
Ergebnis nicht eindeutig festgelegt. Je nach Wahl der Reihenfolge erhélt man un-
terschiedliche Schemata, die auch unterschiedliche simpliziale Reduktionsmengen
haben konnen.

Zhang betrachtet in [ZhalO, §3] die Desingularisierung eines Produktes X xg
X von reguldr strikt semistabilen S-Kurven. Das Ergebnis ist hierbei von der
Reihenfolge der Aufblasungen unabhéngig. Ein dhnliches Verfahren ist auch bei
hoheren Produkten moglich, liefert jedoch — wie in Abschnitt 2.4 skizziert —
relativ komplizierte simpliziale Reduktionsmengen.

Fir die Auflésung von Produkten nutzen wir daher eine angepasste Form des
in [Gro95, Prop 6.11] und [Har0O1, Prop 2.1] beschriebenen Verfahrens, das die
Aufblasungsreihenfolge fest vorgibt. Fiir die Betrachtung des verzweigten Basis-
wechsels beschranken wir uns auf den Basiswechsel von Kurven und kénnen daher
bekannte Verfahren ([Del69], [Hei03]) benutzen. Da dabei lediglich in abgeschlos-
senen Punkten aufgeblasen wird, muss in diesem Fall nicht auf die Reihenfolge
geachtet werden.

2.1. Desingularisierung durch Aufblasung

Wir bestimmen in den folgenden Abschnitten die Desingularisierungen und Re-
duktionsmengen durch explizite Berechnungen. Daher wiederholen wir zunéchst
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2. Desingularisierung

einige grundlegende Aussagen iiber Aufblasungen.

Proposition 2.1. Es sei X = Spec A ein affines integres noethersches Sche-
ma und Y C X ein abgeschlossenes Unterschema, gegeben durch das Ideal I =
(fi,---, fn). Dann ldsst sich die Aufblasung Bly (X) von X mit Zentrum 'Y durch
offene affine Schemata Spec A; tberdecken, wobei jeweils A; die von den Elemen-
ten f;f7' (j=1,...,n) erzeugte A-Unteralgebra von Quot A ist.

Beweis. [Liu02, Lemma 8.1.4] O

Eine weitere oft gebrauchte Eigenschaft der Aufblasung ist ihre Vertriglichkeit
mit flachem Basiswechsel.

Proposition 2.2. Ist f : Z — X ein flacher Morphismus lokal noetherscher
Schemata und Y ein abgeschlossenes Unterschema von X, so gilt:

(2.1) Bly1y)(Z) = Bly(X) x Z.
Hierbei bezeichnet f~1(Y') das schematheoretische Urbild von'Y .
Beweis. [Liu02, Prop 1.12 (c)] O

Bei der Bestimmung von Fasern einer Aufblasung werden wir schliefllich gele-
gentlich Gebrauch von folgender einfacher Tatsache machen:

Lemma 2.3. Es sei k ein Kérper,

X -2, x
I
y" 25 Y

ein kartesisches Diagramm von k-Schemata von endlichem Typ, p € X ein Punkt
in X und q = f(p) sein Bildpunkt unter f. Wir bezeichnen die schematheorischen
Fasern der Morphismen ¢' bzw. g im Punkte p bzw. q¢ mit

X, = X" xx Speck(p),
Y, :=Y' xy Specr(q).

Ist der Restklassenkirper k(q) algebraisch abgeschlossen und gilt dim@ = dim {T},
so ist der von f' induzierte Morphismus X, — Y, ein Isomorphismus.

Beweis. Wir versehen die abgeschlossenen Unterschemata {p} und {¢} mit der
induzierten reduzierten Struktur. Da sie damit integre k-Schemata von endlichem
Typ sind, gilt

trdeg,, x(p) = dim {p} = dim {q} = trdeg,, x(q) < oo.
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2.2. Verzweigter Basiswechsel von Kurven

Die Korpererweiterung x(p)/r(q) ist somit algebraisch und es folgt x(p) = k(q).
Der Basiswechsel des Diagramms mit g : Spec k(q) — Y ldsst sich zu dem folgen-
den Diagramm mit kartesischen Quadraten ergéinzen:

X, — Speck(p)

| |

X, — X

l l

Y, —— Speck(q).

Der kanonische Morphismus Xz/) — Y;I’ ist damit als Basiswechsel des Isomorphis-
mus Spec k(p) — Spec k(q) selbst ein Isomorphismus. O

2.2. Verzweigter Basiswechsel von Kurven

Als erste Anwendung der Satze aus Abschnitt 2.1 wird der verzweigte Basiswech-
sel einer S-Kurve betrachtet. Die Resultate sind wohlbekannt [Del69, pp. 84-85],
[Hei03, Kap. 2], der Beweis illustriert aber gut die zur Desingularisierung der
Produktmodelle betrachteten Methoden.

Es sei S = Spec R das Spektrum eines diskreten Bewertungsrings R mit al-
gebraisch abgeschlossenem Restklassenkorper. Weiter sei n > 1 und R,, eine fla-
che R-Algebra, die ein diskreter Bewertungsring ist und einen Uniformisierer m,
besitzt, so dass 7 auf 7' abgebildet wird. Ist R ein vollstandiger diskreter Be-
wertungsring, so kénnen wir einen solchen Ring R, wie folgt konstruieren: Wir
wahlen eine separable Korpererweiterung K, von K und setzen die Bewertung auf
K, fort. Dann ist diese Korpererweiterung rein verzweigt vom Index n und der zu
K, gehorende Bewertungsring R,, hat einen Uniformisierer 7, wie oben.

Es sei wie tiblich X eine regular strikt semistabile Kurve iiber S = Spec R. Das
durch Basiswechsel gebildete S,-Schema X x g.5,, ist im Allgemeinen nicht regulér,
wie man am Standardbeispiel L := Spec R|xq, z1]/(zox1 — ) erkennen kann: Man
erhélt durch Basiswechsel das S,-Schema L xg S,, = Spec R,,[xg, x1]/(xoz1 — 7),
welches fiir n > 1 an dem durch das Ideal (xg, z1,7,) gegebenen Punkt singulir
ist.

Algorithmus 2.4 (Auflosung bei verzweigtem Basiswechsel). Es sei R,, eine fla-
che R-Algebra, die diskreter Bewertungsring und einen Uniformisierer 7, besitzt,
so dass der Uniformisierer 7 von R auf 7' abgebildet wird. Einen solchen Be-
wertungsring erhalten wir spéter stets als Bewertungsring einer total verzweigten
Erweiterung K, von K vom Index n. Sei X eine regular strikt semistabile Kurve
iiber S. Es bezeichne X, := X Xxg S, den Basiswechsel von X , sowie Sing(f(o)
den singuliren Ort von X, versehen mit der induzierten reduzierten Struktur. Es
werde rekursiv X’Hl = BlSing( %) X, definiert. Wir setzen X,, := X In/2]-
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2. Desingularisierung

Dies liefert eine regular strikt semistabile Desingularisierung;:

Satz 2.5. Das mit Algorithmus 2.4 bestimmte Schema X, := X\_n/gj st ein regu-
lir strikt semistabiles S,-Schema. Es gibt eine Totalordnung auf (X,,)® derart,
dass der Reduktionsgraph von X, beziglich dieser Ordnung mit der n-fache Un-
terteilung (vgl. Definition A.20) des Graphen T'(X) dbereinstimmt, d.h. es gilt
['(X,) = unt,(I'(X)).

Die Aussage lasst sich zunéchst auf die lokale Situation zuriickfithren:

Lemma 2.6. Gilt Satz 2.5 fir das Schema L := Ly = Spec R[xq, x1]/(zoz1 — ),
so auch fiir beliebige requldr strikt semistabile S-Kurven X.

Beweis. Es bezeichne ) den Morphismus 1 : X,, — X. Wir betrachten die Uber-
deckung

U :={U C X | U ist Standardumgebung eines abgeschlossenen Punktes p € U}
von X aus Korollar 1.22 sowie die induzierte Uberdeckung
u={y'(U)|Uecu}

von X,,. Nach Bemerkung 1.2 geniigt es, die regulare strikte Semistabilitat von
X, auf den Mengen aus U’ zu zeigen.

Fiir die Bestimmung der Ordnung auf (X,,)® zeigen wir zunéchst eine funkto-
rielle Isomorphie

(2.2) L(U), = ¢~ ()
und erhalten daraus die Isomorphie
unt,, (I'(X)) = T'(X), =~ T'(X,).

Wir erhalten daher durch Wahl einer Ordnung auf I'(X),, mittels Proposition A.27
sofort eine geeignete Ordnung auf (X,,)(©.

Um auch die simpliziale Reduktionsmenge zu bestimmen, ist lediglich zu zeigen,
dass fiir die offenen Mengen U C X aus U die Beziehung

(2.3) L(~(U)) = unt,(T(V))

funktoriell in U gilt. Dann gilt ndmlich aufgrund der Vertraglichkeit von unt,, mit
Kolimites in Proposition A.21 zusammen mit Korollar 1.22

[(X,) ~ cogmf(w_l(U)) ~ colim unt, I'(U) ~ unt,I'(X).

Sei U € U eine Standardumgebung. Falls U C X, gilt, so ist I'(U) = () und
die Aussagen daher trivial. Ist U eine Standardumgebung mit U, # (), so existiert
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2.2. Verzweigter Basiswechsel von Kurven

ein m € N und eine glatte Abbildung f : U — L,,. Da X Dimension 2 hat,
ist nur m € {0,1} moglich. Wir betrachten zunéchst den Fall m = 0: Aufgrund
der Isomorphie Ly ~ S ist U ein glattes S-Schema. Dann ist der Basiswechsel
U xg S, bereits glatt und daher reguldr strikt semistabil. Da die Aufblasungen
auf U Isomorphismen sind, ist damit auch ¢~*(U) regulir strikt semistabil. Da
der Restklassenkorper k algebraisch abgeschlossen ist, ist U, geometrisch integer
und ebenso der Basiswechsel ¢~ !(U),. Daher bestehen I'(U) und I'(¢~!(U)) nur
aus einem Punkt und es folgt T'(¢1(U)) ~ A[0] =~ unt,,(A[0]) ~ unt,, (T'(V)).

Sei nun m = 1. Wir bezeichnen mit p € U den Doppelpunkt von Uy, der unter
f auf den Nullpunkt abgebildet wird. Ohne Einschrinkung sei X selbst bereits
eine solche Umgebung.

Es darf vorausgesetzt werden, dass die sukzessive Aufblasung L; 1 := Blgi 7, (L)
des Schemas Ly := L xg S, an den jeweiligen singuléren Orten nach |n/2| Schrit-
ten das regulir strikt semistabile Schema L, := I/Ln/g | liefert. Da jede Aufbla-
sung mit flachem Basiswechsel kommutiert, lasst sich der Basiswechselmorphismus
©o : Xo — Ly so liften, dass eine Folge kartesischer Diagramme entsteht:

N N Blg, N Blg, N
XN > Xy 1 0

Bl Bl
~ ©(B2) ~ @(B1) =
Ly > Lig Ly Ly

Mit ¢ ist folglich auch der Basiswechsel ¢y étale und nach Korollar 1.5 ist auch
Xy regular strikt semistabil.

Der Morphismus ¢y induziert ferner einen Isomorphismus der Reduktionsgra-
phen (¢n) : ['(Xg,) — I'(Lg,): Unter ¢, werden die beiden Komponenten Uy, U,
von (Xy), auf die Komponenten Ly, Ly von (Lg), abgebildet, daher muss ¢y eben-
so die strikten Transformierten von Uy bzw. Uy auf die strikten Transformierten
von Lo bzw. L, abbilden. Da alle iibrigen Komponenten sowie alle Schnittpunkte
der Komponenten in der Faser des Punktes p bzw. py liegen, ist nach Lemma 2.3
die Abbildung (¢%). ein Isomorphismus.

Zur Vervollstandigung des Beweises ist lediglich noch die Funktorialitat aus
(2.3) zu zeigen. Dazu sei i : Uy — U, eine offene Immersion von Mengen aus U.
Es ist zu uberpriifen, dass das Diagramm

unty, (ix)

unt,, (I'(Uy)) unt, (I'(Us))

l J

L= (U) —— T ()

kommutiert. Da alle im Diagramm genannten Graphen keine Doppelkanten auf-
weisen, geniigt es, die Gleichheit auf den Ecken zu zeigen. Nach Proposition A.25
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2. Desingularisierung

geniigt es ferner, lediglich die Bilder des kanonischen Morphismus
P(Ul)g — untn(F(Ul))

zu betrachten. Fir diese Elemente ist die Kommutativitat allerdings trivial, da
das Bild einer Komponente C € T'(Uy)q in T'(1p~1(U})) gerade die strikte Trans-
formierte der Komponente C' ist. O]

Zum Beweis von Satz 2.5 bleibt nach Lemma 2.6 noch der lokale Fall X = L
zu behandeln, also die Auflosung der Singularitdten des Schemas L xg .S, :=
Spec R, [xo, 1]/ (xox1 — (m,)"). Wir zeigen dazu:

Lemma 2.7.

(i) Aus dem affinen Schema Ly, = Spec R[xo, z1]/(zox1 — ©") erhdlt man nach
| 5] Aufblasungen im jeweils singuldren Punkt Sing(Ly,,) ein reguldres Sche-
ma Z/l,n'

(i) Die spezielle Faser (L1,,)s besteht aus n + 1 Komponenten Cy, ..., C,. Da-
bei sind Cy und C,, die strikten Transformierten der durch die Ideale (o, )
bzw. (x1,m) definierten Komponenten; die tibrigen Komponenten liegen im
exzeptionellen Divisor. Jede Komponente C; schneidet sich nur mit den be-
nachbarten Komponenten C;_1,C;y1 je in einem gewohnlichen Doppelpunkt.

(i) Die Pullbacks der Hauptdivisoren div(zg) und div(m) unter dem Aufblasungs-
morphismus f : Ly n — L1, werden auf L n gegeben durch

fr(div(zy)) Z::]z fr(div(m)) = Z[Cl]

Beweis. Fiir n = 1 sind die Behauptungen trivial. Ist n > 1, so haben wir die
Aufblasung des affinen Schemas L, = Spec(A) mit A = Rz, 21]/(xox; — 7")
im singularen Punkt pg zu betrachten. Dieser Punkt wird auf A durch das Ideal
(2o, 1, ™) beschrieben. Nach Proposition 2.1 wird Bl (L;,) durch die affinen
Schemata
(2.4) Uy := Spec Alz, 1] U, := Spec A[ ] Us := Spec Alxy, W]

T ™ Zo
iiberdeckt, wobei die angegebenen Algebren hier stets als Unteralgebren von Quot A
anzusehen sind. Die strikten Transformierten Cy, Cy41 von div(zy), div(zy) C Ly,
sind durch die Divisoren div(]-) von Uy bzw. div(;-) von Us gegeben. Eine leichte
Rechnung zeigt, dass die Homomorphismen von R Algebren

T
wl: F(Lll,OLll)%Ug, .l’oi—); X1 — 1,
1
Zo I
Yo F(Llan—27OL1,n72) — U, xo > —, Ty = —,
T T
T
V3 [(Ly1,0L,,) = Ui, x> 0, Ty -
0
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2.3. Singularitdtenauflésung bei Produkten

bijektiv sind. Damit sind die Karten U; und Us bereits regular strikt semistabil.

Im Fall n = 2 ist die spezielle Faser der Karte U, leer und daher die gesamte
Aufblasung regulir strikt semistabil. Durch Betrachtung der Ubergangsfunktio-
nen lassen sich die Komponenten div(z;) von U; und div(zg) von Us identifizieren.
Durch die Aufblasung entsteht also eine neue Komponente (' in der speziellen Fa-
ser, die sich mit den strikten Transformierten in je einem Doppelpunkt schneidet.

Im Fall n > 2 lassen sich die Komponenten div(z1) von U und div() von U
mit C) identifizieren, sowie analog die Komponenten div(zy) von Us und div( )
von Us mit C),. Per Induktion erhélt man fiir die Karte U, eine Desmgularlswrung
wie gewiinscht; da U; und Uj bereits regular sind, ist damit das ganze Schema
desingularisiert.

Fiir die Berechnung der Pullbacks f*(div(xg)) und f*(div(w)) geniigt es, ihre

Vielfachheiten in den Komponenten Cy,...,C, 1 zu bestimmen. Dabei kénnen
wir uns jeweils auf eine geeignete Karte einschréanken:
In U; liefern die Faktorisierungen xq = xg, sowie m = xo - = die Gleichungen

f¥(div(zo)) |o,= [C1] und f*(div(7)) |p,= [Co] + [C1] und somit die behaupte-
ten Vielfachheiten in den Divisoren Cy und C4. Analog folgt fiir U; die Aussage
fr(div(zo)) Ju,= nlCp] + (n = 1)[Cha].

Ist n > 2 so erhalt man die Vielfachheiten der in U; liegenden Komponenten
per Induktion durch

Frldivie)| | = i)+ )] =il
Fivin)|, =Y(cl

Dies vervollstandigt den Beweis von Satz 2.5.

2.3. Singularitatenauflosung bei Produkten

Auch das gefaserte Produkt regulér strikt semistabiler S-Kurven ist in der Re-
gel selbst nicht wieder regular strikt semistabil. Schon das Produkt L xg L des
Standardschemas mit sich weist eine Singularitat am Produkt py x pg des Dop-
pelpunktes py von L auf. Wiederum gibt es bereits ein Standardverfahren, um
in diesem Fall ein reguléres strikt semistabiles Modell zu erhalten: In der Arbeit
von Gross und Schoen [Gro95, §6] wird gezeigt, wie man durch sukzessive Auf-
blasungen aus dem Produkt , guter Modelle” wieder ein ,,gutes Modell“ erhalt.
Hartl zeigt in [Har01], dass dasselbe Verfahren — auf Produkte von regulér strikt
semistabilen Schemata angewandt — wieder ein regular strikt semistabiles Sche-
ma liefert. Im Gegensatz zum verzweigten Basiswechsel wird jedoch dabei nicht
in Punkten, sondern in Komponenten von hoéherer Dimension aufgeblasen. Da
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2. Desingularisierung

sich dabei die Aufblasungszentren schneiden kénnen und daher die Aufblasungen
nicht kommutieren, ist das Ergebnis dieser Desingularisierung und damit auch die
resultierende Reduktionsmenge von der Reihenfolge der Aufblasungen abhingig.

Wir miissen daher eine feste Aufblasungsreihenfolge fiir die Desingularisierung
nutzen, um eine eindeutig bestimmten simpliziale Reduktionsmenge zu erhalten.
Auf der zugrundeliegenden S-Kurve X wurde bereits zur Definition des geord-
neten Reduktionsgraphen eine Totalordnung auf (Xs)(o), den Komponenten der
speziellen Faser gewahlt. Wenn wir eine mit dieser Ordnung vertragliche Aufbla-
sungsreihenfolge wéhlen, so ergibt sich die Reduktionsmenge der Auflosung des
d-fachen Produktes X? tatsichlich als Produkt I'(X)? der simplizialen Redukti-
onsmengen von X.

Es sei d € N, X eine regular strikt semistabile S-Kurve und < eine totale
Ordnung auf X{?). Weiter bezeichne W das d-fache Faserprodukt

W(]i:Xd:XXS"'XsX

mit den Projektionsabbildungen pry, ..., pr,; auf die Faktoren. Da die irreduziblen
Komponenten von X, geometrisch integer sind, erhalt man die irreduziblen Kom-
ponenten von (Wy)s gerade als Produkte der irreduziblen Komponenten der ein-
zelnen Fasern, d.h.

W)W = X x ... x X

Wir versehen diese Menge mit einer Totalordnung <, die mit der Ordnung < auf
X0 vertriglich ist; d.h. fiir jedes Paar C1,Cy € (W()® mit pr,(Cy) < pr;(Cy)
fir jedes © € {1,...,d} gilt C; < 5. Eine solche Ordnung ist z.B. durch die
lexikographische Ordnung gegeben.

Algorithmus 2.8. Es sei X eine regular strikt semistabile S-Kurve mit Total-
ordnung < auf X und =< eine Totalordnung auf (W) = (X(©)4 die mit <
vertriglich ist. Die Elemente aus (W;)®) seien in aufsteigender Reihenfolge mit
Bi,..., By bezeichnet.

Wir identifizieren die Elemente B; € (W;)(?) mit ihren zugehérigen abgeschlosse-
nen Unterschemata {B;} und versehen sie mit der reduzierten Unterschemastruk-
tur. Die Auflésung der Singularitaten von W, erfolgt durch sukzessive Aufblasung
an diesen Komponenten. Wir definieren daher induktiv W, := BIB; W;_1 als die
Aufblasung des Schemas W;_; an der strikten Transformierten B] von B; in W;_;.
Das letzte Schema in dieser Kette wird mit W (X, <, d) := W}, bezeichnet.

Bemerkung 2.9. Das eben beschriebene Auflosungsverfahren unterscheidet sich
von dem von Gross und Schoen beschriebenen nur darin, dass hier kein indukti-
ves Verfahren genutzt wird, sondern sofort in den irreduziblen Komponenten des
n-fachen Produktes aufgeblasen wird. Durch eine Betrachtung der lokalen Rin-
ge lasst sich zeigen, dass dies keine wesentliche Veranderung darstellt: Legt man
im Auflosungsverfahren von Gross und Schoen die Reihenfolge der Aufblasungen
geeignet fest, so erhalt man ein zu W isomorphes Schema.
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2.3. Singularitdtenauflésung bei Produkten

Satz 2.10. Das mittels Algorithmus 2.8 bestimmte Schema W (X, <,d) := W
ist requldr strikt semistabil und fir die simpliziale Reduktionsmenge beziglich der
Ordnung < gilt Z(W) = T'(X)<.

Der Beweis erfolgt wie eben in mehreren Schritten. Zunéachst wird die Aussage
auf die lokale Situation X = L := Spec R[zo, 1]/(zox1 — 7) zuriickgefiihrt.

Lemma 2.11. Gilt Satz 2.10 fir X = L, so auch fir beliebige requldr strikt
semistabile Kurven tber S.

Beweis. Es bezeichne ¢ den Aufblasungsmorphismus ¢ : W(X, <,d) — X Wir
betrachten wie in Lemma 2.6 die Uberdeckung

U={U C X |U ist Standardumgebung}

des Schemas X aus Korollar 1.22 und die durch Produktbildung gegebene Uber-
deckung
u/:{w_l(Ul X X Ud) | Ula"‘aUdeu}

von W (X, <,d). Wir zeigen die regulére strikte Semistabilitat von W (X, <, d) wie
in Lemma 2.6 auf der Uberdeckung U’. Fiir die Bestimmung der Reduktionsmenge
wird wieder Korollar 1.22 sowie die Vertraglichkeit des Produktes mit Kolimites
genutzt, wir miissen daher eine funktorielle Isomorphie

(2.5) R Uy x -+ x Uy)) ~T(Uy) x - x T(Uy)

fir Uy, ..., Uy € U zeigen.

Seien Uy, ..., U, offene Mengen aus Y. Wir kénnen annehmen, dass (U;), #
() fiir alle ¢ gilt, andernfalls ist die Aussage trivial. Da die Mengen U, ..., Uy
zweidimensional sind und in U liegen, existiert fir jedes i € {1,...,d} ein m; €
{0,1} und ein glatter Morphismus f; : U; — L,,,. Wir bezeichnen mit k£ € N die
Anzahl der ¢ mit m; = 1. Wir erhalten aus den Abbildungen f; : U — L,,, durch
Produktbildung eine glatte Abbildung

d d
(,DGZHfZU1XXUd—>><LmZ
=1

=1

Da Ly ein glattes S-Schema ist und L; ~ L gilt, erhalten wir schliellich eine
glatte Abbildung ¢ : U; x -+ x Uy — L*, die eine Bijektion (¢p). auf den
Reduktionsmengen induziert. Von den Aufblasungszentren By, ..., B, haben wir
nur diejenigen zu betrachten, die in der offenen Teilmenge U; x --- x Uy C W)
liegen; wir bezeichnen diese mit By, . . . ,B,;. Mittels der Bijektion (gg). tbertragt
sich die Totalordnung < von (U; x - - - x Uy)(® auf (L*¥)©®). Wir erhalten daher eine
aufsteigende Kette von Komponenten

(WO)*(Bl)v O (@0)*(3%)'
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2. Desingularisierung

Die Ordnung = ist dann ebenfalls mit der Ordnung < auf L vertriglich. Fir
die Bestimmung der Isomorphie (2.5) konnen wir daher davon ausgehen, dass es
einen glatten Morphismus g : Wy — L? gibt, der eine Bijektion der speziellen
Komponenten induziert. Wir bezeichnen mit p € U; X --- x Uy ein Urbild des
Nullpunkts py € L*.

Wir wenden das Auflésungsverfahren aus Algorithmus 2.8 auf das Standardsche-
ma My := L¢ mit der Aufblasungsreihenfolge ¢(B,), ..., ¢(B;) an. Dies liefert eine
Folge von Schemata gegeben durch M, := Bl,,(s,) M;. Das letzte Schema dieser
Folge, My, liefert nach Voraussetzung ein regulér strikt semistabiles Schema. Da
Aufblasungen mit flachem Basiswechsel kommutieren, ldsst sich der Morphismus
wo : Wy — My liften, so dass eine Folge kartesischer Diagramme entsteht:

Blg, Blg,

Wk > W2 Wl WO
Bl, (s, Bl,s,
Mk N Mg (B2) M1 »(B1) Mo

Dabei sind die Basiswechsel ¢; von ¢, selbst wieder glatt und nach Korollar 1.5
ist mit M} auch Wy regulér strikt semistabil.

Es bleibt noch, die Reduktionsmengen zu vergleichen. Dazu wird gezeigt, dass
(K )« ein Isomorphismus auf den Reduktionsmengen ist. Zunéchst betrachten wir
die Abbildung der Eckenmengen. Nach Voraussetzung ist die durch ¢q induzierte
Abbildung (o)« : Z(Wo)o — Z(My)o eine Bijektion. Da die Schemata M, und
Wy regulér in Kodimension 1 sind, kommen durch Aufblasungen an Komponenten
in Kodimension 1 keine neuen irreduziblen Komponenten hinzu und somit ist auch
(gOk)* : %(Wk)o — %(M]Qo bijektiv.

Da %(Wy,) und Z(My,) keine Mehrfachsimplizes enthalten, kénnen wir Simplizes
mit Proposition 1.13 beschreiben. Seien daher C, ..., C; € Z(Wy)o Elemente, so
dass (((pk)*(C’l) <o < (gpk)*(Cl)) einen [-Simplex in M}, bildet. Es gilt daher
0p(C1) NN pr(C)) # 0 und mindestens ein abgeschlossener Punkt p dieses
Schnittes liegt in der Faser von pg. Da nach Lemma 2.3 der Morphismus (¢},) :
(Wk)p — (My)p, ein Isomorphismus ist, schneiden sich auch die Komponenten
Cy,...,Cpin Wy, daher gilt (C’1 <0< C’l) € (W)

Fiir die Funktorialitdt in (2.5) kénnen wir uns wieder auf die Ecken der simpli-
zialen Mengen beschranken. Fiir diese sind die folgenden Bijektionen funktoriell
in allen Uj;:

. _ (0)
B Uy x - x Ug))o = (v (Ur x - x Ug)) 2 (Uy -+ x U)
:Ul(o) X - X UCEO) ~T'(Uy)o x -+ x I'(Uyg)o.
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2.3. Singularitdtenauflésung bei Produkten

In der lokalen Situation X = L = L, ldsst sich die beschriebene Aufblasung
von My := L% explizit bestimmen. Dabei treten affine Karten der folgenden Form
auf:

Definition 2.12. Gegeben sei eine natiirliche Zahl | € Ny und eine nichtleere
endliche Menge A. Unter R[wy, ..., w|[tuq, U | @ € A] soll die von den [ +
2(#A) Elementen wy, ..., w; und u,g, uq erzeugte freie kommutative R-Algebra
verstanden werden. Darin wird von den Elementen

/
{wl ..... WiUaoUql — Ty UgoUgl — Ug/0Ua’1 | a,a - A}

ein Ideal erzeugt, das mit Z,; bezeichnet wird. Schlielich definieren wir M (I, A)
als den Quotientenring

M(Z,A) = R[wl, R ,wl][uao,ual | a < A]/IM

Bemerkung 2.13. Das affine Schema Spec M (I, A) beschreibt bei der Desingula-
risierung von L? ein offenes affines Unterschema, in dem bereits [ Komponenten
aufgeblasen wurden. In der Tat erhélt man mit [ = 0 die Situation vor der Auf-
blasung;:

M(0,{1,...,d}) = Rluig, u11, - - ., Udo, Ua1 ]/ (WroU11 — 7, ..., UdoUg1 — T)
®d
~ (Rlzg, 21]/ (w071 — 7)) .

Es ist daher naheliegend, zunéchst das Schema Spec M (I, A) im Hinblick auf Kom-
ponenten der speziellen Faser und Bildung von Aufblasungen zu untersuchen.

Lemma 2.14. FEs seil € N und A eine endliche Menge.

(i) Das affine Schema N := Spec M (1, A) ist integer. Seine spezielle Faser Ny =
Spec M (I, A)/(m) besteht aus den folgenden irreduziblen Komponenten: Zu
jedemi € {1,...,l} gibt es einen (Cartier-)Divisor D(i) := V (w;), der durch
das Hauptideal (w;) gegeben wird. Zusdtzlich existiert fir jede Abbildung t €
Hom(A, {0,1}) eine weitere Komponente C(t) := V((um(a) la € A))

(ii) Die Aufblasung N := Blo)(N) von N = Spec(M(l, A)) an der Komponente
c(0) = V((uap |a € A)) wird durch die Familie

(N = Spec(M (U + 1,4\ {a}))

a€A

von affinen Schemata tuberdeckt.

(iii) Die irreduziblen Komponenten jeder Karte N, haben nach (i) entweder die
Form D; fir eini € {1,...,l+1} oder C(t) fiir eint € Hom(A\{a}, {0,1}).
Es bezeichne v : N — N den Aufblasungsmorphismus und ¥, : N, — N
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2. Desingularisierung

seine Einschrinkung auf die offene Teilmenge N, C N. Dann bildet 1, die
irreduziblen Komponenten wie folgt ab:

Vo(D(i)) = D(i)  firie{1,...,1},
ba(D(1+ 1)) = C(0),

Va(C(t |aviay)) = C(t)  fiir t € Hom(A,{0,1}) mit t(a) = 1.

(iv) Seip, wie in (iii) und E € CaDiv(N) der exzeptionelle Divisor der Aufbla-
sung. Dann gilt fiir jedes b € A und jedes V' € A\ {a} fiir die Hauptdivisoren
V(upp), V(up1) € CaDiv(N):

) B V(1) fallsa =b
1 V E 1 o = ’
Yo (V(wo)) E™ |5, {V(ﬂb,o) sonst,
_ V(tw,o-uya) fallsa=0
1 V ~ fr— ’ ' ’
(9 ( (ub,l)) ’Na {V(ﬂm) sonst.

Beweis. Wir zeigen die Nullteilerfreiheit von M (I, A) per Induktion nach #A: Fir
eine einelementige Menge A = {a} ist

M(l, A) = Rlwy, ..., wi[uq0, Uar]/ (w1 - -+ - - WlgoUar — T)
und wir erhalten eine kanonische Injektion
M(l, A) = Quot(R[w1, ..., wi])[Ua0] (uyo)-

Somit ist M (I, A) als Unterring eines integren Rings integer. Den Induktionsschritt
liefert eine analoge Betrachtung des injektiven Ringhomomorphismus

M1, A) = Quot(M(l, A\ {a}))[tao] uao)-

Eine einfache Rechnung zeigt die in (i) gegebene Beschreibung der minimalen
Primideale von M (I, A) /().

Fiir die Beschreibung der Aufblasung von N an der Komponente C(0) zichen
wir Proposition 2.1 heran: Eine offene Uberdeckung der Aufblasung N von N am
Ideal (uq0 | @ € A) wird danach durch die folgende Familie von Unteralgebren
von Quot M (I, A) erhalten:

(Wa = M(l, A) l“o
Uu,

a,0

a’eA\{a}D

a€A

Wir zeigen die Isomorphie von W, mit

M(l+1,A\{a}) = Ry, ..., Wiy1][Ta0, Tar]/Inr(i1,4\{a})
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2.3. Singularitdtenauflésung bei Produkten

durch Betrachtung von zwei Morphismen von R-Algebren:

Yo M +1,A\{a}) = W,,
V¥ M1, A) — M(+1,A\ {a})

gegeben durch

o(ty) = w;  fird <1 ¥ (w;) == 0,
Pa(Wit1) = Uap ¥ (uap) = UNJl-&-l»
(2.6) V# (Ug) = U ol 1 fiir @' € A\ {a},
Pa(llarp) = ZZ:(? U (e 0) = Wil o,
Palllar1) 1= Uar Wf(%f,l) = Ug 1

Durch leichte Rechnungen iiberzeugt man sich von der Wohldefiniertheit der Ab-
bildungen ¢, und ¥#. Mittels 1% lisst sich M (I+1, A\ {a}) mit der der Struktur
einer M (I, A)-Algebra versehen und ¢, erweist sich als M (I, A)-Algebrenhomo-
morphismus; dieser ist offenbar surjektiv. Da ¢, ferner einen Isomorphismus der
Quotientenkorper von W, und M (Il + 1, A\ {a}) induziert, folgt aus der Nulltei-
lerfreiheit von M (I + 1, A\ {a}) bereits die Injektivitidt von ¢,. Damit ist ¢, ein
Isomorphismus und ¥# beschreibt den Aufblasungsmorphismus N — N in der
Karte N, = Spec M(1+1,A\ {a}) C N.

Fir (111) haben wir die Bilder der speziellen Komponenten von N, C N unter
dem Aufblasungsmorphismus 1, zu untersuchen. Der exzeptionelle Divisor wird
geméf der Beschreibung der Aufblasung in W, durch das Hauptideal (i;41) be-
schrieben; daraus folgt bereits ¥, (D(l + 1)) = C(0). Die generischen Punkte der
tibrigen Komponenten von M (I + 1, A\ {a}) liegen auBerhalb des exzeptionellen
Divisors, also in der standard-affinen Umgebung D(u,). Da dort die Aufblasung
trivial ist, folgt die Identifikation der tibrigen Komponenten durch Betrachtung
des von ¥ induzierten Isomorphismus M(l, A),, , ~ M(1+1,A\ {a})a,.,-

Die letzte Aussage folgt sofort aus der Beschreibung der Abbildung ¥ in (2.6).

O

Zum Beweis von Satz 2.10 in der lokalen Situation werden wir die Aussage
umformulieren, um das vorangegangene Lemma bequem anwenden zu koénnen.
Hierzu betrachten wir wieder das Schema Wy := L¢ mit den Projektionen pr; :
Wy — L auf den i-ten Faktor. Fir einen Moment wollen wir die irreduziblen
Komponenten von L, mit Iy und I; bezeichnen und mit der Ordnung I, < I
versehen. Wir haben bereits bemerkt, dass man die irreduziblen Komponenten
von (Wp)s als Produkt der irreduziblen Komponenten Iy, I; von L erhélt. Es gibt
daher eine Bijektion

Hom ({1,...,d},{0,1}) — (Wp) 0,
(t: {1,...,d} — {0,1}) '_>[t(1) X oo X It(d)-

29



2. Desingularisierung

Das Urbild einer Komponente C' unter dieser Bijektion sei mit to bezeichnet.
Ferner sei das Urbild der 1 unter tc mit A(C) := (¢.)7*(1) bezeichnet.

Wir bezeichnen die davon durch Z(Wy)o = (%Z(L)o)* gegebene Produktordnung
wieder mit <. Beziiglich dieser (partiellen) Ordnung haben wir C' < C” genau
dann, wenn to(i) < ter (i) fur alle i € {1,...,d} gilt.

Desweiteren haben wir eine Aufblasungsreihenfolge By, . .., Bya der Komponen-
ten aus Z(Wpy)o gegeben, die mit der Ordnung < vertriglich ist. Die Relation
B; < Bj; impliziert folglich ¢ < j. Wir erhalten insbesondere t5, = 0, da die zu
t = 0 assoziierte Komponente offenbar minimal unter < ist.

Die Menge aller beziiglich der Halbordnung < nicht verfeinerbaren Ketten werde
mit J :={C) < --- < Cpy1} CP(Z(Wy)o) bezeichnet. Davon betrachten wir fir
jedes m € Ny die Teilmenge J™, die durch

J" = {(Cl < e <Cl+1) EJ|cyl :Bh{Cla"'?CI}g {BlvBm}}

definiert wird. Elemente von J™ sind mit B; beginnende, nicht verfeinerbare Ket-
ten von Komponenten, deren erste [ Komponenten im Schritt m bereits aufge-
blasen sind. Insbesondere enthilt J° als einziges Element die mit B; beginnende
Kette mit einem Element, es gilt also J* = {(By)}.

Diese Definitionen erlauben schliefflich die Anwendung von Lemma 2.14:

Lemma 2.15. Es sei X = L und W,, nach Algorithmus 2.8 gebildet. Dann gilt
fiir jedes m € {0,...,2%}:
(i) Das Schema W,, wird durch die Familie affiner Schemata
(2.7) (SpecM(l, A(Ol))>
(Ci<<Ciqr1)ed™
tiberdeckt. Die irreduziblen Komponenten der speziellen Faser sind gerade die

strikten Transformierten der Komponenten von (Wy)s.

(ii) In der Karte N(Ci,...,Cpy1) = Spec M(k, A(Cy)) findet man fir jedes
i€ {l,...,1} die bereits aufgeblasenen Komponenten C; durch den Cartier-
divisoren D(i) beschrieben. Desweiteren enthdlt die Karte die strikten Trans-
formierten all derjenigen Komponenten C' € %(My)o mit C > Cy; sie identi-
fizieren sich jeweils mit der Komponente C(tc |a(c,)) aus Spec M (1, A(Cy)).

(iii) Jedes Aufblasungszentrum B’ mit j > m ist der schematheoretische Durch-
schnitt von Cartierdivisoren: Es gilt

mit den Cartierdivisoren

Fj,n = prgl(prn(BJ)) Z _Bz

i<m,pr,, (B;)=pr,, (B;))
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2.3. Singularitdtenauflésung bei Produkten

Beweis. Wir zeigen zunéchst (i) und (iz) durch Induktion nach m. Fiir m = 0 ist
die Behauptung trivial: Es gilt J° = {B;} und tatsichlich wird M, := L¢ durch

das affine Schema N(B;) := Spec M(0,{1,...,d}) ~ L% iiberdeckt. Dabei kann
der Isomorphismus so gewéahlt werden, dass der von der Projektion pr,,

(2.8) N(By) ~ L4 2 L
induzierte Morphismus auf den globalen Schnitten
Or(L) = On,)(IV(By))

den Schnitt zy auf w, o und den Schnitt z; auf w,; abbildet. Durch Betrachtung
der Projektionen folgt dann sofort Aussage (ii) fiir m = 0.

Sei fiir M,, die geforderte Uberdeckung bereits konstruiert. Wir haben die Auf-
blasung an der Komponente B,,; zu untersuchen und kénnen uns dabei auf die
Karten beschrianken, die diese Komponente enthalten; die tibrigen bleiben unver-
andert. Sei also (C; < --- < () € J™ mit C; = B,,,41 und N = Spec M (I, A(C)))
die zugehorige Karte. Es gilt t¢o, |a(c,)= 0, daher wird die Komponente B,,;; in
der Karte N durch C'(0) beschrieben.

Mittels Lemma 2.14 lisst sich die Aufblasung N von N in B,,4; = C(0) durch
Karten der Form Spec M (1 4+ 1, A(C)) \ {i} fir i € A(C)) tiberdecken. Jedem i €
A(C) lasst sich eindeutig eine Komponente C’ mit A(C") = A(C) \ {i} und somit
das Element (Cy < ---Cy < C") € J™! zuordnen.

Fiir Aussage (ii) sind noch die irreduziblen Komponenten zu identifizieren. Dies
folgt ebenfalls aus Lemma 2.14: Eine Komponente C” > C' liegt demnach in der
zu i respektive (Cp < --- < C") gehorenden Karte genau dann, wenn ton (i) = 1
und folglich C" > C’ gilt.

Fiir die Aussage (iii) zeigen wir per Induktion nach m die folgenden Identitaten
in jeder der Karten N(Cy,...,Ci1) € Wy, aus (2.7):

<

(tno) falls pr,,(C') = 0, pr,,(
(1) falls pr, (C') = 0, pr,,(
V(tn1) falls pr, (C) = 1 . pr,,(
V(e pter 1) fiir ein o' € A(Cy) falls pr,,(C) = 1, pr,,(

<

Fn ’N(Cl ,,,,, ClJrl):

Der Induktionsanfang folgt aus der Wahl des Isomorphismus in (2.8), der Induk-
tionsschritt aus Aussage (iv) von Lemma 2.14. Daher erhalten wir fiir B; > Cj:

d
ﬂ Fiin |N(Cl vvvvv Cry1) ™ v((ua,tBj(a) |la € A(Cl)) = B;
n=1

und fir B; # C
d
n Fk ‘N(Cl ..... CH—I): @
n=1

Damit folgt die Behauptung. O
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2. Desingularisierung

Beweis von Satz 2.10. Nach Lemma 2.11 reicht es, die Aussage fiir das Sche-
ma Wy := L™ zu zeigen. Nach Lemma 2.15 wird W), durch affine Karten der
Form Spec M (k,{a}) ~ Spec Rwy, ..., w;, w1, W]/ (wy -+ Wiy — ) lber-
deckt, ist somit nach Satz 1.4 regulér strikt semistabil.

Da die Reduktionsmengen von L und M,, nach Proposition 1.13 keine Mehr-
fachsimplizes aufweisen und die Projektionsabbildungen pr; : M,, — L in einer
Umgebung der generischen Punkte von (M,,)s flach sind, erhalten wir nach Pro-
position 1.17 Morphismen (pr;), : Z(M,,) — Z(L).

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Abbildungen (pr;). einen Isomorphismus

R (M) = (% (L))"

induzieren. Da der Isomorphismus fiir die 0-Simplizes bereits gezeigt wurde, ist
nach Proposition 1.13 nur noch zu zeigen, dass fiir jedes k > 0 die Mengen

{(Ch<-- <0 e (M) |G- N O£ 0)
und

{(Co <+ < Ci) € (M) ) [ Bry(Co) M-+ N pry(Ci) #0 Vi€ {1,....d}}

iibereinstimmen. Damit sich Komponenten Cy,...,Cy € (M,,)® schneiden ist
es offenbar erforderlich, dass diese in einer gemeinsamen Karte liegen. Dies gilt
aber genau dann, wenn die Komponenten beziiglich der Produktordnung < total
geordnet sind, also wenn pr;(Co) N --- N pr;(Cy) # O fiir alle ¢ gilt. O

Unmittelbar aus Lemma 2.15(iii) erhalten wir

Korollar 2.16. Alle Aufblasungen in Algorithmus 2.8 erfolgen an schematheore-
tischen Durchschnitten von Cartierdivisoren.

Bemerkung 2.17. Sei S, := Spec(R,) das Spektrum einer flachen R-Algebra
wie in Abschnitt 2.2, das Schema X eine regular strikt semistabile Kurve tiber
S = Spec R und < eine Totalordnung auf den irreduziblen Komponenten von X,.
Nach Satz 2.5 erhélt man durch Aufblasungen in den jeweiligen Singularitaten auf
eindeutige Weise aus X Xxg S, eine regulir strikt semistabile Kurve iiber S,,, die
mit X,, bezeichnet wird; durch geeignete Wahl einer Totalordnung auf (X,,)© gilt
ferner fiir den geordneten Reduktionsgraphen

(X,) = unt, (I'(X)).

Es gibt dann fir jedes d € N einen eindeutigen Morphismus W (X, <,d) —
W (X, <,d) zwischen dem regular strikt semistabilen S,-Schema W (X,,, <,d) und
dem S-Schema W (X, <,d), der das Diagramm

W(X,,<,d) — (X,)?

l |

W(X,<,d) —s X1

kommutativ macht.
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2.4. Alternative Desingularisierung

Wir zeigen dies in Satz 3.20 unter Zuhilfenahme der Aussagen iiber Metriken
in Kapitel 3.

2.4. Alternative Desingularisierung

Die hier beschriebene Methode stellt nicht die einzige Moglichkeit dar, das Pro-
dukt semistabiler Kurven zu desingularisieren. Man kann im Fall d = 2 auch das
von Zhang in [Zhal0] verwendete Verfahren benutzen, das mit Aufblasungen in
Punkten auskommt und daher keine Reihenfolge beachten muss.

Dazu sei X wie stets eine regular strikt semistabile S-Kurve und Wy := X xg X
das gefaserte Selbstprodukt. Das Schema W) ist lediglich in abgeschlossenen Punk-
ten singular, ndmlich gerade in den Punkten, die als Produkt zweier Doppelpunkte
von X; entstehen. Zu allen tibrigen Punkten existiert eine Umgebung der Form
U xgV mit U,V C X offen, wobei U oder V glatt ist. Dann ist bereits U xg V'
glatt und daher regulér; der singulare Ort ist daher

Sing(Wy) = Sing(X5) x Sing(Xy).

Durch eine Aufblasung am singuléren Ort lésst sich dann das Schema desingula-
risieren und man erhéalt ein nichtreduziert regular strikt semistabiles Schema, d.h.
ein Schema das die Eigenschaften (i),(iii) und (iv) aus Definition 1.1 erfiillt.

Proposition 2.18. Die Aufblasung
W' := Blsing(w,) (Wo)

von Wy am singuldren Ort liefert ein nichtreduziert requldr strikt semistabiles
Schema. Es ldsst sich durch offene Umgebungen U; C W idiberdecken, die eine
étale Abbildung

U; — Spec R[xg, 71, 72/ (w31 25)

zulassen. Die simpliziale Reduktionsmenge (W) hat im Falle X = L die Form

Beweis. [Zhal0). O

Diese Auflosung hat den Vorteil, dass die Reduktionsmenge symmetrisch ist
und somit unabhangig von der Wahl von Aufblasungsreihenfolgen. Demgegeniiber
muss man beriicksichtigen, dass nicht alle Komponenten der speziellen Faser des
Schemas W reduziert sind und daher bei der Berechnung der Schnittzahlen zuséatz-
liche Vielfachheiten auftauchen. Zudem entstehen bei der Auflésung zusétzliche
irreduzible Komponenten von Wy und daher wird die Reduktionsmenge grofier und
dementsprechend schwieriger zu handhaben. Dies wird vor allem problematisch,
wenn man mehrfache Produkte desingularisiert.
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2. Desingularisierung

Bemerkung 2.19. Auch fiir Dreifachprodukte ist eine Desingularisierung wie bei
Zhang moglich: Es sei dazu Wy := X xg X Xg X ein dreifaches Produkt einer
reguldr strikt semistabilen S-Kurve X. Der singulidre Ort bestimmt sich mit dem
gleichen Argument wie oben zu

Sing(Wp) = <X x Sing(X,) X Sing(Xs)) U (Sing(Xs) x X x Sing(Xs)>

U (Sing(XS) X Sing(X;) x X).

Wir versehen Sing(W,) mit der induzierten reduzierten Struktur und bilden die
Aufblasung

Wi = Blsing(wy) Wo.

Das Schema W ist nicht reguldr, aber es hat nur noch Singularititen in abge-
schlossenen Punkten. Daher liefert eine weitere Aufblasung am singuldren Ort
Sing(W1) mit reduzierter Struktur

Wy = Blgingw,) Wi

ein reguléres Schema W.
Jeder Punkt von W5 hat eine offene Umgebung U C W, mit étaler Abbildung

U — Spec R[wg, 71, 79, 73]/ (2573 0073 — 7).

Ein Beweis dieser Aussage ist ahnlich wie in der Arbeit von Zhang und dhnlich
wie in Satz 2.10 durch explizites Nachrechnen in Karten méglich. Von Interesse
sind dabei hauptsachlich die Umgebungen eines Punktes p € Sing(X) x Sing(X,) X
Sing(Xy), fur tbrige Punkte kann man mittels einer glatten Abbildung auf den
zweidimensionalen Fall reduzieren. Eine Umgebung der Faser von p unter der
ersten Aufblasung lasst sich dadurch von affinen Schemata U von der Form

U — Spec R[l’m Yo, Ao, bo, a1, bl]/(ﬂfobo — Yoo, Tobr — Yobi, aghy — aiby, iUgbolh - 7T)

iiberdecken; dieses Schema ist am Punkt (xq, yo, ao, bo, a1, b1) singuldr. Die aber-
malige Aufblasung an diesem Punkt liefert schlieflich eine Uberdeckung von der
gewlinschten Form.

Die Struktur der Reduktionsmenge wird durch die vielen neu entstehenden ex-
zeptionellen Divisoren etwas uniibersichtlich, er wird im Folgenden lediglich fiir
das Standardschema X = L := Spec R[xz¢, x1]/(zoz1 — 7) beschrieben. Der Kom-
plex lisst sich am einfachsten durch eine Einbettung in den R® angeben, indem
man die Koordinaten der Eckpunkte und die 3-Simplizes angibt. Die Eckpunkte
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2.4. Alternative Desingularisierung

werden gegeben durch

A(X)oy=FUMUFUK,

E = {0,1}3,
Mi=1{(333)}

F .= {(le,xg,xg) ‘ i € {1,2,3},272‘ € {O, 1},$j = 1/2 flr ] 7é Z},
13
K = {(z1,29,23) | Fi € {1,2,3}, 2, = 1/2,2; € {Z’ Z} fiur j # 1},

Um eine totale Ordnung auf Z(X), zu erhalten, versehen wir F mit der lexi-
kographischen Ordnung und die iibrigen Mengen F' und K mit einer beliebigen
Totalordnung. Durch die Festlegung £ < M < F' < K lassen sich die Ordnun-
gen zu einer Totalordnung auf Z(X)y kombinieren. Die symmetrische Gruppe
Sy operiert auf Z(X)o durch Vertauschung der Koordinaten. Wir kénnen damit
die nichtausgearteten 3-Simplizes analog zu Proposition 1.13 durch die folgenden
aufsteigenden Ketten von Ecken angeben:

%(X)g = Sl U SQ,
Sy == {o(0,b,¢) < o(1,b,c)
52 = {O'(CL, b7 C) < 0(%7 %7 %)
Die Punkte werden im folgenden Bild illustriert, wobei die Punkte £ durch einen
kleinen Punkt (s) , die Punkte M und F' durch Quadrate (a) und die Punkte K

durch Rauten (s) dargestellt werden. Exemplarisch ist jeweils ein Simplex aus S;
und S dargestellt; die restlichen Simplizes sind zu diesen kongruent.

NN < BV.Q
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3. Metrisierte Geradenbiindel

Wir betrachten fiir einen Moment eine iibliche Situation der Arakelovtheorie. Sei
dazu X ein reguldres, projektives und flaches Z-Schema. Dann gibt es nach [Sou92,

IIT 4.2] eine Bijektion zwischen (/?I\{I(X ), den Aquivalenzklassen arithmetischer
Divisoren, und ISE(X ), der Gruppe von Paaren (£, h) aus einem Geradenbiindel
L und einer glatten hermiteschen konjugationsinvarianten Metrik h auf £(C),
wobei £(C) das von £ auf X (C) induzierte Geradenbiindel bezeichnet. In Analogie
dazu betrachtet Zhang in [Zha95, §1] auf projektiven Z-Schemata Metriken von
Geradenbiindeln auch in der Faser einer nichtarchimedischen Stelle von Z.

Wir wiederholen zunéchst die Definition eines metrisierten Geradenbiindels tiber
einem vollstandigen diskret bewerteten Korper nach [Zha95] und und zeigen, dass
durch ein Modell eines Geradenbiindels eine Metrik induziert wird. Dabei gehen
wir gesondert auf Metriken des trivialen Geradenbiindels ein, denn diese lassen sich
mit den irreduziblen Komponenten der speziellen Faser in Verbindung bringen.
Sie ermoglichen eine Definition der Reduktionsabbildung, also einer Abbildung
Red : X(K) — |%2(X)| der geometrischen Punkte der speziellen Faser in die
geometrische Realisierung der simplizialen Reduktionsmenge. Desweiteren konnen
wir Zykel auf X von Kodimension 1 mit Trager in der speziellen Faser durch
Funktionen auf der Reduktionsmenge charakterisieren.

3.1. Metriken auf Geradenbiindeln

Es sei R ein vollstdndiger diskreter Bewertungsring mit algebraisch abgeschlos-
senem Restklassenkorper und |-| eine Norm auf Quot R, dem Quotientenkérper
von R. Spéter werden wir meist diejenige Norm von R betrachten, die eindeutig
durch den Wert eines Uniformisierers |w| = 1/b fiir eine feste Basis b € R, b > 0
festgelegt ist.

Es sei ferner K ein algebraischer Abschluss von K und die Norm |-| auf K
fortgesetzt. Die Fortsetzung von || ist eindeutig, da R vollstandig ist. Der Ring
{a € K | |a| < 1} werde mit Rz bezeichnet.

Bemerkung 3.1. Der Ring Ry ist ein Bewertungsring mit Wertegruppe @ von
Rang 1, das Spektrum S := Spec R; besteht daher nach [Mat89, Theorem 10.7]
aus einem offenen Punkt 7 und einem abgeschlossenen Punkt 5. Insbesondere ist

jede offene Umgebung von s bereits das ganze Schema und es folgt Pic(S) = 0.

Sei X ein K-Schema und L ein Geradenbiindel auf X. Zu einem geometri-

schen Punkt z € X (K), also einem K-Morphismus Spec K — Xk, definieren
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3. Metrisierte Geradenbiindel

wir die geometrische Faser des Geradenbiindels am Punkt x durch die globalen
Schnitte der Garbe z*(L). Sie bildet einen 1-dimensionalen K-Vektorraum und
wird mit L(z) := I'(Spec K, z*(L)) bezeichnet.

Definition 3.2. Es sei X ein K-Schema und L ein Geradenbtindel auf X . Eine
Familie von Abbildungen in den geometrischen Fasern (||, : L(z) = R),cx, (%)
heiflt Metrik auf L, wenn ||, fiir jedes * € Xg(K) eine (K, |-|)-Norm ist. Das
Paar (L, |-|) wird als metrisiertes Geradenbiindel bezeichnet.

Eine wichtige Klasse von Metriken lasst sich durch Modelle von Geradenbiindeln

bilden.

Definition 3.3. Es sei X ein S-Schema und L ein Geradenbiindel auf der ge-
nerischen Faser X, von X. Wir bezeichnen ein Paar (£, ) bestehend aus einem
Geradenbiindel £ auf X und einem Isomorphismus ¢ : £ |x,— L als Modell von
L. Fir die Einschrankung £ |x, schreiben wir auch kurz £,

Ist desweiteren X ein eigentliches S-Schema mit S = Spec R und z : Spec K —
X, ein geometrischer Punkt der generischen Faser, so lasst sich z mittels des
Bewertungskriteriums fiir Eigentlichkeit eindeutig zu einem Rjz-rationalen Punkt
Z : Spec Rz — X fortsetzen.

Definition 3.4. Sei X ein eigentliches S-Schema von endlichem Typ und L ein
Modell eines Geradenbtindels L auf X,. Es bezeichne x : Spec K — X, einen
geometrischen Punkt der generischen Faser und & : S = Spec Rz — X seine
Fortsetzung als Rji-rationalen Punkt. Aufgrund von Bemerkung 3.1 ist das Ge-
radenbtindel 2*L trivial und mittels einer Trivialisierung ¢ : 2*£ — Og erhalten
wir eine K-Norm auf dem Halm an 7 gegeben durch

-l : (L) = R, L= [$(D)]

Sie ist unabhéngig von der Wahl von .

Die durch das Modell gegebene Isomorphie 2*L ~ (Z*L); induziert einen Iso-
morphismus von K-Vektorrdumen L(z) ~ (#*L£);; dieser ermoglicht es uns, |-|,
als K-Norm auf L(x) aufzufassen:

Iz - L(z) > (2" L)7 = R.
Die Familie ([, ,).ex(x) ist eine Metrik auf L und wird die durch das Modell
(X, L) induzierte Metrik auf L genannt.
Es ist bereits interessant, Modelle des trivialen Geradenbiindels zu betrachten;

wir untersuchen daher im folgenden Modelle, die sich aus Cartierdivisoren mit
Tréger in der speziellen Faser gewinnen lassen.
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3.1. Metriken auf Geradenbiindeln

Bemerkung 3.5. Es sei X ein eigentliches S-Schema und D ein Cartierdivisor mit
Tréager supp D C X in der speziellen Faser von X. Dann induziert dieser eine
invertierbare Untergarbe Ox (D) C Kx (vgl. [Har77, II Prop 6.13] und [Gorl0,
(11.12)]). Da die generische Faser X, eine offene Menge auflerhalb des Tragers ist,
gibt es nach [Gorl0, Remark 11.31] einen kanonischen Schnitt sp € Ox(D)(X,)
sowie einen kanonischen Isomorphismus

¢p : Ox(D)

X, = Ox

Xn»
der sp auf den Einsschnitt in Ox |x, abbildet.

Definition 3.6. Es sei || eine Norm auf K, X ein eigentliches S-Schema und
D ein Cartierdivisor auf X mit supp D C X,. Das durch D induzierte Modell
(Ox (D), ¢p) des trivialen Geradenbiindels induziert nach Definition 3.4 eine Me-
trik [-|o (p) auf Ox,,. Die von den Werten des kanonischen Schnitts 1 € I'(X;;, Ox,
in dieser Norm gebildete Funktion

1 X, (K) = R,z —logy ([0 (py.)

wird tropische Koordinatenfunktion zum Divisor D genannt. Falls sich die Norm
aus dem Kontext ergibt, bezeichnen wir die tropische Koordinatenfunktion auch

Proposition 3.7. Sei X ein eigentliches S-Schema und D ein Cartierdivisor auf
X mit Triger in der speziellen Faser von X. Es sei x € X(K) ein K-rationaler
Punkt und U C X eine offene Teilmenge, in die der Punkt x spezialisiert und in
der der Cartierdivisor D durch eine rationale Funktion f € Kx(U) gegeben ist.
Dann gilt f v, € Ox(U,) und wir erhalten

Un> D ’

wobei 2% die kanonische Abbildung % : Ox(U,) — K bezeichnet.

fo(z) = —log, (‘z# <f

Beweis. Da der Trager von D auBerhalb von U, liegt, gilt f |y,€ Ox(U,). Da
ferner der Cartierdivisor D auf U durch eine rationale Funktion gegeben ist, ist
die Einschrénkung Ox (D) |y trivial; wir diirfen daher einen festen Isomorphismus
Y : Ox (D) |y— Op wahlen. Unter dieser Abbildung wird der kanonische Schnitt
sp |u,€ Ox(D)(U,) auf f |y, abgebildet.

Wir bezeichnen mit & : Spec Rz — U wieder die Fortsetzung des Punktes x auf
den Bewertungsring Rj. Sie existiert, da x in die offene Teilmenge U spezialisiert.
Durch Basiswechsel mit & erhalten wir aus der Trivialisierung 1 eine Trivialisie-
rung ¢’ @ 2*(Ox(D)) — Og. Sie bildet den Schnitt #*sp € I'({n}, *(Ox (D))
auf 27(f) € T'({77},05) = K ab. Durch Basiswechsel des kanonischen Isomor-
phismus ¢p aus Bemerkung 3.5 erhalten wir ferner einen Isomorphismus ¢/, :
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3. Metrisierte Geradenbiindel

7 (Ox(D)) |gm— Os |gmy, der *sp auf den Einsschnitt 1 € Oz |(;3= Ox, ()
abbildet. Es folgt daher
o))

Proposition 3.8. Die Koordinatenfunktion des trivialen Cartierdivisors ist die
Nullfunktion. Es seien Dy, Dy Cartierdivisoren auf X mit supp D; C X,. Dann

gilt fp,+p, = Dy + fDs-

() = = 108Uy (p).c) = ~logs(1¥/(a"s0) ) = — logy

]

Beweis. Fir jeden Punkt x € X(Rj) gentigt es, eine Umgebung U von z zu
betrachten, in der die Cartierdivisoren trivial sind. In einer solchen Umgebung
folgen die Aussagen sofort aus Proposition 3.7. n

SchlieBlich ist die Definition der Koordinatenfunktion auch mit Basiswechsel
vertréglich.

Proposition 3.9. Seien X,Y eigentliche integre R-Schemata, g : X — Y ein
dominanter Morphismus und D ein Cartierdivisor auf Y. Nach [Gér10, Prop
11.48] existiert ein wohldefinierter Cartierdivisor g*D. Es gilt dann fir jeden

Punkt x € X (K) die Beziehung

fo(9(x)) = for(p) ().

Beweis. Wie bisher lasst sich der Morphismus z zu 7 : Rz — X fortsetzen, sein
Bild unter g sei mit 3 := g o & bezeichnet. Es gentigt, die Aussage in einer offenen
Umgebung von ¥ zu zeigen. Wir diirfen daher nach eventueller Einschrankung der
Menge Y annehmen, dass der Cartierdivisor auf Y durch eine rationale Funkti-
on f € Ky(Y) gegeben ist. Man erhélt den Cartierdivisor ¢*D definitionsgeméaf
durch den Pullback ¢* f und die Behauptung folgt wegen 47 (f) = 2% (g7 (f)) aus
Proposition 3.7. O

Beispiel 3.10. Es sei X ein eigentliches S-Schema, U C X eine affine offene Teil-
menge mit einem dominanten Morphismus f : U — L = Spec R|z, z1]/(z021 — 7)
und D ein Cartierdivisor auf X mit Trager in X, der auf U mit f*(div(z))
iibereinstimmt.

Die geometrischen Punkte z : Spec K — U des betrachteten Schemas lassen sich
durch ihre Koordinaten z#o f#(z), 2% o f#(z;) beschreiben. Ist x ein geometrischer
Punkt, der in U spezialisiert, so gilt 7 (f#z), 2% (f#21) € Rg. Da der Divisor D
in U durch f#(z) gegeben ist, folgt mit Proposition 3.7

fo(x) = —logy(|o# (1*(20)))-

Die Koordinatenfunktion fp wird in diesem Fall also durch die Exponentialbewer-
tung der zg-Komponente des Punktes x gegeben.
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Bemerkung 3.11. Die hier definierten Metriken stimmen mit den Definitionen von
Zhang iiberein: Ist K algebraisch abgeschlossen und X ein projektives S-Schema,
so stimmt Definition 3.4 mit [Zha95, (1.1)] tiberein: Zhang betrachtet ebenfalls
ein Geradenbtindel £, das Modell eines Geradenbiindels L ist, es gibt also einen
Modellisomorphismus ¢ : £, — L.

Zur Definition der Metrik an einem geometrischen Punkt 2 € X (K) wird mit-
tels des Bewertungskriteriums fiir Eigentlichkeit der Punkt x zu 2 : Rz — X
fortgesetzt. Nach Pullback mit & bzw. x erhalten wir ein Geradenbtindel 2*L, das
tiber den Morphismus #*¢ : *(£,) — x*L ein Modell des Geradenbiindels z*L
ist. Die induzierte Abbildung auf den globalen Schnitten T'(S,2*£) — (2*L); ist
injektiv, da sie (auf nichtkanonische Weise) mit der Abbildung R — Quot R tiber-
einstimmt. Wir diirfen daher I'(S,2*L) als Teilmenge von (z*L£); auffassen. Zhang
kann damit die Norm eines Schnittes [ € L(z) = (2*L); definieren durch

l1|" == inf{|a| | I € aT'(S,3*L)} = inf {|a| | la™* € T'(S,%*L)}.
acK ac KX

Um zu sehen, dass |I|" mit |I| aus Definition 3.4 iibereinstimmt, betrachten
wir eine Trivialisierung ¢ : 2*£ — Og des Geradenbiindels z*£. Die Inklusion
['(S,2*L£) C (2*L), identifiziert sich dariiber mit der Inklusion Rz C K. Da
schlieflich fir jedes a € K genau dann a € Ry gilt, wenn |a| < 1 ist, folgt

r_ s R -1 _ _
I = imf{lal [ la™ € &L} = inf{[a] | ¥(D)a™ € R} = [ ()] = [, -

Die gleiche Uberlegung zeigt die Ubereinstimmungen mit der von Zhang in
[Zha93, (1.1),(1.3)] definierten Metrik, falls X eine regulér strikt semistabile Kurve

ist.

3.2. Die Reduktionsabbildung

Ab jetzt sollen wieder ausschliellich regular strikt semistabile S-Schemata X be-
trachtet werden. Als eine weitere technische Voraussetzung nehmen wir an, dass
die simpliziale Reduktionsmenge keine Mehrfachkanten aufweist. Dies ist keine
starke Einschrankung, da wir aus einem regulér strikt semistabilen S-Schema X
durch verzweigten Basiswechsel S,, — S stets ein regulér strikt semistabiles Sche-
ma liber .S, erhalten konnen; fiir Kurven wurde dies in Algorithmus 2.4 gezeigt. Um
Koordinatenfunktionen betrachten zu kénnen, sei auflerdem X als eigentlich tiber
S vorausgesetzt. Wir identifizieren die Ecken C' € Z(X)o der Reduktionsmen-
ge mit den irreduziblen Komponenten der speziellen Faser von X,. Da X regular
strikt semistabil ist, wird jede Komponente C' € Z(X ) durch einen Cartierdivisor
beschrieben und daher kénnen wir ihr nach Definition 3.6 eine Koordinatenfunk-
tion fco : X, (K) — R zuordnen.
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3. Metrisierte Geradenbiindel

Sie ermoglicht uns, eine Abbildung der abgeschlossenen Punkte der geometri-
schen Faser X(K) des Schemas X in die geometrische Realisierung der Reduk-
tionsmenge Z(X) zu definieren. Wir nutzen dazu die Beschreibung der geome-
trischen Realisierung | (X )| mittels Koordinatenfunktionen (Proposition A.17)
und miissen zunéchst zeigen, dass die Funktionen fo tatsdchlich Koordinatenfunk-
tionen zum simplizialen Komplex Z(X) bilden:

Proposition 3.12. Sei X ein eigentliches requldr strikt semistabiles S-Schema
mit einer Reduktionsmenge ohne Mehrfachsimplizes, sowie v € X (K ). Dann gilt
Ycenx), fo(r) = 1 mit fo(x) > 0 fir alle C € Z(X)o. Dabei ist genau dann
fo(z) > 0, wenn x in einen beliebigen Punkt der Komponente C' spezialisiert.

Beweis. Die spezielle Faser X, wird durch den Hauptdivisor D, = div 7 beschrie-
ben. Da X reduziert ist, gilt > ccp(x), Do = Dy und mit Proposition 3.8 erhalten
Wir Y cen(x), fo(®) = fp, (7). Danach Proposition 3.7 fp, (p) = 1 fiir jeden Punkt
p € X(K) gilt, folgt die erste Behauptung.

Fir die zweite Behauptung sei der geometrische Punkt x wieder zu einem Rj-
rationalen Punkt & € X (Rj) fortgesetzt. Wir betrachten eine Umgebung U C X
von Z, in der der effektive Cartierdivisor D¢ durch einen Schnitt h € Opy(U)
gegeben wird. Mit Proposition 3.7 folgt sofort fp.(x) = — logb(‘x#h‘) > 0.

Der Punkt = spezialisiert nach Definition genau dann in die Komponente C|
wenn das Bild des speziellen Punktes s € Spec Ri unter & in C liegt, wenn
also der Keim hz) im Maximalideal mys) des lokalen Rings Uz (s liegt. Dies ist
dquivalent dazu, dass % (h) im Maximalideal {x € R | |z| < 1} von Ry liegt.
Nach Proposition 3.7 ist dies dquivalent zu fo(z) > 0. O

Das Tupel (fc(z))ce(x), bildet folglich fiir jeden Punkt x € X (K) eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf Z(X), mit Trager in einem Element aus Zg(X),
also einem Simplex der Reduktionsmenge. Nach Proposition A.17 diirfen wir
(fe(x))cen(x), als Punkt von | Z(X)| auffassen.

Definition 3.13. Sei X ein eigentliches regulér strikt semistabiles S-Schema. Die
durch die Koordinatenfunktionen induzierte Abbildung

Redy : X(K) = |Z(X)], 2 € X(K)w (fe(x))cenx,
heifit Reduktionsabbildung.
Sie zeigt gutes Verhalten bei Basiswechsel:

Proposition 3.14. Sei g: X — Y ein dominanter Morphismus zwischen eigent-
lichen requldr strikt semistabilen Schemata. Dann kommutiert g, mit der Reduk-
tionsabbildung, d.h. das Diagramm

X(K) 2% | 2(X))
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3.2. Die Reduktionsabbildung

kommutiert. (Hierbei wird durch den Pfeil g. rechts im Bild der vom Morphismus
gx : B(X) = Z(Y) aus Proposition 1.17 induzierten Morphismus der geometri-
schen Realisierungen bezeichnet.)

Beweis. Da f ein Morphismus zwischen reduzierten lokal noetherschen Schemata
ist und die einzige irreduzible Komponente von X nach Voraussetzung das Schema
Y dominiert, existiert ein Pullback ¢g* : CaDivY — CaDivX.

Sei z ein Punkt aus X (K). Wir haben zu zeigen, dass die Koordinatenfunktionen
von Redy og.(z) und g. o Redx(x) iibereinstimmen. Mit der expliziten Beschrei-
bung der Abbildung g, : | Z(X)| — | Z(Y)| aus Proposition A.17 haben wir fir
jedes Element C' € Z(Y'), die Gleichheit

folgu(a) = 3. fol(x)

C'e(g«)~H(C)

zu beweisen.

Da beide Schemata regulér strikt semistabil sind, kénnen wir C' und (g.)~*(C) =
{C],...,C]} als Elemente von CaDivY bzw. CaDivX auffassen. Nach [Gor10, Cor.
11.49] gilt g*(C) = ¢~ ' (C) und mit Y ist auch g~*(C) reduziert ist. Daher enthélt
Y, jeden der Primdivisoren C1, ..., C] mit Vielfachheit 1. Es gilt daher

gC)=Cr+---+C.
Daraus folgt mit Proposition 3.8 und Proposition 3.9 die Behauptung
fe(g«(2)) = fo0)(x) = for (x) + -+ + foy (2).

]

Eine erste Anwendung fiir Proposition 3.14 finden wir bei der Betrachtung der
Projektionen eines Produktmodells.

Korollar 3.15. Sei X eine requldr strikt semistabile S-Kurve mit einer Total-
ordnung < auf ihrem Reduktionsgraphen I'(X). Es bezeichne W = W (X, <,d)
das in Algorithmus 2.8 konstruierte Modell des Produktes (X,)%. Wir bezeichnen
die Verkettung aus der Aufblasung W — X<¢ und der Projektion pr, : X¢ — X
auf den i-ten Faktor mit pr, : W — X. Diese Morphismen sind dominant, daher
kommutiert nach Proposition 3.14 das Diagramm

W(K) 2 | (W)
(P@)*JV
X(K) 2% 1 2(X)).

Hierbei stimmt der von pr; induzierte Morphismus (pr;)« : | Z(W)| — | Z(X)|
mit der Projektion von | Z(W)| = |2 (X)?| auf den i-ten Faktor iiberein. Es ist
daher maglich, die Reduktionsabbildung komponentenweise zu bestimmen.
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Bemerkung 3.16. Sei K,, eine algebraische Erweiterung vom Grad n. Da K voll-
standig ist, lasst sich die Bewertung von K eindeutig auf K, fortsetzen. Wir
bezeichnen den Bewertungsring von K, mit R, und sein Spektrum mit S, :=
Spec R,,. Da der Restklassenkorper von R algebraisch abgeschlossen ist, ist die
Erweiterung K, /K total verzweigt vom Index n und wir kénnen daher Uniformi-
sierer m, € R,,m € R von R, bzw. R wéihlen, so dass m unter dem kanonischen
Morphismus R — R, auf 7] abgebildet wird. Wir sind daher in der Situation aus
Abschnitt 2.2. Sei X, ein regulér strikt semistabiles S,-Schema. Dann lédsst sich auf
X, ebenfalls eine Reduktionsabbildung angeben, indem man alle Betrachtungen
dieses Kapitels mit dem diskreten Bewertungsring R, und seinem Uniformisierer
7, durchfiihrt. Hierzu muss eine Norm ||, auf K gewihlt werden, die |r,|, = 1/b

erfiillt. Sie unterscheidet sich damit von |-| lediglich in der Normierung: |-|,, = {/|-.
Wir kénnen daher die Reduktionsabbildung Redy, des S,-Schemas unter Ver-
wendung der Norm |-| ausdriicken und erhalten damit

Redy, : X,(K) = | 2(X)|, @€ X (K) v (fi"(2) = nf8 (2)cenxno-

Mit dieser Beschreibung ist es moglich, die Vertrédglichkeit der Reduktionsab-
bildung mit verzweigtem Basiswechsel zu untersuchen. Ist X eine regular strikt
semistabile Kurve iiber S, so haben wir bereits gesehen, dass fiir das regular strikt
semistabile Modell X,, des Basiswechsels der Reduktionsgraph I'(X,,) aus I'(X)
durch n-fache Unterteilung hervorgeht. Auch in diesem Fall lasst sich ein kano-
nischer Isomorphismus zwischen den geometrischen Realisierungen angeben, die
gleichméBige Unterteilung unt,, : |I'(X,,)| ~ |T'(X)| und man erhélt ein kommuta-
tives Diagramm wie folgt

Proposition 3.17. Es sei K,,/K eine algebraische Korpererweiterung vom Grad
n, R, der diskrete Bewertungsring der Bewertungsfortsetzung von K auf K, und
S, := Spec R,, dessen Spektrum. Es sei X,, das durch Algorithmus 2./ bestimmte
Modell der Kurve X, iber R,, und ¢ : X,, = X der Aufblasungsmorphismus. Dann
kommutiert das folgende Diagramm.:

X, (K) =22 0(X,)|

Y untnl

X(K) =% |p(x)].

Beweis. Sei x € X,(K) ein geometrischer Punkt von X,, und Z : X,,(Rj) seine
Fortsetzung auf Rjz. Das Schema X, wurde mittels Aufblasung in den Doppel-
punkten aus dem Basiswechsel X x Spec R,, gewonnen. Falls daher ¢(x) in einen
glatten Punkt von X spezialisiert, also falls ¢ o Z(3) ein glatter Punkt von X ist,
so liegt auch bereits Z(5) in einem glatten Punkt von X,, und daher in genau einer
Komponente C” von (X,,)s, der strikten Transformierten der Komponente C'.
Bildet andererseits ¢ o Z(5) einen Doppelpunkt von X, so diirfen wir uns auf
eine offene Umgebung U einschrénken, die eine étale Abbildung ¢ : U — L auf
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das Standardschema L = Spec R[xg, z1]/(xoz1 — ) erlaubt. Wie im Beweis zu
Satz 2.5 gezeigt erhélt man ein kommutatives Diagramm

U, U

of

L, 25 L
mit einer étalen Abbildung v, : U, — L, zwischen den entsprechenden aus U
und L durch Aufblasungen gewonnenen regulér strikt semistabilen Modellen. Die
Abbildungen v und 1, konnen so gewéahlt werden, dass sie Bijektionen ), bzw.
(1n)« auf den Reduktionsmengen induzieren. Wir kénnen uns daher aufgrund von
Proposition 3.14 auf den Fall X = L beschranken.

Sei somit X = L = Spec R|[zo, 21|/(2021 — m) und L,, das mittels Algorithmus 2.4
bestimmte Modell iiber S,, = Spec R,, und = : Rz — L,. Wie stets bezeichne die
Komponenten von Lg mit Cy und Cp; nach Lemma 2.7 besteht (L, )s aus irredu-
ziblen Komponenten CY,...,C),, wobei Cj und C] die strikten Transformierten
der Komponenten Cy = div(z;) bzw. C; = div(zp) bilden. Fassen wir Cy, C sowie
C{, ..., C! als Cartierdivisoren auf, so gilt ebenfalls nach Lemma 2.7 die Beziehung

n

" (Co) =D _(n—1i)C;.

=0
In einem geometrischen Punkt  : Rz — L,, erhalten wir daraus mittels Proposi-
tion 3.8 und Proposition 3.9 die Gleichung

feolp(x)) = Z(n — i) for Z

=0 =0

nfiy()).

Dies liefert bei Beachtung der Normierung (vgl. Bemerkung 3.16) und mit der
Definition der Abbildung unt,, die Behauptung. O

Bemerkung 3.18. Mittels des letzten Lemmas erkennt man, dass die hier definier-
te Reduktionsabbildung mit der iiblichen Definition von Rumely ([Rum89, 2.4.2])
iibereinstimmt: Um nach Rumely die Reduktion eines geometrischen Punkts x €
Xn(f_( ) zu bestimmen, muss man zu einer verzweigten Erweiterung von R,, von R
iibergehen, in der der Punkt = in einen glatten Punkt spezialisiert. Die Speziali-
sierung von x liegt folglich in genau einer Komponente C” der speziellen Faser X,
also einem Element von I'(X,,). Das Bild dieser Komponente unter der Abbildung
unt,, der Reduktionsgraphen wird Reduktion von = genannt.

Da der Punkt 2 € X,,(K) in genau eine Komponente C’ € T'(X,,) spezialisiert,
so ist nach Proposition 3.12 auch Redx, (z) = C” und mit Proposition 3.17 folgt
schlieBlich auch die Ubereinstimmung von unt,,(C’) mit Redx(z).

Mittels der Reduktionsabbildung erhalten wir schlieflich eine Moglichkeit, ver-
tikale Divisoren auf reguldr strikt semistabilen S-Varietaten durch analytische
Objekte, ndmlich Funktionen auf der geometrischen Realisierung der Reduktions-
mengen, zu beschreiben. Schliissel dafiir ist die folgende Aussage.
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Proposition 3.19. Sei X eine reqular strikt semistabile S-Kurve mit Totalord-
nung < auf X%, das Schema W = W(X,d) das nach Algorithmus 2.8 gebildete
requldr strikt semistabile Produktmodell, sowie D € CaDivW ein Cartierdivisor
mat Trager in der speziellen Faser. Dann faktorisiert die Funktion fp tiber die Re-
duktionsabbildung. Die induzierte Abbildung wird mit fi : | #(W)| — R bezeich-
net. Die Funktion fp ist innerhalb der geometrischen Realisierung jedes Simplex
von Z(W) affin und daher durch die Werte an den Eckpunkten C' € Z (W)
eindeutig festgelegt. Es gilt

D= > fo(C)[C].

CreR(W)o

Beweis. Mit den bisherigen Definitionen ist die Faktorisierung eine Trivialitat: Ist
D der Cartierdivisor einer Komponente C' € Z(W )y, so ist fc selbst Koordinaten-
funktion und damit auf jedem Simplex affin. Da jeder Cartierdivisor mit Trager
in W, eine Linearkombination solcher Divisoren ist, folgt die erste Aussage fiir
beliebige Divisoren aus Proposition 3.8.

Sei D = Ycenmw), nclC] und C" € Z(W), eine beliebige Komponente. Wir
wihlen einen Punkt = € W(K), der nur in die Komponente C” spezialisiert. Fiir
diesen gilt nach Proposition 3.12 offenbar

o)=Y ncfe(x)=ne

CeZ(W)o

und die gesuchte Gleichung der Divisoren folgt sofort. O]

3.3. Morphismen zwischen Modellen

Die Funktionen fp erweisen sich niitzlich fir die Bildung von Morphismen zwi-
schen Modellen. Die durch die Verfahren aus Kapitel 2 gebildeten Modelle sind
sich dhnlich genug, dass man Abbildungen zwischen Modellen erhalten kann, wenn
die Reduktionsmengen vertraglich sind:

Satz 3.20. FEs sei K,, eine algebraische Koérpererweiterung vom Grad n, R, der
Bewertungsring der Bewertungsfortsetzung von K auf K, und S, := SpecR,.
Sei X eine eigentliche requldr strikt semistabile Kurve tber S und X, das in
Algorithmus 2.4 bestimmte reguldr strikt semistabile Modell des Basiswechsels mit
Sn. Es bezeichne W = W (X, <,d) das Modell des Produktes X und weiterhin
W, = W(X,, <,d) entsprechend das Modell des Produktes (W,)¢. Dann existiert
ein Morphismus ¢ : W, — W.

Der Beweis nutzt die universelle Eigenschaft der Aufblasung. Als Grundidee
dient das folgende Lemma:

Lemma 3.21. Sei W ein eigentliches requlir strikt semistabiles Schema und
Dy, Dy zwei effektive Cartierdivisoren mit Trager in Wy. Der schematheoretische
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Durchschnitt DN Dy ist genau dann wieder ein Cartierdivisor D, wenn die Funk-
tion min(fp,, fp,) auf jedem Simplex von Z(W) affin ist. Ist dies der Fall, dann
gilt fir den Cartierdivisor D

fD = min(fDl?sz)'

Beweis. Ist der schematheoretische Durchschnitt D = Dy N Dy ein Cartierdivisor,
so ist fp affin. Sei 7 € W(Rj) ein Rg-Punkt von X und U C W trivialisieren-
de offene Umgebung fiir die Divisoren D, Dy, Ds. Da die Divisoren effektiv sind,
werden sie auf U durch Schnitte 7, 71,79 € I'(Oy, U) gegeben. Die Voraussetzung
D = D; N Dy impliziert eine Gleichheit von Idealen (r) = (r1,r2) also auch

(@7 (r)) = (&7 (r1), 2" (r2)).

Da Ry ein Hauptidealring ist, folgt |2*(r)| = min(|z*(r1)]|, |2*(r2)|) und mit Pro-
position 3.7 schlieBlich fp(z) = min(fp,(Z), fp,(Z)).

Fir die Umkehrung diirfen uns auf einen Simplex einschrédnken. Dort impliziert
die Voraussetzung, dass eine der beiden Funktionen die andere auf dem ganzen
Simplex dominiert, ohne Einschrankung sei folglich fp, < fp,. Dann ist jedoch
DyD7! ein effektiver Cartierdivisor, wie man ebenfalls mittels Proposition 3.7 in
lokalen Koordinaten iiberpriifen kann. Folglich gilt D; N Dy = Dy und damit ist
D N D, insbesondere selbst ein Cartierdivisor. O

Wir zeigen zunéchst die folgende Vertriglichkeit der Reduktionsmengen:

Lemma 3.22. Sei X eine requldr strikt semistabile Kurve tiber S und X das
in Algorithmus 2.4 bestimmte reguldr strikt semistabile Modell, W = W (X, <, d)
und W,, die mittels Algorithmus 2.8 gebildeten Produktmodelle von X® bzw. (X,)<.
Dann gibt es einen kanonischen Homdéomorphismus 7 : | Z(W,)| — | Z(W)| der-
art, dass das Diagramm

Wo(K) —— W(K)
| Z(W,)| —— | Z(W)

kommutiert. Es sei f : | Z(W)| — R eine Funktion, die auf jedem Simplex von
A W) affin ist. Dann ist auch f o1 auf jedem Simplex von Z(W,,) linear.

Beweis. Nach Korollar 3.15 und Proposition 3.17 kommutiert das Diagramm

Wi(K) —— TLXW(K) — [LX(K) — W(K)

l l | l

| ZWy)| —— TLIZ2(X0)] —— [L| Z(X)| —— [Z2(W)]

und wir erhalten 7 als Verkettung aller kanonischer Isomorphismen in der zweiten
Zeile.
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3. Metrisierte Geradenbiindel

Fiir die zweite Aussage betrachten wir die nach Satz 2.5, Satz 2.10 und Propo-
sition A.9 gegebene kanonische Isomorphismus von simplizialen Mengen:

(3.1) o AW, H%’ Huntn X (X) ~ unt,, Z(W).

Da ¢ ein Isomorphismus ist, gentigt es, die Aussage fiir den Morphismus
7o le]: [unt, (Z(W))] = [ 2 (W)

zu zeigen. Dieser stimmt jedoch nach Konstruktion mit der kanonischen Abbildung
aus Proposition A.23 iiberein. Daher folgt die Behauptung aus Proposition A.24.
m

Beweis von Satz 3.20. Wir betrachten die Definition von W als sukzessive Auf-

blasung von W¢:

Offenbar gibt es einen Morphismus ¢ : W, — W, Wir weisen die univer-
selle Eigenschaft der Aufblasungen nach, um Abblldungen ol W, — Wl zu
konstruieren.

Sei ol! : W, — WU bereits konstruiert. Das Zentrum des Aufblasungsmor-
phismus W — W kann nach Korollar 2.16 als Schnitt von Cartierdivisoren
C = DyN---ND; beschrieben werden. Die Komponente C' wird nach Aufblasung
ein Cartierdivisor, folglich gilt fir die Funktionen min(fp,, ..., fp,) die Bedingung
aus Lemma 3.21.

Nach Lemma 3.22 gilt auch fiir den zuriickgezogenen Divisor (pl1)~}(C) =
(eh*Dy N - N (f)*D; die Bedingung aus Lemma 3.21. Damit ist (¢)~1(C)
ebenfalls Cart1erd1v1sor und die universelle Eigenschaft der Aufblasung liefert die
gewiinschte Abbildung o1 : W, — W+ Es folgt die Behauptung. O
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4. Schnittzahlen in
Produktsituationen

Ziel dieses Abschnittes ist es, die kombinatorische Struktur der Reduktionsmenge
auszunutzen, um Schnittzahlen zu bestimmen. Es sei S das Spektrum eines diskre-
ten Bewertungsrings mit algebraisch abgeschlossenem Restklassenkorper und X
eine regulir strikt semistabiles S-Kurve mit einer Totalordnung < auf X© . Den
Reduktionsgraph von X bezeichnen wir mit I' := I'(X'). Zu d € N betrachten wir
das nach Algorithmus 2.8 gebildete Produktmodell W := W (X, <,d) von (X,,)%.
Nach Satz 2.10 gilt fiir die simpliziale Reduktionsmenge von W die Beziehung
Z(W) = T'?. Im folgenden Kapitel untersuchen wir den Chowrings von W und
zeigen, dass einige wesentliche Relationen in CHy, (W) nur von der kombinato-
rischen Struktur der Reduktionsmenge Z (W) := I'Y abhingen. Es macht daher
Sinn, einen Ring C(I'Y) zu definieren, der genau diese Daten kodiert. Es wird ge-
zeigt, dass es einen Homomorphismus von Z-Algebren von C(I'?) in den Chowring
von W gibt und es méglich ist, Schnittzahlen bereits in C(I'?) zu berechnen. Weiter
lisst sich zeigen, dass die Berechnung der Schnittzahlen von C(I'?) in geeignetem
Sinne ,lokal“ erfolgen kann, dass es also geniigt, den Fall zu betrachten, dass
der Graph T lediglich aus einer Kante besteht. Fiir derartige Graphen schlieflich
werden die Schnittzahlen fiir d = 2 und d = 3 explizit bestimmt.

4.1. Der Chowring regularer Schemata

Wir wiederholen im Folgenden einige wesentliche Aussagen der Schnitttheorie nach
Fulton. Dabei beschranken wir uns auf das noch relativ einfach durchzufiihrende
Schnittprodukt mit Divisoren. Dazu betrachten wir stets regulédre Schemata iiber
einem reguldren Basisschema. Da diese nach [Liu02, 8.2.16] universell katenér
sind, kénnen wir ohne gréflere Probleme den Chowring nach der Kodimension
graduieren. Wir ibernehmen dabei die Definition aus [Sou92, 1.2].

Definition 4.1. Es sei S ein regulires noethersches Schema, X ein reguldres
S-Schema von endlichem Typ und Y C X eine abgeschlossenes Teilmenge.

(i) Wir bezeichnen mit Z%(X) die von den Elementen aus X® NY erzeugte

freie abelsche Gruppe. Elemente aus Z3 (X) werden als p-Zykel mit Trager
in Y bezeichnet.
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

(ii) Zu jedem Punkt x € X~ NY von Kodimension p — 1 und jeder rationalen
Funktion f € x(z) wird ein p-Zykel div(f) € Z3(X) definiert durch

div(f)= > ordo,,(f)y,

yeX®n{z}

wobei die Ordnung ord,(f) wie in [Sou92, 1.1] definiert ist. Die von div(f)
fiir alle z € X®*"V NY, f € k(z) erzeugte Untergruppe von Z%(X) heift
die Gruppe der zu 0 rational dquivalenten Zykel mit Triger Y und wird mit
Ratl (X) bezeichnet.

(iii) Die Gruppe
CHY(X) = Z0(X)/Ratl, (X)

heifit Chowgruppe von X mit Triger Y. Ist V' C Y eine abgeschlossene
irreduzible Teilmenge von Y mit generischem Punkt xy, so bezeichnen wir
die durch den Punkt zy reprasentierte Klasse in CHY (X)) mit [V].

Bemerkung 4.2. Es sei S ein reguldres noethersches Schema, X ein regulares S-
Schema von endlichem Typ und Y/ C Y C X zwei abgeschlossene Teilmengen.
Dann gibt es einen kanonischen Morphismus

Zy(X) = Zy(X),

der durch die Zuordnung [V] — [V] gegeben ist. Dieser bildet Rat},, auf Rat} ab
und liefert daher eine kanonische Abbildung

CH?,(Y) — CHE(X).

Um den Zusammenhang dieser Definitionen mit denen aus [Ful98, 1.3] expli-
zit angeben zu konnen, benotigen wir zunédchst noch den Begriff der relativen
Dimension aus [Ful98, 20.1]:

Definition 4.3. Es sei S ein regulares Schema und X ein S-Schema von endlichem
Typ mit Strukturmorphismus ¢ : X — S.

(i) Ist X irreduzibel mit generischem Punkt 7y, so definieren wir die relative
Dimension von X beziiglich S durch

dimg(X) := trdeg(r(nx)/r(¢(nx))) = dim(Og o(y))-

(ii) Ist X ein beliebiges S-Schema von endlichem Typ, so heiit es relativ dqui-
dimensional von Dimension d, falls fiir jede irreduzible Komponente V' C X
gilt:

In diesem Fall bezeichnen wir d auch als relative Dimension von X und
bezeichnen sie mit dimg(X).
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4.1. Der Chowring reguldrer Schemata

Da S universell katenér ist, erhédlt man folgende Eigenschaften der relativen
Dimension.

Proposition 4.4. Es sei S ein requldres Schema und X, Y irreduzible S-Schemata
von endlichem Typ.

(i) Es gilt
dimg(Xred) = dlmg(X)

(it) Ist V C X ein irreduzibles abgeschlossenes Unterschema von X, so gilt

dimg (V) = dimg(X) — codim(V, X).

(iii) Ist f: X — Y ein dominanter Morphismus, so gilt
dimg(X) = dimg(Y') + trdeg(x(nx)/k(ny)),

wobei mit nx und ny die generischen Punkte von X bzw. Y bezeichnet wer-
den.

(i) IstY requlir und f: X —Y ein Morphismus von S-Schemata, so gilt

(v) Ist k ein Kéorper und X ein k-Schema von endlichem Typ, so gilt
dimgpec k(X)) = trdeg(k(nx)/k) = dim(X).
Falls daher X und S k-Schemata von endlichem Typ sind, so gilt

dimg(X) = dim(X) — dim(5).

(vi) Ist f: X — Y ein flacher Morphismus, so gilt fir jeden Punkty €Y

dim X, = dimg(X) — dimg(Y").

Beweis. Behauptung (i) ist klar, da beim Ubergang zum reduzierten Schema
k(nx) und ¢(nx) unverdndert bleibt. Wir kénnen daher fir die restlichen Aus-
sagen X als reduziert annehmen.

Behauptungen (ii) und (iii) folgen dann aus [Ful98, Lemma 20.1]. Zum Beweis
von (iv) bezeichne V := f(X) das schematheoretische Bild und wir betrachten die

Faktorisierung von f als
f: X =V =Y.

Da der erste Morphismus dominant und der zweite eine abgeschlossene Immersion
ist, folgt die Behauptung aus (ii) und (iii).
Behauptung (v) folgt direkt aus der Definition.
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

Fiir Behauptung (vi) lasst sich [Liu02, Cor 4.3.14] tibertragen. Es sei dazu x €
X, ein abgeschlossener Punkt der Faser X,,. Daher gilt trdeg(x(z)/k(y)) = 0 und
es folgt

dimg (m) = dimg (@)
Damit folgt

dim(X,) = dim(Ox, ;) = dim Ox,, — dim Oy, = codim({z}, X) — codim({y},Y)
= dimg(X) — dimg({z}) — dimg(Y) + dimg({y}) = dimg(X) — dimg(Y").

]

Damit konnen wir Definition 4.1 mit der Definition der Chowgruppe aus [Ful98,
1.3] vergleichen:

Proposition 4.5. Es sei S ein requldres Schema und X ein relativ dquidimen-
sionales S-Schema von endlichem Typ. Wir bezeichnen mit Z,(X), Rat,(X) und
A,(X) die Gruppe der Zykel, der zu 0 rational dquivalenten Zykel sowie die Chow-
gruppe aus [Ful98, Kap 1]. Dann gilt fir jedes abgeschlossene UnterschemaY C X
und p € N:

Z3(X) = Zaims(x)—p(Y),
Ratﬁ’/(X) ~ Ratdims(x)_p(Y),
CH (X) 2 Agimgx)-n(Y)

Beweis. Dies folgt sofort aus Proposition 4.4 (ii), da fir jedes abgeschlossene in-
tegre Unterschema V' C Y gilt:

dimg(V) = dimg(X) — codim(V, X).
[l

Die Definitionen von direktem Bild und flachem Pullback lassen sich durch
kleine Anpassungen auf die Graduierung nach Kodimension tibertragen.

Definition 4.6. Es sei S ein regulidres Schema und f : X — Y ein eigentlicher
Morphismus von reguléren relativ dquidimensionalen S-Schemata. Wir setzen d :=
dimy (X) und definieren das direkte Bild

fo: ZP(X) — ZP74(Y)

als die eindeutiger lineare Abbildung mit f,(z) = deg({z}/{f(x)})f(z). Hierbei
gelte wie iiblich

[k(z) : k(f(z))] falls k(z)/k(f(z)) endliche Kérpererweiterung,

0 sonst.

deg({a}/{f(2)}) = {
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4.1. Der Chowring reguldrer Schemata

Proposition 4.7. Die Abbildung f. erhdlt rationale Aquivalenz und induziert da-
her eine Abbildung auf Chowringen mit Trdger:

fo: CHY(X) — CHE ) (V).

Beweis. Es bezeichne Y’ das Schema f(Z) versehen mit der induzierten redu-
zierten Struktur und X’ := f~1(Y”) das schematheoretische Urbild. Dann ist der
Basiswechsel f': X’ — Y’ ebenfalls eigentlich und nach [Ful98, 1.4, 20] existiert
ein Morphismus f; : Zgim(x)—p(X') = Zaim(x)—p(Y’) derart, dass

Js

75(X) Z5a(Y)

l: ,

Zdimg(X)—p(Z) — Zaims(x)—p(X') — Zaims(v)—(p-a)(Y")

kommutiert. Mit [Ful98, Thm 1.4, 20] folgt schliefllich f.(Rat% (X)) C Rati’f(zd)(Y)[.]

Definition 4.8. Es sei f : X — Y ein flacher Morphismus von reguléren relativ
aquidimensionalen S-Schemata und Z C Y eine abgeschlossene Teilmenge. Dann
definieren wir den Pullback

[ Z5(Y) = Zi 2)(X)

(2)

als die eindeutige lineare Abbildung, die fiir jedes abgeschlossene Unterschema
V C X von Kodimension p und mit W := f~(V) die Gleichung

(VD)= > Lingeo,, (Owy)y

yeWw (0)
erfullt.

Proposition 4.9. Die Abbildung f* erhdlt rationale Aquivalenz und induziert eine
Abbildung
f¥: CHL(Y) — CHIJZ_l(Z)(X).

Beweis. Wir versehen die abgeschlossene Teilmenge Z mit der induzierten redu-
zierten Struktur und bezeichnen das schematheoretische Urbild mit X’ := f~1(Z).
Da f flach ist, ist auch der Basiswechsel f': X’ — Z flach und nach [Liu02, Thm
4.3.12] gilt fur jede irreduzible Komponente V' von X’

codim(V, X) = dim(Ox,,) = dim(Oy,,,) = codim(Z,Y’)

und daher ist X’ relativ dquidimensional tiber Z. Wir bezeichnen diese Dimension
mit d := dimyz(X’) = dimy (X). Nach [Ful98, 1.7, 20] gibt es einen Morphismus
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

It Zaimy)—p(Z) = Zaim(x)—p(X') derart, dass
Z5(Y) _— Zﬁfl(z)(X)

Zdim(Y)fp(Z) f—> Zdim(X)fp(X,)

kommutiert. Dann folgt f*(Rat%(Y)) C Rat}_,, (X) aus [Ful98, Thm 1.7, 20][.]

Direktes Bild und flacher Pullback sind im folgenden Sinne vertraglich:

Proposition 4.10. FEs sei

x Ly

|

X L. vy

ein kartesisches Diagramm von reguliren S-Schemata von endlichem Typ, wobei
X, Y, Y relativ dgquidimensional iber S sind und f ein eigentlicher und g ein fla-
cher Morphismus ist. Dann ist auch X' dquidimensional mit relativer Dimension
dims(X/) = dlmg(X) + dlmy<Y/)
Ist Z C X eine abgeschlossene Teilmenge, so gilt fir jedes Element o € CHY(X)
die Beziehung
fig"a =g fu

. p—d
in CHy 1 42y

Beweis. Wir bestimmen zunéachst die relative Dimension von X'. Hierflr geniigt
es zu zeigen, dass fiir jede irreduzible Komponente V' C X’ die Gleichung

dimy (V') = dimy (Y")
gilt. Es bezeichne 2’ € X’ den generischen Punkt der Komponente V’. Da ¢’ flach
ist, gilt codim(g’(V’), X) = 0 und daher
dimy (V') = trdeg((x/)/w(g'(z'))) = dim(X} 1)
und mit Proposition 4.4(vi) folgt
dim (Y5 s (zry)) = dimg(Y”’) — dimg(Y").

g' (@
Die noch zu zeigende Gleichheit dim(Yj(y(,1))) = dim(X7,(,.)) folgt schlieBlich aus
dem kartesischen Diagramm

X! > X, > Y,
I
k() Xy > k(y)
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4.1. Der Chowring reguldrer Schemata

unter Verwendung der Noether-Normalisierung.

Es bezeichne Z’ die abgeschlossene Teilmenge f(Z) C Y versehen mit der in-
duzierten reduzierten Struktur. Wir betrachten den Basiswechsel des Diagramms
mit der abgeschlossenen Immersion 72 — Y:

X — Y

I
X 1,z
Nach [Ful98, Prop 1.7, 20] gilt fiir jeden k-Zykel o € A(X)
13" (@) = 5" fula)
als Gleichung in Ayq(Y”). Mit der Vertriglichkeit von direktem Bild und Pullback
mit Wechsel des Trégers folgt dann auch die Gleichheit der Abbildungen
flg" : CHY(X) — CHY(Y"),
g f. : CHL(X) — CHEF(Y").
O
Da die Gruppe der 1-kodimensionalen Zykel regularer Schemata mit der Gruppe

der Cartierdivisoren in Bijektion steht, kann man einen allgemeineren Pullback
definieren.

Definition 4.11. Es seien X und Y reguldre integre Schemata, f : X — Y
ein dominanter Morphismus und « = Y;[Vi] € Z'(Y) ein 1-Zykel mit Trager in
Z. Da Y regulér ist, sind die abgeschlossenen Unterschemata V; gegeben durch
Cartierdivisoren D;. Da f dominant ist, existiert ein Pullback fiir Cartierdivisoren

und wir setzen
F(e) = 1D

7

Proposition 4.12. FEs seien X,Y regulire integre Schemata, f : X — Y ein
dominanter Morphismus und Z CY ein abgeschlossenes Unterschema. Dann gilt
f*(Rat*(Z)) C Rat*(f~Y(Z)) und daher induziert f* einen Modulmorphismus

f* 1 CHY(Y) = CHj () (X), [a] = [f*a].
Ist f dariberhinaus flach, so stimmt f* mit Definition 4.8 tiberein.

Beweis. Wir bezeichnen die generischen Punkte von X, Y mit nx,ny. Es geniigt
zu zeigen, dass fiir jedes g € r(ny)* die Beziehung f*(div(g)) € Rat'(f~(Z))
gilt. Dazu betrachten wir den aufgrund der Dominanz gegebenen Morphismus
% k(ny) = k(nx) und nutzen die Gleichheit der Cartierdivisoren

fr(div(g)) = div(f*(g)).
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

Zur Ubereinstimmung mit dem flachen Pullback aus Definition 4.8 geniigt es,
f5([D]) = [f*(D)] zu zeigen. Dies folgt aus [Ful98, Lemma 1.7.1, 20]. O

Im Gegensatz zu einem beliebigem Schnittprodukt, ist es relativ leicht, ein
Schnittprodukt mit Divisoren zu definieren:

Proposition 4.13. Es sei X ein requldres Schema.

Sei D ein Cartierdivisor und V' C X eine abgeschlossene Teilmenge von Kodi-
mension p, die mit der induzierten reduzierten Struktur versehen ist. Wir erhalten
daher eine abgeschlossene Immersion iy : V. — X. Unter Verwendung der Theorie
von Pseudodivisoren aus [Ful98, 2.2] lisst sich dann eine eindeutige Klasse [i}, D]
in CHY)y, bilden.

Wir erhalten daher einen Morphismus von Z-Moduln definiert durch

- CHY.(X) ® CHL(X) — CHYFL (X)
V]® D [V]- D :=[i},D].

Der Morphismus - erfillt die folgenden Eigenschaften eines Schnittproduktes:
(i) Fiir o € CHY(X) und D, D' € CHL(X) gilt

(a-D)-D'=(a-D")-D.

(ii) Ist f Y — X ein eigentlicher Morphismus, o € CHY(X) und D € CHL(Y),
so gilt:
fula- f*D) = fu(a) - D.

(iii) Es seien a = [V] € CHY.(X) und D € CHL(X) gegeben, die sich eigentlich
schneiden, d.h. codim(V N |D|) =p+ 1. Dann gilt

VI-D= > x"(V.D){z}].

reXxprtl

Hierbei bezeichnet x*(V, W) die Formel von Serre fiir Schnittvielfachheiten:

X*(Y,Z) := Y (—1)’ Lange(Tor;(Y,, Z,)).

i

Beweis. Ein Beweis der ersten beiden Aussagen finden sich im Buch von Fulton
[Ful98, Def 2.3, Prop 2.3, Thm 2.4], wenn man die Verallgemeinerungen wie in
[Ful98, 20.1] durchfithrt und die Isomorphismen aus Proposition 4.5 nutzt.

Zum Beweis von (iii) sei V' C X eine abgeschlossene Teilmenge und D ein
Cartierdivisor. Wir bezeichnen [V]-D =Y v+ az@ und haben daher fiir jedes
r e X+

(4.1) a; = x"(V, D)
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4.1. Der Chowring reguldrer Schemata

zu zeigen. Liegt der Punkt x auerhalb von VN D, so erhalten wir a, = x*(V,|D|) =
0 und miissen Gleichung (4.1) daher lediglich fiir x € V N |D| zeigen. Es bezeich-
ne f € Ox, eine lokale Gleichung fiir den Cartierdivisor D und ¢ : V — X
die kanonische Immersion. Nach Konstruktion (Definition 4.11) wird i*D durch
einen eindeutigen Cartierdivisor reprasentiert, der in x durch die lokale Glei-
chung fOy., gegeben ist. Der Divisor ¢*D hat daher am Punkt z die Vielfachheit
Lingeo,,  (Ov,./(f)). Zur Bestimmung von x*(V; |D|) betrachten wir den Koszul-
Komplex fiir D in Ox ,:

(42) 0— OX@ i) OXJ; — OD,x — 0.

Da Ox, nullteilerfrei ist, bildet (4.2) eine Auflosung von Op . Wir erhalten die
Tor-Gruppen folglich als Kohomologiegruppen der Sequenz

.ift
0— OV@ ﬂ OV@ — 0.

Das Schema V ist integer und es gilt i*(f) # 0, daher ist die einzige nichttriviale
Kohomologie

TOI‘O(OVJ;, ODJ;) = OV,x/iﬁ(f)OVﬂC

und die Vielfachheiten stimmen tiberein. O

Wir beschliefen die Wiederholung der Schnitttheorie mit einer Verallgemeine-
rung des Kriteriums fiir Schnittvielfachheit 1 bei eigentlichem Schnitt aus [Ful98,
7.2] fir beliebige regulire Schemata X.

Satz 4.14. Es seienY ,Z zwei reguldre integre abgeschlossene Unterschemata eines
requldren Schemas X von Kodimension p bzw. q, die sich eigentlich schneiden. Es
bezeichne x € Y N Z den generischen Punkt einer Komponente von'Y N Z. Ist der
schematheoretische Durchschnitt Y N Z reduziert, so ist Y N Z wieder requldr und
die Unterschemata Y und Z schneiden sich im Punkt x mit Vielfachheit 1, d.h.
fur die Serresche Schnittmultiplizitat gilt

XY, Z) =1.

Beweis. Wir bezeichnen den lokalen Ring Ox , mit A und die definierenden Ideale
fir Y und Z mit Zy bzw. Zz. Da Y regulér ist, wird das Ideal (Zy ), von einer regu-
ldren Folge (v1,...,y,) der Lange p in Oy, erzeugt; ebenso wird (Zz), von einer
reguldren Folge (z1,...,z2,) erzeugt. Da x generischer Punkt einer Komponente
von Y N Z ist, bilden die Elemente (yi,...,y,, 21, ..., 2,) ein Erzeugendensystem
fir das Maximalideal my, des p + ¢-dimensionalen lokalen Rings Ox,. Er ist
daher reguldr und das System bildet ein System von Parametern.

Wir diirfen daher die hoheren Torsionsmoduln durch Betrachtung des Koszul-
Komplexes bestimmen und es gilt zundchst ([Ser00, IV A Cor. 2])

Tori(A/(Zy )a, A/ (Zz)e) = Hi((y1, - Up)s A/ (Z2)2)
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

und mittels [Ser00, IV A Prop. 3] schliefilich

Hi((y1, .-, up), A (Zz)) = O fiir alle 4 > 1.

Bei der Berechnung der Eulercharakteristik x*(Y, Z) ist somit nur der Term von
Grad 0 zu betrachten und es folgt

VO (Y, Z) = Linge(A/(Ty ), ® A/(Tz),) = Linge(A/m) = 1.
]

Es sei jetzt S = Spec R das Spektrum eines vollstdndigen diskreten Bewer-
tungsrings mit algebraisch abgeschlossenem Restklassenkérper und X ein regu-
lares S-Schema. Mittels des direkten Bildes lédsst sich dann eine Gradabbildung
auf Zykeln mit Tréger in der speziellen Faser X, definieren. Hierzu miissen wir
lediglich beachten, dass es in der speziellen Faser von S nur ein nichtleeres abge-
schlossenes Unterschema gibt, den abgeschlossenen Punkt s. Da s Kodimension
1 hat, gilt Rat}s}(Spec R) = 0 und es gibt daher eine kanonische Isomorphie

CH}S}(SpeC R)~7.

Definition 4.15. Sei X ein flaches eigentliches S-Schema der relativen Dimension
d mit Strukturmorphismus f : X — Spec R. Die Abbildung

ldegy := f. : CHY'(X) — CH{,(S) ~ Z
wird lokale Gradabbildung genannt.

Nach Definition des direkten Bildes bestimmt sich der lokale Grad eines Zykels
a =Yy ny[V] durch
ldeg(a) = Y nv[k(nv) : k].
VX
Insbesondere erhalten wir im Falle eines algebraisch abgeschlossenem Restklassen-
korpers den Grad durch Yy cx ny.

Wir konnen bereits jetzt das Verhalten des Schnittproduktes bei verzweig-
tem Basiswechsel bestimmen. Hierzu sei S = Spec R das Spektrum eines voll-
standigen diskreten Bewertungsrings, K, eine endliche Korpererweiterung von
K := Quot(R). Die Bewertung von K lasst sich eindeutig auf K,, fortsetzen und
wir konnen daher R, als Bewertungsring von K, und S, := Spec R,, als dessen
Spektrum wéhlen. Da der Restklassenkoérper algebraisch abgeschlossen ist, ist die
Erweiterung K, /K total verzweigt vom Index n. Mit n bzw. n, sei jeweils der
generische Punkt von R resp. R, bezeichnet. Mit dem Bewertungskriterium fiir
Eigentlichkeit erweist sich S, als eigentliches S-Schema, daher existiert das di-
rekte Bild g. : CH(S,) — CH(S) und erlaubt es uns, Schnittvielfachheiten von
S-Schemata und 5,,-Schemata zu vergleichen.
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4.1. Der Chowring reguldrer Schemata

Lemma 4.16. Es scien W ein integres flaches S-Schema und W, ein integres
Sp-Schema mit einem eigentlichen S-Morphismus @ : W,, — W. Ist f generisch
flach und gilt fiir die generischen Fasern (Wy,), = W, xs, (Sp)y, so haben wir in
der Chowgruppe CHYy, (W) die Gleichung

Pe([Wal) = n[W].

Ist Z C W eine abgeschlossene Teilmenge und o = Dy - --- - Dy, € CHE (W) das
Produkt von 1-Zykeln Dy, ..., Dy € CHL(W), so gilt

pu(¢"(a)) = na
als Gleichung in CHz(W).

Beweis. Da das Bild ¢(W,,) irreduzibel ist, ist ¢.([W,]) ein Vielfaches von [W].
Zur Bestimmung dieser Multiplizitdt konnen wir uns auf die generische Faser
beschréanken und diirfen daher das kartesische Diagramm

Wy —2= (Sl

’| d
W f
n — Sn

betrachten. Da die Kérpererweiterung Quot(R) C Quot(R,,) offenbar Grad n auf-
weist, gilt g.([(Sn)y]) = n[S,] und damit folgt

e [Wal = 0u(f7[9n]) = f7(g:([Sn])) = nf*([S]) = n[Wy].

Die zweite Behauptung folgt sofort unter Ausnutzung der Projektionsformel
Proposition 4.13(ii):

0. (" (@) = @u(9*(@) - [Wa]) = a - p.([W,]) = na.
O

Wenn wir die Definition der Gradabbildung als direktes Bild unter dem Struk-
turmorphismus verwenden, konnen wir mittels des vorangegangenen Lemmas die
Gradabbildungen in W,, und W vergleichen.

Proposition 4.17. Es seien W ein eigentliches, integres, flaches S-Schema und
W, ein eigentliches integres S,-Schema mit einem eigentlichen S-Morphismus
o W, = W. Erfillt ¢ die Bedingung aus Lemma 4.16, d.h. ist @ generisch flach
und erfiillt (W,), = W, xs, (Sn)y. so gilt fiir jedes o € CHy™" (W):

degy, () = ndegyy, (¢" ().
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

W, LMS*R

S
w —Ls s
Mit der Definition der Gradabbildung erhalten wir die Gleichungen

fra = degy () [{s}];

sowie

*

a) = g.fi(@ a) = degy, (" )g.([sn])
= degyy, (¢")[{s}]

g

und die Behauptung folgt durch Koeffizientenvergleich aus Lemma 4.16.

4.2. Der Chowring in der Produktsituation

Wir widmen uns nun einer genaueren Untersuchung des Chowrings von regulér
strikt semistabilen Schemata und nach Algorithmus 2.8 gebildeten Produktmo-
dellen regulér strikt semistabiler Kurven. Die ersten beiden Aussagen gelten fiir
beliebige regular strikt semistabile Schemata mit Reduktionsmenge ohne Mehr-

fachsimplizes.

Proposition 4.18. Sei W ein requldr strikt semistabiles S-Schema der Dimen-
sion d versehen mit einer Totalordnung < auf W) und mit Reduktionsmengen
ohne Mehrfachsimplizes. Es bezeichne C,...,Cy paarweise verschiedene irredu-
zible Komponenten von Wy mit C; N --- N Cy, # 0. Dann schneiden sich diese
Komponenten eigentlich und mit Vielfachheit 1, d.h. in CHy, (W) gilt

[C’l] ..... [Cl] = [C’l N---N OZ]

Beweis. Die Komponenten 1, ..., C) schneiden sich nach Definition 1.1 eigentlich
und alle Schnitte CiN- - -NC; sind nach Proposition 1.13 irreduzibel. Per Induktion
haben wir lediglich x?(C; N ---NCj_1,C;) = 1 im generischen Punkt p von C; N

-+ N C} zu zeigen. Dies folgt folgt bereits aus Satz 4.14.
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4.2. Der Chowring in der Produktsituation

Proposition 4.19. Sei W ein requldr strikt semistabiles Schema. Fir jede irre-
duzible Komponente C' € W von Wy gilt in CHy, (W) die Gleichung

crew!®

Beweis. Da W reduziert ist, gilt 3, ;. [C'] = div(7) und als Hauptdivisor ist
diese Summe rational dquivalent zu 0 im Chowring CH (W). Ihr Schnitt mit dem

Zykel [C] ist folglich bereits rational dquivalent zu 0 im Chowring mit Tréger
C C W, O

Es sei X eine eigentliche regular strikt semistabile Kurve iiber S = Spec R
mit Totalordnung < auf X(® und einem Reduktionsgraphen I'(X) ohne Mehr-
fachkanten. Wir bezeichnen mit W := W(X, <,d) jetzt spezieller die nach Al-
gorithmus 2.8 bestimmte Desingularisierung von X¢. Die Komposition aus der
Desingularisierung W — X? und der Projektion auf den i-ten Faktor X¢ — X
werde mit pr; : W — X bezeichnet. Da der Reduktionsgraph I'(X) einfach ist, ist
auch die simpliziale Reduktionsmenge Z(W) = I'(X)? einfach.

Die Produktsituation erméglicht es uns, eine weitere rationale Aquivalenz her-
zuleiten.

Proposition 4.20. Es seien C1,Cy € Z(W )y irreduzible Komponenten von Wi.
Ezistiert ein i € {1,...,d} mit pr;(Cy) # pr;(Cs), so gilt in CHy, (W)

[C1] - [Co] - > =0
C'er(W)o,
pr;(C)=pr;(C2)
Beweis. Wir diirfen voraussetzen, dass C und Cs nichtleeren Schnitt haben. Da
(X ) keine Mehrfachsimplizes enthélt und pr;(C}) # pr;(Cs) gilt, schneiden sich
die Projektionen pr,;(C}) und pr;(Cs) in einem Doppelpunkt, den wir mit p € X
bezeichnen. Da pr;(Cy) eine Komponente der speziellen Faser X ist, wird sie
durch einen Cartierdivisor D € CaDiv(X) gegeben und folglich in einer Umgebung
U C X von p durch einen Schnitt r € I'(U, Ox) bestimmt. Da X integer ist,
konnen wir r zu einer rationalen Funktion r € I'(X, Kx) fortsetzen und es gilt
div(r) = D+ D, mit einem Cartierdivisor D,, dessen Trager auflerhalb von U liegt.
Der Pullback des Hauptdivisors div(r) existiert und liefert auf W den Hauptdivisor
pri(div(r)) = prf(D) + pri(D,). Da X, geometrisch reduziert ist, gilt

pr;(D)] = > [C]
Cc'er(W)o,
pr; (C")=pr;(C2)

Der zurtickgezogen Restdivisor pr}(D,) hingegen hat Tréger aulerhalb des Dop-
pelpunktes p und trégt daher zum Schnitt mit [C][Cs] nichts bei. Nach Bildung
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

des Schnittproduktes mit C; und Cs erhalten wir schliellich die gewiinschte Glei-
chung
0 = [CY][Co][pr; (div(r))] = [C4][Co] >~ [C].
CIE(%(W)O,
Pri(C,)ZPri(C2)

4.3. Ein Movinglemma in der speziellen Faser

Die in Proposition 4.19 und Proposition 4.20 beschriebenen rationalen Aquivalen-
zen in CHyy, (W) sind nur von der simplizialen Reduktionsmenge Z(W) = I'* des
Produktmodells und den Projektionsabbildungen pr; : Z(W) — Z(X) abhangig.
Es macht daher Sinn, diese losgelost von der Kurve zu betrachten und allgemeiner
auf dem Produkt geordneter simplizialer Mengen zu definieren. Diese Idee fiihrt
zur Definition des kombinatorischen Chowrings, der gewissermaflen den vom kon-
kreten Schema unabhéngigen ,, Anteil* des Chowrings beschreibt. Wir konnen fir
diesen kombinatorischen Chowring schliellich ein Movinglemma beweisen, das wir
zur Berechnung von Schnittzahlen ausnutzen.

Es sei in diesem Abschnitt d € N und I' ein endlicher geordneter Graph oh-
ne Mehrfachkanten, also eine endliche simpliziale Menge von Dimension 1 ohne
Mehrfachsimplizes. Das Produkt simplizialer Mengen nach Proposition A.9 wird
mit I'Y bezeichnet und die Projektion auf die i-te Komponente mit pr, : I'* — T
Wir verwenden auflerdem die Bezeichnung aus Definition A.12: Zu der simplizia-
len Menge ' bezeichnet demnach (I')g C P((I'Y)o) die Familie aller Mengen, die
als Eckenmengen eines Simplex von I'? auftreten.

Definition 4.21. Es bezeichne Z(I'?) den Polynomring iiber Z, der von den
0-Simplizes aus I'? erzeugt wird: Z(I'?) := Z[C | C € (I'Y)g]. Er wird mit der
kanonischen Graduierung versehen, in der alle Erzeuger C' € (I'Y)q den Grad 1
haben.

In Z(I'Y) wird durch die Polynome

(4.3) Cp-vee Cy fiir {C1,...,Ck} & (I,
(4.4) < 3 c’) C,
C,E(Fd)o
(4.5) > C1CoC" fur i € {1,...,d} mit pr,(Cy) # pri(Cy)
CIG(Fd)o

pr;(C")=pr;(C2)

mit Oy, Cy € T'd ein graduiertes Ideal Rat(T'?) erzeugt, das Ideal der zu 0 rational
dquivalenten Zykel.
Der graduierte Ring
C(I'") := Z(I'") /Rat(T'?)

heiBt der kombinatorische Chowring des Produktes I'?.
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4.3. Ein Movinglemma in der speziellen Faser

Wir erhalten fiir den kombinatorischen Chowring die folgende Funktorialitéts-
eigenschaft:

Proposition 4.22. Es seien I' und I" Graphen ohne Mehrfachsimplizes und
fi,-.oy fa : TV = T Morphismen von Graphen. Es bezeichne f = (fi,..., fa) :
("4 — T4 den induzierte Morphismus auf den Produkten. Dann wird durch

fr: 20 = Z(I',C — oo
C'el), f(C)=C
ein wohldefinierter Ringhomomorphismus erkldrt. Er induziert einen Homomor-
phismus der kombinatorischen Chowringe

ety — e

Beweis. Es ist lediglich f*(Rat(I'%)) C Rat(I"®) zu zeigen. Wir betrachten dazu
die Bilder der Erzeuger (4.3), (4.4) und (4.5).

Fiir ein Polynom der Form (4.3), also ein Produkt Cy-- - --Cy mit {C,...,Cr} &
(T%)s gilt

(O RExe H( 3 C’)
i=1 \f(CH=C:

Fir Elemente C1,...,C; mit f(C}) = C; folgt aufgrund von C; N ---NCy, = 0
sofort C; N---NC, = 0 und daher {C]N---NCL} ¢ (I'")s. Wir erhalten somit
(G REREE Cx) € Rat(I"?).

Entsprechend folgt die Aussage fir die Erzeuger (4.4) und (4.5) aus den Glei-
chungen

(5 )5 e

e((M)d), Ce(M )y

und

Yy o= ¥ o«
C’e((M) Mo Ce(T)o
pr;(C")=pr;(C3) pr; (C")=pr;(f(C3))
O
Die bisherigen Aussagen tiber den Chowrings von CHyy, (W) des Produktmo-
dells W = W(X, <,d) einer semistabilen S-Kurve aus Abschnitt 4.2 lassen sich
zusammenfassen zu:

Proposition 4.23. Sei d € N, X eine requldr strikt semistabile S-Kurve und <
eine totale Ordnung auf der Eckenmenge des Reduktionsgraphen I'(X). Das in Al-
gorithmus 2.8 bestimmte Modell von (X,))* werde mit W = W (X, <,d) bezeichnet.
Dann wird durch

pw : C(D(X)?) — CHy, (W), [C] = [C]

ein Morphismus graduierter Ringe bestimmt.
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

Beweis. Es ist lediglich zu zeigen, dass die Erzeuger von Rat(2(X)?) auf die Null
in CHy, (W) abgebildet werden. Fiir (4.3) ist wegen {C,C2} & Z(X)o offenbar
Cy N Cy = 0 und daher gilt C1C; = 0 im Chowring CHyy, . Fiir die iibrigen
Erzeuger wurde die Behauptung bereits in Proposition 4.19 bzw. Proposition 4.20
gezeigt. O

Wir wenden uns nun dem Hauptresultat dieses Abschnitts zu, einem Moving-
lemma fiir den kombinatorischen Chowring. Hierzu tibertragen wir zunachst noch
den Begriff des eigentlichen Schnittes auf den Ring der kombinatorischen Zykel
Z(T9).

Definition 4.24. Ein Monom Cj - --- - Cy € Z(I'?) heifit eigentlich, wenn die
Ecken C; € T'y paarweise verschieden sind. Ein beliebiges Element o € Z(T'?)
heiflt eigentlich, wenn es Summe eigentlicher Monome ist.

In Analogie eines ,Moving Lemmas“ wire zu zeigen, dass in jeder Aquivalenz-
klasse von C¥(I'?) ein eigentliches Element liegt. In der Tat gilt:

Satz 4.25. Es sei I’ ein zusammenhdngender endlicher Graph ohne Mehrfachsim-
plizes. Dann wird die Gruppe C*(T'Y) der k-Zykel im kombinatorischen Chowring
von den Klassen der eigentlichen Monome

{Cy-...-Cp| CY,...,C € Z(I') paarweise verschieden}
vom Grad d erzeugt.

Bemerkung 4.26. Da die spezielle Faser X einer regulér strikt semistabilen S-Kurve
nach Definition zusammenhéngend ist, ist auch die Reduktionsmenge Z(X) zu-
sammenhangend.

Fiir den Beweis sei die Zahl #{C", ..., Cy} als Grdffe eines Monoms C} - - - C.
Sie bestimmt daher die Anzahl der verschiedenen Komponenten im Monom. Ein
Monom aus C* der Gréfle k ist offenbar ein eigentliches Element.

Der Beweis erfolgt per Induktion nach der Minimalldnge der auftretenden Mo-
nome sofort aus folgendem

Lemma 4.27. Seia=Cy----- Cy, € Z*(T?) ein Monom vom Grad k der Grife
| < k. Dann egistiert ein Element o/ € Z*(T'?) mit a — o/ € Rat(['?), der aus
Monomen der Gréfie [ + 1 besteht.

Fiir den Beweis dieses Lemmas zerlegen wir das Produkt I'? in Produkte von
Standardsimplizes A[1] wie folgt:
Bemerkung 4.28. Es sei I' ein Graph ohne Mehrfachkanten. Nach Proposition A.11
konnen wir die 1-Simplizes 7; € I'; des Graphen I mit Morphismen ., : A[l] - T
identifizieren. Da I' keine Mehrfachkanten aufweist, ist 7, fir jeden nichtausge-
arteten 1-Simplex v; injektiv. Zu einem d-Tupel v := (v1,...,7v) € (I'19)4 von
nichtausgearteten 1-Simplizes bezeichne i, den Monomorphismus

Gy o= iy X oo X iy,) 1 I — T
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4.3. Ein Movinglemma in der speziellen Faser

Proposition 4.29. Es sei I ein endlicher zusammenhdngender Graph ohne Mehr-
fachkanten, der mindestens zwei Ecken enthdlt. Dann liefern die Bilder von i, fiir
v € (I eine Uberdeckung des Produktgraphen, die Uberdeckung durch Stan-
dardwiirfel. Dabei liegt ein beliebiger k-Simplex o € ()¢ genau dann im Bild
von i.,, wenn alle Ecken von o im Bild von i, liegen. Ist o € (T%)3% ein nichtaus-
gearteter d-Simplex, so gibt es genau ein v € (') derart, dass o im Bild von Iy

lzegt.

Beweis. Sei o € (I'Y), ein beliebiger k-Simplex und pr; : ['Y — T die Projektion auf
den i-ten Faktor. Da I" ein Graph ist, so ist fiir jedes i € {1,...,d} der k-Simplex
pr;(0) die Ausartung eines nichtausgearteten 0- oder 1-Simplex, den wir mit o;
bezeichnen.

Wir setzen ~; = oy, falls 0; ein 1-Simplex ist, andernfalls wahlen wir einen
1-Simplex v; € T, der die Ecke o; enthilt. Dies ist moglich, da der Graph
zusammenhéngend ist und mindestens zwei Ecken enthéalt. Durch diese Wahl von
7y liegen alle Ecken von ¢ im Bild von i, und es bleibt noch zu zeigen, dass dann
auch schon ¢ im Bild von i, liegt.

Wir fassen dazu o nach Proposition A.11 als Morphismus simplizialer Mengen
o : Alk] — I'" auf. Da die Ecken von o im Bild von 4., liegen und daher insbe-
sondere auch fiir jedes ¢ = {1,...,d} das Bild von pr; o ¢ im Bild von i,, liegt,
existiert ein Morphismus 7; : A[k] — A[1], so dass

Alk] —2— 14
Tzi Przl
All] -2 T

kommutiert. Nach der universellen Eigenschaft des Produktes faktorisiert dann o
in der Form

Alk] Ty pd B,

Daher liegt o im Bild von .

Ist o ein nichtausgearteter d-Simplex, so ist nach dem Schubfachprinzip jedes
o; ein nichtausgearteter 1-Simplex. Daher existiert genau eine Wahl von ~ derart,
dass o0; € pr;(Im(i,)) gilt. O

Mittels des Ringhomomorphismus aus Proposition 4.22 (i,)* : C(I'Y) — C(I%)
ist es moglich, den Anteil des kombinatorischen Chowrings zu betrachten, der in
dem durch v = (71, ...,74) bestimmten Wiirfel liegt.

Lemma 4.30. Es sei ' ein zusammenhdngender endlicher Graph ohne Mehrfach-
kanten, v € (L7 und 4., : I¢ — T die zugehdrige Einbettung des Standardwiir-
fels nach Bemerkung 4.28. Wir versehen die Ecken des Standardwiirfels I¢ mit der
Produkthalbordnung und bezeichnen diese mit <. Fiir zwei Fcken C1,Cy € (Id)o
des Standardwiirfels mit Cy < Cy gilt dann:
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

(i) Es gibt einen 1-Zykel B € Z1(T'Y) derart, dass
i(C1)ir(C2)? — Biy(C1)iy (C2) € Rat(I'?)

gilt und dass

fiir endliche viele Elemente E; € 1§ mit E; > Cy und E; # Cy gilt.
(ii) Es gibt einen 1-Zykel B’ € Z1(T'9) derart, dass
iy(C1)%i5(C2) — Bi(C1)i, (C2) € Rat(T)

gilt und dass

fiir endlich viele Elemente E| € I mit E! < Cy und E # C gilt.

Beweis. Aufgrund Oy < Cs gibt es ein j € {1,...,d} mit pr;(Cy) < pr;(Cy). Wir

setzen
pi=- > (€]

C'e(T)o\{i(C2)}
O'@Im(iy)Viz H(C)>Ch

und erhalten aufgrund von (4.5)
(4.6) i(C1)iy (Co)? — Biy(Cy)i,(Cy) € Rat(T?).
Mit der injektiven Abbildung i, erhalten wir

sAH-- Y
Ce(I)o\{C2}
Prj(c/):Prj(C2)

Jedes der Elemente C' € (I%)o \ {Co} mit pr;(C') = pr;(C) ist entweder grofer
als C7 oder mit diesem nicht vergleichbar. Falls C' mit C; nicht vergleichbar ist,
gilt C,C € Rat(I?) und nach Proposition 4.29 auch i, (C} )i, (C) € Rat(I'?). Daher
kénnen wir letztere Elemente aus 3 entfernen ohne Gleichung (4.6) zu andern. Der

Zykel
B = > C’
C'e(T)o\{iy(C2)}
pr; (Cl):pr]‘ (iy(C2))
C'{iy (C)|C#Cn}

erfiillt somit die Behauptung.
Der Beweis von (b) folgt analog. O
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4.3. Ein Movinglemma in der speziellen Faser

Beweis von Lemma 4.27. Falls I' nur aus einer Ecke besteht, ist die Aussage klar.
Dann enthilt nimlich auch T nur eine Ecke und nach (4.4) liegt jedes Monom
vom Grad k > 2 in Rat(I'?).

Seia=Cjl - Cf € ZF(T'?) ein Monom vom Grad k mit Cy, ..., C; verschie-
denen Ecken aus (I'?)g. Ist [ = 1, so liefert bereits die einfache Anwendung von
(4.4) einen zu « dquivalenten Zykel aus Monomen der Gréfe 2, d.h. aus Monomen
mit jeweils zwei verschiedenen Faktoren.

Ist [ > 2 so konnen wir annehmen, dass {C’l, cee C’l} einen Simplex in I'? bildet,
da andernfalls bereits o = 0 gilt. Nach Bemerkung 4.28 existiert folglich eine Ein-
bettung des Standardwiirfels i, : /% — I'?| in dessen Bild die Elemente cy,...,C
liegen. Wir bezeichnen ihre Urbilder mit (1, ..., C;. Da diese einen Simplex in ¢
bilden, kénnen wir nach Proposition A.19 annehmen, dass C; < --- < (] eine
aufsteigende Kette beziiglich der Produkthalbordnung < in (I4)y = (Ip)¢ bildet.
Wir erhalten

fa=Cn. ... OM,

Wir bezeichnen mit j(a) den kleinsten Index j = j(a) € {1,..., 1} mit a;i) > 2.
Es gentigt zu zeigen, dass es einen 1-Zykel
8= Z bc/Cl S Zl(l“d), bor € Z
é/e(rd)o
gibt, so dass
j—1 !
a—BI[C:CP™ ] €& € Rat(T?)
i=1 i=j+1
und b, = 0 fiir alle ¢ € {1,...,[} gilt. Dies zeigen wir per Induktion nach j(«):
Ist j = j(a) < I, so wéhlen wir 5’ nach Lemma 4.30 (a) so, dass
CJZC]'+1 - BICjCj+1 € Rat(Fd)
mit i* =Y E; fiir C; # E; < Cj11. Wir zerlegen das Element
BCy - o -1 CHft e o

als Summe >, ; von Monomen. Jedes dieser Monome +; enthéalt entweder einen
zusatzlichen Faktor und weist daher eine grofiere Grofie als « auf, oder ist von der
Form Cy - ---- Cj,lC;-” e O mit a; < a;. Fihrt man fiir diese Monome die
gleiche Ersetzung durch, so erhalten wir schliefilich a; = 1 und somit j(a;) < j(o).
Die Aussage folgt daher nach der Induktionsvoraussetzung.

Ist andererseits 7 = j(a) = [, so gehen wir analog unter Verwendung von
Lemma 4.30 (a) vor. Wir wihlen 5’ € ZYT, <,d) so, dass

Cj_le — ﬂ, j_1Cj € Rat(Fd)
mit ¢* 4 =Y, E; fiir C; # E; > C;_; fiir alle i gilt. Dann hat jedes Monom von
BCY - o -1 Clt e o

bereits eine groflere Grofle als a. [
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

4.4. Die lokale Gradabbildung

Fiir ein genaueres Studium des Rings C(I'Y) beschréinken wir uns zunéchst auf
einen Graphen von moglichst einfacher Bauart, den Standard-1-Simplex [ :=
A[l]. Diesen erhalten wir als Reduktionsgraphen des regular strikt semistabilen
Schemas L := Spec Rz, 21]/(202z1 — 7). Die projektive Vervollstindigung L :=
Proj R[zo, 21,t] /(2021 — mt?) von L liefert ein eigentliches regulir strikt semista-
biles Schema mit dem gleichen Reduktionsgraphen. Nach Definition 4.15 haben
wir bereits eine Gradabbildung auf CH E)s([_/) und konnen diese mittels Proposi-
tion 4.23 als lokale Gradabbildung auf C(I¢) auffassen. Wir zeigen in Propositi-
on 4.33, dass sich diese Gradabbildung auf beliebige Graphen I' fortsetzen lésst.

Es seien die irreduziblen Komponenten von L, mit Cy und C bezeichnet und
mit der Ordnung Cy, < C; versehen. Mit M werde das nach Algorithmus 2.8
gebildete Modell von (L,)? bezeichnet. Da M ein eigentliches Schema ist, existiert
die lokale Gradabbildung

Idegy; : CHY ' (M) — Z

und bildet nach Proposition 4.18 ein eigentliches Monom a = C; - --- - Cy mit
paarweise verschiedenen C,...,Cy auf 1 € Z ab.

Definition 4.31. Es bezeichne ¢y; : C(I¢) — CHy; (M) den Homomorphismus
graduierter Ringe aus aus Proposition 4.23. Der Morphismus von Z-Moduln

Ideg ;) := ldegy; oy : C(I%) — Z
heifit lokale Gradabbildung.

Zur Definition der lokalen Gradabbildung eines beliebigen Graphen benutzen
wir wieder die Zerlegung des Produktes in Einheitsquadrate aus Proposition 4.29.
Sei daher v = (71, ..., 74) ein Element aus (I'1Y)? und i, : I — T'? die zugehérige
Einbettung des Standardwiirfels I¢ in das Produkt simplizialer Mengen I'¢ wie
in Bemerkung 4.28. Nach Proposition 4.22 existiert ein Homomorphismus von
graduierten Ringen

it C(T%) — (1),
den wir zur Definition der allgemeinen lokalen Gradabbildung auf C heranziehen.

Definition 4.32. Sei I ein endlicher Graph und d € N. Die lokale Gradabbildung
ldegray : C(I'") — Z wird definiert durch

ldeg ay := > ldegy;o i
ye(ri)?

Proposition 4.33. FEs sei wieder X eine requldr strikt semistabile Kurve tiber
S mit Totalordnung < auf I'(X) und W = W(X,<,d) das zugehirige Mo-
dell des d-fachen Produktes. Der in Proposition 4.23 bestimmte Vergleichsho-
momorphismus zwischen Chowring und kombinatorischem Chowring werde mit
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4.5. Explizite Berechnung von C(I¢)

w : C(D(X)Y) — CHy, (W) bezeichnet. Dann stimmt die lokale Gradabbildung
von C(T(X)?) mit der Gradabbildung in CHyy, iiberein, d.h. es gilt

ldeg(F(X)d) = ldegW o Yw.

Beweis. Nach Satz 4.25 ist lediglich zu zeigen, dass die Abbildungen fiir eigentliche
Monome tbereinstimmen. Seien daher Cy,...,Cy € Z(W), verschiedene irredu-
zible Komponenten mit {Cy,...,Cy} € Zs(W), also CoN---NCy # (. Dain W
gemaf Proposition 4.18 alle eigentlichen Schnitte mit Vielfachheit 1 erfolgen, gilt
ldegy, o ow (Co - -+ - - Cg) = ldegy ([Col - - -+ - [C4]) = 1. Fiir die Bestimmung des
Grades ldeg p(x)a) betrachten wir den d-Simplex (Co, . ..,Cy). Da dieser nichtaus-
geartet ist, gibt es nach Proposition 4.29 genau ein s = (s1,...,84) € (I'(X)o)?
derart, dass ¢ : [ 4 T4 das Monom Cj - - - - - Cy auf einen eigentlichen Schnitt
von C(I%) abbildet. Fiir s’ # s gilt hingegen bereits i% (Cp - - - - - Cy) = 0. Es folgt

ldeg(y(x)d)(Co e Cd) = Z ldeg(1’<’d) o ZZ(CO e Cd)

zeTd
sely

= 1degj . g0 is(Co -+~ Cy) = 1.

4.5. Explizite Berechnung von C(I%)

Um eine explizite Beschreibung der Gradabbildung zu erhalten, ist es nach dem
vorigen Abschnitt ausreichend, den Ring C(I%) zu verstehen. Es geniigt ferner, den
Ring C(I%) ® Q zu betrachten, da fiir die Gradabbildung Torsionselemente keine
Rolle spielen. Im Folgenden geben wir eine glinstigere Basis dieses Rings an und
bestimmen anschliefend alle Schnittzahlen.

Die Ecken von I seien wieder mit Cy und C; bezeichnet und mit der Ordnung
Cy < C versehen. Zu einem Vektor v = (vy,...,v4) € F¢ bezeichne C, die Ecke
aus (I, <)% mit pr;(C,) = C,,. Wir benennen die Vektoren der Standardbasis von
Fd mit e, ..., eq.

Mit diesen Bezeichnungen bildet (C, | v € F4) ein Erzeugendensystem fiir C(1?).
Die erzeugende Relationen von C(I?) aus Definition 4.21 erhalten die folgende
Form:

_ Vo,we Fe:3i,5€{1,...,d}
(4.7) CoCu =0 mit (v, v;) = (w;, w;) = (1,0),
(4.8) > Cp|Cy=0 fiir alle v € g,

d
wels

_ fir alle i € {1,...,d} und v,v’ € F4
(4.9) CUC’U/ %};d C’LU —_— 0 mjt /UZ % ’U(Z‘
w.:v%‘
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

Bemerkung 4.34. Fiir die Relation (4.7) geniigt es, Paare {v, w} von Vektoren zu
betrachten. In ¢ gilt ndmlich fiir jedes Tupel O, ..., C), € (I%)omit {C},...,Ci} &
(I?)g bereits {C;, C;} & (I%)s fiir ein Paar 4,5 € {1,...,k}.

In der Produktordnung auf F¢ gilt v < w, wenn fiir jedes i € {1,...,d} bereits
v; < w; gilt. Wir haben desweiteren auf C(I?) eine Gradabbildung definiert, die
nach Satz 4.25 und Proposition 4.17 eindeutig durch die Setzung

(4.10) 1deg(ClyCyy -+ - C

Ud) =1
fiir jede aufsteigende Kette vy < v1 < - -+ < v4 eindeutig bestimmt ist.

Definition 4.35. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Die Abbildung
F : Homge (F4, R) — Homse (F3, R),
die fiir eine Abbildung f : F¢ — R gegeben ist durch

F(H) = 3 (=)" f(w),

wEFg

heiit diskrete Fouriertransformation. Hierbei bezeichnet (v, w) :='v - w das Ska-
larprodukt der Vektoren v und w € Fg.

Bemerkung 4.36. Eine leichte Rechnung liefert die erwarteten Gleichungen
FoF =24

und

> fw)Flg)(w) = > F(f)(w)g(w)

weFd weFd
fiir alle Abbildungen f,g: F¢ — R.

Definition 4.37. Es bezeichne C, die Abbildung C, : F¢ — C(I%),v — C,. Zu
einem Vektor v € F¢ bezeichne ferner das zugeordnete Element von C(I¢) mit

F,=F(C)w) = ¥ (-1)"¢, € cI?).

wEFg

Bemerkung 4.38. In der Q-Algebra C(I%)q := C(I?)®7Q, dem Chowring mit ratio-
nalen Koeffizienten, bilden die Elemente (F, | v € F%) ein System von Erzeugern.
Aufgrund der Gleichung F o F = 2¢ gilt nimlich insbesondere 2¢C, = F(F(C,))
und daher gilt in C(I9)q fiir jedes v € F4

1 v,w
Co =4 S (=1 E,.

wEFg
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4.5. Explizite Berechnung von C(I¢)

Wir schreiben die im kombinatorischen Chowring vorliegenden Relationen um
in Relationen fiir die Elemente F,.

Bemerkung 4.39. Tm Folgenden bezeichnen wir mit £ C F$ die Menge der Basis-
vektoren der Standardbasis von F4:

E :={ey,...,eq}

Proposition 4.40. Es seien v,w € F4 und e,e’ € E zwei Basisvektoren der
Standardbasis. Dann gelten im kombinatorischen Chowring C(I1?) die folgenden
Basisrelationen:

(4.11) FFE, =0,
(4-12) (Fv+e+e’ - Fv)<Fw+e+e’ - Fw) = (Fv—f—e - Fv+e’)(Fw+e - Fw—l—e’):
(4.13) FL(Fy + Fy)(Fy — Fyye) = 0.

Beweis. Gleichung (4.11) folgt aufgrund von Fy = 3-,cpa €, sofort aus (4.8).
Fiir (4.12) sei e = ¢;, ¢’ = e; und es bezeichne J C F§ die Teilmenge J := {w €
Fg | w; # w;}. Beachtet man

(Fv - Fv—i—e—l—e’) =2 Z(_1)<U7w>0wa

weJ

(Fv+e B Fv+€,) =2 Z(_]‘)<v7w>(_]—)<e’w>0wa

weJ

so gilt

(Fv - Fv+e+e’)<Fv’ - Fv’+e+e’) - (Fere - Fv+e’)( v'4e T fv '+e’ )
=4 Y ()l (q (-t e, oy

w,w'€J

=8 Y (~1)fmtio, C, =0,
w,w’eJ
w Fw,

Die Elemente der letzten Summe fallen wegen w; # wj, w; # w); nach (4.7) weg.
Die Relation (4.13) folgt aus den Gleichungen

(4.14) (Fo+ F..) = Y Cu,

we[Fd
wi=0

(Fy+ Frie) = > (=1)C,, und

wG[Fg
w;=0

(Fv - Fv-i-ei) = Z (_1)<U7w>0fwa

we[Fg
w;=1

denn mit (4.9) folgt
(Fv + Fv+€i)(F’w - Fw+ei)(F0 + Fei) =0
und aufgrund FyF,, = 0 fiir alle v’ € F4 erhélt man die Behauptung. O]
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

Bemerkung 4.41. Da die Elemente F, fiir v € F4 die Q-Algebra C(I%)q erzeugen,
folgt aus (4.11) bereits
FO ca=10

fiir jedes Element o € C(I%)q von echt positivem Grad.

Fir die folgenden Produkte ist allgemein die Bestimmung des Grades moglich:

Proposition 4.42. In Cq(I%) = C(I?) @7 Q gilt

d (=) fallsv=(1,...,1)
Ideg(F, || Fe,) = o
8 g % {O sonst.

Beweis. Fiir den Beweis benutzen wir die Zerlegung

F,=Y (-nPwgo,

wE[Fg

und bestimmen fiir jeden Vektor w € F¢ den Wert von ldeg (Cw Hle Fe)
Wir betrachten zu t € {0,1} und w € F¢ das Element

Es gilt somit [I7, F., = a’(w)at(w). Fir jedes j mit w; # t lisst sich eine
Rekursionsbeziehung

(4.15) Cupo' (w) = 2(—=1)'CpCe,a (w + €;)
ableiten: Wir zeigen dazu, dass die Differenz
(4.16) Co () = 2(—=1)'CoyCrppe, o' (w + €5)

verschwindet. Aufgrund von w; # t gilt of(w) = F,,a'(w + e;) und wir erhalten
mit Bemerkung 4.41

CuF., = (-1)'Cy(Fo + (-1)'F,,) = (-1)'Cy |2 > Cu
w €FY
w;-:t

Es folgt fiir (4.16)

(! (1) = 21 CuCuseyl (0 + ¢;)
=CyF.;of (w4 e;) — 2(—=1)'CyClyppe; 0 (w + €;)

=2(—1)'Cpa’(w + €;) >, Cuw
w' €Fg\{w+te;}
w;:t
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4.5. Explizite Berechnung von C(I¢)

Es gentigt daher, die Gleichung
CuwCpa(w +ej) =0

fir jedes w' € F§ mit w} = ¢t und w' # w + €; zu zeigen. Da w' # w + ¢;
gilt, gibt es neben j eine weitere Position k£ € {1,...,d}, an der sich v’ von w
unterscheidet. Im Falle ¢ = 1 gilt w; = 0, w} = 1 und wir kénnen daher annehmen,
dass wy, = 0,w;, = 1 gilt; andernfalls ist bereits C,,C,, = 0 nach (4.7). Dann gilt
aber

Cw/Oerk = Cw/Cw(FQ —|— Fek) = Cw’cw 2 Z Cw// = 0
w”erd
wy=0

nach (4.9). Der Fall ¢t = 0 folgt analog.
Wir wenden uns jetzt wieder dem Element

zu. Es bezeichne w® < ... < w@ € F? eine maximale aufsteigende Kette von
Vektoren, die w enthalt. Das Element w steht dann schon an |w|-ter Stelle, wir
haben somit w = w{*) und mehrmalige Anwendung von (4.15) liefert

Cwao(w)al (’LU) = 2d(_1)d7\w\c«w(0> ----- Cw(d).

Das bedeutet fir den Grad nach (4.10) somit
d
ldeg <Cu} H Cei> = Qd(_1>d—|w| _ (_Q)d(_1)<w,(1 ..... )
i=1

Die Behauptung folgt schliellich aus

ldeg (F ﬁ F> = > (1)) 1deg (cw ﬁ C)

i=1 werd i=1
— Z ( 1)<v,w)(_2)d(_1)<v (1,...,1))
wE[Fg

O

Wir kénnen desweiteren die im Quadrat vorliegenden Symmetrien ausnutzen:
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

Proposition 4.43.
(i) Auf C(I?) gibt es einen Isomorphismus graduierter Ringe
b C(I?) = eI,

77777

der durch ¢(C,) = Cyia

(ii) Es existiert eine Operation der symmetrischen Gruppe Sq auf C(I?) die fiir
o€ S; durch
7 C(IY = Cc(I?),Cy = Cio

eindeutig bestimmt ist. Es gilt

(FU)U - FUU'

Beide Automorphismen graduierter Ringe sind mit dem lokalen Grad ldeg vertrdg-
lich.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit der Abbildungen ) und -“ ist unmittelbar
aus der Beschreibung des kombinatorischen Chowrings (4.8),(4.7),(4.9) ersichtlich.
Die Werte von F;, lassen sich sofort nachrechnen. Um die Vertraglichkeit mit der
lokalen Gradabbildung zu zeigen, gentigt es nach Satz 4.25, eigentliche Monome
zu betrachten. Ist ein eigentliches Monom C,,,C,, - - - - C, nichttrivial, so miissen
die Elemente vy, ..., vq (nach evtl. Umsortierung) eine aufsteigende Kette bilden.
Da damit aber auch (vg)?,...,(vq)? und (vg + (1,...,1)),...,(va + (1,...,1))
aufsteigende Ketten bilden, gilt nach (4.10)

1= 1dege(ra)(Cug - -+ Cuy) = 1dege(ga) ((Cug - -+ Coy)7) = 1degegay (Y (Cog - - Coy))-
0
Proposition 4.44. Sind vy, ...,vq € F4 mit (X% v:) - (1,...,1) =1, so gilt

ldeg(Fy, - -+ - - F,,) =0.

d
ldeg(Fyy-- - --F,,) = ldeg(¢(Fy,-- - - F,,)) = (=1) 2o Vi (hel) = —1deg(Fy,-----F,))

und somit die Behauptung. O]
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4.6. Berechnung von C(I?) und C(I3)

4.6. Berechnung von C(I?) und C(I°)

Die Sétze des vorangegangenen Abschnitts erméglichen eine Bestimmung der
Schnittzahlen fiir d = 2 und d = 3:

Satz 4.45. Es seien d = 2 und vy, va,v3 Vektoren aus F3. Dann gilt in C(I1%)q:

=32 falls vy = vy =v3 = (1,1),
Ideg(Fy FoyFoy) = 16 falls {v1,v9,v3} = {(1,0), (0, 1), (1, 1)},
0 sonst.

Beweis. In Proposition 4.42 wurde bereits ldeg(FioFp1F11) = (—4)* = 16 be-
stimmt. Mittels (4.11) und (4.13) folgt aus Proposition 4.40
2]*jfan = Ffo((Fn + Fo1) + (Fi1 — For))
(4.17) = Fio(Fro — Foo) (F11 + For) + Fio(Fio + Foo) (Fi1 — For)
= 0.
Unter Ausnutzung von (4.12) gilt daher
FP = Fiu(Fi — Fy)® = Fu(Fio — Fo)? = —2F0Fop Fiy

und somit ldeg(Fy) = —32. Alle iibrigen Monome haben Grad 0 aufgrund von
Proposition 4.44 oder Gleichung (4.12) aus Proposition 4.40. O

Um die Schnittzahlen im Fall d = 3 zu beschreiben, ist zusatzliche Notation no-
tig, da die Liste sonst tiberméflig lang wird. Aus Griinden der besseren Lesbarkeit
werden Vektoren in 3 durch Hintereinanderfiigen der Ziffern notiert, d.h. mit 101
ist der Vektor (1,0,1) € F3 gemeint. Nur fiir diese Beschreibung seien die Vekto-
ren aus F3 zuerst nach Anzahl der vorkommenden Einsen, dann lexikographisch
sortiert:

000 < 100 < 010 < 001 < 110 < 101 < 011 < 111.

Viertupel von Vektoren (vg, vy, vs,v3) € (F3)* seien ferner mittels der lexikogra-
phischen Ordnung sortiert, d.h. es gilt (v, vy, ve,v3) < (v§, V], vh, vy), falls es ein
N gibt mit vy < vy und v; = v} fur alle i < N.

Wir betrachten zu einem Tupel (vg, v, vo, v3) aus F3 den Wert von

d(UO; U1, Vg, 03) = ldeg(Fvon1Fv2Fv3)'

Aus Proposition 4.43 folgt, dass fir o € Sy, 7 € S3 die Gleichung
d(vo, v1, v2,v3) = d((vo, v1,v2,03)77) 1= d(VUg(0), Vo(1)s Vo(2) Vo(3))
gilt. Es geniigt daher die Werte von d jeweils fiir das minimale Element der Menge
{(vo, v1,v9,v3)77 | 0 € Sy, T € S5}

anzugeben.
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

Satz 4.46. Es sei V = (vo,...,v3) ein Tupel von Vektoren aus F3 derart, dass

(vo, V1, v2,v3) < (v, V1, V2, v3)""

fiir alle ¢ € Sy, 7 € Sy gilt. Dann folgt fiir die Schnittzahlen in C(I%)q:

—64  falls V = (100,010,001, 111),
—64  falls V = (100,010,101, 011),
—64  falls V = (100,110,101, 111),
128 falls V = (100,011,011, 111),
Ideg(F,, F, Fy,F,,) = {128  falls V = (100,111,111, 111)
128  falls V = (110,110,101, 011),
—128  falls V = (110,101,111, 111),
512 falls V = (111,111,111, 111),

0 sonst .

Y

Beweis. Vor der Bestimmung aller moglichen Werte von d leiten wir in unserem
Spezialfall einige wichtige Gleichungen her. Zunéchst gilt analog zu (4.17) fiir jedes
v € F3 und jeden Einheitsvektor e € F3 die Beziehung

2Fe2Fv :F3<(Fv_Fv+e)+(Fv+Fv+6))
(4.18) =F.(F.+ Fo)(F, — Fyye) + Fo(F — Fo)(Fy, + Fure)
= 0.

Damit erhalten wir zusammen mit (4.12) fiir jedes v € F3 die Gleichung
(4.19) F2oFs = (Fio — Fooo)*Fy = (Fioo — Fow)*Fy = —2Fi00Foi0 F.

Ferner erhalten wir durch Kombination von Proposition 4.44 und (4.12) fir belie-
bige Vektoren u,v,w € F3 und einen Einheitsvektor e € I3 die Gleichung

(4.20) d(e,u,v,w) =d(e,u+ e, v+ e,w).

Wir bestimmen die nichttrivialen Werte von d(vg, v1,v2,v3) in aufsteigender
Reihenfolge beziiglich der Ordnung <.

Anfangsstiick (100,010,...). Nach (4.11) und (4.18) beginnt das kleinste der-
artige Tupel mit vy = 100, v; = 010, v, = 001 und aufgrund von Proposition 4.42
muss dann bereits v3 = 111 gelten und wir erhalten d(V) = (—4)® = —64. Fiir
das nachstgrofere Anfangsstiick vy = 100,v; = 010, v, = 110 folgt aufgrund von
(4.20) und (4.18) sofort

d(100,010, 110, v3) = d(100, 010, 010, v5 + 100) = 0.
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4.6. Berechnung von C(I?) und C(I3)

Fir das Anfangsstiick V' = (100,010, 101, v3) gilt ebenfalls nach (4.20)
d(100,010, 101, v3) = d(100, 010, 001, v5 + 100)

und nach Proposition 4.42 erhalten wir ein nichttriviales Ergebnis im Falle v3 =
011:
d(100,010,101,011) = d(100,010,001, 111) = —64.

Ein Tupel in der Form (100,010,011, v3) kann nicht vorkommen, da dieses durch
7 = (12),0 = (12) auf ein kleinere Tupel (100,010, 101, vJ) abgebildet wird.

Es bleibt noch V' = (100,010,111, 111) zu untersuchen. Wieder aufgrund von
(4.20) erhalten wir hierfiir

d(100,010, 111, 111) = d(100, 010,001, 001) = 0.

Damit ist der Fall vy = 100, v; = 010 vollstdndig beschrieben.

Anfangsstiick (100,...). Tupel, die mit (100,001, ...) beginnen, haben wir nicht
zu betrachten, da sie durch 7 = (23) in die bereits betrachtete Form (100, 010, .. .)
gebracht werden kénnen.

Die nichstgroBeren Tupel haben die Form (100, 110, v, v3) und kénnen aufgrund
von

d(100, 110, vy, v3) = d(100, 010, v3 + 100, v3) = d(100, 010, vo, v5 + 100)

auf die bereits behandelten Félle zuriickgefithrt werden. Das einzig mégliche Tupel,
das minimal unter den (o, 7)-Konjugierten ist und nichttriviale Schnittzahl d(V)
aufweist ist darunter V' = (100, 110,101, 111) mit

d(100,110,101,111) = d(100,010,001, 111) = —64.

Da Tupel der Form (100, 101, v3, v3) nicht minimal unter den Konjugierten sind,
ist als nachstes V' = (100,011, v, v3) zu untersuchen. Die Minimalitit erfordert
hier 011 < vy < w3, also vy, v3 € {011,111} und aufgrund von Proposition 4.44
gilt wieder d(100,011,111,111) = 0. Wir dirfen daher vs = 011 annehmen. Dann
folgt aber mit (4.19)

d(100,011,011,v3) = —2d(100,010, 001, v3)

und ein nichttriviales Ergebnis genau im Fall v3 = 111.
Als letzte Moglichkeit miissen wir das Tupel V' = (100,111,111, 111) betrachten.
Hierfur gilt wieder mit (4.20)

d(100,111,111,111) = d(100,011,011,111) = 128.

Da sich jeder Vektor aus E = {ej, ez, e3} im Tupel V' durch eine geeignete Per-
mutation 7 auf 100 abgebildet werden kann, sind damit alle Falle behandelt, die
Einheitsvektoren enthalten.
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4. Schnittzahlen in Produktsituationen

restliche Falle Das nach der Ordnung < néchstgroflere mogliche Tupel hat die
Form V' = (110, 110, vy, v3). Dieses ldsst sich mittels (4.19) umformen zu

d(110, 110, v3, v3) = —2d(100, 010, va, v3).

Nach den bereits behandelten Fallen erhalten wir ein nichttriviales Ergebnis genau
fiir die Belegung vy = 101, v3 = 011:

d(110,110,101,011) = —24(100, 010, 101, 011) = 128.

Enthalt das Tupel V' den Vektor 110 nur einmal, so kann es aufgrund der
Minimalitat unter V77 auch die Vektoren 101 und 011 hochstens einmal ent-
halten. Daher kommt mindestens einmal 111 vor. Wegen Proposition 4.44 koén-
nen wir eine nichttriviale Schnittzahl nur erwarten, wenn 111 mit gerader An-
zahl in V' vorkommt. Dadurch bleiben lediglich zwei Falle zu untersuchen: V' =
(110,101,111,111) und V' = (111,111,111, 111).

Fiir ersteren gilt mit (4.12)

d(110,101,111,111) = ldeg(F110F101 F111 F111)
= ldeg(Fll(]FlOl(Flll - F001)2)
= ldeg(Fr10Fi01(Fho1 — F011)2)
= ldeg(F110F101F0211 - 2F110F1201F011)
= ldeg(FfmFlmFon)
= —128.

Dazu wurden die bereits gezeigten Gleichungen
1deg(Fl10FlolF()201) = Ideg(F110F101 Foo1 F111) = 1deg(FiooF110Fo11F111) = 0

ausgenutzt.
Im Falle V' = (111,111,111, 111) zeigt die analoge Rechnung

d(111,111,111,111) = ldeg(F},)
= 1deg(F1(Fii1 — Fio0)” + 2F Fioo)
= ldeg(F{y1 (Fuio — Fion)” + 2F7); Fioo)
= —21deg(Fi10Fi01 ) + 21deg(FiooFYy)
= —2.(—128)+2-128
= 512.
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Im folgenden Abschnitt kombinieren wir die Ergebnisse tiber Schnittzahlen und
Metriken. Dadurch ist es moglich, lokalisierte Schnittzahlen von vertikalen Divi-
soren mit Methoden der Analysis zu bestimmen.

Es sei wie stets R ein vollstandiger diskreter Bewertungsring mit algebraisch ab-
geschlossenem Restklassenkorper und X eine eigentliche regulér strikt semistabile
Kurve iiber S = Spec R mit einer Totalordnung < auf X%, deren Reduktions-
graph keine Doppelkanten aufweist. Weiter sei W := W (X, <,d) das in Algorith-
mus 2.8 bestimmte regulir strikt semistabile Modell des Produktes (X,,)?. Die
nach Proposition 3.19 vorliegende Bijektion von Cartierdivisoren der speziellen
Faser von W mit stiickweise affinen Funktionen auf der geometrischen Realisie-
rung der simplizialen Reduktionsmenge | Z(W)| ermoglicht zusammen mit dem
Schnittprodukt die Konstruktion einer (d + 1)-fachen Paarung auf den stiickweise
affinen Funktionen auf | Z(W)|.

Wir betrachten anschliefend einen Grenzprozess wie in der Theorie von Zhang
[Zhal0, Sec. 3] indem wir zu verzweigten Erweiterungen von R iibergehen. Falls
bestimmte Bedingungen an die Schnittzahlen erfiillt sind, so erhalten wir eine Paa-
rung fiir stiickweise glatte Funktionen und kénnen diese durch geeignet definierte
analytische Ausdriicke beschreiben.

5.1. Analysis auf simplizialen Reduktionsmengen

Wir beginnen mit der Definition der analytischen Ausdriicke auf Produkten von
Graphen. Sei dazu I' ein endlicher Graph. Zu jeder Kante v € I'y existiert nach
Proposition A.11 eine Einbettung i, : I — I' des Standardgraphen I = A[1] nach
I', die die einzige Kante von I auf « abbildet. Durch Produktbildung erhalten wir
wie in Bemerkung 4.28 fiir jedes d-Tupel v = (v1,...,74) € 'Y von Kanten eine
Einbettung

by 1=y X o Xy 1 [T — T

und aufgrund der Funktorialitdt der geometrischen Realisierung eine induzierte
Einbettung (i)« : |[I%| — || des d-dimensionalen ,Einheitswiirfels“ |I|? nach
)

Wir fassen die Einbettungen (i, ). als ,Karten® auf und nutzen diese Karten zur
Definition analytischer Begriffe auf dem Graphen.

Wir identifizieren die geometrische Realisierung |I| mit dem Einheitsintervall
0, 1], daher ist die geometrische Realisierung des d-fachen Produktes || kano-
nisch isomorph zum ,Einheitswiirfel“ [0, 1]%. Zu einem k-Simplex {Cy,...,Cy} €
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5. Limiten von Schnittzahlen

(I?)y, bezeichnen wir die abgeschlossene konvexe Hiille der Eckpunkte Cy, ..., Cy
— aufgefasst als Punkte in [0,1]% — mit [Cp,...,Cy]. Eine stetige Funktion
f : [Co,...,Ck] — R heifit glatt, wenn sie sich zu einer glatten Funktion auf

einer offenen Umgebung [Cy, ..., Cy] C U C R? fortsetzen lésst.
Definition 5.1.
(i) Eine stetige Funktion f : |1 ~ [0, 1] — R heifit
(a) (in den Wiirfeln) glatt, falls f auf [0, 1]¢ glatt ist,

(b) in den Simplizes glatt, falls fir jede natiirliche Zahl £ € N und jeden
k-Simplex {Cy, ...,Cy} € (I?)g die Einschrankung f |(c,,..c,] glatt ist,

.....

Die Menge der stetigen Funktionen auf |I¢]| wird mit C°(1?), die der glatten
Funktionen mit C¥(1%), die Menge der auf Simplizes glatten mit C2°(7¢) und
die Menge der affinen Funktionen mit C"(1?) bezeichnet.

(ii) Esseil ein endlicher Graph. Die Menge der stetigen Funktionen f : |T¢| — R
werde mit C°(T'?) bezeichnet.

Eine Funktion f € C°(I'?) heiBt in den Wiirfeln glatt (in den Simplizes glatt,
affin) falls fiir jedes v € (I';)? die Funktion (i,)*f = foi, : [0,1]? = R in
den Wiirfeln glatt (in den Simplizes glatt, in den Simplizes affin) ist.

Die Menge der in den Wiirfeln glatten, in den Simplizes glatten bzw. affinen
Funktionen auf I'? werde mit C(I'?), C3°(I'?) resp. Ci"(I'?) bezeichnet.

Fiir eine Betrachtung von partiellen Ableitungen miissen wir besonders die-
jenigen Punkte diskutieren, an denen die Funktionen aus C°(I'?) und Ci»(T?)
nicht differenzierbar sind. Im Standardsimplex |/¢| sind das gerade Punkte z =
(z1,...,24) € [0,1]¢, bei denen zwei oder mehr Koordinaten iibereinstimmen:
di # j : x; = xj. Wir bezeichnen die Menge dieser Punkte als verallgemeinerte
Diagonale.

Definition 5.2. Wir bezeichnen die Punkte |I¢] \ 9|I% als innere Punkte der
geometrischen Realisierung von I?. Sei I ein beliebiger endlicher Graph. Ein Punkt
x € |T¢] heifit innerer Punkt, wenn es ein Tupel v = (71, ...,7v4) € I'¢ gibt, so dass
x = (i,).(2') fiir einen inneren Punkt 2’ € |I9| gilt. Ist dies der Fall, so ist v und
2’ eindeutig bestimmt. Die Menge der inneren Punkte wird mit |I'?|' bezeichnet.

Definition 5.3.

(i) Es sei z € |I9|' ein innerer Punkt in der geometrischen Realisierung der
simplizialen Menge I, beschrieben durch seine Koordinaten (1, ...,z4) €
[0,1]%. Wir definieren eine disjunkte Zerlegung {1,...,d} = A; 11 --- 11 4,
derart, dass

vi=x; dhij €A,
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5.1. Analysis auf simplizialen Reduktionsmengen

gilt. Dadurch wird eine eindeutige Partition
d(z) :={As,..., A}
der Menge {1,...,d} bestimmt.

(i) Es sei € |I'Y|' ein innerer Punkt in der geometrischen Realisierung des
Produktes I'Y. Dann existiert ein Tupel v = (v, ...,v4) € I'9 und ein Punkt
2’ € |I% mit (i,).(2") = x. Diese sind eindeutig bestimmt, da z ein innerer
Punkt ist. Wir setzen daher

Die Partition d(z) eines Punktes z € |I?| gibt an, welche der Koordinaten
von z iibereinstimmen. Beispielsweise werden die Punkte z € |I¢| mit d(z) =

{{1,...,d}} beschrieben durch {(¢,...,t) | t € (0,1)}, sie bilden daher die Diago-
nale in [0, 1]¢.

Definition 5.4. Essei I" ein endlicher Graph und P = {A;, ..., Ay} eine Partition
der Menge {1,...,d}. Wir bezeichnen die Teilmenge

Dp(T?) = {:c c |19

d(z) = P} N

als verallgemeinerte Diagonale zur Partition P.

Bemerkung 5.5. Es sei P = {Aq,..., A} eine Partition der Menge {1,...,d} und
I C{1,...,d} eine Teilmenge mit #(A, N I) =1firallei=1,...,[; es gilt also
I ={iy,...,4} mit iy € Ay,...,4 € A;. Wir erhalten dann

Dp(I%) = {:g — (21,...,24) € |IY

%’1:%’2 < HmE{l,,l}jl,szAm}

und durch die Projektion pr; auf die Koordinaten i1, ...,7; erhalten wir eine Bi-
jektion
cp: Dp(IY) — [0,1), (z1, ... 2a) = (24, 23,

Die Karte cp ist unabhéangig von der Wahl der Menge I.

Da stetige Funktionen integrierbar sind, lasst sich ohne Schwierigkeiten ein In-
tegral auf I'Y und auf beliebigen verallgemeinerten Diagonalen D(P) definieren.

Definition 5.6.

(i) Sei ' = I und f € C°(14) eine stetige Funktion auf dem ,Standardquadrat®
I¢. Dann ist |1%| kanonisch homéomorph zu [0, 1]% und wir kénnen daher das
Integral iiber f definieren als

/Id f= /Md f(x)du,
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5. Limiten von Schnittzahlen

wobei wir mit p das Lebesgue-MaB auf [0, 1]¢ bezeichnen. Sei zusitzlich P
eine Partition der Menge {1,...,d}. Dann definieren wir das Integral entlang
der Diagonale Dp durch

-1
= d
/me) = Jgym T © Pt

mit der Karte cp aus Bemerkung 5.5.

(ii) Sei I' ein beliebiger Graph und f € C°(I'?) eine stetige Funktion auf dem
d-fachen Selbstprodukt von I" und P eine Partition von {1,...,d}, so de-

finieren wir das Integral iiber I'® bzw. iiber die verallgemeinerte Diagonale
durch

=X [ o))

/DP(Fd)f =2 /DP([d)<fO (i5)4)-

d
vel§

Bevor wir zu einer Verallgemeinerung der Ableitungsoperatoren fiir in den Sim-
plizes glatte Funktionen kommen, miissen wir zunachst die Funktionen auf dem
Einheitswiirfel naher studieren. Wir werden eine Form der diskreten Fouriertrans-
formation benutzen, um einen Zusammenhang sowohl mit den in Abschnitt 4.5
bestimmten Schnittvielfachheiten als auch mit Ableitungen der Funktion f her-
stellen zu konnen.

Sei v = (vq,...,vq) € F4 ein Vektor, dann bezeichnen wir mit |v| die Anzahl
der nichttrivialen Eintrdge, d.h. |v| = #{i | v; # 0}. Wir nutzen einen Vektor
v € F¢ im Folgenden, um die Ecken eins Wiirfels zu indizieren. Sei h € R, dann
bezeichnen wir mit h* € R? die durch

Y = h/'((__1)017...7(__1)vd)

gegebene Ecke eines Wiirfels um den Nullpunkt mit Kantenlinge 2h. Wir betrach-
ten im Folgenden zu einer stetigen Funktion f € C°(I?) auf dem Einheitswiirfel
und x € |14\ 9|I¢| die Funktionswerte von f in den Ecken eines z umgebenden

Wiirfels
i = Rvw— fz 4+ RY).

Definition 5.7.

(i) Seien f € C°(I) eine stetige Funktion auf dem Einheitswiirfel, x € |[| =
[14]\ 9|1¢], v € F¢ und h > 0 so klein, dass fiir alle w € F¢ auch der Punkt
x4+ h* € |19 im Inneren von |14 liegt. Die diskrete Fouriertransformation
von f! liefert eine Funktion

ARf Y =R,
1
T = EE]TfQ(U%

d.h. es gilt A} f(z) = 2% Zwng(—l)W“’)fg(w).
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5.1. Analysis auf simplizialen Reduktionsmengen

(ii) Sei f € C°(I'?) eine stetige Funktion auf dem Produkt eines Graphen T
ohne Mehrfachkanten. Es sei z € |[T|' ein innerer Punkt der das Bild eines
Punktes 2’/ € |I4]' unter (i,),. : |[I?] — |T?| fiir ein v € I'Y. Desweiteren sei
v € F§ und h > 0 so klein, dass 2’/ + h* € |7 fir alle w € F§ gilt. Dann
definiere

Apf(x) = Apf o (iy)s
Da z ein innerer Punkt in || ist, sind 7 und 2’ eindeutig und daher AY f(z)
wohldefiniert.

Proposition 5.8. Sei f € CO(I'?) eine stetige Funktion, die in einer Umgebung
des inneren Punktes x € |TU|' glatt ist. Dann konvergiert Ay f(x) gegen die
durch den Parameter v = (vy,...,vq) € F4 bestimmte Ableitung von f:

i 80 = 050 = () () rGo)

Beweis. Es gentigt, die Aussage fiir den Standardgraphen I' = I zu zeigen. Dazu
benutzen wir die mehrdimensionale Taylorentwicklung der Funktion f im Punkt
z: Da f in einer Umgebung des Punktes x glatt ist, gilt fiir jeden Vektor w € F4,
jedes h € Rund [ € N:

w\A
ferry= 3 D)+ o)

Aend Al
0< A<l
_ -1 (w,A mod 2>@D)\ hl
- ¥ 1 D () + ol
AeNd ’
0

Die Terme A!, (h*)*, || sind dabei im Sinne der tiblichen Multiindexschreibweise
zu verstehen. Fiir die Fouriertransformierte A} f ergibt sich damit:

A f(a 2d S (=1)P f(a + )
wG[Fd
hIA
= Z Z (_1><w,)\mod 2>7|D)\f(l‘) +O(h|v|)
2 we[Fd 0<|A <] Al
_ i Z Z (_1)(w,v—()\mod2)) @DA]C( >+ (h|v|)
- 2d )\' xr O

0<IN< o] \ weFy
= hPIDY f(z) + o(R"N).
Wir erhalten daher

i AL @) = D7) = ()

h—0 hlvl

(ai) f()
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5. Limiten von Schnittzahlen

Eine dhnliche Aussage erhalten wir auch fiir Funktionen, die auf Simplizes glatt
sind. Dabei erhilt man auf den verallgemeinerten Diagonalen im Allgemeinen eine
schwéchere Konvergenz der Funktionen Aj.

Proposition 5.9. Sei f € C°(T'Y) eine auf Simplizes glatte Funktion in T, v € F§
und P ={Ai,...,Ax} eine Partition der Menge {1,...,d}. Wir setzen

a=a(P,v)=#{ic{l,...;k}|Ta€ A v, =1}.

Dann ezistiert fiir jeden Punkt x € Dp(T'?) der Grenzwert

R S
(5.1) lim — A7 f(2)

und (5.1) ist stetig in x auf Dp(T'Y).

Der Beweis dieser Aussage ist sehr technisch. Es geniigt, die Aussage fiir den
Standardgraphen I' = [ zu zeigen. Wir zerlegen dazu im folgenden Lemma die
Summe AY(f)(x) aus Definition 5.7 in Teilsummen, so dass jede Teilsumme nur
Beitrige aus einem Simplex enthélt. Dann kann man die Funktion f durch eine
glatte Funktion ersetzen und die Aussage folgt aus Proposition 5.8.

Wir bezeichnen im Beweis zu einer Menge J C {1,...,d} den von den Basisvek-
toren e; mit i € J aufgespannten Unterraum von F4 mit V. Ist H := {1,...,d}\J
das Komplement, so gilt V' = V; & V. Die zugehorigen Projektionen dieser direk-
ten Summe werden mit pr; und pry bezeichnet.

Lemma 5.10. Sei f € C(19) eine auf Simplizes glatte Funktion und x € |I4|.
Es sei J C {1,...,d} eine Menge, die aus jedem Block der Partition d(z) =
{A,..., Ai} genau ein Element enthdlt (vgl. Bemerkung 5.5), und die Menge
H :={1,...,d}\ J ithr Komplement. Dann existiert fir jedes v € V und v € Vi
ein € > 0, eine offene Umgebung U C |I¢| von x und eine auf U glatte Funktion
F mait

> (=ntm AT (f)(af) = 30 (=) AT (F) ()

vgEVy vgEVy
fir alle x' € U mit d(«') = d(z) und alle h < e.
Beweis. Es sei € > 0 so klein gewahlt, dass € < i|xz — x;| fur alle ¢, j mit z; # x;
und es bezeichne U’ = {2/ € |1 | |2’ — x| < €}. Fiir jedes 2’ € U’,d(z') = d(x)
gilt offenbar

> (=ntm A (f)(f) = 30 (1)) 3T (1)) £ (w)

v €EVH vgEVH welFd

— Z (—1)<UH’U/>+<U+UH’MH>+<U’U)J>f:?/ (wJ + wH)

v, WHEVH
wy€eVy

= 3 25y, (1) ORI £ () 4 wp)
wEVy
wyEVy

— 9olH| Z (_1)(”»“’J+Ul>f(x/_|_th+”/)_

wy€EVy
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5.1. Analysis auf simplizialen Reduktionsmengen

Die im letzten Ausdruck auftretenden Punkte
Q:={a' +h " |w; eV h<ed eU da)=dx)}

liegen in einem Simplex: Fiir die Koordinaten ¢ = (q1,...,qq) € R? aller Punkte
q € @ gelten die Ungleichungen:

iy < Gk, falls Tpy < Thy,
¢ <q fallsz;=uxp,75€ Hv; =1,
¢ > qr fallsz; =x,5€ Hv;=0.

Es ist daher moglich, die Koordinaten aller Punkte aus P durch eine Permutation
o € S, aufsteigend zu sortieren; daher liegen nach Proposition A.19 alle diese
Punkte in einem Simplex S, C |[I¢]. Da f eine auf Simplizes glatte Funktion ist,
gibt es auf einer Umgebung U” D S, eine glatte Fortsetzung F' der Funktion. Die
Wahl U := U’ N U” liefert schliefllich die Behauptung. O

Korollar 5.11. Sei f € C°(1%), v € F§ und x € |I¢], sowie J,H C {1,...,d} wie
in Lemma 5.10. Dann existiert eine Umgebung U C |I¢| von x und auf U glatte
Funktionen (F,,, )v,ev, mit

Ay = 3 AT(E,)

vgEVy
fir alle 2’ € U mit d(z') = d(x).

Beweis. Nach Lemma 5.10 gibt es eine Umgebung U von z, ein € > 0 und fiir
jedes wy € Vg eine auf U glatte Funktion G so dass fur jedes 2/ € U mit
d(2’) = d(z) und jedes h < € gilt:

S (DAL = 3D () A (G

vg EVy vgEVy

WH

Durch eine weitere Anwendung der Fouriertransformation erhalten wir

A =2 S (Z (—1><”H’wH>AZ+”H(f)>

wy€EeEVy v EVYH

—an (5 s, )

wy VY vgEVYH

= Z AZJF”H( Z 2|H(_1)<UH/WH>GwH)

v eV wg eV

= > AR,

vgEVy
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5. Limiten von Schnittzahlen

mit

E,, = Z 2|H|<_1)<vH,wH>G

wr eV

WH *

O

Beweis von Proposition 5.9. Wir betrachten zunéchst wieder die Partition d(z) =
{A1,..., A}, Aus jedem Block A; der Partition wahlen wir ein Element j; €
A; mit v;, = 0, falls ein solches existiert; ansonsten ein beliebiges Element. Die
Teilmenge J := {j1,...,5} C {1,...,d} erfiillt dann offenbar die Voraussetzung
aus Korollar 5.11. Es gibt daher eine Umgebung U von z und glatte Funktionen
F,, fur vy € Vy, so dass

AN = > ATI(E,,)

vgEVy

gilt. Mit w := pr,(v) ist |v + w| = a(z,v) das Minimum der Menge {|v + v'|,v" €
Vi } und folglich gilt nach Proposition 5.8 fiir alle 2’ € U mit d(z’) = d(x):

: a(z,w) AV _ : a(z,v) A v+v’ , /
lim n DALY ) = 3 i n A (F) )

n—oo
v'eVy

= D"(F,)(x)
und damit die Behauptung. O

Die eben gemachten Betrachtungen rechtfertigen die folgende Definition einer
verallgemeinerten Ableitung:

Definition 5.12. Es sei f € C°(I'?) eine stetige Funktion auf || Existiert fiir
z €|, v € Fd und o € N der Grenzwert

D)) = lim

h—0 h Ah($)7

so heif$t f differenzierbar nach v im Grad o und D¢, die verallgemeinerte Ableitung
von f nach v im Grad a.

Nach Proposition 5.9 existiert fiir jedes f € C°(I?), v € F$ und jeden Punkt
x € |14} die verallgemeinerte Ableitung im Grad o := a(d(x),v). Fiir d = 2 lisst
sich die verallgemeinerte Ableitung mit der von Zhang definierten Grole §(f) in
Verbindung bringen:

Beispiel 5.13. Esseid = 2und f € C°(I?). Durch die Diagonale D = D({{1,2}}) =
{(x1,22) € (0,1) | z1 = z2)} wird das Quadrat in zwei Dreiecke S*, S~ C |I?| ge-
teilt, auf denen die Funktion f jeweils glatt ist. Mit S™ sei hier das obere Dreieck
bezeichnet:
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5.1. Analysis auf simplizialen Reduktionsmengen

St
S-

Wie bei Zhang [Zhal0, 3.4] sei mit f* und f~ jeweils eine Fortsetzung der glatten
Funktion f |g+ bzw. f |s- iiber die Diagonale hinaus bezeichnet. Fiir jeden Punkt
x € D gilt dann mit 0 < h € R klein genug nach Lemma 5.10

APV (@) = A () (@) = AV (F) (@) — AR () ().

Es folgt
1
AP ) = 5 (AU @)+ A @) + A7) (@) = A () )
1 1
= AT+ ) @)+ AT = 7))
und daher konvergiert
o1 .1 _
lim =AY (f)(2) = lim S AP (£ = f7) (@)
1O
Unter Verwendung der Bezeichnung von Zhang 6(f) := 8%1( ft —f7) gilt somit

fiir jedes x € D .
DI(f)() = 56(£)(@).

Als Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir noch eine Diskretisierung der
verallgemeinerten Ableitung. Zur Approximation mit n € N zerlegen wir dazu
den Einheitswiirfel gleichmafBig in Teilwiirfel der Kantenlange % und betrachten
fir jedem Punkt x € [0,1]? den ihn enthaltenen Teilwiirfel. Zu einem Vektor
z = (1,...,24) € R? bezeichne dazu |z] den Vektor (|z1],...,|rq]), wobei |:]

die iibliche Abrundungsfunktion bezeichnet:
|z1] :==max{n € Z | n < a1}

Damit erhélt man fiir den x umgebenden Wiirfel in der n-fachen Approximation
als Mittelpunktskoordinaten ™ := L|nz| + - (1,...1).

Definition 5.14.

(i) Sei f € C°(I9) eine auf [0,1]? stetige Funktion. Wir bezeichnen als n-te
Gitterapprozimation der Ableitung nach v € F$ am Punkt z € (0,1)? den
Ausdruck

- 1 1
Ay f@) = Ay, f(3™) = 11]/2nf(n [nx] + %(1’ e 1))-
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5. Limiten von Schnittzahlen

(ii) Sei I ein endlicher Graph und f € C°%(I'%) eine auf |T'| stetige Funktion und
z € [T ein innerer Punkt. Wie in Definition 5.7 gibt es dann eindeutig be-
stimmte v € T'{, 2" € 19\ 01 mit (i,).(2') = z. Die n-te Gitterapprozimation
der Ableitung nach v € F4 am Punkt z wird definiert durch

AL f(@) = AL (f o (iy).) ().

Proposition 5.15. Ist f € CT? eine auf Simplizes glatte Funktion, x € || ein
innerer Punkt und o := a(P(z),v) wie in Proposition 5.9, so gilt

nlggo(Qn)aAgL(x) = Dv,af(x)'

Beweis. Es gentigt I = I' zu betrachten. Es sei N € N so grof}; dass die abge-

schlossene Gerade V' := [ — (1,...1),2™ + (1,...1)] in I liegt und
d(z") = d(x) fir alle 2’ € V gilt. Offenbar gilt fur jedes € V und jedes n > N
auch 7™ € V. Nach Proposition 5.9 existiert DY (f)(z) = limj,_o 7~ A} f(2) fiir je-
des x € V und da V' kompakt ist, erfolgt die Konvergenz gleichméflig. Da ebenfalls

nach Proposition 5.9 die Funktion D! (f) stetig auf V' ist, folgt
Tim (20)* A7 (F™) = lim_ lim (2n)*Ap (37)

= lim Dy (f)(F™) = D(f)(x).
]

Lemma 5.16. Es sein € N und f € CO(I'Y) eine Funktion mit f(z) = f(z™) fir
jedes x € |T'4|. Dann gilt fiir jede Partition P von {1,...,d} die Gleichung

5.2 / Lepiaon_py = 0P~ [ .
(5.2) Fdf{x\P(x( N=py = 1N Dpf

Beweis. Nach Definition der Integrale gentigt, die Aussage fiir den Standardgra-
d

phen I' = I zu zeigen. Da die Funktion f fir jedes y € (%Z N[0, 1]) auf der

Menge {z € |I|* | ™ =y} konstant ist, folgt

1
/Idfjl{ww@(m):m:ﬁ >, [

Unter Verwendung der Standardkarte cp : D(P) — RIP! der verallgemeinerten
Diagonale D(P) aus Bemerkung 5.5 gilt weiter

1
[ e = X fle1()
xG(%Zﬂ[O,l])‘PI
1

_ -1
— FHP\ [0,1]‘73' f O Cp dﬂl

1
- pd-IPl /D(P) /
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Es bezeichne unt, I die n-fache Unterteilung des Graphen nach Definition A.20
und unt,, : || = |I'| den durch gleichméBige Unterteilung gegebenen Homoo-
morphismus der geometrischen Realisierungen aus Proposition A.23. Durch Pro-
duktbildung erhalten wir dann einen Homéomorphismus (unt,,)? : |(T,)¢] — |9
und aus Funktorialitdtsgriinden einen Isomorphismus

(unt,)* : CO(T'?%) — CO((T'n)Y).

Hierbei werden alle bisher definierten Teilmengen von C°(I'?) auf ihre jeweiligen
Gegenstiicke abgebildet:

Proposition 5.17. Fiir die Bijektion (unt,)* : C°(T'?) — C°((T',)%) gilt

(unt,,)*(C(I)) € CF (T7),
(5.3) (unt,,)*(C3(I) € C(T7),
(unt,)*(C2"(I)) € C"(I7).

FEs kommutiert
co(rd) Ll (1))
(5.4) A;;J AgJ
co(rdy W) eo(p, )y,

und fiir jede Funktion f € C°(I'Y) gilt

(5.5) nd /F f= /F%(untn)*f.

Beweis. Es geniigt, die Aussagen fiir den Graphen I' = [ zu zeigen. Die n-fache
Unterteilung von |I¢] liefert in diesem Fall ein Gitter mit Abstand 1/n in [0,1]¢ =
|7¢]. Da jeder Simplex von (I,,)¢ unter der Abbildung |(T',)¢| — |T¢| vollstindig
in einem Simplex aus I¢ enthalten ist, folgen die Relationen (5.3) sofort.

Fir die Kommutativitdt des Diagramms (5.4) ist lediglich zu beachten, dass
die Ecken des unterteilten Graphen (I,,)? bei der Abbildung unt,, genau auf die
Punkte mit rationalen Koordinaten [0,1/n,...,n/n]¢ abgebildet werden.

Die Gleichung (5.5) folgt schlieflich aus der Integrationstheorie. O

5.2. Die Schnittpaarung

Es sei jetzt wieder X eine eigentliche regulir strikt semistabile S-Kurve mit Re-
duktionsgraph I'(X) ohne Doppelkanten, dessen Ecken mit einer Totalordnung
< versehen sind. Mit W = W(X, <,d) bezeichnen wir das in Algorithmus 2.8
bestimmte Modell von (Xn)d. Der Restklassenkorper £ sei algebraisch abgeschlos-
sen habe Charakteristik p und und mit || sei wieder die durch |r| = 1/p bzw.
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5. Limiten von Schnittzahlen

|7| = 1/e fiir p = 0 normierte Bewertung von R bezeichnet. Wir beschreiben im
Folgenden das lokale Schnittprodukt von Divisoren mit Trager in der speziellen
Faser als Paarung zwischen stiickweise affinen Funktionen der Reduktionsmengen
CH (I (X))

Definition 5.18. Es sei I' = I'( X)) der geordnete Reduktionsgraph von X. Dann
bezeichne

CM(I, Q) = {f € C."(T") | f(p) € Q¥p € (")}
die Q-Algebra der auf den Simplizes affinen Funktionen mit Q-Koeffizienten. Es
gilt Ci* (1) = C;*(I, Q) @ R.

Nach Proposition 3.19 erhalten wir einen Isomorphismus von Q-Moduln
CaDiviy, (W)g — CM(I'(X)%, Q),
C f'é'.

Wir iibertragen diesen Morphismus auf Cartierdivisoren mit Koeffizienten aus R,
d.h. auf das Tensorprodukt CaDivy, (W)g := CaDivy, (W) ®q R.

Definition 5.19. Sei X ein regular strikt semistabile Kurve und d > 2. Wir
bezeichnen mit CaDivy, (W)g das Tensorprodukt CaDivy, (W) ®q R und mit ol
den Isomorphismus von R-Algebren

s CaDivyy, (W)g — C2(D(X)4)

gegeben durch
CRr—r fgl.

Bemerkung 5.20. Da die Bestimmung des Schnittproduktes

deg(-,....-) : (CaDivy, (W) = @,
(Do, .., Dg) = 1deg(Dy - --- - Dy)

eine multilineare Abbildung ist, lisst sie sich auf CaDivy, (W) fortsetzen. Wir
bezeichnen die Fortsetzung ebenfalls mit ldeg:

ldeg(-,.....,-) : (CaDivy,(W)e)" = R.
Definition 5.21. Durch
(o s CNOD T S R,
(for - fa) = Wdegyy, ((8) 7 (fo) - (61) 1 (£a))

wird eine multilineare Paarung auf Ci*(T'?), der Menge der stiickweise affinen
Funktionen auf dem Reduktionsgraphen definiert, die Schnittpaarung.
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5.2. Die Schnittpaarung

Mittels der Bijektion (unt,)* : C°(I'?) — C°(I'9) lisst sich C"(I'Y) nach (5.3) als
Teilmenge von C°(I'?) auffassen, die Ci"(T'¢) enthélt. Wir setzen im folgenden die
Schnittpaarung auf Funktionen aus Cin(I'¢) fort. Es sei dazu K,,/K eine algebra-
ische Korpererweiterung vom Grad n, R,, der Bewertungsring der Bewertungsfort-
setzung von K auf K, und S, := Spec R,,. Mit X, sei das mittels Algorithmus 2.4
gewonnene reguldr strikt semistabile Modell von X, iiber S,, bezeichnet und mit
W, = W(X,, <,d) das mittels Algorithmus 2.8 gewonnene Modell von (X,)? iiber
S,. Da sich die Reduktionskomplexe von X,, und W,, kombinatorisch bestimmen
lassen, sind Z(X,,) und Z(W,,) unabhéngig von der Wahl von K,,. Wir bezeichnen
mit |-| die eindeutig bestimmte Fortsetzung der Bewertung |-| : K — R auf die
Erweiterung K.

In dieser Situation gibt es ebenfalls nach Proposition 3.19 einen Isomorphismus
von R-Algebren

ol CaDivw,),(Wy)g — C((T(X)n)),
definiert durch

C’®7‘»—>Tf(‘j|.

Definition 5.22. Durch
Coy it CTHT 5 R,

(oo Ja) = L ey, (@) (fo) -+ (0)7 (1))

wird eine multilineare Paarung auf Ci"(T'?) definiert.

Bemerkung 5.23. Da die lokalen Schnittzahlen nur von der Struktur der Reduk-
tionsmenge Z(W,,) abhangen, ist auch (-,...,-)w,, unabhingig von der Wahl der
Erweiterung R,,.

Proposition 5.24. Die Paarung aus Definition 5.22 ist eine Fortsetzung der Paa-
rung aus Definition 5.21: Es seien fo, ..., fs € Ci"(T?) bereits auf den Simplizes
von I'? affin. Dann gilt

(fos- s faywn = (fos -5 fa)w

Beweis. Aufgrund der Linearitit geniigt es, Funktionen fo,..., fs € Cin(I'), Q)
mit Q-Koeffizienten zu betrachten. Wir diirfen daher davon ausgehen, dass es
Cartierdivisoren Dy, ..., Dy € CaDivy, (W) mit f; = f EL gibt. Da die Funk-
tionen fo, ..., fg dann auch in Cin(I'¢, Q) liegen, gibt es ebenfalls Cartierdivisoren
Dy,...,D, € CaDivw,), (W,) mit f; = fgi. Nach Satz 3.20 gibt es einen Morphis-
mus g : W,, — W zwischen den Modellen. Fiir den zuriickgezogenen Cartierdivisor
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5. Limiten von Schnittzahlen

g*D; gilt ebenfalls ¢(g*D;) = f; (Proposition 3.8) und nach der Eindeutigkeit
aus Proposition 3.19 folgt D; = ¢*D;. Der Morphismus g : W, — W ist generisch
flach und es gilt (W), = W, xs, (Sn),, daher folgt die Behauptung aus der in
Proposition 4.17 bewiesenen Gleichung

ldegy, (Do - - -+ - Dq) = nldegy, (¢" (Do) - - - - - 9" (Dyg)).

]

Wir kénnen auch Definition 5.21 direkt auf ein Modell X,, Gber S,, anwenden.
Die hierdurch erhaltene Paarung (-, ..., )w, 1 stimmt mit Definition 5.22 bis auf
einen konstanten Faktor iiberein:

Proposition 5.25. Fir fo, ..., fs € Ci(T%) gilt
(fos- ooy fa)wn = nd<f07 s Jaw
Beweis. Zur Definition der Paarung (-, ..., -)w, 1 ist eine Bewertung ||, auf R, zu

verwenden, die dem Uniformisierer 7, die Bewertung 1/p zuordnet. Es gilt daher
-, = (|:])™ und somit fiir jeden Cartierdivisor C' € CaDiv ), (W, )g:

fé =nfg.
Daher gilt fir die Funktionen f! := nf;:
(6N (f) = Di= (1) (f)):
Es folgt

1 1
<f0> .. '7fd>VV,n = gldean(D(]? s 7Dd> = E<f(37 <. 7fc/l>Wn’1
= nd<f07 . '7fd>Wn,1‘

[]

Die nun folgendende alternative Beschreibung der Schnittpaarung ermdoglicht im
Anschluss eine Erweiterung des Definitionsbereichs von (-, ..., -). Dazu verwenden
wir die Gitterapproximation A? der verallgemeinerten Ableitung.

Proposition 5.26. Fiir Funktionen fo, ..., fq € Ci(T,)? gilt:

d d
(56 oo S =r* X Megu([1F) [ TTANR).
=0 1=0
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5.2. Die Schnittpaarung

Beweis. Sei zunachst n = 1. Aufgrund der Linearitdt reicht es, die Aussage fiir
Funktionen fy, ..., fs € Ci*(v%, Q) mit Q-Koeffizienten zu zeigen. Die den Funk-
tionen fy, ..., fq zugeordneten Divisoren ¢;*(fo),..., o1 (fa) € CaDivy, (W)g
liegen im Bild des kombinatorischen Chowrings unter der kanonischen Abbil-
dung ow : C(['(X)?) — CHy, (W). Wir bezeichnen ihre Urbilder unter oy mit
Dy, ..., Dq € C(T'(X)?). Nach Proposition 4.33 kénnen wir den Grad in C(T'(X)?)
berechnen und nach der Definition der Gradabbildung erhalten wir

degy (pw (Do Do) = 3 Mdeggaoit(Dy- - - Dy).

Y€l (X)?

Folglich sind beide Seiten von (5.6) additiv auf den Wiirfeln und es geniigt daher,
die Aussage fir Schemata X mit Reduktionsgraph I'(X') = I zu zeigen.

Sei jetzt I'(X) = I. Der Mittelpunkt des Einheitswiirfels |T'(X)?| = |1?| = [0, 1]¢
werde mit z, := 1/2(1,..., 1) bezeichnet. Wir beschreiben die Ecken des simpli-
zialen Komplexes I¢ wie gehabt durch {C, | v € F¢} und betrachten zunéchst den
zu einer Funktion f € C°(I?) durch Proposition 3.19 assoziierten Divisor

D;=¢1'(f) = >_ fi(C
UE[Fg
Die Koordinaten des Punktes C, in |1 = [0, 1]¢ konnen durch z; — (1/2)
Tar+(1/2)vHD) beschrieben werden und daher gilt f(C,) = f1/2(v+(1,...,1)).

T M

-----

position 4.43 und den Eigenschaften der Fourlertransformatlon (Bemerkung 4.36)
berechnet sich Df AR

=3 [P+, )0 =Y 2 )w(C)

velrd veFd

..... ’UdE[Fd
d d
= > ldegu(J[ F) [T AT (fi)(@ar)
00,4, vg EFY i=0 i=0
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5. Limiten von Schnittzahlen

Hierbei wurde ausgenutzt, dass die Abbildung ¢ den Grad invariant lésst (Propo-
sition 4.43). Da wir mit der Definition der Gitterapproximation A die Gleichung

HA“Z ) (@) / HM £)

110

erhalten, folgt die Behauptung im Fall n = 1.
Im Fall n > 1 gilt nach Proposition 5.25

(for- - faywm =1 fo, ..., fa)w,

und nach (5.5) gilt fiir fiir jede Funktion f € C°(I'?)

" /IFdI 7= || )
Es folgt zusammen mit Proposition 5.17
(fos- s fadwn =0 fo, .\ fadwon
S e[ F) '/ 1A%
=0

00,0 EFY = o i=o
d ~
=t Y degu([[F) [ H Av(f;)
: rd 3
VO yeery Udeﬂ‘_g 1=0 =0
und schlieBlich die Behauptung. O

Die soeben gewonnenen Beschreibung des Schnittprodukts lasst sich ausnutzen,
um die Definition auf eine groflere Klasse von Funktionen auszudehnen. Dazu nut-
zen wir die folgende Standardapproximation stetiger Funktionen durch stiickweise
affine Funktionen.

Definition 5.27. Es sei f € C3°(I'?). Als n-te Standardapprozimation zu f werde
die eindeutig bestimmte Funktion ™ € Ci*(I'¢) bezeichnet, fiir die £ (p) = f(p)
fiir alle Punkte p € (I'%), gilt.

Bemerkung 5.28. Da bei der Bestimmung von A?(f) nur die Funktionswerte an
den Eckpunkten einer n-fachen Unterteilung beriicksichtigt werden, gilt offenbar
fiir jedes v € F4:

Av(f) = AL(f™).

Wir kénnen damit eine allgemeine Konvergenzaussage fiir Approximationen von
Funktionen aus C°(I'?) machen, sofern die folgende Konvergenzbedingung erfiillt
ist.
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5.2. Die Schnittpaarung

Definition 5.29. Es sei d € N. Gilt fiir jede Partition P der Menge {1,...,d} im
kombinatorischen Chowring C(I¢)q die Gleichung

(5.7) ldegld(ﬁ F,)=0

=0

fiir alle vo, . .., vy € F4 mit S0, (P, v;) < d+|P|, so erfiillt d die Konvergenzbe-
dingung.

Satz 5.30. Erfillt d € N die Konvergenzbedingung aus Definition 5.29, so existiert
fiir alle Punktionen fy, ..., fs € C(T9) der Grenzwert

<f07 “ e 7fd> = nh—>rgo< (gn)a ey f7(Ln)>VV,n
und er berechnet sich zu

1

<f0, e fd> = Z W Z ldegld / H a(v 77)

P Partition V0,0 EFY, AP o

Z a(vi,P)=d+|P|

Beweis. Wir nutzen die Beschreibung der Schnittpaarung aus Proposition 5.26

d ~
(5.8) 67 gy =t 3 tdegru([T R [ TT A% ().
i= 1=0

Da die Summe der charakteristischen Funktionen 3~ 1y ipjejp(zn)—py die kon-
‘P Partition

stante Funktion 1pa ergibt, diirfen wir den Integralausdruck in (5.8) mittels Lem-
ma 5.16 in Anteile entlang der verschiedenen ,verpixelten Diagonalen“ zerlegen:

Die ,verpixelte Diagonale®“ {x | d(z™) = P}
fir n =5 und P = {{1,2}}

d
nQd/d HAZ(fz) = / Ligzm)—p) HA (fi)
r =0 PPartltlon

= Z nd—i—\”P\ /D ]l{d(;g(n)):P} H A%(fl)
P =0

P Partition
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5. Limiten von Schnittzahlen

Zusammen mit (5.8) erhalten wir

B = Y s X Meg(ITR) [ TP, )

P Partition Vg

-----

d
Tn<73, Vo, - - - ,’Ud) = (2n)d+|7)‘]l{d(5ﬂ(n)):p} H Azz<fz)
1=0

Wir untersuchen die Terme T,,(. ..) auf Konvergenz: Aufgrund von Voraussetzung
(5.7) brauchen wir nur die Terme mit Y- a(P,v;) > d + |P| betrachten und nach
dem Satz tiber majorisierte Konvergenz geniigt es zu zeigen, dass die Funktionen
T.(P,vo, . ..,vq) global beschrankt sind und gegen

falls 3 a(v;, P) > d + |P|,

0
T(P,vg,...,vq) := v,
(P, vo 2 { 4, Dw,py(fi) falls X a(v;, P) =d+[P|.

konvergieren.
Wir schreiben dazu T, als

d
TPyt 00) = Lpgaionyopy - ((2)#PEZ 0P ) () DA ()
i=0
und diskutieren die enthaltenen Terme einzeln. Aufgrund von Proposition 5.15
ist (2n)*“#P) A% (f;) beschrinkt und konvergiert gegen Dip .- Die charakteris-
tische Funktion 1;pzm)—py ist offensichtlich beschrankt und konvergiert gegen
1{z/p@@)=py = Lpep). Das Verhalten des Terms nd+PI=22 i P) iefert schlieBlich
die gewtinschte Konvergenz nh_>Holo T.(P,vo,...,vq) = T(P,vo,...,04). ]

Satz 5.30 lasst sich mit den bereits bestimmten Schnittzahlen in den Féllen
d = 2 und d = 3 konkreter fassen. Dazu bemerken wir zunéchst:

Lemma 5.31. Fiir d =2 und d = 3 ist die Konvergenzbedingung Definition 5.29
erfillt.

Beweis. Fir die Partition P = {{1,...,d}} ist (5.7) stets erfiillt, da ndmlich
ldeg(Fy - TI4, F,,) = 0 fiir alle vy, ..., vy € F¢ gilt.

Im Falle d = 2 haben wir damit lediglich die Partition P = {{1},{2}} zu
betrachten. Da jedoch nach Satz 4.45 fiir alle vy, . . ., v3 € F4 mit ldeg(F,, F,, F,,) #
0 bereits Y2, |vs| > 4 gilt, ist (5.7) erfiillt.

Im Falle d = 3 iiberpriift man durch Testen aller nichttrivialen Kombinationen
aus Satz 4.46, dass (5.7) erfillt ist. O

Wir konnen daher in diesen Spezialfillen die Formel fiir die Schnittpaarung
explizit angeben. Im Fall d = 2 erhalten wir dabei das Ergebnis von Zhang [Zhal0,
Prop 3.3.1, Prop 3.4.1] zuriick:
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5.2. Die Schnittpaarung

Korollar 5.32. Es seien d = 2 und fy, f1, fo € C(I'?) auf den Simplizes glatte
Funktionen. Fiir die Standardapprozimationen fl-(") von f; gilt: Der Grenzwert der

Dreifachpaarung lim,, £ MY existiert und es gilt
Y (f57, -, £57) = (fo, us foder + (for i, fo)sing
mit
(for f1s fo)g = > /|F2| D (fo) D () DI (fo),

’Uo,’u1,vz€[F§
{voﬂ)l7”2}:{(1’0))(071)7(171)}

(for f1s F2)sng = > 2 DR(DR (DR (S

vo,vl,vge[Fg
{vo,v1,v2}={(1,0),(0,1),(1,1)}

-4 /p Dy (fo) DY (f1) D1V (f2).

Bemerkung 5.33. Die exakte Formulierung aus [Zhal0] erhalten wir nach Einsetzen
von Beispiel 5.13, also nach

of

DI (@) = 5 (@),

D)) = 52 (@),

DEY(f) (@) = afaj; (x) falls 2 ¢ D,

DEV(f)a) = 3o = ) = 3()() alls z €D,
Damit wird die Formel fiir den glatten bzw. singularen Teil zu

(fo, 1, f2)g = /F?\D 22 (x gﬁ T aiig; (r)+ Permutationen,

(fo, f1, [2)sing = /D <g£(:€)§£(:c)5(f2)(aﬁ)+ Permutationen)

_ /D (;5( £o)(2)5( fl)(a:)é(fﬁ(x))

Beweis. Das Ergebnis ist eine unmittelbare Folgerung von Satz 5.30: Der Sum-
mand mit P = {{1},{2}} liefert den nichtsinguldren Anteil (-,...,-)y. Da fir
vg = v; = ve = (1,1) gerade
2

> 2a(v;, P) = |vi] =6>4=d+ P

i=0 i=0
gilt, haben wir fiir diesen Term lediglich Elemente vy, vy, vy € F4 mit {vg, vy, v9} =
{(1,0),(0,1),(1,1)} zu beriicksichtigen.
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5. Limiten von Schnittzahlen

Fir den Summanden der Partition P = {{1,2}} haben wir alle nichttrivia-
len Schnitte F,,F,, F},, zu betrachten. Der entsprechende Term liefert gerade den
singuléren Anteil (-,...,)sng der Dreifachpaarung. n

Eine ahnliche explizite Formel lasst sich auch fiir Dreifachprodukte aus Satz 5.30
ableiten. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschrinke ich mich im Folgenden auf
die Bestimmung des nichtsingularen Anteils der Paarung. Hierzu betrachten wir
die vollstéindige Schnittpaarung von Funktionen f € C°(I'®), also auf den Wiirfeln
glatte Funktionen; bei diesen fallt ndmlich in der Schnittpaarung der singulére
Anteil weg.

Satz 5.34. Es scien fo, ..., f3 € CX(I®) auf den Wiirfeln glatte Funktionen. Dann

existiert fir die Standardapprorimationen fi(n) der Grenzwert der Vierfachpaarung
(fo, f1, f2, f3) und es gilt

d
AN S SN | 20D

v0,v1,v2,v3€F2 =0
{vo,v1,v2,v3}€B

mit der Menge B C P(F3) definiert wie folgt

_ {{(1 0,0), (0,1,0), (0,0, 1), (1,1, 1)},
{( 7 )7(07170)7( 7071)7( ) 71)}7
{( )’(O O 1)7( 71’())7( ) 71)}7
{(0,1,0), (0,0, 1),(1,1,0),(1,0,1)}}.

Beweis. Nach Satz 4.46 gilt fiir Vektoren vy, . .., v3 € F3 genau dann {vg, vy, vo, v3} €
B, wenn ldeg s (H?:o Fvi) #0und 37, |vz| = 6 gilt. Da fiir diese vy, ...,v3 €
F3 bereits ldegC(Ig)((H‘?:O Fvi> = 26 gilt, berechnet sich der zur Partition P =
{{1},{2},{3}} gehorende Term in Satz 5.30 zu

(5.9) > H Dy (fi

0,v1,v2,v3€F 2 1=0
{vo,v1,v2,v3}EB

Ist P eine andere Partition der Menge {1, 2,3}, so existiert fur alle vg,...,v3 €
F3 mindestens ein 7 € {0, 1,2,3} mit a(v;, P) < |v;] und es folgt D,y (i) =0,
da die Funktionen glatt sind. Daher liefern diese Partitionen keinen Beitrag.

Da ferner alle Funktionen auf ganz |I'(X)?| definiert sind und |T'(X)*[\Dyq1y.421.313
eine Nullmenge ist, folgt die Behauptung. m

Man kann vielleicht zur Ansicht kommen, dass hier fiir die Konvergenz im Ge-
gensatz zu [Zha95] keine Positivitatseigenschaften notig sind. Dies ist jedoch nicht
richtig, wie das folgende Beispiel zeigt:
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5.2. Die Schnittpaarung

Beispiel 5.35. Es sei X = Proj Rz, 71, z|/(zoz; — 2°7) die projektive Vervoll-
standigung des Standardschemas L mit der iiblichen Ordnung < der irreduziblen
Komponenten und W = W(X, <,2) das nach Algorithmus 2.8 bestimmte Pro-

duktmodell. Wir identifizieren wie stets | Z(W)| = [['(X)|* = [0, 1]* und betrach-
ten

©n [0, 1]—>|R
1
T = Z maXO——\:c——D
n

Die Funktion ¢,, beschreibt damit eine Dreiecksschwingung mit Amplitude 1 und
Lange % Mit ihrer Hilfe von ¢ definieren wir die Funktionenfolgen

Diese sind beschrinkt und liegen in Ci®(unt,,(I')). Es gilt jedoch

(fons fin, fon) = n.

Durch Einfithren eines Vorfaktors f;, := n'/3f;, erhilt man daher gleichméBig
gegen 0 konvergente Funktionen f; . deren Dreifachpaarung konstant bleibt.

Beweis. Offenbar gilt fiir die Ableitung der Funktion ¢,,:

, 1 falls z € (%, 2H),
on (@) = 2itl 2i+2
—1  falls v € (=] ).

n

Wir erhalten damit fiir die verallgemeinerten Ableitungen der Funktionen

O (fon) (2, y) = @ (),
D"V (fra) (@, y) = ¢, (1),
DY (fon) (@, y) = Ghla — ),
D fon)(@.y) = =gz — y),

sowie
1 1 11
DY (fon) = DYV (fi,) = DSV (f) = 0.

Die Diagonalen der n-fachen Unterteilung werden gerade durch die Punkte (z,y)
mit |z —y| = % beschrieben. Dort hat lediglich die Funktion f;,, einen Knick und
es gilt

DY (fou)(,y) = (—1)7 fir [o —y| = —
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5. Limiten von Schnittzahlen

Wir kénnen nun die Formel aus Korollar 5.32 anwenden. Da Dél’l)( fin) =0 fur
1 = 0,1,2 aulerhalb der Diagonale gilt, haben wir lediglich den singuldren Anteil
zu bestimmen und mit den berechneten Ableitungen gilt

Soms fros Fom) = [ DI Gon) DI (1) DI (fo)

:/1:n.
D
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A. Die Kategorie der Simplizialen
Mengen

Fiir die Beschreibung der simplizialen Reduktionsmenge eines nach Kapitel 2 ge-
bildeten Produktmodells regulér strikt semistabiler Modelle eignen sich eine sim-
pliziale Menge. Im folgenden Anhang werde ich die von mir benutzten Definitionen
und Satze wiederholen.

Alle im Folgenden prasentierten Sétze sind elementar und wohlbekannt. Da sich
jedoch zu manchen Aussagen keine passende Referenz finden lief}, erschien mir ein
kurzer Beweis einfacher.

A.1. Partiell geordnete Mengen und simpliziale
Mengen

Definition A.1. Eine partiell geordnete Menge ist eine Menge A versehen mit
einer reflexiven, transitiven und antisymmetrischen Relation <. Eine Abbildung
f : A — B zwischen partiell geordneten Mengen heift monoton steigend, wenn fiir
jedes Paar a,a’ € Amit a < o’ auch f(a) < f(a') gilt. Wie man leicht zeigt, bilden
die partiell geordneten Mengen zusammen mit den monotonen Abbildungen eine
Kategorie, die wir mit Poset bezeichnen.

Definition A.2. Eine partiell geordnete Menge A heifit total geordnet, falls jedes
Paar von Elementen a,a’ € A vergleichbar ist, d.h. zumindest eine der Relationen
a<d,a <a erfullt.

Bemerkung A.3. In der Kategorie der partiell geordneten Mengen existieren end-
liche Produkte: Seien A und B partiell geordnete Mengen, so wird das Produkt
gegeben durch das kartesische Produkt A x B versehen mit der partiellen Ordnung
<, wobei

(a,b) < (V) <= a<d undb<¥

gilt.
Definition A.4. Wir betrachten fiir jedes n € Ny die Teilmenge
n]:={0,...,n} C Ny

zusammen mit der von Ny induzierten Ordnung <. Die von den Mengen [n],n € Ny
induzierte volle Unterkategorie von Poset heifit simpliziale Kategorie und wird mit
A bezeichnet.
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A. Die Kategorie der Simplizialen Mengen

Definition A.5. Eine simpliziale Menge ist ein kontravarianter Funktor K : A —
Set. Die Mengen K ([n]) fiir ein Objekt [n] aus A werden mit K, bezeichnet. Wir
bezeichnen eine strikte Transformation f : K — K’ als Morphismus simplizialer
Mengen. Die dadurch definierte Kategorie heifit Kategorie simplizialer Mengen
und wird mit sSet bezeichnet.

Definition A.6. Der Funktor A[n| := Homa(+, [n]) bildet eine simpliziale Menge,
den Standard-n-Simplez.

Definition A.7. Sei K. eine simpliziale Menge und k£ € N. Ein k-Simplex, d.h.
ein Element o € Ky, heifit ausgeartet, wenn es einen Morphismus d : [k] — [k — 1]
gibt, so dass ¢ im Bild der induzierten Abbildung d* : K;_1; — K. ist. Die Menge
aller nichtausgearteten k-Simplizes wird mit KP4 bezeichnet.

Definition A.8. Eine simpliziale Menge K. heifit endlich, wenn sie nur endlich
viele nichtausgeartete Simplizes besitzt, d.h. wenn die disjunkte Vereinigung

o0
I
k=0
endlich ist. Wir definieren die Dimension einer endlichen simplizialen Menge als

dim(K.) := max{k € N | K¢ # (}.

Eine endliche simpliziale Menge der Dimension 1 heifit auch endlicher geordneter
Graph.

Proposition A.9. In sSet existieren Limiten und Kolimites. Sie lassen sich kom-
ponentenweise berechnen, d.h. es gilt fiir jedes k € Ny

k el

el

und

il

(colim K; ) = colim K; .
")k i€l ’

Beweis. Nach einer bekannten Aussage der Kategorientheorie (siehe beispielsweise
[Awo10, Prop 8.7, Cor 8.9]) sind fiir jede kleine Kategorie C' die Funktorkategorien
Set® vollstandig und kovollstéandig, d.h. in Set® existieren Limiten und Kolimites.
Die Aussage folgt daraus, da sSet als die Funktorkategorie Set® definiert ist. [

Wir kénnen mittels Proposition A.9 das Produkt des Standard-1-Simplex be-
stimmen:

Korollar A.10. Es gibt fiir jedes d € N eine kanonische Bijektion
(A[l])d ~ Homposer (-, [1]‘1),

wobei [1]* als Produkt partiell geordneter Mengen (Bemerkung A.3) zu verstehen
15t.
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Beweis. Da das Produkt (A[1]¢) komponentenweise gebildet werden kann, haben
wir fiir jedes n € Ny eine funktorielle Isomorphie

(A[L]); =~ I;IHOTHA([H], [1]) = Homposet ([n], [1]%).

]

Wir bezeichnen zu einer simplizialen Menge K. mit AK. die Kategorie A[n] | K.
der Simplizes tiber K.: Die Objekte sind gegeben durch Morphismen A[n] — K. fir
ein n € N, Morphismen durch Abbildungen [n] — [m], so dass das offensichtliche
Diagramm kommutiert.

Wir bezeichnen mit A’K. die Unterkategorie von AK., die als Objekte lediglich
Morphismen A[n] — K. enthélt, die nicht ausgeartet sind und als Morphismen
lediglich injektive Abbildungen [n] — [m].

Mit Hilfe des Yoneda-Lemmas folgert man dann:

Proposition A.11. Fir jede simpliziale Menge K. € sSet gilt
K, ~ Homgset (A[n], K.)
und
K. = colim A[n] = colim A[n].
AK. A'K.
Beweis. Ein Beweis hierfiir findet sich in [Hov99, Lemma 3.1.3, Lemma 3.1.4]. [
Definition A.12. Wir bezeichnen fir jedes i € {0,k} die Abbildung
s [0] = [k],0 — 1
mit s;. Eine simpliziale Menge K. heifit simpliziale Menge ohne Mehrfachsimplizes,
falls die Abbildung
o [T Kp' — P(Ko),t € Kpt — {K(so)(t),..., K(s)(t)}
k=0

in die Potenzmenge P(Ky) der Eckenmenge K, ein Monomorphismus ist. Ist K.
eine simpliziale Menge ohne Mehrfachsimplizes, so bezeichnen wir das Bild unter
© mit

Bemerkung A.13. Da das Produkt simplizialer Mengen komponentenweise gebil-
det ist, ist das Produkt simplizialer Mengen ohne Mehrfachsimplizes selbst eine
simpliziale Menge ohne Mehrfachsimplizes.

Proposition A.14. Es seien K. und K' zwei simpliziale Mengen, wobei K' keine
Mehrfachsimplizes aufweist, und f, f" : K. — K' zwei Morphismen simplizialer
Mengen. Stimmen die Einschrinkungen von f und f' auf die 0-Simplizes:

o f' o Ko = K

tiberein, so gilt bereits f = f.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes £ € N und jeden nichtdegenerierten
k-Simplex t € K} bereits f(t) = f'(t) gilt. Da K’ keine Mehrfachsimplizes ent-
hélt, werden die k-Simplizes f(¢) und f'(t) eindeutig durch ¢(f(t)) bzw. ¢(f'(t))
bestimmt. Es gilt jedoch

A.2. Die geometrische Realisierung

Proposition A.11 lidsst sich so deuten: Durch geeignetes Verkleben von Standard-
simplizes erhalt man die simpliziale Menge K. zuriick. Ersetzt man hierbei jeweils
den Standardsimplex A[n] durch den topologischen Standardsimplex |A[n]|, so
gewinnt man die geometrische Realisierung einer simplizialen Menge.

Definition A.15. Sei [n] mit n € Ny ein Objekt aus A. Dann bezeichne |A[n]|
den topologischen Standard-n-Simplex, d.h. den Raum

{(to,...,ta) €eR"™ | Y t; =1,t; > 0} C R*.

Seien n,m € Ng und ¢ : [n] — [m] ein Morphismus aus A. Dann induziert ¢ eine
stetige Abbildung
|Alell = |AR]| = [A[m]],
(to, .- tn) = (to, - th,)

mit ¢} 1= > ;)=; ti- Damit ist [A[]| : A — Top ein kovarianter Funktor. Sei K.
eine simpliziale Menge, so wird der topologische Raum

| K| := colim |A[n]|
AK.

die geometrische Realisierung von K. genannt. Als Kolimes ist diese Bildung funk-
toriell in K.

Proposition A.16. Die geometrische Realisierung kommutiert mit der Bildung
von Produkten, d.h. fiir beliebige simpliziale Mengen K., V. gibt es einen kanoni-
schen Homdéomorphismus |K x V| ~ |K| x |V].

Beweis. [Hov99, Lemma 3.1.8] O

Fiir die Betrachtung der geometrischen Realisierung ist es praktisch, wenn man
nichtausgeartete Simplizes bereits an der Menge ihrer ,,Eckpunkte” eindeutig be-
stimmen kann:

Fiir simpliziale Mengen ohne Mehrfachsimplizes lésst sich die geometrische Rea-
lisierung ganz explizit beschreiben durch:
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Proposition A.17. Sei K. eine simpliziale Menge ohne Mehrfachsimplizes. Die
geometrische Realisierung ist der Unterraum |K| C homge (Ko, R) bestehend aus
den Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf Ky (beziiglich des Zihlmafes) mit Triger
in einem Simplex aus K., d.h. aus Funktionen [ : Ky — [0,1] mit

(A1) > f(v) =1 und supp(f) € Kg

veKy

fiir Kg aus Definition A.12.

Ist ¢ : K. — K’ ein Morphismus simplizialer Mengen ohne Mehrfachsimplizes,
so wird die induzierte Abbildung . : |K| — |K'| fir eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung f € |K| wie in (A.1) gegeben durch ¢.(f) = f', wobei die Abbildung

' K — R durch
=2 [
s€py ' (s)

gegeben ist.

Beweis. Wir bezeichnen die Menge der beschriebenen Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen mit WV (K). Fiir die Standardsimplizes A[n] sowie Morphismen von Stan-
dardsimplizes ist die Isomorphie offensichtlich. Wir erhalten daher eine stetige
Abbildung |K| — WV(K). Man iiberzeugt sich davon, dass diese Abbildung offen
ist. Es geniigt daher zu zeigen, dass fiir simpliziale Mengen ohne Mehrfachsim-
plizes die Abbildung bijektiv ist. Die Umkehrabbildung bildet sich wie folgt: Sei
f : Ko — R eine Wahrscheinlichkeitsverteilung wie in (A.1). Da die simplizia-
le Menge K. keine Mehrfachsimplizes aufweist, existiert ein eindeutiger Simplex
s : A[j] — K. mit supp(f) = Im(s). Dann gibt es ein f’ : A[j]lo — Rmit f = s.(f")
und wir ordnen f den Punkt |s|(f") zu. O

Beispiel A.18. Fir den Standard-1-Simplex A[l] := Hom(-,[1]) gilt offenbar
A[l]p ~ {0,1} und A[l]s ~ P({0,1}). Daher gibt es eine kanonische Isomorphie
der geometrischen Realisierung |A[1]| mit dem Einheitsintervall [0, 1].

Proposition A.19. Es bezeichne I den Standard-1-Simplex I := A[l] und Sy die
symmetrische Gruppe vom Grad d. Dann gibt es eine kanonische Bijektion

¥ Sq— (I3

2wischen den nichtausgearteten d-Simplizes im Produkt 1% und Sy. Die geometri-
sche Realisierung des Simplex (o) wird in 14 = [0,1]* durch

{=(21,...,24) €0,1] | 2o0) < To2) <+ < To(a)}
gegeben.

Beweis. Da das Produkt I? komponentenweise gebildet wird, gilt

I([n]) =~ l;[ Homposet ([n], [1]) = Hompose (1], [1]%),
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wobei das Produkt [1]? in der Kategorie der Mengen mit partieller Ordnung ge-
bildet wird. Wir erhalten daher fiir die d-Simplizes

(I*) 4 ~ Hom([d], [1]9).

Ein Element ¢ € Hom([d],[1]?) ist genau dann nichtausgeartet, wenn ¢(0) <
(1) < -+ < ¢(d) beziiglich der Produktordnung auf [1]¢ gilt. Dann gibt es
jedoch genau eine Permutation o € Sy mit

o(i) = (0,...,0,1,...,1)°.

Die s, zugeordneten Ecken werden auch gerade durch ¢(i) bestimmt. Daher
wird ein Punkt aus |(79)|, der im Simplex s, liegt, durch eine Koordinatenfunktion
f: (IYy — R mit Triger supp(f) C Im(sy) beschrieben. Unter der Identifikation

|19 = 1] ~ [0, 1)
wird der durch f bestimmte Punkt auf

Y. fla)a

ae{0,1}¢

abgebildet, wobei die Menge [1]¢ = {0,1}% als Teilmenge von [0, 1]¢ aufgefasst
wird.
Daher gilt fir alle Punkte z = (z,...,24) € |$,| die Ungleichung

To) S -0 < To(a)-

A.3. Unterteilung einer simplizialen Menge

In der vorliegenden Arbeit ist es an mehreren Stellen erforderlich, Unterteilun-
gen von simplizialen Mengen zu bilden. Dazu verwende ich eine in [B6k93, §1]
beschriebene, analog zu Segal [Seg73, Appendix 1] gebildete k-fache Eckenunter-
teilung einer simplizialen Menge.

Definition A.20.
(i) Es sei k € N. Wir bezeichnen mit unt; den Funktor
unty : A = A
der auf Objekten durch
n] = [(n+1) -k —1]
und auf Morphismen durch
Homgget([12], [m]) 2 o = (ak + b — ak + o(b) fir 0 < b < k)

gegeben ist.
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(ii) Der von unt; induzierte Funktor
unty, : sSet — sSet, K. — unty o K.

heifit k-fache Eckenunterteilung.

Proposition A.21. Der Funktor unt, kommutiert mit Kolimites und endlichen
Produkten.

Beweis. Die Behauptung lédsst sich mit elementaren Aussagen der Kategorientheo-
rie zeigen und beruht im Wesentlichen darauf, dass Produkte und Kolimites von
simplizialen Mengen nach Proposition A.9 komponentenweise bestimmt werden
konnen. Eine sehr ausfithrliche Darstellung findet man in [Ber09, Chapter 5]. [

Beispiel A.22. Wir bezeichnen zu i < k mit ¢F den Morphismus partiell geord-
neter Mengen

0 falls j <1,

i k] = (1,7 = {

Dann lassen sich die k-Simplizes des Graphen I. := A[l] = Hom(-, [1]) durch
I = {¢o, ..., vr+1} beschreiben. Wir kénnen damit die Simplizes von unty (/)
bestimmen. Fiir die 0-Simplizes gilt

1 sonst.

(unty(1))o = I—1 = {@’8_1’ cee 90112:% .

Man iiberzeugt sich sofort, dass die nichtausgearteten 1-Simplizes (unty (1)) C
I5;_1 genau durch

(unt(1)1* = {35 [i=0,...,k—1}

gegeben sind und der Simplex ¢g;41 als Ecken ¢ und ¥, | aufweist. Alle héheren
Simplizes sind ausgeartet. Daher ist unty (/) wie erwartet der Graph des k-fach
unterteilten Einheitsintervalls.

Proposition A.23. Fir jede simpliziale Menge X. gibt es einen kanonischen
Isomorphismus
Unt,, : [unt, (X)| ~ | X|.

Fir X. = 1. = A[l] und mit der Beschreibung der geometrischen Realisierung aus
Proposition A.17 ist dieser gegeben durch die Abbildung

[ (untn())o — R > [f': Iy — R]

mit

£(0)= 3 -6k,

Beweis. Eine Konstruktion der Abbildung findet sich in [Bok93, Lemma 1.1]. [
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Proposition A.24. FEs sei K. eine simpliziale Menge und t : A — unt,,(K) ein
Simplex von unt, (K). Dann gibt es einen Simplex s : A — K. aus K. derart, dass
unter der kanonischen Abbildung

unt,, (K)] = | K]
das Bild von |t| ganz in Im(|s|) enthalten ist.

Beweis. Es sei i € N derart, dass ¢ € (untg(K)); liegt. Nach Definition der Un-
terteilung gilt (unty(K)); ~ Kiy1)k—1 und wir setzen daher s € K1), als das
Bild von t unter dieser Isomorphie. Dann faktorisiert ¢ in der Form

£ Ali] 5 unt(Af]) 2 unt, (K)

und daher kommutiert

|Ald]]

Ifl

unty, (A[])] —— |A[(i + 1)k — 1]]

Iuntk(S)l ISIJ

lunt(K)| —— |K|.
Daraus folgt sofort die Behauptung. O]

Proposition A.25. FEs seien K., K' zwei simpliziale Mengen ohne Mehrfachsim-
plizes und f,g : unt, (K) — unt,(K’) zwei Morphismen simplizialer Mengen, fir
die die f(Ko) C K| bzw. g(Ky) C K|, gilt. Sind dann f und g auf der Teilmenge
Ky C unt, (K)o injektiv und stimmen tiberein, so gilt bereits f = g.

Beweis. Da die simplizialen Mengen keine Mehrfachsimplizes aufweisen, gentigt es
nach Proposition A.14, die Abbildungen fy und gg der Eckenmengen zu betrachten.
Dazu bezeichnen wir zu zwei Ecken z,y € unt,(K)y die Linge des kiirzesten
verbindenden Kantenzugs mit d(x,y). Es gilt fiir jedes x € unt, (K)o = K, und
jedes z € Ky mit der kanonischen Einbettung v : Ky — unt,, (K )o:

max(0,n —d(z,¥(2))) = #{i | K(s:)(x) = 2}.

Hierbei bezeichnen wir mit s; die Seitenabbildungen aus Definition A.12. Da K’
keine Mehrfachsimplizes enthalt, ist  durch K (s;)(z) eindeutig bestimmt. Daher
ist die Abbildung

vk - unt, (K)o — Hom (K, N),
T <k: — max(0,n — d(z, @b(k))))
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injektiv und erfillt Ypcx, @(x)(k) = n. Aufgrund der Injektivitat von f |k, gelten
fir jede Ecke x € unt,,(K)q die Beziehungen

f |Ko CYK = SOK'(f(ZE)),
9 |k 0K = prr(g(x))

und es folgt f =g. n

Definition A.26. Es sei K. eine simpliziale Menge. Eine simpliziale Totalordnung
auf K. bezeichnet eine Totalordnung von K derart, dass fiir jeden Simplex s € K},
die nach Proposition A.11 zugeordnete Abbildung

S A[l{?]o — Ky
ein Morphismus geordneter Mengen ist.

Proposition A.27. Es sei K. eine simpliziale Menge ohne Mehrfachsimplizes,
n € N und < eine simpliziale Ordnung auf Ko. Wir versehen (Ko)™ mit der lexiko-
graphischen Ordnung. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte simpliziale Ordnung
auf unt,, (K) derart, dass die kanonischen Abbildungen

Ko — untn(K)O,
und
untn(K)o — (K())n

Morphismen geordneter Mengen sind.

Beweis. Wir betrachten zunachst die durch die Seitenabbildungen s, ..., s, aus
Definition A.12 induzierte kanonische Abbildung

Y unt, (K)o — (Ko)"

und wéhlen fiir jedes z € (Kj)™ eine beliebige Totalordnung auf der Faser ¢~!(2).
Dann lasst sich eine Totalordnung auf unt,(K), wie folgt definieren: Fiir zwei
Elemente z,y € unt,(K)y gilt z < y falls ¢¥(z) < ¥(y) in der lexikographi-
schen Ordnung gilt oder ¥(x) = ¥(y) und z < y in der auf ' ((z)) ge-
wahlten Totalordnung gilt. Dies liefert in der Tat eine simpliziale Ordnung: Ist
c € unt, (K) = K(j41)n €in k-Simplex von unt,, (K), so gilt fir die Abbildung ¢
auf die i-te Ecke

lant, () (£)(E) = (K()(0) K(sn) () K (s101)(0))

und daher folgt fiir ¢ < ¢’ bereits

(unty (K)(s:))(¢) < (unty (K)(si)(c)).

Da K. eine simpliziale Menge ohne Mehrfachsimplizes ist, so ist die Abbildung 1
injektiv und die Totalordnung daher eindeutig bestimmt. O
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