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1 Einleitung

In der Literatur findet sich die Deligne-Paarung das erste Mal (für eine Spezialsi-
tuation) in Pierre Delignes Abhandlung „La formule de dualité globale“, die 1973
in [SGA73] erschien. Seither hat sie eine spannende Entwicklung erfahren: 1987
wurde sie erneut vom namensgebenden Deligne in seinem Artikel „Le déterminant
de la cohomologie“ ([Del87]) präsentiert. Durch die Arbeit von Mathematikern wie
Moret-Bailly ([MB85]) und Zhang ([Zha96]) wurden interessante Eigenschaften der
Deligne-Paarung nachgewiesen und ihr Anwendungsbereich erweitert. Auch u.a. in
den Beiträgen von Elkik ([Elk90]), Franke ([Fra90]), Phong und Sturm ([PS04])
und Biswas, Schumacher und Weng ([BSW11]) spielt die Deligne-Paarung eine
wichtige Rolle. Insgesamt lässt sich sagen, dass die Deligne-Paarung sich als ein
nützliches Instrument in der Mathematik, speziell in der algebraischen und der
arithmetischen Geometrie, erwiesen hat. Arithmetische Geometrie ist jener Be-
reich der Mathematik, der als Schnittstelle zwischen algebraischer Zahlentheorie
und klassischer algebraischer Geometrie gesehen wird, in dem sich aber auch Ein-
flüsse der algebraischen Topologie und der komplexen Analysis finden.

Was ist nun diese Deligne-Paarung? Wegen der Komplexität der Definition
muss für diese auf das Kapitel 4 der Arbeit verwiesen werden; wir können hier
jedoch eine informelle Erklärung geben. Die grundlegende Idee ist die folgende:
Man habe einen Morphismus f : X −→ Y von Schemata gegeben, der gewisse
Eigenschaften erfüllt - in unserem Fall wird er projektiv sowie flach von relati-
ver Dimension 1 sein, und außerdem wird das Schema Y integer, separiert und
noethersch sein. Ausgehend von zwei Geradenbündeln L und M auf X möch-
te man nun ein Geradenbündel 〈L,M〉 auf Y erhalten, die Deligne-Paarung von
L und M (bzgl. f). Dabei soll diese Paarung Eigenschaften wie z.B. Symmetrie
aufweisen. Eine Vorstellung von der Deligne-Paarung kann man auch wie folgt er-
halten: Schneidet man L undM im Sinne der Schnitttheorie auf X und drückt das
Resultat nach vorn, so ist dies (unter geeigneten Voraussetzungen) eine Beschrei-
bung der ersten Chern-Klasse von 〈L,M〉. Es soll an dieser Stelle nicht unerwähnt
bleiben, dass die Deligne-Paarung, wie sie in Kapitel 4 definiert wird, ein bis auf
kanonische Isomorphie eindeutig bestimmtes Geradenbündel liefert und nicht nur
eine Isomorphieklasse.

Das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit wird eine Positivitätseigenschaft
der Deligne-Paarung sein. Ursprünglich wurde die Positivität von Geradenbündeln
schon in den 1950er und 1960er Jahren untersucht. In den folgenden Jahrzehn-
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ten ist die damals entstandene Theorie gereift, hat Werke wie Lazarsfelds Bücher
([Laz04a], [Laz04b]) hervorgebracht, und teilweise sind andere Begriffe in den Vor-
dergrund der Forschung getreten, beispielsweise der eines sogenannten numerisch
effektiven (auch als nef bezeichneten) Geradenbündels.

Definition. Sei Y ein eigentliches Schema über SpecK, wobei K ein Körper sei,
und L ein Geradenbündel auf Y . Dann heißt L numerisch effektiv oder nef,
falls degY/K(c1(L)∩ [C]) ≥ 0 für alle Kurven C in Y , d.h. für alle abgeschlossenen
integren 1-dimensionalen Unterschemata von Y , ist.

Wir werden in einer speziellen Situation den Begriff der relativen Semipositivität
genauer betrachten, der eng mit dem Term nef verwandt ist.

Definition. Sei Γ eine eigentliche und normale (also reguläre und projektive) Kur-
ve über SpecK, wobei K ein Körper sei. Sei Y ein Schema, das projektiv und flach
über Γ ist. Ein Geradenbündel L auf Y heißt relativ semipositiv (bzgl. Γ), wenn
L nichtnegativen Grad auf jeder Kurve in den speziellen Fasern von Y über Γ hat,
d.h., wenn alle durch Einschränkung von L auf die speziellen Fasern erhaltenen
Geradenbündel nef sind.

Nach entsprechender Vorarbeit und mit zwischenzeitlichem Beweis auch eigen-
ständig interessanter Aussagen (beispielsweise einer Basiswechseleigenschaft der
Deligne-Paarung, wie sie für die dort behandelte Situation auch bei der ursprüng-
lichen Definition der Deligne-Paarung in [SGA73, XVIII Ex. 1.3.11] gegeben ist)
wird am Ende der Arbeit gezeigt sein, dass in einer genau spezifizierten Situati-
on die Deligne-Paarung zweier relativ semipositiver Geradenbündel wieder relativ
semipositiv ist. Konkret lautet das Hauptresultat so:

Theorem. Sei Γ eine eigentliche und normale (also reguläre und projektive) Kurve
über einem Körper. Sei Y ein integres Schema, das projektiv und flach über Γ ist
und f : X −→ Y ein projektiver Γ-Morphismus von Schemata, der flach von
relativer Dimension 1 ist.
Sind L undM relativ semipositive Geradenbündel bzgl. Γ auf X , wobei L = OX (D)
oder M = OX (D) für einen horizontalen Divisor D bzgl. f gilt, so liefert die
Deligne-Paarung von L und M ein bzgl. Γ relativ semipositives Geradenbündel
〈L,M〉 auf Y.

Ein vergleichbares Resultat wird in [Zha10] implizit verwendet, was eine Inspira-
tion für das Thema dieser Arbeit darstellte.

Wir setzen im Folgenden neben grundlegenden Kenntnissen in algebraischer
Geometrie (z.B. über Faserprodukte und projektive Morphismen von Schemata)
auch Wissen über Cartier-Divisoren sowie Zykel und Zykelklassen als bekannt vor-
aus. Wir sind uns jedoch bewusst, dass wir insgesamt und speziell im Umfeld der
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Divisoren viele, teils selten angewandte und vereinzelt auch fortgeschrittene Resul-
tate mit ins Kalkül ziehen. Daher haben wir uns entschlossen, an entsprechenden
Stellen regen Gebrauch von genauen Literaturangaben zu machen, um eventuel-
les Nachschlagen zu vereinfachen. Außerdem sollten es diese auch einem mit der
jeweiligen Thematik nicht so vertrauten Leser ermöglichen, die Beweise, die auf
jenen Resultaten fußen, nachzuvollziehen. Hauptreferenz ist hierbei Grothendiecks
Werk „Élements de géométrie algébrique“ („EGA“, [Gro60], [Gro61a], [Gro61b],
[Gro67]). Teilweise wurde aber auch auf andere Abhandlungen über die algebrai-
sche Geometrie zurückgegriffen (exemplarisch sei an dieser Stelle auf die Bücher
von Hartshorne, [Har77], und Görtz und Wedhorn, [GW10], verwiesen). Natürlich
finden sich nicht nur für die allgemein in der algebraischen Geometrie beheimateten
Resultate, sondern auch für speziellere Themenbereiche entsprechende Referenzen
im Textkörper.

Nach dieser Einleitung werden zunächst in Kapitel 2 einige Bezeichungen und
Notationen geklärt. Außerdem werden Grundlagen für das weitere Vorgehen ge-
schaffen, indem gewisse Morphismen von Schemata, für uns relevante Teile der
Schnitttheorie und sogenannte horizontale Divisoren vorgestellt werden. Dieses
Material ist großteils in der Literatur schon behandelt worden; wir steuern verein-
zelt explizite Beweise bei. Thema des Kapitels 3 ist die Norm eines Geradenbün-
dels, die einen engen Bezug zur Deligne-Paarung aufweist und deren Verständnis
daher für uns essentiell ist. Im ersten Teil dieses Kapitels fassen wir die entsprechen-
de Vorgehensweise von Aitken (aus [Ait96]) zusammen. Im zweiten Teil besprechen
wir die Norm von Grothendieck und passen die Definition und ein Basiswechselre-
sultat an unsere Situation an. Als Abschluss des Kapitels liefern wir einen Beweis
der Äquivalenz der beiden Normdefinitionen in der für uns entscheidenden Situati-
on. In Kapitel 4 steht die Deligne-Paarung im Fokus. Wir lehnen uns dabei konzep-
tionell an Aitken ([Ait96]) an, da dort die Deligne-Paarung in der für uns nötigen
Allgemeinheit (insbesondere ohne Glattheits- und Regularitätsvoraussetzungen)
entwickelt wird und zudem Aitkens Ansatz ohne umfangreiche Vorbereitungen
auskommt. Dementsprechend resümieren wir die benötigten Teile des dort dar-
gelegten Materials. In Kapitel 5 schließlich werden die entwickelten Begriffe und
Aussagen eingesetzt, um auf das bereits formulierte Hauptresultat einzugehen.
Auch die ebenfalls schon erwähnte Basiswechseleigenschaft der Deligne-Paarung
findet sich hier. Die Vorgehensweise und Argumentation in diesem Kapitel, die
letztlich im Beweis des Hauptresultats kulminiert, ist - nach bestem Wissen und
Gewissen - neu.

Bedanken möchte ich mich bei allen, die mich bei der Erstellung dieser Mas-
terarbeit unterstützt haben. Hier ist vor allem der Betreuer meiner Masterarbeit,
Prof. Dr. Klaus Künnemann, zu nennen. Aus den gemeinsamen, stets interessan-
ten Gesprächen gingen zahlreiche konstruktive Ideen und Verbesserungsvorschläge
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hervor, die letztendlich die Arbeit bereicherten. Außerdem bin ich ihm für the-
matische Anregungen und die Leitung des begleitenden Masterseminars dankbar.
Weiterer Dank gebührt meinen Kommilitonen, von denen so manche längst zu gu-
ten Freunden geworden sind. Ihr moralischer Beistand in schwierigen Phasen der
Masterarbeitszeit war eine große Hilfe. Zu guter Letzt möchte ich mich auch bei
meinen Eltern für ihre kontinuierliche Unterstützung bedanken.
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2 Vorbemerkungen und
Grundlagen

Im ersten Teil dieses Kapitels soll zunächst ein Konsens hinsichtlich der Bezeich-
nungen und Notationen bei invertierbaren Garben und Divisoren erzielt werden.
Anschließend werden wir auf Definitionen und Eigenschaften von Objekten ein-
gehen, die zum Verständnis der Arbeit wichtig sind und zugleich nicht zu den
Grundkenntnissen in algebraischer Geometrie gezählt werden können, da sie in
der entsprechenden Literatur kaum oder nicht vorkommen. Speziell werden wir
in drei separaten Abschnitten gewisse Morphismen von Schemata, Grundlagen der
Schnitttheorie sowie sogenannte horizontale Divisoren vorstellen, die Eckpfeiler der
folgenden Arbeit bilden.

2.1 Notationen und Konventionen im Umfeld von
Divisoren

Es sei in diesem Abschnitt X ein Schema.
Wie in weiten Teilen der Literatur üblich werden wir den Ausdruck Geradenbün-
del auf X synonym für den Term invertierbarer OX-Modul benutzen, was durch
die entsprechende Kategorienäquivalenz (vgl. [Ful98, App. B.3]; für eine kontra-
variante Äquivalenz, wie sie z.B. in [GW10] benutzt wird, siehe [GW10, 11.7])
gerechtfertigt ist. Die Gruppe der Isomorphieklassen von Geradenbündeln auf X,
die Picardgruppe von X, wird mit Pic(X) bezeichnet. Zur besseren Übersichtlich-
keit schreiben wir teilweise auch kurz L für [L] ∈ Pic(X).
Die Definitionen eines regulären meromorphen Schnitts (eines Geradenbündels auf
X), eines Cartier-Divisors auf X und die mit diesen Begriffen assoziierten grundle-
genden Konstruktionen und Definitionen sind gegeben wie in der Literatur üblich.
Referenzen hierfür sind [Sta13, Kapitel 01WO] und vor allem der entsprechen-
de Abschnitt in Grothendiecks EGA ([Gro67, IV §20, §21]) unter Beachtung von
[Kle79]. Die Gruppe der Cartier-Divisoren auf X wird mit CaDiv(X) notiert. Als
CaCl(X) wird die Gruppe der Cartier-Divisorenklassen auf X bezeichnet.
Sei jetzt X ein n-dimensionales Schema von endlichem Typ über dem Spektrum
eines Körpers.
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Auch bei Zykeln und Zykelklassen folgen wir den in Literatur üblichen Defini-
tionen (vgl. z.B. [Ful98, 1.3], [Gro67, IV 21.6]). Die Gruppe der m-Zykel auf
X wird mit Zm(X) notiert. Die Gruppe der m-Zykelklassen (also der m-Zykel
modulo rationale Äquivalenz) auf X wird mit Am(X) bezeichnet und wir setzen
A∗(X) :=

⊕n
m=0Am(X). Den Fundamentalzykel von X und seine Zykelklasse no-

tieren wir mit [X]. Für die Gruppe der Weil-Divisoren auf X, Zn−1(X), schreiben
wir kurz Z(X). Die Gruppe derWeil-Divisorenklassen aufX, An−1(X), bezeichnen
wir auch mit A(X). Sind die Voraussetzungen für ihre Existenz erfüllt, notieren
wir die kanonische Abbildung Pic(X) −→ A(X) mit c1.

2.2 Spezielle Morphismen von Schemata

Wir stellen in dieser Sektion zwei Arten von Morphismen von Schemata vor und
gehen auf die Stabilität dieser Eigenschaften unter Basiswechsel ein.

Definition 2.1. Sei f : X −→ Y ein Morphismus von Schemata. Der Morphismus
f ist von relativer Dimension d, wenn f lokal von endlichem Typ ist und alle
nichtleeren Fasern von f äquidimensional von Dimension d sind.

Lemma 2.2. Die Eigenschaft eines Morphismus von Schemata, von relativer Di-
mension d zu sein, ist stabil unter Basiswechsel.

Beweis. Siehe [Sta13, Lemma 02NK].

Definition 2.3. Ein Morphismus f : X −→ Y von Schemata heißt endlich lokal
frei, falls eine der beiden folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:
i) f ist affin und f∗OX ist ein endlich lokal freier OY -Modul
ii) f ist endlich, flach, und von endlicher Präsentation
Nach i) ist die Rangfunktion

Y −→ N0, y 7→ dimκ(y)((f∗OX)y ⊗OY,y
κ(y))

lokal konstant (insbesondere ist sie konstant für zusammenhängendes Y ). Ist f
endlich lokal frei und f∗OX von konstantem Rang d, so heißt f endlich lokal frei
von Rang d mit d ∈ N0.

Lemma 2.4. Sei
X

f
��

X ′
g′oo

f ′

��
Y Y ′

goo

ein kartesisches Diagramm von Schemata. Ist f endlich lokal frei von Rang d, so
ist auch f ′ endlich lokal frei von Rang d.
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Beweis. Zunächst ist anzumerken, dass die Eigenschaft eines Morphismus, endlich
lokal frei zu sein, stabil unter Basiswechsel ist, da dies für die definierenden Eigen-
schaften von Morphismen gilt. Da f affin ist, gilt weiterhin g∗f∗OX = f ′∗g

′∗OX nach
[GW10, 12.6] und wir erhalten g∗f∗OX = f ′∗OX′ . Weil der Pullback rangerhaltend
ist, folgt hieraus die Behauptung.

2.3 Schnitttheorie

In diesem Abschnitt werden wir eine Auswahl an Definitionen und Resultaten aus
dem Gebiet der Schnitttheorie darlegen, die wir im Weiteren verwenden möch-
ten. Ein umfassender Zugang zur Schnitttheorie lässt sich beispielsweise aus dem
entsprechenden Werk von Fulton ([Ful98]) erhalten.

Definition 2.5. Sei f : Y −→ SpecK ein eigentlicher Morphismus von Schemata,
wobei K ein Körper sei. Für einen 0-Zykel α auf Y definieren wir den Grad

degY/K(α) := f∗(α).

Nach [Ful98, Theorem 1.4] setzt sich der Pushforward auf Zykelklassen fort bzw.
haben rational äquivalente Zykel den gleichen Grad, so dass wir eine induzierte
Abbildung degY/K für 0-Zykelklassen haben. Wir setzen diese fort zu einem Homo-
morphismus der Zykelklassen in die ganzen Zahlen, der Gradabbildung

degY/K : A∗(Y ) −→ A0(SpecK) = Z,

indem wir für jede n-Zykelklasse β mit n 6= 0 die Festlegung degY/K(β) := 0
treffen. Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir oft nur kurz deg
für degY/K.

Als nächstes gehen wir auf die Operation der ersten Chern-Klasse eines Geraden-
bündels ein.

Definition 2.6. Sei Y ein Schema von endlichem Typ über einem Körper. Sei L
ein Geradenbündel auf Y und S ein n-dimensionales integres Unterschema von Y .
Da S integer ist, ist die Abbildung

CaDiv(S) −→ Pic(S), D 7→ [OS(D)]

surjektiv und dementsprechend der durch Klassenbildung erhaltene Homomorphis-
mus CaCl(S) −→ Pic(S) ein Isomorphismus ([GW10, 11.27] ist anwendbar).
Daher gilt L|S ∼= OS(D) für einen geeigneten, bis auf lineare Äquivalenz ein-
deutig bestimmten Cartier-Divisor D auf S. Betrachten wir die zu D assoziier-
te Weil-Divisorenklasse [D], erhalten wir also ein wohldefiniertes Element von
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A(S) = An−1(S) und somit von An−1(Y ) (der entsprechende Pushforward wird
per Konvention in der Notation meist weggelassen). Dieses bezeichnen wir mit
c1(L) ∩ [S]. Setzen wir diese Definition linear fort, ergibt dies einen Homomor-
phismus

Zn(Y ) −→ An−1(Y ), α 7→ c1(L) ∩ α.

Nach [Ful98, Prop. 2.5(a)] gilt für einen Zykel β auf Y , der rational äquivalent zu
0 ist, schon c1(L)∩β = 0. Somit erhalten wir einen induzierten Homomorphismus

An(Y ) −→ An−1(Y ), [α] 7→ c1(L) ∩ α.

Man beachte, dass die Notation mit der Abbildung c1 : Pic(S) −→ A(S) kompa-
tibel ist in dem Sinne, dass c1(L) ∩ [S] = c1(L|S).

Wir stellen jetzt einige Eigenschaften dieser Definition zusammen.

Satz 2.7. Sei Y ein Schema von endlichem Typ über einem Körper und L ein
Geradenbündel auf Y .
i) (Kommutativität) Ist M ein weiteres Geradenbündel und α ein n-Zykel auf Y ,
so gilt die Gleichheit

c1(L) ∩ (c1(M) ∩ α) = c1(M) ∩ (c1(L) ∩ α)

von Elementen von An−2(Y ).
ii) (Verträglichkeit mit Addition und Inversenbildung) Ist M ein weiteres Gera-
denbündel und α ein n-Zykel auf Y , dann gilt

c1(L⊗M) ∩ α = c1(L) ∩ α + c1(M) ∩ α

und
c1(L−1) ∩ α = −(c1(L) ∩ α).

iii) (Projektionsformel) Ist f : X −→ Y ein eigentlicher Morphismus von Sche-
mata und α ein n-Zykel auf X, so gilt

f∗(c1(f ∗L) ∩ α) = c1(L) ∩ f∗(α).

Beweis. Der Beweis lässt sich beispielsweise durch eine Rückführung auf die De-
finition und Eigenschaften des Schnitts eines Cartier-Divisors mit einem n-Zykel
mittels Pseudo-Divisoren führen, da jedes Geradenbündel auf Y einen Pseudo-
Divisor auf Y bestimmt. Details finden sich in [Ful98, 2.3 und Prop. 2.5].
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Wir kommen nun zu einem zweiten Zugang zur Schnitttheorie. Im Beweis des
Hauptresultats werden wir ein Theorem von Kleiman aus seinem Artikel „Toward
a numerical theory of ampleness“ ([Kle66]) anwenden. Dazu leisten wir jetzt etwas
Vorarbeit. Für ähnliche Herangehensweisen siehe [Kle66], [Vak13, Kapitel 20] und
[dFEM13, Kapitel 1].

Definition 2.8. Sei Y ein eigentliches Schema über einem Körper K und F eine
kohärente Garbe auf Y . Es ist Y endlich-dimensional und H i(Y,F) ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum für alle i ∈ N0 (dies folgt aus [Gro61b, III (3.2.1)]).
Die Euler-Poincaré-Charakteristik von F ist definiert durch

χ(F) :=
dimY∑
i=0

(−1)idimK(H i(Y,F)).

Definition 2.9. Sei Y ein eigentliches Schema über einem Körper K und seien
L1, ..., Ln Geradenbündel auf Y . Weiterhin sei F eine kohärente Garbe auf Y mit
dim(Supp(F)) ≤ n. Die Schnittzahl (L1 · ... · Ln · F) von L1, ..., Ln mit F ist
definiert durch

(L1 · ... · Ln · F) :=
∑

J⊆{1,...,n}

(−1)|J |χ(F ⊗ (⊗j∈JL−1
j )).

Bemerkung 2.10. Sind die Voraussetzungen für ihre Existenz erfüllt, so stimmt
diese Definition der Schnittzahl mit der aus Kleimans Artikel, gegeben in [Kle66,
I §2 Def. 1], überein (dies lässt sich aus [dFEM13, 1.12] ableiten).

Wie lässt sich diese Schnittzahl nun in Verbindung zur oben entwickelten Theorie
bringen? Ist unter obigen Voraussetzungen i : S ↪→ Y ein abgeschlossenes Unter-
schema der Dimension dimS ≤ n, so ist i∗OS eine kohärente Garbe mit dimS =
dim(Supp(i∗OS)) ≤ dimY , und man setzt (L1 · ... ·Ln ·S) := (L1 · ... ·Ln · i∗OS). Ist
S integer, so entspricht (L1 · ... · Ln · S) gerade degY/K(c1(L1) ∩ ... ∩ c1(Ln) ∩ [S]).

Wir definieren abschließend noch zwei Nichtnegativitätseigenschaften von Gera-
denbündeln.

Definition 2.11. Sei Y ein eigentliches Schema über SpecK, wobei K ein Körper
sei, und L ein Geradenbündel auf Y . Dann heißt L numerisch effektiv oder nef,
falls degY/K(c1(L)∩ [C]) ≥ 0 für alle Kurven C in Y , d.h. für alle abgeschlossenen
integren 1-dimensionalen Unterschemata von Y , ist.

9



Definition 2.12. Sei Γ eine eigentliche und normale (also reguläre und projektive)
Kurve über SpecK, wobei K ein Körper sei. Sei Y ein Schema, das projektiv und
flach über Γ ist. Ein Geradenbündel L auf Y heißt relativ semipositiv (bzgl.
Γ), wenn L nichtnegativen Grad auf jeder Kurve in den speziellen Fasern von Y
über Γ hat, d.h., wenn alle durch Einschränkung von L auf die speziellen Fasern
erhaltenen Geradenbündel nef sind. Mit anderen Worten, ist Y0 = Y ×Γ Speck eine
spezielle Faser und C ein abgeschlossenes integres 1-dimensionales Unterschema
von Y0, so muss degY0/k(c1(L|Y0) ∩ [C]) ≥ 0 gelten. Der Grad ist hier definiert, da
Projektivität stabil unter Basiswechsel ist.

2.4 Horizontale Divisoren

Im folgenden Abschnitt führen wir einen speziellen Typ von Cartier-Divisoren ein.
Diese sogenannten horizontalen Divisoren sind relativ zu einem gewissen Morphis-
mus von Schemata gegeben und werden im nächsten Kapitel bei der uns interes-
sierenden Norm eines Geradenbündels eine wichtige Rolle spielen. Informationen
zu (effektiven) horizontalen Divisoren finden sich auch in [Sta13, Sektion 056P],
[KM85, (1.1)] und [Ait96, 2 2.].

Definition 2.13. Sei Y ein noethersches Schema und f : X −→ Y ein projektiver
und flacher Morphismus von Schemata von relativer Dimension 1. Ein effektiv
horizontaler Divisor bzgl. f ist definiert als ein nichttrivialer effektiver Cartier-
Divisor auf X, der als Schema flach über Y ist.
Ein horizontaler Divisor bzgl. f ist ein Tripel (D,D1, D2), bei dem D ein
Cartier-Divisor auf X ist, D1 und D2 effektiv horizontale Divisoren bzgl. f sind
und D = D1 −D2 gilt. Wir schreiben oft kurz D für das Tripel (D,D1, D2).
Der Träger eines horizontalen Divisors (D,D1, D2), bezeichnet mit Supp(D), ist
definiert als die Vereinigung von D1 und D2 (als Menge).

Wie man sehen wird, ist auch dieser Begriff verträglich mit Basiswechsel.

Satz 2.14. Es sei das kommutative Diagramm

D

��
X

��

X ′oo

��
Y Y ′oo

von Schemata gegeben, in dem das Quadrat unten kartesisch sei. Dabei sei D ein
effektiv horizontaler Divisor bzgl. X −→ Y . Außerdem seien Y und Y ′ noethersch.
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Dann existiert der Pullback von D bzgl. X ′ −→ X (der dem X ′-Unterschema
D′ := D ×Y Y ′ = D ×X X ′ entspricht [Gro67, IV (21.4.7)]).

Beweis. Wir dürfen ohne Einschränkung Y = SpecR voraussetzen. Weil D ein
effektiver Divisor auf X ist, existiert eine affine, offene Überdeckung (Ui)i∈I von
X mit Ui = SpecAi, so dass Ui ∩ D = Spec (Ai/fi) ist, wobei fi ∈ Ai ein Nicht-
Nullteiler ist (diese lokale Charakterisierung eines effektiven Cartier-Divisors findet
sich z.B. in [Sta13, Lemma 01WS]). Dabei ist Ai/fi eine flache R-Algebra. Wir
haben weiterhin die kanonische exakte Folge von R-Algebren

0 −→ Ai
·fi−→ Ai −→ Ai/fi −→ 0.

Weil Ai/fi eine flache R-Algebra ist, bleibt diese Folge exakt nach Tensorieren mit
jedem R-Modul, insbesondere mit jeder R-Algebra R′, und fi ⊗ 1 ist dementspre-
chend Nicht-Nullteiler vonAi⊗RR′. Dies genügt zusammen mit der oben genannten
lokalen Beschreibung eines effektiven Cartier-Divisors, um festzustellen, dass das
Schema D′ ein effektiver Cartier-Divisor auf X ′ ist.

Tatsächlich sind effektiv horizontale Divisoren nicht nur projektiv, sondern sogar
endlich über dem Basisschema:

Lemma 2.15. Sei Y ein noethersches Schema. Ist f : X −→ Y ein projektiver
und flacher Morphismus von Schemata von relativer Dimension 1 und D ein ef-
fektiv horizontaler Divisor bzgl. f , so ist der Morphismus von Schemata D −→ Y
endlich.

Beweis. Nach einem Korollar aus Zariskis Haupttheorem ([GW10, 12.89]) genügt
es zu zeigen, dass D −→ Y quasi-endlich ist, da nach den Voraussetzungen D −→
Y projektiv ist. Weil f flach von relativer Dimension 1 ist und der Pullback von D
auf jede Faser wieder ein effektiver Divisor ist (vgl. Satz 2.14), ist dies der Fall.

Bemerkung 2.16. In der Situation von 2.14 ist z.B. bei zusammenhängendem
Y der Cartier-Divisor D′ wieder ein effektiv horizontaler Divisor (bzgl. X ′ −→
Y ′): Da h′ : D′ −→ Y ′ flach nach Basiswechsel ist, verbleibt nur zu zeigen, dass
D′ nichttrivial ist. Nach Lemma 2.15 ist h : D −→ Y endlich lokal frei. Da D
nichttrivial ist, hat h Rang d > 0, womit nach Lemma 2.4 auch der Basiswechsel
h′ Rang d > 0 hat, so dass letztendlich auch D′ nichttrivial ist.

Das folgende Lemma werden wir in den beiden nächsten Kapiteln anwenden.
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Lemma 2.17. Sei das Schema X projektiv und flach von relativer Dimension 1
über dem noetherschen und separierten Schema Y . Sei L ein Geradenbündel auf
X, y ∈ Y ein abgeschlossener Punkt und Z eine abgeschlossene Teilmenge von X,
die die Faser X ×Y Spec(κ(y)) in nur endlich vielen Punkten schneidet.
Dann existieren ein offenes Unterschema U von Y , das y enthält, und ein hori-
zontaler Divisor D bzgl. XU := X ×Y U −→ U , dessen Träger disjunkt von der
Einschränkung von Z auf XU ist, so dass L|XU

∼= OXU
(D) gilt.

Beweis. Siehe [Ait96, 2 (2.4)]
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3 Die Norm eines Geradenbündels

In diesem Kapitel werden wir Definitionen und Eigenschaften zur Norm eines Ge-
radenbündels zusammentragen. Für uns relevant wird die Norm durch ihre enge
Verbindung zur Deligne-Paarung, die Gegenstand des nächsten Kapitels sein wird.
Wir werden diese Beziehung entscheidend im Beweis unseres Hauptresultats, Theo-
rem 5.1, ausnutzen.
Im ersten Teil des Kapitels wird die Norm eines Geradenbündels im Sinne von
Aitken präsentiert. Der Übersichtlichkeit halber ist dieses Material allerdings kom-
primiert und - im Gegensatz zur Darlegung in [Ait96] - gebündelt dargestellt, so
dass Nachschlagen entfällt und die Definition schneller ersichtlich sein sollte.
Danach wird die Norm eines Geradenbündels im Sinne von Grothendieck (siehe
[Gro61a, II 6.5] oder [GW10, 12.25]) definiert und anschließend für uns geeignet
erweitert. Zur Unterscheidung mit der Aitken-Norm N wird sie in der vorliegenden
Arbeit mit N̂ bezeichnet. Als Abschluss des Kapitels wird jedoch gezeigt werden,
dass in der uns vorliegenden Situation beide Definitionen kanonisch isomorphe
Geradenbündel liefern.

3.1 Die Norm eines Geradenbündels im Sinne
Aitkens

In Anlehnung an Aitken ([Ait96]) werden wir die Norm eines Geradenbündels zu-
nächst in einer Situation definieren, die wir später nicht betrachten werden. Diese
Definition wird aber für die Konstruktion unter den für uns relevanten Vorausset-
zungen vonnöten sein.

3.1.1 Die Norm eines Geradenbündels über einem Körper
als Basisschema

Es seien ein Körper K und ein Schema Y , das endlich über SpecK ist, gegeben.
Damit ist Y = SpecA, wobei A eine endliche K-Algebra ist. Weiterhin sei L
ein Geradenbündel auf Y . Da Y affin ist, ist die Garbe L assoziiert zu einem K-
Vektorraum VL, der ein lokal freier A-Modul vom Rang 1 ist. Weil A als endlicheK-
Algebra artinsch ist, besteht Y aus einer endlichen Anzahl abgeschlossener Punkte,
und VL ist ein freier A-Modul vom Rang 1.
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Definition 3.1. In der obigen Situation ist die Norm von L, bezeichnet mit
NY/SpecK(L), definiert durch

NY/SpecK(L) := det(VL)⊗K det(A)−1.

Dabei ist für einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum V die Determinante
det(V ) =

∧dimV V .
Für jedes Element von VL (also für jeden globalen Schnitt von L) definieren wir die
Norm NY/SpecK(l) wie folgt: Ist a1, ..., an eine K-Basis von A, so ist a1∧...∧an ein
nichttriviales Element von det(A) und a1l ∧ ... ∧ anl ist ein Element von det(VL).
Dann setzen wir

NY/SpecK(l) := (a1l ∧ ... ∧ anl)⊗ (a1 ∧ ... ∧ an)−1.

Diese Festlegung ist wegen der grundlegenden Eigenschaften des äußeren Produkts
unabhängig von der Wahl der Basis a1, ..., an, so dass die Norm wohldefiniert ist.

Es sei wie gehabt K ein Körper. Außerdem sei X ein 1-dimensionales Schema, das
projektiv über SpecK ist. Sei zudem M ein Geradenbündel auf X. Ist in dieser
SituationD ein nichttrivialer effektiver Cartier-Divisor aufX, so ist das zugehörige
Schema D endlich über SpecK (wende [GW10, 5.17] in Verbindung mit [GW10,
5.20] an). Daher ergibt die folgende Definition Sinn:

Definition 3.2. In der gerade genannten Situation bezeichnen wir den 1-dimensio-
nalen K-Vektorraum ND/SpecK(M|D) mit ND/SpecK(M). Ist m ein regulärer mero-
morpher Schnitt vonM , der auf ganz D definiert ist, so setzen wir ND/SpecK(m) :=
ND/SpecK(m|D).

Wir gehen jetzt auf allgemeine Cartier-Divisoren über.

Satz/Definition 3.3. Sei X ein 1-dimensionales Schema, das projektiv über
SpecK ist, wobei K ein Körper sei. Außerdem sei D ein Cartier-Divisor auf X
und M ein Geradenbündel auf X. Der Cartier-Divisor D lässt sich als D1 − D2

schreiben, wobei D1 und D2 nichttriviale effektive Cartier-Divisoren sind. In die-
ser Situation ist die Norm von M (bzgl. D), geschrieben ND/SpecK(M), definiert
durch

ND/SpecK(M) := ND1/SpecK(M)⊗ND2/SpecK(M)−1.

Diese Festlegung ist bis auf kanonischen Isomorphismus unabhängig von der Wahl
von D1 und D2. Daher ist die Norm vonM bzgl. D wohldefiniert. Außerdem stimmt
die Definition (bis auf kanonischen Isomorphismus) mit der aus 3.2 überein für
den Fall, dass D effektiv und nichttrivial ist.
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Ist m ein regulärer meromorpher Schnitt von M , der definiert und nichtverschwin-
dend auf dem Träger von D ist, so ist die Norm von m (bzgl. D) definiert durch

ND/SpecK(m) := ND1/SpecK(m)⊗ND2/SpecK(m)−1,

wobei D1 und D2 nun so gewählt sein müssen, dass m definiert und nichtver-
schwindend auf diesen Divisoren ist.
Sei D′1, D′2 ein weiteres Paar von effektiven, nichttrivialen Cartier-Divisoren mit
D = D′1−D′2 und so, dass m definiert und nichtverschwindend auf D′1 und D′2 ist.
Dann wird unter dem kanonischen Isomorphismus

ND1/SpecK(M)⊗ND2/SpecK (M)−1 ∼−→ ND′1/SpecK(M)⊗ND′2/SpecK(M)−1

das Element ND1/SpecK(m)⊗ND2/SpecK(m)−1 auf ND′1/SpecK(m)⊗ND′2/SpecK(m)−1

abgebildet. Daher ist ND/SpecK(m) wohldefiniert. Im Fall, dass D selbst schon ef-
fektiv und nichttrivial ist, stimmt diese Festlegung wegen der Verträglichkeit mit
dem oben genannten kanonischen Isomorphismus überein mit der Definition von
ND/SpecK(m) aus 3.2.

Beweis. Siehe [Ait96, 1 (5.3)], [Ait96, 1 (5.4)] und [Ait96, 1 (6.1)].

3.1.2 Die Norm eines Geradenbündels über einem integren
Basisschema

Wir gehen jetzt auf die Situation über, in der wir uns später beim Beweis des
Hauptresultats befinden werden. Auch für diese neue Situation definieren wir -
unter Verwendung der bisherigen Normbegriffe - die Norm eines Geradenbündels.

Satz/Definition 3.4. Sei das Schema X projektiv und flach von relativer Dimen-
sion 1 über dem integren, separierten und noetherschen Schema Y . Es bezeichne
K(Y ) den Funktionenkörper von Y . Wir erhalten das kartesische Diagramm

SpecK(Y )

��

XK(Y ) := X ×Y SpecK(Y )oo

��
Y X,oo

in dem der Morphismus XK(Y ) −→ SpecK(Y ) die Anforderungen an die Si-
tuation aus Satz/Definition 3.3 erfüllt. Sei weiterhin D ein horizontaler Divi-
sor bzgl. X −→ Y und M ein Geradenbündel auf X. Mit DK(Y ) sei der Pull-
back von D auf XK(Y ) bezeichnet (vgl. Bemerkung 2.16 und beachte die Ver-
träglichkeit des Pullbacks von Cartier-Divisoren mit Addition und Inversenbil-
dung ([Gro67, IV (21.4.2)])). Die konstante Garbe zum 1-dimensionalen K(Y )-
Vektorraum NDK(Y )/SpecK(Y )(M|XK(Y )

), der definiert ist wie in 3.3, werde mit C
notiert. Sie ist ein OY -Modul, da Y integer ist.
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Es existiert eine offene Überdeckung (Ui)i∈I von Y , so dass es für jedes i ∈ I
einen regulären meromorphen Schnitt mUi

von M|XUi
gibt, der definiert und nicht-

verschwindend auf Supp(DUi
) ist. Dabei sei wie üblich XUi

:= X ×Y Ui und
DUi

:= D|XUi
.

Wir definieren in dieser Situation die Norm des regulären meromorphen
Schnitts mUi

, bezeichnet mit NDUi
/Ui

(mUi
), als den globalen Schnitt der Garbe

C|Ui
, der zum nichttrivialen Element NDK(Y )/SpecK(Y )(mUi|XK(Y )

) des Vektorraums
NDK(Y )/SpecK(Y )(M|XK(Y )

) assoziiert ist (vgl. Satz/Definition 3.3).
Weiterhin definieren wir die Norm von M|XUi

über Ui (bzgl. DUi
), bezeichnet mit

NDUi
/Ui

(M|XUi
), als den OUi

-Untermodul von C|Ui
erzeugt von NDUi

/Ui
(mUi|XUi

).
Diese Festlegung ist unabhängig von der Wahl von mUi

. Wir definieren die Norm
von M über Y (bzgl. D), bezeichnet mit ND/Y (M), als jenes Geradenbündel auf
Y , das ND/Y (M)|Ui

= NDUi
/Ui

(M|XUi
) für alle i ∈ I erfüllt. Diese Definition ist

nicht abhängig von der Wahl der Überdeckung (Ui)i∈I . Erfüllen das Geradenbündel
M und der horizontale Divisor D schon die Voraussetzung auf X, wie sie auf XUi

für M|XUi
und DUi

gilt (d.h., es existiert ein regulärer meromorpher Schnitt m von
M auf X, der definiert und nichtverschwindend auf Supp(D) ist), so stimmen die
beiden gegebenen Definitionen der Norm überein.

Beweis. Die gewünschte Überdeckung existiert nach Lemma 2.17. Weiterhin ist
nach [Ait96, 2 (3.5), 2.] und [Ait96, 2 (3.6.1)] die Definition von NDUi

/Ui
(M|XUi

)
unabhängig von der Wahl von mUi

. Nach [Ait96, 2 (3.5), 1.] und [Ait96, 2 (3.6.1)]
impliziert die Existenz der Familie (NDUi

/Ui
(M|XUi

))i∈I die Existenz von ND/Y (M).
Die Definition von ND/Y (M) ist unabhängig von der Wahl der Überdeckung nach
[Ait96, 2 (3.5), 2.] und [Ait96, 2 (3.6.1)]. Auch der letzte Teil der Behauptung folgt
aus diesen beiden Referenzen.

Wir präsentieren im folgenden Satz noch zwei Eigenschaften der Norm, die wir im
letzten Abschnitt dieses Kapitels anwenden werden, um die Äquivalenz der gerade
gegebenen Definition zur Normdefinition von Grothendieck zu zeigen.

Satz 3.5. Sei das Schema X projektiv und flach von relativer Dimension 1 über
dem integren, separierten und noetherschen Schema Y . Es bezeichne K = K(Y )
den Funktionenkörper von Y . Sei (D,D1, D2) ein horizontaler Divisor bzgl. X −→
Y und M ein Geradenbündel auf X.
i) (Verträglichkeit mit offenen Mengen) Ist U ein offenes Unterschema von Y , so
gibt es einen kanonischen Isomorphismus

ND/Y (M)|U
∼−→ NDU/U(M|XU

).
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ii) (Trivialitätseigenschaft) Angenommen, es gibt einen regulären meromorphen
Schnitt m von M , der definiert und nichtverschwindend auf jedem Punkt des Trä-
gers von D ist. Dann ist ND/Y (M) ein triviales Geradenbündel auf Y mit nirgends
verschwindendem globalen Schnitt ND/Y (m).
Ist außerdem f ein regulärer meromorpher Schnitt von OX , der definiert und nicht-
verschwindend auf jedem Punkt des Trägers von D ist, so ist ND/Y (fm) ein wei-
terer nirgends verschwindender globaler Schnitt von ND/Y (M) und es gilt

ND/Y (fm) = NormΓ(D1K
,OD1K

)/K(f|D1K
)NormΓ(D2K

,OD2K
)/K(f|D2K

)−1ND/Y (m).

Beweis. Siehe [Ait96, 2 (3.8), 2. und 3.].

Bemerkung 3.6. Auf den ersten Blick mag es so scheinen, als unterscheide sich
die in 3.5ii) gegebene Formel von der aus [Ait96, 2 (3.8), 3.]. Jedoch führt die
sorgfältige Rückverfolgung der Definition des dort angegebenen Terms auf den in
Satz 3.5ii) genannten Ausdruck.

3.2 Die Norm eines Geradenbündels nach
Grothendieck

Wie angekündigt werden wir nun noch eine zweite Definition der Norm eines Ge-
radenbündels geben. Diese findet sich (nur für effektiv horizontale Divisoren, nicht
für horizontale Divisoren) ursprünglich in [Gro61a, II 6.5], weswegen wir sie hier
Grothendieck-Norm nennen werden. Eine weitere Referenz ist [GW10, 12.25].

Definition 3.7. Sei f : D −→ Y ein endlich lokal freier Morphismus von Sche-
mata von positivem Rang.
Zunächst definieren wir eine Normabbildung N̂f∗OD/OY

: f∗OD −→ OY wie folgt:
Für eine offene Menge U ⊂ Y und u ∈ Γ(U, f∗OD) sei mu : Γ(U, f∗OD) −→
Γ(U, f∗OD) die Multiplikation mit u. Da f endlich lokal frei ist, ist f∗OD ein
endlich lokal freier OY -Modul. Somit kann man N̂f∗OD/OY

(u) := det(mu) setzen
([Gro61a, II (6.4.8)]). Auf diese Weise erhält man den multiplikativen Normhomo-
morphismus N̂f∗OD/OY

: f∗OD −→ OY , der einen Homomorphismus (f∗OD)× −→
O×Y von abelschen Garben induziert.
Es sei jetzt L ein Geradenbündel auf dem Schema (D,OD). Sei weiterhin Σ die
Menge der Paare (Ui, hi), die die folgenden Eigenschaften besitzen:

- Ui ist eine offene Teilmenge von Y

- hi ist ein Isomorphismus (f∗L)|Ui

∼−→ (f∗OD)|Ui
von (f∗OD)|Ui

-Moduln
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Da f∗L ein Geradenbündel auf (Y, f∗OD) ist ([GW10, 12.13]), bildet die Familie
(Ui)i∈I eine Überdeckung von Y . Für i, j ∈ I setzen wir gij := hi|Ui∩Uj

◦(hj |Ui∩Uj
)−1,

was ein Automorphismus von (f∗OD)|Ui∩Uj
ist. Dieser identifiziert sich kanonisch

mit einem Schnitt von (f∗OD)× über Ui ∩ Uj, und (gij)i,j∈I ist ein 1-Kozykel der
Überdeckung (Ui)i∈I mit Werten in (f∗OD)× ([Gro60, 0 (5.4.7)]). Wenden wir hier-
auf den obigen Homomorphismus an, erhalten wir mit (N̂f∗OD/OY

(gij))i,j∈I einen
1-Kozykel der Überdeckung (Ui)i∈I mit Werten in O×Y . Mittels Verkleben ergibt sich
aus diesem wiederum ein korrespondierendes, bis auf kanonische Isomorphie ein-
deutig bestimmtes Geradenbündel auf dem Schema (Y,OY ) ([Gro60, 0 (5.4.7), 0
(3.3.1)]). Dieses Geradenbündel nennen wir die Grothendieck-Norm von L und
bezeichnen es mit N̂D/Y (L).

Bemerkung 3.8. Ist in der Situation von Definition 3.7 Σ′ eine Teilmenge von Σ
mit der Eigenschaft, dass die korrespondierenden Ui noch eine Überdeckung von
Y bilden, so führt die zu obiger analoge Konstruktion für Σ′ zu einem zu N̂D/Y (L)
kanonisch isomorphen Geradenbündel auf dem Schema (Y,OY ). Daher kann eine
derartige Teilmenge Σ′ ebenfalls zur Definition von N̂D/Y (L) herangezogen werden.

Die jetzt folgende Basiswechseleigenschaft der Grothendieck-Norm werden wir spä-
ter beim Beweis der Basiswechseleigenschaft der Deligne-Paarung verwenden.

Satz 3.9. Die Bildung der Grothendieck-Norm ist verträglich mit Basiswechsel in
folgendem Sinn: Sei D −→ Y ein endlich lokal freier Morphismus von Schemata
von positivem Rang und L ein Geradenbündel auf D. Sei g : Y ′ −→ Y ein weiterer
Morphismus von Schemata, so dass man das kartesische Diagramm

D

��

D′
g′oo

��
Y Y ′

goo

erhält. Dann gilt
g∗(N̂D/Y (L)) = N̂D′/Y ′(g

′∗L),

d.h., es existiert ein kanonischer Isomorphismus zwischen diesen Geradenbündeln.

Beweis. Siehe [Gro61a, II (6.5.8)]

Nun erfolgt die Anpassung der Definition und des Basiswechselresultats an unsere
Situation.

Definition 3.10. Sei das Schema X projektiv und flach von relativer Dimensi-
on 1 über dem zusammenhängenden und noetherschen Schema Y . Sei weiterhin
D ein effektiv horizontaler Divisor bzgl. X −→ Y . Aus Lemma 2.15 ergibt sich,
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dass D endlich lokal frei über Y ist. Der Rang von D −→ Y ist positiv, da D
nach Definition nichttrivial ist. Somit ist für jedes Geradenbündel M auf D die
Grothendieck-Norm N̂D/Y (M) definiert. Ist L ein Geradenbündel auf X, so können
wir insbesondere N̂D/Y (L) := N̂D/Y (L|D) setzen und damit die Grothendieck-
Norm von L über Y bzgl. D definieren.
Ist (E,E1, E2) ein horizontaler Divisor bzgl. X −→ Y , so definieren wir die
Grothendieck-Norm von L über Y bzgl. E als

N̂E/Y (L) := N̂E1/Y (L)⊗ N̂E2/Y (L)−1.

Bemerkung 3.11. In der Situation von 3.10 ist die Festlegung N̂D/Y (L) :=

N̂D/Y (L|D) mit der Aussage über die Verträglichkeit der Grothendieck-Norm mit
Basiswechsel kompatibel: Ist

Y ′

g

��

X ′oo

g′

��

D′oo

g′′

��
Y Xoo Doo

das entsprechende kartesische Diagramm, so gilt

g∗N̂D/Y (L)
def
= g∗N̂D/Y (L|D)

3.9
= N̂D′/Y ′(g

′′∗(L|D))

= N̂D′/Y ′((g
′∗L)|D′)

def
= N̂D′/Y ′(g

′∗L).

Dabei ist D′ ein effektiv horizontaler Divisor bzgl. X ′ −→ Y ′ nach Bemerkung
2.16.

Bemerkung 3.12. Es ist in der Situation von 3.10 ebenfalls die Bildung der
Grothendieck-Norm von L bzgl. eines horizontalen Divisors (E,E1, E2) mit Basis-
wechsel verträglich. Ist nämlich

X

��

X ′
g′oo

��
Y Y ′

goo

das entsprechende kartesische Diagramm und E horizontaler Divisor bzgl. X −→
Y , so gilt zunächst nach Definition

g∗N̂E/Y (L) = g∗(N̂E1/Y (L)⊗ N̂E2/Y (L)−1).

Wegen der Verträglichkeit des Pullbacks von Geradenbündeln mit Tensorieren so-
wie Inversenbildung und Satz 3.9 in Verbindung mit Bemerkung 3.11 entspricht
dieser Ausdruck gerade N̂E′1/Y

′(g′∗L)⊗N̂E′2/Y
′(g′∗L)−1. Dies wiederum ist aber nach

Definition und wegen der Verträglichkeit des Pullbacks von Cartier-Divisoren mit
Addition und Inversenbildung ([Gro67, IV (21.4.2)]) schon N̂E′/Y ′(g

′∗L).
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3.3 Zur Äquivalenz der Normdefinitionen

Der folgende Satz liefert einen kanonischen Isomorphismus zwischen Norm und
Grothendieck-Norm eines Geradenbündels in der für uns relevanten Situation. Auf
Basis dieses Resultats können wir also zwischen den Definitionen wechseln und
ihre jeweiligen Vorteile nutzen.

Satz 3.13. Sei das Schema X projektiv und flach von relativer Dimension 1 über
dem integren, separierten und noetherschen Schema Y . Mit K = K(Y ) sei der
Funktionenkörper von Y bezeichnet. Für ein Geradenbündel M auf X und einen
horizontalen Divisor (D,D1, D2) bzgl. X −→ Y gilt ND/Y (M) = N̂D/Y (M), d.h.,
die beiden Normdefinitionen stimmen in der gegebenen Situation überein.

Beweis. Zum Beweis werden wir Rahmen beider Geradenbündel miteinander iden-
tifizieren. Im ersten Schritt suchen wir uns dazu eine geeignete Überdeckung von
Y .
Wie in der Definition der Norm nach Aitken in 3.4 existieren eine Überdeckung
(Ui)i∈I von Y und reguläre meromorphe Schnittemi vonM|XUi

, so dassmi definiert
und nichtverschwindend auf dem Träger von DUi

ist (mit der üblichen Notation
DUi

:= D|XUi
, XUi

:= X ×Y Ui), also mit der Eigenschaft, dass mi ein Rahmen
von M|D1Ui

und M|D2Ui
ist. Diese Überdeckung kann ohne Einschränkung der All-

gemeinheit affin gewählt werden.
Da D1 endlich lokal frei über Y ist (D1 ist endlich und flach über dem noetherschen
Schema Y ), gibt es des Weiteren eine Überdeckung (Vj)j∈J von Y mit Vj = SpecRj

und D1Vj
= SpecAj, so dass Aj eine endliche, freie Rj-Algebra ist.

Betrachtet man jetzt die Überdeckung (Ui∩Vj)(i,j)∈I×J von Y , so erhält man (durch
Pullback) reguläre meromorphe Schnitte mij des Geradenbündels M|XUi∩Vj

, wobei
mij definiert und nichtverschwindend auf dem Träger von DUi∩Vj ist. Da Endlich-
keit stabil unter Basiswechsel ist und die Eigenschaft eines Moduls, frei zu sein,
unter Skalarerweiterung erhalten bleibt, hat man außerdem mit Ui∩Vj = SpecRij,
dass D1Ui∩Vj

= SpecAij, wobei Aij eine endliche, freie Rij-Algebra ist.
Weiterhin gibt es, da D2 endlich und flach über Y ist, eine Überdeckung (Wl)l∈L
von Y mit Wl = SpecTl, so dass D2Wl

ein offenes, affines Unterschema von D2 ist,
das zu einer endlichen, freien Tl-Algebra korrespondiert.
Betrachtet man die Überdeckung ((Ui∩Vj)∩Wl)(i,j,l)∈I×J×L, so stellt man mit einer
Argumentation analog zu obiger fest, dass man ohne Einschränkung annehmen
kann, dass die Überdeckung (Ui)i∈I insgesamt über die folgenden Eigenschaften
verfügt:

20



- es existiert ein regulärer meromorpher Schnitt mi von M|XUi
, so dass mi

definiert und nichtverschwindend auf dem Träger von DUi
ist

- es ist Ui = SpecRi affin und D1Ui
und D2Ui

sind offene, affine Unterschemata
von D1 bzw. D2, die jeweils zu endlichen, freien Ri-Algebren korrespondieren

Aufgrund des ersten Punktes ist nach Konstruktion bzw. nach Satz 3.5i) und ii)
ni := NDUi

/Ui
(mi) ein Rahmen von ND/Y (M) über Ui. Ist XUi∩Uj

6= ∅ (für i, j ∈ I),
so gilt aufXUi∩Uj

die Gleichungmj = fijmi, wobei fij eine reguläre, auf dem Träger
von DUi∩Uj

definierte und nichtverschwindende, meromorphe Funktion auf XUi∩Uj

ist. Nach Satz 3.5ii) gilt dann für die entsprechenden Rahmen auf Ui ∩ Uj die
Gleichung

nj = NormΓ(D1K
,OD1K

)/K(fij|D1K

)NormΓ(D2K
,OD2K

)/K(fij|D2K

)−1ni.

Wir halten fest, dass die Schemata Ui ∩ Uj und D1Ui∩Uj
= D1Ui

×Ui
(Ui ∩ Uj) affin

sind: Für Ui∩Uj gilt dies, da Ui und Uj nach der zweiten Eigenschaft der Überde-
ckung (Ui)i∈I affin sind und Y separiert ist. Für D1Ui∩Uj

folgt dies aus der zweiten
Eigenschaft der Überdeckung (Ui)i∈I und der Tatsache, dass das Faserprodukt af-
finer Schemata über einem affinen Schema wieder affin ist.
Aus der ersten Eigenschaft der Überdeckung (Ui)i∈I erhalten wir nach Definition
kanonisch aus den Schnitten mi hervorgehende Rahmen n̂1i von N̂D1/Y (M) und
Rahmen n̂2i von N̂D2/Y (M) über Ui mit der Eigenschaft, dass

n̂1j = NormΓ(D1Ui∩Uj
,OD1

)/Γ(Ui∩Uj ,OY )(fij|D1Ui∩Uj

)n̂1i

bzw.
n̂2j = NormΓ(D2Ui∩Uj

,OD2
)/Γ(Ui∩Uj ,OY )(fij|D2Ui∩Uj

)n̂2i

auf Ui ∩ Uj für i, j ∈ I gilt.
Eine kurze Erklärung, wieso die Rahmen n̂1i (und analog n̂2i) kanonisch aus
den mi hervorgehen: Die Wahl eines mi entspricht der Wahl eines eindeutig be-
stimmten hi aus der Definition 3.7 für ein i (dies ist zulässig nach Bemerkung
3.8; a priori könnte ein Ui mit verschiedenen (hin)n∈N zu einem Tupel kombi-
niert werden, so dass dieses Tupel ein Element von Σ wie in Definition 3.7 er-
gibt). Die mi bestimmen die Funktionen (fij)i,j∈I , welche ihrerseits die Familie
(NormΓ(D1Ui∩Uj

,OD1
)/Γ(Ui∩Uj ,OY )(fij|D1Ui∩Uj

))i,j∈I festlegen. Diese wiederum liefert -

nach Konstruktion von N̂D1/Y (M) durch Verkleben, vergleiche Definition 3.7 bzw.
[Gro60, 0 (5.4.7), 0 (3.3.1)] - für jedes i ∈ I einen kanonischen Isomorphismus
N̂D1/Y (M)|Ui

∼−→ OUi
und somit also auch einen kanonischen Rahmen n̂1i .
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Damit erhalten wir insgesamt kanonisch aus den Schnitten mi hervorgehende Rah-
men n̂i := n̂1i ⊗ n̂−1

2i
von N̂D1/Y (M)⊗ N̂D2/Y (M)−1 def

= N̂D/Y (M) über Ui mit der
Eigenschaft, dass

n̂j =

NormΓ(D1Ui∩Uj
,OD1

)/Γ(Ui∩Uj ,OY )(fij|D1Ui∩Uj

)

NormΓ(D2Ui∩Uj
,OD2

)/Γ(Ui∩Uj ,OY )(fij|D2Ui∩Uj

)
n̂i

auf Ui∩Uj ist. Ziel ist es nun, durch Abbildung der Rahmen, also via ni 7→ n̂i, einen
kanonischen Isomorphismus zwischen ND/Y (M) und N̂D/Y (M) anzugeben. Die
Rahmen sind über denselben Mengen definiert und wir weisen jetzt die Gleichheit
der Übergangsfunktionen (Rahmenwechsel) nach, womit die Verträglichkeit mit
Verfeinerungen der Überdeckung aus den gleichen Gründen folgt. Es ist also die
Gleichung

NormΓ(D1K
,OD1K

)/K(fij|D1K

)

NormΓ(D2K
,OD2K

)/K(fij|D2K

)
=

NormΓ(D1Ui∩Uj
,OD1

)/Γ(Ui∩Uj ,OY )(fij|D1Ui∩Uj

)

NormΓ(D2Ui∩Uj
,OD2

)/Γ(Ui∩Uj ,OY )(fij|D2Ui∩Uj

)

zu zeigen. Hierfür genügt es (ohne Einschränkung) zu beweisen, dass das Diagramm

Γ(D1Ui∩Uj
,OD1) //

Norm

��

Γ(D1K ,OD1K
)

Norm

��
Γ(Ui ∩ Uj,OY ) �

� // K

kommutiert.
Dazu betrachten wir das kartesische Diagramm

D1Ui∩Uj

��

D1K
oo

��
Ui ∩ Uj SpecK,oo

in dem alle Schemata affin sind. Somit ist

Γ(D1K ,OD1K
) = K ⊗Γ(Ui∩Uj ,OY ) Γ(D1Ui∩Uj

,OD1).

Die Abbildung D1Ui∩Uj
−→ Ui∩Uj ist endlich nach Basiswechsel. Außerdem erhält

Skalarerweiterung die Eigenschaft einesModuls, frei zu sein, so dass Γ(D1Ui∩Uj
,OD1)

eine endliche, freie Γ(Ui ∩Uj,OY )-Algebra ist. Aus der Injektivität der Abbildung
Γ(Ui ∩ Uj,OY ) −→ K und der Verträglichkeit der Normbildung mit Tensorieren
in dieser Situation ([Bou74, III §9 3. (21)]) folgt die gewünschte Gleichheit.
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Der angegebene Isomorphismus ist nach einem analogen Argument unabhängig
von der Wahl der Schnitte (mi)i∈I , da somit eine andere Wahl von mi lediglich
eine gleichwertige Veränderung der Rahmen ni und n̂i bedingt. Da der Isomor-
phismus aus diesem Grund und wegen der Verträglichkeit mit Verfeinerungen der
Überdeckung auch unabhängig von der Wahl der Überdeckung (Ui)i∈I ist, ist der
Satz vollständig gezeigt.
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4 Die Deligne-Paarung

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Deligne-Paarung und ihren Eigenschaf-
ten. Ähnlich wie bei der Norm geben wir die Definition der Deligne-Paarung dabei
zuerst in einer Situation, die nicht der im späteren Verlauf auftretenden entspricht,
weil wir auf diese Definition dann in der für uns entscheidenden Situation zurück-
greifen müssen. Wiederum orientieren wir uns konzeptionell an Aitken ([Ait96]),
stellen aber das für uns relevante Material möglichst prägnant und auf den Punkt
gebracht vor.

4.1 Die Deligne-Paarung über einem Körper als
Basisschema

Wir betrachten zunächst ein Schema X, das projektiv über SpecK ist, wobei K
ein Körper sei. Weiterhin sei F eine kohärente Garbe auf X. Dann ist X endlich-
dimensional, H i(X,F) ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum für alle i ∈ N0

(dies folgt beispielsweise aus [Gro61b, III (3.2.1)]) und H i(X,F) = 0 für alle
i > dimX ([Har77, III 2.7]).

Definition 4.1. In dieser Situation ist die Determinante der Kohomologie
von F , bezeichnet mit D(F), definiert durch

D(F) =
⊗

i ungerade

det(H i(X,F))−1 ⊗ ( ⊗
i gerade

det(H i(X,F))
)
,

wobei det(H i(X,F)) =
∧dimHi(X,F) H i(X,F) ist. Dies ist ein 1-dimensionaler K-

Vektorraum.

Satz/Definition 4.2. Sei X ein 1-dimensionales Schema, das projektiv über
SpecK ist, wobei K ein Körper sei. Seien weiterhin L und M zwei Geraden-
bündel auf X. Ein Tupel T = (L1, L2,M1,M2) bestehend aus vier Geradenbündeln
auf X heißt Modellierungsdatum von L und M , wenn L ∼= L1 ⊗ L−1

2 und
M ∼= M1⊗M−1

2 gilt. Sei nun so ein Modellierungsdatum T (inklusive der Isomor-
phismen) fixiert. Dann ist die Deligne-Paarung von L und M bzgl. T , notiert
als 〈L,M〉T , definiert durch

〈L,M〉T := D(L1 ⊗M1)⊗D(L2 ⊗M2)⊗ (D(L1 ⊗M2)⊗D(L2 ⊗M1))−1.
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Für jedes Paar (L,M) von Geradenbündeln auf X existiert ein Modellierungsda-
tum. Da die Deligne-Paarung von L und M , ein 1-dimensionaler K-Vektorraum,
außerdem unabhängig von der Auswahl des Modellierungsdatums (bis auf kanoni-
schen K-Vektorraumisomorphismus) ist, können wir das Modellierungsdatum in
der Bezeichnung weglassen.

Beweis. Die Existenz eines Modellierungsdatums ist offensichtlich, da als zweites
und viertes Geradenbündel des Tupels das Bündel OX gewählt werden kann. Dass
zwischen den Konstruktionen der Deligne-Paarung bzgl. verschiedener Wahlen des
Modellierungsdatums ein kanonischer Isomorphismus existiert, wird in [Ait96, 1
(7.2)] gezeigt.

Bemerkung 4.3. Unter den Voraussetzungen, wie sie in 4.2 gelten, kann man die
Deligne-Paarung 〈l,m〉T von gewissen meromorphen Schnitten l von L und m von
M (die immer existieren) bzgl. eines Modellierungsdatums T von L und M defi-
nieren als das Urbild von 1 unter einem bestimmten, festgelegten Isomorphismus
〈L,M〉T

∼−→ K. Die Definition dieses Isomorphismus erfordert mehrere Konstruk-
tionsschritte und es ist die Unabhängigkeit von 〈l,m〉T von gewissen Wahlen im
Verlauf der Konstruktion zu zeigen. Weiterhin lässt sich beweisen, dass der kano-
nische Isomorphismus 〈L,M〉T

∼−→ 〈L,M〉T ′ für zwei Modellierungsdaten T und
T ′ von L und M gerade 〈l,m〉T auf 〈l,m〉T ′ schickt, so dass man von der Deligne-
Paarung 〈l,m〉 von l undm (unabhängig von einem Modellierungsdatum) sprechen
kann.
Da wir im Weiteren nur die Existenz dieser Deligne-Paarung von Schnitten benö-
tigen, nicht aber, wie sie konkret gegeben ist, verweisen wir für eine detaillierte
Darstellung inklusive der oben genannten Punkte auf Aitken ([Ait96, 1 (4.3)-(4.8),
(7.2)]).

4.2 Die Deligne-Paarung über einem integren
Basisschema

Nun sind wir bereit, die Deligne-Paarung in der für uns relevanten Situation zu
definieren.

Satz/Definition 4.4. Sei das Schema X projektiv und flach von relativer Dimen-
sion 1 über dem integren, separierten und noetherschen Schema Y . Es bezeichne
K(Y ) den Funktionenkörper von Y . Wir erhalten das kartesische Diagramm

SpecK(Y )

��

XK(Y ) := X ×Y SpecK(Y )oo

��
Y X,oo
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in dem der Morphismus XK(Y ) −→ SpecK(Y ) die Anforderungen an die Situation
aus Satz/Definition 4.2 erfüllt. Seien weiterhin L und M Geradenbündel auf X.
Die konstante Garbe zum 1-dimensionalen K(Y )-Vektorraum 〈L|XK(Y )

,M|XK(Y )
〉,

der definiert ist wie in 4.2, werde mit C notiert. Sie ist ein OY -Modul, da Y integer
ist.
Es existiert eine offene Überdeckung (Ui)i∈I von Y , so dass es für jedes i ∈ I
reguläre meromorphe Schnitte lUi

bzw. mUi
von L|XUi

bzw. M|XUi
gibt mit der Ei-

genschaft, dass ihre jeweiligen assoziierten Cartier-Divisoren geschrieben werden
können als horizontale Divisoren (also als Differenz zweier effektiv horizontaler
Divisoren) bzgl. XUi

−→ Ui mit disjunktem Träger.
In dieser Situation definieren wir die Deligne-Paarung 〈lUi

,mUi
〉 der regu-

lären meromorphen Schnitte lUi
und mUi

als den globalen Schnitt der Garbe
C|Ui

, der zum nichttrivialen Element 〈lUi|XK(Y )
,mUi|XK(Y )

〉 des K(Y )-Vektorraums
〈L|XK(Y )

,M|XK(Y )
〉 assoziiert ist (vgl. Bemerkung 4.3).

Weiterhin definieren wir die Deligne-Paarung von L|XUi
und M|XUi

, bezeichnet
mit 〈L|XUi

,M|XUi
〉, als den OUi

-Untermodul von C|Ui
erzeugt von 〈lUi

,mUi
〉. Die-

se Festlegung ist unabhängig von der Wahl von lUi
und mUi

. Wir definieren die
Deligne-Paarung von L und M , bezeichnet mit 〈L,M〉, als jenes Geradenbündel
auf Y , das 〈L,M〉|Ui

= 〈L|XUi
,M|XUi

〉 für alle i ∈ I erfüllt. Diese Definition ist
nicht abhängig von der Wahl der Überdeckung (Ui)i∈I . Erfüllen die zwei Geraden-
bündel L und M schon die Voraussetzung auf X wie sie auf XUi

für L|XUi
und

M|XUi
gilt (d.h., es existieren reguläre meromorphe Schnitte l bzw. m von L bzw.

M auf X, so dass deren assoziierte Cartier-Divisoren geschrieben werden können
als horizontale Divisoren (bzgl. X −→ Y ) mit disjunktem Träger), so stimmen die
beiden gegebenen Definitionen der Deligne-Paarung überein.

Beweis. Die Existenz der gewünschten Überdeckung lässt sich aus Lemma 2.17
schließen. Weiterhin ist nach [Ait96, 2 (3.5), 2.] und [Ait96, 2 (4.1.1)] die Definition
von 〈L|XUi

,M|XUi
〉 unabhängig von der Wahl von lUi

und mUi
. Nach [Ait96, 2 (3.5),

1.] und [Ait96, 2 (4.1.1)] impliziert die Existenz der Familie (〈L|XUi
,M|XUi

〉)i∈I die
Existenz von 〈L,M〉. Die Definition von 〈L,M〉 ist unabhängig von der Wahl der
Überdeckung nach [Ait96, 2 (3.5), 2.] und [Ait96, 2 (4.1.1)]. Auch der letzte Teil
der Behauptung folgt aus diesen beiden Referenzen.

Im folgenden Satz stellen wir zwei der wichtigsten Eigenschaften der Deligne-
Paarung vor. Insbesondere die Beziehung zur Norm wird für uns im weiteren
Verlauf eine entscheidende Rolle spielen, da sie uns den Übergang von der Deligne-
Paarung zur Norm und der dort verfügbaren Theorie ermöglicht.
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Satz 4.5. Sei das Schema X projektiv und flach von relativer Dimension 1 über
dem integren, separierten und noetherschen Schema Y . Weiterhin seien L und M
Geradenbündel auf X. Dann gilt
i) (Symmetrie) Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

〈L,M〉 ∼−→ 〈M,L〉.

ii) (Beziehung zur Norm) Ist D ein horizontaler Divisor bzgl. X −→ Y , so gibt
es einen kanonischen Isomorphismus

〈OX(D),M〉 ∼−→ ND/Y (M).

Beweis. Die Aussagen basieren auf den jeweiligen Resultaten für die Deligne-
Paarung über einem Körper (definiert in Abschnitt 4.1). Beweise finden sich in
Aitkens Kapitel über die Deligne-Paarung ([Ait96, 2 (4.5), (4.4)]).

Bemerkung 4.6. Da wir sie im Folgenden nicht benötigen werden, verweisen wir
für weitere Eigenschaften der Deligne-Paarung, wie z.B. Bilinearität, ebenfalls auf
Aitken ([Ait96, 2 (4.3)-(4.7)]).
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5 Beweis des Hauptresultats

Nach den Vorbereitungen in den vorhergehenden Kapiteln sind wir jetzt bereit,
das folgende, in der Einleitung schon angekündigte und formulierte Theorem zu
zeigen, welches das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit bildet. Der restliche
Teil der Ausarbeitung wird dessen Beweis gewidmet sein. Dabei werden wir unter
anderem auch auf eine Basiswechseleigenschaft der Deligne-Paarung zu sprechen
kommen (Theorem 5.5).

Theorem 5.1. Sei Γ eine eigentliche und normale (also reguläre und projektive)
Kurve über einem Körper. Sei Y ein integres Schema, das projektiv und flach über
Γ ist und f : X −→ Y ein projektiver Γ-Morphismus von Schemata, der flach von
relativer Dimension 1 ist.
Sind L undM relativ semipositive Geradenbündel bzgl. Γ auf X , wobei L = OX (D)
oder M = OX (D) für einen horizontalen Divisor D bzgl. f gilt, so liefert die
Deligne-Paarung von L und M ein bzgl. Γ relativ semipositives Geradenbündel
〈L,M〉 auf Y.

5.1 Grundsätzliches zum Theorem

Wir beginnen mit ein paar einleitenden Bemerkungen.

Bemerkung 5.2. Als projektives, also eigentliches Schema über einem Körper
ist Y (und damit auch X ) separiert und noethersch, so dass die Deligne-Paarung
in dieser Situation definiert ist. Auch die im Folgenden auftretenden Schemata
werden projektiv über einem Körper sein, was neben der Existenz der Gradab-
bildung auch die Isomorphie der jeweiligen Picardgruppe mit der entsprechenden
Cartier-Divisorenklassengruppe und die Existenz von c1 bedingt. Wir werden dar-
auf teilweise an gegebener Stelle nochmals eingehen.

Bemerkung 5.3. Wegen der Symmetrie der Deligne-Paarung (siehe Satz 4.5i))
nehmen wir im Folgenden ohne Einschränkung der Allgemeinheit an, dass L =
OX (D) für einen horizontalen Divisor (D,D1, D2) bzgl. f gilt.
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Bemerkung 5.4. Dass das Geradenbündel 〈L,M〉 relativ semipositiv bzgl. Γ
sein soll, bedeutet laut Definition (vgl. 2.12) gerade, dass für jede spezielle Faser
Y0 = Y ×Γ Speck von Y gelten muss, dass

degY0/k(c1(〈L,M〉|Y0) ∩ [C]) ≥ 0

für jede Kurve C in Y0 ist.

Den Ausgangspunkt für die folgenden Überlegungen wird daher das Diagramm

X
f

��

X0
oo

f0
��

f−1C? _oo

fC
��

Y Y0
oo C? _oo

darstellen. Dabei sind X , Y und f wie in Theorem 5.1, X0 und Y0 korrespondie-
rende spezielle Fasern (d.h. X0 = X ×Γ Speck und Y0 = Y ×Γ Speck, wobei k der
Restklassenkörper in einem speziellen Punkt von Γ ist), C eine Kurve in Y0 und
f−1C das Faserprodukt X ×Y C = X0 ×Y0 C. Das Diagramm, in dem die Abbil-
dungen f0 sowie fC diejenigen sind, die aus f durch Basiswechsel hervorgehen, ist
nach Definition und wegen der „Transitivität“ des Faserprodukts kartesisch.

5.2 Rückführung auf die Deligne-Paarung über
einer Kurve

Ein erstes Ziel wird sein, zu zeigen, dass man zum Beweis von Theorem 5.1 wie folgt
vorgehen kann: Man zieht L undM auf f−1C zurück und betrachtet die Deligne-
Paarung der zurückgezogenen Geradenbündel für die Abbildung fC : f−1C −→ C.
Dabei ist zu beachten, dass fC projektiv und flach von relativer Dimension 1
ist, da diese Eigenschaften stabil unter Basiswechsel sind. Weiterhin ist C nicht
nur integer, sondern als eigentliches Schema über einem Körper auch separiert und
noethersch, so dass die Voraussetzungen für die Konstruktion der Deligne-Paarung
(siehe Definition 4.4) tatsächlich erfüllt sind.

Um dieses Zwischenziel zu erreichen, benötigen wir die Verträglichkeit der Deligne-
Paarung mit Basiswechsel, welche im Folgenden für die gegebene Situation gezeigt
wird:
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Theorem 5.5. Seien X, Y , X ′ und Y ′ Schemata, wobei Y und Y ′ integer, sepa-
riert und noethersch seien. Sei weiterhin f : X −→ Y ein projektiver und flacher
Morphismus von Schemata von relativer Dimension 1, und das Diagramm

X

f
��

X ′
g′oo

f ′

��
Y Y ′

goo

kartesisch. Seien zudem L und M Geradenbündel auf X, wobei L = OX(D) für
einen horizontalen Divisor (D,D1, D2) bzgl. f sei. Dann gilt

g∗〈L,M〉 = 〈g′∗L, g′∗M〉.
Beweis. Wegen des erwähnten Zusammenhangs der Deligne-Paarung mit der Norm
(vgl. Satz 4.5ii)) gilt zunächst

g∗〈L,M〉 = g∗〈OX(D),M〉 = g∗ND/Y (M).

Wir erhalten daraus g∗〈L,M〉 = g∗N̂D/Y (M), da, wie in Satz 3.13 gezeigt wurde,
die Normdefinitionen von Aitken (siehe 3.4) und Grothendieck (siehe 3.10) in der
gegebenen Situation übereinstimmen. In Satz 3.9 in Verbindung mit Bemerkung
3.12 wurde bereits geklärt, dass die Grothendieck-Norm mit Basiswechsel verträg-
lich ist. Dementsprechend gilt g∗〈L,M〉 = N̂D′/Y ′(g

′∗M), wobei D′ := g′∗D nach
Bemerkung 2.16 und wegen der Verträglichkeit des Pullbacks von Cartier-Divisoren
mit Addition und Inversenbildung ([Gro67, IV (21.4.2)]) tatsächlich existiert und
ein horizontaler Divisor bzgl. f ′ ist. Wenden wir erneut Satz 3.13 und die Beziehung
der Deligne-Paarung zur Norm, beschrieben in 4.5ii), an, so ergibt sich

g∗〈L,M〉 = N̂D′/Y ′(g
′∗M) = ND′/Y ′(g

′∗M) = 〈OX′(D′), g′∗M〉.
Die Bildung des assoziierten Geradenbündels zu einem Cartier-Divisor ist verträg-
lich mit dem Zurückziehen der jeweiligen Struktur ([Gro67, IV (21.4.2)]), es gilt
also OX′(D′) = g′∗OX(D). Mit OX(D) = L erhalten wir

g∗〈L,M〉 = 〈OX′(D′), g′∗M〉 = 〈g′∗OX(D), g′∗M〉 = 〈g′∗L, g′∗M〉
und damit die Behauptung.

Wenden wir dieses Resultat auf den obigen Fall an, ergibt sich

deg(c1(〈L,M〉|Y0) ∩ [C]) = deg(c1(〈L,M〉|C)) = deg(c1(〈L|f−1C ,M|f−1C〉))
und es genügt dementsprechend,

deg(c1(〈L|f−1C ,M|f−1C〉)) ≥ 0

zu zeigen, um einen Beweis von Theorem 5.1 zu erhalten. Wir setzen L′ := L|f−1C =
Of−1C(D′), wobeiD′ den Pullback vonD auf f−1C bezeichnet, undM′ :=M|f−1C .
Es ist D′ = D′1−D′2 für die Pullbacks D′1 und D′2 von D1 respektive D2 auf f−1C.
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5.3 Weitere Umformungen der Behauptung

Wir werden uns als nächstes den Term c1(〈L′,M′〉) näher ansehen und ihn in
einen für uns vorteilhaften Ausdruck umwandeln. Dazu benötigen wir die folgenden
beiden Lemmata.

Lemma 5.6. Sei f : X −→ Y ein projektiver und flacher Morphismus von Sche-
mata von relativer Dimension 1, wobei Y eine projektive Kurve über einem Körper
sei. Weiterhin sei D ein effektiv horizontaler Divisor bzgl. f , so dass wir das kom-
mutative Diagramm

D �
� //

g
&&

X

f
��
Y

erhalten. In dieser Situation gilt

c1(N̂D/Y (M)) = g∗(c1(M|D))

für jedes Geradenbündel M auf X.

Beweis. Es ist N̂D/Y (M)
def
= N̂D/Y (M|D) ein Geradenbündel auf Y . Da nach Vor-

aussetzung Y projektiv über einem Körper ist, ist die Abbildung

CaDiv(Y ) −→ Pic(Y ), F 7→ [OY (F )]

surjektiv ([Gro67, IV (21.3.5)]), also ist N̂D/Y (M) isomorph zu OY (F ), wobei F
ein geeigneter Cartier-Divisor auf Y ist. Bezeichnet sF den kanonischen regulären
meromorphen Schnitt von OY (F ), so gilt div(sF ) = F ([Gro67, IV (21.2.9.3)]).
Mit Y ist auch D projektiv über einem Körper, so dass wiederum die Abbildung

CaDiv(D) −→ Pic(D), E 7→ [OD(E)]

surjektiv ist. Also gilt M|D ∼= OD(E) für einen geeigneten Cartier-Divisor E auf
D. Es ist E = div(sE) für den kanonischen regulären meromorphen Schnitt sE von
OD(E).
Für ein noethersches Schema S bezeichne im Folgenden cycS : CaDiv(S) −→
Z(S) die kanonische Abbildung der Cartier-Divisoren auf S in die Weil-Divisoren
auf S und cycS : CaCl(S) −→ A(S) die kanonische Abbildung der Cartier-
Divisorenklassen auf S in die Weil-Divisorenklassen auf S. Damit ergibt sich
g∗(c1(M|D)) = g∗(cycD([E])), da c1 die Komposition von cycD mit dem kanoni-
schen Isomorphismus Pic(D)

∼−→ CaCl(D) ist. Weiterhin gilt wegen entsprechen-
der Verträglichkeit mit Klassenbildung

g∗(cycD([E])) = g∗([cycD(div(sE))]) = [g∗(cycD(div(sE)))]
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und, da der Pushforward mit cyc verträglich ist ([Gro67, IV (21.10.17)], man be-
achte, dass g endlich lokal frei ist), auch

[g∗(cycD(div(sE)))] = [cycY (g∗(div(sE)))].

Mit [Gro67, IV (21.5.5.3)] haben wir außerdem

[cycY (g∗(div(sE)))] = [cycY (div(N̂D/Y (sE)))].

Dabei ist N̂D/Y (sE) ein regulärer meromorpher Schnitt von N̂D/Y (M) (vgl. [Gro67,
IV (21.5.3)] für die Aussage und ggf. Details zur Definition, die wir jedoch im
Folgenden nicht benötigen werden). Mit Argumentation analog zu obiger erhalten
wir insgesamt

g∗(c1(M|D)) = cycY ([div(N̂D/Y (sE))]).

Zwischen-Behauptung: Dieser Ausdruck ist gerade cycY ([div(sF )]).
Es genügt zu zeigen, dass die Cartier-Divisoren div(N̂D/Y (sE)) und div(sF ) dassel-
be Bild in CaCl(Y ) haben. Wir betrachten dazu den Isomorphismus CaDiv(Y )

∼−→
D(Y ), wobei D(Y ) die Menge der Äquivalenzklassen von Geradenbündeln mit
regulärem meromorphen Schnitt bezeichnet (siehe [Gro67, IV (21.2.10)] für die
Definition und [Gro67, IV (21.2.11)] für den genannten Isomorphismus). Unter
diesem Isomorphismus wird div(N̂D/Y (sE)) auf [(N̂D/Y (M), N̂D/Y (sE))] abgebil-
det und div(sF ) wird auf [(OY (F ), sF )] abgebildet. Unter der kanonischen Ab-
bildung D(Y ) −→ Pic(Y ) werden [(N̂D/Y (M), N̂D/Y (sE))] und [(OY (F ), sF )] auf
[N̂D/Y (M)] abgebildet. Da das Diagramm

CaDiv(Y )

��

// D(Y )

��
CaCl(Y ) // Pic(Y )

kommutiert (dies ergibt sich aus [Gro67, IV (21.3.2.2)] und [Gro67, IV (21.3.3)])
und der untere Pfeil im Diagramm ein Isomorphismus ist, folgt hieraus die
Zwischen-Behauptung.
Zuletzt ist noch anzumerken, dass Zurückrechnen cycY ([div(sF )]) = c1(N̂D/Y (M))
und damit die Behauptung liefert.

Lemma 5.7. Sei f : X −→ Y ein projektiver und flacher Morphismus von Sche-
mata von relativer Dimension 1, wobei Y eine projektive Kurve über einem Körper
sei. Weiterhin sei D ein effektiv horizontaler Divisor bzgl. f , so dass wir das kom-
mutative Diagramm

D �
� j //

g
&&

X

f
��
Y
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erhalten. Seien außerdem L = OX(D) und M Geradenbündel auf X. Dann gilt

g∗(c1(M|D)) = f∗(c1(L) ∩ c1(M) ∩ [X]).

Beweis. Zunächst sei angemerkt, dass in dieser Situation die Schemata D bzw. X
nach [Har77, III 9.6] äquidimensional von Dimension 1 bzw. von Dimension 2 sind.
Aus der Projektionsformel 2.7iii) erhalten wir

g∗(c1(M|D)) = f∗j∗(c1(j∗M) ∩ [D]) = f∗(c1(M) ∩ j∗[D]) ∈ A0(Y ).

Dieser Ausdruck entspricht wegen [D] = c1(OX(D)) ∩ [X] nach Anwendung der
Kommutativität von c1 (siehe 2.7i)) gerade dem Term aus der Behauptung.

Nun kehren wir wieder zu unserer speziellen Situation zurück. Wir hatten den
Beweis von Theorem 5.1 auf die zu zeigende Ungleichung

deg(c1(〈L|f−1C ,M|f−1C〉)) ≥ 0

reduziert und zur Notationsvereinfachung L′ := L|f−1C undM′ :=M|f−1C gesetzt.
Mithilfe der eben gezeigten Lemmata können wir nun den Term c1(〈L′,M′〉) um-
formen. Aus der Beziehung der Deligne-Paarung zur Norm (Satz 4.5ii)) und dem
Satz über die Äquivalenz der Normdefinitionen (3.13) erhalten wir

c1(〈L′,M′〉) = c1(〈Of−1C(D′),M′〉) = c1(ND′/C(M′)) = c1(N̂D′/C(M′)).

Nach Definition ergibt sich weiterhin

c1(N̂D′/C(M′)) = c1(N̂D′1/C
(M′)⊗ N̂D′2/C

(M′)−1)

= c1(N̂D′1/C
(M′))− c1(N̂D′2/C

(M′)).

Auf diesen Ausdruck wenden wir nun die eben gezeigten Lemmata 5.6 und 5.7 an
und erhalten den Term

fC∗(c1(Of−1C(D′1)) ∩ c1(M′) ∩ [f−1C])− fC∗(c1(Of−1C(D′2)) ∩ c1(M′) ∩ [f−1C]).

Nach Satz 2.7ii) entspricht dieser Ausdruck gerade

fC∗(c1(Of−1C(D′1 −D′2)) ∩ c1(M′) ∩ [f−1C]),

und da D′ = D′1 −D′2 ist, ergibt sich insgesamt

c1(〈L′,M′〉) = fC∗(c1(L′) ∩ c1(M′) ∩ [f−1C]).
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Zusammenfassend sind wir jetzt also in der folgenden Situation: Wir haben das
kommutative Diagramm

X0

f0
��

f−1C? _i′oo

fC
��

Y0

��

C? _ioo

Speck,

in dem das obere Quadrat kartesisch ist. Es verbleibt zu zeigen, dass

deg(fC∗(c1(L′) ∩ c1(M′) ∩ [f−1C])) ≥ 0

ist. Da die Gradabbildung letztendlich über den Pushforward von 0-Zykelklassen
definiert ist, gilt

deg(fC∗(c1(L′) ∩ c1(M′) ∩ [f−1C])) = deg(c1(L′) ∩ c1(M′) ∩ [f−1C])

= deg(i′∗(c1(L′) ∩ c1(M′) ∩ [f−1C]))

= deg(i′∗(c1(i′∗L|X0) ∩ c1(i′∗M|X0) ∩ [f−1C])).

Dieser Ausdruck ist nach zweimaliger Anwendung der Projektionsformel 2.7iii)
gerade

deg(c1(L|X0) ∩ c1(M|X0) ∩ [f−1C]).

Da fC flach von relativer Dimension 1 und C eine Kurve ist, haben alle irreduziblen
Komponenten von f−1C die Dimension 2 ([Har77, III 9.6]). Daher genügt es zu
zeigen, dass

(L|X0 · M|X0 · Z) ≥ 0

ist für alle 2-dimensionalen abgeschlossenen Unterschemata Z von X0.

5.4 Abschluss des Beweises mittels eines
Theorems von Kleiman

Um die eben formulierte Ungleichung zu zeigen, benötigen wir ein neues Argument.
Wir hatten in Abschnitt 2.3 Vorarbeit für ein Theorem von Kleiman geleistet. Diese
Vorarbeit erlaubt uns nun, das entsprechende Resultat ([Kle66, III §2 Theorem 1])
in für uns geeigneter Art und Weise zu formulieren:
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Theorem 5.8. Sei X ein eigentliches Schema über einem algebraisch abgeschlos-
senen Körper. Seien L1, ..., Ln numerisch effektive Geradenbündel auf X. Ist S ein
abgeschlossenes Unterschema von X mit dimS = n, so gilt

(L1 · ... · Ln · S) ≥ 0.

Beweis. Siehe [Kle66, III §2 Theorem 1].

Offenbar lässt sich dieses Theorem aber nicht ohne Weiteres auf unsere Situati-
on anwenden, da k im Allgemeinen nicht algebraisch abgeschlossen ist. Um dieses
Problem zu umgehen und auf den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Körpers
zurückzuführen, betrachten wir im Folgenden einen beliebig, aber fest gewählten
algebraischen Abschluss k von k. Nach Durchführung der entsprechenden Basis-
wechsel erhalten wir das kartesische Diagramm

Speck

��

Y0
oo

��

X0
oo

��
Speck Y0

oo X0.oo

Wir bezeichnen mit L|X0
undM|X0

die Pullbacks von L|X0 undM|X0 auf X0 und
mit Z den Pullback von Z (d.h. Z = Z ×X0 X0). Das Schema Z ist wiederum ein
abgeschlossenes Unterschema von X0 und 2-dimensional ([GW10, 5.38]).

Mittels des folgenden Satzes - der einem Spezialfall der Tatsache entspricht, dass
die Schnittzahl invariant unter Erweiterung des Grundkörpers ist - können wir das
gewünschte Resultat mit einer Aussage über Schnittzahlen über dem algebraisch
abgeschlossenen Körper k in Verbindung bringen:

Satz 5.9. In der gerade beschriebenen Situation ist die Gleichung

(L|X0 · M|X0 · Z) = (L|X0
· M|X0

· Z)

erfüllt.

Beweis. Sei i ∈ N0, G eine kohärente Garbe auf X0 und G deren (ebenfalls ko-
härenter) Pullback auf X0. Nach der Definition der Schnittzahl (in 2.9) und we-
gen dimX0 = dimX0 ([GW10, 5.38]) genügt es zu zeigen, dass dimkH

i(X0,G) =
dimkH

i(X0,G) gilt. Es ist H i(X0,G) = H i(X0,G) ⊗k k ([Vak13, 18.2.H]). Damit
erhalten wir

dimkH
i(X0,G) = dimk(H i(X0,G)⊗k k) = dimk(k

dimkH
i(X0,G) ⊗k k)

= dimk(k
dimkH

i(X0,G)
) = dimkH

i(X0,G).
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Um den Beweis des Theorems 5.1 vervollständigen zu können, verbleibt nun noch
zu zeigen, dass mit den Geradenbündeln L|X0 undM|X0 auch deren Pullbacks L|X0

undM|X0
numerisch effektiv sind.

Lemma 5.10. Sei K ein Körper, K ein algebraischer Abschluss von K und X ein
Schema, das projektiv über SpecK ist. Das Faserprodukt X ×SpecK SpecK werde
mit X notiert. Weiterhin bezeichne N ein Geradenbündel auf X und N dessen
Pullback auf X. Ist N ein numerisch effektives Geradenbündel, so ist auch N
numerisch effektiv.

Beweis. Sei A ein amples Geradenbündel auf X (ein solches existiert, da X pro-
jektiv über SpecK ist). Mit dem Morphismus SpecK −→ SpecK ist auch der Ba-
siswechsel X −→ X affin. Nach [Gro61a, II (5.1.12)] in Verbindung mit [Gro61a,
II (4.6.6)] ist damit auch der Pullback A von A auf X ampel. Dass N numerisch
effektiv ist, ist äquivalent dazu, dass Nm ⊗A ampel ist für alle m > 0. Dies folgt
via der Multilinearität der Schnittzahl ([Vak13, 20.1.3]) aus dem Nakai-Moishezon-
Kriterium und einer schwächeren Form des Theorems von Kleiman, deren Voraus-
setzungen in der gegebenen Situation erfüllt sind ([Vak13, 20.4.1], [Vak13, 20.4.6]).
Nach obiger Argumentation ist somit auch der Pullback Nm ⊗A = Nm ⊗ A =
Nm ⊗ A ampel für alle m > 0, so dass wiederum gilt, dass N numerisch effektiv
ist.

Wir hatten bereits gezeigt, dass es für den Beweis von Theorem 5.1 genügt,

(L|X0
· M|X0

· Z) ≥ 0

nachzuweisen. Da nach Lemma 5.10 die Geradenbündel L|X0
undM|X0

numerisch
effektiv sind und wie erwähnt Z ein 2-dimensionales, abgeschlossenes Unterschema
von X0 ist, ist dies gerade die Aussage unserer Formulierung des Resultats von
Kleiman (Theorem 5.8). Der Beweis von Theorem 5.1 ist damit komplett vollzogen.
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