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Einleitung

Sei M eine kompakte orientierte Spinmannigfaltigkeit und A die Vereinigung aller Paa-
re (g,¢), wobei g eine Riemannsche Metrik auf M ist und ¢ € I'(3(M,g)) ein Spinor
beziiglich der Spinmannigfaltigkeit (M, g), dessen punktweise Norm konstant 1 ist. Wir
betrachten das Energiefunktional £, definiert durch

1
E:N —[0,00), (9,9) — 5/ IV9p[*dv?,
M

wobei dv? die Riemannsche Volumenform auf (M, g) bezeichnet und |.| die punktweise
Norm auf T*M ® X(M, g) ist.

Auf dem Fréchet-Biindel N — M, M := {Riemannsche Metriken auf M}, existiert
ein natiirlicher Zusammenhang, motiviert durch [6], welcher eine Aufspaltung von TN in
horizontale und vertikale Tangentialraume liefert. Dies ermoglicht uns die Definition einer
Riemannschen Metrik auf N' und wir kénnen den Gradienten von £ bilden. Den negativen
Gradientenfluss von &,

0
a(gta ‘Pt) = _gradg(gt,cpt)7

bezeichnen wir als den Spinorfluss.

Der Spinorfluss wurde in [3] eingefiihrt, insbesondere wurde dort die Kurzzeitexistenz
und Eindeutigkeit gezeigt.

Ziel dieser Masterarbeit ist es, das Verhalten des Spinorflusses fiir konkrete Beispiele zu
verstehen. Hauptsachlich werden wir dazu den Spinorfluss auf (dreidimensionalen) Berger-
Sphéaren betrachten. Unsere Resultate umfassen, abhéingig von den Anfangswerten:

« Den Kollaps von S x S? gegen S2.
e Den Kollaps der Berger-Sphéiren gegen einen Punkt.
« Den Kollaps der Berger-Sphiren gegen S2.

e Die Konvergenz der Berger-Sphéren unter dem volumennormalisierten Spinorfluss
gegen (g, ¢), wobei g die volumennormalisierte Standardmetrik auf S® ist und ¢ ein
Killing-Spinor.

Dabei bestatigen unsere Ergebnisse die folgenden Vermutungen in Spezialfillen:

Vermutung 1: S'-Hauptfaserbiindel mit S!-invarianten Spinoren (das sind Spino-
ren, die von Spinoren auf der Basismannigfaltigkeit kommen) kollabieren unter dem
Spinorfluss gegen ihre Basismannigfaltigkeit.

Vermutung 2: Fir M = S™ ist die volumennormalisierte Standardmetrik mit
Killing-Spinor stabil unter dem volumennormalisierten Spinorfluss. Dabei ist mit
,stabil“ gemeint: Wéhlt man einen Anfangswert (go, o), der nahe an der volumen-
normalisierten Standardmetrik mit Killing-Spinor ist, so fliet der Fluss fiir den
Anfangswert (go, o) zur volumennormalisierten Standardmetrik mit Killing-Spinor
(modulo Diffeomorphismeninvarianz).

Ein wesentliches Hilfsmittel fiir unsere Losungsmethode des Spinorflusses sind sogenann-
te verallgemeinerte Zylinder [4]. Diese liefern eine Moglichkeit, Spinoren zu unterschied-
lichen Metriken miteinander zu vergleichen. Insbesondere werden wir eine Definition des



Spinorflusses mit Hilfe verallgemeinerter Zylinder angeben. Diese ist die Definition, mit
der wir konkret arbeiten. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass die verallgemeinerten Zy-
linder Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind, mit denen man leichter umgehen kann als
mit dem Fréchet-Biindel N' — M.



1 Einfiihrung in die Spingeometrie

Dieses Kapitel dient als Einfiihrung in die Grundlagen der Spingeometrie. Zunéchst be-
schéftigen wir uns mit Clifford-Algebren und Spin-Gruppen, sowie deren Darstellungstheo-
rie. Dann erkldren wir die zentralen Begriffe ,Spinstruktur® und ,,Spinorbiindel®. Dazu
bendtigen wir etwas Theorie iber Hauptfaserbiindel.

Die fiir diesen Einfithrungsteil verwendeten Quellen sind [15], [11], [8], [18], [5] und [9].

1.1 Clifford-Algebren

Wir beginnen damit, an die Definition von Algebren zu erinnern.

Definition 1.1 (Assoziative Algebra) Sei K ein Korper. Fine assoziative K-Algebra
ist eine abelsche Gruppe (A,+), die ein Ring und ein K-Vektorraum ist, derart, dass die
Skalarmultiplikation und Ringmultiplikation in folgendem Sinne vertraglich sind:

Mzy) = (Ar)y = 2(\y)

fiir alle A € K und alle x, y € A. A hat eine Eins, wenn A als Ring eine Eins hat.

Beispiel 1.2 Sei K ein Koérper und V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

i) Der Vektorraum der Endomorphismen von V', bezeichnet mit Endg(V), ist eine
assoziative K-Algebra mit Eins, wobei die Ringmultiplikation die Verkniipfung von
Abbildungen ist.

ii) Der Vektorraum T'(V) := K@V e (Ve V)d (Ve V ®V)® ... zusammen mit
dem Tensorprodukt als Ringmultiplikation heifit Tensoralgebra von V und ist eine
assoziative K-Algebra mit Eins. (Beachte: A\@x := Az fiir alle A € K und z € T'(V),
d.h. die Eins in T'(V) ist die des Koérpers.)

iii) Sei A eine K-Algebra mit Eins und J C A ein zweiseitiges Ideal im ringtheoretischen
Sinn. Dann ist J auch ein K —Untervektorraum von A, denn Az = A(1z) = (A\l)z € J
fiir alle A € K und fiir alle z € A. Dann kénnen wir sowohl den Quotientenring A/.J
als auch den Quotientenvektorraum A/.J bilden. Diese sind als Mengen gleich. W&h-
len wir auf der Menge A/J als Vektorraumstruktur die des Quotientenvektorraums
und als Ringstruktur die des Quotientenrings, so erhalten wir die Quotientenalgebra
A/J. Diese ist eine assoziative K-Algebra mit Eins.

Definition 1.3 (Algebrenhomomorphismus /-isomorphismus) Seien A; und A
assoziative K-Algebren. Fine Abbildung f: A1 — Ao heifit K-Algebrenhomomorphismus
oder Homomorphismus von K-Algebren, falls

fAz) = Af(z),
fle+y) = f(z)+ Fy),
flzy) = f(x)f(y)
fiir alle A € K und fiir alle z, y € Ay. Sind Ay und Ay assoziative K-Algebren mit Fins,

dann nennen wir einen K-Algebrenhomomorphismus f: A1 — Ao mit f(1) = 1 Homomor-
phismus von K-Algebren mit Eins. Fin K-Algebrenisomorphismus oder Isomorphismus

x)
x)
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von K-Algebren ist ein bijektiver K-Algebrenhomomorphismus. Ein Isomorphismus von
K-Algebren mit Eins ist ein bijektiver Homomorphismus von K-Algebren mit Eins.

Im Folgenden sei K stets ein Kérper mit Charakteristik ungleich 2 und V' ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum, n := dimg (V'), sowie g eine symmetrische Bilinearform auf
V.

Definition 1.4 (Clifford-Algebra) Die zu g und V assoziierte Clifford-Algebra CI(V, g)
ist die Quotienten-Algebra
Cl(V,g) :=T(V)/I(V, g),

wobet I(V,g) C T(V) das (zweiseitige ringtheoretische) Ideal ist, welches von der Menge
{z@z+g(z,2)l | x € V} erzeugt wird.

Fiir a,b € T(V) schreiben wir fiir die Multiplikation in CI(V,g) (diese wird Clifford-
Multiplikation genannt)

Proposition 1.5 (Universelle Eigenschaft von CI(V,g)) Sei A eine assoziative K-
Algebra mit Eins und f: V — A eine K-lineare Abbildung mit

f(v)Q = _g(vvv)l
fiir allev € V.. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus von K -Algebren
mit Fins

F:Cl(V,g) - A
mit Foi=f, wobeii:V — CU(V,g) gegeben ist durch i(v) = [v].

Beweis. Siehe zum Beispiel [8]. Hier sei nur angemerkt, dass man F(vy ... -vg) := f(v1) -
...~ f(vg) fiir beliebige v; € V und alle k € N>, sowie F(1) := 1 setzt. O

Proposition 1.6 Die lineare Abbildung
i:V—=CUlV,g), v [v],

ist injektiv. Daher konnen wir V als K-Untervektorraum von ClU(V,g) auffassen.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit folgender, bekannter Methode: Wir definieren
eine K-lineare Abbildung

f:V—)EndK(/\(V)), v (=21 AN ANTE = UAT — uLT).
Dabei ist v gegeben durch
k
ve(ri AL A TE) = Z(—l)”lg(aji, V)TI A ANT N A T,
i=1

wobei #; bedeutet, dass z; weggelassen wird. Es gilt f(v)o f(v) = —g(v,v)id fir allev € V,
d.h. nach der universellen Eigenschaft von CI(V,g) gibt es einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus von K-Algebren mit Eins

F:ClV,g) — EndK(/\(V))
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mit F([v]) = f(v) fir alle v € V. Wir zeigen nun die Injektivitat von i: Sei v € V mit
[v] =0 € Cl(V,g). Dann ist 0 = F([v]) = f(v). Insbesondere ist 0 = f(v)(1) = vAl—vLl =
v—0=w. O

Proposition 1.7 Fir alle u,v € V gilt.
u-v+v-u=-—2g(u,v)l.

(Dabei haben wir auf der linken Seite verwendet, dass wir V wvermittels i als K-
Untervektorraum von CIl(V, g) auffassen.)

Beweis. Wir berechnen einerseits
(u+v) - (u+v)=v*+u-v+v-utov’=—gu,u)l +u-v+v-u—gvov)l
und andererseits
(u+v) - (utv)=—g(utv,utv)l = —g(u,u)l —g(u,v)1 = g(v,u)l — g(v,v)1.
Daraus folgt die Behauptung. O

Fiir den néchsten Satz bendtigen wir die Existenz einer g-orthogonalen Basis von V,
d.h. einer Basis (e1,...,e,) von V mit g(e;,e;) = 0 fiir alle ¢ # j. Da wir in Charakteristik
ungleich 2 sind, existiert eine g-orthogonale Basis von V| siehe etwa [14, S. 575, Theorem
3.1.].

Satz 1.8 Sei (e1,...,e,) eine g-orthogonale Basis von V. Dann ist
{ei, «...rep ] 1<t <...<ix<n, 0<k<n}

eine Basis des K -Vektorraums CU(V, g), wobei man das leere Produkt (k =0) als die 1 in
Cl(V,g) definiert. Es gilt
dimg (Cl(V,g)) = 2™

Bemerkung 1.9 Die Abbildung f: V — CI(V,g) definiert durch f(v) := —v fiir alle
v € V erfiillt f(v)? = —g(v,v)1 fiir alle v € V und wir erhalten damit nach Proposition
1.5 einen Homomorphismus von K-Algebren

a: Cl(V,g) = Cl(V, g),
welcher a(vy - ... vg) = (=1)Fvy - ... - vy erfiillt, wobei v; € V. Man iiberzeugt sich leicht,

dass « eine Involution ist, d.h. es gilt a o a = idgy(y,). Wir erhalten
Cl(V,g) = CI°(V,g) & CI'(V, g),

wobei CI(V, g) := {z € CI(V,g)| a(z) = (—1)iz}, i = 0,1, die +1-Eigenriume von « oder
{0} sind'. Man nennt die assoziative Algebra mit Eins CI°(V,g) den geraden Anteil von
CI(V, g) und den Vektorraum CI'(V,g) den ungeraden Anteil von CI(V,g).

! An dieser Stelle sei daran erinnert, dass Involutionen iiber Kérpern mit Charakteristik # 2 stets diago-
nalisierbar sind und als einzige Eigenwerte +1 auftreten kénnen.
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Als Vektorraum wird CI°(V, g) erzeugt von
{ej, -..re | 1 <ip <...<ip <n, 0<k<n, k gerade}
und mit Hilfe der Formeln fiir den Binomialkoeffizienten berechnen wir fir n > 1
, 0 " (n . (n-1 n—1\ = (n-1 1
dimg (Cl1™(V,g)) = Z =1+ Z + :Z =2"""
k = \k-1 k k

k=0 k=0
k gerade k gerade

Fiir n = 0 erhalten wir dimg (CI°(V, g)) = 1.

Definition 1.10

i) Mit Cl,, bezeichnen wir die Clifford-Algebra CI(R™,g), wobei g das Standardskalar-
produkt auf R™ ist, d.h. g(x,y) = > iy Tiy;.

it) Mit Cl,, bezeichnen wir die Clifford-Algebra C1(C", gc), wobei

ge: C'"xC* —C,
(z,y) = 2 T,

die C-bilineare Erweiterung von g auf C™ ist.

Lemma 1.11 Sei (eq,...,e,) die Standardbasis von C"TL. Dann gibt es einen Isomor-
phismus von C-Algebren mit Fins

F:Cl, —»Cl%,,
mit F(x) = ey - (0,2) fir alle x € C™.
Beweis. Wir definieren eine C-lineare Abbildung
f:C"—=Cl,

durch f(z) := eg - (0,z) fiir alle # € C" Man sieht leicht, dass f(x)? = f(z) - f(x) =
—gc(z,x)1. Nach der universellen Eigenschaft von Cl,, erhalten wir einen Homomorphis-
mus von C-Algebren

F:Cl, —Cl%,,,

dessen Surjektivitit man leicht einsieht. Wegen dime(Cl,) = 2" = 211 = dim¢(ClY, ;)
folgt die Bijektivitat. O

Analog zeigt man:

Lemma 1.12 Sei (e, ...,e,) die Standardbasis von R" 1. Dann gibt es einen Isomor-
phismus von R-Algebren mit Fins

F:Cl, — Cl%,,

mit F(x) = eg - (0,2) fir alle x € R™.
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Proposition 1.13 Der C-Vektorraum Cl,, g C wird mit der Multiplikation
(a1 ® z) - (a2 @ w) = (a1a2) ® (zw)

zu einer assoziativen C-Algebra mit Eins. Es ¢ibt einen Isomorphismus von C-Algebren
mit Eins
Cl, = Cl,, ®r C.

Beweis. Sei i: R" — Cl,, die Inklusion (siehe Proposition 1.6). Die C-lineare Abbildung

f: C" = R*"'@rC — C(Cl,®rC,
vz = i(v) ® 2z,

(dabei identifizieren wir R” ®@g C = C™ vermittels v ® z + zv) erfiillt f(v® 2)? =i(v)? ®
22 = (—g(v,v)1) ® 22 = —g(v,v)2?(1 ® 1) = —gc(2v, 2v)(1 ® 1), setzt sich also nach der
universellen Eigenschaft von Cl,, zu einem Homomorphismus von C-Algebren mit Eins

F:Cl, = Cl,®rC

fort. F' ist ein Isomorphismus von C-Algebren mit Eins. O

1.2 Die Spin-Gruppen

Sei Cl! :={p € Cl,| I € Cl,: -9 =1=1-¢} die multiplikative Gruppe der
invertierbaren Elemente in C1,,.

Im Folgenden definieren wir die Spin-Gruppe Spin(n) als Untergruppe von CI¥ und
zeigen, dass sie fiir n > 3 die universelle Uberlagerung von SO(n,R) ist, indem wir die
Uberlagerungsabbildung explizit konstruieren.

Definition 1.14 (Spin-Gruppe) Sei n € N>i. Die Spin-Gruppe (in Dimension n)
Spin(n) ist die multiplikative Untergruppe von Cl}, welche durch

Spin(n) := {21 ... wgy | 2, € S firj=1,...,2k, k € N}

gegeben ist, wobei S"~1 C R™ die Einheitssphire im R" ist und das leere Produkt (k =0)
als die 1 in Cl, definiert ist.

Fiir u € CI}, betrachten wir die Abbildung

Ad,: Cl, — Cl,,
Yy u-y-u_l.

Proposition 1.15 Der Gruppenhomomorphismus
Ad: Spin(n) — SO(n,R), u > (Ady|gn: R™ — R™),

ist wohldefiniert, surjektiv und hat den Kern ker(Ad) = {—1,1}. (Hier haben wir die
linearen Abbildungen Ad,|gn mit Matrizen identifiziert.)
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Dabei gilt Folgendes: Sei 2 € S"~! beliebig, dann verstehen wir unter —1 € Spin(n) das
Produkt
—1=2x-x € Spin(n),

siehe Proposition 1.7.

Beweis von Proposition 1.15. Sei zunichst z € S"~!. Dann gilt z=! = —2 in Cl,,. Somit
gilt fiir y € R™ C Cly:

—Ade(y) =2y -v=x-(-z-y—29(z,y)) =y —29(z,y)z € R". (1.1)
Damit haben wir gezeigt, dass fiir x € S*~! gilt:
e Ad, ein Endomorphismus des R™.
o —Ad, ist die Spiegelung? entlang z* = {u € R" | g(u,z) = 0}.
Falls nun w = x7 - ... - z9 € Spin(n) ist, erhalten wir fiir y € R™:
Ady(y) =u-y-ut

= —Adxl OO*Adek(y)

Das ist eine gerade Anzahl von Spiegelungen im R”, also ein Element aus SO(n,R).
Andererseits lasst sich nach dem Theorem von Cartan-Dieudonné (siche [15, Theorem
2.7]) jedes Element aus SO(n,R) als gerade Anzahl von Spiegelungen schreiben, was die
Surjektivitdt zeigt (beachte: p, = pﬁ) Fir ker(Ad) = {1,—1} sei auf [11, Proposition

2.22] verwiesen. O

Bevor wir zum wichtigsten Satz dieses Abschnittes kommen, beweisen wir noch zwei
Lemmata.

Lemma 1.16 Sei A eine endlichdimensionale®, assoziative R-Algebra mit FEins und A*
die multiplikative Gruppe der invertierbaren Elemente in A. Dann ist A* C A offen und
A* ist eine Liegruppe.

Beweis. Nach Voraussetzung ist A ein endlichdimensionaler, reeller Vektorraum und tragt
damit eine kanonische Mannigfaltigkeitsstruktur®. Wir zeigen nun die Offenheit von A*.
Definiere die lineare (also glatte) Abbildung

f: A— Endr(4); a— (v av).
2Fiir ein v € R™\{0} ist die Spiegelung entlang v> definiert als
pv: R" — R", w»—>w72g(w’v)v.
g9(v,v)

Fiir alle v € R™\{0} gilt det(p,) = —1 (siehe [15, S. 17]) und die darstellende Matrix (beziiglich der
Standardbasis im R™) von p, ist eine orthogonale Matrix.

3D.h. A ist als R-Vektorraum endlichdimensional.

4In dieser Arbeit sind Mannigfaltigkeiten stets glatt.
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Es ist GL(A) C Endgr(A) offen, also folgt die Offenheit von A* C A, wenn wir
FHGL(A) = A

gezeigt haben. ,D “ ist klar. Sei a € f~1(GL(A)), d.h. f(a) = (v — av) ist ein Isomorphis-
mus. Wegen der Surjektivitidt von f(a) existiert ein w € A mit aw = 1. Mit der Injektivitat
von f(a) erhalten wir weiter

awa =a = a(wa—1)=0=wa—1=0= wa=1.

Damit ist a € A*.

Als offene Teilmenge der Mannigfaltigkeit A ist A* selbst eine Mannigfaltigkeit. Wei-
ter ist A* sogar eine Liegruppe. Wir zeigen die Glattheit der Inversenabbildung. Dafiir
betrachten wir die Abbildungen

ii A" — A% aral,
j: GL(A) — GL(A); g gL
k: Endr(A) — A; g—g(1).

j ist bekanntlich glatt und k& ist eine lineare Abbildung, also auch glatt. Dann ist ¢ = kojo f
als Verkniipfung glatter Abbildungen glatt. O

Lemma 1.17 Seien G und H Liegruppen und f: G — H ein surjektiver Homomorphis-
mus von Liegruppen. Falls ker(f) diskret ist, ist f: G — H eine Uberlagerung®.

Beweis. Sei ker(f) diskret. Dann wissen wir aus der Theorie der Liegruppen einerseits,
dass
m: G — G/ker(f)

eine Uberlagerung ist (da ker(f) eine diskrete, normale Untergruppe von G ist). Anderer-
seits erhalten wir aus der Surjektivitdt von f einen Isomorphismus von Liegruppen

G/ker(f) — H.

Insgesamt haben wir ein kommutatives Diagramm

N

! G /ker(f)

G

R

f ist also als Verkniipfung eines Isomorphismus und einer Uberlagerung selbst eine Uber-
lagerung. O

5Unter einer , Uberlagerung® verstehen wir in dieser Arbeit eine glatte, surjektive Abbildung 7: M — N
zwischen Mannigfaltigkeiten M und N mit der Eigenschaft, dass jedes x € N eine Umgebung U C N
besitzt, derart, dass jede Zusammenhangskomponente von =~ *(U) unter 7 diffeomorph auf U abgebildet
wird.
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Satz 1.18 Sein € N>1. Dann gilt:
i) Spin(n) ist eine kompakte Liegruppe.

i) Ad: Spin(n) — SO(n,R) ist fiir n > 1 eine zweifache Uberlagerung der Liegruppe
SO(n,R).

iii) Spin(n) ist zusammenhdngend fiir n > 2.

iv) Spin(n) ist einfach zusammenhdingend fir n > 3. Insbesondere ist Spin(n) die uni-
verselle Uberlagerung von SO(n,R) fiir n > 3.

Beweis. Zu i): Nach Lemma 1.16 ist Cl} eine Liegruppe. Weiter ist Spin(n) C CI% abge-
schlossen (das wird hier nicht gezeigt) und somit auch eine Liegruppe. Die Kompaktheit
wird gleich gezeigt.
Zuii): Ad: Spin(n) — SO(n,R) ist glatt (nach [5, Satz 1.8] reicht es, die (Folgen-)Stetigkeit
von Ad zu zeigen). Damit folgt ii) aus Proposition 1.15 in Verbindung mit Lemma 1.17.
Die Kompaktheit von Spin(n) folgt aus der Kompaktheit von SO(n,R) und der Tatsa-
che, dass Ad eine endliche Uberlagerung ist (sieche Uberlagerungstheorie).
Zu iii) und iv): Wir betrachten die lange exakte® Homotopiesequenz der Faserung

{£1} < Spin(n) Ad, SO(n,R):

L om({£1}1) & 7 (Spin(n), 1) 245 7,(SO(n, R), 1) —
mo({£1},1) 2 mo(Spin(n), 1) 24 70(SO(n, R), 1)

(Siehe [10, Proposition 4.48, zweiter Absatz unter Theorem 4.41 und Theorem 4.41].) Es

ist
m({1,=1}) = m(5SO(n,R)) = {1}
und
mo({1,—1}) = {1,-1}.
mo(Spin(n)) = {1} folgt aus der Exaktheit obiger Sequenz, wenn wir gezeigt haben, dass
die Abbildung

mo({1,—1}) LN mo(Spin(n)), [z] — [i(z)], [z] := Zusammenhangskomponente von z,

trivial ist (d.h. alles auf die Zusammenhangskomponente der 1 abbildet). Nach Definition
ist das der Fall, wenn wir einen Weg zwischen —1 und 1 in Spin(n) gefunden haben. Falls
n > 2 ist, ist ein solcher Weg durch

v(t) := —cos(nt) — sin(wt)ereq, t € [0,1],

gegeben. Dabei bezeichnen e; und ey Standardbasisvektoren des R™ C Cl,. v ist glatt und
verlauft in Spin(n), da

s . T ™ . T
~y(t) = (cos(it)el + 81n(§t)62) . (cos(it)el - 51n(§t)62)

7o ist keine Gruppe, d.h. Exaktheit im Sinne von Gruppen macht fiirr n = 0 keinen Sinn, weil in diesem
Fall der Begriff ,Kern“ nicht definiert ist. Fiir n = 0 erkliart man deshalb den Kern als Urbild der
Zusammenhangskomponente der 1 und liest Exaktheit wieder ganz normal als ,Kern=Bild“ Siehe
dazu auch [10, S. 344].
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in Cl,. Damit ist Spin(n) zusammenhingend, fir n > 2. Falls n > 3, ist zusétzlich
m1(SO(n,R)) = {1, —1} und wir erhalten fiir n > 3 die exakte Sequenz:

1 — m(Spin(n)) < {1,-1} 2% {1, -1} > 1,

m1(Spin(n)) = {1}

folgt. O

Proposition 1.19 (Spin(2) und Ad) Es gibt einen Isomorphismus von Liegruppen

derart, dass folgendes Diagramm kommutiert

St St

.

Spin(2) —2% SO(2, R)

wobei f(z) := 22 fiir alle z € S* C C und g der Isomorphismus von Liegruppen ist, der
durch

e e (7 ) e soem

gegeben ist.

Beweis. Wir haben einen Isomorphismus von R-Algebren mit Eins I: C1§ — C, gegeben
durch I(e; - e3) = i, wobei (ey,e2) die Standardbasis im R? bezeichnet. Wir zeigen, dass
I(Spin(2)) = St. (Die Glattheit von J: Spin(2) — S bzw. J~!: S — Spin(2) folgt dann
aus der Glattheit von J: Cl§ — C bzw. J~1: C — CI13, da Spin(2) C CI3 eine eingebettete
Untermannigfaltigkeit ist. Auf Letzteres gehen wir in Bemerkung 1.26 ein.) Sei zunéchst
x + iy € S'. Dann ist

. x .
I_l(:H—zy) = (z+yei-ex) = —xej-e1+ye;-eg = —xey-e1 —yeg- €1 = _<y> -e1 € Spin(2).

N——
est

y = (z;) mit x;, y; € R. Durch

Sei andererseits = -y € Spin(2) fiir z,y € S, x = (2),
1+ (x1y2 — oy )ey - e, woraus

Ausmultiplizieren erhélt man z -y = (—x1y1 — T2y2)
I(z-y) = (—x1y1 — way)1 + (2192 — wapn)i € S”

folgt. Es bleibt die Kommutativitit obigen Diagramms zu zeigen. Sei dazu e’ € S'. Dann
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ist u:=I"1(e%) = —(Z?rf((f;))) -1 und wir berechnen mit Hilfe von (1.1)

Ady(e1) = Adeorio (e1)

sin(¢p)
coS 1 coS
= et 29( (Siné:j))>’ (0) ) (Siné:ﬁ;)
[ 2cos*(p) — 1
N <2Sin(g0)cos(g0)>
_ (cos(2<p))
sin(2p) )

Adu(ez) = Ad oo (e2)

sin(p)

cos(p) 0\, [cos(p)
= 2+ 2! (sin(gp))’ (1) ) (sin(gp))
_ (—2605(@)sin(gp)>
1

—2sin?(yp) +

_ (—sin(2g0)>
cos(2¢) )’

g = 0= (7)) = ) =t

Analog erhalten wir

Somit ist

1.3 Darstellungen von Cl,, und Spin(n)

Zunéachst erinnern wir an grundlegende Begriffe der Darstellungstheorie.

Definition 1.20 (Algebrendarstellung) Sei A eine assoziative K-Algebra und V' ein
endlichdimensionaler K -Vektorraum. FEin Homomorphismus von K-Algebren

p: A— Endg (V)

heifst Algebrendarstellung von A. Ist A eine assoziative K-Algebra mit Eins, so verlangen
wir, dass p ein Homomorphismus von K-Algebren mit Fins ist.

Sei p: A — Endg (V) eine Algebrendarstellung von A. Dann heifit dimg (V') Dimension
von p und V' Darstellungsraum.

Wir nennen einen K-Untervektorraum W von V' invariant unter p, falls p(x)(W) C W
fiir alle x € A gilt. Weiter heif3t p irreduzibel, wenn p # 0 und es keine K —Untervektorrdume
{0} C W C V von V gibt, die invariant unter p sind. Ist p nicht irreduzibel, heifit p redu-
zibel.



1.3 Darstellungen von Cl,, und Spin(n) 13

Sind p;: A — Endg(V;), ¢ = 1,2, Algebrendarstellungen von A, so heiflen p; und p
aquivalent (kurz p; ~ p2), wenn es einen K-Vektorraumisomorphismus f: V; — V5 gibt,
so dass fopi(x) o f~1 = pa(x) fiir alle z € A.

Schliellich definieren wir noch die direkte Summe von p1 und ps

pl@pQ:A%EndK(‘/I@VQ)

durch (p1 @ p2)(x)(v1 B v2) := p1(x)(v1) B p2(z)(ve) fiir alle z € A, v € Vi, vg € Va.

Sei A eine assoziative C-Algebra. Dann ist A auch eine assoziative R-Algebra. Sprechen
wir von einer komplexen Algebrendarstellung von A, so meinen wir eine Algebrendarstel-
lung von A als C-Algebra, d.h. einen Homomorphismus von C-Algebren p: A — Endc (V).

Proposition 1.21 Sei A eine assoziative K-Algebra mit Eins und p: A — Endg (V)
eine Algebrendarstellung. (Wegen p(1) = 1 gilt insbesondere p # 0.) Dann gibt es einen
K -Untervektorraum {0} C W C V wvon V, der invariant unter p ist, derart, dass

p: A— Endg (W)

eine irreduzible Algebrendarstellung ist.

Beweis. Ist p irreduzibel, wiahlen wir W = V und wir sind fertig. Ist p reduzibel, so gibt
es einen invarianten Untervektorraum {0} C W7 C V von V, d.h.

p: A— EndK(Wl)

ist eine Algebrendarstellung und 0 < dimg(W7) < dimg (V). Ist p: A — Endg(W7)
irreduzibel, sind wir fertig. Andernfalls gibt es einen invarianten Untervektorraum {0} C
Wy C Wy von Wy, d.h.

p: A— EndK(Wg)

ist eine Algebrendarstellung mit 0 < dimg (W2) < dimg(W;) < dimg (V). Da V endlich-
dimensional ist, folgt nach endlich vielen Schritten die Behauptung. (Jede Algebrendar-
stellung # 0 der Dimension 1 ist irreduzibel.) O

Definition 1.22 (Komplexes Volumenelement) Es bezeichne (ei,...,e,) die Stan-
dardbasis von C" und |.| die Gaufklammer. Dann nennen wir

Wy, = iLnTHJel -...-ep €Cl,
das komplexe Volumenelement von Cl,,.

Durch Einsetzen der Definition und Ausrechnen erhalt man:

Lemma 1.23 Es gilt
i) w2 =1.

i) = - wy, = (=1)""Lw, -z fir alle x € C* C Cl,,.

Theorem 1.24 Sei k € N>1. Dann gilt:
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i) Ist n = 2k gerade, so gibt es genau eine Aquivalenzklasse irreduzibler komplexer
Algebrendarstellungen von Cl,, und jede irreduzible komplexe Algebrendarstellung von
Cl,, hat die Dimension 2.

ii) Ist n = 2k + 1 ungerade, so gibt es genau zwei unterschiedliche Aquivalenzklassen
irreduzibler komplexer Algebrendarstellungen von Cl, und jede irreduzible komplexe
Algebrendarstellung von Cl,, hat die Dimension 2%.

Sei weiter p: Cl, — Endc(X,) eine irreduzible komplexe Algebrendarstellung von
Cl,,”. Dann gilt entweder p(wy) = idy, oder p(w,) = —ids, und beide Fille treten
auf. Weiter sind die beiden Aquivalenzklassen durch w, vollstindig bestimmt, d.h.
fiir irreduzible komplexe Algebrendarstellungen p1 und ps von Cl, gilt

p1~ p2 & p1(wn) = pa(wn).
Beweis. Es gibt Isomorphismen von C-Algebren mit Eins

ClL ~ Endc(C2") falls n = 2k gerade,
"7 | Endc(C?") @ Endc(C?")  falls n = 2k + 1 ungerade,

siche [8, S. 13] oder [15, Kapitel 1, §4]. Zusammen mit der Darstellungstheorie von
Endc¢ ((C2k) folgt daraus i) und die erste Aussage in ii).

Sei n = 2k + 1 ungerade und p: Cl,, — End¢(%,,) eine irreduzible komplexe Algebren-
darstellung von Cl,. Es gilt p(w,)? = p(w?) = idy,,, d.h. p(wy,) ist eine Involution. Wir
erhalten eine Zerlegung

Y= oX, (1.2)

wobei ¥ die +1-Eigenrdume von p(w,) oder {0} sind. Fiir ¢ € ¥;f und x € C" folgt mit
Lemma 1.23 ii) und da n ungerade ist

plwn)(p(2)(0)) = plwn - 2)(0) = p(z - wn)(0) = p(x)(p(wn)(0)) = £p(2)(0),

d.h. p(x)(ZF) € 2F. Aus (1.2) und der Irreduzibilitét von p folgt, dass entweder ¥, = X
oder ¥, = ¥ gilt. Daraus ergibt sich unmittelbar, dass entweder p(w,) = idy, oder
p(wn) = —idy,, gilt.

Als Néchstes zeigen wir, dass beide Falle auftreten. Dafiir brauchen wir, dass

Cl, = Clt & Cl;,

wobei CIf := (1 + w,)Cl,. (Dies folgt, da die Abbildung Cl,, — Cl,, * + w, - = eine
Involution ist. Die CI;¥ sind die +1-Eigenrdume dieser Abbildung.) Weiter sind CI;} und
Cl;; isomorph als Vektorriume und damit insbesondere # {0}. (Das folgt aus a(ClF) =
Cl;F, wobei a der Algebrenisomorphismus aus Bemerkung 1.9 ist.) Wir betrachten nun die

komplexen Algebrendarstellungen von Cl,

p+: Cl, — Endc(CLE)

"Hier und im weiteren Verlauf der Arbeit ist ¥, ein beliebiger Darstellungsraum in Dimension n und
nicht fest gewéhlt.
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gegeben durch py(x)(c) := z - o fiir alle x € Cl,, und alle o € CI;¥. Die Wohldefiniertheit
von py und p_ sieht man wie folgt ein: Sei z € C* C Cl,, und o = (1 £ w,) -y € CIZ,
y € Cl,,. Dann ist wegen Lemma 1.23 ii) und da n ungerade ist

rto=c-(1fw,) y=@lxz w) -y=0ztw, -z)-y=1%w,) - (z-y) € ClE

Daraus folgt, dass fir € Cl, und ¢ € CIF das Produkt x - ¢ in CIF liegt und die
Wohldefiniertheit ist gezeigt. Mit Hilfe von Lemma 1.23 i) sieht man, dass pi(wy,) =
:l:idu%. Nun wenden wir Proposition 1.21 auf p1 an. Damit ist gezeigt, dass beide Falle
auftreten. (Der Vollstandigkeit halber sei angemerkt, dass p4 fiir n # 1 (d.h. k # 0) noch
nicht irreduzibel sind, da

1 1
dime (CIE) = 5dimc(Cly) = 52" = on—l — g2k

und wir schon gezeigt haben, dass jede irreduzible komplexe Algebrendarstellung von Cl,,
die Dimension 2* hat.)
Schliefllich folgt

p1~ p2 < pir(wn) = pa(wn)

fiir irreduzible komplexe Algebrendarstellungen p; und ps von Cl,, daraus, dass beide Falle
auftreten und es nur zwei Aquivalenzklassen gibt.

O]

Satz 1.25 Sei k € N>1. Dann gilt:

i) Sei n = 2k gerade und p: Cl,, — Endc(X,,) eine irreduzible kompleze Algebren-
darstellung von Cl,. Dann gibt es eine Zerlequng ¥, = X & X, derart, dass
p(2)(SE) € XF fiir alle x € CIO. Weiter sind

pT: CI° = Endc(X3)
definiert durch p*(z) = p(@)|gt irreduzibel und es gilt
p=pT@p .
Insbesondere ist p|cyo : Cl% — Endc(Z,) reduzibel.
ii) Sei n = 2k + 1 ungerade und seien p;: Cl, — Endc(%Y), i = 1,2 drreduzible kom-

plexe Algebrendarstellungen von Cl,. Dann sind p1|@% und p2|@% trreduzibel und
dquivalent.

Beweis. Zu i): Wie vorher ist p(w,)? = 1, d.h. p(w,) kann keine anderen Eigenwerte als
+1 haben. Wir definieren nun

»E = {0 € %, plwn)(o) = £1}.
Die Untervektorrdume ¥ sind entweder Eigenrdume oder {0}. Wir erhalten die Zerlegung

Sy=t e
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Fiir jedes z € C™\{0} sind die Abbildungen p(z): ¥ — T wohldefiniert (wegen
Lemma 1.23 ii) und da n gerade ist) und Vektorraumisomorphismen mit den Umkehrab-
bildungen p(—ﬁ): ¥ F — ¥ Insbesondere erhalten wir

1
dime () = gdime(3) = 277,

sowie p(z)(XE) c ©F fiir alle x € CI0.
Zur Irreduzibilitit von p*: Mit Lemma 1.11 erhalten wir zwei komplexe Algebrendar-
stellungen

+
Clp_1 =2 CI® 25 Ende(E).

Wegen dime(XF) = 28! und Theorem 1.24 i) miissen diese beiden Darstellungen ir-
reduzibel sein. (Andernfalls wiirden wir durch Anwendung von Proposition 1.21 einen
Widerspruch erhalten.) Damit sind aber auch p*: CI¥ — Endc(X;) irreduzibel.
Zu ii): Mit Hilfe von Lemma 1.11 erhalten wir wieder zwei komplexe Algebrendarstel-
lungen
Cl,_1 =2 CIO 25 Ende (X)),

i = 1,2. Wie im Beweis von i) sind diese Algebrendarstellungen wegen dimc(Xf) = 2%
irreduzibel. Damit sind auch p1|c und pa|go irreduzibel. Da n — 1 gerade ist, folgt aus

Theorem 1.24 i), dass die irreduziblen komplexen Algebrendarstellungen Cl,,_; = CI9 2%
Endc (%), i = 1,2, dquivalent sind. Damit sind auch pilcw, @ = 1,2, dquivalent.
O

Im Folgenden wollen wir Darstellungen von Ci,, auf Spin(n) einschrénken und so Darstel-
lungen der Liegruppe Spin(n) erhalten. Dazu sei zunéchst folgende Bemerkung gemacht:

Bemerkung 1.26 (Spin(n) als Untermannigfaltigkeit) Nach dem Beweis von Satz
1.18 ist Spin(n) eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von C1,,. Mit Hilfe von Proposition
1.13 koénnen wir Spin(n) als eingebettete Untermannigfaltigkeit von Cl,, auffassen, indem
wir Spin(n) mit dem Bild der Einbettung

i: Spin(n) C Cl,, — Cl,, g C = Cl,

identifizieren, wobei Cl,, — Cl,, ®r C wie gewohnlich durch x — £ ® 1 gegeben ist. ¢ ist als
Komposition zweier Einbettungen mit einem Diffeomorphismus selbst eine Einbettung. Es
gilt

i(z1 ... Top) =21 ... - Tog,

mit z; € S CR™, i=1,...,2k, k€ N>1. Diese Identifikation ist also ,natiirlich

Es wird auch wichtig sein, dass wir Spin(n) als eingebettete Untermannigfaltigkeit von
ClI° auffassen kénnen. Dazu nutzt man, dass C19 eine eingebettete Untermannigfaltigkeit
von Cl, ist (da CIY ein Untervektorraum von Cl,, ist) und erhilt, dass Spin(n) auch eine
eingebettete Untermannigfaltigkeit von C1¥ ist. Man bekommt wieder eine Einbettung

Spin(n) € CI2 — CI1% @ C=CIY,

wobei man Cl1% @ C = CI? durch Einschrinkung des Isomorphismus aus Proposition 1.13
erhalt.
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Lemma 1.27 Sein € N>y und seien p;: Cl,, — End¢ (X)), i = 1,2, drreduzible kompleze
Algebrendarstellungen von Cl,,. Dann sind

pi|Spin(n) : Spln(n) - AUtC(E?n)a

i = 1,2, dquivalente Darstellungen der Liegruppe Spin(n).

Bewets. Zunichst handelt es sich nach Bemerkung 1.26 um Darstellungen der Liegruppe
Spin(n). (Die p; sind linear, also glatt.) Falls n gerade ist, folgt aus Theorem 1.24 i), dass
p1 und ps dquivalent sind und damit auch pl’Spin(n) und ps Spin(n)- Wenn n ungerade ist,
folgt aus Satz 1.25 ii), dass pi|co und pico dquivalent sind und deshalb auch wieder

p1|Spin(n) und p2|Spin(n)' O

Nun definieren wir die sogenannte komplexe Spinordarstellung.

Definition 1.28 (Komplexe Spinordarstellung)

i) Sein > 2 gerade und p: Cl, — Endc(X,) eine irreduzible kompleze Algebrendar-
stellung von Cl,,. Dann heifit die Einschrankung von p auf Spin(n) (diese bezeichnen
wir wieder mit p)

p: Spin(n) — Autc(2,)
komplexe Spinordarstellung (in Dimension n).

it) Sein > 1 ungerade und p: Cl,, — Endc(X,,) eine irreduzible komplexe Algebrendar-
stellung von Cl,, mit p(wy,) = idys,,. Dann heifit die Finschrinkung von p auf Spin(n)
(diese bezeichnen wir wieder mit p)

p: Spin(n) — Autc(23,,)

komplexe Spinordarstellung (in Dimension n).

Bemerkung 1.29

i) Die komplexe Spinordarstellung in Dimension n ist eindeutig bis auf Aquivalenz von
Darstellungen. Wir identifizieren dquivalente Darstellungen und sprechen deshalb
von der komplexen Spinordarstellung in Dimension n.

ii) Man konnte in der Definition fiir ungerades n die Bedingung ,,p(wy,,) = ids, “ weglas-
sen und die komplexe Spinordarstellung wéire immer noch eindeutig bis auf Aquiva-
lenz. Diese Bedingung wird aber spéter, bei der sogenannten Clifford-Multiplikation
auf Spinorbiindeln, eine Rolle spielen.

iii) Fur ungerades n > 1 ist die komplexe Spinordarstellung irreduzibel (denn p|@g ist
irreduzibel und aus p(z)(W) C W fur alle z € Spin(n) folgt p(z)(W) C W fiir alle
x € CI%, da Spin(n) eine Vektorraumbasis von CIY enthilt).

Fiir gerades n > 2 ist die komplexe Spinordarstellung reduzibel und sie spaltet auf
in zwei irreduzible Darstellungen der Liegruppe Spin(n)

p~: Spin(n) — Autc(X3).

Dabei sind p* die Einschrinkungen von p* aus Satz 1.25 i) auf Spin(n).
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Ist V ein komplexer Vektorraum, so verstehen wir unter einem Skalarprodukt auf V eine
positiv definite, hermitesche Sesquilinearform.

Proposition 1.30 Sei p: Cl,, — Endc(X,,) eine irreduzible komplexe Algebrendarstellung
von Cl,,. Dann gilt: Jedes Skalarprodukt auf ¥, induziert ein Skalarprodukt (.,.)s, auf¥,,
fiir das gilt:

(p(x) (W), p)z, = — (1, p(x)(9))s,

fiir alle x € R® ¢ C* C Cl,, und alle 1, ¢ € ¥,,. Insbesondere gilt

(p(u) (), p(u)(P))x, = (¥, ¢)s,

fir alle w € Spin(n).
Beweis. Siehe [11, Proposition 2.26 und 2.27]. O

1.4 Spinstrukturen

In diesem Abschnitt definieren wir zunéchst lokal triviale Faserungen und geben ein Lem-
ma zur Konstruktion dieser an, das oft niitzlich sein wird, z.B. wenn wir die sogenannten
Rahmenbiindel konstruieren. Spezialfille von lokal trivialen Faserungen sind Vektorraum-
biindel (grundlegendes Wissen iiber diese wird hier vorausgesetzt) und Hauptfaserbiindel.
Spinstrukturen sind dann schlieflich spezielle Hauptfaserbiindel.

Definition 1.31 (lokal triviale Faserung) Eine lokal triviale Faserung ist ein Tupel
(P, 7, M, F) mit folgenden Eigenschaften

i) F ist eine Mannigfaltigkeit und w: P — M ist eine glatte Abbildung zwischen Man-
nigfaltigkeiten.

ii) Zu jedem x € M gibt es eine Umgebung® U C M von x in M und einen Diffeomor-
phismus ¢: 7= (U) — U x F mit prio¢ = .

Die Mannigfaltigkeit F' nennt man Fasertyp, M heifit Basis und w: P — M Projektion.
Das Paar (U, ¢) aus der Definition nennt man lokale Trivialisierung (iber U ).

Unter einem Schnitt verstehen wir eine glatte Abbildung s: M — P mit mos = idys. Die
Menge der Schnitte bezeichnen wir mit I'(P). Ein lokaler Schnitt ist eine glatte Abbildung
s: U — P mit mo s =1idy, wobei U C M offen ist.

Aus i) folgt: m: P — M ist surjektiv und eine Submersion. Damit ist die Faser tiber
x € M, P, :== n71(x) C P, eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von P (Satz vom
reguliren Wert) und 7),(P,) = ker(dm,) fiir alle p € P,.

Fiir U C M beliebig setzen wir Py := 7~ 1(U).

Lemma 1.32 Seien M und F Mannigfaltigkeiten, P eine Menge und w: P — M eine
Abbildung. Weiter gebe es eine offene Uberdeckung (U;)ie; von M und zu jedem i € I eine
bijektive Abbildung ¢;: 7= (U;) — U; x F mit pri o ¢; = 7, derart, dass

(biod),;l:(UiﬂUk)XF%(UiﬂUk)XF

8Eine Umgebung eines Punktes z ist in dieser Arbeit eine offene Menge, die  enthélt.
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fiir alle i, k € I glatte Abbildungen sind. Dann kann man eine Topologie und Mannigfaltig-
keitsstruktur auf P so definieren, dass (P,m, M, F) eine lokal triviale Faserung wird und
die (U, ¢;)ier lokale Trivialisierungen sind.

Definition 1.33 (Pullback von Faserbiindeln) Sei (P, xw, M, F') eine lokal triviale Fa-
serung und f: N — M eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Dann setzen
wir

[P :={(n,p) € N x P| f(n) = n(p)}.
Wir haben das folgende kommutative Diagramm:

P

ok
N om
wobei T(n,p) == n, f(n,p) := p. Seien (Us, pi)icr lokale Trivialisierungen von P mit
Uier Ui = M. Wir definieren
¢ 7 (TN U)) = fHU) X F,
(n,p) = (n,pra(pi(p)))-

Dann erfillt (f~2(U;), ¢i)ier die Voraussetzungen von Lemma 1.32. Dadurch wird (f*P, 7, N, F')
zu einer lokal trivialen Faserung, dem Pullback von P entlang f. Insbesondere gilt: Ist
(U, ¢) eine beliebige lokale Trivialisierung von P, so ist (f~1(U), ¢) mit

o: 7 (fU)) = 7N U) x
(n,p) = (0, pra((p))).

eitne lokale Trivialisierung von f*P.

Nun koénnen wir lokal triviale Faserungen auch auf Untermannigfaltigkeiten einschrén-
ken:

Definition 1.34 (Einschrdnkung von lokal trivialen Faserungen) Sei (P,m, M, F)
eine lokal triviale Faserung, N C M eine immersierte oder eingebettete Untermannigfal-
tigkeit von M und v: N — M die Inklusionsabbildung. Dann bezeichnen wir den Pullback
von P entlang i als die Einschrénkung von P auf N und schreiben P|y :=i*P.

Da (n,p) € i*P dquivalent ist zu p € 771 (n), n € N, ist es moglich i*P als Menge mit
dem Urbild Py = 7~ 1(NV) zu identifizieren. Wir bemerken, dass P|y und Py formal nicht
gleich sind.

Es sei an folgende Definition erinnert:

Definition 1.35 Sei G eine Liegruppe und P eine Mannigfaltigkeit. Eine Rechtswirkung
von G auf P ist eine glatte Abbildung

PxG— P, (r,9) —» x-g,

mit folgenden Eigenschaften:
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i) (x-g)-h=ux-(gh) fir alle x € P und alle g,h € G.

it) x-e=x fir alle x € P und fir das neutrale Element e € G.

Liegt eine Rechtswirkung von G auf P vor, sagen wir, G wirkt von rechts auf P. Weiter
ist die Rechtswirkung von G auf P einfach transitiv, falls es fiir alle x,y € P genau ein
ge G mitz-g=1y gibt.

Linkswirkungen werden analog definiert. Eine Rechts- oder Linkswirkung von G auf P
nennen wir auch G-Wirkung (auf P).

Definition 1.36 (Hauptfaserbiindel) Fin Hauptfaserbiindel ist ein Tupel (P,m, M,G)
mit folgenden Eigenschaften:

i) G ist eine Liegruppe und w: P — M ist eine glatte Abbildung zwischen Mannigfal-
tigkeiten.

it) Die Liegruppe G wirkt von rechts auf der Mannigfaltigkeit P. Die Wirkung ist faser-
treu (d.h. fiir allep € M, x € 7=Y(p) und alle g € G ist x- g € 7 *(p)) und einfach
transitiv auf den Fasern.

it1) Zu jedem Punkt x € M gibt es eine offene Umgebung U C M wvon x und einen
Diffeomorphismus

¢:mH(U) = U xG, p = (7(p),#(p)),
derart, dass
o(pg) = (m(pg), v(pg)) = (n(p), ¢(p)g)
fiir alle p € 7= 1(U) und alle g € G.

Man nennt G Strukturgruppe. Wollen wir die Strukturgruppe hervorheben, schreiben
wir auch ,,G-Hauptfaserbiindel* anstatt ,,Hauptfaserbiindel“. Das Paar (U, ¢) aus der De-
finition nennt man wieder lokale Trivialisierung (iber U). Manchmal nennen wir (U, ¢)
auch lokale Trivialisierung des Hauptfaserbiindels P um hervorzuheben, dass wir nicht von
einer lokalen Trivialisierung im Sinne von Definition 1.31 sprechen.

Seien (P,wp, M,G) und (Q, mg, M, G) zwei Hauptfaserbiindel. Ein G-dquivarianter Dif-
feomorphismus F': P — @ heifit Isomorphismus von Hauptfaserbiindeln, falls rgo F' = mp
gilt.

Der Pullback eines G-Hauptfaserbiindels ist wieder ein G-Hauptfaserbiindel, wenn wir
(n,p) - g := (n,p-g) fiir (n,p) € f*P setzen. Die lokalen Trivialisierungen aus Definition
1.33 sind dann lokale Trivialisierungen des Hauptfaserbtindels f*P.

Bemerkung 1.37 (Lokale Trivialisierungen und Schnitte) Es gibt folgende, niitz-
liche Beziehung zwischen lokalen Trivialisierungen eines Hauptfaserbiindels und lokalen
Schnitten: Ist (U, ¢) eine lokale Trivialisierung des Hauptfaserbiindels P, so definiert
s(z) := ¢~ 1(z,e), € U, einen lokalen Schnitt. Sei andererseits s: U — P ein lokaler
Schnitt. Dann definieren wir

¢: U xG—n 1(U),
(2, 9) = s(x) - g,
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und behaupten, dass (U, ') eine lokale Trivialisierung des Hauptfaserbiindels P ist. Die
Glattheit von ¢ sieht man leicht und die Bijektivitat ergibt sich daraus, dass die Gruppen-
wirkung einfach transitiv auf den Fasern ist. Um einzusehen, dass ¢ ein Diffeomorphismus
ist, definieren wir auf U x G eine transitive Wirkung von G durch (z,a)- g := (z, ag). Das
macht aus ¢ eine dquivariante Abbildung (auf 7=!(U) haben wir die Wirkung von G auf
P). Aus dem Theorem tiber den Rang von aquivarianten Abbildungen [16, Theorem 7.25]
folgt, dass ¢ konstanten Rang hat und ein Diffeomorphismus ist.

Beispiel 1.38
i) Das triviale G-Hauptfaserbiindel (M x G,pr1, M, G) ist ein Hauptfaserbiindel.

ii) Das Rahmenbindel GLM einer Mannigfaltigkeit M:

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Fiir € M definieren wir

(GLM), := {Basen von T, M}

und setzen

GLM := | | (GLM),
reM

als die disjunkte Vereinigung aller (GLM ),.

Weiter definieren wir eine Abbildung
m: GLM — M, bz,

fir b € (GLM),.
Schliefllich definieren wir eine GL(n,R)-Wirkung auf GLM durch

GLM x GL(n,R) — GLM,

((bl, ... ,bn), A) —> (Z biAila ... 7ZbiAin)7
=1 i=1

wobei (by,...,by,) eine Basis von T, M ist. Die Wohldefiniertheit rechnet man leicht
nach unter Beachtung, dass die Spalten von A linear unabhingig sind. Die Wirkung
ist offenbar fasertreu und einfach transitiv auf den Fasern (fiir zwei Basen b, b’ wéhle
A als die Basiswechselmatrix, dann gilt b- A =V/).

Seien (U;, ¢i)icr lokale Trivialisierungen von T'M mit (J;c; U; = M. Wir definieren

¢i: 7 HUi) — Ui x GL(n,R)
(b1, .. bn) = (@, (0i(b1) - .. 0i(bn)))

wobei (b1, ... by) eine Basis von T, M ist, x € U; und (¢;(b1) . .. pi(by)) die Matrix mit
den Spaltenvektoren ¢;(b;), j = 1,...,n. Dann erfiillt (U, ¢;)icr die Voraussetzun-
gen aus Lemma 1.32 und wir definieren die Topologie und Mannigfaltigkeitsstruktur
auf GLM dadurch.
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iii)

So wird (GLM, 7, M, GL(n,R)) zu einem Hauptfaserbiindel, dem Rahmenbiindel von
M. Insbesondere gilt: Ist (U, ¢) eine beliebige lokale Trivialisierung von T'M, so ist
(U, ¢) mit

¢: 7 HU) = U x GL(n,R)

(b1, bn) = (2, (@(b1) ... (bn)))
eine lokale Trivialisierung von GLM.
Das Biindel der positiv orientierten orthonormalen Rahmen SOM einer orientierten
Riemannschen Mannigfaltigkeit? M:

Sei M eine n-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir x € M
definieren wir

(SOM), := {positiv orientierte Orthonormalbasen von T, M }

und setzen
SOM := | | (SOM),

zeM
als die disjunkte Vereinigung aller (SOM),.

Weiter definieren wir wieder eine Abbildung
m: SOM — M, bz,

fir b € (SOM),.
Analog definieren wir eine SO(n,R)-Wirkung auf SOM durch

SOM x SO(n,R) — SOM,

((bl, ey bn), A) —> (Z biAih ey szAm);
=1 =1

wobei (b1, ..., by,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von T, M ist. Diese Wir-
kung ist fasertreu und einfach transitiv auf den Fasern. (Fiir die Wohldefiniertheit
und die einfache Transitivitdt muss man etwas mehr zeigen als im Fall von GLM,
es folgt aber alles mit Hilfe etwas linearer Algebra.)

Seien (Uy, ¢;)ier lokale Trivialisierungen von T'M, so dass fiir alle ¢ € I und alle
x € U; der Vektorraumisomorphismus ¢;|7,a7: To M — R™ orientierungserhaltend
ist und J;c; U; = M. Um die lokalen Trivialisierungen von SOM zu konstruieren,
miissen wir die ¢; noch ,verbessern®

Dazu wenden wir fiir jedes ¢ € I und jedes x € U; das Gram-Schmidtsche Orthonor-
malisierungsverfahren auf die positiv orientierte Basis

((ilzuar) "M er)s - -5 (@il znr) " en))

von T,M an, wobei (ej,...,e,) die Standardbasis im R™ bezeichne. Die so er-
haltenen positiv orientierten Orthonormalbasen von T, M bezeichnen wir mit

9In dieser Arbeit sind Riemannsche Metriken stets glatt.
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(s(z),...,si(x)) fir z € U, i € I. Es sind dann (U;, $;)ies lokale Trivialisierun-
gen von T'M , wobei

@t U x R™ — TMy,,

n n
(x, Z vgex) Z vgsy ().
k=1 k=1

Nach Konstruktion sind die @;|7,ar: T M — R™ orientierungserhaltende Isometrien.
Nun definieren wir wie im Fall von GL(M):

¢i: 7 (U;) — Ui x SO(n,R)
(b1, .. bn) = (z, (@i(b1) ... @i(bn)))

wobei (b1, ...by,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von T, M ist, x € U;.

Dann erfiillt (U;, ¢;);er die Voraussetzungen aus Lemma 1.32 und wir definieren die
Topologie und Mannigfaltigkeitsstruktur auf SOM dadurch.

So wird (SOM, 7, M, SO(n,R)) zu einem Hauptfaserbiindel, dem Biindel der positiv
orientierten orthonormalen Rahmen von M. Insbesondere gilt: Ist (U, ¢) eine belie-
bige lokale Trivialisierung von T'M, so dass ¢|r,a: ToM — R fiir alle z € U eine
orientierungserhaltende Isometrie ist, so ist (U, ¢) mit

¢: 7 H(U) = U x SO(n,R)
(b1, .y bp) = (x, (p(b1) - .. 0(bp)))

eine lokale Trivialisierung von SOM. Wollen wir die Riemannsche Metrik g auf M
hervorheben, schreiben wir auch SO(M, g) = SOM.

Definition 1.39 (Reduktion) Sei (P,7p, M,G) ein Hauptfaserbiindel und f: H — G
ein Homomorphismus von Liegruppen. Eine f-Reduktion von P ist ein Paar (Q,n) mit
folgenden Figenschaften

i) Q ist ein H-Hauptfaserbindel (Q,mg, M, H).
i) n: Q — P ist eine glatte Abbildung mit mp on = mg.

ii1) n(q-h) =n(q) - f(h) fir alle g € Q und alle h € H.

Definition 1.40 (Spinstruktur) Sei M eine n-dimensionale orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit. Eine Spinstruktur auf M ist eine Ad-Reduktion des Rahmenbiindels
(SOM,m, M,SO(n,R)), wobei Ad: Spin(n) — SO(n,R) die Abbildung aus Proposition
1.15 ist.

Existiert auf M eine Spinstruktur, so nennen wir M zusammen mit einer festen Spin-
struktur Spinmannigfaltigkeit oder wir sagen M ist spin.

Eine Spinstruktur auf M ist also ein Tupel (SpinM,n), wobei n: SpinM — SOM eine
glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten ist und (SpinM, 7, M, Spin(n)) ein Spin(n)-
Hauptfaserbiindel derart, dass das folgende Diagramm kommutiert:
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SpinM x Spin(n) —— SpinM
nxAd n M

SOM x SO(n,R) —= SOM

Dabei sind die horizontalen Abbildungen die Gruppenwirkungen auf den jeweiligen Haupt-
faserbiindeln.

Ist (SpinM,n) eine Spinstruktur auf M, so ist n: SpinM — SOM eine zweifache
Uberlagerung. Um das einzusehen, sei 5: U — SpinM ein lokaler Schnitt. Dann ist
s :=mnod: U — SOM auch ein lokaler Schnitt. Wir erhalten lokale Trivialisierungen
¢ und ¢, gegeben durch

¢~ 1: U x Spin(n) — SpinMy, (x,g9) — 3(x) - g,

und

¢~ U x SO(n,R) — SOMy, (z,A) — s(z)- A,
sieche Bemerkung 1.37. Die Abbildung

ponodt: U x Spin(n) — U x SO(n,R),
(z,9) = (z,Ad(g))

ist eine zweifache Uberlagerung, da Ad: Spin(n) — SO(n, R) eine zweifache Uberlagerung
ist. Da ¢ und ¢ insbesondere Diffeomorphismen sind, ist

n: SpinMy — SOMy

eine zweifache Uberlagerung, und damit auch 7: SpinM — SOM.
Wollen wir die Riemannsche Metrik g auf M hervorheben, schreiben wir auch Spin(M, g) =
SpinM .

Beispiel 1.41

i) Fir alle n € N> ist der R” eine Spinmannigfaltigkeit: Es ist SOR™ = R" x SO(n, R)
und
(SpinR"™, n) := (R™ x Spin(n), idg~ x Ad)

eine Spinstruktur.

Den Isomorphismus SOR™ = R" x SO(n,R) erhélt man wie folgt: Es ist ¢: TR" —
R™ x R™ mit (31, 0! a‘zi lp) = (p,v) die bekannte globale Trivialisierung von TR",
wobei die 8%1 beziiglich der Karte x = idrn gebildet werden. Die Trivialisierung ¢
induziert nach Beispiel 1.38 iii) eine globale Trivialisierung (diese ist unser Isomor-
phismus) SOR™ = R” x SO(n,R), (b1,...,bn) — (p,(b1...by)), wobei (by,...,by)

eine positiv orientierte Orthonormalbasis von T),R™ = R™ ist.
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ii) Wir geben zwei Spinstrukturen auf der Sphiire S' C C an. Zunéchst ist die Projektion
7: SOST — St ein Diffeomorphismus und wir identifizieren der Einfachheit halber
SOS! = St Dann ist n: St — S, n(x) := 2? fiir alle 2 € S* C C, eine Spinstruktur
auf S'. Eine weitere Spinstruktur auf S! ist gegeben durch n = pry: S'x {+1} — S

Beispiel 1.42 (Spinstruktur auf Liegruppen mit linksinvarianten Metriken) Wir
betrachten (G, h), wobei G eine n-dimensionale zusammenhéngende orientierte Liegruppe
und h eine linksinvariante Riemannsche Metrik auf G ist. Wir haben einen Isomorphismus
von Vektorraumbiindeln

p: G xT.G—= TG, (9, X) = d(Ly)X.

(Dabei bezeichnet L, die Linkstranslation mit g.) Da h linksinvariant ist, ist L, eine
Isometrie. Da G zusammenhéngend ist, ist L, orientierungserhaltend. (Genauer: G ist
zusammenhéngend und orientierbar, also gibt es genau zwei Orientierungen auf G. Weiter
gibt es auf G genau zwei linksinvariante Orientierungen, siehe [16, Proposition 15.19].
Damit ist jede Orientierung auf G linksinvariant.) Nach Beispiel 1.38 iii) induziert ¢ eine
globale Trivialisierung

SO(G) = G x SO(n,R)

und (G x Spin(n),idg x Ad) ist eine Spinstruktur auf G.

Definition 1.43 (Aquivalenz von Reduktionen) Sei P ein G-Hauptfaserbiindel,
f:+ H — G ein Homomorphismus von Liegruppen. Zwei f-Reduktionen (Q1,m1) und
(Q2,1m2) von P heiffen dquivalent, wenn es einen Isomorphismus von H-Hauptfaserbindeln
F: Q1 — Q2 mit noo F =1 gibt. Den Isomorphismus F' nennt man Isomorphismus von
Reduktionen.

Aquivalenz von Reduktionen definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der f-
Reduktionen von P. Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit Red ¢(P). Wir
nennen zwei Spinstrukturen auf M dquivalent, wenn sie dquivalent als Reduktionen sind.

Satz 1.44 Sei M eine einfach zusammenhdngende orientierte Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Dann existiert hochstens eine Spinstruktur auf M, wobei wir dquivalente Spinstruk-
turen identifizieren.

Beweis. Siehe [15, Theorem 2.1] O

1.5 Spinorbiindel

In diesem Abschnitt definieren wir sogenannte Spinorbiindel. Das sind zu Spinstrukturen
assoziierte komplexe Vektorraumbiindel. Dazu benétigen wir zunéchst die Begriffe ,asso-
ziiertes Faserbiindel“ und ,,assoziiertes Vektorraumbiindel*.

Definition 1.45 (Assoziiertes Faserbiindel) Sei (P, w, M,G) ein Hauptfaserbindel
und wirke die Liegruppe G von links auf der Mannigfaltigkeit F'. Dann wirkt die Gruppe
G wvon rechts auf der Menge P x F durch

(pv)-g=(-g.9 " ).
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Mit P xg F := (P x F)/G bezeichnen wir den dazugehorigen Faktorraum und mit [p,v]
die Aquivalenzklasse von (p,v). Weiter definieren wir eine Abbildung

7: PxgF — M, [p,v] = m(p).
Seien (Ui, ;)ier lokale Trivialisierungen des Hauptfaserbindels P,
¢i: 7T_1(UZ') — Ul X G,
p = (7(p), pi(p)),
mit U;er Ui = M. Wir definieren fiir jedes i € I eine Abbildung
¢i: 71 (U;) = Ui x F,
[p.v] = (7(p), wi(p) - v).

Dann erfillt (Ui, ¢i)ier die Voraussetzungen von Lemma 1.32 und damit definieren wir
die Topologie und Mannigfaltigkeitsstruktur auf P xXg F'.

Dadurch wird (P xg F,7t, M) zu einem lokal trivialen Faserbiindel, das zu dem Hauptfa-
serbiindel P und der Wirkung assoziierte Faserbiindel. Insbesondere gilt: Ist (U,1)) eine
beliebige lokale Trivialisierung des Hauptfaserbiindels P,

Y: 7N (U) = U x G,
p = (m(p), v(p)),

so ist (U, ) mit

¢: 7Y U) - U x F,
[p,v] = (7(p), ¢(p) - v)

eine lokale Trivialisierung von P xqg F.

Hat die Linkswirkung von G auf F' ,mehr Struktur®, so kénnen wir aus dem assoziierten
Faserbiindel ein Vektorraumbiindel oder ein Hauptfaserbiindel machen. Beide Félle sind
fiir uns wichtig und wir beginnen damit, aus dem assoziierten Faserbiindel ein Vektor-
raumbiindel zu machen:

Definition 1.46 (Assoziiertes Vektorraumbiindel) Sei (P, 7, M,G) ein Hauptfaser-
bindel, V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, K € {R,C} und p: G — GL(V) eine
Darstellung der Liegruppe G. Dann definiert p eine Linkswirkung der Liegruppe G auf der
Mannigfaltigkeit V' durch

g-v:=p(g)(v).

Wir bilden das dazugehdrige assoziierte Faserbiindel P xg V' und setzen
Px,V:=PxgV.

Die Fasern #71(z) = {[p,v]| p € 7 Yx),v € V} werden wie folgt mit einer K-
Vektorraumstruktur versehen: Seien [p,v], [¢,w] € #71(x). Da G auf der Faser n=1(z)
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transitiv operiert, kénnen wir wegen der Definition der Aquivalenzrelation von p = q aus-
gehen. Es ist dann wohldefiniert:

Alp, v] + plp, w] = [p, Av + pa]
fir alle A, p € K. Dadurch wird (P x, V&, M) zu einem K-Vektorraumbiindel, das zu
dem Hauptfaserbiindel P und der Darstellung p assoziierte Vektorraumbiindel, wobei die
(Ui, ¢i)ier aus Definition 1.45 lokale Trivialisierungen des Vektorraumbiindels P xg H
sind.

Beispiel 1.47

i) Fir das triviale G-Hauptfaserbiindel (M x G, pri, M, G) erhalten wir einen Isomor-
phismus von Vektorraumbiindeln

(MxG)x,VEMxV
fiir jede Darstellung p: G — GL(V).

ii) Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Dann gibt es einen Isomorphismus von
Vektorraumbiindeln
TM = GLM x,, R",

wobei

po: GL(n,R) - GL(R"), A (v Av).

Der Isomorphismus ist gegeben durch
n
GLM x,, R™ — TM, (b1, bn), (w1, )] > Y i,
i=1

wobei (b1,...,by) eine Basis von T,M, p € M, ist.

Satz 1.48 Sei f: H — G ein Homomorphismus von Liegruppen und p: G — GL(V') eine
Darstellung der Liegruppe G, wobei V' ein endlichdimensionaler K- Vektorraum ist. Weiter
sei (P,m, M, Q) ein G—Hauplfaserbiindel und (Q,n) eine f-Reduktion von P. Dann ist die
Abbildung

QX (pop) V=P X, V,
g, 0] = [n(q),v],

ein Isomorphismus von Vektorraumbiindeln.

Beispiel 1.49 Sei M eine n-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
erhalten wir nach Satz 1.48 einen Isomorphismus von Vektorraumbiindeln

SOM x, R™ = GLM x,, R",

wobei pg wie in Beispiel 1.47 ist und p; := po| so(n,Rr)- Ist M zusétzlich spin, so erhalten
wir aus Satz 1.48 einen Isomorphismus von Vektorraumbiindeln

SpinM X, 0ad R" 2 SOM x,, R"
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Definition 1.50 (Komplexes Spinorbiindel) Sei M eine n-dimensionale Spinman-
nigfaltigkeit mit Spinstruktur (SpinM,n). Sei p: Spin(n) — Autc(X,) die komplexe Spi-
nordarstellung. Dann ist das zu der Spinstruktur assoziierte komplexe Spinorbiindel das
komplexe Vektorraumbiindel

XM := SpinM x, ¥,.

Schnitte von XM nennen wir Spinoren. (Da Schnitte in dieser Arbeit stets glatt sind,
ist ein Spinor insbesondere eine glatte Abbildung.)
Wollen wir die Riemannsche Metrik g auf M hervorheben, schreiben wir 3(M, g) = X M.

Bemerkung 1.51 Ist n > 2 gerade, so liefert die Aufspaltung der komplexen Spinordar-
stellung p = pt @ p~, pT: Spin(n) — Autc(XF), einen Isomorphismus von Vektorraum-
biindeln

SM2YTM e ¥ M,
wobei ¥* M := SpinM X ot DI

Als Néchstes definieren wir die sogenannte Clifford-Multiplikation auf XM, sowie eine
Biundelmetrik und eine kovariante Ableitung auf X M.

Definition 1.52 (Clifford-Multiplikation auf M) Sei p: Cl,, — Endc(X,) eine
trreduzible komplexe Algebrendarstellung von Cl,. Falls n ungerade ist, gelte zusdtzlich
p(wy) = ids,, . Wir schranken p auf Spin(n) ein (wobei wir die Einschrinkung wie gewohnt
wieder mit p bezeichnen) und bilden das kompleze Spinorbindel M = SpinM x, %,,.
Seix € M und [p,v] € XMy, [q,w] € T, M = SpinM, X p,0AaR". Dann kénnen wir wegen
der Transitivitat der Wirkung von Spin(n) auf den Fasern SpinM, von p = q ausgehen.
Schlieflich definieren wir die (von p induzierte) Clifford-Multiplikation auf XM als

[pow] - [p, 0] = [p, p(w)(v)] € S

Dabei identifizieren wir T'M = SpinM X , .44 R"™ immer durch Verkniipfung des Isomor-
phismus aus Beispiel 1.47 ii) mit den beiden Isomorphismen aus Beispiel 1.49.

Bemerkung 1.53

i) Die komplexe Spinordarstellung ist eindeutig bis auf Aquivalenz von Darstellungen.
Folglich ist das komplexe Spinorbiindel eindeutig bis auf Isomorphie von Vektorraum-
biindeln, die durch Aquivalenz von Darstellungen induziert wird. Konkret realisieren
wir dies wie folgt:

Seien p;: Cl, — Endc(%%), i = 1,2, irreduzible komplexe Algebrendarstellungen
von Cl,,. Falls n ungerade ist, gelte zusétzlich p;(wy) = idy; fiir © = 1,2. Dann sind
die p; dquivalent und es existiert ein Vektorraumisomorphismus F: L — %2 mit
Fopi(z)o F~1 = py(z) fiir alle x € Cl,,. Durch Einschrinkung von p; auf Spin(n)
erhalten wir zwei Wahlen fiir die komplexe Spinordarstellung, diese bezeichnen wir
wie gewohnt ebenfalls mit p;. Sei

Y'M := SpinM x,, %%,
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fir ¢+ = 1, 2. Wir erhalten einen Isomorphismus von Vektorraumbiindeln
F:2'M - 22M,
[p,v] = [p, F(v)].

Vermittels F' identifizieren wir ' M = £2M und es macht deshalb Sinn, wie bei der
komplexen Spinordarstellung von dem komplexen Spinorbiindel zu sprechen.

Weiter bezeichnen wir die von p; auf Y'M induzierte Clifford-Multiplikation mit -;.
Eine kurze Rechnung liefert

F(X-0)=XF(o)

fir alle X € T, M, 0 € ©'M,. Die Clifford-Multiplikationen auf £?*M unterscheiden
sich also nur um den Isomorphismus F. Da wir ¥'M und $2M mit Hilfe von F
identifizieren, unterscheiden sich die Clifford-Multiplikationen in diesem Sinne nicht.

ii) In Bemerkung 1.29 ii) haben wir angemerkt, dass die Bedingung ,p(w,) = idy, “
in der Definition der komplexen Spinordarstellung wichtig ist fiir die Definition der
Clifford-Multiplikation auf 3 M. In i) haben wir gesehen, dass diese Bedingung dazu
da ist, um eine Identifikation der Spinorbiindel zu erhalten, bei der die Clifford-
Multiplikationen gleich sind.

Nehmen wir fiir den Moment an, wir hétten die Bedingung ,,p(wy,) = idy, “ in der De-
finition der komplexen Spinordarstellung weggelassen. Seien n ungerade, p;: Cl, —
Endc(XF), i = 1,2, irreduzible komplexe Algebrendarstellungen von Cl,, mit py (wy,) =
idsy und pa(wp) = —idsz. Dann kénnen wir eine Identifikation der dazugehérigen
Spinorbiindel erreichen, bei der sich die Clifford-Multiplikationen nur um ein Vor-
zeichen unterscheiden. Sei dazu

a: Cl, — CI,

der Algebrenisomorphismus aus Bemerkung 1.9 mit a(vy -...-vg) = (=1)vy-.. . vp.
Dann ist paoa irreduzibel mit (pgoa)(wn) = ids2, d.h. p1 ~ paoa. Wir erhalten einen
Vektorraumisomorphismus F': 31 — 2 mit Fop(z) o F~! = po(a(z)) fiir alle z €
Cl,,. Wir wissen, dass die Einschrinkungen p1|gpin(n) und palgpin(n) dquivalent sind.
Man sieht leicht, dass die Aquivalenz durch F realisiert wird, d.h. F o p; ]Spin(n) (u) o
F~1 = palspin(n) (w) fiir alle u € Spin(n). Sind nun XM und F wie in i), so erhalten
wir

F(X0)=-X - F(0),
d.h. die Clifford-Multiplikationen unterscheiden sich nur um ein Vorzeichen.

iii) Sei n > 2 gerade. Dann vertauscht die Clifford-Multiplikation auf M Die Faktoren
Y*M. Genauer bedeutet das: Sei [p,v] € (XFM),, dh. v € ¥F C ¥, und sei
[p,w] € TyM, w # 0. Dann ist [p,w] - [p,v] = [p, p(w)(v)] mit p(w)(v) € EF (siehe
Beweis von Satz 1.25 1)), also [p, p(w)(v)] € (XTM),.

Proposition 1.54 Sei (e1,...,e,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von T,M,
p € M. Fulls n ungerade ist, sei p € XM, und falls n gerade ist, sei ¢ € ¥+ M,. Dann
gilt

ntl

il Jel-...-en-goch.
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(Um formal ganz korrekt zu sein, missten wir ey - (... (en-@)...) anstatt ey - ... ep - @
schreiben.)

Beweis. Wir wihlen ein Urbild s € SpinM von (ey,...,e,) € SOM unter n, n(s) =

(é1,...,en). Anhand der Definitionen {iberlegt man sich, dass unter TM = SpinM X, 0Ad

R™ gilt: e; = [s, B;] fir i = 1,...,n, wobei (E,..., E,) die Standardbasis im R" bezeich-

net. Es ist ¢ = [s, 0] fiir ein 0 € &, (bzw. o € &} falls n gerade ist) und wir berechnen
ntl

i en- o =[5 p(iE B - E)(0)

=Wwn

O]

Definition 1.55 (Biindelmetrik auf X M) Sei (.,.)s, ein Skalarprodukt auf ¥, gemdf
Proposition 1.30. Dann erklaren wir eine Biindelmetrik auf XM durch

([p.v]s [p, w]) == (v, w)s,,
fir [p,v], [p,w] € M. Fir ¢ € XM definieren wir || := {p, ).

Lemma 1.56 Es gilt
i) X-(Y-9)+Y - (X-¢) = =29(X,Y)y,

fir alle XY € T, M, 1, p € XM,, x € M.

Definition 1.57 (Spinorielle Levi-Civita-Ableitung auf XM) Sei (M,g) spin und
e € I'(XM). Sei weiter b: U — SpinM ein beliebiger lokaler Schnitt. Es gibt eine eindeutig
bestimmte, glatte Funktion f: U — X, mit ¢ = [5, f] auf U. Dann definieren wir eine
kovariante Ableitung V=M auf M durch

Vo= B0 45 3 oV bbb (b0, (13

1<i<j<n

wobei X € TyM, z € U, (by,...,by) :=n(b), n = dimM und VM die Levi-Civita- Ableitung
auf (M, g) bezeichnet. Wir nennen V=M spinorielle Levi-Civita-Ableitung (auf XM).
Wollen wir die Riemannsche Metrik hervorheben, schreiben wir auch VE(9) = y=M
(Spéter werden wir Spinstrukturen auf Hyperflichen N von Spinmannigfaltigkeiten M
definieren und die beiden spinoriellen Levi-Civita-Ableitungen V*¥ und V> miteinan-
der vergleichen. Damit an diesen Stellen keine Verwirrung entsteht, unterdriicken wir die
Mannigfaltigkeit in der Notation fiir die spinorielle Levi-Civita-Ableitung nicht.)

Bemerkung 1.58
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i) Fiir n = 1 erhalten wir V3¢ = [b,df(X)], da die leere Summe als Null definiert
ist.

ii) Aus Bemerkung 1.53 iii) erhalten wir, dass die spinorielle Levi-Civita-Ableitung inva-
riant unter XM ist, d.h. fiir p € T(XEM) ist ViMp € T'(ZEM). Fiir p € T(SFM)
setzen wir

VE M = TR

und erhalten, dass VEM gine kovariante Ableitung auf XM ist.

iii) Wir werden spéter festhalten, dass man die spinorielle Levi-Civita-Ableitung durch
eine sogenannte ,,Zusammenhangsform* erhalten kann, welche von der Levi-Civita-
Ableitung auf M induziert wird.

Ein Spinor ¢ € T'(XM) heifit parallel, wenn VMo = 0 fiir alle X € TM.
Sei A € C. Ein \-Killing-Spinor ist ein Spinor ¢ € I'(XM) mit

Ve =2X ¢
fiur alle X € I'(T'M).

Bemerkung 1.59 (Spinstrukturen und Multiplikation von Metriken mit Kon-
stanten) Sei ¢ € R und sei (SpinM,n) eine Spinstruktur auf (M, ¢g). Wir haben einen
Isomorphismus von Hauptfaserbiindeln

G: SO(M, g) — SO(M, g),
1 1
(bla"'ubn) = (Eb]-"’"gbn)'

Es ist (Spin(M), G o n) eine Spinstruktur auf (M, c%g). Mit diesen Spinstrukturen gilt
2(M, g) = B(M, *g).

Es folgt
vEMg) _ gE(M.cPg)

Bezeichnen wir die Clifford-Multiplikation auf (M, g) mit , - “ und die Clifford-
Multiplikation auf (M, c?g) mit ,,-, so gilt fiir alle p € M, X € T,M, p € 3(M, g), =
E(M7 029)10

1. .
X p=-X7o.
c

Insbesondere erhalten wir:
Ist ¢ € I'(3(M, g)) ein A-Killing-Spinor, so ist ¢ € I'(X(M, ¢?g)) ein 2-Killing-Spinor.

Lemma 1.60 Es gilt
i) VMY -4) = (VYY) - v+ Y- VRMy,
i) Lx () = (V¥M¥,0) + (¥, V3¥ o),
fir alle X, Y e I(TM), ¢, € I'(XM), wobei L die Lieableitung bezeichnet.
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Es sei an folgende Definition erinnert: Ist E ein Vektorraumbiindel mit kovarianter
Ableitung V, so definieren wir dessen Kriimmung beziiglich V als

R(X,Y)p:=VxVyp - VyVxp — Vixy®, (1.4)

fir X, Y e I'(TM) und ¢ € I'(E), wobei [., ] die Lieklammer von Vektorfeldern bezeichnet.
Falls E = T'M das Tangentialbiindel einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist schreiben
wir fiir dessen Kriimmung beziiglich der Levi-Civita-Ableitung auch RM.

Mit R*M bezeichnen wir die Kriimmung von XM beziiglich V> Analog bezeichnen
wir mit RZ*M die Kriimmung von ©*M beziiglich V"M Nach Definition gilt damit

RM (X Y)p = RM(X,YV)p
fiir alle X, Y € I(TM), ¢ € T(X*M).

Lemma 1.61 Sei (M, g) spin und (by,...,by,) eine lokale Orthonormalbasis von (M, g).
Dann gilt

1
REMXY)p=5 > g(RYM(XY)bibj)bi- (b - ),
fir alle X, Y e T(TM), p € T'(EM).

1.6 Zusammenhange in Hauptfaserbiindeln

Fiir den gesamten Abschnitt sei (P, 7, M, G) ein Hauptfaserbiindel. Sei z € M und p € P;.
Dann nennen wir
Ty P := T,(P,) = ker(dmp) C T,P

den wertikalen Tangentialraum von P in p.
Sei g die Liealgebra von G. Die Abbildung

vert
g — TP,

- d
X — X(p) =

(p-exp(tX)),
t=0

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen. (Dabei bezeichnet ,exp* die Exponentialabbil-
dung der Liegruppe G, siehe [5, Kapitel 1].) Insbesondere ist diese Abbildung wohldefiniert,
denn

_4a
Cdt

d

(m(p - exp(tX))) =

dﬁp(X(p» o ~a

m(p) = 0.
t=0

Definition 1.62 (Zusammenhang) Fin Zusammenhang auf (P, 7, M,G) ist eine Zu-
ordnung
P3>p— TPP C T,P

mit folgenden Figenschaften:

i) Fir jedes p € P ist T;mrP C T, P ein Untervektorraum mit

T,P = T)""P & T)°" P.
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it) Die Zuordnung ist rechtsinvariant, d.h. fir alle p € P und alle g € G gilt
Ty' P = d(Rg)T)" P,
wobei Ry: P — P, p— pg.

it1) Die Zuordnung ist glatt, d.h. fir jedes p € P gibt es eine Umgebung U C P von p in
P und Vektorfelder X; € T(TP|y), it =1,...,n, n=dimM, mit

T;lorP = span{Xi(q),..., Xn(q)}
fiir alle g € U.

Liegt ein Zusammenhang vor, nennen wir 7, glorP C T,P horizontalen Tangentialraum
von P in p.

Mit Q(P,g) bezeichnen wir die Menge der 1-Formen auf P mit Werten in g (diese
werden zum Beispiel in [5, Anhang A.2] definiert). Insbesondere gilt: Ist w € Q(P, g), so
ist w,, fiir jedes p € P eine Abbildung w,: T,P — g.

Definition 1.63 (Zusammenhangsform) Fine Zusammenhangsform auf (P, m, M, G)
ist eine 1-Form w € QY (P, g) mit folgenden Eigenschaften:

i) w(X) =X firalle X € g.

it) Riw =ad(g~)w fir alle g € G, wobei ad: G — End(g), g — d(oy) und ag: G — G,
at— gag_l.

Wir schreiben auch kiirzer: ,,Zusammenhang auf P“, bzw. ,,Zusammenhangsform auf P*.
Es besteht folgende Beziehung zwischen Zusammenhéngen und Zusammenhangsformen
auf P:

Satz 1.64 Es gilt:
i) Ist p — Tg‘orP ein Zusammenhang auf P, so definiert
WP(X(]?) ®Y):=X
firallepe P, X €g,Y € Tl?orP eine Zusammenhangsform auf P.
i) Ist w € QY (P, g) eine Zusammenhangsform auf P, so ist
D Tl?orP = ker(wp)
einen Zusammenhang auf P.

Im Folgenden fixieren wir einen Zusammenhang p — Tl?orP auf P.

Definition 1.65 (Horizontales Vektorfeld / Horizontaler Lift) Fin Vektorfeld Z €
[(TP) heif$t horizontal, falls Z(p) € TI?OTP fiir alle p € P.
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Sei X € I'(T'M) ein Vektorfeld. Dann heifit ein Vektorfeld X* € I'(T'P) horizontaler
Lift von X, falls fiir alle p € P gilt:

X*(p) € T} P

und

dmp(X™(p)) = X (7(p))-

Satz 1.66 (Eigenschaften von horizontalen Lifts)

i) Fir jedes Vektorfeld X € I'(T'M) gibt es genau einen horizontalen Lift X* € I'(T'P).
Dieser ist gegeben durch

X*(p) = (dnlpyorp)  (X(x(p)))-
Weiter ist X* rechtsinvariant, d.h. fir alle p € P und alle g € G gilt
d(Rg)X*(p) = X*(p- 9)-
it) Fir alle Vektorfelder X,Y € T'(TM) und alle glatten Funktionen f: M — R gilt

X*4Y* = (X +Y)",
(fX)" = (fom)X",
[X,Y]" = prye ([X7,Y7]).

Genauso kann man auch lokale Vektorfelder oder einzelne Tangentialvektoren horizontal
liften. Der Vollstandigkeit halber halten wir auch das fest:

Ist X: U — TM,U C M offen, ein lokales Vektorfeld (d.h. ein Schnitt X € I'(T'M|y)),
so ist der horizontale Lift von X das lokale Vektorfeld X*: 7=!1(U) — TP gegeben durch

X*(p) := (dnlgyerp) (X (x(0))),

fiir alle p € 7= 1(U).
Sei X € T, M und p € 7 !(z). Dann nennen wir den Tangentialvektor

X* = (dnlgperp)  (X) € T,P
horizontalen Lift von X (zu T,P).

Bemerkung 1.67 (Spinorielle Levi-Civita-Ableitung vermittels Zusammenhangs-
formen) Wir gehen hier kurz darauf ein, wie man die spinorielle Levi-Civita-Ableitung
mit Hilfe von Zusammenhangsformen erhalten kann. Fiir Details verweisen wir auf [11]
und [5]. Sei p: G — GL(V) eine Darstellung der Liegruppe G und V ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum. Fiir jede Zusammenhangsform w auf P kdnnen wir eine kovariante
Ableitung V% auf E := P x, V wie folgt definieren: Sei e € I'(F) und s: U — P ein
lokaler Schnitt von P. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte, glatte Funktion f: U — V'
mit e = [s, f] auf U. Fiir X € T,M, x € U, setzen wir

Vie i= [s, Lcf + pu (w0 8.)(X)) f].
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Sei nun M spin mit Spinstruktur (SpinM,n). Die Levi-Civita-Ableitung auf M induziert
eine Zusammenhangsform w auf dem Hauptfaserbiindel SOM. Dann definiert

&= (Ad,)tow o,
eine Zusammenhangsform auf SpinM. Fiir die spinorielle Levi-Civita-Ableitung V> gilt
VEM — P

wobei hier p: Spin(n) — Autc(3,) die komplexe Spinordarstellung ist.
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2 Konstruktion von Spinstrukturen auf Produkten und
Hyperflachen

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns damit, wie man Spinstrukturen auf dem Produkt
von Spinmannigfaltigkeiten definieren kann und wie man Spinstrukturen auf Hyperfla-
chen von Spinmannigfaltigkeiten erhélt. Ersteres bendtigen wir in Kapitel 5, um eine Sp-
instruktur auf S x S? zu definieren. Spinstrukturen auf Hyperflichen spielen bei unserer
Losungsmethode des Spinorflusses mit Hilfe verallgemeinerter Zylinder eine wesentliche
Rolle.

2.1 Produktspinstruktur
Zunéchst benotigen wir folgende Definition:
Definition 2.1 (Erweiterung) Sei (P, 7, M,G) ein Hauptfaserbindel und f: G — H

ein Homomorphismus von Liegruppen. Dann definiert f eine Linkswirkung der Liegruppe
G auf der Mannigfaltigkeit H durch

g-h:= f(g)h

fir h € H, g € G. Wir bilden das dazugehorige assoziierte Faserbindel P xg H (siehe
Definition 1.45) und definieren darauf eine Rechtswirkung der Liegruppe H durch

(PxgH)x H— P xgH,
(g, al, k) = lg; ah].

Dadurch wird (P xq H,#, M, H) zu einem H-Hauptfaserbindel, der f-Erweiterung von
P, wobei die (Us, ¢;)icr aus Definition 1.45 lokale Trivialisierungen des Hauptfaserbiindels
P xg H sind.

Der néchste Satz besagt, dass Reduktion und Erweiterung von Hauptfaserbiindeln in
gewisser Weise invers zueinander sind.

Satz 2.2 Sei (Q,mg, M, H) ein Hauptfaserbindel und f: G — H ein Homomorphismus
von Liegruppen. Weiter sei (P,n) eine f-Reduktion von @, wobei (P,wp, M,G) ein Haupt-
faserbiindel ist. Dann ist die Abbildung

PxgH—=Q,
[p. h] = n(p)h,

etn Isomorphismus von Hauptfaserbindeln, wobei P Xg H die f-FErweiterung von P ist.

Beispiel 2.3 Seien M und N zwei orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeiten der Di-
mensionen n und m. Dann ist SOM x SON ein SO(n) x SO(m)-Hauptfaserbiindel tiber
M x N. Wir betrachten dessen i-Erweiterung

(SOM x SON) X s0(n,r)xS0(mr) SO(n +m,R),
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wobei

i: SO(n,R) x SO(m,R) = SO(n + m, R),
(A4, B) > (gl g) .

t: SOM x SON — SO(M x N),

durch ¢((b1, ..., bpn), (), ..., 0),)) := (b1,..., by, b, ... 0). (Auf M x N wahlen wir die von
M und N induzierte Orientierung und Riemannsche Metrik.)

Dann ist (SOM x SON, ) eine i-Reduktion von SO(M x N) und nach Satz 2.2 erhalten
wir einen Isomorphismus von Hauptfaserbiindeln

(SOM x SON) X SO(n,R)x SO (m,R) SO(n+m,R) 2 SO(M x N).

Weiter definieren wir

Fiir den Beweis des ndchsten Lemmas erinnern wir zundchst an Ergebnisse aus der
Uberlagerungstheorie.

Satz 2.4 Seien M und N Mannigfaltigkeiten und w: M — N eine Uberlagerung. Weiter
seten M und N zusammenhdngend, sowie B eine weitere zusammenhdngende Mannigfal-
tigkeit und f: B — N eine glatte Abbildung. Dann gilt:

1) Zwei Lifts von f, die in einem Punkt ubereinstimmen, sind gleich. (ngez’ verstehen
wir unter einem Lift von f eine glatte Abbildung f: B — M mit o f = f.)

ii) Seien m € M, b € B mit m(m) = f(b). Dann gibt es genau dann einen Lift f von f
mit f(b) = m, wenn fu(my(B, b)) C ma(mi (M, m)).
Lemma 2.5 Fiir alle n,m € N> gibt es einen Homomorphismus von Liegruppen
¢: Spin(n) x Spin(m) — Spin(n + m)
derart, dass folgendes Diagramm kommutiert:
Spin(n) x Spin(m) —— Spin(n + m)
AdxAdl lAd (2.1)
50(n,R) x SO(m,R) “—= SO(n + m,R)
Dabei ist i die Abbildung aus Beispiel 2.3.

Beweis. Sei zunéchst F: Cl,, — C12, ; der Algebrenisomorphismus aus Lemma 1.12, dann

ist die Einschrankung von F' auf Spin(n)
F': Spin(n) — Spin(n + 1)

glatt und folgendes Diagramm kommutiert:

Spin(n) — Spin(n + 1)

s Jaa

SO(n,R) —’> SO(n + 1,R)
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wobei j durch A — <(1) 2) gegeben ist. Nun beweisen wir das Lemma durch Fallunter-

scheidung:
Fall 1: n = 1, m > 1: Sei ker(Ad) = {£1} C Spin(1 + m). Wir wéhlen F': Spin(n) —
Spin(n + 1) wie oben und definieren ¢: Spin(1) x Spin(m) — Spin(1 + m) durch

o(£1,x) := £1- F(x).

(Wir bemerken, dass der Fall m = 1, n > 1 analog gezeigt werden kann. Man muss den
Algebrenisomorphismus F' nur durch F(x) = e, - (z,0) fiir (eo,...,e,) Standardbasis des
R™! definieren.)

Fall 2: n > 2, m > 2: Wir zeigen die Existenz einer glatten Abbildung ¢: Spin(n) x
Spin(m) — Spin(n + m), die (2.1) kommutativ macht und ¢(e, e) = e erfiillt (wobei e die
neutralen Elemente in den betreffenden Liegruppen bezeichnet). So ein ¢ existiert, falls

(i 0 (Ad x Ad))«(71(Spin(n) x Spin(m))) C Ad,(m (Spin(n + m))) (2.2)

gilt (siehe Satz 2.4 ii)). Diese Inklusion werden wir durch eine weitere Fallunterscheidung
zeigen. Dazu bendtigen wir, dass wir aus Proposition 1.19 ein kommutatives Diagramm

erhalten:

(S — s

T L i“’*

m1(Spin(2)) % 7 (SO(2, R))

Dabei gilt f.(c) = cxc fiir alle ¢ € 7 (S!), wobei wir mit * hier und im weiteren Verlauf des
Beweises die Gruppenmultiplikation in den betreffenden Fundamentalgruppen bezeichnen.
Daraus folgt

Ad,(c) = (g«lic) * (gelic) (2.3)

fir alle ¢ € m1(Spin(2)).
Fall 2.1: n = m = 2: Sei ¢ € 71(Spin(2) x Spin(2)). Dann kénnen wir ¢ = (¢, c2) fir
1, ¢ € m1(Spin(2)) schreiben und mit (2.3) folgt

(Ad x Ad)«(c) = ((gelxc1) * (gelsc1), (gilsc2) * (gilic2)).

Wegen 71 (SO(2 + 2,R)) = Zg folgt, dass (i o (Ad x Ad)), trivial ist, woraus sich (2.2)
ergibt.

Fall 2.2: n =2, m > 3: Sei ¢ € m(Spin(2) x Spin(m)). Dann kénnen wir ¢ = (¢1, 1) fiir
c1 € m1(Spin(2)) schreiben, wobei 1 das neutrale Element in 7 (Spin(m)) = {1} ist. Mit
(2.3) erhalten wir

(Ad x Ad).(c) = ((gslsc) % (gslsc), 1 % 1),

woraus sich wieder die Trivialitdt von (i o (Ad x Ad)), und damit (2.2) ergibt, denn
m1(SO(2 +m,R)) = Zs.
Fall 2.3: n > 3, m > 3: Es ist m1(Spin(n) x Spin(m)) = {1}, woraus direkt (2.2) folgt.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ fir n > 2, m > 2 ein Homomorphismus von Liegruppen
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ist. Dazu bezeichnen m, m und 7 die Multiplikationen in Spin(n) x Spin(m), Spin(n+m)
und SO(n,R) x SO(m,R). Dann ist

pom=mo (¢ X p) (2.4)

zu zeigen. Sowohl ¢ o m als auch m o (¢ x ¢) sind Lifts von i o7 o (Ad x Ad x Ad x Ad)
beziiglich der Uberlagerung Ad. Wegen ¢(e,e) = e stimmen ¢ o m und m o (¢ x ) im
neutralen Element von Spin(n) x Spin(m) x Spin(n) x Spin(m) iiberein und mit Satz 2.4
i) erhalten wir (2.4). O

Definition 2.6 (Produktspinstruktur) Seien M und N zwei Spinmannigfaltigkeiten
der Dimensionen n und m. Seien die Spinstrukturen gegeben durch (SpinM,n;) und
(SpinN, n2). Wir wahlen auf der Mannigfaltigkeit M x N die von M und N induzier-
te Orientierung und Riemannsche Metrik. Dann definieren wir wie folgt eine Spinstruktur
(Spin(M x N),n) auf M x N:

Spin(M x N) ist die p-Erweiterung von SpinM x SpinN,

Spin(M x N) := (SpinM X SpinN) Xgspin(n)xSpin(m) SPIn(n +m),
wobei ¢ die Abbildung aus Lemma 2.5 ist und n ist definiert durch

n: Spin(M x N) — (SOM x SON) X SO(n,R)x SO(m,R) SO(n+ m,R) =SO(M x N)
[(, ), u] = [(m(2), n2(y)), Ad(u)]

fiir alle € SpinM, y € Spin(N), u € Spin(n + m). (Spin(M x N),n) heifit Produkt-
spinstruktur.

2.2 Spinstrukturen auf Hyperflachen

In diesem Abschnitt beschreiben wir, wie man Spinstrukturen auf Hyperflichen von Spin-
mannigfaltigkeiten erhalt. Als Referenz diente [4].

Sei M eine (n + 1)-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Sei N C M
eine orientierte Riemannsche Hyperflache von M (immersiert oder eingebettet). Dann
gibt es ein eindeutig bestimmtes Einheitsnormalenfeld v entlang N (d.h. einen Schnitt
v: N — TM|y mit ||v| =1und v, LT, N fiir alle p € N) derart, dass eine Basis (b1, ..., by)
von T, N positiv orientiert ist, genau dann, wenn (1, b1,...,by,) eine positiv orientierte
Basis von T, M ist, p € N.

Sei nun M zusétzlich eine Spinmannigfaltigkeit mit Spinstruktur (SpinM,n). Dann er-
halten wir eine Spinstruktur (SpinN,7n) auf N wie folgt: Zunéchst betrachten wir den
Pullback

i*(SpinM | n) . SpinM | N

i i

SON L. SOM|y

wobei

i: SON — SOM|y,
(bl,...,bn) — (I/,bl,...,bn).
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(Beachte: 7 ist eine zweifache Uberlagerung, also ist n: SpinM|y — SOM]|y eine lokal
triviale Faserung.) Wir definieren SpinN als Mannigfaltigkeit durch

SpinN := i*(SpinM |y )

und zeigen folgendes Lemma;:

Lemma 2.7 Auf der Mannigfaltigkeit SpinN ezistiert die Struktur eines Spin(n)-
Hauptfaserbiindels.

Beweis. Als Projektion von Spin/V setzten wir

m: SpinN — N,
(b, z) = m(x),

wobei 7: SpinM — M die Projektion von SpinM ist. Wir haben ein kommutatives Dia-
gramin

Spin(n) — > Spin(n + 1)

lAd lAd
SO(n,R) —> SO(n + 1, R)

(sieche Anfang des Beweises von Lemma 2.5). Die Wirkung von Spin(n) auf Spin/V erkldren
wir durch

(b,x) - g := (b- Ad(g), z - F(g)) (2.5)

fir (b,z) € SpinN C SON x SpinM |y und ¢g € Spin(n). Diese Wirkung ist fasertreu.
Wir zeigen nun, dass sie einfach transitiv auf der Fasern ist. Seien dazu (b, z), (b, %) €
(SpinN),, p € N. Dann gilt x, & € (SpinM),. Wegen i(b) = n(x), i(b) = n(&) folgt i(b),
i(b) € (SOM|N)p, also b, b € (SON),. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes A € SO(n, R)
mit

b-A=b

Seien g1 und gs die beiden Urbilder von A unter Ad, dann haben wir
b-Ad(gi) = b

fiir ¢ = 1, 2. Weiter erhalten wir fiir i = 1, 2:

n(x - F(gi)) = n(x) - Ad(F(g:)) = i(b) - j(Ad(g:)) = i(b) - 7(A) = i(b) = n(Z).

(Dabei haben wir beim ersten Gleichheitszeichen verwendet, dass (SpinM,7) eine Ad-
Reduktion ist.) Also haben z - F'(g1), « - F'(g2) und Z das gleiche Bild unter n. Da 7 eine
zweifache Uberlagerung ist und z - F(g1) # z - F(g2) gilt (da g1 # g2, F injektiv ist und
die Wirkung von Spin(n + 1) auf (SpinM), einfach transitiv ist) folgt nach eventueller
Umnummerierung der g;

=N

x-Flg1) =
z - F(g2)

N
Sz
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Damit haben wir (b, z) - g1 = (b, Z) gezeigt und dass es nur eine Wahl von g; gibt.

Sei nun s: U — SON ein lokaler Schnitt mit U C N offen und einfach zusammen-
hingend. Dann wissen wir aus der Uberlagerungstheorie, dass es eine glatte Abbildung
5: U — SpinN gibt, so dass folgendes Diagramm kommutiert

SpinN
.
U—>~SON

(Mit 7 ist auch 7 eine zweifache Uberlagerung, da der Pullback den Fasertyp erhilt.) Man
tiberlegt sich leicht, dass (7 o §)(p) = p fiir alle p € U. Als Néchstes zeigen wir, dass

¢: U x Spin(n) — SpinNy,
(p,g) = 3(p) - 9,

ein Diffeomorphismus ist. Dazu betrachten wir das kommutative Diagramm

U x Spin(n) L SpinNy;

\LidUXAd iﬁ

U x SO(n,R) 2~ SONy

wobei ¢(x, A) := s(x) - A die durch s induzierte lokale Trivialisierung ist (siche Bemer-
kung 1.37). Die vertikalen Abbildungen sind lokale Diffeomorphismen und ¢ ist ein Dif-
feomorphismus, folglich ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist. Da ¢ bijektiv ist, ist ¢
ein Diffeomorphismus. Wir erhalten, dass (SpinN, 7, N, Spin(n)) mit der durch (2.5) defi-
nierten Wirkung und den lokalen Trivialisierungen (U, ¢~!) ein Spin(n)-Hauptfaserbiindel
wird. O

Wir wéahlen auf SpinN die durch den Beweis von Lemma 2.7 definierte Struktur ei-
nes Spin(n)-Hauptfaserbiindels und erhalten eine Spinstruktur (SpinN,7) auf N, die von
(SpinM,n) auf N induzierte Spinstruktur.

Folgender Satz ist im weiteren Verlauf der Arbeit von zentraler Bedeutung:

Satz 2.8 Sei M eine (n + 1)-dimensionale Spinmannigfaltigkeit mit Spinstruktur SpinM
und N C M eine orientierte Riemannsche Hyperfliche von M. Wir wdhlen v wie oben
und versehen N mit der von SpinM induzierten Spinstruktur.

i) Sein > 2 gerade. Dann gibt es einen Isomorphismus von Vektorraumbiindeln
o: XM|ny — XN,
derart, dass fir allep € N, p € (XM|n)p, X € T,N C T,M gilt:
D(vp m (X ) = X v B(0),

wobei -pr (bzw. - ) die Clifford-Multiplikation auf XM (bzw. ¥N ) bezeichnet. Weiter
gilt fir alle X € T,N C T,M und alle ¢ € T(XM|n)

VMo = 0 (VY B(g) — v ar (W(X) ).
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Dabei ist W die Weingartenabbildung von N beziglich v. Wir kénnen die Biindel-
metriken auf XM und XN so wdhlen, dass fir alle ¢, 0 € XM |y

(p,0) = ((p), (0))
gilt.
it) Sein > 1 ungerade. Dann gibt es einen Isomorphismus von Vektorraumbiindeln
®: ST M|y — XN,
derart, dass fir allep € N, ¢ € (XTM|N)p, X € T,N C T,M gilt:
Oy (X 2 9) = X -x B(),

wobei -pr (bzw. -n ) die Clifford-Multiplikation auf XM (bzw. XN ) bezeichnet. Weiter
gilt fir alle X € T,N C T,M und alle ¢ € (T M|n)

VY Mo = 27 (TRVR(0)) — v ar (WX ar )

Wir konnen die Biindelmetriken auf XM und XN so wdhlen, dass fir alle p, o €
ST M| N
(p,0) = (B(p), (0))

gilt.

Beweis. Zu i): Sei n > 2 gerade. Sei p: Cl,41 — Endc(X,41) eine irreduzible komplexe
Algebrendarstellung von Cl,, 11 mit p(w,41) = idy,,,, und F: Cl,, — (Cl?H_l der Algebre-
nisomorphismus aus Lemma 1.11. Dann ist p o I eine irreduzible komplexe Algebrendar-
stellung von Cl,,. Da zuséatzlich (SpinN, pra) eine (F': Spin(n) — Spin(n + 1))-Reduktion
von SpinM |y ist, erhalten wir aus Satz 1.48

YM|n = SpinM|n X, Ept1 = SpinN X pop Xpy1 = LN.

Diesen Vektorraumbiindelisomorphismus bezeichnen wir mit ®. Nun iiberlegen wir uns,
wie sich die Clifford-Multiplikationen unter ® verhalten. Dazu bezeichnen wir mit I den
Isomorphismus

TM = GLM x,, R"™ 2 SOM x,, R"*! 22 SpinM x ;000 R"1?,

der sich aus Beispiel 1.47 ii) und Beispiel 1.49 ergibt. Sei (b1, ..., by) eine beliebige positiv
orientierte Orthonormalbasis von T, N C T, M. Wir wihlen b € (SpinM )p derart, dass
n(b) = (vp, b1,...,by). Dann iiberlegt man sich anhand der Definition von I, dass

I(bi) = [b, e,
I(Vp) = [B’ 60]7

fiir i = 1,...,n, wobei (eg,...,e,) die Standardbasis im R"™! bezeichnet. Sei X € T,N C

Tp,M. Dann gilt I(X) = [b, (0,v)] mit v € R™. Sei jetzt noch ¢ € (XM |y), beliebig. Dann

kénnen wir ¢ = [b, o] fiir ein o € ¥4 schreiben. Bezeichnen wir mit -p; (bzw. -n) die
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durch p (bzw. po F) induzierte Clifford-Multiplikation und b := ((by, ..., b,),b) € SpinN,
so berechnen wir
vpar (X a1 ) = vp aa [0, p(0,0)(0)]
= [b, eo] a1 [b, (0,
= [b, p(eo - (0,0))(0)]
=[b, (po F)(v)(0)]

wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen verwendet haben, dass b; — [3, e;] unter TN =
SpinN X, 0ad R", i =1,...,n, (e1,...,e,) Standardbasis des R”. Wir haben also gezeigt:

O(vp-m (X -m ) = X - D(p).

Sei nun v = (vy,...,v,): V. — SON ein lokaler Schnitt. Nach eventueller Verkleinerung
von V gibt es einen lokalen Schnitt b = (bg,...b,): U — SOM mit V C U, b;|y = v; fur
i=1,...,nund by|y = v|y. Weiter sei p € I'(XM|x) und p € V fest gewahlt. Wir setzten
¢ lokal um p zu einem Schnitt von XM fort und kénnen ¢ = [b, f] fiir eine durch ¢ und b
eindeutig bestimmte glatte Funktion f schreiben, wobei b ein lokaler Schnitt von SpinA/
mit 7(b) = b ist. Fiir alle X, Y € T(TN) haben wir die Identitét

VY = VY + g(W(X),Y)r.

(Dabei bezeichnet g die Riemannsche Metrik auf M bzw. N.) Damit berechnen wir, dass
firl=1,...,n in p gilt:

> g(Vlbi,bi)bi ar (b ar @)

0<i<j<n

Zn: W (b )
>

N | =

VMo = [b,df ()] +

= [b, df ()]

N)\»a

1

+5 9(V3)bi, b)b; -ar (bj -ar ©)

1<i<j<n

= df )+ W) ar s @)+ 30 (T bbb (b ar o)

1<i<j<n
(VRN e(p))
v (W(bi) ar )

Dabei ergibt sich * aus
bin (05 - 0) = v ng (bi-ar (Voar (bj a1 )
=vn (bi-m @by ()
=0 (b -n bj -n D(0))
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und ®(¢) = [(v,b]y), f]. Die Aussage iiber die Biindelmetriken folgt unter Beachtung, dass
® die ¥, 1-Komponente unverandert lasst. (Wichtig ist lediglich, dass man bei ¥M und
YN jeweils das gleiche Skalarprodukt auf 3,1 wéhlt.)

Zu ii): Sei n > 1 ungerade. Sei p: Cl,,+1 — Endc(X,41) eine irreduzible komplexe Al-
gebrendarstellung von Cly,11. Sei pT: Cl9; — End¢(;, ) die irreduzible komplexe Al-
gebrendarstellung aus Satz 1.25 i). In dessen Beweis haben wir gesehen, dass p*(wp41) =
idELf Wegen F(w,) = wpy1 (dies gilt, da n ungerade ist) ist p™ o F' eine irreduzible

komplexe Algebrendarstellung von Cl,, mit (p* o F)(wy,) = idg+ - Wir erhalten
n—+

ST M|y = SpinM|y X Z:{H = SpinN X ,top E:LFH = YN,

wobei wir diesen Vektorraumbiindelisomorphismus wieder mit ® bezeichnen. Bezeichnen
wir mit -p; (bzw. -n) die von p (bzw. pT o F) induzierte Clifford-Multiplikation auf XM
(bzw. ¥N), so erhalten wir wie oben

D(vpm (X -m ) =X N O(p)

fir X € T,N C T,M, ¢ € (X" M|n), C (¥M|n)p. Die Aussagen iiber die spinoriellen
Levi-Civita- Ableitungen und die Biindelmetriken erhélt man ebenfalls analog zum Beweis
von 1i). O
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3 Topologische Spinstrukturen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit sogenannten topologischen Spinstrukturen.
Diese werden im Zusammenhang mit den verallgemeinerten Zylindern eine Rolle spielen.
Grob formuliert kann man sich unter einer topologischen Spinstruktur eine Art Spinstruk-
tur vorstellen, die die Riemannsche Metrik ,nicht sieht“. Wir beginnen damit, aus dem
Rahmenbiindel SOM die Riemannsche Metrik ,,zu entfernen®

Sei M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit. Dann kénnen wir auf M das
Biindel der positiv orientierten Rahmen GLTM erkliren. Man geht dabei analog zu Bei-
spiel 1.38 vor. Der Vollstandigkeit halber machen wir das noch einmal etwas ausfiihrlicher:
Fir jedes x € M definieren wir

(GLTM), := {positiv orientierte Basen von T,, M}

und GLTM := ||,/ (GLTM),. Die Projektion ist wieder gegeben durch 7 (b) := z fiir
b€ (GLTM), und die Gruppenwirkung durch

GLtM x GL*(n,R) — GLTM,

((bl, . ,bn),A) — (Z biAi1, ... ,ZbiAm),
i=1 i=1

wobei (b1, ...,by,) eine positiv orientierte Basis von T, M ist.

Seien (U;, ¢i)ier lokale Trivialisierungen von 7'M mit (J;c; U; = M, so dass fiir alle i € T
und alle x € U; der Vektorraumisomorphismus ¢;|7,as: T M — R™ orientierungserhaltend
ist. Wir definieren

¢i: mH(U;) = Uy x GLT(n,R)
(01,5 bn) = (2, (@i(b1) - i (bn)))

wobei (b, ...by) eine positiv orientierte Basis von T, M ist, z € U; und (p;(b1) ... pi(bn))
die Matrix mit den Spaltenvektoren ¢;(b;), j = 1,...,n. Dann erfiillt (U;, ¢;);cr die Vor-
aussetzungen aus Lemma 1.32 und wir definieren die Topologie und Mannigfaltigkeitss-
truktur auf GL™M dadurch.

So wird (GL* (M), m, M, GL*(n,R)) zu einem Hauptfaserbiindel, dem Biindel der posi-
tiv orientierten Rahmen von M. Insbesondere gilt: Ist (U, ¢) eine beliebige lokale Triviali-
sierung von T'M, so dass ¢|r,a: T M — R™ fiir alle 2 € U orientierungserhaltend ist, ist
(U, ¢) mit

¢: w1 (U) = U x GLT(n,R)
(b1, n) = (2, (@(b1) ... (bn)))

eine lokale Trivialisierung von GL* M.

Als Néchstes brauchen wir einen Ersatz fiir Ad: Spin(n) — SO(n,R). Dazu definieren
wir eine Abbildung

0: GL*(n,R) — GL*(n,R)

wie folgt:
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o Fiir n = 1 setzten wir §\/L+(1,R) = Ry x {£1}, wobei Ry = (0,00), 8(z,£1) :=
T € GL+(1,R> = R+.

o Fiirn=2ist6: (5};(2, R) — GLT(2,R) die zusammenhiingende zweifache Uberla-
gerung der Liegruppe GLT (2, R). (Erinnerung aus der Uberlagerungstheorie: Es gibt
eine bijektive Zuordnung zwischen Aquivalenzklassen zusammenhingender Uber-
lagerungen X % GL* (2,R) und (Konjugationsklassen von) Untergruppen von
m1(GLT(2,R)) = Z, wobei p die Untergruppe p.(m1(X)) zugeordnet wird. Sei nun
X % GLT(2,R) die zusammenhingende Uberlagerung mit p(m (X)) = 2Z. Da 27
ein Normalteiler in Z ist, ist p eine normale Uberlagerung. Dann ist die Blitterzahl
von p gleich dem Index von 2Z in Z, also 2. Damit ist p eine zusammenhangende zwei-
fache Uberlagerung, was die Existenz zeigt. Zur Eindeutigkeit: Sei X 2 GLT(2,R)
eine zusammenhingende zweifache Uberlagerung. Da Z genau die Untergruppen nZ,
n € N, hat, gilt p,(m (X)) = nZ fiir ein n € N. Dann ist p normal, da nZ ein Nor-
malteiler in Z ist. Folglich ist die Blatterzahl von p gleich n, d.h. n = 2. Damit ist p
eindeutig bis auf Isomorphie.)

e Fiir n > 3 definieren wir 0: GL* (n,R) — GL™(n,R) als die universelle Uberla-
gerung der Liegruppe GLT(n,R). (Die universelle Uberlagerung ist immer normal,
damit ist ihre Blétterzahl gleich der Méchtigkeit von 1 (GL*(n,R)). Fiir n > 3 gilt
m1(GLT(n,R)) = Zs, also ist die universelle Uberlagerung in diesem Fall zweiblétt-

rig.)

Definition 3.1 (topologische Spinstruktur) Sei M eine n-dimensionale orientier-
te Mannigfaltigkeit. FEine topologische Spinstruktur auf M ist eine 6-Reduktion wvon
(GL™M, 7, M,GL" (n,R)).

Um topologische Spinstrukturen von Spinstrukturen im Sinne von Definition 1.40 zu
unterscheiden, nennen wir Letztere auch metrische Spinstrukturen. Genauer:

Metrische Spinstruktur = Spinstrukur = Definition 1.40
Topologische Spinstruktur = Definition 3.1

(Insbesondere verwenden wir den Begriff , Spinstruktur® nicht als Oberbegriff fiir beide
Definitionen.)

—~

Ist (GLTM,n) eine topologische Spinstruktur auf M, so ist n: GLTM — GLTM eine
zweifache Uberlagerung. Dies beweist man wie im Fall von metrischen Spinstrukturen un-
ter Verwendung, dass 6 eine zweifache Uberlagerung ist.

Als Néchstes wollen wir uns damit beschéftigen, wie topologische und metrische Spin-
strukturen zusammenhéngen.

Lemma 3.2 Sei n € N>i. Dann gibt es genau einen injektiven Homomorphismus von
Liegruppen

j: Spin(n) — C/ﬁ;(n,R)
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derart, dass folgendes Diagramm kommutiert:

Spin(n) 7, é\ﬁ(n, R)
J{Ad le (3.1)
SO(n,R) ——> GL*(n,R)

Dabei ist i: SO(n,R) — GLT(n,R) die Inklusion. Weiter gilt

§(Spin(n)) = 671(SO(n,R)). (3.2)

Beweis. Sei n = 1. Dann zeigt man sofort, dass es nur einen injektiven Homomorphismus
von Liegruppen j: Spin(1) — GL*(1,R) gibt, so dass (3.1) kommutiert. Fir den Rest des
Beweises sei also n > 2. Wir zeigen zunéchst:

(i o Ad), (m1(Spin(n))) C 04 (71 (GL+(n, R))). (3.3)

Fiir n > 3 ist Spin(n) einfach zusammenhéngend und (3.3) ist klar. Sei n = 2. Dann haben
wir 9*(7r1((/154/r (2,R))) = 2Z (siehe Definition von #) und in Verbindung mit Proposition
1.19 folgt (3.3). Damit existiert nach Satz 2.4 ii) fiir alle n > 2 eine glatte Abbildung
j: Spin(n) — C/JEJ/F(n, R) mit j(e) = e, wobei e die neutralen Elemente in den betreffenden
Liegruppen bezeichnet.

Als Néchstes zeigen wir, dass j ein Gruppenhomomorphismus ist. Dazu bezeichnen wir
mit m, m und 7 die Multiplikationen in Spin(n), éii(n, R) und SO(n,R). Wir miissen
also

jom=mo (jxj) (3.4)

zeigen. Sowohl j o m als auch m o (j x j) sind Lifts von ¢ o M o (Ad x Ad) beziiglich der
Uberlagerung 6. Wegen (jom)(e,e) = (mo(jx j))(e,e) und Satz 2.4 i) erhalten wir (3.4).
Zur Eindeutigkeit von j: Aus Satz 2.4 i) folgt, dass es hochstens eine Abbildung
j: Spin(n) — le\//*(n,R) mit j(e) = e geben kann, die (3.1) kommutativ macht.
Zur Injektivitdt von j: Wir zeigen die Injektivitdt von j durch Liften von passenden
Wegen. Dazu benétigen wir:

(*) Es gilt i71(0, (71 (GL* (n,R)))) C Ad, (71 (Spin(n))).

Um (%) einzusehen, verwenden wir, dass i: SO(n,R) — GL'(n,R) eine Homotopieiqui-
valenz ist, d.h. i, ist ein Isomorphismus. Sei n = 2. Dann ist i;l(ﬁ*(m(azjr(Q,R)))) =
i, 1(2Z) = 2Z = Ad.(m (Spin(n))) nach Definition von 6 und wegen Proposition 1.19. Fiir
n >3 st ir (0, (m (GLT(n,R)))) = iz 1(e) = {e} C Ad,(m1(Spin(n))) und (x) ist gezeigt.
Seien nun a,b € Spin(n) mit j(a) = j(b). Aus der Kommutativitdt von (3.1) folgt
Ad(a) = Ad(b). Sei v: [0,1] — Spin(n) ein Weg mit v(0) = @ und (1) = b. (Wir werden
zeigen, dass 7y geschlossen ist.) Die Wege jo~, fojoy =ioAdo~ und Ad o~ sind
geschlossen und definieren damit Elemente in den betreffenden Fundamentalgruppen. Aus
(%) folgt [Ad o v] € Ady(m(Spin(n))), denn ix([Adoy]) = [ioc Adoy] = [fojory] =
0.([j o)) € 0. (m(é};(n,R))), d.h. es gibt einen geschlossenen Weg 4: [0, 1] — Spin(n)
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mit 4(0) = a derart, dass Ad o4 homotop ist zu Ad o~. Dann miissen die beiden Lifts 4
und v die gleichen Endpunkte haben (Monodromielemma). Das bedeutet

b=~(1) =51) =4(0) = q,
d.h. j ist injektiv.
Es bleibt (3.2) zu zeigen: Die Inklusion j(Spin(n)) C 71(SO(n,R)) folgt direkt aus
der Kommutativitdt von (3.1). Die umgekehrte Inklusion kann man wie folgt einsehen:

Sei z € 671(SO(n,R)) und seien u; und us die beiden verschiedenen Urbilder von 6(z) €
SO(n,R) unter Ad. Es folgt

0(j(u1)) = i(Ad(u1)) = 0(x) = i(Ad(u2)) = 0(j(uz)),

d.h. j(u1), j(uz) und x haben das gleiche Bild unter 6. Da @ eine zweifache Uberlagerung
ist und wir aus der Injektivitat von j erhalten, dass j(u1) # j(u2), muss x = j(u;) fir ein
i = 1,2 gelten, d.h. z € j(Spin(n)). O

Differenzieren wir (3.1), so erhalten wir, dass j eine Immersion ist. Wegen der Kompakt-
heit von Spin(n) folgt daraus, dass j eine Einbettung ist (siehe z.B. [16, Proposition 4.22]).
Weiter ist j(Spin(n)) C @(n,R) eine Lie-Untergruppe und j: Spin(n) — j(Spin(n)) =
6=1(SO(n,R)) ein Isomorphismus von Liegruppen (vergleiche [16, Proposition 7.17]). Wir
koénnen 6 also in gewisser Weise als eine ,,Erweiterung® von Ad ansehen.

Fir die Notation im folgenden Satz erinnern wir daran, dass wir mit Redaq(SOM)
die Menge von dquivalenten Spinstrukturen auf M bezeichnen und mit Reds(GLT M) die
Menge von dquivalenten topologischen Spinstrukturen auf M. (Siehe nach Definition 1.43.)

Satz 3.3 (Wechsel zwischen topologischen und metrischen Spinstrukturen) Sei
M eine n-dimensionale orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

i) Ist (SpinM,n) eine metrische Spinstruktur auf M, erhalten wir eine topologische Sp-

—~

instruktur (GLT M, 7)) auf M wie folgt: Wir definieren GLTM als die j-Erweiterung

—_~—

GL*M := SpinM Xgpin(m) GLT(n, R),
wobet j der Homomorphismus von Liegruppen aus Lemma 3.2 ist. Weiter erkldren
wir n durch
7i: GLTM — SOM X go(mp) GL* (n,R) = GL* M,
[z, A] = [n(2), 0(A)] = n(x) - 6(A),
wobei wir SOM beziiglich der Inklusion i: SO(n,R) — GLT(n,R) erweitert haben.

ii) Ist (GLTM,7) eine topologische Spinstruktur auf M, erhalten wir eine metrische
Spinstruktur (SpinM,n) auf M wie folgt: SpinM ist die Einschrinkung der lokal

—_~

trivialen Faserung 17: GLTM — GLYM auf SOM,

SpinM = (GLTM)|son-

Dann setzen wir n(b,x) := b fir alle (b,z) € SpinM C SOM x GLYM. Wir kén-
nen auf SpinM die Struktur eines Spin(n)-Hauptfaserbindels derart definieren, dass
(SpinM,n) eine Spinstruktur auf M wird.
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it1) Die in i) und ii) beschriebenen Vorgange definieren wohldefinierte Abbildungen
R: Redaq(SOM) — Redg(GLT M),

MR!: Redg(GLTM) — Redaq(SOM),

welche invers zueinander sind.

Beweis. Zu i): Der Isomorphismus von Hauptfaserbiindeln SOM X go(,r) GL (n,R) =
GL*M ergibt sich aus Satz 2.2. Fiir den Rest beachte man, dass (3.1) kommutiert.

Zu ii): 7: GL™M — GL*M ist eine zweifache Uberlagerung, also eine lokal triviale
Faserung. Damit SpinM wohldefiniert ist, miissen wir zeigen, dass SOM C GLTM eine
Untermannigfaltigkeit ist. Wir zeigen, dass die Inklusion ¢: SOM — GL*M eine Einbet-
tung ist. Dazu wéhlen wir lokale Trivialisierungen (Uy, ¢;)jer von SOM mit U, U; = M,
wie wir sie in Beispiel 1.38 iii) konstruiert haben. Dann sind (Uj, ¢;) auch lokale Triviali-
sierungen von GL™ M und wir erhalten fiir jedes j € I ein kommutatives Diagramm

(SOM)y, (GL* M)y,

l(bj J{(f’j (3.5)
idy
UxSO(n]R)HU x GL*(n,R)
Da die Inklusion i: SO(n,R) — GLT(n,R) eine Einbettung ist, erhalten wir aus der
Kommutativitit von (3.5), dass ¢ eine Immersion ist und ¢: (SOM)y, — (GL* M)y, eine
topologische Einbettung. Wir zeigen, dass ¢: SOM — +(SOM) eine offene Abbildung (und
damit ein Homéomorphismus) ist. Sei dazu W C SOM offen. Dann ist «(W N (SOM)y;)

offen in ¢((SOM)y,), woraus wir nach der Definition der Teilraumtopologie eine Menge
Vj C (GLT M)y, erhalten, die offen ist in (GL™M)y, (und damit auch in GL* M) und

UW N (SOM)y,) = V5 N((SOM)y;)
erfiillt. Wir erhalten
LW N (SOM)y,) = V; 0u((SOM)y;) = Vi N (SOM),
woraus folgt:
(W) = «(W) N o(SOM)
=u(W)n L(JLEJ](SOM)UJ)
U (W N (SOM)y,)

= v N (SOM))
IS
(U ) N(SOM).

J€el

Damit ist ¢(W') offen in «(SOM ). Folglich ist ¢: SOM — «(SOM) eine offene Abbildung und
t: SOM — GL*M eine topologische Einbettung. Also ist :: SOM — GL™M insgesamt
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eine Einbettung und SOM C GLTM eine eingebettete Untermannigfaltigkeit. Gehen wir
analog zum Beweis von Lemma 2.7 vor, erhalten wir auf Spin M die Struktur eines Spin(n)-
Hauptfaserbiindels, d.h. wir machen folgende Definitionen: Ist (b, ) € SpinM, b € SOM,

x € GLT M, so definieren wir die Projektion von SpinM als

w: SpinM — M,
(b, z) = m(z),

— —

wobei m: GL™M — M die Projektion von GLTM ist. Ist g € Spin(n), so definieren wir
die Wirkung von Spin(n) auf SpinM durch

(byz) - g:=(b-Ad(g),z-j(9)),

wobei j wie in Lemma 3.2 ist. (Dass diese Wirkung einfach transitiv auf den Fasern
ist, kann man ganz analog zum Beweis von Lemma 2.7 zeigen.) Schlielich erkliren wir
die lokalen Trivialisierungen von SpinM wie folgt: Sei s: U — SOM ein lokaler Schnitt
mit U C M offen und einfach zusammenhingend. Aus der Uberlagerungstheorie erhalten
wir, dass es eine glatte Abbildung §: U — SpinM gibt, so dass folgendes Diagramm
kommutiert:

SpinM

b
U—>~SOM

Dann definiert

¢: U x Spin(n) — 7~ 1(U),
eine lokale Trivialisierung und macht damit SpinM zu einem Spin(n)-Hauptfaserbiindel.
Zu iii): Aquivalente metrische (bzw. topologische) Spinstrukturen induzieren durch den
in i) (bzw. ii)) beschriebenen Vorgang &dquivalente topologische (bzw. metrische) Spin-

strukturen, d.h. % und $3~' sind wohldefiniert.
Sei (SpinM,n) eine metrische Spinstruktur auf M. Wir fithren i) aus und erhalten ei-

ne topologische Spinstruktur (GL* M, 7). Auf diese wenden wir ii) an und erhalten eine

metrische Spinstruktur (GLTM|soar,7), wobei aus den Definitionen folgt:
GL+M|SOM = {(b7 [p7 A~]) ’ b€ SOM, p € SpinM, A € é_ﬁ_(naR)v b= 77(27) ’ G(A)}’

ﬁ(b, [p7 A]) =b.

Aus 7(p) - 0(A) € SOM und n(p) € SOM folgt 6(A) € SO(n,R). Daraus ergibt sich mit
(3.2), dass A € j(Spin(n)), d.h.

GL*M|son = {(b,[p, A]) | b € SOM, p € SpinM, A € j(Spin(n)), b=n(p) - 0(A)}.
Wir definieren zwei Abbildungen

F: SpinM — &:MBOM,
p = (n(p), [p,1]),
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wobei 1 das neutrale Element in GL* (n,R) bezeichnet und

FL. EFM\SOM — SpinM,
(b7 [pvfi]) r_>pjil(ji)

Die Wohldefiniertheit von F ist klar. Zur Wohldefiniertheit von F' ~L Esist [p, Al = {(p-
g,7(g71)A) | g € Spin(n)}. Sei also g € Spin(n). Dann gilt

FYb,p-g,5(9 VAN = (p-9) -3 (Glg HA) =p- 5~ (A) = F'(b,[p, 4])).

Als Nichstes zeigen wir, dass F' und F~! invers zueinader sind: F~!(F(p)) = p ist klar.
Weiter gilt

F(FHb,[p, A)) = F(p-j~(A) = (n(p- 5~ (A), [p- 5~ (A), 1))
Aus (3.1) und da 7 eine Ad-Reduktion ist, erhalten wir

n(p-j"(A) =n(p) - Ad(G~"(A)) = n(p) - 6(A) =b.

[p-7~1(A),1] = [p, 4] folgt aus der Definition der Aquivalenzklassen. Damit sind F und
F~1 invers zueinander. o

F ist Spin(n)-dquivariant: Aus der Definition der Wirkung von Spin(n) auf GLT M|soar
im Beweis von ii) und der Definition der Wirkung in Erweiterungen erhalten wir, dass die
Wirkung von g € Spin(n) gegeben ist durch

(b, [p, A]) - g = (b- Ad(g), [p, Aj(9)])-

Wir berechnen

Fp-g)=m-9),lp-9,1) = (np) - Ad(g), [p,i(9)]) = (n(p), [, 1]) - g = F(p) - g.

Damit ist F' eine Spin(n)-dquivariante Abbildung und man sieht leicht ein, dass F' ein
Isomorphismus von Reduktionen ist.

—_~—

Sei nun (GL™ M, 7)) eine topologische Spinstruktur auf M. Durch den in ii) beschriebenen
Vorgang erhalten wir eine metrische Spinstruktur (SpinM, 7). Auf diese wenden wir i) an

—~—

und erhalten eine topologische Spinstruktur SpinM xgpin ) GLT(n, R). Man sieht leicht,

dass (SpinM,pra) eine j-Reduktion von dem GL+ (n, R)-Hauptfaserbiindel (EI?/“ M ist.
Deshalb liefert uns Satz 2.2 einen Isomorphismus von Spin(n)-Hauptfaserbiindeln

F: SpinM Xgpin(n) C/r’l\ﬁ(n,R) — EFM,
[(bu x)vqu =X - ‘ZL

wobei b € SOM, x € GLTM und A € @r(n,R). Anhand der Definitionen rechnet man
leicht nach, dass F' ein Isomorphismus von Reduktionen ist. Damit sind 98 und SR~! invers
zueinander.

O]

Aus Satz 3.3 folgt, dass die Existenz einer Spinstruktur auf einer orientierten Riemann-
schen Mannigfaltigkeit unabhingig von der Riemannschen Metrik ist. Genauer: Sei M eine
orientierte Mannigfaltigkeit und g, go zwei Riemannsche Metriken auf M. Existiert auf
(M, g1) eine Spinstruktur, so induziert diese eine topologische Spinstruktur auf M und die
topologische Spinstruktur induziert eine Spinstruktur auf (M, g2).
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3.1 Topologische Spinstrukturen auf Hyperflachen

Lemma 3.4 Fir jedes n € N>1 gibt es genau einen injektiven Homomorphismus von
Liegruppen
l: GLT(n,R) - GLT(n+ 1,R)

derart, dass folgendes Diagramm kommutiert:

—

GL+(n,R) — GL*(n +1,R)

le ie (3.6)

GL*(n,R) —>GL*(n+1,R)

wobei i(A) = (é 3) Weiter gilt

(GL*(n,R)) = 0~ ({(GL* (n,R))). (3.7)

Beweis. Sei zunichst n = 1. Da GL*(1,R) = R, einfach zusammenhéngend ist, gibt es
genau eine glatte Abbildung H: GLT(1,R) — C/JI\//*(Q,]R) mit o H = ¢ und H(e) = e
(wobei e hier und im Folgenden die betreffenden neutralen Elemente bezeichnet.) Wir
zeigen, dass H ein Homomorphismus von Liegruppen ist. Bezeichnet m die Multiplikation
in GLT(1,R) und m die in C/}ITI(Q,R), so ist Hom = mo (H x H) zu zeigen. Sowohl
H om als auch m o (H x H) sind Lifts von i o m beziiglich der Uberlagerung 6, die in
(e,e) iibereinstimmen. Aus Satz 2.4 i) folgt H om = o (H x H). Sei §71(e) = {e,a} C
EZ‘/F(Z R). Fiir n = 1 definieren wir [ wie folgt:

(A1) :=H(A), I(A,—-1):=H(A)-a=a-H(A),

fir alle A € GL*(1,R). (Die Identitit H(A)-a = a - H(A) kann man wie folgt zeigen:
Offenbar haben H(A), H(A)-a und a- H(A) das gleiche Bild unter 6. Da 6 eine zweifache
Uberlagerung ist, miissen zwei dieser drei Elemente gleich sein. H(A) = a - H(A) oder
H(A) = H(A) - a ist nicht mdglich, denn nach Multiplikation mit H(A)~! wiirde daraus
a = e folgen. Damit muss H(A)-a = a- H(A) gelten.) Um die Glattheit von [ einzusehen,
sei k: {£1} — C/JETF(Q,R) definiert durch k(1) = e, k(—1) = a. Dann ist k eine glatte
Abbildung und folglich ist [ = m o (H x k) glatt. Als Néchstes zeigen wir die Injektivitat
von [, indem wir ker(l) = {e} zeigen. Da i injektiv ist, ist auch H injektiv. Gilt [(A,1) = e,
so folgt aus der Injektivitdt von H, dass A = e. Der Fall [(A, —1) = e kann nicht auftreten,
denn: Angenommen, es gilt [(A, —1) = e. Dann folgt H(A) - a = e. Es folgt

e = 6(c) = 6(H(A) - a) = 6(H(A)) = i(A),

d.h. A = e. Also gilt e = H(A)-a = H(e) - a = a im Widerspruch zu a # e. Die
Eindeutigkeit von [ folgt aus der Eindeutigkeit von H, der Kommutativitiat von (3.6) und
der Forderung, dass [ ein injektiver Homomorphismus von Liegruppen sein muss.

Fiir den Rest des Beweises sei n > 2. Wir verwenden wie gewohnt Satz 2.4 ii), um

eine glatte Abbildung I: aii(n,R) — C/ﬁ;(n + 1,R) mit I(e) = e zu erhalten, so dass

—_—

(3.6) kommutiert. Fiir n = 2 ist nach Konstruktion 0. (m(GL*(2,R))) = 2Z und liegt
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damit automatisch im Kern von iy: Z = 7 (GL1(2,R)) — m(GL*(3,R)) = Zs. Somit
ist (i o 9)*(771(@(2,1@))) ={1} c {1} = 9*(W1(§FF(3,R)), was wir zeigen wollten. Fiir
n > 3ist GL* (n,R) einfach zusammenhédngend und die Voraussetzung fir Satz 2.4 ii)
folgt direkt. Dass [ ein Gruppenhomomorphismus ist, kann man wie in den Beweisen von
Lemma 2.5 und Lemma 3.2 zeigen.

Die Injektivitdt von [ kann man mit der gleichen Methode wie im Beweis von Lemma
3.2 zeigen, wobei man verwendet: Fiir n > 3 ist 4,: Zo = m(GLT(n,R)) — m(GLt(n +
1,R)) = Zgy ein Isomorphismus. Fir n = 2 ist 4, kein Isomorphismus mehr, aber es gilt
ivt(e) =2Z C Z = m(GL*(2,R)), was ausreichend ist.

Gleichung (3.7) zeigt man analog zu (3.2). Fir n > 2 folgt aus Satz 2.4 i), dass es
hochstens eine glatte Abbildung : E}Ji(n,R) — é};(n + 1,R) mit I(e) = e gibt, die
(3.6) kommutativ macht. Damit ist [ eindeutig. O

Sei M eine (n + 1)-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit und N C M eine Hy-
perfliche (eingebettet oder immersiert). Sei v ein Vektorfeld entlang N, das nirgendwo
tangential zu N ist (d.h. v: N — TM|y ist ein Schnitt und v, ¢ T,N C T,M fiir alle
p € N). Wir wihlen auf N die durch v induzierte Orientierung, d.h. eine Basis (b1, ..., b,)
von T,N C T,M ist positiv orientiert, genau dann, wenn (v, b1, ...,by,) eine positiv ori-
entierte Basis von T}, M ist.

P

Sei nun (GL'TM,n) eine topologische Spinstruktur auf M. Wir gehen analog zum Fall
metrischer Spinstrukturen vor, um eine topologische Spinstruktur auf N zu erhalten: Zu-

—

niichst definieren wir GL™N als den Pullback der lokal trivialen Faserung n: GL* M|y —
GL™ M|y beziiglich der Abbildung

j: GLTN — (GL*M)|y,
(bl,...,bn) — (I/,bl,...,bn).

Dann existiert auf GLTN := j*(GLT M|y) die Struktur eines ézi(n, R)-Hauptfaserbtindels

—_—~

derart, dass (GLTN,7) mit (b, z) := b eine topologische Spinstruktur auf N ist:

o~

Die Projektion von GL™ N erkliren wir durch

7 GLTN — N,
(byz) = m(x),

P —_—~—

wobei m: GLTM — M die Projektion von GLTM ist. Die Wirkung von apf(n,R) auf

—

GLT N definieren wir als

(b2)- A= (b-0(A),z - U(A)),
fir A € GL+ (n,R), wobei [ der Homomorphismus von Liegruppen aus Lemma 3.4 ist. Die
lokalen Trivialisierungen erhalten wir wie folgt: Sei s: U — GLT N ein lokaler Schnitt mit

U C N einfach zusammenhingend und offen, sowie §: U — GLTN eine glatte Abbildung
derart, dass folgendes Diagramm kommutiert:

—~

GLTN
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Dann ist

¢: U x GLT(n,R) — 7~ YU),
(p,A) = 5(p) - A,

—_—

eine lokale Trivialisierung. Dadurch wird (GLTN, 7, N,GLT(n,R)) zu einem Hauptfa-

—_—~—

serbiindel und (GL™ N, ) eine topologische Spinstruktur auf N, welche wir als die von

—

(GLT™M,n) und v auf N induzierte topologische Spinstruktur bezeichnen.

Fir M, N und v wie oben und fest gewéhlt erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung
Htop: Redp(GLTM) — Redy(GLTN),

welche die Aquivalenzklasse einer topologischen Spinstruktur auf M auf die Aquivalenz-
klasse der dadurch auf N induzierten Spinstruktur abbildet.

Ist M eine Spinmannigfaltigkeit und N C M eine orientierte Riemannsche Hyperfliche,
so bezeichnen wir mit

Hmet RedAd(SOM) — RedAd(SON)

die wohldefinierte Abbildung, welche die Aquivalenzklasse einer metrischen Spinstruktur
auf M auf die Aquivalenzklasse der dadurch auf N induzierten metrischen Spinstruktur
abbildet (siche Abschnitt 2.2).

Wir erhalten folgenden Satz:

Satz 3.5 Sei M eine (n + 1)-dimensionale Spinmannigfaltigkeit und N C M eine orien-
tierte Riemannsche Hyperfliche. Wir wahlen v wie zu Beginn von Abschnitt 2.2. Dann ist
v insbesondere ein Vektorfeld entlang N, das nirgendwo tangential zu N ist und wir kénnen
sowohl die induzierten metrischen als auch die induzierten topologischen Spinstrukturen
mit Hilfe von v bilden. Wir erhalten ein kommutatives Diagramm:

Redaq(SOM) 22 Red o (SON)

Redg(GLT M) 2 Redy(GL*N)
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In diesem Kapitel definieren wir den Spinorfluss [3] und verallgemeinerte Zylinder [4],
welche fiir uns beim Loésen des Spinorflusses eine wesentliche Rolle spielen.

Wir beginnen damit, an einige Definitionen zu erinnern: Sei (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit und (ey,...,e,) eine lokale Orthonormalbasis von (M, g). Dann ist die
Tensorableitung (beziiglich der Levi-Civita-Ableitung) eines (k,0)-Tensors T auf M gege-
ben durch

(V{‘fT) (X1,..., Xg) =Ly (T(X1,..., Xg)) = T(Vy X1, X2, ..., Xp)
—T(X1, V¥ Xy, X3, X}) — ... —T(X1,..., Xe_1, VI X)).

Weiter ist

n

(divgT) () = = > (VET) (e,.)

Jj=1
die Divergenz von T.

Sei M nun eine Spinmannigfaltigkeit (und (ey,...,e,) wieder eine lokale Orthonormal-
basis von M). Dann ist der Zusammenhangs-Laplace-Operator gegeben durch

((sz)* VEM) o _il (VeEjMV?ngo _ vg}g@j (p> ,
=

wobei p € I'(XM).

Wir wéhlen ein Skalarprodukt (.,.)s, geméf Proposition 1.30. Auf dem Spinorbiindel
Y M haben wir nach Definition 1.55 eine Biindelmetrik (.,.). Wir definieren (.,.) := Re(., .)
als den Realteil der Biindelmetrik auf Y¥M. Fir ¢ € (¥M),, p € M, setzen wir |p| :=

Vg, 0) = (e, 9).

Proposition 4.1 Fir allepe M, X, Y € T,M, ¢ € (XM), gilt

(X0, Y ) =g(X,Y)(p,9) (4.1)
und
(X -p,0)=0. (4.2)
Beweis. Wir berechnen
(X oV -0) "2 (v (X 0),0) E (X (V) +29(XY) - 0, 0)
= (X (Y- 9),0)+29(X,Y)(p,0)
MY (v o, X )+ 29(X, V) (0, 9)
= —(X-9,Y ) +29(X,Y)(p, ),

wobei wir im letzten Gleichheitszeichen verwendet haben, dass (.,.) im Gegensatz zu (., .)
symmetrisch ist. Gleichung (4.1) folgt nun durch Addition von (X - ¢,Y - ¢).

Wir zeigen (4.2) ebenfalls mit der Symmetrie von (., .): Einerseits haben wir (X - ¢, ¢) =
(¢, X - ) und andererseits liefert uns Lemma 1.56 ii), dass (X -, ¢) = —(p, X - ) gilt. O
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Fir o e I'(EM) ist
n
XM, 12 __ XM XM
[VEMp|? = Zl (VEMp, vEM ).
J:

(Dabei ist (eq,...,e,) wieder eine lokale Orthonormalbasis.)

4.1 Definition des Spinorflusses

Sei M eine zusammenhédngende kompakte orientierte Mannigfaltigkeit mit einer fest ge-
wahlten topologischen Spinstruktur GLTM und dimM > 2. Wir setzen

M := {Riemannsche Metriken auf M }.

Jede Wahl einer Riemannschen Metrik ¢ € M induziert eine metrische Spinstruktur
Spin(M, g) := GLtM|go(nr,g) auf M, siehe Satz 3.3 ii). Beziiglich dieser bilden wir das
Spinorbiindel (M, g) und definieren

Ny ={p e '(E(M,g)) | || =1},
N = |_| N.
geEM

Dann betrachten wir das Energiefunktional
1
£: N = [0,00), (9:0) = 3 /M (V=9 o,

wobei dv9 die Riemannsche Volumenform auf (M, g) bezeichnet. Auf dem Fréchet-Biindel
N — M existiert ein natiirlicher Zusammenhang, welcher mit Hilfe der Resultate in [6]
definiert wird. Fiir Details verweisen wir auf [3]. Dieser Zusammenhang liefert horizontale
Tangentialriume H, ) = T'(©*T*M) und eine Aufspaltung

T(g#,)/\/ = F(QQT*M) D Vige)s (4.3)

mit
V(g,cp) - {w € F(E(M,g)) | (‘va) = 0}'

Auf dem ersten Faktor wiahlen wir das Skalarprodukt, welches man durch Integration des
natiirlichen Skalarprodukts auf (2, 0)-Tensoren erhélt. Auf dem zweiten Faktor wéhlen wir
das L?-Skalarprodukt, gegeben durch

(Y1,92) 2 = /M(¢1,¢2)dv9,

fir 11, 2 € V(4 ). Nun sind wir in der Lage, den Gradienten von & zu bilden und den
Spinorfluss zu definieren.

Definition 4.2 (Spinorfluss) Der Spinorfluss ist der negative Gradientenfluss von &,

0

a(gh SOt) = _gradg(gt,wt)'
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In [3] wurde Kurzzeitexistenz und Eindeutigkeit des Spinorflusses gezeigt, was einer der
Griinde ist, welche den Spinorfluss interessant machen.

Fir den konkreten Umgang mit dem Spinorfluss ist es wichtig, dass wir unter der Auf-
spaltung (4.3) eine Darstellung

—grad&(y ) = (Q1(g,¢), Q2(g,©))

haben, wobei

Qi(9,9) =~ IVHM g — vy T, + 5 (VM) @ VEMG),

Qalg,¢) = — ((V¥M19) " vH019)) o 4 [T 20,
fur alle (g, ¢) € V. Dabei ist

(VE(M’Q)w ® VE(M,Q)@ (X,Y) := (V?M’g)gp, Vg(M’g)w)
fur alle X,Y € I'(T'M). Weiter ist T, , die Symmetrisierung von
(X,Y,2) > (XY -0+ g(X,V)p, ;M)
in der zweiten und dritten Komponente, wobei X,Y,Z € I'(T'M).
Der volumennormalisierte Spinorfluss ist der negative Gradientenfluss von &|x;,, wobei

N = {(g,¢) € N | vol(M, g) = 1}. Es gilt

_grad(5|/\f1) = (Qlu Q2|N1)

mit
- n—2 1
= £
Qi(g:9) = Qulg, ) + — vol(M. g) (9, )9
fur alle (g, ) € M.
In der Gleichung fiir ()1 kénnten wir den Faktor m weglassen, da (g, ¢) € N7, d.h.

vol(M, g) = 1. Dieser Faktor spielt aber spater eine Rolle, wenn wir den volumennormali-
sierten Spinorfluss mit Hilfe verallgemeinerter Zylinder erkléren.

4.2 Verallgemeinerte Zylinder

Dieser und der folgende Abschnitt basieren auf [4].

In dieser Arbeit werden wir den Spinorfluss mit Hilfe sogenannter verallgemeinerter
Zylinder [4] 16sen. Nach dem wir diese eingefiihrt haben, definieren wir den Spinorfluss
noch einmal mit Hilfe der verallgemeinerten Zylinder. Diese wird die Definition sein, mit
der wir konkret arbeiten. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass die verallgemeinerten
Zylinder Riemannsche Mannigfaltigkeiten sind, mit denen man leichter umgehen kann als
mit dem Fréchet-Biindel N' — M.

Grundsétzlich sind die verallgemeinerten Zylinder ein Hilfsmittel, um Spinoren zu un-
terschiedlichen Metriken miteinander zu vergleichen.
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Definition 4.3 (Glatte Einparameterfamilie von Riemannschen Metriken) Sei
M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und I C R ein Intervall. Dann heifit eine Familie
(9¢)ter von Riemannschen Metriken auf M glatte Einparameterfamilie von Riemannschen
Metriken (auf M), falls die Abbildung

g: I x M — T*M @ T*M,
(t,p) = gt(p),

glatt ist.

Definition 4.4 (Verallgemeinerte Zylinder) Sei M eine Mannigfaltigkeit, I C R ein
Intervall und (g¢)ier eine glatte Einparameterfamilie von Riemannschen Metriken auf M.
Der verallgemeinerte Zylinder (beziiglich (g¢)ier) ist die Riemannsche Mannigfaltigkeit
(Z,9z) mit

Z:=1IxM

und
9z ‘= dtQ + gt
wobei dt? die Standardmetrik auf I ist.

Bemerkung 4.5

i) Es gilt also
(92) (t0,p) (V1 + W1, 02 + w2) = (dt?)4, (01, v2) + (gt )p(w1, w2)

fiir alle (to,p) € I x M und alle vy, vo € Ty, I, w1, wa € T, M, wobei wir Ty, ) (1 X
M) =T;,I x T,M identifizieren.

ii) Weder bei der Definition von glatten Einparameterfamilien von Riemannschen Me-
triken, noch bei der Definition des verallgemeinerten Zylinders fordern wir, dass [
offen ist. Falls I nicht offen ist, ist I x M eine Mannigfaltigkeit mit Rand. (Das ist der
einzige Fall einer Mannigfaltigkeit mit Rand in dieser Arbeit.) Fiir Mannigfaltigkei-
ten mit Rand sind lokal triviale Faserungen (insbesondere Vektorraumbiindel und
Hauptfaserbiindel), die Rahmenbiindel und Spinstrukturen ganz genauso definiert
wie im randlosen Fall.

Die Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g;) ist isometrisch zur Riemannschen Hyperflache
{t} x M C Z vermittels

M — {t} x M,
p— (tp)

Wir identifizieren diese Riemannschen Mannigfaltigkeiten und bezeichnen beide mit M,.
Insbesondere ist T{; ) ({t} x M) = {0} x T,M =T,M = T, M.
Wir definieren das Vektorfeld

9
=2 c1(T2).
vi= g €TT2)
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(W&hlt man das geometrische Modell fiir den Tangentialraum, d.h. der Tangentialraum
wird als Menge von Aquivalenzklassen von Kurven aufgefasst, so ist %|(t07p) = [to + s, p),
wobei rechts vom Gleichheitszeichen die Aquivalenzklasse einer Kurve in I x M in der
Variablen s steht.)

Es gilt gz(v,v) = 1 und v|yy, steht senkrecht auf M;. Mit W = W, bezeichnen wir die
Weingartenabbildung von M; beziiglich v|yy, .
Sei p e M und X, Y € T,M. Dann setzen wir

(V)= 5| (@),
d2 s=t
gt(va) = @ —t(gS(X’Y)).

Manchmal schreiben wir auch 2 ¢,(X,Y) := g, (X,Y).

Satz 4.6 Fir alle U, X, Y € T,M, p € M und alle t € I haben wir die folgenden
Identitaten:

VZu =0, (4.4)

G Wi(X),¥) = = 20u(X,Y), (1.5)
92(RZ(X,Y)U,0) = 5((V¥40) (X,0) = (Vi) (V,0)) (16)
92(RZ (X, 0, ¥) = = (5e(X,Y) + u(W(X), V) (17)

Ist Z € T(TZ) mit Z(t,p) = (0, Z(p)) € T,I x T,M fiir allet € I, p € M, so gilt

. 2() = 0. 0| Z,p) € T x M, (4.8)
(VEZ)00) = 0.3 Zo) - WilZi0) (4.9)

fiir alle t € I, p € M, wobei VZ die Levi-Civita-Ableitung auf (Z,gz) bezeichnet.

Beweis. Die Beweise von (4.4)-(4.7) findet man in [4]. Um (4.8) einzusehen, sei zunéchst
Z € I'(T'Z) beliebig. Dann gilt

~ d

[Uﬂ Z](t,p) = % 70(dq)7s)<1>s(t,p)(Z(q)s(tap)))

wobei @, den Fluss von v = % € I'(Z) bezeichnet, der gegeben ist durch
®s(t,p) = (s +t,p)
fiir alle (¢,p) € Z und alle s € R. Daraus folgt fiir alle v € TM und alle s € R

d®,(0,v) = (0,v).
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Ist nun Z wie in der Aussage von ii), so folgt aus Z(®,(t,p)) = Z(s +t,p) = (0, Zs1+(p)),

dass
. 2tn) = (0. 5] Z(r).

s=t

Es bleibt (4.9) zu zeigen. Aus der Torsionsfreiheit der Levi-Civita-Ableitung folgt

[Vv Z](tap> = (VfZ)(t,p) - (ng)@m)
= (V2 2)(t:p) + Wi(Zi(p))-
Damit ergibt sich (4.9) aus (4.8). O

4.3 Spinstruktur auf dem verallgemeinerten Zylinder

Nehmen wir an, dass auf der n-dimensionalen orientierten Mannigfaltigkeit M eine to-

—_~— —~—

pologische Spinstruktur (GL'M,n) existiert. Mit m: GLTM — M bezeichnen wir deren

Projektion. Auf Z = I x M wahlen wir die Produktorientierung. Sei p: Z — M die
Projektion auf die zweite Komponente. Dann bilden wir den Pullback p*(GL*M) von

—~—

7: GLTM — M beziiglich p, welcher uns ein GL+ (n,R)-Hauptfaserbiindel iber Z liefert.
Dieses erweitern wir entlang [, wobei [ die Abbildung aus Lemma 3.4 ist, und erhalten
damit ein GL*(n + 1, R)-Hauptfaserbiindel iiber Z,

T+ 2 — % (O] + _ T
GL*Z = p"(GL* M) x g o GLF (n 4+ 1L R).

Sei p*(GLT M) der Pullback von GL™M — M beziiglich p und sei

f1p*(GLTM) = GL* 2,
(t7p7 b) = (l/(t,p)7 b)?

v = % Dann ist (p*(GLTM), f) eine i-Reduktion von GL'Z, mit i wie in Lemma 3.4.
Mit Satz 2.2 erhalten wir einen Isomorphismus von Hauptfaserbiindeln

P (GLTM) XGr+@mr) GLT(n+1,R) = GL" 2
und wir definieren

ii: GLYZ — p*(GLTM) Xgr+@mr) GLT(n+1,R) = GL" Z,

[(tapa J?), A] = [(tap7 77(33))7 0(‘4)] = (V(t,p)v U(x)) ’ H(A)a
fir (t,p) e I x M,z € aiiM, Ac G/—'I\;(n—}— 1,R). Dann ist (éiiz,ﬁ) eine topologische
Spinstruktur auf Z.
Wir erhalten:

P

Proposition 4.7 Die von (GLTZ,7) und v = % auf M induzierte topologische Spin-

e~

struktur (siehe Abschnitt 3.1) ist dquivalent zu (GLYM,n). Dabei betrachten wir M als
Hyperflache von Z, indem wir M mit {t} x M identifizieren, wobei wir t € I beliebig aber
fest wihlen.
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P

Beweis. Die von (GLTZ,7) und v = % auf M induzierte topologische Spinstruktur ist

gegeben durch den Pullback der lokal trivialen Faserung GL* Z|y; — GL™ Z|s beziiglich

t: GLTM — (GL* 2)|,
(bl, C ,bn) — (V’(t’p),bl, C ,bn),

wobei (b1, ..., by) eine positiv orientierte Basis von T, M ist, p € M. Nach den Definitionen
gilt

H(GLYZ) = {(b, [(t,p.2), A]) | b€ (GLTM),, pe M, « € (GLTM),, A e GL*(n+ 1),
(V|(t,p)7b) = (V‘(t,p)777(x)) : 9([1)}

0 A
(3.7) erhalten wir A € 1 (C/fLTr (n,R)). Wir definieren zwei Abbildungen

Aus (V|1 p), ) = V](p)> 1()) -0(A) folgt 6(A) = (1 0) fir ein A € GL™(n,R) und aus

F:1*(GLY2) - GL™M,
(b, [(t,p,2), A]) = z - 17 (A),

und

F': GL*M — *(GL* 2),
z = (n(z), [(t, 7(z), z),1]),

wobei m: GL™M — M die Projektion von GL*M ist und 1 das neutrale Element in
GL*(n+ 1,R) bezeichnet. F ist ein Isomorphismus von Reduktionen mit der Umkehrab-
bildung F~!. Dies rechnet man nach wie im Beweis von Satz 3.3 iii). t

Wir gehen einen Schritt weiter und betrachten metrische Spinstrukturen: Dazu nehmen
wir an, dass fur ein t € I auf (M, g;) eine metrische Spinstruktur Spin(M, g;) existiert.
Nach Satz 3.3 i) erhalten wir aus dieser eine topologische Spinstruktur auf M. Daraus
erhalten wir nach dem zu Beginn dieses Abschnittes beschriebenen Vorgang eine topo-
logische Spinstruktur auf Z. Dann liefert uns Satz 3.3 ii) eine metrische Spinstruktur
auf (Z,gz). Diese Spinstruktur bezeichnen wir als die von Spin(M, g;) auf Z induzierte
Spinstruktur.

Theorem 4.8 Sei (g¢)ier eine glatte Einparameterfamilie von Riemannschen Metriken auf
M . Beziiglich dieser bilden wir den verallgemeinerten Zylinder (Z,gz). Seity € I, so dass
auf (M, g,) eine Spinstruktur Spin(M, g.,) existiert. Wir bezeichnen die von Spin(M, g4, )
auf Z induzierte Spinstruktur als SpinZ. Dann gilt:

i) Versehen wir jede der orientierten Riemannschen Hyperflichen M; mit der von
SpinZ induzierten Spinstruktur (siehe Abschnitt 2.2), erhalten wir fir n > 2 ge-
rade:

$Z|y, = SM,
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und wir kénnen die Bindelmetriken so wdhlen, dass sie unter dieser Identifikation
erhalten bleiben. Bezeichnen wir mit - die Clifford-Multiplikation auf XZ und mit -
die auf XMy, so haben wir

ve(X-p)=Xp

ur atte p € M, € unda atle o € M, )p, wWober v = . Weiter gilt
ir all M, X € T,M und all XZmy)p bei gtW' 1
1
V?{% = V?(Mt@ - §Wt(X) TP

fiir alle ¢ € T(X2Z|ar,).

Fiir n > 1 ungerade sind diese Aussagen auch richtig, wenn wir iberall X2 durch
YT Z ersetzen.

it) Die von SpinZauf My, induzierte Spinstruktur ist dquivalent zu Spin(M, g+,)

iii) Seit € I beliebig. Dann induziert die topologische Spinstruktur R(Spin(M, gr,)) auf
(M, g¢) eine metrische Spinstruktur (siehe Satz 3.3 i)). Diese metrische Spinstruktur
ist dquivalent zu der von SpinZ auf My induzierten metrischen Spinstruktur.

Beweis. Zu i): Dies ist genau die Aussage von Satz 2.8, wobei wir den Isomorphismus @
nicht mehr dazuschreiben. Auf Z ist nach Konstruktion die Produktorientierung gewéhlt,
d.h.v= % ist die richtige Wahl fiir Satz 2.8.

Zu ii) und iii): Dies folgt aus Satz 3.5 und Proposition 4.7. O

Wir kénnen Schnitte ¢ € I'(X(H)2) als zeitabhéngige Familie von Spinoren ansehen,
denn nach Theorem 4.8 gilt ¢ € T'(X M) fiir ¢i(.) :== (¢, .).

4.4 Definition des Spinorflusses mit Hilfe verallgemeinerter Zylinder

Definition 4.9 (Spinorfluss) Sei I C R ein Intervall, 0 € I und (gi)ier eine glat-
te Einparameterfamilie von Riemannschen Metriken auf M. Weiter sei (M, go) spin mit
Spinstruktur Spin(M, go) und o € I'(3(M, go)) mit |po| = 1. Wir bilden den verallgemei-
nerten Zylinder Z = I x M, gz = dt*+4g; und wihlen auf Z die von Spin(M, go) induzierte
Spinstruktur. Dann nennen wir das Tupel ((g¢)ier, p) mit ¢ € I'(X2) fir n gerade (bzw.
p € T(XTZ) fiir n ungerade), || = 1 und ¢(0,.) = ¢o(.) Losung des Spinorflusses zum
Anfangswert (go, o), falls

0
59t = Q196 pe) € I(*T*M) (4.10)
V%H)Z@ = Qa2(gr, 1) €T(=2) (4.11)

wobet @i(.) == p(t,.).

Fiir eine Losung ((g¢)ter, @) des Spinorflusses schreiben wir oft (g, ¢¢)ier, wobei wir wie
oben ¢(.) := @(t,.) setzen.

Wegen Theorem 4.8 i) und ii) macht die Bedingung ¢(0,.) = ¢o(.) Sinn. Die Definitionen
4.2 und 4.9 entsprechen sich, wenn wir fiir Definition 4.2 die topologische Spinstruktur
M(Spin(M, go)) auf M wéhlen (sieche Theorem 4.8 iii)).

Den volumennormalisierten Spinorfluss kann man analog mit Hilfe verallgemeinerter
Zylinder erkléaren:
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Definition 4.10 (volumennormalisierter Spinorfluss) Sei I C R ein Intervall, 0 € I
und (g¢)ter eine glatte Einparameterfamilie von Riemannschen Metriken auf M. Weiter
sei (M, go) spin mit Spinstruktur Spin(M, go), vol(M, go) = 1 und ¢y € T'(X(M, go)) mit
lpo| = 1. Wir bilden den verallgemeinerten Zylinder Z = I x M, gz = dt* + g; und
wdhlen auf Z die von Spin(M, go) induzierte Spinstruktur. Dann nennen wir das Tupel
((gt)ter, p) mit o € T(XZ) fiir n gerade (bzw. ¢ € T(XTZ) fiir n ungerade), |p| = 1 und
©(0,.) = po(.) Losung des volumennormalisierten Spinorflusses zum Anfangswert (go, ¢o),
falls

50 = Q1(gt, t) € T(O*T*M) (4.12)
V320 = Qalgr, 1) € T(EMZ) (4.13)
wobei pi(.) == (t,.).

Ist (g¢, t)ter eine Losung des volumennormalisierten Spinorflusses, so berechnen wir in
der Tat

d d d
il (M, dv9t = dvt
dt t:svo( ) = dt|,_ S/M ! o],
1 .
:/M(itrgsgs)dvgs
1
= [ (G0, Qrlgespe))dv?
In—-2 1
t 5y ¥'S d 9s “a sy Ps / t N sd 9s
2/ 19, Q1(9s, @s)dv t55, vol(M, 95)5(9 ©s) |, s gsdv

1n—2 1
B(M.gs) dv9s + = £ (M
2 / |v 903| v + 2 2 VOI(M, gs> (987803)\,0 ( 798)
n72 1n—2

= 2 2 5(98)(p5) + 578(957()05)
=0,

d.h. vol(M, g;) = 1. Dabei haben wir verwendet, dass fiir eine beliebige, glatte Einpa-
rameterfamilie von Riemannschen Metriken g, auf einer beliebigen Mannigfaltigkeit M
gilt:

1 .
dv9t = i(trgsgs)dvgs.

s

dt|,_
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5 Kollaps von S' x S? unter dem Spinorfluss

Dieses Beispiel soll als ,Einfiihrungsbeispiel“ dienen. Das Kapitel ist so aufgebaut, dass
der Leser den Entstehungsprozess der Losung moglichst gut nachvollziehen kann.

Wir betrachten S!, $? und R? mit den gewdhnlichen Orientierungen und Riemannschen
Metriken. Auf R3 wihlen wir die Spinstruktur aus Beispiel 1.41 i), auf der orientierten
Riemannschen Hyperfliche S? C R3 wihlen wir die von dieser Spinstruktur induzierte
Spinstruktur (siche Abschnitt 2.2). Auf S* wéhlen wir die Spinstruktur S* x {£1} %
S' aus Beispiel 1.41 ii) und schlieBlich withlen wir auf S' x $? die von diesen beiden
Spinstrukturen induzierte Produktspinstruktur (siehe Definition 2.6). Insbesondere wéihlen
wir auf S* x S? die Produktorientierung und die Produktmetrik gg1 + gg2, wobei gg1 und
gg2 die Standardmetriken auf S und S? bezeichnen. Diese Spinstrukturen sind ab jetzt
fest gewdhlt und werden nicht mehr dazugeschrieben.

Wir zeigen das folgende Theorem:

Theorem 5.1 Sei M = S x S? (mit der zu Beginn des Kapitels gewdhlten Spinstruktur).
Als Anfangswert (go, o) wahlen wir go = gg1 + gg2 und po € T'(3(M, go)) mit |po| = 1
und

1
v}z/(M,go)SDO - 5y - Q0 VY € I(TS?),

SAL90) 50 = 0 VX € T(TSY).

Dann ist die Losung des Spinorflusses gegeben durch

_1
gy i=¢ Btgsl o (prpgt X prpg1) + gs2 © (progz X progz),

tel:=]0,00), sowie
wi(p) = ¢(t,p) = Pos(p)(¢o(p)) € T* 2,

wobei Py (p) die Parallelverschiebung in 1 Z beziglich V"2 entlang Ww(s) = (s,p),
s €I, pe M, von v,(0) nach v,(t) bezeichnet. Weiter erfillt ¢, die Gleichungen aus
Lemma 5.6.

Wir konnen dieses Ergebnis so lesen, dass S' exponentiell schnell ,,zusammengezogen®
wird und S! x S? gegen S? kollabiert, wobei sich ,kollabieren“ darauf bezieht, dass die
S1-Faser gegen Null geht.

Zunéchst beweisen wir, dass der Spinor-Teil des Anfangswertes existiert.

Lemma 5.2 Auf M = S! x S? existiert ein Spinor ¢o € T'(X(M, go)) mit

1
VEM90) 5 = gY w0 WY I(TS?), (5.1)
VM) o = VX e I(TSY), (5.2)

lpol = 1. (5:3)
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Beweis. Wir verwenden eine Tatsache iiber die Produktspinstruktur, welche hier nur zi-
tiert und nicht bewiesen werden soll (siche z.B. [2]): Seien 71: M — S und mo: M — S?
die Projektionen. Dann gibt es eine Identifizierung (genauer: einen Isomorphismus von
Vektorraumbiindeln)

YM = 71}(28h) ® 15 (85?),

mit
(X,Y) m(p@y) = (X 519) @ (ws2 52 ¥) + @ (Y 52 9), (5.4)
V(E)](\?Y) (p®Y) = ((WTVESI)(X,Y)SO) QY+e® ((W§V252)(X,Y)¢)7 (5.5)

fiir alle X € T'(T'SY), Y € T(TS?), p € T(7f(XS1)), v € T'(75(25?%)). (Auf das Produkt
wg2 - g2 gehen wir nicht niher ein, da es fiir uns in diesem Beweis nicht wichtig ist.) Dabei
bezeichnet WWESI den Pullback von V=5" beziiglich 1, d.h. fiir jeden Schnitt s € r(xst)
gilt fir den Pullback-Schnitt s = som

(T V=) (x vy (7h5) = 75 (VY s).

Analog fiir 75 VISt Gleichung (5.5) besagt also, dass die spinorielle Levi-Civita-Ableitung
auf M unter obiger Identifizierung das Tensorprodukt der Pullbacks der spinoriellen Levi-
Civita-Ableitungen auf S* und S? ist. Wir konstruieren nun g, indem wir unsere Kenntnis
iiber die Spinstrukturen auf S! und S? verwenden.

Sei ¢ € X1 fest gewdhlt. Wir definieren einen Spinor

fi 8t = 2uS8t = (S' x {£1}) x, %y,
s [(s,1), .
Aus Bemerkung 1.58 i) folgt direkt
V¥ =0

fir alle X € T'S!, d.h. f ist ein paralleler Spinor.

Sei ¢ € T'(XR3) ein paralleler Spinor. (Wihle z.B. p(x) = [(x,1),d € YR3 = (R3 x
Spin(3)) x , X3 fiir ein ¢ € X3. Die Parallelitat von ¢ folgt aus der Definition der spinoriellen
Levi-Civita-Ableitung. Etwas genauer: Wir wéhlen in Definition 1.57 b(z) = (z,1). Dann
ist 7(b) = (b1, ba, b3) die Standardbasis im R3. Fiir diese gilt Vxb; = 0.) Dann definieren
wir einen Spinor

s: R? — IR3,
T — x g3 p(2),

wobei wir hier z auch als Element in 7,R? = R? auffassen. Aus Lemma 1.60 i) folgt
V}X/DRBS =Y ‘R3 P

fiir alle Y € TR3. Mit Hilfe von Satz 2.8 erhalten wir, dass 5 := s|g2 € I'(XS?) ein Spinor
ist (wir lassen den Isomorphismus ® in der Notation weg). Wir verwenden, dass fiir die
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Weingartenabbildung W von S%2 C R3 beziiglich v(z) = = gilt: W(Y) = —Y fiir alle
Y € T'S?%. Dann folgt fiir alle Y € T'S?

1
Vi s = viRs 4+ GW() 52 8

1
:Y'RSQD—§Y‘S2§
1
:V'R3Y'R3V'R3¢—§Y'S2§
1
:V'R3Y'R33_§Y'SQ§

1
:Y-52§—§Y-S2§

1
— iy *92 §7

d.h. § ist ein 3-Killing-Spinor auf S? (siehe dazu auch [9, Examples A.1.3]).
Wir definieren nun g := 7 f@m35 € T(XM). Es folgt fiir alle X € T'(T'S1), Y € T(T'S?)
aus (5.4) und (5.5)

Vit o = Vi (i f @ 733)
* 1 * * ~ * * 2 * ~
= ((m}v>® Joy)™f) @S+ f® ((m3v>5 )(0,y)T25)
— (VS P @ mii+ i f @ (m3(VES 9))

1
:0+Wikf®ﬂg(§Y~52 3)

1
= i(oay) ‘M 0,
und
VMo =0.
Mit Hilfe von Lemma 1.60 ii) und (5.1)-(5.2) folgt Lx|¢ol?> = Ly|po|> = 0, d.h. |pg]| ist
konstant als Funktion in p € S! x S2. Nach Reskalierung kénnen wir also von |pg| = 1
ausgehen. O

Im Beweis von Lemma 5.2 haben wir einen parallelen Spinor f auf S! konstruiert. Dabei
haben wir explizit verwendet, dass wir auf S! die Spinstruktur S x {£1} Py st gewahlt
haben. Die Wahl der Spinstruktur auf S' ist also fiir die Existenz des Anfangswertes
wichtig.

Wir wéhlen nun ¢ wie in Lemma 5.2 und suchen fiir den Rest dieses Abschnittes
eine Losung des Spinorflusses auf M mit Anfangswert (go, o). Um ein erstes Gefiihl fiir
das Problem zu bekommen, berechnen wir im néchsten Lemma die (-Terme fiir unseren
Anfangswert.

Lemma 5.3 FEs gilt

1
Q1(90, o) = —gysro (progr X progt),

Q2(90,v0) = 0.
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Beweis. Wir berechnen schrittweise die einzelnen Terme:
Sei (b1, ba, b3) eine lokale Orthonormalbasis von My = (M, go) derart, dass by € TS,
b, bs € T'S?. Dann folgt aus (5.1)-(5.3) und (4.1), dass

3

’vEMOSOOP — Z(VEMO@OvaMO )

k=1
1 1 1 1

= 7b . 7b N 7b * 7b °
(22 900,22 <P0)+(23 @0723 ©o)
1 1
790(b2, b2)|ol* + 790(b3, b3)|o|?

_1

=5

Als Nichstes wihlen wir eine lokale Orthonormalbasis (b, ba, b3) von My mit by € T'S!,
by, bg € T'S?, so dass (be,b3) lokale Normalkoordinaten von S? sind, welche zentriert in
einem z € S? sind. In z gilt dann

v EM,g90)* 17 5( ,go) ZVEMOVEMO __(viZMO( by - ¢O)+VZM°( bS'SDO))

= _5((Vb2062) ©o + by - Vb Yoo+ (Vb ®b3) - o + b3 - VliMO‘pO)

_ _3(52 ~(ba-p) +b3-(bs-p))
1

)

1

= 5900~

Insgesamt haben wir damit Q2(go, ¢o) = 0 gezeigt.
Weiter berechnen wir fiir X; € TS',Y; € TS?, i =1,2,

(VMo @ VM) (X1 + Y1, Xo + Ya)

M M
= (VX1 4y 90, VX, v, 00)
= (VMoo T5Moi)

= (§Y1 0, *Y2 o)

d.h. wir erhalten
1
(VE0p0 @ V=M 00) (V. W) = S gs2(prrseV, pros: W)

fir alle V, W € TM.
Es bleibt noch Ty, ,, zu berechnen. Dazu sei (b1, b2, b3) wieder eine lokale Orthonormal-
basis von My mit by € T'S* und by, b3 € T.S%. Wir setzen

Tiji = (bi - (b - 90), Vi 0.
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Wir erhalten

Tho3 = —Ti30,

T;jr = 0 sonst.

Daraus folgt

*

1
Tg0,00 (bis b3, brs) = 5 (Tijk + Tikj) = 0
fir alle 4,j,k =1,...,3 und also T}, ,, = 0. Die Gleichheit * gilt, denn
(90(bi; bj)o, Vi p0) = 0
k
nach (4.2). Damit haben wir

1 1
Q1(90,%0) = —<9g0 + <9s2 © (Progz X prog2)

8 8
1
= —ggsl o (prpgr X prypgt).

O]

Fiir uns ist nicht nur das Ergebnis dieses Lemmas wichtig, sondern auch sein Beweis,
denn wenn wir uns tiberlegen, was wir in dem Beweis verwendet haben, erhalten wir:
Angenommen, die Losung (gq, ¢t )ier hat die folgenden beiden Eigenschaften:

o g hat fiir jedes t € I Produktgestalt, d.h. g = gg1(¢t) + gg2(t), wobei gg1(t) bzw.
gs2(t) fiir jedes t € I Riemannsche Metriken auf S! bzw. S? sind,

o o erfiillt fiir jedes t € I die Gleichungen (5.1)-(5.3),
dann gilt die Aussage von Lemma 5.3 nicht nur fiir ¢ = 0, sondern fiir jedes t € I, d.h. wir
erhalten

1
Q1(9t,¢¢) = —39s! (t) o (prosy X progt), (5.6)

Q2(gt,0¢) = 0, (5.7)

fiir alle ¢ € I. Diese Beobachtung ist zwar nicht schwer, aber wesentlich fiir die Losung des
Spinorflusses, da sie uns einen leichten Zugriff auf die Q-Terme erlaubt.
Wir setzen nun

1

gt =€ 8'gg1 0 (prps1 X pregi) + gs2 © (Prosz X prosz), (5-8)
t € I :=1[0,00). (Aus (5.6) folgt, dass das ein guter Ansatz fir g; ist, denn %gt =
—éefétgsﬂ o (prpst X prrst).)

Wir bilden den verallgemeinerten Zylinder beziiglich (5.8), auf welchem wir die Spin-
struktur wéhlen, welche von der Spinstruktur auf (M, gg) induziert wird und machen alle
Identifizierungen aus Theorem 4.8.

Weiter definieren wir ¢; wie folgt: Mit Py := Po (s,
induzierte Parallelverschiebung in ¥+ Z entlang Vs,z)(t)
V(s,2)(0) nach 7y, 2)(t), t € I und setzen

ei(s, ) == p(t, s,2) == Pﬂ,t(s’x)(@O(‘S)x)) € (E+Z)(t,s,a¢)

fir alle (¢,s,2) € Z.
Wir beginnen mit folgender Proposition:

z) bezeichnen wir die von V='Z
= (t,s,2), (s,x) € S x S2, von
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Proposition 5.4 Es gilt
Vi Fe=0

ot
und
|| = 1.

Beweis. Aus der Definition von ¢ (und der Tatsache, dass man die kovariante Ableitung
V="Z durch die Parallelverschiebung ausdriicken kann) folgt:

V5 2o =0.

ot

Daraus folgt mit Lemma 1.60 ii)
Lo ol = (V% 20,0) + (¢, V3 Z¢) =0.
ot ot ot
Damit ist || konstant in ¢. Nach Voraussetzung gilt |po| = 1, also folgt |p| = 1. O

Aufgrund der Uberlegungen nach Lemma 5.3 (insbesondere (5.6) und (5.7)) brauchen
wir nur noch (5.1) und (5.2) fiir alle ¢ € I zeigen, d.h. wir wollen

1
VMg, = A (752,
VMg, =0 VX e I(TSY),

fir alle ¢ € I zeigen, dann ist (g¢, ¢¢)ter eine Losung des Spinorflusses. Das ist der schwie-
rigste Teil und wir brauchen dazu noch Aussagen iiber die Kriimmung von ¥ Z, die uns
das nichste Lemma liefert.

Lemma 5.5

i) Fiir alle Y € T(TS?) gilt
0
R¥Z(—Y)=0.
(8t? )

ii) Fiir alle X € T(TS') und alle o € T(X1Z) gilt

sz, 0 __1 9
R (50 X7 = 5@ o

(X o).
Beweis. Wir wihlen eine lokale Orthonormalbasis (b1, bg, bg, bs) von Z mit by = %, by €
TS, by, by € T'S?. Im Folgenden geben wir zwei Varianten an, um die Aussage des Lemmas
zu zeigen. Fiir beide Varianten verwenden wir Lemma 1.61 (wobei zu beachten ist, dass
nach Definition R*"Z = R*Z fiir Schnitte von X+ 2), d.h. wir miissen gz(RZ (2, W)b;, b;)
fiir W € TS bzw. W € T'S? berechnen.

1. Variante: Wir verwenden (4.6)-(4.7) und erhalten das Gewiinschte durch Nachrech-
nen, wobei die Rechnungen nicht kompliziert sind.

2. Variante: Dies ist eine Variante, die anstelle der Gleichungen (4.6)-(4.7) Aussagen
tiber verzerrte Produkte [17, Abschnitt ,warped products“, ab S. 204] verwendet.

Zui): Sei Y € I(TS?). % und Y liegen im Tangentialbiindel der Riemannschen Unter-
mannigfaltigkeit

(B7gB) = (I x 527 dt’ + 982)
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von (Z,gz). Aus der Definition der Kriimmung in B (siche (1.4)) und weil ,VZ = V! +
VS« folgt RB (%, Y) = 0. Weiter ist (Z,gz) (bis auf eine Vertauschung von Faktoren)

gleich dem verzerrten Produkt B x y S! mit f(t,z) := e~ st (t,x) € B und es folgt:
. RZ(%,Y)V =0 fiir alle V € TT x T'S? nach [17, S. 210, 42. Proposition (1)],

e RZ(L.Y)V =0 fiir alle V € T'S* nach [17, S. 210, 42. Proposition (3)].

Also erhalten wir insgesamt RZ(%7 Y) =0 und i) folgt.

Zuii): Sei X € I'(T'S'). Wir betrachten die Untermannigfaltigkeit Z’ := I x S* von Z.
Die induzierte Riemannsche Metrik ist gz := dt® + e_étgsl. Weiter liegen % und X im
Tangentialbiindel von Z’. Einige Kriimmungen koénnen wir leicht ausrechnen, unter Be-

achtung von gz = gz +gg2 und der daraus resultierenden Form der Levi-Civita-Ableitung
vZ — VZ’ + vSQu:

0 0

Z zZ

< X)bs = RE(Z, X)by = 0.

R (8t7 ) 3 R (ata ) 4 0

Aus der Identitit Rxyzw = —Rxywyz fiir den (4, 0)-Kriimmungstensor folgt
gZ(RZ(gt,X)bk,bl) = gZ(RZ(gt,X)b,,bk) =0firalek=1,...,4, | =3,4.

Fiir die verbleibenden Kriimmungen nutzen wir, dass fiir f(¢) := e‘ﬁt, t el gilt
(Z,,ggr) =17 Xf Sl.

Somit folgt aus [17, S. 210, 42. Proposition (2)]'° dass

0 0 0

=z Z 2

ot’ ot’ )875

0 0.1
= Hess(f)(a, a)?

1
=LaoLlof— L(Vg%)f)fX

RZ' (=, X)by = RZ'(

ot ot
ot

1
— X
5

wobei VZ@/ % = 0 nach (4.4), da auch Z’ ein verallgemeinerter Zylinder ist. Weiter ist
ot

Z! x {x} fiir alle z € S? eine totalgeoditische Untermannigfaltigkeit von Z, d.h. die
zweite Fundamentalform ist Null. Die Gauf-Gleichungen liefern

0 /0 1
RZ (=, X)b1,b2) = gz(R? (%, X)b1,b2) = —5gz(X, ba).
gz( (atv ) 15 2) gz( (8757 ) 15 2) 16292( ) 2)
Wir erhalten insgesamt
»tz 8 1 1
2 X)o= (—qg=(X . .
1 9
“oaea KXo
was zU zeigen war. ]

%Hjer ist zu beachten, dass wir die Kriimmung durch (1.4) definiert haben. Die Definition in [17] unter-
scheidet sich um ein Vorzeichen. Damit ist unser R(X,Y)Z das gleiche wie R(Y, X)Z in [17].
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Damit kénnen wir nun (5.1)-(5.2) fir alle ¢ > 0 zeigen, woraus Theorem 5.1 folgt.

Lemma 5.6 Fir allet > 0 gilt
i) ViMoo, = 1Y - gy fiir alle Y € T'S?,
it) V3o = 0 fir alle X € TS".

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass aus (4.5) folgt:

Wi(V) = eprrs (V) (59

fiir alle V € T(S! x S?) und alle t € I.
Zu i): Sei Y € T(TS?) beliebig und Y (¢, s,x) := (0,0,Y(z)) fiir alle (¢,s,2) € Z =
[0,00) x S x S2. Dann ist Y € T'(T'Z) und aus (4.9) und (5.9) folgt

Mit Theorem 4.8 berechnen wir weiter

0

VEEW )= V5 (5 Y e)
ot ot t
0 - 0 tz e J - +
f— Z —_— . —_— 2 Z . —_— . 2 Z
Vo Vet g Ve T el g YV Ty
=0 =0
9 3 3
=5, (VEY) o +Y V35 )
ot ot
—— ——
=0 =0
=0.
Wegen (5.9) ist
VEE, - yBiy,
Damit ergibt sich
1.
Vi E(VEM g — SV ) = V5 EVE Py
ot Y 2 ot Y
_ vz 0 ¢ StEZontZ stz

:0,

denn RZ+Z(%,?) = 0 nach Lemma 5.5 i), Vzgz(p = 0 nach Konstruktion von ¢ und
5 ot
[%,Y] = 0 nach (4.8).

Zusammen mit (5.1) haben wir also

viéJrZ (V%,M‘ O — %Y/ . SOt) — 07
t ~
V?/MOSDO Y opo =0.
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Diese Differentialgleichung mit Anfangswert hat eine eindeutige Losung. Diese ist Null,
da Null eine Losung ist.

(Genauer: Sei s(t,.) = V?,Mt ¢t — 3Y - 1. Wir zeigen mit der Theorie gewdhnlicher
Differentialgleichungen im R", dass s = 0 auf Z. Sei p € S! x S? beliebig gewihlt. Sei
(e1, e2) ein lokaler Rahmen von ¥ Z, so dass fiir i = 1,2

ei: [0,H) x U = 2T Z,
mit £ >0, U C St x S? offen, p € U. Wir schreiben

s = 8161 + 8262

fiir s',5%: [0,7) x U — C = R? glatt.
Furté[ 1) gilt:

0= (V%+Zs> (t,p) = Z (L%si> (t,p)ei(t,p) + s'(t, p) <V§+26i> (t,p)

ot i=1

:23:1 fles
2
d
= _ (S
= (dt t

wobei fz-j : [0,#) x U — C geeignete glatte Funktionen sind. Weiter gilt s!(0, p) = s2(0,p) =
0. Setzen wir y(t) := (s'(t,p), s%(t,p)) und A(t) := (f;f(t,p))l-’j:l,g fiir alle t € [0,%), so
erhalten wir das homogene, lineare System von gewohnlichen Differentialgleichungen erster
Ordnung

2
“(tp)+ Sj(t,p)f}(t,p)> ei(t, p),

j=1

V() =—At)y(), t€0,i)
7(0) =0.

Es folgt v(t) = 0 fiir alle ¢ € [0,7). Das bedeutet s(¢,p) = 0 fiir alle t € [0, ).
Um einzusehen, dass s(t,p) = 0 fir alle t € [0, 00), fithren wir einen Widerspruchsbeweis.
Angenommen, es gibt ein ¢y € (0, 00) mit s(to,p) # 0. Dann existiert

= inf{t € [0,00) | s(t,p) # 0}

Nach Definition gilt s(¢,p) = 0 fiir alle ¢ € [0,¢1). Wir wéhlen einen lokalen Rahmen von
Y+ Z, definiert auf J x V, J C (0, 00) offen, V C S' x S? offen, t; € J, p € V, und erhalten
wie oben s(t,p) = 0 fiir alle ¢ € J. Das steht im Widerspruch zur Definition von ¢;. Also
gilt s = 0 auf Z, was wir zeigen wollten.)

Daraus folgt V?,Mtgot = %17 -t ¢ fur alle ¢ > 0 und damit auch i).

Zu ii): Wir gehen analog zu i) vor: Sei X € I'(T'S1) beliebig und
X(t,s,2) = (0,e16' X (s),0)
fiir alle (t,s,2) € Z. Dann ist X € ['(T'2) und aus (4.9) und (5.9) folgt

vXo

Yot
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Wir berechnen ganz genau wie im Beweis von i), dass

V3 EX o) =0,

t

Aus Theorem 4.8 und (5.9) ergibt sich

VE+Z<P VEMtSOt - @X “t Pt

und wir berechnen

Vié:Z(v?(Mt@t) — viéﬁ+2(v2+zgp+ 32X t@t)
+ +
= V5 (V% “p)
0
_R2+Z(8t X)p +VE+ZVE+Z +V[a 2
_ pXtz a ¥ ZJrZ
.10 N
x4 9 (%, ntz
s iz X9 16V v
1 1 -~
= E(?TQX “t %-FV)E*( Zo)
1
= T6V§3Mt90t7

wobei die Gleichheit * durch Lemma 5.5 ii) und [, X] = =X nach (4.8) folgt.
Mit dem Anfangswert (5.2) erhalten wir

+ 3M, M,
V% Z (VX tpy) = %VX t oy
V?(MO(,OO =0

Wie oben erhalten wir daraus V§~(Mt ot = 0 fir alle t > 0 und ii) folgt.
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Unsere Ergebnisse in diesem Kapitel beziehen sich auf folgende Vermutungen:

Vermutung 1: S'-Hauptfaserbiindel mit kurzen Fasern und S'-invarianten Spino-
ren kollabieren unter dem Spinorfluss gegen ihre Basis.

Vermutung 2: Fir M = S™ ist die volumennormalisierte Standardmetrik mit
Killing-Spinor stabil unter dem volumennormalisierten Spinorfluss. Dabei ist mit
»stabil* gemeint: Wahlt man einen Anfangswert (go, o), der nahe an der volumen-
normalisierten Standardmetrik mit Killing-Spinor ist, so fliet der Fluss fiir den
Anfangswert (go, o) zur volumennormalisierten Standardmetrik mit Killing-Spinor
(modulo Diffeomorphismeninvarianz).

Die ,,S'-invarianten Spinoren“ sind diejenigen Spinoren auf dem Hauptfaserbiindel, welche
den Spinoren auf der Basismannigfaltigkeit entsprechen, diese werden wir in Abschnitt 6.2
definieren.

Wir werden diese beiden Vermutungen fiir die sogenannten Berger-Spharen bestatigen.
Das Ergebnis zur ersten Vermutung ist Theorem 6.10, das zur zweiten Vermutung ist
Theorem 6.19 (und Theorem 6.17).

Die obigen beiden Vermutungen sind nicht formal préizise formuliert (teilweise ist auch
nicht klar, wie eine formale Prézisierung dieser auszusehen hat), unsere Ergebnisse sind
jedoch sehr konkret.

Die Motivation fiir die erste Vermutung kann man anschaulich so beschreiben: Es ist sehr
wahrscheinlich, dass triviale S'-Hauptfaserbiindel M x S' — M (mit passend gewihlter
Riemannscher Metrik) mit S'-invarianten Spinoren gegen ihre Basis M kollabieren. Ange-
nommen, wir haben ein (nicht-triviales) S!'-Hauptfaserbiindel mit ,kurzen® Fasern. Dann
sind die geometrischen Auswirkungen der Kriimmung klein. Damit sollte das Biindel ,,fast
trivial sein und auch gegen seine Basis kollabieren.

Die zweite Vermutung ist durch dhnliche Resultate fiir andere geometrische Fliisse moti-
viert. Ein Ergebnis dieser Art fiir den mittleren Kritmmungsfluss ist z.B. [12, 1.1 Theorem)].

6.1 Grundlagen zu Berger-Spharen und technische Vorbereitungen

Die Berger-Sphéren sind die Sphére S? mit speziellen Riemannschen Metriken, die wir im
Folgenden beschreiben.
Zunachst sei

7 C?>8 5 S2cCxR

die Hopffaserung, m(w,z) = (2wz, |w|? — |2]?), w, z € C. Mit der Hopffaserung als Projek-
tion wird S? zu einem S'-Hauptfaserbiindel iiber S?, wobei die S'-Wirkung durch

(a,b) - g:=(ag,bg),

(a,b) € S? C C?, g € S' C C definiert ist. Die Fasern 7~ !(z), € S?, heien Hopffasern.
Wihlen wir auf S% die Standardmetrik ggs (welche man durch Einschrinkung des Stan-
dardskalarproduktes auf dem R* erhélt) und auf S? die Fubini-Study-Metrik grg, so wird
die Hopffaserung m: (52, ggs) — (S2, grs) zu einer Riemannschen Submersion. Fiir jedes
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p € S3 spaltet der Tangentialraum 1,5 3 auf in den Tangentialraum der Hopffaser und sein
orthogonales Komplement (welches wir hier und im Folgenden beziiglich ggs bilden),

T,S3 = ker(dn,) @ (ker(dmp))*.
Wir skalieren die Standardmetrik auf S3 entlang der Hopffasern mit € > 0:
G (X1 + Y1, X0 +Y2) i= ggs(e X1 + V1,6 X + Y2)
fiir X; € ker(dm,), Y; € (ker(dmp))*t, i =1,2.

Definition 6.1 (Berger-Sphiren) Die Familie Riemannscher Mannigfaltigkeiten
(83, 9%)es0 bezeichnen wir als die Berger-Sphéren. Fiir jedes ¢ > 0 nennen wir (S2, g°)
Berger-Sphéire (zum Parameter ¢) und g° heifit Berger-Metrik (zum Parameter ¢).

Wir notieren den Parameter € in ¢° oben, damit die Berger-Metrik zum Parameter ¢
nicht mit dem Metrik-Teil der Losung des Spinorflusses g; verwechselt werden kann, bei
dem wir den Parameter unten notieren.

Bemerkung 6.2 (Berger-Metriken vermittels linksinvarianter Metriken auf SU(2))
Wir geben noch eine weitere Art und Weise an, wie man die Berger-Metriken erhalten
kann. Dazu betrachten wir die Liegruppe

—b
a

SU(2):{<Z ) la, beC, |a>+ [b]2 =1}

mit der Liealgebra

i B+ iy
_B+in _m> | o, B, v € R}

Es ist (X1, X2, X3) mit

1 0 0 1 0 1

eine Vektorraumbasis von su(2). Fiir jedes € > 0 definieren wir ein Skalarprodukt (.,.).
auf su(2), indem wir (1X1, X5, X3) als Orthonormalbasis von (su(2), (.,.)e) erkliren. Sei
g° die davon induzierte linksinvariante Riemannsche Metrik auf SU(2),

(G7)a(V,W) = (d(La-1)V,d(La-1)W)e,

wobei A € SU(2), V, W € TaSU(2) und L,-1(B) = A™'B die Linkstranslation mit A~*
bezeichnet.
Vermittels des Diffeomorphismus

h: SU(2) — S3,

(Z C_f’) — (a,b),

identifizieren wir S = SU(2). Unter dieser Identifizierung ist §° die Berger-Metrik zum
Parameter ¢, d.h. genauer: h*g®* = §°.
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Wir sammeln nun einige technische Resultate, die wir fiir die Losung des Spinorflusses
auf den Berger-Sphéren bendtigen.
Die Wirkung von S' auf S2 liefert uns einen globalen Fluss

R x 83 — S3,
(t,p) = p-e,
dessen Flussvektorfeld K € T'(T'S?) gegeben ist durch
K((a,b)) = (ia, ib)

fiir alle (a,b) € S C C2. Es gilt K(p) € ker(dr,) fiir alle p € S3.
Fiir den Rest dieser Arbeit wihlen wir auf S3 den Zusammenhang

p — (ker(dmp))™*.

(Insbesondere heifit das: Wann immer wir im Folgenden von horizontalen Lifts sprechen,
meinen wir horizontale Lifts beziiglich dieses Zusammenhangs.) Sei &: T'S® — iR die
Zusammenhangsform, die durch diesen Zusammenhang induziert wird, d.h.

Gp(X(p) +Y) = X

fiir alle p € S3, X € iR und alle Y € ker(dr,)*. Man sieht leicht, dass ©(K) = i. Wir
setzen

w = %(IJ TS5 = R.
Mit dw bezeichnen wir das Differential von w,
dw(X,Y) = Lx(w(Y)) — Ly (w(X)) —w([X,Y]).
Wir definieren
9t(X1 + Y1, Xo +Y2) = ggs(a(t) X1 + B(t)Y1, at) X2 + B(1)Y2) (6.1)

fiir t € I, I C R ein Intervall, 0 € I, X; € ker(dm,), Vi € (ker(dm,))*, i = 1,2 und beliebige
glatte Funktionen «, 8: I — (0, 00).

Bemerkung 6.3 (Losungsstrategie fiir den Spinorfluss auf Berger-Sphiaren) An
dieser Stelle gehen wir auf unsere Losungsstrategie fiir den Spinorfluss auf den Berger-
Sphéren ein, damit klarer wird, warum wir im Folgenden bestimmte Aussagen zeigen und
insbesondere, warum wir uns fiir die Metriken (6.1) interessieren.

o Wir wéhlen spéter (6.1) als Losungsansatz fiir den Metrik-Teil der Losung, wobei wir
fordern werden, dass «a(0) und 3(0) so gewéhlt sind, dass go der Metrik-Teil unseres
Anfangswertes ist.

o Dann bilden wir den verallgemeinerten Zylinder beziiglich (6.1) und definieren den
Spinor-Teil der Losung ¢ durch Parallelverschiebung des Spinor-Teil des Anfangs-
wertes ¢g in 1 Z beziiglich vZtz entlang s — (s,p), s € I.
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o Als Néchstes berechnen wir Vz(sg’gt)cpt (als einen Ausdruck, der insbesondere von
a und 8 abhéngt). Dazu stellen wir eine Differentialgleichung in X1 Z auf. Ein we-
sentliches Hilfsmittel hierfiir sind Kriimmungen in X7 Z.

o Nachdem wir V=05 3’9t)g0t berechnet haben, konnen wir damit Q1 (g¢, ¢¢) und Q2(g¢, p¢)
berechnen.

o Wir zeigen V§+th =0 = Q2(g¢, pt), unabhéngig von der Wahl von « und S.

e SchlieBlich zeigen wir, dass die Identitdt %gt = Q1(gt, 1) dquivalent ist zu einem
System von zwei nichtlinearen, gewohnlichen Differentialgleichungen fiir (o, 5). Wir
l6sen dieses System, um Eigenschaften des Metrik-Teils der Losung g; zu erhalten.

Im weiteren Verlauf ist es wichtig, dass dw(X,Y’) unter bestimmten Voraussetzungen
eine konstante Funktion in p € S? ist. Dazu benétigen wir:

Lemma 6.4 Sei eine Orientierung auf S? beliebig aber fest gewdhlt. Dann gilt:

i) Fiir eine der beiden Orientierungen auf S gilt: Fiir alle p € S und alle positiv ori-
entierten Basen (f1, f2) von TTr(p)S2 ist (K(p),b1,b2) eine positiv orientierte Basis
von TpS3. Dabei bezeichnet b; den horizontalen Lift von f;, i = 1,2. Fir die andere
Orientierung auf S° gilt dann entsprechend: Fiir alle p € S® und alle positiv orien-
tierten. Basen (f1, fa) von Tr(,)S? ist (—K(p),b1,by) eine positiv orientierte Basis
von TpS3.

i) Ist (f1, f2) eine positiv orientierte Orthonormalbasis auf (S, grs) und bezeichnet b;
wieder den horizontalen Lift von f;, i = 1,2, so gilt

dw(by, by) = £2,

wobei das Vorzeichen nur von der auf S? gewdhlten Orientierung abhéingt (aber nicht
von der Wahl der positiv orientierten Orthonormalbasis (f1, f2)).

Beweis. Zu i): Sei p € S% und (f1, f2) eine positiv orientierte Basis von T,,(p)SQ. Wir defi-
nieren eine Orientierung auf 7,,S3, indem wir (K (p), by, be) als positiv orientiert erkliren.
Durch Betrachtung der Basiswechselmatrizen iiberzeugt man sich leicht davon, dass diese
Orientierung auf 7,93 nicht von der gewihlten positiv orientierten Basis (f1, f2) abhéngt.
Insgesamt bekommen wir eine punktweise Orientierung auf S3. Diese ist stetig (und de-
finiert damit eine Orientierung auf S%), da fiir einen lokalen positiv orientierten Rahmen
(f1, f2) der lokale Rahmen (K, by,bs) positiv orientiert ist. Ersetzen wir K durch —K
erhalten wir die andere Orientierung auf S®.

Zu ii): Wir identifizieren S3 = SU(2) wie zu Beginn des Abschnittes. Unter dieser
Identifikation gilt K = X;. Mit der Identitdt [Xs, X3] = 2X; folgt also

[X27 X3] = 2K7

und damit
dw(XQ,Xg) = —w([XQ,Xg]) = —QW(K) = -2

(Hier fassen wir die X; wie gewohnlich auch als linksinvariante Vektorfelder auf und bemer-
ken, dass X5 und X3 horizontal sind.) Die beiden Orientierungen auf S® sind linksinvariant
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(siehe [16, Proposition 15.19]), d.h. fiir eine Orientierung auf S® ist (K, X2, X3) in jedem
Punkt positiv orientiert und fiir die andere Orientierung auf S3 ist (—K, X2, X3) in jedem
Punkt positiv orientiert. Aulerdem ist (K, X2, X3) in jedem Punkt eine Orthonormalbasis
auf (S3,ggs) = (SU(2),§"). Sei nun (fi, f2) eine positiv orientierte Orthonormalbasis auf
(82, grs). Damit ist (K, b1, by) (bzw. (—K, by, by)) eine positiv orientiere Orthonormalbasis
von (53, ggs). Dann gilt entweder
1. Fall: (K, b1,b2) und (—K, X9, X3) sind gleichorientiert (und dies gilt unabhéngig vom
Auswertungspunkt p € S% und von der Wahl von (f1, f2)). In diesem Fall erhalten wir
(durch Betrachtung der Basiswechselmatrizen) dw(by,be) = 2.
oder
2. Fall: (K, b1,b2) und (K, X9, X3) sind gleichorientiert (und dies gilt unabhéngig vom Aus-
wertungspunkt p € S% und von der Wahl von (f1, f2)). In diesem Fall gilt dw(by,by) = —2.
Hierbei ist zu beachten, dass ,,Gleichorientiertheit* unabhéngig von der Wahl einer
Orientierung auf S ist. Daraus folgt ii). O

Bemerkung 6.5 (Orientierungskonvention fiir S und S?) Fiir den Rest dieser Ar-
beit wihlen wir eine beliebige (aber feste) Orientierung auf S? und versehen S® mit der
Orientierung, fur die gilt: Ist (f1, f2) ein beliebiger positiv orientierter lokaler Orthonormal-
rahmen auf (52, grg), so ist (K, by, ba) ein positiv orientierter lokaler Orthonormalrahmen
auf (93, ggs). Dann ist

a :=dw(by,be) = £2,

unabhéngig von der Wahl des positiv orientierten lokalen Orthonormalrahmens (fi, f2).
(Da wir die Orientierung auf S? fixiert haben, ist a eine feste Zahl.)

In Bemerkung 6.16 gehen wir darauf ein, was passiert, wenn wir die Orientierungskon-
vention dndern und (— K, b1, by) als positiv orientiert wihlen. Dabei sei schon angemerkt,
dass die Wahl der Orientierungen keine wirkliche Einschrankung darstellt und nur in Form
eines Vorzeichens eine Rolle spielt.

Bemerkung 6.6 (Notation fiir Rahmen) Sei (g;)tc; wie in (6.1). Wir vereinbaren
fiir den Rest dieser Arbeit folgende Notation: (fi, fo) bezeichnet einen beliebigen posi-
tiv orientierten lokalen Orthonormalrahmen auf (S?, grg) und mit b; bezeichnen wir den
horizontalen Lift von f;, i = 1,2. Wir setzen

1 1

(eo(t), ex(t), e2(t)) := (a(t) i B(t)

b17

und bemerken, dass (eo(t),e1(t),e2(t)) eine lokale positiv orientierte Orthonormalbasis
von (53, g;) ist (mit unserer Orientierungskonvention). Weiter sei

1

fi(t) = 30

fi  i=12

Spéter bendtigen wir folgende Proposition:
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Proposition 6.7 Fir (g¢)icr wie in (6.1) gilt

o), eo(t)) =22 2.
dner(t),x (1) = dneat), alt)) =270
ge(eo(t), er(t)) = ge(eo(t), e2(t)) = ge(en(t), ex(t)) = 0
in(eo(t), eo(t)) = 20:/(%) + 22/((;)22
Z0..22

o d(t)
Will) = - S (6.2)
Wiy) = -2 ((f)) Y, (6.3)

fiir alle horizontalen Vektorfelder Y € T(TS3).

Beweis. Wir berechnen

o), colt) = 52| anlen(t).oft)
d 1
" ds _pot)? w
® —a(s)2gs (K, K)=a(s)2
1 d
= awrasl,
- - (1)2204@)@'@)
o(t)
O

Analog erhélt man

gi(er(t),en(t)) = gu(ea(t), e2(t)) = 2[;/((;)) )

ge(eo(t), ex(t)) = ge(eo(t), ea(t)) = grler(t), e2(t)) = 0.
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Fir die zweiten Ableitungen berechnen wir

d2
@ s=t
d? 1
T ds? sepalt)
1 d?
a(t)? d32
— aé)Qz(a”(t)a(t) +a/(t)%)
a//(t)

ge(eo(t), eo(t)) =

gs(eo(t), eo(t))

2gS(K K)

a(s)?

=t

und analog

geler(t) ex(t)) = dilea(t), ea(t) = 5,,((;)) e /ff))

gi(eo(t), ex(t)) = gi(eo(t), ea(t)) = gi(en(t), e2(t)) =
Die Aussagen tber die Weingartenabbildungen W; folgen aus (4.5) O

Fiir das néchste Lemma erinnern wir daran, dass wir den horizontalen Lift eines Vek-
torfeldes X mit X* bezeichnen.

Lemma 6.8 Bezeichnen wir mit V' die Levi-Civita-Ableitung von (S3,g;) wund
(S2,B(t)%grs), so gilt

V! meolt) =0, Ve mealt) = —;g“(%)z aeo(t) + (vtl(t) fg(t))* ,
Vet = 5 5spaea(o) Veer(t) = g gibacalt) + (Vi /i0)
T ealt) =~ et Vet =~ et

V! yeolt) = ;;‘(%QQeg(t), Vet = (T fa0)

Beweis. Fiir den Beweis sei ¢ € I beliebig aber fest gewihlt. Sei R.is(p) = p - €** fiir alle
p € 53, s € R. Dann gilt fiir j = 1,2:

d

(K, e;(®)](p) = —-

ds =0 (dRe—iS)p.eis (ej(p . eis))

=e;(p-ei®-e~i%)=e;(p)
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Dabei haben wir verwendet, dass e;(t) als horizontaler Lift rechtsinvariant ist, siehe Satz
1.66. Insbesondere folgt [eo(t), e;(t)] = 0.
Die Christoffelsymbole I‘fj (t) und Ffj(t) sind definiert durch

2
Vi lit) = > THO ), i,5=12,

2
Vi e ) = Thtex(t),  i,j=0,1,2
k=0

Die Koszul-Formel liefert
20%(1) = 29:(VE, 1y €5 (1), ex(t))
= gi([eit), e5(1)], e (1) + gi([ex(t), €i(t)], €5()) — gi(le;(2), e (t)], ei(t)).
Fiir den Rest des Beweises seien i, j, k € {1,2}. Dann gilt

2T, (t) = ge([eo(t), ei(t)], e;()) + ge([ej (1), eo(t)], ei(t)) — ge([es(t), e (1)), eo(t))

=0 =0

—a(t)ge([ei(t), e; ()], eo(t))wleo(t))
—a(t)w(pryer ([ei(t), e;()]))
—a(t)w(lei(t), e;(t)])
a(t)dw(e;(t), e;(t))
= 5((;))2 dw(bs, bj).
Damit erhélt man
() = Fo(t) = Tht) = 5 ona(tiby)

Genauso erhalt man aus der Koszul-Formel
~60(t) = f?o(t) = fgi( ) fgo(t) 0.
Mit Satz 1.66 folgt
2
> ai([ei(t), e ()], ex(t))er(t) = pro([ei(t), (1))
=1
=[fi(t), [;(O)

2 *
(Zﬂ 2grs([fi )fj(t)],fl(t))fl(t)>

2

=3 (B®?9rs(Lf:(0); 5], fil) o ) ex(t).

1
=1

~

~

Koeffizientenvergleich liefert )
Ih@t) =Th({t)or

Die Aussage des Lemmas folgt nun durch einfaches Ausrechnen. O
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Das néchste Lemma liefert uns wichtige Aussagen iiber Kriimmungen im verallgemei-
nerten Zylinder, den wir beziiglich der in (6.1) angegebenen Einparameterfamilie von Rie-
mannschen Metriken bilden.

Als Spinstruktur auf dem Zylinder wihlen wir die von der Spinstruktur auf (52, go)
induzierte Spinstruktur. (Auf (S®,ggs) existiert eine Spinstruktur nach Abschnitt 2.2.
Damit existiert wegen der Bemerkung nach Satz 3.3 auch auf (53, go) eine Spinstruktur.
Diese ist eindeutig (bis auf Aquivalenz), da S® einfach zusammenhingend ist, siche Satz
1.44. Deshalb sprechen wir von der Spinstruktur auf (52, go).)

Lemma 6.9 Fiir alle p € T(X1Z) und alle horizontalen Vektorfelder Y € T(TS3) gilt

n 1 a// a/ a /

R 20 = 5 (g + e~ e o) 7K 64
. LB 1d() la®)B(®)

2w =3 (G ~agepre a0 Ve ©9)

Beweis. Wir berechnen die Kriimmungen mit Hilfe von Lemma 1.61. Als lokale Ortho-
normalbasis von Z wéahlen wir (v, g, e1, €2), wobei

ez(tap) = el(t)(p)a 1= 07 172
Fir den Beweis verwenden wir die abkiirzende Schreibweise
Rxyzw = gz(R®(X,Y)Z,W).

Weiter nutzen wir die Tensorialitdt von Rx )y zw, d.h. wollen wir z.B. R, ¢ ;e (t, D)
berechnen, reicht es, R, (¢ p).eq(t,p).e1 (t,p)e2(t,p) 20 Derechnen. Das hat folgenden Vorteil: Die
ei, 1 = 0,1,2, sind lokale Vektorfelder auf Z, aber e;(t,p) sind Tangentialvektoren auf
S3. d.h. wir kénnen die Gleichungen (4.6)-(4.7) verwenden. Fiir den Rest des Beweises
wéhlen wir also (¢, p) beliebig, aber fest und meinen mit e; den Tangentialvektor e;(¢, p).
Wir berechnen

R'Aeo ,€0,61 _R@07€1 ,€0,V

_ ! ((vélgt> (e, €0) — (vgogt) (61,60)>

1 ) )
= —5(Les (ge(eo, e0)) — 24:(V¢, €0, €0)
— Ley (ge(e1, €0)) + 9:(Vi €1, e0) + ge(er, Vi eo))
=0.

Dabei sind die Terme der Form ¢(.,.) Null wegen Proposition 6.7 und Lemma 6.8. Die
Terme mit den Lieableitungen sind Null, da g.(e;, ;) konstant ist als Funktion in p € 53
und die Lieableitung als Lieableitung von Funktionen auf S zu verstehen ist. Analoge
Rechnungen liefern

Rl/,eo,mez = Rv,eowm = Ru@m%@z =0.
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Weiter ist
Ry e veo = —Regvpeo

1, .

= Q(gt(eo,eo) + g¢( Wi(eo) ,e0))

== (j;/((tt)) €o

1 " t / t 2 / t / t
2° at) a(t)?2  at)  at)

B Ct//(t)

~oa(t)’

RV760,€1,62 = _R61,€2,60,V

((VE,90)(e1,e0) = (VE,g1)(e2.€0)))

(—Qt(v'éQel, eo) — giler, Vi, eo) + gi(VE €2, e0) + geles, Vileo))

Lol L) Lal) )
25(1)? a(t) 262" at)

B(t)  lalt) AW
<1t>+ EIOEAREE0)

*

1
2
1
2
1
2

)

wobei in * zu beachten ist, dass gt((V;Q(t)fl (t)*, e0) = gt((Vscl(t)fg(t))*, eo) = 0, da man
die horizontalen Lifts immer als Summe von e; und ey schreiben kann.
Schliefllich wenden wir Lemma 1.61 an und erhalten
REJrZ(” 60)@ (Ru,eo,u,eol/ ~ep -+ Ry,eo,el,egel c €2 ()O)
o(t)  alt)s(t) )
= v-e + ( a— ale;-es-
2 {al) T T\ B T TR )22

=v-ep Y
(1), o), aB)
P ( a(t) ﬁ(t)?“ B(t)? ) Ve

1
2

woraus sofort (6.4) folgt. Dabei folgt e; - e2- ¢ = v+ €g - ¢ aus Proposition 1.54, denn diese
liefert v-eg-e1-e3 - = —¢.

Um R Z(1,Y )y fiir ein horizontales Vektorfeld Y € T'(T'S?) zu berechnen, berechnen
wir R="Z (v, e1)¢ und R 2 (v, e5)p. Mit den gleichen Argumenten wie bisher zeigt man

RV7€17V7€O = RV7617V762 = RV,€1,€0761 =0,

sowie
~B"®)
RV7€1»V,€1 - B(t) .



6.1 Grundlagen zu Berger-Sphéaren und technische Vorbereitungen 87

Die néchste Rechnung ist etwas ldnger, deshalb schreiben wir sie nochmal explizit auf:

RV761,€0762 = *R60,€27617V

- ((Viggt)(% e1) = (Ve n)(e2, 61))

2
1 . . . .
=3 ( (Ve eo e1) — gileo, Vier) + gi(VE ez, e1) + gi(es, Vf30€1))
1
2

Lo B0 L) o)
20 TR 2B e

;()a g0 Lal) B0
252" <t>+ 502" 2B

)

Weiter ist

Rv,61,61,62 - _R61,62,61,V

1

= L (T dteren) = (V) eaven)

= ( 2gt(V2261, e1) + gt(vgeg, e1) + gi(ea, Vélel))

—5 (=20 (Vi i) 1) + 3e((Viy (0 F2 ()" €2) + Gz, (Vi ) 1 (D))

l\DM—‘[\DM—‘

Il

)

)

dabei sehen wir die Gleichheit * wie folgt ein: Sei zunéchst thi ® filt) =3, Ffj(t) fr(t),
wobei hier V¢ die Levi-Civita-Ableitung von 3(t)?grs bezeichnet. Um die Notation etwas
zu vereinfachen, sei {.,.) := B(t)%grs(.,.). (Erinnerung: t ist fiir den ganzen Beweis fest
gewahlt.) Die Koszul-Formel liefert

205 (1) = 2V £5(8), i)
= ([fi@) ;O] fu(@®)) + ([f@) f: D], £3@)) — ([f5 @) fe(B)], fi (1)),

woraus folgt:
Ti(t) =TTt =T, (t) =T3,(t) =0, T3(t) = -Tiy(t), T5.(t)=-T5(t). (6.6)
Schliefilich ist

(T5;(t) o m)ex (6.7)

2
=1

2
(Vi Z =
und wir berechnen

~25u((Vh 1 (D) 1) + 30 (T 0 F2 (D) €2) + Gt ez, (T F1 (D))
— = 24((Th, (t) om)er, 1) + u(( Thy(t) omen, en) + (T (£) o mea, e2)
=0 :_F%I(t)

k

=0,
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was genau die Gleichheit * ist.
Wir erhalten

+
RE Z(V 61)30 (RV,el,I/,61V €1 + Rl/,eh(io,egeo €2 @)

1
3
_1 5”(75) e la() (t)ﬁl()a e e -
S EORRRA O b >u

B(1)?
() 1a(t) | la@®B(t)
2(5@) 2ﬁ(t>2a+5 B(1)3 )*”

Ganz analog berechnet man (man verwendet ganz genau die bisherigen Methoden, es
kommt nichts Neues hinzu)

B'(t) 1d/(t) |1
Bt 282" T2 By >*”

und wir erhalten (6.5). O

1
R = L

6.2 S'-invariante Spinoren

Wir werden den Spinorfluss unter anderem fiir sogenannte S'-invariante Spinoren betrach-
ten, welche in diesem Abschnitt eingefithrt werden. Details findet man in [1].

Die Hauptfaserbiindel-Wirkung von S' auf S% induziert eine Wirkung von S' auf
SO(S3,g;), wobei g; wie in (6.1) ist (und ¢t € I fest gewihlt). Ziel ist es, diese Wir-
kung zu einer (glatten) Wirkung von S auf (Spin(S3, g¢),n) zu liften'!, d.h. wir wollen
ein kommutatives Diagramm

Spin(S%, g¢) x S* — Spin(S%, g¢)

| |

SO(SP’?Qt) x St —— SO(nggt)

wobei die horizontalen Abbildungen die jeweiligen Wirkungen sind. Gibt es so einen Lift,
sagen wir, dass die Spinstruktur Spin(S®, g;) projizierbar ist. Aus Satz 2.4 folgt, dass der
Lift eindeutig ist, sofern er existiert, d.h. dass es héchstens eine Wirkung von S' auf
Spin(S3, g;) gibt, die obiges Diagramm kommutativ macht. (Dabei ist zu beachten, dass
Spin(S3, g;) und SO(S3, g;) zusammenhingend sind, da Spin(S?, g;) = S x Spin(3) und
SO(S3, g1) = S x SO(3,R) nach Beispiel 1.42.) Wir definieren mit Hilfe der Riemannschen
Submersion 7: (53, g;) — (5%, 3(t)%grs) eine projizierbare Spinstruktur auf (S3, g;). Das
reicht, da es nur eine Spinstruktur auf (53, g;) gibt.
Wir setzen

Spin(S3, g;) := 7*(Spin(S2, 5(t)%grs)) X Spin(2) Spin(3)
und definieren

n: Spin(S?, g;) — 7 (SO(S%, B(t)*grs)) X sor) SO(3,R) = SO(S?, g;)

"Bis auf Aquivalenz gibt es genau eine Spinstruktur auf (S®, g;), siche Satz 1.44 und die Bemerkung nach
Satz 3.3.
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durch
n([(z,0), g]) = [=,7(c), Ad(g)].

Dabei ist (Spin(S?, 3(t)%grs),7) die Spinstruktur auf (S2%,5(t)%grs), (z,0) €
7 (Spin(S?, B(t)%grs)) C S3 x Spin(S?, B(t)?grs), g € Spin(3). Die Erweiterungen werden
entlang der Abbildungen F' und j aus dem Beginn des Beweises von Lemma 2.5 gebildet.
Die Identifikation 7*(SO(S?, 8(t)*grs)) Xso@r) SO(3,R) = SO(5%,g;) ergibt sich aus

dem Isomorphismus

T*(SO(S?, B(t)*grs)) Xso@r) SO(3,R) = SO(S?, g¢),
1
[(z,v1,v2), A] = (%K(ﬂf),viv’ﬁ) - A
Den Isomorphismus erhélt man mit Hilfe von Satz 2.2.
Nun definieren wir eine S'-Wirkung auf Spin(S?, g;) durch

1S 15

[(.%',U),g] €= [($ "€ 70)79]

(wobei z - €% die Hauptfaserbiindelwirkung von e** € S!' C C auf z € S ist). Diese
Wirkung ist ein Lift der Wirkung von S! auf SO(S?, ;) und damit ist die Spinstruktur
auf (53, g;) projizierbar.

Durch Wirkung in der ersten Komponente erhalten wir eine S'-Wirkung auf 3(S%, g;).
Wir nennen einen Spinor ¢ € T'(X(S3, g;)) S'-invariant, falls

S

pla- ) = p(z) e

fiir alle € S% und alle s € R gilt. Mit Vy(¢) C T'(2(S%, g1)) bezeichnen wir die Menge der
S'.invarianten Spinoren. Fiir einen S!-invarianten Spinor ¢ € Vy(t) gilt

1 aft

siehe [1, Lemma 4.3]'2. Fiir jedes t € I gibt es einen Isomorphismus von Vektorriumen
Qo(t): T(X(S%, B(t)grs)) — Volt),

so dass fiir jedes Vektorfeld X € T'(7'S?) und jeden Spinor o € T'\(X(S?, B(t)%grs)) gilt

Vi.Qo(o) = Qo(Vio) — 15(557;)2 aX” -+ Qo(o), (6.9)
Qo(X o) = X" Qo(o), (6.10)

vergleiche [1, Lemma 4.4]. (In [1] miissen Spinoren nicht notwendigerweise glatt sein. Unser
Isomorphismus Qo(t) ist die Homothetie von Hilbertrdumen @y aus [1], eingeschrankt
auf die glatten Spinoren.) Dabei bezeichnet V! die spinorielle Levi-Civita-Ableitung auf
(53, g¢) baw. ¥(S?, B(t)?grs) und ,, - “ ist die Clifford-Multiplikation in den betreffenden
Spinorbiindeln.

12Um (6.8) aus [1, Lemma 4.3] zu erhalten, verwenden wir Proposition 1.54.
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6.3 Kollaps der Berger-Spharen unter dem Spinorfluss

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Theorems, welches die Vermutung 1
(siehe Beginn Kapitel 6) fiir die Berger-Sphéren zeigt. (Fiir die Formulierung des Theorems
erinnern wir an Bemerkung 6.5.)

Theorem 6.10 Sei M = S3, ¢ > 0 und \ € {£1}. Als Anfangswert (go, po) wihlen wir
go = g° und einen Spinor ¢y € T'(X(S3, ¢°)), so dass |po| =1 und

3 € 1
V?{(S 9 )900 — ZeaK - 0, (6.11)
£(53,9° 1
V) o = (A — £0)Y - 0, (6.12)

fiir alle horizontalen Vektorfelder Y € T'(TS3).
Dann ist die Losung des Spinorflusses gegeben durch (gi, pt)ter, I = [0, tmaz), tmaz
maximale Existenzzeit nach rechts, mit

9:( X1+ Y1, Xo +Y2) = ggs(a(t) X1 + B()Y1, a(t) X + 5(1)Y2)

firt € I, X; € ker(dm,), Y; € (ker(dmp))t und glatte Punktionen o, : I — (0,00) mit
a(0) =& und B(0) = 1 (ggs bezeichnet die Standardmetrik auf S3), sowie

¢i(p) = ¢(t,p) = Pos(p)(¢o(p) € BT Z,

wobei Pos(p) die Parallelverschiebung in ST Z beziiglich V>'Z entlang w(s) = (s,p),
s € I, von v,(0) nach v,(t) bezeichnet. Es erfillt (g, pt) fir jedes t € I die Gleichungen
(6.13)-(6.14).
Falls a\ = 2 ist, gilt:
Fird<e< % gilt tae = 00 und
lim «(t) =0, lim 3(t) =: Boo > 0.

t—o00 t—o00

Fiire >

Wl

gilt
lim a(t) = lim B(t) =0.

t—tmazx t—tmaz

Fiir e = % 18t tae = 12 und die Losung ist gegeben durch

a(t) = 28(0), B(t) = é\/36 — 3

Fiir e =1 gilt tynee = 16 und die Losung ist gegeben durch

1
a(t) = p(t) = Z\/16 —t.
Falls a\ = =2 1ist, gilt:
Fiir jedes € > 0 gilt tyq, = 00 und
tliglo a(t) =0, tliglo B(t) =: Bos > 0.
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Bemerkung 6.11

i) Die Motivation fiir ¢g in Theorem 6.10 sind S'-invariante Spinoren, ,die von M-
Killing-Spinoren auf (52, grs) kommen®. (So stellen wir auch die Existenz von g
sicher, sieche Lemma 6.12.)

ii) Im Fall aA = 2 bedeutet das Ergebnis: Wenn die Fasern kurz genug sind (¢ < %), SO
kollabiert die S1-Faser (aw — 0), das Faserkomplement aber nicht (38 — B > 0). In
diesem Sinn kollabiert das S'-Hauptfaserbiindel 7: S — S? gegen seine Basis S2.

Werden die Fasern zu lang (¢ > %), kollabiert die S3 gegen einen Punkt (o, 3 — 0).
Im Fall e\ = —2 kollabiert S3 unabhingig von der Faserlinge gegen S2.

Lemma 6.12 Zu jedem \ € {1} gibt es einen Spinor po € T(X(S3, ¢°)), so dass |po| = 1
und
vEshe) ]
K Yo = Z&CLK 0,

3 & 1
sz/(s oy = (A= ZEG)Y “ o,

fiir alle horizontalen Vektorfelder Y € T\(TS3).

Beweis. Sei o ein i%—Killing—Spinor auf (52, gg2), wobei gg2 die Standardmetrik auf S?
bezeichnet (fir die Existenz von o siehe etwa [9, Examples A.1.3]). Dann ist o ein +1-
Killing-Spinor auf (52, 1gs2) = (52, grg) nach Bemerkung 1.59. Wir setzen

@0 := Qo(0)(0)

(sieche Abschnitt 6.2). Die Identitéten fiir VE(SB’QE)QOO folgen direkt aus den Gleichungen
(6.8)-(6.10). Mit Hilfe von Lemma 1.60 ii) folgt Ly|¢ol?> = Lyl|po|? = 0, d.h. |po] ist
konstant als Funktion in p € 2. Nach Reskalierung kénnen wir also von |pg| = 1 ausgehen.

O

Wir fiihren nun die in Bemerkung 6.3 beschriebenen Schritte aus. Wir betrachten den
verallgemeinerten Zylinder, den wir beziiglich der in (6.1) angegebenen Einparameterfa-
milie von Riemannschen Metriken bilden, wobei wir zusétzlich a(0) = e > 0 und 5(0) =1
annehmen. Als Spinstruktur auf dem verallgemeinerten Zylinder wahlen wir die von der
Spinstruktur auf (53, go) induzierte Spinstruktur.

Weiter sei im Folgenden stets

@t(p) := @(t,p) := Pos(p)(po(p)) € ¥ Z,

wobei Py (p) die Parallelverschiebung in ©*Z beziiglich VZ'Z entlang Tw(s) = (s,p),
s € I, von ~,(0) nach v,(t) bezeichnet. Dabei sei ¢y € I'(3(S?,¢°)) wie in Theorem
6.10 gewahlt. Wir machen alle Identifizierungen aus Theorem 4.8, insbesondere ist ¢, €
[(X(S3,g¢)) und wir schreiben kurz

V= vEE ),
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Lemma 6.13 Fiir alle t € I und alle horizontalen Vektorfelder Y € T'(TS?) gilt

‘ la
Vier = 45((:))261K "t Pt
e 1 1 at)
Vree= (Gt~ 1502

(6.13)

a)Y ‘t Pt (614)

Beweis. Nach (4.9) und Proposition 6.7 gilt fir alle (¢,z) € Z

4 1
’dS s=t (8)
()
a(t)?

(V5 eo)(t,x) = (0

= (0, —

=0.
Weiter ist

o/(t)

[v, eol(t,z) = — o) eo(t, x)

fir alle (¢,z) € Z nach (4.8). Mit Theorem 4.8 und (6.4) berechnen wir

stz (ot 1 a(t)
vll (veo(t)@t - Z (t)Zan(t) 't Sot>

+ + 1 1 + a(t)
= VE Z Vti Z‘P + §V : Wt(QO(t)) 20 e Zav; Z (B(t)2y " €Q - QO)
=—eolt)

* ONtZontz 1 a(t) 1 a(t)
d L (Y ceg -0 — —aly (- ep -
v1/ veo ¥ 2 ( O((t) )1/ €o - ¥ 4CL (B(t)g)y €o - p

=R¥ Z(ve)p+ V2 ZVE 2o vE 2 (1LV(
o — [v,e0] 2 )

-2Vt B 2 el - (55 + o,

A (t) o 1 /a"(t) () a(t)p'(t

= Ve P ( alt) " B@Rt T a@p Y)VO¥

1a”(t) 1a/(t)?

\2at) 2

_ Ay
- e

wobei wir in * die Identitit VZeq = 0 = V> Z¢ und (4.4) verwendet haben. Dabei folgt
V§+Z @ = 0 aus der Definition von . Zusammen mit unserem Anfangswert haben wir
also die Differentialgleichung
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i (Vt 0Pt — 4115[((3)2 aeo(t) ¢ %) = —C;T(tt)) (Véo(t)% - ig‘((fj)z aeo(t) ¢ SDt) ;
Vo, ()P0 — %ﬁa((oo))Q aep(0) o0 =0.

deren eindeutige Losung Null ist (das zeigt man genauso wie im Beweis von Lemma 5.6,
es ergeben sich keine zusatzlichen Schwierigkeiten) und wir erhalten (6.13).
Sei nun Y € I'(T'S3) ein beliebiges horizontales Vektorfeld. Wir definieren Y € T'(T Z)

durch
1

B(t)

und Y; := Y (t,.) € T(T'S?). Mit (4.9) und Proposition 6.7 zeigt man wie oben im Beweis,
dass fiir alle (¢t,z) € Z

Y(t,z) := (0, =Y (x))

(VEY)(t,2) =0

gilt. Aus (4.8) folgt

A1)

v, Y|(t,z) = — 30 Y(t,x)

fir alle (¢,2) € Z. Wir berechnen

v (V= (5 - igg) o) Tine)
— otz <v§*5¢+ “u-Wi(Y) - ) ~ L, (th))\ - i 0‘((;2@) VY g
- vy e g (G ) v T o (- age) o

=R 2w V) + VE 2V Fo+ Vi 2o
1 Bt 1 1
+ (-3 G0y - (()’A—4

S TORATOLA
oS50 ) o
*( 350 - ((5@))“—31(;‘(%)»% )ve¥ e
58 e i o (005 20
i o, 2.
50 (Tt (350 5 %)

-5 i - ) )

Daraus erhalten wir wieder eine Differentialgleichung
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2
t
__BO (ot (1 _ 1ol v,
O] <V~ b (,B(t)>‘ 45(t)2a)Yt twt),
1
T4

Lemma 6.14 Fiir alle t € I gilt

Qula o) caltseal®) =~ bt + 18 - Lo
80P, 1ol

Q1(gt, pr)(e1(t), e ())_645() a’ 8 B

Qo ) (ex(t), 2(8) = @r(or, ) (Ex(8).ea(1),

Q1(g6,pe) (i), €5(t)) fUTZ#J,

Q2(9t7 <Pt)

Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir Lemma 6.8, Lemma 6.13 und erinnern an Propo-
sition 1.54, sowie die Gleichungen (4.1)-(4.2). Zunéchst berechnen wir

2

Vt*vt(pt == Z (sz‘(t)vij(t)(pt B vtvzj(t)ej(t)@t) :
§=0
Es ist
1 aft
Vt ()veo(t) 1 (t)2 )) Vt ( o(t) ¢ ¢t)
1
— 4 5 (ThaenlDen + )V 01)
1 at)
Z ( )2(1 (Gg(t)v;)(t) )
1 a(t)?
= 76 84 eo(t) ¢ eo(t) -t @
a(t)?
16 (t)" "o
Eine analoge Rechnung liefert

Veuy Vet <5( AT Zﬁ(t)

fiir i = 1, 2. Weiter haben wir

a)(Ve ei(t))pr — (=X — 15

vtvt O(t)@t - O

eo(t)®

Um Vtvt ( )e~(t)90t fiir + = 1,2 zu berechnen schreiben wir zunéchst
e;(t K

Ve eilt) = (Vi £i(0) " = i0)er(t) + iy (D)ea(t)
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fiir geeignete ,u§ (t) und erhalten

t _ t
VUt Pt = V(i e O+ es (1) P

= (VL e + 150V et

D er(t) g+ pib(t)(oon — L o)

MO~ 150 Wealt) «

(t)? Bt)  4B(t)?
_ 1 1 at) i
= (m/\ 152" a)(pi(t)er(t) + pa(t)ea(t)) -« o
1 1 at)
= (m)\ 15002 a)(Ve,mei(t)) -t -
Damit ist . (t)2 . L a(t)
Vi, = Eﬂ(t)“azw + 2(W)\ - Zﬂ(t)2a)290t
Eine kurze Rechnung liefert
B La(t)? , 1 1 a(t)
’V SOtIZ - g(Vei(t)SDt; vez(t)(pt) 16 ,B(t) + 2(/@@))‘ - Zﬁ(t)Qa)Q'

(Dabei verwenden wir |¢| = 1, d.h. insbesondere |p;| = 1, was man wie in Proposition 5.4
zeigt.) Also ist
*
Q2(gt, 0t) = =V Vi, + [V [P0 = 0.

Wir haben weiter

oo At
(Vier @ Vipr)(eo(t), eo(t)) = 16 EIOL
(Ve Tienler t).er(t) = (50— 5 (( o)

(Vigr @ Vi) (ea(t), ea(t)) = (Vi ® Vi) (ea(t), ea(t)),
(Vi ® Vigr)(eilt), e5(t)) = 0 fiir i # j.

Es bleibt die Divergenz von Ty, ,, zu berechnen. Dazu sei
Tijre = (eilt) ¢ €5(t) + ot Ve, iy 9t)

fir 4, j, k € {0,1,2}. Dann ist mit (4.1)-(4.2) und eg(t) -+ e1(t) -+ ea(t) -+ pr = —¢

1 at
—T T 7
0 = Tizo = 50530
1 1 aft
—To21 = —Tho2 = To01 = To12 = B(t)/\ B 4ﬁ((t))2 a,

T;j1 = 0 sonst.

Da (g1, Vi, (yt) = 0 fiir k = 0,1,2 nach (4.2) und Lemma 6.8, folgt

Ty (€0, €50, €4(8)) = 5 (Ton + Ta)
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und damit

_Tgt7<Pt (62 (t)a €0 (t)v €1 (t)) = ng#’t (62 (t)> el(t)7 €0 (t»
= Tgt#’t (el(t)> €2 (t)7 €0 (t))

= Ty 0 (e1(t), eo0(t), e2(t))

und Ty, o, (ei(t),e;(t), ex(t)) = 0 sonst.
Damit konnen wir nun

2
(divg, Ty) (X, V) = =3 (Vii (t)Tgt,%) (es(t), X,Y)
1=0

berechnen, wobei wir an

(Viv Ty ) (X,Y, 2) = Ly (T (X, Y, 2)) = Ty (Vi X, Y, Z)
B TQt:‘Pt (Xv V%/VY, Z) - Tgmot (X7 Y, v%/VZ)

erinnern. Es ist

(Vo) Tonsor ) (e0(®); €0(t), e0(t)) = 0,

ot 1 «aft) 11
(Vél(t)Tgt,%) (e1(t), eo(t), eo(t)) = _5(t)2a (4 ﬁ(t)2a - Qﬁ(t))\) ’
(v22(t)Tgt7@t) (62(t)7 eo(t)7 eo(t)) = _B((tt)Qa (4 ((tt))2a B 2,8(2‘:))\) '

also

. a(t) (1 aft) 11 >
div,, T, t t) =2 - - = Al
(1%, T ) (ea(0).e0(8) = 250550 (35050 = 5205
Dabei sind die auftretenden Lieableitungen stets Null, da Ty, ., (ei(t), e;(t), ex(t)) konstant
als Funktion in p € S ist und die Lieableitung als Lieableitung von Funktionen auf S® zu
verstehen ist. Analog berechnet man

(v Ty ) (10, 2(0) = ~ i (550~ 5500
(divg, Ty, ) (e2(t), ea(t)) = — alt a (1 ot a— %

(Bei diesen Rechnungen ist wieder zu beachten, dass wir (V?i(t) fi (t))* als Summe von

e1(t) und es(t) schreiben konnen und damit Terme wie T'g¢, @1 (62 (t),e1(t), (V?Q(t)fl (t))*)
Null sind.)
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Fiir (divg, Ty, ) (eo(t), 1(t)) berechnen wir (V% Ty, ) (€o(t), eo(t), ex(t)) = 0. Wei-
ter folgt mit (6.6)-(6.7), dass

(Ve Toese ) (ex(t), eo(t), ex(t))
= _Tgt#’t (vil(t)el(t)7 €o (t)7 €1 (t)) - Tgt,tpt (61 (t)a €0 (t)a vél(t)el(t))
_Tgt#’t ((th(t)fl (t))*a €0(t), €1 (t)) - Tgt#’t (el(t)v eO(t)7 (vtl(t)fl (t))*)

—(TH1(t) 0 m) Ty, o0 (e2(t), €0 (t), e1(t)) — (TF1(t) 0 m) Ty, o, (€1(t), eo(t), e2(t))
=0,

sowie (V;(t)Tgt,%) (e2(t),eo(t),e1(t)) = 0 und damit

(divg, Ty, ) (e0(t), €x(t)) = 0.
Analog ist
(divgtTgt7<Pt) (eo(t), €2(t)) = (divgtTgt,SOt) (el(t)¢ 62(t)) =0.
Die Aussage des Lemmas folgt nun durch direktes Ausrechnen. O
Nun beweisen wir Theorem 6.10, indem wir zeigen, dass die Identitat % gt = Q1(gt, 1)
dquivalent ist zu einem System zweier nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichungen

fiir (o, 8). AnschlieBend 16sen wir dieses System, um die Aussagen iiber die Eigenschaften
von « und B zu erhalten.

Beweis von Theorem 6.10. Genau wie in Proposition 5.4 zeigt man

Vi =0
ot
und

ol = 1.

Insbesondere folgt mit Lemma 6.14
+
Vo Zp = 0= Qg 1)-

Kombinieren wir Proposition 6.7 und Lemma 6.14, so sehen wir, dass % gt = Q1(gt, t)
mit g9 = ¢° genau dann gilt, wenn (o, 3) die Losung des folgenden Systems von zwei
nichtlinearen gewohnlichen Differentialgleichungen ist:

b (t) 1 a(t)? 1 aft)
(1) =~ i * 16@3“ O
/ (75)2 1 aft)
g = 128 B3 T 16812
a(0) =¢,
50) = 1.

Wir betrachten das zugehérige Vektorfeld F: U :=R?\ {(z,y) € R?| y = 0} — R?,

(7 T8 AY 2+ 1?3@)\ zf,z/\
)
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(a) F fir a\ =2
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e
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(c) F fir ah = —2

(b) F fiir a\ = 2 mit Integralkurven, wo-
bei die Integalkurven mit Startpunkt (1,1)
und (2, 1) hervorgehoben sind.

A R N S N e R N S N e
A N R e N S N S S
A N N R R R R I I N N

A N S S S R N e

(d) F fur aX = —2 mit Integralkurven

Abbildung 1: Plots des Vektorfelds F' aus dem Beweis von Theorem 6.10.
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d.h. die Integralkurven von F' mit Startpunkt (e,1) sind genau die Losungen des obigen
Systems. Plots von F' findet man in Abbildung 1.

Dass die in Theorem 6.10 angegebenen Losungen fiir € = % und € = 1 im Fall aX = 2
richtig sind, erhélt man durch Nachrechnen.

Wir stellen fest: Ist ¢: J — U, c(t) = (z(t),y(t)), J C R Intervall, 0 € J, eine Integral-
kurve von F' mit z(0) > 0 und y(0) > 0, so folgt x(¢) > 0 und y(¢) > 0 fiir alle ¢ € J, denn
jede Kurve der Form t — (0,k), k € R\ {0}, ist eine Integralkurve von F', welche von ¢
nicht geschnitten werden kann. Da ¢(J) C U zusammenhéngend ist, kann es auflerdem
kein t € J geben mit y(¢) < 0. (Insbesondere sind damit « und f stets positiv und g; ist
eine Riemannsche Metrik.) Weiter ist (¢) streng monoton fallend, denn

) z(t) 9 (m(t) )2 1 (J:(t) ) 1
t) = —— | —=a\ — | —=%ar) — =
w0 = ( s \y0®) T1le™) 1
und —%22 + %z - i < 0 fiir alle z € R.
Ebenso sieht man, dass fiir (0), y(0) € R\{0} die Funktion z(t) streng monoton (fallend
oder steigend, abhéngig von x(0)) ist. Insbesondere folgt, dass die Punkte der Form (0, k),
k € R\ {0}, genau die kritischen Punkte von F' sind.

Um die Eigenschaften von o und § zu zeigen, machen wir eine Fallunterscheidung.
1. Fall: a\ = —2: Seien g, h € (0,00). Wir betrachten die Geraden

g1(z) = —z+ (g +h),
g2(z) = 7.

Der Vektor N; = (—1,—1) ist ein Normalenvektor fir g; und Ny = (0, 1) ist ein Norma-
lenvektor fiir go. Wir zeigen:

1. Behauptung: Fir i = 1,2 und alle 0 < = < h, y = g;(x) gilt (V;, F(z,y)) > 0.

Dabei bezeichnet (.,.) das Standardskalarprodukt auf dem R?. Geometrisch besagt die
Behauptung, dass F' in die Menge

K(h,g)={(z,y) eER*|0<z<h, §<y<—a+(§+h)}

,hinein flieit*, siehe Abbildung 2.
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g1

(0,9) F= A\ (g )
92

Abbildung 2: Die erste Behauptung bedeutet anschaulich, dass F'(x,g;(z)) fir 0 < = < h,
i=1,2, ,in K(h,y) hinein zeigt*.

Daraus werden wir folgern, dass Integralkurven in beschrinkten Teilmengen der Form
K(h,y) C U bleiben. Dies ist eine der Voraussetzungen des Theorems von Poincaré-
Bendixson (siehe [7]), welches wir spéter verwenden.

Beweis der ersten Behauptung: Fiir ¢ = 2 folgt sofort

<N2,F(l‘,ﬂ)> =—=+-=>0
Y Y
fir alle 0 < z < h. Fir 7 = 1 berechnen wir

923 1322 1=z
(N1, F(z,y)) = 3248 + 325 + 82 >0
fir 0 < <hund y = g1(x) > 0. Damit ist die erste Behauptung gezeigt.
2. Behauptung: Sei c: J — U, ¢(t) = (z(t),y(t)), J C R Intervall, eine Integralkurve
von F. Sei weiter [ € J mit x(l) > 0, y(I) > 0. Dann gilt ¢(t) € K(x(1),y(l)) fir alle t € J
mit ¢ > [.
Beweis: Angenommen, es gibt ein s € J, s > [ mit ¢(s) ¢ K(z(l),y(l)) =: K. Dann
existiert

to:=inf{te J |l <t<s, c(t) ¢ K}.

Wir zeigen, dass c(tg) € OK. Falls | = t, ist ¢(tg) = ¢(l) € K. Falls | < ty, wahlen wir eine
Folge (tn)nen., mit I < t, < to, tp 2720 1. Wegen t, < to ist c(ty) € K fur alle n € N>j.
Da K abgeschlossen ist, folgt c(to) € K. Weiter existiert nach Definition von ty eine Folge
(fn)n€N>1 mit &, 2= to und I < &, < s, c(t,) ¢ K fiir alle n € N>;. Da insbesondere
c(ty) € K°UOK und K°UOK abgeschlossen ist, erhalten wir c(tg) € K¢UJK. Insgesamt
haben wir damit

c(tg) € KN(K°UJK) = 0K.

Sei n € N»j beliebig. Da c(t,) ¢ K, gilt y(f,) < ga(x(t,)) oder y(£,) > g1(x(f,)). Deshalb

gibt es eine Teilfolge (fp, )ren mit £, £2%0, 4o und: Entweder gilt y(ty, ) < g2(z(t,,)) fiir
alle k € N oder es gilt y(%,,) > g1(z(f,,)) fiir alle k € N.
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Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass y(f,,) > g1(z(t,,)) fir alle k¥ € N. (Der
andere Fall ist einfacher und man behandelt ihn analog.) Es folgt

(N1, eftn,) = (b)) = = (z(tn,) — (1) = (y(En,) — y(1))
—(@(tn,) — =) + y() — y(En,)
< —(@(tn,) —2(1) + y() — g1(2(tn,))
= —(z(tn,) — (1)) + y()) — (=2(tn,) + 2()) + y(1))
=0

fiir alle £ € N. Zusammen mit der ersten Behauptung erhalten wir den Widerspruch

0 < (N1, F(e(l))) = (N1, /(1)) = Tim ——— (N1, e(Fn,) — c(1)) < 0.
k—ro00 tnk —1
———
>0
Damit ist die zweite Behauptung bewiesen.
Nun zeigen wir die Aussage von Theorem 6.10 (im Fall a\ = —2): Sei ¢: J — U die
maximale Integralkurve von F mit ¢(t) = (z(t), y(¢)), z(0) = > 0,y(0) =1, J = [0, tnaz),
tmaz € (0, 00] maximale Existenzzeit nach rechts. Nach der zweiten Behauptung liegt ¢(.J)
ganz in der kompakten Menge K (z(0),y(0)) C U. Es folgt ¢4 = 0o und aus dem Theorem
von Poincaré-Bendixson (es gibt verschiedene Versionen, wir verwenden die aus [7]) folgt,
dass es eine Folge (tp)nen, tn > 0, gibt mit ¢, — oo fiir n — oo und c(t,) — (0, k) fir
n — oo und ein k£ > 0. Daraus folgt
lim ¢(t) = (0, k),

t—o00

denn nach der zweiten Behauptung gilt fiir alle n € N, dass ¢([tp, 00)) C K(z(tn), y(tn))-

2. Fall: a)\ = 2:
Um die Aussagen fiir aA = 2 zu zeigen, gehen wir in mehreren Schritten vor.
1. Schritt: In diesem Schritt zeigen wir die Aussagen von Theorem 6.10 fiir aA = 2 und
0<e<?2.
Seien 0 < § < oo und 0 < h < %gj Wir betrachten die Geraden

g1(z) =7,
g2(x) = 5w+ (5~ o)

mit den Normalenvektoren Ny = (0, —1) und N = (—3,1).

3. Behauptung: Fiir i = 1,2 und alle 0 < x < h, y = g;(x) gilt (N;, F(z,y)) > 0.

Beweis: Fiir ¢ = 1 ist 1 3
x

(N, F(2,9) = —(5 —

737 ;2 ) >0

L
Y
~~

<
fir alle 0 < x < h. Fiir i = 2 berechnen wir fiir 0 < z < h und y = g2(z)

1 x x\2 x
No, F(x,y)) = —— 27() —42— 416 | > 0,
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y b
(0,7) w2

\
\

«_ Bild der Integralkurve von F'
-
mit Startpunkt (1,1).

_Bild der Integralkurve von F'
" mit Startpunkt (3,1).

~

Abbildung 3: Die Menge K;(h, 7).

2
denn 27 (%) —427 416 > 0 fir 0 < 7 < % < % (Die kleinere Nullstelle der nach oben
gedffneten Parabel 2722 — 42z 4 16 ist %) Damit ist die dritte Behauptung gezeigt.
Sei

3 3
Ki(h,g) :={(z,y) ER* [0< 2 < h, So+ (- 5h) <y <7}

(Siehe Abbildung 3.)
Analog zum ersten Fall zeigt man damit:

4. Behauptung: Sei c: J — U, ¢(t) = (x(t),y(t)), J C R Intervall, eine Integralkurve
von F. Sei weiter [ € J mit 0 < z(l) < 2y(1), y(I) > 0. Dann gilt c(t) € K1 (z(l),y(l)) CU
fir alle t € J mit ¢ > .

Geht man analog zum ersten Fall vor, folgen daraus die Aussagen von Theorem 6.10 fiir
a)\:2und0<8<%.

2. Schritt: In diesem Schritt zeigen wir die Aussagen von Theorem 6.10 fiir aA = 2 und
% <e <1l
Sei h > 0. Weiter sei N = (—1,0) und
9 3
Ko(h) :={(z,y) e R* |0 <z <h, azgygix}.

(Siehe Abbildung 4.) Dann gilt fiir alle g € R\ {0}, dass

(N,F(h,7)) = :’2 (;2 <Z>2 - % (Z) + i) > 0.
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Bild der Integralkurve von F
mit Startpunkt (2,1).

\

~__Bild der Integralkurve von F
mit Startpunkt (1,1).

(h,0) v

Abbildung 4: Die Menge Ka(h).

Daraus folgt wie zuvor:
5. Behauptung: Sei c: J — U, ¢(t) = (z(t),y(t)), J C R Intervall, eine Integralkurve
von F. Sei weiter [ € J mit z(l) > 0, z(I) < y(I) < 3z(l). Dann gilt c(t) € Ka(z(l)) fiir
allet € J mit ¢t > [.

Sei nun ¢: J — U eine Integralkurve von F mit ¢(t) = (z(t),y(t)), z(0) =¢, 3 <e <1,

y(0) =1, J = [0, tynas) maximales Existenzintervall nach rechts, ¢4, € (0, 00]. Wir zeigen:

c(t) hmaz, .

Nach der fiinften Behauptung gilt ¢(J) C Ka(z(0),y(0)). Angenommen, es gibt ein § > 0
derart, dass
c(J) C Ka(x(0),y(0)) N {(z,y) €R* | 2 > 5} .

=:A

Dann liegt ¢(J) ganz in der kompakten Menge A C U und nach dem Theorem von
Poincaré-Bendixson gibt es eine Folge t,, mit ¢, 27 o und ¢(t,) konvergiert fiir n — oo
gegen einen kritischen Punkt von F. Da F nur die kritischen Punkte (0,%), k € R\ {0},
hat und ¢(J) C A gilt, folgt ein Widerspruch.
Damit gibt es zu jedem n € N> ein t,, € J mit 2(t,) < 2. Da z(t) streng monoton fallend
ist, folgt

a(t) L2hmezy .

Wegen der fiinften Behauptung folgt daraus y(t) tmazy ) ynd insgesamt
o(t) Ehmaz, g,

Daraus folgen die Aussagen von Theorem 6.10 fiir aA = 2 und % <e< 1l
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Bild der Integralkurve von F
mit Startpunkt (2,1).

Bild der Integralkurve von F
mit Startpunkt (1,1).

K3(h7g)

(h,9)

Abbildung 5: Die Menge K3(h, 7).

3. Schritt: In diesem Schritt zeigen wir die Aussagen von Theorem 6.10 fiir aA = 2 und
e>1.
Seien 0 < § < oo und h > . Wir betrachten die Gerade

Es sei N; = (—1,0) und Ny = (—%, 1). Der Vektor Ny ist ein Normalenvektor fur g. Es

gilt
(N1, F(h,j)) = :2 <392 (Z)2 — % (’;) + i) > 0.

Sei nun 0 < z < h und y = g(z). Dann berechnen wir

e = (2 ()3 (2) ) o

da 3 (2)" 2 () 4150 fir

Sei

&>
&>

> 1. Dabei gilt % > 1 nach Voraussetzung.

Ks(h, ) = {(z,y) e R* |0 < 2 < h,

S|

r<y<ux}

(siehe Abbildung 5).

Dann folgt:
Sei c¢: J — U, c(t) = (x(t),y(t)), J C R Intervall, eine Integralkurve von F. Sei weiter
I € J mit y(I) > 0 und z(l) > y(I). Dann gilt ¢(t) € K3(x(1),y(l)) fir alle ¢t € J mit ¢ > L.



6.3 Kollaps der Berger-Sphéiren unter dem Spinorfluss 105

Damit kénnen wir die Aussagen von Theorem 6.10 fiir aA = 2 und € > 1 wie im zweiten
Schritt zeigen.
O

Satz 6.15 Wdhlen wir den Spinor-Teil des Anfangswertes @g in Theorem 6.10 wie im
Beweis von Lemma 6.12 (d.h. g ist ein S'-invarianter Spinor mit ¢ = Qo(0)(c), wobei
o ein \-Killing-Spinor auf (S?, grs) ist, X € {£1}), so ist der Spinor-Teil der Lisung oy
fiir jedes t € I ein St-invarianter Spinor mit oy = Qo(t)(0¢), wobei oy ein %—Killmg—
Spinor auf (S%, B(t)%grs) ist.

Dieser Satz besagt, dass der Spinorfluss ,die Klasse der S'-invarianten Spinoren, die
von Killing-Spinoren auf S? kommen* erhélt.

Beweis von Satz 6.15. Wir wollen die Diffeomorphismeninvarianz des Spinorflusses (sie-
he [3, Corollary 4.5. (ii)]) zusammen mit der Eindeutigkeit der Losung nutzen. Um die
Diffeomorphismeninvarianz auszunutzen, konstruieren wir zu einem festen e** € S! einen

Spin-Diffeomorphismus'® F': GLTS3 — GLTS3, der sich fiir jedes ¢t € I einschrinkt zu
der Wirkung von e auf Spin(S?, g;), welche wir in Abschnitt 6.2 definiert haben.

Sei (GLTS3,7) die'* topologische Spinstruktur auf $2. Die Wirkung von S' auf S3
induziert eine Wirkung von S' auf GLTS3. Diese Wirkung besitzt einen eindeutigen Lift

zu einer Wirkung von S auf GL*S3, d.h. wir haben ein kommutatives Diagramm

GLTS? x S! — >~ GL'S?

IR

GLtS3 x §1 ——~ GL*S3

wobei die horizontalen Abbildungen durch die Wirkungen gegeben sind. Die Eindeutigkeit
dieses Lifts folgt aus Satz 2.4 i), denn GL*S% = §3 x GL+(3,R) und GL*S3 =~ §3 x
GL™(3,R) sind zusammenhéingend, wobei man die Isomorphismen analog zu Beispiel 1.42
erhélt. Die Existenz des Lifts zeigt man wie im Fall metrischer Spinstrukturen (vergleiche
Abschnitt 6.2), indem man

GL*S? := n*(GL*$%)) X o4 o) GLTBR)

setzt, wobei man die Erweiterung mit Hilfe von [ aus Lemma 3.4 bildet.
Abschnitt 6.2 liefert uns fiir jedes t € I ein kommutatives Diagramm

Spin(S%, g¢) x S* — Spin(S%, g¢)

| |

SO(nggt) x St —— SO(nggt)

B3Wir verwenden als Definition von ,,Spin-Diffeomorphismus® die aus [3, Abschnitt 4.1].
1 Bis auf Aquivalenz gibt es auf S mit fest gewihlter Orientierung genau eine topologische Spinstruktur.
Das folgt zum Beispiel, in dem man die Satze 1.44 und 3.3 iii) kombiniert.
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wobei die horizontalen Abbildungen durch die Wirkungen gegeben sind. Sei e ¢ S!
beliebig, aber fest gewihlt. Dann liefert uns die Wirkung von e’ Abbildungen

F: GL*S% - GL*8°,
Ft : Spin(837 gt) - Spin(S37 gt)7
f:8% =82
wobei F ein Spin-Diffeomorphismus ist. Da die Wirkungen von S auf GL*.S% und SO(S?, g;)

{ibereinstimmen auf SO(S3, g;) C GLTS? und die Wirkungen auf GL™S? und Spin (53, g;)
eindeutig sind, gilt

F|Spin(53,gt) = It

(Dabei haben wir Spin(S?, g;) = (/}EIS3|SO(537%) verwendet. )
Mit [3, Abschnitt 4.1] erhalten wir eine Abbildung

definiert durch: Ist lokal ¢ = [3, @], so ist Fup = [Fodo f~1, go f~!]. Aus den Definitionen
folgt fir jedes ¢t € I und jeden Spinor ¢ € N,

(Fop) (x) = p(z - e7%) - ™. (6.15)

Sei nun (g4, ¢t )ter eine Losung des Spinorflusses mit Anfangswert (go, o), go = ¢° und ¢g
ein Sl-invarianter Spinor mit pg = Q(0)(c), wobei o ein A-Killing-Spinor auf (52, grg) ist.
Wegen der Diffeomorphismeninvarianz des Spinorflusses ist auch ((f~1)*gs, Fugt)ier eine
Losung des Spinorflusses, mit Anfangswert ((f~1)*go, Fxpo). Esist (f71)*g0o = (f71)*¢° =
g° (f ist eine Isometrie) und Flpo = ¢, wobei Letzteres direkt aus der S'-Invarianz von
o und (6.15) folgt. Wegen der Eindeutigkeit der Losung des Spinorflusses gilt fiir alle
tel:
Fipr = o1

Nach (6.15) und da e** € S! beliebig gewihlt war, folgt daraus, dass ¢; ein S'-invarianter
Spinor ist. Wir definieren oy € T'(2(S?, 3(t)%grs)) durch Qo(t)(o¢) = ¢ und (6.9) liefert

1 aft)

V;(t)% = Qo(t)(vtl(t)at) - Zwael(ﬂ “t Pt

Kombinieren wir dies mit Lemma 6.13, so folgt
QO o) = Swer(8) 1 .
TR B

Mit (6.10) erhalten wir zusétzlich

A A
%el(t) t Pt = Qo(t)(%fl(t) 't 0t),
also A
Vi = g h® o
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Vollig analog zeigt man
A

A(t)
Damit ist oy ein %—Kﬂling—Spinor auf (52, 3(t)%grs).

V?Q(t)o—t = fg(t) ‘'t Ot.

O]

Bemerkung 6.16 (Anderung der Orientierungskonvention) Wir betrachten die
Orientierung auf S3, fiir die gilt: Ist (f1, f2) ein beliebiger positiv orientierter lokaler Or-
thonormalrahmen auf (52, grg), so ist (—K, by, be) ein positiv orientierter lokaler Ortho-
normalrahmen auf (53, ggs). Dabei wihlen wir eine beliebige Orientierung auf S?. Weiter
setzen wir wieder

a:=dw(by, b)) = £2.

Es stellt sich die Frage, ob und wie sich die Ergebnisse verdndern, wenn wir diese Orien-
tierungskonvention treffen. Ansehen der betreffenden Beweise liefert:

e Die Aussagen von Proposition 6.7 und Lemma 6.8 d&ndern sich nicht.

e In der Aussage von Lemma 6.9 ist ,a“ durch ,—a“ zu ersetzen. Das zuséitzliche
Vorzeichen tritt auf, da wir im Beweis von Lemma 6.9 die Proposition 1.54 verwen-
det haben und nun (—eg(t),e1(t),e2(t)) und nicht mehr (eg(t),e1(t), ea(t)) positiv
orientiert ist.

e In den Gleichungen (6.8) und (6.9) ist ,a* durch ,—a“ zu ersetzen, da wir auch
hier Proposition 1.54 verwendet haben. Damit ist in der Aussage von Lemma 6.12
ebenfalls ,a“ durch ,,—a“ zu ersetzen.

e In den Aussagen von Lemma 6.13 und Lemma 6.14 ist ,a“ durch ,—a* zu ersetzen.

Also insgesamt: In Theorem 6.10 ist tiberall ,,a“ durch ,,—a“ zu ersetzen.

6.4 Ein Stabilitatsresultat fiir die Berger-Spharen unter dem Spinorfluss

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis der nachfolgenden Theoreme 6.17 und 6.19. Dabei
bestétigt Theorem 6.19 die Vermutung 2 (siehe Beginn Abschnitt 6) fir die Berger-Sphéren
mit bestimmten Anfangswerten. Theorem 6.17 zeigt, was im unnormalisierten Fall passiert.
(Fiir die Formulierung der Theoreme erinnern wir an Bemerkung 6.5.)

Theorem 6.17 Sei M = S%, ¢ > 0 und p € {£3}. Als Anfangswert (go, o) wéihlen wir
go = g° und einen Spinor @o € T'(3(S3,¢%)), so dass |po| = 1 und

3 e —lCL ].
Vi(s g )@0:<M 54 +1a6 K - o,

3 & 1
Vg(s oy = <—4a(6 —1)+ u) Y - o,

fiir alle horizontalen Vektorfelder Y € T'(T'S3).
Dann ist die Losung des Spinorflusses gegeben durch (g¢, o1)ter, I = [0,tmaz); tmax
maximale Existenzzeit nach rechts, mit

g( X1+ Y1, Xo+Ys) = ggs(a(t) X1 + B(t) Y1, a(t) Xa + B(1)Ys)
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firt € I, X; € ker(dm,), Y; € (ker(dm,))* und glatte Funktionen a, B: I — (0,00) mit
a(0) = ¢ und B(0) = 1 (ggs bezeichnet die Standardmetrik auf S3), sowie

ei(p) = ¢(t,p) = Pos(p)(o(p)) € ST Z,

wobei Po(p) die Parallelverschiebung in X1 Z beziiglich VE'Z entlang w(s) = (s,p),
s € I, von v,(0) nach v,(t) bezeichnet. Es erfillt (g;,p:) fir jedes t € I die Gleichungen
(6.19)-(6.20).
Falls ap =1 ist, gilt:
Fir0<e< % gilt taz = 00 und
lim «(t) =0, lim 3(t) =: Boo > 0.

t—o00 t—o00

Fiir e > % gilt

lim a(t)= lim B(t) =0.

t—tmazx t—tmax
Fiir e = % 18t timar = 12 und die Losung ist gegeben durch
2 1
a(t) =350, Bl) = V363t

Fir e =1 gilt tyq. = 16 und die Losung ist gegeben durch

1
a(t) = p(t) = ZVlG —t.
Falls ap = —1 1ist, gilt:
Fiir jedes € > 0 gilt
lim a(t)= lim B(t) =0.

t—tmazx t—tmax

Ist e =1, so ist tyae = 16 und die Losung ist gegeben durch

Bemerkung 6.18

i) Der Fall ap = 1 in Theorem 6.17 stimmt iiberein mit dem Fall aA = 2 in Theo-
rem 6.10. Das ist nicht verwunderlich, da in diesen Féllen die Gleichungen fiir Vg
iibereinstimmen (und nur diese sind relevant fir die Losung).

ii) Die Motivation fiir ¢ in Theorem 6.17 ist, einen Spinor zu wéhlen, der ,nahe an
einem Killing-Spinor auf (5%, ggs) liegt® (siehe Beweis von Lemma 6.21).

iii) Im Fall au = 1 bedeutet die Aussage von Theorem 6.17: Wenn e nahe genug an
1ist (e > %), d.h. ¢° ist nahe genug an der Standardmetrik ggs, so kollabiert die
53 unter dem unnormalisierten Spinorfluss gegen einen Punkt. Dieses Verhalten ist
ahnlich wie in [12, 1.1 Theorem|, denn auch dort hat man im unnormalisierten Fall

den Kollaps gegen einen Punkt.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist:
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Theorem 6.19 Sei M = 53, ¢ > 0 und pu € {£1}. Den Anfangswert (go, po) wdhlen wir

2

wie folgt: go = c(€)g®, wobei c(e) = (ﬁ)g so gewdhlt ist, dass vol(S3,c(e)g®) = 1. Als
Spinor-Teil des Anfangswertes wéhlen wir po € T(X(S3,c(g)g?)), so dass |po| = 1 und

3 € 1 — la 1
PO (u i +a€> K- 0.

c(e) € 4
3 ¢ 5 ]_ ]_
Ve g, = "6 (—40,(5 1)+ u) Y- o,

fiir alle horizontalen Vektorfelder Y € T\(T'S3).
Dann ist die Losung des volumennormalisierten Spinorflusses gegeben durch (gi, t)ier,
I =1[0,tmaz), tmaz maximale Existenzzeit nach rechts, mit

gt(Xl +Y,Xo+ }/2) = gg3 (a(t)X1 + 5(t)Y1, Oz(t)XQ + 5(t)Y2)

firt € I, X; € ker(dm,), Y; € (ker(dm,))* und glatte Funktionen a, B: I — (0,00) mit
a(0) = Ve(e)e und B(0) = \/c(e), sowie

¢i(p) = o(t,p) = Po(p)(¢o(p)) € ST Z,

wobei Poy(p) die Parallelverschiebung in X2 beziglich VE"Z entlang w(s) = (s,p),
s € I, von v,(0) nach ~,(t) bezeichnet. Es erfillt (g, o) fir jedes t € I die Gleichungen
(6.19)-(6.20).
Falls ap =1, gilt:
Fir0<e< % gilt
lim «t) =0, lim B(t) = oo.

t—tmazx t—tmax

Fiir e = % gilt typae = 00 und

Insbesondere ist (c(%)g%, o) ein kritischer Punkt des volumennormalisierten Spinorflus-
ses.
Fiir e > % gilt tpaz = 00 und

lim a(t) = 4/c(1), lim S(t) = 4/c(1).

t—o00 t—o00

Fiir e =1 gilt t4. = 00 und

Insbesondere ist (c(1)ggs, po) ein kritischer Punkt des volumennormalisierten Spinorflus-
ses.

Falls app = —1, gilt:
Fir alle e > 0 gilt tyq, = 00 und

lim a(t) = /c(1), lim B(t) = 1/c(1).

t—o00 t—00
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Fire =1 gilt
a(t) =1/c(1), B(t) =1/c(1).

Insbesondere ist (c(1)ggs, po) ein kritischer Punkt des volumennormalisierten Spinorflus-
ses.

Bemerkung 6.20

i) Die Motivation fiir g in Theorem 6.19 ist folgende: Wir wihlen g € I'(3(S3, ¢°))
wie in Theorem 6.17 und fassen g als Spinor auf (53, c(¢)g®) auf (sieche Bemerkung
1.59). Insbesondere ist ¢g ein Spinor, der ,nicht weit von einem Killing-Spinor auf
S3 entfernt ist*.

ii) Im Fall ap = 1 bedeutet das Ergebnis: Ist ¢(e)g® nahe genug (¢ > 2) an der volu-
mennormalisierten Standardmetrik ¢(1)ggs, so konvergiert g, gegen die volumennor-
malisierte Standardmetrik ¢(1)ggs. Ist ¢(€)g® zu weit von der volumennormalisierten
Standardmetrik entfernt (¢ < %), liegt diese Konvergenz nicht mehr vor (o — 0,
B — ).

Im Fall ap = —1 liegt die Konvergenz fiir alle € > 0 vor.

iii) Der Spinor-Teil der Losung ¢, erfiillt die Gleichungen (6.19)-(6.20), d.h. es gilt:

_ 1,
Vier = (’ua({; (t)) )K “t Pt

SE
o= (120 2)+4) o

fiir alle horizontalen Vektorfelder Y € T'(T'S%). Im Fall ap = 1 und & > 2 (bzw. im
Fall ap = —1 und € > 0 beliebig) folgt aus der Konvergenz von « und 3, dass

p—g0  1alt) e M

oft) T AB2" T e

st (1 (G 2) +) = iy

In diesem Sinn konvergiert ¢; (in diesen Féllen) gegen einen Killing-Spinor auf

(5%, e(1)gss)-

und

Wir beweisen zunédchst Theorem 6.17. Den Spinor-Teil des Anfangswertes in Theorem
6.17 liefert uns das folgende Lemma.

Lemma 6.21 Zu jedem e > 0 und jedem p € {:I:%} gibt es einen Spinor oo € T'(X(S3, ¢°))
mit |po| = 1 und

1
e — 7a 1
viz((si”,g )()00 — (N E4 + 4a€> K - ¢, (6.16)

3 € 1
TS gy <_4a(5 4 u) Y - o, (6.17)
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fiir alle horizontalen Vektorfelder Y € T'(TS3).

Beweis. Die Idee fiir g ist folgende: Wir wihlen einen u-Killing-Spinor auf (53, ggs) und
verschieben diesen parallel zu einem Spinor auf (S3, g°). Dieser ist eine passende Wahl fiir
©o. Genauer:

1. Fall: ¢ > 1: Wir betrachten die Einparameterfamilie von Riemannschen Metriken
(g¢)ter definiert durch (6.1), wobei «(t) := 1+, f(t) = 1, I := [0,e — 1]. Sei nun
o € T(X(S3, ggs)) ein p-Killing-Spinor (siehe [9, Examples A.1.3]). Fiir alle ¢ € I und alle
p € S3 setzen wir

oi(p) == Po(p)o(p),

wobei Po(p) wie gewohnlich die Parallelverschiebung in Z = [0, — 1] x S? beziiglich
Yp(s) = (s,p) von 7,(0) nach v,(t) bezeichnet. Dann ist o._1 ein Spinor auf (53, g._; = ¢°).
Es bleibt zu zeigen, dass ¢g := 0.1 die Gleichungen (6.16)-(6.17) erfiillt. Dazu setzen wir
7] at? at

U=t s T

Durch Nachrechnen erhalten wir

%a -U(t) = t—i—llUl(t)' (6.18)

Weiter folgt aus (6.2)-(6.3) und Lemma 6.9, dass Wi(K) = —%HK, Wi(Y') = 0 sowie

R Z (v, K)r = éau KT,

R¥ 2, Y)r = —%au YT,

fiir alle horizontalen Vektorfelder Y € T'(T'S?) und alle 7 € T'(X1 Z). Damit berechnen wir
wie im Beweis von Lemma 6.13

VI (Ve o — Ui(Beo(t) - o)

1 t 1 /

— 17 (Vher) + (Ga - Vi) colt) 1
1

= —m (Véo(t)at - Ul(t)eo(t) t O't) s

wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen (6.18) verwendet haben. Zusammen mit
VSO(O)UU - Ul(O)eo(O) ‘000 — 0

erhalten wir eine Differentialgleichung, deren eindeutige Loésung Null ist. Damit folgt
(6.16), indem man in
Vzo(t)at - Ul(t)eo(t) t Ot = 0

t = ¢ — 1 setzt und einer kurzen Rechnung. Um (6.17) zu zeigen, sei ¥V € [(TS?) ein
beliebiges horizontales Vektorfeld und Y (¢,p) := (0,Y (p)) fiir alle p € S* und alle ¢ € I.
Dann ist Y € I'(T'Z) und (4.9) liefert

Vf}N/EO.

Wir erhalten
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vitE (V%Ut - (—iat—i—u) Y, at) -0,
(V%OO'Q — (—%CLO + M) 170 0 00) =0.

Daraus folgt wie zuvor (6.17). Mit Hilfe von Lemma 1.60 ii) folgt Lx|@o|*> = Ly |@o|*> = 0,
d.h. |po| ist konstant als Funktion in p € S®. Nach Reskalierung kénnen wir also von
|po| = 1 ausgehen.
2. Fall: 0 < e < 1: Wir gehen analog zum ersten Fall vor, wobei wir a(t) :=1—¢, f =1,
I :=[0,1— €] setzen. Sei wieder o € I'(X(S3, ggs)) ein p-Killing-Spinor. Fiir alle ¢ € I und
alle p € S3 setzen wir

a1(p) = Po(p)o(p),

und g := o1_.. Wir setzen
~ 7 at?

at
RO S Tr Ry T

und berechnen

1 1
—Za-U@) = —
2“ 1(t) 1—¢

Ui (t).
Durch ein zum ersten Fall analoges Vorgehen folgt daraus

VEJFZ (Vio(t)at - ﬁl(t)eo(t) 't Jt)

1 t 1 ~,

= 7 (Vo) + (~50 - Ui colt) 1
1 ~

= (Vo = Talt)eo(t) < on)

und wir erhalten wie zuvor
Vit — Ui()eo(t) -+ o1 = 0,

woraus durch Einsetzen von ¢t = 1 — ¢ die Gleichung (6.16) folgt. Weiter zeigt man analog
zum ersten Fall

4
woraus (6.17) folgt. O

1 -
V%O‘t — <at + ,u> Y, 04 =0,

Wir betrachten den verallgemeinerten Zylinder, den wir beziiglich der in (6.1) ange-
gebenen Einparameterfamilie von Riemannschen Metriken bilden, wobei wir zusétzlich
a(0) =& > 0 und $(0) = 1 annehmen. Als Spinstruktur auf dem verallgemeinerten Zylin-
der wihlen wir wieder diejenige, die von der Spinstruktur auf (S2, gg) induziert wird.

Weiter sei im Folgenden stets

©t(p) = p(t,p) :== Por(p)(po(p)) € E1Z,

wobei Py ;(p) die Parallelverschiebung in 1 Z entlang 7,(s) = (s, p) von 7,(0) nach ~,(¢)
bezeichnet. Dabei sei g wie in Theorem 6.17 gewdhlt. Wir machen alle Identifizierungen

aus Theorem 4.8, insbesondere ist ¢y € T'(3(S3, g;)) und wir schreiben wieder kurz V! :=
VE(S37gt).
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Lemma 6.22 Fiir alle t € I und alle horizontalen Vektorfelder Y € T'(TS3) gilt

1
t H— 34 a(t)
= K- 1
Vi et < a(t) + 13(0)? ) t Pt (6.19)
1 (t)
Yor=——= Y- 6.20
Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 6.13. O

Lemma 6.23 Fiir allet € I gilt

2
Q1(gt, ¢t)(eo(t), eo(t)) = 41104(1)2 (u — % ) + 5(1)2 <—;M2 _ zau>
9

alt) (1, 1 a(t)’
*‘Bay3(8a2*‘za“ oA
Q1(gt; pe)(en(t), ex(t)) = da(t)? (’“ - 4a> + 5((15))3 —§a2 - 8aﬂ> " 6452’34 ¢

Q1(9t,pe)(ei(t), e5(t)) iir i # ,

Q1(gt, pr)(e2(t), e2(t)) = Q1(gr, pr)(e1(t), ex(t)),
0
Q2(g¢, pt) = 0.

Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 6.14, wobei wir Lemma 6.22
anstelle von Lemma 6.13 verwenden: Wir setzen

._M—la 1 a(t)
A(t) := 01(7;; +Zﬁ(t)2a7

0 g (20549

Veoty Vo ot = —A(t)¢r,
Ve Ve,nwt = B(t) (Vii(t)ei(t)) o — B(t)*p, fiiri=1,2,
Ve Ve Pt = 0,
Ve et = B(t) (Vtei(t)ei(t)> ¢ firi=1,2,
VIV = (A)? +2B(6)?) i,
IVig:> = A(t)> + 2B(t)%
Daraus folgt Q2(gt, ¢¢) = 0. Weiter ist
(V'er @ Vigr) (eo(t), eot)) = Alt)?,
(Vg @ Vigr) (ei(t), es(t) = Bt fiir i =1,2,
(Ve ® Viar) (ei(t), e5(t)) =0 fiir i # ;.

und erhalten
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Wie im Beweis von Lemma 6.14 sei wieder
Tiji := (ei(t) v €j(t) -+ o1, Ve, 1y #1)
fir 4,4,k € {0,1,2}. Dann ist
—Tn10 = T120 = A(2),
—Too1 = —T02 = Too1 = To12 = B(?),
T} = 0 sonst
und weiter
—Tyi 00 (€2(1), €0(1), 61(t)) = gt,wt(@(t% e1(t), eo(t))
gf 4Pt (t)v €2 (t) (t)
Ty, 0 (e1(t), e0(t), ea(t)
1

=5M@—B@%
Ty, o (€i(t), e5(t), ex(t)) = 0 sonst.

Damit berechnet man

(v Ty ) (e0(). co(t) = 2L aace) — B().

(divg, T, 0.) (€i(t), €i(t)) = _;g((tt))Q

(divgtTgt,@t) (61'(15), €j (t)) =0 firg 7£ Js

woraus die Behauptung durch Ausrechnen folgt. O

a(A(t) — B(t)) firi=1,2,

Wie im vorherigen Abschnitt beweisen wir nun Theorem 6.17, indem wir zeigen, dass
die Identitat %gt = Q1(9gt, p¢) Aquivalent ist zu einem System zweier nichtlinearer ge-
wohnlicher Differentialgleichungen fiir (o, 5). Anschliefend losen wir dieses System, um
die Aussagen iiber die Eigenschaften von o und 8 zu erhalten.

Beweis von Theorem 6.17. Genau wie in Proposition 5.4 zeigt man
Vi Ep=0
ot
und
o = 1.
Insbesondere ist Vzgzap =0=Q2(9¢, ¢t)-
ot
Kombinieren wir Proposition 6.7 und Lemma 6.23, so sehen wir, dass % gt = Q1(gt, 1)

mit go = ¢° genau dann gilt, wenn (a, 8) die Losung des folgenden Systems von zwei
nichtlinearen gewohnlichen Differentialgleichungen ist:

9 sa(t)? 1 1 alt)? 1 at) 1 1 1
a'(t) = _17223a2ﬁ(t)4 + (16 t1 M)B(t)?’ + (—i/ﬁ2 16 M)ﬁ(t)Q + é(# - ZG)Z%>
, 3 La(t)? 1 1 at) 1 B(t)
B = 1359 38 * 5 ~ 16" e g Z T
a(0) =¢,

3(0) = 1.
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Abbildung 6: Plot des Vektorfelds F' aus dem Beweis von Theorem 6.17 im Fall ay = —1.

Wir betrachten das zugehorige Vektorfeld

F:U:=R*\{(z,y9) eR})z=0Vy =0} = R?

3
F(z) _ (‘138(12;4%—(1 sa® + au) —l—(—z,u _Ea“)@ﬁ"‘% p— ta)? ;)
N 3 9 ,
128

2 1 1 1
y a5+ (= 64“2 —150m)yz — 5(n — j0)*

d.h. die Integralkurven von F' mit Startpunkt (e,1) sind genau die Losungen des obigen
Systems.

1. Fall: ap = 1: In diesem Fall ist F' genau wie im Fall ;o\ = 2“ des Beweises von
Theorem 6.10 und es ist nichts mehr zu zeigen.
2. Fall: ap = —1: In diesem Fall ist F' gegeben durch

_92% la 11
F T\ 32y4+8y2+8x
y) 322 1y '
32 y3 8 x2

Einen Plot von F' im Fall ap = —1 findet man in Abbildung 6.

Sei ¢: J — U die Integralkurve von F' mit ¢(t) = (z(t),y(t)), z(0) =& > 1, y(0) = 1,
J = [0, timqer) maximales Existenzintervall nach rechts, ¢4, € (0, 00]. Dann gilt z(t) > y(¢)
fir alle t € J (da die Gerade y = = (mit « > 0) das Bild einer Integralkurve von F' ist).
Weiter ist x streng monoton fallend, denn es ist

, 9 (z®2\° 1 [z@0)?) 1
#()'(t) = —o (;,832) s <y§22> +2 <0,

da —g52% + 2+ 5 <0 fiir 2 > 1.
Gehen wir analog zum Beweis von Theorem 6.10 vor (d.h. wir argumentieren mit Nor-

malenvektoren), erhalten wir:
Es gilt ¢(t) € K(2(0),y(0)) fiir alle ¢ € J, wobei

K (2(0),5(0)) = {(z,5) € B2 | 0 < 2 < 2(0), Ldw <y <l
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Es folgt ¢(t) L2maz, ) wie im Beweis von Theorem 6.10, zweiter Schritt (nach der fiinften

Behauptung).

Sei ¢: J — U die Integralkurve von F' mit c(t) = (z(t),y(t)), z(0) = < 1, y(0) = 1,
J = [0, timqer) maximales Existenzintervall nach rechts, ¢4, € (0, 00]. Dann gilt 2:(¢) < y(t)
fiir alle t € J und y ist streng monoton fallend, denn es ist

<1 >1
Wir erhalten wieder ¢(t) € K(x(0),y(0)) fur alle t € J, wobei

K(2(0), 5(0)) = {(z,4) € B | 0 < y < y(0), ;gg;y <z<y).

Wieder folgt ¢(t) —* 0 (wobei man ausnutzt, dass y streng monoton fallend ist). [

Beweis von Theorem 6.19. Wihlen wir ¢o € I'(X(S5%, ¢°)) wie in Lemma 6.21, dann erfiillt
o € T(2(S%,¢(e)g7)), dass

3 e 1 — la 1
VIZ((S <(e)g )(p0 _ - (M a® L as) K - o,

€ 4

c € 1
v}%(sa (e)g )900 — <a(8 —1)+ M) Y - o,

fiir alle horizontalen Vektorfelder Y € T'(T'S®), siehe Bemerkung 1.59, d.h. der Spinor-
Teil des Anfangswertes existiert. Um die Gleichungen (6.19)-(6.20) fir (g, 1) zu zeigen,
kénnen wir analog zu den Beweisen von Lemma 6.13 bzw. Lemma 6.22 vorgehen (wobei
wir dieses mal a(0) = /c(e)e und 5(0) = /c(e) annehmen) und Differentialgleichungen
mit Anfangswerten aufstellen. Die Anfangswerte der Differentialgleichungen lieferten uns
die Gleichungen fiir ¢g. In unserem Fall sind das

1

3 o(e) e 1 w—za 1
v?{(S <€)y )900 — "6 ( - 4 4@5) K - o

B p—1a 1 a0)
—( 0] *4%«»2)K'@0’

(5% ¢(e)g°) L o1 ) .
Vy o = C(E)< 4a(6 L)+ p)Y oo

_ 1 1 a0 .
,6<0>( 1B ”*“)Y 20

da a(0) = y/c(e)e und B(0) = y/c(e), wir haben also die passenden Anfangswerte.

Da (g, ¢:) die Gleichungen (6.19)-(6.20) erfiillen, gelten fiir Q1(g:, ¢) und Q2(g¢, )
die Identitaten aus Lemma 6.23. Insbesondere haben wir V§+Zg0 =0=Q2(9¢, ¥t)-

Wir zeigen, dass %gt = Q1(gs, ¢¢) mit go = c(e)g® Aquivalent ist zu einem System von
zwei Differentialgleichungen fir («a, ).
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m Q1(gs, ¢¢) zu berechnen, halten wir fest:

(15‘]01(;37%)5(%,%) N 112\,01(537%) /SS V' 1> dv®
— T12|V (pt|2\m105:’l:3ygt)VOl(SB’gt)
= 30 19 e * g1 e+ 3 1
e g~ 130030+ 0 g

(|Vtp¢|? haben wir im Beweis von Lemma 6.14 berechnet.) Damit ist 5 g

= Q1(gt, ¢r) mit

go = c(g)g° dquivalent zu folgendem System von zwei Differentialgleichungen fiir (o, /3)

v 1 ga(t)® 5 1 a(t)? 1 at) 1 1 1
a(t) = 16 26(75) 21 (4a+,u) ()7 + (*4M2 ~ 16 N)B(t)z + 8(#* Z“f@
1 1 | alt) 1.1 5 o)
380 1950 T T ppe
s 1 opa(®)? 5 1 at) 1 1 5 B(t) 1 1.1
pit) = @CLQﬁ(t)g - @@(Za + M)ﬂ(t)Q - E(H - 1@)2(1@)2 + @@(M - Za)m
1.1 , 1
+ E(Za—i_#) 3
a(0) = /c(e)e,
B(0) = y/cle)

und fir ap = —1 gilt

fin 1a(t)3 1 a(t)
=150 T 12502
L da? 1) 11
90 = § 5 ~ Taa? ~ 2450

Mit F' = F(z,y) bezeichnen wir das zu der Differentialgleichung fir («, ) gehorende
Vektorfeld, wie in den Beweisen der Theoreme 6.10 und 6.17.

Da wir uns nur fiir die Anfangswerte (y/c(¢)e, v/c(€)) mit € > 0 interessieren, reicht es,
F auf einer passenden Untermannigfaltigkeit des R? zu betrachten. Dazu definieren wir

u: (0,00) — R?, t— <\/7t \/7) ( (27?)~ 3 %, (271'2)_%t_%) .
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Wir stellen fest: u ist injektiv und eine Immersion (da u/(t) # 0 fiir alle ¢ € (0, 00)). Weiter
ist u eine topologische Einbettung, denn die Umkehrabbildung

3

wliIm(u) = (0,00),  (w,y) = (277) 202,
ist stetig. Damit ist Im(u) eine eingebettete Untermannigfaltigkeit des R2.

Wir zeigen, dass F' tangential zu Im(u) ist. Es ist T,)Im(u) = span{u/(t)}. Durch
Nachrechnen erhalt man

[ lemh
K { L(2n2)3¢

fir alle t € (0, 00). Insbesondere ist F' tangential zu Im(u). Es sind Integralkurven von

mit

w\m w\w

%( 3t2 +5t—2), fallsap=1,
73 (=3t +12+2), falls ap = —1,

V= Flim() : Im(u) — TTm(u),

auch Integralkurven von F (nach Verkniipfung mit der Inklusion Im(u) — R?). Da die
fiir uns interessanten Anfangswerte in Im(u) liegen, reicht es, wenn wir die Integralkurven
von V' verstehen. Dazu betrachten wir das Vektorfeld

Vi=du ) (Vou): (0,00) = T(0,00),
dh. V(t) = (du™))ue (V ().
Behauptung: Es gilt V(t) = k(t) fiir alle ¢ € (0, 00).

Beweis: u~1: Im(u) — (0, 00) ist eine Karte fiir Im(u). Es gilt % = u/(t), woraus

u(t)

folgt

0
I(u=1)],

V(1) = (du™))un (V (ut) = kOd@™))ue (

) = k(t)er = k(t).
(1)

Damit ist die Behauptung gezeigt. Nun zeigen wir die Aussagen von Theorem 6.19 durch
eine Fallunterscheidung. )

1. Fall: au = 1: (Sieche Abbildung 7.) In diesem Fall hat V' = k genau die kritischen
Punkte ¢ = 2 und ¢ = 1. Insbesondere ist F(u(1)) = 0 = F(u(%)), d.h. (1/c(1), /c(1)) und
(\/@ %, \/@ ) sind kritische Punkte von F'. Daraus folgt die Aussage von Theorem 6.19
imFallaqu =1und e =1, ¢ = % (Die Aussage iiber die kritischen Punkte in Theorem
6.19 erhilt man dabei wie folgt: Sei ¢ = £. Dann ist gg = c( )g3 und es gilt

—grad(E|n ) (go,p0) = (Ql(go,¢0)7Q2(goas@o)> =0,

g+ =0, da g; in diesem Fall konstant in ¢ ist. Analog fir e = 1.)
t=0

wobei Q1(g0, o) = &
Weiter gilt

V(t) >0 fiir t € (%, 1),

V() < 0 fiir £ € (0, %) U (1, 00).
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Die Mannigfaltigkeit Im(u)
------- » mit dem Vektorfeld V' =

- F‘Im(u)

(Bve®) ed)

T
\
\
\

">+ Das Vektorfeld V auf (0, c0)

1

winve

Abbildung 7: Beweis von Theorem 6.19 im Fall ap = 1.
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Sei 7: [0, timaz) — (0,00) eine Integralkurve von V. Dann gilt:

Ist 4(0) > 1, so ist 4 streng monoton fallend und immer grofer als 1. Insbesondere
konvergiert ¥(t) fir ¢t — t;q, und der Grenzwert liegt in (0, 00). Das bedeutet 4, = 00
und der Grenzwert ist ein kritischer Punkt von V (siche z.B. [13, S. 158]). Da V nur die
kritischen Punkte % und 1 hat, folgt tlggo A(t) = 1. Daraus folgt die Aussage von Theorem

6.19 im Fall ap = 1 und € > 1: Sei v eine Integralkurve von V mit v(0) = u(e), € > 1.
Dann ist 7 := u~! o v eine Integralkurve von V mit 5(0) = & > 1. Dann existiert 4 nach
dem gerade Gezeigten auf [0,00) und ebenso v (oder man kann « auf [0, 00) fortsetzen)
mit tlggo A(t) = 1. Daraus folgt tlggo ~(t) = u(1), was zu zeigen war.

Ist 2 < 4(0) < 1, so ist 4 streng monoton steigend und immer kleiner als 1. Wieder
folgt, dass 4(t) fir t — tyqee = oo konvergiert und dass der Grenzwert in (0, co) liegt. Wie
oben bedeutet das tlim A(t) = % Daraus folgt wie oben die Aussage von Theorem 6.19 im

—00

Fallauzlund%<6<1.

Ist 4(0) < %, S0 ist 4 streng monoton fallend und immer kleiner als % Insbesondere
konvergiert J(t) fir ¢ — tpe- Da V nur die kritischen Punkte % und 1 hat, liegt der
Grenzwert nicht in (0, 00). Das bedeutet . litm A(t) = 0. Sei nun 7y: [0, tymaz) — Im(u) eine

—

Integralkurve von V mit v(0) = u(e), e < 2, v(t) = (x(t), y(t)). Dann ist wieder § := u~ oy
eine Integralkurve von V mit 4(0) = ¢ < % Die maximalen Existenzzeiten (nach rechts)

von v und 7 stimmen iiberein. Es folgt (u~!o~)(t) I2tmas, . Aus der Definition von u™!

folgt x(t) Lolmaz, 0 Wir wissen, dass (x(t),y(t)) eine Losung der Differentialgleichung fiir

(a, ) ist. Damit ist der Metrik-Teil der Losung des volumennormalisierten Spinorflusses
in diesem Fall gegeben als

96(X1 + Y1, Xo + o) = gss (2(1) X1 + y(O) Y1, 2(8) X2 + y(1)Y2)

fiir t € [0, tmaz), Xi € ker(dmp), V; € (ker(dm,))*. Da fiir das Volumen 1 = vol(S?, g;) =
2m2x(t)y(t)? gilt, folgt t_l)ign y(t) = oco. Daraus folgt die Aussage von Theorem 6.19 im

Falla,uzlund()<€<%.

2. Fall: ay = —1: Diesen Fall behandelt man analog. Dabei hat V nur den kritischen
Punkt 1 und es gilt

V(t)>0fir0<t<I,

V(t) <0 fir t > 1.
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