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EINLEITUNG

Einleitung

Die formale Geometrie ist ein Bereich der algebraischen Geometrie, der in den verschie-
densten Situationen Anwendung findet. So verwendet Oscar Zariski 1951 in seiner Arbeit
tiber holomorphe Funktionen auf Varietéten bereits formale Vervollstandigungen [Z].
Eine systematische Einfiihrung von formalen Schemata und deren Eigenschaften gibt
Alexander Grothendieck dann 1960 [EGAIL, Ch. 10].

Wie immer in der algebraischen Geometrie beruhen die grundsétzlichen Ideen und Kon-
struktionen auf Konzepten der kommutativen Algebra. Ist A ein kommutativer Ring mit
Eins, so kann man A beziiglich eines Ideals vervollstandigen. Einen Uberblick dariiber
werden wir im ersten Kapitel dieser Arbeit geben. Ein Ideal a C A definiert eine Topologie
auf A, fiir die die Mengen a™,n € N eine Basis der Umgebungen der Null bilden. Indem
man alle Cauchyfolgen in A modulo die Nullfolgen betrachtet, erhélt man die Vervollstin-
digung oder Komplettierung A von A. Wir werden zeigen, dass man die Vervollstandigung
durch den inversen Limes des projektiven Systems (A/a™),en beschreiben kann. Dies gibt
uns die Moglichkeit, verschiedene Eigenschaften der Komplettierung, die fiir die Arbeit
mit formalen Schemata niitzlich sind, zu beweisen. Leser, die mit der Vervollstindigung
von kommutativen Ringen bereits vertraut sind, konnen direkt im zweiten Kapitel mit
der Einfiihrung von formalen Schemata beginnen.

Weil eine allgemeinere Definition verschiedene Schwierigkeiten mit sich bringt, werden
wir uns auf noethersche formale Schemata beschrénken. Ist A ein noetherscher Ring mit
Ideal a, so ist das formale Spektrum von A ein lokal geringter Raum, der mit Spf(A)
bezeichnet wird. Der topologische Raum von Spf(A) ist gegeben durch alle Primideale
von A, die offen beziiglich der von a definierten Topologie sind. Die Strukturgarbe von
Spf(A) ist durch den inversen Limes von Garben 1&11 Ospec(a/an) gegeben. Ganz analog zu
gewOhnlichen Schemata ist ein lokal noethersches formales Schema X ein lokal geringter
Raum, fiir den jeder Punkt eine offene Umgebung besitzt, die isomorph zu einem affinen
formalen Schema Spf(A) fiir einen noetherschen Ring A ist. Man nennt X' noethersch,
wenn der topologische Raum von X' noethersch ist. Referenzen hierzu finden sich in [Bos,

Ch. 2.2] und [EGAlIneu, Ch. 10].

Eine Moglichkeit, ein noethersches formales Schema zu konstruieren, ist die Komplet-
tierung eines noetherschen Schemas X entlang eines abgeschlossenen Unterschemas
Y — X. Wird Y durch die Idealgarbe J C Ox beschrieben, so ist der lokal geringte
Raum (Y, 1&1 Ox/J™) ein noethersches formales Schema. Diese Herangehensweise wahlt
Hartshorne um noethersche formale Schemata zu definieren [H, II, Ch. 9]. Analog zur
gewohnlichen Theorie von Schemata wird ein abgeschlossenes Unterschema eines formalen
Schemas (X', Oy) durch eine kohérente Idealgarbe A C Oy definiert. Zu A korrespondiert
das formale Schema (V,Ox /Ay ), wobei V' die abgeschlossene Teilmenge Supp(Ox/.A)
von X ist.

Nach einer allgemeinen Diskussion von formalen Schemata wollen wir in dieser Arbeit
einen speziellen Fall genauer untersuchen. Dazu sei X ein integres Schema von endlichem
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Typ iiber einem Grundkorper k. Da ein k-rationaler Punkt P von X abgeschlossen ist,
kénnen wir X entlang { P} komplettieren. Man bezeichnet die Vervollsténdigung von X
entlang P mit Xp. Wir betrachten nun abgeschlossene Unterschemata Ve Xp Ist V
glatt, so nennen wir V einen glatten formalen Keim von X in P.

Jean-Benoit Bost untersucht in seiner Arbeit iiber glatte formale Keime [Bost|, unter
welchen Bedingungen solch ein Keim algebraisch ist. Wir werden im dritten Kapitel
zunéchst notwendige Grundlagen besprechen und dann in Teil 3.3 Algebraizitdt von
glatten formalen Keimen definieren. Unerlésslich fiir das Verstédndnis von Algebraizitit
sind Zweige. Sind X und P wie oben gegeben, so ist ein Zweig von X durch P ein
Punkt @ in der Normalisierung X von X, der auf P abgebildet wird. Wir werden zeigen,
dass jeder Zweig einem minimalen Primideal in 6;3 entspricht und dass dieses Primideal
ein formales Unterschema von X p definiert. Mit Hilfe dieser Korrespondenz beweisen wir
dann folgende Aquivalenzen.

Theorem. Fir einen glatten formalen Keim V — Xp sind folgenden Bedingungen
aquivalent:

(i) Es existiert eine algebraische Varietdt Y iiber k, ein Punkt QQ € Y (k) und ein
k-Morphismus f 'Y — X, der Q auf P abbildet und fiir den der induzierte
Morphismus o )

fQ : YQ — Xp
iber V.— Xp faktorisiert und einen formalen Isomorphismus YQ ~, V induziert.

(ii) Es existiert eine abgeschlossene Untervarietit W von X, sodass P in W (k) liegt
und V' ein Zweig von W durch P ist.

(iii) Die Dimension des Zariskiabschlusses Z von V in X ist gleich der Dimension
von V.

Einen glatten formalen Keim V < Xp, der diese Bedingungen erfiillt, nennen wir
algebraisch.

Nach der eingehenden Diskussion der Definition wollen wir ein Kriterium besprechen, das
angibt, wann ein formaler Keim algebraisch ist. Dieses Kriterium hat Bost beschrieben
[Bost, Prop. 2.2] und wir werden uns beim Beweis an seiner Herangehensweise orientieren,
wobei wir die Grundlagen und einzelnen Schritte ausfiihrlicher besprechen. Das Schema X
sel nun zusatzlich projektiv und es sei eine ample invertierbare Garbe L auf X gegeben.
Der Keim V' definiert Unterschemata V,,,n € N von X und eine Folge von Nilimmersionen
Vi=aVo—=>Vs— oo,

Indem man L auf V,,, einschrankt erhélt man Morphismen

np : T(X, L9P) = T(V,, L9P)
fiir D € N. Wir bezeichnen T'(X, L®P) mit Ep und den Kern von 7}, mit E?. Diese
bilden eine Folge von endlich-dimensionalen k-Vektorraumen

...CE} CE},CE,=Ep.
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Schrankt man die Morphismen 77, auf E7 ein, so definieren sie Morphismen
v B — Sym™ Ty, @ LEP.

Hierbei bezeichnet T, den Tangentialraum von V in P. Der duale Vektorraum Tf/ ist
dann durch den k-Vektorraum 7/n? fiir das maximale Ideal n C Oy, gegeben. Damit lasst
sich das Algebraizitétskriterium folgendermafen formulieren:

Theorem. Es sind dquivalent:
(i) Der formale Keim V st algebraisch.

(ii) Es existiert ein ¢ > 0, sodass fiir alle D,n € N mit & > ¢ die Abbildungen 3,
verschwinden.

Konventionen: Die natiirlichen Zahlen N bezeichnen alle positiven ganzen Zahlen. Alle
auftretenden Ringe sind kommutativ mit Eins. Eine algebraische Varietat X bezeichnet
ein integres Schema von endlichem Typ iiber einem Koérper k. Insbesondere ist X dann
noethersch. Ein Morphismus von algebraischen Varietdaten f : X — Y ist ein Morphismus
von Schemata, fiir den das Diagramm

X Y

N

Spec(k)

kommutiert. Der Morphismus f ist dann von endlichem Typ [GW, Prop. 10.7]. Mit X (k)
bezeichnen wir die Menge der k-rationalen Punkte von X, das heifst

X (k) = {0 : Spec(k) — X | o ist Schnitt von X} = {z € X | k(z) = k}.
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1 Vervollstandigung von Ringen

Wir werden nun zunéchst die Komplettierung eines Rings A beziiglich eines Ideals a C A
untersuchen. Dafiir definieren wir eine Topologie auf A und vervollstandigen A beziiglich
dieser Topologie. Eine umfassende Diskussion der Vervollstandigung findet sich zum
Beispiel in [AM, Ch. 10]. Einen kurzen Uberblick iiber die Vervollstindigung als inverser
Limes kann man auch in [H, II, Ch. 9] erhalten.

1.1 Die a-adische Topologie und a-adische Vervollstandigung

Definition 1.1. Eine topologische Gruppe G ist eine Gruppe G zusammen mit einer
Topologie auf G, sodass die Abbildungen a: G x G — G, (z,y) —»z+yundi: G —
G, x — —ux stetig sind. Hierbei ist G x G mit der Produkttopologie versehen. Ein
topologischer Ring R ist ein Ring mit einer Topologie auf R, sodass die Gruppe (R, +)
eine topologische Gruppe ist und auch die Multiplikation stetig ist.

Bemerkung 1.2. Fiir eine topologische Gruppe ist die Translation 7, : G — G,z — x+g
fiir jedes g € G ein Homéomorphismus. Die Umkehrabbildung ist durch 7_, gegeben.
Deswegen geniigt es eine Basis der Umgebungen der Null anzugeben, um eine Topologie
auf G zu definieren.

Definition 1.3. Sei A ein Ring und a C A ein Ideal. Die a-adische Topologie auf A ist
die eindeutig bestimmte Topologie auf A, fiir die die Mengen a”, n € N eine Basis der
Umgebungen der Null bilden und A mit dieser Topologie ein topologischer Ring ist.

Bemerkung 1.4. Eine Menge U C A ist also genau dann offen, wenn fiir jedes x € U
ein n € N existiert, sodass x + a" C U gilt.

Lemma 1.5. Fir einen Ring A, versehen mit der a-adischen Topologie beziiglich eines
Ideals a C A, gult:

(i) Die Mengen a™,n € N sind offen und abgeschlossen.
(i1) A ist genau dann hausdorffsch, wenn N a™ = {0}.

Beweis. (i) Die Mengen a™ sind per Definition offen. Sei also n € Nund z € A\ a”
gegeben. Dann ist fiir jedes y € a™ die Summe x +y ¢ a”, weil a” eine Untergruppe
ist. Also gilt x +a™ C A\ a” und A\ a” ist offen.

(ii) Zunéchst ist A genau dann hausdorffsch, wenn jeder Punkt abgeschlossen ist
[vel. Boul, III, §1.2, Prop. 2]. Wegen der Stetigkeit der Addition gilt das genau
dann, wenn {0} abgeschlossen ist. Sei nun N ,a” = {0}. Nach (i) ist dann
AN{0} =S, A\ a" eine Vereinigung von offenen Mengen, also selbst offen. Damit
ist {0} abgeschlossen und A hausdorffsch.
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Sei umgekehrt A hausdorffsch. Dann ist A \ {0} offen und fiir = # 0 existiert ein
n € N, sodass z+a" C A\{0} gilt. Daraus folgt ¢ a” und somit N ;a™ = {0}. O

Ganz analog definiert man topologische Moduln. Das heifst, fiir einen topologischen
Ring A ist ein topologischer A-Modul ein A-Modul M mit einer Topologie auf M, sodass
M eine topologische Gruppe ist und die Skalarmultiplikation stetig ist.

Ist A versehen mit der a-adischen Topologie fiir ein Ideal a C A, so ist ein A-Modul M
mit der a-adischen Topologie auf M, das heifst die Mengen a” M bilden eine Basis der Um-
gebungen der Null, ein topologischer A-Modul. Wie in Lemma 1.5 sind dann die Mengen
a” M offen und abgeschlossen und M genau dann hausdorffsch, wenn N, a"M = {0}
gilt.

Mit dieser Topologie kann man nun wie gewohnt Konvergenz von Folgen und Cauchyfolgen
definieren. Eine Folge (¢;,)men von Elementen in A konvergiert genau dann gegen ein
a € A, wenn fiir jedes n € N ein my existiert, sodass ¢, —a € a” fir alle m > my gilt.
Eine Cauchyfolge in A ist eine Folge (¢, )men, fir die fiir jedes n € N ein mg € N existiert,
sodass fiir alle m, m’ > mq gilt ¢,, — ¢, € a™.

Definition 1.6. Ein topologischer Ring A heiftt adisch, wenn die Topologie mit der
a-adischen fiir ein Ideal a C A {ibereinstimmt. Das Ideal a nennt man definierendes Ideal.
Der Ring A heifst separiert, wenn die Topologie hausdorffsch ist und wvollstindig, wenn
jede Cauchyfolge einen Grenzwert in A besitzt.

Ein definierendes Ideal ist nicht eindeutig. Ist zum Beispiel a eines, so ist auch a” ein
definierendes Ideal. Genauer gilt:

Lemma 1.7. Sei A ein adischer Ring und a ein definierendes Ideal. Fin Ideal b C A ist
genau dann ein definierendes Ideal, wenn Zahlen p,q € N existieren, sodass b9 C a? C b
gilt. Ist A noethersch, so existieren solche Zahlen genau dann, wenn v/a = \/b gilt.

Beweis. Sei b ein definierendes Ideal. Weil dann b offen ist, gilt a? C b fiir ein p. Weil
die Mengen b, n € N eine Basis der Umgebungen der Null bilden und a? eine offene
Umgebung der Null ist, existiert ein ¢ mit b? C a”.

Seien umgekehrt p, ¢ mit b? C a? C b gegeben. Es geniigt zu zeigen, dass die Mengen
b",n € N eine Basis der Umgebungen der Null bilden. Zunéchst ist b offen wegen
aP™ C b". Sei nun U C A eine offene Umgebung der Null. Dann existiert ein m € N mit
a™ C U und es folgt b9 C a?™ C a™ C U.

Sind a und b definierende Ideale, so folgt aus b? C a? C b schon Vb7 = vb C Va? =
Vva C Vb, also va = V0.

Gelte nun /a = v/b. Ist A noethersch, so existieren Zahlen n,m mit (y/a)" C a und
(vb)™ C b. Fiir p = m und ¢ = nm gilt dann o® = a™ C (Va)™ = (v/b)™ C b und
b9 = 6™ C (Vb)"™ = (\/a)"™ C ™ = o’ O
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Definition 1.8. Sei A ein adischer Ring. Die Vervollstindigung A von A ist die Ver-
vollstandigung von A beziiglich der a-adischen Topologie, das heifit die Menge aller
Cauchyfolgen in A modulo die Menge aller Nullfolgen.

Damit ist dann auch A ein kommutativer Ring mit Eins. Es existiert ein kanonischer
Ringhomomorphismus A — A, der ein Element a aus A auf die konstante Folge (a)nen
abbildet. Dieser Morphismus ist genau dann injektiv, wenn die Topologie hausdorffsch
ist, also wenn Npena” = {0} gilt. Dies gilt beispielsweise, wenn A ein noetherscher
Integritétsring, oder ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal a C A ist [vgl.
AM, Th. 10.17]. Der Morphismus ist surjektiv, wenn A vollstandig ist.

1.2 Vervollstandigung als inverser Limes

Sei A ein adischer Ring und a ein definierendes Ideal. Fiir n/ > n sei ¢, : A/a” — A/a”
die kanonische Projektion. Dann bildet (A/a™),eny mit den Ubergangsabbildungen ¢, ,
ein projektives System von Ringen. Bildet man den inversen Limes iiber dieses System,
so gilt

A= @A/an = {(an) € H Ala™ | Gpn(an) = a, Yn' > n} :

neN neN

Die kanonischen Projektionen ¢,, : A — A/a™ induzieren nach der universellen Eigenschaft
des inversen Limes einen kanonischen Morphismus ¢ : A — A. Dieser ist gegeben durch

a — (ap)nen, wobei a,, = a + a”.

Satz 1.9. Sei A ein adischer Ring und a ein definierendes Ideal. Es existiert ein kanoni-

scher Isomorphismus ) )
Ay A

Beweis. Sei (¢,)men eine Cauchyfolge in A. Betrachtet man (¢, )men fiir ein n € N als
Folge in A/a™, so wird die Folge stationér. Sei nun a,, € A/a"™ der Grenzwert dieser Folge
und a := (ap)nen. Fir n’ > n gilt dann ¢, ,(a,/) = ap, denn fiir ein m grof genug, sodass
cm= ap, (mod a") und ¢,,= a,y (mod a™), folgt

On Q) — ap = A — ay = ¢ — ¢,= 0 (mod a™).

Also gilt a € A. TIst (¢m)men eine Nullfolge, so ist a, fir jedes n € N gleich Null, also
auch a. Damit hat man einen wohldefinierten Ringhomomorphismus A — A.

Sei (¢ )men eine Cauchyfolge, die auf 0 € A abgebildet wird. Das heift, der Grenzwert
von (€ )men in A/a™ ist fiir jedes n gleich Null. Dann ist (¢, )men auch in A eine Nullfolge,
denn fiir jedes n € N existiert ein myg, sodass ¢,, € a” fiir m > mg. Also ist die Abbildung
injektiv und es fehlt noch die Surjektivitat zu zeigen. Sei ein a = (ay)nen € A gegeben.
Wéhlt man fiir jedes n einen Vertreter ¢, € A von a,, so ist (¢,)nen eine Cauchyfolge
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in A, denn fiir jedes ¥ € Nund n’ > n > k gilt ¢,y — ¢, = a — a,= 0 (mod a™), also
Cor — Cp € a™ C a*. Der Grenzwert von (¢p)men in A/a™ ist a,, denn fiir k& > n ist
¢ — a,= 0 (mod a™). Das heift (¢, )men wird auf a abgebildet und die Abbildung ist
surjektiv. O]

Bemerkung 1.10. Sei A ein adischer Ring mit definierendem Ideal a. Dann hat man
auf A = @A/ a” eine kanonische Topologie gegeben. Diese ist die grobste Topologie,

sodass alle kanonischen Projektionen ¢, : A— A/a™ stetig sind. Dabei sind die Ringe
A/a™ mit der diskreten Topologie versehen. Die diskrete Topologie stimmt mit der
Quotiententopologie, induziert von der a-adischen Topologie auf A, iiberein.

Lemma 1.11. Die Mengen ker ¢, C A bilden eine Basis der Umgebungen der Null.
Es ist ker ¢,, der Abschluss von a™ C A. Ist a endlich erzeugt, so gilt auferdem a"A =
ker ¢, = a™ und die kanonische Topologie aqu stimmt mit der aA-adischen tiberein.

Beweis. Nach der Definition der Topologie auf A sind die offenen Mengen in A beliebige
Vereinigungen von endlichen Durchschnitten von Mengen der Form ¢ (V'), wobei n € N
und V' C A/a™ gilt. Insbesondere ist ker ¢, fiir jedes n € N offen. Es ist zu zeigen, dass fiir
jede offene Menge U € A mit 0 € U ein n € N existiert mit ker ¢, C U. Man kann ohne
Einschrénkung annehmen, dass U = N2, ¢, '(V;), mit n; € N und V; C A/a™. Wegen
0eUist 0 e V; firallei=1,...,m. Also gllt ker ¢, C ¢, (V;) fiir alle ¢ und damit

Ny ker ¢, C N30, (Vi) = UL
Fiir n = max{n; | i = 1,...,m} gilt dann wegen ker ¢,, C ker ¢, fiir n > n’
ker ¢, C Ni~, ker ¢,,, C U.

Die Mengen ker ¢,, bilden also eine Basis der Umgebungen der Null und wie im Beweis
von Lemma 1.5 (i) folgt, dass sie sowohl offen als auch abgeschlossen sind.

Wegen a” C ker ¢, geniigt es zu zeigen, dass a™ dicht in ker ¢, liegt. Sei also f €
ker ¢,, und eine offene Umgebung U von f gegeben. Dann existiert ein m € N, sodass
f + ker ¢, C U. Wahlt man nun einen Vertreter f,, € A von ¢,,,(f) so gilt f,, € a™
und f — f,, € ker ¢1n, also f,, € U Nker ¢,. Damit liegt a™ dicht in ker ¢,, und es folgt
ker ¢,, = a™.

Sei nun a = (ay,...,a,) endlich erzeugt. Zunéchst zeigen wir, dass man jedes f € A
als Summe f =Y .20 f; mit f; € a’ schreiben kann. Es sei fiir alle n € Ny ein Vertreter
gn € A von ¢,1(f) gegeben. Setze fo = go und f; = g; — ¢;-1 € A fir i > 0. Es gilt
fi € a® fiir i > 0 wegen ¢;= ¢;_1 (mod a*). Fiir jedes n € N gilt nun

Zfl =3 = = 00(f) (mod @),

=0
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Daraus folgt f = > 7 fi. Ist f € ker ¢, so kann man f, = ... = f,_; = 0 wéhlen.
Sei also f = Y oo fi € ker¢), mit f; € a’. Dann kann man jedes f; darstellen als
fi = ZT:I fw(lj mit fl] S ai_l und es ist

m

[ = Z(Z fija;) = Zaj(z fij) € aA.

i=n j=1 j=1 i=n

Wegen > °  fii € ker¢,_; folgt induktiv f € a"A. Also gilt ker ¢,, = a"A und die
Mengen a™ A bilden eine Basis der Umgebungen der Null. O]

Das Lemma zeigt, dass fiir ein endlich erzeugtes Ideal a die Vervollstandigung A wieder
ein adischer Ring ist. Da wir diese Voraussetzung oft verwenden werden, werden wir im
Folgenden nur noch iiber noetherschen Ringen arbeiten. Weil wir spéter mit algebraischen
Varietéaten, also insbesondere noetherschen Schemata arbeiten, ist diese Voraussetzung
fiir unsere Zwecke keine Einschrédnkung. Fiir den Rest der Arbeit ist ein Ring also stets
ein noetherscher, kommutativer Ring mit Eins.

Fiir einen A-Modul M ist analog M = l&nM Ja™M die Vervollstandigung von M

beziiglich der a-adischen Topologie. Fiir ein m = (my,)nen € M und a = (Gn)nen € A
definiert R
a-m = (a,My)neny € M

eine Skalarmultiplikation, die M in kanonischer Weise zu einem A-Modul macht.

Lemma 1.12. Sei A ein adischer Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul versehen mit
der a-adischen Topologie und M' C M ein Untermodul. Die a-adische Topologie auf M’
stimmt mit der von M induzierten Teilraumtopologie tiberein.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass die Basen der Umgebungen der Null (a”M) N M’ und
a” M’ die gleiche Topologie induzieren. Nach dem Artin-Rees-Lemma [z.B. AM, Cor.
10.10| existiert ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt

(@™ M)N M =a™"((a™) N M).
Dies zeigt die Behauptung, denn fiir alle m = n — ng > 0 gilt
(@™tMYN M = a™((a™M)NM') C a™M'

und umgekehrt
a™M' C (a"M)N M fiir alle m > 0. O

Lemma 1.13. Seien A und B adische Ringe mit definierenden Idealen a C A und
b C B. Ein Ringhomomorphismus f : A — B ist genau dann stetig beziiglich den
adischen Topologien, wenn fiir jedes n € N ein m(n) € N existiert mit a™™ C f~1(b").
Insbesondere ist f stetig, wenn a C f~1(b).

10
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Beweis. ,,=" TIst f stetig, so ist f~!(b") fiir alle n € N eine offene Umgebung der Null.
Also existiert ein m(n) € N mit a™™ C f~1(b").

»<" Es sei U C B offen. Wir miissen zeigen, dass fiir jedes z € f~1(U) ein m existiert
mit x + a™ C f~1(U). Sei also ein z € f~1(U) gegeben. Dann existiert ein n € N,
sodass f(x) + b C U gilt. Wihlt man m = m(n) mit a™™ C f~1(b"), so folgt

z+a" Cx+ fTH(0") C fH(f(x) +b") C fHU).
Also ist f~1(U) offen und f stetig. u

Proposition 1.14. Bezeichnet (adR) die Kategorie der adischen Ringe mit stetigen
Ringhomomorphismen als Morphismen, so definiert die Vervollstindigung einen Funktor

*: (adR) — (adR), A A

Beweis. Seien A, B adische Ringe mit definierenden Idealen a beziehungsweise b. Nach
1.11 ist A ein adischer Ring und die Zuordnung A — A wohldefiniert. Sei nun ein stetiger
Ringhomomorphismus f : A — B gegeben. Nach Lemma 1.13 existieren m(n) € N mit
a™™ c f=1(b"). Dies induziert Ringhomomorphismen

fn:A——> Ala = B/b".
Sind diese Morphismen mit den Ubergangsabbildungen von B vertriiglich, so induzieren sie
nach der universellen Eigenschaft des inversen Limes einen Morphismus f A= B. Wir

miissen also zeigen, dass die Abbildungen f, vertréglich mit den Ubergangsabbildungen
¢8 , sind und dass f unabhingig von der Wahl der m(n) ist.

Seien zunéchst m,m’ € N mit a™ C f~(b") und a™ C f~'(b"). Ohne Einschrinkung
ist m" > m. Sei ein (ag)ren € A a, € A/a* mit Vertretern a, € A gegeben. Wir
miissen zeigen, dass f(@,) = f(am) in B/b" gilt. Dies folgt aus f(a@n) — f(Gm) =
flam) = flam) +0" = f(am — @) + 6" =0, denn f(ay, — an) € f(a™) C b". Es ist

also f,, und damit auch f unabhéngig von der Auswahl der m(n).

Seien nun n' > n gegeben und m = max{m(n),m(n’)}. Sei a = (ax)reny € A mit
Vertretern ax € A gegeben. Dann ist ¢, 0 fur(a) = @5, (f(am)+6™) = f(am)+b" = fu(a).
Die Abbildungen f, sind also vertrdglich mit den Ubergangsabblldungen und man hat
einen wohldefinierten Ringhomomorphismus f A — B. Fiir die Stetigkeit von f geniigt
es nach Lemma 1.13 zu zeigen, dass fiir jedes n € N ein m € N existiert, sodass

amA C f- (b”B) beziehungsweise f( ) C b"B gilt. Wegen der Stetigkeit von f
existiert zu jedem n € N ein m € N mit a™ C f~1(b"). Ist nun a € a™, z = (Tp)ren € A,
so gilt R

¢ (f(az)) = fu((aZi)ren) = flazm) +b" =0

fiir die Projektion ¢ : B — B/b". Also ist f(azx) € ker ¢ = b"B. Die Funktorialitét
von ~ folgt aus der Funktorialitdt des inversen Limes. O]
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1 VERVOLLSTANDIGUNG VON RINGEN

Bemerkung 1.15. Fiir einen adischen Ring A seien A-Moduln M und N gegeben.
Versieht man M und N mit der a-adischen Topologie fiir ein definierendes Ideal a, so
ist wegen f(a"M) = a"f(M) C a"N jeder A-Modulhomomorphismus f : M — N stetig.
Dann induziert f einen stetigen A-Modulhomomorphismus f : M — N.

1.3 Eigenschaften der Vervollstandigung

Lemma 1.16. Sei A ein adischer Ring mit definierendem Ideal a und eine exakte Folge
von endlich erzeugten A-Moduln

0—->M —-M-—>M"—0
gegeben. Die Sequenz, induziert durch die Vervollstindigung beziglich der a-adischen

Topologie, ) X X
00— M —M— M —0

1st exakt.

Beweis. Nach Lemma 1.12 ist M’ = l'glM'/a"M’ = @M'/((u”M) N M), weil M
endlich erzeugt ist. Des Weiteren ist fiir jedes n € N die Sequenz

0 — M'/((a"M) N M) = M/a"M — (M/M")/a™(M/M") — 0

exakt. Man hat damit ein exaktes Diagramm projektiver Systeme

0—— M'/((*M)NM') —— M/a’M —— (M/M')/a®(M/M') — 0
0—— M'/((a2M) N M) —— M/a*M —— (M/M")/a®>(M/M') — 0

0—— M'/((aM) N M") —— M/aM ——s (M/M")/a(M/M’') —— 0

0 0 0.

Dieses induziert eine Sequenz der inversen Limiten
0—-M —-M—M"—0

und diese ist exakt, da die Ubergangsabbildungen der linken Spalte surjektiv sind [vgl.
H, II, Prop. 9.1]. O

12



1 VERVOLLSTANDIGUNG VON RINGEN

Lemma 1.17. Ist M ein endlich erzeugter A-Modul, so ist der kanonische Morphismus
von A-Moduln

A@AM%M, a®@m— am

ein Isomorphismus.

Beweis. Es existiert eine exakte Folge von A-Moduln
00— N— A" - M —0,

wobei N endlich erzeugt ist, weil A noethersch ist. Diese induziert ein kommutatives
Diagramm

A@AN—>A®AAk—>A®AM—>O

l’Y lﬁ la
0 N Ak M 0.
Die Zeilen sind exakt wegen der Rechtsexaktheit des Tensorprodukts und Lemma 1.16.
Weil der inverse Limes mit Produkten vertauscht (vgl. Lemma 2.3), ist 8 ein Isomorphis-

mus und die Surjektivitdt von « folgt. Dann ist auch v surjektiv, da N endlich erzeugt
ist. Die Injektivitdt von « folgt mit einer Diagrammjagd. O]

Korollar 1.18. Sei A ein adischer Ring, a ein definierendes Ideal. Dann gilt fiir alle
neN R
Ajar = A/a".

Insbesondere gilt A=A und A ist ein adischer, separierter und vollstandiger Ring.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Lemma 1.16 fiir M = A und M’ = a”. Dann ist
M" = A/a™ und das projektive System 0 < M"/aM" < M"/a?M" < --- wird
stationér, weshalb M"” = M" gilt. Man erhélt also eine exakte Sequenz

0—a*— A— Ala" — 0.

Nach Lemma 1.17 ist der Morphismusfl ®a 0" — a® mit Bild Aa”fl ein Isomorphismus,
also ist a” = a™A. Weiter gilt a® = a”A = (aA)” = (a)". Da aA ein definierendes Ideal

fiir die Topologie von A ist, folgt A = lglfl/a”fl = I&nfl/cﬁ = @A/a" = A. O

Korollar 1.19. Sei A ein adischer Ring mit definierendem Ideal a und M ein endlich
erzeugter A-Modul. Dann gilt:

(i) @ /ar1 = " /" fiir alle n € N.
(i1) J\/Z/c?]\\/[ = M/a"M fir alle n € N.
(iii) a/”M/am >~ q"M/a" " M fiir alle n € N.

13



1 VERVOLLSTANDIGUNG VON RINGEN

Beweis. Die Behauptungen folgen wie in 1.18 fiir die exakten Folgen von endlich erzeugten
A-Moduln

(i) 0= a® = a"™ - a”/a"™ — 0
(ii)) 0 > a"M — M — M/a"M — 0
(iii) 0 = a"M — a" ™' M — a"M/a" ™' M — 0. O
Korollar 1.20. A ist eine flache A-Algebra.

Beweis. Sei f: M' — M eine Injektion von A-Moduln und M’ sowie M endlich erzeugt.
Dann erhélt man eine exakte Sequenz von endlich erzeugten A-Moduln

0> M —-M-— M/M —0.

Diese induziert ein kommutatives Diagramm
0— A M —— Ay M —— A®, M/M'——0

N

~

0 M M M/M' ——0,

wobel die vertikalen Abbildungen nach Lemma 1.17 Isomorphismen sind. Mit Lemma 1.16
ist die untere Zeile exakt, also auch die oberg. Insbesondereist 1Q f : AQA M — AR M
injektiv. Mit [AM, Prop. 2.19] folgt, dass A eine flache A-Algebra ist. O

Bemerkung 1.21. Ist A ein noetherscher adischer Ring mit Vervollstiandigung fl, SO ist
auch A noethersch [vgl. AM, Th. 10.26].

Lemma 1.22. Sei A ein adischer Ring mit definierendem Ideal a und M ein A-Modul.
Ist M endlich erzeugt, so ist M ein endlich erzeugter A-Modul.

[e.e]

Beweis. Wir betrachten den assoziierten graduierten Ring G(A) := @, ,a™/a™*!, be-
ziehungsweise G(M) = @, , a"M/a"*' M. Dann ist G(M) ein endlich erzeugter G(A)-
Modul [s. AM, Prop. 10.22]. Wegen 1.19 gilt G(M) = G(M) und G(A) = G(A), also ist
G(M) ein endhch erzeugter G(A) Modul. Weil A vollsténdig und M separiert ist, folgt
mit [AM, Prop. 10.24], dass M ein endlich erzeugter A-Modul ist. ]

Proposition 1.23. Es sei A ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal m C A. Dann ist die
Vervollstandigung von A beziiglich m ein lokaler Ring mit mazximalem Ideal m = mA.

Beweis. Es existiert nach Lemma 1.18 ein Isomorphismus A/ = A/ m, also ist h = mA
ein maximales Ideal von A. Fiir z €  ist (Cp)neny mit ¢, = 1+ 2+ 2% + -+ + 2" eine
Cauchyfolge beziiglich der m-adischen Topologle Weil A aber vollsténdig ist, konverglert
(¢p)nen in Aund (1 —z)* =14z +22 +--- existiert. Es gilt also 1+ € AX und A
ist ein lokaler Ring. O
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1 VERVOLLSTANDIGUNG VON RINGEN

Definition 1.24. Sei A ein adischer Ring mit definierendem Ideal a. Fiir ein f € A sei

A{f} = @(A/a”)f = l&nAf/Cl;}

neN neN

die Vervollstandigung des Rings Ay beziiglich der as-adischen Topologie, wobei af :=
adr={f [a€aneN}L

Der kanonische Morphismus Ay — Ayyy zeigt, dass das Bild von f in Ayy invertierbar
ist. Der Ring Ayyy ist noethersch und adisch mit definierendem Ideal ayAgy.
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2 FORMALE SCHEMATA

2 Formale Schemata

In der Literatur finden sich verschiedene Vorgehensweisen, formale Schemata einzufiihren.
Grothendieck [EGAIneu, Ch. 10| oder Bosch [Bos, Ch. 2| fithren zunéchst affine formale
Schemata ein. Ein formales Schema erhélt man dann durch Verkleben von affinen. Hart-
shorne hingegen definiert ein noethersches formales Schema als einen lokal geringten Raum,
der lokal die Komplettierung eines noetherschen Schemas entlang eines Unterschemas
ist [H, II, Ch. 9]. Wir werden zunéchst der Herangehensweise von Grothendieck und
Bosch folgen und dann darauf eingehen, warum die verschieden Definitionen im Fall von
noetherschen formalen Schemata dquivalent sind.

2.1 Der inverse Limes von Garben

Wir haben bereits inverse Limiten in den Kategorien der Ringe und A-Moduln betrachtet.
Um formale Schemata definieren zu kénnen, miissen wir aber Garben vervollstandigen.
Deswegen werden wir den inversen Limes in der Kategorie der Garben Sh(X) kurz
besprechen.

Definition 2.1. Sei X ein topologischer Raum und (7, <) eine halbgeordnete Menge.
Ein projektives System von Garben auf X tber I ist eine Familie von Garben (F;);cr
auf X zusammen mit Morphismen von Garben ¢;; : F; — F; fur alle i’ > i, i, € I,
sodass gilt

(i) ¢ = idg,
(ii) ¢ri = ¢ji 0 o filr k > j > .

Ist I = N, so ist ein projektives System durch eine Sequenz von Garben auf X
.F1<—.F2<—.F3<—"'

gegeben.

Proposition 2.2. Sei (F;);cr ein projektives System von Garben auf einem topologischen
Raum X. Der inverse Limes lim__ F; in Sh(X ) existiert.

Beweis. Fir ein offenes U C X ist (F;(U))ier ein projektives System von abelschen
Gruppen beziehungsweise Ringen oder A-Moduln. Man kann also eine Prégarbe 1'&1” Fi
auf X durch U — lgn}",-(U ) definieren. Es sei Hm F; = (l'&n” F;)T die assoziierte Garbe
mit kanonischem Morphismus 6 : lim” F; — lim F;. Es geniigt zu zeigen, dass @E die
universelle Eigenschaft des inversen Limes in Sh(X) erfillt.

Sei eine Garbe G zusammen mit Garbenmorphismen v; : G — F;, die vertraglich mit
den Ubergangsmorphismen ¢y; sind, gegeben. Wegen der universellen Eigenschaft des
inversen Limes in (Ab) beziehungsweise (Ringe) oder (A-Mod) ist leicht zu sehen, dass
ein eindeutig bestimmter Morphismus von Prégarben VG — @p F; existiert, der
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2 FORMALE SCHEMATA

vertraglich mit den Ubergangsabbildungen ist. Dann ist ¢ := 6 o 7; g — @E ein
Morphismus von Garben, der mit den Ubergangsabbildungen vertriglich ist und an}"l
erfiillt die universelle Eigenschatft. O

Um den inversen Limes explizit berechnen zu konnen, werden wir zeigen, dass die Schnitte
des inversen Limes von Garben schon durch den inversen Limes der Schnitte der einzelnen
Garben gegeben ist. Dafiir benétigen wir noch folgendes Lemma:

Lemma 2.3. Produkte und inverse Limiten vertauschen in den Kategorien (Ringe) und
(A-Mod).

Beweis. Wir werden den Beweis fiir A-Moduln durchfiithren. Es seien fiir alle i,n € N
A-Moduln M! gegeben und fiir 4,n,n’ € N, n’ > n habe man Ubergangsabbildungen

L s MY — M. Das heift, fiir jedes i ist (M})nen ein projektives System und der inverse
Limes l'glneN M existiert. Weiter definieren die Morphismen ¢, nach der universellen
Eigenschaft des Produkts fiir alle n’ > n Morphismen [ ], &%, - [Ten M = TLien M2
und wir erhalten ein projektives System ([ T,cy M2, [Ty @in)Jnen. Wir miissen nun zeigen

€N o
[ tim M = 1im [ ] M.
ieN neN neN jeN

Dazu zeigen wir, dass @1 [1.cx M! die universelle Eigenschaft des Produkts erfiillt. Die
neN 11lieN “"n . ‘ .

ien My, — M fiir i, n € N vertauschen mit den Uber-

gangsabbildungen ¢!, und definieren so eindeutige Morphismen ¢" : @neN [Licx M —

Projektionen fm o [Tien ML — 11

@neN M. Seien nun ein A-Modul 7" und Morphismen ¢* : T — @neN M gegeben.
Definieren wir ¢!, := pr,, o ¢" : T — M!, wobei pr,, : @neN M! — M} die kanonische

i
n'n

Projektion bezeichnet, so gilt fiir alle n’ > n schon ¥

dann fir [T, ¢0 : T — Ly M}

II%=II(MOMJ=(Hﬁm>001%>.

ieN 1€eN 1€N 1€N

o ¢!,. Insbesondere gilt

Also sind die Morphismen [, ¢ vertriglich mit den Ubergangsabbildungen und nach
der universellen Eigenschaft des projektiven Limes existiert ein eindeutiger Morphismus

¢ : T — lim 1]
neN jeN
wobei fiir alle ¢ € N schon ¢ = ¢ o 1 gilt. O

Lemma 2.4. Sei U C X eine offene Menge und (F,)nen €in projektives System von
Garben auf X. Dann gilt

(lim F,)(U) = lim F, (U),

neN neN
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass l'&np F; bereits eine Garbe ist. Sei U C X offen und
(U;)ier eine offene Uberdeckung von U. Man hat ein kommutatives Diagramm

0—)./_"2((]) —>Hielf2(Ui> —>Hi,j fQ(Uz M Uy)

0 ‘Fl(U>_>HieIf1(Ui>_>Hi,j Fi(Uin Uj)

0 0 0.

Weil die F; Garben sind, ist jede Zeile exakt. Man hat also eine exakte Sequenz von
projektiven Systemen

0 (Fn(U)>

neN neN

~ (HFn(Ui)>neN = (I 7 winw)

1,5€l

Dies induziert wegen der Linksexaktheit des inversen Limes eine exakte Sequenz

0~ lim F,(U) — lim (an(Ui)) — lim ( ] 7.w.n Uj)>.

neN neN g jer

Nach Lemma 2.3 vertauscht der inverse Limes mit Produkten, wodurch man eine exakte
Sequenz

0 = m? 7, (U) — [ [Um? Fo(Us) — [ [ Im? F (U 0 U;)

neN icI neN i,jeI n€N

erhélt. Die Exaktheit dieser Sequenz ist dquivalent dazu, dass @np F, eine Garbe ist. [

2.2 Affine formale Schemata

Bei der Definition von formalen Schemata wenden wir ein ganz dhnliches Vorgehen wie
bei gewohnlichen Schemata an. Wir definieren zunéchst das formale Spektrum Spf(A)
fiir einen Ring A. Grothendieck setzt in seiner Definition voraus, dass der Ring A ein
zuldssiger topologischer Ring ist [vgl. EGAlIneu, 0, (7.1.2)]. Wir werden etwas strengere
Voraussetzungen machen, da dies fiir unsere Zwecke ausreichend ist. Im Folgenden ist A
stets ein noetherscher, adischer Ring mit definierendem Ideal a C A. Weitere Bedingungen
fordern wir zunédchst nicht, werden aber spéter zeigen, dass man A ohne Einschrankung
als separiert und vollstandig annehmen kann.
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2 FORMALE SCHEMATA

Es bezeichne Spf(A) C Spec(A) die Menge aller Primideale, die offen beziiglich der
a-adischen Topologie sind. Die Zariski-Topologie auf Spec(A) induziert eine Topologie
auf Spf(A). Es gilt

Spf(A) = {p € Spec(A) | p ist offen} = {p € Spec(A) | a C p} = Spec(A/a).

Insbesondere ist Spf(A) eine abgeschlossene Teilmenge von Spec(A). Weil die Mengen
Da(f) ={p € Spec(A) | f ¢ p} fiir f € A eine Basis der Zariski-Topologie auf Spec(A)
bilden, sind deren Einschrankungen, also D(f) = Da(f) N Spf(A) = {p € Spec(A) | a C
p, f & p}, eine Basis der Topologie auf Spf(A). Wir wollen nun eine Garbe O definieren,
die Spf(A) zu einem geringten Raum macht. Dabei soll gelten O(D(f)) = Ayyy.

Fiir jedes n € N definiert a™ ein abgeschlossenes Unterschema Spec(A/a™) von Spec(A).
Da der topologische Raum von Spec(A/a™) immer gleich ) := Spf(A) ist, hat man ein
projektives System von Garben von Ringen auf ) gegeben durch

Ospec(a/a) < Ospec(a/a?) <= Ospec(afad) <+ -
Es sei O := T&lneN Ospec(a/any- Dann ist O eine Garbe von Ringen auf V.

Lemma 2.5. Die Garbe O macht Y zu einem topologisch geringten Raum. Das heifst,
fiir alle offenen U C Y ist O(U) ein topologischer Ring und alle Restriktionsabbildungen
sind stetig.

Beweis. Sei U C Y offen. Dann ist

o) = 1@@ OSpeC(A/a”)<U) = 1&1& OSpeC(A)(U)/a(U)n

neN neN

die Vervollstandigung von Ogpec(a)(U) beziiglich der a(U)-adischen Topologie und nach
1.11 ein topologischer Ring. Sind U C V' C Y offene Mengen und p : Ogpec(a)(V) —
Ospec(4)(U) die Restriktionsabbildung, so gilt p(a™(V)) C a®(U), also ist p stetig. Da die
Restriktionsabbildung O(V) — O(U) durch p gegeben ist, ist diese nach Proposition
1.14 stetig. O

Sei nun f € A. Es ist
O(D(f)) = @1 OSpec(A/a“)(D(f)) - 1&1("4/an)f = A{f}
neN neN

Auferdem gilt R
O(y) = gﬂ OSpec(A/a")(A/an) = MA/G” = A.

neN neN

Lemma 2.6. Sei x € Spf(A) ein Punkt, der zu dem Primideal p C A korrespondiert.
Dann st der Halm O, am Punkt x ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal m, = pQO,.
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Bewezs. Es ist

0, = liy OU) = lm O(D(f)) =l Ay

zeUCY z€D(f) fép

Fiir jedes f € A\ p und n € N hat man eine kanonische exakte Sequenz
0— (p/a")y — (A/a"); — (A/p)s — 0.

Die Sequenzen induzieren eine kurze exakte Sequenz von projektiven Systemen iiber N,
wobei das linke System surjektive Ubergangsabbildungen hat. Anwenden des inversen
Limes liefert dann eine exakte Sequenz

0 — lim(p/a®); — lim(A/a"); — lim(A/p); — 0.

neN neN neN

Es ist lim(A/p); = (A/p)s, weil das System konstant ist. Weiter folgt wie im Beweis von
Korollar 1.18, dass lé'r_n(p/a”)f = pAyypy gilt. Man eine exakte Sequenz

0= pAyy = Ay = (A/p)s = 0.

Nun nimmt man den direkten Limes iiber alle f € A\p und schreibt m,, fiir @ feA\p pAgp.
Weil ligfeA\p(A/p)f = Q(A/p) der Quotientenkdrper QQ(A/p) von A/p ist, hat man eine

exakte Sequenz
0—m, — O, — Q(A/p) — 0.

Also ist m, maximal und es gilt pO, C m,. Sei nun g, € O, \ pO,. Wir zeigen, dass
g, eine Einheit ist. Sei g, durch einen Vertreter g € Agpy mit f ¢ p gegeben. Wegen
Gz ¢ POy, ist g ¢ pAgpy. Also liegt auch die Projektion g € (A/a)s nicht in (pA/a)s. Da
wir zeigen wollen, dass g, eine Einheit ist, konnen wir ohne Einschrankung mit Potenzen
von f, also mit Einheiten, multiplizieren. Wir kénnen also annehmen, dass g schon in
A/a liegt und wéhlen einen Vertreter ¢’ € A. Dann ist ¢’ ¢ p und insbesondere fg' ¢ p.
Schrénkt man g auf Ay ein und setzt d = 1—g¢'~'g, so gilt g = ¢'(1 —d) in Asyy. Weil
g" in Agyyy eine Einheit ist, geniigt es zu zeigen, dass auch 1 —d in Ay eine Einheit ist.

Wegen g = ¢’ in (A/a)sy C (A/a)sist d = 0in (A/a)sy, also d € asy. Insbesondere
ist d" € a},. Dann ist aber die Folge der Partialsummen (Sp)neny mit S, = > p_ dF
eine Cauchyfolge in Agsyy und weil Agsyn vollstandig ist, konvergiert die Reihe ) d"
gegen ein h € Agsgn. Es gilt (1 —d)h = 1, also ist 1 — d und damit auch g eine Einheit
in Agygy. Dann ist aber auch das Bild g, von g in O, eine Einheit und es folgt, dass pO,
das einzige Maximalideal in O, ist und damit auch m, = pO,. O

Definition 2.7. Sei A ein adischer Ring und a ein definierendes Ideal. Es sei ) = Spf(A)
und Oy die oben konstruierte Garbe O. Dann heifst der geringte Raum (), Oy) das affine
formale Spektrum von A. Oft bezeichnet man es nur mit Spf(A). Ein affines noethersches
formales Schema ist ein topologisch lokal geringter Raum, der isomorph zu Spf(A) fiir
einen noetherschen, adischen Ring A ist.
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Lemma 2.8. Sei Y = Spf(A) ein affines formales Schema und U = D(f) C Spf(A) fir
ein f € A. Dann ist der lokal geringte Raum (U, Oyy) isomorph zu dem affinen formalen
Schema Spf(Ay).

Beweis. Sei a ein definierendes Ideal, X = Spec(A) und J C Ox die zu a gehdrige
Idealgarbe. Dann ist Oy = 1&10)(/\7 Sei U = Da(f) = {p € Spec(4) | f ¢ p}.
Wegen (U, (’)X|U) (Spec Af, Ospeca;) 8ilt (Ox/T™)juv = Ospeca, an)- Also ist Oyjy =
(Um Ox/T") v = Um Ospec(a, jany) = Ospra,- Wegen D(f) = {p € Spf(A) | f ¢ p} =
{p € Spec(A) |aCyp, f¢p}={peSpecAs | ay Cp}=Spf(Ay) gilt also (U, Oyy) =
(Spf(Af), Ospr(ay))- O

Lemma 2.9. Sei A ein adischer Ring. Es gilt
Spf(A) = Spf(A).

Insbesondere kann man in Definition 2.7 ohne Einschrinkung A als vollstindigen und
separierten Ring voraussetzen.

Beweis. Ist a ein definierendes Ideal fiir die Topologie von A, so ist a ein definierendes
Ideal fiir die Topologie von A. Dann ist

Spf(A) = (Spec A/a, lim Ospec(a/am))-
Nach Korollar 1.18 ist aber A/a” = A/a". Damit ist

Spf(A) = (Spec A/d, I'Lnospec(/x/aﬁ)) = SPﬂA)- 0

2.3 Noethersche formale Schemata

Definition 2.10. Ein lokal noethersches formales Schema X ist ein topologisch lokal
geringter Raum (X, Oy), fiir den jeder Punkt x € X eine offene Umgebung U besitzt,
sodass (U, Oy) isomorph zu einem noetherschen affinen formalen Schema Spf(A) ist.
Man nennt X noethersch, wenn der topologische Raum X noethersch ist.

Ein Morphismus von formalen Schemata f : (X,0x) — (¥, Oy) ist ein Morphismus
der lokal geringten Réume, sodass fiir jedes offene V' C ) die induzierte Abbildung
Oy(V) = Ox(f71(V)) stetig ist.

Bemerkung 2.11. Jedes lokal noethersche Schema X ist in kanonischer Weise ein
lokal noethersches formales Schema, denn fiir einen noetherschen Ring A stimmt die
Topologie induziert durch das Ideal (0) C A mit der diskreten Topologie iiberein. Es
gilt dann Spec(A) = Spf(A), also hat jeder Punkt von X eine Umgebung U mit U =
Spec(A) = Spf(A). Insbesondere ist X ein topologisch geringter Raum, fiir den jeder
Ring Ox(U) mit der diskreten Topologie versehen ist. Offensichtlich sind dann alle
Restriktionsabbildungen stetig.
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2 FORMALE SCHEMATA

Da wir in dieser Arbeit glatte formale Keime betrachten wollen, miissen wir Glattheit
fiir formale Schemata definieren. In der Literatur findet sich keine Definition, doch wir
werden spéter sehen, dass uns die Definition fiir formale Glattheit, angewendet auf
formale Schemata, einen sinnvollen Glattheitsbegriff liefert.

Definition 2.12. Ein Morphismus f : X — ) von lokal noetherschen formalen Schemata
heiflt formal glatt, wenn fiir jedes kommutative Diagramm von lokal noetherschen formalen
Schemata

X < Spec(C/N)

fl o |

y<— SpeC<C)7

wobei C' ein Ring und N C C' ein Ideal mit N? = 0 ist, ein Lift g : Spec(C) — X
existiert. Ein lokal noethersches formales Schema X" {iber einem Koérper £ heifst formal
glatt dber k oder nur formal glatt, wenn der Morphismus X — Spec(k) formal glatt ist.
Um Wiederholungen zu vermeiden, sprechen wir von einem glatten formalen Schema X,
wenn X formal glatt ist.

Eine Moglichkeit, ein noethersches formales Schema zu erhalten, ist die Vervollstandigung
eines noetherschen Schemas entlang eines abgeschlossenen Unterschemas.

Definition 2.13. Sei X ein noethersches Schema und i : Y — X ein abgeschlossenes
Unterschema. Sei J die zu Y korrespondierende Idealgarbe, das heift J = ker(i* :
Ox — i,Oy). Insbesondere ist Ox/J = i.Oy und Y = SuppOx/J. Sei Y,, das
abgeschlossene Unterschema von X, das durch die Idealgarbe J" definiert wird, das
heift Y,, = Supp Ox/J" und Oy, =i 1 (Ox/T") [vgl. GW, (7.16)]. Da der topologische
Raum von Y, fiir alle n € N gleich dem topologischen Raum von Y ist, kann man die
Garben Oy, als Garben auf Y auffassen. Setzt man nun X := Y und Oz = TLHOYM SO

heifst der geringte Raum (X ,O%) die formale Vervollstindigung von X entlang Y.

Lemma 2.14. Der konstruierte Raum (X', Oy) ist ein noethersches formales Schema.

Beweis. Seiz € X C X und U = Spec(A) eine offene, affine Umgebung von z in X. Der
Ring A ist noethersch, weil X noethersch ist. Dann ist V := U N X eine offene Umgebung
von z in X. Wir zeigen (V, Oxv) = Spf(A). Ist J(U) = a, so ist (Y,,);v = Spec(A4/a").
Insbesondere ist Oy, |y = Ospec(a/an) Dann ist aber OXIV = l%l(’)spec( A/amy und es folgt
(V,Ox)v) = Spf(A). Weil X noethersch ist, ist auch die abgeschlossene Teilmenge Y C X
noethersch. O]

Insbesondere ist fiir einen noetherschen, adischen Ring mit definierendem Ideal a das
affine formale Schema Spf(A) die Vervollstdndigung des noetherschen Schemas Spec(A)
entlang des abgeschlossenen Unterschemas Spec(A/a).
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Bemerkung 2.15. Das formale Schema X aus 2.13 héngt nur von der abgeschlossenen
Teilmenge Y C X und nicht von der Struktur des Unterschemas ab. Sind Z und J
Idealgarben auf X, die beide ein abgeschlossenes Unterschema mit topologischem Raum Y
definieren, so gilt fiir jede offene Teilmenge U C X schon /Z(U) = /J(U). Mit
Lemma 1.7 folgt Oy (U) = @OX/I"(U) = T&l@x/j”(U) = Ox, (U).

Bemerkung 2.16. Nach Hartshornes Definition ist ein noethersches formales Schema
ein lokal geringter Raum (X, Oy), der eine endliche Uberdeckung (i4;);en besitzt, sodass
jedes Paar (U;, Oy,) als lokal geringter Raum isomorph zu der Vervollstdndigung eines
noetherschen Schemas X; entlang eines abgeschlossenen Unterschemas Y; ist [H, II, Ch. 9].
Dies ist offensichtlich auch ein noethersches formales Schema im Sinne unserer Definition,
da eine endliche Vereinigung noetherscher Raume wieder noethersch ist und jedes X;
bereits ein noethersches formales Schema ist.

Sei umgekehrt ein noethersches formales Schema (X, Oy) gegeben. Fiir jeden Punkt
x € X existiert eine offene, affine Umgebung U, = Spf(A,) von X. Weil X noethersch
ist, besitzt die Uberdeckung (U, ).cx eine endliche Teiliiberdeckung (U, ),e; und jedes U,
ist isomorph zu der Vervollstdndigung des noetherschen Schemas Spec(A,) entlang des
abgeschlossenen Unterschemas Spec(A,/a,), wobei a, C A, ein definierendes Ideal ist.

Lemma 2.17. Seien ein Morphismus f : X — Y won noetherschen Schemata und
abgeschlossene Teilmengen X' von X und Y' von'Y gegeben, sodass f(X') C Y’ gilt.
Dann induziert f in kanonischer Weise einen Morphismus von noetherschen formalen
Schemata f X = Y, wobei X die Vervollstandigung von X entlang X' und Y die
Vervollstandigung von Y entlang Y' bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen das Lemma zunéchst fiir affine Schemata. Es seien also X = Spec(B)
und Y = Spec(A) fiir noethersche Ringe A und B. Weiter seien die abgeschlossenen
Teilmengen X’ = V(b) C X beziehungsweise Y’ = V(a) C Y durch Ideale a C A,
b C B gegeben. Ohne Einschrankung kénnen wir b durch Vb ersetzen. Es gilt nun

= Spf(B) und Y = Spf(A). Der Morphismus f : X — Y korrespondiere zum
Ringhomomorphlsmus ¢ : A — B. Wegen f(X') C Y’ induziert f einen stetigen
Morphismus f fix : X' =Y der topologischen Raume. Wir miissen also noch einen
Morphismus der Garben fﬁ Oy — f*O konstruieren. Es ist Oy = L Ospec(a/any und
f O = f 1# Ospec(B/6m) L f Ospec(B/omy- Wegen der universellen Eigenschaft des
projektiven Limes geniigt es, Morphismen Ogpec(a/an) — f Ogspec(B/on) anzugeben, die mit
den Ubergangsabbildungen vertauschen.

Die Bedingung f(V'(b)) C V(a) impliziert, dass fiir jedes Primideal p C B mit b C p
schon a C ¢~1(p) gilt. Damit folgt

o7'(0) =0 (Vb) =6 (N p)=nNo¢'(p) Da

bCp bCp

Damit gilt dann ¢(a™) C b™ fiir alle n € N und wir erhalten wohldefinierte Ringhomomor-
phismen ¢,, : A/a™ — B/b"™. Diese induzieren Morphismen von Schemata Spec(B/b™) —
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2 FORMALE SCHEMATA

Spec(A/a™) mit den gesuchten Morphismen von Garben Ogpeca/an)y — f. OSspec(B/6m)-
Nach Konstruktion sind diese mit den Ubergangsabblldungen vertraghch und induzieren
somit einen kanonischen Morphismus von Garben fﬁ Oy — f Oy

Sei nun U’ C Y offen. Das heift, es existiert ein U C Y mit U’ = U NY. Bezeichnet Y
den induzierten Ringhomomorphismus

= fHU) : Oy (U) = £.0x(U) = Ox(f71(U)),
so ist der Ringhomomorphismus
FHU") = 03 (U) = L.Og(U)
durch die Vervollstandigung @Z} von v gegeben und somit stetig nach Proposition 1.14.

Wir miissen nun noch zeigen, dass der Morphismus f lokal ist. Dazu seien Punkte z € X
und y = f(z) € Y gegeben. Der Punkt 2 € X’ entspricht einem Primideal ¢ C B und
y = f(z) = ¢~ '(q) =: p einem Primideal in A. Sei f, : Oy, = Ox, der induzierte
Morphismus auf den Halmen. Nach Lemma 2.6 sind Oy, und O , lokale Ringe mit
maximalen Idealen m, = pOy  beziehungsweise m; = qOx .. Es gllt

fz_l(mx) = ¢_1(q)fm—1(0)€,x) = pOY/,y =my,

also ist fx lokal. Der konstruierte Morphismus f : X — Y ist damit ein Morphismus von
noetherschen formalen Schemata.

Fiir beliebige Schemata X und Y seien offene, affine Uberdeckungen (Us)ier von X
und (V})jes von Y gegeben, sodass fiir jedes ¢ € [ ein j € J existiert mit f(U;) C V}.
Weil dann auch U; N X" C V; NY’ gilt, existiert nach dem ersten Teil ein kanonlscher
Morphismus (7|\m) U =X U, — VJ = }A/M < Y. Da diese Morphismen kanonisch sind,
stimmen sie auf Schnitten iiberein und verkleben nach [GW, Prop. 3.5] zu dem gesuchten
Morphismus f X Y. O]

2.4 Koharente Moduln und definierende Ideale

Ebenso wie fiir Schemata, gibt es auch fiir formale Schemata den Begriff der kohérenten
Moduln. Auferdem bendtigen wir, um spéter die Theorie der Unterschemata verstehen
zu konnen, definierende Ideale. Wir wollen in diesem Kapitel nur einen kurzen Uberblick
iiber die Definitionen und einige Eigenschaften geben. Ausfiihrlicher finden sich diese
zum Beispiel in [H, II, Ch. 9|.

Definition 2.18. Sei X ein noethersches Schema, Y ein abgeschlossenes Unterschema
definiert durch die Idealgarbe J C Ox und Y,, das zu J" korrespondierende Unterschema.
Es sei ein kohérenter Ox-Modul F auf X gegeben. Fiir jedes n € N definiert F/J"F
eine Garbe von Ox/J™Moduln auf Y,,, also auch auf Y. Die Garbe F o= @f/ﬂ"f
auf Y ist in kanonischer Weise ein O ¢-Modul und heifst die Vervollstindigung von F
entlang Y.
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Definition 2.19. Es sei X ein noethersches formales Schema und § eine Garbe von
Ox-Moduln. Dann nennen wir § kohéirent, wenn eine endliche Uberdeckung (Ul)le I
existiert, fiir die gilt &4 = X;, wobei die X; noethersche Schemata sind und X; die
Vervollsténdigung von X; entlang eines abgeschlossenen Unterschemas ist, und §py, = ~ F,
fiir eine kohérente Garbe F; von Ox,-Moduln ist.

Definition 2.20. Sei X = Spf(A) nun ein affines noethersches formales Schema und X
das noethersche Schema Spec(A). Zu einem endlich erzeugten A-Modul M korrespondiert

der kohérente O x-Modul M. Wir definieren M* auf X als die Vervollstandigung M2 = M.
Dann ist M* ein koharenter O y-Modul.

Lemma 2.21. Sei A ein noetherscher Ring, a C A ein Ideal, X = Spec(A), Y = V(a)
und X = X = Spf(A). Dann ist J := a® eine Garbe von Idealen in Oy und fir jedes
n €N gilt Ox /3" = (A/a™)™ als Garbe auf Y.

Beweis. [H, I, Prop. 9.4] ]

Definition 2.22. Sei (X, Oy) ein noethersches formales Schema und 3 C Oy eine Garbe
von Idealen auf X'. Dann heift J definierendes Ideal fir X', wenn Supp(Ox/J) = X und
der lokal geringte Raum (X, Oy /J) ein noethersches Schema ist.

Bemerkung 2.23. Ist X = Spec(A) und Y = V(a) fiir ein Ideal a C A, so ist a® nach
Lemma 2.21 ein definierendes Ideal von X.

Ist allgemeiner X ein noethersches Schema und Y ein abgeschlossenes Unterschema,
definiert durch die Idealgarbe J, so ist J = J ein definierendes Ideal fiir X. Das
noethersche Schema (X, O /3") heikt die n-te infinitesimale Umgebung von Y und ist
das abgeschlossene Unterschema von X definiert durch J". Auch fiir beliebige formale
Schemata existieren definierende Ideale [vgl. H, II, Prop. 9.5|.

2.5 Vervollstindigung entlang eines Punktes

Im dritten Kapitel dieser Arbeit werden wir uns mit glatten formalen Keimen beschéftigen.
Diese werden wir fiir einen speziellen Fall von formalen Schemata definieren. Ist X ein
noethersches Schema lokal von endlichem Typ iiber einem Korper k und P € X (k) ein
k-rationaler Punkt, so ist die einelementige Menge { P} abgeschlossen [s. GW, Prop. 3.33].
Wir kénnen also X entlang {P} vervollstindigen. Da der topologische Raum von X nur
aus einem einzelnen Punkt besteht, vereinfacht sich die Struktur deutlich. Solche formalen
Schemata sind immer affin und auch die kohérenten Moduln lassen sich besonders einfach
darstellen. Um diese zu beschreiben, benétigen wir zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 2.24. Sei A ein noetherscher Ring und m C A ein maximales Ideal. Dann
existiert fur alle n € N ein Isomorphismus

A/m™ = A, /m" A,

Insbesondere gilt A ;1; fur die Vervollstindigungen beziiglich m beziehungsweise mA,.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedesn € Nund b € A\meiny € A und m € m”
existiert mit by = 1 4+ m. Fir n = 1 gilt dies offensichtlich, weil A/m ein Kérper ist. Ist
y € Aund m € m"~! mit by = 1 + m, so folgt

by—1=m
Vy? — 20y + 1 =m?
b(—by? +2y) =1—m?

und wegen m? € m" folgt die Aussage per Induktion.

Seien fiir n € N die kanonischen Ringhomomorphismen i : A — A, und 7 : A, —
Apn/m™ A, gegeben. Bezeichnet ¢ @ A — A, — An/m"A, die Komposition, so ist
ker(¢) = i~'(m"Ay,). Offensichtlich gilt m"™ C i~'(m"A,,). Ist umgekehrt = € i~}(m"Ay,),
so gilt § = 7 fiir ein m € m” und s € A\ m. Dann existiert ein y € A\ m mit yzs = ym.
Wegen ys € A\ m existieren dann wie oben ein k € A und p € m” mit kys = 1 + p.
Also gilt kym = kysz = (1 + p)x = = + px. Dies zeigt, dass x = kym — pr € m” ist und
ker(¢) = m™ gilt. Man erhélt also einen wohldefinierten injektiven Ringhomomorphismus

¢ A/m" — Ay /m Ay

Der Homomorphismus ¢ ist ebenso surjektiv. Sei g€ Ay, alsoa € Aund b € A\ m.
Dann existiert ein y € A, m € m™ mit by — m = 1. Damit gilt

~ . ay ayb ayb am  alby—m) a
@ =7 == b~ b b
——

emn Ay

und ¢ ist ein Isomorphismus. O

Lemma 2.25. Sei X ein noethersches Schema und Y = {P} ein abgeschlossener Punkt.
Dann ist die Vervollstindigung X von X entlang Y gegeben durch ({P}, Ox.p), wobei
Ox p die Vervollstindigung beziiglich des maximalen Ideals mp ist, und X st affin. Die

kohdrenten O -Moduln entsprechen genau den endlich erzeugten @—Moduln.

Beweis. Es sei J C Ox die Idealgarbe, die zum eindeutig bestimmten reduzierten
Unterschema mit topologischem Raum Y korrespondiert. Da der topologische Raum
von X nur aus einem Punkt besteht, geniigt es, die Strukturgarbe fiir diesen Punkt zu
kennen.

Sei U = Spec(A) eine offene affine Umgebung von P. Dann ist J(U) = m das maximale
Ideal, das den Punkt P € Spec(A) definiert. Es ist Ox p = Ay, und mp = mA,. Nun gilt

Ox({P}) = lim Ospec(a/mn ({P}) = lim A/m" = lim Ay /m" Ay = Ox p.

neN neN neN

Weiterhin gilt

Spf(Ox.p) = SpE(Ox p) = (Spec(Ox,p/mp), lim Ox p/mp) = ({P}, lim Ay /m"Ay) = X,
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also ist X affin. Weil X nur aus einem Punkt besteht, entsprechen die O ¢-Moduln genau
den Ox p-Moduln.

Sei nun M ein kohdrenter O ¢-Modul, das heifit, es existiert ein kohdrenter Ox-Modul F
mit M = F. Weil N := F(U) ein endlich lich erzeugter A-Modul ist, ist M = F({P}) =

Jim m N/m"N ein endlich erzeugter A = OXp Modul (vgl. Lemma 1.22).

Sei umgekehrt M ein endlich erzeugter A=0yr x,p-Modul. Dann ist F := M ein kohérenter
Spec(Ox p)-Modul und es gilt

—

ﬁ({P}) M117M® Oxp—M(g@@g:M

Also ist M = F kohirent. O

2.6 Formale Unterschemata

In diesem Abschnitt werden wir abgeschlossene formale Unterschemata einfithren. Fiir
ein noethersches formales Schema X wird ein abgeschlossenes Unterschema durch eine
kohérente Idealgarbe A C Oy definiert. Um zu zeigen, dass so definierte Unterschemata
wieder noethersche formale Schemata sind, verwendet man eine weitere Darstellung von
formalen Schemata. In dieser Arbeit werden wir diese nur kurz angeben, aber nicht
weiter darauf eingehen. Fiir eine genauere Beschreibung sei auf Grothendieck verwiesen
[EGAlIneu, I, §10.6].

Man kann ein formales Schema als Folge von Nilimmersionen beschreiben. Sei eine Folge
X13X23X33X4gX5—>

gegeben, wobei die X, noethersche Schemata sind und die Ubergangsabbildungen i,
Nilimmersionen. Alle X,, haben denselben topologischen Raum und man erhélt ein
projektives System von Garben von Ringen auf X;

OX1%OX2<—OX3'“.

Dann ist der geringte Raum li IEX = (Xq, @ Ox,,) ein noethersches formales Schema
[s. EGAIneu, I, Prop. 10.6.3|.

Proposition 2.26. Es sei X ein noethersches formales Schema und A C Oy eine
kohdrente Garbe von Idealen. Weiter sei V.= Supp(Ox/A) und i : V — X die Inklusion
der topologischen Rdume. Dann ist V abgeschlossen und der topologisch geringte Raum
(V,(Ox/A)) ist ein noethersches formales Schema.

Beweis. Die Garbe Oy /A ist als Quotient von kohérenten Garben wieder kohérent [s. H,
I, Cor. 9.9]. Dann ist der Triager von Oy /A abgeschlossen nach [EGAlIneu, 0, Prop. 5.2.2].
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Es ist (V,(Ox/A)v) = (V,i*(Ox/A)) ein topologisch lokal geringter Raum. Sei J ein
definierendes Ideal fiir X'. Dann ist fiir alle n der lokal geringte Raum X, := (X, Oy /J")
ein noethersches Schema. Aus Lemma 2.4 und den entsprechenden Aussagen fiir Ringe
folgt

Ox/A= (O] A)® Ox = (Ox/A) & Im(Ox/3") =

neN

= @(Ox/A ® Ox/J") = @OX/(A +3J").
neN neN
Die Garben Ox/(A + J") haben alle den Triager V' [vgl. EGAlneu, 0, Cor. 5.2.2.2].
Weiterhin sind die Garben von Oy-Moduln (A + J")/J" kohérent, also sind sie auch als
Ox/J-Moduln kohédrent [EGAIneu, 0, (5.3.13)]. Sei nun V,, das abgeschlossene Unter-
schema von X,,, das von der kohérenten Idealgarbe (A + J")/J" definiert wird. Dann
erhalten wir ein System von noetherschen Schemata

Via-Vo—=2Vo—oo =2V, — o

wobei alle auftretenden Morphismen Nilimmersionen sind. Wegen Oy := (Ox/A)|y =
lim Oy, ist dann (V,Oy) = lim V;, ein noethersches formales Schema. O

Definition 2.27. Ein abgeschlossenes formales Unterschema eines noetherschen formalen
Schemas X ist ein noethersches formales Schema, das isomorph zu einem der Form
(V,Ox/Ay) fiir ein kohérentes Ideal A C Oy ist. Wie fiir Schemata erhélt man eine 1:1-
Korrespondenz zwischen den kohérenten Idealen und den abgeschlossenen Unterschemata
von X.

Bemerkung 2.28. Ist X = X fiir ein noethersches Schema X und ein abgeschlossenes
Unterschema Y definiert durch die Idealgarbe J C Ox, so definiert 7" ein abgeschlossenes
Unterschema X, von X. Dies stimmt mit dem Schema X, aus dem Beweis von 2.26
iiberein Ein abgeschlossenes Unterschema V' ist gegeben durch den direkten Limes

l&nV fiir abgeschlossene Unterschemata V,, < X,, — X. Wir nennen V,, die n-te

mﬁmteszmale Umgebung von Voin X.

Wir wollen nun wieder die Vervollsténdigung entlang eines Punktes gesondert betrachten.
Wenn wir in dieser Situation von formalen Unterschemata sprechen, sind stets abge-
schlossene Unterschemata gemeint. Dies fiihrt nicht zu Verwechslungen, da die einzig
moglichen offenen Unterschemata das leere Schema und das Schema selbst sind.

Es sei also X ein noethersches Schema und P € X ein abgeschlossener Punkt. Dabei sei
Ox die Strukturgarbe von X und J C Ox die kohédrente Idealgarbe, die zum eindeutig
bestimmten reduzierten Unterschema mit topologischem Raum {P} gehort. Es sei Xp die
Vervollsténdigung von X entlang { P}, also Xp = ({P}, hm Ox/J"). Es sei A:= Ox p
der Halm in P mit maximalem Ideal m := mp C Ox p. Dann gilt nach Lemma 2.25,
dass Xp durch (P}, A) gegeben ist. Sei nun ein Unterschema V' < Xp gegeben. Nach
der Definition wird V durch ein kohérentes Ideal A C O %, gegeben. Weil nach 2.25 die
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kohérenten Ideale von Oy einfach den endlich erzeugten Idealen in A entsprechen und

jedes Ideal von A endlich erzeugt ist (A ist nach 1.21 noethersch, weil A noethersch ist),
entspricht V also einem Ideal A C A.

Es gilt A = L m A/m"A. Das Ideal A definiert fiir jedes n € N ein Ideal (A+m"A)/m"A C

A/m"A = A/ = A/m". Dieses Ideal in A/m" ist gegeben durch ein Ideal a, C A mit
m"” C a,. Es gilt a,,.; C a, fir alle n € N.

Die Strukturgarbe von V, also auch der Halm in P, ist dann gegeben durch
Op = O, /A= AJA=1m A/(A+m")A =lim A/a,.

Es ist O ein lokaler Ring mit maximalem Ideal mA/A = mOy .

Nach Proposition 2.26 ist (V, Oy ) ein noethersches formales Schema. Da der topologische
Raum von V nur aus einem Punkt besteht, bedeutet dies, dass V' ein affines noethersches
Schema ist. In diesem Fall kann man das leicht einsehen. Es gilt

Op/m"Op = (AJA)/(m"AJA) = A/(m"A + A) = A/a,.

Also ergibt sich

=lim A/a, = Op/m"Oy.
Es ist also Oy, ein adischer Rlng, der Vollstandlg und separiert beziiglich der von mOy,
definierten Topologie ist. Es gilt dann V = Spf (Oy).

Die n-te infinitesimale Umgebung V,, von V' ist gegeben durch

Spec(Oy/m"Oy) = ({P}, Oy /m"Oy) = ({ P}, A/ay).

Nun haben wir alle nétigen Voraussetzungen, um glatte formale Keime zu definieren.

Definition 2.29. Es sei X eine algebraische Varietét tiber einem Koérper k, das heifst
X ist integer und von endlichem Typ iiber k. Es sei P ein Punkt von X (k) und Xp die
formale Vervollstdndigung von X entlang P. Ein glatter formaler Keim von X durch P
ist ein glattes formales Unterschema V — X p. Die Dimension dlm(V) von V bezeichnet
die Krull-Dimension des lokalen Rings Oy (V).
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3 ALGEBRAIZITAT VON GLATTEN FORMALEN KEIMEN

3 Algebraizitat von glatten formalen Keimen

In diesem Kapitel werden wir uns tiefer mit glatten formalen Keimen beschéaftigen. Bost
definiert in seiner Arbeit ,Germs of analytic varieties in algebraic varieties* [Bost|, wann
man einen glatten formalen Keim algebraisch nennt. Er beschreibt ein Kriterium, mit dem
sich die Algebraizitat von glatten formalen Keimen mit Hilfe gewisser Morphismen 3
priifen ldsst. Wir werden zunéchst die Algebraizitit etwas ausfiihrlicher besprechen und
dann das von Bost gefundene Kriterium beweisen. Kurz gesagt ist ein glatter formaler
Keim algebraisch, wenn V ein Zweig einer Untervarietdt Z von X ist. Wir werden daher
zunachst das Konzept der Zweige einfiihren.

3.1 Zweige

Definition 3.1. Es sei Z eine algebraische Varietét und P € Z(k). Weiter sei n : Z—Z
die Normalisierung von Z. Dann heift ein Punkt @ € Z mit n(Q) = P ein Zweig von Z
durch P.

Wir werden nun zeigen, dass ein Zweig durch P einem minimalen Primideal in der
Komplettierung des lokalen Rings im Punkt P entspricht. Grothendieck hat diesen Satz
mit etwas schwéicheren Voraussetzungen bewiesen [vgl. EGAIV, Cor. 7.6.2]. Wir werden
hier eine Version fiir exzellente Ringe beweisen, da diese fiir unsere Zwecke ausreichend
ist. Eine Definition von exzellenten Ringen findet sich beispielsweise in [Liu, Ch. 8, Def.
2.35].

Satz 3.2. Sei A ein exzellenter lokaler Ring mit maximalem Ideal m C A. Weiter sei A
integer und A" der ganze Abschluss von A im Quotientenkorper K := Q(A). Bezeichnet
A die Vervollstindigung von A beziiglich dem mazimalen Ideal m von A, so gilt:

(i) A ist reduziert.

(i) A" ist eine endliche A-Algebra, also ein semilokaler Ring.

—

(iii) Seien my,...,m, die mazimalen Ideale von A" und (A') die Vervollstindigung
von A’ beziiglich der mazimalen Ideale. Der ganze Abschluss von A im totalen
Quotientenring R" von A sei mit (A) bezeichnet. Dann gilt

—

(A7)

I

(A

Fiir den Beweis benotigen wir zunéchst einige Lemmata.

Lemma 3.3. Sei B ein normaler Ring, das heifit, fir jedes Primideal p von B ist die
Lokalisierung B, ein ganzabgeschlossener Integrititsring. Dann ist B ganzabgeschlossen
im totalen Quotientenring Q(B).

30



3 ALGEBRAIZITAT VON GLATTEN FORMALEN KEIMEN

Beweis. |vgl. S, Tag 037B| Sei € Q(B) ganz tiber B. Wir setzen [ = {f € B|fx € B}.
Dann ist I ein Ideal in B. Sei p ein Primideal von B. Weil B, eine flache B-Algebra und
B — Q(B) injektiv ist, haben wir eine Injektion B, — Q(B) ® By, = Q(B),. Dann ist
£ € Q(B), auch ganz iiber B,. Wenn wir zeigen, dass Q(B), C Q(B,) gilt, folgt aus der
Ganzabgeschlossenheit von B, schon, dass T € B, gilt. Es existieren dann y,s € B, s ¢ p
mit § = % in Q(B),. Also existiert ein ¢t € B\ p C Q(B) mit tzs = % in Q(B). Das
heift, es gilt stz = ty € B und es folgt st € I. Wegen st ¢ p folgt, dass I in keinem
Primideal von B enthalten ist. Also ist I = B und = € B.

Wir miissen also nur noch Q(B), C Q(B,) zeigen. Sei S = B\ p C Q(B). Wir haben

einen kanonischen Ringhomomorphismus

. v (z/1)
u:Q(B) = Q(By), P /1)

Es ist ker(u) = {£ € Q(B) | $ = 0 in By} = {0}, also ist u injektiv. Weil die Elemente
von u(S) in Q(B,) invertierbar sind, existiert nach der universellen Eigenschaft der
Lokalisierung ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus u : Q(B), — Q(B,), der
nach [Bou2, II, §2.1, Cor. 1 to Prop. 2| injektiv ist. ]

Lemma 3.4. Es sei B ein noetherscher Ring mit totalem Quotientenring Q(B). Weiter
sei C' ein Unterring B C C C Q(B), der normal und eine endliche B-Algebra ist. Dann
ist C' gleich dem ganzen Abschluss B’ von B in Q(B).

Beweis. Weil C eine endliche B-Algebra ist, ist jedes Element von C' C Q(B) schon
ganz liber B, also gilt C' C B’. Sei nun = € B’, das heift * € Q(B) und z ist ganz
tiber B. Insbesondere ist dann x ganz iiber C. Weil aber Q(B) C Q(C) ist, folgt aus der
Normalitdat von C' und Lemma 3.3, dass x € C' gilt. O

Beweis von Satz 3.2. (i) Weil der Ring A exzellent und reduziert ist, ist auch die
Vervollstandigung A nach [Liu, Ch. 8, Prop. 2.41] reduziert.

(ii) Aus [Liu, Ch. 8, Prop. 2.41] folgt ebenso, dass A’ eine endliche A-Algebra ist.
Der Ringhomomorphismus h : A — A’ ist also insbesondere ganz. Ist n C A’
ein Maximalideal, so ist nach [Bou2, V, §2.1, Prop. 1] auch 2~'(n) = n N A ein
Maximalideal, also gleich m, da A lokal ist. Damit liegen alle Maximalideale von
A" iiber m. Nach [Bou2, V, §2.1, Prop. 3| liegen aber nur endlich viele Ideale tiber
m, also ist A’ semilokal.

(iii) Sind my,...,m, die Maximalideale von A’, so gilt

(4) = D4,
j=1

—

nach [Bou2, III, §2.13, Cor. to Prop. 19], wobei A;nj die Komplettierung des lokalen
Rings A, beziiglich des Ideals m;A; =~ bezeichnet. Der Ring A’ ist integer und
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ganzabgeschlossen, also normal. Dann sind auch die Lokalisierungen A}, normal.
Weil A’ eine endliche A-Algebra ist, ist A" exzellent |vgl. Liu, Ch. 8, Th. 2. 39].
Nach [EGAIV, (7.8.3) ii)] ist dann auch jede Lokalisierung Aj, = exzellent. Da fiir

exzellente lokale Ringe Normalitdt beim Uberganggur Vervollstandigung erhalten
bleibt [s. Liu, Ch. 8, Prop. 2.41|, sind die Ringe Ay, normal.

Wegen Spec((A/T)) = Spec( ;?:12{;) =1I7_, Spec(Z(:j), und weil Normalitit eine
lokale Eigenschaft ist, ist dann auch Spec((?l\’)) normal.

Es ist (A/T) die Vervollstdndigung beziiglich der v = m; - - - m,,-adischen Topologie
und nach [Bou2, IV, §2.5, Cor. 3| ist auch mA’ ein definierendes Ideal fiir die
Topologie. Weil A’ ein endlich erzeugter A-Modul ist, gilt also

(A) = lim A'jm"A' = A @, A,

Die Injektionen A — A’ — K induzieren durch Tensorieren mit der flachen
A-Algebra A Injektionen A — (A’) — K ®4 A =: R’ (vgl. Korollar 1.20).

Ist ein Element in A regulér, so ist es wegen der Flachheit von Aauchin A regulér.
Ist also 7 C A die Menge der reguliiren Elemente in A und S C A die Menge der
reguldren Elemente in A, also A\ {0}, so gilt S C T, R" = T—'A und man hat
nach [Bou2, II, §2.1, Rem. 7| ein kommutatives Diagramm

/\

Wegen 5~ IA=S5"1A®A=K®A=Rist R C R" ein Unterring. Wir haben also
Ac (A’ ) C R’ ' = Q(A). Weil A’ ein endlicher A-Modul ist, ist wegen der Flachheit

von A auch (A’) ein endlich erzeugter A-Modul. Dann folgt die Behauptung aus
Lemma 3.4. O

—1 A R//

Korollar 3.5. Sei A ein exzellenter, integrer und lokaler Ring mit maximalem Ideal m.
Dann existiert eine 1:1-Korrespondenz zwischen der Menge der maximalen Ideale von A’,
also der Punkte, die in der Normalisierung tiber m liegen, und der Menge der minimalen
Primideale von A.

Beweis. Seien gy, ..., g, die minimalen Primideale von A und my,...,m, die maximalen
Ideale von A’. Nach [Bou2, V, §1.2, Cor. 1 to Prop. 9] gilt

T

(A) = PA/a)

i=1
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Also ergibt sich

r

@A, = U (A = PlA/a).

=1

Dabei sind sowohl die A{n]_ (vgl. Proposition 1.23), wie auch die (A/g;)" [vel. EGAIV,

0, (23.1.6)] lokale Ringe. Das Schema Spec((A/T)) Spec((fl)’) hat damit genau n
beziehungsweise r abgeschlossene Punkte, also muss n = r gelten. Weil der Halm in
einem abgeschlossenen Punkt aber genau A’  beziehungsweise (A/ g;)’ ist, hat man nach
eventuellem Umsortieren paarweise Isomorphlsmen

A, 2 (Afgy) fiir j=1,...,n
Diese definieren die gesuchte 1:1-Korrespondenz. O

Satz 3.6. Sei Z eine algebraische Varietit und P € Z(k). Dann existiert eine 1:1-
Korrespondenz zwischen den Zweigen von Z durch P und den minimalen Primidealen in

der Komplettierung Oz p.

Beweis. Es sei P € U = Spec(B) eine offene, affine Umgebung von P. Ist n : Z — Z
die Normalisierung, so wird nj,-1 : n~'(U) = U induziert von ¢ : B < B’, wobei B’
der ganze Abschluss des integren Rings B in K = Q(B) ist. Weil P abgeschlossen ist,
entspricht P einem maximalen Ideal n C B. Der Ring B ist als k-Algebra von endlichem
Typ insbesondere exzellent [s. Liu, Ch. 8, Th. 2.39]. Ist nun A := Oy p, so ist A = B,

exzellent, noethersch und lokal. Es ist A" = (S™'B) = S~ 1B’ fir S=B\nc B [Vgl.

Bou2, V, §1.5, Prop. 16]. Sei nun ein minimales Ideal p C (’)Zp = A gegeben. Nach 3.5
entspricht dieses einem maximalen Ideal m C A’ = S~!B’. Dieses entspricht wiederum
einem maximalen Ideal n C B’ mit SNn = &, also BNn C n und weil n und damit
auch B N n maximal ist, folgt BN n =n. Ist dann Q € Z der abgeschlossene Punkt, der
zu n C B’ korrespondiert, so ist n(Q) = ¢~'(n) = n = P, also entspricht p einem Zweig
durch P. Dabei gilt insbesondere

_—— [Bou2, II, §5 11, Prop. 11] __ 3.5

O;0= (B, o~ A% Afp=0yp/p.

Sei nun umgekehrt Q € Z ein Zweig von Z durch P. Dann entspricht @ einem maximalen
Ideal n C B’ mit BNn = 5, bezichungsweise (B\n)Nn = &. Dieses n entspricht wiederum
einem maximalen Ideal m C A’ = S™!B’ mit S = B\ 1. Wegen 3.5 korrespondiert
dies einem minimalen Primideal in A. Man hat also die gesuchte 1:1-Korrespondenz
gefunden. O

Korollar 3.7. Sei eine algebraische Varietat Z und ein Punkt P € Z(k) gegeben. Ist
Q € Z ein Zweig von Z durch P, so ist auch ) ein k-rationaler Punkt.
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Beweis. Wir miissen zeigen, dass k(@) = k gilt. Aus Satz 3.6 wissen wir, dass ) einem

minimalen Primideal p in Oz p entspricht. Es gilt dann

"{(Q) = OQO/mQ = ZQ/@ 3_6
(©rn/p)/(5/p) = Ora/p = Opg/mp = w(P) "L . .

Definition 3.8. Ein lokaler noetherscher Integritatsring heiflt unibranch, wenn der ganze
Abschluss A’ von A ein lokaler Ring ist. In der Normalisierung von Spec(A) liegt dann
nur ein Punkt iiber dem abgeschlossenen Punkt von Spec(A), also hat Spec(A) nur einen
Zweig.

Bemerkung 3.9. Sei A ein reguldrer noetherscher Ring. Dann ist A integer und normal
(|E, 10.3, Cor. 10.14] und [M1, §19, Th. 19.4]). Insbesondere ist A dann ganzabgeschlossen,
A’ = A ist ein lokaler Ring und A ist unibranch.

3.2 Glattheit von formalen Keimen

Wir betrachten in dieser Arbeit nur glatte formale Keime V < Xp, denn die Glattheit
liefert uns eine wichtige Eigenschaft, die notwendig ist um Algebraizitét zu definieren.
Ist V glatt, so ist der Halm von V in P immer ein reguldrer Ring.

Lemma 3.10. Der lokale Ring O == Oy (V) = Oy p mit mazimalem Ideal n C Oy, ist
ein reqularer Ring.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass der Ring O 7-glatt iiber & ist [vgl. M1, §28|. Sei ein
kommutatives Diagramm

Oy —“ /N

[ ]

k———C

gegeben, wobei C eine k-Algebra und N C C' ein Ideal mit N? = 0 ist. Der Morphismus u
sei stetig beziiglich der n-adischen Topologie auf B und der diskreten Topologie auf
C'/N. Versieht man auch k£ und C mit der diskreten Topologie, so sind alle auftretenden
Ringhomomorphismen stetig. Die Ringhomomorphismen induzieren Morphismen von
Schemata

Spec(C') — Spec(k) und Spec(C/N) — Spec(C),

welche in kanonischer Weise Morphismen von noetherschen formalen Schemata sind.

Der stetige MorphiAsmus u : Oy — C/N induziert einen Morphismus geringter Rédume
f : Spec(C/N) — V mit

f : Spec(C/N) — {P},

JilE Oy — [iOspec(c/n) gegeben durch

u= f{{P}): Op({P}) = f.Ospec(cym({P}) = C/N.

34



3 ALGEBRAIZITAT VON GLATTEN FORMALEN KEIMEN

Fiir jeden Punkt g in Spec(C/N) ist der induzierte Morphismus auf den Halmen
fp : OV,P = OV — OSpec(C/N),g = (C/N)g

lokal, denn wegen der Stetigkeit von u ist ker(u) = u~1({0}) offen beziiglich der n-adischen
Topologie in Oy.. Das heift fiir 0 € ker(u) existiert ein n € N mit 0+ n" C ker(u), also
gilt u(n™) = 0 fiir ein n € N. Dann ist aber 7 in jedem Primideal von C'/N enthalten und
insbesondere gilt fp(n) C my. Also ist f lokal und wegen der Stetigkeit von w ist f ein
Morphismus von noetherschen formalen Schemata.

Ebenso definiert der Ringhomomorphismus £ — Oy, einen Morphismus von noetherschen
formalen Schemata

g:V = Spec(k), {P} = {(0)},
gt Ospec(k) —+ 9xOy gegeben durch
g*(Spec(k)) : k — Op (V) = Oy.

Insgesamt erhalten wir ein kommutatives Diagramm noetherscher formaler Schemata

s f
V&—Spec(C/N)

~
g S o
~
~

Spec(k) «—— Spec(C),

und wegen der Glattheit von V existiert dann nach Definition 2.12 ein Lift Spec(C) — V.
Durch Ubergang zu globalen Schnitten erhalt man also einen Lift Op — C und Oy, ist
n-glatt iiber k.

Die Regularitét von Oy, folgt dann mit [M1, Th. 28.7]. O

Korollar 3.11. Es sei X eine algebraische Varietit und P € X (k). Weiter sein : )~(~—> X
die Normalisierung von X und Xp sei glatt. Dann existiert nur ein Zweig QQ € X mit

n(Q) = P und es gilt Xp = X,
Beweis. Ist Xp glatt, so ist (’7)(73 nach Lemma 3.10 ein reguldrer Ring, also insbesondere
integer. Das impliziert, dass Ox p nur ein minimales Primideal besitzt und nach 3.6

existiert nur ein Zweig von X durch P. Ist Q € X dieser Zweig, so gilt

P

O};:O;(’Q:OX’})/(O):OXJD:OX ]

3.3 Algebraizitat

Es sei X eine algebraische Varietét tiber einem Korper k, P € X (k) und Xp die formale
Vervollstandigung von X entlang P, also Xp = ({P}, Ox.p). Es sei ein glatter formaler
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Keim V < Xp gegeben und fiir n > 1 sei V, die n-te infinitesimale Umgebung von
V' in X. Wir kénnen ohne Einschrankung V; als reduziert annehmen. Aus technischen
Griinden setzen wir zuséatzlich Vy = @.

Sind Z und Y abgeschlossene Unterschemata von X, so sagen wir Z enthdlt Y, wenn
die abgeschlossene Immersion Y — X {iber Z faktorisiert, also ein Morphismus ¥ — Z
existiert, sodass

ye—— X

%

kommutiert. Nach [GW, Rem. 9.11] ist der Morphismus Y — Z dann eine abgeschlossene
Immersion. Das Schema Z enthélt Y genau dann, wenn fiir die korrespondierenden
Idealgarben die Inklusion J; C Jy gilt.

Fiir ein abgeschlossenes Unterschema Z — X mit P € Z gilt J; C Jp, wobei Jp
die Idealgarbe zum eindeutig bestimmten reduzierten Unterschema mit topologischem
Raum { P} ist. Weil P auch in Z abgeschlossen ist, konnen wir Z entlang P komplettieren.
Es gilt dann

0, = 1m0/ T3 = lim Ox / (T} + J).

neN neN

Die surjektiven Morphismen Ox/Jp — Ox/(Jp + Jz) induzieren einen surjektiven
Morphismus
Ox, =ImOx/Jp - Im Ox /(Tp + Jz) = Oy,.
neN neN
Also definiert Z ein Ideal Az C Og mit Oy = Ox, J Az und Zp ist ein Unterschema

von Xp. Wir sagen Zp enthilt V, wenn der Morphismus Y/ < Xp iiber Zp faktorisiert.
Dies gilt genau dann, wenn A, C A gilt, wobei A das zu V' korrespondierende Ideal ist.

Lemma 3.12. Fliir ein abgeschlossenes Unterschema Z sind dquivalent:
(i) Das Schema Z enthdlt alle Unterschemata V.
(i1) Das formale Schema Zp enthilt V.
Beweis. (i) = (ii) Es gelte J; C Jy, fir alle n € N. Wegen Jp C Jy, liefert dies

surjektive Morphismen Ox /(Jp + Jz) = Ox/Jv,, die wiederum einen surjektiven
Morphismus

Oy, =lmOx/(Jp + Jz) - m Ox /Ty, = Oy,

induzieren. Dies liefert ein kommutatives Diagramm

Ok, /A=0y Oy

T

OXP/'AZ = OZP'

P
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Also gilt A7 C A und das formale Schema Zp enthilt V.
(i1) = (i) Es gelte nun Az C A. Es ist

AZ = ker((’)XP - OZP = I&HOX/QZQ + jZ))7
A= ker(OXP —- Op = T&lox/jvn)-

Die kanonische Projektion Ox — Ox/Jy, faktorisiert iiber
OX — OX—P — OV — Ox/jvn,

weshalb 7, wegen J; C Az C A unter der Projektion auf Null abgebildet wird.
Also gilt Jz C ker(Ox — Ox/Jv,) = Jv, fir alle n € N. O

Lemma 3.13. Es existiert ein minimales abgeschlossenes Unterschema Z von X, das
alle V,, enthdlt. Dabei gilt P € Z(k). Man nennt Z den Zariskiabschluss von V' in X.

Beweis. Es bezeichne 3 die Menge aller abgeschlossenen Unterschemata von X, die alle
V,, enthalten. Die Menge 3 ist nicht leer, da sie zum Beispiel X enthélt. Wir betrachten

die Idealgarbe
jZ = Z jY?

Ye¥

wobei Jy die quasi-kohédrente Idealgarbe zum abgeschlossenen Unterschema Y € X
bezeichnet. Dann ist Jz nach [GW, Cor. 7.19] quasi-kohérent. Also definiert Jz ein
abgeschlossenes Unterschema Z von X. Dieses erfiillt die gewiinschten Figenschaften,
wegen J, C Jy, fir alle n € N und Jy C Jy fiir Y € X. Offensichtlich ist P € Z und
wegen Z (k) = X(k)NZ ist P € Z(k) |vgl. Liu, Ch. 1, Rem. 3.31]. O

Lemma 3.14. Es sei U eine offene Umgebung von P und Z der Zariskiabschluss von 1%
in U. Weiter sei k = joi die Komposition der abgeschlossenen Immersion i : Z < U
und der offenen Immersion j : U — X. Dann ist das schematheoretische Bild Z := im(k)
der Zariskiabschluss von V in X .

Beweis. Wir bezeichnen im(k) zunéchst mit Z’ und den Zariskiabschluss von Vin X

mit Z. Die V,, sind abgeschlossene Unterschemata, die in U enthalten sind. Also faktorisiert
V, — X iber j : U — X. Damit erhalten wir fiir jedes n € N ein kommutatives Diagramm

N,

Z — 7.

Also enthélt Z’ alle V,,. Nach der Definition des Zariskiabschlusses existiert dann eine
abgeschlossene Immersion Z < 7’.
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Da das Unterschema Z von X alle V,, enthélt, haben wir fiir jedes n € N ein kommutatives
Diagramm
Ve X

NS

Z.

Dies liefert uns ein kommutatives Diagramm

Vn|U = Vn( U

Z.

Das abgeschlossene Unterschema Z);; von U enthélt alle V,,. Nach der Definition des

Zariskiabschlusses existiert dann eine abgeschlossene Immersion Z < Zjy. Wir erhalten
ein kommutatives Diagramm

7 K X

NS

Z|U — 7.

WEeil k iiber Z faktorisiert, existiert nach der universellen Eigenschaft des schematheore-
tischen Bildes [GW, Def. 10.29] eine abgeschlossene Immersion 7’ < Z. ]
Lemma 3.15. Fiir den Zariskiabschluss Z von V in X gilt:

(i) Z ist eine Untervarietit von X.

(i) Der Halm Jzp ist gegeben durch den Schnitt Ox p N A.

(i1i) Die Dimension von Z ist grofier gleich der Dimension von V.

Beweis. Sei zunéchst X = Spec(B) affin fiir einen noetherschen Ring B. Der Punkt P
entspricht einem maximalen Ideal n C B. Mit unserer iiblichen Notation sei Ox p =
B,, = A mit maximalem Ideal m C A und V definiert durch A C A. Das Ideal A definiert
Ideale a,, C A mit m" C a, und Oy, = 121/./4 = @A/an. Wegen

. 7 .
Ajm" =B, /n"B, = B/n
definieren die a, Ideale b, C B mit n™ C b", b,41 C b, und Oy = l'&nB/bn.

Nach der Konstruktion korrespondiert das Ideal by, fiir n € N mit der n-ten infinitesimalen
Umgebung V,, von V| weshalb gilt Jy, = b,,.

Dann wird Z durch das grofite Ideal in B, das in allen Idealen b,, enthalten ist, definiert.

e~

Es gilt also J7 = (Nb,,). Damit ist J; = ker(Ox — l'gl@x/jvn). Insbesondere ist dann
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Jzp = ker(Ox,p — Oy p), also der Kern von A — A — A/ A. Dieser Kern ist durch

AN A gegeben. Weil V glatt ist, ist A ein Primideal und damit auch Jz.p. Dann ist
auch das Ideal, das Z in B definiert, ein Primideal und Z ist eine Varietét. Dies zeigt die
Behauptungen (i) und (ii) fiir ein affines X.

Sei nun X beliebig, U eine offene Umgebung von P und Z der Zariskiabschluss von V/
in U. Mit Lemma 3.14 folgt Z = Zy. Also ist Jzp = Tz p = AN A. Nach [GW, Rem.

10.32] ist Z reduziert. Der topologische Raum von Z ist durch den Abschluss von Z in
X gegeben. Weil Z irreduzibel ist, ist dann auch Z irreduzibel. Dies zeigt (i) und (ii) fiir
ein beliebiges X.

Schlieflich gilt
dim(V) = dim(Oy,) = dim(A/A) < dim(A) = dim(Op).
Nach [Liu, §4, 2.26] ist dim(Oy p) = dim(Oy p) und damit folgt

dim(V) < dim(Oy p) = codim(Z, P) = dim(Z). O

Bemerkung 3.16. In 3.1 haben wir bereits definiert, was ein Zweig von X durch P ist.
Die Zweige stehen in einem engen Zusammenhang mit den Unterschemata von Xp. Ist
namlich @ € X ein Zweig durch P, also n(Q) = P fiir die Normalisierung n : X — X,

so korrespondiert ) nach 3.6 zu einem minimalen Primideal p C 6;3, welches ein
Unterschema V' — Xp von Xp definiert. Es ist @ € Z(k) (vgl. Korollar 3.7) und wir
erhalten einen kanonischen Morphismus

n: XQ — Xp.
Es gilt
O}f{g = OX,Q = OXJD/}J =0

Es ist also XQ >~ ¥ und der Morphismus n faktorisiert iiber 1%

-

Xo—"— Xp

NS

Ist umgekehrt ein abgeschlossenes Unterschema 1% — Xp gegeben, so sagen wir V ist
ein Zweig von X durch P, wenn ein Zweig () € X existiert, sodass der kanonische

Morphismus XQ — Xp iiber V faktorisiert und der Morphismus )N(Q — V ein formaler
Isomorphismus ist. Dies gilt eben dann, wenn das Ideal A C Oy, das V' definiert, ein
minimales Primideal ist.
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Wir nehmen nun wieder an, dass das formale Unterschema V < Xp glatt ist, also ein
glatter formaler Keim von X durch P.

Theorem 3.17. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

(i) Es existiert eine algebraische Varietdt Y dber k, ein Punkt Q € Y (k) und ein
k-Morphismus f 'Y — X, der Q auf P abbildet und fiir den der induzierte
Morphismus o )

fQ : YQ — Xp
iiber V. — Xp faktorisiert und einen formalen Isomorphismus YQ .V induziert.

(ii) Es existiert eine abgeschlossene Untervarietit W von X, sodass P in W (k) liegt
und V' ein Zweig von W durch P 1ist.

(iii) Die Dimension des Zariskiabschlusses Z von V in X ist gleich der Dimension
von V.

Definition 3.18. Erfiillt ein glatter formaler Keim V < Xp die dquivalenten Bedingun-
gen von 3.17, so nennen wir V' algebraisch.

Beweis von 3.17.

(43) = (i) Sei W eine abgeschlossene Untervarietidt und V ein Zweig von W durch P.
Das heifst, es existiert ein Q € W mit Q € W(k), sodass der induzierte Morphismus

WQ — Wp iiber V faktorisiert und einen formalen [somorphismus WQ S v
1nduz1ert Setzt man also Y := W, so sind sind die Bedingungen aus (i) offensichtlich
erfiillt.

(i) = (i1) Essei f: Y — X und Q € Y (k) wie in (i) gegeben. Es sei W := f(Y) das
schematheoretische Bild von Y in X, das heifst W ist das eindeutig bestimmte
reduzierte Unterschema mit dem Abschluss von f(Y') als topologischen Raum [vgl.
GW, Ch. (10.8)]. Dann ist W abgeschlossen, reduziert und irreduzibel, weil Y
irreduzibel ist. Also ist W C X eine Untervarietdt mit P = f(Q) € W (k) C X (k).
Die Morphismen Y — W — X induzieren Morphismen der Vervollstandigungen

Vi s Wp— Xy
v

Dies liefert uns Morphismen auf den lokalen Ringen

—

Oyge— Owpe—Oxp

\/

Oy = Oxp/A.
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Da die Verkettung @ — (Q/W; — 5;/\@2 surjektiv ist, muss schon der Morphismus

—_— —

Ow.p — Oy surjektiv sein. Es existiert also ein Ideal B C Oy p mit

Mit V ist auch }A/Q glatt und der Ring @ regular. Insbesondere ist @ integer
und B ein Primideal. Es gilt dim(Oy,g) = dim(Ow,p/B) < dim(Ow,p).

Als nédchsten Schritt wollen wir zeigen, dass dim(Y) > dim(W) gilt. Es ist
f Y — W ein dominanter k-Morphismus algebraischer Varietdten. Dann ist
f insbesondere von endlichem Typ. Weil f dominant ist, ist der induzierte Morphis-
mus der Funktionenkorper k(W) — x(Y') injektiv. Aukerdem ist er von endlichem
Typ, da f von endlichem Typ ist. Wir haben also eine endlich erzeugte Kérperer-
weiterung ~(Y)/k(W). Es gilt

trdeg(k(Y)/k(W)) = trdeg(k(Y)/k) — trdeg(k(W)/k) =

W T 522 i (V) — dim (W) > 0.

Also ist dim(Y') > dim(W). Es folgt dann

[Liu, Ch. 4, Lem. 2.26] .. [GW, Th. 5.22] ..
= dim = dim

dim(@) (Ov,q) (Y) =

> dim(W) = dim(Oy.p).

Insbesondere folgt dim(@ /B) = dim(%) und das Ideal B ist ein minimales

Primideal. Dieses entspricht einem Zweig von W durch P, der isomorph zu V ist.
(i1) = (iii) Sei eine Untervarietiit W wie in (i) gegeben und Q € W mit Wg ~ V <
Wp. Weil Wp den formalen Kein} V' enthalt, enthélt W auch alle V,,. Dann enthélt
W den Zariskiabschluss Z von V' und die Dimension von Z ist kleiner gleich der
Dimension von W. Da die Dimension von Z grofer gleich der Dimension von V' ist,

~

geniigt es zu zeigen, dass dim(W) = dim(V') gilt. Wie oben folgt

|GW, Prop. 12.12] ..
= dim

dim(V) = dim(Og ) = dim(Oy;, ) = dim(W) (W).

(#4i) = (ii) Wir zeigen, dass der Zariskiabschluss die Eigenschaften aus (ii) erfiillt. Weil
Zp das formale Unterschema V' enthélt, haben wir einen surjektiven Morphismus

OZ7 P Ov.
Sei a C (@7\}3 der Kern dieses Morphismus, so gilt

Oy = Ozp/a.

41



3 ALGEBRAIZITAT VON GLATTEN FORMALEN KEIMEN

Weil V glatt ist, ist Oy ein reguldrer und damit insbesondere integrer Ring. Das
heifit, das Ideal a C Oz p muss ein Primideal sein. Da

dim(O p/a) = dim(Oy,) = dim(V) = dim(Z) = dim(Op) = dim(Op)

gilt, muss a ein minimales Primideal sein. Dieses entspricht einem Zweig von 72
durch P und die Bedingungen aus (ii) sind erfiillt. ]

3.4 Algebraizitatskriterium

Das Ziel dieses Kapitel ist es, das von Bost gefundene Algebraizitédtskriterium zu beweisen.
Wir werden zunéchst die Ausgangssituation besprechen und das Kriterium angeben. Um
es dann beweisen zu konnen, werden wir noch etwas mehr Vorarbeit leisten miissen.

Es sei X eine algebraische Varietiit iiber k, P € X (k), V ein glatter formaler Keim
von X durch P und Z der Zariskiabschluss von V in X. Wir setzen zusitzlich voraus,
dass X projektiv ist und betrachten ein amples Geradenbiindel L auf X. Wir haben ein
kommutatives Diagramm

o=Vo— v, Loy Ly
g1 gzl/
g3
gn
X,

wobei die f,, Nilimmersionen und die g, abgeschlossene Immersionen sind. Fiir jedes
n € Nist Ly, := giL = g,'L ® -1, Oy, cin lokal freier Oy, -Modul vom Rang 1. Es gilt

Ly = gnL = (gn+10 fo)"'L = [3(gni1l) = frLnsr.
Weiter gilt
U(Va, L) = D(f7 ' (Vasa)s L) = T(Vagr, (Fa) S L),

L(Va, L) = D9, (X), gn L) = T(X, (gn) g0 L)

und die Adjunktionsabbildungen L, 1 — (fn)«fLni1 beziehungsweise L — (g,).9" L
liefern Morphismen von k-Vektorraumen

I'(Vis1, Lpyr) = TV, Ly) und T'(X, L) — T'(V,,, Ly,).
Wegen g;Ox = Oy, erhilt man ganz analog k-Vektorraumhomomorphismen

F(Vn_H, Ovn+1) — F(Vn, Ovn).
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Ersetzt man L durch L®P fiir D € N und beachtet g;(L®") = (g:L)®" [s. GW, Rem.
7.10], so hat man ein kommutatives Diagramm von k-Vektorrdumen

oD (Vooq, LEP) +——T(V,, LEP) «——T Vi1, LEZ) +— . ..

(X, L%P).

Zieht man L entlang des Morphismus von geringten Rdumen h : V- Xp — X zuriick,
so gilt fiir den Op-Modul L®P := h*(L®P)
T(V,L8P) =T(V,h ' LB @10, Op) =
=T(V,h7'L®P @y10, Im Oy,,) = Im [ (V,, Li”).
Dies ist ein I'(V, Op) = lim I'(V,,, Oy, )-Modul.

Im Folgenden werden wir, wenn es ohne Verwechslungen méoglich ist, auch alle Einschran-
kungen von L mit L bezeichnen. Wir definieren nun

Ep =T'(X, L®D)
np : Ep — T(V, L¢P)
np : Ep — T'(V,, L®P) fiir n > 0.

S = S|,

Es gilt dann
np = Jm np,.

n>0

Weiter setzen wir
E}Y:={s€Ep|sy ,=0=keny' CEp fir n > 1.
Dann bilden die k-Vektorraume eine aufsteigende Filtration von k-Unterrdumen.
...CE}f'CE,C...CEL=Ep.

Nach [H, II, Th. 5.19] ist Ep endlich-dimensional und die Filtration wird stationér.

3.4.1 Der Tangentialraum und die Morphismen +},

Wir betrachten nun den Tangentialraum 77 von V. Bezeichnet 1 das maximale Ideal
des lokalen Rings Oy und (V) den Restkassenkorper (V) = Oy /n, so ist n/n? ein

~

endlich dimensionaler (V')-Vektorraum. Dann ist der Tangentialraum durch den dualen
Vektorraum Ty, = (n/n?)" gegeben [vgl. GW, Def. 6.2].
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Lemma 3.19. Hat der glatte formale Keim V die Dimension d, so ist Sym" TV fiir alle
D € N,n € Ny ein k-Vektorraum und ein Ox p-Modul mit

n

. - d+n—1
dunk(Sym TV ®OX,P L%D) = ( )

~

Beweis. Weil Oy, ein regulérer lokaler Ring der Dimension d ist, hat der x(V')-Vektorraum
Ty, = n/n? die Dimension d. Sei A := Ox p mit maximalem Ideal m C A und Oy, = A/ A
fir A C A. Wegen

R(V) = (A)A)/ (1) A) = A/ = Afm = k

ist T v auch ein k-Vektorraum der Dimension d.

Es ist dann )
Symy, Ty = Symy, k[T7, ..., Ty].

Daraus folgt

y d -1
dimkSym”TV:ﬁ{Tfl~~T§d]n1+...nd:n}:< o )

n
Weiter ist Tf/ ein A-Modul via

A= A= 0, = k(V).
Weil der Halm L%D ist ein freier A-Modul vom Rang 1 ist, folgt

V - v | o fden—1
rg4(Sym" Ty @4 LE") = dimy(Sym™ Ty, @4 LE") = dimy(Sym” Ty ) = ( ; )

n

]

Lemma 3.20. Bezeichnet 1, : T'(V,,, L9P) — T'(V,,_1, L®P) fiir n € N die Restriktions-
abbildung, so gilt: }
ker(r,) = Sym™ ' Ty, ® LEP.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunéchst fiir den Fall L = Oy. Es ist dann
rn i I'(Vi, Ov,) = I'(Vim1, Oy, ) und wir miissen zeigen

ker(r,) & Sym™ ' T,

Es sei wieder A = Oy p mit maximalem Ideal m, V gegeben durch A € A und B =
O; = A/A mit maximalem Ideal = m/A = mA/A = mB. Dann ist T'(V,, Oy,) =
A/@" + A= B/m"B und r, : B/m"B — B/m" ' B durch die kanonische Projektion
gegeben. Es ist ker(r,,) = m""'B/m"B = n"~! /n". Insbesondere ist ker(ry) = n/n? = Ty
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Weil B ein regulérer lokaler Ring ist, wird das maximale Ideal n nach [M2, Ch. 17, Th. 36]
von einer reguliren Folge erzeugt. Dann gilt mit [FL, IV, §2, Cor. 2.4|, dass

Symy, Ty = Symy,(n/n*) = @ n" /0 = @0 /n" = @ ker(r,)
n=0 n=1 n=1

ein graduierter Isomorphismus ist und die Behauptung folgt fiir L = Oy,. Sei nun ein
Geradenbiindel L gegeben. Zur besseren Unterscheidung bezeichnen wir mit L nur das
Geradenbiindel auf X. Es seien L, = g L die zugehorigen Geradenbiindel auf V,,. Diese
sind fiir n € N gegeben durch L, = g, 'L ®,-10, Op- Es ist

L(Vo, LEP) = (LEP)p = LEP ®oy » Oy, p = LEP ®4 B/m"B.
Damit ist

ker(r,) = ker(LEP @4 B/m"B — L @4 B/m" ' B) =
=L @ m" 'B/m"B = LEP ® Sym" ' T, O

Mit Hilfe dieses Lemmas kénnen wir nun die Morphismen v}, definieren. Wegen r, on}, =
npy ! gilt nih(E) C ker(r,). Weil wir den Kern von 7, mit Sym™ ™' Ty, ® LS identifizieren
konnen, induziert 1}, eine k-lineare Abbildung

vy Ef — Sym™ ' Ty @ LEP.
Nun konnen wir das Algebraizitéatskriterium formulieren.
Theorem 3.21. Es sind dquivalent:

(i) Der formale Keim V ist algebraisch.

(ii) Es existiert ein ¢ > 0, sodass fir alle D,n € N mit & > c die Abbildung 7
verschwindet.

Um das Theorem beweisen zu kénnen, miissen wir zunéchst einige weitere Definitionen
besprechen.

3.4.2 Rahmen und Verschwindungsordnung

Definition 3.22. Es sei (X, Ox) ein lokal geringter Raum und L ein invertierbarer
Ox-Modul. Weiter sei @ # U C X eine offene Menge und eine Trivialisierung ¢y :
Oxjw = Ljy gegeben. Dann nennen wir r = ¢y (1) € I'(U, L) einen Rahmen von L
tber U.

Lemma 3.23. Es sei ein Schema X und eine invertierbare Garbe L auf X gegeben.

(i) Jeder Punkt P € X besitzt eine offene Umgebung U C X fiir die ein Rahmen
r € I'(U, L) existiert.
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(ii) Ist r € T'(U,L) ein Rahmen, so existiert fir jedes s € I'(U,L) ein eindeutig
bestimmtes f € T'(U,Ox) mit s = fr. Fir jedes P € U gilt dann sp = fprp im
Halm Ox p.

(111) Ist r' € T(U, L) ein weiterer Rahmen, so existiert ein eindeutig bestimmtes f €

LU, 0%) mitr = fr'.

() Ist L' eine weitere invertierbare Garbe auf X und sind r € I'(U, L), " € I'(V, L)
Rahmen, so istr @1 € (UNV,L® L") ein Rahmen von L ® L'.

(v) Isti:Z — X ein Morphismus von Schemata und r € T'(U, L) ein Rahmen von L,
so ist i*(r) € T(i~Y(U),i*L) ein Rahmen von i*L.

Beweis. Die Punkte (i) bis (iv) folgen sofort aus der Definition von invertierbaren Garben.
Es bleibt also noch (v) zu zeigen.

Es ist i 'L die Garbe auf Z assoziiert zur Prigarbe

Vi lim L(U).

i(V)CU

Hat man einen Schnitt s € T'(U, L) gegeben, so definiert dieser wegen (i~ (U)) C U
ein Element i~'s € T'(:~*(U),i 'L). Ist nun U C X offen mit einem Isomorphismus
dv : Oxjw = L, mit ¢y(l) = r, so definiert dies einen Isomorphismus ¢;-1 :
i'Oxji—v ) = i ' Lyj—1qy. Fir V:=i71(U) liefert dies einen Isomorphismus

10¢5!
. _ —1 )¢ 1 ~
Vv Ly = Oz Qi-0y, © Ly — Oz im0, 1 Oxjy =5 Oz

r=1i lr—11—1

Also ist i*r = ¢;;'(1) ein Rahmen von i*L iiber V. O

Definition 3.24. Sei X eine algebraische Varietdt, P € X und L ein Geradenbiindel
auf X. Weiter sei s ein globaler Schnitt von L. Wir definieren die Verschwindungsordnung
multp s von s in P wie folgt: Wir wihlen eine Trivialisierung ¢y : Oxjy = Ly fiir eine
Umgebung U von P. Dann ist r := ¢y(1) ein Rahmen von L und es existiert ein eindeutig
bestimmtes fp € Ox p mit sp = fprp. Ist fp € Nyenmp, so setzt man multp s = co. Fiir
fp & Npenm’p ist multp s die eindeutig bestimme Zahl k£ € Ny mit

fp€mb und fp ¢ mht
Bemerkung 3.25. Da sich Rahmen nur um Einheiten unterscheiden, ist die Definition
unabhangig von der Wahl der Trivialisierung ¢;;. Weil X noethersch ist, ist der Halm

Ox,p ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist N,eym}p = (0) und fiir einen Schnitt s ist
multp s = oo dquivalent zu sp = 0.
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Bemerkung 3.26. Sci X eine algebraische Varietit, P € X (k) und Xp = m X,
die formale Vervollstandigung von X entlang P. Fiir die n-te infinitesimale Umgebung
X, = Spec(Ox,p/mp) und L, = Lx, hat man ein kommutatives Diagramm

o T(Xpo1, L1) «— (X, L) ¢ D( X1, Lgt) —— . ..

Wn

(X, L)

Ist s € I'(X, L), so ist multp s die grokte natiirliche Zahl n, fiir die w,(s) = 0 gilt.
Denn ist r ein Rahmen von L in einer Umgebung von P, so ist 1 ® rx, = 1 ® rp ein
Rahmen von L,. Ist dann s = fr, so ist w,(s) = sy, = 1® fprp = fp(1®7p). Es ist
L,=L,p=Lp® Oxp/m} ein freier Ox/m’b-Modul mit Basis 1 ® rp. Also ist w,(s)
genau dann 0, wenn fp = 0 in Oy, p, also fp € m} gilt. Damit ist multp s die grofste
Zahl fiir die w,(s) = 0 gilt.

Lemma 3.27. Bezeichnet J; C Ox die Idealgarbe, die zum Zariskiabschluss Z korre-
spondiert, so gilt
0 Bp =kernp = T(X, J,L°P).

Beweis. Die Abbildung np ist gegeben durch
np = limap : DX, LP) = DV, h*L#P) = lim D(V,,, g5 L%7)

neN neN

fiir die Morphismen von geringen Raumen A : V — X und gn Vi, = X,n € N. Dann
folgt Ny>1 £} = Ny>1 ker 77%‘1 = ker np sofort aus der Konstruktion des inversen Limes.

Sei nun ein Schnitt s € T'(X, JzL®P) gegeben. Nach der Definition des Zariskiabschlusses
gilt Jz C Jy, fiir alle n € N. Damit ist s € I'(X, Jy, L®P) fiir alle n € N. Es ist
b L [H 1L Ex5.1] 5
F(Vnag;L@) ) = F(X7 (gn)*g:LL® ) = F(Xa OX/jVn ®ox L® )
Fiir jedes x € X besitzt der Halm s, eine Darstellung s, = fr mit f € Jz, und r € L9P.
Dann gilt

77?)(5)1 = 77?)(3%) =1®s,=f®r=01in OX,m/jZ,m ROx 4 LgD‘
Es folgt n},(s) = 0 fiir alle n € N und damit auch auch s € kernp.

Sei nun umgekehrt ein s € ker np gegeben. Das heifst, sy, = 0 fiir alle n € N. Wir wahlen
eine offene, affine Uberdeckung (U;)ie; von X mit Rahmen r; € I'(U;, L®P). Es geniigt
zu zeigen, dass fiir jedes ¢ € I schon sy, € I'(U;, J7L®P) gilt. Fiir jedes i € I existiert
eine eindeutige Darstellung sy, = fir; mit f; € I'(U;, Ox ). Wir definieren Idealgarben
Jsju, = fiOuy,. Die f; unterscheiden sich nur um Einheiten, denn auf den Schnitten
(fl>|Uz _ S‘Uij(rj)“]ij _ (rj>|Uij c F(UZ],O;(()
(fj)|Uij (Ti>|UijS|U¢j (Ti>|Uij
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Das heifst die Idealgarben Jy, stimmen auf den Schnitten {iberein und verkleben somit
zu einer quasi-kohéarenten Idealgarbe J, C Ox. Diese definiert ein abgeschlossenes
Unterschema Z, — X.

Wegen s € kernp ist (sjy,)v,, = 9n(Sjw,) = figy(ri) = 0. Nach Lemma 3.23 ist g (r;)
ein Rahmen von ¢’ L®P. Dann muss aber schon der Koeffizient f; in Oy, = Ox/Jv,
verschwinden. Damit gilt f; € I'(U;, Jyv,) und somit J; C Jy, fiir alle n € N. Die
Definition des Zariskiabschlusses liefert uns eine Inklusion J, C J7 und es folgt sy, =
fﬂ“i S F(Ul, sz®D). O

3.4.3 Der Grad eines Geradenbiindels

Den Grad eines Geradenbiindels definiert man mit Hilfe von Schnitttheorie. Eine fundierte
Einfiihrung in die Schnitttheorie findet man zum Beispiel im gleichnamigen Buch von
William Fulton [F].

Definition 3.28. Es sei X eine projektive Varietit der Dimension d iiber dem Korper
k und L ein amples Geradenbiindel iiber X. Man definiert den Grad von X beziiglich L
durch

degy, X := degyx(c1(L)! N [X]) € Z.

Es ist [X] € A4 X und c¢(L) definiert eine Operation
Cl(L)ﬂ . 2ApX—)Ap_1X, peN.

Damit gilt ¢;(L)? N [X] € ApX. Das Schema X ist projektiv und damit insbesondere
eigentlich, weshalb der Morphismus degy , : AgX — Z wohldefiniert ist [vgl. F', Def. 1.4].

Lemma 3.29. Sei X eine projektive Varietdt iiber dem Kérper k. Es sei eine Untervarietdt
i: Z < X der Dimension d gegeben und n: Z — Z die Normalisierung von Z. Fiir ein
amples Geradenbiindel H auf X sei L := 1*H die Finschrinkung von H auf Z. Dann
sind Z und Z projektiv, die Geradenbiindel L und n*L sind ampel und es gilt

deg; Z = deg,.; Z.

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

LN/ AR SN '¢

r
ks X

Spec(k).

Dabei ist der Morphismus kx nach Voraussetzung projektiv. Der Morphismus n ist als
Normalisierung einer Varietdat von endlichem Typ iiber einem Ko6rper endlich. Ebenso
ist ¢ als abgeschlossene Immersion endlich und insbesondere projektiv. Weil Spec(k)
quasi-kompakt und quasi-separiert ist, ist Projektivitat vertrdglich mit Komposition
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und die Morphismen k7 und kj; sind projektiv. Also sind auch die Schemata Z und Z
projektiv. Dass L und n*L ampel sind, folgt zum Beispiel aus [GW, Prop. 13.83]. Mit
der Projektionsformel [F, Prop. 2.5 (¢)|, der Funktorialitit des Push-forward, das heifst
degz ), = degy, © n., und der Tatsache, dass n surjektiv ist [s. GW, Prop. 12.43|, folgt
dann

deg;, Z = degy(ca(L)* N [Z])

= degz(n.(c1(n*L)* N [2]))
= degz/k(cl(n*L)d N[Z]) = deg,.; Z. O

Lemma 3.30. Es sei X eine projektive Varietdt iber k der Dimension d und L ein
amples Geradenbiindel auf X. Dann gilt fir D > 0
deg; X
dimy, T(X, L®P) = egd—L,Dd +O(D* ).
Beweis. Weil L ampel ist, gilt fiir D > 0 nach [H, III, Prop. 5.3| schon H'(X, L®") =0
fiir ¢ > 0. Damit folgt

X(X, L8P) = "(=1) dimy, H'(X, L#P) = dim;, H(X, L®") = dim, ['(X, L®P).

>0

Die Euler-Charakteristik y (X, L®?) ist nach [F, Ex. 18.3.6] ein Polynom in D vom Grad
d, wobei der hochste Grad durch

1 D D

7 [ @e@ynx = [ a@ynpx =g e, X

d Jx d Jx d!

gegeben ist. O

Das folgende Lemma werden wir nicht beweisen, da hierfiir noch weiterfithrende Theorie
notwendig wére und der Beweis zum unmittelbaren Verstdndnis nicht notwendig ist. Es
findet sich in dieser Form in der Arbeit von Bost [Bost, Lem. 2.3| oder kann fiir Varietdten
tiber C aus |Laz, Prop. 5.1.9] gefolgert werden.

Lemma 3.31. Sei X eine projektive Varietdt der Dimension d tber einem Korper k,
L ein amples Geradenbiindel und P € X (k) ein k-rationaler Punkt. Es existiert eine
Konstante ¢(L, P) die nur von L in P abhdngt, sodass fiir jede natiirliche Zahl D € N
und jeden globalen Schnitt s € T'(X, L®P) ungleich Null folgende Ungleichung fiir die
Verschwindungsordnung von s gilt:

deg, X
egr, D

mUItPSS W .

Bemerkung 3.32. Im Beweis von Lemma 3.31 wahlt man e(L, P) als die Seshadri-
Konstante [s. Laz, Def. 5.1.1].
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3.4.4 Beweis des Algebraizitatskriteriums

Mit diesen Vorarbeiten sind wir so weit, dass wir Theorem 3.21 beweisen konnen.

Beweis von Theorem 3.21:

(i) = (ii) Der formale Keim V sei algebraisch. Wir werden zeigen, dass ein ¢ > 0 existiert,
sodass fiir alle D, n € N mit % > ¢ der Morphismus 7p : Ep — I'(V, L®P) auf E},
verschwindet. Denn dann gilt

E}p Ckernp = NienEp
und es ist E%, = EP fiir alle ¢ > n. Insbesondere ist dann
E}tt = kerv}, = E})
und die Abbildung 7}, verschwindet.

Ist Z der Zariskiabschluss von V und n : Z~—> 7 die Normalisierung von Z, so sind
die Geradenbiindel L auf Z und n*L auf Z nach Lemma 3.29 ampel und es gilt

deg; Z = deg,., Z.
Weil V algebraisch ist, ist d := dim(Z) = dim(V) = dim(Z). Der Keim V entspricht
einem Zweig Q € Z(k), also faktorisiert die Vervollstandigung von n tiber V'

n: Zg EAEN V- Zg.
Sei nun ein globaler Schnitt s € £}, gegeben, das heiﬁis € I'(X, L®P) und sy, _, = 0.

Dann ist n*s ein globaler Schnitt von n*L. Wegen ZQ >~ ¥ und s|v,_, = 0 folgt mit
Bemerkung 3.26
multgn*s > n — 1.

Wir wéahlen nun ¢ = % + 1, denn dann gilt fiir alle D,n mit & > ¢
deg; Z deg,.; Z
lton*'s>n—1>cD—-1=——"—D+D—-1>—"2>2>=—D.
mteme=n e LT TS L, Q)

Wendet man Lemma 3.31 auf n*s an, so kann diese Ungleichung aber nur fiir
n*s = 0 gelten. Also ist sy =n's=0 und die Abbildung np verschwindet auf E7,.

(i) = (i) Sei umgekehrt ein ¢ > 0 gegeben, sodass fiir alle n, D € N mit & > ¢ die
Abbildung v} verschwindet. Dann ist insbesondere

Eg“ = kervp, = E}.

Also ist E%/ERT = 0 fiir n > ¢D. Fiir ein beliebiges n ist die Dimension dieses
Quotientenvektorraums beschrankt durch

dimy, B}/ EXT = dimy, B/ ker v, = dimy im v}, <
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. d -2

< dimy, Sym} ' Ty, @ LEP = < o 1 )
n E—

fiir d = dim(V'). Weil die Folge der endlich-dimensionalen k-Vektorriume E7

stationar wird, konnen wir weiter abschétzen

[eD)]
dimy(Ep/ Nzt Bp) = Y dimy(Ep/Ep™) = 3 dime(Ep/Ep'™) <
n>1 n=1
[eD] d+n—2 [eD]—1 dtn—1
< .
Z < n—1 ) HZ:O < n )

Dabei bezeichnet [c¢D] die grofste natiirliche Zahl mit [¢D] < ¢D. Fiir den weiteren
Beweis miissen wir das Verhalten dieses Terms fiir D — oo genauer untersuchen.

Lemma 3.33. Es seien d, D € N, ¢ € Ry und [c¢D)] die grifite natirliche Zahl mit
[cD] < ¢D. Die Terme

D) [?? (d + Z -~ 1)
B(D) = EDd

D) _

sind dquivalent fiir D gegen unendlich, das heif$t limp_, o BED)

Beweis. Zunéchst vereinfachen wir den Ausdruck A(D):

AD) :[cni: (d+Z—1> :[cn%: (d;ilﬂﬁ _ (d+[c§)] _1>
_ (d+[eD] - 1)!
~d([eD] - 1)!
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Es gilt dann
lim — lim (d + [CD] - 1)' Stirling-Formel
D—00 B(D) T Do CdDd([CD] _ 1)| =
I V2r(d + [eD] — 1)(d + [¢D] — 1)d+[eDl-1p—d—[eD]+1
= lim
D=oc @D /3n([eD] — 1)((eD] - 1Pl le- kDl

d+[cD] —1(d + [cD] — 1)* (d+ D] — 1)[CD11

D—o0 c?Ddedy/[eD] — 1 [cD] -1
T d+[cD] - 1(d+[cD] - 1)
D—oo c?Dded /lcD] — 1
= lim (CH_CD)GFré
cD—o0 cD
=1. [l

Die Dimension von Ep/ N,>; E} ist fiir D gegen unendlich also durch Z—?Dd
beschrinkt.

Lemma 3.34. Fir D grof$ genug kann man den k-Vektorraum
Ep/ Nuz1 B =T(X, L¥P)/T(X, Tz L°P)
mit dem Vektorraum T(Z, L®P) identifizieren.

Beweis. Es sei @ : Z — X die Inklusion der topologischen Rdume. Dann ist
[(Z,L%P) =T Y(X),i*L®P) = (X, 4,3*L®P). Wir zeigen, dass fiir jedes z € X
die Halme (L®P/J,L%P), und (i,i*L®P), iibereinstimmen. Fiir ein x € X \ Z ist
Jzz = Ox und (L®P /T L®P), = LEP | T, LEP = 0. Ebenso ist (i,i*L®P), = 0.
Ist x € Z,soist (i,i*L¥P), = (i*L¥P), = LY ®0, , 0z, = LEP Qo ,Ox 0/ Tz.0 =
LEP | Ty, LEP = (L®P | 7 L#P),. Damit gilt dann

(X, L®P ) J,L%P) =T (Z, L®P).
Wir betrachten nun die exakte Folge von Ox-Moduln
0— J7L®P — L®P — L®P ) 7,L%" — 0.
Diese liefert eine lange exakte Kohomologiesequenz
0 — I'(X, J7L®") = (X, L®") —» (X, L®" ) 7, L") — H'(X, JzL®") — - --

Dann geniigt es zu zeigen, dass H' (X, J,L®") = 0 gilt. Der Ox-Modul JzL®P
ist das Bild der Multiplikation J; ® L®P — L®P. Fiir jeden Halm x € X ist die
kanonische Abbildung

(J7 ® LZP), — (T7L77).
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also surjektiv. Wegen L& = Oy, ist die Abbildung aber auch injektiv und es folgt
Tz L?P = 7, L®P als Ox-Moduln. Nach [H, III, Prop. 5.3 ist H'(X, J,® L®P) =
0 fiir D > 0 und die Behauptung folgt. O

Mit Lemma 3.30 erhalten wir nun
deg; Z

dlmk(ED/ ﬂn>1 Eg) (dlm Z)

DdimZ T O(Ddimel)'

Insgesamt ergibt sich dann

%Dd 335 . z[cD] 1 (d-i—z 1)

Dh_Igclxg degy Z Ddim Z D500 degr Z Ddim Z =z
(dim Z)! (dim Z)!
de im im
. dimg(Ep/ Np>1 EB) . (dfnLZ) DImZ + O(DAmZ)
> lim d8, 7 Fdy = lim AT =1
Dyee (dim Z)! Deim Dy (dim Z)! Ddim
Also muss d > dim Z gelten. Dann gilt aber schon d = dim Z und der Keim V ist
algebraisch. Insbesondere ist dann deg; Z < ¢%. L

Wir haben also ein Kriterium bewiesen, das uns sagt, wann ein glatter formaler Keim
algebraisch ist. Ebenso sagt uns das Theorem, dass man, falls V nicht algebraisch ist,
beliebig grofse Briiche 5 findet, fiir die der Quotientenvektorraum E7,/ E5T nicht Null
ist. Diese Aussage kann man sogar noch stéarker formulieren.

Lemma 3.35. Ist der glatte formale Keim V nicht algebraisch, so gilt

e dimy (ER /BT
lim T = 00
D—oo 3 o dimg(ER/ERT)

Genauer gilt fiir jedes A > 0

o Dean B dim(Bp/Ep)
im - T = 00
D=0 anl dimy,(ERB/ERT)

und .
> neap B dimg(ED/ERT)

anl dlmk(EE/EgH) B

Beweis. Aus dem Beweis von Theorem 3.21 wissen wir bereits, dass fiir D gegen unendlich
der Term ) -, dimg(Ep JERTY = dimy,(Ep/ Npen ER) wie DI Z wiichst.

Sei nun ein A > 0 gegeben. Dann ist

Zﬁdlmk(ED/ED“) > > Adimg (BB /ERT + ) Bdlmk(ED/ED“) >

n>1 n>\D n<AD
> N Ndimy(Ep/ET) = Adimy(ERY ) Npsy E) =
n>\D

— A (dimy(Ep/ Onen Bp) — dimy(Ep/ED™))
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Den zweiten Summanden konnen wir abschatzen durch

(AD]-1 [AD]—
dlmk(ED/E[AD] Z dimy (E}/ERT) = Z dimy (im~3)) <
n=1 n=1
<“§:1 d+n—2 _”%2 d+n—1\ (d+[\D]—2
e n—1 B ot n B d

fiir d = dim V. Dieser Term wiichst fiir D gegen unendlich wie D?. Weil aber V nicht
algebraisch ist, gilt dim Z > d und es folgt

. A\D
dimy(Ep/ELPN) < lim D

= 0.
D1—>oo dlmk(ED/ ﬂneN Eg) D—oo DdlmZ

Zusammen ergibt sich
e Zn>1 D dlmk(Ez’S/E"H)
lim inf o >
D—o0 anl dlmk(Eg/Eg+ )

T (dim(Ep/ ex ) — dimy(Ep/EL™))
T

- IDHLIQ dlmk(ED/ mnEN E%)

Weil A\ beliebig gewahlt war, folgt die erste Behauptung.

Weiter gilt fiir jedes A > 0

> neap = dimy(ER/ERT - > eap Adimg (E% /EERT)
anl dlmk(E%/EgH) N anl dimk(E%/EgH) B

Insbesondere folgt dann

i an)\D yo) dimk(Eg/Egﬂ)
im - e = 0. ]
D—o0 anl dimy.(E}B/ERT)
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