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Das vorliegende Buch enthalt das tiberarbeitete und erganzte Material des
Schiilerzirkels Mathematik der Fakultat fiir Mathematik an der Universitat Re-
gensburg aus den Schuljahren 2012/13-2014/15. Die Originalmaterialien finden
sich auf der Homepage des Schiilerzirkels:

http://www.mathematik.uni-regensburg.de/schuelerzirkel

Mathematik ist eine der zentralen Kulturtechniken, die auf einmalige Weise
die Strenge des logischen Denkens, die Niitzlichkeit der Naturwissenschaften und
die Eleganz der Kunst vereint und verbindet. Dennoch erhalten viele Schiiler
in der Schulausbildung leider nicht ausreichend Gelegenheit, Mathematik als
attraktive und aktive Wissenschaft kennenzulernen und zu entdecken.
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Ziel des im Schuljahr 2012/13 gestarteten Schiilerzirkels Mathematik an der
Fakultat fiir Mathematik der Universitat Regensburg ist es, Schiilerinnen und
Schiiler an die Mathematik heranzufiihren und ihre Neugierde fiir diese Wissen-
schaft zu wecken und die Begeisterung zu fordern. Dieses Angebot ist an alle
mathematikbegeisterten Schiiler ab Klasse 7 gerichtet, die Spafli am Knobeln
und am logischen Denken haben.

Bei der Auswahl der Themen haben wir darauf geachtet, dass die Aufgaben
moglichst unabhéngig vom Schulstoff bearbeitet werden konnen und dass vie-
le verschiedene Gebiete der Mathematik beleuchtet werden. Die Themen sind
dabei so aufbereitet, dass sie von Schiilern leicht erlernt werden konnen.

Fiir die meisten Aufgaben beanspruchen wir jedoch keine mathematische Ori-
ginalitat. Viele der Aufgaben gehdéren zum weit verbreiteten Fundus mathemati-
scher Probleme wie sie zum Beispiel auch in der Literatur zum mathematischen
Problemlésen gesammelt sind [2, 1, 3|. Bei spezielleren Aufgaben haben wir
versucht, Referenzen anzugeben, auch wenn es manchmal schwierig ist, die Ori-
ginalquelle ausfindig zu machen. Andererseits gibt es auch Themenblatter, die
sowohl das Thema betreffend als auch in den Aufgaben vollstandig neu fiir den
Schiilerzirkel konzipiert wurden (wie zum Beispiel Thema I1.7 zu Zahlenschlei-

fen).

0.1 Wie funktioniert Mathematik?

Die Einzigartigkeit der Mathematik beruht auf ihrer Exaktheit. Die formale
Sprache der Mathematik mag zunachst abstrakt und abschreckend erscheinen;
nach eingehenderer Beschéftigung damit stellt sich aber schnell heraus, dass es
ebendiese formale Sprache ermdoglicht, Sachverhalte und Argumente prézise und
nachvollziehbar darzustellen.

Der rigorose Aufbau der Mathematik besteht aus den folgenden, immer wie-
derkehrenden Schritten:

e In Definitionen werden neue Begriffe prazise eingefiihrt.

e Theoreme (bzw. Satze, Lemmata, Korollare, ...) enthalten Behauptun-
gen iiber mathematische Objekte und deren Zusammenhang.

e In der Mathematik muss jede Behauptung durch logische Argumente aus
den bereits etablierten Tatsachen abgeleitet werden. Eine solche Kette
von Argumenten bezeichnet man als Beweis; traditionell endet ein Beweis
mit quod erat demonstrandum (was zu beweisen war). Bemerkenswert
dabei ist, dass auch der Begriff des Beweises eine stringente mathematische
Definition besitzt.

Dieser Prozess benotigt natiirlich einen Ursprung, an dem diese Schritte be-
ginnen. Klassisch sind diese grundlegenden Startpunkte durch die Axiome der



0.1 Wie funktioniert Mathematik? xi

Diskrete Mathematik Stochastik
Graphen, Wahrscheinlichkeiten,
Kombinatorik, ... Test- und Schatztheorie, ...
1.1, IT.1, TL.5, 11.7, 11.10 I1.10
Algebra Analysis
Teilbarkeit, Primzahlen, reelle Zahlen,
Losung polynomialer Gleichungen, Approximationseigenschaften
abstrakte Strukturen von Zahlbereichen, ... von Zahlen und Funktionen, ...
I1.2, 1.6, I1.11, 11.14 I1.13, 1I.15
Geometrie

Kurven, Flachen, Korper,
Langen, Winkel, Krimmung, ...
I1.12, 1.7

Logik

M leh
Aussagenlogik, engenlehre

Umgang mit Mengen,
Unendlichkeit, ...
I1.8

Formalisierung der Schlussweisen,
Beweisprinzipien, ...
1.2, I1.1, 11.4, 11.9

Abbildung 0.1: Panorama der Mathematik. Aufbauend auf Logik und Mengenlehre entwi-
ckeln und verbinden sich diverse mathematischen Teilgebiete. Die Grenzen zwischen den
Gebieten verlaufen dabei flieBend und durch Kombination mehrerer Gebiete entstehen neue
Forschungsrichtungen (zum Beispiel algebraische Geometrie, Topologie, algebraische Topo-
logie, Differentialgeometrie, diskrete Geometrie, ... ).

Logik und Mengenlehre gegeben. Darauf aufbauend haben sich die mathemati-
schen Teilgebiete wie Geometrie, Algebra, ... entwickelt (Abbildung 0.1 zeigt
einen groben Uberblick).

Einerseits erfordert und ermoglicht die Auseinandersetzung mit mathemati-
schen Themen also diszipliniertes und selbstkritisches logisches Denken. An-
dererseits besitzt die Mathematik aber auch vielfiltige Anwendungen in den
Naturwissenschaften, in den Wirtschaftswissenschaften und im Alltag, selbst in
vielen geisteswissenschaftlichen Disziplinen wie z. B. der Psychologie bildet die
Mathematik in Form der Statistik das empirische Fundament.

Der wahrlich vergniigliche Teil der Mathematik besteht aber nicht darin,
nur bereits bekannte Theorie und ihre Anwendungen nachzuvollziehen, sondern
selbst aktiv Mathematik zu betreiben, d. h. neue Probleme zu 16sen, neue Theo-
reme zu entdecken und neue Fragen zu stellen. Der Einstieg in das Problemlosen
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erfordert keine komplizierte Mathematik — selbst mit wenigen Grundbegriffen
lassen sich schone und auch knifflige Aufgaben formulieren und lésen.

Im Schiilerzirkel laden wir Schiiler dazu ein, diese verschiedenen Aspekte der
Mathematik zu entdecken und zu erlernen.

0.2 Wie funktioniert der Schulerzirkel?

Der Schiilerzirkel fiir Mathematik an der Universitit Regensburg hat zwei Kom-
ponenten: den Korrespondenzzirkel und Workshops an der Fakultat fiir Ma-
thematik. Das Schiilerzirkelteam unter der Leitung der Initiatoren Clara Loh
(Fachmathematik) und Stefan Krauss (Didaktik der Mathematik) besteht aus
freiwilligen wissenschaftlichen Mitarbeitern der Fakultat sowie fortgeschrittenen
Studenten der Mathematik.

Der Korrespondenzzirkel funktioniert nach dem Vorbild anderer Korrespon-
denzzirkel in Mathematik, wie sie frither zum Beispiel in der ehemaligen DDR
etabliert waren. In unserem Fall werden fiinfmal pro Schuljahr Themenblatter
auf der Schiilerzirkel-Homepage veroffentlicht bzw. per Email/Post an die re-
gistrierten Teilnehmer versandt. Jedes Themenblatt enthélt eine Einfithrung in
ein mathematisches Thema und passende Aufgaben dazu. Die Teilnehmer ha-
ben dann ca. acht Wochen Zeit, die Themen zu studieren, die Aufgaben einzeln
oder in Gruppen zu bearbeiten und ihre Losungen einzusenden. Diese Losungen
werden vom Schiilerzirkelteam korrigiert und bewertet; die Korrekturen werden
dann mit dem jeweils nachsten neuen Themenblatt an die Teilnehmer zuriick-
gesandt. Am Ende des Schuljahres erhalten die besten Teilnehmer Preise und
werden auf der Homepage des Schiilerzirkels genannt.

Die Workshops finden jahrlich statt und bestehen aus Vortragen, Knobelrun-
den, Wettbewerben und kleinen mathematischen Experimenten. Die bisherigen
Workshops hatten die folgenden Titel:

e 2013: Mathematisches Kaleidoskop
e 2014: Wiirfelei
e 2015: Zahlensuppe

Wie alle Angebote des Schiilerzirkels standen auch die Workshops allen Schiilern
aus der Region um Regensburg offen — unabhéangig davon, ob sie am Korrespon-
denzzirkel teilgenommen haben oder nicht.

0.3 Wie funktioniert dieses Buch?

Dieses Buch ist in drei Teile gegliedert:
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e In Teil I wird ein Musterthema des Schiilerzirkels vorgestellt und gelost;
auflerdem werden allgemeine Hinweise zum Problemlésen in der Mathe-
matik und zum schliissigen Beweisen gegeben.

e Teil IT enthalt das Herzstiick des Buches: die fiinfzehn Themenblatter des
Schiilerzirkels aus den Schuljahren 2012/13-2014/15. Zusétzlich haben wir
die Themenbléatter fiir dieses Buch um einige einfache Aufwarmaufgaben
erweitert, die den Einstieg in die Aufgaben erleichtern sollen.

e In Teil III finden sich Losungsvorschlage zu den Aufgaben dieser Themen-
blatter.

Lesern, die noch keine Erfahrung mit dieser Art des Problemlésens und Bewei-
sens haben, sei empfohlen, zunachst Teil I durchzuarbeiten. Nach dem Lesen des
Musterthemas (Kapitel 1.1) bietet es sich an, die Hinweise zum Problemlésen
und Beweisen (Kapitel 1.2) zu studieren. Mit diesen Hinweisen geriistet soll-
ten die Aufgaben des Musterthemas gut zuganglich sein — an dieser Stelle ist
natiirlich Geduld, die eine oder andere Idee und auch etwas Gliick gefragt.
Erst wenn man sich an allen Aufgaben ernsthaft versucht hat, sollte man die
Losungsvorschlage in Kapitel 1.3 zur Hilfe nehmen. Bei allen Losungsvorschlagen
ist natiirlich zu beachten, dass mathematische Probleme oft eine Vielzahl ver-
schiedener Losungswege zulassen und wir nur eine kleine Auswahl présentieren
konnen.

Erfahrenere Problemloser kénnen sich auch direkt den Themenblédttern im
zweiten Teil widmen. Jedes Kapitel stellt ein mathematisches Thema vor, bietet
Beispiele dazu und liefert dann eine Reihe von Aufgaben, an denen man die neu
erworbenen Kenntnisse ausprobieren kann. Losungsvorschlage zu den Aufgaben
finden sich im dritten Teil.

Da unter den Themenblattern nur wenige Abhangigkeiten bestehen, kénnen
die Themenblétter im Wesentlichen in beliebiger Reihenfolge bearbeitet werden.
Es empfiehlt sich aber,

e Thema II.2 zur Zahlentheorie vor Thema II.11 zur RSA-Verschliisselung,

e Thema II.4 zur Induktion vor den Themen II.13 und II.15 zu Folgen und
Reihen, und

e Thema II.3 zur Graphentheorie vor Thema I1.12 zum Eulerschen Poly-
edersatz zu bearbeiten.

Die Themen sind so ausgewahlt, dass Schiiler ab Klasse 7 die mathematischen
Kenntnisse haben sollten, bei jedem Themenblatt einen Teil der Aufgaben zu
l6sen; manche der Aufgaben erfordern jedoch weiterfithrende Kenntnisse aus den
spateren Schuljahren. Wir haben aber insgesamt versucht darauf zu achten, dass
die Themenblatter vor allem mathematische Konzepte und Gebiete behandeln,
die normalerweise in der Schulmathematik nicht vertreten sind.
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Die Schwierigkeiten der Aufgaben sind durch Sterne markiert — je mehr Ster-
ne, desto schwieriger erscheint uns die Aufgabe. Im Normalfall bedeutet dies
aber nicht, dass mehr Schulwissen nétig ist, um die entsprechende Aufgabe zu
losen: Die Schwierigkeit ist im Wesentlichen nicht durch die notigen Vorkenntnis-
se bestimmt, sondern durch die Komplexitat der zu verwendenden Argumente
und Tricks.

Hinweise und Zusatzinformationen fiir Lehrer finden sich im Epilog (S. 269).
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