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Summary

Let G be a finite group, R a G-ring spectrum as e.g. in [Greenlees| § 5. and X a
G-set. Then there exists a minimal Family F of subgroups of GG, such that the canoncal
restriction map

Res: R (X) — G/Hlelr(/l)lf(G) Ry (X)
for Ox(G) a subcategory of the orbit category of G is an N-isomorphism, cf. [MNN]
Theorem C respectively 3.21. Namely there exist m,n € Z~q, such that whenever x €
ker(Res) and y € limg/peco, (@) Ri(X), then 2™ = 0 and y" € im(Res) holds. The case
that R assigns to every Object G/H € Ob(Ox(G)) the representation ring R(H) is of
special interest. In this case the minimal Family is equal to C, the Family of all cyclic
subgroups of G. One has

Gl-( 1 R(H)/R(G))=0
G- ( lim | ROD)/R(G)) =0,
which is a consequence of Artin’s Theorem. Moreover it is possible to prove that Res is an
N-isomorphism purely by means of the arithmetic geometry, which happens in the first
paragraph of this work. For the product C}, x C), =: P of two cyclic groups of order equal
to a prime p it will be shown that, for all y € limp, (pyer R(C), y? € R(P) and

p( lim | R(C)/R(P) =0

holds. For the elliptic cohomology the minimal Family of the Lubin-Tate Theory for G
equal to a p-group will be determined. For the case of the Burnside rings G/H +— A(H), the
result [MNN] 3.2 Proposition 3.11 (3) page 21 about the Amitsur-Dress-Tate cohomology
I/-\I}(Wi_)S ) will be proved. Finally following the example of Serre from [Serrel] 11.4, the
prime spectrum of the Ring R(G) for some finite groups, namely &3, 2, and Dy will be
determined by using the results of the previous sections.
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Zusammenfassung

Sei G eine endliche Gruppe, R ein G-Ringspektrum wie z.B. in [Greenlees] § 5. und
X eine G-Menge. Es gibt dann eine minimale Familie F der Untergruppen von G so, dass
die kanonische Restriktionsabbildung

Res: R;(X) — G/Hlelr(/l)lf(G) Ry (X)
mit Ox(G) eine Unterkategorie der Orbitkategorie von G ein AN/-Isomorphismus ist, siehe
[MNN] Theorem C bzw. 3.21. Es gibt ndmlich m,n € Z~( so, dass wenn z in ker(Res)
und y in limg/geo, (@) R (X) liegt, dann gilt 2™ = 0 und y" € im(Res). Der Fall, dass
R jedem Objekt G/H € Ob(Ox(G)) den Darstellungsring R(H) zuordnet ist besonders
interessant. In diesem Fall ist die minimale Familie gleich C, die Familie aller zyklischen
Untergruppen von G. Es gilt namlich

G|-( lim R(H)/R(G)) =0,
G- ( lim | R(D)/R(G))
die eine Folge des Artinschen Theorems ist. Daneben ist es moglich, die A/-Isomorphie
Eigenschaft der Abbildung Res rein mit Hilfe der arithmetischen Geometrie zu beweisen,
das im ersten Paragraphen dieser Arbeit geschieht. Fiir das Produkt C), x C), =: P
zweier zyklischen Gruppen von Ordnung gleich einer Primzahl p wird gezeigt, dass fiir alle

y € limp,(pyor R(C), y? € R(P) und

-( lim R(C)/R(P))=0
p-(,lim  R(C)/R(P)
gilt. Zur elliptischen Kohomologie wird die minimale Familie der Lubin-Tate Theorie
einer p-Gruppe fiir p eine Primzahl bestimmt. Fiir den Fall des Burnside Ringes G/H —
A(H) wird das Ergebnis [MNN] 3.2 Proposition 3.11 (3) Seite 21 {iber Amitsur-Dress-

Tate Kohomologie f[}(wﬁ‘)S) bewiesen. Schliesslich wird wie in dem Beispiel von Serre
aus [Serrel] 11.4, mit Hilfe der hervorgehenden Ergebnissen das Primspektrum des Ringes
R(G) fiir einige endliche Gruppen, ndmlich &3, 2, und D4 bestimmt.
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§ 1. Der N-Isomorphiesatz des Darstellungsringes

Sei G eine endliche Gruppe und h die Zahl der unterschiedlichen Konjugationsklassen
der Elementen von GG. Es gibt dann genau h irreduzible Charaktere i, ..., xn» von G,
d.h. Abbildungen x; : G — Z[(g|], 0 < @ < h so, dass fir alle g,s € G, xi(sgs™!) =
xi(9) € Z[{|¢|] gilt und jeder weitere Charakter auf G eine Linearkombination deren
ist. Eine solche Funktion heisst auch eine Klassenfunktion auf G' mit Werten in Z[(|q].
Der Darstellungsring R(G) ist die frei abelsche Gruppe erzeugt durch den irreduziblen
Charakteren von G, wobei fiir die Multiplikation x; - x; zweier Charaktere x; und Y,
Xi - X;(9) = xi(9)x;(g) gilt fir alle g € G. Die Orbitkategorie O(G) von G ist die volle
Unterkategorie von G-Set mit Objekten die homogenen G-Mengen, d.h. Mengen der Form
G/H fir H eine Untergruppe und da zwischen bestehenden G-Morphismen. Dabei heisst
eine Abbildung f : X — Y zwischen G-Mengen X und Y ein G-Morphismus, wenn fiir
alle g € G, x € X, f(gr) = gf(x) gilt. Meistens betrachtet man aus praktischen Griinden
eine Unterkategorie Ox(G) der Orbitkategorie von G, wobei hier die Untergruppen H mit
G/H € Ob(O(GQ)) zu einer kleineren Familie F der Untergruppen von G eingeschrankt
werden. Zur Erinnerung, F C P(G) heisst eine Familie, wenn mit H auch alle zu H kon-
jugierte Untergruppen von GG und Untergruppen von H zu F gehoren. Zu einen kontra-
varianten Funktor G : J — Ringe, J eine Kategorie wird der Limes lim G definiert als

imG = {(z;) € [[ 9(j)|Vi,j € Ob(J) und o € Mor,(i, ) : G(0)(x;) = 2}
FEOb(J)

und in den Fall J = Oz(G), wobei G einem Objekt G/H € Ox(G) den Darstellungsring
R(H) zuordnet auch als limey, (g)o» R(H) bezeichnet. Sei C die Familie der zyklischen
Untergruppen von G. Durch der Restriktion irreduzibler Charaktere von G auf ihren
zyklischen Untergruppen erhélt man die Inklusion

R(G)& lim R(C) < €D R(C),

Oc (G)er 0 () (11)

y — (Res&(y))

kommutativer Ringe, die aus Charaktertheorie ersichtlich ist. Weiter gilt durch das Theo-
rem von Artin

Gl- (€D R(C)/R(G)) =0, (1.2)

Oc(G)

insbesondere gilt coker(Res) ist endlich. Ob nun der Homomorphismus Res der Ringe auch
surjektiv ist, ldsst sich nicht so einfach antworten. Wegen (1.2) weiss man, dass es tensoriert
mit — ®z Q ein Isomorphismus ist. Im Allgemeinen aber, sieche [MNN] Theorem 3.21 Seite
23, ist es eine Inklusion, die nur N -surjektiv ist. Ein Homomorphismus f : A — B
kommutativer Ringe A, B heisst N -surjektiv, falls es eine n € Z~( gibt so, dass fiir alle
y € B, y" € im(f) gilt. f heisst N-Isomorphismus, falls es N-surjektiv ist und es eine
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m € Zwo gibt so, dass fir alle z € ker(f), 2™ = 0 gilt. Wenn also Res N -surjektiv ist,
dann folgt aus der Inklusion (1.1), dass es ein N-Isomorphismus ist. Diese Eigenschaft der
Abbildung Res, d.h., dass es N-surjektiv ist, wird als Hauptergebnis dieses Paragraphen
rein mit Hilfe der arithmetischen Geometrie bewiesen, siehe Satz 1.38. Die Idee dieses
Beweises stammt von Herrn Akhil Mathew, der erste Autor von [MNN]. Als Vorbereitung
und Beispiel wird zuerst der Fall einer endlichen p-Gruppe fiir eine Primzahl p behandelt.
In diesem Fall ergibt sich, dass Res tensoriert mit — ®z Z,, ein Fp-Isomorphismus ist, siche
Satz 1.15. Dabei heisst ein Homomorphismus f : A — B kommutativer Ringe A, B F-
Isomorphismus, wenn es Fp-surjektiv ist und der Kern nilpotent, d.h. wenn es m,n € Zx>o,
m > 0 gibt so, dass fiir alle z € ker(f) und y € B, 2™ = 0 und y*" € im(f) gilt. Dann wird
dieses Ergebnis in den Satz 1.28 auf endlichen Gruppen verallgemeinert, das dem Beweis
des Satzes 1.38 als Hilfsmittel dienen wird.

1 Der Fj-Isomorphismus Res ® idz,, der Fall einer endlichen p-Gruppe

Sei p eine Primzahl und G eine endliche p-Gruppe. Zuerst wird gezeigt, dass jedes
Element (¢¢) € limp, (gyer R(C) ®z Zy[(] eine Klassenfunktion ¢ auf G mit Werten in
Zyp[(||] definiert. Wie iiblich bezeichnet hier (|| eine primitive |G|-te Einheitswurzel.

Bemerkung 1.3. Sei S ein kommutativer Ring mit Eins und R C S ein Unterring.
Betrachte das kommutative Diagramm

AZZ B;:

N

lim R(C)®rS —2= lim (R(C)®gS)
ol (C)) ®r Oczg)op( (C)®r S)

(P RCO)YerS ——= P (RC)&rS)
Oc(G)or Oc(G)er
(Ppc) ®a — (pc ® a)

mit offensichtlichen Inklusionen ¢ und ¢, wobei dessen untere Zeile laut [Lang] Proposition
2.1 Seite 608 ein Isomorphismus ist. Daher gilt ¢ = 1|4 ist die Restriktion von ¢ auf A,
die ebenfalls injektiv ist. Es ist auch leicht zu sehen, dass 1~ 1(B) C A gilt. Deshalb ist ¢
auch surjektiv und da es R-linear ist, gilt ¢ ist ein Isomorphismus. Also es ist weiterhin
irrelevant, wie man den Limes auffasst.

Lemma 1.4. Sei G eine endliche Gruppe und (¢c) € Poee R(C) @z Zp[(q), C die
Familie aller zyklischen Untergruppen von G so, dass

(a) fir alle C,C" € C, falls C' C C gilt, so gilt Res&, (¢¢) = por,

(b) fiir 5C := sCs™1 und alle g € G gilt ¢sc(sgs™) = dc(g).

Dann existiert eine Klassenfunktion ¢ € CI(G,Zy[(|c|]) so, dass Res(¢) = (oc) gilt.

Beweis. Wahle C € C fiir g € G so, dass g € C gilt und setze ¢(g) := ¢c(g). Dann ist die
Funktion ¢ wohldefiniert, da aus (a) fiir g € C N C’

dc(9) = dpenc(g) = der(9)
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folgt. ¢ ist eine Klassenfunktion, da aus (b) fiir alle g € C' und s € G

d(sgs™ ) = psc(sgs™) = dc(g) = ¢(g)

folgt. Fiir alle C € C, Resg(@ = ¢¢ folgt aus der Definition von ¢. []

Bemerkung 1.5. Sei A ein Dedekindring und K sein Quotientenkorper. Sei V' ein endlich
dimensionaler Vektorraum iiber K. Ein Gitter von V beziiglich A ist ein A-Untermodul
X C V, der endlich erzeugt ist und spannt V ganz auf. Falls A ein Hauptidealring ist,
bedeutet diese, dass X ein freier A-Modul vom Rang dimg (V') ist, siehe [Serre2] § 1 Seite
47. Laut [Serrel] Theorem 6 Seite 19 bilden die irreduziblen Charaktere x1, ..., x» von
G mit h ihre Zahl eine Basis von CI(G, Q,((|g|)) iiber Q,(|g|). Als Vektorraum iiber Q,
hat er also die Dimension

dimg, (CI(G, Qp(¢le)))) = h - dimg, (Q,(¢c))-

Durch Einschriankung der Koeffizienten sieht man, dass CI(G,Zy[(|g(]) € CI(G, Qu(( )
ein Z,-Untermodul ist. Dariiber hinaus gilt

ranky, (CU(G, Z,[{c])) = h - dimg, (Qy({q)))

und R(G) ®zZy [ ] € CUG, Zp[(|c|]), da jedes f € R(G) ®zZy[(|c|] eine Klassenfunktion
auf G mit Werten in Z,[(|g|] ist. Ebenso gilt

rankz, (R(G) ®z Zy[|q|]) = h - dimg, (Q,((c)))-

Deshalb sind R(G) ®z Zy[(|¢|] und CI(G,Zy[(|]) Gitter im endlich dimensionalen Q,-
Vektorraum CI(G, Q,(¢q))-

Lemma 1.6. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Fur o > 1 geniigend
gross gilt p*Cl(G, Zy[|c|]) € R(G) @z Zyp[(|cz)]-

Beweis. Fir M := Cl(G,Zy[Cq|]), N := R(G) ®z Zy[(|¢|] und I := pZ,, sei IN definiert
als die Menge aller Summen der Form

n
> ajz;
j=1

fir alle n > 1 und alle a; € I, z; € N. Man sieht, dass IN C N C M ein Z,-Untermodul
ist. Daher kann man die Faktormoduln A /IN und N/IN bilden. Aus dem Isomorphiesatz
fiir Moduln erhélt man

M/N = (M/IN)/(N/IN).
(M/IN)/(N/IN) wird durch

(a+I)(x+IN+ (N/IN)) :=ax+ IN + (N/IN)
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fira+1 € Z,/I und v + IN + (N/IN) € (M/IN)/(N/IN) zu einem Z,/I-Modul. Ist
{vi}, 1 < < h-dimg, (Qp(¢|g|)) eine Z,-Basis von M, so ist {v; +IN + (N/IN)} eine
Z,/I-Basis von (M/IN)/(N/IN). Wegen

Zp/pr = Z/pZ7

siche [Neukirch] Satz 2.4 Seite 117, ist M /N ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber
dem endlichen Korper Z/pZ. Deshalb muss M /N endlich sein. Als Z,-Modul ist M /N
daher ein Torsionsmodul. Aus ¢ - = 0 fiir x € M/N und eine Einheit ¢ € Z; folgt, dass
e lecx=1-2=0, also z = 0. Jedes Element x € M/N\{0} hat also eine Potenz von p
als Ordnung. Fiir @ > 1 hochst teilbar gilt deswegen p*M/N =0, d.h. p*M C N.

Definition 1.7. Sei f : A — B ein Homomorphismus kommutativer Ringe A, B und p
eine Primzahl. Man sagt, f ist F,-surjektiv, falls es eine n € Zx>q gibt so, dass fir alle
y € B, y?" €im(f) gilt. f heisst Fp-Isomorphismus, falls er Fp,-surjektiv ist und es eine
m € Z~q gibt so, dass fir alle x € ker(f), ™ =0 gilt.

Lemma 1.8. Sei G eine endliche Gruppe, S ein kommutativer Ring mit Eins und R C S
ein Unterring. Aus
R®Zp ZP[<|G|] L} S ®Zp ZP[C|G|] (19)

ist Fp-surjektiv folgt, dass
R S (1.10)

Fp-surjektiv ist.
Beweis. Angenommen (1.10) ist nicht F,-surjektiv. Es wird gezeigt, dass dann (1.9)
nicht F,-surjektiv ist. Man betrachtet den Z,-Untermodul (S/R),, von S/R erzeugt durch
{s"" R|n € Z>, fest, s € S} und das Bild hiervon unter

(1.11)
r—x®1.

Da (1.9) F,-surjektiv ist, gibt es eine ng € Zx¢ so, dass fiir alle y € S ®z, Zy[(|q],
y?"’ € R ®z, Zp[C ] gilt. Insbesondere fiir alle s € S gilt s ®1eR ®z, Zp[Ca|]- Es
folgt, dass das Bild des Untermoduls (S/R),, unter der (1.11) gleich Null ist. Da Z,[(|¢/]
ein treuflacher Z,-Modul ist, aus (S/R)n, ®z, Zp[(|c|] = 0 folgt (S/R),, = 0, d.h. die
erzeugende Menge {s?"°R|s € S} ist trivial, ein Widerspruch zur Annahme oben.

Lemma 1.12. Sei G eine endliche p-Gruppe, d.h. |G| = p™ mit n > 0 und ¢ eine
Klassenfunktion wie im Lemma 1.4. Dann gilt fir alle s € G und k > 0

o(s)”" — #(1)P" = 0 mod 7+, (1.13)

wobei 7 ein Primelement des Ringes Zy[(|c|] bezeichnel.

Beweis. Sei x ein irreduzibler Charakter einer zyklischen Untergruppe C' von G und ( eine
primitive |G|-te Einheitswurzel. Dann gilt fiir s € C, x(s) = ¢* fiir eine a € Z>o und

x(s) —x(1) =¢*—1=0mod 7.
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Diese Kongruenz ist eine Folge von ( = 1 mod 7, die man wie folgt sieht. Weil man in
Charakteristik p rechnet, aus ¢?" = 1 folgt

0=¢"" —1=(¢C—1)"" mod ,

also ( —1 =0, da Zy[(g]/ () ein Kérper ist. Weil fiir jede zyklische Untergruppe C' von
G, ¢c eine Z,-lineare Kombination solcher Charaktere ist und Res(¢) = (¢¢), ist damit
(1.13) fiir k = 0 gezeigt. Angenommen fiir irgendwelche z,y und k£ > 0

k—1 k—1

¥ —y?  =0mod " (1.14)
gilt. Setzt man X := 2 und Y= y?" 7 so gilt wegen (1.14)
X=Y+a 7"

fiir ein a € Zy[(||]. Die p-te Potenz hiervon nehmen ergibt

Xp—Yp+Z( )Yp Ha-7™) + (a-7®)P
=Y? mod n* 1,

da (?) durch 7, (o - 7%)7 durch 7% und (« - 7%)P wegen p > 2 durch 7**! teilbar ist. Also
folgt
XP_YP =gP ypk = 0mod 7**1.

Satz 1.15. Sei p eine Primzahl und G eine endliche p-Gruppe. Dann ist die Inklusion
kommutativer Ringe

Res®idzp
RG)®zZ, olim R(C) @22,

ein Fp-Isomorphismus.

Beweis. Sei (¢c) € limp,(g)er R(C) ®z Zp[{|c|] und ¢ die Klassenfunktion auf G' mit
Res(¢) = (¢¢), deren Existenz aus Lemma 1.4 folgt. Die Klassenfunktion 1y, definiert als

k k
Y s o(s)? — (1) € CUG, Zy[(|c|])
ist durch Lemma 1.12 fiir alle k£ > 0 durch 7**! teilbar. Sei o wie im Lemma 1.6. Wihle

k so, dass k +1 > a - dimg, (Q,(¢|¢)) gilt. Dann folgt wegen p = u - rdime, (@p(Gi61))
u € Zp[( ] eine Einheit, dass p~“¢y, € CI(G, Zy[(|g]) gilt. Also gilt durch Lemma 1.6

Y = p*(p~ “r) € p*CUG, Zy[(g|]) € R(G) @z Zp[(iay],
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d.h. Y € R(G) ®y, ZP[QG\] Weil ¢(1)pk in R(G) ®y, ZP[C\GH liegt, gilt

k
¢’ € R(G) @z Zp[{c)l,
d.h. die Inklusion kommutativer Ringe

R(G) @z Ly[G)] — olm R(C) @z Zp[(|g|] (1.16)

ist Fp-surjektiv. Setzt man R := R(G) ®z Z, und S := limp, (g)er R(C) ®z Zy, so folgt
durch Lemma 1.8 aus (1.16), dass

R(G)©2Z, s lim R(C)®1Z, (1.17)
Oc(G)OP

Fp-surjektiv ist. Die Inklusion R(G) ®z Z, C limp, (g)er R(C) ®z Zy ist aus der Charak-
tertheorie klar. Daher ist (1.17) ein F,-Isomorphismus. [
2 Der F,-Isomorphismus Res ® idz,, der Fall einer endlichen Gruppe

In diesem Abschnitt wird das Ergebnis des letzten Abschnitts, Satz 1.15 auf beliebige
endliche Gruppe G verallgemeinert.

Definition 1.18. FEine Gruppe G heisst elementar, genau dann, wenn fir mindestens eine
Primzahl p, G = P x C" gilt mit P eine p-Gruppe, C' eine zyklische Gruppe und p f|C’|.
Jedes s € G ldsst sich schreiben als s = s1S2 so, dass die Ordnung von s1 eine p-Potenz
ist, p die Ordnung von so nicht teilt und s1, s mit einander kommutieren.

Lemma 1.19. Se: ¢ eine Klassenfunktion auf einer endlichen Gruppe G so, dass fir jede
elementare Untergruppe H von G und jeden Charakter x von H vom Grad 1

(X Res (8))n = iy > X(57)o(s) € Z, (¢ (1.20)

seH

gilt, dann gilt ¢ € R(G) @z Zp[(cz]-
Beweis. Siehe [Serrel] Theorem 22 Seite 82. [

Lemma 1.21. Sei G = P x C’ eine elementare Gruppe und ¢ eine Klassenfunktion wie
im Lemma 1.4. Dann gilt fir alle s € G, s = s152 wie in der Definition 1.18 und k > 1

gb(s)Qk - ¢(52)Qk_1 = 0 mod 7¥, (1.22)

wobei w ein Primelement des Ringes Zy[(||] und Q eine geeignete Potenz von p bezeichnet.

Beweis. Sei |G| = p™ - m mit p /m und f minimal so, dass p/ = 1 mod m gilt. Dann gilt

ZplQe)/ () =2 Fpy. (1.23)
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Sei s € G, s = 5159 wie oben und Q := pf. Aus $1P" =1 und sy™ =1 folgt fiir f > n
Wegenpf =1+ «a-m mit einer a« > 0

59 = s,. (1.24)

Falls f < n gilt, setzt man Q := p?/ fiir eine B > 1 so, dass Bf > n gilt. Sei (¢c) €

limoy (@)er R(C) @z Zy[()] mit Res(d) = (6c), do = S0} aixi, ai € Zpley] und x; die
irreduziblen Charaktere von C. Aus (1.23) folgt wegen Q = p/

IC] IC]

(Z az‘Xi(S))Q = (aixi(s))® mod 7.

i=1 i=1

Man weiss, dass fiir alle 1 < ¢ < |C|, x; ein Charakter vom Grad 1 ist und fiir alle s € C,
Xi(s) eine |G|-te Einheitswurzel. Daher gilt wegen (1.24)

Xi(5)? = xi(s9) = xi(s2).

Durch (1.23) fiir alle a; gilt

a’ = a; mod .

Also gilt
bc(5)? = ¢ (s2) mod .

Damit ist die Kongruenz (1.22) fiir £ = 1 gezeigt. Angenommen fir k£ > 1 gilt (1.22).
Setzt man X := ¢C(3)Qk und Y := ¢C(32)Qk_1, so gilt wegen (1.22)
X=Y+a 7" (1.25)

fiir ein a € Zy[(||]. Die Q-te Potenz von (1.25) nehmen ergibt

Q-1
XQ=Y@ ¢+ Z (?) YQ_j(a . 7Tk)j + (o ﬂk)Q
j=1

=Y mod 7**1,

da (?) durch 7, (a-7%)7 durch 7% und (o - 7%)? wegen Q > 2 durch 7%+ teilbar ist. Also
gilt
k+1 k
bc(s)? i = ¢c(52)? mod 78
Lemma 1.26. Sei G, ¢ wie im Lemma 1.21 und x ein Charakter von G vom Grad 1.
Dann existiert ein ko € Z>o so, dass (x, qSQkO} € Zp[C ] gilt.

Beweis. Fir y gilt wegen (1.22) die Kongruenz

X(57H0(s)?" = x(s7)(52)?" " mod 7
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und durch Summation iiber alle s € G die Kongruenz

ZX ) ZX ?(s2) lemodw

seG seG

Aus (1.22) folgt fiir £ — oo die p-adische Konvergenz von ngk gegen einer Klassenfunktion
Y G — Zp[(q]. Genauer, fiir k — oo gilt

D ox(sTw(s) =D x(s™i(sa).
seG seG

Weil x vom Grad 1 ist, gilt fiir s = s159

X(s7h) = x(s7x(s2 )
Durch G = P x C' folgt deshalb
D oxsThe(s) = D0 x(sth) - D x(s3M)d(s2),
seG s1€eP so€eC’

woraus wegen

> x(sth) =Pl 1)p

s1EP
und
> x5 w(s2) = [ (x, ¥
so€C’
XY =0Dpe (X V) € Zy[(a] (1.27)

folgt. Man weif}, dass Zy[(|] ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkorper Q, (¢ /)
ist. Sei w die diskrete Bewertung von Z,[(|g|]. Aus der Diskretheit von w und (1.27) folgt
dann fir ein kg < oo

0 <w((x)) = Jim w({x.6?)) = w((x.¢2")),

dh. (x,69") € Zy[qey) O

Satz 1.28. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Dann ist die Inklusion
kommutativer Ringe
Res®idzp
R(G)®zZ, “— lim R(C)®zZ, (1.29)
Oc(G)Op

ein Fp-Isomorphismus.

Beweis. Zuerst wird hier gezeigt, dass (1.29) tensoriert mit — ®z, Z [C|G|] Fp-surjektiv ist
Genauer, dass es eine k£ > 0 gibt so, dass fiir alle (¢¢) € limp, (g)or R(C) @z Zy (], gb €
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R(G) ®z Zy[(|) gilt, wobei ¢ eine Klassenfunktion auf G' mit Res(¢) = (¢¢) ist, die nach
Lemma 1.4 existiert. Sei H eine elementare Untergruppe von G und y ein Charakter von H
vom Grad 1. Wenn p f|H| gilt, wird (1.20) immer fiir x und ¢ erfiillt. Sei also p||H|. Dann
ist entweder H = P x C' mit P eine p-Gruppe, C zyklisch und p /|C| oder H = P’ x C mit
P’ eine p’-Gruppe fiir p’ # p, C zyklisch und p||C|. Im letzten Fall lasst sich C zerlegen als
C' = P x C' mit P eine p-Gruppe, C’ zyklisch und p /|C’| so, dass die p-adische Bewertung
von (1.20) fiir H und P x C’ ungeéindert bleibt. Daher darf man G elementar annehmen,
d.h. gleich P x C’ mit P eine p-Gruppe, C’ zyklisch und p |C’|. Aus Lemma 1.26 folgt
dann die Existenz einer kg < oo so, dass (x, ¢Qk0> € Zyp[C ] gilt mit x ein Charakter von

G vom Grad 1. Daher folgt fiir k := ko f aus Lemma 1.19 ¢?" € R(G) ®z Zp[(|)]- Setzt
man R := R(G) ®z Zy, S := limp, (g)or R(C) ®z Z;, und wendet Lemma 1.8 an, so folgt,
dass (1.29) F,-surjektiv ist. Die Inklusion R(G) ®z Z, C limp, (c)or R(C) ®z Zy, ist klar,
da R(G)®zZ, C Cl(G,Z,) gilt und eine Klassenfunktion f € CI(G,Z,), die auf alle C' € C
gleich Null ist, ist trivial. Deshalb ist (1.29) ein JF,-Isomorphismus.

3 Der N-Isomorphiesatz

Am Ende dieses Abschnitts wird das Hauptergebnis des Paragraphen, Satz 1.38 be-
wiesen. Hierzu braucht man das Ergebnis des letzten Abschnitts, ndmlich Satz 1.28. Die
néchst folgende Proposition ist ein weiteres wichtiges Hilfsmittel.

Definition 1.30. Sei f : A — B ein Homomorphismus kommutativer Ringe A und B.
Man sagt, f ist N -surjektiv, falls es eine n € Zsq gibt so, dass fir alle y € B, y™ € im(f)
gilt. f heisst N'-Isomorphismus, falls er N -surjektiv ist und es eine m € Z~q gibt so, dass
fiir alle € ker(f), ™ =0 gilt.

Proposition 1.31. Sei S ein kommutativer Ring mit Eins und R C S ein Unterring so,
dass

1) S/R ist als abelsche Gruppe endlich erzeugt,

2) RezQ C S®yzQ ist eine Gleichheit,

3) Fiir jede Primzahl p ist R ®z Z, < S ®z Z,, F,-surjektiv.
Dann ist R < S N -surjektiv.

Bemerkung 1.32. Aus 1) und 2) folgt, dass S/R endlich ist. Denn aus 2) folgt, dass die
bei 1) besagten endlich vielen Erzeuger alle Torsion sind.

Bemerkung 1.33. Sei Iy fiir eine N > 1 definiert als die Menge
Iy :={M cZ|VscS, Ms" € R}.

Aus Bemerkung 1.32 folgt Iy # (), denn |S/R| € Iy. Da R ein Ring ist, folgt sogar Iy C Z
ist ein Ideal.

Lemma 1.34. Fir alle N,N' € Z>1, aus N|N' folgt In C In.
Beweis. Aus N|IN' und M € Iy folgt fiir beliebiges s € S

MsN = M(sN/NYN ¢ R,

d.h. M € In. |



Lemma 1.35. FEs gilt Iy # 0.
Beweis. Da S/R endlich ist, gilt

2 IMeZ|Vse S, Mse R}

= {M e€Z|M(S/R) =0}.
Deshalb folgt I, 5 |S/R| # 0. O
Lemma 1.36. Sei p eine Primzahl und n > 1 so, dass fiur alle s € S
" ®1€ Ry Z, (1.37)
gilt (eine solche n existiert nach Voraussetzung 3)). Dann gilt p [My, wobei Iyn = (My).
Beweis. Angenommen p|M, gilt. Es folgt, dass

(%) : fiir alle M € Z mit p /M gibt es ein s € S so, dass MsP" ¢ R gilt.
Da S/ R endlich ist, gilt als abelsche Gruppe S/R = A® B mit p f|A| und |B| eine p-Potenz.
Wegen Z/nZ @z, L, = Z,/nZ, und
2 /nZ, = { 0,  pfn, danZ, =12,
Z7/p*Z, n = p*

siehe z.B. [Koblitz] Satz 2.4 Seite 117, gilt A ®z Z, = 0 und B ®z Z, = B. Aus (1.37)
folgt, dass die Teilmenge A’ := {s?" R|s € S} C S/R unter

S/R“— S/R®yZ, =S ®zZ,/R®y7Z, =B

auf {0} abgebildet wird. Daher gilt A" C A. Es gibt also eine M € Z, etwa M = |A| mit
pIM so, dass fiir alle s € S
0=M(s" R)=(Ms" )R

gilt, d.h. fiir alle s € S gilt Ms?" € R mit p /M, ein Widerspruch zur (x).

Beweis von Proposition 1.31. Schreibe I; = (py* - - - p'~) fiir Primzahlen py, ..., p, (paar-
weise verschieden, » > 1 und n; > 1), das nach Lemma 1.35 moglich ist. Sei aq, ...,
so, dass fir alle 1 <¢ <rund y € S ®z Z,

ypii € R®z Zy,

gilt. Nach Lemma 1.34 gilt [; C I i d.h. fir I, o = = (M;) gilt M;|p{* ---pl" und nach
Lemma 1.36 p; fM; fiir alle 1 < i < r. Daher gilt
Ip<1>q + ...+ ngr = (1)
Aus Ip?i C Ip‘lll,“p?r folgt
P

(1) — Ip?l + “ e + Ip?'r g Ip<13t1_“ o,
denn fir Ipflm or = (M) gilt M|M; fiir alle 1 < ¢ < r. Daher gilt Ip‘flu_ or = (1). Also

Pr br

fiir N :=p{* - p& gilt s € R fiir alle s € S, d.h. R < S ist N-surjektiv.
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Satz 1.38 (N-Isomorphie). Sei G eine endliche Gruppe. Dann ist die Inklusion Res

Res
R(G) < lim R(C),
(@)=l R(C) (1.39)

y — (Resg(y))

kommutativer Ringe R(G) und limo, cyor R(C) ein N -Isomorphismus.

Beweis. Setze R := R(G) und S := limp,(g)» R(C). Aus der Charaktertheorie ist
bekannt, dass (1.39) eine Inklusion ist. R und S sind als abelsche Gruppen endlich erzeugt,
also auch S/R, d.h. die Bedingung 1) aus Proposition 1.31 ist erfiillt. Aus Satz 1.28 folgt
die Bedingung 3) dieser Proposition. Fiir Proposition 1.31 2) betrachte das Folgende. Die
Inklusion R®7zQ C S®zQ ist wegen R C S klar. Sei (x¢) € S und x eine Klassenfunktion
auf G mit Res(x) = (x¢), die nach Lemma 1.4 existiert. Es gilt

|G| = Z Indgﬁc
ceC

mit C die Familie aller zyklischen Untergruppen von G und ¥¢o € R(C) geeignet gewahlt,
vgl. [Serrel] Proposition 27 Seite 72. Also gilt

G- x =) Indg(¥c) - x

cec
=Y Id&(Wc - ResE(x)) € R(G),
cec S

xc

da fiir alle C € C, ¥¢ - x¢ € R(C) gilt. Deshalb gilt fiir alle Klassenfunktion y auf G und

a€Q
x®a=(G]-x) ® & € R(G) @20,

d.h. S®zQ C R®z Q. Daher folgt aus Proposition 1.31, dass die Inklusion Res kommu-
tativer Ringe R, S N-surjektiv ist. Also ist sie ein N/-Isomorphismus. []
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§ 2. Einige Eigenschaften des Morphismus Res fiir die Gruppen C,, x C), und C),

In diesem Paragraphen wird zuerst die Struktur des Ringhomomorphismus (1.1) fiir
den Fall G gleich das Produkt C, x C), zyklischer Gruppen von Ordnung einer Primzahl p
gekldrt. Als Ergebnis erhilt man hier, dass fiir alle y € limp, (pyor R(C), y? € R(P) und
p - (limp, pyer R(C)/R(P)) = 0 gilt. Im Teil 2 wird die minimale Familie des Funktors R
fiir C), bestimmt, d.h. die kleinste Familie 7 C P(C}) beziiglich der Inklusion, wofiir (1.1)
fur G = C)p mit C ersetzt durch F ein N-Isomorphismus ist.

1 Der Fall C,, x C, fiir eine Primzahl p

Sei p eine Primzahl und ¢, = e?™/P die primitive p-te Einheitswurzel. Sei C, die
zyklische Gruppe erzeugt durch ¢, und P das Produkt C,, x C,, erzeugt von allen ( ]’;, C]lg)
mit 1 < k,I < p— 1, wobei fiir (s1, s2), (t1,t2) € P

(s1,52) - (t1,t2) = (s1t1, s2t2)

gilt. Hiermit wird P zu einer abelschen p-Gruppe mit p? Elementen. Sind x1,..., X, die
irreduziblen Charaktere von C),, so sind x; ® x;, 1 < 7,5 < p die irreduziblen Charaktere
der Gruppe P. Daher gilt fiir den Darstellungsring der Gruppe P

R(P) = R(Cy) ®z R(Cy).
Es gilt

#{C), < P||C)[=p}=p+1
und weil P abelsch ist, existieren keine zu einander konjugierte unterschiedliche zyklische
Untergruppen, d.h. die Kategorie O¢(P) (siche Anfang § 1.) enthélt die Objekte P/{1},
P/C;, P/C’g, cee P/C’gle mit C’; = (((, 1)), Cg = ((1,$)), ---, C’]’;“ = ((Cg_l,Cp)>.
Da P abelsch ist, sind die Weylgruppen aller Untergruppen trivial. Das nachste Diagramm
veranschaulicht die Kategorie O¢(P) und ihres Bildes in der Kategorie der Ringe

r- - - - - - - - - - - - -~ ~ r- - - - - - - - - - = - - = ]
| R1.¢p) Rcp1) gt I | 1Rl idrc2) idR(C£+1) |
N e e S S U o S
1 2 .. p+1

P/C P/C? p/Cy |  R(CY) R(CZ) --- R(CEF)
: w1 :
| B e Z
| ) I ! O
| RivesRipt po1, | | idy, !
e N L

wobei der kontravariante Funktor G : O¢(P) — Ringe einem Objekt P/C € O¢(P) die
Darstellungsring G(P/C) = R(C) zuordnet und einem Pfeil P/C' % P/C’ den Restrik-
tionsmorphismus G(¢) = Res& . Fiir das Limes gilt deshalb
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Ol%gl)op R(C) = {(¢c)pjceoer) € @D R(C)|Resf)y(¢c) = const.YP/C € Oc(P)},
¢ Oc(P)

d.h. y € limp, (pyor R(C) genau dann gilt, wenn

(Z?ﬂ a;)Xo

1 1

cl
G1X1 + “+apxp”

02 02
Ap1X1 " + o+ agp— lXp 1+ (ap + Z ( — ap+j))Xp"
Y= c3 c3

agpx1” + -+ azp— 2Xp 1+ (ap + Z ( — a2p-1+5))Xp"

crtl p+1 Cp+1

ap(p—1)+2X1° T F apzxp 1+ (ap + Z ( — Qp(p— 1)+1+j))X:D

mit ai,...,a,2 € Z, Xo einziger Charakter der trivialen Untergruppe {1} und xf” der
j-te irreduzible Charakter der zyklischen Untergruppe C’; gilt. Es ist bekannt, dass alle
Charaktere der zyklischen Gruppe C), von einem einzigen Charakter x erzeugt werden,
d.h. die irreduziblen Charaktere von C, haben die Form x°, x,...,x?~!. Daher haben
die irreduziblen Charaktere von P die Form x* ® x?, 0 < i,5 < p — 1. Die Restriktion
eines beliebigen Charakters x* ® x’ ist durch sein Wert auf den Erzeuger ( ;f, CIZ)), k,l e
{1,...,p — 1} einer bestimmten Untergruppe (( ]’D‘“, Q“;,)) von P festgelegt. Da k,l > 0 gilt,
durch

X @X (G G) = X(GIN(G) = GG = ¢! (2.1)

sieht man, dass fiir feste ik + jl modulo p genau p unterschiedliche Moglichkeiten fiir die
Wahl von 17, j existiert. Es ist auch klar, dass hierbei all diese ¢’s und j’s unterschiedlich
sein miissen. Lisst man diese p Moglichkeiten als x° ® x7°, ..., x?~! ® x?»—! ordnen, so
gilt (01---p —1) — (joj1---Jp—1) ist eine bestimmte Permutation von {0,1,...,p — 1}.
Durch (2.1) ist auch klar, dass fiir eine andere Wahl von k,I > 0, diese Permutation
unterschiedlich sein wird. Fiir £ = 0 oder | = 0 sind die Restriktionen der Charaktere
X' ®x?, 0 < 4,57 < p—1 auf den Charakteren der Untergruppen (((p,1)) und ((1,¢,))
einfach zu bestimmen. Deshalb gilt

R(P)% lim R(C),
Oc(P)Op

Z CijXi @ Xj — Y,
1<4,5<p
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(Zlgz’,jgp Cij)X0
P C, p C,
(23:1 cii)x” + o+ (Zj:l Cpj ) Xp
c? c?
(Zf:gcil)h T (0 Cip)%pp

Yy = C C cs
(Ooimi Cion()X1 "+ + (20 Ciop ()X 21 F ot Xp "
cp+1 ) cp+1 cp+1
(i Cig(?*l)(?*2)+l(i))xl R O ciffp(p72)+1(i))xpfl T Coé(p—z)ﬂxpp
mit
p p—1
o =0 D ) = (DD cioy):
1<i,j<p i=1 j=1
p p(p—2)+1
Coppmnyrr ( Z Cij) o (Z Z ij(i))
1<4,5<p i=1 j=(p—1)(p—2)+1

und oj, 1 < j < p(p — 2) + 1 unterschiedliche Permutationen der Menge {1,2,...,p}.
Sei nun y € limp,(pyor R(C) gegeben. Finde ein z € R(P) so, dass Res(z) = y gilt.
Durch Vergleich der Koeffizienten in den Ausdruck des Restriktionsmorphismus entsteht
das System der linearen Gleichungen

( C11+ -+ cip =aq

Cp1 + -+ Cpp = Qp

c11 + -+ Cp1 = Apya

Cip—1 + -+ Cpp—1 = Q2p—1

Cloy(1) T+ Cpoy (p) = G2p

Clo, 1(1) T "+ Cpo, 1 (p) = A3p—2

Clogp-1)p-2p+1(1) T T Cpogy_1yp2y41(p) = Ap(p—1)+2

\ Clop(p72)+1(1) +-t Cpgp(p72)+1(p) = Gp2
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Die Permutationen oy bis o(,_1)(p—2)+1, die in den Koeffizienten der trivialen Charaktere

der Gruppen CI?)’ bis C’I’j“ vorkommen, lassen alle 1 fest. Daher erhalt man durch Addition
2 3 op+1

: c
der Koeffizienten der Charaktere x; %, x1%, .-, X1"

p-ci+ Z Cij = Apy1 + A2p + -+ + Ap(p—1)+2-

2<i<p
1<j<p
——
rp @
Hieraus lésst sich e¢17 10sen
_ 1
€11 = _5(a2 o ap — App1 — azp — T Ap(po1)42)-

Fiir die Losung der ¢;,;, zu einem beliebigen Index #9jo # 11 gilt abhéngig davon ob c¢;j,
im linearen System der Gleichungen genau einmal vorkommt oder nicht

o= { Zj' Sgn(j,)aj/ + %(Zz’ sgn(i)a(ay)aq),
| A2 sen()ax)

mit sgn(i') € {+1}, a(ay) € {1,p — 1} und die Indexmenge {7’ |’ € {1,...,p*}} # 0.

Beispiel 2.3. Fir p = 2 gilt P = {(1,1),(—1,1),(1,—-1),(—1,—1)} mit zyklischen Un-
tergruppen {1}, ((—1,1)), ((1,-1)), ((=1,—1)). Daher enthélt O¢(P) die Objekte P/{1},
P/((-1,1)), P/{(1,-1)) und P/{(—1,—-1)). Fiir das Limes gilt y € limp,py R(C) genau

dann, wenn

(2.2)

(a1 + a2)xo
B N RIS (SR
N agxgl’_l» + (a1 +ag — ag)xé(l’_1)>
an T (ar +az —agxy Y

mit a,...,a4 € Z und X? i-ter irreduzibler Charakter der Untergruppe C' gilt. Fiir den
Restriktionsmorphismus gilt

R(P) ™3 lim R(C)C €D R(O),
Oc(P)er Oc(P)

(c11 + €12 + 21 + 22) X0

(c11 + 612)X§(71’1)> + (c21 + €22)

X5
1,—1

(c11 + 021)X§( ) + (c12 + C22)X§

(

X2

(011 + 022)X<(_1’_1)> + (012 + co1)

(=1,1))
(17_1)>
(=1,-1))

Z CijXi @ Xj
1<i,j<2

Es entsteht das lineare Gleichungssystem Mc¢ = a mit a = (a1,...,a4), ¢ = (c11,...,C22),
ci; nach Grosse von ¢j geordnet,
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110 0

0 0 1 1

M= 1 010

1 0 0 1

und der Losung

—az +az + a4
c—1.|2m+a2—asz—a4

2 as + az — ay

a2 — asz + ay

Beispiel 2.4. Fiir p = 3 gilt C3 = (¢) mit ¢ = =H/=2 P = {(1, ) (¢, 1), .., (¢3¢}
und die zyklischen Untergruppen {1}, ((¢,1)), ((1,)), ((¢,€)), ((¢3,¢)). Daher enthilt
Q)

Y
Oc(P) die Objekte P/{1}, P/{(C. 1)), P/((L,C)), P/{(C.C)) und P/((¢3,C)). Fiir das
Limes gilt y € limp,(py R(C) genau dann, wenn

(a1 + a2 + as)xo
N RS B () B ()

<(1,C)> + as X((LC)) ) ((1,0))

Y= (a1+a2+a3—a4
2 2
8x§“ Ny agxgc I (CL1 g+ s — ag ag)xé“ )

mit a1, ...,a9 € Z und x¢ i-ter irreduzibler Charakter der Untergruppe C gilt. Fiir den
Restriktionsmorphismus gilt

R(P) =3 lim R(C)C D R(O),
Oc(P)or OulP)

Z CijXi @ Xj — Y,
1<i,5<3

(Z1§¢,j§3 Cij)Xo

X§(<71)> + ( <(Ca1)>

(c11 + c12 + c13)X €31 + €32 + €33)X3
y= (c11 + ca1 + €31)X (L) (c12 + €22 + €32) X5 (1. + (c13 + a3 + 033)X§(1’O>
(c11 + c23 + c32) !+ (c12 + 21 + ¢33) X2 <(C U (c13 + caa + 031)X:<;(C’<)>

2
(c11 + c22 + cag)x| R (c12 +co3 + C31)X§(C D 1 (e + ean + ean) xS

Es entsteht das lineare Gleichungssystem Mc¢ = a mit a = (aq,...,a9), ¢ = (c11,...,C33),
wobei die Indizes in ¢ nach Grosse geordnet sind,
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1 1100 0 0 0 O
0 001 1 1 000
000000111
1001 00 1 0O
M=|01 0 010 0 1 0
1000010 1O0
01 01 000 01
100 01 0 O0O01
010001100

und der Losung

—a2 — a3 + a4 + ag + ag
—Q2 — a3 +as + ay + ag
3a1 + 2a9 4+ 2a3 — ag — a5 — ag — a7 — ag — ag
as +ayg4 + a7 —ag — ag
a2 +as —ag — ay + as
a2 — a4 — as + ag + as
a3+ a4 —aeg —ar +ag
a3+a5—|—a6—a8—a9
a3 — a4 — as + ay + as

Wl

Satz 2.5. Seip eine Primzahl, C), die zyklische Gruppe von Ordnung p und P = C, x C,,
threr Produkt. Dann gilt

(1) p- (lime, pyer R(C)/R(P)) =0,

(2) fiir alle y € limep, (pyor R(C) gilt y? € R(P).

Beweis. (1) folgt aus (2.2). Fiir (2) setze R := R(P), S := limp, (p)er R(C) und definiere
I,, als das Ideal in Z aus Bemerkung 1.33, d.h.

I, ={M € Z|fir alle y € S, My” € R}.
Res@®idz,,
Durch Satz 1.15 ist die Inklusion R ®z Z, & S ®z Z,, fur die Primzahl p ein F,-
Isomorphismus. Deshalb ist die Voraussetzung des Lemmas 1.36 erfiillt. Wenn also I, =
(M) gilt, dann folgt p fMy. Wegen (1) gilt p € I,. Daher muss I, = (1) = Z sein, d.h.
(2) gilt. O

2 Die minimale Familie des Funktors R fiir C),

Sei p eine Primzahl und C), zyklisch von Ordnung p. Betrachtet man fiir das Limes
die triviale Familie {1} der Untergruppen, so ist klar, dass limo{l}(cp)op R(C) = Z gilt.
Wegen R(C,) = Z[X]/(XP — 1) hat der Restriktionsmorphismus dann die Form

Res : R(C)) — Z,
X — 1,

wobei Res(X — 1) = 0, wiahrend X — 1 nicht nilpotent ist. Daher gilt ker(Res) # 0.
Offensichtlich ist Res genau dann ein A -Isomorphismus, wenn ker(Res) in das Nilradikal
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Nil(R(Cp)) enthalten ist. Laut [Krempa] Proposition 5.2 1. Seite 13 ist aber der Ring
R(C)p) reduziert, d.h. Nil(R(Cp)) = 0. Wegen ker(Res) # 0 folgt also, dass Res kein
N-Isomorphismus ist.

Satz 2.6. Seip eine Primzahl und C, die zyklische Gruppe von Ordnung p. Die minimale
Familie fiir den Darstellungsring R(—) ist dann die Familie C aller zyklischen Untergruppen
von C)p.
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§ 3. Die minimale Familie der Lubin-Tate Theorie F fiir endliche p-Gruppen

In diesem Paragraphen wird die minimale Familie der Lubin-Tate Theorie F zur p-
Gruppe A fiir eine Primzahl p bestimmt, d.h. eine bestimmte Familie AZ’;) der abelschen

Untergruppen A’ C A, die beziiglich der Inklusion moglichst klein und die Restriktion

ein NV-Isomorphismus ist, vgl. [MNN] Proposition 5.26 Seite 44.
Sei E eine Kohomologietheorie. F heisst schwach periodisch, falls die Abbildung

E? (%) @p(s) E™(x) — E"2(x),
TRQY+— Y

fiir alle n € Z mit E(x) := EY(*) ein Isomorphismus ist. Insbesondere gilt dann E? (%) ® g ()
E~2(%) & E(x). Eine Kohomologietheorie E heisst multiplikativ, falls fiir alle topologische
Réume X, E*(X) mit der Struktur eines kommutativen graduierten Ringes versehen ist.

Definition 3.1. Sei R ein kommutativer Ring, C' — Spec(R) eine elliptische Kurve tber
R und E eine multiplikative Kohomologietheorie, die gerade und schwach periodisch ist.
Dann heisst E eine elliptische Kohomologietheorie, falls R = E(x) und C = Spf E(CP)
gilt.

Hierbei bezeichnet C' die formale Komplettierung von C' entlang der Identitat. Aus C —
Spec(R) folgt, dass der Morphismus der Schemata Oc — Ogpec(r) surjektiv mit Kern
gleich ein Ideal I C O¢ ist. Dann gibt es offensichtliche Homomorphismen

e — Oc/IS — Oc/[2 — Oc/I,

die (O¢/I™) zu einem inversen System der Ringe macht, siehe [Hartshorne| Seite 193. Der

topologische Raum C' ist dann das abgeschlossene Unterschema von C', das durch dem
Idealgarbe Z mit Z(C') = I definiert ist. Es gilt

05 = lgn Oc/I™"
n>1

mit (6’, Op) die formale Komplettierung von C entlang der Identitét.

Lemma 3.2. Sei p eine Primzahl, m > 1 und A = Z/p™Z. Dann gilt BA = S*/A,
wobei fiir alle (z1,2z,...) € S, 2™k/P" ¢ A, 0 < k < p™ die Operation von A auf S
durch

(627”]“/”7”, (21,22,...)) — e2mik/p™ (21, 22,...)

gegeben wird und die Sequenz

sl BA Ly cp
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eine Serre Faserung ist, wobei f die Projektion ist, die einen (21, 22,...) € 8% modulo die
Operation von A dessen Aquivalenzklasse [z1,z2,...] € CP™ zuordnet.

Beweis. Man weiss, dass die exakte Sequenz der abelschen Gruppen

0 —Z—Z—Z/p"Z—0

zur Faserung

K(Z,2) — K(Z,2) — K(Z/p™Z,2)

der Eilenberg-Maclane Rédume fiihrt. Wegen QK (G,n + 1) = K(G,n) fiir eine Gruppe G
und

i —O’B—QF —QF —QB—F —FE —B

fiir eine Faserung F' — FE — B, vgl. [Hatcher] Seite 409, wobei jede zwei auf einander
folgenden Abbildungen eine Faserung ist folgt, dass

OK(Z,2) — QK(Z/p"Z,2) — K(Z,2)
—— ~ ~- -
K(Z,1) K(zZ/p"Z,1)

eine Faserung ist. Zur Gleichheit BA = S°°/A und der Projektion f vgl. [Hatcher]
Example 1B.4 bzw. Example 3E.2. Aus K(Z,2) = CP>, K(Z/p™Z,1) = B(Z/p™Z) und
K(Z,1) = S! folgt dann die Behauptung zum (BA, CP*, f,S'). O

Lemma 3.3. Sei E die Lubin-Tate Theorie fir p von Hohe n, G ihre formale Gruppe und
A die zyklische p-Gruppe Z/p™Z. Dann gilt

SpfE®(BA) = ker(G 2% @),

wobet pt die Multiplikation mit p™ Abbildung bezeichnet.

Beweis. Man weiss, dass die Lubin-Tate Theorie gerade periodisch und komplex orien-
tierbar ist, vgl. [Lurie] Lecture 21, 22 bzw. 4 Remark 4. Sei z € E?*(CP>) so, dass
E*(CP*°) = E*[z] gilt. Nach Lemma 3.2 ist die Sequenz

st BA L, cpee

eine Serre Faserung, die dann Anlass zur langen exakten Gysin Sequenz

... — EF(CP®) —s E*(BA) — E*1(cp®) P prricpey L (3.4)
gibt, siehe [Kochman] Seite 37 Korrolar 2.2.6. Hierbei gilt
(m](z) =2 +c-+cu
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m mal und fir m € Z,, ist durch die Darstellung

n=3 o
=0
0<a; <p-—1, [m](x) fiir alle m € Z, definiert. Weiter gilt

(ml(z +¢ y) = [m](z) +¢ [m](y)-

Hier aus folgt, dass fiir alle m € Z,, [m](x) ein Endomorphismus von E*[z] ist. Dariiber
hinaus gilt

[p™](2) = uz?"" mod (m,z?""*1)

mit v € E* eine Einheit und m das maximale Ideal von EY. Daher ist [p™](x) kein
Nullteiler in E*[z] und der Homomorphismus [p™](z) injektiv. Da E gerade ist, gilt
EF1[z] = E*T![z]. Deshalb ist (3.4) zur langen exakten Sequenz

o B ] P Brla] — EF(BA) — -
aquivalent. Weil [p™](z) injektiv ist folgt, dass (3.4) die kurze exakte Sequenz
0 — B[] ") B[] — B*(BA) — 0
ist. Also ergibt sich die exakte Sequenz
0 — SpfE*(BA) — SpfE*[a] 2% SpfE*[2] — - - (3.5)
und fiir 0 ergibt (3.5) wegen SpfE°[x] = G die exakte Sequenz
0 —» SpfEY(BA) — G Y — ...
so wie
SpfE®(BA) = ker(G 2% @).

Definition 3.6. Sei E die Lubin-Tate Theorie fir p von Héhe n und A eine endliche
Gruppe. Fir feste m > 1 sei A’(Z) die Familie der abelschen Untergruppen A" C A vom
p-Rang kleiner gleich m, d.h.

dim[gp (A/ X7 Fp) <m.
Die Famalie A?;) fiir kleinst mégliche solche m > 1, fir die der Homomorphismus

Res: E°(BA) — lim E°(BA’)
A/eAg)
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ein N -Isomorphismus ist, heisst die minimale Familie oder die abgeleitete Defektbasis von

E, vgl. [MNN] Definition 1.4 Seite 4.

Satz 3.7. Sei E die Lubin-Tate Theorie fir p von Hohe n und A eine p-Gruppe der Form

A = C, x---xCp. Die minimale Familie fir E ist dann gleich zur Familie .A’(lp) aller
—_———
n mal
Untergruppen von A.

Beweis. Es wird fiir 1oEP4+ = E°(BA) und die Familie A?p_)l der echten Untergruppen
von A, d.h. mit p-Rang kleiner als n gezeigt, dass

rankp (o EP4+) > rankg( lim  moEBA%) (3.8)
A
mit R := moF gilt. So ist in diesem Fall der Ringhomomorphismus Res offensichtlich

kein A/-Isomorphismus, denn dann ist ker(Res) # 0 und nicht nilpotent, da laut [HKR]
Corollary 5.8 Seite 577 fiir alle endliche Gruppe A mit |A| = p” ist der Ring E*(BA)
frei vom Rang p™. Laut [HKR] Corollary 5.11 Seite 578 gilt E*(B(Cp X --- x Cp)) =
E*(BC,) ®g -+ ®r E*(BC)). Durch Lemma 3.3 fiir C,, folgt rank g (7o EZ»+) = p™ und
wegen der allgemein giiltigen Relation rank(A® B) = rank(A)-rank(B), rankg(mq EB4+) =
rank g ((mg EBCr+)®rn) = (pn)n = pn° . Wegen

’ n—1
lim woEBA+ C 1o BB .+
0 0
A/EAn—l o
(®) cp~tcoy

reicht es die Ungleichheit (3.8) fiir den Rang des letzten Produktes zu zeigen. Wie zuvor
n—1
gilt rank g (moEZCr+ ) = (p)n=1 = pn(®=1) und

p"—1

p—1°

Die letzte Gleichheit sieht man wie folgt. Ein z = (z1,...,2,-1) € Cg_l, x # 0 kann
auf genau p" — 1 Elementen ungleich 0 in C}' eingebettet werden. Zu einer bestimmten
Einbettung Cz’;‘*l C Cyund 0 # z € C’;‘fl, etwa x; # 0 fithren bei festen anderen
Komponenten die p — 1 Einbettungen (..., o(z;),...), o : C, < C, eine Einbettung, zu
keiner neuen Untergruppe von C}. Daher ist die Zahl der unterschiedlichen Einbettungen
von Cp~ 1 in O gleich p;__ll. Mit der allgemein giiltigen Formel rank(A x B) = rank(A) +
rank(B) gilt deshalb

#{Einbettungen C}'~' < C}'} =

BC’;L*1 _ p"=1  _n(n-1)
rank g ( H moET e ) =E=p :
cyptcer
Nun bleibt die Ungleichheit p"2 > p:%f - p™"=1) zu iiberpriifen. Wegen p > 2, gilt

2

n "

p p—1 2 pn-1) _ P—1 P
i n_l.pn n(n—1) _ n_l_pnz T
S b b b

>1.0
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§ 4. Die Markentafel endlicher Gruppen

In diesem Paragraphen wird die Bemerkung 3.15 in [MNN] ausgearbeitet, die es er-
laubt den Index n(F) einer Familie F der Untergruppen einer endlichen Gruppe G algo-
rithmisch zu berechnen. Die theoretische Grundlage hiervon ist in den Satz 4.1 enthalten,
der im Laufe des Paragraphen bewiesen wird. Dann werden fiir einige endliche Grup-
pen Beispielrechnungen ausgefiihrt. Hierbei werden die Markentafel und die Indizes n(F)
einiger Familien F der Untergruppen, jedoch nicht aller Familien bestimmt.

Zur Erinnerung, der Burnside Ring A(G) einer endlichen Gruppe G ist die frei abelsche
Gruppe mit Basis {[{G/H]} n<a, wobei H den Konjugationsklassen aller Untergruppen von
G durchlduft. Das G-Ringspektrum einer endlichen Gruppe G kann man in [Greenlees]
lesen. Zu einem G-Ringspektrum R (dem Sphérespektrum S z.B., vgl. [Greenlees] Ex-

ample 3.5) bezeichnet 7R den Funktor, der einem G/H € Ox(G) die stabile Homo-
topiegruppe 72 R zuordnet. I/-\Ig_-(wi_)R) bezeichnet die Amitsur-Dress-Tate Kohomologie
von F mit Koeflizienten in 7T*7)R.

Satz 4.1. Sei S das Spharespektrum. Dann wird der kommutative Ring ﬁ%(ﬂé_)S) durch
|G| annuliert. Wenn n(F) die kleinste positive Zahl ist, die in flg_-(w(g_)S) verschwindet,
so gilt n(F) | |G].

Der Beweis dieses Satzes, der sich als Aussage (3) der Proposition 3.11 in [MNN]
befindet wird durch Satz 4.8 geliefert. Dafiir betrachtet man Folgendes. Aus

. N .
colim R —— lim 7R,
Or(G) Or(G)eor
Ind?_—J{ TResg’;

fiir ein G-Ringspektrum R folgt
xRy 2 lim #fR/imInd§
BB =l wlR/imIndg

und laut [May] XVII.2 Theorem 2.1 gilt 7§'S = A(G). Setzt man R = S und * = 0, so
erhdlt man mit Ausnahme von N und Ind7 Ringhomomorphismen wie folgt.

P AH) Z

HeF

lim A(H) —~—  lim A(H) —» HY(x\7S (4.2)
golim (H) %%w() F(m °5)

Indff_—J{ Resjc_-)[ Tgp

AG) —— A(G) P Z
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Lemma 4.3. Flir alle z € 7Z ist aquivalent:

(i) ¢(2) =0,

(ii) Es gibt x € im(Ind%) und y € ker(Res$), so dass (z) = z + y gilt.

Beweis. Angenommen fir z € Z (i) gilt. Da ﬁ%(w(_)S) >~ coker(N) gilt, folgt ¢(z) €
im(N). Daher gibt es ein o € colime . () A(H) so, dass N(a) = ¢(z) gilt. Seiz := nd$(a).
Da Res%(z) = N(a) = ¢(z) gilt und das Diagramm (4.2) kommutiert, es folgt, dass modulo
ein Element y aus dem Kern von Resg— wird z unter ¢ auf x abgebildet, d.h. ¥(2) =z +y
mit z € im(Ind$) und y € ker(Res%). Also gilt (ii).

Angenommen (ii) gilt fiir z € Z. Es gibt also ein a € colimp, () A(H) so, dass

~

)
Ind$%(e) = z gilt. Durch Res%(¥(2)) = Res%(x) = ResG (Ind%(a)) = N(a), 9_—(71'(()_)8) =
coker(N) und der Kommutativitdt des Diagramms (4.2) folgt ¢(z) = N(a) modulo im(N),
d.h. ¢(z) = 0. Also gilt (i). O

Bemerkung 4.4. Sei C(G) definiert als

(@) =]z,

(H)
wobei
(H):={H' <G| H'ist zu H konjugiert}

und H allen Untergruppen von G durchlduft. Betrachtet man die Ringe A(G) und C(G)
versehen mit den Basen {G/(H)|H < G} bzw. {(Hi),...,(H,)|Vj > i H; € H;}, so
wird die darstellende Matrix M, der Inklusion ¢ : A(G) < C(G) beziiglich dieser Basen
gegeben durch

M, = (|(G/H;))™

)i
mit H;, H; € {(H)|H < G}. Die Komponente dieser Matrix heiflen die Marken der
Gruppe G und die Matrix selbst die Markentafel. Jetzt wird gezeigt, dass fiir alle 7, j mit

i >j (G/H;)"i = gilt, d.h. die Matrix M, ist obere Dreieck. Fiir Untergruppen H und
K von G gilt per Definition

(G/K)H = {¢yK|h-gK = gKVYhec H}.
Laut [Dieck] Proposition (1.14) Seite 5 gilt
homg(G/H,G/K) = {gK ¢ G/K|g 'Hg C K}.
Nun ist aber ¢ 'Hg C K aquivalent zur Hg C gK, also zur

H-HgCH-gKk =Hg-KCgK -K =gK,

d.h. zur H - gK C gK. Da jedes h € H die Elementen von gK permutiert, ist sie also
aquivalent zur h - gK = gK fiir alle h € H. Also gilt
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(G/K)? = homg(G/H,G/K)
und durch [Dieck] Proposition (1.14) Seite 5

(G/E)T =0,

wenn es kein g € G gibt so, dass g !Hg C K gilt. Daher kann ein einfaches Algorithmus
erstellt werden, womit zu einer endlichen Gruppe G die Markentafel in einigen Schritten
gerechnet wird. Fiir das Algorithmus und einige Beispielrechnungen siehe Anhang A.

Proposition/Definition 4.5. Sei G eine endliche Gruppe und F eine Familie der Un-
tergruppen von G. Dann ezistiert eine kleinste Zahl n(F) > 0, der Index der Familie F
sowie

n G
x € im (colim A(H) ndg A(G))
Or(G)

und

Res$
€k AG) =% i A(H )
y € ker ( (G) Ofl(lg})op (H)

so, dass n(F) = x + y gilt. Dariber hinaus gilt n(F)||G| (vgl. [Greenl. and May]
Proposition 21.3 Seite 121).

Beweis. Definiere

eSG
IF := ker (A(G) pasic S TP A(H)) ;
Or(G)or

n G
I'F:=im (Colim A(H) ndg A(G))
Ox(G)
und den Homomorphismus
©YH A(G) — Z,
X — | X,

wobei fiir eine G-Menge X und eine Untergruppe H < G

X" .= {r € X|hx =z fir alle h € H}

gilt, siehe [Dieck| Seite 19. Es gilt dann
IF ={a€ AGQ)|pu(a) =0V H € F}, (4.6)
I'F={a€ AG)|pk(a) =0VK & F}. (4.7)

Beweis von (4.6). Sei a« = Y ny[G/J] € IF. Es folgt insbesondere, dass ny = 0 gilt
fiir alle H € F. Fiir K ¢ F mit ngx # 0 ist (G/K)™ # () ausgeschlossen, denn es gilt
(G/K)! = {4yK € G/K|g~'Hg C K}, siche Bemerkung 4.4 und unter Res$ wird in
diesem Fall G/K auf 1 € A(H) abgebildet, siehe (5.3). Also gilt vr(a) = 0 fiir alle
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H e F, dh. ,,C“gilt. Daaus pgy(a) =0 fiir ein a € {a € A(G) |pu(a) =0V H € F},
ny = 0 folgt, ist « eine lineare Kombination der Klassen [G/ K] fiir K ¢ F und liegt durch
Lemma 4.3 im Kern von Resg. Also gilt ,,0“

Beweis von (4.7). Da I'F durch die [G/H] mit H € F gespannt wird, gilt ,,C“. Sei a =
> ny[G/J] so, dass fiir alle K ¢ F ¢ () = 0 gilt. Wenn (H) die Konjugationsklasse der
Untergruppe H in G bezeichnet, die maximal mit ngy # 0 ist, gilt py(a) = ng|WH| # 0.
Zur Erinnerung, eine Untergruppe H < G heisst maximal, wenn es keine Untergruppe
K < G gibt so, dass H < K gilt. Die Gleichheit sieht man wie folgt. Fiir die Weylgruppe
WH der Untergruppe H gilt WH = NH/H, wobei NH = {g € G|gHg™! = H} der
Normalisator von H in G heisst. Deshalb gilt

WH ={9H € G/H|gH = Hg}
und wegen
(G/H)® = {gyH € G/H |hgH = gH fiir alle h € H}
HgH = gH — gHH
Hg M gH

folgt (G/H)H = WH. Daher muss H € F sein und nx = 0 fiir alle K ¢ F. D.h. « ist
eine lineare Kombination der Klassen [G/H]| fiir H € F und genau diese liegen im Bild
von IndJG:, also gilt ,,0“.

Laut [May] XVII.2 Theorem 2.1 ist die Abbildung

¢ AG) — C(G),
z— ((H) = ¢u(z))

ein Monomorphismus kommutativer Ringe und es gilt |G|-C(G) C A(G), siehe auch [Dieck]
Proposition 4.6 Seite 253. Sei ex der Idempotent in C'(G) mit H-ter Komponent gleich 1,
wenn H € F gilt und 0 sonst. Ist e = 1—ex, so liegt |G| = |Glex+|Gler in [F&T'F. Sei
n(F) die kleinste positive Zahl, so dass n(F)er € A(G) gilt. Aus A(G) ein Ring folgt dann
n(F)er € A(G). Schreibt man |G| = k- n(F) + [ mit positive Zahlen k,! und I < n(F), so
folgt ler = |Gler — k- n(F)er € A(G). Da n(F) mit diese Eigenschaft minimal ist, folgt
[ =0, d.h. n(F) teilt |G|. Also gilt n(F) = n(F)er +n(F)er € IF & I'F fir alle F.

Satz 4.8. Die Aussage des Satzes 4.1 ist zur Proposition 4.5 dquivalent.

Beweis. Sei n(F) € Z>q so, dass ker(¢) = (n(F))) gilt. Da A(G) ein freier Z-Modul vom
Rang #{(H) | H < G} ist, gilt ¢»(n(F)) = n(F). Die Aquivalenz folgt dann aus Lemma
4.3. O
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Anhang A.
Algorithmus A.1. (Zur Berechnung von Markentafel).

1. Finde alle Untergruppen der endlichen Gruppe G bis auf Konjuga-
tion etwa Hy,..., H, so, dass fir alle 4,7 mit i < j, H; ¢ H; gilt.
Offensichtlich ist H; die triviale Untergruppe von G und H,, = G.

2. Berechne die Linksnebenklassen G/Hy,...,G/H,.

3. Fiir alle 7, j berechne die Fixpunktmengen
(G/H)"i = {gH; € G/H;|h-gH; = gH; fiir alle h € H;}.
Hierbei gilt laut Bemerkung 4.4
(G/H;)™ =0

fiir alle 4, 7, falls es kein g € G gibt so, dass gH;g~! C H; gilt. Es ist
leicht zu sehen, dass fiir alle i

(G/H;)™ = G/H,

und
(G/Hn)Hi = G/Hn

gilt.

4. Setze die Werte |(G/H;)Hi| in der oberen Dreiecksmatrix M ein

|G/Hy|  |G/Ha|  --- |G/ Hy

o | O G

0 ||

Beispiel A.2. |Die Gruppe G = Cy = {1, —1, 1, —i}.
1. Bis auf Konjugation gibt es die Untergruppen € := {1}, Cy = {1, —1} und C} selbst.
2. Die Linksnebenklassen sind

Cy/€ = {g€|g € C4},
Cy/Co = {Cs,iCs},
Cy/Cy = {C4}.

3. Es gilt
(Cy/€)%2 = (C4/ €)% = (Cy)Co) =)
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und

(Cy/C2)2 = C4/Cs.

4. Also erhalt man

M =

S O =
SN N
—_ =

Einige weitere Beispiele folgen hierunter.

Beispiel A.3. | Die Gruppe G := Cy x Cy = {1,a,b, ab}.
Bis auf Konjugation gibt es die Untergruppen e := {1}, C, := {1,a}, C}, := {1,b}, Cyp :=
{1,ab} und G selbst. Es gilt

Gle={ge|lge G}, G/Cap={Cup,aCap},

G/Ca = {Ca; bCa}» bCab
G/Cp ={Cy, aCy}, G/G = {G}.
Fiir jede G-Menge X und jede Untergruppe H von G gilt
X=X,
(G/GHH =aG/a.
Fiir die zyklische Untergruppen C; von Ordnung zwei gilt
c, G/Cy, =],
R
, sonst.
Hieraus ergibt sich die Matrix
4 2 2 2 1
0 2 0 01
M,=10 0 2 0 1
0 00 21
0 0 0 01

Nimmt man z.B. F = C die Familie aller zyklischen Untergruppen von G, so gilt er =
(1,1,1,1,0). Lost man das System M,z = er nach z, so findet man x = % (-1,1,1,1,0).
Also erhalt man das System M,z = n(F)-er mit der Lésung z € A(G), 7 = (—1,1,1,1,0)
und n(F) = 2. Analog findet man die Indizes n(F) anderer Familien.

Gle G/Cy G/Cy G/Cuy GJC
e | 4 2 2 2 1 F n(F)
C, 0 2 0 0 1 J 4
Cwl!l O 0 0 2 1 All 1
G| 0 0 0 0 1 Die Indizes von Cy x Cy

Die Markentafel von Cy x Cy
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Beispiel A.4. | Die Gruppe Gs.

Bis auf Konjugation gibt es die Untergruppen e := {(1)}, Cy := {(1),(12)}, C5 =
{(1),(123), (132)} und &3 selbst. Es gilt

S3/e ={gelg € &3},
G3/Cy = {Cy, (13)Ca, (23)C2 },
—— N —

(123)Cy (132)Cs
G3/C3 = {C3, (12)Cs },
——
(13)C5 = (23)C4
63/63 = {63}.

Fiir die zyklische Untergruppen C; von Ordnung grosser gleich zwei gilt

(63/C5)% =0, i#j,
(63/C5)%2 = (1)Cy,
(63/C3)7% = G3/Cs.

Also ergibt sich die Matrix

6 3 2 1
0 1 01
M, = 0 0 2 1
0 0 0 1

Analog wie bei G = Cy x Cy fiir F = C erhélt man das System M,z = n(F) - er,
er = (1,1,1,0) mit der Losung = € A(S3), £ = (—1,2,1,0) und n(F) = 2. Auf &hnliche
Weise findet man sie fiir weiteren Familien.

F F
G3/e 63/Cy 63/C3 63/63 i n(6 )
e 6 3 2 1 c X
Cy 0 1 0 1 o :
C 0 0 2 1 (2) = 42
X C — A 3 2
GH 0 0 0 1 (3)All (3) |

Die Markentafel von G5 Die Indizes von &
3

Beispiel A.5. | Die Gruppe Dy.
Bis auf Konjugation gibt es die Untergruppen e := {1}, Cs := {1,s}, Cs. = {1, sr},
Cr2 = {1,7%}, Cy = {1, 7,72, 73}, Dy = {1, 8,72, sr?}, D} := {1, sr,r%, sr3} und Dy selbst.
Es gilt
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Dy/e = {ge|g € Dy}, Dy/Cy = {Cy, sCy},
Dy/Cs = {Cs,7Cs,12Cys,7°Ca }, Dy/Dy = {Dy,rDs},
Dy/Cyp = {Cip,7Cyr, 77 Cap,v3Cl},  Da/Dy = {Dj, 1 D5},
Dy/Cr2 = {Cy2,7C,2,5C,2,57Cr2},  Di/Dy = {D4}.

Also gilt

(Dy/C;) =0, i+#j und (D4/D2)¢* = Dy/Ds,
(i,7) # (r%,4),  (Da/D5)“*r = Dy /D5,

(D4/Cy)¢"* = Dy/Cu4, (D4/D3)®* = D4/ Do,

(Da/Cs)% = {Cs,r2C,}, (D4/D3)%+* = D4/ Dy,
(D4/Csr)csr = {Csmrzcsr}a (D4/D2)D2 = D4/D2,
(D4/Cy2)%r* = Dy/Cho, (D4/D4)P> = D,/ D},

(D4/Cy)* = Dy/Cy,

Die iibrigen Fixpunktmengen sind alle leer. Also ergibt sich die Matrix

8 4 4 4 2 2 2 1
0O 2 0 0 0 2 0 1
0O 0 2 0 0 0 2 1
0O 0 0 4 2 2 2 1
M‘p 10 0 0 0 2 0 0 1
O 0 0 0 0 2 01
0O 00O 0 0 2 1
O 0 00 0 0 01
Wie zuvor erhélt man fiir 7 = C das System M,z = n(F)-er, er = (1,1,1,1,1,0,0,0) mit
der Losung = € A(Dy), 2 = (—1,1,1,0,1,0,0,0) und n(F) = 2. Und fiir F # C &hnlich.

Dyje D4/Cs D4s/Csy Da/C,2 Ds/Cy Da/D2 D4s/Dh Da/Da

e 8 4 4 4 2 2 2 1

Cs| 0 2 0 0 0 2 0 1 F n(F)
Csrl O 0 2 0 0 0 2 1 J 8
Cel 0 0 0 4 2 2 2 1 C=Cu | 2

C4/ 0 0 0 0 2 0 0 1 A=Ap| 2

Dy 0 0 0 0 0 2 0 1 All 1

D, 0 0 0 0 0 0 2 1 Die Indizes von Dy
D, 0 0 0 0 0 0 0 1

Die Markentafel von Dy
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Beispiel A.6. | Die Gruppe Qg := (i, j, k|i? = j? = k?).
Bis auf Konjugation gibt es die Untergruppen € := {1}, Cy = {1, -1}, C; := {1,4,—1, —i},
C;:={1,5,—1,—3j}, Cr:={1,k,—1,—k} und Qg selbst. Es gilt

Qs/€ = {g€|g € Qs}, Qs/C; ={Cj, kCj},
Qs/Co = {C2,iCy, jC2, kCy},  Qg/Clr = {Ck,iC},
G/C; ={C;,iC}, Qs/Qs = {Qs}.
Daher gilt
(Qs/C2) = Qs/Ca, (Qs/Ci) " = Qs/C,
(Qs/Ci)®* = Qs/Ci,  (Qs/CH)T = Qs/Cy,
(Qs/Cj)* =Qs/Cj,  (Qs/C)F = Qs/Ch
(Qs/Ci)®* = Qs/Ch,
und

Qs/€ Qs/C2 Qs/Ci Qs/C; Qs/Cy Qs/Qs
¢ 8 4 2 2 2 1
c,l 0 4 2 2 2 1 J; ”g )
Ci| 0 0 2 0 0 1 o e )
Ci| O 0 0 2 0 1 All(z) X
Cy| O 0 0 0 2 1 ' '
Qs| O 0 0 0 0 1 Die Indizes von Qs

Die Markentafel von Qg

Beispiel A.7. | Die Gruppe G := C3 x C3 = {1,dy,ds,d3,dy,d3,d3,d3,d3}.

Bis auf Konjugation gibt es die Untergruppen e := {1}, Cy, = {1,d1,d3}, Cy, =
{1,ds,d3}, Cy, :={1,d3,d3}, Cy, := {1,d4,d3} und G selbst. Es gilt

G/e={ge|g € G}, G/Cq, = {C4,,dsCq,,d3C4, },
G/Cdl = {Cdl ’ dQCdl ’ dgcdl }7 G/Cd4 = {Cd4; d3Cd47 d§Cd4}7
G/Cy, ={Cy,,d1Cy,,d?Cy,}, G/G = {G}.

Fiir die zyklische Untergruppen C; von Ordnung drei gilt

G/Clﬂ Z:ja

(), sonst.

(G/Cy)" = {

Deshalb gilt
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GJe G/Cy, G/Cy, G/Cyy G/Cy, G/G

e 9
Caq, | O
Ca,| O
Cas| O
Ca,| O

G 0

OO OO Ww

O O W oW

0

OO WO oW

1

1
1
1
1
1

Die Markentafel von C3 x

Beispiel A.8.

3
0
0
0
3
0

Cs

F n(F)
J 9
A= ./4(3) = All 1

Die Gruppe 4 := {1,a,b,ab,dy,ds,ds,dy,d3,d3,d3,d3}.

Die Indizes von C3 x Cs

Fiir die Bezeichnung vgl. Beispiel A.10. Bis auf Konjugation gibt es die Untergruppen
e:={1}, Cy :={1,a}, C3:={1,dy,d3}, Cy x Cy = {1,a,b,ab} und Ay selbst. Es gilt

Ay/e ={gelg €Ay},

As/Cy = {Ca,bC%, d1Cy, doCo, diCy, d3C5},

Ql4/03 = {Cg, CLC3, ng, ang},

Ql4/02 X CQ = {02 X CQ,dl(CQ X CQ),d%(CQ X CQ)},

- {027 b02}7

= Ql4/CQ X CQ,
= Ql4/02 X CQ

Ay /Ay = {Ay}.
Also gilt
(As/C;) " =0,
(As/Ca)<>
(As/C3)“® = {Cs},
(9[4/02 X 02)02
(Q[4/CQ X C2>02><02
und
9[4/6 9(4/02 914/03 9[4/02 X CQ 914/914
e 12 6 4 3 1
Cs 0 2 0 3 1
Cs 0 0 1 0 1
Cy x Oy 0 0 0 3 1
Ay 0 0 0 0 1

Die Markentafel von 24
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F n(F)
7 12
C 2
Coy=Am| 4
A(Z) 3
A= All 1

Die Indizes von 24



Beispiel A.9. | Die Gruppe Dg = (r,s|r8 = 52 = 1).

Bis auf Konjugation gibt es die Untergruppen e := {1}, C,s := {1,7}, C, := {1, s},
Cyr = {1,sr}, Cy = (r?), Cs = (r), Dy = {1,s,74,sr*}, D} := {1,sr,r*, sr%}, Dy =
{1,72, 74,70 5,572 srt sr0}, D) := {1,7%, 74,70 sr, 573,515, 577} und Dg selbst. Es gilt

Dg/e ={ge|g € Ds}, Dg/Cy = {Cy,rCy, sCy, srCy},
Dg/Crs = {Cha,7Cra, 72Cra, r°Ca, Dg/Cs = {Cs, sCg},
5Cya, 57Cha, 572Cha, 57°Cha}, Dg/Dy = {Dy,rDs, 1> Dy, 73Dy},
Ds/Cy = {Cs,7Cs,r*Cy,7°Cy,7*Cs,  Dg/ Dy = {D},r Db, 12Dy, 1> Db},
r°Cy,79C5, 7" Cy}, Ds/Dy = {Dy,rDy},
Ds/Cyp = {Cip,7Csp,7°Csp,v*Cy,  Ds/Dy ={Djj,rDi},
r1Cep,7°Cly, 7 Cop, v Cl, ), Dg/Dg = {Dsg}.

Also gilt
(Dg/Cya)Crt = Dg/Cha, (Ds/Dy)“*r = {Dj,r* Db},
(Ds/Co)% ={Cs,r*Cy},  (Ds/Dy)P2 = {Dj.r* D},
(Ds/Cysp)C = {C4p,7*Cy},  (Ds/D4)r* = Ds/Dy,
(Ds/Cy)C* = Dg/Cy, (Ds/D4)“* = Dg/Da,
(Ds/Cs)°r* = Dg/Cs, (Ds/D4)“* = Ds /Dy,
(Ds/Cy)“* = Dg/Cy, (Ds/Dy4)"”* = Dg/ Dy,
(Ds/Cs)“* = Ds/Cs, (Ds/Dy4)P* = Dg/ Dy,
(Ds/Cs)“® = Dg/Cs, (Ds/D})°* = Dg/ Dy,
(Ds/D2)“r* = Dg/Ds, (Ds/Dy)“*r = Ds/Dj,
(Ds/D2)% = {Dy,r*Dy},  (Ds/D})* = Ds/Dj,
(Ds/Ds)P* ={D3,r*Da},  (Ds/D})"2 = Ds/ D,
(Ds/D3)“r* = Dg/ Dy, (Ds/D})Ps = Dg/ D),
und
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Dg/e Dg/C,4 Dg/Cs Dg/Csr Dg/Cy Dg/Cg Dg/Da Dg/D!}, Dg/Dy Dg/D Dg/Dg

e | 16 8 8 8 4 2 4 4 2 2 1
Cual O 8 0 0 4 2 4 4 2 2 1
Cs| O 0 2 0 0 0 2 0 2 0 1
Csr| O 0 0 2 0 0 0 2 0 2 1
Cy| O 0 0 0 4 2 0 0 2 2 1
Cs| O 0 0 0 0 2 0 0 0 0 1
Dy | O 0 0 0 0 0 2 0 2 0 1
D, 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 1
Dy| O 0 0 0 0 0 0 0 2 0 1
D,| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1
Dg| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Die Markentafel von Dg

F n(F)

J 16
A= .A(Q) 2

All 1

Die Indizes von Dg

Beispiel A.10. | Die Gruppe Ggy.

S, ist die Gruppe aller Permutationen von {1,2,3,4},
&, = {1,a,...,h%} mit Elementen

1. Ordnung
1=(1).
2. Ordnung
a:=(12), b:=(13), c:= (14),
d = (23), e:=(24), f:=(34),
h2 = (13)(24), h2 = (14)(23), h2 = (12)(34).

3. Ordnung
hl = (123), h2 = (124), h3 = (134
hy:=(234), h3=(132), h3= (142
h3 = (143), h3 = (243).

4. Ordnung
hs := (1234), he := (1243), hy:= (1324),
h3 = (1432), hd = (1342), h3 = (1423).

Bis auf Konjugation gibt es die Untergruppen € := {1}, C, := {1,a}, Cy = {1,h2}, Cy =
(hs), Az = (), V = {1,823, k2, h2}, V' := {1,a, f,h2}, Dy = {1, hs, h2,h3,b,e, h2, h2},
&y = {1,a,b,d, hy, h2}, Ag = {1, hy, ho, hs, ha, B2, b2, h2, b2, h2, h2, h2} und Gy selbst. Es
gilt
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S4/C ={g€|g € B4},
G4/Cy = {Cy,bC,,cCy,dCy, eCy, fCy, hsCly,
h4Ca;, h6Ca, h7Ca, h5Ca, h2C4},
G4/Cy = {Cs,aCy,bC4, cCy,dCy, eCy, hiCo,
hoCo, haCy, h7Cy, h3Ca, h2Cs},
G4/Cy = {C4,aCy,bCy, cCy,dCy, fC4},
Gu/As = {As, aUs, Az, eAs, fAz, hoAs,
ha2s, h3As},
S4/V = {V,aV,bV,cV, hV, hyV},
Gy /V' ={V' bV V' dV' eV’ hV'},
S4/Dy = {Dy,aDy4,cDy},
Gy/G3 = {B3,c63,e63, &3},
Gu/Us = {Ay, a2y},

6./64 = {64).
Also gilt
(64/Cq) = {Cu, fCa}, (64/D4)%? = G4/ Dy,
(64/C2)* = {Co,aC2,h7C2, h3Cs},  (&4/Dy)% = {Dy},
(64/Cy)“* = {C4,bC4}, (64/D4)Y = &4/Dy,
(64/Ca)“* = {cCy, dCy}, (64/D4)"" = {cDy},
(64/As)* = {As, a3}, (64/63)%% = {S3},
(64/V)" =64/V, (64/G3)C = {3, f&s},
(64/V)2 = 64/V, (64/63)™ = {63},
(&4/V) = {V' eV}, (G4/20) % = &4/,
(64/V")C ={V', hsV'}, (G4/2)C2 = Gy /Uy,
(84/V)* ={V', h7V'}, (G4/A)% = &, /s,
(64/D4)P* = {D4}, (S4/Us)Y = &4/Us
(64/D4)% = {cDy},
und
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S4/€ &4/Ca S4/Cy 64/Cy S4/A3 S4/V S4/V' &4/Dy 64/63 S4/A4 S4/6,
¢ | 24 12 12 6 8 6 6 3 4 2 1
Cq| O 2 0 0 0 0 2 1 2 0 1
Cy| O 0 4 2 0 6 2 3 0 2 1
Cy| O 0 0 2 0 0 0 1 0 0 1
A5 0 0 0 0 2 0 0 0 1 2 1
\%4 0 0 0 0 0 6 0 3 0 2 1
Vil o 0 0 0 0 0 2 1 0 0 1
Dy| O 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
Gs3| O 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
D/VRE 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1
Gy O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Die Markentafel von &4

f
T 21
C 9
C(Q) 6
Ca=Am | 8
A 6
6

Ae)

Die Indizes von &4

Beispiel A.11. |Die Gruppe Q16 := {(a,b|a* = b* = abab).

Bis auf Konjugation gibt es die Untergruppen € := {1}, Cy = {1, -1}, Oy := {1,a?, -1,
—a®}, Cyp = {1,b,—1, b}, Cyup := {1,ab, —1, —ab}, Cs = {1,a,a?,a3,—1,—a,—a? —a®},
Qs = {1,-1,a?%,—a? b, —b,a®b, —a?b}, Q% := {1,—1,a% —a?, ab, —ab,a®b, —a3b} und Q14
selbst. Es gilt

Q16/€ = {9€|g € Qi6}, Q16/Cap = {Cap, aCas,
Q16/C2 = {02,a02,a202,a302, a2C’ab,a3C’ab},

ng,abC'g,aQng,a3bC'2}, Q16/Cs = {Cs,bCs},

Q16/Caz = {Cy2,aC42,bC,2,abCq2},  Q16/Qs = {Qs,aQs},

Q16/Ch = {Ch, aC, a*Cy, a>Cy}, Q16/Q% = {Q%, aQg}.

Also gilt
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(Q16/C2)“>
(Q16/Ca2)
(Q16/Cy)“”
(Q16/Can)”
(Q16/Cs)
(Q16/Qs)
(Q16/Qx)*
(Q16/Ca2) a2
(Q16/Cs) =2

und

Q16/¢€ Q16/C2

= Q16/C,
= Q16/Caz,
= Q16/Cb,
= Q16/Cab,
= Q16/Cs,
= Q16/Qs,
= Q16/Q%,
= Q16/Caz,
= Q16/Cs,

R16/C,2 Q16/Cy Q16/Cab Q16/Cs Q16/Qs Q16/Qg Q16/Q16

(Q16/Qs)“> = Q16/Qs,
(Q16/Qé)c"2 = Q16/Q§3,
(Qu6/Cy)* = {Ch, a*Cy},
(Q16/Q8)”" = Qu6/Qs,
(Q16/Cab)cab = {Caba a2Cab}7
(QlG/Qé)C“b = Q16/Q5;
(Q16/Cs)“® = Q16/Cs,
(Qi6/Q8)%* = Q16/Qs,
(Q16/Q4)% = Q16/Q%

¢ 16 8

5
SO OO OO oo
SO DODDODOD OO

4 4 4 2

4 4 4 2
4 0 0 2
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

2

OO N O ONNDIN

2

O OO N ONDIN

1

e el e e e

Die Markentafel von Q16

F n(F)

J 16
C= C(g) 2

All 1

Die Indizes von Q14
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§ 5. Die Amitsur-Dress-Tate Kohomologie der Gruppen Cy4, Cy x Cy und &3

In diesem Abschnitt wird die Amitsur-Dress-Tate Kohomologiegruppe ﬁ%(wé_)s ) der
endlichen Gruppen Cy, Cs x C5 und &3 zu bestimmten Familien F der zyklischen Unter-
gruppen gerechnet. Ziel ist ein Beispiel fiir Z — ﬁ%(ﬂé_)s ) nicht surjektiv zu finden.

Sei G eine endliche Gruppe und H, K Untergruppen von G. Laut [Webb| Seite 4 ist
der Funktor

Ox(G)°P N Ringe
G/H +—— A(H)
wl A*(w)—lndﬁl TA*(w)—ReSE
G/K +—— A(K)

ein sogenannter Mackey-Funktor. Hierbei gilt

Ind% : A(H) — A(K),

X— KxgX
und fiir H' < H eine Untergruppe
Gxyg H/H =G/H'. (5.1)
Wenn G abelsch ist, gilt
(G/H]-[G/K] = SHEEEG/H N K], (5.2)

siche [Fausk| Seite 5. Seien H, L Untergruppen von K und Hg:L,...,Hg,L C K die
Doppelnebenklassen von K mod (H, L), dann gilt

Resk : A(K) — A(H),

[K/L] — i[H/StabH(giL)], (5.3)

=1

Diese ist eine Folge der sogenannten Doppelnebenklassen Formel ,,double coset formula“
oder ,,Mackey formula“

Res% o Ind$ = Z Ind%; ;o Res, 2 0 ¢(g)*, (5.4)
KgHeK\G/H

wobei fiir ein ¢ € G, ¢(g) : H — 9H = gHg™ ', h — ghg™! gilt, siche z.B. [Dieck*]
Seite 72. Dabei wird zu einem Homomorphismus der Gruppen « : K — L eine L-Menge

durch «a als K-Menge betrachtet so, dass sich der induzierte Homomorphismus der Ringe
o = A(a) : A(K) — A(L) ergibt. Wegen G/H = G xyg H/H = Ind%(H/H) und
——

1
c(g9)"(H/H)=9H/9H aus (5.4) fiir Untergruppen H, K folgt
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Res$ (G/H) = Res (Ind% (1))
= Z IndemK(ReszgﬁK(l))

KgHeK\G/H

= Z Indg{HmK(l)

KgHeK\G/H

= Y. Exegnx'HNK/HNK
KgHeK\G/H

= )  K/HNK.

KgHeK\G/H

Stabg (gH) ={x € K| zgH =gH }
——_——

g lxzgH =H

—_—

g lzge H

x € gHg™!
=9HNK

gilt, folgt die Formel (5.3). Zur Berechnung von ﬁ%(ﬂé_)S) benutzt man die additiven
Homomorphismen

D A(H) —» colim A(H) = lim A(H).
Her Ox(G) Or(G)°or

Ist H/Hy,...,H/H, eine Basis von A(H), dann ist das Bild von N das Ideal im(N) in

lime , (G)er A(H) erzeugt durch alle N(H/H;) fir 1 <4 <n und alle H aus der Familie 7
der Untergruppen von G.

Beispiel 5.5. Die zyklische Gruppe von vier Elementen Cy = {1,i,—1, —i} mit F :=
{€,C4%}, wobei € := {1} und Cy = {1,—1}. In Ox(C4) gibt es die Selbstabbildungen
fir Cy/€, C4/Cy und die aus der Inklusion & C Cy hervorgehenden Relationen. Weil A
ein Mackey-Funktor ist, bestehen die Selbstabbildungen in A(€) und A(C3) nur aus der
Identitat. Es bleibt also nur die Restriktion Resg2 : A(Cy) — A(€) als Relation iibrig.
Also gilt

o dim A(H) = {(X1,X2) € A(€) © A(C) | Resg?(X2) = X},

wobei fiir X; = a1€¢/€ und Xy = a2C2/€ 4 a3Cs/Co mit ay,as,a3 € Z die Bedingung
aquivalent zur

Resg?(a2Ca/€ + asCs/Ca) = (2a2 + a3)€/€ = a1 € /€
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ist, d.h. zur 2as + ag = a;. Es gibt die Doppelnebenklassen
E\Cy/€ = {CgC¢|g € Cy},
E\Cy/Cy = {€1Cy, EiCs},
Co\Cy /€ = {C31€,Chi¢},
Co\Cy/Coy = {C31C5, CyiCs}.
Behauptung 5.6. Fir jede endliche Gruppe G und alle X € A(€), € := {1} gilt

ResGInd$ (X) = |G| - X.
Beweis. Sei X € A(€), etwa X = a€/€, a € Z. Dann folgt aus (5.1) und (5.3)

ResGInd§ (X) = Res§Ind§ (a€/€)
= a-Res§ (G/€)
=a- Z ¢/Stabe(g€)

geqG

=a-» €/g¢g'N€E
geG

=|G|-a€/€&
=[G|-X. O
Weiter folgt aus (5.1) und (5.3)

Resg'Ind(! (C2/€) = 4€/€,
Resg'Indg! (Co/Cs) = 2€/¢€,
Resg:Indg! (€/€) = 2C,/€, (5.7)
Resg!Indg! (Co/€) = 2C5 /€,
ResC4IndC4(C'2/Cg) 205 /Cs.

Man weiss, dass fiir jede endliche Gruppe G und jede Familie F von Untergruppen von G
N iiber Ind$ und Res$ wie im folgenden Diagramm faktorisiert

D A(H) —» colim A(H) —— lim A(H)
ner 07(G) OF(G)or

Indg\ /‘%esg
A(G)

D.h. das Bild einer Basis des Ringes @ A(H) unter N bzw. Res$Ind$ ist gleich.
Durch Behauptung 5.6 und (5.7) erhélt man deshalb

N(01 QE/QE + 0202/6 + 6302/02> = 2(201 + 2¢9 + Cg)@/@ + 2(01 + CQ)CQ/@ + 26302/02.
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So wie ay, as, azg nehmen 2c¢; + 2¢o + ¢3, ¢1 + ¢ und c3 ebenso alle mogliche Werte in Z
an. Setzt man yp := 0, y; := €/€E 4+ C3/Cy und yy := 2€/€E 4+ Cy /€&, so erhilt man durch
Rechnen modulo zwei mittels (5.2) die néchsten Addition und Mutiplikationstafel

+ Yo Y1 Y2 Y1 T Y2
Yo Yo Y1 Y2 Y1ty
Y1 Y1 Yo Yrt+y2 Y2
Y2 Y2 Y1+ Y2 Yo Y1
Y1 +Y2 |91 +Y2 Y2 Y1 Yo

Yo Y1 Y2Y1t Y2
Yo Yo Yo Yo Yo
Y1 Yo Y1 Y2Y1t+Y2
Y2 Yo Y2 Yo Y2

Yy1+y2 (Y% y1+y292 Y1

Man sieht also, dass

Falyo, y1, y2] = Falya] /(43)
gilt. Mit z := yo gilt also als Ring

Hi(n”'S) = lim  ACH)/im(N) = Fa[a]/ (%)

Bemerkung 5.8. Es ist zugleich ein Beispiel fiir den Fall, dass Z — ITI%(W(()_)S) nicht
surjektiv gilt. Da in diesem Fall n(F) = 2 und das Diagramm

7 —2 Fy[x]/(2?)

/

Z/n(F)Z

kommutativ ist, kann ¢ nicht surjektiv sein. Namlich x € ﬁ%(wé_)s ) liegt nicht im Bild
von .

Beispiel 5.9. Die abelsche Gruppe G := Cy x Cy = {1,a,b,ab} mit F = {€&,C,,Cy,Cup},
siche Anhang B. In Oz(G) gibt es die Selbstabbildungen fiir G/€, G/C,, G/Cy, G/Cup
und die aus den Inklusionen € C C,, € C C}, € C Cy;, hervorgehenden Relationen. Da
G abelsch ist, gibt es zwischen G/C,, G/C, und G/Cy;, keine Relationen. Weil A ein
Mackey-Funktor ist, bestehen die Selbstabbildungen in A(€), A(C,), A(Cy) und A(Cgp)
nur aus der Identitdt. Also bleiben nur die Restriktionen

~—

Y

ResS® @ A(C,) — A(€
ResS? : A(Cy) — A(
ResSe : A(Cap) — A(€)

&

)
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als Relation iibrig, die alle den gleichen Wert in A(¢&) annehmen miissen. Also gilt

li A(H) ={(X{, X5, X5. X ~
O}_I(Iél)op (H) ={(X1,X2,X3,X4) € R|(~)}

mit
R:= A(¢) @ A(C,) @ A(Cy) ® A(Cyp)

und

(~): Xy = Resg“ (X2)
= Resg”(Xg)
= Resgc‘*’(le)7

wobei fiir X; = a1€/€, Xy = a2C, /€ + a3C,/Cy, X3 = a4Cp/€E + a5C,/Cp und Xy =
agCab/€ 4+ a7Cup/Cop mit aq, ..., a7 € Z die Bedingung (~) dquivalent zur

ay = 2@2 + as
= 2a4 + a5 (510)

= 2@6 + ary

ist. Aus Anhang A erhélt man

N(X) =2(2¢1 4 2¢2 + 2¢4 + 2¢6 + c3 + ¢5 + ¢7)E/ €
+ (2¢1 + 2¢2 + 2¢4 + 2¢6 + ¢5 + ¢7)Co /€ + 2¢3C, /C,
+ (2¢1 + 2¢9 + 2¢4 4 2¢6 + c3 + ¢7)Cp /€ + 2¢5C /Cy
+ (2¢1 4+ 2¢9 + 2¢4 + 2¢6 + 3 + ¢5)Ca /€ + 2¢7C 41/ Cap

mit

X = C1€/€+ CQCQ/G-F CgCa/Ca +C4Cb/€+ C5Cb/Cb + cGCab/Qf-l— C7Cab/cab.

Die Koeffizienten von C, /€&, Cp/€ und Cy;/€ im Bild von N nehmen alle mogliche Werte
in Z an, wahrend die von ¢/€, C,/C,, Cy/Cp und C,p,/Cqyp nur gerade Werte annehmen.
Also durch (5.2) und (5.10) sieht man, dass lime, (gyer A(H) modulo im(N) nur aus 0
und y := €/€ + C,/Cy + Cp/Cy + Cup/Cup besteht, wobei y? = y mod 2 gilt. Daher gilt
Fy[y] = Fs und als Ring

HY(x§78) = olim ACH)/im(N) = .

Beispiel 5.11. Die Gruppe 63 = {(1),(12),(13),(23),(123),(132)} mit C = {(s)|s €
G3}. Betrachtet man statt O¢(S3) fiir F = {€&, Cs, 23} die Unterkategorie Ox(&3), so ist
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die Inklusion Oz (63) — O¢(S3) eine Kategoriendquivalenz, denn alle Elementen von C
sind bis auf Konjugation in F enthalten. Daher gilt

lim A(H)= lim A(H)
O]-‘(Gg)"p Oc(Gg)"p

und weiterhin werden alle Rechnungen statt C fiir F gemacht, sieche Anhang C. In Oz (G3)
gibt es die Selbstabbildungen fiir G3/¢&, &3/Cs, S3/23 und die aus den Inklusionen & C
Csy, € C 23 hervorgehenden Relationen. Wie bei den Beispielen 1 und 2 bestehen die

Selbstabbildungen in A(€), A(C2) und A(23) nur aus der Identitat. Also bleiben nur die
Restriktionen

Res$? 1 A(Cy) — A(€),
Resfé?’ c A(A3) — A(€)

als Relation {ibrig, die beide den gleichen Wert in A(€&) annehmen miissen. Also gilt

o lim A(H) = {(X1, Xo, X3) € A(€) & A(Cy) @ A(%y) | (R))

mit
(R) : Resa®(X3) = Res§?(X2) = X1,
wobei fir X; = alQE/Cé, Xy = CLQCQ/@ + agcg/CQ und X3 = a42l3/€ + CL5Q[3/Q[3 mit
ai,...,as € Z die Bedingung (R) &quivalent zur
2@2 + as = 3&4 + a5 = ay (512)
ist. Aus Anhang B folgt
N(X) = (601 + 6¢o + 3c3 + b6cyq + 205)@/@

+ (301 + 3(32 +c3 + 364 + 05)02/6 + 0302/02
+ (201 + 2¢co +c3 + 264)%3/@ + 265913/913

mit
X = Cqu/@-i— 6202/@4— 6302/02 + C4Ql3/Qf+ C5Ql3/9l3.

Die Koeffizienten von €/€&, Cy/€&, C3/Cy und A3/¢ im Bild von N nehmen alle mogliche
Werte in Z an. Also durch (5.12) sieht man, dass 0 und y := /€ 4 Cy/Cs + A3/23 die
einzigen Elementen in lime . (g4)e» A(H)/im(N) sind. Durch (5.2) gilt y* = y mod 2, d.h.
Fyy] = Fy, also als Ring gilt

HY(x{78) = o im A(H) /im(N) = F.
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Anhang B.

Die abelsche Gruppe G := Cy xCy = {1,a, b, ab} mit F = {€&, C,, Cy, Cyp}, wobei € := {1},
C, :={1,a}, Cy :={1,b} und Cyp, := {1,ab}. Es gibt die Doppelnebenklassen

E\G/E = (€g€|g e G},  Cup\G/€ = {CuplE, Copa€),
E\G/Cy = {€1C,, BCY,  Cap\G/Cup = {Cap1Cot, CapaClap ),
C\G/€ = {C,1€,C,be}, C\G/Cyp = {Ca1Cy},

C\G/Cy = {C1C,,CbC.},  Cp\G/Cy = {Cp1C, },
E\G/Cy = {€1C), €aCh},  Ca\G/Cup = {CulCus},
Cpy\G/€ = {Cp1€,Cpat},  Cyp\G/Coy = {Cup1C4},

CO\G/Chy = {Cy1Cy, CoaCy},  Co\G/Cap = {Cy1Cim},

E\G/Cup = {€1Cus, €aCu}, Cup\G/Cp = {Cap1Cy ).

Ahnlich wie bei dem Beispiel 5.5 rechnet man

Res¢Indg (C./€) =4€/€, Resl Indg (Cap/Cup) = 2Cap/Cus,

ResgIndg (C,/C,) = 2€/€, Resg Indg, (Cy/€) = 2C, /€,
Resg Indg (¢/€) = 20, /¢, Resg Indg, (Cy/Ch) = Co /€,

Resg Indg (C,/€) =20, /¢, Resg, Indg (C,/€) = 2C, /€,

Resg md§, (C (Cu/Ca) =2C,/C, Resgblndga (Co/Cy) = Cy /€,
ResGIndg, (Cy/€) = 4¢/¢, Resg Indg (Cop/€) = 20, /€,

Res§ Indc (Cp/Cy

Resg, Ind§ (¢/€) =
RestInd (Cyp/€
Res& Indc (Cy/Cyp) =
Res§ Indcb( Cup/€) =

I
DO
9
~
&

: Resg Indg (C,/€) = 2C,,/€,
=2Cy/€,  Resg Indg (Cu/Ca) = Cup/€,
RestIndC (Cap/€) =20, /€,
=4¢/¢, RestIndCab( Cup/Cap) = Cy /€,

I
DO
S
~
S

) =
) =
) =
) =
)
) =
=2¢/¢, Resc Indc L (Cap/Cap) = Co /€,
) =
) =
) =
)
)
) =

\_/V\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/\_/

Res¢Indg, | (Cap/Cup) = 2€ /€, Resg Indg, (Cb/€) = 2C,4/ €,
Res, Ind§ (€/€) = 2C, /€, ResS ndS, (Cy/Ch) = Cup/ €.
Resg Indg (Cup/€) = 2C4/€,
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Anhang C.
Die Gruppe &

3 = {
{1V}, C2 ={(1),(12)

(} Emd A3 = {(1),(123), (132)}. Es gibt die Doppelnebenklassen
E\G3/€ = {€g€|g € s},
E\83/Cs = {€(1)Ch, €(13)C, €(23)Cn}
E\G3/A3 = {€(1)2As, €(12)As},
C2\63/Csy = {C2(1)C5, C2(13)Ca},
C2\G3/€ = {C1(1)€,C5(13)€, C2(23) €},
Co\&3 /A3 = {C2(1)2As3},
As\S3/Asz = {As(1)As, A
(1)
(M

3(12)As},
RUs\G3/€ = {A3(1)€,A3(12)€},
A3\ S3/Co = {A5(1)Cs},
Ahnlich wie fiir G = Cy x Cy erhilt man
Resg*Indg? (Ca/€) = 6€/€, Resg?Indy® (As/€) = 3C3/€,
Resg°Indg? (C2/Ca) = 3€/€, Resg?Indgy® (As/As) = Ca/€,
ResQBIndG‘"’(ng/QE) = 6¢/¢, Resmi”IHdG?’(ng/Qf) = 223/¢,
Resg°Indg? (As /As) = 2€/€, Resg *Indg® (A3 /As) = 2As /A3,
ResgIndg? (C2/€) = 305 /€, Resgy°Indg? (€/€) = 223/€,
Resg2Indg? (Co/Ch) = Ca /€ + C2/Cy, Resy®Indg? (Co/€) = 223/€,
Resg’Indg® (€/€) = 305 /€, ResgyIndg? (Ca/Ch) = As /€.
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§ 6. Das Spektrum Spec(R(G)) fir G = S35, Dy und 2y

Zu einer endlichen Gruppe G ist die Bestimmung des Spektrums Spec(R(G)) ihres
Darstellungsringes R(G) im Allgemeinen eine schwierige Aufgabe, etwa fiir G mit beliebig
grosser Ordnung. Man weiss, dass der Ringhomomorphismus

Res: R(G) — lim R(C)
Oc(G)er

immer eine Inklusion ist, die fiir &3 sogar ein Isomorphismus bildet. Daher ist

Spec(Res) : Spec( lim  R(C)) — Spec(R(S3))
Oc(&3)er
ein Hom&omorphismus so, dass das Spektrum Spec(R(S3)) auf einfacher Weise aus den
Spektren Spec(R(C')) der Darstellungsringe R(C') zyklischer Untergruppen C' von &3 bis
auf Konjugation und den Relationen im Limes limo, (g,)o» R(C)) bestimmt werden kann.
Im ersten Abschnitt dieses Paragraphen wird das Limes limp, (s,)o» R(C)) bestimmt
und die oben erwahnte Isomorphie verifiziert. Dann werden die Spektren der Darstellungs-

ringe zyklischer Untergruppen von G3 bis auf Konjugation bestimmt, d.h. das Spektrum
Spec(R(()) fir C gleich Cy = ((12)) und A3 = ((123)). Durch die Identifizierung

lim S R(C)Y) =S 1 R(C
Sotim pec(R(C)) peC(Oc(léI;)op (),

die den Autoren von [MNN] entstammt, sieche [MNN] Proposition 3.29 Seite 22, erhélt
man schliesslich eine explizite Beschreibung des Spektrums Spec(R(S3)). Auf dhnlicher
Weise wird im Verlauf dieses Paragraphen die Spektren Spec(R(D,)) und Spec(R(2l4))
bestimmt.

In dem Buch [Serrel] Paragraph 11.4 behandelt Serre die Bestimmung des Spektrums
Spec(R(G) ®z Z[{|]) fiir eine endliche Gruppe G. Seine Methode fiihrt am Ende des
Paragraphs zu einer Bestimmung des Spektrums Spec(R(S3) ®z Z[(3]) in groben Ziigen,
vgl. [Serrel] Paragraph 11.4.

1 Der Isomorphismus R(S3) & o %161211) R(C)
c(63)°P

Betrachte die Unterkategorie O¢(&3) der Orbitkategorie O(S3) von S3, wobei die
Objekten von O¢(S3) aus G3/C fiir samtlichen zyklischen Untergruppen C' von G35 beste-
hen. Sei weiter O¢(&3)%kelet die Unterkategorie der Kategorie O¢(&3) mit den Objekten
Ob(@c(63)5kelet) = {63/@, 63/02,63/2[3}, wobei € := {(1)}, CQ = <(12)> und den
Morphismenmengen

hOHl@C (S 3)skelet (63/@, 63/@
homoc (&3)skelet (63/02, 63/02

) ={R4|g € s},

)
hOHl(gC (63)skelet (63/2[3, 63/913)

) =

) =

{Ro)},

{R), Ra2y},
{Rqy, Ra13), R23) },
{Ra) Raz)}-

homOC (&3)skelet (63/@, 63/02
homoc (& 3)skelet (63/@, 63/9[3

46



Dazu gilt laut [Dieck] Proposition (1.14) Seite 5 fiir eine endliche Gruppe G und Unter-
gruppen H, K C G

homoc(g)(G/H, G/K)={gK € G/K!g_ng C K},

Ry = Ry(e) (61)

mit e neutrales Element von G und fir g € G

R,:G/H — G/K,
aH — agK.

Die Inklusion O¢(&3)%kelet Ty O¢(&3) ist dann eine Kategorieniquivalenz, da es ein voller
und treuer Funktor ist und jedes Objekt aus O¢(S3) wegen ((12)) = (23)((13))(23) =
(13)((23))(13) zu einem Objekt in O¢(&3)%keet isomorph ist, d.h. O¢(S3)%kelet ist ein
Skeleton fir O¢(S3), vgl. § 5. Beispiel 5.11. Deshalb wird weiterhin das Zeichen ,,skelet
einfach weggelassen.

Lemma 6.2. Zu einer endlichen Gruppe G ist die Zuordnung

Oc(G) —I— Ringe
G/H —— G/K

| T
R(H) +—— R(K)

mit F(Ry)(x)(h) = x(9~*hg) fir x € R(K) und h € H ein kontravarianter Funktor.

Beweis. Aus gl_ngl C K und gglKgg C L, L eine weitere Untergruppe von G folgt
(9192)'Hgrgo = 95 "9y 'Hg19> C g5 ' Kgo C L, d-h. (g1g2)"'Hgrgo C L. Daher gibt
es einen G-Morphismus Ry, 4,: G/H — G/L, aH — ag192L. Wegen Ry, : aH — ag1 K
und Ry,: ag1 K — ag1g2L gilt Ry 4, = Ry, o Ry,. Fir x € R(K) und h € H gilt
f(Rgl)(X)(h) = x(g97 'hg1). Ebenso fiir Y’ € R(L) und b’ € K gilt F(Ry,)(X)(W) =
X' (95 *h'g2), d.h. f(R ,) (X)) € R(K). Sei etwa F(Rg,)(X') = x. Somit erhdlt man
f( D) = x(g1 " hgr) = F(Ry,) (X)) (g1 thar) = X' (95 91 'hgrg2) = F(Rgy00) (X') (),
d.h. .7:( D) = F(Rgyg,)(X'). Andererseits gilt F(Ry,)(x) = F(Rg)(F(Rg,) (X)) =
(F(Rg,) o F(Rg,))(X'), also F(Rg,4,) = F(Rg,) o F(Rgy,) wie gewlinscht. Fir R, =
idg/m € homoc y(G/H,G/H), e neutrales Element von G und alle h € H, x € R(H) gilt
F(Re)(x)(h) = X(ehe) = x(h), also gilt F(R.) = idp) = idr/m), dh. Flidg/r) =
idrG/m)- O
Definition 6.3. Sei F : J — Set ein kontravarianter Funktor. Das Limes lim F ist
definiert als

limF:={(x;) € [ F()IVi,jeOb(J) und o € Mor,(i,j) : F(p)(x;) = z:}.
JjEODb(J)

Die Charaktertafel irreduzibler Charaktere der Gruppe &3 selbst und ihrer Unter-
gruppen Cs bzw. 23 sehen wie folgt aus
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1) ¢ c o (12) (1) (123) (132)
vi |1 1 1 N : e o1 1 1
o | 1 -1 1 bl X2 | 1 (3 (3
s | 2 0 -1 X2 s |1 ¢2 s

Die Charaktertafel von Cs

Die Charaktertafel von &3 Die Charaktertafel von I3

wobei (3 = =3 4 ¢ {(12),(13),(23)} und ¢ € {(123),(132)} gilt. Fiir den trivialen
Charakter y der trivialen Untergruppe €& gilt

x(s) = { Los=0),

0, sonst.
Fiir alle Ry € homo,(s,)(63/€,63/C), 63/C € Oc(63) gilt wegen R(€) = Z

F(Ry) = Res§ : R(C) — Z,
C| C|

Z a;Xi — Z g,
i=1 i=1

wobei y; die irreduziblen Charaktere der Untergruppe C bezeichnet und a; € Z. Fiir
R
S3 /A3 3 S3/As und h € As gilt wegen (12)(123)(12) = (132)

F(Ru2)(x3™)(h) = x3* (12)h(12)) = x3° (),

d.h. F(R12)) # F(R(1)) = idp(ay), sondern vertauscht die zwei nicht trivialen irreduziblen
Charaktere X§‘3 und X?S von 23 mit einander.

Sei F ein kontravarianter Funktor zwischen zwei Kategorien so, dass fiir den Objekten
und den Pfeilen i 5 j Yk mit z, € Fla), F(o)(zj) = x; und F(¢)(z) = x; gilt. Dann
gilt F(¢ o p)(xk) = F(e)(F@)(xr)) = F(e)(z;) = x;. Also reicht es fiir den Pfeilen in
Oc(63) nur die Erzeuger unter der Komposition hinzuschreiben. Fiir ax3® € F(S3/UAs) =

’ R
R(3), a € Z erhilt man z.B. aus &3/¢€ Ri; 63/%3§)63/%3, F(R(l))(axgls) = axa®
Ra)
und F(Rag)(axs®) = axz®. Wegen F(R(y)(axs?) = F(Rjy))(ax3?) = a € Z = R(€)
ist R(12y in &3/A3 der Erzeuger unter Komposition, i.d.T. in &3/A3 gilt R%u) = Ry =
ide, /21,- Ebenso gibt es zu jedem Pfeil &3/¢& % &3/C, C gleich Cy oder A3 ein eindeutig

bestimmter Pfeil G5/¢ & G3/€, so dass a0y = R(1y € homp,(s,)(63/€,63/C) gilt.
Grafisch dargestellt, gilt also
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Ra) R(12) idr(cy) F(R12))#idr(ag)
@ @ @ (1
G3/Cs S3/2;3 R(Cs3) R(23)

Ss3/¢€ Z
Ry, R132) idy,
- - - - - - - _____ | Lo - - - - - |
Daher gilt
ax a=>b+c,
lim F = bx 2 + ex$? € @ R(C)|e = f,
A3 +exs® + X3 oc(es) d="b+c—2e

mit a,b,..., f € Z.

Lemma 6.4. Sei F der kontravariante Funktor aus Lemma 6.2 und o %%n) R(C) =
c(G3)°P

lim F dessen Limes fiir G = &3. Dann ist der Ringhomomorphismus

Res: R(G3) — lim R(C),
(63) o, (€)

y — (Resg® ()

ein Isomorphismus.

Beweis. Dass Res ein Ringhomomorphismus bildet, ist aus der Charaktertheorie klar.
Durch die Restriktion irreduzibler Charaktere x1, x2 und yx3 von &3 auf den zyklischen
Untergruppen C5 und 23 erhilt man die Inklusion

Res
R(&;) & lim R(C)— & R(C),
Oc(&3)°r
Oc(63)
3 (c1 + o + 2¢3)x (6.5)
ZCin — (c1+ 032[)(102 + (%2 +c3)X5 ;
i=1 (c1+ c2)X1® + e3xa® + es(x3®)?

wobei ¢; € Z. Wegen (3 + (3 = —1 erhilt man z.B. x3la, = X532 + X2 = x3° + (x32)2.
Die Inklusion links gilt, weil ein Element im Bild von Res ist genau dann gleich Null, wenn

c1 =ca=c3=0gilt. Seiye lim R(C) gegeben, etwa
Oc(63)°p
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(b+c)x
y= bXT? + ex5®
(b+c—2e)x]" +exz® +exi®
mit b, c,e € Z. Wahle das Element z := Z?Zl cixi € R(G3)so,dassc; =b—e,co=c—e
und c3 = e gilt. Dann folgt aus (6.5) Res(z) = y, d.h. der Ringhomomorphismus Res ist
auch surjektiv, also ein Isomorphismus. []

Bemerkung 6.6. Spec ist ein kontravarianter Funktor so, dass

DRinge
—_— Spec
F(Oc(&3)) Top

R(C) F———  Spec(R(C))
Resg,l TSPGC(ReSg/)

R(C") ——— Spec(R(C"))
gilt mit F der kontravariante Funktor aus Lemma 6.2 und

Spec(Res& ) : Spec(R(C')) — Spec(R(C)),
p— P=pnNRC).

Korollar 6.7 (zu Lemma 6.4). Die Abbildung

Spec(Res) : Spec(o %ién)op R(C)) — Spec(R(S3))
(& 3

ist ein Homoomorphismus (vgl. [MNN] Proposition 3.27 Seite 21).

2 Die Bestimmung der Spektren Spec(R(2l3)) und Spec(R(C3))

Da 23 zyklisch ist, gilt Spec(R(3)) = Spec(Z[X]/(X3—1)). Dabeiist X3—1 = fg fiir
f:=X-1und g := X%+ X +1 die Zerlegung in Z[X] in irreduziblen Faktoren. Daher gilt
V(fg) =V(f)UV(g). Wegen (fg) C (f) und (fg) C (g) sind die Ringhomomorphismen

ZIX]/(fg ZIX1/(f),
y mod (fg) — y mod (f),

) —

)
Z[X]/(fg) — Z[X]/(9),

)

)

(
(

y mod (fg) — y mod (g)
nd

‘—‘Q.‘—‘

[oR

surjektiv mit Kern jeweils gleich (f) und (g) so, dass es Homéomorphismen

Spec(¢1) : Spec(Z[X]/(f)) — V([),
Spec(pz) : Spec(Z[X]/(g9)) — V(9)
gibt. Zur Bestimmung des Durchschnitts von V(f) und V' (g) betrachtet man den Néchsten.
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Seien f,g € Z[X]| normierte Polynome so, dass (f,g) = 1 in Q[X] gilt. Dann gilt
(f,9) = N in Z[X] mit N > 0. Zu dem, weiss man, dass der Ring Z[X] weder Haupt-
idealring noch Euklidisch ist. Da Z ein faktorieller Ring mit Eins ist, ist es moglich den
grofiten gemeinsamen Teiler (f, g) der Polynomen f, ¢ in Z[X| mittels einer Subdivision zu
bestimmen. Sei A := Z[X]/(fg) und B := Z[X]/(f) x Z[X]/(g). Dann sind A, B endlich
erzeugte Z-Moduln und B ein endlich erzeugter A-Modul. Also sind die offensichtliche
Homomorphismen ¢ : Z — A, u : Z — B und ¢ : A — B : ymod (fg) — (y mod
(f),y mod (g)) ganze Ringerweiterungen. Laut [Matsumura2| Seite 33 Theorem 5 i) gibt
es Quotientenabbildungen

Spec(B )Spe—c(ﬁ) Spec(A)

Spec(u)\ﬁ l/pec(t)

Spec(Z

Zu einem abgeschlossenen Punkt (p) von Spec(Z) gilt Spec(t)~!((p)) = Spec(A @z Fp),
Spec(u)~((p)) = Spec(B @z F,) und Spec(t)~*((0)) = Spec(A4 ®z Q), Spec(u)~1((0)) =
Spec(B®7Q). D.h. die Urbilder abgeschlossener Punkten von Spec(Z) sind abgeschlossene
Unterschemata von Spec(A) und Spec(B). Wegen A ®z F, = F,[X]/(fg) und B ®z F, =
F,[X]/(f) x Fp[X]/(g) gibt es den Morphismus der Schemata

Spec(p ® F) : Spec(Fp[X]/(f) x Fp[X]/(g)) — Spec(F,[X]/(f9)).

Seien f = II o™ und g = I1 a™®) Zerlegungen in normierten irreduziblen Faktoren
in F,[X] und fg = [[a™(®@+(®) Wegen F, ein Kérper, ist F,[X] ein faktorieller Ring.
Also ergibt Verwendung des chinesisches Restsatzes

— s, [X]/(F) % F,[X]/(9)

Fp[X]/(f9)

id id

[ Folx)/(@m@ne) 222 T F[X]/(@™) x Fy[X]/ (")

a€lF,[X] a€lF,[X]
norm. irred. norm. irred.

d.h.

11 (w O Fy)a : Fy[X]/(@™) 5 F[X]/(0™®) x F [X]/(a”“*)))
aer.[X]d.

und wegen
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Spec( [ (D= |J Spec(-)

a€clF, [X] aclFp [X]
norm. irred. norm. irred.

gilt

g (spec:(Fp [X]/(@™(®) x B, [X]/(an(@))) SPeeegine) Spec<Fp[X]/<am<a>+”<a>>>).
a€lF,[X]

norm.
irred.

Die Ringe F,[X]/(a™®)) sind gleich 0 fiir n(a) = 0 und lokal Artinsch mit maximalem
Ideal (@), Restklassenkérper Fp[X] /(@) = Fpaceco) fiir n(a) > 0. Also gilt

@, (Oé) = 07
() > 0.

Spec(F,[X]/ (o)) = "
pec(E, X]/(a") { (o
Dabei unterscheiden sich folgende drei Falle

1) m(a) =0, n(a) = 0: alle Ringe sind gleich 0, also alle Spec(FF,[X]/(a™®)) = ().

2) m(a) > 0, n(a) =0: (¢ ®Fp)q ist ein Isomorphismus, genauso, wenn m(«) = 0 und

n(a) > 0 gilt.

2) m(a) > 0, n(a) > 0: Spec((p @ Fp)a) : {p1,p2} — {p} soll ein Hombomorphismus
sein, der genau dann moglich ist, wenn p; und ps zu einander verklebt sind.

In der Situation oben gilt f = X — 1 und ¢ = X? + X + 1, beide normiert und
irreduzibel in Q[X]. Aus g — (X + 2)f = 3 folgt 3 € (f,g). In F3[X] gilt f = X — 1,
G=X2+X+1=X2-2X+1=(X-1)?2und fg= f3= (X —1)3. Also findet bei (3)
eine Verklebung der Spektren Spec(Z[X]/(f)) und Spec(Z[X]/(g)) statt.

Weil Z[X] — Z, h — h(1) surjektiv mit Kern gleich (f) ist, folgt Z[X]/(f) = Z. Ferner
weiss man, dass g = ®3 das 3-te Kreisteilungspolynom ist, das wegen g = (X — (3)(X —(2)
auch das Minimalpolynom von (3 iiber Q ist. Also gilt Z[X]/(g) = Z[(3], der Ganzheitsring
von K := Q(y/—3) iiber Q.

Lemma 6.8. Seip > 2 eine Primzahl und p fdi , di die Diskriminante des quadratischen
Kérpers K = Q(v/dg). So spaltet p in K genau dann, wenn (%) =1 gilt. Falls dg

ungerade 1st, spaltet 2 in K genau dann, wenn dx =1 mod 8 gilt.

Beweis. Siehe [Froh. & Tayl.] (2.29) Seite 132.
Dabei ist das Legendre Symbol (%f) definiert als

0, falls a =0 mod p gilt,
a 9 . .
- | = 1, falls X“=amod p fir X € Z\{0} gilt,

—1, sonst,

wobei (%’) = <%> (%) gilt. Hier gilt dx = —3 und wegen —3 # 1 mod 8 spaltet 2 in Z|[(3]
nicht. Da 4 = —3 mod 7 gilt, d.h. (_73) = 1, spaltet 7 in Z[(3]. Wegen (%3) = (%) erhalt
man aus der Formel
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fiir eine ungerade Primzahl p, (%3) = —1. Also spaltet 5 in Z[(3] nicht usw.

Also besteht das Spektrum Spec(R(3)) = Spec(Z[X]/(fg)) aus einer Vereinigung
der Spektren Spec(Z[X]/(f)) = Spec(Z) und Spec(Z[X]/(g)) = Spec(Z[(3]), die aber
nicht disjunkt ist, sondern findet im Punkt (3) eine Verklebung der Spektren Spec(Z) und
Spec(Z[(3]) statt. Grafisch sieht das Spektrum wie folgt aus

- - - - - - - - - - - - = ]
| |
B R T
AN NS
:Spec [X})
,JL l/

Auf #hnlicher Weise findet man, dass das Spektrum Spec(R(Cs)) = Spec(Z[X]/(X? —
1)) aus einer Vereinigung der Spektren Spec(Z[X]/(X+1)) = Spec(Z) und Spec(Z[X|/(X —
1)) = Spec(Z) besteht, die auch nicht disjunkt ist, sondern im Punkt (2) sind die Spektren
Spec(Z[X]/(X 4+ 1)) und Spec(Z[X]/(X — 1)) zu einander verklebt. Grafisch sieht es wie
folgt aus
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3 Die Bestimmung des Kolimites colim Spec(R(C))
Oc(63)

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und G eine endliche Gruppe, die auf R wirkt.
Dann ist die Inklusion des Ringes R® der invarianten Elementen von R unter der Wirkung
von GG in R eine ganze Ringerweiterung. Um diese zu zeigen, schreibt man fiir z € R

F=][(T-0o(x) € R[T)

ceG

Die Koeffizienten von F' sind elementarsymmetrische Funktionen von x und invariant unter
der Wirkung von G. Also gilt F € RY[T] und F(z) = 0. Da F auch normiert ist, folgt
r ist ganz iiber RY. Aus [Matsumura2] Seite 33 Theorem 5 4) folgt, dass fiir  : R &
R, Spec(t) : Spec(R) — Spec(RY) eine Quotientenabbildung ist. Ebenso ist durch die
Wirkung von G auf Spec(R), die Projektion 7 : Spec(R) — Spec(R)/G, P — [P] eine
Quotientenabbildung.

Lemma 6.9. Sei R ein kommutativer Ring mit Fins, G eine endliche Gruppe, die auf R
wirkt und R sein Ring der invarianten Elementen. Dann sind dquivalent

(i) Fiir B1,P2 € Spec(R) gilt P N RE =P, N RE.

(ii) Es gibt ein 0 € G so, dass o(P1) = Po gilt.
Beweis. ,,(ii) = (i)“: Seien P1, %P2 € Spec(R), P1NRY = pund o € G so, dass o(P1) = P
gilt. Dann gilt

P> N RE = o(P1) N RC
= o(P1 N RY)
=a(p)
=P
=P N RE.
,,(1) = (ii)“: Siehe [Bourbaki] Chapter V § 2.2 Theorem 2 (i) Seite 331.

Proposition 6.10. Fiir R, G und R® wie im Lemma 6.9 gilt Spec(R)/G ist homéomorph
zum Spec(R%).

Beweis. Sei a : Spec(R)/G — Spec(R%) so, dass fiir [] € Spec(R)/G, a([B]) = L N RE
gilt. Dann ist a durch dem Lemma 6.9 eine wohldefinierte und bijektive Abbildung. Man
weiss, dass die offenen Mengen der Form D(a) = {p € Spec(R%)|a ¢ p} fiir a € R die
Basis der Zariski Topologie des Raumes bilden. Entsprechendes gilt natiirlich fiir Spec(R)
und Spec(R)/G. Sei nun D(a) C Spec(R%) eine solche offene Menge. Da Spec(t) stetig
ist, gilt

n

Spec(t) " (D(a)) = | J D(ai) C Spec(R)

=1

fir a; € R. Dann ist
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&
I
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{[¥] € Spec(R)/G | a; & B}

I
et

N
I
_

D(a;)/G C Spec(R)/G

offen. Wegen dem Lemma 6.9 und der Definition von « gilt |J;_, D(a;)/G = a=*(D(a)),
d.h. « ist stetig.

Seinun D(a)/G, a € R eine offene Menge und V' ihres Komplements in Spec(R)/G. Da
7 eine Quotientenabbildung ist, folgt 7~ (V) ist in Spec(R) abgeschlossen. Laut [Bourbaki]
Chapter V § 2.1 Remark (2) Seite 329 ist Spec(¢) eine abgeschlossene Abbildung. Also gilt
Spec(t)(m~1(V)) C Spec(R%) ist abgeschlossen. Wegen dem Lemma 6.9 und der Definition
von « ist Spec(t)(m~1(V)) gleich zum Komplement von «(D(@)/G) in Spec(R%), d.h.
a(D(a)/G) ist offen, also die Umkehrabbildung a~! ist stetig. 7

Bei der Bestimmung des Limes limo,(g,)or R(C) hat man gesehen, dass fiir § :=
F(Raz), 6(x3*) = x3° gilt. Aus R(23) = Z[X]/(X® — 1), (x3°.x3°) + (X, X?) mod
(X3 — 1) folgt 6(X) = X7, Also gilt idp,) # 6 € Aut(R(23)). Durch die Proposi-
tion 6.10 erhilt man Spec(R(A3))/(5) = Spec(R(A3)¢?))). Also ist Spec(R(213)¢)) gleich
zum Spektrum Spec(R(23) mit der Komponente Spec(Z[(3]) durch Spec(Z) ersetzt, da in
Spec(Z[¢3]), 6(¢3) = (3 gilt, siehe die Bemerkung vor Lemma 6.8.

Definition 6.11. Das Kolimes eines Funktors G : J — Top im topologischen Rdumen
mit der Quotienten Topologie ist definiert als

) _.1a6; Va:i— 7 und x € G(i) :
Cogmg—Ug()/(“g(a)@eg(j) )

iceJ

Mit colim Spec(R(C)) := colim (Spec o F) gilt laut [MNN] Proposition 3.29 Seite 22
Oc(63) Oc(63)

Spec( Oc%iér;)op R(C)) = 5?}1621) Spec(R(C)),

d.h. dem Korollar 6.7 nach sind die Rdume Spec(R(S3)) und (go%im) Spec(R(C')) zu einan-
c(G3

der hom6omorph.
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Fazit 6.12.

Es gilt

Verklebung | ﬁ K"
durch Res@ ,k

Verklebung |
durch Resg‘”’ |

Spec(R(63)) ~ colim Spec(R(C))

Oc(63)

O

——O

Verklebung
durch




_________________ Verklebung
|— 1 durch §

Verklebung | ﬁ K’ %

durch Resg2 Spec [¢5] 5>

und Res>3 ¢ \ ’J&

L - - ________ 1 Spec(Z)
r- - - - - - - - - 1
Das Spektrum . /:
Spec(R(S3))

Bemerkung 6.13. Man weiss, dass (,, eine primitive n-te Einheitswurzel ist genau dann,
wenn —¢, eine primitive 2n-te Einheitswurzel ist. Also gilt Z[(s] = Z[(3]. Da Z|[(3] ein
freier Z-Modul vom Rang 2 ist und fiir alle Z-Modul M aus M ®z Z[(3] = 0, M = 0 folgt,
ist mit

R(63) —

der Homomorphismus Res ® id



ebenso ein Isomorphismus. Aus der Inklusion

R(63) — R(63) @z Z[(3]
erhalt man eine surjektive Abbildung
Spec(R(G3) ®z Z[(3]) —» Spec(R(S3)),
P r— PN R(S;) =p.

Also wird Spec(R(S3)) auch durch das Spektrum Spec(R(S3) ®z Z[(3]) bestimmt, vgl.
[Serrel] Paragraph 11.4.

4 Die Kategorie O¢(D4) und das Limes lim R(C)
Oc(Dy)or
Zur Erinnerung, D, besteht aus allen Drehungen r* und Spiegelungen sr® fiir 0 <
k < 3, wobei

k k

r4:1, =1, srfs=1r"
gilt. Es gibt die Konjugationsklassen {1}, {r,r3}, {r?}, {s,sr?} und {sr,sr3}. Die irre-

duziblen Charaktere der Gruppe D4 und ihrer Untergruppe Cy sehen wie folgt aus

1 r T r S sr  Ssr sr 1 ro 2 r3
o |1 1 1 1 1 1 1 1 o e T T
O e e e T S - I
N T T T T S <
Yy |1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 X3, — -
s |2 0 =2 o o o o o Xa |V -0 L i

Die Charaktertafel von Dy Die Charaktertafel von Cy
Die Kategorie O¢(Dy4) der Gruppe D, besitzt deshalb einen Skeleton, der ebenfalls als
Oc(Dy) bezeichnet wird, bestehend aus den Objekten Dy /€, Dy/Cs, Dy/Cy,, Dy/Cy2 und
Dy/Cy, wobei € := {1}, C, := {1, s}, Csy := {1, 51}, Cp2 := {1,7?} und Cy = {1, 7,72, 13}.
Die Morphismenmengen sind wie folgt

homo, (p,)(Da/€, Ds/€) ={Ry|g € Ds},
homOC(D4)(D4/Qf, D,/Cs) ={Ri,R,,R,2,R,3},
homOC(D4)(D4/Qf, Dy/Cs.) ={R1, R, R,2, R},
homOC(D4)(D4/Qf, D,/C,2) = {R1, R, R, Rs, },
homo, (p,)(D4/€, Dy/Cy) = {R1, R},
homo, (p,)(D4/Cs, Ds/Cs) = {R1, R,2},
homo, (p,)(D4/Csr, Ds/Csp) = {R1, Ry},
homo, (p,)(D4/Cr2, Dy/C,2) = { Ry, Ry, Rg, Ry },
homo, (p,)(D4/C4, Dy/Cs) = { Ry, R},
homo, (p,)(D4/Cr2, Dy/Cy) = {R1, Rs}.
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Die Uberpriifung hiervon durch der Relation (6.1) ergibt

homo,(p,)(Da/€, D1/€) — {g€|g € Du},
homoc(D4)(D4/€7 D4/CS) i {087 rCs, TzCs: TSCs}a
da rCs = sr3Cy, r?Cy = sr2Cy und r3C, = srCl,

hOHlOC (D4)(D4/€7 D4/Csr) i {Cs’ra rCsra TzCsr» rgc’s’r}a

da rCy, = sCy,., r2Cy, = sr3C,, und r3Cy, = sr2Cl,.,

homOC(D4) (D4/Qf, D4/CT2) i {Crz s 7‘07,2, SC’Tz y 87“07,2 },

da rC,2 = r3C,2, sC,2 = sr2C,2 und srC,2 = sr3C, 2,

homo, (p,)(Da/€, Da/Cs) — {Cu, 5C4},

da sCy = srCy = s12Cy = sr3Cy,

homo, (p,)(D1/Cs, Da/Cs
home, (p,)(Da/Csr, Da/Csr {Cyr, 7?Clr )},
homo, (p,)(D4/Cr2, Dy/Cr2) —+ {Cr2,7Cr2,5C,2, srCh2 },
homo, (p,)(Da/C1, Da/Cy) — {C4, 5C4},
homo, (p,)(D4/Cr2, Dy /Cy) = {Cy, sCy}.

{087 T208}7

IR lIIZ lIIZ

)
)
)
)

Auf dhnlicher Weise wie bei &3, fiir die Morphismen der Kategorie O¢(Dy4) nur die Erzeuger
unter dem Funktor F aus Lemma 6.2 aufschreiben ergibt

- -—- - /- -7~ 1 r- - - - - - - = T T |
R, F(Rs)#idRr(cy)
Dy/Cy R(Cy)
C .
RrQ Rr2 Ra Ry,..., Rs idR(C’S) idR(CS]':T{)eSCiZ ldR(CTQ)




wobei hier F(R,) nicht gleich zur Identitét ist, sondern vertauscht die Charakteren x5*
und Xf“ der Untergruppe Cy mit einander. Also gilt

( )
(g + b)xc e’ =e,
a)él s 4 szcS d’" = 2e,
lim R(C) = exy X d =a+b-—c,

Oc(Dy)oP

&
|

a, =a+b-2
\ dX§ FexS v ex§t+e'x§1 ) | € =a+b—d—2e.

e @v R(C)

Oc(Dy)

mit a,b,...,e" € Z, d.h. y € limp,(p,)er R(C) genau dann gilt, wenn y von der Form

(a+b)x
o *+bxye .
y= ex1” +(a+b—c)xg™
(a+b—2e)x7" +2exy”
dxlc“ + exgc“ +(a+b—d-— 26))(:?4 + exf“
ist.
5 Der N-Isomorphie Index fiur Dy

Aus § 1 weiss man, dass fiir die endliche Gruppe D, die Inklusion

Res: R(Dy) & lim R(C),
Oc(D4)0p

y — (Resg* (y))

ein N-Isomorphismus ist. Zur Bestimmung des Indexes betrachtet man die Restriktion

irreduzibler Charktere 1, ..., ¥5 von Dy auf den zyklischen Untergruppen wie folgt
Res
R(Dy) & lim  R(C) < P R(C),
Oc(D4)°p
Oc(Dy)
(c1+co+c3+ ¢y + 2¢5)x 6.14

5 (c1+c3+es)xTe + (cotca+ 65)xgs (6.14)
Z cih; — (c14+ca+cs5)xy + (ng +c3+ 05();X2 sr
=1 (Cl +co +c3+ C4)X1 r? + 205X2 r?

(e1 4+ ea)XT* +esxs® + (ea +ca)xs® + esxy™
Sei jetzt y € limp, (p,)or R(C) gegeben, etwa

(a+b)x
LG
y = ex7m+(a+b—c)xs="
(a+b—2e)x;"” +2ex3"
dXT* + xSt + (a+b—d—2e)x5* +ex*
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mit a, b, ¢, d € Z. Die Aufgabe besteht nun darin, fiir moglichst kleine n > 1 und x € R(Dy)
die Losbarkeit von

Res(z) = y™ (6.15)

zu iiberpriffen. Wegen (6.14) ist fiir n = 1 und =z = 2?:1 cithi (6.15) Aquivalent zum
Gleichungssystem

1 01 0 1 c1 a
01 0 1 1 Co b
1 0 0 1 1 cs | =1 c
1 1.0 0 0 C4 d
0 0 0 0 1 Ccs e
mit der Determinante gleich 2 und der Losung
%(c%—d—b)
5(b+d—c)
a—e—3(c+d-b) |,
sb+c—d)—e

e

die nicht unbedingt in Z° liegt. Also muss der Index grosser oder gleich 2 sein. Betrachtet
man also das Quadrat

(aé —|—a2)xc
ai1xy’ +CCL‘2X2S o
y? = (a1 +az —a3)xy™" +asx; ™"

C
(a1 4 a2 — 2a4)x; 4 2a4xgr2
(a1 + az — 2a4 — as)XT* + asxs* + asx§* + asxy*

wobei
a; = a® + b2,
as = 2ab,
as =2c(a+b—c),
ay = 2e(a+b— 2e),
as = 2€* +2d(a + b — d — 2e¢)
gilt, so erhélt man durch (6.14) das zur (6.15) dquivalente Gleichungssystem

1 01 0 1 C1 ajq
0O 1 0 1 1 C2 a9
0O 1 1 0 1 C3 = as
0O 00 0 1 Cy ay
0O 01 1 0 Cs as

und die Losung
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a; — aq — %(a3+a5 — az)
%(a2 +az —as) —ay

l(a3+a5—a2) EZ5.
5(@2 +a5 —ag)
a4

Also ist der Index fiir Dy gleich 2. Dartiber hinaus folgt aus der Losung fiir den Fall n = 1,
dass R(Dy) = ker(f) gilt, wobei

. lim  R(C) — Z)2Z,
f olm (©) /

y—b+c+d (mod2).

6 Die Bestimmung des Spektrums Spec(R(Cy))

Laut [MNN] Proposition 3.27 Seite 21 ist zu einem N -Isomorphismus f : A — B
kommutativer Ringe die Abbildung Spec(f) ein Homéomorphismus. Also darf man wie
fiir &3 das Spektrum Spec(Dy) durch dem Kolimes colimo,(p,) Spec(R(C)) bestimmen.
Dazu braucht man die Kenntnis aller Spektren Spec(R(C)) aus dem Kolimes. Zusétzlich
zum bereits bekannten Spektrum Spec(R(C)) fiir C' zyklisch von Ordnung zwei, tritt hier
ebenfalls das Spektrum Spec(R(Cy)) auf. Daher wird in diesem Abschnitt das Spektrum
Spec(R(Cy)) beschrieben.

Sei fi ;=X —1, fo:= X +1und f3 := X? + 1. Dann ist fifsf3 die Zerlegung von
X* — 1 in irreduziblen Faktoren in Z[X]. Durch R(Cy) = Z[X]/(X* — 1) lisst sich dessen
Spektrum aus den Spektren der Ringe Z[X]/(f1), Z[X]/(f2) und Z[X]/(f3) bzw. ihren
Verklebung gemafl

¢ ZIX]/(fifaf3) — Z[X]/(f1) x Z[X]/(f2) x Z[X]/([3),
y mod (f1f2f3) — (y mod (f1),y mod (f2),y mod (f3))

bestimmen. Es gilt Z[X]/(f1) = Z[X]/(f2) = Z und Z[X]/(f3) = Z]i], wobei der Durch-
schnitt der Spektren von Z[X]/(f1) und Z[X]/(f2) wegen Z[X]/(f1f2) = R(C3) bereits
aus § 6 Abschnitt 2 bekannt ist. Aus f3 — f1fo = 2 folgt 2 € (f;, f3) fir ¢ = 1,2. Da in
Fo[X], f3 = X2 +1= (X £1)2 dh. f3 = f# = f2 gilt, haben die Spektren der Ringe
Z[X]/(f1) und Z[X]/(f2) durch (6.16) sowohl mit einander, als auch mit Spec(Z[X]/(f3))
den Punkt (2) gemeinsam. Durch dem Lemma 6.8 weiss man, dass 2 in Z[i] = Z[X]/(f3)
nicht spaltet, da hier dx = —1 und —1 # 1 mod 8 gilt. Aus der Relation

()=

fiir eine gerade Primzahl p erhélt man (_Tl) =—1, (_?1) =1 und (_71) = —1, d.h. aus 3,
5 und 7 nur 5 in Z[i] spaltet usw. Also sieht das Spektrum des Ringes R(Cjy) grafisch wie

folgt aus

(6.16)
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[ Das Spektrum |

:_o Spec(R(Cy)) O’//OLC);IS;)C(ZM)
| Y :spec(g;ﬁ 5

7 Die Bestimmung des Kolimites colim Spec(R(C))

Oc(Da)

Aus Z[X]/(f3) = Z[i] und der Weylgruppe () von Cy, wobei ¢ := F(R;), erhilt man
durch die Proposition 6.10, Spec(Z[i])/(§) = Spec(Z[i]{?). Da in Z[i], 6(i) = —i gilt, ist
der Invariantenring Z[i]( = Z. Also folgt Spec(Z[X]/(f3))/(6) = Spec(Z). Damit gilt

Spec(R(Da)) =~ golim Spec(R(C)

= U SpeC(R(C))/

Oc(Da)
5 : R(Cy) — R(Cy),Vp € Spec(R(C4)')) : Spec(8)(p) = p € Spec(R(C4)'))
Resgj2 : R(Cy) — R(C,2),Vp € Spec(R(C,2)) : Spec(Resg42)(p) =p € Spec(R(Cy))
Resg‘1 : R(Cy) — Z,Vp € Spec(Z) : Spec(Resg“)(p) =p € Spec(R(Cy))
Resgs : R(Cs) — Z,Vp € Spec(Z) : Spec(ReSgS)(p) = p € Spec(R(Cy))

(
Resg” : R(Csy) — Z,¥p € Spec(Z) : Spec(Resg”)(p) =p € Spec(R(Cs,))
Resgr2 : R(Ch2) — Z,Vp € Spec(Z) : Spec(ReSgTZ)(p) = p € Spec(R(C,2))

Die Verklebungen im Kolimes und das Endergebnis sind in den néchsten Diagrammen
schrittweise dargestellt.
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Das Spektrum
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|__o (2) (3) (5) (7)

8 Die Kategorie O¢(24) und das Limes
Oc (Aa)°P

lim R(C)

Die samtlichen Elementen der Gruppe 24 sind nur die geraden Permutationen von
{1,2,3,4}. Diese sind die Elementen

Durch

1. Ordnung
(1).
2. Ordnung
(12)(34), (13)(24), (14)(23).
3. Ordnung
(123), (124), (134), (234),
(132) = (123)2,
(142) = (124)2,
(143) = (134),
(243) = (234)2.

3
Il
—_
}—l
—_
o)
S—
—~
(V]
I~
SN—
—
82
B
Il
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(234)(12)(34)(243) = (13)(24),
(143)(13)(24)(134) = (14)(23),
(12)(34)(243)(12)(34) = (134),
(13)(24)(134)(13)(24) = (123),
(14)(23)(134)(14)(23) = (142),
(12)(34)(234)(12)(34) = (143),
(14)(23)(143)(14)(23) = (124),
(13)(24)(143)(13)(24) = (132)

erhélt man die Konjugationsklassen der Elementen {(1)}, {(12)(34), (13)(24), (14)(23)},
{(123), (134), (142),(243)} und {(124), (132),(143),(234)}. Daher sind die Untergruppen
Cy, C4, CY bzw. A, AL, AL, AL” zu einander konjugiert. Die Kategorie O¢(2d4) von 24
hat deshalb ein Skeleton bestehend aus den Objekten 24/€&, 24,/Cs und 24 /A3. Fiir die
Morphismenmengen gilt

homoey (at,) (Aa/ €, 2As /€
homp, (Ay) (RUs/ €, A4 /Co {R(1)7 R(13)(24)7 R(123), R(132), R(124)a R(142)}a

) ={Ry|g € Ad},

)
homo, (a1,) (Aa/C2,A4/C2) = { Ry, Rasyea }

)

)

homo,, g,y (Aa/E, Ay /A3
homo,, g,y (R /A3, A /A3

= {R(1)7 R(12)(34)7 R(13)(24), R(14)(23)}7
= 1B}
Uberpriifung durch (6.1) ergibt

homey, (o, (As/ €, As/€) — {g€| g € Ay},
home, (ary) (Aa/Ca, Aa/C2) — {(1)Ca, (13)(24)Ca},

homoc(gl4)(914/913, 22l4/§2l3) i {(1)2l3}7

da g~ '2A3g C A3 genau dann gilt, wenn g € As,

home, (o) (e /€, A /Ca) —> { (1)Cy, (13)(24)Cy, (123)Ca, } |

(132)Cy, (124)Cs, (142)C

da
(13)(24)Cy = (14)(23)Cx%,
(243)Cy = (142)C5,
(134)Cy = (123)C4,
(234)Cy = (132)Cs5,
(143)Cy = (124)Cs5,



homeg oy (As/ €, Aa/As) — {(1)As, (12)(34)As, (13)(24)A3, (14)(23)2A5},
da

(12)(34)A3 = (143)A3 = (243)2As,
(13)(24)A5 = (142)2A5 = (234)2As,
(14)(23)2A3 = (124)A3 = (134)2s.

Der einzige nicht triviale Morphismus R(13)(24) von 44/Co nach sich selbst wird wegen
(13)(24)(12)(34)(13)(24) = (12)(34) unter dem Funktor F aus Lemma 6.2 auf der Identitét
in R(Cy) abgebildet, d.h. F(R(3)(24)) = idpr(c,). Wie fiir &3 nur die Erzeuger der
Morphismen von O¢(24) unter dem Funktor F aufschreiben ergibt

r- - - - - - - - - = 1 r-—-—-—- - - -—- - - -~ 1
R R idR(cy) idRr(az)
@ () ) (3

Ay /Co Ay /As R(C3) R(23)

/EU/
k
[sﬂ
. )
2
\V
N
X )
2

Ay /E
R(1y,---, R(243) idg
Lo - | L - - ___ _
Also gilt
ax a=1r+Ss
lim R(C) = T2 + sx5? RO, — 7
Oc(glil)op (©) X1 X < @ (©) b=r+s—t—u.

ba? + G Huxg? )o@
mit a,...,u € Z, d.h. y € limp, (9,)o» R(C) genau dann gilt, wenn y von der Form

(r+s)x
y= R Ch
(r+s—t—uxi® +0s° +ux;®
ist.
9 Der N-Isomorphie Index fur 244

Zur Bestimmung des Indexes, d.h die kleinste n > 1 so, dass fiir alle y € o l(lQI[n) R(C)
c(Rly)er

es ein x € R(2U4) gibt, fiir welche
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Res(z) = y" (6.17)

gilt, betrachtet man wie zuvor die Restriktion irreduzibler Charaktere x1, ..., x4 von 2y
auf den zyklischen Untergruppen

Res
R(4) & lim R(C)— P R(C),
Oc (™Aq)°P
Oc (2As4)
4 (1 +ca+c3+3ca)x (6.18)
Z CiXi — (c1+co+c3+ 04))(02 + 204)(52 ,
i=1 (c1 + 04))(?[3 + (ca+ca)xs® + (c3 + 04))(3(3

wobel fiur den Charakteren von 2l4

(1) (12)(34) (123) (132)
o 1 1 1 1
xz | 1 1 Cs ¢
xs | 1 1 (3 (3
i | 3 -1 0 0

Die Charaktertafel von 24

mit (3 = % gilt. Sei also y € limp, (9(,)or R(C) gegeben, etwa
(r+s)x
y= XL sXg

(r s —t—u)xy® +ix3" +uxs®

Wihle z = 2?21 ciXi SO, dass g +co+c3+cg=71,2c4 =8, cotcg=tund c3+c4 =u
gilt. Dann ist wegen (6.18) das Gleichungssystem

1 1 1 1 c1 T
0 0 0 2 ca | | s
0 1 0 1 cs | |t
0 0 1 1 Cy U

dquivalent zur (6.17) mit der Losung

r+%s—t—u

t—1g

u—%s ’
1
58

die nicht unbedingt in Z* liegt. Betrachtet man nun das Quadrat
() +s')x
Y= s o |
(T,/ + Sl o t/ _ u/)Xl 3 + t/X23 + U/X33
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wobei

r'zr2+s2,

s’ = 2rs,
t=u?+2(r+s—t—u),
u' =12+ 2u(r+s—t—u)

gilt, so erhilt man durch dem entsprechenden linearen Gleichungssystem die Losung in Z*

Also ist der Index n gleich 2. Dartiber hinaus folgt aus der Losung fiir den Fall n = 1, dass
R(214) = ker(f) gilt, wobei

. lim R(C) — Z/27,
f olm (©) /

y+—s (mod 2).

10 Das Kolimes colim Spec(R(C))

Oc(2U4)

An den Diagrammen von O¢(S3) und O¢(2ly) ist leicht zu sehen, dass beide Kate-
gorien sich nur durch den Weylgruppen der Untergruppe 23 von einander unterscheiden.
Diese Gruppe ist namlich bei der zweiten Kategorie trivial, obwohl sie bei der Ersten gle-
ich C5 ist. Deshalb fehlt im Kolimes fiir 24 die entsprechende Relation und die grafische
Darstellung des Ergebnisses wird einfach aus dem Fall fiir &3 bestimmt.

Spec(R(24)) ~ (gg}imrﬁl) Spec(R(C))

U Spec(R(C’))/

Oc(24)
(Resg2 : R(Cy) — Z,Vp € Spec(Z) : Spec(Reng)(p) =pc SpeC(R(C’g))>
Resy® : R(03) — Z,Vp € Spec(Z) : Spec(Resx?)(p) = p € Spec(R(A3))
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Das Spektrum A

|

| Spec(R(2A4)) /

| o
|

|

|

Bemerking 6.19. Zugleich ist es ein Beispiel eines Spektrums Spec(R(G)) fiir G endlich,
wobei nicht jeder Zweig des Spektrums gleich Spec(Z) ist, sondern enthélt es den Zweig
Spec(Z[(3]) mit z.B. zwei auf (7) liegenden gespaltenen Primidealen.
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