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1. Einleitung

Anfang des vergangenen Jahrhunderts fithrten neue experimentelle Ergebnisse wie z.B.
die diskreten Absorptions- bzw. Emissionsspektren bei Atomen und der bei elektroma-
gnetischen Wellen festgestellte Teilchencharakter zu Unstimmigkeiten mit den bis dahin
etablierten Theorien. Die aus der darauffolgenden Suche nach neuen Theorien hervorge-
gangene Quantenmechanik und die auf ihr aufbauenden Theorien bilden bis heute die
am besten bestétigten physikalischen Theorien und sind dementsprechend der Hauptbe-
standteil der modernen Physik. Allerdings sind diese Theorien um ein vielfaches kom-
plizierter als die klassischen Theorien und koénnen selbst fiir vergleichsweise einfache
physikalische Systeme oft nur mit Hilfe numerischer Methoden tiberpriifbare Vorher-
sagen treffen. Da die Quantenmechanik in makroskopischen Dimensionen die gleichen
Vorhersagen macht wie die newtonsche Theorie, miissen sich klassische Trajektorien in
irgendeiner Weise auch in den quantenmechanischen Ergebnissen wiederspiegeln. Die
semiklassische Physik ist im Ubergang zwischen klassischer Mechanik und Quantenme-
chanik angesiedelt und liefert einerseits analytische Ndherungen fiir die exakten quanten-
mechanischen Losungen und andererseits Interpretationsmdoglichkeiten der gefundenen
Loésungen in diesem Kontext. Vor allem bei Systemen, die sich klassisch chaotisch ver-
halten und quantenmechanisch nicht exakt 16sbar sind, liefert der semiklassische Ansatz
gute Ergebnisse. Gutzwiller [3] stellte 1971 mit seiner Spurformel eine Moglichkeit vor,
die quantenmechanische Zustandsdichte eines solchen Systems allein mit Hilfe der Ei-
genschaften der klassisch erlaubten periodischen Trajektorien zu approximieren. Balian
und Bloch [5] leiteten mit semiklassischen Methoden kurz spéter eine sehr einfache Ent-
wicklung des nicht oszillierenden Teils der Zustandsdichte in Potenzen der Energie her
und verallgemeinerten damit die schon viel frither von Weyl [15] aufgestellte (und nach
ihm benannte) Entwicklung.

Eine der grofiten Herausforderungen in der aktuellen Forschung bildet die Einbezie-
hung der Wechselwirkung in Systemen aus mehreren Teilchen. Fiir relativistische Streu-
prozesse liefert die Quantenelektrodynamik gute Ergebnisse, wiahrend im nichtrelativis-
tischen Fall die Bornsche Naherung verwendet werden kann (in beiden Féllen handelt es
sich um Stérungstheorien). Fiir nichtrelativistische wechselwirkende Teilchen in einem
begrenzten Gebiet kénnen diese jedoch in der Regel zu keinem Zeitpunkt als unabhangig
betrachtet werden. Fiir einzelne Atome wurde sehr frith von Thomas und Fermi eine
Naherungslosung vorgeschlagen, die fiir hohe Kernladungszahlen qualitativ gute Ergeb-
nisse liefert. Spéter konnten mit Hilfe der Hartree-Fock Néherung die wichtigsten Ei-
genschaften von Atomen sehr gut beschrieben werden. Fir fermionische oder bosonische
Gase gibt es ebenfalls zahlreiche Ansétze, jedoch verkompliziert die Einbeziehung der
Wechselwirkung in jedem Fall die Rechnungen. Ist man lediglich an der mittleren Zu-
standsdichte eines solchen Gases interessiert, konnte die semiklassische Physik wie im
nichtwechselwirkenden Fall moglicherweise einfache, universelle und analytisch erfassbare
Ergebnisse liefern. Q. Hummel [0] stellte dazu 2014 einen Formalismus zur semiklassi-
schen Berechnung der Zustandsdichte fiir beliebig viele Fermionen bzw. Bosonen vor, die
sich in einem begrenzten Volumen beliebiger Dimension befinden und nicht miteinander
wechselwirken. Der Formalismus beriicksichtigt dabei bereits die quantenmechanische
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Ununterscheidbarkeit der Teilchen.

Um diesen Formalismus auf wechselwirkende Systeme zu erweitern, ist es sinnvoll,
zuerst den einfachsten Fall eines Systems aus zwei Teilchen in einem eindimensionalen
Volumen (d.h. auf einer begrenzten Linie) zu betrachten. Diese Arbeit beschéftigt sich
deshalb mit einem System aus zwei Bosonen auf einer Strecke der Léange L, die einer
Kontaktwechselwirkung in Form eines Delta-Potentials V' (g1, ¢2) = ad(q1 — ¢2) unterlie-
gen. Dieses kann als Grenzfall eines sehr kurzreichweitigen Potentials aufgefasst werden,
was fiir hohe Teilchenenergien es eine physikalisch sinnvolle Ndherung darstellt. Neben
der Vereinfachung der Rechnungen hat dieses Potential den folgenden Vorteil: ein Sys-
tem aus beliebig vielen Bosonen auf einer Linie mit einer d-artigen Wechselwirkung kann
quantenmechanisch exakt gelost werden [7] und ldsst deshalb einen einfachen Vergleich
der semiklassischen Naherungen mit dem quantenmechanischen Ergebnis zu.

Im ersten Abschnitt der Arbeit werden die grundlegenden mathematischen und phy-
sikalischen Konzepte vorgestellt, die zur Berechnung der Zustandsdichte fir das System
aus zwei Bosonen bendtigt werden. Der darauffolgende Abschnitt beschéftigt sich mit der
Herleitung des eindimensionalen Propagators fiir ein Delta-Potential und verallgemeinert
das bereits von Manoukian gefundene Ergebnis [¢]. Um die grundlegenden Eigenschaften
dieses Ergebnisses zu ergriinden schliefit sich eine kurze Betrachtung eines Einteilchen-
problems unter der Verwendung des hergeleiteten Propagators an. Dabei wird auch die
Formulierung der Wechselwirkung als gemischte Randbedingung hervorgehoben, was die
Rechnungen in den darauf folgenden Abschnitten vereinfacht.

Der néchste Abschnitt befasst sich in aller Ausfiihrlichkeit mit der Zustandsdichte fiir
das System aus zwei Wlechselwirkenden Bosonen. Dabei wird zuerst die Weyl-Entwicklung
bis zur Ordnung F~2 berechnet. Die Rechnungen und das Ergebnis sind dabei sehr
iiberschaubar und lassen hoffen, dass fiir hohere Teilchenzahlen keine weiteren Korrek-
turen verwendet werden miissen. Diese Korrekturen werden im Anschluss berechnet und
analysiert. Im Vergleich mit den exakten quantenmechanischen Losungen wird dann er-
sichtlich, dass die hoheren Korrekturen im Allgemeinen vernachlassigbar sind bzw. durch
einfachere Ausdriicke ersetzt werden kénnen.

Im letzten Abschnitt wird die lokale Zustandsdichte und die Teilchendichte fiir das
System berechnet und mit den quantenmechanischen Ergebnissen verglichen. Dieser Ab-
schnitt gestaltet sich sehr technisch und zeigt, dass auch fiir das vergleichsweise einfache
System aus zwei wechselwirkenden Bosonen die lokalen Eigenschaften semiklassisch be-
schrieben werden kénnen, der dazu benétigte Aufwand im Vergleich jedoch sehr hoch ist.
In einem Unterabschnitt wird das Verhalten in unmittelbarer Nahe des Randes aus der
Potenzreihenentwicklung der lokalen Zustandsdichte gewonnen. Dieses liefert ein sehr
einfaches Ergebnis, das die Wechselwirkung in einfacher Form widerspiegelt.



2. Vorbereitende Konzepte

2.1. Notation und Konventionen

e Vektoren werden in dieser Arbeit im Vergleich zu skalaren Gréflen als aufrecht
stehende, fett gedruckte Buchstaben gekennzeichnet. Beispiel: z,t, 5 sind Skalare,
x ist ein Vektor.

e Die auftretenden Funktionen hingen oft von mehreren Variablen ab. Falls die
Abhéngigkeit von einer bestimmten Variable in einem gegebenen Zusammenhang
nicht relevant ist, so wird diese oft weggelassen, um die Notation zu vereinfachen.

e Treten in einer Formel die Koordinaten g; und ¢ auf, so sind damit immer die
physikalischen Koordinaten gemeint (die Umkehrung gilt nicht).

2.2. Propagator und Zustandsdichte

Der Propagator eines quantenmechanischen Systems ist definiert als [3]
K(x',x,t) = X|U(t)|x), (1)

mit dem Zeitenwicklungs-Operator U(t) = e " Der Propagator entspricht einer Wahr-
scheinlichkeitsdichte dafiir, ein Teilchen, das sich zum Zeitpunkt 0 am Ort x befand,
nach der Zeit t am Ort x’ zu finden. Per Definition erfiillt der Propagator fiir ¢t # 0 die
zeitabhingige Schrédinger-Gleichung

ih%[((x’,x, t) = Hx K (X', x,t) (2)

und fiir ¢ = 0 gilt K(x',x,0) = 6(x' — x).
Sind die stationéren Losungen des Systems bekannt, so gilt!

O(t) = e % ZE [¥n) (Y] - (3)

Sei Q der Konfigurationsraum des Systems und x,x’ € Q. Der Propagator kann dann

mit (x|¢,) = ¥y, (x) als
X , X, 1) Zef_E” Uy (x ¢n( ) (4)

geschrieben werden. Die Spur des Propagators fiir ein System mit Konfigurationsraum
Q) wird definiert als

Tr K(x',x,t) /dexxt)

und entspricht der Spur des Zeitentwicklungs-Operators.

'Fiir ein kontinuierliches Spektrum muss die Summe durch ein Integral ersetzt werden.
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Die exakte Zustandsdichte fiir ein System mit diskreten Eigenenergien F,, ist gegeben
durch p(E) =Y, 6(E — E,) und gibt iiber das Integral

FEo+AFE
/ dE p(E) (5)
Eo

die Anzahl der Zustéande mit einer Energie im Intervall [Ey, Eg+AE] an. Die Zéhlfunktion
wird deshalb definiert als

N(E) := /_ idE’ p(E). (6)

Sie gibt die Anzahl der Zustiande mit einer Energie £’ < E an. Die Zihlfunktion ist im
Vergleich zur Zustandsdichte eine Funktion im klassischen Sinne und wird deshalb fiir
den Vergleich von quantenmechanischer und semiklassischer Zustandsdichte verwendet.
Die Zahlfunktion fiir ein System mit diskretem Spektrum ist eine stiickweise konstante
Funktion

N(E) =) _O(E - Ey) (7)

mit der Heaviside-Theta-Funktion O(F).
Mit dem Parameter § = %t rechnet man

2

Le|p(B)](8) = /O:odE p(E)e PE =3 e BEn
=D [ e e
=[x S0 B (%)

=TrK(x',x,t),

wobei Lg [ f (E)] (B) die beidseitige Laplace-Tranformation von f(FE) mit dem Parameter
[ ist. Die Zustandsdichte entspricht also der invers Laplace-Transformierten der Spur
des Propagators:

p(E) = L3 Tr K (', x,1)|(E). (8)

Da die (inverse) Laplace-Transformation linear ist, fithrt ein Gesamtpropagator der Form

K(x',x,t) = >, MiK;(x',x,t) zu einer Zustandsdichte der Form p(E) = Y, Aipi(E). Das
bedeutet, dass jeder Summand im Propagator einzeln betrachtet werden kann.

Fiir einen Hamilton-Operator der Form H = Dok Hj mit [ﬁk,ﬁl] = 0, konnen die

Losungen der Schrodingergleichung als Produktzustédnde der Form [v) = @ |¢k) ge-
k

schrieben werden, wobei [1);,) eine Losung der SGL Hy, [¢r,) = Ej |¢b) ist. Der Propagator

In der Rechnung muss angenommen werden, dass Zn e PEn konvergiert. Das ist z.B. fiir t=0 nicht

ip,t

erfiillt. Tatséichlich miisste die Funktionenfolge > _ . e 7" (x)y(x) auf Q gleichmiiBig gegen

K(x,x,t) konvergieren.
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des Systems ist dann

K (%%, 1) = (e 220 Mo ) = T (xgle™ 57 i) = ] K (], %, 1)
k k

und die Spur des Propagators ist gegeben durch

Tr K (x',x,t) = HTrK(x;C,xk,t).
k

Hier sind die x; Koordinaten in zueinander orthogonalen Unterrdumen, die jeweils zu
einem der Hamilton-Operatoren in der Ortsdarstellung gehdren. Der Propagator fiir
ein System mit unabhéngigen orthogonalen Koordinaten kann so zum Beispiel als das
Produkt der eindimensionalen Propagatoren geschrieben werden.

2.3. Semiklassische Zustandsdichte

Im semiklassischen Limit wird das Plancksche Wirkungsquantum als klein angesehen,
d.h. man betrachtet das asymptotische Verhalten der Quantenmechanik im formalen
Grenzfall A — 0. Als Beispiel wird hier ein stark verkiirzte Darstellung der Herleitung
der Gutzwillerschen Spurformel angefithrt. Diese richtet sich nach [3] und soll nur die
grundsatzlichen Ideen aufzeigen. Der Propagator fiir ein System kann immer als ein Pfa-
dintegral formuliert werden. Dazu betrachtet man die Propagation eines Teilchens von
dem Punkt a zum Punkt b im Konfigurationsraum. Nun wird zuerst ein dritter Punkt
¢ im Konfigurationsraum eingefiigt, der bei der Propagation von a nach b passiert wird
und anschlieend iiber die Position dieses Punkts integriert. Dieser Vorgang wird formal
unendlich oft wiederholt wobei letztendlich iiber alle méglichen Wege von a nach b inte-
griert werden muss. In den Integralen tritt die klassische Wirkung bzw. die Hamiltonsche
Prinzipalfunktion fiir jeden Weg mit dem Vorfaktor % als Phase auf. Da h sehr klein ist,
bewirkt eine kleine Anderung der Wirkung bereits starke Oszillationen, die sich im In-
tegral gegenseitig aufheben. Der Wert des Pfadintegrals ist deshalb hauptséchlich von
den Pfaden mit stationdrer Phase abhéingig. Da nach dem Hamiltonschen Prinzip die
klassisch erlaubten Trajektorien genau diejenigen mit stationdrer Wirkung sind, tragen
ebenjene verstiarkt zum Wert des Integrals bei. Formal kann deshalb eine Stationare-
Phasen-Ndherung im Integral durchgefiihrt werden, bei der nur die klassisch erlaubten
Trajektorien iibrig bleiben. Nach weiteren Néherungen bleiben im Zuge der Spurbil-
dung bei einer erneuten Stationdren-Phasen-Naherung nur die klassischen geschlossenen
Phasenraum-Trajektorien iibrig. Die so erhaltene Spurformel ermdéglicht es, die quan-
tenmechanische Zustandsdichte nach und nach durch das Hinzunehmen immer ldngerer
periodischer Bahnen zu approximieren. Fiir die kiirzeste im weitesten Sinne periodische
Bahn der Lange Null kann die Spurformel nicht benutzt werden, jedoch kann deren
Beitrag auch ohne Stationédre-Phasen-Néherung berechnet werden. Insgesamt zeigt sich,
dass die semiklassische Zustandsdichte in einen mittleren und in einen oszillierenden
Anteil aufgespalten werden kann:
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Dabei kommen die Beitrige zur mittleren Zustandsdichte hauptséchlich von den Bah-
nen der Lénge Null. Diese Arbeit beschéftigt sich ausschlieflich mit dieser mittleren
Zustandsdichte. Deshalb wird der Uberstrich im Rest der Arbeit weggelassen.

2.4. Freier Propagator und Randkorrekturen

Ein Beispiel fiir ein System mit kontinuierlichem Spektrum ist das freie Teilchen. Der
eindimensionale Propagator fiir ein freies Teilchen ist gegeben durch [3]

m
2miht

2

e aim (' —2)7, (9)

KO(x/, z, t) =

Fiir ein Teilchen in einem Gebiet 2 der Dimension D mit dem Kastenpotential U(x) =
0 fir x € Q und U(x) = oo fur = ¢ 2 kann die Zustandsdichte in erster Ndherung mit
Hilfe des freien Propagators berechnet werden. Das kann nach [5] wie folgt begriindet
werden: Das mittlere Verhalten von p(F) ist bestimmt durch das Verhalten der Laplace-
Transformierten (als Funktion von ¢) bei kleinen Zeiten. In fithrender Ordnung ist die
Zustandsdichte somit durch das Verhalten des Propagators fiir kurze Zeiten bestimmt.
Aus diesem Grund wird angenommen, dass der Einfluss der Berandung S von 2 nur bei
den Punkten in ihrer unmittelbaren Néhe eine Rolle spielt und bei der Propagation im
Innern von 2 vernachléssigt werden kann. Deshalb kann dort der freie Propagator ver-
wendet werden, der (in orthogonalen Koordinaten) als das Produkt der eindimensionalen
freien Propagatoren geschrieben werden kann. Mit der allgemeinen Identitét

I

7—1/

oo 1 oo
Ly [w”_le)(x)} (1) = / dza’te ™ = —V/ dza’ e ™ = (10)
0 T Jo

fiir ReT > 0 ergibt sich aus dem freien Propagator die Zustandsdichte

po(E) = L5 /Q dx Ko(x,x.1)| (E)

= ;! [/de (ﬁ) %} (E)
— Vo <TW;L2>? c;t [é}(E)

m \? E 71
() E o
27 h? F(%)
Dabei ist Vo das D-dimensionale Volumen des Gebiets © und O(E) die Heaviside-
Funktion. In fiihrender Ordnung ist die Zustandsdichte eines ,freien“ Teilchens in einem

begrenzten Gebiet also nur vom Volumen des Gebiets und der Energie ' abhéngig. In
dieser Arbeit sind nur die Félle D = 1 und D = 2 relevant:

1
1 (2m\2 O&F) _
w(p) =i Ve P (1)
~(2)O(E) D=2

10
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V=00

Abbildung 1: Veranschaulichung der fiir die mittlere Zustandsdichte relevanten Trajek-
torien. Weit vom Rand entfernt miissen nur die Trajektorien der Lénge
Null beriicksichtigt werden. In unmittelbarer Nahe des Randes kommen
Reflexionen dazu.

mit der Lange [ bzw. der Flache A.

Um den Einfluss der Berandung S zu berticksichtigen, kann die Methode der Spiegel-
bilder verwendet werden [5]. Mit der Annahme, dass die Berandung nur bei Punkten in
ihrer unmittelbaren Néhe eine Rolle spielt, kann diese lokal als Ebene gendhert werden.
In dieser Arbeit sind die physikalischen Begrenzungen tatséchlich durch Punkte oder
Strecken gegeben (also Ebenen niedriger Dimension). In dem hier gewéhlten System
muss die Wellenfunktion am Rand verschwinden (Dirichlet-Randbedingung). Das be-
deutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir die Propagation eines Teilchen auf den Rand null
ist. Der Propagator muss also zusétzlich zu (2) fir x4 € S die Bedingung K (xs,-,t) =0
erfillen. Ebenfalls wichtig ist der Fall, dass die Normalenableitung der Wellenfunktion
auf dem Rand verschwinden muss (Neumann-Randbedingung). Die Bedingung fiir den
Propagator ist fiir diesen Fall a%K (x,-,t)|x,= 0. Fiir den eindimensionalen Fall mit einer
Dirichlet- (—) bzw. Neumann-Randbedingung (+) bei z = 0 erfiillt der Propagator

K(2',2,t) = Ko(2/, 2, t) & Ko(—2', 2, 1) (12)

alle geforderten Eigenschaften. Analog muss in héheren Dimensionen der freie Propa-
gator um den an dem entsprechenden Rand gespiegelten Propagator ergénzt werden.
Anschaulich wird bei der Propagation nun nicht nur der Pfad der Lange Null, sondern
auch der (klassisch erlaubte) Pfad berticksichtigt, auf dem das Teilchen am Rand reflek-
tiert wird (sieche Abb. 1). Da angenommen wird, dass die Randbeitrége fast ausschlieflich
von der Propagation in unmittelbarer Ndhe des Randes abhédngen, kann die Spurbildung
bei der Koordinate Senkrecht zum Rand bis ins unendliche ausgedehnt werden. Insge-
samt kann gezeigt werden, dass die Zustandsdichte fiir ein beliebiges Gebiet 2 so um
einen Beitrag proportional zur Oberfliche S ergénzt wird [5]. Dabei kénnen die Randkor-
rekturen separat berechnet werden, was die Berechnung stark vereinfachen kann, da das
Koordinatensystem so gewéhlt werden kann, dass die Koordinate senkrecht zur Beran-
dung einer Koordinatenachse entspricht. Die Randkorrektur fiir den eindimensionalen

11
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Fall ergibt sich aus (12) wie folgt:

o0 o
TrKo(—z,,t) :/ de || — e~ 3 (20)* = 1/ dz (/2o ahe® = 1
0 2miht 4 J_ 2miht 4 (13)

= prand(E) = ££5" [ Tr Ko(—a,2.8)] (B) = iié(E),

wobei die Vorzeichen fiir die Neumann- (+) bzw. Dirichlet-Randbedingung (—) stehen.
Fiir den zweidimensionalen Fall mit einer Strecke S der Lénge [ als Begrenzung in xs-
Richtung ist der gespiegelte Propagator durch K'(x,x,t) = Ko(x), z1,t)Ko(—2%, x2,1t)
gegeben und es gilt

o0 m l m
TrK'(x t:/d /d m 7it(2x2)2:_
rK'(x',x,t) : x1 ; T e RIEETE "
1
_ I [2m\2 O(F)
_ 1 / _
= prana(B) = L5 [TrKa(d,,0)| (B) = £ (h2 ) =

Fiir gekrimmte Berandungen kann auch ein weiterer von der Kriimmung abhéngiger
Beitrag hergeleitet werden. Dieser ist jedoch fiir diese Arbeit nicht relevant. Stattdessen
werden an mehreren Stellen Eck-Korrekturen berechnet. Diese ergeben sich prinzipiell
wieder aus Spiegelungen des Propagators an den beteiligten Rédndern.

2.5. Vielteilchen-Propagator

Da in dieser Arbeit ein System aus zwei Teilchen betrachtet wird, ist es sinnvoll die Eigen-
schaften eines Zweiteilchen-Propagators allgemein zu charakterisieren. Fir ein besseres
Verstiandnis werden diese Eigenschaften hier fiir beliebig viele Teilchen hergeleitet. Ge-
geben sei ein System aus N identischen Teilchen in D Dimensionen. Die Gesamtwellen-
funktionen fiir ein solches System muss antisymmetrisch (Fermionen) oder symmetrisch
(Bosonen) sein. Das entspricht dem Umstand, dass die Teilchen quantenmechanisch
nicht unterscheidbar sind. Die antisymmetrischen bzw. symmetrischen Lésungen der
Schrédinger-Gleichung bilden einen Unterraum des gesamten Hilbertraums. Der Projek-
tionsoperator auf diesen Unterraum kann fiir die Teilchenkoordinaten x := (x1,...,Xy)
im Konfigurationsraum QY direkt angegeben werden. Um diesen zu vereinfachen wird
der Begriff der fundamentalen Doméne eingefiihrt: Die Gruppe Sy der Permutationen
iiber {1,..., N} operiert auf der Menge QY gemi P(x1, --,xy) = (Xpa)> - Xp(v))-
Die Bahnen Syx = {Px|P € Sy} der Elemente x € Q" unter Sy sind entweder dis-
junkt oder gleich. Eine fundamentale Doméane F wird definiert als ein Vertretersystem
der Bahnen in QY unter Sy. Im folgenden werden zur Vereinfachung nur Zustéinde be-
trachtet, bei denen x; # x; fiir beliebige Indices i,j € {1,...,N},i # j gilt. Sind x
und x’ zwei Vertreter der selben Bahn, so legen sie (bis auf Vorzeichen) den gleichen
symmetrischen (4) bzw. antisymmetrischen (—) Zustand

x)F = —— +)7 | Px 15
%) \/mp;]v( )" [Px) (15)

12



2.5. Vielteilchen-Propagator

fest. Durch die Beschriankung auf die Fundamentale Domaéne liefert diese Beziechung eine
Bijektion zwischen dem Unterraum der (anti-)symmetrischen Zustédnde und der Funda-
mentalen Doméne. Aufierdem sind fiir verschiedene Elemente x,x’ € F die durch (15)
festgelegten Zustédnde orthogonal. Der Projektions-Operator ist damit gegeben durch

5 _ ND + 0+ NDL PoQ
Py= [aa™? ot (xf* = [ 4o P7§SN(i) Px) Qx| (16)

Fiir einen beliebigen Zustand |x’) mit x’ € QY existiert nun ein eindeutiges R € Sy mit
Rx' € F Also gilt

~ 1 _
Py x) = / AP S ()R | Px) S(R - X))
F ' PeSy
1 o
- 3 @R |Po Ry
" PeSN

1 /
= 3 (@®)PIPx)

" PeSy

unabhingig von R. Dabei wurde benutzt, dass sgn(P~!) = sgn(P) gilt und Sy transitiv
auf sich selbst operiert. Die Summation {iber die Permutationen @ ist damit dquivalent
zur Ausweitung der Integration auf QV:

. 1
_ ND P
Pi_/QNdx 5 2 )P (x] (17)
PeSy

Dieser Projektionsoperator ist auch fir beliebige Zustdnde mit evtl. nicht paarweise
verschiedenen Teilchenkoordinaten verwendbar. Das kann leicht mit einem beliebigen
Zustand verifiziert werden. Die Herleitung erfordert lediglich etwas mehr Schreibaufwand
und die Verwendung der Isotropiegruppe {P € Sy | Px = x} von x.

Als Projektionsoperator ist Py idempotent und hermitesch. Auflerdem kommutiert er
wegen [Pi, 7—2] = 0 mit dem Zeitentwicklungsoperator U (t). Deshalb ist der Propagator
fiir das System durch

Ki(x',x,t) = (x'|PLU () Pe|x) = (x'|PLU(t)|x) (18)

gegeben. Ist der Propagator fiir N identische unterscheidbare Teilchen gegeben durch
K(x',x,t), so erhdlt man den Propagator fiir das System aus N identischen ununter-
scheidbaren Teilchen (also Bosonen (+4) oder Fermionen (—)) daraus also wie folgt:

Ki(x,x,1) = % S (H)PK(PX x,1). (19)

PeSy
Dabei sind x und x’ beliebige Teilchenkonfigurationen. Eine Spurbildung erfolgt deshalb
iiber den gesamten Konfigurationsraum Q%. In manchen Fillen ist es sinnvoll die Inte-
gration nicht iiber den gesamten Konfigurationsraum auszudehnen, sondern nur die fun-
damentale Doméne zu betrachten. Nimmt man wieder paarweise verschiedene Teilchen-

koordinaten an, so besteht jede Bahn aus genau N! Elementen. Der Propagator fiir die

13



2. Vorbereitende Konzepte

Z2

Fa

0 L371

Abbildung 2: Fundamentale Doméne F5 fiir das System aus zwei Teilchen auf einer Linie
der Lénge L.

fundamentale Doméne muss mit /N! multipliziert werden, da diese Mehrfachzdhlungen
nun wegfallen. Anders ausgedriickt: der Vorfaktor % korrigiert die Mehrfachzahlungen
bei der Integration iiber den gesamten Konfigurationsraum.

In dieser Arbeit ist vor allem eine spezielle fundamentale Doméne fiir zwei Teilchen auf
einer Linie der Linge L von Interesse. Diese kann in der Form F» = {x € [0, L]?|xy < 21}
angegeben werden und ist in Abb. 2 graphisch dargestellt. Der freie Propagator fir
zwei unterscheidbare identische Teilchen auf einer Geraden kann als das Produkt der
eindimensionalen Propagatoren geschrieben werden. Der auf die fundamentale Doméne
beschréinkte (anti-)symmetrische Propagator fiir die ununterscheidbaren Teilchen ist des-
halb (ohne Randkorrekturen) gegeben durch

Ky (x',x) = Ko(2], 21)Ko(xh, x2) £ Ko(xh, x1)Ko(x], 22).

Das entspricht aber genau dem Propagator fiir ein Teilchen in zwei Dimensionen mit
einer Neumann- bzw. Dirichlet-Randkorrektur bei z; = x2. Das System aus zwei unun-
terscheidbaren Teilchen auf einer Strecke der Lange L ist deshalb dquivalent zu einem
System aus einem (virtuellen) Teilchen in dem zweidimensionalen Gebiet G = F5 mit
einer Neumann-Randbedingung fiir Bosonen bzw. einer Dirichlet-Randbedingung fiir
Fermionen (siehe hierzu auch [0]).

2.6. Lokale Zustandsdichte fiir eindimensionale Systeme

Die Lokale Zustandsdichte enthélt zusétzlich zur Information iiber das Spektrum auch
Informationen tiber die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Teilchen. Fiir ein Teilchen auf
einer Linie der Lange L ist sie gegeben durch

pla,B) = 3 0(E = E)ltu(w)? = L3 [K (2, 2,t = —ihB)| (E), (20)
d.h. die Integration bei der Spurbindung des Propagators wird weggelassen. Fiir mehrere

Teilchen ist man lediglich daran interessiert, mit welcher Wahrscheinlichkeit man in
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2.6. Lokale Zustandsdichte fiir eindimensionale Systeme

einem Gebiet mindestens ein Teilchen findet, wobei die Position der anderen Teilchen
keine Rolle spielt. Diese Information bleibt erhalten, wenn man bei der Spurbildung
die Integration iiber genau eine Teilchenkoordinate auslésst. Sind die Wellenfunktionen
gegeben durch v, (x) so erhdlt man die lokale Zustandsdichte durch

pla, ) =5 /L eV K (xx. )] (B)

=S0E = Ba) [ e o

LN

:25(E - En)nnT(x)

mit der iiber N — 1 Teilchenkoordinaten gemittelten Teilchendichte

() = N da™ e (x) . (21)

LN-1

Diese gibt den Erwartungswert fiir die Anzahl der Teilchen an, die man in einem infi-
nitesimalen Intervall auf der Linie antrifft. Fiir ein Kontinuierliches Spektrum wird die
Teilchendichte zu n(E, x). In diesem Fall erhdlt man sie aus der lokalen Zustandsdichte
mit Hilfe der Normierungsbedingung

L
/ dzn(z,E) = N,
0
wobei n(z, E) = A(F) - p(z, E) gelten muss. Das liefert
N
n(z, F) = —=p(z, F).
(5,) = —=0(o. )

Dabei ist p(z) die (globale) Zustandsdichte?.

3Schreibt man fiir ein diskretes System §(F — E,) = lime—0 6c(E — Ey) mit Diracfolgen 4., so gilt die
Formel auch fiur diesen Fall.
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Abbildung 3: Potentialtopf mit d-Barriere. Die erste symmetrische und die erste anti-
symmetrische Losung (fiir a > 0) sind eingezeichnet.

3. Herleitung des Propagators fiir ein Deltapotential

In diesem Abschnitt soll der Propagator fir ein Teilchen der Masse m auf einer unendlich
ausgedehnten Linie mit einem Potential der Form U(x) = ad(z) (sprich Deltapotential
bei = 0 der Starke «) hergeleitet werden. Dabei ist «v ein beliebiger reeller Parameter.
Dazu werden zuerst die Losungen der Schrodingergleichung fiir ein beschranktes System
der Lénge 2L berechnet, um dann den gesuchten Propagator aus dem Grenzibergang
L — oo zu erhalten. Um die Ergebnisse der folgenden Abschnitte iibersichtlicher schrei-
ben zu kénnen, werden an dieser Stelle zwei a-abhédngige Gréflen definiert:

mao

KR = ?, (22)
h2K?

Dabei hat x die Dimension einer Wellenzahl und p die einer Energie. Ab Abschnitt 4.2
wird ein Einheitensystem gewahlt, in dem % =1 gilt. In diesem Fall vereinfachen sich
obige Bezichungen zu

3.1. Exakte Losungen fiir den Potentialtopf mit Delta-Barriere
Gegeben sei ein unendlicher Potentialtopf der Breite 2L symmetrisch zum Ursprung (vgl.
Abb. 3). In der Mitte des Topfes befinde sich ein §-Potential der Form U(z) = ad(x)

der Stirke a € R. Der Hamiltonoperator in Ortsdarstellung ist dann fiir x € [—L, L]
gegeben durch

H=———— +ad(z). (24)
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3. Herleitung des Propagators fiir ein Deltapotential

Die Losungen der Schrodingergleichung 7—11#(3:) = FE(x) miissen im Ursprung stetig
sein. Weiter gilt:

lim ¢ (¢) — ¢'(—€) = lim “da V" (z)

e—0 e—0 /) _¢
SGL ;. ¢ 2m
= lim _de—ﬁ(E—M(ﬂ?)W(ﬁﬂ)
2ma
= 222000,

Da das System symmetrisch zum Ursprung ist, sind alle stationdren Losungen entweder
symmetrisch oder antisymmetrisch. Fiir die antisymmetrischen Losungen folgt aus der
Stetigkeit 1(0) = 0. Fiir diese ist obige Bedingung also dquivalent zur Stetigkeit der
Ableitung im Ursprung. Die antisymmetrischen Lésungen werden also von der d-Barriere
nicht beeinflusst und entsprechen genau den bekannten antisymmetrischen Losungen fiir
einen unendlichen Potentialtopf. Sie sind gegeben durch

_ r . _
Y, (z) = N3 sin(k,, ) k, =—, neNlN. (25)
Fiir die symmetrischen Losungen folgt mit der Definition (22) fiir die rechtsseitige Ab-
leitung im Ursprung die Bedingung

W(07) = k- 9(0). (26)

Fir kK = 0 ergibt dies eine Neumann-Randbedingung, wiahrend der Grenzfall Kk — oo
nur fir ¢(0) = 0, also Dirichlet-Randbedingungen, erfiillt werden kann. Deshalb spricht
man bei einer Randbedingung der Form (26) von einer gemischten Randbedingung.

Im Folgenden wird zuerst nur o > 0 bzw. dquivalent £ > 0 betrachtet. Der Fall k < 0
wird am Ende des Abschnitts separat behandelt.

Der Ansatz ¢(x) = Asin(k(|z| — L)) erfillt die Randbedingungen (—L) = (L) =0
und fiir die Ableitung gilt ¢’ (x) = sgn(z) Ak cos(k(]z| — L)). Die Bedingung (26) liefert
dann

tan(kL) = —%. (27)
Dies ist eine transzendente Gleichung mit jeweils einer Losung fiir kL in jedem Intervall
(nm — §,nm+ 5) mit n € Z (vgl. Abb. 4). Dabei ist fiir jede Losung &, auch —k,, eine
Losung, liefert aber keine linear unabhéngige Wellenfunktion 1. Auflierdem ist fiir £ = 0
die Wellenfunktion v identisch Null. Deshalb kann man sich auf n € N beschrinken®.
Nach der Normierung auf dem Intervall [— L, L] ergeben sich die symmetrischen Losungen

zu

[N

1 sin(2k L)\ ? |
Uy (x) = NG (1 - W) sin (k:f(’x\ - L))

kf = —ktan(k L), mit kL € (n7 — %,nw + 5)
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3.2. Propagator fiir eine Delta-Barriere

k
J(k) f(k) =tan(kL)
i kL
2
; 4
5 f(k) =%
Abbildung 4: Graphische Losungen der transzendenten Gleichung tan(kL) = —% fiir
& > 0. In jedem Intervall (nm — 5, nm + ) existiert genau eine Losung.

Die obige Herleitung ist auch fiir den Fall x < 0 giiltig, weshalb die Wellenfunktionen
in (28) auch fiir kK < 0 Losungen darstellen. Allerdings existiert fir kL € (—1,0) eine
weitere Losung ko der Gleichung (27) mit koL € (0, §). Es gibt jedoch nicht nur fiir kL €
(—1,0) eine zusétzliche Losung: der Ansatz ¢)(z) = Asinh(k(|z|—1)) erfiillt ebenfalls die
Randbedingung ¢)(+L) = 0. Aus (26) ergibt sich die transzendente Gleichung

tanh(kL) = —%. (29)

Diese Gleichung hat fir kL € (—o0, —1) eine nicht verschwindende Losung k(. Aufgrund
der Symmetrie kann wieder die positive Losung gewéahlt werden. Setzt man den Ansatz
in die Schrodingergleichung ein, so zeigt sich, dass die zugehorige Energie negativ sein
muss. Tatséchlich geht der hier gewédhlte Ansatz aus dem urspriinglichen Ansatz durch
die Ersetzung (k — ik), also einer imaginiren Frequenz, hervor®. Die Normierung liefert
die Wellenfunktion

=

o) = 7= (T 1) sinhi (el — 1) (30)

Die zusétzlichen Losungen der transzendenten Gleichungen (27) und (29) sind in Abb.
5 graphisch dargestellt. Fiir kL. = —1 gibt es keine weitere Losung. Dieser Fall ist aber
vernachlassigbar.

3.2. Propagator fiir eine Delta-Barriere

Im dem vorhergehenden Unterkapitel wurden die exakten (reellen) Losungen fiir das
beschrankte Problem berechnet. Der Propagator fiir dieses System ist damit gegeben

“Es gibt verschiedene Konventionen fiir die natiirlichen Zahlen N. In dieser Arbeit ist 0 ¢ N
5Damit kann diese Losung als innerhalb des Potentialtopfs gebundener Zustand angesehen werden.
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3. Herleitung des Propagators fiir ein Deltapotential

f (k) f(k)
f(k) = tan(kL)
flk) =%
fk) =% f(k) = tanh(kL)
kL kL

Abbildung 5: Zusétzliche Losungen fir k < 0. Links: positive Losung der Gleichung
tan(kL) = —% fiir kL > —1. Rechts: Losung der Gleichung tanh(kL) = —g
fir kL < —1.

durch

S B S B

K gy (@' t) = 3 o 3D gl @l (@) + 3 o 300 i @)y ().

n=1 n=1
Fiir Kk < 0 m Um den Propagator fiir das unbeschrinkte System zu erhalten, muss der
Grenziibergang L. — oo durchgefiihrt werden. Dazu werden zuerst die symmetrischen
Losungen des beschréankten Systems fiir grole Werte von L genédhert. Die mit n = 0
indizierten Losungen fiir £ < 0 werden am Ende dieses Abschnitts separat behandelt.
Bis dahin gilt n € N. Fiir groles L vereinfachen sich die Wellenfunktionen in (28) zu

Wi (@) ~ % sin (kn (|| - L)) (31)

und man erhélt (Herleitung im Anhang, Indices weggelassen)

1 ik(|2’ |+ x])
(YT (z) = 37 |cos (k(z' + z)) + cos (k(z' — z)) — 2Re 61—1—71'% . (32)
Bemerkenswert an dieser Darstellung ist, dass AT (k,2’,z) := L - " (2/)y " (x) nicht

mehr explizit von der Ausdehnung L des Systems abhingt. Implizit ist jedoch k von
L abhéngig. Fiir groBe Werte von L kann diese Abhéngigkeit stark vereinfacht werden.

Gleichung (27) ergibt mit der Ersetzung u := kL die Gleichung tan(u) = —-7. Im

Grenzfall L — oo sind die Losungen dieser Gleichung gegeben durch w, = k,L = nw

und damit
nmw

b = = (33)

Die Differenz ky, 11—k, = 7 nimmt mit L ab, d.h. die k,, riicken immer néher zusammen.
Formal gilt fiir beliebige n € N

lim L(kpsy — kn) = 7. (34)
L—oo
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3.2. Propagator fiir eine Delta-Barriere

AuBlerdem konvergiert k1 gegen Null. Damit kénnen wir den symmetrischen Anteil des
Propagators fiir das unbeschriankte System in geschlossener Form angeben als

Ky (2,,1) = lim Ze Bkt (2t (o)

L—>oo
= lim i(k?mrl —ky) -e 2lvhnk2tA+(k:n 2 z) - _
L~>oo Y L(kn_H — kn)

1
:/ dke™2m thA+(k,a:',x)—

T
= %Lmdke 2m k? AT (k, 2, ).

Dabei wurde die Definition des Riemannschen Integrals mit der Zerlegung der positiven
k-Achse in Intervalle [k, k,11) verwendet, sowie im letzten Schritt die Symmetrie des
Integranden beziiglich k ausgenutzt.

Fiir die antisymmetrischen Losungen (25) gilt sogar fiir endliche Léngen L fir alle
n € N: L(kpt1 — k) = 7. Ersetzt man in obiger Herleitung ¢ (/)¢ (z) durch

Y (2 (z) = %sin(lm') sin(kx) = 5T

und definiert entsprechend A~ := Ly~ (2/)y~ (), so erhélt man bis auf Indizierung den
gleichen Ausdruck fiir den antisymmetrischen Anteil. Insgesamt folgt

[cos(k(z" — z)) — cos(k(z' + x))]

Ks(2',m,t) = — 5 / dk e 2m thA+(k 2, x) +—/ dke 2 thA_(k 2, x)
77

1 , zk(\:v’HI:rl)
= — dk:e 2t cos (k(z' — ) / dk e 2wk’

An dieser Stelle kann der Spezialfall « = 0 bzw. k = 0 betrachtet werden, der den freien
Propagator liefern sollte. Dazu muss lediglich folgender Grenzwert berechnet werden
(z = |2'| + |a]):

lim Re e““k i cos(kz) + %sin(kz) — lim K2 cos(kzz) + /zsin(kz) 0
Kk—0 1448 w0 1+(E)2 Kk—0 K4+ k

Der Propagator ist fiir k = 0 mit der Abkiirzung d := 2’ — z gegeben durch:
1 0 _£k2t
= 2—/ dke 2m ™" cos(kd)
0
47T / o Bk (oikd 4 o—ikd)

o0 iht d ihit
= 4—6 277115‘12 / dke™ 20 (B— 51 )? + e 2m (k+ 45 4)2
7I8

Ks(z' 1)

~k=0

iht 1.2
= _e 3ired dke_ka
2

m d
e 2iht
\/ 2771ht
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3. Herleitung des Propagators fiir ein Deltapotential

und stimmt mit dem bekannten Ausdruck fiir den freien Propagator iiberein. Fiir x #£ 0
kann das zweite Integral in K nicht auf elementare Funktionen reduziert werden. Es
kann jedoch in eine einfachere Form gebracht werden. Dazu substituiert man z := |2/| 4+
|z| und betrachtet das Integral

1 0 i ik(z+e)
I(e) == — dk e 2mk"t Re & - (35)
27 —00 1+ ZE
Fiir € = 0 entspricht es genau dem gesuchten Integral in K5. Wegen
I i SR 1
1I(e)] < —/ dk |e"2m**t Re —| < —/ dk ——— = z (36)
27 J—co T+ig |7 27 Joo 14 ()2 2

ist es fiir beliebige € € R beschriankt. Weiter erfiillt es die Differentialgleichung

(% — = —/<;/ dk e~ 2mk” Leos(k(z +¢€))
_ : t(z+e)
\/ 2771hte .
=: f(e).

Die homogene Losung dieser Differentialgleichung ist Iy(€) = ae mit einem zunéchst
unbekannten komplexen Parameter a. Sei nun x > 0. Die Greensche Funktion

G(e) :== —O(—¢)e"*

ist eine spezielle Losungen der Differentialgleichung (& — #)G(e) = 6(e). Die Faltung von
G mit f liefert eine spezielle Losung der Differentialgleichung fiir I(e). Die allgemeinen
Losungen sind also gegeben durch

I(e) = Io(€) + (G + f)(e)

_ Ry o K(e—€’) m s (2+€')?
Iy(e) —i—/f/_oode O(e —e)e 27Tihte 3iht

m o0 2
o[t [ ae o o ginn)
2mwiht ¢

mit dem noch zu bestimmenden (eventuell von k abhéngenden) Parameter a. Fiir k —
0 muss fiir beliebige ¢ € R I(e) — 0 erfillt sein. Das lésst schon a = 0 vermuten.
Tatsdchlich muss I(e) beschrénkt sein. Das Integral auf der rechten Seite ist fiir jedes

€ € R beschrankt durch
de’ e F€ 5o (€’ +¢€)
‘ V 27T1ht/ e e \/ 27Tht (37)

wéahrend die homogene Losung ae™ fiir a # 0 unbeschrankt ist. Daraus folgt a = 0. Der
Propagator fiir eine Deltabarriere ist fiir k > 0 damit gegeben durch

Ks(2',x,t) = Ko(2', @, t) — a2y - /Oodee_’“e_%(‘xlmx”ey. (38)
T T 2mwiht Jo
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3.2. Propagator fiir eine Delta-Barriere

Dies ist kein neues Ergebnis. In [3] wird dieser Propagator iiber die quantenmechani-
sche Greensche Funktion hergeleitet. Dort wird jedoch k > 0 vorausgesetzt. Fiir k < 0
konvergiert das Integral auf der rechten Seite jedoch nicht. Dieses Problem wird durch
die Verwendung einer anderen Greenschen Funktion gelost: durch Addieren von e*¢ zu
G erhélt man die Greensche Funktion

G'(€) := O(e)e"™.

Durch die Faltung von G’ mit f erhélt man die allgemeine Losung fiir £ < 0

I(E) = aeﬂe _ /{/_Oode/ @(E — El)eli(efe’) 2:1,l’hte— 2?;” (Z+e’)2

m o ’ ;o m (., \2
= ae"™ — k[ ——¢"° de e o~ zin (2 =¢)%,
2miht e

Analog folgt auch hier a = 0. In Abschnitt 3.1 wurde fiir kK < 0 abhéngig vom Betrag von
kL eine weitere Losung gefunden, fiir die nun der Grenzfall L — oo betrachtet wird. Fiir
ausreichend grofle Langen L ist kL < —1 erfiillt und die Wellenfunktion des Zustands
ist gegeben durch

N [—=

1 (sinh(2koL) ERS _ sinh(ko(|z| — L))
g (2) = NG (W - 1) sinh(ko(|z| - L)) = \/%\/Sinh(%OL) —2koL

Die Losung von (29) ist im Grenzfall L — oo wegen limy, o tanh(kL) = O(k) — ©(—k)
durch k£ = —k = |k| gegeben. Auflerdem ist aus der graphischen Betrachtung leicht
ersichtlich, dass mit wachsender Lange L auch die Lésung von (29) grofler wird. Im

lxl

5, |%|] angenommen werden.

Limes kann also ohne Beschrankung der Allgemeinheit &k € |
Damit ist die folgende Grenzwertbildung gerechtfertigt:

lim vk sinh(k(|xz| — L))
L—o0 V/sinh(2kL) — 2kL
eklzl=L) _ o—k(lz[-L)

i () —
Jim g () =

= lim
L—00 \/e2kL —e2kL _ AL

klz| ,—2kL _ —k|x|
= lim VE——— c
L—oo /1 — e 4kl _ 4k Le—2kL

= —y/|sle"lel.

Das ist die Losung der Schrodingergleichung fiig das unbeschrinkte System mit einer
5-Barriere bei £ = 0 mit der Energic By = —4-x% = —p (siche (23)). Nun kann der

2m
Propagator fiir das Unbeschrinkte System auch fiir negative Werte von s angegeben

werden:

Ks(a' @) = Ko(a,2,1) + iy [ so /Oodee“e—%(|$"+|x|—f)2
2miht Jo

_ petuton(laHel)
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3. Herleitung des Propagators fiir ein Deltapotential

Fiir beliebige Werte von « kann der Propagator folgendermaflen geschrieben werden:

S m !/
Ks(2',x,t) = Ko(a', 2, t) — ||y 277:7% /0 de e~ IFleq— 5 (&' +|z|+sgn(x)e)? )

+ O(—k)|k|erHteInl(2I+lzD),

Das ist ein fundamentales Ergebnis, das fiir die folgenden Abschnitte benétigt wird. Zum

Zwecke der Ubersichtlichkeit wird in den folgenden Abschnitten in Einheiten gearbeitet,
2
fiir die QH—m = 1 gilt. Die Zeitabhéngigkeit der Propagation wird in die rein imaginére

Grofle § = %t integriert (B ist die iiber die Laplace-Transformation zu E konjugierte
Variable). Der freie Propagator vereinfacht sich damit zu

T

VAarp
Fiir die folgenden Abschnitte wird aulerdem die Abkiirzung

x' —x)?

Ko(z',2,t) =

(11 +1el)* | 0, oiu8 (s’ +1a)

1 o0 1
Kola a.8) =~ [ deeee
k(@' x,t) H\/Wo ee e

eingefiithrt. In dieser Darstellung wird  mit |x| identifiziert und die Fallunterscheidung
erfolgt durch die unterschiedlichen Vorzeichen. Das obere Zeichen steht ab hier immer
fiir ein positives Potential (k > 0) und das untere fir ein negatives Potential (k < 0).
Der Vorfaktor des zweiten Summanden ist definiert als

00— 0 >0
’ 1 k<0
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4. Zustandsdichte in einer Dimension mit gemischter
Randbedingung

In diesem Kapitel soll aus dem oben hergeleiteten Propagator die semiklassische Zu-
standsdichte fiir ein Teilchen auf einer Linie der Linge L mit der gemischten Randbe-
dingung (26) bei z = 0 und einer Dirichlet-Randbedingung bei x = L hergeleitet und
mit den exakten Losungen verglichen werden. Das gewédhlte System entspricht dabei
genau der rechten Seite des symmetrischen Systems aus Abschnitt 3.1, wobei nur die
symmetrischen Losungen zugelassen werden (die antisymmetrischen Losungen erfiillen
nicht die gemischte Randbedingung).

4.1. Herleitung der Zustandsdichte

Entsprechend der in 2.4 vorgestellten Annahme, dass der Rand (in diesem Fall die J-
Barriere) nur die Kurzzeit-Propagation in unmittelbarer Nahe beeinflusst, wird ange-
nommen, dass der Dirichlet-Rand separat behandelt werden kann. Der Propagator ohne
die Korrektur von diesem Rand ist gegeben durch den symmetrischen Anteil von Kj:

1 1
Kf(a z,t) = §K5(x',x,t) + §K5(—m',x,t)
1 1
= §K0($I,$,t) + §K0(—$/,$,t) + K,i(x',x,t).

Um den Propagator fiir das halbierte System zu erhalten muss dieser noch mit dem
Faktor 2 Multipliziert werden. Der vollstdndige Propagator fiir das gewéhlte System ist
damit gegeben durch

K2, z,t) = Ko(a',x2,t) + Ko(—=2',2,t) + 2K (2', 2,t) — Ko(2L — 2, x,t). (40)

Der letzte Summand ist die aus der Spiegelbildmethode gewonnene Randkorrektur fiir
die Dirichlet-Randbedingung bei = L. Diese Darstellung kann nun auch wie folgt inter-
pretiert werden: der erste Summand entspricht der Naherung eines freien Teilchens, alle
weiteren Terme bilden Randkorrekturen entsprechend den gegebenen Randbedingungen
(weitere Korrekturen kommen nicht infrage, da es keine Ecken oder Kriimmungen geben
kann). Somit ist der Anteil

Kgr(2',z,t) = Ko(—2',2,t) + 2K (2, z,1) (41)

die Randkorrektur der gemischten Randbedingung bei z = 0. Der Grenzfall k — 0 liefert
offensichtlich die Randkorrektur fiir eine Neumann-Randbedingung. Der Grenzfall k —
0o ist nicht so offensichtlich, kann aber mittels partieller Integration leicht eingesehen
werden:

Kl 2t =~ | ™ de e=ee i # Hlel o)
sy 271_6 A
= _; {eﬁ(:v’ﬂﬂ)? " /OOdE i(|xl| + |1E| + E)eneeﬁ(x/+|m|+e)2}
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4. Zustandsdichte in einer Dimension mit gemischter Randbedingung

Der erste Term in den geschweiften Klammern entspricht nach dem Weglassen der Be-
trage genau Ko(—a',xz,t) wahrend der zweite Term (nach erneuter partieller Integrati-
on) fir Kk — oo verschwindet. Also liefert dieser Grenzfall die Randkorrektur fir eine
Dirichlet-Randbedingung. Auflerdem kann man leicht nachrechnen, dass

SEE(r0) 4 Knw )] = (o0, + K00} (92)

—0+

gilt, was genau der Propagator-Version der gemischten Randbedingung (26) entspricht.

Um die Zustandsdichte fiir das gewéhlte System angeben zu kénnen miissen wir die
Spur von Kp berechnen. Dazu berechnen wir zuerst die Spur von K, (2, z,t). Dabei
wird die Spurbildung entsprechend unseren Annahmen bis Unendlich ausgedehnt:

2
Tr Ko (2!, 2, t) = / dz (— / de o—Ree s (ol HlalEe) +9?Keﬂﬁeﬁ(lrl+x)>
\/471'

90
=— / dee™ / dg e~ 38 (27£9)? + LB
47T 2

90
— de e 1€ d 45 71 pB
2 _47T / ee » xe —|— 5 e

I _xaro 1 / _1ie2 B
=z |—=—=e " | dze ¥ —— dee e 35 4 Lot
2 |:\/47T +e =0 2\/ 2

_a1,2 101 2 1 69
d YR Ny K 5/ d 4/3 (e+26B)? | U1 B
2\/477 / ve 2 VAB €e T
1

1 07
=-2 + Ze“ﬁ erfe(v/upB) + 716“5.

Im vierten Schritt wurde partiell integriert, wobei der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung benutzt wurde. Im letzten Schritt wurde der Integrationsweg

iber die positive reelle Achse im unendlichen geschlossen (8 ist rein imaginar!). Die
Integration iiber den dazu verwendeten Kreisbogen verschwindet dabei, weshalb der
urspriingliche Integrationsweg v auf die reelle Achse gedreht werden kann. Dieser Trick
wird in dieser Arbeit noch sehr oft angewendet, jedoch nicht explizit darauf hingewiesen
(in den meisten Féllen kann 3 auf diese Art als reelle Grofie aufgefasst werden). Das
Ergebnis wurde dann noch durch die komplementére Fehlerfunktion ausgedriickt, welche

v:[0,00) = C, ~(e) :=

als

erfc(z) =1 —erf(x / dze ™

definiert ist. Die Spur von Kpg berechnet sich damlt zZu

Tr Kg(2',z,t) = Tr Ko(—2',2,t) + 2Tr K. (2/, 2, 1)

1 1

1
- __ Z kB 0, 1B
=173 + 5¢ erfc(v/uB) + e (43)

1 1
=—2 + §e“ﬁ erfe(v/uB) + 6%H°.
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4.2. Grenzfille

Der erste Summand (—%) entspricht genau der Spur einer Dirichlet-Randkorrektur. Dar-
aus wird ersichtlich, dass die gemischte Randkorrektur sich immer als die Summe einer
Dirichlet-Randkorrektur und eines s~ bzw. p-abhiangigen Terms schreiben lédsst. Die in-
verse Laplace-Transformation mit Hilfe von [1] liefert den eindimensionalen gemischten
Randbeitrag zur Zustandsdichte:

pr(E) = ——5 t \f— +005(E + p). (44)

Der Beitrag des freien Propagators und der Dirichlet-Randkorrektur sind in Abschnitt
2.4 Gleichung (13) und (11) gegeben. Die Zustandsdichte fiir ein Teilchen auf einer Linie
der Lénge L mit einer gemischten Randbedingung auf der einen und einer Dirichlet-
Randbedingung auf der anderen Seite ist damit gegeben durch

o(E) = %% _ %5(57) b \/E g(f) +095(E + ). (45)

4.2. Grenzfille

Die Zustandsdichte sollte fir die Grenzfille kK — oo bzw. 4 — oo und kK — 0 bzw. y© —
0" genau der Zustandsdichte fiir ein Dirichlet-Dirichlet- (—) bzw. Neumann-Dirichlet-
System (+)

LOE) 1 1

E)= ——F= =+ -0(F)— —-0(F 4
() = 5= & 18(5) - 36(E) (16)

entsprechen (hier steht & NICHT fur das Vorzeichen von k). Fiir g — oo verschwinden
die beiden k- bzw. p-abhingigen Summanden in (45) und der gewiinschte Grenzfall ist
offensichtlich gegeben. Damit der Grenziibergang x — 0 das richtige Ergebnis liefert,
muss die §-Distribution in der Zustandsdichte kompensiert werden. Also muss folgendes
fiir den Grenzwert gelten:

lim 6 ’ = . 47
ui%l ( u—)OJr E + ,U, ( )

Tatséchlich gilt fiir beliebige negative Energien schon §,(FE) = 0. Fiir beliebige positive
Energien gilt lim,,_,o+ 0,(E) = 0. Also konvergiert §,(F) auf R\ {0} punktweise gegen
Null. AuBerdem konvergiert 6, (E) fir E — 0% uneigentlich gegen Unendlich. Es bleibt
nur noch zu zeigen, dass das Ergebnis der Integration iiber die reelle Achse unabhéngig
von p den Wert 1 liefert:

dEé,(F) = dE =/ =—=—

Jamam = [am
o0 1 1

E— =%

0
2 [ 1
:—/ dx
T Jo 14 22

2 [
= — arctan(a:)’ =1.
™ 0
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4. Zustandsdichte in einer Dimension mit gemischter Randbedingung

Die in (45) gegebene Zustandsdichte interpoliert also fiir k > 0 wie gewiinscht die
Grenzfélle eines Dirichlet-Dirichlet- bzw. Neumann-Dirichlet-Systems. Fir £ < 0 lie-
fert der Grenzfall kK — 0~ das gleiche Ergebnis wie der Grenzfall k — 07. Der Grenzfall
Kk — —oo muss relativ zum niedrigsten Zustand betrachtet werden. Dieser ist durch
E = —y gegeben, d.h. die Anregungsenergie ist £* = E + p. Der Grenzwert ist

. o LOeE" —p 1 1 i O(E"—p)
lim p(E* — p) = lim =l — “§(E* — ) — —, S(E*
Mg%op( p) = lim o g SO —p) = 5 FoCaT— +0(E")
K<

Anschaulich riicken vom niedrigsten Energieniveau aus gesehen alle anderen Energieni-
veaus ins unendliche. Das Teilchen wiirde also sobald es einmal im Grundzustand wére
unendlich viel Energie benotigen um in den nachsthoheren Zustand zu gelangen. Die
Wellenfunktion des niedrigsten Zustand ist (sieche Abschnitt 3.2, Normierung angepasst
auf RT1)

bu() = VIR

und erfiillt alle Eigenschaften einer Dirac-Folge. Die Wellenfunktion ist im Grenzfall in
der Tat gegeben durch ¢ (z) = d(x). Das bedeutet, dass das Teilchen an den Rand mit
der gemischten Randbedingung gebunden ist.

4.3. Vergleich mit der quantenmechanischen Zustandsdichte

Da die exakten quantenmechanischen Losungen fiir das System bekannt sind, kann die
hergeleitete mittlere Zustandsdichte auf ihre Giiltigkeit iiberpriift werden. Vor allem fiir
Kk < 0 ist fraglich, wie grof3 der Fehler bei der Verwendung des gebundenen Zustands der
Energie —p ist, falls dieser in den quantenmechanischen Losungen wegen |k|L < 1 nicht
auftritt. Aulerdem soll iiberpriift werden, ob die auftretenden é-Distributionen korrekt
sind, da diese im Falle mehrerer Teilchen in die Korrekturen von Ecken mit einflieflen.
Durch Integration iiber die Zustandsdichte erhdlt man die Zahlfunktion

N(E) = %\/E — % + %arctan (ﬁ)

Betrachtet man die Bestimmungsgleichungen fiir die Wellenzahlen (27) und (29), so zeigt
die Substitution g, = k, L, dass die Lésungen g, nur von dem Produkt <L abhéngen. Ist
dieses Produkt konstant, so werden die Energien lediglich mit % skaliert. Substituiert
man entsprechend in der Zahlfunktion ' = EL?, so stellt man fest, dass ihr Verhalten
nur vom Produkt pL? = (kL)? bestimmt ist. Es bietet sich deshalb an, in beiden Fillen
die Energie in Einheiten von LL sowie die Stérke des d-Potentials in Einheiten von %
auszudriicken. Aquivalent dazu wihlt man in den Gleichungen L = 1 und variiert nur

den Wert von k. In den Vergleichsplots werden also immer die dimensionslosen Groéfien

O(E) + 0Y0(E + ).
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4.3. Vergleich mit der quantenmechanischen Zustandsdichte

100 10-

Abbildung 6: Vergleich der Zahlfunktionen Ngy und Ngk. Oben links: £ = —0, 1. Oben
rechts: k = 0, 1. Unten links: k = —10. Unten rechts: x = 10.
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4. Zustandsdichte in einer Dimension mit gemischter Randbedingung

E' und £’ mit
1 1 [ R?
E-E . — - . = (L
L2 L2 <2m>

o, (h?)
=T =RV 2 o

verwendet, d.h. es wird L = 1 angenommen (der Strich bei F und s wird weggelas-
sen). In den Plots in Abb. 6 ist jeweils die quantenmechanische und die semiklassische
Zéahlfunktion fiir verschiedene Werte von x zu sehen. In allen Féllen verlduft die se-
miklassische Version optimal durch ihr quantenmechanisches Aquivalent. Fiir schwache
Wechselwirkung (oben) sind die Plots fiir das attraktive (links) und das repulsive Po-
tential (rechts) kaum mehr zu unterscheiden und der oben genannte Fehler durch die
Verwendung des Zustands mit £ = —p macht sich nicht bemerkbar. Es zeigt sich, dass
er selbst fiir Werte in der Ndhe von k = —1 vernachléssigbar ist (im Bild nicht zu sehen).
Im Plot unten links ist das Verhalten der Zustandsdichte fiir das attraktive Potential mit
k = —10 zu sehen. Die beiden Graphen liegen fiir negative Energien genau iibereinander.
Die in der Zustandsdichte auftretenden Delta-Distributionen fithren also offensichtlich
zu den richtigen Korrekturen in der Zahlfunktion, welche fiir beliebige Energien optimal
durch die quantenmechanische Zahlfunktion verlauft. Das bestétigt die Giiltigkeit der in
den Herleitungen gemachten Annahmen. Damit sind alle Grundsteine fiir die Behand-
lung des eigentlichen Problems dieser Arbeit gelegt.
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5. Zustandsdichte fiir zwei Bosonen auf einer Linie mit
Kontaktwechselwirkung

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Zustandsdichte eines Systems aus zwei bosoni-
schen Teilchen auf einer Linie der Lange L. Die Teilchen unterliegen dabei einer Wech-
selwirkung in Form eines -Potentials. Im ersten Teilabschnitt wird die Zustandsdich-
te mit Randkorrekturen hergeleitet, wobei grofitenteils auf die bisherigen Ergebnisse
zuriickgegriffen werden kann. Der zweite Teilabschnitt befasst sich mit den Korrekturen
von den in der Fundamentalen Doméne auftretenden Ecken. Nach einer kurzen Zusam-
menfassung und Analyse der Ergebnisse wird im vierten Teilabschnitt die semiklassische
mit der quantenmechanischen Zustandsdichte verglichen, welche dort zu diesem Zweck
berechnet wird.

5.1. Zustandsdichte mit Randkorrekturen

Gegeben sei ein System aus zwei Bosonen der Masse m auf einer Linie der Linge L mit
Dirichlet-Randbedingungen bei ¢; » = 0 und ¢q; 2 = L fiir die Teilchenkoordinaten (g1, g2).
Die Teilchen sollen iiber ein d-Potential der Form U(q1,q2) = 86(q1 — g2) miteinander
wechselwirken. Der Hamiltonoperator fir dieses System ist gegeben durch

~ 0? 0?

Hqr, q2) = —— — — + B(q1 — qa). 48

(q1,92) g Bo(q1 — q2) (48)

Durch den unitaren Koordinatenwechsel z; = %(ql —q2), 9 = %(ql + ¢2) wird dieser
zZu

~ 0? 0?
7‘[(.%'1,1’2) = —a—x% — 8—563 + 04(5(.%'1), (49)
wobei a = % gilt. Fiir eine unendlich lange Linie konnen die beiden Koordinaten

unabhéngig voneinander betrachtet werden. Der Propagator ist dann gegeben durch
das Produkt aus dem freien Propagator und dem Propagator fir ein Delta-Potential.
Da es sich bei den Teilchen um Bosonen handelt, muss der Propagator entsprechend
(19) auf den symmetrischen Unterraum projiziert werden. Fiir zwei Teilchen besteht
die Gruppe der Permutationen nur aus der Identitdt und einer Transposition, welche
die Vertauschung der Koordinaten der beiden Teilchen bewirkt. Diese Vertauschung
entspricht in den neuen Koordinaten einem Vorzeichenwechsel in x;. Der symmetrische
Propagator fiir das unbeschréankte System ist damit gegeben durch

K(X/,X,t) = K;(x,hxlyt)KO(x,Z?nyt) (50)
mit dem bereits bekannten symmetrischen Propagator fiir eine Delta-Barriere
1 1
K;(x/,x,t) = §K0(x',x,t) + §K0(—x’,x,t) + Ky (2!, 2,t). (51)

Von diesem Propagator muss nun unter Beriicksichtigung der Beschrénkung des Systems
die Spur (iiber den gesamten Konfigurationsraum) gebildet und anschliefend die Inverse
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5. Zustandsdichte fiir zwei Bosonen auf einer Linie mit Kontaktwechselwirkung

T2
q2 \/EL ]
L Y
%,
%
- - %
2 <
€ = Drehung L |8
& g V2 T8
& A %
&
.@\8’0
Dirichlet <
0 q1
L |
M
0 N 1
V2

Abbildung 7: Fundamentale Doméne F» mit Randbedingungen fiir zwei wechselwirkende
Teilchen auf einer Linie. Die Wechselwirkung wird durch die gemischte
Randbedingung auf der Winkelhalbierenden realisiert. Durch eine Drehung
der Koordinatenachsen erhélt man das System rechts.

Laplace-Transformation beziiglich 5 = %L t berechnet werden. Jedoch bietet sich auch eine
andere (anschaulichere) Vorgehensweise an: Beschréankt man sich bei der Spurbildung
auf die Fundamentale Doméne F5, so muss obiger Propagator verdoppelt werden. Der
Propagator wird dadurch zu

K(x',x,t) = Ko(x7,21,t) Ko (23, v2,t) + Kp(2], 1, 1) Ko (2, 22, 1). (52)
Das ist aber genau der freie Propagator in zwei Dimensionen mit einer Randkorrektur
fir eine gemischte Randbedingung bei 1 = 0. Wie im nicht-wechselwirkenden Fall
(vgl. letzter Absatz in 2.5) ist das System aus zwei Bosonen auf einer Linie deshalb
aquivalent zu einem einzelnen (Quasi-)Teilchen in der Fundamentalen Doméne, wobei
bei g1 = g2 bzw. 1 = 0 nun die gemischte Randbedingung (42) gelten muss. (vgl Abb. 7).
Dabei wurden die Dirichlet-Randbedingung an den Réndern noch nicht beriicksichtigt.
Diese entsprechen den Physikalischen Enden der Linie und kénnen separat behandelt
werden. Die Spur des zweiten Summanden in (52) kann nun als das Produkt der Spur
des eindimensionalen freien Propagators und der Spur der gemischten Randkorrektur
geschrieben werden, wobei die Lénge des Randes mit der gemischten Randbedingung

den Wert /2L hat:

Tr Kr(x), x1,t)Ko(xh, w0, t) = Tr Kr(a), x1,t) - Tr Ko(2h, 22, 1)

1 1 2L
_ (‘1 £ Soerfe(VuB) + a?ew) ' J\/Zl_Tﬂ

(53)
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5.2. Korrekturen von den Ecken

Der erste Summand in (53) entspricht wieder einer Dirichlet-Randkorrektur, deren Bei-
trag zur Zustandsdichte bekannt ist. Mit der Identitat [1]

[’[;1 [\/igeﬂﬁ erfC(\/ﬂ_ﬁ)} (E) = %%

ist der Beitrag des zweiten Summanden in (53) gegeben. Der Faktor et8 im dritten
Summanden von (53) stellt eine Phasenverschiebung dar und bewirkt deshalb eine Ver-

V2L

schiebung der Energie um —p in der invers Laplace-Transformierten von . Die
\/4r B

zweidimensionale gemischte Randkorrektur zur Zustandsdichte ist also®

_ﬂL@(E)i\/iL O(E) 90\/§L®(E+u)
8t VE ir VE+p Y2 VE+p

Zusammen mit dem Beitrag der freien Propagation (11) mit A = %2 und der Dirichlet-
Randkorrektur (14) mit | = 2L, ergibt sich die Zustandsdichte fiir das System aus zwei
Bosonen auf einer Linie der Linge L mit J-artiger Wechselwirkung:

PR(E) = (54)

() L—QG(E) (2+V2)LO(E) 2L O(E) 0V2L O(E + p) (55)
P = 8 st VE 4t VE+n Yor VE+rg
Der konstante Summand ist der Beitrag proportional zur Fliache %2 der Fundamentalen

Domaéne, den man durch die Verwendung des freien Propagators erhélt. Der zweite Sum-
mand ist eine Dirichlet-Randkorrektur proportional zum Umfang (2 ++/2)L von F». Die
gemischte Randbedingung entspricht der Wechselwirkung der beiden Teilchen und muss
fir g4 — 0 die Dirichlet-Randbedingung bei ¢; = ¢5 in eine Neumann-Randbedingung
tiberfithren. Das wird durch die letzten beiden Summanden in (55) realisiert, wobei (+)
fiir eine repulsive und (—) fiir eine attraktive Wechselwirkung steht (entsprechend ist
69 = 0 fiir repulsive und 69 = 1 fiir attraktive Wechselwirkung).

5.2. Korrekturen von den Ecken

Bei der Berechnung der Randkorrekturen wurde angenommen, dass jeweils alle anderen
Rénder effektiv unendlich weit entfernt sind. Das stellt in den meisten Féllen eine gute
Néherung dar, jedoch ist diese Annahme bei einer Ecke nicht haltbar. Deshalb sollen nun
noch die Korrekturen von den Ecken berechnet werden. In der Fundamentalen Doméne
kommen zwei Typen von Ecken vor: eine Ecke, in der zwei Dirichlet-Rénder im rechten
Winkel aufeinandertreffen, und zwei Ecken, bei der ein Dirichlet-Rand und ein Rand mit
gemischter Randbedingung in einem Winkel von 45° aufeinandertreffen.

Am einfachsten ldsst sich die Korrektur der Dirichlet-Dirichlet-Ecke finden. Da die
Korrekturen von einer einzelnen Ecke nicht von der restlichen Geometrie des Systems
abhéngen sollten, wahlen wir das System so, dass die FEcke von zwei Halbgeraden gebil-
det wird. Die Koordinaten sind dann unabhéngig voneinander und der Propagator des

SFiir beliebige Riander muss /2L durch die Linge dieses Randes ersetzt werden.
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5. Zustandsdichte fiir zwei Bosonen auf einer Linie mit Kontaktwechselwirkung

Systems kann als das Produkt der eindimensionalen Propagatoren geschrieben werden:

K(x',x,t) =(Ko(x},11,t) — Ko(—2], 21,t)) (Ko (25, 22,t) — Ko(—2%, 22,1))
=Ko(z, z1,t)Ko(xh, x2,t)
— Ko(2, 21, t) Ko (—%, x2,t) — Ko(—', 21,t) Ko (25, 2, 1)
+ Ko(=2, 21, t) Ko(—24, 22, t).

Nun koénnen die einzelnen Beitrége identifiziert werden: der erste Summand liefert den
Beitrag proportional zur Flédche von F». Die beiden darauffolgenden Summanden liefern
genau die Randkorrekturen von den Dirichlet-Réandern. Fiir die Eckkorrektur muss also
nur der letzte Summand betrachtet werden. Von diesem muss die Spur gebildet und vom
Ergebnis die inverse Laplace-Transformierte gefunden werden um die Eckkorrektur zur
Zustandsdichte zu erhalten:

2
TrKo(—a, 1,t) Ko(—2h, 29, t) = (TrKO(—x',x,t))2 = <—) = —

= pooe(B) = £3' [ 6] (B) = 1:6(B).
Das ist die Eckkorrektur fiir eine 90° Dirichlet-Dirichlet-Ecke” .

Nun muss entsprechend fiir die 45°-Ecke vorgegangen werden. Dazu wird der volle
Propagator fiir dieses System benotigt. Betrachtet man zunéchst eine 90°-Ecke aus zwei
Réndern mit gemischter Randbedingung, so ist der Propagator wieder das Produkt aus
zwei einzelnen Propagatoren:

KQOO (X/,X,t) = (Ko(x/l’xl’t) + KR(xllaxl’t))(KO(x/Q’xQ’t) + KR(CUI2’$2’75))'

Um die Randbedingung auf der Diagonalen zu erfiillen muss die Wellenfunkton anti-
symmetrisch bzgl. 1 = 2 sein, der Propagator also auf den entsprechenden Unterraum
projiziert werden (vgl. Vielteilchenpropagator). Der Propagator fiir eine 45°-Ecke mit
Dirichlet-Randbedingung auf der Geraden xy = x2 und einer gemischten Randbedin-
gung auf der x1-Achse ist gegeben durch

1
Kyse (%, %, 1) :§[K90°((96'1a96'2)7 (z1,22),t) — Kooo (5, 1), (21, 22),1)]
1

=§[K0(96/17901715)K0(96'2,962,t) + Kgp(z), z1,t) Kg(xh, xo,t)

+ KO(xlb X1, t)KR('Ié, X2, t) + KR(‘T/D X1, t)KO('T/Qa T2, t)
— Ko(ah, 21, t)Ko(2, 22,t) — Kr(%, v1,t) Kr(7, 72, 1)
- K0($I27x17t)KR($117x27t) - KR(x/27x17t)K0(x/17x27t)]7

(57)

wobei (wenn moglich) die Spurbildung iiber den gesamten ersten Quadranten erfolgt.
Nun wollen wir die Beitrdge identifizieren. Bei der Spurbildung gilt a} = x; fiir i = 1,2.
Dadurch kénnen die einzelnen Summanden als Spiegelungen der Koordinaten (x1,z2)

"Die Betrachtung einer Neumann-Neumann-Ecke liefert genau das gleiche Ergebnis.
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5.2. Korrekturen von den Ecken
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Abbildung 8: Die bei der Spurbildung auftretenden Propagationen entsprechend der ein-
zelnen Summanden im vollen Propagator fiir die Ecke. Die Endkoordinaten
2 bis 8 entsteht durch (Mehrfach-)Spiegelungen an den vier Geraden.

an den entsprechenden Geraden verstanden werden. In Abb. 8 sind die einzelnen Pro-
pagationen zu sehen. Dabei wurden die Summanden in der Reihenfolge ihres Auftretens
in (57) nummeriert. Noch anschaulicher ist die dquivalente Darstellung in Abb. 9, aus
der ersichtlich wird, dass es sich bei den Trajektorien genau um die klassisch erlaubten
geschlossenen Wege handelt. Der erste Summand im Propagator (57) entspricht der
Néherung freier Teilchen. Die beiden Summanden in der zweiten Zeile ergénzen sich
genau zu der gemischten Randkorrektur (die Koordinaten x1,xy kénnen bei der Spur-
bildung vertauscht werden). Der zweite Summand in der dritten Zeile enthédlt den Term
Ko(—x9,21,t)Ko(—x1, x2,t). Dieser ergénzt sich zusammen mit dem ersten Summanden
in der dritten Zeile zu:

Tr[Ko(xh, v1,t) Ko(2, w2, t) + Ko(—ah, x1,t) Ko(—2), 22, t)]
= Tr[Ko(ah, z1,t)* + Ko(—ah, 21, )]

- /Oodml /Oodmg ﬁ {eiﬁ(gjﬁm)2 + eiﬁ(mﬁmy}'
0 0 ™

Wechselt man nun zu den Koordinaten ¢ = L(3161 + 22),q2 = L(3162 — x1) so erhilt

V2

S

35



5. Zustandsdichte fiir zwei Bosonen auf einer Linie mit Kontaktwechselwirkung

T2 T2
& & 5
N N
S o 57\,
// )
0 gemischt T 0 gemischt T

Abbildung 9: Interpretation der bei des Spurbildung auftretenden Propagationen als Re-
flexionen an den Réndern. Im rechten Bild tritt bei jeder Trajektorie genau
eine Spiegelung an einem Dirichlet-Rand auf, was sich im Vorzeichen des
entsprechenden Terms im Propagator widerspiegelt.

man als Fortsetzung der Rechnung
: Z/Ooodch dQ2 - { A +eféq%}
_2/ da / do: 373 z et o)
:2/0 dgo /q2 dqp m e_%q% —|—e_%q§}.

Die letzten beiden Zeilen ergeben addiert die Integration iiber den gesamten ersten Qua-
dranten, weshalb die Rechnung sich wie folgt fortsetzt:

o o 1 1.2 1.2 o o 1
.= d dgs —— RS 592 zz/d /d— -39
/0 (h/o Q24Wﬁ{e t+e } , da ) de ﬁe
Unter Beriicksichtigung der Beschrankung des Systems erhélt man (mit dem weggelas-
senen Faktor —3) genau die Spur einer Dirichlet-Randkorrektur. Da damit alle Rand-
korrekturen identifiziert wurden, miissen alle restlichen Terme in (57) Korrekturen von
der Ecke darstellen. Im Detail sind das die folgenden Propagatoren:
1
a’) Ka(X/, X, t) = §KR(x/1’ Iy, t)KR(x/Q’ I2, t)
b) Kb(xl, x,t) = —KQ(.%',Q, x1, t)KR(.%'ll, z9, t)

1
c) K.(x',x,t) := —§[KR(x'2,x1,t)KR(x'l,:Ug,t) — Ko(—h, z1,t) Ko(—2!, 22, 1)].
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Dabei wurde fiir Beitrag b) beriicksichtigt, dass die beiden Summanden in der letzten
Zeile von (57) bei der Spurbildung das gleiche Ergebnis liefern.

Die Beitrage zur Zustandsdichte werden im Folgenden berechnet. Dabei wird die
Zeitabhingigkeit des Propagators unterschlagen. Auflerdem werden die speziellen Funk-
tionen erfc(-) und erf(-) verwendet um die erhaltenen Integrale tibersichtlicher schreiben
zu kénnen.

Beitrag von a) Bei der Behandlung dieses Terms kann auf bestehende Ergebnisse
zuriickgegriffen werden. Es gilt

Tr Ko (x',x) = %[Tr Kr(2, z))? (58)

und die inverse Laplace-Transformation von Tr Kp(2/,z) ist in (44) gegeben. Da die
Faltung zweier Funktionen nach der Laplace-Transformation das Produkt der Laplace-
Transformierten der beiden Funktionen liefert, kann dieser Beitrag zur Ecke als Faltung
berechnet werden:

(PR * pR)(E) = /OO dE' pr(E — E')pr(E')

1 E
—/ dE’ (——5 E’)i — gl g,( ) +0?5(E’+u))-

| H @(E—E’) . ,
—26(E — E' +056(FE — FE
( (8= B % oy | s P o0 +u>)
47TV E—{—,u
. O(E — E')
(2772 \/E/E E’ E/+u YE - E' +p)

+ 40 {5(E+2u) ——6(E+ 1) — W,/EiM@E(iz;‘)].

Das verbleibende Integral erglbt'

, o(E)
IR TEE— T T aE-F

3 1 1
=uO(F dE’
1O( )/g (%)2_(E')2(%+M)2_(E/)2
_ ue(E 1 1 1
(E—FM)Q/—ldzml ( E ) 22
E+2u
=:1c<1
_ AuO(E) [z 1
(B +2u)? /_gdx 1 — esin?(z)
_ 4uO(E) [z 1 1 -
(B +2p)? /_gdx cos?(z) 14 (1 — ¢)tan?(z)
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5. Zustandsdichte fiir zwei Bosonen auf einer Linie mit Kontaktwechselwirkung

.. —( K (2M;2 \/11_0 arctan(y/1 — ctan(z)) 5,,
F — 2
Ay 1

~(E+2u)° mG(E)

=27 R o) .

VE+puE+2u
Erliduterung: in der dritten Zeile wurde mit £/ = %z substituiert und im néchsten Schritt
mit z = sin(z). Dann wurde im Nenner die Identitit 1 = cos?(z) + sin?(x) ausgenutzt.

Die Auswertung an den Intervallgrenzen erfolgt iiber die Grenzwerte. Damit folgt der
erste Beitrag zur Zustandsdichte:

palB) =L5" | Tx Ku(x, %, t = —ih3)| (E)
1 1 [peE) 1 L O(E)
_3_25(E)3F§\/5E+u+ﬂ\/E+uE+2u (59)

1 1 1 & @(E—i—,u,)}
60 | =6(E +2u) — -0(FE - — .
+ 1[2( 20 = P EF = S E T E f o

Beitrag von b) Nun muss die Spur von Kj(x’,x) gefunden werden. Die Spur des Pro-

pagators kann wieder einzeln berechnet werden:
Tr Kp(x',x) = — Tr Ko(ah, 71) Ko(—2), 72) — 2 Tr Ko(24, 1) Kk (2], 22)
Der erste Summand ist gegeben durch

—Tr Ko(2h, 21) Ko(—2}, 72)
- ﬁ Oodxl /Ood:cz o~ 15 (17 2) o~ a5 (e102)”
/Uy 0 0

1 o] o] 7i(12+x2)
= — — d d 2p 1 T2) —
471_5 0 I /0 I9 €

Beim zweiten Summanden wird der Beitrag des Terms H?Ke“ﬂe_"‘(gﬁllﬂm in K, (z},x2)
in eine vorerst nicht weiter spezifizierte Funktion 77 (/) integriert:

—2Tr KQ(CCIQ, Cﬂl)Kﬁ(x/l’ 562)

:%/0 dml/o dmge_ﬁ(“_my/o dee_“e_ﬁ(“”?iey+T1(ﬂ)

) ) ) 1 1
- 2:5 /0 dee " /i _day b dag e~ @172V o35 (m1422)° | ()
3 3

K 0o 00 00 12,2
:—/ dee*Q’“/ dz; dzoe 55 (z1t+a3) +T1(B)
B3 Jo +e te

:g /Ooode e 2 orfc? <:|:\/L2_5> +T(B) = 1(B) + T (B).
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5.2. Korrekturen von den Ecken

Das Integral I(f) muss nicht weiter vereinfacht werden, da es spéter mit negativem
Vorzeichen auftaucht und insgesamt wegféllt. Tatsédchlich wird auch der noch fehlende
Teil

() =—-2Tr 90/{6“5 _“(xll"'”)Ko(x/Q x1)
i euﬂ/ dxl/ dxze H$1+$2) ($1 1;2)2

wegfallen. Effektiv trigt K also nur mit —26(E) zur Zustandsdichte bei.

Beitrag von c) Der in ¢) gegebene Propagator lautet ausgeschrieben
_KO(_'%',Za wl)Kn(xlla 1’2) - K/@(xlm .%'1)[(0(—1'/1, 1’2) - QKH(QU,Q, xl)Kn(xlla 1’2).

Die ersten beiden Summanden sind bei der Spurbildung identisch. Deshalb verbleibt
effektiv der folgende Propagator:

—2Ko(—ah, 21) Kp (2], 19) — 2K (25, 21) Kx (2], 22).

In den folgenden Rechnungen wird der Term 6xet’e=*(*1+%2) in K, (), 29) wieder in
eine vorerst nicht weiter spezifizierte Funktion Fy(5) integriert. An zwei Stellen werden
mit dem einfachen Trick

—_ b\ 2 N2
($+a)2+($+b)2:<x+a;b+a2b> —|—<$—|—a—2i_b—azb)

a+b\2 a—b\2
—2 ere 2
(“ 2)+ ( 2)

die Exponenten umgeschrieben. Die Spur des ersten Summanden berechnet sich wie
folgt:

(60)

Tr[—2Ko(—25, 21) K (2], 12)]
o0 o0 o0
:%/0 dxl/o dxy e_ﬁ(xﬁmy/o de e Hee ™ 13 (@1 Hw2Ee)? + T»(B)

o 2 o] o e
:ﬁ/ deef’“ee*@/ dxl/ dx267%(11+12i5)2 + T5(B)
7'(',3/ dee % e 25/ dxl/ dzoe” 25 (T1-+a2£e)’ + T5(B)

NoZE / de e 2Fe 26/ dzx erfc< ﬁ) To(B) =: J(B) + To(B).

Fine weitere Vereinfachung dieses Integrals ist nicht notwendig, da es im zweiten Teil
von K. mit negativem Vorzeichen auftritt. Der dabei noch nicht behandelte Teil ist:

To(8) = — 2Tr §et P @122 | (— gy 2y)

K 00 00 B 1 9
L day e F(@1Fe2) =5 (T1F22)°,

__90
VBT o
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5. Zustandsdichte fiir zwei Bosonen auf einer Linie mit Kontaktwechselwirkung

Auch dieser wird spéter wegfallen. Nun fehlt nur noch die Spur des zweiten Summanden
von K.(x',x). Dazu wird zuerst der Integrand vereinfacht, wobei alle #9-Terme in K,
eine Funktion t3(x1, 2, 3) integriert werden:

Ky (x9,21) Ky (1, 22)
2 00 00 ,
:4Ijr,8/ deeimeiﬁ(mﬁmep/ A/ A e )2+t3(9€1,96275)
0 0
2 foo 00 N (e—)2 L e’
:4’;5/0 dG/0 de’ et w5 (=) g3 (@m0 |y a0, B)

2 00 T
K _ 12 _ L 2
:—/ dr d?",e_z‘w’e 25(T) e 25(x1+$2:|:7’) +t3($1,$2,5)
278 Jo -

2 00
_ﬁ/o dr 672,{7« erf (\/LQ_IB) e*ﬁ(xﬂr:}:zir)? + tg(xlaxQ”B).

Im dritten Schritt wurde die Transformation (r,r") = (%6/, %ﬁl) mit der Funktionalde-
terminante % benutzt und im letzten Schritt die Symmetrie des Integranden beziiglich 7’
ausgenutzt. Mit der Definition T5(8) := Trts(z1, x2, 8) kann die Spur nun durch partielle
Integration vereinfacht werden:

Tr[_2Kli(x/27 xl)Kﬁ(x/l’ x2)] - T3(18)

2,{2 %) o0 00 1 2
- dz / dax / dr ef2nr erf ( > o 28 (z1+z2tT)
\/m/o Yo T V23
= — K2 /Oodx /Oodr e M orf (L) erfc (x )
0 0 V2p V23
K [ r zEr\]>®
=— dzx [6_2"“" erf (—) erfc ( ﬂ
2 /0 V28 V2B /1,

=0

- \/QLW_/B /Ooodx /Ooodr o2k (aﬁr? erfc (”C;_g) + e 2 @F) o (\/Z_ﬁ»
—_JB)+ \/%_ﬁ /0 Tz /0 T 23 @ED? i (ﬁ)
——Jﬁ)+g/ooodre—2werfc< r )e ( )

+§Amme2ma&( )[ m&( ;ﬁﬂ

:_J(ﬁ)—l(ﬁ)+g/ooodre erfc< ﬁ)

Wie angekiindigt treten die Integrale I(f) und J(5) also einmal mit negativem und ein-
mal mit positivem Vorzeichen auf, so dass sie sich insgesamt aufheben. Das verbleibende

\3
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5.2. Korrekturen von den Ecken

Integral kann durch eine partielle Integration berechnet werden:

P e r
— dr e 2% erfe (i—)
2 /0 V205
1 —2KT < r >}oo 1 /OO —2KT — L2
=—=—le erfc | & F— dre e 28
4 { V261, 2/2x 5 Jo

1

1
=1 T 162“5 erfe(\/2up)

Nun miissen noch die Beitrige des bisher weggelassenen Teils T3(3) bestimmt werden:

2 oo L -
Ts(8) =67 - 6“5/ dx1/ dzge “(11“32)/0 de e Hee~ 15 @1+T2—0)?

—2(9?)2/@262“5/ dxl/ day e~ 2@ +22)
0 0

69 267 e“ﬁ /Oodxl /oode /Oode e*ﬂ(:vlJr:szrE)e*ﬁ($1+12*6)2 _ 9(1)16%5
\/ 2

1
K_eﬂﬁ/ dxl/ dr _TdT e~ R(@1H7) g~ (@1 +7")? 9?562“5

-r

0

=0

e“ﬁ oodxl /Ood»,« e—f@(ﬂcl-f—?") (e—ﬁ(m-ﬁ-r)Q + e_ﬁ(xl—T)Q) _ 9?%62M5
0 0

g0~
N
— —Ty(8) - To(B) - 0 567,

Diese beiden Integrale T7(8) und T5(3) sind bereits mit umgekehrtem Vorzeichen aufge-
treten und fallen deshalb weg. Da die meisten Beitriage von Tr Kj(x’,x) und Tr K.(x, x)
sich in der Summe aufheben ist ihr gemeinsamer Beitrag zur Zustandsdichte lediglich

Pv,c(E) 12551 [ - é + ! F %eZ“B erfe(v/2u8) — 9?%62;15} (E)
61)
1 1 20 O(B) 1 (
B F N TRy 0 E ).

Der gesamte Beitrag einer 45°-Ecke mit einer Dirichlet-Randbedingung auf dem einen
und einer gemischten Randbedingung auf dem anderen Schenkel ist durch die Summe
von (59) und (61) gegeben:

5 1 O(E 1 24 OF 1 O(E
pase =-8(E) ¥ © O( )jF 2u O(E) n 0 (E)
32 StVEE+u  4anVEE+2u 4\ E+uE+2u

_90[ 0(E+p) + 5 1 \/ETMGE(?E;;?}

(62)
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5. Zustandsdichte fiir zwei Bosonen auf einer Linie mit Kontaktwechselwirkung

5.3. Zusammenfassung und Analyse

Die gesamte Zustandsdichte setzt sich zusammen aus der Zustandsdichte mit Randkor-
rekturen (55) und den Korrekturen von zwei 45°-Ecken der Form (62), sowie der Korrek-
tur einer 90° Dirichlet-Dirichlet-Ecke (56). Die gesamte Zustandsdichte mit Rand- und
Eckkorrekturen ist also

L2 (2+V2)LO(E) | V2L O(E) V2L O(E + p)
PE) =g O(B) - =g = & e 0 e

3 1 [FOE) 1 [2peE) 1 o(E
+—5(E):|:—\/E¥:F_ _'uﬂ_{__/ H (E) (63)
8 drVEE+u 2oV EE+2u 2n\VE+uFE+2u
1 1 o ®(E+u)}
_p0 |z el
0 [y + 2 [ SER),

Fiir £ > 0 kann diese Formel stark vereinfacht werden, da in diesem Fall die §-Distributionen
weggelassen werden kénnen und ©(E) = O(E + pu) = 1 gilt:

L? (2+v2)L 1 V2L 1
P+ B) =g = % VB 4 VETh
1 /p 1 1 /2 1 1 o 1

+ [E\/%E—i—,u oV EEr wmVE+pE+ 2
Fir £ > 0 stimmen die Zustandsdichten fiir das attraktive und das repulsive Potential
also bis auf das Vorzeichen der Eckkorrekturen iiberein. Aus der hergeleiteten Zustands-
dichte kénnen nun auch die Zustandsdichten von nicht wechselwirkenden Bosonen und
Fermionen mit Eckkorrekturen aus den Grenzfillen bestimmt werden. Fiir kK — oo ver-
schwinden alle p-abhéngigen Terme und man erhélt tibereinstimmend mit [6] die Zu-

standsdichte von zwei nicht-wechselwirkenden Fermionen auf einer Linie der Lange L (D
fiir Dirichlet)

(64)

L2

T 8w

2++/2)LO(E) L3
8T VE 8
Fiir ¢ — 0 bilden alle Summanden in den Eckkorrekturen bis auf Vorfaktoren Dirac-

Folgen. Diese Faktoren kénnen durch Integration iiber R gefunden werden. Der Grenz-
wert fiir 4 — 0 existiert im Sinne von d-Distributionen und ist gegeben durch

pD O(F) - ( §(E).

_ R 1 1 1 o [1 11 3
Jim paze(E) = 55 0(E) F S0(B) F 1 0(E) + S0(B) — 01 | 70(B) + 50(E) | = —50(E).

Die Zustandsdichte fiir das System aus zwei Bosonen ohne Wechselwirkung ist deshalb
gegeben durch (N fiir Neumann)

L2

T8

2-V2)LO(E) 1
8 VE gd(E)

on(E) = Zom) - {
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5.3. Zusammenfassung und Analyse

Im Falle einer starken attraktiven Wechselwirkung (k < 0) muss die Zustandsdichte

relativ zur Energie E = —pu betrachtet werden. Im Grenzfall iiberleben nur zwei Sum-
manden:
2LO(E* 1 L [4m O(E* 1
lim p(E*— ) = Y2EOU)  Lspey _ L [AmOE) _ Ls g
] 2r  /E* 2 2V h2 J/E* 2
k<0

Dabei ist E* = E' + p die Anregungsenergie relativ zu E = —pu (der Grundzustand liegt
etwas oberhalb von —pu). Im zweiten Schritt wurde der weggelassene Faktor % wieder
eingefithrt um zu verdeutlichen, dass das Ergebnis lediglich die Zustandsdichte eines
Teilchens der Masse 2m auf einer Linie der Lénge L (mit Dirichlet-Randkorrekturen)
ist. Die Teilchen verhalten sich also im Grenzfall Kk — —oo wie ein einziges Teilchen
doppelter Masse. Im Falle endlicher negativer Werte von « ist die Zustandsdichte im
Bereich —pu < F < 0 relativ zu £ = —u gegeben durch

. VELO(EY) 1. . 1 [ O(E)
P—(E =) =5 O E) - N

Der letzte Summand ist der Einfluss der Wechselwirkung der zwei aneinander gebun-
denen Bosonen. Er dhnelt einer eindimensionalen Randkorrektur bei gemischten Rand-
bedingungen, allerdings ist eine physikalische Interpretation unter diesem Gesichtspunk
nicht wirklich sinnvoll, da bei einer gemischten Randkorrektur zusétzliche gebundene
Zustande der Form &6(E* + p) auftreten wiirden. Fest steht, dass die beiden hinteren
Summanden aus dem Zusammenspiel der Wechselwirkung und der Rénder entsteht, da
sie aus den Eckkorrekturen resultieren. Die Dirichlet-Randkorrekturen missen also fiir
die gebundenen Zweiteilchen-Zustédnde geméaf

1 . 1 . 1 [ ©(FEY)
—10E) = ) s B T
ersetzt werden. Es ist jedoch fraglich, ob sich fiir héhere Teilchenzahlen bzw. hohere
Dimensionen &hnliche Ersetzungsregeln ergeben.
Fiir spétere Betrachtungen wird nun noch das analytische Verhalten der Eckkorrek-

turen betrachtet. Der Beitrag der 45°-Ecke ist fiir £ > 0 gegeben durch

1 1 1 /2 1 1 1
pase(E) = F —\/ﬁ——l—— = SR :
StVEE+pu 4nV EE+2u 4d4n\ E4+pE+2u

Der Ausdruck in der Klammer ist fiir alle Werte von E > 0 positiv und streng monoton
fallend: der erste Summand erfiillt diese Eigenschaften schon, d.h. es miissen nur die
zwei hinteren Summanden betrachtet werden. Fiir diese gilt

1 1 2u m 11 \/2,uE+2,u2—\/,uE>0
imEBr2u\VE VE+p) amE+2u E(E + ) '

Beim differenzieren nach F kehren sich alle Vorzeichen um und man erhélt fiir diesen
Fall vollkommen analog p)-. (E) > 0 fiir £ > 0 und p/j. (E) < 0 fiir x < 0. Beriicksichtigt
man nun noch, dass die Eckkorrekturen fiir £ — oo verschwinden, so wird ersichtlich,
dass ihr Einfluss in der Nahe des Grundzustands (k > 0) bzw. in der Ndhe von E = 0
(k < 0) maximal ist.
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5. Zustandsdichte fiir zwei Bosonen auf einer Linie mit Kontaktwechselwirkung

T2
V2L (a) (b) ()
¥9)
T2 Z2
Lo N L L
V2 Tz D)N V2 D/N V2 D/N -
N N 5 =
g SEAR=
| | ’ m
0 2 1 0 2 1 0 ;
V2 V2 V2

Abbildung 10: (a) Fundamentale Doméne in den Koordinaten x; = %(ql — q2), T =

%(ql + g2). Sie ist symmetrisch bzgl. der Geraden zo = % (gestrichelte
Linie). (b) Halbe Fundamentale Doméne fiir die Félle einer Dirichlet- (D)
und einer Neumann-Randbedingung (N) bei g = % (c) Verdoppeltes

System symmetrisch bzgl. der diagonalen z; = 2.

5.4. Vergleich mit den quantenmechanischen Losungen

Nun sollen die hergeleiteten Zustandsdichten mit der exakten quantenmechanischen Zu-
standsdichte verglichen werden. Dazu miissen zuerst die quantenmechanischen Lésungen
fir das System gefunden werden. Oben wurde gezeigt, dass das System aus zwei Bosonen
auf einer Linie (bis auf Normierung) dquivalent zu einem einzelnen (Quasi)Teilchen in
der Fundamentalen Doméne F5> mit gemischten Randbedingungen auf der Hypotenuse
und Dirichlet-Randbedingungen auf den Katheten ist (vgl. Abb. 10 a). Die Koordinaten
z1 und zo werden wie im ersten Teilabschnitt 5 definiert. Da die Fundamentale Doméne
symmetrisch beziiglich der Geraden zo = % ist miissen die Losungen entweder sym-
metrisch oder antisymmetrisch beziiglich dieser Geraden sein. Das bedeutet, dass bei
Ty = 5 entweder eine Neumann-Randbedingung oder eine Dirichlet-Randbedingung
gelten muss. Es reicht also aus, die Losungen der Systeme in Abb. 10(b) zu finden, wobei
die Losungen auf % normiert werden miissen. Aquivalent zur Dirichlet-Randbedingung
bei 1 = 29 konnen nun nur die bzgl. Koordinatenvertauschung antisymmetrischen
Losungen des an x; = xy gespiegelten Systems 10(c) betrachtet werden (Normierung
auf 1). Die Losungen von 10(c) kénnen durch einen Separationsansatz als die Produk-
te der eindimensionalen Losungen geschrieben werden. Fir den Fall einer Dirichlet-
Randbedingung sind diese aus (3.1) bekannt und fiir diesen Fall mit d := % gegeben
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durch

@ =5 (1- I;(,f—"f)) sin (kn (] — ),

kn = _’%tan(knd)a knd € (nﬂ' - g,nﬂ' + g)

(65)

AuBerdem gibt es fiir kd € (—1,0) eine weitere Losung 1§ (z) dieser Form mit kod €
(0,%) und fiir kd € (—o0,—1) eine Losung der Form

2 /sinh(2kod) BN
WP :\/g <T0d° - 1) sinh(ko(|z] — d)), (66)

ko = — ktanh(kod).

NI

Vollkommen analog findet man fiir den Fall einer Neumann-Randbedingung die eindi-
mensionalen Losungen

2 <1 n sin(2k,d)

. =
o =2 (1 ) costala] - ),
T

k, =k cot(k,d) = —k tan(k,d + %), knd € (nm — g,mr + 5)

(67)

Auflerdem gibt es fiir k < 0 eine weitere Losung (unabhéngig vom Betrag von rd)

2 (sinh(2kqd B
o :\/g <% + 1) cosh(ko(|z| — d)), (68)
ko = — K coth(kod).

=

Sei nun KP die Menge der erlaubten Wellenzahlen k,, in den eindimensionalen Losungen
(65) und (66) mit Dirichlet-Randbedingung und KN die Menge der erlaubten Wellen-
zahlen in (67) und (68) mit Neumann-Randbedingungen, wobei die Wellenzahlen der
hyperbolischen Losungen (66) und (68) jeweils als iky vertreten sein sollen (ihr Quadrat
also negativ ist). Dann sind die Losungen des gesamten Systems gegeben durch

1

U =5 [m (@R (22) = (@) @)] s ko ke € K°, m <n,
2 (69)
Unn =5 [Um (@YX (@2) = U (@)U (@), knika € KN, m <.

Die Einschrankung m < n ist notwendig, da das Vertauschen der Werte von m und
n keine weiteren linear unabhidngigen Wellenfunktionen liefert und diese fiir m = n
verschwindet. Auflerdem wurden die Wellenfunktionen auf den gesamten Konfigurati-
onsraum [0, L] x [0, L] normiert. Fur die (globale) Zustandsdichte ist die Wellenfunktion
selbst nicht relevant, sondern nur die erlaubten Energien. Diese setzen sich zusammen
aus allen Kombinationen k2, + k2 mit ky,, k, € K, m < n sowie allen Kombinationen
k2 4 k2 mit ky,, k, € KN, m < n. Diese miissen numerisch berechnet werden. In Anhang
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Abbildung 11: Plots fiir k = 20. Im linken Bild sind die ersten 10 quantenmechanischen
Zustande abgedeckt, im rechten die ersten 100. Die Korrekturen von den
FEcken spielen bei hohen Energien eine untergeordnete Rolle.

A.2 ist dazu eine effiziente Moglichkeit vorgestellt, die fiir die Plots auch Anwendung
gefunden hat.

Der Vergleich der exakten Zustandsdichte mit der semiklassisch gendherten erfolgt
wieder tiber die Z&hlfunktion A. Diese ist gegeben durch

Nik(E / dE p

Bp_ (2+\f) \/_i \/W ] (E)

8

2L
+ 0(1)\/; VE +u-0(E + ) + Nicken (E).

Die Korrekturen von den Ecken liefern die Zahlfunktion

3 |E / 1 |E
¥5- arctan — arctan — (arctan —+1- E)] O(F)
8 7T I 4
o1, 2
— 0] | = + —arctan | — +1 O(E + p).
™ 1

Analog wie in Abschnitt 4.3 wird nun wieder L = 1 und somit d = Lz angenommen.
Zuerst wird die repulsive Wechselwirkung betrachtet, d.h. es gilt x > 0. In Abb.
11 sind die Plots fiir x = 20 (also insbesondere x > 0) zu sehen. Die semiklassische
Zahlfunktion mit Eckkorrekturen Nsk verlauft optimal durch die exakte Zahlfunktion.
Fiir hohe Energien spielen die Eckkorrekturen eine untergeordnete Rolle. Das war zu
erwarten, da die Funktion Nggen aufgrund ihrer Monotonie auf das Intervall [—g, g] be-
schréankt ist. Fiir Energien in der Nahe des Grundzustands liefern sie aber eine relevante
Korrektur. Im Plot sind auch die Grenzfille verschwindender Wechselwirkung (k — 0,
Neumann-Randbedingung bei g1 = ¢2) und starker Wechselwirkung (k — oo, Dirichlet-
Randbedingung bei ¢; = ¢2) mit Eckkorrekturen eingezeichnet (gestrichelte Linien). Fiir

N Ecken ( )
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5.4. Vergleich mit den quantenmechanischen Losungen
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Abbildung 12: Plots fiir k = 50. Links: fiir kleine Energien ndhert sich die Z&hlfunktion
dem fermionischen Fall an, d.h. die Wechselwirkung wirkt sich sehr stark
aus. Rechts: bei hohen Energien (Anregungen 4000 bis 4100) ist der Graph
bereits ndher am nicht-wechselwirkenden Fall.

niedrige Energien né&hert sich der Graph dem stark wechselwirkenden Fall an. Das be-
deutet, dass hier die repulsive Wechselwirkung eine grofle Rolle spielt. Dagegen verhalten
sich die Teilchen fiir ausreichend grofle Energien F > p wie nicht-wechselwirkende Bo-
sonen. Im Plot fiir K = 50 in Abb. 12 ist diese Tendenz schon deutlich zu erkennen. Dort
sind die ersten 10 Zustdnde sowie ein Ausschnitt von 100 Zustédnden bei hoherer Energie
zu sehen. Im rechten Plot mit hohen Anregungen fallen die Zahlfunktionen mit und ohne
Eckkorrekturen zusammen, weshalb diese vernachldssigt werden koénnen, bzw. durch die
Eckkorrekturen fir kK — 0 ersetzt werden kénnen, was eine konstante Verschiebung der
Zahlfunktion bewirkt. Obwohl in Abb. 12 im rechten Plot lediglich F ~ 4u gilt, liegt die
Zéahlfunktion schon nahe an dem wechselwirkungsfreien Grenzfall.

Nun soll noch untersucht werden, wie sich die Wechselwirkung auf die Grundzustand-
senergie auswirkt. Diese ist gegeben durch Ey = k? 4 k2 mit ki, ks € KY. Aus den
Bestimmungsgleichungen in (67) lassen sich die Grenzfille Ey = 272 ~ 19,7 fiir & — 0
und Ey = 2((2)% + (38)?) ~ 49,3 fiir kK — oo extrahieren. In Abb. 13 ist links der
Verlauf der Grundzustandsenergie in Abhéngigkeit von k zu sehen. Rechts davon ist die

Funktion
_ PEcken (EO (’{) s K)

p (EO(K)’ K“)
aufgetragen, d.h. der relative Beitrag der Eckkorrekturen zur gesamten Zustandsdichte
bei der Grundzustandsenergie, welche wiederum von s abhéngig ist. Das zweite Ar-
gument in den Zustandsdichten innerhalb der Betragsstriche soll verdeutlichen, dass
diese iiber y = x? fiir beliebige Energien auch als Funktion von x aufgefasst werden
konnen. Die Funktion p, (k) besitzt ein globales Maximum® bei rg ~ 5,814 mit dem Wert
pr(Ko) =~ 8,019%. Dieser Wert entspricht ziemlich genau der Losung von Ey(k) = k2,
welche durch k( ~ 5,871 gegeben ist (linker Plot). Der Fehler in der Zustandsdich-

pr i RT = RT pu(k): (70)

8Das gilt nur, weil die Funktion p,(k) fiir £ < 0 nicht definiert wurde. In diesem Fall gibe es bei
k &~ —3.3 einen Pol, da dann Ey = 0 gilt (siehe weiter unten im Text).
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Abbildung 13: Links: Grundzustandsenergie in Abhéngigkeit von k. Rechts: relativer
Beitrag der Eckkorrekturen im Vergleich zur gesamten Zustandsdichte in
Abhéngigkeit von k bei E = Ej.
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Abbildung 14: Links: Grundzustandsenergie in Abhéngigkeit von k. Bei ca. k1 = —3, 286
findet ein Vorzeichenwechsel statt. Rechts: Zustandsdichten fir den kri-
tischen Wert x;

te durch das Weglassen der Eckkorrekturen ist demnach beim Grundzustand dann am
grofiten, wenn fiir diesen Fy = pu gilt. Der Fehler betragt dann ca. 8%. Da die Korrek-
turen von den Ecken fiir gegebenes x > 0 negativ und streng monoton steigend sind, ist
der Fehler bei allen Energien E > FEj kleiner.

Im Falle einer attraktiven Wechselwirkung erhédlt man abhingig vom Betrag von s
zusatzlich gebundene Zustdnde. Fiir F > 0 unterscheiden sich die Eckkorrekturen nur
durch das Vorzeichen, d.h. fiir ausreichend hohe Energien sind diese vernachléssigbar
(bzw. konnen durch die Korrekturen ohne Wechselwirkung ersetzt werden). Falls der
Grundzustand jedoch ein gebundener Zustand ist, so kénnte die Divergenz bei £ = 0 Pro-
bleme bereiten. In Abb. 14 ist die Grundzustandsenergie Fy in Abhédngigkeit von x im In-
tervall [—8, 8] zu sehen. Bei ca. k1 = —3, 286 ist der kritische Punkt, an dem der Grundzu-
stand das Vorzeichen wechselt. Im selben Plot ist die Funktion Epiy(k) := —pu(k)O(—k)
eingezeichnet. Sie gibt die untere Grenze der fiir die semiklassische Zéhlfunktion relevan-
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Abbildung 15: Zahlfunktionen fiir K = —20 (links) und k = —50 (rechts). Fir £ < 0 ist
die Ahnlichkeit zu der Zahlfunktion fiir ein einzelnes Teilchen deutlich zu
erkennen.

ten Energie an, d.h. fiir & > 0 immer Epi, = 0, fiir £ < 0 Epin = —+2. Fiir £ < Ky ist
der Grundzustand ndherungsweise durch Ey = Epin(k) gegeben. Im rechten Plot ist die
Zahlfunktion fir den kritischen Fall k = 1 zu sehen. Der Fehler bei negativen Energien
resultiert genau aus der Abweichung von El;, von der Grundzustandsenergie. Allerdings
zeigt der Graph auch, dass genau dieser Bereich eine Abschitzung der Zustandsdichte
bei £ = 0 zuldsst, da diese beim linksseitigen Grenzwert £ — 07 im Gegensatz zum
rechtsseitigen endlich ist. Auch in der Zahlfunktion, die bei E = 0 nicht stetig ist, bietet
es sich an, den linksseitigen Grenzwert zu verwenden. Fiir kleinere Werte von x treten
die vorausgesagten gebundenen Zusténde auf.

In Abb. 15 sind die Zé&hlfunktionen fir x = —20 (links) und x = —50 (rechts) zu
sehen. Der Sprung bei £ = 0 wird in der Zahlfunktion vernachléssigbar, jedoch diver-
giert die Zustandsdichte an dieser Stelle nach wie vor. Als Naherung bietet sich deshalb
wieder die Verwendung des linksseitigen Grenzwertes an. Fiir ausreichend kleine Werte
von Kk (genauer fir xk < ( \/gi 1)) ist der so fiir die Zustandsdichte gewonnene Grenzwert
kleiner als der Volumenterm in der Zustandsdichte. Beachtet man, dass diese monoton
steigend ist (positive Kriimmung im Plot), so kann der fiir die Zustandsdichte kritische
Bereich tuberbriickt werden, indem diese als konstant angenommen wird, bis die Formel
fiir p(E) diese durch den linksseitigen Grenzwert gegebene Konstante tiberschreitet. In
der Zahlfunktion ist das nicht notwendig, da der Sprung bei £ = 0 vernachléssigbar
ist. In den beiden Plots ist zu sehen, dass die Korrekturen von den Ecken fiir negative
Energien nicht zu vernachldssigen sind, solange die Anzahl der gebundenen Zustidnde
klein ist, da sie die Zahlfunktion bei £ = 0~ unabhéngig von x genau um den Wert Eins
verringern. Das heifit, dass beim Weglassen der Eckkorrekturen ein gebundener Zustand
zu viel gezéhlt wird. Wie bei den Grenzwerten gesehen wurde, unterscheidet sich die
mittlere Zustandsdichte nur aufgrund dieser Eckkorrekturen von der eines einem einzel-
nen Teilchen mit doppelter Masse. Unter diesem Gesichtspunkt erscheint der absolute
Fehler von genau einem Zustand in der Zdhlfunktion als eher gering. Als letztes bleibt
noch zu bemerken, dass die Abschitzung Fy ~ —p in den beiden Plots (15) bereits
relativ gut ist.
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6. Lokale Zustandsdichte fiir zwei Bosonen auf einer Linie

In diesem Abschnitt soll fiir das im vorhergehenden Kapitel betrachtete System die lokale
Zustandsdichte fiir eine repulsive §-Wechselwirkung hergeleitet werden. Diese beinhaltet
zusétzlich zur Information tiber das Spektrum auch Informationen iiber die Wahrschein-
lichkeit, in einem bestimmten Intervall ein Teilchen anzutreffen. Dazu wird zuerst die
exakte quantenmechanische lokale Zustandsdichte berechnet und im Anschluss das se-
miklassische Pendant iiber den Propagator hergeleitet. Die Teilchendichte ist mit der
lokalen Zustandsdichte eng verwandt und wird zum Vergleich der quantenmechanischen
und der semiklassischen Ergebnisse herangezogen.

6.1. Quantenmechanische lokale Zustandsdichte

Die quantenmechanischen Wellenfunktionen wurden im Abschnitt 5.4 hergeleitet und
sind fir k > 0 gegeben durch

PDIN (21, 29) :% {¢£/N($1)¢B/N(~’U2) - TJZ)E/N(%)%Z)E/N(@)} ;

[un

2 in(2k,d)\ 7 .
U (e) =y (1 _ sz(kﬁ)) sin(kn (2| = ), tan(kad) = -2,

2 in (2, d)\ 2 -
YN (z) = p (1 + 751n2(knd )) cos(kn(|lz| —d)), cot(k,d) = —.

Dabei gilt 1 = %(ql —q2) und x9 = %(1‘1 + x9) mit den physikalischen Koordinaten

(q1,q2) sowie L = v/2d. Der Ubersicht halber wird ab hier (q1,92) = (x,y) geschrieben.
Die Integration erfolgt tiber y. Die Indizierungen D bzw. N werden nun weggelassen.
Die Unterscheidung erfolgt an geeigneter Stelle durch verschiedene Vorzeichen. Die Wel-
lenfunktionen miissen als Funktion der physikalischen Koordinaten geschrieben werden:

(,
sin x —d) sm( latyl _ Dirichlet
Pmn(3) = {cos(( d))) cos ( ( |m+y| ))

Ale sin(2kd) ( smzkd))]—%

Neumann,

d  2%kpmd 2k,d

Bei der Normierungskonstante A gilt das obere Zeichen fiir die Dirichlet-Lésung und
das untere Zeichen fiir die Neumann-Losung. Diese Konvention ist fiir den Rest dieses
Abschnitts giiltig. Nun muss iiber das Betragsquadrat der Wellenfunktionen bzgl. y
integriert werden. Um dies zu vereinfachen, kénnen zwei Symmetrieeigenschaften von
Ymn verwendet werden. Aus Abb. 10 wird sofort ersichtlich, dass ¥y (z,y) = Ymn(y, )
gelten muss. Auflerdem gilt aufgrund der Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingung bei
x9 =d < x+y = L auch ¥p,(z,y) = Fomn(L —y, L — x). Es gibt noch viele weitere
Symmetrien, jedoch werden nur diese beiden bendtigt. Fiir die Teilchendichte gilt nun
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nach Abschnitt 2.6
L T
=/ dwiﬂn(m,yn/ dz 92, (L —.2).
0 0

In der zweiten Zeile wurde L — y = z substituiert sowie die Integrationsgrenzen ver-
tauscht. Dies zeigt, dass nur das erste Integral explizit berechnet werden muss und das
zweite daraus direkt durch die Ersetzung * — L — x berechnet werden kann. Bei der
Berechnung des ersten Integrals kénnen die Betrige einfach weggelassen werden. Der
héufig auftretende Faktor % wird nun in k,, und & integriert: mit g,, := k—\/% und 7y := %
vereinfachen sich die Argumente der auftretenden trigonometrischen Funktionen und die
Bestimmungsgleichungen fiir die Wellenzahlen zu

TFY

V2

—d)=go(zFy— L), tan(gnm:—%", cot(gnm:%".

ko (
Mit Hilfe von
sin(a) sin(b) = %(cos(a —b) —cos(a+1b)), cos(a)cos(b) = %(cos(a —b) + cos(a+ b))

kann der Integrand (9,5 (2, ) —Unm (2, y))? auf elementare Trigonometrische Funktionen
reduziert werden. Dabei unterscheiden sich die Integrale iiber die quadratischen Terme
92, und 92, lediglich in der Reihenfolge von m un n, miissen also nicht beide berechnet
werden. Die skizzierten Rechnungen erfordern lediglich sorgfiltige Arbeit und werden
hier nicht angefiihrt. Insgesamt erhédlt man

N (T

)
- A;{M <9 (Siﬂ(2gmL) N Sin(2gnL))

Im dn

+ — In g,% {sin (4gmx —2(gm + gn)L) — sin (497”35 = 2(gm — gn)L)}

92, —
+ 2= %ﬂ {sm (4gnx —2(gn + gm)L) — sin (4gnx —2(gn — gm)L }
— 4z cos ( ) Cos (an(L - x)) —4(L — ) cos(2gmx) cos(2gnx)

i — [cos (an — ) ) sin(2gm,x) + cos(2g,x) sin (2gm(L — x))}

[cos ( ) sin(2¢,x) + cos(2gy,x) sin (2gn(L — m))}

R [sin (2(9771 + gn)x) + sin (2(gm + gn) (L — x))}

{sin (Q(gm - gn)x) + sin (2(gm — gn)(L — x))} }

Im — Gn
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Dieses Ergebnis ist etwas unhandlich. Es empfiehlt sich die Teilchendichte n,,,(x) auf-

grund ihrer Symmetrie beziiglich x = % relativ zu diesem Punkt zu betrachten, d.h.

man betrachtet n,,(z+ é) Nach dieser Substitution konnen die Additionstheoreme fiir

die trigonometrischen Funktionen verwendet werden, um die verbleibenden Terme auf

einfache Sinus- und Kosinus-Funktionen zu reduzieren. Als Ergebnis erhélt man fiir die
L

Teilchendichte mit y = =z — 3

Nmn (y + g) =C. {ao + a1 cos(2gmy) + ag cos(29,Y)
+ a3 cos (2(gn - gm)y) + ay cos (2(9n + gm)y)
+y [as sin (2(gn = g )y) + agsin (2(gn + gy )| }

mit den Koeflizienten

t t
agp =92 |:L:F(3mcm+3ncn):| ’ al:_Qgg’LSm ;n7 a2:2 anSnz 7
1 +
az = — L(Cmcn + Smsn) - 7(Cm5n - Smcn) + 79” gm (smcn + Cmsn),
gn = Im ImGn
ay = — L(cmen — Smsn) — 1 ~(CmSn + SmCn) £ M(Smcn — CmSn),
gn + 9gm ImGn
as = — 2(CmSn — SmCn), ag = —2(CmSn + SmCn),

- L) 23]
2 T Ut )T )

Die Konstanten s,, und ¢, sind gegeben durch

J— n Y L.
Sp = sin(g,L) = (=1) \/W Dirichlet
n 9n (—1)t! Neuman,

+1 n L
(=)™ \/gg%Tfy? Dirichlet
(—1)ntl 2 Neumann.

V95 +?

Nun kann auch die Zustandsdichte direkt angegeben werden:

cn = cos(gnl) =

1
Pexakt (m, E) = 5 Z 6(E - Emn)nmn(x)a (71)
Dir@&flr\llew

6.2. Semiklassische lokale Zustandsdichte

Um die semiklassisch gendherte lokale Zustandsdichte zu erhalten muss der Propaga-
tor fiir das gesamte System aufgestellt werden und eine Koordinate iiber die Lénge
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L integriert werden. Das Ergebnis muss symmetrisch beziiglich z = % sein, jedoch

kann angenommen werden, dass das Verhalten in der N&dhe eines Randes nicht vom
gegeniiberliegenden Rand beeinflusst wird. Deshalb wird im Propagator nur einer der
physikalischen Rénder beriicksichtigt. Das Ergebnis ist dann nicht mehr symmetrisch,
sollte aber in der Ndhe des Rands gute Vorhersagen machen. Der Propagator fiir zwei Bo-
sonen auf einer Halbgeraden mit einer Dirichlet-Randbedingung bei £ = 0 muss die Fol-
genden Eigenschaften haben: er muss beziiglich Koordinatenvertauschung die gemischte
Randbedingung bei ¢; = g9 représentieren, sowie die Dirichlet-Randbedingungen bei
g1 = 0 und ¢o = 0 erfiillen. Der Propagator kann nun &hnlich konstruiert werden
wie der Propagator fiir die Ecke in Abschnitt 5.2. Man betrachtet die Koordinaten
T = %(ql — q2),T2 = %(ql + ¢2) und stellt den Propagator ohne die Dirichlet-
Randbedingungen auf als das Produkt der auf den symmetrischen Unterraum proji-
zierten Propagatoren fiir ein Delta-Potential (ohne Zeitabhédngigkeit)

K'(x',x) = K (e}, 01) K} (ah, 22).

Um zusétzlich die Randbedingungen bei ¢; = 0, also 1 = 22, und g3 = 0, also z; = —x9,
zu erfiillen, wird dieser Propagator noch beziiglich dieser Geraden antisymmetrisiert. Der
volle Propagator ist dann

K(X/’X) :Kgr(:ﬂll,xl)Kgr(:Cé,xQ) - Kgr(xé’xl)Kgr(x/I’:@)
- (K;—(_xé’xl)Kg_(_xIb:@) - K;—(_x/laxl)Kg_(_xé’:@))
=2K (2, 1) Ky (2, 22) — 2K (25, 21) K (27, 22).

Tatséchlich entspricht dieser Propagator genau dem Propagator fiir die Ecke, jedoch sind
in diesem Fall die Koordinaten fiir die Spurbildung vorgegeben. Ausgeschrieben lautet
der Propagator fiir 2} = z1 und z, = x4

1
K(x',x) = §[Ko($1,€61)K0(352,€'32) + Ko(z1, 21) Ko(—22, 72)

+ Ko(—x1,21)Ko(22, 72) + Ko(—21, 21) Ko (—22, 72)]
—[Ko(z1, 21) Ky (22, 22) + Ky (21, 21) Ko (22, T2)

+ Ko(—21,21) Ky (22, 22) + Ke (21, 21) Ko (=22, 72)]
2K, (21, 21) K (22, 22)

1
—§[K0($2, x1)Ko(x1, 22) + Ko(22, 1) Ko(—21,22)

+ Ko(—x2,21)Ko(21, 22) + Ko(—22, 21) Ko(—21, 22)]
+[Ko(w2, 71)Kp (21, 72) + Ky (22, 21) Ko (21, 72)

+ Ko(—x2,21) Ky (21, 22) + K22, 1) Ko (=21, 72)]
+2K(z2, 1)Ky (21, 22).

Die Koordinaten 1, zs werden nun noch durch die tatsadchlichen Teilchenpositionen ¢;
und g9 ausgedriickt. Dann muss iiber eine dieser Koordinaten integriert werden. Als
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6.2. Semiklassische lokale Zustandsdichte

Integrationsvariable wird go gewéhlt und fiir die bessere Ubersichtlichkeit wie in Teilab-
schnitt 6.1 * = ¢,y = g2 geschrieben, d.h. x ist die Variable, die spater in der lokalen
Zustandsdichte die Ortsabhéngigkeit angibt. Wann immer es moglich ist, wird die In-
tegration iiber y bis Unendlich ausgedehnt. Vorab kann dabei noch eine Vereinfachung
vorgenommen werden: die Integration iiber y erfolgt von 0 bis unendlich (bzw. bis L).
Substituiert man im Integral y — —y so wird der Integrand an der z-Achse gespiegelt
und die Integration erfolgt von —oo (bzw. —L) bis 0. Diese Spiegelung entspricht in den
Koordinaten (z1,x2) genau der Vertauschung von x; und x3. Das bedeutet, dass sich
zwei Summanden im Propagator, die sich nur durch vertauschte Rollen von x; und -
unterscheiden, bei der Integration zu einem einzigen Integral iiber die gesamte reelle
Achse (bzw. tber [—L, L]) zusammenfassen lassen. Auf diese Art kénnen die insgesamt
18 Summanden in obigem Propagator auf 12 reduziert werden. Im Folgenden ist des-
halb das Integrationsintervall wahlweise [—L, L] oder [—o0, 0o]. Der wechselwirkungsfreie
Anteil des Propagators verkiirzt sich zu

1

Ko(x,x) Zz[Ko(CCl,SUl)Ko(CCz,SUz) + Ko(—x1,21)Ko(—x2, 22)
+ 2Ko(x1, 21)Ko(—22, x2) — 2K (22, 1) Ko (—21, 22)
— Ko(xg, 21)Ko(21,22) — Ko(—22,21)Ko(—x1, 22)]

T 3 1+ o~ 35 (#=1)? +(@+y)] + 90~ 75 (@) _ 9 —ap(@?+y?) | —5v’ _ 5w ]
7r
1

- 1673

14+ o 3@ |9 —a5(t0)? | o —5p (@) | vt | 5ty
+ +

Bis auf den ersten und den letzten Summanden kann die Integration bis unendlich aus-
gedehnt werden. Insgesamt ergibt sich

F(z,p) ::/_O:Ody K,(x',x)

L _ 1,42 1 1 _ 1,2 NI _ 1,2
=—— (1—¢77 S - -~ (1 -—¢ 25
877[5’<1 e )—l— (e 1)+ (1 e 2 )
Das Integral iiber die meisten x-abhéngigen Anteile des Propagators lasst sich nicht
direkt berechnen, kann jedoch so weit vereinfacht werden, dass nur einfache Integrale
verbleiben. Die Beitrdge sind im Einzelnen (mit = = z;):

a) Ko(x,x) = —Ko(z1,21)Ke(22,22),
b) Ky(x,x) := —Ko(—1,71) K (72, 72),
) Ke(x,x) = Kg(z1, 21) K (22, 22),

d) Ka(x,x) := Ko(z2, 21) Ky (21, 72),

e) Ke(x,x) 1= Ko(—z2, 1)Ky (21, 22),
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Diese miissen nun nach und nach vereinfacht werden. Dabei fallen genau wie bei den
Korrekturen von den Ecken einige der auftretenden Integrale in der Summe weg. Da im
Folgenden beim Substituieren in den Integralen des Ofteren bestimmte Vielfache von &
auftreten, werden die Bezeichnungen

Ai=V2k, =2\ (73)

eingefiihrt (nicht zu verwechseln mit v aus dem Abschnitt 6.1). Der erste Teil K, ist Teil
einer Randkorrektur von einer gemischten Randbedingung. Dieser lésst sich als einziger
direkt integrieren:

A = A e
—00 —o0 43
== dy/ deeree™ 15 (V2l+9?

Canp )
- 24\7/33“ dy/ de o158 (2ute)’
0
2
=\ Tr K. (y',y)
2 /1 1
=\ 75 <Ze“5 erfe(v/ ) — Z) =: L(z, B) (74)

Tatséchlich ist L(x, 8) unabhéngig von z. Da die gesamte lokale Zustandsdichte fiir z = 0
verschwinden muss, muss dieser Term spater fiir z = 0 kompensiert werden. Der zweite
Propagator kann mit Hilfe von (60) wie folgt umgeschrieben werden:

/OO dy Ky = —L /Oo dy e—%(ﬂc—yﬁ /oode e—nee—ﬁ(\/ilar—I—yI—I—e)Q

= 25 [(22=9)*+(lyl+e)]
47'(',8 / dee™ / dye
- / dee” 6/ dy {eﬁ[(y%) +Hu+?] | eﬁ[(y+2x)2+(y+e)2]}
47‘(‘,8 0
= / dee™ E/ dy {e%[(y+§m)2+(§+x)2] +e%[(y+§+x)2+(§m)2]}
47‘(‘,8

= / dee” Ve{e 5lete)? / dye ELNI (Gl Oodyeégﬂ}
47'(',3 e+x

= _I*( ’5)_I+( ’5)

Die beiden Integrale
Y & fl(eim)Q & 7ly2
Iy (x, :—/deeﬁ dye 8 75
sw.f) =5 | "y (75)

treten &hnlich wie bei den Eckkorrekturen spater noch einmal mit umgekehrtem Vor-
zeichen auf und missen deshalb nicht weiter berechnet werden. Als néchstes soll das
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Integral iiber K, berechnet werden. Dabei tritt die folgende Fallunterscheidung auf (vgl.
Gleichung (60)):

2(y+6/;6) +2(x 4 < <) y>ux
(lz—yl+ e’ +(z+yl+)P =20+ 5V +2r+5) —a<y<uz
20y — G+ 2z - F°) y<-—a

Das Integral iiber K, ist damit gegeben durch
K, 1 —k(ete) / el [(\/_|J: y|+e)2+(V2|z+y|+e')? ]
/ dy = ﬂ / de / de' e dye

N 1 —X(e+e’) *@[(|$*y|+€) +(lz+yl+e)? ]
471'[5’ de/ de' e /_Oodye

Poy(ete) [ [T L+ @t —o)?]
47rﬂ/ de/ de e {/x dye

+ [ aye Bl @r9te—(-9)’]

b [ ayeHlose-orseeso)

—T

— i /Ood6 /Oodefe—“/(e+e/) {e—%(ﬂ“rf'—f)2 /Oody o e+’
2783 Jo 0 -
+ 67%(m+€/+€)2 /Oody e%(yJFE'e)Q} . (76)

Im letzten Schritt wurde benutzt, dass € und €’ vollkommen gleichberechtigt sind und bei
der Substitution y — —y vertauscht werden kénnen. Um das Integral weiter zu verein-
fachen, kann nun die Transformation (r,r") = (¢’ 4+ €, ¢’ — €) mit Funktionaldeterminante
% benutzt werden. Damit kann der erste Summand in (76) wie folgt geschrieben werden:

2 0o r L , 0o L
(1. Summand) :47—,8/ dr dr'e_we_ﬁ(“”‘”)/ dye—g(y+r)2
7 0 _r .
2
=1 /Oodr e " - dy e BY’ ' dr' e~ 5@+
47T[‘3 0 T r

[T [ et [ e
= d m_— d B d B .
477/8/0 e or [ z+r ve —r ne

Die Ableitung auf der rechten Seite liefert
g[] = [e_%(ﬁ_r)Q + e_%(x_r)? - dy e BV _ gt ' ar e~ 5@+’
r s L

+
267%(771)2 dye ﬁy te B(:}:Jrr {/ dye” By /x rdy e%yz]
r+x T

-r

[ r+x —ly2
71‘1" xd (1"+ac)dye g
2 _1 2 [THE )
—c 5(T z) dye 5y +e B(T—HC / dye 5y — 2e 5(r+x) / dye sy,
r+x 0
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Die ersten beiden Summanden entsprechen zusammen mit dem noch fehlenden Integral
iiber r genau den beiden Integralen I (x,3) und I_(z, 8) aus (75) und fallen deshalb in
der Summe weg. Der erste Summand von (76) ist gegeben durch

(1. Summand) =I_(z, ) + I+(z, 5)

z+r 1 9
yr o= 5 (@+r)? / —8Y"
277,8/ dre e ; dye (77)

=11 (z,p)

Das verbleibende Integral I7(x) bleibt vorerst unverdndert stehen. Damit muss nur noch
der zweite Summand in (76) berechnet werden. Dieser hat die Form

2 o) T x ,
(2. Summand) = L/ dr e*’“‘efé(ﬁrf/ dr’ / dye 70’ = H(z,B). (78)
471'5 0 —r 0

Das dreifache Integral kann durch partielle Integration im r’-Integral auf eine Summe aus
einfachen und doppelten Integralen reduziert werden, jedoch erhalten dabei die meisten
dieser Integrale einen zusétzlichen Faktor 3, so dass der gesamte Faktor vor dem Integral
unabhéngig von 3 ist. Wir werden spéter sehen, dass man dieses Integral mit einer ande-
ren Herangehensweise so auf einfache Integrale reduzieren kann, dass das Resultat den
Ergebnissen der anderen Integrale dhnelt. Deshalb bleibt auch H(x, ) vorerst so stehen.
Es verbleiben nun noch drei Integrale, die jedoch vergleichsweise einfach zu berechnen
sind:

/OO dy Ky =—— /OO dye 7Y /OodE oo 15 (J5 Iyl J5latyl+e)’
—00 47T[‘3 — 0 0

:ﬁ / dy / de eAee_% [(ZH’G)Q'H/Q]

27)T\ﬁ dy / dee e 25 [(@He 497
S —veqTBE — v’
27Tﬂ/0 dee e /m 6dye (79)
=T (z,B8)
259 gg(ere)
271',8/ dye” / dee (80)
=:I2(z,B)

Genauso findet man (nach einmaliger partieller Integration)

/fo dy Ke = Gi(z, B) + Ga(x, B)

mit den einfachen Integralen

1 e _L
Gi(z, B) :_ﬁe 357 dye 215y2 (81)
U T
1 _ 1 o0 _ L
Go(z,B) :=(\z — 1)%6 27’ ; dee e 2@+, (82)
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Fiir x = 0 sind das genau die Anteile, die den von = unabhéngigen Beitrag (74) von K,
zu Null ergédnzen. Beim Integral iiber Ky geht man genauso vor wie bei dem Integral
tiber K., das heifit man benutzt wieder die Transformation (r,r') = (' +¢€,¢ —¢), jedoch
gestaltet sich die Rechnung hier etwas einfacher und fithrt zu

/ T Ay Ky = ~T(z, 8) + Ii(x, )

wobei T'(x, 5) das in (79) definierte Integral ist und dieses zu Null ergénzt. Das zweite
Integral ist gegeben durch

Is(z, ) = (1 - W)ﬁ/o de e—%e_%(ﬁe)Q/0 dye 7Y (83)

Zusammenfassend sind fiir die lokale Zustandsdichte nun die Anteile des wechselwir-
kungsfreien Teils F(z, ) in (72), der z-unabhangige Anteil L(z, ) in (74) sowie die
folgenden Integrale zu beriicksichtigen:

e zwei einfache Integrale (81) und (82) (G und Gs)

e drei zweifache Integrale (77),(80) und (83) (I, I und I3)

e cin dreifaches Integral (78) (H).

Die Beitrage sind im einzelnen gegeben durch

12 oo Ly2
Gi(z, ) :%e 2p dye 23
1 oo L
GZ(xa,B) :()\I' — 1)%6 2151'2 / deei)‘ee 215(33+6)27
P 0 * (84)
> 1 T 1
Li(z,B) = - 27:5/0 dre'yreg(xw)z/o dyefﬁyQ,

Iry(x, B) :ﬁ/o dyeﬁgﬁ/o deef)\ee*ﬁ(ere)Q,
I3(z, B) :(1—756)%/0 dee—’%e—%(x-i-s)Q/O dye_%yQ,
2 o) r -
_7 —yp =L (242 ,/ —1 (' 4y)?
H{(z, ——/dreyeﬂ dr dye B .
( /8) 47'('/8 0 _r 0 Y

Um die lokale Zustandsdichte zu erhalten miissen alle diese Beitrége invers Laplace-
transformiert werden. Im Zuge dieser Transformation kénnen die Mehrfachintegrale
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auf einfache Integrale reduziert werden. Dazu benétigt man folgende Eigenschaft der
Laplace-Transformation: ist F'(3) die Laplace-Transformierte von f(E), so gilt

0

= 55F ).

Le| - Ef(B)](8)

Falls also eine Funktion ¢(/3) eine Differentialgleichung der Form (a — %)g(ﬁ) = r(p)

erfiillt, so gilt L'El {r(,@)} (E)=(a+ E)EE1 [g(ﬂ)} (E) und ﬁE[ﬁﬁgl [r(ﬂ)} (E)} (B) ist
eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung. Zu dieser muss noch die homogene
Losung Ae® mit einem Parameter A addiert werden. Falls fiir || — oo die Funktion
g (also insbesondere ¢') verschwindet, folgt fiir a > 0 schon A = 0. Alle oben aufge-
listeten Mehrfachintegrale erfiillen eine solche Differentialgleichung, wobei r(3) jeweils
nur Integrale von kleinerer Multiplizitdt beinhaltet. Die Rechnungen sind dabei fiir alle
Integrale sehr dhnlich. Deshalb wird hier als Beispiel nur die Rechnung fiir I; gezeigt.
Die Rechnungen fiir die anderen Integrale finden sich im Anhang. Damit das folgende
Verfahren fiir alle Integrale auf die gleiche Art funktioniert, sollten die Exponenten, die
B enthalten, alle auf die gleiche Form gebracht werden. Deshalb wird in den Integralen so
substituiert, dass die Exponentialfunktionen die gleiche Form wie im freien Propagator

haben:

Im Folgenden wird abkiirzend z = 2z geschrieben. Um nun eine geeignete Differen-
tialgleichung fiir I; zu finden betrachten wir zuerst die Funktion f(f3) definiert durch
L(-B) = —ﬁ f(B) (die xz-Abhéngigkeit in f wird der Einfachheit halber unterschlagen)
und verifizieren die Gleichungen

9 w2 _ < o L) o T (+2)? 220 (iﬂ 1 ) L)

ap a2 " 25 -0y 25

Damit lasst sich die Ableitung von f wie folgt berechnen:

o 00 o 32 1 —i(z+r)2 z+r _ L2
- = J— J— 48 48
a5 (8) /0 dre l<8r2+2ﬂ>e /0 dye
%) 1 z+r 82 1 19
—Ar o~ 75 (@47)? / = 4 — apY
—l—/o dre e A dy B2 + 25 e

=%f(ﬂ) +T1(8) + Ta(8).
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Die Ableitungen in den Integralen T7 und T5 kénnen durch partielle Integration riickgingig

gemacht werden:
1
T (B) = [e_)‘r <—2ﬁ(z +7’)> o~ g (=)’ / dye” a5y }
z+r
/ dy e_ﬁy
0

—l—)\/ dre” 7"[ e ~ag(=tr)?
/ dr o= [_e & (z4r)? ] o T eHr)?

:%efm / dyefﬁy2 — )\efﬁz2 /zdy efﬁy2 + N2 f(B)

—)\/ dr e Mo 2 () / dre” r[ o35 ()

Auflerdem findet man
- [t

was den letzten Summanden von T} aufhebt. Schreibt man nun noch w = v/2z, so kénnen
alle Exponenten wieder einheitlich geschrieben werden und es gilt insgesamt

o0

0

ﬁ(z—l—r}2

1 2
z+7)
ap (#47)°

r(B) = <>‘ - i) 6_522 /Zdye_ﬁf + I{/Oodre—mre—ﬁ(w-i-r)Q‘
23 0 0

Betrachtet man nun g(3) = % f(B), so erhilt man die Differentialgleichung

0 170 1 r(B)
il e —)\2 _ \FJ
220 = 5 (35— 5 ) 16 = () -
Fir R(z =3 \/5, B) = ﬁrl(ﬁ) erhélt man die gesuchte Differentialgleichung fiir

Ilt
0
- = =R 85
(¥ - 55) Ble.8) = RGa.) (5
und fiir || — oo verschwindet I;. Deshalb kann man die inverse Laplace-Transformation
wie folgt durchfiihren:

25" [0 8))(B) = z5" [R@. 9] B,

wobei A2 = 2k? = 2y gilt (siche (73)). Wie man sieht sind die Rechnungen im Prinzip
nicht schwierig, jedoch ist der Schreibaufwand sehr hoch. Deshalb werden fiir die restli-
chen Integrale hier nur die Differentialgleichungen angegeben. Die Rechnungen kénnen
im Anhang A.3 nachvollzogen werden. Um zu verdeutlichen, dass die verbleibenden
Integrale nicht sehr vielféltig sind, werden diese durch spezielle Integralfunktionen aus-
gedriickt: fir n € N und x € R* werden die Funktionen A,,B,,C,,D, : Rt — C
durch
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o A, (x):= 47Tﬁ" / dye 5y’ ;
1 > —kr — 5 (z47)?
Y Bn(l‘) = 47T/8n/0 d’l“e e 48 s
1 o0 _L
o Cn(z) = 47'r,3ne 41‘3962/0 dr e~ 35 (),
e D,(x):= dre wre ="
" 471'[3”

definiert. Damit lasst sich z.B. R schreiben als
R(z,3) = —A2A1(2z) + Az As(2x) — AeB1(2V/2z).

Geht man nun analog fir alle Integrale vor, so findet man fiir jedes Integral eine solche
Differentialgleichung. Bei der Behandlung von H(z, ) tritt auerdem noch das Integral

T dre e 4/3(2x+r) xd efﬁ(yﬂ’)2
Iy(x, B) = yo / W

auf. Dieses erfiillt genauso wie die anderen Integrale eine passende Differentialgleichung.
Die Ergebnisse werden einheitlich in Potenzen von pu = x? geschrieben. Die einfachen
Integrale G; und G5 kénnen nicht weiter vereinfacht werden. Insgesamt erhélt man

Gl(:&:é\/le w2 V341 (Vaa),

GQ \/7.%' -1 Cl \/_1')
L(B) = — 2041 (22) + /2pw Az (27) — V2pB1(2V21),

/T~
N
=
|

Iy(x) =V2pdy (V2r) — iz Ap(V3z) + iz Ca(V2x),

T~
=
|

3 (36)
() =(V2p — 43 2) 1 (V22) — (VR — 2v/2ua®)Ca(V2a),

&

7 N
[\
=
|

14(B) =812 A1 (22) — 4V/2zp2 Ay (22)

Sleglogle g

~———

+ 2V2u2 By (2v22) — 2v/2p2 D1 (2V/22) + 4,u%xD2(2\/§x),
0
<2M - %) H(B) =I4(8) — 2141 (22) — VauB1(2v/2z) + v2uDy (2V/2x).
Nun muss auf alle diese Differentialgleichungen die inverse Laplace-Transformation an-

gewendet werden. Dabei wird jeweils der Integrand der einzelnen Integrale transformiert.
Aus der Identitdt

B [VE VBB () = 5 Sy (87)

v Bu—f—l
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fiir die Besselfunktionen erster Art J, folgt fiir die Integranden

c;! [e_m |(B) = <@>_ J.(VE=)O(E).

l3n+1 2

Die inverse Laplace-Transformation fiir die Funktionen A,,, B, C,, und D, liefert deshalb

L B oV

onli, B) =L (o)) B) = o [lay 2= (58)
n—1 e~ hT T r

bal, E) :=L5" [ Bu(2)] (E) = 2\F / dr xi(r)jl)@)’ (89)

. 2\/_ 1o omwrg (VT @ T EYVE
0 2+ (x+71)?

2VE)" ! /ood e 1 (V2® +12VE)
—_ r

0 N R !
Dabei wurde der immer auftretende Faktor ©(F) weggelassen. Diese Funktionen kénnen
numerisch berechnet werden. Insgesamt treten nur die Félle n = 1 und n = 2 auf,
wobei by nicht vorkommt. Insgesamt miissen also sieben Funktionen numerisch imple-
mentiert werden. Es ist auflerdem moglich, die Funktionen fiir ein beliebiges n > 2 aus
der jeweiligen Funktion fiir n = 1 zu gewinnen. Dafiir kann eine weitere Eigenschaft der
Laplace-Transformation verwendet werden. Ist f eine beliebige Laplace-transformierbare
Funktion und F' ihre Laplace-Transformierte, so gilt fiir die Ableitung von f allgemein

Ly [f(E)|(8) = BF(8) - £(0). (92)

Da die verbleibenden Integrale in den Funktionen a,,, . .., d, beschréinkt sind, verschwin-
den diese Funktionen fiir n > 2 bei £ = 0. Sei nun f, eine dieser vier Funktionen und F},
die Laplace-Transformierte. Aus der Definition von F,, folgt sofort SF,(8) = Fn—1(5).
Deshalb gilt fiir n > 2

@, B) = faa(.B) b, / AE for(, B) = fulw, B).  (93)

Falls es also gelingt, fiir z.B. n = 1 einen geschlossenen Ausdruck fiir f; zu finden, so
kann fs direkt als die Stammfunktion bzgl. E ermittelt werden.

Nun folgt eine Zusammenfassung der Beitrége zur lokalen Zustandsdichte. Dabei tritt
der Faktor ©(F) bei jedem Summanden auf und wird deshalb weggelassen. Mit Hilfe
der Identitit (87) ergeben sich die folgenden Falle:

dn(z, B) :=L5" [Dn(;c)} (E) = (91)

3" [=——|(B) =Jo(=VE)

[ 0= () o yovB = (5) () v
cos(zVE).

1
_\/TI'E
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(Siehe hierzu auch [2]) Der wechselwirkungsfreie Anteil ergibt sich deshalb aus (72) zu:
L
po(w, B) = (1= Jo(22VE))
94)
11 V2 1 (
+ 67 VB (cos(Zx\/E) - 1) + 7 VB (1 — cos(z 2E)) .

Von den fehlenden Beitrdagen kénnen die Beitrdge von K, und ein Teil des Integrals G
in geschlossener Form angegeben werden:

p(x, E) = g% (COS(:U 2F) — 1) + 4_\/7?\/E1—ﬂ1

Die restlichen Beitrage konnen von den Differentialgleichungen in (86) direkt abgelesen
werden und sind gegeben durch

pg(.%',E) = - \/ial(\/i%E) + \/5(\/@1‘ - 1) cl(\/i'%E)
+ E;—i-u [\/i,u a1(V2x, E) — iz ag(V 2z, E) 4+ /ux ca(V 2, E)}
1
* E+2u
+ (V2 — 4p3a) e (V2, B) — (Viz — 2V2pa?) o (v 2z, )
+V2pdy (2V22, )|

(95)

[—4,u a1(2z, E) + \/2px as(2x, E) — 2v/2ub1(2V/ 2z, E)

(96)

+ [8;12 a1(2z, F) — 4\/§,ugx as(2x, F)

1
(E +2p)?
+ 2\/§M2 b1(2\/§$, E) - 2\/§M2 d1(2\/§£€, E)
—|—4,u%3: d2(2\/§x,E)} .

Die gesamte lokale Zustandsdichte in semiklassischer Naherung ist gegeben durch die
Summe dieser drei Dichten

p(CC,E) :PO(Q%E)+P1(5'3’E)+P2($>E) (97)

Die Teilchendichte erhélt man nun indem man die lokale Zustandsdichte durch die globa-
le Zustandsdichte p(FE) teilt und anschliefend mit der Teilchenzahl N = 2 multipliziert.
Die Globale Zustandsdichte kénnte man nun durch die Ausfithrung der fehlenden In-
tegration {iber x berechnen. Stattdessen benutzen wir die Ergebnisse aus Abschnitt 5.
Dabei muss darauf geachtet werden, dass es nur einen Dirichlet-Rand und eine 45°-Ecke
gibt. Die zugehorige Zustandsdichte ist

2
p(E) = 8L_@(E) A+ v2Le(E) + V2L B(E) + paze (E).
T 8 VE 4r  /E

Die in der Eckkorrektur auftretenden d-Distributionen kénne i.A. ignoriert werden, da
nur Energien oberhalb der Grundzustandsenergie betrachtet werden. Formal miissen
sie als Grenzwert von Dirac-Folgen interpretiert werden und korrigieren eventuell nicht
regulédres Verhalten bei E — 0. Die Korrekturen von den Ecken sind fiir hohe Energien
im ganzen vernachléssigbar.
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6.3. Verhalten in der Nidhe des Randes

Die lokale Zustandsdichte kann an dieser Stelle analytisch weiter charakterisiert werden.
Entwickelt man p(x, E) um = = 0 in eine Potenzreihe, so kann das Verhalten in der Néhe
des Randes eingesehen werden. Aufgrund der Dirichlet-Randbedingung bei = 0 muss
p(0, E) = 0 erfiillt sein. Da man die lokale Zustandsdichte bei einer bestimmten Energie
durch die Integration iiber das Betragsquadrat der Wellenfunktion erhélt sollte aufler-
dem die erste Ableitung % p(x, E) bei x = 0 verschwinden. Wir werden sehen, dass diese
Eigenschaften tatséichlich erfiillt sind. Das Verhalten der lokalen Zustandsdichte in der
unmittelbaren Ndhe des Randes ist deshalb durch den Koeffizienten des quadratischen
Terms in der Potenzreihenentwicklung gegeben. Am einfachsten lassen sich die Koeffizi-
enten mit Hilfe der in (84) gegebenen Darstellungen berechnen. Die 8-Abhéngigkeit der
Terme ist im Folgenden nicht relevant und wird ignoriert. Offenbar gilt fiir den wech-
selwirkungsfreien Teil F(0) = 0, sowie F’'(0) = 0. Dieser kann also separat betrachtet
werden. Fiir z = 0 ergénzen sich die Beitrdge L, G; und Ga zu Null. Das gleiche gilt fiir
I; und I3, wahrend Iy und H in diesem Fall verschwinden. Insgesamt verschwindet also
die Summe aller Beitrége. Das bedeutet, dass nach der inversen Laplace-Transformation
auch p(0, E) = 0 gilt. Genauso findet man G/ (0) + G5(0) = 0, I;(0) + H'(0) = 0 sowie
I5(0) + I5(0) = 0, weshalb auch die erste Ableitung verschwindet. Um die zweiten Ab-
leitungen der Integrale zu berechnen, werden die folgenden Eigenschaften der partiellen
Ableitung verwendet:

2
%(f(ﬁv)g(ﬁv)) =f"(x)g(z) +2f'(x)g'(x) + f(x)g" (x),
B (x+7r)= pe (x +r),
0 _u2 B
%e - =0.

Als Beispiel wird hier wieder nur I; betrachtet. Alle anderen Rechnungen gehen voll-
kommen analog. Dazu wird der Einfachheit halber wieder [1(z) = —5}5 f(x) mit

= /Oodr e_We_%(ﬂ“ﬂ‘)2 /x+rdy e_%y2
0 0
geschrieben. Nun kann die zweite Ableitung von f in Null direkt berechnet werden:
" 0 B 5?2 ~ 1 (gr)? T+r _12
O):/O dre " We B /0 dye B
+ 2/00(17" e (Ee_%@H)Q) e_%(HT)Q
ox

+/ dr e~ e B @) 6 e’/ﬁ(“”

—/ dre” “”( e /13r2>/dye Y’ +3/ dre="e B 267%72:
or? or

=0

z=0
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—'y/ dre™" (—e B )/dye 5y —|—2/ dre e BT gefé’z
or
= / dre= e B /dye 5’ —7/ dre~ e B +/ dre” W—e 5
=y / dre="e B /dye_ﬁy —1.
0 0

Mit dem Faktor — ﬁ erhilt man I”(0). Geht man analog fiir die Funktionen G1, Ga, I, I3
und H vor, so fallen in der Summe die meisten Beitrige weg. Am Ende ergibt sich

g \/71—ﬂ3 (e“ﬁ erfe(v/uf) — 1) .

Zusammen mit dem entsprechenden Koeffizienten des wechselwirkungsfreien Teils

L 1-v2 1
4132 8 /nB3
ergibt sich der Koeffizient des quadratischen Terms in der Reihenentwicklung vor der
inversen Laplace-Transformation zu

L 14+v2 1 V2 1
— — f . 98

- A e (Vi) (98)

Die invers Laplace-Transformierte kann fiir die ersten beiden Summanden mit Hilfe der

Identitat (10) gefunden werden. Fiir den letzten Summanden wird in Anhang A.4 u.A.
die Identitat

(Gi+Go+ L+ L+ I3+ H)(0) =

F/I(O) —

Az(ﬂ) =

£ [ He erte( ) () = —=(VET 1 -

hergeleitet. Damit ergibt sich fiir den fiihrenden Koeflizienten der lokalen Zustandsdichte
in der Ndhe des Randes

Xo(E) = [SI;TE—l_'_\/_\/_-i——\/E-i- \f] E). (99)

Der fiihrende Koeffizient der Teilchendichte ist dann gegeben durch

2 EE-L2VE+ LWVETL ~ Vi 28

no(F) ;= —=Xo(F) =2 1—R(FE
)= ) 2 e L iy O = L RO
mit

R(E) = p(;) [ﬁ Vs (VE+u- Vi) +,o45o<E>] o(B).

Fir die Grenzfille 4 — oo und g — 0 verschwindet der erste Summand in R(E) und
die Eckkorrektur liefert nur §-Distributionen. In diesem Fall ist der fiihrende Koegﬁzient
der Teilchendichte gegeben durch % Fiir Energien E > pu gilt pyse(E) = O(E~2) und

p(E) = g—j + O(Efé). Deshalb hat R fiir hohe Energien das asymptotische Verhalten

R(E):E—\/iJrO( ) =0
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Abbildung 16: Teilchendichte fiir k = 7 flir die Grundzustandsenergie Ey ~ 36. Das
semiklassische Ergebnis ngk stimmt in der Ndhe des Randes sehr gut mit
der exakten Teilchendichte iiberein.

6.4. Vergleich der Ergebnisse

Nun sollen die in den letzten Abschnitten gefundenen Ausdriicke fiir die lokale Zu-
standsdichte miteinander verglichen werden. Dies geschieht anhand der jeweiligen Teil-
chendichten, wobei wie in den anderen Féllen L = 1 gewéhlt werden kann, was wieder
bedeutet, dass VE und k in inversen Einheiten von L ausgedriickt werden, wahrend
zusétzlich x in Einheiten von L ausgedriickt wird. In Abb. 16 sind beide Teilchendichten
fir den Grundzustand mit Fy ~ 36 und x = 7 zu sehen. In der Ndhe des Randes stimmt
das semiklassische Ergebnis sehr gut mit der exakten Teilchendichte iiberein. Je weiter
man sich vom Rand entfernt, desto grofier werden die Abweichungen. Trotzdem ist die
Ubereinstimmung viel hoher als beim Vergleich mit den Ergebnissen fiir die Grenzfille
nicht wechselwirkender (ny, obere gestrichelte Linie) bzw. stark wechselwirkender Teil-
chen (np, untere gestrichelte Linie). Der Koeffizient ny des quadratischen Terms in der
Potenzreihenentwicklung von ngk weicht um ca. 0.8% von dem entsprechenden Koeffi-
zienten der exakten Teilchendichte ab, wihrend diejenigen der Grenzfille wegen L = 1
beide genau der doppelten Grundzustandsenergie 2Ey entsprechen (der Faktor 2 resul-
tiert aus der Normierung auf die Teilchenzahl). Dass die Ubereinstimmung der Ergebnisse
fiir einen einzelnen Zustand ca. ab dem ersten Wendepunkt nicht mehr hoch ist, ist nicht
iiberraschend. Die semiklassische lokale Zustandsdichte enthélt keine Information {iber
die exakte Lage der Energieniveaus, sondern nur tiber ihre mittlere Dichte bei einer be-
stimmten Energie. Um sie mit der exakten lokalen Zustandsdichte vergleichen zu kénnen
muss diese deshalb um diese Energie gemittelt werden, so dass mehrere Zustinde zum
Ergebnis beitragen. Fiir ausreichend hohe Energien E wird die exakte Teilchendichte
deshalb mit der Gewichtungsfunktion

1
weel2) = s

gemittelt, wobei die beiden Theta-Funktionen die Funktion auf das Intervall [E —ao, E+
ac| beschréanken und der Faktor a festgelegt werden muss. In den Plots gilt immer

e 3555 02 - E +a0)0(E + ao — 2)
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Abbildung 17: Teilchendichte fiir k = 20 bei E = 400 (ca. 13. angeregter Zustand) mit
o = 80.

a = 5. o0 muss fir jede Energie so gewéhlt werden, dass genug Niveaus einfliefen, darf
jedoch nicht zu hoch gewéhlt werden, da sonst ein ganzes Energieintervall um F &hnlich
gewichtet ist. Die passenden Werte findet man durch Ausprobieren. Die um E gemittelte
Teilchendichte ist gegeben durch

n (x) _ Zn wEJ(En)nn(x)
o Zn wE,J(En)

Die Energien E,, stehen fiir die (der Grofie nach geordneten) Energien F,,,, der quanten-
mechanischen Losungen. Fiir ein kontinuierliches Spektrum wére der Erwartungswert in
der Gewichtungsfunktion wg , genau E. Fiir ein diskretes Spektrum ist dies aber nicht
mehr erfiillt. Zwar wurde in Abschnitt 5 gezeigt, dass die Zustandsdichte fiir das System
anndhernd konstant ist, die Energieniveaus also im Mittel dquidistant sind, jedoch sind
auch in diesem Fall je nach der Lage von F zwischen zwei Energieniveaus i.A. alle Nive-
aus auf einer der Seiten stédrker gewichtet. Deshalb muss fiir den Vergleich die Energie
E verwendet werden, die dem tatsichlichen Erwartungswert entspricht:

= En wE,o(En)En
b= Zn wE,J(En) ’

Fine Mittelung um den Grundzustand ist also nicht moglich, da in diesem Fall alle wei-
teren Energieniveaus bei hoheren Energien liegen, so dass immer E > E gelten wiirde.

In den Vergleichsplots in den Abb. 17-19 sind die Werte von « so gewéhlt, dass moglichst
keiner der Grenzfille angenommen werden kann. Das ist der Fall, wenn E und p = 2
die gleiche Groflenordnung haben. Im rechten Bild ist jeweils die Zahlfunktion fiir die
Zustande sowie die Normalverteilung (passend skaliert) zu sehen. Eine Betrachtung fiir
x > 0,5 ist nicht sinnvoll, da in diesem Fall der Rand bei x = 1 der ndhere Rand ist.
Der erste Plot in Abb. 17 zeigt die Teilchendichten fiir k = 20 bei der Energie E = 400,
genauer E = 400.75, mit der Breite der Normalverteilung o = 80 im Bereich [0;0, 5].
Die Ubereinstimmung ist bis zum ersten Maximum bei 2 ~ 0.1 sehr hoch. Rechts davon
stimmen die Graphen nicht mehr iiberein, allerdings werden die Positionen der Maxima
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Abbildung 18: Teilchendichte fiir £ = 20 bei E' = 1000 (ca. 35. angeregter Zustand) mit

o = 120.
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Abbildung 19: Teilchendichte fiir K = 70 bei E = 5000 (ca. 180. angeregter Zustand)
mit o = 150.

ool e vy gl e e e e e e e
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5

Abbildung 20: Teilchendichte bei £ = 20000 (ca. 770. angeregter Zustand) mit o = 300.
Links: k£ = 200 (sehr hohe Ubereinstimmung von ngys und ngx ). Rechts:
k = 20 (niedrigere Ubereinstimmung)
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und Minima, die im Vergleich zu den Grenzfillen verschoben sind, korrekt beschrieben.
Aufgrund der Symmetrie hat die gemittelte quantenmechanische Teilchendichte immer
ein Extremum bei x = 0, 5. Dieses kann von der semiklassischen Teilchendichte nicht vor-
hergesagt werden, da in dieser der zweite Rand nicht beriicksichtigt wird. Der zweite Plot
in Abb. 18 scheint dem genau zu widersprechen, jedoch ist die gute Ubereinstimmung
der beiden Dichten bei x = 0,5 hier zufillig. Die Werte fiir diesen Plot sind k£ = 20,
F = 1000 und o = 120. Mit der Erhchung der Energie sind weitere Extrema hinzuge-
kommen, ansonsten verhalten sich die verschiedenen Teilchendichten dhnlich zueinander
wie im vorhergehenden Plot mit etwas kleinerer absoluter Abweichung. Wird die Ener-
gie noch weiter erh6ht, so kommen weitere Oszillationen hinzu. In Abb. 19 ist dies fiir
E = 5000 (k = 70, 0 = 150) gut zu sehen. Die Teilchendichten zeigen hier bis un-
gefihr 2 = 0,2 sehr gute Ubereinstimmung. Bis ungefihr z = 0,4 stimmt genauso wie
in den vorhergehenden Plots die Lage der Extrema relativ gut. Insgesamt nimmt mit
steigender Energie der Bereich mit guter Ubereinstimmung zu, jedoch muss die quanten-
mechanische Teilchendichte dafiir iiber einen breiteren Bereich gemittelt werden, relativ
zur Energie wird dieser Bereich allerdings schméler. In Abb. 20 fiir £ = 20000 sind
diese Trends sehr gut zu sehen. Allerdings ist die Ubereinstimmung bei gleichbleibender
Energie fiir manche Werte von x nicht ganz so hoch. Fiir z.B. £ = 20000 und x = 20
(sieche Abb. 20) werden die Oszillationen in der quantenmechanischen Teilchendichte
beim Mitteln stark gedimpft?, so dass die Ubereinstimmung wieder nur im Bereich bis
x = 0.2 sehr hoch ist. Fir alle anderen getesteten Werte von « (inklusive der Grenzfille)
ist die Ubereinstimmung dhnlich hoch wie im linken Plot in Abb. 20. Generell ist davon
auszugehen, dass die beobachtete Dampfung der Oszillationen im exakten Fall (in nqu)
gegeniiber ngk von der Energiemittelung herriihrt und eine hohere Ubereinstimmung er-
zielt wiirde, wenn auch die semiklassische Vorhersage gemittelt wiirde. Die semiklassische
lokale Zustandsdichte liefert in der Ndhe des Randes fiir beliebige Energien sehr &hnliche
Vorhersagen wie die (gemittelte) quantenmechanische lokale Zustandsdichte und stimmt
im Monotonieverhalten qualitativ sehr gut mit dieser iiberein, solange = < 0,5 gilt. Fur
hohe Energien ist die Ubereinstimmung héher und ist i.A. fiir einen gréBeren Bereich
gegeben. Im Vergleich zu den Grenzféllen sind die Amplituden der Oszillationen fiir
endliche Werte von & tendenziell kleiner. Qualitativ weist das Ergebnis Ahnlichkeit zu
Friedel-Oszillationen in der Nahe der Oberfliche von Metallen auf [9], mit dem Unter-
schied, dass die Oszillationen fiir grole Werte von x nicht verschwinden, was jedoch in
hoéheren Dimensionen wieder der Fall sein sollte [10].

9Wihlt man o kleiner, so zeigt die quantenmechanische Dichte hohe UnregelméfBigkeiten, wihrend sie
fiir groflere Werte von o um x = 0.5 in ein Plateau iibergeht.
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7. Ausblick

Das in dieser Arbeit behandelte System aus zwei Bosonen auf einer Linie mit Delta-
Wechselwirkung stellt den Spezialfall eines eindimensionalen wechselwirkenden Bose-
Gases mit nur zwei Teilchen dar. Ziel dieser Arbeit ist es, die Grundlage fiir die Be-
handlung eines solchen Bose-Gases mit beliebiger Teilchenzahl zu schaffen. Fiir den all-
gemeinen Fall gibt es nun verschiedene Moglichkeiten. In dem bereits in der Einleitung
erwahnten Formalismus von Q. Hummel wird der in Abschnitt 2.5 gefundene Vielteil-
chenpropagator
Ki(x',x,t) = L' Z ()P K(Px',x,t)
" PeSy

benutzt. Jede Permutation P € Sy kann eindeutig in paarweise disjunkte Zykel zer-
legt werden. In einem einzelnen Summanden des Propagators kénnen die Teilchen also
in kleinere Gruppen eingeteilt werden, innerhalb derer die Teilchen zyklisch vertauscht
werden. Fiir diese Gruppen spielen die (berandeten) Mannigfaltigkeiten, auf denen alle
Teilchenkoordinaten iibereinstimmen, eine besondere Rolle (Im Falle von zwei Teilchen
auf einer Linie ist diese Mannigfaltigkeit durch die Strecke zwischen (0,0) und (L, L)
gegeben, auf der iiberall ¢ = ¢ gilt). Nun geht man davon aus, dass der Beitrag der
Teilchenvertauschung zur Zustandsdichte hauptsachlich von der Kurzzeit-Propagation
in der Umgebung dieser Mannigfaltigkeit stammt. Q. Hummel bezeichnet diese Gebiete
als sog. Cluster-Zonen. Der Beitrag der Wechselwirkung sollte ebenfalls hauptséichlich
von der Kurzzeit-Propagation innerhalb dieser Cluster-Zonen abhéngen. Uberall, wo die
verschiedenen Mannigfaltigkeiten sich nicht zu nahe kommen bzw. schneiden, kénnen die
zugehorigen Cluster-Zonen als unabhéngig betrachtet werden. Jeder Cluster-Zone ist nun
eine bestimmte Anzahl an Teilchen zugeordnet, die genau der Linge des zugehorigen Zy-
kels entspricht. Falls sich mindestens zwei Teilchen in einer Cluster-Zone befinden, so
spliren diese die gegenseitige Wechselwirkung. Nun kénnte man wie folgt vorgehen: man
nimmt an, dass der Beitrag der Wechselwirkung zur Zustandsdichte hauptsachlich von
der Wechselwirkung bei Paaren von Teilchen herriihrt und die Félle, in denen mehr als
zwei Teilchen gleichzeitig wechselwirken, vernachlédssigbar sind. Im Sinne der Cluster-
Zonen bedeutet das, dass die Wechselwirkung nur in den Cluster-Zonen mit genau zwei
zugeordneten Teilchen beriicksichtigt wird und alle anderen wie im wechselwirkungs-
freien Fall behandelt werden. Folgt man dieser Herangehensweise, so sollten nach der
Spurbildung Summanden der Form

1
v o erfe(\/uB)"

g
auftreten. Fiir n = 1 kann die invers Laplace-Transformierte dieser Terme mit Hilfe der
in Anhang A.4 angegebenen Formel gefunden werden.

Der Nachteil der obigen Herangehensweise ist, dass die Wechselwirkung zwischen zwei
Teilchen nur innerhalb der Cluster-Zonen mit genau zwei zugeordneten Teilchen erfolgt
und auch die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen aus verschiedenen Cluster-Zonen
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vernachlassigt wird. Ein moglicher allgemeinerer Ansatz wére eine Entwicklung des Pro-
pagators (fiir unterscheidbare Teilchen) im Sinne einer Virialentwicklung der Form

K(x',x,t) = Ko(x',x,t) + K1(x',x,t) + Ko(x', x,8) + .. ., (100)

wobei Ky der freie Propagator ist und in K; nur die Wechselwirkung zwischen jeweils
genau zwei Teilchen, in Ks die Wechselwirkung zwischen jeweils genau 3 Teilchen usw.
einflieft. Dabei ist hervorzuheben, dass jeder weitere Summand lediglich eine Korrektur
zu den vorhergehenden darstellt, d.h. es handelt sich nicht um die vollstdndigen Pro-
pagatoren. Beispielsweise enthélt K alle Prozesse, bei denen zwei Teilchen miteinander
Wechselwirken, d.h. die Félle im Dreiteilchenproblem, in denen zwei der drei Teilchen
wechselwirken, wahrend das dritte Teilchen als isoliert angesehen werden kann, sind be-
reits berticksichtigt und treten in K5 und allen nachfolgenden Korrekturen nicht mehr
auf. Im zweidimensionalen Fall nimmt der Propagator automatisch die Form (100) an.
Der Propagator fiir das Problem mit unterscheidbaren Teilchen ist gegeben durch das
Produkt aus dem freien Propagator mit dem Propagator fiir ein Delta-Potential (ohne
Dirichlet-Randkorrekturen, in gedrehten Koordinaten).

Kaist (XI, X, t) :Ko(x/l’ Iy, t)K(;(:Cé, I2, t)
= Ko(z), 1,t) Ko(xh, w2, t) + Ko(2, 21, t) K. (2h, T2, ) (101)

:KO(xlvxvt) :Kl(x/vxvt)

Beriicksichtigt man nun noch die Ununterscheidbarkeit der Teilchen, so erhélt man den
bereits bekannten Propagator mit einer Korrektur von einer gemischten Randbedingung

Kt = 5 [Ko(ah, 0, 0)Ko(ah,02,1) + Ko(af, a1, 0 Kn(ah, o, 0], (102)
wobei der Faktor % weggelassen wird, wenn man sich auf die Fundamentale Doméne
beschréinkt. Der Propagator K; sollte fiir beliebige Teilchenzahlen ebenfalls durch Pro-
dukte aus freien Propagatoren und Propagatoren fiir Delta-Potentiale ausgedriickt wer-
den koénnen, die dann auf den symmetrischen Unterraum Projiziert werden miissen. Die
hoheren Terme ab Ky werden auch in diesem Ansatz weggelassen.

Um die Rechnungen zu vereinfachen, sollten in beiden Ansédtzen die in Abschnitt
5.2 berechneten Eckkorrekturen vernachléssigt bzw. durch ihren nicht-wechselwirkenden
Grenzfall ersetzt werden, da ihr Einfluss relativ zur gesamten Zustandsdichte sehr klein
ist. Eine andere Moglichkeit wére, die Eckkorrekturen durch die Verwendung von peri-
odischen Randbedingungen zu umgehen.

Ein weiterer Schritt wird die Ausweitung des Problems auf zwei- bzw. dreidimensionale
Systeme sein. Bei diesen wird im Vergleich zum eindimensionalen System die Verwendung
von sphérischen Koordinaten wohl unumgénglich sein. Viel wichtiger ist aber, dass die
Wechselwirkung in diesem Fall nicht mehr als Randbedingung formuliert werden kann.
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A. Anhang

A.1l. Umformung des Produkts aus Wellenfunktionen

Der Einfachheit halber wird im Folgenden auf die Indizierung der ,, und k,

verzichtet.

Es soll jedoch weiter die Randbedingung 27 erfiillt sein. Aulerdem werden an mehreren

Stellen die Additionstheoreme fiir die Trigonometrischen Funktionen

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

sin(a + b) = cosasinb + sina cos b

verwendet. Es gilt
« 1 . .
V(@) (x) = 7 sin(k(|2'| - L)) sin(k(|z| — L))
1
= 57 lcos(k(|2'| = |a])) — cos(k(a’| + |z]) — 2kL)]
Der zweite Summand in der Klammer kann mit Hilfe der Identitédten
1 — tan?t 2 tan(t
cos(2t) = 78“12 sin(2t) = L(Q)
1+ tan“t 1 + tan*(t)
und der Abkiirzung z := |2/| 4 |x| weiter umgeformt werden:
cos(kz — 2kL) = cos(kz) cos(2kL) + sin(kz) sin(2kL)
103 1 — tan?(kL) 2tan (kL)

= ———+ k ——————sin(k
T+ tan2(e) )+ Tnz ey S0 )
271 (%)’ 28
<! K kz) + K sin(k
15 (k) cos(kz) e sin(kz)
11 -2k — (B2 . 142k — ()2
i K - (2/1) ezkz+ K - gn) e—zkz
2 1+(3) 1+(%)
_ 1 1_22 ikz 1+Z§ —ikz
S 2|14k 1—ik
1 ikz ikz }
_1+i£ 1_1%6 — cos(kz)
eikz
=2Re i cos(kz)
Damit folgt insgesamt
w/ s 1 il (1! R etk (l2’|+]x)
(2 )(z) = 5T cos (k(|2'| — |z|)) + cos (k(|2'| + |z|)) — Re s
1 1! L R eik(|z'|+|z[)
=57 cos (k(z' + x)) + cos (k(z' — x)) — GW

(103)

] (104)

(105)

Die letzte Umformung kann man leicht durch eine Fallunterscheidung verifizieren.
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A.2. Numerische Berechnung der Wellenzahlen

Fiir die numerische Berechnung der Losungen der Fixpunktgleichungen bietet sich eine
Fixpunktiteration an. Die Fixpunkte der Gleichungen in (65) und (67) sind in dieser Form
jedoch abhéngig vom Betrag von k entweder anziehend oder abstolend. Substituiert man
in den Gleichungen k, = % und verwendet statt dem Tangens seine Umkehrfunktion,
so erhélt man die Fixpunktgleichungen
In
rn(gn) :=nm — arctan(=) = g,
Kd
(106)
7T In
Sn(gn) :=nm — 5 arctan(@) = gn.

In r,, gilt fiir den Fixpunkt offenbar g, > nm — 5 > § > 1 und deshalb

(o)l = e wd
90 = G g S G 1

1
< —.
-2

Die letzte Ungleichung ist dquivalent zu (|xd| — 1) > 0. Das gleiche erhilt man fiir
Sn, wobei man n > 2 annehmen muss. Fiir diese Félle ist g, deshalb ein anziehender
Fixpunkt und der Startwert ggo) = (nF 3)7 bzw. 97(10) = (n F 1)m sollte fir r, bzw. s,
innerhalb weniger Iterationen genaue Ergebnisse liefern (dabei steht das obere Zeichen
fiir K > 0 und das untere fiir £ < 0). Fiir |kd| > 1 gilt dies auch fiir s1, aulerdem gilt
fir kK < 0 in s; auch g; > 1 und damit ebenfalls Konvergenz. Fiir die Gleichung kg =
—rk tanh (kod) liefert die Substitution hg = k—/g und der Startwert héo) = 1 eine konvergente
Fixpunktiteration. Alle verbleibenden Félle konvergieren mit dem Newtonverfahren fir
beliebige positive Startwerte (die zweite Ableitung der betrachteten Funktionen wechselt
nur bei 0 das Vorzeichen und die Asymptote verlauft durch den Ursprung oder schneidet
die positive k- bzw. g-Achse!?).

A.3. Bestimmung der Differentialgleichungen bei der lokalen
Zustandsdichte

Im folgenden gilt immer x,, = (v/2)"z. Das Vorgehen kann fiir ein Integral I wie folgt
systematisiert werden:

1. durch Substitution alle g-abhéngigen Exponenten auf die Form ﬁ(-)2 bringen,

2. den Faktor ¢(3) vor dem Integral I (inklusive %) weglassen, wodurch eine Funktion
f(B) definiert wird,

3. aund r(3) aus der Differentialgleichung (% - %) f(B) =af(B)—r(B) bestimmen,

4. dann erfillt I(f) die Differentialgleichung (a — %) I(B) = c(B)r(B).

10das gilt auch fiir die anderen Fille, jedoch fithrt die Fixpunktiteration hier deutlich schneller zum Ziel.
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/ dre” ”[ o~ 15 (#247)? /mdy [efﬁ(y+r)2+efﬁ(y*r)2}
or

+/ dre e —1p (@2+7)? / dz— e — 15 (s +a2)? —e — a5 (2= ”)}

_m
=\’h(B) — 2)\/ dr e~ Ae 15 (72H7)7 / dy efﬁ(y“)Q —i—efﬁ(y*m}
0 —x9

_ 1.2 [¥2 _ 1,2
+e 4872 dy2e~38Y

s
+2 / T dre e d ) [e—ww) e—ﬁ(m—rﬁ}
0
+2 / T dr e m @t [e—m@w) e—ﬁ(m—rﬁ}
=\?h(B) 4)\/ dr e as (@) olye_ﬁ(y‘”)2
s

+ 467@3‘42 / dy 67@3/
0

o0 1 2 1,2 [ 1.2
—i—2\/§/ dr e "¢ 15 (@3 47) —Qﬂefﬁ%/ dre e 48"
0 0

N ()\2 - %) H(B) = [4(B) — 26° Ay (w3) — VER2Bi (3) + VK> D (3)
& <2M - %) H(B) = I+(B) — 2uA1(22) — V2uB1(2V22) + v2uD1 (2v21)
14(B)
L(8) = % [Careremantey? _;dye gty %ﬁ;(ﬂ)

76



A.4. Laplace-Transformation

; > / a2+’ (77 — = (y+r)?
— — = dre” T—e ag\*2 dye YT
(aﬁ E l )
L 0 2 0 _ 1 2
dr e 4/3($2+7’)2_/ du 2 25 +7)
—l—/o re e or )., yaye
_1’2 e—ﬁ$% vz dye 453/
.

2

+A / dre™ { oTi et [ gy o’

— dT’ e AT L{)Qe 45(902"’7")1 [e_ﬁ(@‘ﬁ"f — e_ﬁ(m—r)?

—T2

0 r
+ /Oodr e*Mefﬁ(%Jﬂ’)Qaﬁ [efﬁ(i’fﬂm - efﬁ(l‘?*?’)q
0 r

=\*fa(B) - (2)\ - %) e 7 /deZJG_ﬁy2
0
) /°° e e e

/ dr e e 5 (#247)% g~ g5 (w2-)?

=\21,(B) — (2)\ B E) e—m%/o dye_ﬁyQ

A o0 —wr — (23 4r)? T = _ 1,2
- — dre e 1513 - A e dre e 45
7 ()=

= ()\2 (;?8) ([’3) 2)\ A1($2) — 562)\ AQ(CEQ)

)\4 4

Mo
& (20 55 ) 1i(3) =82 Ar(22) — 43t Ao(20)
+ 2V2u2 B1(2v2z) — 2v/202 D1 (2V22) + 4M%CCD2(2\/§$)

+ Dy (z3) + Nz1Do(23)

A.4. Laplace-Transformation

Die Randkorrekturen in der Spur des Propagators von Rédndern mit gemischter Rand-
bedingung haben die Form

F,(B) := B e erfe /1B, (107)

wobei n ganz- oder halbzahlig ist. Um den entsprechenden Beitrag zur Zustandsdichte
zu erhalten miissen diese invers Laplace-transformiert werden. Dies kann mit Hilfe einer

7



A. Anhang

Rekursion erfolgen. Es gilt

0

g5 (8) =~ 0D exfo(\/uB) + B et exte(/uB) — ek a8 VL

NN
= — nFp1(B) + pFa(8) - ﬂ‘"\/%

und deshalb ,
wa() = (- 5 ) Ful®) -2k

Mit vollstdandiger Induktion kann man damit zeigen, dass fiir n € N die folgende Formel
gilt:

Analog erhilt man fir n + % eN

Fiihrt man den Parameter v mit

1 neN
= 108
7 {% n—l—%EN (108)

ein, so konnen die beiden Formeln in einer vereint werden:

beiden Formeln kénnen nun bei der inversen Laplace-Transformation verwendet werden.
Dazu werden noch die invers Laplace-Transformierten f1 und fi; von F1 und F; benétigt.
2 2

In [1] findet man

folB) =5 R3] (B) = 1[5 (110)
f1(B) =5 [Fy(8)|(E) =

2

— , 111

VTVE+ 1 (111)
wobei bei fg auch p = 0 zugelassen wird. In 4.2 wird gezeigt, dass fiir diesen Grenzfall
fo(E) — 0(E) gilt, was genau die invers Laplace-Transformierte von 1 ist. Um f; zu
erhalten kann nun die Eigenschaft der beidseitigen Laplace-Transformation

1

E
| ag 1) = £5 [5P)] 2) (12)
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A.4. Laplace-Transformation

fir F(B) =Lg [f(E)} (B) benutzen. Es gilt also

/ dE/ ( ,)
E’E’—l—,u

1
E/ ag' B
)o E’1+E7

s

2 E
== arctan <\/;> O(E)

E
:2®(E)/\/:dx L
0 1+ 2

Mit Hilfe der Identitét (10) fur die Potenzen von  erhédlt man so fiir beliebiges n € N

bzw. n + % € N die invers Laplace-Transformierte zu F,:

L'(v)

¢ 1 neN
mit v =
7 % n—i—%GN

2 arctan (/Z)O(E) =1
und f(F) = { | o) ( u) .
VEVETL 7T
Firn = % erhdlt man also z.B.
2
=—((FE —
\/77( s

was genau die Stammfunktion von fi1 mit der Nullstelle bei E = 0 ist.
2

(E + M)k*lEnfkfé

=) E T HE) WZ n—k:—lr)

(113)

(114)

(115)

(116)
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