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Vorwort

Im Jahr 1989 untersuchte Professor Victor Bangert in [Bangert] minimale Geodéti-
sche auf kompakten riemannschen Mannigfaltigkeiten der Dimension m > 3. Unter
anderem zeigte er einen Existenzsatz fiir minimale Geodétische. Am Ende der Arbeit
begriindete Bangert, wieso seine Ergebnisse auf dem 3-dimensionalen Torus in einem
gewissen Sinne bereits optimal sind. Hierzu wurden Beispiele riemannscher Metriken
betrachtet, die Hedlund bereits 1932 in [Hedlund| konstruiert hatte. Anschaulich hat
man jedoch den Eindruck, dafl der Existenzsatz auf Nilmannigfaltigkeiten, das sind
kompakte Quotienten nilpotenter Lie-Gruppen, verschéirft werden konnte.

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, dafl der Existenzsatz auf kompakten Mannig-
faltigkeiten mit nilpotenter Fundamentalgruppe, also insbesondere auf Nilmannig-
faltigkeiten im gleichen Sinne wie oben optimal ist. Wir werden hierfiir die Hedlund-
Beispiele verallgemeinern. Auf dem Weg zu dieser Verallgemeinerung ergeben sich
einige andere interessante Resultate. In 1.3 geben wir einen Uberblick iiber die Ergeb-
nisse dieser Arbeit. Um sie formulieren zu konnen, werden zuvor die Bangertschen
Ergebnisse zusammengefaf3t.

Allen, die zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben, mochte ich an dieser
Stelle herzlich danken. Herrn Professor Dr. V. Bangert danke ich fiir seine sehr gute
Betreuung. Bei meinen Besuchen nahm er sich viel Zeit und gab mir viele interessante
Anregungen. Die recht freie Aufgabenstellung dieser Diplomarbeit erwies sich zur
Losung des mathematischen Problems als sehr geeignet. Herr Bangert leitete mich
hierbei zu den interessanten Fragestellungen und half mir auch, die Ergebnisse in
ansprechender Form niederzuschreiben. Danken mochte ich auch Harald Alferi und
Achim Hornecker, die als Testleser durch ihre guten Ratschlidge sehr zu einer besseren
Verstéandlichkeit der Arbeit beitrugen und viele Schreibfehler fanden. Dariiber hinaus
war Harald Alferi mir eine grofle Hilfe fiir das Einrichten des Textverarbeitungs-
Systems IATRX auf meinem PC; er half mir bei allen IATX-Problemen und pafite
seinen Harry-Style an meine Bediirfnisse an.
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KAPITEL 1

Einfiihrung

Dieses Kapitel dient vor allem dazu einen Uberblick iiber diese Arbeit zu geben.
Es werden deswegen nach Bereitstellung einiger Grundlagen aus der algebraischen
Topologie zundchst die Bangertschen Ergebnisse kurz vorgestellt. Mit den so gebil-
deten Begriffen wird dann bereits in abgeschwichter Form das wichtigste Ergebnis
dieser Arbeit, der Existenzsatz fiir verallgemeinerte Hedlund-Beispiele, formuliert.

Fiir den Beweis und die genauere Ausformulierung werden Kenntnisse iiber die
nilpotenten Lie-Gruppen benétigt, die in Kapitel II bereitgestellt werden. In Kapitel
[T wird der Benardete-Mitchellsche asymptotische Limes eingefiithrt und mit expo-
nentiell konvergierenden Kurven in Verbindung gebracht. Im letzten Kapitel werden
dann die verallgemeinerten Hedlund-Beispiele konstruiert.

Unter der ,Homologie-Gruppe“ wollen wir in der gesamten Arbeit die erste
Homologie-Gruppe verstehen. ,,Glatt“ benutzen wir synonym zu C'*°. Die Zahl Null
ist keine natiirliche Zahl. Das Einselement einer Gruppe wird mit e bezeichnet,
im Fall einer abelschen Gruppe gelegentlich auch mit 0. Den Gruppenkommutator
bezeichnen wir mit [g, h|g,, um ihn von dem Kommutator der Lie-Algebren unter-
scheiden zu konnen.

1. Homotopie und Homologie

Im folgenden sei X ein wegzusammenhéngender topologischer Raum, z( ein belie-
biger Punkt in X. Wir wollen zunéchst den Zusammenhang von der Fundamental-
gruppe I1; := 71 (X, 29) und der ersten singuldren Homologiegruppe iiber den reellen
Zahlen H,(X, IR) klaren.

Die Hurewicz-Abbildung sei der Gruppenhomomorphismus
¢Hu7": Hl — Hl(Xa Z)a

der die Homotopieklasse des geschlossenen Wegs a mit Fulpunkt z, auf die Homo-
logieklasse des singulédren 1-Simplex « abbildet. Diese Abbildung ist surjektiv und
besitzt als Kern

I,* .= (g9'g "' | 9.9’ € Iy),
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die Kommutatorgruppe von I1; ([GreeHarp] I1.12 oder [Massey2] Theorem VIIL.7.1.).
Wir definieren weiterhin ¢gom: H1(X,Z) — H1(X, IR) tiber die Kommutativitét
des Diagramms

Z(X,Z) 2% Z,(X,R)

| |

H(X,Z) 2 [(X, R)

Hierbei bezeichnet Z;(X, R) die singulédren Zykel in X iiber dem Ring R. Das Bild
von ¢gom nennen wir Hy(X,Z) R oder die ganzen Homologieklassen in Hy (X, IR).
Es spannt bereits den Vektorraum H;(X, IR) auf. Der Kern von ¢ g, ist die Men-
ge aller Elemente v € H;(X,Z) von endlicher Ordnung, d.h. mit n-v = 0 fiir
ein n € IN. Des weiteren kann man die Aussage zeigen, dafl Hy(X,Z)pr diskret
in Hy(X, IR) liegt, bzw. die hierzu dquivalente Aussage, dafl ¢gom sich zu einem
Vektorraumisomorphismus von Hy (X, Z) ®z IR nach H,(X, IR) fortsetzen 1a8t. Die
letztere Aussage ist aber gerade ein Spezialfall des Universellen Koeffiziententheo-
rems ([Massey2] Theorem X.6.2).

Kennt man (X, x9), so kennt man also auch H; (X, IR). In diesem Sinn enthélt
also m (X, o) mehr Information als H; (X, IR).

Ist « ein geschlossener Weg in X, so sagen wir auch « reprasentiert ¢p..([a])

und @pom © Grur([a]).

2. Bedingungen an minimale Geodétische

In diesem Abschnitt werden die , minimalen Geodétischen* definiert und die Ergeb-
nisse von [Bangert| zusammengefafit. Matheoretische Varianten der Beweise dieser
Aussagen findet man in [Brodbeck].

In der gesamten Arbeit sei (M, (,)) eine zusammenhéngende riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit der universellen Uberlagerung M. Geodétische seien nicht-konstant
und nach Bogenlénge parametrisiert, sofern nicht anders angegeben.

In diesem Abschnitt bezeichne das Intervall I = [ty, 3] immer ein beschrénk-
tes Intervall. Eine Geoddtische endlicher Linge sei hinfort immer eine Geodétische
c:I — M, eine Geoddtische unendlicher Léinge sei immer vom Typ c: IR — M.
Geoditische auf nur einseitig beschrankten Intervallen werden in dieser Arbeit nicht
betrachtet. Die Lénge einer Kurve k notieren wir mit £(k).

Eine Geodéitische c: I — M heifit minimal oder homotop minimal, wenn ein Lift
¢ von ¢ auf M erfiillt:

¢ ist die kiirzeste Kurve von ¢&(t;) nach ¢(ts).
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Aquivalent ist dann
(1) c ist minimal.

(2) Fiir jede glatte Kurve k mit k(t;) = c(t;) fiir 7 = 1,2 und mit [k7¢] = e €
(M, c(ty)) gilt L(k) > L(c).

Analog definieren wir: eine Kurve c¢: I — M heif3t homolog minimal oder ganz-
homolog minimal, wenn fiir jede glatte Kurve k mit k(¢;) = c(¢;) fir i = 1,2 und
O (k7)) =0 € H(M,Z) gilt L(k) > L(c).

Und: eine Kurve ¢: I — M ist reell-homolog minimal, wenn fiir jede glatte Kurve
k mit k(t;) = c(t;) und dgom © dmwr-([k~1c]) =0 € H (M, R) gilt L(k) > L(c).

Eine Geoditische ¢: IR — M heiit (homotop, (ganz-)homolog, reell-homolog) mi-
nimal wenn fiir alle endlichen Intervalle I C IR die Restriktion c|; (homotop, (ganz-)
homolog, reell-homolog) minimal ist.

Offensichtlich impliziert ,,reell-homolog minimal“ auch ,,ganz-homolog minimal®,
und ,,ganz-homolog minimal®“ impliziert ,, homotop minimal®“. Die Mannigfaltigkeit
M sei von nun an kompakt.

Fiir ein beliebiges my € M definieren wir auf den ganzen Homologieklassen in

H,(M, IR) die ,stabile Norm* durch

|v]| := inf { L(c) ‘ n € IN und c ist geschlossene Kurve mit Basispunkt

1
mo und ngom o ngur([C]) - TL’U}

Man erkennt leicht, dafl diese Defintion unabhéngig von mg ist und daf folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

(1) ||nv|| = In|||v]] Yve Hy(M,Z)r,n € Z
2) llv+wll < floll + [lw]] Vv, w e Hi(M, Z)r
Mit Anwendung A.8 wissen wir weiterhin, dafl
3) v =0v=0 Yve Hi(M,Z)R.

Da die ganzen Homologieklassen diskret in H(M, IR) liegen und diesen Vektorraum
erzeugen, laBt sich || || eindeutig zu einer Norm auf H, (M, IR) fortsetzen (zuerst li-
near auf den rationalen Vielfachen der ganzen Homologieklassen und dann stetig auf
ganz H;(M, IR). Diese Norm heifit stabile Norm. Wir schreiben in diesem Abschnitt

B:={ve Hy(M,R)| o] =1}

fiir den Rand des Einheitsballs beziiglich der stabilen Norm. Wir sagen, eine Hy-
perebene H in Hy(M, R) stiitzt B, wenn BN H # () und B — H zusammenhéngend
ist.



6 1. Einfiihrung

Wir wihlen nun geschlossene 1-Formen w!, ..., w*, so dafl deren Kohomologieklas-

sen eine Basis von H*(M, IR) bilden. Zu der Kurve ¢: [a,b] — M bestimmen wir den
Rotationsvektor R(c) € Hy(M, IR) wie folgt:

(1) Wiihle ein v(c) € H{(M, R), so daB [wi](v(c)) = [.w® Vi.

(2) R(c) = qady, sofern [[u(c)|| # 0.

Da die w® geschlossen sind, haben zwei Kurven ¢ und ¢, die homotop mit festen
Endpunkten sind, denselben Rotationsvektor. Der Rotationsvektor héngt jedoch von
der Wahl der w? ab.

Fiir den Fall, dafl M ein Torus der Dimension n ist, d.h. M = %, ergibt sich
beziiglich w’ := dx* fiir den Rotationsvektor

_ilb) —éla)
EOREQI

wobei & der Lift von ¢ auf die universelle Uberlagerung IR™ ist.

Die wichtigsten Ergebnisse in [Bangert| sind zwei Sétze, die mit Hilfe des Rotati-
onsvektors Kriterien fiir die Existenz minimaler Geodétischer ausdriicken. Der erste
Satz liefert uns eine notwendige Bedingung fiir homolog minimale Geodétische.

R(c)

Satz 2.1 ([Bangert|, Theorem 3.2). Fir jede homolog minimale Geoditische c: IR —
M ezistiert eine Hyperebene H C Hy(M, IR), die B stitzt und fir die gilt: zu jeder
Umgebung U von H N B gibt es ein C' > 0 mit R(c|[ e U fir alle s1 — so > C.

50,51]>

Der zweite Satz bzw. sein Korollar garantiert uns die Existenz von einigen ho-
molog minimalen Geodétischen.

Satz 2.2 (folgt aus den Theoremen 4.4 und 4.5 in [Bangert]).

Sei H Hyperebene C Hi(M, IR), die B stiitzt; dann existiert eine homolog minimale
Geoditische c: IR — M, fir die gilt: zu jeder Umgebung U von H N B gibt es ein
C >0 mat R(c|, ) €U fir alle sy — s9 > C.

Korollar 2.3. k := dim H,(M,IR). Dann besitzt M mindestens k verschiedene

homolog minimale Geoddtische ¢y, ..., ci: IR — M, so daf$ der Limes

tligi, R<Ci|[s,s+t]) = Vs 1<i<k

gleichmapsig in s ezistiert und vy, ..., vy bilden eine Basis von Hi(M, IR).

Zwei Geodéatische seien hierbei verschieden, wenn sie nicht durch einen Parame-
terwechsel auseinander hervorgehen.
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3. Uberblick iiber Ergebnisse dieser Arbeit

Dieser Abschnitt soll dazu dienen, einen kurzen Uberblick iiber diese Arbeit und
ihre Ergebnisse zu erhalten. Um ihn kurz zu halten, werden aufwendige Definitio-
nen moglichst vermieden und durch anschauliche Beschreibungen ersetzt. Exakte
Definitionen und Beweise folgen dann in den darauffolgenden Kapiteln.

Alle minimalen Geodéitischen in diesem Abschnitt seien — sofern nicht anders
vermerkt — minimale Geodéatische unendlicher Lange. Interpretiert man anschau-
lich das Korollar 2.3 fiir den m-dimensionalen Torus, so weifl man, daf} es fiir jede
Dimension mindestens eine minimale Geodétische gibt. Auf kompakten Quotienten
nicht-abelscher nilpotenter Lie-Gruppen, den sogenannten Nilmannigfaltigkeiten, ist
jedoch die Dimension der Mannigfaltigkeit grofier als die Dimension der Homologie-
gruppe. Man wird nun versuchen, auch fiir die zusétzlichen Dimensionen minimale
Geoditische (unendlicher Lénge) zu finden. Hierzu muff man zuerst den Rotations-
vektor durch ein hoéher-dimensionales Objekt ersetzen, das uns mehr Information
iiber die ,gemittelte“ Bewegungsrichtung der minimalen Geodétischen liefert. Na-
heliegend ist es, die homologischen Objekte durch Objekte zu ersetzen, die mehr
Information aus der Fundamentalgruppe benutzen. Anschliefend wird man mini-
male Geoditische suchen, die sich im Mittel in eine Richtung bewegen, die zu den
bisherigen gemittelten Bewegungsrichtungen komplementér ist.

Das Hauptanliegen dieser Diplomarbeit ist zu zeigen, dafl dieses Vorgehen ,so®
nicht funktionieren kann. Es ist durchaus moglich den Begriff |, Hiufungspunkt der
Rotationsvektoren“ entsprechend zu verallgemeinern. Mithilfe des asymptotischen
Limes von Benardete und Mitchell kénnte man einen Richtungsbegriff definieren,
der zusétzlich zu der Information des Rotationsvektors oft auch Information {iber
die Ausbreitung in Richtung der Kommutatorgruppe der Fundamentalgruppe liefert.
An diesem Begriff kann man oft schon geringe Anderungen der Ausbreitungsrich-
tung der minimalen Geodétischen feststellen, und die erhaltenen , Richtungen® sind
Elemente einer nilpotenten Lie-Gruppe, die in vielen Féllen eine groflere Dimension
als Hy(M, IR) hat. Jedoch wird auf allgemeinen riemannschen Mannigfaltigkeiten
die Konstruktion von neuen minimalen Geodétischen, die sich asymptotisch in neue
,Richtungen* bewegen, scheitern.

Um dieses Phdnomen zu verstehen, mochte ich kurz die minimalen Geodétischen
bei linksinvarianter Metrik auf einer einfach zusammenhéngenden, nilpotenten Lie-
Gruppe G beschreiben (genaue Ausfiihrung in Abschnitt 11.4). Eine Kurve ¢: IR — G
ist genau dann eine minimale Geodétische, wenn es ein v in der Lie-Algebra von G
gibt, so dafl v senkrecht auf der Lie-Algebra der Kommutatorgruppe von G steht
und

c(t) = ¢(0) exp tv.
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Die Tangentialvektoren von minimalen Geodétischen liegen somit also alle auf einer
dim G — dim[G, G]g,-dimensionalen Distribution. Geodétische mit anderen Tangen-
tialvektoren sind nicht minimal — es gibt keine minimalen Geodéatischen, die sich
in Richtung der Kommutatorgruppe [G, G|g, bewegen. Sei nun M ein kompakter
Quotient von G. Dann gibt es einen (Lie-Gruppen-)Isomorphismus von H;(M, IR)

auf ﬁ (sieche z.B. Abschnitt II1.2), u.a. ist also dim H;(M,R) = dimG —

dim[G, G]g,. Das Verhalten der minimalen Geodétischen auf G bei linksinvarian-
ter Metrik fiihrt nun zu der Vermutung, dafl es riemannsche Metriken auf M gibt,
so daf} alle minimalen Geodétischen asymptotisch in genau dim H; (M, IR) verschie-
dene ,,Richtungen laufen. Unser Ziel wird es sein, derartige riemannsche Metriken
zu konstruieren. Wir nennen diese riemannschen Mannigfaltigkeiten zusammen mit
der Auszeichnung eines Richtungsbegriffs , verallgemeinerte Hedlund-Beispiele*.

Der Existenzsatz von verallgemeinerten Hedlund-Beispielen (Theorem IV.3.3) be-
sagt u.a.

Theorem 3.1 (Existenzsatz von verallgemeinerten Hedlund-Beispielen in der abge-
schwéchten Version). Zu jeder endlich erzeugten, nilpotenten Gruppe I', gibt es eine
kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit M mit

(1) m(M) =T
(2) FEs existiert eine Basis B = {vZ’z € I} von Hi(M, IR), so daf fir alle minimalen
Geoddtischen c: IR — M gilt:
lim R(cjsq) = £v; fiir einv; € B

t—o00

fiir alle s € IR.

Man beachte hierbei, dal der Limes ¢ — oo hier nicht gleichméBig in s sein muf.
Dieses Theorem &8t sich unter Verwendung des ,,Limes des asymptotischen Limes*
anstelle der ,Haufungspunkte des Rotationsvektor® wesentlich stérker formulieren.

Zur Konstruktion der Hedlund-Beispiele benutzen wir zwei Hilfsmittel. Zuerst
konstruieren wir sogenannte Autobahnmetriken. Diese werden auf beliebigen kom-
pakten Mannigfaltigkeiten M konstruiert, wir werden jedoch fiir die Konstruktion
von Hedlund-Beispielen im wesentlichen nur Autobahnmetriken auf den m-dimen-
sionalen Tori 7" mit M > 3, auf einem Quotienten der 3-dimensionalen Heisenberg-
Gruppe I'(1)\Hs und auf 7% x S? benétigen. Die Mannigfaltigkeiten 77, T2 x S?
und I'(1)\ H3 mit einer Autobahnmetrik sind Hedlund-Beispiele und haben somit die
Eigenschaft (2) von Theorem 3.1. Anhand von Mannigfaltigkeiten mit freier Funda-
mentalgruppe zeigen wir, daf§ es auch Mannigfaltigkeiten gibt, die zusammen mit
ihrer Autobahnmetrik (2) nicht erfiillen (Unterabschnitt IV.1.h). Jedoch kénnen fiir
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allgemeine kompakte Mannigfaltigkeiten mit Autobahnmetriken die ganz-homolog
und reell-homolog minimalen Geodétischen sehr genau beschrieben werden (Unter-
abschnitt IV.1.e).

Das zweite Hilfsmittel sind einige Sétze iiber N-linkssymmetrische Metriken auf
nilpotenten Lie-Gruppen G. Unter N-linksinvarianten Metriken verstehen wir rie-
mannsche Metriken, die unter Linksmultiplikation mit den Elementen des zusam-
menhéngenden Normalteilers N invariant bleibt. Im Fall, dafi N zudem noch in der
Kommutatorgruppe [G, G]g, von G liegt, kénnen wir dann die Suche nach minima-
len Geodéatischen beziiglich einer N-linkssymmetrischen Metrik auf die Suche nach
minimalen Geodétischen auf der Lie-Gruppe £ zuriickfiihren (Abschnitt IV.2).

Satz IV.2.1. (Reduktion der Dimension). G sei eine nilpotente Lie-Gruppe mit
zusammenhdingendem Normalteiler N C [G, Ga,. Auf G sei eine N-linksinvariante
Metrik {,)c gegeben. Der Quotient & trage die riemannsche Metrik {, )%, fir die

die Standard-Projektion
G
pa: G — ¥

eine riemannsche Submersion ist. Weiterhin fordern wir, daf$ es fiir eine beliebige
G-linksinvariante Metrik (, )., Konstanten Koy, Koy > 0 gibt, so daf

Koy (z,2) < (z,2)q < Koylz, ),

fir alle x € TG.
Dann st c: IR — G genau dann minimale Geoddtische, wenn gilt:

(1) é(t) L ker Tewpe,

(2) pgoc R — £ ist minimale Geoditische.

Dieser Satz erlaubt uns aus den obigen Hedlund-Beispielen allgemeine Hedlund-
Beispiele zu konstruieren. Dariiber hinaus konnte man mit diesem Satz aber viele
Sétze iiber minimale Geodétische auf den Tori auf Nilmannigfaltigkeiten hochheben.

Um diese Ergebnisse herzuleiten werden einige Hilfsmittel erarbeitet, die auch fiir
andere Anwendungen interessant sein kénnten. Die konstruierten Autobahnmetriken
kénnen nicht nur die minimalen Geodétischen unendlicher Lénge sondern auch die
,geniigend langen* minimalen Geodétischen endlicher Lange recht gut beschreiben.
Man kann deswegen fiir diese riemannschen Mannigfaltigkeiten das Wachstum der
Bille in der universellen Uberlagerung kontrollieren. Dieser Gedanke wird jedoch in
dieser Diplomarbeit nur ansatzweise ausgefiihrt.
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In Abschnitt I1.6 gehen wir noch kurz auf das polynomiale Wachstum von Grup-
pen ein. Der Wachstumsgrad endlich erzeugter nilpotenter Gruppen wird mit kon-
tinuierlichen Methoden abgeschétzt.

Die Gitter in den Heisenberg-Gruppen klassifizieren wir in Abschnitt 11.3. In
den Lehrbiichern konnte eine Klassifikation dieser Gitter nicht gefunden werden.
Das Resultat erscheint jedoch so einfach, dafl es wahrscheinlich bereits veroffentlicht

wurde.
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Nilpotente Gruppen, Lie-Gruppen und Gitter

1. Einfiihrung in die nilpotenten Lie-Gruppen

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Ergebnisse der Theorie der Lie-Gruppen zu-
sammenfassen, die wir in dieser Arbeit 6fters benutzen werden. Weitergehende In-
formationen findet man in [Warner|, besonders umfassend ist [Hochsch], speziell im
nilpotenten Fall ist auch [CorGreen] zu empfehlen.

In dieser Arbeit seien alle Lie-Gruppen zusammenhéngend, sofern nicht ausdriick-
lich auch nicht zusammenhéngende Lie-Gruppen zugelassen sind. Lie-Gruppen be-
zeichnen wir mit groflen lateinischen Buchstaben wie G, H, N und Z und die zu-
gehorigen Lie-Algebren mit den entsprechenden kleinen altdeutschen Buchstaben
wie g, b, n und 3.

Sei ¢:G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus, d.h. ein glatter Gruppen-

Homomorphismus, und v := T,¢ die Tangentialabbildung, so kommutiert das Dia-
gramm

5 — b

\exp \exp

G 45 H

([Warner] Theorem 3.14). Ist umgekehrt ¢ ein Lie-Algebren-Homomorphismus und
G einfach zusammenhéngend, so gibt es auch genau einen Lie-Gruppen-Homomor-
phismus ¢, so dal das Diagramm kommutiert, und es gilt T.¢» = ¢ ([Warner| Theo-
rem 3.27).

Die Konjugation C'y mit einem festen Gruppenelement g € G ist ein Automorphis-
mus von G und deswegen ist auch Ad(g) := T.C, ein Lie-Algebren-Automorphismus
von g. Die Abbildung

Ad: G — Gl(n)

ist ebenfalls ein Lie-Gruppen-Homomorphismus und hat als Tangentialabbildung
einen Lie-Algebren-Homomorphismus

ad: g — Lin(g).

11



12 II. Nilpotente Gruppen, Lie-Gruppen und Gitter

Nach [Warner] Proposition 3.47 gilt ad(x)(y) = [z, y]. Hieraus folgt, daf eine (zu-
sammenhéngende) Unter-Liegruppe H von der (zusammenhingenden) Lie-Gruppe
G genau dann normal (d.h. invariant unter Konjugation) ist, wenn ihre Lie-Algebra
b ein Ideal in g (d.h. invariant unter allen ad(z) mit = € g) ist.

AuBlerdem folgt aus der Kommutativitdt des obigen Diagramms und der Formel
von exp fiir lineare Gruppen, daf3

(e o]

Adoexpz =) = (ad(z))’
i=0 v
gilt.
Die Tangentialabbildung von exp in e ist die Identitét, daher ist exp ein Diffeo-

morphismus von einer Umgebung V' der Null aus g auf die Umgebung exp(V') der
Eins von G.

Die Formel von Baker-Campbell-Hausdorff beschreibt uns die Gruppenmultipli-

~1
kation in einer Umgebung der Eins in der Karte (eXp|V) . Hierzu definieren wir
zundchst die Lie-Klammer-Potenzreihe P iiber der Lie-Algebra g. Wir setzen fiir

r,yey

(_1)n+1 (i (pi + Qi))il
pi+q;>0 p1!Q1!...pn!qn!

1<i<n

f(pi,Q¢)($v y)v

wobel

(ad(z))"™ (ad(y))™ ... (ad(x))™ (y) ~ fiir g =1
ftwian (@) = { (ad(2))™ (ad(y))™ ... (ad(y))™ " () fiir g, = 0,p, =1

0 sonst

Theorem 1.1 (Formel von Baker-Campbell-Hausdorff). Es gibt eine Umgebung
U C g der Null, so daf$ P(x,y) fir alle x,y € U konvergiert und es gilt

exp P(x,y) = expx - expy.

Fiir den Fall, daB G eine Unter-Lie-Gruppe von Gl(n, IR) ist, findet sich ein
einfacher Beweis dieses Theorems in [CorGreen| Abschnitt 1.2, der allgemeine Fall
wurde in [Hochsch] Kapitel X bewiesen.
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Fiir konkrete Rechnungen ist es oft niitzlich, die ersten Terme zu kennen:

Pley) = wy+ sloy+ sl el - sl e,y
) R A AT

4+ Terme in mindestens fiinf Kommutatoren

Fiir die Gruppe G (nicht notwendig Lie-Gruppe) definieren wir induktiv die i.te
Kommutatorgruppe G* durch G' := G und G*"*! := [G", G| ,; hierbei ist die Kom-
mutatorgruppe [Hy, Hs]g, der Untergruppen H; und H, diejenige Untergruppe, die
von den Elementen der Form [hy, ho]gr := hihohy'hy' mit h; € H; erzeugt wird.
Alle G* sind zusammenhéngende charakteristische Normalteiler von G, d.h. Normal-
teiler, die unter Automorphismen von G auf sich selbst abgebildet werden. Die Folge
G',G?,G3, ... heit absteigende Zentralreihe der Gruppe G. Eine Gruppe G heifit
k-stufig nilpotent, wenn G**! = {e} und G* # {e}.

Ist G eine Lie-Gruppe, so definieren wir analog hierzu fiir die Lie-Algebra g
die absteigende Zentralreihe durch g' := g und g*™! := [4,5]. Die Lie-Algebra g
heifit x-stufig nilpotent, wenn g**' = {0} und g* # {0}. In [Hochsch] Theorem
XI1.3.1 wird gezeigt, dafl die Lie-Algebra von G* isomorph zu g' ist. Deswegen ist
G genau dann k-stufig nilpotent, wenn g s-stufig nilpotent ist. Ferner gilt fiir alle
Lie-Gruppen [g°,8/] C g'™ (dies zeigt man induktiv iiber j durch Anwendung der
Jacobi-Identitét).

Aquivalent kann man die Nilpotenz von G auch iiber die aufsteigende Zentralreihe
Z1(G), Z2(G), . .. definieren. Hierbei ist das i-te Zentrum Z;(G) induktiv definiert
durch

Z1(G) = {g € G|lg, Clar = {e}}

Zi1(G) = {g € G|lg, Glar C Z:(G)}

Z;(@G) ist eine abgeschlossene Untergruppe. Abgeschlossene Untergruppen sind nach
[Hochsch] Theorem VIII 1.1 nicht notwendig zusammenhéngende Lie-Gruppen. Die
Aussage G = {e} ist dquivalent zu Z;(G) = G, d.h. G' ist genau dann nilpotent
mit Stufe < x, wenn Z,1(G) = G.

Vollig analog ist auch die aufsteigende Zentralreihe und das i-te Zentrum der
Lie-Algebra definiert, und die Nilpotenz von g kann analog iiber die aufsteigende
Zentralreihe definiert werden und wiederum ist Z;(g) die Lie-Algebra von Z;(G).

Im Falle der Nilpotenz besitzt die oben definierte Lie-Algebren-Potenzreihe P nur
endlich viele von Null verschiedene Glieder, P(x,y) konvergiert also fiir alle z,y € 8.
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Wir definieren in diesem Fall auf g eine Multiplikation durch
xxy:= P(x,y),

wodurch wir die Lie-Gruppe G := (8, %) erhalten. Aufgrund der Formel von Baker-
Campbell-Hausdorff erhélt exp in einer Umgebung W C g der Null die Multiplika-
tion, d.h. exp(z *xy) = (expx)(expy). Da W bereits die zusammenhéngende Lie-
Gruppe G erzeugt, ist exp ein globaler Gruppenhomomorphismus. Aus der Surjekti-
vitét von Ty exp = id folgern wir weiter, dafl auch exp(W) eine Umgebung von e € G
ist, also auch das zusammenhéngende G erzeugt, woraus sich die Surjektivitdt von
exp ergibt. Aus Tyexp = id folgt sogar weiter, dafl exp in einer Umgebung U der
Null ein lokaler Diffeomorphismus ist. Ist I, die Linksmultiplikation in g mit x, so
kommutiert das Diagramm
g — &8
J{exp \exp

G lexp T G

L

fiir beliebiges = € g. Also ist die Exponentialabbildung auch ein Diffeomorphismus
von I,(U) auf leg.(exp U), somit ist exp ein lokaler Diffeomorphismus. Der Kern
K := kerexp ist ein diskreter Normalteiler von G. Fiir alle g € G ist I,(exp U) eine
trivialisiernde Umgebung von g, denn wéhlen wir ein x € g mit expx = g, so gilt

(exp) ™ (lylexpU)) = |J Iy o LU

keK

Da g einfach zusammenhéngend ist, ist exp somit die universelle Uberlagerung von
G. Fiir einfach zusammenhéngendes G folgt also K = {0} und somit der folgende
Satz.

Satz 1.2 (z.B. [CorGreen| Theorem 1.2.1). Die Lie-Gruppen-Ezponentialfunktion
einer nilpotenten Lie-Gruppe ist eine universelle Uberlagerung dieser Gruppe. Insbe-
sondere ist die Exponentialfunktion fir eine einfach zusammenhdngende, nilpotente
Lie-Gruppe ein Diffeomorphismus. Die Formel von Baker-Campbell-Hausdorff gilt
fiir alle Elemente der Lie-Algebra.

Identifizieren wir g durch Auswéhlen einer Basis mit dem R" (n = dimG), so
liefert log := (exp)~!, die inverse Abbildung der Exponentialabbildung eine fiir viele
Zwecke giinstige Karte. U.a. sind die 1-dimensionalen Untergruppen der Gruppe G
in der Karte die Ursprungsgeraden in g. Weiterhin erlaubt uns die Logarithmusfunk-
tion, beliebige reelle Potenzen von Elementen von G zu bilden. Wir definieren fiir
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geGundtelR
g' = exp (tlog(g)).

Man sieht sofort, daB fiir n € IN und tq,t, € IR gilt:

g"=gg...9
N—_——

n-mal
g " = gilgfl 3 .gfl

n-mal

gt1+t2 — gtlth und gt1t2 — (gtl)t2

15

Die Formel von Baker-Campbell-Hausdorff besagt, daf fiir x,y € g

[exp &, exp y]ar = exp ( [z,y] + hohere Kommutatorterme)

gilt, wobei ,,hohere Kommutatorterme* ein Element in g™ fiir ein ¢ mit [z,y] € o'

bedeuten soll. Hieraus folgt induktiv

Lemma 1.3 (Kommutatorregel). Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe mit Lie-Algebra

8. Dann gilt fir xy,...,2, €8

lexp x1, [. .. [eXp Tp_1,exXp Tnlarlar - - Jar = exp ([1’1, B | B

-+ hohere Kommutatorterme).

BEISPIEL 1.4. Die Matrizen der Form

1 a1 as Ap—1

0 1 0 0

0 0 1 0
M(ay,...,;an,b1,. .. by, 2) ==

0 0 0 1

o o0 o0 --- 0

o o0 o0 --- 0

an, z
0 b
0 b
0 byp
1 by
0 1

bilden eine 2n + 1-dimensionale Untergruppe und Untermannigfaltigkeit der reellen
(n+2) x (n+2)-Matrizen M(n+ 2, IR), die 2n + 1-dimensionale Heisenberg-Gruppe
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Hs, 1. Mit dieser differenzierbaren Struktur und Gruppenstruktur ist Hy,; eine 2-
stufig nilpotente Lie-Gruppe. Die Funktion ¢: Hy,y1 — IR*™ (M(ay, ..., 2)) =

(aq,...,z) bildet die Komponentenkarte von Hs, 1. Die Tangentialvektoren p; :=
% . und ¢ = %|e (t=1,...,n) und h := %|e bilden eine Basis der Lie-Algebra

bont1. Diese wird durch die Relationen [p;, ¢;] = d;;h und [p;, pj| = (¢, ¢j] = [pi, h] =
[¢;, B] = 0 beschrieben.
Ferner ist die Exponentialabbildung gegeben durch

exp(aipr + -+ + @upn + b1¢n + -+ + bpgn + ch)

1 1
:M(al,...,an,bl,...,bn,c+§albl+---+§anbn).

Die Logarithmuskarte log ist also verschieden von der Komponentenkarte.

Zum Abschlufl des Kapitels zitiere ich noch ein Theorem fiir endlich erzeugte
nilpotente Gruppen.

Theorem 1.5 (K.A.Hirsch, siche [Baumsl] Theorem 2.1). Sei G eine endlich er-
zeugte nilpotente Gruppe. Dann kann G als Untergruppe mit endlichem Index in ein
direktes Produkt D = A x B eingebettet werden, wobei A eine endliche, nilpotente
Gruppe und B eine torsionsfreie, nilpotente, endlich erzeugte Gruppe ist.

Korollar 1.6. In einer endlich erzeugten, nilpotenten Gruppe bilden die Torsions-
elemente einen endlichen Normalteiler.

Wir nennen diesen Normalteiler die Torsionsgruppe von GG. Aus dem Beweis von
obigem Theorem 1.5 im Buch [Baumsl] sieht man sofort den Zusatz:

Zusatz zu Theorem 1.5. Man kann B so wdihlen, daff B = % ist und die Re-
striktion der Komponentenprojektion A X B — B auf G gleich der kanonischen

Quotientenprojektion G — 7 ist.

2. Gitter in nilpotenten Lie-Gruppen

Die Sétze dieses Abschnitts wurden grofitenteils bereits von Malcev in [Malcev]
bewiesen. Die meisten Ergebnisse werden auch mit zum Teil anderen Methoden
in [Raghu] und in [CorGreen| hergeleitet. Da die Beweise jedoch nicht allzusehr
zum Verstdndnis dieser Arbeit dienen, sollen viele Siatze ohne Beweis zitiert werden.



2. Gitter in nilpotenten Lie-Gruppen 17

Wir beginnen mit der Existenz von Malcev-Basen. Viele der in diesem Abschnitt
dargestellten Sétze folgen dann hieraus. Dennoch kann man diese Sétze nicht als
Korollare des Existenzsatzes von Malcev-Basen auffassen, denn die Konstruktion
geeigneter Malcev-Basen benétigt einige dieser Sétze.

Einige Aussagen dieses Abschnitts sind in der Literatur in dieser Form nicht zu
finden, folgen aber einfach aus ihnen.

In diesem Abschnitt sei G eine einfach zusammenhéngende, nilpotente Lie-Grup-
pe mit Lie-Algebra g. Eine Untergruppe ist diskret, wenn sie diskret als topologischer
Unterraum ist. Eine diskrete Untergruppe I' < G ist abgeschlossen und operiert
eigentlich diskontinuierlich auf G durch Linksmultiplikation. Ist der so gebildete
Quotient I'\G kompakt, so nennen wir I' eine kokompakte diskrete Untergruppe von
G oder ein Gitter von G. Eine Nilmannigfaltigkeit ist solch ein kompakter Quotient
einer nilpotenten Lie-Gruppe. In der Literatur sind die Definitionen von , Gitter®
recht unterschiedlich. Unsere Definition von ,,Gitter* entspricht im Falle nilpotenter
Lie-Gruppen der Definition von ,lattice” in [Raghu] und der Definition von ,,uniform
discrete subgroup® in [CorGreen].

Satz 2.1 (Existenz einer Malcev-Basis, [CorGreen] Theorem 5.1.6). Sei G' eine m-
dimensionale, einfach zusammenhdngende, nilpotente Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g
und sei I' ein Gitter in G. Dann existiert eine Basis eq, ..., €, von 8, so dafs

(1) Fir alle 1 <1i < m ist der von ey, ...,e; erzeugte Vektorraum ein Ideal in g,

(2)

I'= {expj161 - €XD Jmem|Ji € Z} .

Eine derartige Basis wird in [CorGreen] ,starke Malcev-Basis, die stark auf T

basiert, genannt, wir nennen sie kurz Malcev-Basis zu dem Gitter I'. Unter anderem
erzeugt log I' bereits g als Vektorraum. Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.2 ([CorGreen| Corollary 5.4.5). WennT' eine diskrete Untergruppe einer nil-
potenten Lie-Gruppe ist und log' den Vektorraum g erzeugt, dann ist I' ein Gitter.

Aus diesen beiden Sétzen und der Kommutatorregel (Lemma 1.3) folgt nun:

Satz 2.3. Sei I' ein Gitter in der einfach zusammenhdngenden, nilpotenten Lie-
Gruppe G, so ist T* auch ein Gitter in G* fiir alle k € IN.
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Hieraus ergibt sich der etwas schwichere Satz:

Satz 2.4 ([Raghu| Corollary 1 des Theorems 2.3.). Sei I ein Gitter in der einfach
zusammenhdngenden, nilpotenten Lie-Gruppe G, so ist T N G* auch ein Gitter in
G* fiir alle k € IN.

Er ist zur Konstruktion von neuen Nilmannigfaltigkeiten aus alten sehr niitzlich.
Weiter zitieren wir noch

Satz 2.5 ([Raghu]| Proposition 2.17). Sei I' ein Gitter in der einfach zusammen-
héingenden, nilpotenten Lie-Gruppe G, so ist I' 0N Zx(G) auch ein Gitter in Zy(G).

Punkt (1) und (2) des nachfolgenden Lemmas stehen in [CorGreen| Lemma 5.1.4;
Punkt (3) ist nirgendwo zu finden, aber einfach zu beweisen.

Lemma 2.6. Sei I' eine diskrete Untergruppe der nilpotenten, einfach zusammen-
hingenden Lie-Gruppe G, H ein abgeschlossener Normalteiler von G. Sei w: G — %
die natiirliche Projektion.

(1) Ist ' H ein Gitter in H und I' ein Gitter in G, so ist auch w(I') ein Gitter

mn % und I'H st eine abgeschlossene Untergruppe von G.

(2) Ist TN H ein Gitter in H und 7(T') ein Gitter in &, so ist auch T ein Gitter
n G.

(3) IstT ein Gitter in G und w(T) ein Gitter in %, dann ist auch TN H ein Gitter
wn H.

BEWEIS VON (3): Wir zeigen die Folgenkompaktheit von (I' N H)\ H. Sei (g;) eine
Folge in H, dann gibt es aufgrund der Folgenkompaktheit von I'\G eine Folge (v;)
in T', so daB nach Ubergang zu einer Teilfolge 7;¢; gegen ein gy € G konvergiert. Nun
sind alle 7(;¢;) in der diskreten und somit abgeschlossenen Untergruppe 7(I") C %,
also auch 7(gp). Wir konnen annehmen, daf die v; so gewéhlt wurden, dafl 7(go) = e.
Nun gilt fiir fast alle 4, dafl 7(v;¢9;) = e und somit ~;g; € H, woraus sich 7, € ' N H
ergibt und somit die Folgenkompaktheit von (I' N H)\ H. O

Aus den Eigenschaften einer gegebenen Lie-Gruppe kann man oft auf Eigenschaf-
ten der moglichen Gitter schlielen. Eine hinreichende und notwendige Bedingung,
welche abstrakten Gruppen als Gitter in nilpotenten, einfach zusammenhéngenden
Lie-Gruppen vorkommen koénnen, gibt der folgende Satz.
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Satz 2.7 (Satz von Malcev, [Raghu] Theorem 2.18). Fine Gruppe I ist genau dann
isomorph zu einem Gitter in einer nilpotenten, einfach zusammenhdngenden Lie-
Gruppe, wenn gilt:

(1) T ist endlich erzeugt,
(2) T st nilpotent,
(3) T st torsionsfrei.

Korollar 2.8. Untergruppen endlich erzeugter, nilpotenter, torsionsfreier Gruppen
sind endlich erzeugt. O

Sei nun G das abelsche direkte Produkt einer endlichen Gruppe A und einer
endlich erzeugten, nilpotenten, torsionsfreien Gruppe B. Eine Untergruppe H von
G ist dann auch endlich erzeugt: denn sei p die Projektion von G auf B, dann hat
p|y ein endlich erzeugtes Bild und einen endlichen Kern, also ist auch H endlich
erzeugt. Mit Theorem 1.5 kénnen wir also das Korollar verallgemeinern:

Korollar 2.9. Untergruppen endlich erzeugter, nilpotenter Gruppen sind endlich
erzeugt. d

Aus dem néchsten Satz folgt, daBl eine nilpotente, einfach zusammenhéngende
Lie-Gruppe, die eine gegebene Gruppe I' mit obigen Eigenschaften als Gitter enthélt,
bis auf Isomorphie bereits eindeutig bestimmt ist.

Satz 2.10 ([Raghu] Theorem 2.11). Seien G und Gy zwei einfach zusammenhdn-
gende, nilpotente Lie-Gruppen und I ein Gitter in G1. Dann lafit sich jeder Gruppen-
Homomorphismus h:I' — G5 eindeutig zu einem Lie-Gruppen-Homomorphismus
h: G1 — G4 fortsetzen.

Eine Einbettung einer torsionsfreien, endlich erzeugten, nilpotenten Gruppe als
Gitter in eine einfach zusammenhéngende, nilpotente Lie-Gruppe Gr ermoglicht
nun, fiir alle ¢ € Gr und alle ¢ € IR nach der Formel ¢g' := exp (tlog(g)) beliebige
Potenzen zu bilden und beliebige Wurzeln zu ziehen.

Schliellich kénnen wir noch die Dimensionen der absteigenden Zentralreihe ei-
ner einfach zusammenhéngenden, k-stufig nilpotenten Lie-Gruppe G durch interne
algebraische Eigenschaften eines Gitters I' ausdriicken:

Theorem 2.11 (folgt aus [Raghu] Theorem 2.10).

1’\@'
i+l '

dim G’ = Z rang

=7
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Der folgende Satz besagt, dafl es in vielen Lie-Gruppen gar keine Gitter gibt:

Satz 2.12 ([Raghu] Theorem 2.12). Sei G eine einfach zusammenhdingende, nilpo-
tente Lie-Gruppe mit Lie-Algebra 8. Dann gibt es in G genau dann ein Gitter, wenn
g eine Basis {eq,...,e,} besitzt und es rationale Zahlen C’fj gibt, so dafs

le;, e;] = Z C’fjek Vi, j.
k=1

In dieser Arbeit benttigen wir auflerdem zwei Hilfssdtze, die sich nun einfach
beweisen lassen. Wahrscheinlich sind sie Mathematikern, die sich eingehend mit
Gittern in nilpotenten Lie-Gruppen bekannt, da jedoch in der Literatur kein Beweis
zu finden war, sollen sie hier bewiesen werden.

Hilfssatz 2.13. Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe mit Gitter I, ferner N ein Nor-
malteiler von G und U eine Untergruppe von G, so dafi I'y :=T NN ein Gitter in
N und I'y =T NU ein Gitter in U ist. Dann ist IV := T NU NN ein Gitter in
UNN.

BEWEIS: Es geniigt zu zeigen: IV\(U N N) ist folgenkompakt. Hierzu nehmen wir
eine Folge (g;) in U N N. Aufgrund der Folgenkompaktheit von I'y;;\U gibt es nach
Ubergang zu einer Teilfolge v; € T'y mit v;9; — go fiir ein geeignetes go € U.

Sei nun m: G — £ die natiirliche Projektion. Mit dem letzten Lemma ist ()
eine diskrete Untergruppe von $; wegen g; € N sind die m(v;¢;) € 7(I') und somit
7(go) € m(I'). Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, daf die 7; und gy so
gewahlt wurden, dafl 7(gy) = e, also go € N. Weiterhin sind auch fast alle v; in N
und somit in I". Dies impliziert aber gerade die Folgenkompaktheit von I\ (U N N).

|

Hilfssatz 2.14. Sei G eine nilpotente Lie-Gruppe mit Gitter I'. Sei
h:T — T
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus auf die Untergruppe I von G. Wenn g—;

ein Gitter in % ist, so ist auch I ein Gitter in G. Ferner lifit sich h zu einem Lie-
Gruppen-Automorphismus von G erweitern, und h:T' — I ist ein Isomorphismus.
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BEGRUNDUNG. Der Gruppenhomomorphismus A 148t sich zunéchst mit Satz 2.10 zu
einem Lie-Gruppen-Endomorphismus h: G — G fortsetzen. Dann ist H := logoh o
exp ein Lie-Algebren-Endomorphismus. Wir zeigen: H und somit h ist ein Isomor-
phismus. Aus Dimensionsgriinden reicht es hierfiir zu zeigen, dafl H surjektiv ist.

Wir definieren fiir alle ¢ € IN die Abbildung H; durch die Kommutativitat des
Diagramms

i H
g — B

I

gz+1 gz+1

Wir zeigen durch Induktion iiber i, daf alle H; surjektiv sind. Da (I;—; ein Gitter in
% ist, wissen wir bereits, dal H; surjektiv ist. Fiir ¢ > 2 ist die Abbildung

gi71®g N gz
TRy — [T,y]

surjektiv. Diese Abilldung steigt geméafl dem kommutativen Diagramm

g ley — o

| |

i—1 T 7
TOF g

zu einer surjektiven Abbildung 7 ab. Da H ein Lie-Algebren-Homomorphismus ist,
kommutiert das Diagramm

giil ® g H;, 1®H; ngl g

S S

Aus der Surjektivitéit von H;_; und H; (Induktionsvoraussetzung) folgt nun die Sur-
jektivitat von H; 1 ® H; und somit mit der Surjektivitdt von 7 auch die Surjektivitat
von H;,.

Aus der Surjektivitéit aller H; ergibt sich die Surjektivitat von H. O
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3. Gitter in den Heisenberg-Gruppen Hoy, 11

Um den letzten Abschnitt zu veranschaulichen, sollen hier einige Details iiber Git-
ter in den Heisenberg-Gruppen Hs,.; dargestellt werden folgen. Ein Hauptanlie-
gen dieses Abschnitts ist, die Gitter in den Heisenberg-Gruppen zu klassifizieren.
In den géngigen Lehrbiichern ist sie nicht zu finden; da sie aber nicht schwer zu
zeigen ist, ist anzunehmen, dafl diese Klassifikation bereits veroffentlicht wurde.
Fiir konkrete Berechnungen beachte man, daf fiir 2-stufig nilpotente Lie-Gruppen
lexp x, exp y]ar = explx, y] gilt.

Auf der 2n + 1-dimensionalen Heisenberg-Gruppe Hs,,; definieren wir fiir alle
mi,...,m, € IN mit m; teilt m; 1 (kurz m;|m;q) firallei =1,...,n—1

Cimy,mn) = {M(al, cey Ay by by ) ‘ a; € mjZ,b; € Z und c € Z} ,

wobei M(ay, . ..,c) wie in Beispiel 1.4 definiert ist. Iy, .. m,) ist ein Gitter in Hopy1.
Das Zentrum Z := Z1(Hy, 1) = M(0,...,0, R) ist zugleich die Kommutatorgruppe
von Hopyq.

Satz 3.1 (Klassifikation der Gitter in Hs,y1). Sei I' ein Gitter in Hs,y1. Dann
gibt es eindeutig bestimmte my|...|m, und einen Lie-Gruppen-Automorphismus
A: H2n+1 — H2n+17 SO daﬂ A<F(M1,,mn)) =T.

BEWEIS:

Existenz:

Wir werden Erzeuger ¢i,...,9n,h1,...,hy, 2 von I' mit 2 € Z und ganze Zahlen
mi,...,m, € IN mit m;|m;;; und

i0ij

9i, hjlar = 2™ 9i, 95lar = [hi, hjlar =€

konstruieren. Dann ist

n
bi , a;
M(myaq, ..., mpa,,by,... by, c)— zCHhi g;°

i=1

ein Gruppenepimorphismus von I'(y, . ) nach I', der sich mit Satz 2.10 zu ei-
nem Lie-Gruppen-Epimorphismus fortsetzen 148t, der aus Dimensionsgriinden ein
[somorphismus ist.

I' ist nicht abelsch, da sich sonst ein Gruppenhomomorphismus von einem Gitter
in einer abelschen Lie-Gruppe mit Satz 2.10 zu einem Lie-Gruppen-Homomorphis-
mus in Hy,; fortsetzen 1a8t, der surjektiv ist, weil I' ein Gitter ist; somit wére
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Hs, .1 abelsch. Fiir ein g € I' mit g € Z betrachte man die Abbildung
ky :=ad(logg): 5 — 3

bzw. das zugehorige K, := expok, olog:G — Z. Weil K (I') ein Gitter in Z ist,
folgt mit Lemma 2.6, dafl I'Nker K, ein Gitter in ker K ist. Mit Hilfssatz 2.13 folgt
weiter, daf fiir alle g, ¢’ € I' — Z auch K := ker K, Nker K, die Gruppe K NI als
Gitter enthalt. Vollig analog zeigt man induktiv, dafl entsprechendes fiir beliebige
Schnitte K := ¢ ker K, gilt.

Fiir die Konstruktion wéhlen wir zunéchst einen Erzeuger z von dem Gitter
I'NZin Z (Satz 2.4) und dann gy, hy € T mit [g1, hy]gr = 2™ fiir ein minimales
my € IN. Wir setzen K := ker K, Nker Kj,. Esist dim K} = 2n —1. Im Falln > 1
wéhlen wir dann in K NI, das wiederum nicht abelsch ist, Elemente g¢o, hy mit
(g2, ho)gr = 2™ fiir ein minimales my € IN, bilden dann das (2n — 3)-dimensionale
Ky :=ker K, Nker Kj, Nker Ky, Nker K},. Durch Induktion, erhélt man schliefllich
gi,---,9n und hq, ..., h,, die I' erzeugen, und man zeigt leicht die oben angefiihrten
Gruppenkommutatorrelationen.

Zu zeigen bleibt noch m;|m; ;. Angenommen m; teilt nicht m;,;, dann wéhle
man ganze Zahlen a und b, so dafl m' := am; + bm; 1 der grofite gemeinsame Teiler
von m; und m;; ist. Der Kommutator von g} := ¢;%¢i;1° und b} := h;h;y ist 2
was der minimalen Wahl von m; widerspricht.

Eindeutigkeit:

Wir wollen jedem Gitter I' C Hs, 1 eine endliche abelsche Gruppe zuordnen, deren
Isomorphietyp gleich bleibt, wenn I durch einen Automorphismus von Hs,,; bewegt
wird.

V.= % ist eine abelsche einfach zusammenhéngende Lie-Gruppe. Die Gruppe
G .= {h S H2n+1 | [h,F]Gr Cc ZnN F}

ist abgeschlossen. Nach Theorem VIII 1.1 aus [Hochsch| sind abgeschlossene Un-
tergruppen von Lie-Gruppen ebenfalls (nicht notwendig zusammenhéngende) Lie-
Gruppen, also ist G eine (nicht notwendig zusammenhéngende) Lie-Gruppe. Offen-
sichtlich sind Z und I" in G enthalten. Die Konjugation mit Elementen der Zusam-
menhangskomponente von e in G it das diskrete Gitter I' elementweise fest. Also
kommutiert die Zusammenhangskomponente von G mit der Gruppe Hs, 1 und ist
somit gleich dem Zentrum von Hs, 1. Die natiirliche Projektion p: Hy, 1 — V bildet
somit G auf ein Gitter p(G) in V' ab. Der Quotient ’% ist eine endliche abelsche
Gruppe.
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Fiir die Gruppen I'(y,, .. m,) rechnet man explizit nach, daf

1
p(G):p({M(al,...,an,bl,...,bn,O)(aj €Z7bj c —Z})

m;

gilt. Dann ist

Mit dem Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen folgt der Satz. O

Lemma 3.2. Se: I' ein Gitter in Hs, dann gibt es einen Lie-Gruppen-Automor-
phismus a: Hy — Hs, so daff a(I') eine Untergruppe von I'(1y von endlichem Index
15t.

BEGRUNDUNG. Nach dem vorigen Satz kénnen wir annehmen, dafl I' = I'(; fiir ein
i € IN. Die Abbildung

a:Hy — Hs
M(a,b,c) — M{(ia,b,ic)

ist ein Lie-Gruppen-Automorphismus und bildet I';) auf eine Untergruppe von I'()
von Index ¢ ab.

4. N-Linksinvarianz

Das Verhalten der Geodétischen auf Lie-Gruppen mit linksinvarianter riemannscher
Metrik wird oft in der Literatur untersucht. In [Eberlein| (Proposition (3.5)) werden
explizite Formeln fiir die Geoditischen auf 2-stufig nilpotenten Lie-Gruppen mit
linksinvarianter Metrik gegeben. Geodétische auf beliebigen Lie-Gruppen mit links-
invarianter Metrik werden auch eingehend im Appendix 2 von [Arnold] behandelt.
Wir wollen hingegen in diesem Abschnitt die Situation einer etwas allgemeineren
riemannschen Metrik betrachten. Die Metrik sei nicht mehr invariant unter Links-
multiplikation mit allen Lie-Gruppen-Elementen, sondern nur unter Linksmultiplika-
tion mit den Elementen eines zusammenhingenden Normalteilers. Ahnliche Unter-
suchungen dieser Situation in der Literatur sind mir nicht bekannt. Das Noethersche
Theorem liefert in dieser Situation wichtige Erhaltungsgrofien.

In diesem Abschnitt sei G immer eine einfach zusammenhéngende, k-stufig nilpo-
tente Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g. Wir betrachten eine Klasse von riemannschen
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Metriken auf GG, die eine grofie kontinuierliche Isometriengruppe haben. Wenn diese
Metrik zusétzlich durch eine linksinvariante Metrik nach oben abgeschétzt werden
kann, so werden wir in Abschnitt IV.2 zeigen, dafl man das Problem, die minima-
len Geodétischen zu bestimmen, auf ein Problem niedrigerer Dimension reduzieren
kann.

Sei N <1 G eine normale (zusammenhéingende) Unter-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra
n, es gelte also [g, N, C N fiir alle g € G. Die Gruppe I' sei ein Gitter in G und
['N N ein Gitter in N. Die Menge n = log N ist ein Untervektorraum von g = log G
und deswegen ist N eine abgeschlossene Teilmenge von G. Die Quotientengruppe
% triagt als homogener Raum eine differenzierbare Struktur (vgl. [Warner] Theorem
3.58). Die Standard-Projektion von G auf % sei

G
P el G — N

Weil N normal ist, ist n invariant unter Ad(g) := Te(ly o r,-1) fiir alle g € G.
Somit ist T.l,(n) = T.r,(n)(= ker TQP%).

Eine Metrik (,)¢ auf G nennen wir N-linksinvariant, wenn sie unter den Dif-
feomorphismen Iy := {l,,|n € N} invariant bleibt. Der Begriff ,linksinvariant* ist
also zu ,,G-linksinvariant* dquivalent. Wenn (, ) eine N-linksinvariante riemannsche
Metrik ist, gibt es auf % eine riemannsche Metrik (, ) G, 50 dafl P% eine riemannsche

Submersion ist, d.h.

Vi,y € TyG,x,y L ker TPg gilt: <P% (x), P%(y))g = (z,y)

G.
N

In diesem Abschnitt trage G nun immer eine N-linksinvariante Metrik (, )¢ und %
die induzierte Metrik () G

Geodaétische beziiglich N-linksinvarianten Metriken haben dim N unabhéngige
Erhaltungsgrofien. Fiir ihre Berechnung benutzen wir das Noethersche Theorem.

Theorem 4.1 (Noethersches Theorem fiir den geodétischen Fluf).
Sei (M,{(,)) eine riemannsche Mannigfaltigkeit, h®: M — M eine 1-Parameter-
Gruppe von Isometrien und c: I — M eine Geoddtische. Dann ist

konstant in t.

Einen Beweis dieses Theorems findet man in [Arnold] Abschnitt 4.20.
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Fiir die Anwendung des Noetherschen Theorems setzen wir M := G mit der
gegebenen N-linksinvarianten Metrik (, ). Dann ist fiir jedes n € n

h:G = G
g = lexpsng

eine 1-Parameter-Familie von Isometrien von (G, (, )). Wir rechnen nach

2 el) = Tran)

s=0

Mit dem Noetherschen Theorem erhalten wir fiir Geodéatische ¢ die Konstanz von
P = (c(t), Trc(t)(n)).

Diese Erhaltungsgroien verallgemeinern die Erhaltungsgréfien, die Patrick Eber-
lein in [Eberlein] (Corollary (3.3)) berechnet. Er berechnet diese Erhaltungsgrofien
nur fiir den Fall n € Z;(g) fiir 2-stufig nilpotente Lie-Gruppen G.

BEISPIEL 4.2. Sei H3 wieder die drei-dimensionale Heisenberg-Gruppe mit den Be-
zeichnungen aus Beispiel 1.4. Sei (,) die linksinvariante Metrik, fir die py, ¢, h ei-
ne orthonormale Basis ist. Wir berechnen die Geodétischen durch e mit Hilfe der
Noetherschen Erhaltungsgrofien. Wir schreiben die Geodétische ¢ in Exponentialko-
ordinaten

ot) = exp (X (O)p1 + Y (s + Z(t)1)

In diesen Koordinaten kénnen wir unter Benutzung der Formel von Baker-Campbell-
Hausdorff (hier exp z expy = exp(z + y + [z, y]) die Erhaltungsgrofien ausdriicken.

Pn = (&), Tre(n))
= <Tlc(t)—1é(t),Tlc(t)—lTTc(t)(TL»
—_—————

—Ad(e(t)-)
= (X(pa+ V(O + Z(0h — XV (D + 3Y (DX (0)h,

Ad(e(t)™)(n))

Nun ist Ad(exp(:c)) =2y 7ad(z)’ = id +ad(z).
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Abbildung I1.1: Eine minimale Geodétische auf Hj beziiglich der gegebenen Metrik

mit P, =0 und P, =5F;
X(t)

Projektion auf z, y-Ebene
Geodaétische

Setzen wir n := h, so erhalten wir
. 1 . 1 .
Z(t) — §X(t)Y(t) + §Y(t)X(t) =Py

und &hnlich fiir n := p; und n .= ¢
X(t) +PrY () = Py,

Y(t) = PrX(t) = Py,.
Wir erhalten ein System von Differentialgleichungen fiir X, Y, Z mit den Anfangs-
Z(0) = 0. Mit elementaren Methoden erhélt man fiir

bedingungen X (0) = Y (0)
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Pr # 0 die Losung

X(t) = —7;—‘:(1 —cos Ppt) + thl (sin Ppt)

Y(t) = 7;;1 (sinPpt) + 7;:1 (1 — cos Pyt)
P2+ P2 I

Z(t) = Ps <t + (IQT%Z) (t ~ P s1nPht)>

und fir Py =0
X(t) = P,.t, Y(t) =P,t, Z(t) =0.

Die so erhaltenen Gleichungen sind ein Spezialfall der Gleichungen in Proposition
(3.5) in [Eberlein], die Patrick Eberlein ohne die Verwendung der Noetherschen Er-
haltungsgrofen, sondern durch elementare Berechnung des Zusammenhangs erhélt.
Der in [Eberlein] behandelte allgemeinere Fall einer beliebigen 2-stufig nilpotenten
Lie-Gruppe mit beliebiger linksinvarianter Metrik kann analog mit den Erhaltungs-
grofen gelost werden.

Im Fall P, = 0 auf Hj ist also logoc eine Gerade in der pi, ¢;-Ebene. Da die

Projektion Pu, : Hy — HL;Q eine riemannsche Submersion ist und #/ in dessen Kern
H3?

liegt, kann man leicht zeigen, dafl diese Geodétischen minimal sind. In Abschnitt
IV.2 werden wir zeigen, dafl umgekehrt die Geodéatischen mit Py # 0 nicht minimal

sind. In diesem Fall bildet P u; die Geodatische auf einen Kreis ab.
Hg?2
Man kann sogar zeigen, dafl c|,;; genau dann minimal ist, wenn Py o ¢|y, , in-

H3
jektiv ist; d.h. sobald mehr als ein Umlauf gemacht wird, verliert die Geodétische
ihre Minimalitét.

5. Wachstum in Kommutatorrichtungen

Wir wollen in diesem Abschnitt das Wachstum der Bille auf nilpotenten Lie-Grup-
pen untersuchen. Das Ziel ist zu zeigen, dafl ein Ball mit festem Mittelpunkt und
wachsendem Radius r in Kommutatorrichtung schneller als r wichst, und zwar
in G2-Richtung quadratisch in r, in G3-Richtung kubisch, u.s.w.. Der vorgestellte
Beweis benutzt nur elementare Hilfsmittel.

Die Proposition in [Pansu] (62) macht eine dhnliche Aussage, wird jedoch anders
bewiesen. Pansu arbeitet mit Hilfe eines Limesraums im Sinne des Hausdorff-Limes.
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Ein wichtiges Korollar der folgenden Ergebnisse ist die Abschéitzung des Volu-
menwachstums. Im Fall, dafl die Lie-Gruppe ein Gitter enthélt, sind die Volumen-
wachstumsabschétzungen dquivalent zu gut untersuchten Wachstumsabschétzungen
von endlich erzeugten, nilpotenten Gruppen. Letzteres wird im folgenden Abschnitt
untersucht.

In diesem Abschnitt sei G eine k-stufig nilpotente, einfach zusammenhéngende
Lie-Gruppe mit einer riemannschen Metrik (, ), die nach oben und unten durch eine
linksinvariante Metrik abgeschétzt werden kann, d.h. es gibt Konstanten Koy, Koy >
0 und eine linksinvariante Metrik (,)!, so daf

Koy (z,x)! < (2,2) < Koo(z, x)!

fir alle x € T'G. Beispiele derartiger Metriken (,) sind Metriken, die invariant unter
Linksmultiplikation mit einem Gitter sind. Die zu (,) gehorige Abstandsfunktion
auf GG nennen wir d.

Weiter sei n; = dim g’. Man wiihle eine Basis e;,...,e,, von g, so da8 e, ..., €n;
eine Basis von g’ bildet fiir j = 1,..., x. Der Grad deg(i) sei das groite m € IN, so
dafl e; € g™ ist. Wir definieren

dim &
WR = { Z T;€; ‘SL’Z‘ < Rdeg(l)} (@ |

i=1
B = {g € G|ld(g,e) < R}.

Satz 5.1. Es gibt Konstanten C,C’, K > 0, so daf§ gilt
exp (Wer) C Br C exp (Weorrsk) -

BEWwEIS: Da die Metrik (, ) nach oben und unten durch eine linksinvariante Metrik
abgeschéitzt werden kann, kénnen wir fiir beide Inklusionen 0.B.d.A. annehmen, daf}
(,) linksinvariant ist. Durch das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren
kann man auch erreichen, daf die e; eine Orthonormalbasis bilden.

Fiir exp (Wegr) C Bp zeigen wir, daf es ein Cy > 0 gibt, so da8 fiir alle z; € W;Ng"
und fiir alle ¢ € IR{ gilt

d((exp try + t2xg + ...+ tk:pk), e) < Cpt.
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Spezialfall: zo = ... =2, =0

c:[0,t] = G, c(t) :=exptx

ist eine Kurve von e nach exp tox der Léange to||z||.

Beweisidee des allgemeinen Falls:

Um ein besseres Verstdndnis des Beweises zu ermdglichen, beschrdnken wir uns
zundchst auf den Spezialfall, dal G = Hj ist. Den allgemeinen Fall beweist man
dghnlich, die Darstellung ist jedoch formal weniger durchsichtig.

Es gilt fiir alle x,y € bs, t € IRy :

exp t*[z,y] = exp[tz, ty] = [exp tx, exp ty}G )

Aufgrund der Linksinvarianz der Metrik folgt dann

d(exp([z,y]),e) = d(|exptz,expty|  e)
2d(exp tz,e) + 2d(expty, e)

<
< konst-t

Da die Kommutatorgruppe 1-dimensional ist, folgt obige Abschéitzung fiir diesen
Spezialfall.

Allgemeiner Fall:

Man wéhle das kleinste j € {0,...,}, fiir das es eine Konstante C; > 0 gibt, so
daB fiir alle (xq,...,2,) € (Wi Ng') x ... x (W, Ng") mit z,, = 0 fiir n < j und fiir
alle t € IR{ gilt

d(exp(txl + 200+ ..+ t"z,), e) < O4t.

(Ein derartiges j existiert, da die Aussage fiir j := & trivial ist.)

Wir wollen zeigen, daf§ 7 = 0 ist. Hierzu nehmen wir j > 0 an und zeigen, dafl
die Abschitzung auch fir j' = j — 1 gilt.

Seien (z1,...,zx) € (WiNgh)x, ... x (W Ng~) gegeben mit x,, = 0 fiir n < j.
Sei S; die Menge aller Abbildungen von {1,...,{} nach {1,...,dimg}. Dann gibt es
fiir jedes z; € g’ Koeffizienten a, € IR, so da8

T, = Z Qg [ .. [65(1), 63(2)]7 cey 65(1)].

Die Mengen S; sind fiir verschiedenes [ verschieden, und wir konnen jedem Element



5. Wachstum in Kommutatorrichtungen 31

s € S :=U;»; S die Zahl [(s) zuordnen mit s € Sy(). Wir erhalten

exp (tjffj + a4+ t“afm) = exp (Z as. . - [tesqy, tes)ls - - ,tes(z(s»]) :
seS

Wir wollen nun die Summe aus der Exponentialfunktion herausziehen. Wir erhalten
ein Produkt und Storterme in hoherer Kommutatorrichtung: genauer folgt mit der
Formel von Baker-Campbell-Hausdorff (dhnlich wie in der Herleitung von Lemma
1.3), daB es v;41 € W/ .. v, € g7 gibt mit

exp (Z asl. .. [tesqy, teg)), - - - ,tes(l)]>

seS
= H { .. [exp(tases(l)), exp(tes(g))]gh . ,exp(tes(l(s)))}
seS Gr
- exp (vj+1tj+1 +...4 vﬁt“)

Die v; sind hierbei , Lie-Klammer-Polynome* in den Basisvektoren e, mit Koeffi-
zienten, die Polynome in den a, sind. Da die as von den gegebenen x; abhéngen,
héngen auch die v; von den x, ab. Es gibt jedoch eine Konstante Cy > 0, so daf fiir
alle Tupel

(j,...,zq) € (WiNg') x...x (WiNg")

die Koeffizienten as mit Betrag kleiner Cy gewéhlt werden kénnen, also ist die Lénge
der v; durch eine Konstante C5 > 0 nach oben beschrénkt. Somit gibt es aufgrund
der Wahl von j es eine Konstante Cy mit

d (exp (vj+1tj+1 + ...+ vﬁt“) ,e) < Cyt.

Die Storterme bleiben also geniigend klein. Um die Lénge des obigen Gruppen-
kommutators abzuschétzen, schreiben wir die Kommutatoren als Produkt aus und
nutzen den obigen Spezialfall und erhalten dann, daf3

d([ .. [exp(tasesqy), exp(tese))lar, - - - ,exp(tes(l(s)))}cr, e)
< 2" ' max{|a,|, 1} - dimg

gilt. Aus der Linksinvarianz der Metrik und der Beschrénktheit der as erhalten wir
also eine Konstante C}, so daf fiir alle (zy,...,z,) € (Wi Ng')x,... x (W, Ngr)
mit x, = 0 fiir n < j — 1 und fiir alle ¢ € Ry gilt

d(exp(tazl + 22y + ..+ t2,), e) < Cjt.
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Die Annahme 7 > 0 ist deswegen zum Widerspruch gefithrt und wir haben nun
exp (WCR) C Bg.

Die Inklusion Bg C exp (Werpyik):

Fiir diese Inklusion betrachten wir eine nach Bogenldnge parametrisierte Geodati-
sche mit ¢(0) = e. Wir schreiben

c(t) =exp(ar(t)er + ...+ an, (t)en,) -

Durch Induktion iiber j € IN U {0} zeigen wir: fiir alle ¢ € {1,...,ny} mit ¢ > n;4,
(& deg(i) < j) gilt

|(ll(t)| S Cjtj + Kj und |(ll(t)| S Cjtj_l + Kj
fir Konstanten C;, K; > 0, die nicht von ¢ abhéngen.
Die Aussage ist trivial fiir j = 0, da es keine ¢ > ny gibt. Sie gelte nun fiir ein

gegebenes j € IN U {0}. Wir nehmen ein 7 mit deg(i) = j + 1. Da die Geodétische
nach Bogenlénge parametrisiert ist, gilt

‘<Tc(t)lc(t)—1é(t)a €Z>| S 1.

Nun ist [e,, e,] € gi®emTdes Mit der Formel von Baker-Campbell-Hausdorff (Theo-
rem 1.1) und der Jacobi-Identitét folgt, dafl es Koeffizienten b,, ,, gibt, die nur von
der Lie-Algebren-Struktur abhéngen, so dafl

<6i7 TC(t) lc(t)*lc‘(t» = (t) + Z b7"17’2 <[a7’1 (t)ema ar, (t)em]’ 6i>

deg 1 -Q—T(%e’;%"g <j+1
+ Z br17"27’3 <[a7"1 (t)eﬁ ) [am (t)6T27 a?"3 (t)era]]’ 6i>
degry +dejgl;g2+’rizg rg<j+1

+...

gilt. Es folgt aus der Induktionsvoraussetzung, daf

ai(t)] < 1+ by | lar]. ..
< Cjnt! + Kjn

r,_y| |, H[erm oo leren] - ]H

fir geeignete C;;1 und K44, die nicht von ¢ abhéngen; wir kénnen Cj;; und K44
sogar so groff wihlen, dafl auch |a;(t)] < Cjat/ Tt + Kj11. O

Aus diesem Satz erhalten wir zwei Korollare

Korollar 5.2 (Lemma iiber das Langenwachstum in Kommutatorrichtung). Die
k-stufig nilpotente Lie-Gruppe G seir mit einer Metrik versehen, die nach oben und



6. Polynomiales Wachstum 33

unten durch eine linksinvariante Metrik abgeschdtzt werden kann. Dann gibt es fiir
alle v € 8 ein C(j, z) € IR mit

d(g,g-exptz) < C(j,z)-tY) vge G, vt>0.

|

Korollar 5.3. Fiir eine riemannsche Mannigfaltigkeit, deren Metrik nach oben und
unten durch eine linksinvariante Metrik abgeschdtzt werden kann, gibt es Konstanten

Ky, Ky, K3 >0, so daf fiir p:= Z?i:nfgdeg(i) =20 dimyg’ gilt

KlRp < UOZ(BR) < KQRp + K3.

BEWEIS VON KOROLLAR 5.3: Wir konnen wieder ohne Einschrankung annehmen,
daf} die riemannsche Metrik linksinvariant ist. Die Lie-Algebra g sei mit dem Ska-
larprodukt von T,G versehen. Die Abbildung ad(x) zu einem x € g schreibt sich in
der Basis ey, ...,e,, als eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen.
Mit der Formel von Baker-Campbell-Hausdorff sieht man nun, daf} fiir jedes g € G
die lineare Abbildung 7} logoT¢l, o T, exp in der Basis ey, ..., e,, durch eine obere
Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen dargestellt wird. Also ist die Expo-
nentialabbildung volumenerhaltend. Deswegen wéchst vol(Bg) wie vol(Wpg). O

BEMERKUNG 5.4. Man kann die Korollare noch verbessern: der Beweis von [Pansu]
(62) zeigt, daB
. 1
lim d(g, g exp ta)t™3

existiert, und in [Pansu] (51) wird gezeigt, dal auch
; -p
}%1_1)20 vol(Br)R

immer existiert.

6. Polynomiales Wachstum

In diesem Abschnitt betrachten wir das diskrete Analogon des Wachstumsverhaltens
im letzten Abschnitt. Wir definieren hierzu zuerst, was polynomiales Gruppenwachs-
tum auf einer endlich erzeugten Gruppe bedeutet, erértern dann welche Gruppen
polynomial wachsen und zeigen den Bezug zum Volumenwachstum auf kompakten
Mannigfaltigkeiten auf. Wir nutzen hier die in Anhang A dargestellten Langennor-
men. Die Ergebnisse findet man in [Gromovl],[Tits] und [Pansu]| aus den Jahren
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1981 bis 1983. Frithere Veroffentlichungen (von 1968 bis 1971) enthalten nur Teile
der Theorie ([Wolf],[Milnor|,[Bass]), da Gromovs Methode, den in [Gromovl] kon-
struierten Limesraum zu betrachten, noch nicht bekannt war. In dieser Arbeit wer-
den wir auch nur die Ergebnisse der fritheren Verdffentlichungen beweisen, um die
Einfiihrung dieses Limesraums zu vermeiden. Unsere hier dargestellten Beweise ar-
beiten jedoch mit , kontinuierlichen“ Methoden unter Benutzung der Ergebnisse des
letzten Abschnitts, wohingegen die Beweise in den obigen Verotffentlichungen ., dis-
kret“ vorgehen. Einen sehr eleganten Beweis, der mit diskreten Methoden arbeitet,
findet man im Anhang von J. Tits zu [Gromovl].

Die endlich erzeugte Gruppe I' sei zunéchst mit einer beliebigen Langennorm
versehen. Wir definieren

Br:={yeT|hl <R}.

DEFINITION 6.1. T wdchst polynomial, wenn es ein Polynom P gibt, so dafl
#Br < P(R).

Den minimalen Grad aller derartiger P nennen wir den Wachstumsgrad.

Mit Proposition A.5 sieht man sofort, dafl diese Definition nicht von der Wahl
der Langennorm abhéngt.

Offensichtlich wachsen endlich erzeugte, abelsche Gruppen polynomial. Hinge-
gen wachsen freie Gruppen von Rang > 1 schneller. In der Gruppe Z x Z, dem
freien Produkt von Z und Z, gilt beziiglich der Wortlangennorm in bezug auf die
Standardgeneratoren

#Br=2-3%_-1 VRe NN,

sie wachst also nicht polynomial.

Man stellt sich nun die Frage, wo der Ubergang zwischen polynomialem und
nicht polynomialem Wachstum liegt, bzw. welche algebraischen Eigenschaften die
polynomial wachsenden Gruppen haben.

Sei I' die Fundamentalgruppe einer kompakten riemannschen Mannigfaltigkeit
M mit universeller Uberlagerung M. Dann ist I" endlich erzeugt. Durch Wahl eines
Fundamentalbereichs (mefibar, mit endlichem Durchmesser) zeigt man leicht, da§ I'
genau dann polynomial mit Wachstumsgrad p wéchst, wenn es auch ein Polynom
P vom Grade p gibt, so dafl das Volumen des Balls um ein mq € M mit Radius R
um einen festen Punkt durch P(R) beschréinkt ist; man verwende hierzu die von der
riemannschen Metrik induzierte Langennorm auf I' (Beispiel A.3 Punkt 5.) und die
Aquivalenz von Langennormen (Proposition A.5).
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Ist T' nun eine torsionsfreie, endlich erzeugte, nilpotente Gruppe, so konnen wir
sie mit Satz 2.7 als Gitter in eine einfach zusammenhéngende, nilpotente Lie-Gruppe
G einbetten. Mit Korollar 5.3 erhalten wir also, da3 I polynomial wéchst. Der Grad
des Wachstums berechnet sich mit diesem Korollar als p := 377 ; dim [\

Dieser 148t sich auch gruppentheoretisch ausdriicken. Die Gruppe IV ist ein Gitter
in G7. Sei r; der Rang der abelschen Gruppe % Nach Theorem 2.11 ist dann

dimgj = dim G’ = Zri
i=j

und hieraus folgt
p= Z ;.
i=1

Alle torsionsfreien, endlich erzeugten, nilpotenten Gruppen wachsen also polynomial.
Es gibt einige einfache Methoden, aus Gruppen mit polynomialem Wachstum
neue Gruppen mit polynomialem Wachstum zu erhalten.

BEMERKUNGEN 6.2.

(1) Eine endlich erzeugte Untergruppe einer polynomial wachsenden Gruppe wichst
polynomial mit nicht gréferem Wachstumsgrad, denn die endlich vielen Erzeu-
ger der Untergruppe kénnen (trivialerweise) zu einem endlichen Erzeugenden-
system der ganzen Gruppe erginzt werden.

(2) Ein Quotient einer polynomial wachsenden Gruppe wéchst polynomial mit nicht
grofBerem Wachstumsgrad.

(3) Sei H endlich erzeugt und Untergruppe mit endlichem Index von I'. Dann ist
auch I' endlich erzeugt. Wenn H polynomial mit Wachstumsgrad p wéchst,
so wichst auch I' polynomial mit Wachstumsgrad p. Um dies zu zeigen, be-
trachtet man eine beliebige Léngennorm auf I'; die Restriktion auf H ist eine
Langennorm auf H (Proposition A.6).

(4) Das direkte Produkt polynomial wachsender Gruppen wéchst ebenfalls poly-
nomial. Der Wachstumsgrad des Produkts ist die Summe der Wachstumsgrade
der Faktoren.

Wir formulieren nun noch einen Hilfssatz:

Hilfssatz 6.3 ([Hall] Corollary 7.2.1). Sei I' eine Gruppe und H eine Untergruppe
mit endlichem Index. T ist genau dann endlich erzeugt, wenn H endlich erzeugt ist.
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In [Masseyl| Section VIL.7 wird ein Beweis fiir den Fall, da8 T" eine freie Gruppe
ist, gegeben. Dieser Beweis soll jetzt kurz skizziert werden. Danach wird durch ein
kurzes Argument begriindet, wieso der Hilfssatz auch fiir beliebige endlich erzeugte
I' gilt.

BEWEIS: Wenn H endlich erzeugt ist, so ist natiirlich auch I' endlich erzeugt.

Die Umkehrung zeigen wir zunéchst fiir den Fall, dal T" eine freie Gruppe ist.
Die Gruppe I sei also die freie Gruppe von Rang n. Wir nehmen nun n Kopien
der S! und kleben sie in einem Punkt zusammen. Wir erhalten einen kompakten
Graphen mit Fundamentalgruppe I'. Dann ist H die Fundamentalgruppe einer end-
lichen Uberlagerung von diesem Graphen und somit die Fundamentalgruppe eines
kompakten Graphens, also ebenfalls endlich erzeugt.

Sei nun I' beliebig. Dann gibt es eine endlich erzeugte freie Gruppe I'” und einen
Gruppenepimorphismus : I — T', so daf} die kanonischen Erzeuger von I" auf ein
Erzeugendensystem von I' abgebildet werden. Die Gruppe 7 '(H) hat endlichen
Index in I” und ist somit endlich erzeugt, also auch H. O

Mit diesen Hilfsmitteln zeigen wir den folgenden Satz:

Satz 6.4 ([Wolf],[Bass]). FEine endlich erzeugte Gruppe I' enthalte eine nilpotente
Untergruppe H von endlichem Index. Dann wéichst I' polynomial. Der Wachstums-
grad berechnet sich als >, ir;, wobei r; der Rang der abelschen Gruppe % 15t.

BEwEis: Wir betten H mit Theorem 1.5 als Untergruppe von endlichem Index in
ein direktes Produkt D = A x B ein, wobei A eine endliche, nilpotente Gruppe
und B eine torsionsfreie, nilpotente, endlich erzeugte Gruppe ist. Weil A endlich ist,
wéchst sie polynomial mit Wachstumsgrad 0. Da B polynomial wéchst, wichst auch
H und somit I'" polynomial.

Sei T die Torsionsgruppe von H. Dann ist ohne Einschrankung B der Quotient
von H durch T, also auch B? der Quotient von H* durch T'N H*. Dann ist

H B
i1 gt

ein wohldefinierter surjektiver Homomorphismus abelscher Gruppen und hat nur
Torsionselemente im Kern; also gilt

B ik
rang RBi+1 rang Hit+1

=7T;.

Der Wachstumsgrad von I' ist nach den obigen Bemerkungen gleich dem Wachs-
tumsgrad von B, also >°F ; ir;. O
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Es gilt auch die Umkehrung des obigen Satzes, die wir hier nicht zeigen wollen.
Zum Beweis multipliziert Gromov die riemannsche Metrik mit einer Zahl ¢ und
betrachtet den Hausdorff-Limes fiir den Grenziibergang ¢ — 0.

Satz 6.5 ([Gromovl]). Fine endlich erzeugte, polynomial wachsende Gruppe I" ent-
hdlt eine nilpotente Untergruppe von endlichem Index.



KapriTEL II1

Der asymptotische Limes

1. Lie-Algebren-wertige 1-Formen und Lie-Stammfunktionen

Die ersten beiden Abschnitte dieses Kapitels beruhen vor allem auf [BeMi]. Fiir
die Definition der dufleren Ableitung benutzen wir die Normierung aus dem Buch
[Warner|. Sie unterscheidet sich fiir r-Formen um einen Faktor r! von der Nor-
mierung aus [KoNo]. Hieraus resultiert auch eine unterschiedliche Normierung der
Kriimmungs-2-Form €.

DEFINITION 1.1. Sei G eine einfach zusammenhéngende, nilpotente Lie-Gruppe
mit Lie-Algebra g. Fiir jede stiickweise glatte Kurve a: [a, b] — # gibt es genau eine
Kurve k:[a,b] — G mit k(a) = e und

k(t) = Tl (a(t)).
Wir notieren dann

L/aboz = k(b).

Gegeben sei nun eine g-wertige 1-Form w auf der Mannigfaltigkeit M, d.h. eine
faserweise lineare C'*°-Funktion

w:TM — 8.

Zu einer Kurve c: [a,b] — M definieren wir das Lie-Integral von w lings ¢

L/Cw::L/abw(c').

ANMERKUNG 1.2. Wenn a: [a, b] — g sogar glatt ist, so kénnen wir eine g-wertige
1-Form w,: T'la, b] — w auf [a,b] durch

Wa (A 9

S =2alt) VAR

t

definieren. Wenn wir M = [a, b] und ¢ := id]|, ; setzen, so gilt w,(¢) = o und somit

38
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I fPa = 1 Jowa. Wir wollen im folgenden alle Kurven a:[a,b] — g mit dem zu-

gehorigen w, identifizieren. Die obige Uberlegung zeigt, daf dies konsistent moglich
ist.

Seien nun wieder M und c beliebig. Naheliegend ist nun die Frage, unter welcher
Bedingung das Lie-Integral wegunabhéngig ist, also wann

LJc LJé

fiir zwei beliebige Wege ¢, ¢ mit gleichen Endpunkten gilt. Wir werden uns auch
dafiir interessieren, wann das Lie-Integral fiir alle homotopen Wege gleich ist. Wir
betrachten zunéchst den Fall, dafl G und somit auch g abelsch ist. In diesem Fall
konnen wir G als reellen Vektorraum fiir alle ¢ € G mit T,G identifizieren, u.a.
auch mit g = 7T,G. Das Lie-Integral ist gerade das iibliche vektorwertige Integral.
Der Wert des Integrals ist genau dann wegunabhéngig, wenn die zu integrierende
Form w exakt ist, d.h. es gibt eine Funktion F: M — G = g mit w = dF (= TF).
Der Wert héngt genau dann nur von der Homotopieklasse des Weges ab, wenn es
lokal um jedes my € M ein derartiges F' gibt; dies wiederum gilt genau dann, wenn
w geschlossen ist. Im Falle nicht abelscher Lie-Gruppen und -algebren sollen diese
Begriffe nun sinnvoll verallgemeinert werden. Die Rolle von ,,geschlossenen Formen*
werden im nicht-abelschen Fall die ,,flachen Formen* spielen.

DEFINITION 1.3. Eine g-wertige 1-Form w auf M heiit flach, wenn |[w, w] 4+ dw =0
erfiillt ist. Ein Tupel (U, F'), bestehend aus einer offenen Teilmenge U von M und
einer C'*°-Funktion

F-U—-G
nennen wir (lokale) Lie-Stammfunktion von w (um u € U), wenn das Diagramm
T,G
T,F A TTelF(q)
T,U = T.G>y
fiir alle ¢ € U kommutiert. Ist U = M, so heifit F' eine globale Lie-Stammfunktion

von w.

Ist U zusammenhingend und sind (U, F) und (U, F) zwei lokale Lie-Stammfunk-

tionen von w, so gilt
~ _1 ~

F(g) F(q) = F(q) 'F(q).
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Wir bezeichnen mit 8 die g-wertige 1-Form auf G mit
0|, = Tylg—;

es ist die kanonische 1-Form auf G aus [KoNo/. Dann ist (U, F') genau dann lokale
Lie-Stammfunktion von w, wenn auf U

F'o=w

gilt.

Proposition 1.4. w hat auf der offenen Menge U C M genau dann eine Lie-
Stammfunktion, wenn fir alle Wege ¢, ¢ in U mit denselben Endpunkten gilt

(1.1) L/cw:L/ew.

BEwEIS: Wenn (U, F') eine Lie-Stammfunktion von w ist, so gilt fiir alle Kurven

c:la, bl = U
—1
w=(Foc(a Foce(b
o= (Foca) (Foc)
und somit ist ; [.w in U wegunabhéngig.

Fiir die andere Richtung des Beweises sei 0.B.d.A. U zusammenhéngend. Wir
nehmen an, es gelte (1.1) fiir alle Wege ¢, ¢ in U mit denselben Endpunkten. Man
wéhle mg € U. Ist ¢, ein glatter Weg von mg nach m, dann wird durch

F:U — @G
m w,
LJcm
auf U eine Lie-Stammfunktion definiert. O

Folgerung 1.5. w hat genau dann eine globale (bzw. lokale) Lie-Stammfunktion,

wenn
(& ¢

fiir alle Wege ¢, ¢ mit denselben Endpunkten gilt (bzw. fir alle homotopen Wege c,
¢ beziiglich fester Endpunkte gilt).

Satz 1.6 (im wesentlichen [BeMi] Proposition 3.1). Die g-wertige 1-Form w besitzt
genau dann um jeden Punkt eine lokale Lie-Stammfunktion, wenn w flach ist.
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BEWEIS: = “:

Diese Richtung kann elementar gezeigt werden. Wir betrachten zunéchst den Spe-
zialfall M = G; die 1-Form w := 0 besitzt die globale Lie-Stammfunktion id. Mit
[Warner| Proposition 2.25 wissen wir, daf fiir linksinvariante Vektorfelder X, Y auf
G gilt

do(X,Y) = X(0(Y)) - Y(6(X)) -0([X,Y])

Somit gilt df + [0, 0] = 0, d.h. 0 ist flach.
Seien nun M und w beliebig und sei (U, F) eine lokale Lie-Stammfunktion von
F. Dann haben wir

dw = F*df = —F*[0,0] = —[F*0, F"0] = —[w, w].

w0

Fiir den Beweis dieser Richtung folge ich im wesentlichen [BeMi| Proposition 3.1. Wir

nehmen an, dafl w eine flache g-wertige 1-Form ist. Es gibt genau eine Zusammen-

hangs-1-Form @ auf dem trivialen Rechtsprinzipalbiindel M xG — M, so daf fiir den

Nullschnitt o: M — M x G gilt w = 0*® ([KoNo], Proposition II 1.4, die benétigte

Bedingung ist trivial erfiillt, da wir nur eine vorgegebene g-wertige 1-Form haben).
Mit [KoNo] Theorem II 5.2 wissen wir, daf sich die Kriimmungs-2-Form als

QAX,Y) = do(X,Y) + [0(X),&(Y))]

fir XY € T,(M x G),u € M x G schreiben 1at. Weil w flach ist, wissen wir,
daB ¢*(Q2) = 0 ist, also Q(X,Y) = 0 fiir horizontale X,Y. In die Definition der
Zusammenhangs-2-Form 2 ([KoNo]| direkt iiber Theorem 5.2) geht nur der horizon-
tale Anteil, nicht aber der vertikale Anteil von X und Y ein, d.h. Q = 0.

Theorem 1T 9.1 aus [KoNo| besagt nun, da§ M x G beziiglich @ flach ist, d.h. fiir
jedes ¢ € M gibt es eine offene Umgebung U C M und eine Funktion F: U — G, so
daf fiir

P:UxG —= G
(u,g) = F(u)g

gilt:

&
I

3
>
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und somit haben wir
w=0"w=(Poo)d=F"0.

|

Korollar 1.7. Ist M einfach zusammenhdngend und w flach, dann besitzt w eine
globale Lie-Stammfunktion.

BEMERKUNG 1.8. Ist G bzw. g abelsch, so gehen die Begriffe ,,Stammfunktion®,
,Integral von Kurven®, | Integral von 1-Formen“, u.s.w. in die gewohnten Begriffe
iiber. Der Begriff “flache 1-Form® geht in ,,geschlossene 1-Form* {iber.

2. Der asymptotische Limes

Das Ziel dieses Abschnitts ist, manchen Kurven eine Invariante zuzuordnen, die
mehr Information gibt als die Haufungspunkte des Rotationsvektors. Die zugrunde
liegende Idee ist hierbei, die Objekte der Homologietheorie wie z.B. die (erste) Homo-
logiegruppe durch Objekte der Homotopietheorie wie z.B. die Fundamentalgruppe
zu ersetzen. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diese Erweiterung vorzunehmen.

Wir wollen uns hierbei auf einen ,,Richtungsbegriff beschrinken, der bereits auf
,kleine“ Bewegungen in Kommutatorrichtung reagiert. Fiir seine Definition sind
einige Ideen aus [BeMi| sehr fruchtbringend. Obwohl der asymptotische Limes von
Benardete und Mitchell keine Invariante der Kurve ist, konnen wir durch einen zwei-
ten Grenziibergang wichtige Eigenschaften der minimalen Geodétischen auf unseren
verallgemeinerten Hedlund-Beispielen beschreiben. Der somit erhaltene doppelte Li-
mes ordnet hierbei Kurven Elemente in einer nilpotenten Lie-Gruppe zu. Benardete
und Mitchell behandeln jedoch zu einem grofien Teil nur den Fall des 2-stufigen
asymptotischen Limes, wiahrend in dieser Diplomarbeit die Stufe beliebig sein soll.

Fiir einen etwas modifizierten Richtungsbegriff liele sich eine zu den in Abschnitt
[.2 dargestellten Bangertschen Ergebnissen weitgehend analoge Theorie aufstellen.
Die stabile Norm auf der Homologiegruppe geht hierbei in eine Halbnorm auf einer
nilpotenten Lie-Algebra iiber, wobei die Kommutatoralgebra die Menge aller Ele-
mente mit Lange 0 ist; Stiitzebenen an den Einheitsball ergeben Stiitzebenen am
Einheitszylinder. Die entsprechenden Sétze sind jedoch &quivalent zu den Sétzen
in Abschnitt 1.2 und geben deswegen keine neue Information iiber die minimalen
Geodéitischen. Auf eine genaue Formulierung soll deswegen verzichtet werden. Die
im néchsten Kapitel konstruierten Hedlund-Beispiele zeigen auch, daf§ die Bangert-
schen Sétze in einem gewissen Sinn optimal sind und deswegen auch keine stéarkeren
Aussagen erwartet werden konnen.
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Es gébe aber auch noch andere Méglichkeiten, einen Richtungsbegriff einzufiih-
ren, der auch die Bewegung in Kommutatorrichtung mitberiicksichtigt. Aus dem
Blickwinkel der Ergebnisse von Pansu in [Pansu] erscheint ein weiterer Begriff natiir-
licher. Hierbei werden die nicht homologischen Richtungsanteile stérker kontrahiert
als die homologischen. Er soll jedoch nicht ndher untersucht werden, da die verstérkte
Kontraktion die fiir minimale Geodétische interessanten Glieder klein werden la3t.

Wir wollen nun zunéchst eine Konstruktion machen, die den in Abschnitt 1.1
beschriebenen Ubergang von 7, (M) nach H,(M, Z) i verallgemeinert.

Sei IT := (M, mg) die Fundamentalgruppe der kompakten Mannigfaltigkeit M
im Basispunkt my € M, und sei o € IN fest. Man sieht leicht, daf} gilt

H Hk HkJrl
lﬁ’ W] o T e

die Gruppe H, := % ist somit nilpotent der Stufe < ¢. Da II die Fundamental-
gruppe der kompakten Mannigfaltigkeit M ist, ist II und damit auch H, endlich
erzeugt.

Nach Korollar 11.1.6 bilden die Torsionselemente in H, einen endlichen Normal-

teiler T,. Das volle Urbild von T, in Il nennen wir auch die Wurzel vIIot1 von

I1°*1. Der Quotient ', := I;—: = \/% ist somit eine endlich erzeugte, torsionsfreie,

nilpotente Gruppe und 148t sich deswegen nach dem Satz von Malcev (11.2.7) als
Gitter in eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte einfach zusammenhéngende,
nilpotente Lie-Gruppe G, einbetten.

Wir konstruieren nun analog zum Beweis von Theorem 3.1 (II; de Rham theorem)
in [BeMi| eine Abbildung

Fy: M = T,\G,.

Wir nennen F, eine Richtungsabbildung der Stufe o. Man benétigt fiir die Konstruk-
tion:

Satz 2.1 ([Whitehe] Theorem V(4.3), Seite 225). Sei K ein zusammenhdingender
CW-Komplex und X ein zusammenhdingender Raum mit m;(X,xo) = 0 fir i >
1, dann ist [f] — fu eine wohldefinierte Bijektion von den Homotopieklassen der
Abbildungen von (K, ko) nach (X, zo) auf die Homomorphismen von m (K, ko) nach
m (X, o).

Da die universelle Uberlagerung einer nilpotenten Lie-Gruppe diffeomorph zum
IR" ist, liefert uns dieser Satz eine stetige Abbildung F,: M — T',\G, mit F,(mg) =
I'ye =: €, die mit [Hirsch] Chapter 2, Theorem 2.6 oder siehe Satz B.1.4 in dieser
Diplomarbeit als C"*° angenommen werden kann und die eine Projektion von IT auf
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I, = m ([, \Go, €) mit Kern V17! induziert. F, ist bis auf Homotopie eindeutig
bestimmt.

Wir wollen die so erhaltenen Begriffe fiir verschiedene o € IN jetzt miteinander
vergleichen. Seien hierfiir natiirliche Zahlen o < 7 gegeben und zugehérige F, und
F; gewahlt. Der kanonische Gruppen-Epimorphismus I, — T',, 148t sich eindeutig
zu einem Lie-Gruppen-Epimorphismus P,,: G, — G, fortsetzen, der wiederum eine
Abbildung

Por: T \Gr — T,\Go

ergibt. Aufgrund von (p,, o F;) 4 = Foy und obigem Satz sind py, o F; und F,
homotop. Unter anderem ist auch p,, o F; eine Richtungsabbildung der Stufe o.

Mit den Ergebnissen und Bezeichnungen aus Abschnitt 1.1 gibt es kanonische
Isomorphismen I'y = H,(M,Z)r und somit G; = H;(M, IR), und F4 entspricht
gerade @pom © Grur- Wir wollen hier jedoch G nicht mit Hy (M, IR) identifizieren,
da dies im folgenden zu Unklarheiten fithren konnte.

Die Abbildung F, kann noch (wie oben erwihnt) in der Homotopieklasse frei
gewahlt werden. Fiir das Verstdndnis des asymptotischen Limes ist es niitzlich, die-
se Wahl von F, differentiell auszudriicken. Wir werden deswegen jeder o-stufigen
Richtungsabbildung F, eine flache g,-wertige 1-Form zuordnen, die eine ,,Zusatz-
bedingung® erfiillt. Umgekehrt werden wir zu jeder flachen g,-wertigen 1-Form mit
Zusatzbedingung eine o-stufige Richtungsabbildung F,, zuordnen. Diese beiden Kon-
struktionen sind dann in einem gewissen Sinne invers zueinander. Die konkrete Wahl
der Abbildung F, entspricht also der Vorgabe einer flachen g,-wertigen 1-Form mit
Zusatzbedingung. Die mathematische Ausformulierung der Aquivalenz des differen-
tiellen Zugangs ist formal aufwendig. In [BeMi] wird wohl deswegen auf die diffe-
rentielle Formulierung in der hier dargestellten Form verzichtet. Da jedoch in dieser
Arbeit verdeutlicht werden soll, wie die Richtungsabbildung mit dem Rotations-
vektor und den Sétzen in Abschnitt 1.2 zusammenhéngt, soll dieses Problem nun
behandelt werden. Wir benutzen einen Hilfssatz, der sich aus den {iblichen Defini-
tionen der algebraischen Topologie trivial ergibt.

Hilfssatz 2.2. Sei k := dim H{(M, R) und seien ws,...,w; geschlossene reell-
wertige 1-Formen auf M. Dann sind dquivalent:
(1) [wil, ..., wk] bilden eine Basis von H(M, IR),
(2) die Abbildung
[wi](v)
H(M,R) - R* v~ :

[wr(v)
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st ein Vektorraumisomorphismus,

(3)
{A : ‘WEH}

Wk
ist ein Gitter in IR".

Von der Richtungsabbildung zur flachen Form:

Sei k := dim H;(M,R) = dimg. Wir wéhlen eine Basis v,...,v; von g}, dem

Dualraum von g; = % Sei eine Richtungsabbildung F, fest ausgewihlt. Die im

letzten Abschnitt definierte kanonische 1-Form 6 geht auf den Quotienten I',\G,
herunter und ergibt eine Funktion

0,: T(T,\Gy) — 8o
Offensichtlich ist dann w := F ;6’:, eine flache g,-wertige 1-Form auf M. Ebenso ist
(p1o 0 Fy)*0y = 0, 0 Tpy, o TF,
eine flache g;-wertige 1-Form. Wir setzen
Wj = 1; 0 0~1 oTp, o TF,
und erhalten somit insgesamt das kommutierende Diagramm

T(TA\G,) 2% T(I)\Gy)

TFs 2 léa Jél
TM - [ Tehig o
wi N\ v
R

Man beachte, da§ I';\G; ein Torus ist und 9~1 jeden Tangentialvektor kanonisch
in T;(I'\\G1) verschiebt. Da die Abbildung pisyFyy:m (M, mg) — 1 (I'1\G1,€)

surjektiv ist, ist
{l/ﬂPwodWGH}
LJ~y

ein Gitter in GG;. Die v, ..., v liefern einen Vektorraumisomorphismus von G =2 g
nach IR*. Unter Verwendung von Hilfssatz 2.2 erhalten wir, daf die Kohomologie-
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klassen [wi], ..., [wg] eine Basis von H'(M, IR) bilden. Die Eigenschaft, dafl die [w;]
eine Basis bilden, ist die oben angesprochene Zusatzbedingung.

Von der flachen Form zur Richtungsabbildung:

Sei andrerseits nun eine flache g,-wertige 1-Form w auf M gegeben. Dann sind
wiederum
wji=vjoT P,ow

geschlossene [R-wertige 1-Formen auf M. Wir fordern jetzt, dafl [wi], ..., [wk] eine
Basis von H'(M, IR) bilden. Unter Verwendung von Hilfssatz 2.2 und dem Isomor-
phismus von g; nach IR", der von den v; induziert wird, erhalten wir nun umgekehrt

zu oben, daf
{ /Teph7 ow‘fy € H}
LJy

ein Gitter in G| = 502 ist.
Die Form w besitzt eine Lie-Stammfunktion, die auf der universellen Uberlage-

rung sogar global definiert werden kann:
F: M — G,.

Sei nun my € M in der UberlagNerungsfaser des vorgegebenen Punktes mgy. Dann
kann F' so gewiihlt werden, da8 F'(1mg) = e gilt. Sei I', das Bild der Faser iiber my
unter F. Dann ist I/ eine Untergruppe von G, und

nm — T,
v = F(y.mo)

ist ein Gruppenepimorphismus. Da aber G, eine o-stufig nilpotente Lie-Gruppe ist,
liegt v/II°*1 in dessen Kern. Wir erhalten einen Gruppenepimorphismus von I', auf
I . Nun ist

P/
G E

= {Pi 0 F(ymo)|y € T}

= {poe(, o)l en}
_ {LATePIU owly € H}

!
Mit unserer zusétzlichen Forderung ist Cl; 2> ein Gitter in GG 2. Nun konnen wir Hilfs-

satz 11.2.14 anwenden und erhalten einen Automorphismﬁs von G,, der I', auf ',
bijektiv abbildet und somit einen Diffeomorphismus D:T',\G, — I'.\G,, induziert.
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Wir definieren nun F durch die Kommutativitdt des Diagramms
M — M

b |

1

G, — I'\G, 25 T,\G,

Durch unsere Konstruktion haben wir somit eine Abbildung F¥ erhalten, so daf
Fy, die kanonische Projektion I — I'; ist. Somit erhélt man auch zu jeder flachen
1-Form w mit der Zusatzbedingung eine Richtungsabbildung F.

Die Ubergénge sind ,,invers®:

Setzen wir w = Fa*é, so ist das zugehorige Gitter I, gleich I',; wir konnen also
D :=id wéhlen. Dann ist das aus w konstruierte F gleich Fi,.

Beginnen wir mit einer beliebigen flachen g-wertigen 1-Form w mit Zusatzbedin-
gung und konstruieren hieraus F}’, so ist

w=T:D o (F“*0,).

T.D ist als Tangentialabbildung eines Isomorphismus von Nilmannigfaltigkeiten ein
Lie-Algebren-Isomorphismus.

BEMERKUNGEN 2.3.

1. Fiir 0 = 1 und torsionsfreies Hy (M, Z) stimmt nach Identifikation von G; mit
H,(M,R) und von I'y mit Hy(M,Z) die Abbildung F, mit der Abbildung auf
die Jacobi-Mannigfaltigkeit aus [Gromov2] 4.21 {iberein.

2. Der Rotationsvektor R(c) aus Abschnitt 1.2 von einer Kurve ¢:[a,b] — M zu
gegebenen wy, ..., wy ist gleich

wobei ¢ ein Lift von Fj o ¢ auf G; = Hy(M, IR) und F; die zu den w; gehorige
Richtungsabbildung ist.

Fiir die Definition des asymptotischen Limes wéhlen wir eine feste Richtungs-
abbildung fiir ein festes o.
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Zu einer Kurve ¢: IR — M nehmen wir nun einen Lift ¢: IR — G, von F,, o ¢ und
setzen fiir s < t

gs. = (E(5)) (1),

Diese Definition ist von der Wahl des Lifts unabhéngig.

DEFINITION 2.4. Sei nun c¢: IR — M eine Kurve. Wir wenden nun fiir zunéchst
festes s € IR die Benardete-Mitchellsche Definition des asymptotischen Limes aus
[BeMi| auf gs; an: p € G, heifit asymptotischer Limes der Stufe o, wenn

1

t_s)g&t)t s = €

lim (p~¢

t—+00

erfiillt ist.

Lemma 2.5. Seien s € IR und die Richtungsabbildung F, fest. Wenn ein asympto-
tischer Limes existiert, so ist er eindeutiq.

Dieses Lemma ist eine Verallgemeinerung von [BeMi] Proposition 4.2. Benardete
und Mitchell beweisen es nur fiir den 2-stufig nilpotenten Fall.

BEwEIs: Wir nehmen an, eine Kurve habe zwei verschiedene asymptotische Limites
p=-expr und p = expr. O.B.d.A. s = 0. Es ist dann nach der Formel von Baker-
Campbell-Hausdorff (Theorem I1.1.1)

1
0= Jim (5 (~tr +loggo + Q(tr.log go.)
fiir ein Lie-Klammer-Polynom Q(X,Y), in dem jedes Monom sowohl X als auch Y
enthélt. Eine analoge Gleichung gilt auch fiir 7 anstelle von r mit gleichem Q(X,Y).
Hieraus ergibt sich

(2.1) tllglo (% (=t(r —7) + Q(tr,log go) — Q(t7, 1Og90,t))> =0.

Wir zeigen durch Induktion iiber i = 1,...,0+1, daBl r — 7 € . Der Induktions-
anfang ¢ = 1 ist trivial.

Fiir den Schritt von ¢ auf 7+ 1 haben wir als Induktionsvoraussetzung, daff r—7 €
#’. Da jedes Monom des Lie-Klammer-Polynoms Q(X,Y’) sowohl X als auch Y
enthilt, gilt Q(tr,log go:) — Q(t7,log gos) € 8. Mit Gleichung (2.1) folgt daraus
limy yoo TPi15(r —7) =0, d.h. r — 7 € gL, O
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Wir schreiben fiir den asymptotischen Limes p beziiglich der festen o-stufigen
Richtungsabbildung F,
A'lim ¢, 4 = p.

t——+o0

EIGENSCHAFTEN 2.6.

1. Ist ¢ eine Kurve, so dafl g,; periodisch ist, also gs 19 = 7¥gs+, SO ist

D=

Aallm C|[S,t] — f}/ y

t—+o0

: —(t=9) g\ —
denn tl}eroo(fy Jsit)’ e.

2. Sei 7 > o und F, = p;, 0o F,. Falls A'lim;_, |, c\[s 1 existiert, dann existiert
auch der asymptotische Limes A’lim;_, o c|[s 1 und es ist A7limy_, c|[s g =

P, Allimy 4o | 5.1

3. Der asymptotische Limes héngt von s ab, ist also keine Invariante der Kurve ¢
(siche Beispiele 2.7 Punkt 1.). Des weiteren héngt sowohl die Existenz als auch
der Wert des asymptotischen Limes von der Parametrisierung der Kurve ab.

4. Geht F, o ¢ unter Linkstranslation aus F, o ¢’ hervor, so erhilt man fiir ¢ und
¢’ dieselben g, ;. Deshalb existiert der asymptotische Limes von ¢ genau dann,
wenn der asymptotische Limes von ¢ existiert und die Limites sind gleich.

5. Die Definition des asymptotischen Limes der Stufe 1 ist unabhéngig von F}
und s. Fir ¢ > 1 hingegen hingt der asymptotische Limes von F, und s ab
(Beispiele 2.7 Punkt 2.).

6. Wenn p := Allimt_,+oo ¢|s 4 existiert und p # 0, so konvergiert der Rotations-
vektor von ¢ , fiir £ — +00 gegen Wﬁ_ﬂ’ wobei || || die in Abschnitt 1.2 definierte
stabile Norm ist.

BEISPIELE 2.7. Ist M = I'\G eine Nilmannigfaltigkeit (mit Nilpotenzstufe k), so
wird durch Fj := id eine Richtungsabbildung definiert. Wir nennen sie die kanoni-
sche Richtungsabbildung. Sofern nicht anders angegeben, sei fiir Nilmannigfaltigkei-
ten der asymptotische Limes immer beziiglich der kanonischen Richtungsabbildung
definiert.

1. Sei ¢: IR — G der Lift einer periodischen Kurve auf einer Nilmannigfaltigkeit
I'\G, d.h. es existiert ein # > 0 und ein v € T, so daB &(t + 0) = ~é(t) Vt.
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Wir wéhlen das s in der Definition von g, fest. Dann ist g,; ebenfalls peri-
odisch, es gilt aber g, ;19 = () '7¢(s)gss. Also ist der asymptotische Limes

(6(5)‘176(5))%. Um ein konkretes Beispiel anzugeben, definieren wir auf dem
kompakten Quotienten der drei-dimensionalen Heisenberg-Gruppe I'(1)\ H3 mit

den Bezeichnungen von Beispiel 11.1.4 und von Abschnitt I1.3 eine Kurve ¢
durch

) 1
c(t) := Ty exp (tpl + sin(27t) (q1 + §th))

Dann ist

1 1
Gst = €Xp (—spl — sin(27s) <q1 + 53h>) exp <tp1 + sin(27t) <q1 + 5th>)
1
= exp ((t — s)p1 + (sin 27t — sin 27s) ¢ + 5(15 — §) (sin 27t + sin 27s) h)
= exp ((t — 3) (p1 + (sin27s)h) ) exp ((sin 27t — sin 27s)q )

also

gkg clisq = exp (p1 + (sin 27s)h) .
Benutzt man, daf ¢(t) periodisch ist, genauer c¢(t+1) = (exp p;)c(t), so folgt die-
ser asymptotische Limes auch aus der Formel (¢(s)~1vé(s))!. In diesem Beispiel
existiert zwar der asymptotische Limes, er kann jedoch nicht zur Charakteri-
sierung minimaler Geodéatischer benutzt werden, da er noch von s abhingt.

2. Es gibt einen Diffeomorphismus D:T'1)\H3 — I'(1)\H3, der homotop (mit
festem Basispunkt I'(1)e) zur Identitét ist und der die Kurve ¢ aus 1. auf
I'(1y exp tp; abbildet. Beziiglich der Richtungsabbildung D o F ist

A’lim ¢|;, 4 = exp (p1) -

t—-+o0

Der asymptotische Limes hangt also von der gewihlten Richtungsabbildung ab.

3. C'-exponentielle Konvergenz von Kurven

Wir werden in Kapitel IV den asymptotische Limes nur fiir Kurven berechnen, die
sehr schnell gegen wenige ausgewihlte Kurven konvergieren. In diesem Abschnitt
sollen fiir diese Berechnung Hilfsmittel bereitgestellt werden. Die Ergebnisse sind
abgesehen von der wohl allgemein bekannten Proposition 3.1 eigene Ergebnisse.
Eine Funktion f: /R — V in einen endlich-dimensionalen Vektorraum V' konver-
giert exponentiell gegen Null, wenn es Konstanten t, € IR und ki,ks € IR gibt, so
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daf
| f(@)]] < kyexp(—kat) Vit >t.

Wir schreiben auch
(e)

f(t) —0.
Die Definition ist natiirlich unabhingig von der verwendeten Norm auf V.
Sei M eine riemannsche Mannigfaltigkeit und co: IR — M eine Kurve (mit fester
Parametrisierung). Sei d die von der riemannschen Metrik induzierte Abstandsfunk-
tion. Eine Kurve ci: IR — M konvergiert exponentiell gegen cy oder in Formeln

(e)
c1 — Cp,

wenn es einen orientierungstreuen Parameterwechsel : IR — IR gibt, so dafl

d(cy 0 (1), cot)) “L 0.

Proposition 3.1. Sei F: M — N eine differenzierbare Abbildung zwischen rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten. Die Kurve ci: IR — M konvergiere exponentiell ge-
gen co: IR — M. Es gebe ein r > 0 und ein Polynom P € IR[X], so daf fiir die von
den riemannschen Metriken induzierte Norm gelte

(3.1) |T,F| < P(t) Vqe M mitd(q,co(t)) <r.
Dann konvergiert F' o ¢y exponentiell gegen F o cg. O

Gleichung (3.1) ist z.B. erfiillt, wenn ¢y in einem Kompaktum von M verlauft.
Exponentielle Konvergenz derartiger Kurven ist somit unabhéngig von der riemann-
schen Metrik und bleibt unter differenzierbaren Abbildungen erhalten.

Zur Charakterisierung der minimalen Geodétischen auf den Hedlund-Beispielen,
die wir konstruieren werden, ist nun ein Lemma recht niitzlich. Man beachte, daf§ fiir
eine k-stufig nilpotente Lie-Gruppe G die im letzten Abschnitt definierte Abbildung
P,,. gerade die Projektion G — % = G,y ist. Die Abbildung py.: I'\G — [',\G,
ist dann eine Richtungsabbildung der Stufe o.

Lemma 3.2. Sei G eine k-stufig nilpotente, einfach zusammenhdngende Lie- Gruppe
mit Gitter T'. Die Nilmannigfaltigkeit T\G trage eine riemannsche Metrik. Fine
Kurve ki: IR — T'\G konvergiere exponentiell gegen ko(t) := Tgexptv mit g € G
und v € 8. Dann gilt beziiglich der Richtungsabbildung py,

lim A’lim (k; o go)hw =exp 1. P,,.v,

s——+00 t—-+o00
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wobei ¢ ein beliebiger in der Definition der exponentiellen Konvergenz vorkommen-
der Parameterwechsel ist.

BEGRUNDUNG. O.B.d.A. ¢ = id. Wenn k;(t) exponentiell gegen ky(t) = I'gexp tv
konvergiert, so gibt es einen Lift k; auf G und eine Kurve X in g mit

ki) = gexptoexp X(£)  wnd | X(6)] Lo,
Wir rechnen
1 ~

(l;:l(s)) ki(t) = exp—X(s)exp ((t - s)v) exp X (t)
= exp ((t — s)(v + Q(v, X (s), X(t))))

wobei Q(v, X(s), X(t)) ein Kommutatorpolynom in v, X(s) und X (¢) ist, in dem
jedes Monom den Faktor X (s) oder X () mindestens in ,einfacher Potenz* enthélt.

Also somit aufgrund von || X (¢)|| RGN

lim A'lim (k; o ©)lis. = €xXp v,

s—+4o00 t—+o00

woraus sich durch Anwendung von P,,, auf beiden Seiten die Behauptung ergibt. O

DEFINITION 3.3. Wihlen wir eine riemannsche Metrik auf dem Tangentialraum
TM, so definieren wir: ¢; konvergiert C*-exponentiell gegen cy, wenn ¢4 (t) exponen-
tiell gegen ¢o(t) konvergiert.

Ist M = G eine Lie-Gruppe, dann sei 6 die in Abschnitt 1 definierte Abbildung
0: TG — g mit 0y = Tyl,—+ und p: TG — G sei die FuBpunktprojektion. Dann ist
die Abbildung
0,p): TG —-gxG

ein Diffeomorphismus und somit eine Trivialisierung des Tangentialbiindels. Die
Gruppe G sei nun mit einer riemannschen Metrik (,) versehen. Dann triagt g = 7.G
die von (, ), induzierte riemannsche Metrik. Die Produktmetrik auf g x G kann durch
(0,p) auf T'G zuriickgeholt werden. Im folgenden trage TG immer diese Metrik.

Es gilt dann: eine Kurve k;: IR — G konvergiert genau dann C'-exponentiell
gegen kg, wenn es einen orientierungstreuen Parameterwechsel ¢: IR — IR gibt mit:

(1) d(kn 0 (t), ko(t)) ~>0,

(2) (k10 9)"0 — ko0 -0,
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Zu einer Fundamentalgruppe Il bestimmen wir wieder wie in Abschnitt 2 die
Gruppen G,. Sei wieder P,.: G, — G, die Standardprojektion.

Satz 3.4. Fiir zwei natiirliche Zahlen o < T seien zwei glatte Kurven kg, ki: IR — G,
gegeben. Auf G sei eine linksinvariante riemannsche Metrik definiert. Man versehe
G, mit der riemannschen Submersionsmetrik beziglich P,.. Die Kurve (P,; o ki)
konvergiere C-exponentiell gegen die Kurve (P,, o ko) und es gelte

ki Lker TP, firi=1,2.

Ferner sollen die Koordinaten von log(P,,oko(t)) hochstens polynomial in t wachsen.
Dann gibt es ein g in G.°, der (o + 1)-ten Kommutatorgruppe von G, so dafs
ki(t) auch C-exponentiell gegen gko(t) konvergiert.

BEMERKUNG. Wenn ky nach Bogenlinge parametrisiert, so ist die Bedingung, daf3
die Koordinaten von log(P,, o ko(t)) hochstens polynomial in ¢ wachsen, aufgrund
von Satz [1.5.1 erfiillt.

Fiir den Beweis zeigen wir zunéchst einen Hilfssatz. Er gilt fiir beliebige (d.h.
nicht notwendig nilpotente) Lie-Gruppen G. Wir benutzen die adjungierte Abbil-
dung Ad(g): 8 — g, die durch

Ad(g) :=Ty-1lg o Tory—1r = Tyry-1 o Tl

definiert ist.

Hilfssatz 3.5. Fiir zwei glatte Kurven kg, ki: IR — G gilt:
(k1kg1)™0 = Ad (ko) (k10 — ko*0) .

BEWEIS DES HILFSSATZES: Durch Differenzieren von e = ko(t)ko(t)”" erhalten wir

(3.2) 0= leo(t)(k:o_l)(t) + Trkal(t)ko(t).
Wir rechnen nun

(kikg D)0 = Tl (Tl (kg") + Trk)
_Trko_ll%;o + leokl—l T'rk,o—lifl nach (3.2)
= —Try 1 Tl Tk + Trya Tl Ty

Ad(ko) (—ko™0 + k1)
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O

BEWEIS DES SATZES: Sei 03:TGs — 8 die Abbildung mit 0], = Tyl fir alle
g e€{l,...,7}. Nach dem Hilfssatz gilt

(PO'T © kl)*ea - (PO'T © kO)*eo = Ad<<P0'T © k(])il) ((PO'T © kl) (PO'T © kO)il)*eo

Man beachte nun, da8 die Koordinaten von log(P,, o ko(t)) hochstens polynomi-
al in ¢ wachsen. Ferner ist Ad(g) = Y5, + (ad(log g))". Somit wichst dann auch

|| Ad ((PM o ko(t))fl) || hochstens polynomial in ¢. Es gilt also
(Pyr 0 k)"0, — (Byy 0 ko) 0,y <5 0.

Da kz 1 ker TP,., haben wir auch k;*6 L ker T'P,, und somit auch

k0 — ko0 <20,

Mit dem Hilfssatz und dem polynomialen Wachstum von || Ad (ko(t)) || (Beweis ana-
log) ergibt das

(ki) 6. 2o,

Man zeigt nun durch Induktion iiber § = 1,...,7, da} dann auch Ps, (l{;lko_ 1)
exponentiell gegen ein Element gz in G konvergiert. Fiir den Induktionsschritt
nutze man die Formel von Baker-Campbell-Hausdorft. O



KaPITEL IV

Verallgemeinerte Hedlund-Beispiele

Gustav A. Hedlund konstruierte am Ende seines Artikels [Hedlund] riemannsche
Metriken auf dem 3-dimensionalen Torus, beziiglich derer es nur wenige minimale
Geodétische gibt. Victor Bangert wiederholte diese Konstruktion in einer , axioma-
tischen® und deswegen allgemeineren Version. Wir wollen in diesem Kapitel zei-
gen, dafl es auf beliebigen Mannigfaltigkeiten mit nilpotenter Fundamentalgruppe
riemannsche Metriken gibt, beziiglich derer die minimalen Geodétischen &dhnliche
Eigenschaften haben. Derartige Metriken nennen wir verallgemeinerte Hedlund-
Metriken. Es sind jedoch keine Verallgemeinerungen in dem Sinne, daffl man die
von Hedlund konstruierten Beispiele durch unsere Konstruktion erhalten wird.

In einfachen Féllen kann die axiomatische Version von Victor Bangert fiir die
Konstruktion von Hedlund-Metriken &hnlich iibertragen werden, die Beweise sind
jedoch komplizierter (sieche Abschnitt 1). Diese Metriken sollen im folgenden Au-
tobahnmetriken gennant werden. Der Begriff ,, Autobahnmetrik“ wurde bereits in
[Brodbeck] fiir eine Metrik mit &hnlichen Eigenschaften benutzt.

In komplizierteren Féllen mufiten wir jedoch andere Methoden gebrauchen, um
die Existenz von Hedlund-Metriken zu verallgemeinern. Dies wird in den Abschnitten
2 und 3 ausgefiihrt.

Abgesehen von trivialen Sachverhalten sind alle Ergebnisse dieses Kapitels neu.

1. Autobahnmetriken

Ziel dieses Abschnitts ist es, sogenannte Autobahnmetriken zu konstruieren und ihre
Eigenschaften zu untersuchen. Anschaulich gesprochen sind die Autobahnmetriken,
die wir konstruieren werden, riemannsche Metriken auf einer kompakten Mannigfal-
tigkeit, die in der Umgebung von einer Menge von ausgewihlten Wegen (im wesentli-
chen Erzeugende der Fundamentalgruppe) sehr klein sind im Verhéltnis zum Gebiet
auflerhalb der Umgebung. Eine minimale Geodétische wird nun versuchen, méglichst
viel Strecke in diesen Gebieten mit kleiner Metrik zuriickzulegen, vergleichbar einem
Autofahrer, der auch gerne einen ,,Umweg" in Kauf nimmt, um iiber eine Autobahn
sein Ziel in kiirzerer Zeit zu erreichen. Wir werden im ersten Unterabschnitt die
ausgewahlten Wege konstruieren, in deren Umgebung die Metrik klein werden soll.

55
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Im nachfolgenden Unterabschnitt soll dann die Metrik in Abhéngigkeit von eini-
gen Parametern bestimmt werden. Ab dem dritten Unterabschnitt werden Sétze
hergeleitet, die bei geeigneter Wahl der Parameter fiir die minimalen Geodétischen
gelten.

Die Konstruktion der Autobahnmetriken wurde fiir beliebige kompakte Mannig-
faltigkeiten durchgefiihrt. Fiir die Konstruktion der Hedlund-Metriken benotigen
wir aber nur

e den Fall des m-dimensionalen Torus 7™ mit m > 3,

e den Fall des Produkts des 2-dimensionalen Torus 72 mit der zwei-dimensionalen
Sphire S2,

e den Fall der Nilmannigfaltigkeit I'(1)\ H3, einem kompakten Quotienten der drei-
dimensionalen Heisenberg-Gruppe.

Lesern, die nur an der Konstruktion der Hedlund-Metriken interessiert sind, konnen
deswegen die Konstruktion der ,ausgewéhlten Wege“ +; und «; iiberspringen und
nur die Beispiele 1.2, 1.3 und 1.4 betrachten.

Die allgemeine Konstruktion der Autobahnmetrik liefert noch eine ganze Reihe
anderer interessanter Beispiele, z.B. Metriken auf einer beliebigen kompakten Man-
nigfaltigkeit, fiir die alle homolog minimalen Geodétischen asymptotisch gegen die
ausgewdhlten Erzeugenden der Fundamentalgruppe konvergieren. Des weiteren ver-
halten sich bei Autobahnmetriken auf kompakten Mannigfaltigkeiten mit gewissen
nilpotenten Fundamentalgruppen die homotop minimalen Geodétischen dhnlich wie
die homolog minimalen, wahrend sie sich fiir freie Fundamentalgruppen asympto-
tisch wesentlich anders verhalten kénnen.

In diesem Abschnitt sei M eine zusammenhingende m-dimensionale Mannigfal-
tigkeit mit Fundamentalgruppe Il; := m (M, mg) beziiglich dem Basispunkt mg €
M. Sofern nicht anders vermerkt, sei M kompakt. B,.(p, X) sei der offene Ball um
p mit Radius r in der riemannschen Mannigfaltigkeit X. Der IR" sei immer mit der
kanonischen riemannschen Metrik versehen. Wir identifizieren immer S' = % Um
Verwechslung zwischen der Lie-Gruppen-Exponentialfunktion und der riemannschen
Exponentialfunktion zu vermeiden, nennen wir letztere exp™.

1.a. Konstruktion der Autobahn

Als ersten Schritt definieren wir nun die sogenannte Autobahn, d.h. die offene Teil-
menge der Mannigfaltigkeit, auf der die Autobahnmetrik, teilweise stark verkiirzt
ist. Um die Ubersicht iiber diesen Abschnitt zu erleichtern, werden die benutzten
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differentialtopologischen Sitze, die zu einem grofien Teil aus [Hirsch] stammen, im
Anhang 1 zusammengestellt.

Die Fundamentalgruppe II; werde von gy, ..., g erzeugt. Zu jedem g; wahlen wir
zunéchst einen Reprisentanten, d.h. einen geschlossenen Weg #; mit Basispunkt my,
der zur Homotopieklasse g; gehort.

Wenden wir die Sétze B.1.4 und B.1.5 auf den Fall an, da} M unsere gegeben
Mannigfaltigkeit und N die disjunkte Vereinigung von k-mal die S! ist, und nutzen
wir, daf§ die Homotopieklassen offen in C% (N, M) sind, so erhalten wir hieraus das

Korollar 1.1. Es gibt C*®-Einbettungen ~v;: S* — M, fir 1 < i < k, die sich
gegenseitig nicht schneiden, wober v; homotop zu 7; ist.

Diese Wahl kann sogar in einer vorgegebenen C%-Umgebung der 7; erfolgen. Ohne
Einschréinkung kénnen wir aulerdem annehmen, dafl mg auf keinem ~; liegt.

Wir wihlen nun eine beliebige Metrik (,); auf M. Fiir alle geniigend kleinen
r1 > 0 wihlen wir mit Anhang 2 unter Verwendung der Metrik (,); eine -
Tubenumgebung um UY_, 7:(S'). Diese r;-Tubenumgebung nennen wir hinfort U,,.
Wir nennen die Zusammenhangskomponente von U,,, die v; enthélt, U, (v;). Es
ist gleichzeitig die r{-Tubenumgebung von ;. Die Biindelprojektion der zugehori-
gen B, (0, R"")-Biindelstruktur sei p;, die entsprechende Biindelprojektion auf die
Vereinigung J7;(S1) sei p. Im folgenden sei ein festes r; gewihlt, und zwar so klein,
dafl auBlerdem noch gilt:

(1) 71 < 5 und 4ry < d(my, ;) fiir alle 4,

(2) V., = B, (mg, (M, (,)1)) ist auch Tubenumgebung, mit anderen Worten:
(exp! )_1|Vr1 ist eine normale Kartenumgebung.

Wir gehen nun von der Metrik (,); zu einer Metrik (, ), iiber, die in einer Um-
gebung der ~;(S') flach ist. Man bestimme zuerst mit Proposition B.2.3 einen
B, (0, IR"1)-Biindelatlas von U,,, dessen Kartenwechsel Isometrien des IR™ ' x
(US?) mit der Produktmetrik sind. Dann definieren wir die flache Metrik (, )/ auf
U,, durch die Forderung, dafl die Karten dieses Atlanten Isometrien sind.

Wir wihlen nun eine C*-Funktion F: IR — [0, 1], so da$ fiir ein kleines p > 0
gilt:

(1) Fli_ o =0und Fl;_

(2) F ist monoton wachsend.

poo] = 1,

(sieche Abbildung IV.3 auf Seite 63). Wir definieren dann fiir alle p € U,,
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1

(i p (U )

(Vo — F <2d1 (p.U7i(SY) 1) (i

1

wobei d; die von (,); induzierte Abstandsfunktion ist. In allen anderen Punkten sei
(,)2 := (,)1. Die r-Tubenumgebungen beziiglich (,); stimmen nun fiir alle r < %
mit denen beziiglich (, )9 iiberein, ja sogar die Bn (0, IR"1)-Struktur auf Un bleibt

erhalten. Zusétzlich ist aber auch (, ), flach auf U, und alle v; sind geodétisch. Man
beachte auflerdem, dafl durch unsere Konstruktion jedes ~; die Lénge 1 hat.
Analog kann man die Metrik auf

V, = Br<m07 (M7 <7 >))

flach machen, deswegen sei 0.B.d.A. (,), flach auf V,. Von nun an sei auch r fest
gewahlt.

Als néchsten Schritt sollen nun Wege «; fiir ¢ = 1,...,k konstruiert werden,
die den Punkt mg mit ~; auf besonders schone Art verbinden. Wenn nichts andres
angegeben, haben sdmtliche Wege, die in dieser Konstruktion auftauchen, das Pa-
rameterintervall [0, 1].

Zuniichst sei a; der (stetige) Weg von mg = ¥;(0 + Z) nach ;(0 + Z), den man
aus der Homotopie von ; nach ~; erhélt. Es ist dann ¢; = [(ozil)fl'yiozil], wobei die
Klammer die Homotopieklasse des Weges sei, der zuerst «}, dann ~; und schlieBlich
in umgekehrter Richtung o/} durchliuft.

Mit Satz B.1.6 fir N = [0,1], Ny = {0, 1}, fir das gegebene M und fiir M, =
{mo,7:(0 + Z)} erhalten wir einen C*°-Weg «?, der homotop zu «; ist.

Wir kénnen annehmen, daf die o? auf ]0, 1[ weder mg noch die ~; treffen, denn
sonst kann man die o} mit dem Transversalitéitssatz B.1.7 und Proposition B.1.8
(fiir p = 0) entsprechend veréndern.

Wenn N die disjunkte Vereinigung von k-mal das Intervall ]0, 1] ist und M’ =
M — ({mo} UU~i(S")), so fassen wir die @y 1 zu einer Abbildung A: N — M’ zu-
sammen: A restringiert auf das i-te Intervall ]0, 1] sei gleich @i|j,1(- Diese Abbildung
ist eigentlich, d.h. das Urbild kompakter Mengen ist wieder kompakt. Wenden wir
fiir dieses N und fiir M’ anstelle von M den Satz B.1.5 und anschliefend Proposi-
tion B.1.8 fiir p = 0 an, so erhalten wir immersierte C*°-Kurven o} mit folgenden
Eigenschaften:

(1) a7(0) =mo

7

(i) (1) =7(0+Z)
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(iii) Die (O‘?)ho,l[ scheiden sich nicht selbst und auch nicht gegenseitig und liegen
in M'.
. -1
(iv) gi = () vics]
Da die Einbettungen offen in CZ(N, M’) sind (Satz B.1.3), kann man mit dem
Transversalitédtssatz B.1.7 begriinden, dafl wir auch noch annehmen koénnen:

(v) Die o} sind transversal zu 90Uz und OVz.

Wir wissen jedoch nicht, ob die Kurve o nach ihrem ersten Verlassen von V:
spéter wieder in V: eintritt. Wir konnen die o; durch eine Homotopie, die den
Abstand von o (t) zu mg ab dem zweiten Eintreten von o auf > £ vergréBert, in
Kurven of iiberfiihren, die die Eigenschaften (i), (ii), (iv) und (v) von a3 (mit ,4*
anstelle von ,,3“) und zusétzlich (vi) erfillen:

(vi) Es gibt t; €]0, 1] mit o} ([0,;[) C Vz und ojf(Jt;,1]) € M — V.

Véllig analog erhalten wir dann «f, das (i), (ii), (iv), (v), (vi) und (vii) erfiillt:
(vii) Es gibt ein s; €]0, 1] mit a([0, s;[) € M —U; Uz (v;) und o7 (]s;, 1]) C Uz (7).
Um die Eigenschaft (iii) wiederzubekommen, wenden wir nochmals Satz B.1.5
(fir M" := M — U, Uz(v;)) und danach Proposition B.1.8 fiir ein kleines p > 0 an.
Man beachte, daf die Austrittspunkte {a}(t;) [i = 1,...k} aus Vz alle verschieden

sind. Als néchsten Schritt ersetzen wir noch O‘?ho ;) durch die Kiirzeste von mg nach

a3 (t;) und afh%u durch die Kiirzeste von a?(s;) nach 7;(0 + Z) und glétten evtl.

entstehende Ecken auf OVz oder OU: durch eine Homotopie auf einer Umgebung
um die jeweilige Ecke mit Radius < g weg. Nach eventueller Umparametrisierung
von +; erhalten wir unsere Kurve «;, die zusétzlich zu (i)—(vii) erfiillt:

(viii) Solange v; in Vz (bzw. Ur(v;)) verlduft, ist es eine Geodétische (bzw. Geodéti-
sche, die senkrecht auf ~; ankommt).

Wir wollen «; so parametrisieren, dafl «; auf obigen geodétischen Stiicken nach
Bogenlidnge parametrisiert ist. Dies ist mit dem Parameterintervall [0, 1] moglich, da
r< i

Nun besitzen mit Lemma B.2.1 auch die «; fiir geniigend kleines 7 > 0 eine 7-
Tubenumgebung U;(«;). Die zugehorigen Biindelprojektionen nennen wir p;. Da die
;| 0,7] in der normalen Karte um mg in verschiedene Richtungen auseinanderlaufen-

de Strahlen sind, konnen wir 7 sogar so klein wahlen, daf3
UF(O[Z') N U;(Ozy) C Vﬁ

Und weil die o; in Vz (bzw. Ur) geodétisch (bzw. geoditisch und senkrecht zu ;)
verlaufen, gilt fiir geniigend kleines 7, da} wenn der FuBlpunkt einer Biindelfaser
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nicht in Ve (bzw. Ur) liegt, bereits die ganze Faser auerhalb von Vi (bzw. U:)
liegt. Auflerdem wollen wir annehmen, daf§ 7 < 7.

Analog zum Ubergang von (,); nach (,)s wollen wir die riemannsche Metrik
auf einer Tubenumgebung der «; flach machen. Uber einen Biindelatlas definieren
wir mit Proposition B.2.3 wieder eine flache Metrik (,)/! auf Uz(ay), so dafl die
«; nach Bogenldnge parametrisiert sind, also u.a. die Lange 1 haben. Diese Metrik
kann aufgrund von Zusatz B.2.4 so gewéhlt werden, daf sie auf Uz und V: mit (, )
iibereinstimmt.

Diesmal sei fiir alle p in Uz(o;):

<7>p - F <2d2 (p>UiIz([O> 1])) _ 1) <7>2,p

7

(1o p (2eLUAEID )Y i

7

wobei dy die von (, )5 induzierte Abstandsfunktion ist. In allen anderen Punkten sei
(;) == (,)2. Wiederum bleibt die B; (0, IR™")-Biindelstruktur erhalten. Aufierdem

wird die Metrik in Uz und V: nicht veréndert. Insgesamt haben also g und (, ) wieder
alle Eigenschaften von 7 und (, ), und zusétzlich ist (,) flach auf U : (U ).

Wir definieren die Autobahn als
k
A= V£ U Uﬁ U L_JIU%(OQ)
BEISPIEL 1.2. Wir wollen ein Beispiel auf dem m-Torus (mit m > 3) angeben. Sei

e; der i-te Einheitsvgktor des IR™ und e,,,1 := e;. Weiter sei P: IR™ — M :=T™ :=
%—Z die universelle Uberlagerung des m-Torus, mg := P(0) und

1
"}/Z<t —+ Z) =P (162 -+ t€i+1)

a;(t) =P <itei)

fir i = 1,...,m . Als riemannsche Metrik (,); bzw. (,) wahlen wir die Standard-
metrik, 7 und 7 seien geniigend klein gewahlt (es reicht z.B. r := 4% und 7 = Wlo)'

Die Tubenumgebungen sind Zylinder.
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Abbildung IV.1: Eine Autobahn bei zwei Erzeugenden

BEISPIEL 1.3. Sei M := T? x S? das Produkt des 2-dimensionalen Torus und der
2-dimensionalen Sphére. Als riemannsche Metrik (, ); auf M wihlen wir die Produkt-
metrik der Standardmetrik von 7% und der Standardmetrik auf S?. Die Projektion
M — T? ist eine Richtungsabbildung. Sei P wie oben die universelle Uberlagerung
des 2-Torus. Man wihle drei Punkte ¢, ¢, g2 € S?, die nicht auf einem Grofikreis
liegen. Wir definieren my = (P(0), ¢) und

Vit +Z) = (P (te;),q) i=1,2

Als Wege oy, ap wihlen wir glatte, Wege, die in der ersten Komponente konstant
P(0) sind und in der zweiten Komponente die (eindeutige) Kiirzeste von ¢ nach ¢
bzw. g2 sind.

BEISPIEL 1.4. Nun noch ein Beispiel auf der Nilmannigfaltigkeit I'(;)\ H3 mit den
Bezeichnungen von Beispiel 11.1.4:
Wir setzen my := I'(1y exp(0) und wéhlen » und 7 gentigend klein. Ferner

1
Yt +Z) :=Tqyexp(tps — Zh)

1
’)/Q(t + Z) = F(l) exp(tq1 + Zh)

t
Oél(t) = F(l) eXp(—Zh)
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? V3
()

Abbildung IV.2: Die Autobahn auf dem 3-dimensionalen Torus

t
as(t) =T exp(+1h)

Als Metrik (,); wihlen wir die linksinvariante Metrik, fir die p;,q1,h € bz eine
orthonormale Basis ist. Sie wird dann wie im Verlauf dieses Abschnitts zweimal mit
Proposition B.2.3 in der Nihe der v; und «; abgedndert.

1.b. Konstruktion der Autobahnmetriken

Wir werden eine riemannsche Metrik auf M definieren, die auf den Tubenseelen ~;
und «; im Verhéltnis zu den Werten auflerhalb von A ,sehr klein“ ist. Wir werden
zeigen, daf} eine minimale Geoditische beziiglich dieser Metrik bereits ganz in A
liegt. Dies liegt daran, dafl nach Bogenlinge normierte Kurven in der Nihe der
~v; wesentlich schneller vorwérts kommen als auflerhalb von A. Hierzu wollen wir
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die riemannsche Metrik (,) aus dem letzten Abschnitt mit einer geeigneten glatten

Funktion A multiplizieren. Die von (,) induzierte Abstandsfunktion nennen wir d.
Wir withlen eine C*°-Funktion f: IR; — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

(1) der Tréger ist in [0, 1],

(2) f(s)=1—s*fiir 0<s <4,

(3) f ist monoton fallend, (d.h. f(s) > f(s') fiir s > &).

Weiter benutzen wir die bereits definierte C*°-Funktion F: IR — [0, 1], fiir die fiir

ein kleines p > 0 gilt:

(1) F|]7oo7p] = (0 und F|[17p7+oo[ =1

(2) F ist monoton wachsend

Abbildung 1V.3: Die Funktionen F' und f

Wir definieren nun fiir alle e €]0,1], 6 € }O,ﬂ, € €]0,2] und § € }O, ﬂ mit
6 < C!6 fiir eine noch zu bestimmende positive Konstante ! unsere C*°-Funktion
h: M —]0, 1]. Spéter wird gezeigt, dafl diese vier Parameter €, 0, €, d so gewihlt wer-
den konnen, dal die minimalen Geodétischen immer in der Néhe der 7; und o
bleiben. Die hinreichenden Bedingungen hierfiir werden im wesentlichen von der
Form

Ci6 <8, Cod<é Cse<e, Che<l

fiir ,,grofle” Konstanten C, ..., Cy > 0 sein.
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Zum besseren Verstdndnis soll h zunéchst verbal ungefdhr beschrieben werden
und danach erst durch Formeln exakt angegeben werden. Die Funktion h wird au-
Berhalb der Autobahn den Wert 1 annehmen. Auf den ~; ist sie €, deswegen ist sie
auch in einer Umgebung der ; klein. Wir wollen A jedoch so konstruieren, daf§ dieser
,, Verkleinerungseffekt“ nur in den §-Tubenumgebungen der ~; wirksam ist. Auf «;
wird h den Wert % annehmen, aufler in den Punkten, die gleichzeitig in der Ndhe von
v; sind. Auch dieser Verkleinerungseffekt , strahlt* auf eine Umgebung aus; diesmal
nehmen wir an, daf$} er nur auf der 6-Tubenumgebung von a; und auf dem 26-Ball um
mg wirksam ist. Dafl der é-Verkleinerungseffekt auch auf dem 24-Ball um mg auftritt,
erscheint zunéchst unnatiirlich. Es ist jedoch fiir Differenzierbarkeitsiiberlegungen
so einfacher.

Die é-Verkleinerungszone wird (wie oben angedeutet) so konstruiert, dafl sie
nicht mit der e-Verkleinerungszone zusammenhéngt, sondern durch einen schmalen
Spalt der Breite ¢ von ihr getrennt ist. Damit soll verhindert werden, daf§ minimale
Geodétische unkontrollierte Wechsel zwischen den Verkleinerungszonen machen.

Fiir die genaue Definition bestimmen wir zunéchst die oben angefiihrte Konstante
(1. Da die O‘i‘[o,g} in der normalen Karte um my in verschiedene Richtungen ausein-

anderlaufende Strahlen sind, kann man das C] > 0 so bestimmen, daf§ der Schnitt
Us(a;) NUs(ayr) C Vs fiir alle ¢ # i"und 0 < (10 < 6. AuBerdem verlangen wir, dafl
C1 > 4.

Wir definieren

hi(g) :=1—f <w> Vg € M.

hy wird fiir die e-Verkiirzung mafigeblich sein, 1 wird keiner Verkiirzung entsprechen,
0 maximaler Verkiirzung. Wir definieren nun eine Funktion

hQZM—>R

durch die Forderungen, da8 fiir alle ¢ € Us(a;) — Vs gilt

-1 (29 p (400020 )

wobei p; die Biindelprojektion auf «; ist, und daf fiir

Ed

¢ U (Us(as) - V)

i=1

gilt ha(q) := 1. Diese Funktion wird fiir die é-Verkiirzung zusténdig sein aufler nahe
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bei my. Die Unstetigkeit auf 6\/% ist ohne Auswirkung, da he mit hy multipliziert
wird und letztere auf Vs verschwindet:

hs(q) == F <M — 2) Vg e M.

Das Produkt hs(q)hs(q) regelt die é-Verkiirzung. SchlieBlich konstruieren wir hiermit
unser

€ €
W)= =1+ e+ (L= hale) + 5+ (1= 5) hal@ha(o)
Offensichtlich ist diese Funktion C* und k(M) C [£,1].
Die Autobahnmetrik ist dann

Es wird sehr niitzlich sein, diese riemannsche Metrik als Funktion in den Pa-
rametern ¢, 0, ¢ und & zu betrachten, wobei die anderen gewiihlten Grofen wie
z.B. die Autobahn A und die riemannsche Metrik (,) fest bleiben sollen. Um diese
Abhéngigkeit zu unterstreichen, schreiben wir auch oft

Deswegen ist D := diam(, ) eine obere Schranke fiir die Durchmesser aller Metriken

< >e,6,€,5
y /A .

In den kommenden Abschnitten verstehen wir unter der Schnellspur
k
S = V%5 UUs U HUg(ai) C A.

Auflerhalb von S ist h konstant eins, also auch (,) = (,) 4.

1.c. Die Symbolfolge

Im folgenden sei ¢: I — M mit I = [a,b] oder I = IR immer eine nach Bogenlénge
parametrisierte homotop minimale Geodétische. Uns interessieren vor allem die Er-
gebnisse des Falls unendlicher Léange (I = IR). Viele Ergebnisse gelten jedoch auch
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im Fall endlicher Lénge; sie werden uns im Fall, dafl I1; eine freie Gruppe ist, niitzlich
sein, um Existenzaussagen iiber minimale Geodétische unendlicher Lange beziiglich
einer Autobahnmetrik zu machen. Wir wollen deswegen auch die meisten Aussagen
fiir Geodatische endlicher Lange formulieren.

Zunichst werden wir zeigen, dafi ¢ fiir geeignete €, §, € und 6 die Autobahn
nie verlaBt und sich nur kurzzeitig von der Schnellspur S entfernt. Fiir die Beweise
werden wir die im Anhang A behandelten Gruppennormen benutzen. Wir definieren
auf I, := m (M, mg) hierzu folgende Léngennormen: || [y, ¢ sei die Wortlédnge
beziiglich des Erzeugendensystems {gi, ..., gk}, || [[max sei die durch (,) induzierte

€6,60) . .
Langennorm auf II; und || ||4 sei die durch ¢, >£1 ) induzierte Léngennorm fiir
gegebenes Tupel (e,5, €, 5) Aus Anhang A wissen wir, dal es eine (von e,d, )

unabhéngige) Konstante C' > 0 gibt mit

I Wort < C'll lmax-

Durch einfache Abschéatzungen erhalten wir ferner
[ [a < (€ + €+ 60)| [lyort-

Hilfssatz 1.5. Zu jeder Konstanten L > 2D gibt es ein K > 0, so daf$ fiir alle
zuldssigen Tupel (e, 0, €, 5) mit € + € + 60 < K gilt:

ist c:la,b] — M eine beliebige nach Bogenlinge parametrisierte homotop minimale
Geoditische beziiglich ()5 und |a —b| > L, so ist

c([a, b)) NS # 0.

BEwEIs: Wir nehmen an, daf§ ¢([a,b]) NS = 0. )
Sei ¢ ein Lift von ¢ auf die universelle Uberlagerung M, so erhalten wir fiir
geeignete «, o € II; folgende Abschétzungskette:

L = d(a),é(a+ L))
> —d(é(a),amg) — d(é(a + L), a'mg) + d(amg, a'myg)
> —2D + |/ allmax
L,

1 -1
> 2D+ ——"——||d
= T oereron® ol

1
> 2D+ ———(L—2D).
- * Cle+ €+ 65)< )

Fiir e + € + 60 < %é;gg ergibt dies einen Widerspruch. O
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Dieser Hilfssatz garantiert uns, dafl eine geniigend lange minimale Geodéatische
nur eine beschriankte Zeit auflerhalb von S verlaufen kann. Unter anderem wird
auch eine minimale Geodétische ¢: IR — M nach jedem Verlassen von S nach einer
Zeit < L wieder zu S zuriickkehren. Tatséchlich kann man fiir den Fall, dafl eine
minimale Geodétische die Schnellspur verlafit und wieder zuriickkehrt, eine bessere
Schranke angeben:

Hilfssatz 1.6. Zu jeder Konstanten L' > 0 gibt es ein K' > 0, so daf$ fiir alle
zuldssigen Tupel (e, 0, €, 5) mit € + €+ 60 < K’ gilt:
ist c: a,b] — M eine beliebige nach Bogenlinge parametrisierte, homotop minimale

Geoditische beziiglich (, >i§6’5’5 mit c(a), c(b) € S, so ist

c(t,t+LHNS#0
fir alle t € [a,b— L'].

BEWEIS: Sei L' > 0 vorgegeben. Setze L := 3D. Wenn K’ > 0 klein genug, so haben
alle Punkte ¢,q¢ € S mit d(q,q") < L beziiglich der Autobahnmetrik den Abstand
da(q,q') < L'. Wir nehmen an, daf§

c(t,t+L)NS=0

fiir t € [a,b — L']. Die Zusammenhangskomponente von ¢ in der Menge ¢~ '(M — S)
ist ein Intervall, das [t1, 5] heiflen moge. Es ist ¢(t;) € 9S fiir ¢ = 1,2. Wir konnen
annehmen, da§ K’ < K und deswegen ist d(c(t1), c(t2)) < L, also auch

da(c(tr), c(t2)) < L,
was ein Widerspruch zur Minimalitit von c ist. O
Folgerung 1.7. Es gibt Konstanten C; € [C}, 00[, Cy € [%, oo] und Cs, Cy € [1, 00|,
so daf fir alle (6,5, €, 5) mat
Clg < 5, Cy < €, (€ < €, Che <1

gilt: alle homotop minimalen Geoddtischen c: [a,b] — M mit Endpunkten in S liegen
auf der Autobahn A. O

Man kann sich auBlerdem leicht tiberlegen, dafi die Konstanten der Folgerung
so gewahlt werden kénnen, dafl fiir alle zuléssigen Tupel (e, d, €, 9) die Zusammen-
hangskomponenten des Urbildes von Us unter der universellen Uberlagerung von A
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folgende Eigenschaft haben: liegen zwei Punkte a,b in derselben Zusammenhangs-
komponente, so liegt auch die eindeutig bestimmte Kiirzeste beziiglich (M () A)
in dieser Zusammenhangskomponente. (Damit dies funktioniert, wurde die Schnell-
spur nicht zusammenhéngend konstruiert, sondern mit einem ,Spalt® der Breite ¢§
zwischen den ,, Verkiirzungszonen® versehen.)

Hieraus folgt fiir § + L' < 7

k
C(t) eSu V%(H»L/ U U U5+L/<Oél').

i=1

Im folgenden seien die Konstanten so gewéhlt, dafl immer 6 + L' < 7.
Argumentiert man analog fiir die «;, so zeigt sich, dafl die Konstanten so gewéhlt
werden konnen, daf3

k
C(t) c Serw = S U V%(H»L/ U U (U5+Ll<&i> N U35+L’ (7@))

i=1
Serw Nennen wir die erweiterte Schnellspur.

Wir wissen nun, dafl minimale Geodétische die §- bzw. §-Tubenumgebung nur
kurz verlassen, und wollen nun das Verhalten einer minimalen Geodétischen in einem

Us(7;) betrachten. Hierzu nutzen wir das Noethersche Theorem. Da die Metrik (,) so
konstruiert wurde, dafl es einen Biindelatlas auf Us(+;) gibt, der nur aus Isometrien

besteht, besitzt (U(;(%), (, )) mehrere 1-Parameter-Familien von lokalen Isometrien.
Wir definieren nun explizit einige lokale Isometrien.

Sei W C ;(S1) offen und zusammenhéngend mit W # ~;(S1). Dann definieren
wir die 1-Parameter-Familie von lokalen Isometrien, die Ldngsverschiebungen,

15:Us(W) — Us(I*(W)) C Us(v:(SY))
durch die Bedingung, dafl
P(vit+2Z)) =yt +s+Z)

gilt und dafl das Vektorfeld
s = X (I*(p))

fiir die in Anhang 2 definierte Funktion y fiir jedes feste p € Us(W) parallel ist.
Eine 1-Parameter-Familie von Rotationen R* (R° = id) in der Faser iiber einem

Punkt ~;(t + Z) (d.h. von Isometrien mit Determinante 1, die den Punkt ~;(¢t + Z)

fest lassen,) 148t sich eindeutig zu einer 1-Parameter-Familie von lokalen Isometrien
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von Us(W) in sich selbst (W wie oben) fortsetzen, die alle Punkte von ;(S!) fest
lassen. Wir schreiben fiir diese Isometrien

ra: Us(W) — Us(W).
Da die Funktion h in Us(7;) nur von der (,)-Distanz zu -; abhéngt, sind diese

lokalen Isometrien auch lokale Isometrien beziiglich (, ) 4.

Hilfssatz 1.8. Sei p; die Bindelprojektion von Us(vy;) auf v; und I eine Zusam-
menhangskomponente von ¢ (Us(v;)). Dann ist p; o c(t) konstant auf I oder es gibt
einen Parameterwechsel p: IR — IR, so dafs

pioc(t) = (pt)+2Z) Vtel
und |p(t)| ist nach oben und unten durch eine positive Konstante beschrinkt.
BEWEIS: Es gibt eine C'*°-Funktion ¢: IR — IR, die

pioc(t) =v(et)+Z) Vtel

erfiilllt. Mit dem Noetherschen Theorem (hier Theorem I1.4.1) erhalten wir, da8
folgendes P konstant in ¢ € [ ist:

P o= <c'(t),% i P(e(t))a
h(c®){(Tpi) o &(t), 4 (p(t) + Z)
= he®)e®) () + 2)|
h(c(t)) 3 (1)

Hieraus folgt der Hilfssatz. O

In der kommenden Uberlegung betrachten wir nun das asymptotische Verhalten
einer minimalen Geodétischen ¢: IR — M beziiglich (,) 4, fiir die es ein ¢y € IR mit
c(t) € Us(y;) YVt > ty gibt — die minimale Geodétische ¢ verlafit den d-Tubus also
gar nicht mehr.

Hilfssatz 1.9. Sei c: IR — M eine munimale Geoditische und es gebe ein ty € IR
mit c(t) € Us(y;)Vt > to. Dann konvergiert ¢ sogar C'-exponentiell gegen ; oder
gegen ;b (die riickwirts durchlaufene Kurve ;).

Die Definition C'-exponentieller Konvergenz ist hier von der auf TM gewihlten
Metrik unabhéingig, da 7; eine kompakte Bahn in 7'M hat.

Ein analoger Hilfssatz gilt natiirlich auch fiir das asymptotische Verhalten von ¢
fiir t - —o0.
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BewEIs: Fiir die von (,) auf A induzierte Abstandsfunktion schreiben wir wieder
d. Man kann durch elementare Abschétzungen zeigen, da z(t) := d(c(t),7;) — 0
b

fiir t — o0o. Sobald z(t) < § (wenn also ¢(t) € Us (7i)), weifl man, daf sich die in der

Definition von {, ) 4 vorkommende Funktion f(s) wie 1— s* verhilt. Konkret rechnen
wir nach, daf

(1.1) hc(t)) =€+ (1 —¢)

Im Beweis des vorhergehenden Hilfssatzes rechneten wir nach, dafl
P = h(c(t)){(Tp:) 0 (1), 7l (t) + Z))
konstant. Da ¢ nach Bogenldnge parametrisiert, ist
L= (e(t), e(t))a = hle(®)(e(t), é(t)) = hle@)lle®)]|*.

Fiir die oben definierten Rotationssymmetrien 3, erhalten wir mit dem Noetherschen
Theorem die Erhaltungsgréfien

Fiir t — oo gilt h(c(t)) — € und || Lr5(c(t))]] — 0, also gehen die letzteren Erhal-
tungsgrofen gegen Null und sind somit gleich Null.
Wir wissen also

R CONEOIE
= h(e(®) (#() + [(Tps) o (1))

— h(e(t)) <f€2<t) + %E))J

o

fiir das P, das wir mit [® erhielten. Dies ergibt

PN P2 1 P
(1.2) T°(t) = W)~ e ey fir t = oo

und wegen z(t) — 0 erhalten wir e = P?. Wir bekommen aus (1.1) und (1.2) nun
die Differentialgleichung
V1 = ez (?)]

|2(t)| = Toh(el)
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Es gibt somit Konstanten 7,75 > 0 mit
nlz(t)| < |2(t)] < 71 fz(t)]

fiir alle ¢, die grofler als ein gewisses t; > to sind. Hieraus folgt die exponentielle
Konvergenz von z(t) und von @(t) gegen 0.

Sei der Parameterwechsel ¢ wie im letzten Hilfssatz definiert. Aufgrund der Er-
haltungsgréfien gibt es ein Vektorfeld X: IR — T+;(S?) lings ~;, das beziiglich (,)
normiert und parallel ist und fiir das gilt

oft) = exp ™ (alpl0) X ((1))).

Hieraus folgt die C''-exponentielle Konvergenz von ¢ gegen v;((t) +Z) und da (1)
beschrénkt ist, ergibt sich hieraus der zu beweisende Hilfssatz. O

Weiterhin wissen wir auch, dafl die Zeit, die eine normierte minimale Geodétische
in dem einfach zusammenhéngenden Autobahnkreuz

Uw = Visip Ufg € M|d(g,Joas) <6+ L'}

verbringen kann, durch dessen Durchmesser beschréankt ist. Minimale Geodétische
unendlicher Lénge miissen deswegen immer wieder eine d-Tubenumgebung eines ~;
durchlaufen. Hierfiir benétigt sie mindestens eine Liinge von e(1 — 2L' — 24).

Wir wollen das Wichtigste zusammenfassen, was wir nun iiber der Verlauf der mi-
nimalen Geodétischen wissen. Hiermit definieren wir dann die ,,Symbolfolge® (g:*).
Sie gibt den ungefihren Verlauf einer minimalen Geodétischen an: die Geodétische
durchlduft nacheinander die zu den gj gehorigen Schleifen der Autobahn.

ZUSAMMENFASSUNG UND DEFINITION 1.10. Zu gegebenem L > 2D gibt es Kon-
stanten C; € [Cf,00[, Cy € [2,00] und C5,Cy € [1,00][, so daf fiir alle (6,5, €, 5)
mit

Clg < 5, Csyd < €, Cs€ < €, Che <1

die homotop minimalen Geoditischen ¢ mit Lange > L beziiglich der Metrik )25’6’5
die im folgenden beschriebene Gestalt haben.
A.) Fiir den Fall einer minimaler Geodatischen unendlicher Lénge:

Man kann a;,b; € R, j; € {1,...,k} und n; € {—1, 1} fiir i € Z finden mit
(].) bi—l <a < b,

(2) cljq, o 18t Kiirzeste in (U(; (75:) 5 €, )i{é’g’g)
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Abbildung IV.4: Eine minimale Geodétische ¢:I — IR zu der Symbolfolge
(- - 9509509509 912935 93 9s - - -)

(3) Wenn b;_; < a;, so ist ¢(b;_1) € 9Us (%i_l) und c(a;) € 9Us (75,), und clp
ist Kiirzeste im Autobahnkreuz (UW, ( )25’€’5>

i—1 7(11']

(4) Wenn b;,_1 = a;, so ist j;_1 = j; und p;, o c(a;) = 7;,(0 + Z)
(5) Definieren wir § als Hintereinanderdurchlaufen eines Weges von mg nach ¢ (a;)
in Uy, dann von c|]ai,bi[ und schliefllich eines Weges in Uy, von ¢ (b;) nach my,

so ist g;,"* = [3]. Hierbei sind die Klammern [] die Homotopieklassen in M mit
festem Basispunkt my.

Die a;, b;, 7, und g;," sind bis auf gemeinsame Translation der Indizes ¢ eindeutig
bestimmt. Wir wollen nun die eindeutig bestimmte Folge

n_i no ni
(---7gj_1 y G50 > 91 7)

die Symbolfolge von ¢ nennen.
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Im Falle b;,_1 < a; nennen wir die Restriktion c|[ Tubenwechsel.

bi—1,a:]
B.) Fiir den Fall einer minimalen Geodétischen c¢: [a,b] — M der Léange > L:

Mit Hilfssatz 1.5 folgt, dafl es ein ¢ € [a,b] gibt mit ¢(t) € S. Die Konstanten

Ci,...,Cy konnen sogar so gewéhlt werden, dafl es ein ¢ gibt mit ¢(t) € Us. Sei

a = inf ¢ 1 (Us) und ¥ := sup ¢ 1 (Us). Esist ¢’ —a < L und b— ¥ < L. Wir kénnen

dann ein z € IN U {0} und a;,b; € IR (fir ¢ = 0,...,2) und j; € {1,...,k} (fir

i=0,...,2)und n; € {—1,1} (firi =1,...,2 — 1) finden, so daf gilt:

(1) ap=ad und b, =V und b;_1 < a; < b;

(2) cljq, o I8t Kiirzeste in (U5 (v5.) 5 )25’6’8) firi=0,...,z.

(3) Wenn b;_1 < a; (i=1,...,2), soist ¢(bj_1) € Us (fyjH) und ¢(a;) € 9Us (75,),

und c|p, | . ist Kiirzeste im Autobahnkreuz <UW, {, >26,5,5)

(4) Wenn b,y =a;,i=1,...,2,s0ist j,_; = j; und p;, o ¢ (a;) =;,(0+ Z)
(5) Definieren wir fiir i = 1,..., 2 den Weg [ als Hintereinanderdurchlaufen eines
Weges von mg nach ¢ (a;) in Uy, dann von ¢ Jas.bi] und schliellich eines Weges

in Uy von ¢ (b;) nach my, so ist [, y5,05]" = [B].
(6) by ist das gréBte Element in [a’, 8] mit c(Jag, bo[) € Us (o) — i (756 (0 + Z))
und a das kleinste Element in [o, b'] mit ¢(Ja., b.[) C Us (v;.)—p;." (7,.(0 + Z))

Die Zahl z sowie die a;, b;, ; und g;,"* sind hierbei eindeutig bestimmt.
Wir wollen analog zu oben die eindeutig bestimmte Folge

ni n2 n
(gjl yGjo "5 G5, Z)

die Symbolfolge von ¢ nennen. Wenn b;_; < a; gilt, nennen wir wieder die Restriktion
|y, Tubenwechsel.
In beiden Féllen (A. und B.) nennen wir

n; n
(g_]z Yy '7gji/ Z)

mit ¢ <7 (bzw. 1 <i < < 2) ein (endliches) Segment der Symbolfolge.

BEMERKUNGEN 1.11.

1. Die n; sind im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Eine eindeutige Bestim-
mung ist nicht moglich, wenn g¢; ein Element von II; der Ordnung 2 ist.

2. Nach Hilfssatz 1.9 konvergieren minimale Geodétische unendlicher Lénge, deren
Symbolfolge stationiir wird, C'-exponentiell gegen das entsprechende ;.
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3. Die einzigen minimalen Geodétischen unendlicher Lénge ohne Tubenwechsel
sind die ~; selbst (bzw. Reparametrisierungen hiervon).

4. Ist ¢ eine minimale Geodéatische unendlicher Lénge, so ist die Symbolfolge von
¢|(q, €in endliches Segment der Symbolfolge von ¢. Fiir a — —oo (bzw. b — 00)
wichst sie immer weiter nach links (bzw. nach rechts).

Die nun folgenden Uberlegungen formulieren wir nur fiir minimale Geodétische
unendlicher Lange. Es ware jedoch gut moglich, d&hnliche Definitionen fiir Geodati-
sche endlicher Lange zu machen.

Auf einem Intervall ohne Tubenwechsel bewegt sich eine minimale Geodétische
immer auf der Us-Umgebung eines «; und wechselt beim ndchsten Tubenwechsel
auf eine Us-Umgebung eines anderen 7;. Anschaulich hat man den Eindruck, daf§
fiir diesen Wechsel immer eine ungefiahr gleich grofie zusétzliche Lange ¢ notwendig
ist. Diese zusétzliche Lénge soll nun abgeschétzt werden. Fiir die Formulierung in
der spéter benotigten Form brauchen wir noch eine Definition. Hierbei sei zu der
minimalen Geodéatischen ¢ beziiglich einer Autobahnmetrik wie oben Folgen (a;),
(bi), (n;) und (j;) gegeben. Fiir jedes ¢ gibt es dann genau ein p; € [a;,b;] mit
c(pi) = 5,3 + Z).

Wir zeigen nun:

Satz 1.12. Man kann die Konstanten C, . .., Cy so wéihlen, daf fir alle zugehdérigen
Autobahnmetriken gilt: Die minimale Geoddtische ¢ habe w Tubenwechsel zwischen
Wi und . Dann laf$t sich die Lange L beziiglich der Autobahnmetrik abschdtzen:

w(é(1 =96 —4L) = 268) < L(cl,, ) — €’ — ) < w(E + 6) + 26

(i 1ty

Wir nennen das Verhéltnis der beiden Schranken (bis auf die 2d) das Schranken-

verhdltnis
€+ 66

(1 —96 —4L') — 2eb

==
€

Wiihlt man ¢ und 4 klein gegeniiber ¢ und e, so ist 1 nahezu 1.

BEWEIS: Die Abschitzung nach oben erhélt man, indem wir einen zu C|[m7 o] ho-
motopen Weg konstruieren, der hochstens die Lange e(i' — i) + w(é + 66) + 29 hat.
Man nehme den Weg, der von ¢(y;) auf der Kiirzesten nach pj, (c(;)) geht, dann auf
den ~; und a; geméaf der Symbolfolge von ¢ und schliellich wieder auf der Kiirzesten

von p;, (c(pi)) nach ().
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Fiir die Abschétzung nach unten nutzen wir die Tatsache, dafl die Geodétische
ganz in der erweiterten Schnellspur S, verldauft. Die Lange, die (s ) I S hat,

und somit L(Chum w}) kann man einfach durch
w(g(1 - 2(%5 + L) = 2(30+ L)) — 2€(6 + L’)) +e(i’ — 1)

= w(&(1— 95 —AL) — 25 + L)) + (i’ — i)

nach unten abschiitzen. Bezieht man auch noch die Linge in S, — S ein, so laBt
sich die Abschiatzung um 2welL'verbessern und wir erhalten die Abschitzung des
Satzes. 0

1.d. Der Limes des asymptotischen Limes bei Autobahnmetriken

In diesem Unterabschnitt sei M eine mit einer Autobahnmetrik versehene kompakte
Mannigfaltigkeit mit dim M > 3. Die minimale Geodétische ¢ habe eine Symbolfolge,
die fiir ¢ — oo stationdr wird, d.h. es gebe ein i, € IV, einen Erzeuger g;  und ein
N = £1, so dafl g;,"* = g;. " fiir alle ¢ > 4. Dann gibt es ein ¢y, € IR, so daf ¢(t) €
Us(vi) ¥Vt > to. Nach Hilfssatz 1.9 konvergiert die Kurve ¢ dann C'-exponentiell
gegen 7;..='. Dieser Exponent ist fiir g; % # e die Zahl n,, im Fall g; % = e konnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dafl der Exponent gleich n., ist. Da M und somit das
Einheitstangentialbiindel iiber M kompakt ist, wissen wir mit Proposition I11.3.1,
daB F, o c auch C'-exponentiell gegen F, o (77">) konvergiert.
Wir wollen nun annehmen, F, so gewihlt wurde, dafl

(1.3) Fyov;(t+ Z) =T ,a; exp(tv;)
fiir geeignete a; € G, und v; € 8,. Dies ist keine wesentliche Einschrénkung:

e In unserem Beispiel einer Autobahnmetrik auf dem m-Torus mit m > 3 erfiillt
Fy :=id diese Bedingung.

e In unserem Beispiel einer Autobahnmetrik auf 72 x S? nehme man fiir F; die
Projektion auf 72. Dieses F} erfiillt die Bedingung.

e In unserem Beispiel einer Autobahnmetrik auf I’ (1)\H3 erfullt F, := id die
Bedingung.

e Allgemein kann man zeigen, dafl zu gegebenen geschlossenen Wegen +; einer
Autobahn die Richtungsabbildung so gew#hlt werden kann, daf§ es disjunkte
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geschlossene Wege I',a; exp(tv;) gibt, so dafl Bedingung (1.3) erfiillt ist. Der Ge-
dankengang soll nur kurz skizziert werden, da diese Tatsache im folgenden nicht
mehr benétigt wird. Hierzu betrachten wir die Definition von F, in Abschnitt
I11.2. Zu Beginn dieser Definition wird mit Theorem V(4.3) aus [Whitehe| ei-
ne stetige Abbildung F, konstruiert. Die Konstruktion in [Whitehe] kann aber
problemlos so abgewandelt werden, daf§ F,, die Kurven ~; wie gewiinscht ab-
bildet. Fiir den Ubergang zu der glatten Abbildung F, wenden wir dann Satz
B.1.6 an, wobei N die Vereinigung der Spuren der 7; sein mége und M, die
Vereinigung der Spuren der I';a; exp(tv;). Durch eine C'*°-Homotopie kann Fj,
so abgewandelt werden, dafl F,(q) = F,(q)Vq € Ny gilt. Also erfiillt F, die
Bedingung (1.3).

Mit diesem giinstigen F, kann man nun Lemma II1.3.2 anwenden. Wir erhalten

il (0 9l = expnan

wobei ¢ der Parameterwechsel aus Hilfssatz 1.8 ist.

1.e. Homolog minimale Geodéitische

Mit den erhaltenen Ergebnissen wollen wir nun auf einer beliebigen kompakten, zu-
sammenhéangenden Mannigfaltigkeit mit Dimension mindestens 3 und nicht trivialer
Fundamentalgruppe eine riemannsche Metrik mit nur wenigen (ganz-)homolog mi-
nimalen Geodétischen von unendlicher Léinge konstruieren. Vollig analoge Aussagen
gelten wieder fiir Geodétische mit Lange > L > 2D, wenn die Konstanten C1, ..., Cy
geméf Hilfssatz 1.5 gewéhlt sind. Um Fast-Wiederholungen zu vermeiden, wird aber
nur der Fall minimaler Geodétischer unendlicher Linge genauer ausgearbeitet. Um
die Analogie zu den Fundamentalgruppen deutlicher werden zu lassen, schreiben wir
in diesem Abschnitt H;(M, Z) auch multiplikativ, obwohl die Gruppe abelsch ist.

Sei zunéichst G eine endlich erzeugte Gruppe und {gi,...,gx} eine Menge von
Erzeugenden von G. Wir ordnen jeder Wortdarstellung g;'' ... gi' mit n; € {—1,1}
ein Paar aus nicht-negativen ganzen Zahlen (I, w) zu, wobei [ die Wortlange ist (das
neutrale Element hat hierbei per definitionem die Wortldnge 0) und w die Anzahl
der ¢ € {1,...,1 — 1} mit j, # jo1 (fiir I <1 sei w = 0). Derartige ¢ nennen wir
von nun an einen Wechsel der Wortdarstellung. Wir versehen nun die Paare mit der
lexikographischen Ordnung, d.h.

(LLw) < (I'w') <1<l oder (I =1 und w < w').

Wir betrachten nun die Menge aller Wortdarstellungen, die ein festes g € T dar-
stellen. Die Menge der zugeordneten Paare (I, w) zu den Wortdarstellungen von g
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hat ein Minimum (/,, w,). Eine Wortdarstellung von ¢ der Lénge [, und mit w,
Wechseln nennen wir eine superminimale Wortdarstellung. Offensichtlich hat jedes
Element mindestens eine superminimale Wortdarstellung. In diesem und in den fol-
genden Unterabschnitten werden wir nun die Charakterisierung homotop oder ho-
molog minimaler Geodéatischer auf das gruppentheoretische Problem zuriickfiihren,
superminimale Wortdarstellungen zu finden.

BEIsPIEL 1.13. Wenn G abelsch ist, so hat jede superminimale Wortdarstellung
eines Elements g # e aus GG die Form

ni ny N2 no Naw+1 Naw+1
gjl"'gjl gj2"'gj2"'gjw+1"'gjw+1
si-mal se-mal swr1-mnal

mit w € INUA{0}, j1,. .., Jwr1 € {1,...,k} (mit j; # ji fir ¢ #4), n; € {—1,1}
und s; € IN.

Sei nun {gy, ..., gx} ein Erzeugendensystem der Fundamentalgruppe von M. Wir
wiéhlen eine passende Autobahn A auf M.

C4, Cy, C5 und Cy seien so grof gewihlt, daB alle obigen Uberlegungen funktio-
nieren und auflerdem gilt

Cg>2]€—|—3 und Cs > 6.

Die obigen Konstanten C', ...,y sollen auflerdem so gewéhlt werden, dafl das
Schrankenverhéltnis

<l4+-——-.
T
Sei wie in Unterabschnitt 1.c ( N A AN A ) die Symbolfolge von
einer homolog minimalen Geoditischen ¢ beziiglich (, )25’6’5. Die Zahlen a;, b; und p;
seien ebenfalls wie dort definiert. In Abschnitt 1.1 definierten wir eine Abbildung

QZ)Hur: 7T1(M, mo) — Hl(M, Z)

Satz 1.14. Sei c: IR — M eine homolog minimale Geoddtische beziiglich der Auto-
bahnmetrik mit den obigen Bezeichnungen. Dann ist

(1) ¢Hm(gjs) # e fir alle s € Z.
(2) Sind cly, | . und c||
Segment

] Tubenwechsel mit i < 7. Dann ist das endliche

bi’ 7ai’+1

D .= ((bHur(g]z)nZ? t (bH“r(gji/)ni/)
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der Symbolfolge eine superminimale Wortdarstellung in der Gruppe Hy(M,Z)
beziiglich des Erzeugendensystems (¢pur(g1), - - -, Grur(gr)) und

¢Hu7"(gji_1) 7é ¢Hu7"(gjs) 3& ¢Hu7"(gj¢/+1)
fir alle s € {i,...,i'}.
Im folgenden Beweis sind alle Léngen von Kurven Léngen beziiglich der Autobahn-
metrik (,)5%°.

BEWEIS: ,,(1)“: Angenommen ¢p,,(g;,) = e fiir ein s € Z. Dann konstruieren wir
eine Kurve ¢#, die der Minimalitiit von Cl{s_y jiory) Widerspricht. Die Kurve durch-
laufe die folgenden Strecken: Zuerst laufe ¢# auf der Kiirzesten von c(u,_1) nach
Pjo1(c(pts=1)) = Vjs 4 (% + Z), dann auf ;, , in der dem Vorzeichen von ns_; ent-
sprechenden Richtung nach v;, ,(0 + Z), dann auf «,_; nach myg; von dort geht ¢#
entlang a1 nach v; ., (0 + Z), dann entlang ~; ., nach v, ,, (% + Z) in der dem

Vorzeichen von ngyq entsprechenden Richtung und schliefilich nach ¢(psy1). Dann
ist ¢# ganz-homolog zu ¢

[N8717Ns+1]'

Die Linge von ¢ ist < 26 + € + (€ + 65). Die Linge von Cls 1 uaya) hingegen ist
> 2¢. Aufgrund der Wahl der Konstanten C', . .., Cy ergibt sich also ein Widerspruch
zur Minimalitét von ¢, . .

»(2)“: Wir nehmen zunéchst an, dafl D nicht superminimal ist. Damit wollen wir

eine Kurve ¢ konstruieren, die der Minimalitit von chm Lt ] widerspricht. Hierzu
1

nehmen wir eine superminimale Wortdarstellung D# von der ganzen Homologieklas-
se Grrur(9:)™ -+ drrur(gir)™ . Grob gesprochen sind der Anfang und das Ende von ¢#
gerade die Konstruktion von ¢ in ,,(1)“, in der Mitte verlduft das hier konstruierte
c” ,gemiB“ der Wortdarstellung D#; die Konstruktion von ¢* wird nun genauer
ausgefiihrt.

Wir schreiben Y .
# n; "

mit geeignetem i# > i und geeigneten n# € {—1,1} und j# € {1,... k} firi <s <
i#. Die Kurve ¢ verlaufe zunéchst wie in ,,(1)* von ¢(p;,_,) nach p;,_, (c(uj,_,)) =
Viia (% + Z), dann nach v;, ,(0 + Z) und von dort nach my entlang «;, ,. Dann
aber lduft ¢# entlang ozjl#(() + Z) nach 73‘?(0 + Z) und durchlduft anschliefend in
der dem Vorzeichen von n?& entsprechenden Richtung die Schleife Vit Isti+1<i#

und j; = jit1, so durchlauft ¢# gleich nochmals diese Schleife, anschlieBend fiir i + 2
evtl. nochmals, u.s.w., bis schliellich i# erreicht ist oder ein Wechsel in D# auftritt,
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d.h. j, # jey1. AnschlieBend lduft ¢* entlang iz ZU My zuriick. Wenn i# noch

nicht erreicht ist, durchliuft ¢ noch einige weitere ; und ~; auf analoge Art und
Weise und kehrt hierbei bei jedem Wechsel in D# zu my zuriick, bis schlieSlich i#
erreicht ist. Zum SchluB geht ¢# wieder wie in ,,(1)¢ von mg nach v;, ,(0+Z), dann
nach v;, (% + Z) und letztendlich nach ¢(py41). Die so konstruierte Kurve ¢# ist
ganz-homolog zu C|[ui—1,uv+1}' Ihre Lange 148t sich nun mit Satz 1.12 abschétzen, sie

1st
<20+ (I + 1)e + (w® + 2)(E+ 69),

wobei [# = i# — i + 1 die Linge von D# und w# die Anzahl der Wechsel von D#
ist. Andrerseits ist aber auch

w + 2

L(e > (I+1)e+ (€ +66),

[ﬂi—lvﬂi/+1})

wobei [ die Lange von D und w die Anzahl der Wechsel von D ist. Wir schreiben
fiir die Differenz
A= L(c") - L(c|y,

i—l,ui/+d)'
Im Fall [ > [# ist dann

A 28 + (I* — e+ (w + 2)(€ + 60)
20 —e+ (k+1)(€+65), daw?<k-1

—e4+ (2k+3)E<0, daCs;>2k+3

VANIVANIVAN

Im Fall [ < I# ist wegen der Superminimalitéit von D# und der Nicht-Supermini-
malitit von D dann [ = [# und w > w? und man erhilt

2
A < 25+(€+65)<w#+2—ﬂ>
Ui
€ + 60
< 254+ (w#—w+(n—1)(w#+2))
—_— — —
=-1 <1 <k+1
. Sk
BPELE
i 4
€ € 3
S §—§<O, daCQZGundn§§

Wir erhalten also einen Widerspruch; D ist somit superminimal.
Zu zeigen bleibt noch

¢Hu7"(gji_1) 7é ¢Hur(gjs) 7é ¢Hu7"(gj¢/+1)
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fir alle s € {i,...,4'}. Wir wollen das Gegenteil annehmen, also 0.B.d.A. ¢p,-(9;,) =
Grur(9j,_,) fur ein s. Da Hy (M, Z) abelsch ist, kann man die superminimale Wort-
darstellung D zu einer superminimalen Wortdarstellung D# umordnen, die mit
G rur(9j,_,) beginnt und dasselbe Element der Homologiegruppe représentiert. Kon-
struiert man wie oben zu D¥ eine Kurve ¢, so durchlduft ¢* nach dem ersten
Passieren von v;, ,(0+ Z) zuerst «j, , in umgekehrter Richtung wie «;, , und dann
in gleicher Richtung. Wir erhalten nun aus ¢# ein Kurve ¢##, indem wir dieses Hin-
und Herlaufen weglassen. Die Kurve ¢## ist homotop zu ¢, die Abschitzung der
Lange von ¢## nach oben kann jedoch um €+ 66 kleiner als diejenige von ¢# gemacht
werden. Vollig analog zu der Abschiitzung von A fiir den Fall [ = [# und w = w# +1
erhélt man auch hier einen Widerspruch. O

Um unsere Aussagen moglichst stark formulieren zu kénnen, zeigen wir noch ein
gruppentheoretisches Lemma. Es ist mir nicht bekannt, ob dieses Lemma in der
Literatur bereits bewiesen wurde.

Lemma 1.15. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe, p ein surjektiver Gruppenho-
momorphismus auf die abelsche Gruppe H und seien hq, ..., hy FErzeuger von H.
Dann kann man Erzeuger gy, ..., gr von G mit k > k' so wdhlen, daf$ gilt:

(1) p(g;) = h; fiir alle 1 <i <Kk,
(2) p(g;) =e fiiralle k' +1 <i <k.
BEWEIS: Zunéchst wihlen wir gy, ..., g € G mit p(g;) = h;. Da G endlich erzeugt

ist, kann man diese Erzeuger zu einem Erzeugendensystem gi,..., g, mit k& > k’
erweitern. Nun gibt es ganzzahlige Koeffizienten a;;, so daf3

k/
p(g;) =1 " Vi=kK+1,... k.

i=1

Wir definieren nun g; := g, fiir alle j = 1,..., k" und
9 =991 g =k 41k

Dann erzeugen gy, ..., gy die Gruppe G, und (1) und (2) sind offensichtlich erfiillt.
O

Korollar 1.16. Auf jeder kompakten Mannigfaltigkeit gibt es eine Autobahnmetrik,
so daf$ fiir jede ganz-homolog minimale Geoddtische c: IR — M die Anzahl der Tu-
benwechsel hochstens k' ist, wobei k' die minimale Anzahl von Erzeugenden von
Hl(M, Z) 15t.
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BEWEIS: Hierfiir miissen wir die Erzeugenden der Fundamentalgruppe giinstig wéah-
len. Sei also hq, ..., hy ein Erzeugendensystem der Gruppe H; (M, Z), dann wihlen

wir mit dem vorangehenden Lemma Erzeuger gy, ..., g mit ¢py(g;) = h; fir 1 <
i <k und ¢y (g;) = e fir ¥ +1 < i < k. Das Korollar folgt dann unmittelbar aus
dem vorhergehenden Satz. O

BEeIsPIEL 1.17. Eine minimale Geodétische auf dem m-Torus, versehen mit einer
geeigneten Autobahnmetrik, hat hochstens m Tubenwechsel.

BEMERKUNG 1.18. Ganz #hnlich zeigt man auch die Existenz von Autobahnme-
triken, so daf} fiir alle reell-homolog minimalen Geodétischen, die Anzahl der Tu-
benwechsel hochstens dim Hy (M, IR) ist. Hierzu definieren wir zunéchst mit den
Bezeichnungen von Abschnitt I.1 die Abbildung

H = (bHom o (bHur:Trl(Ma mO) — H1<M7 R)

Wir setzen k" := dim H; (M, IR). Mit dem Lemma kénnen wir wieder 0.B.d.A. an-
nehmen, daf§ die H(g), ..., H(gy) bereits die ganze Gruppe H(M,Z) R erzeugen
und die restlichen Erzeuger von II; im Kern von H liegen. Dann gilt ein zu Satz
1.14 vollig analoger Satz (mit H anstelle von ¢p,,) und somit auch ein analoges
Korollar.

1.f. Algebraisierung im Fall beschrinkt vieler Wechsel

Wir haben nun auf beliebigen kompakten, zusammenhéngenden Mannigfaltigkei-
ten Autobahnmetriken konstruiert, die nur wenige homolog minimale Geodéatische
haben. Da auf Mannigfaltigkeiten mit abelscher Fundamentalgruppe alle homolog
minimalen Geodétischen auch homotop minimal sind, haben wir auf diesen Man-
nigfaltigkeiten beziiglich einer Autobahnmetrik auch nur wenige homotop minima-
le Geodétische. Suchen wir jedoch Metriken mit nur wenigen homotop minima-
len Geodétischen auf Mannigfaltigkeiten mit nicht-abelscher Fundamentalgruppe,
so miissen unsere Methoden abgeédndert werden.

In diesem Abschnitt wollen wir deshalb auch die Charakterisierung der homotop
minimalen Geodétischen auf ein gruppentheoretisches Superminimierungsproblem
zuriickfithren und somit Eigenschaften der minimalen Geodétischen herleiten. Dies
wird jedoch im Rahmen dieser Arbeit leider nur fiir eine besondere Klasse von Fun-
damentalgruppen moglich sein. Wir betrachten wiederum nur den Fall I = IR.

DEFINITION 1.19. Eine endlich erzeugte Gruppe I' mit gegebener Erzeugendenmen-
ge habe die Figenschaft beschrdnkt vieler Wechsel oder kurz die BV W-Figenschaft
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mit Schranke W € IN, wenn jedes Element von I' eine superminimale Wortdarstel-
lung mit hochstens W Wechseln hat.

Endlich erzeugte abelsche Gruppen haben z.B. die BVW-Eigenschaft. Freie Grup-
pen mit Rang > 2 haben die BVW-Eigenschaft nicht.

Von nun an sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Fundamentalgruppe II;,
die beziiglich der Erzeugenden g¢y,..., g, die BVW-Eigenschaft mit Schranke W
habe. Man nehme nun eine zu diesen Erzeugenden passende Autobahn A. Dann
wiéhlen wir fiir diese Autobahn A wieder so grofie Konstanten C1,...,Cy, so dafl alle
Uberlegungen der Unterabschnitte 1.a bis 1.c funktionieren und

Cy>2W +5 und Cy>6

und wahlen hierzu passende ¢, 9, €, 5.
Die obigen Konstanten Cf,. .. ,Cy konnen so bestimmt werden, daf§ zudem gilt

1
T AW 2)

SchlieBlich bestimmen wir zu diesen Parametern die zugehorige Autobahnmetrik.

Satz 1.20. Die Fundamentalgruppe 11, einer kompakten Mannigfaltigkeit habe die
BVW-FEigenschaft beziiglich eines festen Erzeugendensystems (g1, . .., gx). Wir wih-
len zu diesem Erzeugendensystem eine Autobahn. Sei ¢ eine minimale Geoddtische
unendlicher Linge beziiglich einer Autobahnmetrik, deren Parameter den obigen
Schranken gendigen. Fir gegebene i < i' habe ¢ Tubenwechsel c|y,, , .., und C|[biuai/+1}'
Dann st das endliche Segment

n; o
(g_]z 17 o '7gji/ ¢ )

der Symbolfolge eine superminimale Wortdarstellung in der Gruppe 11;.

Der Beweis ist analog zum ersten Teil des Beweises von Satz 1.14(2), lediglich
G ist durch die Identitdt von I1; zu ersetzen, Hy(M,Z) durch m (M, mp) und k
durch W + 1.

Korollar 1.21. Jede homotop minimale Geodditische beziiglich einer geeigneten Au-

tobahnmetrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit, deren Fundamentalgruppe die
BVW-FEigenschaft mit Schranke W erfillt, hat héchstens W + 2 Tubenwechsel.
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1.g. Losungsansitze fiir das algebraische Problem

Um zu wissen, auf welchen Mannigfaltigkeiten es beziiglich einer geeigneten Au-
tobahnmetrik nur wenige homotop minimale Geodéatische gibt, ist nun die Frage,
welche Fundamentalgruppen die BVW-Eigenschaft haben, von entscheidender Be-
deutung. Leider konnte in der Literatur keine Behandlung dieses Problems gefun-
den werden. In diesem Unterabschnitt wird die BVW-Eigenschaft fiir Gitter in den
Heisenberg-Gruppen beziiglich bestimmter Erzeugender gezeigt. Inwieweit sich diese
Resultate verallgemeinern lassen, bleibt offen.

Auf Hy,,1 benutzen wir die Bezeichnungen von Beispiel 11.1.4 und Abschnitt
I1.3. U.a. sei M(ay,...,c) die Umkehrabbildung der Komponentenkarte und fiir

natiirliche Zahlen m,|...|m, seien (,,,  m,) die dort definierten Gitter in Hy,qq.
Wir versehen I'(,, . ,) mit einer Erzeugendenmenge £, = {e1, ... eonp1}; fiiri <n
sei

€; 1= exp m;p; :M(O,...,O,@,O,...,O)
i.te Stelle

und fiir n < i < 2n sei

€ = exp i_p = M(O,...,O,\l/,(),...,O)
i.te Stelle

und schlieBlich eg, 1 :==exph = M(0,...,0,1).

Satz 1.22. [, m,) hat die BVW-FEigenschaft beziiglich der Erzeugendenmenge
E,.

Korollar 1.23. Sei I eine endlich erzeugte, torsionsfreie 2-stufig nilpotente Gruppe
mit zyklischem Zentrum, dann hat ' die BVW-Eigenschaft beziiglich einer geeigneten
Erzeugendenmenge.

BEWEIS DES KOROLLARS: O.B.d.A. sei I" nicht abelsch. Mit dem Satz von Malcev
(Satz 11.2.7) 148t sich I" in eine einfach zusammenhéngende, nilpotente Lie-Gruppe
G einbetten. Das Z;(I') von I' ist nach Satz I1.2.5 ein Gitter im Zentrum Z;(G) von
G. Da Z,(I") zyklisch ist, erhalten wir Z;(G) = IR. Die Lie-Gruppe G ist 2-stufig
nilpotent, da I' 2-stufig nilpotent ist. Man zeigt leicht, dafli dann G isomorph zu
der Heisenberg-Gruppe Hs,., fiir geeignetes n € IN ist. Die Gruppe [' ist somit
nach Satz I1.3.1 isomorph zu einem I, . ,). Deshalb folgt das Korollar aus dem
Satz. O

Im folgenden benutzen wir folgende Sprechweise: ein Erzeuger e € FE, kommt
in einer Wortdarstellung in positiver und negativer Potenz vor, wenn sowohl e, als
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auch e, ! in dieser Wortdarstellung vorkommt. Fiir den Beweis des Satzes zeigen
wir zunéchst, dafl es reicht, anstelle von Satz 1.22 den offensichtlich schwécheren
Satz 1.22A zu zeigen.

Satz 1.22A. Zu allen natirlichen Zahlen n und m4|...|m, gibt es ein W, so dajs
gilt: jedes Element g € I, .. mn), das eine Wortdarstellung minimaler Linge besitzt,
in der kein Erzeuger mit positiver und negativer Potenz vorkommt, besitzt auch eine
superminimale Wortdarstellung mit hochstens W Wechseln.

BEWEIS ,,1.22A = 1.22“:

Um Verwechslungen zu vermeiden, notieren wir die Erzeuger in Hy,,, in der Art
;. Wir definieren einen Lie-Gruppen-Epimorphismus P: Hy, 1 — Hs,1 durch die
Forderung, dafl die Tangentialabbildung 7. P = logoPoexp fiirallei = 1,...,n den
Vektor p; auf p;, ¢; auf q;, pny; aut —p;, gur; auf —g; und h auf i abbildet. Dann ist

P(Egn) = {61, ey €op, —€1, ..., —€Cop, €2n+1}

also auch
P (F(ml,...,mn,ml,...,mn)) - 1—‘(ml,...,mn)-

Nehmen wir nun eine Wortdarstellung minimaler Léange des festen Elements g
in Uiy oma)- Da€apq1 im Zentrum von Iy, m,,) liegt, kommt dieser Erzeuger in
dieser Wortdarstellung nicht in positiver und negativer Potenz vor. Diese Wortdar-
stellung 148t sich nun zu einer Wortdarstellung minimaler Lénge in I,y ma .oomi)
liften, in der kein Erzeuger mit positiver und negativer Potenz vorkommt. Mit Satz
1.22A fiir T'ny.mma,.ome) €rhalten wir eine superminimale Wortdarstellung in
Lns,.oomn,mu,..ymy) Mit hochstens W Wechseln, die eine superminimale Wortdarstel-
lung mit hochstens W Wechseln in I, ...m,,) ergibt. O

BEWEIS VON SATz 1.22A: Ein Element g € I, m,) besitze eine Wortdarstel-
lung minimaler Linge, in der kein Erzeuger in positiver und negativer Potenz vor-
kommt. Dann 1&8t sich die Reihenfolge der Erzeuger so vertauschen, dafi wir eine
Wortdarstellung von g der Form

r1,1 Ti,2 T1,3 71,4 T15 T21 1722 T23 T24 T25 Tl T2 rn.3 Tn,d Tns T2n+l

€17 €ni161 T€nt1€1 €2 €nia€y €y 0Cy T L € gy € Egy €, g
erhalten. Da nur die Reihenfolge der Erzeuger vertauscht wurde, ist dies auch eine
Wortdarstellung minimaler Linge. Es gibt somit eine superminimale Wortdarstel-
lung mit héchstens 5n Tubenwechseln. O

Der Beweis ergibt fiir Satz 1.22 ein W = 10n. Eine Reihe anderer endlich er-
zeugter nilpotenter Gruppen hat die BVW-Eigenschaft. Bei hoherer Nilpotenzstufe
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nimmt W jedoch stark zu und es ist uns nicht bekannt, ob alle endlich erzeugten
nilpotenten Gruppen die BVW-Eigenschaft haben. Des weiteren ist auch unklar,
ob es endlich erzeugte Gruppen gibt, die beziiglich eines Erzeugendensystems die
BVW-Eigenschaft haben, aber nicht beziiglich eines anderen Erzeugendensystems.

Umgekehrt sieht man jedoch leicht, dal Gruppen mit BVW-Eigenschaft mit
Schranke W polynomial wachsen, wobei der Wachstumsgrad hochstens W + 1 ist.
Somit enthélt jede Gruppe mit BVW-Eigenschaft eine endlich erzeugte, nilpotente
Untergruppe von endlichem Index (siehe Satz 11.6.5).

VERMUTUNG 1.24. Alle endlich erzeugten Gruppen I, die eine nilpotente Unter-
gruppe von endlichem Index haben, haben die BVW-Eigenschaft beziiglich einer
beliebigen Erzeugendenmenge.

1.h. Minimale Geoditische bei freier Fundamentalgruppe

In den bisherigen Ergebnissen konnte man die Anzahl der Tubenwechsel einer homo-
log oder homotop minimalen Geodétischen beziiglich einer ,,guten” Autobahnmetrik
immer nach oben beschrinken. Um zu zeigen, dafl eine derartige Schranke nicht fiir
alle homotop minimalen Geodétischen auf einer beliebigen kompakten Mannigfal-
tigkeit mit Autobahnmetrik moglich ist, betrachten wir nun die homotop minimalen
Geodaétischen beziiglich einer Autobahnmetrik auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
M der Dimension > 3 mit freier Fundamentalgruppe IIy = 71 (M, mg). Beispiele der-
artiger Mannigfaltigkeiten sind S* x S? und zusammenhingende Summen hiervon.

IT; sei immer mit einer Erzeugendenmenge {g;|i=1,...,rang(Il;)} versehen.
Wir wihlen wiederum eine passende Autobahn und ermitteln hierzu passende Kon-
stanten C1,...,Cy,sodal Cy > 2, C3 > 10, Cy >4und n < 1 —|—% und erhalten eine
Autobahnmetrik (,) 4.

Hilfssatz 1.25. Fiir eine Wortdarstellung D in der freien Gruppe 11y sind dquiva-
lent:

(1) D ist superminimal,
(2) D ist minimal,

(3) in D steht kein Erzeuger neben seinem Inversen.

Der Beweis ist klar.
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Satz 1.26. Nehmen wir eine Folge

F = ( .. 7gj—1n_l7gj0n07 gj1n17gj2n27 .. )
in Iy, so daf$ fiir alle v € Z gilt
(1) n; € {17 _1} und jz € {17 e -urang<H1)}7

(2) 9j; # jiy, oder n; = nipq, d.h. kein Folgenglied steht neben seinem Inversen,

dann gibt es beziiglich (,)a eine homotop minimale Geoddtische unendlicher Linge
mat Symbolfolge F.

BEWEIS: Sei @i: M — M die universelle Uberlagerung. Dann ist A := @~'(A) einfach
zusammenhiingend. Die von (,)4 auf A induzierte Metrik nennen wir d - el myg
ein Element von @~ !(mg). Die Fundamentalgruppe II; operiert wieder von links
auf @~ (mg). Wir setzen nun fiir ¢ € IN induktiv m; := g; 1™ 'm;_; und m_; :=
g—i "My

Die Wortlangennorm (siehe Anhang A) von g;_1"-'g; ™2 ---g_;/"~ ist gleich 2i
und geht somit fiir © — oo gegen co. Nach Anhang A geht dann aber auch die von
der riemannschen Metrik induzierte Gruppennorm gegen oo, also

dz(m—;,m;) — oo fiir i — oo.

Mit den Ergebnissen aus 1.c fiir homotop minimale Geodétische endlicher Lénge
wissen wir nun, daf} ein ig existiert, so daf} fiir alle i > iy die Kiirzeste ¢; von m_;
nach m; in @~ *(A) liegt. Ferner ist die Symbolfolge von @ o ¢&; definiert und gleich

(g—in_ia s agi—lni_l) .

Zu beachten ist, dafl es fiir ¢ < ¢ einen Parameterwechsel ¢ von ¢y gibt, so daf eine
Homotopie H:[0,1] x [~i,i] — @~ '(A) von (¢ o )|, nach ¢& existiert, fiir die
H(s,+i) € a1(Vj) gilt.

Man konstruiert nun mit dem Satz von Arzela-Ascoli eine Kurve & IR — M,
so dafl fiir jedes kompakte Intervall I C IR eine Teilfolge ¢;, existiert, die nach
gliedweiser Umparametrisierung und Restriktion auf I in der C*-Topologie gegen ¢|;
konvergiert. Die Kurve #o¢ ist dann eine minimale Geodétische mit den gewiinschten
Eigenschaften. O

Korollar 1.27. Wenn 11y = Zx*...xZ von Rang gréfier 1 ist, dann gibt es (homo-
top) minimale Geoddtische, die fiir jedes 1 € ZZ einen Tubenwechsel C|[bi_1,ai] haben.
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2. Minimale Geodatische bei N-Linksinvarianz

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Konstruktion von Hedlund-Beispielen, d.h. von
riemannschen Metriken auf gegebenen kompakten Mannigfaltigkeiten, fiir die sich
die minimalen Geodé&tischen nur in wenige Richtungen bewegen. Da wir nicht von
allen endlich erzeugten nilpotenten Gruppen wissen, daf sie die BVW-Eigenschaft
haben, brauchen wir fiir diese Konstruktion noch andere Methoden. Die Betrach-
tung von N-linksinvarianten Metriken ist hierbei sehr hilfreich. Auflerdem liefert
dieser Abschnitt eine sehr genaue Beschreibung der minimalen Geodétischen auf
Nilmannigfaltigkeiten beziiglich einer Metrik, die auf der universellen Uberlagerung
N-linksinvariant ist. Aus der Literatur sind keine &hnlichen Untersuchungen be-
kannt.

In diesem Abschnitt sei G immer eine einfach zusammenhéngende, k-stufig nilpo-
tente Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g und N < G eine normale (zusammenhéngende)
Unter-Lie-Gruppe mit Lie-Algebra n, die aulerdem in G? liegen soll. Die Gruppe G
trage eine N-linksinvariante Metrik (,)q.

Die Standard-Projektion von G auf % sei wie in Abschnitt 11.4

p%G%%

Die induzierte Metrik auf % nennen wir wieder (,)c. ,,Minimal“ wird wieder dqui-
N

valent zu ,,homotop minimal* verwendet.
Wir wollen zeigen, daf§ minimale Geodétische auf G bis auf Linkstranslation mit
Elementen von N eineindeutig minimalen Geodéatischen auf % entsprechen.

Satz 2.1 (Reduktion der Dimension). G sei eine nilpotente Lie-Gruppe mit zusam-
menhingendem Normalteiler N C G*. Auf G sei eine N -linksinvariante Metrik (, )¢
gegeben. Der Quotient % trage die riemannsche Metrik (, >%, fiir die die Standard-

Projektion

p%:G%%

eine riemannsche Submersion ist. Weiterhin fordern wir, daf$ es fiir eine beliebige
G-linksinvariante Metrik {, )L, Konstanten Koy, Koy > 0 gibt, so dafs

Koy (z,2)}, < (z,2)q < Koylz, ),

fiir alle x € TG.
Dann st c: IR — G genau dann minimale Geoddtische, wenn gilt:
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(1) ¢(t) L ker Tc(t)p%,
(2) pgocR— £ ist minimale Geodiitische.

Der Satz bleibt richtig, wenn man {iberall Linksinvarianz durch Rechtsinvarianz
ersetzt.

BEWEIS VON ,,<=“: Angenommen, ¢ wére nicht minimal, hingegen seien (1) und (2)
erfiillt. Dann gibt es eine , Kiirzere® k: [t1,t2] — G mit k(t;) = ¢(t;) und L(k) < L(c).
Dann ist aber auch

Lpg o k) < L(k) < L(Cfjtr,121) = L(Pg © ¢ty a])-

Dies ist jedoch ein Widerspruch zu (2). O

Die Umkehrung ist wesentlich aufwendiger zu zeigen. Wir formulieren Satz 2.1
deswegen zuerst um. Diesen umformulierten Satz beweisen wir danach durch voll-
standige Induktion. Es sei daran erinnert, dal Z;(G) das i-te Zentrum der Gruppe
G ist.

Satz 2.1A. G sei eine nilpotente Lie-Gruppe mit zusammenhdngendem Normaltei-
ler N C G*. Auf G sei eine N-linksinvariante Metrik {,) gegeben. Der Quotient
Nﬁ+i(G) trage die riemannsche Metrik (,); , fir die fir jedes i € IN die Standard-
Projektion

G

S (e

eine riemannsche Submersion ist. Weiterhin fordern wir, dafs es fiir eine beliebige
G-linksinvariante Metrik (, )., Konstanten Koy, Ko, > 0 gibt, so daf

Koy (z,2)} < (x,2)q < Koolz, z),

fiir alle x € TG.
Dann st c: IR — G genau dann minimale Geoddtische, wenn gilt:

(1) é(t) L ker Towpi,

(2) ppoc: R — & L

Zi(GN 1st minimale Geoddtische.

Auch N N Z;(G) ist ein Normalteiler von G. Deswegen sind die Projektionen p;
Gruppenhomomorphismen.

Fiir 7 > K ist Satz 2.1A trivialerweise dquivalent zu Satz 2.1. Wir wollen nun Satz
2.1A beweisen. Der Beweis von ,,<=* geht vollig analog zu Satz 2.1.
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BEWEIS VON SATZ 2.1A,, = “:

Induktionsanfang:

Den Induktionsanfang (i = 1) wollen wir spéter zeigen.
Induktionsschritt: (von ¢ auf ¢ + 1)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt der Satz fir N’ := N N Z;(G) anstelle von N.
Wir betrachten nun das kommutierende Diagramm:

Pi G _ G _.
G NNZ;(G) ~— N’ G
\(pi+1 \pr
G ~ G”

NNZi(G) — N7

Setzen wir G” = ; und N" = pi(N N Zi11(G)), so ist & kanonisch iso-

e
NﬂZi(G N
morph zu Nﬂ%ﬂ(@ Es ist N” C Z1(G") und N” C G". Ferner ist aufgrund der
Kommutativitéit des Diagramms die Abbildung pr: G” — G—//// eine riemannsche Sub-
mersion. Die auf G” = & von (,)¢ induzierte Metrik (, ); ist nach oben und unten
beschriinkt durch ein Vielfaches der von ()} induzierten Metrik auf G”, welche

G”-linksinvariant ist. Die Metrik (, ); ist a-linksinvariant.

Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir also auch den Satz auf die Projektion

pr:G" — ](\;[—//// anwenden. Aufgrund der Kommutativitéit des Diagramms sieht man
dann aber auch, dal der Satz fiir p;,; gilt. O

BEWEIS DES INDUKTIONSANFANGS: Wir kénnen annehmen, da8 N C Z;(G).

Fir (1) werden wir zeigen, daf§ die aus dem Noetherschen Theorem (Theorem
I1.4.1) stammenden ErhaltungsgroBen

P = (&(t), Trew(n))

einer nach Bogenlénge parametrisierten minimalen Geodétischen c: IR — G gleich
Null sind. Angenommen P,, # 0 fiir ein n € n. Wegen N C Z1(G), ist n Fixpunkt
von Ad(c(t)), also Trewy(n) = Tlew(n). Des weiteren gilt Ad(exptn) = id fiir alle
t € IR. Wir schreiben zunéchst

e(t) = M) Tlewy (n) + s(t)

mit einer C*°-Funktion A\(¢) und einem C*-Vektorfeld s(t) ldngs c(t), das senkrecht
auf Tl.y(n) steht. Sei | || die von ()¢ induzierte Norm. Dann gibt es Konstanten
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Konst;, Konsty > 0 mit:

[(E(8), Tl (n) 6]
[Tl ()]

[((), Tl (n))
| Tlegsy ()

Man konstruiere nun &(t) so, dal ¢(t)c™'(t) € exp Rn und ¢(0) = ¢(0) und ét) L
Tlsy(n). Dann hat ¢(t) = Tlape—1p(s(t)) wegen é(t)c(t) € exp Rn die Norm

|s(t)|| < \/1— Konst,®. Es gilt fiir alle t € IR
c(t) = exp ((/t )\(t’)dt’) n) é(t),
0

denn die Gleichheit ist offensichtlich fiir ¢ = 0 und beide Seiten sind Lie-Stamm-
funktionen von A(t)n + 0(s(t)).

Da expn € G? gilt und (, )¢ durch Koo(, ), beschriinkt ist, gilt mit dem Lemma
iber das Lédngenwachstum in Kommutatorrichtung (Korollar I1.5.2) fiir die von (, )¢
induzierte Abstandsfunktion dg

(1) = < Konst;

IA@) Ty ()] = > Konsty, > 0

dale(t), c(0) = 0y [ @)l ') = o(vA)
Also fiir t > 0

t =dg(c(0),600)) < da(é(0),e(t) + da(&(t), c(t))
< <\/1 - Konsﬁf)t + O(V1),

was einen Widerspruch fiir grofie ¢ erzeugt. Somit folgt (1).
Es bleibt noch (2) zu zeigen. Hierzu nehmen wir an, es gibe eine minimale nach
Bogenlénge parametrisierte Geodéatische ¢, so daf p goc keine minimale Geodéatische

in < ist, d.h. es gibt eine glatte Kurve k[t ts] — £ mit k(t;) = pe oc(t;) firi = 1,2
und )

A= E(p% o cly, 1) — L(k) > 0.
k besitzt einen Lift k auf G mit k = pg ok, k(t1) = c(ty) und k(t) L Tl (n). Dann
ist £(k) = £(k). Es findet sich ein v € n, so daB k(ty) = ¢(t3) expv.
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_ Zu zuniichst festem p > 0 wollen wir nun £ zu einer stiickweise glatten Kurve
E:[ty,to + i] — G fortsetzen durch

k(t) = k(t) fiir ¢, <t <ty
k(t) = c(t)exp (1 — p(t — t2))v) fiir ty <t <ty + .

Es ist k(t;) = c(t;) und k(ty + i) = c(ty + i) Wir wollen nun zeigen, dafl fiir

geniigend kleines p die Kurve k kiirzer als |ty 4,417 1st.
) 1w

L) =Lk + [ |t

Zur Berechnung des Integrals benutzen wir

k() = Trexp((1-p(t—t))0)C(t) — T lgayv
fir to <t <ty + % Wegen exp IRv C Z;(G) ist
Tresp((1—p(t—t2))0) C(t) = Tlexp((1—p(t—t2))) ¢(t)

und dies ist wegen (1) orthogonal zu Tligyv. Somit ist fiir £, <t <ty + %

IEON < VIE@))? + g2 Tl

Nun ist aber [|¢(t)|| = 1 und ||Tl.v||* kleiner als eine Konstante konst, die un-
abhéngig von der Wahl von g ist. Schliellich erhalten wir

= 1
£<C‘[t1,t2+i}) - £(k:) Z A + E(]. — W) > 0,

wenn p klein genug ist. O

Folgerung 2.2. G trage eine N-linksinvariante riemannsche Metrik, N C G*. Die
Menge M der Vektoren im Tangentialbiindel TG, deren zugehirige Geodditische mi-
nimal ist, liegt auf einer Untermannigfaltigkeit von TG der Dimension 2dim G —
dim N. Unter anderem hat die Menge M fiir dim N # 0 das Maf$ Null in TG.

3. Allgemeine Konstruktion von Hedlund-Beispielen

In diesem Abschnitt sollen nun verallgemeinerte Hedlund-Metriken zu beliebigen
endlich erzeugten, nilpotenten Gruppen konstruiert werden. Da wir nicht wissen, ob
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alle diese Gruppen die BVW-Eigenschaft haben, kann man hierfiir nicht einfach eine
Autobahnmetrik nehmen.

Der nun folgende Satz liefert uns zunéchst Hedlund-Metriken auf Nilmannigfal-
tigkeiten. Wir erhalten hiermit Hedlund-Metriken zu allen endlich erzeugten, tor-
sionsfreien, nilpotenten Gruppen I' # Z & Z.

Satz 3.1. Sei I eine endlich erzeugte, k-stufig nilpotente, torsionsfreie Gruppe un-
gleich Z@®ZL. Man bette I' als Gitter in eine einfach zusammenhdngende, nilpotente
Lie-Gruppe G ein. Dann gibt es auf der Nilmannigfaltigkeit M = T'\G eine rie-
mannsche Metrik ;) und eine Menge U = {vi enli=1,...,dim H(M, R)} mit
den folgenden Figenschaften:

(i) fir alle (homotop) minimalen Geodditischen c: IR — M existiert ein orien-
tierungstreuer Parameterwechsel ¢, ein i € {1,...,dim H,(M, IR)} und ein
ne{-1,+1}, so daff

lim A'lim (c o )|, 4 = exp(nv;)

s——+00 t—-+o00

gilt beziiglich der k-stufigen Richtungsabbildung id.

(ii) Die v; sind linear unabhingige Vektoren in der Lie-Algebra g und spannen
ein Komplement zu g auf.

BEWEIS: Mit dem Satz von Malcev 148t sich die Gruppe I' als Gitter in eine ein-
fach zusammenhéngende, nilpotente Lie-Gruppe G einbetten. In Konsistenz mit
Abschnitt II1.2 kénnen wir G — [ := % setzen. G ist der ,grofite” < i-stufig
nilpotente Gruppenquotient von G. Das Bild von I' in G; = % nennen wir analog
I;.

Wir setzen M := I'\G und wéhlen die Richtungsabbildung F,, = id. Man beachte,

daB H;(M, IR) kanonisch isomorph zu % ist.
Wir unterscheiden nun 3 Fille:

1.Fall: dim H,(M, R) > 3

Sei k := dim H;(M, IR). Nach den Sétzen 11.2.4 und I1.2.6 ist 'y = P,(I") auch ein
Gitter in Gy = Hy(M, IR) und somit T’y = Z*. Man wihle nun Erzeuger g1, ..., gi

von I'; und definiere auf dem Torus I'1\G; passend zu diesen Erzeugern geméifl Bei-

spiel 1.2 und geméfl Unterabschnitt 1.b eine Autobahnmetrik (, >i§6’5’6 mit geniigend

kleinen Parametern ¢, d, €, .
Man wiéhle nun eine linksinvariante riemannsche Metrik auf G. Sie steigt zu einer
riemannschen Metrik (,); auf ['\G' ab. Das Bild der Orthogonalprojektion eines
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v € TG auf ker T'py,, beziiglich dieser linksinvarianten Metrik bezeichnen wir mit ol
Dann ist durch

(v, wYg = (Tprev, Tprew)a + <v”,w”>l

eine Metrik (die Hedlund-Metrik) definiert und p, ist eine riemannsche Submersion
von (G, (,)m) auf (I''\G1, (,)a). AuBlerdem ist das orthogonale Komplement von
ker T'py,. beziiglich (, )y gleich dem orthogonalen Komplement beziiglich (,);. Zu
jedem ¢ € {1,...,k} gibt es genau einen Vektor v; € g aus dem orthogonalen
Komplement von ker T'py,, so dal T'py.v; = log g;.

Mit den Ergebnissen dieses Kapitels und Satz I11.3.4 wissen wir nun, dafl jede
minimale Geoditische auf (M, (,)y) C'-exponentiell gegen eine Kurve der Form
g exp(tv;) oder I'g exp(—tv;) mit geeignetem g € G konvergiert. Mit Lemma I11.3.2
folgt hieraus die Behauptung.

2.Fall: dim H, (M, R) = 2

Wiederum ist I'y = Py (") & Hy(M, Z)  ein Gitter in der Gruppe G = Hy(M, IR),
die in diesem Fall zwei-dimensional ist. Wegen Hy (M, R) = H,(M,Z)r ® IR gilt
dann Hy(M,Z)gr = Z ® Z. Da wir den Fall I' = Z & Z ausgeschlossen haben, ist
% # {e}. Nun ist aber G* zusammenhingend und enthélt T'?, also haben wir 0 <
dim G? = dim g? und wegen der Nilpotenz von g ist dann auch 0 < dim g—i = dim g—z
Die Menge G N Py, (T) ist ein Gitter in der abelschen Lie-Gruppe Gy = g—i Man
wihle eine zusammenhingende Unter-Lie-Gruppe U der Kodimension 1 in G52, so
daB U N Py, (T) ein Gitter in U ist. Dann ist N := P,,}(U) ein Normalteiler von G
der Kodimension 3, und nach Satz I1.2.6 ist I' N N ein Gitter in V.

Die Gruppe % ist eine nicht-abelsche, einfach zusammenhéngende, nilpotente Lie-
Gruppe der Dimension 3, also isomorph zu der 3-dimensionalen Heisenberg-Gruppe
Hj. Die Projektion Py:G — % bildet I" auf ein Gitter ab. Nach Lemma I1.3.2 gibt
es nun einen Lie-Gruppen-Isomorphismus a: & = Py(G) — Hs, der Py(T) auf eine
Untergruppe von I'(;y von endlichem Index abbildet. Hierbei ist I';y das in Abschnitt
I1.3 definierte Standardgitter in Hs.

Man definiere nun eine Autobahn auf I'(;)\ H3 wie in Beispiel 1.4 und eine Auto-

bahnmetrik mit geniigend kleinen Parametern (e, d, €, 5) geméafl Unterabschnitt 1.b.
Diese Metrik heben wir durch a auf Py (I')\ Py(G) hoch.

Fiir die Konstruktion der Hedlund-Metrik (,)y wihlen wir wieder auf G eine
linksinvariante Metrik (,); und definieren dann die Hedlund-Metrik (, )y auf G vol-
lig analog zum 1. Fall. Es gibt nun eindeutig bestimmte v; € g aus dem orthogonalen
Komplement von ker T'Py, so daf a (exp (T'Pyv;)) = ¢;- Wir erhalten mit den im
1. Fall zitierten Satzen die Behauptung.
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3.Fall: dim H;(M, IR) =1

Wir zeigen zunéchst: g ist 1-dimensional. Hierzu wissen wir bereits

dim 3 = dim H, (M, R) = 1.
5

Es reicht also zu zeigen, dafl g? = g°, denn daraus folgt aufgrund der Nilpotenz
g° = {e}.
Seien 1,72 € g. Wihle ein y € g — g. Dann gibt es y1,y» € IRy und 2, 2, € g°
mit
T =Y+ 2
Ty = Y2 + 22
Der Kommutator von x; und x5 ist dann

(1, 2] = [y1, Ya] +[y1, 22] + [y2, z1] + [21, 22] € 0’
0

Wir erhalten G =2 IR und I' & Z, also M = % = S!. Fiir die Standardmetrik auf
% ist der Satz trivial. O

Hilfssatz 3.2 ([Massey2| S.114). Zu jeder endlich prdsentierten Gruppe I' gibt es
eine kompakte 4-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Fundamentalgruppe I'.

BEWEIS: Wir konstruieren eine derartige Mannigfaltigkeit. Seien ey, . . ., e,, Erzeuger
und 71, ..., Relationen der Gruppe I'. Man nehme nun als Ausgangsmannigfaltig-
keit eine S*. Fiir jeden Erzeuger i = 1,...,n wihlen wir einen Punkt auf der S* und
schneiden einen kleinen Ball um diesen Punkt heraus. An dem entstehenden Rand
(diffeomorph zu S3) kleben wir nun einen ,,Henkel“ an. Ein Henkel ist hierbei die
Produktmannigfaltigkeit S x S, aus der wir einen kleinen 4-Ball herausgeschnit-
ten haben und die wir mit dem dadurch entstandenen Rand =2 S3 an das Loch in
der gelochten S* kleben. Nach Glittung erhalten wir eine orientierbare, differen-
zierbare Mannigfaltigkeit, die nach dem Satz von Van Kampen (in der Version fiir
CW-Komplexe) die Fundamentalgruppe Z x ... * Z hat.

Wir wahlen nun zu jeder Relation r; einen Weg, dessen Homotopieklasse die Re-
lation r; ist. Analog zu der Konstruktion der Wege ; zu Beginn dieses Kapitels kann
man nun argumentieren, dafl wir annehmen koénnen, dafl diese Wege sich gegensei-
tig nicht schneiden sowie selbstschnittfrei und glatt sind. Wir wahlen eine beliebige
riemannsche Metrik und schneiden disjunkte Tubenumgebungen um die Wege aus.
Jede Zusammenhangskomponente des entstehenden Randes ist ein S2-Biindel iiber
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S, und da die Mannigfaltigkeit orientierbar ist, ist dieses Biindel diffeomorph zu
5?2 x 81, Man sieht leicht, daB sich durch dieses Ausschneiden die Fundamentalgruppe
nicht dndert.

Entlang jeder Zusammenhangskomponente des Randes klebt man nun S? x K?
an, wobei K? die abgeschlossene 2-dimensionale Kreisscheibe ist, und glittet an-
schliefend. Die so angeklebte Menge ist einfach zusammenhéngend. Das Theorem
von Van Kampen besagt nun, dafl der erhaltene Raum die Fundamentalgruppe I'
hat. O

Wir kénnen nun unsere Ergebnisse in dem Theorem zusammenfassen:

Theorem 3.3 (Existenz von verallgemeinerten Hedlund-Beispielen). Sei I' eine
endlich erzeugte, k-stufig nilpotente Gruppe. Es gibt dann eine kompakte, riemann-
sche Mannigfaltigkeit (M, (,)y) mit Fundamentalgruppe T' und eine Familie von
Richtungsabbildungen (Fy) e, so dafl gilt:

(1) Fy: M — T, \G, ist eine o-stufige Richtungsabbildung gemdff Abschnitt I11.2.

(2) Es gibt eine Menge U, = {v;’ enli=1,...,dim H (M, ]R)} mit den Figen-
schaften:

(i) fir alle (homotop) minimalen Geodditischen c: IR — M ezistiert ein orien-
tierungstreuer Parameterwechsel ¢, ein i € {1,...,dim Hy (M, IR)} und ein
ne{—1,+1}, so daff

lim A’lim (co )], , = exp(nvy)

§—>+00 t—+00

beziiglich der Richtungsabbildung F,.

(ii) Die v sind linear unabhdingige Vektoren in der Lie-Algebra 8, und spannen
ein Komplement zu 8> auf.

Derartige riemannsche Mannigfaltigkeiten (M, (,)y) zusammen mit der Familie
der Richtungsabbildungen (F}),c v nennen wir verallgemeinerte Hedlund-Beispiele.

BEWEIS: Wir betrachten zunéchst den Fall, dafl I" torsionsfrei und ungleich Z ® Z
ist. Wir benutzen den letzten Satz. Sei M die dort definierte Nilmannigfaltigkeit mit
der dort definierten Hedlund-Metrik (,)y. Fiir 0 > & ist dann F, := id eine o-stufige
Richtungsabbildung. Fiir ¢ < k ist F, := p,. eine o-stufige Richtungsabbildung.
Man sieht leicht, dal (M, (,)u, (Fy)sen) ein Hedlund-Beispiel ist.

Fiir den Fall T' = Z @ Z nehmen wir eine Autobahnmetrik (,)4 auf 7% x S?
beziiglich der Autobahn in Beispiel 1.3. Fiir jedes o € IN sei die Richtungsabbildung
F., die Projektion von T? x S? auf T2
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Sei nun I' eine beliebige endlich erzeugte, nilpotente Gruppe. Mit Satz I1.1.5 bet-
ten wir I" als Untergruppe von endlichem Index in eine Gruppe D = A x B ein, wobei
A endlich und B der Quotient von I' durch die Torsionsgruppe ist. Die Gruppe B ist
endlich erzeugt, torsionsfrei und nilpotent. Es gibt also zu ihr ein verallgemeinertes
Hedlund-Beispiel (M B, () By (FP) e IN) . Wir wéhlen zu der endlichen Gruppe A ei-

ne kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit (M4, (,)4) mit Fundamentalgruppe A.
Auf M4 gibt es dann keine nicht-konstanten minimalen Geodétischen. Man versehe
Mp := M4 x Mg mit der Produktmetrik, die wir im folgenden (,)p nennen wollen.
Die Hintereinanderausfithrung von FZ nach der Projektion Mp — Mp ergibt eine
Richtungsabbildung FP auf Mp. Minimale Geodéitische auf Mp sind konstant auf
ihrer M 4-Komponente und eine minimale Geodétische auf ihrer Mpg-Komponente.
Also ist auch (M D, (), (FP)oe ,N) ein Hedlund-Beispiel.

Es gibt nun zu der Untergruppe I' < D eine endliche Uberlagerung u: My —
Mp. Wir versehen Mr mit der gelifteten riemannschen Metrik (). Mit dem Zu-
satz zu Satz I1.1.5 sehen wir, dafl F'P o u eine Richtungsabbildung auf My defi-

niert. Da (M D, () s (FP)ye ,N) ein verallgemeinertes Hedlund-Beispiel ist, ist auch

(Mp, (), (FP ou)ge ,N) ein verallgemeinertes Hedlund-Beispiel. O



ANHANG A

Gruppennormen und Liangennormen

In diesem Abschnitt wird die in [Pansu] (34) skizzierte Theorie der Normen auf
Gruppen genau ausgefithrt. Wenn I' Fundamentalgruppe einer kompakten riemann-
schen Mannigfaltigkeit ist, findet man die gegenseitige Abschétzbarkeit der Normen
auf I', die unter Punkt 4. und 5. der folgenden Beispiele aufgefiihrt sind, auch in
[Gromov2] 3.20-3.22 mit anderen Beweisen. Abschliefend wollen wir als Anwendung
der Langennormen die Wohldefiniertheit der stabilen Norm zeigen.

DEFINITION A.l. Eine Funktion | |:T' — IR von der Gruppe I' in die nicht-
negativen reellen Zahlen nennen wir Gruppennorm, wenn folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

(1) |v| = 0« v = e (Positivitét),

(2) 17| < |7+ || (Dreiecksungleichung),

(3) |71 = |71 (Symmetrie).

Ist I' endlich erzeugt und gilt zusétzlich

(4) Vr >0 gilt {7 el ’ ly| < r} ist endlich (Eigentlichkeit),

(5) fiir alle § > 0 existiert ein p € IR, so daB sich jedes v € I' als Wort []~;
schreiben 1a8t, wobei |y;| < p und 3 |y < (14 0)|v],

so nennen wir | | eine Ldngennorm.

BEMERKUNG A.2. Die Definition der Gruppennorm folgt [Gromov2] 3.20, wohin-
gegen die Definition der Léngennorm sich an [Pansu] orientiert. In [Pansu] bleibt
jedoch etwas unklar, was unter einer Langennorm verstanden werden soll. Unter
anderem wird Eigenschaft (4) nicht gefordert. Allein aus den anderen Eigenschaften
kénnen aber die benotigten Sétze nicht hergeleitet werden. Ein Gegenbeispiel 148t
sich z.B. mit der unten definierten total-diskreten Gruppennorm angeben.

BEISPIELE A.3.

1. Eine Norm auf einem IR-Vektorraum ist auch eine Gruppennorm.

97
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A. Gruppennormen und Lingennormen

. Eine Gruppennorm induziert auf jeder Untergruppe eine Gruppennorm, u.a.

tragt also jedes Gitter in einem normierten Vektorraum eine induzierte Grup-
pennorm. Wie man leicht sieht, ist dies eine Langennorm.

. Die total-diskrete Gruppennorm | | mit |y| = 1V # e ist eine Gruppennorm,

aber keine Langennorm. Sie hat nicht die Eigenschaft (4).

. Sei S eine endlich Menge von Erzeugenden von I' und 7' := S U S~!. Jedes

Element in I' 148t sich als Produkt von Elementen aus 1" schreiben; die minimale
Anzahl der Faktoren, die man bendtigt, um das gegebene v € T' — {e} zu
schreiben, heifit die Wortldnge von v beziiglich der Erzeugendenmenge S, die
wir immer mit | |g bezeichnen werden. Definieren wir auflerdem |e|g := 0, so
erhalten wir eine Langennorm mit p = 1 fiir alle 6.

. Sei M eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit mit Metrik (,) und mit

Fundamentalgruppe I' beziiglich des Basispunkts m. Dann ist I' endlich er-
zeugt. Weiterhin sei 7 ein Punkt iiber m auf der universelle Uberlagerung M
von M. Wir benutzen fiir die Multiplikation in der Fundamentalgruppe I' fol-
gende Konvention: fiir 7,7 € I'" wird 79’ von einem Weg reprisentiert, der
zuerst 7/ und dann v durchlduft. Die Abbildung, die jede Decktransformation
D auf die Homotopieklasse eines Weges mit Lift von m nach D(m) abbildet,
ist ein Gruppenisomorphismus von den Decktransformationen nach I'. Die Fun-
damentalgruppe I' operiert somit von links als Decktransformationen auf M.
Setzen wir

7y == dgy (m,y.1m),
so erhalten wir eine Léngennorm auf I'. Es geniigt hierfiir zu zeigen, dafl die
Eigenschaft (5) fiir p =2 (1 + 0~') diam(M, (,)) erfiillt ist.

Sei also v € T' vorgegeben. Man wiéhle nun ein n € IN mit

0
n > M >n—1.

— 2diam(M, (,))

Fiir eine Kiirzeste c: [0, 1] — M von 7 nach ~v.m bestimme man fiir: =0,...,n
Elemente v} € I' mit

dy (%.Th, c <£>) minimal, also auch < diam(M, (,))
n

-1
und setze v; = . (7{71) fir i = 1,...,n. Offensichtlich gilt

!/

Y=¢  vi=vm ouwmd y=9 =7
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Sei 0;; das Kronecker-Symbol. Damit ist

|’Yz“ < ﬁ(c|[%7in1])+<2—51i_5in)diam(M7<v>)
= %+(2—51i—5m)diam(M><v>)

< p

Hieraus ergibt sich zum einen die erste Bedingung fiir die Eigenschaft (5), zum
anderen aber auch

S hil < bl + 20— 1) diam (M,,))
< (1+0)hl,

also auch die zweite Bedingung.

Der hier durchgefiihrte Beweis wurde in [Pansu| (34) skizziert.

ANMERKUNG A.4. Ist M in der letzten Bemerkung keine riemannsche Mannigfal-
tigkeit, sondern ein kompakter Langenraum im Sinne von [Gromov2] 1.3 mit endli-
chem Durchmesser und der Eigenschaft, daf jedes Element der Fundamentalgruppe
einen Repréasentanten endlicher Lénge hat, so erhdlt man auch eine Langennorm
auf der Fundamentalgruppe von M. Der Beweis geht vollig analog. Zum Beispiel
bekommen wir so Langennormen auf den Fundamentalgrupppen von kompakten
Réaumen mit einer Finsler-Metrik und auf Gittern in nilpotenten Lie-Gruppen mit
einer Carnot-Caratheodory-Metrik beziiglich einer linksinvarianten Distribution, die
transversal auf dem Kommutator der Lie-Algebra steht.

Proposition A.5 ([Pansu] (34)). Zwei Lingennormen | |, und | |, auf einer endlich
erzeugten Gruppe I' sind dquivalent, d.h. es gibt Konstanten c,C > 0 mit

ey <yl <Oyl Wy el

BEWEIS: Zunéchst wollen wir diese Aussage fiir den Fall | |, = [gund | |, =] |«
fiir zwei endliche Erzeugendenmengen S und S’ von I' zeigen. Definieren wir k :=
max {|y|s |7y €5} < oo, s0gilt | |¢ < k| |y (und & > 0 fiir nicht triviales I'); die
andere Ungleichung gilt analog.

Fiir den Beweis der Proposition reicht es nun zu zeigen, daf} es fiir eine beliebige
Langennorm | |, eine Menge S von Erzeugenden gibt, so dafl | |, und | |4 dquivalent
sind. Hierfiir wéhlen wir zu einem 6 > 0 ein p, so daf fiir | |; die Eigenschaft (5) einer
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Léngennorm erfiillt ist. Dann setzen wir S := {y € I'| |vy|; < p}, das nach Eigen-
schaft (4) endlich ist. O.E. kénnen wir annehmen, dafl p so grof ist, daf§ S die Gruppe
I" erzeugt. Offensichtlich gilt | |; < p| |g. Sei ferner x :=min {|y|; |y € S — {e}}, so
erhalten wir mit der Eigenschaft (5) auch x| |¢ < (1+6)| |,. O

Proposition A.6 (ohne Beweis in [Pansu| (34) erwéhnt). Sei N eine Untergruppe
von I' mit endlichem Index. Die Gruppe I' habe die Lingennorm | |. Dann ist die
Restriktion von | | auf N auch eine Lingennorm auf N.

BEwEIS: Offensichtlich sind die Eigenschaften (1) bis (4) erfiillt. Um (5) zu zeigen,
wéhlen wir Représentanten hq, ..., hy € T' der Elemente von N\I', d.h. der Links-
nebenklassen modulo N und setzen s := max |h;|. Zu gegebenem 6 > 0 bestimme
man mit Eigenschaft (5) ein p’ zu ' := 0/2 und setze

85(1+9’)}.

Sei 7 € N gegeben. Man bestimme nun mit (5) geeignete 71, ..., € I, fiir die

vy=1Iv. il <pnvund > |vw < (1+6) |4

O.B.d.A. gibt es kein 4 mit |y;| < 2 und |y;41| < &Y, denn sonst fassen wir ~; und
Vi+1 zusammen. Wir erhalten also

(r — Dpn

1+6 >
(1+0) =

und daraus
0" |y > 2s(r —1).

Man wahle nun fiir jedes ¢ = 1,...,r — 1 ein n; € N, so daB der Ausdruck
;! [T;—; 7;| minimal ist (und somit < s); weiter setzen wir 7y = e und i, = . Wir

e . ~ -1 ~ .
setzen fiir ¢ = 1,...,7 nun n; := (n;_1)" n; und erhalten somit

=1 i=1

Weiter gilt

Ing| = ‘(ﬁi71>_1ﬁi <

. 1
+ || + (ﬁzIH%’) < (2 = 0io — bir)s + |Vl
=1

i—1

-1

;4 H Yj
Jj=1
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Somit haben wir einerseits |n;| < p := 2s + py und andrerseits

> Inil 25(r — 1)+ |l
Oy + (1 + 0|7
(1+0)]7]

IAIA A

Das Produkt [];_; n; ist also die fiir Eigenschaft (5) benétigte Wortdarstellung von
7. -

Proposition A.7 ([Pansu] (34)). T trage wie oben eine Langennorm | |. Sei F' ein
endliche normale Untergruppe von I'. Dann ist

r
I = I

IV F|| == min{|f| | f € F}

eine Langennorm auf %

BEGRUNDUNG. Die Eigenschaften (1)—(3) sind offensichtlich, (4) nutzt die Endlich-
keit von F, (5) steigt direkt von I' auf £ ab. O

ANWENDUNG A.8. Sei M eine kompakte riemannsche Mannigfaltigkeit, mg ein fest
gewahlter Punkt und | | die von der riemannschen Metrik induzierte Langennorm auf
(M, mgp). In Abschnitt 1 definieren wir die ganzen Homologieklassen in Hy (M, IR)
als

ngom o ¢Hur(7T1(M7 mO)) - Hl(Ma Z)R
Auf H(M,Z) R definieren wir nun eine Gruppennorm | |, durch
(vl = inf {|7]| Srrom © Grrur() = v}

Sei S ein Erzeugendensystem von m; (M, mg) und S’ := ¢ om0 dpu-(S), dann erzeugt
S" auch die Gruppe Hy(M, Z) . Es gibt eine Konstante C' > 0, so daf | | > C| |4
und somit auch | |, > C| |g. Fiir die in Abschnitt 2 auf den ganzen Homologie-
klassen Hy(M,Z ) definierte die stabile Norm || || gilt nun

Joll = int {~ el }

Man nun sieht leicht, dafl
v =0<v=0 Yve H (M Z)R.



ANHANG B

Difterentialtopologische Hilfsmittel

Alle Mannigfaltigkeiten in diesem Abschnitt sind Mannigfaltigkeiten ohne Rand, es
sei denn es steht ausdriicklich ,,Mannigfaltigkeit mit Rand“ oder , Mannigfaltigkeit
(evtl. mit Rand)*.

1. Die starke und die schwache C"-Topologie

Dieser Abschnitt lehnt sich stark an das Buch [Hirsch| an. Die Definitionen und
Satze wurden grofitenteils aus diesem Buch iibernommen. Dort findet man auch die
zugehorigen Beweise. Um jedoch die starke Konvergenz fiir unsere Konstruktion voll
nutzen zu konnen, wird zum Schlufl noch eine einfache Proposition bewiesen, die ich
in der benotigten Form in der Literatur nicht fand.

Im folgenden sei C°(N, M) die Menge der stetigen Funktionen und C”(N, M)
(r € IN) die Menge der r-fach stetig differenzierbaren Funktionen von der Mannig-
faltigkeit N (mit Rand ON) in die Mannigfaltigkeit M (mit Rand 0M). Wir wollen
diese Mengen mit der ,starken” und der ,,schwachen“ Topologie versehen. Hierzu
geben wir fiir jeden Punkt eine Umgebungsbasis an.

DEFINITION B.1.1 (der schwachen C*-Topologie). Sei f € C"(N,M). Zu jeder
Karte (¢,U) von N und (¢,V) von M und zu jedem kompakten K C U mit
f(K) C V und zu jedem € €]0, 00| definieren wir

Ny (f5 (0, U), (4, V), K, €)
als die Menge aller g € C"(N, M) mit g(K) C V und
ID*(Wfe™") (@) = DX fe™ ) ()]l < e

fir alle x € o(K), k = 0,...,r. Fir jedes f bildet die Menge aller so definier-
ter Njj,(f; (o, U), (¢, V), K, €) eine Subbasis von Umgebungen einer Topologie auf
C"(N, M). Diese Topologie heifit die schwache C”-Topologie. Sie macht C"(N, M)
zum topologischen Raum Cf, (N, M).
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DEFINITION B.1.2 (der starken C"-Topologie). Sei f € C"(N, M). Zu jeder lokal-
endlichen Familie & = (((pi,Ui))EA von Karten von N, zu jeder Familie ¥ =

((@Z),,VQ)),GA von Karten von M, zu jeder Familie von Kompakta K = (Ki)'eA
und zu jeder Familie positiver Zahlen € = (el) o fir die K; C U; und f(K;) C V;

gilt, definieren wir

N5(f;@, 9, K €)
als die Menge aller g € C"(N, M) mit g(K;) C V; und
ID*(Wif i ) (@) — DM(Wifer ) (@) < e

firallei € A, x € p(K;), k=0,...,r. Fiir jedes f bildet die Menge aller so definier-
ter N&(f; @, U, K, €) eine Subbasis von Umgebungen einer Topologie auf C" (N, M).
Diese Topologie heifit die starke C"-Topologie. Sie macht C"(N, M) zum topologi-
schen Raum Cg%(N, M).

Die starke Topologie ist feiner als die schwache Topologie. Wenn N kompakt ist,
stimmen beide Topologien iiberein.

Eine stetige Funktion f: N — M heifit eigentlich, wenn Urbilder kompakter Men-
gen kompakt sind. Den topologischen Unterraum der eigentlichen Funktionen in
Ch (N, M) (bzw. C5(N, M)) bezeichnen wir mit Propy, (N, M) (bzw. Props (N, M)).
Wenn N kompakt gilt

Props(N, M) = Propy (N, M) = C§(N, M) = Cyy (N, M).

Sind zusétzlich noch Mengen Ny € N und My C M gegeben, so definieren wir
Ch (N, No; M, My) (bzw. C&(N, No; M, My)) als den Raum der C"-Funktionen von
N nach M, die Ny in M, abbilden, versehen mit der schwachen (bzw. starken)
Topologie.

Satz B.1.3 ([Hirsch] chapter 2, Theorem 1.4). Seien N und M wieder ohne Rand.
Die Menge der C"-FEinbettungen ist offen in C4(N, M) fir r > 1.

Satz B.1.4 ([Hirsch] chapter 2, Theorem 2.6.). Seien N und M zwei C*-Mannig-
faltigkeiten ohne Rand, 1 < s < oo. Dann sind die s-fach stetig differenzierbaren
Funktionen von N nach M dicht in den stetigen Funktionen von N nach M beziiglich
der starken C°-Topologie.

Satz B.1.5 ([Hirsch| chapter 2, Theorem 2.13). Seien N und M zwei C"-Mannig-
faltigkeiten ohne Rand, 1 < r < oo, mut dim M > 2dim N + 1. Wenn N kompakt,
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dann sind die C"-Einbettungen von N in M dicht in C%(N,M). Wenn M nicht
kompakt ist, sind die Einbettungen dicht in Propg(N, M).

Wir bezeichnen mit C" (N, Ny; M, My) die Menge der Funktionen aus C"(N, M),
die Ny in M, abbilden. Mit der von der starken Norm induzierten Topologie heif3t
sie dann CG(N, No; M, My).

Satz B.1.6 ([Hirsch| chapter 2, Theorem 3.5). Seien N und M zwei C*-Mannigfal-
tigkeiten (evtl. mit Rand), 1 < s < oo; Ny (bzw. My) sei eine C®-Untermannigfal-
tigkeit von N —ON oder ON (bzw. M — OM oder OM ). Dann ist C*(N, Ny; M, M)
dicht in CZ(N, No; M, M), 0 <r <s.

Satz B.1.7 ([Hirsch] chapter 3, Theorem 2.1.(a), Transversalititssatz). Seien N
und M zwei C*-Mannigfaltigkeiten (ohne Rand) und A C M eine C*-Unterman-
nigfaltigkeit. Dann sind die Abbildungen von N nach M, die transversal zu A sind,
dicht im Raum aller C*°-Funktionen von N nach M in der starken (oder schwachen)
C>-Topologie.

Fiir die Anwendung des Transversalititssatzes beachte man, dafl zwei Kurven in
einer Mannigfaltigkeit der Dimension < 3 genau dann transversal sind, wenn sie sich
gegenseitig nicht schneiden.

Die folgende Proposition konnte in der Literatur nicht gefunden werden. Um die
Begriindung anschaulich zu halten, wurde sie nur fiir dim N = 1 formuliert. Ent-
sprechende Verallgemeinerungen in héhere Dimensionen sind aber auch problemlos
moglich.

Proposition B.1.8. Sei k:[—p, 1+ p] = M eine C*-Kurve, p > 0. Es gibt dann
eine Umgebung N" von kly, , in C$(]0, 1[, M), so daf fir alle | € N die Kurve

l[=p,1+p] > M

oo =0 Upo = Flpop  Uparg = Flparg

C° ist.

BEGRUNDUNG B.1.9. Wir wenden die Definition B.1.2 an:
Setze fiir 7 € IN und
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Die Familie ((id| U)) . ist eine lokal-endliche Kartenfamilie von N. Setze weiter

1 1 1 1
i = ==, 1——71——

[82' 42} N { 41 82}

Wiéhle eine gemeinsame Umgebung V' von k(0) und k(1), die so klein ist, dafl auf
ihr eine Karte v definiert werden kann. Es gibt ein iy € IV, so dal k(K;) C V fiir
alle 7 > ig. Setze nun A := {i € IN | i > 4o} und ¢; := 1. Definiere

N = N§g (kho,l[? ((id Ui))ieA’ (0, V))ien » (Ki)ien » (ei)ieA)

N ist eine Umgebung von kg1 In CZ(]0,1[, M) und man sieht sofort, daf} fiir alle
leN,re N und fiir ty € {0,1} gilt:

%(@bi)(t) %%(wf)(to) fir ¢ — to.

Die Umgebung N leistet also das Gewiinschte. O

2. Tubenumgebungen

Fiir die in Kapitel IV.1 konstruierten Autobahnen benétigen wir einige Ergebnisse
iiber die Konstruktion von Tubenumgebungen und Ballbiindeln. Das Ziel dieser
Konstruktion ist es, Umgebungen von Untermannigfaltigkeiten zu finden, die eine
besonders einfache Gestalt haben.

Die Tubenumgebungen sind z.B. in [BréJd] §12 oder [Hirsch] Abschnitt 4.5 dar-
gestellt worden. In dieser Arbeit wurde jedoch ein etwas anderer Zugang gewéhlt,
da dieser Zugang besser zu unserer Situation paft.

Das Normalenbiindel iiber N in M bezeichnen wir hier mit 7+ N, die Teilmenge
der Vektoren der Lénge < r mit T| (i)N . Den Ball mit Radius » um den Punkt
g in der riemannschen Mannigfaltigkeit M bezeichnen wir mit B,(q, M). Sofern
nicht anders angegeben, trage der IR" immer die Standardmetrik. Die riemannsche
Exponentialfunktion bezeichnen wir wieder mit exp®.

Lemma B.2.1. Sei (M, (,)n) eine beliebige (nicht notwendig kompakte) m-dimen-
sionale riemannsche Mannigfaltigkeit (ohne Rand) und N eine n-dimensionale kom-
pakte Untermannigfaltigkeit (evtl. mit Rand). Wir definieren
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TN — M
(7’1,0,’0) = eXp(R)m)(U)

Dann gibt es ein r > 0, fir daf X|T(L)N ein Diffeomorphismus ist.

BEWEIS: || || sei die zu (, )y gehorige Norm. Die Tangentialabbildung T, ¢)x im
Punkte (n,0) € N ist der kanonische Vektorraumisomorphismus von {07+ N
nach T,,M und deswegen invertierbar. Wir finden also zu jedem n € N ein r; > 0
und eine Umgebung Uy C N von 7, so dafl x ein Diffeomorpismus von

{v e TEN | € Ugy, o]l < ra}
auf eine Umgebung von 7 ist. Nehmen wir eine endliche Teiliiberdeckung
U(n1)7 ey U(nl)

von N und wahlen ein r > 0 mit r» < r; fiir alle ¢ = 1,...,[; dann ist y ein lokaler
Diffeomorphismus von B, := {v TN ||y < r} auf eine Umgebung von N.

Zu zeigen bleibt noch, daf fiir gentigend kleines r > 0 auflerdem x|y injektiv ist.
Nehmen wir das Gegenteil an, dann gibt es v;, w; € TN mit FuBpunkten ¢; # §;,
exp®v; = expPw; und max{||v;||, ||w;||} < L. Wir kénnen (nach Ubergang zu einer
Teilfolge) annehmen, dafi die ¢; gegen ein ¢ und die §; gegen ein ¢ konvergieren.
Dann erhalten wir

2
d(q,q) < d(q, exp®v;) + d(q, expPw;) < = +d(4:,9) + d(@, q)

und somit ¢ = ¢. Dies widerspricht der Tatsache, daf§ x auf U,,, 3 ¢ injektiv ist. O

Das Bild des restringierten y wollen wir die r-Tubenumgebung von N oder kurz
U,(N) nennen. Wir nennen N auch die Seele der Tubenumgebung N. Wenn N ohne
Rand und kompakt ist, ist es gerade die Menge aller Punkte in M, deren Abstand
zu N Kleiner als r ist. Offensichtlich ist U,.(N) C U,(N) fiir alle 0 <" <r.

Wir wollen die Menge U,.(N) jedoch nicht als strukturlose Menge betrachten,
sondern ihr die Struktur eines riemannschen B, (0, R™")-Biindels iiber N geben.

DEFINITION B.2.2. Unter einem riemannschen B, (0, IR™ ")-Biindel oder einfach
r-Ball-Biindel iiber einer Mannigfaltigkeit N (evtl. mit Rand) verstehen wir ein
Tupel (T,p,{(,)n, |70 € N}), bestehend aus einer Mannigfaltigkeit 7' (evtl. mit
Rand), einer surjektiven C'*°-Submersion

p:T — N
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und einer riemannschen Struktur (,),, auf jeder Faser p~'(ng), ng € N, so dafi es
einen sogenannten Biindelatlas von T

A={(Us), ¥, |i e}

gibt und hierfiir gilt:

(1) Die Uy C N bilden eine offene Uberdeckung von N.

(2) Die ¥;:p 1 (Up)) — Uy x B,(0, R™™") sind Diffeomorphismen.

(3) po ¥, 7! ist die kanonische Projektion von Uy x B, (0, R™™™) auf Ug.
(4) Wil m1py: 0~ (w) = {u} x B(0, IR™™") ist eine Isometrie fiir alle u € Uy).

Fiir die Definition der riemannschen B, (0, R™")-Biindelstruktur auf U,(N) de-
finieren wir zunéchst eine B, (0, [R™™")-Biindelstruktur auf T(ﬁ)N : Die Projektion
p sei hierbei gerade die Fuflpunktprojektion. Die Faser iiber ng € N ist ein of-
fener Ball des euklidischen Vektorraums (TN, (, )p,); sie moge die riemannsche
Struktur tragen, die hiervon induziert wird. (T, (i)N 0,4, ) | M0 € N}) ist dann ein

B, (0, R™™)-Biindel.
Sei {U(i)} eine Uberdeckung von N mit Kreisscheiben, so kénnen wir fiir jedes

1 auf TlU(i) durch einen auf Uy definierten Orthonormalbasenschnitt eine Vek-
torbiindel-Karte definieren, die faserweise einen Isomorphismus auf den IR™™" bildet.
Die Restriktionen dieser Vektorbiindel-Karten auf Vektoren der Lénge < r bilden
einen zu (T N, p, {(, ), | 70 € N}) gehorigen r-Ball-Biindelatlas.

Diese riemannsche B, (0, [R™™")-Biindelstruktur wird nun durch den Diffeomor-
phismus x|, LN auf U, () heriibergeholt. Wir nennen diese Struktur die kanonische

B,(0, R™™™)-Biindelstruktur der r-Tubenumgebung beziiglich (, )as.

Man wird jedoch leider nicht erwarten kénnen, daf fiir eine beliebig vorgege-
bene riemannsche Metrik auf M die hiermit definierte riemannsche Struktur auf
den Fasern eine riemannsche Unterraumstruktur ist. Dies geht jedoch, wenn die
riemannsche Metrik auf der Tubenumgebung flach und N total geodétisch ist.

In Unterabschnitt IV.1.a wollen wir die riemannsche Metrik so verindern, dafl
sie in einer kleinen Tubenumgebung flach wird. Wir benutzen hierfiir:

Proposition B.2.3. Sei (M, (,)n) eine riemannsche Mannigfaltigkeit (ohne Rand)
der Dimension m und N eine kompakte Untermannigfaltigkeit von M (evtl. mit
Rand) der Dimension n < 1. Im Fall n = 1 trage N eine riemannsche Struktur,
die jedoch nicht notwendig die von (, )y induzierte Metrik ist. Der Radius r > 0 sei
so klein, dafs X|T¢)N ein Diffeomorphismus ist. Dann hat die r-Tubenumgebung von
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N einen B,.(0, IR™"™")-Biindelatlas, dessen Kartenwechsel Isometrien des IR™™" x N
sind.

Zusatz B.2.4 (nur fiir den Fall dim N = 1). Gibt es eine offene Menge U C N, so
daff (U, (,)n) eine (total) geoditische riemannsche Untermannigfaltigkeit und dafl
(,Yar flach auf den Fasern iber U, so kann der Biindelatlas in der Proposition sogar
so gewdhlt werden, dafy die Biindelkarten auf den Fasern tber U isometrisch sind.

BEGRUNDUNG. O.B.d.A. sei N zusammenhéngend. Im Fall dim N = 0 bildet be-
reits eine Biindelkarte einen Atlas, also ist die Aussage trivial. Im Fall dim N = 1
ist N diffeomorph zum Intervall [0, 1] oder zur S'. Fiir N = [0, 1] wihlen wir einen
Orthonormalbasenschnitt von 7| (i)N . Fiir N = S* sei (Wy,, Wy,) eine offene Uber-

deckung von S' mit zusammenhingenden W;. Man kann lings Wy, und Wy, Or-
thonormalbasenschnitte wahlen, so dafl auf Wy, N Wy, die Transformationsmatrix
des Basenwechsels lokal konstant ist. (Man wéhlt sie zunédchst nur stetig, kann dann
aber mit den Sétzen des vorhergehenden Abschnitts annehmen, daff sie C* sind.)

Dieser Schnitt auf [0, 1] bzw. diese beiden Schnitte auf S* induzieren nun (wie
oben) einen r-Ballbiindelatlas auf T(i)N , der durch Transport mit y einen r-Ballatlas
mit den gewiinschten Eigenschaften liefert.

Unter den Voraussetzungen im Zusatz kann man die Orthonormalbasenschnitte
so wahlen, daf} sie entlang U parallel sind. Dann sind die Karten sogar auf den
Fasern iiber U Isometrien. O
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